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N. GUNTHER

SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES ET LEURS APPLICATIONS AUX
PROBLEMES FONDAMENTAUX DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE

PREFACE

Pour expliquer pourquoi j’entreprends la publication de mes recherches
de trois derniéres années, je me permets de citer textuellement les paroles
de M. H. Lebesgue dans ses «Lecons sur I'intégration». Nous lisons* dans
I’ouvrage de Villustre auteur:

«Que les fonctions de domaine s’introduisent en physique et y apparais-
sent méme comme plus directement adaptées aux besoins du physicien que
les fonctions de point—ne doit pas nous étonner. Un point n’est que la concep-
tion limite de corps de plus en plus petits, une fonction du point ne peut
s'introduire en physique que comme limite d’une fonction du corps, d’une
fonction de domaine.

«Si pourtant, on parle peu de ces fonctions, c’est que les mathématiciens
n’ont pas encore créé I’Algébre et I’Analyse des fonctions de domaine. On
posséde par contre des notations remarquablement maniables pour les fonc-
tions de points; aussi, par des artifices divers — mais qui se réduisent toujours
au fond & ne raisonner que sur les domaines assez spéciaux pour qu’ils ne
dépendent plus que d’un nombre fini de variables—remplace t’on toujours
Iemploi des fonctions de domaine par celui des fonctions de point».

En commencgant mes recherches en 1926, j’essayais de généraliser
une formule de Stekloff par ma méthode des fonctions de Stekloff et je ne

* H. Lebesgue. Lecons sur I'intégration et la recherche des fouctions primitives, Parisy
1928, chap. XI, p. 292.

TpdMH, 1 -1 — 1



2 N. GUNTHER. SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES.

parvins* & la solution du probléme qu’en introduisant & la place de ces
fonctions certaines fonctions des domaines; pour les mieux distinguer je leur
ai donné dans ce mémoire le nom des «quasi-fonctions» en faisant observer
en méme temps, que les opérations avec ces quasi-fonctions sont identiques
aux opérations avec des intégrales de Stieltjes. Depuis ma communication au
Congres des Mathématiciens & Bologne, j’emploi maintenant pour ces fonctions
des domaines en vue de leurs applications le nom de «fonctions moyennes»;
I’expérience ne conduit le physicien qu’a la connaissance des valeurs
moyennes des objets de ces recherches, que ce soit la densité, la vitesse,
la probabilité, etc.

Remarquons encore que l’utilisation des fonctions moyennes dans les
recherches purement analytiques date des temps de Riemann au moins, ayant
ainsi un 4ge surpassant 70 années: pour s’en convaincre, il suffit seulement
de faire attention au probléme de la sommation des séries divergentes, olt
les fonctions moyennes s’introduisent tout naturellement.

La formation des fonctions des points comme limites des fonctions
moyennes conduit souvent & des fonctions non continues, qui nonobstant
conviennent aux opérations analytiques étant, par exemple, sommables.

Or une fonction sommable étant mal définie suivant sa nature méme,
on ne peut pas espérer I’obtenir par un calcul direct: les séries, donnant
généralement les fonctions continues, deviennent divergentes.

Cette circonstance devient un obstacle insurmontable dans les recherches,
olt une pareille fonction intervient comme une inconnue auxiliaire, néces-
sitant toujours 'invention des voies indirectes.

Comme, au contraire, la fonction moyenne est bien définie, on peut
présumer, que son introduction & la place de la fonction limite rendra les
calculs exacts et pratiquables.

Par exemple, on sait bien qu’une suite normale, orthogonale et fermée
des fonctions V,, ¥,,... V,... étant donnée, quoique la série

Oy Vg Vgt e, Vb oo, anszVndw
@)

* N. Gunther. Sur une application des fonctions universelles de M. Korn. C. R., t. 188,
1926, p. 551; om :xe. 06 oxEOM mpmio:xemmm Teopnn 3amkmyTocTH. Hss. Axax. Hayx CCCP,
1927, Ne}e 1—2 n 83—4, crp. 63 r 255.
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correspondante & une fonction £, & carré intégrable, soit parfois divergente,
la série

1 1 1
al-—(;fVldm-i—az-:)—szdw—i—---—a—an-—;andw—h
() () ()

est toujours convergente et donne la valeur de
1 L f fd
M L [ fio.

(w)

Il s’agit donc de poser les problémes de maniére, que la fonction
moyenne (1) y entre directement et de systématiser les régles concernant
les opérations avec ces fonctions moyennes; comme les fonctions moyennes
utilisées jusqu’a présent n’appartiennent qu’au cas trés particulier des fonc-
tions moyennes, on peut espérer que leur théorie permettra d’aborder avec
succés de nouveaux problémes plus généraux.

Septembre 1929.

CHAPITRE 1
Les fonctions moyennes

1. Etant donné un intervalle (un intervalle proprement dit dans le cas
des domaines d’nne dimension, un carré, un cube, etc., dans le cas des
domaines & deux, & trois, etc. dimensions), formons une suite infinie des
réseaux d’intervalles

o) BR,R,...R,...

en.prenant pour le premier membre de la suite l'intervalle, qui est donné,
et en divisant en portions égales chaque intervalle d’un réseau de la suite
en passant d’un nombre de la suite au suivant.

En parlant d’un intervalle nous supposons toujours que c’est un
ensemble des points, qui est fermé.

Si les points envisagés appartiennent & une portion d’une ligne (pour
les domaines & deux dimensions) ou & une portion d’une surface (pour les
domaines & trois dintensions) nous supposons toujours que les droites paral-
leles & un des arétes d’un intervalle coupent la portion de la ligne,

1*
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respectivement de la surface, en un point au plus et nous prenons pour les
intervalles des réseaux sur la ligne, respectivement sur la surface, les por-
tions de la ligne, respectivement de la surface, découpées par les réseaux (1).

Nous disons que la mesure de 1’ensemble (E,) est nulle, si, quelque soit
le nombre positif ¢ il existe un nombre N, tel que dans chaque B, o n >N,
la mesure totale des intervalles, ayant des points communs avec (£), ne sur-
passe pas e. La mesure d’un ensemble ouvert (£) est toujours positive, car
quelque soit le point (z) de (E), il est un point intérieur d’un intervalle,
ayant tous ces points appartenants & ().

Envisageons un ensemble ouvert (E) et l’ensemble (%) de ses points
limites, qui ne sont pas les points intérieurs de (E). Si la mesure de (E,) est
nulle, nous disons que I’ensemble (£ —+ E.) est un domaine (w); nous disons
que l'ensemble (E,) forme la frontiére de (w).

La limite pour #— oo de la mesure totale des intervalles du réseau R, ,
qui contiennent les points de (w) et ne contiennent pas les points de sa
frontiére est dite la mesure de (w).

Si tous les points intérieurs d’un domaine (w,) appartiennent & (w)
et si (w,) ne coincide pas avec (w), il y a dans (w) les points intérieurs
n’appartenants pas & (w,); on obtient un domaine (w,), en ajoutant & I’en-
semble (£) des points de (w), n’appartenants pas a (w,), tous ces points étant
limites; car chacun de ces points limites, s’il n’appartient pas & la frontiére
de (w), est un point intérieur pour (w) et s’il n'est pas un point intérieur
de (E), il appartient & la frontiére de (w,). Le réseau R , qui correspond

au nombre % pour les frontiéres des domaines (w,) et (w), correspond au

nombre ¢ pour la frontiére du domaine (w,).
Nous disons, que le domaine (w) est décomposé en deux domaines (w,)
et (w,), en écrivant

(0)= (""1) -+ (wz)'
En désignant par « la mesure de (w), nous avons
W= 0, 4+ 0,.

Ayant décomposé le domaine (w) en deux portions, on peut en conti-
nuant ainsi le déeomposer en trois, en quatre... en un nombre fini de por-
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tions. Remarquons, qu’en continuant le procédé jusqu'a I'infini nous pouvons
obtenir un ensemble
() =+ (g) ==+,

formé par la réunion des points des domaines (w,), (w,). . ., qui est différent
du domaine (w); on obtient une pareille divison, par exemple, en réuniant
les intervalles en nombre infini, qui forment I’ensemble ouvert des points
intérieurs de (w).

Si deux domaines (w,) et (w,) ont des points intérieurs communs, on
obtient un domaine (w,) en ajoutant a l’ensemble (E) de ces points ses
poiants limites. Le point limite de (E), s’il n'est pas un point intérieur, doit
appartenir & (w,) ou & (w,) et 8'il est un point intérieur de (w,), il est sur
la frontiére de (w,) comme un point limite des points, appartenants & (w,).

. € o .
Lerésean R, qui correspond au nombre ~ pour lesfrontiéres des domaines (w,)

et (w,), correspond au nombre e pour la frontiére du domaine (w,).

Le domaine (v,) devient la somme du domaine (w,) et d’un domaine (»,");
le domaine (w,) devient la somme du domaine (w,) et d’'un domaine (w,).

2. A chaque domaine (»;) appartenant & un domaine (D) des points (z),
nous faisons correspondre un nombre u(w,).

L’ensemble des nombres w (w,), correspondant & tous les domaines
possibles, constitue une fonction % (w) des domaines (w).

Nous n’excluons pas le cas, quand les nombres » dépendent outre des
domaines (w) encore des points (z) du domaine (D), en utilisant dans ce cas
le signe u(w, ).

3. Definition 1. La fonction #(v) est dite une fonction moyenne additive,
si pour chaque division d’un domaine (w), en deux domaines (w,) et (w,) on a

(2) u(w) o =1u(0,) 0, 1 (w,) w,.

Exemples.
1) La fonction f étant sommable dans (D), posons

Q) w(w)=— f fie,
@

en désignant par dw I’élément du domaine (D).
Nous donnerons & la fonction (1) le nom de la moyenne de f.
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Les fonctions de Stekloff, correspondantes & f, sont les valeurs d’une
fonction moyenne de f.
2) Supposons que le domaine (D,) est un intervalle fermé o <z <b.
Soit donnée une série absolument convergente

3) b, 4+b,~+ b, e,
et une suite des nombres
c3') Tyy Bgy oo e Xy o

ontenus dans lintérieur de lintervalle (a, b).
En supposant que (w) est un intervalle fermé (e, §), posons % (0)= 0,
si aucun des nombres (3) n’appartient & U'intervalle («, B), et

1
u(@)=g—, b,
en cas contraire, la somme étant étendue sur tous les nombres b correspon-
dants aux nombres z, appartenants & l'intervalle («, B), étant posé qu’a
un nombre z, correspond le nombre b, avec le méme indice, si «,, est & I'in-

térieur de («, (), et le nombre ‘;‘bm siz, est égale & o ou & f.

3) En supposant que les points (%,) et () sont situés sur une sur-
tace (8), répondant & trois conditions bien connues de Liapounoff, posons

@ u@) =1 [ g,

o "10

r,, 6tant la distance entre les points (z) et (x,) dirigée vers (z), N, la direction
extérieure de la normale & (8) au point (z), (¢) une portion de (S). Remar-
quons, que la fonction moyenne (4) des (c) est une fonction des points (z,)
de la surface (S) et une fonction continue de ces points, comme un potentiel
d'une double couche, répandue sur (S) avec la densité p égale & —1
sur (s) et & O ailleurs.

4, Définition 2. La fonction moyenne % (w) est dite une fonction
& variation bornée, si pour chaque division du domaine (w) en portions

(@), (@) - -« (@)
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en nombre fini on a
[ ()] 0, 4 | (w,)] 0y =4 -+ 4+ |u(0,)| , <B,

olt B est un nombre détérminé.

Les fonctions des exemples (1), (2) et (3) sont & variation bornée.
Si toutes les valeurs d’une fonction moyenne additive sont positives, ell
est & variation bornée, car on a dans ce cas

()] 03+ <+ =+ 10, @, =1 (0,) 07+ -+ - 4(0,) 0, = 4(D,) Dy

Prenons un domaine quelconque (w) et divisons le d’une maniére quel-
conque en portions (w,),. .. (w,) en nombre fini. La fonction moyenne % (w)
étant & variation bornée, la somme

(5) ‘u(w1)|w1+"'+|u(wn))wn

a une borne supérieure. Désignons la par U (v) » et nommons U (w) w la
variation totale de % (w) en (), en donnant & U(w) le nom de la variation
moyenne de % (w) en (w).

Remarqgue. Si au lieu de se borner & la division du domaine (») en un
nombre fini de portions, on tient compte aussi d’'un nombre illimité de por-
tions, on n’augmente pas la variation totale.

En effet, supposons que la série des domaines

() (@) 4= -+ 4= (0) - -+
converge vers (w). La série
[ (0)] @) 4 |2 (0,)] 0=+ -+ =+ |u(w,)] w, + -+
est convergente, car la somme de ses » premiers termes est bornée.

Or

=n

(@) = (©)— > (@)
=1

étant un domaine, on a

[ ()] @y - - |u(w,)] , + |1 ()| 0? < T(w wv,
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d’olt suit que
Ju(w)] @)~ - |u(0,)] 0, < U(w)o.

Quelque soit le nombre positif €, on a pour un # suffisament grand

D fuo)] v <.

1=n+1

Or la somme des # premiers termes de la série ne surpasse pas U (w)w.

Il suit de 14 qu’on a
(e o]

Z [ (0,)| 0; < U(w)w ¢

=1

et comme = est arbitraire

[}
D )] 0, L U)o
=1
Théoréme. La variation d’une fonction additive et & variation bornée
est additive et & variation bornée.
Suivant la définition, la variation totale U (w) @ d’une fonction
additive U(w) est la borne supérieure des sommes (5).
Divisons (w) d’une fagon quelconque en m portions (w,), (w,) . . . ().
11 existe une division de (w,;) en portions (%) telle, qu’on ait

. . 1
U w; < X [#(0f)] o)+ —
J
Il suit de 13 qu'on a
i=m )
U(wl)wl—l— e - U(wm) w,, < 2 Z l“(“’i(j))| wi(.])__._ 1<B~+1.
=1 4

Comme la division de (w) en m portions (w,), ... (w,,) était quelconque,
U (w) est & variation bornée.

Supposons maintenant, que le domaine (w) est divisé en deux por-
tions (w,) et (w,). Divisons les domaines (w,) et (w,) respectivement en por-
tions:

(6) (wz.(l)): sy (w1(m)) et (wa(l))7 R ("'-)2("))
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Comme U (w,) w, et U(w,) w, sont les bornes supérieures des sommes

[u (wlcl))l (.01(1) oo ""l“(‘*’l(m)) l wl(m), [u(w;n)[ w2(1)+ oo !“(%m))l wsm),
on a pour un choix convenable des domaines (6):

U () 0, — e < Ju(@,P)] 0,2 <+ - 14 (0,)] (™
U(wy) w,—e < l“ (“’1(2)” "’1(2) B [“ (“’zm)) l wz(n);
on trouve en additionnant

=m

U(oy) 0, + U(wy) 0, — 2 < 2 | (ml(i))] 0, ® 4+
=1
+§f (0, 0,0 < T (o) w.

D’un autre c6té en divisant convenablement (w) en portions (0®). . . (w®™)
on trouve

(7 U(w) o—e < |t(@®)] 0 =4 4| ()] .

En désignant par (w,) et par (w,) les portions communes du domaine (w®),
avec les domaines (w,) et (w,), nous avons

w (69) 0 =1 (0,) 0, -+ (0?0,

d’otr suit
| ()] 0 Lo (,7)] 0, 1 ()] 0.
On a donc
s=r s=r
U@ o—e< D (0,00 D |u(0)] 0 < T(w) o+ T(wy) o,
s=1 =1

On trouve ainsi
U(&)l) w; 4+ U(‘”s) w,— 2e < Uw)o< U(ml) W, = U((')z) Wy ¢,

d’ol suit
U(w)w = U(o,) w; + U(w,) w,.
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Théoréme. La fonction moyenne additive et & variation bornée w (w)
est égale & la différence de deux fonctions moyennes %, () et u,(w) additives
et & variation bornée ayant toutes leurs valeurs positives.

Pour démontrer le théoréme il suffit de poser

®) ty () = o (U(@) + (), %,(0) =5 (T(e)—u(w)-

Il suit de 1a qu’on a & la fois
(@) =ty () — 2y (), U (w) =1, () + 1, (w).

Nous nommerons les fonctions (8), définies par les formules (8), la partie
positive et négative de u(w).

Remarquons, que la décomposition de la fonction « (w) en différence
de deux fonctions positives peut étre faite de plusieures maniéres.

Si w (w) est une fonction moyenne additive et & variation bornée ayant
ses valeurs positives, on a

(8) U (w) =t (0)— 1y (),

si on pose
) () =u, (0) +w (w), , () =1u,()+w(w).

On s’assure aisément, que la régle donnée conduit & toutes les décom-
positions possibles de  (w). En effet, de la formule (8') on déduit

lu(ml)] W, v ]u(wn)[ w, <ot (0,) 0, 4 - —+u, (w,) , +
-+ uzl () 00 = +oo - “2, (w,) ©,,
d’out suit
U (0) o = (1, () + 1, (0)) 0 < (9, () + 2, (0)) @,

les fonctions u,’ (w) et u, (o) étant additives.
Comme on a
Uy (0) — 1ty (0) = 1, (0) — v, (),
on en déduit
Uy (0) S (), Uy (0) Loty ().
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On s’assure aisément, par exemple, que pour la fonction de ’exemple (3)
on peut poser

1 (1 08 (7 IV, 1 ["cos (ryy NV,
ul(o)-_—_g{?f]ﬁ__(r?o_o{__g)ldc_,_;;f (r;:” O)dc}
() s)

1|1 []cos (ryy IV, 1 [cos(ry, IV,
u2(°)=‘§{z‘f———~—' 3 o do— - [T 2 ds|.

(0) ()

On peut, en effet, entourer le point (,) par une portion de surface (8)
découpée par une sphére, dont le rayon est assez petit pour qu’on ait

cos (749 V) ] |cos (19 Ny)| d .
(:)f 1" ” <(§)f 710" °<3

Décomposons (¢ — &) en portions (a,), . . ., (5,). Comme on a

()] 8+ |u(oy)| oy 4o+ +[u(,)[ o, =

€08 (715 Np)
r 2
12

¢0s (11, V)
r 2
in

b,
I

O'2+---—I-l

n?

les points (z,), . .., (z,) étant situés dans (s), . .., (c,) et comme, n étant
assez grand, la somme & droite differe de

_ej_*_f]cos (710 IG)| i,
3 7107
(c=3)

€

moins que 3

» on voit que, € étant arbitraire,

f’.‘M;N_o)l ds L U(o)o +e.
L&) T
(o)

Comme les fonctions w, (), u, (c) sont positives, la derniére égalité
montre, qu’on doit avoir

lo0s o No)| g5 — 7 (6.
10

(©)
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Faisons encore une remarque, en supposant que les valeurs de la
fonction # () sont positives. Supposons, que (w) est décomposée en une
infinité des domaines

(w) = () =+ +++ =+ (w,) =+ -+

En désignant, comme tout & heure, par (v®) le domaine

=n

OEPAC

=1
nous avons

U (00,) 0 —+ -+ -1 (0,) 0, 4+ % (0P) 0P =u () v,
d’olt suit
u(w) 0, 4 +u(0,) 0, < %) o.
La série
w(w,) 0, =+ =2 (w,) @, -

est donc convergente, ayant une somme des n premiers termes bornée et sa
somme ne surpasse pas # () w. Si la somme de cette série est toujours égale
4 u(w), la fonction u (w) est dite absolument additive.

9. Supposons que le domaine (w) est contenu dans (), n’ayant pas des
points communs avec la frontiére de (w), et que le domaine (w) contient éga-
lement () dans son intérieur. En formant (w) on peut, par exemple, prendre
la somme des intervalles d’un réseau B, contenants les points intérieurs
de (w) et ne contenants pas les points sur sa frontiére.

Les limites

(©) lmu o, lnu@)e

quand (w) et () tendent & se confondre avec (w), sont en général différentes
de % (w)w, comme le montre 1’exemple (2) du § 1.

En effet, si (w) est l'intervalle (#, 4+, z,—1), la limite de u(w)w
est égale & zéro quand n— 0, tandis que, si (w) est U'intervalle (z,, 2,), on a

U(w)o== ’;’ (b, —+b,).

Désignons les limites (9) respectivement par «(w)w et %(w) w.
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Si toutes les valeurs de % (w) sont positives, on a

% (0) S v () Su ()

car, par exemple, on a

U () o+ %(0—w) (0—o)=u(v)o.

La derniére égalité et 1’6galité analogue, correspondante & %(w) w,
en démontrant l’existence des limites % (w) et % (w) pour les fonctions & valeur
positive, la démontre également pour toutes les fonctions moyennes additives
et & variation bornée.

Pour s’assurer que la limite % (w) ne dépend pas de la loi de la variation
de (w) on peut, en parlant d’'une fonction w (w) & valeur positive, prendre
en premier lieu les domaines formés par des intervalles, mentionnés ci-dessus.
Quelque soit () on peut P’enfermer entre deux domaines ayant la forme
décrite.

Définition 3. La fonction moyenne u (w) est dite continue, si pour
chaque domaine (w) on a

(10) lim u (w) w =u (w) w.

La fonction moyenne additive peut étre continue sans étre & variation
bornée; si la fonction continue ¢ () n’est pas a variation bornée, la fonction
moyenne
?@®)—9 (@)

f—a

%(w) = w=[f3—a
étant continue, n’est pas & variation bornée.
Remarquons que, si la fonction « (w) est continue, on a aussi

lim % (@) 0 =u () 0 =1u (o) .

En effet, supposons que le domaine (Q —+ w) contient (w), que () est
un domaine contenu dans (Q), ayant sa frontiére extérieure commune avec
celle de (Q), que (Q,) est un domaine contenu dans (Q), ayant sa frontire
intérieure commune avec celle de (©) et que (Q,) est égale & (Q—Q,—Q,).

Comme la fonction % (w) est continue, la limite

w(Q)Q, (@Q)—0
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est égale & zéro. Comme la limite de  (Q)Q, est égale & u (Q)Q,
quand (Q,) — (Q) et comme

w(Q)Q =u(Q) Qy —+u(Q)Q, +u(Q,)Q,
on a
lim w (Q,) Q, =0,
d’ol suit que

lim u (0 + Q) (0 + Q) = limu (w) © =% (v) w = (v) ®.

On s’assure de la méme maniére que la fonction % (w) est continue,
si pour chaque domaine (w) on a

% () 0 =% () o.

Il suffit pour cela de construire le domaine (w -+ Q), contenant (w)
le domaine (w-+Q-+Q), contenant (w—+ Q), et le domaine (w—Q,),
contenu dans (). Comme on a

U0 +Q4+0Q)(w+ Q4+ Q) =u(w-+Q)(w+Q)+u(Q)Q,
Q-+, +Q) (Q+Q + Q) =u(Q)Q+u(Q)Q, +u(Q,)Q,,

2

on conclut successivement que

limu(Q)Q =0, Q—0, lmuQ)Q=0 Q—0
et

Im % (w — Q) (w0 — Q) = u(w) o —limu (Q) O, =u(w)w, Q,—0.

Supposons, que les valeurs de u (w) sont positives. Sifw) est contenue
dans (w) et si on divise (w) en deux portions (w,) et (w,), (w) sera divisé
en deux portions (w,®) et (w,"). On a

U(w)w=1u (wl(l)) ")1(1) —+ 2% (w,") wz(l)‘

1 suit de 13

% (0) o=1im« (w) w = Im % (0,?) 0O —+1lm u (v,®) 0O >u (0,) 0, +
—+ U (w,) g,
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les limites des u (@™ ), @ et u(w,™) 0, pouvant &tre plus grandes que
% (w;) g, % (wy) @y,

car (w,Y), (w,”) ont des points communs avec les frontiéresde (w,) et de ().
On a donc
% (0) 0 2> u(w;) o, % (0) w,.

Divisons le domaine (w) d’'une maniére quelconque en portions
(@), @9 - - - (&)
en nombre fini et formons la somme
(11) (o) 0, -+ 4 (0) 0, - 1 (0,) 0,

Désignons par 7(w) w la borne inférieure des sommes (11). La fonction
moyenne / (w) est une fonction additive.

Supposons que le domaine (w) est divisé en deux portions (w,) et (w,).
Divisons les domaines (w,) et (w,) respectivement en portions (6).

On a pour un choix convenable des domaines (6):

% (0,) 0, e - (0,) 0, L) w; +¢

il ((’32(1)) msa) e (0 o) mz(n) <l (wy) wy ¢

et on trouve en additionnant

i=m
1o < S 4,90+
=1

=n
—+ 2 % (0,9) 0, @ < 1 (w,) ; 41 (0,) w, —+ 2.
=1 .

D’un autre c6té en divisant convenablement (w) en portions

(@9), .. ., ()
on frouve

2;6(0)(1)) o 4= oo - %(w(r).) w® < )/ (0.)) (O SN
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En désignant par (o,*) et par (w,”) les portions communes du do-
maine («) avec les domaines (v,) et (w,), nous avons

w(09) 0 > u(0,?) 0," 41 (0,") 0,

d’ol suit
=7
L (w,) o, 1 (o) 0, <2 w (0,7) 0,0 4+ D 4 (0,) 08 < L(w)o—+=
s=1 s=1
On a done

1w, 0; 1 (0g) w,—e < Tw) o < I (w) 0, + I (0,) w, + 2¢
et on conclut que
(12) Hw) w==1(0,) 0, 4 (w,) w,.
En envisageant la fonction
(18) u () —%(w)

on voit que
(2 (w0) — 2 () 0y 4+ (1 (00g) — 1 (w0p)) 0y =

= () 0 — (1 () 0, =14 (1) 0> 14 () 0 — () .

Désignons par L (w) w la borne supérieure des sommes

(%(w)~u(w ) ;.

ihAT

On §’assure aisément qu’on a

(14) % () =1 (0) + L ().
En effet pour une division convenable de (w) en portions (w,), . . . (v,)
on a
t=n
2 #(0,) 0, < (o) +¢.

=1
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Comme pour chaque division de (w) en portions (w,), ... (w,) on a

D (o) —u(w) o;=u(0)0— X u@)o, <L),
=1

=1

on trouve
(o) <Il(w)w-+ Lw)w-—c.

D’un autre co6té pour une division convenable de (w) en portions
(@), ...(w,) 0na
=n

Lw)o—e< E (u(w,) — 1 (w,)) 0, = u(w) 0 — 2 u(w;) 0,
=1

=1
et
=N

Hw)o < 2 u(w;) o,
=1

d’ou suit
Hw)o+ L (0)o—e < #(0)o.
On a done

lHw)w 4+ Liw)o—t <#(w)o < (I (w) 4+ L(w)o+re,

d’ou on conclut
w(w)w =1(w)w + L(w)o.

Nous diroas, que la fonction L (w) détérmine les sauts de la fonction
% (w). Démontrons maintenant que /(w) est continue.

Désignons par (w) un domaine quelconque, (w) un domaine dans son
intérieur, (w,) la différence entre (v) et (w).

Imaginons un domaine (Q) variant de () a (») de maniére que sa
mesure angmente; si h=Q—uw, % varie de 0 & iy=o0 — w et on peut
traiter (Q) et #(Q)Q comme les fonctions de 4.

Si
u(Q)Q="7r(h),

f (k) est une fonction croissante.
Donnons & . deux valeurs £, et &,

0 <h < hy<Hh

W

Tp3MH, 1
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et soient (Q) et (Q,) les domaines (Q) qui leurs correspondent. Ayant posé

((21) = (Qz - O“]_) ?
nous avons
w(w,) @, =1 (Q) Q, —u(Qy) &, =f (k) — [ (k)

2t obtenons
(o) 0, St (o) 0y = Jimu () 0y = f(hy— 0) — f(=+ 0.

La différence

f(ko‘—())—f(—!—())

étant infiniment petite pour 2,—> 0, on voit que ! (w,) w, l’est aussi.
Théoreme. Si la fonction moyenne additive et & variation bornée u (w)
est continue, ses parties positive et négative le sont aussi.
Supposons, que %, (w) et u,(w) soient les parties positive et négative
de la fonction u (w):
u(0) =1u, (0) — u, (w).

Si la fonction #(w) est continue, on a
1 (w) o —%(w) o = (1 (0)  — 1, (0) ©) — (U4, () © — 1, (w) ©) == 0.

Les fonctions #, (@) et u,(») ayant les mémes sauts, leurs fonctions des
sauts sont égales et on a

uy (w) =1, (w) -+ L(w), 1, (0) =1, (w) + L (),
les fonctions 7, (w), /;(w) étant continues. Comme on a
U(w)y =1 (w)—1,(w)

les fonctions u,(w) et u,(w) ne sont pas les parties positive et négative
de u(w), si L(w) est différente de zéro.

On conclut du théoréme, que la fonction moyenne additive et 2 varia-
tion bornée étant continue, sa variation moyenne I’est aussi.

Les sauts d'une fonction additive & valeurs positives sont positifs.

Comme on a

U () = u, (o) —+ %, (w),
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les sauts de la fonction U(w) étant égaux a zéro, les sauts des fonctions
%, (w) et u,(w) doivent P’étre aussi. Il suit de 14 que la fonction u(w) est
continue, si sa variation moyenne U(w) est continue.

6. Envisageons la suite des réseaux des intervalles (1).

Une fonction moyenne # (w) additive et & variation bornée des
domaines (w) étant donnée, on peut dire qu'une fonction (%) des inter-
valles (¢) de la suite des réseaux est donnée. Si un intervalle (7) est contenu
dans (D,), on connait w(i); si tous les points de (z) sont extérieurs & (D),
on peut poser () = 0; si (3) est la somme de deux portions (w™®) et (w®),
dont la premiére est extérieure & (D,), on peut poser

% (™) o

(15) % (1) = -

Réciproquement, si la fonction % (w) est continye, elle est complétement
définie, quand on donne cette fonction % (¢) desintervalles, chaque domaine (w)
étant la limite des domaines inscrjts, formés par des intervalles.

Si la fonction moyenne  (w) additive et & variation bornée est continue,
on peut la généraliser en formant avec son aide une fonction moyenne des
ensembles mesurables (M), appartenant & un certain corps (4), telle
qu’on ait

(a) w (D) | M, |~ w (M,) | M,| = u (M, + M) | M, + DM,],
les ensembles (L) et (M,) n’ayant pas les points communs, et
) ()| | M|+ - | (L) |3, < B

pour chaque série des ensembles (M), (M), . .. (M,) sans points communs,
contenus dans (D,), | M| étant la mesure | M|.

Pour démontrer ce point il suffit de suivre la méthode indiquée par
M. L. Schlesinger,* qui consiste dans l’application de la théorie de la
mesure des ensembles a la fonction u (w).

Comme cette généralisatipn n’a qu'une valeur secondaire pour ce qui
suit, nous nous contentons ici de l’indications des étapes principales de la .
démonstration. En suivant pas & pas les raisonnements des alinéas 11—14

* Lebesguesche Integrale und Fouriersche Reihen, p. 151.
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de I'ouvrage mentionné de M. L. Schlesinger, supposons, en s’appuyant sur
le théoréme du § 4, que les valeurs de % (w) soient positives.

Supposons, que (k) est un intervalle quelconque et désignons par (k')
’ensemble ouvert, formé par ses points intérieurs. Etant donné un ensemble
mesurable (M) on peut 'enfermer dans un systéme dénombrable des inter-
valles ouverts

(16) k) (D), o (), - - -

Chague ensemble (%) étant une somme d’une infinité dénombrable des inter-
valles (i) des snites des réseaux (1), on peut dire que l’ensemble (M) est
enfermé dans un systéme dénombrable des intervalles

(17) (i), (), - - - (4y), -
chaque point de (M) étant dans 'intérieur des intervalles (17).

En triant les intervalles (17) on peut les partager en groupes des
intervalles, appartenants aux réseaux (R,) ... (R ).... Si on efface main-
tenant dans la suite (17)chaque intervalle, qui est en entier dans I'intérieur
d’un intervalle qui lui précede et si on efface dans chaque intervalle la
portion, qui est dans l'intérieur d’un des intervalles précédants, en donnant
& la portion restante la forme d’une somme des intervalles, appartenants &
un réseau (R)) 4 l'indice v plus grand, en transforme la suite (17) en une
suite des intervalles distincts. Les points de l'ensemble () peuvent,

maintenant, étre situés sur les frontiéres communes des intervalles (17).
Formons la série

(18) U (i) & Ul Ty = o = UG, -

qui est convergente, ayant ses termes positifs et une somme bornée des #

premiers termes, car
k=n \
<(Rl_ 2 ék) J

k=1
est un domaine.

En choisissant de toutes les maniéres possibles les intervalles (16),
désignons par

(19) w(3) M|

la borrte inférieure des sommes (18), | M| étant la mesure de ’ensemble (M).
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Le nombre (19) étant bien défini, nous obtenons ainsi la valeur de
% (M) pour chaque ensemble (M) dont la mesure est positive. Pour les
ensembles de mesure nulle, il s’agit seulement dunombre (19). Posons encore

w(M—M)=0.

1) Lesintervalles (17), qui convrent l'intervalle ouvert (¢'), sont compris
dans les intervalles (i,), (3,), . . . (¢,,), formant un domaine contenant (4), pour

lesquels la somme
j=m
o

=

différe aussi peu qu’'on voudra de la mesure de ().
Comme, & cause de la continuité de la fonction % (w), on a

J=m
lim > w(i)i;=u(i)i
=1

on voit que
w(?) = u (3).

On peut donc remplacer dans (18) quelques termes (3,),. .. u(%,),. . .
par w (), . .. u(i,), . .. sans rien changer.

En suivant maintenant D’exposition de M. Schlesinger on déduit
aisément que:

2) Si I’ensemble () est contenu dans (M):

(M) | M, < (D) 1.

Ainsi, si I'ensemble (") ne differe de l'intervalle (4) que par quelques points
sur la frontiére, on a

O L) <@, u(") =ull)=mu().
3) On a pour les ensembles (1)) et (BM,):
(M == M) M, M| < (M) | M|~ (M) | M)

4) Si
(B) = (M) + (M) + -
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o1l a

w(30) | M| S (BL) | 2, | - v (M) [ My - -

5) $i (C) est un ensemble ouvert contenant (M), le nombre (19) est
égale & la borne inférieure des nombres

(0)[0].

6) Si ’ensemble (M) est une somme des intervalles (¢) en nombre fini
ou non, qui n’ont pas des points intérieurs communs, comme, par exemple,
un ensemble ouvert, on a

(20) u (M) | M| = B (i) iy

7) Si (M) et (M,),jsont les ensembles sans points communs, répondant i
la condition de I’alinéa (6), on a

(21) w (M, M) | M, + M| = u(M,)| M, |+ u(M,)| M,|.

8) Si (M), (ML), . . . sontles ensembles sans points communs, répondant
2 la condition de P’alinéa (6), on a

s

o
Il
LN

(22) uM)|M|= > u(M)I M.

* 8
[ee)
)= @) > w @ <ud)|M+re o=k,
1 k

t 0’ont pas des points communs, on a:

[oo] +QQ
W= > 6BH @z D 6H)

v=1 k=1
€t

o
vBEBOZ D ufa)oy <u (M) M)+
1 y=1

M8

o0 (o]
s(M)| M2 D uipips >
k=1 k=

-t

Il

v

Aok suit I'égalité (20).
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9) En se basant sur l'assertion de I’alinéa (7) on trouve pour demx
ensembles ouverts (O,) et (0,), que

%(0,— 0y 102_01! =u(0,) lozl —u(0,) l01]9 0, <0y
(0, -+ 0,) l01+ 0, +u(0,0,)|0, 0,| =u (0, [01]+“(Oz) 10,].

10) Si I’ensemble (M) est contenu dans un ensemble ouvert (O) et si
Pon pose
u; (M) | M| =u(0)|0| —» (0 —M)|0— M],

le nombre u,(M)| M| ne dépend pas du choix de (0). On a toujours
(M) | M| < (B0 | 3.

Supposons maintenant que la fonction (M) n’est considérée que pour
les ensembles (M) répondant a la condition

(24) u, (M) | M|=u (M) | M|.

Convenons de dire, que l’ensemble (M) vérifiant 1’égalité (24)
appartient au corps () des ensembles. On démontre aisément, que si
Pensemble (M) appartient au corps (4), ensemble (O — M) lui appartient
aussi; que ce corps (4) contient les ensembles ouverts, les intervalles,
les ensembles fermés, les ensembles pour lesquelles le nombre (19) est égale
a zéro, entre autres les ensembles dénombrables.

Enfin on démontre, que si les ensembles (M) et (M,) appartiennent
au corps (4), les ensembles (M, - M,) et (M, + M,) lui appartiennent aussi
et si (M) et (M,) n’ont pas des points communs, pour ces ensembles 1'éga~
lité (21) est satisfaite; si les ensembles (M,), (M,) . . ., qui sont sans points
communs, lui appartiennent, ’ensemble .

[ee)
u N
)= N (M)
lui appartient aussi et 1’égalité (22) subsiste pour ces ensembles. Ayant en

vue 1’égalité (22) mous disons, que la fonction (M) est absolument
additive.
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1. Définition 4. La fonction moyenne additive » (w) est dite absolument
continue, si quelque soit le nombre positif e, on peut lui faire correspendre
un nombre v, de maniére qu’on ait

(25) lu(wl\)‘m1+‘--+lu(wp)iwp<
quand
{25/ W e A0, <,

quelque soit le nombre fini p, les domaines (w,) . .. (w,) pouvant n’étre pas
contigus. )

Remarque. Si la dim,@nsion du domaine (D,) est plus grande que
I’unité, on peut simplifier cette définition en disant, que la fonction u(w)
est absolument continue, si pour chaque nombre positif ¢, on peut assigner
un nombre v, tel que

Lt ()| 0 < e,

1a mesure du domaine (connexe) (w) étant plus petite que x.
Evidemment, la somme

0)1—I—(L)2—|—----+—(1)p

étant égale & un nombre v,, moindre que u, on peut toujours unir les
domaines (w,), (w,) . .. (wp) par des tubes ayant une mesure moindee que
1 — v, et former ainsi un domaine connexe (w).

Si la fonction additive w(w) est absolument continue, pour chaque
division du domaine (D ) en portions (w,), . .. (w ) subsiste 1'inégalité

iu(wl){wl—l— —l—lu(mn)} w, < B,

B étant un nombre déterminé.

Supposons que I'inégalité (25) soit satisfaite pour e=1, si n=r,.
Choisissons parmi les réseaux (1) le réseau R -qui est coupé par les fron-
tieres des intervalles, paralléles & un plan des coordonnées, en tranches, de
maniére, que la mesure de chaque tranche soit moindre que u,. Supposons
que nous obtenons N tranches. Les frontiéres des tranches coupent les
domaines (,), . . . (w,), ce qui augmente la somme

(26) [ ()] 0, = -+ 4| (w)|w,.
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Or, la mesure de chaque tranche étant moindre que 7,, la somme (26)
se transforme en N sommes, chacune desquelles est moindre que 1. On a
donc pour chaque choix des domaines (w,), . .. (»,)

{u(wl)}ml+ U (wy)| @, <N

On en conclut que chaque fonction » (w), qui est absolument continue,
est & variation bornée.
Si la fonction u (w) est absolument continue, sa variation moyenne
U(w) Dest aussi. Pour le démontrer dans le cas, quand la dimension de (D,)
urpasse 1'unité, il suffit d’observer, que, si

o <7,
on a

(o)}, - fule)]o, <e

la borne supérieure des sommes (26) ne peut donc pas surpasser .
Si la dimension de (D) est égale & l'unité, il suffit, ayant choisi le

nombre p, de trouver le nombre v correspondant i 1—) - Il suit de 13, que, si

a fonction # (w) est absolument continue, ses parties positive et négative le
sont aussi.

Si la fonction % (w) est absolument continue, elle est absolument
additive. Il suffit de démontrer 1’assertion pour les parties positive et néga-
tive # (w).

Supposons, que % (w) est positive et supposons, qu’on a

(w):(ml)—-l—(mg)-—i—..._i_(wn‘)_._

En désignant comme ci-dessus par (w,) un domaine dans l'intérieur
-de (w,), n’ayant pas des points communs avec (w,), nous avons

k=n k=n
w(@y) oy U (@), +ulo— 3 e — X o) =u)o.
k=1 fe=1

Or si n est assez grand, la mésure du domaine

27) (w — Sﬂ 9n>
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est moindre que ». On en conclut, que

k___-n
() 0 — E u(wp) wpl <e, sin>N,
. =1
d’ot
=
| (w) & — 2 u(wy) o] <ep sin>N.
k=1
1l suit de 13, que
(28) w{() 0 = % (w,) @, =% (0,) W, = -+~

Théoreme. Etant donnée une fonction moyenne additive u(w), si la

fonction
@), A>0

est & variation bornée, la fonction « () est absolument continue. En utilisant
Pinégalité connue de Holder

L2 31
Baib“. < <2 a; A >1+1 (z bi1+))1+)\
on trouve
”=p
> (oo =
=1
= ~—1-— ..l_ i=p N A =p 2
X g
= 2 ‘u(w’.)lm‘hl . mil+l < <§ w, +X Z Iu(w‘_)ln)\ 0; < kot
i=1 i i

Il suit de la que, quelque soit un nombre positif ¢, on peut trouver un
nombre y tel, que

=p
siw<7, ona 2 [ ()] 0; < e

=1

Comme cas particulier signalons, que la fonction moyenne additive u (w)
est absolument continue, si elle est bornée, c’est-a-dire, si on a pour
chaque (w)

u(w)] <.
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Exemple. Etant donné un ensemble mesurable (M), désignons par
(wM) la portion de (M) continue dans le domaine (w). La fonction moyenne

lo¥]

©

est absolument continue, ses valeurs ne surpassant pas [’unité.

Si la fonction moyenne u(w) est absolument continue et si on forme
suivant les régles du § 6 la fonction généralisée des ensembles w (M), on.
trouve pour le nombre

(29) w(3)| ]

la valeur zéro, si la mesure de (M) est égale a zéro.
En effet, quelque soit le nombre positif », on peut couvrir ’ensemble (M):
par un ensemble dénombrable des intervalles (i;) tels que

P e R N SRR /N
En choisissant le nombre N de maniére que

(e}
2
N <gs n=N
k=n+1
on trouve, que la mesure de la somme des domaines

O R R A

est moindre que % I1 suit de 14, que
k=n
% o\ s
Z (i)t <e, n>N
k=1

d’ott ’on conclut, qu'on a aussi

D ulipi<e.
k=1

8. Formons suivant la régle du § 1 une suite infinie des réseaux des
intervalles, contenant (D,).
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Prenons un point (z) du domaine (D).

Ayant pris le réseau avec l'indice v, envisageons I'intervalle (¢ ) conte-
‘nant (z) dans son intérieur, en désignant par (¢,) un groupe d’intervalles
du résean, formant un intervalle plus étendu, sile point (z) est sur la frontiére
d’un des intervalles du réseau.* )

Envisageons en premier lieu les domaines (w) contenus dans (z,)
tels que

(29) -l"i

IV

ol.
Désignons par u,™ (%) la borne supérieure des w(w) pour tous les
domaines () répondant & 1’inégalité (29); posons
1@ =ImE@), v—>oo
et, en remarquant, que u, (%) croit. quand « diminue,
u(2) =lmu, (@), a«—0.
Nous définissons de la méme maniére les nombres

en prenant partout les limites inférieures.
Définition 5. Si on a
u (%) =u(2)

on dit que la fonction moyenne % (w) a une valeur
(30) u(z) =u (@) =u()

au point (z).

Exemple. La fonction moyenne de 1'exemple (1) du § 1 a presque
partout une valeur égale a f(x).

Faisons quelques remarques & propos de la définition posée.

On a toujours

U ()L e (1) <y, () U (D)

* Voir L. Schlesinger und Plessner. Lebesguesche Integrale und Fouriersche Reihen ,
p. 113.
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Ainsi, si I'égalité (30) est satisfaite, on a aussi
% (%) = Uy () =u, (2).

Si au point (z) la fonction moyenne % () a une valeur et si les domaines
de la suite

(31) RTINS ,

qui sont contenus dans les intervalles de la suite des réseaux en répondant
a la méme inégalité (29), tendent vers zéro, on a

u(z)=Ilmu(w,), n—oc.
En effet, pour chaque (w,) est valable 1’inégalité

1™ (@) < w(w,) <u,M @),
qui montre que
lim % (w0,) < lim %_0) () = % (2)

lim % (w,) > lim 4™ (2) = u (2).

Si la fonction moyenne u(w) est continue et si 'on forme suivant la
regle du § 6 une fonction des ensembles » (M), appartenants & un corps (4),
on peut étendre la définition donnée sur la fonction w (M), en prenant au
lieu du domaine (w), contenu dans (i), les ensembles (M), y contenus, en les
assujettissant & la restriction
(29 e d

%y

>

Comme les domaines (w) entrent dans le corps (.4), il est évident, que
dans tous les points, oit la fonction # (M) a une valeur, la fonction u(w)
I’a aussi et que ces valeurs sont égales.

Remarquons encore que les fonctions des points «(z) et u (z) sont
mesurables. Pour le démontrer il suffit d’observer que pour v et « fixes les
fonctions des points

u, (1), 1, ()

comme ayant un nombre limité des valeurs dans (D,) sont mesuarables. Il
suit de 1a que les fonctions (%), u(2) le sont aussi comme les limites des
suites des fonctions mesurables.
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9. Théoréme. Une fonction additive et & variation bornée a presque
partout une valeur.
Pour le démontrer, remarquons que si

% (w) == o, (w) — ()
u, (w) et %, (w) ayant leurs valeurs positives, on a

(@) Sy (1) — ()

% (@) 2> w (@) — %, (@),

.car on a évidemment
1 () < u OV ().

Il suit de 14, qu’il suffit de démontrer le théoréme pour les fonctions
moyennes, ayant toutes leurs valeurs positives: si les inégalités

(@) > (@), %, (7) > u(2)
peuvent étre satisfaites seulement pour les ensembles de mesure nulle,
P'inégalité

u () > u(z)

Pest aussi seulement pour les pareils ensembles.

Supposons, par conséquant, que toutes les valeurs de % (w) soient
positives.

Nous démontrerons plus loin que I’ensemble des points ol on a

() =00
est de mesure nulle. En excluant ces points, supposons que l'inégalité
u(z)—u(®) >0

soit satisfaite pour un ensemble (E) des points, ayant la mesure positive.*

* L’ensemble (E/) est mesurable, car la fonction % (x) — u (x) est mesurable étant égale
®la différence entre deux fonctions mesurables % () et 1 (x).



LES FONCTIONS MOYENNES 31

Décomposons I'ensemble (E) en ensembles partielles (&), (E) . ... .. en
supposant que (£ ) soit 'ensemble des points dans lesquels

1 — 1
T = 4@ —u@ > 1>
(E,) étant I’ensemble, o

(@) —u(@)> 1.
Comime on a
B = |E| + B |+ -

1a mesure de un de ces ensembles doit étre positive. Il existe’ donc un
nombre 2a, tel que I'inégalité

u(x)—u(z) > 2a

est satisfaite par un ensemble (¢) de mesure positive. ‘
Divisons I’ensemble (¢) en ensembles partiels (¢), (¢,) . - . en choisissant
pour (¢,) 'ensemble des points dans lesquels

ka <w(z)<<(F—+1)a.
Comme on a
lel=le|+ e |+ )
la mesure d’un des ensembles (g), (¢,), . .. .. est positive. Supposons que

¢’est 'ensemble (e,). Pour tous les points de cet ensemble on a
@) <(E-+1)a, u(®) >u@E)+2a> (k+ 2)a.

Posons
F+la<zx<x <M <h<(k+2)a.

On peut maintenant affirmer, que la mesure de I’ensemble (M) des
points, pour lesquels

U@ <x<x <N <A<Lu(2),

est positive. Comme la mesure | 3| de 'ensemble (M) est positive, il existe
dans cet emsemble un point () dans lequel la densité est égale & 1,
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la densité au point (z) étant la valeur au point (z) de la fonction absolu-
ment continue
o M|

(]

(32) = 8((’))7

cette valeur étant égale & 1 presque partout.™
Comme % () est plus petite que » et comme
u (2) =Hm g (@), si a < oy: e (@) <x+§sa

en prenant pour £ un nombre moindre que :;.1 — %
Il suit de 1, qu'il existe une infinité de u,™(x) qui justifient
I'inégalité

uq(")(x)<ua(m)+§€<x+s<xl.

On conclut de 13, qu'on peut assigner une infinité des domaines

(33) (wy), (wy). .. .. (@) ...,

tels que
w(w,) <%, t(w,)o, <xo.

"Comme les domaines (33) répondent aux conditions imposées par le
§ 8 aux domaines (31), la suite

a une limite égale & l'unité.
Inscrivons dans chaque domaine (w,) un nouveau domaine (w,) n’ayant
pas de points sur la frontiére (w,) et tel que

w, =0, (1—¢),

¢, 6tant un nombre positif choisi d’avance.
La suite des domaines

(38") @), @g)ye v v (@), <

* Voir, par exemple, L. Schlesinger und Plessner, 1. ¢, p. 125.
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répond aussi aux conditions imposées aux domaines (33) et la suite
— N
3@, 3@y ... 3@, . ..

a une limite égale & I'unité.
Cela étant, on peut trouver un nombre =, tel que

8(w)>1—¢, 3(w,)>1—¢,

e, étant un nomhre choisi d’avance aprés le choix de .
Pour simplifier, désignons (w,) simplement par (w). On a

(34) u(@o <y, o> w(l—s), 8@ &> (1—)0,d=uv(l—=,)

et _ _
two=|oM|, o=l

Les formules (34) montrent, que la mesure de ’ensemble (wM) est positive.
Pour chaque point (2) de 1’ensemble (w M) nous avons

u () > A
En choisissant un point (x) de (w M), on peut affirmer, que
. — £
sio<oy: Uy (@) > A—5>
e étant positif et moindre que A—2A, Il suit de la, que pour une infinité de

%, (1) on a

WO @) > U, @) —5 > h—e >N
et que, quelque soit (z) dans (w M), les inégalités

(35) u(w,) >

pour une infinité de domaines sont satisfaites.

Les domaines (w,) correspondant & un point (z) situé dans (w), on
peut se contenter de ceux, qui sont contenus dans (w), leur nombre restant
infini.

Tp®MH, 1 3
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En résumant, nous avonsfait correspondre & chaque point (#) de l'en-
semble (w M) une suite infinie des domaines (w,), contenue dans (w).

En appliquant maintenant le théoréme de Vitali* on voit, que parmi
ces domaines on peut choisir un nombre infini de domaines (v,), tels que

co (@] co
|@M)—@ M) N5, |=0, ¥ 5, < [oM+g, >, >0l
n=1 n=1 n=1

et que les domaines (t,) n'ont pas des points intérieurs communs. Pour
chacun de ces domaines on a l'inégalité

w(T,) %, > AT,
d’0wu suit qu'on a

7\12'571 <2u(tn)¢ﬂ< u(w) o,

1 n=1
tous les domaines (7,) étant contenus dans (). Or, on a
[ee)
N> oM|>(1—o=_>1—)1l—¢)o.
n=1

On peut évidemment choisir les nombres ¢, et ¢, ’avance de maniére
qu’on ait

M(l—e) (1—g)w >0 o0u(l—r¢) (1—¢) >%
ce qui conduit & une inégalité contradictoire.
(o) < %0 < %(o)w.

I suit de 14 que la mesure de ’ensemble (M) doit étre égale & zero.
En appliquant les mémes raisonnements on peut démontrer également,
que P’ensemble (M ) des points, ol on a

u (%) =+ o0,
a la mésure nulle.

* Voir L. Schlesinger und Plessner, 1. ¢., pp. 116—119.
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Si la mesure extérieure de cet ensemble était positive, la mesure exté-
rieure de U'ensemble (), ol on a

(36) u@zp+1

serait aussi positive. L’inégalité (36) étant satisfaite, on a pourles e moindres
qu'un «, (z) appartenant & (M),

Uy (2) > p—+ %
d’ol suit que pour tous les v supérieurs & un certain N, on a
%" @) > p
et que pour une infinité de domaines I'inégalité
po, <uw,)o,

est satisfaite. En appliquant maintenant le théoréme de Vitali, on voit que
pour certains domaines (z,), tels que

8

e} co
!(Mp)_(Mp)-Zlqn'e:O? Eﬂ'n< lMp l6+E’ H’rnz_‘Mp |e£’Moole

n=1 n=1

on a, la fonction % (w) étant additive,

p 5, < Nu(z)e, <uD)D,, p| M| <u(D,)D,

n=1 n=1

ce qui donne inégalité impossible, si (M) n’est pas égale & zéro, le nombre
p étant arbitraire.

10. Supposons maintenant que # (w) est continue. Nous pouvons com-
pléter les raisonnements du § 6 en démontrant le théoréme: Soit donné un
ensemble (M) ayant la mesure nulle. Si pour chaque point (z) de l'en-
semble (M)

(37) u (2) <1

3%
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on a

(38) w(M)| M|=0.

Supposons, pour fixer les idées, qu'en passant d’un réseau de la suite
des réseaux du § 1 au suivant, on divise les arétes des intervalles en deux
parties.

La mesure de l'ensemble (M) étant nulle, on peut le couvrir par un
ensemble dénombrable des intervalles (¢,), appartenant 4 notre suite des
réseaux tels que

‘ iy e <,

¢ 6tant un nombre positif choisi d’avance, chaque point de (M) &ltaut a
I'intérieur d’'un des intervalles mentionnés; les intervalles pouvant avoir
des points communs intérieurs.

Formons une suite dénombrable des suites des réseaux d’intervalles en
partant des intervalles (), (4,), . . .(4,). . . comme premiers termes de chaque
suite.

Prenons un intervalles (7 ) et envisageons les points de (M) qui sont
dans I'intérieur de (2,). Si (x) est un tel point, il suit de I'inégalité (37) que

slhoa<ap: 1, (@) < l-=+1
ce qui montre que
si v> N: u, M (@) <1+ 2.
On peut supposer que N est assez grand pour que I’intervalle ('iv("))

soit contenu dans (7). Comme w,0 (%) est la borne supérieure des « (w) dans
lesquelles

(39)

a

v

[6]
et comme 1'inégalité (39) est satisfaite pour (i (™) lui-méme, ,on a
(40) w(i ™) < 1 2.

Désignons temporairement par (i, M) ’ensemble des points de (M) qui
S0Li & D'intérieur de (z,). Ainsi & chaque point (z) de (i M) on peut faire
correspondre un intervalle (7 (™) (ou une aggrégation d’intervalles, con-
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tenant au plus 2'“ intervalles, % étant la dimension de (D,), apartenant &
(), tel que l'inégalité (40) soit satisfaite et qui contient (x) dans son
intérieur.

On peut choisir parmi ces intervalles un ensemble dénombrable, qui
couvre I’ensemble (i, M). On peut supposer* que ces intervalles n’ont pas
des points intérieurs communs, mais comme les domaines (i (™), correspon-
dant aux points (z), situés sur les frontidres des intervalles, sont composés
de plusieurs intervalles, il sera mieux de conserver ces domaines. En tout
cas, On aura ) .

i Mg 2"
II suit de la, que WS

(e o) [ee]
Wl . . (n % . 3
Nru@M)i™ < (@+2)2" N i < (142)2%e

n=1 =1

Comme w (M) | M! est la borne inférieure de toutes les sommes pos-
sibles

Zu(i,)t,

168 intervalles (4,) (¢,) . ... couvrant (), on voit que u (I) | M| est égale
4 zéro, ce qu'il fallait démontrer. .
I1 suit du théordme démontré, que chaque ensemble de mesure nulle,
vérifiant les conditions du théordme, appartient au corps (4).
Nous avons désigné par (M_ ) l'ensemble des points, dans lesquels
on a
u (2) = —+ 003

la mesure de (M) est nulle: on peut démentrer, que Vensemble (M)
appartient au corps (4).
Désignons par (M,) 'ensemble des points, pour lesquels on a

by S () <1 .
Envisageons ’ensemble (D_— M) des points de (D,) n’appartenant pas

oo
a (M) Ona
(D, — M) == (M) () + -+,

* Voir, par cxemple, L. Schlesinger und Plessner, 1. c., p. 33.
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une suite des nombres

0=l <l <l < - eer 1, = oo
étant donnée.

Les ensembles (3,) appartiennent évidemment au corps (), étant. les
limites des ensembles pareils pour les fonctions u,”(z); ces derniers
ensembles sont composés des intervalles et des ensembles & mesure nulle, qui
répondent 2 la condition du théorme. Il suit de la, que Iensemble
(D,— M_.) appartient au corps (4) et, simultanément, I’ensemble (M_)-

On peut maintenant généraliser le théordme en démontrant qu’on a

toujours
w(M) | M|=0,

si I'ensemble (M) & mesure nulle n’a pas des points communs avec (M., ).
Soit (M) un tel ensemble. On a évidemment

(M) = (MM,)~+ (MM)~+----
et
w(M)| M| <w(DIM,) | MM, ~+u(MM,)|MM,| < ----

mais comme on a pour chaque n:

w(MM,) | MM,|= 0,

1a somme
=m0

N w(MM,) | MM,
=

est égale & zéro pour chaque # et a une limite égale & zéro.
11. Nous sommes maintenant en état de démontrer le théoréme suivant.
Théoreme. Si (M) est un ensemble de points, dans lesquels

i41) kE<u(z) <lI,
la fonction continue  (w) ayant toujours toutes ses valeurs positives, on a
(42) B M <u(M)| M| <1|M|.

L’ensemble () ne contient pas les points, appartenants & (M_ ).
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Si la mesure de (M) est nulle, ’inégalité (41) est évidente, car dans
ce cas on a, suivant le théoréme généralisé du § 10,

0 =F|M|=u(M)|M =1|M|
Supposons donc que la mesure de (M) est positive. Comme
u () == lim uy (2), x>0
on a pour chaque nombre positif «,:
sia<o: E<<uy () <l-c¢.
Choisissons un nombre « moindre que o,. Comme
1y () = lim u,™ (), v—> o
quelque soit le nombre positif ., il y a une infinité des v tels que
U (@) < 1 ey ey
« siv> N —e, < u, ¥ (2).

Si v est un de ces nombres, quelque soit le nombre positif ¢;, il existe un
domaine @ contenu dans (¢,) répondant & 1'incégalité

=
et tel que ’

F—ey <uy (@) <w(w) < % V@) 4-e, << ey g, ¢,

On peut par conséquent former pour chaque point (#) de (M) unc suite
infinie des domaines (w,), (w,). . .(w,). ., tels que

(43) F—ey<u(w,) <l-t+eg+e e

Or, la mesure de I’ensemble (M) étant positive, quelque soit le nombre
positif 3, on peut choisir parmi les divers (»,) un ensemble dénombrable

des domaines

tel que &) &™), (5™,
que:
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1) il n’a pas de points communs intérieurs

[oe]
2) M —M ¥, ™|=0
n=1
[ee)
3) D < | M-8,
n=1

I'inégalité (43) étant satisfaite pour chaque domaine (<, ™), ainsi que
(43" (f—ey)n,™ <u(z, ™)z, ™ < (I 4+ ¢ ey —+¢)7, ™,

Posons pour abréger

(o0} (o]
In=2%", = D uEm™)r,™
n=1 n=1
11 suit de (43') qu’on a
(44) (k—z))g,, <h, <(-4c e —c)g,.

Supposons, que o, tend vers zéro, si m—> oo, de maniére, que la série

B Byt e 8 e
reste convergente.
L’ensemble (M g,,) ne contient pas les points appartenants & (M ).
Comme les ensembles

(M) et (Mg,,)

different par un ensemble de mesure nulle, ne contenant pas les points
appartenants & (M _,), on a

Formons la série

(9, — Myg,) — (9,— My,) + (9,— Mg,) - (95 — Myg,) +
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qui est convergente, car .
Igm——“Mgm, <
et qui a pour somme
(91 - Mg 1) .
On a ainsi

u (g, — Mg,) |9, — My, | =u(g)) |g,| — u (Mg,) | Mg, | =u (8,) |9,] — w (M| M| =

= Z % (gm I (Mgm - Mgm+1)) !gm S (Mgm - Mgm+1)l .

m=1

Nous avons ainsi:
u(g,) g, —» (M) | M|=

U (gm “Imr (Mgm - Mgm+1)) ]gm Yy (Mgm - Mgm+1)l =

b=

=lim

u=1

<
S

= lim 2 # (gm - gm+1) Igm —gm+1[ —U (Mgm - Mg;n+1) \Mgm - qu—l—ll =

m=1

n
=lim 2 % (G, — Imrs) |9 — Imaa| =

m=1

"
=lim Z % (9 |9 — % Gss) | Imsa | =% (90) |0, — Eim % (g,,) Ignl7
u=1
car les ensembles (My,,), (My,,,,) différent de ’ensemble (M) par des ensem-
bles & mesure nulle, ne contenant pas les points de (M_)); on en conclut,

que
(Mgm - Mgm+1)

est un ensemble de mesure nulle, ne contenant pas les points de (M_),
d’olt suit
u (Mgm'—Mgm+1) }Mgm_ Mgm+1l =0.

Ainsi on a
lim . (g,)|g,| = lim &, = u (M) | M|

et quelque soit le nombre positif e,
Sn> N w) | M—e, <, <u()|[M]-re,.
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En combinant cette inégalité avec I'inégalité (44), on trouve en pre-
mier lieu ayant choisi le nombre m convenablement

(45) (k—ep)g,—e, <u(M)| M| < (@l -+e,+z,—+5)g, +e,.

Or, comme on a
M| <9, <|M|=+2,

la derniére inégalité donne
(b—e) | M| —e, < u(M)| M| < (-5 cy~e) (| M| +8,) e,

Comme on peut choisir les nombres ¢, ¢, ¢, ¢,, 5,, aussi petits qu’on vou-
dra, il suit qu’on a
k

M| < w(M)| M| <) M|

ce qu’il fallait démontrer.
12, Prenons maintenant un domaine (») et formons I’ensemble
(@ —w M_ ) ne contenant pas les points appartenants a (17_).
En désignant toujours par (M) 1'ensemble des points, pour lesquels
on a '
Zn—l < @@ < ln

nous aurons -

(0—oM )=(oM)3 - {0 )+----
et

[ee]
w(w)o =u(w M )|oM_ |+ Mulwl)|wdl],

n=1

tous les ensembles appartenant au corps (4).
Or, suivant le théoréme du § 11 on a

(46) by @M, | <u(wd)|wll | <] |oM)]
d’olt suit que la suite

(47) Zl’w.ZVI2}+Z2[_mDI3i—+_

est convergente.
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Désignons maintenant par (I"lfn) I’ensemble des points, pour lesquels

on a

n—1

par (i) 'ensemble des points pour lesquels on a,
u (@) =1,

et par (ZE,Z‘) I’ensemble des points pour lesquels

ln—l < w (a) < Zn,‘
On a évidemment

(48) (M) = (M) + (), (M) = (M) + ()

Formons la série

(49) lewjfl‘—i—lziwj}:,|+----
Comme on a
Ez le|——-ZZ WM, |= Zl | IT |+
n=1 n=1 n=—1
(o]
+Zlnim“”[~2 7+1‘ Elnlw nl_
n=1 n=1 n=1

e} co -
:Zlnlwl‘fnl_zlw—ll‘”ﬂ/[n\ = lewﬂll +

n=1 n==2

(o]
-+ >y — 1, )| I,
n=—2
et comme la somme
[oe]

S,

n=2

est bornée, étant plus petite que w, on voit que pour 7, et /, —1, . moin-

dres que ¢ la différence entre les sommes (49) et (47) est plus petite que ew.
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En utilisant les égalités (48) on trouve

V(w WI).—(wuo)—(wpn)—i—z wﬂf

71-—1
ot il suit
cC oC - -
Noufo Mo, |= ¥ uwd,) oML,
n=1 n=1
car

Im u(wp ) iop,|=0, u (0p,) | wgtg|= 0.
En effet, on a

(op,)=(0M )+ (0w ) — ((mM?_F]}—l-(w 9442)'*" ),

d’on

lee]
u(wu,)wu |= w(w M, )|w M |— E (oI )|w I, |,

t=n+1 i=n+1

les séries dans la partie droite étant convergentes; quand & u (w o) | @y [,
elleest plus petite que u (& M) | w M|, qui tend vers zéro avec I, suivant (46).
En utilisant de nouveaun l'inégalité du § 11 on a

(50) || <u(wIL)|wM,| < oI,

H —1
d’ott suit
(o)

had 1)
Dl I Do M) o M| <N, |01,
n=2 n=1 =1

On conclut de 1a, que la fonction u () est intégrable et quon a

[e.@]
(61)  Ju@do= Y u(w)lwd,|=uw)o—uloM)|w|.

(o) n—l
Introduisons maintenant la fonction moyenne:

(0 Mop) [0 M|,

]

S (:L-J‘) =
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L'égalité (51) prend la forme

u(w) =s(w) —1—%]1@3(_:1’) do.
' )

On voit que la fonction s (w) est continue; comme les valeurs de la
fonction

i o)
! fu
()

sont presque partout égales a % (x), qui est presque partout égale & u (%),
les valeurs de s(w) sont presque partout égales & zéro.

La fonction moyenne additive et & variation bornée s(w) est dite la
partie singuliére de la fonction continue # ().

13. Revenons maintenant 4 la fonction moyenne additive et & varia-

tion bornée u (w) tout a fait générale. Supposons, comme toujours, que toutes
les valeurs de u(w) sont positives.

Nous avons démontré au § 5 qu’une- fonction additive et & variation
bornée et ayant les valeurs positives peut étre transformée en une somme

% (w)=1(w)+ L(w)

otl /(o) est continue et L (w)—1la fonction des sauts — est la borne supé-
rieure des sommes

(’“ (0,) —w (wl)) L (u‘ (w,)—u (@) Wy

(w,) . ... (w,) étant les portions de (w).

Théoréme. Les valeurs de la fonction des sauts L () sont presques
partout égales & zéro.

Pour démontrer le théoréme il suffit de répéter textuellement les
raisonnements du grand mémoire de M. H. Lebesgue. *

La démonstration repose sur deux lemmes suivants.

Lemme 1. Si la différence

u(w)w—3(w)w

* Annales de ’Ecole Normale, 1911.
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est continue, les valeurs de la fonction moyenne additive 9 (w) n’étant pas
négatives, on a

L () L9 (w)-
En effet, comme

(4 () — 8 () & — @ (0) — § (0)) w = (u () — % (w)) 0—(8(@)—9 (0)w=0

on a
(u (wl) — (col)) —+ e (M (u)n) — (wn)) W, =
= (3 () — 8 (0) 0, + -+ +(3(0,) — 3 (0,)) 0, <Y (),

(@) . ... (w,) étant les portions, en lesquelles est divisé (w).
Si on choisit ces derniéres convenablement, on trouve

=N
Lwyw—e< E(u(wz)—@_(wi)) w, <3 (w)w
=1
d’ou suit I’inégalité énoncée.
Lemme 2. Si la fonction moyenne additive 4 (w), dont les valeurs sont
positives, est continue, il existe un domaine (w,) pour lequel on a

L (w) < A (e,)-
Effectivement, si pour chaque domaine (w,) on avait
0 < A(wy) < L(wy),

pour chaque domaine (w)

3 (0) =L (w)— 4(w)
n’est pas négative. Comme /(w) et A (w) sont continues, la différence

() — 9 (0) =1 (©) — L (0) 4 A () = (6) -+ 4 (w)
est continue. Il suit de 13 que
L(©) < 9(0)=L(w)—4(w)

ce qui est impossible, 4 (v) étant positif.
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Pour démontrer maintenant que les valeurs de L (w) sont presque
partout égales & zéro, supposons, qu’il existe un ensemble (E) de mesure

positive dans lequel _L—(mj sont plus grandes que zéro.

En répétant les raisonnements du § 9 et en mettant la fonction L (z)
& la place de w(x)—u (#) on s’assure aisément qu’il existe un ensemble
(E) de mesure positive, tel qu’on a pour ses points

L{@)>71>1%>0.

Prenons un des domaines (w) et un domaine () contenu dans (w) et

répétons les raisonnements du § 9 en mettant L (z) & la place de @ (z) et
I’ensemble (0 E) & la place de (w M); nous trouverons que pour chaque (z)
appartenant a (w E) on peut poser pour une infinité de domaines les iné-
galités

L(w,) > A,

les domaines (w,,) étant contenus dans (w).
L’application du théoréme de Vitali permet de choisir parmi eux un
ensemble dénombrable des domaines (1,) tels que

[(wE)——(—E) | =0, l“’EKa T, <|0E|-4g,

n= l n=1

et que les domaines (7,) n’aient pas des points intérieurs communs.
Pour chacun de ces domaines on a l'inégalité

L (T?’l) T?’L > )kl T?T

d’ou il suit qu’on a

7‘1"”]3|<7*12’C <2‘L(¢,2 7, < L)

n=1

et
LB < L)e, 125 <L)

Or, la fonction moyenne
N
(O]
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€tant continue (et méme absolument), le résultat obtenu est en contradiction
avec le lemme (2).

En cowbinant les résultats obtenus avec les résultats du § 12 et en
les appliquant aux parties positive et négative d’une fonction arbitraire « (w)
on voit, que chaque fonction » (w) moyenne, additive et & variation bornée
peut &tre mise sous la forme

(@) =15ﬂ(x>dw + 5(w) =+ L (w),
(@)

8 (w) étant la partie singulidre de /(w), ou plus simplement sous la forme

%(w)::%fF(w)dm—l—w(w)=?J(m)+w(m)
()
F(z) étant une fonction sommable et les valeurs de w(w) étant presque

partout égales a zéro.
Comme les valeurs de

1 .
; f F(2) do
)

sont presque partout égales & F(z), les valeurs de u (w) sont presque par-
tout égales & F(z).

CHAPITRE 2
Les intégrales de Stieltjes

1. Supposons, que (%) est une fonction des points (z) du domaine (D).
Soit (Q) une portion de (D,) et supposons que (Q) est décomposée en n
domaines (w,), . . . (®,).

Formons la somme

i=n

(1) L= > u(@)fE)e
=1

(w) 6tant une fonction moyenne additive et & variation bornée et (Z;) un
point dans (w,).
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Quand le nombre #» des domaines (w,) augmente indéfiniment, les
mesures des domaines (w,) tendant uniformément vers zéro, la somme (1)
peut avoir une limite déterminée. Si cela a lieu, nous désignons cette
limite par

2) f u () f (@) do

Q)

et nous la nommons intégrale de Stieltjes.

Remarque. En disant que les domaines (»,) tendent uniformément
vers zéro, nous entendons par 14, que quelque soit le nombre positif e, & partir
d’un certain # tous les domaines (w,) peuvent étre inscrits dans un intervalle
ayant la mesure moindre que .

L’intégrale de Stieltjes en sa déflnitionm ordinaire pour le cas des do-
maines d’une dimension

b
[f@ e @),

o (z) étant & variation bornée, ne différe de (2) que par la notation. Si, en
effet, en désignant par (w) l'intervalle (e, f):

«Se<f

et en supposant que (Q) est l’intervalle (a,b), on introduit la fonction
moyenne

(3) u(m)z?(p)_?(a),

w) p) —
on trouve sans peine, que % (w) est & variation bornée et que

=n

b
Jf@ e @=1im ¥ £(2) (3 () — 3 ) =

i=1
=N
=1im > £ ) u(0;) @y — ) = f () f (@) do.
=1 (Q)
TpdMH, I 4
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Inversement, étant donnée une fonction moyenne u (w) additive et &
variation bornée, si I’on pose

9 (@) =u(w) (@ —a),

(w) 6tant V'intervalle (a, %), on retrouve la formule (3), ¢ (#) étant & variation
bornée. )

La définition des intégrales de- Stieltjes pour les domaines, ayant une
dimension supérieure & ’unité, donnée en 1910 par M. Frechet*, n’est
aussi qu'un cas particulier de la définition introduite ci-dessus.** La défi-
nition donnée est aussi intimement liée avec la definition de M. Rodon;***
cette derniére traite des fenctions absolument additives des ensembles, tandis
que nous nous contentons des fonctions des domaines, mais en leur imposant
1a condition d’étre additives sans é&tre absolument additives.

De la définition posée de l'intégrale il suit immédiatement que

(4) Ju () do = u(Q) Q.
Q)

2. Théoréme. Si la fonction f(x) est continue dans (D), la somme I,
a une limite déterminée.

Pour le démontrer remarquons, qu’on peut supposer que les valeurs
de la fonction moyenne u Ew) sont positives. En effet, si

% (@) = 1y (0) — Uy (),

les valeurs de u, () et u,(w) 6tant positives, on a

n =S (@) &) o, 22 Uy (0) 1 &) wi_i g () fE) 0,
=1 =1 =1

* M. Frechet. Extension au cas des intégrales multiples d’une définition de P’intégrale
due & Stieltjes. Nouv. Ann., t. 10, 1910.
** Voir aussi: N. Gunther. Sur application de fonctions universelles de M. A. Korn.
C. R., Septembre, 1926; idem. Sur une application de la théorie de fermeture. Bull. Acad. Sec.
URSS, 1927, NeNe 1—2, 8—4 (en russe).
*¥% Rodon. Theorie und Anwendung der absolut-additiven Mengenfunktionen. Sitz.-ber.
Akad. Wiss. Wien, 19183.
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et la somme I a certainement une limite, si les sommes de la partie droite
de la derniére égalité ont des limites.

Supposons que les valeurs de u (w) sont positives.

En désignant par M, et m, les bornes supérieure et inférieure de (%)
dans (w,) introduisons les sommes

=n =n
(5) Sn=2“(wi)-Miwn sn-:z () my o;
=1 =1

et, en supposant que les () sont assez petits pour que l'oscillation de /()
dans chaque (w,) soit moindre qu'un nombre donné ¢, on trouve

(6) s, <I <8, 8,—s,<u@Qe

Supposons qu’on augmente le nombre des morceaux (w,). . .(w,) de (Q)
en les partageant; désignons par o, et X, les sommes (5) obtenues dans
cette supposition; par (w®) ... («™) les domaines correspondants. Quand
on augmente %, la somme ¥, décroit et la somme o, croit. On a, en effet,
par exemple

u(wr) M w'+u(m”) M' " < Mi {u(wl) o' _l_u(mll) w”} — ]ll; u(w(i)) co(i),

si (o) et (w") sont deux domaines, formant (w®) et M', M" les bornes
supérieures de f dans ces domaines.
Il suit de 14 que pour la loi choisie de la formation des domaines (w,),
les sommes o, et £ ont une limite commune.
Supposons que la division de (Q) en portions est poussée assez loin
pour qu’on ait
§,—s, <& X,—o0, <g,

£ étant un nombre choisi d’avance.

Formons maintenant de nouveax domaines en divisant (w;,) en portions.
par les frontidres des (0®), . .. (w™); désignons par ¢ et C les sommes cor-
respondantes & ces domaines, analogues & (5). Comme on obtient les nouveaux
domaines soit en partageant (w,), . . .(w,), soit en partageant (w®),. . .(w®™),
on a

5, <e<L<0LS, 0,<c<OLE,

4*
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d’ott on conclut

O<C—_8n<8n_8n<s7 O<C——G‘n<2n——ﬂ‘n<€
—e <s,—0,<E;

comme o, a une limite, on en conclut que s, en a une aussi et qu'on a
lim7 =lims, =1im§, = limg,,.

3. Si la fonction moyenne % (w) est absolument continue, la fonction f(z)
dans (1) peut étre remplacée par unc fonction bornée et intégrable dans le
sens de Riemann. Pour s’assurer, il suffit de démontrer que la seconde des
inégalités (6) subsiste dans ce cas, car, c’est seulement en ’établissant que
nous avons fait l'usage de la continnité de la fonection f.

Or, les points, ot l'oscillation M —m: de la fonction f(z) est plus
grande qu’un nombre donné e, peuvent é&tre enfermés dans un nombre fini
des intervalles (w®) dont la mesure totale est moindre qu’un nombre y
donné d’avance; d'un autre c6té, la fonction « (w) étant absolument continue,
si la mesure totale A’un nombre fini p des domaines

1 2
(0.)( ))’ ((.0( ))7 T (m(P))
est plus petite qu’un nombre n convenablement choisi, on a
#(0M) 0P 4+ -y (0P) 0P <L e

Ayant choisi les intervalles (o®) et en remarquant que les points
4 Doscillation plus grande que = de la fonction f sont tous & l’intérieur
des («®™), on peut déformer chaque intervalle (»®) en domaine (w®) contenu
dans (0®™) et contenant les dites points d’oscillation non nulle.

Supposons, que les (w,) sont si petits que (1) chaque domaine ayant
un point commun avec un des (w®) est contenue dans (w®) correspondant
et que (2) dans chaque domaine (w,), qui n’a pas de points communs avee
un des (w®), Poscillation de la fonction f soit moindre que 2¢: Si M est la
borne supérieure de |f], on aura

S,—s, <Xulw)w,. 2¢+ MEu (0D 0 < 24 (Q) Qe + M,

ce qu’il fallait démontrer.
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Pour une fonction f qui n’est intégrable que dans le sens de M. Le-
besgue la somme (1) peut ne pas avoir une limite déterminée. Par exemple,
si u(w) =1, cette somme est une-somme de Riemann.

Comme chaque fonction moyenne w(w) additive et & variation bornée
peut étre mise sous la forme

#(w) =1v(w) 4+ w(w),

olt v (w) est absolument continue, les valeurs de w(w) étant presque partout
égales & zéro, on peut généraliser le théoréme en laissant de c6té la con-
dition de la continuité absolue de Ia fonction # (w).

Remarquons, qu’on a

S () fGo= 3 0(0) fE) o+ 3 w(0) fE)o;
=1 =1 =1

et que la premiére somme & droite a une limite pour chaque fonction f bornée
et intégrable dans le sens de Riemann. Il suffit, par conséquent, s’occuper
de la seconde. Supposons que (E) est I'ensemble fermé, formé par les points,
dans lesquels les valeurs de w (w) sont différentes de zéro et par leurs
points limites.

Pour que la somme (1) ait une limite, 1l suffit de supposer, que la
fonction f est continue dans chaque point de 1’ensemble (E).

En effet, supposons que la condition est remplie. Comme la fonction f
est continue dans chaque point de I’ensemble (E), un nombre « étant donns,
4 chaque point de I’ensemble on peut faire correspondre un domaine (w)
de maniére, que l’oscillation de f dans (w) soit plus petite que e.

Comme -4 chaque point de ’ensemble (E) correspond un domaine et
comthe ’ensemble est fermé, on peut choisir parmie ces domaines un nombre
fini
™) (@™« o (™),

tels que chaque point de (E)-soit & I'intérieur de 'un des domaines (7). Les
points de (E) étant dans Pintérieur des domaines (7), on peut & chacun
d’entre eux (0®) faire correspondre un domaine (w™) contenu dans (w®) et
contenant tous les points de (E), contenus dans (0®).
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Supposons que les domaines (w,) dans (1) sont si petits, que chacun
d’entre eux, ayantun point commun avec (w®), est contenu dans (o®). L’oscil-
lation de f dans chacun de ces (w;) sera moindre que ¢; la valeur de w (w)
pour les domaines, différents de ceux-¢i est égale & zéro. On a donc pour

la fonction w(w)
8, —s, < A4,
A étant w (Q) Q.
4. Si les fonctions u (w), f, F, ... répondent aux conditions des
§§ 2 ou 3, on trouve aisément en se servant de la définition de I'intégrale

1) fou () f(@)do=C f u(w)f(2) dw, C 6tant une constante,
@ @)

f () {f@) + F (@)} do = f w () F(2) doo —+ f u(w) F(z)do,
) @

9 f 4(0) 4+ () @) do = f w(w) (@) do 4+ f v () f (@) do.
) @

3) Si (Q) est divisé en deux portions (Q,) et (Q,), on a:
fu(w)f(fz)dw _—..fu(w)f @) do +fu(w)f(w)dw
© (@) (€o)

4) La fonction f(z) étant moindre que M en valeur absolue, on a

[ueir@ s <uv@e,
©)
car
gu(wi)f(’q’i oy < M ;1 ©)] o, <M2 U(w) 0;= MU Q).
5) Si
u(@)20, m<flz) <M,
on a

(@) Q< f u (o) fdo < Mu (@) Q,
@
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car les valeurs de u (w) étant positives, on a évidemment

mz w(00;) 0; < ZM(w)f(Ez)m <M2u(m)m
=1 =1

On conclut de 14 en premier lieu, que si f(#) est continue, on a

J'u (0)fdo=u(Q)QfE),
)

%) étant un point dans (Q).
11 suit de 13 en second lieu pour les fonctions u (w), gardant le méme
signe, I’inégalité connue de Schwarz:

(@) dew)2<fu(co)fzdco [u(o) Fdo.

@) ) ()

Si les valeurs de u (w) sont positives, cette inégalité est une simple
conséquence de (5); siles valeurs de u (w) sont négatives, il suffit de 1’appli-
quer & la fonction — % (w).

6) Si

u(w) (@) < v(w)F ()
on a
f u(0) @) do < [0(0) F @) do.
Q @

En effet, formant les sommes (1) correspondantes aux intégrales mention-
nées, on peut se servir des mémes domaines (w,) et des mémes points (£
dans ces domaines.

Comme on a

— U() |f@)] <u()f@) < T)|f@)

on a

[ f@) dw)‘ < [U) @) do.
@ @
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9. Supposons, pour fixer les idées, que la fonction f («) est continue.
1) Sil'on a

f@)= "> o;(@),

=1

les fonctions ¢, (%) étant continues et la série
o0
-
7=]

uniformément convergente dans (Q), on a:

(o 0]

® [u@f@do = [u(0);@ do.
@ =1(g)

En effet, si 1'on pose

= ¢,@-rr,0)

i=1
on a, le nombre ¢ étant choisi arbitrairement, pour n > N:
r, @)] <.
11 suit de 13, que pour # > N:

fu(w)f(x)dw-——gz fu(m)cpi(x)dwl=‘fu(m)r”(x)dw!<sU(Q)Q,

Q) =1Q) @)

d’ot suit I’égalité (8).
2) La série

) ity () =24y (0) 4= -+« -2, () 4+

est dite uniformément convergente dans (Q3), si 7,,(w) étant le terme complé-
mentaire
U, () %, (W)=



LES INTEGRALES DE STIELTJES 57
et B, (v)w sa variation totale, on a pour chaque choix de e:

R, (w)w < ¢, pour n> N,

le nombre N ne dépendant pas de

Si la série (9) est uniformément ¢ vergente, sa somme % (w), qui est
évidemment additive, est & variation bornée. En effet, si

B,@0<1,

on

=8 k=Ny i=s
D el o< XN (o)) o+
=1 k=1 i=1

=8 k:‘No k:NO
I Wl

N |y (e) 0, < Y T Q)0+ By (QQ< Y T,(QQ+1,
=1 k=1 k=1

U, (w) étant la variation moyenne de u; ().

Si la série (9) est uniformément convergente dans (Q) et si u(w) est

sa somme, o a
(o)

f w() () do =3, f u; () f(2) do.

) =1(Q)

En effet, si 'on pose
=n

u(m)m:E u;(w)o—+7, (w)w

=1

on a, le nombre ¢ étant choisi arbitrairement, pour n > N:

1, ©) (@) do] < ME, (©) Q< M
(&)

I étant la borne de |f(z)|. On conclut de la, que
ol
‘ [w@f@do— (4w dwi < I,
@ =L@

d’ol snit I'éxactitude de la formule énoncée.
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Si la série

(10) U (wo—+ U (ot - +U, (o) o+ -

est uniformément convergente, ¢’est-a-dire, si I'on a

Z U,(w)w < e pour n >N,
k=n+1

la valeur de IV étant indépendante du choix de (w), la série (9) V’est aussi.
La condition est satisfaite, sila série (10) est convergente pour w = Q
En effet, (0) . .. (»,) étant les portions de (w), on a

=5 |k=m i=s k=m
Z S g (w) 0 éz 2 |1 ()] 0=
=1 |k=n =1 k=n

k=m i=s

""Zzh‘k(‘”)]‘” < Uk(w)w

t=n =1

On conclut de 14 en faisant tendre #2 vers 'infini, que

=8 ©
2 |7, (@)} %<E U, (w)o <e pour n >N

=1 k=n

et que

R, (w)o <e pour n>N.

Pour donner un exemple, reprenons la fonction de l'exemple (2) du

§1 (1)*.

En supposant que (w) est un intervalle fermé (e, {), posons %, (w) =0,
si le nombre #, n’appartient pas & I'intervalle (o, $) et

U (@)o =0 s 0 <5, <B, 4, (W)o=20b, sla=2, =0

* Le numérc entre parenthéses indique le chapitre.
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En choisissant les domaines (w,).. .., (w,) de manitre, que x, soit
toujours la frontiére commune de deux intervalles (w')-et (w") contigus, on a

t=m

N, () FE) 0;= 14, (@) fE) 0 4

=1

1, () F @) o' = 1 b, (&) +FE),

les points (£) et (¢”) appartenant aux intervalles (') et (w”). Tl suit de 13

4, (@) f(@) do =lini 3-b, (FE) + FE)) =b,f(&,),
&)
(

la fonction f'(x) étant continue, (Q) désignant 'intervalle (@, b). Comme pour
la fonction moyenne « () de 1’exemple mentionné on a

% (0) = ot (0) %, (W) 4 - —+= 1, (@) - -
on trouve

fu () £(@) do = b, (@) b, (@) + -+ b, (&) 4

()]
6. Supposons que les fonctions % (w), f, ¥ satisfont aux conditions des
§§ 2 ou 3¢
Lemme. Si I'on pose
(11) o) = (1)@ do,

()

on forme une fonction moyenne additive et & variation bornée, qui est abso-
lument continue quand u(w) est absolument continue.
1) Le domaine (w) étant divisé en denx portions (w,) et (w,), on a

2(0) 0, v () 0, = f w () f (@) do -+
(wg)

—|—fu (©) f (@) de =fu () f (@) do = () 0.
(wg) ()
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2) Le domaine (D,) étant divisé en portions (w,), . . ., (@p) OB &
=n i=n =n
Z !”(“’z’)l"’i——Z f” (@) f (=) dw} <M > N U(w,) 0, = MU (L) Q.

I

2=1 % (wp) 1=1

3) Si on prend au lieu de (Q) le domaine (w), on trouve

=n

Z [o(w,)] 0, < MU (w) ©

=1
d’olt 1l suit, comme on a, si w < n:

U(w)w <’ g,
I'inégalité: si o <7
=n
N [ (0,)] 0, < Me.

=1
Comme il existe une division de () en portions telles que

i=n
-
2 |v(@)] 0, > V(0) o—c¢,
=1
on a finalement: si w < 7

Viw)o < (M+1)e.

Remarquons encore, que, en.décomposant la fonction » (w) en deux
parties positive et négative, on peut poser

v(0) =10, (0) —2,()

ol

2, () { f U () (@) do + f w(0) f (@) dm}

v (w)m_—{fU(w) f(@) dw_f f(x)czm}
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car on a évidemment

— U@ |f(@)|Su (@)@ <T@

Théoreme. Si I’on pose

-

(11) o) =" [u()f@)do,
(w)

on a 1'égalité

(12) f w(o) fFdo = | v(0) Fdo.
@ (@
En établissant cette égalité on peut supposer, que les valeurs de % (w)

sont positives et que la borne inférieure de la fonction F est aussi positive.
En effet, en premier lieu, si on a

U () = vy (©) — 2y (),

u, (0) et u, () étant les parties positive et négative de u (w), ayant posé

7 (@)= f ty () F(0) Ao, v (0) = f u, () () deo,
) (w)
on a [

v (w) =0, (0) — 7, (0)
et les égalités

J“ul (0)f Fdw= J}l (0) Fdo, fuz (0)f Fdeo = f v, () F oo
©) © ) @

entrainent I’égalité (12).
En second lieu, si I'on a

Fa)y>Fk Flx)—kEk>0,
ayant l’identité

k fu () f (@) do =k fv () do,
@ @
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on trouve, que si ’égalité

f () f(F—T) doo = f v () (F— k) deo
@ @)

est satisfaite, 'égalité (12) Iest aussi.
Supposons maintenant qu’on a

u(w) >0, F(z)>0.
En utilisant Passertion (5) du § 4 on trouve
(0, w; < v(0) 0, < M u(w)w,,
m, et M; étant les bornes de la fonction £ dans (), d’ou il suit
i=n =n i=n
;1_1, ;% (0) F (&) o; < 73_‘_1, () FE)o; <Zl M;u(w,) F &) ;.
— — =

On conclut de 13 que la différence

(13) 2 v (wz) F(Ez) w,— 2 U (‘”z) f(Ez) F(Ez) @;
=] =1

est comprise entre

i=n =n

P

149 D u)FPE)M—m)o,— 3 u(w) (FE)—m,) FE)o,
7=1 i=1
et
15) N ) FE) m— Myo— S u(w) (fE) — I) FE)o
=1 =1
Comme on a

[FE)—m;| < M, —m,, lf(zi)_Mil < M;—m,
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les valeurs absolues des différences (14) et (15) sont plus petites, que
=N

(16) 2, D u (o) (M;—m) o,
i=1

M, étant la borne supérieure de la fonction F'(z).

Comme la somme (16) est dans tous les cas infiniment petite pour n— oo,
il suit de 1a que la différence (13) est infiniment petite et que le théoréme
est démontré.

1. Si la fonetion % (w) est la valeur moyenne d’une fonction f(x) bornée
ou non, sommable dans le sens de M. Lebesgue:

u(@)== [f@)do
(w)

on a, la fonction F'(x) étant bornée et intégrable dans le sens de Riemann,

an f w(0) P (@) do — f F(4) f(#) do.
@ @

Si la fonction f () est bornée et intégrable dans le sens de Riemann
P’égalité (17) est une simple conséquence du théoréme du § 6.

Comme une fonction f sommable dans le sens de M. Lebesgue est

égale 2 la différence entre deux fonctions non négatives f et f et comme la
b -

moyenne de f est la différence entre la moyenne de f et la moyenne de f,
+ —
on peut supposer que f n’est pas négative.

Or, pour chaque division de (Q) en portions (w,), . . . (w,), 00 a

T=n

f Ffdo=, f Ffdeo
@

=1 ()
et comme
m; [fdo < [Frdo <, [ Faw,
(@3) (w5) (w3)
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m, et M, étant les hornes de la fonction ¥ dans le domaine (wy); on a

i=n i=n

2 ACHEE wingfdwé‘S w (w;) M ;.

=1 (Q) t=1

11 suit de 14, que

f Ff do,
@

étant enfermé entre deux variables ayant une méme limite

f () F (%) do,
(@)
est égale & cette limite.
Comme chaque fonction moyenne absolument continue % (w) est égale
3 une moyenne d’une fonction f sommable dans le sens de M. Lebesgue:

u(w) =1 [ fdo,
()
chaque intégrale de Stieltjes

J‘u (©) F(z) de,
@

dans laquelle u (w) est absolument continue, F'(z) étant bornée ct intégrable
dans le sens de Riemann, est égale & 'intégrale

f fFdo,
(@

f étant une certaine fonction sommable dans le sens de M. Lebesgue.
8. En désignant par (t) les domaines, appartenant & un domaine (Dy)
des points () démontrons maintenant le théoréme suivant: ‘
Théoréme. Si u(w), v (<) sont les fonctions moyennes additives et & va-
riations bornées des domaines () et (z), appartenant aux domaines @,)
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et (D,) des points (z) et (y), et si L (z, y) est une fonction continue des
points () et (%) de ces domainés, on a

(18) Ju(w)(fv(r)l)(w,y) dw)dm:fv(f:) (fu(w)L(x,y)dw)oh
@) (G @) @)
Observons en premier lieu que les intégrales
[v@L@nds, [uw@LEydo
() (@)

sont les fonctions continues des (z), respectivement des (), d’ou il suit que
toutes les intégrales dans (18) ont un sens.
En effet, comme lua fonction L (z, y) est continue, quelque soit ¢, on a

(19) lL(xn%)'_L(xz,yz)l <, sl |zr1———w2|<k, l?/l—y2|<h,

le nombre % étant convenablement choisi.
A cause de cela

[v@ L, pas— [v@) Ly, ) az| =
(Qy)

(Sy)

— L{v(f:) [L(z,, %) — L (2, 3)] d:[ <:7(@Q)0, <:¥(D,)D,
)

si
|z, —z,| < k.

En second lieu remarquons qu’on peut supposer, que les,fonctions « (v),
v (<) ont des valeurs positives. En effet, si

u(0) =1, () — 1), () =0,(5)—2,(x)

et si
ful(w)(fvl(w)L(w,y fr)dcu_fv () [ () L (=, J)d’\:)
@) @) () (%)
fug(w) f (%) L (z.9) dn dw—_-fvl(»:)(fuz(w)L(m,y)dwwm
@ (D @ @

Tp®MH, I 5
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on trouve évidemment

Jut)( f(»)L(xy)d-) o= [e,)( [1) D@,y do ) d.

@) @) (@)

On peut de la méme maniére, en formant la derniére égalité pour la fonc-
tion v, (<), obtenir 1’égalité (18).

Supposons que les valeurs de #(w) et (<) soient positives. Formons
maintenant la somme

i=n j=m

(20) Tpm= > Nu(w)v(c) L, ) o,
=1 j=1

ayant divisé (Q,) en » portions (w,), (Q,) en m portions (1), les points (z,)
et (y,) étant respectivement dans (;), (z;)- En désignant par M (z), m;(z)
les bornes de L (z,y), () étant quelconque et (y) variant dans (,_ ), comme
M () — m; () est la différence entre le maximum L (z, y;) et le minimum
L(x Y; ) de la fonction L (#,y) du point (y) variant dans (z;), on a, en usant
1’mega11te (19),

M (r) —m (1) < <,

si les domaines (z;) sont suffisamment petits.

On a
J=m

J=m
f?a (=) L(z,y)de = S f@ (x) L(x,y)d> = }: v(5) Lz, ?/j') <
Q) j=1 (1, J=1
¥; /) étant certains points dans (=;), dont la position dépend de point ().
Il suit de 13, que (g J) étant un pomt quelconque dans (= ;) on a

=

)

~,

|

(21) j@(T)L(x,y)d‘—ZUU)L(I y)% <
@) = i
J=m
J:

< V@(»)(M (@)—m; (@) 7; <ev(D,) D,
j""l
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si m est suffisamment grand; linégalité (21) est indépendante du choix

de (z).
11 suit de 13

=0 j=m =n J=m
(22) 3, Su0)o () Lo ) 5= > (o) o5) Lo ) o

i=1 j=1 1=1 =1
t=wn =n

= Yu(w) fv(fr)L(x Y) de-w, =+ Nu()8.c0(D,)D, o, 16]<1
e i A ML TT TN y/ Ty i,
i=1 (Qy) i=1

la seconde somme dans la partie droite étant moindre que

=N
e Mu(w)o;v(D) D, ==zu(Q)o(D,)Q,D

=1

v

1’¢galité (22) étant établie pour un cheix arbitraire des (s;) et la premiére
somme en sa partie droite ayant une limite déterminée pour chaque choix
des (w;) tendant uniformément vers zéro, on en conclut, que S, B UDE
limite déterminée, quand les (w,) et (z;) tendent uniformément vers zéro et

que

(23) imd, = (2@ [v6) L@y i) do.

(Qz) (Qy)

Ayant démontré l'existence de la limite lim Jm’ ,, et établie I’égalité (23),

on peut, en donnant la préférence & la fonction % (w), établir aussi 1’égalité
(24) timJ, ,= [2()( Ju () L (z,4) d(o) -,
Q) Q)

d’ou suit I’egalité (18).

§ 9. Supposons maintenant que la fonction moyenne additive dépend
de la position d’un point (y) du domaine (Dy) et est a variation bornée pour
chaque valeur de (7). En la désignant par

% (w, Y),

5*
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nous admettons que sa borne totale

(25) UWD, y)D,
est bornée comme fonction de (¥) et que l’intégrale
[ut )o@
()

a un sens. La dernidre condition est satisfaite, par exemple, si % (w, y) est
continue comme fonction de % pour chaque choix de ().
Quand les conditions posées sont satisfaites, on a

(26) fu,-.(x)(fu(w,y)v(q)d»:)dw =fv(fc)(fu(w,y)q>(x)dw)dr,

@) @ @) ©o)

si ¢ (#) est une fonction continue dans (Q,).
Remarquons d’abord que la fonction moyenne

(27) [u@nv@

€y)
évidemment additive, est & variation bornée. On a, en effet, (w,) - - . . (w,)
étant les portions de (v),

=n =n

eo Y lfu(wi,y)m)dc o< N Ju(o; 9o, V@ de <
i=1 ( 2/) (Qy) =1
< f u(D, ) Vx) &< BV(Q)Q,,

Q)
si B est la borne supérieure de la fonction (25).
11 suit de 1, que l'intégrale & gauche de 1’égalité (26) a un sens.
Passons maintenant & la démonstration du théoréme.
Supposons, quon a choisi arbitrairement un nombre positif . Nous

avons
i=n

(29) fu(w,y):p(x)dmzz\: fu(w,y}q(x)dw:
(@) =1 ()

i=n

= 2 {u, (wi’ 9o E) o, —u, ("%‘, No o},

1=1
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#, (w, y) et u, (w, y) 6tant les parties positive et négative de u (w, y) et
les points (%), (£,), situés dans (w,), dépendant du choix de (y). Les points
(€,) 6tant choisis dans (w,) indépendamment de (y), si les domaines (w,) sont
assez petits pour que l'oscillation de o (z) dans chaque domaine (w,) soit
plus petite que ¢, on a

(30) (fu(wyo(x)dw——?u(w NoE)o
. Q) =1
= | {0 9) (3E)— 2 E) —u(w; 9) (3EN—2E)) } @
=1
< E (o1, (05, ) =+ (00, Y)w;e <UD, y)D,<eB.
=1

Nous obtenons ainsi 'inégalité

(31) .-aB<fu(w J):p(w)dm—\u(w 92 E)w; <eB,
Q) 7=1

qui est satisfaite pour les (w;) assez petits et les (%) choisis arbitrairement
dans les (w).

Remarque. En s’appuyant sur I'inégalité (31) il est facile de démon-
trer, que la fonction de ()
(32) f u(©,9) 9 @) do

Qz)

est continue si  (w, ) est continue pour chaque (w).

On peut dans ce cas trouver un domaine (3)
arbitrairement choisi (y), de maniére qu’on ait

(33) |y, ) 0;— (0, 9) ;| < -

entourant un point

2/?

pour chaque point (y,) dans (3)). Si (8) est le domaine contenu dans tous les
domaines (8,), (3;) .. .. (5,), l'inégalité (33) est satisfaite dans le domaine
(3) pour chaque 4 €t on a

Dufw; 99 E) o, — Vu(w NeE)o; <S’—I<?(E)|<Ma,
=1

1,_1

M étant la borne supérieure de | o ()]
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Ainsi on a pour les points du domaine (8):

=N =n
(34) — e < Du(o, g)oE)w,— > u(o; 1)gE) o< Me.
=1 =1

En mettant (y,) & la place de (y) dans (31) et en combinant Iinégalité:
obtenue avee les inégalités (31) et (34), on trouve

2% B e M < u(0,5) @) do ——fu(w,y)cp(x)dw < 2Ba-cM,
(@) (@)

d’olt suit la continuité de la fonction (32).
Observons maintenant qu’on a

35 2@ ([uo,pomas)do 2 o &) ([uto, @ 3 )+

(Qg) (Qy) (Qy)
—+ 0, ¢, i 1} <,

si les domaines (w,), (w,), . . . . (»,) sont assez petits, les nombles (t,) étant:
arbitrairement choisis dans 1es domaines correspondants; nous supposons,.
que les (w,) sont assez petits pour que 'inégalité (31) soit satisfaite.

Un domaine (w,) étant choisi, on a

J=m
fu (m{, Yo (t)dr = ;\: ( (wi,ﬂj)v(’fj) P bpe, [0,/
(Qy) j=1

si les domaines (7)), . . . (t,) sont moindres qu'un domaine 7 (w,) dépendant:
de (w,). Si les domaines (1), . . . (,,) sont plus petits que le plus petit des.
domaines

T(w), T(®y), .., T(w,),

Pégalité
j=m ‘ '
fu (0, )0 d7 = > u(o; ) (3) 7+ 00, . [80] <1
(‘--y) j=1

a lieu pour toutes les valeurs de (¢).
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En utilisant (35) on trouve alors

(36) f@ (%) U u(w,7) v (%) d:)dw ==
@ Gy
=n j=m
N W
= :\_[ ¢ (Ez) wiz u (wi’ WJ)y (Tj) Tj -+ 61 €~ _As,
=1 J=1

A étant un nombre ne surpassant pas en valenr absolue
=n
N |
D leEo, <MD,

=1

Comme l'inégalité (31) est satisfaite indépendemment de la valeur de
(y), on trouve maintenant en l’utilisant, que

fcp (@) <fu (0, y)v (t)d= )dm =

Qz) ()
j=m A
Wl
= l v (1) (}u(m,'qj)cp () dw) e deade
J=1 Q)

4, étant un nombre ne surpassant pas en valeur absolue

j=m
m

B_}_l, V(z)y < BV(D,)D,
j—_—

Il suit de la derniére égalité, que, < étant choisi d’avance, si les domaines
(7;) sont suffisamment petits:

| o (@)
Jze

L%/

( u (0, 9)v(7) d»:) dow —
()

——;\_‘v %) (fu(w, 7;) ¢ (%) dw) "»'75 < Ce

J= Qz)

C étant un nombre déterminé.
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Il suit de 14, que l'intégrale

f@)(fc) (fu (0, %) o (x) do > dr
@) Q)

existe et que I’égalité (26) est satisfaite.

10. Supposons maintenant que.la fonction f(2) n'est pas bornée dans
(D,) et devient infinie dans le point ().

Soit (3) un domaine contenant (z,) dans son intérieur. Formons lin-
tégrale

(37) J() = f w () f (@) do.
@3

Si 'intégrale (37) a une limits déterminée quand (8) tend vers zéro d’une
maniére quelconque, nous désignerons cette limite par

3™ #(w) f(z) dow.
@

Théoréme. Si l'intégrale

[v@)|f@]do,
(Q-3y)

dans laquelle (3,) est une sphére ayant pour centre le point (), a une limite,
D'intégrale (37) a une limite indépendante du choix de (3).

En effet, (3,) et (3,) étant deux valeurs de (8), (3,) contenant (3,), on
peut construire deux sphéres (3,) et (3,”), dont I'une contient (3,) et 'autre
est contenue dans (,). Conme on a

f u(0) f(@) do l < f U () |f@)] do < f U(w)|f(@)| do,

(31—39) (31-39) (30™—%")

on en conclut aisément, que notre assertion est justifiée.
Exemple. Supposons, que (D,) est un volume et qu’on ait pour chaque
sphére (w,) du rayon 7,
U(wy)7," < B,
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B étant un nombre déterminé. Prenons I'intégrale

f (@)
(3 8) f’u ((.!)) db),
(Q) 10
en désignant par r,, la distance entre le point () et un point donné (z,), la
fonction f (x) étant bornée.
Pour s’assurer que l'intégrale (38) a un sens, il suffit de s’assurer que
I'intégrale
¥ [0w)%
(Boy__aot;) 10
est infiniment petite avec (3,), M étant la borne de |f], (3)), (3,") deux
sphéres concentriques ayant le point (z,) pour centre.
Supposons que 7, est le rayon de (3,), R le rayon de (3,"); intercalons
dans 'intervalle (&, r) les nombres r,,..., 7,
r,>r>...>r, >R
et divisons la couche sphérique (¢ ’——30’ ') en couches sphériques en tracant
les sphéres avec les rayons 7;,..., 7, ,. Ayant divisé chaque couche en
domaines (w,%), prenons les points dans chaque domaine d’une méme couche
sur la méme sphére. Nous obtenons ainsi la somme

t=n—1 (,) t=n—1

> ?U(m )= Tlo)7
=

:+1 =0 ¢+1
;) étant le volume d’une couche sphérique mentionnée. En désignant (w;)
par [r,—,,.] et la sphére du rayon #, par [r,], nous pouvons écrire

U(ri—ria)ri— ] = U D ] — U(rnaD [rend =
=Ur)r;—rn] +(U@D)— UCrin)) [rial-

1l suit de 13 qu'on a

1=n—1 il
69 N Ur—r )l 2 o)) e
=0 141 1+1
=n-1

+ 3 () — U )

=0 z+1
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Supposons maintenant que

r —R rn—ER _R
- ;0 ’0 _
v =11 pa p <2

La premiére somme dans (39) est plus petite que

i=n~—1 [ ] =n—1 [ ]
Ti Vi \' 74 -+
(40) B ¥y Iitmiep N B
Pt r
=0 PR 5 q;—() 1
t=n—1 3 1=n—1
=B V r —?1.,___1<47vB,7 N' T e
3 - L% 3 jpiatit] 02
a-O 1 1= r'z+1
car
3 5,2 : i L1
ro—r =0 1+1)(r—¢ < 77 L= -
En effet
e Fo— 1% ) a_"'o-“R
Tigg Fo— (i4+1a’ o

croit avec /. On a donc
)
2 2 s | N L )
71+sz1+1+¢z+1=71+1 2 -+ <

\ b by
<7 “B\—+ -1V T
1 ( _L) R__'_O__ (-

n

Or, la partie droite de l'inégalité (40) tendaut pour #—> co vers

tégrale

-

0
codr
Jrk+a—2 3
R
on voit, que si

E4+a—2<L1

I'in=

elle est infiniment petite avec ,. Si I'on a k=1, on peut poser « = 2 — 7,

0 <A<1.8ilonak=2, on peut poser o =1— 2.
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La seconde somme dans (39) est égale &

O — DED) o+ (D — T
*4WMHM~Ummﬁ*F=%ﬁwmw*—
Tld 67— 3ﬁ“”“”®»m&ﬁ—ﬁﬂ—UMWE*P<

4-» —F 4"' 7' 4 ey
<%U([7’o])¢i ’<_3_ B S

et est infiniment petite pour les valeurs choisies de % et de «. Ainsi, P'in~ -
tégrale (38) a un sens, si 'on a

a=2—)%, pourk=1 ]

0<ALl.
«=1—12, pour k=2i

Silonak=3—p, 0<up <1, adoit &tre plus petite que p..

Remarque. La définition, donnée au début du paragraphe, peut étre
généralisée. Convenons de dire, que ’ensemble des points (F) est intégrable,
si, quelque soit le nombre positif », on peut I’enfermer dans un nombre fini
des intervalles ayant la mesure totale moindre que n. En désignant par
(%) I'ensemble de ces intervalles, on peut désigner par le signe (37') la
limite de lintégrale (37) pour n— 0, sicette limite existe, quand la
fonction f(x) devient infinie dans les points d’ensemble ().

11. Ayant généralisé la notion de l'intégrale, on peut sans peine
étendre les théordmes principaux des §§ 4, 6, 7 aux intégrales généralisées.
La généralisation des assertions (1), (2) et (3) du §4 est immédiate. Si les
intégrales )

Jb(w)fgodw,J}(m)ﬁxz)dw
@ @

ont un sens, et si
, 1(0) f(2) < (@) P@),
on a aussi
ﬁmw@m<ﬁ@www,
(Q-9) (Q-3)
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(3) ayant la méme signification qu’an § 10, et en passant & la limite on
trouve
f u(0) @) do < [0 () F(#) do.
) *)
Enfin, si lintégrale
f U(w)|f(@)|do

. @)
a un sens, l'intégrale

f u(w)f (@) doo
@

suivant le théoréme du § 10, en a un aussi et comme on a

[ f u () f(ao)dwl < f U()|f@)|do,
. @3 @)
o a aussl

] f w() f(x)dwlg f () |f (@) do.
(©) @)

La généralisation du théoréme du § 6 peut &tre faite ep deux direc-
tions. On peut, en premier lieu, supposer que la fonction F n’est pas
bornée.

On peut écrire

f u () f Fdo = f v () Fdw
(Q-%) (Q-3)
@’olt suit que, si une des deux derniéres intégrales a une limite pour

()= 0, il en est de méme de l'autre.
Supposons maintenant que la fonetion f n’est par bornée, 1'intégrale

(U@ do
(&)
ayant un sens. Il suit de la supposition que

(41) [U©)|f@)d
(51_3//)
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est infiniment petite avec (3'), (3') et (3") ayant la méme signification qu'an

§ 10.
Or, on a, Z étant bornée,

} f v(w)Fdwl <MV —3) B — ] <M [TU(W)|f@)|do,

F=) (3'=3")

d’ou suit la convergence de l'intégrale

fu (w)fFdw
()
et I'exactitude de la formule
12) [u(@)fFao = [v(w) Fdo.
&) ©

Si la fonction F n’est pas bornée, mais a avec fle méme point de
discontinuité, P’exactitude de la formule (12) dépend de la convergence de
I'une des intégrales

fu(w)dew, fv(w)ﬁdw,
@) ()

car on peut restituer Ja formule (12) en passant & la limite dans I’égalité

f u(©)fFdw= [v(v) Fdo.
Q=3 (Q-3)

Quant au teoréme du § 7, qui est établie pour chaque fonction f inté-
grable dans le sens de M. Lebesgue, bornée ou noun, il est nécessaire de -
I’étendre seulement au cas d’une fonction # non bornée. La formule (17)
reste évidlemment exacte, si 'intégrale

fu(0) F(2) dw
@)
a un sens, car on ’obtient cn passant & la limite dans 1’égalité

fu (©) F () do = f F(2) f (@) do.
@) @3)
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12. Supposons qu'une fonction Z (z, y) devienne infinie pour =y de
maniére que les intégrales

J“V(T) |L(z,y)| dr, ﬁL (@, 3) |do
(@) (@)

soient uniformément convergentes dans (Q,), respectivement dans (Qy), et
que ’intégrale
f v(%) L (z,9) d=
(@

est une fonction bornée de (z) et intégrable dans le sens de Riemann.

Suivant cette supposition, le nombre e étant arbitrairement choisi, il
existe un certain nombre g, tel que (p) étant une sphére du rayon p avec le
centre dans le point (z), respectivement dans le point (y), on a

(49) f V()| Lio,y) de <, ﬁL(x, o)ldo <.
() (p)

Supposons encore, que le point (z) étant en dehors de la sphére du
rayon ¢ avec le centre en (y) et (y) étant en dehors de la sphére du rayon
o avec le centre en (z), la fonction L (x, y) est uniformément continue
comme fonction de (x) et de (y); c’est-A-dire qu’on a pour les valeurs men-
tionnées de (z) et de (y)

(45) |LW'y) —L@,y) <s si o' —a| <z lf'—y <pp

Démontrons, que

- J (o) L) dw)dw =f.u ) (J"L(w, y)dw> -

@2) (@) G, (@

11 est clair, qu’il suffit de démontrer la formule (46) en supposant que
les valeurs de v (<) ne sont pas négatives; si elle est exacte pour les parties
positive et négative d’une fonction moyenne v (z), elle est exacte pour
v (3).

Supposons done, que » () n’est pas négative.
pp q P )
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. < el
Envisageans deux sphéres avec les rayons % et 5 ayant les centres

daus les points (), respectivement (7). Divisons le domaine (Qy) en domaines
(r,), en supposant que les domaines (<,) soient si petits, que chaque domaine,

ayant un point commun avec la sphére <§> est situé dans 'intérieur de la
are (£ ).
sphére ( 3 )

Nous avons

) f (fv(:)L(x,y)dc)dw:Z(fv(ﬁ)L(xj’y) dr ) o;+ b, 0] <1,
Q) (Qy) (€y)
si les domaines (wj) sont assez petits.
En envisageant les domaines (wj) nous supposerons qu’il soient si petits,

que chaque domaine ayant un point commun avec la sphére (%) est situé

dans 'intérieur de la sphére (p).

Supposons de plus, qu'on peut enfermer chaque domaine (<)) et (wj)
dans une sphére du rayon g,.

Désignons par (d) le domaine, formé par la réunion des domaines (7)),

ayant les points communs avec la sphere ( 2) , avecle centre dans le point (:rj);

le domaine (d) est contenn dans la sphére (p) mentionnée ci-dessus. Comme
v (7) est positive, nous avons

[o@ L@ =" [0 L, a=N"06E) L6 05
(Qy=d) (<)
le point (y') étant dans (<), sa position éventuellement dépendant de la
position du point (z;) et le signe (“’y indiquant, que parmi les domaines (t;)
manquent les domaines, contenus dans (d). Or, on a, (y,) étant un point
arbitraire dans (<)),

L,y ) —L(z;,9)| <=
11 suit de 14, qu'on a
)
[rOLEya=N"v6) L p)=+a
(©@,~d)

a étant un nombre déterminé, qui ne dépasse pas v (Qy) Q,.
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En utilisant (44) on a

(48) f v(7) L(g;, 4) 45 =290 () L (1}, 9) 7;+ [0+ 1),
(@)

De méme on peut écrire, en choisissant un point (¥,),

(49) f L(z,y) do =20 L (;, y) o; b+ 1)¢,
Q)
e signe () indiquant, que parmi les domaines (“’j) manquent les domaines
contenus dans (d), ou (d) est formé par la réunion des domaines (w,), ayant
un point commun avec la sphére du rayon —29— avec le centre dans (y,); le
point (z,) est arbitrairement choisi dans ().
En utilisant (47) et (48) on trouve

f ( f v(x) L(z, %) dfc) do =220 (c) L@, 4)7) w;-+cs
(@) &)

¢ étant un nombre déterminé, inférieur a

(6a+1)Q, <+ 1.

Il suit de 14 qu'on a

50) f (fv 7) L(w,y)dm) do =Zv(t) (L L(z;, ¥;) ©;) T =+ ce.
(Qz) ()
Dans la partie droite de (50) dans le coefficient de v (z;) il manque
e terme L (%;, y,), si la sphére du rayon % , ayant son centre dans (wj), aun
point commun avec (7,). Le point (#;) étant placé dqns (@), () a dans ce cas
un point commun avec la sphére du rayon (—;-) , ayant sont centre dans (¥,),
qui est dans lintérienr de (t). Il suit de 1a que les (w;), ayant un point

commun avec les sphéres du rayon EF“ » ayant leurs centres dans (y,), manquent
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dans la somme (50) et qu’on peut utiliser les égalités (49). En les utilisant
on trouve

(50) f (fv(ﬂc) L(x,y) dc) do =20z (J"L(x, yi)dw> %t g - 2,
(@) (Gy) (@)

g étant un nombre borné inférieur & V(Q,)Q, .
On conclut de I’égalité (50') & cause du choix de e, que

2(c) (fL(x,yi)dm)fci

Q)

a une limite et que la formule (46) subsiste effectivement.
En établissant la formule (46) nous avous supposé, que la convergence
de 'intégrale

(51) {1269 o
(Qg)

est uniforme dans ().

'On, peut, cependant, généraliser la formule (46) au cas, quand cette
condition n’est pas satisfaite.

Supposons que, quelque soit un nombre positif ¢, on peut lui faire cor-
respondre un domaine (3,), tel que

(52) VE,)s,<c

et que l'intégrale (51), en restant bornée par un nombre 4 pour les
points (y) situés dans (Sy , est uniformément convergente seulement dans le
domaine (Q,—3,).

On a évidemment

f(fv(’!?)l}(w, y)dt) dw =f <f?i(’t)L(w,?)dt) dw =
(@) (hy) (Ga) (@53

+f(J"@(1)L(x,y)d1) deo.

(Qz) (3y)
TpdMH, 1 6
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On trouve sans peine en premier lieu en se servant de (52), que

(53) L v ([Lwy) ilw)d" < AV()3, <.
&)

(Qz)

En second lieu la premiére des inégalités (44) restant satisfaite, on
trouve, le nombre p étant choisi et M désignant la borne supérieure
de |L(z,y)| dans (Q,'—p), que

(53) t f 2@ L (z,y) dr| < fv @ Lz, 9) dc{ +
3

:

| (v L, 9) x| < e - MV ()3, < (1 -+ D).
(y ?)

Comme on a

f(fv('c)L(az,y)dfs)dw:ff;(‘r)(fL(w,y)(lw)dr

() (23, @8 (G

les inégalités (53), (53) conduisent & la conclusion que I'égalilé (46).sub-
siste, ce qu'il fallait démontrer.

13. Pour donner immédiatement un exemple de I'application de cette
derniére remarque, envisageons le potentiel newtonien

(54) — f ()& =
@)

olt v (z) est une fonction moyenne additive & variation hornée, repondant
& la condition: pour chaque sphére (w,) du rayon 7,

(55) V()7 < B.

Il suit des considérations du § 10, que sous la condition (55) les inté-
grales

66 [ve2=tdn (v Bt fv@cz &,
(@ @) @
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ot (5, m, ), (&, ny, C,) sont les coordonnées des points (x) et (y), sont con-
vergentes. Il est aisé de démontrer qu’elles sont égales respectivement aux
dérivées de la fonction ¥ par rapport & %, v, ¢

Donnons & £ un accroissement % et décrivons autour du point (z) une
sphére de rayon 2k. On s’assure aisément en se rappelant les raisonnements
du § 10, que #' étant la distance du point (¢ —+ %, n, {) au point (y):

k] <fruma |yt

pour évaluer la seconde intégrale il suffit de prendre la sphére du rayon 34
avec le centre au point (£-+ A, 0, {); cette sphére contient évidemment la
spheére (27) dans son intérieur.

Comme, 7" étant la distance du point (y) & un point placé dans
(Q, — 2%) entre (7) et -+, m, {), on a

(3 7&)1'9*

’

(BT —hL " —r,<h 1 ———< <1 i; ——< <—?“7
710 T19 2

d’olt I'on obtient

4 "10 10 10
ce qui donne aisément

[ref—[wF
(Qy—2h) (., —2R)
Y d
=7Lfv(fc)§1—_§-—gdc+320h2afﬁlg—_1_i’)\-~
(Qy—2h) "10 o "10

On conclut de 1, que

U 05— [0 = [ v 2t s

(Ty) &) &)

est infiniment petite en méme temps que &, ce quil fallait démontrer.
6*
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Démontrons encore, que les intégrales (56) sont les fonctions continues
de (z). En prenant deux points (x) et (#,) & une distance égale & 3, tragons
autour du point () comme centre une sphére du rayon (23).

En appliquant les formules du § 10, on trouve

0=t GH—¢ »
v(n) s—dn| < o v(7) e dr| < b, 0%,
20) "0 0 (28)

23
(58)

¥ étant la coordonnée du point (x,) et #' distance de ce point; pour obtenir
la seconde inégalité, il suffit de tracer autour du point (z,) une sphere
4 rayon 33, qui contient évidemment la sphére (28) dans son intérieur.

En étudiant maintenant la différence

(59) f?)('t)l ¢ i f’e}('r)g—l—_;édm
(Qy—29) (Qy—23) o,

et en remarquant que pour 7' et »;, on a des inégalités analogues & (57),
on obtient sans peine que

_5—E
78
4 "“10

<L a4 —
’“10

@’olt on peut conclure en utilisant de nouveau les formules du § 10 quele
nombre b étant suffisamment grand, la différence (59) est moindre que

3 < Bk,
-
(2%[ i

On conclut de tout cela, que, si la distance entre les points (z) et (z;)
est plus petite que 3, la différence des valeurs de

14
0%
dans les points (z) et (z,) est inférieure au nombre de la forme c&*, d’ol
suit la continuité de la dérivée considérée.
Supposons maintenant, que le domaine (Q,) dans la formule (50) soit
une surface () répondant aux conditions de Liapounoff et contenant dans
son intérieur le domaine (7).
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On s’assure aisément, en écrivant (s) & la place de (w), que la formule

(60) INEG El;:zd¢> a5 = [o0)( 517;;5 &5 ) ds

&) Gy @ &

est applicable, quoique 1'intégrale
[‘ El "3‘"& d P
® v

ne soit pas uniformément convergente dans (©,)-

Couvrons la surface (Z) par les sphéres de Liapounoff d’un rayon suffi-
samment petit B en nombre fini, de maniére que tout point de (X) soit
a lintérieur au moins d’une d’entre ces spheéres et que les points intérieurs
de ces sphéres forment un domaine (3) contenant () dans son intérieur.

En remarquant que

%ﬂRz<fdc < 4R,
@

() étant la portion de (E) dans l'intérieur d’une des sphéres de Liapounoff
mentionnées, on s’assure sans peine, que le nombre N de ces sphéres a la

forme -1%, C étant borné.
Il suit de 14 que
VE)S<NBER™ < R(UR
et que si on prend R assez petit pour que
BC R <,
¢ étant un nombre choisi d’avance, on aura
V() <e.

La condition complémentaire du § 12 est donc satisfaite.
En désignant par (N,) la normale extérieure & (Z) et en utilisant la
formule (60), on trouve

(61) "%Lfdazfv(m) (f"—"i(ﬁ;-oﬁ ic) .
’ 7.
®) @) 3) 10
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Il reste & évaluer l'intégrale dans la partie droite de la formule (61).
Décomposons (Q,) en trois portions: en (3), en domaine (Q,), extérieur & (5)
et en domaine (Q "), intérieur & (3). On a

f'v(ft) (f@-s—%?ﬂ dc) dT=fﬁ(’E) (f@-s—(—?il%) dcr> dr—+

Q) @ 10 Q@ ® 1
_'__f,v()(fcos(’"m O)d )d"—l—f'v(’c) fcos(”lo o)d )
OIS IR @y F v
Or

@() ICOS(“O ")dcr dr=0,

(%)

- -c

J v (%) (f(—:—%—(:—;q—i} dc) dr=— 47:} v (z)dr = 4n? (Q"y) Q"
@, & (@)

car pour les points extérieurs a (%) on a

2

J"‘cos (710 Vo) do — 0
@

et pour les points intérieurs & (X):

[l a—

®

Comme, pour chaque position du point (y)

ICOS(”m °)0l !<4,T

§

on a

l ’U 005(7'10 0) do )d’E < 4:-nf V(f' dr = 47 V(O)b < 4ze.
®) L ®

On a, de plus,
V@) — V(DT < VE)S <,
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d’ott Uon coiclut, que

IEG U%‘lﬁ ds ) ds=— 4 (T) T.
(Qy) ) 10

Ainsi, les conditions posées étant données, on a

(62) i W Go = — dmn(T) T.
&

La derniére formule est la généralisation d’une formule, établie par
moi dans mon mémoire: «Sur une application de la théorie de fermeture»,
ou elle est démontrée pour le cas d’une fonction moyenne v(t) bornée.

L’égalité (62) constitue un théoréme qui remplace le théoréme de
Poisson pour les potentiels newtoniens en intégrales de Stieltjes.

14. En terminant donnons encore une généralisation de la notion de
Iintégrale de Stieltjes.

Soit donnée une fonction « (w, y) des domaines (w), appartenants au
domaine (D,) des points (z), et des points (y), appartenants au domaine (Dy),
en supposant que les domaines (D,) et (Dy) ne différent que par la notation
de leurs points.

Supposons que

1) La fonction moyenne #% (w, y) pour chaque position du point (¥) est
additive et & variation bornée.

2) Pour chaque choix du domaine (w), on a

(0, 9)] <V, (),

V, () étant une fonction moyenne additive et & variation bornée.

3) Quelque soit le nombre positif €, on peut lui faire correspondre un
nombre o de maniere que pour deux points (y,) et (y,), contenus dans une
méme sphére (p) du rayon p, on ait

| (0, y,)—u (m,yz)‘ <eVy(w)

pour chaque choix du domaine (), V,(w) étant une fonction moyenne de la
méme nature que V, (o).
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Pour donner un simple exemple d’une pareille fonction, posons

1o, == f u() L (@,9) do,
()
L (z, y) étant une fonction continue et « (w) additive et & variation bornée.
Sion a
| L(,9)| < 4

et si pour deux points (y,) et (y,) situés dans une méme sphére (o) on a

. ,L(ﬂ", ?/1)'_L(xa ."/z)[ <e,
on a aussi

(e, )] © < AfU(w) do = AU (w)w,
()
|0 (0, 91,) — 1 (0, 9) | 0 < f U(w)| Lz, 9)— L@, y,)|do < ¢ U(0) 0.
(@)
On peut donc poser

V() = 7, () = 4U(w).

Nous rencontrons d’autres exemples dans le chapitre 3.
Théoréme. Si les domaines (w,), . . ., (w,) sont les portions dudomaine (Q)
et tendent uniformément vers zéro quand % —> oo, la somme

=n

%) 5= N (o 2) 0,

=1
le point (z,) appartenant au domaine (w,), a une limite bien déterminée.
Nous désignons cette limite par
(64) fu (w,7)do.
©Q

Pour démontrer 1é théoréme choisissons en premier lieu une suite des
ensembles des domaines

(Tl(m))a (Tg(m)); ‘e (Tm(m)) M —> 00
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de maniére que chaque ensemble suivant est formé en partageant en portions
les domaines de ’ensemble qui lui précéde.
Posons

I

1=
—
Z””:Zu

=

(Ti(m)’ xz'(m}) T’i(m)

-

et supposons, que m est assez grand pour que chaque domaine (t™) soit
contenu dans une sphére (p).

Posons, qu’en formant les domaines (v,™*™) on doit partager (z"™)
en portions

(T’;(msl))’ (,v?;(”'ﬂ)), e (Ti(m,s))_
On a, alors,

t=m k=sy,
— 1k ; ( 1k al‘
217+m - Z 2 m (T?j(m )’ 'rz " )) ,ri(m ))7

=1 k=1 '

et comme on a
k=sy,
=
u (v ™, o) 7 M = Z w (D, g )T 0,
m=1 :
on a
1=m k=8,
W N |
(6 5) ’Em"—zm-m! — Z Z [%(le(m,k)’ w,;)—-“ (Tq:(m,k)’ mi(m,l.))] Ti(m,lu) <
=1 k=1
t=m k=s,, 1=m
JE NS T
< 2 Z V, (z,09) £ 0 =¢ Z V, ()% = T,(Q)Q.
=1 k=1 =1
Il suit de 1& que la suite
X, %, ... Zm, “e

a une limite. Nous la désignons par (64) et nous lni donnons aussi le nom
de l'intégrale de Stieltjes.

Suppesons maintenant que dans la somme S, chaque domaine (w,) est
contenu dans la sphére (p)-

Envisageons la somme X, et formons de nouveaux domaines (5,) en
choisissant pour leurs frontieres les frontieres des domaines (w,) et des
domaines (z,"™). Posons

A =Zu (S, z;) 8.
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Comme on parvient & 4 en partageant les domaines (w,), respectivement
les domaines (™), on a

8,— 4| <T@, [5,—4|<:T,@0,

m
d’om il suit
iSn _Em} <2 Vz ("Q) Q.

Or, il suit de (65) qu’on a

2, — [ 1(0,2)do] <e T, @0

(L)
Done,

15,— [0, ) do] < B2 TIO)Q < 3, (DD,
(@)

ce qu’il fallait démontrer.
De la définition de l'intégrale généralisée on conclut évidemment, que

[0, 9 dm‘ < T, (@0
(@)

fu (w, 7)dw +fu (w, 2) dow = {-u (w, 1) do,
@) (@ @

(Q,) et (Q,) étant deux portions de (Q).
En rematquant que, ¢ (y) étant continue, la fonction

it (@, y) 2 (y)

est de la méme nature que # (v, y), on démontre aisément que

(66) f@a (w, @) ¢ (1) do> = {’0 (w) 2 (7) dw,
@ @
ol
1
v (w) = = fu (00, %) do.
(@)
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En cffet, si (0) est contenu dans une sphére (o), on a, (z,) étant un point
dans (w):

o) —uo,a)| =% [u@,2do—2 [1(,5) do,
(@) )

f(u (0, B) — u (w, z,)) dw! <eV,(w).

©)

1
T e
(

Si chaque (w,) est contenu dans une sphére (p) et si 'on a de plus

i=m

!f('z: (w)— (0, 7)) o (7) dm——z (v (w)— (0 2)) 2 () wq.z <,

) =1

on a

| (o) @ do— (w(,2) 9 @) dw‘ <

@ @)
=n .
<de ¥ V,(0)o,+e=c(4V,(QQ~+1),
t=1

A étant la borne supérieure de ¢ (). Il suit de 1i 'exactitude de la for-
mule (66).

Nous dirons que la fonction % (w, ) est finie, si elle répond aux condi-
tions de ce paragraphe.

Pour donner un exemple d’une fonction non finie, supposons, que le
domaine (D,) est U'intervalle « <z <0, le domaine () étant l'intervalle

« <o B,
et posons
3 3
VE—y—Vae—y
u(w,y) = s .

La fonction # (w, ) répond aux conditions du théoréme du § 9, mais
le signe
[ (0, 2) do
(D)
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n’a aucun sens. Si ’on pose en formant les (w,)

CCi-:C(I—I—

m ‘

P4

a,. b—a . b—a/. 1
— (i—1), B,=oa+ i, 93-—(1—!—7*(2—“—)

on trouve en effet

1=m

2 u(w;, o) 0, = Y — (27;&)‘3‘.
=1

15. On peut généraliser les résultats du § 14.

Supposons que (X) est un ensemble intégrable des points (y). Supposons
que dans un domaine (3;), contenant (E), la fonction V, (w) est absolument
continue et que quelque soit le domaine (8), contenant (%), la condition (3)
est satisfaite pour tous les (w) appartenants au domaine (Q—3), la
fonetion V, (w) étant remplacée par la fonction 172(3’ (w). Supposons encore
que la variation totale V,® (Q—8) (Q—3) est bornée par un nombre 4,
qui est indépendant de (8).

Le théoréme du § 14 reste exacte sous ces nouvelles suppositions.
Désignons par 8, le domaine, contenant I’ensemble (¥) et ayant la mesure
moindre que e. Pour démontrer le théoréme il suffit de choisir les domaines (3,,)
et (8,) de maniére qu’on ait

AL S UERACILE S

et de supposer, en formant les domaines (z™), que chaque domaine (™), ayant
un point commun avec (3,), est tout entier en (3,.).
La partie droite de I’inégalité (65) sera remplacée par

eV, (Q—3)(Q—3) 42V, (5,.) 8, < Ae+ 4,

@’ott ’on conclut, que la variable £ tend vers une limite.

Pour terminer la démonstration, il faut prendre les mémes précautions
en formant les domaines (w,).

Pour donner un exemple, envisageons la fonction moyenne

)
1 dx
p—a) Vzay
o

, 0<e<p<.
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Nous avons ici, (v) étaut Pintervalle (o, 3),

V,(0)= (VB—Val;

’] l

la fonction V, (w) est absolument continue comme la moyenne d'une fonction
intégrable. Si () est I'intervalle (0, 8) et si nous posons dans Iintervalle (5, 1):

. 1; B 1
09 == | fo= s e

nous avons évidemment

1
E—a

<!J1 J2]2(B a)f3—<EV(b)((")=

\/x"‘?/l f\/——yz

si'on a

N'H

p <3,

Si la fonction % (w, y) répond aux conditions supplémentaires de ce
paragraphe, nous dirons aussi qu’elle est finie.

CHAPITRE 3.
Les équations intégrales en intégrales de Stieltjes

]
1. Supposons, comme dans le § 14 (2), que les domaines (D,) et (D,)
ne different que par la notation de leurs points.
Soit donnée une fonction moyenne

(1) k(z, 2)

des domaines (t), appartenants au domaine (D,) des points (y) et des
points (z), appartenants au domaine (D).

Nous disons, que la fonction (1) répond & la condition (A), si elle répond
aux conditions du théoréme du § 9 (2), étant une fonction continue de (z)
pour chaque choix de (t); en répondant a la condition (A), la fonction % (z, z)
peut &tre finie ou non. Rappelons, que la fonction (1) répond aux conditions
du théoréme du § 9 (2), si
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1) elle est additive et & variation bornée pour chaque choix de (z);

2) sa borne totale est bornée comme fonction de (z);

La fonction (1) est dite finie, si la condition (2) est remplacée par les
deux suivantes:

2) pour chaque choix du domaine () on a

k5,2)| < T, (3),
¥V, (z) étant une fonction moyenne additive et & variation bornée;
3) quelque soit le nombre positif ¢ on peut lui faire correspondre un

nombre p de maniére, que pour deux points (#') et (z”) contenus dans une
méme sphére (p) du rayon p on ait

|k (7, %) —E(z,2")| < e Vy(n),

pour chaque choix du domaine h(a), V,(z) étant une fonction de la méme
nature que ¥, (7), ou aux conditions un peu plus générales, mentionnées dans
le § 15 (2).

Envisageons I’équation

2) 1@ =" [ kim)z () d+ o)
(Dy)

la fonction f(x) étant continue, et 1’équation

(3) Y@ ="n [ kis Q@)+ F),

o y (Dg)
qui lui est associée.

Nous désignons par (v)les domaines, qui appartiennent au domaine (D, ),
et nous supposons, que la fonction moyenne F (<) est additive et 3 variation
bornée.

On peut démontrer qu’aux équations (2) et (3) est applicable la théorie
de Fredholm, si la fonction % (t,z) étant finie, répond & la condition (A).

Remarque. En parlant d’une fonction inconnue, nous supposons, qu'elle
appartient & la classe des fonctions, pour lesquelles Uintégrale de Stieltjes
est définie par nous. .

Observons, que dans cette supposition, la fonction % (<, ) étant finie,
Pintégrale

f k(r,2) g (y) de
(-Dy)
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est une fonction continue de (). Si la fonction © (%) est continue, 'assertion
est démontrée dans la remarque du § 9 (2). Si 'on suppose, que la
fonction o (z) est bornée, ayant pour borne un nombre 4, on a évidemment,
les points (#') et (z) appartenants & une méme sphére (g):

| f (%, 2) 9 () de — J bz, 2" o () de| =
(By (D)

_ i f (i (=, &) — ks, ) o () dn| < e f V,()ds =4 V,(D)D,.
(Dy) (Dy)

Dansle cas d’une fonction % (%, z), qui répond aux conditionsdu § 15 (2),
on doit remplacer la derniére inégalité par

lf (h(e, ) — k5, g ) | < | [ (k) — e, ) 5 () +
(Dy-3) |
o f (5 (22— k=, ) o () d
®

<ed VD (D,—8)(D,—8)~+2V,(3)3- 4,

(3) étant le domaine contenant 1’ensemble (E).
Comme V() est absolument continue dans un domaine (3,) contenant
(E), on peut choisir (8) assez petit pour que V,(8) soit moindre que e.
Enfin, si la fonetion ¢(y) cesse d’étre finie dans un point (¥) et si ()
est un domaine contenant ce point, on a, (8) 6tant assez petit,

[ hGag@d= fk(fc,x)cp(y)dfc—l—ﬁs, o] <1,
(Dy) (Dy=3) '

d’ou suit, l'intégrale dans la partie droite de 1'égalité étant continue,
' f h(z,4) o (3) dr— f iz, )0 (4) de | < 3e.
(Dy) D

En parlant des solutions des équations (2) et (3) dans la suite, nous
supposerons, que les fonctions ¢ (@) sont continues et que les fonctions
moyennes ¢ (t) sont & variation bornée.
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Iy a trois points qui peuvent attirer P’attention, quand on veut
étendre la théorie des équations intégrales.

1) La possibilité de former les objets des calculs, ce qui revient a la
démonstration de P'existence des intégrales; cette possibilité, comme nous le
verrons, est assurée pour les fonctions (1) finies.

2) La validité de quelques inégalités, nécessaires pour la convergence
des séries, qui est assurée par les théorémes du § 4 (2).

3) La possibilté d’intervertir 1’ordre des intégrations, qui est comple-
tement assurée, comme nous le verrons, par le théoréme du § 9 (2).

2, Soient

Dyysev 3Dy Dy s .
les domaines des points (2,), (,), . - - (@), (o), - . . (1), () . . . Tespectivement,
qui ne différent de (D,) que par la notation de leurs points; soient

(El)7 (Ez) oy (@), (@), « v vy (1), (1)

les domaines, qui leurs appartiennent.
Supposons en premier liew, que le noyau %(t,z) est fini. Formons le
détérminant

k(% @), k(g By - s k(z,,,)

B () Ey 2, (5 @ s hey )|

Tyy Ty oo Ty

........................

La fonction (4), comme fonction de chaque couple

() (Tp> )y (s To)y  + + (%, @),

est aussi finie. En effet, la fonction (4) est linéaire par rapport aux termes,
dépendants de (t;) ou (z), d’oi il suit, qu’elle est additive et & variation
bornée et que, suivant le théoréeme de M. Hadamard, on a

6) lk (.wl, Tgy ... xn>

Tyy Tgy e oo T

PR ACY AT A
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et

(6" lk<x1, R TP 2% YRR xn> ——k(xl’ e Zigy & Tpggy e xn>

Ty e Tim1y T Tiaay o o0 Ty T1y e Ticy Ty Tiar o0 T

<

S AT AN AT ACHH R AT

(z]) et (x/") étant deux points appartenants & une méme sphére (p) du
domaine (Dy,).

Dans le cas, quand %(t,2) répond aux conditions du § 15 (2), il
faut mettre ¥, (x,) 2 la place de ¥, (v;), si (r;) appartient au domaine (D,—2),
et il faut remarquer, que ¥, (t) est absolument continue, si (t,) appartient
au (3,).

On peut donc, en désignant par le signe

~

.
s,

f( YAE, ...
(Bs) (D)

le résultat des intégrations consécutives dans les domaines (D, ) ... (D,),
X
former les séries

DOQ:,I——)\.J‘]C(El’%)dEl"““"‘
(Dz)
g [ ()
(Dz) (Dg,)
(%] >—’v<f’w>-1fk(“l)d2+ -+
(7) (Dz
1(:1)'» - fk(le,::: & . &
(Dz) (D)
(i 1)=k<fi::::i:)—1f i S
g T [ [B(Br I Y

(Dz)  (Dg)

TodMI, I 7
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les intégrales ayant un sens suivant le théoréme § 14 (2) et les séries
étant convergentes suivant 1'inégalité (6).

En effet, quand on veut éffectuer dans 'une d’entre elles I'intégration
suivant (£), on rencontre le terme k(g #), multiplié par les fonctions
indépendantes de (%) et (), et les termes, obtenus apres les intégrations par
rapport & (§;), j > 4, des fonctions k(5;, 2,) et des fonctions k(g zj). Les
derniers termes mentionnés sont les fonctions continues de (z,) et les fonctions
additives et & variation bornée des (£,).

La fonction

®) f fk(xl""m’""’zl'"'g")dzl---dEn——:l(x”'“af:),

T 7, PPN o e 7
1y ** *mo=l " *1y ot
(Dzl) (Dzn)

comme fonction de chaque couple (), répond aux conditions imposées & la
fonction % (, 2).
Les termes de (8), dépendant de (z,), par exemple, sont de la forme

f k(s 2)dE;, k(z, )
(DZz)
et entrent dans (8) lin€airement, d’oti suit que la fonction (8) est additive
et & variation bornée des (z,); d’aprés les inégalités (6) on a
n-+m

I R e e AN AR AT SN

Tyyees

et, si, par exemple, la fonction % (v, ) vérifie les conditions du § 14 (2)

I4 "
) ll<x1,x2,...xm)__l(xl,xz,...xm>l<
T4y Tgy «« o Ty Tis Tgy o oo T
n-m

<@-+m) T VBV (5). .V, (5,) V(D) D, .

Enfin, les inégalités (9) prouvent, que les séries (7) sont convergentes
pour chaque valeur de A.
1),

Il suit de 13, que
D(xl,xz’ ‘e xm

T11Tgs oo« Tpm
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comme fonction de chaque couple (5), est finie. On a, en effet,

(2 E )| < BReE) T - T
p(Em e Imla)—p(BI e T KB, @) ) Tl

B étant la somme de la série

2 1(‘”21—.7?)”_5—‘ {)\ln ( VJ. (D w) D w)n'

n=0

On doit, certainement, modifier le raisonnement dans le cas, quand la
fonction % (t, z) vérifie les conditions du § 15 (2).
3. Exemple. Envisageons la série *

(10) u(nz,9) = > ,(5) L;(3,9),
k=1

les fonctions moyennes w, () étant additives et & variation bornée et les
fonctions I, (z,y) étant continues.
Supposons, que U, (1) étant la variation moyenne de u,(z), on a

U,(0) < U(w), lLk (=, ?/)l <M,

[=2]
M= I,
k=1

la série

étant convergente et U(t) étant une fonction additive et & variation bornée.
La série (10) converge alors uniformément dans les domaines (D,) et D,)
et sa somme pour chaque choix de (t) est une fonction continue de (x)
et de (v).

On voit immédiatement que

|u(z2,9)] < MU ()

* J'ai considéré le noyau % (t, #) dans ma communication au Congrés de Bologne.
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et que, (2') et (z"), respectivement (¥) et (y"), appartenant & une méme
sphére (g),

lu(z, o, y) —u(z,2",y)| < 3e0(), |ulzz,y)—u(t,z,y")| < 3eU(z).

En effet, si pour » >N on a

<o
E M, <ce

r=n+1

et si p est choisi de waniére que pour k=1, 2,... %

L () — L (0, 9)] < = ou| Ly (2,9) — L (a,9)] < 5

on a, par exemple,
k=n

(5@ 9) — (2", 9)| < UE) - 3 | L@, 5)— L (2", 9)| +
k=1

42U () N M < 3eU().

k=n+1

II suit de 1a, qu’on peut former la fonction

11) k(r,2) == [u(s,2,9)de
(<)
et que cette fonction est finie, les fonctions ¥ (t) et V,(x) étant égales &
MU (), si M>3.
La fonction (11) peut étre obtenue en intégrant la série (10) terme 2

terme.
En effet, comme on a

L=n+1

E u, (%) Ly, @, y)’ < Z UR) M, < Ux)e
k=n+1

on a aussi

~
1

(x) k=n+1

= f D w6 Ly (@,y) d’-‘ <l__s(:)fU (D) dr <eU(r),
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la somme

101

(oo}
D w3 Iy 1)

k=n+1

Jjouissant des propriétés, reconnues pour u (<, z,y). On a ainsi,

W(Ty, Ty Yo)s o o - U(T Xy H)y - v - u(T,, 24, ¥,)
Ly, &g,y - - By U(Tys Ty Yo)s v v = U(Tys Ty Yy oo - (T, Ty Yy)
A2)u { ¥3,Yg -+ Yy | = ’
71, Tgy oo Ty’ [ occreseraers ittt it ve e
U(Tyy Tpyy Yo)s + - W (Tys By Uy - o« U(Tpys By Yy)
on a
xl, Xgy o e Ty
i <a:1, Tgy oo wn) yl, Yoy + v g/n> dn, dv,...dxs,.
Ty Tgy oo Tp 'rl Ty . T Ty, e e T,
(1'1) (vg) (fn)
En effet on a évidemment
% (Tys 2, Y)s - o B (5,2, %Y,
1 Tys oo iy oo Oy U (Tys Ty Yp)s » - -5 (755 %), - > Lo Yp)
p Yoo oo Yineon Uy | BT = :
¢ T1y » TireoeTp/ | trrrceceens L R I A N R R N R
(%)
'“( ] xna ?/1),- xn)r * n’ ’Jn)
Si 'on pose
Ly, (w5 9, Ly, (@15 %) - - - L, (%05 9,)

Ly v ...x

(o]
R

Fea)= =

k=1

Remarquons, que si 'on pose

(a;l,xg,...
n \Y1, Ygs++ - Yp

99 .7/1), Lkz (wga ?/2) ..

...........................

mnv .7/1)7 I’If;2 (xm yg) .

L f w(3) Ly (z, 9) d=.

M Lk'n(x27 yn)

.. Lk,,(myp yn)
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on trouve que la fonction (12) est la somme de la série

[ee] () cOo
N N XiyLgy e oo X,
@S 3.y ukl('t])ukz(ftg)...ukn('t,JLkl,kﬂ...kn(y;’y::“. y:),

Fy=1 kg=1 Fp=1
d’ou il suit que pour chaque couple
(13) (T 90 (5as 99) - -+ (5 9)
et chaque (), () .. . (z,) la fonction (12) est la somme d’une série de la

forme (10) et que k& (xl’ T x’") est la somme des moyennes des termes
m
de cette série.

Tqy ees T
Comme chaque terme de la série (12) est la somme des produits de

la forme
i=n

II ciaci:u(Ti)L(wj)yi)7j=1:2 eeny e,
=1

k (fi’ :"> est égale & la somme de la série, chaque terme de laquelle
1t

est une somme des produits de la forme

Hy,,q, —fu(w,)L( ) dr;.

(%)

On démontre, maintenant, que les séries

DO)=1— [y, &) dly - +-

(D)
— AP Byyvn
T o (2 )
(Z, (Dz,)
D('A)=1——7\Ju(21,  2) 5 4 e
@z)
—r Zn
o )f J zl,. indél
Cn
(Dz) (Ds)

sont identiques.
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Pour démontrer 'identité
14) (kG0 dr = [u(mp)ds

(Dy) (Dy)
remarquons qu’on a

[E(y)—u(ny,9)|= ‘%‘ f’“ 9 3)0[&-——:_—fu(’é,y,y)d2[ =
) ®

1

T

[(# &y 9—u v 9)E <30,

(x)

si (t) est contenu dans une sphére (¢), (¥) étant contenu dans (7).
Comme on a, les (t;) étant suffisamment petits,

=n
(G —uGy ) d— X (b0 99—l v 99) 5| <
(By) =1

on en conclut, que

o,
il

I

l f(k (ny)—u (ﬂ:,y,y))dqt e
(5,

I

35U(¢i) T, =¢ (1 -+ 3 U(Dy) Dy),

-
1l
—

d’ol il suit I’égalité (14).

Pour démontrer l'identité des coefficients de A", envisageons I'intégra-
tion par rapport & (§,).

Dans la seconde série dans le terme

il faut évaluer les intégrales

w@) [ E) L o) Loy 2) &
(Dz,)
ou
(1D L 2) Eoy
(D,)
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auxquelles correspondent dans la premiére série les intégrales

f(%m(%u E) L (25, 2,,) d&,, ) <—£}1— Ju G)L(z,, 2,) &, > @,

Dzm) .

)
ou

1 v
e [vC) L@, 2 35,)d,
(D Zm) Em) Tm=2m

La seconde intégrale est égale &
[4E) LGy 2,)
(Dz,)

Quand & la premiére, on peut lui appliquer la formule (66) du § 14 (2)
et I'égaler &

fu(Em)L(zj,zm)(g—; fu(E@)L(zm,zz.)d'&i)dEm.
(Dzm) (Ez)

Il faut maintenant distinguer deux cas. Si j =14, elle est égale, suivant
le théoréme du § 8 (2), &

’5}? fu(ﬁz) ( Ju Ew L (2, 2,) L (2, 2) dEm> de, = %—ifu &) Ly (g, 2) d%;,

® @) &
out L, (#;, z,) est une fonction continue. Elle forme un couple avec
1
£ [v&IC 5
€)

et son tour viendra, quand on effectuera I’intégration suivant (EZ-) ou (’:’,j).
Silon a 4==7, le terme a la forme

fu(&m)L(zi, z,)- (El.— fu(Ei)L(zm, 2) d’c’,i)dfm.

7

(Ds,) )

Quand viendra le tour de I’intégration suivant (%), on pourra échanger,
en se basant sur le théoréme du § 8 (2), 'ordre des intégrations suivant
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&) et (&,) et a lintégrale intérieure appliquer la formule du § 14 (2).
On trouve finalement

(U UG Ly 2,) L, 2) iy
(D) @z)

Le théoréme du § 8 (2) permet encore une fois d’échanger les
signes des intégrations suivant (%) et (%,)-

On s’assure de la méme maniére que le mineur
2),
donné par la derniére formule (7), est égal & la moyenne de la somme de

la série
Tiy oo Ty Tyy oo Ly
A<g/1,...ym 7\>=’u <y1, e Y| A )
3 . T

Ty - - m Tiy =+« "m
N Ligeo ey Zyy oee &y
(=% di, . .. d
+“i2—‘—‘ﬁ .o u yl’"‘y‘mﬁzl"“ n Sp e qm+"'

b2
£, ... E
Ty eos TmaS1y = o0 Gp
(D7) (Do

D(xl’ -

Tiyeoee

-
‘m

c’est-a-dire que

Tyyooo Ty
D(xl,...xm )\>=____L_.__ ... 1A yl,...g/mlk dr,...dt,.
Tiy oee Ty TpeTg e T Ty el T

) () "

On peut, en premier lieu, remplacer d’aprés (14) sous le signe de chaque
intégrale

Lyyene Ly 7y - -0 B

u<g/1, o Upr Bpy e By | dE L dE,
Ty eee Ty bgr e e Bp
(Dg)  (Dz) :

la fonction par la valeur pour ¢, =2,, .. .%,=2#, de la moyenne de

Doy eee Loy bygens by

% <g/1, oo Yy By e e e %)

z z
Tyy e e Tona by -+ - Gy

par rapport & (2), - . . (,)-
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Les multiplicateurs, qui entrent dans les termes de la série apres la
formation de cette moyenne, sont les fonctions continues des (z;) (ou des
(9,)) ou les fonctions additives et & variation bornée de la forme v (z)).

Cela montre en second lieu, que, en se basant sur le théorémg du
§ 8 (2), on peut intervertir les signes des intégrations smivant (z,) . .. (%)
avec les signes des intégrations suivant ) ... &,).

‘En dernier lieu, quand on effectue I'intégration suivant (7). .. (s,)
on regarde les variables 2, ...z, et #, ... ¢, comme constantes et on peut
substituer 2, ... 2, & la place des #, . . . ¢, aprés les integrations.

4. Revenons maintenant aux considérations du § 2.

En poursuivant la théorie bien connue des équations intégrales, on
démontre sans peine, en usant le développement des détérminants (4) suivant
Jeurs éléments de la premiére ligne:

R/ /A - A -3 LogsoeL)ely ees
k( 19 m #11 n)‘:::k(’tl, xl)k( 29 my <1 n>__

P
Ty eee Ta G1y -+ G ‘7.‘2,...’Tm,'C,1...£n

LoyTo .o X 2y e

. 213 m1 <1 n
——k(ft:z,ml)k( Tmr Aty >_______

TyyTg e Tons G1 - - Gp

. Ly Loy o0 s & Ziee. Z

Z... x ‘ ‘mI 2 m—11 1 n
("m’ ‘) (T T T, : ">

19 T2y« =« Tp—19G10 <+ - G

*-70(2 xl)k<zl,x2,...xm,z2, z">___
12

P - z
T13%9y e« Typy Ggy v+ » Gp,

2y Loy e e s Lppy 8y v By
.__k(mel)k( 2 'my “1» n 1)7

T19 79y = Tm’El" o E-ﬂ-—l
que
13) ()= [kE,a) D(2 % T
bl,t.- m 513520.- bm
: (Dg)
e Ty oo Tyl ) [ @gy @y o0 o
+L(”1’$1)D(72. e ¢m|)\> ke (= xl)D(Tl,':s, . 'rz )\)

—"k(’u’m, ’ll).D(xm’ I

T1sTgy s oo Typet

x).

En effectuant les calculs il faut faire attention seulement & la permu-
tation de 1’ordre des intégrations quand on établit I'identité des intégrales
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By, Xgyr e By Bgy e v &
fk(zl,wl)k(é’;w_,r:,i’“_E:)dél...dz,,,...,
Oy  (Ds)
) ZpyTgy oo Ly B9 000 g
jk@gn, sz(T’:,’._m“_T::,gl,u.sn_l)dil...dE”.

(Dz) Dz

Or il suffit de démontrer que chaque intégrale suivante

. (Biags Ty e e Ty Bqs e v 0 Ty es B
(16) f f J...fk(am, xl)l»(% e 1,:‘_Ei’."gn)d21...d’€,,
(D) (Ds) (Dz,) (Ds)

est égale & la précédente

[ v Mg (et w8,

‘ T1172”"Tm7 1y ¢ Sg1y o0 e
0 Bs) Bs,) Ts)

En changeant les notations dans I’intégrale (16) on trouve

(16’) f... f Jm...fk(zi,xﬁk(iivfz,---fm’zh-..?-+1a-..zn>dzl.
(Dzl) (Dzl'+1) (-Dz') (_Dz") 13720 o Ty 1y e e Gy 00 B

La fonction sous le signe de l’intégrale étant égale a la somme des
termes de la forme

k(&i’ xl)k(zi-pl’ Zi_*_l)k(', zi)) ]G(E,” wl)k(&i'-l-l’ -)k('7 z{)k(" zi-l—l)’
% (Ei’ @) k ('Ei+1 2k (-5 2),

on voit que les intégrales provenant du premier et du second terme sont de
simples produits des intégrales prises par rapport & &) et E;pp)-
Quand & lintégrale du troisiéme terme, on a, suivant le théoréme du

§9 (2,
[ f kG )k oy 2) A7) dgi] =

(Dzi +1) (Dzi)
— .J [f k (E’:’ xl)k (Ei—l-l-’. zi) 4 (zi+1) dEi+1il dE»ia

(D) (Dz,,)

1
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oit 4 (,,,) est k(+, #,,) ou une fonction continue, le résultat d’une inté-
gration, effectuée sur cette quantité.
De la méme maniére on obtient

(17) D(xl,...xm )\):)\fk(’rl,ZI)D(flaxsan..xm )\)d&’l—"
Rpy eee T G1:Tgr oo s Ty
Dzl)
Tgy oo & T R TR ——————
+k(¢1’ xl)D(’rz’ ce T: 7\) k(“l’ wz)D("st' s T:: )\)
o ( Byy Loy e v o Ty 1 >
I“(anm)p(n:m,'ra, e T A

En particulier, on a

(18) D(f

1):1fk(g,x)p(jlx)dzq-k(w,x)p(x),
(D)

(19) D(‘:

M) =2 [k, 2)D (g ] 1)@+ () D).
(B

5. On démontre de méme, que si la fonction

Y (5, %)
répond & la condition (A) et satisfait aux équations
165 9 =1 [k DT A E kG, 9)
(D)

Y62 =1 [k(=9) 1 E D E-+ kG 9,
(D7)

(20)

les solutions des équations (2) et (3) sont données par les formules:

(21) 2@ =1+ [0)1( ),
Dy
(22) b (@) = F(z) -~ f F(0) (s, 2) d=,

(Dz)
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d’ou il suit que
T'(s, @, x)zﬂ(jj{x) D).

est la résolvante de I’6quation (2).

En démontrant le théoréme il faut seulement se rendre compte de la
possibilité des transpositions de ’ordre des intégrations, qu’on doit effectuer
pendant les calculs. En changeant dans 1’équation (2) (z) et (7,¥) en y
et ¢, #) et en la multipliant par ¥ (z, ) on trouve, suivant le théoréme du
§ 9 (2), en intégrant par rapport a (z)

Y(5,9)9 () ds ﬁ(— 2)f @) dz+2 [16,2) ( [5C )0 () dE)dr=

(Dy) (Dy) (D)
—fy(m)f(y)dmfep(z)(fk(a, 97 2)de) =
(D) Dy
=f\'(-,x )&+ [1E D)o@ dE— [bE e (),
(Dy) (D2) (De)

aprés quoi on achéve la démonstration comme d’ordinaire.
On a aussi, suivant le méme théoréme,

(1Y@ do= [F@) 1 2)d0+
(Dg) (Dg)
Y fv(»r, 2) fk(w z)Q;(E)dE)dw-—JF(m)Y(T, ) dew —+
(Dyg) (De) Dz
2 [4&)/( [k D76, x)dw)d’é,
D)) (Dg)
ce qui conduit facilement & la formule (22).
On conclut de 13 comme d’ordinaire, que, si A n’est pas la racine de

I’équation
D()=0,

la seule solution de P’équation

(23) o (@)= f (%, 2) ¢ (9) de
(Dy)
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ou de I’équation

q,(»c):xfk@, )9 () do
(D)
est
¢@)=0
ou
$(5)=0.

Réciproquement, les fonctions ¢ () et § () données par les formules (21)
et (22) sont respectivement les solutions des équations (2) et (3).
En effet, on obtient en transformant les équations (20)

(—ke0) =2 [(—1( 2) (—kE 2) &+ (—1 (5, 2)

Dz
24)
| (=5 2) =2 (16 2) (k6 2) E+ (=76 2).
8 (L)

On conclut de 14, que les équations

G(x):.:?kf(-——'y(fr, 2)) b (y) ds

(Dy)
3(7) =:)\f(——y('r, 2)) 8 (w) d
(Dg)
n’ont pas d’autres solutions que
b(x)=0
et
$()=0.

Si I’on pose maintenant

?@—2 [k, 2)o() di—F@) = o @),
(Dy)
on voit que ¢ (z) est une solution de ’équation

2@ =1 [k(z, 0)¢(4) &5+ (@) + 0 ().
(D)
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Il suit de 13, que
0@ =F@)+ 0@+ [fO)1G DI+ [o0)r6 2,
(Dy) (Dy)

d’ott 'on conclut, en retranchant 1’égalité (21), que

0(@) =2 f (— (5, @) 0 () d=

(Dy)
d’ou il suit que

[0} (56) = 0.
De méme, si 'on pose

L})(’t):)xfu(’v, )4 () do + F (3) =5 (),

(D)
on en conclut que

Y () =F(z) + 3 () + A fF(m)y(c, x)dm+7\f8 (0)Y (5, 2) do,
(Dg) (D)

d’01, en retranchant I’égalité (22), on trouve
a(fc):x'((—y(ﬁ, 2)) 8 () do
(Da)
8(z)=0.

En traitant les mineurs d’ordre # comme les solutions des équations
(15) et (17) on trouve sans peine

et

D%l 3\ — D%+ Zn| 3 {kp_ (e D(ﬁlix)d}
(Tv'“'rm )__ (‘Fg,...‘rm ) ("l’xl)"'_(pf) (“ny)“l_)‘(i)"‘ Tf —
Y.
ml D 90': %
—o(a s i el
‘ D "‘1|1
’"D@?f:fmj 1){k( , @) A fk(fcm,y) gm) 1}
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et de méme
Zys oo Tl 5\ (T e e Ty, { (xll) }
D(T;m_rm 7\)_—D(T:"“Tm ) 1)+(7;)fk(w, 5) L do
. 2(2h)
—'D(T::Tz:...rm ){L(ﬁ, )—i—/\f]»(w %) —phs w} —

(Dg)

){ l,xm)+)\fl»(w,a'm) 2(7))\) }

Dg)

D(zl,xz, R

TmsTas « «+ Tt

Ces formules permettent de construire les mineurs pas & pas quand on
connait la résolvante.

Remarquons, que pour la démonstration des théorémes de ce paragraphe
nous avons eu besoin seulement de la condition (A), car nous avons utilisé
seulement le théoréme du § 9 (2); les théorémes de ce paragraphe subsistent
done, si la fonction % (7, ) n’est pas finie.

C’est seulement la formation du détérminant de Fredholm et de ces
mineurs qui exige, que la fonction % (=, z) soit finie.

6. Supposons, que k(z, z) est finie.

Comme on a

N L ——
(Dy) Dy )

si A, est un nombre caractéristique d’ordre n, c’est-a-dire la racine d’ordre
#n de la fonction D (A), le mineur
)

D(xl,...xn

- -~
L DECICICIRET™ Y

n’est pas identiquement nul pour A==2,.
Soit

D(:rl,...xm

-

~
19 'm

%)
1)y D(222),e

~1y T
qui n'est pas identiquement égal & z€éro pour A=A4,.

le premier des mineurs
D (”1

1
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Choisissons les points @,”,. ..,,® et les domaines {z,?),. . . (7,,")
de maniére, qu’on ait

2.0 xz. ©
R 1 v Ym
A=D ( 1.1(0)’ . Tm(O) )‘o> +0
et formons les fonctions
© ©) © ©)
X veo &, X . xr
1 i—1% 1t Y., -
(2 5) D < O] L0 O 0 0 )‘o> A= q’i (‘”)’ i=12...m
LR R IR 'S I I
et les fonctions moyennes
(0) 0) 0) (0) (0)
Z. PP/ X X PR /)
1 =10 " Y Tl *m . P
(26) D( o o o . 10> A = (%), i=1,2,...m.
Ty s T 10Ty Tpqr e T

Comme, en formant les équations (14) et (17) on peut mettre chaque
couple (2, 7,) & la place du couple (r;, 7,) & cause de la symétrie des
détérminants (4) et des mineurs par rapport aux couples (z;, 7,), on voit que
les fonctions (25) et les fonctions moyennes (26) forment les solutions des
équations homogénes (23).

Comme on a

(27) {Pi(xi (0)) =1, q)q;(mjm)) == Oyj 2':7.') IFi(Ti(O) = .1, \Fi ("’:7‘(0)) - 0: .7 =+ i)

les m fonctions (25), respectivement les m fonctions moyennes (26), sont
linéairement indépendantes, 1’'identité

o, @ @)+ e, P (2)=0

étant, par exemple, impossible & cause des égalités (27).

On peut de la manitre ordinaire démontrer, que chaque solution de
Pune des équations (23) est une fonction linéaire aux coefficients constants
des fonctions fondamentales (25) ou (26).

Si H(x, z) est une fonction répondante & la condition (4), chaque solu-
tion de la premiére des équations (23) vérifie 1'équation

28 ¢@="[[ka9)—HE o)+ (ks ABED)E Jp () dr
(By)

(Dy)
TpQUH, T : 8
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et chaque solution de la seconde des équations (23) vérifie 1'équation

(29) 4/(1)-——)\Jﬁ(k(fr,x)——ﬂ(w,m)—i-?\ fH(fc, 2k (&, %) dg:lq)(w)dw,
| - (Do)

(Dg)

Ceci peut étre aisément démontré, si on multiplie les équations (2 3)
par H(z, 7) et si on les intégre, ayant recours au théoreme du § 9 (2).

Si I'on pose maintenant
7\0) tA,

les points (2,”) . .. (&,”) et les domaines (7,") . . . (1,®) étant les points
et les domaines choisis ci-dessus, on trouve sans peine en utilisant les
formules (15) et (17), que

z, 2,0, ... 2,0
AL S

(30) H(=, 2)= 1)(

H(z,2) =2 fk(«:, O HE, 7) dE +
(@2

+ k(= 2) —k(z,9, 1)@, @)— - —k(,®, 1) P, (2)
(31)

H(= ) =1, f b, 2) H(x, £)df +
(D)
+k(7,2)—k(@, 7)YV, (x)— - —E(z, ¢

O)w,, (@)

m

La substitution de H(t, ) dans les identités (28) et (29) conduit
immédiatement & la démonstration de Passertion mentionnée.

Les fonctions @ (z) et W (), correspondant aux différents nombres
caractéristiques, sont orthogonales, ¢’est-a-dire

fw (1)@ (y) dv = 0.
(Dy)
Si, en effet,

2U=1, [HE D@ E FO=1, (160 ¥ @ de, %41,
Dy (Dy)
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on a, en utilisant le théoréme du § 9 (2)

f‘F('c)CD(y)dﬁc—-k fqr(@(}k(&, )cp(z)dg)

(D)

-—xlfcp(z)(fk(g, )‘F(m)dm)d‘é————f@(z)‘l"(&)di

(D) (Dy)
d’olt suit

( )fT(w)¢(J)dc_0

(Dy)

Remarquons, que la derniére conclusion est basée seulement sur le théoréme
du § 9 (2), c’est-a-dire qu’elle est exacte, si le noyau n’est pas fini.
Les équations

$@=2, [ k(5 2) () dx+ F(@),
(32) resp. (Dy)
YA =2, [k D)) do+F(@),

(D)
ol A, est un nombre caractéristique, ont des solutions, si

(33) f £(2) ¥, (0)dw =0, Tesp. f F()®,@)dv =0, i=12...m
(D) D)

On obtient une solution des équations (32) en posant

%@ =1@+% [ G BG 9,
(34) resp. Dy)
by () =F(®) =2, f F(0)H(, ©)do,
(Dy)

ol H (=, z) est la fonction (80); pour obtenir les autres solutions des équa-
tions (32) il faut ajouter aux équations (34) les fonctions linéaires des
fonctions fondamentales correspondantes.

En 6tablissant la nécessité des conditions (33) et leur suffisance de la

maniére ordinaire, ayant recours aux formules (31 , On Nn’a w’a se servir
? q
g%
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du théordme du § 9 (2) en intervertissant l’ordre des intégrations pendant
les calculs.

7. La condition d’étre finie, imposée & la fonction &(x, z), était néces-
saire seulement pour pouvoir former les séries (7). Sans cette condition,
leur formation peut devenir impossible, comme le montre ’exemple de la
fonction non finie du § 14 (2).

Mais les autres calculs des §§ 2 — € exigent seulement la condition (A).
Supposons dans ce paragraphe, que la fonction %(r, ) répond & la condi-
tion (A). On peut appliquer aux équations (2) et (3)

o (@) =2 fk(f:, Do) di+f@), () =xfk(~:, ) () do + F(3)
(Dy) (D)

le procédé d’itération et obtenir d’autres équations, correspondantes aux
noyaux itérés.
En effet, le théoréme du § 9 (2) permet de changer dans ’intégrale

(ko) ( [eEne@d)d
(Dy) (Dg)
Pordre de l'intégration et de la transformer en
[1,E 2)9() &,
@D2)

oll

(35) b, (1, 2) = f k(z, 2)k &, 2)dE.
Da)

Si la borne totale de la fonction % (z, ) est moindre que B, comme on a

i=m =m

Skt S [( N1k 315 ) K6 2 <
= (D) \=1

=m
< B |k(z;, #)|7; < B,

1=l
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K (%, z) étant la borne moyenme de % (%, %), on voit que la borne totale de la
fonction %, (, #) est bornée comme fonction de (z).
La continnité de l'intégrale (35) étant démontrée dans la remarque
du § 9 (2), on voit que la fonction %, (z, z) satisfait & la condition (A4).
En posant ainsi
k()= [k, (5 9kC 2) &,
(D)

on démontre, comme & ’ordinaire, que
k, (7, )= J by (=, &) K, G, @) dE;
(Ds)
en répétant les raisonnements, on démontre que
| K, (v, z)| = < B".

Remarque. 8 le noyau est fini, les noyaux itérés le sont aussi. En
effet,

ke =[G E < 16 VOE=T,07,0,)D,
(Do) (Dg)

et si la fonction % (7, «) répond aux conditions du § 14 (2)

Ik, (5, 2) — &y (1, 2)| < f k(s )| eV, B & < eV, (z) V,(D,)D,;
(D7)

si la fonction % (t, ) répond aux conditions du § 15 (2), on a, si (t) appar-
tient au domaine (D,—8&):

(s, &)=y (2] < [ (e, 2)| 7,0 @ 2+
(D —3)
+ 2ﬂk(¢, &) VB dE < eV, () VO (D, —8) (D, — )+ 2V,(x) ¥, (3) .
@
11 suit de 1a que, () étant suffisamment petit,

by (5, ) — kg (=, 2")| <e(Ad+2) V(7).
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On démontre de méme que les solutions des équations (2) et (3) satis-
font aux équations

o (r)=2X" fkn (7, 2) ¢ () At + s, (),

(Dy)
(36) g

Ve =" (1,5, ) (@) do+a, (),
(De)
ot s,(#) et o, (t) sont les sommes des # premiers termes dans les dévelop-
pements des fonctions ¢ () et ¢ (7) suivant les puissances de A. On a

5,0 =@+ [ k(z,0) ) d=+
) (Dy)
2 [y @) (@) de X7 [ ) f5)d=

(Dy) (Dy)
ot Y Y

5, (1) = F(z) +\ fk(w, 2) F(w)dw +
D)
2 f By (7, ) F(o) dw— - N f k. (%, 0) F(w) do.
(Dz) (Dez)
On peut maintenant démontrer, que §’il existe une fonetion Y (T, @),
répondant & la condition (A) et vérifiant les équations

[ 1, (3, 8) = A" f b, & 2), (5, 2) dE+, (z, 2),
(37) (De)
l Y, (@) =2" fkn (%, 2)7, & @) d& + &, (7, )
(Dg)
les fonctions ¢ (#) et {(z), données par les formules (36), satisfont aux
équations (2) et (3).
L’évaluation des fonctions

0(@=9()—2 [k, 2)94) & —1(@)
(Dy)

3@ =1} —xfk(f, 2) 9 () do — F(x)
(D)
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conduit, en effet, aux équations

(@) =X f h (v, D) 0 (y) dr, 9(x)=2" f (7, 2)9 (o) do
@y (D)

qui, comme on a démontré dans le § 5, ont une seule solution
w(@)=0, ¥()=0,

si les équations (37) peuvent étre satisfaites par une fonction v, (7, 2).
L’exécution des calculs n’exige que les permutations des signes des intégra-
tions, qui sont toutes légitimes suivant le théoréme du § 9 (2).

Comme cas particulier on trouve, que, s'il existe une fonction v, (7, %)
vérifiant les équations (37), la fonction

(38) v (5, 2) =, (z, 7) + X" f 5, (v, 2) 7, G @) dE,
(D)

X

ol
(39) Z (7, 0) =k, 2) +Mey (7, ) 4+ -+ A"k, (7, @),

vérifie les équations (20) du § 5, ce qui permet de construire directemment
les solutions des équations (2) et (3).

En cherchant par le procédé des itérations la solution des équations(20),
on trouve sans peine

(40) ¥ (7, ) =k (7, 2) 4+ M, (7, 2) 4+ A2y (v, ) 4 -

La fonction £, (7,z) dans (39) est égale & la somme des n premiers
termes de la série (40); il suit des inégalités, établies pour les noyaux
itérés, que cette série est convergente pour les valeurs de |A| suffisamment
petites.

Si k(z, «) estfini, lafonction ¥ (t, ) ne différe pas de D( il 1) :D()) et

on voit que le rayon de convergence de la série (39) est égal dans ce cas
au plus petit module des racines de la fonction D ().

Si le noyau %(t, 2) n’est pas fini, il peut arriver qu’'un des noyaux
itérés k, (v, ) est fini. Par exemple, pour la fonction de l’exemple du
§ 14 (2) c’est le noyau avec I’indice égale & 3.
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Remarque. En fixant la condition (4) nous avons supposé que la fonc-
tion %(t,#) est continue comme fonction de (#) pour chaque choix du
domaine (7). Pour la fonction la plus générale, répondante aux conditions

du théoréme du § 9 (2), quelques assertions, mentionnées ci-dessus, ne
subsistent plus.

8. Nous dirons que la fonction moyenne additive et & variation bornée
u (w) satisfait & la condition (B), si toutes ses valeurs u(w) sont positives.
Si la fonction (w) satisfait & la condition (B), pour chague fonction
continue % (x) I’égalité

(41) Ju (@) 7 (2) do = 0
(Dg)
entraine 1'égalité

(417) h(z) = 0.

En effet, si pour un point (z,) %2(z) est différente de zéro, elle est
différente de zéro dans un domaine (w,), contenant le point (z,).
Or, comme on a

f () 1 (@) doo = f () B2 (@) dw 4+ f () 18 (3) do;
(D) (wo) (Dg—wq)
les deux termes de la derniére somme ne pouvant pas étre négatifs, on a
(42) f w (@) H2(2) do = 0,
(o)
qu’on peut écrire, les valeurs de u(w) étant positives,
(42" w(w) k2 (2)=0

() stant un point dans (w,), ce qui est en contradiction avec les supposi-
tions faites ci-dessus.

Dans ma communication au Congrés des Mathématiciens & Bologne
en 1928 je monti‘a,i, que toute la théorie des équations intégrales aux
noyaux symétriques, y compris la théorie du développement suivant les fone-
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tions fondamentales, peut é&tre étendue aux équations avec le noyau de la
forme

(43) 1 f () L (2, ) do,
(wo)

la fonction L (z, ) étant continue et symétrique et la fonctlon moyenne u (w)
répondant & la condition (B). Cette remarque peut étre étendue avec cer-
taines restrictions aux noyaux de la forme (43) dans lesquels la fonction
symétrique L (z, ) n’est pas bornée.

Nous dirons, que le noyau % (r, ) satisfait & la condition (C) ou
qu’il est symétrique par rapport & une fonction moyenne u (w), répondante
a la condition (B), si l'on a

(44) = f w(w)h(z, 2) do = — fu(fc)k(w, y)dr,
(@) @

pour chaque choix des domaines (w) et (7).
Exemples:
1) Si k(z, y) est une fonction symétrique et si I’on pose

-
ko)== | k@, y)ds,
(v)

on obtient un noyau symétrique par rapport & u (w)==1.
En effet on a

it 2 {0 )=
(@) (@) ~(7)

1 1 1
=E~?f(fk(g/, m)dw)dfc::—;r—fk(w, y)dr.
(r) (w) ()
2) 8i la fonction #(w) vérifie la condition (B) et si L (z, ) est
symétrique, le noyau
k(s x):%fu(ﬂ:)L(w, y)dn
()
est symétrique par rapport & %{w).
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En effet on a, Q’aprés le théoréme du 8 (2),

S [rrEdo=12 [u@)( (4@ L@ yd)do=
(w) () (x)

=11 u(fr)(fu(m)L(:c, y)dm)dc;

®
() (w)

:%—i—fu(fr)(f u(w) L (y, w)dw) c:-_—fu(fc)k(w, y)dr
@ &

A

Comme cas particulier, nous obtenons: si p(z) est une fonction non
négative, la fonction % (z, y) étant symétrique, le noyan

1
ke &)= [p W)k, 1)ds
)
est symétrique par rapport 2

u(w):%fp(x)dw.
(@)

En effet, on a suivant le théoréme du § 7 (2)
ks, @) = ;l-fu, @k, y) d=.
(v)

Nous démontrerons dans le chapitre suivant, que si le noyau & (7, )
répondant & la condition (C) est fini et satisfait de plus & la condition

Vi (0) < Ou(w),

son quatriéme noyau itéré est de la forme

L [u@ L@y,
(%)

la fonction L (z, y) étant continue et symétrique.
9. Si le noyau k(r, ) est symétrique par rapport & u(w), tous les
noyaux itéreés le sont aussi.
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Pour démontrer ceci remarquons que, comme
b o= [k kE DB = [k )k, G )&,
(Ds) Dy

on a, en appliquant 1’égalité (44) et en se servant du théoréme du § 9 (2),

(45) -i-fu(m)k (%, %) dw = —fu(m) f LG kG 2) ) do =
(@) ©

f @9 (5 f“(w)k@,w)dw)diz

__fkn_, (z, z)(-g u®k (o, z)dE)dE——fu(E)kn_l(fc, Ak (w, 2)dE.
8

La symétrie de la derniére expression par rapport & (t) et (w) pour
m == 2 montre qu’on a

= [u@kEndo =1 [u@k,9)d,
(@) ()
ce qu’il fallait démontrer en premier lieu.
En supposant maintenant que P’assertion est juste pour les noyaux
ayant un indice moindre que %, nous pouvons écrire en prolongeant
I’égalité (45):

-qu(w)k @, x)dm—fu(z)kn (5, &) (w, ) dE =

(@) Da)
= [k, (7 [ 9@k, 1(r, 2) 8 ) dE =
(D &
—fk(w z)(—-—fu(fc)kn G ) ds ) dE =
Dy @
=._fu(¢ fz(w ok, & @/)dE>dfc=— u (%) k, (0, ) d,
& (Dg) @

ce qu'il fallait démontrer.
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10. Supposons que le noyau % (<, «) répond aux conditions (A) et (C),
étant fini ou non. Nous allons démontrer que: 1) les fonctions fondamentales
continues, correspondantes aux différents nombres caractéristiques, sont
orthogonales par rapport & la fonction u (w), 2) les nombres caractéristiques
sont réels, 3) la série (40), qui a pour somme la résolvante, a un rayon de
convergence fini.

Supposons, que A est un nombre caractéristique et que ¢(z) est une
fonction fondamentale qui lui correspond. Nous avons

¢ (2) = lfk('r, ) o (y) dr.
(Dy)

En multipliant I’6galité par « (w) et en intégrant, on trouve

—(—i—fu(w)cp(x)dw :%Jh@)([ﬁ(«, w)cp(y)dw)dw —
(©) @ @
=7\f<p(y)<%fu(w)k(¢, x)dw)dfr::lfcp(y) (%fu(c)k(w, y)dv)df':;—_
@y ©) Dy &
=1f¢(y)u(¢)k(w, ydr =2 k(w,v) <%fu(¢)cp(y)dr>dr.
@y By) !

Il suit de la que
1
(45) 2 f u () 9 (@) do
(@)

est une solution de 1’équation associée:

Y@= [ ko, $ @) d=.
(Dy)
On s’assure aisément que la fonction moyenne (45') est différente
de zéro.
Si pour chaque (w) on avait

[#@s@da=0

{w)
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on a, les valeurs de (w) étant positives,

fu(w)cp(m)dmzu(w):p(wi)m
(@)

et, comme u (w) est différent de zéro, dans chaque domaine (w) il existe un
point (z,) tel que
v (x;)=0.

Comme la fonction o () est continue et comme le domaine (w) peut
étre pris aussi petit que l’on veut, il suit de 13 que dans chaque point (z):

9@ =0

ce qui est contraire & I’hypothése.

La fonction ¢ (w) est donc une fonction fondamentale de 1’équation
associée. Si ¢, (z) et ¢, () sont deux fonctions fondamentales, correspondantes
aux différents nombres caractéristiques, ¢, (z) et

) =1 [u(©)¢,@ do
(w)

sont les fonctions fondamentales des équations intégrales associées, corres-
pondantes aux différents nombres caratéristiques et on a

[t@s@d=0.
(Dy)
Mais on a, suivant le théoréme du § 6 (2)
[h@a@do= (% [uwe @) )e @ do =
(Dg)

(Dg) (w)

= fu (@) 9, (%) 94 (@) de.
(D)
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Nous avons donc le théoreme: Les fonctions continues o, (2) et o, (2),
correspondantes aux différents nombres caractéristiques, sont orthogonales
par rapport & u (w).

Remarque. D’aprés une remarque dans le § 1, sile noyau %&(t, x) est
fini, chaque fonction fondamentale est continue.

Il suit de 14 comme corollaire, que les nombres caractéristiques du
noyau k (<, z) sont tous réels.

En effet, si le nombre caractéristique était imaginaire, on aurait

9, (&) + iy (&) = (a -+ bi) f (v, ) (3, (4) + io, (%)) d
(Dy)
en supposant que !

A=ua+bi, (@) =09, ()+ g, ()
I1 suit de }a que

91 (&) — i, (2) = (a— b7) f k (v, ) (9, (y) — i, (%)) d=
(Dy)

c'est-a-dire que ¢, (¥) — ig, (x) est une fonction fondamentale, correspondant
au nombre caractéristique A = a—bi qui est différent de . On a donc

f‘u, (0) (9.2 (@) + 952 (#)) dw = 0,
(Dyg)

ce qui est impossible.
Exemple. Appliquons les formules du § 3 au noyau

1
(T, x) = ;—fw(fr)L(m, y) dr,
)
dans lequel L (z, y) est continue et symétrique. Posons
‘L(m1$ yl)’ *r. L(wli yy)
ZyyooaZp\
(46) L<yl_"”yﬂ)— .................
L@y 9, - - - L@y,
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Byyoor By S\ 7 (Bare e Tm)__
D(y],-.oym )\>_L<;Zj1,...J7n)
—_— Lys oo e Ly &y
lf%®L(%P“ywz)ﬁa- -
(O
(—}‘)k x,...:cm,z R
+1-2-~%f‘”fu(21)' M(yk)L( : ...ym,zll...z’Z)dzr--dE-k“‘"'a

DM=1 —lf”’(‘%)[’(zu 2) dé; +
(Dy)
o [ [u@ue () ddy— -
5,) b, v

Si A, est une racine de D (X), on a pour les fonctions fondamentales qui lui
correspondent les expressions
)

(0) 29 (0) (0)
.D( 1 ot B ge Ty Bggeees By

0 0 0 0] )
RN I T T T
%5 (@) = O, 0 0,0 O
D(l""el’s’ 1"mk>
0 0, Q@) (0 (1) 0
U Yol Yy oY U
si
D(ml,...xm?\)
Y1y o« Y| O
2

est le premier mineur, qui ne s’annule pas pour A =2,. Ayant posé

(0) © @ _(0) (0)
D Tyts - By gy BT a’s+1’ e Z, ] )\
(0) (0) 0) (0) |

Yoot Y0¥ Yopqr-Yn
)

Y () = N O 0
8 D( a9, 2D, a ’,mijq,...mfn’
on conclut, que les fonctions fondamentales de 1’équation associée sont
données par les formules

0) (0) ) O 0)
1
b =1 [8@) 4, 6) 2=

Yoo Y5 10 Ys sYsq10o Y
(=)
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A cause de la symétrie du déterminant (46) on voit aisément, que la fonc-
tion ¢, (#) peut étre obtenue de la fonction ¢ (z) en échangeant les con-
stantes (z) et (), ou il suit que la fonction {, () est une fonction

linéaire des fonctions ¢, ().
11. On s’assure aisément, qu’aucun des noyaux itérés n’est égal & zéro.

Si Pon avait
47) k,(v,2)=0
on aurait aussi

by (7, @) = J k,(z, 8k, 2)dE = 0.
(Do)

On peut, done, supposer qu’a cause de

by ()= [y, by Gy D = [R5 )G 2)
(Dg)

)
on a
(48) 5 [ why (s, 9o =2 [u(@)( [Fus (5, Dby 2) & ) do =
(w) () (ﬁz)
= [ s, (5 [ 9@ By G )0 ) di =
(D (@)
= [k 9) (7 f 0@k (0, )& )&= (w5 2y, (0, &,
(Dy) &) (Do)
De méme
(48") & [H@ (5,9 do = 4@ 5, 1y (0, 9
(«) (Dy)

Si I'on suppose que
kg (T, ) =0,

on trouve que pour tous les (7) et (w)

[#@ ke 2k, 9E=0,
(Dy)
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d’'ou il suit, si I’on identifie (w) et (),
[u@ k(5,2 dE=0, kix2=0.
(Dy)

Il suit de 1a que ni le noyau k,; (t, ») ni le noyau 4;_, (v, X) ne peut
étre le premier noyau se réduisant & zéro.

En revenant maintenant & la démonstration de la troisiéme assertion
énoncée dans le § 10, remarquons d’abord que la formule (48') conduit
4 P'égalité

(49) (—:; f w(w) by (7, 2) dw)m_-_ J“u(ﬁ) (o, #) .

(@) (D2)
Supposons que la série
(50) k (1, ) 4+ Moy (7, 2) ~+ Wk (7, 0) + - + XK, (1, 8) =+ ---
est uniformément convergente pour toutes les valeurs de A. La série
ky(7y2) 4+ 22K, (7, 0) 4 - -+ +7\lk,21(¢,x)+ TN

gwon obtient en substituant dans la série (50)—2 & la place de A et en
faisant la soustraction, est de méme convergente pour toutes les valeurs de A.
Il est de méme avec la série

(51) J‘u, (w)ky (7, ) do> +
@)
+l’fu(m)k4('c,m)dm+u-+?\lfu(w)ksl(¢,,x)dw+---
©) @)

et avec la série

(519 U2+7\’UL+---+7\ZU21+---,

ol

(52) U, = ( f u () by (7, ) dow )_F:m’
(w)

TpIMH. 1 fa
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En appliquant maintenant 1’'inégalité de Schwarz, établie dans le
§ 4 (2), a la fonction (48) on trouve

1
= Uzlgfaé(‘i)k;l (w,2)dE - ju(’; -, (0, 2) dE
(Dy) (D)
¢’est-a-dire, d’aprés (49),
1 1 1
o UZZS: Uyt © Ug_ss
d’ott il suit

2l+2 >

ol 'J°l~2

Le quotient '[7(”/;_1“ étant croissant, la série (51') ne peut pas étre con-
31—2
vergente pour toutes les valeurs de A.

12, Supposons maintenant que le noyau % (t, 2) est fini.
Comme la somme de la série (50) est &gale dans ce cas & la résolvante

2(, )0

et comme son rayon de convergence est infini, si D (A) n’a pas de racines,
on obtient le théoréme: si le noyau % (t, x) répond & la condition (C), étant
fini, il existe au moins un nombre caractéristique.

Supposons que A est une racine de D (A) et que l'ordre de cette racine
est n. Nous démontrerons, que A, est un pole ordinaire de la résolvante
et qu’'d A, correspondent n fonctions fondamentales linéairement indépen-
dantes.

En supposant que l'ordre du pole A, de la résolvante est supérieur
4 l'unité, on a dans le voisinage de 2,

J)(fj

1) D= g B G @0 B> 1.

En substituant cette valeur dans 1’équation (18) on obtient

(@) =1, [ £0) 9,(2) &
(Ds)

%(m)_xfk( x)q;—l(z)di+fk(‘£,x)cpo(z)d£.
{ (Dy) (D)

(53)
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On en déduit, en multipliant la seconde équation par o, (z) et-en I'inté-
grant, que

f w () 9, (2) 9, (@) doo = 7, f w(0) 9,(2) f k() 9,(2) dz) o+

(De) (Dg) (D2)

+fu(w):po(m) (fk(&,w)%(z) &) do =
(D) (D
=xofcpl(z)(fu(w)k(z,x)%(x) dw)dE—e—
T @)

[ 0@ ([ 2@ (5 [#(@) kG 2)do ) do) =

(Dy) (Dyy) (@)

=% 2@ ([ 2@ (£ [@kE) do)do) &+

{Dy) (Dy) (®)
+f%(2)<f%(a‘)( fu(w)k(z ) dm)dw it =

(D) (Da) (@)

)
=2 f:pl(Z)((%(m)( [u@kw,2) & )io)
)

.I.

(D) (Dy) (E)
2@ ([0 (1 [1@k0,2dE)do) &=

(D2) (Dg) (5)

_xJ%(z)< IE E){fk(wz)%(x)dw%di)dt+

©® (D)

+f%(z)( u(z,){fk(w,z)%(.z)dw} L=

(De) (E) (De)

—”J‘%(g}( f“ BENC) dt) dz—'—“‘ (‘Po(@ ( % (€) 9, () dE) df =
(Da) ® (D (E)

=[4®) 6@ 0@ E-+5 (4B @)
(D.e) D;')
d’ol il suit

( w2 @ dE=0, ()=0,

(L)

ce qui est contre I’hypothése.
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Nous obtenons ainsi, que A, est une racine d’ordre n— 1 de la fonction
A
2

“).

/

Envisageons maintenant la fonction

Byy oo By |
(34) D(Tl,...’rm )
Comme on a
" Ygy oo Y (1Y (M)
(%o tm )\)dfcl...dcm__( 1) D™ (),

Dy,) Pyy,)

), est une racine de (54) ayant un ordre ne surpassant pas s -— m.

Pour démontrer que cet ordre est égal & n-—m, supposons, que
Passertion, qui est exacte pour m =1, est démontrée pour les mineurs
d’ordre moindre que s, et divisons les deux parties de 1'égalité (17)
par D™V (}).

Suivant la supposition, les termes en partie droite de 1’égalité, qui sont
hors de l'intégrale, donnent aprés cette division les fonctions holomorphes
dans le voisinage de A,.

Si I'on suppose, que dans le voisinage de A, la fonction dans la partie
gauche de 1’égalité a la forme

,}) [¢ A
()\qjg—(‘;o)k‘k()\f)(:))k—l o p@)H0, B>,

on obtient de nouveau les équations (53) et on en conclut, que ¢ (x,)=0,
ce qui est contre I’hypothése.

Nous obtenons donc le théoréme: si le noyau % (t,«) répond & la condi-
tion (C) et est fini et si A, est une racine d’ordre » de son détérminant
de Fredholm D (}), le mineur d’ordre m a A, pour racine d’ordre n — m.

Comme corollaire nous avons: & la racine A, d’ordre # du détérmi-
nant D () correspendent # fonctions fondamentales linéairement indépen-
dantes.

13. Soit % (v, #) un noyau, répondant & la condition (C), mais non fini,
Supposons qu'un noyau itéré k,, (=, z) est fini.
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En appliquant les théorémes du § 12 & 1'équation

(55) 2@ =" [k, (5,9) 9 () d= (@),
(Dy)
on voit que tous ses nombres caractéristiques sont réels, qu’il existe un
nombre caractéristique au moins et qu'on peut former ses fonctions fonda-
mentales et compter leur nombre ayant égard & 1'ordre de multiplicité des
racines de la fonction D (), qui lui correspond.
Si ¢ (2) est une fonction fondamentale continue de I’équation (2)

¢@=" [ k90 f(@),
(Dy)
correspondante au nombre caractéristique 1, ¢ (z) est la fonction fonda-
mentale de I'équation (55), correspondante au nombre caractéristique A,™.

11 suit des considérations du § 10, que A, est réel; seulement I'existence
de ), et de la fonetion ¢ (x) n'y était pas encore démontrée.

Nous démontrerons maintenant, que chaque fonction fondamentale
de V'équation (55) est une fonction fondamentale de 1'équation (2) et que,
si elle correspond au nombre caractéristique A, de I’équation (55), A, étant
réel, le nombre caractéristique de I’équation (2), qui lui correspond, est
égale & A, si m est impair, et & un des nombres A, — A, si m est pair.

Supposons, qu’on a

3@ =2" [ k,(5,2) 5 ) ds.
(Dy)
SiPon a
v@=" (k29 @) ds+ @,
(Dy)

on trouve par le procédé d’itération

<p(cc)=m(w)—h)\(,fk(fc,x‘)w(y)dc—r—
(D)
“+ A2 f ky (T, @) @ () dz = o = A" fkm_l (=, %) w (yydT —+
(Dy) (D}
4" f k, (3,2)5 () d=.
(Dy)
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11 suit de 13 que la fonction w (2) satisfait & I’équation

(56) 0 @)+, f k(% 2) 0 (1) dr +
(Dy)
o [l D) @)+ A [y (5,9 0 () A5 =0,
@) @)

En mettant dans (56) v, £ et 2 4 la place de z, = et y, en multipliant
le résultat par % (7;4) et en l'intégrant, om trouve, en restituant les

lettres z et v,

(56" Jﬂk(ﬂc,x)w(y)d't—i—
(D})
+)\0fk2 (1, 2) 0 (¥) T+ - lom“lfkm (t,2)w (y)dt=0.
8 (D)

La comparaison des égalités (56) et (56') nous donne

(@) = A" f k. (%, 4) o (y)dr,
(Dy)
d’ot il suit que w () est une fonction fondamentale de 1’équation (55), cor-

respondante au nombre caractéristique 2™
Supposons, que

(57) @ (@), 93(@), ... o)

sont les fonctions fondamentales de 1’équation (55) correspondantes au nombre

caractéristique A,".
Supposons, que les fonctions (57) forment un ensemble normé et ortho-

gonal par rapport & u(w), c’est-a-dire qu'on a

fu(w)cpi(m)cpj(w)dw:-——“ni,j, 0 ;="0, si 17, N ¢ =1.

(Dg)
Supposons qu’on a
I=k
(58) :Pz(x)_—_)\ofk('t, z) ¢, (¥) d’:-—l—z o o, ().
=1

(Dy)
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Eu multipliant (58) par »(v) et en I'intégrant, on trouve

=k
(59) 5, () = xfk (©,9) () dr+ > 095 (w),
(Dy) =1

en désignant par

¢i(w)= %fﬂ () o, (z)da

(w)

la fonction fondamentale de 1’équation associée.
En effet on a

= uw UA( x)%(y)w)dw—‘f%g( (e nde) dr=

(@) (D3, (@)
=/ %w( u(rc)k(w,y>dfc)dfc= [u@k, 94,6 d=
(Dy) (Dy)
= [k e @

En multipliant (58) par ¢,(w) et en I'intégrant, on trouve

=k A=k
. [ON ) — (‘)
Niy5 = i 3 @ Z+Z i G =0
l=l =1

En effet, on a suivant (59):
 [[1(0) 4@ ([BE 0 u0)d ) do=
(D) (Dy)

= 710]‘% (v) (f k(zy @)1 (w) 9; () dw) dr=

Dy (D)
—-/\of%(w (fk(-, z) @j(w)dm> de=
(Dy) (D)

f o; (%) (‘P; )— > a7 9= > ds.

(Dy) 1—1
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En prenant & la place des fonctions (57) leurs combinaisons linéaires,
on peut transformer les équations (58) en plusieurs groupes d’équations de
la forme

(60) B@) =", [ FC,2)4,0) @5+ 4 @)+ 0,4,6)
De)
W, . .. w, étant les différentes racines de 1’équation

m__ @ @
a, w, @, col A
2) 2 2
a® 4B —w, .., G
= 0.
a® “g(k), g
Comme on a
D)y ®
ai — ﬂj 3

les racines de cette équation sont réelles.
Prenons en premier lieu les premiéres équations de chaque groupe en
posant o (%) = w{, (z). En substituant «w () dans (56) on trouve

61) o @[1+(1—w)+(1— P4 +(1—w)"]=0,

car si
108 f k(oo @dr=o (1— )’ ¢, @),
(DY)
on a
7\93+1 f ko (T, 0)w (y)dr=
(Dy)
— )‘gsﬂfks(’r’ 2) (fk (z,9) w(y) df:) k=
(De) (Dy)
=1 — )" | (5, 2) 0 (2) dE-

(Dg)
Si m est impair, la seule racine réelle de 1'équation (61) est égale
4 zéro. Dans ce cas on a
b@=2[ k24 0)d=.
(Dy)
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Si m est pair, il y a encore une racine

l—o=—1, w=2;
dans ce cas on a

h@=% ka4 @)=+ 20, h@=—2 ke d.
(Dy) (Dy)
Supposons maintenant qu’on a
(@)= ¢, @)+ ol;@),
ce qui est égal & {,_ , pour m impair et qu’on peut changer en ¢, , (x),

si w=2, en mettant — 7, & la place de A, pour m pair. Comme

SRR TARGEES

Dy
— () f ( f K52 by (0 d5) 4y () dr =
(Dy) (Do)
=N [ 60 [ () — (= DY (] =
(Da
= () f b (5 8) by, (6) de—
(D)
— () f ko (1) (0)d
D)
on trouve
N [ kD) 8= b, @ — (=D (] ) @)+

(Dy)

(1P () bis@— -

La formule (56) conduit donc & 1’identité de la forme

me s — 1) () bia e @12 (5 ) beg— =0,
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qui est évidemment impossible, les fonctions ¢ étant linéairement indépen-
dantes. I1 suit de 13, que chaque groupe (60) contient seulement une équation
et que le théoréme est démontré.

14. Ayant en vue de donner quelques exemples, envisageons 1équa-
tion au noyau

ke a)=1 fu (%) L (z,) d=,
(%)

dans lequel L (z,y) est symétrique. On peut donner & I’équation

¢@) =7 [ k(s,9)5 ) d + (@)

(Dy)
la forme ’
(62) ¢@ =0 [ 43 L@,9)5 @) ds+ (@)
(Dy)

Supposons qu’on a

u (7)) =1t (T) 2y (%),

la fonction moyenne w, (1) répondant & la condition (B).
Supposons que pour 1’équation
2@ =2 [ @ L@y W)d+1@)
(Dy)

nous connaissons le déterminant de Fredholm et le premier mineur. Désignons
les respectivement par
x)

(63) S et o(jj
et montrons, quel profit on peut tirer de cette connaisance pour la con-
struction du détérminant de Fredholm et de ses mineurs

1)

(63) D@, D(}

pour I’équation (62).
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En se rappelant les formules du § 10, nous avons

D(xl,...xm 7\>: 1 s (x,
Tivces T Tl...rn,J"'Ju(Tl)'" () D z/i,.. Jm()\>d71"'d7m’
1 Tm
ol
64 D("Tl""x”">=L Lyy oo Xy,
( ) Yoo - Ym A <yl,-..ym)+
(“‘7\)7J‘ fu(g ..u(Ek)--L(”l""xm’zl' 'zk‘)dE'--d‘i—l—---
(Dq) (yk) Yoo Yo By - o) k
et
\L(xﬁl’yl% oo Lz, 9,
65 L(® )= :
(65) Yoo I EETT TR |

\L(xn’ Yoy - - L(:vn,ym)

Supposons que les nombres 4, . . . 4, Jy, - . - J,_, sont différents et ne
surpassent pas #. En usant la symétrie de (65) par rapport aux couples (z,, ¥;),
posons

( )D 5 ) {(Eﬂn—s) Yire - Y F1oe - zn_,,:n,)d’h dE? n—s
D) ( jm-ﬁ

_ <:rl,.. Ly, . z;s\'
n—s Yir v - z/m,zi,...zzs/

La formule (64) recoit la forme:

D(ml,...xm

1):

Ui - o - Um
Ty .o & (—n* Tyye. T \
J— 0( 11 m>++______0 < 19 m)_‘__””_
% 0 Yir -+ Um 1.2...k k Yire - Ym $
Comme on a

w®) ... )= (uy (&) =+t &) . -- ( (Bp) —+ ) =
= Eu,(Eil) ety §) wy (2.7'1) e € L),
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la sommation étant étendue & toutes les combinaisons possibles des nombres

by eoad, §=0, s=1,..., s=mn,

on trouve Y "
(67) Gy (;ﬁ : ::Z:)Z
=2f. . 'fuz(&il) 1t (G (f . .ful('c'j‘). N AGENE
(Dz“) (Dz,s) (B;) (Pj,_)

L()di Vi ... ds, =
R I EJ; (E\]k—-s E’L =t

(xl’ . w'm!ﬁi,’ ce zis) d&il . dE’ie

Yis oo Ymy &y o -

:2[. . .fuz(E,-‘) ety &) -
(DE,I) (Df‘is)

en désignant par la letire ¢ la fonction C correspondante au noyau,
it (w) L (z,). Comme le terme, qui est écrit dans (67) ne différe pas de

N

« Ty &

Jul)w@e (o gma L&,

(Dzl) (Dz,)
on trouve que
a(xl...xm):
E\yy oo Y
Ly v e s Ty By 00+ &,
sl(k——s)rJ S e, (g ) d
(‘Dz) (Dz,

11 suit de la que
D(:vl...xml)\)=
Yiee-Um

kS
>:<,:> S,UM)J S @, ()

(D) (B
(b

i(")‘) f . -f%(zl)- . -uz(zs)kz (F—s)! "’”(jji ::::2 z:)dgl o

= (D) (D)

=.§(;~§%Zf---fug(§:)- U (53)3( Jm) 2 :s R)d‘él...dis

=0 (D) (D)
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et, enfin, que

D% )=
1 Tm
D Er I SLRRCLERReRtH R
=8<:-~ *m )\) (pf)u (El)s(xl o m:: >d21+
g ) e LT A
Ainsi, nous avons
D 33‘”“’?;,, . )3 (i; N d -+
2T [

(D) (Dz,)
D=4 s (%)
(Dzl

+1__22 \J“ f u!(El) wz(zs) 8 (f:ii:;i) dgdgz e

D(7

Dans le cas particulier d’une dimension, quand on a

b

[ ) dn= f o)1) dy+ >, 5,70y,
k—-l

[
en choisissant u, (t) de maniére qu’on ait (exemple 2 du § 1 (1))
b (o)

(68) [u@f@d= 3 @,

o k=1
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nous obtenons, par exemple

b=
Ly X @
A N 5 ( %o %k, )\)___
(69) +1. 2 “klak'zo(ak ar
Ty=1 kg=l Tyl

Si la somme dans (68) contient un nombre fini de termes, le nombre
des termes dans (69) est également fini.
Remarquons encore, qu'on a

D(jjl 1), D(‘;l 2)
(o=l U
D(!h 7\)’ D(glg )“)
D(%)s o D(2]2)
L el iy (7 1) o D)
S A
o). - o(n2)

15. Pour donner un exemple, prenons le probléme des «Belastete
Integralgleichungen».*

Prenons I'exemple de M. Kneser, emprunté & «The Theorie of Sound»
de Lord Rayleight.** Pour simplifier, posons, comme le fait M. Kneser,
qu'une corde vibrante est attachée d'un c0té et retenue par un poids de
I'autre. Les équations qui régissent le mouvement dans ce cas sont les
suivantes.

* Kneser. Rendiconti di Palermo, t. 87, 1914, «Belastete Integralgleichungen.»
** Vol. 1, p. 200, ed. 1926
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Dans les points intérieurs

Pu(zb) _ 0P8l
o ox?
sur 'extrémité fixe
U(w,t)=0,
sur Pextrémité avec poids

Ml (b, 1)+ Eu(d, §) = — Tu (5,1,

olt T est la torsion de la corde, M sa masse, ¢ un coefficient d'élasticité.
De plus, dans le moment initial la forme de la corde est donnée:

sit=0: u(x,0)=F,(r), ' (r,0)=F,(x).

Si 'on cherche & satisfaire au probléme comme d’ordinaire par la

série
(o]

N Tt (),

f=1

dans laquelle les fonctions TL () dépendent sculement du temps ¢ et les
fonctions v, (x) seulement de 1’abscisse «, on trouve pour les fonctions 77 (7)

les équations
T+ 22T, =0

et pour les fonctions v, (z) correspondantes aux équations
(70) v () 4 0,2 v (1) = 0,
dans lesquelles les inconnues v, (z) sont assujetties aux conditions

2 Ma2
(71) pk(o)=0> Lk'(b)"*‘(P“‘QPks)vk(b):O, p::%,—-, q:.:—Ta—

En cherchant la régle, qu'on peut substituer dans ce cas & la place
d’orthogonalité de la suite des fonctions v, (), on trouve sans peine

b

(72) fvm (@) vy (@) dr +-qo,, (B)v, () =0, m == n.
0
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Introduisons la fonction moyenne #(w) des intervalles («, B):
u(©)=1+0(w),
ou (w) est l'intervalle (a, B) et
w(w)=0, si <5, w(d):%—, si B=2.

En se rappelant exemple 2 du § 1 (1), on voit que ’égalité (72) a 1a

forme
b

(72) f w(w) v, (@), (2) do = 0.
0

Cherchons la solution de 1'équation
V'=0
assujettie aux conditions ordinaires
(73) e (0)=0, »/(b)~+puv; (B)=0.
La fonction de Green k(r,y) répondante & ces conditions est

z[1+p (b —y)
14-pb

Yyl +p(0—2)]

T70 s1 x> Y.

y 8l w <y,

Les fonctions fondamentales de I’6quation

b

(74) o (#) =2 f w(@k (@, ) o () d= 4+ f(2)
0

répondent & la condition (72'). Il s’agit maintenant de s'assurer qu’elles
répondent aux conditions (71). Il suit_de 1’6galité

b

vy (B) = 2 f w (V) k(x, y) vy (y) dr =
0
b

=0 [K@0) 0 0)dy + 2 0k (5,80, ),
]
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9
qu’on a

) vy (@) +pog (@) =

= szf (k' (, y) =+ Pk (3, 9)) vy, (%) Ay o2 ¢ (b, K (2, 8)) v, (0);
0

comme pour chaque % on a
k) (b,y) + pk (b, ) = 0,
il suit de 1& en premier lieu, que

v (0)+pv, (0) =p2q (k) (6—0,0) + k(b — 0,b)) v, ()

el que
k' (b,b—0)—+ pk(b,b—0) =10
ou
k,' (b-+0,b) <+ pk(b-+0,0)=0.
Or on a
k) (y+0,9)—Fk, (y—0,9)=—1;

il suit de la que
(k) (v 40, 9) + pk (y + 0, 9)) — (k) (y — 0, y) + pk (y — 0, 9)) = — 1
et que, en limite,

(k! @ =+ 0,b) +pk (b + 0,8)) — (k,' B— 0,b) + pk(b — 0,8)) =
=—k,/(b—0,8)~+pk(®—0,b) =—1.

On en conclut, que
vy (0) + pvy, (6) = " qv;, (B),

ce qui était &4 démontrer.
En cherchant la résolvante vy (#, ¥, p) de 1’équation

b
2@ =¢ [ k(5,9 2y + 1@
0

TpdME, 1 10
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qui est égale & la fonction de Green de I’équation
V' +plv=10
assujettie aux conditions (73), on trouve sans peine

. __sinpz[pcosp (b — y) 4+ psinp (b—y)]
1@7%7\)"“ e(pcosob—+psingb)

3

si
z <Y y(x, Y, )\) =Y (¥, z, 7\)-

En posant A =p? et

80‘) = (F): '(I;—(o")' = Y ()\) 29

et en cherchant le détérminant de Fredholm suivant la formule

=4

b
(OS =—-—f‘\((ﬂ’), z,0)dw, ¢(0)=1
0

4
S

on trouve sans peine

500 = p co8 (pb)—+p sin (ph)

. P
d’oti suit qu’on a

(e

2)__sinpa;[pcosp(b—y)—l—psinp(b-—y)]
= 5 ,

F
A)=2(e)

L’application des formules du § 14 donne maintenant

z <, 3<

b
D) = 3(9’)—-92ffﬂ(¢) 3 (gll )d¢= 3" —g:*s
0

glx)_—_-

_____pcos(pb)—r—psiu(pb)___q!3 sin Pb:__pcos(pb)—i—(p-—gpﬂ)sin(pb)’
p ' P

3(21e*), 8(5|e

B =s(5e)ra )

3(y1¢) 3(3)7)

— Sin (pz)[pcosp (® —(;;'/) —+psing (b—y)] —gsinpwsing (b—y), si & <.

|
|
3 =
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Il suit de l& que les nombres caractéristiques de 1'équation (74) sont
donnée par I’équation

tg ob = —L
gp 9 —p

et qu'au nombre p,, correspond une fonction fondamentale v, (x) égale 2

csinp, @,
ol ¢ est définie par I’équation
b
¢ J u(w)sin?p, wdo=1,
_ 0
c’est-a~dire ol
1

2 —

b 1 . e
5 5, S szb"“!Z:Em om0

Pour trouver la fonction u (z, ?) il reste encore & développer les fonc-
tions F, («), I, () en séries suivant les fonctions #,, (2). Nous traiterons la
théorie de dévéloppement pareil dans le chapitre suivant.

CHAPITRE 4

Sur les développements suivant les fonctions fondamentales

1. Nous supposerons toujours, que le noyau k(<, «) répond aux condi-
tions:

A) 1) la fonction % (v, z) est une fonction continue de (2) pour chaque
choix du domaine (t), 2) la borne totale de la fonction moyenne % (=, ) est
bornée comme fonction de (#);

C) pour chaque choix des domaines () et (t) on a

(1) —:;fu(w)k(w, a:)dw:%fu(fc)k(w, y) dr.
(@) @

u(w) 6tant une fonction moyenne & variation bornée, qui est toujours

positive.
10*
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et

L [y 0)d0] < Cu@u(o)
()

En supposant que le domaine (w) contient le point donné (z) et en
faisant tendre (w) vers zéro, on trouve

= [ w(@h(x, 2)do
lim (w) —lim () ky (v, &)

% (©) % ()

=k,(7, o)
et
ky (7, 2) < C?*u (7).

Pour les noyaux k(z, #), on démontre cette égalité pas & pas en usant
’égalité (5) généralisée:

= f () Iy (z, 2) do = f w®k(z, ) k,_, (o, 2)dE
©) D)

gqu’on obtient facilement en remarquant que

[u®r@ oty 6 AdE= (7 [ 1@k, &), ) =
(De) AN

=[(5 [#@kE Ddw) by Hd=
Dy ()

:—.%fu(w)(ﬁc(’é, )k, (%, é)dE)dw.

(@) (D)

Inversement, si le noyau %, (<, ) répond strictement.a la condition (D),
le noyau % (v, ) répond & la condition (D). On a, en effet, dans ce cas

< Cu(w)e (),

Uu(’&)k(c, &)k (e, 8) dE
B

d’ott on obtient I’inégalité (3) en faisant (w) = (%)
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En envisageant un noyau % (z, ), répondant aux conditions (A) et (C)
qui n’est pas fini, nous supposerons toujours qu'un de ses noyaux itérés
est fini.

2. Si le noyau % (=, #) répond aux conditions (A) et (C) et si un de
ses-noyaux itérés est fini, on peut trouver une suite des nombres caractéri-
stiques

(6) )\l’ )\27' " "?\n’ A {7\12‘—§{7\ﬂ+1|

tels, que pour chacun d’entre eux I’équation

(7) 5@ =" [ k(5 )2, () &=

(Dy)
ait des solutions.

La suite (6) contient au moins un nombre; tous les nombres (6) sont
réels. En choisissant convenablement les solutions des équations (7) on peut
faire correspondre & la suite des nombres caractéristiques (6) la suite des
fonctions fondamentales,

®) o, (@) 95 (2),- - 0,9, (2). -
qui est normale et orthogonale, c’est-a-dire répond aux conditions

©) 4@ 2,09, @ do =0, si n=fm

(D)
et

f w(w)o,? (@ do=1.
(D)

Les fonctions moyennes de la suite

8) (1), %(’C)a ey Oy (7)s. - -

oll on &

(10) 2@ == (1@ g, 0)
®
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forment les solutions de I’équation associée & I’équation (7):
! ) — " (-
(7 0, () = ch k (=, ) oy, () do.
(Dg)

3. Supposons que le noyau % (7, #) répond seulement aux conditions (A)
et (C). Soit donnée une fonction continue f(x). Formons la série de Fourier
qui lui correspond

@)~y 53@) -+ -0, 6, @) +

en posant .
o= f u () £(2) 9 (@) doo
(D)
Comme on a
/ k=n
fu (m)[ (r) — 2 L9 (m)J dw>0
k=

(De)

on démontre comme d’ordinaire, que

k=n
2 ok < fu () ff(@)do < AL2u(D,)D,
k=1 D)

4 étant la borne supérieure de la fonction |f(z)|.
L’inégalité dé Bessel étant ainsi démontrée, on voit que la série

2 2 2
G G —+Cp

est toujours convergente.
Si ’on applique cela au noyau % (=, ), on trouve

o= [ W@ k(e ) g4(0) o = [ (5, 2y () deo = .
(Dg) (Dg)

Ainsi la série

(11) 1 \7) (’7) ( ) ‘P]cz(’f)

I’
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est toujours convergente et on peut écrire

k=m

(111) Sj Qr"\%) (T> < E'

k

k=n
si

n> N,
N_ étant un nembre dépendant de (7). On a, de plus, pour chaque valeur den:

(2 }; B < [ u@hz, 9)do
=T @y

Envisageons maintenant la série

Q () o (7).
(13) ,f}-fk o
On trouve
Loz ()] |0z )] ~ % (w) ~ o)
(Slngpea} < Setta. Sl

d’ott il suit qu’on a

k=m

2%@%@
2

k=n

<\[u@rwg)dse w21,
(D)

N, étant un nombre dépendant de (t). 8i %(r, «) est fini, on a

& < VBV, (w)e, n>N..
=

On peut conclure de la que si le noyau %(<, z) est fini, la série

Z%@%H

k=1
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qui est absolument convergente, converge uniformément comme fonction
de (w) (si (v) a une valeur donnée) et comme fonction de v (si (w) a une
valeur donnée).

Pour ’assurer, il suffit de démontrer le lemme suivant:

Lemme. Titant donnée la série

(14) €,0; (®) = Cg g (@) == -+ =0,V (@) =+ -+

ot les fonctions moyennes v, (w) sont additives et A variation bornée, si
l'ona

k=m
(15) N o ()| <eV(w),
k=
pour "
n>N,

le nombre N étant indépendant de (w) et ¥(w) une fonction additive et &
variation bornée, la série est uniformément convergente.
En effet, en introduisant le terme complémentaire de la série (14)

on trouve, en faisant dans (15) » tendre vers linfini, que
7, (@)] < eV ()
n=>N.

pour

Si (wy), (w,),. .. (w,) sont les portions de (w), on a

Z |7 ()| 0, <& 2 V(w)w,=cV(0)w.
=1 =1

On conclut de Ia que, R, (w)w étant la variation totale de 7, (®),

B,(w)o <V (w)ow <eV(D,)D,
pour
n >N,
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ot suit, suivant la définition du § 5 (2), la convergence uniforme de la

série (14).
4, Si on suppose que le noyau % (v, #) répond & la condition (D) on

trouve

(12/) > w0 - o)

Or, quelque soit le point (4), si le domaine (t) le contenant tend vers
z€ro, O &

(z)— 0, lim %((’3) lim%—(%b)%(y—) =lim ¢, ()= o (%)
le point (y) étant situé dans (z); en effet, les valeurs de »(t) étant posi-
tives, on peut appliquer a l'intégrale ¢, (<) le théoréme 5 du § 4 (2).

A cause de celd I'inégalité (12') nous conduit & 1’inégalité

n
O 072 (1 ,
(1211) Z ‘Pl;\kg./) < 2
n=1 '
qui montre que la série
(1 6) 92 (x) 022 (x) 8 S ﬂﬂ(x)
32 A7 ;
est convergente et qu’on peut écrire
k=m 9 )
H k
si
n>N

2
-\, étant un nomhre dépendant de (z;).

Remarquons que des inégalités (12) et (12)) on conclut, entre antres,
que

% (‘f) <

<, I‘PL (@)

En continuant de supposer, que le noyau répond & la condition (D),
envisageons la série

(18) N 2@ e ()
s )\kﬁ
k=1
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On trouve
k=m fe=m k=in
NEAGHEAONRY > ol(z 2y
(19) (}_‘ % );;@7()!) < N oA,
o I — Ny Ny

En utilisant les inégalités (12,') et (17), on trouve

(19/) Z ICPk(Z)l ?L(Jﬂ< eC,

k=n
si
n2>N,.

La série (18) est donc absolument et uniformément convergente comme
fonction de (y) (le point (z) étant donné) et & cause de la symétrie, comme
fonction de () (le point (y) étant donné).

Il suit de Pinégalité (19') qu’on a

S len @) Jex )l
N\ Y,
Z B < Ceu(7)
k=n e
st
n>N,.
La derniére inégalité montre que la série
/ or (&) 9, (%)

(18) 2 w

est uniformément et absolument convergente, comme fonction de (7) et que
sa somme est égale &

s [0 L@ 9,
Q]
L(z, y) étant la somme de la série (18). En utilisant l'inégalité (11') on

obtient
(2. |ox@)] zwm!) sok <x>v o) (¢> <0oe
k=n =

k=n k=n
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si
n>N_;

la série (18') est uniformément convergente comme fonction de (z) (le
domaine (7) étant donné).

5. Théoréme. Si la fonction moyenne I(r, ) est finie et répond a la
condition (C), 'intégrale

f 1z, 2)1 (0, ) dr do
(Dg) (Dy)
n’est pas négative.
Supposons, en premier lieu, que la fonction /(z, z) vérifie les condi-
tions du § 14 (2). On a

k=n

fl('c, Do, v = f 1z, 2)1(w, y)dr =
D)

k=1 (=)
k:rn
=D (4 (5 @)1 (0, 93) — by (53 )P0, 33) 7
I=1

l, (7, ) et [, (7, x) étant les parties positive et négative de (<, ) pour la

position choisie de (2) et les points (y,)) et (y,") étant situés dans (t;), mais

ayant une position dépendant éventuellement du choix de (w) et de ().
Or, si les domaines (z;) peuvent &tre enfermés dans les sphéres (p), on a

’l(w7 yk’) —l(m’ yk)l < EVs (0.)), ll(w, .'1/];;”) —'l(w) yk)l < 5V2 ((0),
le point (y,) étant choisi arbitrairement dans (7;). Il suit de 13, que
]ll (Tk! x) (l (w) y].;’) —I (w7 '!/k)) _Zz (Tk’ 93) (Z (wa yk”) - l(w’ yk))] Tk <
L eV, (0) (8 (5, ) 41y (73, ) < eVo(w) Vy(3p) 7y
et que
k=m

f Iy @)l (0, y)dr= Z Ly, %) L (0, Yp) T ~+ 0V, (0) Vi (D) D, 6] < 1.
Dy =l

La fonction

[t 91 9
(Dy)
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est finie comme fonction de (#) et de (). En effet on a

UZ(T D), )& < [V, 7,@)d < 7,0)V,0,)D,
(By) (D)

[ (o)~ n)d:| <
(T

IRACIACLEDACTACRS
(D)

On a done, si les (w;) sont suffisamment petits:

(fl(w,m)l(w,y)ck)dw:
(D) (Dy)
l=n
=2Ul( )y, 1) de ) o+ b, [8] < 1.

=1 (p

Il suit de la, que

( fzev, 2)1 (o, y)dc)dm:

(Dp) (Dy)
l=__'};b L:_:;n
=3 N 15, @) og, v @7+ b e+ 8,7, (D) Vo (D) D, D
1=1k=1
ou
. l=n k=m
N N1
20) | ( f Lz, 7)1 (0, 9) dc) do =3 31z 1)1 (0, 4 @5+ Be
(Dz) (Dy) =1l

B étant un nombre détérminé et les points (x;) étant choisis arbitrairement
dans (w;), les points (y;) — dans (7).
L’inégalité (20) subsiste, quand la fonction I(, z) est définie par les
conditions du § 15 (2).
Ayant choisi un nombre ¢, enfermons I’ensemble (E) dans le domaine
(Sy), tel qu’on ait
V.3, By <
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En décomposant les domaines (D) et (Dy) en domaines (w;) et (ty),
décomposons séparément les domaines (D, — 3,), (D, —8,) et @), (3,)-

En établissant les inégalités préliminaires il faut maintenant distinguer
deux cas.

Si (w) appartient & (D,—3,) on a

’l1 (T]ga 'T’) (Z (wa ll/]g,)“"l (w7 yk)) —'lz (’Cl‘;a ‘l;) (l (w: ?/k"))_l(w; !/k))l r <

AR OFACAEN
et
. k=m .
J U, )b (o, gy des= 3 Ly, €)1 (w0, ) 7+ 07,2 (0) V, (D) Dy,
( D'll) k=1
6] < 1.
Si (w) appartient & (3,) on a
lll (’T'kv J“) (l ((')5 -Ukl) - l(wa ?/k)) - Zz (’:3 “) (l (wa '!/k/l) —l(wa Z/k)) “k <
t <AV, @) o V()5
e

k=m

JiE i g)dr= X 1 D@, 1) %+ 207, (@) 0 V,(D,) D,
(Dy) k=1

La fonction
1)1, y) i,
(Dy)

étant finie, répond aux conditions du § 14 (2). En effet, quelque soit (v)

, (6D —16, )1, s é\ | (s, ) — 165 ) o, ) 8]+
@y Dy,
+| f (1=, 2)— (5, ) 1 (0, 1) de | < V(@) eV (D, —3,) (D, —3,) +

()
+ 2V (0) V] (ay) Sy < @V, (w),

@ étant un nombre déterminé.
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On conclut de tout cela, que

J.<Jql(T,:lJ)l(w,y)ci'T)dw::f(fl(q,w)l(w,y)dc)dw_'_

(W) (By) (D~3) (D)
l=n k=m
-+ [( 1 D)o, ) is ) do = 3 3 Uy, @)l (o, gy) o7+ bye -+
B (D) =T i

+6eV,® (D, —8,) (D, — 8,) Vi (D,) D, + 20 V,(3,)3, V,(D,) D,

ce qui conduit & ’égalité (20).
Passons maintenant & la demonstration du théoréme. La condition (C)
étant satisfaite, on a

%Jk& (w) l (fg’ ﬂ’}) dw = —% J\’H; (’U) A (w, “?j) ar
() ()

et les valeurs u (w) étant positives, on a

(21) () ¥ (T By0) = 1 () L(wgs Yy p)s

les points (7, ;) et (¥, ) 6tant respectivement dans (w;) et (vy), ayant éven-
tuellement les positions dépendantes des (7;) et (w)).
En nous servant de (21), posons

Lo Zp1) _ L(0n Yiop)
(7p) u (o)

= Tl,k

L’égalité (20) prend la forme

l=n k=m

f ( J"Z(@ ), 9) dw) do="> T2 u(w)u(t) oz + Be,
(Dz) (Dy) =1 k=1

d’olt suit que I'intégrale considérée ne peut pas étre négative.
Si nous supposons maintenant, que le noyau £ (t, 2) est fini et répond
a la condition (C), la fonction
Iz, 2) = k(= m)_{‘?l @) 91 (v) SR (@_‘Pn (”)}

)“1 n
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satisfait aux conditions du théoréme; on a, en effet,

k=n

(5, 2)| < [k(z, @)+ >,
k=1

9% (®)
Ay

|0, (0] < V(7) + 4% au ()

4 étantle maximum de |0, (#)| pour k=1, 2, . .. n et asurpassant la somme

de méme, les fonctions o, (x) étant continues, on a, pour les points d’une
sphére suffisamment petite

|2(z, #)—1(z, 2")| < eV, (7) + acdu(z)
ou, si k(v,x) répond aux conditions du § 15 (2) et (r) appartient &

(Dy - Sy)i

|1(z, &) — (7, @) < eV, ® (z) + acdu(s),
(<) étant absolument continue, quand (<) appartient a (3).
Comme

o_gf J‘Z(»c, 7)1 (0, 9) d=do =
(D) (D)

9 @) o1, () (J){P (@) o
f glk k >(/(cuj) 25 (Y) o )lmdu

D) =

AII

-
f f (x, @)k (o, y)dwd~—ﬁ fﬂx%)< j"k(w,w)?k(m)dw)ﬁ_
Dz) (Dy) =1 (Dy) Do)
f=1 (D’)% (”x) E {k(w S d’) “r
k=n l=n

- 2 2 17@1 J 91 (#) %1(w) d"’f“z(J) op ()=

k=1 =1 (Dy)

All

lr,_

k=n

fim, 2) b (0, ) do dt — 2 L
(D)(Dy)
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on voit, que

k=n

1
PP | [k k(o o s,
k=1 (Dar) (Dy)

d’ot suit que la série

< 1
(22) Z '}\7.2

est convergente pour chaque noyau répondant a la condition (C) sous la
seule condition qu’il soit fini.
11 suit de 13 que pour les noyaux qui sont finis, les séries

. AOEAGQ)
(23) ;;JT 1>3

sont absolument et uniformément convergentes comme fonctions de (w)
et de (7).
On a, en effet, pour / =3 d’apres (12)

® : (7) © v o2 (7)
<ZI%( ) Lo l> 2%()2%

k=n

< [u@EE Yo [u@F @ 9d 75 <

(Da) (Dy)
<V (R) Vi (w)u? (D) D2 e,
s
n>N,
N étant un nombre, indépendant de (w) et de () et tel que
1
in_z < 32)
pour

TpdMH, I 11
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On a done

Z M‘B&Lﬁ <<V, (9) V,(@u(D)D,
k=n
pour
n>N

et on achéve la démonstration en appliquant le lemme du § 3.
Si le noyau % (, #) répond & la condition (D), chaque série

(2 4) Z Pz (.’13) @Ic ("/) 7 __>~= 3
k=1

est absolument et uniformément convergente comme fonction de () et de (¥).
11 suit de 14, que chaque série

(25) 23@(%;&@ >3
k=1 v

est absolument et uniformément convergente comme fonction de () et de ()
et que sa somme est égale a

1
(25) L f u (%) Ly (z, ) d=
O]
L, étant la somme de la série (24).
De l'inégalité

2 l%(xl ‘%(J)i <o

si
n>N,

oi le nombre IV est indépendant de (z) et de (¥),on obtient évidemment
Pinégalité

k=m
S |9 (w)xlkl% Ol - cu(a),
k=n

si
n_>N.
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6. Nous avons démontré dans le § 9 (3), que si le noyau % (7, @)
répond & la condition (C), tous les noyaux itérés &; (<, #) répondent aussi &
cette condition.

Lemme. Si le noyau itéré &, (v, ) est fini, tous les noyaux &, (v, 2),
olt s> 2m, le sont aussi.

Si ’on a pour les points d’une sphére (p):

Ikm(’;’ x)l <V, (»), Ikm (% m,)"_km (% w”)! <V, (7)
<V, (),

ou
on a en premier lieu
(26) s (7 2)| < G; V().

En effet, comme

k. (5, %)= f k, (5, 2)k(E, 2)dE,
(D)

lkm-ld (=, 50)[ <V (7B,

O &

B étant un nombre surpassant la borne totale de % (<, ). En répétant ce
raisonnement on démontre pas & pas 1’inégalité (26).
En second lieu si s > 2m, on a

b (7, 5) = f k,_, (%, &)k, (5 2) d&
()
et
|k, (=, ) — iy (7, 2") | = I f by (5 2) (£ G, 2) — 1, 6, 2)) 4| <
D)
Ol

o)k 5 201 S o2 G ) — i ) 2|
(D) |
+| f o (5 ) [y, (5 2 — B, (5, 2) dE| <
¢)

< Cpm Vi@ VP (D, —8) (D —3) + C,_y, Vo (2) 2V, (3) 5 < BV, (3).
11%*
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Théoreme. Si la série
(@]
N 0k (@) 97, (%)
= Sagae
k=1 v

est absolument et uniformément convergente comme fonction de (x) (le
domaine (<) étant douné) et comme fonction de (z) (le point (z) étant donné)
et si un des noyaux itérés k,, (t, ) répond & la condition (D), on a

@27) k(s 0) = 2%(@%( ), () m)__z%(x)%(’f), s> 1.
k=1 k=1
Addition. Si la somme (25) contient un nombre limité de termes,
Passertion du théoréme subsiste, si un des noyaux itérés k,, (7, ) est fini;
dans ce cas, cependant, tous les noyaux itérés & partir A’un d’entre eux
répondent & la condition (D).
Posons

(28) by (7, ) = Z‘?k @) ‘°7~( @ %G |, o g).

Le noyau R (=, ) répond & la condition (C). En effet, on a

L -
EL“u(w}R(':, %) dow =
(@)

O"O"* ©) Or. )\
=%fu(m) b, (s, x)dw_%f<2ﬂ)9_l£mcg> o

(w) (w) k=1
u (w) &y (v, 2) do — }:E’%(zﬂ Zl{ u(w) oy (#) do =
(O)) =1 ((x))
= f () &y (=, 2) — Y‘ o ("7) op (@) __
(w L_I *
— 2 (@b na— 3EDL (u@ o0 e =
) k=1 )
=_ - 1 (%) o (@) 1. )
Ju()l.l(w ) ds f(%T)

(=) @
= —i—J u(z) R (w,y)dx.
()

=
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Comme on a
. (?)
[k 9z d= i"ll—]%—
(Dg) ’
* —
f Zm( ) 93 (%) a@do=3 (Pi ) f 9 (@) 3, () do= ’Pé—\ ),
(D) B=1 =1 50 k
on trouve
fR(:,x)?k(w)dw=o, w12, ...
(Dy)

Il suit de 1& que

(29) Ty(s, 2)= f ky(z, &)k, G, 2) dE = f <Z M% E, @) d +

(De) (D2 =1

+fR(T 2) (R(E %) — Z‘?k(x) Pr (E)>d:§——' Z?klff)fkl(ax)?k(‘g)dz—"

@ =y
+ [RG:DRG D) dE— X AP (x)fR(T,z)cpk(t)dE__
(D7) k=1 (D)

o0
LGRS YR

ol
E,(2)=[ R(#) R 2) &
(02F)
R, (7, x) est le noyau itéré pour le noyau R (r, ).

Comme on a
el > g M

la série dans (29) répond aux mémes conditions que la série (25).
On conclut de 13 en répétant les raisonnements, qu’on a

(29) b)) = 3 BOREO 4 B (5,9)

=1

R, (7, z) étant le noyau itéré pour R(z, z).
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Si le noyau %, (t, #) répond & la condition (D), le noyau %, (v, %)
répond strictement & cette condition.
Si le noyan %, (<, 2) répond 4 la condition (D), la série

(30) " ox () ?k )

)\ T aosml
k:l

est, suivant le § 5, uniformément convergente comme fonction de (z) et ().
Il suit de 13 que L (,y) étant sa somme, L (z,y) est continue et on a

(31) 389801 (416 g
= &

La fonction (31) étant finie, on en conclut, que le noyau

By (5 8) =k (5, 2) — > %@
k=1

est également fini.
Ayant ainsi démontré qu'un des noyaux itéres pour R (v, 2) est fini,
nous pouvons affirmer suivant le théoréme du § 13 (3) que I’équation

(32) 9(@—_—0[12@,@?@)&::
@)
= (k@95 (y)dfr——-cfE"‘(x)%(T) (v) d,
@y

si R (7, ) n’est pas égale identiquement & zéro, a une solution ¢ (z) pour
un choix convenable du nombre ¢, o o (z) est différente de zéro.

Or, on s’assure aisément, que la fonction o () est orthogonale 4 toutes
les fonctions fondamentales o, (). En effet

[u@o@ o,@do=c [u(@ e, ( [ (20 )dr) do—
(De) D) (D)

—éi;“("’)%(“)(g Z ox(@) 9% (= )cp(y)dfc> —0
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car
[4@e@ ([hEa ¢ @) du=
(Dy) (Dy)
=[ 20 ([1@kEe @ do ) dr=57 [ ¢@)e @) d=
(Dy) (Do) @y
et
[u@e,@ ([ 2 2RO o) dr) du=
(Dz) (D) =1
=+ (2 %O [u)gp @0 ) dx=[ 205D ar
(Dy) = (Dy)
11 suit de 14, comme
f 2 ‘Pk(x)(?l( ) (?/) A 0_01 (PL (x) o, ("c) cp(y)ah =0,
(Dy) k=1 =1 (Dy)

que I’équation (32) a la forme

1@ =c [k(9)90) &

(Dy)

et que, par conséquent, ¢ est un nombre caractéristique du noyau %; (t, «)
et o(«) une fonction fondamentale qui Iui correspond; mais cette conclusion
est en contradiction avec le fait établi, que ¢ (x) est orthogonale & toutes
les fonctions fondamentales g, ().

Il smt de 14 que R (%, ) est égale & zéro, ce qu’il fallat démontrer.
Ayant démontré la premiére des égalités (27), on obtient sans peine

Ky (5, 3) = f k(z, @) by &, 2) dE =
(D)
___2 o @ )fk("’z)‘?k(&)dr 2 L(;")_'_f];(’t

k=1 ( D,) =1

Si la série (25) contient un nombre limité de termes, on s’assure
directement que R, ;(7,x) est fini.
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9. Remarque. La supposition du théordme qui concerne le noyau itéré
k,, (7, ),

était nécessaire seulement pour établir que la série (30) est umformément
convergente comme fonctiou de (z) et de (¥), ce qui a permis de démontrer,
que le noyau itéré R (v,z) est fin.

1) On s’assure aisément que, s1 la somme d’une des séries

(25') 2 o (@ %% @), £>1

7\ =
=1 L

est une fonction finie, un des noyaux itérés R, (<, ) est fim1 et I’assertion
du théoréme subsiste sous la seule condition qu’un des noyaux itérés &, (<, %)
reste fim. En effet, la série (25') étant uniformément convergente comme
fonction de (7) sa somme H (7, z) est pour chaque (x) une fonction additive
et & vamnation bornée, ce qum est démontré dans le § 5 (2).

Si on suppose, que la fonction H(z, ) répond aux conditions du § 15 (2),

les fonctions V,(x), V,®(r) 6tant remplacées par les fonctions V, (x)
et _1733-)(&) et Uensemble (E) par I’ensemble (E), la somme de la série

Z or (%) 91 (v)

1 >
=1
qui est égale & la fonction

fk(s, %) H(x, 2) dt,
Dy

répond aux conditions du § 14 (2). On a, en effet,
Uk(‘é x)H(fc,z)dE’< V.(3)V.(D,) D,
(De)
et, (3) étant le domaine contenant I’ensemble (E),
(& 2)—rE o) B9 @ <
(Dg)

<|[ kE2)—rEo") H,
(D;3)

S|
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[ (kG ) —k ) HE 8] <

@)
< VPD, =)D, —3) V. (r+ 2V, (3)3. 7, () < B V(5.

Il suit de 13, que

tm( x)—ktm(’- g’) S‘J—(_‘)w\)—t?n{c_(’i)

k=1

est fini, ce qui permet d’achever la démonstration du théoréme.
2) Pour le noyau

] ? dy
s (7, ) == f

(z+9y)1g? (x+7)

«
dans lequel (1) est I'intervalle («, B), olt

0<a<B< 5

qui répond aux conditions du § 15 (2) et & condition (C) avec u (w) =1,
aucun des noyaux itérés ne répond & la condition (D).

3) En changeant ’énoncé, on pourrait donner au théoréme la forme
suivante: si la série (25) est uniformément convergente comme fonction de
(z) (le domaine (<) étant donné) et comme fonction de (7) (le point (x) étant
donné), si un des noyaux itérés %, (v, %) est fini et si pour un certain ¢ on a

l@x(x)‘<0 k=1,2,...

I’égalité (27) subsiste.

En effet, sous ces conditions on peut démontrer qu'un des noyaux
itéré répond 2 la condition (D).

Si k,, (7, ) est fini, la série

0 Wk
2|
3
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est convergente. Il suit de 1& que

S0 ol

7\ T otvem

2
2: @ 1
<< YLV
Te=m k=m 2

2 1 1 .
. gﬂ ‘P___ikg’) 3 < (2 <gﬂ {;:2-,-”-> < ¢ sin> N,

et que la série

[ee]

oz @ 91 ()
)\kz t+2m
=1

est uniformément convergente comme fonction de (z) et (¥).
Comme le noyau k,,, .. (s, ) est fini suivant la remarque au commen-
cement du § 6, il suit de 13 que
R V o5 (@) 95 (7) _

atvam (7 2) = Ky o (7, 2) — 22T
k=l

1
= Fgprom (7, 2) — poy f“ (7) Ly (2, 9) dr
() »

et que B, (7,;) est fini, ce qui permet d’achever la démonstration et donne
en dernier lieu que %,,,,,. (7, %) répond strictement & la condition (D).
8. Si le noyau k(t, ) répond & la condition (D), on a pour I > 2

(33) Fy (7, 2) = 2 P (?:k @,

k=1

car pour /=2 il est démontré dans le § 4, que la série répond aux condi-

tions du théoréme et dans le § 5 nous avons démontré, que les séries (33)

sont uniformément convergentes comme fonctions de () et de () pour 1>3.
En reprenant les formules du § 5 nous avons que

1
W9 =1 [v@ L@y,
@)



SUR LES DE VELOPPEMENTS SUIVANT LES FONCTIONS FONDAMENTALES 171

L, (z, y) étant la somme de la série

(34) E ?: %) 91 (Y) (a:) (Pk (J)

On obtient ainsi
T (_,r ) = 2 ¢ &) (a:)
k=
0, Si l'on a

k(s x)_—fu(m)L(x y)dn
@

la fonction (7, ) étant continue comme fonction de (2) et de (), on trouve

B 2) = [ k(s AR (o) di =

(De)
=1 fu(m)(fL(y,z) E u(E)L(z x)dE) dt =
(T) (Do)
-——?fu(ft) u(z)L(y,z)L(z,x)ds)d»c
® (Dz)
Il suit de 1a que
kg (7, %)

Ly(z,y) =lm L2 —(;)f)u(aL(y,@L(z,x)dz-

La fonction L, (x,y) étant dans ce cas continue comme fonction de (x)
et de (y), la fonction L, (z, x) est également continue. Il suit de la d’aprés
le théoréme connu de Dini, que la série

(16) Sud
k=1

est uniformément convergente, c’est-a-dire qu’on a

Z‘Pk()<€, si n > N,
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N étant un nombre indépendant de (z). L'inégalité (19) donne alors que la
série (34) est uniformément convergente méme pour /=2, ayant pour
somme L, (2, y) et que &, (%, ) lui-méme est donné par une série unifor-
mément convergente comme fonction de (z) et de ().

10. Supposons que le noyau % (1, ) répond aux conditions (A) et (C)
et qu'un des ses noyaux itérés est fini.

Supposons encore que, &, (7, #) étant le premier noyau itéré, subsiste
I’iné

k=n s X
(35) 1(?€(£u(w)k,(¢, x)dw)m—gl %“’—)E<A(w), si n>N

A (w) étant une expression, dépendant des valeurs de (), et N un nombre
indépendant de (w).
Posons

k=n
k()= E M}\fm + R, (7, %).
k=1

On trouve

% fu (w) b (%, 2) dw — Z hAL LA (w) % G j“ () B, (7, 2) deo
(w)

(w)
et

.(fu(w)Rn(T,m) dw>2<fu(w) do ~fu(m)Rn“(¢,x)dm<
(®) ©) (®)
< u(w)w f u(w) B, (7, ) do.
Orona Pa)

(36) f“(“’) B} (7, 2) dw —f 4 (w) [lc (%, 2) — 2 oz (@ ) P (’7)]
(D) k=1
fu (@) B2 (7, ©) do — 2 % (%) (”)
(Dg)

En appliquant la formule (5)

(5) = f u () by (7, %) do = f w(@k (7, 2) b (o, 2) &%,

(0) (D)
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nous avons
(—(10— fu (w)ky (7, 7) dw )mm _—_—fu ©) " (z, 2) dE.
(w) (D)
11 suit de la suivant (35) que
(37) fu ((x)) RMS (’C, 13) Ao —
(D)
=((1—0fu(w)k2(¢,x)dw>m_ V?A (T)<A(F) s n>N.
=T _1

(w)
Donc

[u() B, w)dw[< VBVA®, n>N,
()
B étant la variation totale de u(w) dans (D,). On en conclut que

(38) ‘ )b 2)do— Z‘Pk(@)‘?k(") <YBVA®) >y
(w) — 7‘76 (3] b

La derniére inégalité & cause de la condition (C) peut étre remplacée

par
k=n
(38) }lfu(w)k(c,x)dw—z P o)) & ‘/BVA(“’ ,si >N
“© =
Soit
(39) F @)= u@k( 1) d:

62

la fonction f(2) étant continue. Comme on a

[u@rEar@E=[(F [vOGE) 1@ d=

(D) (D) (E)

f( fu(ﬁ“)k(way)dﬁ f(e)ds=

(D) ()

—fu(»)(J k() @)% dr,

D2)
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la fonction F(7) est la moyenne de la fonction

k& fE

(Dy)
On trouve

F=3 %0 9 [u@u@ (OE+ [ 4@ R,GAIOE

= (Dz) (D2)
otl, suivant (37),
lfu(E)Rn(w, ,2<fu(£)f’(z)d5-fu(E)Rnﬂ(fc,z)dz<
(Do) (D) (De)

<[v@FEE 4@, 22N
(Do)

Remarquons qu’on a
“= f FO o) = 9,0 ( [u @52/ &) dr=
Dy (D

= f u(i)f(z)( (koo @)ax) E=5 [u@FE) o)

(Dy) (Dy) )

On obtient donc finalement

fu(g)ﬁ(z)ds VA®), si n>N.

(Dy)

k=n
(40) IF(T)—E 601 (9| <
k=1

n choisi pour f () le noyau % (w, 2), on trouve, en utilisant de
nouveau la formule (5), que

k=n
(38 Ilfu(w)k,(fs, z) dm_z _‘Ek_@)_?_f_kgl)
" =1 F

<\ [u@ k@)% VAG, 2N

(D2)

<
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Remarque. Si le noyau & (v, z) est fini et si 'on a
bz 2)| < T, (v)

on peut remplacer, en désignant par C? la borne totale de % (), la derniére
inégalité par

k=n

1 : N 0% () 97 (%)
1 (o do— N 2l0) 97(7)
!m( ;)f w(w) &, (z, %) do ‘k}; 2

<OV, (0)VA(R), n=N.

Comme !’inégalité (35) prend dans ce cas la forme

]( fu(w)k (7)o )_ 2

() b=

n>N

on voit qu’on peut & la place de A4 (w) mettre chacune des fonctions
4,(0), 4y(©), - -, 4,()

4, (0) = CV,(w) Y 4, (w).

ol

Comme on a
1 1

9 =
4,@)= (07, () >4
et comme Ja limite de
1

A"

est égale & I'unité, si 4 (w) est différente de zéro, on en conclut qu’on peut
remplacer 4 (w) par C? V?(w).

11. Supposons maintenant que le noyau itéré k; (7, «) répond & la con-
dition (D). Il suit des conditions du § 6 qu’on a dans ce cas

ko (v, %) = 2 o (@ ) (Pk (“') f u(7) Ly (%, y) d=
(“-‘)

Ly(s,y) = Z‘Pk( ) 2% (¥) |
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toutes les séries étant uniformément convergentes comme fonctions de leurs
deux arguments.
On voit facilement que tous les noyaux

k,(%,x), m >3l

ont la méme forme. On a, en effet

LA ) ’—f]isl(“,z) k&, =) dz ———f( u(’t) L, (29) dc) k(o) dt=

(D) (Dz) ("')
== (4@ ([ Zan kG &) dfc::—fu(») i (3,9 85
. (=) D2
ou
L31+1 (xa ?/) =f Lal (‘z7 y) k (Ey .1") dE =
- (D)
=390 (160 0= 3 2080
k=1 (.D ) =1

et ainsi de suite.

Posons
m==2°> 3.
Nous avons T
)= 3, HO%E D2 (4@ L, ()
k=1 (‘t)
Comme

{L (ﬁ,‘j) Z?k(x)ok(./)1<e, si ”Z__N
N étant indépendant de (z) et de (y), nous avons

k=m
1 (@) 95 (%) : ,
- o A — 95 %) 5 7 -
!T(J u (%) L, (,v) gl A l<au( ), si n>N
et
{%fu(w) (7, @) doo — 2 9°7~("’)‘P7( )l<au(fr)u(w), S n>N
(w)
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d’ot il suit que

l(%fu(w)km(c,r))mzr—gﬂﬂ%

(@)

(%), si n>N.

En appliquant la formule (38) nous obtenons pas & pas

k:
—fu(wﬂ i — 3, BB < VB i)
pa A ? @
k=n 51
! .
'“fu(w)lm( ) do — z?k(“’)ik(ﬂ;‘<Bm:2
(@) k=1 )LkEﬁ’
A1) ] e
k= 257141 1
- o o (g ()| B FE
'Zf u (W) by (5, 2) do — > & (u;\kgk ) BT
(w) k=1
2541 1
28 S
l— % (w) (7, 7) do— E?k(ﬁwk(ﬂ Bme '

(@)

Comme pour chaque %;(t,2) on a

_fu(m)kz(~ :r)dm-—J w@) k(s 2)k,_, (0, 2) dE,

(D)

on trouve en appliquant la formule (40):

(42) l% [uo)(z2)do—
©)
L
z‘?k(“))‘?k(") < \/IU(E) (o, 2 21 .g2 ’

TpdMH, I 12
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car dans le cas considéré

= (% [ 4@ do ) g ) dr=
(Dy)

)
_f( fu(’r) kl (w’ y) d’?) Pz (y) dr _—:-f % (r;) kl (w, y) % (y) dr — 2;6‘_]52@_) .
Py O (D

On voit ainsi que si un des noyaux itérés répond & la condition (D),
on a pour tous les noyaux

(43) ——fu(co)kl(q: x)dco——z cpk(w)%@ 1=1,2,...
(@)
L’inégalité (40) donne dans ce cas: si

F@=[ u@k(2) 6,

(D)

on a
- Pl 1

2 2
IF@— S 0,0 < \/fu('&)fﬁ(z)dEli——T———, n>N.
k=1 (D2)
On a donc
(44) F()= z o, o=[F@a6)d.

(Dy)

12. Supposons maintenant que % (v, %) est fini. Il était démontré dans
le § 5 que les séries (43) pour 7 >3 sont uniformément convergentes comme
fonctions de (w) et de (7), si le noyau %(r, z) est fini. Comme on a

by (7, 2)| < G, Py (%)
I'inégalité (42) prend la forme

< 4, BOF

f=n
(42" ll_ j u(w)k, (z, 2) dew _2 ok (‘01) oz (%)
m(w) k=1 %
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A, étant un nombre détérminé, d’olt suit que dans le cas considéré la
série (43) pour ¢ = 2 est uniformément convergente comme fonction de (w),
(le domaine (7) étant donné) et comme fonction de (t) (le domaine (w)
étant donné).

Si le noyau % (t, ) est fini, la série (44) est absolument et unifor-
mément convergente, car on a

= f F@20)dr= ,0) ( [ 4@k () dr =
@) Dy
—fu@f(z) ([*e, z)@k@)w)dz_—fu(af(z)w)ds_—,

(De) (Dy)

&, étant le coefficient de Fourier dans le développement de la fonction f(z).
On a done

k=m k=m
< lckl?k(T)> < I’%Il(ﬁ’;(?g <f}"ﬂ jL g¢)<
<afu(m)k’(¢,x)dw, si n> N,
(Dy)

NN étant un nombre indépendant de (t), d’olr il suit que

i _
%lckllq»k(ﬂk VeVBV(0), sin=N
et que
fe=n
(45) .F(ﬂ)—Eckcpk(T) <\ViVBV,(9), s n>N.

=1

Convenons de dire que la fonction % (w) répond & la condition (B,),
si I’ensemble (E,) des points (z), dans lesquels la valeur de w (w) est égale
3 zéro, est de mesure nulle et supposons, que la fonction % (w) vérifie la con-
dition (B,).

Exemple. Si (w) est Pintervalle (, §) ot 0 <a<<f<1 et si

u("")=ﬁl 2 22—1

— %

12¥
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ol s, est le nombre des fractions de la forme %_,—':—1, vérifiant 1’inégalité

27c+1

@< <5
la fonction moyenne % (w) répond & la condition (B), mais non & la condi-
tion (B,).

Rappelons, que la fonction V,(w) a presque rartout une valeur.

Soit («) un point, dans lequel u (w) est différente de zéro et la fonc-
tion ¥, (w) a une valeur.

En désignant par (w) un domaine contenant le point (x), divisons les
1égalités (42') et (45) par u(w), ayant remplacé dans la derniére (<) par (w):

1

k=n

(o < V,(0)e

[rnnao— 3 B2 < 4 RO
) k=1

o % (®)

I=n
F (co) o3 (0)
{4 (o) l:-: %k (o)

3 Vilo)
< \/—8 \/B 'ul(co)

et faisons tendre (w) vers zéro. Les fonctions %; (%, 2), ¢, (%), F (2) étant
continues, on a

hm —- (w) f u(w)ky(7, 2)dw =lim “ﬁ(“’—’L(‘J(;J-’ = lim k; (v, &) = k; (x, 2)

im? (((‘;’)) lim J 4(w) F (@) do = F(z), lim ‘Pk( )_ 00 @)
“

nous obtenons pour le point (z) si » >N,
1

52— N 2D < o
=

k=n
FO— X aa@|< @ Vs,
k=1
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C(x) étant dépendant de (), d’ol suit que les égalités

o) — N 2 @) 21 (5)
(43) b= 3 BRI
(44) F(@)= 0,9,
h=1

subsistent presque partout, si la fonction % (w) répond & la condition (B)).
13. Nous avons démontré dans le § 8 que, si le noyau % (1, #) répond
4 la condition (D), les séries

(33) o)=Y, BEH0
k=1 ’

sont uniformément convergentes comme fonctions de () et de (t) pour /2> 3;
pour /=2 la série (33) est uniformément convergente comme fonction
de (z) (le domaine (z) étant donné) et comme fonction de (t) (le point ()
étant donné).

On a, de plus, suivant le § 8

hy(s,2) = = J'u(w) Ly, 9) dv

()
ou

N a@n®
(34) L;(@,y) = ]_2_1, k_lle_,

la série étant uniformément convergente comme fonction de (x) et de (¥)

pour />3 et, pour /= 2, uniformément convergente comme fonction de (z)

(le point (y) étant donné) et comme fonction de () (le pomnt (z) étant donné).
En substituant dans ce cas « (<) & la place de V(<) dans (45), on trouve

k=n
’F(@—-z tyop ()] < VEVBu@, sia>N.
k=1

Or on a
si (t)—0: lim uF—((g)) = F(y),
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ou, suivant le § 10,

Fj)=[ kG f @) &

(D)

On trouve donc, en divisant la derniére inégalité par « (<) et en faisant
tendre (t) vers zéro, que

(46) [#6)— S et < VB, 6 2N
k=1

On en conclut que la fonction F(y) est donnée par la série

Fy)= > 6,2 (¥),
k=1

qui est absolument et uniformément convergente.
14. Silon a de plus

(47) (v, @) = f () L (z, 9) dr,
(1:

la fonction L (7, y) étant continue, 1’égalité (33) subsiste méme pour /=1,
Les séries (33) et (34) étant pour /=2 uniformément convergentes
comme fonctions de leurs deux arguments, on a ’inégalité

fo=n
Seeno) o,
=1 k

qui conduit & 1'inégalité

]( 2 (w@hE0de)_ 2 o

(@) =1

< e (w), n>N

ce qui montre, qu’on a dans ce cas

A(w) = a1 (0)
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et I’inégalité (38') se transforme en

l —
l];fu(w)k(ﬂ:,m) o — %(wi%(f) VB\/E“(‘“), n>N,
© =

1’0t il suit, par le procédé du passage & la limite, I’inégalité

(e, 0)— q»ﬂxi:ok(r) <VBYE >y

k:l

Nous avons dans notre cas

49 Fo=[(t[+®I6 &) (z)dz——fu(&)L@,z)f@)da
(D) (E)

La fonction de la forme (48) est donc développable pour chaque fonction f(2)
dans la série (46), qui est absolument et uniformément convergente.
En posant

fO=7 [vOOE
(De)

nous obtenons

F@) = [kGAQ &,

(De)
d’otr suit
@)  [reAOE=3 gu@, o=[FEe)d
(Dg) k=1 (Dy)

La derniére formule peut étre généralisée dans le cas que nous considérons.
Comme la série

k(r, ) = 5 Pr (”) o5 (%)
k

k_
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est uniformément convergente comme fonction de (z), le domaine (t) étant

donné, on a pour chaque fonction moyenne additive et & variation
bornée v(w) que

_j 8

Il

w (%) —fL (z,2)v(w)d

Pz)

H

f 1@ ow)de = g,0.(%)
Dy) =1
ol

o= 1Jv(w)qac(oo)olw——fw(r %) a1,
(D (Dy)

la convergence uniforme de la série n’étant pas démontrée.
Comme la série

k, (=, z) = ‘PL (?:k (0
k=1

est uniformément convergente comme fonction de (x) et de (1), pour chaque
fonction additive et & variation bornée v(w) on a

(49) w(z) = f k, (v, 2) v () dw =
(D)
—3% ﬂfd,o(x o) do = 3 () [ 0(5)2,0) a5,
k=1 (Dx k=1 (D )

la série étant uniformément convergente.

Si on sait seulement que % (<, ) répond & la condition (D), I’égalité (49)
subsiste, mais on ne peut pas affirmer que la série soit uniformément con-
vergente.

On peut de méme donner & la série (46) la forme

(46" F(w—f LenfOE= o), 6= =[Fu)n@d.

= (D)
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Mais I’égalité plus générale, contenant la fonction »(%) & variation
bornée

F)=] L(a mv(ada'_\c,,%(z/) o= F) o, dn
(De) (Dy)

peut étre écrite seulement quand on sait que la série

% 9% (@) 21, ()
i lk
=1

est uniformément convergente comme fonction de (z), le point (y) étant
donné.
Sil'on a affaire & une équation intégrale

2@ =1[ L2)¢0) -+ ()
(Dy)

odl L(y, z) est une fonction symétrique et continue, on peut lui donner
Ia forme

cp(m):?\f(%_—fL(y,x) @) o () de -+ (@).

(Dy) (v)

L’application des formules établies montre, qu'on a toujours

k=1

—fL(y,xmc-—}_j?k—(M % @=1[n b
7)

¢, (%) étant les fonctions fondamentales de 1'équation et la série étant umi-
formément convergente comme fonction de (z), (t) étant donnée; quelque
soit la fonction moyenne v (w) additive et & variation bornée, la valeur
moyenne de

F(z)= J’L (4, 2) v (7) de
(Dy)
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est développable dans une série suivant les valeurs moyennes des fonctions.
fondamentales

(e o]
1 1
L [F@ao=F g00), o= [ P@) 9@ do;
() k=1 (D)

seulement la convergence uniforme de la série n’est pas établie.
15. Nous disons que la suite

(8) ¢ @), 9@), - ., 9,@), ...

des fonctions fondamentales est fermée dans le corps des fonctions continues,
si, ayant posé

k=n
B,@)=f@— 3 6u@) 4=u)f@)6)ds,
k=1 (D)

on a pour chaque fonction continue f(z) I'égalité
lim f u(9) R, (y)dz =0,

(Dy)
ou

f w() (@) do =N ¢
k=1

(Dz)

Si la suite (8) est fermée, on a pour chaque fonction continue f (z)
le développement

(50) i f w(@) @) do =" ¢ ¢ ().
(@) =]
En effet

)
S [u@ @ do=3 g0, () += (4 R,@dw
(«) k=1 ()
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et on a )
[ 4@ 2y dof| < [u(o)do [u(0) B2@)d0 <
(@) (@) ()
<u()o [u(©) B2 @) do.

(D)

Il suit de 14 que le terme complémentaire de la série (50) tend vers.
zéro. Si la ferméture de la suite (8) est démontrée et si la suite (8) cor--
espond au noyau de la forme

k9=~ [u(@) Ly,
)
la fonction symétrique L (z, %) étant fini ou non, mais telle que 'intégrale
fu (w) L2 (2, y) dew
(Dg)
a un sens, chaque fonction de la forme
fle)= (u (W) Lz, y)h(y)dr= f k (%, x)h(y)dr,
(Dy) (Dy)

ol A (x) est une fonction continue, est développable dans une série suivant.
les fonctions (8). En effet, si l'on pose

k=n

(61)  h@= S o)+ R,@), h= f () h ()5, (@) do,
k=1 (Dy)
on trouve
k=n
fa)=" ¢, 9 (@) + f (%) L (&, 9) R, (¥) &=
k=l (Dy)
ol

o= [1(0) 1) @) do = - [ 4(@) ()73 () do ="
(Dg) Dy)
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et on s’assure que

(fr@ L@ B, G ) <

(D)
< fu ()L (z,y)dr f u(t) R (y)dt < 4%, n>N,
(Dy) (L)

4 étant un nombre détérminé.

La série
o0

fl@)= Z ¢ 9% (%)
k=1

sonverge absolument et uniformément, si le noyau % (t,«) répond & la con-
lition (D), car on a:

k=m - )
(S atne) =(Zmiel) < Se
7c=n

k=n k=n

16. En supposant, que le noyau % (t, z) répond i la condition (D),
reprenons I’équation

(52) 2@="2 [k(z,0)9() &=+ (@)
(Dy)
Comme, d’apres les considérations du § 13, la fonction
f h(z, 2) 9 () dn
(Dy)

peut &tre développée dans une série uniformément convergente suivant les
fonctions fondamentales, on trouve, en répétant textuellement les raisonne-
ments ordinaires qu’on a

(53) qa(x>—f<w>+ l_l@k@, o= [ 1(0)f @) 3, (@) do.
(D)
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En passant maintenant & 1’équation associée
(52) v(7) =2 f k(7 2) 0 () do 4+ F(2),
(Dz)
ol F'(7) est une fonction moyenne & variation bornée, on trouve que
(54) v(t)=F(x) =% f %(7, 2) F(0) dw + 22 J k, (v, 2) 0 () do =
Dz} (Dz)

= F (7) 2 { y (=, ) v (w) doo.
(Dg)

La série qui donne le développement de

f k, (v, 2)0 () doo
(D)

189

suivant les valeurs moyennes des fonctions fondamentales étant uniformé--
ment convergente, on peut appliquer & 1’équation (54) tous ce gu’on dit

a propos de I’équation (52). Si ’on pose

o0
f ky (5, 2) v (@) do = 3 g,0,(2)
(D2 k=L

(o] [ee]
: !
[hEaR o= hae=3 ke
(D) =1 =1

=

ou

h,k=f<fk2(¢,m)F1(w)dw>(pk(y)d't=

(Dy) Do)
[RAGLAOLS
(D {
=[F@ ([ 0a0)d) do =0 — .
Do (D

on trouve que

AN/ !
1___)= 3 __ %
gk( )‘762 )\kﬂ ? gk )\ks 32
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et
vit)=F, (a:)-._zl )\sepk(’c)
Or, on a
k__fF(w )o@ o+ [ @ ( [Elo, 9F Q) do=
On (D)
_fF(w)ok(x)dw+fo(z)(fk(m,z)%(x)dw)dz_ck(l+ ),
De @) D &
oll

= J‘F(w) 0, (@) dw.
(D)

11 suit de 13 finalement

v(fc>=F(¢>+(fo)k(¢, 2) F()do+ 3 V cklk ()

Si le noyau % (7, #) répond seulement aux conditions (A) et (C), ayant
un noyau itéré k; (1, «) répondant & la condition (D), tous les noyaux
%, (7, ©) & partir d’une certaine valeur de 7 sont de la forme (47) et méme
tels que la fonction L, (z, y) est développable dans une série uniformément
convergente de la forme

< 9 (@) 9 @)
g—' k lk”‘k .

Comme les solutions des équations (52) et (52') vérifient aussi les
équations

2@ =r@ -+ [k, az)f(y)dfc—l—)@fk (%, D) F(g) dz -+ -+

Dy)

+)\m—lfkm (=, m)f(y)d»:-.-x"*fk (%, 2) 0 (y) dr
Ty B
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7f('r)——-F('v)—*—lfk(w, w)F(w)dm+xsz2(¢, 2) F(0) do 4 -+ +

(Da) (Dg)
2t [l 3 (5, ) F (@) do 20" [ I (5, 2) v (0) do
(Dy) (D)

on s’assure aisément qu’on a

9(@)=f(z) + f (%, ) F(y) dr = -+ —Km—1 f b, (%, 2)f () ds—+
(Dy) (By)

)_m—l

(o)
-y l
+ N —W%?k (@),

k=1 k

o(7) = F(7) + A f (%, @) F(0) dio -+ 4= N2 f b, (%, ©) F(e) do +

(D) (D)
R
+%F;W o 95 ()
ol
0= f () £ (@) 9, (2) deo = f £(#) 9, () dw, Tesp. ¢, = f F(w) o () dow.

(D) (Dz) (Dz)

17. Pour donner une application aux formules du § 16, nous allons
démontrer les formules de Plemelj, mentionnées dans le § 14 (3). Suppo-
sons, que le noyaun % (7, z) est fini et qu’un de ces noyaux itérés répond a la
condition (D).

En rappelant les formules du § 4 (3) nous avons, en introduisant le
détérminant de Fredholm et ses mineurs en premier lieu que

(¢ l):)xfk(‘&,tt:)l)(i‘)\)dE+k(¢,x)D(7\)
d’ou il suit .

D(j

7\> =DO\){ k{7, 2) + Moy, 8) 4+ - = 2"k (5, @)+

1m

O ]
1
—+ Zx—k_—i e 9% (7) ?k(x)}=
k=1
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car dans le cas considéré on a

) D () ox (7}
6 =D [ k(= 2) g3 (0)doo = D0}
(De)

Comme on a

P(E) = ren)n (3] &
+k(b1,x1)19( 2)—h(s,, 2 I)D( 1)

on trouve en appliquant les mémes formules
P =2 e
bl, h2 [3

—D<’”2 A
71

SN (o } _

"_")‘m_lk 1 (Tg5 ¢ 1)}

+D<x2j)\>% 1 Am )

T b (T) ¢ (2
Tg| 75:.)% A Ay

){k (5> ;) + Wk, (7, ) +

-D (7 1);-,‘,51_1 S 75 2 () =
Lo DI iy
5t D
L'application des mémes formules 4 I'équation
PETE)= e w0 (2 3
+ ) D( :!x) —k(p, ) D (2 %13) —k(s,, o) D (O

*)

T11 Tg
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2)=

M) D(Z2)-D( %) (&

1 *17 T'-x

D( x), 1)(

donne immédiatement

D(ml, Ty, Tg
T1r Tor T3

2

et ainsi de suite.
18. Supposons que les deux noyaux, & (v, z) et g (s, #), qui répondent
4 la condition (A), sont unis par I’égalité

(54) 1 f 0 (@) (s, #) do =— ’ w(®) g (o, ) dr,
© )
ol u(w) et v (w) sont les fonctions moyennes vérifiant la condition (B).

Par exemple, si L(z, y) est une fonction continue de () et de (), nous
sommes dans le cas considéré, si

(5) ko)== [4@L@nds, g o)== [v@ Ly, 2)ds.
(x) (x)

En effet, dans ce cas

~f’0(w)k(¢, x)dw_—— v(w)(fu(fc)l}(x, ) dfc)dm
(w) ()
\
1 [u@g (0,9) dv = j w(@)( f'u(w)L(x, y)do ) dn =
(7) (w)
v(m)<fu(¢)L(w,y)dfc)dw
(w) ()
J’ai envisagé les noyaux de la forme (55) dans ma communication au Con-

grés a Bologne.
TpdMH, I 13
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Remarque. Si le noyau % (t, ) répond strictement & la condition (D)
par rapport & w(t), le noyau g (=, ) répond strictement & cette condition
par rapport & v (t). En effet, de I’mégalité

H—fu (%) 9 (o, y)dfrl <—:)—fv(m) & (=, 2)|do <
(1) ' (o)

<-;—fw(w) Ou () dw = Cu(7) v ()
(@)

on conclut en divisant par «(t) et en passant vers la limite, que
9 (@, 9)] < O ().

Les noyaux (55) répondent aux conditions de cette remarque.
Envisageons le systéme des équations

s@=2 [k )4 ds
(Dy)

(56) Y@=1 96z, 2o d
(Dy)

En éliminant ¢ (z) on trouve, que

7@=" [ o) [0 G v @ )d=

(D) (D)
= )@fcp(z) (fk(fv, 2)g &, y) d ) s

Do Dy
ou
(57) o (1) =22 f 5 @) o (&) dz,

(D)
ayant posé
(58) EG 9 = [ k()9 9)d=.
)

Le noyau k (%, #) répond & la condition (C) par rapport 3 v (w).
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En effet, on a
1 k—-— d 1
o | P @EG Ddo = [v@)( [ kG, 296 9)d) )do—
(@) ( ) Dy)

=469 (£ [1(@)kG ) do)de=

=[0G 9(2[u@g @) dr=[v@g(e 99 vd=

(Dy) () Dy

=fg (w, ) (%fu(ﬂ:)g(‘&, y)ds )dr::
(D)

= (96,9 (£ [vOre &%) ds=
(D) @

=—§— v(E)(fg(w, Wk (,2) d’r)d2=%fv(§)md2.
@

& Dy

On a de méme

(57) V@) =2 [ G Y &

ol .

(58" kG = [ 96 kG g ds
(Dy)

et & (%, «) répond & la condition (C) par rapport & u(w).

Nous supposons que le noyau % (t, z) répond & la condition (D) par
rapport & v (7).

Cette condition est évilemment satisfaite, si le noyau % (7, ) répond
strictement 3 la condition (D) par rapport & (t); le noyau g (7, z) répond
dans ce cas strictement 3 la condition (D) par rapport & (<) et on a

G = (16296 A& | <006 [kE 2

(De) (D)
13*
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L’équation (37) a sous cette supposition des solutions et les nombres

caratéristiques du noyau % (%, z) sont réels; comme on a:

_(v(w)pz(x)dw—-‘v(w) @) fq;(z) fk(fc,x)g(’;, dm)d’&)

ID_,) (Dx) (Dy) ( Dy
= [2@([sC0 ([ 2@ Dow)du )dr )=
De) (D?/ (Dx)

m

—-J % () f'y y) f(w)l»( x)dw);,(m)dw>d¢)dz=
D) (Dy)

=j?(z)(jg(&y)( (J (’»)g(w,y)q:(x)dw>d¢_)d¢)dz=

(D) (Dy) (%) (D)
=f o) 400 @9 [90,9)50) do ) s i
(Dy) (Dy) (Dg)
=[xl & vz0@)( o005 @as)orm
(D D)

_fu (%) f (w, %) ¢ (2) dw )2 dt

(Dy)  (Dg)
on voit qu’ils sont positifs.

Soit A* un nombre caractéristique de 1’6quation (87) et o(z) la
solution correspondante. Si 'on pose

Vo) =1 40z, 2)0 ()=

)
on frouve
7‘ J’k(c, )Y (y) dr =N fk(m, x)(f 9C 9o dE)dfc —
(Dy) (Dy) (D)

—ﬂl ) (fi»(w)g(s,y)dc)déz—xﬂfmﬂo(z)ds:?(x)--
D) (Dy) (D)
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Si les carrés des nombres

(59) Ay hgy o hyy o e

forment la suite compléte des nombres caractéristiques de I'équation (57) et
si la suite

(60) 1 (@), T2 @), ..., ?n(x): ..

est la suite correspondante des fonctions fondamentales que nous supposons
normale et orthogonale, et si I'on a

b (@) =N, fg (7 @) 93 (%) d=,

. (Dy)
les fonctions

(60" b (@), ), ...,0,@)..

forment la suite des fonctions fondamentales de I’équation (57’).
La suite (60') est normale et orthogonale. On a, en effet,

[ @4 @ 4@ de =2, (1), @) [1 6 2) 7647 ) do=

(Dg) (D) (D)
=10, 0 ( [4 ()9 DY @ du ) d==
D) (D)
=2, [20)(% [+ ([ 9l @ du)d= ) d=
(D) ® (Do
= [ 0@ 9, ) fk(w D @0 )z =32 [ 0() 5, 0) 2 ()05
(Dy) (D By

d’ou il suit que
f w(w) Y, (@), (@) do =0, s nkm, f u(w) 4,3 (2) do = 1.
(D) D

Comme le noyau % (v, ©) répond & la condition (D), on peut appliquer
3 la suite (60) les résultats du § 13.
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Posons

Fly)= | k& Of @)
(D)
nous avons le développement

F(y)= 3‘ au®, o= |vQFE)uE)d.
(Dy)

Or on a

4= f T 70 = f v@u ) [FE a6 E )d=
(D,

— ff@ (f mqm dc)dz.:—j; f OF ()56 &
(D2)

De)  (Dy)

On en conclut que les égalités

Jv(E)f(z)cpk(z)d’E_:_-O, k=1,9,...
(D)
entrainent 1’égalité

(D=
(D2)

19. En répétant, maintenant, presque textuellement les raisonnements
ordinaires on peut établir pour le noyau % (<, x), jouissant de la propriété
mentionnée au début du § 18, les théorémes du développement analogues
& celles de M. Schmidt. Si 'on a

(61) (s or@@E=o,
' )

on a aussi

(62) J'v(z) h(2) 9y, (2) dE = 0.

(Dz)
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En effet

Jnv(z)h(Z) ‘?k(z)d’é=7\kfv(2)h(z)<fk(¢, Z)%(y)dr:)di:

(D7) (Dy) (D)

=)\kf4,k(y) (ff g)k(w,z)di)h(Z)dE>

(D) (Dz) &)

= [ %@ ([(2 [4@g G ) az ))& )dn=

(Dy) (D) (v
=3 [1@ %o ([96 D@ )as.
(Dy) (Dz
Réciproquement, les égalités (62) entrainent 1’égalité (61). Siles éga-

lités (62) sont satisfaites, on a suivant la remarque du § 18

|FEnEE=0.
(D)
Il suit de 1& que

0 —_—fw(w)h(x)(fh(z) (jw 9 g, 9) d~.>d£)dw —

(D) D) Dy
—(Df)h(z)wfg(&w mfu(w)(fg(w,wh(x)dw) ) de ) dE =
—fh(z)(fu(fc)g( (fq (o, y)h(x)dw)dq:)dE:
@) (D D)
:fu(fc)(fg(w, y)h(x)dm)Qdfc
Oy D)

d’ot il suit, comme la fonction % (7) répond & la condition (B), que I’égalité (61)
est satisfaite.
On démontre maintenant aisément que si 1’on a

(63) G @)= f k (v, @) h(y) dr
Dy
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on a aussi
(64) 60)= D u® [ 1) 6@ g @ do=
L (D)
[ 4 b () a=

X (Dy)
—g%@ 5

Remarquons en premier lieu que

[+ 6@ a@do= [v0) @) [ ke @) ds ) do=

(Dg) (D) (Dy)
= [r)(5 u<~) f 0, 9) 9 (@) dw )4 ) d =
(Dy) (Dg
= 1u<~)k<y)(fg<w 9) g (@) dw )d —fu(fc)hwk(y)dﬂ
(Dy) (Dg

En second lieu, comme on a

e o]

Sk < [u@R @ Ty= [ 4()hie) b 6)d-
=Dy (Dy)

la série qui donne G'(z) est uniformément convergente, la somme

2 ‘P}f (x)

k=1

étant hornée, puisque le noyau % (<, ) répond 4 la condition (D).
Si I'on pose maintenant

G(x)——écpk(og f) 2() G(2) 04.(2) doo = F (z),
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la fonction continue F'(z) répond aux conditions
[ 0(w) F(@) 0, (@) do =0, E=1,2, ...
D)
et par suite & la condition

90, 9 F@)do=o.
(Dg)

On en conclut que

fv(w)pz(x)dm=fv(m)17(x)G(x)dm— E fv(w)G(x)q;k(a:)dw
(D) (Dg) =1 (D,
fw(m)F(w)cpk(x)dw _fv(w)F(x) Jk(~ 2)h(y) d ) do =
D) (Do) @,
= (@) [u@([9© 9 FE) o )b )dr=
Ty O T
—fuoc)h(y) [9 @9 F@dw)dz=o,
Dy (D)

d’otr il suit que F(z)= 0 et que le développement énoncé subsiste.
On peut établir le théoréme analogue relative au développement de la
fonction

C@= [9GDh@)d:
(D)

en supposant que le noyau %(t, «) répond a la condition (D) par rapport
a u (7).
20. Pour donner un exemple, posons
% (7) ~dx
k(’T x)—— f T d (’C,J)__; —

W SRk



202 N. GUNTHER. SUR LES INTEGBALES DE STIELTJES.

étant la distance entre les points (z) et (y) et (<) une fonction répon-
dant & la condition (B) et telle que pour chaque sphére (z,) du rayon p on a

w(r)d ™ <B, 0<A=1.
L’application du théoréme du § 12 (2) donne immédiatement

2 fite x)dw=%-_i-f<f%)dw:(—%}f%(m)?ﬂ{fi)dm:

(o) (@) )

1
== [4@9(, 9 d.
(%)

En utilisant les inégalités du § 10 (2), on voit que!

") gl < B, (T) arlp
S5

(%0)

2—\ < Bl'

Il suit de 14 que I’intégrale

fk( x)—-

& un sens et que le théoréme du § 12 (2) est appliquable aux fonctions ;l-—

Tye
et %(, z). Donc, on peut écrire

2 _ 73 u (T
= [l )oem ] (22 o))

@) ¥ @ W
1 % (%)
— T, dﬁ) >

Or la fonction

est bornée comme fonction de (2) et de (2).
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Pour s’en assurer, désignons par & la distance entre les points ()
et (¢). Entourons le point (#) par une sphére (8) du rayon (2¢) ayant pour
centre le point (#). On a évidemment

J’ %(z) de <2J‘u(¢)d

’y -17y
(D)

la derniére intégrale ayant une limite quand 3— 0.
En divisant la sphére (3) en deux parties par le plan équidistant des
points (z) et (¢), nous avons pour la partie qui contient le point (x)

lf () g j<8f“<7)d <2 “:/)gdc<§‘3(23)l+l.

zy Tzy

On peut évaluer de la méme manidre l'intégrale sur la partie qui contient
le point (2) en remplagant la sphére (§) par la sphére (3,) du rayon (38) avec
le centre dans le point (¢). En méme temps on obtient

kG 2) = jg(w)k(e ya=[(2 %)k(e,wdm

T

(D) @)
—fz,, (3 o)t w5 )
@ & Dy

On s’en assure en remplagant le domaine (D ) par le domaine (D —23),
(8) étant une srhére avec le centre en () et en fa1sant tendre le rayon de
la sphére vers zéro; l'intégrale
f dr
7y Yy r:y

(@)

est, en effet, infiniment petit avec le rayon de la sphére.
Si
Ay Agy oo A

nr *° "

sont les racines carrées des nombres caractéristiques de 1’équation

cp(a:)-?@fk(& Do (z)dE—-—)@f(fu(r) & )5 (o) &

(Dy) (Dy) " ey
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et s1

2, (@), 3,®), . ..9,(),..

sont les fonctions fondamentales qui leurs correspondent,

h@), b@), b, @),

étant les fonctions fondamentales correspondantes de I’équation

on a pour chaque fonetion

oo — [“050,

% ux
(Dy)

ol h(y) est une fonction continue, le développement

[4EnG) 4 @) =
Dy)

(x) )\]' ]

(o)

Gla)= > ¢, (@) J 6 (2) 0y (2) o =

=l (Do)

TTL\/J 8

qui est absolument et uniformément convergent.
21. Pour un second exemple reprenons le probléme du § 15(3).
I s’agissait de la résolution de I’équation

Fu(z, t)_azaﬂu(a:, t)

(65) g2 0
sous les conditions sur les frontiéres
(66) %(0,8) =0, qu,"(®,8)+pu(d, t)+u,( t)=

et sous les conditions initiales
(67) u(x, O) =f(!b), utl (xv 0) ZF(x)r

f(z) et F(x) étant deux fonctions continues dans l'intervalle (0, b).
En cherchant & satisfaire au probleme par la série

DT () T, (@),

k=1
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nous avons réduit le probléme & la résolution des équations: de I’équation

T +a52 T, =0
et de ’équation
Wy (@) o Wi (2) =0,

le dernier probléme sous les conditions:

(68) W, (0)=0, gW,'(®) + W, () +pW,(6)=0

ou

W (b) + (p—gp;2) Wy, (b) = 0.

Nous avons montré que pour les fonctions W (z) on peut prendre les
fonctions fondamentales V; (z) de 1’équation

b
(69) (@) =12 f w (=) K (,5) % (4) ds + f ()
0

dans laquelle (t) est un intervalle («, 3) appartenant & l'intervalle (ab),
u (%) une fonction moyenne additive et & variation hornée égale &

1+ w(7),
ol

w=)=0,sif<b, wE=-=<L, sif=h.

~
v

La fonction K (y, z) est égale &

z(1-4+p(b—1y)

y(Q+p(h—1)
1+ pb '

1+ pb

stz <y, siz > 9.

Les nombres

P> Pas -+ 9 Pp - -

sont les solutions de I’équation.

70 tg b= e
(70) gt e —p
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et la fonction fondamentale V (z), correspondante au nombre caractéri-
stique p,? est égale &

1

(71) V,(@)=c,sing,z, ¢2=

b L. . )
-;7——;;—;151n2pnb+ gsin®p, b

La suite des fonctions ¥, (z) est orthogonale et normale, c’est-a-
dire on a

b b
fu(w) V. (@) V,@)do=0, nm, fu,(w) V.2 (w)dw = 1.
0 0

Remarquons en premier lieu que, si 1’on a

b

(72) 2@ =—[£@E@ )i,

0

la fonction % () étant continue, on a

b b
?(w)=—fK(w, YY) dy — gk (2, b)k(b)=—fK(fv, Yk () dy — 1fpbk(b)‘
0 0

Or, l'intégrale

h
— [K@r@)dy
0

étant égale & la fonction (%) répondant aux conditions
Vi@)=h@), $0)=0, V) +pi®)=0

on voit immédiatement que la fonction ¢ () satisfait & 1’équation

(73) ¢ (@) =h(2)

et aux conditions

(74) 2(0)=0, g3"®)+5'®)+ps®)=0.
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Réciproquement, si la fonction continue ¢ () répond aux conditions (74)
ayant une dérivée seconde continue dans (0, b), l'intégrale

b
(75) — (4@ K@ ¢ @)
0

est égale & ¢ (#); en la supposant égale & 9 (2) + w () on trouve immédia-
tement que
w(@)=ar—+b;

la premiére des conditions (74) donne alors b= 0; la seconde conduit &
Pégalite @ = 0. Supposons maintenant que le probléme principal a une
solution % (z, ), dans laquelle la fonction «(z,?) a une dérivée w,’(z,?)
prise deux fois par ¢ qui est continue dans l'intervalle 0 <& <b.

On en conclut, qu’on a

b

(76) Fus, ) =— [u@D K@, 9)%" 0, )7,
0

car la fonction ainsi définie satisfait & 1’équation (65) et aux conditions (66).
D’apreés le § 14 la fonction de la forme (76) est développable dans une série

(77) u(z, )= >, V3 ()
k=1
ol
b
b [w@ e 0, 8) V3, () d=
1
9, () = Of (@)U (2, 1) Vi) do = — = ° =5 =
1 by (1)
=
Or la série
N 7@
ot

k=1
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est uniformément convergente et I’'inégalité

L:m . T=m V. (@)\® k=m k=m 7.2 )
a4<z gk(t)Vk(x)> =<2 by (2) ;”'2 ) <27z;£(t)2 o<
k=n k=—n k k=n k=n vk
b bm e
< [1e (', e 3 TEE
0 k=n g

montre, que la série (77) est uniformément convergente comme fonction
de (z) et de (7).

En appliquant & (76) le théoréme du § 8 (2) (ayant changé
u(7) K (y, ) en

o(e,0) = f w(x) K(y, z) dr,

(?)
nous obtenons

14 b t

@ f (@, ) dt = — f (%) K (y, 2) (fuﬁ”(y, t)dt)dm:
0 0 0
b b
= — (4 E@ 9w @, 9 dx+ [u() K(y, ) F) dr,
0 0

t ¢ b
(78) o f f u(z, §)df = — f () K (y, ©)u(y, 1) dt +
00 0

b b
+ [W@ K@@t -+t 1@ K, 2) F) .
0 0

En substituant dans (78) la série (77) et en posant

b b
b, = J u(w) F@) ¥y (@) do, a,= f u() £ (@) V(&) doo
0 0
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on trouve
o Pt 4 ®
2 ™ N -
@y Vk(cc)“ J 0 () &2 = _J u(®) K (3,2) Y g,(t) Vi, (g) d= +
k=1 0 0 0 k=1
(¢e] (oo}
- Zak Vl;(x) - tz by, V(@)
=1 fF = %
Il suit de la que
t 1t
@ [geyar=—20 4 2% 0,
5y 173 Px ok

La dernitre égalité montre en premier lieu qu’on a g, (0) = ay,, 95 (0) =10,
¢t que, en second lieu, on a

gk” (t) —+ a2 Pk’gk (t) == 0.
On trouve ainsi

— b
9y, (8) = agcos (ap, t) + aor sin (apy )-

Ainsi, si le probléme a une solution dans laquelle la dérivée u,," (z, £)
existe et est une fonction continue dans I'intervale 0 < <b, cette solution
cst donnée par la série

[ee] b .
79 uxt=ﬂ<acosat £ sin (az, £) | V,
(79) 5, = X[ (oo lapyt) + Zosin ot ) Vo)
ot cette série (oit étre uniformément convergente comme fonction de » et
de ¢. Si la fonction f(%) a la dérivée seconde f”(x) qui est continue dans
Vintexvalle 0 <z <b et si 'on a

f0)=0, gof"(®)~+1"0)+pf?)0,

la série (79) jouit de la convergence mentionnée.
En effet, comme on a dans ce cas:

b
fl@)=— (4@ K@ 97" @)
0

TpdMH, 1 14
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la série
(=]
~ SN
2 a, 7. (z)

k=1

est absolument et uniformément convergente; il suit de 1a la convergence
absolue et uniforme de la série

o]

E ay c0s (ap, 1) Vi (%).

k=1

On s’assure aisément que dans chaque intervalle

2h—1= 2k+1 = )
( T b

=1,2
) Z), B) k=1,2,3

est placée une et une seule ricine positive de P’équation (70): il suit de 1a
quon a

2k —1 =

BTy

Les égalités (71) montrent que ¢, ayant pour »— 0 la limite égale

s 4 /2 . ;
a\/5 les fonctions ¥, (x) sont bornées par un nombre c.

11 suit de 1& que
I I(,:ﬁm ) 9 ..ln k=m
?(Z P—Z:Sin(alokt) V,(2) > 2 (2k-—1)2 2 )

k=n 7 k=n

ce qui montre que la série
N
E o
2 sin (ap, t) V.. (=
< agy (apy ) Vi (2)

st ausst absolument et uniformément convergente.
22. Supposons maintenant que la série
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0]

(79) g (@ cos (@pyt)+- ;-;—k sin (agy ) ) 7;,@)

est uniformément convergente et désignons sa somme par «(z, £).
Etant donnée une fonction o (£), posons

1
(80) R(p (1) = 3 {5 (t+ W) — 25 () + 0 (-— ).
La série (79') étant uniformément convergente, la série

R(u(z, 1) = Z [ak R (cos (apy ) + a—% R (sin (ag,, t))‘] V(@)
=1 -

Pest aussi.
En évaluant

b
(81) — [u@ KW, 9 R (uy, ) d=
0

on obtient & cause de la convergence uniforme de la série (79'), que l'inté-
grale (81) est égale 2

— \ a, B (cos (apy ) -+ % " R (sin (apy, t))] i (o:)

k=1
t+d el
g
=% (f u (s, &) dt, ) dt
h k
t-é- tl_i-
On a donc, 1'égalité
t o t1+g-
2
©®) ) ([ venin)d=— 1@y, Ru, )i
3 h
t—3 ti—3

14*
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Remarquons que si la fonction (80) a une limite pour 2— 0 qui est
une fonction continue de ¢, cette limite est égale & la dérivée seconde

de o (?).
En effet si
ﬁmﬁla{cp(t-kk)——??(t)—'—so(t—h)} =1(t)

et si ’on pose
t ot
— J ( ff(tg) dt2> dt, + o (t)
0 0

on trouve

t+h t—h 21

R (o) =hl{f(ff(t2)d1)dt +f Jf(@dt)dt }-;-R(w(t)),

En appliqua,n't la régle de I’'Hospital on trouve

t+h ¥ t—h

hm%{ tJ ( Of fltat,) i+ tf (O{ Fity) dt, ) dt, }_—:

~—hm—~% (t+7z)+f(t——k)} fit), k=0,

d’ou il suit que

limR(w@))=0, w()==at-+5b
et

flo)=220.

Si nous supposons maintenant que R (% (x, t)) tend uniformément dans
Vintervalle 0 <z <b vers une limite, qui est une fonction continue de ()
et de 7, c’est-a-dire que pour toutes les valeurs de lintervalle 0 <z <bona

]R(u(w,t))———dﬁudgf’t)]<s, P
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on trouve en passant vers la limite dans (82) que

b
(83) Pup, ) =— (W@ K@, 2w/ @, )iz
0

d’ot il suit que la fonction % (z, ) a une dérivée seconde par rapport a =
et qu’on a

{Pult)  Pulzit)
= R T

L’égalité (83) mentre de plus que la fonction (83) satisfait aux condi-
tions (66). Ainsi la série (79') donne la solution du probléme, si elle est
uniformément convergente et si, (x,?) étant sa somme, R (u(z, £)) tend
uniformément dans 'intervalle 0 <« <b vers une limite, qui est continue
comme fonction de z et de ¢.

CHAPITRE 5

Sur quelques points de la théorie du potentiel

1. La surface (S') est dite de Liapounoff si elle satisfait aux troi
conditions:

1) Ou peut construire dans chaque point de (S') le plan tangent
déterminé et par conséquent la normale N i la surface en ce point.

2) Si & est 'angle entre les normales & (S') aux points m, et m, et si r
est la distance entre les points m, et m,, on a

(1) 8 < Er, 0<i=1

E et A étant les nombres déterminés.

3) Il existe un nombre d jouissant de la propriété: quel que soit le
point m sur (S), les droites paralléles & la normale en m coupent (S') dans
Pintérieur de la sphére du rayon d ayant le centre dans le point 7, dans un
point au plus.

Nous donnerons 2 cette sphére le nom de la sphére de Liapounoff.
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On démontre sans peine, que si (§) est une surface de Liapounoff et si
1
(1) Ed' < 3

on peut trouver un nombre w, jouissant de la propriéte: chaque droite, qui
fait avec la normale en m un angle moindre que w, coupe la surface dans.
Iintérieur de la sphére de Liapounoff, attachée au point m, en un point au
plus; on peut poser

L ma,

@ tgw=ﬁ——§-

. . N T
En choisissant d suffisamment petit, on peut faire w aussi prées de Equ’on le:

veut. Si  est plus grand quei;"», les paralléles & I'une des axes des coordon-

nées coupent (S") dans V'intérieur de la sphére en un point au plus, quel que:
soit le systeme des coordonnées.

Soit »,, la distance entre deux points m et m, sur (§'). Supposons,
que r,, est dirigée du point m vers le point m,. Si N, est la normale & (§')
en m, et N, la normale 4 (') en m, on a

(3) [eos (ry, NJ.)} < arlo)‘7 !cos (ry N, o)' < “rlol’

a étant un nombre déterminé.
Dans I'intérieur de la sphére de Liapounoff, attachée au point m, on a

4) |cos (I, )| > %

En parlant des domaines limités par les surfaces de Liapounoff nous
supposons toujours, que la frontiére (S) divise l’espace en deux portions,.
dont Pune au moins est connexe.

La portion de P’espace, connexe ou non, qui contient le point & l’inf.ini,
era désignée par (D®); le reste de I'espace, connexe ou non, sera désigné
par (D). La normale 3 (S) dans chaque point sera dirigée dans (D),

Nous dirons que nous avons affaire:

a) Au cas ordinaire, si la frontiere de (D) est formée par une seule-

surface fermée (S); dans ce cas chacun des domaines (D) et (D®) est:
connexe.
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B) Au cas (I), si (D®) est limité par une surface (S®) formant la
frontiere extérieure et par & surfaces fermées (S®), .. ., (§™), qui forment
les frontiéres intérieures; dans ce cas (D) est connexe, (D¥)) ne Vest pas.

¥) Au cas (E), quand (D®) n’est pas connexe, étant limité par plusieurs
surfaces fermées (S®), . . ., (8%).

‘ 2. Rappelons nous quelques théorémes de la théorie du potentiel.
Convenons de désigner par p(0), ¢ (1), . . . les fonctions des points

(@), (2,),
dont les coordonnées sont désignées par les lettres

& 0, (217 LT) C1) ..

respectivement.

En désignant par (z,) le point d’intégration, désignons par (S,) la
surface sur laquelle lintégration est étendue, la surface étant le liem
géométrique des points (z;); par N, IV,, . . . nous désignerons les normales
& (8) aux points (2), (), . . -

a) 1/’intégrale

(5) 7= [b) = g,
e T10
1s

qui donne le potentiel de double couche, dans laquelle g est bornée et
intégrable, est absolument et uniformément convergente, si le point (z) est
situé sur (S).

En désignant par (S) la frontiére des domaines, nous entendons sous
le signe (5) dans le cas (Z) la somme

=k
" o8 (114 -V;) O [ cos (71, V)
()P ey - D) | p ()57 ey

(S}(0) =1 (50

et dans le cas (E) la somme

f cos ("10 N) do
1
=1 (80
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L’intégrale (5) est une fonction qui est régulidrement continue quand
le point (z) est sur (S). ‘ .

Nous disons que la fonction f(%) est réguliérement continue daps un
domaine ou sur une surface, si pour chaques deux points () et (z,) damps
ce domaine ou sur cette surface & la distance égale & 7, on a

) —F@)] < 4ry, 0<IZ1.

Remarque. Si la foncion f(x) est régulidrement continue dans I'intérieur
A’un domaine (D), la variable f(#) a une limite quand le point (z) en se
déplagant tend vers un point m, sur la frontiére de (D) et cette limite est
indépendante du chemin suivi par le point (z).

Nous disons que la fonction! f(z) est continue au point (), si, quel que
so0it le nombre positif ¢, il existe un domaine (r.), découpé de (S) par une
sphére & rayon 7., ayant son centre au point (x,), tel que pour tous les
points (z) de (r,) on a

[f(m)—f(xo)t <€;

nous désignons par (7.) la portion de (S) découpée par la sphére mentionnée.

Si le point (z,) est situé dans Dintérieur de (D®) ou dans lintérieur
de (D) et tend vers le point (z) sur (S), dans lequel la fonction w (0) est
continue, on a )

® tim [ () 22N g5, — (1) 208 4 97 0), (5= ()
A e @ o
1

ot il faut prendre le signe (+), si le point (z,) est dans (D), et le signe (—),
si le point (z,) est dans (D@).

Effectivement, lors la démonstration c’est seulement la valeur de
4;;(99)—;:.(:50){ est en jeu et cette valeur est infiniment petite, si v est
continue en point (z,).

Si la fonction w est réguliérement continue sur (S), on a

i €08 (755 N, N,
J#(l)—(,—l;ﬁ—l)d%—fu(l)ﬁ%idﬁi27?#(0)\ <add,
(G (Sy)

3 étant la distance entre les points (@,) et (z), 4 laborne supérieure de | |
et ¢ un nombre déterminé. Dans ce cas Iintégrale (5) est régulitrement
continue dans l'intérieur de (D) et dans lintérieur de (D
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b) L’intégrale de Gauss

(7) ycos (;12 N) do-l
o 10
(Sy)

est égale & 4w, sile point (z) est situé dans (D®); elle est égale & zéro,
si le point (z) est situé dans (D®) et & 2m, si le point (z) est situé sur (S).
En effet, si, par exemple, dans le cas (I), (x) est situé dans le domaine
limité par une surface (S®), l'intégrale de Gauss, étendue sur (S@), est
égale & 47 et, étendue sur (S¥), est 6gale A —4, car la normale & (S®) est
dirigée dans I'intérieur du domaine que nous considérons.

On démontre de méme !’exactitude de notre assertion pour les autres
positions du point (z).

c) litant donné le potenticl de simple couche

() ‘ﬁ p-doy ,
Sy

si la densité p est continue au point (z), (+) étant sur (S), on a
av; _dav av, _dr
A T g 2R 0), Tty — 2w (0)
€n posant
ar__ (wcos(rypNy) 5
dn — J g doy;
CA)
(= (0) est ici la valeur de w au point (z) et

ar; a7,

dn ' dn

sont les limites des dérivées

av oV oV oV
(%)xl = 57 c08 (N, &)+ g €08 (Nym) =+ 7 608 N, 0),
qui sont calculées dans un point (2') sur la normale & (S) au point (z), vers
lesquelles ces dérivées tendent quand le point (#') s’approche & (z) du coté
intérieur, respectivement, du coté extérieur de (S).
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C’est seulement la valeur de la différence w.(2) — p.(z) qui intervient
lors la démonstration du théoréme, d’ou suit que la continuité de la
fonction p au point () suffit pour achever la démonstration.

L’intégrale (8) est uniformément et absolument copvergente si le
point () est sur (S), sous la seule condition que w est bornée et intégrable.

Si w est réguliérement continue sur (S), on a

()
dn )z~ dn

2 étant la distance entre les points (z') et (z), 4 la borne supérieure de p

et ¢ un nombre déterminé. Dans ce cas les dérivées de I’intégrale (8) sont

réguliérement continues dans I’intérieur de (D®) et dans l'intérieur de (D®).
3. Envisageons la suite des réseaux des intervalles

(9) R, By, ..., R

ny °

A
< a 45",

[N dV CZVe
< aAO 5 ‘<-ﬁ>a’—%

qui est introduite dans le § 1 (1). Supposons que v est choisi de maniére
que chaque intervalle de B , ayant un point commun avec (S), est tout entier
dans D'intérieur de la sphére de Liapounoff, attachée a ce point. Nous dirons
que les portions de (S) contenues dans les intervalles de R, n > v, sont les
intervalles situés sur (S). En définissant un domaine des points situés sur (S)
il suffit d’envisager les domaines contenus dans les sphéres de Liapounoff.
En choisissant convenablement une des axes des coordonnées on parvient a
ce que les droites, paralléles a cette axe, coupent (S) dans I'intérieur de la
sphére choisie en un point au plus. En projettant les frontiéres des inter-
valles du réseau B, sur le plan des coordonnées, qui est perpendiculaire
4 I'axe que nous avons choisi, on obtient les réseaux des intervalles plans,
propres & mesurer les projections des domaines des points sur (S), qui sont
placés dans l'intérieur de la sphére de Liapounoff mentionnée. La portion
de (§), découpée par les frontiéres d’un intervalle R,, est un domaine (a,).

Soit donné dans l’espace un domaine () contenu dans un intervalle (z)
de E,. Envisageons dans chaque réseau R,, n>v, les intervalles,
ayant les points communs avec (w), et les intervalles, contenus dans I’intérieur
de (w); leurs ensembles forment les polyédres P, et P, —le polyddre qui
contient le domaine (w) et le polyédre qui est contenu dans (w); le
domaine (w) est la limite commune des polyédres P,®, P, pour #— oo.
Désignons par (s,) une portian de (S) contenant dans son intérieur (s,),
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(s,) étant la portion de (S) découpée par (i). Les points de (o), qui
n’appartiennent pas a PB,® et P,®, forment les domaines (g,— o, @),
(0,—3,™), le second contenant le premier. Quand = croit, (s,— ¢,@) croit
et (c,— 0,®) décroit; il suit de 13 qu’ils ont les limites. Les ensembles fermés,
formés par ces ensembles limites et leurs points limites, sont identiques.
Supposons que (z) est un point qui n’appartient pas & l’ensemble limite
de (o,—0,®) et est un point de I'ensemble limite de (s,— 5,®). Tragons
par (x) une droite paralléle a une des axes des coordonnées; il y a des points
d’intersection de cette droite avec les frontidres des P, et P, qui tendent
a se confondre quand #» —> co; il suit de 1a, que la distance de (z) de la frontiére-
de P,® est infiniment petite et que (x) est le point limite de l’ensemble
limite de (c,— o, ).

On conclut de 1& que cet ensemble limite avec ses points limites forme
un domaine. Sa frontiére est, précisément, contenue entre (c,— 5,©)
et (s, — ,); les projections des points de cette différence sur un plan des
coordonnées remplissent un nombre fini des intervalles; on peut faire cette
différence moindre qu’un nombre donné ¢, d’ott suit que la mesure des inter-
valles sur (S) qui contiennent sa frontiére est moindre que 2.

En désignant par (g,— o) le domaine limite de (o,— 5,®) nous con-
cluons, que sila mesure de (5,— o) est plus petite que celle de (g,), la
différence (o)) — (c,— o) =(o) est un domaine. Nous dirons dans ce cas,
que (o) est la portion de (S) contenu dans (w). Sila mesure de (o,— o) est
égale & ¢, les points communs & (w) et & (S) ne forment pas un domaine,
étant les points limites du domaine (c). Comme les limites de (¢, — ,®)
et (o,— o,”) sont égales, (o) est la limite de (c,) et de (c,).

Si I’on décompose le domaine (w) en deux domaines (v,) et (w,) et si (w,)
contient la portion (o) de (S) et (w,) la portion (s,), on a

(0) = (o) +(5,)-
En effet, (c1), (%), (c¥)), (c5)) ayant pour (w,) et (w,) la méme
signification que (¢,©), (s,®) pour (w), on a
(10) () +(ef) <L oP,  (of) 4+ (a5) = o
d’otu il suit

(5) () =(0), (o9 + () (o)
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¢’est-a-dire

—(g,) = ().

4. En désignant par (c) les domaines des points sur (S), supposons
que ;x(o) est une fonction additive et & variation bornée de ces domaines.
Posons

(11) V=fl"‘(61) dGJ s
s

en désignant par (o;) le domaine (g) traité comme le lieu géométrique des
points (z,) de l'intégration et par r,, la distance entre le point (z) et les
points (#;). Nous supposerons toujours que r,, est dirigée du point (z) vers le
point (z;,). L’intégrale (11) comme fonction des points (z) est définie dans
Pintérieur de (D) et dans 'intérieur de (D). En parlant de ¥ nous dirons
que ¢’est un potentiel de simple couche en intégrales de Stieltjes. Le potentiel
de simple couche est évidemment une fonction harmonique dans ’intérieur
de chaque domaine (D,) n’ayant pas des points communs avec(S). En désignant
par (%, 0, {) les coordonnées du point (x) et par (%, 0, {,) les coordonnées du
point (z;), on démontre précisément sans peine, que si (z) est dans 'intérieur
de (D), on a

1

dV
f‘ ( 1) da,, d 7] “‘f%"(cﬁ) o2 2 do,,
A (S

Intreduisons une fonction des domaines (w) de ’espace en posant:

1) u(w)=0, si (w) ne contient pas les points (z) qui sont dans
Vintérieur de (D®);

2) u(w)=0, si tous les points de (w) sont dans I’intérieur de (D®);

3) u(w)==0, si tous les points de (w) appartiennent & (D®) et si les
points communs & () et & (S) ne forment pas un domaine.

4) u(w)= M o)e “——, si tous les points de (w) appartiennent 3 (D®) et si

les points communs & (w) et & (S) forment le domaine (o).
Enfin, si le domaine (w) est tel qu’il y a des points situés dans
lintérieur de (D®) et dans lintérieur de (D), la surface (S) le divise en
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deux domaines (v ), (w). Si (w") est la portion de (w), qui appartient & (D®);..
posons

I " '
5)u(co)=u(mm)m =‘L(:>G: (o) étant la portion commune & (S)«

et & (0").

On démontre sans peine que la fonction moyenne %(w) est additive
et & variation bornée. Pour s’'en assurer il suffit d’envisager seulement les
domaines (w), qui contiennent quelques portions (¢) de (S). Supposons,
que (o) est égal & la somme de deux domaines (w,), (w,). La surface (S)
divise (w) en deux portions (=) et (w®); elle divise, éventuellement, chaque
domaine (w,) et (w,) en deux portions (w,”), (w,"") et (w,"), (w,") et on a.

(12) (©0) = (0,7 (") () = (0,") 4 (1,").
Comme on a, les domaines (o), (w,"), (w,") appartenant & (D®),

u(wl)zﬁ%, u(wz)._:_*ﬁ(_@l&«’,

O

_p(9)s
u ((0) =
(o), (o;) et (o,) étant les portions de (S) contenues dans ("), (w,"), (wy"), et la.
seconde des égalités (12) donne () = (g,) + (o), on a

p(o)o=p(o) o+ (o5 %
d’ot il suit
u(w)w=1u(0,) w, 4+ u(0,) v,

Enfin, (w) étant divisé en portions (w,), ... (w,), on a
2 u(w)| 0;=E|n(c))| o; < M(s)o,

si M (o) est la variation moyenne de p.(o); ici (5;) désigne la portion de (S)
qui est contenue dans (w,"), ol (w,") est la portion de (w,) formée par les
points appartenants & intérieur de (D®).et par leurs points limites.
Formons maintenant le potentiel newtonien
d
(18) P=[u(w) 2

7.
(D39) .

La fonetion u(w,) tant égale & zéro pour chaque domainé, n’ayant.
pas les points communs avec (S), 'intégrale (13) a un sens,’si le point (z) -
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est dans lintérieur de (D) od de (D). En supposant que le point (z)
a la position mentionnée, nous avons que P est la limite de la somme

1=

@
(14) 2 (w0, M) 22—

Y0
=1

les domaines (w,) étant les portions de (D,”) et 7, , étant la distance entre
le poiut () et le point (z,), placé dans (w,) d’une maniére quelconque.
In décomposant (S,) en portions (5,®), . .. (3,™), en choisissant

1) n)
(0,D), ... (0™

de maniére, qu’ils contiennent respectivement ces portions de (S) et en
prenant les points (z,’) dans ces domaines sur (S), nous obtenons pour la
somme (14) I’expression

=m
2007 .

d’ou il suit, que

[ Sr= f (o) 52

(5'1) (D, 1)

Nous avons démontré dans le chapitre 2, que si, pour chaque
sphére (w,) du rayon r,, le pxoduxt u(wy) 7, ~* est borné, l'intégrale (13),
¢’est-a-dire 1'intégrale (11) est une fonctmn continue de () dans tout
I’espace.

Soit (z,) un point situé sur (S). Construisons une sphére du rayon 7,
ayant le point (%) pour centre. Nous avons, (¢,) étant la portion de (S)

découpée par la sphére,
—_ dsy
% f do = f cos (N I, )

(95) étant la projection de (s,) sur le plan tangent & (S) en (%) et N, la nor-
male au point (z,).
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La projection sur ce plan de la distance de (z,) jusque la frontiére

1
de (g,) est plus grande que 57, car

—
3

; . 1
7o COS o == 7 SIn (—2———&> > 1, Sinw > 5 Tos
ol w est le nombre mentionné dans le § 1; on trouve dunc
) 2 2 =
T<co<2nro, o, = ar?, a>I-

Supposons, que pour chaque sphére du rayon 7, on a
(15) M(c)rf™ < B,

M () étant la variation moyenne de w. (o).

Supposons, que (w) est la sphére d’un rayon r; soit () la portion de (S)
contenue dans (w) et supposons que (¢) est dans P’intérieur d’une sphére du
rayon 7,, construite autour d’un de ses points; #, est moindre que 27. Nous
avons

s )\—lnu 2
U((o)<MS):)c<M(Zo) 0<Br0 wnrroz

2z Brlth 9z B.4ri+

) im o
37'

<bBr2,

11 suit de 1a, que
(16) U(w)r*™ <bB=B,.

L’inégalité (16) montre que le potentiel (11) est une fonction continue
dans tout 1’espace, si la condition (15) est satisfaite.

On démontre facilement que l'inegalité (16) entraine l’inégalité (15).
Si u, (w) et w,(w) sont les parties positive et négative de u (w), on a

Uy (0) 75 < By, 4y ()7 < B,.

Or, si p, (5) et w, (o) sont les parties positive et négative de w(c), on a
évidemment pour chaque portion (g,) découpée par une sphére du rayon r,-

g (00) 00— g (5,) Ty == Uy (©0) Wy — Uy (@) 0,
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La fonction (o) étant la différence entre deux fonctions positives

U, (0y) © Uy () ©
1(0)Oet 2(0 0’

ER %
on a
Uy (@,) &, B, 4= 7} 4= B, 1 L1\ y
u, (G —_—— == . ) (0‘ )’l << B
1 (o9) < % < 733 arg 50 i H11Go) 7y

On démontre de méme, que
P CA 7’01_)\ <FB

@’oti suit I'inégalité (15).

. Nous dirons qu’une fonction ¥ est harmonique dans un domaine (D)
si dans chaque point de (D) elle posséde les dérivées secondes qui vérifient
Péquation de Laplace, et si ses dérivées premiéres sont réguliérement
continues dans I'intérieur de (D).

Si la fonction ¥ est harmonique dans chaque domaine (D') contenu
dans lintérieur du domaine (D), nous dirons que ¥ est harmonique dans
'intérieur de (D).

Supposons qu’il soit donnée une fonction ¥, harmonique dans l'intérieur
de (D) ou dans Vintérieur de (D®).

Envisageons une portion de surface (¢) placée toute entiére dans
Pintérieur de (D®), respectivement, dans I’intérieur de (D) et nommons
I’expression

1 (dv
(V)= = | = da
()
le flux moyen de ¥ par (o).

Si (¢') se déplace convenablement, en se déformant éventuellement, et
tend 4 se confondre avec une portion (c,) de (5), le flux moyen o' (V) peut
avoir une limite déterminée.

En supposant, que la direction de la normale & (¢) est telle qu'en
limite elle se confond avec la direction de la normale 4 (s,), nous désignerons.
cette limite, si elle existe, par 6, (¥), si(c’) appartient & (D), et par o, (),
si (¢') appartient & (D®).
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Théoreme. Soit donné un potentiel de simple couche
(11) V_—_fp.(cl)__
dans lequel la densité moyenne p.(o) est une fonction additive et & variation
bornée.

Soit donné une portion () de (S). Si 'on a
(17) M ()= M(s,), M(o))=M(sy),

le flux moyen de V' a une limite déterminée, quand (¢') tend vers (5,) et on a

2@ (V)= [ (e k(s 1)de, 27 (=0),

o
(18) ( 1>~
Go(e) (V) —_:J 33 (0'1) k (’go, 1) dcl — 9% @ (Go)
(51)
ol
(19) k (s, 1)=%fcos (ro;logNo) ds,

©®

N, étant la normale & (S) au point () sur (S).

Nous désignons ici suivant les conventions du chapitre 1 par M (a),
respectivement par M (s,), les limites des variables M (o), resp. M (o), dans
lesquelles (o), resp. (o), est un domaine contenu dans I'intérieur de (o) resp.
un domaine, contenant (¢) dans son intérieur, quand (g), resp. (), tendent
a se confondre avec (o).

Remarquons en premier lieu que les conditions (17) sont satisfaites,
si la fonction p1.(c) est continue dans un domaine pour lequel les points sur
la frontiére de (o,) sont les points intérieurs. En effet, dans ce domaine la
variation moyenne M (c) de w(c) est aussi continue suivant les théorémes
du§ 5 (1).

En second lieu remarquons, que suivant l’assertion (a) du § 2 la
fonction %(c,1) est une fonction continue dans chaque point (z,) sur (9),

car k(c,1) est égale & un potentiel de double couche, dont la densité est
TpdMH, I 15
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égale 4—1, quand le point () est sur (), et est égale & zéro, quand le
point (+) est en dehors de (s); dans le potentiel de double couche, effective-
ment. ’angle entre la normale N, et la distance 7, est égal & (r,; N,).

Nous avons montré a titre d’exemple dans le § 4 (1), que si (S) ‘est
une surfice de Liapounoff, la fonction %(s, 1) est additive et & variation
bornée pour chaque (z,) et que sa variation moyenne est égale &

. 1 (leos (ryy Nyl
K1) =1 (1ol 5ol

G ?
()
ses parties positive et négative étant égales &

K5, 1)+k(s, 1)), 5 {E(5,1)—k(s D).

La fonction K (s, 1) est continue sur (S;) comme fonction de (z,). Kn
effet, soient donnés deux points (z,) et (z,") & la distance k. Soit & plus
grand que k. Les intégrales

1 ‘ ’
_i_f\cos i"u;No)l ds, _i_flcos 5’192 )l do,
10 P 10
) 3

ot (3) est la portion de (S), découpée par une sphére du rayon § ayant son
centre en (z,), et 7, la distance entre les points (') et (), sont respective-
ment plus petites que

comme on s'assure aisément en construisant la portion découpée de (8,) par
une sphére du rayon (3 —+ %) ayant son centre en ().

Or on a
1 (icos (rm ol ;. cos (rm fcos ("m o)l ds
j': f 7‘1 f d ‘ <% f

{s)

|cos (rm' 0)| de L

r G
(8 w0 (6—8)

H[cos(rm o)l_lcos(rm °”$d°"|

2 12
10 10
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On peut choisir § assez petit pour que chacune des deux premidres
intégrales dans la partie droite soit moindre que 53; ayant choisi 3, on peut

choisir % assez petit, pour que la derniére intégrale devienne plus petite
=3
3
La fonction K (z, 1) étant pour chaque () la fonction continue de (z,),
la variation totale de k(s,1) est bornée comme fonction de (z,); la
fonction % (o, 1) répond donc aux conditions du théoréme du § 9(2); nous
sommes convenus de dire que le noyau %(s,1) répond dans ce cas & la
condition (A).

La fonction %(s, 1), étant la moyerne d'une fonction intégrable, est
absolument continue pour chaque position du point (x,); on a donc, pour
chaque position du point (z;)

que

K(o,1)0 <k,
si
o<,

le nombre n étant convenablement choisi.

Le choix de v est, cependant, indépendant de la position du point (z,).

En construisant une sphére ayant le point (z;) pour centre et le rayon 3
suffisamment petit, nous avons

|cos (:;:Q(NO)I ds < ff
(%)

en désignant par (3) la péortion découpée par cette sphére.

Etant donné, maintenant, un domaine (o), désignons par (s 8) la portion
commune 3 (c) et & (8).

Nous avons:

f]cos (rlgNo)! do ;_f]cos (:1(;_2\70}! dc+f|cos(:1‘;N°)l do‘<-;—+
7.
(G) 10 (0'5) 10 (-’.\'—0'8) 10
¢ — 9) G
<5

15*



2928 N. GUNTHER. SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES

Donc, si

2 -
7

o < -
:

l\.[ ®
Q2
Il

I’inégalité
K(o, 1o = "]cos(rmNo)! do
s )Y Py

Z <e
(©

10

subsiste indépendamment de la position du point (z,).
Passons maintenant & la démonstration du théoréme. En utilisant le

théoréme du § 8 (2) nous pouvons écrire

(20) (-[r — > =_17f' fu.(cl) COS(rloNld 1)d0‘:‘:
(’7’) (¢") (59)
"‘J u( < fcos(r10 0) > o,
(A

la fonction

€08 (739 Vo)

)
"10

(21)

étant bornée et continue comme fonction de (z,), sice point est situé sur (S).

Désignons par (S©) le domaine, obtenu de (S) en retranchant le
domaine (g,) En se servant des égalités (17) on peut construire deux
domaines (8®) et (8,) contenus respectivement dans (S®) et dans (o) et
ayant la frontiere de (o) pour leur frontiére commune, tels qu’on ait:

MO0 <o M0)0, <
Si(6) est le domaine formé par la réunion de (6) et (§,), on a
M@©)6 <5

Nous n’avons pas fait jusqu’a présent aucune supposition sur le
déplacement de (¢/). Supposons que la courbe, qui limite (¢'), déerit
quand (¢’) se déplace, en étant suffisamment prés de (s,), une portion de sur-
face () qui posséde dans chaque point un plan tangent déterminé.

Supposons, pour fixer les idées, que (¢) est dans l'intérieur de (D®).
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Si le point (z,) sur (S) n’appartient pas & (9), 'intégrale de Gauss

22) . ( («:os (740 Np) do __f cos (719 N,) do - ‘“ cos irlg_l_‘f_oz do‘)

2 2
"0 "0 10

(%0) (" )
est égale & zéro, quand le point (z,) est sur (S@), et est égale & 2m, quand
le point (,) appartient & (s,); nous mettons le signe (—) devant le second
terme dans (22), car la normale dans l'intégrale de Gauss doit étre dirigée
dans la portion del'espace, qui est extérieur au domaine, limité par (s,), (¢)
et (¢), tandis que dans cette intégrale il faut diriger la normale, suivant la
convention faite ci-dessus, vers l'intérieur du domaine.

Or, il est facile de démontrer que P’intégrale

oS (4 N,)
K]
"0

ds

(23) |
®)

est infiniment petite, quand le point (z,) est en dehors de (). Les valeurs
de r,;, étant dans ce cas supéricures & un nombre v, I’intégrale considérée
est plus petite que

3
72

< étant la mesure de (3), d'olt il suit que, si (¢') est assez prés de sa limite,
lintégrale (23) est moindre que e.
Si le point (x;) est dans (8), les intégrales

L™ e . {
J LOS(?.“;N“) dci’

710

J" cos (rlg Ny do

ST

(9o

sont bornées, en prenant les valeurs comprises entre 0 et 4.
Etudions maintenant la différence

1 (dV 3
(24) ? a;‘do'l'—‘J [J.(O'l)k(ﬂ'o, l)dc'l =
(@) (51)
=f#("1) (Gl fc‘_’s(_’l%ﬂ Ao — L ‘4005 (7'1(;N0) da) da,.

T30 o« 710

(S1) ) (c0)
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On peut lui donner la forme

1) {fcos(rlooNu o J €08 (’10 dc% dc .

TS

(25)

G

(Sl() (=) (%0)
cos (7 N) ~eos (7, IV,
+—Ju(o{ feetedld g; — 2200 ol s, +-

(&) R

(B 1) e (2085 0r) g

(1) (')

+Gof v (c) (fcos(rw.L o‘) . —'_ff"( o) (J‘COS(rm Ny 4 )do‘l,

(s") (0) (60)

ot (S, ™) et (a',) sont les portions de (S©) et (s,) en dehors de (6).
Chacun des deux derniers termes dans (25) est plus petit que

2we

(26') e 41:M(6)0 <

Si nous supposons que (a') est assez prés de (5,) pour que la
différence

[

0
_,___1I
G

soit plus petite en valeur absolue que ¢, le troisiéme terme dans (25) sera
plus petit, que

wUES)S

(26") : f: J“M(aj) do, =

Le second terme dans (25) différe de

7) Z [ ds, =" ne)a

(°'o )

— o) ([ do) as,

(0’0') @)

par la quantité
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qui est en valeur absolue moindre que

(26" _1_ _3_ 1_[( ,) M(co) M (s) 5, % < M(s,) 5, .

% 7 “o
Or, la limite de w(s,) 5, pour (s,)—>(c,) est égale & w(qy) o,
car p(s,— ;) (5,—5,) est plus petite en valeur absolue que
M(s,— o) (5,— 5, ) = M (6,) 0.

Il suit de 1& que la quantité (27) différe de

(28) 27 1. (o)
moins que

v 2% L&
(26 ) Gy, 4

Q0

Le premier terme dans (25) est plus petit en valeur absolue que

1 J () ( | “05"100 No) ds) do,
Wy B

et, par conséquent, est plus petit que

26 %% [ (eds, < _“- L DISO) S0 < £ I(50) 5.
0 0

En recueillant toutes les inégalités obtenues, nous concluons que (24)
différe de (28) en valeur absolue moins que

1

M) EE A UES, | 4
%a G, 4

[ Sy °

<

d’ou il suit que les égalités (18) sont exactes.
6. Quand la fonction moyenne w(s) répond & la condition mentionnée
dans le § 4: pour chaque sphére du rayon 7, ayant son centre sur (S) on a

(15) M(eyry ™ < B,

a,) étant la portion découpée par cette sphére, on peut donner au théoréme
unc forme plus précise.
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Désignons par (L) la frontiére du domaine (s,). Supposons que la
courbe (L) est rectifiable. Prenons un point sur (L) et construisons une
sphére du rayon r,, ayant ce point pour centre. La longueur de la courbe
dans D’intérieur de la sphére surpasse 2r,, car 7, est la distance entre le
centre de la sphére et les points, ot (L) sort de la sphére. En construisant
une seconde sphére autour du point, dans lequel (L) sort de la premiére
sphére, ure troisiéme sphére autour du point, ou (L) sort de la seconde
spheére et ainsi de suvite, nous couvroms (L) par un certain nombre des
sphéres du rayon 7,; ce nombre ne surpasse pas

L

-

o
L étant la longueur de ().

Nous avons démontré dans le § 4 que la surface de la portion (op),
€écoupée de (S) par une sphére dn rayon r, ayant son centre sur (S), ne sur-
passe pas 2n 7l

Si Iinégalité (15) est satisfaite, on a pour chaque portion (s,)

M(s))o, < 2rr2 Brd = 2n Br}™,

d’ot il suit que si on prend pour (8) le domaine, couvert par les sphéres,
qui couvrent (L), on aura

2z Bri+ I,
"o

| M(0)] 8 < =2nBLr,.

Comme le dernier nombre tend vers zéro avec r,, on peut faire M (4)6
. € ..
moindre que 5 en choisissant convenablement r,.

Done, si la condition (15) est satisfaite, les égalités (17) ont lien pour
chaque domaine (o) limité par une courbe rectifiable.

Nous nous contentons ici de cette remarque.

Y. Ltudions maintenant, pour Péclaircir, le cas, quand la fonction
moyenne p.(o) ne satisfait pas aux égalités (17).

Soit (L) la frontitre de (s,) et (S©) le domaine (S — o,), qu’on obtient
en retranchant de (S) le domaine (o). Supposons que la courbe (L) est
rectifiable. Soit (/) une portion de (L); désignons par (¢) un domaine,
appartenant & (S®) et ayant avec (L) des points communs, qui forment la



SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DU POTENTIEL 233

portion (7); désignons par (¢”) un dumaine, appartenant & (s,) et ayant
avec (L) des points communs qui forment la portion (J).

Nous supposerons, en premier lieu, que les deux conditions suivantes
sont satisfaites: pour chaque (!) les variables M (c*®) o®, M () o) ont
les limites bien déterminées, quand (o*), respectivement, (¢*) tendent
vers z€ro.

Les conditions mentionnées ne sont pas toujours satisfaites. Par
exemple, supposons que, étant donnée un point (z,) sur (S), on a: u(s) =0,

si (z,) n’appartient pas & (o); (o) = %, si (z,) est un point intérieur de (o)

1l ay—ua

et u (o) === =i %5 51 (w,) est sur la frontiere de (o), «, o, 6tant les angles

formés d’apres la régle qui smt: construisons une sphére du rayon 7, ayant
le point (z,) pour centre, et envisageons les angles o', o, entre les rayons
menés du point (x,) aux points d’intersection de (L) avec cette sphére, les
plus proches & (z,), et un rayon déterminé, comptés dans une direction fixe;
nous désignons par « et a, les limites de «,', o, pour #— 0 (ou les limites
inférieures, si ces limites n’existent pas).

Si (x,) est Pextrémité de (7), 1a limite de p(o'®) o dépend de la limite
de ay—a.

Remarquons, que dans le cas considéré:

74 Etant la distance entre les points (%) et (z).

Sous les deux conditions posées les variables p(0@) ¢@, u(s) o™ ont
les limites bien détermindes.

Supposons que (5,@), (5,,#) sont deux domaines de la forme (o).

Soit (g) leur portion commune, (c,) la portion de (s,'?), qui n’appartient
pas & (5,,) et (c,,) la portion de (s, ?), qui n’appartient pas & (c,). On a
evidemment

ly. (Un(e)) Gn(e) ¢ (Gm(e)) cm(e)’ = !«U‘ (Cn) Cp— (('m) cmi < lf"’ (Cn)l Cp,+
-+ |n(e,)| ¢ < M(c,) ¢, + M(c,)c, =
=M(,)s, "+ M(s,)0,@ —2M(g)g.
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Or, suivant la convention:
M) 5,0, Mi5,®)s,9, Mgy

ont les mémes limites. Il suit de la, que w(c,®) 0, — 1 (,?) 5, est
infiniment petite, d’ot on conclut en premier lieu, que u(c”) ¢ a une
limite et, en second lieu, que cette limite est indépendante de la loi de
variation de o/®.

Nous désignerons les limites de p(c@)c®@ ct de (o) o® par v (})Z
et v (7)1, ces limites dépendant seulement de (7).

11 suit de 1a, g, (5), p, (c) étant les portions positive et négative de (o),
que les quantités p (0@) @ ..., u (s®) c® posstdent aussi les lmites
bien déterminées; ces limites étant v, (?)7, . . ., v,? () 1, on a évidemment

O =0 () —%@ (D), D) =) —v"@);
on a, par exemple,

vl =limpy, (5'9) 9= 1im% (M (5'9) 6 4+ 1 (59) 69)

Ayant en vue les remarques faites ci-dessus, nous pouvons, pour
simplifier les raisonnements, supposer que les valeurs de w.(o) ne sont pas
négatives.

Introduisons une fonction moyenne 6 (c) d’aprés les conventions
suivantes: supposons que:

1) 6(c)==0, si (¢) est un domaine, qui ne contient pas les points
appartenant & (L) et formant un domaine (& unc dimension).

®
2) 6(0-)=v 5)17 si tous les points intérieurs de (s) appartiennent
a (89 et si () est la portion de (L) appartenante & (o).
3) 6() = W (Z)Z

a (o,) et si (7) est la portion de (L) appartenante & (o).

4) 6 (o) est une fonction moyenne additive; il suit de la, que sile
domaine (o) contient les points intérieurs, qui appartiennent & (S°) et les
points intérieurs, qui appartiennent & (s,), on a

bo) — HOOEHOO)?

» si tous les points intérieurs de (o) appartiennent
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Envisageons maintenant la fonction

3(c) =p(c)— (o).
On a

$ (@) 59 = . (6@) @ —6 (@) o = . (¢} ') — VO (1) {,
lim$(c9) e =0, (c“)—0
9 (O.(ﬂ) o) — @ (G(i») o — 8 (s®) 50 — i (69) o —vD (1)1,

lim § (5@)6® =0, (59)—0.

On s’assure sans peine, que les valeurs de §(c) ne sout pas négatives.
En effet, en partant d’un domaine donné () ou () on peut toujours le
changer en le réduisant & zéro de maniére, que chaque domaine suivant
soit contenu dans le précédant; les valeurs de @ (o) étant positives, il suit
de 13 que @ (c@) o®, ainsi que w.(c!?) o se diminuent en tendent vers
leurs limites. La fonction & (o) étant additive et ayant ses valeurs positives
est & variation bornée.

Ainsi on voit que (8©) et (6,) étant les domaines, qui ont été introduits
dans le § 5,

lim 8 (6%) 69 = 0, 1im 3 (,) 6, = 0;

9 (o) satisfait aux conditions (17) et le théoréme du § 5 subsiste pour la
fonction

J 5( 1)d61

(Sy)
Oron a

0.(6) = 9(s)+0(c)

et on s’assure sans peine, que

fe( ) S = [ O @) -0 0] 32

(L1)

la partie droite de 1'égalité étant l’intégrale de Stieltjes, étendue sur la
frontiére (L) de (o).
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On a dans le cas considéré

© (1)~ (1 1)] i

60 T=[ue) B ={3E)
(81 (81
et le théoréme du § 5 est applicable au premier terme de V.

Remarquons encore qu’on a
(v (L) & (L) L

Sy

(@) =3(3p), (o)) =39(55)+
On a, en effet,

p@a=3(0a+0(dz Hg=0
k(@) c=38(0)s+0()s, B(c) o= (VL) + (L)L

Remarque. Nous avens supposé que la courbe (L) est rectifiable. Dans
le cas contraite, on ne peut pas parler d’une fonction moyenne des arcs de
la courbe.

8. Supposons que les valeurs de (o) ne sont pas négatives. Prenons
sur (S) un point (#”) et ’entourons par une sphére, ayant le centre en (=)
et le rayon égal & r; convenons de désigner par [r] la portion de (o)
découpée par cette sphére.

Si la limite de la variable p([7]) [7] est différente de zéro quand r tend
vers z€ro, le point (2) est dit le point singulier.

Lemme. Les points singuliers, situés sur (S) sont en nombre fini ou
forment un ensemble dénombrable.

Envisageons les points singuliers, pour lesqnelles la limite de w ([r]) [7]
dépasse un nombre a. Si le rayon » est plus petit qu'un nombre 7, . ([r]) [7]

est plus grand que —g

On peut donc entourer ces points singuliers par les sphéres, n’ayant
pas des points communs et telles que pour chacune d’elles w ([#])[r] est plus

grand que —g .

Si N est le nombre des dits points singuliers, on a

w ([ ] >
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. N . g , a
et comme la fonction w (o) est & variation bornée, N§ ne surpasse pas B, B

étant la variation totale de w () sur (S).

11

) é‘ ki 'g' ? .

pouvons donc énumérer pas & pas tous les points singuliers, situés sur (S).
Si (™) est le point singulier portant le numéro » et si

En prenant poer a successivement les nombres 1 . ., nous

m, =Ilimp ([r,]) [7,]. 7,—0,

olt 7,, est le rayon de la sphére ayant le centre au point (™), la série
My == My = =+~ M, —— -

est convergente, car la somme de ses » premiers termes, qui sont tous
positifs, ne surpasse pas la borne totale de w (o).
Nous dirons, que #, est la masse du point singulier (z™).
Remarquons, que si on a pour chaque portion [r] 'inégalité

M([])r" < B,

il n’existe pas des points singuliers. En effet, nous avons vu dans le § 4,
quon a
[r] = ar?;

il suit de 14, que sous la supposition faite ci-dessus
Bar?

M([7])[r] est donc infiniment petite avec r.

Soit () un point singulier. Désignons par m, sa masse.

Introduisons une nouvelle fonction moyenne & (¢) suivant la régle:
posons @ (o) = (o), si le point () n’appartient pas & (5) et, dans le
cas contraire, en désignant par (c,) la portion commune & (g) et & [7],

w(o)=limp(c—ys,), r—0

cette limite existant toujours, car p(c —g,) (c—o,) augmente, quand #
diminue, les valeurs de w(c) étant positives.
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La fonction 1. (5) est additive. Si(s) est décomposé en deux portions (5%
et (c®), on a
(o — 5 @) (50 — 5 @) 4y (5B — 5 @) (B — 5 @)= y(5—05 ) (5—1
d’ot suit

& () ol + 0. (6®) o® = 4 (d) 6.

Enfin, pour la fonction 0.(s) le point (2”) n’est pas un point singulier.
Si ’on pose

w([r]) [r]=1()
(1) [r] = fr) — f(—+0).

g ([r]) [l =limp ([r] — [1]) (F]—[n]) =
=u([7]) "] —limp ([,]) [,], 7,—>0.
Il suit de 1&, que

lim i ([r]) [rf]=0. #—0.

on a

car

Posons
% (7)=p(9)— 1 (2),

la fonction »(s) étant additive et ayant toutes ses valeurs non négatives.
Comme on &

quand (o) ne contient pas le point (29), et x(¢)o =m=1lim w([7]) [r]
dans le cas contraire, on trouve sans peine

V:‘J“ v (57) do, ____f v (6,) ds, . _m_o
10 T10 7o
(5) (57)

r,® étant la distance entre le point () et le point (29).

9, Théoréme. Soit () une portion de (L). Si les extrémités de (/) ne
sont pas les points singuliers, les limites des variables u (6@) 5@, ® (s)o®,
qui ont été introduites dans le § 7, sont bien déterminées.

Démontrons le théoréme pour la variable w (@) o®.

Soit (¢{?,) le domaine qui varie suivant une loi déterminée; désignons

par v ()1 la limite de (o%,) oi9,..
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Soit (0,@) le domaine qui varie suivant une autre loi.
Si m, est assez grand, on a

f*( @ s 0, v(")(l)l<%~ pour #,>n,.

1 0y

Entourons les extrémités de (/) par les sphéres & rayon r, ayant ces
extrémités pour centres et choisissons » de maniére qu’on ait pour chacune
d’elles

€
w (1) 7] <5
Sin est assez grand, les portions de (s,®), qui n’appartiennent
pas & (¢f?,) sont dans Vintérieur ‘des portions de (S) découpées par les

sphéres mentionnées. Comme (s)c, calculée pour le domaine (o) contenu
dans (o1, ) est plus petite que @ (ai?,) oi”, il suit de la, que

1
€ (€) (€) @\ (0
—Tz— < bl (O-]. ”x) Gl,ul —k (G" ) -

Or, si n, est assez grand, tous les points de ( i), excepté les points
appartenants & deux sphéres mentionnées, appartiennent 4 (s,?). On a donc

& QING)! (&) ©
- ? < I.L (O'” ) 0-“ - P' (0-1, ng) cl. n°
11 suit de 14, que

OI—5 <p(ef,) A —5 <

<p () 5, <p () o5 <DL+,
¢’est-a-dire que
lim p(s,) e, =V ()1

ce qu’il était & démontrer.
Comme corollaire nous obtenons: s’il n’y a pas sur (L) des points
singuliers, les raisonnements du § 7 sont applicables & (o).
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Dans ce cas la fonction moyenne
v(0) =@ () +~ D7)

des arcs de la courbe (L) est continue.
Supposons que (7,) est une portion de (7), qui est contenue toute entiére

dans I'intérieur de (7) et que (I,)—>(7). Supposons, que
v()l—limv (1)l =k > 0.
Pour un choix convenable de (7,?) on a

DI —v (@)l >+

si () est plus prés de () que (1,).
Construisons deux sphéres, ayant les extrémités de (/) pour centres et
passant par les extrémités de (7). Si r et », sont les rayons de ces sphéres,

w (1) 7]+ e () [r]

tend vers zéro, quand (/,) tend vers (!) et pour un choix convenable de ()
on a

b () ]+ (D)) [] < -

Soit (o) un domaine contenant (/) dans son intérieur, les extrémités
de () étant sur la frontiére de (o), et désignons par (s,) et (sr,) les portions.
de (o) contenues dans les sphéres mentionnées. Nous avons

limp(s)o=v()l, limp(c—o.—0c,) (c—o,—0c,)=v(l){,.

On a, pour un choix convenable de (o):

0<p(e)e—y )i <L,

0 <ple—0o,—a,)(e—0,—0c,)—v ()], <£
d’ot1 suit

YO0 — e ([7]) [P — () [r] <
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et
%
vOI—v()l, <%

ce qui est contre 1’hypothése.

En appliquant les considérations ci-dessus aux parties positive p., (o) et
négative 1, (o) de la fonction moyenne (o), on trouve sans peine

80) 7= [ 2= 1>—1+Z = l KCE
Z)

(51) (81)

ou m; est égale & la différence des masses du point singulier (:vd‘”) pour les
fonctions y, (o) et w, () —2 la masse du point (z®) pour la fonction (o), —
et 9(o) est égale & la différence des fonctions 9, (o), ¢t 9, (), qu’on obtient
& P’aide des fonctions w., (o) et w,(c) aprés la transformation du § 7; v (%) 7 est
égale & la différence entre . (5) et 3 (¢). Au premier terme de la somme (30')
est applicable le théoréme du § 5; la fonction moyenre v (7) des arcs sur (L)
est continue (on suppose que la courbe (L) est rectifiable).

ERemarque. 11 est possible que la fonction p (o) n’est pas continue dans
le voisinage de (s,), tandis que le dernier terme dans (30) est absent, les
valeurs de v(7) étant égales & zéro.

Pour donner un exemple, posons que la fonction w. (o) est continue et
formons une fonction moyenne % (s) d’aprés les régles suivantes.

Supposons, que la courbe (L), qui limite (s,), est rectifiable.

1) k(c)==0, si () n’a pas des points communs avec (L) ou si les
points communs a?m (L) et & (¢) ne forment pas un domaine (4 une dimension).

2) k(o)= —: si tous les points intérieurs de (o) appartiennent & (o)
et 8i les points communs & (L) et & (¢) forment le domaine (/) & mesure /.
3) k(o)=— é, si tous les points intérieurs de (c) appartiennent 4 S(°)

et si les points communs & (L) et & (¢) forment le domaine (7) & mesure /.
4) la fonction % (o) est additive.
La fonction % (o) est & variation bornée, sa variation totale étant égale
3 2L. La fonction w (o) = p., (5) + k(o) n’est pas continue, car on a

M (o) oy — M (5,) 5 = k(5,) 5 — (99) 5y = L;
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la correspondante fonmction v(7), qui est attachée au domaine (), est

cependant égale & zéro.
On s’assure sans peine, que les intégrales

f w(a) ¢ (z) do, fp.l (0)9 (r)ds
3) (2)

sont distinctes seulement dans le cas, quand la frontiére de (X) a un domaine
commun avec (L); ces intégrales, étendues sur (§), sont & cause de cela
égales et en évaluant, par exemple, ¥, on peut remplacer la fonction w (o)
par la fonction ., (o).

10. En retournant aux notations du § 5, supposons que la portion de
la surface (3) qui y est introduite, répond aux conditions de Liapounoff.

On s’assure aisément que dans ce cas 'intégrale

(23) f%gj\f_&d

7
(8) 10

tend, comme fonction de (2,), uniformément vers zéro, si le point (z,) est
sitaé sur (L).

En effet, entourons le point (z,) par une sphére du rayon » assez petit
pour que cette sphére soit dans l'intérieur de la sphére de Liapounoff attachée
au point (,).

Si [n] est la portion de (8) découpée par cette sphére, on trouve, en
répétant les raisonnements maintes fois employés, que

"
€08 (739 V) d 4=
f__(mg—odci<2.27ffpl-Tp)\=——n

0

’
[n] 10

Dans la portion de (2) en dehors de [v] on a ,, > v; il suit de 1a, que

U'Losgrm °)d {<.,l)s
@=[M)
On a done

cos (11, V) 4= .
,f 10 10 d , < —‘ -+ ? s,
©)
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Si 'on pose
1
=27

on trouve que, (S) étant assez petite, I’intégrale (23) est plus petite qu’un
rombre ¢ donné d’avance.

Supposons maintenant que la surface (3) est tangente a (S) dans les
points appartenants & (L). Distinguons deux cas: le cas (a), dans lequel (3)
est le prolongement de (s,) et le cas (b), dans lequel (&) est le prolongement
de (8©@),

Il est facile de construire des pareilles surfaces (3) en tracant les
droites, paralleles & une direction donnée, et en prenant sur ces droites
& partir de (8) les segments proportionnels aux puissances de la distance de
la droite de (L); le lieu géométrique des extrémités de ces segments possede
dans le voisinage de (Z) les propriétés attribuées & (3).

Prenons maintenant le potentiel

___\J" v (Zl) dly ’

(L) étant la frontiére d'une portion (g,) de (§), et étudions la différence

(31) . 4ot ——fv(ll)k( 1) o dl, =
@) )
_J V(ll){ COS(rm o)dl fﬁgﬁg—mdc}da_
oo G

Comme I’intégrale
J V@) f cos <’1° ) i,
(L) @)
est infiniment petite, avec (3), si (3) est assez petite, I'intégrale

— v ([= ) a,

(Z1) (=)
16*
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dans laquelle (£) est la surface fermée, composée par réunion des portions (c.’ )f
(s), (8), differe de (31) par un nombre de la forme a €, ¢ étant choisl

arbitrairement. Or on a

__(fcos (rmz Ny do, — 2
710
()
dans le cas (a) et cette intégrale est égale & zéro dans le cas (®). II suit de
la que la différence (31) différe aussi peu qu’on le veut de 2wv(L)L dans
le cas (a) et de zéro dans le cas (), si certainement, la portion (¢") est dans
Iintérieur de (D®); dans le cas contraire cette différence a pour limite
— 2nv(L) L et zéro respectivement,.
On obtient de méme que pour le potentiel

W= —

10
la différence

[ g, ff‘i’f&_@ ds

F)
"10 710

(¢") (50)

a pour limite == 2= dans le cas (a) et zéro dans le cas (b).
En recueillant tout ce qui a été dit on peut obtenir, en utilisant la.
formule (30'), que dans le cas (b)

Uo(i) (V)o,=2= B CALN O'o(e) ) Oy =— 2TC_P' (GO) %
et dans le cas (a)
o (V) o, =2z (5)) 5y 6,9 (V) %y = —2m 1.(0,) 5,

ce qui montre que la limite de o' (¥) dépend effectivement de la mode de la
variation de (¢), si les conditions (17) ne sont pas satisfaites.
11. Si la condition (15) n’est pas satisfaite, le potentiel

(11) V=fy(c1)%°_1
10
(81)

peut devenir infini dans les points sur (83).
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