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Том ТРУДЫ I 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМЕНИ В. А. СТЕКЛОВА 

N. GUNTHER 

SUE bES INTEGRALES DE STIELTJES ET LEUES APPLICATIONS AUX 
PROBLfMES EONDAMENTAUX DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE 

PREFACE 

Pour expliquer pourquoi j'entreprends la publication de mes recherches 
de trois dernieres ann6es? je me permets de citer textuellement les paroles 
de M. H. Lebesgue dans ses «Le§ons sur Fint6gration». Nous lisons * dans 
Fouvrage de Fillustre auteur: 

«Que les fonctions de domaine s'introduisent en physique et у apparais-
sent m§me comme plus directement adaptees aux besoins du physicien que 
les fonctions de point—ne doit pas nous etonner. Un point n'est que la concep­
tion limite de corps de plus en plus petits, une fonction du point ne peut 
s'introduire en physique que comme limite d'une fonction du corps, d'une 
fonction de domaine. 

ccSi pourtant, on parle peu de ces fonctions, c'est que les mathematiciens 
n'ont pas encore сгёё l'Algebre et Г Analyse des fonctions de domaine. On 
possede par contre des notations remarquablement maniables pour les fonc­
tions de points; aussi, par des artifices divers—mais qui se reduisenttoujours 
au fond a ne raisonner que sur les domaines assez speciaux pour qu'ils ne 
dependent plus que d'un nombre fini de variables—remplace t'on toujours 
l'emploi des fonctions de domaine par celui des fonctions de point». 

En eommengant mes recherches en 1926, j'essayais de generaliser 
une formule de Stekloff par ma methode des fonctions de Stekloff et je ne 

* H. Lebesgue. Lecons sur Integration et la recherche des fonctions primitives, Paris* 
1928, chap. XI , p. 292. 
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2 N. GUNTHER. SUE LES INTEGRALES BE STIELTJES. 

parvins * a la solution du probleme qu'en introduisaiit a la place de ces 
fonctions certaines fonctions des domaines; pour les mieux distinguer je leur 
ai donne dans ce memoire le nom des «quasi-fonctions» en faisant observer 
en meme temps, que les operations avec ces quasi-fonctions sont identiques 
aux operations avec des integrales de Stieltjes. Depuis ma communication au 
Congres des Mathematiciens aBologne, j'emploi maintenant pour ces fonctions 
des domaines en vue de leurs applications le nom de «fonctions moyennes»; 
Г experience ne conduit le physicien qu'a la connaissance des valeurs 
moyennes des objets de ces recherches, que ce soit la densite, la vitesse, 
la probability etc. 

Remarquons encore que I'utilisation des fonctions moyennes dans les 
recherches purement analytiques date des temps de Riemann au moins, ayant 
ainsi шх age surpassant 70 annees: pour s'en convaincre, il suffit seulement 
de faire attention au probleme de la sommation des series divergentes, ou 
les fonctions moyennes s'introduisent tout naturellement. 

La formation des fonctions des points comme limites des fonctions 
moyennes conduit souvent a des fonctions non continues, qui nonobstant 
conviennent aux operations analytiques etant, par exemple, sommables. 

Or une fonction sommable etant mal definie suivant sa nature meme, 
on ne pent pas esperer l'obtenir par un calcul direct: les series, donnant 
generalement les fonctions continues, deviennent divergentes. 

Cette circonstance devient un obstacle insurmontable dans les recherches, 
ou une pareUle fonction intervient comme une inconnue auxiliaire, neces-
sitant toujours Finvention des voies indirectes. 

Comme, au contraire, la fonction moyenne est bien definie, on peut 
presumer, que son introduction a la place de la fonction limite rendra les 
calculs exacts et pratiquables. 

Par exemple, on salt bien qu'une suite normale, orthogonale et fermee 
des fonctions F x, F 2 , . . . Vn... etant doimee, quoique la serie 

* N. Guntber. Sur une application des fonctions universelles de M. Kora. С. E., t. 183, 
1926, p. 5 5 1 ; он же. Об одном приложении теории замкнутости. Изв. Акад. Наук СССР, 
1927, JVs№ 1—2 и 3—4, стр. 63 и 255. 
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correspondante a une fonction £ a carre integrable, soit parfois divergente, 
la serie 

a^^JY^^a, . 1 | > , & » н ^ V ™ / P n * o - + - -
(o>) (<o) (to) 

est toujours convergente et donne la valeur de 

(1) I jVdo, 
II s'agit done de poser les problemes de maniere, que la fonction 

moyenne (1) у entre direetement et de systematiser les regies concernant 
les operations avec ces fonctions moyennes; comme les fonctions moyennes 
utilisees jusqu'a present n'appartiennent qu'au cas tres particulier des fonc­
tions moyennes, on peut esperer que leur theorie permettra d'aborder avec 
succes de nouveaux problemes plus generaux. 

Septembre 1929. 

CHAPITEE 1 

les fonctions moyennes 

1, Etant donne un intervalle (un intervalle proprement dit dans le cas 
des domaines d'une dimension, un carre, un cube, etc., dans le cas des 
domaines a deux, a trois, etc. dimensions), formons une suite infinie des 
reseaux d'intervalles 

(1) Bv B2,... Bn,... 

en.prenant pour le premier membre de la suite Г intervalle, qui est donne, 
et en divisant en portions egales chaque intervalle d'un reseau de la suite 
en passant d'un nombre de la suite au suivant. 

En parlant d'un intervalle nous supposons toujours que e'est un 
ensemble des points, qui est ferme. 

Si les points envisages appartiennent a une portion d'une ligne (pour 
les domaines a deux dimensions) ou a une portion d'une surface (pour les 
domaines a trois dimensions) nous supposons toujours que les droites paral­
le ls а ил des aretes d'un intervalle coupent la portion de la ligne, 

l* 
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respectivement de la surface, en un point au plus et nous prenons pour les 
intervalles des reseaux sur la ligne, respectivement sur la surface, les por­
tions de la ligne, respectivement de la surface, decoupees par les reseaux (1). 

Nous disons que la mesure de Г ensemble (E^) est nulle, si, quelque soit 
le nombre positif s il existe un nombre N, tel que dans chaque Bn ou n"> JV, 
la mesure totale des intervalles, ayant des points communs avec (E), ne sur-
passe pas г. La mesure d'un ensemble ouvert (E) est toujours positive, car 
quelque soit le point (%) de (E\ il est un point interieur d'un intervalle, 
ayant tous ces points appartenants a (E). 

Envisageons un ensemble ouvert (E) et Г ensemble de ses points 
limites, qui ne sont pas les points interieurs de (E). Si la mesure de (E^ est 
nulle, nous disons que Г ensemble (E+E^ est un domaine (со); nous disons 
que Г ensemble (E^ forme la frontiere de (со). 

La limite pour n—> o o de la mesure totale des intervalles du reseau J S n , 
qui contiennent les points de (со) et ne contiennent pas les points de sa 
frontiere est dite la mesure de (со). 

Si tous les points interieurs d'un domaine (co x) appartiennent а (со) 
et si (co x) ne coincide pas avec (со), il у a dans (со) les points interieurs 
n5 appartenants pas а ( с о х ) ; on obtient un domaine (co 2 ) , en ajoutant а Г en­
semble (E!) des points de (со), n'appartenants pas а (со.,), tous ces points etant 
limites; car chacun de ces points limites, s'il n'appartient pas a la frontiere 
de (со), est un point interieur pour (со) et s'il n'est pas un point interieur 
de (E'\ il appartient a la frontiere de (co x ) . Le reseau 7 2 n , qui correspond 

au nombre ~ pour les frontieres des domaines (co x ) et (со), correspond au 

nombre e pour la frontiere du domaine (co 2 ) . 

Nous disons, que le domaine (со) est decompose en deux domaines (co x ) 
et (co 2 ) , en ecrivant 

(<o) = (w 3 )-H(a) 8 ) . 

En designant par со la mesure de (со), nous avons 

CO = G ^ - J - C O g . 

Ayant decompose le domains (со) en deux portions, on peut en conti­
nuant ainsi le decomposer en trois, en quatre... en un nombre fini de por-
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tions. Kemarquons, qu'en continuant le procede jusqu'a l'infini nous pouvons 
obtenir nn ensemble 

forme par la reunion des points des domaines (со х ) , ( c o 2 ) . . . , qui est different 
du domaine ( со ) ; on obtient une pareille divison, par exemple, en reimiant 
les intervalles en nombre infini, qui forment l'ensemble ouvert des points 
interieurs de (со). 

Si deux domaines (co x) et (co 2) ont des points interieurs communs, on 
obtient un domaine (co 3) en ajoutant a l'ensemble (E) de ces points ses 
points limites. Le point limite de (E), s'il n'est pas un point interieur, doit 
appartenir a (co x ) ou a (co 2 ) et s'il est un point interieur de ( c o x ) , il est sur 
la frontiere de (co 2 ) comme un point limite des points, appartenants a ( co x ) . 

Le reseau Bn, qui correspond au nombre pour les frontieres des domaiues (co 2 ) 

et (co 2 ) , correspond au nombre & pour la frontiere du domaine ( c o 3 ) . 

Le domaine (co x ) devient la somme du domaine (co 3 ) et d'un domaine ( co^ ) ; 

le domaine (co 2 ) devient la somme du domaine (co g ) et d'un domaine ( ш 2 ' ) . 

2. A chaque domaine (co t.) appartenant a un domaine (DJ des points (x), 
nous faisons correspondre un nombre и ( c o f ) . 

L'ensemble des nombres и (co t-), correspondant a tous les domaines 
possibles, constitue une fonction и (со) des domaines (со). 

Nous n'excluons pas le cas, quand les nombres и dependent outre des 
domaines (со) encore des points (x) du domaine (DJ, en utilisant dans ce cas 
le signe w ( c o , x). 

3. Definition 1. La fonction и (со) est dite une fonction moyenne additive, 
si pour chaque division d'un domaine (со) , en deux domaines (co x ) et (co 2 ) on a 

(2) и (со) со = и (со х ) со х - + - и (со 2 ) с о 2 . 

Exemples. 
1) La fonction f etant sommable dans (DJ, posons 

(i) 

en dfeignant par йсо l'element du domaine (Dx). 
Nous donnerons a la fonction (1) le nom de la moyenne de f. 
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« ( U > ) = -

en cas contraire, la somme etant etendue sur tous les nombres Ъ correspond 
dants aux nombres appartenants a l'intervalle (a, etant pose qu'a 
un nombre xn correspond le nombre bn avec le meme indice, si xn est a l'in-

terieur de (a, (3), et le nombre ~ b n , si xn est egale a a ou a [3. 

3) En supposant que les points et (x) sont situes sur une sur­
face (#), repondant a trois conditions bien connues de Liapounoff, posons 

( 4 ) ^ I J ^ M * , 

r1 0 etant la distance entre les points (x) et (xj dirigee vers (#), N0 la direction 
exterieure de la normale a (£) au point (#), (a) une portion de (S). Remar-
quons, que la fonction moyenne (4) des (a) est une fonction des points (xj 
de la surface (S) et une fonction continue de ces points, comme un potentiel 
d'une double couche, repandue sur (8) avec la densite fx egale a —1 
sur (or) et a 0 ailleurs. 

4. Definition 2. La fonction moyenne и (a) est dite une fonction 
a variation bornee, si pour chaque division du domaine (со) en portions 

(со,) , (co 2) . . . ( c o j 

Les fonctions de Stekloff, correspondantes a f, sont les valeurs d'une 
fonction moyenne de f. 

2) Supposons que le domaine (Dx) est un intervalle ferme a^x<b. 
Soit donnee une serie absolument convergente 

(3) \-+-b2-i ь Ь п - § - . . . , 

et une suite des nombres 

c3') or„ x„ . . . xn, ... 

ontenus dans 1'interieur de l'intervalle (a, 6). 
En supposant que (со) est un intervalle ferme (a, (3), posons и ( c o ) = 0, 

si aucun des nombres (3) n'appartient a l'intervalle (a, j3), et 
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en nombre fini on a 

l " W I
 w i ~ 4 M « > l W 2 H 4 t t W I w n < B > 

oii В est un nombre determine. 
Les fonctions des exemples (1), (2) et (3) sont a variation Ьогпбе. 

Si toutes les valeurs d'une fonction moyenne additive sont positives, ell 
est a variation bornee, car on a dans ce cas 

I u W I *>i н н I и (coj J соя = и (cox) cox ~н • •. н - it (coj cow = ft (D J . 

Prenons un domaine quelconque (со) et divisons le d'une maniere quel-
conque en portions ( со , ) , . . . (coj en nombre fini. La fonction moyenne и(ы) 
etant a variation bornee, la somme 

(5 ) | w W | * > i H ^ | ^ К ) | с о п 

a une borne superieure. Designons la par Z7(co) со et nommons £7 (со) со la 
variation totale de г* (со) en (со), en donnant а Щсо) le nom de la variation 
moyenne de и (со) en (со). 

Remarque. Si au lieu de se bomer a la division du domaine (со) en un 
nombre fini de portions, on tient compte aussi d'un nombre illimite de por­
tions, on n'augmente pas la variation totale. 

En effet, supposons que la serie des domaines 

(co x)-+-(co 2)-i 4 w n ) 

converge vers (со). La serie 

l w W I
 w i -H w K)l s- 1 H WK)I ^ я 4 - — 

est convergente, car la somme de ses n premiers termes est bornee. 
Or 

i = l 

etant un domaine, on a 

|м(сйд)| со 2 н ^ ^ ( c o J I co n -f- jw(co ( 1 ) ) |co ( 1 ) ^?7(co;co, 
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d'ou suit que 

<*х-л 4wWl wn< CT(co)a). 
Quelque soit le nombre positif s, on a pour un n suffisament grand 

C O 

2i«K-)i^<e-
t=W-4- l 

Or la somme des n premiers termes de la serie ne surpasse pas CT(co)<o. 

I I suit de la qu'on a 
CO 

U (ct) t.)| (0{ < Z7(o>) CO —I— £ 

1=1 

et comme s est arbitraire 
CO 

^ 1 

IMoreme. La variation d'une fonction additive et a variation bornee 
est additive et a variation bornee. 

Suivant la definition, la variation totale U (со) со d'une fonction 
additive Z7(co) est la borne superieure des sommes ( 5 ) . 

Divisons (со) d'une fa<jon quelconque en m portions (со,) , ( c o 2 ) . . . ( co^ ) . 

I I existe une division de (co4.) en portions (<oP" }) telle, qu'on ait 

3 
I I suit de la qu'on a 

^ w -ъ i 7 (со j ^ < 2 2 1 u к-(Л) I + 1 < B + l 

*=i i 

Comme la division de (со) en m portions (со,) , . . . ( c o m ) etait quelconque, 
U(со) est a variation bornee. 

Supposons maintenant, que le domaine (со) est divise en deux por­
tions (со,) et ( co 2 ) . Divisons les domaines (со,) et (co 2 ) respectivement en por­
tions: 

(6) (ш « ) , . - . , K ( m ) ) et « ) , . . - , « ' ) 
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Comme J7(cox) to , et Z7(co2) co2 sont les bornes superieures des sommes 

\и(аП)\ со х

( 1 ) н *-\u(c*™)\ | « « } ) | с о / ) - ь . . . н - [ ^ ( с о Л | < ) , 
on a pour un choix convenable des domaines (6): 

Z7(cox)cox — 6 < WK(1))| « ^ н н I^(co/ m >) | C O , < W > 

on trouve en additionnant 

£ 7 ( 0 ) , ) oo, Z7(co2) co2 - 2s < ^ |« K W ) | ^ 

D'un autre c6te en divisant conyenablement(co) en portions ( c o ( 1 ) ) . . . ( c o ( r > ) 

on trouve 

( 7 ) Щсо)со — г < | « ( c o « ) | C O ^ H н |и (с»Ю) | c o ^ . 

En designant par ( t o x

( 5 ) ) et par (co 2

( * } ) les portions communes du domaine ( c o w ) ? 

атес les domaines (co x) et (co 2), nous avons 

и (co<'>) co ( 5 ) = u ( с о « ) co x « и (со «)со « э 

d'ou suit 
Ко><*>)| © w < | t * ( c o « ) | с о х ^ - н | ^ ( с о 2 ^ ) | со/>. 

On a done 

On trouve ainsi 

cox —i— C7(co2) c o 2 — 2г < £7 (со) со < UfoJ со, н - E7(co2) co2 ц 

d'ou suit 
СГ(со) со = £7(cox) cox £7(co2) co 2. 
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Пьёогёте. La fonction moyenne additive et a variation bornee и (со) 
est egale a la difference de deux fonctions moyennes %(co) et u2(c») additives 
et a variation bornee ayant toutes leurs valeurs positives. 

Pour demontrer le theoreme il suffit de poser 

( 8 ) иг (со) = ~ (£7(co) —t- и (со)), u2 (со) = - (J7(co)—и (со)). 

I I suit de la qu'on a a la fois 

и (со) = ux ( с о ) — u 2 (со), £Г(со) = ux (со) ц2 (со). 

Nous nommerons les fonctions (8), definies par les formules (8), la partie 
positive et negative de w(co). 

Remarquons, que la decomposition de la fonction и (со) en difference 
de deux fonctions positives peut etre faite de plusieures manieres. 

Si w(co) est une fonction moyenne additive et a variation bornee ayant 
ses valeurs positives, on a 

(8 ;) и (со) = ul (со) — u2' (со), 

si on pose 

u i (ч) = u i (w) w (w), u i (w) = % (a)) w O0)-
On s'assure aisement, que la regie donnee conduit a toutes les decom­

positions possibles de Ц с о ) . En effet, de la formule (8') on deduit 

! t t W I © i H 4 M W l ^ ^ ^ К ) ^ - » ^ / K H ^ 

- H W ^ C O ^ C O . H H ^ ( c o J c o n , 

d'ou suit 

Z7(co) со = (u± (со) -+ - u2 (со)) со < {ul (со) - ь u<j (со)) со, 

les fonctions (со) et u<j (со) etant additives. 
Comme on a 

иг (со) — u2 (со) = < (со) — и l (со), 

on en deduit 
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On s'assure aisement, par exemple, que pour la fonction de Pexemple ( 3 ) 
on peut poser 

1 W 2 I с J r 1 0

2 с J r 1 0

a ( 
(<*) («) 

On peut, en effet, entourer le point (x^ par une portion de surface (8) 
decoupee par une sphere, dont le rayon est assez petit pour qu'on ait 

Гcos(r10N0) < r\cos(rwN0)\ d<r 

o) (5) 
< 

Decomposons (or—8) en portions ( < x 2 ) , . . . , ( d j . Comme on a 

|w(S)|&-j-|W(cr2)|cr2 

cos(r 1 2.y 2) 
' 1 2 

cos(r l niV n) 
' 1 № 

les points (<c 2 ) , . . . , (xj etant situes dans (o-g), . . . , (o-J et comme, n etant 
assez grand, la somme a droite differe de 

ее p c o s C ^ o ) ! ^ 

(<r-8) 

moins que ~> on voit que, t etant arbitraire, 

rlcosy0)l̂  (g)g 

Comme les fonctions иг (a), ^ 2 (a) sont positives, la demiere egalite 
montre, qu'on doit avoir 
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Faisons encore nne remarque, en supposant que les valeurs de la 
fonction и (to) sont positives. Supposons, que (со) est decomposee en une 
infinite des domaines 

(со) = (co^ н н (coj н 

En designant, comme tout a l'heure, par (co (1)) le domaine 

i=l 
nous avons 

и (coa) co1 н t-u (со J con -+- и (co (1)) co(1) = и (со) со, 

d'ou suit 
и (со2) cox н н w (coj con < ^ (со) CO. 

La serie 
btt(wfl)cof|-f-.-

est done convergente, ayant une somme des n premiers termes bornee et sa 
somme ne surpasse pas w(co)co. Si la somme de cette serie est toujours egale 
a ^(co), la fonction w(co) est dite absolument additive. 

5. Supposons que le domaine (со) est contenu dans (со), n'ayant pas des 
points communs avec la frontiere de (со), et que le domaine (со) contient ega-
iement (со) dans son interieur. En formant (со) on peut, par exemple, prendre 
la somme des intervalles d'un reseau Bn contenants les points interieurs 
de (со) et ne contenants pas les points sur sa frontiere. 

Les limites 

(9) lim и (со) со, lim и (со) со 

quand (со) et (со) tendent a se confondre avec (со), sont en general differentes 
de M ( C O ) C O , comme le montre Г exemple (2) du § 1. 

En effet, si (со) est l'intervalle ( % - § - У З , X 2 — 7 3 ) , la limite de w(co)co 
est egale a zero quand r\ —> 0, tandis que, si (со) est l'intervalle (# 1 ? x2\ on a 

w(co)co = | - (Ъг -+Ъ2\ 

Designons les limites (9) respectivement par w(co)co et w(co)co. 
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Si toutes les valeurs de и (со) sont positives, on a 

и (со) < и (со) < и (со) 

car, pax exemple, on а 

w ( c o ) c o - - t - w ( c o — со) (со — со) = и (со) со. 

La derniere egalitg et l'egalite analogue, correspondante а и (со) со, 
en demontrant l'existence des limites u(w>) et w ( c o ) pour les fonctions a valeur 
positive, la demontre egalement pour toutes les fonctions moyennes additives 
et a variation bornee. 

Pour s'assurer que la limite и (со) ne depend pas de la loi de la variation 
de (со) on peut, en parlant d'une fonction и (со) a valeur positive, prendre 
en premier lieu les domaines formes par des intervalles, mentionnes ci-dessus. 
Quelque soit (со) on peut l'enfermer entre deux domaines ayant la forme 
decrite. 

Definition 3 . La fonction moyenne г г ( с о ) est dite continue, si pour 
chaque domaine (со) on a 

(10) l i m и (со) со = и (со) со. 

La fonction moyenne additive peut etre continue sans etre a variation 
bornee; si la fonction continue 9 (%) n'est pas a variation bornee, la fonction 
moyenne 

4 J p — a r 

etant continue, n'est pas a variation Ъогпёе. 
Remarquons que, si la fonction и (со) est continue, on a aussi 

lim и (со) со = = и (со) со = и (со) со. 

En effet, supposons que le domaine ( O - i - c o ) contient (со), que ( Q J est 
un domaine contenu dans (O), ayant sa frontiere exterieure commune avec 
celle de ( Q ) , que (D2) est un domaine contenu dans (O), ayant sa frontiere 
interieure commune avec celle de (со) et que ( Q 8 ) est egale a ( Q — Q x — Q 2 \ 

Comme la fonction и (со) est continue, la limite 
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est egale h zero. Comme la limite de u(fl3)Cl3 est egale a w(Q)Q, 
quand (0 3) —> (CI) et comme 

и (D) О = и (ClB) D 3 - t - и ( Ц ) Ц и (Ц) Q 2 

on a 
l im^(O 2 )Q 2 ==0, 

d'ou suit que 

lim и (со — i — D2) (со -+- Q 2) = lim и (со) "со = 5" (со) со = и (со) со. 

On s'assure de la meme maniere que la fonction и (to) est continue, 
si pour chaque domaine (со) on a 

ге(со)со = ^ ( c o ) c o . 

II suffit pour cela de construire le domaine (со н - Q ) , contenant (со) 
le domaine (со D contenant ( с о н - О ) , et le domaine (со — Cl2), 
contenu dans (со). Comme on a 

и (со - t - CI -+- ClJ (со CI ч ь - A l J = и (со - + - Cl) (со О ) и ( Q J О х , 

Й ( 0 Ч - 0 1 Н - С ^ ( 0 Н - О 1 + ( У = = « ( 0 ) 0 Ч - » ( 0 ^ Ц 

on conclut successivement que 

l i m ^ Q J Q ^ O , Q ^ O , l imw(0 2 )0 2 = 0, Q 2 - * 0 
et 

lim и (со — 0 2 ) (со — Q2) = w (со) со — lim и (Ц) Ci2 = и (со) со, D 2 —> 0. 

Supposons, que les valeurs de w (co ) sont positives. Si /co) est contenue 
dans (со) et si on divise (со) en deux portions (со х ) et (co 2 ) , (со) sera divise 
en deux portions ( с о х

( 1 ) ) et ( c o 2

( 1 ) ) . On a 

и (со) со = и ( с о / ) ) со х

( 1> w (со /0 с о 2

( 1 ) . 

II suit de la 

цi (со) с о = l i m и (со) со = Нт и ( с о / * ) co x

( 1 ) - i - l im и ( с о 2

( 1 ) ) с о 2

( 1 ) > и (со х) a^-H 

-HW(CO2)CO2, 
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les limites des ufo^)**^ et w ( c o 2

( 1 ) ) c o 2

( 1 ) pouvant etre plus grandes que 

!*(C O:L)C OI> JfW^ 

car ( с о х

( 1 ) ) э (w 2

( 1 )) ont des points communs avec les frontieres de (o^) et de ( co 8 ) . 

On a done 

w (со) со > и (со,) со, - + - w (co 2 ) c o 2 . 

Divisons le domaine (со) d'une maniere quelconque en portions 

К ) , Ю • - • w 
en nombre fini et formons la somme 

(11) и (со,) со, и (co 2 ) co 2 - * 1- и ( c o j c o n . 

Designons par Z ( c o ) w la borne inferieure des sommes (11). La fonction 
moyenne l (со) est une fonction additive. 

Supposons que le domaine (со) est divise en deux portions (со,) et ( c o 2 ) . 

Divisons les domaines (со,) et (co 2 ) respectivement en portions (6). 
On a pour un choix convenable des domaines (6): 

и (co, ( 1>) c o , ( 1 ) н н и ( c o , ( m ) ) c o , < ^ < l (со,) CO, —1— £ 

!* ^ 2

C 1 ) -H . . . -и « К ( n >) < Z (co 2 ) co 2 -4- s 

et on trouve en additionnant 

i=l 
i—n 

^ ( < W } < ? ( « о ) со , -*-г ( ( 0 ^ ( 0 , 4 - 2 6 . 
*=i 

D'un autre c6te en divisant convenablement (со) en portions 

( a ) W ) , . . . , ( c o ^ ) 

on trouve 
U («UP)) <BW H 1— U (СО -̂) Ц ] ( Г ) < Z (ft)) ft) - H Б. 
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on a 

2 ^ Ю 0 0 » < ?(C0)C0 £. 
i = l 

En designant par ( t o / * ) et par ( c o 2

( 5 ) ) les portions communes du do­
maine (co ( * } ) атес les domaines ( to , ) et (co 2 ) , nous avons 

и (co (*>) c o w > и ( < o « ) co,<5 ) н— i t (ft) « ) ft) « 3 

d'ou suit 

г (со,) - t - 1 (co 2 ) <o2 < 2 ! ! K W ) < } 2 £ W^ < Z ( w ) W 

S = l 5=1 

On a done 

I ( to , ) со, H— Z (co 2 ) c o 2 — e < £(co)co < £ ( с о , ) с о , н - ? ( с о 2 ) с о 2 ~ + - 2 £ 

et on conclut que 

( 1 2 ) l (со) со ~ l (со,) со, Z (co 2 ) c o 2 . 

En envisageant la fonction 
( 1 3 ) II (со) — tf(o>) 
on voit que 

(и (со J — и (со,)) со, - + - (и ( с о 2 ) — и (со 2 ) ) со 2 = 

= и (со) со — ( w (со,) со, - + - и (со 2 ) со 2 > w (со) со — м (со) со* 

Designons par JL(co)co la borne superieure des sommes 

i=n 

On s'assure aisement qu'on a 

( 1 4 ) «e(w) = J ( < o ) - t - b ( ( o ) . 

En effet pour une division convenable de (со) en portions ( c o , ) r . . . ( co w ) 
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Comme pour chaque division de (со) en portions ( с о , ) , . . . ( c o j бп a 

on trouve 

и (со) со < Z (со) со - + - L (со) со £ . 

D'un autre c6te pour une division convenable de (со) en portions 
(co x ) , . . . ( c o j on a 

£ ( c o ) c o — £ < 2 (w W — « iK . ) )co~ w(co)co — 2 
et 

Z ( c o ) c o < 2 i^KM 

*=1 
d'ou suit 

Z (со) со —i— Z/ (со) со —— £ <C и (со) CO. 

On a done 

l(со) со - + - X (со) со — £ < w (со) со < (Z(co) - f - Z / ( c o ) ) со —f— ?5 

d'ou on conclut 
и (со) со = l (со) со ~+~ Х- (со) со. 

Nous dirons, que la fonction L (со) determine les sauts de la fonction 
и (со). Demontrons maintenant que l (со) est continue. 

Designons par (со) un domaine quelconque, (со) un domaine dans son 
interieur, (co 2) la difference entre (со) et (со). 

Imaginons un domaine (O) variant de (со) а (со) de maniere que sa 
mesure augmente; si Ji — Q — со, h varie de 0 а7г0 = с о — со et on peut 
traiter (Q) et u{Cl)Q, comme les fonctions de lu 

Si 
u(Q)Q = f(hl 

f (A) est une fouction croissante. 
Doimons a h deux valeurs \ et \ 

0 < \ < \ < \ 
9 

ТрФМЕ, I ~* 
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et soient ( Q J et (0 8) les domaines (Q) qui leurs correspondent, Ду-ant pose 

K ) = ( Q , — G , ) , 

nous avons 

et obtenons 

I (со,) t o , < (co x) со, =± lim w (со,) со, = f(hQ — 0) — f ( н ь 0 ) . 

La difference 

etant infiniment petite pour 7г0 —> 0, on voit que £(<*>,) со, Test aussi. 
Theoreme. Si la fonctiou moyenne additive et a variation bo raeo w(co) 

est continue, ses parties positive et negative le sont aussi. 
Supposons, que иг(ю) et w 2 ( c o ) soient les parties positive et negative 

de la fonction и (со): 
м (со) = иг (со) — w 2 (со). 

Si la fonction иЫ) est continue, on a 

я- (со) со — и (со) со = ( w , (со) со — w , (со) со) — ( w a (со) со — и2 (со) со) = 0. 

Les fonctions и, (со) et w 2 (w ) ayant les memes sauts, leurs fonctions dos 
sauts sont egales et on a 

ui ( w ) = h (ч) *+• L (со), u2 (со) = Z2 (со) -н L (со), 

les fonctions 2, (со), £2 (со) etant continues. Comme on a 

и (со) = ?,((«>) — Z 2 (co) 

les fonctions w , (co) et w a (w) ne sont pas les parties positive et negative 
de w(a>) , si L ( c o ) est differente de zero. 

On conclut du theoreme, que la fonction moyenne additive et a varia­
tion bornee etant continue, sa variation moyenne Test aussi. 

Les sauts d'une fonction additive a valeurs positives sont positife. 
Comme on a 

U (со) = w , (со) - i - u2 ( to) , 
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les sauts de la fonction J7(o>) etant egaux a zero, les sauts des fonctions 
иг(а>) et u2((si) doivent Fetre aussi. I I suit de la que la fonction w ( o o ) est 
continue, si sa variation moyenne £7 (со) est continue. 

6. Envisageons la suite des reseaux des intervalles (1). 
Une fonction moyenne w ( c o ) additive et a variation bornee des 

domaines (со) etant donnee, on peut dire qu'une fonction u(i) des inter­
valles (i) de la suite des reseaux est donnee. Si un intervalle (i) est contenu 
dans ( Z ) J , on connait u(t); si tous les points de (г) sont exterieurs к ( D J , 
on peut poser u(i) = 0; si (i) est la somme de deux portions ( c o ( 1 ) ) et ( c o ( 2 ) ) , 

dont la premiere est exterieure a (DJ, on peut poser 

(15) u{i) = -±—± 

Reciproquement, si la fonction u(o>) est continue, elle est completement 
definie, quand on donne cette fonction и (г) des intervalles, chaque domaine (со) 
£tant la limite des domaines inserts, formes par des intervalles. 

Si la fonction moyenne и (со) avdditive et a variation bornee est continue, 
on peut la generaliser en formant avec son aide une fonction moyenne des 
ensembles mesurables (Ж), appartenant a un certain corps (J.), telle 
qu'on ait 

2 1 ' (a) и (Ж х) \Щ + и (Ж,) \Ma\=u(Ml + 3Q\l£1-*-Ma 

les ensembles (M^ et (Жа) n'ayant pas les points comnrans, et 

(b) \u(MJ\\Щ\ н н \ u ( M J \\Mn\ < В 

pour chaque serie des ensembles (Ж,), (Ж2), . . , ( M n ) sans points communs, 
contenus dans (DJ, \ M \ etant la mesure |Ж|. 

Pour demontrer ce point il suffit de suivre la methode indiquee par 
M. L. Schlesinger,* qui consiste dans Fapplication de la thgorie de la 
mesure des ensembles a la fonction и (со). 

Comme cette generalisation n'a qu'une valeur secondaire pour ce qui 
suit, nous nous contentons ici de l'indications des 6tapes principales de la 
demonstration. En suivant pas a pas les raisonnements des alineas 11—14 

* Lebesguescne Integrate tmd Fcmriersche Relhen, p. 161. 

2* 
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de Fouvrage mentionne de M . L . Schlesinger, supposons, en s'appuyant sur 
le theoreme du § 4, que les valeurs de « ( c o ) soient positives. 

Supposons., que Qi) est un intervalle quelconque et designons par (V) 
Fensemble ouvert, forme par ses points interieurs. Etant donne un ensemble 
mesurable (M) on peut Fenfermer dans un systeme denombrable des inter­
valles ouverts 

(16) to • • • to • • • 

Chaque ensemble (hi) etant une somme d'une infinite denombrable des inter­
valles (ik) des suites des reseaux (1), on peut dire que l'ensemble (M) est 
enferme dans un systeme denombrable des intervalles 

(17) ft), ft), • • - ftj, . • . 

chaque point de (Ж) etant dans Finterieur des intervalles (17). 
En triant les intervalles (17) on peut les partager en groupes des 

intervalles, appartenants aux reseaux ( В г ) . . . (BJ . . . . Si on efface main-
tenant dans la suite (17) chaque intervalle, qui est en entier dans Finterieur 
d'un intervalle qui lui precede et si on efface dans chaque intervalle la 
portion, qui est dans Finterieur d'un des intervalles precedants, en donnant 
a la portion restante la forme d'une somme des intervalles, appartenants a 
un reseau (B v) a Findice v plus grand, on transforme la suite (17) en une 
suite des intervalles distincts. Les points de Fensemble (M) peuvent, 
maintenant, etre situes sur les frontieres communes des intervalles (17). 

Formons la serie 

(18) и(гг)\-*-и{l2)i2^ ь-и{%п)%п-ь •-. 

qui est convergente, ayant ses termes positifs et une somme bornee des n 
premiers termes, car 

est un domaine. 
En choisissant de toutes les manieres possibles les intervalles (16), 

designons par 

(19) u(M)\M\ 

la borife inferieure des sommes (18), jMJ etant la mesure de Fensemble (Ж). 
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Le nombre (19) etant bien defim, nous obtenons ainsi la valeur de 
и (Ж) pour chaque ensemble (Ж) dont la mesure est positive. Pour les 
ensembles de mesure nulle, il s'agit seulement du nombre (19). Posons encore 

u{M—Ж) = 0. 

1) Les intervalles (17), qui couvrent l'intervalle ouvert (#), sont compris 
dans les intervalles ( i j , (г2), . . . (im)7 formant un domaine contenant (i), pour 
lesquels la somme 

differe aussi peu qu'on voudra de la mesure de (£). 
Comme, a cause de la continuity de la fonction w(co), on a 

lim 2 u(ij)ij = u(i)i 

on voit que 
u(il) = гг (i). 

On peut done remplacer dans (18) quelques termes w f t ) , . . . u(ij9. •. 
par . . . wO :

w0i • * • s a i l s r * e n danger. 
En suivant maintenant ^exposition de M. Schlesinger on deduit 

aisement que: 
2) Si l'ensemble (Ж2) est contenu dans (Мг): 

^(Ж 2 ) |Ж 2 ! 1 <г«(Ж 1 ) |Ж 1 ! . 

Ainsi, si l'ensemble (f) ne differe de l'intervalle (г) que par quelques points 
sur la frontiere, on a 

(г ' ) < < ( г ) , м ( /") = u (*') = t t ( * ) . 

3) On a pour les ensembles (Мг) et (Ж 2): 

к (Мг н~ M 2 ) \Мг^М2\<и (Мг) \Щ+и (Ж 2) | Ж 2 1. 

4) Si 
(Ж) = ( Ж 1 ) н - ( Ж , ) ^ . . . 



22 N. GOTTBDBE. SUE LES INTEGRALES D E STIELTJES. 

on a 
и(Щ\М\<и(М1)\М1\-*-и(М2) \Ma\ -+-••-

5) Si (0) est un ensemble ouvert contenant le nombre (19) est 
egale a la borne inferieure des nombres 

Ц 0 ) | 0 | . 

6) Si Fensemble (M) est nne somme des intervalles ft) en nombre fini 
on non, qui n'ont pas des points interieurs communs, comme, par exemple, 
un ensemble ouvert, on a 

(20) uW\M\ = Zu(V\ik\* 

7) Si (JQetfJf^Jsont les ensembles sans points communs, rtfpondant a 
la condition de Falinea (6), on a 

(21) u(M1^M^\M1^M^u(M^\M1\^ 

8) Si (1Q, (ifeQ,. . . sont les ensembles sans points communs, rtfpondant 
a la condition de Falinea (6), on a 

o o 

* Si 
o o 

1 I 

% n'ont pas des points communs, On a: 

OO 4 o o 

2 ю г 2 
et 

o o с о с о o o 

« < * ) w s 2 *®^2 2 « с ь ^ ^ 2 * W ^ W I * K « 
fc=l &=1 v = l v = i 

d'om suit l'egalite (20). 
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9) En se basant sur Fassertion de Falinea (7) on trouve pour deux 
ensembles ouverts (O^ et (0 2), que 

и(02—Ог) [ 0 , - 0 , 1 = и(0 2)\0,\ — u(OJIOJ, (0, < 0 2 ) 

' ^ H - O ^ O . H - O J ^ O ^ ^ 

10) Si Fensemble (M) est contenu dans un ensemble ouvert (0) et si 
Fon pose 

и.(Ж)\М\ = и(0)\0\ — и(0—М)\0 — М1 

le nombre и{(М)\М\ ne depend pas du choix de (0). On a toujours 

и{(М)\М\<и(М)\М\. 

Supposons maintenant que la fonction и (Ж) n'est consideree que pour 
les ensembles (Ж) repondant a la condition 

(24) и.(М)\М\=и(Ж)\М1 

Convenors de dire, que Fensemble (M) verifiant Fegalite (24) 
appartient au corps (A) des ensembles. On demoutre aisement, que si 
Fensemble (Ж) appartient au corps (A), Fensemble (О — Ж) lui appartient 
aussi; que ce corps (A) contient les ensembles ouverts, les intervalles, 
les ensembles fermes, les ensembles pour lesquelles le nombre (19) est egale 
a zero, entre autres les ensembles denombrables. 

Enfin on demontre, que si les ensembles (M^ et (Ж2) appartieiment 
au corps (A)j les ensembles (Mx • Ж2) et (Ж х -+- M^) lui appartiennent aussi 
et si (Mx) et (Ж 2) n'ont pas des points communs, pour ces ensembles l'ega-
lite (21) est satisfaite; si les ensembles (Ж,), (Ж 2 ) . . q u i sont sans points 
communs, lui appartieunent, Fensemble 

CO 

(Ж)=2 № 
lui appartient aussi et Fegalite (22) subsiste pour ces ensembles. Ayant en 
vue Fegalite (22) nous disons, que la fonction u(M) est absolument 
additive. 
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7. Definition 4. La fonction moyenne additive w(o>) est dite absolument 
continue, si quelque soit le nombre positif e, on peut lui faire corresponds 
un nombre у de maniere qu'on ait 

(25) *~H<*J\<*P< 

quand 

(25') о^н н с о р < 7 1 , 

quelque soit le nombre fini p, les domaines (со,). . . (cop) pouvant n'etre pas 
contigus. 

Remarque. Si la dimension du domaine (Dx) est plus grande que 
1'unite, on peut simplifier cette definition en disant, que la fonction и (со) 
est absolument continue, si pour chaque nombre positif e, on peut assigner 
un nombre 7j, tel que 

| « ( u ) ) | < 0 < 6 , 

la mesure du domaine (connexe) (со) etant plus petite que r\. 
Evidemment, la somme 

CO- —I— CORT —I— • • • —I— CO 
1 2 p 

etant egale a un nombre т)1Э moindre que 7], on peut toujours unir les 
domaines (со,), (<o2). . . (cô ) par des tubes ayant une mesure moindre que 
у) — \ et former ainsi un domaine connexe (со). 

Si la fonction additive ге(со) est absolument continue, pour chaque 
division du domaine (DJ en portions (со,), . . . (<on) subsiste Tinegalite 

l«(«i)|*>i-« H«(<aJK<J?, 

В etant un nombre determine. 
Supposons que Finegalite (25) soit satisfaite pour 6 = 1 , si YI = Y) 0 . 

Choisissons parmi les reseaux (1) le reseau iiyqui est coupe par les fron-
tieres des intervalles, paralleles a un plan des coordonnees, en tranches, de 
maniere, que la mesure de chaque tranche soit moindre que 7 ] 0 . Supposons 
que nous obtenons N tranches. Les frontieres des tranches coupent les 
domaines (со,), , . . (cow), ce qui augmente la somme 

(26) |«C«0 |CO 1 - I - . . . -H|«K)|«». 1 1 . 
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Or, la mesure de chaque tranche etant moindre que Y) 0, la somme (26) 
se transforme en N sommes, chacune desquelles eet moindre que 1. On a 
done pour chaque choix des domaines (со,), . . . (con) 

I ^ W I C ^ H 1-|«((о л)|<и п<Ж 

On en conclut que chaque fonction w(co), qui est absolument continue, 
est a variation bornee. 

Si la fonction и (со) est absolument continue, sa variation moyenne 
Л (со) Test aussi. Pour le demontrer dans le cas, quand la dimension de (DJ 
urpasse Funite, il suffit d'observer. que, si 

со < ч , 
on a 

K î)!**!-1
 ^ \ и М ^ п < £ ; 

la borne superieure des sommes (26) ne peut done pas surpasser E. 
Si la dimension de (DJ est egale a Funite, il suffit, ayant choisi le 

nombre _p, de trouver le nombre yj correspondant a ^ • II suit de la, que, si 

a fonction ц(ю) est absolument continue, ses parties positive et negative le 
sont aussi. 

Si la fonction w(o>) est absolument continue, elle est absolument 
additive. II suffit de demontrer Fassertion pour les parties positive et nega­
tive w(co). 

Supposons, que и (со) est positive et supposons, qu'on a 

(«) = (а>д)-н(о)8)н ь(о)п)н 

En designant comme ci-dessus par (cô ) un domaine dans Finterieur 
<&e (co )̂, n'ayant pas des points communs avec (co4.), nous avons 

7c=n h=n 

U (со,) cox -+-' H W (w n) 5> л-H w (со— ^ ^ ( u ) — 2 ^A ) — ^ ( t 0 ) 0 0 -
Jfe=l fc=l 

Or si w est assez grand, la mesure du domaine 
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est moindre que 4 . On en conclut, que 

\u ( « ) со — 2 u < £> si w > 
fc=l 

d'ou 

|м(со)со— 2 ^(w^cojj < £ , si n>N. 
fc=n 

II suit de la, que 

( 2 8) Ц с о ) ш — и (со,) со, ни- и (co 3 ) co 2 н 

Theoreme. Etant donnee une fonction moyenne additive w(co), si la 
fonction 

| I I ( Q > ) | 1 + \ A > 0 

est a variation bornee, la fonction и (со) est absolument continue. En utilisant 
PinegaEte connue de Holder 

1н-А\ Л I / 1н-А\ Л 1 

on trouve 

= 2 iMM • W ^ < (2 ш<)ш 2 Î M*** Ю* < 

II suit de la que, quelque soit un nombre positif e, on peut trouver un 
nombre yj tel, que 

si со < 73, on a 2 |« («v ) | a>f< £• 
4=1 

Comme cas particulier signalons, que la fonction moyenne additive и ( с о ) 
est absolument continue, si elle est Ьогпбе, c'est-a-dire, si on a pour 
chaque (со) 

I «(со) I <A. 
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est absolument continue, ses valeurs ne surpassant pas Punite. 
Si la fonction moyenne и (со) est absolument continue et si on forme 

suivant les regies du § 6 la fonction generalisee des ensembles и ( Ж ) , on. 
trouve pour le nombre 

(29) u(M)\M\ 

la valeur zero, si la mesure de (M) est egale a zero. 
En effet, quelque soit le nombre positif 4, on peut couvrir l'ensemble (Л£):. 

par un ensemble denombrable des intervalles (ij) tels que 

4-+-%-* H i n H < 4 -

En choisissant le nombre N de maniere que 

on trouve, que la mesure de la somme des domaines 

^ H - ^ H I- ? n 

est moindre que ~ . II suit de la, que 

fc=l 

d'ou l'on conclut, qu'on a aussi 

00 

8. Formons suivant la regie du § 1 une suite infinie des reseaux des 
intervalles, contenant (DJ. 

Exemple. Etant donne un ensemble mesurable (Ж), designons par 
(CDM) la portion de (M) continue dans le domaine (со). La fonction moyenne 
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Prenons un point (x) du domaine (DJ. 
Ayant pris le reseau avec Tindice v, envisageons l'intervalle (iv) conte­

nant (x) dans son interieur, en designant par (iv) un groupe d'intervalles 
du reseau, formant un intervalle plus etendu,sile point (x) est sur la frontiere 
d'un des intervalles du reseau.* 

Envisageons en premier lieu les domaines (oo) contenus dans (i v) 
tels que 

(29) 

Designons par и^УЩ la borne superieure des м(ю) pour tous les 
domaines (со) repondant a I'inegalite (29); posons 

Ua(x) = limu^)(x)1 v - ^ o o 

et, en remarquant, que u^(%) croit, quand a diminue; 

й (x) — lim ил(Я), a—>0. 

Nous definissons de la meme maniere les nombres 

UgPKx), fa), u(x) 

en prenant partout les limites inferieures. 
Definition 5. Si on a 

u(x) — u(x) 

on dit que la fonction moyenne и (со) a une valeur 

(30) u(x) = u (x) = и fa) 

au point (x). 
Exemple. La fonction moyenne de Г exemple (1) du § 1 a presque 

partout une valeur egale a f(x). 
Faisons quelques remarques a propos de la definition posee. 
On a toujours 

и (x)<^ iftt fa) < u „ (x) <: и (X). 

* Voir L. Schlesinger und Plessner. Lebesguesche Integrate mid Fouriersche Beiheii , 
p. 113. 
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Ainsi, si Fegalite (30) est satisfaite, on a anssi 

U (x) = ttgfo) = ujx). 

Si an point (%) la fonction moyenne и (со) а иле valeur et si les domaines 
de la suite 

( 3 1 ) K ) > K ) , • • • K ) > 

qui sont contenus dans les intervalles de la suite des reseaux en repondant 
a la meme inegalite ( 2 9 ) , tendent vers zero, on a 

w(^) = limw(coj, > o o . 

En effet, pour chaque (со J est valable Tinegalite 

u^Hx)<u(uJ^uJ>)(x\ 
qui montre que 

lim и ( c o j < lim uao>) (%) — и (x) 

lim и ( c o j ^> lim fa) — и (x). 

Si la fonction moyenne и (со) est continue et si Ton forme suiva,nt la 
regie du § 6 une fonction des ensembles и(Ж), appartenants a un corps (J.), 
on peut etendre la definition donnee sur la fonction и (Ж), en prenant au 
lieu du domaine (со), contenu dans (av), les ensembles (Ж), у contenus, en les 
assujettissant a la restriction 

( 2 9 ; ) 4 ^ > a . 
i v = 

Comme les domaines (со) entrent dans le corps (A), il est evident, que 
dans tous les points, oil la fonction и (Ж) a une valeur, la fonction и (со) 
Га aussi et que ces valeurs sont egales. 

Remarquons encore que les fonctions des points u(x) et и (x) son! 
mesurables. Pour le demontrer il suffit d'observer que pour v et a fixes les 
fonctions des points 

и^Щ, ^ a ( v ) fa) 

comme ayant un nombre limite des valeurs dans (Bx) sont mesurables. II 
suit de la que les fonctions иЩ7 u(x) le sont aussi comme les limites des 
suites des fonctions mesurables. 
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Э. ТЫогтъе. Une fonction additive et a variation bornee a presque 
partout une valeur. 

Pour le demontrer, remarquons que si 

и (со) = иг (со) — и2 (со) 

^ (со) et ^2(со) ayant leurs valeurs positives, on a 

и (x) < ^(x) — щ fa) 

и (х)^>иг(%)— u~2 (X)y 

• car on a evidemment 
и^&)<и„<У)(х). 

II suit de la, qu'il suffit de demontrer le theoreme pour les fonctions 
moyennes, ayant toutes leurs valeurs positives: si les inegalites 

\ (%) > их fa), ^ (x) > щ fa) 

peuvent etre satisfaites seulement pour les ensembles de mesure nulle, 
Finegalite 

u(x) > u(x) 

Test aussi seulement pour les pareils ensembles. 
Supposons, par consequant, que toutes les valeurs de w(co) soient 

positives. 
Nous demontrerons plus loin que Fensemble des points ou on a 

и (x) = o o 

est de mesure nulle. En excluant ces points, supposons que Finegalite 

й'(х) — u(x) > 0 

soit satisfaite pour un ensemble (E) des points, ayant la mesure positive.* 

* L'ensemble (JEJ) est mesnrable, car la fonction u(x)— и (x) eat mesurable etant egale 
« l a difference entre deux fonctions mesurables и (x) et f (#), 
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Decomposons Fensemble (E) en ensembles partielles (E0), (Ег) en 
supposant que (EJ soit Fensemble des points dans lesquels 

_ J _ ^> и (x) — u(x)>^, 

(E0) etant l'ensemble, ou 

и(x) — и\(x) > 1. 

Comme on a 
\E\=t\E,\-*~\Ex\+^ 

la mesure de Tun de ces ensembles doit etre positive. II existe done un 
nombre 2a, tel que Finegalite 

u(x) — u(x) > 2a 

est satisfaite par un ensemble (e) de mesure positive. 
Divisons Fensemble (e) en ensembles partiels (e0), (e^j... en choisissant 

pour (ej) Fensemble des points dans lesquels 

ka<u(x) <(&-+- l )a . 
Comme on a 

la mesure d'un des ensembles (e0), (ej , est positive. Supposons que 

•e'est l'ensemble Pour tous les points de cet ensemble on a 

и (x) < (k - + - 1 ) a> и (x) > и (x) 2 a > (& нн- 2) a. 

Posons 
l ) a < x < x 1 < X l < X < ( & - + - 2 ) a . 

On peut maintenant affirmer, que la mesure de l'ensemble (M) des 
points, pour lesquels 

и ( a ? ) < x < x x < \ < X < « ( x ) , 

est positive. Comme la mesure j j f j de l'ensemble (Ж) est positive, il existe 
dans cet ensemble un point (x) dans lequel la densite est egale a 1, 
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la densite an point (x) etant la valeur au point (x) de la fonction absolu­
ment continue 

(32) J——l = S(a>), 

cette yaleur etant egale a 1 presque partout.* 

Comme и (x) est plus petite que * et comme 

и (x) = lim t f c G ^ , si a < a 0: Ug(x) < x - + - ^ ? 

en prenant pour s un nombre moindre que x x — x . 
II suit de la, qu'il existe une infinite de u^ix) qui justifient 

Finegalite 

^ ( v ) (x) < ua (x) - н ! < x e < x r 

On conclut de la, qu'on peut assigner une infinite des domaines 

(33) ( с о ^ ю W 
tels que 

* К) < x n u ( ш J w f t < x i °v 

'Comme les domaines (33) repondent aux conditions imposees par le 
§ 8 aux domaines (31), la suite 

0(0)3), o(co 2) , S(coJ 

a une limite egale a Funite. 
Liscrivons dans chaque domaine (со J un nouveau domaine (соJ n'ayant 

pas de points sur la frontiere (со J et tel que 

£x etant un nombre positif choisi d'avance. 

La suite des domaines 

( 3 3 0 ( 5 J , 

Voir, par exemple, L. Schlesinger uiid Plessner, 1, c , p. 123. 
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repond aussi aux conditions imposees aux domaines (33) et la suite 

&(5s), 

a une limite egale к Funite. 

Cela etant, on peut trouver un nombre щ tel que 

S ( cO n )> l -E G , S ( S J > l - £ 2 , 

s2 etant un nombre choisi d'avance apres le choix de sx. 

Pour simplifier, designons (coj simplement par (со). On a 

(34) (̂co)co <С>!<*>> 8(co)co> co(l—e8), S(co)co>(l—s2) CO, 00 = CO ( 1 — £ x ) 

et 

о (со) со = j со M\, В (со) <o = I со Ж| . 
Les formules (34) montrent, que la mesure de Fensemble ( c o M ) est positive. 

Pour chaque point fa) de Fensemble (со Ж) nous ayons 
и (%) > X. 

En choisissant un point (a?) de (со Ж), on peut affirmer, que 

si a < a l : ujx) > X — | , 

г etant positif et moindre que X — \ II suit de la, que pour une infinite d e 
uyw (<r) on a 

« " ^ ^ ) > ^ ^ ) — | > X — £ > X , 

et que, quelque soit fa) dans (со Ж), les inegalites 

(35) ^ K ) > \ 

pour une infinite de domaines sont satisfaites. 
Les domaines (coj correspondant a un point fa) situe dans (со), o n 

peut se contenter de ceux, qui sont contenus dans (со), leur nombre restant 
infini. 

ТрФЫИ, i 3 
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En resumant, nons avonsfait correspondre a chaque point (x) de Г en­
semble ( w l ) une suite infinie des domaines (cô ), contenue dans (со). 

En appliquant maintenant le theoreme de Yitali * on voit, que parmi 
ces domaines on peut choisir un nombre infini de domaines (тп), tels que 

CO OO CO 

\^М)-^т^п\==0,^п<\^М\ч-Ч,^п>\^М\ 
n=\ n~l w = l 

et que les domaines (TJ n'ont pas des points interieurs communs. Pour 
chacun de ces domaines on a Pinegalite 

d 'ou suit qu'on a 
CO oo 

tous les domaines (un) etant contenus dans (со). Or, on a 

CO 

^=1 

On peut evidemment choisir les nombres е2 et s2 d'avance de maniere 
qu'on ait 

\ (l — ex) ( l — g со > ^ со ou ( i — £ l ) ( l — g > ь 

c e qui conduit & une inegalite contradictoire. 

w(cn)co < х2со < (̂co)co. 

II suit de la que la mesure de l'ensemble (Ж) doit etre egale a zero. 
En appliquant les memes raisonnements on peut demontrer egalement, 

que l'ensemble ( Ж ^ ) des points, ou on a 

и (x) — CO , 
a la mesure nulle. 

* Voir L. Schlesinger und Plessner, 1. c , pp. 116—119. 
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Si la mesure exterieure de cet ensemble etait positive, la mesure exte-
rieure de l'ensemble (Жр, ou on a 

(36) u(x)>p-^l 

serait aussi positive. L'inegalite (36) etant satisfaite, on a pour les amoindres 
qu'un a0, (x) appartenant а (Ж ), 

vy.(x) >р-*-к 

d'ou suit que pour tous ies v superieurs a un certain JV, on a 

q̂(V) (X) >jtf 
et que pour une infinite de domaines l'inegalite 

j p u ) n < « ( < o n ) a > f f 

est satisfaite. En appliquant maintenant le theoreme de Vitali, on voit que 
pour certains domaines ( i j , tels que 

OO CO CO 

on a, la fonction и (со) etant additive, 

OO oo 

* 2 T« < 2S * ^ *» < u W B*, P i I < «(D J D a 

ce qui donne inegalite impossible, si (M^) n'est pas egale a zero, le nombre 
p etant arbitraire. 

10. Supposons maintenant que и (to) est continue. Nous pouvons com­
pleter les raisonnements du § 6 en demontrant le theoreme: Soit donne un 
ensemble (Ж) ayant la mesure nulle. Si pour chaque point (x) de Г en­
semble (Ж) 

(37) и (x) < I 
3* 
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on a 

(38) м(Ж)|Ж| = 0. 

Supposons, pour fixer les idees, qu'en passant d'un reseau de la suite 
des reseaux du § 1 au suivant, on divise les aretes des intervalles en deux 
parties. 

La mesure de l'ensemble (Ж) etant nulle, on peut le couvrir par un 
ensemble denombrable des intervalles (in\ appartenant a notre suite des 
reseaux tels que 

4-*-**-* — <6> 

& etant un nombre positif choisi d'avance, chaque point de (M) 6 tun l к 
Tinterieur d'un des intervalles mentionnes; les intervalles pouvant avoir 
des points communs interieurs. 

Formons une suite denombrable des suites des reseaux d'intervalies en 
partant des intervalles ( i j , (i2), . . • ( * „ ) . . . comme premiers termes de chaque 
suite. 

Prenons un intervalles (ij et envisageons les points de (M) qui sont 
dans rinterieur de (ij. Si (x) est un tel point, il suit de l'inegalite (37) que 

si a < a 0 : ил (%) < I 1 

ce qui montre que 

si v > i Y : каоо^)<г-+-2. 

On peut supposer que N est assez grand pour que l'intervalle 
soit contenu dans («J. Comme %(УЦХ) est la borne superieure des и (ш) dans 
lesquelles 

et comme l'inegalite (39) est satisfaite pour (iv(n)) lui-meme, ,оъ. a 

(40) и(г&)<1+2. 

Designons temporairement par (inM) l'ensemble des points de (M) qui 
sont a, I'mterieur de (in). Ainsi a chaque point (x) de (inM) on peut faire 
corresponds un intervalle (tv(n>) (ou une aggregation d'intervalies, con-



LES FONCTIONS MOYENNES 37 

tenant an plus 2* intervalles, к etant la dimension de (D), apartenant a 
( i j ) , tel que l'inegalite (40) soit satisfaite et qui contient (x) dans son 
interieur. 

On peut choisir parmi ces intervalles un ensemble denombrable, qui 
couvre l'ensemble (inM). On peut supposer* que ces intervalles n'ont pas 
des points interieurs communs, mais comme les domaines ( i v ^ ) ? correspon-
dant aux points (ж), situes sur les frontieres des intervalles, sont composes 
de plusieurs intervalles, il sera mieux de conserver ces domaines. En tout 
cas, on aura 

II suit de la, que 

CO CO 

V I « ( % ( n ) ) K(n) < G и- 2) 2* V in < (i _ 2) 2

ft «. 
« = 1 4=1 

Comme и (M) \M\ est la borne inferieure de toutes les sommes pos­
sibles 

lo»s intervalles ( i j (i2) . . . . couvrant (i¥), on voit que и (Ж) | J f | est egale 
a zero, ce qu'il fallait demontrer. 

II suit du theoreme demontre, que chaque ensemble de mesure nulle, 
verifiant les conditions du theoreme, appartient au corps (A). 

Nous avons design^ par (M^) l'ensemble des points, dans lesquels 
on a 

w (x) = -h- с о ; 

la mesure de (Ж^) est nulle: on peut demontrer, que Fensemble (M^) 
appartient au corps (A). 

Designons par (JFJ l'ensemble des points, pour lesquels on a 

h-i<«(*)<h-
Envisageons l'ensemble {Dx — M^ des points de (IT) n'appartenant pas 

a ( M X On a 

* Voir, par exemple, L. Schlesmger und Plessner, 1. c , p. 33. 
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une suite des nombres 

etant donnee. 

Les ensembles (Mn) appartiennent evidemment au corps (A)9 etant les 
limites des ensembles pareils pour les fonctions и^Цх); ces derniers 
ensembles sont composes des intervalles et des ensembles a mesure nulle, qui 
repondeut a la condition du theoreme. II suit de la, que l'ensemble 
(I)x—Ж^) appartient au corps (A) et, simultanement, l'ensemble ( Ж ^ ) . 

On peut maintenant generaliser le theoreme en demontrant qu'on a. 
toujours 

u{M) |Ж | = 0, 

si Fensemble (Ж) a mesure nulle'n'a pas des points communs avec ( Ж ^ ) . 
Soit (Ж) un tel ensemble. On a evidemment 

(Ж)=(жад-1-(жжя)н 
et 

и (Ж) I M\ < и {МШг) j ЖЖг J и (ЖЖ2) J MM, J н 

mais comme on a pour chaque n: 

u(MMn)\M3fn\ = Q, 

la somme 

2^(ЖЖ.)[ЖЖ.| 
г=гО 

est egale a zero pour chaque n et a une limite egale a zero. 
H. Nous sommes maintenant en etat de demontrer le theoreme suivant. 
IMoreme. Si (Ж) est un ensemble de points, dans lesquels 

'41) k<iu(x)<l, 

la fonction continue и (o>) ayant toujours toutes ses valeurs positives, on a 

(42) ЩМ\<и(М)\М\£1\М\. 

L'ensemble (Ж) ne contient pas les points, appartenants а (Ж^) . 
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Si la mesure de (M) est nulle, l'inegalite (41) est evidente, car dans 
ce cas on a, suivant le theoreme generalise du § 10, 

0 = k\M\==u(M)\M\===l\M\. 

Supposons done que la mesure de (M) est positive. Comme 

и —lim ua(x), a-*o 

on a pour chaque nombre positif e1: 

si a < a0: к < (x) < l - t - e1. 

Choisissons un nombre a moindre que a 0. Comme 

г̂ ос (ж) = lim (x), v -> со 

quelque soit le nombre positif s2, il у a une infinite des v tels que 

et 
si v > ^ 0 : — и^Чх). 

Si v est un de ces nombres, quelque soit le nombre positif E8, ii existe un 
domaine w contenu dans (ij repondaht a l'inegalite 

et tel que 

k — t 2 < илЩ$<и (со) < » a M ( a ) - 4 - E8 < f + e 1 - i - s 3 е я . 

On peut par consequent former pour chaque point (x) de ( M ) une suit*1 

infinie des domaines (ш^, ( c o 2 ) . . . ( c o j . . , tels que 

(43) & — ц < **(*>«) < i и- £x -4- e2 e 3. 

Or, la mesure de l'ensemble (M) etant positive, quelque soit le nombre 
positif S w on peut choisir parmi les divers (д>п) un ensemble denombrable 
des domaines 

tel que: 
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l'inegalite (43) etant satisfaite pour chaque domaine (c n

( e n ) ) , ainsi que 

(43') (*_z 2 )-c « < « J , W < £ l - и e 2 т п < т > . 

Posons pour abreger 

oo 

II suit de (43') qu'on a 

(44) — 4)4n < A m < 0 £ i £2 £ s ) ^ -

Supposons, que 3 m tend vers zero, si m—* o o , de maniere, que la serie 

8 i ^Kn-*-
reste convergente. 

L'ensemble (Mgm) ne contient pas les points appartenants а (Ж^). 
Comme les ensembles 

(Ж) et ( Л Щ 

different par un ensemble de mesure nulle, ne contenant pas les points 
appartenants а (Ж^), on a 

п{Ж)\Щ=и(Мдт)\Мдт1 

Formons la serie 

(дг—MgJ — (g2—Mg2) и - (ga — Mg%) - (g3 — Mg3) -+-

-+- (93~ Щ) — (ffi - M9i) -»-•••• 

1) il n'a pas de points communs interieurs 

oo 

2) j J - J f ^ t n

( m ) | = 0 

OO 

3 ) 2 ^ ' n , < ! ^ K §

; 
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qui est convergente, car 
\9m — M9m\<K* 

et qui a pour somme 
(9l — Мдг). 

On a ainsi 

oo 

= 2 U fo» - W - № » - M9«*d) \9m - 0 « H - I " (M9m ~ М9шЛ • 

Nous avons ainsi: 

= lim ̂  « [ 9 m - 9m+1 - » n - f U ) ) b m - 9m - ~ I = 

n 

= lim ^ ( g m - 9 m + 1 ) \ g m - 9 m + 1 \ = 

= lim ^ « C O k . I - u (9m+i) t W I = * ( f t ) | f tI - lim и (gj \gn\, 

car les ensembles ( l f# m ) 5 (Mgm+1) different de Г ensemble (ill) par des ensem­
bles a mesure nulle, ne contenant pas les p,oints de (M^); on en conclut, 
que 

(Mgm~Mgm^) 

est un ensemble de mesure nulle, ne contenant pas les points de (Ж^), 
d'ou suit 

и(Мдт — Мдт+1)\Мдт — Ждт+1\ = 0. 

Ainsi on a 

lim и (gn) \gn\ = lim hn = и (Ж) | Ж 1 

et quelque soit le nombre positif s4 

si » > . № „ : и ( Ж ) | Ж | — е 4 < А „ < « ( Ж ) | Ж ] - 1 - е 4 . 
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En combinant cette inegalite avec l'inegalite (44), on trouve en pre­
mier lieu ayant choisi le nombre m convenablement 

(45) (k — h)gm~4<ц(M)\M\ < (Z -*~ h E 2 e 3 ) g m н - u . 

Or, comme on a 

\Щ<9т<\Щ + «т 

la demiere inegalite donne 

(4 _ о j Щ — h < и (Ж) J Ж\ < (I - + - h - t - s 2 g (I i ¥ | ч - SJ —t— e 4 . 

Comme on peut choisir les nombres s g , s3, s4, oOT aussi petits qu'on vou-
dra, il suit qu'on a 

к\М\^гс(М)\Ж\<1\Ж\ 

ce qu'il fallait demontrer. 
12, Prenons maintenant un domaine (GO) et formons l'ensemble 

(со — со Ж^) ne contenant pas les points appartenants а (Ж^). 
En designant toujours par (Mn) Fensemble des points, pour lesquels 

on a 
ln-i<'^M<ln 

nous aurons 

(CO — со Ж J = (со Mx) - i ь - ( с о Mn) H- - . . . 
et 

CO 

и(а)и = и(<аМ^)\ыМО0\-+- У±и(ыЖп)\ыМпЬ 

tous les ensembles appartenant au corps (A). 
Or, suivant le theoreme du § 11 on a 

( 4 6 ) ln_, jco Mn\<u (со Mn) jco i f J <ln jco i ¥ j 

d'ou suit que la suite 

(47) ^ с о Ж 2 | н ~ Ц с о Ж 3 | - 4 

est convergente. 
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Designons maintenant par (MJ l'ensemble des points, pour lesquels 
on a 

par - ( j x j l'ensemble des points pour lesquels on a, 

et par (Mn) l'ensemble des points pour lesquels 

* „ _ i < ! * t e ) < * n -

On a evidemment 

(48) (HQ = (Mn) -+- ( ^ _ x ) , (Ж й) = ( ЖJ (ft,). 

Formons la serie 

(49) Zj<o |̂̂ Za|coili;|H 
Comme on a 

CO CO CO 

9 i = : l ? i = l Л = 1 

OO CO CO 

o o с о 

CO 

« = 2 

et comme la somme 

est bornee, etant plus petite que со, on voit que pour lx et ln—I moin-
dres que г la difference entre les sommes (49) et (47) est plus petite que eco. 
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2 Ы M n ) = (со p.0) — (со |л J -H 2 (<•> # J > 
я = 1 

d'ou il suit 

« = 1 w = l 

car 
lim w (со fxn) I со f/J = 0, и (cop.0) J co[j,01 = 0. 

En effet, on a 

(со j x j = (со l f 7 W ) —i— ( с о Ж ) Н , 2 ) н ((со Ж ^ ) ~ь (со Ж , н „ 2 ) - I - - . • . ) , 

d'ou 

с о с о 

« (« fO ! <"> J = 2 " ^ Мп) I t 0
 Мп 1 —' 2 U ( Ш Ж п ) I W

 Й п I > 

les series dans la partie droite etant convergentes; quand a w(<o (л()) | со ; x 0 1 , 
elle est plus petite que и (со Ж д ) j со 3 £ г \ , qui tend vers zero avec l v suivant (46). 

En utilisant de nouveau Finegalite du § 11 on a 

(50) 1н_г\^<ы(шМ^М^<1^Щ 

d'ou suit 
C O OO o o 

2 ' - i i w M 1 ^ 2 u
 ^ ^ i w ж « i ̂  2 ln i щ ж « I • 

On conclut de la. que la fonction u{oc) est integrable et qu'on a 

"(51) J M(^)rf(o = 2«Kw^JI«-afn| = w(c«))co — Ц с о Ж ^ с о Ж ^ ) . 

Introduisons maintenant la fonction moyenne: 

En utilisant les egalites (48) on trouve 
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LTegalite (51) prend la forme 

1 Г 
w (со) = s (со)-i-~ lu(pc)do). 

On voit que la fonction s (со) est continue; comme les valeurs de la 
fonction 

H 

sont presque partout egales a u(x), qui est presque partout egale a w ^ j , 
les valeurs de s(co) sont presque partout egales a zero. 

La fonction moyenne additive et a variation bornee s(co) est dite la 
partie singuliere de la fonction continue и (со). 

13. Eevenons maintenant a la fonction moyenne additive et a varia­
tion bornee и (со) tout a fait generate. Supposons, comme toujours, que toutes 
les valeurs de и (со) sont positives. 

Nous avons demontre au § 5 qu'une • fonction additive et a variation 
bornee et ayant les valeurs positives peut etre transformee en une somme 

и (со) = l (со) -н L (со) 

ou l (и) est continue et £(co)—la fonction des sauts—est la borne supe-
rieure des sommes 

(и (со,) — и (со,)) со, —i н (и (coj — и (соп)) соп, 

(со,) . . . . (со J etant les portions de (со). 
Theoreme. Les valeurs de la fonction des sauts L (со) sont presques 

partout egales a zero. 
Pour demontrer le theoreme il suffit de repeter textuellement les 

raisonnements du grand memoire de M. H. Lebesgue. * 
La demonstration repose sur deux lemmes suivants. 
Lemme 1. Si la difference 

^(co)co—d(co)co 

* Anaales de l 'Ecole Normale, 1911. 
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est continue, les valeurs de la fonction moyenne additive а (со) n'etant pas 
negatives, on a 

i ( a > ) < e ( < o ) . 

En effet, comme 

(ад (со) - а (со)) со - ( и to) — & ( < * ) ) CU = (ад (со) - ад (со)) со - ( » ( с о ) - * (со)) со = О 

on а 

(ад (со,) — ад (со,)) н н (ад (со ? г) — ад ( c o j ) с о п = 

= ( * Ю — * Ю ) со, н- . . . - н ( д К ) — * (со J ) со п < * (со) со, 

( с о , ) . . . , ( с о J etant les portions, en lesquelles est divise (со). 

Si on choisit ces dernieres convenablement, on trouve 

<lz=n 

L (со) со — £ < (ад (со г) — ад (со,)) со. < 3 (со) со 

d'ou suit Finegalite enoncee. 
Lemme 2 . Si la fonction moyenne additive А (со), dont les valeurs sont 

positives, est continue, il existe un domaine (co 0) pour lequel on a 

L ( c o 0 ) < ^ ( c o 0 ) . 

Effectivement, si pour chaque domaine (co 0) on avait 

O < ^ ( c o 0 ) < L ( c o 0 ) , 

pour chaque domaine (со) 

d (co) = i ( c o ) — .4 (со) 

n'est pas negative. Comme Z(a>) et A (a) sont continues, la difference 

и (со) — a ( to) = ад (со) — L (со) - ь А (со) = l (со) ~ь- А (со) 

est continue. II suit de la que 

i ( c o ) < a ( c o ) = i ( c o ) — ^ L ( co ) 

ce qui est impossible, А (со) etant positif. 
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Pour demontrer maintenant que les valeurs de L (со) sont presque 
partout egales a zero, supposons, qu'il existe un ensemble (E) de mesure 
positive dans lequel L(x) sont plus grandes que zero. 

En repetant les raisonnements du § 9 et en mettant la fonction L (xj 
a-la place de u(x) — u(x) on s'assure aisement qu'il existe un ensemble 
(E) de mesure positive, tel qu'on a pour ses points 

L(x) > л > \ > 0 . 

Prenons un des domaines (со) et un domaine ( to) contenu dans ( to) et 
repetons les raisonnements du § 9 en mettant L (x) a la place de и (x) et 
Fensemble ( c o E ) a la place de ( с о Ж ) ; nous trouverons que pour chaque (x) 
appartenant а (со E) on peut poser pour une infinite de domaines les ine-
galites 

i ( c o ; ? ) > \ , 

les domaines (co w ) etant contenus dans (со). 
L'application du theoreme de Vitali permet de choisir parmi eux un 

ensemble denombrable des domaines ( i j tels que 

CO CO 

| ( S E ) - ( S E ) 2 ^ ! = 0, | 5 E | < 2 * , < | 5 E | - I - E , 
' n—l n=l 

et que les domaines ( i j n'aient pas des points interieurs communs. 
Pour chacun de ces domaines on a l'inegalite 

d'ou il suit qu'on a 
CO CO 

n—l 01=1 

et 

\ |coE[<L(a))w, <£(<•>)• 

Or, la fonction moyenne 
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etant continue (et meme absolument), le resultat obtenu est en contradiction 
avec le lemme ( 2 ) . 

En combinant les resultats obtenus avec les resultats du § 12 et en 
les appliquant aux parties positive et negative d'une fonction arbitraire и (to) 
on voit, que chaque fonction и (со) moyenne, additive et a variation bornee 
peut etre mise sous la forme 

s (to) etant la par tie singuliere de Z(to), ou plus simplement sous la forme 

F(x) etant une fonction sommable et les valeurs de г#(со) etant presque 
partout egales a zero. 

Comme les valeurs de 

sont presque partout egales a F(x), les valeurs de и (to) sont presque par-
tout ^gaies a F(x). 

1, Supposons, que f(x) est une fonction des points (x) du domaine (DJ. 
Soit (O) une portion de (DJ et supposons que (Q) est decomposee en it 
domaines (to,), . . . (ton). 

Formons la somme 

lb (to) = — j F(x) cito w (со) = v (to) —i - w (to) 

CHAPITKE 2 

Les integrales de Stieltjes 

(i) 

и (со) etant une fonction moyenne additive et a variation bornee et (£f) un 
point dans (cô ). 
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Quand le nombre n des domaines (сог.) augmente indefiniment, les 
mesures des domaines (cô .) tendant uniformement vers zero, la somme (1) 
peut avoir une limite determinee. Si cela a lieu, nous designons cette 
limite par 

( 2 ) fu(u)f(x)dv 
(Q) 

et nous la nommons integrate de Stieltjes. 
Bemargue. En disant que les domaines (co^.) tendent uniformement 

vers zero, nous entendons par la, que quelque soit le nombre positif Б, a partir 
d'un certain n tous les domaines (co t.) peuvent etre inscrits dans un intervalle 
ayant la mesure moindre que s . 

L'integrale de Stieltjes en sa definition ordinaire pour le cas des do­
maines d'une dimension 

ъ 
jf(x)dy(x), 

a 

cp (x) etant a variation bornee, ne differe de ( 2 ) que par la notation. Si, en 
effet, en designant par (со) l'intervalle ( a , [3): 

et en supposant que (O) est l'intervalle (a, &), on introduit la fonction 
moyenne 

on trouve sans peine, que и (со) est a variation bornee et que 

& i—n 

jm d<? (x)=Km у m (? —<p м = 

= l i m 2 f (У u (%« — *'«) = Ju (<°) ffr)d^ 
<=i (0) 

ТрФЗШ, I 4 



5 0 N. GUNTHER. SOT- LES INTEGBALES DE STIELTJES. 

Inversement, etant donnee une fonction moyenne и (со) additive et a 
variation bornee, si Ton pose 

cp (x) = и (со) (x — a), 

(со) etant l'intervalle (а, ж), on retrouve la formule (3), cp (x) etant a variation 
bornee. 

La definition des integrales de Stieltjes pour les domaines, ayant une 
dimension superieure a l'unite, donnee en 1910 par M. Frechet*, n'est 
aussi qu'un cas particulier de la definition introduite ci~dessus.** La defi­
nition donnee est aussi intimeraent liee avec la definition de M. Rodon;*** 
cette derniere traite des fonctions absolument additives des ensembles, tandis 
que nous nous contentons des fonctions des domaines, mais en leur imposant. 
la condition d'etre additives sahs 6tre absolument additives. 

De la definition posee de l'integrale il suit immediatement que 

(4) J w(co)dco = u(Cl)Q. 
(Q) 

2. Theoreme. Si la fonction f(x) est continue dans (D^), la somme I n 

a une limite determinee. 
Pour le demontrer remarquons, qu'on peut supposer que les valeurs 

de la fonction moyenne и (со) sont positives. En effet, si 

и (со) = иг (со) — гс2 (со), 

les valeurs de иг (со) et и2 (со) etant positives, on а 

i=n i—n i~n 

*=1 t = l i=l 

* M. Frechet. Extension au cas des integrales multiples d'une definition de Pintegrale 
due a Stieltjes. NOUT. Ann., t. 10 5 1910. 

** Voir aussi: N. Gunther. Sur application de fonctions umverselles de M. A . Korn . 
С. R. , Septembre, 1926; idem. Sur une application de la theorie de fermeture. Bull. Acad. S c , 
UESS, 1927, №№ 1—2, 3—4 (en russe). 

*** Rodon. Theorie und Anwendung der absolut-additiven Mengenfunktionen. Sitz.-ber. 
Akad. Wiss. Wien, 1913. 
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et la somme In a certainement une limite, si les sommes de la partie droite 
de la derniere egalite out des limites. 

Supposons que les valeurs de w(co) sont positives. 
En designant par Mi et m4 les bornes superieure et inferieure de f(&) 

dans (сог-) introduisons les sommes 

i—n 

et, en supposant que les (cot.) sont assez petits pour que Instillation de f(x) 
dans chaque (cô .) soit moindre qu'un nombre donne e, on trouve 

(6) Sn-sn<u(fl)^-

Supposons qu'on augmente le nombre des morceaux (co^.. .(con) de (CI) 
en les partageant; designons par <rn et \ les sommes (5) obtenues dans 
cette supposition; par (со01*) . . . (cocw)) les domaines correspondants. Quand 
on augmente la somme Е л decroit et la somme <rn croit. On a, en effet, 
par exemple 

и (со') M1 ы' + и (со") Ж" со" < Ж. {и (со') со' -н и (со") со"} = Ж. и (со л) со(г*>, 

si (со') et (со") sont deux domaines, formant (со(г)) et Ж 7, Ж11 les bornes 
superieures de f dans ces domaines. 

П suit de la que pour la loi choisie de la formation des domaines ( с о Д 
les sommes av et 2L ont une limite commune. 

to it 

Supposons que la division de (CI) en portions est poussee assez loin 
ponr qu'on ait 

г etant un nombre choisi d'avance. 
Formons maintenant de nouveax domaines en divisant (cot.) en portions, 

par les frontieres des (co(1)), . . . (co(w)); designons par с et С les sommes cor-
respondantes a ces domaines, analogues a (5). Comme on obtient les nouveaux 
domaines soit en partageant (сох),, . . (coj, soit en partageant (co(1)),. . . (to ( n ))3 

on a 
8n<c<0<Snl <?n<c<C<\, 

4* 
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d'ou on conclut 

0<C — 8 л < 8 п — Sn<s, Q < C — a n < X n - v n < z 

— £ <Sn — < г я < е ; 

comme en a une limite, on en conclut que % en a une aussi et qu'on a 

lim Jw = lim sn = lim £ n = lim <гл. 

3. Si la fonction moyenne и (со) est absolument continue, la fonction f(x) 
dans ( 1 ) peut etre remplacee par une fonctioil bornee et integrable dans le 
sens de Riemann. Pour s'assurer, il suffit de demontrer que la seconde des 
inegalites ( 6 ) subsiste dans ce cas, car, c'est seulement en l'etablissant que 
nous ayons fait Visage de la continuite de la fonction f. 

Or, les points, ou Г oscillation Ж—m de la fonction fix) est plus 
grande qu'un nombre donne &, peuvent etre enfermes dans un nombre fini 
des intervalles ( c o ( t ) ) dont la mesure totale est moindre qu'un nombre Y] 
donne d'avance; d'un autre e6te, la fonction г^(со) etant absolumexit continue, 
si la mesure totale d'un nombre fini p des domaines 

( W « ) , ( c o ' 2 ) ) , . . . , ( W ^ ) 

est plus petite qu'un nombre convenablement clioisi, on a 

и н ^ ( с о ( ^ ) с о ( ^ < £ . 

Ayant choisi les intervalles ( c o ( t ) ) et en remarquant que les points 
а Г oscillation plus grande que г de la fonction f sont tous .a Finterieur 
des ( с о ( г ) ) , on peut deformer chaque intervalle ( c o w ) en domaine ( со ( г ) ) contenu 
dans ( с о ( г ) ) et contenant les dites points d'oscillation non nulle. 

.Supposons, que les (co t.) sont si petits que ( 1 ( 0 ) ) ohaque domaine ayant 
un point commun avec un des ( с о ( г ) | est contenue dans ( с о ( г ) ) correspondant 
et que ( 2 ( 0 ) ) dans chaque domaine ( c o j , qui n'a pas de points communs avec 
un des ( с о ( г ) ) , Г oscillation de la fonction f soit moindre que 2 s ; Si Ж est la 
borne superieure de | f\, on aura 

Sn — sn < 11 и (со,-) с о . . 2 Е - I - A G S и (соЛ) с о А < 2и ( О ) н - Ж Е , 

се qu'il fallait demontrer. 
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Pour une fonction f qui n'est integrable que dans le sens de M. Le-
besgue la somme (1) peut ne pas avoir une limite determinee. Par exemple, 
si w(co) = 1, cette somme est une-somme de Riemann. 

Comme chaque fonction moyenne и (со) additive et a variation bornee 
peut etre mise sous la forme 

и (со) = (̂co) w (со), 

ou fl(co) est absolument continue, les valeurs de w(co) etant presque partout 
egales a zero, on peut generaliser le theoreme en laissant de c6te la con­
dition de la continuite absolue de la fonction w(co). 

Remarquons, qu'on a 

i^=n i=.n i—n 

2«к-) m *>,•=2v к-) m »,•-«- 2 * мf®>ы^ 
i—l i=l i = l 

et que la premiere somme a droite a une limite pour chaque fonction f bornee 
et integrable dans le sens de Riemann. II suffit, par consequent, s'occuper 
de la seconde. Supposons que (E) est l'ensemble ferme, forme par les points, 
dans lesquels les valeurs de w (со) sont differentes de zero et par leurs 
points limites. 

Pour que la somme (1) ait une limite, il suffit de supposer, que la 
fonction f est continue dans chaque point de l'ensemble (E). 

En effet, supposons que la condition est remplie. Comme la fonction f 
est continue dans chaque point de l'ensemble (E), un nombre s etant donne, 
a chaque point de Г ensemble on peut faire correspondre un domaine (со) 
de maniere, que l'oscillation de f dans (со) soit plus petite que e. 

Comme -a chaque point de l'ensemble (E), correspond un domaine et 
comiue l'ensemble est ferme, on peut choisir parmie ces domaines un nombre 
fini 
( 7 ) (««V. . . ( « W ) , 

tels que chaque point de (E)-soit a I'interieur de Tun des domaines (7). Les 
points de (E) etant dans Pinterieur des domaines (7), on peut a chacun 
d'entre eux (co(4)) faire correspondre un domaine (co(t)) contenu dans (co(t)) et 
contenant tous les points de (E), contenus dans (со(г)). 
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Supposons que les domaines (co^) dans (1) sont si petits, que chacun 
d'entre eux, ayant un point commun avec ( co ( 1 ) ) , est contenu dans ( с о ( г ) ) . L'oseil-
lation de f dans chacun de ces (со г ) sera moindre que e; la valeur de w (со) 
pour les domaines, differents de ceux-gi est egale a zero. On a done pour 
la fonction w ( c o ) 

A etant w (CI) CI. 
4. Si les fonctions и (со), f , F, . . . repondent aux conditions des 

§§ 2 ou 3, on trouve aisement en se servant de la definition de l'integrale 

1) j Си (со) f(x) dco — G ju (со) f(x) dco, С etant une constante, 

(Q) (Q) 

2) j u (со) {f(x) -+- F(x)} du> —ju (w) ЯЖ) ^ -+ - J^ (w) F(#) cfto, 
(Q) (Q) (Q) 

2 0 J*(w(w)-+-0 (<*>)) f ( $ ) & 0 = J ^ ( t o ) ^ 

(Q) (0) №0 

3) Si (CI) est divise en deux portions (£\) et (Ц), on a: 

ju (со) /*(#) du> — ju (со) f (x) йсо (со) f(x) йсо 

(Q) (QJ (Q2) 

4) La fonction f(x) etant moindre que M en valeur absolue, on a 

j u(<o)f(x)du <MU(CI)C17 

(fl) 

car 

*=1 

5) Si 

г=1 

on a 
«*(*>)> 0, m<f(x)<M, 

mu (CI) Cl<ju (со) f йсо < ЛГм (О) CI, 
(Q) 
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on a 

— СГ(со) \f(p)\<u(u)f(x) < <7(co) \f(x)\ 

j ju ( w ) /"(ж) Ло) I £ J <7(co) I /"(ж) I dw. 

(0) (0) 

car les valeurs de ад (со) etant positives, on a evidemment 

m 2 u ^ < 2 u w f®*m»-< M 2 u № ™i • 

On conclut de la en premier lieu, que si f(x) est continue, on a 

jw(w)f<fo = w(Q)Qf®, 
(Q) 

(£) etant un point dans (O). 
II suit de la en second lieu pour les fonctions и (со), gardant le meme 

signe, Finegalite connue de Schwarz: 

( j u И fFdu J < j u (со) P dco .ju (со) F 2 dco. 
(0) (Q) (Q) 

Si les valeurs de и (со) sont positives, cette inegalite est une simple 
consequence de (5); si les valeurs de ге(со) sont negatives, il suffit de l'appli-
quer a la fonction — и (со). 

6) Si 
% (со) f(x) < v (со) F(x) 

on a 

ju (со) f (x) dco < j v (со) ,F(#) cico. 

(Q) (Q) 

En effet, formant les sommes (1) correspondantes aux integrales mention-
nees, on peut se servir des m6mes domaines (со г) et des memes points (HJ 
dans ces domaines. 

Comme on a 
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5. Supposons, pour fixer les idees, que la fonction f (x) est continue. 
1) Si Ton a 

oo 

les fonctions y% (x) etant continues et la serie 

CO 

« = 1 

uniformement convergente dans (O), on a: 

oo 

(8) j и (со) f(x) do) = 2 ju
 (w) 9i (x) ^0J-

(0) fcl (Q) 

En effet, si Ton pose 

Д Ж ) = 2 ? г ( ^ ) ^ П г ( ^ 

on a, le nombre e etant clioisi arbitrairement, pour n>JSr: 

kn(s)l< e -
II suit de la, que pour n > N: 

г=тг 

Пи (со) f(x) do) — ^ ju
 C 0 0 ) (x) ̂ w = Ifw ( w ) rw ( x) 

(Q) ^ ( O ) (Q) 

d'ou suit Fegalite (8). 
2 ) La serie 

< £ < 7 ( D ) Q , 

(9) 

est dite uniformement convergente dans (Q), si rn(co) etant le terme comple-
mentaire 
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on 
Д У о ( 0 ) 0 < 1 , 

2 i M K-) i ̂  2 2 \ u k M w t -
£=1 fc=l г = 1 

*=1 fe=l 

2 I < 2 ^ * W Q * ^ (O) Q < 2 ^ (Q)0-+-1, 

fc=2V0 

I 

fc=l 

C/T .̂(co) etant la variation moyenne de uk(ui). 
Si la serie (9) est uniformement convergente dans (CI) et si и (со) est 

oo 

Jw(co)f(^)dco=2 jui(a>)f(x)d(a. 
(0) *=4Q) 

En effet, si Ton pose 

>, (со) со = 2 ui N 0 3 r n H <° 

г=1 

on a, le nombre & etant choisi arbitrairement. pour n>N: 

jrn(u)f(x) ЙСО 

(Q) 
< д а г п ( о ) о < Ж б 

Ж etant la borne de \f(x)\. On conclut de la, que 

(Q) 

V lb 

ijU (со) f (x) du — 2 ^мг- (со) f{%) 
*=l (Q) 

d'ou suit 1'exactitude de la formule enoncee. 

et JRw(co)co sa variation totale, on a pour chaque choix de e: 

Д л(й))со<е, pour n>N, 

le nombre N ne dependant pas de 
Si la serie (9 ) est uniformement с vergente, sa somme и ( со ) , qui est 

evidemment additive, est a variation bornee. En effet, si 
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2 < 2 2 K W K ^ 
г=1 Ъ~п 

2 M * ^ 
h=m i=s 

2 2 I м * (̂ i w i < 2 ик(ш)ы 

7c=n 

h=m i=s h=m 

Jc=n 4=1 

On conclut de la en faisant tendre m vers Tinfini, que 

Ъ=8 CO 

2 к к - )К < 2 ^((°)c°<£ p°ur n^=N 

fc—n 

et que 
JBn(co)<o<£ pour n*>N. 

Pour donner irn exemple, reprenons la fonction de Fexemple (2) du 

§ 1 (1)*. 
En supposant que (со) est un intervalle ferme (a, (3), posons un (со) = 0, 

si le nombre xn n'appartient pas a l'intervalle (a, |3) et 

* L e numertf entre parentheses indique le chapitre. 

Si la serie 

(10) ТТг ( t o ) со - ь c72 (со) со н ь ЕГЙ (со) со - + - . . . 

est uniformement convergente, e'est-a~dire, si Ton a 

o o 

^ ик(о*)о> < s pour n^N, 

la valeur de 2V etant independante du choix de (со), la serie (9) Test aussi. 
La condition est satisfaite, si la serie (10) est convergente pour со = £L 
En effet, (ox,) . . . (со) etant les portions de (со), on a 
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- t - un (со") m со" = I Ъп (№ и - f (£")), 

les points (£') et (5") appartenant aux intervalles (со') et (co/;). Tl suit de la 

i c o = n m i ья ( f (?) f (£ " ) ) = 
Q) 

la fonction f (<r) etant continue, (O) designant l'intervalle (a, 6). Comme pour 
la fonction moyenne м(ю) de Г exemple- mentionne on a 

ft (со) = U± (a) ^ 2 (со) HI h w J w J H 

on trouve 

J ft (со) f (x) cuo = 6, f ( ^ ) —н Ья f (я 2) -и v-\ f(xn) 
(Q) 

6. Supposons que les fonctions и (со), f, satisfont aux conditions des 
§§ 2 од 3* 

Lemme. Si Ton pose 

( 1 1 ) #(co) = — j u (со) /*(#) cico, 

on forme une fonction moyenne additive et a variation bornee, qui est abso­
lument continue quand w ( t o ) est absolument continue. 

1) Le domaine (со) etant divise en deux portions (со х ) et ( t o 2 ) , on a 

v (coj cox - t - v (co2) co2 = j u (to) f(x) dco -+-

K) 

-ju (to) f (x) dto = j u (to) f(x) dob = v (со) CO. 
K) (») 

En choisissant les domaines ( c o j . . , . , (coj de maniere, que xn soit 
toujours la frontiere commune de deux intervalles (co')-et (со") contigus, on a 
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ou 

4 H w = \ I J* СГ (to) f (a?) <fo> и- J w (to) f (я) е Ц , 

M И 

v s (to) to = I j J £T(to) f tfto _ Cu ( c o ) Дд.) ^ \ 

2) Le domaine (DJ etant divise en portions (toj, v . ? on a 

i=n i=n ъ=м> 

2 к ^ к = 2 /«(«ж*)*» < ^ 2 щ^)о>;=миа>)а. 

3) Si on prend au lieu de (fl) le domaine (to), on trouve 

i=n 

2Кш г - )К<да (о>)и ) 

d'ou il suit, comme on a, si to < r\: 

t7(co) to < £, 
Finegalite: si to < YJ # 

i=n 

2 | ^К ) | с о . < Ж е . 

Comme il existe une division de (to) en portions telles que 

2 К Ш * ) К > F(o>)o> —e, 

on a finalement: si to < yj 

7 (со)(о<(Ж -ь l)e. 

Remarquons encore, que, en.decomposant la fonction г? (to) en deux 
parties positive et negative, on peut poser 
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car on a evidemment 

- Z7(co) \f(x) i < и (со) fix) < f7(co)I f{x)I. 

Theoreme. Si Ton pose 

(11) v (со) = ^ J w (со) f{x) & o , 

on a l'egalite 

(12) ju(u>)fFd<u = j # ( c o ) F A o . 

(О) (Й) 

En etablissant cette egalite on peut supposer, que les valeurs de и (со) 
sont positives et que la borne inferieure de la fonction F est aussi positive. 

En effet, en premier lieu, si on a 

и (со) = иг (со) — и2 (со), 

^ ( с о ) et и2(ьу) etant les parties positive et negative de w ( c o ) , ayant pose 

H N 
on a 

t 7 ( ( 0 ) = f ? 1 ( ( 0 ) — V a ( ( 0 ) 

et les egalites 

J ^ (со) fFdb> =J г х (со) F c u o , J w g (со) / T c i c o = j v 2 (со) F c f t o 

(Q) (0) (Q) (Q) 

entrainent Fegalite (12). 
En second lieu, si Ton a 

F(x)y>k, F(x) — k>0, 

ayant Tidentite 

к J и (со) f ( # ) du> —Jc j v(u>) cico, 

(0) (Q) 
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on trouve, que si I'egalite 

Ju (со) f(F—k) do) =jv (со) (F— h) do) 
(0) (0) 

est satisfaite, Tegalit^ (12) Test aussi. 
Supposons maintenant qu'on a 

**(<»)> 0, F(x)>0. 
En utilisant Г assertion (5) du § 4 on trouve 

mi и (со-) со. < v (со •) со - < Ж- и (со-) со -, 

mt. et Жг- etant les bornes de la fonction f dans (co^ d'ou il suit 

i=n i=n iz=n 

i= l t = l г=1 

On conclut de la que la difference 

i=n i—n 

г=1 г=1 

est comprise entre 

(и) 2 « K W ( ж . — » » > , . _ 2 m , ) F ( ^ . ) c o . 
*=1 г=1 

et 

a s ) 2 м К - т е к — л д « , — - 2 « к - ) Ш - ^ ) ^ ) ч -
*=1 г = 1 

Сошпе on a 
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(16) 2M1^u(^(Mi—m,) 

Мг etant la borne superieure de la fonction F(x). 
Comme la somme (16) est dans tons les cas infiniment petite pour > o o , 

il suit de lh que la difference (13) est infiniment petite et que le theoreme 
est demontre. 

7. Si la fonetion и (со) est la yaleur moyenne d'une fonction f (x) bornee 
ou non, sommable dans le sens de M. Lebesgue: 

Si la fonction f(x) est bornee et integrable dans le sens de Riemann 
Fegalite (17) est une simple consequence du theoreme du § 6. 

Comme une fonction f sommable dans le sens de M. Lebesgue est 
egale a la difference entre deux fonctions non negatives f et f et comme la 

-+• — 

moyenne de f est la difference entre la moyenne de f et la moyenne de f, 
-f- — 

on peut supposer que f n'est pas negative. 
Or, pour chaque division de (O) en portions (co^ . . . (co j , on a 

on a, la fonction F(x) etant bornee et integrable dans le sens de Riemann, 

(17) 

et comme 

les valeurs absolues des differences (14) et (15) sont plus petites, que 
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»?. et M- etant les bornes de la fonction F dans le domaine (м,-), on a 

_ и (со.) тъ сог <JFf йсо < 2 w W Mi ^ • 
i=l (Q) « = 1 

П suit de la, que 

JFfdu, 
etant enferme entre deux variables ayant une meme limite 

J \$(co)F(#)e?co, 

(Q) 

est egale a cette limite. 
Comme chaque fonction moyenne absolument continue и (со) est egale 

a une moyenne d'une fonction f sommable dans le sens de M. Lebesgue: 

и (со) = ~ Jfdu>, 
chaque integrate de Stieltjes 

J и (со) F(x) dto, 
(Q) 

dans laquelle и (со) est absolument continue, F(x) etant bornee et integrable 
dans le sens de Riemann, est egale a Tintegrale 

JfFd^ 
(Q) 

f etant une certaine fonction sommable dans le sens de M. Lebesgue. 
8. En designant par (т) les domaines, appartenant a un domaine (D ) 

des points (y),- demontrons maintenant le theoreme suivant: 
Шогже. Si w ( c o ) , v(t) sont les fonctions moyennes additives et a va­

riations bornees des domaines (со) et (т), appartenant aux domaines ( J ) r ) 



LBS INTEGKALES L E STIELTJES 6 5 

et (D ) des points (x) et (y\ et si L (я, у) est nne fonction continue des 
points (x) et (y) de ces domaines, on a 

(18) ju (со) ^ jv (T) L (#, у) d% ^ cico = ( 1 ) ( J*w (со) L(x,y)dts^ di. 
(Qx) (Qy) (Qy) (0^) 

Observons en premier lieu que les integrales 

J v(fz)L(x^y)ck9 Ju(b>)L(Xiy)d(u 
(Qy) (0*) 

sont les fonctions continues des (ж), respectivement des (#), d'ou il suit que 
toutes les integrales dans (18) out un sens. 

En effet, comme la fonction L (#, y) est continue, quelque soit e, on a 

(19) j i ^ , ^ ) — L(x27y2)\ < £ , si | ^ ~ — # 2 | < й , | y x — y 2 | < A , 

le nombre Ji etant convenablement choisi. 
A cause de cela 

\jv(^)L(x19y)dk—Jv(y)L(x„y)fc = 
(Qy) (Oy) 

= \Cv(A [L(x19 y) — L(x2, < г 7 ( ^ ) ^ < 6 F ( D y ) D v , 

si 
К — ж з ! 

En second lieu remarquons qu'on peut supposer, que les,fonctions и(co)r 

v (T ) ont des valeurs positives. En effet,, si 

и (со) = иг (со) — и2 (со), v ф = ^ (т) — ^ 2 (т) 

et si 

J w x (со) ( J*^ (т) i (ж, у) <fc ^ cico — ( т ) ^ (со) I/ (#, у) tin; ^ dco 

Jw 2(со) ^ j \ ( т ) Z (л:.у)<fa jdco = Jb\(т) ^ J"w 2(со)L(х 9у) <#со^ <fo y 

ТрФми, I 5 
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on trouve evidemment 

ju (to) ^ jv1 ( T ) L (x, y) d~ ^ do) =ji\ (Ч) ^ Ju (со) L (x, y) cico ^ cfc. 

On peut de la meme maniere, en formant la derniere egalite pour la fonc­
tion v%(%), obtenir Fegalite (18). 

Supposons que les valeurs de и (со) et v (т) soient positives. Formons 
maintenant la somme 

<2°) J n , m = 2 2 4 Ю V ^ X ^ ' «О') ^ 

ayant divise (OJ en n portions (соД (Q y) en w portions (т.), les points (a^) 
et (y.) etant respectivement dans (соД (т^). En designant par M-(x), m-(x) 
les bornes de L (a?, y), (a?) etant quelconque et (y) variant dans (^), comme 
Ж~Дж)— ntj(%) est la difference entre le maximum L(x,yJ) et le minimum 
L (x9 yj1) de la fonction L (%, y) du point (y) variant dans (^) , on a, en usant 
Finegalite (19), 

si les domaines (т.) sont suffisamment petits. 
On a 

J v (T) L у ) (к = V J 0(T) L(;r, 7/) й- — V v(^)Z2//)~j> 
(%) fo) 

etant certains points dans (4?-), dont la position depend de point (x). 
I I suit de la, que (y?) etant un point quelconque dans (^ ) , on a 

( 2 1 ) 

3=m 

j v ( x ) Z , (Ж, у ) <fr — 2 v (*,-) L (*, yj) Xj < 

< 2 V ( M J Ф—mo C*» У < £ v B v > 
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5* 

si m est suffisamment grand; l'inegalite (21) est independante du choix 
de (#). 

II suit de la 

(22) 22М(М>Ф£(*<,$Ш«^=^ c o . = 
i=lj=l 4 = 1 ' 

i—n r i=n 

= У , и ( ( 0 . ) J V (t) L (Xit У) fa W < H - ^
 M Ю 9 i 6 * W i , 16il < 1 

•=1 (Qy) *=1 

la seconde somme dans la partie droite etant moindre que 

.*=» 

e 2 tf (со.) v (Dy) Dy = zu (QJ t; ( D y ) О я D y . 

L'egalite (22) etant etablie pour un choix arbitraire des (тД et la premiere 
somme en sa partie droite ayant une limite determinee pour chaque choix 
des (сог.) tendant uniformement vers zero, on en conclut, que Jm n a une 
limite determinee, quand les (co f.) et (т,-) tendent uniformement vers zero et 
que 

(23) l i m J m , n = Jw(w)( JvWLfatffc^du. 
(Qx) (Qy) 

Ayant demontre Г existence de la limite lim Jm n et etablie l'egalite (23), 
on peut, en donnant la preference a la fonction w ( c o ) , etablir aussi l'egalite 

(24) lim JVh n = jv (T) ( J и (со) L (pc, y) (k, 
(Qy) (Qx) 

d'ou suit l'egalite (18). 
§ 9, Supposons maintenant que la fonction moyenne additive depend 

de la position d'un point (y) du domaine (DJ et est a variation bornee pour 
у 

chaque valeur de (y). En la designant par 

и fay), 



6 8 H . GUNTHEB. SUB LES INTEGBALES L E STIELTJES".. 

nous admettons que sa borne totale 

(25) ЩПЩУ)1>Л 

est bornee comme fonction de (y) et que Tintegrale 

Jufay)v(*)fo 

(Qy) 
a un sens. La derniere condition est satisfaite, par exemple, si и ( t o , y) est 
continue comme fonction de у pour chaque choix de (to). 

Quand les conditions posees sont satisfaites, on a 

(26) J<p (a?) (Ju fay)v (? ) d^doy= jv (?) ( ju ( to , y) 9 (%) do> J йт, 

si 9 (%) est une fonction continue dans ( Q J . 
Remarquons d'abord que la fonction moyenne 

(27) J«(CO,2/MT)<2T, 

evidemment additive, est a variation bornee. On a, en effet, (tô ) . . . . (cow) 
etant les portions de (со), 

(28) 2 |J«Ky)*'(t)^ <o,.<J 2 | « К 2 / ) 1 ^ ^ ) ^ < 
t=l (Qy) (Qy) i=l 

<ju{DXiy)V{^<BV{€iy)£ly> 

(Qy) 

si В est la borne superieure de la fonction (25). 
II suit de la, que Г integrate a gauche de l'egalite (26) a un sens. 
Passons maintenant a la demonstration du theoreme. 
Supposons, qu'on a choisi arbitrairement un nombre positif e. Nous-

avons 

(29) Ju(<a,y)y(%)d(o = ^? J u(b),y)o(x)dw = 

=2 к к ? &oы«-—*» к у ) ? G/o <°.ь 



LES IHTEGEALES L E STIELTJES 69 

Ж etant la borne superieure de | cp (x) \ 

< 2 £ | * & > 1 < * * » 
г=1 

«V(<*>, У) e * u2 ( w ' У) &>ш1 les parties positive et negative de и (со, у) et 
les points (£.'), (£/'), situes dans (сог.), dependant du choix de (y). Les points 

etant choisis dans (co )̂ independamment de (y), si les domaines (co^) sont 
assez petits pour que l'oscillation de о (%) dans chaque domaine (<ô ) soit 
plus petite que s, on a 

(30) ( Jw(w,y) ? (# )dco — = 
(Qx) t=i 

= |2{^K^)(?(V)-T^))-«2Ky)(?^'')-?^))}^ < 

1=1 

IsTous obtenons ainsi l'inegalite 

(31) — tB<Jufay)q(x)<k> — 2 ^ К - , 2 / ) ? ( Е г ) о ) . < £ Д 

qui est satisfaite pour les (a>t-) assez petits et les (£г) choisis arbitrairement 
dans les (co^). 

Bemarque. En s'appuyant sur l'inegalite (31) il est facile de demon-
ixer, que la fonction de (y) 

(Щ ju (со, у) cp (о?) $ 0 0 

(0«> 

est continue si w (со, у) est continue pour chaque (со). 
On peut dans ce cas trouver un domaine (о г), entourant un point 

arbitrairement choisi (y), de maniere qu'on ait 

(33) I u(^ уг) со • — и y) c o - | < ~ 

pour chaque point (y x) dans (S^). Si (o) est le domaine contenu dans tous les 
domaines (8 )̂ . . . . (<$J, l'inegalite (33) est satisfaite dans le domaine 
(3) pour chaque i -et on a 
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Ainsi on a pour les points du domaine (o): 

( 3 4 ) —М1<^и(<*^9&^—^и(^у)ч(&ъ<М1. 
i = l »=1 

En mettant (у2) a la place de (y) dans (31) et en combinant Finegalite* 
obtenue avec les inegalites (31) et (34), on trouve 

— 2e В — £ Ж < ju (со, yx) cp (x) do) —jw(co, y) cp (x) dco < 2zB £-i!fr 

(Q*) (^) 

d'ou suit la continuite de la fonction (32). 
Observons maintenant qu'on a 

(35) j o (x) (ju (со, у) v (?) Л ) Жо = 2 ? fo) (Jw K , * Ф й т ) w ^ 
(Q*) (Oy) *=i (%) 

i 9 i ! < £ > 

si les domaines (со2), (co2), . . . . (coj sont assez petits, les nombres (^) etant 
arbitrairement choisis dans les domaines correspondauts; nous supposons .̂ 
que les (сог-) sont assez petits pour que Finegalite (31) soit satisfaite. 

Un domaine (cô .) etant choisi, on a 

si les domaines (тх), . . . ( ? w ) sont moindres qu'un domaine ? (со-) dependant 

de (cô -). Si les domaines (? а), . . . (? m ) sont plus petits que le plus petit des> 

domaines 

l'egalite 

Ji»K . i!,)e(T)^=2 t tKnf) e(' Bi) Tj-*-v i ) t ' • i ^ K 1 

(Qy) i=i 

a lieu pour toutes les valeurs de (г). 
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(36) Jcp (ж) ( J и(<o, y)v ( 0 d-)du = 
(Qx) (Qy) 

A etant un nombre ne surpassant pas en valeur absolue 

Comme Finegalite (31) est satisfaite ii>dependemment de la valeur de 
(y), on trouve maintenant en Futilisant, que 

j o (oc) (Ju (со, у) v (?) (к jdco = 

i= i ( t y 

^ etant un nombre ue surpassant pas en valeur absolue 

I I suit de la demiere egalite, que, e etant choisi d'avance, si les domaines 
(i) sont suffisamment petits: 

J© (ж) ̂  ju (w,y)v (т) <fa ̂  doi — 
(k) (Qy) 

' = 1 (Qx) 

С etant un nombre determine. 

En utilisant (35) on trouve alois 
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II suit de la, que l'integrale 

j v W ( ( w , y) 9 (л?) йо)) <fa 

(Q«) 

existe et que Fegalite (26) est satisfaite. 
10. Supposons maintenant que la fouction f(x) n'est pas bornee dans 

(DJ et devient infinie dans le point (#0). 
Soit (8) un domaine contenant (x0) dans son interieur. Formons l'in­

tegrale 

(37) J(b) = ju(o))f(x)db>. 

Si l'integrale (37) a uue limite determinee quand (8) tend vers zero d'une 
maniere quelconque, nous designerons cette limite par 

(371) fu(e>)f(x)d<*>. 
(Q) 

Theoreme. Si l'integrale 

jUfa\f(x)\d^ 
(0-8o) 

dans laquelle (S0) est une sphere ayant pour centre le point (#0), a une limite, 
l'integrale (37) a une limite ind&pendante du choix de (S). 

En effet, (8J et (8 S ) etant deux valeurs de (S), (8 X) contenant (8 2 ) , on 
peut construire deux spheres (S0') et ( 8 0 " ) , dont Fune contient (Sx) et Fautre 
est contenue dans (S2). Comme on a 

IJw(со)f(я?)Ло I <J"i7(co)|f(л?)Idfo> < fu(t*)\f(x)\dt*„ 
(h-h) Й г Л ) ( V ~ V ) 

on en conclut aisement, que notre assertion est justifiee. 
Exemple. Supposons, que (Dx) est un volume et qu'on ait pour chaque 

sphere (co0) du rayon r0 

J 7 ( c o 0 ) r 0

a < B , 
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est infiniment petite avec ( 8 Д M etant la borne de ( 8 Д (3 0 ") deux 
spheres concentriques ayant le point (x0) pour centre. 

Supposons que r 0 est le rayon de ( 8 Д R le rayon de ( 8 0 " ) ; intercalons 
dans l'intervalle (22, r0) les nombres r x , . . . , г п _ г 

•et divisons la couche spherique ( 8 0 ' — 8 0 ") en couches spheriques en tra§ant 
les spheres avec les rayons r 1 5 . . . , ?V-r Ayant divise chaque couche en 
domaines (со/ 3), prenons les points dans chaque domaine d'une meme couche 
sur la meme sphere. Nous obtenons ainsi la somme 

2 2 w > ^ = 2 
<о г) etant le volume d'une couche spherique mentionnee. En designant fa) 
par [r4—ri+J et la sphere du rayon r% par [ r j , nous pouvons ecrire 

Vfr—r^ [r, - r ^ J = U ([r J ) [rJ - Щ [ г т ] ) [r,.+1] = 

= [ r . - r . + 1 ] - - * 7 ( [ r . + 1 j ) ) [ r , + J . 

II suit de la qu'on a 

<39) 2 ^ ( ^ - ^ J ) I r i ^ ± j ] = 2 Щ М ) & = ^ - н 

i = 0 t-f-i г—О ^t-hl 

* 2 № J ) - l 7 ( [ r ^ ) L 5 a J . 
t=0 

В etant un nombre determine. Prenons l'integrale 

( 3 8 ) J ^ H - H T 
(Q) ^ 1 0 

en designant par r 1 0 la distance entre le point (ж) et un point donne (#0), la 
fonction f (a?) etant bornee. 

Pour s'assurer que l'integrale (38) a un sens, il suffit de s'assurer que 
Tintegrale 
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Supposons maintenant que 

.r0—R r0 — B R 
* 0 w n 2 

La premiere somme dans (39) est plus petite que 

(40) 5 2 £ ! : 1 ^ ] < 5 ^ С 1 1 ^ 
г=0 * *+l s=0 '+1 

г=л—1 э з _ « = « , — 1 

car 

з з 
r 

En effet 

1-0 H - l i~o i-hl 

r , — (r -+-rr . н - г , ) ( r — r n ) < 7 r „ ( r .— P 1, 1)-

yo — (i-+-l)a n 

croit avec г. On a done 

Or, la partie droite de l'inegalite (40) tendant pour w - > c o v e r s Tin-
tegrale 

dr 
j 

E 
on voit, que si 

rk \-OL~2 7 

i + a — 2 < 1 

elle est infiniment petite avec r0. Si Ton a 7c = 1, on peut poser a = . 2 / . 
0 < A < 1. Si Ton а й = 2 5 on peut poser a — 1 — л. 
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La seeonde somme dans (39) est egale a 

- оГ - >Г) 7̂([̂ -J) (CJ - я 3 _ А ) - ^ ( r a ) я3~*1 < 

et est infiniment petite pour les valeurs choisies de к et de a. Ainsi, l'in­
tegrale (38) a un sens, si Ton a 

Si Ton a & — 3 — [л, 0 < [ л < 1 , a doit etre plus petite que fx. 
Remarque. La definition, donnee au debut du paragraplie, peut etre 

generalisee. Convenons de dire, que Fensemble des points (E) est integrable, 
si, quelque soit le nombre positif YJ, on peut Fenfermer dans un nombre fini 
des intervalles ayant la mesure totale moindre que YJ. En designant par 
(S) Fensemble de ces intervalles, on peut designer par le signe (37') la 
limite de l'integrale (37) pour 73 —>0, si cette limite existe, quand la 
fonction f (x) devient infinie dans les points d1 ensemble (E). 

11. Ayaut generalise la notion de l'integrale, on peut sans peine 
etendre les theoremes principaux des §§ 4, 6, 7 aux integrales generalises. 
La generalisation des assertions (1), (2) et (3) du §4 est immediate. Si les 

. 4TT T 7 ,г 1 Ч 3 - * - 4 т: yy r i 4~ JB з-ь—< cc 

integrates 

out un sens, et si 
u{o))f(x)<v(o>)F(x), 

on a aussi 
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Enfin, si l'integrale 

a un sens, l'integrale 

jU(o>)\f(x)\do) 
(0) 

ju(o))f(x)du> 
(Q) 

suirant le theoreme du § 10, en a un aussi et eomme on a 

\ju (со) f(x) do* I < jV(co) I f(x) I dco, 
(Q-8) (Q-8) 

on a aussi 
J Jtt (со) f(x) dco I < jV(co)\f(x) I dco. 

(Q) (Q) 

La generalisation du theoreme du § 6 peut etre faite ед deux direc­
tions. On peut, en premier lieu, supposer que la fonction F n'est pas 
bornee. 

On peut ecrire 

ju (со) f Fd<» =jv (со) Fdco 
(Q -8 ) (Q - 8 ) 

d'ou suit que, si une des deux dernieres integrales a une limite pour 
(8)—>0, il en est de meme de Г autre. 

Supposons maintenant que la fonction f n'est par bornee, l'integrale 

jlT(o>)\f(x)\do> 
(Q) 

ayant un sens. II suit de la supposition que 

(41) jU(c*)\f(x)\do) 

(8) ayant la meme signification qu'au § 10, et en passant a la limite on 
trouve 

ju (со) f(x) do) <jv (со) F(x) dco. 

(Q) (Q) 
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est infiniment petite avec (o')5 (§') et (8") ayant la meme signification qu'au 
§ 10. 

Or, on a, F etant bornee, 

(5'. 

jv^Fdu < M F ( [ 8 ' — 8"]) [8' — 8"] <M^U(a>)\f(x)\dw, 
-V) (S'-8") 

d'ou suit la convergence de l'integrale 

CO 

(0) 

et Г exactitude de la formule 

^ 2 ) ju (со) f Fdo) = |г? (со) Fd(o. 
(Q) (Q) 

Si la fonction J?7 n'est pas bornee, mais a avec f le meme point de 
discontinuity l'exactitude de la formule (12) depend de la convergence de 
l'une des integrales 

ju (со) f -FcZco, jv (со) J dco, 
(Q) (Q) 

car on peut restituer Ja formule (12) en passant a la limite dans l'egalite 

ju (со) f Fdu=j v (со) Fdu. 
(Q-8) (Q-B) 

Quant au teoreme du § 7, qui est etablie pour chaque fonction f inte­
grable dans le sens de M. Lebesgue, bornee ou non, il est necessaire de • 
1'etendre seulement au cas d'une fonction jFnon bornee. La formule (17) 
reste evidemment exacte, si l'integrale 

(Q) 

a un sens, car on Г obtient en passant a la limite dans l'egalite 

ju (со) F(x) dco =JF(x) fix) dco. 
(Q-o) (Q-8) 
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12. Supposons qu'uue fonction L (#, y) devienne infinie pour x = у de 
maniere que les integrales 

J \L(X,y)j * c , J\L (x, y) |c2<o 

soient uniformement convergentes dans ( О Д respectivement dans (Q ), et 
que l'integrale 

Jfl(r)Z(fl?,y)<fa 

est une fonction bornee de (x) et integrable dans le sens de Riemann. 
Suivant cette supposition, le nombre г etant arbitrairement choisi, il 

existe un certain nombre p, tel que (p) etant une sphere du rayon p avec le 
centre dans le point (я), respectivement dans le point (?/), on a 

(44) jV(t)\Lfay)\ & < e> J\L(x,y)\< г. 
(?) (P) 

Supposons encore, que le point (x) etant en dehors de la sphere du 
rayon p avec le centre en (y) et (y) etant en dehors de la sphere du rayon 
p avec le centre en (a?), la fonction L (#, y) est uniformement continue 
comme fonction de (x) et de (y); c'est-a-dire qu'on a pour les valeurs men-
tionnees de (x) et de (y) 

(45) \Hx»Ji) — L(x\y')\ < £ , si \xn — x!\<?h \y» — y'[<Pr 

Demontrons, que 

(46) J ( fcb)Lfay)fa)du=Jv(4)(JLfa 
(0«) (Цу) (Oy) Pa) 

II est clair, qu'il suffit de demontrer la formule (46) en supposant que 
les valeurs de v (т) ne sont pas negatives; si elle est exacte pour les parties 
positive et negative d'une fonction moyenne v (?), elle est exacte pour 

Supposons done, que v (т) n'est pas negative. 
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Envisageans deux spheres avec les rayons j et ^ ayant les centres 

dans les points respectivement (y). Divisons le domaine (Q ) en domaines 
(т г), en supposant que les domaines (rf-) soient si petits, que chaque domaine 5 

ayant un point commun avec la sphere ( ^ est situe dans Finterieur de la 

sphere ̂ | ^ « 

Nous avons 

mi ( / ^ Ж ^ ^ | 6 | < i , 

(Qx) (Qy) (Qy) 

si les domaines (a>.) sont assez petits. 
En envisageant les domaines (со.)nous supposerons qu'il soient si petits, 

que chaque domaine ayant un point commun avec la sphere ^|-^ est situe 

dans l'interieur de la sphere (p). 
Supposons de plus, qu'on peut enfermer chaque domaine (т^) et (oo.) 

dans une sphere du rayon p r 

Designons par (d) le domaine, forme par la reunion des domaines (tQ, 

ayant les points communs avec la sphere ( ? a y e c I е centre dans le point (ocj); 

le domaine (d) est contenu dans la sphere (p) mentionnee ci-dessus. Comme 
v (T) est positive, nous avons 

) ф ) £ ( ^ ) ^ = Х \г®Щу)<к = ± v{^L{x:hy\)^ 

le point (y\) etant dans (тД sa position eventueliement dependant de la 
position du point (a?.) et le signe ( ш ) indiquant, que parmi les domaines (т«г) 
manquent les domaines, contenus dans (dj. Or, on a, (yf.) etant un point 
arbitraire dans (тД 

II suit de la, qu'on a 

a etant un nombre determine, qui ne depasse pas v (Q ) О . 
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En ntilisant (44) on a 

(48) jv (*) L (xj, y) in = t> (т-) L (xj , у-) т,- + (a + 1 ) е. 

De meme on pent ecrire, en choisissant un point ( ^ , 

(49) (я?,y.)tfco = E « L fy, уг) ^ + (1 + 1) e, 

e signe ( ( t ) ) indiquant, que parmi les domaines (G>.) manquent les domaines 
contenus dans (d\ ou (d) est forme par la reunion des domaines (c*̂ ), ayant 

un point commun avec la sphere du rayon -|- avec le centre dans ( ^ ) ; le 

point (x) est arbitrairement choisi dans ( to^) . 

En utilisant (47) et (48) on trouve 

j (jv (T) L (X, y)<fo)rfco = S (рЛ v ( T . ) L (p., Уг) т . ) со. + - ce 

с etant un nombre determine, inferieur a 

( a + l ) Q e + l . 
II suit de la qu'on a 

50) j (Jv ($ L (a?, y) fa^du = £ v (т^ (S £ (xj, ^) a^.) ̂  + ct. 
{Qx) (Qy) 

Dans la partie droite de*(50) dans le coefficient de v (r̂ ) il manque 

e terme L y^ si la sphere du rayon , ayant son centre dans (a?p, a un 

point commun avec (^). Le point (xj) etant place dans (<o^), (со •) a dans ce cas 

un point commun avec la sphere du rayon ( ^ , ayant sont centre dans (y^ 

qui est dans l'interieur de (^). II suit de la que les (co ; ) , ayant un point 

commun avec les spheres du rayon <|- * ayant leurs centres dans (yf.)5 manquent 
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dans la somme (50) et qu'on peut utiliser les egalites (49). En les utilisant 
on trouve 

(5 OO j (jv (T) L (X, y ) d r ) tfco = E * (т-) (j L (x9 уг) dto ) ^ н - дг ~ ь ce, 

(Qx) {Qy) (QX) 

g etant un nombre borne inferieur a V(Cly)Cly. 
On conclut de l'egalite (50 ;) a cause du choix de e, que 

Hv^)(JL(x,yz)d^^ 
(Qx) 

SL une limite et que la formule (46) subsiste effectivement. 
En etablissant la formule (46) nous avous suppose, que la convergence 

de Tintegrale 

(51) j\L(x,y)\d<o 

est uniforme dans (CI). 
On, peut, cependant, generaliser la formule (40) au cas, quand cette 

condition n'est pas satisfaite. 
Supposons que, quelque soit un nombre positif e, on peut lui faire cor­

respondre un domaine (8 ), tel que 

(52) V ^ v < t 

et que l'integrale (51), en restant bornee par un nombre A pour les 
points (i/) situes dans (8 ), est uniformement convergente seulement dans le 
domaine (Q —8 ). 

On a evidemment 

j(j v
 fr)I*У)d<*> =J (Jv(T)L (X, y)dt^ do>-+-

(QX)(QY) (Qx)(Qy-*y) 

~*~j(j v('t)L(x,y)d'zSj dco. 

(Qx) ( f y 

трФми, i G 
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(53) jv (*) (JL (a, y) Ло ) chj < AV{\) Ьу < At. 

En second lieu la premiere des inegalites (44) restant satisfaite, on 
trouve, le nombre p etant choisi et Ж designant la borne superieure 
de \L(x, y)\ dans (O^—p), que 

(530 

y) ' W 
| J\> (<u) £ (а, у ) йт| < 6 JfF(Sp 8 y < (1 + M) e. 

Comme on a 

j (jv (T) L (я, у ) cfa ^ йсо == j v (V) (j L (x: y) du> ^ dhr, 

les inegalites (53), (530 conduisent a la, conclusion que Fegalite (46).sub-
siste, ce qu'il fallait demontrer. 

13. Pour donner immediatement un exemple de Г application de cette 
derniere remarque/envisageons le potentiel newtonien 

(54) 
'10 

ou v (i) est une fonction moyenne additive a variation bornee, repondant 
a la condition: pour chaque sphere (co 0 ) du rayon r0, 

(55) Г ( Ы о ) г 0

1 - 1 < В . 

II suit des considerations du § 10, que sous la condition (55) les inte­
grales 

(56) Cpftk-^fr,- r v ( . r )2 j=^*c , Ul^d,, 
J 10 io J

 rio 
Py) (Qy) (Ц,) 

On trouve sans peine en premier lieu en se servant de (52), que 



L E S INTEGEALES L E S T I E L T J E S 83 

ou Y], 'Q, Y)1? 'Q sont les coordonnees des points (x) et (У), sont con-
vergentes. II est aise de demontrer qu'elles sont egales respectivement aux 
derivees de la fonction Fpar rapport a rh С 

Donnons a \ nn accroissement h et decrivons autour du point (x) une 
sphere de rayon 2h. On s'assure aisement en se rappelant les raisonnements 
du § 10 , que rr etant la distance du point ( £ ч - й, v), au point ($/): 

pouFevaluer la seconde integrate il suffit de prendre la sphere du rayon Зй 
avec le centre au point vj, Q; cette sphere contient evidemment la 
sphere (21i) dans son interieur. 

Comme, r" etant la distance du point (y) a un point place dans 
(CI—2b) entre (or) et (£-нй, Y], Ц), on a 

(57) _ Л < г " _ г м < Л , 1 _ 1 < I : < 1 H - A ! i < ^ < } , 
r10 r 10 '10 ^ r 10 ^ 

d'ou Ton obtient 

dr = a 

1 1 = b & - g ) 8 . 4 
61 < 1 , 

ce qui donne aisement 

(£L,-») (Q„-2U) 

On conclut de la, que 

est infiniment petite en meme temps que h, ce qu'il fallait demontrer. 
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Demontrons encore, que les integrales (56) sont les fonctions continues 
de (ж). En prenant deux points (x) et (xj a une distance egale a 8, trains 
autour du point (x) comme centre une sphere du rayon (28). 

En appliquant les formules du § 10, on trouve 

(58) |Jtf(<u) 
(23) 

2b 
- f a 

'10 о r (il) 

lf etant la coordonnee du point (x^ et rr distance de ce point; pour obtenir 
la seconde inegalite, il suffit de tracer autour du point (xj une sphere 
a rayon 38, qui contient evidemment la sphere (28) dans son interieur. 

En etudiant maintenant la difference 

(59) 

et en remarquant que pour r} et r 1 0 on a des inegalites analogues a (57), 
on obtient sans peine que 

'10 

< a 
'10 

d'ou on peut conclure en utilisant de nouveau les formules du § 10 quele 
nombre b etant suffisamment grand, la difference (59) est moindre que 

(2b) 

On conclut de tout cela, que, si la distance entre les points (x) et (%) 
est plus petite que 8, la difference des valeurs de 

dV 

dans les points (x) ,et (x^ est inferieure au nombre de la forme c8x, d'ou 
suit la continuite de la derivee consideree. 

Supposons maintenant, que le domaine (OJ dans la formule (50) soit 
une surface (2) repondant aux conditions de Liapounoff et contenant dans 
son interieur le domaine (T). 
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On s'assure aisement, en ecrivant (cr) a la place de (со), que la formule 

(BO) J (Jv ( T ) ^ = ^ * u ) d c r = fvfr)(f&^fo}ch 
(2) (Qy) *10 (Qy) (2) Г 1 ° 

est applicable, quoique l'integrale 

ne soit pas uniformement convergente dans (Q ). 
Couvrons la surface (2) par les spheres de Liapounoff d'un rayon suffi-

samment petit В en nombre fini, de maniere que tout point de (2) soit 
a Finterieur au moms d'une d'entre ces spheres et que les points interieurs 
de ces spheres ferment un domaine (S) contenant (2) dans son interieur. 

En remarquant que 

(<x) etant la portion de (2) dans Finterieur d'une des spheres de Liapounoff 
mentionnees, on s'assure sans peine, que le nombre N de ces spheres a la 

С 
forme - = ? С etant borne. 

B2 

II suit de la que 

7 ( 8 ) 8 < NB Д 2 Ч"Х < Д(!В} 

et que si on prend В assez petit pour que 

BG Bx<z, 

г etant un nombre choisi d'avance, on aura 

7 ( S ) 8 < £ . 

La condition complementaire du § 12 est done satisfaite. 
En designant par (JV0) la normale exterieure a (2) et en utilisant la 

formule (60), on trouve 

( 6 1 ) / £ * _ / . ( ^ « ^ 3 > * ) * . 

(2) {Q„) (2) 1 0 
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II reste a eyaluer l'integrale dans la partie droite de la fornmle (61). 
Decomposons (Q ) en trois portions: en (8), en domaine (Qy% exterieur a (8) 
et en domaine ( 0 . / \ interieur a (8). On a 

fa) (J™*'*** da) <h = Jvtf ( J ^ i b ^ O d a ) Л н _ 

H-Jt,(T) da) * r - . - J , ( a ) d a ) ^ 

(S) (2) Г™ (Qy (2) Г 1 ° 

Or 

(-,) ( J C Q S ^ o ^ )fa = — 4n J « (*) *r = 4TI2 ( O ' y G"„ 

(й'У (2) 1 U (0""y) 

car pour les points exterieurs a (£) on a 

(2) Г » • 

et pour les points interieurs a (S): 

(21 ' » 

Comme, pour chaque position du point (y) 

(2) Г х о 

<4i r , 

on a 

f „(T) / fCOs(rf^ da) dx < 4* Г ^ = 4тт 7 ( 8 ) 8 < 4 т е . 
(8) (2) r « ! ^ 

On a, de plus, 

F ( 0 ; ) 0 ; — F ( J ) r | < F ( S ) 8 < s , 
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ou Ton conclut, que 

Ainsi, les conditions posees etant donnees, on a 

(62) ?f-dcr== — 4itv(T)T. 

La derniere formule est la generalisation d'une formule, etablie par 
moi dans mon memoire: «Sur une application de la theorie de fermeture», 
oil elle est demontree pour le cas d'une fonction moyenne у(т) bornee. 

L'egalite (62) constitue un theoreme qui remplace le theoreme de 
Poisson pour les potentiels newtoniens en integrales de Stieltjes. 

14. En terminant donnons encore une generalisation de la notion de 
l'integrale de Stieltjes. 

Soit donnee une fonction и (со, у) des domaines (со), appartenants au 
domaine (DJ des points (x), et des points (y\ appartenants au domaine (D\ 
en supposant que les domaines (Dx) et (D ) ne different que par la notation 
de leurs points. 

Supposons que 
1) La fonction moyenne и (со, у) pour chaque position du point (y) est 

additive et a variation bornee. 
2) Pour chaque choix du domaine (со), on a 

Fx(co) etant une fonction moyenne additive et a variation bornee. 
3) Quelque soit le nombre positif E, on peut lui faire correspondre un 

nombre p de maniere que pour deux points (y^) et (#2), contenus dans une 
meme sphere (p) du rayon p, on ait 

!U %) — U (CO, y2) I < t V2 (CO) 

pour chaque choix du domaine (со), F2(co) etant une fonction moyenne de la 
meme nature que Vx (со). 
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Pour donner un simple exemple d'une pareille fonction, posons 

и (со, y)= ~^ju (<°) & ix: У) d<*i 

L fa у) etant une fonction continue et и (со) additive et a variation bornee. 
Si on a 

\Lfay)\<A 

et si pour deux points (y^) et (yfi) situes dans une meme sphere (p) on a 

\LfayJ — LfayJ\<t, 
on a aussi 

\ufay)\ со ?7(co)cico = -4J7(co)CO, 

и 

lit (со, уд) — и (со, %) J со < j СГ(со) I L fa уг) — L fa y2) I rfco < e Z7(co) со. 
(CO) 

On peut done poser 

F » = F , ( « ) = ^ Z 7 ( « ) . 

Nous rencontrons d'autres exemples dans le chapitre 3. 
Theoreme. Si les domaines ( c o x ) , . . . , ( co j sont les portions du domaine (O) 

et tendent uniformement vers zero quand n—>oo: la somme 

i=n 

le point (aQ appartenant au domaine (co^), a une limite bien determinee. 
Nous designons cette limite par 

(64) ju(o))x)do). 
(Q) 

Pour demontrer le theoreme choisissons en premier lieu une suite des 
ensembles des domaines 



Ьва I N T E G R A L E S L E S T I E L T J E S 89 

m=l 
on a 

(65) K-Xn+m\ = 
i-1 1=1 

< £ 2 2 F* (V*4) v 7 t ) = £ 2 F* ft-) = г F» (°)Q-

< 

г=1 fc=l г=1 

II suit de la que la suite 

S 1 5 S 2 , . . S w , • . . 

a une limite. Nous la designons par (64) et nous lui donnons aussi le nom 
de l'integrale de Stieltjes. 

Supposons maintenant que dans la somme Sn chaque domaine (coj est 
contenu dans la sphere (p). 

Envisageons la somme Ът et formons de nouveaux domaines ( c \ ) en 
choisissant pour leurs frontieres les frontieres des domaines (co { ) et des 
domaines ( ^ ( w ) ) . Posons 

de maniere que chaque ensemble suivant est forme en partageant en portions 
les domaines de l'ensemble qui lui precede. 

Posons 

S = \ | ( ( т ' № 1 я . ( т ) ) т - ( т ) 

m x г v г > г / г 

et supposons, que m est assez grand pour que chaque domaine ( т / т ) ) soit 
contenu dans une sphere (p). 

Posons, qu'en formant les domaines (т / т + * г ) ) on doit partager ( ? / m ) ) 
en portions 

On a, alors, 

et comme on a 
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Comme on parvient к A en partageant les domaines ( с о Д respectivement 
les domaines ( т / т ) ) , on a 

I f lL — 4 < e F a ( Q ) Q , \\—A\<iV2(Q)L\ 

d'ou il suit 
|S„ — S j < 2 e F 8 ( 0 ) Q . 

Or, il suit de (65) qu'on a 

Done, 

I S w — j «(со, ж) dco I < z Vs (Q) Q. 

(0) 

| 0 n — J « K *)<fo>| < 3E 7 (0) G < 3e F 2 ( P , ) D , 

(0) 

ce qu'il fallait demontrer. 
De la definition de l'integrale generalisee on conclut evidemment, que 

jit (a, x) 
(Q) 

dco 

j и (со, x) dw - t - ju (со, x) da = j и (со, ,r) cico, 

(Оз) (0) 

(Ц) et ( Q 2 ) etant deux portions de ( Q ) . 
En remafquant que, cp (y) etant continue, la fouction 

и (to, y)y(y) 

est de la meme nature que n (со,у), on demontre aisement que 

(66) 

OU 

ju (со, x) о (x) d to = j v (со) о (x) rfco, 

(Q) (Q) 

v (со) = (со , x) rfco. 

H 
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En effet, si (со) est contenu dans une sphere (p), on a, (x0) etant un point 
dans ( с о ) : 

j v (со) — и (со, xQ) I = j ~ ju (со, x) dco — ~ j n (со, x0) dcu c 

= ~ j (и (со, x) — и (со, # 0 ) ) d(x> 

(со) 

Si chaque (со-) est contenu dans une sphere (p) et si Ton a de plus 

(Q) 

on a 

4 - < e, 

(со) cp (ar) dco — j « ( с о , ^ ) cp ( .r ) ^co 

(Q) (0) 
< 

Г 3 ( с о > , ; н - £ = е ( ^ Г 2 Й а - н 1 - ) , 

J. etant la borne superieure de о (x). II suit de la Inexactitude de la for­
mule ( 6 6 ) . 

Nous dirons que la fonction ufa^y) est finie, si elle repond aux condi-, 
tions de ce paragraphe. 

Pour donner un exemple d'une fonction non finie, supposons, que le 
domaine (Dx) est l'intervalle le domaine (со) etant l'intervalle 

et posons 
а < а ? < [3, 

M((0 ,y) = 
V£ — y— У*—у 

La fonction w (со, у) repond aux conditions du theoreme du 8 9 mais 
le signe 

«((О э #)&0 
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n'a aucun sens. Si Ton pose en formant les (сог-) 

on trouve en effet 

i—m g 

2 M К > ® t ) w i = V h — a ( 2 m ) T -

15 . On peut generaliser les resultats du § 14. 
Supposons que (JE) est un ensemble iutegrable des points (y). Supposons 

que dans un domaine (8 0 ) , contenant (Z£), la fonction F x (со) est absolument 
continue et que quelque soit le domaine (8), contenant (JE), la condition (3) 
est satisfaite pour tous les (со) appartenants au domaine (Q — 8), la 
fonction V% (со) etant remplacee par la fonction F 2

( 6 ) (со). Supposons encore 
que la variation totale F 2

( 5 ) (Q — 8) (Q — 8) est bornee par un nombre A, 
qui est independant de (8) . 

Le theoreme du § 14 reste exacte sous ces nouvelles suppositions. 
Designons par 8 £ le domaine, contenant l'ensemble (E) et ayant la mesure 
moindre que E. Pour demontrer le theoreme il suffit de choisir les domaines (8 3 g ) 
et (8J de maniere qu'on ait 

et de supposer, en formant les domaines (т ( т ) ) , que chaque domaine (i{m)): ayant 
un point commun avec (8£), est tout entier en (8 a e). 

La partie droite de l'inegalite (65) sera remplacee par 

E F / £ ) (Q _ ?Q (Q — Sj 2 Vx (SJ S2S < Аг - . - 4e, 

d'ou Ton conclut, que la variable 2 W tend vers une limite. 
Pour terminer la demonstration, il faut prendre les memes precautions 

en formant les domaines (сог-). 
Pour donner un exemple, envisageons la fonction moyenne 

i o < « < p < i . 
a 
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Nous avons ici, (со) etaut l'intervalle (a, (J), 

la fonction Vx (со) est absolument continue comme la moyenne d'une fonction 
integrable. Si (S) est l'intervalle ( 0 , 3 ) et si nous posons dans l'intervalle ( 8 , 1 ) : 

a 
nous avons evidemment 

1 

(S —oc 

si Ton а 

f А» Г dx I . . 1 Г dx . T r f S w % 

ft, a л, Г 

Si la fonction и (со, у) repond aux conditions supplementaires de ce 
paragraphe, nous dirons aussi qu'elle est finie. 

CHAPITRE 3. 

Les equations integrales en integrales de Stieltjes 

1, Supposons, comme dans le § 14 (2), que les domaines (DJ et (D) 
ne different que par la notation de leurs points. 

Soit donnee une fonction moyenne 

( 1 ) 

des domaines (т), appartenants au domaine (Dy) des points (y) et des 
points (x\ appartenants au domaine (Pa). 

Nous disons, que la fonction (1) repond a la condition (A), si elle repond 
aux conditions du theoreme du § 9 (2), etant une fonction continue de (x) 
pour chaque choix de (т); enrepondant a la condition (A), la fonction &(т,#) 
peut etre finie ou non. Rappelons, que la fonction (1) repond aux conditions 
du theoreme du § 9 (2), si 
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1) elle est additive et a variation bornee pour chaque choix de (x): 
2) sa borne totale est bornee comme fonction de (#); 
La fonction (1) est dite finie, si la condition (2) est remplacee par les 

deux suivantes: 
2) pour chaque choix du domaine (т) on a 

Уг (V) etant une fonction moyenne additive et a variation bornee; 
3) quelque soit le nombre positif г on peut lui faire correspondre un 

nombre p de maniere, que pour deux points (xl) et (x") contenus dans une 
meme sphere (p) du rayon p on ait 

\hfax1) — kfax")\ < S F 2 ( T ) , 

pour chaque choix du domaine (V), F 2(T) etant une fonction de la meme 
nature que F^T), ou aux conditions un pen plus generates, mentionnees dans 
le § 15 (2). 

Envisageons I'equation 

2) о (x) = A j к (т, x) о (у) fa - ь f(x), 

la fonction f(x) etant continue, et I'equation 

(3) ф ( т ) = X j к (T, x) ф (со) н - F(V), 

m 
qui lui est associee. 

Nous designons par (со) les domaines, qui appartiennent au domaine ( D T ) , 
et nous supposons, que la fonction moyenne F (т) est additive et a variation 
bornee. 

On peut demontfer qu'aux equations (2) et (3) est applicable la theorie 
de Fredholm, si la fonction 7ф,ж) etant finie, repond a la condition ( A j . 

Remarque. En parlant d'une fonction inconnue, nous supposons, qu'elle 
appartient a la classe des fonctions, pour lesquelles 1'integrale de Stieltjes 
est definie par nous. 

Observons, que dans cette supposition, la fonction k(^,x) etant finie, 
l'integrale 

j kfax)y(y)fa 
Фу) 
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est une fonction continue de (%). Si la fonction о (x) est continue, Г assertion 
est demontree dans la remarque du § 9 (2). Si Ton suppose, que la 
fonction 9 (x) est bornee, ayant pour borne un nombre A, on a evidemment, 
les points (x1) et (x") appartenants a une meme sphere (p): 

\jkfarf)<?(j/)fc — J k(n:,x'l)<?(y)th == 

Фу) V>y) 

= I [ (k (T, x') — kfa x11)) ?(p)*г|< ^ J ch = V2(Dy}Dy* 

Фу) (By) 

Dans le cas d'une fonction к (т, л?), qui repond aux conditions du § 15 (2), 
on doit remplacer la derniere inegalite par 

J (к (т, a1) — к (т, ^ ) ) <p ^ I < I J (* aO — * « " ) ) ? О ) ^ | ^ ~ 

(Dy) (Dy-Щ
 1 

н - j j(k ft a/) — A ft a/')) ? (У) **| < tA V® (D y —8) (2>y— 8)-+- 2 7 , ( 8 ) 8 • . 4 , 

(8) etant le domaine contenant l'ensemble (JE?). 
Comme Vx (со) est absolument continue dans un domaine ( 8 0 ) contenant 

(E), on peut choisir (8) assez petit pour que Vx ( 8 ) soit moindre que e. 
Enfin, si la fonction <p(y) cesse d'etre finie dans un point (y) et si ( 8 ) 

est un domaine contenant ce point, on a, ( 8 ) etant assez petit, 

j k(%%)<p(y)ck= j к f t X)<p(y)d<xHH 6e, |6| < 1 , 

(4/) (Dy-S) 

d'ou suit, l'integrale dans la partie droite de l'egalite etant continue, 

I j к ft x1) cp (y) di— j к ft xu) о (y) dx < 3s. 

(A,) (T>y) 

En parlant des solutions des equations (2) et (3) dans la suite, nous 
supposerons, que les fonctions <p(x) sont continues et que les fonctions 
moyennes ф ft) sont a variation bornee. 
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II у a trois points qui peuvent attirer l'attention, quand on vent 
etendre la theorie des equations integrales. 

1) La possibilite de former les objets des calculs, ее qui revient a la 
demonstration de l'existence des integrales; cette possibilite, comme nous le 
verrons, est assuree pour les fonctions (1) finies. 

2) La validite de quelques inegalites, necessaires pour la convergence 
des series, qui est assuree par les theoremes du § 4 (2). 

3) La possibilte d'intervertir Pordre des integrations, qui est comple-
tement assuree, comme nous le verrons, par le theoreme du § 9 (2). 

2 , Soient 

les domaines des points ft), ft),... ft), . . . ft), ft).. .respectivement, 
qui ne different de (DJ que par la notation de leurs points; soient 

(kl (У • • • > W> • • • > Ы • 

les domaines, qui leurs appartiennent. 
Supposons en premier lieu, que le noyau &ft#) est fini. Formons le 

determinant 

Aft>0> ^ft,̂ ), . ..,&ft,^) 
uft,:r2), A - f t , ^ , . . . ,&(v 2̂) 

(5 ) 

La fonction (4), comme fonction de chaque couple 

est aussi finie. En effet, la fonction (4) est lineaire par rapport aux termes, 
dependants de ft) ou ft), d'ou il suit, qu'elle est additive et a variation 
bornee et que, suivant le theoreme de M. Hadamard, on a 

( 6 ) 
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D ( X ) = 1 — if k^sjefe^ 1-
Ш 

л(*|х) = *(т,*)—X J* ( ^ ) ^ - н . . . -

(7) 

1 . 2 . . . й . у .у Ч " к , Щ , 

\ т 1 , - • . т т [ / \ т 1 5 . . . т т / J ^ 1 г " т « 1 ч / 

- в : / - / * (5 : : . ' : ^л : : : : £ )* - -^ - -
ТрФМП, I 

et 

(6* ) к ( * * * ^ < * " * " 1 , X * 1 ^ i " 1 - 1 ' * * * xn\ ^ / x n ' • • ^ « — 1 1 ? ̂ ЧЧ-Ц • • * xn\ J ^ 

< # ̂ (-0... У-^сч-л) УМ • • • ^)«. 
ft') et ft") etant deux points appartenants a une meme sphere ( p ) du 
domaine ( D ^ ) . 

Dans le cas, quand Jcfax) repond aux conditions du § 15 (2), il 
faut mettre V2

{0) ft) a la place de V2 ft), si ft) appartient au domaine (D —8), 
et il faut remarquer, que Vx ft) est absolument continue, si ft) appartient 
au (80). 

On peut done, en designant par le signe 

le resultat des integrations consecutives dans les domaines {D^) • • - (P,), 

former les series 
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les integrales ayant un sens snivant le theoreme § 14 (2) et les series 
etant convergentes snivant l'inegalite (6). 

En effet, quand on veut effectuer dans l'une d'entre elles 1'integration 
suivant ft), on rencontre le terme multiplie par les fonctions 
independantes de ft) et ft), et les termes, obtenus apres les integrations par 
rapport a (^), i > i, des fonctions &(^, z^) et des fonctions uft, я). Les 
derniers termes mentionnes sont les fonctions continues de ft) et les fonctions 
additives et a variation bornee des ft). 

La fonction 

(8) f . . . hh---yf---\Ad\1...din=i(y---^ 

comme fonction de chaque couple (5), repond aux conditions imposees a- la 
fonction Af t #). 

Les termes de ( 8 ) , dependant de ft), par exemple, sont de la forme 

J & f t , ^ ) c ^ , A f t , a?-) 

et entrent dans (8) lineairement, d'ou suit que la fonction (8) est additive 
et a variation bornee des ft); d'apres les inegalites (6) on a 

(9) I ft • • • - ) < ( » н - « ) » ^ ( T ) . . . ^(DJD^ 
^ 1 ' * " " W l ^ 

et, si, par exemple, la fonction fcft a?) verifie les conditions du § 14 (2) 

(9') X-^jX^ , . . xn 

"1> fc2? < 

Enfin, les inegalites (9) prouvent, que les series (7) sont convergentes 
pour chaque valeur de X. 

II suit de la, que 

jy(xnxw * • • xm 



LES EQUATIONS INTEGBALES EN INTEGBALES L E STIELTJES 99 

comme fonction de chaque couple (5), est finie. On a, en effet, 

D P 1 ' 

x„ 

В etant la somme de la serie 

x) < В Д - Г 1 ( т 2 ) . . . F X ( T J 

X ) — D K ^ " " * * X) < £5П(т 1)Г 1(т 2). 

00 u-t-w 

^-i 1.2 . . . n 

On doit, certainement, modifier le raisonnement dans le cas, quand la 
fonction &ft#) verifie les conditions du § 15 (2). 

3. Exemple. Envisageons la serie* 

CO 

(10) и ft cr, y) = 2 % b) Lh ft, У), 
fe=i 

les fonctions moyennes uk ft etant additives et a variation bornee et les 
fonctions Lh(x,y) etant continues. 

Supposons, que Щ ft etant la variation moyenne de uh ft, on a 

Vh{x)<U{>i), \Lh{x,y)\ <Mk 
la serie 

CO 

fc=l 

etant convergente et Z7ft) etant une fonction additive et a variation Ъогпбе. 
La serie (10) converge alors uniformement dans les domaines (DJ et (D ) 
et sa somme pour chaque choix de ft est une fonction continue de ft) 
et de (y). 

On voit immediatement que 

\u(%x,y)\<MU(x) 

* J'ai considere le noyau и (т, x) dans ma communication au Congres de Bologne. 
7* 
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et que, (V) et (x% respectivement (y) et (yn), appartenant a une meme 
sphere (p), 

I w (T, X \ 2j) — u (T, Я", у) I < ЗеСГ(i), j и (т, я, g/) — и (т, ж, у") | < UU(т). 

En effet, si pour n>N on a 

2 J / *< e 

et si p est choisi de maniere que pour Jc = 1, 2, . . . n 

\Lk(x\y)-Lk(x",y)\ <^u\LkM)-Lk(x,y')\<±, 

on a, par exemple, 

\u^x\y)—u{t,x\y)\ < Г7(т). 2 l -^sO — + 

н-2СГ(т) 2 3i f c <3eZ7(T). 

II suit de la, qu'on peut former la fonction 

(11) к (т, X) = ^ ju (т, <r, у) 

et que cette fonction est finie, les fonctions Г х (т) et F 2(T) etant egales a MUfr), si l f > 3 . 
La fonction ( 1 1 ) peut etre obtenue en integrant la serie ( 1 0 ) terme a 

terrue. 
En effet, comme on a 

Jc=n+1 
< 2 ?7WJf t <l7(x)e 

7;=n+l 

on a aussi 
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la somme 

2 ик^)ы^у) 

jouissant des proprietes, reconmtes pour ж, y). Ou a ainsi, 

CO 

Jc(т, X) == "V — j uk(x)Lk(x: y)dz. 

Remarquons, que si Ton pose 

X%, . . . X,t 

(12)« ( ... j / w 

"д> ^ З ' • • • T » 

on a 

«(т^, ж15 yj), . . . «(<r f, ^ , . . . « ( т п , Жр y„) 

w ( T i> ж

й > Уз)> • • • "<Л'> *ni • • • W ( V Xni Уг) 

nJ J J Ч и Т » . . - V 
(rx) ( T 2 ) ( T „ ) 

(4) 

En effet on a evidemment 

Si Ton pose 

1хг, xs,... ж г а \ _ 
Д . . . * „ \у1,у„...уп/ 

Я (%> • • • ^ „ ( « Р Уг) 

Lkl(X^ У ^ ЩР*У} • • • Lkn(X2> У г) 

Lkt К, %)> !% (хт У») • • • Уп) 
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t=tt 

П 9i' 9i = \] j u (<> L (*y» Уд d x i 

On demontre, maintenant, que les series 

D ( X ) = 1 — lJk^,0^d^:.^-

D ( X ) = 1 — x J « ^ , ^ ) ( S l ) . n 

1, 2 . . . n 

sont identiques. 

0>*,) 

on trouve que la fonction (12) est la somme de la serie 

CO OO CO 

(1202 2 • • • 2 • • - 4 1 2 1 7 n 

d'ou il suit que pour chaque couple 

(13) fa* %)> ( W * ) • • • ( V 3 0 

et chaque (xs)... (%n) la fonction (12) est la somme d'une serie de la 

( ОС (С \ 

" * * m ) est la somme des moyennes des termes 
de cette serie. 

Comme chaque terme de la serie (12') est la somme des produits de 
la forme 

t = i 

rx " " т / e s t ^ a ^ e a * a s o i m a e ^ e * a s^ r* e> c h a ( l u e terme de laquelle 

est une somme des produits de la forme 
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( 1 4 ) 

remarquons qu on a 

fk (x, y) dx = j u (т, у, y) dx 

< 

I к (x, у) — и (т, у, у) I = I7 J «(;, y, s) d\—-i- J« (£, у, y) 

= 7! / ( « & 2/, *) — «(5, У, у))<$| < 3tJ7(t), 
1 (t) 

si (1) est contenu dans une sphere (p), (y) etant contenu dans (т). 
Comme on a, les (x^) etant suffisamment petits, 

J*{* У)—« (т, У, 2/)) *r — 2 (* К . У . ) — " %' У.)) ^ 

on en conclut, que 

I / ( * ( * , » ) - • u ( * , y , y ) ) e f c | < e - * - ^ 3SCT(^)^ = E ( 1 BU(Dy)D^ 
[By) -1 

d'ou il suit l'egalite ( 1 4 ) . 
Pour demontrer l'identite des coefficients de Х л, envisageons l'integra-

tion par rapport a (^J. 
Dans la seconde serie dans le terme 

il faut evaluer les integrales 

l b 
г=1 

« ( У J 

OU 

) 

Pour demontrer Tidentite 
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ou 

{DzJ (Sw) Xm — Zm 

La seconde integrate est egale a 

Quand a la premiere, on peut lui appliquer la formule (66) du § 14 (2) 
et l'egaler a 

II faut maintenant distinguer deux cas. Si j Ф i, elle est egale, suivant 
le theoreme du § 8 (2), a 

'&) Ф,J fa 
171 

ou Lx (*., zt) est une fonction continue. Elle forme un couple avec 

et son tour viendra, quand on effectuera l'integration suivant (£г-) ou (Q. 
Si Ton a i=j, le terme a la forme 

Quand viendra le tour de l'integration suivant (i^), on pourra echanger, 
en se basant sur le theoreme du § S (2), l'ordre des integrations suivant 

auxquelles correspondent dans la premiere serie les integrales 
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$*) e t (От) e t a l'integrale interieure appliquer la formule du § 14 (2). 
On trouve finalement 

Le theoreme du § 8 ( 2 ) permet encore une fois d'echanger les 
signes des integrations ŝuivant et (£w). 

On s'assure de la meme maniere que le mineur 

donne par la dcrniere formule (7), est egal a la moyenne de la somme de 
la serie 

/Х1У . . . x m 

A ( Vi, • • • Ут X 

1.2 . и 

' x l i • • • xm 

Ч т Н • • • T w 

4' 

c'est-a-dire que 

1 Ь Л ( . . . ym 

Ч т 1 > • • • xm 
fa) 

On peut, en premier lieu, remplacer d'apres (14) sous le signe de chaque 
integrate 

x, 

la fonction par la valeur pour tx = ^, . •. tn = zn de la moyenne de 

par rapport a (^) , . . . (#J . 
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Les multiplicateurs, qui entrent dans les termes de la serie apres la 
formation de cette moyenne, sont les fonctions continues des (o^) (ou des 
(Vi)) ou les fonctions additives et a variation bornee de la forme vfa?). 

Cela montre en second lieu, que, en se basant sur le theorem^ du 
§ 8 (2), on peut intervertir les signes des integrations suivant (хг). . . bm) 
avec les signes des integrations suivant ( & ) . . . (?jj. 

En dernier lieu, quand on effectue Integration suivant fa)... (TW) 
on regarde les variables z x . . . zn et t x . . . tn comme constantes et on peut 
substituer * v . . . zn a la place des t x . . Лп apres les integrations. 

4. Revenons maintenant aux considerations du § 2. 
En poursuivant la theorie bien connue des equations integrales, on 

demontre sans peine, en usant le developpement des determinants (4) suivant 
leurs elements de la premiere ligne: 

к (У • M = к fa, хг) к • • *х™1г * • * M — 

-ЛС^ж,)*^ ••:*») 
\ T j , т 8 . . . Si • • • Sw / 

- fc ( т . , а д й (у*» • • •.-?•)— 
— я д л С 1 ' ^ ' • * * f«' M 

\ T n * 2 ' • • - T m ' • • • ^n—1/ 
que 

( 1 5 ) x ) = X f j f c ^ ^ D f ' 1 : ? " - " ^ 
\ "1? • • " Twi / J \ T l i T 2 • • • тдаг / 

-t-ft K ^ i ) D ( ? 5 • ' * Ч\) - к fa, ^ ) D • • Ч X ) 

\ т15 т2э • • * kwi4 I / 

En effectuant les calculs il faut faire attention seulement a la permu­
tation de l'ordre des integrations quand on etablit Tidentite des integrales 
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J J -з» • • • "m» Sn • • • s^—i/ 

Or il suffit de demontrer que chaque integrate suivante 

est egale a la precedente 

г... f г . . . г * ^ . ^ ( ^ ' - - - ^ ' - - - ; т ' " - г - ) ^ - . - ^ 
En changeant les notations dans l'integrale (16) on trouve 

La fonction sous le signe de l'integrale etant egale a la somme des 
termes de la forme 

"*(Si ^ ) Л , ^ f t ( 

on voit que les integrales provenant du premier et du second terme sont de 
simples produits des integrales prises par rapport a et (S t-+ 3). 
Quand a l'integrale du troisieme terme, on a, suivant le theoreme du 
§ 9 (2), 
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ou A (*e4.j) est &(•, ^t4_1) ou une fonction continue, le resultat d'une inte­
gration, effectuee sur cette quantite. 

De la meme maniere on obtient 

( 1 7 ) — X ) = X Г л ( ' Ч ^ а ) 2 ) ( ? , ^ , в " я ? Я | x W - f -

(ад,) 

хЛЪ(х* •••Xm\l) — JcK, ха)в(х^•••xm Л 

V I ' ) » / \ JT* T V . . T 

En particulier, on a 

(18) D(*U)==X Jfc&aDD^ ^ , + i t . P W > 

(19) 2 ) (* x) = X p K ^ ) # ( | Л ) ^ - Н & ( ^ ) 1 ) ( Х ) 

( ад 

5. On demontre de meme, que si la fonction 

у fax) 

repond a la condition (A) et satisfait aux equations 

Y(т, ас) = X J*&(£, ж) у (T, * ) ^ ж), 

( а д (20) 

(^) 

les solutions des equations (2) et (3) sont donnees par les formules: 

(21) ? (x)=f { x j X ] > ( * / ) T (TT, ж) <fr, 

(22) ф (T) = Fty -и X JV(co) T {% r) d-„ 
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rec,*,X) = D ( * x):D(X). 

est la resolvante de I'equation (2). 
En demontrant le theoreme il faut seulement se rendre eompte de la 

possibilite des transpositions de 1'ordre des integrations, qu'on doit effectuer 
pendant les calculs. En changeant dans l'gquation (2) (x) et (т, у) en у 
et (H, is) et en la multipliant par у (т, x) on trouve, suivant le theoreme du 
§ 9 (2), en integrant par rapport a (V) 

J*Tffaa)<p(y)<fc = jyb%)f(y)d4-*-\J4(<:, x) ( J й & y ) < p = 
Фу) Фу) Фу) ФИ 

== jy(%x)f(y)d^^l j^^^Jk^ sOYfas)**) <*5 = 
Фу) Ф*) ФУ) 

P y ) ( ^ ) ( ^ ) 

apres quoi on acheve la demonstration comme d'ordinaire. 
On a aussi, suivant le m6me theoreme, 

jy (т, X) ф (СО) rfco = J*-F(to) у (т, a?) dco 

( а д ( а д 

-f-X Jy (t, X) ( J&(CO. * ) ^ ) d 5 ) d a > = jV(a>)у (т, a?)rfo> 

( а д ( а д ( а д 

( ад (ад) 

се qui conduit facilement a la formule (22). 
On conclut de la comme d'ordinaire, que, si X n'est pas la racine de 

I'equation 

D(X) = 0 , 

la seule solution de I'equation 
(23) <p (x) = X Jjc (тг, X) cp (y) ok 

(Dy) 

d'ou il suit que 
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ф ( т ) « = X j k (T, Ж) ф (to) du 

est 

ou 

Ox) 

cp (ж) = 0 

Ф(7) = 0. 

Reciproquement, les fonctions cp (ж) et ф (т) donnees par les formules (21) 
et (22) sont respectivement les solutions des equations (2) et (3). 

En effet, on obtient en transformant les equations (20) 

24) 
(_*(*, x)) = l J ( - T ( T , *))(—*& ж ) )^ -ь ( -т (т , ж)) 

(—*(*, ж)) == X J(— Т & ж)) ( - ft .)) « ( - у (т, ж)). 

(ад 
On conclut de la, que les equations 

e(s) = xj*(— Т(т,ж))е(^)сгт 
( A , ) 

й (т) = X J"(— у (t, ж)) d (со) it 
(ад) 

n'ont pas d'autres solutions que 

et 
6(ж) = 0 

а(т) = 0. 

Si Ton pose maintenant 

cp (ж)—X jk (т, Ж) cp (y) dx—/"(ж) = to (ж), 

on voit que cp (ж) est une solution de I'equation 

9 (ж) = X jk (т, Ж) cp (y) <k -+- fix) —t- со (ж). 

ou de I'equation 



LES EQUATIONS INTEGBALES EN INTEGBALES DE STIELTJES 111 

CO (ж) = X J ( — Y (т, Ж)) со (y) th 

d'ou il suit que 

De meme, si Ton pose 
со (ж) = 0. 

ф (т) = X (Т, Ж) ф (СО) dco -+- F (х) -+- 8 (т), 

•on en conclut que 

ф (т) = F(x) -+- 8 (т) -+- X fV(to) Y (т, ж) cico -+- X J § (со) у (т, ж) с? 

(ад) <ад) 

•d'ou, en retranchant l'egalite (22), on trouve 

•et 

о (x) =. X j " ( — у (x, ж)) § (со) dco 

( 4 ) 

o(?) = 0. 

En traitant les mineurs d'ordre in comme les solutions des equations 
(15) et (17) on trouve sans peine 

Фу) 

Фу) 

dx 

П suit de la, que 

? 0*0 — fix) -+- со ix) -+- X Jf(y) у (x, x) dx -t- X Jco(#) у (<:, ж)ск, 

d'ou Ton conclut, en retranchant Fegalite (21), que 
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et de meme 

D(*i* • • • ** x W D f ^ 1 • ' ' XA x){kfa.x^l (kfa ^) 

Ф а ) 

Ces formules permettent de construire les mineurs pas a pas quand on 
connait la resolvante. 

Remarquons, que pour la demonstration des theoremes de ce paragraphe 
nous avons eu besoin seulement de la condition (A),#car nous avons utilise 
seulement le theoreme du § 9 (2);* les theoremes de ce paragraphe subsistent 
done, si la fonctiou к fa x) n'est pas finie. 

С est seulement la formation du determinant de Fredholm et de ces 
mineurs qui exige, que la fonction к fa x) soit finie. 

6. Supposons, que к fax) est finie. 
Comme on a 

si X0 est un nombre caracteristique d'ordre щ e'est-a-dire la racine d'ordre 
n de la fonction D (X), le mineur 

n'est pas identiquement nul pour X = A 0 . 
Soit 

le premier des mineurs 

qui n'est pas identiquement egal a zero pour X = л0. 
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X <°> \ ) ф 0 

et formons les fonctions 

(25) D 
#<°) r«>) - r (0) 

T(0) (0) (0) .(0) 

et les fonctions moyennes 

J O ) 

JO) 

(26) D 
r<°> r (0) JO) JO) 

JO) JO) _ -(0) JO) л 0 : Д = ВД, г = 5 1 , 2, . . . т. 

Comme, en formant les equations (14) et ( 1 7 ) on peut mettre chaque 
couple fa, \) a la place du couple fa, т,) a cause de la symetrie des 
determinants (4) et des mineurs par rapport aux couples fa, тг), on voit que 
les fonctions (25) et les fonctions moyennes (26) forment les solutions des 
equations homogenes (23). 

Comme on a 

(27) Ф.(*.«>) = 1, Ф.(*/>) = 0, jф i, Т,(т/0)) = 1, (̂V0>) = °>* * Ь 

les м fonctions (25), respectivement les m fonctions moyennes (26), sont 
lineairement independantes, l'identite 

а Ф (x) == 0 

etant, par exemple, impossible a cause des egalites (27). 
On peut de la maniere ordinaire demontrer, que chaque solution de 

Tune des equations (23) est une fonction lineaire aux coefficients constants 
des fonctions fondamentales (25) ou (26). 

Si Hfa X) est une fonction repondante a la condition (A), chaque solu­
tion de la premiere des equations (23) verifie I'equation 

(2 8) cp (x) = X f h fa x) — Hfax)-+~X jk fa z) E (£, x) Л (y) dz 

T p M i . i 8 

Clioisissons les points хг

{0\. . . , # w

( 0 ) et les domaines 1fri(0))>• • • (%»(0)) 
de maniere, qu'on ait 
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et chaque solution de la seconde des equations (23) тёгШе I'equation 

(29) ф(т) = Х {Тк(х,х)~Н(ъ^)^ j^)к{1^)^]'Иш)^-

Ceci peut etre aisement demontre, si on multiplie les equations (2 3) 
par Я(т, x) et si on les integre, ayant recours au theoreme du § 9 (2). 

Si Ton pose maintenant 

( s o ) Я ( , , Ж ) = 1 ) ( ^ ; ; ; ) ; ; ; ; ^ ; | Х 0 ) : А , 

les points (ж/ 1»)... (zm

( 0 )) et les domaines . . . (т д а

( 0 )) etant les points 
et les domaines choisis ci-dessus, on trouve sans peine en utilisant les 
formules (15) et (17), que 

• 31) 

Н{-:,х) = \$Ц<:,')Я&х)%-*-
(Dt) 

+ * ) - * ( * Л ^Ф^ж) k(xja\ т)Ф я 1 (я) 

H(z, x) = \ Jftfo x)Hfa » ) < £ H -

La suhstitution de Я(т,ж) dans les identites (28) et (29) conduit 
imme'diatement a la demonstration de l'assertion mentionnee. 

Les fonctions Ф(я) et Y(t), correspondant aux differents nombres 
caracteristiques, sont orthogonales, e'est-a-dire 

jw(>t)<?>(y)fa = 0. 
Si, en effet, 
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on a, en utilisant le theoreme du § 9 (2) 

Фу) Фу) V>,) 

Фг) Фу) 

d'ou suit 

( l — ^ ) ^ ( т ) Ф ( у ) * с = 0. 
2 Фу) 

Remarquons, que la derniere conclusion est basee seulement sur le theoreme 
du § 9 (2), c'est-a-dire qu'elle est exacte, si le noyau n'est pas fini. 

Les equations 

<p (x) = \ j h x) ? (У) ^ •*- f¥)> 

(32) resp. {1}У] 

tyfa = \ j k fa x)ф(со)dco-+-Ffa), 

Фх) 
ou л0 est un nombre caracteristique, ont des solutions, si 

(33) J f ( * ) ¥ > ) c t a = 0, resp. ^Р{х)Фг{у)с1х = 0, . = 1 , 2 , . . . » 

Qn obtient une solution des equations (32) en posant 

?0 (*) — f(x) -*- \ Jfdf)н
 (т>«)fa, 

(34) resp. ( 2 ) ^ 

ф 0 ( , ) = е д - 1 - л 0 ] 2?(«)Я(т,«)Ав, 
( а д 

ou Я (г, ж) est la fonction (30); pour obtenir les autres solutions des equa­
tions (32) il faut ajouter aux equations (34) les fonctions lineaires des 
fonctions fondamentales correspondantes. 

En etablissant la necessite des conditions (33) et leur suffisance de la 
maniere ordinaire, ayant recours aux formules (31), on n'a qu'a se servir 
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f-1 

du theoreme du § 9 (2) en intervertissant l'ordre des integrations pendant 
les calculs. 

7. La condition d'etre finie, imposee a la fonction к fa x), etait neces-
saire seulement pour pouvoir former les series (7). Sans cette condition, 
leur formation peut devenir impossible, comme le montre Fexemple de la 
fonction non finie du § 14 (2). 

Mais les autres calculs des § § 2 — 6 exigent seulement la condition ( A ) . 
Supposons dans ce paragraphe, que la fonction к fa x) repond a la condi­
tion (A), On peut appliquer aux equations (2) et (3) 

<p (%) = X jk fa x) cp (y) du 4r- f(x), ф (т) = X jk fa x) ф (со) йш -+- Ffa 
Фу) Фх) 

le procede d'iteration et obtenir d'autres equations, correspondantes aux 
noyaux Mres. 

En effet, le theoreme du § 9 (2) permet de changer dans l'integrale 

fkfax)[( jk(ly)9(0)diy^ 

l'ordre de Integration et de la transformer en 

\h&я)? 
( 4 ) 

ou 

(35) \ fa x) = f a *) к (£, x) dl 

Si la borne totale de la fonction к (т, x) est moindre que 2?, comme on a 
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K(£, x) etant la borne moyenire de &(£, at), on voit que la borne totale de la 
fonction Jcsfa X) est bornee comme fonction de (%). 

La continuite de l'integrale (35) etant demontree dans la remarque 
du § 9 (2), on yoit que la fonction \ fa x) satisfait a la condition (A). 

En posant ainsi 

К fa x) = JK^i fa * ) k & x ) 

on demontre, comme к F ordinaire, que 

Kfa x) = J x)db 

en r&petant les raisonnements, on demontre que 

\Enfax)\x<B\ 

Bmarque. Si le noyau est fini, les noyaux iteres le sont aussi. En 
effet, 

IК fa * ) I = [ f * fa *) Ь & * ) dl\<j V, fa Vx © dl = Vx fa Vx (DJ Bz 

et si la fonction Tc fa x) repond aux conditions du § 14 (2) 

*") |< J"|*(r, *)| » F e ( & * < F e (D e )D,; 

si la fonction й(т, ж) repond aux conditions du § 15 (2), on a, si fa) appar­
tient au domaine (Be—8): 

\\fa x>) — k2fa-x")\ < j > ( * , *)|eF,<8>® 
( D e - 8 ) 

ч - 2 ] > ( т , *)| < t F , ( T ) F ^ ) ( 2 ) , - 3 ) ( i ) , - S ) - . - 2 F 1 ( T ) 7,(8)2. 
(S ) 

II suit de la que, (o) etant suffisamment petit, 

\ка fa ж') — ^ (<u, x«) K ^ + ^ F , (a). 
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On demontre de meme que les solutions des equations (2) et (3) satis-
font aux equations 

cp (x) = T J* * л (т, я) 9 (у) ̂  -ь sn (x), 

(ве) 
ф ( т ) = X й J \ ( т , ж) ф (со) cico -+- aw (<t), 

Фх) 
ou sn(z) et o-n(r)'sont les sommes des « premiers termes dans les develop-
pements des fonctions Ф (X) et ф (т) snivant les puissances de X. On a 

/ 4 * ) - » - * {kfax)№ck-+. 

Фу) 

-ьX» J\(% x)f{y)*:+-.+ X""1 ( т , 2/)fly)<fr 
Фу) Фу) 

et 

<rn (<t) = F(x) и - X Ju(T, Ж)F(co)tfco -+ -

- V J \ (т, Ж) с̂о н ь X n _ i J \ _ i (T, Ж) jP(cd) dti 
( а д ( а д 

On peut maintenant demontrer, que s'il existe une fonction у я (т, x), 
repondant a la condition (A) et verifiant les equations 

(37) 

Y» (*» = ^ JK & ж) у и (т, *) -ь Ля (х, ж), 

Т » (т.ж) — л й j \ (т, я) Т„ (5, ж ) -t- Ля (т, Ж); 

les fonctions <р(ж) et ф(#), donnees par les formules (36), satisfont aux 
equations (2) et (3). 

devaluation des fonctions 

со (x) = cp (ж) — X J i ( т , Ж) cp (у) dx — f(a>), 

Ь (x) — ^ (x) — X Ĵ Tc (x, x) ф (со) da—JP(a) 

( а д 



liES EQUATIONS I N T E G R A L ^ EN INTEGRALES B E STIELTJES 119 

conduit, en effet, aux equations 

со (x) = \ n J \ fa x) со (y) fa, <0 fa = "kn j k n fa я?) Ь (со) dco 

Фу) Фх) 

qui, comme on a demontre dans le § 5, ont une seule solution 

о ) ( я ) = 0 . &(<u) = 0, 

si les equations (37) peuvent etre satisfaites par une fonction ynfax). 
L'execution des calculs n'exige que les permutations des signes des integra­
tions, qui sont toutes legitimes suivant le theoreme du § 9 (2). 

Comme cas particulier on trouve, que, s'il existe une fonction у м (т, x) 
verifiant les equations (37), la fonction 

(38) Y fa *) = *n fa *) + V J 4 fa *) T n & * ) 

ou 

(39) \fa x) = kfa x) + U2fax)+ - - ь Г 1 ^ ^ я ) , 

verifie les equations (20) du § 5, ce qui permet de construire directemment 
les solutions des equations (2) et (3). 

Encherchant par le procede des iterations la solution des equations (20), 
on trouve sans peine 

(40) у ( T 5 %) — k fa &) Щ fa %) ( T 5 X ) H 

La fonction \fa x) dans (39) est egale a la somme des n premiers 
termes de la s6rie (40); il suit des inegalites, 6tablies pour les noyaux 
iteres, que cette serie est convergente pour les valeurs de'jXj suffisamment 
petites. 

Si к fa x) est fini, la fonction у fa x) ne differe pas de D ^ X ̂ : D (X) et 

on voit que le rayon de convergence de la serie (39) est egal dans ce eas 
au plus petit module des racines de la fonction D(X). 

Si le noyau к fa x) n'est pas fini, il peut arriver qu'un des noyaux 
iteres kn fa x) est fini. Par exemple, pour la fonction de Г exemple du 
§ 14 (2) c'est le noyau avec Pindice egale к 3. 
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Remargue. En fixant la condition (A) nous avons suppose que la fonc­
tion Jcfaoo) est continue comme fonction de (x) pour chaque choix du 
domaine (т). Pour la fonction la plus generale, repondante aux conditions 
du theoreme du § 9 (2), quelques assertions, mentionnees ci-dessus, ne 
subsistent plus. 

8. Nous dirons que la fonction moyenne additive et a variation bornee 
w(co) satisfait a la condition (£) , si toutes ses valeurs w (со), sont positives. 
Si la fonction м ( < о ) satisfait a la condition (J5), pour chaque fonction 
continue h(x) l'egalite 

(41) ju(u)W(x)db>z=0 

entraine l'egalite 

(41 7) й(я) = 0. 

En effet, si pour un point (x^ ¥(x) est diff6rente de zero, elle est 
difference de zero dans un domaine (u> 0), contenant le point 

Or, comme on a 

J и (со) ¥ (x) do) = j it (со) ¥ (x) йсо J u(u)h2(x)db>; 
Ря?) К ) ( А в - м о ) 

les deux termes de la derniere somme ne pouvant pas 6tre negatifs, on a 

(42) Jw(co)u2(^)d<o = 0, 

H) 

qu'on peut ecrire, les valeurs de и (to) etant positives, 

(420 w ( c o ) A 2 ( ^ ) = 0 

(xl) etant un point dans (co 0), ce qui est en contradiction avec les supposi­
tions faites ci-dessus. 

Dans ma communication au Congres des Mathematiciens a Bologne 
en 1928 je montrai, que toute la theorie des equations integrales aux 
noyaux symetriques, у compris la theorie du developpement suivant les fonc-
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tions fondamentales, peut etre etendue aux equations avec le noyau de la 
forme 

(43) ~ju(u)Lfa у) dco, 

K ) 

la fonction L fa у) etant continue et symetrique et la fonction moyenne и fa) 
repondant a la condition (B). Cette remarque peut etre etendue avec cer-
taines restrictions aux noyaux de la forme (43) dans lesquels la fonction 
symetrique L fa y) n'est pas bornee. 

Nous dirons, que le noyau к (т, x) satisfait a la condition (C) ou 
qu'il est symetrique par rapport a une fonction тюуеппе и (to), repondante 
a la condition (B), si Ton a 

(44) j ufa)k(n:} x)d& W(T) А (СО, y)dk9 

pour chaque choix des domaines (со) et fa. 
Exemples: 
1) Si к fa y) est une fonction symetrique et si Ton pose 

1 с 
kfax) — —j к fa y)d~, 

W 

on obtient un noyau symetrique par rapport к и (со) = 1. 
En effet on a 

-^jkfa x)du—^ *~:J*( jkfa yjd^du — 
(«) И - ( т ) 

T(t) («) ( T ) 

2) Si la fonction w(co) v6rifie la ^condition (B) et si Lfay) est 
symetrique, le noyau 

к fa x) = ^ j ufaLfa y)ch 

est symetrique par rapport а и fa. 
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En effet on a, d'apres le theoreme du 8 (2), 

^ JW(U>)A(T, x)du> = ^ *~ j ufyLfa y)d^du> — 

И (») W 

(T) ((o) 

( T ) ( » } (T) 

Comme cas particulier, nous ohtenons: si p(x) est une fonction non 
negative, la fonction к (о?, у) etant symetrique, le noyau 

est symetrique par rapport a 

й(т,я) = ^ p(y)kfay)d^ 

En effet, on a suivant le tbeoreme du § 7 (2) 

к (т, a?) = ~- w (т) A (X, y) ck. 

Nous demontrerons dans le chapitre suivant, que si le noyau к (т, x) 
repondant к la condition (C) est fini et satisfait de plus a la condition 

(<•>)< a* (<•>), 

son quatrieme noyau itere est de la forme 

•~jufa)L(x,y)dt, 

V) 
la fonction L (ж, у) etant continue et symetrique. 

9. Si le noyau к fax) est symetrique par rapport a w(w), tousles 
noyaux iteres le sont aussi. 
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= 7 f M(*)( Jk(<°> *)K-i& y) # ) <fr = i J«(T) * Я ( « , y) fa, 

ce qu'il fallait demontrer. 

Pour demontrer ceci remarquons que, comme 

К(T>x) = JK-i(Ъ * ) fc * ) # = Jk(t, i) x) 

on a, en appliquant l'egalite (44) et en se servant du theoreme du § 9 (2), 

(45) ±Ju(ta)knfax)fa= ±Ju(a)(Jkn_1(x,s)k$,x)d^db>== 

= Jkn-i (Ъ s) Ju П *(?• *)йш ) ^ = 

La symetrie de la derniere expression par rapport a (i) et (to) pour 
m == 2 montre qu'on a 

J* и ( w ) fca ( т , Ж) doo = i J*M ( t ) & 2 (GO, 2/) i t , 

ce qu'il fallait demontrer en premier lieu. 
En supposant maintenant que l'assertion est juste pour ies noyaux 

ayant un indice moindre que n, nous pouvons ecrire en prolongeant 
l'6galit6 (45): 

£ J * « H К ( т ' ж ) = J u ® ( * > * ) * К * ) ^ — 
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10. Supposons que le noyau к (яг, x) repond aux conditions (A) et (C), 
etant fini ou non. Nous allons demontrer que: 1) les fonctions fondamentales 
continues, correspondantes aux differents nombres caracteristiques, sont 
orthogonales par rapport a la fonction и (со), 2) les nombres caracteristiques 
sont reels, 3) la s&rie (40), qui a pour somme la resolvante, a un rayon de 
convergence fini. 

Supposons, que X est un nombre caracteristique et que cp (x) est une 
fonction fondamentale qui lui correspond. Nous avons 

(x) = X J*fc(T, x) <p (y) cfa. Фу) 
En multipliant l'egalite par и (со) et en integrant, on trouve 

^ j cp (x) do) — ~ j и (со) ^ j к (т , X) cp (y) dt j do) = 

= X ju((*>)k(% x)do)^di;—l J<?(y)(^ ju(t)k(w, y)d^ch^ 
Фу) («) (i>y) W 

= X j <p (j/) w (т) &(CO, y) cJr = X J* А (со,«/) ^ - i (т) <p (y) di^di. 

Фу) Фу) (*> 

II suit de la que 

(450 ~~ j u (w) ? (ж) ̂ w 

(CO) 

est une solution de I'equation associee: 

ф (oo) = X J к (со, 2/) ф (t) cfa. 

On s'assur.e aisement que la fonction moyenne (450 e s t difl&rente 
de zero. 

Si pour chaque (со) on avait 

j и (00) <p (x) dco = О 
( 0 . ) 
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j И ?i ( я ) = J ( ~ j u (<*>) ь (x)do>) ь (x) do> 

ЭЕ= J" ^ (со) <px (л) <p2 (a?) rfoo. 

on a, les valeurs de и (to) etant positives, 

и (со) <p (x) do) = а (со) cp (#г«) со 
(со) 

et, comme u(o)) est-different de zero, dans chaque domaine (со) il existe un 
point (x^ tel que 

?(atf = 0. 

Comme la fonction <p (x) est continue et comme le domaine (to) peut 
etre pris aussi petit que Ton veut, il suit de la que dans chaque point (x): 

9 (x) — 0 

ce qui est contraire a l'hypothese. 
La fonction ф (со) est done une fonction fondamentale de I'equation 

associee. Si <рг(х) etq>a(a?) sont deux fonctions fondamentales, correspondantes 
aux differents nombres caracteristiques, opx (x) et 

^ ( < i ) ) = i j«(a))<p a(o?)(?<o 

И 

sont les fonctions fondamentales des equations integrales associees, corres­
pondantes aux differents nombres carateristiques et on a 

^Ф,(«)Я(0)йш = О. 

Mais on a, suivant le theoreme du § 6 (2) 
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Nous avons done le theoreme: Les fonctions continues (рг(х) et <?%(х\ 
correspondantes aux differents nombres caracteristiques, sont orthogonales 
par rapport a u(o>). 

Remarque. D'apres une remarque dans le § 1, si le noyau x) est 
fini, chaque fonction fondamentale est continue. 

II suit de la comme corollaire, que les nombres caracteristiques du 
noyau k(% x) sont tous reels. 

En effet, si le nombre caracteristique 6tait imaginaire, on aurait 

e'est-a-dire que уг(х)— Щ2(х)es^ ш е fonction fondamentale, correspondant 
au nombre caracteristique l = a — Ы qui est different de X. On a done 

en supposant que 

X = a -i- &г, <p (x) = <px (x) нк &p2 (x). 

II suit de la que 

ce qui est impossible. 
Exemple . Appliquon^ les formules du § 3 au noyau 

dans lequel L($9 y) est continue et symetrique. Posons 

(46) 
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- X (u$)L(Xl,---Xm,0A<%4 н 

1 . 2 . . . n j J w ••*/ ••• V ^ 

(̂ ,) (M 

Si X0 est une racine de D (X), on a pour les fonctions fondamentales qui lui 
correspondent les expressions 

SI 

1 J * 
(0) (0) .* ( 0 > 

m 
(0) (o) (a) • vm 

A Q J 

H Л—1 S ' S-t-1 7 

(0) 
m H v ( 0 )

 v

( 0 )

 v

f 0 ) 

• 2 / ( 0 ) 

h J 

X 

est le premier mineur, qui ne s'annule pas pour X = X 0. Ayant pose 

m 
Л (0) h J 

..xm 

m л (0) (0) (0) (0) 
- . У 

* m 

A o J 

on conclut, que les fonctions fondamentales de I'equation associee sont 
donnees par les formules 
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A cause de la symetrie du determinant (46) on voit aisement, que la fonc­
tion фв (ж) peut etre obtenue de la fonction cps(#)en echangeant les con-
stantes (ж / 0 ) ) et (y/0)), d'ou il suit que la fonction фв(ж) est une fonction 
lineaire des fonctions <pe (ж). 

11. On s'assure aisement, qu'aucun des noyaux iteres n'est egal a zer,o. 
Si Ton ayait 

47) knfax)=*0 

on aurait aussi 

K+i fax) — J К fa *)k x) d- = °-
(ад) 

On peut, done, supposer qu'a cause de 

hi fa ») = j кш fa г) *) # = ) *) h & ж) 

( а д < а д 

on a 

( 4 8 ) ^ J « H u8i (t, X) dco = i-J г« (со) ( j & M (T, Л) (5, ж) $ ) dw = 

и н (ад 

(ад и 
= J k i + i fa s) ( j j u ® К *) ^ ) *l = ( »(5) h+i fa *) (w> *) 

(ад) & ( а д 
De meme 

( 4 8 ' ) (со) &2г (т, Ж) CZCO == J « ( ? ) &г fa z) й, (со, *) d\. 

н (ад 
Si Гоп suppose que 

hifax) = o, 
on trouve que pour tous les fa) et (со) 

ju$)klfa2)kl(b>,z)dl = 0, 

( а д 
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(51) j и (со) k% fa x) da* - ь 

H 

Hh- X 2 J ^ ( c o ) \ fa x) do* ч X z ju (со) k2l fa x) dec 

И («) 

et avec la serie 

( 5 l / ) с г^Х '^ -н . - .+Х 'СГвН- . . . , 

ou 

(52) Ua = (ju (со) \ } fa x) dio ) ^ 

И 
ТрФШ, I 

d'ou il suit, si Ton identifie (со) et (т), 

( uffikf = 0, klfa*)=0. 

II suit de la que ui le noyau k2l fa X) ui le noyau кы_х (т, X) ne peut 
etre le premier noyau se reduisant a zero. 

En revenant maintenant a la demonstration de la troisieme assertion 
бпопсёе dans le § 10, remarquons d'abord que la formule (48') conduit 
a l'egalite 

(49) ( ~ ju (со) \i fa *) d<» ) ^ = J и (5) kf (со, a) 

Supposons que la serie 

(50) А(т,а;)ч-Хй в( 'т,а;)-4-Х я^(т,л ,)-1- нн\nkn fax)н 

est uniformement convergente pour toutes les valeurs de X. La serie 

k2 fa x) ни- X2 k4 fa x) н h- X1 й?й (т, л?) н , 

qu'on obtient en substituant dans la serie (50)—X a la place de X et en 
faisant la soustraction, est de meme convergente pour toutes les valeurs de X. 

II est de meme avec la serie 
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En appliquant maintenant l'inegalite de Schwarz, etablie dans le 
§ 4 (2), a la fonction (48) on trouve 

(ад ( а д 

c'est-a-dire, d'apres (49), 

d'ou il suit 
Pi 

(- 21-2 

Le quotient у=-&- etant croissant, la serie (51 ;) ne peut pas etre con-

vergente pour toutes les valeurs de X. 
12. Supposons maintenant que le noyau к (т, ос) est fini. 
Comiiae la somme de la serie (50) est egale dans ce cas a la resolvante 

I>(;W:B(>.) 

et comme son rayon de convergence est infini, si D (A) n'a pas de racines, 
on obtient le theoreme: si le noyau к (т, x) repond a la condition (C), etant 
fini, il existe au moms un nombre caracteristique. 

Supposons que \ est une racine de D ( X ) et que Fordre de cette racine 
est n. Nous demontrerons, que \ est un pole ordinaire de la resolvante 
et qu'a \ correspondent n fonctions fondamentales lineairement indepen-
dantes. 

En supposant que Fordre du pole \ de la resolvante est superieur 
a Funite, on a dans le voisinage de \ 

En substituant cette valeur dans I'equation (18) on obtient 

?ofa) = \jkfax)bfa<% 

(53) 
( а д 

Ь fa) = \ J k fa x) 9i (*) <%-+-fk& x) ? 0 (e) 
(ад (ад) 
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9* 

Од en deduit, en multipliant la seconde equation par <pfl(a?) et enl'inte-
grant, que 

J M
 fa) ? 0 fa ?i (») d<» = Xo j M И ?o ( ж ) (J k fa X) ?l (*) -+-

(ад) (ад) (ад) 

- + - j ' M N ? o ( a ; ) ( J * f c & * ) < P o ( * ) $ ) d , 0 = 
(ад) ( а д 

= X o J <Pi0») ( Ju fa)k fa 'x) Фо fa 
(ад) (ад) 

<Po (*) ( J <pfl («•) ( ^ j » ( « ) * £ , a) d o ) йсо ) $ = 

(ад (ад) и 
= \ jbfa ( J*?o(*) (^fufa)kfa%) <*w)&o) $ 4 -

- * - J ? e ( * ) ( / ? < > ( * ) (~J ufa)kfa%) do^y^ <% = 
p,) (ад) и 

= X o j ? i (*) ( f ?o ( ж ) ( J f u fa)k fa' *) <% )йш ) # •+• 
( а д (ад) (?) 

н - J % fa ( J ?0 fa ( M = 
( а д (ад) (?) 

(ад (г) (ад) 

- ь |<р 0 0 ) ( j / M ® ( [ & ( < ^ ) ? 0 ( * ) й ш } # = 

( а д © (ад) 

= J Ъ (*) ( | - [ « © ?о W « ) * - £ f ?о (*) ( J / » © ?о (*) * ) * = » 

(ад) (?) (ад) to 
=j и ® ? 1 ( ,) ф о (,) « £ J "« © ?о 2 fa Я, 

( а д (°ад 

d'ou il suit 
f « ® < p e " ( * ) # = 0, ? 0 ( * ) = 0, 

(ад 

ce qui est contre l'hypothese. 
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Nous obtenons ainsi, que X0 est une racine d'ordre n— 1 de la fonction 

Envisageons maintenant la fonction 

(54) 
\tlt . . . T m | / 

Comme on a 

(л,)(^ и) 
/ У н •••Уш -л 

\ T l > - - - T m / 
^=( - i r^ ( M ) (X) , 

Х0 est une racine de (54) ayant un ordre ne surpassant pas n—m. 
Pour demontrer que cet ordre est egal a n — m, supposons, que 

Г assertion, qui est exacte pour m = l, est demontree pour les mineurs 
d'ordre moindre que m, et divisons les deux parties de Fegalite (17) 
par D « ( X ) . 

Suivant la supposition, les termes en partie droite de Fegalite, qui sont 
hors de l'integrale, donnent apres cette division les fonctions holomorphes 
dans le voisinage de X0. 

Si Fon suppose, que dans le voisinage de X0 la fonction dans la partie 
gauche de Fegalite a la forme 

f o ( # 0 , k> 1, 

on obtient de nouveau les equations (53) et on en conclut, que 9 (#0) = 0, 
ce qui est contre Fhypothese. 

Nous obtenons done le theoreme: si le noyau к fax) repond a la condi­
tion (C) et est fini et si X0 est une racine d'ordre n de son determinant 
de Fredholm D (X) , le mineur d'ordre m a X0 pour racine d'ordre n — m. 

Comme corollaire nous avons: a la racine X0 d'ordre n du determi­
nant D (X) correspondent n fonctions fondamentales lineairement indepen-
dantes. 

13. Soit к fa x) un цоуаи, repondant a la condition (C), mais non fini, 
Supposons qu'un noyau itere к (т, x) est fini. 
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En appliquant les theoremes du § 12 а Г equation 

(5 5) ? (x) = Г J hm (т, у) <p (y) dr. ч - fix), 

Фу) 

on voit que tous ses nombres caracteristiques sont reels, qu'il existe un 
nombre caracteristique au moins et qu'on peut former ses fonctions fonda­
mentales et compter leur nombre ayant egard a l'ordre de multiplicite des 
racines de la fonction D(X), qui lui correspond. 

Si cp (x) est une fonction fondamentale continue de I'equation (2) 

<p(x) = XJ k(4,y)<?(;y)d~-+-f(x\ 

Фу) 

correspondante au nombre caracteristique X 0 , <p (X) est la fonction fonda­
mentale de liquation (55), correspondante au nombre caracteristique \ ш . 

II suit des considerations du § 10, que X0 est reel; seulement Fexistence 
de X0 et de la fonction cp (x) n'y 6tait pas encore demontree. 

Nous demontrerons mainteuant, que chaque fonction fondamentale 
de I'equation (55) est une fonction fondamentale de I'equation (2) et que, 
si elle correspond au nombre caracteristique \ m de I'equation (55), \ etant 
reel, le nombre caracteristique de Fequation (2), qui lui correspond, est 
egale к X 0 , si m est impair, et a un des nombres X 0 , — X 0 , si m est pair, 

Supposons, qu'on a 

<?(x) = \ m fkmfax)9(y)d^ 

Фу) 
Si Fon a 

y(x) = \ fafax)q(y)dt-+-o>(x), 

Фу) 
on trouve par le procede d'iteration 

<p (x) — со (x) H H X0 j £(т, X) CO (y) ek - H 

Фу) 

H H X 0 * jk2(<x,x)o) (у)d^ —н • * * H H X ™ " 1 jkm^(5, x) со (у)н~ 
Фу) Фу) 

+ \mfkmfax)9(y)d^. 

Фу) 
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II suit de la que la fonction со (x) satisfait a I'equation 

(56) со(x) X0 jkfa x) со (y) <2т - H 

* V j 4 x)*{y)d<z~i н V ^ 1 J \ - i fa x)со ( у ) й т = 0. 

Фу) Ф у ) 

En mettant dans (56) у Д et z a la place de x, т et y, en multipliant 
le resultat par к fa x) et en Fintegrant, on" trouve, en restituant les 
lettres x et y, 

(560 

ч - X0 J й2 (т, ж) со (у) $т ч 1~ V м J & w (т, X) со (y)fh = 0. 

Ф у ) Фу) 

La comparaison des egalites (56) et (56') nous donne 

со (a>) = V J km (т, а;) со (у) dx, 

Фу) 

d'ou il suit que co(#) est une fonction fondamentale de I'equation (55), cor­
respondante au nombre caracteristique X w

0 . 
Supposons, que 

(57) ^ ( a ) , ? 2 ( # ) , . . . <рл(а?) 

sont les fonctions fondamentales de I'equation (55) correspondantes au nombre 
caracteristique 1™. 

Supposons, que les fonctions (57) forment un ensemble norme et ortho­
gonal par rapport h ?/<(co), c'est-^-dire qu'on a 

J1wH9t.(a?)<pi(a?)dw = vj,. j /, \ j = 0, si i + i , 4 f V = l . 

(Ac) 

Supposons qu'on a 

(58) ср г (« ) = \fk(т,<р,(у)<fr - t -^ ^?*®-
Фу) 1 = 1 
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Eu multipliant (58) par м(ш) et en l'integrant, on trouve 

(59) < p » = \jk(u,у)?.(T)-t-2 af>?,(<»), 
(By) b l 

ец designant par 

(со) 

la fonction fondamentale de I'equation associe*e. 
En effet on a 

~ I М Н ^jk^!x)<fi(y)dzy^=jfi(y)(~ju(^)kfacc)d(ji 

M f^ l=> Ф у ) N 

= J °Рг (У) (7 У) ̂  fa =jufa У) bb)fa 
Фу) <т) (Dy) 

En multipliant (58) par «p.(<u) et en l'integrant, on trouve 

\j = \l~ 2 ^ H,-,z - 2 *P%i> *P = «/>• 
1=1 1=1 

En effet, on a suivant (59): 

A0 J U (со) срД») ( * ) <P f-(y)«fr) й ш = 

Pad dty 

— \ J (У) ( J A " ( т > ж ) » ( ш ) % • fad<»)fa = 
(By) (Bx) 

= Xo J W ( J h fa x) Ъ(ш)d")fa = 
Фу) (Bx) 
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En prenant к la place des fonctions (57) leurs combinaisons lineaires, 
on pent transformer les equations (58) en plusieurs groupes d'equations de 
la forme 

(60) ф.(x) = x ) f a ч~ ^(x) to,. 

Фес) 

co3 , . . . t o r 6tant les differentes racines de Tequation 

7 («) 

j (A) 

= 0. 

Comme on а 
a a ) = c (« ) 

les racines de cette equation sont reelles. 
Prenons en premier lieu les premieres equations de chaque groupc en 

posant Ы (x) = со ̂  (ж). En substituant со (ж) dans (56) on trouve 

(61) со<k(ж) [1 -+- (1 — to) -+- (1 — со)2 -и н (1 — co) m ~ l ] = 0, 

car si 

V j А , ( т , Ж) w (y) cfa = to (1 — со) 8 фх(ж), 

да») 

on a 

(#*) Ф у ) 

= (1 — со) X 0

S j \ (T, *) CO (*) d%. 

Si m est impair, la seule racine reelle de I'equation (61) est egale 

a zero. Dans ce cas on a 

Фу) 
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Si m est pair, ii у a encore une racine 

1 — со — — 1 , co = 2 ; 
dans ce cas on a 

<K («) = \ j * » ) (У) ̂  2 <k + i («) = — \ J ^ ft <*) & 'У) 

tfty Ф у ) 

Supposons maintenant qu'on a 

ce qui est egal It pour w impair et qu'on peut changer en (a), 
si ш = 2, en mettant — \ a la place de X0 pour m pair. Comme 

(±V/*.(*,*W«_i(y)<fr = 
(Dy) 

= ( d t л / J" ( J * * * ) \_x ft,«) ^ ) ф._х(2/)dx = 
(By) (Dz) 

= (+\rfk^&x) [ ф м ( * ) — ( ± 1 ) Ф , _ 2 ( * ) ] ^ = 

= ( ± V » / A,_, fa«) ф,_х (ж) -

on trouve 

(± \yjke fa x) (y) di = ф ^ (x) - ( ± 1) ( J ) ф,._2 (*) -+-
(2ty 

- Ь ( ± 1 ) ' ( ; ) Ф . - . ( * ) - — -

La formule (56) conduit done a l'identite de la forme 

1 ) ( * ) < k _ - * - ( ± 1 / ( з ) ф 4 -_ 3 - - = О, 
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(63) 8 ( X ) e t 8 ( * 1 

et montrons, quel profit on peut tirer de cette connaisance pour la con­
struction du determinant de Fredholm et de ses mineurs 

(63') D(X), 2 > ( * | x ) , . . . 

pour I'equation (62). 

qui est evidemment impossible, les fonctions ф etant lineairement indepen-
dantes. II suit de la, que chaque groupe (60) contient seulement une equation 
et que le theoreme est demontre. 

14. Ayant en vue de donner quelques exemples, envisageons I'equa­
tion au noyau 

ft (% = ~ f « fa L fa У)d^ 

dans lequel Lfay) est symetrique. On peut donner h I'equation 

<p(<r) = ).J k(x,x)<?(y)dx-+-f(x) 

Фу) 
la forme 

(62) j u(4)Lfay)y(y)<k-*-f(x). 

Фу) 

Supposons qu'on a 

^ ( т ) = ^ ( т ) - + - ^ ( т ) , 

la fonction moyenne « X (T ) repondant a la condition (B). 
Supposons que pour liquation 

<p (?) = I j и г fa L (x, у) <p (у) dx -и f (a?) 

nous connaissons le determinant de Fredholm et le premier mineur. Designons 
les respectivement par 
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En se rappelant les formules du § 10, nous avons 

139 

£f /xii • • • xm 

OU 

(64) 

et 

(65) Jb(̂ '"'M = 
v ; \ ? Л , •••yn! 

L(xn,yJ, . ..L(xt 

Supposons que les nombres i v . . . i8, i x , . . sont differents et ne 
surpassent pas л. En usant la symetrie de (65) par rapport aux couples (хг, y^ 
posons 

(A?) (A? ) 
'xlr .. . xm, . . 

La formule (64) re?oit la forme: 

txx,... xm y \ _ 

=I^C:;::::i)- (-*)* <7, 
" ' " * ~ 1 . 2 . . . f c Ч2/1 ' T 

Comme on a 
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la sommation etant etendue a toutes les combinaisons possibles des nombres 

ix, ...i8, 5 = 0, s = l , . . $ = n, 
on trouve 

-M> • • • **) • ^ ( * ; ; ; : ; J ; ; ; ; ; ; : : : J : ) * • • • ̂  
en designant par la lettre с la fonction С correspondante au noyau, 
их (to)L(%,y). Comme le terme, qui est ecrit dans (67) ne differe pas de 

/•••/*<а-...<и^:::£:;::::;) A-
(».,) I",,) 

on trouve que 
Q l хг * ' • xm \ 

8 = 0 (^.) 

II suit de la que 

- ^ S a A f - J - s f i ) - • - . ^ ^ a . - . t : ; : : : : ; ) * . - • 

OO OO 

= 2^rrf• • J • • • s^)sf^• - -• *K • • • ̂  
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Ainsi, nons avons 

D ( X ) » 8 ( X ) - f ̂ (У8(^ 

< | * H ( : H - T M > K : ; : : K -

Dans le cas particulier d'une dimension, quand on a 

ь ь oo 

Г w fa f(v) fa = f ? (У) /"(У) % -+- 2 а * Л а * ) ' 

en choisissant м3 (т) de maniere qu'on ait (exemple 2 du § 1 (1)) 

ь oo 

(68) j4(*)/w^=2a*fta*>' 
a Ь=1 

et, enfin, que 

OO 

- 2 ^ / - ; ^ - ^ * G . : : i : S : : : ^ ) « -

- 8 C : : : : : i ! x ) 4 J - . < y s ( : ; : : : : : ; : : l x ) ^ ' 
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nous obtenons, par exemple 

B(X)=» w - i -2^»(5> . ) 
fc=i 4 1 

( 6 9 ) 

OO oo 

- Г 2 2 2 %V[ak a,:xj v x 

I)(x l) = b(x X ) 
Si la somme dans (68) contient un nombre fini de termes, le nombre 

des termes dans (69) est egalement fini. 
Bemarquons encore, qu'on a 

1 5 . Pour donner un exemple, prenons le probleme des ccBelastete 
Integralgleichungen ». * 

Prenons Г exemple de M. Kneser, emprunte a «The Theorie of Sound» 
de Lord Kayleight.** Pour simplifier, posons, comme le fait M. Kneser, 
qu'une corde vibrante est attachee d'un cote et retenue par un poids de 
Fautre. Les equations qui regissent le mouvement dans ce cas sont les 
suiyantes. 

* Кдевег. Bendiconti di Palermo^ t. 37, 1914, erBelastete IntegraJgleickuogeip) 
** Vol. 1, p . 200, ed. 1926. 
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Dans les points interieurs 

d*u(x,t) 2 Pit fa t) 

sur Textremite fixe 
и (to, t) = 0, 

sur Г extremity avec poids 

Mu.'jb, t) - 4 - с» м(&,<) = — TuJ (&, /), 

ou T est la torsion de la corde, M sa masse, c 2 un coefficient d'elasticite. 
De plus, dans le moment initial la forme de la corde est donnee: 

si t = 0: и (x, 0) = Ъ\ (х), и/ fa 0) = F2 fa. 

Si Ton cherche a satisfaire au probleme comme d'ordinaire par la 
serie 

CO 

dans laquelle les fonctions Tk (t) dependent smlement du temps ^ et les 
fonctions vh(x) seulement de l'abscisse x, on trouve pour les fonctions T):(t) 
les equations 

et pour les fonctions vk{x) correspondantes aux equations 

(70) * Л я ) ^ Р л Ч ( * ) = 0, 

dans lesquelles les inconnues vk(x) sont assujetties aux conditions 

(71) ъ ( 0 ) = 0 , ^0>)-^{V~g^)vh(b) = Q, , q=^--

En cherchant la regie, qu'on peut substituer dans ce cas a la place 
d'orthogonalite de la suite des fonctions vhfa, on trouve sans peine 

ъ 
(72) jvm favk(x)dx + qvm(b)vhф) = 0, ф п. 

о 



144 N. GUNTHEE. SUE LES INTEGBALES DE STIELTJES. 

Introduisons la fonction moyenne и (to) des intervalles (a, (3): 

U (to) — 1 +«>((!)), 

ou (со) est l'intervalle (a, ($) et 

и-(<и) = 0, si 8 < 6 , w(w) = £ » si (J = 6. 

En se rappelant l'exemple 2 du § 1 (1), on voit que l'egalite (72) а 1л 
forme 

ъ 
(72) jufa vm (x)vn (x) do> = 0. 

о 

Gherchons la solution de liquation 

F = 0 

assujettie aux conditions ordinaires 

(73) **(<>) = 0, »<{b)+pvh{V) = 0. 

La fonction de Green к fa y) repondante a ces conditions est 

Les fonctions fondamentales de Г equation 

ь 

(74) ? (») = X J tf (T) ft (ж, у) ? (y) <2т / ф ) 
о 

repondent a la condition (72'). II s'agit maintenant de s'assurer qu'elles 
repondent aux conditions (71). II suitjle l'egalite 

ь 

4 fa) = Pkju fa) к fa y) vk (y) dx = 
о 

b 

= h* j k fa У) vk (y) dy -*-9jc*qk fa b) vh (Ъ), 
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qu'on a 

b 

= p * 8 J (hJfa У) Pk fa У)) ч (У) Pk (i (K!fa *fc fa Щ ч ; 
0 

comme pour chaque у on a 

il suit de la en premier lieu, que 

V Ф) - ь * % 0) = PA2 2 (V @ - 0 5 Ь) ч- ft (Ь - 0 , й)) ^ (6) 

aue 
kj(b,b — о)-*-ркф,Ъ — O) = 0 

ou 
^ ' (6 ~ь 0,6) и - pk (Ъ -+- 0,6) = 0. 

Or on а 
bj(y + 0:yj~kx'(y — 0,y) = - l ; 

il suit de la que 

( V (У-*-!<>, У) JP* (У и- 0,2/)) — {kj {у — О, у) - H I * (y — 0,2/)) = - 1 

et que, en limite, 

(fce'(b^O,&) î*(ft̂ ^ 
= - V ( b - ° ?

b ) ^ ( b - o 5 b ) ) = ™ i . 
On en conclut, que 

ce qui etait a demontrer. 
En cherchant la resolvante у (ж, у, p) de I'equation 

z> 

?(я) = р2 jkfay) 4{y)dy~*-ffa) 
о 

трФми, i 10 
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• f a 
sin p% [p cos p (ft —- y) -+-p sin p (Ъ—у)] 

SI 
p (p cos p & - t - ^ sin p ft) 

к<У\ yfay^) = y(y,oc,l). 

En posant 1 = p2 et 

0(AJ — Ф ^ , ф ( о ) — S'QO > 

et en cherchant le determinant de Fredholm suivant la formule 

ь 

Ш 
on trouve sans peine 

= —J у fa x, p) dx9 о (0) = 1 
о 

8(X) = 
pcos(pb)H-jpsin (pft) 

d'ou suit qu'on a 

js / x [ 2 \ sinpx[p cos p (5 —• у) -нрsin p (ft — ?/)] 

L'application des formules du § 14 donne maintenant 

ь 

D ( r t = 8(p»J-^J«(n: )S ( j x ) ^ = S ( ^ ) - 2 ^ 2 * X) = 

_ ? cos (jjh)4-p sin (рЪ) _ л & _ рсов(рЬ)-ьСр — g p » ) B i n ( p b ) 

sin (pa;) [p cos p (ft — у) ч~p sin p (ft—y)] 

:§(? 2) = 

2sinpxsinp(ft — y), six<y. 

qui est egale a la fonction de Green de I'equation 

assujettie aux conditions ( 7 3 ) , on trouve sans peine 
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P 

Uf—P 

et qu'au nombre p w correspond une fonction fondamentale vm (pc) egale a 

ой с est definie par I'equation 

ъ 
c2j и (со) sin2 p w x dw = 1, 

о 
c'est-a-dire ou 

1 

Pour trouver la fonction и (x, t) il reste encore a developper les fonc­
tions (#), F2 (X) en series suivant les fonctions vm (x). Nous traiterons la 
theorie de developpement pareil dans le chapitre suivant. 

CHAPITBE 4 

Sur les developpements suivant les fonctions fondamentales 

1. Nous supposerons toujours, que le noyau к fa x\ repond aux condi­
tions: 

A) 1) la fonction к fa x) est une fonction continue de fa pour chaque 
choix du domaine (т), 2) la borne totale de la fonction moyenne к fa x) est 
bornee comme fonction de fa; 

C) pour chaque choix des domaines (со) et fa on a 

(1) ~ j и (w) к fa х) du=±fu fa к fa у) dk 

И СО 

г̂ (со) etant une fonction moyenne a variation bornee, qui est toujours 
positive. 

10 

II suit de la que les nombres caracteristiques de I'equation (74) sont 
donnee par I'equation 
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et 
1 Г 

CO 
J и (со) \ (и, a?) ioa 

En supposant que le domaine (со) contient le point donne (x) et en 
faisaut tendre (со) vers zero, on trouve 

~ J w (со) & 2 ( T , a?) cico 

lim-
U (со) 

et 
* в ( т , я ? ) < 0 « « е ( т ) . 

Pour les noyaux Jcfo, x\ on demontre cette egalite pas a pas en usant 
l'egalite (5) generalisee: 

j и (со) йг (т , ж) tico = и (£) й (т , ^ ) Й/->р1 (со, #) ей; 

qu'on obtient facilement en remarquant que 

j и (£) к (со, *) fc^ (4, s) d\ = j ( j j и (£) А: (со, * ) ĉE ) fa я) ^ = 

Фг) ( 4 ) (0 

=J ju (со) Л (£, ж) cico ^ i M (т , #) <Й- = 

И 

= J* w (со) ^ (5, а?) / г г _ х (т , #) ^ cico. 

И P* ) 

Liversement^ si le noyau k2 fa x) repond strictement a la condition (D), 
le noyau к fa x) repond a la condition (D). On a, en effet, dans ce cas 

Ц*^(5)й(т, z)kfa #)еЙ; < < 7 t t ( a > ) t f ( f ) , 

d'ou on obtient l'inegalite (3) en faisant (со) = fa. 
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En envisageant un noyau к fa x)} repondant anx conditions (A) et (C) 
qui n'est pas fini, nous supposerons toujours qu'un de ses noyaux iteres 
est fini. 

2. Si le noyau к fa x) repond aux conditions (A) et (C) et si un de 
ses-noyaux iteres est fini, on peut trouver une suite des nombres caracteri­
stiques 

(6) \ , \ , . . . , \ , . . . \ \ \ < \ \ ^ \ 

tels, que pour chacun d'entre eux I'equation 

(7) ok fa = l k j k fa x) 9 к (y) fa 

ait des solutions. 

La suite (6) contient au moins un nombre; tous les nombres (6) sont 
reels. En choisissant convenablement les solutions des equations (7) on peut 
faire correspondre a la suite des nombres caracteristiques (6) la suite des 
fonctions fondamentales, 

(8) . • • 

qui est normale et orthogonale, c'est-a-dire repond aux conditions 

(9) J и (со) <fn fa cpw fa dco = 0, si n ф m 

et 

jufa yn

2fad<*) — 1. 

Les fonctions moyennes de la suite 

ou on a 

(10) ? w ( , ) = = i J M ( T ) ? w ( 2 / ) ^ 

w 
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en posant 
f(x)~-clbfa)^ *~cn%(x)-

ck = ju(u)ffabc(x)dco 

Comme on a 
1 Jc=n 

dco>0 

on demontre comme d'ordinaire, que 

Л etant la borne superieure de la fonction \f(x)\. 
L'inegalite de Bessel etant ainsi demontree, on voit que la serie 

est toujours convergente. 
Si Ton applique cela au noyau 1: (т, a?), on trouve 

Cjt = f « fa) * « ) 9k fa d<* = §b (% <c) ? A . (со) dta = • 
Pa) 

Ainsi la serie 

forment les solutions de I'equation associee a I'equation (7): 

(70 o k fa) = Х л J A fa x) <рл (со) cico. 

3. Supposons que le noyau к (т, x) repond seulement aux conditions (A) 
et (C). Soit donnee une fonction continue f(x). Formons la serie de Fourier 
qui lui correspond 
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(HO 

si 

i l l V 
7 A-

(12) 

Envisageons maintenant la serie 

j ^ < . Г « ( ю ) * Ч т , *)dco. 

(13) 
fc=l 

On trouve 

d'ou il suit qu'on a 

tow n(v 

lc=n 4c Jc=n 

2 toW9 
V 

NT 6tant un nombre dependant de (t). Si ft (т, ж) est fini, on a 

< У / Б Г 1 ( Ш ) £ , »^JT T . 

On peut conclure de la que si le noyau &(ч, cc) est fini, la serie 

l i = z m f \ r \ 

est toujours convergente et on peut ecrire 

few 

n>Nz 

Nx 6tant uu nombre dependant de (т). On a, de plus, pour chaque valeur den: 
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(14) V i ( * > ) - • - ( с о ) • • с л(ч>-

ou les fonctions moyennes # A ( c o ) sont additives et a variation bornee, si 
l'ona 

(15) 

pour 

< e F ( o > ) , 

n>N, 

le nombre JV etant independant de (со) et F(co) une fonction additive et a 
variation bornee, la serie est uniformement convergente. 

En effet, en introduisant le terme complementaire de la serie (14) 

on trouve, en faisant dans (15) m tendre vers l'infini, que 

n>N. 

Si ((oj, (co2),... (« e) sont les portions de (со), on a 

pour 

2 \гя№\<*<<€ 2 F C « < K = eF(a>)«. 
г=1 

pour 

On conclut de la que, i?w(co)co etant la variation totale de rw(o>), 

Я > ) « < е Г ( а ) ) а > < е 7 ( 1 ) в ) 2 ) в 

n>N, 

qui est absolument convergente, converge uniformement comme fonction 
de (со) (si (T) a une valeur donnee) et comme fonction de т (si (со) a une 
valeur donnee). 

Pour s'assurer, il suffit de demontrer le lemme suivant: 
Lemme. Etant donnee la s6rie 
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d'ou suit, suivant la definition du § 5 (2), la convergence uniforme de la 

serie (14). 

4, Si on suppose que le noyau к (т, ж) repond a la condition (D) on 

trouve 

(120 

Or, quelque soit le point (y\ si le domaine (V) le contenant tend vers 
zero, on a 

( , ) 0, lim Ш = lim = lim % (У) = 9 k {y), 

le point ( У ) etant situe dans (r); en effet, les valeurs de ?*(т) etant posi­
tives, on peut appliquer a l'integrale ^ ( т ) le theoreme 5 du § 4 (2). 

A cause de cela l'inegalite (12') nous conduit a l'inegalite 

(12/) 

qui montre que la serie 
n-l 

(16) ?l2(s) ®/(s) %

2 ( ж ) 

est convergente et qu'on pent ecrire 

(17) 

si 

JVr etant un nombre dependant de (ж). 
Remarquons que des inegalites (12) et (12/) on conclut, entre autres, 

que 

<c. 
En continuant de supposer, que le noyau repond a la condition (D), 

envisageons la serie 

(18) 
OO 

£=1 Л 
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(loo ^\Щ\;жШ<1С 

SI 
n>Nx. 

La serie (18) est done absolument et uniformement convergente comme 
fonction de (?/) (le point (x) etant donne) et a cause de la symetrie, comme 
fonction de (#) (le point (у) etant donne). 

II suit de l'inegalite (19') qu'on a 

S ** 
si 

n>Nm. 

La derniere inegalite montre que la serie 

CO 

(180 ^ п Ц Ш 

est uniformement et absolument convergente, comme fonction de {%) et que 
sa somme est egale a 

Lfay) etant la somme de la serie (18). En utilisant l'inegalite ( l l 7 ) on 
obtient 

у lTt(g)l \п(Щ ^ у ( ж ) у n to ^ ™ -» 
2A v J 4* 4' 
h=n h / h=n к Ъ=п K 

On trouve 

En utilisant les inegalites (12/) et (17), on trouve 
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si 
n>Nz; 

la serie (18 ;) est uniformement convergente comme fonction de fa (le 
domaine fa etant donne). 

5. Theoreme. Si la fonction moyenne I fa X) est finie et repond a la 
condition (C), l'integrale 

j j l fa x) l (со, у) di dco 

(Щ Фу) 

n'est pas negative. 
Supposons, en premier lieu, que la fonction I fa X) verifie les condi­

tions du § 14 (2). On a 
"k—n 

jlfa # Ж ю , V)<fo= 2 j H%&)lfay)fc = 
lc=n 

^ fa a?) et Z2 (T, X) etant les parties positive et negative de l fa x) pour la 
position choisie de (x) et les points Q/^) et ( ^ , / ) etant situes dans (т л), mais 
ayant une position dependant eventuellement du cboix de (со) et de (x). 

Or, si les domaines fa) peuvent etre enfermes dans les spheres ( p ) , on a 

\lfa y ^ - l f a уъ)\< sF2(co), \lfa y ^ — lfa yh)\< £F2(co), 

le point (y%) etant choisi arbitrairement dans fa). II suit de la, que 

\h(**> Уъ) — Ц<», yjc))—h(%i Уъ) — 1 ^ Уь))\ч< 
< iV2fa{ltfa, я)-ь x)) < eF2(co) V,fa)4 

et que 
Tc—m 

J" J *)'(<•>. У) = 2 * ( 4 yh) Ч ч - 6e F 2 («) ^(D,) D y , I в | < 1 • 

La fonction 

J I (T, a?) £ (ы, y) dz 
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est finie comme fonction de (ж) et de (a>). En effet on а 

j Z(T, x)l(u, y)&z\ < j V^ch < ВД Уг{Ву)1)у-

Фу) Щ 

\§{lW) — lW))Uu,y)&z < 
Фу) 

Фу) 

On a done, si les (сог) sont suffisamment petits: 

^ ( Jl(t,X)l ((О, 1/) ) C?Q) = 

Ф * ) (A/) 

= 2 (J el6, lej < l. 
* = 1 Ф У ) 

II suit de la, que 

Фа) Фу) 

l=n к~т 

1 = 1 Ь=1 

OU 

(20) J ( Jz(T,a)Z(co,^)d':)c?co = 2 2 ^ ^ a ' ^ K ^ T O 2 ^ " B 5 £ ' 
Ф я ) ф у ) 1 = 1 fc=1 

5 etant un nombre determine et les points (xj) etant choisis arbitrairement 
dans (соА), les points (y^)— dans (t^). 

L'inegalite (20) subsiste, quand la fonction Ifax) est definie par les 
conditions du § 15 (2). 

Ayant choisi un nombre e, enfermons l'ensemble (E) dans le domaine 
(§„), tel qu'on ait 
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En decomposant les domaines ( D J et (D ) en domaines (ш г ) et 
decomposons separement les domaines (Dx — 8J, (D —S y) et (SJ, (8y). 

En etablissant les inegalites preliminaires il faut maintenant distinguer 
deux cas. 

Si ((D) appartient a (Dx — bx) on a 

*)(Ч<»> Уъ)—К^ %))—*)(H*>, %"))—* К н))\ч< 

et 
few 

J г (5, я) г (со, у) dr. = 2 г ^ * ' г ^ t 0 ' ^ 0 £ 7 * ( & ) И F i W B r 

| 6 | < 1 . 

Si (со) appartient а ( 8 Ж ) on a 

I*i * ) (l ( w > % ' ) — г ^ Ук)) — h ( т . О {I (w, — * (Ш, % ) ) I < 

< 2 F 1 ( c o ) c o F 1 ( ^ ) ^ 
et 

Jc=m 

х)1{щ y)dr,= ^ Z(^> 0 * К " * - 26 VM<oVi&y)l>r 
(By) JF=1 

La fonction 

J J(T,a?)Z(<o, v/)cfc, 

etant finie, repond aux conditions du § 14 (2). En effet, quelque soit (со) 

j j (I (T, a!) — I ( ? , x,!)) l (со, у) fa I < I j ' (l ( т , Ж') — Z ( т , я " ) ) г (со, у ) dr. 
(By) (Ву-Ъу) 

н - | J (I (т, яО - ' ( - *")) ̂  У) [ < (со) eF/> (Л, - у (Л, - • 

a etant un nombre determine. 
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On conclut de tout cela, que 

J ^ J lfa X) l(со, у) ch ^ <&o = J" ^ J l(т, SI?)?(со, y) ek^do)-*-
Фх) Фу) (Vx-lx){Dy) 

l-n lc=m 

~*~S( f1^ 2 / ) ^ ) f o = 2 2 ^ i . ^ K ^ w i T i + f t i 6 + 

( У (Ay) Z = 1 fc=1 

- ь в е 7 * ( Х ) в - 8 в ) ( 1 ) в - 8Ж) F ^ ) Д , н - 20 F A ) 8 . ^ ( l y D y , 

ce qui conduit a l'egalite (20). 
Passons maintenant a la demonstration du theoreme. La condition (C) 

etant satisfaite, on a 

~ J w (со) l fa л?) dco = - i ( т ) it (СО , у ) 

et les valeurs и (to) etant positives, on a 

(21) м ( со^(т л , % , г ) = w ^ ) ! ^ , ^ ) , 

les points г) et (уг л ) etant respectivement dans (coz) et ( r^) , ayant even-
tuellement les positions dependantes des fa) et (coz). 

En nous servant de (21), posons 

lfay хъг) =

 l(<*i> Уь1с) _ T 

ufa) ufa) 

L'egalite (20) prend la forme 
h-=n 7c=m 

/ ( J Чъ *)lfa y)^)dw==2 2 ^ к и Ы и Ы ^ г Ч ^ в ^ 
(Dx) {By) i = i * = i 

d'ou suit que 1'integrale consideree ne peut pas etre negative. 
Si nous supposons maintenant, que le noyau к (т, x) est fini et repond 

a la condition (C), la fonction 
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- 2 (/*(«, 

= j jlc('v,x)k((i),y)do)dx—^i^' 

satisfait aux conditions du theoreme; on a, en effet, 

k—n 

-4 etant le maximum de 1 ^ ( ^ ) 1 pour fe = 1, 2, . . . и et a surpassant la somme 

de meme, les fonctions <p%(x) etant continues, on a, pour les points d'une 
sphere suffisamment petite 

j I fa xf) — l fa xu) I < £К2 (т) H- azAu fa 

ou, si X) repond aux conditions du § 15 (2) et fa) appartient a 

x') — < eF2

( S )(^)-*- eeiw(T), 

etant absolument continue, quand (4) appartient a (8). 
Comme 

0<J j x)l((a,y)dzdoi = 
(2>«)(2>y) 

=-/ j"(*M)-2 (* к y)- 2 ) *» *= 
PsHA,) fc=l * ferl * 

n 

= J J f c f a я)&(со, y)dcotfT— ^ J " ^ 7 ( j М ^ ^ ' й Н ^ ) ^ — 
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on voit, que 
Jc=n 

2r^= ) jkfa%)kfay)dtofa, 
*=1 k (JDx)(Dy) 

d'ou suit que la serie 
o o 

(22) У Д 
fe=l L 

est convergente pour chaque noyau repondant a la condition (C) sous la 
seule condition qu'il soit fini. 

II suit de la que pour les noyaux qui sont finis, les series 

CO 
(23) у Ш ^ 1 , г^з 

Ь=1 k 

sont absolument et uniformement convergentes comme fonctions de (со) 
et de (T). 

On a, en effet, pour 1 = 3 d'apres (12) 

/ k-m \ 2 b = m Jc=m 

\ & = n / b / few fc h=n K 

< I M(CO)Z;2(T? ^)c?co J"^(T)^ 2(CO, ^)dT • ^ < 

(Dy) 

si 
n>N, 

N etant un nombre, independant de (со) et de ( t ) et tel que 

pour 

ТрФМИ, I 11 
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2 'ft(a)'L?*(T)l
 < ^ (*) F l (co),(D f f i)-D, 

for?? 

pour 

et on acheve la demonstration en appliquant le lemme du § 3. 
Si le noyau к fa x) repond a la condition (D), chaque serie 

oo 

(24) £ > 3 

fe=i * 

est absolument et uniformement convergente comme fonction de fa et de (y). 
П suit de la, que chaque serie 

(2B) ^Ш. 
7 . 1 к fc=l 

est absolument et uniformement convergente comme fonction de fa et de fa 
et que sa somme est egale a 

(250 ^jufaL2fay)dz 

W 

Ъг etant la somme de la serie (24). 
De l'inegalite 

x? < £ ' 

si 
n>N, 

ou le nombre JV est independant de fa et de (y), on obtient evidemment 
l'inegalite 

4 ? 9fc(̂ )l |ф*(т)1 ^ / \ 

On a done 

n>N. 
si 
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ou 

I& s(т, x')-ks(т, a/')I = I J \ _ m ( т , в)(kmx) -lm(l x"))<% 

<0«F 1 (T ) e F , (D e )D e 

| й в ( т , а ' ) - * 8 ( ^ " Л <\$К-т(ъ*)(кт(Ьх')-кт&х»))с1Ц 

< 

- | / W P . * ) | > » ( 5 , a O - * e « ^ ' ) ) « 

(8) 
< 

< <U П (*) ̂  (Ря - 8) (D e - 8) ~+~ ,(7 8 _ ш (T) 2 Fa (8) 8 < B e F , ( , ) . 
11* 

6. Nous avons demontre dans le § 9 (3), que si le noyau к (т, x) 
repond a la condition (C), tous les noyaux iteres кг (т, x) repondent aussi a 
-cette condition. 

Lemme. Si le noyau itere &W(T, X) est fini, tous les noyaux ks (5 , x)7 

ou s > 2 m , le sont aussi. 
Si Ton a pour les points d'une sphere (p): 

*)| < УМ « I < £ W 
ou 

on a en premier lieu 

(26) I W ^ ) I < Q W 

En effet, comme 

km+i *) = J4» > *)]i & *) &, 

•on a 

J5 etant un nombre surpassant la borne totale de к (ч, x). En repetant ce 
raisonnement on demontre pas a pas l'inegalite (26). 

En second lieu si s > 2m, on a 

<et 
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est absolument et imiformement convergente comme fonction de (x) (le 
domaine (т) etant donne) et comme fonction de (т) (le point (x) etant donne) 
et si un des noyaux iteres km (t, x) repond a la condition (D), on a 

CO o o 

(27) = S > L 

fc=l h fc=l 1 

Addition. Si la somme (25) contient un nombre limite de termes,. 
l'assertion du theoreme subsiste, si un des noyaux iteres km (т, x) est fini; 
dans ce cas, cependant, tous les noyaux iteres a partir d'un d'entre eux 
repondent a la condition (D). 

Posons 
o o 

(28) 4 ^ ^ ^ + B ^ x ) . 

Le поуал В (г, x) repond a la condition (C). En effet, on a 

~ ^ и (со) В (т , х) йсо = 

/ С О ч 

(ш) (со) ^ А = 1 ' 

1 г 0 0 

= -J «HJi(*>х)*» — 2 ~ J « Н ? * ( « ) = 

) . 

(и) * = 1 Н 
с о 

(и) ь=1 7 г 

с о 

1 г 

Пьёогёше. Si la serie 
CO 

(25) УЩПЫ 
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7 - _ fh O) J u j ( T , a j ) ? t ( f t ) ) * . — 

CO CO 

r 

on trouve 

( а д 
П suit de la que 

(29) ^ ( * , * ) = Г Э Д г , * ) * , & * ) « = Г ^ ^ ) ^ + 

CO e o o 

o o 

o o 

fc=l 
ou 

2?,('c,a;)=JjB('c,«)B(5,a?)^; 

i? 2 (T, a:) est le noyau itere pour le noyau 22 (t, ж). 
Comme on a 

la serie dans (29) repond aux memes conditions que la serie (25). 
On conclut de la en repetant les raisonnements, qu'on a 

o o 

B 8 (T, X) etant le noyau itere pour В (т, x). 

Comme on a 
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Zs Г Ш 

est, suivant le § 5, uniformement convergente comme fonction de fa et (y)~ 
II suit de la que L fa y) etant sa somme, L fa y) est continue et on a 

La fonction (31) etant finie, on en conclut, que le noyau 

CO 

7> (r- s r \ ~ h (~ r \ V & M i l W 
nzml x) — hml VT> x) 2id lij^1 

fc=l 1 

est egalement fini, 
Ayant ainsi demontre qu'un des noyaux iteres pour В fa x) est finir 

nous pouvons affirmer suivant le theoreme du § 13 (3) que I'equation 

(32) ? fa = cJBfa x) <p (y)dr = 

(2>y) 
oo 

Фу) (By) 1 = 1 1 

si В (т, X) n'est pas egale identiquement a zero, a une solution cp (x) pour 
un choix convenable du nombre c, ou cp (x) est differente de zero. 

Or, on s'assure aisement, que la fonction op (x) est orthogonale a toutes 
les fonctions fondamentales <ss(x). En effet 

ju (o>) cp (x) <ps (x) do> = с j и (со) cpe (x) ^ j кг (г, x) op (у) дл^йш — 
(Дв) Фв) Фу) 

- с j u (со) ? » ( / 2 2 *f?^ ? М * ) *»» = 0 

Si le noyau hm fa x) repond к la condition (D), le noyau Jclm (т, x) 
repond strictement a cette condition. 

Si le noyau klmfax) repond a la condition (D), la serie 

CO 
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car 

et 

(Bx) (By) 

(Dy) Pa;) "(By) 

CO 

(Da) (Dy) »=l 

(Dy) \b=l (D ' ' 

II suit de la, comme 

(Щ ' " ( а д ' (2)„) 

que I'equation (32) a la forme 

( а д 

et que, par consequent, с est un nombre caracteristique du noyau kj (т, x) 
et ap(#) une fonction fondamentale qui lui correspond; mais cette conclusion 
est en contradiction avec le fait etabli, que cp (x) est orthogonale a toutes 
les fonctions fondamentales cpA (x). 

Д suit de la que R (т, x) est egale a zero, ce qu'il fallait demontrer. 
Ayant demontre la premiere des egalites (27), on obtient sans peine 

ki+i (*» x ) = j k (T>x) h x) dl = 
(B2) 

o o o o 

=^^jkMnm=^9-^^-
Si la serie (25) contient un nombre limite de termes, on s'assure 

direetement que Bml(i,x) est fini. 
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7, Remarque. La supposition du theoreme qui concerne le noyau itere 

etait necessaire seulement pour etablir que la serie (30) est uniformement 
convergente comme fonctiou de (x) et de (y), ce qui a permis de demontrer, 
que le noyau itere 2? 8(т,#) est fini. 

1) On s'assure aisement que, si la somme d'une des series 

est une fonction finie, un des noyaux iteres Bg (т, x) est fini et l'assertion 
du theoreme subsiste sous la seule condition qu'un des noyaux iteres hm (т, x) 
reste fini. En effet, la serie (25') etant uniformement convergente comme 
fonction de (т) sa somme # ( т , x) est pour chaque (x) une fonction additive 
et & variation bornee, ce qui est demontre dans le § 5 (2). 

Si on suppose, que la fonction 2У(т, x) repond aux conditions du § 15 (2), 

les fonctions V1fa, F 2

( 0 ) ( T ) etant remplacees par les fonctions J^(T) 
et F S

( U )(V) et l'ensemble (2?) par l'ensemble (22), la somme de la serie 

(250 

CO 

qui est egale a la fonction 

repond aux conditions du § 14 (2). On a, en effet, 

et, (8) etant le domaine contenant Г ensemble (E), 

(2>,-8) 



SUfi LES DEVELOPPEMENTS SUIVANT LES FONCTIONS FONDAMENTALES 169 

II suit de la, que 

est fini, ce qui permet d'achever la demonstration du theoreme. 
2) Pour le noyau 

:(̂ )=4J; ы- - - - dy 

a 

dans lequel fa est l'intervalle ( a , (3), ou 

0 < a < j 3 < | - , 

qui repond aux conditions du § 15 (2) et a condition (C) avec и fa — 1, 
aueun des noyaux iteres ne repond a la condition (D). 

3) En changeant Гёпопсё, on pourrait donner au theoreme la forme 
suivante: si la serie (25) est uniformement convergente comme fonction de 
(x) (le domaine fa etant donne) et comme fonction de fa (le point (x) etant 
donne), si un des noyaux iteres Jom(y9x) est fini et si pour un certain t on a 

V 
< < 7 , *=! ,$> , . . . 

l'6galite (27) subsiste. 
En effet, sous ces conditions on peut demontrer qu'un des noyaux 

itere repond a la condition (D). 
Si Jo fa x) est fini, la serie 

2 ^ 

- J J — k&x"))H(t,z)<%\ < 
(8) 

< * П ( 5 ) (P, - 8) ( D r - 8) F a ф н - 2 F 4 ( 8 ) 8 . 7 , (т) < e7? f > ) . 
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2 7ь=т o 

V 4-

Лт. Л7. \ Jem* A% 

et que la serie 
CO 

X 1 <?7с(х)п(У) 
Jc=l K 

est uniformement convergente comme fonction de (x) et (y). 
Comme le noyau k s t + m (т, x) est fini suivant la remarque au commen­

cement du § 6, il suit de la que 
CO 

fc=l к 

et que est fini, ce qui permet d'achever la demonstration et donne 
en dernier lieu que" A £ f + a m {ъ x) repond strictement & la condition (D). 

8. Si le noyau я) repond a la condition (D), on a pour Z > 2 

(33) *,(*,*) = 2 

car pour Z = 2 Д est demontre dans le § 4, que la serie repond aux condi­
tions du theoreme et dans le § 5 nous avons demontre, que les series (33) 
sont uniformement convergentes comme fonctions de (ж) et de (T) pour Z > 3 . 

En reprenant les formules du § 5 nous avons que 

V) 

est convergente. II suit de la que 

fc=m 
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(34) -уп(я)п(У) 
On obtient ainsi 

9. Si Ton a 
h=l 

Jc ( T , X) = i - j и (т) L (X, y) di 

la fonction L(x, y) etant continue comme fonction de (x) et de (y), on trouve 

Jc2 (т, Ж ) = J* Л ( T , г) & c?^ = 

; 1 J и (т) ( | j \ © £ (я, x) dl) <£ = 

M Ф#) (5) 

П suit de la que 

L 2 ( ^ y ) = U m ^ ^ ^ o = J ^ © L ( ^ , ) i ( , , a ; ) C 

La fonction L2fay) etant dans ce cas continue comme fonction de (x) 
et de (y\ la fonction i 2 (#, ж) est egalement continue. II suit de Ik d'apres 
le theoreme сошш de Dini, que la serie 

CO 

Jc=l л 

est uniformement convergente, c'est-a-dire qu'on a 

Ъг(х,у)etant la somme de la serie 
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(со 

N etant xm nombre independant de (%). L'inegalite (19) donne alors que la 
serie (34) est uniformement couyergente meme pour I = 2, ayant pour 
somme L2 (x, y) et que k2 (т, x) lui-meme est donne par une serie unifor­
mement convergente comme fonction de {x) et de (т). 

10. Supposons que le noyau к (т, x) repond aux conditions (A) et (C) 
et qu'un des ses noyaux iteres est fini. 

Supposons encore que, k2 (t, x) etant le premier noyau itere, subsiste 
Fine 

7c=n 
(35) ( 1 fu(u)\fas)fa) — 2 ^ < ^ K ^ n>N* 

1 м * " fc=i * 1 

А (со) etant une expression, dependant des valeurs de (со), et N un nombre 
independant de (со). 

Posons 

On trouve 

(со) b = l ( w ) 

et 

^ Ju (со) Mn (t, x) cZco ^ < Ĵ ft (со) dco • J 4 ft (со) J?w

2 (T, a?) ico < 

H M M 

< ft (со) со J"ft (со) J3 2

N (T, X) dco. 

Or on a 

Ш {Щ L fc=i * . 

=ju(<*)k*(4,x)db> — 

En appliquant la formule (5) 

(5) J~ w (to) &2 (т, ж) cico = J" « (£) А; (т, г) Л (со, г) d%, 
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nous avons 

( I j u (со) k2 (T, X) dсо ) ^ = fu (I) P (т, e) d\. 

П suit de la suivant (35) que 

(37) ju(u)Rn*(<z,x)do> = 
(As) 

h=zn 

= (̂ J«(co)fcj,(-r,a;)*»)w=sT — ̂ < i(^ si 
И 

Done 

J«t (СО)R n(т, со)c&o < \/ J? VЛ » > # » 
(to) 

Б etant la variation totale de и (со) dans (DJ . On en conclut que 

(38) I I (uHH4,x)d«-]±n(inix) < ^ ^ , si «>N. 
(со) 

La derniere inegalite a canse de la condition (C) pent etre remplacee 
par 

(38) I I (*Mkfra>)du-2**M*W < gi „ > ж 

(to) * = 1 

Soit 

(39) F(d=ju®k(?,z)m% 
та) 

la fonction f (z) etant continue. Comme on a 

Ju®k z) № d\ Ф ft ( s *) # ) / (*) = 
та та) (?) 

= ( ( I / w ( T ) u ( P ) 2 / ) ^ ) f ( ^ ) ^ = 

та « 
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On trouve 

ГЬ—fC 

F® =2 J«G) ?* W «*) * Я 
*= x та та) 

ou, suivant (37), 

та • та та) 

<f«®f>(e)<%-AW, n>N. 

та) 

Remarquons qu'on a 

= Ĵ CO ?* (У) ̂  = J ?*GO ( / " ® *fa * ) Я * ) = 
(A,) Oty Ф*) 

та ФУ) та) 

On obtient done finalement 

w^)|<v j u ®f*® d " ^ n>y. (40) 

( а д 

n cboisi pour f(z) le noyau А? (со, #), on trouve, en utilisant de 
nouveau la formule (5), que 

(38') |i/^)ft,(^)^-2 ^^P^ < 

< у / J \ . ( 5 ) f t » y ^ f a , n>N. 

та) 

la fonction F(m) est la moyenne de la fonction 
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(») 

on roit qu'on peut a la place de A (to) mettre chacune des fonctions 

A(to)> A(<°)> . . . , An(to) 

4 г Н = С В Д ^ А ^ > ) -

ou 

Comme on a 

et comme la limite de 

AH 
est egale a l'nnite, si Л fa est differente de zero, on en conclut qu'on peut 
remplacer А (со) par C2 (со). 

11. Supposons maintenant que le noyau itere k^ fa x) repond a la con­
dition (D). II suit des conditions du § 6 qu'on a dans ce cas 

o o 

*=1 k
 ( T ) 

o o 

Bemarque. Si le noyau к fax) est fini et si Ton a 

on peut remplacer, en designant par C 2 la borne totale de и (to), la derniere 
inegalite par 

| i fu<«o)fca(T,x)dco — 4 ? * ( " } * * ( т ) < С В Д / Т О О , n > t f . 
' V ) Й * 

Comme l'inegalite (35) prend dans ce cas la forme 

1(1 fu(o>)k^,x)d*)^-^n^ <c7F 1 (to) V

/ l(t7), n>N 
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•̂/"OO ( J X z f a y H ' & O * = = = 7 j » f a ^ t f + 1 f a y ) ^ 
ь(̂ ) та м 

ou 

- * V i fa У) = j hi fa y) * & *) # = та 
o o o o 

et ainsi de suite. 
Posons 

Nous avons 
CO 

* . f a * ) = 2 & ^ ^ = v / - ( ^ . ( ^ ) ^ 
Comme 

r r i _ i /у?Л m _ Z'л/i 

< г, si n>N 
fe=l 

JV* etant independant de (a?) et de (y\ nous avons 

< ш(т), si n>N 

et 
few 

И fc=i * 
< £г<(т)м(со), si w>JV" 

toutes les series etant uniformement convergentes comme fonctions de leurs 
deux arguments. 

On voit facilement que tous les noyaux 

ont la meme forme. On a, en effet 

*«n-i fa x) = J * Кг fa *)k ( | X ) <% = J ( 7 ) » fa L B I fa У) & ) k «) = 

та) та) w 
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d'ou il suit que 

(») *=1 

En appliquant la formule (38) nous obtenons pas к pas 

(41) 

(CO) 2 fc=l A J * 

h=n 

и 2 2 fc=i V 

< 

< 

V^Be 2 » ( * ) 

5 1 

В4

 e r 
(ОТ 

7c=n 

1 ( « ) fc=l k fcrl 

fc=» 

1 и * = i * 

< 
£ 2«- i £ 2 « - l 

ют 

< 
2*+l _1 

5 2* = 2 * 

COT 

Comme pour chaque & г ( т ,а* ) on a 

1 Л *̂ 

- J «(u)^(T ,a ;)rfw = j и^)к(^Щ_^£)й1у 

(«) ( 4 ) 
on trouve en appliquant la formule (40): 

(42) ^ J*M (со) &г (т, Ж ) dco 

И 

fe=» 

fc=i < 
та 

5 2* . £ 2 * 

ТрМШ, I 12 
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(43) L C u m M d a ^ S i ^ ^ u : 

(to) *=1 * 

L'inegalite (40) donne dans ce cas: si 

z=i, 2 , . . . 

та 

on a 
2 * - l + l 1 fc=w 

*=* (D*) 

On a done 
CO 

(44) F(4) = 2WW> ck=(F(T)%{y)ck. 
7. _ i 

12, Supposons maintenant que Jc (т, a?) est fini. II etait demontre dans 
le § 5 que les series (43) pour I > 3 sont uniformement convergentes comme 
fonctions de (со) et de (t), si le noyau Jcfa x) est fini. Comme on a 

Tinegalite (42) prend la forme 

(420 1 Г«<„)̂ ,*)*>-2 U ^ f ^ j < 
И fc=i * 

c a r dans le cas considere 

4 = j (7 j « ( и ) кг (т, х) do>) ? й (у) * t = 

(^) И 

Фу) « Ф у ) 

On voit ainsi que si un des noyaux iteres repond a la condition (D), 
on a pour tous les noyaux 
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12* 

Aj etant un nombre determine, d'ou suit que dans le cas considere la 
serie (43) pour 1 — 2 est uniformement convergente comme fonction de (со), 
(le domaine (i) etant donne) et comme fonction de (r) (le domaine (со) 
etant donne). 

Si le noyau к (т, x) est fini, la serie (44) est absolumeut et unifor­
mement convergente, car on a 

съ =j F($ ok (у) =j (y) [ju (E) к (% n) f {») dl)d^ = 
Фу) Фу) (De) 

(J^,* ) 9 t (y )dT )d5 = ^ / » © / , ( * ) 9 t W « = ^ 
Фг) Фу) Фг) 

hk etant le coefficient de Fourier dans le developpement de la fonction f(co). 
On a done 

Л=т \ 2 Л=т \ 2 k=m Tc=m 

\l=n ' \h=w ^ l-n =n L 

< £ j и(ы)к?(ч,х)с1ыу si n>N, 

N etant un nombre independant de (т), d'ou il suit que 

2 !C*I l ? * ^ < / 5 ВД, si н^ЛГ 
et que 

(45) JP(T) — ^ < \ ^ V^B si * г > Ж 
Ь=1 

Convenons de dire que la fonction и (со) repond a la condition (B x), 
si l'ensemble (I?0) des points (x\ dans lesquels la valeur de и (со) est egale 
a zero, est de mesure nulle et supposons, que la fonction и (со) verifie la con­
dition (B-j). 

Exemple. Si (со) est l'intervalle (a, (3) ou 0 < a < (3< 1 et si 

o o 
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22"-1-1 
ou sn est le nombre des fractions de la forme —щ— ? verifiant l'inegalite 2n 

la fonction moyenne и (со) repond a la condition ( B ) , mais non a la condi­
tion (Ej). 

Rappelons, que la fonction F 1 (co) a presque partout une valeur. 
Soit (x) un point, dans lequel и (со) e$t* differente de zero et la fonc­

tion F a ( c o ) a une valeur. 
En designant par (со) un domaine contenant le point (x)9 divisons les 

inegalites (42') et (45) par и (со), ayant remplace dans la derniere (т) par (со): 

Г W(CU) T 

и (to) л м ( < о ) T v w(co) 

et faisons tendre (со) vers zero. Les fonctions кг (^, x\ <рл (#), F(x) etant 
continues, on a 

Ш ^ ) j u ^ ki ^ rfco = Ц ш = U m hi ^ ^ = ki ^ *> 
(CO) 

и (a) QU(LO)J 4 J 4 J W 5 w(co) r * v ' 
(to) 

obtenons pour le point (ж) si н > 

fc=n 

fc=i 
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C(x) etant dependant de (#), d'ou suit que les egalites 

CO 

( 4 3 0 ^ , ^ 2 ^ 
fc=l K 

(44) F(x)==y^ (x) 

subsistent presque partout, si la fonction w(co) repond a la condition (Bx). 
1 3 . Nous avons demontre dans le § 8 que, si le noyau Jc (т, x) repond 

a la condition (D), les series 

CO 

(33) Ч%Х) = ̂ Щ%М 
fc=l k 

sont uniformement convergentes comme fonctions de (x) et de (i) pour £ > 3 ; 
pour 1 = 2 la serie (33) est uniformement convergente comme fonction 
de (a?) (le domaine (т) etant donne) et comme fonction de (т) (le point (#) 
etant donne). 

On a, de plus, suivant le § 8 
1 r 

icl(t,x) = — U (T) LX (X, y) di 

on 
oo 

(34) Ll^y)=^jMsA, 

la serie etant uniformement convergente comme fonction de (x) et de (y) 
pour 3 et, pour 1 = 2, uniformement convergente comme fonction de (ж) 
(le point (y) etant donne) et comme fonction de (y) (le poiut (x) etant donne). 

En substituant dans ce cas м(т) a la place de F ^ T ) dans (45), on trouve 

—2 c * ?* W < ^ ^ n si w > Ж 

Or on a 

i™ w -а ( * ) - * 0 : lim = *•(>), 
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(46) ПУ) — 2 скШ < si n>N. 
fc=l 

On en conclut que la fonction F(y) est donnee par la serie 

CO 

fe=i 

qui est absolument et uniformement convergente. 
14, Si Ton a de plus 

(47) к (т, X) — ^ j и (т) L (X, y) cfa, 

la fonction L(x,y) etant continue, l'egalite (33) subsiste meme pour 1=1. 
Les series (33) et (34) etant pour 1 = 2 uniformement convergentes 

comme fonctions de leurs deux arguments, on a l'inegalite 

ь=1 qui conduit a l'inegalite 

<£, n>N 

| ( i j . ( » ) y i , ^ ) e - 2 f 
fc=l 

ce qui montre, qu'on a dans ce cas 

ou, suivant le § 10, 

On trouve done, en divisant la derniere inegalite par и (У) et en faisant 
tendre (т) vers zero, que 
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I— Гад (со) А (т, ж) da) — V 
со J 4 4 J —J Ад. 

(со) 
< 

i'ou il suit, par le procede du passage a la limite, l'inegalite 

~k—n 
7 / \ ЧГ* 9Tc (x) Ф* ( т ) ^ V -B ^ лт 

fc=l 

Nous avons dans notre cas 

(48) F ( y ) = J ( } J w ® ^ 
Ф«) (0 (J>*) 

La fonction de la forme (48) est done developpable pour chaque fonction f(js) 
dans la serie (46), qui est absolument et uniformement convergente. 

En posant 

nous obtenons 

d'ou suit 
IP*) 

( 4 4 0 jkfa0)m^ = ^cJc9jcfa1 ch=fF(<c)<th&)d*. 
Фв) fc=1 Фу) 

La derniere formule peut etre generalisee dans le cas que nous considerons. 
Comme la serie 

et l'inegalite (38') se transforme en 

1—П . 

V В V s и (to) 
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est uniformement convergente comme fonction de (x)7 le domaine (т) etant 
donne, on a ponr chaque fonction moyenne additive et a variation 
Ъогпее г; (со) que 

CO CO 

ou 

gk = -J- J v (ш) qk (x) da = j w (T) ? t (y) dx, 

($W Фу) 

la convergence uniforme de la serie n'etant pas demontree. 
Comme la serie 

o o 

est uniformement convergente comme fonction de (x) et de (ч), pour chaque 
fonction additive et a variation bornee v (со) on a 

la serie etant uniformement convergente. 
Si on sait seulement que ft(i;3 x) r6pond a la condition (D), l'egalite (49) 

subsiste, mais on ne peut pas affirmer que la serie soit uniformement con­
vergente. 

On peut de meme donner a la serie (46) la forme 

CO 

(460 2^)=/i(^)^ = 2C*<f*^> ok=JF(y)o^)d^ 
Яг) fc=1 Фес) 
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Mais l'egalite plus generate, contenant la fonction v(£) a variation 
bornee 

oo 

F{y) = jf L (z, y) v (E) d ? = 2 ck 9 t (y), ck =j F(y) % (т) <fc 
V>a) * = 1 (Dx) 

peut etre ecrite seulement quand on salt que la serie 

CO 

V 9k № 9k Of) 
fc=l * 

est uniformement convergente comme fonction de (x)7 le pouLt (y) etant 
donne. 

Si Ton a affaire a une equation integrate 

cp (x) = Xj L(y, a?) cp (y) dx-+-f(x\ 

Фу) 

ou L[(y,x) est uue fonction symetrique et continue, on peut lui donner 
la forme 

9 (x) = 1 j ( 1 ^ L (y, a?) d% ) 9 (у) с2т -ь- jT (ж). 

L'application des formules etablies montre, qu'on a toujours 
CO 

(т) » = ! (т) 

<рл (ж) etant les fonctions fondamentales de liquation et la serie etant uni­
formement convergente comme fonction de (x), (т) etant donnee; quelque 
soit la fonction moyenne v (ш) additive et a variation Ъогпёе, la valeur 
moyenne de 

F(x)=JL(y,x)v(>:)ck 
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est developpable dans une serie suivant les valeurs moyennes des fonctions 
fondamentales 

CO 

~ j F (x) do) = ч n H » ch =J F(x)9k (x)d*; 
(«) 10=1 Vx) 

seulement la convergence uniforme de la serie n'est pas etablie. 
15. Nous disons que la suite 

(8) ^ (я ) , <ра(я), . . <рл(а), 

des fonctions fondamentales est fermee dans le corps des fonctions continues,, 
si, ayant pose 

К (ж) = —2 c * c * =/ м (ш) ^) Ь (ж)й(0> 
fe=1 (As) 

on a pour chaque fonction continue f (%) l'egalite 

Фу) 

ou 
o o 

Si la suite (8) est fermee, on a pour chaque fonction continue f(x) 
le developpement 

l ° ° 
( 5 0 ) —ju(oi) f(x) do = 2 c * 0 4 

(<в) fc=l 

En effet 

I f * - J U (со) /"(я) йсо = ^ CA ?* ( w ) ^ / « * И Еп (*) ib> 
И *=1 (М) 
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et on a 

^{jufaBnfadu> 2 < J w ( c o ) d o o jufaRn

2fadu < 
(а>) (ш) (со) 

<u(u)t*fu (со) i2w

2
 (я) <#CO. 

Л suit de la que le terme complementaire de la serie (50) tend vers, 
zero. Si la fermeture de la suite (8) est demontree et si la suite (8) cor--
espoad au noyau de la forme 

hfax) = ^jufaLfay)d^ 

(*) 

la fonction symetrique Lfay) etant fini ou non, mais telle que l'integrale 

jufal?(x,y) dta 

Фх) 

a un sens, chaque fonction de la forme 

ffa =fu fa L fa у) h (y) dx = j& fa x) h (y) dx, 

Фу) Фу) 

ou hfa est une fonction continue, est developpable dans une serie suivantx 
les fonctions (8). En effet, si Ton pose 

h=.n 
(51) h(x) = 'Sjikc?k(x)^-Bn(x), Л я =]"«(ш)й(а;)<р я (я!)Ло, 

fe=i (Dx) 

on trouve 

f(p)=2c* ( ж ) j " м ( t ) x ^ & B » ^ d T 

*=1 (D y) 
O U 

c A = j и (со) f (a?) <pk (ж) rico = J* w (to) А (ж) <p j (ж) cito = Ь 
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et on. s'assure que 

(ju(^)L(x,y)Bn(y)dxJ< 
Фу) 

< ju(т)U(%,y).jи ( т ) i ? n

a ( y ) < Л2£2, n>N, 
Фу) Фу) 

A etant un nombre determine. 
La serie 

oo 

jonverge absolument et uniformement, si le noyau к (т, x) repond a la con-
iition (D), car on a: 

16. En supposant, que le noyau к (т, x) repond a la condition (D), 
reprenons I'equation 

(52) o(x) = l jk (т, a?) 9 (y) du -+-/*(#)• 

Comme, d'apres les considerations du § 13, la fonction 

jkfax)y(y)dx 
(A,) 

peut etre developpee dans une serie uniformement convergente suivant les 
fonctions fondamentales, on trouve, en repetant textuellement les raisonne­
ments ordinaires qu'on a 

CO 

(53) ? ( s ) = f ( a j ) - * - 2 5 ^ ^ ? * ( * ) , e* = / « ( < • > № ) 
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•• (а) л 2 j * £ s (т, a-) v (со) dco. 

La serie qui donne le developpement de 

Jfr̂ T, as) 
Par) 

suivant les valeurs moyennes des fonctions fondamentales etant uniforme­
ment convergente, on peut appliquer a I'equation (54) tous ce qu'on dit 
a propos de I'equation (52). Si Ton pose 

CO 

j ka (T, X) v (со) tiw = ^ gh ^ (x) 

Фх) *=l 

CO CO ^ 

Г К * ) * i И < ^ = V ^ ? А (T) = 2 ?* ̂  
f \ h = l fc=l * 

ou 

A * = Д J* ( Т' Ж ) ̂ ( Ш ) RFW)9*DT= 

Фу) Фх) 

( ^ ) j * _ 

(1У Фу) 

=j 2? (со) ( J \ (г, ж) <P& (У) <*Т ) Л Ш = 
Фх) 

on trouve que 

X2 \ Z,. 

En passant maintenant a 1'equation associee 

(52') » ( T ) = xJft(T,a;)f;(to)<fo>H-J,(T), 

Фх) 

ou F{t) est une fonction moyenne a variation bornee, on trouve que 

(54) v (a) = F{x) -f- Л j к (т, X) 2?(to) da —t— A 2 J £2 (т, Ж) Ф (СО) dco = 

ад> Фх) 
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et 

hi* 

Or, on a 
Tc=l h 

lk = J > ( c o ) ъ (x) du4-lj<?k(x)(jk(<*,z)F © dl) d» = 

ад ад) ад 

ад ад ад) 

ou 
ск= j F(b>)®k(x)du. 

ад) 
П suit de la finalement 

oo 

« ( T ) = ?W + X f i ( * , Ж ) P ( « ) r f c o 2 A ' Г t o 

( 4 ) fel * * 

Si le noyau & (т, x) repond seulement aux conditions (A) et (C), ayant 
un noyau itere x) repondant a la condition (D), tous les noyaux 
4m (i, x) a partir d'une certaine valeur de m sont de la forme (47) et meme 
tels que la fonction Lm(x, y) est developpable dans une serie uniformement 
convergente de la forme 

CO 

Zi i k

m 

Comme les solutions des equations (52) et (52') verifient aussi les 
equations 

v(x) = f(x)4-\j^,x)f(y)dx + -k*jk2(<x,x)f(y)dx4 н 
Фу) Фу) 

X — 1 j кт_г (% x) f{y) dx + X^j km (x, x) «р (y) dx 

Фу) Фу) 
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Фес 

•on s'assure aisement qu'on a 

Фх) 

<?(x) = f(x) + \jk(x, x)f(y)dx-i H ^ I ^ ^ , s)jf(y)tfc-
(D y) (Dy) 

—.dir. X 1 

fe=l K 

m—l 

V (T) = F (T ) -ь X j к (т, Ж) F(CO) cico н н X " 1 - 1 J fc^ (т, Ж) JF(a>) dсо • 

Фх) 

•2 
fc=i' 

TIT, X Хт. 

OU 

ck = j u (со) Да?) ^ (а?) dco = J f (#) срл (со) rfco, resp. ch = j JF(co) срА (ж ) йсо. 

( а д ( а д ( а д 

17. Pour donner une application aux formules du § 16, nous allons 
•demontrer les formules de Plemelj, mentionnees dans le § 14 (3). Suppo­
sons, que le noyau к (% x) est fini et qu'un de ces noyaux iteres repond a la 
•condition (D). 

En rappelant les formules du § 4 (3) nous avons, en introduisant le 
determinant de Fredholm et ses mineurs en premier lieu que 

D(*|x)«xJ*fc*)JD( X №-+-&(т,ж)#(Х) 

d'ou Д suit 

D ( * X ) = D (X) j ft <т, x) -н- Uz x) н н X й - 1 кт_г (с, z) -

л—i j 

v (*) = F(%) -+-X j к (т, X) F(U) du -+- X s j k2 ( г , x) F{<») ico н н 

Фх) Фх) 

-+- ~^т~х j Я) F(*>) ^ ч - \ т j кт (t,x)v (со) йсо 
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съ = В (к) | * к ( т , х) «рА (со) йь 
В(1)п(^ 

Comme on а 

l)dl 

on trouve en appliquant les memes formules 

~ B ( ^ | X ) { * ^ ' * i ) * W . ( V * J ) + - - - * X « f c M ( V a 5 I ) J + 

•D 

•T)(x* 
Об 

L'application des memes formtiles a I'equation 

X W 

i ( - -*<v C;;::| x) -*(T„ ч 

car dans le cas consider6 on a 
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D 
/у» /у» /у» 

T2» T 3 К : f,, T, 

D ( ж 1 

x)_ 

X), л(*|х)" 
X ) D ( ^ X = 

X ) , D( 

X , D 

X , D 

X , up 50 

et ainsi de suite. 
18. Supposons que les deux noyaux, к fa x) et g fa a?), qui repondent 

a la condition (A), sont unis par l'egalite 

(54) ~o> J V ^ ^ ^ ' ^ ~~т* I (C O' ^ 

ou и fa et v(co) sont les fonctions moyennes verifiant la condition (B). 
Par exemple, si L fa y) est une fonction continue de fa et de (y), nous 

sommes dans le cas considere, si 

(55) kfa%) = ±- J*w(*)Zr(aj,y)<te, у ( s or) = ~ J "^ )7 , (y , я )**-
( T ) (T) 

En effet, dans ce cas 

—jvfakfa a j )6?w==^J*v((o)^Jw(i ; ) I / (a : , у) йт^сЯсо 
(со) (со) (T) 

~~ — ~ I W ( T ) ( J * я (со) £ (a?, y)dco jcfa = 

= ^ #(со) ^ (T)L fa y)ck^dv. 
(CO) 

J'ai envisage les noyaux de la forme (55) dans ma communication an Con-
gres a Bologne. 

ТрФМЖ, I 13 

donne immediatement 
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o(x) = ~k jk(x, x)<^(y)dx 
(Dyl 

(56) •\>(x) = ljg(x,x)<?(y)dx. 
{By) 

En eUminant ф(ж) on trouve, que 

cp ( Ж ) = X2 j I (T, a;) ( f 0 & y) ? (?) <% ) dx 
Фу) (Dt) 

= \*jo(z)(jk(x, x)g&y) dx)d\ 

Фв) Фу) 
ou 

(57) ?(!t) = > ' J i p ? ( ^ 
Фг) 

ayant pose 

(58) Щх~) = jk(x, x)g& y)dx. 
Фу) 

Le noyau к (£, x) repond a la condition (C) par rapport a # ( w ) . 

Bemarque. Si le noyau Jc (t, x) repond strictement a la condition (D) 
par rapport а u(x), le noyau g (x, x) repond strictement a cette condition 
par rapport a v(x). En effet, de l'inegalite 

J-i j u (x)g (ш, y)dx <-^-J\(co)\k(x, x)\do> < 

<i-~jv(bi) Cu(x)db> = Cu(x)v(u) 
M 

on conclut en divisant par и (x) et en passant vers la limite, que 

\fffay)\<Oo(u)-

Les noyaux (55) repondent aux conditions de cette remarque. 
Envisageons le systeme des equations 
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En effet, on a 

Й N Фу) 

= \g& У) (^jv(a,)k(t,x)d^<k = 
фу) (CO) 

= [9(1 y)[^ju(x)g (w,y)dt)*r = ju(x)g(w,i,)g(Z,y)dx = 
Фу) W Фу) 

Фу) (?) 

(?) (A,) (?) 

On. a de meme 

(57') d, (ж) = Л2 j к$,хЦ (в) <% 
Фс) 

ой 

(58') k(lx)=(g(x,x)k(ly)dx 

Фу) 

•et к(£, х) repond a la condition (С) par rapport а и(ы).^ 
Nous supposons que le noyau к (t, x) repond a la condition (D) par 

rapport a v(i). 
Cette condition est evidemment satisfaite, si le noyau к (у, x) repond 

strictement a la condition (D) par rapport а м(т); le noyau g (t, x) repond 
dans ce cas strictement a la condition (D) par rapport аг>(с) et on a 

\МуТЦ\ = \Jb&x)g(y, i)d\ j < Cvii) jk& x)d\. 
фг) (Дв) 

1 3 * 
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L'equation (57) a sous cette supposition des solutions et les nombres 

carateristiques du noyau #(!;, ж) sont reels; comme on a: 

I fv(to) o*(x)<k>=fv(v)f(x)(jq(0)(jjc(>z,x)g(S,y)d>t = 

= J o ( * ) ( j g & 2/) f | »(o>)А-(т, ж ) < p f t ) d c o ) = 

Фг) Фу) Фх) 

= jo(z)(fg^, у) ( / ( ^ H f t f o a) & > ) 9 ( * ) * » ) * : ) « = 
(В,) (By) {Вх) (Ш) 

= J ? ( * ) ( J # f o y ) ( ^ - J ( J « W ^ ( u , y ) < p ( a ; ) d w ) * ; ) < k ) i 5 = 

( ^ ) Фу) V) №«) 
= J ? (*) ( j « Ь) 9 (I y)(fg (<«, У) ? (ж) *o ) ) $ = 

( А ) Фу) ад 

= fw(")(JV (5, y ) o ( ^ ) ( J # ( w , y ) ? f t d c o ^ T = 

Фу) Фг) Фа) 

= f «(t) (JV <Ч У) ? (ж)йш У й т 

Фу) (*>«) 

on voit qu'ils sont positifs. 
Soit X 2 un nombre caracteristique de I'equation (57) et <p ft) l a . 

solution correspondante. Si Ton pose 

•K«) = X j ^ ( T , a ; ) f f l ( y ) * : 

Фу) 
on trouve 

Л J & f t X) ф (y) dx = X 2 Juft да) П g у) ? ф ^ \ ̂  = 

( J V Фу) (D.) 

= >-2 J о (*) ( f A f t x)g & y) <fr U = X 2 f Щ ^ ) ? ф ^ = ( а л 

Фу) (4 
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Ф * ) 

Comme le noyau к fa ж) repond a la condition (D), on peut appliquer 

a la suite (60) les resultats du § 13. 

Si les carres des nombres 

(59) \ , A „ . \ , . . . 

forment la suite complete des nombres caracteristiques de I'equation (57) et 
si la suite 

<<50) ? , ( * ) , . . . , ? „ ( * ) , . . . 

est la suite correspondante des fonctions fondamentales que nous supposons 
normale et orthogonale, et si Ton a 

Ф* fa) = h j s fa *) % (at) d~" 
(By) 

les fonctions 

(60') ф2(ж), . . . , ф п ( Ж ) , . . . 

forment la suite des fonctions fondamentales de I'equation (511). 
La suite (60') est normale et orthogonale. On a, en effet, 

j »fa)-hfa)^mfa)d<» =\$"(°>Ц»(*)($9 fa *) ?. = 
(Dx) (Dx) (By) 

= KJ <?« GO (ju fa) 9 fa = 
(By) (Bx) 

= \ Jfnfa)(~jv fa ( J* ( « > 2 / ) ( * ) < * « ) * T ) = 

Ф у ) W Фа;) 

Ф у ) Фя ) $ У 

d'ou il suit que 

j и(ш)Ьп(а)$т(х)йш==0, si »Ф»»> / * * ( " ) 'V 0 е) * ° = L 



198 N . GUNTHEE. SUE LES INTEGBALES DE STIELTJES. 

fc=l (By) 

Or on a 

ck = j v fa Ffa) % fa) <fc=Jv fa <?k fa) (J4^y)ffa ) <fc = 
Py) Py) (A) 

= JV« ( W « = 5^Я*)?*(*)<£ 
(Be) (By) (Bz) 

On en conclut que les egalites 

entrainent l'egalite 

J*&]Of(*)<£ = 0. 
(Be) 

19. En repetant, maintenant, presque testuellement les raisonnements-
ordinaires on peut etablir pour le noyau k(%x), jouissant dela propriety 
mentionnee au debut du § 18, les theoremes du developpement analogues 
a celles de M. Schmidt. Si Год a 

(61) $g&y)H*)# = o, 
(Вг) 

on a aussi 

(62) /«©*(*)?*(*)<$ = <>. 

(Bz) 

Posons 

nous avons le developpement 
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En effet 

J v fa) Ь ft ? J f c ft« = X 4 J" t; <© 7» ft ( J * ft *) (y) <fr ) # = 
P«) Рж) Py) 

(By) (Bz) (;) 

(By) {Bz) V) 
= h j u fa 'h fa) ($9 fa У)•* (*) # ) dr. 

IPy) P*) 

Reciproquement, les egalites (62) entrainent l'egalite (61). Si les ega­
lites (62) sont satisfaites, on a suivant la remarque du § 18 

j*fcfc^A(*)# = 0. 
P«) 

II suit de la que 

О = [ v f t ) A f t ) ( J * f t ( J*A ft Ж)<? ft y) dx)# ) dco = 

Pa) Рг) Py) 

= J*A(*) ( [ £ ft у) ( 1 J«ft (ĵ ft, t/) А (ж) <fe> ) < f r ) d£ = 

(Bt) (By) (т) (D e) 

= J^ft (J*"(*)0& 2/)(JVft, y) A(as)Ao)rfT;)d5 = 
(Bs) (By) (Bx) 

= j u(x)(^j g (со, г/) А (ж) йсо ^ dx 
(By) (Ba) 

d'ou il suit, comme la fonction и ft repond a la condition (B), que l'egalite (61) 
est satisfaite. 

On demontre maintenant aisement que si Ton a 

(63) G(x) = Jk(x, x)h(y)dx 
(By) 
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on a aussi 

( 6 4 ) G{x) = 2 ?*(*) JV") 

(Dy) 

fc=l 

Remarquons en premier lieu que 

fv(a>)G fa) ? л (ж) dco = (со) <pt (аз) ( J & (т , Ж) A (y) cfr ) dсо = 

Ф * ) Фх) Фу) 

= JHy)(~ fuh)(jg(b>,y)<?k(x)dw^d^dx=: 
(Bv) V) (Bx) 

= J » ( т ) * (y) (j g (со, у) ? T (Ж) ico ) cir = 1 (т) А (*/) фА (у) ( к 

(А,) (Ав) ' (By) 

En second lieu, comme on a 

oo 

4mi \h*<jufawfaЪ h = J « W ^ ( У ) ( у ) ь 
Фу) (By) 

la serie qui donne G (x) est uniformement convergente, la somme 

2 9b fa) 

etant bornee, puisque le noyau к (т, x) repond a la condition (D). 
Si Г on pose maintenant 

oo 

Gfa—2 /»н Gfa ?*(*) *•>= 
Pa 



SUR LES LEVELOPPEMENTS SUIVANT LES EONCTIONS EOND AMENTALES 201 

v(со)F{x) ok (x)du = 0, fc = 1 ,2 , . 
Фх) 

et par suite a la condition 

jgfay) F(x)du = 0. 

On en conclut que 

o o 

Pa) P*) fcl P a 

• J «(cu)JF(a;)(pA(a:)d(i)=J*v((«))^(a;)^ ж) А (у) da;)cico = 

Pa) Pas) Py) 

= fh@)^j К y)F{x)d^d^jdx = 
{By) ( Т ) 

= J « ( t ) * ( y ) ( J ^ ( w , y ) F(a;)dco)cfa = 0, 

Py) Pe ) 

d'ou il suit que 2?(a;) = 0 et que le developpement enonce subsiste. 
On peut etablir le theoreme analogue relative a,u developpement de la 

fonction 

(By) 

en supposant que le noyau к (i, x) repond a la condition (D) par rapport 

а и (т). 
2 0 . Pour donner un exemple, posons 

" J rxy T J rxy 
W TO 

la fonction continue F(x) repond aux conditions 
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L'application du theoreme du § 12 (2) donne immediatement 

T) (CO) 

En utilisant les inegalites du § 10 (2), on voit que) 

< 4 tf.V yJ rorv 

П suit de la que l'integrale 

4 

a un sens et que le theoreme du § 12 (2) est appliquable aux fonctions 
et 4 fa X). Done, on peut ecrire 

<B!>> (9 " й (4,) " и "» ' ' 

Or la fonction 
«5 ( д / г г Л я 5 у 

zy'xy 

est bornee comme fonction de (ж) et de (г) 

etant la distance entre les points (x) et (y) et u(t) une fonction repon-
dant a la condition (B) et telle que pour chaque sphere (т0) du rayon p on a 
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Pour s'en assurer, designons par 8 la distance entre les points (x) 
et (/si). Entourons le point (x) par une sphere ( 8 ) du rayon ( 2 8 ) ayant pour 
centre le point (x). On a evidemment 

la derniere integrate ayant une limite quand 8—>0. 
ED divisant la sphere (8) en deux parties par le plan equidistant des 

points (x) et (#), nous avons pour la partie qui contient le point (x) 

,£( ХУ 
(Si) ' * (Ь) (В) 

On peut evaluer de la meme maniere l'integrale sur la partie qui contient 
le point (z) en remplagant la sphere ( 8 ) par la sphere (Sx) du rayon ( 3 8 ) avec 
le centre clans le point (#). En meme temps on obtient 

*&*) = J^(^«)*fey)^ = / ( 7 / ^ ) f t ^ y ) ^ = 
Фу) iPy) M ^ 

Py) У (5) J (?) Py) y v 

On s'en assure en remplacant le domaine CD ) par le domaine (D — 8 ) , 
_ У У 

(8 ) etant une sphere avec le centre en (x) et en faisant tendre le rayon de 
la sphere vers zero; l'integrale 

est, en effet, infiniment petit avec le rayon de la sphere. 
Si 

sont les racines carrees des nombres caracteristiques de liquation 

P*) P*) Py) *" 
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et si 

• • • • • • 

sont les fonctions fondamentales qui leurs correspondent, 

etant les fonctions fondamentales correspondantes de I'equation 

J J XV zv 

m (Dy) 

on a pour chaque fonction 

(By) 

ou h(y) est une fonction continue, le developpement 

CO со J 

qui est absolument et uniformement convergent. 
SI. Pour un second exemple reprenons le probleme du § 15(3). 

П s'agissait de la resolution de I'equation 

sous les conditions sur les frontieres 

( 6 6 ) и(0, t) = 0, gw/ (b,t)-+-pu (6, *) ê ' (Ь, *) = 0 

et sous les conditions ipitiales 

( 6 7 ) w(*,0j = f ( a ) , *t!(*,0) = F(x), 
f(x) et -F(#) etant deux fonctions continues dans l'intervalle (0, Ъ). 

En cherchant a satisfaire au probleme par la serie 
CO 

ъ=1 
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w fa = 0, si p < 6, wfa=^., si p = 6. 

La fonction 2Г(#, x) est egale a 

s i y ( i ^ ( u g ) ) 
^ 1 -i-pb J 

Les nombres 

Pl> P a * ' - ' * ? * * - - -

sont les solutions de I'equation. 

nous avons reduit le probleme a la resolution des equations: de I'equation 

et de I'equation 

le dernier probleme sous les conditions: 

(68) Wh (0) = 0, qWjj' (b) W{ Q>) +p Wt (Ь) = 0 

ou 

Nous avons montre que pour les fonctions Whfa on peut prendre les 
fonctions fondamentales Vkfa de I'equation 

ъ 

(69) о fa = 1 j и fa К fa y) 9 (y) ck ffa 
0 

dans laquelle fa est un intervalle ( a , (3) appartenant a l'intervalle (ab)7 

и fa une fonction moyenne additive et a variation bornee egale a 

1 - + - w fa, 
ou 
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(71) Гп(х) = спшрпх, c* 

La suite des fonctions Vn (x) est orthogonale et normale, c'est-a-
dire on a 

ь * 
jufaVn(x)Vm(x)do) = 0, пфщ ju((*)Vn*(o>)do) = l. 
о 0 

Eemarquons en premier lieu que, si Ton a 

ъ 
(72) o(x)==-$ufaK(x,y)h(y)d^ 

о 

la fonction Ji (y) etant continue, on a 

ь ъ 
<?(x)^^JK(x7y)h(y)dy^qk(x:b)h(b)^-j K(x,y)h(y)dy-^Лф. 

о 0 

Or, l'integrale 
h 

—JK(x,y)h(y)dy 
о 

etant egale a la fonctiou ty(x) repondant aux conditions 

f(s) = *(a), ф(0) = 0, Цф)-+-&ф) = 0 

on voit immediatement que la fonction <p(a) satisfait a I'equation 

(73) on(x) = h(x) 

et aux conditions 

(74) ? (0) = 0, qf (b) -+- of (b) po ф) = 0. 

et la fonction fondamentale Vn(x), correspondante an nombre caracteri­
stique pw

2, est egale a 
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<77) u(x,f) = ^igt(t)VJc(x) 
7c=\ 

OU 

9k (t) = j u (со) и (x, t) Vb (x) dw: l 0 

J « ( T ) « „ " ( y , * ) F - j ( y ) ( f r 

_ 1 hi*) 
«2 ?J? 

Or la serie 

^Vj?(x) 

Reciproquement, si la fonction continue cp fa repond aux conditions (74) 
ayant une derivee seconde continue dans (0, &), l'integrale 

ъ 
(75) -jufaKfay)f(y)d>: 

о 

•est egale a <p fa; en la supposant egale & 9 fa со fa on trouve immedia-
tement que 

со (x) = ax —1— Ъ \ 

la premiere des conditions (74) donne alors b = 0; la seconde conduit a 
l'egalite с г = 0 . Supposons maintenant que le probleme principal a une 
solution и fa #), dans laquelle la fonction и fa t) a une derivee uu

n fa t) 
prise deux fois par t qui est continue dans l'intervalle 0 < # < & . 

On en conclut, qu'on a 

ъ 
{76) tfufa t) = —JufaKfa 0 )* / (У> 

0 

car la fonction ainsi definie satisfait a I'equation (65) et aux conditions (66). 
D'apres le § 14 la fonction de la forme (76) est developpable dans une serie 
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* 2 л » wY= (2н»^Р) < 2 ч « 2 ^ < 

о ь=™ 

montre, que la serie (77) est uniformement convergente comme fonction 
de (x) et de (f). 

En appliquant a (76) le theoreme du § 8 (2) (ayant change 
ufaK(y, x) en 

nous obtenons 

«7 ( T , X) = ~ J & ( T ) я ) *r, 

a2Jw(a;5 t)dt = — ^ufaK{y,x)[^ J t)dt^jd^ = 

0 0 0 

b 6 

= — ( T ) ж) я / (^/, *) * г j и fa ж) 
о о # t ь 

о о о 

/> ь 
• ju fa К (у, х) f{y) dt + tju fa К (у, х) F(y) ck. 

(78) a*f jufa t)dt* = —jufaKfa x)ufa l)t 

En substituant dans (78) la serie (77) et en posant 

ъ h 
h = j ufaFfaVkfadu, ak=jufaffarkfad^ 

est uniformement convergente et Tinegalite 
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II suit de la que 

№ p * ? * 

La derniere egalite montre en premier lieu qu'on ад к(0) = ак, дк'(0) = Ък 

et que, en second lieu, on a 

fc"(04-*p*V*(*)==o. 
On trouve ainsi 

ffk (<) = cos (а Р л t) - £ sin (a?k t). 

Ainsi, si le probleme a une solution dans laquelle la derivee ии

и(х, t) 
existe et est une fonction continue dans l'intervale 0 cette solution 
est donnee par la serie 

(7 <>) w (a?, 0 = 2 ((a* C0S ( % ^ ~*~ % ^ ) Fjfc (Ж) 

et cette serie doit etre uniformement convergente comme fonction de x et 
de t. Si la fonction fix) a la d6rivee seconde f (x) qui est continue dans 
Tintervalle О <%<Ъ et si Ton a 

f(0) = 0, qf"(b) + f(b)+pfQ>)0, 

la serie (79) jouit de la convergence mentionnee. 
En effet, comme on a dans ce cas: 

fix)==—jufaK(y,x)f(y)d^ 

14 

on trouve 

o o * * b o o 

a* 2
 r№$ j ffk (О * я = - *) 2 л W * 

fc^1 0 0 о *̂=i 
с о с о 

ТрФМИ, 1 
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la serie 

est absolument et uniformement convergente; il suit de la la convergence 
absolue et uniforme de la serie 

2 ^ c o s ( a P * 0 ^ ( « ) -
fc=l 

On s'assure aisement que dans chaque intervalle 

/ 2k —1 - 2k-Hi 7 Г ' 

2 h 2 Ь 
fe=l, 2, 3 

est placee une et une seule racine positive de I'equation (70): il suit de la 
qu'on a 

^ 2k — 1 тг 

Les egalites (71) montrent que с ayant pour n—>0 la limite egale 

а у у , les fonctions F^(o?) sont bornees par un nombre c. 

II suit de la que 

,"k=m 

^ s m ( a M ) F u 0 r ) 

ce qui montre que la serie 

2 . 2 

fc=n А— и 
(2fc — l ) 2 x 2 ' 

est aussi absolument et uniformement convergente. 
22. Supposons maintenant que la serie 
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(79') 
fc=l 

^(akcos(a?kt)^~sm(a?kt)j Vh{x) 

est uniformement convergente et designons sa somme par u(x, t). 
Etant donnee une fonction <p (£), posons 

(80) В ( ? (* ) ) = i { ? (* и- A) — 2? ( О - ь <p — Щ. 

La serie (79') etant uniformement convergente, la serie 

CO 

R (и (x: *)) = 2 [ « * B ( c o s («P* 0) - + « ^ Я (sin («P* < ) ) ] П (*) 
fc=l 

Test aussi. 
En evaluant 

(81) -J*w(i;)JSr(y, x)R{u{y, i))ck 

on obtient a cause de la convergence uniforme de la serie (79'), que l'inte­
grale (81) est egale a 

CO 

•2 
fe=i 

4 E ( c o s («P** ) ) -+ - ^ R ( s i n («P**)) 

. h . h 
-fij ( J u(x,ts)dt^dtx. 

On a done, l'egalite 

^ a * ! - 1 - ! ft 

(82) ( J »(M,>fc,) <й 1 == — fu(4)K(st,x)B(u(#, fych. 

h h 14* 



212 N . GUNTHER. SUE LES INTEGRALES BE STIELTJES 

Si nous supposons maintenant que R (u (or, £)) tend uniformement dans 
l'intervalle 0 < # < Z > vers une limite, qui est une fonction continue de (x) 
et de t, c'est-a-dire que pour toutes les valeurs de l'intervalle 0 <x<h ou a 

< £ , si|fc|<fc 0, 

Remarquons que si la fonction (80) a nne limite pour A —>0 qui est 
une fonction continue de t, cette limite est egale a la derivee seconde 
de <p(t). 

En effet si 

l im^{(p( t -* .A)-2 T (0-*- (p(* —u )}=f(0r 

et si Ton pose 

о 0 

on trouve 

t+h ti t—h t-± 

Л (<? ( * ) ) = P { J ( / я д ^ и - J (J7(g^2) л, j * л (со со). 

* о * о 

En appliquant la regie de FHospitai on trouve 

* 0 * 0 

= lm±{f(t-*-h)-i-f(t—А)[ = Л0, A - * 0 , 

d'ou il suit que 

lim Л (со (t)) = 0, со (0 = at -+- & 
et 
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on trouve en passant vers la limite dans (82) que 

ъ 
(83) tfufa t) = — fufaKfa x)utf"(y, t)d^ 

o 

d'ou il suit que la fonction и fa t) a une derivee seconde par rapport a % 
et qu'on a 

i&ufaf)_d*ufa t) 
a dx* ~ dt? 

L'egalite (83) montre de plus que la fonction (83) satisfait aux condi­
tions (66). Ainsi la serie (79') donne la solution du probleme, si elle est 
uniformement convergente et si, и fat) etant sa somme, R(ufa t)) tend 
uniformement dans l'intervalle 0 < # < & vers une limite, qui est continue 
comme fonction de x et de t. 

C H A P I T R E 5 

Sur quelques points de la theorie du potentiel 

1 . La surface (8T) est dite de Liapounoff si elle satisfait aux troi 
conditions: 

1) Ou peut construire dans chaque point de (#') le plan tangent 
determine et par consequent la normale N к la surface en ce point. 

2) Si ft est Tangle entre les normales к (S1) aux points m± et m% et si r 
est la distance entre les points тг et w2, on a 

(1) » < i V \ o < x < I 

E et X etant les nombres determines. 
3) II existe un nombre d jouissant de la propriety: quel que soit le 

point m sur (S'), les droites paraileles к la normale en m coupent (£') dans 
l'interieur de la sphere du rayon d ayant le centre dans le point m, dans un 
point au plus-

Nous donnerons к cette sphere le nom de la sphere de Liapounoff. 
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On demontre sans peine, que si (S) est une surface de Liapounoff et si< 

(Ю Ш < Т 

on peut trouver un nombre со, jouissant de la propriete: chaque droite, qui 
fait avec la normale en m un angle moindre que со, coupe la surface dans. 
Pinterieur de la sphere de Liapounoff, attachee au point m, en un point au 
plus; on peut poser 

(2) tgco = - ^ T — — E d 1 . 

En choisissant d suffisamment petit, on peut faire со aussi pres de ~ qu'on le-

veut. Si со est plus grand que~> les paralleles a Pune des axes des coordon-

о 
nees coupent (S1) dans Pinterieur de la sphere en un point au plus, quel que' 
soit le systeme des coordonnees. 

Soit r1Q la distance entre deux points m et mx sur (S!). Supposons, 
que r 1 0 est dirigee du point m vers le point mv Si N± est la normale h (S1) 
en тг et N0 la normale a (S) en m, on a 
(3) jcos (r 1 0Щ\ < ar1Q\ |cos(r10N0)| < ar10\ 

a etant un nombre determine. 
Dans Pinterieur de la sphere de Liapounoff, attachee au point m, on a 

W |cos(JVi,JVi) |>i. 

En parlant des domaines limites par les surfaces de Liapounoff nous 
supposon? toujours, que la frontiere (S) divise Pespace en deux portions,, 
dont Pune au moins est connexe. 

La portion de Pespace, connexe ou non, qui contient le point a l'infini, 
era designee par (D ( e )); le reste de Pespace, connexe ou non, sera designe 

par (D*1*). La normale a (8) dans chaque point sera dirigee dans (D{e)). 
Nous dirons que nous avons affaire: 
a) Au cas ordinaire, si la frontiere de est formee par une seule-

surface fermee (#); dans ce cas chacun des domaines (D(i)) et (D(e>) est 
connexe. 
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P) Au cas (I), si (JD{i)) e s t limite p a r u n e surface (S ( 0 )) formant la 
frontiere exterieure et par к surfaces fermees . . . , (S(\ qui forment 
les f ron t i e res ' in t e r i euTes ; dans ce cas (D{i)) est c o n n e x e , (D ( e )) ne Test pas. 

y) AU cas (JE), q u a n d (JD(i)) n'est pas connexe, etant limite par plusieurs 
surfaces fermees (£ ( 1 ) ), . . . , (S*>). 

2. Kappelons n o u s quelques theoremes de la theorie du potentieL 
Convenons de designer par f*(0), f/.(l), . , . les fonctions des points 

respectivement. 
En designant par (a^) le point d'integration, designons par (Sx) la 

surface sur laquelle l'integration est 6tendue, la surface etant le lieu 
gfiometrique des points (ajj; par iV0, Nv . . . nous designerons les normales 
*\ (S) aux points (#), (ajj, . . . 

a) L'integrale 

qui donne le potentiel de double couche, dans laquelle f* est bornee et 
integrable, est absolument et uniformement convergente, si le point (x) est 
situe sur ($). 

En designant par (5) la frontiere des domaines, nous entendons sous 
le signe (5) dans le cas ( I ) la somme 

(я), (а?з), 

dont les coordonnees sont designees par les lettres 

4, £), (Hi, v] 1 5 Q . . . 

et dans le cas (E) la somme 
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L'integrale (5) est une fonction qui est regulierement continue quand 
le point (x) est sur (#). 

Nous disons que la fonction f(x) est regulierement continue dans un 
domaine ou sur une surface, si pour chaques deux points (x) et (#3) dans 
ce domaine ou sur cette surface a la distance egale a r10 on a 

\f(x1)-f(x)\<Ar 10 5 
О < X < 1 . 

Remarque. Si la foncion f(x) est regulierement continue dans Pinterieur 
d'un domaine (D),"la variable f(x) a une limite quand le point (x) en se 
deplagant tend vers un point m0 sur la frontiere de (D) et cette limite est 
independante du chemin suivi par le point (x). 

Nous disons que la fonction| f(x) est continue au point (x0), si, quel que 
soit le nombre positif s, il existe un domaine (re), decoupe de (S) par une 
sphere a rayon re, ayant son centre au point (#0), tel que pour tous les 
points (x) de (rz) on a 

\№-f(x0)\<t; 

nous designons par (V£) la portion de (S) decouple par la sphere mentiouuee. 
Si le point (x2) est situe dans Pinterieur de (D ( 1 )) ou dans Pinterieur 

de (№) ettend vers le point (x) sur (#), dans lequel la fonction fx (0) est 
continue, on a 

ou il faut prendre le signe (-+-), si le point (s2) est dans (D(t'>), et le signe (—), 
si le point (xs) est dans (D(e)). 

Efiectivement, lors la demonstration c'est seulement la valeur de 
!{ф)—p.(xj\ est en jeu et cette valeur est infiniment petite, si u. est 
continue en point (x0). 

Si la fonction ji. est regulierement continue sur (S), on a 

3 etant la distance entre les points (x2) et (x), Л la borne superieure de |fx| 
et a un nombre determine. Dans ce cas l'integrale (5) est regulierement 
continue dans Pinterieur de (D®) et dans Finterieur de ( Z ) ( e ) ) , 
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b) L'integrale de Gauss 

est egale к 4 u , si le point (a?) est situe dans (D(t*0; elle est egale к zero, 
si le point (x) est situe dans (D(e)) et а 2тс, si le point (x) est situe sur ( 5 ) . 
En effet, si, par exemple, dans le cas (I), (x) est situe dans le domaine 
limite par une surface (# ( t )), l'integrale de Gauss, etendue sur ( 5 ( 0 ) ) , est 
•egale а 4тг et, etendue sur (£ ( t )), est egale к—4тг, car la normale к est 
dirigee dans l'interieur du domaine que nous considerons. 

On demontre de meme Pexactitude de notre assertion pour les autres 
positions du point (x). 

c) Etant donn6 lo potentiel de simple couche 

si la densite ц est continue au point- (a?), (/) etant sur (S), on a 

dn " dn 71 ^ " dn ' dn 2itf/.(0) 

en posant 

dn ~ J 
^cos (r10N{)) 

r * 

(л(0) est ici la valeur de (л au point (x) et 

dVj dVe 

dn <in 
sont les limites des derivees 

Ж )*/ = W 0 0 3 W " } 5 7 c o s ^ ч) ^ cos (tf0 Q, 

qui sont calculoos dans un point (V) sur la normale a (S) au point (я), vers 
lesquelles ces derivees tendent quand le point (У) s'approche a (x) du cSte 
interieur, respectivement, du cOte exterieur de (S). 
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С'est seulement la valeur de la difference [x,(x')— \L(X) qui intervient 
lors la demonstration du theoreme, d'ou suit que la continuite de la 
fonction [/, au point (x) suffit pour achever la demonstration. 

L'integrale (8) est uniformement et absolument convergente si le 
point (x) est sur (#), sous la seule condition que [л est bornee et integrable. 

Si [x est regulierement continue sur (S), on a 

о etant la distance entre les points (x1) et (#), A la borne superieure de (л 
et a un nombre determine. Dans ce cas les derivees de l'integrale (8) sont 
regulierement continues dans Pinterieur de (D ( t ) ) et dans l'interieur de (JD{e)). 

3. Envisageons la suite des reseaux des intervalles 

qui est introduite dans le § 1 (1). Supposons que v est choisi de maniere 
que chaque intervalle de JBV, ayant un point commun avec (£), est tout entier 
dans l'interieur de la sphere de Liapounoff, attachee a ce point. Nous dirons 
que les portions de (S) contenues dans les intervalles de Bn, n > v, sont les 
intervals situes sur (S). En definissant un domaine des points situes sur (S) 
il suffit d'envisager les domaines contenus dans les spheres de Liapounoff. 
En choisissant convenablement une des axes des coordonnees on parvient a 
ce que les droites, paralleles a cette axe, coupent (S) dans l'interieur de la 
sphere choisie en un point au plus. En prqjettant les frontieres des inter­
valles du reseau Bn sur le plan des coordonnees, qui est perpendiculaire 
а Гахе que nous avons choisi, on obtient les reseaux des intervalles plans, 
propres a mesurer les projections des domaines des points sur (#), qui sont 
places dans l'interieur de la sphere de Liapounoff mentionnee. La portion 
de (S), decoupee par les frontieres d'un intervalle E v , est un domaine (<rv). 

Soit donne dans l'espace un domaine (со) contenu dans un intervalle (i) 
de i2 v . Envisageons dans chaque reseau Bn, w > v , les intervalles, 
ayant les points communs avec (to), et les intervalles, contenus dans l'interieur 
de (со); leurs ensembles forment les polyedres Pn

(e) et Pn

{i) — le polyedre qui 
contient le domaine (со) et le polyedre qui est contenu dans (со); le 
domaine (со) est la limite commune des polyedres Pn

(e\ Pn

{i) pour w-*oo. 
Designons par (<r0) une portian de (S) contenant dans son interieur fa)y 

(9) B l : B2: . .., Bi 
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fa) etant la portion de (8) decoupee par (i). Les points de fa), qui 
n'appartiennent pas a Pn

(e) et Pn

(i\ forment les domaines (a 0 — c w

( e ) ) , 
(o"0 — an%))> le second contenant le premier. Quand n croit, fa — <rn

(e)) croit 
et(cr0 — crM

( t )) decroit; il suit de la qu'ils ont les limites. Les ensembles fermes, 
formes par ces ensembles limites et leurs points limites, sont identiques. 
Supposons que fa est un point qui n'appartient pas a l'ensemble limite 
de ( < 7 0 — a n

( e ) ) et est un point de l'ensemble limite de fa— с и

(* }). Tra<jons 
par fa une droite parallele a une des axes des coordonnees; il у a des points 
d'intersection de cette droite avec les frontieres des P^e) et Pn

(i\ qui tendent 
a se confondre quand n —*> o o ; il suit de la, que la distance de fa de la frontiere 
de Pn

(e) est infiniment petite et que fa est le point limite de l'ensemble 
limite de (<т0 — <r/°). 

On conclut de la que cet ensemble limite avec ses points limites forme 
un domaine. Sa frontiere est, precisement, contenue entre (cr0 — cn

ie)) 
etfa— o"w

( t )); les projections des points de cette difference sur un plan des 
coordonnees remplissent un nombre fini des intervalles; on peut faire cette 
difference moindre qu'un nombre donne s, d'ou suit que la mesure des inter­
valles sur (8) qui contiennent sa frontiere est moindre que 2s. 

En designant par fa— CP) le domaine limite de (cr 0 —cr n

( t ) ) nous con-
cluons, que si la mesure de (<J0— a) est plus petite que celle de (a 0 ), la 
difference (cr0) — fa— o) = (c) est un domaine. Nous dirons dans ce cas, 
que (cr) est la portion de (S) contenu dans (со). Si la mesure de (cr0 — a) est 
egale к <r0, les points communs а (со) et a (5) ne forment pas un domaine, 
etant les points limites du domaine (cr0). Comme les limites de fa — <ти

( б )) 
et fa—сг/>) sont egales, (cr) est la limite de fa<l)) et de (сП е ) ) . 

Si Ton decompose le domaine (со) en deux domaines (cox) et (co2) et si (coa) 
contient la portion fa) de (S) et (co2) la portion (G2\ on a 

fa = fa) + fa). 

En effet, (ogj), (<$), ( e g ) , (ajg) ayant pour fa) et fa) la meme 
signification que (сИ е ) ) ? ( а / } ) pour (со), on a 

(io) ( * f i ) ^ l * f i ) < ° £ \ 

d'ou il suit 

fa) + (*2)>(°)> K > - * ~ ( s ) < ( * ) 
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c'est-a-dire 

(сг 1)н-(сгя) = ((т). 

4. En designant par (a) les domaines des points sur (#), supposons 
que (л(а) est une function additive et a variation bornee de ces domaines. 
Posons 

en designant par (o-J le domaine (cr) traite comme le lieu geometrique des 
points (а;̂  de Fintegration et par r 1 0 la distance entre le point (x) et les 
points Nous supposerons toujours que r1Q est dirigee du point (x) vers le 
point (жх). L'integrale (11) comme fonction des points (x) est definie dans 
l'interieur de (D ( t ) ) et dans l'interieur de (D ( e ) ) . En parlant de Fnous dirons 
que c'est un potentiel de simple couche en integrales de Stieltjes. Le potentiel 
de simple couche est evidemment une fonction harmonique dans l'interieur 
de chaque domaine (DJ n'ayant pas des points communs avec(#). En designant 
par (£, v], ч) les coordonnees du point (x) et par (^, 7 ] 1 5 Q les coordonnees du 
point (rCj), on demontre precisement sans peine, que si (x) est dans l'interieur 
de (D), on a 

Introduisons une fonction des domaines (со) de l'espace en posant: 
1)г*(со) = 0, si (со) ne contient pas les points (x) qui sont dans 

l'interieur de (D(t">); 
2) w(co)= 0, si tous les points de (со) sont dans l'interieur de (D ( l ) ) ; 
3) ад(ы) = 0, si tous les points de (со) appartiennent a (D ( t ) ) et si les 

points communs а (со) et a (#) ne forment pas un domaine. 

4) M(CO) = si tous les points de (со) appartiennent a (D ( t ) ) et si 

les points communs а (со) et к (S) forment le domaine (a). 
Enfin, si le domaine (со) est tel qu'il у a des points situes dans 

l'interieur de (D ( e )) et dans l'interieur de (D( t})> la surface (S) le divise en 

d2V Г г \ ъ*л 
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5)м(со) = — - — J - — w ? (gj etant la portion commune a ( # b 

et a (со"). 
On demontre sans peine que la fonction moyenne и (со) est additive 

et a variation bornee. Pour s'en assurer il suffit d'envisager seulement les 
domaines (со), qui contiennent quelques portions (cr) de (S). ^upposons, 
que (со) est egal a la somme de deux domaines (coj, (co2). La surface (S) 
divise (со) en deux portions (co(/))) et (co('°); elle divise, eventuellement, chaque 
domaine (coj et (co2) en deux portions (со/), (со/0) et (co2

(/)), (co2

(//)) et on a -

(12) = (со/)) ч - (co/>); (аЯ) = (co/>) « ' > ) . 

Comme on a, les domaines (co(//)), (со/0), (co2

(//)) appartenant & (JD(t)), 

, ч [л ( G ) G" f . a ( a , ) c-t , ч u. (c>2) G 2 

4 CO 4 1 J CO-j 4 ^ co2 

(cr), (orj et (a2) etant les portions de (8) contenues dans (со"), (со/), (со/), et la , 
seconde des egalites (12) donne (cr) = (crj - н (a 2), on a 

(л (cr) cr = (л (ffj) <тх fx ( ( 7 2 ) a2 

d'ou il suit 

и (со) со = и (сОд) сог и— м (со2) со2 

Enfin, (со) etant divise en portions (cox), . . . (coj, on a 

S j i» (со •) j со, = E j ( ^ j dt- < Ж (a) cr r 

si Ж (a) est la variation moyenne de p. ( a ) ; ici (a-j designe la portion de (8) 
qui est contenue dans (со/), ой (со/) est la portion de (cô ) formee par les 
points appartenants a l'interieur de (D ( t ) ) . et par leurs points limites. 

Formons maintenant le potentiel newtonien 

(is) р=Г«к)^. 

La fonction и(ь>^) etant egale a zero pour chaque domaine, n'ayant, 
pas les points communs avec (S), l'integrale (13) a un sens,*si le point (a?) > 

deux domaines (co(0), (co(//)). Si (co(//)) est la portion de (со), qui appartient a (D(i)); -
posons 
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( i 4 ) 2 
• = i *'° 

les domaines (ш х

( г )) etant les portions de (D/*) et r 0 etant la distance entre 
le point (x) et le point fa{l)\ place dans (со/*) d'une maniere quelconque. 
En decomposant (SJ en portions fal)), . . . h^m% en choisissant 

de maniere, qu'ils contiennent respectivement ces portions de (S) et en 
prenant les points fa(t)) dans ces domaines sur (S)1 nous obtenons pour la 
somme (14) l'expression 

i—m 

d'ou il suit, que 

2 > ( № 
г—1 

j V K ) ^ = f « K ) ^ 
( 4

 10 (А '» 

Nous avons demontre dans le chapitre 2, que si, pour chaque 
sphere (co0) du rayon r0, le produit и fa) г 0

2 ~ л est borne, l'integrale (13), 
c'est-a-dire l'integrale (11), est une fonction continue de fa dans tout 
l'espace. 

Soit fa) un point situe sur (S). Construisons une sphere du глуоп r0, 
ayant le point fa) pour centre. Nous avons, fa) etant la portion de (8) 
decoupee par la sphere, 

<Ц>' 
cos (NNQ) 

(aj) etant la projection de (<r0) sur le plan tangent a (S) en (ж0) et N0 la nor­
male au point (ж0). 

est dans l'interieur de (D(i)) ou de (D{e)). En supposant que le point fa 
a la position mentionnee, nous avons que P est la limite de la somme 
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0 ' 
r 0 cos a = r 0 sin — a ) > r 0 sin со > j r{ 

oil со est le nombre mentionne dans le § 1 ; on trouve dune 

^ < a 0 < 2 ^ r 0

2 , *, = a r * , a > J -

Supposons, que pour chaque sphere du rayon rQ on a 

(15) M ( a 0 W ^ < B , 

M(<J) etant la variation moyenne de a (a). 
Supposons, que (со) est la sphere d'un rayon r; soit (a) la portion de (S) 

•contenue dans (со) et supposons que (a) est dans Pinterieur d'une sphere du 
rayon r0, construite autour d'un de ses points; r0 est moindre que 2r. Nous 
avons 

1ГЫ) < M ( G ) G < 3 f ( g o ) q " < - g r o ^ 1 2 7 ^ o 2 ^ 
CO CO CO 

з 

II suit de la, que 

{16) U far2'1 < Ь В = В Х . 

L'inegalite (16) montre que le potentiel (11) est une fonction continue 
dans tout Pespace, si la condition (15) est satisfaite. 

On demontre facilement que l'inegalite (16) entraine l'inegalite (15). 
Si wx (со) et w2 (со) sont les parties positive et negative de и (со), on a 

»M)ro*~*<B1, < B X . 

Or, si (j^ (c) et [л2 (с) sont les parties positive et negative de (д. (a), on а 
evidemment pour chaque portion (<J0) decouple par une sphere du rayon r 0-

La projection sur ce plan de la distance de (#0) jusque la frontiere 

de (CT0) est plus grande que^r 0 , car 
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La fonction etant la difference entre deux fonctions positives 

*4 Ю E T

 u 2 K) (°Q3 

on a 

On demontre de meme, que 

d'ou suit l'inegalite (15). 
5. Nous dirons qu'une fonction Fest harmonique daus un domaine (D)y 

si dans chaque point de (D) elle possede les deriv6es secondes qui verifient 
I'equation de Laplace, et si ses derivees premieres sont regulierement 
continues dans l'interieur de (D). 

Si la fonction V est harmonique dans chaque domaine (D') contenu 
dans l'interieur du domaine (D), nous dirons que V est harmonique dans 
Finterieur de (D). 

Supposons qu'il soit donnee une fonction Vx harmonique dans Pinterieur 
de (D ( ' }) ou dans Pinterieur de (D{e)). 

Envisageons une portion de surface (</) placee toute entiere dans 
l'interieur de (D(f))> respectivement, dans l'interieur de (D ( f i )) et nommons 
Pexpression 

le flux moyen de Fpar (a*). 
Si (<T') se deplace convenablement, en se deformant eventueilement, et 

tend a se confondre avec une portion (cr0) de (&), le flux moyen crr(F) peut 
avoir une limite determinee. 

En supposant, que la direction de la normale a (cr') est telle qu'en. 
limite elle se confond avec la direction de la normale a (cr0), nous designerons* 
cette limite, si elle existe, par c 0

{ t y ( V ) , si (cr;) appartient a (D{i)), etpar a0

(e) (V)T 

si (cr;) appartient a (D ( e ) ) . 
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(11) r ^ j i L f a ) -

dans lequel la densite moyenne [л(о-) est une fonction additive eta variation 
bornee. 

Soit donne une portion (<J0) de (8). Si Ton a 

(17) Mfa) = Mfa\ M(v0) = M(eQl 

le flux moyen de V a une limite determinee, quand (a') tend vers (erQ) et on а 

(18) 

ou 

(Si) 

{i>(V)=fii.(<rl)h(<i„ 1 ) ^ - 2 ^ ) 

(19) M a i l ) = L j ^ ( ^ d 9 i 

w 
JV0 etant la normale a (#) au point (x) sur (#). 

Nous designons ici suivant les conventions du chapitre 1 par Ж(сг 0), 

respectivement par Ж(<х0), les limites des variables Ж (a), resp. Ж (a), dans 
lesquelles (cr), resp. (a), est un domaine contenu dans Tinterieur de (a) resp. 
un domaine, contenant (cr) dans son interieur, quand (<J), resp. (of), tendent 
a se confondre avec (a). 

Eemarquons en premier lieu que les conditions (17) sont satisfaites, 
si la fonction \X(<J) est continue dans un domaine pour lequel les points sur 
la frontiere de (cr0) sont les points interieurs. En effet, dans ce domaine la 
variation moyenne Ж(о-) de JJL(CT ) est aussi continue suivant les theoremes 
du § 5 (1). 

En second lieu remarquons, que suivant l'assertion (a) du § 2 la 
fonction h(cr,l) est une fonction continue dans chaque point (xx) sur (S)t 

car fe(cr, 1) est egale a un potentiel de double couche, dont la densite est 
ТрФМН, i 15 

Theoreme. Soit donn6 un potentiel de simple couche 
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egale a — l , quand le point (<c) est sur (a), et est egale a zero, quand le 
point (r) est en dehors de (a); dans le potentiel de double couche, effective-
ment. l'angle entre la normale N0 et la distance r10 est egal a (r 0 ) ] N0). 

Nous avons montr6 a titre d'exemple dans le § 4 (1), que si (8) est 
une surface de Liapounoff, la fonction h(a, 1) est additive et a variation 
bornee pour chaque (ag et que sa variation moyenne est egale a 

ses parties positive et negative etant egales a 

\{K(a, + 1)}, j № 1) — Ца, 1)}. 

La fonction K(?, 1) est continue sur comme fonction de En 
effet, soient donnes deux points (хг) et (xx) a la distance ft. Soit 8 plus 
grand que Ъ. Les integrales 

i r i c o s y 0 ) j ^ I f l c o B ^ l j 

ou (oj est la portion de (£), decoupee par une sphere du rayon 8 ayant son 
centre en (ж0), et rj la distance entre les points (xx) et (a;), sont respective­
ment plus petites que 

comme on s'assure aisement en construisant la portion decouple de (tf) par 
une sphere du rayon (8 -ь h) ayant son centre en (xj). 

Or on a 

1 Псоя^м'-^л)!*» . 1 ] f l lcos(r 1 n 70 I COS Гг./ лглм . 
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On peut choisir о assez petit pour que chacune des deux premieres 

integrales dans la partie droite soit moindre que ^ ; ayant choisi 8, on peut 

choisir h assez petit, pour que la derniere integrate devienne plus petite 

q u e l . 

La fonction К (a, 1) etant pour chaque (a) la fonction continue de (хг), 
la variation totale de &(cr, 1) est bornee comme fonction de (xt); la 
fonction й(ст, 1 ) repond done aux conditions du theoreme du § 9 ( 2 ) ; nous 
sommes convenus de dire que le noyau &(cr, 1) repond dans ce cas a la 
condition (A). 

La fonction &(cr, 1 ) : etant la moyenne d'une fonction integrable, est 
absolument continue pour chaque position du point (acj; on a done, pour 
chaque position du point (хг) 

A > , l ) a < £ , 

si 

le nombre 73 etant convenablement choisi. 
Le choix de r\ est, cependant, independant de la position du point (я х). 
En construisant une sphere ayant le point (#3) pour centre et le rayon 8 

suffigammeut petit, nous avons 

ГI cos (гцСУр)! d c T < ± 
J rx? ^ 

(p) 

en designant par (8) la p6ortion decoupee par cette sphere. 
Etant donne, maintenant, un domaine (cr), designons par (cr 8) la portion 

commune a (a) et а (8). 
Nous avons: 

Г [cos {rwN0)\ d(J==zC lcos(r10jyQ)l ^ f |cos(r 1 Q^ 0)[ ^ 
J V J rio2 J V 

(<г) (<г8) ( < Г - < Л ) 
< 

(сг-сг8) 

(g — crS) _ S _ C _ 

^ 2 S 2 

15* 
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subsiste independamment de la position du point (xx). 
Passons maintenant a la demonstration du theoreme. En utilisant le 

theoreme du § 8 (2) nous pouvons ecrire 

(20) a ' (F) 

la fonction 

(21) 

etant bornee et continue comme fonction de (xj, si ce point est situe sur (S). 
Designons par (S(0)) le domaine, obtenu de (S) en retranchant le 

domaine (<r0) En se servant des egalites (17) on peut construire deux 
domaines (6 ( 0 )) et (G0) contenus respectivement dans (S ( 0 )) et dans (cr0) et 
ayant la frontiere de (a 0) pour leur frontiere commune, tels qu'on ait: 

щ е ( 0 ) ) е ( * > < ~ ж т е 0 ) е 0 < | - , 

Si (8) est le domaine forme par la reunion de (G(0)) et (90), on a 

Ж ( 6 ) 8 < | . 

Nous n'avons pas fait jusqu'a present aucune supposition sur le 
deplacement de (cr'). Supposons que la courbe, qui limite (</), decrit 
quand (cr) se deplace, en etant suffisamment pres de (G0), une portion de sur­
face (8) qui possede dans cbaque point un plan tangent determine. 

Supposons, pour fixer les idees, que (a) est dans l'interieur de (D(i)). 

cos(r10^0)| da 
' 1 0 

(У) (*') (S,) 

(Si) (*') 

соя (ru X0) 

Done, si 

l'inegalite 
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Si le point fa) sur (S) n'appartient pas a (9), l'integrale de Gauss 

( 2 2 ) _ ( (>ла<гмДГ.) d a _ Г c o s y , ) fcosC^jg ^ 

est egale a zero, quaud le point fa) est sur (£ ( 0 }), et est egale а 2тс, quand 
le point fa) appartient к (cr0); nous mettons le signe (—) devant le second 
terme dans (22j, car la normale dans l'integrale de Gauss doit etre dirig6e 
dans la portion de Tespace, qui est exterieur au domaine, limite par (a0), (V) 
et (8), tandis que dans cette integrate il faut diriger la normale, suivant la 
convention faite ci-dessus, vers l'interieur du domaine. 

Or, il est facile de demontrer que l'integrale 

(23) f e o s y ) ^ 

(*) 

est infiniment petite, quand le point (x^) est eu dehors de (0). Les valeurs 
de r w etant dans ce cas superieures a un nombre YJ, l'integrale consideree 
est plus petite que 

8 etant la mesure de (8), d'ou il suit que, si fa) est assez pres de sa limite, 
l'integrale (23) est moindre que e. 

Si le point fa) est dans ( 6 ) , les integrales 

[ Г с о в с у ) I I Г c o s y , ) 

Ы («0 

sont bornees, en prenant les valeurs comprises entre 0 et 4тс. 
Etudions maintenant la difference 

(«0 №) 

m to (<70) 
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»OJ W '10 
Co') (S) 

On pent lui donner la forme 

(25) UMHS^b-fS^tfi.^ 
( V ) 1*0 1 0 ы 1 0 

JV W { f 5 2 ^ _ 

(в) И (в) Ы 

ou ( S ^ ) et (cr0) sont les portions de (S ( 0 )) et (cr0) en dehors de (6). 
Chacun des deux derniers termes dans (25) est plus petit que 

(261) i4lCjaf(8)0< —. 

Si nous supposons que (a1) est assez pres de (GQ) pour que la 
difference 

soit plus petite en valeur absolue que £, le troisieme terme dans (25) sera 
plus petit, que 

(26") ^ Г д г ( ^ 1 = ^ * ( * ) * е . 

'и) 
Le second terme dans (25) differe de 

(27) 7 ^ * 1 = 7 ^ , ' 

par la quantite 



SUR QUELQUES POINTS DE L A THEORIE DU POTENTIEL 231 

(26 '") 11 МЫ a' < * < ЕЫ^ 

Or, la limite de p. fa1) C J 0 ' pour fa) —> fa) est egale a a ( a 0 ) cr0, 
car [л (cr0 — <T 0 ' ) (crQ — C 7 0 ' ) est plus petite en valeur absolue que 

Mfa—v')fa — ао') = Ж(в о )0 о . 

II suit de la que la quantite (27) differe de 

(28) 2ти|л(сг0) 

moins que 

Le premier terme dans (25) est plus petit en valeur absolue que 

(o) 

et, par consequent, est plus petit que 

( 2 6 v ) 4 - (Mfa)dG1 < 1 1 ( S < ° > ) S ( 0 ) < - ДГ (tf(0>) S ( 0 ) . 

En recueiilant toutes les inegalites obtenues, nous concluons que (24) 
differe de (28) en valeur absolue moins que 

d'ou il suit que les egalites (18) sont exactes. 
6. Quand la fonction moyenne [л (of) repond a la condition mentionnee 

dans le § 4: pour chaque sphere du rayon r0 ayant son centre sur (S) on a 

(15) J f ( < O r e

l - * < * , 

fa) etant la portion decoupee par cette sphere, on peut donner au theoreme 
una forme plus precise. 

qui est en valeur absolue moindre que 
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Designons par (L) la frontiere du domaine (a0). Supposons que la 
courbe (L) est rectifiable. Prenons un point sur (L) et construisons une 
sphere du rayon r0, ayant ce point pour centre. La longueur de la courbe 
dans l'interieur de la sphere surpasse 2r 0, car r 0 est la distance entre le 
centre de la sphere et les points, ou (L) sort de la sphere. En construisant 
une seconde sphere autour du point, dans lequel (L) sort de la premiere 
sphere, une troisieme sphere autour du point, ou (L) sort de la seconde 
sphere et ainsi de suite, nous couvrons (L) par un certain nombre des 
spheres du rayon r 0; ce nombre ne surpasse pas 

X 

L etant la longueur de (L). 
Nous avons demontre dans le § 4 que la surface de la portion (<гД 

ёсоирёе de (8) par une sphere du rayon r0 ayant son centre sur (5), ne sur­
passe pas 2TU r0\ 

Si l'inegalite (15) est satisfaite, on a pour chaque portion (cr0') 

ЖК') < < 2TT r 0

3 Вr0

l~l = 2^Br0^\ 

d'ou il suit que si 1'on prend pour (0) le domaine, couvert par les spheres, 
qui couvrent (L), on aura 

| M ( 6 ) | 0 < ^ B r o 1 + l L

 = 2ъВЪг*. 

Comme le dernier nombre tend vers zero avec r0, on pent faire Мф) 6 

moindre que ̂  en choisissant convenablement r0. 

Done, si la condition (15) est satisfaite, les egalites (17) ont lieu pour 
chaque domaine (<х0) limite par une courbe rectifiable. 

Nous nous contentons ici de cette remarque. 
7. Etudions maintenant, pour l'eclaircir, le cas, quand la fonction 

moyenne ^ (a) ne satisfait pas aux egalites (17). 
Soit (L) la frontiere de (<x0) et (S ( 0 )) le domaine (S — <r0), qu'on obtient 

en retranchant de (8) le domaine (a j . Supposons que la courbe (L) est 
rectifiable. Soit (?) une portion de (£) ; designons par (a ( e )) un domaine, 
appartenant a (5 ( 0 )) et ayant avec (L) des points communs, qui forment la 
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portion (T); designons par(a ( t'}) un domaine, appartenant a ( a 0 ) et ayant 
avec (L) des points communs qui forment la portion (I). 

Nous supposerons, en premier lieu, que les deux conditions suivantes 
sont satisfaites: pour chaque (I) les variables M(a{e)) a (e ), M(a{i)) <j(t'> out 
les limites bien determinees, quand (o<e)), respectivement, tendent 
vers zero. 

Les conditions mentionnees ne sont pas toujours satisfaites. Par 
exemple, supposons que, etant donnee un point (oc2) sur (S), on a: jx(cr) = 0, 

si (x2) n'appartient pas a (a); [А(О) = ^ , si (x2) est un point interieur de (a) 

et [л (a) = » а * a i , si (#2) est sur la frontiere de (o-j, o^, a 2 etant les angles 

formes d'apres la regie qui suit: construisons une sphere du rayon r: ayant 
le point (x2) pour centra et envisageons les angles a / , a 2 ' entre les rayons 
menes du point (x2) aux points d'intersection de (L) avec cette sphere, les 
plus proches a (# 2), et un rayon determine, comptes dans une direction fixe; 
nous designons par a x et a2 les limites de a / , a / pour r—>0 (ou les limites 
inferieures, si ces limites n'existent pas). 

Si (x2) est Textremite de (I), la limite de p.(a ( e )) cr(e) depend de la limite 
de a2 — a r 

Remarquons, que dans le cas considere: 

etant la distance entre les points (x) et (x2). 
Sous les deux conditions posees les variables j x ( a ( e ) ) o - ( e ) , ( x ( o - ( t ) ) c r ( l ) out 

les limites bien determinees. 
Supposons que Ow

(e)), (> w

( e ) ) sont deux domaines de la forme (о<в)). 
Soit (g) leur portion commune, (cn) la portion de (^ w

( e ) ) 5 qui n'appartient 
pas a (a m

( e ) ) et (cm) la. portion de (crje)), qui n'a,ppartient pas a Ow

(e)). On a 
evidemment 

"+• iP-COi Cm < МЮ C« ЖЮСт = 
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Or, suivant la convention: 

Щ<е))<е\ ^ < C } K ( e ) , Щд)д 

ont les memos limites. II suit de la, que f*(<^(e)) vn

{e) — P-(*m

(e)) ^m

(e] est 
infiniment petite, d'ou on conclut en premier lieu, que uc (c(G]) a(e) a une 
limite et, en second lieu, que cette limite est independante de la loi de 
variation de a(e). 

Nous designerons les limites de [л(<т(е)) a(e) et de par v(*} (1)1 
et v ( 4 ) (I) Z, ces limites dependant seulement de (I). 

II suit de la, ft (or), ft (p) 6tant les portions positive et negative de fj. (c)7 

que les quantites ft(a(e)) a ( e ) . . ft(a(t)) cr(1) possedent aussi les limites 
bien determinees; ces limites etant v x

( e ) (I) ?, . . . , v2

(t#) (/) Z, on a evidemment 

Ayant en vue les remarques faites ci-dessus, nous pouvons, pour 
simplifier les raisonnements, supposer que les valeurs de fx (a) ne sont pas 
negatives. 

Introduisons une fonction moyenne 9 (a) d'apres les conventions 
suivantes: supposons que: 

l)0(<r) = O, si (a) est un domaine, qui ne contient pas les points 
appartenant a (L) et formant un domaine (a une dimension). 

v ( e ) n\ i 

2) 6 ( o r ) = — s i tous les points interieurs de (cr) appartiennent 

a (S{0)) et si (I) est la portion de (L) appartenante a (a). 

3) 6 (cr) = v ( ^ ? ? si tous les points interieurs de (a) appartiennent 
a (cr0) et si (I) est la portion de (L) appartenante a (a). 

4) 6(a) est une fonction moyenne additive; il suit de la, que si le 
domaine (or) contient les points interieurs, qui appartiennent a (S°) et les 
points interieurs, qui appartiennent a (a0), on a 

*« ( . ) = v « ( l ) 

on a, par exemple, 

v « (I) I = limp-j (*<e>) a<e> = lim^- (Ж(<т<е>) a<«> —I- ( х ( ( 7 « ) a<e>) 

8 ( a ) 
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Envisageons maintenant la fonction 

» ( ( J ) = = ( X ( C ) — 6 f ( T ) . 

On a 

l i m » ( ^ ) o < e > = 0 1 (<? ( й ))->0 

l i m u ^ ' V ^ O , ( c # ) - > 0 . 

On s'assure sans peine, que les valeurs de d(o-) ne sont pas negatives. 
En effet, en partant d'un domaine donne (cr ( e ) ) ou ( a ( 4 ) ) on peut toujours le 
changer en le reduisant a zero de maniere, que chaque domaine suivant 
soit contenu dans le precedant; les valeurs de fx (a) etant positives, il suit 
de la que ^(<y(e)) <r ( e ), ainsi que \L(a{i)) CJc<) se diminuent en tendent vers 
leurs limites. La fonction <& (cr) etant additive et ayant ses valeurs positives 
est a variation bornee. 

Ainsi on voit que (6 ( 0 )) et (60) etant les domaines, qui out Ш introduits 
dans le § 5, 

satisfait aux conditions (17) et le theoreme du § 5 subsiste pour la 
fonction 

la partie droite de l'egalite etant l'integrale de Stieltjes, etendue sur la 
frontiere (L) de (<r0). 

lim a (6 ( 0 )) 6<0) = 0, lim b (0oj 0o = 0; 

Or on a 
fx (or) = d f or) - f - 6 (cr) 

et on s'assure sans peine, que 
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On a dans le cas considere 

et le tbeoreme du § 5 est applicable au premier terme de V. 
Remarquous encore qu'on a 

On a, en effet, 

р(д)£ = « (а )£ -+-6 (а ) аг , 0(o) = О 

p (a) a == Ь (5) а ~н 6 (a) 5, 0 (5) a = ((v(e) (X) н-

Bemarque. Nous avons suppose que la courbe (X) est rectifiable. Dans 
le cas contraile, on ne peut pas parler d'une fonction moyenne des arcs de 
la courbe. 

8. Supposons que les valeurs de \L (O) ne sont pas negatives. Prenons 
sur (8) un point (# ( 0 )) et l'entourons par une sphere, ayant le centre en (<c(0)) 
et le rayon egal It r; convenons de designer par [r] la portion de (cr) 
decoupee par cette sphere. 

Si la limite de la variable [л ([r]) [r] est differente de zero quand r tend 
vers zero, le point (&(0)) est dit le point singulier. 

Lemme. Les points singuliers, situes sur (S) sont en nombre fini ou 
forment un ensemble denombrable. 

Envisageons les points singuliers, pour lesquelles la limite de p. ( И ) И 
depasse un nombre a. Si le rayon r est plus petit qu'un nombre r0, [x([r]) [r] 

est plus grand que ~ • 

On peut done entourer ces points singuliers par les spheres, n'ayant 
pas des points communs et telles que pour chacune d'elles [*([r]) [r] est plus 

grand que- -

Si N est le nombre des dits points singuliers, on a 

s » * ( W ) M > ^ 
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et comme la fonction tx(cr) est a variation bornee, ne surpasse pas Д В 

etant la variation totale de fx(c-) sur (#). 

En prenant ронг a successivement les nombres 1, ~ * ~ > . . , , nous 

pouvons done enumerer pas a pas tous les points singuliers, situes sur (Sty-
Si (x{n)) est le point singulier portant le numero n et si 

mn = l i m f x ( [ r j ) [ r j , г я - » 0 , 

ou est le rayon de la sphere ayant le centre au point (# ( n )), la s6rie 

m3 m 2 ~ t - н т и н - • • • 

est convergente, car la somme de ses n premiers termes, qui sont tous 
positifs, ne surpasse pas la borne totale de [x (a). 

Nous dirons, que mn est la masse du point singulier (x{n)). 
Remarquons, que si Ton a pour chaque portion [r] l'inegalite 

il n'existe pas des points singuliers. En effet, nous avons vu dans le § 4, 
qu'on a 

[r] = ar2; 

il suit de la, que sous la supposition faite ci-dessus 

M([rJ) [r] est done infiniment petite avec r. 
Soit (# ( 0 )) un point singulier. Designons par m0 sa masse. 
Introduisons une nouvelle fonction moyenne fx(cr) suivant la regie: 

posons jx (cr) = p. (cr), si le point (x{0)) n'appartient pas a (cr) et, dans le 
cas contraire, en designant par (a r) la portion commune a (cr) et a [r] , 

p. (cr) = lim (x(cr — cr r), 

cette limite existant toujours, carjx(a — crr) (a — cr) augmente, quand t 
diminue, les valeurs de [x (cr) etant positives. 
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y _ Г ^ fa) йаг Г ft fa <Ц m_ 

r0

( 0 ) etant la distance entre le point fa et le point fa0)). 
9. TJieoreme. Soit (I) une portion de (L). Si les extremites de (I) ne 

sont pas les points singuliers, les limites des variables pfae)) cr ( e ), p . ( c r ( i ) ) a 0 ) , 

qui ont ete introduites dans le § 7, sont bien determinees. 
Demontrons le theoreme pour la variable pi(cr ( e ) )cr ( e ) . 

Soit (cr^„) le domaine qui varie suivant une loi determinee; designons 
par v ( e> (1)1 la limite de р.(о®п) ogn. 

L a fonction u. (cr) est additive. Si (cr) est decompose en deux portions (V 1 }) 
et (cr f 2 )), on a 

( ^ - Cr/1)) (crW - с:/> ) Hh- fX - G^ ) - Cr/>) = f* < d — ( * - V 

d'ou suit 
jl (cr1) a 1 4 - a (a ( 2>) cr (2 ) = u (cr) cr. 

Enfin, pour la fonction iifcrj le point (%{0)) n'est pas un point singulier. 
Si Ton pose 

on a 

car 

A ( W ) W = lim ц ([r] - [ r j ) ([r] - [г,]) = 

= * ( M ) M - l i m f i t W ) [ r j , г , — 0 . 

II suit de la, que 
lim £([>]) [r] = 0 , r - * 0 . 

Posons 

la fonction x(cr) etant A d d i t i v e et ayaut toutes ses valeurs non negatives. 
Comme on a 

x(a) = 0, 

quand (cr) ne contient pas le point 6r ( 0 )), et x(cr)cr = w = lim [*([*'] )[r] 
dans le cas contraire, on trouve sans peine 
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Soit {<?n

i e )) le domaine qui varie suivant une autre loi. 
Si n0 est assez grand, on a 

M ° ? » K « . - v W ( W < f - Pour п ,> Я в . 

Entourons les extremites de (I) par les4 spheres a rayon rn ayant ces 
extremites pour ceutres et choisissons r de maniere qu'on ait pour chacune 
d'elles 

p(M) м < 7 • 

Si n est assez grand, les portions de { ^ n

( e ) ) , qui n'apjpartiennent 
pas a (cr£}

Wl) sont dans 1'interieur des portions de (&) decoupees par les 
spheres mentionnees. Comme (x(o-)cr, calculee pour le domaine (a) contenu 
4ans fai?,,,) est plus petite que il suit de la, que 

Or, si ns est assez grand, tous les points de ( a^J , exccpte les points 
appartenants a deux spheres mentionnees, appartiennent a ( ^ / e ) ) - О ц a done 

-f<f*ft°) ^ - И ^ Х , -
I I suit de la, que 

^ ) ( ^ - | - < p . ( a ^ ) < > ; - | - < 

c'est-a-dire que 

lim p ( 0 » , , w 

ce qu'il etait a demontrer. 
Comme corollaire nous obtenons: s'il n'y a pas sur (X) des points 

singuliers, les raisonnements du § 7 sont applicables a (cr 0). 
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Dans ce cas la fonction moyenne 

des arcs de la courbe (L) est continue. 
Supposons que (Zx) est une portion de (Z), qui est contenue toute entiere 

dans l'interieur de (Z) et que (ZJ—>(Z). Supposons, que 

— limv(Z1)?1 = X ; > 0 . 

Pour un choix convenable de (Z x

( 0 ) ) on a 

v (Q?-v (Z l )2 l >A, 

si (Zj) est plus pres de (I) que (Z^) . 
Construisons deux spheres, ayant les extremites de (Z) pour centres et 

passant par les extremites de (ZJ. Si r et гг sont les rayons de ces spheres, 

i*(M)['W(r'J)M 
tend vers zero, quand (Zx) tend vers (Z) et pour un choix convenable de (Zx) 
on a 

( * ( M ) [ r ] 4 - f * ( [ r J ) [ r 1 ] < i . 

Soit (a) un domaine contenant (Z) dans son interieur, les extremites 
de (Z) etant sur la frontiere de (cr), et designons par (<rr) et (cr r i) les portions, 
de (cr) contenues dans les spheres mentionnees. Nous avons 

lim fx (cr) cr = v (Z) Z, Urn fx (cr — crr — cr,.) (a — err — c r j = v (Zx) Z,. 

On a, pour un choix convenable de (cr): 

0 < ; Х ( С Г ) С 7 — V (Z )Z<A, 

о < fx (* - cr—<g ( a — c r r — e g — v (zj za < I 
d'ou suit 
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et 

ce qui est contre l'hypothese. 
En appliquant les considerations ci-dessus aux parties positive fxx (cr) et 

negative (x2(cr) de la fonction moyenne fx(cr), on trouve sans peine 

ou mk est egale a la difference des masses du point singulier pour les 
fonctions ^ (cr) et [л2 (cr) — & la masse du point (x{Jc)) pour la fonction (л (о-), — 
et d(cr) est egale a la difference des fonctions d1(<r), $t <&2 (cr), qu'on obtient 
a l'aide des fonctions ^ (cr) et fl2 (a) apres la transformation du § 7; v (I) I est 
egale a la difference entre jl (<J) et d(cr). Au premier terme de la somme (30') 
est applicable le tbeoreme du § 5; la fonction moyenne v (I) des arcs sur (L) 
est continue (on suppose que la courbe (L) est rectifiable). 

Bemarque. II est possible que la fonction fx(o) n'est pas continue dans 
le voisinage de (cr0), tandis que le dernier terme dans (30') est absent, les 
valeurs de v(T) etant egales a zero. 

Pour donner un exemple, posons que la fonction ^ (cr) est continue et 
formons une fonction moyenne к (cr) d'apres les regies suivantes. 

Supposons, que la courbe (L), qui limite (cr0)3 est rectifiable. 
l)&(er) = o, si (cr) n'a pas des points communs avec (L) ou si les 

points communs a (L) et a (cr) ne forment pas un domaine (k une dimension). 

2) &(cr) = ~ , si tous les points interieurs de (cr) appartiennent к (<r0) 

et si les points communs a (L) et к (cr) forment le domaine (I) a mesure L 

3) к (cr) = — L, si tous les points interieurs de (cr) appartiennent к S(°) 
G 

et si les points communs a (L) et a (cr) forment le domaine (I) a mesure L 
4) la fonction к (cr) est additive. 
La fonction к (a) est a variation bornee, sa variation totale etant egale 

a 2L. La fonction ;x(a) = (i,1(cr)-i-fc(cr) n'est pas continue, car on a 

Щ°о) °*o — ¥0o) S = k Oo) *o — * Oo) ̂  = L '> 
ТрФМИ, 1 1 6 
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la correspondante fonction v (7), qui est attachee au domaine O 0), est 
cependant egale a zero. 

On s'assure sans peine, que les integrales 

sont distinctes seulement dans le cas, quand la frontiere de (S) a un domaine 
commun avec (X) ; ces integrates, etendues sur ( 5 ) , sont a cause de cela 
egales et en evaluant, par exemple, F, on peut remplacer la fonction ^ (cr) 
par la fonction ^ (cr). 

10. En retournant aux notations du § 5, supposons que la portion de 
la surface (8) qui у est introduite, repond aux conditions de Liapounoff. 

On s'assure aisement que dans ce cas l'integrale 

tend, comme fonction de (^) , uniformement vers zero, si le point (xx) est 
situe sur ( i ) . 

En effet, entourons le point (xx) par une sphere du rayon v\ assez petit 
pour que cette sphere soit dans l'interieur de la sphere de Liapounoff attachee 
au point (&J. 

Si [yj] est la portion de (8) decouple par cette sphere, on trouve, en 
repetant les raisonnements maintes fois employes, que 

Dans la portion de (§) en dehors de [yj on a r 1 0 > YJ ; il suit de la, que 

(23) 

On a done 
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Si Ton pose 
i 

on trouve que, (8) etant assez petite, l'integrale (23) est plus petite qu'un 
nombre e donne d'avance. 

Supposons maintenant que la surface ( 8 ) est tangente a (8) dans les 
points appartenants a (L). Distinguons deux cas: le cas (a), dans lequel ( 8 ) 
est le prolongement de (cr0) et le cas (6), dans lequel ( 8 ) est le proiongement 

II est facile de construire des pareilles surfaces ( 8 ) en tracant les 
droites, paralleles a une direction donnee, et en prenant sur ces droites 
a partir de (8) les segments proportionnels aux puissances de la distance de 
la droite de (L); le lieu geometrique des extremites de ces segments possede 
-dans le voisinage de (L) les proprietes attributes a ( 8 ) . 

Prenons maintenant le potentiel 

(L) etant la frontiere d'une portion ('cr0) de (5), et etudions la difference 

de (S ( 0 )). 

Comme l'integrale 

est infiniment petite, avec ( 8 ) , si ( 8 ) est assez petite, l'integrale 

16* 
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r i o 

dans le cas (a) et cette integrate est egale a zero dans le cas (6). II suit de 
la que la difference (31) differe aussi peu qu'on le veut de 2TZV(L)L dans 
le cas (a) et de zero dans le cas (b), si certainement, la portion (ar) est dans 
Finterieur de (D(i)); dans le cas contraire cette difference a pour limite 
— 2%v(L)L et zero respectivement. 

On obtient de meme que pour le potentiel 

l 
w = — 

r. 
10 

la difference 

rcos(r1 0jy0) c k _ rcos^piVo) f k 

'10 

( О Ы) 

a pour limite ± 2тг dans le cas (a) et zero dans le cas (b). 
En recueillant tout ce qui a ete dit on peut obtenir, en utilisant la 

formule (30')? que dans le cas (b) 

d « (V) cr0 = 2TC fx (cr0) a 0 , C7 0

W (F ) aQ = — 27rjx (a0) aQ 

et dans le cas (a) 

* » ( 7 ) о-0 = 2тг^(<g a 0 , a »(F) crQ = — 2 тс [A (aQ) crQ, 

ce qui montre que la limite de a}(V) depend effectivement de la mode de la 
variation de (a'), si les conditions (17) ne sont pas satisfaites. 

11 . Si la condition (15) n'est pas satisfaite, le potentiel 

ai) r=Uw& 
J 1Л 

peut devenir infini dans les points sur (#). 

dans laquelle (S) est la surface fermee, composed par reunion des portions (a'), 
(txj, (3), differe de (31) par un nombre de la forme a £, E etant choisi 
arbitrairement. Or on a 
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Supposons, par exemple, qu'une portion de (8) est plane et que sur 
cette portion 

1 Г da 

p etant la distance entre le point fa et nn point fixe fa). L'integrale (11) 
cesse d'etre convergente, quand le point (x) se confond avec le point fa). 
En effet, l'integrale (11) prise sur le domaine (cr0) entre deux cercles 
concentriques, ayant leurs centres en (x2) est egale a 

1 
1_ 1_ 
2 Ы Ы Г Pi P 2 Pi ?2 

Supposons que (cr0) est contenu dans l'interieur d'une sphere de 
Liapounoff, attachee a un de ces points fa). En tracant par les points de (er0) 
les droites, paralieles a la normale N0 a (S) en (#0), construisons sur les 
droites les segments de longueur 8 h partir des points de (<r0). Le lieu 
geometrique des extremites de ces segments est une portion de surface (<r')3 

identique a (a0) et placee, suivant le cas, dans l'interieur de (D ( t )) ou dans 
l'interieur de (D(e)). 

Envisageons la moyenne de Fsur (cr1): 

Vfa) = I J Vda1 =j (JL fa) mfa хг) d*„ 

ayant pose 

( 3 2 ) Lj±.(icr = m(GJx1). 

On s'assure aisement que la moyenne Vfa) tend vers la limite, qui 
est egale a 

F W =j Iм ( a i ) m К > xx) d(Jr 
(Si) 

En effet, si 8 tend vers zero, la moyenne mfarx^) tend uniformement 
sur fa) vers la limite egale a 

<32') *h.^=4fr-
a o J r i o 

(<*o) 
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£/£<л|**»1-
(<r0-8) 

On a done, si 8 est assez petit 

pour chaque position du point (xj et 

j J fa) ** К> хд dax —J f* m (*'» xi) d(Ji < *M (Si) Si • 
(ft) (ft) 

La fonction V(a) est une fonction absolument continue de (a). Pour 
s'en assurer, il suffit de remarquer que la fonction m(a,x^ qui est pour 
chaque position du point (x^ une fonction absolument continue de (a), comme 
la moyenne d'une fonction integrable, Test uniformement sur (S^. En 
construisant une sphere ayant le point (хг) pour centre et un rayon 8 
suffisamment petit, nous avons 

я 
en designant par (8) la portion de (5) decoupee par cette sphere; la valeur 
de 8 est independante de la position de (asj. Etant donne un domaine (a), 
nous avons, si (c8) est la portion de (S) commune a (8) et a (<r), 

J ru—J r10"*"J r1Q < 2 § < 2 J 
(ff) (cr8) (<r—<r&) 

(a — <x?>) ̂  £ G 

) (со) <yo) 

Done, si 

Pour le demontrer, construisons un cylindre droit, ayant les generatrices 
paralleles a NQ et pour base le cercle avec le centre au point (%J et le 
rayon egale h 28. Les integrales (32) prises sur les portions de (cr0) et de (ar) 

dans Pinterieur de ce cylindre sont moindres que-i 2тс. 28. La difference des 

integrales, prises sur les portions restantes de (cr0) et de (a*) est moindre que 

2b Г 
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on a 

II suit de cela, que 

j F(d)a| < t j " Л а д Аг а = е В Д ^ 

(4) 
si 

12. Etant donne le potentiel de simple couche 

У_ r p (gl) ^ 

( f t ) 

nous donnerons aux fonctions moyennes 

J ( O 4 * 0 , 1 ) 2 ^ H- Ы f f* u 1 ) — 2тс fx (a 0), 

( f t ) ( f t ) 

qui sont evidemment additives et a variation bornee, le nom des flux 
relatifs par la portion (<r0) vers l'exterieur, respectivement vers Finterieur 
de (S), en les designant respectivement par cQ

{i) (V) et a0

(e) (F). 
Si la fonction JJL(CT ) est continue dans le voisinage de la frontiere de (<J0), 

le flux relatif ne differe pas de flux, determine dans le § 5. 
On demontre aisement que (V) etant lê flux relatif vers l'exterieur 

de (£), on a 
(S) 

En effet, on obtient en utilisant le theoreme du § 7 (2 ) : 

j(V) da = j ( JV (ffj к (a , 1) da 2 ) dcx - H 2it JV (a) da = 

<*) (ft (ft) (ft) 

=JV(ex 1) ( J & O , 1 ) ^ ) A^H^TC JV(a ) = 0, 
(ft) M (ft) 



248 N. GUNTHEE. SUE LES INTEGEALES DE STIELTJES 

car 

iS) 

On a done 

; 1 ( . , 1 ) Л _ | ( 1 / « й ^ л ) * _ 
s) (S) (») 

; f cos (г„Др — Г cos (r01N0) d a = = _ 2 ^ 
J r* J r 1 0

s 

S<«>(7) = 0 . 

Theoreme. Si F est un potentiel de simple couche, on a 

(33) 
si (ж) est dans (D (<)) 

to) 

(Si) № ) 

si (ж) est dans (D(e)). 

Pour demontrer le theoreme nous etablirons le lemme. 
Lemme. Si le point est sur on a 

J _ = _ J L Г 1 cos(rw^i) j T _ 1 f C O S ^ Q ^ ) 

to) to) 

quand le point (a;) est dans (D (4 )); 

L = L Г 1 ^(^a-^i)^ _ J L rc°s(yio-^i) <Ц r » 2 7 J r 1 0 r e » x 2 J Г ] о 2 Г я » 
( f t ) ( f t ) 

quand le point (л) est dans (D (e )). 

Supposons que le point (%) est dans (_D(*}). Dans ce cas la fonction du 
point (ag 

г з о 

(34) 
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est une fonction harmonique dans (D(e)). On a done 

— = — L P 1 C0S(ri*Ni) d a f C Q S f r i o ^ i ) dG1 

' f t ) ( f t ) 

si le point (xs) est dans (D ( e )), 

Q ] _ Г J_ cos (r1 3 J^) ^ _1_ Г cos (r 1 0 ffi) йог 

( f t ) ( f t ) 

si le point (#3) est dans (D ( i )). 
Supposons, que le point (xj est sur (8 , ) . Construisons une sphere du 

rayon S, ayant le point (a?a) pour centre et designons par (c0) la portion 
decouple de (SJ par cette sphere. Soient (ах) et (or2) les portions de la 
sphere, decoupees de la sphere par (tfj, en designant par (<т2) celle qui est 
dans Finterieur de (D{i)). Le point (#2) est dans Finterieur du domaine? 

limite par (Sx—a0) et (crj et dans Pexterieur du domaine, limite 
par (8X—o*0) et (cr2). On a done 

JL = _ _ L f 1 cos(*i2-yi> d f f ^ 1 P c o s ( r cos (rlQ Nx) dax 

( f t - *o ) 

l_ Г 1 c o s ( r 1 2 ^ ) ^ _ J _ Г 

'21 

fa) 

0 = _ 1 П c o ^ 1 Г cos (rwNj) da} 

№-*<>) ft-<re) 
'10 ' 2 1 

L r 1 C o s ( r ^ ) 1 Г 
Г10 Г21 

(01) ( f f l ) 

cos (r 1 0jy 2) ^ 

'10 

si on suppose que la normale a la sphere est dirigee vers l'exterieur. II suit 

de la que — differe de 

,ок\ 1 f 1 c n s (r^NJ A„ 1 Г сов (Гц .Уд) <Ц 
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par 

(tf 2) fa) 

4 ^ \J f£ r f t J r 1 0 * г и I 
fa) fa) 

Or on demontre aisement que la somme (350 e s t infiniment petite 

avec 8. En effet, C 0 S ^ N i ) g t a n t ьогп<$е s u r j a sphere, chacune des deux 
rio 

derniere integrales est infiniment petite. Puis, la difference —etant 

infiniment petite avec o, la premiere difference differe par une infiniment 
petite de 

(35») ^ { Г « - ^ л , _ Г ! » Ь | 3 ) ^ 
r20 (J Г21 J r21 

fa) fa) 

Formons le сбпе (2to), ayant pour Faxe la normale au point (#2) et 
pour Fangle (2со), ой (to) est le nombre mentionne dans le § 1. Remarquons, 
que les portions des integrales, prises suivant les portions de ( a^ ) et ( a - 8 ) , 

placees dans Finterieur du cone, se detruisent dans (35 , /). П suit de lu, que 
les parentheses dans (35") sont en valeur absolue plus petites, que l'integrale 

J 7 21 

prise sur la zone de la sphere, placee en dehors du cone. En introduisant 
les coordonnees polaires, nous voyons, que cette integrate est egale к 

j j cos 6 db <&p = 4TC cos со. 

Comme on peut poser 

on voit que la limite de cos со est zero pour S—>0. 
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L = j JV W £ - i J"^ ( JV W * ( « „ 2) * i ) + 
(Si) (S x) (Si) 

(Si) 1 0 (S2) 

On obtient facilement, en appliquant les theoremes des §§ 9 (2) et 11 (2) 

(Sx) 1 0 (Sa) (S2) (5',) 

- j v w a ^ t ) w « ( p ^ * o ^ 
(Sa) (Si) (Sa) (Stf 

(SJ 1 0 (S2) 

'21 '10 
(Sa) (So) 

En passant dans (35) vers la limite en faisant 8—*0, on letrouve la 
premiere des formules (34). On demontre la seconde formule (34) de la 
meme maniere. 

Passons maintenant a la demonstration du theoreme. 
En substituant dans 

№) 1 0 («О 1 0 

a la place de < 7 Х

( , ) ( 7 ) et F(cr,) leurs valeurs: 

(S2) 

(S 2) 

nous obtenons 
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-^iJ^Wj^ r10* ^ 2*J ria Ц 2 

m to) (Si) 
— 1 V-i-— Г И" &<*а _ ТГ 
~~ 2 2 J r 2 0 

(Sk) 

On demontre de la meme maniere la seconde formule (32). 
Bemarque. On demontre de la mgme maniere que 

si (x) est dans (D (e )); 

(Si) №) 

si (ж) est dans (D(t<)). 
13. Supposons, que Г est une fonction harmonique definie dans (& ( i y ) r 

respectivement dans (D ( e )). Si V est un potentiel de simple couche 

(*) 1 0 

(и) 
on a 

(36) 
(«) 

do—0, 

ou il faut mettre partout findice (г) si la fonction Г est definie dans (D ( , ,)-et 
Pindice (e) dans le cas contraire. 

En substituant dans (36) a la place de V(a) et o-(P) leurs valeurs: 

7 ( а ) = Г , л ( а > ( а , Ж 1 ) < Ц m ^ ) = 1 f ^ , 

(°l) (or) 

»(F)=j'^((r J)i( f f > a ! l)Ar ] l±2W F L(a) l fcfrag^I fC0S У° } 

II suit de la qu'on a suivant le lemme 
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nous obtenons 

(S) (S) (fli) 

—J Г ( J (A (o-j) fc (a, asj da^j da = p 2ir J (А (<т) Г <r. 

(S) (Si) (S) 

Les fonctions Г, ̂  etant continues sur (8), le theoreme du § У (2) est 

applicable et nous avons: 

to) (0) (S) 

to) (S) 

Le point (ж^ etant situe sur (8^, on a cependant 

4 1 7 2тг J \<Zn r 1 0 r 3 0

2 / 

d'ou suit que Pidentite ( 3 6 ) a lieu effectivement. 
14. Envisageons maintenant la fonction 

( 3 7 ) W - f p M 2 5 ^ * * 

dans laquelle jx (a) est une fonction moyenne additive et h variation bornee 
et N± la normale a (SJ au point (x^ d'integration. 

On peut donner a elle le nom d'un potentiel de double couche en integra­
les de Stieltjes; la fonction ( 3 7 ) est evidemment harmonique dans Pinterieur 
de (D{i)) et dans Pinterieur de (D ( e ) ) . 

En prenant sur (SJ une portion de surface (<J0), en la choisissant suffisam-
ment petite, construisons dans Pint6rieur de (D ( t ))> respectivement dans 
l'interieur de (D ( e ) ) , suivant la regie donnee dans le § 1 1 une portion de 
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r 10 
est bornee, nous avons 

W<?) = 7 j(j ft W C ^ # - } AT,) AT = j (Л (a,) J ( a , ^ ) AT, 

(«0 (Si) 1 0 to) 
ayant pose 

(l) 

Si la distance о entre les portions (a 0) et (<r') tend vers zero, la 
moyenne W(a') peut avoir une limite; nous designerons cette limite 
par W(i)(c0), si (oO est dans l'interieur de (D (<)), et par T F ( E ) (<r 0), si (a') est 
dans (£«)• 

Theoreme. Soit donne un potentiel de double couche 

(38) ТГ=ГЕ(<О " ^ ^ i f o , 
( S i ) 

dans lequel la densite moyenne p. (a) est une fonction additive et a variation 
bornee. 

Soit donne une portion (er0) de (8). Si Ton a 

(17) М(а0) = Щс0), Ж(а0) = Ж(а0), 

la moyenne de W a une limite determinee, quand (a1) tend vers (o0) et on a 

W"1 W = J * ( « Т д ) « К , 1 ) * i н - 2 u (л ( a 0 ) , 

(39) to) 

^ 4 W = { l * W ' ( ' „ 1 ) ^ 1 - 2 т т 1 а ( а 0 ) 
(Si) 

surface (a) qui est ideiitique a (<r0) et envisageons la moyenne de IF sur 
cette surface 

W(a) = y fW(x)da. 

V ) 

Comme dans les points sur (У) la fonction 

cos (гы^) 
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OU 

(40) « ( M ) = i - f c - ^ ^ 

Ici M((T) designe la borne moyenne de la fonction fx ( a ) . Les 
conditions (17) sont satisfaites, si la fonction fx(cr) est continue dans un 
domaine, pour lequel les points sur la frontiere de (cr 0) sont les points 
interieurs; cela a lieu, si la fonction fx (cr) est continue sur (S); si la condition 

(15) M{a0)r^<B 

•du § 6 est satisfaite, cela a lieu pour chaque domaine (a 0) limite par une 
courbe rectifiable. 

La fonction moyenne (40) est continue comme la f6nction du point (хг) 
sur (fij); c'est la valeur sur (8) de la derivee normale du potentiel de simple 
oouche 

(S) 

•dans lequel la densite fx est egale a — sur ( a ) et a zero en dehors de (or). 

On s'assure sans peine que la borne moyenne de I fa 1) est egale a 

1 f lcosfoo .y j l , 

Pour le demontrer il suffit de reproduire les raisonnements du § 4 (1). 
On peut entourer le point (a^) avec une portion de surface (8) decoupee par 
tine sphere, dont le rayon est assez petit pour qu'on ait 

I f c o s ( r N l ) ' rlcoaCr iVDl d . 
\J r i o 2 I J rJ 3 

( 5 ) 

Etant donnee une portion de surface (cr), decomposons ( a — a o ) , fa) 
designant la portion commune a (cr) et a (8), en portions (cr2), . . . (o-J. 
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Comme on a 

j i ( f f S) I fa) + j i fa) I ^ + . . . + 11 fa) I cn = 

les points (#2), . . . (#J etant situes- dans(>2), . . . fa) et, comme w etant 
assez grand, la somme a droite differe de 

3 J ?*io 
(<7-<r8) 

moins que - | > on voit que, £ etant arbitraire, 

f | co s ( r 1 0 Ж ) | , ^ T , 1 4 1—Kll lJ[da<Lfal)G-+-E< 

si on designe par Lfal) la yariation moyenne de Z(cr, 1). 
Or les fonctions 

10 A 10 

ont toutes leurs valeurs positives; il suit de la que 

d'ou suit Fegalite 

i ( f f ^ ) e i r J £ 2 ! % a i l d f f . 

En reproduisant de meme les raisonnements du § 5, on demontre 
aisement que la borne totale de lfal) est continue, d'ou suit que la 
fonction moyenne I fa 1) repond aux conditions du § 9 (2), c'est-i-dire к la 
condition (A) du § 1 (3). 



StTB QUELQUES POINTS L E L A THEORIE L U POTENTIEL 257 

Passons maintenant a la demonstration du theoreme. Ayant pose 

if \ 1 fcos(r., 
" o J Ml 

1 C^(rwN0) d a 

1 Г cos 2^,) — cos(r10JV0) 
V a — — ^^K-^-'-sOv^) 

(«0 

1 Гсоз(г 1 0Ж) — c o s ( r 1 0 JT0) , / / \ / > \ 
- - 1 0

 2 — u s — 4 rf«f =1» О •+• ( C T . ̂ ) 
° J 'in 10 

nous avons 

( 4 1 ) Wfa) - W (a) = j p. fa) {p fa, хг) -pfa, xx)} da, - н 

№) 

La premiere integrate est 6tudiee par nous dans le § 5. Nous у avons 
demontre, que 

lim j [X ( a j j p fa, tfx) dff, = (V fo)p (<J0, ^ ) ± 2тг fx fa\ 

(4 ) №) 

si les conditions (17) sont satisfaites. 
II reste к etudier la seconde integrate; nous demontrerons que 

l i m a (̂^ = 2 ^ , ^ ) , 

si 

ot que la variable q (a', xj tend vers sa limite uniformement sur (8г). 
Designons pour la commodite les points sur (o') par fa\ par r 1 2 leurs 

distances du point fa). Remarquons que les normales к fa) et к fa) dans 
ТрФМИ, i 1 7 
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(42) j rcosfrMffi) —сов(гм.У0) d a _ C со8(г ] Л .У д )--сов(г 1 0 2д d < y < • 
\J r\a J rio 

I rcosjr^N,) — cos ( г и Д , ) , _ ^ r c o s ( r 1 0 J T a ) — c o s ( r 1 0 j y o ) d g 

(28) (28) 

, [ f t COS fru -Уд) — COS feu -Ур) C 0 S OlO - ^ l ) — C 0 S fao I fa 
\J I r i s S r10 I 

( T O - 2 8 ) 

en designant par (28) la portion commune a (a0) et a la portion de (5) decoupee 
par une sphere do rayon 28, ayant son centre au point (a )̂. 

Comme on a 

|cos(r1 0Щ — cos(rM tf0)| < JErM\ 

!cos(r a i^)-cos(r 2 1 iV0)| < (NXNQ) <Brlu\ 

la seconde integrate dans (42) est plus petite que le produit de t par 

(28) 

P etant la projection de r u sur le plan tangent a (8) en (a^; la premiere 
integrate dans (42) est respectivement plus petite que 

T ' 
(25) Г » 
J < ' J '"ю ^ < к, ; - < «8X; 

(28) 

car si la plus courte distance du point (xa) de ( 5 ) est egale a 8 
l'megalite" (1') du § 1 1 

, on a, vu 

les points (%) et (xa), qui sont places sur une meme parallele a N0, ont une 
meme direction N0 et que (в) ne differe pas par sa forme de (<?0). Nous avons 
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-ь ( c o s ( r 1 0 ^ ) - COS (r„ N0) <r*-'^M-*-rrru4rrJ), 

Le premier terme dans (43) est egal a 

SCcostSJ^) —cos (bN0)) 
r 8 

et est en valeur absolue plus petit que 

oar sur ( c r — S ) : 
R 3-Х 

rio rio ^ rio rio % 

r 1 0 etant plus grand que 28. 
L'integrale correspondante est plus petite que 

d 

f 

Le second terme dans (43) est en valeur absolue plus petit que 

8bE4тс Г А я ^ ) 1 J _ J < c 8 > 

~ 3 <C ^ 

et Tintegrale correspondante est de nouveau de la forme C 8 \ 

ъг et a etant les angles du triangle, dont les cotes sont egaux а 8г et 
et ш est Tangle qui est mentionne dans le § 1. 

En passant a la troisieme integrate nous avons: 

, , cos (r 1 2 — cos (r12 N0) cos (r10 Жг) — cos (r10 ДГ0) _ 

_ rls cos (г ц Nx) — r12 cos ( r I 2 JV0) r10 cos (r 1 0 Щ — r1 0 cos (r10 ДГ0) _ 
л- 3 л» 3 
'12 '10 

_ (rM cos (rM -ZVO — r 1 0 cos (rM i fy) — (rM cos (rM JV,,) — rM соз ( r 1 0 _ 
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CHAPITRE 6 

Le probleme de Neumann 

1. Soit donne un domaiae (D ( t ) ) 5 limite par la frontiere (S), qui repond 
aux conditions enumerees dans le § 1 (5). En designant par (cr) les portions 
de la surface (#), supposons donnee une fonction moyenne «(o) , qui est 
auditive et a variation bornee. 

Designons, suivant les notations du § 5 (5) par d (V) le flux d'une 
fonction V par une portion d'une surface (a'), qui est placee dans Finterieur 
d'un des domaines (D ( t ))j (-D(e))> c'est-a-dire posons 

et proposons-nous de resoudre le probleme (A): trouver une fonction V, 
harmonique dans l'interieur de (D ( < )) ou dans Finterieur de (D(e))> telle 
qu'on ait pour chaque portion (cr) de la surface (8): 

2) ff№(7)==w(o), respectivement, c r w ( F ) = w(<r), 

ou Q{i)[V), respectivement, a ( e ) (F) , sont les limites de la quantity (1), vers 
lesquelles elle tend, quand (cr') tend vers (cr), etant dans l'interieur de (I){i)\ 
respectivement, dans Finterieur de (D ( e ) ) . 

II suit de la, que si 8 est assez petit, on a 

(Si) 

Ainsi on a sous les conditions (17) 

lim Ж(сг') = W(vQ) ±2u(j .(<j 0 ) 

en posant pour la brievete 



LE PROBLEME DE NEUMANN 261 

En parlant des domaines (D ( t ) ) et (D ( e ) ) nous supposons toujours 
que (D ( e ) ) contient le point a Pinfini et nous distinguons, comme il a ete expose 
dans le § 1 (5), les trois cas suiyants: 

a) Le cas ordinaire, quand (S) est une surface fermee. 
P) Le cas (J), quand (S) est composee des surfaces fermees separees 

dont la premiere forme la frontiere exterieure de (D(i)) et les autres, etant 
placees dans Pinterieur du domaine, limite par (S ( 0 )), forment les frontieres 
interieures. Le domaine (D ( e ) ) n'est pas connexe. 

y) Le cas (.E), quand plusieurs surfaces fermees (# ( X ) ), . . . (8(m)) deli-
mitent un domaine connexe le domaine (J)(i)) n'est pas connexe. 

2 . En abordant le probleme (A) nous supposerons que la fonction и fa 
est continue. 

Rappelons nous que la condition du theoreme de § 5 (5) 

ou Ufa est la variation moyenne de и fa, est satisfaite pour chaque do­
maine (cr0) si la fonction и (cr) est continue. 

Ayant fait cette restriction, substituons au probleme (A) le probleme (B) 
suivant: trouyer un potentiel de simple couche 

satisfaisant a la condition 

^)(V) = ufa 

dans le cas du probleme interieur et a la condition 

a^(V) = ufa 
dans le cas du probleme exterieur; nous designons par r10 la distance entre 
le point fa et un point (x^) sur (5), ayant la direction vers le point (xj. 

Le potentiel V etant une fonction harmonique dans l'interieur de 
(D ( t ) ) , ainsi que dans Pinterieur de (D{6)), le probleme (B) n'est qu'un 
cas particulier du probleme (A); si le probleme (A) a une solution unique 

(3) Ufa)=Ufa), Ufa) = Ufa), 

<4) 
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et si le probleme (B) a toujours une solution, les problemes (A) et (B) 
sont equivalents. 

En se rappelant la remarque du § 12 (5) nous voyons que dans le cas 
ordinaire le probleme (B) interieur est possible seulement? si Ton a 

u(S) = 0, 

car V etant le potentiel de simple couche on doit avoir 

S^(V) = 0. 

Par la meme raison le probleme ( B ) interieur dans le cas (JE) est possible 
seulement si Ton a 

u(S(l)) = 0, 1 = 1,2,...*, 

dans le cas ( I ) on peut poser le probleme exterieur (B) seulement si Ton a 

u(S(l))^=0, 1 = 1,2,...*, (гфо). 
Rappelons que nous designons par (S^, (oj) la surface (S) et ses por­

tions ( a ) , si (S) est traitee comme le lieu geometrique des points (#3). Nous 
designerons la surface (#) et ses portions par (S^), ( c r ) , si elles sont trai-
tees comme le lieu geometrique des points (x^. 

Suivant le theoreme du § 5 (5), si pour un certain domaine ( a 0 ) on a 

(3') Ж(<х0) = Ж> 0 ) , МЫ=Ща& 

M(a) etant la variation moyenne de fx (a), les limites <r0

(f) (7 ) , ff0

(e)(F) 

existent et on a 

($) 
(5) , r 

to) 
ou 

( f f) 

2V0 £tant la normale au point (x) situe sur (a). 
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La fonction (6) est continue comme une fouction du point (x^ situe sur (8). 
Comme consequence des egalites (5) nous avons 

№ 

Les egalites (5) et (7) montrent que pour resoudre le probleme (B) 
on peut suivre la marche ordinairement adaptee pour la resolution du 
probleme de Neumann. Substituons a la place du probleme (B) le probleme 
plus general de la resolution de I'equation 

(8) a«>(F) — ( F ) = — 21 cr(V) -+- 2«(or), 

dans laquelle 

(9) c(V)=^fa)kfal)d*1. 
(Si) 

Si Fest la solution de I'equation (8), la valeur de 7 pour \ = 1, resout 
le probleme interieur et la valeur de 7 pour 5 = — 1, le probleme exterieur, 
en supposant, certainement, que la fonction 7 a un sens pour \ = 1, 
respectivement pour — 1. 

En effet pour \= 1 nous avons: 
<jb (V) — cr ( e ) (7) — — 2 a ( F ) - 4 - 2M(cr) = — cr«> ( 7 ) — cr ( e ) (7) 2w (a), 

аР>(У) = ч(а); 
pour 5 = — 1 nous avons: 

<p)(V) — cr ( 6 ) (7) = 2cx(F) —i— 2г*(cr) = с * ( 7 ) -ь- ( F ) -*-2и(cr), 

o ^ ( F ) = — Й ( < Т ) ! 

En substituant dans (8) a la place de cr(7) sa valeur (9) et en utilisant 
la seconde des egalites (7), nous obtenons I'equation integrate 

2тс fx (cr) = — £ j j * (о 2 ) & (cr, 1) d(T± - ь w (a) 

qui definit la fonction [л (cr). 
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La forme de I'equation obtenue montre qu'il est plus commode de 

designer la densite inconnue du potentiel de simple couche par — p.(o) en 

ecrivant 

a la place de (4), ce qui conduit a I'equation 

(10) = — ^ J ^ f a k ^ l j d G ^ u ^ l 

Bemarque. En s'occupant du probleme (B) on peut le generaliser 
considerablement en laissant a c6te la supposition que la fonction 
moyenne и (a) est continue. 

En effet, ayant pos6 le probleme: trouver un potentiel (4) de simple 
couche pour lequel le flux relatif vers Pexterieur, respectivement vers 
l'interieur de (S), est egal a w(a), nous parvenons h la meme equation (8), 
car les formules (5) donnent les expressions des flux relatifs; quand 
a I'equation (8), c'est le point de depart pour tous les raisonnements de ce 
chapitre. 

Nous avons remarque dans le § 5 (5) que le noyau 

de I'equation (10) repond a la condition (A) du § 1 (3). La fonction й(<г, 1) 
est, effectivement, continue comme fonction du point (яг) sur (S) pour chaque 
choix du domaine (a) et sa borne totale 

'10 
(<S) 

est bornee comme fonction de (xj. Le noyau h(a, 1) n'est pas, cependant, 
fini. 

On obtient une solution formelle de I'equation ( 1 0 ) en posant 

(П.) {ФЭ — в О О ^ Р а С о ) О » ) - " 

(12) u , (a) = - i - f * ( a a ) ^ _ i ( a i ) t f a i ) N ( a ) = u ( G ) . 
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nous avons demontre, en effet, dans le § 9 (2), que la fonction (/^(a) donnee 
par la formule (12), est к variation bornee, si la fonction fJ^O 1) est a 
variation bornee, d'ou suit que la formation de la serie (11) est possible. 

La serie (11) conduit a la solution de I'equation (8): 

( 1 3 ) F ( 0 ) = 7 , ( 0 ) ^ 5 F S ( 0 ) H - . - . , 

ou 

(Si) W 

Nous designons ici, comme partout, par /'(0), f ( l ) , . . . les fonctions 
des points (#), (a j , . . . 

Comme on a 

(SI) 

on peut ficrire 

ce qui permet de calculer les fonctions Vv F 2 , . . . pas к pas sans avoir 
recours aux fonctions fxx(tr), (АЯ(<Х), . . • 

La formule (13) donne une solution effective, si le rayon de convergence 
de la serie (13) surpasse l'unite. La question principale est, done, dans 
Petude de la convergence de la serie (13). 

3 . On s'assure aisement qne chaque fonction moyenne fl(o), donnee 
par l'egalite 

V(<T) = j w(ajk[*, 1)<Ц, 

(Si) 

dans laquelle wfa) est une fonction additive et к variation bornee, est 
absolument continue. 

Nous avons demontre que la fonction fc(ar, 1) est absolument continue 
sur (S) et cela uniformement sur (£,). 
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repond к la condition (A), a I'equation (10) sont applicables les considerations 
du § 7 (3). 

En appliquant le procede d'iteration, on peut affirmer que la 
fonction f/.(o) verifie I'equation 

(19) = l ^ ^ - w j a ) , 

II suit de la que, Щ < т ) etant la borne moyenne de w(?) et (a) etant 
divisee en portions (о*1*), (c<2)), . . . fam\) on a 

i-=n i^n 

* = 1 * = 1 

i—n 

(Si) №0 
< Е Т Г ( З Д 

si 
cr < y j . 

ce qui etait a demontrer. 
Par consequent pour chaque choix de la fonction и (а) к variation 

bornee toutes les fonctions 

(17) ^ ( c r ) , p2(cr), . . f^(cr), . . . 

sont absolument continues sur (5); les fonctions 

(18) ...,*{Vh\... 

sont egalement absolument continues. 
En s'occupant de la discussion de I'equation (10), on peut laisser de 

cote la supposition faite au § 2, suivant laquelle la fonction t*(cr) est 
continue, en supposant qu'elle soit seulement additive et к variation bornee. 

4. Comme le noyau 



L E PBOBLEME D E NEUMANN 267 

ou 

m 

si elle verifie I'equation (10). 
Nous designons ici par &w(cr, 1) le noyau itere 

ayant pose, pour simplifier les formules, 

fc^cp, i ) = — i - A ( c r , 1). 

Rappelons-nous, qu'il est demontre dans le § 7 (3) que le noyau kn(a, 1) 
repond a la condition (A), si le noyau \ (a, 1) repond & cette condition. 

Reciproquement, si un des noyaux iteres &л(с, 1) est fiiri, la solution de 
I'equation (19), qui correspond к ce noyau, verifie aussi I'equation (10); 
dans ce cas la solution (x(<x) de I'equation (10) est pour chaque choix 
de и (a) une fonction meromorphe de \ et pour s'assurer que le rayon de 
convergence de la serie (13) surpasse Punite, il suffit de s'assurer que cette 
fonction meromorphe n'a pas des p61es dont les modules ne surpassent pas 
l'unite. 

5. L'equation associee a I'equation 

(10) ^(a) = — l [fc(or, 1 ) ^ 0 ^ - * - « ( * ) 
0%) 

a la forme 

(20) l ) ? W ^ - b ^ ) . 

(<S) 

(19') sn(cr) = u(c) Ч-5 ( \ ( c r , lMeJd^ + vflbfa 1 ) ^ ) ^ - * -
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'10 ^ '10 
(S) (S) 

car l'integrale 
rlcos(r 1 0jy 0)] i a 

'10 
(5) 

est convergente; on peut, done, donner a I'equation (20) la forme 

(20') <p fa) = 1 J ? (*) <fe и- j^a-J. 

Nous voyons, ainsi, que I'equation, qui est associee a i'equation (10), 
est I'equation bien connue, attachee au probleme de Dirichlet. 

En posant 

et 

kn(0, 1) = JK(0, 2)кп_г(2, l)d*„ 

nous obtenons, en appliquant le procede" d'iteration a I'equation (20), que 
la fonction <p (%) satisfait a I'equation 

(21) 9 ( a g = rj*„(0, 1 ) ? ( Ж )Лг - . -1 я (ж 1 ) , 

ou 

(21') *n(xJ = F(xI)4-tfi1{l, 0)JF(a?)<k 

- H - - 4 - ^ ^ ( 1 , 0 ) ^ ) ^ . 

Or, suivant les theoremes du § 11 (2), si la fonction cp fa est bornee 
nous avons 

flcfa 1)<р(*)Лх= j ^ L j ^ ^ d a ) 9 ( x ) d a = 
(8) (8) (a) 

Г cos (г1Л Ж) f ч , С cos (r 0 1 Ю , ч , 

J '10 J r i o 
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A(0,1)=^^, л ( 0 , i ) = 0 < X < 1 , p<^<h 
dans lesquelles les numerateurs Сг(0,1) et <?2(0,1) sont bornes, l'integrale 

est une fonction de la forme 

si 

et de la forme 
6-40, l)|logr 1 0|, 

si 

la fonction 6?(0, 1) etant bornee. 
Decrivons autour du point (x) comme centre une sphere de Liapounoff 

et une sphere du rayon 2 r 1 0 ; supposons que (E2) et (<x2) sont les portions 
decoupees de (5 2 ) par ces spheres. Nous avons: 

( 2 4 ) 1 = = Г Cl{Q,2)Cs(2 1) f C l ( 0 , 2 ^ ( 2 1) 

( 5 2 - 2 2 ) 2 0 2 1 (2,-*,) 2 0 2 1 

' Г ( % ( 0 , 2 ) C , ( 2 , 1) 

Ы 2 

La legitimate du pro-cede d'iteration repose sur l'identite 

(22) / * « - а ( 0 , 1)( J4(2, 0)o(a; 2)cZ f f 2)^ = 
(S) (S2) 

= / T ( ^ ) ( J ^ _ 1 ( 0 , 1)^(2, 0)*г)Аг в . 

Ayant besoin d'une identite plus generate, nous etablirons, entre autres, 
l'identite (22). 

6. Lemme. Etant donne"es deux fonctions: 
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La premiere des trois integrales (24) est bornee, car r 2 0 et r^y restent 
d d 

superieurs ay> si Ton suppose que r 1 0 soit plus petit que у • 

Evaluons la seconde integrate. Comme le point (#2) est situe en dehors 

de la sphere du rayon 2r 1 0, on a rsl > y?" 2 o-* ^ s u ^ ^ e ^ , ( l u ' e n choisissant 

les coordonnees cylindriques ayant le p61e en (x) et pour le plan polaire le 
plan tangent к (#2) en (ж), nous avons 

I Г 0 , ( 0 , 2 ) С я (2 ,1 ) . , Д з 

(22-<r2) 2 0 2 1 

( 2 2 - 5 2 ) 

T < # 2 — — - i - y . 

On voit done, que le produit de la seconde integrate par r. 2—IX—A 

borne. Passons a la derniere des integrales (24). Divisons r 1 0 en deux par­
ties egales par un plan, qui lui est perpendiculaire. Ce plan divisera (a 2) en 
deux portions: en portion (a 0) qui contient le point (x) et en portion (eg 
contenant le point (хг). La derniere integrate (24) sera egale a la somme 
des deux integrates, prises suivant (er0) et (c^). Etudions la premiere d'entre 

elles. Pendant que nous integrons sur (<?0), r 1 2 est plus grand que y r 1 0 • 

II suit de la 

Г 0 , ( 0 , 2 ) 0 , ( 2 , l ) d c Г d*2 

< 

'21' 

** Si a est l'angle entre r10 et sa projection sur le plan polaire, on a 

rM cos a = r 1 0 sin ( y — a ) > r10 sin со > у r 1 0 , 

(a)) etant Tangle mentionne dans le § 1 (5). 
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On voit done que le produit de cette integrate par г10

2~**~х est borne. 
De la meme maaiere, en designant par (a2') la portion de (82) decoupee par 
une sphere ayant le centre en et le rayon egal a 3r 3 0, qui contient (crj 
dans son interieur, et en remarquant que pendant Pintegration sur (^rs0 

reste plus grand que —r10, nous obtenons 

Г 4 (0 , 2) С,(2, 1) Б 2 2 2 ^ Г da2 B*&-4* ( a 

/ Ч Г20 Г 21 Г10 / .4^12 T1Q 

Б 2 2 2 " ^ ; Г daQ ^ В2 2 2 ~ x 4 -

^ J i 

En recueillant tout ce qui a ete dit, nous avons 

Вг etant un nombre determine. 
Si Ton а А = ( л = 1, la seconde des integrales (24) est de la forme 

C7|logr10|, tandis que les integrales, etendues sur (<т0) et (a,), sont finies. 
Comme sur la surface de Liapounoff on a 

cos(r10JV0) 

le lemme conduit a la conclusion: si le nombre n satisfait a la condition 

2 — ( « — 1 ) A > 0 , 2 — « X < 0 , 

le noyau kn (0, 1) est fini; si m < n, on a 

! * » ( 0 , 1 ) Н - 1 о ™ < Д ( | * . ( 0 , l ) ] | l o g r 1 0 | < B ; si 2 — « X = 0 ) . 

Si le noyau kn(0, 1) est fini, les noyaux km(Q, 1), m > щ le sont aussi. 
On a, par exemple, 

'(4) 2 0 

= J4(0, 2 ) ^ ( 2 , l )^ 2 = - 2 - i - ( \ ( 0 , 2 ) ^ ^ d a a 

№ to) 
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et йи-ь! (0, 1) est fini sur (S) comme la valeur d'un potentiel de double couche 
ou d'une derivee normale d'un potentiel de simple couche. Les dernieres 
formules montrent encore que &и-1 (0 , 1) est continu sur (S) comme fonction 
du point (x) et sur (8г) comme fonction du point (xj. Kemarquons encore, 
pour la suite, qu'on a 

si 

on le nombre q ne depend pas de la position du point (#.,). 
7. Notre but principal est de demontrer le theoreme: 

(25) km(a, ] ) = - i j \ ( 0 , l )Ar . 

Comme on a 

1) = 1 J \ ( 0 , l)du 

W 

on peut supposer, que l'egalite (25) a lieu pour tous les indices m! qui sont 
plus petits qu'un nombre donne m. On peut, done, supposer que 

(250 k^frl^fk^l)*,. 
(') 

Nous parvenons facilement a l'identite (25) si nous demontrons 
l'identite 

(26) j \ _ , ( 2 , 1 ) ( J \ ( 0 , 2 ) А Г ) А Г Я = | ( 1 * ^ ( 2 , 1 ) 4 , ( 0 , 2 ) А г , ) Л т , 

(4) W (*) №) 

dans laquelle (<r) est une portion de (S). 
L'identite (22) n'est qu'un cas particulier de Tidentite (26), le 

facteur op (#2) n'ayant aucune importance, car on peut lors la demonstration 
remplacer le produit кг ( 2 , 0 ) cp (#2) par la fonction \ ( 2 , 0 ) ayant les memes 
proprietes que la fonction \(2, 0) . 
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Prenons sur (8) le point ( t r j et construisons une sphere du rayon 8, 
ayant le point fa) pour centre. Designons par (S) la portion de (cr) decouple 
par cette sphere. Nous commencjons en etablissant l'identite 

(27) J U ^ ^ / M O , f(f*~-i(°*> Щ(99 2)dv,)dv, 

qui est la simple consequence du theoreme du § 12 (2). 
Pour appliquer le theoreme mentionne, il faut remplacer x, y, (Qx) (CI), 

vfa, Lfay) respectivement par x, x%, (cr—8), (82), hm_x fa, 1), \(0, 2). 
Suivant le theoreme, l'egalite (27) subsiste, si les integrales 

JX_>2, 1 ) ^ ( 0 , 2 ) | A x „ f\\(0, 2)\d* 

to) (*-*) 

sont uniformement convergentes, le point fa dans la premiere appartenant 
au domaine (c — 8). 

La convergence uniforme de la seconde integrate pour les points fa)y 

situes sur (82), est bien connue; on a 

J \ ( 0 , Г = £ у ® * 
(cr-8) (cr-S) 

et on voit que c'est un potentiel de double couche. 
Pour s'assurer que la premiere est aussi uniformement convergente, il 

suffit de remarquer que le point fa, etant sur (a— 8), est en dehors de la 
sphere, ayant le centre en point (â ) qui est mentionnee ci-dessus. 

Si nous construisons une sphere ayant le rayon S p qui ne surpasse 

pas-̂ et a son centre en point fa, on s'assure aisement que l'integrale 

JX̂ C*.. i J f t C O .
 2 ) l 

(h) 
est infiniment petite si (Sj)—>0. En effet, (<r2) etant dans l'interieur de la 
sphere a rayon Sa: 

К (г я ^ 1 f l ^ 2 ' 1 ) ! a- s B Г d G * ' — 

Ы 2 1 to) ш Ш 
ТрФНИ, I 1 8 
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et l'integrale est infiniment petite si o ^ O , sa borne supe"rieuro etant inde-
pendante de la position du point (x) sur (a — <5). 

En appliquant les theoremes du § 11 (2), on peut maintenant ecrire 
en premier lieu 

2№% = f(±Jk^(2, 1 ) ^ ) ^ ( 0 , 2)<Ц = 
to) to) % 2) 

= jkn 2 (2, 1)^(0, 2)*rs; to) 
les points (x) et (хг) ne coincidant jamais, on peut enfermer le point (x) dans 
m domaine (SJ ne contenant pas le point (xx): dans le domaine (SJ la 
fonction Тст_г(2,1) reste finie, dans le domaine restant — la fonction \ (0, 2); 
enfin l'integrale a la droite est convergente et est egale к la fonction de la 
forme 

(28) 

dans laquelle (7(0,1) est bornee. 
En second lieu on a 

g(0, 1) 
л» 2 — т л ' 
4)1 

jkm-i fa, 1) ( (4 (0, 2) da ) da, = 

to) (Л) ' 

ы (Л) ' 

= / * « - i ( 2 . 1)( Г\(0, 2)<Z<rW. to) (a-S) 7 

En effet, la fonction 

f\(0, 2)da 
(«-*) 

car le point (x2) etant dans (<ra), r21 est plus grand que ^ • On a done 
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r 2-(m—l)\ 

'21 
A cause de tout cela, l'identite (27) est equivalente a Tidentite 

<29) JVi(2, 1 ) ( j \ ( 0 , 2 ) А г ) Л г а = j (jkm_x(2, 1)\(0, 2 ) d a 2 ) d a . 
to) (*-8) ( s -8 ) to) 

Or, les integrales 

J \ ( 0 , 2)da, f(JK-i(2> 1 ) ^ ( 0 . ^ ) d a 
(8) (S ) to) 

sont infiniment petites si 8—>0, car les integrales 

J*,(0, 2)da, / ( / ^ ( 2 , 1 )7^(0 , 2)da2)da 
to to to) 

sont uniformement convergentes, la fonction sous le signe de la seconde ayant 
la forme (28) . 

On conclut de la que l'identite* (26) subsiste. 
L'identite (26) a evidemment la forme 

a fk^P, 1)\(а, 2)dos=jkm(0, I)do. 

to) (*) 

Or, en appliquant le theoreme du § 7 (2), on obtient, la fonction \ (a, 2) 
etant une fonction continue et bornee sur (8), 

J \ _ x ( 2 , l)\(a, 2)da2 = j(±jjcni_1(2, l)da2)\{a,-2)daz = 

to) to) k ) 

= J \ - i ( S > l)\(^'2)daa = km(a, 1) 
to) 

ce qui conduit a l'egalite (25) . 

est une fonction du point qui est continue et Ьогпбе sur (£ 2) et l'integrale 
a la droite est convergente, car Ьш_х (2,1) est de la forme 

(7(2,1) 
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(19) $ЪЯ(°> l ) f ^ f a ) 4 - * - s « f a 

to) 

(21) = ? JK(?> 1Ы*)*т + 8л(а$ 
(S) 

ou 

(19') вя(<г) = а(<т)-н5 J \ ( < 7 , ^ « ( ^ ( Ц - н ? J \ ( d , 1 ) 1 . ( 0 ^ - ь 

to) to) 

+ - + Г JK-i(°> i ) « f a ) ^ i 
to) 

et la valeur de «„(ж^ est donnee par la formule (21'). 
Si n satisfait a l'inegalite (30), les noyaux kn(a,l) et kn(0,1) sont finis* 

L'equation (21) n'est pas distincte de I'equation 

(21") 9 ( ^ = ^ ( 0 , l)<?(x)da + sn(x). 
to 

Suivant la theorie, exposed dans le chapitre 3, les equations (19) et 
son assocî e ont la meme resolvante. Soit 

(81) T(0,lA)=^f^ 

On conclut de l'egalite (25) comme corollaire: si le nombre n satisfait 
a l'inegalite 

(30) 2 — nk<0, 

le noyau kn(a, 1) est fini; dans ce cas, effectivement, la fonction kn(0,1) est 
une fonction bornee. 

8. Revenons maintenant aux considerations des §§ 4 et 5. 
Les solutions des equations associees 

(10) = — i - J f c f o 1)[л(СТ1)сЦ-*-«(*) 

to) 

(20) о fc) = I J 0 - ^ ^ 1 9 (*) н- 1?(*д 
to 0 1 

verifient les equations 
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(33) 

to) 

c'est-a-dire, suivant les theoreme du § 5 (3), elle est la resolvante commune 
de I'equation (19) et son associee. 

II suit de la que 

(34) ц(*) = 8п(о) + Ъп$Г& 1, ^ ( 0 ^ = 5 ^ , 

to) 

la resolvante de I'equation (21), J5(5) etant le determinant de Fredholm 
attache aux equations (19) et (21); les fonctions D(£) de \ etJD(l 50,2j) 
-de \ et des points fa) et fa sont developpables dans les series suivant qui 
sont uniformement convergentes pour toutes les valeurs de 2j. 

La resolvante Г(0, 1, £) etant la solution des equations 

Г(0 5 1 . © = = Г / * я ( 0 , 2)Г(2, 1, l)da^Jcnfa 1), 

to) 

Г(0, 1, 5) = 5* J \ ( 2 , 1)Г(0,2, 5 ) ^ - ь * я ( 0 , 1), 
to) 

la fonction 

(32) Г(<г, 1 , S)=4 J T ( 1 , 0 , i ) ^ = ^ i ^ 

ou 

( 3 1 ' ) 2)(<r, 1 , Q = 1JJD(0, 1 , 5 ) (fa, 

(*) 

verifie les equations: 

Г(<х, 1 , S) = i f J \ ( ( 7 , 2 )Г(2 , 1,- 5)der 8-*-^(<7, 1 ) = 

to) 

= r j \ ( f f , 2 ) Г ( а 2 , 1 , Q i < r a H - f c H ( f f , 1 ) 

to) 

Г(<т, 1 , Q = P j \ ( 2 , 1 ) Г ( а , 2, Qfo.-i-̂ Cff, 1 ) = 

to) 

= Г J \ ( r 2 , 1 ) Г ( < 7 , 2, 5 ) А г в - н ^ ( с г , 1 ) 
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D X 0 , 5) etD^) etant les fonctions entieres de 5; ™us supposons que la 
fraction ( 3 4 ) est reduite. 

Designons par Ът et i? w (0, 1) la somme des m premiers termes et le 
terme complementaire de la serie Z>(0, 1,5): 

D ( 0 , 1 , 9 = 1 ^ - 2 ^ ( 0 , 1 ) . 

Designons par JSM (О, 1) la somme des valeurs absolues des termes 
de Bm(0, 1). En supposant que 

(35) \Ц<1, 1>1 

nous avons, la serie D(0, 1,1) etant uniformement et absolument convergente 
sur (S) et (£,), 

|«*(0, 1 ) | < й ^ ( 0 5 1 ) < е , 
si 

le nombre 2У etant independant de la position des points (x) et (#д). II suit 
de la que pour les valeurs de Sj, qui verifient Finegalite (35): 

W (<*) 
ou 

\K(°> i)\<j$Bm(o, i ) ^ < ± J ^ = £ ) 

si 

On conclut de la, que «гг . . . at etant les portions de ( o ) , on a 

Sl̂ >;, O k . < ^ = 60-
et que 

Д > , i ) < t 

A » ( f f » *) &ant l a variation moyenne de 1). 
Remarquons encore que pour la valeur de % verifiant l'inegalite (36), 

la fonction D(0,i, \) ne surpasse pas en valeur absolue un nombre fixe. 
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Enyisageons maintenant la fonction 

(36) Jl>(', 
(Si) 

En posant temporellement 

5 n ( * ) = *o Ч - 1 H ^ - 1 ^ 

on trouve sans peine, que le terme complementaire de la s6rie (36) ne sur­
passe pas en valeur absolue 

jaQ Rm dcx -*-J\ Rm_x <Ц н н j В т М еЦ < €*я (S) S, 

to) to) to) 

si m — n>N, en designant par 5 0, a2 . . . les variations moyennes 
des a0, аг1г, . . . , ап_г l71"1 et par sn leur somme. 

II suit de 1&, que la serie (36) est uniformement convergente comme 
fonction de (a). 

Supposons, que ^ surpasse 21 et que pour |£| ne surpassant pas 1г la 
fonction D (cr, 1, £) est en valeur absolue plus petite que C. Supposons que 
le nombre a est une racine commune de D(CJ, 1, I) et deD(E) et que |a| ne 
surpasse pas I. 

On s'assure aisement que la serie obtenue en divisant D(cr, 1, £) 
par a—\ est uniformement convergente dans l'intervalle (35) comme 
fonction de (cr) et du point (хг). Pour s'en convaincre, il suffit d'observer, que 

II suit de la que la meme propriete appartient a la fonction D(a, 1, £), car 
on a: 
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et qu'en transformant le developpement de 

D ( a , l 5 a ) = 0 5 

suivant les puissances de I — oc, en une serie procedant suivant les puissances 
de 5, on obtient que le terme a l'indice m de cette serie ne surpasse pas 

d'ou suit qu'il est borne dans l'intervalle (35) pour chaque choix de (p) et 
de (хг) sur (iSj). 

Or, le nombre des racines de la fonction dont les modules ne 
surpassent pas Z, est limite etles operations restantes, attachees к la reduction 
de la fraction (34), equivalent к la multiplication de la serie (36) par une 
serie a termes constants, ayant un rayon de convergence superieur к L 

II suit de la que D x (a, £) est une serie uniformement convergente 
comme fonction de (a). 

Soit q le plus petit module des racines de Dx(l). La fraction (34) est 
developpable dans une serie suivant les puissances de ayant le rayon de 
convergence egal a q. Comme on obtient cette s<§rie en multipliant (<т, I) 
par une serie a termes constants, on en conclut que pour 

le terme complementaire de la serie (11) est enf valeur absolue moindre 
que s , des que son indice surpasse un nombre N9 qui est independant du 
choix de (a) . 

c'est-a-dire ne surpasse pas 

| 5 | < f c < 2 
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sont assez connues. Entre autres, la fonction (31) n'a pds des p61es dont 
les modules sont plus petits que Г unite. Si le module du p61e est egal 
a l'unite, on a £ = 1 dans le cas ordinaire et dans le cas (JE); dans le 
cas ( I ) les poles de la fonction (31) peuvent - etre egaux & 1 et h — 1; les 
poles mentionnes sont les poles simples. 

Rappelons-nous brievement la demonstration de ces assertions. La 
fonction (31) etant la resolvante de I'equation 

(21) ?(«!) = r j \ ( 0 , l)v(x)d* + F(a$, 
(S) 

elle est egale a la resolvante de I'equation 

(35) M * ) = r J 4 ( o , ты^ч-а*). 
(Si) 

II suit de la que la solution de I'equation 

(35') <Ks) = s J \ ( 0 , 1 ) ^ ^ + ^ ) = 
(Si) 

(Si) 
est egale a 

(37) ф ( * ) = sn (x) r j * 8 n ( a ^ ^ ^ d a , = 5 L M , 

ou sM(#) est la somme de и premiers termes dans le developpement formel 
de la fonction ф (ж) suivant les puissances de 

Si Ton pose 

(38) w——— f i ^ i 

(Si) 
10 

9. Les proprietes de la fonction meroniorphe 

JP(Q, 
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on trouve 

dn dn \ dn dn I 

d'ou Ton conclut, que tous les poles des fonctions meromorphes Wet ф sont 
reels et simples, que ces fonctions n'ont pas des p61es, dont les modules 
sont plus petits que l'unite et que le nombre \ — — 1 n'est pas leur pole 
dans le cas ordinaire et dans le cas (22). 

Si ф(я) est la solution de I'equation (35') pour 5 = 1 et f(x) — 0, le 
potentiel W est constant dans (2)(l*)), ayant eventuellement dans le cas (Щ 
les valeurs differentes dans les domaines limites par les diflferentes sur­
faces 

Si dans le cas (I) ф(а?) est la solution de I'equation (35 ;) pour £ = — 1 
etf(x) = Q, le potentiel "FT est constant dans (D ( e )), etant egal & zero en 
dehors de (5*0)) et prenant eventuellement les valeurs differentes dans les 
domaines limites par les surfaces (5 (7 )), I > 0. 

L'etude le I'equation 

(39) D 2(0, l) = lj\(0, l )D,( l , t)d^-+-f{x)D&), 

qu'on obtient en substituant dans (35') a la place de ф (a?) sa valeur (37), 
conduit facilement aux resultats: pour que le nombre f = 1 ne soit pas le 
pole de la fraction (37), il faut et il suffit dans le cas ordinaire et dans le 
cas (I) que 

(40) Jftydo = Q. 
(S) 

dans le cas (E) pour cela к conditions doivent etre satisfaites 

W (f(x)da = 0, *-!,«,...» 

Pour que le nombre ? = — 1 ne soit pas le p6Ie de la fraction (37) 
dans le cas (I), il faut et il suffit que les к conditions 

(41) ff(x)da=:0, 1=1, 2,...k, 
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soient satisfaites, (8(l)) designant une frontiere interieure. Soit: 

(42) Ф (« )=р 0 ^-*-?р в -* - - - - -ьг | р в 1 •+-... 

la solution formelle de I'equation (35'). On a 

P*(*)==J4(<>, 1 ) р ^ х ( 1 ) ^ = / ^ ( 0 , 1)№*сг. 
№) №) 

Dans le cas ordinaire et dans le cas (23) le rayon de convergence de la 
serie 

(1 — l) ф = p0 - f - £ ( P l — p0) + ( ? S — FT) H Ь Г (ря — Pn_x) •'' 

est plus grand que l'unite et on a 

|p» — р м | < " Л 

т etant un certain nombre plus petit que Г unite. 
On conclut de la que pM a une limite et Fegalite 

( 4 3 ) P»(*)=J4(O, ljp^a)^ 

conduit St la conclusion, que cette limite p est la solution de I'equation (35') 
pour £ = 1 et f(x) — 0. La limite p est egale a zero, quand les 
conditions (40) , respectivement (40') , sont satisfaites et seulement dans 
ce cas. 

Le changement de f(x) change p par un facteur constant dans le cas 
ordinaire; dans le cas (23) les valeurs de p dependent du choix de fix) et p 
acquiert к valeurs lineairement independantes. On peut les obtenir en posant 
que 

jfl(x)da=0, si 1ф\ jfx(x)dc=l, Х=1 ,2 , . .Л. 

Dans le cas (2) le rayon de convergence de la serie 
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est plus grand que l'unite et on a 

\9n—bJ<"f> n ^ 

т etant un nombre determine plus petit que l'unite. On conclut de la que pSm 

et 0 I l t * e s Hraites; si A et В sont ces limites, on trouve, en utilisant (43) 
que 

A = J \ ( 0 , l)Bd*7 B = J \ ( 0 , l)Adax. 
to) to) 

II suit de la, que А ч - В est la solution de I'equation (35') pour \ — 1 
et f(%) = 0 et - 4 — В la solution de la meme equation pour £ = — 1. 
OnaJt = 5 , si la condition (40) est satisfaite; on a A — —JB, si les 
conditions (41) sont verifiees. 

Le changement de f(x) change A-+-B par un facteur constant; A — В 
acquiert Jc valeurs lineairement independantes; on les obtient en posant 

jf1(x)d<j = 0, 1ф1, jfk(x)da=l, b = i , 2 , . . . f c 

(Si1)) (sfo) 

La fonction (31) etant la resolvante des equations (21) et (35), I'equa­
tion 

D ( 0 , 1, l) = lnjjcn(2, 0)JD(2, 1, Z)dcs-*-V®kn(l, 0) 

est verifiee. On en conclut, que £0 etant la racine de D(fc), on a 

D(0 , 1, ^) = i;jkn(2, 0 ) D ( 2 , 1, i 0 ) d a 2 = 

= V " J 4 . ( 2 , 0 ) D ( 2 , 1, У AT,; 

№) 

la derniere egalite" prend la forme 

< 4 4 ) ^ ( 0 , 1 , ^ = = ^ 

si en formant pn on prend pour f(x) la fonction D ( 0 , 1, £ 0). 
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On conclut de la que £0 ne peut pas avoir le module plus petit que 
l'unite ni etre imaginaire, ayant le module egal a l'unite; dans le cas 
ordinaire et dans le cas n'est pas egale a (— 1), pne ayant une limite 
determinee. 

La supposition que l'egalite 5 = 1, respectivement dans le cas (1) \—— 1, 
est une racine multiple de D (£) conduit a la conclusion que les fonctions 
D(0, 1, 1), respectivement dans le cas ( I ) J9(0, 1, — 1), satisfont aux 
conditions (40) ou (40;), respectivement aux conditions (41); l'egalite (44) 
donne de nouveau D(0, 1, 1) = 0 ou D(0, 1, — 1) = 0, ce qui est impos­
sible, la fraction (31) etant reduite. 

10. Comme la fonction 

(31) 

n'a pas des p61es, ayant le module moindre que l'unite et n'a pas des p61es 
a module egal к l'unite, les nombres 5 == 1 et, dans le cas (J) , \ = — 1 
faisant exception, ces pCles etant simples, la meme propriete appartient a la 
fonction 

( 3 1 ) ^ ж г - ^ ~ щ г ^ 
et a la fonction 

(34) A (5) ' 

On obtient, effectivement, la fonction (34) en reduisant la fraction de-
la forme 

Comme la fonction (34) est la solution de I'equation (10), nous avons 

(43) D±(a, Ъ) = Ъ§\(с, \)Вг(ах, ^ н - Д ^ Ж а ) . 

En integrant l'egalite (43) sur (S), on trouve 
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ayant remarque que 

J(J\(«r >i)A(*i»?)*'i)*' s= 

(5) to) 

to) to (<r) 

to) (5) 

to) 

II suit de la que 

(44) j)iiS^) = M^u(8). 

Comme 2)1(£, 5) est une fonction entiere de l'egalite (44) montre 
que si I = 1 n'est pas la rapine de 2 (̂5;), on a 

(45) tf(S) = 0. 

Dans le cas IE) on peut substituer h la place de l'egalite (44) les Jc 
egalites 

(440 2) 1 ( 5 ^Л) = ^ М ( ^ ) ) ! fcl,2,...fc; 

dans ce cas, effectivement, 

f(f\(°, 1)1) 1(а 1Д)^ 1)йа=Г(2 f \ ( a , l)D1(vJ,qdal)d* = 
to^to) (M)i=l(Si®) 

i—Tc 

= 2 f A f o , $)( ( \ ( » , l ) * r W = f j D ^ , ( \ ( < г , l ) < f e W = 
(Sty 7 ($)) $*)) 



LE PROBLEME L E NEUMANN 2 8 7 

f cos(Vnl Щ da 
10~ 

'est egal a zero, si le point qui est sur (Sx), n'est pas sur (S^). 
L'egalite (44') montre, que dans le cas (E) il faut remplacer la condition (45) 
par les к conditions 

{450 w(S(Z)) = 0, z=i,2,...fc. 

Les conditions (45) et (45 f ) sont non seulement necessaires pour que 
la fonction (34) soit entiere dans le voisinage du point 5 = 1 , mais elles 
•sont aussi suffisantes. 

Supposons que les conditions (45) ou (45') soient satisfaites et que, 
quand meme, \ — 1 soit une racine de B^). L'egalite (43) donne dans ce 
cas en premier lieu, que 

{ 4 3 ' ) JD^cr, 1) = f \ ( * 9 2 ) D x ( a 2 , 1 ) с Ц . 

to) 

En appliquant к (43') le procede d'iteration nous obtenons 

{ 4 6 ) ДОг, l) = $knfa 2 ) J D > 2 , l ) A r a . 

to) 

Si n est assez grand, le noyau kn (cr, 1) est fini, etant egal a la moyenne 
•du noyau de I'equation correspondante; on a 

w 
ou kn(0, 1) est borne et meme continu comme fonction du point (xj. En 
appliquant a la partie droite de (46) le tbeoreme du § 8 (2), nous pouvons 
^crire que 

(*) (fl«) 

oar le potentiel de double couche 

"cosOn, Nn) 
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to) 

qui est une fonction continue du point (#); on a, en effet, 

|ФДО — Ф (а0 | < ] > „ ( * ' , 2 )— fcn(a", 2 ) 1 ^ ^ , 1 ) А х я < е З Д 
to) 

en designant par A (a, 1) la variation moyenne de Bx (a, 1), car snivant 
une remarque dans le § 6, si |ж'—ж"| < on a 

1 ) - 1 ) | < £ , 

le nombre Y) ne dependant pas de la position du point (x^. 
En substituant la valeur trouvee de В^ст, 1) dans ( 4 3 ' ) et en appli­

quant les theoremes du § 11 (2) et du § 12 (2), nous obtenons: 

I ( < f r ( s ) ^ = JV, 2 ) ( 1 ^Ф{х^)йай = ^\{а, 2)Ф(х3)с1са = 

w (̂) f<?2) m 

to) (') 

20 
W to) 

l'application du theoreme du § 12 (2) est maintenant legitime, car les 
integrales 

^^ilcos^l П с о в у ю 

d ri° ^ r» 
sont convergentes. 

Nous avons done pour chaque portion (cr): 

W to) 2 0 

c?est-a-dire que D^cr, 1) est egale a la moyenne de la fonction 
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Comme la fonction sous le signe de la derniere integrate est continue, 
il suit de Ik que 

Ф ( „ = _ ^ | ф ( « 1 ) « й & | й > Л 1 ; 

(4) 
c'est-a-dire que Ф(х) est une solution de I'equation homogene (35'). Or, si 
la condition (45), respectivement les conditions (45% sont satisfaites, on a 

D ^ S , 1) = 0, resp. Dx{8il\ 1) = 0, Ы , 2 , . . . Й , 
c'est-a-dire 

J Ф (x) da — 0, resp. j Ф (x)da — 0, Z=i, 2 , . . . fc. 

Comme on peut restituer Ф(я?) comme la limite de pn (dans le cas 

ordinaire et dans le cas (JE)) et comme limite de у (p 2 w p^^J (flans le 

cas (I)) en posant р0 = Ф(#), on conclut de la que Ф ( о ? ) = 0 , d'ou suit 
D j f o 1)==0, ce qui est impossible, la fraction (34) etant reduite et 5 = 1 
etant le p61e. 

II suit de la que la supposition, que 2; = 1 est la racine de Вг (£), est 
en contradiction avec la supposition que les conditions (45), respectivement 
(45'), sont satisfaites. 

En repetant presque textuellement les raisonnements de ce paragraphe, 
on demontre que dans le cas (I) les conditions necessaires et suffisantes 
pour que \ = — 1 ne soit pas le p6le de la fonction (34), sont 

(47) Z7(S(Z)) = 0, *=i ,2, . . .*. 

L'integration sur (S(l)) de l'egalite (43) donne cette fois 

en effet 

OA К , l) Лг,) d ° = s; J A (a,, 5) ( J C 0 S ^ da ) da, = 

= - f # i ( ' l , $ ) * T x 

( A 
ТрФМЖ, i 19 
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car 

est differente de zero seulement quand le point (# :) est sur (S(l)) et est egale 
a — 2TZ dans ce cas, la normale a (Sil)) etant dirigee vers l'interieur du 
domaine, limite par (S(l)). L'application du procede d'iteration conduit de 
nouveau к la conclusion, que I ^ f o — 1) est la moyenne d'tme fonction con­
tinue qui est la solution de I'equation homogene (35') pour £ = — 1 et qui 
repond aux conditions (41). 

11. Les resultats obtenus par nous nous montrent que nous sommes en 
etat de resoudre le probleme pose de Neumann dans le cas, quand la fonc­
tion donnee и (a) est continue sur (#). 

Les problemes inUriews. Dans le cas ordinaire et dans le cas (E) les 
conditions 

и (S) t = 0, resp. и(£(Z)) = 0, ы , 2,... *, 

etant satisfaites, 5 = 1 n'est pas le p61e de la fonction (л(о-) et cette fonction 
n'ayant non plus pour pole le nombre £ = — 1, le rayon de convergence de la 
serie 

11) ^ ) = « W + 5 h W + ? h W + -

surpasse l'unite. 
On a done pour \ = 1: 

(48) [x (a) = и (a) -t- ^ (а) - н ^ (a) H 

et la somme de cette serie donne la solution de I'equation (10) pour \ — 
Dans le cas (i), sous la condition 

u(8) = 0 

le nombre £ = 1 n'est pas le pdle de la fonction (11), mais £ = — 1 est 
eventuellement son pole. Le rayon de convergence de la serie 

( 1 ^ $ ) | * 0 О = « ( * ) * 5 ( [ ^ 
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1 9 * 

•surpasse done l'unite et la solution de I'equation (10) pour $ = 1 est don­
nee par la serie 

<48') fx (<J) = ~ j и (a) - t - (^ (а) и (a)) н - (a) - ь - ̂  (ст)) н - • • -1 • 

I>s problemes eoderiewrs. Dans le cas ordinaire et dans le cas (JE) le 
nombre 5 = 1 etant eventuellement le pdle de la fonction (11), le rayon 
•de convergence de la serie 

(1 - 1 ) fx (cr) = и («г) - и \ (с) - и ( с ) ) и - 1 2
 ([л2 (a) - р4 (a) ) . •. 

est superieur que l'unite; la solution de I'equation (10) pour £ = — 1 est 
done donnee par la serie 

(49) |A(*) = J { I ^ M ^ 

Dans le cas (I) sous les conditions 

!; = — 1 n'est pas le pole de la fonction [л(а) et la solution de I'equation 
(10) est donnee par la meme serie (49). 

Or, nous avons demontre dans le 1$ 8, que si rm(<?) est le terme 
complementaire de la serie (11), on a 

K » ! < * > 
si 

m > N, 

N etant un nombre independant de (a); les termes de la serie (11) a i'indice 
superieur a N sont, par consequent, en valeur absolue pour chaque choix 
de (o) moindre que 2s. II suit de la que les termes complementaires des 
series qui donnent (l-*-5) [*-(<*) et (1—!•) pi (a), jouissent de la meme 
propriete. 

Soit done pm(o") le terme complementaire d'une des series (48), (48% 
«(49) et sm(<j) la somme de ces m premiers tefmes. On a 

|P«(* ) l< e » 
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SI 

m>N, 

ou N est independant de (a), 
Soit (<x0) un domaine arbitraire, soit (a) un domaine contenu dans (a0). 

On a par suite 

d'ou suit que la fonction (X(<J) est continue, si sm(c) est continue et meme 
absolument, si sm((S) est absolument continue. 

Or, les fonctions f j ^ ( a ) etant absolument continue, sn(a) est continue, 
respectivement absolument continue, si г^(сг) est continue, respectivement 
absolument continue. 

Done, si la fonction и (a) est( continue, la fonction fx (cr) Test aussi. 
Formons maintenant le potentiel 

(50) 

Supposons que и (a) est continue. La densite fx (cr) du potentiel etant 
continue, on a 

(51) 

I'ou il suit: 

oA (V) - ь ^ (Г) = 2a ( V) = 1 Jk (a, 1) f, da,: 
(to) 

= 2 ^ ( o ) - 2 ^ ( o ) , 5 = d t l 

^ ( F ) — ^ ( F ) = 2{x(<r) 

si 5=1, a^(F) = w(a) ; 

si 5 = — 1, a^(V)=-u(a). 

Le potentiel (50) resout done le probleme (B). 
Les series (48), (48') et (49) etant uniformement convergentes sur (S), 

on peut integrer terme a terme la serie, qu'on obtient en substituant dans 
(50) a la place de jx(cr) la sene, obtenue pour elle. Ainsi nous trouvons que 
les solutions des problemes interieurs sont dortnees par les series: 
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dans le cas ordinaire et dans le cas (JE): 

. • . , 
dans le cas (I): 

oil 

Les solutions des problemes exterieurs sont donnees dans tous les cas 
par la serie 

les potentiels Vh ayant la meme valeur que ci-dessus. 
Remarque. Si la densite и (a) n'est pas continue, les formules de ce 

paragraphe donnent la solution du probleme (B) relatif, qui est mentionne 
dans la remarque du § 2. 

Comme V est une fonction harmonique, il suit de la que nous avons 
obtenu dans le cas, quand и (a) est continu, une solution du probleme (A). 

On obtient d'autres solutions du probleme interieur (A) en ajoutant к V 
dans le cas ordinaire et dans le cas (I) une constante arbitraire et dans le 
cas (E) une fonction, definie dans (D ( , )), qui est egale a une constante dans 
chaque domaine, limite par uue surface (S{\ 1 = 1, 2, . . . k. Cela revient 
a ajouter а [л (<т) une solution de I'equation homogene 

qui est egale, suivant les considerations du § 10, a la moyenne de la solu­
tion de I'equation 

Suivant la remarque du § 9, le potentiel de simple couche ayant la 
densite egale к cette solution est, effectivement, constant dans 
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De meme, dans le cas ( I ) on obtient une nouvelle solution du probleme-
exterieur en ajoutant au potentiel trouve une fonction, qui est egale a zero-
en dehors de (S ( 0 )) et est egale a une constante dans chaque domaine, limite-
par une des surfaces interieures 1 = 1, 2, . . . k, ce qui revient a. 
ajouter a la densite trouvee p.(c) la solution de I'equation homogene 

1 Г , ,cos(r 1 0 Ж) , 

12. Supposons maintenant que и (a) est absolument continue. Supposons 
que M(O) est la moyenne d'une fonction donnee f(x\ qui est sommable dans 
le sens de M. Lebesgue. 

Supposons que la fonction f(x) est continue au point (#0); quel que 
soit e, on peut construire une sphere du rayon r e ? ayant le centre dans (x0)f 

telle que 

(52) \ № — № \ < * > 

si (x) est sur (rg), (re) etant la portion decoupee de (8) par cette sphere. 
Pour une portion (r0), correspondante a une sphere du rayon r0 on a 

\№-f(x0)\<i. 

II suit de la, que la fonction f(x) est bornee sur (r0). 
Remarquons encore, que Me et mt etant les bornes superieure et infe-

rieure de la fonctiou f(x) sur (rs), on a 

№)f(*J<Mt<f№-*-2t, f(x0) — 2t<m£<f(z0), Me — » » , < 4 e . 

II est ais6 de demontrer que les fonctions 

n etant quelconque, sont les fonctions moyennes des fonctions sommables 
sur (8\ qui sont toutes continues dans une portion (a'), contemie dans, 
l'interieur de (r„). 
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f*i(°) = Jw<>i)*iO> ^)da1 = ju^kjcr, l)dax-+- J f ix jk^a, 1 ) ^ = 
(5i) (S a-r 0) (r0) 

= J м ^ (a, 1) J f ^ « * ^ ^ ) 

en effet, /"(â ) etant bornee dans (r0), les integrales 

Г щ )\^M)\d r\_cos(rMda 

J rio J rio 
(*o) (ro) 

sont convergentes et le theoreme du § 1 2 (2) est applicable 
Si fa) est dans Finterieur de (r0), on a de meme 

l'integrale 

ayant un sens pour les points (ж) qui appartiennent a ( a ' ) ? etant dans ce 

cas bornee. 
Nous avons done que dans la portion de surface {?% contenant le 

point (ж0), p. (or) est la moyenne de la fonction 

1 Г / ч cos(r10JV0) , 1 Г/., чcos(r 1 0Ж) . 

qui est continue dans (a) et bornee dans une portion (r0') de (r0). 
On demontre de meme pas a pas notre assertion pour les fonctions 

En evaluant ^ ( a ) nous avons: 
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La fonction a (a) est la somme d'une serie, dans laquelle le terme 
complementaire rm(a) repond к la condition 

(54,) I'm ( * ) ! < * > 

si 
m> 2V, 

le nombre N etant independant du choix de (a); on peut prendre pour le 
premier terme de cette serie u(o), les autres termes etant les fonctions 
lineaires des fonctions (53). 

Designons par 2W(<?) la somme des m premiers termes de la serie qui 
donne fx(o). Tous les termes de 2w(<r). a partir du second, sont les moyennes 
des fonctions continues dans une portion (a*), contenant le point (a?0). Si (a) 
appartient к (a*), on а 

(*) = 7 jm <** - и I (*) 

la fonction u(#) etant continue dans ( c r * ) . La fonction 2 m ( c r ) est done egale 
dans (a*) & la moyenne de la fonction 

?№) = f ( » ) + »(a;), 

qui est continue au point (#0). 
Remarquons qu'on peut etablir pour la fonction &(x) les inegalites, 

analogues aux inegalites (52'). On a pour une certaine portion (re') 

d(a0) <ME

f < дС^н- 2E, д(я0) — 2E < < < » ( * o ) > 

en designant par MJ et m e ' les bornes de d (a) sur (гД 
En designant par («г^ la partie commune de (re) et (гД on a sur (<x£

f): 

! ? ( * ) — ? Ы 1 < 2 £ -

En conservant les notations du § 8 (1), nous avons sur (<J£') 

^)<\jt(p)d(J-+-\j *(*)da < 
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> -a j № dq + ±jd (x) da > 

> / (x0) — 2z Ь (x0) — 2e = cp (я0) — 4e, 

d'ou il suit que sur (<r£'): 

£ > ) — S ^ ( ^ ) < 8 s . 

Comme le point (x0) est contenu dans chaque (о-Д on en conclut, que 

^ ) = b > o ) = ?(*<>)• 

La fonction p(a) etant absolument continue, elle est suivant le 
theoreme du § 12 (1) la moyenne de la fonction qui est sommable 
sur (5). Or, on a en premier lieu 

II suit de Ik que 

£ W — £ < l ^ ( ^ o ) l h » M < 2 £ ; 

la fonction [x(o) a done une valeur au point (a?0). 
En second lieu, on a sur (<r£

;): 

£ ( * ) < ^ ( * ) ^ ( * ) > 

II suit de Ik que 

jZ (j ) _ ^ (ag < ^ (я) ̂  ? (ag 2 e < 6 ь 

[ I И —(л (я0 j > р. (ж) — [л Ю > 2^(a) — <р (я0) — 2 г > — 6 г; 

c'est-Jt-dire sur (<rj) on a 

— 6Б < (л(a?) — fx (a 0 )< 6e, 

ce qui montre que la fonction [л (x) est continue au point (x0). 
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la fonction p. (a?) etant continue au point (#0). 
La theoreme de Liapounoff, cite dans le § 2 (5), montre, maintenant, 

que V possede la derivee normale au point (%0) et qu'on a au point (x0): 

mr^m) ^ - s J — ^ - f ^ 

Or, en donnant a Fegalite 

^ j ^ ^ k f a l ) d d J ^ - ( x ( ( T ) = M(ff) 

la forme 

l ^ 1 f* 

2^) f^i^O: ^ ^ I ^ - ^ J ^W* 1 ' ' l)<ki-+-fA00 = «(<»•) 

on peut la transformer, (cr) etaut dans l'interieur de (a0), en 

^JV(a?)(fo = I jf(x)da, 

I C - ^ ^ ^ d a , и- ̂ ф) - f ( s ) J AT « О 

d'ou Ton conclut que 

2тг, 

et, la fonction sous le signe de l'integrale etant continue au point (x0): 

(Si-«o) Ы 

On conclut de tout cela que (a0) etant une portion de (8) contenant le 
point (#0), on a 

~ 2 T U J r1 0 ^ 2TTJ r 1 0 
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c'est-a-dire 

Nous avons ainsi: si la fonction и (cr) est la moyenne d'une fonction f(x) 
sommable sur (S), dans chaque point (a?0), ou f(x) est continue, la fonction Vr 

trouvee par nous dans les paragraphes precedents, resout le probleme de 
Neumann pour la fonction f(x) en sens ordinaire. 

13. II reste encore h traiter la question de l'unicite de la solution 
du probleme (A). 

Nous demontrerons que parmi les fonctions harmoniques, auquelles 
on peut donner la forme 

1 r^(W)dSl^ i_ Г rt со»(г 
4 T C J r u 4т. J >• v l J r M

8 

№) 

dans le cas d'un probleme interieur, et la forme 

dans le cas d'un probleme exterieur, et pour lesquelles les valeurs 
moyennes JF^a), respectivement W{e)(c), sont les fonctions continues 
sur ( 5 ) , — i l n'existe pas d'autres solutions que celles que nous avons trou-
vees, en negligeant, evidemment, dans le cas d'un probleme interieur, la 
constante additive qu'on peut ajouter a F, suivant une remarque dans 
le § 1 1 . 

Comme la demonstration de cette assertion est basee sur quelques 
relations, qui seront etablies a propos du probleme de Dirichlet, nous la 
remettons jusqu'au chapitre suivant. 

14. Supposons, que 6? ( t ) , G{6) sont les fonctions de Franz Neumann, 
qui servent a resoudre le probleme de Neumann dans le cas, quand la valeur 
normale de la fonction harmonique cherchee V est continue sur (5) . 
C'est-a-dire,* supposons, que 

= ——н г« &{)
 = - - + - - f - С 

* Voir, par exemple, J. Hadamard, «Lemons sur la propagation dee ondes » , pp. 33, 34. 
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oil T{€) est la fonction harmonique du point definie dans (D ( e )), telle 
qu'on ait sur (SJ: 

( 0 5 ) \ ^ J e - ~ ^ J ~ ' 

et r ( i ) est la fonction harmonique du point (#a), definie dans (D ( t )). telle 
qu'on ait 

( « 0 

la constante (7 etant assujettie a la condition 

JO® daL = 0. 

№) 

Les solutions du probleme de Neumann, pos6 dans le § 1, sont donnees 
respectivement par les formules 

( 5 6 ) r=^Su(Fl)GXf)d°v v=—±fuw<apd*r 

Pour le demontrer, envisageons en premier lieu le probleme interieur. 
Soit V la solution de ce probleme, qui est trouvee dans les paragraphes 
precedents. Comme V est un potentiel de simple couche, nous pouvons 
appliquer les formules du § 12 (5): 

Or, on a suivant le § 13 (5): 

№1 
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I'indice (1) indiquant que la fonction Г ( 1 ) est traitee comme fonction de (xjf 

c'est-a-dire: 

(Si) 

Eu utilisant (55')nous pouvons donner a la derniere identite la forme 

(58) JV (a,) da, - j Г/> и («г,) da, - 2 | F, (S,) S, = 0. 

(Si) 10 (fr) 

En retranchant l'egalite (58) de l'egalite (57), nous obtenons 

(59) V = £Jufa) U —i— Г« I da, ̂  0 = ^ Ĵ K> dex 0, 
(Si) 1 0 (%) 

en designant pax С une constante, ce qu'il fallait demontrer. 
Si la fonction и (a) est la moyenne d'une fonction f(x) sommable 

sur (S), comme Gf{) est continue et bornee sur (#), si le point (x) est daus 
l'interieur du domaine (D(i)), en s'appuyant sur le theoreme du § 7 (2), on 
peut donner к l'egalite (59) la forme 

(60) r=^ff(4)0pfoi-+-\c. 
k ) 

On demontre de la meme maniere la seconde des egalites (5G) et dans 
le cas quand 

и (cr) = ~ j f{x) da 
on peut lui donner la forme 

On voit ainsi, que les formules classiques (60) et (60') de la theorie 
du potentiel subsistent dans le cas'general, quand la fonction f{x) est 
seulement sommable. Les fonctions (60) et (60 f) verifient les conditions: 
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a) Pour chaque point (#), ou la fonction f(x) est continue, on a 

respectivement 

b) Pour chaque domaine (?) sur (8) on a 

a*-

respectivement 
(*) 

1 Cs 

W 

CHAPITRE 7 

be problfeme de Dirichlet 

1. Soit donne un domaine limite par la frontiere (5), qui repond 
aux conditions enumerees dans le § 1 (5). 

Soit donnee une fonction и (a) des portions (a) de la surface (#), qui 
est additive et a variation bornee. 

Designons, suivant les notations du § 10 (5) par Vfe) la valeur moyenne 
d'une fonction V sur la portion (V), definie suivant les regies du § 10 (5) 
et situee dans Finterieur d'un des domaines (D^)* (D ( e ) ) c'est-a-dire posons 

(1) W ) = 7 fVd* 

et proposons-nous de resoudre le probleme (A): trouver une fonction F 
harmonique dans l'interieur de ( D ^ ) ou dans l'interieur de (JD(*°), telle cju'on 
ait pour chaque portion (a) de la surface (8): 

(2) V&{c) = u{<r), 

respectivement 
F*>(a) = M(<r) , 
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ou V(i) (a), respectivement Vie) fa, sont les limites de la quantite (1), vers 
laquelle elle tend, quand (cr') t e D d vers (o), etant dans l'interieur de (I>(tf)), 
respectivement dans l'interieur de*(D(€))-

En parlant des domaines (D{i)) ei (D ( e )) nous suppesons twjours, 
que (JD(e)) contient le point a l'infini et nous distingons les trois cas: le cas 
ordinaire, le cas (I) et le cas (JE), definis dans le § 1 (5). 

2 . En abordant le probleme (A) nous supposerons, que la fonction и (a) 
est continue. Si la fonction и fa est continue, la condition du theoreme 
d u § 1 2 ( 5 ) 

(3) Ufa) = Ufa), Ufa) = Ufa), 

ou Ufa est la variation moyenne de и fa, est satisfaite pour chaque 
domaine fa). 

Ayant fait cette restriction, nous substituons au probleme (A) le 
probleme (B) suivant: trouver un potentiel de double couche 

(4 ) w { x ] = = C H G i ) ^ l ^ } d . v 

(Si) 

qui satisfait a la condition 

w(i)fa = ufa 

dans le cas du probleme interieur et a la condition 
w{6)fa = ufa 

•dans le*cas du probleme exterieur. Nous designons, comme toujours, par rx 

la distance entre le point fa et le point (x^) sur (8), dirigee vers le 
point par (/Sj), fa) la surface (S) et ses portions fa, si (S) est traitee 
-comme le lieu geometrique des points (#г). Nous designerons par (SJ) et fa) 
la surface (8) et ses portions, si elles sont trait̂ es comme le lieu 
geometrique des points fa). 

Suivant le theoreme du § 12 (5), si pourun certain domaine a 0 on a 

в (его) = 6 (d 0), bfa)=*fa), 
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8(a) etant la variation moyenne de »(<x), les limites w{i) (<т0), го{е)(а0) existent 

et on a 

(5) №) 

^ ( f f J r ^ J d ^ J K 1 ) ^ — 2 т с в ( с г 0 ) , 
(Si) 

ou 

(6 ) j ( f f | l ) = 7 J — ^ y - ^ A x , 

(*) 

l'integration dans la derniere integrate etant effectuee suivant le point (#) 
et JVj etant la normale a (S,) au point (osj. 

Comme le potentiel w est une fonction harmonique dans Pinterieur 
de (D ( T ) ) ainsi que dans l'interieur de (D{6)), le probleme (J?) n'est qu'un 
cas particulier du probleme (A). 

Mais les problemes (A) et (J?) ne sont aucunement equivalents: pour 
que le probleme (B) exterieur devienne possible, il faut poser des conditions 
supplementaires. 

D'un autre c6te, en s'occupant du probleme (J?) on peut le genera-
User en eliminant la supposition que la fonction и (a) est continue. 

En donnant h la quantity 

(Si) 

le nom de la valeur relative de la moyenne de w sur (cr0) du c6t6 interieur, 
respectivement, du cute exterieur de (8), on peut chercher le potentiel de 
double couche pour lequel cette valeur relative de la moyenne est egale 
a une fonction moyenne arbitraire и (cr), 

Suivant la definition des valeurs moyennes relatives d'un potentiel de 
double couche, les egalites (5) subsistent, si w(t)(<r0) et w{e)(a0) sont ces 
valeurs. 

Comme consequence des egalites (5) nous avons 

1 ^ ( ^ 4 - 1 1 ^ = 2 Г * ( * д Ж * о . 1 ) « Ь ц 

00 (si 
^ ) ( o r 0 ) - ^ > ( a 0 ) = 47ud(a 0). 
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Les egalites (5) et (7) montrent qu'on peut pour resoudre le 
probleme (B) suivre la marche ordinairement adaptee pour la resolution du 
probleme de Dirichlet, qui consiste dans la substitution a la place du 
probleme (B) d'un probleme plus general, preciseinent, dans la resolution de 
I'equation 

(8) ufi ( a ) — w ( e > fa = 2 ^ ( а ) - ь 2 м fa 

dans laquelle 

(9) w(a) = jbfa)lfa l)d<jr 

(Si) 

Si w(£, 0) est la solution de I'equation (8), la fonction w(—1, 0) 
resout le probleme interieur et la fonction w(l, 0 )—le probleme exterieur, 
en supposant, certainement, que la fonction w (£, 0) a un sens pour \ = — 1, 
respectivement pour \ = 1. 

En effet, I'equation (8) donne pour H = 1: 

uP fa) — tv™ K ) = 2w fa) —i— 2u fa) = w& fa) uP fa) -ь- 2u fa\ 

w& fa) = — Ufa) 
et pour ? = — 1: 

WH) { G o ) _ Wie) ( C q ) = 2 w fa) 2ufa) = — fa) - V € ) K ) 2w (o 0) 

W*fa)=:Ufa). 

En substituant dans (8) a la place de wfa sa valeur (9) et en utilisant 
la seconde des egalites (7), nous obtenons I'equation integraie 

2тс a (or) = P j " &fa)lfa l)dG2-*-ufai 

(A) 
qui definie la fonction d (cr). 

La forme de I'equation obtenue montre qu'il est plus commode de 

designer la densite inconnue du potentiel de double couche par ~ d(cr), en 

ecrivant 

ТрФМИ, I 20 
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2TC Ho, 1) 

de liquation (10) repond a la condition (A) du § 1 (3); J(cr, 1) est 
continue, comme fonction du point (x^ pour chaque choix de (cr) et sa borne 
totale est bornee comme fonction de (хг); le noyau l(cr, 1) n'est pas fini. 

3. On obtient une solution formelle de I'equation (10) en posant 

(11) »((г) = и ( < т ) - ч - 5 » 1 ( ^ ) - * - ? * , ( о ) - | . - -

(12) ft,(a)=lJ/(o, l ) * ^ ^ * ^ , ft0(cr) = ^(o); 

il est demontre, en effet, dans le § 9 (2), que la fonction *л(о") est 
a variation bornee, si la fonction ft^._3 (a) est к variation bornee, d'oi\ suit 
que la formation de la serie (11) est possible. 

La serie (11) conduit к la solution de I'equation (8): 

(13) ^(0) = ^ ( 0 ) ~ н ^ 2 ( 0 ) ^ Е 2 ^ 3 ( 0 ) - ^ - - -

ou 
/ л \ 1 Г / \ COS (fiQ -̂ V) j 

(14) (4 

'10 

Comme on a 

on peut ecrire 

к la place de (4), ce qui conduit a liquation 

(10) ft (a) = 1 j ft (<r2) ? (a, 1) ̂  -н г* (a). 

Nous avons remarque dans le § 14 (5) que le noyau 

1 
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J *10 9 

(8) 
<1 

'10 * 

La longueur de о ne depend pas de la position du point (ж,). Etant 
•donne, maintenant, un domaine (or), designons par fa) la portion commune к fa 
et a (8). Nous avons 

( 1 6 ) Г 1 « » М 1 ) 1 & Д П ^ ^ - н р с о а С г ^ ^ 
'10" J 710" , J ^ '10 ^ 2 ^ 2 

(<x) (<T8) (cr —CXS) 

f 
Done, si 

* < T = 4, 

on a 

|Z(a, 1)| a < 6 . 

On conclut de Ik que les fonctions 

0 7 ) to1(a) = b1(a)9 w2(a) = d 2 (a) , . . . , wnfa = d j a ) , . . . 

sont tQutes absolument continues, meme si la fenction и fa n'est pas continue. 
On a en effet 

сед 
si 

G < YJ. 

4. Comme le noyau 

20* 

ce qui permet de calculer les fonctions ^ ( 0 ) , w 2 ( 0 ) , . . . pas к pas sans 
avoir recours aux fonctions ^ (cr), d 2 fa, 

La fonction moyenne I fa 1) est absolument continue, quand ^la 
position du point fa) est fixe. On demontre sans peine, comme dans le § б (5), 
que cette continuite est uniforme sur (&J. 

En effet, en construisant une sphere ayant le point fa) pour centre et 
un rayon 8 suffisamment petit, on a 
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(19) sn(a) = «( F F)-4-5J\(o ,l)u(a,) da, -+-

+ ?fk(a, 1 ) « ( ^ 1 + . . . + Г [ и ° . l)*(°№v 
(Si) (Si) 

Nous designons ici par ln(a, 1) le noyau itere 

(20) ln(c, 1) = ]**л(<х, 2)ln_,(a„ l)das±=jlm(a, 2)ln_m(a„ l)dav 

№) (Ss) 

ayant pose pour simplifier les formules 

h(°, l ) = i*(°, i ) ; 

suivant le theoreme du § 7 (3) les noyaux 1п(<т, 1) repondent к la 
condition (A), car le noyau lx (CP, 1) repond к cette condition. Reciproquemont, 
si un des noyaux iteres ln(a, 1) est fini, la solution de I'equation (18) 
verifie I'equation (10); dans ce cas, la fonction S(CP) est pour chaque choix 
de «(o) une fonction meromorphe de \ et pour s'assurer, que le rayon de 
convergence de la serie (13) surpasse l'unite, il suffit de s'assurer que cette 
fonction meromorphe n'a pas des p61es, dont les modules ne surpassent pas 
Tunite. 

5. Ayant pose dans le § 5 (6) 

(21) * l ( 0 , i) = _ £ ? i M ) , 

nous avons considere dans le chapitre 6 le noyau 

(22) *k(".l)=4J4(0, l)dc 

repond a la condition (A), les considerations du § 7 (3) sont applicables 
a I'equation (10). 

En appliquant le procede d'iteration, on peut affirmer, que la 
fonction »(er), si elle satisfait a I'equation (10), venfie I'equation 

(is) 4°) = ?ftn(°> V 4 * 0 A ° ) 
(Si) 

OVL 
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r10 

on trouve 

= ^ J \ ( 0 , i ) * r r 

En comparant les egalites (22) et(25) on trouve facilement 

(26) T J ^ * ' Vd<Ji = ^fli(Gv 0 ) ^ -
ta) (*) 

En effet, l'egalite 

J ( J \ ( 0 , l )<k)rfoi= J ( J4(0, 1 ) ^ ) ^ 
to) w (*) (»i) 

et nous avons demontre dans les §§ 6 (6), 7 (6) que les noyaux iteres 

M O , l) = j4(0, 2 ) ^ ( 2 , l)<fc9J 

to) 

1) = J4(<* 2 ) ^ - i K 1 ) ^ , = / ^ ( < I , 2 ) ^ ( ^ , 1 ) ^ , 
to) (Ss) 

sout lies par la relation 

(23) *л(ег, lj = ± 

De plus, nous avons demontre, que si 

(24) 2 — n\<0: 

le noyau &n(0, 1) est une fonction bornee, d'ou il suivait que le noyau kn(cr91) 
est fini. 

Comme on a 
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к ) (ei) 

: J \ ( ^ 2 ) ( l j t w _ 1 ( f l - a , 1 ) ^ ) А Г , = 

to) fa) • 

= 7 Л / * * ( ° ' f *~ - i ( f f i> 2)<^W to) (<f) (*2) 
En appliquant maintenant les theoremes des §§ 11 (2) et 12 (2), on 

obtient 

(28) Ifab 1 ) ^ = 1 / ( J \ ( 0 , 2)±jlm_liav 2 ) < Ц W = 

W («) to) «r2) 

= ^ Л Л ( ° ' 3 ) ' - * ( < Ъ 2 ) ^ 2 ) < Ц ; 
(*) to) 

n'est qu'un cas particulier de l'identite (26) du § 7(6), qu'on obtient en 
mettant Fimite a la place de km_: (0, 1). 

Nous demontrerons que l'egalite (26) subsiste pour tous les noyaux 
iteres, c'est~&-dire qu'on a pour chaque m: 

(27) W'l^i | '«( f f i» ° ) r f 0 -
к) Й 

Comme l'egalite (27) est satisfaite pour m= 1, on peut supposer, er» 
la demontrant pas a pas, que l'egalite 

(27') ±JK,1)<Ц = \$lA°v 0 ) d ° 
k) («) 

est satisfaite pour m' < m. 
En utilisant le theoreme du § 7 (2), nous avons, d'apres (27'): 
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to) 

= / O r 2) ( 1J \ (0 , 2)<fo2)<fe3 = j J ^ f o , 2)^(0 , 2 ) * r r 

to) to) to) 

L'egalite (28) prend done la forme 

Vi) w 
ce qu'il etait a demontrer. 

En utilisant l'egalite (23), nous obtenons 

И to.) to 1 to to) 

ce qui est de nouveau une simple consequence de l'identite (26) du § 7 (6). 
La derniere egalite conduit a la conclusion, que pour chaque ( o ) on a 

j " ( ^ j \ ( 0 > l ) ^ - U * r 0 ) ) * x = 0. 
to to) 

Les fonctions 

to) 

etant pour chaque (a,) les fonctions continues du point (%), on en conclut que 

(29) lm(evO) = ±fkm(0,l)d*r 

to) 

le theoreme du § 12 (2) est applicable, car l'integrale 

2)**|)l*k(0, 2 ) | & e = J l ^ K , 2) | | fc l ( 0, 2 ) | ^ 

est uniformement convergente, la fonction lm^1 (a, 2) etant continue comme 
fonction de (#2). 

Or, on a suivant ( 25 ) : 
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(19) Sn (a) = и (о) -+- 5 J \ (or, 1) w (о-,) <Ц -+- ? J (<r, 1) W (ffj) rfo^ • 
(Si) to) 

to) 

L'equation, associee a I'equation (18), a la forme 

(30) ?(«,) = Г J\(o-, 1 )9 (* )Лч-^(ад = 
to 

= Г / С1' ° ) f c ) ? (ж) - = J*- С1» °) ?t«) * 
to (*) (5) 

Or, c'est l'associee de l'equation 

(31) ? ( * ) = ? * J \ ( l , 0 ) ? W ^ - H ^ 

to) 

qui a ete envisagee par nous dans le § 8 (6) sous la forme 

? ( * i ) = P J \ ( 0 , 1 ) 9 ( 0 ! ) ^ + ^ ) . 

to 

Nous у avons designe sa resolvante par 

Г ( 0 . 1 , в - ^ Э . 

П suit de la, que ln (cv 0) est fini, si n satisfait a l'inegalite (24). 
6. Revenons maintenant aux considerations du § 4 . Nous avons que la 

solution de I'equation 

(10) $ (a) = I j \ (<r, 1) d (cr j do-j -+~ и (в) 
to) 

verifie Г equation 

(18) H*) = ? jJn(<r, IMrJ^+S^cr) 

to) 
OU 
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(33) Г (1 , <т, Z) = ± f r ( l , 0, Q<fc = £ g ^ > , 

d'ou suit, que la resolvante commune des equations (18) et (30) est egale a 

D (1, 5) 

to 

O U 

D ( l , a^) = - l j D ( l , 0, 5)AT. 

to 
II suit de tout cela que 

(34) »(а) = *я(<г)-ьР | \ г ( ^ Г а , <x, = 

D2(o-, I) et Da(S) etant les fonctions entieres de nous supposons, que la 
fraction (34) est reduite. 

En poursuivant les raisonnements du § 8 (6), on conclut, comme le 
terme complementaire de la serie D( l , 0, £) est egal, suivant les notations 
du dit paragraphe, к Вт{1, 0), que si, 

(35) |5|<г 
on к 

1^(1, 0 ) | < € , 
si 

w>iV, 

le nombre JV etant independant de la position des points (x) et (хг). 
II suit de la, qu'on peut poser 

si 
w > JV, 

independamment de la valeur choisie de (cr), i ? w ( l , o) etant le terme 
complementaire de la serie D( l , <г, 5), ce qui conduit a la meme conclusion, 

DQz) etant le determinant de Fredholm, attache anx equations (30) et (31). 
La resolvante de liquation (30) est done egale a 

(32) r ( l , 0 , 5 ) = £ § ^ 
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que celle qui a ete obtenue dans le § 8 (6): si q est le plus petit module 
des racines de DS(S), la serie (11), qui donne le developpement de la 
fonction a (a), est convergente pour les valeurs de £, ayant le module ne 
surpassant pas q et que pour 

| 5 | < & < 0 
le terme complementaire de la serie (11) est en valeur absolue moindre 
que g, des que son indice surpasse le nombre JV, qui est independant du choix 
de Iff). 

7. Nous nous sommes rappele dans le § 9 (6) les proprietes de la fonction 

(62) W J ) . 

elle ne possede pas des pdles ayant les modules plus petits que l'unite; 
parmi les nombres, dont le module est egal a l'unite, le nombre \ = — 1 
n'est pas son p61e dans le cas ordinaire et dans le cas (E)9 mais il peut etre 
un pdle dans le cas (I); si, dans ce cas, 5 = — 1 est le p61e de (32), c'est 
un pole simple. 

L'equation homogene 

(36) Ф(*) = |Ч(о, 

a dans le cas ordinaire et dans le cas (Г) une seule solution qui est 
lineairement independante des autres. On obtient cette solution en formant 
la variable 

(37) p«(o) = J4(<>> i)p*-*a)**L; 

en formant cette variable, on peut choisir p 0(0) arbitrairement; la solution 
cherchee est donnee par la limite de la variable p 3 w p 2 f i _ r Dans le cas (JE) le 
nombre des solutions lineairement independantes de l'equation (36) est egal 
а к On les obtient en choisissant convenablement p0(O); pour les obtenir 
toutes il suffit de poser 

Po(0) = ? o ( X ) ( 0 ) , f p 0

( X > ( 0 ) d o - = 0 , X = M , 

rP efo(o)«fe=I, г = х , x = i ) 2 , . . . / c 
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Designons ces fonctions par 

P ( 1 ) , P» , . . . P * . 

On s'assure aisement en integrant (37) sur (8{l)) qu'on a 

Гр ( > )(0)й<т = 0, si Х ф 2 ; = 1, si Z = X. 

La limite de la variable р2 я •+- est egale a zero, si Ton a 

J p 0 ( 0 ) i < 7 = 0 , 
(S) 

respectivement, dans le cas (JE), si 

I P o ( 0 ) c f a = 0 , Z = l , 2 , . . . f c . 

Dans le cas (I) l'equation 

(36') = — jX(o, i)ФК)<Ц 
(«о 

a & solutions lineairement independantes; on les obtient toutes en cherchant 
les limites de la variable p 3 n — P 2 M - I J ayant pose 

Po(0) = Po ( X )(0), f p / > ( 0 ) d a = 0, 
m 

f?to(0)ch = ±, 1 = 1, 
(Slz)) 

Designons ces fonctions par 

On s'assure aisement, en remarquant que 
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qu'on a 

j^l)d<j=0, si Z#=X; = 1 , si 1 = 1. 
(Sty 

La limite mentionnee est egale a zero, si Ton a 

r p o ( o ) < f a = o , «=1,2,...*. 

(Щ 

En s'occupant da noyau # w ( 0 , 1) on s'assure aisement que dans le cas 
ordinaire et dans le cas (J) on a 

J \ ( 0 , 1 ) ^ = 1 ; 

(S) 
dans le cas (E) on a 

J A n ( 0 , l ) * r = l, o u = 0 , 

(i№) 
suivant que le point (x^ est sur (S(l)) ou non; dans le cas (1), on a, si (S(l)) 
est une frontiere interieure: 

( \ ( 0 , l ) d a = (— If , 0U = 0 

suivant que le point (ж,) soit sur (S*) ou non. 
Pour le demontrer il suffit d'effectuer l'integration mentionnee en se 

servant de la definition de &и(0, 1 ) : 

* » ( 0 , 1) = J ^ ( 0 , 2 ) ^ ( 2 , ljrfcr, 

№,) 

et en utilisant l'identite (26) du § 7 (6). 
L'equation 

(38) <К*) = Г [ Л Я ( 0 , 1 ) ^ ) ^ + 2 ^ ) 

(Si) 
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J F(x)da = 0, 

En effet, on a, (x) etant la solution de (38): 

(40, + W = J W * r f J W ^ S < f a I = ^ p 

1=1, 2 , . . . ft. 

(Si) 

la fonction a la droite etant reduite. II suit de la 

D3(0, Q = 5» J \ ( 0 , 1)D,(1, З ^ ч - Л , ® ^ * ; 

ce qui conduit a l'egalite 

(1— Г)]Ч(0, * ) ^ = I ) 3 ( 5 ) j > ( z ) d a 

dans le cas ordinaire et dans le cas (/) et aux к egalites analogues dans le 
cas (Ж). On en conclut, que sous les conditions (39): 

j D s ( 0 , 1)ЛГ = 0 

(41) W 

ets iD 3 ( l ) = 0: JO8(0, 1 ) = J \ ( 0 , 1)D,(1, l )Ar r 

№) 

En posant p0(0) = J93(0, 1) on trouve 

JD,(0, 1) = J \ ( 0 , 1)р 0 (1)Лг а = / * „ ( 0 , l ) P o ( l ) ^ = P«.(0) 
(Si) to) 

possede une solution pour 5 = 1 , si 

(39) JF(x)da=0, 
(S) 

respectivement dans le cas (JE), 
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ce qui conduit a la conclusion, que D,(0, 1) = 0, ce qui est impossible, la 
fraction (44) etant reduite. On a done D , ( 1 ) # 0 et la formule (40) 
donne pour \ = 1 la solution cherchee. 

On demontre de meme dans le cas (1), que l'equation (38) a une 
solution pour \ = — 1, si, w etant impair, 

(39') p F Y a ) < f o = 0 , i= i ,2 , . . . й. 

(Щ 

En appliquant les memes raisonnements on obtient, en supposant 
que D ( — 1 ) = 0 et que la condition (39') est satisfaite, a la place des 
egalites (41) les egalites 

(42) j D , ( 0 , — l ) A r = 0 , D , ( 0 , - l ) = ( — l ) " | * n ( 0 , 1 ) 0 , ( 1 , - 1 ) ^ 
(ев)) m 

d'ou l'on conclut que 

2 > , ( 0 , - l ) = ( — 1 Г Р „ . « » 

si Гон pose 

P o (0 ) = D, (0 ,—1) . 

La variable ?n2f(0) — ?п(2^г)(0) etant egale & 2 D 8 ( 0 , — 1 ) cela conduit 
a la conclusion que D s ( 0 , — 1) est egale к zero, ce qui est impossible. On 
a done D 3 (— 1) Ф 0 et on obtient la solution cherchee en posant dans (40) 

5 = — 1 . 

8. En s'appuyant sur les remarques qui precedent, on peut demontrer 
les lemmes: 

1) Si la fonction <p(0) du point (x) sur (S) verifie l'equation 

(43) ? ( 0 ) = i - 0 ) Т ( 1 ) ^ , 
(Si) 10 (Si) 

9 ( 0 ) est une constante dans le cas ordinaire et dans le cas (I); dans lo cas 
Щ 9 (ж) est constante sur chaque frontiere (8{l)). 
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2) Si la fonction © (0) du point (x) sur (S) verifie dans le cas ( I ) 
l'equation 

(44) y (0) = - ± J C ° S < p ( 1 ) f c x = - ] Ч (1 , 0 ) 9 ( 1 ) ^ , 

<p(0) est egale a zero sur la frontiere exterieure (80)) et est constante sur 
chaque frontiere interieure. 

Pour s'en assurer il suffit de remarquer, que cp (0) verifiant l'equation (43), 
verifie aussi l'equation 

<43') ? ( 0 ) = J \ ( 1 , 0 ) 9 ( 1 ) Л г г 

(Si) 

Or, si Ton pose dans l'equation (38): 

Ffa = К fa xB) — Jcn (x, x2), 

ou fa) et fa) sont les points situes d'une maniere quelconque sur (S) dans 
le cas ordinaire et dans le cas ( I ) et sur une meme frontiere (S(l)) dans le 
cas (22), on voit que la condition (39) est satisfaite. L'equation (38) possede 
done une solution pour 5 = 1 . Si ф 0я5) e s t c e t t e solution, on obtient, en 
multipliant (43') par ф(а?) et en integrant sur (#), que 

— jhnfa, a?8)9(a?3)Ar1-+-J kn(xv x^ofa)^^ — %fa)-+-qfa) = 0, 
(Si) (Si) 

d'ou on conclut que le lemme (1) est exact. 
De meme, en posant dans le cas (2) 

F(x) = К (*> ж з ) — l t n fa cc2\ 

fa), fa) etant deux points choisis arbitrairement sur une meme frontiere 
interieure, on satisfait aux conditions (39). L'equation (38) a, done, dans 
ce cas une solution ф(#). 

Or la fonction о fa satisfait a l'equation 

9 ( * ) = ( - П " ^ я ( 1 , 0)o(x1)da1. 
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si le point (#) est en dehors du domaine limite par Le nombre \ ~ — 1 
n'etant pas*un p61e dans le cas ordinaire d'un domaine, limite par une seule 
surface (# ( 0 )), on conclut de \k que <p(#) est egale к zero sur (S{{))). 

Les deux lemmes que nous venous de ddmontrer sont equivalents aux 
deux lemmes suivants: 

1) Si 

(430 ? (* ) = J4fo l)<p(^i)rf^ 

9 (a) est constante dans le cas ordinaire et dans le cas ( I ) ; dans le cas (K) 9 (a) 
est constante sur chaque frontiere (S(l)). 

2) Si dans le cas (7) 

(440 l(*) = — fh<F> 
(Si) 

9(0-) est egale к zero sur la frontiere exterieure (# ( 0 ) ) et est une constante 
sur chaque frontiere interieure. 

En multipliant la derniere 6galit6 par ф (ir) et en integrant sur (S) on 
trouve 

— JK(xv *%)9№**i + fh(*v ^ ) ? ( ^ ) r f c 7 i = — ? ( « з ) - ь < р ( « . ) = 0, 
(Si) (Si) 

d'ou suit Г exactitude de Гёпопсё pour les frontieres interieures. 
En posant 

<?(x) = G^ sur(tf'>), i-1,2,-. ft. 

on trouve pour un point (x) sur (5 е 0*): 

= — 0 ) 9 ( 1 ) ^ , 

car 
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la fonction &и(0, 1) etant une fonction bornee et continue des points (x) 
et (fljj), on peut appliquer le theoreme du § 8 (2) et obtenir l'egalite 

?(°-) = | J ( j *«(0, l ) < p ( < r ; 1 ) A r 1 ) A r = i J < P ( a ; ) d a , 

W to) <*) 
ayant pose 

?(») = J*n(°» ^ W ^ r 
to) 

La substitution de cette valeur de <р(ж) dans l'equation (43') donne, la 
fonction <p {x) etant bornee que 

W to) (*) 

(») to) («1) 

'10 

Les fonctions dn point (ж) sous les signes des integrales etant 
continues, on en conclut que 

(43) ? ( ^ ) = ^ J C - 2 i M ? ( ^ ) ^ 1 , 

to) 1 0 

c'est-a-dire que op (ж) est la fonction du lemme 1. 
ТрФНИ, I 21 

En appliquant a l'equation (43') le procede d'iteration, nous concluons, 
que cp (a) verifie l'equation 

Or, on a, 
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oil о (a?) est une fonction qui verifie l'equation (44). 
9. Nous sommes maintenant en etat de demontrer le theoreme sur 

Tunicite de la solution du probleme de Neumann, qui a ete formule dans 
le § 13 (6). 

Supposons, qu'une fonction moyenne a variation bornee и (a) etant 
donnee sur (#), il existe, outre la solution trouvee suivant les regies 
du § 11 (6), une autre fonction harmonique w, qui resout le probleme 
interieur de Neumann pour la meme fonction и (a) et qui est representable 
par la formule 

la fonction w(i) (a) etant continue. 
Comme le potentiel de simple couche, trouve dans le § 11 (6), est 

representable par la formule (45), on a 

o<4(F) etant le flux relatif en cas, quand и (a) n'est pas continue. 
Comme on a 

^ И = аГО(7) = 

Si ? ( # } = G, on a evidemment 

<p(o) = i fcd<r=C. 

De meme, en appliquant le procede d'iteration a l'equation (44'), on 

obtient 

d'ou on conclut, en repetant textuellement les raisonnements que 
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21* 

on a dans les points interieurs de 

Comme la fonction w{t) (cr) est continue suivant notre supposition et la 
fonction (cr) est absolument continue suivant les theoremes du § 11 (5), 
il suit de la d'apres le theoreme du § 14 (5) que 

V*> ( c r ) — < * ) = ± f ( F*> K ) - ufl (аг)) Ца,1) da, -t— 
(Si) 

ou 

F«) (cr) — ufi> (a) = 1 f(V«> (a,) — w* (a,)) I (a, l)da, = 
to) 

=${7*>Ы —ufliaflUa, l)da,. 
(Si) 

L'equation obtenue par nous n'etant pas distincte de l'equation (43') 
•on en conclut que 

uP> (cr) = V® (а) -t- G, resp. ufi (a) = F(,'> (cr) и- С ® 

•et que dans l'interieur de (D ( t )) 

w = — 1 ' Лал -»-
(Si) 

H_ _L J 7 « ) C O Sfoo^l) ^ _,_ C ) r e s p > _^ г = 1 > 2 , . . . Jfc. 

W = F - H C , resp. w = F + C ( ! ) , 

•c'est-a-dire que est parmi les solutions que nous avons trouvees. 
De meme, dans le cas du probleme exterieur, la supposition qu'on a une 

solution pour laquelle 

« = _ i - ( > И ^ - - 1 ( > da, 
to) to) 
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et w{€) (c) est continue, conduit a la conclusion que 

7 ( 0 ft—vf* (a) = — J(F<«> ( 0 . j (o-J) ^ (cr, 1; ^ . 

La derniere equation n'etant pas distincte de l'equation (44') on en 
conclut que dans le cas ordinaire et dans le cas (E): w{6) (<?) — ViC) ( c r ) ; dans 
le cas (I) la difference w(e) ( o ) — F<e) (cr) est egale a zero sur (# ( 0 ) ) et к une 
constante (7 ( Z ) sur la frontiere interieure (S(l)). 

On en conclut que dans le cas ordinaire et dans le cas (JE): w=V\ 
dans le cas ( I ) on a dans l'interieur du domaine, limite par 

ym(ff)coa(%^) ^ c ( i ) = F _ ^ c f r 

la normale а (# ( Z )) etant dirigee vers l'interieur du domaine que nous 
considerons. 

10. Eevenons maintenant au probleme de Dirichlet. D'apres les 
formules (11 ) et (34): 

(34) K ^ ) = : ^ ^ = ^ ) ^ " - » i W - « - ? » . W - b - - - ; 

il nous reste d'etablir sous quelle condition, dans le cas du probleme exte­
rieur, 1 = 1 n'est pas un pole de la fonction (34) et, dans le cas (U) et 
du probleme interieur \ = — 1 n'est pas son pole. 

Commemjons par l'6tude du pole \ = 1. Comme le cas ordinaire n'est 
qu'un cas particulier du cas (JE) ii suffit d'envisager le cas (JE) et le cas ( I ) . 

Designons par 
p N f c ) , р(*>(я), . . . р А ф 

les к fonctions fondamentales, introduites dans le § 7. Dans le cas ( I ) il 
existe une seule fonction fondamentale attachee au nombre caracteri­
stique 1=1. Designons la par p, ayant pose 

j pd<j— 1. 

(8) 
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J > ( 0 ) ( fhfr i ) A ( s ^ ) ^ ) ^ = 
W to) 

-.jD2(*vl)( J \ ( c r , l)?(X\0)da)da1 

to) 

et que 

'10 
to to 

= - i / C0Sir°1/l) P(X) ATX = J* \ (0, 1) P(X) da = (ag, 
to 1 0 to 

nous obtenons 

(1 — I) j D a (cr, \) p*> cZcr = D 2 © | u (cr) pft do­

ts) to 
(48) respectivement 

(1 — Q | J 9 2 (a, l)9d* = D 2 (5) J*« (cr) p*> da. 
to to 

II suit de la, en. premier lieu, que si les conditions 

(49) ju(a)pfoda= 0, resp. J" и (a) p dcr = 0 X = 1 , 2 , . . . A . 

to to 

sont satisfaites, on a pour toutes les valeurs de \ 

(5 0) j Ds (a, l) р(Я) da = 0, resp. jB2 (cr, p da = 0, X=i, 2 , . . . fc, 
to to 

la fonction D 3 {a, $•) etant une fonction entiere de \> 

Ayant remarque que la substitution de (34) dans l'equation (10) 
conduit a l'equation 

(47) D2(cr, 5) = 5j\(<r, l)Da(a, l)da^D^)u{a), 

to) 

multiplions la par p ( X ) (x) dans le cas (E) ou par p dans le cas (I) et integrons 
sur (S). En remarquant que 
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En second lieu, si \ = 1 est une racine de on a 

J\fa 1) = J \ ( t r , l ) Z ) s ( t r , 1 ) с Ц . 

Suivant le lemme 1 du § 8, on a done D%(<j, l ) = sur (£(*}), resp. / > , « г , 1) = Gy, sur (5). 
En substituant la valeur trouvee dans (50) apres у avoir poseH = l r 

nous obtenons 

(tf) b l (Mty 

On en conclut que 7) й (с, 1) = 0, ce qui est impossible, la fraction (34) 
etant reduite. tl suit de tout cela, que § = 1 n'est pas la racine de 1)ш(£)7 

si les conditions (49) sont satisfaites. 
En ^'occupant du pdle £ = — 1 dans le cas ( / ) , designons par 

les fonctions fondamentales introduites dans le § 7. 
En multipliant rggalitfi (47) par ф (Х) et en Tint6grant sur (Д), nous 

obtenons 

(Я) (.V) 

car, cette fois, 

Я) to W to 

Done, si les Л conditions 

(49') j\i(a)^d<r= 0, X=l, 2,... ^ 
sont satisfaites, on a, la fonction Ds(cr, H) etant une fonction entiere de Jjr 

(50) j D , ( « r , 5 ) ^ d a = 0, x=!,2,.. .fc. 

to 
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D'un autre c6te, si J; = — 1 est une racine de la fonction J) (£), on a 

D 2 (cr, — l) = — j l 1 fa 1) D 2 (av — 1) A r r 

II suit de la, d'apres le lemme 2, que D2(<r, — 1) est egale a* zero 
sur (5*0)) et est egale к une constante <7(X) sur chaque frontiere interieure (# ( X ))-

En supposant que dans (50') £ = — 1 et en у substituant la valeur 
trouvee de fa — 1), on obtient 

ыь 

J j ) 2 ( c 7 j _ i ) ф ( Х ) < f o = ^ C ( Z ) Й ( Т = G ( l ) = ° -

(Я) *=* 

La fonction D2(cr, — 1) est done identiquement nulle, ce qui est 
impossible, la fraction (34) etant reduite. Done, si les conditions (50 f) 
sont satisfaites, \ = — 1 n'est pas le p61e de la fraction (34). 

11. Les theoremes du paragraphe precedent conduisent immediatement 
к la solution du probleme de Dirichlet, mais dans quelques cas sous certaines 
conditions suplementaires. 

Supposons que la fonction и fa est continue. 
Les problemes interieurs. Dans le cas ordinaire et dans le cas (E) 

£ = — 1 n'est pas le p61e de la fonction d(cr), definie par la serie 

(11) bfa = ufa + lb1[v) + l*b2fa-*-»- , 

ou 

(Si) 

Le nombre 5 = 1 peut etre son p61e; mais si \ = 1 est le p61e de la 
fonction (11), e'est un p61e simple. 

II suit de la que le rayon de convergence de la serie 

( i _ l) ъ (о-) = и ( a ) i fa (д.) _ u fa) p fa _ b i (a)) ... 
surpasse l'unite et que la fonction <&(<r), donnee par la serie 

(51) Ь (a) = \ { « (cr) - (* x (cr) — и (V)) H - (*, (a) - \ (cr)) J 
est la valeur de la fonction (11) pour \ = — 1. 
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En resolvant le probleme interieur dans le cas (2) nous supposerons 
que les conditions 

(49") j и fa <]/л> d<T= 0, X = i , 2,... * 
(S) 

sont satisfaites. Dans ce cas £ = — 1 n'est pas le pftle de la fonction (11) 
et la solution du probleme est de nouveau donnee par ia s6rie (51). 

Les problemes extkiews. En s'occupant du cas ordinaire et du cas (I), 
nous supposerons que la condition 

(49") Jtt(<r)prfor = 0 

est satisfaite; dans le cas (E) nous substitnons & la place de la condition (49') 
les h conditions 

(49) J* и (с) ?

( h da = 0. X-=i, 2 .,.h 

Si les conditions mentionnees sont satisfaites, S; = 1 a'ost pas le pole de la 
fonction (11). Le nombre % — — 1 pouvant 6tre dans le cas (I) son pOle 
simple, le rayon de convergence de la serie 

(1 5) d (or) = r «(<r) - ь 5 ( » ! (?) -+- n fa) н~ % fa fa bx fa) 

surpasse l'unite et la valeur de la fonction (11) pour l—l est donate par 
la serie 

(52) * fa = 1 j и fa - ь fa fa и fa) & fa ^ (a)) - ь - - • j 
Or, nous avons remarque dans le § 6, que si rmfa est le terme 

compl&nentaire de la serie (11), on a 

K(F)\<h 
si 

N etant un nombre independant de (cr); les termes complemontaires des 
series (1н-£)д(сг) et (1 — fybfa jouissent de la raSme propriety. Soit 
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done pOT(cx) le terme complementaire d'une des series (51), (52) et sm(v) la 
somme de ses m premiers termes. On a 

SI 

m > JV, 

ou N est independant de (o). 
Soit (CF0) un domaine arbitraire, soit (a) un domaine contenu dans (a 0 ) . 

On a, par suite 

j d ( s ) — % ) j < j e m (a0) — sm (o) [ - 2 E , 

d'ou il suit que la fonction ft(o-j est continue, si sm(<r) est continue, et meme 
absolument, si sm (cr) est absolument continue. 

Or, les fonctions Ьт(а) etant absolument continues, sm(cr) est continue, 
respectivement absolument continue, si и (a) est continue, respectivement 
absolument continue. 

Done si la fonction U(<J) est continue, la fonction Ь (cr) Test aussL 
Formons maintenant le potentiel 

( 5 8 ) , = ^ j , . { < r j ) - » ^ a ) ( K . 
(Si) 

La densite & (cr) etant continue, on a 

wt) ( f f ) n_ ww (ст) = 2м, = 1 j l (cr, 1) & = 25 0(<T) — 25 ft (cr), 

to) 

5 = ± 1; w{i) (cr)—uP> (<r) = 2 * (о-) 

d'ou il suit: 

s i 5 = — 1: ^ ( с г ^ Ц с г ) ; 

Si 5 = 1 , И>Ю((Т) = — «*(*). 

Le potentiel (53) resout done le probleme (B) sous les conditions (49). 
Les series (51) et (52) etant uniformement convergentes sur (£), on peut 
integrer terme a terme la serie, qu'on obtient en substituant dans (53) a la 
place de d (a) la valeur qui est obtenue pour elle. 
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On obtient done pour les problemes interieurs: 

(54) w == j jwx — (w2 — - f - (wz — Hfe) [ 

et pour les problemes exterieurs 

(55) w = — j jw1 и - К - ь -+- (w3 ^ 2 ) н J 

№) (Si) 

Bemargue. Si la densite и (a-) n'est pas continue, les formules de ce 
paragraphe donnent la solution du probleme (B) generalise, qui est mentionne 
dans le § 2. 

12. Les conditions (49) sont tout a fait etrangeres au probleme de 
Dirichlet; mais elles sont indispensables, quand on resout le probleme (B). 

Theoreme. Quel que soit le potentiel de double couche 

(56) W 

si (<r) est la valeur relative de la тоуеипе de W sur (or) du cote" exte­
rieur de (8), on a dans le cas ordinaire et dans le cas (J) 

(57) jV«(ff)p(0)tfo- = 0; 

dans le cas (E) on a 

(570 j V « ( ^ ) p ( X ) ( 0 ) r f o - = 0 , X=l,2,...fe. 

De тёте, si l'on affaire avec le cas (J) et si W® (cr) est la valeur rela­
tive de TTsur (a) du c6t6 interieur de (#), on а 

(57"> j W*(a) <|/*> (0) da = 0, 2 , . . . ft. 

(<S) 
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car 

to 

= Д (о-J l (a, 1 ) foj) p(X> ( 0 ) da — 2тг jb(a)p^(fl) dcr = 0 , 
(S) to) to 

to to) 

to) to (<r) 

to) (S) 1 0 

= /» Ы ( -f™p,£U9<b (0) dv) do, = 2* ( a g p*> ( l ) A r x . 

to) is) 1 0
 (Si) 

De meme on trouve dans le cas ( I ) 

JW^ (о) ф ( Х ) ( 0 ) dcr = J * ( J d (o-J г (cr, 1 ) <ц) <j/*> ( 0 ) da -+-
(5) to to) 

H - 2 « J * (о-) ф ( Х ) (0) = 0, 
(S) 

la premiere integrate dans la partie droite etant egale a 

-2r.JQ(a1)^(l)da1. 

to) 

II suit de la, que la resolution du probleme ( B ) est impossible, si les 
conditions (49) ne subsistent pas. 

13. Nous avons completement resolu dans le § 1 1 le probleme inte­
rieur (A) dans le cas ordinaire et dans le cas (JE). Pour le resoudre'dans le 

Pour demontrer le theoreme il suffit d'evaluer les quantity dans les 
parties gaucb.es des egalites (57), (57'), (57"). 

Nous avons, par exemple, 
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OU 

to) 1 to) 1 0 

Mais, comme le point (x), etant dans l'interieur de (D% est en dehors 
de tous les domaines limites par les surfaces (Sil)), 1= 1, 2, . . . k, on a, 
pour les points (x) dans l'interieur de (D(i)): 

to) 

On trouve, de т ё т е , que si le point (x) est sur (<Sf(X)), on a 

Ж1(сг) = ^ 1 ( с г ) н - а ъ 

car 

cas (Г) il reste a se debarrasser de la condtion (49')- Introduisons une fonc­
tion a des points sur (£), qui est egale h zero, si le point est sur (# ( 0 ) ) et qui 
est egale a az, si le point est sur (S(\ Z = 1, 2, . . . *, a, etant des con-
stantes: 

a = 0, sur (S% a = az, sur 2, . . * ; 

choisissons les nombres az de maniere, que la fonction и (a)— a satisfasse 
aux conditions (49'). Comme sur (£ ( 0 ))a = 0, il faut qu'on ait 

h=Jc 
J ( w _ a ) ф(А) da=ju (a) ̂  da— ^ a Z / ф Л = / Ч * ) ф ( Х ) — a x = 0. 
(5) (Я) *=l (^l)) (5) 

Formons, suivant les regies du § 1 1 la solution du probleme, en 
rempla§ant la fonction и (a) par la fonction и (а)—a. 

Nous obtenons 

w=11 F ;—(ж 2 - w,) - и ( TFз — тг 2 ) 1, TF(T)
 ( о - ) = « ( a ) — a , 
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si (x) est sur (S(l)) et est egale a zero dans le cas contraire, la normale a (Sil)) 
etant dirigee vers l'interieur du domaine limite par (S(l)). 

II suit de la que si (x) est sur (#), on a 

WX (cr) = гог (a-) —f- a. 
En continuant ainsi, nous concluons pas a pas que 

Щ = W2(cr) = w2(c) — oc, WZ = wz, WS(<J) =п9(сг) — л,. . . 

II suit de la que pour les points (#), situes dans l'interieur de 
la serie (54) est convergente, mais que sa somme verifie la condition 

w{l)(a) = и (a) — a. 

Choisissons maintenant les nombres 

Л 5 i 2 ' ' ' * ik 

de maniere, qu'on ait sur(# ( X )): 

Cela est toujours possible. Nous savons, en effet, que les potentiels 

(59) Г Й Ь 

sont egaux aux constantes dans tous les domaines qui sont exterieurs a (D ( t ) ) . 
Ayant pose que (59) est egal a <?/X) dans l'interieur de (£ ( X ) ) et se rappe-
lant que (59) est egal a zero en dehors de (# ( 0 ) ) , etant egal a z6ro h 
l'infini, nous concluons que les equations (58) sont equivalentes aux equations 

l=Jc 

1=1 
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Le dernier systeme a une solution pour chaque choix des a x; autrement 

le systeme 

28 г С7/ Х ) = 0, X=i ,2 , . . . f c 

1=1 

aurait une solution, dans laquelle un des nombres 8 1 } . . . 8* serait different 
de zero; mais alors le potentiel 

Ъ=Тс 

/ 2 8 < + ' * f 

serait egale a zero dans tons les domaines exterieurs pour (D ( t ) ) et par 
consequent il serait egal a zero partout, d'ou il suit que 

2 8 , ^ = 0, 

ce qui est impossible, les fonctions etant lineairement independantes. 
Posons maintenant 

et formons la fonction 
7 1 io 

to) z = 1 

Nous avons 

F « (a) = « , « (<r) -+- F 0

( f ) (cr) = after) — a a = и (<r), 

саг F0

№(<r) est egale a a, la valeur de V0 sur (8) etant egale a a. 
II suit de la que la fonction Fresout le probleme pose; la solution du 

probleme de Dirichlet est donnee dans ce cas par une somme d'un potentiel 
dc double couche et d'un potentiel de simple couche. 

Passons maintenant aux problemes exterieurs. Le cas ordinaire n'est 
qu'un cas particulier du cas (E), le nombre к des fonctions fondamentales, 
attachees au nombre caracteristique I = 1 у etant egal a l'unite; le cas (1) 
est tout a fait analogue au cas ordinaire,—le nombre des fonctions fonda-
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mentales attachees au \ = 1 est egal aussi a l'unite. A cause de cela nous 
discuterons en detail le cas (JE). 

Supposons que a est une fonction des points sur (8\ qui est egale a 
une constante sur chaque frontiere (# ( / ) ) , 1= 1, 2, . . . Jc 

a = a<z\ sur (S% 

a est une simple constante dans les cas ordinaire et (J). Choisissons les con-
stantes ot{l) de maniere que les conditions (49), (49") soient satisfaites pour 
la fonction и (a) — a, c'est-a-dire qu'on ait 

Supposons, que W est la solution du probleme (J9), qui correspond к la 
fonction и (a) — a. Nous ayons, en appliquant la formule (55) 

(60 ) w= — I j i r , ( W % - н (W t - f - W 2 ) > •. j , 
uo 

La premiere des egalites (61) donne, le point (x) etant en. dehors des 
surfaces ( S ( / ) ) : 
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De meme on trouve pour les points situes sur (8il)) 

Wlltr) = %:ju(ffj) I (a, 1) Жг, — » k = W 1 О) — «X» 

СЯГ 

si ш est sur (S ( ? )), et est egale к zero dans le cas contraire, ce qui montre, 
que si (x) est sur (S) 

En continuant ainsi pas a pas, nous obtenons 

W% = w„ W2(<J) = W2(<J) — OC; WB = w3, WB(c-)=wS(<J) — cc,. . 

I I suit de la que les series ( 6 0 ) et (55) ne se different pas entre elles 
pour les points dans (D^), mais que la somme de la serie (55) verifie la 
condition 

w{e)(a) = u(a)-+-QL. 
Chaque potentiel 

W " 

est egal a une constante dans l'interieur de chacune des surfaces (S(l)) 

(dans le cas (I) le potentiel ( 6 2 ) , qui est unique, est egal к une constante 
dans (JD*)). Supposons que le potentiel ( 6 2 ) est egal к <7/X) dans l'interieur 
de (5 ( X ) ) , (egal к G dans dans le cas (2)). 

On peut choisir les nombres y 1 5 y a , . . . yk de maniere que les egalites 

л=1,2, . . . к 

(Si) 

qui sont equivaientes aux egalites 

2 T z G Z ( X ) = = a X ^ fc=l,2,...* 
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et 

La valeur de V0 sur (8) etant egale a a, on a V0

{e)fa = a et 

fa = _ j r w ( a ) ^ W ( a ) = _ a - f M ( , j + a = M (cr), 

d'ou suit que la fonction Fresout le probleme pose. 
La solution du probleme (-4) est de nouveau donnee par une somme 

d'un potentiel de simple couche et d'un potentiel de double couche. 
l i Supposons maintenant que и fa est absolument continue. Suppo­

sons quew(a-)est la moyenne d'une fonction/'(#), qui est sommable dans 
le sens de M. Lebesgue. 

Supposons que la fonction ffa est continue au point (#0), c'est-a-dire, 
que, quel que soit s, on peut construire une sphere du rayon r £, ayant le 
centre dans fa) telle que 

(63) \№—f(*J\<h 
ТрФЫН, I 22 

soient satisfaites. Autrement, qu'il existe des nombres o 1 5 . . . 8^, tels 
que Ton ait 

et qui ne soient tous egaux a zero simultanement. Mais alors le potentiel 

h=Jc 

serait 6gal a zero dans (D ( t ) ) 3 ce qui exigerait 

or, la derniere egalite est impossible, les fonctions p ( X ) etant lineairement 
independantes. Posons 
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si (x) est sur (r £) 5 (rg) etant la portion decoupee de (S) par cette sphere. 
Pour une portion (r0), correspondante a une sphere d'un certain rayon r 0, 
on a 

\№-№\<i-

La fonction fix) est bornee sur ( r 0 ) et M0 me etant les bornes de la 
fonction f(x) sur (rg), on a 

(64) f(x0)<Mg<f(x0) + 2i, f(x0)-2t<me<f(x0l J£t — mt<4t. 

En repetant les raisonnements du § 1 2 (6), on peut demontrer pas a 
pas que les fonctions 

(65) V * ) , - . . , * n O U 

w etant quelconque, sont les fonctions moyennes des fonctions sommables 
sur (#), qui sont toutes continues dans une portion (cr ') , contenue dans 
l'interieur de (r0). 

Ayant pose, par exemple, 

(Si-ro) («) 

(n>) W 

on voit, que (or) etant la portion de (a-'), on peut intervertir l'ordre de l'mte-
gration dans chacune des deux integrales; dans la seconde, parce que 
l'integrale 

est convergente, u(<xj etant bornee dans (r 0); dans la premiere, parce que 

le point (x) etant sur (cr'), est borne. La fonction a (cr) est done pour les 

valeurs choisies de (o) la moyenne de la fonction 
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22* 

qui est continue sur (V) et bt>rnee sur une portion ( У Д contenue dans (r 0). 
Puis, en etudiant la serie qui donne <&(<т), on peut ])rendre pour le premier 
terme м(<г); le terme complementaire rm(a) de cette serie repond a la con­
dition 

si 
m > A 7 , 

le nombre N etant independant du choix de (a). 
Soit 2 w ( c r ) la somme des m premiers termes de la serie; tous les termes 

de 2m(cr), except6 le premier, sont les moyennes des fonctions continues sur 
une portion (a-*), qui contient le point (x0). Si (a) appartient a (<r*)5 on a 

la fonction б (%) etant continue sur (a-*), d'ou suit que dans (a-*) 2 O T (a-) est la 
moyenne de la fonction 

4>(x)=--f(x)-+-b(x), 

qui est continue au point (x0). 
Les raisonnements du § 12 (6) qui suivent, etant independents de la 

signification de S w (ж), Ф(#), •&(<?), etaient bases seulement sur les proprietes 
de ces fonctions, qui sont etablies; on en conclut que la fonction «&(#) est 
.continue au point (# 0). 

On a done, (cr0) etant une portion de (8) contenant le point (# 0 ): 

1 Г. f . cos ( r 1 0 Щ , 1 Г 0 , s cos (r1 0 Ж ) , 

№ ) ( u - * o ) 
1 Г ft . л cos ( r 1 0 Ж ) , 

K ) 

etant continue au point (r0). 

Le theoreme de Liapounoff montre maintenant qu'on a au point (x0): 
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la demonstration du theoreme etant bas6e sur le seul fait, qu'cn peut 
faire la difference 

|<И*) — » ( * o ) | 

moindre qu'un nombre donne e. 
Le potentiel de simple couche F0, qui entre dans nos formules, est une 

fonction continue de (x) dans tout l'espace. 
En donnant a l'egalite 

f l )^^F 0 (* )^M*)==w(<r) 

la forme 

j \ К ) I fa 1) ч- (o-J \ (a-, 1) AT, - H F0 (<T) - 4 - »(a) = и (о), 

on peut la transformer, (a-) etant dans l'interieur de (o-p), en 

iJ"( f*wy-aa*'.)* ,-"sj( f ^ 2 5 ^ ^ ) * * 
- 4 - 1 J ОД ^ И- П 0 ) = ±ff(x)<h 

d'ou Ton conclut, en faisant tendre (a) -vers zero, qu'au point (ar0): 

hi * w < y <ц - £ Jew SSEJS и- . W -ь F, - m 
c'cst-a-dire, qu'au point (# 0): 

Nous avons ainsi: si la function и (?) est la moyenne d'une fonction f(x) 
sommable sur (5 ) , dans chaque point (xQ) ou f(oc) est continue, la fonction V, 
trouvee par nous dans les paragraphes precedents, resout le probleme do 
Dirichlet pour la fonction f(x) en sens ordinaire. 



LE PROBLEME DE DIRICBXET 341 

15. Revenons maintenant au probleme general en nous bornant, pour 
fixer les idees, en premier lieu au probleme interieur dans le cas ordinaire 
€t dans le cas (E). 

En utilisant les formules du § 3 nous avons, и (a) etant une fonction 
additive et a variation bornee: 

\ (a) = и О ) , ^ (a) == J \ (a, 1) и (a,) A r 1 9 в , (<r) = 

(Si) 

= J \ ( < 7 , 1 ) ^ ( 0 " , ) ^ , . . . 
(Si) 

Or, on a, en appliquant le theoreme du § 9 (2): 

V')=j4fa 1)( \h(°i- 2 ) u ^ 2 ) ^ ) ^ 1 = 

(Si) (S2) 

(Ss) (Si) (£1^ 

En continuant ainsi on trouve 

№) to) 

cos (т JSf") 

Si le point (x) est dans l'interieur du domaine, le facteur — 1 est con-

tinue et borne; on a done 

— ' w *J 10 
(Si) 

- i ; = й а ) ( S)*.)«K= 

' 1 0 
(S2) (Si) 
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to) 

r 2 

to) to) 

_H (J"« ( , 3 ) [ j t o L ^ J ^ ) <Ц - J ^ ^ i o ^ ) < ц ] ^ ) . 

to) to) 1 0 to) 

On peut donner a la formule (66) la forme 

(67) w(0) = ^ju(F2)H(2, 0)*r e, 

' to) 

en designant par ff(2, 0) la somme de la serie 

(68) 1 (cos(%.&,) / Гг 1(а 1,2)сов(г 1 е.У 1) d a _cos(r a ojy 2)\ 

to) 

/ ^ ( ^ , 2 ) 0 0 8 ( ^ 0 ^ ) ^ _ rl1(a1,S)coB(rMIQD 

'10 J '10 
to) to) 

si cette serie est uniformement convergente comme fonction du point (#2) 
sur (fij. 

Pour s'assurer, que la serie (68) est effectivement uniformement conver­
gente sur (/%), il suffit d'appliquer la formule (66) a la fonction (л (tr) definie 
dans le § 7 (5). 

La variation totale de cette fonction p. (a) est egale a l'unite et comme 
pour chaque fonction F(x) continue sur (8) on a 

jp(c)F(X)dc = F(xs), 
to 

en posant и (a) = f*.(c) nous obtenons que la la serie (66) ne differe pas de 
la serie, qu'on obtient de la serie (68) en у rempla<jant le point (ccj par le 
point (rr8). 

En appliquant maintenant la formule (54) du § 1 1 , nous obtenons: 

(66) 4o) = ^ - j J 4 C T 2 ) 2 ^ ^ -
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to) to) 
J_ (cos(rssNs) :COs(r30Ns)d^ . C ^ ( g i , 2 ) co8 ( r 1 0 j y 1 ) t ? t r _ 
2 w J r 3 2

2 r 3 0

2 S ' J r 1 0

2 1 

to) to) 

= ( J \ _ x (a15 3) I, (o-,, 2) Аг.) Л Г , = 
to) 1 0 to) 

= J4 (^ ^ ( J V ^ , 3 ) ^ ^ ^ ^ ) ^ = 
to) to) 

- £ Г ^ ( М > . » ) ^ * > ) * - -
to) to) 

to) to) 

Comme, le point (ж) etant dans (D l l )), la serie 

г зо 2 w r i o 3 1 '"so / 
to) 

/ f ?2 ( f f l , 3) cos (rM JE,) ^ Г ?! (ffi, 3) cos (r10 JQ rfj \ 
U r10» 1 J r 1 0

2 V '10 
to) to) 

est uniformement convergente et a pour somme 2Я(3, 0), on peut donner a 
l'egalite (68) la forme 

( 6 9 ) Я ( 2 , 0) = ^ % * ^ $ ™ ^ Н ( * , 0 ) d * s = - - ^ 
2 0 to) 

II suit de la que la serie (68) est uniformement convergente comme 
fonction de (a>); mais dans les inegalites qui demontrent cette convergence 
intervient seulement la variation totale de la fonction p. (a), qui ne surpasse 
pas l'unite, independamment de la position du point (x2), d'ou suit la conver­
gence uniforme de la serie comme fonction de (#2). 

En etudiant la serie (68) nous trouvons, le point (x) etant dans 
l'interieur de (£«) , 
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(70) i ^ H ( 3 , 0 ) 

resout le probleme de Dirichlet et donne la fonction de (x), qui est egale 

sur (8) a ^ - 7 le point (x2) etant un parametre. 

En appliquant les formules du § 5 on trouve effectivement que 

to) 

\J
 rjo 1 J rio / 

to) to) 

et la fonction (70) est egale a 

I j * , (0) - (w, (0) — wx (0)) -+- (0) — w, (0)) } 

, л , 1 Г 1 cos(r„0Ж) , . . . 
^ ̂  J '32 / 30 

ou 

- 32 ^ J '10 
to) to) 

nous posons ici, suivant les notations du § 5: 

т. /о I \ 1 cos (r„ •»",)_ 1 c o s ( r e j g 

*„(3, 1) = JZ„_ 1 (3 ) 4)^(4, 1)Лг 4. 

to) 

On a, done, definitivement 

(70) . ( 0 ) = - i / . W ( * ^ ) 
to) 

(7(2, 0) etant la fonction de Green correspondante au probleme. 

la differentiation etant effectuee en traitant les fonctions comme les fonctions 
du point (# a). 

On trouve sans peine que la fonction 
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Or, si le point (x) est dans l'interieur de (D[% la fonction d G * ^ Q ) est 

une fonction continue et bornee du point (x2). 
On trouve done, si и (a) est la moyenne d'une fonction sommable sur (S): 

м(<г) = 1 ^ fix) da, 

(*> 

on appliquant le theoreme du § 7 (2) 

< 7 0 ' ) ^ 0 , = - й / ^ ^ ^ ^ 

l'integrale etant prise dans le sens de M. Lebesgue. 
Nous nous sommes bornes dans ce qui precede, ayant en vu la 

simplicity, au probleme interieur dans le cas (E)4 Les formules (70) et (70'j 
subsistent cependant pour le probleme interieur dans le cas (2) et pour les 
problemes exterieurs; pour ces demiers problemes ilfaut seulement changer 
le signe dans les parties droites des formules (70) et (70'). 

Pour s'en convaincre, rappelons-nous, que la solution du proWeme 
dans ces cas exclus est donnee par la formule 

w(0) = ± ± ju(a2)H(2,0)d<r±r07 

ou VQ est un potentiel de simple couche et la fonction # ( 2 , 0) dans le cas 
du probleme exterieur est donnee par la serie, qu'on obtient de la serie (68) 
en mettant partout le signe (-*-). 

Le potentiel V0 est egal a 

ou ix) sont les fonctions fondamentales de l'equation integrate du 
chapitre 6, correspondantes au рб1е \ — — 1 dans le cas (I) et au p61e \ = 1 
dans le cas des problemes exterieurs; pour la simplicity nous mettons ici la 
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( Ф z=l № ) 
Les fonctions фг(2), comme les fonctions lineaires des fonctions fonda­

mentales, sont elles-memes les fonctions fondamentales. La formule (67) 
doit etre remplacee par la formule 

(si) (si \ w ( 4 r * / 

le signe (-+-) repondant au cas ( I ) et le signe (—) aux problemes exterieurs. 
Ayant en vue la remarque faite a propos de la serie (68», il faut 

remplacer l'egalite (69) par l'egalite 

^ Я ( 2 , 0) = - £ ± ± ( £ / ± Я ( 8 | -Щ2, О). 
(#з) 

lettre ф a la place de la lettre p, qui est utilisee dans les paragraphes 
precedents. 

Les nombres уг forment la solution du systeme 

V y z ф =fu (a) ф<Х) da, 2, . . . к 
Z = i (S) 

dans lequel les nombres <7/X) sont les nombres determines. 

II suit de la que 

les etant les nombres determines et que 

i o 4 ^ t o ) J 
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/<*Г(2 , 0 ) \ _ 

d'ou il suit que 

to) хг=1 to) '«,«> 
et 

««4-=i=iJ'.w(4 ;e(».o)) 
(«!) 

to) to) to) y 

z = 1 to) 
Or 

Л=й ч Z=fc 

£ Iff ( 2 * w / 4 ^ * 0 4 ,=•=*"2ш f*̂ *> 

to) 4 f c = 1 to) 

^ | W 2 ) J ^ 1 = 0, 
2 = 1 to) 

car, comme les fonctions <\>г (2) sont fondamentales, 

La fonction. harmonique, qu'on utilise en formant la fonction de Green, 
est egale dans nos cas a 

m») - - £ ° > * Ч к (2 ш 
to) (SS)

 Ч г = 1 to) 7 
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II suit de la qu'on a 

(73) «(»)^ЁИ(я;^0)1/" 
ce qu'il etait a demontrer. 

Si и (a) est la moyenne d'une fonction f(co) sommable sur (S), la 
formule (73) devient 

(74) - ( 0 ) = н = / ^ ( , 4 / ( 2 , 0 ) ) Лгв. 

On voit ainsi que les formules classiques (74) de la tMorie du potentiel 
subsistent dans le cas general, quand la fonction fix) est sommable. Les 
fonctions (74) verifient les conditions: 

a) dans chaque point (x), ou la fonction f{x) est continue, on a 

w- = f(0), respectivement we = f(0) 

b) pour chaque domaine (<r) suf (#), on a 

( ? ) = 7 j № Лг, (*) = 7 (>(*) * 

On peut demontrer l'assertion (a) en appliquant directement la 
methode de Liapounoff, si on prend quelques precautions. 

La formule (73) donne une solution dans les cas plus g6neraux. 

CHAPITRE 8 

Sur le potentiel newtonien 

1. En s'occupant dans les §§ 10 (2) et 13 (2) du potentiel newtonien 

( i ) , < * ) = (Щ и (т) dx 

iffy 10 

dans lequel est une fonction moyenne additive et a variation bornee 
des domaines (т), appartenant au domaine (Q ) des points (y), et r10 est la 



SUR L E POTENTIEL NEWTONIEN 349 

distance entre les points (x) et (y), nous avons donne les conditions suffisantes 

pour que la fonction v (x) soit une fonction continue et une fonction derivable. 
Nous avons montre dans le § 10 (2), que si pour chaque sphere (т 0) 

du rayon p subsiste l'inegalite 

(2) щ д ?

2 - х < 5 7 0 < X < 1 , 

27(4) etant la variation moyenne de м(т), la fonction г? (a?) est continue dans 
tout espace; si pour chaque sphere (т 0) du rayon p subsiste Finegalite 

(2 ;) U ( i 0 ) 9 ^ < B , 0 < X < 1 , 

la fonction v(x) possede par rapport aux coordonnees du point (x) les-
derivees premieres, qui sont continues dans tout espace. 

Puis, dans le § 13 (2) nous avons demontr6 que si la condition (2') 
est satisfaite, l'egalite 

(3) j ^ d < 7 = — — 4TCW(W)CO, 

dans laquelle la derivee ~ est prise suivant la normale exterieure a (<r), 

subsiste pour chaque domaine (со) limite par la surface (cr) de Liapounoff. 
L'egalite (3) est une generalisation du theoreme de Poisson; la 

substitution a sa place d'une autre egalite, valable pour chaque fonction 
moyenne и (со), est le but principal de ce chapitre. 

2 . Si l'egalite (2) n'est pas satisfaite, l'integrale (1) peut n'avoir pas 
de sens pour certaines positions du point (x). 

Demontrons, en premier lieu, que la fonction v(x), qui est definie par 
Tegalite (1), est une fonction sommable dans tout espace et m6me une 
function au carre sommable. 

En abordant ce theoreme nous empruntons le mode de la demonstra­
tion chez M. F. Riesz.* 

* A c t a mathematica, t. 54, fasc. 3—4, p. 327, 328 (Sur les fonctions subharmoniqucs et 
leur rapport a l a theorie du potentiel). 
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i=l 

En premier lieu, nous pouvons supposer que les valeurs de la fonc­
tion и ((a) sont toutes positives. En effet, si ufo) et u2(t) sont les parties 
positive et negative de et si Ton pose 

/ \ f Mi ( т ) , ч Г и* ( т ) oh 

(Qy) (Qy) 

on trouve 
(̂я?) = ^(я?)— 

d'ou suit, qu'on peut affirmer: si les fonctions vl(x) et v2(x) sont les fonc­
tions au carre sommable, la fonction v(x) jouit de la meme propriety. 

Supposons, done, que les valeurs de la fonction и (to) sont positives et 
demontrons, que la fonction v(x) est sommable. 

Posons p=~y n etant un nombre entier, et decrivons autour du 

point (x) comme centre une sphere (p) du rayon p. 
Posons 

R10 

si (y) est dans P exterieur de (p); 

si (y) est dans Finterieur de (p). 
La fonction fn(y, x) etant continue dans (Q ), l'integrale 

ju($fn(3t> x)d(J 

(®y) 

a un sens et on a en divisant (Q ) en portions (TJ),. . .(<rm) d'une maniere 
quelconque 
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le point appartenant a (^.) et dependant, eventuellement, de la position 
du point (x). 

Supposons que chaque portion (т^) peut etre enfermee dans un inter­
valle ayant la diagonale egale a d. 

Soit (y{) un point quelconque situe dans(/r4.), rt- 0 sa distance du point (a;); 
•designons par г* la distance entre les points (^-) et (x). 

Si (тг-) est en dehors de (p), on a 

<5) \fn^X)~Mo X)\ = 
1 

ri,o r'r, 
<dn?, 

1,0 

la distance entre les points (£t) et (уг) etant moindre que d et r1 avec r4- 0 

•etant dans le cas que nous considerons plus grandes que p. 
Si a une portion commune avec (a), on a pour la difference 

<6) l / » & > * W . & . * ) i 

l'inegalite (5), si les points (^ ) , (<y sont tous les deux en dehors de (p); 
l'inegalite 

\fn$i>*)—fn<3/»*)\ = 
1_ 1_ 

т P 
OU 

4 o 

•si un des points (У , (y^) est dans l'interieur de (p), ce qui conduit de nouveau 
a l'inegalite (5) ou, enfin, la difference (6) est egale a zero, si les points , (уг) 
sont tous les deux dans l'interieur de (p). 

L'inegalite (5) subsiste, done, dans tous les cas et si l'on choisit les (т4.) 
de maniere qu'on ait 

dn2 < s , 

£ etant un nombre positif donne d'avance, on a d'apres (5) l'egalite 

i—m 

(7) J«wf„(y, a ?)^=2M^^^' a !)T<-H e s wWQ»' i ei< : L-
II suit de la que pour chaque domaine (ы) on a 

<8) J*( J*» CO /» & «) <fc ) *»> = 2 w ̂  ( ^ й ш ) ̂  
H(Ov) 
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la partie droite de l'egalite (8) est plus petite que 

(9) u(C^)Qy.A^bEH(Qy)Qy^. 

Les fonctions vn (x) etant positives et croissantes avec n, la suite 

v^x\ v2(x), . . ., vn(x\.. . 

a pour limite la fonction v(x) et 

lim j vn (x) da* = j v (x) dco. 

H N 

Chaque integrate 

J \ (*?)&«> 

M 

ne surpassant pas le nombre (9), leur limite ne peut pas surpasser ce nombre-
et la fonction v (x) est integrable. 

En posant maintenant 

(10) яг (со, y)co= { y -
(со) 

et en remarquant que la fonction (10) est continue comme fonction de (y\ 
envisageons l'integrale 

J г^(т)т(со, y)dx. 

(У 

En conservant les notations introduites ci-dessus, on trouve que 

i—m 

ju (т) m (со, у) cocfc =2 w (%•) 0* (<*>, -̂) со T 

Or, comme on a 
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Г da Г da> 1 f l j . 1_ 

(со) (со) (со) 

le potentiel newtonien a densite bornee ayant les derivees premieres conti­
nues et bornees. 

Soit (pj une sphere ayant le centre dans (y^) et le rayon egal a p. On a 

Г n r \ 7 Г da> Г 7 Г da) 4тс Г da ь did 47: 1 > 

(to-PJ)
 7 (p2) (co-px) 1 (to-px) 

car le point (y{) est dans Finterieur de la sphere (p) seulement quand le 
point (x) est dans Finterieur de la sphere (p1). 

D'un autre c6t6 
p 2TC TC 

, ч С da) Г dec Г da> m( 
(Pi) (»-&) о с 

(co-fa) ( t O - f a ) 

11 suit de tout cela, que 

и 
et 

ju(<r)m(со, y )co<fa = 2 » 0 е » ) m ( ш > Уг)°*% -•- &4 t * ( G ) Q = 
(Qy) i = l 

i—m 

*=1 ((O) 

c'est-a-dire que 

J \ ( a ; ) d < o = j * ( J « ( т ) / я ( у , = j * w ( T j m ( c o , у) со <&;-«-

(») И ( ^ ) 

OP 
ТрФШГ, I 

le point etant dans (^) et ayant, eventuellement, une position dependante 
de (со). Or 

cico < Ad < ^ , 
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et 

j vdoi == lim jvn (x) dot = j и (т) m (со, у) cod-z, 
(11) (со) H *'(fl^) 

^- J"vdco = ju (т) яг (со, у) d'z. 

И (Оу) 

De meme, on a evidemment 

(Qy) 1 0 (Qy) (Q̂ ) 1 0 (fly) 

En supposant, que fAy, x) = —%, si le point (y) est en dehors de (p), 

(p) etant de nouveau une sphere du rayon p ayant son centre dans (x), et 

que fn (//, x) — ^ > si le point (y) est dans (p), nous obtenons 

i—n 

et 
1 1 

< 2dns 

si le domaine (тг-) est en dehors de (p), car 

Si le domaine a une portion commune avec (p), la т ё т е inegalite 
subsiste, comme il suit des considerations ci-dessus. 

En choisissant les domaines on peut les prendre assez petits pour 
qu'on ait 2dns < &. On conclut de Ik, que la fonction 

(Qy) 
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Or 

f f j y i , x ) d a < j ^ < k . 

II suit de la que la limite 

lim j v n (x) da = j v (x) da 

est bornee, d'ou Ton conclut, que v(x) est sommable sur (a) et qu'on a 

J v (ж) da = lim ^ « (%•) f /«(У.> ^ • • 

En posant comme dans le § 11 (5) 

da 

on trouve 

m(a, x)a=j-

23* 

a une limite w{x), qui est sommable dans (CI) et que 

lim j vn

2(x)du> — j v2(x) cico 

(со) (CO) 

est bornee, d'ou suit que la fonction v*(x) est sommable, ce qu'il falla/t 
demontrer. 

3. Soit (cr) une portion de surface, ayant dans tous les points un plan 
tangent. En se servant des memes raisonnements on peut demontrer, 
que la fonction v (x) est sommable sur (cr). 

En effet, en partant de l'egalite (7), on trouve 

J*( juW fn fa x) fc)da = ^ u ( Ч г ) ( J fn(yp x)da 

-нв^кССуОу.от. 
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le point ft) ayant, eventuellement, une position dependante de (cr) 

Or 

etant regulierement continu dans tout espace; ici la density ^ est egale 
a 1 , si le point (x) est sur (a) et a zero, d'ailleurs; * nous designons par (S) 
la surface fermee, a laquelle appartient la portion (a). 

II suit de la que 

le point (y^) etant choisi arbitrairement dans (т^). 
Soit maintenant (рх) la sphere ayant le point (y{) pour centre et le 

rayon egal a p. Si (apj est l'ensemble des points de (a) appartenants a (pj: 

* On demontre dans les cours ordinaires ce theoreme pour la surface (S) de Liapounoff-
Or, Tangle entre les normales en deux points sur la surface n'intervenant pas lors la demonstra­
tion, pour achever la demonstration il faut s'assurer seulement de la possibilite de construire des 
spheres, analogues a celles de Liapounoff, attachee? aux divers points. Or, l'existence des pareilles 
spheres ayant un rayon determine est une simple consequence de la contimiite de la variation de 
la normale sur la surface fermee (S) et on la demontre aisement, en appliquant le theoreme connu 
de M. BoreL Ayant demontre la possibilite d'attacher a chaque point une sphere analogue a celle 
de Liapounoff, on demontre sans peine l'existence d'un nombre (<o) jouissant des proprietes 
decrites dans le § 1 (5); cet angle (to) est donne par l'equation 

ou b est la variation de Tangle de la normale sur la portion de (8) contenue dans l'interieur de-
la sphere. 

le potentiel 

m 
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car, en choisissant les coordonnees cylindriques avec le p61e dans le point 
de (a), qui est le plus pres de (^) , et en pla<jant le plan principal dans le 
plan tangent a (a) en ce point, on a evidemment 

J r{,0 ^ J J r k n \ cos&/' 
( a r P l ) 0 (i 

en second lieu on а 

\f*(y*i x)da — Г — Й С Г - Н ( nd<j= f — d t 7 - f - ^ 

(a) (ff-ffPi) (o-Pi) (<*-«Pi) 

car le point est dans Finterieur de (p) seulement dans le cas, qnand la 
distance entre les points (уг) et (x) est plus petite que (p); dans ce cas (x) 
est daus Finterieur de (pa); il suit, enfin, des raisonnements du § 4 (5), 
que la portion commune a (S) et a une sphere de rayon p est de la 
forme ap2. 

II suit de tout cela que 

W 
et 

i—m 

ju (*) m(<т, y) fa = ^ u Ы 7 jfn (Уц x)d(y- \ 

ce qui conduit a Fegalite 
i—m 

(12) jutymfa y)#r = lim # ) ^ . ^ = ^ ^ f a ) d a . 

(Qy) * = l (") W 

Ayant demontre que la fonction v (x) est sommable sur (<r)3 on s'assure 
sans peine que la fonction v(x)<p(x), ou y(x) est une fonction bornee sur (a-), 
est aussi une fonction sommable sur (8). 

Ayant toujours 
t>(ff)j<p(a;)| <Av(x): 
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С С d J ср(я)ж(а, y)Ar = Jq> (x)~ 
(S) (8) : 

dor 

10 

Nous avons suppose que les valeurs de w(co) sont positives. 
Si и (со) est quelconque, nous avons 

(10 v(x) = vl{x)—v2(x) = J L 7 Z — ' 

(Qy) (Qy) 

en designant par %(o>) et w2(co) les parties positive et negative de и (со). Les 
fonctions ^ (я ) et v2(x) etant integrables dans tout espace et sur chaque 
portion de surface ayant en chaque point un plan tangent determine, la 
fonction v (x) jouit des memes proprietes. 

ou A est la borne superieure de |<p (#)|, on voit que 

jv(x) |<p (x)\da <C.A j v(x) da. 

Si la'fonction cp(#) est continue, Г application du theoreme du § 9 (2) 
conduit immediatement a l'egalite 

(13) jv(x)<?(x)da = j u(4)(f^da)d4, 
(S) (Qy) (8) 

(S) etant une portion de la surface ayant dans chaque point un plan tangent. 
En effet, les valeurs de m(cr, 1) etant positives, sa borne totale est 

egale a 
Лист 

J *io 
(S) 

et est continue comme fonction de (y); on a, done, suivant le dit theoreme 

jy(x)(^j v(4)in(a, y)ck^d<a= jv($^ J ? ( # ) M (°"> y)dajd<u. 
(S) (Qy) (Qy) (8) 

L'application des theoremes du § 11 (2) donne finalement 
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on a 

et 
co2 = co, co2' = co', co/ = cor/ 

ff\ .Jf 

5 
V (ш 2) to — V (to) to л_ v (со/) со' — v (со') со' v (co 2 ' r) to" — V (со") (0 

d'ou il suit 

(15) vl (со) со = vL

! (coO cof -4- vl ((o'O со", 

si les limites vL'(o)f) et vL' (ы11) existent. 
Soient donnees maintenant trois directions L2,LZ perpendiculaires 

entre eux, Ayant forme les fonctions 

< ( c o ) , ^ ( f t > ) 

Les formules 

~ jv (x) du> = j и (n) m (со, у) d%, у J v (x) da=j и (т) m (cr, y) di 

subsistent, evidemment, dans le cas general. 
4. Etant donnee une fonction des domaines г; (со), prenons un domaine (со) 

et deplacjons tous ses points dans une meme direction L a la distance 8. 
Soit (co2) le domaine (со) dans sa nouvelle position et #(co2) la valeur de v(&) 
qui lui correspond. Ayant forme le rapport 

(14) У(СО2) — УЫ) 

faisons tendre 8 vers zero. II est possible que le rapport (14) a une limite 
qui ne depend pas du mode de la variation de 8. Nous designerons cette 
limite par 

(140 <(co) 

et nous la nommerons la derivee de и (со) dans la direction L. 
Si la fonction v (со) est une fonction additive, les valeurs (140, en cas 

de leur existence, sont les fonctions additives des domaines. 
En effet, si 

(co) = ( c o O - + - K ) 
et 
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on peut continuer le procede et, en cas de leur existence, former les derivees 

^ U H V U K 
Si Г expression 

(16) (со j = v"Lx Li (со) н— L l (со) vl 1 з (со) 

est independante du choix des directions X 2 , Ls, nous dirons que la 
fonction fl(<o) possede un laplacien et nous donnerons a l'expression (16) 
le nom de laplacien. 

Si le laplacien Д#(со) existe, il est egal a 

(16') Av (со) = v% (со) н- v'm (со) н- t& (со), 

ой £, у], £ sont les directions des axes des coordonnees. 
Exemple. Supposons que г;(со) est la moyenne d'une fonction v(#), 

qui est continue dans un domaine, contenant (со) dans son interieur: 

N 

Supposons que la frontiere ('£) de (со) est forrnee par une surface ayant 
dans chaque point un plan tangent. 

Prenons la direction Lpour Гахе OZ. Supposons encore que l'ensemble 
(E) des points d'intersection avec le plan Eff des droites, paralleles a Z, 
qui out un nombre infini de points communs avec (S ) , a la mesure nulle. 

Choisissons un nombre positif г. Divisons la projection de (со) sur le 
plan ЕЯ en segments (сг) et construisons les cylindres droits ayant ces 
portions (ct-) pour bases. Divisons ces cylindres en portions par plans paral­
leles a Eff, en choisissant les portions (^) et les plans mentionnes de maniere, 
que l'oscillation de v(x) dans chaque domaine ainsi forme soit moindre que s. 

Designons par S0 la plus courte distance entre deux plans consecutifs. 
Ayant choisi un nombre I moindre que o 0 , supposons encore, en divi-

sant, s'il est necessaire, quelques (сг) en portions, que la mesure totale des (c^ 
qui contiennent les points de l'ensemble (E), soit plus petite que £§ et que 
|cos(iV^)|, N etant la normale a (2), reste dans les cylindres correspondants 
moindre que £. 
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En formant la difference #(co2)co—г>(со)со effectuons les integrations 
separement dans chaque cylindre ayant pour base (c{). 

La somme des integrales, prises suivant les cylindres contenant les 
points d'ensemble (_E), est moindre que zlMH, Ж etant la borne de \v(x)\ 
et Лип nombre dependant de Г etendue de (со). II suit de la, que 

•г; (со') и/ — г? (со) со 

ebt egale a la somme d'un nombre de la forme 26гоЖ#, [6| < 1, et des 
expressions de la forme 

j(fvtiC)<%di\-*- j(jvdQ)<%drt-+-. . J ( jvdC)d£dn — 

~~ j( fvd^ ) ®dyi ~ ~ J ( Jvd^) <%>dn — ...— J ( jvd^j <%dn = 

К*) (сг) & 

dans lesquelles Cp L2, . . .£ w sont les coordonnees С des points sur certains 
des plan§ mentionnes. 

En designant par v la valeur de v (x) sur (S) et par (ĉ ) l'ensemble des 
portions de (2) decoupees par le cylindre en question, nous pouvons donner 
a la derniere difference la forme 

sV*-& 

8 jv cos (NZ) dcr - + - j^j(v — v)<%} d\dr{ — Д J*(t; ^ 4 . 
K*) i4) sn ( сг) Ь 

Les differences (v — v) etant moindres que e, on voit que 

I (v(со') — v(со)) — ^jvcos (JVZ)Фт 



362 N . GUNTHEB. SUE LES INTEGBALES DE STIELTJES 

est moindre que &, si 8 < 8 0 . On a done 

1 Г 
v£ (со) = - U? cos (iVZ) do-. 

Si v (x) possede dans l'interieur de (со) les d6rivees premieres continues 
par rapport a Y), on a 

c'est-a-dire que dans ce cas la derivee de v (со) est egale h la moyenne de la 
derivee correspondante de v(x). Dans ce cas on a 

Si, enfin, la fonction v(x) possede les derivees secondes dans l'interieur 
de (со), on trouve finalement 

5. Soit donnee une portion de surface, ayant dans chaque point les 
elements de la courbure regulierement coutiuus et soit donnee une fonc­
tion v(x) ayant les derivees premieres regulierement continues dans un 
domaine contenant (cr) dans son interieur. Si YJ, sont les coordonnees 
des points sur (a), le lieu geometrique des points (£13 YJ 1 3 ou 

(17) ^ = 5-+-8cos(tf5), 4 l = 7 ] - i - 3 cos (JWj), ^ = ^ - H 8 C O S ( J V 0 , 

est une portion de surface (o-J qui repond aux conditions de Liapounoff, si 
la distance 8 est suffisamment petite. 

(CO) 

et il est clair que le laplacien existe et est egal a 
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J?1 A, i? 2 

BL et J32 etant les projections des rayons des courbures principales sur la 
normale interieure de (cr). 

Si vx est la valeur de v(x) sur (c-J, on a 

1 dn 

ik ) c o s W ^ ( ^ - ^ ) c o s № ) - ^ ( f - ^ ) c o s ( ^ ) | 

(£F, У/, £') etant un point situg entre les points (£, yj, Q et У]1? 

Comme, suivant l'hypothese, les derivees de v (x) sont regulierement 
continues, la valeur absolue des dernieres parentheses est moindre qu'un 
nombre de la forme -48\ 0 < X < 1. On conclut de tout cela que 

lim ^ j jvl dal —J*w2oj ^CT"~I~ jvKdcr, 8 —> О 

W (*) И 

et que 

lim у j J 0 X dô  — j vda^ — j #2£$ст = da\ 

(oi) (*) (*) (*) 

Nous nommerons l'expression 

(18) i jlim j ( j \ сЦ —JtKfo- ) — jvKda ^ = <J(V) 

(*I) W (*) 

le flux & travers la portion de surface (cr). 
Remarquons que les valeurs de l'expression (18) dans le cas general 

peuvent etre differentes pour 8 positive et pour 8 negative. Nous les 

En evaluant Г element de la surface (uj on trouve sans peine que 

<Ц = 8 # н - S2 G) d<r = T(§) 

ой К et 6r sont les courbures moyenne et totale de (a): 
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designerons suivant les notations du chapitre 5 par c ( e ) (V) et o-(4)(#) respecti­
vement. 

Si (<x) est la frontiere d'un domaine (со), nous avons, si la fonction v(x) 
possede les derivees secondes dans (со): 

с (у) cr = A (v (со)) CO. 

Pour obtenir le flux directement comme la limite d'une variable, 
introduisons l'expression 

(19) F(v,v, b) = jv1ch. 

On s'assure aisement que dans le cas, quand la fonction v (x) possede 
les derivees premieres regulierement contiuues, on a 

A cause de cela, a la definition donnee plus haut nous pouvons substituer la 
suivante 

(18') cr (v) • cr = lim j (F(8) — F(0)) 

en traitant l'existence pour 8 = 0 de la derivee du c6t6 ^gauche et du c6t6 
droit chez la fonction F(o) comme la condition necessaire pour l'existence 
des flux ^\v) et o®(v). 

Bemarque. Pour expliquer le sens de la variable (19) imaginons que la, 
portion de surface (cr) est le lieu des particules d'une matiere quelconque, le 
nombre des particules sur (cr) et (crj etant le meme. En nommant la densite 
de la distribution des particules sur (ex) le nombre des particules sur l'unite 
de la surface, on obtient que la densite [лх de leur distribution sur (cr,) est 

egale a , si JJL est la density de la distribution sur (cr), car les memes 

particules remplissant les elements da et cfcr15 on a 

ikdv = [лх dvx = (л: T(8) rfcr. 
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A cause de cela 

j [лх vx й(тг = JV̂ i &? 

W (*) 

et pour passer a l'expression (19) Д faut supposer seulement que p = 1. 
Si la surface (#) possede les elements de la courbure regulierement 

continues, nous dirons, que la surface (8) appartient a la classe (C). 
Si la surface fermee (8) est composee par un nombre fini des por­

tions (crj),. . .(о-д.), qui appartiennent aux diverses surfaces de la classe (0), 
on peut former une fonction <r(v), additive et к variation bornee d'apres la 
regie suivante: si tous les points de (<r) appartiennent a une des portions 
(a^),. . . , (сгД cr(v) est le flux к travers (a); si les points de (cr) appartien­
nent a deux portions (&г) et contigues: 

o-(v) • a = df (v) cr' -+- cr" (v) a-'', 

(<rf) et ( c r 1 1 ) etant les portions de (cr) appartenant a (cr?.) et к (of + 1 ) . Nous dirons 
que la fonction a(v) ainsi definie est le flux a travers la portion (a) de la 
surface (#). Le flux a travers (8) est egal a 

±fv(v)ch= *(S) 

Remarque. Nous avons dit au commencement dfe ce paragraphe que le 
lieu geometrique (<тг) des points (17) est une portion de surface de Liapou­
noff. Mais on peut meme affirmer, que ce lieu geometrique est une portion 
de surface de la classe (0). En effet, le determinant fonctionnel du systeme 

\ = I - H 8 COS (Щ), 7JX = 7] -t- 0 cos (Nr\) 

etant egal a J ( 8 ) , on peut trouver \ et Y] en fonctions des \ , г\г. Comme 
cos (JVQ, cos (NYI) possedent les derivees premieres par rapport a I et Y}, \ et n 
possedent les derivees premieres par rapport a Ep YJ1. II suit de la que 

cos(JV£), cos(2fo]), соз(ЛГ£), 
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* Voir, par exemple, mon memoire «Sur le probleme de Neumann» (О задаче Неймана 
Kecueil mathematique de Moscou, t. 35, § 2. 

qui determinent la normale a (o-J, si on les traite comme fonctions des ^ 
et 7 ] 1 5 possedent les derives premieres. 

Or, pour calculer tous les elements de la courbure on a besoin seulement 
de ces derivees.* 

On s'en assure aussi en remarquant que les derivees ? ~ sont 

egales respectivement a — ™ ^ » — ^ > d'ou suit que ^ est deux 

fois derivable par rapport a \ et vjj. 
On trouve, par exemple, 

r(8)j£;=A'-i-8<7, T(8) ^ = 0 , 

et 6^ etant les courbures de (o^); les rayons des courbures principals 

de (cr) sont egaux a p * ^et p

 1 ^; si (crj et (cr2) correspondent aux 

valeurs S x et 8X -+- 82 de 8, on a 

<fc2 T(8X 82) Лт = (1 \ Кг чг- 8/ G 1 ) (1 -и S x 1 + 83* G) <fc = 

= ( 1 - H 8 2 Z 2 ^ 8 / ^ ) ^ 1 . 

6. Revenons maintenant к la fonction v(x) definie par l'egalite (1). 
Supposons que le domaine (со) est quelconque et etudions la variable 

Ю N 

dans laquelle nous designons par (x2) le point qui avant le deplacemeut 
dc (со) etait identique avec le point (%). Nous supposerons, pour fixer les 
idees, que le deplacement est effectue dans la direction de l'axe £. Ici r 1 0 et r, 

12 1Q 

sont les distances du point (y)jusqu'aux points (x2) et (x). 
Or, si on deplace le point (y) parallelement a l'axe \ dans la direction, 

qui est opposee k la direction du deplacement des points (#), le point (y) 
prendra la position (y2) et la distance r2 0 entre les points (y2) et (x) sera 
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^gale a r u , ayant la meme direction que r ] 2 . La variable (20) est done 
egale a 

M (*>) 

ce qui montre que la limite de la variable (20) pour 8—>0 est egale a 

(20") 6 f d c 0 — rcos(r 1 0^) 
'10 

c'est-a-dire, a la derivee d'un potentiel newtonien par rapport a la coor-
donnee \ du point (y); nous supposons, comme toujours, que la distance r10 

est dirigee du point (x) vers le point (y). 
Comme les derivees premieres d'un potentiel newtonien a densite 

bornee sont regulierement continues dans tout espace, la difference entre les 
valeurs de la derivee en deux points a la distance 8; etant en valeur absolue 
moindre qu'un nombre de la forme A V |log8 r | , on voit que 

( W 2 ) (CO) (to) 

la fonction (20') etant egale a la valeur de la derivee en un point situe entre 
les points (y) et (y2). II suit de tout cela que 

| {v (co2) — v (со)} a) = J и (<u) ( J ck^ck+ju (т) j log 8 (fa. 
(Qy) (о) 1 0 (Qy) 

Le second terme dans la derniere egalite etant en valeur absolue plus 
petit que U(Qy)Qy • -48 |log8|, £7" (со) etant la variation moyenne de w(co), on 
en conclut que 

(21) 

(Qy) (CO) 

Supposons maintenant que le domaine (со) est limite par un nombre 
fini des portions de surface ayant en chaque point un plan tangent deter­
mine. Dans ce cas on a 

{ » ) (a) 
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si (cr) est la frontiere de (со). La formule (21) prend la forme 

( 2 1 0 

Soient (o-J, (c 2),.. .(<тк) les portions de (cr) sur lesquelles la direction 
de la normale JV se varie continument. Comme on a 

Remarquons encore une fois que l'egalite (21') est etablie pour les 
domaines (со), limites par les frontieres composees d'un nombre fini des por­
tions, ayant en chaque point un plan tangent determine se variant conti­
nument. Quel que soit le domaine (со), le domaine (V) forme par les 
intervalles d'un des reseaux (Ev) du § 1 (1), situes dans l'interieur de (со), 
jouit de cette propriety. 

Nous avons remarque dans le § 4 que la derivee d'une fonction des 
domaines, si elle existe pour chaque domaine, est une fonction additive. 
La fonction v£ (со) est done additive. 

Enfin, la fonction moyenne #g'(<o) est absolument continue; on a 

et, suivant les theoremes du § 3: 

la formule (210 0 conduit a l'egalite 
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pour chaque e, si la mesure de (со) ne surpasse pas un nombre YJ ; il suit 
de la que 

si 

CO < Y]. 

Remarquons, pour terminer, qu'on a 

vL

r (со) = (ou) cos (Щ v f (со) cos (Lri) Vj! (со) cos 

7. Supposons maintenant que la frontiere (cr) du domaine (со) repond 
aux conditions de Liapounoff et envisageons la difference 

(23 ) i { p ^ , _ p ^ > 4 
(*S) W 

dans laquelle (<r2) est la frontiere du domaine (co2) forme suivant la regie 
decrite dans le § 4, le deplacement de (со) etant 6ffectue dans la direction 
de l'axe \* 

Introduisons, comme dans le § 6, le point (y$) obtenu en deplagant 
le point (y) parallelement a l'axe \ a la distance о dans la direction, opposee 
au deplacement des points de (со). 

Si r 2 0 est la distance entre les points (a?) et (y 2), on a evidemment, le 
point (x2) etant le point (x) en nouvelle position, r a 0 = r M ; on a de plus 

cos (iV2£) = cos(iV£), 

d'ou suit qu'on peut donner a la difference (23) la forme 

La surface (<r) repondant aux conditions de Liapounoff', cos (Nfy es 
regulierement eontinu; on en conclut, suivant le theoreme de Liapounoff, 
que le potentiel de simple couche 

(24) A^y)=f^da 

ТрФМЖ, T 24 
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possede les derivees premieres dans l'interieur de (со) et dans l'exterieur 
de (со), qui sont regulierement continues dans les domaines de leur existence 
et tendent vers les limites determinees, quand le point tend vers la 
frontiere de (со). 

Les derivees de (24) sont, done, bornees; soit В la borne de la derivee 
de (24), prise dans la direction \ . Comme on a 

on voit que la valeur absolue de (23') ne surpasse pas B. 
Faisons maintenant une nouvelle supposition. Supposons que м(т) est 

continue pour (?) = (со), c'est-a-dire qu'on a 

ou que tous les points de la frontiere de (со) sont les points exterieurs pour 
le domaine (QJ. Si Ton prolonge и (со) dans tout espace en posant и (со) = О, 
si les points de (со) sont exterieurs pour (QJ, la fonction restant additive, 
dans le dernier cas mentionne w(co) sera continue dans le voisinage de la 
frontiere de (<o); cette remarque permet de traiter les deux cas en meme 
temps. 

La fonction и ((a) etant continue pour (со), sa variation moyenne ?7(co) 
Test aussi, suivant le theoreme du § 5 (1). 

En choisissant le domaine (со) contenu dans l'interieur de (со) et le 
domaine (со), contenant le domaine (со) dans son interieur, de maniere 
qu'on ait 

(0) etant la portion de (Q y) contenu dans (со) — (со), en designant par (Q ') 
la portion de (Ciy) contenue dans (со) et par (Q y") la portion de (Q ) exterieure 
a (o>), nous avons 

у 

lim и((й) = и (со) == lim и (со), 

?7(d)»<e, 
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et 

(25) < ̂  J * « » = f u
 ( g 'У з ) 7 A

 (*' У) dx • 

(») 8 

La derniere integrate est en valeur absolue plus petite que 

la variable (23) sous les signes des deux premieres integrales converge vers 
sa limite uniformement, si (y) est dans l'interieur de (Qy') m de (O^'j. 

On a done, independamment de la position de (y) 

A (g, ?/a) — А (а, у) . дЛ (g, y) 
ь 

si S est assez petite et ne surpasse pas la moitie de la plus courte distance 
de la frontiere de (o>) aux frontieres des (w) et (w). 

Or 

I Jut*) 

(«) 

dn: 

l'integrale dans la partie gauche de l'inegalite ayant un sens suivant le 
theoreme du § 3 (2), car on peut enfermer les points, dans lesquels l'oscilla-

tion de ^ ^ ' ^ est plus grande qu'un nombre donne E, dans un nombre 

j&ni des domaines (T ( I ) ) , . . . (i^3), tels que 

II suit de tout cela que 

(Qy) 
< 

2/ y У 
24* 
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c'est-a-dire que 

(Qy) (Qy) И 

On en conclut immediatement que 

(26) Д « ( Ю ) Ы « ^ « ( Т ) ( А / ^ ) * : . 

(Qy) H 
On a, cependant, 

et 

J 710 J rio 

est egale a — 4щ quand le point (y) est dans (Q '), & z ^ r o ? quand le point (y) 
est dans (Q ") et reste borne pour les points dans (Э). 

Soit (co0) la portion de (со) appartenant a (Q ) ; (co0) = (co), si (со) est 
dans l'interieur de (Q ). On a 

* K K — « ( О у ' ) Ц / < * ; 

a cause de cela la formule (26), qui donne en premier lieu 

Дя (со) со = — 4:т.и (Qy

;) и- = — 4тг • и (co0) co0 -ь- Cs, 

conduit a l'egalite 

(27) Atf(co) = — 4тш(со0). 

Bemarque. Comme la yaleur absolue de la variable (23') reste bornee, 
la variable (25), quand elle a une limite et quand elle ne Га pas, reste en 
tout cas bornee par le nombre W ( 0 ) Q , le nombre В dependant seulement 
de la mesure de la surface (o). 
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La formule (27) est etablie en supposant que la frontiere (?) repond 
aux conditions de Liapounoff. On peut, cependant, supposer que la surface (cr) 
est formee d'un nombre fini de portions ayant les elements de la courbure 
regulierement continus. Telles sont, par exemple, les frontieres des domaines, 
formees par la reunion des intervalles appartenants a un des reseaux (JRV) 
du § 1 (1). 

En effet, soit (cr) la reunion d'un nombre fini des morceaux (o-J, . . . (ak), 
satisfaisant a la condition mentionnee. 

La derivee de 

я 
par rapport a \ est egale a * 

f[D.cos(Щ) — cos2(Nb)K] — -+- f c o s 2 ( Щ C 0 S ^ N ) d a 
J riQ J * ' 1 0 

(**) № 
Г e Л7Гч cos (Nri) й£ —cos (NX,) Йтз 

•-J cos(JV^) ^ , ' 

ou 
^ ч C O S ^ i , ? ) COS2 (I /o I) T j r \ 1 

jfiSx, 2?2 etant les projections des rayons des courbures principales sur la 
normale interieure, Lx, L2 les directions des lignes de la courbure et (lt) le 
contour de (CN) et ou la derniere integration est effectuee dans la direction, 
adaptee lors des applications de la formule de Stokes. 

II suit de la que la derivee de 

i==k 

i 
est egale a 

M 1 0 i = 1 (."*) 

(a) (<r) 

* Voir N. Gunther. Sur le probleme de Neumann (О задаче Неймана). Recueil matnema-
tique de Moscou, t 35, §§ 2 et 3. 
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les integrales courvilignes, qui ne sont pas bornees, quand le point est dans 
le voisinage de la frontiere d'une des portions (<хг-), se detruisant 

II suit de la que la derivee de A fa y) est de uouveau bornee, ce qui 
permet'd'achever les raisonnements et d'obtenir la formule (27). 

Soit, maintenant, fa) une portion de la surface de la classe (G)\ 
construisons suivant la regie du § 5 la portion de surface ( o ^ , ayant pose 
(28) \^\-+-Ъыъ(Щ, 4 l = 4-i-8cos(J№i)> i; = cos (JVC), 
ou у], 0 et (^, 7]X, £д) sont les points appartenants respectivement a (cr) 
et a (GTJ), et cherchons le flux de la fonction v(x) к travers la surface fa), 

Nous avons suivant la definition 

(29) a(v)cr=:lim^| j v^da—jvda^ = lim^;j и(ч) — / r ~ | ^ 7 

(с) (<r) (Qy) (<r) 1 2 (cr) 

en designant par (x2) le point (28). 
Eemarquons en premier lieu que 

est bornee. 
Si r1 0 et restent superieurs a un nombre fixe 73, la difference (30) tend 

uniformement vers la limite 

(f) (a-) 

qui est bornee; il reste, done, к etudier les points (y) dans le voisinage de (a). 
Les integrales 

r(Z+iG)de r(K-h-bG)dG1 С(К-*-2Щасг 

(30) 

differe de (30) par une fonction bornee. 



SUB L E POTENTIEL NEWTONIEN 375 

Menons par le point (y) la normale a (cr); soient (хф)) et (^ 1

( 0 ) ) les 
points, ou cette normale coupe (cr) et ( c j . Construisons dans le plan 
tangent a (x°) un cercle du rayon 2S ayant son centre en (# ( 0 ) ) ; menons par 
les points du eerie les normales a(o-). Soient (cr ( 0 )) et ( o ^ ) les portions de (cr) 
et de (crj ayant pour frontieres les points d'intersection de ces normales 
avec (cr) et (cr3). 

On s'assure sans peine que chacune des integrales 

ne surpasse pas en valeur absolue un nombre de la forme a S ; il suffit pour 
cela de choisir les coordonnees cylindriques ayant pour p61es les points (# ( 0 )) 
et (ce®) respectivement et pour les plans principals les plans tangents 
a (cr) et a (crj. 

Bemarque. Si la normale passant par (y) ne coupe pas (cr), on peut 
prendre les points (# ( 0 )) et (x^0)) sur les prolongements des portions de 
surface (cr) et (c^). 

Quand a la variable 

ou (c72) est la surface (orj correspondante a une valeur o 2 de o, pour 
laquelle 0 < S2 < o; la derniere integrate est bornee comme l'integrale de 
Gauss. 

En supposant maintenant que и (т) est continue dans le voisinage de (cr), 
envisageons un domaine (&), contenant (cr) dans son interieur et tel que 

elle est egale a l'integrale 

(<т2-<г2(0)) 

Z 7 ( d ) $ < e . 
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Comme on a 

(») (*) W 

'10 
< 4 т а , 

l'integrale ayant un sens a cause de la continuity de и fa), on en conclut 
que (29) est egale a 

10 

(Qy) W 

II suit de tout cela que 

( 3 1 ) <ф)<х = — f^~4~d*)d4. 
(Qy) (a) 1 0 

En appliquant suivant les definitions du § 5 la formule (31) 
au domaine limite par une surface fermee, composee d'un nombre fini des 
portions ayant les elements de la courbure regulierement continus et telle, 
que и fa) est continue dans son voisinage, nous voyons que pour tels domaines 
le flux total de la fonction v fa) par la frontiere est identique avec le 
laplacien. 

Remarque. Nous avons demontre que la variable (30) est bornee. 
II suit de la que, si (cr) est une portion de surface de la classe (C), dans 
tous les cas, quand и fa) est continue dans le voisinage de (cr) et quand cela 
n'a pas lieu, la variable 

(29) I j Ffa v, 8) — Ffa v,Q)^ = ^jv(pJd<r — fv(x) da J 

est bornee independamment de la valeur de 8. 
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En effet, si G est la borne de la valeur absolue de la variable (30), 
on a, pour |8| ne surpassant pas un nombre donne, 

I j Ffa v, 8) - Ffa v, 0) | I < в j Ufa dt = G U(Cly) Dy. 
(Qy) 

La variable (29) etant bornee, F(n^v,o) — Ffav,0) est infiniment 
petite pour o—>0. II suit de la que pour chaque portion (cr) d'une surface 
de la classe (0): 

lim J v fa) da — j"vfa)d<j, 8—»0. 

et meme 

Jv(xjd<i — jvfada < ( ? | 8 | , si [ 8 | < 8 0 , 

les nombres <? et 8 0 dependant exclusivement de (cr). 
8. Supposons maintenant de nouveau que les valeurs de и fa) sont 

positives, ce que revient a etudier separement les parties positive et negative 
de la fonction tifa) plus generate. 

Soit donne un domaine quelconque (со). En envisageant les reseaux des 
intervalles 

introduits dans le § 1 (1), construisons une suite des domaines 

(32) « ) , (соД . . . , ( с о Д . . . 

ormes par les intervalles appartenants a ces reseaux et places tout a fait 
dans l'interieur de (со). Les domaines (32) tendent vers fa) et on peut 
supposer, en supprimant quelques termes dans leur suite, que chaque 
domaine (32) suivant contient le precedent dans son interieur. On obtient 
le domaine (со'г+1) en ajoutant au domaine (co'w) un nombre fini des intervalles; 
chaque point des frontieres de faj) et fa1^) appartient a la frontiere d'un, 
au moins, de ces derniers intervalles. 

Marquons les portions des faces des intervalles ajoutes a faj), formants 
la partie de la frontiere de (ч',-ы); c^s parties marquees n'ont pas de portions 
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communes avec la frontiere de (co'J. En deplacjant ces portions marquees 
parallelement a une longueur % variant de 0 jusqu'a un nombre т я , on 
forme im nouveau domaine (со п ' (т)) , contenant (cow0 et contenu dans ( o v ^ ) , 
qu'on obtient aussi du domaine (cow') en ajoutant les intervalles en nombre 
fini, cette fois n'appartenant pas aux reseaux Bn. Nous obtenons ainsi la suite 
des domaines 

(32') К ( т ) ) , КФ), . . ( * » ) , . . ( c o ; ( o ) = c o ; + 1 ) ? 

dependant d'un parametre т et jouissant des propriety analogues aux 
proprietes des domaines (32). 

Envisageons, enfin, une suite infinie des domaines (о>й') variant 
continument en croissant de (<*Wi (0 ) ) jusque (^ ' (v+a) ) -

Nous formons ainsi un domaine variable (со), inscrit dans (со), qui 
a (to) pour limite, tel que parmi les termes de la suite de ses positions il 
у a une infinite non denombrable des domaines, dont les frontieres sont 
composees par un nombre fini des portions, ayant les elements de la courbure 
regulierement continus; chaque domaine suivant contient le domaine precedent 
dans son interieur. 

Designons par t la difference со — со. On peut traiter и (со) со comme 
une fonction de t. Les valeurs de и (со) etant positives, quand t decroit, и (со) о / 
croit et reste bornee. 

II suit de la que la fonction w(co)co n'est pas continue seulement pour 
une infinite denombrable des valeurs de t et qu'on peut assigner une infinite 
des valeurs de t pour lesquelles w(co)co est continue et auxquelles 
correspondent les domaines, appartenant aux ensembles (32'). 

Si la fonction и (со) со est continue comme fonction de t9 pour une 
pareille valeur de t elle est continue comme fonction des domaines. Si (со) 
est ie domaine, qui correspond a t et si — 1 \ est moindre qu'un nombre YJ, 
on a 

|w(w)co — w ( c o ( ^ ) ) c o ( ^ ) | < e . 

Or, si (со") est contenu dans (со) et contient (оо(#1)), on a 

и (со ft)) со (tx) < и (со") со" < и (со) со, 

d'ou suit 
(W) со — м(со")а>"[ < е . 
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Soit maintenant 

(зз) ко, « ) , . . . К"), • • • 

la suite des domaines, formes par les intervalles, tendant vers (со) et tels 
que w(<o) soit continue dans leur voisinage. 

Pour chacun des domaines (33) la moyenne v(u>) possede les secondes 
derivees Ц ' ^ ( со ) , ^(co), . . . et on peut calculer le laplacien. 

On peut former la suite 

Ai> (со/ ') = — te ( с о Д At; ( со / ) = — 4 т ш (со/ ' ) , . . • , 

А ^ Ю = - 4 ^ К / 0 , . . . . 

Cette suite a evidemment une limite bien determinee, qui est egale 
a — 4 icw(co) . 

En raisonnant d'une maniere analogue on peut construire une suite de 
domaines 

(33') (со/)), (со/ ' ) , . . . , K « ) , . . . 

formes par les intervalles, contenant (со), tendant vers (со) et tels que и (со) 
soit continue dans leur voisinage. La limite des A v (co n

( / ) ) est evidemment 
egale a — 4тсй(со). 

Si la fonction w(co) est une fonction quelconque additive et a variation 
bornee, les limites Дг;(сом") et A # ( c o w ° ) existent de meme, etant egales aux 
differences des limites correspondantes, calculees pour les fonctions уг(х) 
et va(pc), ou 

v1(x) = (Ч(ч;)̂ ? v2{x)= Ги,(т)̂ ; 
(Qy) (Qy) 

ces limites sont evidemment egales respectivement a - 4ти и (со) et а— 4т: и (со). 
Au lieu de s'occuper des laplaciens, on pourrait prendre les flux 

totaux h travers les frontieres des domaines (33) et (33') et s'assurer que 
leurs suites ont aussi des limites determinees, egales respectivement 
a — 47ш(со)со et a — 4т: и (со) со. 

Si la fonction и (со) est continue dans le voisinage de (со), les deux 
limites sont egales. Nous dirons dans ce cas, que la limite de Дг; (со) со est 



380 N. GUNTHEE. SUB LES INTEGBALES DE STIELTJES 

le laplacien total de v (x) pour (со) ou le flux total a travers la frontiere 
de (coj. 

Remarque. En formant le domaine variable (со) tendant vers (со), on 
peut encore proceder comme il suit. 

Ayant forme les domaines (32), on peut changer chacun d'eux en un 
domaine, limite par une surface de la classe (C); car la frontiere de chaque 
domaine (coj) contient un nombre fini des aretes et des sommets. 

Les domaines a>w'(S), limites par le lieu geometrique des points 

H1 = E-H3COS(JV )̂, T)1 = Y)H-SCOS(IVV)), ^ = ^-+-ocos(iVLC)5 

ou (E, Y), £) est le point sar la frontiere de (co n ') et N la normale a cette 
frontiere, sont de meme les domaines limites par les surfaces de la classe (C) 
et on peut assigner les nombres — 8w

f et de maniere, que les 
domaines (<on'(8)) soient contenus dans le domaine (co'4 + 1(—K+ij) e t 

contiennent le domaine (co^_ x (C_ x)). 
I I reste encore a envisager une suite infinie des domaines (cow) variant 

continument de ((o^_.2 (8^_i)) jusque (<o n ' (—o^ ' ) ) , pour obtenir le domaine 
variable (со), qui repond a toutes les conditions necessaires pour achever les 
raisonnements. 

On peut former de la meme maniere le domaine variable (со). 
Nous pouvons maintenant completer une lacune, qui est restee dans 

le § 5. Nous avons defini dans le chapitre 5 pour une fonction #(#), ayant les 
derivees premieres regulierement continues, le flux comme l'expression 

l rdv , 
— \~T- dv. G J an 
W 

Si (cr) est une portion de la surface de la classe (C), l'equivalence de 
cette definition et de la definition du § 5 est etablie dans le § 5. Or, si 
(or) n'appartient pas aux portions des surfaces de la classe (C), la definition 
du § 5 permet de definir le flux seulement comme la limite des flux des 
portions des surfaces de la classe (C) qui tendent vers (cr). I I est aise de 
demontrer que dans les cas, que nous considerons, cette limite existe et 
est egale au flux, introduit dans le chapitre 5; la portion de la surface (a') 
tendant vers (or) 

1 rdv , , l rdv , 
lim — da = - - r - a o \ G J dn Gjdn : 
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les elements sous le signe de la premiere integrate tendant vers les elements 
correspondants sous le signe de la seconde. 

9. Nous dirons qu'un ensemble des domaines forme un corps: 
1) si un domaine quelconque (со) etant donne, il existe une infinite 

non denombrable de domaines (со) inscrits dans (со), respectivement, des 
domaines (со) circonscrits, appartenant au corps, qui tendent en croissant,, 
respectivement, en decroissant vers (со); 

2) si (со) et (coj font partie du corps et tous les points de fax) sont les 
points de (со), l'ensemble des points de (со) n'appartenant pas a (co^ et de-
leurs points limites est le domaine (co2), faisant partie du corps; 

3) si l'ensemble des points, appartenant aux deux domaines fax) et fa2)r 

faisant partie du corps, et de leurs points limites est le domaine (co3) 
appartenant au corps. 

Remarquons que le domaine (со) appartenant au corps, on peut 
toujours le diviser en deux domaines (со,) et (co2), appartenant au corps. 

II suffit de construire un domaine quelconque (c), ayant une partie 
commune avec (со) et de trouver un domaine (т), appartenant au corps. La 
partie commune de (со) et de (V) est le domaine (coj, appartenant au corps 
suivant la condition (3) ; la condition (2) conduit alors h la decomposition 
cherchee. 

En cherchant le laplacien Av (со), nous l'avons trouve seulement pour 
les domaines d'un corps; pour les domaines de ce corps, Avfa) est egal 
a — 4ти и (со). Ainsi apparaissent les questions suivantes: si une fonction des 
domaines wfa) est determinee pour les domaines d'un corps (A), peut-on 
avec ces donnees construire une fonction moyenne w(co), qui soit definie 
pour chaque domaine d'un corps plus general ou de Pespace; si les valeurs 
donnees de la fonction w (со) sont egales dans le corps (A) aux valeurs de la 
fonction moyenne ufa\ que peut-on dire sur la difference wfa)— и fa) 
pour les domaines, n'appartenant pas au corps; et, enfin, quelle influence 
a la distinction des fonctions w fa) et и fa) sur la valeur de l'integrale 

(Qy) 

Nous supposerons, que les valeurs de w fa) sont toutes positives. 
Si (со) est un domaine arbitraire, la variable ^(co)co, dans laquelle (со) 

sont les domaines appartenant au corps et tendant en augmentant vers (co)r 

(34) 
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a une limite qui ne depend pas de la loi de la variation de (со). En effet, 
si (0)3) contient ( c o j , ( co^ — a p p a r t i e n t au corps suivant (2) et w ^ ) ^ 
est plus grand que ^ (0^ )0^ ; quel que soit le domaine (со) appartenant au 
corps et tendant vers (со), il est contenu dans un (co2) et contient un (co^, 
ou ((Од) et (co^) sont les domaines, appartenant h une suite de domaines, 
variant suivant une loi determinee. Designons cette limite par w(co)co. On 
peut definir de la meme maniere la limite w(co)co en considerant les 
domaines (со). 

Nous supposerons que pour chaque domaine (со), appartenant au 
corps, on a 

(35) w(co)co = w(co)co. 

et nous prolongerons le corps en ajoutant au corps tous les domaines (со), pour 
lesquels l'egalite (35) est satisfaite. La fonction w (со) reste additive dans 
l'ensemble des domaines ainsi forme. 

Supposons que (со) est divise en portions (co x) et (co2) et que (со) avec (сох) 
appartiennent a l'ensemble. Si (со) et ( c o j appartiennent au corps, leur 
portion commune (d) lui appartient aussi, ainsi que le domaine(co)—(9)=(o^). 

On a done 

^(^2)^2 — —w(#)d, w(&)&<w(w1)co1 

et 
w (co2) co2 = w(со) со — l i m w(fy l i m w ( d ) # < w (coa) сох 

d'ou suit 
г#(со 2) c o 2 > w ( c o ) c o — ^ ( c o j ) co x. 

Si (со) et ( co j appartiennent au corps, le domaine (&) = (со )—(co a ) 

lui appartient aussi et contient un domaine (co 2), appartenant au corps. 
On a done 

w(co 2 )co 2 < w ( d ) 0 = w(co)co — w(co 2 ) сох 

d'ou suit 
w (co2) co2 <C w(со) со — w (co x) c o r 

On a done 

w (co2) co2 = w (co2) co2

 = w (со) со — w (cox) co x, 

ce qui etait a demontrer. 



SUR L E POTENTIEL NEWTONIEN 383 

Remarquons maintenant que si la fonction w (со) peut etre formee et 
si le domaine appartient au corps (A), la yaleur de (34) est completement 
determinee par les donnees du probleme, meme si le procede de la formation 
de w (со) n'est pas conduit jusqu'au bout. 

En effet, en evaluant l'integrale 

on peut toujours partager (G ), s'il appartient au corps, en domaines plus 
petits, appartenant au corps (A) et les propriety (2) et (3) assurent 
l'existence de la limite determinee des sommes, qu'on envisage lors du 
proced6 d'integration. 

II faut cependant faire l'observation suivante. Ayant en vue une 
generalisation, nous supposerons, que les domaines formant le corps (A) 
sont tous les domaines interieurs a un domaine (D), en n'excluant pas la 
supposition, que (D) est Pespace tout entier. 

La variable w(U)D etant croissante, quant (P)—>(D), elle doit etre 
infinie, si elle n'a pas une limite determinee. 

Nous supposerons que cette limite existe et nous ajouterons le 
domaine (D) au corps (A), eu lui donnant le nom d'un corps propre a to ( oo ) . 
Si cette condition n'est pas satisfaite, la formation d'une fonction w(co) 
к variation bornee dans le domaine (D) devient impossible et il faut se 
restreindre par la consideration d'une fonction w(co) definie pour un 
domaine ( D x ) contenu dans (D). Si le domaine (Cly) coincide avec (D), nous 
avons une restriction nouvelle pour le corps (A). 

Les difficulty du probleme de la formation de la fonction w (со) tiennent 
a la generalite de la definition de l'integrale de Stieltjes, qui est intimement 
liee avec la generalite de la definition de la fonction moyenne. 

Si on se restreint a la consideration des fonctions moyennes, definies 
dans un corps (JB) des domaines, jouissant des proprietes (2) et (3), 
mentionnees ci-dessus, par exemple en supposant que la frontiere de chaque 
domaine est form6e par la reunion d'un nombre fini des portions ayant dans 
chaque point une normale determinee, qui varie continument sur cette 
^portion, et si les domaines du corps (A) font partie du corps (J5), il s'agira 
seulement de la formation de la fonction w(co) pour le corps (JB). 
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La resolution du probleme pose ne peut pas etre effects par un nombre 
fini des operations. Nous montrerons seulement, comment on peut lever 
les obstacles, qui se manifestent lors de la formation de w(ui) pour un 
domaine donne (со) et nous le resolverons pour un corps (Z?) assez general. 

La possibilite de former la fonction w(co) etant ainsi etablie,* on 
pourra parler de l'integrale (34), car sa valeur est calculable pour chaque 
domaine; c'est seulement pour quelques domaines (fly), qui n'appartiennent 
pas au corps (A), sa valeur dependra eventuellement du mode choisi pour la 
formation de la fonction w (со). 

1 0 . Etant donne un point (z(1)), construisons une sphere [p] ayant le 
rayon p et le centre au point (pcP). Envisageons la variable 

(35) *Н[р])[р]. 

Quand p diminue, (35) diminue aussi et, restant positive, a une limite. 
Si cette limite est differente de zero, nous la designerons par f/Я en nommant 
la masse au point (# ( 1 )) et en disant, que le point (%{1)) est singulier. 

La variable 

a la meme limite pour p - * 0 , car chacune de ses valeurs est comprise entre 
deux valeurs de (35). 

Kemarquons que pour une infinite non denombrable des valeurs de p„ 
on a 

» ( Ш р ] = = » ( М ) М , 
la fonction f(p), ou 

f(? - 0) = 5([p]) [p], f ( p - 0) = w([p]) [p], 

etant croissante et bornee. 

* Dans son reniarquable memoire clans les Acta Mathematics, t. 54, M. F. Riesz envisage-
les fonctions des ensembles ouverts, ce qui revient pour nous a envisager ц (<o) 5- la place de w (со), 
les domaines de M. Riesz etant, cependant, plus generaux. Nous supposons que l'ensemble des 
points, formant la frontiere d'un domaine, a une mesure de Riemann egale a zero, cc que ne fait 
pas M . F. Riesz; mais en definissant l'integrale de Stieltjes, il se contente de la division da 
domaine (Qy) en domaines, appartenant au corps des domaines, pour lesqueJs la fonction est, 
continue suivant notre definition en demontrant la possibilite d'une pareille division. 
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Les domaines (со), pour lesquels le point (x{1)) est sur la frontiere, 
n'appartiennent pas au corps (A). En effet, la difference 

W (со) со — W (со) CO 

ne peut pas avoir zero pour limite, chaque domaine (со — со) contenant dans 
son interieur une sphere [p~|. 

En repetant les raisonnements du § 8 (5), on s'assure, que l'ensemble 
des points singuliers est denombrable et que la serie 

р<»+ + 

est convergente. 
Construisons maintenant une nouvelle fonction moyenne additive (со) 

d'apres les regies suivantes: 
1) si le point (x(l)) n'appartient pas au domaine (со), posons 6 (1 ) (со) = 0, 
2) si le point (x{1)) est dans l'interieur du domaine (со), posons 

6^(0)) = ^ , 

3) pour definir la valeur de G (со) dans le cas, quand le point (a**)) est 
sur la frontiere de (со), deplacjons l'origine des axes des coordonnees dans 
le point (# ( 1 )) sans changer leurs directions. La fonction 6(1)(co) devant etre 
additive, il suffit d'envisager les domaines (со) contenus dans un des 8 angles, 
formes par les plans des coordonnees. 

Construisons autour de (x{1)) une sphere du rayon p. Soit (Ep) l'ensemble 
des points, appartenant а (со) et a cette sphere; soit (ep) l'ensemble des 
projections des points de l'ensemble ( E ) sur le plan 1 7 . Les ensembles (E?) 
et (ер sont fermes. En comptant les angles en sens positif pour un observateur 
du cote positif de l'axe Z, soient (<pp') et (<p") le plus petit et le plus grand 
des angles entre i'un des axes (X), (I), suivant le cas, et les rayons, passants 
par les points de l'ensemble (ep). 

Envisageons un plan, passant par l'axe OZ et formant Tangle cp avec 
le plan XZ. Soit (cp) l'ensemble des points situes dans ce plan et appartenant 
a l'ensemble (I?p). En menant par les points de (cp) les droites, passant par 
l'origine, et en envisageant les angles entre ces droites et la direction 

ТрФМИ, I 2 5 
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positive de Гахе Z, designons par фр'(?) et ф р"(?) le plus petit et le plus 
grand de ces angles. 

Comme pour рг < p les ensembles (E9l), (e9l), (c9l) sont contenus dans 
les ensembles (JE), (>p), (cp), respectivement, les variables <pp', <pp", фр', фр" 
sont monotones et ont les limites pour p—>0. Designons ces limites par 
cp', cp", ф', У et posons 

cp// 4/' (<?) 

(со) (О = J J Sin ф <ty Л?©. 

ф' ФМФ) 

La fonction cos ф'(ср)— cos ф"(ф) est integrable. Pour le demontrer 
il suffit de demontrer l'integrabilite de la difference 

(36) ф ' ( ? ) _ ф ' ' ( ? ) . 

Envisageons les domaines (со) formes par les intervalles et ayant (со) 
pour limite. Ayant choisi le nombre p, formons l'integrale 

Ф" 

j (?))*?> 

¥ 
dans laquelle les angles фрЧф) е * ФР'Ч?) s o n * calcules pour (со). La 

fonction ф р '(?)— ФР'Ч?) e s * * a limite de la fonction фр'(<р)— ф " (cp), vers 

laquelle elle tend en croissant et, comme l'integrale est moindre que —, 

la dite fonction est integrable. Or, la fonction (36) est sa limite pour p —>0 
et comme elle tend vers cette limite en decroissant et en restant positive, 
la fonction (36) est elle-meme integrable. 

Supposons que la fonction 6(1)(co) est additive dans un corps (5 Х ) ; le 
corps (ВГ) contient le corps (B) defini dans le § 9. Posons: 

w{u)—№\u) = uF> (со). 

La fonction w ( 1 ) ( co ) est definie dans le corps (A). Si le point (x{1)) est un 
point exterieur pour (со), on a w ( c o ) = = w ( 1 ) ( c o ) ; si le point (x{1)) est un point 
interieur pour (со), on a 

w{X) (со) со = w (со) со — [л(1); 
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ia limite de w(1)([p])[p] pour p->0 etant egale a zero, le point (x{1)) n'est 
pas singulier pour la fonction w{l) (со). 

Si a la place de w (со) nous prenons la fonction 

nous obtenons une fonction, qui est definie dans le corps (A) et qui possede 
dans ce corps les memes valeurs que w (со), mais qui est definie pour certains 
domaines ayant le point (#{ 1 )) sur la frontiere, si (# ( 1 )) est le seul point 
singulier sur la dite frontiere. 

Quel que soit le nombre des points singuliers (a?(1)), (# ( 2 )), . . . que nous 
<devons envisager lors des calculs, on peut toujours substituer a la place de 
la fonction w (со) une fonction 

•qui est definie dans le corps (A) et qui possede dans ce corps les memes 
valeurs que w(co), etant definie aussi pour certains domaines ayant les 
points singuliers mentionnes sur leurs frontieres; pour la fonction ^(co) les 
points (# ( 1 )), (# (2))? . . . ne sont plus les points singuliers. 

Remarquons que 

rkQ etant la distance entre les points (x{Jc)) et (r). 
1 1 . Supposons maintenant que (L) est la ligne d'intersection des 

frontieres de deux domaines, en supposant que ( i ) est rectifiable. 
Prenons une portion (I) de la ligne (L) entre deux points (x1) et (#") 

situes sur (L) et envisageons un domaine (со) ayaut les points (x) et (xu) 
sur sa frontiere, les autres points de (I) etant ses points interieurs. II existe 
nne infinite non denombrable des domaines (со), appartenants au corps et 
tendants vers (со), etant inscrits dans (со). Soit w(co)co la limite des w(co)co. 

Si les points (xf) et (x11) ne sont pas les points singuliers, la variable 
a?(co)(o a une limite determinee quand (со)—>0. 

Si cette limite est differente de zero, nous nommerons la courbe (L) 
•singuliere; on s'assure sans peine que le domaine (со) n'appartient pas au 
-corps (-4), si la courbe singuliere (L) appartient a la frontiere de (со). 

<37) ДО ( c o ) - 4 - W ( 1 ) (CO), 

{ 3 7 0 е ^ - н ^ с о ) , 

25* 
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Pour le demontrer remarquons que quand (со) diminue, la variable 
w(co)co diminue aussi en restant positive; il suit de Ik, que si (со) varie 
suivant une loi determinee, telle que chaque domaine suivant est dans 
l'interieur du domaine precedent, w(co)co a une limite. 

Envisageons une telle loi de variation de (со); soient (co n ' ) les termes 
de la suite que nous considerons; designons par v(l)l la limite de w (coM ') с о / 

Quel que soit le nombre positif s , on a 

pour 

Soit (со J le domaine qui varie suivant une autre loi. Entourons les. 
extremites de (Z) par les spheres к rayon ayant ces extr6mit<5s pour centres, 
et choisissons r de maniere, qu'on ait pour chacune des spheres 

! ( [ # ] = ^ D W < f 

Si n est assez grand, les portions de (со я) , qui n'appartiennent pas 
к ( co^ ) , sont dans Finterieur des spheres mentionnees et, si ( с о / ) est la portion 
restante de (co w), on a 

O < H K 1 X ~ H K " X -
On conclut de Ik que 

si 
n>n21 

car on passe de w ( с о / ) с о / a ^ ( c o j c o ^ e n njoutant un nombre, qui est 

moindre que ~ 

D'un autre c6t6, si пг est assez grand, tous les points do (co' f f a), qui 
n'appartiennent pas aux spheres mentionnees, sont dans l'interieur de ( c o j , n 
etant un nombre choisi parmi les nombres, qui surpassent n 2; on a. done 
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II suit de tout cela que 

v{l)l — ~<w «3) < — ± < f £ ( u n ) % < w (aQ C ^ H - \ < V (1)1 - f - ц 

c'est-a-dire que pour n > w2 on a 

— £ < « £ ( с о я ) й ) и — v (?) Z < £, 

ce qu'il fallait demontrer. 
Si la portion (?) de (L) est decomposee en deux portions (l2) et (£2), on a 

evidemment 
v ( / ) ^ v ( y ^ v ( y ? 2 , 

•car on peut prendre pour les domaines entourants (lx) et (/2) les domaines 
obtenus en coupant le domaine attache a (J) par un plan passant par 
Г extremity commune de (1г) et (la). 

La limite v(L)L existant aussi et les valeurs de v(T)l etant positives, 
nons voyons, que s'il n'y a pas sur (L) -des points singuliers, la fonction des 
courbes v(l)l, qu'on peut former pour chaque courbe (J), est a variation 
bornee. 

S'il n'y a pas sur (L) des points singuliers de la fonction w(co), la 
fonction v (I) est continue. Pour le demontrer il suffit de repeter la demon­
stration du theoreme analogue dans le § 9 (6), en у changeant seulement 
JJL(<T) et (a) en w(co) et (со). 

Construisons maintenant une fonction moyenne additive et a variation 
bornee d(co) d'apres les regies suivantes: 

1) si le domaine (со) n'a pas des points communs avec (£), on a d(co)= 0; 
2) si les points d'une portion (I) de (L), excepte ses extremites, sont 

les points interieurs de (со), on a d(co) со = v (I) l\ 
3) pour definir la valeur de d (со) dans le cas, quand (I) est une portion 

•de la frontiere de (со), menons par chaque point (xl) de (L) un plan (P) de 
maniere, que dans le voisinage du point (x1) il n'y ait pas d'autres points 
communs a (L) et a (P), et une droite (Z) dans le plan (P) passant par le 
point (x% ainsi que fixons une direction (X), perpendiculaire au plan (P). 

Tragons dans le plan mentionne un cercle au rayon r ayant le point (<xf) 
pour centre. Soit (JEX> (r)) fensemble des points de (со), situes dans ce plan 
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et appartenants an cercle. JDesignons par cp les angles entre la direction 
positive de (Z) et des droites passant par (V) et par les points d'ensemble 
(Ex

r (r)), en comptant ces angles dans le sens positif pour un observateur 
regardant d'un point sur (X); designons par срДя ' ) et 9/(л/) les valeurs 
extremes de ces angles en prenant pour Tun d'eux, s'il le faut, la valeur negative. 
Comme (Uxr (rx)) est une portion de (Д*/ (r)) si r± O , yr

r(x% <fr"(xf) 
sont monotones quand r diminue. 

Designons par <p'(a/) et <p,l(x) les limites de ces angles pour r —>0 et 
posons 

(38) Ъ (со) со = i J v (I) (?" (x) - 9 ' (я')) Л ; 

si v(Z) est absolument continue, etant la moyenne d'une fonction v ( ^ ) , au 
lieu de (38) on peut prendre 

(380 = У v (a) (?" (*0 - ?' # ) ) « . 
w 

On demontre comme ci-dessus, que la fonction cp"(#0 — фЧ^О e s t 

integrable; la formule (38') a done un sens pour chaque domaine (со). Mais si 
la fonction moyenne v(Z), qui est continue, n'est pas absolument continue 
et si la difference olf (xf) — cp; (xf) n'est integrable que dans le sens de 
M. Lebesgue, quelques domaines speciaux doivent etre exclus: l'ensemble des 
points de discontinuite de la fonction ^n(d)— ср;(я/) e t ^ e " e u r s P 0* 1^ 
limites doit avoir une mesure nulle dans le sens de Riemann et ne contenir 
pas les points, formant l'ensemble des points, dans lesquels la partie singu­
liere de v(l) est differente de zero. 

Bema?~que. La restriction faite ci-dessus, suivant laquelle (L) doit etre 
rectifiable, parait etre d'une nature secondaire, car e'est seulement la for­
mation de la fonction moyenne v(T) qui est impossible; on peut substituer 
a (38) une integrate de Stieltjes dans le sens ordinaire. 

Observons que 

(Qy) (I) 

si la frontiere de (Q ) ne contient pas la courbe (L). 
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Si a la place de w (со) nous prenons la fonction 

9 (со) - f - Ь (со) w2 (со), w2 (со) = w1 (со) — & (со) 

nous obtenons une fonction qui est definie dans le corps (A) et qui possede 
dans ce corps les memes valeurs que w (со), mais qui est eventuellement definie 
aussi pour certains domaines, dont les frontieres contiennent la courbe (L). 

On s'assure, en effet, que pour la fonction 

г0г(со) — &(co) 

la courbe (L) n'est pas singuliere; si (со) est le domaine contenant la portion (I) 
de (Z), on a 

lim (wx (со) со — & (со) со) = 0. 

12. Si la fonction w2 (со) ne possede ni points ni courbes singuliers, il 
suffit de la remplacer par la, fonction 

( 3 9 ) 

pour obtenir une fonction, qui a les memes valeurs dans le corps (A) et qui 
est definie pour chaque domaine. 

Les fonctions w2 (со) et го8 (со) ont les memes valeurs dans le corps (A). 
Comme les valeurs de la fonction w8 (со) sont positives et wz (со) со ne 

surpasse pas le nombre w(D)D, il reste a demontrer qu'elle est additive. 
Supposons que le domaine (со) est partage en deux domaines (сох) et 

(co2). Envisageons un domaine (со) contenu dans (со) et deux domaines (cox) 
et (c^), contenus respectivement dans (сох) et (co2) et obtenus en retranchant 
de (со) un domaine (6), contenant dans son interieur les points de la frontiere 
commune des domaines (сох) et (co2). 

Nous pouvons supposer que les domaines (со), (сог), (co ,̂ (6), ainsi que 
les domaines (со), (сох), (co2), (<&), introduits plus loin, appartiennent tous au 
corps (A). 

Parmi les domaines (со), tendant vers (со), il у a une infinite non 
denombrable, appartenant au corps. En partageant les domaines de cette 
infinite en domaines (coj (co2) et (6), on peut obtenir une infinite non 
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denombrable des domaines (coj, (co2) appartenant an corps; si (cox) et (co2) 
appartiennent au corps, (0) lui appartient aussi. 

Nous avons 

Щ (w) 5i = W 2 Ы 1̂ 2̂ Ю ^2 ^2 (9) 9 

et 
(со) со = г 2̂ (coj cox (co2) co2 н- lim г#2 (0) 9. 

Soit maintenant (со) un domaine contenant (со). En prolongeant les 
frontieres de (9), qui ne font pas partie de la frontiere de (со), nous obtenons 
deux domaines (шх) et (co2), contenant respectivement (соа) et (co2); les 
domaines (cox) et (co2) ont une portion commune, qui est composee de (6) et 
d'un domaine (&), qui contient dans son interieur la ligne (L) d'intersection 
de la frontiere de (со) avec la frontiere commune des domaines (сох) et (co2). 
Nous avons 

W 2 fa) = W 2 (^l) W 2 (̂ 2) 4 — W 2 (6) 6 — W 2 (&) * 

et 

^2 И W = ^2 W W l 2̂ W <°2 — l i m W 2 (0) 0> 
car 

limw2(&)d = 0 , 

la fonction wa(w) ne poss6dant pas des lignes singulieres. 
11 suit de tout cela que 

WH (со) со = wz (cox) сог —г«;3 (co2) co2, 

ce qu'il fallait demontrer. 
Si les surfaces de discontinuite de la fonction w3(co) sont formees par 

la reunion des partions des surfaces de Liapounoff, on peut Pegaler к une 
somme de deux fonctions, dont l'une est continue. 

Soit (S) la frontiere d'un domaine (CI) et (a) une portion de (8). 
Construisons un domaine (со) appartenaut au corps et tel que les points 

sur la frontiere de (<J) soient sur la frontiere de (со), tous les points interieurs 
de (a) etant les points interieurs de (со). 

Comme la frontiere de (0) n'est pas une ligne singuliere de w3(co), on 
demontre, en repetant presque textueliement les raisonnements du § 1 1 , 
que tvs (со) со a une limite, quand (со) —> 0 et que cette limite ne depend 
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pas de la loi de la variation de (со). En designant cette limite par 

X(*)cr 

nons obtenons une fonction moyenne des portions de surface appartenant 
к (#), dont les valeurs sont positives et qui est additive et, a cause de 
cela, a variation bornee; on peut meme demontrer, qu'elle est continue. 

Introduisons maintenant une fonction des domaines ^ (со) d'apres les 
regies suivantes: 

1) si le domaine (со) n'a pas les points communs avec (#), dont 
l'ensemble forme un domaine (a) de (#)> jr (co) = 0. 

2) Si les points de (со) ne sont pas les points interieurs de (£i), quoi-
que les points communs а (со) et к (S) forment un domaine sur (#), ^(co) = 0. 

3) Si tous les points de (со) appartiennent a (Q) et si les points communs 
к (со) et a (S) forment un domaine (a) de (S): 

у (со) со =X(CJ)O-

4) la fonction i(со) est additive. 
Posons, enfin, 

La fonction w4(co) est continue dans le voisinage de (S). En effet 

car 

Z(Q)Cl — x(Cl)Q = \(S)S — 0 = ws(Q)Q —1^(0)0. 

Remarquons qu'on a 

(Qy) (Qy) (Sy) 

13. Etant donnee une fonction moyenne и (to) additive et a variation 
bornee, ayant toutes ses valeurs positives, on peut former une fonction иъ (со) 
en la debarassant de quelques surfaces, lignes et points singuliers. 
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Si est un point singulier, envisageons une sphere [p] au rayon 
p ayant ce point pour centre. Soit (со) un domaine quelconque et (cop) 
Fensemble des points, appartenant а (со) et [ p ] . Posons 

иг (со) со = l i m и (со — сор) (со — с о р ) , р — > О 

la limite existant toujours, car la variable h la droite est croissante, et 
introduisons la fonction moyenne 

b1(<o) = u(to) — w 3 ( ( o ) . 

Pour la fonction w3 (w) le point (x{1)) n'est pas singulier; si l'on pose 

" ( M ) M = Яр) , 
on a, si гг—*•(), 

M l ([*•]) = lim »([r] — [rj) ([»•] - r»-J) = lim м QVJ) И — lim «flVJ) [rj = 

= f W - / ' ( - ^ o ) 
d'ou il suit que 

lim иг ([>•]) = 0 , si / ' —> О. 

On demontre sans peine que la fonction иг (со) est additive. Posons 
encore 

^ = l i m 6 ( [ o ] ) [ p ] = l i m и ( [ p ] ) [ p ] , p - > 0 , 

f * ^ etant la masse du point singulier (x{l)) pour les fonctions w(co) et 0 ( c o ) . 

S'etant ainsi debarasse du point singulier (# ( 1 )), entourons la portion (I) 
d'une ligne singuliere (L) par un domaine ( p j , ayant les extr&nit6s de (I) 
sur sa frontiere et pour lequel les autres points de (I) sont les points 
interieurs, en supposant que (pw) tend vers zero en decroissant pour w — • o o . 

Supposons encore, qu'il n'y a pas des points singuliers de w x ( c o ) situes 
sur (Z). En designant par ( c o p j l'ensemble des points communs а (со) 
e t * (pj? posons 

» x (со) со = lim иг (cop J (cop J , л o o 

etd 2 (co) = 0 , si ( c o ) e t ( p j n'ont pas des points communs formants un 
domaine. 



SUE LE POTENTIEL NEWTONIEN 395 

On s'assure aisement, en repetant les considerations deja employees 
ci-dessus, que la valeur de & (со) со ne depend pas, sous la supposition faite a 
propos de (X), du choix des domaines ( p j . Nous designerons encore par v1(Z) I 
la fonction Ьг (со), si (со) a des points communs avec (£), en la traitant comme 
une fonction moyenne des portions de la ligne (L). La fonction \ (со) ainsi 
definie est additive, car on a evidemment 

si (со) est divise en portions (co3) et (co2). 

La fonction 

wa(a>) = M1((o) — ^(co) 

n'a plus la ligne (L) pour une ligne singuliere, car pour la ligne (L), 

U2 (P J ?n = Ul (Pn) ?П —
 d l (P J Pn = Ul (?n) Pn — U m U'l f Pn) Pn > 

d'ou suit que la limite de w s ( p j p w est egale a zero. 
En supposant que sur la surface singuliere (8) il n'y a pas des lignes 

singulieres de w2(co), on peut d'une maniere analogue former la fonction 7 a (co) 

ayant pos6 

7a H w = l i m Щ fapt) ( w P n )> 

ou (pM) est un domaine, ayant les points de la frontiere d'une portion (cr) 
sur (8) sur sa frontiere, tous les autres points de (cr) dans son interieur et se 
tendant vers zero en decroissant; ^(co)co = 0 , si (со) et (ря) n'ont pas des 
points communs interieurs. 

Les valeurs de / а (со) ne dependent pas du choix des (pw) sous la suppo­
sition faite a propos de (#); la fonction Хд(со) est additive et la fonction 

n'a pas la surface (8) pour la surface singuliere. 
Nous avons definitivement 

u.s (со) = и (со) — 8, (со) — Ьх (со) — у л (со). 
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On s'assure aisement que 

us fa) со = lim u2 fa) со, 

le domaine (со) n'ayant pas des points communs avec (S). 
Si le domaine (со) a des points communs avec (cr), nous ecrirons 

encore \(o-)cr a la place de ^(со)со, en la traitant comme une fonction des 
portions fa de (S). 

Supposons que le potentiel newtonien 

io 
(1) v(x)= Curf 

(Qy) 

£tant donne, nous avons trouve suivant les regies des §§ (6) et (7) 
les valeurs de A (̂co) dans un corps (A) et, ensuite, construit d'apres les 
regies des paragraphes suivants une fonction moyenne additive et a variation 
bornee Av fa) dans un corps (B ( 1 )). Le potentiel 

(40) vxfa = ~±JAvfad^ 
(Qy) 

ne differe pas du potentiel (1) si le domaine (JQ ) appartient au corps (A) 
suivant la remarque dans le § 9, car — 4тс и fa) et Avfa) sont egales pour 
chaque domaine (со). 

Mais, si (Cly) n'appartient pas a (A), les fonctions v fa) et vx fa) peuvent 
etre differentes, car en formant vxfa) nous avons eu recours к des constru­
ctions in ventres arbitrairement; en tout cas, si (CI) appartient к ( 5 ( 1 ) ) , leur 
difference etant une fonction de la forme 

est une fonction harmonique dans l'interieur et dans 1'exterieur de (CI); on a, 
en effet, 

— ~^Avfa) = b fa) и - d (со) - ь у (со) -н w4(co), 

и (со) == Ох (со) '-+- Ьг (со) X j (со) -+- иг (со) 

et pour les domaines du corps (A) les valeurs de w^fa) et ubfa) sont egales. 
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14, Posons maintenant la question inverse: etant donne une fon­
ction v (#), sous quelles conditions cette fonction est egale a un potentiel 
newtonien ? 

Л suit des considerations des §§ 2, 3, 6, 7 que les conditions suivantes 
doivent etre remplies necessairement. 

a) La fonction v(x) doit 6tre sommable dans tout espace et meme, (d)7 

avoir un саггб sommable. 
b) La fonction v (x) doit etre sommable sur chaque portion d'une surface (cr) 

ayant dans chaque point un plan tangent determine. 
(V) Si (cr) est une portionde la surface de la classe (G): 

^jv(xjda—jv(x)d<i^ < 6r si(S) < S0 

W (a) 

(xx) etant nn point sur la normale au point (x) sur (о-) а la distance (8) de 
(x) et les nombres 6?, S0 dependant exclusivement de (cr). 

c) Dans le corps des domaines (со), qui ont les frontieres composees par 
un nombre fini des portions de surface,, ayant en chaque point un plan 
tangent determine, la valeur moyenne de v (x) d6it posseder les d6riv6es en 
chaque direction; ces derivees sont les fonctions moyennes absolument 
continues dans le corps mentionne. 

d) Dans un corps des domaines (со), limites par les surfaces de la classe (G), 
la fonction v(x) possede les flux or (г;) a travers les frontieres («J) des 
domaines (со); si Ton pose 

cr(v)a = A#(co)co, 

la fonction moyenne Av (со) со est a variation bornee dans le corps. 
d') Dans un corps des domaines, limites par les surfaces de Liapounoff 

ou par les surfaces, formees d'un nombre fini des portions des surfaces de la 
classe ((7), la fonction v (со) possede les derivees secondes (со) . . . et le 
laplacien, qui est a variation bornee dans le corps; les variables, qui donnent 
en limite les derivees (со) . . . , restent bornees pour les domaines, limites 
par les surfaces mentionnees, independamment, si (со) appartiennent au 
corps ou non. 

Comme nous nous occupons seulement des potentiels, etendus sur les 
domaines, n'ayant pas les points a l'infini, nous devons aux conditions 
(a), (b), (c), (d) ajouter encore la suivante. 
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e) Les flux a travers des frontieres des domaines (со), respectivement les 
laplaciens, restent egaux, si les domaines (со) contiennent une sphere (R) d'un 
rayon assez grand. 

En generalisant le probleme, on peut cependant supposer que la 
fonction v(x) n'est definie que dans un domaine (D) et chercher, sous quelle 
condition elle se comporte dans ce domaine comme un potentiel newtonien. 
Dans ce cas nous supposerons que 

e'j le domaine (D) appartient au corps des domaines definis dans les 
conditions (d), (d7). 

Nous demontrerons deux propositions: A) Si la fonction v(x) verifie 
les conditions (b), (d), (e), elle differe d'un potentiel newtonien, si l'on 
neglige un terme additionnel egal a zero presque partout, par une fonction 
harmonique; dans ce cas les conditions (a), (c) et (d') sont satisfaites. B) Si la 
fonction v{x) verifie les conditions (a), (c), (d'), (e), elle differe d'un potentiel 
newtonien, si l'on neglige un terme additionnel, egal a zero presque portout, 
par uue fonction harmonique; dans ce cas les conditions (b) et (d) sont 
satisfaites. 

Remarque. En parlant de l'espace tout entier, nous nommons la fonction 
harmonique,. si elle est harmonique dans le sens ordinaire du mot dans 
chaque domaine ne contenant pas le point a 1'infini; telles sont, par exemple, 
les fonctions 

№ = C, f(x) = b ft*) = ? — 2 Ч Ч — ? 5 e t c . 

La presence d'un terme additionnel, qui est egal a zero presque par-
tout est a prevoir, car nous parvenons к Av (со) en utilisant seulement les 
valeurs moyennes de v(x)\ or, en additionnant a v(x) un pareil terme, on ne 
change pas sa valeur moyenne; dans le cas du probleme (A), la mesure de 
ce terme sur chaque portion de surface de la condition (b) doit etre nulle. 

De meme il est aussi a prevoir, que la difference entre ?;(#)etle 
potentiel peut etre egale a une fonction harmonique: le laplacien et le flux 
d'une telle fonction etant egaux a zero, elle n'a aucune importance lors la 
formation de a{y) ou de Д#(со) . 

Occupons-nous de la proposition (A). Si la condition (b) est satisfaite 
on peut etudier les flux a travers les surfaces de la classe (C); si Ton s'assure, 
que la condition (d) est satisfaite, on peut determiner le flux <T(V) a travers 
les frontieres des domaines d'un corps (A) et, ayant forme Avfa) = w(co), 
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<5omme w (w) est definie dans un corps (A), former en designant par (By) 
un domaine contenant (Q ), le potentiel 

<34') 

II reste a demontrer la proposition ёпопсёе a propos de la difference 
entre v(x) et le potentiel (34 /). 

Nous la demontrerons sans peine en utilisant la methode des fonctions 
de Stekloff et en choisissant pour pareilles fonctions les fonctions utilisees 
par M. F. Riesz dans son memoire maintes fois cite. Designons par h (x) la 
difference entre v (x) et le potentiel (34 ;). Suivant la supposition, dans le 
corps (A) la fonction h(x) possede un flux, qui est egal a zero. 

Prenons un point quelconque (x) et construisons une sphere (a) du 
rayon r, ayant ce point pour centre. II peut exister au plus une infinite 
denombrable des valeur de r, pour .lesquelles le flux a travers (a) n'existe 
pas, c'est-a-dire, pour lesquelles la variable 

(40) I (F(a,h^) — F(a,h,0)) 

n'a pas une limite determinee pour 8—>0; si cette limite existe, elle est 
egale a zero. 

Si l'on designe par (£, rn Q les coordonnees du point (x) et si l'on 
pose r -+- 8 = p, on trouve, en utilisant les coordonnees polaires pour la 
fonction 

F(a, cr, 8) = j h fa) da 

l'expression 

27Г 7Z 

(41) F(a, Й, 8) = r 2 j J h ( p , 0, <p) sin 6 <£p c*6, 
о 0 

ou 
* (p> ? ) = ^ (5 p cos 6 cos cp, 7] H— p cos 6 sin <p, £ - + - p sin 6). 
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Le flux etant borne, la fonction ( 4 1 ) est une fonction continue d e v p 

suiyant la remarque dans le § 7 ; la fonction 

l'est aussi. 

En calculant la derivee de la fonction (41), on trouve sans peine que 
cette derivee est egale a 

d'ou l'on conclut que la fonction ( 4 2 ) possede presque partout une derivee, 
qui est egale a zero. 

Dans chaque intervalle, dans l'interieur duquel la fonction ( 4 2 ) a une 
derivee, elle est constante; comme elle est continue dans le voisinage de 
chaque r, elle est egale a une constante 4тс (7. 

En multipliant ( 4 2 ) par p2 et en integrant de zero к r, on trouve, 
si (со) est la sphere du rayon r avec le centre en (x): 

(42) 
0 0 

rMimij U ( r - + - M , 9 ) s m 6 d ? d 9 — 7z(r ,e,<p)smedcprfe[ ? 

0 0 0 0 

(43) 

Snivant le theoreme du § 8 (1) la limite du 

(44) 

pour r-*0 est presque partout egale &h(x); done l'egalite 

(45) 

subsiste presque partout. 
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Bemarque. On demontre sans peine que Fegalite (45) a lien dans 
tons les points, ou h (x) est continue, c'est-a-dire, entre autre, dans tous les 
points, ou chacune des fonctions 

est continue. 
En posant 

w (r) dr 

^ jh(x)du> =й*(ж), 

(«) 

on peut remplacer sous le signe de l'integrale h(x) par h*(x\ la difference 
entre Ji*(x) et h(x) etant egale a zero presque partout, et ecrire, qu'on a 
partout 

(450 ±jh*(x)do* = h*(x). 

(0>) 
Comme une des fonctions de Stekloff, l'integrale dans la derniere egalite 

est une fonction continue de (x); la fonction h*(x) est done continue. 
En utilisant le procede d'it&ration, nous obtenons 

I J ^ jh*(x)du'^d<*=±f h*(x)<k> = h*(x); 
(to)) (о / ) (со) 

il suit de Ik que h* (x) comme une seconde fonction de Stekloff possede les 
derivees par rapport a Jj, ч, С En repetant le procede d'iteration on con­
clut que A* (x) possede les secondes derivees qui sont continues. 

La valeur de (45) etant independant de r, on trouve en derivant 

par rapport a r: 

r 2 j j h* (£-+~r cos Ъ cosy, У] —t— r cos 6 sin cp, £~f~r s in6 ) sm6d9dcp = 

о 0 

= 4™^* (a), 
d'ou suit, que 

h*(x) = ^jh*(x)da. 

(*) 
ТрФМИ, I 2 $ 
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La formation de flux nous conduit maintenant a Fegalite 

(?) H 

qui montre que h*(x) est une faction harmonique. 
La fonction h(x) differe, done, d'une fonction harmonique h* (x) par 

un terme additionnel, qui est egal a zero presque partout, ce qu'il fallait 
demontrer. 

Passons maintenant a la proposition (B). Ayant pose Avfa) — wfa) et 
forme le potentiel (34'), designons рагй(#) la difference entre v fa) et ce 
potentiel. Posons 

( 4 4 0 A ( « ) = I fл 6*0 й а ) = h * & r ) ' 
M 

(со) etant comme ci-dessus la sphere du rayon r avec le centre au point (x)7 

ayant les coordonnees egales a 2;, Y], £. La fonction h* (ж, r) est continue 
dh* 

comme fonction 'de (a?) et de (r). On s'assure sans peine, que h%fa) = -щ > 
car le deplacement de (со) dans la direction \ a la distance Ь est equivalent 
a la substitution du point ж ^ - н о , YJ, £) a la place du point YJ, 4 ( ) . 
Suivant la condition fa^fa) est une fonction continue de r. 

On trouve de meme, que les derivees ̂  ^ ̂  r \ . . . existent, mais cette 

fois excepte quelque valeur de r 

dont l'ensemble est denombrable. Pour les valeurs de r n'appartenant pas 
a cet ensemble, le laplacien Ah fa) — Ah* fa r) existe et est egal a zero. 

Or les valeurs de r de Fensemble mentionne dependent du choix du 
point (#);'& cause de cela on ne peut pas affirmer, que pour une valeur 
fixe de r la fonction h* fa r) est harmonique dans un domaine des points fa). 
Pour eviter cet inconvenient, introduisons la fonction de Stekloff 
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etant moindre que Ex

s pour un choix convenable de TĴ . 
Les derivees secondes de #(#, r) sont continues comme fonctions de r. 

11 suit de tout cela que pour chaque r et chaque point (x): 

AH(x9 r) == I J ДЛ* (a?, p) dp = 0 

et que la fonction H(x9 r) est une fonction harmonique de (x) pour chaque r. 
Soit ( o ^ ) une sphere du rayon гг ayant le centre au point (x^ et 

soit (<тг) la frontiere de ( a x j . La fonction #(# , r) etant harmonique, on a 

II suit de la que 

k ) 

** (a, r) - Я (я, r) - 1 j ( V (a?, r) — H(x9 r)) ^ < 2 £ 

en choisissant a de maniere que la difference 

\H(x, r)—h*(x9 r)\ 

soit moindre qu'un nombre e donne d'avance. 
La variable tendant vers la seconde derivee <3tant bornee, on 

trouve que 
г-на г-+-а 

—dT~=xJ a J ~<?Т2 ' 
г г 

ohaque integrate 

26* 
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(1) v(x)= {ufa 

d'ou F O B conclut, e 6tant arbitraire, que pour chaque r: 

(46) Л* (я, r) = - ( V (a?, r) ^ . 

En multipliant (46) par 0^ = 4 ^ * et en integrant par rapport а г 1 У 

on trouve 

й * ( я , г ) = - Гй*(я, г ) с й о г 

Ы 
11 suit de la que 

(©) K) (<D) 

On a done 

А* (ж, 0 = ^ * ^ , ^ ) ; 

la fonction А* (я, r) ne depend pas de r; on peut ecrire 

A* (a, r) = **(«) . 

L'egalite (46) prend la forme 

(46') A* (a) = 1 ^ ( 0 ) ^ 

k) 

et on conclut, comme ci-dessus, que la fonction A* (x) est harmonique. Or, 
la limite de А (со) pour r —> 0 est presque partout egale a A (x). 

La fonction А (я) differe done de la fonction harmonique A* (x) par un 
terme, qui est egal It zero presque partout, ce qu'il fallait demontrer. 

15. Si la density и fa) du potentiel 
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a toutes ses valeurs positives, outre les propri6tes (a), (b), (c), (d) et (d*), la 
fouction v (x) possede les suivantes. 

(I). La fonction v(x) peut etre traitee comme la limite d'une suite 
croissante des fonctions continues; c'est une consequence immediate des 
considerations du § 2. 

Puis, on demontre aisement que (П) la fonction v (x) est superhar-
monique. 

Soit donnee, en effet, une surface de Liapounoff (S), qui delimite un 
domaine (со). En designant par Г(1, 0) la fonction harmonique, qui est egale 

a — sur (S), (y) etant un point sur (8) et (x) un point quelconque, non 
r io 

situe sur (#), formons la fonction de Green 

(46) < ? ( l , 0 ) = i — - Г ( 1 , 0 ) . 

D'apres le theoreme du § 15 (7), la fonction 

to) 

ou nous designons par (2) le point d'integration, est harmonique dans 
l'interieur du domaine, limits par (#), et la valeur moyenne de h (x) sur une 
certaine portion (a1) de surface dans l'interieur de (&) a pour limite v (a), 
quand (a*) tend vers une portion (o) de (8). 

En supposant que le point (x) est dans l'interieur de (со), donnons 
a (47) la forme 

№) 

En substituant a la place de v (<x2) sa valeur tiree de (1), nous obtenons, 
en appliquant le theoreme du § 9 (2), 

(QY) № 
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Quand le point (x) est dans l'interieur de (со), la fonction 

1 f , . i f f ( 2 , 0 ) , 1 Г 1 *в(2, У)Л 

(SS) №) 

est une fonction continue du point (y), le second facteur sous le signe de 
l'integrale dans (48) restant fini. 

Or, la fonction (48) est une fonction harmonique dans (со), pour laquelle 
la moyenne sur une portion de la surface (cr) dans l'interieur de (<o) a pour 
limite m(cr2, y) quand (crr) tend vers (<r2). 

Si le point (y) est dans l'interieur de (со), cette condition est remplie 
par la fonction Г (1,0); si le point (y) est dans Г exterieur de (со), cette 

condition est remplie par la fonction —; dans tous les cas la solution est 

unique, la fonction— restant continue et bornee sur (# 2). 

11 suit de la que, a cause de continuity de (48), cette fonction est 

egale а Г(1, 0) dans l'interieur de (со) et a — dans son exterieur et sur sa 

frontiere et que 

(49) h(x) = {u(x) — fa-*- {u(>z)T(l, 0)fc. 

La derniere formule conduit a l'egalite 

(50) v(x)—K(x) = fu(*)(J-—T(l, 0 ) ) * u = ju(v)G(l, 0)d% 

ce qui montre qu'on a dans (со) 

v(x)>h(x), 

les valeurs de 6 ( 1 , 0) etant positives. 
Pour la brievete nous donnerons a la fonction h (x) le nom de la 

minorante de v (x) pour le domaine (со). 
Les conditions (b), (d), (Г) et (П), qui sont necessaires pour que la 

fonction v (x) differe d'un potentiel newtonien par une fonction harmonique, 
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ne sont pas independantes. Dans son memoire, cite plus haut, M. F. Kiesz 
a montre que si Ton ajoute aux conditions (I) et (П) la condition: 

(Ш). L'ensemble des points, ou la fonction v(x) est finie, est partout 
dense dans le domaine envisage,* qui est certainement satisfaite, si la 
condition (a) subsiste, — on obtient les conditions, qui suffisent, sous une 
seule restriction additionnelle, d'ou suit que les conditions (b), (d), en cas 
d'une fonction positive, ne sont que leurs consequences. 

16. П est aise de s'en assurer. Supposons, que les conditions (Г), (П) 
et (Ш) sont remplies. 

П faut, cependant, preciser la condition (П). Comme i a condition (b) 
n'entre pas dans nos donnees, il est encore impossible de parler d'une 
minorante de la fonction v (x). Nous supposerons seulement, comme le fait 
M. F. Riesz, que (IV) si sur la frontiere du domaine (со) on a v(x)>h(x), 
h(x) etant harmonique, cette inegalite subsiste dans l'interieur du domaine. 

De plus, nous nous bornerons, en appliquant la condition (IT), avec la 
consideration des domaines, limites par les surfaces de Liappounoff; cela 
nous suffira pour achever la demonstration. 

En supposant, que la fonction v(x) est definie seulement dans 
l'interieur d'un domaine (D), nous traiterons ainsi un probleme plus general, 
que celui du § 14. 

Aux conditions (Г), (IT) et (III) il faut ajouter encore la suivante: ayant 
demontre, que la condition (d) est satisfaite pour un corps (A) de domaines, 
appartenant au domaine (JD) (eventuellement a tout Г espace) nous 
supposerons, que le domaine (D) est propre a la fonction Д#(со) ; autrement, 
nous substituerons au domaine (ТУ) un domaine (DJ qui у est compris. 

Supposons, que la fonction v (x) est la limite de la suite 

des fonctions croissantes et continues. 
Soit (со) un domaine, limite par une surface (8) de Liapounoff. 
En cherchant dans l'interieur de (со) la fonction harmonique hn(x), qui 

prend sur (S) les valeurs egales a vn (#), nous obtenons 

(51) 

* Acta mathematics, t. 48, p. 333. 
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Les fonctions vn (x) allant en croissant et la derivee normale de la 
fonction de Green etant sur (82) negative, les fonctions hn(x) vont en 
croissant, d'ou suit, que leurs suite a une limite h (x). La supposition que 
cette limite est partout infinie est en contradiction avec la supposition (Ш): 
comme on a 

sur la frontiere de (со), on aura v(x)>Jin(x) dans l'interieur de (со) 
et v(x)>h(x). Or, la fonction (51) etant croissante avecn et sa limite etant 
finie, on a pour cette limite l'expression 

ce qui montre que la fonction v (#2) — л

 1 J est sommable sur (# 2). Comme 

la fonction d G ^ 2 ' ^ des points sur (&), etant negative, ne s'annule pas, on en 
cm2 

conclut que la fonction v(x^) est elle-meme sommable sur (£2), c'est-a-dire 
que la condition.(b) subsiste. 

Entre autres nous avons demontre que la fonction h (x), definie plus 
haut comme la limite des A n(#), est la minorante de v(x) pour le domaine (со). 

Soit maintenant (x) un point appartenant au (D), dans lequel v (x) est 
finie, et soient (S^) les spheres des rayons p ayant les centres au point (x). 
Soit h(x) la minorante pour le domaine limite par la sphere (SPl). Si p2 < p 1 5 

les valeurs de v(x) sur (5 P 2) sont plus grandes que celles de h(x), d'ou suit 
que sur (£ P 2 ): h(x) <v(x). 

En introduisant les coordonnees polaires avec le p61e au point (x) et 
en remarquant, que 

v(v)>vn(%) = hn(x) 

nous obtenons 

(52) 1 

< 
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La derniere integrate dans (52) est egale a h(x\ la fonction h etant 
continue sur (5pg); en s e rappelant le theoreme du § 15 (7) et e n l'appliquant 
pour evaluer h (x) au cas d'une sphere, ce qui revient a l'application de la 
formule de Poisson, on trouve, que l'integrale 

est de meme egale a h (я). П suit de la que 

4 ^ ? J * ( e i ) A r 1 < S ^ i J * ( O A r . . 

On conclut de la que la fonction de рх: 

2it тс 

/ * (*) *Ъ = ^ J J V (X) S i n 6 d6 <Z<p 

frPl) о 0 

est croissante quand p decroit et comme e l l e est egale a h(x) correspon­
dante, qui est plus petite que v(x\ e l l e reste finie. 

II suit de la que cette fonction est integrable par rapport h p x . 
En l a multipliant par р х

2 e t e n l'integrant de zero h p , nous obtenons 
la valeur de 

±Jv(x)d<*, 
(*) 

d'ou suit que la fonction v(x) est integrable dans le voisinage du point (x). 
Or, l'ensemble des points (x) dans lesquels la fonction v (x) est finie etant 
suivant (Ш) partout dense, o n voit que l a fonctions(x) est integrable dans 
le voisinage de chaque point. 

Remarquons, encore, que de l'inegalite 

j j v (x) sin 6 db c&p < 4TC v{x)y 

о 0 
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on conclut 
~ jv (x) dw <?Cv (x). 

И 

17. Passons maintenant a la condition (d). Nous commencerons par 
une remarque. Soit donne un domaine (со) limite par une surface (S) de la 
classe ((7). Designons par (SJ le lieu geometrique des points 
(28) ^ = ^ S c o s ( i ^ ) , Y j ^ n - b S c o s T O , ^ b r ^ 8 ( 5 0 8 ( ^ 0 , 

ou N est la normale exterieure au point xfa yj, Г) sur (S). 
Si la fonction h (x) possede les derivees dans les points interieurs (ou 

exterieurs) de (со), la fonction 

(53) ВД *, 8 ) = $Н^**г—$($Ч^^**г) c*3, 

(Si) о 

dans laquelle, suivant la convention du § 5, Г (8) est egale a l-+-8Z-i-
-+- o2 <3, К et G etant les courbures moyenne et totale de (5),—a une derivee 
par rapport к 8 pour toutes les valeurs de 8, si elles sont assez petites, 
excepte peut-etre la valeur 8 = 0, et cette derivee est egale a 

С Як , Jar '̂ 
(Si) 

la derivee ̂  etant calculee aux points de la surface (8г). 

Supposons maintenant que le domaine (со) est limite par une ou par 
plusieurs surfaces fermees de la classe (G). Designons par h(x) la mino­
rante de v(x) dans le domaine (со). 

. En supposant, que 8 est negative, ainsi que les points (28) sont dans 
l'interieur de (#), on a 

v(a) = h(a), v(a1)>h(a1) 
et 

(54) I (F(S, v, 8) - F(S, % 0)) = j (fv (a$ da—jv (x) da) < 

(S) (S) 

< J ( J * (ж,) Ax —jh (x) da) -
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Or, on a 

^(Jh(a$da—fh(x)da} =|(*i(u *, 8) — A , 0)) — 

(5) (8) 

8 

—J*A ( a g ( # - * - 86) da -н j J( ( a g ( Z 2 8 6 ) da) dS. 
(5) 0 (8) 

On s'assure sans peine que le terme additive 

8 

jh(x1)(K^^G)da —jh(xJ(K-*- 286) da) d8 
(S) 0 (S) 

est en valeur absolue moindre qu'un nombre Б donne d'avance, si |8| est 
assez petite. En eftet, il est egale a 

fh(xj (K-*- 86) da—^Цх^)(Кч- 28' 6) da, 
(S) (S) 

ou 0 < 8 ; < 8 et (jGj 7) est un point sur la surface (S'J, qui repond a la valeur 
de 8 egale h 8'. 

Pour prouver notre assertion, il suffit done de demontrer que la 
variable 

jh(x,)Kd<i 
(S) 

a une limite et que l'integrale 

(S) 

est bornee en valeur absolue. 
La demonstration de ces derniers points semble etre intimement liee 

a la definition de la minorante. 
Nous commencons par la demonstration de l'egalite 

(55) \imj h(xx)dar1== j h(x)dcr. 

to) W 
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'21 

= (* К ) ( / С ° У 2 ) Л - ) A r f и - 2^ (a) a 

dans laquelle (#s) est le point d'integration situe sur (S) et la fonction 
est continue. On l'etablit aisement en reproduisant les raisonnements 

du 13 (5). On peut donner к la difference entre la limite et la variable la 
forme d'une somme 

^ i J (Га° ̂  ~ 2

C 0 S ^ ^ ^ — J C° S ̂  ^ ~ 3

C ° S ( Г 2 1 ̂  ^ i t?aa. 

Le premier terme de la somme est egal en limite a 

Passons done au second terme. Nous demontrerons que, uniformement 
sur (S2): 

lim (WB(ruNJ — cos (r21NJdj = rcos(r20N,) — cos (rM i g , 

Ы («) 

On peut donner a la difference entre la limite et la variable la forme 

( 5 6 ) Пcos ( r s o N 3 )- cos ( г ,Щ_cos ( r a Д Ц - cos (r„ JTQ ^ ^ U 

Cette egalite est une simple consequence de Fegalite 
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Or, la difference 

( 5 6 ) f№*(r»NJ — te°*r*^ со8(гдЛГа) — сов(г21Щ^ ж ^ | g g J d g 

J I Г20 Г21 I 

a zero pour limite. 
Si la plus courte distance entre le point (<rs) et les points de (a-) est 

superieure au nombre TJ, cela est evident, car r 2 0 est fini et lim = r 2 0 . 
П reste a supposer que le point (#2) est sur (cr) ou dans le voisinage de (a ) . 

Or, si Ton designe par (28) la portion decoupee ue (a) par une sphere 
au rayon 2 181, ayant pour centre le point (x^ on voit que la difference (5 6') 
est en valeur absolue plus petite que 

(57) I f c o s ( r 2 Q j g — c o s ( r 2 0 N0) ^ 

(28) 

I r c o s ( r s l ^ ) - c o s ( r 2 1 ^ ) ( 1 ^ f t ^ o ^ + 

(28) 

+ r jcos^J^) —cos(r 2 0Jf 0) со8(г 2 1 ^ 2 ) — c o s ^ j y j ^ ) g g § g g g q f a , 
JJ r20* r21 J 

(<7-28) 

La normale dans le point (xx) sur (5J etant parallele a la normale 
dans le point correspondent (x) sur (#), on a 

| C 0 S V20 
La premiere integrate dans (57) est done plus petite que 

25 

E f— < 2 - 2 т с Г<2р = 4тг(2§); 
(28) О 

la seconde integrate est plus petite que 
28 

(1 ^ ĝ L ̂  §2 ̂ } g cger < 4 jg 1 ^ 8 ^ 8 2 ^ ^ 2 7Г j>dp = 
(28) о 

= 6 4 т и 8 ^ ( 1 - ^ 8 ^ ч - 8 2 ^ ) . 

A etant la borne superieure des \K\ et j<9|. 
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(58) j g 1 | £ Q S ( y o * « ) ~ 1 j ^ . ( C Q S j g _ cos (r2QJVJ) 

Comme maintenant r 2 1 > -^r20, l'integrale du premier terme dans (58) 

est plus petite que 
d 

8B|8 |J^<8.8B|8|J4< e |S[iog|8|. 

Le second terme dans (58) est plus petit que le nombre de la forme—2 

et l'integrale correspondante a la meme borne; l'integrale du troisieme 
terme etant plus petite que 

8 
i / 1 20 

(<T~2S) 
est aussi infiniment petite. 

La fonction 7i(x) comme la minorante de v(x) est egale a l'integrale 

r20 

ou la fonction satisfait a l'equation 

II suit de cela que $ (or) est continue. 
Nous avons done: 

lim lim J»(a a) ( J ^ f e ^ ArJ 

Suivant le § 13 (5) on peut donner a la fonction sous le signe de 
La troisieme integrate la forme 

( c o s C ^ o ^ ) — 1 1 / • w , Л Л О . ТУТ ч\ (rsi + r2i *яо r20

s) ( r 2 1 — 



SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN 415 

'20 

№) M 

<se qu'il etait a demontrer. 
L'egalite (55) etant demontree, nons concluons en premier lieu, que 

l'integrale 

to) 

est bornee. Les valeurs de A (a?) etant positives sur (5) , si |Sj est moindre 
qu'un nombre S0, les valeurs de h(x^) sont positives. On en conclut que 
pour |S| < S 0 : 

| Ju^Z*^ <jh(a$\K\da1<AJh(x1)da1, 
to) to) to) 

I jh (xx) Gda^ < A J h (%) йаг. 

to) to) 
Les integrales 

to) to) 

•sont bornees. Si pour |S| < 80 on a 

1 < Г ( 8 ) < 4 , 

o n a 
j j u f o ) 2 Г Л г | < 2 Jh(aQ\K\ Агд <2J . JA(^)<fe 1 3 

W to) 

I Jh (%) 6We-| < 2 -4 (as^ . 

I») to) 
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Les integrales 

to (*) 

sont done aussi bornees. On conclut de Ik que 

lim j A (xt) dcr = lim j h (хг) йаг—lim 8 jit (x^ Kda— lim 8s j h (x^ Gdv = 

to to) to to 

===lim Jh(x1)da1. 

to 

Nous avons finalement l'egalite 

(5 5') lim jh dc = jji (x) dc. 

to to 

Pour demontrer que 

(59) lim jА(хг) Kdv = J" A (a?)Kdc, 
(8) (8) 

decomposons (S) en portions (a ( 1 ) ) , . . . , (o-(fl)) de maniere que dans chacune 
d'entre elles Poscillation de К soit moindre que £. En designant par 

Л (a); h<U{<j) 
les moyennes 

j j h(x)dcr, ^jhix^dv 

remarquons qu'on peut ecrire 

j A ( a g Kd<j = J V > (c) Z * r , J*A (a?) Kdv = JA (O) Z c f a . 

(8) {8) (S) (8) 

En utilisant l'egalite (55') supposons que 8 est assez petite pour qu'on ait 

(59f) \h(a^) — h^(a^)\^ i = 1, 2, . . . л. 
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Les valeurs de h(a) et h{1)(a) etant positives, nous pouvons ecrire 

(5) * = i 

(a?/) et etant certains points situes sur (<r(t)). 
En se souvenant que Г oscillation de К sur (a )̂ est moindre que £ et en 

utilisant Fegalite (59% on conclut de la que 

ce qu'il fallait demontrer. 
L'inegalite (54) a done pour les valeurs de (8) assez petites la forme 

a etant un nombre determine. 
Or, la surface (£/) etant dans l'interieur de (со) et la fonction h (x) 

j etant harmonique, on a 

II suit de la en premier Lieu que: 
1) si Le flux existe, il est negatif. 
En remarquant que dans le voisinage de chaque frontiere separee on 

pent choisir 8 independamment du choix, qui est fait dans le voisinage des 
autres, on conclut en second lieu 

ТрФМН, l 27 

№0 

d'ou il suit que 

(60) lim I (F(S, v, S) — F(S, v, 0)) < 0. 
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2) soient (81) et (8) deux surfaces de la classe (G), dont la seconde est 
dans Finterieur de la premiere; Finegalite (60) donne 

(60') M±{F(S', v, 8)—F(S', t;, 0))<Km|(F(S, t;, 8) — 0)), 

si Fon prend la direction de la normale dans les points de (8) vers (£'), ce 
qui nous conduit a supposer que 8 dans la partie droite est positive. L'ine­
galite (60') montre, que si le flux existe, le flux par la surface exterieure 
est plus petit que celui pour la surface interieure. 

Nous supposerons, que si (S1) tend vers la frontiere du domaine (D) 
(ou vers une des surfaces formant la frontiere de (D), si la frontiere de (D) 
est composee par plusieurs surfaces), 

0m j (F(S\ v, 8) — F(8, t>, 0)), resp. lim ~ (F(S, v, $) — F(S, v, 0)) 

dans le cas d'une frontiere exterieure, respectivement dans le cas d'une 
frontiere interieure, restent finies; sans cela nous choisirons a la place du 
domaine (D) un autre domaine (DJ contenu dans (D). 

On conclut de cette supposition que pour chaque surface (8) de la 
classe (G) le rapport 

£ (^jv(x1)da — jv(x)d<r) 
(S) (S) 

reste fini, d'ou il suit que 

lim Jv(x1)dd= jv(x)d<T, 8—>0. 
W (S) 

18. Supposons que (8) est une surface de la classe (<7), (SJ le lieu 
geometrique des points (28), (S0) une surface contenant (8г) dans son inte­
rieur, ou,respectivement, contenue dans (£,). Soit \{x) la minorante de v(x) 
dans le domaine limite par les surfaces (8) et (£ 0). 

Suivant les remarques du § 17 

si 18 j < 8,: - 6 < j \ ( ^ da - j \ (x) d* < s, 

(61) (*) (S) 

—iB< jh0 (xx)Kdv —jh0 (x)KdG < iB. 
(S) (S) 
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Supposons que 

— & <J v(x1)dd—jv(x)dcr < £ , si |S| < S0. 
(S) (S) 

La fonction 7i0 (x) etant la minorante de v (x\ on a, comme h0 (x) = v(x): 

(v (afi — Ji0 (хг)) — (v (x)—\ (x)) > 0. 
II suit de la que 

j{(v(x^-\(x1))—(v(x)-h0(x))\^ < 
S) 

: J*{(« to) - \ M — ( » ( * ) — * * (*))} 1*1 < 

< ^ f i ( f ( a g — * ( * ) ) — ( W — W ) } ^ < 

(-8) 

< -+- eJ. = ^e , si |8| < 82, 

o3 etant le plus petit des nombres S0 et B r 

On obtient ainsi 

( 6 2 ) — Cz <jv(x1)Eda—jv(x)Kda < Ck, si |S| < S 2 . 

Soit maintenant h(x) la minorante de v(x) pour le domaine limite par 
(S) et (Sj). La fonction harmonique h(x) — h0(x) est egale a zero sur (S) et 
est positive sur on a done 

Л ( a ; ) — A 0 ( a ? ) > 0 . 

Si (&/) est un point, situe sur la surface ($') correspondante a la valeur 
Sj' de 8, ou |5'.J<8S, on a 

\j(b(x')-h0(x^))Eda\ \K\** < 
(S) (S) 

= ̂  [{J*»{xj)da — jv(x)efe|—j J(\(xl)—h0(x))&r| <2 At. 

27* 
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J v (a^) du, J h (x^ du 
(S) (S) 

bornees, les integrales 

Gdu 

(S) 

, \b jh{x>)Gdu 

(S) 

sont moindres qu'un nombre de la forme qu'on peut, en choisissant 
convenablement 82, faire moindre que г. 

Donnons maintenant a § deux valeurs, l'une positive S et l'autre 
negative 8', en supposant que 

\Щ<К-

Designons par hfa) la minorante pour le domaine, limite par (Sj) et(#) 
et par h fa) la minorante pour le domaine, limite par (8) et (#2), (S2) etant la 
surface correspondante a Nous avons 

I [Jv(xJ da — j v f a d a ) — ^ j v fa) de — j v f a ) d a ) = 

(64) & № W (*) 

= I ( J * ^ — J A (*) AT ) — у ( jh fa) da— jhfa) da) . 
(*) (Я) (S) (S) 

II suit de lu que 

JJ*ffifo —jv(«)№ < 2At-+-
(62') ( S ) ( S ) 

(5) (Я) 

Les inegalites (62) et (62') conduisent finalement a l'inegalite 

(63) \jv (ag Kda—jh (x') Kda < Caz, S/1 < 8„ 

le nombre C2 etant independant du choix des surfaces (S0), (<%). 
Eemarquons encore, que v (x) et h (x) etant positives et les integrales 
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En utilisant les inegalites obtenues ci-dessus, nous pouvons, en 
l'augmentant, transformer la partie droite de (64) en 

( j h to) d^—jh (x) da) — j( jh (ад T (8) da )dl — 
№) (S) О (SJ 

s 
—f[jjh(*№,—J№te)—j(J№F®te)®]+Bk'> 

№) (S) о (S2) 

cette transformation est, en effet, equivalente a l'adjonction du terme 

(jh(Xj)(K-*-bG)da—jh (as/) (K+2\'G)da) — 

— (jk to) (K -+- 8' G) da —j h «) (Д- -+-2^G)da) 
(3) (S) 

qui, suivant les inegalites etablies plus haut, est plus petit en valeur 
absolue que 

C3t + 2E + C2e -t- 2t = Яг. 

On obtient done finalement: si 8 < 8 , |8'| < 8S: 

( 6 4 ' ) 

^(jv to) ^ — j v to ).—%(§v to) ̂ a — t o d<*) < 

(8) (S) (S) (S) 

(S) © (8) et (#) etant certaines surfaces situees respectivement entre (SJ et (8) 
et entre (S) et (# 2). 

Or, on demontre sans peine que la difference en partie droite de (64') 
est negative. 

C'est le theoreme principal de M. F. Biesz, demontre par lui dans la 
premiere partie de son memoire. 



422 N . GUNTHER. SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES 

Void, brievement, sa demonstration. Soit lfi2 la minorante pour le 
domaine limite par (#2) et (S^); on a 

d'ou suit, les fonctions h2(x)—h(x): h2(x)— h(x) etant continues, qu'au 
voisinage de respectivement de (# 2), elles sont aussi pres de zero qu'on 
le veut. Or, on a 

<«> Л1-§)^<°. /($-£)*-.'«>• 
(s) (S) 

Effectivement, la difference h—h3 est positive et la difference \ — k 
est negative dans le voisinage de (8) et comme h—hs et h2—h sont 
harmoniques dans les domaines, ou elles sont definies, on peut, sans changer 
les valeurs des integrales (65) prendre a la place de (S) une surface aussi 
voisine de (SJ qu'on le voudra et a la place de (8) une surface voisine 
de (# 2); mais, si on se deplace dans la direction des normales к (82) et (82) a 
l'interieur du domaine, la fonction h—h2 croit, d'ou suit que la premiere 
integrate (65) est negative, les derivees etant prises dans la direction 
exterieure au domaine; la fonction h2—h decroit, d'ou suit que la seconde 
integrale (65) est egalement negative. 

II s'en suit, les variables S et 8' etant independantes, que 

(66) Km v, %) — F(S, v, 0)) <lm$(F(Sv, V) — F(S9 v, 0)). 

On peut g&ieraliser finegalite (66). 

Soit (or) une portion de (8). On demontre sans peine que l'inegalite (66) 
subsiste, quand on у substitue (a) a la place de (£). 

Soit (x2) un point sur (S—a-); formons suivant les regies du § 10 
la fonction moyenne 6 (со) ayant le point (x2) pour point singulier avec la 
masse fx, en laissant pour un court moment (/. indeterminee. En designant 
par (со) le domaine, limite par (#), posons apres cela 

N 
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Suivant les considerations dn § 7, on tronve en designant par C(E, v) 
l'expression 

(Fp, v, S ) - F ( Z , 0 ) ) — И ш ^ № 8 ' ) - F ( £ , % 0)), 

que pour (£) —(o- ) on a (7(a*, 10) = 0 , car w(#) est harmonique dans le 
voisinage de (a) et que pour (E) = ( # — a - ) , on a G(8—a, w) = — 4it(x, 
саг on а 

l m i ( ^ 3 w , V)—F(S, w, 0)) = 0, 

Mm w, 8) — F(S, w, 0)) = — 4 т с р . . 

Si l'on choisit (x de maniere qu'on ait 

G(S— <r, V)-*-G(S—(T9 u>) = 0 
on trouve 

(7(5, 0 н - ю ) = 

= Hm j(JP(<r, f>, 8) — F(cr, t;, 0 ) —1ш| , (У(<г , S1) — JF(cr, t>, 0)). 

Or, suivant la formule (66) C(S, v-+-w) n'est pas positive; done 
Finegalite (66) subsiste, si on у substitue (or) к la place de (8). 

19. Soit donnee maintenant une surface quelconque fermee (S), qui 
est l'une des frontieres d'un domaine (со), et formons suivant la regie decrite 
dans la remarque du § 8 un domaine variable (со) inscrit dans (со), en sup­
posant que toutes les frontieres de (со), excepte celle, qui a (2) pour limite, 
ne changent pas; nous traitons (со) comme une fonction croissante de 
< = co — со et nous supposons, que parmi ses valeurs il у a une infinite 
non denombrable ayant pour frontiere une surface de la classe ((?). 

En designant par 8(f) la frontiere de (со), qui tend vers (£), definissons 
apres cela une fonction de t 

S(v)S(t) = <?(t) 
en posant pour chaque t 

< р ( * - 0 ) = 1 т ^ ( ^ , v, b') — F(S, v, 0) ) , 

<?(t-+-0) = Ml(F(S, v, b)—F(S, v, 0) ) . 
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La fonction <p (t) etant decroissante et bornee, il n'y a qu'une infinite 
denombrable des valeurs de tf, pour lesquelles elle est discontinue. П suit de 
la, que pour une infinite non denombrable des valeurs de t dans (66) 
subsiste le signe d'egalite, c'est-&-dire, que pour une infinite non denombrable 
des surfaces de la classe (C), tendant vers une surface (2), les flux existent. 
Nous nommerons les surfaces de la classe (C) pour lesquelles les flux 
existent, les surfaces de la classe C(v). 

Ces flux decroissent, quand t croit, en restant bornes en valeur absolue, 
d'ou il suit qu'ils ont une limite. Designons cette limite par 2(^)2. 

On demontre de meme l'existence des flux pour une infinite non 
denombrable des surfaces de la classe ((7), circonscrites autour de (2) et 
l'existence de leur limite 2(^)2. 

Si 
S(v)S = £(t;)S, 

nous dirons que le flux existe pour la surface (2). 
Eemarquons que, si (S1) et (S) sont deux surfaces de la classe C(v), 

circonscrite autour et inscrite a (2), comme le flux par (S1) est plus petit 
que par (S), on a dans tous les cas 

2(^)2^2(^)2. 

Si (cr) est la portion de (2) et si nous designons par (at) et (<J") les 
portions des surfaces (8') et (S), qui tendent vers (cr) et par a(v)<r, a(v)ar 
les limites des flux a travers d'elles, on a 

?( y ) c r ^° , (^)°"-

Soit (cr) une portion de surface de la classe G(v) et formons, comme 
dans le § 5, la variable 

|(J?(cr, v, b)-Ffa 0)); 

oa demontre sans peine que 

nS-|(JF(<r,t>, 8)— F(a, v, 0)) —Umî cr, v, 8') — F(v, v, 0)) = 0. 
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La difference etant egale a zero pour la surface entiere et n'etant pas 
positive pour chacune de ses portions, elle ne peut pas rester negative. 

2 0 . Nous dirons que les surfaces, pour lesquelles on a 

G(V)<J = O- (v) с 

forment la classe (F). Les domaines limites par les surfaces (F) forment un 
corps. Les raisonnements qui precedent montrent que la premiere des 
conditions du § 9 est satisfaite. II reste a verifier que les deux suivantes 
le sont aussi. 

Si le domaine (со), appartenant au corps, est divise par une portion de 
la surface en deux portions (cox) et (co2), dont la premiere appartient au corps, 
la seconde lui appartient egalement. 

Pour le demontrer, remarquons en premier lieu que si la surface (8) 
appartient a la classe (F) et si la surface (#') tend vers (S) d'une maniere 
quelconque, les limites Sf(v)S\ S1 (v)8f tendent vers S(v) #, car chaque 
surface (Sl) tendant vers (S) est situee entre deux surfaces de la classe С(у), 
qui tendent vers (S). 

Soit maintenant (co2) un domaine inscrit dans (co2) et limite par une 
surface (&/) de la classe C(v); supposons que la portion (cr2) de (S2

l) tend 
vers la frontiere commune des domaines (cox) et (co2). En prolongeant (cr2) on 
peut construire une surface ($/), tendant vers la frontiere (SJ de (coj. Les 
portions de ($/) et (&/), qui sont complementaires а (<та), forment une sur­
face (#'), tendant vers (#), (8) etant la frontiere de (со). Or, on a 

( 6 7 ) - + - (v) 82

f = = Sb?) &, 

car les flux par la portion (cr 2) dans la partie gauche de ( 6 7 ) se detruisent. 
On tronve, en passant dans ( 6 7 ) vers la limite, que, si ( 5 2 ) est la 

frontiere de (co2) 
8X (v) 8г i - £Ш S2 = 8 (v) 8. 

On demontre de la meme maniere, en envisageant un domaine (o^) 
contenant (coj, que 

d'ou suit, que le domaine (co2) appartient effectivement au corps. 
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Supposons que les domaines (a/) et (со") ont une portion commune (со). 
Demontrons que, si (со') et (со") appartiennent au corps, le domaine (со) 

lui appartient aussi. Soit (cr) une portion de la frontiere de (со); (cr) appartient 
a la frontiere de (со') ou a la frontiere de (со"). Soient (a1) et (cr11) les portions 
des surfaces de la classe C(v), tendant vers les frontieres de (со') et de (со"), 
qui tendent vers (o). 

Comme les flux 
C 7 » < 7 ' < e t <7fl(v)<j" 

ont une meme limite, on a <j(v)<r — cr(v)<T, d'ou l'on conclut que (со) appar­
tient au corps. 

2 1 . Ayant demontre que la condition (d) est satisfaite, nous pouvons 
restituer la fonction v(x) a deux termes additionnels pres en formant le 
potentiel newtonien. 

Ces termes additionnels sont egaux a une fonction harmonique et a une 
fonction qui est egale a zero presque partout. 

Mais, comme la fonction v (x) est superharmonique, ce dernier terme 
est assujetti a certaines restrictions. M. F. Riesz a montre qu'il differe de 
zero seulement dans les points, ou 1'une des fonctions 

(68) v(x\ у 
(Qy) 

est infinie. 
Nous avons montre dans le § 16 que si au point (x0) la fonction 

v(x) est finie, on a pour les spheres, ayant le centre au point (#0), 

(69) ±jv(x)do><v(x0). 

N 

Or, la fonction v(x) etant la limite d'une suite croissante des fonctions 
continues vn(x), on a, quel que soit s, pour un certain nx 

0<v(x^ — %(xo)<Y 

La fonction v (x) etant continue, on a, si la distance entre les 
points (x) et (x0) est moindre qu'un nombre YJ 

— ! < % ( * ) — % Ы < | ' 
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0 < v (x) — t; (ж) < v (x) — (я 0 ) -+-1 < t? (ж) — v (x0) -+- £ 

d'ou il suit 

^(^)>г;(а; 0 ) — £ . 

Si le rayon p de la sphere est moindre que 4, on a done 

(70) i Jv (x) dco > # (#0) — e. 

(«) 

On conclut des inegalites (69) et (70), que, quel que soit &, pour p < vj 
on a 

~ (x) da < г; ( # 0 ) < ~ (ж) <2co - + - s, 

(со) (со) 

d'ou suit que l'egalite 

v(x0) = ljv(x)du 
(со) 

subsiste dans chaque point, ou v (x) est finie. 
La meme conclusion est applicable a la fonction 

J r 10 

d'ou suit, qu'on peut affirmer, que pour la fonction Ь (x) du paragraphe 14 
l'egalite 

(45) iju(a)dco = ft(tf0) 

subsiste pour chaque point, ou les fonctions (68) sont finies. La difference 
h* (x)—h(x) n'est done pas egale к zero que si une des fonctions (68) soit 
inflnie. 

22 , Si dans le potentiel 

(1) * ( * ) = Г « ( т ) £ 

On en conclut 
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la density и (т) est certaine, la fonction v (x) est egale a la difference des 
deux fonctions 

qui sont semi-continues et superharmoniques; ici иг(%) et us(t) sont les 
parties positive et negative de w(<o). 

Les considerations du § 14, montrant quelles sont les conditions neces-
saires et suffisantes pour que la fonction v (x) soit la difference entre deux 
fonctions v1(x) et v2(x\ semi-continues et superharmoniques, donnent aussi 
le moyen de construire les fonctions vx (x) et v2 (x). 

CHAPITRE 9 

Sur quelques problemes relatifs au laplacien 

1. Proposons-nous de trouver un potentiel de simple couche 

repandu sur la surface (S) de Liapounoff, tel qu'on ait sur la surface 

и (a) etant une fonction additive, a variation bornee et continue des 
portions (cr) de (#), (cr) une portion de (#), cr(t)(V), suivant la convention du 
chapitre 5, le flux moyen a travers (a) et QI<J)G la moyenne de produit 

nous choisissons cette designation, la designation employee ci-dessus devenant 
incommode, quand il s'agit du produit. 

Nous designons par h(x) une fonction bornee et integrable en sens de 
Riemann sur (#), dont les valeurs ne sont pas negatives; nous supposons, 
en tout cas, que 

( i ) 

(2) o » e _ ( f o ) E 4 - i i ( « r ) , 

( 3 ) 
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Soit donnee une portion (<r) de (&). Si {/.(cr) est continue dans le 
voisinage de la frontiere de (cr), on a, suivant le theoreme du § 5 (5) 

^(v) = jpfa)\fa I ^ - H J X O T ) , 

ayant pose 
x. ( n л \ п — 1 fcos(r1 0JV0) , 

to 

Le potentiel de simple couche peut etre traite comme un potentiel 
newtonien, si Ton effectue la transformation du § 4 (5). On conclut 
de la, que 

(4=JV m & ь!) d ( j i > 
(Si) 

si Ton pose 

m(a, Л, 1) = Л f -^c fa . 
( f f) 

La fonction Ji(x) etant bornee, m(cx, ft, 1) est une fonction continue 
du point (y) dans tout Г espace. 

En substituant dans (2) les valeurs trouvees pour a{i)(v) et (kv)c on 
obtient 

(л (a) est, done, la solution de l'equation integrate 

(4) [л (or) = 1 j (x (c^) (a, 1) - + - ж (а, й, 1)} dax H - « (a) 

(ft) 
pour X = 1. 

Le noyau 
(5) q (cr, у) = \ (cr, 1) - ь от (a, ft, 1) 

n'est pas fini; il repond seulement aux conditions du theoreme du § 9 (2) — 
a la condition (A)—car la variation totale de qfa 1) ne surpassant pas 

(5) («) 
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fcos(>1o.y0) | ^(P)\da. 

est uniformement convergente comme fonction des points (y) sur (SJ. 
Demontrons en premier lieu que X = — 1 n'est pas un nombre 

caracteristique de l'equation (4). Si l'equation 

(7) <p(<x) = —jq(a, 1 ) ? ^ ^ 

a une solution, la fonction moyenne <p (<J) satisfait aussi a l'equation 

qn(<r, 1) etant un des noyaux iteres pour le noyau #(<x, 1). 
Or, pour un certain n le noyau qn(a, 1) est egal a la moyenne d'une 

fonction bornee des points (%) et («/): 

est bornee comme la fonction du point (y) sur (SJ; c'est une suite immediate 
des considerations du § 2 (6) et de la remarque ci-dessus a propos 
<le m(<r, A, 1). 

Comme on a, la surface (S) etant celle de Liapounoff, 

(6) 2щ(х, у) = ^ о Д о ) ^ = C£g ? 0 < x ^ 

ou (7(0, 1) est une fonction bornee des points (%) et (y), tous les noyaux 
iteres, a partir d'un d'entre eux, sont finis suivant les theoremes des §§ 6 (6) 
et 7 (6), etant €gaux aux moyennes des fonctions bornees des points (%) 
et (y); ces fonctions bornees sont les noyaux iteres, correspondant au 
noyau (6). 

En effet, la demonstration des theoremes des dits paragraphes est 
basee uniquement sur l'egalite (6) et sur le fait, suivant lequel l'integrale 
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Pest aussi et on a 

4Ф) = ( - 1 Г J ^ ( o , l ) ? ^ ) ^ 

?(<г) = ^ ф ( 0 ) Л г . 

La fonction cp (a) est done la moyenne d'une fonction bornee sur (S). 
Envisageons maintenant le potentiel 

W J »10 J r i o 
№) to) 

Remarquons que la fonction qn (#, y) etant egale a 

( f t ) ( f t ) 2 0 

est discontinue dans les memes points que Ь (x). 
Si (Y)) est le domaine, contenant dans son int6rieur tous les points de 

discontinue de la fonction h (a?), on a, suivant le theoreme du § 8 (2) 

(ft) (*-<")) (*-<"))№) 

(OY]) etant le lieu geometrique des points communs a (cr) et a (yj). 
Comme on peut choisir (TJ) de maniere que les integrales 

/ ( /3п(0 ? 1 ) ? ^ ^ ) AT, J ? n (0 , 1) do-
to) (ft) to) 

soient en valeur absolue moindre qu'un nombre donne d'avance, on en 
eonclut que 

(•) №) 

La fonction <?n(0, 1) etant bornee comme la fonction du point (ж), la 
fonction 
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Comme la fonction ©(G) verifie l'equation (7), on a 

En multipliant la derniere egalite par w et en l'integrant sur (8\ on 
obtient 

— J w (hw)a da = — jhw2 da- = j W(j{t) (w) da. 

(S) (S) (S) 

Or, il est aise de demontrer que 

<6> ^ > W F C = J { ( | ) V ( « ) ^ ( ^ ) ' | ^ 

en designant par (Clx) le domaine limite par (8) et par (£, Y), Q les 
coordonnees du point (x). La derniere «egalite prend alors la forme 

- J " * - / { ( * M £ H * ) b 
(S) (Qx) 

La partie gauche de l'egalite etant negative et la partie droite positive, 
on en conclut que w = 0; la supposition, que w est une constante est en 
contradiction avec la condition (3). 

Or, w etant egale к zero, cp (cr) l'est aussi, ce qui est contre l'hypothese. 
II reste к demontrer l'identite (8). 
Envisageons un domaine (Q) tendant vers (CI); soit (S1) sa frontiere. 
La fonction ф(у) etant bornee, la fonction w est continue; supposons 

que Posciliation de w dans chaque intervalle (ft), ayant les aretes egales 
a un nombre donne, soit moindre que e. Decomposons (8) en n portions, en 
choisissant le nombre n de maniere que %chaque portion soit a l'interieur 
d'un intervalle (ft). Soient (crg), 5 = 1, 2, . . . n, ces portions; supposons que 
les portions (сгД s = 1, 2, _ . de (8) tendent vers (<J8). Supposons de 
^lus que (8) estsipres de(S), que chaque portion (trj) et sa correspondante (<JS) 
peuvent etre couvertes par un seul intervalle (ft) et que 

| o 0 > ) f f , - e r » < r e ' | < I . 
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/ № М 1 ( / | а " У ) | ' Ь ' ) ^ . 
'12 

(ft) (*') 

ou JV'g est la normale & (5 ' ) an point (a?) sur (5 ') , est bornee independam-
ment de la position de (S% l'integrale interieure jouissant de cette pro­
priety Nous deinontrerons cette assertion, entre autres, dans le § 3. 

II suit de tout cela que 

jwG(i) (w) da- — jw ^ &\ 

(ft W 
В etant un nombre determine. 

Ainsi 

jwa{t) (w) da = lim jw ^ da1. 

(ft W 
ТрФаш, i 28 

En raisonnant comme dans le § 9 (2) nous obtenons 

ij'wa^(w)da = ^ w(xs)(T^\w)cr8^bz8(w)S, |6| < 1, 
(S) «=i 

ou (xs) est un point arbitraire sur (a8) et S (w) S la variation totale de a{i) (w\ 
En effet, pour certains points (xj) et (x8

tl) sur (<J8) on a 

I* W И cfo = V (#/) £ S (M?) — w (xj1) as(to)} <?„ 
(i) 5 = 1 

f e (w) et ce (w) etant les parties positive et negative de as
(i) (го), et 

\tv(xj) — -w(xs)\ < e , | ^ ( ^ e " ) — < e . 

On obtient de meme, si S' (w) S' est la variation totale de c' '(w), 

s=n 

jwa1 (w)<fe' = V и,(х8*)ст/(w)aJ-*-fcS'(iv)Sf, j01 < 1. 
(#') 5 = 1 

La variation 6" (w) £ ' ne surpassant pas 
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Or 

(9) 

La partie droite de la derniere egalite a done nne limite, d'ou suit 
que Fegalite (8) subsiste. 

En supposant que n est assez grand, pour que 3^(0-, y) soit fini, intro-
duisons la resolvante 

(9) 

de l'equation iteree au noyau qn (cr, y). 
Cette resolvante est la solution de l'equation 

T« У» x ) = 1 j un (?> 2 ) T „ К У, X ) <* C T 22» fa У)» 
№) 

4 laquelle on peut, en utilisant comme ci-dessus le theoreme du § 8 ( 2 ) , 
donner la forme 

T « fa 2/, X ) = \ J j X J y n (ж , * ) T n (o -^ у , X ) daa —t— qn (x, y)\ dv = 

= fynfa y, 

ce qui montre que la fonction yn (<r, у, X ) est la moyenne de la function--
yn(x, у, X ) , qui est bornee comme fonction des points (x) et (y) et qui 
satisfait a l'equation 

T« fa УД) = * J* fa *) Тя fa У' х ) <fai •+• йп fa У)-
(*«) 

En appliquant les formules du § 7 (3), nous obtenons la resolvante de 
l'equation (4) 

T ( < x , y, X ) = S > , y, X ) - f - X n j \ ( < r , 2 , X ) Y „ ( ( i e , y } X ) d a 2 = r r . 

d o ) № ) 

= £ „ ( ( 7 , y, X ) - . - X * J 2 > , 2 . *) Y»fa 2/. *)<fa 
(ft) 
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ou 
S„fa У, X) = fffa </)-«-Xg2(<r, у ) - i - . . . H - X ^ 1 ^ ^ , j,) . 

En substituant dans (10) a la place des qs(cr, y) leurs expressions par 
les noyaux iteres du noyau q(x, y)t on trouve 

\ f a УЛ)=1 f{ufa У) и - 4 f a У)и- • • • - 4 - X n _ 1 #n(ж, у)} Ax = 

et, comme, la fonction yn (ж, у, X) etant bornee sur (<S), l'integrale 

f X f a >Oy„fa У Д ) * 4 

(4) 
est absolument et uniformement convergente sur (S) comme fonction de (x), 
on a, en appliquant le theoreme du § 12 (2) 

(10') T(<T, y, X) = ^ j" js n ( t f ,y ,X) - I - X № J £ > , *, X ) T > , у, Х )<Ц<*т, 

(*) (ft) 

ce qui montre que la resolvante de l'equation (4) est egale a la moyenne 
de la resolvante de l'equation correspondante au noyau q(x, y). 

Comme X = — 1 n'est pas un nombre caracteristique du noyau q(<j, y), 
la solution cherchee de l'equation (4) est donnee par la fonction 

(11) f*(<0 = «(o) — J « f a h f a 2, — i)Axa 

( f t ) 

et la solution du probleme par le potentiel 

(12) v(x) = ± f { u ( * J - f u ( ^ 
( f t ) ( f t ) 

La valeur (10') de у (а-, у, 1) montre immediatement que la fonction 
y(cr, yy — 1) repond a la condition (A), (y) etant un point sur (SJ. 

28* 
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On conclut de la, que le point (x) etant dans rinterieur du domaine (O), 
limite par (S): 

j( Y (°v - 0 * r , ) ̂  = /« fa) ( J" Y (o-,, 5, - 1) g ) Ar, == 
ft) (ft) 1 0 (ft) (ft) 

( f t ) ( f t ) 

et que 

(12) v(z) = ±fu(<rJH(z, y)d^ 
"(ft) 

ou, suivant le theoreme du § 7 (2) 

(13) H(X, y) = J - - f у (<г„ у, - 1) p = - ГТ у, - 1) p , 
1 0 (ft) 2 3 1 0 (ft) 

la fonction — etant bornee, quand le point (x) est dans (CI). 
Г20 

2 . Etudions de plus pres la solution (12). La fonction у (л?, y\ X) etant 
la resolvante de l'equation integrate au noyau q (x, y), nous avons 

y(^, y , — l ) = _ ^ ( 3 , l ) y ( 2 , 3 , - 1 ) ^ ^ ^ ( 2 , 1) = 

= _ , л с в д ^ ^ т ( 2 > 3 > _ 1 ) ( г ^ } ( 2 1 ) 

ou, comme ailleurs, nous mettons (1), (2), . . . a la place de (#), (z),.. . 
Or, le point (y) etant sur (S): 

] * В Д у ( 2 , з5 _1)(Ц==_ Г £ М ) Т ( 2 , з, _ . 1 ) ^ з = 

(ft) 1 3 (ft) 8 1 

= - ( / ^ % ^ Y < 2 , 3, - l ) * r a U - 2 * Y ( 2 , 1 , - 1 ) 
(ft) " 
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( f t ) ( f t ) 

Or 

rcos(r18JV2)(?ga _ r c o s ( r 2 1 A T

2 ) ^ 2 _ / Гсов(г д.У,) <7<та\ t 2 i t 1 
J г12 Г20 Г21И Г20 W 

{ f t ) ( f t ) ( f t) 

et, si le point (y) est dans l'interieur de (Q) : 

(ft) (ft) 8 1 3 1 2 0 

- Л ^ ^ Х Я Н г 2 *•)*.= 
( f t ) ( f t ) 

( f t ) ( f t ) 

On peut donner, eifectivement, a la partie gauche de l'egalite la forme 

2 * J ( J g 0 3 , 1)T(2, 3 , - l ) * r , ) ^ = 

(ft) (ft) 

( f t ) to) ( f t ) 

= 2TTJ( Jg(cr 3 , l ) T ( f f „ 3 , 

(ft) (ft) 

d'ou il suit que 

(ft) 3 1 

H - ^ ) T ( 2 , 3 , - l ) A r , ) 4 - . - I 2 ( 2 , 1). 
et que 

' ^ rio 4re J I » - i » 8 *м j % 
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/ у ( 2 , 3 , - 1 ) Л г , 

tan) 

est infiniment petite avec у. 
II suit de la definitivement que 

№) (ft) 
et 

(H) »(*) = Й/«(* , )<7(1 , 
(ft) 

ou 

La comparaison de 

( 4 1 " (ft) 3 0 ' 

ce qui permet d'appliquer le theoreme du § 9 (2); l'egalite 

J ( J W s > ^ C 2 ' 3> — l ) ^ i ) ^ s = / ( / e O b 1)T(2 , 3 , - l ) d a 
' №) to) 

subsiste, car on a 

f(fa(*» i )y(2, З , — 1)Лт 8)дг я = 

(ffa-w) (#з) 

= / ( / а ( о " 8 . ! )T(2 , 3 , — 1 ) Л Х Я ) * Г , 

OS's) ( f f a-
et 

( f t ) ( f t ) 
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avec la fornmle (12') montre que 

r(i, о ) = / й ( 2 , i ) j ^ - | T ( 3 , 

est une fonction qui resout le probleme, pose dans le § 1, si on у suppose 
que и (a) soit la moyenne de la fonction 

cos(r 1 0JV 0) li{x) 
2 1 3 

traitee comme la fonction du point (со). 
Nous nommerons 6? (1, 0) la fonction de Green pour le probleme de la 

temperature stationnaire et la formule (14) est en complete analogie avec 
les formules des §§ 14 (6) et 15 (7). 

Si la fonction u(cf) est la moyenne d'une fonction f(x) sommable sur (S)T 

la formule (14), le point (x) etant dans l'interieur de (O), prend, suivant le 
theoreme du § 7 (2), la forme 

(140 v(x) = ±ff(y)G(y,x)d*. 

Nous avons suppose dans le § 1 que la fonction fx (cr) est continue. Si 
la fonction U(CT) est continue, on s'assure aisement que cela a lieu. Pour le 
demontrer il suffit seulement de s'assurer, que la fonction pi (a) est continue 
dans le voisinage du contour de (cr), si la fonction и (о ) verifie cette condition; 
or ; cela est presque evident, la fonction у (о-, у, \ ) etant absolument continue; 
la continuite de fx(cr) dans le voisinage du contour de (cr) depend done 
exclusivement de celle de U(<J). 

Si u(o) n'est pas continue dans le voisinage du contour de (cr), la 
fonction trouvee par nous donne la solution du probleme, tians lequel о- ( г ) (v) 
est le flux relatif de v. 

La solution du probleme pose par nous est unique, car la difference 
го —'v — v1 de deux potentiels de simple couche, qui resolvent le probleme, 
est un potentiel de simple couche, qui repond sur la frontiere a la condition 

aft(w) = — (hw)Q 

et est egal a zero suivant les raisonnements du § 1. 
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3. Avant d'aller plus loin faisons quelques remarques к propos de la 
fonction de Green, introduite dans Je paragraphe precedent et a propos des 
fonctions de Green du probleme de Dirichlet et du probleme de Neumann, 
constantes dans les chapitres 6 et 7. 

Demontrons, en premier lieu, que ces trois fonctions sont les fonctions 
a carre integrable par rapport a un de leurs arguments et que leurs integrales 
sont bornees comme fonctions de l'autre. 

Pour le demontrer, il suffit d'observer que chacune des ces trois 

fonctions est egale a une somme de —et d'une fonction harmonique Г(1, 0), 

qui est un potentiel de simple couche comme fonction de Tune des variables, 
ayant la densite egale a la fonction de l'autre. 

La fonction — etant a carre integrable, il suffit de demontrer que la 

variation totale de la densite du potentiel, qui est egal а Г(1, 0), est bornee 
pour chaque position dn point, dont elle depend, car le potentiel de simple 
couche est transformable suivaut les regies indiquees dans le § 4 (5) dans 
un potentiel newtonien, ayant la densite possedant la meme variation totale. 

Commemjons par la fonction de Green du probleme de Dirichlet. 
Suivant les formules du § 15 (7), nous avons 

(15) Г (1 , 0)=*±f±H(2, 0)da2 

(ft) 2 1 

ou 

,Я(2, 0) = -[^1^мШ — ( Г г 1 ( q s . 2) «и fan-У») cos(rs0N2)\ 
( f t ) 

r7afa,, 2 ) c o s ( r 3 0 i V 8 ) d t J _ _ C 2 ) c o s fan Щ d ( J \ _ 

(f t) 3 0 ( f t ) 

ou differe, dans le cas (7), de cette fonction par un potentiel de simple 
couche; on a ici 

к) 8 2 ( f t ) 
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La densite du potentiel additionnel de simple couche dans le cas ( I ) 
est une fonction lineaire des expressions 

У '20 '20 

les fonctions ф(А) etant continues sur et est evidemment une fonction 
•continue du point (x). 

Si le point (x) est dans l'interieur de (Clx), la fonction Я ( 2 , 0) est 
continue et on peut, en utilisant les theoremes du § 11 (2), remplacer 
l'expression (15) par 

<15') r ( l , 0 ) = ^J f -lff( O - f ,0)«fc„ 
( f t ) 2 1 

en designant раг.Щ<?2, 0) la somme de la serie 

lG2 I J Г20 \ J \.J ^30 / 

(fa) (ft) 
J ^ 

(«a) 2 0 ( fa) ( f t ) 

(16) 

(fa) 
II est aise de demontrer que l'integrale 

'so 
№) 

dans laquelle /*(#3) est une fonction "bornee des points (xz) sur (£ 3), est bornee 
independamment de la position du point (x) dans (Clx).1 

Soit (#5) le point sur (Ss) qui est le plus pres du point (a?); soit о la 
distance entre (x) et (x5). 

Construisons la sphere de Liapounoff, ayant le point (ж5) pour centre 
et une sphere du rayon 28. Designons par (2) et (cr) les portions de (£ 8) 
decoupees par ces spheres. L'integrale prise sur (Ss—'£) est bornee et ne 
surpasse pas un nombre de la forme aA, A etant la borne te\f{x^\, l'integrale, 
prise sur (cr) ne surpasse pas 

jpdp=2a1A; 



442 N . GUNTHER. SUR LES INTEGRALES B E STIELTJES 

comme on a 
r 8 0 cos (r 3 0 Nz) = rZb cos (r 8 5 JYS) -н 8 cos (82У8)> 

1'integrale, prise sur ( S — cr), est egale a la somme de deux integrales. 
Dans Tune d'entre elle 

et elle est bornee par un nombre de la forme I A; l'autre est plus petite que 

Suivant les considerations des §§15 (7) et 11 (7) on obtient le terme 
complementaire de # ( 2 , 0) en multipliant le terme complementaire d'une 
serie, uniformement convergente sur (# 8), par 

et en integrant; le terme complementaire de # ( 2 , 0) est done pour n assez 
grand moindre qu'un nombre t independamment de la position du point (or) 
dans (Ctx); le terme complementaire de la s6rie (16) est done moindre que Б 
independamment du choix de (CJ2) et sa variation totale est Ьогпбе pour 
chaque choix du point (x). On en conclut que la variation totale de la 
serie (16) reste bornee, si les variations totales de ses termes en nombre 
fini restent borates. Or, cela a effectivement lieu, les variations totales des 
termes ne surpassant pas 

с о в ( г а д ^ з ) | < ^ 85 

d 

cos {r^Nz) 

car, suivant le § 5 (7) 

p ? n ( 3 , 2) cos fop .У») 7c n(cr 2, 3)cos (г20Щ 
r 80 . 2 

80 
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( f t ) 2 0 

ou pi (a) est la solution de l'equation (4) pour 

Б suit de la que 

( f t 

et que la variation totale de [x(u2) ne surpasse pas 

( 1 7 ) Q(S„ 1 ) 5 , - + - J<2(a„ 1 ) T ( ^ , 3 , — 1 ) ^ ^ з , 

(ft) 
ou 

°3</ Г13 G3 J r13 
(6*8) (C3) 

et 7(62, 3, — 1)S2 est la variation totale de у (cr2, 3, — 1). 

On demontre de meme le theoreme pour la fonction de Green du 
probleme de Neumann, la densite du potentiel de simple couche etant cette 
fois egale a 

2 ы 2 0 (ft) 3 0 

1 fco${rsaX2) 
°2 J r20 
fa) 

En passant a la fonction de Green du probleme de la temperature 
stationnaire, nous avons suivant les §§ 1 et 2 que 
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Or, suivant la formule (10'), la variation totale y(Sv 3, — 1 ) # 2 est 
bornee sur (£ s) comme fonction du point (3) sur (S^ et l'integrale5dans (17) 
etant egale a 

— % ) т ( *' з, — i ) s 2 ^ , 
<#з) 

est bornee comme fonction du point (y) suivant les remarques faites ci-dessus, 
ainsi que l'integrale 

r i c o s ^ l ^ 

te qu'il fallait' demontrer. 
Designons par L (x) une fonction integrable dans le sens de Riemann 

dans (Од) , ayant toutes ses valeurs non negatives, et telle que pour chaque 
sphere (oo0) du rayon p le produit £ ( с о 0 ) р 1 _ х , 0 < X < 1 reste borne. Sous 
cette supposition, 1'integrale 

d'x 

est uue fonction continue du point (ж) et on s'assure sans peine que le 
produit L(y)G(y, x) est integrable par rapport a y. suivant le 
§ 2 (8) on a 

JL(y)G(y, x)d>z = $Ш<k+f( di)ff(<x„ 0) AT,, 
b) b) 1 0 (ft) W 2 1 

la derniere integrate ayant un sens, le premier facteur sous le signe 
d'integrale etant une fonction continue. 

Envisageons maintenant en second lieu les moyennes 

(18) в(% 0) = ^ f<?(l, 0)dz, 0) = ±JL(y)G(l, 0)*c. 

V) W 

Ces moyennes sont egales aux sommes des integrales 

(19) I f £ , 1 Г Ш * Е 
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avec les fonctions 

C ŝ dernieres fonctions sont egales aux sommes des series uniformement 
convergentes dans dont les termes, les fonctions (19) etant continues 
comme les fonctions de (#), sont continus comme les fonctions de (x). Les 
moyennes (18) sont done les fonctions continues du point (x) dans (Qx) et 
absolument continues comme les fonctions de (т). La variation totale 
de #(<т 2 , 0) etant bornee coihme une fonction de (a?), il est de meme avec 
la variation totale de k(% 0); la fonction &(TJ, X) repond, done, aux conditions' 
du theoreme du § 9 (2). 

Bemarque. Nos assertions subsistent meme si la fonction L(y)> 
integrable en sens de Riemann, est telle, que pour chaque sphere (co0) du 
rayon p le produit L(co0)p2~A reste borne; la seconde des integrales (19) 
reste une fonction continue de (x) mgme dans ce cas. 

4. Soit (8) une surface de Liapounoff qui limite un domaine (Qx). 
Designons, comme dans le paragrpahe precedant, par L(x) une fonction 

integrable dans (Ctx) dans le sens de Riemann, ayant toutes ses valeurs non 
negatives, et telle que pour chaque sphere (co0) du rayon p, L (co0) p7~~* soit 
bornee. 

En designant par u(x) une fonction sommable, convenons de designer 
par 

la moyenne du produit Lu pour le domaine (o>), (ce qui suppose que la 
fonction Lu est sommable), l'indication de la moyenne de v(x) pour le 
domaine (со) par le signe tf(co), employee jusqu'a present, devenant 
incommode, quand il s'agit du produit de deux fonctions. 

Supposons, de plus, que l'ensemble des racines de l'equation 

est de mesure nulle. 
L(x) = 0 
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Posons le probleme construire une fonction sommable u(x) qui 
repond aux conditions 

(2 0) Д« (со) = со (Lu) -+- б (со) 

pour chaque domaine (со) contenu dans (CI) et 

(21o ) «W(<x) = f* (a) 

pour chaque portion (a) de la frontiere (S); nous designons ici par 6 (со) une 
fonction moyenne additive, a variation bornee et continue des domaines (со) 
et par {/.(a) une fonction additive, a variation bornee et continue des 
portions (cr) de (S). 

Suivant les theoremes du chapitre 7 , nous pouvons construire un 
potentiel de double couche w(x), repandu sur (S) et tel que 

( 2 2 ) w ( t V )^=(x (e r ) . 

Bemarque. Si [x (cr) n'est pas continue sur (#), on peut construire le 
potentiel de double couche de maniere que la condition ( 2 2 ) soit satisfaite, 
en у comprenant sous w{%) (a) la valeur moyenne relative du potentiel de 
double couche w(x). 

Ayant pose 

u(x) = t>(x) -+-w(#), 

nous transformons l'equation ( 20 ) en 

( 2 0 J Av (со) = со (Lv) и - Ь (со), 

ой 

&(co) = 8(co)^co(£w) 
et 
(21 , ) ^ ( < r ) = 0 . 

La fonction moyenne со (Lw) etant absolument continue, la fonction d (со) 
est continue. 

Pour resoudre ce nouveau probleme ( B J , remarquons en premier lieu, 
que la fonction sommable v(x) satisfaisaht a l'equation (20 , ) , on a, en 
negligeant par le terme additionnel, qui est egal a zero presque partout, 

(22) ф) = - i - J ,(Lv)^-± / . W g -л H{x), 
Sty 
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ou H(x) est une fonction harmonique; les fonctions *z(Lv) et etant 
continues, chacun des potentiels newtoniens danS" la partie droite de 
l'egalite (22) possede un laplacien pour chaque domaine. 

Si la fonction v (x) satisfait a l'equation (22), la fonction 

vx (x) = v (x) a (x)y 

ou oc(x) est egale a zero presque partout, satisfait a l'equation 

ч w=- s /•=w «, 
(Oy) (Qy) 

car on a 
со (£#) = со (£?;,). 

Les integrates dans (22) etant gen&ralement divergentes, fl est plus 
eommode, pour donner aux formules un sens precis, d'envisager a la place 
de v(x) sa moyenne et de remplacer (22) par 

(23) v(u) =—^zj^(Lv)m(^ l )^ T —i-Jd( T )m(co, 1 ) Л + Я Ц 

(Qy) 5y) 
en appliquant les formules du § 2 (8). 

Si l'on s'occupe de la valeur moyenne de v(x), le terme а (ж), neglige 
par nous, n'a aucune influence sur cette valeur. 

Bemarque. Si la fonction 9 (со) n'etait pas continue, l'egalite (20,) serait 
satisfaite par la fonction v (x) seulement dans un corps (J), forme par les 
domaines, limites par les surfaces, dans le voisinage desquelles la 
fonction 6 (со) est continue. 

On peut disposer de la fonction harmonique H(x) pour satisfaire a 4a 
condition (21-j). 

Les fonctions moyennes «s(Lu) et &(т) etant continues dans le voisinage 
de (Sx), on trouve 

= j\(Zt;)w(a, l)fc + -^fb(<z}m(<i, 

(Ьу) (Qy) 
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d'ou Ton conclut, en utilisant le theoreme du § 15 (7): 

(04) № ) ' ^ 

(Qy) 

ou Cr (1, 0) est la fonction de Green du probleme de Dirichlet, attachee a 
la surface 

Si le point (x) est dans l'interieur de (#2), la fonction — e s t 

continue comme fonction des points sur (S2); on peut, done, utiliser le theoreme 
du § 9 (2), en ecrivant 

<*> (ft) 

ЛОу) (ft) 

or, la fonction'] 

1 Г , 1 Л Д 0 ( 2 , 0) , 1 Г 1 <Zff(2, 0) , 

( f t ) ( f t ) 

est egale, suivant le theoreme du paragraphe 15 (7), a la fonction harmo­

nique Г ( 0 5 1 ) dont la valeur sur (&) est egale a —> le point (y) etant un 

parametre. 
La formule (24') prend done la forme 

H(x) = ±ft(Lv)r(0, / * ( т ) Г ( 0 , 1)*: 
(%) (Qv) 

et la substitution dans (2 3) donne 

(25) v(a>) = —pjt(Lv)G(l1 — A ^ ( T ) 6 f ( i } t o ) ^ . 

Ь„) Га») 
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ou nous designons par (7(1, со) la difference des moyennes m(co, 1) 
et Г (со, 1), qui est egale a la moyenne de la difference 

~T(0, 1) = £ ( 1 , 0). 

La moyenne 6 ( 1 , со) etant une fonction continue du point (у), le 
produit L(y) (7(1, со) est integrable en sens de Riemann; on peut donner 
a (25) la forme 

(25^ v(o>) = -±JL(y)G(l,b>)v(<z)d4 — ±j^)G(l, co)^r, 
(Qy) (Qy) 

qui montre que la moyenne v (со) est la solution d'une equation integrate. 
5. Posons maintenant le probleme (A2): construire une fonction som­

mable u(x), qui repond aux conditions: 

(2 0) Au (со) = со (Lu) 6 (со) 

pour chaque domaine (со) contenu dans (Qx) et: 

(21p) = 

pour chaque portion (a) de la frontiere (S), L, 6 (со) et p (о) ayant le meme 
sens que dans le § 4. 

Si Ton a 

(26) |*(S) = 0, 

on peut, en appliquant litteralement les raisonnements du § 4, substituer 
au probleme (A^j le probleme (B 2) de la construction de la fonction v(x\ 
qui repond aux conditions 

(2 Д 0 (со) = со (Lv) »(со) 

et 

( 2 1 ) < 7 < * » = 0, 

ТрФМИ, 1 
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Nous avons 
xy ' 10 

dt^ К d fdr 

d'ou il suit 
[Qy) 

'4nQxdnJ r 1 0' 

J dn i*Llx J \dnj r x J ^ Q X J \ J r10J 
(S) (S) (Qy) ^ (Qy) 

(Qx) 
On a done 

(S) 

Cherchons maintenant une fonction u2 (x) harmonique dans l'interieur 
de (Clx) afin d'avoir sur (S) 

La solution du probleme est possible, car on a 

Posons w = u2—u± et и = v w. JDans l'interieur de (0>x)v satisfait 
a l'equation (20^), dans laquelle on a 

d(co) = G ( c o ) H - c o ( X ^ ) — K: Qk 

et sur la surface (S) a la condition (21 2). 

ou d(o>) est une fonction continue; il faut poser u — v-^w, en choisissant 
pour w(x) la fonction harmonique qui resout le probleme de Neumann sous 
la condition 

Mais, si la condition (26) n'est pas satisfaite, il faut changer les 
raisonnements, la fonction w (%) n'existant pas. Posons dans ce cas 

et introduisons la fonction 
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CO. ix (itf)| COX < £CT, (̂0^1 C0X < 6CT. 
En decomposant les integrales etendues sur (Qy) en deux parties, dont 

1'une est evaluee pour (co2) et l'autre pour (со), on voit que, les integrales 

(29) (ыЩЯ&ъ r c o s y 0 ) f e / 

etant borates et ne surpassant pas 4тг en valeur absolue, la difference entre 
les portions des integrales (28) et (280, Ф1* s o n t evalues pour (cox), ne 

29* 

L'equation (20 2) est satisfaite par la fonction qui verifie la condition (22); 
on peut ajouter a cette fonction une fonction arbitraire a (a?), qui est egale 
presque partout a zero; la valeur moyenne de la fonction v(x) satisfait a 
l'equation (23). 

Pour satisfaire a l'equation (21 s) il faut choisir la fonction harmo­
nique H(x) de maniere, qu'on ait sur la frontiere 

( 2 7 ) ^ m - ^ ( f ( 4 i * ) * ^ ( /•<•.)£); 

les fonctions z(Lv) et d(i) etant continues dans (Q ), on s'assure aisement, 
que le flux des potentiels de la partie droite de (27) est egal a 

(Qy) (d) (Qy) (or) 

En effet, soit (a/) une portion de la surface de la classe ((7), qui tend 
vers (a-). Les fonctions % (Lv) et <&(т) etant continues dans le voisinage 
de (a-'), le flux de la somme des integrales est egal, suivant les formules du 
paragraphe 7 (8), a 

(Qy) (a) (Qy) (*') 

Soit (со) un domaine tendant vers (QJ et supposons que pour les 
domaines (со.,) = (Q — со) on a 
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surpasse pas 2& en valeur absolue et que pour les points du domaine (со) la 
seconde des variables (29) tend uniformement vers la premiere. 

Suivant le theoreme du § 14 (6) on a 

(ft) (Oy) Ы 

ou (7(1, 0) est la fonction de Green du probleme interieur de Neumann, 
c'est-a-dire la fonction de Г. Neumann. 

Si le point (x) est dans l'interieur de (QJ, la fonction (7(2, 0) reste 
continue, le point (2) etant sur (#). On peut done utiliser le theoreme 
du § 9 (2), ce qui donne 

HM-JL;,(i.){ij(i;si^ffi*,) e p , о)*,}** 

(Qy) ( f t ) :(o- a) 

(Qy) (ft) 

(Oy) (ft) 

Or la fonction 

4% _ 

resout le probleme de Neumann, quand on cherche la fonction harmonique, 
qui prend sur (S) les valeurs egales a 

dn 
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le point (y) etant un parametre. On obtient done pour H(x) la valeur 

(25) — ^ Г ( 1 , 0)dx — i - [з(т)Г(1, 0)dT, 

si 
2_ f c °s ( ^ 2 - ^ 2 ) 

(& 

Pour v (со) on obtient la valeur 

(Qy) (Qy) 

= — ± fL(y)vtfG(l, ь > ) < к - ± $ Ь ( д в ( 1 , (o)dT, 

' (Qy) (Qy) 

ou nous designons par (?(1, со) la valeur moyenne de 

0(1 , 0) = -^-ь-Г(1, 0), 

qui est la fonction de F. Neumann, attachee a la surface (8) dans le cas 
du probleme interieur. 

6. Occupons-nous, en dernier lieu, du probleme (A^): construire une 
fonction sommable u(x) qui repond aux conditions: 

(2 0) Au (со) = со (Lu) 6 (со) 

pour chaque domaine (со) contenu dans (Q) et: 

(21 т) а®(и) = — (Ц*)»), + р(*) 

pour chaque portion (cr) de la frontiere (S), h(x) etant une fonction bornee 
et positive, integrable en sens de Riemann et L, 6 (со), ;л (<т) ayant le meme 
sens que dans le § 4. 

En cherchant suivant les regies des §§ 1 et 2 la fonction harmo­
nique w(x), verifiant la condition 
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(ft) (Qy) Ы 

(Qy) ^ 

et en posant >u — v-+-w on transforms le probleme (As) en probleme (JBB) 
de la construction d'une fonction sommable v(x), qui satisfait a l'equation 

(2 OJ Av (w) = со (Lv) -+- d (со), 

ou 

d (со) = 6 (со) - ь со (Lw\-

et aux conditions sur la frontiere 

(21 8) crt(tO = — ( * * ) e . 

Cette fonction, en verifiant l'equation (20.,), est donnee, si on rejette 
le terme, qui est egal a zero presque partout, par l'equation (22); la 
fonction harmonique E (x) doit verifier sur la frontiere la condition 

OU 

(Qy) (Qy) 

les moyennes a - ( t ) ( # i ) et v^a) existant, comme il est demontre dans 
les §§ 4 et 5. 

Suivant le theoreme du § 2, le point (ж) etant dans l'interieur de (Q), 

= £ J W ^ W 4 K ] G ( 2 , 0 ) A r e = 
(ft) 



SUB QUELQUES PBOBLEMES BELATIES AU LAPLACIEN 455 

en posaut, 
jfc(W, y) = ^ Jl^GQ., to)c&»>' 

(Qy) (8$) 

(Qy) (ss) 
= ± f т ( 1 л ) Г ( 1 , 0 ) * г - ь JL f д ( т ) Г ( 1 , 0 ) * c , 

ou G(l, 0) est la fonction de Green du probleme de la temperature 
stationnaire et Г (1 , 0) la fonction, introduite dans le § 2. 

On conclut de la que 

(25) *(«>) = — ±^{Lv)G{\, W ) d r — J L [ & C E ) ( ? ( 1 , 

(Qy) (Qy) 

et qu'on peut donner a cette equation la forme 

(25J *(<*) = — ±fLto)Q(l, <o)t;(T)*r — ^ J d ( T ) G ( l f f t . ) d r . 

(Qy) (Qy) 

7. La resolution des problemes (JLJ, (^t8) et (-48) est done reduite a 
l'equation 

(25) v(<b) = lj'z(Lv)G(l, c o ) d T — £ J»(t ) f f ( l , co)cfa, X = — 

(Qy) (Qy) 

En la multipliant par L(x) et en integrant, on obtient, en appliquant 
le theoreme du § 9 (2), 

w J * Z ( a ; ) ( JG(l, со) т )&o — 

H (Qy) 

(Qy) (Qy) 
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En effet, si (УЗ) est le domaine, contenant tous les points de discontinuite 
de L(x\ on a 

I JL(x) ( J # ( l , CO)T(LV)<fa)cZco = 

V ) (Qy) 

= limi Jjb(fl?)(J<?(l, ш)т(£0)<*&)<*<о = 
(<»-1Qft>) (Qy) 

= Hm~J т (Z>) ( J i (ж) (? (1, со) Ло ) dk = (со, 1) т (Lt>) <2т, 

l'integrale 

JL(x)Q(l, о>)Ло=^ВД<?(1, 0)rico 
(*}<*>) fo*>) 

etant infiniment petite avec (q), car la fonction L(x)G(l, 0) est integrable. 
Nous designons ici par (yjco) la partie commune des domaines (со) et (73). 

Nous aboutissons ainsi a envisager l'equation de la forme 

(31) ?(a?) = xJfc(T, x)y{y)d<z + f(x). 

(Qy) 

8. Demontrons que le noyau kfax) de l'equation (31) repond aux 
econ^ditions (C) et (D) du chapitre 4, la fonction w(co), qui у est introduite, 
tant egale a 

£(<o) = L (x) du>. 

(«) 

Pour demontrer que la condition (C) 

~ JL (СО) jfc (1, ж) dco = ~ JL (T) & (со, ?y) di 

subsiste, supposons en premier lieu que, le domaine (со) est dans l'interieur 
du domaine (QJ. Nous avons 

~ JL (со) к (т, а?) Л) = ^ (a?) ( J i (y) (? (0, 1) ) Ao = 
(«) Й (T) 
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= ±JL(y)(JL(<c)G{0, l)dv)th = ±fLfy)(fL(x)G(l, 0 ) < f c > ) c * r = 

( T ) ( » ) ( T ) ( » ) 

les integrales 

W («) 

cfto 

etant uniformement convergentes dans (со), respectivement dans (т), et la 
fonction Г (1, 0) etant continue suivant la supposition faite a propos de (со). 

Si (со) a une position quelconque et si (со) est dans l'interieur de 
(со) et tend vers (со), on a 

lim ̂  JL (со) k(t, x) d<a = i JL (СО) к (т, x) t&o 

"(со) (ш) 

et, la fonction moyenne &(co, у) etant absolument continue, 

lim ^ J L (т) А (СО, у) cfa = ^ JL (T) & (СО, £/) ck. 

La condition (0) subsiste, done, pour tous les domaines (со). 
Formons maintenant le noyau itere du noyau к (т, x). On trouve 

k2(%x) = J*(T, 5)A&S)# = 

(32) = 1 Jk& x) ( JL (y) G (T, 2) <2т ) « = 

= ^Ji(i/)(Je(T, 2)*fo а;)^)йт, 

car en appliquant le theoreme du § 9 (2), on a 

Jl(y)( JG(т, * )Щ, x)dljck = limJL{y)(jG{i, *) A; & ж) # ) cfr = 

« (Q*) (ад 

= l imj*& ^ ( J i ^ ) ^ ^ , 2)ck}% = Jk(l,x)(jL(y)G(i, 2)<k)<%. 

ОД (т-тч) (Пг) W 
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Or, on a 

(33) JG(% 2)fcfo а)<$ = ^ [ ( JG(1, 2)<fr)fcfo x)% = 

= ^J(J*&*)<7( l ,2 )# )<fc . 

M jew 
Si (T) est a rinterieur de (Q ), la fonction Г(1, 2) est continue comme 

une fonction de (ss) et l'egalite 

/(/г(1, 2)*;)A(5, cc)̂ =J( я)Г(1, 2 ) $ )fa 

est une consequence du theoreme du § 8 (2). 
L'egalite 

«*) W W (0*) 

subsiste comme consequence du theoreme du § 12 (2), car les integrales 

W ft) 1 8 

sont uniformement convergentes dans respectivement dans (т). 
En effet, si ( Q est une sphere du rayon p, on, a suivant les formules 

du § 10 (2), 

(So) (Co) (Co) 

les nombres a et Jk du dit paragraphe etant egaux a 1 — X et 1; de meme, 
si Г(Н, 0) est la variation de Г (5, 0 ) , comme on a 

*)^uhJ(eS^*)f*\s(*> 0 ) | * , < £ j > ( 8 , 0 ) | * r „ 
№ ' °Ko) 8 2 № ) 
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on voit que le produit 

est borne, К(£, x) etant la variation de к (£, x). II suit de la, suivant la 
remarque du § 3, la convergence uniforme de la seconde des integrales (34). 
On conclut, de meme, des considerations qui precedent en appliquant la 
remarque du § 3, que l'integrale 

l(x, y) x) G (1, 2) d\ = JL(B) в (2,0) 0 ( 1 , 2 ) <£ = 

(35) {Q«]

 r Ы 

= J k^y)G(0>2)<% 

est une fonction uniformement continue du point (y), ainsi que du point (#), 
с equi permet d'etendre, en passant a la limite, la formule (33) sur tous 
les domaines (т). 

On demontre maintenant sans peine que l(y, x) est une fonction 
continue des points (x) et (y) dans (Q^) et (QLX). Comme on a 

jh&xJQfa, 2)<%—fk&x)Q<y,2)% = 

= — 2)Ъ + $к&х)[в(у1$ 2)—G(y, 2)Щ 

il suffit de demontrer que (35) est continue comme fonction de(#) et comme 
fonction de (y); or cela est fait ci-dessus. 

En substituant la valeur de (33) dans (32), on obtient 

(36) W W (ад 

= ±JL(y) ( я ) 0 ( 1 , 2 ) # ) * r . 

Comme on a definitivement 

(36') * , f r a O = ^ / i ( y ) J ( * , y ) < f c , 

W 
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la fonction l(x, y) etant continue dans le domaine de son existence, le 
noyau x) est fini et on a, entre autres, 

Le second noyau repondant strictement a la condition (D), le noyau 
к (т, X) r6pond a la condition (D) suivant les theoremes du § 1 (4). 

9. Les resultats des §§ 8 — 1 3 du chapitre 3 donnent maintenant que: 
1) les fonctions fondamentales de l'equation (31) forment une suite ortho­
gonale par rapport a L (со), 2) que ses nombres caracteristiques sont reels, 
3) qu'H existe au moins un nombre caracteristique, 4) que le nombre des 
fonctions fondamentales qui correspondent a un nombre caracteristique A' 
est egal a l'ordre de la racine A' du determinant de Fredholm. 

Soit <p (x) la fonction fondamentale, attachee a un nombre caracte­
ristique X. On s'assure sans peine que <p (x) est continue dans (DJ, 

En effet, comme on a 

si la distance entre les points (x^ et (xs) est suffisamment petite. 
On demontre sans peine que chaque solution de l'equation homogene 

\k^x)\<CL(y). 

on. trouve 

(Qy) 

(Qy) 

de la fonction fondamentale de l'equation (31). 
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<\>(«>)=^~j L(x)y(x)do>. 

M 

En suhstituant cette valeur dans (37) on trouve finalement 

? ( t f ) = A*Jz(*, y) (~JL(y)4(y)d^d4 = l*JL(y)l(x, y)<?(y)cfr, 
(Qy) W (Qy) 

d'ou suit que cp(x) est la fonction fondamentale de l'equation (31). Comme 
cp(#), etant la fonction fondamentale, est egale a la somme de deux 
integrales 

X /^<?(2 / )^ ; Xj£(y)r(l,0)<p(y)*? 
(Qy) 1 0 (Qy) 

<p (x) possede les derivees dans Pinterieur de (£ i j ; la premiere integrale, 
grace aux suppositions faites a propos de L(y), ales derivees regulierement 

Si l'equation (SO1) est satisfaite, on a 

ф(со) = А 2 ] \ ( с о , l)^(v)dn: = tf(JL(x)l(x, 
(Qy) (Qy) (o>) 

Or, on a, suivant le theoreme du § 8 (2), 

L(x)l(x, y)d^ ф ( т ) < к = L(u)l(x, y)d^ ф ( < т ) с к = 

(Qy) И " (Qy) N 

= j L (со) ^ J Z (x, у) ф ( t ) dec = (#) ^ j l ( я , у) ф ( T ) d^j do). 
M (Qy) И (°y) 

La fonction 

(37) ? ( « ) = / К ^ У ) Ф ( ^ 
(Qy) 

est continue, la fonction I (x, y) etant continue pour toutes les positions des 
points (x) et (y). On a done 

X2 
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continues dans (O^); Г ( 1 , 0 ) est harmonique dans l'interieur de (DJ. 
Comme on a 

( 3 0 ' ) o(co) = x ju ( io , 1)<р(т)*г , 

(Qy) 

on dans l'interieur de (Clx) 

( 3 8 ) Д9 (со) = — 4тс>со (lop), 

ou, comme cp possede ies derivees, 

( 3 8 ; ) cr (©) a- = j ^ dcr = — 4TCX JLydu = — 4тгХсо (Z<p) со, 
(cr) (CO) 

(<r) etant la frontiere de (со). 

Sur la frontiere (8) de (Qx) une des conditions est satisfaite 

ou 9 = 0, ou cr ( i )(9) = 0, ou G{i)(<f) = — (Лф)б. 

Ayant remarque tout cela, on peut demontrer l'identite 

( 39 ) _ * Х / ^ = ^ (.)*_А(^(£)^(ЭД*, 

ou v), £ sont les coordonnees du point (ж). 
L'identite ( 3 9 ) conduit dans les cas des problemes (JJ et (Az) a 

l'egalite 

( 4 0 ) 4irA J X T ^ C O = J E ( ^ ) 2 <k 

(O e) (0*) 

et dans le cas du probleme (J 3 ) a l'egalite 

(40 ' ) 4irX Jxf d o = J V (̂ j* 

(0*) OS) (Q«) 

On en conclut, en premier lieu, que tous les nombres caracteristiques 
des equations (30) et ( 3 1 ) sont positifs et, en second lieu, que la solution 
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de l'equation (30) pour X = — —est unique, le nombre — y-ne pouvant 

pas etre un nombre caracteristique; la supposition que 9 est une constante 
est exclue par les restrictions, imposees a la fonction L (x). 

Les solutions des problemes (AJ, (Л>) et (AJ sont, done, uniques. 
Nous prouverons l'identite (39) dans le paragraphe suivant et nous 

finirons ce paragraphe en demontrant que le nombre des fonctions fonda­
mentales de l'equation (31) est illimite. 

Dans le cas contraire, il existe seulement un nombre fini des fonctions 
fondamentales 

(41) 9 1 5 . . , ? « , 

qui sont toutes continues, et on peut former une fonction continue P, qui est 
orthogonale a toutes les fonctions (41). 

Or, le nombre des fonctions fondamentales etant limite, on a suivant 
le theoreme du § 6 (4), en supposant la suite (41) orthogonale et normee, 

fc(T>g)=2!T*yT)' 

II suit de Ik que 

(Qy) * = i k(Qy, 

La derniere egalite montre qu'on a pour chaque domaine (со) 

со (LP) = 0 = - i JL (со) P(x) c?co = 0. 

*(«) 

En se servant du theoreme de la moyenne et en supposant que (со) 
est une sphere, ayant le centre au point (ж), on obtient 

£(co)P0X) = O, P(x1) = 0, 

d'ou suit, quand on fait tendre le rayon de la sphere vers zero, qu'en 
chaque point P(x) = 0, ce qui est contre l'hypothese. 
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10. П reste a demontrer l'identite (39). 
Envisageons les reseaux (Rn) du § 1 (1), en supposant que toutes les 

intervalles des reseaux sont les cubes. Soit ln la longueur d'argte d'un cube 
appartenant a (BJ. 

Introduisons la fonction de Stekloff 

Z+ln -n+ln C-f-Ẑ  

(42) = f J?^̂ «^̂ ==».(?)-
Comme la fonction <p (x) possede les derivees premieres, on a 

Ы 

en designant par (aj la frontiere du cube (co j . 
Designons par (D w ) le domaine inscrit dans (Clx) et forme par les 

intervalles du reseau (Bm); on a 

(43) jli<fd<u = lim JL<f*do>, m—>oo. 

(Qx) (Qm) 

En evaluant l'integrale 

JL<f йсо = jyo) (Zcp) dco 

@m> (ftn) 

comme la limite d'une somme, on peut partager (Qm) en cubes, appartenant 
au reseau (RJ. On a, pour n ~+ 0 0 , 

(44) — 47cX J" X9 2 dco = — 47гХ lim Scp̂  сом (£срг) cow = lim Scpt. do-, 

№11) (*n ( t )) 

en designant par (x{) le sommet du cube portant le пшпбго i et par (с Л) 
sa frontiere. 
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Or 

5. С» 

"*~ / J ̂ ' ^ ^ l n ) ?С' ̂ ' Ъ ^ ̂  ̂ Г 

Etudions la somme 

(45) / ( ^ ^ ^ ^ - H - g - ^ ^ y ) , , ; . ) ) ^ ^ . 

En additionnant les termes dans chaque colonne separement on obtient 
pour une colonne 

i"-inn"-in ч' 

en designant par 9", С les valeurs extremes des <p Д dans la colonne 
et par \[, Y ) / , I! les nombres dans les intervalles ^ + 3 ) , (т) 0 Y } ^ ) , 

ТрФМИ, I 30 
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. > d o i 

et 

J"^!T((p)^(T 

La derivee ^ etant bornee et continue dans (O^), les quantites 

5" ч" 5'+i»4'+'n 

5' ч' 

different, si и est assez grand, aussi peu qu'on le veut de 

cp" ( ? ' , V , V, ? ' тс' & i ' , С) у, ( ? : ' ч,, Q ) ' 

Comme dans les cubes extremes de la colonne cos(J\T) est egal к 1 
ou a — 1, on obtient de la que la limite de (45) pour n—>oo est egale a 

J ? | c o s (Щ) da- — j ^ J d u , 

($m) (Om) 

en designant par (S^) la frontiere de (O w ) . 
On en conclut que 

— 4iz\JL<f4io=j^da—jz^Jdoy = 

(&m) (Sm) (Qm) 
( 4 b ) 

= J V (?) d ° — J 2 ( % J dco • 

Or, dans le § 1 nous avons demontre que si (Q^) tend vers ( Ц Д on a 

lim J"<p<x (<p) da = j cpcr(t) (9) dor. 

(Sm) (S) 

Comme 
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sont uniformement convergentes comme fonctions de leurs arguments. Snivant 
le § 13 (4), si 

ont des limites, l'integrale 

(Qm) 

en a une aussi et les egalites (43) et (44) donnent 

(39) _ ^iJLfdo) = Jcpa<'*>( ?)do-—jl(^Jdo> 

(Qx) (AW 

ce qu'il fallait demontrer. 
11. Supposons que la suite des fonctions fondamentales de l'equa­

tion (31) 

(47) o 1 3 cp2, . . . , <рл,- . . 

est normee et orthogonale. Designons par \ k le nombre caracteristique 
attache a la fonction yh (#). 

Suivant le § 4 (4) les series 

00 oo 

2affi le, № , ) = 2 й М 4 * м ftW_if£WfcW*. 
fc=l

 k fc=L k
 ( T ) 

sont uniformement convergentes comme fonctions de (#), (//) et (т) etant 
donnes, et comme fonction de (y), respectivement de (т), le point (%) etant 
fixe; suivant le § 5 (4) les series 

3 0 * 
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la fonction f(z) etant continue, on a 

CO CO 

(48) JP(T) = 2 F(y)= 2 WkM> Ч = 

la serie etant conv£rgente, la convergence uniforme n'etant pas demontree. 
Les theoremes du § 16 (4) permettent, enfin, de developper les solutions 

de liquation (31) et de son associee suivant les fonctions fondamentales et 
leurs valeurs moyennes. 

Ayant en vue les applications, nous pouvons, comme Z(co) est la 
moyenne d'une fonction sommable, considerablement generaliser la premiere 
des formules (48). 

On peut, effectivement, laisser h c6te la supposition que la fonction 
/(я) est continue, en supposant seulement, qu'elle est sommable en sens 
de M. Lebesgue, ayant le carre sommable et telle que les produits Lf et Lf2 

soient sommables aussi. 
Nous dirons que la fonction sommable f(x) repond к la condition (L), 

si la fonction LP est sommable. 
Pour demontrer notre assertion, remarquons qu'en etablissant l'inega­

lite de Bessel comme dans le § 3 (4), on peut a la place d'une fonction 
continue f(x) prendre la fonction assujettie aux conditions mentionnees, si 
la fonction L est la moyenne d'une fonction sommable. En effet 

(Qy) 

les series etant uniformement convergentes. 
Suivant le § 14 (4) on a 

CO 

w (t) = J ha (T, a?) v (w) dco = ^ ?* (T) J w W Ъ (У)йт 

Ш 16=1 (QY) 
CO 

0 < 

(Qx) 4 fcl ' (Qx) 
2 

SI 
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nous avons demontre que 

quand 
(0*) 

<Л.(со) , s in>IV. 

Soit 

la fonction jf (z) repondant a la condition (L). 
On trouve 

Comme on a, B n (t, я) etant continue, 

l'inegalite de Schwarz donne 

(0*) 

En appliquant les raisonnements qui concernent seulement les deve-
loppements des noyaux iteres et qui sont tout a fait independants du choix 

Dans l e § 10 (4) ayant pose 
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< e JL (со) A2 fa a?) do> < £<? i 2 fa, 

(Q«) 

etant le coefficient de Fourier pour la fonction f(z) et le noyau i f a x) 
satisfaisant a la condition (D). II suit de la que le terme complementaire 
de la serie (48') est moindre que 

VTGLfa 

d'ou Ton conclut, suivant le lemme du § 3 (4), que la serie (48') converge 
uniformement et absolument. 

Bemarque. Comme application du dernier theoreme, citons: si f(y) est 
une fonction a carre sommable, la moyenne du potentiel newtonien 

est developpable dans une s6rie uniformement convergente, suivant les 
moyennes des fonctions universelles de M. A. Korn. 

de la fonction f (#), nous avons etabli dans le § 11 (4), en se basant sur 
la derniere inegalite que si Fun des noyaux iteres кг (т, x) est fini, la serie 

*=i 

est convergente. On demontre que la convergence de la serie est uniforme 
par les raisonnements du § 12 (4). Comme 

c* = Tk

h^ h* = ft ^ ® ^ 
* (Од) 

on peut ecrire 
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*dF 

(») 

pour chaque domaine (to) contenu dans et limite par (a-); de plus, sur 
la frontiere (£), F(x) verifie une des conditions 

a) F= 0, p) ff(<>(2?) = 0, y) < 7 ( i ) ( J ) -+-(AF) e = 0. 

Inversement, chaque fonction verifiant les conditions mentionnees peut 
etre representee par la formule (49). П suit des considerations des §§ 4, 
5, 6 qne sa moyenne verifie l'equation 

*-( Ю ) = ]£(лг)<?(1, <u)№di==±f(fL(?)G(l, 0)fly)*r)&>, 
(Qy) («) (Qy) 

d'ou Ton conclut facilement que l'egalite (49) subsiste. 

Ces fonctions sont les fonctions fondamentales de Г equation 

? (#) = X (^<k + F(x) = l Cm(4,x)<fty)fc-*-F(p), 
(Qy) (Qy) 

dont le noyau x) possede les proprietes du noyau x) de l'equa­
tion (31). 

12. La convergence uniforme de la seconde serie (48) montre que la 
suite des fonctions fondamentales est fermee dans le corps des fonctions de 
la forme 

(49) F{x) = Jk(% x)f(y) dm, f(y) continue. 
(Qy) 

Comme on peut donner a la derniere egalite la forme 

(490 Fix) = JL(*) G(1, 0) f(y)= J ^ p U * c 
(Qy) (Oy) 

-+-JL(T)T(1, 0)f(y)dx 

(Qy) 

on той, en rappelant les proprietes de L(x), que la fonction F(x) est 
continue, possede les derivees premieres dans l'inteneur de (DJ et que 
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En repetant maintenant les raisonnements des §§ 10—12 du chapitre 2 
du memoire de Stekloff ccTheorie generate des fonctions fondamentaleŝ * on 
s'assure aisement que la suite de fonctions fondamentales est fermee dans 
le corps de fonctions bornees et mtegrables en sens de Riemann. 

Effectivement, toutes les formules des dits §§ subsistent, si Ton comprend 
sous p la fonction moyenne £ (со) et si l'on traite les integrales comme les 
integrales de Stieltjes, les integrales ayant un sens, car la fonction L ( to) 
est absolument continue. 

Lemme. Soit donnee une fonction f(x): qui appartient a un corps (A) 
des fonctions. Si, quel que soit le nombre positif e, il existe une fonction fm, 
qui appartient au corps des fonctions, pour lequel la fermeture de la suite (47) 
est etablie, telle que 

(50) 

la suite (47) est fermee dans le corps (A). 
Posons 

fc=n 

(Qy) 

(Qy) 

et supposons que pour n>N, 

(Qy) 
Comme on a 

(Qy) (Qy) 

on troure, en posant 

(Qy) 

* Annates de Toulouse, t. 6, 1906. 
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que 

Sn=JLfBna% JLfmRnck=JLfBr!<k. 
(Qy) (Qy) (Qy) 

II suit de la que 

Sn = j LfB„ to +JL (f— f j Rn * 
(Qy) [Qy) 

et 

Sn*<JLf*dv .JLB^dx^JLBn

2 <k.JL(f-fJch < 
(Qy) (Qy) (Qy) (Qy) 

<JLf*dt .JLB^ d 4 + \Sn* + \ \JL (f-fj dtf. 
(Qy) (Qy) (Qy) 

On en conclut que pour м>N 

ce qu'U fallait demontrer. 
Pour etendre le corps, pour lequel la fermeture de la suite (47) est 

etablie, envisageons en premier lieu les fonctions f (x) borates et integrables 
en sens de M. Lebesgue. 

Supposons, qu'on connait une suite des fonctions fondamentales 

(si) vxix\ т е д , . . . , гя(*),... 

qui est normale, orthogonale et fermee dans le corps des fonctions f(oS) 
bornees et integrables en sens de M. Lebesgue, les fonctions Vk(x) etant 
continues; on demontre facilement que la suite (47) possede dans ce cas la 
meme propriety* 

En disant que la suite (51) est orthogonale et normale, nous suppo­
sons, pour simplifier, que 

/ ^ ( * ) В Д ^ = °> m * n > jv*n{x)d<* = 0. 
(Qy) (Qy) 

* Voir Seyerini, Circolo di Palermo, t. 36, 1913. 



474 N . GUNTHEB. SUE LES INTEGBALES BE STIELTJES 

(Q«) 

Formons une fonction fm (x) d'apres la regie suivante. Posons 

f.(*) = SM si\Sn(x)\<^ 
fm(x) = A, siSn(x)>A, fm(x) = —A, si Sn(x) < — A . 

On trouve dans le premier cas 

\m-LW = \№-SM-> 
dans le second cas on a 

\№—8л(т)\ = Sn(x)- f{x) > fm(x)-fi<c) = \m-fmix)\ 

et, enfin, dans le troisieme cas 

I fix) - Sn (x) I = fix) -+- (- Sn ix)) > fix) и - ( - fm ix)) = 

La fonction f(x\ appartenant au corps des fonctions, pour lequel la 
fermeture de la suite (51) est etablie, on a 

lim J (f(x) — SJ dto = 0, n - > o o , 

<o*> 
ou 

10=1 (Qx) 

Supposons qne le domaine vj est choisi de maniere, qu'on ait 

(n) 

en designant par A la borne superieure de \f(x)\, et designons par la 
borne superieure de L(cc) dans le domaine (£ix—YJ). 

On a, si n>N, 
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On a, done, toujours 

\№—Ш\ < \№ — 8л{х)\; \№ — fu{*)\ < 2Л 
e t 

II suit de la que 

JL (со) (f— fj da =JL(x) (f— fj do> - t-J L (со) (f— fj do) < 
<^ + 2AJL(u>)do><i. 

7 3 fa) 

L'egalite (50) est done etablie et la suite (47) est fermee dans le 
corps de fonctions bornees et integrables dans le sens de M. Lebesgue.* 

Pour etablir, en second lieu, que la suite (47) est fermee dans le corps 
de fonctions sommables, repondant a la condition (L), il suffit, en designant 
par fm la fonction, qui est egale a f(x), si \f(x)\ est moindre que m et 
a ± w , si \f\ surpasse m, de choisir m de maniere qu'on ait 

JL(x)\f(x)—fm(p)\*a*<h 
(Q*> 

ce qui est possible, la mesure de l'ensemble, dans lequel f(x) — fm(%) est 
differente de zero tendant vers zero pour m—»oo. L'inegalite (50) est de 

* Pour etablir que la suite (47) est fermee dans le corps de fonctions bornees et mesu­
rables, on peut aussi se servir d'un theoreme de M. Lousine: «S i f (x) est une fonction mesurable 
definie dans l'intervalle Q ^ . ^ < 1, U existe une serie de polyndmes Ърп(х) absolument conver­
gente vers la fonction f(x) pour tous les points de l'intervalle 0 <, x ^ 1 sauf peut-etre les points 
d'un ensemble de mesure nulle» (С. В. , 1912, p. 1688; Becueil matheraatique de Moscou, t. 28, 
pp. 277—282), qui, avec Paide du theoreme connu d'Egoroff sur la convergence uniforme des 
series, etant generalise sur les domaines a trois dimensions, permet d'etablir l'existence pour 
chaque t > 0 d'un polyndme, dont les valeurs different de la fonction f (x) moins que e dans tous 
les points du domaine (Qx), excepte les points appartenants a un ensemble (JBJ) ayant la mesure 
moindre que e. None avons place dans le texte notre demonstration, car eUe n'exige pas Pemploi 
des theoremes delicats de la theorie des ensembles et aboutit directement aux considerations de 
Stekloff en Ulustrant quelques points de la theorie des fonctions moyennes. 
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nouveau satisfaite et la suite (47), la fonction fm(x) etant bornee, est fermee 
dans le corps des fonctions sommables et repondant a la condition (L). 

II reste done a etablir l'existence d'une suite (51) jouissant des propriety 
mentionnees ci-dessus. 

Dans mon memoire «Sur une application de la theorie de fermeture» 
j 'a i montre,* en resumant les resultats conformement aux suppositions 
faites ci-dessus, que, 1) si f (to) est la moyenne d'une fonction bornee et 
integrable dans le sens de M. Lebesgue, la variable 

(52) 2fK )4> 2 ( t0 ; ) = (со) 
i= l 

a une limite, si on augmente le nombre des domaines (cô) en les parta­
geant, (со) etant une portion arbitraire de (Cix); 2) qu'on peut construire une 
fonction fe(x) integrable dans le sens de Biemann et jouissant de lapropriete: 
si le nombre des domaines (cô ) est assez grand, la difference 

est plus petite que £ pour les domaines (tot-), excepte certains domaines dont 
la mesure totale ne surpasse pas e; le point (#;) est un point quelconque 
appartenant a (со;); et enfin (3) en se basant sur ces deux assertions que 

CO 

(53) lim 2 p (со.) со, = 2ВД 
fc=i 

Bh=ff(<*)vkdo>=jmrkdb>, s(̂  = (aj. 
(Ox) (Qx) 

L'egalite (53) montre que la limite de la variable (52) ne depend pas 
de la loi choisie pour la division du domaine (со). En choisissant une loi 
determinee pour la division de (Q — c6) et une loi quelconque pour la 
division de (со), on voit> que la somme des limites des deux variables etant 
independante de cette derniere loi, la limite de la variable (52) est de meme. 

* Bull. Acad Sc. de l'UBSS, 1927, w>fi№ 1, 2, §§ 7—10, pp. 76—92. 
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La limite de la variable (52) est done une fonction des domaines (со). 
En la designant par и (со) со on voit, que 1) и (со) est bornee, etant plus petite 
que I? 2, ou В est la borne superieure de \ f\ et 2) que w(co) est additive. 
La fonction и (со) est done la moyenne d'une fonction F(x) integrable dans 
le sens de M. Lebesgue. 

Or, on a, la variable (52) etant croissante 

on trouve done, en passant vers la limite ayant pose (со)—>0, que presque 
partout 

/ * 2 ( c o ) 0 ( c o ) ; 

f{x)<F{x) 
d'ou suit que 

(CO) 

L'inegalite de Schwarz conduit а Г: 'inegalite 

d'ou suit que 

On a done 

(со) (со) 

c'est-&-dire 

L'egalite (53) prend la forme 

o o 

ce qu'il fallait demontrer. 
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Si la fonction f(x) appartient an corps de fonctions, pour lequel la 
fermeture de la suite ( 4 7 ) est etablie, on a pour sa moyenne le develop­
pement 

CO 

(54) Я") = ^/£("Ж*)^=2 W " ) > Ъ=/Ь(*)ЛУ) 
H 10=1 (Qy) 

Si Bn(x) est le terme complementaire du developpement de £(x), le 
terme complementaire de la serie (54) est egal a 

,<#co 
CD," 
(CO) 

et on a 

(^ JLBnrfco J < 1 j L (x) duJL(x) Bn* (x) du<±L(со) JL(x)Bn

2(x)cico, 
(») (со) (со) W (Q̂ ) 

d'ou suit la convergence de la serie ( 5 4 ) , la convergence uniforme n'etant 
pas demontree. 

13. Revenons maintenant a l'equation ( 3 0 ) en lui donnant la forme 

( 3 0 ) CO(Z*;) = AJU(CO, 1)т(£г;)йт-н^(со), X = — i - , 

ou 
( 5 5 ) F ( w ) = - ^ J * ( o > , 1 )д ( т )*и . 

(Q^) 

L'equation ( 3 0 ) est l'associee de l'equation ( 3 1 ) . 
En appliquant le resultat du § 1 6 ( 4 ) on trouve que 

CO 

(56) co(L*;) = F ( ( o ) - X f i ( w , j,)JP(^)dT-+-2r^rx'f<P*^' 
(4) fc=1 * * 

o u 
A = — ^,ck = J-F(co) <p4 (ж) <fo>, 

la convergence uniforme de la serie n'etant pas demontree. 
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Si Ton yeut avoir affaire avec une serie, qui pour sur est uniformement 
convergente, il faut, en se souvenant que &8(т, x) est developpable dans une 
serie qui est uniformement convergente comme fonction de (%) et de (x\ 
utiliser les derniers resultats du § 16 (4). Ceci permet d'ecrire 

(560 co(Xt;) = F ( ( o ) ^ x J i (co,2/)F(T)^H-X 2 Jfc 2 (w, y)F(fi)dx-t-
(Qy) (Qy) 

X X2 

b=l K л 

En substituant a la place de F (to) sa valeur (55) on trouve, en posant 
pour un court moment 

que 

jk (ы, y) Fk) ck = j d x ® ks (u>, 2 tdl, j ka (to, y)Fk) = 

(Qy) (Q«) (Qy) 

(Q*) 
Or on a 

(Qy) (Qy) 

ou 

(Qy) 

De meme 

ck=J *'0) ?* (ж)йш = (ж){ J" * (ы> У) h (*) = 
(Цв) (Qy) 

= J 4 fr) ( fk к У) ?* (Ж) d(»)ch——h i t 
4 

(Qy) (Off) 
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^J4(«i y)* o o * - 3 ( f i j « v a + ? * H 
( 4 ' „ 

' 4 / 

la serie etant uniformement convergente. 
La serie (56) prend la forme 

(67) - J L J-*K i £ у й г г ь М 

en restant convergente. 
Si la fonction <&(T) est la moyenne d'une fonction sommable /(y)a. 

satisfaisant к la condition (L), l'integrale 

(Qy) fa 

est developpable, suivant § 1 1 , dans une serie 

CO 

\ | t | W , g k = = j L ( x ) f(x) ^ ( e ) (») ?Jb («) 
fcl

 (%) 

qui est uniformement convergente. 
La serie (57) prend la forme 

(58) » ( ^ ) = — 2 2 г й = й 
fc=l 'w * 

On conclut de tout cela, en substituant dans (5 6') et en у posant 

^ 4TT 1 

que 

со (Lv) =— ^ 2/)д(т)ак-н 
Ш 

(570 
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Or, gh sont les coefficients de Fourier, correspondant a la fonction f (x); 
la suite de leurs carres est done convergente. On en conclut aisement que 
la serie (58) est uniformement convergente; en effet 

\ £ i ^ 4 ) U 9 l c s i ^ 

le terme complementaire de la serie (58) est done plus petit que 

14. Posons maintenant le probleme, qui, sous certaines restrictions, 
peut §tre envisage comme le probleme de la chaleur. 

Trouver la fonction и (#, t) du point (x) et du temps t, qui repond aux 
conditions: 

a) dans Finterieur de (Clx) on a pour chaque domaine (со), limite par la 
frontiere (c) 

(59) а ( ^ ) а = ^ ^ с о н - 6 ( ш ) с о ; 

b) au moment t = 0, la moyenne ю(<о, t) est egale h la moyenne d'une 
fonction donnee f(x) 

(60) w(co, 0) = ~ jf(?)du, 
(CO) 

fix) etant une fonction sommable, qui repond a la condition (L); 
c) sur la frontiere (S) du domaine (Qx) on a 

ou (a) «(cr) = (A(<r); ou ((3) <r(*)(tt) = fA(a); 
( 6 1) 

ou ( y ) tr(t> (и) = — Qiu\ —l— fx (cr), 

(a) etant une portion de (S) et б (со) avec [/.(cr) — les fonctions moyennes 
continues des domaines, appartenant a (D^), respectivement des portions de ($). 

ТрФМЖ, 1 S 1 * 
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Nous supposons de plus que la fonction L(x) ne depend pas de t et 
satisfait aux conditions, mentionnees dans le § 4; c'est-a-dire, etant inte­
grable dans le sens de Riemann, pour chaque sphere (co0) du rayon p, elle 
satisfait a l'inegalite 

\L(o>0)\P^<B. 

Evidemment, le probleme lui-meme implique que la fonction moyenne 

d(o (Lu) 

soit a variation bornee. 
Les considerations des §§ 4, 5, 6 permettent de substituer au probleme 

pos6 le probleme: trouver la fonction v(x, t) telle que: 
a) dans (Q ,̂) 

(59') l*(v),= d-^ + m-

b) au moment t — 0: 

(60') v(u, 0) = ^JF(x)dto; 

(•) 

c) sur (£), 

(61') ou«(a) = 0; ou a < 2 » = 0; ou a®(v) = — (Л»)„. 

Nous avons ici 

d ( c o ) = 6 ( c o ) - . - M ^ - a K F(x) = f(z)-tc(x), 
la fonction w(x) etant definie dans les dits paragraphes. 

En repetant les raisonnements des dits paragraphes, on obtient, en 

substituant partout a la place de со (Lv), que 

(62) *(«) = _ - ^ £ ( 1 , c o ) ^ - ^ < ? ( 1 , 

(Ьу) (Qy) 

G (1, 0) etant la fonction de Green, attachee au probleme, qui est definie 
par les conditions (61'). 
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Marquons, avant tout, que grace aux resultats du chapitre 8, on peut 
affirmer: si la fonction v(x) satisfait a l'equation (62) et a la condition (60'), 
^Ue satisfait a l'equation (59 ;) et aux conditions (61/). 

Comme la fonction 6r(l, 0) est la somme de e t de la fonction har-

monique Г (1, 0), la partie droite de (62) est egale a 

(Qy) > (Qy) 

•et l'existence de flux pour chaque domaine (со) est assuree sous la seule 
•condition que la fonction 

(63) 

est continue, la moyenne du flux etant egale a cette fonction. 
La fonction Г(1 , со) etant la moyenne d'une fonction harmoniqne dans 

l'interieur de (Q a ,), si (со) est dans l'interieur de (& x) la fonction moyenne 
Г(1 , со) possede les derivees premieres et secondes dans toutes les directions 
et son laplacien est egal a zero; la continuite de la fonction (63) assure que 
le flux du second terme dans (62') est egal a zero; le laplacien du premier 
terme est egal u la fonction (63), suivant le theoreme des §§ 7 (8) et 9 (8). 
Quand a la condition (61') on s'assure qu'elle est satisfaite en formant la valeur 
moyenne H(<r) ou, suivant le cas, son flux <т(Я), ou H(x) est la fonction 
harmonique, dont la moyenne est egale au second terme dans (62'); le choix 
de la fonction Г(1 , 0) assure les egalites (61'). 

II suit de la qu'ayant construit une fonction vix), il faut s'assurer* 
seulement, (1) qu'elle repond a la condition (60'); (2) que la fonction M(LV) 
possede la derivee par rapport a t pour chaque choix du domaine (со) et que 
cette derivee est une fonction a variation bornee et continue; (3) que 
l'equation (62) est satisfaite. 

1 5 . En multipliant l'equation (62) par L(x) et en 1'integrant, nous 
obtenons comme dans le § 7 l'equation 

(64) u(Lv) = — У u(co, y)d-^dx—^ у)*(т)ок. 
(Qy) (Qy) • 

31* 
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En integrant l'equation (64) par rapport a nous obtenons 

t t 

fu(Lv)dt=- A J ( y) ^ c h ) dt~ 

(65) 4 , ^ 

(ч) (Oj,) 

y) e4ant un nombre positif. 
Si la variation totale dans (QJ de la fonction 

if 

(66) *ge 

est bornee comme fonction de dans l'intervalle 

(67) ri<,t<T, 4 > 0 

on trouve, en appliquant le theoreme du § 9 (2), que 

= ( O J , у) т (Lv) dz—j к (со, y) ( t (Zt>))4 #c 

et l'egalite (65) prend la forme 

t 

(Zv) <Й = — — j к (со, у) t (Lv) dx -+-

- | - ^ / й ( < 0 ' У)(т W ) 4 ^ — J * K У)*(т)*г)(Й. 
(Qy) ч (Q^) 

Remarquons que les calculs imposent a la fonction v (x) une nouvelle 
restriction. L'ayant formee, il faut s'assurer que (2') la variation totale de 
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les suites des nombres caracteristiques et des fonctions fondamentales du 
noyau &(T, X\ en supposant que la suite des fonctions fondamentales est 
normee et orthogonale. Posons 

(69,) J » W ? * ( y ) * ? = a » . 
(Qy) 

Si Ton a 
* ( T ) = ^ | i ( y ) » ( y ) * u , 

W 

la fonction d (2/) repondant a la condition (L), la serie 

00 
(70,) Ju(co, y ) » ( < u ) * r = 2 ? * H = ^ 

est absolument et uniformement convergente suivant le theoreme du § 11 
et on a 

t 00 * 
Posons 

(69 2) JL(y)F(y)9k(y)<k = bk. 

(Qy) 

Si la fonction F(y) repond a la condition (L), la serie 

(70 3) f *(«, y)L(y)F(y)<k = ^ S * H 
(Qy) .*=i * 

est absolument et uniformement convergente. 

la fonction (66) dans chaque intervalle (67) est bornee comme la fonction 
de t 

Soient 

( е в ) { Г 

I Ар Ag, . . . Л й 



486 N . GUNTHER. SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES 

Supposons, enfin, que la fonction v (x) est telle, que la serie 

(703) Jk ( T , у) т (Lv) to = 2 I 9k H 

(Qy) *=i * 
dans laquelle 

^(Lv)%(y)to^ck 

(Qy) 

soit uniformement conyergente; cela a lieu, par exemple, si la fonction v(x) 
verifie la condition (L). 

Si la fonction (v) satisfait a l'equation (65'), les series (70,), et (70J 
etant uniformement convergentes, le developpement de 

Ju(Lv) dt 

suivant les valeurs moyennes cp̂ (co) des fonctions fondamentales doit etre 
uniformement convergent. 

Or, si Ton pose 

oo 

fc=i 
on trouve 

t t t 
9k =J 9k (У) ( ft ( L v ) d t ) ^ = J( J* * (Lv) 9k (У) di)dt = jck dt. 

(Qy) Y) Y) (Qy) Y) 

L'inversion $es signes des integrations est legitime, si la variation 
totale de la fonction т (Lv) dans (CI) est bornee comme la fonction de t dans 
l'intervalle (67), ce qu'on doit verifier apres la formation de la fonction v. 

En identifiant les coefficients des divers termes dans les parties gauche 
et droite de (65'), on trouve 
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ou 

^ - * - 4 l * * c * = — a*> 
d'ou suit 

(71) cJc~^k ^ * - * j ^ 4 ' 4 « 

^ restant encore indetenninee. 
La fonction F(x) satisfaisant a la condition (L), la serie 

CO 

(72) %h9i(<*) = »(LF) 
fc=l 

est convergente suivant le theoreme du § 12. 
II suit de la, en premier lieu, que suivant la condition (b): 

h = hm> 
on trouve 

o o o o * 

(73) o>(Lv) = 2 h ^ 4 t 9 .H - 2 --̂ *?*(») J>**4 
fc=l Ь=1 о 

Si la fonction d(oo) ne depend pas de les coefficients ah sont 
independants de t et la serie (73) prend la forme 

(730 5 V 4 ^ 4 H - 2 ^ l 1 - ^ ? * ^ 
fc=l л 1 ' 

Si la serie, qu'on obtient en derivant les termes de la serie (73) par 
rapport & t, est uniformement convergente, nous avons 

(74) 

-4 -4 .Г 2 v ~ 4 7 t V ?»(») f^' 2 
Ь=1 о fcl 
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fc=l fc=i 

16. II reste a etudier, si la fonction v constrnite par nous verifie les 
conditions (1), (2) et (3). 

Remarquons, en premier lieu, que pour chaque vj > 0, si \ k est assez 
grand 

(75) h s e - ^ < C , 

G etant un nombre positif choisi arbitrairement. 
On en conclut que dans chaque interyalle (67) les termes des series 

o o o o 

7s=l fe=i 

sont plus petits en yaleur absolue que les termes correspondants de la 
serie (702), d'ou suit que ces series sont uniformement convergentes. 

Si les coefficients аъ ne dependent pas de t, on voit immediatement, 
en comparant avec (70,), que les secondes termes dans (74') et (73') sont 
les series uniformement convergentes dans l'intervalle (67). 

La convergence uniforme des seconds termes dans les series (73) 
et (74) n'est pas evidente. Pour n'interrompre pas les raisonnements nous 
supposerons que la fonction <& (x) est soumise aux restrictions qui assurent 
cette convergence; nous demontrferons plus loin, que cela a lieu, par 
exemple, si la moyenne 

L(x)b(x)do) 

H 

possede les derivees premiere et seconde par rapport a t9 ces derivees etant 
les moyennes des fonctions b(x) e ta (a?), jouissant des propriety de la 
fonction •& (x) et si, de plus, les integrales 

JL(x) № (x) do>, JL(x)&(x) da 

(Qy) (Qx) 
sont bornees comme les fonctions de t. 

respectiyement 
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La convergence absolue et uniforme des series (74) et (74') assure, 
que la fonction (66) a une variation totale bornee comme1 la fonction de t 
dans l'intervalle (67); pour la serie (74'), si t> Y] , le terme complementaire, 
etant moindre que la somme des termes complementaires des series (70^ 
et (702), est de la forme 

2(7\/7i(co) 

d'ou il suit que la variation totale de la somme de la serie (74') ne 
surpasse pas 

2 ( ^ \ h \ - k l } в" 4 5 ** 4 Wq. - 2C ^L(QX)QX, 
fc=l 

n etant un nombre, dependant du choix de TJ et Ф (̂со) etant les variations 
moyennes des <p̂ (co). 

Le choix des coefficients des serie (69) assures que la condition (60'), 
c'est-a-dire la condition (1) du§ 14 soit satisfaite. 
La serie 

CO 

est convergente snivant le theoreme du § 12, eventuellement, n'etant pas 
uniformement convergente; elle donne le developpement de la moyenne de 
la fonction L (x) F(x), ou F(x) r6pond h la condition (L). 

Si pour n^N son terme complementaire pour un choix de (со) est plus 

petit que - | , le terme complementaire da la premiere serie dans (73) jouis­

sant de la meme propriety, la difference entre les sommes de ces series ne 

surpasse pas en valeur absolue 

et est plus petite que г pour un choix convenable de t. 
La convergence de la serie (74) assure l'existence d'une derivee 

par rapport a t chez la fonction <U(LV) dans l'intervalle (67), d'ou suit 
que la condition (2) du § 14 est satisfaite. 
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II reste la condition (3). En supposant, que t appartient a l'intervalle (6 7), 

multiplionsla se$e(74)par — У\ ayant substitue dans cette serie 

partout (V) a la place de (со), et integrons le produit. Nous obtenons 

1 r 7 , .dr(Lv), 
* C » , y ) - V ^ = 

(Qy) 

. J ^ f ^ } - со ОД и - ^ j * * («о, у) Ь (*) Л . 
_1_ 

й = 1 " (Oil) 

Nous restituons, ainsi, l'equation (64). Pour passer de l'equation (64) 
a l'equation (62), remarquons, qu'en connaissant la moyenne со (Lv) pour 
chaque domaine (со), on peut dire qu'on connait presque partout la 
fonction L(x)v(x) et en se souvenant des restrictions, imposees hL(x), 
qu'on connait presque partout v (#), c'est-a-dire, qu'on coimait v (со) pour 
chaque domaine (со). 

Ayant pose 

(62)v(*) = ^ ± j d ^ G ( l , со )скн-а (ш) 

(Qy) ' (Qy) 

on voit, que а (со), etant absolument continue, est la moyenne d'une fonction 
•sommable a(x). En multipliant (62') par L(x) et en integrant, on trouve, 
ra l'equation (64), que pour chaque domaine (со) 

^ j L (x) а (со) ddi = ^ J L (x) x(x)dw—0. 
И ' И 

La valeur de la moyenne 

±JL(z)0(x)do=0, 
((D) 
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II suit de la que 
da-к 

Apres cette remarque, on trouve 

t t 

J * 4 т А л 4 т % J dt 

Le second terme de la serie (7 3) prend la forme 

qui est presque partout egale a L(x)a(x), est done partout egale h zero; 
il suit de la que a (x) est presque partout egale a zero, et que, pour chaque 
domaine (со): 

a(co) = 0. 

L'equation (62) est done satisfaite, c'est-a-dire, la condition ( 3 ) est 
remplie. 

17. II reste a etudier les restrictions, imposees a la fonction 5-(со). 
Supposons que la fonction т ( id) possede une derivee par rapport a t et 

que cette derivee est egale a la moyenne т(£0) d'une fonction sommable 
qui repond a la condition (L). Ayant pose 

2 * = / ' c ( i * ) ? * ( y ) * : 

(Qy) 
nous obtenons 

(Qy) (Qy) о (Qy) 
t t 

= J ( J * (Щ to (y) d*) dt-+-j(* (Щ)0 ^к О ) fa = ^ (ak\. 
0 (Qy) (Qy) О 
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< JL (у) <рл« (у) dx JL (у) W (y) dx < Б. 

(Qy) (Qy) 

On conclut de la que les termes de la seconde serie (76) sont moindres 
en valeur absolue que les termes de la serie 

CO ^ CO 

fc=l \ к о & = 1 

qui est uniformement conVergente. 
La serie des derivees par rapport a t des termes de la serie (76) est 

egale a 
CO * 

(77) 2 ^ ' К ^ * - ? * ( Ю ) -
1=1 о 

En supposant de nouveau que la fonction t(L&) possede une derivee 
et que cette derivee est egale a la moyenne t(L&) d'une fonction 
sommable qui repond a la condition (L), on s'assure, que la serie (77) 
est uniformement et absolument convergente. 

18. Ayant ainsi pose le probleme: trouver une fonction sommable v(x, t) 
verifiant les conditions: 

a) -a(v)v = - J ^ + b(u) 
(О 

pour chaque domaine (со) appartenant a (O), (o) etant la frontiere de (со); 

P) t?(co, 0) = F(u>) 

pour le moment initial t = 0 et 

у) и (a) = 0, ou ^ (0) = 0, ou <т& (v) = — ( b ) 0 , 

La premiere serie dans (76) est uniformement et absolument 
convergente, ne differant pas de la serie (70J. 

Or, 
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(a) etant la portion de la frontiere (8) de ( O ) , nous 1'avons rfeolu sous les 
conditions suiyantes: 

1) li(x) est une fonction bornee des points sur (S), integrable en sens 
de Riemann. 

2) L (x) est une fonction integrable en sens de Riemann et telle que 
pour chaque sphere (co0) du rayon p le produit i(w)p 1~\ 0 < X < 1, soit 
borne. 

3) & (со) et F((a) sont les moyennes 

d (со) = ^ JL (x) » (x) do), JP(CO) = 1 j F(x) d<o. 
M M 

des fonctions sommables $(x) et F(x), repondant a la condition (L). 
4) L a moyenne со ( id) possede les derivees premiere et seconde par 

rapport a qui sont les moyennes des fonctions sommables, verifiant la 
condition (L) . 

Nous disons que la fonction sommable f verifie la condition (L), si la 
fonction Lfz est sommable et nous designons par со (Lv) la moyenne du 
produit Lv pour le domaine (со), et par (hv)c la moyenne du produit hv pour 
la portion (a-) de la surface (S). 

La solution est donnee par la serie 

(73) co(z*)= 2 6 * в " ^ ' 2 «~47dfcV») р^Ч*. 
fc=l ft=l о 

ou 

a* = JL (x) Ъ (x) cfk (x) do>, bk = j L (x) F(x) ? 4 (ж) Л», 

лА sont les nombres caracteristiques du noyau 

к (x, Ж) = ^ JL (у) О (x, y) dx, 

W 

(a;, 2/) etant, suivant le cas, la fonction de Green du probleme de Dirichlet, 
du probleme de Neumann ou du probleme de la temperature stationnaire; 
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срд.(оа) sont les moyennes des fonctions fondamentales, qui correspondent aux 
nombres en supposant que leur suite est normee et orthogonale. 

La serie (73) est uniformement convergente dans ( Q J pour chaque 
intervalle УЗ<£, YJ > 0. 

Nous n'affirmons pas que la solution, trouvee par nous, soit unique. 
Mais parmi les solutions, jouissant de la propriete suivante: la 

moyenne со (Lv) possede pour chaque (со) la derivee par rapport a t, cette 
derivee etant la moyenne d'une fonction sommable, verifiant la condition (L), 
notre solution est unique. 

En effet, sous cette condition la moyenne со (Lv) donnee par l'egalite (6 4), 
est developpable dans une serie suivant les moyennes des fonctions fonda­
mentales qui est uniformement convergente dans (CI). 

On peut, done, en repetant les calculs du § 16 trouver les coefficients 
de ce developpement et restituer la serie (73). 


