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Подстановки. 

" 1. Въ элементарной алrебрt разсматриваются такъ называ-
емыя перестановки (Pemшtation) *) и доказывается, что число 
всtхъ перестановокъ, которыя можно образовать изъ п элементовъ, 
равно 

nl 1. 2 ... п, 

т. е. произведенiю п первыхъ цtлыхъ чиселъ. Одну изъ переста
новокъ, выбранную по произволу, въ отличiе отъ всt.хъ друrихъ 

называютъ главною. Если въ другой перестановкt. какiе-нибудь 
два элемента расположены не въ томъ порядкt, въ какомъ 01;1и 

находились въ главной, а въ обратномъ, то rоворятъ, что эти эле
менты представляютъ обращенiе (безпорядокъ, нарушенiе порядка, 
инверсiю) (lnversioп) независимо отъ 11исла элементовъ, которыми 
они раздtляются въ сопоставляемыхъ nерестановкахъ. Наибольшее 
число обращенiй встрtчается въ такъ называемой обратной пере
становкt, въ которой всt элементы главной перестановки написаны 

въ обратномъ порядкt.. Дt.йствительно, въ этомъ случаt каждая пара 
.элементовъ представляетъ обращенiе; число ихъ равно } п (1t - 1 ). 
Чтобы оnредtлить число обращенiй въ любой перестановкt., надо 
сосчитать, сколько обращенiй предстамяетъ каждый ея элементъ 

*) См. Веберъ и Вельштейнъ .• "Энциклопедiя Элементарной Мате
матики'<. Переводъ съ н1,м. подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. Т. I, (второе 
издацiе, 1911), стр. 193. Въ дальн1,йшихъ ссылкахъ на эту книгу мы будемъ 
ее называть просто .Веберъ и.Вельштейпъ•. 
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при сопоставленiи съ элементами, слtдующими за нимъ, и с.аожить 
всt полученныя такимъ образомъ числа. Въ дальнtйшемъ изложенiи 
мы будемъ обозначать элементы перестановокъ первыми п цtлыми 

числами и примемъ перестановку 12 3 ... п за главную. Тогда 
число обращенШ, которыя можетъ дать какой-нибудь элементъ, -
напримtръ, i равно числу чиселъ, меньшихъ i и слtдующихъ за 
нимъ (т. е. написанныхъ вправо отъ него). Перестановка назы
вается четною или перваrо класса, если въ неА содержится четное 

число обращенiй, и нечетною или второго класса, если въ ней не

четное число обращенiй. Такъ, напримtръ, перестановка 465187293 
четная, потому что въ ней имtется 3 + 4 3 + 3 2 + 1 16 
обращенiй. 

2. Kor да какая-нибудь перестановка раздtлена на двt части, 
то, въ виду дальнtйшихъ приложенiй, полезно знать, сколько обра
щенШ представляютъ элементы первой части съ элементами второй. 

Положимъ, что i 1 , z2, is, ... , iv обозначаютъ элементы первой ча
сти, расположенные въ возрастающемъ порядкt. Элементъ ir мо
жетъ представить обращенiе только съ элементами 1 , 2, 3, ... , i,. 1; 
изъ нихъ надо выкинуть тъ, которые не входятъ во вторую часть, 

а такими будутъ элементы i 1 , i 2 , ••• ir-t (входящiе въ первую часть). 
Поэтому число обращенiй, происходящихъ отъ одного элемента i" 
равно 

i" 1- (r 1) = i" r, 

а, слtдовательно, число всtхъ обращенiй, образуемыхъ элементами 
первой части съ элементами второй, равно 

(z'1 - 1) + (i2 - 2) + · · · + (i,11 - v) = i 1 + i2 + · · · + t~ - t,v(v + 1). 

3. Операцiя, посредствомъ которой отъ одной перестановки 
переходятъ къ другой, составленной изъ тtхъ же элементовъ, назы

ваютъ подстановкою -или субституцiей (Substitutioп) (I). Чтобы 
выполнить переходъ отъ одной перестановки къ друrоА, т. е. про

извести данную подстановку, можно поступать слiщующимъ обра

эомъ. Сперва эамtнить элементъ а первой перестановки соотвtт
ствующимъ (см. примtчанiе 1) ему элементомъ fJ второй; затtмъ 
элементъ fJ первой перестановки-·- соотвtтствующимъ ему элементомъ 
r второй II т. д. Поступая такимъ образомъ, мы необходимо дойдемъ 
до такого элемента л, которой надо будетъ замtнить элементомъ а, 
съ котораrо начали. Такую цtпь замtщенiй, въ которой послtднiй 
элементъ замtщается первымъ, наэываютъ цикломъ и обоэначаютъ 

символомъ (afJr ... А) Если однимъ цикломъ еще не исчерпывается 
переходъ отъ первоначальной перестановки къ новой, то беремъ 

какой-нибудь элементъ а', еще не стоящiй на требуемомъ мtстt, 
и съ него начинаемъ новый циклъ (а' {J' r' ... л'). Продолжая такимъ 
обраэомъ до тtхъ поръ, пока не остается ни одного элемента, не 
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поставленнаго на требуемое мtсто, мы и выполнимъ данную под
становку. Слtдовательно, всякая подстановка распадается на нt
сколько цикловъ (если не приводится къ одному циклу) и можетъ 
быть изображена такъ: 

(nf3y . .• ).) (п 1 /J',' ... l') (a"/J"y" . .. ).") •.. 

Такъ, напримtръ, 

(
123456789) 
465187293 (14) (267) (3589). 

4. Подстановка, состоящая изъ одного цикла, называется круг о
в о ю или циклическою (zirkulare). Въ частности, когда циклъ состо
итъ изъ двухъ только элементовъ, напримtръ, 

(14), онъ называется транспозицiей и рав
носиленъ простому nеремtщенiю его элемен

товъ. Результатъ круговой подстановки, про-
изведенной надъ п элементами, можетъ быть 

наглядно изображенъ слtдующимъ образомъ. 
Размtстимъ элементы данной перестановки 
по окружности круга въ данномъ nорядкt 

по оnредtленному наnравленiю и въ равныхъ 
одинъ отъ другого раастоянiяхъ. Затtмъ nо

вернемъ кругъ въ обратномъ направленiи на 
2:rt 

уголъ п ; тогда на мtста данныхъ элементовъ 

станутъ новые въ требуемомъ nорядкt (рис. 1 ). 

р 

Рис. 1. 

5. Всякая подстановка раалагается на нtсколько транс
позицiй. Дtйствительно, всякая подстановка раалагается, какъ мы 
видtли, на нi;сколько круговыхъ. Легко видtть, съ другой сто
роны, что всякая круговая подстановка распадается на нtсколько 

трансnозицiй. Въ самомъ дtлt, круговую подстановку (aPr ... л), 
очевидно, можно выполнить, переставляя nослtдовательно элементъ 

а съ каждымъ иаъ остальн1:11хъ, что и выражается формулою 

(afl, .•. l) = (afl) (ау) ••• (al). 

6. Классъ перестановки иамtняется при всякой транс
ПО3И[{iи. Эта теорема очевидна въ томъ случаt, когда транспони
руются два смежныхъ элемента а и р, потому что тогда либо 
создается одно новое обращенiе (при а< Р), либо уничтожается 
одно обращенiе (при а> Р), и классъ перестановки, очевидно, мt
няется въ обоихъ случаяхъ. Остается теперь только показать, что 
любая транспоаицiя двухъ несмежныхъ элементовъ равносильна 
нечетному числу транспозицiй смежныхъ элементовъ. Положимъ, 

что между а и р находится v nромежуточныхъ элементовъ. Транс
nозщ{iю ( а Р) можно произвести слtдующимъ обрааомъ. Помi;стимъ 
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nослtдователыю а вправо отъ каждаго изъ v nромежуточныхъ эле
ментовъ, nотомъ перемtстимъ (L и {J, и, наконецъ, помtщаемъ послt
довательно fJ влtво отъ каждаго изъ v промежуточныхъ элементовъ. 
Результатъ, очевидно, полу•штся тотъ же, какъ и отъ простой транс

nозицiи (afJ), но при этомъ мы nроизводимъ, какъ видно, 2v 1 
транспозицiй смежныхъ элементовъ, что и требовалось показать. 

7. Легко видtть, что число четныхъ nерестановокъ изъ 

п элементовъ равно числу нечетныхъ. Дъйствительно, транс
понируя два оnредtленныхъ элемента во всъхъ п! перестанов,~ахъ 
изъ 1t элементовъ, мы получимъ опять всъ 1i ! перестановокъ, только 
въ другомъ порядкъ; но при этомъ всякая четная перестановка 

дълается нечетною, и обратно. Сл1;довательно, число nервыхъ nере
становокъ необходимо должно быть равно числу вторыхъ. 

8. Изъ § 6 слъдуетъ, что всякая 11ерестановка, къ кото
рой примtняется нtкоторая подстановка, измънитъ свой 
классъ, либо сохранитъ прежнНI, смотря по тому, бу детъ ли 

число транспоаицiй, на которы11 разлагается данная под

становка, числомъ нечетнымъ или четнымъ. Отсюда сл-tдуетъ, 

что всякая подстановка равносильна либо только •tетному, либо только 

нечетному числу транспозицiй, ибо, въ nротивномъ случаъ, она, бу

дучи примънена къ перестановкъ, преобразовала бы посл1;днюю въ 

такую, которая принадлежала бы, какъ къ классу четныхъ, такъ и къ 
классу нечетныхъ перестановокъ. Это ведетъ къ раздъленiю самихъ 
подстановокъ на четныя и нечетныя. 

9. Рааложенiе подстановокъ на циклы, помимо другихъ выrодъ, 
представляетъ еще то преимущество, что поаволяетъ непосредственно 

видъть, будетъ ли данная подстановка четною или нечетною. Дъй

ствительно, если данная подстановка, раалагаясь на v цикловъ, со
держитъ всего 1z элементовъ, и если число элементовъ въ r-омъ 

цикл·\; обозначимъ черезъ 1Zr, то, на основанiи формулы § 5, нахо
димъ, что подстановка равносильна 

(п1 - 1) + (112 1) + · · · + (п,, - 1) = 11 - 1• 

транспозицiямъ ·х). Отсюда вытекаетъ слъдующее заключенiе: под

становка бу детъ четною, если число цикловъ и число эле

ментовъ во всъхъ ея циклахъ оба четныя или оба нечетныя, 
она будетъ нечетною если одно иаъ этихъ чиселъ четное, 

а другое нечетное. Напримъръ, подстановка (14)(267)(3589) 
четная, потому что число цикловъ 3 и число всtхъ элементовъ 9 -
оба нечетныя (II). 

10. Всякая четная подстановка разлагается на круrо· 
выя по три элемента въ каждой. Такъ какъ кажцая четная под-

*) Потому что формула § 5 показываетъ, что число транспозицiй, на 
которыя разлагается циклъ, на единицу меньше числа элементовъ цикла. 
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становка разлагается на нъсколько паръ транспозицШ, то доста

точно показать, что всякая пара транспозицiй равносильна одной 

или нъсколькимъ круговымъ 1юдстановкамъ по три элемента въ 

каждой. Если транспозицiи имtютъ одинъ общiй элементъ, то непо

средственно видно, что 

(а/1) (ау) (а/1 1•); 

а на основанiи этого замъчанiя можно написать 

(а/3) (уд)= (a{J) (а,') (уа) (У<~) (afJ1•) (rад), 

и теорема доказана. Замътимъ, что, обратно, всякая подстановка, 
ра3Лагающаяся на нъсколько круговыхъ подстановокъ по три эле

мента въ каждой, будетъ четною, потому 11то каждая изъ соста 
вляющr1хъ подсгановокъ четная. 

Матриссы и опредiшители. 

11. Прямоугольная схема 

all а12 а13 • • · а3" J 

1 

1 · 

состоящая изъ т строкъ по и 1шсе11ъ въ каждой (или изъ и сто11б

цовъ 110 т чиселъ въ каждомъ), вазывается матриссою. Рамичаютъ 

матриссы квадратныя и 11рямоуго11ьныя; въ первыхъ т = ri, во 

вrорыхъ т 11. Опредъ;штелемъ (и11и детерминантомъ) назы

ваютъ алгебраическое выраженiе, получаемое изъ квадратной ма

триссы по закону, который мы сейчасъ укажемъ. Полагая 

!) 

называютъ число п порядкомъ опредълителя 1). Выраженiе этого 
опредt.лите,1я получается слtдующимъ образомъ. Составляемъ все

возможныя произведенiя по 11 э11ементовъ матриссы въ каждомъ 

произведенiи, при чемъ въ каждое произведенiе входить только оди~гь 

элементъ изъ каждой строки и только одинъ элементъ изъ каждаго 

столбца. Каждому изъ этихъ произведенiй мы приписываемъ знакъ + 
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или , смотря по тому, принадпежатъ ли перестановки первыхъ 

указателеR (указателей строwь) и вторыхъ указателей (указателей 
столбцовъ), въ разсматриваемомъ произведенiи, къ одному классу 
или къ разнымъ классамъ. Затtмъ беремъ сумму вс-tхъ полученныхъ 
такимъ образомъ членовъ; эта сумма и бу детъ искомымъ выраженiемъ 

опред-tлителя D. Иными словами, если i1, i2, ... i" и j1, }2, ... j" 
изображаютъ любыя дв-t перестановки первыхъ 1i цiшыхъ чиселъ, 
то бу демъ имtть: 

гд-t r обозначаетъ число обращенiй въ первой перестановк-t, а s -
число обрашенiй во второй. Чтобы оправдать такое опред-tленiе *), 
необходимо показать, что знакъ каждаго члена останется безъ иам-t

ненiя при ·иам-tненiи порядка сомножителей (несмотря на претер
п-tваемыя при этомъ измtненiя чиселъ r и s). Условимся говорить, 
что два числа будутъ одинаковой четности, если оба они чет
ныя или оба нечетныя, и равной четности въ противномъ случа-t. 
Зам-tтимъ теперь, что всякая подстановка, прим-tненная къ буквамъ а, 
влечетъ за собою таковую же для буквъ i и j, при чемъ, очевидно, 
перестановки i1 i2 ••• i" и j 1 j 2 ••• j,,. либо одновременно иам-tнятъ 
свой классъ, либо одновременно сохранятъ прежнШ. Если числа 

одинаковой r и s до подстановки были ----й-- четности, то и посл-t под
разно 

становки они останутся таковыми-же. Поэтому, если r + s до изм-t-
. четнымъ 

ненtя порядка сомножителей было числомъ · , то оно оста-
нечетнымъ 

нется такимъ же и посл-t изм-tненiя этого порядка, и ана1,ъ ( - 1 )s+т 
останется беаъ 1tзмtненiя (11). 

12. На основанiи вышесказаннаго мы можемъ при вычисленiи 
D считать, что вторые, напримtръ, значки расположены въ воара
стающемъ порядк-1; (s = О) и писать 

Еще короче иногда пишутъ: 

при чемъ подрааум-tвается, что первые или вторые значки должны 

быть переставлены всtми возможными способами и каждый членъ 
долженъ быть ваятъ со анакомъ + или -- , смотря по тому, будетъ ли 

*) Т. е. доказать, что. 0110 даетъ для опредiшите.ля одно впо.лнt. опре
дt..леююе выраженiе при данныхъ э.лементахъ и не содержитъ .логическаrо 

противорt.чiя. 
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соотвtтствующая этому члену перестановка четной или нечетной. 

Въ составъ оnредtлителя Л входятъ, между nрочимъ, члены 

{" {n-1) 
( - 1) а"1 а,.-1, 2 а,.-2, 3 •.. а1,... 

Элементы, входящiе въ первое изъ этихъ произведенiА, называются 
главными или элементами главной дiагонали; элементы второго 

принадлежатъ второtl дiагонали. Число всtхъ членовъ опредtли

теля п-го порядка равно 11! Половина ихъ войдетъ со знакомъ +, 
другая половина со знакомъ - , какъ то слtдуетъ изъ сказаннаго 
въ §§ 1 и 7 *). 

13. При.м~ры. Выраженiе 

! а Ь 1 = ad - Ьс 
I с d I 

есть опредмитель второго порядка. Въ приложенiяхъ часто встр1;чаются опре
д1;лители третьяrо порядка. При вычисленiи ихъ удобно пользоваться сл1;
дующимъ правиломъ Саррюса (Sarrus) (фиr. 2 и 3). 

Рис. 2. Рис. 3. 

Надо перемножить между собою элементы, стоящiе въ вершинахъ обоихъ 
треугольниковъ фиг. 2, и прибавить къ сумм1; этихъ двухъ произведенill: 
произведенiе элементовъ главной дiагонали; такимъ образомъ, получатся 
положительные члены опред1;лителя (т. е. rn, которые надо взять со зна
комъ + ); отрицательные члены получаются аналоrичнымъ образомъ изъ 
фиг. 3: 

*) Въ прим1;рахъ, вм1;сто того, чтобы обозначать элементы опредми
теля одною буквою съ двумя значками, мы обозначаемъ ихъ разными буквами 
съ однимъ значкомъ или вовсе безъ значковъ 
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Вi;рность этого правила вытекаетъ изъ того, что изъ шести перестано
вокъ 123, 231, 312, 321, 213, 132 первыsr три четныя, а вторыя три
нечетныя. 

14. Изъ основного опредi;ленiя, даннаго въ § 11, непосред
ственно вытекаютъ главныя свойства опредi;лителей (Ш). Положимъ, 
что произведено нtкоторое перемt.щенiе столбцовъ опредi;лителя, 
вслtдствiе чего опредi;литель [) превращается въ опред-tлител1, 

D' 
1 · ........ . 

! a"i1 a"i, • · · а11iп 

На основанiи сказаннаго въ § 12 мы получимъ значенiе опредtли
теля D', если въ суммt. 

распространимъ суммированiе на всt возможныя перестановки пер

выхъ значковъ. Съ другой стороны, мы получимъ значенiе опредt
лителя D, если, расположивъ вторые значки въ данномъ норядк·h 
1"1 j 2 •• -1~ (представляющемъ s обращенiй), переставимъ затtм·ь 

всtми возможными способами одни только первые значки, такъ что 

т. е. D = ( ~. 1 )". D' *). Итакъ, подстановка, примtненная къ 
нtсколькимъ параллельньiмъ рядамъ (неремtщенiе однихъ 

на мtсто другихъ) не измtняетъ абсолютной величины 

опред·hлителя; она мъняетъ лишь его знакъ, если она не

четная, и не измъняетъ ничего, если она четная. Въ част
ности, можно транспонировать два параллельныхъ ряда, измънивъ 

въ то же время знакъ опредълителя (IV). 

15. Другое зам-tчательное свойство опредi;литt>лей состоитъ 
въ томъ, что при умноженiи всtхъ ЭJ1ементовъ одного и 

того же ряда на одно и то же число опредtлитель умно

жается на это же число. Дt.йствительно, всякШ членъ раскрытаrо 

выраженiя· опредi;лителя содержитъ множителемъ 011.ин·ь и только 

одинъ изъ тtхъ элементовъ, которые умножаются на данное число k. 
Ясно поэтому, что и все выраженiе умножится на это число k. Въ 
частности, при k = - 1 находимъ, что перем-tна знака всъхъ 

*) Все сказанное о столбцахъ, очевидно, примi;нимо и къ строкамъ. 
Въ дальнi;йшимъ столбцы или строки безразлично мы будемъ называть 
параллельными рнда:ми. 
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элементовъ одного и того же ряда измъняетъ знакъ опре· 

дълитепя, не изм'tняя его абсолютной величины. 

16. Опредълитель, въ которомъ два параллельныхъ ряда 
тождест.венны или эквивалентны, равенъ нулю. Два парал· 

лельныхъ ряда называются эквивалентными, если соотв'tтственные 

элементы ихъ пропорцiональны. Умножая вс't элементы одного изъ 

этихъ рядовъ на ·коэффицiентъ пропорцiональности !г, мы сдълаемъ 
эти ряды тождественными, при чемъ опредi;;штель D обратится въ kD. 
Транспозицiя двухъ тождественныхъ рядовъ, конечно, не измъняетъ 
значенiя опредъJштеля kD; а, съ другой стороны, мы знаемъ, что 
всякая транспозицiя изм'tняетъ kD въ kD. Сл'tдователыю, 
kD= -kD, и D о. 

17. Разлагая элементы одного и того же ряда на нъсколько 
слаrаемыхъ, можно представить опредtшитель въ видъ суммы нъ

сколькихъ опредълителей. Такъ, напримъръ, 

а1 ·+- а az П3 а1 а2 а3 н az а3 

ь1 + fl Ь2 Ь:1 Ь1 ь2 Ь:1 + fl 1,2 Ьз 
1 · 

Cl + ,' С2 С3 cl с С3 i' С2 С3 2 

Это с:лi;дуетъ изъ того, что каждый членъ раскрытаrо выраженiя 
опредълителя содержитъ одинъ и только одинъ изъ элементовъ, 

разложенныхъ на слагаемыя (У). 

Принимая во вниманiе сказанное въ предыдущемъ §, тотчасъ за
КJ1ючаемъ, что значенiе опред'tлителя не иамt.нится, если къ 

элементамъ нъкотораго ряда прибавимъ одинаковыя крат

ныя соотв'tтственныхъ элементовъ параллельна1-о ему ряда. 

Наприм'tръ, 

а1 +та.,., а"!. а3 i а1 П3 а:; ! 
Ь1 + 111 Ь11 ь?. Ьа -~ ! ь, Ь2 b:J 

с, + 111 с., С2 С:1 
; 

С1 с:! С:1 

потому ЧТО 

та3 02, а3 ' 
тЬ3 Ь2 Ь3 1 О, 

111 C;t '2 С3 

какъ имъющiй два эквивалентныхъ столбца. 

18. Опредt.лители, получаемые изъ данной матриссы, когда 

всt.ми возможными способами извtстное число строкъ комбини
руемъ съ равнымъ ему числомъ столбцовъ, называются содержащи· 
мися въ данной матриссt. Тъ изъ эrихъ опред'tлителей, которые 

имъютъ наивысшiй порядокъ, называются старшими опредъли

телями, а вс't другiе младшими или, короче, минорами. Ран-
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rомъ матриссы называется наивысшiй порядокъ содержащихся въ 

ней опредtлителей, отличныхъ отъ нуля. Такъ, напримtръ, ранrъ 
матриссы 

о 

с 

ь 

с 

о 

а 

ь ь 

а с 

О а 

с I 
а ,, 

ь 

въ которой не всt элементы равны нулю, равенъ двумъ, потому 

что, какъ легко убtдиться непосредственнымъ вычисленiемъ (§ 13), 
всt ея старшiе опредtлители 3-ro порядка равны нулю, а опредt
лители второго порядка не равны нулю. 

Миноры. 

19. Разсмотримъ одинъ изъ миноровъ, содержащихся въ ма
триссt опредtлителя D, - положимъ, слtдующiй: 

Если i 1 = } 1 , i 2 ••• , i,. = j,., то миноръ называется rлавнымъ, 
и главные его элементы принадлежатъ главной дiаrонали старшаrо 

опредtлителя D. Два минора называются сопряженными, если 
ухазатели строкъ одного равны указателямъ столбцовъ другого, 
и наоборотъ. Каждый главный миноръ сопряженъ самъ съ собою. 
Въ частности каждый элементъ можно разсматривать, какъ миноръ 
перваго порядка. Элементы aij и а1 ; сопряжены одинъ съ другимъ; 

r лавный элементъ а; 1 сопряженъ самъ съ собою. 

20. Миноръ Q можно себt представить полученнымъ изъ опре
дtлителя D черезъ опусканiе изъ послiщняго извtстнаrо числа строкъ 
и такого же числа столбцовъ. Если опустимъ изъ опредtлителя D 
тt именно строки и столб1tы, которыя входятъ въ составъ Q, то 
получимъ нtкоторый миноръ Q', порядка 11 ,v; миноры Q и Q' 
называются взаимно-дополнительными: Q есть дополненiе ми
нора Q' и наоборотъ. Далtе, алгебраическимъ дополненiемъ 
минора Q' называютъ его обыкновенное дополненiе Q, взятое со 
знакомъ + или , смотря по тому, будетъ ли сумма указа

телей всtхъ строкъ и всtхъ столбцовъ въ Q число четное или 
нечетное. Иными словами, если Q есть обыкновенное дополненiе 
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минора Q', то алгебраическое дополненiе того же минора Q' равно 
( - 1) (f Q, rдt для сокращенiя положено 

+ .. ·+.f,,. 

Замtтимъ, что, если а' обозначаетъ число, аналогичное а для ми

нора Q', то сумма а+ а', очевидно, равна суммt указателей всtхъ 
строкъ и всtхъ столбцовъ въ опред·мителt D, такъ что 

о+ о'= 2 (1 + 2 + 3 + · · · + 11) 

Отсюда видно, что числа а и а' всегда одинаl{овой четности, а по
тому, чтобы два взаимно-допо,1нительныхъ минора были алгебра

ически дополнительными, надо приписать имъ одинъ и тотъ же 

знакъ, т. е. если алrебраичесl{ое дополненiе минора Q' есть Q 
или - Q, то алгебраическое дополненiе минора Q будетъ соотвtт
ственно Q' или - Q'. Въ частности, алгебраическое дополненiе эле
мента a,J есть опредtлитель, получаемый изъ D выкидыванiемъ 
i-ой строки и j-aro столбца, и взятый со знакомъ при i + j 
четномъ и со знакомъ -- при i + j нечетномъ. 

21. Лемма. Произведенiе минора на его алгебраиче
ское дополненiе есть составная часть раскрытаrо выра

женiя старшаго опред·влителя. 

Въ самомъ дълt, каждый •1ленъ такого произведенiя равенъ 

произведенiю нtкотораrо члена изъ минора Q на нtкоторый членъ 
минора Q', взятому со знакомъ ( ~ 1 )", rдi; а имtетъ указанное 
въ § 20 з1-~аченiе. Это произведенiе, независимо отъ знака, совпа
даетъ съ нtкоторымъ членомъ опредълителя D, потому что заклю
•1аетъ въ себi; v + (11 v) 1t элементовъ, взятыхъ изъ различ
ныхъ между собою рядовъ. Что касается знака, то его можно 

опредi;лить слtдующимъ образом·ь. Первые указатели въ разсма
триваемомъ произведенiн представ.ляютъ собою нi;которую переста
новку изъ чиселъ 1, 2, 3, ... , п, раздi;ленную на двt части, при

чемъ въ первой части бу детъ v чиселъ, а во второй n ~ v; то же 
самое относится и ко вторы111ъ указателямъ. Обоз~1ачимъ черезъ r 
число обращенiй въ первой части перестановки первыхъ указате

лей (i), черезъ r' - число обращенiй во второй части той же 
перестановки, черезъ s и s' аналоrичныя имъ числа для переста
новки вторыхъ указателей (j ). Примi;няя правило опред-tленiя зна
ковъ, указанное въ § 11, найдемъ, что разсматриваемое произве
денiе бу детъ им-tть зиакъ 

1),+r'. ( - 1 )•+•'. (-1 )(f 

Мы покажемъ сейчасъ, что тотъ же знакъ будетъ имtть это про

изведенiе, если будемъ его разсматривать, какъ членъ опредtли

теля D. При этомъ предположенiи число всtхъ обращенiй въ пере-



-
]2 1, 1. ТЕОРIЯ ОПРЕД1iЛИТЕJJЕЙ. §§ 21-23 

становкi; первыхъ указателей, очевидно, равно r r' + в, rдi; Е 
равно числу обращенiй, образуемыхъ числами первой ча!:тИ этой 

перестановки съ числами второй ея части. Точно такъ же число всtхъ 

обращенiй въ перестановкt вторыхъ ука3ателей равно s s' + 'IJ, 
гдъ 'IJ есть число обращенiй, образуемыхъ числами первой части 

этой перестановки съ числами второti ея части. По правилу 
§ 11, разсматриваемый членъ оnредi;лителя D будетъ имtть 
знакъ 1 y+•·'+s+•'+e+•1. Но мы видtли въ § 2, что 

е i1 +i2 +·· +i,, -/!'JJ(v+I), 1J j 1 +1~+ ·· +j,,-4,v(JJ+I). 

Отсюда слъдуетъ, что в + YJ а v (v + 1). Замъчая, что v (v + 1) 
всегда есть четное число, мы и нахоцимъ: 

( _ 1{+r'+•+•'+e-l-'1 = ( I{-f-r'+s+s'+rr. 

Лемма, такимъ образомъ, дока3ана. 

22. Теорема. ·всякiй опредълитель равенъ суммi» nро
изведенiй всъхъ миноровъ порядка v, содержащихся въ v 
параллельныхъ рядахъ *), на соотвtтствующiя имъ алге
браическiя дополненiя. 

Въ самомъ дълt, изъ доказанной леммы вытекаетъ, что всt 

полученные при такихъ умноженiяхъ члены войдутъ въ составъ 

опредi;лителя. Далtе, очевицно, что всt эти члены различны между · 
собою. Остается показать, что число ихъ равно 1i!, rдt п-rtорядокъ 
опредi;лителя, чтобы убtдиться, что, кромt этихъ членовъ, въ выра

женiи даннаго опредi;лителя никакихъ другихъ не заключается. 

Число всъхъ миноровъ, содержащихся въ v параллельныхъ рядахъ, 

очевидно, равно числу сочетанiй И3Ъ 1t элементовъ по v, т. е. 

ttl 

Каждый и3ъ нихъ содержитъ v ! членовъ, а аш·ебраическое дополне
нiе, ему соотвtтствующее, (п v) ! ч:1еновъ. Слtдовательно, I(аждый 
миноръ, умноженный на свое алгебраическое дополненiе, дастъ 

v! (п - v)! членовъ, и число всъхъ членовъ будетъ равно 

lt ! I 1•! (п ~ 11)! 
1 

- п 11. (1i - ·11!) ...... • 

23. Сл1.дствiе. Всякiй опредtлитель равенъ суммi nро
изведенiй, получаемыхъ отъ умноженiя каждаrо элемента 

одного ряда на соотвtтствующее элементу алгебраическое 

доnолненiе ·:r""). 

*) Т. е. въ матрисс1;, состоящей изъ JJ столбцшп, и 11 строкъ или изъ ·11 

строкъ и п столбцовъ, rд1; п-порядокъ опредълителя (см. Веберъ и Вель
штейнъ, 1. с., стр. 219). 

**) Частный случай теоремы § 22. при v 1. 
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Поэтому, ecJiи aiJ есть алгебраическое доnолненiе элемента aij 

ТО 

для всякаго i 1 2, ... п. Сокращенно также nишутъ: 

r::::n 

D = ,Jf; а;,· а;,-· 
r=l 

24. Сумма nроизведенiй элементовъ нъкотораго ряда 
на алгебраическiя доnолненiя соотвtтственныхъ элемен
товъ другого, параллеJiьнаго первому, ряда равна нулю. 

Дъf.lствительно, сумма 

представ.1яетъ собою разложенiе оnредълитепя [) nослъ того, какъ 
въ его матриссъ элементы ail, ai!' •.. замънены элементами а11 , а12 , ... ; 

а такоf.1 опредi;лигель, какъ им-tющiй два тождественныхъ парал

лельныхъ ряда, равенъ нулю (§ 16). Сл-tдовательно, 

25. Въ заключенiе докажемъ еще другую важную формулу, 
которой въ дальн-tйшемъ мы часто будемъ пользоваться. Совокупность 
всъхъ членовъ въ разложенiи опредълителя D, въ составъ кото
рыхъ входитъ данный элементъ ат.н есть ат.,а,.. Это прямо сл-tду
етъ изъ § 23. ВсякiА другой членъ разложенiя содержитъ въ себъ 
неnрем-tнно одинъ членъ r-тоА строки и одинъ элементъ s-таго 

столбца, оба отличные отъ Ors· Пусть эти два элемента будутъ 
ar.i и а;,. Они образуюrь съ элементами а,., и a;J миноръ 

Этотъ миноръ, умноженный на его алгебраическое дополненiе, ко

торое обозначимъ черезъ а;;, войдетъ въ составъ опредълителя 
(§ 22). Сл-tдовательно, коэффицiентъ при а;. а, j, rд-t i ф r, i ф s, въ 
выраженiи опредълителя D будетъ равенъ Oij, и мы будемъ имъть 

D = а"н a,,.s .L,;" \.,ij ais arj. 

i, i 

гдt надо дать указателю i вс-t значенiя 1, 2, 3, ... , п, за исключе
нiемъ r, а указателю j вс-t т-t же значенiя, за исключенiемъ s. Дапъе,. 
важно замътить, что (l;J можно разсматривать, какъ алгебраическое 
дополненiе элемента a;J, но не въ онредълителъ D, а въ опредъ
лителъ а.. (въ алгебраическомъ дополненiи элемента ars) (Vl). 
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Вычисленiе опредiшителей. 

26. Изъ доказанныхъ въ 11редыдущихъ §§ свойствъ опредt
лителей вьпекаютъ правила, nозволяющiя быстро ихъ вычислять. 

Умножая элементы рядовъ на вад;1ежаще выбранные множители и вы

читая одинъ рядъ изъ друrихъ, можно достигнуть того, что всi; 

элементы нi;котораrо ряда, за исключенiемъ одного, обратятся въ 
нуль. Тогда (§ 23) оnредi;литель сведется къ произведенiю этого 
одного элемента на его алгебраическое доnолненiе, которое будетъ 
оnредi;лителемъ низшаrо порядка, чi;мъ данный. Полезно также 

эамtтить, что, если всi; элементы, лежащiе no одну сторону отъ 

главной дiаrонали, будутъ равны нулю, то оnредtлитель будетъ 

равенъ nроиэведенiю его rлавныхъ элементовъ, что прямо выте

каетъ изъ раЗJюженiя оnредъ11ителя по элеме1tтамъ nepвaro ряда, 

въ которомъ, при нашемъ nредnоложенiи, всi; элементы, кромt 
одного, будутъ нули (VII). 

27. Упражненiя. а) Значенiе опредълителя 

{l2 2аЬ Ь2 

D ас ad+bc bd 

2cd 

можно вычислить, примъняя ко второму столбцу теорему § 23: 

D ~~ 2 аЬ. cd (ad Ьс) + (ad + Ьс) (a2d2 b2cZ) - 2 cd · аЬ (ad bcj. 

Отсюда 

D (ad - Ьс) [(ad + Ьс)2 4abcdJ = (ad Ьс)3. 

Ь) Требуется вычислить опредълитель 

а Ь с d 

d а Ь с 
D 

с d а Ь 

Ь с d а I 

Сложивъ первый столбецъ съ суммою всъхъ прочихъ, выведя за знакъ опре
дълителя общiй множитель а + /1 + с + d и вычитая затъмъ первую строку 
изъ всъхъ остальныхъ, получимъ: 

ь с d 

~(а+ Ь +с+ d) ! : 
ь Ь-с с d 

а Ь с 
[) (а+ Ь +с+ d) Ь а с ь -- d 

d а Ь 1 

i с- ь d ca-d 
cda 

Складывая въ послъднемъ опредълителъ послъднiй столбецъ съ нервымъ, 
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выдiшяя общiй множитель а - Ь + с - d и вычитая, наконец;,, посл1.днюю 
строку нзъ первой, получимъ: 

1 b-cc-d 

(а Ь + с d) О а - с Ь - d 

1 d-ca-d 

(а Ь + с - d) 1 Ь - d с а 1, 
а-сЬ d: 

Поэтому 
D (a+h+c+d) (a-h+c-d) [(a-c)2+(h-d)2J. 

с) Если въ опредЬителi; 

ahcd 

Ь а d с 

cdah 

dcha 

къ первому столбцу прибавимъ сумму всi;хъ друrихъ, то обнаружится 
общiй множитель а + Ь + с + d. Если сперва перемi;нимъ знаки у элемен
товъ двухъ посл1.днихъ столбцовъ и двухъ послi;дннхъ строкъ (что, оче-
вндно, значенiя D не мi;няетъ) и потомъ произведемъ указанную операцiю, 
то обнаружится множитель а+ Ь с d. Аналоrичнымъ путемъ обнару
живаются множители а- Ь + с d и а Ь-с + d. Такъ какъ D, оче
видно, есть полиномъ четвертой степени относительно буквъ а, Ь, с, d, то 
онъ можетъ отличаться только численнымъ множнтелемъ k отъ произведенiя 
вышеупомянутыхъ четырехъ множителей. Зна'l'енiе множителя k получимъ, 
сравнивая коэффицiенты, напримi;ръ, при ai, въ выраженiи D и въ эrомъ про
изведенiи, что и дастъ k = 1. Поэтому 

D (а+ь+с+d) (a+h-c- d) (а h+c-d) (а-Ь c+d). 

d) ОпредЬителемъ Вандермонда (Vaпdermonde) называютъ ниже
сл1.дующiА опредiшитель 

1 а1 а~ ••• ar-1 

2 R-1 
а2 а2 •.• а2 

D = а3 а: •.• а;:----1 

1 а" а; ... a:·-t 

Прямо видно, что D есть полиномъ степени 1 + 2 + 3 + · · · + (п 1) tп (п -1) 
относительно а1 , а2 , ••• а,.. При а1 aj два параллельныхъ ряда опред-1;-

лителя дЬаются тождественными, и опредЬитель обращается въ нуль. Сл-1;
доваtельно, онъ дЬится нз а; aj. Разсматривая всевозможныя пары ука
зателей i и j, получаемъ t п(п 1) множителей вида а,; ар отъ произве

денiя которыхъ D можетъ отличаться только численнымъ множителемъ, 
такъ что 

I) k(ас-а2)(а1 -аз) ... (а1 а,.) (а2 а3) ••• (а2 -а,.) ... (а,. 1 а,.). 

Чтобы опредi;лить k, замi;чаемъ, что k есть коэффнцiентъ при 
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въ развернутомъ произведенiи, написанномъ въ правой части предыдущаrо 

равенства. Съ другой стороны, написанный выше членъ есть произведенiе 
элементовъ второй дiаrонали въ опредълителъ D и входитъ въ ero выра-
женiе (§ 12) съ коэффиuiентомъ (- l)'!"(n-l)_ Поэтому k (- J)i"(" \ Для 
краткости принято писать: 

r:=n--1 

D л}п<п-l) II (ат ·-'ft,.+1> (а" а,+2> · · · (а, -~ а,.), 
r=l -

r=ti-1 

rдъ символъ 1] обозначаетъ произведенiе всiiхъ множителей, за нимъ нa
r=t 

писанныхъ, соотвiiтствующихъ значенiямъ 

r 1, 2, ... , (11 1). 

Очевидно, что можно также писать 

f"=n-1 

D = IJ (а,.+1 а,) (ar+2 - а,.) ... (а,. - ar>· 
r=l 

е) Mнorie дpyrie опредiiлители легко приводятся къ опредt.лителю 
Вандермонда. Такъ, напримt.ръ, 

~. (~У а2 ь~ а1 Ь1 а1 
1 1 

Ь2 (~)2 ' ') 1): а2 ь2 
., 

а~ а2 а;; - a'i 3 
а2 

2 ь; аз Ьз 
1 1 

Ьз (:: )2 i аз 

а3 

и вторая часть равенства тотчасъ замъняется выраженiемъ 

_ а~ а~ а; (Ь2 Ь3) (Ь3 ~.!.) (~! ~~)· 
а2 а3 аз а1 а1 -., 

= (а2 Ь3 - а3Ь2) (a3 b1-a1bJ (а1 Ь2 -- а2Ь1). 

Такъ же получаемъ равенство 

I siп2a cos2a sina cosa \ 

I 
sin2/J cos2fJ sin/Jcos{J i=siп(fJ--r) siп(;•-a) sin(a 

sin2, cos2r sinr cosr \ 

f) При помощи обыкновеннаrо дt,ленiя и вычитанiя рядовъ или тъмъ 
прiемомъ, который мы примt.нили къ вычисленiю опредълителя Вандер
монда, находятъ, что опредt.литель 

а1Ь1 а1Ь2 a'j,b3 ••• а1 Ь" 

a1h2 ~bz а2Ь3 ••• а2 Ь" 

а1hз a2bi1 а3Ь3 ••• а3 Ь" 

r 
а1 Ь" ~ь .. а3 Ь,, .•. а"Ь" 



§ 27 

равенъ 

g) Положимъ 

BЫЧHCJIEHII! ОПРЕД11ЛИТЕЛЕЙ; 

I а1 х х, .. х 

jxa2 x •.. x 

D = х х а3 ••• х 

1 ~ ~ ·х· . .-. ~J 
Изъ всi;хъ стОJiбцовъ вычтемъ nосл-tднiй. ПОJiучимъ 

D 

о 

о 

о 

о 

о ... х 
о ... х 

03-Х ••, Х 

17 

ВыдЬяя изъ строкъ множитми а1 х, а2 х, ... , а" х, видимъ, что D 
есть проиэведенiе (а1 - х) (а2 -х) ... (ап - х) на оnред-tлитель 

О О ••• __ х_ 
а,-х 

о о ... _х_ 
а2 х 

о о 1 ... х 

-1 ... ~ 
а,.-х 

Послi;днiА приводится къ оnред1шителю 

О 1 ... х 

а, 

п-1 

о o ... ~:+I 
а.,-.х 1 а" 

х 

х 

если къ nосл'Вдней строк'!; nрибавимъ сумму всilхъ другихъ. Bc-t элементы,. 
стоящiе вnво отъ главной дiаrонали, равны нулю; поэтому опредi;литмь 

2 
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равенъ произведенiю его главныхъ элементовъ, такъ что 

•-1 

D = (а1 - х) (а2 х) ... (а - х) (-~---+ ,L-x-) 
" а .. - х 1 ar - х 

§ 27 

s(a1 - х) (а2 - х) ... (а,.- х) (!.. + 1 + 1 +·. ·+-]-)· 
, х а1 - х а2 х а,. - х 

h) ЕСJ1и данъ н1.которы11 опред1.литель D, то, на основанiи сказаниаго 
въ § 17, легко вычислить опред1;литель D (х), который получится изъ D, 
если къ каждому его элементу прибавимъ одно и то же ЧИСJIО х, т. е. опре
д1.литель 

D (х) 

а11 +х а12 + х · · · а1 ,. +х 

а21 + х а22 + х · · · а2 ,. + х 

Опред1.литель, составленный изъ первыхъ СJtаrаемыхъ каждаго элемента 
въ D (х), равенъ D. Да.л1.е, опред1.литмь, который получимъ, взявъ въ 
первомъ столбц1; вторыя СJ1агаемыя, а въ другихъ первыя, будетъ 

х ~ ••. а2п 

гд1; а,1 , какъ всегда, обозиачаетъ алгебраическое дополненiе ЭJtемента aiJ· 
Поступая также съ каждымъ стОJtбцомъ, получимъ, поС.111; СJJожеиiя, про
изведеиiе чиСJJа х на сумму алгебраическихъ дополненiй вс1;хъ элемен
товъ D. Зам1;чая еще, что опредыители, которые получатся, если въ двухъ 
или бол1;е столбцахъ возьмемъ вторыя СJ1агаемыя, будутъ равны нулю, какъ 
им1.ющiе тождественные столбцы, наllдемъ окончательно 

D(x) =D+x .L)aiJ, 
i,j 

Если, въ частности, вс1, ЭJtементы въ D, кром1; главныхъ, равны нулю, 
то, обозначая эти поСJ11.днiе черезъ а1 , а2 , ••• а .. , зам1;тимъ, что aiJ О 

при i :ф: j, а при i = j aii приводится къ произведенiю своихъ главныхъ. 

элементовъ, т. е. къ D, д1.ленному на а,. Поэтому 

х+ а1 х ... х 

х 

1 

[х х ... х+ а" 

Зам1.няя каЖJ\ое а. черезъ ai - х, получаемъ резулыатъ предыдущаго 
упражненiя инымъ лишь путемъ. 

i) Аналогичнымъ путемъ вычис.пяется опред1.литель, получаемы!! изъ 
опредыителя D прибавленiемъ числа х къ однимъ только главнымъ его 
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эпементамъ. Обозначивъ черезъ а" сумму всtхъ гпавныхъ мнноровъ (§ 19) 
опредtпителя D, и иаnисавъ вмtсто aij• при aiJ + О, тотчасъ уви
димъ (§ 17), ЧТО 

~+х ... а2,о 

а,.2 ... а.,,.+х 

j) Чтобы вычислить опредtпитель 

1 

ао+ а1 ai о о о 

D=I 
а1 а1 +а2 ~ о о 

о ~ 02 + О-3 а3 о 

о о а3 а3 +а4 ••• о 

о о о О ... а,._ 1 +а,./ 
вычитаемъ первый столбецъ изъ второго, измtненныR этимъ путемъ второй 
изъ третьяго и т. д Ту же операцiю повторяемъ со строками и затtмъ 
измtнимъ знаки элементовъ всtхъ строкъ и столбцовъ съ четными указа
телями. Тогда D приметъ видъ опредtпителя. вычиспеннаго въ упражне
вiи h), лишь С'!> замtною х на а0 , и мы наRдемъ 

D =а0а1~ ••• а,.-+-+-+···+-. (
1 1 1 1) 
а0 а1 ~ а" 

k) Къ посп1щнему результату можно прИдти также, примtняя разло
женiе опред1шителя по элементамъ послtдней строки и послtдняго столбца 
(§ 25). Обозначая данный опредtпителъ черезъ D,., тотчасъ найдемъ (VШ), что 

D,. (а,._ 1 + a.,)D.,_"i - а;_1 D,._1 • 

Эту формулу можно написать такъ: 

Замtняя здtсъ п на п - 1 , п 2, ... , 4, 3 и замtчая, что 

D 1 =а0 +а1, D 2 а1 ~+а2 а0 +а0 а1 , D 2 -a..,iD1 а0 а1 , 

получаемъ путемъ умножен/я 

D" а" D n-l = а0 а1 а2 , • , а,._1 
или 

D" Dп -1 1 
а0а1 а2 ••• а" а0а1 ~ ••• а,._1 ап 

2* 
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Замiшяя зд'kсь, наконецъ, опять п черезъ п - 1 , п - 2, ... 3, 2 и скла
дывая, находимъ 

1) Континуантами (Koпtinuante) называются опред'kJiители, въ кото· 
рыхъ всi; элемевты, за исключенiемъ rлавныхъ и лежащихъ на двухъ 
линiяхъ, параллельныхъ главной дiаrонали и смежныхъ съ нею, равны нулю. 
Элементы, лежащiе на одНой изъ этихъ линiй, равны 1, а на другой (-1); 
главные элементы-произвольныя числа. Названiе континуантовъ объясняется 
связью ихъ съ непрерывными дробями (fractioпs contiпues) *). Мы будемъ 
обозначать континуантъ, нмi;ющiй главные элементы а1 , а2 , ••• а,., симво-

ломъ (а1 а2 tls ••• а,,), такъ что 

а1 1 о о о 

-1 а2 о о 

(а1 а2 а11 ••. а,.)= 
О ~1 а3 ••• о о 

О О О... an-l 1 

О О О... а" 

Разлагая этотъ опред1шитель по минорамъ, содержащимся въ первыхъ ,v 
столбцахъ (§ 22), легко убi;димся, что 

(1} (а1 а2 . · .. а,.) = (а1 а2 ... а.,) (а41 а42 ••• а,.) 

+ (а1 а2 ••• а,,_ 1) (а42 аv+з ••• а,,). 

Въ частности, им'kемъ 

(2) 

(3) 

Изъ формулы (3) получается законъ образованi~ любого континуанта. Дмо 
сводится къ тому, чтобы изъ произведенiя а3 а2 ••• а" послi;довательно вы

кидывать вс'kми возможными способами всi; пары двухъ смежиыхъ мемен
товъ. Наприм'kръ, чтобы вычислить континуантъ (а1 аз а8 а4 а;;) надо изъ 
произведенiя а1 а2а3а4а5 посл-вдовательно выкинуть а4а6 , а11а4 , а2аз, а1 аз, 
потомъ а4а5 и ~а3 , а4а5 и а1 а2 , а3 а4 и а1 а2 . Тогда получимъ 

(а1а2а3а4а6) = а1а2 а3а4 а5 + а1 а2а8 + а1а2а5 + а1а4а5 + а3а4а5 
+ а1 +аз +ar,, 

Далi;е, прнпимая во вниманiе равенство (2), легко видi;ть, что 

*) См. Веберъ и Вельштейнъ, 1. с., стр. 358. 

(а1 а2аз) 
(а2аз) ' ... 
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и что вообще 

1 
а2+----

а3 

. 1 
+-· 

а" 

(а1 fl211з ••• а,.) 

(~а3 ... а"т· 

m)- Разсмотримъ, въ частности, континуаитъ 

Изъ формулы (3) находимъ 

(4) 

-1 

о 

1 

о о 

о ... о I 
1 ••• О 

1 •.• О 

О ••• 1 

и,. = и,._1 + и,._2 , 

21 

откуда видно, что каждый членъ ряда uJ., U:,i, и3 , ••• равенъ суммt двухъ 
предшествующихъ. Значенiя чиселъ и" оудутъ, слtдовательно, 

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 •.•. 

Эrотъ рядъ извtстенъ подъ именемъ ряда Фибоначчи (Fibonacci) (италь
янскiй математикъ ХШ вtка) 1). Онъ обладаетъ интересными свойствами 2), 
и нtкоторыя непосредственно вытекаютъ изъ результатовъ предыдущаго 
упражненiя. Напримtръ, соотношенiе (1) даетъ 

и,. = и" и,.-,, + и,,_1 и,,_..,_ 1 

и, въ часmости, и2 ., = и:+ и:-1' т. е. сумма квадратовъ двухъ смежныхъ 
членовъ ряда есть также членъ ряда. Чтобы найти значенiе и,., положимъ 

а =-! (1 + J/5), f1 ! (1 - J/5). 
Числа а и {] будутъ корнями уравненiя :к!' х - 1 = О. Тчrчасъ видно, что 
уравненiе (4) ·удовлетворится тождественно выраженiемъ 

и" а а" + Ь fJ", 
гдt а и Ь отъ п не зависятъ. Эrи коэффицiенты опредt.лятся по началь
нымъ условiямъ и_1 = О, Uo = 1 , которыя требуютъ, чтобы !Jыnолвялись 
равенства 

~+!1.__ о +ь 1 а f1 ,а=, 

1) Liber Abbaci. См .• ~echerches• Е. Lucas въ Bullettino ЫЫio
grafico di Boncompagni (~oma, 1877). 

3) См. сообщенiе Lame Парижской Академiи Наукъ (Comptes rehdus. 
1814 r., стр. 867) (IX). ' 
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т. е. 

откуда 

и" 

Замi;тимъ еще, что и" обозначаетъ число членовъ любого континуанта п -ro 
порядка. Число зто, сл1щовательно, равно 

или 

_!_ (п + 1 + 5 (п + 1) п (п 
28 1 1·2·3 

1) + 
25 

(n + 1) п (п - 1) (n - 2) (п 
1.2.3.4.5 

Чтобы доказать, что зто ч~сло цilлое, можно ero представить въ слilдующемъ 
видil (§ 48, с): 

1 + п - l + (п - 2) (п - 3) + ~~~)J'.'- 4) (п - ·5) + ... 
1 1·2 1·2·3 

Умноженiе матриссъ. 

28. Попожимъ, что а,1 и Ь,1 обовначаютъ элементы двухъ 
nодобныхъ матриссъ, т. е. такиn, которыя содержать одно и 
то же чиспо т стопбцовъ и одно и то же чиспо п строкъ: 

а11 1112 a1s • · • alm 

а21 а22 а23 ••• a2m 

Ь11 Ь12 b1s • • • Ь1т 

Ь21 Ь22 bw • • • Ь2т 

Перемножимъ элементы i-той строки первой матриссы на соотвi.т
ствующiе элементы j-той строки второй и спожимъ вс1; nопучен

ныя nроивведенiя. Тоrда мы nопучимъ общiй чпенъ 

(5) 

квадратной матриссы n-ro порядка 

Cn С12 • • • С1" 

С21 ~.,, С2., 
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На основанiи свойствъ, къ доказательству которыхъ мы сеАчасъ пе
реАдемъ, опредi.литель С называется произведенiемъ обtихъ дан
ныхъ матриссъ. Въ частности изъ этого опредi.ленiя слtдуетъ, что 
выраженiе (5) есть произведенiе i-той и }-той строкъ данныхъ 
матриссъ, потому что любую строку элементовъ можно разсматри
вать, какъ матриссу, состоящую изъ одной строки. 3амtтимъ, что 
умноженiе матриссъ можно производить и по столбцамъ, а не по 
строкамъ, такъ что, собственно говоря, получаются два произве
денiя, но, въ случаt прямоугольныхъ матриссъ, одно изъ нихъ, 
какъ мы вскорt увидимъ, всегда равно нулю. 

29. Теорем.а Бине (Binet) 1). Разложимъ числа Cij на одно
члены, которые написаны въ выраженiи (5), и въ первомъ столбцt 
опредi.лителя С вмtсто каждаrо изъ сн напишемъ только одно нзъ 

его слаrаемыхъ а .. Ь1 ., rдt 1·1 обозначаетъ любое изъ чиселъ 
•J, J1. 

1, 2, 3, .... т. Точно такъ же во второмъ столбцt вмtсто каждаrо ci2 

напишемъ только одно изъ его слаrаемыхъ a,j, b2i,' rдt } 2 опять любое 
изъ чиселъ 1, 2, 3, .•. т. Подобно этому поступаемъ съ каж
дымъ изъ столбцовъ · въ опредi.лителt С. Такимъ путемъ, вмtсто 
этого опредtлителя получимъ слtдующiА: 

ац1 ац, .•. a1j,, / 

ац1 °'l.j, •.• a2i,,, 
h1 i, Ь.у, ••• Ь "iп . . . . . . . . 

[ a"j, a"i, . .. a"j,. 

Сумма всtхъ аналоrичныхъ ему выраженiА, соотвtтствующихъ всtмъ 
возможнымъ способамъ, какими можно выбрать числа } 1 , } 2 , ••• },. 

изъ ряда 1, 2, 31 ••• т, и будетъ равна опредtлителю С, какъ то 
слtдуетъ изъ § 17. Замtтимъ теперь, что, если какiя-нибудь два 

числа изъ ряда Ji, }2 , ••• ,J~ будутъ между собою равны, то со

отвtтствующiй опредtлитель (6) будетъ равенъ нулю, потому что 
въ немъ будутъ два тождественныхъ столбца. Поэтому можно 
ограничиться только тtми изъ опредi.лителей (6), въ которыхъ 
всt / 11 между собою различны. Но, въ случтk т < п, такихъ, 

очевидно, не будетъ вовсе, потому что всtхъ чиселъ j 11 имtется п, 

а различныхъ значенiй, которыя они моrутъ имtть, всего т. 
Итакъ, если т < п (число столбцовъ меньше числа строкъ), то С О. 
Когда т п, т. е. когда данныя матриссы изображаютъ два опре-

1) Въ той общей формt, въ которой здtсь зта теорема изложена, она 
принамежитъ Коши (Cauchy) (Joum. de l'Ecole polytechп., 1815). 
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дtлителя А и В, то, на основанiи § 14, выраженiе (6) будетъ 
равно сл1щующему: 

=( 

а"1 а,.'.! ... а,.,. 

гдt s обозначаетъ число обращенiй въ перестановкt j 1 /tj.3 ••• J,. *). 
Слtдовате11ьно, на основанiи § 12, находимъ 

с~ А :2 ( 1)• Ь1л b2Ji •.. ь"J .. = А В, 

т. е. опредtлитель С равенъ произведенiю данныхъ опредtлителей, 
въ обыкновенномъ смыслt. Наконецъ, если т > п, то, примtняя 
послtднiй результатъ къ каждой системt п различныхъ между собою 
чиселъ, выбираемыхъ изъ ряда 1, 2, 3, ... ·т, найдемъ, что С есть 
сумма всtхъ произведенiА, · получаемыхъ отъ умноженiя 
каждаго старшаго опредtлителя изъ первой матрнссы на 

соотвtтствующiй опредtлнтель нзъ второй (Х). 

30. Если, въ частности, данныя матриссы тождественны, то 
полученный умноженiемъ по строкамъ квадратъ матриссы изъ т 

столбцовъ и п строкъ при щ < п равенъ нулю, а въ слу
чаt т ?':. п онъ равенъ су.мм"h квадратовъ всtхъ старшихъ 
опредtлителеЯ матриссы. Наприм"hръ, 

т. е. 

(ai +а:+ ... + а;) (Ь~ + ь: + ··· + Ь;) (а1 Ь1, + а2 Ь2 + ... +а" Ь,.)2 
+ (а1 Ь2 аз Ь1)2 + (а1 Ь3 а3 Ь1)2 + (а2 Ь3 ~ Ь~ + · ·· 

31. Положимъ, что изъ данныхъ матриссъ А и В мы выдt
лили двt новыя, состоящiя всего изъ v строкъ ·(v < п), соотвtт
ствующихъ двумъ системамъ значенiй указателей i и j, по v чиселъ, 
взятыхъ изъ ряда 1, 2, ... п, въ каждой системt. Выдtлимъ затtмъ 
изъ произведенiя С двухъ подобныхъ матриссъ А и В, полученнаго 
умноженiемъ по строкамъ, тотъ миноръ v-го порядка, который 
опредtляется упомянутым.и системами указателей i и j. Перемножая 
по строкамъ выдtленныя двt .матриссы, мы тотчасъ увидимъ, что нхъ 

*) Потому что новый опред'tлитель подучается изъ (6) перем'tщенiемъ 
столбцовъ (подстановкою), переводящимъ перестаиQвку j

1 
J~ ..• J" въ главную 

перестановку 1 2 8 ... п. 
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произведенiе равно этому минору. Итакъ, если произведенiе 
двухъ подобныхъ матриссъ получено умноженiемъ по 

строкамъ, ;О миноръ этого произведенiя, опредъляемый 

двумя системами указателей по v въ каждой, равенъ про
изведенiю тъхъ матриссъ, которыя образуются строками, 
соотвътствующими въ А и В тъмъ же системамъ указа
телей. Въ частномъ р~учаъ, когда объ системы совпадаютъ, 
i

1 
= jl' i

2 
=}

2
, •• • , т. е. когда разсматриваемый миноръ будетъ 

'rлавнымъ (§ 19), и когда, кромъ того, матриссы А и В тожде
ственны, оказывается, что въ квадратъ матриссы всякiй глав

ный миноръ есть квадратъ нъкоторой матриссы (XI). 
32. Предположимъ далъе, что А и В суть квадратныя ма

триссы и разсмотримъ въ ихъ произведенiи миноръ r;;, обыкно

венное дополненiе элемента с . . Чтобы вычислить у' . . , надо выкинуть 
~ ~ 

въ матриссъ А i-тую строку, а въ В j-тую строку и перемно-
жить полученныя при этомъ матриссы по строкамъ. Старшiе опре
дълители первой (новой) матриссы мы получимъ, выкидывая въ 
ней послъдовательно 1-ый, 2-ой, ... , п-ый столбецъ; мы получаемъ 
тогда, очевидно, обыкновенныя дополненiя а;1 , а;2 , ••• , а;,. элемен

товъ а;1 , ai2 , ••• , а;,.. Аналогично этому старшiе опредълители вто
рой (новой) матриссы будутъ fl;11 fl;2 , ••• , fl;,.. На основанiи теоремы 
Бине будемъ имъть 

У;;= a;1 fl;1 + a;"2fl;2 + a;-зfl;3 + ··· + а;,..в;,.. 
Замъчая, что алгебраическое дополненiе элемента aij равно 

i+j , 
ai;=(~l) aij• 

находимъ иаъ предыдущаrо равенства 

т. е. 

"/;; = а;1 fl;1 + а;2 В;2 + аiз Ч;з + · · · + ai"flj,. · 

Мы видимъ, с.1-J,довательно, что аr.rебраическiя дополненiя элемен
товъ опредълителей А, В и С связаны между собою такъ же, какъ 
и самые элементы. 

33. Упражненiя. Предложимъ себi; вычислить опредi;литель Смита 
(Smith): 

1 

(1, 1) (1, 2) (1, 3) ... (1, п) 1 

(2, 1) (2, 2) (2, 3) ... (2, п) 

D = 1 (~ . . ? (~. _2)_ ~3 •. 3~.:. _<3: ~) 1, 

1 (п, 1) (п, 2) (п, 3) ... (п, п) 1 
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гд1. (i, j) обоэна~аетъ общаrо наибольшаго дtлителя чиселъ i и j. На
помнимъ сперва, что если ср(п) обозначаетъ число чиселъ, простыхъ 
съ пи не превышающихъ п, то сумма значенiА q,(11), въ которыхъ 
на м1.сто п подставлены по очереди в::1. д1.лители числа п, какъ 
разъ равно п *). Отсюда сл1.дуетъ, что (i, j) I ({) (т), гд1. суммированiе 
распространяется на вd эначенiя т, дtлящiя (i, J), т. е. на вd общiе дtлители 
чиселъ i и j. Поэтому можно представить ( i, Л въ сл1.дующей форм1. 

(7) (i, Л а11 а11 q., (1) + а,2 а12 q., (2) + а,3 а Js q., (3) + ... + а;,. а1" q., (п), 

условившись считать ац = 1, когда i дtлится на j, и aiJ = О, когда i не 
дмится на j (такъ что для вс1.хъ значенiй i < j aiJ = О). Въ самомъ д1.л1., 
при этихъ условiяхъ, коэффицiентъ 

а,., aJ" при tp (11) 

будетъ равеиъ 1, когда i и j оба дмятся на 11, и равенъ О, когда v не общiR 
дмитель чиселъ i и j, такъ что въ формул1. (7) во второй части будемъ 
им1.ть }: tp (11), распространенную на вс1.хъ общихъ дмителеА 11 чиселъ i и j. 
Отсюда сл1.дуетъ, что въ ·формул1. (5) § 28 можно положить Ьц ац q., (j), 
сц (i, j), iи опредмитель D будетъ равенъ произведенiю опредtлителеА 

о о о ... i 
о о ... 

А о о ... 
1 о 1 

1 • 
и 

а11 q., (1) а12 q., (2) ... а1" q., (п) 1 

В= а21 q; (1) a2'J q., (2) ... аз.. q; (п) • = А q; (1) q; (2) ... q; (п) . 
. • • • • • . • • • • . • . . j 

а"1 q; (1) а"2 q; (2) ... а,.,. q., (п) \ 

Опредмител~ А, въ которомъ tпо yCJioвiю а,1 = О при i < j) всt элементы 
по одну сторону дiагонали равны О, приводится къ проиэведенiю главяыхъ 

элементовъ, т. е къ 1. Поэтому 

D q., (1) q., (2) q; (3) ... q; (1t). 

Этотъ результатъ можно представить въ видt 

D = п! ( ~) [i].(; )[i] (: )[ f ](;) [i](:i) [ii] ... , 
гдt [.х] обозначаетъ наибольшее цtлое число, заключающееся въ х. а 2, 3, 
5, 7, 1 J, .•• представляютъ рядъ простыхъ чиселъ (ХН). 

Ь) Составимъ квадратъ опредtлителя Вандермоида (§ 27, d). Въ 
i-1 

немъ ац = а1 , поэтому 
1':::::7& 

aJr I a~+J- 2 = si+J-2• 
r=l 

*) См., напр., Д. Граве, .Элементарный курсъ теорiи чиселъ•. Кiевъ:, 
1909, стр. 25. 
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если 

Итакъ, опред1;литель 

So S1 S2 · · · sn-1 

S1 S2 S3 ... sn 

52 S3 S4 ··· 5n+1 

5п-1 sn 5n+1 · · · 52п-2 

равенъ (а1 - а2)2 (а1 -- а3)2 (а2 - а3)2 ••• (an-l - ап>2· Это выраженiе назы
вается дискриминантомъ чиселъ а1 , а2 , ... , ап. Зам1;тимъ, что условiе, 

необходимое и достаточное для того, чтобы не вс1; эти числа были различны 
между собою, состоитъ въ томъ, что дискриминантъ ихъ обраlll8ется въ нуль. 

с) Опред1;лители, въ которыхъ различныя строки получаются при по
.мощи круговой подстановки, произведенной надъ элементами первой строки, 
называются циркулянтами. Мы увидимъ впосл1;дствiи, что уравне-

нiе х" - 1 = О им1;етъ п различныхъ между соGою корнеi! а1 , а2 , ••• ап, 
въ числ1; которыхъ всегда находится единица. Чтобы вычислить значенiе 
циркулянта 

умножимъ ero на опред1;литель 

2 п-1 
а1 а1 ... а1 

Л= 
а2 а: ... а;- 1 

.. 

Если nоложимъ для сокращенiя 

f (х) = а1 + а2х + а3х2 + ... + а"х" 1 

то произведенiе всякой строки 1, а, а2 . ... опред1;лителя Л на первую 
строку опредыителя D равно f{a), а nроизведенiе той же строки въ Л 
на i-тую строку въ D равно -

+ 1 + i-2 + i -1 + i + + п-1 а,._;+ 2 а,._;+з а-,-··· а"а а1 а а2 а · ·· an-i+t а 

или, если принять во вниманiе, что а" = 1 , 

i-1+ · i+ + n+ п+1+ + n+•·-2 а1 а а2 а ··· . an-i+2a а,. -i+за ··· апа 

= ai-1f(a). 
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Слi;довательно, 

DЛ= 

1, } . ТЕОРIЯ ОПРЕДМИТЕЛЕЙ. 

/(а1) a1f(aJ a~f(a1) ••• a~-l f(a1) 

/(f~) ~/(~) а~/(~)·•, а:- 1ла2) 

§ 33 

а эrотъ опред'l;литель, по выд'hленiи множителей f ( а1 ), f ( а2 ), ••• f ( ап), 
приводится къ Л. Поэтому, принимая ~о вниманiе, что Л не равенъ О, 

Если умi;емъ найти числа а1 , а2 , ••• , ап (а это будетъ потомъ показано), 

то сум'l;емъ вычислить всякiй циркулянтъ по предыдущей формул'I;. Для 

п = 4 мы уже, наприм'l;ръ, знаемъ, что уравненiе х4 
- 1 = О им11етъ 

корни 1, ~ 1, У - 1 и - y=-i, получаемые р11шенiемъ уравненiА х2 1 О 
и ~ + 1 = О. Поэтому для циркулянта, опред'hляемаrо элементами а, Ь, с, d~ 
им1;емъ 

/(!) =а+ Ь +с+ d, 
/( 1) = а Ь +с 

а потому (ер. съ § 27, Ь) 

fCJГ=1)=a с+(Ь 
d, /( Jl-1) а с 

d)y_:~i, 

(Ь d)Jl-1, 

/ а Ь с d 

ldabc 

l

cdab 

Ьсdа1 

(а+ Ь +с+ d) (а -- Ь + с d) [(а с)2 + (Ь - d)2]. 

d) Положимъ, что данъ н11который симметрическiй опред'l;литель А 
порядка п, т. е. такой, въ которомъ сопряженные элементы между собою 
равны (ai; а;;,)· Обозначимъ черезъ f(x) тотъ опред'l!литель, который 

получимъ, прибавивъ къ каждому изъ rлавныхъ элементовъ опред'l!лителя А 
число х. Мы знаемъ (§ 27, i), что f(x) есть полиномъ степени п относи
тельно х. Такой полиномъ обращается въ нуль только при п значенiяхъ 
числа. х, какъ будетъ впосл'l;дствiи доказано (§ 449). Съ помощью умно
женiя опред1;лителей легко доказать, какъ это сд'l!лалъ Сильвестеръ (Syl
vester, Philosophical Мagazine, 1852), что, если вс11 элементы снмметри
ческаrо опред'l!лителя А вещественны, то и вс11 корни полинома f(x), т. е: 
корни уравненiя f(x) = О, также вещественны. Для этого, очевидно, доста
точно доказать, что вс1; корни уравненiя f(x)f(- х) = О вещественны. 
Обозначимъ черезъ cij общее выраженiе элемента въ опред1;лител11 С, 
равномъ квадрату А. Тогда общiй членъ произведенiя опред'l!лителей 
f(x)f(-x) будетъ 

а11 а;1 +···+(а;,+ х) а;;+ .. ·-+- а1; (а;; - х) + ··· + а;,.а;,. cij 

при iф:.j, и 

а,~+ а,~+ · ·· +(аи+ х) (а;; - х) + · · · + al,, cii х2, 

при i . Сл11довательно, уравненiе f (x)f(-x) = О можно представить 
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ВЪ ВИД'В 

С21_ с22 -- х2 . . . C2n 

ИЛИ (§ 27, i) ВЪ ВИД'В 

(8) С+ 11п-1 ( - х2) + 11п-2 ( - х2)2 + ... + 111 ( - x2)n-1 + ( - x2)n = О, 

гдt 11" обозначаеть сумму всi,хъ главныхъ миноровъ порядка v въ опре-
- д1,лител1, С. Но извi,стно (§ 31 ), что, какъ С, такъ и всi, 11,, - числа суще

ственно положительныя. Поэтому уравненiе (8) не можеть им1;ть корней 

вида q Jf=1, при q вещественномъ, неравномъ нулю, такъ какъ при такихъ 
значенiяхъ х л1,вая часть уравненiя t8) есть число положительное. А чтобы 
удостовi,риться, что уравненiе (8) не можетъ имi,ть корней вида р + q V-=1, 
стоить только включить число р въ главные элементы оnредмителя А 
и свести такимъ образомъ этоть случай къ предыдущему. Слi,довательно, 
всякое значенiе х, удовлетворяющее данному уравненiю, неnрем1,нно будетъ 
вещественнымъ *). 

Взаимные опредfuители. 

34. Обозначая черезъ aij алгебраическое дополненiе эле
мента aij, разсмотримъ опредыитель 

ан а12 · · • aln 

а21 а22 • • · а2п 
Л= 

Опредt.литель Л называется взаимным ъ (reziproke) опредt.лителемъ 
отъ даннаrо D. Мы докажемъ слt.дующую теорему: Каждый ми
норъ второго порядка въ Л равенъ алгебраическому до
полненiю соотвt.тствующаrо ему минора въ D, умножен
ному на D. Прежде всего замt.тимъ, что а" 8 можно получить 
изъ D, если въ немъ на мt.сто а"8 поставимъ 1, а на -мt.сто всt.хъ 
друrихъ элементовъ r-ой строки О. Дt.йствительно, разлагая полу

ченный такимъ образомъ опредыитель по элементамъ r-ой строки 
(§ 23), тотчасъ увидимъ, что это разложенiе приведется къ одному 
члену, равному а,.,. 

'") Эту теорему можно, напримi,ръ, прим1,нить къ доказательству веще
ственности корней уравненiи 3-ей степени, которое разсматривается въ ана
литической rеометрiи при опред1,ленiи направленiя осей поверхностей 2-го 
порядка. 
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Итакъ, 

о ... о ... 1 ..• 0 
1 . . . . . . . . . . . . 

I ап1 ... anj • •• а..,. ••. апп 

Въ этомъ новомъ опредt.лителt. умножимъ всt. элементы j-aro 
столбца на a;j, (i ::j:::: r, j s) и прибавимъ къ нимъ соотвt.тствен
ные элементы всt.хъ друrихъ стол:бцовъ, предварительно умноживъ 
ихъ по очереди на ан, а;ь ... , а,п. Тогда на r-омъ мt.стt. j-aro 
столбца окажется элементъ а.., а на всякомъ друrомъ 'V· омъ мt.
стt. ('V ::j:::: r) того же столбца будетъ (§ 24) 

I 
D при"" i, 

а.,,1 а,1 + av2 а12 + а.,,3 а;3 + · · · + am ain = 0 при"" i. 

Съ другой стороны, произведенная операцiя даетъ въ результатt. 
nроизведенiе ацаr• (§§ 15 · и 17). Слt.довательно, 

I ан_· ·: ~ .. ·: ~1~ • •• • .al.n 

ail · • • D · · · а;; · · • ain 

О ••• а;8 ••• 1 ••• О 

ап1 ••• 0 ... а,.. •.. а,.,. 

Обозначимъ поспt.днiА опредtлитель буквою D' и замt.тимъ, что 
{)НЪ отличается отъ даннаго D только элементами i·oA и r-oA 
-строки и j-ro и s-аго столбца; всt. остальные элементы въ D' 
и D одинаковы. Разложимъ теперь опредtлитель D' по элемен
тамъ j-aro столбца. Такъ какъ въ этомъ столбцt., за исключенiемъ 
элементовъ а;. и D, всt. остальные равны нулю, то въ разложенiи 
-ero останутся только два члена: произведенiе а.. на его алгебраиче
ское дополненiе въ D' и произведенiе элемента D на ero алге
браическое дополненiе въ D'. Алгебраическое дополненiе эле
мента а •• , какъ легко видt.ть, равно arj· Чтобы получить алrе
·браическое дополненiе элемента D, надо въ D' выкинуть i-ую 
-строку и j-ый столбецъ, въ пересt.ченiи которыхъ стоитъ D, и при
писать результату знакъ ( - 1 )i+i. Получаемый при этомъ опредt.· 
JJитепь отличается отъ aij тольк() тt.мъ, что вмt.сто элементовъ 
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стоять элементы 

О, О, 1, . . . о. 

Поэтому искомое алгебраическое дополненiе элемента D въ D' 
получимъ, если выкинемъ въ послiщнемъ еще r-ую строку и s-ыА 

столбецъ, и припишемъ знакъ ( - 1 )т+•. Припоминая сказанное 
о видt опредtлителеА D и D', а именно, что они отличаются 
только элементами, стоящими въ выкидываемыхъ строкахъ и 

столбцахъ, находимъ, что найденное выраженiе совпадаеть съ 

тtмъ, которое получится, если въ данномъ опредtлителt D вы
кинемъ i-ую и r-ую строки, j-ый и s-ыА столбцы и припишемъ 
результату знакъ (- 1 )*j+r-ts. А тогда, какъ иавtстно, получается 
алгебраическое дополненiе минора 

в. опредtлителt D. Обозначая это дополненiе буквою О.цrв, будемъ, 
мtдовательно, имtть 

(9) 

т. е. 

что и требовалось доказать *). 

35. Иаъ формулы (9) легко вывести полученную уже раньше 
важную формулу (§ 25). Умножая обt части равенства (9) на а •• ат; 
и суммируя по i и j, находимъ 

I а;. а,.;а;8 a"j + D I a,jr• а;,.. а"Г 
i, j i, j 

Сумма въ лtвой части (§§ 23 и 24) равна 

а 

А 

первую 

потому 

i=:n 

I ai.<a"1 а,1 + а,...! а,2; + ... +а,.,. а,,.>= п4t.i1 ., 
•=1 

сумму въ 

(срав. съ 

правой части можно написать 

I а,, а,,· .,1; a"jarj п2. 

t j 

§ 25) 

а"8 а"8 = D + .,1; aijrs а;_. a"j' 
i, i 

·, 
такъ: 

*) См. примt.чанiе (ХIП). 
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36. Еспн какой· нибудь о пред tпитель обращается въ 
нуль, то и взаимный его опредtлитель обратится въ нуль. 
Кромt того, обратятся тогда въ нупь и всt миноры взаим
наrо опредtлитепя до миноровъ второго порядка включи

тельно. Дtйствитепьно, изъ § 34 слtдуетъ, что при D = О всt 
миноры второго порядка въ Л будутъ равны нулю. Отсюда далtе 
вытекаетъ, что и всt миноры высшаго порядка и сама Л будутъ 
равны нулю. Чтобы въ этомъ убtдиться, стоитъ только представить 
себt всt эти опред'ВЛители разложенными по минорамъ, содержа

щимся въ какихъ· нибудь двухъ столбцахъ н.'lи строкахъ. Замtтнмъ 
еще, что изъ соотношенiй 

а,1 ai2 r = О, a.i aiS а,"2 ai3 
1 =о, ... о, 

ajl ai2 aJ1 aJJ aJ2 аJ"З 

слtдуетъ 

а,1 a,-:i ai3 ain 

aJ1 aJ2 aJ11 ajn 

т. е. что при D = О въ опред'ВЛителt Л всt параллепьные между 
собою ряды эквивалентны (§ 16). Иными словами: Если какоА
нибудь опредtлитель раве11ъ нулю, то алrебраическiя до
полненiя элементовъ любого ряда пропорцiональны алге
браическимъ дополне11iямъ элементовъ всякого другого па
раллельнаго ему ряда ie·). 

37. Если D не равно О, то и Л не равно О. Дtйствительно, опре
дtлитель Л равенъ Dn-1 , если п есть порядокъ дан11аrо опредt· 
лителя D. Чтобы это доказать, перемножимъ D и Л по строкамъ. 
Общее выраженiе элемента пронзведенiя бу детъ 

r=n I D .. " при i =J, 
Сц=,,;;;;,.; а;,.аjт = 

0 r=l Пpll i::j::j. 

Слtдоватепьно, 

D 0 ... 0 

DЛ 
О D ... О 

D", 

О O ... D 

откуда, при D ф О, получимъ Л [)n-1 • Это равенство справед
ливо и при D = О, потому что тогда и Л = О. 

*) Полезно зам1пить, чт9 то же самое можно сказать и объ обыкно
венныхъ дополпенiяхъ, потому что замi;на алrебраическнхъ дополненiА 
обыкновенными въ лрнведенныхъ выше равенствахъ равносильна умноже-

нiю вdхъ дробей на 1 )*J. 



38 ВЗАИМНЫЕ ОПРЕД1;ЛИТЕJ!И. 33 

38. Во взаимномъ опредtлителt опредtлителя D всякiй 
миноръ порядка v равенъ алгебраическому дополненiю 
соотвtтствующаrо ему минора въ D, умноженному на I)v--1• 

При v 1 эта теорема есть не что иное, какъ опредi;ленiе вза

имнаrо опредi;лителя; при v = 2 она доказана въ § 34. Пусть 

теперь v > 2. Обозначимъ черезъ Л,, тотъ миноръ въ Л, который 
опредi;ляется указателями i 1 , i2, ... , i" и j 1 , J2, ... , j,.. Пусть 
r 1 , r2 , •• • , Yn-v будутъ числа, оставшiяся въ рядt 1, 2, ... 1z, коrда 
изъ неrо исключимъ числа i1, i2, ... , i,., а s1, s2 , ••• , s,,_,,, анало
гично - числа, оставшiяся въ томъ-же рядt, по исключенiи изъ него 

чиселъ j 1 , j 2 , ••• }v *). Опред~итель Л,. можно написать въ видt: 

1 О О О О О 

о о о о () 

j .. 

Въ самомъ дi;лt, если разпожимъ написанный здtсь опредi;литель 
по минорамъ, содержащимся въ послtднихъ v столбцахъ, то тот· 
часъ увидимъ, что всt члены разпоженiя обратятся въ нуль, за 
исключенiемъ одного 

о о о ... () 
о о () ... () i 

lл 1. J, .. 1' JI 

о о о о ... 1 

Съ другой стороны, перемtщенiемъ строкъ, а также и столбцовъ 
въ данномъ опредi;лителt D, его можно представить въ видt 

1 

ar,s1 a'1\S3 a,,s,-z а . ar1:i1 . .. ar1iv .,. 'f'1:J1 

a.,.,.s, аr1.в1. а-Г2.Я1t а . (J • а . 
' 1' -r2J1 Y-1.J'J. r:tJ,v 

! 
i 

1)11 1 
а,·п-~· at_n-__ 

11
82 ... arn~ V,tll ar1t --1•j1 a"'tt 1,ja artt viv 

D=(. 
·1• 

аi,в" af1~ ... a l1n11 ni1ji {1i1J1 . .. ni.j,,, 1 v 

1 
ai2.s. п;.,., ... 

(1.-/28,11 fl;2J1 а .. . .. а .. ,. '1.1)1 1,.1,., 
' 

1 
a;.,s, 0i1,H2. ai,-vStt aiyj1 а . . (1. • .. , ,v,1"1. , ,,,J11 

*) Bci; написанные выше ряды чиселъ предположимъ расположен-

ными въ возрастающемъ порядк1.. 

,1 
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1·дъ е обозиачаеть число всъхъ обращенiй въ 11ерестановкахъ 

r1r2 ... Уп-,, i1i2,,. i" И S1S2 • , , s,._,,j,j2 ... j, ·•). Это ЧИСЛО () ОДИ· 
наковой четности съ числомъ 

а 1·1 + r 2 + ··· + r11 v + s1 +si + ··· + s" 1,. 

Дъйствительно, по сдъланному предположенiю о порядкъ располо· 
женiя чиселъ r, i, s и j, число обращенiй въ указанныхъ переста· 
новкахъ будетъ равно числу обращенiй, образуемыхъ элементами 
группы r1, r 2 ••• r,._,, съ элементами группы i1, i 2 ••• i,,, плюсъ число 
обращенiй, образуемыхъ элементами группы s1, s2 ••• s,,.....,, съ элемен
тами группы j 1 , J2 •.. j... Примъняя къ счету этихъ двухъ чиселъ 
формулу § 2, мы найдемъ 

(! а - (n - 1•)(и - v + 1), 

откуда прямо .и вытекаеть сказанное о числахъ (! и 11. 
Теперь перемножимъ D и Л по строкамъ, пользуясь фор

мулою (5) § 28; тогда найдемъ: 

(lr1s1 arlx] ... ar,~11, о о о 

1 

···'V 

01.?.Xl a,.ls'! (lrixtfr--1' 
о о о 

1 

arn-----1,sl (l,r11, v'• а1·п v"n-·v 
() () о 

1. DД, 1 )" 
(/. 

{J1..1Ni ... ai1sn D о о 
1181 ,. 

(1.i2S1 
а. ... 

(l1\."'i11 о D о 
l;/;2 v 

ni,.,s1 (l. 
"-v~2 

. . . 
(l ivNn-,,.,, о о . .. D 

Отсюда, разлагая по минорамъ, содержащимся в ь посл1;днихъ v 
столбцахъ (при чемъ опять обратятся въ О всъ члены разложенiя, 
кромъ одного съ миноромъ 

ID о ... о 
о D ... О 

о о ... /) 
и раздъляя на D ф О, получимъ: 

~ 1 1· ar.s, Л,. = ( l)"/Y' · 

D") 

• ~ ~ (lr1Sn ·1' 

.. ~ .. n_r i·~n --11 

*) Это слiщуетъ изъ того, что произведенiе элементовъ главной дiаrо
нали опредi;лителя въ правой части формулы входить въ ero выраженiе со 
знакомъ +, а въ выраженiе D именно со знакомъ ( - 1 )1!. 
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что и доказываетъ теорему, потому что множитель при J)v-1 въ 
правой части, очевидно, изображаетъ алгебраическое дополненiе ми
нора, который опредtляется указателями i1' h' ... ' i,, и j1. )2' ...• j,. 
въ опредtлителt D и который соотвtтствуетъ минору Л" въ Л. 
Полученный результатъ справедливъ и при D = О и v > 1, потому 
что даетъ тогда, согласно доказанному въ § 36, Л11 О. 

39. Алгебраическое дополненiе минора Л" порядка v въ Л 
есть миноръ Л,._,, порядка п v, взятый съ тtмъ же знакомъ, съ 
какимъ надо взять миноръ D" въ D, соотвtтствующiА минору Л., · · 
чтобы получить алгебраическое дополненiе минора D,,_,,, соотвtт
ствующаrо минору Л,._,,. Поэтому, на основанiи теоремы § 38, 
алгебраическое дополненiе минора Л,, равно произведенiю D-11-1 

на миноръ D,,. Иными словами: алгебраическое дополненiе 
минора порядка v во взаимномъ опредtлителt опредtли
телj! D равно соотвtтствующему минору въ D, умножен
ному на Dn-11

-
1 • Въ частности, при v 1, мы видимъ, что алге

браическое дополненiе элемента во взаимномъ опредtли
телt Л опредtлителя D равно соотвtтствующему элементу 
въ D, умноженному на Dn-2 • Отсюда слtдуетъ, что взаимный 
опредtлитель взаимнаrо опредtлителя D есть 

" ., ., -2 1 
ll11D • a12D". • • · · aln[)" ! 

9 ., 2 1· 

а21 пп - • а22Dп • . . . a2.,.D" 
1 · ....... : 

Его значенiе должно быть равно ( п 1 )-ой степени отъ nп-1 
~ 37), и дtйствительно оно равно 

J)(1t-2Jn D = П"'-211+1 D!n . 1у 

( см. примtч. XIV). 

40. Сдtлаемъ еще одно замtчанiе. Если перемножимъ 
взаимные опредtлители двухъ данныхъ, то пnлученное 

произведенiе будетъ равно взаимному опредtлителю про
изведенiя данныхъ опредtлителей. Само собою разумtется, 
что умноженiя производятся въ обоихъ случаяхъ по строкамъ, или 
въ обоихъ случаяхъ по столбцамъ. Дtйствительно, производя умно
женiя по строкамъ, напримtръ, мы найдемъ слtдующее общее вы

раженiе элемента произведенiя взаимныхъ опредtлителей 

а изъ § 32 извtстно, что эта сумма есть алгебраическое дополне· 
нiе У,; элемента с;; въ произведенiи данныхъ опредtлителей. 

3* 
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41. Теорема, доказанная въ концt § 36, допускаетъ обобщенiе, 
которое полезно эамtтить. Обозначимъ черезъ µ, ранrъ опредt· 
лителя D (§ 18), равнаrо нулю, и разсмотримъ нtкоторый его 
миноръ 

••• ll;{ q 

,. ... af..J.rq 

11; 1тq+1 

ai2тq+1 

lli1•q+1 

t1;2•q+1 

ai1•q+2 

ai2sq+2 

..• ai1•µ 

.•• а;:?!'µ 

ll;prl аiрт2 .•. aiprq aiprq+t ll;p•q+1 n,-p·'q+2 ... a;P"i• 

aip-1.1r1 a,:p+1r2 • • • п; P+I''q a,P+1'·q+1 a,p-t.1$q+1 a;p--/-I"q+2 · · • а•р+1•µ 

nip+1r1 aiP-1---1"2 • • · a.ip--t-1''q aJp-H"q+l 
0

Jp+1•q+1 ajP+t"q+~ • · • ajp-t1•.« 

aJp--\-2r1 ajp/-2r2 • • • aip+2rq aip--1-2тq+1 njp+W'q+1 aJp--1-2•9+2 · • · nJp--f-2·'µ 

Этотъ миноръ также равенъ нулю, потому ли что онъ можеть 

имtть эквивалентные 11аралельные ряды, или потому, что порядокъ 

его во всякомъ случаt больше µ *). Если условимся обозначить 
черезъ Opq обыкновенное дополненiе перваrо изъ слtдующихъ 
четырехъ элементовъ 

'а. а. · 1 
'P+1''q+1 •p+1•q-f-l I 

I а. а. 1 
,1р+1тч+1 .IP+1"q+1 j 

въ выше наnисанномъ опредt.пителt, то ясно, что обыкновенныя 
дополненiя остальныхъ трехъ будутъ ap,q+1, ap--1-1,,z, '1p+i,q+t· По
этому (см. § 36 и выноску къ нему), будемъ имtть 

переписавъ это въ видt 

а . 1 . )), '1+ .. ; 
•1p-t-1, q '\,+1, fJ·/-1 

_,_1Р ,_q . *"' ---~---~

''р, ,z+1 "р+1, ч+1 

и давая числу р значенiя О, 1, 2, ... , µ 

а отсюда вы~едемъ далtе 

'1/!1 

1, nолучимъ 

a,,q~, 
L1,t, q+l 

*). Порядокъ его равенъ р + l + Jt - (Р + 1 ) + 1 = ,1t + 1 . 
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Замtтимъ въ то же время, что 

(1 = µµ, 

,10µ = 

aiµr1. ai.iir, • ~. aj,,,1·.n 

ai,1·1 ai.r'i •.. aji1·,,, 

ai,r' .... (t j,,·µ i ' 
1 

I tij,,,·, ai,.,-, ... ai,<'",, 

(См. прим. XV.). 

ai1s1 ait~'J:. ••• аi,~.и. 

(lno = 1 ai,/•, а,-'1:.~2 .. ~ ai1.s,н, 
• 1 ••••••••• 

! lli1·"'J 0J.я1 • · ~ а;1~·µ 

а· aJ-,s, . .. . aJ-,•1, аоо = 1 :J,iJ, 
; . . . . . ~ ~ . 
•
1
: а. а. . .. а. 

:l1-1-:Jr J,u/'2 J,t,~p. 
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Итакъ, если рангъ даннаго опредtлителя, обращающагося 

въ нуль, равенъ µ, то всt миноры, содержащiеся въ нtко
торыхъ µ строкахъ (или столбцахъ), пропорцiональны со
отвt.тствующимъ минорамъ *), содержащимся въ какихъ 
угодно другихъ µ строкахъ (или столбцахъ) (XV). 

Свойства н'kкоторыхъ опред'kлителей 
особаго вида. 

42. Опредt.литель, въ которомъ каждыА элементь равенъ 
своему сопряженному, а;_; а;;, называется снмметрическимъ 

(§ 33, d). Опредt.литель называется косымъ симметрическимъ, 
если каждые два сопряженные элементы равны между собою 
по абсолютной веJJичинt, но противоположны по знаку, а._; а_; 1 ; 
а слtдоватеJJьно, въ частности всt главные элементы равны нулю: 

аи = О. Если вмtсто нулеА на мtстt главныхъ элементовъ косо~·о 
симметрическаго опредt.лител11 поставимъ числа, не равныя нулю 
одновременно,то получимъ псевдосимметрическiА опредtлитель. 

Такъ, напримtръ, изъ двухъ опредtлителеА 

а r -q О 

r Ь р 1 = аЬс + aj,2 + bq2 + cr2, 1 - 1· 

q -р с i I q 

r -f/ 1 
О р = О, 

р 01 
nервыА псевдосимметрическiА, второА косоА симметрическiА. 

Примt.ромъ симметрическаго опредtлителя можетъ служить 

опредt.литель 

а lt g I 
/1 Ь f 1 

= alJC + 2f g/1 af2 bg2 - chz. 

g f с 

*) Соотв1.тствующими называются миноры, содержащiеся въ данныхъ 
строкахъ (столбцахъ) и составленные изъ равяоименныхъ столбцовъ (строкъ). 
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Симметрическимъ будетъ всякiй опредtлитель, получаемый возвы
шенiемъ въ квадратъ любоrо опредtлителя ,v). Bct опредtлители 
.трехъ упомянутыхъ тиnовъ пользуются тtмъ общимъ имъ всtмъ 
~войствомъ, что главные миноры опредtлителя даннаго типа будутъ 
опредtлителями тоrо же типа, т. е. rлавный миноръ симметрическаго 

опредtлителя есть также симметрическiй и т. д. 

43. Симметрическlе опред1шители. Ясно, что сопряжен
ные миноры (§ 19) симметрическаrо опредtлителя между 
собою равны, потому что строки одного совпадаютъ со столбцами 
дpyroro и наоборотъ (см. прим. Ш). Въ частности алгебраическiя 
дополненiя двухъ сопряженныхъ эпементовъ равны между собою т. е. 
при aij щ, и a;j= aji,. а потому взаимный опредtлитель сим
метрическаго опредtлителя также симметрическiй. Далtе, 
если nримtнимъ теорему § 41 (аоо аµ,,.= а0,,. аµо) и сдtлаемъ указатели 
r 1 , 1'2, r 3 , • • • и s1 , s2 , sз, . . . соотвtтственно равными указателямъ 

i1, i2, iз, . . . и }1, }2, Js ... , то найдемъ, замtчая, что въ нашемъ 
случаt а01, = 11,no, слtдующее равенство: 

. ' 

а . . а . .... п . . , i а . . а . .... а . . : •,,,, •,w, '1,Jµ. 1 1 'µ'• •,,,•, •,,•µ; 

'а .. а .. ... а .. i J,J, J,J, J,Jµ, 

·а .. а .. ... а .. i J,J, J,J, J,J µ 

: ••••••••• 1 

: а . . а . .... а . . 1 
1 :lµJ• :lµ,J, Jµ,1µ: 

Итакъ, если рангъ симметрическаго опредtлителя равенъ µ, 
то квадратъ всякаго минора порядка µ равенъ произве
денiю двухъ главныхъ миноровъ тоrо же nорядка. Отсюда 
слtдуетъ, что rлавные миноры порядка µ не могутъ всt одно
временно обратиться въ нуль, потому что тогда и всt вообще 
миноры порядка µ были-бы равны нулю, и ранrъ опредtлителя 
былъ бы ниже µ,. 

44. Косые симметрическiе опредiшители. Если у всtхъ 
элементовъ косого симметрическаго опредtлителя измtнимъ знаки 
на противоположные, то произойдетъ лишь замtна строкъ столб
цами и наоборотъ, такъ что опредtлитель своей величины не 
измtнитъ. Но, съ другой стороны, при подобномъ nреобразованiи 
(умноженiи всtхъ элементовъ на - 1 ), какъ извtстно (§ 15), опредt
литель прiобрtтаетъ множитель ( - 1 )". Слtдовательно, D ( - 1 )" D, 
и при tt нечетномъ D О. Итакъ, всякiй косой симметриче
скiй опредtлитель нечетнаrо порядка равенъ нулю. При
мtняя такой же способъ разсужденiя къ двумъ сопряженнымъ ми
норамъ, тотчасъ увидимъ, что во всякомъ косомъ симметр11ческомъ 

опредtлителt сопряженные миноры либо равны между собою, 
либо равны только по абсолютной величинt, смотря no тому, 
будутъ-ли они четнаrо или нечетнаго порядка. 

*) См. формулу (5) § 28 при aij= Ь;р 
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Отсюда, въ частности, слt.дуетъ, что алrебраическiя до
полненiя двухъ сопряженныхъ элементовъ косого симме

трическаrо опредt.лителя порядка n (как:ъ сопряженные 
миноры порядка п-1) бу дутъ между собою равны, если п 
число нечетное, или равны только по абсолютной величинt., 

если 1t число четное. Наконецъ, изъ этой теоремы вытекаетъ, что 
взаимный опредt.литель даннаrо косого симметрическаrо ' 
опредt.лителя будетъ симметрически:мъ, когда онъ нечет
наrо порядка, и косымъ симметрическимъ, когда онъ чет

наrо порядка (XVI). 

4S. Положимъ, что нt.который опредt.литель D, равный нулю, 
имt.етъ взаимный симметрическiй опредt.литель. Въ этомъ послt.д
немъ, какъ извt.стно (§ 36), всt. миноры второго порядка равны 
нулю, такъ что 

откуда 

(10) 

I ft;; (tij 

I rtji ajj 

ai 1 а;2 ai3 aii 

"f'ra11 = ~= Уа33 = ~ Yaii 

Иными словами: если взаимный опредt.литель даннаrо опре

дt.лителя, равнаrо нулю, есть опредt.литель симметри

ческiй, Т() элементы любого его ряда пропорцiональны 
кQ.рнямъ квадратнымъ изъ соотвt.тственныхъ имъ rлавныхъ 

его элементовъ. 

Въ частности эту теорему можно примt.нить ко всякому 
симметрическому опредt.лителю, равному нулю (§ 43), и, на осно
ванiи перваrо и послt.дняrо свойства косыхъ симметрическихъ опре

дt.лителей, доказанныхъ въ § 44, къ взаимному опредt.лителю всякаrо 
косого симметрическаrо опредt.лителя нечетнаrо порядка. Важно 

замt.тить сл1;дующее: чтобы перейти отъ формулы a,j V а;,ан къ 
формуламъ (10), надо первую написать въ видt. a;j "Va;~Va.11; 
одному изъ корней квадратныхъ можно приписать любой знакъ, 
а знакъ другого вполнt. опредt.лится по знаку извt.стной лt.вой 
части формулы, т. · е. по знаку числа aij = Щi· Такимъ образомъ, 

если МЫ выберемъ ПО ПРОИЗВОЛУ ЗНаКЪ, НЗПримt.ръ, у va-;:;-, ТО 
знаки всt.хъ друrихъ va:;, , .. Va:: опредt.лятся И3Ъ формулъ 

46. Всякiй косой симметрическiй опредt.литель четнаrо 
порядка 11 равенъ квадрату выраженiя, цt.лаrо и рацiональ-
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наго относительно его элементовъ. Теорема очевидна при u = 2, 
такъ какъ 

о (/ 1 
(/ о 

·> (1-. 

Поэтому достаточно показать, что она будетъ справедлива для 
косого симметрическаго опредtлителя четнаго порядка п, если до
пустимъ, что она справедлива для опредtлителей четнаго порядка, 
меньшаго п. Примiшяя извtстную (§ 25) формулу и пользуясь 
равенствами a;r - ari, а,,. = О, получимъ 

D = а,.,.а". - ,Е aijat, a,.j =·~ ,I ((ij",·i arj• 
i, j i~ j 

гдъ опредtлитель a,.i есть алгебраическое дополненiе элемента аи, 
но не въ D, а въ агr· Опредtлитель а,,. есть главный миноръ 
взаимнаго отъ JJ опредtлителя, т. е. также косого симметрическаго 
опредtлителя (§ 44). Поэтому arr есть (§ 42) косой симметрическiй 
опредtлитель нечетнаго порядка п 1, а потому, на основанiи § 45, 
имt.емъ равенство O;j Va:~. Уан, а, слtдовательно, 

л = I ( ",·, 1",1,,.. п"i"r(ljj) = (17a,.i r·a~. у 
ti ( 

или 

(11) vn ~= а,.1 ·rнн + а,·2 v(l2'l + а..з V1111з + · ·· + ат J10пп, 
гдt, на основанiи замtчанiя §. 45, въ правой части у одного изъ 
квадратныхъ корней можно выбрать любой знакъ, а знаки всtхъ 
другихъ тогда вполнt опредtлJ~тся. Замtча.емъ теперь, что всt ан 

(§ 42) будутъ косые симметрическiе опредtлители порядка (п - 2), 
и по предположенiю будутъ квадратами цtлыхъ рацiональныхъ 
выраженШ относительно элементовъ. Подставляя эти выраженiя 

въ YD, мы найдемъ для него цtлое рацiональное выра·женiе, что 
и требовалось доказать. Наконецъ, легко видtть, что разложе

нiе У D заключаетъ въ себt 1 . 3 . 5 . 7 ... ( п--1) членовъ it) (XVII) . 

. 47. Псевдосимметрическlе опред1шители. Положнмъ, что D 
псевдосимметрнческiА опредt,литель, всt главные элементы котораrо 
равны х. Положивъ х О, получимъ косой симметрическiй опре

дtлитель D0• Можно считать, что D происходитъ изъ D0 отъ при· 
бавленiя числа х къ каждому изъ главныхъ элементовъ послtдняго, 
а потому по формулt § 27, i будемъ имtть 

D 1) + ,:! • + . L .и---1 .+- п 
0 + ха" 1 х о,, __ 2 · • • -, х а1 , х , 

*) Т. е. одночленовъ, цtлыхъ и рацiональныхъ относительно элемен
товъ D. 
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rдt Ov есть сумма всtхъ rлавныхъ миноровъ въ D0 порядка v. 
Каждый изъ этихъ миноровъ есть косой симметрическШ опред'kли

тель (§ 42). и обращается въ О при v нечетномъ (§ 44), а при v 
четномъ (§ 46) есть квадратъ цtлаrо рацiональнаrо выраженiя отно
ситедьно элементовъ. Поэтому 

Если п число четное, то x"-2''0',iv есть сумма квадратовъ, т. е. в с я к i А 
псевдосимметрическiit опредълитель четнаrо порядка, съ 
равными между собой главными э-лементами, разлагается 

на сумму квадратовъ. Если п - нечетное, то D равно произве
денiю х на сумму квадратовъ. Если х 1, то, сопоставляя оба 
предыдущiя заключенiя, находимъ, что всяк!А псевдосимметри

ческiit опредi;литель съ rлавl'lыми элементами, равными 1, 
есть сумма квадратовъ. 

48. Прим~ры. а) Замtтимъ слtдующiе простые результаты 

r q I r 'I 
х р »>+ (Р:·Ч- r,2+ r2)x, ! r р 1 + P2+r12 /' 

q -Р х f/ р 

Ь) Чтобы вычислить опредtлитель 

о а h с I 
а о r q, 

D pl h у о 

с q р о i 
съ помощью формулы (11), нужно обратить вниманiе на опредtленiе знаковъ 
квадратныхъ корней, соr.,асно замtчанiю, сдtланному въ § 45. Главные МИ· 
1юры опредtлителя ан у насъ будутъ _р2, q2 , r2 ; если возьмемъ ff = р 
(а не-р). то должны будемъ взять J!!f = q, у;2· r и rюлучимъ по 
формулi; (11) D =(ар+ hq cr)2. Болtе общiй результать даетъ примi,ръ 

х а /) с 

а х 

1· 

с q--p х 

с) Наконецъ, легко доказать, что опредi;.~итель 

1 

.'\:" а о ... о о . 
-а . '\:" (l ... о о 

1 
о а ;i· •.• о о 

1 · 

о () о ... 
1 

х а 

1 о о о ... а х 
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равенъ 

.x"+nl 1а2х" 2+(п-~)_(;·З)а4.:х!' 4+(п 3)/~z~_41(п:::::~)ав:л:"в+ ... 

(см. прим. xv1,. 

11ИНЕЙНЫЯ ФОРМЫ. 

Линейныя уравненiя. 

49. Разсмотримъ систему 1i линейныхъ уравненiй, т. е. урав
ненiй первой степени, съ 11 неизвъстными 

(l) J 
ан .-i-1 + а12 ~-2 ·1 · · · + а,11 ~" 

а21 х1 ·r a'?J .1:2 + · · · + П~п х" 

1 · а~1 ~: ~ ~п2. х~ ~ : .. · _; а~,.·х~ k,.. 

Рi;шенiемъ системы уравненiй называется система значенiй неиз
вi;стныхъ, удовлетворяющая всi;мъ уравненiямъ системы. Опредi;ли
тель D, общiй элементъ котораго есть ац, т. е. опредi;литель, 
составленный изъ коэффицiентовъ данныхъ уравненiй, называется 

опредi;лителемъ системы. Обозначая, какъ обыкновенно, че
резъ ai/ алгебраическое дополненiе элемента ац въ D, умножимъ 
данныя уравненiя по порядку на ан, аи, ... , а,н и СЛОЖИJIIЪ полу

ченные результаты; тогда найдемъ 

j=n 

(2) ..})x;(п 1 jaн+·a2jaz;+ ··· +п,,;(t.11 ;) k1 aн+k2 a.u+ ··· -jk"ani. 
J=l 

Въ лi;вой части коэффнцiентъ при X'j равенъ нулю, когда j .::!= i, 
и равенъ D, когда j = i. Правая часть есть результатъ замi;ны 
элементовъ i-аго столбца числами k1 , k2 , •• • , kп. Поэтому, вводя 
обозначенiя 

k1 а12 · · а111 1 

k., а,,., ... а2 1 
D1 = - -- " ' П2 = . . .. ~ ~ 

k,,_ а"2 • • • а,.,, 1 

t111 №1 ... П1n 

а21 k2 · · · а211 

anl k,. ... а,т 

... , п,,, 

ан а,2 ... k1 1 

а21 а22 ... k2 

..... i' 
а"1 а"2··· k,. / 

r1риведемъ уравненiе (2) къ виду Dx; D;. Мы видимъ такимъ 
образомъ, что всякое рi;шенiе системы (1) бу детъ и рi;ше
нiемъ системы 

(3) 
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50. Правило Крам.ера. Если D О, то система (3), очевидно, 
имtетъ ·одно и только одно рtшенiе, а именно: 

(4) 
D., D" 
rf' !···, .i·,. D 

Это единственное рtшенiе, которое можетъ имtть система (1), 
и мы nокажемъ сеАчасъ, что система значенiй (4) дtАствительно 
удовлетворяетъ всtмъ уравненiямъ системы (1). Выберемъ любое 
изъ нихъ, наnримtръ, r-тое. Подставляя въ него на мtсто неизвtст
ныхъ значенiя (4), nолучимъ 

Слtдовате,1ьно, 

j=1t 

а .D.гдtD.= ~k-a ... 
1· t t, 1 .L,,; J ,Jl 

.i=I 

1 .i=" 
15 ,I kj (а"1 ttj 1 + а,-2 aj'!. + ·· · + а,.,. нj,.). 

j=l 

Коэффицiентъ nри k.i равенъ О, если j * r, и равенъ D, если j =r. 
Поэтому правая часть равенства приводится къ k0 и r-тое уравне
нiе удовлетворяется. Резюмируя сказанное, получаемъ слtдующее 
правило Крамера: 

Если опредtлитель системы п линеflныхъ уравненiй съ n 
неизвtстными не равенъ нулю, то система имtетъ одно 
и только одно рtшенiе. Это рtшенiе состоитъ изъ системы 

значенНI, nолучаемыхъ черезъ nослtдовательную замtну 
каждаго столбца въ оnредtлителt системы столбцомъ из
вtстныхъ членовъ уравненiй, и раздtленiе nолучаемыхъ 
такимъ образомъ п опредtлителеfl на опредi;лителя си
стемы '~). 

51. Если D = О, а одинъ, по краflней мi;pi;, изъ опредми-
1 елей D 1 , D 2 , ••• D" не равенъ нулю, то невозможно удовлетво
рить всi;мъ уравненiямъ системы (3), потому что одно изъ нихъ 

приметъ видъ О -х; * О. Въ этомъ случаi; уравненiя системы ( 1) 
несовмtстны. Примt.ромъ можетъ служить система: 

х+ у z = 1, .• +у+ 2z = О, х +у+ Зz О. 
• 

Она несовмt.стна, потому что соотвt.тствующая efl система (3) бу-
детъ О· х 1, О ·у= - 1, О · z = О и, очевидно, не имt.етъ рt.ше
нiя, такъ что и данная его не имt.етъ. Положимъ, далtе, что оnре
дмите.1ъ D и всt. опредмители D 1 , D 2 , ••• , D" одновременно равны 
нулю. Тогда система (3) удовлетворяется совершенно произволь-

*) При этомъ, для полученiя зиачеиiя неизвi;стнаrо ,r:; надо зам1;

нить i-тый сто.~беuъ въ D столбцомъ извkтныхъ членовъ уравненiй. 
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ными значенiями неизвtстныхъ. Отсюда, однако, еще нельзя заклю
чить, что тоже самое имtетъ мtсто и для системы (1 ). Наnримtръ, 
уравненiя 

x+y+z=I, x+y+z 2, х+у z=3. 

очевидно, несовмtстны, а уравненiя (3) въ данномъ случаt приве
дутся къ О· х О, О ·у= О, О· z = О, т. е. къ системt, вполнt 
неQпредменной. Это nоказываетъ, что при D = О нельзя утвер~ 
ждать эквивалентности системъ (1) и (3), т. е. нельзя сказать, 
что всякое рtшенiе одной изъ нихъ есть рtшенiе другой и на
оборотъ. Полное изслtдованiе системы (1) мы будемъ въ состоянiи 
произвести послt того, какъ докажемъ весьма важную теорему 
Руше (Rouche), къ изложенiю которой теперь и приступимъ. 

52. Разсмотримъ болtе общiй случай, а именно: систему т 
уравненiй съ 11 неизвtстными: 

(5) f 
(11', Х1 --j- (112 Х2 + ... 1- (1111 х" RI • 

а21 Х1 + а22 Х2 + ... + а2,, .i·,. k:1. • 

1 ~,:,1 ~v,· .; а~~ х~ .... · .+. a~m·,v,~ ~ ~": 

Если всt коэффицiеАты при неизвtстныхъ равны нулю, то, очевидно, 
уравненiя будутъ либо неоnредtленными, когда въ то же время 
всt извtстные члены равны нулю, либо несовмtстными, когда 
хотя одинъ изъ послtднихъ не равенъ нулю. Этотъ совершенно 
исключительный случай, не представляющiА никакого интереса, мы 

исключимъ изъ разсмотрtнiя и будемъ всегда предполагать, что не 
всt коэффицiенты при неизвtстныхъ во всtхъ уравненiяхъ равны 

нулю. Кромt того, можно всегда предположить, что число уравне
нiй больше числа неизвtстныхъ, т > п, потому что, въ противномъ 
случаt, ничто не мtшаетъ присоединить къ системt (5) нtсколько 
уравненiй, числомъ болtе 11 - т, въ которыхъ всt коэффицiенты 
при неизвtстныхъ и всt извtстные члены равны нулю. Тогда си

стема (5) замtнится системою, очевидно, ей эквивалентною и удо
влетворяющею поставленному выше условiiо. Имtя въ виду все ска

занное, разсмоrримъ тепер!> матриссу нашей системы 

1

1 а11 а12 · • · а1" 

а21 а22 • · • а2" 
1 

1 ·а,,,1 ~т~ · ·. · ~ .. :п 
и положимъ, что ея ранrъ (§ 18) равенъ µ < п. Въ неИ будетъ 
содержаться, по крайней мtpt, одинъ опред'kлитель µ-таrо порядка, 
не равный нулю (по самому опред'kленiю ранга). Этотъ опредtли· 
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тель, или одинъ ивъ такихъ, если ихъ будетъ нtсколько, мы наво

вемъ rлавнымъ опредtлителемъ системы. Онъ характеризуется 
тtмъ свойствомъ, что онъ самъ не равенъ нулю, между тtмъ 

какъ всt опредtлители высшаrо порядка, содержащiеся въ 

матриссt системы, равны нулю. Элементами ero будутъ коэф
фицiенты при нtкоторыхъ µ неизвtстныхъ въ нtкоторыхъ µ 
уравненiяхъ данной системы. Но понятно, что, переставляя, если 
нужно, уравненiя системы и буквы х1 , х2 , ••• , х,., обовначающiя 

неизвtстныя, мы можемъ всеrда достиrнуть тоrо, что неиввtстныя, 

и уравненiя, коэффицiенты которыхъ будутъ элементами rлавнаrо 
опредtлителя, ваймутъ мtсто первыхъ µ строкъ и первыхъ µ столб-
цовъ. Такая операцiя, очевидно, не мtняетъ системы рtшенiй дан
ныхъ уравненШ, а rлавный опредtлитель приметъ форму 

П11 П12 • • · а1,,. 

а,л п~J ..• а2µ 

~ . . ~ ~ 1 

а 1,1 а1,2 · · · а_,,µ J 

Введемъ еще слtдующее обовначенiе: 

п:н fl12 ... ai,, kl 

1'!21 а22 ... a2.u. k2 

t1,. 

аµ.1 ар:!. ... aµ.rr k,, 

а,1 ат2 ... а,µ k,. 

1 

1 

i 

Опредtлители 01 , д2 , ••• , От называются характеристическими 
о предtлитедями системы. Замtтимъ, что первые µ ивъ нихъ 
всеrда равны нулю, потому что у нихъ послi;дняя строка тожде

ственна съ одною изъ предыдущихъ. Мы вскорt увидимъ, что · 
усдовiе, необходимое и достаточное для тоrо, чтобы уравненiя дан
ной системы были совмtстны, состоитъ въ томъ, что и осталь
ные т µ характеристическихъ опредi;лителей равны нулю. Теперь 
мы можемъ формулировать самую теорему. 

53. Теорема Pyme. Если характеристическiе оnредtли
тели системы т линейныхъ уравненil съ 1z неизвtстными, 
rдt 1t т, не всt равны нулю, то уравненiя несовмtстны. 

Въ противномъ случаt система имtетъ одно единственное 
рtшенiе, когда ранrъ матриссы ея равенъ 11, и безчисленное 

множество рtшенiй, когда ранrъ матриссы ея меньше 1t 1) .. 

1) Comptes rendus de l' Acadernie des Sciences de Paris, 1875. 
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а) Перенесемъ неизвtстныя ;i;µ;..1 , Xµ,,f- 2, •• • , а.;, въ правыя ча
сти уравненiй и дадимъ этимъ нензвtстнымъ нроизвольныя значе

нiя с,,,+1, с,,.,+2 •••• , с,.. Данная система приведется тогда къ систе
мt т уравненiй съ µ неизвtстными: 

(6) 

гдt 

(7) 

f 
а11 ·"·1 + а12 "'2 + · · · al,n ·\, = k;, 
(121 .'\'! f· (122 Х2 + ... (12Jt ·\, = k; • 
l ·п,,:1 :v1 ат2 Х2 

при µ < 11, и k; k,. при µ = п. Прежде всего замtтимъ, что 
система (6) имtетъ тотъ же главный оnредtлитель и тt же 
характеристическiе опредtлители, какъ и система (5). Въ 
самомъ дtлt, матрисса системы (6) не можетъ содержать въ себt 
опредtлителей порядка выше µ (потому что въ ней число столб
цовъ равно µ); между тtми же, порядокъ которыхъ равенъ µ, за
ключается опредtлитель о, который и можно принять за главный, 
такъ какъ онъ не равенъ нулю. Что касается характеристическихъ 
~nредtлителей 

' k; 
1 

(111 (112 ... (11,н. 

()' = 1 

(121 (12"!. · · · п2н, k' 2 

' 1 
' 

"1,1 а,,2 ... (l,lt,U k!l 

а,.1 п1·2 ••• ПГJt k:. 
то, на основанiи извtстнаго свойства опредtлителей (§ 17) и фор
мулы (7), можно, разложивъ послtднiй столбецъ на слаrаемыя, на
писать 

ан n12 ... П11, а1, 1 

П21 ~22. ·: • ~12,:• П2,0 1. 
(1. /.t 1 {l,112 •• " {1-,li,(l (1,lf№ 1 

п1·1 п1·2 ••• п, .. (,. п1·х I 

Опредtлитель, на который здtсь умножается с,, очевидно, содер
жится въ матриссt (5) и обращается въ нуль, потому что его 
порядокъ больше f.t,. Поэтому о; = о,., что и требовалось доказать. 
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Ь) Теперь замiпимъ, что по извtстной формулt § 25 будемъ 
имtть 

(8) о;. i'Jk; . ~ k~ a,.j a,j *)' 
i, j 

rдt i и j получаютъ аначенiя 1, 2, ... µ,. Возьмемъ въ системt (6) 
первыя µ уравненШ и еще одно r-тое, умножимъ послtднее на о, 
а каждое i-тое иаъ первыхъ µ на число 

f=1• 
(ar1 а,1 + а"2 а;2 ••• + а,1, rt;1J = ,}; a"1aij• 

f=l 

и сложимъ полученные результаты. Тогда въ правой части, на осно
ванiи формулы (8), получится 

м;. ~ k; п"j aiJ = (~;.. 

; .i 

Въ лtвolt части коэффицiентъ при х., бу детъ 

оа,.. .I а;,; a,.i (J.i.i' 
i, i 

а это есть реаультатъ аамtны въ ь;. чиселъ 

числами 

какъ показываетъ та же формуJJа (8). Если же сдtлаемъ эти замtиы 
въ написаииомъ раньше выраженiи д; въ видt опредtлителя, то 
увидимъ, что результатъ всtхъ нашихъ операцШ иадъ уравне
нiями (6) даетъ равенство 

fl11 а12 • • • П1 1, 111. 

(121 (lz:! ••• (12/< (12s 

I 
a 1,i nµ2 ••• пµ,а а,..,. 

а,1 а1·':!. ... ar,i ar~ 

Опредtлитель, на которыlt здtсь умножается х.,, равенъ нулю, по
тому что послtднШ столбецъ совпадаетъ съ s-тымъ, и послtднее 
равенство приведется къ равенству 

о .. \"1 о . °":! + ... + о . х,, ' 
() ,· ' 

*) Такъ какъ о есть алгебраическое доnолненiе элемента k; въ ();, а пiJ 
алгебраическое доnолненiе п;j въ о. 
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которому нельзя удометворить, когда i'J;. ::j::: О. Слtдовательно, урав
ненiя наше~! системы несовмtстны, если хотя бы одинъ изъ ха

рактеристическихъ опредtлителеИ не равенъ нулю, что и доказы
ваетъ первую часть теоремы. 

с) Если всt характеристическiе опредtлители равны нулю, то 
формула (8) даетъ 

А это показываетъ, что уравненiю 

каковъ бы ни былъ значекъ r, можно удовлетворить, положивъ 

1 i=µ 

-'"1=-;rZ~1-
i==1 

Далtе, инымъ способомъ уравненiямъ (6) удовлетворить нельзя, 
потому что первыя µ уравненШ системы (6) представляютъ си

стему µ уравненiИ съ µ неизвtстными и о_предtлителемъ д ::j::: О, 
допускаюшую, какъ извtстно (§ 50), лишь одно рtшенiе. 

d) Изъ всего вышеизложеннаго вытекаетъ, что въ томъ случаt, 
когда всt характеристическiе опредtлители обрашаются въ нуль, 

система (5) имtетъ одно и только одно рtшенiе, если µ = 11, или 
безчисленное множество рtшенШ, если µ < п, потому что, въ по
слtднемъ случаt, всяко~~ произвольно выбранноИ системt зна

ченШ сµ+1, с1,+2, .. . , Сп неизвtстныхъ Xµ+t, х,,+2 , •• • , Xn, соотвtт
ствуетъ опредtленная система значенШ неизвtстныхъ х1 , Х2, ... , х!-" 
(а въ первомъ случаt, когшl µ = 11, чиселъ с1,+1 , ••• , сп, очевидно, 
не существуетъ). Въ случаt µ < 11 мы будемъ говорить, что си

стема (5) допускаетъ оо tz-µ (безконечность степени 1t - µ) рtшенiй 
((п - µ)-fach unendliche), выражая этимъ, что каждое изъ безко
нечнаго множества значенШ любо~! изъ 11 - µ неизвtстныхъ Хµ+1 , 

·-'"µ+2, ... , х" можно комбинировать съ каждымъ изъ безконечнаго, 

.множества значенiИ всtхъ другихъ и опредtленнсю системою зна

ченiИ остальныхъ неизвtстныхъ х1 , х2 , ... , Хµ. Мы въ правt такъ. 
говорить, потому что, какъ сеl-!часъ покаже.мъ, всяк~е рtшенiе· 
системы (5) заключается въ числt тtхъ, которыя даетъ изложенная, 
выше метода. Чтобы это показать, замtтимъ, что каково бы ни было. 
выбранное по произволу рtшенiе системы (5) 

1 1 1 f 

Х1 = С1, Х2 = С2, ... х,,+1 = сµ+1 • ... :'-"п = с,,, 

а,ы можемъ положить сµ+1 = с;+1 , сµ+2 = с~+2 , .. . , с,,= с~, а тогда~ 
рtшенiемъ системы, состояшеИ изъ µ первыхъ уравненШ системы (6), 
непремtнно будетъ система значенШ 

I 1 1 

.,,1 = с1' х2 = 1:2 , ••. :\"µ'=сµ, 
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иначе упомянутая сеltчасъ система µ уравненilt съ µ неизвъстными 
имtла бы болъе одного рtшенiя, между тъмъ какъ ея опредъ
литель (} :i= О, что невозможно (§ 50). Теорема Руше доказана 
вполнъ. 

54. Примiiчанiя. а) Вышеизложенныя изслtдованiя показы
ваютъ, что если система допускаетъ рtшенiя, тоµ уравненiА необхо
димы и достаточны дпя нахожденiя всъхъ этихъ рtшенiА, такъ 
что ранrъ ~.tатриссы системы даетъ наименьшее число урав

ненilt, къ которымъ можно свести данную систему. 

Ь) Въ случаt системы п уравненiй съ п неизвtстными за 
матриссу системы можно взять ту, которая получится, когда къ 

матриссt опредtлителя системы D прибавимъ одну строку элемен
товъ, равныхъ нулю. Если D :i= О, то (µ = п) главный опредълитель 
есть D, и всt характеристическiе опредtлители, очевидно, равны О. 
Слtдовательно, имtемъ одно единственное рtшенiе. Если D = О, 
то rлавныА опредtлитель надо искать между его минорами. Его 
порядокъ будетъ всегда меньше п, такъ что въ этомъ случаt имt
етъ мtсто либо несовмtстность, либо неопредtленность. Поэтому 
условiе D О есть не только достаточное, но и необходимое 
условiе единственности рtше1Jя системы. Этимъ восполняется про
бtлъ, на который было указано въ § 51. 

с) Условiя совмtстности нtсколькихъ линейныхъ уравненiй 
можно, слъдуя Капелли 1), высказать просто и изящно. Матрисса 

(9) 

all а12 · · · а1.- k1 

а21 а22 · · · а2" k2 

содержитъ въ себt d О. Ея ранrъ, слtдовательно, не меньше µ. 
Но онъ не можетъ быть больше µ + 1 , потому что всt опредt
лители порядка, большаrо µ + 1, содержащiеся въ ней, равны нулю. 
Дtйствительно, либо это будутъ опредtлители, содержащiеся въ 
матриссt системы (когда буквы k въ нихъ не входятъ), либо опре
дtлители, содержащiе буквы k; первые равны нулю по условiю, 
вторые, потому что всt дополненiя этихъ элементовъ равны О и въ 
разложенiи ихъ по элементамъ k всъ члены обратятся въ нуль. Итакъ, 
ранrъ матриссы (9) равенъ µ или µ + 1. Въ первомъ случаt всt 
оnредtлители порядка µ + 1, содержащiеся въ ней, къ числу кото
рыхъ nринадnежатъ и характеристическiе опредtлители, обратятся 

въ нуль, и уравненiя системы, слtдовательно, совмtстны. Во вто
ромъ случаt въ (9) содержится, по крайней мtpt, одинъ опредtли
тель порядкаµ 1, не равный нулю, а такъ-какъ такой опредtлитель 
не можетъ содержатся въ матриссt системы (рангь которой µ), то 

1) Capelli .• Rivista di Matematica• 1892, pag. 54. 
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онъ долженъ зак.11ючать въ себt буквы k. Въ тоже время допол
ненiя зтихъ мементовъ въ немъ не могутъ быть всt равны нулю, 
иначе самъ опредi;литель обратился бы въ нуль. Позтому, по край
ней мtpt, одно изъ зтихъ дополненiй не будетъ нулемъ, и мы 
можемъ его выбрать за главный опредtлитель въ матриссt системы. 
А тогда разсматриваемый опредi;литель, не равный нулю, будетъ 
характеристическимъ опредi;лителемъ, и по теоремt Руше, уравненiя 
системы несовмtстны. Резюмируя, находимъ, что уравненiя системы 
совмtстны или несовмtстны, смотря по тому, будетъ-ли ранrъ 
матриссы (9) µ или µ 1. Иными сповами, для совмkтности системы 
линейныхъ уравненiА необходимо и достаточно, что{>ы м атрисса 
системы сохранила свой ранrъ, когда къ ней добавимъ 
столбецъ изв-tстныхъ членовъ уравненiй. 

Системы линейныхъ формъ. 

55. Между цi;лыми рацiональными выраженiями, зависящими 
отъ 1i перемtнныхъ х1 , х2 , ••• , х,., особаrо вниманiя заслуживаютъ 
однородныя, т. е. такiя, въ которыхъ всt члены имtютъ одну 
и ту же степень т относительно х1 , ха, ••• , х,., или иначе говоря, 
rдt сумма показателейстепенеА чиселъ х1 , ха, ••. , х" во всtхъ чле
нахъ одна и та-же. Такiя выраженiя называются алгебраическими 
формами, линейными при т 1, квадратичными при т = 2, 
кубическими при т = 3, биквадратичными при т 4, фор
мами 5-ой, 6-ой и т. д. степени при т = 5, 6 и т. д. Форма лю
бой степени съ двумя перемtнными (п = 2) называется бинарною, 
съ тремя (п = 3) тройничною*). Въ зтой rлавt мы будемъ зани
маться линейными и квадратичными формами. ОбщiА видъ линейной 
формы есть 

а разложенiе и"' по степенямъ перемtнныхъ даетъ простtйшНt при· 

мъръ формы т-ой степени. Замtтимъ, что изъ этого разложенiн 
можно получить любую форму т-ой степени, умножая каждый 

членъ раможенiя на произвольные коэффицiенты, не зависящiе 

отъ х1, х2 , .. . , х,., и что чиспо членовъ въ самой общей формt т-ой 
степени съ п перемtнными равно чиспу членовъ въ разложенiи т- ой · 
степени п - членнаrо полинома, т. е. числу различныхъ сочетанiй 

изъ т + 1t 1 буквъ по т (XIX).' 

56. Когда дана система, состоящая изъ т линейныхъ формъ 
съ п перемtнными, то важно бываетъ знать, моrутъ ли всt эти 
формы обращаться въ нуль при значенiяхъ перемtнныхъ, не рав-

*) Для формъ съ 4-мя и т. д. перемt.иными, на русскомъ языкi. осо
быхъ терминовъ не употребляютъ. 
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ныхъ нулю одновременно. Иными словами, спрашивается: имtетъ
ли система линейныхъ однородныхъ уравненiА 

(10) I а
а.:: х1 + а12 х2 + ··· + а1" х" О, 

..... 1·1 +а22 х2 + ··· +а2" х,. = О, 

. . ~ ~ . ... . . . '" . . . . .. 

aml Х1 + ат2 Х2 + ... + ат" х., = О• 

рtшенiя, кромt очевиднаrо 

(11) Х1=0, Х2 О, ... , .:1,·,.=О. 

Ясно, что характеристическiе опредtлители для нашей системы всt 
равны нулю, потому что послtднiА столбецъ каждаго такого опре· 
дtлителя образуется извtстными членами уравненiА, а эти члены 
всt равны нулю. Тепрема Руше учитъ, что случай несовмtстности 

не можетъ встрtтиться, и это подтверждается тtмъ, что одно рtшенiе, 

а именно (11 ), существуетъ. Та же теорема учитъ, что если рангь 
матриссы системы равенъ п, то возможно только одно рtшенiе, и 

тогда оно необходимо совпадаетъ съ (11). Слtдовательно, необхо
димое и достаточное условiе, для того, чтобы нtсколько 

линейныхъ однородныхъ формъ могли одновременно обра
щаться въ нуль, для значенJй перемtнныхъ, не равныхъ 
нулю одновременно, состоитъ въ томъ, чтобы рангъ ма
триссы коэффицiентовъ ... былъ меньше числа неизвtст-

ныхъ. 

' ·~· 57. Въ случаt т > п, число рtшенiй системы (10), какъ мы 
знаемъ, будетъ оо"-1', если µ есть рангь матриссы. Въ случаt т п 
надо къ матриссt сисrемы присоединить болtе чtмъ (п - т) строкъ 
нулей, а потому при разысканiи главнаго оп~дtлителя мы можемъ 
ОГраНИЧИТЬСЯ тkМИ m строками, КОТОрЫЯ Сl>сl'ОЯТЪ Не ИЗЪ ОДНИХЪ 
нулей, потому что всякiй опредtлитель со строкою однихъ нулей 
равенъ нулю. Такимъ образомъ мы видимъ, что порядокъ глав
наго опредtлителя не можетъ быть больше т, т. е. µ = т и 
п - µ п - т. Отсюда теорема: Всякая система т линейныхъ 
однородныхъ уравненiй съ п неизвtсtными, при п > т 
имtетъ по крайней мtpt оо"-т рtшенiй,.,Во всtхъ случаяхъ, 

чтобы рtшить систему (10) дос,:аточно, послt того какъ будетъ 
выбранъ опредtленный главный опредtлитель. системы 

ан а12 • • • а1µ. 

о= 
а21 а22 •.. а2µ. 

1~~ а µ.2 ... аµ.µ 

рtшить первыя µ уравненШ системы относительно х1 , х2 , ••• , Хµ.. 

4* 
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Полагая 

по правилу Крамера получимъ 

(i=I, 2. 3 .... ,/t) 

при чемъ можемъ по прои3волу выбрать 3наченiя каждой И3Ъ неи3-

в-kстныхъ Xµ+i, Хµ+2 , •• • , Xn· При всякомъ другомъ выбор-k rлав
наrо опредЬителя о' въ rtхъ-же µ столбцахъ, въ которыхъ содер
жится о, получается формула, не отличающаяся отъ предыдущей, 
и чтобы это пров-kрить, достаточно 3ам-kтить, что въ силу теоремы, 
выска3анной въ КОIЩ'Б § 41, мы им-kемъ о о'= O,j/o[j. (Прим. ХХ.) 

58. Ра3смотримъ теперь въ частности случай п линейныхъ 
формъ съ п перем-kнными. Если опредЬитель D этой системы не 
равенъ нулю, то эти формы не моrутъ обращаться въ нуль одно
временно при значенiяхъ перем-kнныхъ, не равныхъ нулю одновре
менно *). Если опредЬитель D О и рангъ его = µ, то суще
ствуетъ, какъ было доказано, oon-,, системъ значенiй перем-kнныхъ, 
не равныхъ нулю одновременно и обращающихъ вс-k данныя формы 
в_ъ нуль. Обращая н-kкоторымъ обра3омъ эту теорему, можно ска
зать, что необходимое и достаточное условiе для того, чтобы рангъ 

н-kкотораrо опредЬителя n-ro порядка былъ равенъ µ, состоитъ 

въ томъ, чтобы между элементами каждой изъ · его строкъ ( или 
каждаrо изъ столбцовъ) существовало п - µ линейныхъ однород
ныхъ соотношенiй. Этимъ хотятъ сказать, что возмажно найти п µ 
различныхъ системъ значенiй л1 , ~ •••• л.,,, для которыхъ 

11 а;1 + ~ а,'2 + · · · + l" а;,. = О 

при всякомъ значенiи i 
(См. прим. XXI). 

1, 2, ... п. 

Въ частности им-kемъ слt.дующую теорему: Для того, чтобы 
н-kкоторый опред-kлитель былъ равеиъ нулю, необходимо 
и достаточно, чтобы между элементами каждой его строки 
(каждаго столбца) существовало одно и тоже линей!fое одно
род11ое соотношенiе. 

( См. r~римt.чанiе (V) къ § 17.) 

*) Потому что система линеi!ныхъ однородныхъ уравненil!, получа
емыхъ отъ приравниванiя вс-tхъ этихъ формъ нулю, им-tетъ тоrда един
ственное р-tшенiе: х1 = х2 = ·· · = х,. = О. 
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Изъ нашей теоремы слtдуетъ, кромt того, что всякН! опредi.ли
тель rюрядка п и ранга µ, при помощи извъстныхъ операпJй (§ 17), 
можетъ быть преобразованъ въ такой, въ которомъ всt элементы 
въ п µ параллельныхъ рядахъ будутъ равны нулю. Въ частности 
всякiй опредi.литель, равный нулю, можетъ быть преобразованъ въ 
друrоА, въ которомъ всъ элементы одного (по крайней мtpt) ряда 
равны нулю. 

59. Для приложенiй особенно интересенъ тотъ случай, когда 
D О, а по крайней мtpt одинъ изъ элементовъ взаимного опре
дi.лителя не равенъ нулю. Если, напримъръ, а11 ::j:: О, то главный 
опредi;литель d = а11 бу детъ порядка п - 1 , и система допускаетъ 
00 1 рtшенiА. Чтобы ихъ найти, поступаемъ какъ въ § 57, т. е. пере
носимъ члены съ х1 въ правую часть и опредi.ляемъ остальныя 
неизвъстныя изъ п - 1 уравненiй. Такимъ образомъ наАдемъ, что 

а11Х; а11х1, и, 11змtняя i, будемъ имtть 

Извtстныя свойства опредi.лителя дi.лаютъ полученный результатъ 
очевиднымъ. СлучаА п 1 однородныхъ уравненiй съ п неизвtст
ными приводится къ разсмотрtнному присоединенiемъ къ данной 

систем-в одного уравненiя съ нулевыми коеффицiентами. 

60. Примf.ры. а) Система 

al"~ + Ь1у + c1z=0. ~х + Ь2у + c2 z О, а3х + Ь8у + c3z = О 

только тогда имtетъ рtшенiя, кромt очевидного х = у = z = О, 
когда 

n:1 Ь1 С1 

a2h2C2 0. 

аз Ьа С3 

При выполненiи этого условiя система. имtетъ безконечное число 
рtшенiй, опредi.ляемыхъ формулами 

х 

въ томъ предположенiи, что не всъ знаменатели равны нулю. Такъ 
напримtръ, система 

х + у + z О, х + у + 2z О, х + у + 3z = О 

имtетъ безчисленное множество рtшенiй ( оо 1), опредtляемыхъ фор
мулами х = л., у - ) .. , z = О, rдъ л. можно измtнять отъ оо 

до + оо. 
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Ь) Принимая во вниманiе послtднее замtчанiе § 59, находимъ 
для рtшенiй системы 

формулы 

х 

-1 01 Ci d1 ! 
o2c2d21 

io3C3d3 

j 
a1x+o1y+c1 z+d1t=O, 

й2Х + О2У + C2Z + d2t О, 

й3Х + 03)' + C3Z + d3t O 

у -, а;-ё~~, 
l

~c2d2 

а3 с3 d3 I 

z 

1

. а1 01 tl;l -
a202d21 

I а3 03 dз 

t 

I а1 01 С1 1 

I 
а2 02 с2 ' 

а3 О3 С3 1 

Никакихъ друrихъ рtшенiЯ система не имtетъ, если предположимъ, 

что по краllней мtpt одинъ изъ знаменателей не равенъ нулю. 

61. Говорятъ, что между формами u1 , и2 , ••• Um существуетъ 
линейная зависимость, если возможно наllти такiя числа л1 , k, ... Ат, 
которыя не равны нулю одновременно и для которыхъ выраженiе 

l 1u1 + kJU2 + ··· + A.mUm обращается въ нуль тождественно (т. е. 
независимо отъ значенiй перемtнныхъ х1 , х2 , ••• , х,., отъ которыхъ 

зависятъ и1 , u2 , ••• Uт)- Если такого соотношенiя между формами 
не существуетъ, то формы называются линейно независимыми. 

Установивъ это опредt.ленiе, положимъ, что формы и1 , u2 , ••• , Um 

изображаютъ лtвыя части уравненiА (10). Вслtдствiе произвольности 
значенiА перемtнныхъ х1 , х2 , ••• , х,., предполаrаемыхъ независимыми, 

уравненiе 

Л.1 U1 + · ·· +lm Um = 0 

разбивается на п уравненiй, а именно: 

л1 й~1 + Л'J. йш + · · · + ;.т ат1 = О, 

li а12 + ;'2 й22 + ··· + lm ат2 О, 

л1 а1,. + ~а2,. + ··· + lmam" О. 

Чтобы нельзя было удовлетворить этимъ уравненiямъ значенiями 
).1 , l:i, ... Лт, не равными нулю одновременно, необходимо и доста
точно, чтобы ранn, матриссы системы былъ равенъ т (§ 56). 
Итакъ, имtемъ теорему: Для того, чтобы т линейныхъ формъ 
съ п перемtнными были независимы, необходимо и доста
точно, чтобы ранrъ ихъ матриссы былъ равенъ т. Какъ 
частный случай отсюда вытекаетъ, что условiе, необходимое и до· 
статочное для независимости п линейныхъ формъ съ п перемtнными, 
состоитъ въ томъ, чтобы опредtлитель ихъ не былъ равенъ нулю. 

62. Если т > п, то ранrъ матриссы непремtнно меньше т, 
потому что онъ не можетъ быть больше п. Отсюда слtдуетъ, 
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что не можетъ существовать больше, ч tмъ п независимыхъ 

формъ отъ п перемtнныхъ. Такъ напримtръ, формы ах+ Ьу 
и а' х + Ь'у независимы при аЬ' а' Ь, но невозможно найти 
еще третью форму а" х + Ь"у, независимую отъ первыхъ двухъ. 
Дtйствительно, каковы бы ни были а" и Ь II всегда имtетъ мtсто 
тождество 

(а' h" - h'a") (ах+ Ьу) + (ha" - ah") (а'х + h'y) 
+ (ah' ha') (а"х + h"y) = О. 

/ 

Во всякомъ случаt наименьшее число формъ, къ которому 
приводится данная система линейныхъ формъ, равно рангу 

ихъ матр'иссы, т. е. если µ есть ранrъ матриссы, то т µ формъ 
моrутъ быть выражены черезъ остальныя_ µ, которыя одна отъ дру
гой не зависятъ. Къ тому же заключенiю приводитъ с11'kдующее 

замtчанiе. Если перем'kннымъ х1 , .1:2, ••• , Хт дадимъ произвольныя 
значенiя, не равныя нулю одновременно, и вычислимъ соотв'kтству

ющiя имъ значенiя и1 , u 2 , ••• и,,., то уравненiя 

ui а;1 х1 + а,'2х2 + ··· ai"x,., (i = 1, 2, ... т), 

опредtляющiя эти формы, можно разсматривать, какъ систему"со

вмtст11ыхъ уравненiй, дпя которой поэтому всt характеристическiе 
опредtлители должны быть равны нулю. Поэтому всегда имtемъ 

а11 а12 • • • а1,, "1 
1 

а21 а22 • • • а2,,, "2 
=0, 

а,,,1 аµ2 ••• аµµ, и,., 1 

I ar1 а"2 ~ ... а.,.µ ur 

и на основанiи § 25 и 53, с) наХОдИМЪ 

(r = µ + 1, µ + 2, ... , т) 

чtмъ и доказывается вышесказанное. 

63. Теперь мы можемъ доказать одну теорему, которая облеr
чаетъ опредtленiе ранга данной матриссы. Допустимъ, что найденъ 
такой опредtлитель о =1= О порядка µ, что вd опредtлители по
рядка µ + 1 , содержащiеся въ матрисс'k и содержащiе въ себ'k о, 
равны нулю, такъ что 

ан а12 ... а1,,, а1 • 

а21 а22 ... а2,,, a2s 

о. 

aµl аµ2 ... а,,,,,, aµ,s 

arl ar2 ... а,.,,, ars 
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при всtхъ возможныхъ значенiяхъ r и s. Разлагая этоть опредt

литель по элементамъ 11ослtдняrо столбца и раздtляя на d, полу
чимъ равенство 

а,.. ""',tl als + ~ а28 + ... + ,tµ aµs• 

въ которомъ 11 , k.!, ... Аµ отъ s не зависятъ. А это показываетъ, 
что формы 

и,. = а"1 х1 + а,-2 х2 + · · · + а,.,. х,. (r = µ, + 1, µ, + 2, ... , т) 

выражаются линейно черезъ u1 , u 2 , ••• , иµ (у11,.е независимыя одна 
отъ другой, потому что () :f:: О). Поэтому ранrъ матриссы 

all а12 • • • а1" i 
! 

а21 а22 • • • а2,. ; 

aml ~т~ ... • ~~..\ 

какъ разъ равенъ µ. Итакъ, чтобы можно было утверждать, 
что ранrъ матриссы равенъ µ, достаточно найти въ ней 

одинъ такой опредtлитель порядка µ, не равный нулю, что 
всt опредtлители порядка µ + 1, его въ себt содержащiе, 
равны нулю. Отсюда, какъ частный случай, вытекаетъ такая теорема: 
Если не всt опредtлители, содержащiеся въ какихъ нибудь т 1 

. столбцахъ написанной выше матриссы, равны нулю, а всt старшiе 
опредtлители, содержащiе въ себt тt же столбцы, равны . нулю, 
то и всякiй другой старшiй опредtлитель равенъ нулю. 

Линейныя преобразованiя. 

64. Представимъ себt, что въ одной или въ нtсколькихъ 
алrебраическихъ формахъ съ п перемtнными х1 , х2 , ••• , х,., числа 
х; (i = 1, 2, ... , п) замtняются слtдующими выраженiями 

(12) I 
х1 = kuY1 + k12Y2 + ··· + k1"Y,., 

Х2 = ~У1 + ~У2 + ... + k211Y,., 

х,. = k"1Y1 + k112Y2 + · ·· + k,.,.Y,. · 

Данныя формы превращаются тогда въ такое же число формъ съ 
перемtнными у1 , у2 , ••• , у,.. Операцiя, изображаемая уравненiями {12), 
переводящая данныя формы въ новыя, называется линеПнымъ пре

образованiемъ. Модулемъ преобразованiя называютъ опредt
литель 
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k11 k12 · · · kln 

К= 
k21 k2'J ... k2" 

k"1 k"2 ••. k,.,. 

которыА надо предполагать не равнымъ нулю, иначе между перемtн

ными х1 , х2 , ••• , х" установилось бы линеАное соотношенiе (§ 61 ), 
и онt не были-бы независимыми перемtнными. Если К = 1 , то 
преобразованiе называютъ унимодулярнымъ. 

65. Чтобы возвратиться отъ преобразованныхъ формъ къ пер
воначальнымъ, нужно къ преобразованнымъ формамъ примtнить 
н-1.которое другое .'IИнеА11ое преобразованiе, которое называется 
обратнымъ относительно перваrо. Формулы обратнаrо преобразо
ванiя очевидно получатся, если рtшимъ уравненiя (22) относительно 
чиселъ у. Если XiJ есть алгебраическое дополненiе элемента k;. 
въ К=!= О, то правило Крамера даетъ 

(13) 

Модуль 

I 
Ку1 = :к11 х1 + "-.!:1 х2 + ··· + х"1 х,.. 

Ку2 х12 х1 + "2а х2 + · ·· + х"2 х,., 
. . . . ~ . . . . . . . . . .. . ~ 

Ку"= Х1" Х1 + Х2" Х2 + • · · + х,,,. х,.. 
обратнаго преобразованiя есть (§ 37) ,. 

~' 

I Хн Х21 ••• х"1 

1 Х12 Х22 • • • х"2 1 
K"I к 

1 ·"1~ :к2,. ••• х,,,, 

.: ' ,,~' ' 
,,, /t..11 

.·!" 

l 

66. Если примtнимъ преобразо~анiе (12) къ системt формъ 

(i 1, 2, ... ,п), 

то эта система преобразуется въ систему 

(i=l,2, ... ,n), 

rдt числа Ь весьма просто связаны съ числами а. А именно, если 
мы примtнимъ преобразованiе (12) къ i·oA формt первоА системы, 
то эта форма преобразуется въ 

а;1 (k11Y1 + ··· + k1"Y,,) + a,2(k21Y1 + ··· + k2"Y,.) 
+ ... + а;,. (k"1Y1 + ... + k,.,.y,,). 

Поэтому, отбирая коэффицiенты при у 1, наАдемъ 
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По правилу умнЬженiя оnредълителеll тотчасъ видимъ, что 

Ьн Ь12 ... Ь1" ан а12 · · · а1" kн k21 . "· k"1 

ь21 Ь22 · · · Ь2" а21 а22 · · · а2" k12 k22 · · · k"2 

ь"1 Ь"2 ... Ь,.,. а"1 а"2 ... а"11 k1" k2,. ... k,.,.. 

т. е.: Оnредълитель системы формъ, полученной череаъ ли
нейное nреобрааованiе данной системы линейныхъ формъ, 

равенъ оnредълителю nервонач;~лhноll системы, умножен-

ному на модуль nреобрааованiя.·1 :· · ·,у,: ... ,.· ,,_ ·-.> :,t: 

67. Послъдовательное nримъненiе нъсколькихъ линейныхъ npe
oбpaaoвaнill равносильно nримъненiю одного такого nреобрааованiя, 
модуль котораго равенъ nроиаведенiю модулей всъхъ дан

ныхъ nреоб paaoвaнill. При докааательствъ этого nредложенiя мы 
можемъ, конечно, ограничиться случаемъ двухъ nослъдовательныхъ 

npeoбpaaoвaнill 

Реаультатъ nослъдовательнаго nримъненiя этихъ двухъ nреобразо
ванill, очевидно, равносиленъ nреобразованiю, оnредъляемьму фор

мулами, дающими выраженiя nеремънныхъ х непосредственно черезъ 

nеремънныя z. Раасматривая х1 , х2 , ••• , х,., какъ систему линеllныхъ 

формъ отъ у1 , у2 , •• • ,у,., имъющую оnредълитель К, и обоаначая 
черезъ К' модуль второго nреобрааованiя, на основанiи nреды
дущаrо § тотчасъ находимъ, что К К' есть оnредълитель новой 
системы формъ, т. е. модуль nреобрааованiя, равносильнаго двумъ 

даннымъ. 

68. Ортогональныя преобразованiя. Между линейными nре
обрааованiями особенно важное аначенiе имъютъ ортогональныя. 
Они оставляютъ беаъ иамъненiя сумму квадратовъ nеремънныхъ. 
Чтобы nреобрааованiе (12) было ортогонально, необходимо, сл·\;
довательно, чтобы тождественно удовлетворялось равенство 

(14)] 

т. е. въ выраженiи 

(k11Y1 + ··· + k1"Y,,)2 + (k21Y1 + · ·· + k2"YJ2 + · ·· 
+ (k"1Y1 + ... +k,,,,y,,)2 

коэффицiентъ при y/l' долженъ быть 1, а коэффицiентъ при у.у;, 
гдъ i =1= j, долженъ быть О. Раалагая квадраты по стеnенямъ буквъ у, 
находимъ, что 

• 11 n~ i=J 
(15) kн k1J- + k9 ; k2J. + · -· + k"i k"з· = . . 

~ О при i::.\=J 
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Обратно, если условiя (15) выполнены, то и тождество (14) выпол
няется, и преобразованiе будетъ ортогонально. 

69. Опредtлитель называется ортоrональнымъ, если имъ 
можно воспользоваться въ качествt модуля ортоrональнаrо преобра
зованiя, для чего необходимо и достаточно, чтобы между ero эле
ментами k,1 существовали соотношенiя (15). Всякiй ортогональный 
опредtлитель равенъ ± 1. Дtйствительно, въ силу соотноше
нШ (15), квадратъ ero 

1

1 О •.. О 

к2 = о 1 ... о = i, 

1 ~ о ... 1 

откуда К ± 1. Преобразованiе съ модулемъ К называется nраво
вращающимъ при К=+ 1, и лtвовращающимъ при К= 1. 

70. Всякiй ортоrонал ьный опредtлитель характе ри
зуется тtмъ, что каждый ero элементъ равенъ своему алге
браическому дополненiю, взятому притомъ съ обратнымъ 
знакомъ, когда опредълитель равенъ - 1. 

Въ самомъ дi;лt, давая въ формулахъ (15) числу i значенiя 
1, 2, 3, ... , п, получимъ 

1 

k11 k11 + k21 k21 + ... + k"1 k"j = о' 

k12 k11 +.k22 k21 + ... + kп2 k"j = о, 
. . .. . . . . . .. . . .. . ~ . .. 

l 
.k1.j .k1: ~ ~2~ ~2j. +. ··.· ~ ~ ... ; ~~ 1, 

k 1" k11 + k2п k21 + ... + k,.,. k"1 О, 

Ръшая эту систему относительно k11, k21 , ••• , k"1 по правилу Кра
мера, находимъ 

Kk,1 О· х.~ +О· х,'2 + ··· + 1 · ";;+···+О · Х;п = Х;;, 

откуда и слъдуетъ сказанное. Об.ратно, если 

(16) 

то лtвая часть въ формулi; (15) будетъ 

1 
К (kн "11 + k2i "21 + ... + k,,; х,.;); 

она равна О при i:фj, и 1 при i=j. Уравненiя (15) удоВJiетво
ряются и опредtлитель ортоrоналенъ. 

71. Болtе обще, каждый миноръ ортоrональнаrо опредtли
теля равенъ соотвътствующему алгебраическому доnолненiю, и при-
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томъ съ обратнымъ знакомъ, если опредi;литель равенъ - 1. Дtйстви· 
тельно, разсмотримъ въ опредtлителt, взаимномъ съ К, какой нибудь 
миноръ v-го порядка. На основанiи формулы (16) онъ равенъ 
соотвtтствующему минору К" въ К, умноженному на К". Съ дру
гой стороны (§ 38), мы знаемъ, что тоrь-же миноръ равенъ алге
браическому дополненiю К,,, умноженному на К.,..·1 ; раздiияя полу
ченное равенство на К11- 1 , находимъ, что алгебраическое допол
ненiе минора К,,, равно КК,., что и требовалось доказать. 

72. Чтобы нtкоторое преобразованiе было ортого
нальнымъ, необходимо и достаточно, чтобы модуль его, 110 

замtнt въ немъ столбцовъ строками, совпалъ съ модулемъ 
обратнаго преобразованiя. Въ самомъ дtлt, если преобразо
ванiе (12) ортогонально, то, внося въ формулы (13) выраженiя х.; 
изъ формулъ (16), тотчасъ увидимъ, что упомянутое условiе небхо
.димо. Обратно, если формулы 

х, ki1Y1 + k,'2Y2 + k,11.Уз + · ·· + k;пУп 
у,= kнх1 + k2ix3 + k3;x3 + ··· + k"1 хп 

при i = 1, 2, 3, ... п изображаюrь два обратныхъ преобразованiя, 
то изъ нихъ слtдуеrь тотчасъ и соотношенiе (16), а слtдовательно, 
оба преобразованiя ортогональны. 

73. Построенiе ортоrональныхъ преобразованiй. Элементы 
ортогональнаго опредiиителя п-го порядка, число которыхъ равно п2 , 
должны удовлетворять условiямъ (15). Число послtднихъ равно 
п + fn(n - 1) = tn(n + 1)~ а именно п тtхъ, у которыхъ правая 
часть равна 1 и {п(п 1 у: тtхъ, гдi; правая часть равна нулю. 
Отсюда слtдуетъ, что мы можемъ дать произвольныя значенiя 

n2 {п(п + 1) = 1n(n 1) элементамъ, и тогда, вообще говоря, 
остальные } 1i(n + 1) эл~ментовъ, удовлетворяющiе такому же числу 
условiй, уже опредiиятся. Вмi;сто того, чтобы приписывать произ

вольныя значенiя fn(n + 1) элементамъ, можно поставить себt 
задачу выразить всt п2 элементовъ черезъ }п(п 1) rtроизволь
ныхъ величинъ. Эта задача рi;шена Кейли (Cayiey) съ помощью 
весьма изящной методы, которую мы и изложимъ. Пусть 

ан а12 • • · а1" 

А= 
ащ а22 ••• й.з" 

а"1 а112 ••• а.,., 

будетъ псевдосимметрическiй опредtлитель, котораго главные эле
менты всt равны 1, такъ что 

(17) aij = aji при i :::j= j и а.; = 1 , 
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Въ опредtлителt А прои3вольны только элементы, лежащiе по одну 
сторону главной дiагонали, число ихъ равно t11(n - 1), и мы ихъ 
можемъ выбрать 3а величины, въ которыхъ надо выра3ить всt п2 

элементовъ модуля К. Ра3смотримъ преобра3ованiя, опредtляемыя 
формулами 

Х; = ail z 1 + а,"2 z 2 + а;3 z 3 + ··· + а;пzп, 
У;= ali Z1 + а2; Z2 + аз; Zз + ·· · + anizn, 

для i = 1, 2, 3, ... , п. Складывая эти формулы и принимая во 
вниманiе равенства ( 17), находимъ 

(18) х;+ У;= 2z;. 

Преобра3ованiя, обратныя предыдущимъ двумъ, выражаются фор· 

мулами 

Az; = alixt + а2;х2 + а3;х3 + ··· + anixn, 

Az; = анУ1 + а,"2У2 + а,-зУз + ... + а;пУп• 

которыя, въ силу (18), приводятся къ слtдующимъ 

У;= j U1;X1 + ~ U2;X2 + .. · + (~ И;; - 1) Х; + · .. + ~ anixn, 

2 2 . (2 ) 2 
Х; = А ailyl + А а,"2У2 - ... + А И;; - 1 У;+ ... + А ainYn, 

А это пока3ываетъ, что (§ 72) преобра3ованiе, въ которомъ общее 
выраженiе элемента модуля есть 

2 
А а;; - 1 при i = j 

(Щ 2 
а при i-1-;·, 

А ij ,--

будетъ ортогональнымъ. 

74. Построенное такимъ обра3омъ преобра3ованiе 
всегда правовращающее. Въ самомъ дtлt, модуль его 

ан-· t А а12 ... aln . 

К=(~У U21 а22 - tA ... а2п 

ап1 а"2 ... апп -!А 

Прои3веденiе А на опредtлитель, стоящiй въ правой части, есть 
опредtлитель, въ которомъ общее выраженiе элемента имtетъ слt
дующiй ВИДЪ: 
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т. е. 

r== ti 

С,; = ,I a,rajr - ! Аац. 
r=1 

Первый членъ въ правой части этого равенства равенъ нулю при 
i ::j= j, и равенъ А, при i . Слtдовательно, 

cij = f Aaij = tAaji при 

С;; = А t Aa.:i = ! А . 

Сл1;довательно, всегда c,j = {Aaj;, (aii 1), откуда слtnуетъ, что 

tAa11 tAa21 ••• !Аа"1 
! AaJ2 ! Аа22 ••• t Аа"2 А, 

Припоминая, что А никогда не можеть быть нулемъ (§ 47), мы 
и находимъ, что К 1. 

75. Прим~р'Ь. Для построенiя самаго общаго ортого
нальнаго опредtлителя 3-го порядка замtтимъ прежде ~сего, 
что взаимный опредtлитель опредtлителя 

r -- q 

- r 1 р = 1 ·+· Р2 ·1· q2 + у2 
q -Р 

будетъ 

1 ·+Р2 

-· r+qp 

q+rp 

Съ помощью формулы (19) 
дtлитель будетъ 

r+pq -q+pr 

I+q2 P+qr 

тотчасъ находимъ, что искомый опре· 

1 +Р2 q2 у2 

l +P2+q2+r2 
2( r+qp) 

1 +P2+q2-f-r2 
2(q+rp) 

1+_P2+q2+r2 

2(r + pq) 
I+P2+q2+r2 
l P2+q2-y2 
1 +P2+q2+r2 

2( р + rq) 
1 + Р2 ·1· q2 + у2 

2( q + pr) 
Г+ Р2:+- q2 + r2 

2(р +qr) 
1 +P2+q2+r2 
1 P2-q2+r2 
1 +P2+qz+r2 

Обозначая черезъ а, fJ, у три числа, удовлетворяющiя равенству 
а2 + {Р у2 = 1 , всегда можемъ положить 

* * * P=atg , q=Ptg 2 , r=rtg 2 · 
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Тогда предыдущiй опредt.шпель представится въ болt.е простомъ 
видt. 

соs,д,+а2 (l-cos,O.) 

ysin,O.+ .Ва (1-cos,O.) 

ysin ,О.+ а-9 (1 

cos{}+fP (1 

cos{}) .Вsin#+ar{l -cos,,?) 

cos{}) asin{}+/?y (1 cos,{}) 

cos1J,) cos{}+y2 (1-cos{}) 

Отсюда слt.дуетъ, что самое общее ортогональное преобраsованiе 
тройничной формы опредt.ляется формулами 

f х' х cos ,О+ (уу - /1z) sin ,О.+ а (1 cos {}) (ах+ .8у + yz), 

(20) . у'= у cos D- + (az - ух) sin {} + .В(l cos{}) (ах+ .Ву+ yz), 

t z' z cos ,О.+ (>1х - ау) sin 1} + у (1 - cos #) (ах fJy + yz) 

извt.стными въ Аналитической Геометрiи подъ именемъ "формулъ 

Эйлера" 1). Такъ какъ, очевидно, ах' +Ру' +rz' ax+Py+rz, 
то это преобразованiе оставляетъ безъ измt.ненiя выраженiя х2 + у2 +z2 
и ах + Ру r z, а слt.довательно, и выраженiе (/ х2 + у2 + z2 
(ах+ Ру+ rz)2 = (ry-/Jz)2 + (az rx)2 + (Рх ау)2 • Раз

сматривая а, /J, r какъ косинусы угловъ, образуемыхъ нt.которымъ 
направленiемъ съ тремя осями прямоугольной системы координатъ, 

а .х, у, z, какъ Декартовы координаты нt.которой точки М, мы 
видимъ, что точка М, при переходt. въ другую точку М' съ ко
ординатами х', у', z', вращается около прямой, проходящей черезъ 
начало координатъ и опредt.лямоА направленiемъ (а, /3, r), всегда 
оставаясь въ разстоянiи, равномъ Q, отъ этой прямой. Направленiе 
общаго къ этой прямой и прямой ОМ перпендикуляра опредt.ляется 
косинусами 

'УУ - Hz 
(! 

az ух flx ау ~--, 
(} (! 

а потому косинусъ угла, на который должна повернуться точка М 
около прямой. чтобы попасть въ М', равенъ частному отъ 
дt.ленiя (29) произведенiя матриссъ 

I 
а {J 'У I J а fJ 1 1 = хх' + уу' + zz' (ах+ {fy + 1•z"f 
xyz jx'y'z'. 

на Q2, т. е. cos-i}. Итакъ, формулы (20) обозначаютъ враще
нiе на уголъ ,{}, около прямой, проходящей черезъ начало 
координатъ въ направленiи (а, /J, r). {Примt.ч. XXII.) 

1) Он't вновь бЫJ1и найдены Родригомъ (Rodrigues) Т. V. Journal 
Jiouville (р. 405). 
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КВFIДРF\ТИЧНЫЯ ФОРМЫ. 

Основныя понятiя изъ теорiи квадратичныхъ 
формъ. 

76. Въ приложенiяхъ Алгебры особенно важное значенiе имt
ють квадратичныя формы (55) съ п перемtнными: 

И = а11 xf + а22 xi; + а33 х; + · · · + апп х; 
+ 2а12 Х1 Xz + 2а13 Х1 Х3 + 2а23 Х2 Х3 + · · · 

Для сокращенiя принято писать 

И= Ia.-1 x,x1, 
i, j 

причемъ подразумtвается, что указатели i и j, одинъ независимо 
отъ другого, принимаютъ всt зна11енiя (ц-мыя) оть 1 до п. 

Симметрическiй опред-митель 

anl aj!!', • • · апп 

гдt ац = aji, называется дискриминантномъ формы U, а квадра
тичная форма 

дискриминантъ которой есть опред-kлитель взаимный съ опредtли
телемъ А, называется формою взаимною съ U. 

77. Съ изученiемъ квадратичной формы U находится въ тtс
ной связи разсмотрtнiе системы линейныхъ формъ, опредtлитель 
которой равенъ дискриминанту формы, а именно: 

(l) I 
U1 й'11Х1 + а12Х2 + ··· + alnxn, 

и2 = а21 х1 + a2'lx2 + ··· + а2"х,., 

1 ~п ·а~1;1 ~ ~"~;2 ~ : .. ·~ а~~ .. ·• 
Прежде всего замtчаемъ, что имtемъ равенство 

(2) 

Это даетъ для U выраженiе, симметричное относительно буквъ х и и. 
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Примемъ теперь за новыя перемt.нныя числа и1 , u 2 , ••• , и,., пред
полагая, что они независимы. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось неравенство А =!= О (§ 61 ). Если введемъ эти 
новыя перемt.нныя въ выраженiе U, то эта форма перейдетъ въ 
взаимную съ нею (раздt.ленную на А). Дtйствительно, прилагая 
правило Крамера къ рtшенiю системы (1) относительно перемi;н
ныхъ х, найдемъ систеf,(у уравненiй 

I 
Ах1 = а11 и1 + ~1 и2 + · · · + а"1 и,., 

Ах2 = ai2 Ui + ~ 1'2 + · · · + а"2 и,., 
а а " , , • • о • • • о о • • , 

Ах,. ~,.и1 + ~,.и2 + ··· + а,.,.ип. 
Подставляя эти выраженiя въ равенство (2), получимъ 

(3) 

78. Къ тому же результату можно придти иначе. Условiе со
вмtстности уравненiй (1) и (2), съ неизвt.стными х,, требуетъ, 
чтобы 

ан а12 • • • а1" U1 

а21 а22 ·•· a2,i U2 

а"1 а"2 ••• а,.,. и" 

U1 и2 ••• U" U 

Отсюда (§ 17) получимъ для U выраженiе 

ан а12 • • • а1" 

а21 а22 ••• а2" 

И= 

а"1 t!:,.2 ••• а,.,. 

Ul U2 ... и,. 

о. 

U1 

U2 

и" 

о 

которое (§ 25) не отличается отъ выраженiя (3). Если, аналогично 
этому, выразимъ условiя совмt.стности уравненiй (la) и (2), съ 
неизвtстными u1 , u 2 , ••• , и,., то можно будетъ написать 

а11 а12 • • • а1" Х1 

а21 а22 ••• ~ .. Х2 

V= 
лn-2 

а"1 а"2 ••• а,,,. х" 

Х1 х2 ••• Х" 0 

Полезно удержать оба выраженiя для U. 
(См. прим. ХХШ). 
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79. Само по себt понятно, что всякую квадратичную форму 
можно выразить въ произвольно большомъ числt перемtнныхъ; 
стоитъ только замtнить каждую изъ перемtнныхъ, въ которыхъ 
форма первоначально выражена, линейною формою новыхъ пере
мtнныхъ, число которыхъ больше числа первоначальныхъ. Обратно, 
весьма важно имtть возможность узнать, можетъ ли данная форма 
быть приведена къ формt съ меньшимъ числомъ · перемtнныхъ. 
Допустимъ, что въ квадратичной формt 

.. 
U = _L alfx,xj 

·~ j 

п перемtнныхъ х моrутъ быть линейно сгруппированы такъ, что
бы лля И получилось выраженiе, зависящее отъ т новыхъ пере
мtнныхъ 

I 
У1 k11 Х1 + k12 Х2 + • .. + k1" х,., 

Yz k,~l Х1 + kzz Х3 + ••• + kzn х.,, 

.. ~ "' "' .. .. .. . .. ". .. . .. .. ~ 

Ут = km1 Х1 + kmzxz+ ••· + km"x,.. 
Пусть 

"' 
U ,I.ь,jYiYj 

i, j 

будетъ это новое выраженiе формы И. Представляя себt, что въ 
него подставлены выраженiя у-овъ черезъ х, и сравнивая результатъ 
съ первоначальнымъ выраженiемъ U, получаемъ 

(4) 

гдt 

(5) 

т 

9rs _L bij k;r k js 
i, j 

Уравненiе ( 4) показываетъ, что дискриминантъ А равенъ произве- . 
денiю матриссъ 

Cll С12 • • • С1" k12 k12 ·'' k1" 

(6) С21 С22 • • • cz" k21 k22 ... kz" 
. 

cml cmz• ··ст" kml kmz··· k.,... 

составленному по столбцамъ. Если т < п, то это произведенiе 
равно нулю (§ 29). Итакъ, если квадратичная форма можетъ быть 
приведена къ формt съ меньшимъ числомъ перемtнныхъ, то ея 
дискриминантъ равенъ нулю. Мы увидимъ вскорt, что обратно, если 
дискриминантъ формы обращается въ нуль, то форма будетъ при-
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водима, и поэтому можно будетъ высказать такую теорему: Для 
того, чтобы квадратичная форма была неприводима необхо
димо и достаточно, чтобы ея дискриминантъ не былъ ра
венъ нулю. 

80. Если т = п, то А С К *), и уравненiе (5) покаэы
ваетъ, что и С= ВК. Слi;довательно, А = ВК2 , т. е. квадра
тичная форма, полученная линейнымъ преобразованiемъ 
данной формы имtетъ дискриминантъ, равный дискрими

нанту данной формы, умноженному на квадратъ модуля 

преобразованiя. 

81. Ранrъ дискриминанта квадратичной формы равенъ 
наименьшему числу перемtнныхъ, къ которому можетъ 

быть приведена данная форма. На основанiи замtчанiя, сдtлан
наrо въ концt § 43, всегда можно предположить, что за главный 
опредtлитель въ А взять одинъ изъ rлавныхъ миноровъ порядка µ, 
(µ, - ранrъ А). Пусть 

, а11 а12 • • • alµ 

d а21 а22 • • • а2µ 

бу детъ этотъ опредtлитель. Совмtстность уравненiй (1) и (2) тре
буетъ, чтобы (§ 53) 

ан а12· •• alµ U1 

а21 а22 ••• а2µ и2 

о. 

аµ1 аµ.2 ••• аµµ иµ 

111 U2 ••• иµ и 

Отсюда, по формул'h § 25, находимъ 

и 
1 µ d?. "Цuiuj, 

', 3 

rд'h a,j алгебраическое дополненiе ац въ d. Такимъ образомъ мы 
видимъ, что въ дtйствительности И приводится къ квадратичной 
формt съ µ, лишь перемtнными, которыя уже независимы, та~ъ

какъ d =!=О**). Такъ 1.акъ дискриминантъ новой формы равенъ (§ 37) 
dµ-1 
d- = (}.и-2 и также не равеиъ О, то дальнtйшее приведенiе къ мень-

*) Понятно, что С и К обозначаютъ опредtлители съ элементами, 
соотвtтственно равными сц и kц. 

**) Такимъ образомъ доказано то предложенiе, о которомъ было упо
мянуто въ § 79. 

5* 
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шему числу перемiшныхъ невозможно (§ 79). Послi;днее утвержденiе 
можно еще доказать слtдующимъ образомъ. ВсякН! миноръ v-raro 
порядка въ А равенъ произведенlю двухъ , атриссъ (§ 31), которыя 
получаются выборомъ нtкоторыхъ v столбцовъ изъ матриссъ ( 6). 
Пока v > т, произведенiе такихъ двухъ матриссъ, по теорем'!; Бине, 
равно нулю. Слi;довательно, всt миноры порядка v > т въ А бу
р.утъ равны нулю и потому его рангъ µ = т, т. е. т ?:: µ, иными 
словами, невозможно привести квадратичную форму къ меньшему, 

чi;мъ µ, числу перемi;нныхъ. 

82. Для неприводимыхъ квадратичныхъ формъ показано бЫJJо 
въ §§ 77 и 78 возможность перехода отъ данныхъ формъ къ 
взаимнымъ. Легко видtть, что подобныА переходъ невозможенъ для 

формъ приводимыхъ. Прежде всего замtтимъ, что при µ < п 1, 
взаимныхъ формъ не существуетъ вовсе, потому что всt миноры aiJ, 
будучи порядка п - 1 > µ, обратятся въ нуль (по опредtленiю 

чсила µ). Если же µ = п 1, то взаимная форма существуетъ, но 
ранrъ ея дискриминанта равенъ 1 (§ 36). Слtдовательно, эта вза
имная форма приведется (§ 81) къ одному квадрату линеАной 
формы. Иными словами, взаимная форма отъ данной при

водимой квадратичной формы, если существуетъ, есть 

квадратъ линейной формы. Это можно доказать и непосред
ственно. Прежде всего замtтимъ, что по крайней мtpt одинъ изъ 

главныхъ элементовъ а,.,. взаимнаго опредtлителя долженъ быть 
отличенъ отъ нуля, иначе всt его элементы (§ 45) были бы равны 
нулю. Затtмъ можемъ написать 

или 

а" V = ,I а"ацх.х1 = ;!;' ai"arJ·"'ixJ (§ 36) 
i, j i, :j 

a,r V = ,I arixi. arjxj = (а"1 х1 + ar2 х2 + ··· + !t,.,.x,.)2 *). 
i,j 

Инварiантныя свойства. 

83. Инварiанты. Положимъ, что а, Ь, с, ... обозначаютъ 
коэффи11iенты нtкоторой алгебраическоА формы степени т, и 
а', Ь', с', . . . аналогичные имъ коэффицiенты формы, получаемой 
изъ данной при помощи нtкотораго линейнаго преобразованiя **) 

*) Надо помнить, •по при ац = а1 • и a;J а1 ; (§ 43). 
**) Коэффюuенты а и а' называютъ аналогичными, если они стоятъ 

передъ членами, соотв'hтствующими друrъ другу въ данной и преобразован-

ной форм'h такъ, что если въ данной форм'h былъ членъ а х~х}, то въ пре
образованной будетъ членъ а' у~у}. 
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Положимъ, что каково бы ни было это преобразованiе всегда 
имi;етъ мtсто соотношенiе 

(7) (J! (а', Ь', с', ... ) КР ер (а, Ь, с, ... ), 

rдt К модуль преобразованiя. Въ такомъ случаt выраженiе ,р на
зывается ин в·а }Пан то-мъданной формы. Если р = 0, то между 
коэффицiентами данной и коэффицiентами новой формы суще

ствуетъ соотношенiе, независящее отъ сдtланнаrо преобразованiя, 

и инварiантъ называется тогда абсолютнымъ. Въ такомъ случаt, 

вообще говоря, невозможно данную форму преобразовать въ дру
гую тоже напередъ заданную, потому что новые коэффицiенты 

не моrутъ быть -заданы l!_РОИЗВО-!_!!:,_f!О..1 а должны удовлетворять ра
венству 

(8) (J! (а', Ь', с', ... ) = tp (а, Ь, с, ... ). 

84:. Принявъ во вниманiе вышесказанное, легко рtшить во
просъ: существуютъ ли формы т-ой степени съ п пере

мtнными, не имъющiя абсолютныхъ инварiантовъ? Если въ 
формъ п-ой степени имъется v коэффицiентовъ, то легко видъть, 

что, вообще говоря, можно найти такое линейное преобразованiе, 
которое переведетъ данную форму въ другую произвольно задан
ную, если число коэффицiентовъ преобразованiя, т. е. n 2 , не меньше 
числа условiй, которымъ надо удовлетворить, т. е. v; эти условiя 
мы получаемъ, выражая, что коэффицiенты преобразованной формы 
равны заданнымъ а priori числамъ а', Ь', с', . . . Припоминая ска
занное въ § 55 о числъ коэффицiентовъ въ формt т-ой степени 
съ п перемtнными, находимъ, что, если не имtютъ мtста соотно
шенiя вида (8), то должно быть 

п 1 п+2 п 3 
·-3-· п. 

т 

Замtтимъ теперь, что произведенiе первыхъ двухъ множителей въ 

лtвой части 

Hn + 1) (п + 2) = п + Нп - 1) (н 2) ;;:; п, 

rдt подъ 1i подразумtвается цtлое число, большее единицы. Такъ 
какъ всt слъдующiе множители больше 1, то написанное неравен
ство не можетъ удовлетворяться при т > 3. Слtдовательно, т 2 
или т = 3. Въ первомъ случай п произвольно, во второмъ п обя
зательно должно быть 2 *). Итакъ, соотношенiя (8) не моrутъ 
существовать для квадратичныхъ в для бинар~,ыхъ кубиче
скихъ форм·~,. Эти формы не имъютъ абсолютныхъ инварiантовъ. 
Для всъхъ друrихъ формъ будемъ имъть v > n2 и v - п2 равно 
числу ихъ абсолютныхъ инварiантовъ. Напримъръ, бщ~арная форма 

*) Иначе п+Нп l)(n - 2) > п. 
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т-ой степени, при т >З, имtетъ т- 3 абсолютныи инварiанты, трой
ничная форма той же степени имtетъ ихъ t(m + 1) (т + 2) 9 и т. д. 

85. Форма, не имtющая абсолютнаrо инварiанта, не 
можетъ имtть болtе одного обыкновеннаrо инварiанта. 
Въ самомъ дtлt, допустимъ, что форма имtетъ два инварiанта 

(J) и 'IJJ, переходящiе при линейномъ преобразованlи въ ер КР и 'IJ} К", 
тогда выраженiе (J)"'IJJ-P переходило бы въ ((J)KP)"('IJJK")--P (J)"'IJJ-P 
и было бы абсолютнымъ инварiантомъ разсматриваемой формы, что 
противно предположенiю. 

86. Квадратичная форма имtетъ только одинъ инва
р iантъ, а и мен но дискриминантъ формы. Въ § 80 уже было 
доказано, что дискриминантъ есть инварiантъ. Дpyroro же не можетъ 
существовать потому что квадратичная форма (§ 85) не имtетъ 
абсолютнаrо инварiанта (§ 84). 

87. На томъ же основанiи бинарная квадратичная форма 

а0.х3 + 3а1.х3у + З~ху2 + a3Ys 

не можетъ имtть болtе одного инварiанта. Этотъ единственный 
инварiантъ есть 

какъ впослtдствiи будетъ показано. Впрочемъ, непосредственное 
вычисленiе безъ особаrо труда покажетъ, что пр,1,&W:!денное выше 

выраженiе при линеRномъ преобразованiи прiобрtтаетъ только мно
житель К6• Биквадратичная форма 

а0х4 + 4а1 .х3у + ~х2у2 + 4а3хуВ + а4у4 
имtетъ, кромt инварiанта 

переходящаrо при линейномъ преобразованiи съ модулемъ К въ K 4 l, 
еще инварiантъ 

ао al а2 

J = а1 а2 аз = а0аза4 + 2а1 а2а3 ·-- а; а0 а: - а4 а:. 
а2 аз а, 

переходящiй въ К6] *). Поэтому единственный абсолютный инва
рlантъ (§ 85) этой формы будетъ / 3 : }2. 

1<) Все это будетъ доказано въ книrt V, §§ 482, 483. 
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88. Вмtсто одной формы можно разсматривать систему формъ 
и опредtлять инварiантъ системы такъ же, какъ и раньше (§ 83), 
представляя себt, что онъ выраженъ въ коэффицiентахъ всtхъ формъ 
данной системы. Такъ напримъръ, опредълитель системы п линей
ныхъ формъ съ п перемъиными есть инварiантъ системы, потому 
что онъ удовлетворяетъ условiю (7) при р 1 (§ 66). ECJJИ извtстенъ 
инварiантъ одной формы, то легко получить изъ нея инварiантъ си

стемы подобныхъ ей формъ *). Мы ограничимся случаемъ двухъ 
квадратичныхъ формъ, но обращаемъ вниманiе на то, что излага
емая ниже метода примtиима къ любому числу формъ. Положимъ, 
что нtкоторое линейное преобразованiе переводитъ формы 

соотвi;тственно въ формы 

Ясно, что то же самое преобразованiе nереволитъ форму 

2(а,; +лht;)·т;txi въ 2(a;j + лЬ~;)х,хj, 
при чемъ А обозначаетъ совершенно произвольное число. Обозначая 
черезъ К модуль преобразованiя и припоминая, что дискриминантъ 
формы (§ 80) есть ея инварiантъ, будемъ имtть 

а~1 + ;.ь;1 а~2 + ~ь;2 ··· а~,.+ лЬ~п 1 

а;1 + J..h~1 a~i+ J..h~2 ··· а~.,+ J..b~n 
1 

, 

1 ' ' а"1 + лh~,t а~2 +J..ь:2 
..... 1 
I f 

а.,,.+ ).Ь,. .. 

I ан+ ).h11 а12 + lh12 a1n + J..b1n 

= к2 I а21 + лh21 а22 + lh22 ~ .. + М2,. 

1 ~~1 ~ ~h~1 · ап2 + J..h"2 ··· а,.,.+ лh.,., 

Каждая часть этого равенства можетъ быть представлена въ видt 
полинома, расположеннаго по ст~пенямъ l (§ 17). Наnримtръ, лt· 
вую часть можно представить въ видt. 

IJ!o + ),IJ!1 + Л21J!2 + · · · + J.."IJ!,. · 

Обозначая черезъ tp; то выраженiе, въ которое обращается tp,,,, когда. 

*) Т. е. формъ той же степени съ rtмъ же чис.~юмъ перем1;нныхъ. 

**) Новыя перем1;пныя, посл1; преобразованiя, обозначаютъ rtми же 
буквами, какъ и старыя. 
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въ немъ замtнимъ коэффицiенты первоначальныхъ формъ коэф
фицiентами преобраао ванныхъ, будемъ имtть 

q:,~ + lq:,~ + ... + l"q:,: к2 (q:,0 + lq:,1 +· ... -+ l"w,,), 

каково-бы ни было аначенiе А.. Поэтому 

('1'=0, 1, 2, ... , п), 

слiщовательно, (JJo, (()1 , ••• , ер" бу дутъ инварiанты системы. Замt
тимъ, что· р0 А, р., = В, rдt А и В опредtлители съ элемен
тами а.; и b;j соотвtтственно. Новыми инварiантами будутъ только 
(J)1, (j)2, ••• , Рп--1 • Выраженiе ср1 , напримtръ, будетъ 

Ь11 а12 • • · а1" а11 Ь12 ••• а1,. ан а12 • "• ь1" 

(JJ1 = 
Ь21 а22 • · • а2" + а21 Ь22 .•• а2,,. +···+ а21 а22 • • • ь2п 

ь"1 а112 .. • • а.,,. а"1 ь"2 ... а,,.. 1 а"1 а"2 ••• Ь,.,, 

и т. д. Замtтимъ еще, что каждое иаъ (JJ; можно разсматривать, 
какъ частный инварiантъ одной изъ формъ, а именно, какъ инва

рiантъ при такихъ линейныхъ преобрааованiяхъ, которыя не мъ
няютъ другой. 

89. Ортогональные инварiанты. Если потребуемъ, чтобы 
(JJ(a, Ь, с, ••• ) былъ инварiангомъ не для всевозможныхъ линей
ныхъ преобрааованiй, а лишь для ортоrональныхъ (§ 68) то полу
чимъ такъ нзаываемые ортогональные инварiанты, число которыхъ, 

очевидно, больше, чъмъ число разсмотрънныхъ выше общихъ инва
рiантовъ. Такъ, квадратичная форма съ 1i перемънными, кромъ дискри· 
минанта, имъетъ еще 11, - 1 ортоrональныхъ инварiантовъ, рааыска
нiемъ которыхъ мы сейчасъ и займемся. На основанiн аамъчанiя, 
сдtланнаrо въ концъ предыдущаrо §, всякiй инварiантъ системы, 

состоящей изъ формы U и формы х} + х~ + ··· + xt (не мъняю
щейся при ортоrональномъ преобразованiи) будетъ ортоrональнымъ 

инварiантомъ U. На основанiи того, что изложено въ томъ же §, всъ 
коэффицiенты (JJo, р1 , (JJ2 , ••• , (/Jn~l ((f)п = 1) при ра,тичныхъ сте
пеняхъ А. въ разложенiи опредълителя 

... а,.,. + l 
будутъ ортогональными инварiантами формы U. Раньше, а именно 
въ § 27, i, было найдено, что р" есть сумма всъхъ rлавныхъ мино
ровъ v-aro порядка въ опредtлителt А. Поэтому имъемъ теорему: 
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сумма всtхъ главныхъ миноровъ одного и того же порядка 
въ дискриминантt квадратичной формы есть ортогональныlt 
инварiантъ этоlt формы. 

90. Примilры АЛЯ упражиенiя. а) Найти ортогональные инварiанты 
тройничной квадратичной формы 

Дискриминантъ 

ах2 + Ьу2 + cz2 + 2fyz + 2gzx + 2hxy. 

ahg 

h Ь f = аЬс+ 2fgh ар bg2 - ch2 

gfc 

им1;етъ сл1,дующiе главные миноры, кром1; а, Ь, с, 

1 ~ ~ \ = Ьс . р, 1 : ~ 1 = са g2, \ ~ : j = аЬ h2. 

Сл1,довательно, ортогональные инварiанты будутъ 

а + Ь + с, Ьс + са + аЬ р - g2 Jz2. 

(и, конечно, дискриминантъ). 
Ь) Найти инварiантъ системы двухъ тройничныхъ квадратичныхъ 

формъ. Пусть данныя формы будутъ вышенаписанная (въ а) и сл1;дующая 

а' х2 + Ь'у2 + с' z2 + 2f '_yz + 2д' zx + 2h' ху. 

Искомый инварiантъ будетъ 

I а' h g 

I 
h' ь f 
g' f с 

или, въ раскрыто:мъ вид'!;, 

'ah'g/ ahg' 

+ h Ь' f 1 + h Ь f' 
g f' с 'g f с' 

оса'+ саЬ' + аЬс' - (a'f2 + b'g2 + c'h2) 

+ 2(ghf' + hfg' + fgh') 2(aff' + bgg' + chh'). 

Каноническiя выраженiя формъ. 

91. Когда какая нибудь форма съ помощью линеltнаrо пре
образованiя приведена 1,.ъ наипростtйшему изъ всtхъ видовъ, въ 
которыхъ она можетъ быть представАена, то rоворятъ, что она при

ведена къ каноническому виду. Впрочемъ, выборъ наипростtй
шаго, т. е. каноническаго вида есть до извtстноlt степени дtло 
соглашенiя, хотя и не вполнt произволенъ. Такъ напримtръ, би
нарная кубическая форма 

ах3 + 3Ьх2у + 3сху2 + dx3 

можетъ быть приведена при помощи линейнаго преобразованiя къ 
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виду х3 + у3. Для этого надо положить х ах' fJ у', у r х' d у' 
и опредt.лить четыре коэффицiента а, {J, у, о такъ, чтобы четыре 
коэффицiента преобразованной формы были равны соотвътствующимъ 
коэффицiентамъ въ х' + у. Эту форму и можно принять за кано
ническое выраженiе данной формы. Напротивъ того, выраженiе 
х' + у + z3 нельзя принять за каноническое выраженiе тройничной 
кубической формы, потому что число величинъ, которыми можно 
распорядиться (коэффнцiентовъ линейнаго преобразованiя), здъсь 
равно 9, а число условiй, которымъ надо удовлетворить равно числу 
коэффицiентовъ формы т. е. 10. На этомъ основанiи вводятъ еще 
десятое неопредt.леиное k и принимаютъ 

lxll + ys + zS + 6kxyz 

за каноническое выраженiе формы. Слъдуетъ, однако, имъть всегда 
въ виду, что подобнаго рода приведенiя могутъ въ частныхъ 

случаяхъ и неудаваться. Такъ напримъръ, существуютъ бинарныя 
кубическiя формы, которыя не приводятся къ виду х3 +у, но 
могутъ быть приведены къ виду ху2 • 

92. За каноническое выраженiе квадратичной формы прини
маютъ 

(9) и 

гдъ а; (i = 1, 2, ... п) величины постояниыя, а у, - линейныя 
функцiи первоначальныхъ перемъиныхъ. Приведенiе квадратичной 
формы къ указанному виду возможно не однимъ, а безчисленнымъ 
множествомъ линейныхъ преобразованiй, потому что п2 коэффицiен
товъ искомаго преобразованiя 

(10) f 
Х1 = k11Y1 + k12Y2 + ··· + k1"Уп, 
Х2 k21Y1 + k22Y2 + ··· + k2nYn, 

l ~~~k~1~1~·k"2;2~··· +~ппУп 
должны удовлетворять всего !n(n - 1) условiямъ. Дъйствительно, 
чтобы привести U къ виду (9) съ помощью преобразованiя (10) 
нужно опредълить элементы k;j такъ, чтобы въ преобразованной 
квадратичной формъ было aij О при i =t= j *). Но преобразованiе 
будетъ вполнъ опредъленнымъ, если потребуемъ, чтобы оно было 
ортогональнымъ. Оно должно тогда удовлетворятъ tn(n + 1) 
условiямъ ортогональности (§ 73) и еще !n(n 1) условiямъ, для 
того, чтобы преобразованная форма была вида (9). Общее число 
условiй будетъ 

in(п+l)+!-n(n-1) 2 
п ' 

*) А n(n-1) 
число такихъ aij очевидно есть -

3
-. 
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т. е. равно числу неопредtленныхъ элементовъ kц. Опредtленiемъ 
ихъ изъ указанныхъ условi.f.1 мы и займемся. 

93. Представимъ себt, что мы переходимъ отъ формы (9) къ 
первона•1альной, при помощи преобразованiя обратнаrо искомому (10); 
это обратное преобразованiе, въ силу требуемой ортогональности 
искомого опредtлится формулами (§ 72) 

f 
У1 = kll Х1 + R21 Х2 + ... + knl х,., 

У2 k12 Х1 + k22 Х2+ ... + kn2 Х,.., 

t ~~ ~ ~1п0Х~ + ;2,: х:+ : .. ·_; k~n·x,:, 

форма (9) обратится въ 
r-..=n 

И ..J.:a,(k1"x1 + k2"x2 + ··· + k,.,.x,/f. 
=1 

Отождествляя это выраженiе U съ первоначальнымъ, получимъ 
f":::=}). 

а11 ,}_-, а, k;,.kjr, 

==• 
т. е. полагая j = 1, 2, ... , п, 

I а11 '= а1 k;1 kн + а2 k,'2 k12 + · · · + ап k;,. k1,,, 

J а,2 а1 k,1 k21 + ~ k,'2 k22 + ... + а" kin kzn• 

\ ·а.~: :1 ·k.: ~ .. :_;а~ k~2 ·k:2 ~: ••• ~ ~ .. ~.~ k~,.: 
Разсматривая а1 kн, a2k;2 , ••• , апkiп какъ неизвtстныя, по правилу 
Крамера получимъ 

К а1 kц = а; 1 п11 + а;2 п21 + ··· + а;" nnj 

(rдt -х;1 алгебраическое дополненiе kiJ въ К). Отсюда, на основанiи 
извtстныхъ своttствъ (формула (16) § 70), слtдуетъ 

а1 k,1 = ан k 11 + а;2 k21 + ... + а;,. k"i' 

Полагая здtсь i = 1 , 2, ... , п, получаемъ систему 

(11) J 
(а11 - а1) k 11 + 

а21 k1; + (а22 

l . • • ~~1 ~.; ~ • • 

a12k21 + ... + 
а1) k 21 + ... + 

а"2 k2j + · -· + (а,.,. 

а1" knj О, 

а2п k"1 = О, 

которую можно разсматривать, какъ систему п линейныхъ однород

ныхъ уравненiй съ п неизвtстными. Для того, чтобы ett удовле-
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творяли значенiя k1j, k2j, ... , k"j, не равныя нулю одновременно, 
необходимо и достаточно, чтобы опредt.литель системы 

а11 aj а12 а1,.. 

(12) 
а21 а22 а2" 

а"1 а"2 
... а,.,, - aj 

I 

обращался въ нуль. Спtдовательно, а1 , а2 , ••• , ап бу дутъ корнями 
уравненiя 

ан х а12 aln 

а21 а22-Х ... а2п 
(13) =0 

а"1 а"2 
... а,.,.- х 

и им-вютъ поэтому всегда вещественныя значенiя (§ 33, d). Къ по
сл-вднему результату, впрочемъ, легко придти непосредственно, разсма

тривая форму U - а(х~ + х: + · ·· + х;), которая преобразуется въ 
(а1 а)у~ + (a.J - а)у~ + ··· + (а" а)fп 

и поэтому для а а1 , а2 , ••• , а" приводится къ меньшему числу 

перемi;нныхъ. Отсюда сл-вдуетъ, что (§ 79) ея дискриминантъ обра· 
щается въ нуль для этихъ значенiй а. 

94. Теперь уже легко опред-влить элементы искомаго ортоrо· 
нальнаго nреобразованiя съ помощью системы ( 11 ), въ которой 
числа aj уже можно разсматривать, какъ. извi;стныя. Взявъ ту си
стему (11 ), которая соотвi;тствуетъ данному значенiю j, мы знаемъ, 
что неизвi;стныя пропорцiональны алгебраическимъ дополненiямъ эле
ментовъ одного ряда (§ 59) или корнямъ квадратнымъ изъ алге
браическихъ дополненiЯ главныхъ элементовъ (§ 45), принимая во 
вниманiе, что оnредi;литель системы симметрическН1. Обозначая че
резъ ан алгебраическое дополненiе элемента а;; - aj въ опредt.ли
телi; (12), для каждаго значенiя j будемъ имi;ть 

+a2j+ ... 

такъ какъ f4_j k;j + · · · + ~j = 1 (§ 70). (:лi;довательно, 

95. Зам'hчая, что дискриминантъ формы (9) равенъ ai аз .•. а" 
и потому не равенъ нулю, если ни одно изъ чиселъ а не равно 

нулю, мы видимъ, что всякое каноническое выраженiе формы само 
по себ1; неприводимо. Изложенная пъ предыдущихъ двухъ §§ ме-
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тода имt.е1ъ то преимущество, что она nримtнима и къ приводи
мымъ формамъ и даетъ при этомъ nриведенiе формы къ наимень

шему числу перемtнныхъ. Дtйствительно, уравненiе ( 13) можно 
представить (§ 26, i) въ видt 

А - хо,.._1 + х2 О'п-2 - •.. =F х"'-10'1 ± х" О, 

обозначая череаъ (J" сумму всtхъ rлавныхъ миноровъ въ А по
рядка '/1. Bct эти миноры, nорядокъ которыхъ больше ранга µ оnре
дtлителя А, обратятся въ нуль. Поэтому, если форма приводима, 
то nослtднее уравненiе приведется къ 

(аµ xoµ-l + х2аµ __ 2 ··· + х-1•- 1 а1 ± .11') хп-µ = О. 

Это уравненiе имt.етъ п µ корней, равныхъ нулю, и въ канони
ческомъ выраженiи (9) останутся только µ членовъ, такъ что ква
дратичная форма будетъ приведена къ наименьшему числу nере

мtнныхъ (§ 81). 

96. Иможимъ еще одинъ интересный способъ nриведенiя 
квадратичной формы къ каноническому виду, исходя изъ того 

аамtчанiя, что nреобразованiе 

(14) I У1 = Х1 + k12X2 + k13X3 + .. ·"f" k1"x,., 
У2 = Х2 + k2:1X3 + ... + k2н х,., ,~ .. -~ ....... . 

х" 

заключаетъ въ себt, какъ рааъ столько неопредtленныхъ вели· 
чинъ kц, сколько условiй, которымъ надо удовлетворить, а имен
но }п(п - 1 ). Положимъ х.,+1 О, х .. +2 = О, ... х,. = О. Это 
обоаначаетъ, что число перемtнныхъ въ данной формt уменьшено 
до v; съ другой стороны ясно, что nреобрааованiе (14), если въ 
немъ замtнимъ п на '11, будетъ именно то, которое nереводитъ 

форму a1_ri aJ~ · · · + a"_rv въ первоначальную форму съ '11 

nеремtнными, .х1 , .х2 , ••• , х" потому что у .. +1 , у .. +2 , •• • ,у" обра
щаются въ О вмtстt съ соотвtтствующими числами х. Дискрими
нантъ nослtдней формы равенъ а1 а2 ••• а.,, дискриминантъ той, въ 
которую она переходитъ, равенъ 

а преобрааованiе (14), очевидно, унимодулярное (§ 64) *). 

*) Потому что въ опред 1,лител1; К, ей соотвътствующемъ, главныr эле
менты = 1, а всi, элементы по одну сторону дiагонапи = О, откуда К 1. 
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Поэтому (§ 80) имtемъ 

откуда, въ предположенiи, чго опрелi;лители А1, А2 , ••• , Ап = А 
не равны нулю, находимъ 

.... . , А 
а,.= А- . 

n-1 

Итакъ, мы видимъ, что квадратичная форма приводится къ кано
ническому виду 

(16) 

1·дt А" имtють значенiя (15). Практически это приведенiе дi;лается 
слiщующимъ манеромъ: изолируютъ одну изъ перемtнныхъ, вы

дi;ляя выраженiе, равное квадрату линейной формы (и приводятъ 
форму къ суммt одного квадрата и формы съ числомъ перемtн
ныхъ на единицу меньшимъ первоначальнаго, съ которою посту

паютъ такимъ же образомъ и т. д.). Напримtръ, если а11 не равенъ О, 
то тотчасъ видимъ, что въ а11 U члены, содержащiе х1 , вхОJU!ТЪ въ 
составъ квадрата формы а11Х1 + а12Х2 + а1зХз + ··· + а1"х... Слt
довательно, полагая 

получимъ U = Yi + U', гдt U' квадратичная форма съ (п 1) 
перемtнными х2 , х3, ••• , х,.. Предполагая, что a 11 a 22 -af2 не равно О, 

може:мъ такимъ же путемъ изолировать х2 • Полагая 

ан а2а а12 а13 ан llм а12 а14 
У2 х2+- 2 х3+ 2 х;1+ ···· 

а11 a.l'J а12 а11 а22 а 12 

находимъ U' = а2у: + U", гдt U" а3 х: ... и т. д. Чтобы 
такимъ путемъ получить выраженiе (9), нужно, какъ видно, разсма
тривать перемtнныя х1 • х2 , •• • , х" въ извtстномъ порядкt, съ тtмъ, 
чтобы въ рядt чиселъ А1 , А2 , А3 , А4 , ••• не было нулей. Это, 
однако, не всегда возможно. 

97. Эаконъ инерцtи. Мы уже замtтили (§ 92), что квадра
тичную форму можно привести къ каноническому виду безчислен
нымъ множествомъ преобразованШ, распоряжаясь лишними fn(n 1) 
элементами преобразованiя по нашему произволу. Но замtчательно, 
что всевозможныя различныя каноническiя изображенiя одной и той

же формы обладаютъ однимъ весьма важнымъ общимъ свойствомъ, 
указаннымъ Сильвестеромъ (Sylwester). Мы говоримъ о такъ 
называемомъ законt инерцiи квадратичныхъ формъ. Положимъ, 

что а1, а2, ... , а" и {11, fJ2 , •• • , fJ" обозначаютъ коэффицiенты въ 
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двухъ рамичныхъ каноническихъ выраженiяхъ одной и той же фор
мы, такъ что 

для всевозможныхъ значенiй чиселъ х или у. Примемъ числа 

х1 , х2 , ••• , х11 за независи.иыя перем-tнныя, тогда у1 , у2 , •• • ,у" бу
дутъ линейныя выраженiя относительно чиселъ х. Положимъ, что 
въ одной части равенства (17) им-tется µ, а въ другой v отрица
тельныхъ коэффицiентовъ, и допустимъ, что µ < v. ДадиМ""., Т'l;мъ µ 
перем1шнымъ х, квадраты которыхъ въ л-tвой части имtютъ отри
цательные коэффицiенты, значенiя, равныя нулю. Въ лtвой части 
останется п - µ перемtнныхъ х, которыми можно распорядиться 

такъ, чтобы въ правой части исчезли вс1; числа у, передъ квадра

тами которыхъ коэффицiенты положительны. Въ самомъ дtлt, число 

такихъ у·въ равно п v и п - v < п - µ, при v > µ, а потому 

(§ 57) требуемымъ условiям·ь можно удовлетворить безчисленнымъ 

множествомъ способовъ. При µ > v, мы могли бы такияъ же пу
темъ уничтожить положительные члены въ л-tвой и отрицательные 

въ правой части равенства, (17). Итакъ, при µ v существовало 
бы безчисленное множество системъ значенiй перемtнныхъ, для 

которыхъ равенство (17) обращалось бы въ невозможное равенство 
между существенно положительнымъ и существенно отрицательнымъ 

числами. Поэтому должно быть µ = v. Иными словами: во всtхъ 
различныхъ каноническихъ выраженiяхъ одной и той же 

квадратичной формы число членовъ съ опредtленнымъ 

. знакомъ + или -, одно и то же. При этомъ, конечно, под
разумtвается, что коэффицiенты формы и коэффицiенты преобра · 
зованiй числа вещественныя. 

98. Изъ закона инерцiи прямо вытекаетъ, что для опредt· 
ленiя числа квадратовъ съ опредtленнымъ знакомъ въ канониче

скихъ выраженiяхъ данной квадратичной формы достаточно замtтить 
знаки при квадратахъ въ какомъ либо одномъ изъ этихъ выраженiА, 

наприм1;ръ въ (16). Числа а" имtютъ очевидно знакъ + или -, 
смотря потому, будутъ-ли А,,_ 1 и А" одинаковыхъ или против
ныхъ знаковъ *). Отсюда слtдуетъ, что число отрицательныхъ 
членовъ въ каждомъ каноническомъ выраженiи квадра

тичной формы равно числу перемtнъ знаковъ въ рядt 
1, А1, А2, ... , А" 1 , А. При этомъ существенно предполагается, 
что ни одинъ изъ членовъ этого ряда не равенъ нулю. Мы пока
жемъ, однако, ограничиваясь предположенiемъ, что при А,,. = О, 
сос1;днiе члены А" 1 и А,,.Н не равны нулю, что высказанный выше 

*) Въ первомъ случа'h rоворятъ, что А,,_ 1 и А" представляютъ по
стоянство, а во второмъ перем'hну знака. 
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результатъ остается сnраведливымъ и въ послtднемъ случаt, подъ 

условiемъ, что при счетt перемtнt знака, А" выкидывается. 
Прежде всего докажемъ, что, при А., = О, А,,._.. 1 и А,+1 будутъ 
непремtнно числа рааныхъ знаковъ. Дtйствительно, если А .. = О, 
то формула § 25 дастъ 

.. 
- ~а .. а . • с1_1а •. ,1 .• .,L,,,,;, 1:J t, "'Т "1 ,J 

i, j 

Умножая обt части равенства на А.,_1 = а.,.. и польауясь форму
лами § 36, получимъ 

.. 
А~~1 А..+1 = --I «;., o"j ai, .. +1 a..+1.J 

i, j 
или 

" --I ai" ai, ..+1 · aj" ai, ..+1• 
i, j 

а11 а12 · · · al, v--1 al, ..+1 2 

а21 а22 • · • az, 11-1 а2, 11+1 

. откуда и слtдуетъ сказанное (см. XXIV). Теперь раасмотримъ вмtсто 
·..формы И другую форму И', которую получимъ, если изъ глав
ныхъ элементовъ дискриминанта формы И вычтемъ одно и то же 
число а. Если представимъ себt, что обt формы И и И' приве
дены къ каноническому виду, по способу § 93, то найдемъ для U' 
выраженiе 

U' - (а1 -- а)А + (а2 а) у~+··.+ (а,. - а)у:, 

Число а можно выбрать достаточно малымъ по абсолютной вели
чинt для тоrо, чтобы соотвtтствующiе члены въ каноническихъ 
выраженiяхъ обtихъ формъ имtли одинаковые анаки. Достаточно 
взять за а число, лежащее между наибольшимъ отрицательнымъ 

и наименьшимъ положительнымъ корнемъ уравненiя (13). Поэтому 
на основанiи закона инерцiи можно, при счетt отрицательныхъ 

членовъ въ каноническихъ выраженiяхъ, замtнить форму И фор
мой И'. Далtе, такъ какъ вычитанiе изъ главныхъ элементовъ 
дискриминанты формы И проиавольно малого по абсолютной вели
чинt числа а, проиаведутъ въ А1 , А2 , •• • , иамtненiя, которыя 
также будутъ сколь угодно малыми (XXV), то легко видtть, что 
при достаточно маломъ а2 , тt иаъ названныхъ членовъ ряда, кото
рые не были нулпми; сохранятъ свои знаки, а тотъ членъ, который 
былъ нулемъ можно будетъ сдtлать не равнымъ нулю. Поэтому, 
если А,, __ 1, А,,, А..+1 иамtнятся въ А;.,_1 , А; и А~1 то А;.,_1 
и А~1 будутъ числа разныхъ знаковъ, и одна перемtна эна
ковъ, представляемая парою А .. _ 1 и А..+1 , дастъ также одну пе
ремtну А~_1 , А~, А~1 , кйковъ бы ни былъ знакъ числа А~. 
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99. Примi;ры. а) Если а и аЬ h2 не равны нулю, то nрiемомъ, 
изложеинымъ въ § 96, можно привести квадратичную форму 

U ах2 + Ьу2 + cz2 + 2fyz + 2gzx + 2hxy 

къ нижеСJI1;дующему (каноническому) виду 

U = а х + -у + ···· s + у + - -- z ( 
h g )2 ab-h2( af gh )2 
а а а аЬ h2 

аЬс + 2f gh af2 bg2 - ch2 " + ----- аЬ -h2 ---- .... z. 

Это тождество теряетъ смыслъ, когда а, Ь, с или Ь, с, g, h одновременно 
будутъ нулями, и съ помощью того же прiема § 96 нельзя найти какое
нибудь другое аналогичное тождество взамi;нъ предыдущаго. Въ этихъ 
случаяхъ надо. приб1;гнуть къ прiему § 93, который всегда приведетъ 
къ цми. 

Ь) Такъ иаприnръ, квадратичная ф9рма U yz + z:c + .i,y приоо
диtся къ виду 

Къ этой формi; 11рiемъ § 96 не примi;нимъ, потому что въ ряд1; 

1, А1 = О, А2 = -!, А -1: 

еетъ одииъ членъ, равный нулю. Но такъ какъ неисчезающiе ЧJiены -имi;ю'тъ 
знаки + - + и даютъ дв1; перемi;иы знака, то можно быть увi;реннымъ, 
что въ любомъ каиоиическомъ выражеиiи данной формы будетъ два отри
цаТеJiьныхъ члена. Провi;рить это мо1!'но, взявъ вмi;сто -U форму 

ll' lJ -- а(х2 + у2 + z2), 

каноническое выражеиiе которой при ! < а< 1 будетъ имi;ть стОJiько
же отрицательныхъ членовъ, сколько ихъ имi;ется въ каноническомъ выра
женiи ll. Дi;Вствительно, прiемъ § 93 дастъ 

ll' =!_:За (х +у+ :t'f - 1 2а (х- y'f- !~22а (х + у 2z)2. 

Второй прiемъ (§ 96) дастъ 

ll'= а (х. - -Lf ..Р)~ + (·1__ 
2а 4а 

а) (у + ~-)
2

-- (-_!_- + а) z2 1 - 2а 1 2а 

и мы видимъ, что достаточно взять а < i, чтобы въ рядi; 

1, А~ = - а, А~ = ! + а2, А' = (1 - а) (о + а)2 

неисчезающiе члены нмми т1; же знаки, какiе они имми для U, а иече
зающiй получаетъ знакъ, не нмi;ющiй влiянiя. на счетъ перемi;нъ знака, 
потому что знаки + ± - первыхъ трехъ ЧJiеновъ представляютъ всегда 
одну перемi;ну знака. Заnтимъ наконецъ, что при а ! А~ О, но 
знаки неисчезающихъ ЧJiеновъ + + опять представляютъ дв1; пере
мi;иы знака. 

с) Возвратимся теперь къ общей тройничной квадратичной формi; 
примi;ра. а), и првмi;нимъ къ ней критерiй § 98. ECJiн хоть одинъ изъ коэф-

6 
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фицiентовъ а, Ь, с не равенъ нулю, то всеrда можемъ предположить, что, 
напримiiръ, а > О. Тогда данная форма приведется къ виду х2 + У2 Zl, 
если ея дискриминантъ А отрицателенъ, а если дискриминантъ положителенъ, 
то къ виду х2 + Y'J + z2, когда аЬ > h2 и къ виду х2 - У2 - z2, когда 
аЬ < h2. Замtтимъ еще, что въ случаt А> О аЬ h2 и ас g2 будутъ 
чиСJiа одинаковыхъ знаковъ, какъ видно изъ тождества 

Аа (аЬ h2)(ac --g2) (а/ glz)'l. 

Поэтому, если а Ь- h2 > О, то Ь и с тоже больше О, какъ и а. Если, наконецъ, 
всt три числа о, Ь, с равны нулю, то квадратичная форма приведется къ 
виду х2 - У2 z2 или къ виду х2 + У& - z2 смотря потому, будетъ ли 
А > О или < О *). 

100. Въ приложенiяхъ часто приходптся им-kть дtло съ су

щественно положительными квадратичными формами. Онt обла
даютъ свойствомъ принимать только положительныя значенiя при 

любыхъ значенiяхъ перем-tнныхъ, не равныхъ нулю одновременнО'. 
Каноническое выраженiе такой формы не можетъ въ себ-t заклю
чать отрицательныхъ квадратовъ. Иначе, приравнивая нулю т-t пере
м-kнныя, которыхъ квадраты положительны, получили бы для формы 
отрицательныя значенiя. Поэтому необходимо, чтобы опредtли
тели А1 , А2, ... , А были всt положительны; этого и достаточно, 
по формулt (16), чтобы форма имtла всегда одни лишь положи
тельныя значенiя. Всл-tдствiе этого мы можемъ высказать сп-t
дующую весьма важную теорему: 

Для того, чтобы неприводимая квадратичная форма 

а11 ~ + а22 х; + · + а11" х~ -+- 2а12 х1 х2 + 2а13 х1 х3 -+- 2а2.ч х2 х3 + ··· 
была существенно положительна, необходимы и достаточны 
слtдующiя условiя: 

au > О, 

1

, а11 а12 1 > О, 
а21 а22 

>о, ... , 1 > о. 

а"1 а"2 •• • ат, 

Для того, чтобы форма была, напротивъ того, существенно отрица

тельна, необходимо и достаточно, чтобы тt же опредtлители были 
поперемtнно положительны и отрицательны, начиная съ перваrо а11 , 
который долженъ быть отрицательнымъ. Надо, однако, замtтить, что 
благодаря проб-tламъ, оставшимся въ § 98, можетъ возникнуть 
сомн-kнiе въ справедливости сдtланныхъ выше заключенiй въ тtхъ 
случаяхъ, когда въ рядt А1, А2 , ••• встр-tтятся члены, равные нулю. 
Но легко прямо доказать, что въ такихъ случаяхъ квадратичная 
форма не можетъ всегда сохранять одинъ и тотъ же знакъ. Еспи 

•) Большiя буквы Х, У, Z обозначаютъ линейныя функцiи отъ .1:,у, z. 
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положимъ, что ан = О, то форму И можно представить въ вид'!; 
И= ах1 + fl, гд-1; а и fJ отъ Х1 не зависятъ. Выбравъ какiя нибудь 
значенiя остальныхъ перемtнныхъ, не обращающiя только а въ 
нуль, очевидно можемъ затtмъ .распорядиться числомъ х1 такъ, 

чтобы И получило любое значенiе, положительное или отрица
тельное. Далtе, если ан не равно нулю, а А" первый исчезающiй 
членъ въ рядt А1, А2 , ••• , то замtтимъ, что при А.,_1 =1= О, всегда 
можно дать числамъ х1 , х2 , ••• , х,,__1 значенiя, отличающiяся отъ х" 

лишь постоянными множителями, чтобы было 

a;ix1+a;2 x 2 +···+a;,.x,,=0 (i=I, 2, 3, ... , v) 

Обозначая, слtдовательно, черезъ fJ совокупность тtхъ членовъ 
въ И, которые не содержатъ въ себt первыхъ v перемtнныхъ, 
будемъ имtть 

i==-·1• 

[: = {1 + 2 I (а;, v+1 xv+l + а;, v+2 Xv+2 + ... + ain xJx;, 
i=l 

откуда И= ах,, + fJ, гдt положено 

2 
lt=~~ 

А,. -t 

0 11 а12 ··· al,v---1 a1,v+1 х,,+1 + ··· +а1пХп 
а21 а22 ··· а2, v--1 а2, •·+1 х,,+1 + ··· + а2пХп 

~,,1· ~v2· .:. ~ .. : .. ·_: ~ ... ~;1 ·х:+·1 ~ : .. · ~ ~ .. п·х~ 1 

Какъ видимъ, и а зависитъ только отъ Xv+J, Хv+з, •• • , Хп- При
давъ этимъ перемtннымъ любыя значенiя, не обращающiя а въ О, 
всегда можно дать числу х" такое положительное или отрицательное 

значенiе, достаточно большое по абсолютной величинt, чтобы U 
11олучило rю желанiю положительное или отрицательное значенiе: 

Остается устранить еще одно сомнtнiе, а именно: не можетъ ли а 
тождественно обратиться въ нуль? Но тогда мы имtли бы 

при i = v, v + 1 , ... , п. Слiщовательно, (§ 63) вс-1; миноры опре
дtлителя А, содержащiеся въ первыхъ v строкахъ его, были бы 
равны нулю, а тогда и А было бы равно нулю (§ 22), вопреки 
предположенiю, что U форма неприводимая; слtдовательно, а тщкде
.ственно нулемъ быть не можетъ (XXVI). 

101. Теперь мы оставимъ на время квадратичныя формы и 
заключимъ эту первую книгу нtкоторыми указанiями, касающи-

6* 
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мися приведенiя бинарныхъ формъ вообще къ канониче
ско,му виду. Предложимъ себt преобразовать форму 

"'+т m-1 m(m~.]) " т 
(18) йо х т а1 х у+ 1:--:г- а2 хт-2 у~+ '". +а,,. у 

въ сумму т-хъ степеней 

(19) а1 (х + k1Y)m + f:2 (.х + k2Y)"' + · · · + ar (.х + kry)m, 

при чемъ число r этихъ степеней должно быть по возможности 
малымъ. Отождествляя выраженiя (18) и (19) получимъ т + 1 
условныхъ уравненif.t, а число входящихъ въ (19) неопредtленныхъ 
величинъ (а и k), которыми можно располагать, равно 2r. Чтобы ихъ 
можно было опредtлить согласно требуемымъ· условiямъ, вообще не
обходимо, чтобы 2r было>т+l, и потому за r надо брать наимень
шее цtлое число, котораго не превосходитъ mtl. При т = 2п- 2, 
r = п и у насъ будетъ 2tt - l условiй и 2п неизвtстныхъ. Отсюда 
слtдуетъ, что въ случаt бинарныхъ фор111ъ четнаго порядка, можн() 
безчисленнымъ множествомъ способовъ привести такую форму къ 
виду (19). Напротивъ того, если т = 2п-1, 10 r 1z и имtемъ 2п 
условiй съ 2 п неизвtстными. Положимъ, что 

aox2n---1+(2n- l)a1x2" 2У+ ... +a2"'-1i~"-1 

а1 (х k1y)2n--1 + r12 (х + k2y)2n~l + ... + ап (х + k"y )~". 1 

Отождествляя, находимъ 

йо = а1 +а2 + ... +а,., 

а1 ·al k1 +a2k2 -1- ... + a"k,., 
(20) 

а2 = a1k~ +а2~ + ... +а,.~, 
. 

а2п-1 а1 k~-1 + a2k~n-l+ ... + а" k~-1. 

Разсмотримъ тt ti+ 1 уравненiй, которыя слtдуютъ за t'-тымъ, и припо
МННJ.tъ, что эти уравненiя, содержащiя п неизвtстныхъ а1, «2, ... , а,.. 
только тогда совмtстны, когда 

а, 1 ... 1 

а,+1 k1 k2 ... k" 
о 

или 

xtJll; + п1 а..,..1 + п2 а;+2 + ··· + п"а;+п О, (i = О, l, 2, ... , п 1} 

гдt по, х1, ... , "" обоэ'iачаютъ алrебраическiя дополнеиiя перваго 
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.столб11а. Далtе, замtняя первый столбецъ какимъ уrодно друrимъ, 
nолучимъ 

nоэтому, эамtчая, что числа х отъ i не зависятъ, будемъ имtть 

I Хо + Х1 ki + Х2 k: + · .. + х" k: = 0, 

У1)а0 tx1 a 1 +x2 a2 +···+х"а,. =0, 

I xua1 +х1 а2 +х2 а3 + ···-~х~~":1 • О, 

"oan-·l + :К1 а,,+ "2ап+1 + ··· + x"a2n··-1 = О. 

Это система п + 1 линейныхъ однородныхъ уравненiй относительно 
чиселъ х, а потому, если эти числа не равны нулю одновременно, 

какъ то и будетъ, если числа х, всt различны между собою, опре
лмитепь этой системы будетъ равенъ нулю, такъ что 

1 1 х 
., xn 

1 

.ct"' ... 
ао а1 а2 ... а,. 

(21) а1 ~ 03 .•• anf-1 =0 

ап-1 а" а" 1 .·. ·· ~2п~: 1 

для х = k1 , k2 , ••• , k,.. Достаточно рtшить уравненiе (21), чтобы 
найти эначенiя k1 , k2 , ••• , k,.. Подставляя ихъ въ любыя п уравне
нiй (20) nолучимъ и значенiя чиселъ а. 

102. Прим'kръ цля упражненiя. Привести къ каноническому виду 
<бинарную кубическую форму 

а0 х-~ + 3а1 х2у +за2 ху2+ a3.r3 

Если а0 а2 ai, то данная форма прямо получается въ искомомъ вид-k, 
.а именно: 

1 а0 а3 а1 аJ!уз 2(аох+а1у)3 
ао ао 

Пусть теперь а0 а2 а~. ECJiи ея ипварiаптъ (§ 87) 

.1 4(а0 а2 ai)(a1 а3 - а:) (а0 а3 а1 ~'r 
не равенъ пулю, то уравненiе (21) даетъ два раЗJ1ичпыхъ корня 

k1 = ао П3 . al а2 + v= Л 
2(а0 а2 - а;) 

.а изъ уравнепiА а1 + а2 а0 , ai k1 + ~ k.. = а1 получаемъ значеиiя а1 и ~. 
JI.JIЯ которыхъ данная форма принимаетъ видъ а1 ~3 + ~ rP, гд-k ~ = х +· k1y, 
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'f/ = х + k2y. Зам11тимъ, что s и 'l/ равны лннеllнымъ множнтелямъ, на кото
рыя разлаrается квадратичная форма 

! а
0 х + а1у а1 х + а2у 1-( - аоа2 
а1х+азУ а2х+ааУ;;. 

дискриминантъ которой равенъ t Л. Д11йствительно, эта квадратичная форма, 
какъ nоказываетъ непосредственное разложенiе, прннимаетъ видъ (a0~-a~)s'f/· 
Наконецъ, если между коэффицiентами данной формы существуетъ соотно
шенiе Л = О, то ее нельзя привести къ сумм11 кубовъ, если она сама не 
равна кубу линеl!ной формы. Но ее можно привести (срав. съ § 91) JСЬ 
виду a0 l;2'f/, гд11 s = х + k1y, 'l/ = х + k2y, и 

аоаз - а1 а2 
k1 = -·-·-----------

2(аоа2 --

а3 (ао а2 -- af) 
k2 = -------- --~ 

ао (а1 а3 --



Примtчанiя къ первой книгt. 

I (къ § 3). 

Термины Permutation и Substitution мы переводимъ соотвt.т
ственно терминами перестановка и подстановка. Вмt.сто по

слt.дняrо часто встрt.чается иностранныR терминъ субституцiя. 

Мы остановились на русскомъ. терминt. подстановка на томъ 
основанiи, что онъ уже давно вошелъ въ употребленiе, и что можно 

не опасаться смt.шенiя двухъ сходно звучащихъ русскихъ терми

новъ, если разъ навсегда замt.тить, что перестановка обозначаетъ. 
само равмtщенiе элементовъ, а подстановка - операцiю пере
водящую одно размt.щенiе въ другое. Замt.тимъ еще, что подста
новка, переводящая одну перестановку, напримt.ръ ар r {н въ дру
гую, напримt.ръ р () е r а, обозначается символомъ 

{ afl у {Н;) 
\Р о ву а ' 

при чемъ элементы, занимающiе одинаковыя мt.ста въ разсматри

ваемыхъ перестанов~..:ахъ невываются соотвtтствующими и пи

шутся одинъ подъ друrимъ. 

lI (къ § 11). 

Пояснимъ сказанное вдt.сь примtромъ. Разсмотримъ опредt.
литель четвертаrо порядка: 

а41 а42 а43 а44 i 

и опредt.лимъ внакъ ± при членt аз1 а42 ~ а14 • Въ перестановкt. 
первыхъ указателей З 4 2 1 число обращенiR равно 2 + 2 + 1 = 5, 
r 5; въ перестановкt. вторыхъ укавателеR 1 2 3 4 число обраще
нiR s = О, r + s = 5. Поэтому знакъ равсматриваемаrо члена есть 
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1), т. е., минусъ. Положи~ъ теперь, что перемtнили порядокъ 
множителей и написали тотъ же членъ въ видt а42 а14 а31 а23 , т. е. 

произвели подстановки 

(3 421) 
4132 

(3412). (
1234

) = (1243). 
2413 

Каждая изъ этихъ подстановокъ состоитъ изъ одного цикла при 

4-хъ ;Элементахъ, т. е. обt нечетныя (п v = 3). Теперь число 
обращенiй r въ перестановкt 4 1 3 2 равно 3 + 1 4, а число s 
въ перестановкt 2 4 1 3 равно 1 + 2 3; r + s = 7 есть число нечет
ное, какъ и раньше, и знакъ- передъ разсматриваемымъ членомъ со

храняется. 

Ш (къ § ·14). 

Замtтимъ прежде всего слtдующее свойство опредtлителей: 

Два опредtлителя, въ которыхъ строки одного слу
жатъ столбцами другого, и наоборотъ, равны между собой, 
иными словами: опредtлитель не мtняетъ своей величины 

при замtнt строкъ столбцами, и наоборотъ. Зто свойство 
вытекаетъ непосредственно изъ самого закона составленiя опредtли

теля, иэложеннаго въ § 11, такъ какъ строки и столбцы при этомъ 
составленiи играютъ совершенно одинаковую роль. Напримtръ, 

ан а12 а13 а11 а21 аю ' 
а21 а22 а23 а12 a.J'l fl32 

а31 ai\11 033 а13 a:r,-1 й3.1 

Впрочемъ, чтобы вполнt ясно убtдиться въ справедливости этой 
теоремы, замtтимъ слtдующее. Разсматриваемое въ ней преобра
зованiе состоитъ, какъ видимъ, въ перемtщенiи каждаго элемента 
даннаго опредtлителя, стоящаго на мtcrt (ij), т. е. въ перес't
ченiи i-той строки и j-таго столбца, на м-kсто (j i), симметричное 
съ первымъ относительно главной дiагонали, причемъ главные эле

менты, конечно, остаются на своихъ м-kстахъ. Сл-kдовательно, если 
обозначимъ элементы преобразованнаго опред-kлителя буквами b,j, 
причемъ первый значекъ опять указываетъ строку, а второй-

столбецъ, то b;j щ,. Каждому члену ( - 1 y+•ai 1; 1 a;,j 2 ••• a;ni" 
даннаго опредtлителя соотв-kтствуетъ равный ему по величин-k и по 
знаку членъ (-- l)"+.-b;1• 1 b;2 ;t •.. bj,.,,. преобразованнаго, а потому 

значенiе прерваrо равно значенiю второго. 

IV (къ § 14). 

Теорема этого § въ общемъ случа-k еще легче доказывается, 

если сперва докажемъ упомянутый въ концt частный случай, а за
тtмъ припомнимъ опредtленiе четной и нечетной подстановки. 
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V (къ § 17~·-

Въ виду •Jастыхъ приложенiй указаннаго адtсь рааложенiя 

приведемъ еще примtръ. 

I а1 + а1 h1 + {J1 '! ' а1 Ь1 + /11 ·, 1 а1 Ь1 + .81 1 

\ а..!+а2 h2+P2 =1 а2 b2+i12 + а2 b2+fl2 

= \ а1 Ь1 1 + .
1

1 а1 Я1 1 + ! n:1 Ь1 1
1 

+ 1 а1 fl1 1 · 

I а2 Ь2 а.:1. fl2 1 1 а2 h2 а..! /12 

Вообще, если элементы нtсколькихъ столбцовъ разложены каждый 
на нtсколько слагаемыхъ, то опредtлитель можеть быть рааложенъ 
на сумму нtсколькихъ опредtлителей, которые получимъ, комби
нируя каждый столбецъ слагаемыхъ въ каждомъ столбцt съ каж
дымъ столбцомъ слаrаемыхъ во всtхъ другихъ столбцахъ. Все ска
занное о столбцахъ, очевидно, относится и къ строкамъ. Иаъ того, 
что сказано въ §§ 16 и 17, вытекаетъ слtдующее важное слtдствiе. 
Если между элементами всtхъ строкъ (столбцовъ) опредt· 
лителя существуетъ одно и тоже линейное однородное со

отношенiе 

()) 

при i = 1, 2, ... , п, гдt л.1 , л.2 , ••• , л.,. не равны нулю одно
временно, то опредtлитель равенъ нулю. Въ самомъ дtлt, 
если, напримtръ, А-1 не равно О, то иаъ уравненiя (1) получимъ 

На основанiи § 17 опредtлитель бу детъ равенъ суммt нtсколь
кихъ опредtлителей съ эквивалентными столбцами, т. е. равныхъ 
нулю (§ 16). Впослtдствiи въ § 57 мы увидимъ, что существованiе 
соотношенiя (1) не только достаточно, но и необходимо для того, 
чтобы опредtлитель былъ равенъ нулю. 

VI (къ § 25). 

Въ справедливости посл1;дняго аамtчанiя, весьма важнаго для 
nриложенlА, можно убtдиться слtдующимъ образомъ. Обозначимъ 
через;ь ro;1 алгебраическое дополненiе элемента а;1 въ опредtли
телt a..s т. е. въ алгебраическомъ дополненiи элемента ar• въ опредt
лителt D. Мы получимъ roii изъ ат если выкинемъ въ немъ i-тую 
строку и j-тый столбецъ, и возьмемъ полученный опредtлитель со 
знакомъ ( - 1 )i+i (§ 20). Но ars получается иаъ D, если въ немъ 
выкинемъ r-тую строку и s-тыR столбецъ, и воаьмемъ полученный 
опредtлитель со знакомъ ( - 1 )r+•. Слtдовательно, ащ можно по
лучить иэъ D, выкидывая въ немъ i-тую и r-тую строки, j-тый 
и s-тый столбцы, и взявъ полученный тогда опредtлитель со 
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знакомъ (- 1 )i-f-r-ti+•. Съ дР,гоА стороны, совершенно такимъ же 
образомъ получается изъ D опредtлитель Ct;; алгебраическое до
полненiе минора (§ 20) 

Слtдовательно, iiщ ац, что и надо было показать. 

VII (къ § 26). 

Напримtръ 

ан о о о 
1 

а22 о о 
о ' а21 аш о i 

о 
= ан I U32 а33 о 

а31 а32 а33 
i а,12 U4,q а« 

а41 а,ш а43 а44 

I а33 О 1 = а11. а2'3 а33 а44. ан~ 
а,т а44 

VIII (I<Ъ § 27, k.). 

Надо обратить вниманlе на то, что предrюслtднiе элементы 
въ послtднеА строкt и послtднемъ столбцt равны а,._1, а всi> 
остальные, кромt rлавнаrо, равны нулю. Обозначая, какъ и раньше, 
элементы опредtлителя черезъ a"i, имtемъ поэтому а,.., = а,._1 + ап, 
ап,п-1 = an-1, .. = а,. .1, и а1,,. =а .. ;= О, при i и j < п -· 1. Фор
мула § 25, при r s п, дастъ 

D" а11" а.,., - .2.) nц ain a"j' 
(i, j) 

и вся сумма .2.) сведется къ одному члену, именно къ члену 
(i,j) 

aL1 (! ,.__1, n-1 • Затtмъ, очевидно, а,.., = /J,.__1, '111--1, n .1 = Dn-2 и 
D., (а.,_1 + а,.) Dn-1 aJ-1 D.,_2. Къ тому же результату можно 
придти при помощи простого разложенiя опредtлителя D" по эле
ментамъ послtднеА строки (§ 23), не прибtгая къ формулt § 25. 

IX (§ 27, m). 

Фибоначчи - итальянскШ математикъ, написавшШ въ 1228 r. 
замtчательныА для своего времени ариеметическiА трактатъ подъ 
названiемъ "Liber abaci", о которомъ можно прочестh у Кантора: 
Cantor, ,, Vorlesungen Ober die Geschichte der Мathematik, В. II. 
стр. 6. ,,Abacus" (абакъ) названiе разграфленной доски, употре
блявшейся въ древности для производства вычисленiй. 
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Х (къ § 29). 

Прим-hры. а) т п 

А= 1 а11 l1t2 JI• В 
а21 а22 , 

Ь11 Ь12 ! , С = 1 а1.1 Ь11 + а12 Ьщ, а11 Ь21 + а12 b'!fJ / = А. В. 
Ь21 Ь?2 1 а'.!1 Ь11 + а22 Ь12, а21 Ь21 + аш Ь22 

Ь) т>п 

А I an ащ а1;; , , В I Ь11 Ь12 Ь13 1, 
а21 ~ ll:J3 Ь21 b'!fJ Ь23 1 

с I ан Ьа + ащ Ь12 + а13 Ь13, а11 Ь21 + а12 Ь?2 + а1з Ь23 j 
а21 Ьн + а22 Ь12 + а2.з Ь13, а21 Ь21 + а22 Ь22 + а23 h23 1 

= 1 ан а12 1.1 · Ь11 Ь12 1 + I а11 а13 
J . , Ь11 h1з '\ + 1 ащ а13 1 . \ Ь12 b1s l · 

I а21 а22 ! Ь21 ~ i а21 а23 J Ь21 Ь23 ~ а23 Ь22 b?:.J 

с) т<п 

ан а12 

А= а21 а22 , В 

а31 а32 , Ьз1 Ь32 

а11 Ь11 + а12 Ь12 , а11 Ь21 + а12 h22 , а11 Ь31 + ащ Ь32 · 

С ~ 1 Ь11 + а22 Ь12 , а21 Ь21 + ~ Ь'/2,, ~ Ь31 + ~ Ь32 О. 

а31 Ь11 + а32 Ь12, а31 Ь21 + ~ Ь'.?2, аз1 Ь31 + а32 Ь32 • 

XI къ § 31. 

Для поясненiя теоремы этого § положимъ, что матриссы А и В 
состоять изъ 5-ти столбцовъ и 4-хъ строкъ (т = 5, п = 4). Произ
веденiе ихъ будетъ опредtпитель 4-ro порядка 

С11 Сщ С13 Сн 

с 
С21 С22 С23 С24 

С31 С32 С33 С34 

С41 С42 С43 См 

rдt Cij составляются по формулt (5) § 28. Возьмемъ въ немъ, 

напримъръ, миноръ 

С21 С23 С24 

С12= С31 С113 С34 ' 
C,n С43 с,и 

опредtпяемыА системами значенiА i = 2, 31 4, j = 1, 3, 4. Онъ 
долженъ быть равенъ произведенiю матриссъ, состоящнхъ изъ 
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2-ой, 3-ей и 4-ой строкъ въ матриссахъ А и В. Одна изъ ннхъ 
будетъ 

а42 a4'l а44 а45 

другая В' аналогичная ей, СЪ буквами ь. Пронзведенiе А' на В' 
будетъ опредt.литель 

' 
, 

' С11 С12 С13 

С'= ' ' ' С21 С22 С23 . 
f f , 

С31 С32 С33 

rдt с;1 составляются. изъ элементовъ А' и В' по формулt (5). Со
ставимъ, напримtръ, с; 1 : 

с;1 = а21 Ь21 + а22 Ь22 + ~~ Ь23 + а24 Ь24 + а25 Ь2.J, 
а эта сумма, какъ видимъ, равна с21 (по формулt (5)). Такимъ же 
образомъ, убtждаемся, что каждый элементъ въ С' равенъ соотвtт
ствующему элементу въ С12 , такъ что С' = С12 • 

ХП (къ 33, а). 

Послtднiй результатъ легко получить, пользуясь извtстнымъ 
выраженiемъ 

р(т) = т. а · 1 f!..._1 ... ~.-1, гд-1, 
а i1 о 

а, /J, .. . , d различные простые дtлители числа т (см. Д. Граве, 
Элем. теорiя чиселъ, или Веберъ и Вельштейнъ 1. с. стр. 299) 

и замtчая, что [ ~] равно числу чиселъ, меньшихъ т и дt.ля
щихся на а. 

XIII (къ § 34). 

Приведенное нами доказательство развито нtсколько подроб

нtе, чtмъ въ нtмецкомъ подлииникt, въ которомъ изложенiе его 
намъ кажется не вполнt точнымъ. Кромt того, мы считаемъ полез
иымъ, для лучшаго уясиенiя теоремы и ея доказательства, провести 

его на частномъ npимtpt. Разсмотримъ опредtлитель 4-го порядка 
D и его взаимный Л: 

ан а12 а13 а14 1 
! 

а11 а12 а13 а14 

D 
а21 а22 а23 а24 

л 
«21 а..12 а2,1 U24 

а31 а32 а33 ам аю. Uз2 а33 ам 

а41 а42 а43 €144 й41 й42 а,ь, а,и 
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и докажемъ, что 

I 
а13 а14 1

, _ D 
- • а1321., 

~ a,l4 

гд1; а1324 есть алгебраическое дополненiе минора 

1 1 I а13 а141 
I а23 а24 

въ опредi;пителъ D. Мы положимъ, спъдовательно, r = 2, s = 4, 
i = 1, j = 3. Мы имъемъ sдъсь 

о о о 

умножаи элементы ( i-аго) 3-го столбца на ( а;,1 ) а13 и прибавляя къ 
нему эпементы 1-го, 2-го и 4-го столбцовъ, умноженные на 
ан , а12, ан, получимъ 

1 :11 а12 D аы , 

о аи 
(aiJ а,..,.=) Uiз !1z4 = 1 =D'. 

\ а31 аю о ам 

а41 а42 о а.и 

Алгебраическое дополненiе (а,,.) аи въ D' равно 
ан а12 а14 

а31 а,12 ам ~з(а,..;)· 

а41 а42 а.и 

Алгебраическое д0110лненiе эпемента [) въ D' равно 

о о I а31 
ll:iJ. аю I аю ам 

1 041 а4.2 ' 
a,u а42 а,и 

т. е. равно алгебраическому дополнеиiю минора 

I 

а1з ан 1 · [ ( -- 1 i+.i+r+s 
~з аи 

1)1°= + 1] 

въ оnред1;пител1; D. Слъдовательно, a1s а24 = ан az3 + D. 111s:и, или 
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XIV ( къ § 39). 

Для поясненiя приведеннаrо зд-tсь доказательства зам-tтимъ 
сл-tдующее. Положимъ, что алгебраическое дополненiе минора D,._,. 
есть 13 D.,, rдi; 13 = ± 1; тогда 13 D- есть алгебраическое допол
ненiе минора D" и въ тоже время 13 Л,.__.,, есть алгебраическое до
полненiе минора д, въ Л, такъ какъ 13 зависитъ только отъ ука
зателей, а они одинаковы въ D" и Л,,, и въ D- и Лп .,,. По 
теоремi; § 38, зам-tнивъ въ ней v на п v, находимъ, что Лп--,· 
равно степени Dn-'V-1, умноженной на алгебраическое дополненiе 
минора Dn__,.,, т. е. на 13 D", а сл-tдовательно в Лп_,,, nп-,·-1• D,,, 
что и доказываетъ теорему. 

XV (къ § 41). 

Въ опредмителi; § 41 числа р и q моrутъ им-tть любое изъ 
значенiй О, 1, 2, ... , (µ 1), но условившись писать il, 1 = J,., 
r µ+t = s µ., можно числамъ р и q дать и значенiя р µ, q µ. 
При р = q = µ, этотъ опредмитель напишется такъ 

ai1r1 ai1r1 ••• aiirµ ait •µ 

0 i 1r1 a,1r1 • • • afirµ. 0 tssµ. 

a,µr1 a,µr1 ••• a,µ.rµ. а•µ.•µ. 

a;,,r aj"r ••• а,. r а,. • 
1 ,-1 µ.µ. µ.µ. 

откуда и видно, что аµµ обыкновенное дополненiе элемента а;µ.в,и 
им-tетъ написанное въ § 41 выраженiе. Такимъ же образомъ про
в-tряются и остальныя три выраженiя: Ооµ, аµ.0, а00 • Пояснимъ тео
рему § 41 (т. е. собственно говоря, частныА ея случав, доказанный 
въ § 36) частнымъ прим-tромъ. Возьмемъ опредмитель 

au а12 а13 3 -2 -1 

D а21 аzг ~ о 2 =0. 

а31 аоо а33 -1 о - 1 

Ранrъ его очевидно есть 2. Составимъ обыкновенныя дополненiя 
его 9 элементовъ; обозначая черезъ Opq обыкновенное дополненiе 
элемента ам-1, q+1 мы найдемъ 

1 

о 

I о 
1, "01 = 1· 

-1 
21 =2. 

-1 

(10'& = ] • '110 = 2, (111 = - 4, (112 = - 2 
'1ю = - 3., "21 = 6, «22 = 3. 

Въ 1-омъ и 2-омъ столбцахъ опредмителя D содержатся миноры 
2-ro порядка 
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въ 1-омъ и 3-емъ столбцахъ, соотвi;тствующiе имъ, т. е, составленные 
изъ равноименныхъ строкъ, миноры будутъ 

наконецъ во 2-омъ и 3-емъ столбцахъ 

Согласно теоремt наАдемъ 

Точно также пов-tряются рапеиства 

1. 

XVI (къ § 44). 

Напримtръ, въ опредмителt 

О а Ь 

а О с 

ь -~ с о 

сопряженные миноры 2-ro порядка 

а 

ь 

оба равны ас. Въ опредмителt 

о а ь с 

а О d е 

-Ь -d О f 
-с е -f О 

сопряженные миноры 3-ro порядка, а именно алrебраическiя допол
ненiя элементовъ с и - с, будутъ: 

а о d а, о, di а ь с 

у=- ь -d о ь d ol о -d е 

1 

с е с -~ е -1: d о -f 
а ь с 

о d е '/· 

d о f 
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XVII (къ § 46). 

Символъ .L обозначаеть, что надо каЖдое изъ значенiА 
i,j 

i = 1, 2, ... , п сочетать съ каждымъ изъ значенiй j = 1, 2, ... , 11, 

и взять сумму вс'tхъ слагаемыхъ, соотв'tтствующихъ этимъ соче

танtямъ. Суммируя сперва по j при i постоянномъ, а полученный 
результать зат'tмъ по i, мы и получимъ преобразованiе двойной 
суммы въ выражеши D въ квадрать простой: 

Зам'tчанiе о числi; членовъ разложенiи VD доказывается, какъ 
и сама теорема § 46, пов'tркою при п 2 и переходомъ отъ п -- 2 
къ п, зам'tтивъ, что въ (11) число членовъ равно 1t 1. 

XVIII (къ 48, Ь и с). 

Ь) Опред'tлитепь а11 , алгебраическое дополненiе элемента а11 
въ D, выражается такъ: 

о r -q 

r о 

q --р 

t, 

о 

а22 есть алгебраическое дополненiе <'iлемента ll22 О въ опред't-
лител't а11 , т. е. 

1 

022 = 1 

1 

Такъ же найдемъ 0 38 q2, 1144 r 2• Положивъ Va22 = р, для опре-
д'tленiя 

f 0 113 = yqi! ± q, и f ом= у,:2 ± r 

им'tемъ формулы 

(1) 

гд't t128 - алгебраическое дополненiе ~з въ ан, т. е. 

r, 
: 1 =Pq t'23 = 

q. 
и 

rм = 1 
-r, 0

1 =j)r. 

' 
q, PI . 
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Поэтому формулы (I) при yi,;; р, 
формула (11 ), гдi; а12 = а, аш = Ь, а14 

с) Замtчаемъ соотношенiе 

дадутъ J/? q, Vr2 r, и 
с, дастъ 1/D =ар+ bq + cr. 

Dn = Х Dn-1 + а2 Dn~2• 

гдt D" данный опредълитель (п 3) и значенiя D 1 х, D~ х2 + а1• 
Изъ этихъ формулъ уже легко получить и общее выраже

нiе D,., приведенное въ § 18, с. 

XIX (къ § 55). 

Число членов1, въ разложенiи (а1 а2 + · · · 
видtть, равно числу членовъ вида 

an)•n, какъ легко 

af ае ... (l~' 

въ которыхъ а, fl, ... r получаютъ всt положительныя цtлыя вна
ченiя (и нуль), сумма которыхъ равна т. Иными словами, это число 
равно числу сочетанiй съ повторенiями ивъ п буквъ по т, а 
это число, какъ извtстно, равно числу равличныхъ сочетанiй 

изъ т п - l буквъ по т, т. е. 

(т+п 1) (т+п _2) ··· п 
1 · 2 ... т 

(см. Веберъ и В ель штейнъ, 

1 · 2 · 3 ··· (т + п · 1) 
1·2···(1i 1)·1·2 ··m 

т. I стр. 198). 

ХХ (къ § 57). 

Теорему а) § 57 можно формулировать еще слtдующимъ 
образомъ: 

Если число неизвtстныхъ (п) въ данной системt т 
линейныхъ однородныхъ ура вненiй превышаетъ число урав

ненin, т. е. п > т, то системt удовлетворяетъ безчислен
ное множество значенin неизвtстныхъ, не равныхъ нулю 

одновременно. 

При этомъ, по крайней мtpt, п - т неиввtстнымъ можно 

дать проиввольныя вначенiя; но нельзя утверждать, что любымъ 

п т изъ неиввtстныхъ можно приписать проиввольныя вначенiя. 

Дi;йствительно, эти вначенiя, какъ мы видtли, вависятъ оть выбора 
главнаrо опредtлителя системы и не всякiй опредtлитель порядка µ, 
гдi; µ ранrъ матриссы системы, содержащШся въ этой матриссt, 
можетъ быть взятъ за главный, такъ какъ могутъ существовать 

между упомянутыми опредtлителями и равные нулю. Такъ, въ 
системt уравненШ 

х+ у+ z+ и=О 
2х + 2у + Зz + 2и = О 

3.-t' + Зу + 2z + Зи О, 
7 
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матрисса которой имi;етъ рангь 2, нелwя, наnримi;ръ, по произ
волу выбрать эначенiя неиэвi;стныхъ z и и, или z и х, или z и у, 
потому что данная система, очевидно, удовлетворяется только при 

z = О и х +у+ и О. Выбравъ по произволу, напр., х и у, по
лучимъ опредi;ленныя эначенiя z О и и = (х + у). 

Ь) Выраженiе для XJ въ § 57 получается слi;дующимъ обра
эомъ. Первыя µ уравненiи системы (10) переписываемъ такъ 

J=n 

_а11 Х1 + П12 Х2 + ··· + а11, ·'"'µ = - L a1j:XJ 
J=µ=f-1 

j==-n 

а ~- + а х -1-. а х - ~ а х /й · 1 . 112 2 • . . . N• 1' - - ,.::;;_; . 11} j · 

Правило Крамера дастъ 

х. 

' 

J=,1•+1 

о 
-; ' гд't 

j==n 

ан,··· ll1, i-1. 2 11i1;;X1, а1, ;+1• ... al,u 

J=µ,+1 

j:::=.'H 

а,,, 1 ... а1,, ; ---1, - .2,;' a1,1:t1, а1,, ;+1; ... а1, 
J=µ+1 

а на основанiи § 17, получимъ 

о,= ,})i\1 xJ, 
jc:-.::µ+1 

rдi; ~iJ имi;етъ данное въ § 57 выраженiе. 

XXI ( къ § 58). 

Для выясненiя 3аключенiй, сдi;ланныхъ въ этомъ §, 3амi;тимъ 
слtдующее. Мы доказали раньше, что если ранrъ матриссы (опре· 
дi;лителя въ нашемъ случаi;) системы 

(2) 

(гдi; i= 1, 2, ... , п) равенъ µ, то система (2) имi;еть oon-µ, рi;шенiА, 
· гдi; не всi; х; равны нулю. Обратно, если система (2) имi;етъ oon-µ. 
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рiш1еюй упомянутаго свойства, то это значитъ, что, выбравъ по 
произволу значенiя нtкоторыхъ неизвtстныхъ, число которыхъ 
равно n - µ, для остальныхъ µ неизвtстныхъ получимъ вполнt 

опредtленныя значенiя, а потому въ нашемъ опредtJIИтелt по
рядка п долженъ содержаться по крайней мtpt одинъ оnредtли

тель порядка µ, не равный нулю, а всt опредtлители порядка 

выше µ будутъ равны нулю. А это и значитъ, что раюъ опред·l;
лителя системы (2) равенъ !-"· Итакъ, доказано, что существова· 
нiе оо"·~,• числа рtшенiй системы (2) упомянутаго свойства есть 

условiе необходимое и достаточное для того, чтобы рангь 
опредtлителя системы быль равенъ µ. 

Далtе, пусть 

есть одна изъ системъ. рtшенШ уравненiй (2), при чемъ не всt ).; 
равны нулю. Ясно, что изъ эrой системы получимъ безчисленное 
множество другихъ, замtняя чис.11а },; числами, имъ пропорцiональ
ными. Bct получаемыя такимъ образомъ системы мы считаемъ за 

одну. Эта система даегь одно соотиошенiе между элементами 

опредtлителя, вида 

(3) J.1 а;1 ;'"2 а,::!+···+ ).11 аiн = О, (i = !, 2, · ·· 11). 

Оно и будетъ единственнымъ, если рангь опредtлителя равенъ 

и 1, т. е. если система (2) имtегь оо 1 рtшенНI. Если же ранrъ 
опредtлителя равенъ п ·- 2, то будетъ существовать еще одно 

соопюшенiе, вида: 

р,1 ан+ ,п2 а,2 + ·· + 11.,, а;,,= O(i 1, 2, .... 1z), 

въ которомъ· числа /J,i не пропорцiональны числамъ J.;, и т. д. 

Въ этомъ смыслt и надо понимать утвержденiе § 58, что 
условiе, необходимое и достаточное для того, чтобы ранrъ 

опредtлителя системы (2) былъ равенъ µ, состоитъ въ 
томъ, что существуютъ п -· µ различныхъ системъ значе

нiй л1 , л.2 , •• • , л.,,, не равныхъ нулю одновременно, удовле
творяющихъ соотношенiю (3) при всякомъ i 1; 2, ... , и. 

XXII (къ § 75). 

Въ курсахъ Аналитической Геометрiи подъ именемъ форыулъ 
3йлера приводятся не формулы (20) § 75, а формулы nреобразо
ванiя однихъ ортоrоиальныхъ координагь въ другiя, въ которыхъ 

коэффицiенты, r. е. девять косииусовъ уrловъ, образуемыхъ осями 
одной ортогональной системы съ осями другой, выражены въ 

трехъ, такъ называемыхъ, углахъ Эйлера 6, q;, VJ. Эти выра-

7* 
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женiя не симметричны, и Эйлеръ nалъ и другiя, симметричныя 
выраженiя, введя въ разсмотрtнiе величины, обозначенныя у насъ 

черезъ ,(} и (а, /1, r) (см. въ Encyklopadie der math. Wisseпsch. 
В. VI, Heft 2, стр. 204). Выраженiя девяти косинусовъ въ трехъ 
параметрахъ р, q, r, совпадающiя съ элементами опредtлнтеля, 

разсматриваемаго нами въ § 7 5, извtстны теперь подъ низванi
емъ формулъ Родрига (Rodrigues). Весьма простымъ способомъ 
Кённгъ (К.reпigs, Le~ons de Cinematique) получилъ формулы Род· 
рига изъ первоначаJ1ьныхъ формулъ Эйлера. Мы предJ1агаемъ чита
телю, въ видt легкаго упражненiя, сдtлать это преобразованiе, 

на основанiи слtnующихъ указанШ. Обозначимъ черезъ а, Ь, с, 
а', Ь', с', а", Ь", с" косинусы угловъ межnу осями двухъ системъ, 
распредtляя нхъ по слtдующей схемt: 

х. У, z 
-···-~1 

Х' 1 а I Ь I с I 
У' . I I Ь' 1 I ' ' 

Z' 1 :" 1 Ь" 1 :" 1 

такъ что а= cos (х х'), Ь cos (_v х'), с = cos (z х') и т. д. 

Возьмемъ нзвtстныя выраженiя этихъ косинусовъ черезъ углы 

Эйлера, а именно: 

а cos ч: cos 1р ·- sin q; sin 1Р cos в, 

Ь cos ff sin ·lj! ·+ sin р cos 1/J cos О , 

с sin (fi sin О, 

( 1) а' sin q; cos 'i' cos q; sin 1Р cos О, 

Ь' ·- sin ff sin w + cos q; cos 111 cos О , 

с' cos ч sin О, 

а" = sin 1Р sin О, Ь" cos 1J! sin О, с" cos в, 

выводъ которыхъ можно найти въ J1юбомъ курсt Аналитической 
Геометрiн. Введемъ теперь, слtдуя Кёнигу, перемtнныя t, и, v, w 
слtдующимъ образомъ: 

• 0 1jJ-q; 
sш 2 cos --т·, и 

. о . !jJ - ([) 
sш 2 sш-2-, 

t2) I в . '!jJ+lf 
\ v = cos 2 sш --2-, w 

о '!р + q; -cos 2 cos- 2 ., 

при чемъ, очевидно, 

(3) 

То,·да можно буде1ъ и всt девя1ь косинусовъ а, Ь, с, ... , вы· 
разитъ въ /, и, v, ш, пользуясь формулами (1) и (2), и принимая 

t и v 
во вниманiе (3). Если еще положимъ р w, q w, r = w, то вы-
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раженiя косинусовъ въ р, q, r совпалутъ съ выраженiями элементовъ 
оnредtпителя § 75, именно такъ, что опредtлитель 

а а' а" 

Ь // Ь" 

с с' с" 

будетъ тождественъ съ опредtпителемъ § 75. Для поясненiя ска
заннаго въ § 75 о механическомъ значенiи формулъ (20) замtтимъ 
слtдующее. Изъ формулъ {20) выводимъ, умножая ихъ по очереди 
на х, у, z и складывая: 

хх' + уу' + zz' (х2 + ;12 + z2) cos ·{}··-(ах+ fly + ,z)2 (1 - cos 1l), 

т. е. 

х.х' + уу' + zz' - (ах+ /:Jy + ,zf = 

= [х2 + у2 + z2 (ах+ {Jy + "/ zf] cos ,{), = fr cos 1}, 

гдt (!, какъ извtстно, изображаетъ раэстоянiе отъ точки (х, у, z) 
до прямоА, проходящей череэъ начало координатъ въ направленiи 

(а, р, у). Чтобы показать, что формулы (20) выражаютъ вращенiе 
на уголъ ,{} около прямоА ОА (а, р, у), замtтимъ, что при пере
ходt точки М(х, у, z) въ точку М' (х', у', z'), при чемъ раэстоя
нiе (! отъ М до ОА не мtняется, плоскость ОАМ nридетъ въ 
положенiе О А М', повернувшись 1ш уголъ, равныА углу между 
нормалями къ этимъ плоскостямъ. Нормаль къ плоскости О А М, 

какъ перпенликуляръ къ ОА (а, Р, у) и ом(:!, :У.., ~··), имtетъ 
() f! (} 

направленiе (а, Ь, с), гдt 

УУ - fJz 
а=---, 

() 

az·· ух 
Ь=---, с 

() 

flx ·- ау 
----

() 

Аналогично выразятся косинусы угловъ нормали къ плоскости ОА М', 
и косинусъ угла между этими нормалями выразится формулою 

w = (уу fJz) (уу' flz') + (az ух) (az' - ух') + (flx - ау) (fJx' - ау') 

t? 

Числитель въ т есть сумма проиэведенiй старшихъ опредtлителеА 
въ матриссt 

l
a{Jyl 1·af1,1 , умноженнныхъ на ствршiе опред1.л.ители въ матриссt. , 
х у z х'у' z' 

и, по теоремt Бине, равенъ произведенiю этихъ матриссъ, т. е. 
опредtпителю 
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rдt 

с11 = а2 + {{2 + ·/!· = 1, с12 = с21 = ах + {Jy + 7z = ах'+ Ру'+ yz', 
с22 = хх' + уу' + zz'. 

Поэтому 

С= .1:х' + уу' + zz' - (ах+ f]y + yz)2 !}2 cos {)·, 

и ш = cos {}, что и требовалось доказать. Замtтимъ въ заключе
нiе, что формулы (20) выражаютъ зависимости между координатами 
двухъ различныхъ положенiй движущейся точки относительно не
подвижной системы координатъ, а не формулы преобразовапiя ко

ординатъ, т. е. зависимость между координатами неподвижной точки 

относительно двухъ различныхъ системъ координатныхъ осей; по· 

слtднiя получаются изъ формулы (20), если въ этихъ формулахъ 
замtнимъ буквы х, у, z на х', у', z' и обратно. 

ххш ( къ § 78). 

Для поясненiя замtтимъ слtдующее: 

а) Представимъ элементы послtдняrо столбца въ первомъ 
опредtлителt § 78, приравненномъ нулю, въ видt: 

и1 +о, ~+о, ... и,. +о, о+ и, 

и разложимъ опредtлитель на два слаrаемыхъ. Одно изъ нихъ 

будетъ 

ан а12 • • • aln tt1 i 
1 

~1 а22 ••• a2n Ug I 

D= 1 
1 : .. : а~2 .' •• ~ .. ~ и~ ' 

! u1 ~ ••• и" 0 j 

а другое равно АИ; сумма ихъ равна нулю, поэтому U = D 

Ь) Примtняя къ опредtлителю D формулу § 25, выдtливъ 
элементъ О, получимъ 

D =О· А - _I ац и, и1 , 
i, j 

откуда и видно, что первое выраженiе U совпадаетъ съ фор
мулою (3). 

с) Наконецъ, поступая аналогично предыдущему съ опредt
лителемъ, который надо приравнять ·нулю, чтобы выразить условiе 

совмtстности уравненiй (1 а) и (2), и припоминая еще (§ 37), что 
опредtлитель, взаимный съ А, равенъ An-1, получимъ и второе 
выраженiе для U. 
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XXIV (къ § 98). 

Примtнимъ формулу § 25 къ опредtлителю D = A,+i, гдt 
А,.+1 составленъ по формулt (15) § 98, съ замtною v на v 1, 
и положимъ еще r = s = v + 1. Тогда ar• = а,.+ 1 , ,+1 будетъ 
алгебраическое дополненiе элемента а,.+1 , ,+i въ А1+1 и, очевидно, 
равно А" т. е., по условiю, равно нулю. Первый членъ правой части 
въ формулt § 25 пропадетъ и получится 

А,,.+.1 = - ,L) nijai, ,+1 a,+l.j, 
i, i 

гдt i и j принимаютъ всt значенiя 1, 2, ... v. Далtе a;j есть 
алгебраическое дополненiе элемента aiJ въ опредtлителt А" 
(§ 25), а потому 11..., есть алгебраическое дополненiе элемента а.,.. 
въ А,., т. е. 

Слtдовательно, 

,1.,.. = А.,_ 1 • 

А.,_1 A-v-t-1 = --,L) а.,.. aij а;, ,+1 а,+1, j. 
i, j 

Но таli:ъ какъ опредtлитель А,. = О, то алrебраическiя дополненiя 
соотвtтствующихъ элементовъ ero въ двухъ строкахъ или столб

цахъ пропорцiональны (§ 36 ). 

или 

и 

Поэтому 

(lij = '°1i-v 

u,,,- \1..,.,, 

потому что Av опредtлитель симметрическiй. Наконецъ, двойная 
сумма въ правой части, очевидно, равна квадрату суммы 

~,1. а . .. , 1 = 
,,,,:;:,,,; i'V ,, ,,.г 

а"1 ... а,.,.,._1 a,,,.....i-1 

какъ видно изъ разложенiя этого опредtлителя по элементамъ 

послtдняго столбца. 
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XXV (къ § 98). 

Высказанное зд'hсь положенiе можно вполнi; строго доказать 

лишь посл'h того, какъ будутъ доказаны основныя теоремы изъ теорiи 

пред'hловъ, которой посвящена вторая книга. Опред'hлители А" 
равны сумм'h конечнаrо числа членовъ, которые сами равны произве· 
денiямъ н'hсколькихъ изъ чиселъ ан, умноженныхъ на величины, отъ 

нихъ независящiя. Сказанное въ § 98 объ этихъ опред'hлителяхъ 
есть прямое сл'hдствiе теоремъ о пред1;J1ахъ суммъ и произведенitl, 

иэложенныхъ въ § § 132 и 133 книги 11. 

XXVI (къ § 100). 

Для разъясненiя сказаннаrо въ этомъ § приведемъ ниже
слi;дующее вычисленiе. Данную форму U прежде всего предста
вимъ въ видt суммы трехъ членовъ, относя къ первому слагаемому 

всt члены, въ которые входятъ только первыя 'V перемtнныхъ 

х1 , х2 , ••• , х .. , ко второму тt, въ которые входятъ произведенiя 

этихъ v перемtнныхъ на остальныя х41 , .•• , .'.1:п, и наконецъ, къ 

третьему тt члены, въ которые входятъ только послtднiя п - v 
перемtнныхъ х41 , X'!"f.2, ••• , х,.. Принимая во вниманiе, что aij=aj;, 
мы можемъ, слtдовательно, представить U такъ 

i::::'V i::::.v 

U= ..L7(«,1X1+a.11x2+ ... +a,..,x.,)x;+2z(«;,41X41+···+«;,.x,,)x;+P, 
•=:1 i=l 

обозначая черезъ fJ третье слагаемое, зависящее только отъ .х41, ... х,,. 
Теперь первое слагаемое, т. е. 

i==v z («;1 Xl + а,".! Х2 + 
i=l 

+ а,,.х,.)х, 

можно обратить въ нуль, независимо отъ значенiя х,.. Въ самомъ 
д'hлt, для этого, очевидно, достаточно удовлетворить систем'!; v ли· 
неtlныхъ однородныхъ уравненiй съ v неизвtстными 

(1) I 
ан Х1 + а12 Х2 + ... + «111 х" О 

«21 Х1 + «22 Х2 + . . . + «2v х., = 0 

. . . . . . . ~ . . . . . . . . . 

«,.1 Xl + «112 Х3 + ·· · + а.,.. х,,. = 0, 

что всегда возможно, потому что, по условiю, опред'hлитель этой 

системы А" равенъ нулю. Замi;чая еще, что, по условiю, алгебраи
ческое дополненiе элемента а,..11 , очевидно равное А,,.._1 , не равно 
нулю, мы получимъ, при х" совершенно произвольномъ, слi;дующее 

рtшенiе системы (1) 

(2) х.,_ .. 1 х" 

a,,.,v-·l а..., 
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гдъ а..,, = А,,--1 и вообще а.,; алгебраическое дополненiе эле
мента а,,; въ А,,(§ 59). Подставляя найденныя значенiя х1, х2, ••• , х,,-1 , 
выраженныя черезъ х,,, въ написанное выше выраженiе U, мы nолу
чимъ U 2 ах,, + fJ, гдi; 

(3) а 
2 i-::::::!i' 

zrai,v-j-1.,,.v-j-1 + 
i=l 

Чтобы убi;диться, что выраженiе (3) совпадаетъ съ тъмъ, которое 
дано въ § 100, въ видi; опредмителя, стоитъ только представнть 

себъ, что этоrь опредмитель разложенъ по элементамъ nослъдняrо 

столбца. 
Наконецъ, чтобы убъдиться, что въ случаъ а тождественно, 

т. е. при произвольныхъ значенiяхъ xv-1-1 , ••• , х,., равна го нулю, 

слъдующiй опредмнтель § 100 равенъ нулю при i = v, v + 1, ... , п, 
надо припомнить, что при i = v, этотъ опредмнтель есть А,,, рав
ный нулю по условiю, и при другихъ значенiяхъ i онъ получается 

изъ предыдущаrо (т. е. изъ выраженiя А,,:/~), если послъдова
тельно положимъ всъ перемънныя х.,+1 , xv-1-2 , ••• , х,., кромi; пер
ваго, второго и т. д., равными нулю. 



КНИГl\ ВТОРl\Я. 

Иррацiональныя числа. Предtлы. Безконечные ряды 

и произведенiя. 

ИРРfЩЮН{1ТIЬНЬI~ 4ИСТJF\. 

Основныя понятiя. 

103. Изъ элементарной математики мы знакомы съ теорiею 
раuiональныхъ чиселъ, т. е. чиселъ цtлыхъ (включая сюда и 
нуль) и дробныхъ. Предста.вимъ себt теr1ерь, что вся эта область 
чиселъ раsдtлена на два класса, которые мы наsовемъ нижнимъ и 
верхнимъ, такимъ образомъ, что всякое чис.,10 нижняrо класса 

меньше любого числа верхняrо класса. При этомъ можетъ с11учиться, 

что въ нижнемъ классt существуетъ число а, большее всtхъ дру

rихъ чиселъ этого класса, или что въ верхнемъ классt существуетъ 

число Ь, меньшее всtхъ друrихъ чиселъ этого класса. Въ этихъ случа
яхъ rоворятъ, что сдtланное раадtленiе опредtляетъ рацiональное 

число, именно число а въ первомъ случаt или число Ь во второмъ. 
Замtтимъ тутъ же, что числа а и Ь не моrутъ существовать одно
временно. Иначе между этими числами можно было бы вставить без
численное множество рацiональныхъ чиселъ, которыя не принадnе

жали бы ни къ нижнему, ни къ верхнему классу. Но можетъ слу
читься, что не существуетъ ни числа а, ни числа Ь, обладающихъ 
указанными свойствами. Въ такомъ случаt, условимся говорить, что 

указанный способъ раадtленiя всtхъ рацiональныхъ чиселъ на два 

класса опредtляетъ иррацiональное число. Итакъ, иррацiо

нальныя числа опредtляются такими раsдtленiями рацiональной 

области на два класса, которыя обладаютъ слtдующими свойствами: 

1) Всякое число нижняго класса меньше любого чисм верх
няrо класса. 2) Въ нижнемъ классt нtтъ числа, превосходящаго 
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всt другiя числа того же класса (наибольшаго). 3) Въ верхнемъ 
классt нtтъ числа, которое было бы меньше всtхъ другихъ чиселъ 
того же класса (наименьшаго). · 

104. Прим:hры. а) Если отнесемъ къ нижнему классу рацiоналыюе 
число а и всi; рацiональныя числа, меньшiя а, то верхнiй классъ будетъ со
етоять изъ вс13хъ рацiональныхъ чиселъ, большихъ а, и въ этомъ класс13 не 
будетъ наименьшаrо числа. Дtйствительно, взявъ въ верхнемъ класс13 
любое число а', мы можемъ, какъ изв1;стно изъ теорiи рацiональныхъ чи
селъ 1), вставить между а и а' > а безчислениое множество рацiональныхъ 
чиселъ, которые по необходимости будутъ принадлежать верхнему к.~ассу и 
будутъ < а'. Но нижнiй классъ не обладаетъ свойствомъ не заключать въ 
себi; наибольшаrо числа, потому что такое число существуетъ, а именно 
число а . . Сдыанное раздi;ленiе не опредi;ляетъ иррацiональнаrо числа, а 
опред13ляетъ рацiональное число а. 

Ь) Иначе обстоитъ д13ло съ --V2; это число не существуетъ, если мы 
ограничимся областью однихъ рацiональныхъ чиселъ. Но его можно опре
д i;л ит ь, какъ иррацiональное число, соотв13тствующее раздiшенiю всi;хъ 
рацiональныхъ чиселъ на два класса, на основанiи слi;дующаго критерiума. 
-Отнесемъ къ верхнему классу всi; положительныя рацiональныя числа, 
квадраты которыхъ больше 2, а къ нижнему вс1; остальпыя рацiональныя 
числа (т. е. положительныя, которыхъ квадраты меньше двухъ, нуль и всi; 
отрицательныя1. Чтобы доказать, что такое разд13ленiе опредыяетъ иррацiо
нальное число, надо показать, что оба класса обладаютъ всi;ми необходи
мыми для этой цыи свойствами. Прежде всего очевидно, что любое число 
иижняго кл11сса меньше всякаго числа верхняго класса, такъ какъ изъ двухъ 

положительиыхъ чиселъ то будетъ меньше другого, котораго квадраrъ меньше 
квадрата друго1·0 (и всякое отрицательное число меньше положительнаго). 
Дал13е, если а какое нибудь число нижняго класса, то всегда найдется дру
гое число того же класса, которое будетъ больше а *) (т. е. въ нижнемъ 
класс1; н13тъ наибольшаго числа). Чтобы въ этомъ убъдиться, надо показать, 
что существуетъ такое положительное число h, для котораго а + h принад
лежитъ нижнему классу, т. е. не только а~ 2, но и (а+ h)2 < 2, или 
(2а + h) h < 2 а'!,. Взявъ Je < 1, мы удов,'!етворимъ предыдущему нера-

2 (/.'!, 

венству при h 
+ 

Слъдовательно, достаточно взять Jz 1юлоwитель-

2 
нымъ и меньшнмъ наименьшаго изъ чиселъ l и 

а2 
. Аналогичнымъ пу-

темъ можно было бы показать, что если а принаплежитъ верхнему классу, 
то всегда наllдется число, меньшее а и принадлежащее тому же классу, т. е. 
что въ верхиемъ класс1; нtтъ наименьшаго числа 

105. Равенство и неравенство *'1.-). Говорятъ, что два числа 
а и fJ равны между собою, и пишутъ а fJ, если классы, опредt
ляющiе а, совпадаютъ съ соотвtтсгвующими классами, опредtляю
щими fl. При этомъ очевидно, что совпаденiе нижнихъ классовъ 
влечетъ аа собой совпаденiе верхнихъ, и наоборотъ. Говорятъ, что 

1) Надо помнить, что отъ сложенiя, вычитанiя, умложенiя и дtленiя 
,въ области рацiональныхъ чиселъ все,·да получаются числа той же области. 

*) Причемъ, конечно, можно ограничиться предположенiемъ, что а > О. 
**) Въ дальн13йшихъ §§ рацiональныя числа мы будемъ обозначать 

шреимущественно латинскими буквами, а иррацiональиыя греческими, при 
-чемъ, однако, не исключается возможность, того, что греческая буква обоз
начаетъ, въ частномъ случаъ, рацiональное число. 
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а меньше {J, и пишутъ а < {J, если существуетъ такое рацiональ
ное число, которое одновременно принадлежитъ верхнему классу 

числа а и нижнему классу числа {J. Если, въ частности, fJ рацiональ
ное число, -ro неравенство а < fJ выражаетъ собою только то, что fJ 
принадлежитъ верхнему классу числа а. Точно также, если а рацiо
нальное число, то неравенство а < fJ обозначаетъ, что а принад
лежитъ нижнему классу числа fJ. Дал-tе rоворятъ, что а число 
положительное, если оно больше О, т. е. если нижнiй классъ числа 
а содержитъ въ себ-t нуль; число а - отрицательное, если нуль 

принадлежиrъ верхнему его :классу. 

106. Числа, равныя по абсолютной величин"h. Перемt
нимъ знаки у вс-tхъ чиселъ нижняrо класса чисда а на противопо

ложные, и будемъ ихъ разсматривать, какъ числа, образующiя верх
нiй классъ нtкотораrо числа /J; нижнiй классъ этого числа fJ будетъ 
очевидно, состоять изъ чиселъ верхняrо класса числа а, взятыхъ съ 

обратными знаками. Ясно, что такiя два числа а и fJ будутъ одно 
положительное, а другое отрицательное, потому что О будетъ одно
временно находиться въ нижнемъ класс-в одного иэъ нихъ и въ 

верхнемъ другого. При такихъ обстоятельствахъ условимся Г()ВОрить, 

что числа а и fJ равны по абсолютной величинt и писать 
fJ -- а. Замtтивъ, что продмавъ съ классами числа fJ ту опера
цiю, которую произве.11и съ классами числа а, мы, очевидно, по11учимъ 

иэъ fJ число а. Иными словами, если fJ а, то а= {J. 

107. Обратныя числа. Предполагая а> О и ограничиваясь 
областью однихъ положительныхъ рацiональныхъ чиселъ, возьмемъ 
обратныя значенiя *) чиселъ обоихъ классовъ, опредмяющихъ а, 
и въ то же время переставимъ эти классы (т. е. нижнiй на верх

нiй и обратно). Тогда опредмится новое число {J, которое мы на-
1 

зовемъ обратнымъ относительно а, и будемъ писать fJ = · 
а 

1 1 
Легко вид-tть, что изъ fJ = вытекаетъ а= Если, далtе, а<О, 

а 

то · символъ изображаетъ отрицательное число, абсолютная вели-
(t 

чина котораrо есть число, обратное абсолютной величинt а. 
1 

Иными словами, если а < О, то, для опредменiя символа а , усло-

вились писать 

а -- а 

Наконецъ, установимъ разъ навсегда, что при а 
1 

0, СИМВОЛЪ= 
а 

ничtмъ не опредменъ и потому никакого смысла не имtетъ. 

*) Обратнымъ значенiемъ рацiональнаrо числа а называется число 1 
а 
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108. Если а< {J, то существуетъ безчисленное мно
жество рацiональныхъ чиселъ, лежащихъ между а и {J. По 
условiю существуетъ такое рацiональное число а, ч·rо 

а< а< {J. 

Такъ какъ а не можетъ быть наибольшимъ числомъ въ нижнемъ 
классt числа {J, то въ этомъ классt существует ь рацiональное 
число а'> а, принадлежащее также къ верхнему ~<пассу числа а, 
такъ что 

а< а< а'<{]. 

Но межцу рацiональными числами а и а' можно вставить безчи
сленное множество рацiональныхъ чиселъ, которыя всt будутъ при

надлежать верхнему классу числа а и нижнему классу числа {J, что 
и надо было показать. Далi;е ясно, что теорема остается справед
ливой и тогда, когда, по крайней мtpt, одно изъ чиселъ а и fJ 
ранiонально. 

109. Изъ неравенствъ (L < fJ и fJ < у, слtдуетъ нера
венство a<r. Замtчаемъ, что опредtленiе неравенствъ a<fJ, fJ<, 
заключаетъ въ себt утвержденiе, что существуютъ два такихъ рацiо

нальныхъ числа а и Ь, для которыхъ а < а < {J, fJ < Ь < у. От
сюда видно, что а nринадлежитъ нижнему, а Ь верхнему классу 
числа {J; слtдовательно, а< Ь. Далtе Ь nринадлежитъ нижнему 
классу числа у, поэтому и а принадлежитъ тому же классу, т. е. 

существуетъ число а, принадлежащее одновременно верхнему классу а 

и нижнему у, откуда а< у. 

110. Между двумя рацiональными числами, разность 
которыхъ можетъ быть сдtлана сколь угодно малою (по 
абсолютной величинt) можетъ заключаться только одно 
число. Доnустимъ обратное, т. е. воложимъ, что а< а< Ь, и 
а < fJ < Ь. Если а < {J, то можно указать два оnредtленныхъ 
числа а' и Ь' такихъ, что а< а'< Ь' < {J, а тогда и а< а'< Ь' < Ь, 
а откуда Ь - а> Ь' - а' т. е. Ь а нельзя сдtлать, вопреки nред
ложенiю, меньшимъ чtмъ Ь' -а'; анаJiоrичное заключенiе получается и 
при а> {J. 

Итакъ, нельзя допустить, что fJ не совnадаетъ съ а, если 
положительное число Ь а можно сдtлать меньшимъ любого nо
ложительнаго числа. 

111. Всякое число а можно заключить между двумя рацiо
нальными числами, разность которыхъ по абсолютной ве

личинt будетъ меньше любого nоложительнаго числа. Если а 
лежитъ между а и Ь > а, то} (а+ Ь) будетъ принадлежать либо 
нижнему, либо верхнему классу числа а. Въ nервомъ случаt поло-

. жимъ а1 }(а+Ь), Ь1 =Ь, во второмъ а1 =а, Ь 1 i(a+b). 
Въ обоихъ случаяхъ а бу детъ заключаться между числами а1 · и Ь1 , 
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причемъ Ь1 а1 = ! (Ь - а). Поступивъ такъ же съ а1 и Ь1 , наП
демъ два такихъ числа а2 и Ь2 , что 

Продолжая такъ далtе, получимъ числа а3 и Ь3 и т. д., и нако
нецъ а" и Ь,., для которыхъ 

1 
а,.< а< о" и о,. - а,.= 2"(/J а). 

Выбирая п достаточно большимъ, мы можемъ сд-hлать Ь" 
шимъ любого положительнаго числа. 

а,. мень-

112. Изъ нижняго класса иррацiональнаго числа всегда 
можно выдtлить неубывающую послtдовательность рацiо

нальныхъ чиселъ, В'1 которой найдется число, превыша

ющее любое изъ чиселъ этого класса*). Составленная въ пре· 
дыдущемъ § послtдовательность чиселъ а, а1 , а 2 , а 3 • • • такова, 

что а -=: а1 , а1 ::==; а2 и т. д., т. е. что каждый послtдующiй членъ не 

меньше предыдущаrо, слtдовательно, это послtдовательность не
убывающая **). Остается показать, что какое бы число а' мы ни 
выбрали въ нижнемъ классt числа а, всегда найдется въ нашей 
послtдовательности такое число а,., что а,.> а'. Такъ какъ а' не наи
большее число въ нижнемъ классt а (такого не существуеть), то 
найдется число а" > а', принадлежащее тому же классу. Вмtстt съ 
тtмъ мы видtли, что Ь" а.. можно сдtлать, взявъ п достаточно 
большимъ, меньшимъ любого положитеш,наго числа, въ частности, 

слtдовательно, меньшимъ а" - а'. Изъ неравенства Ь,. - а,.< а" - а' 
слtдуетъ а,.> Ь,. -а" а'> а', потому что Ь,.- а''> О, такъ 
какъ а" принадлежитъ нижнему, а Ь" верхнему классу числа а. 

113. Изъ сказаннаго ясно, что послtдовательность а1 , а2 , а3 , ••• , 

какъ и послtдовательность Ь1 , Ь2 , Ь3 , ••• ***) могуть служить для 
опред-hленiя иррацiональнаго числа. А именно, предполагая, что эта 
послtдовательность дана, мы видимъ, что она приводитъ къ раз

дtленiю всtхъ рацiональныхъ чиселъ на два класса, обладающихъ 
требуемыми свойствами. Достаточно отнести каждое рацiональное 
число а' къ нижнему классу, если въ данной послtдовательности 
возможно найти число, не меньшее а', и къ верхнему, если въ 
данной послtдовательности найти такое число невозможно. Это 

*) Неубывающею посл1щовательностью 'iиселъ а1 , ~. аа, ... а,., ... , 
называется такая, въ которой каждое число не меньше (больше или равно) 
предыдущаrо. . 

**) Въ самомъ д11л1; a:i =!(а+ /J) > а при h > а, или а1 = а, a:i= 
l(-:11 + 01) > 11:1 или~= а1 , и т. д. 

-) Послi,довательность /J1 , h2 , /J3 , ••• есть послi;довательность невозра
стающая, такъ какъ /J.;;:; h1 ~ h2 ~ h3 ••• 

8 
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замtчанiе важно въ томъ отношенiи, что оно открываетъ новый 
путь для изученiя иррацiональныхъ чиселъ, опредtляя эти числа при 
помощи послi;довательностей рацiональныхъ чиселъ. Теорiя число

выхъ послtдовательностей была строго обоснована Гейне 1) и 
теорiя иррацiональныхъ чиселъ тtсно съ нею связана работами 

Г. Кантора, Липшица и др. Но уже за 30 лtтъ до того Ката
ланъ въ своемъ преподаванiи и небольшихъ замtткахъ поло
жилъ основанiе новой теорiи иррацiональныхъ чиселъ 2). Вайер
штрассъ основываетъ теорiю иррацiональныхъ чиселъ на болъе 

тонкихъ понятiяхъ, разсматривая эти числа, какъ суммы безконечно 
большого числа рацiональныхъ чиселъ. Мы предпочитаемъ въ даль
нtйwемъ изложенiи пользоваться раздtленiемъ на классы, принад· 
лежащимъ Дедекинду и принятымъ Дини, Таннери и другими (1). 

Д 'hйствlя надъ иррацiональными числами. 

114. Сложенiе. а) Суммою двухъ чиселъ а и fJ назы
ваютъ и обозначаютъ черезъ а+ fJ такое число, рацiональ
ное или иррацiональное, которое больше суммы любыхъ 
двухъ рацiональныхъ чиселъ, соотRtтственно меньwихъ, 
чtмъ а и fJ, и мен~,.ше суммы любыхъ двухъ чиселъ, соотвtт
ственно б6льшихъ, чtмъ а и {J, такъ что 

а + Ь < а + 8 < а'+ Ь', 
если а< а< а', Ь < fJ < Ь', каковы бы ни были рацiональныя числа 
а и Ь, а' и Ь', удовлетворяющiя вторымъ неравенствамъ. 

Установивъ такое оnредtленiе, покажемъ, что всегда суще

ствуетъ число a+fJ и что болtе одного такого числа не 
можетъ быть. 

Ь) Положимъ 

(1) а< а< а', Ь < fJ < Ь'. 
ВС11кое рацiональное число r, не имtющее вида а+ Ь, т. е. не раз
лагающееся на два слаrаемыхъ, изъ которыхъ одно меньше а, дру

гое меньше {J, непремtнно будетъ больше всtхъ чиселъ, имtю
щихъ зтотъ видъ. Потому что, если бы r <а+ Ь, то r - а< Ь < fJ 
и, вопреки предположенiю, r равнялось бы суммt двухъ рацiональ
ныхъ чиселъ а и r а, rдt 

а< а, r а< fJ. 

Подобнымъ же образомъ докажемъ, что всякое рацiональное число, 

не имtющее вида а' + Ь', будетъ меньше всtхъ чиселъ этого вида, 

1) .Die E1emente der Funttionen1ebre (Crelles Journal, Bd. 74) 
2) См. ,Mathesis• 1886. стр. 151. (Журнапъ, издаваемый въ Брюссеп'h.) 
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Поэтому, если существуетъ рацiональное число r, не имtющее ни 
вида а+ Ь ни вида а' Ь', rдt а, Ь, а', Ь' удовлетворяютъ выше 
указаннымъ неравенствамъ, то будемъ имtть 

а + Ь < r < а'+ Ь', 
каковы бы ни были числа а, Ь, а', Ь', удовлетворяющiя условi
ямъ (1). Въ этомъ случаt сумма а+ fJ существуетъ и равна этому 
числу r. 

с) Положимъ теперь, что такого числа r не существуетъ; это 

значитъ, что всякое рацiональное число будетъ либо вида а Ь, 
либо вида а' + Ь'. Образуемъ изъ этихъ чиселъ два класса. Этимъ 
опредtлится нtкоторое иррацiональное число r, потому что всегда 
а Ь < а'+ Ь', и въ нижнемъ классt нtтъ наибольшаrо, а въ 
верхнемъ нtтъ наименьшаго чисJiа. ДtRствительно, мы всегда мо
жемъ найти два числа а1 и Ь1 такихъ, чтобы было 

а < а1 < а, Ь < Ь1 < fJ, откуда а + Ь < а1 + Ь1 и т. д. 

Такъ какъ всегда 
а + Ь < 7 < а'+ Ь', 

то искомая сумма есть r. 
d) Итакъ, всегда существуетъ число, рацiональное или иррацiо

нальное, подходящее подъ оnредtленiе суммы а+ {J. Остается до
казать единственность этого числа. Согласно§ 111 мы всегда 
можемъ заключить число а между двумя числами а и а' > а, та
кими, что а' - а будетъ меньше любого положителы,аrо числа. То же 
самое можно сдtлать съ {J. Но изъ неравенствъ 

а' а < ! 13, Ь' Ь < t 13 , 

гдt в произвольно заданное положительное число, выводимъ, nутемъ 

сложенiя: а' Ь' (а Ь) < в. Цоэтому (§ 110) число а+ {J, ле
жащее между двумя числами, положительная разность которыхъ 

меньше любого числа в, есть число, вполнt оnредtленное (един
ственное). 

115. Свойства суммы. а) Такъ какъ сумма а+ fJ опредt
ляется суммами а + Ь и а' + Ь', не измtняющимися при nереста
новкt слагаемыхъ, то очевидно а + fJ = fJ + а. 

Ь) Аналогично этому доказываютъ, что 

а+ f1 + r а + ({1 + r) и т. п. 

с) Если fJ = О, то числа Ь отрицательныя, а числа Ь' -по-
ложительныя рацiональныя числа. Отсюда слtдуетъ, что 

а + Ь < а < а, а'+ Ь' > а' > а. 

Слtловательно, классы а+ Ь и а'+ Ь' оnредtляютъ число а., Иными 
словами 

8* 
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d) Если fJ = -- а, то числа Ь равны числамъ а', взятымъ съ 
обратными знаками ( § 106), и такъ какъ а'> а, то а+ Ь =а а'< О. 
Точно такъ же числа Ь' равны числамъ а съ обратными знаками 
и а'+ Ь' = а' - а> О. Число, лежащее всегда между а+ Ь и а'+ Ь' 
есть, слtдовательно, О. Иными словами а + ( а) О или короче 
а а=О. 

е) Отъ сложенiя числа съ неравными числами получа
ются неравныя суммы. Дtйствительно, если a<fJ, то можно себt 
представить такiя два числа а и Ь, что а< а< Ь < {J. Кромt того, 
(§ 111) всякое число r можно заключить между двумя числами 
с и с' такими, что с' - с< Ь - а или а+ с'< Ь + с. Съ другой 
стороны, изъ опредtленiя суммъ а + r и fJ + r слtдуетъ, что 
а +r<a+c', fJ+r> ь+с, a+r<a+c' < ь+c<fJ+r, т. е., 
еСЛИ a<{J, ТО a+r<fJ+r. 

116. Вычитанiе. Всегда существуетъ число, которое, будучи 
сложено съ fJ, дастъ въ суммt а. Это число есть а + ( {J). Дtй
ствительно, по свойствамъ суммы имtемъ 

Не существуетъ другого числа, обладающаго тtмъ же свойствомъ, 
потому что было показано, что два различныхъ числз, сложенныя 
съ однимъ и тtмъ же, не могутъ давать одну и ту же сумму. 

Итакъ, число а + ( - fJ) или короче а - {J, дающее при сложенiи 
съ fJ число а, есть единственное. Оно по опредtленiю и есть 
разность между числомъ а и числомъ fJ. 

117. Умноженiе. Положимъ сперва, что а и fJ положитель
ныя числа, и а, Ь, а', h' положительныя рацiональныя числа, 
удовлетворяющiя условiямъ (1) § 114. Всякое положительное рацiо
нальное число r будетъ либо вида аЬ, либо вида а' Ь', либо 
ни того, ни другого. Если r не имtетъ вида аЬ, то r > аЬ. 
Иначе изъ неравенства r < аЬ мы вывели бы, что !_ < Ь < р 

а 

и вопреки предположенiю число r разлагалось бы на множители 

r 
а< а и - < fJ. Такимъ же образомъ покажемъ, что если r не 

а 

имtетъ вида а' Ь', то r < а' h'. Слtдовательно, если r не будетъ 
ни вида аЬ, ни вида а' h', то аЬ < r < а' h', для всtхъ значенiй 
а, Ь, а', h', удовлетворяющихъ условiямъ (1 ). Е~ли нtтъ рацiональ
наго числа упомянутаго свойства, то это значитъ, что всякое рацiо

нальное число будетъ либо вида аЬ, либо вида а' h'. Тогда раз
смотримъ иррацiональное число, опредtляемое классами чиселъ аЬ 
и а' Ь'. Такимъ образомъ мы убtждаемся, что навtрно существуетъ 
число r, рацiональное или иррацiональное, обладающее тtмъ свой
ствомъ, что оно будетъ больше произведенiя любыхъ двухъ 
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nоложительныхъ рацiональныхъ чиселъ, соотвtтственно 

меньшихъ чtмъ а и fJ, и меньше произведенiя любыхъ двухъ 
рацiональныхъ чиселъ, соотвtтственно б6льшихъ, чtмъ а и{J: 
ab<r<a'b'. Это число единственное. Чтобы это докааать, надо 
лишь убtдиться, что каково бы ни было положительное число 8 1 всегда 
можно выбрать числа а, Ь, а', Ь' такъ, чтобы а' Ь' --- аЬ было меньше 8. 

(§ 11 О). Съ этоn цtлью, выберемъ между числами верхняго класса 
наибольшаго изъ чиселъ а и fJ число с такое, чтобы с2 было больше -!8, 
rдt в выбранное по произволу положительное число. Э10, очевидно, 

l', l', 
всегда возможно, и будемъ имtть а< с, Ь < с и с2 > 3 или -3с < с. 
Затtмъ выбираемъ числа а, а', Ь, Ь' такъ, чтобы а' - а и Ь' - Ь 

l', 
были меньше зё , что также всегда возможно. Тогда, такъ какъ 

8 
а + Ь Зс < 3с, МЫ будемъ имtть 

а'Ь'<(а+i;;)(ь+ 3~) аЬ (а ь+;с);с<аЬ+в 
и а' Ь' аЬ < 8. Поэтому (§ 110) число r, лежащее всегда между 
аЬ и а' Ь'-единственное, вполнt опредtленное. Оно и будетъ по 
оnредtленiю произведенiемъ данныхъ чиселъ а и fJ, и обозна
чается знакомъ afJ. 

118. Такимъ образомъ опредiwlяется nроизведенiе двухъ чи
селъ лишь вь томъ случаt, когда эти числа оба положительны. 
Вообще же произведенiемъ двухъ чиселъ а и fJ называютъ nро
изведенiе ихъ абсолютныхъ величинъ, взятое со знакомъ + или 
смотря по тому, будутъ ли числа а и fJ одинаковыхъ или разныхъ 
знаковъ. Иными словами 

a·'I -(--a)fJ, afJ= а( fl), а.В=(-а)( fl). 

Произведенiе а на О будетъ по опредtленiю равно нулю. Въ послt
дующемъ мы будемъ для сокращенiя рtчи считать а и fJ пtтложи
тельными. Bct наnденныя при этомъ свойства легко обобщить на 
всt дpyrie случаи. 

119. СвGйства произведенiя. а) afJ = fJa, Ь) afJr = а (fJr) и т.д. 
l 

с) а. 1 а, d) а. - 1, е) если умножимъ число на нерав-
а 

ныя числа, то nолучимъ неравныя произведенiя. Bct эти 
свойства легко доказываются съ помощью разсужденiй, аналогич

ныхъ тtмъ, которыми мы пользовались въ § 115. 

120. Д1шенlе. Всегда существуетъ число, которое по 

. fJ О O . l умножен1и на даетъ а. но равно произведеюю а·р· 

а 
которое для краткости обозначаютъ знакомъ р· Дtйствительно, по 
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свойствамъ произведенiя, имtемъ 

Не существуетъ другого числа съ тtмъ же свойством ь, потому что 
два равличныхъ числа,умноженныя на {J, какъ мы видtли, даютъ 

раэличныя произведенiя. Поэтому, число ; , которое по умноженiи 

на fJ даетъ а единственное. Оно, по опредtленiю, есть част
ное отъ дtленiя а на {J. Здtсь также эамtтимъ, что при fJ О, 

а 
символъ 7f смысла не имtетъ. 

1'21. Аналоrичнымъ обраэомъ можно обобщить всt правила 
алrебраическаrо вычисленiя на иррацiональныя числа. Напримtръ, 
чтобы доказать, что а (fJ +r) = a{J ау, достаточно разсмотрtть 
соотвtтствующiя раздtленiя на классы и обнаружить тождество одно
именныхъ классовъ. Для насъ достаточно было намtтить путь, ко
торому надо слtдовать при подобных:ъ доказателъствахъ, тtмъ болtе, 
что полное распространенiе алrебраическаrо вычисленiя на иррацiо
нал1,ныя числа, само собою и совершенно естественно получается 
изъ той важной теорiи, которую мы теперь и разовьемъ. 

ТЕОРIЯ ПРЕдDnовъ. 

Стремленiе къ предiшу. 

122. Опред1шенlе. а) Число а.., измtняющееся съ измtне
нiемъ натура,пьнаrо (цtлаrо положительнаrо) числа п, называется 
безконечно большимъ при безконечномъ п, если при безпре
дtльно возрастающемъ п, число а" въ концt концовъ ста
новится и остается б6льшимъ сколь угодно большого 

числа. Выражаясь то.чнtе, если каждому выбранному по произволу 

числу L соотвtтствуетъ нtкоторое число 'V такого рода, что при 
п > v всегда будетъ а .. > L, то rоворятъ, что а" число безконечно 
большое, или что а.. возрастаетъ безпредtльно или стремится 

къ безконечности. 

Ь) Говорятъ, что а" при безконечномъ п есть число безконечно 
малое, если при безпредtльномъ · возрастанiи п, абсолютная вели
чина числа а.. въ концt концовъ становится и остается меньшею 

сколь угодно малаrо положитепьнаrо числа. Точнtе выражаясь: 
если каждому положиrепьному числу в соотвtтствуетъ нtкоторое 
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число v такого рода, что при tt > v всегда I а" 1 < в *), то говорятъ, 
что а" безконечно мало или стремится къ нулю (ll). 

с) Когда вообще говорятъ, что а" при беэконечномъ п стре
мится къ а или, что послt.довательность чиселъ а1 , а2 , a.i, ... 
имt.етъ предt.лъ (Iimes) а, и пишутъ lim а" а, то этимъ выра· 
жаютъ, что разность а,. - а число безконечно малое. Въ частности 
предt.лъ безконечно малаго числа есть нуль. 

d) Принято также писать lim а" оо и говорить, что а" им-tетъ 
пред-tломъ п·оложительную безконечность или просто безконеч-

. ность, чтобы выразить, что а" число безконечно большое. Конечно, 
подобный сnособъ выраженiя есть д-tло простого соглашенiя и вво
дится лишь для сокращенiя р-tчи. Съ тою же ц-tлью rоворятъ, 
что а" им-tетъ пред-tломъ отрицательную безконечность, и пишутъ 
lim а,. - оо , чтобы выразить, что ( - а.,) стремится къ безко
нечности. 

123. Прим:'kчанiя. а) Если п" стремится къ а, то - а,. 
стремится къ а. Д-tАствительно, разности 

а,. - а, - а,. ( - а) а - а" 

равны между собою по абсолютной вел11чинt, и потому одна изъ 
нихъ не можетъ быть безконечно малою безъ того, чтобы и дру
гая не была таковою же. 

Ь) Если число а" заключается между двумя безко
нечно малыми, то оно само безконечно малое. ДtАствительно, 

абсолютное значенiе а" не можетъ быть больше абсолютныхъ зна
ченiА обоихъ данныхъ чиселъ (между которыми оно заключается), 
а потому оно должно сд-tлаться и оставаться меньшимъ любого по

ложительнаrо числа. 

с) Если при безконечномъ п число а" стремится къ а, 
то его абсолютная величина стремится къ абсолютной ве
л и чин -t а. Д-tАствительно, такъ какъ абсолютная величина разности 
двухъ чиселъ всегда больше или равна разности абсолютныхъ вели
чинъ этихъ чиселъ **), то будемъ им-tть 

I а,. - а 1 ~ 1 а"1 - / а 1 · 
Поэтому разность I а" 1 1 а I будетъ безконечно малою одно· 

временно съ а,. а. 

d) Если а" число безконечно большое, то обратное ему 
1 

число бу детъ безконечно малымъ. Д-tАствительно, если в 
а" 

---····----

*) СимВОJJомъ I х I всегда будемъ обозначать абсолютную величину х. 
**) Изв-kстно, что I а+ Ь 1 ;:а. 1 а 1 + 1 Ь 1; положивъ Ь с - а, нахо-

димъ I с 1 ;:а. 1 а 1 + 1 с а 1, 1 с - а 1 ~ 1 с 1 - 1 а 1 • 
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произвольно заданное, сколь угодно малое число, то всегда можно 

наАти такое значенiе "'• чтобы при п >"' было 
1 1 

а.,>-, откуда - < s. 
8 а.,. 

Иначе говоря, если lim а,. = оо, то lim 1 =0. 
а" 

е) Обратное заключенiе несправедливо. Можно пишь утвер
ждать, что число, обратное попожительному безконечно малому числу 
имъетъ nредмомъ + оо, а обратное отрицателt..ному безконечно 
мапому имъетъ предi;ломъ -- оо. Если же а,., стремясь къ нулю, 
не будетъ въ концi; концовъ сохранять одинъ и тотъ же знакъ, 

1 
то обратное число а будетъ лишь копебаться между положитель-,. 
ными и отрицательными числами, скопь угодно большими no абсо
лютной величинъ, не стремясь ни къ какому предi;лу. Такъ напри

мъръ, 11ослtдовательность чиселъ 1, - -!, t, -~ !, t, . . . имъетъ пре
дi;ломъ нуль, а послъдовательность обратныхъ чисепъ 1 , - 2, 3, 
- 4 1 5, . . . не имъетъ никакого ( ни конечнаrо, ни безконечнаrо) 
предi;ла. 

124. Способъ преА'Ьловъ. Этотъ мноrообъемлющiй спо
собъ состоитъ въ переход-!; отъ данныхъ соотношенiй между 1ере
мъиными числами къ аналоrичнымъ соотношенiямъ между предi;лами 
этихъ чисепъ. Онъ основанъ на небопьшомъ числi; теоремъ, кото
рыя доказываются весьма просто, если примемъ во вниманiе, что, 

на основанiи самого опредi;ленiя предi;ла (§ 122, Ь, с), существова

нiе предi;ла а перемъннаrо числа а" заключаетъ въ себъ возможность 
всегда найти такое значенiе "' числа п, что при п > '11 а,. бу детъ 
превосходить любое число, меньшее а, и оставаться мень
шимъ пюбоrо числа, бопьшаrо а. Для этого достаточно взять 
число в (§ 122) меньшимъ абсопютной величины разности между а 
и вышеупомянутыми числами (III). Замътимъ еще, что, опираясь на 
сказанное выше (§§ 112 и 113) объ иррацiональныхъ числахъ, мы 
можемъ утверждать, что всякое иррацiонапьное число можно 

разсматривать, какъ предi;лъ нъкотороА послъдователь

ности рацiональныхъ чисепъ (111 а). 

125. Перемънное число не можетъ одновременно стре
миться къ разпичнымъ предъламъ. Дъйствительно, допустивъ, 

что а" стремится къ двумъ неравныиъ между собою , пред:fwшмъ 
а и Ь, мы могли бы, обозначая черезъ с число, лежащее между а и Ь, 
(а < с < Ь ), найти такое значенiе указателя п, для котораrо 
одновременно а,.> с и а,. < с (§ 124 ), что невозможно. Слъдуетъ, 
однако, замtтить, что а" можетъ стремиться къ различнымъ предъ
ламъ при различныхъ формахъ укаsатепя п. Напримъръ, по
сirtдовательность t, t, !, -!, t, !, ... никакоrl? предi;ла не имъетъ, 
послtдовательность чиселъ, стоящихъ на нечетныхъ мъстахъ, имъетъ 
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1 

предtломъ нуль, а послi;довательность чиселъ, стоящихъ на чет-

ныхъ мtстахъ, имtетъ предtломъ 1 (IV). Важно замtтить еще слt
дующее. Изъ опредtленiя предtла данной послtдовательности чи

селъ вытекаетъ, что всякая послtдовательность, состоящая изъ 

безконечнаrо числа чиселъ, выдtленная изъ послtдова
тельности, имtющей предtлъ, сама имtетъ тотъ же самый 
предtлъ. 

126. Изъ двухъ перемtнныхъ чиселъ ап и Ьп, стремящихся 
къ различнымъ между собою предtламъ а и Ь, то, которое стре
мится къ большему предtлу, въ концt концовъ, сдtлается больше 
друrо1·0. Иными словами, если 

lirn ап > lirn ь.;. то ап > ь .. ' 
начиная съ нtкотороrо значенiя указателя п. Дtйствительно, вы

бравъ какое нибудь число с между а и Ь, а :::> с> Ь, при доста
точно большомъ значенiи п и для всtхъ еще б6льшихъ, будемъ 

имtть (§ 124) а .. >с, Ьп<с, откуда ап>Ьп. 

127. Если одно перемtнное число въ концt концовъ дtла
ется и остается меньше другого, то нредtлъ пер11аrо не 

можетъ быть больше предtла второго. Иными словами: если 

Дtйствительно, если бы lim ап бы11ъ больше lim Ьп, то въ концt 

концовъ имtли бы ап > Ьп, вопреки предположенiю. 
128. Изъ послtднихъ теоремъ вытекаютъ нtкоторыя слtд

ствiя, заслуживающiя вниманiя. Прежде всего важно замtтить, что 

перемtнное число въ концt концовъ принимаетъ и сохра

няетъ знакъ ( + или -~) своего предtла, т. е. если lim ап > О, 
то въ концt концовъ будетъ и а ... >О. Послtдовательность чиселъ, 
стремящаяся къ положителJ.ному предtлу, можетъ поэтому заклю

чать въ себt лишь ограниченное число отрицательныхъ или рав

ныхъ нулю чиселъ. Обратно, если ап>О, то lim ап > О, т. е. поло
жительное перемtнное число можетъ стремиться только къ 

положительному предtлу или къ нулю. Равнымъ образомъ, 
отрицательное перемtнное число не можетъ стремиться къ положитель

ному предtлу. Изъ этого слtдуетъ, что послtдовательность, со

стоящая изъ безчисленнаrо множества положителыц,1х1, и 

безчисленнаrо множества отрицательныхъ чиселъ, ни къ ка

кому предtлу, кромt нуля, стремиться не можетъ. 

129. Сумма и произведенiе конечнаrо числа безко
нечно малыхъ чиселъ суть числа безконечно малыя (V). Если v 
число заданныхъ слаrаемыхъ или с.омножителей, и в произвольно 

заданное положительное число, то достаточно сдtлать абсолютную 
в 

величину каждаrо слагаемаго меньшей -;, и каждаго множителя 
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"' меньшей Vi, чтобы сумма и произведевiе, по абсолютной величин-в, 
сдi;лались меньше в. Д'hйствительно, изв-встно, что абсолютная ве
личина произведенiя равна произведенiю абсолютныхъ величинъ 
с<омножителей, а абсолютная величина суммы не больше суммы аб
солютныхъ величинъ слагаемыхъ. 

130. Если два перем'hнныхъ числа стремятся къ одному 
и тому же предi;лу, то всякое число, лежащее между дан

ными перем'hнными числами, стремится къ тому же пре

д 'hл у. Положимъ, что при всякомъ п *), а,. < Ь,. < с.,, и lim а" 
limc" а. Разность Ь,.-а (§ 123, Ь) безконечно мала, потому что 
заключается между а" а и с,. - а, безконечно малыми по условiю. 
Сл-вдовательно, lim Ь,. = а. 

131. Если н-вкоторое перем'hнное число Ь" стремится 
къ предi;лу а, и всегда заключается между перем'hнными 

а" и с,., разность которыхъ стремится къ нулю, то эти пе

рем'hнныя а" и с" стремятся къ тому же пред 'hлу а, какъ 
и Ь,.. Пусть а .. < Ь,. < с,., lim Ь .. = а, lim (а" с,.) = О; напишемъ 
а" а= (а" Ь,.) + (Ь,. - а). Разность а" Ь,., лежащая между О 
и безконечио малою разностью а" с,., им'hетъ предi;ломъ О; раз
ность Ь" а, по условiю, безконечно мала; сл'hдовательно, lim а,. = а, 
а такъ какъ с,; а = (с,. - а,.) + (а,. - а), то и lim с,. = а. 

132. Пред'hлъ суммы конечнаго числа перем-внныхъ, 
стремящихся къ оnред'hленнымъ пред-вламъ, равенъ сумм-в 

пред'hловъ слаrаемыхъ. Дtйствительно, если перем-внныя а,., Ь" 
с,., ... , k" стремятся соотв'hтственно къ предi;ламъ а, Ь, с, ... , k, 
то это значитъ, что (§ 122, с) а,. - а, Ь" Ь, Сп с, ... k,. - k 
числа безконечно малыя, а потому (§ 129) и сумма ихъ 

(а,.+ Ь,. + с,.+ ·· · + k,.) - (а+ Ь + с+ ·· · + k). 

число безконечно малое. Иначе 

lim (а,.+ Ь,. +с.,+ ·· · + k,.) а+ Ь +с+ · · · + k 
Jim а,.+ lim Ь,. + lim с,.+ · · · + lim k,.. 

Какъ одно изъ сл'hдствiА этой теоремы, зам'hтимъ сл-вдующее: если 
разность iвухъ перем-внныхъ стремится къ нулю, и одно 
изъ нихъ стремится къ н'hкоторому пред-влу, то и другое 
стремится къ тому же пред'hлу. Д'hйствительно, если lim а" а и 

lim (Ь,. - а,.)= О, то ~lim Ь" lim а,.+ lim (Ь" а,,)= а. 

133. Пред'hлъ произведенiя кщ1ечнаго числа сомножи
телей, стремящихся къ опред'hленнымъ nред-вла..мъ, равенъ 

*) Начиная съ нi.котораrо мi.ста. 
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произведенiю предi;ловъ сомножителей. Дi;йствительно, пере

множая числа 

ап =а+ (а., - а), Ь., = Ь + (Ь., - Ь), с,,= с+ (с" с), ... 

получимъ произведенiе аЬс ... , сложенное съ конечнымъ числомъ 
безконечно малыхъ слаrаемыхъ (VI). Поэтому 

lim ап Ьп с,. · · · = а Ь с · · · = lim ап · lim Ь,. · lim с,. · · · 

134. Если а" стремится къ предtлу а, отличному отъ 
1 1 

нуля, то стремится къ предtлу-. Выбравъ по произволу по-
а" а 

а,,. 
ложительное число е, меньшее 1 и, sамtчая, что предi;лъ числа --, рав

а 

. 1 1 
наго произведенtю а" на а , есть , мы можемъ дать числу п 

а" 
такое значенiе, начиная съ котораго > е, и въ то же время 

а 

I а,,. а 1 < е1а2• Тогда 

1 

_!_ - 1 /< Б2а < е, Jim__!_ 
а" а а" а" а 

13.5. Предi;лъ частнаго равенъ частному отъ дtленiя 
предi;ла числителя на предi;лъ знаменателя, предполагая 

посл-tднНI не равнымъ нулю. Дi;йствительно, на основанiи ска
заннаго въ nредыдущемъ §, имi;емъ 

1 1 
lim а · lim -- = lim а · -.--

п Ь,. " l1m Ьп 

Важно никогда не упускать изъ вида существеннаго оrраниченiя, 

что lim Ь" о. 

Основныя теоремы. 

136. Теорема 1. Всякое возрастающее перемi;нное число 
имi;етъ конечный или безконечный предtлъ. 

Если а.. не возрастаетъ до безконечности, то существуетъ по 
крайней мi;pt одно число, котораго а" не превзойдетъ, и ясно, что 
тtмъ же свойствомъ обладаетъ всякое число, большее упомянутаго. 
Зам-tтивъ это, раздi;лимъ всi; рацiональныя числа на' два класса 
слi;дующимъ образомъ. Отнесемъ рацiональное число r къ нижнему 
классу, если въ послtдовательности а1 , ~'аз, ... возможно найти 
число, большее r; наоборотъ, отнесемъ рацiональное число r къ 
верхнему классу, если въ послtдовательности а1 , а~н аз, ... не воз-
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можно найти число, превышающее r. Числа нижняго класса, оче

видно, меньше чиселъ верхняго класса; кромt того легко "показать, 
что въ нижнемъ классt нtтъ наибольша.rо числа. ~ъ самомъ дtлt, 
когда возьмемъ любое число r нижняго класса и найдемъ число ап 
большее r, что по условiю возможно, то всякое рацiональное число, 
лежащее между r и а .. , т. е. большее r и меньшее а,., будетъ при
намежать тому же классу, согласно опредtленiю этого класса. 
Слtдовательно, какое бы число ниж~яго класса ни выбрали. всегда 
найдутся числа того же класса, б6льшiя выбраннаго. Указанное раз
дt.1Jенiе всtхъ рацiональныхъ чиселъ опредtляетъ, спtдовательно, 

(§ 103) нtкоторое рацiональное или иррацiональное число а 1). Далtе, 
изъ теорiи иррацiональныхъ чиселъ (§ 112) слtдуетъ, что какъ бы 
мало ни было произвольно заданное число в, въ нижнемъ классt 
числа а всегда найдется такое число r, которое превзойдетъ число 
а в. Поэтому, найдя еще число а" большее r, а fortiori будемъ 
имtть ап > а в, т. е. положительная разность а - а,.< в и оста
ется < в, при возрастанiи п, такъ какъ а при этомъ не мtняется, 

а а" возрастаетъ. Слtдовательно, lim а,. = а. Подобнымъ же обра
зомъ доказывается, что всякое убывающее (и;ш лучше не возра
стающее) перемtнное число стремится къ отрицательной безконечности 
или къ конечному предtлу. 

137. Лемма. Изъ всякой послtдовательности, заклю
чающей въ себi; неогр·аниченное 11исло чисе,11ъ, можно вы

дtлить другую послtдовательность, стремящуюся къ н·kко
торому конечному или безконечному предtлу. 

Если въ данной послtдовательности а1 , а2 , а3 , ••• заключается 
лишь конечное число чиселъ, меньшихъ или равныхъ а1 , то въ ней 
навtрно будетъ безконечное число чиселъ, превосходящихъ а1 • Чтобы 
имtть дtло съ опредtленнымъ случаемъ, мы и предположимъ, что въ 
нашей nослtдовательности безконечное число ·чиселъ, большихъ а1 • 
Пусть одно изъ нихъ бу детъ а,.,. Можетъ случиться, что между слt
дующими за нимъ числами найдется число ar, > а,.,, между слi;
дующими за а,., число ar, > а,., и т. д .. Если тако.й подборъ чиселъ 
можно продолжать безпредtльно, то изъ данной послtдовательности 
выдtлится послtдовательность постоянно возрастающихъ чиселъ, 
имtющая по доказанно.А теоремt (§ 136) конечный или· безконечныЯ 
предtлъ. Въ про:rивномъ случаt встрtтится .. иакопецъ нt-которое 
число а,.,., котораго не превзойдетъ ни одно изъ слi;дующихъ за 

нимъ чиселъ и выдtлится группа изъ конечнаго числа чиселъ 

Между числами, слtдуюшими за а,.;., опять будетъ, по предполо-

1) а будетъ рацiональио, если въ верхнемъ класd будетъ наимень
шее число. 
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женiю, безконечное число чиселъ, большихъ а1 , но не nревосходя
щихъ ar;.. Начиная съ одного изъ нихъ а., составляемъ подобно 

предыдущему, nослi;довательность возрастающихъ чиселъ, которая 

подобно первой, либо продолжится безnредtльно (и тогда лемма 
будетъ доказана), ,1Ибо оборвется на нtкоторомъ числt а. , кото-

µ 
раго не nревзойдетъ ни одно изъ слtдующихъ, но само оно будетъ 

не больше ат;.· Такимъ образомъ получится новая группа изъ ко
нечнаго числа чиселъ 

Продолжая такимъ образомъ, nолучимъ рядъ rpynnъ 

а1 < ar1 < ат2 < 
а1 < а81 < а82 < 

а1 < at1 < at2 < 

< ar,.• 

< а•µ' 
< at,,• 

При этомъ либо дойдемъ до nослtдовательности съ безконечнымъ 

числомъ возрастающихъ чиселъ (и лемма будетъ доказана), либо 
nолучимъ послtдовательность съ безконечнымъ числомъ не воз
растающихъ чиселъ 

имtющую (§ 136) конечный nредtлъ (а не - оо, такъ какъ всt 
ея числи больше а1) (VII). 

138. Прим:tчанlя. а) Положимъ, что а" и Ь" nеремtнныя 
числа, о которыхъ извtстно слtдующее: 1) когда а" стремится къ 
нt.которому предt.лу а, то и Ь" стремится къ нtкоторому nре
дt.лу Ь *), и 2) различнымъ значенiямъ а соотвtтствуютъ различныя 
значенiя Ь. Тогда можно утверждать, что если существуетъ оnре
д·l;леннt,tй 11редtлъ для Ь.,, то суiцествуетъ и оnредtленный 
nредtлъ для а,. (не зависящiй отъ nослtдовательности значенiй п). 
Дtйствительно, если бы nослtдовательность а1 , а2 , а3 , ••• не имtла 
оnредtленнаго nредt.ла, то мы могли бы выдt.лить изъ нея nослt

довательности, имtющiя различные ·nредt.лы а, которымъ соотвtт

ствовали бы II различныя значенiя Ь, что nротяворtчитъ существо
ванiю опредtленнаго предt.ла для Ь.,. 

Ь) Въ § 125 была уже приведена nослtдовательность, кото
рая разбивается на двt, имtющiя различные nредt.лы. Не мtшаетъ 

замtтитьJ- что въ случаt безконечнаго числа вы.дtляемыхъ nослi;до

ва:rельностей различные ихъ предt.лы могутъ дать сплошной рядъ 

*) При чемъ эти предълы моrутъ быть различны для различныхъ по
слъдователъностей значенi!I числа п. 
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чиселъ (т. е. всъ числа, лежащiе въ нъкоторомъ промежуткъ между 
двумя данными числами). Приведемъ слъдующiй примъръ: Пусть v 

10" 
обозначаетъ число цифръ въ числъ п. Перемънное число а" 

п 

можетъ имъть предъломъ любое число а, лежащее между 1 и 10. 
Дъйствительно, если заставимъ число п послъдовательно принимать 
значенiя, равныя наибольшему цълому числу, заключающемуся въ 
числахъ 

10 100 1000 10000 
а, -а,-, -··а, --а-' ... 

то а,. будетъ стремиться къ данному числу а (VШ). 

139. Теорем.а 11. Условiе, необходимое и достаточное 
для существованiя конечнаго предъла числа а,., состоитъ 

въ том·ъ, чтобы каждому сколь угодно малому положи

тельному числу в соотвътствовало такое число v, для ко
тораго 

l a,-·-aиj<E п " , 

при всякой паръ значенiй п' и 1i", большихъ v. 

Если а" стремится къ а, то это значитъ, что при произвольно 

эаданномъ положительномъ числъ в, какъ бы оно мало ни было, 
всегда можно найти такое число v, чтобы было 

ja,.,-·a: <tE, jа,..и ai <!г, 
для всъхъ эначенШ 1i

1 и п", большихъ v. Слъдовател~но, будемъ 
имъть 

iа .. ,--ап"! jan' ai+la а,.,,,<е, 

т. е. условiе необходимо. Обратно, положимъ, что при данномъ в 
можно найти такое v, чтобы \ а,., - а,.и 1 < fв, для всъхъ эна
ченiй п' и п", большихъ ,v. Тогда, въ частности, фиксируя эна
ченiе п', увидимъ, что всъ числа а,., для которыхъ 1i > v, будутъ 
заключаться между а,,., ; и а,,., {. Отсюда слъдуетъ, что если 
мы иэъ послъдовательности а1 , а2 , а3 , ••• способомъ, указаннымъ 

въ § 137, выдълимъ послъдовательность ar, а8 , at, .. . , имъющую 
предълъ, то этотъ предълъ будетъ навърно числомъ конечнымъ. 

Обоэначимъ его черезъ а. Опредълимъ затъмъ въ рядъ указате· 

лей r, s, t, ... число µ > 11, достаточно большое, чтобы I аµ а I 
было меньше 1 е. Тогда для всякого п>11 будемъ имъть 

откуда lim а,,. = а. Итакъ, условiе и достаточно. 
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140. Теорема 111. Если при безпредtльномъ возра· 
станiи п, перемtнныя а" и Ь" стремятся къ нулю и, кромt 
того, hn постоянно убываетъ *), то 

(1) 

предполагая, что второй предtлъ существуетъ. Обозначая 
черезъ l значенiе правой части равенства (1), мы можемъ, при про
извольно заданномъ положительномъ Е, найти такое значенiе п, что 

всt дроби 

а" an-+-1 а.,+1 а,._1_2 afl-J---v-l - afl-J---v · 

ь" ь .. +~' ь,.+1 ь~· · · ·, ьп+v-_1 - ь"-1-1' 

будутъ заключаться между l - ; и l + i· Замъчая, что знаменатели 
всtхъ этихъ дробей числа положительныя, можемъ сказать, что 

между тtми же числами будетъ заключаться дробь, числитель кото

рой равенъ суммt числителей и знаменатель суммt знаменателей 
данныхъ дробей **), т. е. 

__ __,_ ....... / \ < !е, 
какъ бы велико v ни было, при всtхъ значенiяхъ п, начиная съ 

нtкотораго 

а" an-j-v 
Дробь · --- , при данномъ п и безпредtльно возраста

Ь,. - b,.+v 
а" 

ющемъ v, стремится къ предtлу . По этому всегда можно вы-

брать v такъ, чтобы выполнялось неравенство 

I 
аЬ" а,. ...... :fl-J---v 1 < ! е, 

n Ь" п-+11 
а тогда получимъ 

1 ;: 

. а., 
ltmь=l. 

n 

141. Теорема IV. Если при безпредtльно возраста
ющемъ п число Ь,., постоянно возрастая, превосходитъ 
всякое данное число, то 

(2) 
. а,. . а,.-а,..._1 ltm- = lim ---~-

Ь" Ь,. - Ь,._1 ' 

*) Это второе условiе можно выразить неравенствомъ bn-t-1 < bn при вся
комъ п. Оно не вытекаетъ изъ перваrо, потому что Ь" можеть приближаться 
къ О, не постоянно убывая, а то возрастая, то убывая, колеблясь около нуля. 

**) Это извi;стная теорема элементарной Алгебры. (См. напр. Алгебра 
Ж. Бертрана, перев. Пирожкова 1899. 1 часrь, стр. 88. Заdтимъ.только, что 
усповiе, чтобы оба ч.лена дробей были > О, постав.ленное У. Бертрана, изпиwие.) 
/'--;.r1ч~ ~~;.~~~,·· А~'\=-~?.~_ :т:.,.~~о 
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въ предположенiи, что второй предtлъ существуетъ. 

Обозначая черезъ l значенiе второй части равенства (2), мо
жемъ найти такое число v, что при п > v всегда 

I 

а -- а 1 1 -"- ,._ -/ <te. 
ь .. - ь,._1 

Другими словами, всt дроби 

а" ап----1 

ь,. - ьп-1 

содержатся между l t в и l + t в; вмtстt съ тtмъ, такъ какъ всt 
знаменатели положительны, будемъ имtть 

Мы возьмемъ 11 достаточно большимъ для того, чтобы имtло мtсто 

не только послtднее неравенство, но и неравенство Ь., > О, что 
всегда возможно, потому что по условiю h" возрастаетъ безпре
дtльно вмtстt съ п. На томъ же основанiи, при постоянномъ v, 
можно выбрать п такимъ, чтобы число !· е Ь" превзошло абсолют
ную величину числа а., - lb" и затtмъ при возрастанiи п остава
лось постоянно большимъ послtдняrо числа. Замtчая теперь, что 

а,. . a,.-lb,. ( 
--!=--+ 1 
ь" ь" 

Ь.,) ( а .. - а,. ) - ----/' 
ь" ь,. - ь" 

непосредственно находимъ 

1 ::: - z / < е, lim а" l. 

142. Слt.дствiя. а) Если нtкоторая послtдовательность 
чиселъ стремится къ конечному предtлу, то къ тому же 
предtлу стремится и среднее ариеметическое и среднее 

геометрическое значенiе ея первыхъ п членовъ. 

Въ самомъ дtлt, на основанiи послtдией теоремы имtемъ 

. а1 + а2 + · · · + а,. . 
J1m = I1ma , 

п " 
(3) 

если предtлъ во второй части существуетъ *). 
Впослtдствiи мы увидимъ (§ 150), что предtлъ логариема 

перемtннаrо числа равенъ лоrариему отъ предtла зтоrо 

"') Полаrаемъ въ теоремt IV h,. = п и замtвяемъ а" черезъ 

a 1+a:i+ ··· +а,.. 
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перемtннаrо. Считая это доказаннымъ и замъняя въ предыдущемъ 
равенствt а" черезъ log а,., получимъ 

откуда 

(4) 

·n 
Jim log -V~a-1-a-2-.-. -. -а~ = lim log а,., 

" 
lim 

,--------
а.,,, •.• ап lim ап, 

предполагая, что предtлъ въ правоА части равенства существуетъ*). 

Ь) Если въ нtкотороА послъдовательности отношенiе 
п-таго члена къ предыдущему стремится къ нtкоторому ко
нечному предtлу, то къ тому же предtлу стремится корень 
n-olt степени изъ n-ro члена. Дi;Аствительно, стоитъ только 

а" 
замtнить въ равенствt (4) а" черезъ ····-, чтобы получить 

а,._1 

а а 

lim·-"- = Jim 11+1 , 
aa-i а,.. 

т· е. 

" (5) lim "Jlan Jim 

143. Прим'hчанiя. а);(·*) Вторая теорема § 142 (выражаемая 
формулою (4)) доказана въ предположенiи. что не только а" О, 
но и lim а" О (иначе log а" и log (lim а,.) не имtли бы смысла въ 
области вещественныхъ чиселъ). Поэтому формула (4) остается не 
доказанною для того случая, когда lim а,.= О. Чтобы пополнить 
этотъ пробtлъ, достаточно было бы доказать, что формула (3), 
а слtдовательно, и (4) остаются справедливыми и тогда, когда ап 
стремитсч къ безконечности. (Дtйствительно, формула (4) не измt-

1 
нится, если замtнимъ ai на -- и, будучи доказана для случая 

ai 

lim ап оо, будетъ справедлива и для lim а,.= О). Впрочемъ, 
легко доказать, что самая теорема § 141 лри указанномъ обобщенiи 
на случай безконечнаrо предtла правоА части остается справедли
воА (а слtдовательно, остаются справедливыми и ея слtдствiя въ 

§ 142), т. е., что имъетъ мtсто слtдующее предложенiе: 
Если Ь" при безпредtльно возрастающемъ п, въ конц1; 

концовъ, постоянно возрастаетъ, и если 

(А) 

*) Изъ самаrо доказательства. теоремъ Ш и lV и ихъ слiщствiй видно, 
что здъсъ предполагается, что существуетъ конечный предi;лъ. 

**) Это примъчанiе принадлежитъ бывшему ученику Чезаро G. Sannia 
и помъщено в-ъ конц-\; нъмецкаrо изданiя. 

9 
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то и 

а" 
lim Ь = оо. 

" 
Въ самомъ дtлt, пусть l есть сколь угодно большое число, 

а 'Р выбрано такъ, что при п > v 

а" аьп--1 > 21; 
ь,,·· п-1 

тогда, повторяя равсужденiя § 141, найдемъ 

а,. - а" а11 ~-~>2/ -
ь,. - ь,, . ь" 

!>-"--''+ 1 
а -- lb ( 

ь" 
ь,,) 
ь,, /. 

Поэтому, ввявъ 1i достаточно большимъ и вамtчая, что пре
лtлъ второго члена nослtдняго неравенства при бевконечномъ п 
равенъ l (а первый членъ по абсолютной величинt ст.ановится сколь 
угодно малымъ), будемъ имtть при всякомъ достаточно большомъ п 

а" а" 
Ь > 1, т. е. lim Ь "° . .. " 

Къ тому же заключенiю можно придти, замtчая, что а" въ концt 
концовъ постоянно возрастаетъ и стремится къ оо (изъ второго 

ь" условiя (А)); поэтому можн? примtнить теорему § 141 къ и 
а" 

ь" тогда получимъ lim = О и т. д. Аналогично этому обобщается и 
ап 

теорема § 140. 
Ь) Въ предыдущихъ теоремахъ всегда предполагалось существо

ванiе предtловъ въ правыхъ частяхъ равенствъ (1), (2), (3) и (4), 
и изъ этого предположенiя выводились ваключенiя о существованiи 

предtловъ лtвыхъ частей. Однако, послtднiе могутъ сущест
вовать и тогда, когда первые не существуютъ. Напримtръ, 
мы видtли (формула (3)), что если существуетъ предtлъ а по
слtдовательности а1 , а2 , аз, ... , то существуетъ и предtлъ послt
довательности 

а1 , !-(а1 + ll:J), На1 + а2 + а8), {-(а1 + а2 + а3 + aJ, ··· 

и равенъ тому же а. Но вторая послtдовательность можетъ имtть 
предtлъ, когда первая его не имtетъ. Такъ напримtръ, изъ послt
довательности 

(6) 1, О, 1, О, 1, О, 1, О, ..• 

выводится укаваннымъ путемъ слtдующая 

1, !, i, t, f, !-, 4, 3-, ••. , 
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имtющая предtлъ t *), тогда какъ первая никакого предtла, оче
видно, не имtетъ. 

с) Можно построить безчисленное множество послtдователь
ностеА, представляющихъ подобное явленiе. Положимъ, напримtръ, 
что совокупность всtхъ цtлыхъ положительныхъ чиселъ разбита 
на r системъ А1, А2, ... , Ar, при чемъ каждая изъ этихъ системъ 
содержитъ въ себt безконечное множество чиселъ. Положимъ, 
далtе, что а" стремится къ предtлу li, когда число п проходитъ 
всt значенiя, принадлежащiя системt А,;. Пусть n1 обозначаетъ 
число чиселъ этоА группы, не. превосходящихъ п, а а.,. сумму чле

новъ разсматриваемоА послtдовательности (а,.), соотвtтствующихъ 

этимъ n; значенiямъ указателя п. Тогда для тоА частноА послt
довательности, члены которой стремятся къ предtлу /,, имtемъ 

а. 

lim~;f.- = !,; **), такъ какъ п,, очевидно, возрастаеть безпредtльно 
• 

вмtстt съ п: иначе система А; заключала бы въ себt конечное 
число чиселъ. Ясно, что можно написать 

( по самому опредtленiю чиселъ а;,.). 
п. 

Предtлъ ~ можно назвать вtроятностью того, что произ-
п 

вольно выбранное цtлое положительное число принадлежитъ си

стемt А;. (Опредtленiе математической вtроятности можно наАти 
напр. у С. Савича "Элементарная теорiя страхованiя" 1909 стр. 3.) 
Обозначимъ эту вtроятность черезъ р,. Тогда при безпредtльно 
возрастающемъ п будемъ имtть 

lim ~ (а1 + а2 + ···+а,.) Z1 j,1 + 12А + ··· + lrPr· 

Напримtръ, въ послtдовательности (6) имtемъ двt системы: систему 
А1 нечетныхъ чиселъ и систему А2 четныхъ чиселъ. Очевидно, здtсь 
Р1 = Р.2 = -!, /1 = 1, !,. = О. Предtлъ второА послtдовательности 
(среднихъ ариеметическихъ) равенъ, слtдовательно, 1. t О.-! f. 

d) Аналоrичнымъ образомъ изъ даиноА послtдовательности 
а1 , а2 , аз, • . . можно образовать другую 

2 3 4, 

а1' -V а1 ~. У а1 a2as • -Vа_1_аз_а_з а-,-• .•• 

*) При п четномъ а,.= t, при п нечетномъ а,. 

lim а,. = ! при всякомъ ,i. 

**) По формул't (3) § 142. 

п 
и 
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и примtннть къ ней тt же разсужденiя (см. формулу (4) § 142). 
Если системы А,, предtпы li и вtроятности Pt существуютъ, то 
бу демъ имtть 

" 
lim Jfa1 а2 :~~ lf• l{' ... z:r. 

144. Теорема V. Если lim а,.= а, lfm Ь,. = Ь, то 

lim ~ (а1 Ь,. + а2 Ьп-l + ··· + а" Ь 1 ) = аЬ. 

Положимъ, что v обозначаетъ наибольшее цtлое число, за-
п. 

ключающееся въ 2 , тогда 

lim 11 = lim ~ = _)_ · *) 
п п 2 

Таю. какъ lima" а, то lim;a"j = ]а!, и(§ 142, а) 

lim ~ ( ! ai 1 + 1 ~ 1 + · · · + 1 а" J ) 

lim _!_ lim _ _!_ ( 1а11 + 1 a..i 1 + ... + / а" 1) = ! /а/· 
11 11 

Поэтому, взявъ число а > ! 1 а 1, можемъ утверждать, что для до
статочно большого зиаченiя п, всегда будемъ имtть 

Предпославъ зто, разсмотримъ выраженiе 

J 1 · G,..= [а1 (Ь, · Ь)+а2 (Ь,. __ 1 -Ь)+···+а,,(Ь,,. .. , 1 Ь)]. 
r-. п :t "1 

Мы можемъ принять, что число п взято достаточно большимъ, чтобы 

абсолютная величина разности br ~ Ь была меньше 8 для всt.хъ 
а 

значенiй r, б6льш·ихъ 11 v. Такимъ образомъ, для нt.котораго зиа· 
ченiя п и для всt.хъ аиаченiй еще б6льшихъ будемъ имt.ть 

в а1 + ! а2 + 1 + · · · + а" 
I G"1 < а . 11 < 8 

и слt.довательно, lim а,. = О, т. е. 

lim ~ (а1 ь .. + а2 ь,. __ 1 + • • • + а" ь" 'i'-f--1) 

*) 11 = (;].= i ", rдl; О< " < 1; t1 - '" = 11 + о· и lim _!?._ О. " "' 2 ~' п 
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Правая часть равна 

1, а1 + а2 + · · · + а 
Ь lim lim " ! аЬ. 

n 1' 

Поэтому 

• 1 · ь ь ь· I1m-ii(a1 п + а2 11-1 + ... + а., ,. __ ,,,+1) 

Аналогично этому доказали бы, что 

lim ~ (а" Ь1 + а,. __ 1 о2 + ·· · + а,,+1 Ьп ,,) ! аЬ. 

Путемъ сложенiя получаемъ 

lim ~ (а1 bn + а2 bn-l + ··· + an о1) = ао. 

145. Теорема VI. Если Ь" при беэпредъльномъ воэра
станiи п стремится къ нулю, постоянно убывая, а Ь1 +ь2 + ... 
... + Ь" 1 + Ь" беэпредъльно воэрастаетъ, то 

. а1 о1 + а2 о2 + · · · + а" о,. . 1 
ltm -о~+ о-+ + О .. = l1m-(a1 +а2+ ... +а), 

1 2 ... п n 11 

предполагая, что второй предълъ существуетъ. 

Замътимъ, что въ томъ случаъ, когда существуетъ предълъ а,,, 
теорема эта прямо вытекаетъ изъ теоремы IV, и притомъ безъ вся
кихъ оrраниченШ, наложенныхъ нами на Ь,.. ДъАствительно, замъ
нивъ въ формул-в (2) § 141 а" на а1 Ь1 + а2 Ь2 + ··· + а" bn и Ь.,. 
на Ь1 + Ь2 + ··· + Ь,., тотчасъ получимъ 

Но настоящая теорема именно тогда и полезна, когда lim а" не 
существуетъ. Для этого случая ее и докажемъ. Положимъ 

и примемъ, что а,, стремится къ предълу а при безпредъльномъ 
воэрастанiи п. Тогда можно написать 

а1 Ь1 + а2 Ь2 • •• + а" о" 
= а1 Ь1 + (2а2 - а1) о2 + ··· + (пап {t1 - 1) а,._1) Ь,. 

= а1 (Ь1 -- о2) + 2 ~ (о2 -- о3) + ··· + па,. (о,, - о,.+1) + па" оп+~· 

Отсюда, положивъ с,= i(b, - Ь,+1) и замътивъ, что 

с1 + с2 + · · · + с,. = 01 + ~ + · · · о,. - nbn-f-1' 
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находимъ 

и далtе 

(7) 

ll,, 2. ТЕОРIЯ ПРIЩМОВЪ. 

а1 Ь1 + ~ Ь2 + · · · + ап Ь" а1 с1 + а2 с2 + · · · + а" с" 
+ ап [ (Ь1 + Ь2 + · · · + Ьп) (с1 + с2 + · · · +с,.)], 

а1 Ь1 + «2 Ь2 + · · · + ап Ьп 
ь1 +ь2 + ... +ь" 

11,. + С1 + С2 ± · · · + с,. (а1 С1 + ~ С2 + · · • + а,./;"~ _ а;.)• 
Ь1 + h2 + · .. + ь" С1 + С2 + • • • + с,. . 

§ 145 

Такъ какъ Ь" убываетъ, то с,. > О. Кромt того, ei + с2 + · · · + с" 
возрастаетъ безпредtльно. Въ самомъ дtлt, какъ бы велико ни было 

число l, всегда можно достигнуть того, что с1 + с2 + ··· + с" бу
детъ больше l. Дпя этого достаточно выбрать v столь большимъ, 
чтобы сумма Ь1 + Ь2 + · · · + Ь" превзошла l, и затtмъ выбрать п 
такимъ, чтобы было 

1 
Ьп+~ < 11 (Ь1 + Ь2 + ··· + Ь,, -1). 

И то, и другое возможно, потому что Ь1 + Ь3 + · · · + Ь" возра
стаетъ безпредtльно, а Ь" при возрастанiи п стремится къ нулю. 
Принимая еще во вниманiе, что Ь" постоянно убываетъ, будемъ 
имtть 

с1 + с2 + ··· +с,.> Ь1 + Ь2 + · ·· + Ь,, + (п ·v) Ьп+1 - пЬ,.+1 *), 

т. е. 

С1 + С2 + · .. + с,. > h1 + h2 + ... + ь" ,vЬп+1 > /. 

Замtтивъ зто, имtемъ (§ 141, формула (2)) 

Второй членъ правой части есть произведенiе двухъ множителей, 
изъ которыхъ второй стремится къ нулю (по доказанному выше), 
а первый 

С1 + Сз +···+с" 
Ъ1 + Ъ2 + ··· + ь" 

всегда заключается между О и 1 (т. е. представяетъ собой число 
конечное); поэтому зтотъ второй членъ стремится къ О, а первый 

*) с1+с2 + ···+с,.= Ь1 + Ь2 + ··· + Ь" пЬп+1 = Ь1 + Ь2 + ··· + Ь,, 
+ (Ь~1 + Ь~2 + ··· +ь,.) - пЬ,.+1 и (Ь~1 + Ь~2 + ··· + Ь..) > (п ~ ,v)Ь,.+i, 
вслi;дствiе уGыванiя Ь,.. 
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къ предtлу, равному а. Слtдовательно, 

. а1 h1 + а2 Ь2 + · · · + а" h,. 
ltm (t, 

что и требовалось доказать. 

Упражненiя на вычисленiе предiшовъ. 

146. Дано положительное число а 'и требуется найти предмъ а" при 
возрастанiи п до безконечности. При а 1 им"hемъ всегда а"= 1. При 

а < 1, имi;емъ а" а,._ 1 · а < а"-1, т. е. а" постоянно убываетъ и потому, 
на основанiи теоремы I должно стремиться къ конечному пред"hлу I ;,;;; О, 
Но изъ тождества а"= а"'-1 

• а, при возрастанiи п до ""'· слtдуетъ I la, 
(а - 1) 1=0, слtдовательно, /=О. При а> 1, имtемъ а" a»-t ·а> а"-1, 
слtдовательно, а", постоянно возрастая вмtстt съ п, должно стремиться 
къ конечному или безконечному предtлу; но этотъ предtлъ конечнымъ 
быть не можетъ, потому что онъ долженъ былъ бы быть положитель
ным ъ числомъ /, а предыдущее тождество прн безконечномъ п даетъ l = 1 а 
(а 1)/ = О, /=О. Итакъ, 

lim а" = О при а < 1, lim а" = при а > 1. 

Впрочемъ, каждый изъ этихъ резулыатовъ есть слtдствiе другого 
(§ ·12з. d, е). 

а» 

147. Еще легче опредtляется предtлъ 1 · Тождество 
п. 

ап--1 
а 

<п=r:r,· п 
показываетъ, что разсматриваемое число, при квкомъ угодно данномъ 11оло

жительномъ числt а, въ концt концовъ начинаетъ убывать, а именно, на
чиная съ того значенiя п, .которое больше а. Поэтому оно должно стремиться 
къ нtкоторому предtлу I ~ О. Но вышенаписанное тождество, при переходt 
къ предtлу, даетъ / /. О, т. е. l О. Спtдовательно, 

an 
lim-- = О. 

п! 

Далtе, очевидно, что тотъ же резулывтъ имtетъ мi;сто и 11ри а < О. 
148. Положимъ, что предtлъ а,.*) существуеn. и равенъ а. Чему 

тог да равенъ предtлъ а';:·? Если т ц1щое положительное число, то а,':' 
есть произведенiе. изъ т сомножителей, нмtющихъ каждый uредtломъ а; 

- -· 1 поэтому (§ 133) lim а';:= а"'. Далtе, если т =·-·,, rдt т' цtлое положи-
т 

тельное число, и положимъ а':; = h,., то а" h":,
1

• Такъ какъ а" стремится 
къ предtлу Ь"'', когда h" стремится къ Ь, то, обратно, можно утверждать 
(§ 138, а), что если предtлъ а" существуетъ, то существуетъ и предtлъ h.., 

*) Въ §§ 148, 150 и 151 предполагается а,. > О. 
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н притомъ имi;емъ а ьт', т. е. Ь = ат. Если· т = p/q, rдi; р и q цi;лыя 
положительныя числа, то можно написать 

(J q 

lim~ V а1' = а"'· 

Наконецъ, если т = -----· т', rдi; т' положительное рацiональное число, 
то (§ 134) имi;емъ 

1. т 1' 1 1 '" 1m а п = 1m -----iii:r = ~,;;, = а . 
а" а 

Итакъ, llm а:;' (lim а,.)"', при всякомъ рацiональномъ значенiи т. 

149. Если допустимъ, что существуетъ lim а,. =а, то ка ковъ бу детъ 

предi;лъ Ь"'n? Предположимъ сперва, что число Ь, которое должно быть 
всеrда положительнымъ *), меньше 1, и обозначимъ черезъ а" абсолютную 
величину. а" а. Коrда задано нi;которое сколь уrодно малое положитель

ное число е, то всеrда можно (§ 146} найти такое число v, чтобы (1 е)" 
было меньше Ь. Не измi;няя v, выберемъ теперь п такимъ, чтобы а" было 
меньше 1/·v и оставалось такимъ при дальи1;Ашемъ возрастанiи tl (что воз
можно, потому что lim а,. = О). Тоrда будемъ имi;ть 

l-Ьan<l (1-e)''a"<I (1 е) е. 

Отсюда послi;довательно получаемъ 

lim Ьап = 1, lim Ь"п Ь", т. е. Iim Ь"'п = ьнта" 

При Ь > 1, можно написать 

lim Ь"п lim _l = Ь". 
ь-а" ь-а 

150. Допуская, •1то а" стремится къ предшу а, найти предi;лъ 

log а,.. Изъ равенства а,.= log а" слi;дуетъ: а,.= ьа,., rдi; Ь есть основанiе 
разсматриваемой системы лоrарнемовъ. Если а" стремится къ предi;лу lt, 

то (§ 149) а" стремится къ предi;лу ьа. Поэтому (§ 138, а), обратно, если 
существуетъ предi;лъ а,., то существуетъ и предi;лъ а.,, при чемъ 

Слi;довательно, 
а = ьа' а = log а. 

lim log а,.= log (lim а,.). (Ср. § 142.} 

151. Если а" и Ь" при безпред1;льномъ возрастанiи п соотвi;тственно 
стремятся къ предi;ламъ а и Ь, то къ какому предi;лу стремится а:11 ? 

Полагая с,.= а:" имi;емъ log с,.= Ь" log а.,, откуда log с= Ь log а и с аь. 
Слi;доваrельно, · 

(8) lim а:" = {lim a,.)Jim ь,,. 

*) Иначе Ь"п можетъ не имi;ть смысла въ области вещесrвенныхъ 
чиселъ. 
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152. Полагая, что а" стремится къ предiщу а найти предi;пъ 

п (а,. - а,. __ 1). Допуская, что такой предi;пъ существуетъ и равенъ /, мо
жемъ написать (§ 141) 

па" 
а = lim = lim п [ а,. - (п - 1 а,.__1 ] = lim 1I (ап а,.. __ 1) + lim а,,_1 tt 

или а l + а, откуда l = О. Слi;довательно, п (а,. - а,._1) либо ни къ ка· 
кому предиу не стремится, либо стремится къ О. Дапi;е, легко показать, 
что среднее ариеметическое значенiе первыхъ п чпеновъ вида п (а,. - а,._1) 
всегда стремится къ нулю. Дhйствительно, зто среднее арнеметическое 
можно написать такъ *): 

( 1 + --1) а,. - ~ (а1 + а2 + · · · + а,.) 
и предi;дъ его будетъ (§ 142, а) а - а, т. е. нуль. 

153 •. Даны два попожительныхъ числа а и Ь > а; черезъ а1 обозна
чимъ ихъ среднее геометрическое, черезъ Ь1 ихъ среднее ариеметическое, 
т. е. положимъ 

Изъ чисепъ а1 и Ь1 составимъ такимъ же образомъ числа а2 и Ь;, изъ 
нихъ а3 и Ь3 и т. д. Вообще, пусть будутъ 

(9) 

Очевидно, мя всякого значенiя 11, имi;емъ а .. < ап+1 < bn-\-1 < Ь,., т. е. 

а а1 < а2 < а3 • • • < Ь3 < ~ Ь1 < [1. 

Число а" возрастаетъ вмi;стi; съ п, оставаясь меньше Ь, тогда какъ Ь" 

постоянно убываетъ, оставаясь больше а. Отсюда сrtдуетъ (§ 136), что 
а" и Ь" стремятся соотвътственно къ конечнымъ предиамъ а и fJ. Изъ 
второго, напр., соотношенiя (9) получается, при переходi; къ предиамъ: 
f) t (r.r. + fJ), спiщоватепьно а= /1. Этотъ общiи предмъ чисепъ а" и h" 
называется ариеметически-rеометрическимъ среднимъ чисепъ а и Ь. 
Анапоrичнымъ путемъ доказываютъ, ч_то послi;доватепьности чиселъ а" и Ь,., 

опредмяемыхъ сrtдующимъ закономъ 

2a"h" 
а,.+1 а -_!-h- ' hn-t1 = t(a,. + Ь,.) 

" п 

имi;ютъ общимъ предi;помъ геометрическое среднее чиселъ а и 6, которое 
поэтому можно называть также ариеметвчески- rармоническимъ среднимъ 

чисепъ а и Ь (IX). 

154:. Положимъ, что дана поспi!.довательность чиселъ, въ которой 
каждый чаенъ равенъ ариеметическому среднему двухъ предшествующнхъ 
чпеновъ. Тогда 'ясно, что числа а1 , а3 , а,,, •.. изм1;няются въ одномъ, 

*) а0 О. 
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а числа а2 , а4 , а6 , ••• въ друrомъ иаправленiи (т. е., если первыя возра
.стаютъ, то вторыя убываютъ, и наоборотъ). Такъ какъ при этомъ и тh, 
и друriя остаются между первыми числами а и Ь (а= а1 , Ь = ~) об"kихъ 
посл"kдовательностей, то обi; посл"kдовательиости стремятся къ н"kкоторымъ 
конечнымъ пред"kламъ. Эти пред"kлы равны между собою. Это тотчасъ сд"k
лается очевиднымъ, коrда въ соотношенiи а,.+1 = t (а,. + а,._1) мы будемъ 
увеличивать tt до безкоиечности и перейдемъ къ пред"kламъ. Впрочемъ, въ 
этомъ можно прямо уб"kдиться и вычислить этот1, общiй пред"kлъ, найдя 
общее выражеиiе членовъ данной посл"kдовательиости, а нменно: 

а = а+ 2 Ь + (- l)n Ь - а . 
п 3 3 . 2n-2 

Отсюда тотчасъ находимъ 

lim а,.= t (а+ 2Ь) (Х). 

155. Зд"kсь иамъ надо будетъ сд"kлать небольшое отступленiе, чтобы 
доказать н"kкоторыя неравенства, полезныя при р"kшенiи различиыхъ вопро
совъ. Положимъ, что а1 , Uз, аз, ... суть положительиыя числа, меиьшiя 1. 
Обозначимъ черезъ о" r сумму произведенiй изъ п первых:ь чиселъ данной 
посл"kдовательности, п~ r м-ножнтелей въ каждомъ. Тогда, какъ изв"kстно, 

(10) (1 - ai)(l - Uз) ··· (1 - а,.)= 1 - о,., 1 + о,._ 2 - ··· ± о,.,,., 

(изъ правила умноженiя мноrочленовъ). Мы покажемъ, что всегда можно 
написать 

(11) (1 - ai) (1 - ~) ··· (1 - а,.)= 1 - о,., 1 + о,., 2 - ± еа,., ,., 

rд"k е лежитъ между О и 1. Иными словами, если въ правой части равен
ства (10) опустимъ вс"k члены, сл"kдующiе за о" r (при данномъ r), то полу
чимъ число, меньшее или большее, ч"kмъ то, чт~ находится въ л"kвой части, 
смотря потому, будетъ ли r нечетное или четное. Для доказательства, ко
нечно, достаточно показать, что равенство (11), очевидно справедливое при 
п = r, будетъ справедливо при зам"kн"k п на 11 + 1, если оно справед
ливо при какомъ нибудь п; умножая об"k части равенства (11) на (1 - а,.+1), 
получимъ 

(1 - а1) ( 1 - ~) ... (1 - an+1> = 1 - о,.. 1 + о,., 2 - • • • ± е о,.,,. 

- an+t + an+l о,., 1 - ... ± а,.+1 о,., r--1 + ean+l оп, r" 

Зам"kчая еще, что о,.+1 , r = о,., r + an+1 о,., r-l находимъ 

(1 - а1)(1 - Uз) ··· (1 - an+i) = 1 - on+1, 1 + on+1, 2 -

± (а,.+1 о,., r-1 + 0 (1 - а .. +1> о,., r)· 

Величина въ скобкахъ, очевидно, положительная, не больше 

+ 0п+1,r-l 

а,.+1 о.,., r-- 1 + (1 - а,.+1> о,., r = о,.+1, r - an+l 0,., r < о,.+1, r· 

Поэтому ее можно представить въ вид"k В' о,.+1 , r, rд"k В' лежить между 
О и 1, что и требовалось показать. 

156. Мы воспользуемся формулою (11), чтобы изсл1щова1ь, какъ 

изм"kняется (1 + ~ )п при безпред"kльномъ возрастан.iи и. Если а 
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положительное чиспо, меньшее 1, то (1 - а)" > 1 - па*), и въ частности, 
1 

при а=~-

(1 - ~)" > 1 

Замtча.я далtе, что 

(12) 

получаемъ 

( 
1 )1-п 1-
п (- !:___) ,.__ 1 

п-1 ( 
1 \-1 

1 + --) ' п -- 1 

( 
1 )" ( 1 ),._1 I+n > l+n-1 . 

Спiщовательно, разсматриваемое число постоянно возрастаетъ. Но по 
той-же формулt (11) 

(1 а)"> 1 

и въ частности, при а -, 
п 

1i(n -- 1) (,~ as 
1·2·3 

А отсюда, съ помощью тождества (12), найдемъ 

- > -, 1 + ~- < 3. 1 )1'-1 1 ( 1 )"-- 1 
п 3 п - 1 

Такимъ образомъ, мы видимъ, что чиспо ( 1 + 1)"; постоянно возрастая 
вмi;ст1; съ п, не можетъ однако превзойти 3. Поэтому оно допжно стре
миться къ конечному предt.лу. Этотъ предыъ обозначаютъ черезъ е; онъ 
иrраетъ чрезвычайно важную ропь въ Математик-!;. Итакъ, при безпре
д1>льномъ возрастанiи п, 

Можно тутъ же замtтить, что это равенство справеддиво и тогда, когда п 
стремится къ ( -- оо ). Дtйствитепьно, полагая п ----- т, rдt т попожитепь
ное безпредыьно возрастающее чиспо. на основанiи тождества (12) имtемъ 

1 )t-1n ( 1 ),п-1 
т =1im 1 + m - 1 е. 

157. Положимъ, что а" стремится къ безконечности при безпред-!;ль-

номъ возрастанiи п; чему равенъ предtлъ 1 + -- ? Если т наиболъ-( 1 )"" 
а" 

шее цыое чиспо, заключающееся въ а,,, то т ;:;;. ап < m + 1 ; спtдова-

*) Изъ формупы (11) при а1 = az ... =а.,= а, а,._____1 = 11а, r 1. -
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тельно т + 1 (а вм-встh съ нимъ и т) возрастаютъ безпредi;льно вм-J;стh 
съ п. Въ то же время им-J;емъ 

( 
1 )m ( 1 )an ( 1 )m+t 1 + т+Т < 1 + а~ < 1 + -т 

И.IIИ 

т +. 1 ( 1 )т+1 ( 
т+2 l+m+l < 1 _!_)ап < т 1 (l 

а,,. т 

Припоминая посn-J;днее зам1;чанiе § 125, видимъ, что ( 1 + ~ .. )"" заКJ1ючается 
между двумя чис.11ами, стремящимися къ общему пред1;.11у е. Поэтому(§ 130) 

lim (1 + ~.J"= е. 
Къ тому же резу.11ьтату, очевидно, придемъ и въ томъ с.11уча1;, когда а" 
стремится къ ( - ос). 

158. 

( ап)п 1+-;;- . 
КЪ += И.IIИ 

Допуская, что а,,. стремится къ пред'lшу .а, найти пред1;.11ъ 

Поnожимъ п = а,,. а,.. Ec.llи а·:- О, то ясио, что а" стремится .. 
. =, смотря по знаку а_\§ 123, е). Между т-вмъ им1;емъ 

1+- 1+- = 1+- , ( ап)" ( 1 )а,,.а., (( 1 )an)"" 
п а" а" 

а потому, на основанiи форму.11ы (8), 

нm( 1 + :·J = е". 

По.11учениый,, резу.11ьтатъ · спрвведnивъ .и при а = О. Въ самою, дi;лt, разсма
тривая въ пос.11-J;довательности а1 , а2 , а3 , •• • , тоnько пооожительиые и.11и 
только отрицательные члены, мы можемъ прим-J;иить предыдущiя разсужде
нiя и получаемъ, что искомый пред1;лъ равеиъ tfJ = I. А для тhхъ членовъ 
нашей посn-J;довате.11ьности, которые равны нулю, если таковые им-J;ются, 
разсматриваемое чисnо само равно 1. · 

159. Поnожимъ, что пред1;11ъ а" существуетъ и равенъ а. Чему ра-
п 

венъ пред-J;лъ 11 (,-Га~ - I)? (а;,> О). Полагая 

" 
ь" n(Jla~-1), 

находимъ 

а., (1 + ~;)". 

Когда п стремится къ ± со, то. переходя къ предi;ламъ; получимъ а= i, 
т. е. Ь log а, при чемъ символъ log эд-J;сь и во всей книm дальше обо
значаетъ такъ называемый натуральный или Неперовъ логарнемъ *), 

*1 По имени иэобр'l;тателя логариемовъ Непера (Napir). 
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т. е. лоrаривмъ, взятый по той систем1;, основаиiе которой есть число е. 
Замi;тимъ еще, что lim Ь" существуетъ (§ 138, а), если существуетъ 

lim а,.. Итакъ, 

" 
lim п (V а" 1) log а. 

160. Разсмотримъ число 

которое при п = 1 равно среднему аривметическому чиселъ а и Ь, при 
п 2 совпадаетъ съ среднимъ аривметическимъ средняrо аривметмескаrо 
и средн!,IГО rеометрическаrо чиселъ а и Ь. Легко показать, что при безпре· 
д'liльном;ь возрастанiи п чиспо 1" стремится къ предtлу, равному среднему 
rео.метрическому -V аЬ. Д1.11ствительно, напиwемъ 1" въ вид1s 

.. " 
z.. (·-Va 11 vь - i + 1 )"· 

ПОJIОЖИМЪ заnмъ 

н " .. 
с,.=! { п (-Va - 1) + п (-Vь-- 1) ! . 

Тогда 1,,. = (1 + :)"· Замi;тимъ теперь, что(§ 159) 

с = lim с,. = } (log а+ log Ь) = log -V аЬ 

Сл1.доватепьно {§ 158), l е• = "Jfab. Итакъ, при безпред.1.льномъ возра
станiи п цмi;емъ 

.. 
161. Пред'liлъ Vn при безконечномъ 11 прямо пОJiучается (§ 142, Ь) 

изъ того, что 

lim jr;, = llm·n п 1 
= lim (1 + ~) = 1. 

.. 
Къ тому же результату придемъ, еслt1 покажемъ, что лоrаривмъ уп стре
мится къ нупю. ·А къ этому приводитъ теорема IV, въ силу которой 

lim 
101;, п = lim } log (п + 1) ·~ log п { = lim log ( 1 + ~ = О. 

Общi;е, еспи р скопь угодно большое число, то отношенiе (log пf къ п 

имi;етъ пред'liломъ нуль, откуда, возвышая это отноwенiе въ степень q = ],'' 

выводимъ, что отношенiе log п къ п'I, какъ бы мало ни было поло
жительное число q, всегда им1.етъ предi;ломъ нуль. Эти теоремы 
мы установимъ въ болi;е общемъ видi. въ одномъ изъ бпижайшихъ пара
rрафовъ. 
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162. Разсмотримъ послiщовательность чиселъ а1 , a.J, а3 , •• • , по
стоянно и безпредыьно возрастающихъ, и положимъ 

(13) 

На основанiи сказаннаrо въ § 152 предположенiе /::j::: О исключаетъ возмож
ность существованiя конечнаrо предiша для а,.. Но можно утверждать 

и нi;что большее, а именно, что равенство (13) при /=!=О,· заключаетъ въ 
себi; утвержденiе, что а" стремится къ ± оо. Въ самомъ д1,лi;, на осно-

ванiи теоремы IV, имi;емъ 

а" lim
logn 

а -а · 
\im " n-l = lim -------·-------------- = l. 

logn log (п - 1) 
log 

Поэтому, если I > О, и а призвольное положительное число, меньшее /, 
то, начиная съ н'hкотораrо значенiя 11, будемъ имi;ть а,. > а Jog п, откуда 
lim а" оо. Такимъ же образомъ увидимъ, что при I < О lim а,. -- оо. 
То же самое можно получить и иначе, выражая, что среднее ариеметнче
ское п первыхъ знatJeнill: числа 11 (а,. - а,._ 1) (§ 152) должно стремиться 
къ предыу /: 

lim ( а,. - ai + ~ ~·- + а,.) /. 
Если б~ а" стреми.,ось къ конечному предыу, то / было бы равно О. Слi;
довательно, если О, то а,., постоянно возрастая или постоянно убы

вая при безпредыьномъ возрасrанiи п, смотря потому будетъ "ли I > О 
t,ли l < О, стремится въ первомъ случаi; къ + оо, а во второмъ къ ( оо ). 

163. Основываясь па предыдущемъ, покажемъ, что, какъ бы велико 
аР 

ни было число р, отношенiе ___!.! всегда имi,етъ пред1,ломъ О *J. Замi;тимъ 
п 

прежде всего, что 

а lim п-1 

а" 
lim (1 - а,.-а,. 1) 

--- =1; 
а" 

поэтому, при р ц:tломъ 

а:- <-1 
lim--------

(a,. - а,.. 1) 
. f а,._1 ( а,. _1)

2 
( a,. ...... ,)p--J } 

J1m) 1 + + - + ... + _ = р. 

Теперь теорема IV дастъ 

аР. 
lim __>: = lim (а: 

п 

~ а" а" ап 

Прим'tняя полученный результатъ н'tсколько разъ, находимъ 

аР. аР_· 1 

lim _': = pl · lim --"-- р (Р 
п п 

аР.. 2 

1)/2 - lim -"- = 
tl 

= р ! lP - lim 

*) При условiи, что I (формула 13) число конечное. 

о. 
tl 
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Ясно, что на~деиный результатъ будетъ справедливъ и при р не цi;ломъ, 
потому что тогда можно замi;нить р цi;лымъ чиспомъ р' > р и замi;тить, 

что а;. < п~', ес.~и выберемъ t1 достаточно большимъ для того, чтобы ан 

было больше 1. Наконецъ, какъ бы мало ни было число q, 
получимъ (§ 148) 

а., (~)" lim - = lim -
п" п 

Замътимъ при этомъ, что при q О лi;вая часть есть = *). 
,. 

1 
взявъ р = -, 

q 

164. Найти предi;лъ Jln! ... п = --, при безконеч-
п 

номъ tz. Полагая 

попучаемъ 

отсюда 

п 

.. ,. 
уа;; п yl.i-3···n, 

]. а,.+1 
1m--

a" 
lim _}___ = __!_. 

Позтому (§ 142, Ь) 
С1 +-1У е 

1
. 1 
1m

n 

.. 1 
.. -n=-· 

е 

1 п ···--~-······ 
165. Найти предi;лъ Jt(n+1J(n+2) ... in, при безкопеч-

11 

и ом ъ п. Полагая 

найдемъ отсюда 

Слi;довательно, 

п 

,. 
У{п+ 1) (п + 2) · · · 'ln, 

4п+2 
= п+1 · 

limJ.: у'(п+ l) (п + 2) ... 2п = 
4 

· 
п е 

Къ тому же результату приходимъ, принимая во впиманiе тождество 

1 п ----------- Y(n + 1) (п + 2) · · · 21t 
п 

4 

1 " 
-"''п' п r 71: 

*) Доказанное въ этомъ § и составляеть обi;щанное въ § 161 обоб
щенiе Результаты § 161 получаются отсюда при ан logn, при чемъ l= 1. 
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166 *). Чтобы наЯти предtлъ 

}Р 

при п безконечномъ, _примtняемъ снова теорему IV и получаемъ 

• }Р + :z1' + · · · + пР . nP 1 
lim -- м-1 ··--= l1m м-1 ,,н-1 = llm J ( 1) Р+1 

п п -(n-lr · 1 1 _ 1 
п[ - -п ( 

16 7. Требуется найти предtлъ 

}Р п 

при п безконечномъ. Приведя данное выраженiе къ общему знаменателю 
и примtняя теорему IV, наflдемъ 

lim'(p + 1) (IP_+_ 2~_+_~ .. +_nP~)_-_w>-J-1 
. (P+l)nP 

lim(p+I)nP [пffl_ (п - tf+ll 
(Р + 1) 1 пР - (п -· 1)1' 1 

Правая часть им'tетъ такое же значенiе, какъ н выраженlе 

Слtдовательно, 

168. Требуется найти предtлъ выраженiя 

при п беэконечномъ. · Выраженiе въ скобкахъ состоитъ изъ беэконечнаrо 
числа членовъ и мы еще не энаемъ, какой оно имtетъ смыслъ. Но скоро 
увидимъ (см. теорiю рядовъ, § 179 и слtдующiе), что это выраженiе иэо
бражаетъ при р > 1 вполнt опред'tпенное число, измtняющееся при измi;.. 

*) Въ §§ 166 - 168 число р считается цtлымъ и положительнымъ. 
Предполагается извtстною формула бинома Ньютона для цtлаrо положи-
тельнаrо показателя. · 

**) Въ этомъ примtр't, какъ и въ предыдущемъ и слtдующемъ, при
мtняется разложенiе двучлена по формулt бинома Ньютона, при чемъ выпи
сываются только два или три члена ; всt остальные въ предtлt обращаются 
въ нуль. 
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ненiи п и, кром1; того, мы увидимъ, что это число по разд1;ленiи на множи 

теля п1' стремится къ нулю при возрастанiи tt до безконечности. Поэтому, 
обозначая черезъ !,. все предложенное выраженiе, мы можемъ сказать, 

что число 

при безконечномъ tt им1;етъ пред-tломъ нуль. Чтобы найти теперь пре· 
д'tлъ lim ln !, прим1;няемъ теорему Ш и получаемъ 

Р Р(Р 2) ~+-·-+··· .2п бп2 1 
l1m----~~-~ = -- · 

Р Р(Р·-1) 2 -+··~··-+··· п 2п2 

Въ трехъ посл1;днихъ параrрафахъ число р, какъ уже сказано, предполага
лось цi,лымъ. Но мы увидимъ, посл1; того какъ прiобр1;темъ нi,которыя 
новыя св1;д1шiя, что это оrраниченiе можно будетъ отбросить*). 

Границы и предiшы числовыхъ ансамблей. 

169. Къ nонятiю о "npeдtлt" съ болtе широкой точки зрt
нiя мы nридемъ, разсматривая такъ называемые ансамбли (Mengeп) 

чиселъ, т. е. совокупности чиселъ, заданныхъ сразу, а не· слtдующихъ 
одно за друrимъ щ> извtстному закону, какъ это было въ разсма

триваемыхъ до сихъ nоръ nослtдовательностяхъ (Folgeп) (XI). 
Всякая nослtдоnательность чиселъ, если не обращать вниманiя на 

nорядокъ, въ которомъ они расположены, есть въ то же время нt

который ансамбль, но обратно, не во всякомъ ансамблt можно 

расположить числа такъ, чтобы можно было сказать какое число 

непосредственно слtдуетъ за даннымъ. Простtйшiй nримtръ ан
самбля nредставляетъ совокупность всtхъ чиселъ (ра1tiональныхъ и 
иррацiональныхъ), лежащихъ между двумя данными а и Ь. Такой 
ансамбль называется интерваломъ (nромежуткомъ) и обозначается 
символомъ (а, Ь ). Числа а и Ь называются границами интервала 
и разсматриваются обыкновенно, если не указанно противоположное, 
какъ nринадлежащiя данному интервалу. Меньшее изъ чиселъ а и Ь 

*) А именно, будетъ показано (§ 222 и § 332 d), что разложенiе сте
пени бинома по формул-t, Ньютона при изв1;стныхъ условiяхъ можетъ быть 
обобщено на случай дро(iнаrо показателя. Въ §§ 166 и 167 останется только 
очевидное оrраниченiе р + 1 О, безъ котораrо вычнсленiя не им1;ютъ 
смысла. 

10 
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называютъ нижнею, а большее-верхнею границею интервала. 
Абсолютная величина разности зтихъ чиселъ служить мtрою вели
чины интервала. Кромt конечныхъ интерваловъ, всt числа кото
рыхъ лежатъ между двумя данными, моrутъ встрtчаться и безко

нечные, т. е. такiе, величина кото13,ыхъ можетъ быть сколь угодно 
большою. Напримtръ, подъ интерваловъ (а, оо) понимаютъ интер
валъ (а, Ь), въ которомъ числу Ь можно дать ско11ь угодно боль
шое значенiе. Онъ содержитъ въ себt всt числа, не меньшiя а, 
подобно тому какъ интервалъ ( - оо, Ь) содержитъ въ себt всt 
числа, не большiя Ь. Въ нtкоторыхъ случаяхъ приходится разсма
тривать интервалы сколь угодно малые. Чтобы выразить, что 
нtкоторое свойство имtетъ мt,сто въ скол" угодно маломъ интер
валt, въ которомъ нижняя (или верхняя) граница есть данное чи

сло а, говорятъ, что это свойство имtетъ мtсто вправо (или 

влtво) отъ а, при чемъ само число а всегда исключается, и что 
оно имtетъ мtсто въ окрестности а (Umgebuпg), или въ смеж
ности съ а, если оно имtетъ мtсто и вправо и впtво отъ а, не 
исключая однако возможности то.-о, что иногда (въ частныхъ слу

чаяхъ) оно окажется справедливымъ лишь съ одной стороны. Иными 
словами, правая сторона отъ а обнимаетъ собою всt числа, боль
шiя а и сколь угодно къ нему близкiя, лtвая всt числа, меньшiя а 
и сколь угодно къ нему близкiя, а окрестность а и тt и друriя, за 
исключенiемъ самого а. Если почему либо такого исключенiя не 

хотятъ дtпать, то надо оговорить особо, что разсматриваются правая 
или лtвая сторона, или обt, и само число а. 

170. Ансамбль называется конечнымъ, если всt его числа 
принадлежатъ конечному интервалу. Само собою разумtется, что 
зтотъ интервалъ ( а, Ь) можно сдtлать какъ угодно большнмъ, увели
чивая Ь или уменьшая а, не лишая его свойства содержать въ себt 
всt числа даннаго ансамбля. Но его нельзя уменьшать безпре
дtльно, не нарушая этого свойства, если ансамбль не приводится 
къ одному единственному числу. Когда а возрастаетъ, а Ь убыва
етъ, то можетъ случиться (и, какъ увидимъ дальше, непремtнно 
случится), что въ концt концовъ встрtтятся два числа л и µ со 
слtдующимъ свойствомъ: Всякое число даннаго ансамбля, содержа
щееся въ интервалt (а, Ь) будетъ содержаться и въ интервалt 
(1, µ), но какъ только увеличимъ л или уменьшимъ µ какъ 
угодно мало, то получнмъ новый интервалъ, въ которомъ уже 

не всt числа даннаго ансамбля содержатся*). Границы 1 и µ 
этого наименьшаго интервала, содержащаго всt числа даннаrо ан

самбля, называются соотвtтственно нижнею и верхнею грани
цами даннаrо ансамбля. (Иногда еще прибавпяютъ эпитетъ: точ-

*) Т. е. найдется, по крайней м1;р1;, одно число ансамбля вправо отъ 
верхней границы и, по крайней м1.р1;, одно вл1;во отъ нижней границы но
ваго интервала. 
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ныя нижняя и верхняя границы ансамбля). На основанiи выше ска
заннаrо, мы можемъ установить слtдующiя опредtленiя: Нижняя 

граница ансамбля есть наибольшее изъ чиселъ, не превос

ходящихъ ни одного числа даннаго ансамбля. Верхняя гра
ница ансамб.ля есть наименьшее изъ чиселъ, которыхъ не 

превосходитъ ни одно число даннаго ансамбля. (XII). Ниж· 
няя и верхняя граница ансамбля не всегда принадлежать данному 

ансамбль (т. е. не равны какимъ нибудь числамъ этого ансамбля). 
Но если которая нибудь изъ этихъ rраницъ принадлежитъ ансамблю, 

то она, очевидно, будетъ наименьшимъ или наибольшимъ числомъ 
въ ансамблt. Обратно, если въ ансамблt есть наименьшее или наи
большее число, то оно необходимо будетъ соотвtтственно нижнею 
или верхнею его границею. Напримъръ, nослtдовательность посто
янно возрастающихъ чиселъ а1 , а2 , а3 , ••• , стремящихся къ пре

дtлу а, имtетъ нttжнюю гранuицу а1 , верхнюю а; но въ то время 
какъ а1 есть наименьшее число даннаrо ансамбля, а не будетъ наи
большимъ его числомъ, потому что, при всякомъ 11, а,. < а, и а 
вовсе къ ансамблю не принадлежитъ; оно будетъ лишь верхнею его 
границею, потому что каково бы ни было число а'< а, при доста
точно большомъ п, всегда а" будетъ больше а', откуда и видно, что 
а есть наименьшее изъ всt,хъ чиселъ, которыхъ не превосходитъ ни 
одно число даннаго ансамбля. Напротивъ, во всякой послtдователь
ности чиселъ, которыя стремятся къ конечному предtлу, колеблясь 

около него, т. е. переходя съ одной его стороны на другую, всегда 

есть и наименьшее и наибольшее число. Другой прifмtръ предста
вляетъ нижнiй (или верхнiй) классъ иррацiональнаго числа а. Это 
ансамбль рацiональныхъ чиселъ, между которыми по опредtленiю 
числа а(§ 103) нtтъ наибольшаrо (наименьшаго), и именно поэтому 
число а есть верхнняя (нижняя) граница этого ансамбля (§ 1-З.2). 

171. Лемма. Всякiй критерiй, дающiй возможность 
разложить совокупность всtхъ чиселъ -к) н,а два класса, 

.обладающихъ тъмъ свойствомъ, что всякое число одного 

класса меньше всякаго числа другого класса, опредъляетъ 

число, которое будетъ либо наибольшимъ въ нижнемъ 

классt, либо наименьшимъ въ верхнемъ. 
Чтобы это доказать, возьмемъ нtкоторое число а въ ниж

немъ и нtкоторое число Ь въ верхнемъ класс'!; и числомъ с={ (a+h) 
раздtлимъ интервалъ (а, Ь) на два. Если с будетъ принадлежать 
нижнему классу, то выберемъ изъ этихъ двухъ интервалъ (с, Ь), а 
если с прннад.лежитъ верхнему классу, то выберемъ интервалъ (а, с). 
Новый выбранныlt нами интервалъ обозначимъ черезъ (а1 , Ь1 ); въ 
первомъ случаt а1 с> а, /J1 Ь, во второмъ а1 = а, Ь, с< Ь. 
Въ обоихъ случаяхъ 

а1 а, Ь1 Ь, Ь1 а1 i(b а). 

*) Какъ рацiональныхъ, такъ и иррацiональыхъ. 
10* 
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Такимъ же образомъ, какимъ изъ интервала (а, h) получили интервалъ 
(а1 , h1), мы можемъ изъ второго получить третiй (а2 , h'}J, изъ третьяrо 
четвертый (tia, Ь3) и т. д. Въ концt концовъ дойдемъ до интер
вала (an, /1,.), который, какъ бы велико п ни было, будетъ обла
дать тtмъ же свойствомъ1 какъ первоначальный, а именно нижняя 
его граница будетъ принадлежатъ нижнему классу, а верхняя верх
нему. Въ то же время будемъ имtть 

Ь а 
а~ а1 ;;;;; ~:;::: ••• , Ь Ь1 Ь2 ••. , Ь" а,. -- , 

2" 
откуда видно, что числа а.., оставаясь< h, постоянно вырастають 
или, по крайней мtpt, не убьшаютъ. Слtдовательно, они стремятся 
къ нtкоторому конечному предtлу s (§ 36), къ которому стремятся 
и числа Ь,., потому что 

lim (Ь,. - а,.) = lim Ь 
2
" а О, lim Ь" lim а,. + llm (Ь" а,.) = ~; 

это число s и опредtляется данными двумя классами. Выбравъ по 
произволу число х< s, можно всегда найти достаточно большое 
значенiе п, чтобы а" было больше х, потому что lim а,.= s, а 
тогда х будетъ принадлежать, какъ и а,., нижнему классу. Такимъ 
же образомъ покажемъ, что всякое число х > s будеть принадле· 
жать верхнему классу. Но самое число s необходимо должно при
надлежать тому или другому классу, потому что мы предположили 

что наша классификацiя распространяется на всt числа. Далtе ясно, 
что въ томъ классt, которому принадлежитъ 5, оно будетъ наиболь
шимъ или наименьшимъ, потому что какъ бы мало мы его ни уве

личили въ первомъ случаt или уменьшили во второмъ, оно тотчасъ 
переходитъ въ другой классъ *). 

172. Теорема 1. Bcякiit конечный ансамбль имtетъ ниж
нюю и верхнюю границу. 

Отнесемъ къ одному классу, который назовемъ нижнимъ, всi. 

числа, не превосходящiя ни одного числа даннаrо ансамбля, а въ 

другой всt числа, ·оторыя nревосходятъ какое нибудь число дан

наrо ансамбля. Всякое число а ннжняrо класса будетъ меньше лю

бого числа h верхняrо класса. Дtйствительно, когда мы rоворимъ, 
что Ь принадлежнтъ верхнему классу, то это значитъ, что суще
ствуетъ въ данномъ ансамблt, по крайней мtpt, одно число а, 
меньшее а; съ другой же стороны а не можеть превзойти а, такъ что 

а & а< h. Подобная классификацiя всtхъ чиселъ, по доказанной 
лемм-t, оnредtляетъ нtкоторое число л. Въ верхнемъ классt не 
можетъ быть наименьшаrо числа Ь, потому что всякое число h', 

*) Изъ этой леммы слiщуетъ, что .ct.чe1tiя" въ области иррацiональ
ныхъ чиселъ не моrутъ давать новаrо обоб:ценiя понятiя о числi;, а даютъ 
опять прежнiя числа. См. Веберъ и Вельштейнъ, 1. с. Т. I. стр. 81. 
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лежащее между а и Ь, (а< Ь' < Ь), nринадлежитъ тому же классу. 
Слiщовательно, лесть наибольше.е число нижняrо класса, т. е. 
наибольшее иаъ чиселъ, не превосходящихъ ни одного числа 

даннаrо ансамбля. Это и есть нижняя граница его, по опредъ
ленiю (§ 170). Аналоrичнымъ обрааомъ докааывается существованiе 
верхней границы ансамбля. 

173. Распространенiе понятiя о пред'lш-в. Если нъкоторый 
ансамбль представляетъ собою послъдова:rельность беаконечно боль
шого числа чиселъ, имъющую конечный предtлъ, то этотъ предtлъ, 

очевидно, характеризуется тъмъ, что въ его окрестности нахо

дится беаконечное число чиселъ даннаrо ансамбля. Это на
водитъ на мысль и вообще наавать предъломъ какого у1·одно 

ансамбля всякое число, обладающее вышеуказаннымъ свойствомъ *). 
Послъдовательности чиселъ, стремящихся къ конечному nредtлу, 
представятъ тогда особый родъ ансамблей, имъющихъ одинъ только 

предълъ. Вообще же ансамбль можетъ имъть нъсколько и даже 
безконечное число предtловъ (точекъ сrущенiя). Можеть даже слу
читься, что всi; его числа и еще друriя, ему не принадлежащiя, 

будутъ его предtлами (въ обобщенномъ смыслъ слова). Простымъ 
примъромъ служитъ ансамбль всъхъ рацiональныхъ чиселъ, такъ 
какъ въ окресrности любого рацiональнаrо или иррацiональнаrо 
числа всегда находится безчисленное множество рацiональныхъ чи
селъ. Замътимъ, что если справа (слъва) отъ нъкотораrо предtла s 
лежитъ безконечное число чиселъ ансамбля, то s есть нижняя 
(верхняя) граница тъхъ чиселъ ансамбля, которыя больше (меньше) S· 
Обратно, нижняя и верхняя граница ансамбля, когда онъ къ нему 
не принадлежатъ, будутъ очевидно его предtлами. 

174. Теорема 11. Всякiй конечный ансамбль, содержа
шiй въ себъ безконечное число чиселъ, имъетъ, по крайней 
м1;рi;, одинъ предi;лъ. 

Въ самомъ дi;лi;, если раздълимъ пополамъ, какъ въ § 171, 
интервзлъ (а, Ь), содержащiй въ себi; всi; числа даннаrо ансамбля, 
то, по крайней мt.pt., въ одной изъ частей должно содержаться 

беаконечное число чиселъ ансамбля. Такой интервалъ, вдвое мень
шШ даннаrо, обозначимъ черезъ (а1 Ь,); изъ него подобнымъ же 
образомъ выдt.лимъ послtдовательность убывающихъ по величинt. 

интерваловъ (ап, Ьп), границы которыхъ, какъ мы видt.ли, будутъ 
стремиться къ нt.которому общему предtлу s, и которые не пере
стаютъ содержать въ себt. безконечное число чиселъ даннаrо ан

самбля. Назначивъ по произволу положительное число h, какъ 

*) Эти .предмы· ансамбля суть не что иное, какъ такъ называемыя 
точки сrущенiя (по Вейерштрассу). См. Г. Ковалевскiй, .Введенiе въ ис
численiе безконечно малыхъ• (Одесса, 1909), стр. 12, или ero ,Основы диф
ференцiальнаrо и интеrральнаго исчнсленiit" (Одесса, 1911), стр. 12. 06-J; 
книги переведены подъ ред. прив.-доц. С. О. Шатуновскаrо. 
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угодно малое, всегда · можемъ найти такое sначенi~ п, при кото

ромъ а.,> s -- h и Ь,. < s + h. Интервалъ (s ~ h, s + h) будетъ 
заключать въ себ1; интервалъ (а,., h,.) и подобно посл1;днему со
держать въ себ1; беsконечное чис.'IО чиселъ · даннаrо ансамбля, 

какъ бы мало h ни было. Слi;довательно, s будетъ пред1;ломъ 
ансамбля. 

' 175. Теорема 111. ВсякВt конечный ансамбль, содер-
жащiй въ себ1; беsконе'Чное число чиселъ, им1;етъ наиболь
шiА и наименьшiй изъ пред1;ловъ *). 

Пред-J;лы ансамбля, содержащаrося въ интервал-\; (л, µ) и не 
содержащаrося ни въ какомъ интервал-\;, меньшемъ (л, µ), сами со
ставляютъ конечныА ансамбль и им1;ютъ, сл1;дс,вательно, нижнюю 

границу л0 ~ л и верхнюю µ 0 :=: µ. Чтобы доказать теорему, до
СТЕ!точно показать, что л0 и µ 0 сами будутъ пред1;лами ансамбля, 
"r. е. будутъ принадлежать тому ансамблю, нижнюю и верхнюю 
границу котораrо они составляютъ: л0 будетъ тогда наименьшiй, 
и µ 0 - наибольшiА изъ пред1;ловъ. Относительно ).0 это ~удетъ 
доказано, если удастся найти число х > л0 , столь близкое къ л.0 , 
что въ интервал-\; (л0 , х) по исключенiи изъ него нижнеА границы 
не будетъ заключаться ни одного предi;ла ансамбля **). Если же 
такого числа х найти нельзя, то это значить, что въ интервал-\; 
(л0 , х), какъ бы близко х ни подходило къ л0 , находится по краА
неА м1;р1; одинъ изъ nредi;ловъ даннаrо ансамбля, а съ нимъ, и 

беsконечное число чиселъ этого ансамбля (лежащихъ въ окрестности 

этого пред1;ла). Сл1;довательно, л0 будетъ также пред1;ломъ ансамбля. 
Аналогично этому то же самое доказывается о числ-\; µ0• 

176. Чтобы показать, насколько б61ьшая общность понятiА 
способствуетъ сокращенiю докаsательствъ и уясненiю истинъ, по
кажемъ, какимъ образомъ изъ теоремы II непосредственно выrека
етъ лемма, доказанная въ § 137. Если числовой ансамбль а1 , а2 , а3 , • •• 

не оrраниченъ справа или сл1;ва, то, конечно, изъ него можно вы

д1;лить посл1;довательность, стремящуюся къ оо или -· оо. Если же 
ансамбль конечныА, то существуетъ, по крайней м1;р1;, одно число s, 
въ окрестности котораrо содержится беsконечное число чиселъ 

ансамбля. Если вс1; эти числа лежатъ, наприм1;ръ, справа отъ s, то, 
начавъ съ н1;котораrо ат> s, можемъ найти другое а.< ar, sа
пмъ третье at < а8 и т. д. до беsконечности. Получится убыва-

*) Понятiе и названiе наибольшаrо изъ предtловъ принадлежитъ 
Коши. См. Гурса, .Курсъ математическаrо Анализа", перев. подъ ред. Б 
Млодзtевскаrо. 1911. стр. 595. Т. I. 

**) Въ самомъ дiшt, такъ какъ Л() нижняя rраниuа ансамбля предt
ловъ. то въ интервалt (Л(), х) долженъ находиться хотя бы одинъ предtлъ: 
а если въ (А.о, х) по нсключенiи 4, такового не оказывается, то зтотъ пре
дtлъ и будетъ само число ),о. 
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ющая послtдовательность чиселъ, б6льшихъ g, очевидно, стремяща
яся къ конечному предtлу. В11рочемъ, послt изложеннаго въ 
§§ 172-175, лемма § 137 уже становится не нужною для доказа
тельства теоремы § 139. А именно, принимая во вниманiе, что 
совпаденiе наибольшаrо изъ предtловъ съ наименьшимъ, очевидно, 
необходимы и достаточно для существованiя единственнаrо предtла 
ансамбля, легко вывести необходимое и достаточное условiе того, 

чтобы числа а1 , а 2 , а3 , • • • стремились къ опредtленному коне•~· 
ному предtлу. Въ самомъ дtлt, если при произвольно заданномъ 

сколь угодно маломъ s возможно наАти такое число v, что при 

всякихъ п' и п", б6льшихъ v, 1 а,., а.,,, 1 < 8, то всt числа 
av+1 , ~2, ... , будутъ лежать въ интервалt {а.+1 - е, а.+1 + s). 
Слtдовательно, только въ этомъ интервалt можетъ находиться пре· 
дtлъ g даннаго ансамбля, и таковой дtйствительно тамъ найдется, 
на основанiи теоремы (11) § 17 4. Другого же предtла s суще
ствовать не можетъ, потому что, если два числа s и s лежатъ въ 
интервалt (а,+1 8, а,+1 + s), то 2s > 1 s - s 1, и число s нельзя 
было бы выбрать такъ, чтобы е было меньше 11 s - s 1, вопреки 
предположенiю *). 

177. Въ нtкоторыхъ вопросахъ число lo и /JЦ! иrраютъ даже 
болtе важную роль, чtмъ л и µ. Они не мtняются, чего вообще 
не.1ьзя сказать о ). и µ, когда изъ даннаго ансамбля выключимъ 
одно или нtсколько чиселъ (конечное число чиселъ), потому что 
такое выключенiе не мtняетъ ни одного изъ предtловъ ансамбля. 

Если lo не равно л, то въ интервалt {л, .х) при х < l.o не можетъ 
находиться безконечное множество чиселъ даннаго ансамбля (иначе л0 
не былъ бы наименьшимъ изъ предtловъ), а при х >А.о, въ ин
тервалt (л, х), наоборотъ, навtрно будетъ безконечное множество 
такихъ чиселъ. Аналогичное замtчанiе относится и къ µо. Слtдова
тельно, А.о и µо будутъ соотвtтственно верхнею и нижнею границею 
всtхъ чиселъ х, для которыхъ въ интервалахъ (л, х) или (х, µ) 
не заключается безконечное множество чиселъ даннаго ансамбля. 
Этимъ, однако, не исключается возможность такого случая, въ кото
ромъ и внt интервала ().0 , µо), т. ~· влtво отъ А.о и вправо 
отъ µо все еще находится безконечное множество чиселъ даннаго 
ансамбля. Вtдь А.о, напримtръ, можетъ не принадлежать къ ан
самблю тtхъ чиселъ х, верхнею границею котораrо оно служитъ. 

178. Чтобы представить предыдущiя соображенiя еще въ 
болtе ясномъ свtтt, вообразимъ себt, что изъ послtдователь
ности а1 , а2 , а3 , ••• , ограниченной снизу и сверху, выключены 

первые п членовъ (1-1 1 , 2, 3 , ... ) . Оставшаяся послtдователь· 
ность ап+1, а,,+2, а"-1--3, ... всегда имtетъ нижнюю границу л.,:=::::;..,, __ 1 

*) Здi;сь дока2ана только достаточность условiя; но необходимость 
ero уже была доказана въ § 139 независимо отъ леммы § 137. 
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и верхнюю границу µ,. ~ µ,._1 *). Числа ;!, , ;l,1 , Аз, ... , не убы
вающiя, но очевидно, меньшiя µ, стремятся къ нtкоторому npe · 
дtлу Ло ~ µ; числа µ,, µ,1 , /J,2, ••• , не возрастающiя и большiя л, 
также стремятся къ нtкоторому nредtлу µо ;!,. Легко убtдиться, 
что эти два nредtла совпадаютъ съ числами Ло и µ,о, опредtлен
ными выше. Они характеризуются слtдующими свойствами: 

а) Bct числа данной послtдовательности, начиная съ 
нtкотораго мtста, будутъ больше любого числа, которое 

меньше Ло, и меньше любого числа, которое больше µ,о. 

Ь) Какъ бы далеко мы ни подвинулись въ нашей по
слtдовательности, всегда еще встрtтятся числа и меньшiя 

и большiя любого числа, лежащаrо между Ло и µ,о. 

На основанiи nepвaro свойства, лtвая сторона наименьшаго 
и правая сторона наибольшаго иаъ предtловъ имtютъ совершенно 
тотъ же характеръ, какъ лtвая и правая сторона единственнаrо 

предtла, если таковой существуетъ, и можно поэтому сказать, что 
числа данной послtдовательности колеблются около нtкотораrо 

интервала (Ло, µ,о), который въ исключительныхъ случаяхъ можетъ 
свестись къ одному единственному числу. Если же такого числа, т. е. 

единственнаrо nредtла, не существуетъ, то невозможно при про

извольно заданномъ положительномъ числt в найти такое число "'· 
чтобы I а,,, - а,.,, 1 было меньше в, для всякихъ п' и п", большихъ "'· 
Дtйствительно, на основанiи второго свойства, при в µо - А.о 
всегда найдутся достаточно большiя аначенiя п' и п", для кото
рыхъ ! а,., а,.,, J > в, стоитъ только взять 

а,.,< i (lo + µо в), а,.,, > ! (lo + /to + е), 
что всегда возможно *·)!,) (ХШ). 

ТЕОР!Я РЯДОВЪ.-

Основныя опредiшенlя и примi;ры. 

179. Одно изъ главнtйшихъ nриложенiй теорiи предtловъ 
состоитъ въ томъ, чтобы изслtдовать какой смыслъ можетъ имtть 
выраженiе u 1 из + u3 ••• , содержащее без численное множество 

чиселъ и называемое беаконечнымъ рядомъ, и въ какой мtpt 

*) Границы части послtдовательности не моrутъ быть шире rра-
ницъ ц1шо11. послtдовательности. · 

*") На основанiи свойства Ь), замtчая, что при в < /.tu - 1.0 , 

Hlo + µ 0 - в) и •Н)"О + ti0 + в) лежать между lo и ,п0 • 
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возможно приложить къ такому выраженiю извъстныя своАства 
суммъ, состоящихъ изъ конечнаrо числа слаrаемыхъ. Мы будемъ 

обозначать черезъ 5" сумму п первыхъ членовъ ряда. При безпре
дъльномъ возрастанiи п 5" можетъ стремиться къ нtкоторому пре 
дtлу, а можетъ и не стремиться ни къ какому предълу. Въ пер

вомъ случаt рядъ называется сходящимся или расходящимся, 

смотря по тому, будетъ "ли предtлъ 5" конечнымъ или безконеч
нымъ; во второмъ - рядъ называется неопредiэ.леннымъ. Замt

тимъ здtсь же, что неопредъленныn рядъ, посредствомъ иввtстной 
rруппировки членовъ, всеrда может-ь быть преобразованъ такъ, 

чтобы онъ сдълался сходящимся или расходящимся. Дtйствительно, 

намъ иввtстно, что (§ 137) всеrда можно указать такую послtдо
вательность возрастающихъ чиселъ r, s, t, .. . , что 5" будетъ стре
миться къ конечному или безконечному предълу, коrда будемъ 
давать числу п послtдощ1тельно значенiя r, s, t, . . . Иными сло

вами, рядъ 

( 111 + U.г + ··· + иr) (иr+1 + ··· +и.)+ (и,+1 + ··• + иt) + ··· "1 

въ которомъ сумма членовъ въ каждой скобкt равсматривается 
какъ одинъ членъ, будетъ сходящимся или расходящимся. Уже это 
одно обстоятельство показывает-ь, что сложенiе безконечнаrо числа 
слаrаемыхъ не подчиняется такъ называемому сочетательному 

закону, а дал1,ше мы увидимъ, что и перемtстительный законъ 

не всеrда имtетъ мtсто *). Обратно, важно вамiэтить, что нельзя 
разлаrать члены сходящаrося или расходящаrося ряда на части. 

Такое разложенiе можетъ обратить данный рядъ въ неопредtленный. 

180. Если рядъ сходящiйся, то предълъ 5, къ которому 
стремится 5" при безконечномъ п, называютъ суммою ряда, при 
чемъ условились писать 

S=и1 и2 +и3 +···. 

Разность R" 5 - 5,., стремящаяся къ нулю при безпредъльномъ 
возрастанiи п, называется остаткомъ. Очевидно R" обозначаетъ 
то, что останется отъ суммы даннаrо ряда, коrда откинемъ въ 

немъ первые п членовъ. Въ самомъ дtJ1t, если въ равенствt 

Sn+p S,. = ип+1 +ип+2 + ··· +ип+р 
будемъ увеличивать р безпредъльно, сохраняя зап постоянное зна

ченiе, то лtвая часть будетъ стремиться къ предълу 5 Sn, т. е. 
къ R,., и поэтому можно писать 

R,. = и,,+1 + 11,.+2 + uп+3 + · · · 
-----···----

*) См. Веберъ и Вельштейнъ, l. с. стр. 24. 
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181. Важно замtтить, что рядъ съ одними положительными чле
нами неопредi,леннымъ быть не можетъ. дмrствительно, такъ какъ 

S" S,,__1 + и,. > S,. -1' 

то ясно, что 5" постоянно возрастаетъ при возрастанiи п, а слt
довательно, стремится къ конечному или безконечному предi,лу, 
т. е. рядъ будетъ сходящlйся или расходящiйся. То же самое спра

ведливо для рядовъ съ одними отрицательными членами. Всякiй 
неопред1,ленный рядъ поэтому необходимо содержитъ въ себt без
конечное число положительныхъ и безконечное число отрицатель

ныхъ членовъ. 

182. При.м'kры. Геометрическая прогрессiя 1+х+х2+х3+ ··
даетъ примtры сходящагося, расходящагося и неопредtленнаго ряда. 
Если J х J < 1, то (§ 146) х" стремится къ нулю при безпредi,ль
номъ возрастанiи п. Если х > 1, то х" возрастае1ъ безпредмьно 
вмtстt съ 11-. Если х < 1, то х" по абсолютной величинt возра
стаетъ безпредмьно, но будетъ лоложительнымъ или отрицатель
нымъ, смотр~~ по тому, будетъ ли п число четное или нечетное. 

Замtчая еще, что 

l - Х" 
s,. = т-----.х· 

тотчасъ видимъ, что данный рядъ расходя щi Ася при х J, схо
дящiйся при 1 <х < 1 и неопредtленный при х< - 1. 
Въ частныхъ случаяхъ при х 1 и х = 1, получаемъ ряды 

1 + 1 + 1 + 1 + · -· , 1 -- 1. + 1 1 + · · ·, 
изъ которыхъ первый, очевидно, расходящiйся (5п п). Второй 
же неопред'l,ленный, потому что 5" принимаетъ 1юперемtнно зна
ченiя 1 и О, смотря по тому, будетъ ли 11 нечетное или четное. 

Резюмируя, можемъ сказать, что данный рядъ будетъ сходящимся 

только тогда, когда х лежитъ въ интервалt ( -~ 1, + 1 ), не совпа
дая съ его границами. На этомъ основанiи означенный интервалъ 

называютъ интерваломъ сходимости даннаго ряда. Мы разсмо

тримъ теперь другiе примtры сходящихся и расходящихся рядовъ, 

которые будутъ намъ полезны для дальнtйшаго. 

183. Гар.моиическiй рядъ. Между расходящимися рядами 
аамtчателенъ такъ называемый гармоническiй рядъ 

1 +!+!+t+ .... 
Сумма первыхъ 11 членовъ обыкновенно обозначають черезъ Н,.. 
Достаточно замtтить тождество п (Н,. - //,. __ 1) = 1, чтобы ска
зать (§ 162), что //,. возрастаетъ безпредtльно вмtстt съ 11; къ 
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этому можно добавить, 11то гармоническiй рядъ слабо расходя
щiйся, потому что Н" tозрастаетъ до оо, какъ натуральный лоrа
риемъ п, т. е. весьма медленно по сравненiю съ п (X[V). Расходи-

мость можно еще установить также тi;мъ, что (§ 156) (1 + ~)" 
стремится къ предtлу е постоянно возрастая, такъ что будемъ 
имtть послtдовательно 

e>(l+-1)", ~>log(i+-1)· H,.>log(1i+l), limll.,==.*) 

Чтобы получить нtчто болtе точное, разсмотримъ числа а,.= Н" log п, 
очевидно положительныя. Мы вскорt (§ 186) уввдимъ, что 

1 < - log (1 - !) = log-
11

- (XV). 
п 11 п-1 

Отсюда слtдуетъ, что 

1 1t 
а" а =- -- log -- < О, 

n-l n n - 1 

такъ что числа а,., оставаясь больше О, постоянно убываютъ, 
а потому и стремятся къ конечному предtлу. Этотъ предtлъ обы
кновенно обоаначають буквою С и называютъ Эйлеровою по
стоянною. При помощи другихъ средствъ значенiе этого числа 

удалось опредtлить съ большою точностью и· получить 

С= О,5772156649015328 ... 

Замtтимъ, между прочимъ, что можно написать 

(1) Н,. = Iog 1l +С+[).,, 

rдt Qп стремится къ нулю при безпредtльномъ воарастанiи п. 

184. Показательный рядъ. Этимъ именемъ называютъ рядъ 

потому что его сумма равна е"', каково бы ни бы.,о значенiе х. 
Въ самомъ дtлt, по формулt би11ома Ньютона имtемъ 

1 + - = 1 + v1 + 71,, + Vft + ·.. + V , ( х)п 
1l • D n 

. 1 11+ 1 
*) Изъ соотношеюй - > log-- и 

11 11 

ft1+l 11 1l······· 
находимъ, что Нп > log \-- · 

1t 11 tl 
;} =log(11+ 1). 
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если, для сокращенiя, положимъ 

~ (п - IL:J~~~±_!l. !:_ - (1 
1·2···r пr 

l_) (1 . 3.) ... (1 - ~--_!) х". 
11 п 11 r! 

Замtтимъ, что при r постоянномъ 

lim v" 
п:::=оо 

х" 
rl 

Далtе надо различать два случая. Если х > О, то имt~мъ 

Отсюда слtдуетъ, полагая r не меньшимъ, чtмъ наибольшее цtлое 
число, заключающееся въ х, 

v,.+1 +vr+2+ ··· +v,. < vr(,:-:-1 + (rffj:f+···) 

Слtдовательно, 

XVr 

r-t-1--x 

____ x __ v __ r_ < 1 + V1 + V2 + ... + vr < (1 + ~)", 
r -х п 

увеличивая 1i безпредtльно, наltдемъ 

и, наконецъ, увеличивая r до безконечности и припоминая (§ 147), 
что oбщilt членъ даннаrо ряда стремится къ О, получаемъ 

х х2 х3 , х4 1+ +г~+т~г3т~;4+···· 

Если же х < О, то можно написать (§ 155) 

rдt 6 лежитъ между О и 1, въ предположенiи, что п больше абсо
лютной величины х. При безпредtльномъ возрастанiи п, правая 
часть окончательно принимаетъ значенiя, лежащiя между 

х х2 xr 
1+-+-+···+---1 ! 2! r! 

r.1ежду тtмъ, какъ лtвая стремится къ предtлу еХ (§ 158 ). Если 

теперь будемъ безпредtльно увеличивать r, то обt выше означен
ныя суммы, между которыми всегда заключается е", и разность 
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которыхъ стремится къ нулю, необходимо стремятся къ предtлу, 

равному е"' (§ 131 ). Слtдовательно, формула (2) справедлива при 
всякомъ значенiи х. 

185. Изъ предыдущаго параграфа .въ частности слtдуетъ, что 
число е есть сумма безконечнаго ряда 

1 1 1 1 
1 +-+-+-~~+ -----+ .... 1 1·2 1-2-3 1·2·3·4 

Можно, очевидно, также написать 

1 1 1 1 О 
1 + + 21 + з1 + ··· + r! + r! r' е 

гдt 1} лежитъ между О и 1, а r какъ угодно велико. Напри
мtръ, l 2 + /), т. е. 2 < е < 3. Взявъ r достаточно большимъ, 
найдемъ 1) 

е = 2,718281828459045 ... 

Это число иррацiонально. ДtJ!ствительно, если оно было бы 
равно рац!ональиой дроби pjq, то, взявъ r = q, получили бы изъ 
предыдущей формулы, по умноженiи на q!, равенство между цt
лымъ числомъ и числомъ 6/q, которое больше О и меньше 1. 
Такое равенство невозможно. 

186. Лоrаривмическiй рядъ. Изслtдованiя, аналогичныя при· 
ведеинымъ въ § 184, даютъ еще одииъ интересный nримtръ схо
дящагося ряда. Извtстно (§ 159), что, при безконечномъ п, 

1 

limn(l-(1 х)") --log(l-x). 

Мы предnоложимъ, что х число положительное и меньшее единицы. 
Мы увидимъ вnослtдств!и (§ 222), что формула бинома Ньютона, 
дающая разложенiе (l х)т по степенямъ х, справедлива и тогда, 
когда т нс цtлое· положительное число. Принявъ это, можемъ 
написать 

1 

(1 -· х)" 

Отсюда слtдуетъ 

1 (__1__ ..... 1) ___1__ (__1__ - 1) (·!. - 2) 
1 1t п 9 11 1t п 
х + ---- х- - -· ···--.х3 + .... 

п 1·2 1·2·3 
• 

1 

tl (1 - (1 - :r)") = : + (1 1) х2 ( ·;, + 1 .!.) (1 - _!.) .х3 + .... 
1z 21z 3 

1) Въ .Jntermedlaire des mathematidens (t. VII. р. 53) находимъ зна
ченiе е съ 205 десятичными знаками, вычисленное Шанксомъ (W. Shanks). 
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Правую часть можно написать въ видt v1 +v2+v3 + ···, положивъ 

замt.тимъ теперь, что если r остается постояннымъ, а 1i возраста
хr 

етъ безпредt.льно, то Vr стремится къ предt..1у . Въ тоже время r 
имt.емъ 

Vr-t-, Vr(t ,-~) (1 (r)ггn)···(l- {r-f-,,,1~l)n)r1v<Vrx", 

откуда слiщуетъ 

xv 
v (х + х2 + х~ + · · ·) = -··._!_ , 

r I Х 

а слtдовательно, 

п (1 

1 

( ) ;; ) XVr 
1-х ----

1 ·- х 
п (1 (1 

.!. 
х) "). 

Увеличивая здtсь п безпредt.льно, не измtнняя при' этомъ числа r, 
получаемъ 

log (1 х) 
xr+1 х х2 xr 

---··- < - + - + . ·. + - < - log (1 - х). 
r(l -x) 1 2 r 

Наконецъ, при безпредtльномъ возрастанiи r, находимъ 

(3) 
х х2 х3 х4 

- Jog (l - х) = Т + 2 + 3 + 4- + ··· · 

Предыдущая формула выражаетъ собою то, что 

- log (1 х) = l1m -- + -- + - + ... + - . . (х :,;2 х3 xn) 
= 1 2 3 п 

Замtнивъ здtсь х на х2, а п на наибольшее цtлое число, заклю-
1: 

чающееся въ 2 (XVI), и замtтивъ, что 

nолучимъ 

т. е. 

(4) 

log (1 + х) - log (1 х) + log (].- х2). 

lo~(l + х) = : 
х4 +···. 
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Впрочемъ, каждая изъ формулъ (3) и (4) заключаетъ въ себi; дру
гую (что прямо видно, если замi;нимъ х на ·- х), такъ что намъ 
достаточно разсмотрi,ть одну изъ нихъ, и мы можемъ сказать, 

что онi; справедливы JIJJЯ всi;хъ значенШ х, лежащихъ между 

1 и + 1, при чемъ пока обi; эти границы мы исключаемъ. Но 
легко видi;ть, что формула (3) и при х = 1, а слi;довательно 
(4) при х + 1, остаются справедливыми. Дi;йствительно, сумму 2п 
первыхъ членовъ ряда 1 t + -1 - f + · · · можно написать въ 
видi; 

1 1 1 
1+-+-+···+-2 3 21t 

н,,. 

Поэтому, пользуясь формулою (1), имi;емъ 

а потому при безконечномъ 1t: 

lim 52п log 2, lim 52,. .. 1 lim (52,, + -2
1-) = log 2, и окончательно 
1l 

log 2 = 1 i + !r · k + · · · · 
Наоборотъ, тотчасъ видно, что ни формула (3) при х 1, ни (4) 
при х = - 1 не имi;ютъ мi;ста. Мы можемъ поэтому утверждать, 

что интервалъ сходимости (§ 182) обоихъ рядовъ есть ( -1, + 1 ), 
за исключенiемъ верхней границы для перваrо и нижней для вто

рого ряда. 

Основныя теоремы. 

187. Общiй признакъ сходимости. Для сходимости ряда 
необходимо и достаточно, чтобы сумма 5" первыхъ п членовъ 
ряда, Щ)И б~зnредмьномъ возрастанiи п, стремилась къ конечному 
предi;лу. А это будетъ имi;ть мi;сто тогда, когда· (§ 139) каждому 
положительному числу в соотвi;тствуетъ такое значенiе п, что для 

этого значенiя и вdхъ большихъ его, абсолютная величина раз
ности 5n-t-P - 5 11 будетъ меньше в. Иными словами для сходи
мости ряда u1 + и2 + u3 + . . . необходимо и достаточно, 
чтобы, задавъ по произволу положительное число в, можно 

было найти такое значенiе п, начиная съ котораrо, незави
симо отъ значенiя число р, имi;ло бы мi;сто неравенство 

I Un-t-l + 1411+2 + • · · + u"ff \ < С 

Въ этомъ состоитъ общiй признакъ сходимости ряда. Замi;тимъ, 
что увеличивая п безпредмьно и давая числу р различныя значе-
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нiя, постоянныя или изм1;няющiяся вмtm съ п, будемъ имtть (на
основанiи предыдущаrо неравенства). 

Въ этомъ равенствt содержится безконечное число условiй, изъ 
которыхъ каждое необходимо, но ни одно, взятое отдtльно, не 
достаточно для сходимости ряда. 

188. Прим'kчанlя. а) Положивъ р 1, находимъ, что во 
всякомъ сходящемся рядt общiА членъ (и,+1) стремится къ 
нулю. Но рядъ можетъ и не быть сходящимся, хотя общiА его 
членъ имtетъ предtломъ нуль. Примtромъ тому служитъ rармони-

ческiй рsщъ (§ 183), расходящiАся, между тi;мъ какъ lim _1__ О. 
11 

Дмtе, при всякомъ данномъ. (постоянномъ) р, имtемъ 

(потому что при данномъ р число членовъ конечное и каждый 

членъ стремится къ О). Но можно сказать еще больше этого! Если 
обратимъ вниманiе на то, что каждая дробь въ скqбкаы меньше Iin, 
а число ихъ р, такъ что сумма въ скобкахъ меttьше р!п, то уви
димъ, что она стремится къ нулю даже при бе~предtльномъ воз
растанiи р, лишь бы при этомъ р/п стремилось къ нулю. А это 
возможно въ безчисленномъ множествt случаевъ, наnримtръ, когда р 

равно числу цифръ числа п или WпJ, т. е. наибольшему цtлому 
числу, содержащемуся въ Vп, и т. д. (XVII). 

Ь) Нельзя никоимъ образомъ полагать, что если рядъ не
опредtленный, то условiе lim Un = О не можетъ выполняться. 
Такъ напримtръ 1) рядъ, общiА членъ котораrо равенъ 

а сумма 1z первыхъ членовъ равна, очевидно, siп (.nVп), ни къ 
какому предtлу не стремится, а колеблется въ интервалt ( -- 1, 1) 
между nмъ, какъ общiй членъ его 

и" sin{.nJ!n) sin(.nVn-1) 

2 sin - __ tя - _ cos [~ СV-п + -Vп--=1)]. 
Yn+Yn--l 2 

очевидно, стремится къ О. Такимъ же обрааомъ рядъ, для кото-

1) См. Genocchi - Peano. Calcolo differentiale стр. XVI, No 55. 
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paro сумма п первыхъ членовъ равна sin (.11iVlogn), очевидно, не
опредtленныА, между тtмъ, какъ не только и,,., но даже сумма 

ип+1 + ип+2 + · · · + U2n 

2 sin ·. cos -- r log 11 + r Iog 211) 
tnlog2 (n(-.r ____ -.r-) 

-Viog п + -Vtog 2п 2 

стремится къ О. 

с) Въ итоrt получается заkлюченiе, что, коrда сумма 
U..+1 + п,,.+2 + · · · Un-J-p стремится къ нулю, все еще ничеrо 
нельзя сказать о сходимости ряда, потому что дnя рtшенiя вопроса 
о сходимости нужно было бы исчерпать всt возможныя постоян
ныя и перемtнныя (зависящiя отъ п) значенiя цtлаrо числа р. Но, 
если на.Адемъ, что вышеозначенная сумма при постоянномъ ли р, 

или при возрастающемъ вмtстt съ п по какому нибудь закону 
значенiи р, не стремится къ нулю, то можно утверждать на

навtрно, что рядъ не будетъ сходящимся. Напримtръ, возвраща
ясь къ гармоническому ряду, разсмотримъ сумму 

1 1 -+-~+ ... + 
11 +1 п +2 

она не можетъ стремиться къ нулю, потому что состоитъ изъ п 

убывающихъ дробеА и потому больше, чtмъ послtдняя изъ нихъ, 
умноженная на п, т. е. больше }. Слtдовательно, rармоническiА 
рядъ не сходящiАся. Онъ расходящiАся (§ 181), потому что всt 
ero члены положительны. Вслtдствiе невозможности съ помощью 

вышеуказаннаrо общаrо признака сходимости опредtленно 
установить сходимость ряда, приходится прибtrать къ спецiальнымъ 
признакамъ сходимости, надлежащее примtненiе которыхъ дозво

ляетъ въ большомъ числt случаевъ узнать, будетъ ли данный рядъ 
сходящимся или нtтъ. 

189. Теорем.а 1. Всякi.А сходящiАся рядъ съ положи
тельными членами остается сходящимся послt тоrо, какъ 

умножимъ ero члены на числа, не превосходящiя по абсо
лютно.А величинt даннаrо числа. 

Положимъ, что абсолютныя величины .чиселъ а1 , а2 , а3 , ••• 

всt меньше /. Если рядъ сходящiйся, то зто значитъ, что каково бы 
ни было произвольно заданное, сколь уrодно малое положительное 
число е, можно найти такое значенiе числа п, начиная съ котораrо, 

независимо отъ значеиiя р, имtетъ мtсто неравенст1ю 

11 
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Слi;довательно, для тtхъ же значенiй п и р, имtемъ 

: ап+1 и,.+1 + а,.+2 tl,.+2 + ... + а,.+Р и,,-1-11 ' 
< (un+1 + "п+2+ ... +и,.+Jl < 8, 

откуда, на основанiи общаrо признака сходи1nости заключаемъ, что 

рядъ а1 и1 + а2 и2 + а3 u3 + . . . сходящiАся. 
190. Сл'l.дствiя. а} Рядъ будетъ сходящимся, если рядъ 

абсолютныхъ величинъ ero членовъ сходящiАся. Для дока
зательства стоитъ только въ предыжущеА теоремt положить нtко
торыя изъ чиселъ а равными 1, а друriя равными -1. Обратная 
теорема несправедлива. 

Ь) Рядъ бу детъ сходящимся, если абсолютныя вели
чины его членовъ не превосходятъ соотвtтствующихъ чле

новъ другого сходящагося ряда съ положительными чле

нами. Чтобы это доказать, достаточно положить, что числа а по 
абсолютной величинt не превосходятъ единицы. 

с} РасходящiRся рядъ съ положительными членами 
остается расходящимся послt того, какъ умножимъ его 

члены на числа, не меньшiя даннаго положительнаго числа. 
ДtRствительно, если бы полученный рядъ былъ сходящимся, то 
и данный рядъ былъ бы сходящимся по теоремt I. Впрочемъ, 
теорема сама по себt очевидна, потому что, если ни одно изъ 
чиселъ а1 , а2 , а8 , • • • не меньше а, то, очевидно, сумма 1i первыхъ 

членовъ ряда а1 и 1 + а2 и2 + а3 u3 • • • не меньше а 5" и возря
стаетъ безпредtльно такъ же, какъ и 5,., вмtстt съ .п. 

191. Теорем.а 11. Рядъ съ положительными членами бу
детъ сходящимся, если, начиная съ нtкотораго мtста, от
ношенiе послtдующаrо члена къ предыдущему будетъ 
меньше соотвtтствующаго отношенiя въ другомъ сходя

щемся рядt, и расходящимся, если вышеупомянутое отно
шенiе, начиная съ нt~,.отораго мtста, больше соотвtтству

ющаго отношенiя другого расходящагося ряда съ положи

тельными членами. 

Un+1 
Въ самомъ дtлt, изъ неравенства --·-- < , слtдуетъ, при 

и" v" 
Un+l и" 

и" и v, положительныхъ, какъ мы предполагаемъ, -.-·· < --, такъ что 
v,,+1 v" 

tJ.,, 
, начиная съ нtкотораго м-kста, постоянно убываетъ и потому 

v" 
дtлается и остается меньше нtкотораго опредtленнаrо числа. 
Поэтому, если v1 + v2 + v3 + ... рядъ сходящiRся, то (§ 189} и 
рядъ и1 + и2 и3 + . . . будетъ сходящiRся. Напротивъ того, изъ 

и,.+1 v,.+1 и.,+1 и" и" 
неравенства --· > -- слtдуетъ, что ~- > такъ что - , на-

и" v" v,.+1 v" vи 
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чиная съ нt.котораrо мtста, постоянно возрастаетъ и дi.лается и 

остается больше нi;котораrо опредi;леннаrо положительиаrо числа. 

Поэтому, (§ 190, с) если рядъ v1 + v2 + v8 • •• расходящiйся, то 
и рядъ i11 + и2 + u 3 • • • будетъ расходящимся. 

§ 192. Лемма Абеля. 1) Если положительныя числа 
а1 , а2 , а3 , ••• представля,ртъ возрастающую или убыва
ющую послi;довательность, и абсолютныя величины суммъ 

(J1 = Uп-+1, 02 Uп-+1 + Uп-+2, • · · Ор Un+1 и,.+2 + · · · + и"--1-Р всi; 
меньше даннаrо числа l, то абсолютная величина суммы 
~1 ип+1 +а .. +2и .. +2+···+ап+ри--н, будетъ меньше la..+,1 , 

хогда nослi;довательность а1 , а2 , а9 ,... убывающая, и 

меньше la,.+P• когда эт~ nослi;довательность возрастающая. 

Дi;йствительно, сумму а,.+1 Un+1 + а"+2 и,.+2 + · · · + а--н, Un+t, 
можно написать такъ: 

an+i 0'1 + 0п+2< 0'2 - 0'1) + an+1 (0'3 0'2) + · · · + ап+р (ар - О'Р 1) 

= (а,.+1 - а"+2) 0'1 + (а,.+2 а,.+3) !12 + ... + а,.+Р О'р· 
Если а,. постоянно убываетъ при возрастанiи п, то всi; разности 

а..+-1 а..+2, а,.+2 ап+3, ... положительны, и потому абсолютная 
величина разсматриваемой суммы меньше, чi;мъ 

{ (а11+1 - а,.+2) + (а,,+2 - а"+з) + · · · + (а,.+Р 1 - а,.+Р) + an-f-p} l la,.+1• 

Если, наоборотъ, ап постоянно воэрастаетъ вмi;стi; съ п, то всi; 
упомянутыя разности отрицательны и абсолютная величина разсма
триваемой суммы меньше, чi;мъ 

{ (а,.+2 а,.+1> + ... + (l•n+JJ - а,.+1,-1) + а,.+Р} / < 2/ а,.+р· 

193. Теорема 111. Всякiй сходящiйся рядъ остается схо
дящимся послi; того, какъ его члены бу дутъ умножены на 
числа, которыя, слi;дуя одно за другимъ въ данномъ по

рядкi;, измtняются постоянно въ одномъ направленiи (т. е. 
постоянно возрастая или постоянно убывая) и остаются при этомъ 
no абсолютной величинt меньше даннаrо числа 2). 

Прежде всего замi;тимъ, что числа а,. (на которыхъ умно
жаемъ члены даннаrо ряда) необходимо стремятся къ конечному 
nредi;лу, и потому въ концi; кою10въ сохраняютъ энакъ этого пре-

1) Abel, Oeuvres, 2-е ed. стр. 222. 
2) Въ "Comptes rendus. de !'Ас. des sc. de Paris•. 24 Nov. 1890. 

La Maestra nоказалъ, что теорема остается сnраведпивою и тогда, когда 
.множители а" то убываютъ, то возрастаютъ, лишь бы среднее ариеметн

ческое первыхъ ,i множителей постоянно возрастало или постоянно убывало. 

11* 
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дtла. Если этотъ предtлъ равенъ нулю, то (согласно условiю)~ 
всt а,. будутъ положительными или всt отрицательными. Во вся
комъ случаt, слtдовательно, указателю п можно дать такое_ зна
ченiе, начиная съ котораrо знакъ а" остается неизмtннымъ. Мы
можемъ считать, что это будеть знакъ +, такъ какъ противопо

ложный случай сводится къ этому посредствомъ перемtны знака 

у всtхъ а" и у всtхъ членовъ даннаrо ряда на противоположный. 
Въ такомъ предположенiи, мы можемъ сказать на основанiи сходи

мости даннаго ряда и1 , u2 , и3 , ••• , что суммы б1 , а2 , а3 , ••• пре

дыдущаго § моrутъ быть сдtланы (§ 187) по абсолютной величин-& 
меньше любого положительнаго сколь угодно малаrо числа, и то. 

же самое можемъ сказать и о числt l, которое можно разсматри
вать, какъ наибольшую изъ этихъ абсолютныхъ величинъ. Если 
числа а" образуютъ убывающую послtдовательность, то можно, 
взять l < в/а1 (rдt в произвольное положительное число), и по. 
леммt Абеля написать 

fi < в. 

Если же наоборотъ числа а,. постоянно возрастають, оставаясь. 
меньше даннаго числа а, то, положивъ l < в/2а, найдемъ 

На основэнiи общаго признака сходимости мы и заключаемъ, чrо 

рядъ а1 Ut + а2 U2 + аз ив + · · · сходящiRся. 
194. Теорем.а IV. Если неопредtленный рядъ обла

даетъ тtмъ свойствомъ, что сумма произвольнаго числа 
послtдовательныхъ его членовъ всегда остается конеч
ною, т. е. меньшей нtкотораго постояннаrо числа, то такой. 
рядъ обратится въ сходящiйся, когда умножимъ его члены 
на числа, образующiя убывающую послtдовательность, и: 
стремящуюся къ нулю. 

На основанiи леммы Абеля, абсолютная величина суммы 

а,,+1 и.,+1 а .. +2 Un+2 + · · · ап+Р ип+р меньше la..+1 · Чтобы она. 
была меньше в, достаточно сцtлать ап+1 < в!l, а это всегда воз
можно, потому что по условiю а..+1 стремится къ нулю. 

195. Слf1.дствiе. Если члены ряда поперемtнно поло
жительны и отрицательны, а абсолютныя ихъ величины по
стоянно убываютъ и стремятся къ нулю, то рядъ будетъ. 
сходя щiйся. Эта теорема 11рямо вытекаеть изъ предыдущей. 

Стоитъ только принять за неопредtленный рядъ въ § 194 
рядъ 1 1 + 1 -- 1 . . . . Однако, въ виду важности настоя-
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щей теоремы мы дадимъ прямое ея доказательство. Положимъ, что 

и1 >и2>из>···>О и разсмотримъ рядъ и1-и2+и3 и4 +···. 
Группируя члены слtдующимъ образомъ 

(и1 - и2) + (и3 - и4) + (t•;; - ив) + · ·, 
видимъ, что суммы 52, 54, 56, ... образуютъ возрастающую по
,слtдова:тельность. Группируя иначе: 

t11 (и2 -- U3) - (и4 и5) - (и6 U;) - · · ·, 

видимъ, что суммы 5 1 , 5 3 , 5 5 , ••• постоянно убываютъ. Въ то же 
8ремя замtтимъ, что 5,.<5,._1 <51 при п четномъ, и 5,.>5,._1 >52 

при п нечетномъ. Слtдовательно, сумма 5 2" постоянно возрастаетъ 
<1ставаясь меньше 5 1 и стремится поэтому къ конечному предtлу. 
То же самое можно сказать о суммt 52п- 1 , которая постоянно 
убываетъ, оставаясь больше 5 2 • Наконецъ, предtлъ 52п равенъ 
предtлу 52n-t, потому что разность 52п 5 2,._1 U2n стре
мится къ нулю, по· условiю. 

196. Примi.чанiя. а) Если бы lim Un О, то рядъ былъ бы 
неопредtленный, такъ какъ 5" при п четномъ стремилась бы къ 
одному предtлу, а при п нечетномъ къ другому. Разность этихъ 
предtловъ равна предtлу и,.. 

Ь) Если члены ряда, хотя и стремятся къ нулю, но не по
стоянно убываютъ, то рядъ можетъ и не быть сходящимся. 

Напримtръ, рядъ 

__ 1 _······ -- __ 1 _ + ___ 1~ -v:r .... 1 -v:r + 1 ·va - 1 

имtетъ поперемtнно положительные и отрицательные члены, стре
мящiеся къ нулю. Однако, рядъ расходящiйся, потому, что, груп
пируя члены попарно, найдемъ, что 52п = 2/{,. (§ 183). 

с) Если въ какоМ1> нибудь знакоперемtнномъ рядt (такъ 
называются ряды, о которыхъ мы rоворимъ въ §§ 195 196) 
удержимъ первые п членовъ для попученiя приближеннаrо значенiя 
суммы ряда 5, то сдtлаемъ поrрtшность, по абсолютной 
величинt меньшую перваrо изъ отброшенныхъ чпеновъ. 

Дtйствительно, мы видtли, что 5" больше или меньше 5,._1 , смо
тря потому, будетъ пи п нечетное или четное. Отсюда слtдуетъ, 
что общШ лредtлъ 5 всеrда лежитъ между S" и 5,.+1, при ка
комъ уrодно п, такъ что 

! S - S" 1 j Sn+1 S,. \ :+: и,.+1· 

А это можно написать такъ 

5 u1 - t42 + U3 • • • ± it,. + 9 Un+l • 

гдt f) лежитъ между О и 1, каково бы ни был,2 значенiе 11. 
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Сравненiе рядовъ съ положительными членами. 

197. О бопtе или менtе сильной расходимости ряда съ по
ложительными членами естественно судить на основанiи большей илн 
меньшей быстроты, съ которою сумма первыхъ п его чпеновъ 

стремится превзойти всякую границу при безпредtльномъ возраста
нiи п. Поэтому, обозначая черезъ U" и V" сумму ti первыхъ 
членовъ въ рщахъ 

говорятъ, что нервый рядъ слабtе расходится, чtмъ второй, если 
отношенiе U" къ V" стремится къ нулю при безпредtльномъ воз
растанiи п. Если, наоборотъ, зто отношенiе безпредtльно возра
стаетъ, то первый рядъ сильнtе расходится, чtмъ второй. Замt
тимъ, что на основанiи такого опредtленiя, къ числу рядовъ, рас

ходящихся слабtе даннаrо, можно отнести всt сходящiеся ряды. 

198. Сходимость ряда тtмъ сильнtе, чtмъ быстрtе оста
токъ ряда (§ 180) стремится къ нулю. Если ап и fJ" обозначаютъ 
остатки сходящихся рядовъ 

то говорятъ, что первый рядъ сходится сильнtе или слабtе вто

рого смотря потому, стремится ли отношенiе а" къ {J" къ нулю 
или возрастаетъ бе,шредtльно вмtстt съ возрастанiемъ 1t. 

199. Теорема 1. Если отношенiе общихъ членовъ двухъ 
рядовъ съ положительными членами стремится къ нулю, 

то первый рядъ слабtе расходится или сильнtе сходится, 

чtмъ второй. 

Положимъ, что предtлъ отношенiя u,./v., равенъ нулю и ЧТ(} 
рядъ v1 + v2 + v3 + · · · расходящiйся. Замtчая, что V" возра· 
стаетъ безпредtльно, на основанiи извtстной теоремы (§ 141} 
имtемъ 

Первый рядъ, слtдовательно, слабtе расходится, чtмъ второй, при
чемъ не исключается возможность первому ряду быть сходящимся. 

Если, далtе, рядъ v1 + v2 + v3 + . . . сходящiАся, то и рядъ 

и" . . . сходящiАся, (§ 189) потому что отношенiе v.: 
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стремясь, по предположенiю, къ нулю, остается конечнымъ. l<poмt 
того, замt.чая, что ап и fJ" стремятся къ нулю, постоянно убывая, 
имt.емъ (§ 140) 

а,., 

lim у 
I п 

ин 
lim - = О. 

v" 

Поэтому рядъ и 1 + u 2 и3 + ... сильнtе сходится, чt.мъ рядъ 
V1 + V2 + Va + ... 

200. При.м'kчанiя. а) Мы вид~и, что общi11 членъ сходя
щагося ряда (§ 188, а) необходимо стремится къ нулю, но обрат
наго заключенiя сд1;лать нельзя. Теперъ мы можемъ утверждать, 
что всякiй рядъ съ положительными членами, имt.ющими 
предt.ломъ нуль, будетъ либо сходящiйся, либо слабt.е 
расходящiйся, чt.мъ рядъ 1 + 1 + 1 + . : . 

Ь) Понятно, что если рядъ при передвиженiи его на одинъ 

членъ впередъ, даетъ сильнtе сходящ111ся рядъ *), то можно его 
считать весьма сильно сходящимся. Изъ доказанной теоремы выте

каетъ, что такое обстоятельство будемъ имt.ть мt.сто тогда, когда 
и., 

отношенiе -·~ стремится къ нулю. Вслt.дствiе этого, въ припо
и" 

женiяхъ теорiи рядовъ, стараются преобразовывать сходящiеся ряды 

такъ, чтобы это условiе выполнялось. 

201. Теорема 11. Если данъ нt.который рядъ съ поло
жительными членами, то всегда можно построить другой, 

слабt.е сходящiйся или слабt.е расходящiйся рядъ. 

а) Пусть u 1 + и2 + u3 + · · · буде-гъ данны11 рядъ, которы11 
предположимъ сходящимся. Сохраняя обозначен/я предыдущихъ §§, 
положимъ 

V1 = }Г[Т - ')!ai, t'2 = "JI lt1_ ·- "Ji(L.;, Va "Jlti; "Jlag, • • • 

Рядъ v1 + V:i + v3 + . · · будетъ сходящимся, потому что сумма 11, 

первыхъ его членовъ V., = VV - V ан и при 11, безконечном ь 
V = VV: l<poмt. того, такъ какъ остатокъ. 

то lim (a,.}fJ,.) = lim Va .. = О. Слt.довательно, новы11 рядъ слабъе 
сходится, чtмъ и1 + и2 + и3 + · · · 
----·~·~· 

*) Т. е. если рядъ и2 + и3 + и4 + · · · + и,.,_1 + · · · сходит«& сильнiiе 
ряда и~+ и 2 + u3 + · · · + tt,. + · · · 
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Ь) Еспи рядъ и1 + и2 + и3 + · · · расходящiйся, то попожимъ 

V1 -Vll1, V2 -VV2 -.ГU1, V3 = "JIU3 ~ VV2, • · · 

Рядъ v 1 + v2 + v 3 ••• расходящiйся, потому что V" VZJ" 
безпредtпьно возрастаетъ вмtстi; съ п. Но такъ какъ lim ( V,./ U,.) 

lirn -.; 1 О, то новый рядъ слабtе расходится, чtмъ данный. 
r U" 

202. Прим'hчанlе. Нельзя установить границы между 
сходящимися и расходящимис~ рядами. Иными словами, еспи 

даны два ряда, одинъ сходящiйся, другой расходящiйся, то можно 

составить безчиспенное множество сходящихся и безчисленное мно
жество расходящихся рядовъ, при чемъ первые будутъ слабtе сх(}

диться, чtмъ данный сходящiйся рядъ, а вторые слабtе расходиться, 
чtмъ данный расходящiйся рядъ. Это впервые замt.типъ Абель,· 

которому мы обязаны тt.ми интересными сображенiями, которыя за 
этимъ спt.дуютъ. 

203. Теорема 111. Еспи рядъ съ положительными чпе-
нами 

1 1 J 1 -+--+--+-+ ... 
а1 ~ а3 а4 

расходящiйся, то расходящимся будетъ и рядъ 

1 1 1 + +-~+···, 
а1 а1 а2 а2 а3 а3 

въ которомъ а" обозначаетъ сумму п первыхъ чпеновъ 
даннаrо ряда, но расходимость новаrо ряда слабt.е расхо
димости даннаrо. 

Обозначивъ черезъ ,,;,. сумму п первыхъ чпеновъ новаrо ряда, 
очевидно, будемъ имtть 

[_1 ... + 1 __ + ... +-1-] _!_ 
а,.+1 an+2 an-f-1, а,.+Р 

Оставляя п безъ измtненiя, мы можемъ, благодаря расходимости 
даннаrо ряда, всегда найти такое значенiе р, чтобы Gn+p быпо 
больше 2 G,.. Тогда ,,;,.+Р - ,,;,. будетъ больше i. Увеличивая теперь 
п до безконечности и обозначая черезъ р1 , р2 , р3 , ••• rh значенiя р, 
которыя при разныхъ п удовлетворяютъ вышеупомянутому усповiю 

на!tдемъ, что 'li'n--J-1, - ,,;,. не будетъ стремиться- къ нулю, когда р 
бу детъ поспt.доватепьно получать значенiя р1 , Р2, р3 , ••. , и необхо
димое дпя сходимости ряда усповiе (§ 187) не будетъ выполнено. 
Спt.доватепьно, новы!t рядъ расходящi!tся. Далt.е, его расходимость 
слабt.е расходимости даннаrо, потому что отношенiе общихъ чле
новъ, равное llt1n, стремится къ нулю. 
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204. Построенlе скалы расходящихся рядовъ. Если члены 
перваго ряда § 203 остаются конечными, то предыдущую теорему 

можно иначе докаэать и въ тоже время покаэать, что сумма -,;,. 
беэпредi;льно воэрастаетъ, какъ Jog а.,. Въ самомъ дt;лt;, такъ 

какъ, по условiю, а,. . не убываетъ беэпредi;льно, то а" а" безпре· 
дi;льно воэрастаетъ вмi;стi; съ п, и потому (§ 157), примi;няя 
иэвi;стную теорему (§ 141), будемъ имi;ть 

log 
. а,, ... _1 • [ • 1 ]-а"и,. l1m = l1m log 1 ···- = 1 • 

ап а" 

Замi;тивъ это, мы можемъ изъ второго ряда вывести новый тi;мъ же 
манеромъ, какимъ второй получился изъ перваго. Это будетъ рядъ 

1 1 l 
-·--+ + + ···, 
а1 а1 r,1 а2 О'з r,2 аз 0'3 Т3 

который мы можемъ (§ 190, с) замi;нить слi;дующимъ 

1 1 
a~111 1og а1 + а2 а2 11з + a

3
a

3 
Iog аз+ ... ' 

такъ какъ отношенiе общихъ членовъ послi;днихъ двухъ рядовъ 

имi;етъ предi;ломъ единицу. Сумма п первыхъ членовъ послi;дняго 

ряда возрастаетъ безпредi;льно, какъ Jog 'fi,., т. е. какъ loglog а,(, 
и изъ этого ряда можно вывести слi;дующiil ·],) 

1 1 1 
a_

1
_cJ_

1
~lo_g_cJ_

1
_I_og-Iog а1 + а2 cJ

2 
log cJ

2 
\og log cJ

2 
+ а3 as log а3 Iog log а3 + · · · ' 

который расходится слабi;е предыдущихъ, но остается расходящимся 

и т. д. Взявъ, напримi;ръ, а,.= 1, получимъ расходящiеся ряды 

1+1+1+1+-··, 

1+!+l+_l_ 
2 3 4 

1 1 1 
2Iog2 + зiоgЗ + 41og4 + ···, 

1 l l 
2 log 2 log log 2 + 3 log З log log 3 + 4 log 4 log Iog 4 + ' 

изъ которыхъ каждый расходится слабi;е предыдущаго. 

*) Въ рядахъ, oбщiil членъ которыхъ имъетъ видъ 

1 
11 lg tl · lg lg ti. lg lg ]g tl~~· 

первые члены моrутъ не имъть смысла и должны быть откинуты, но, начи
ная съ достаrочно большого значенiя п, эти члены будутъ вещественными 
и положительвыми числами. 
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Спецiальные признаки сходимости. 

205. Теорема 1. Въ сходящемся рядъ и~+ и2 +из+ ... , 
произведенiе ап и" не можетъ стремиться, при безпредъль
номъ возрастанiи п, къ предълу, отличному отъ нуля, 
если рядъ 

(5) 

есть расходящi.Ася рядъ съ положительными членами 

Дъ.Аствительно, если lim а,. и" будетъ число положительное, 
п=,,, 

напримъръ, то и члены ряда и1 + и2 + и9 + · · · будутъ, начиная съ' 
нъкотораго мъста, числа положительныя, и этотъ рядъ можно 

разматривать, какъ выведенный изъ ряда ( 5) посредствомъ умноже
нlя его членовъ на а1 u1 , а2 u 2 , аз из, ... Но эти числа, начиная съ 
нъкотораго мъста, были бы, при нашемъ предположенiи больше нt
котораго даннаго положительнаrо числа. Слtдовательно, (§ 190, с) 
данный рядъ былъ бы расходящимся, вопреки условiю. 

206. Сл'kдствlе. Ни въ какомъ сходящемся рядi; про
изведенiе пи" не можетъ стремиться къ предtлу, не рав

ному нулю. Это вытекаетъ прямо изъ предыдущеА теоремы, если 

примемъ за рядъ ( 5) rармо~ическiА рядъ. Но легко дать другое доказа
тельство сказанному зд'kсь, не предполагая извъстною расходимость 
rармоническаго ряда; это новое доказательство, напротивъ того, можетъ 

служить для утвержденiя расходимости этого ряда. Стоитъ только 
припомнить, что раньше (§ 152) было доказано слъдующее: если 5" 
стремится къ конечному предму, то п (5 .. - 5,._-1), т. е. пи,,, 
либо ни къ какому предtлу не стремится, либо стремится къ пре
дi;лу, равному нулю. 

207. Прим'kчанlя. а) Изъ предыдущей теоремы прямо сл'k
дуетъ, что, если a"un стремится къ предtлу, отличному отъ нуля, 
то рядъ u1 + u2 + u3 + · · · расходящiАся. Но, кромt того, видно, 
что условiе lim а" Un О не необходимо для сходимости, потому 
что лредълъ а" Un можетъ и не существовать, это условiе въ то 

же время и не достаточно для сходимости, потому что оно вы

полняется для безконечно большого числа расходящихся рядовъ, 
расходимость которыхъ слабtе расходимости ряда (5). 

Ь) Въ частности, условiе lim пи" О ни необходимо, ни 
достаточно для сходимости ряда. Оно не достаточно, потому что 
существуютъ расходящiеся ряды, для которыхъ оно удовлетво

ряется; таковъ напримъръ, рядъ (§ 204) 

1 1 1 
2 Iog 2 + 3 Iog 3 + 4 Iog 4 + · · · · 
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Оно не необходимо, потому что существуютъ сходящiеся ряды, 
для которыхъ пи" не имtетъ nредtла. Такъ наnримtръ, рядъ 

1 1 
1--+·--2 3 

1 -4+ ... 

сходящiйся (§ 186 или § 195), а между тtмъ пи" постоянно коле
блется отъ -- 1 къ + 1. Точно такъ же мы дальше увидимъ, что 
нижеслtдующlй рядъ 

1+...!._+ 1 +...!._+__1_+···+__1__+~+___!__+··· 
22 4 52 1:12 9 102 

сходящlйся. Онъ nостроенъ такъ, что и .. = 1/п, если п квадратъ 
цtлаrо числа, и и,,= 1/п2 , если п не квадратъ. Между тtмъ 
здtсь пи,., очевидно, не имtетъ nредtломъ нуль, потому что оно 

равно единицt всякiй разъ, какъ п есть квадратъ. 

с) Можно однако доказать, что условiе lim пи,. = О необхо
димо удовлетворяется 1), если члены ряда и1 + u2 + и11 + ··· 
слtдуютъ одинъ за друrимъ, постоянно убывая, по крайней 
мtpt, начиная съ нtкотораrо мtста. Въ самомъ дtлt, тогда и рядъ 

(u1 -- ~) + 2 (U2 U3) + 3 (flз - U4) + · · •, 

всt ч•ены котораrо положительны, будетъ сходящимся, потому что 
сумма его nервыхъ п - 1 членовъ равна 5,. - п и .. < 5,. < 5. 
Если 5' ::::: 5 есть сумма этого второго ряда, то lim пи,. = 5 5'. 
Но 5' не можетъ быть меньше 5, иначе lim п и,.> О и рядъ 
u1 + u2 + и3 + · · · былъ бы расходящимся. Поэтому S = 5 и 
lim пи,. = О. l<ъ тому же заключенiю можно придти съ помощью 

s" теоремы, доказанной въ § 141, положивъ тамъ а,.= и - п, 
1 п 

Ь •• = и замtтивъ, что 
и" 

а" а,.··- а,,_1 
= s,. - tzu,., -ь·~-ь~ sn-1• 

" п-1 

d) Съ другой стороны, какъ уже было сказано, суще
ствованiе lim пи,., отличнаrо отъ нуля, достаточно для 

того, чтобы можно было утвер>kдать расходимость ряд.а 
и1 + и2 + ttз + · · · . Для примtра возьмемъ рядъ 

1 + (1 - ~ Iog 2)2 + (1 - ! log 3)3 + (1 pog 4)4· + ... 

По.11оживъ для сокращенiя w = n/log 11, замtтимъ, что 

log tl un = J 1 + 11 Iog [ 1 ~и I log 11. 

1) Borel, Theorie des fonctions entieres. р. 17. 
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Въ то же время, такъ какъ (см. § 183) 

то 

i < - log [ 1 - i] = log [ 1 + 11 ~ 1] < 11 ~ 1 ' 

logn 
О < - log пи < --. 

n 11··-1 

§ 207 

Но мы уже знаемъ (§ 161 ), что при п безконечномъ и v безко
нечно, поэтому 

. log п . v 1og2 11 
l1m-- = l1m-- -- . -- = О, 

'V-1 11-1 n 

слtдовательно, limlognu,. = О, lim n-un = 1. Мы можемъ поэтому 
утверждать, что данный рядъ расходящiйся. 

е) Выбирая для ап выраженiя все быстрtе и быстрtе возра
стающiя вмtстt съ п, можно достигать все болtе и болtе слабой 
расходимости ряда (5) и такимъ образомъ болtе и болtе ограни -
чивать область расходящихся рядовъ, для которыхъ lim ап и,. = О, 
такъ какъ каждый разъ исключается безконечное число расходя
щихся рядовъ. Но невозможно исключить всt расходящiеся ряды, 

потому что для этого надо было бы построить рядъ, расходящiйся 

слабtе всякого другого расходящаrося ряда, а мы знаемъ, что 
такого ряда не существуетъ. Поэтому нельзя надtяться при

личнымъ выборомъ чиселъ а" достигнуть того, чтобы разысканiе 
предtла an -Un дало рtшающiй признакъ для сужденiя о схо-

. димости любого ряда; этимъ замtчанiемъ мы обязаны Абелю 1), ко
торый доказалъ, что, ограничиваясь даже рядами съ положитель

ными членами, нельзя подобрать чиселъ а" такимъ образомъ, 

чтобы любой рядъ u1 + и2 + u 3 + ··· былъ сходящимся или 
расходящимся, смотря по тому, бу детъ ли lim ап Un = О или 
lim an Un > О. Въ самомъ дtлt, прежде всего замtтимъ, что рядъ 

1 1 1 -+-+-+ ... 
а1 а2 а3 

долженъ быть расходящимся, потому что въ немъ Un = 1 ! ап, 
а" Un = 1. Но извtстно, что (§ 203) тогда и рядъ 

_1_+_1_+ _1_ + ... , 
а1 <11 а2 <12 а3 <13 

rдt а" есть сумма п первыхъ членовъ перваrо ряда, также расхо

дящiйся. Между тtмъ для него 

1 
14 =--, 
к а11а-,,. 

1) Oeuvres, 2-е ed., р. 398. 
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208. Теорема 11. {Теорема Куммера.) Пусть а1 , а2, а3 , ••• 

есть нtкоторая послiщовательность положительныхъ чи
селъ. Если при безпредtльномъ возрастанiи п выраженiе 

(6) 

начиная съ нtкотораrо значенiя п, остается больше нtко

тораrо положительнаrо числа, то рядъ u1 + u 2 + u 3 + ··· съ 
положительными членами будетъ сходящимся. Если наобо
ротъ, разсматриваемое выраженiе, начиная съ нtкотораrо 

1 1 1 
значенiя п остается отрицательнымъ, и рядъ + - + ··· 

а1 а2 а3 

расходящiйся, то и рядъ и1 и2 + и3 + ··· расходящiйся 1). 
tJ" 

Дtйствительно, изъ неравенства а,.-~ - ап+1 > l, при и,.+1 > О, 
",н1 

слtдуетъ 

откуда видно, что положительное число а" Un постоянно убываетъ 
съ возрастанiемъ п и потому стремится къ конечному предtлу. 
Отсюда слtдуетъ, что рядъ 

сходящiйся, потому что сумма пер,выхъ п его членовъ а1 и~ а,.+1 U..,t-1 

стремится къ конечному предtлу. Послtднiй рядъ останется схо
дящимся, когда помножнмъ его члены на l / l. Данный рядъ 
и1 + u2 + U3 + ··· будетъ также сходящимся, потому что его члены 
по условiю положительные, начиная съ нtкотораго мъста, будутъ 
меньше соотвtтствующихъ членовъ сходящаrося ряда, какъ видно 

и" 
изъ неравенства (7). Наоборотъ, изъ неравенства а,. -- a..,t-1 < О 

. и .. +1 
вытекаетъ, что a"u" возрастаетъ вмtстt съ п, а потому {§ 205) 
рядъ и 1 + и2 + и3 + · · · расходящiйся { конечно при условiи, что рядъ 

расходящi.Rся ). 

209. Примt.чанiе. Въ приложенiяхъ этой теорем111 обыкно· 
венно ищутъ предtлъ выраженiя (6) при п безконечномъ. Рядъ 

1) Бол-tе общiя теоремы можно найти въ работ-t D i п i .Sulle serie 
convergenti et divergenti а termini positivi• (Annali dell' Univ. Tosc., IX). 
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будеть сходящимся или расходящимся, смотря по тому, будетъ ли 
этотъ предtлъ числомъ положительнымъ или отрицательнымъ. 

Когда онъ равенъ нулю, тогда о сходимости или расходимости 

ряда ничего нельзя сказать, ва исключенiемъ того случая, когда 

выраженiе (6), приближаясь къ нул19, остается постоянно отрица
тельнымъ, потому что въ этомъ случаt можно утверждать, что 
рядъ будетъ расходящимся. 

210. Слi.дс:твiя. а) Рядъ съ положительными членцми 
будетъ сходящимся или расходящимся, смотря по тому, 

будетъ ли предtлъ отношенiя послtдующаго члена къ 
предыдущему, при бевконечномъ п, меньше или больше 
единицы*). Эта теорема есrь частныИ случай теоремы Куммера 
(при а,.= 1), но ее можно доказать и независимо отъ послtднеА, 
сравнивъ данныА рядъ съ геометрическою прогрессiею I+x+x2+·. -, 
сходящеюся при х < 1 и расходящеюся при х ?: 1, и пользуясь 
теоремою § 191. 

Ь) Рядъ съ положительными членами будетъ сходя
щимся или расходящимся, смотря по тому, будетъ ли пре-

дtлъ выраж·енiя п [ и" 1], при п безконечномъ, больше 
и,.+1 

или меньше единицы. Это есть привнакъ Раабе (RааЬе). Онъ 
получается также · изъ · теоремы. Kyiiмepa, · при а,.= п. 

' с) Рядъ съ положительными членами будетъ сходя-
щiИся или расходящiйся, смотря по тому, будетъ ли предtлъ 
выраженiя 

[ п c~l -- 1 ) - 1 ] log п 
при безконечномъ п больше или меньше единицы. ДtАстви
тельно, пусть этотъ предtлъ равенъ /. При а" п log п выраженiе (6) 

равно равности между даннымъ выраженiемъ и (п+ l)log [1 + ..Ь], 
и стремится (ХVШ) поэтому къ предtлу, равному l 1, т. е. поло
жительному или· отрицательному, смотря по тому, будетъ ли l > 1 
илиl<l. 

211. Примi.чанiя. а) Рядъ слtдствiА изъ теоремы Куммера 
можно продолжать беагранично, полагая послtдовательно 

а,. = п Iog п, и log 11 • Iog log 11, п log п · log log п · log log log 11 , ••• 

*) Этотъ признакъ давъ бы.1ъ д· Аламбертомъ и р1;wаетъ вопросъ 
о сходимости или расходимости въ весьма бо11ьwомъ числ1; частныхъ слу
чаевъ. Обыкновенно его и ставятъ въ нача11t теорiи сходимости рядовъ. 
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Такимъ образомъ получаемъ выраженiя 

((п(и:~ ·1) 1)1og11 1)1oglogn, 

( ( ( 11 (;:~ 1) -- 1 ) log п -- 1 ) log log п 1 ) log log log п, и т. д. 

Эти выраженiя, вмtстh съ тремя разсмотрtнными въ изложенныхъ 

выше слtдствiяхъ, моrутъ имtть предt.лы l, (, l", . . . Но изъ нихъ 
только одно можетъ имtть конечное значенiе, не равное единицt, 
потому что ясно (XIX), что тогда всt предыдущiе равны 1, а всt 
послtдующiе безконечны. Достаточно одного изъ этихъ предt.ловъ, 
не равнаго единицt, чтобы рtшить вопросъ о сходимости или 
расходимости ряда. Результатъ опредtляется тhмъ, будетъ ли этотъ 
предt.лъ больше или меньше единицы. 

Ь) Существуютъ, конечно, риды, для которымъ всt безчислен
ные разсматриваемые предt.лы равны 1. Но существуетъ также без
численное множество другихъ формъ чиселъ а" въ теоремt Куммера 
и если окажется, что при выбранноD формt а" выраженiе (6) стре· 
мится къ О (и вопросъ о характерt ряда остается не рtшеннымъ), 

можно вмtсто выраженiя · (6) разсмщрtть произведенiе его на r1,,, 
гдt r1.,, какъ всегда, обозначаетъ сумму 

l l l -+--+ ... + 
а1 а2 а" 

Смотря по тому, остается ли это произведенiе, начиная 
съ нt1<ораго значенiя п, меньше 1 или больше l, rдt l > 1, 
рядъ будутъ расходящимся или сходящимся. Эта теорема по 
существу не отличается отъ теоремы Куммера и получается изъ нея, 

если замtнимъ а" на а,. Ь" и замtтимъ, что 

а " _1!,,,___ а + (1 + ran _иип+,. .1. ·- а_ 11] о,. ... ] . " v" tl + " 1 " 1 ... 
" 1 

с) Вnрочемъ, всt эти признаки, несмотря на большую пользу, 
которую они приносятъ при разсмотрtнiи ридовъ чаще всего встрt
чающихся, далеки отъ того, чтобы дать истинные и существенные 
симптомы сходимости и расходимости рядовъ. Такъ, напримtръ, 

ограничиваясь простtйшимъ случаемъ (а,. = 1 ), полезно замtтить, 
что рядъ можетъ быть сходящимся, не смотря на то, что 
отношенiе u,.+1/u,., при возрастанiи tt, 11е перестаетъ при
нимать значенiя большiя единицы и даже сколь угодно 

большiя. Такое обстоятельство встрtчается, напримtръ, въ очень 
простомъ рядt а + {J2 + а3 {J* + . . . + а2т-1 + рт + ... , кото
рый имtетъ всt члены положительные и будетъ сходящимся, если 
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а и fJ лежать въ интервал-\; (О, 1) за исключенiемъ границъ. Если, 
кромi; того, а < fJ, то отношенiе п-го члена къ предыдущему 
имi;етъ предi;ломъ О при нечетномъ 11, а при п четномъ вовра
стаетъ бевпредi;льно. (См. ХХ). 

Однако надо вамi;тить, что такая неправильность всегда мо
жеть быть устранена 1) приличною группировкою членовъ бевъ 
ивмi;ненiя ихъ порядка. Дtйствительно, какъ бы мало ни было 
данное положительное число k, всегда можно наАти такое вначе
нiе п, начиная съ котораrо будемъ имtтъ kS,. > Rn, потому что 
S" стремится къ предtлу S > О, а остатокъ ряда R" стремится 
къ нулю. Неравенство kS,. > Rn остается справедливымъ и въ 
томъ случаt, когда будемъ равсматривать данный р ядъ не съ на· 

чала, а съ нtкотораrо члена. Отсюда слtдуетъ, что можно такъ 

группировать члены дан наго ряда и~ + и2 + и3 + · · · , не мiшяя 
ихъ порядка, чтобы получился новый рядъ v1 + v2 + v3 + ··· (ка
ждый членъ котораrо равенъ суммi; членовъ одной группы членовъ 

даннаrо ряда), въ которомъ удовлетворяется неравенство 

kv,. > vп-+1 + v,.+2 + vп+з + ... 
v,.+1 k и тi;мъ болi;е неравенство --< . Такимъ обравомъ исчеваетъ 
v" 

тоrь обманчивый симптомъ расходимости, которыА являлся въ пер
воначальномъ рядъ. 

212. Прим'tры. а) Требуется ивслtдовать характеръ ряда 

1+ 1 + 1 +...!-+ ... 
2Р 3Р 4Р 

Замtчаемъ, что 

.. :i.tL = ~ +j, l )Р = [1 + -1-]р lim 1t [~ - }] = р. 
ttn-+1 n n ' "п-+1 

На основанiи правила Раабе ваключаемъ, что данный рядъ схо
дящiАся при р > 1, расходящiйся при р < 1. При р = 1, какъ мы 
уже внаемъ, рядъ будетъ расходящiАся. Слtдовательно, лишь при 

р > 1 данныА рядъ сходящiйся. 

Ь) Равсмотримъ болtе общiА рядъ,. общiА членъ котораrо, 
при п > 1, имъетъ видъ 

1) Это замi.чанiе прииадлежить Lerch uпd Weyr (J_uпal de Scieпcias, 
1886-87, рр. 79, 97). 
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Прежде всего эамtчаемъ, что 

11 
< ··· log [1 _!_] = log [1 + -1-] < 1 

, 
11+1 1t 1Z 

а потому можно написать 

log(n+l) = 1 +-& , 
logn п logn 

гдt е лежитъ между О и 1 и при безконечномъ п имtеть пре
дtломъ 1. Поэтому 

[1 + _!_]Р [1 + -~9 ]f/ 
п nlogn [1 + l. + .. ·] [1 + _'[О__ + .. ·] , 

п nlogn 

а отсюда, выполняя умножен!е и отбрасывая члены, которые по 
умноженiи на п Iog п имtютъ предtломъ нуль, находимъ 

п [-~ - 1] = р + -~ + · · · , lim п [...!I.•!.. -- 1] = р. 
un-f-1 log п zin-f-1 

Итакъ, при р > 1 рядъ сходящiйся, при р < 1 расходящiЯся. 
При р = 1, имtемъ 

lim [ п [и::1 1 J 1 }og п q Jim в q. 

Слtдовательно, при q < 1 рядъ расходящiйся, при q > 1 сходя
щiйся (§ 210, с). Наконецъ, при р = 1 и q = 1, какъ мы уже 
энаемъ (§ 204 ), рядъ расходящiйся. Резюмируя, находимъ, что 
данный рядъ 

I 
fJ > 1 , q произвольномъ 

сходящiАся при 
р 1, q>l 

. 1 р < 1, q произвольном:ъ 
расходящ1йся при 

р 1,q~l. 

Въ случаt Р< 1, при q проиэвольномъ, расходимость слtдуетъ также 
иэъ того (§ 206), что (§ 161) 

• . nl--P 
l1mnи.,= l1m ~-~ = оо 

(log п)'l 

213. Теорема 111. Если для нtкотораго ряда и1+и2+из+ ··· .. 
съ положительными членами Vu~. начиная съ нtкотораго 
мtста, остается меньше дан наго числа, которое само меньше 

12 
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единицы, то рядъ сходящiйся. Если же J,,ги,., начиная съ 
нtкотораrо мtста никогда не меньше единицы, то рядъ 

расходящiйся. 

" 
Дtйствительно, изъ неравенства Vи .. <х < 1 слtдуетъ и,.<хn, 

.а сходимость ряда, котораго общiR .члеJ1ъ х .. , при х < s, извtстна 
(§ 182). Слtдовательно, данный рядъ и подавно сходящiйся (§ 190, Ь) . .. 
Наоборотъ, если VU: ~ 1, то и" 1 и т. д. Одинъ изъ сnособовъ .. 
прилагать эту теорему состоитъ въ разысканiи предtла у;: при п 
безконечномъ. Если этоть предtлъ меньше 1, рядъ сходящiйся, если .. 
больше 1, расходящiйся. Если lim V и" 1, ничего нельзя сказать, 

п 

за исключенiемъ того случая, когда приближаясь къ 1, V u,.; на
чиная съ нtкотораrо мtста, никогда не дtлается меньше 1 ; въ 
этомъ случаt рядъ также расходящiltся. 

214. Прим°'чанlя. ПредыдущiR признакъ, можно сказать, 
эквивалентенъ съ тt.мъ, который основанъ на разсмотрtнiи отно

шенiя Un+1! и,.; такъ какъ извtстно, что (§ 142, Ь ), если это отно-

" шенiе имtетъ предtлъ l, то существуетъ и предtлъ J/и:, равный 
тому же /. Этому не противорtчитъ то обстоятельство, что рядъ 
можетъ быть сходящимся, между тt.мъ какъ ни тотъ, ни другой 

предtлъ не существуетъ, какъ это, напримtръ, имtетъ мtсто для 

разсмотрtннаrо выше ряда а + р + а3 fJ4 + . . . . nриsнакъ, осно-
" 

ванный на разсмотрtнiи предtла VUn, рtдко можно прилагать, хотя 
теоретически онъ им'kетъ преимущество передъ тt.мъ, который осно
ванъ на разсмотрtнiи предtла отношенiя и,.+1/и,., потому что этотъ 
второй предtлъ можетъ не существовать, когда первый существуетъ. 
Разсмотримъ, напримtръ, вмtстъ съ Лерхомъ (Lerch) 1) рядъ, ко
тораго обiцiА членъ равенъ 

rдt v обозначаетъ число цифръ въ п. Такъ какъ v - 1 не 
больше обыкновеннаrо (десятичнаrо) лоrариема п, то, при безпре
дtльномъ возрастанiи п, отношенiе vP/n стремится къ нулю (§ 163), 
каково бы ни было число р. Отсюда слtдуетъ, что 

" " .,, ( 1) 
lim J!i1., = lim q1 - -;;-х~ 1 +,;. q < 1. 

1) Abhandlungen der btlhmischen Akad. der Wissensch. 1885. (Мемуары 
Богемской Академiи Наукъ.) 



§§ 214--215 СШЩIАJJЬНЫЕ ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ. 179 

Слtдовательно, рядъ будетъ сходящiйся, какъ бы велико ни было х. 
Если бы вмtсто этого мы стали разсматривать отношенiе и,.+1/ и,., 
то не могли бы вывести никакого заключенiя. Дtйствительно, если v' 
обозначаетъ число цифръ въ (п 1 ), то разность v - v', вообще 
равная нулю, дtлается равною 1 всякiй разъ, когда п получаетъ 

значенiе, равное степени 10. Отсюда слtдуетъ, что отношенiе 

вообще равное q, дtлается равнымъ Х" при п равномъ степени 10. 
Существуетъ послtдовательность значенiй п 

п = 1, 10, 100, 1000, ... 

для которыхъ отношенiе и,.+1/u,. въ концt концовъ превзойдетъ 
любое данное число, а рядъ остается сходящимся. Это согласно съ 

' тtмъ, что было сказано въ замtчанiи с) § 211. 

215. Теорема IV. (Теорема Жамэ) (Jamet). Рядъ съ поло
жительными членами и1 +и2 +из+··· будетъ сходящимся, 
если при безпредtльномъ возрастанiи 11, выраженiе 

п 

(8) ( 1 -Vи)-п-
п logn 

въ концt концовъ остается большимъ нtкотораго числа, 
которое само больше 1, и расходящимся, если то же 

выраженiе въ концt концовъ никогда не превосходитъ 

единицы 1). 
Въ самомъ дtлt, полагая и" 11-Р" и замtчая, что нера-

венство 

r, Рп Рп 

-Vii,: = 11-,. = е--,. Iog• > 1 - Р; log 11 

влечетъ за собою слtдующее : 

Р., > (1 " п 
"Vu:) iogп' 

мы видимъ, что въ томъ случаt, когда выраженiе (8) больше р > 1, 
-будемъ имtть и р .. >р> 1. А тогда данный рядъ будетъ сходя
щимся, потому ,что (§ 190, Ь) члены ero въ концt концовъ будутъ 
меньше соотвtтствующихъ членовъ сходяща1·ося ряда (§ 212, а) 

1 +_.!_+_.!_+ 1 + ···. 
2Р З1' 4" 

1) .Mathesis" (1892, стр. 80). (Брюссель.) 
12* 
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Если же выраженiе (8), начиная съ нi.котораrо п, будетъ всеrда 
меньше 1 или равно 1, то зто значить, что начиная съ нi.кото
раrо мi.ста 

(1 
.. 
r-) п } и.. -

1 
--· ;;:; 1 , т. е. и,. 

ogn 
1 ]" log 11 • ,,, 

А тогда данный рядъ будетъ расходящимся (§ 190, с), потому чrо 
ero члены не меньше членовъ расходящаrося ряда (§ 207, d) 

I+(I flog2)2+(1 tlog3)3+(1-Jlog4)4 +···. 

216. Прим~чанlе. Теорема Жамз примi.няется, подобно пре
дыдущей, посредствомъ разысканiя предi;ла выраженiя (8) при п = оо. 
Рядъ будетъ сходящимся или расходящимся, смотря по тому. 
будетъ ли этотъ предi;лъ больше или меньше 1. Когда этотъ. 
предi;лъ равенъ единицi;, то беэъ дальнi.йшаrо изслi;дованiя нельзя 

ничего сказать, за нсключенiемъ того случая, когда выраженiе (8). 
приближаясь къ 1, остается постоянно """"" l : тогда рядъ будетъ 
расходящiйся. Въ друrихъ случаяхъ нужно добыть новый признакъ, 
дополняющlй первый. Можно, напримi.ръ, вмi;сто выраженiя (8) 
разсмотрi;ть слi.дующее: 

[(1 -· ~) _1i__ 
" Iogn 

i] log п 
loglogn' 

Для доказательства достаточно положить и,. = ,i (log n)tJ,.' отсюда 

вывести, что q" превзойдетъ данное выраженiе и припомнить, 
ЧТО (§ 212, Ь) рядъ 

1 +--1- +-1~-+ ... 
2 (log 2)f/ 3 (log 3)f/ 4 (log 4)f/ 

сходящiйся при q > 1, и расходящiйся при q l. 

217. Прим~ры. Данъ рядъ 

1 1 1 
(Iog 2)2 + (log 3)3 + (log 4)4 + · · · · 

Чтобы доказать ero сходимость, можно, принявъ u 1 О за первыА 
ero членъ, замi.тить, что 

" 1 
Ifm J1u: = lim-· = О. 

" logn 

Для рядовъ съ общими членами 

1 1 ,1 
tJ = --··--' -----, ---,----,----

.. (logn)1°gn (loglogn) 10g" (logn)10glogn 
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" находимъ, что Vu,. = 11 и можемъ прибtrнуть къ признаку Жамэ. 
На практикt удобнtе непосредственно прим1.нять тотъ принципъ, 
на которомъ этотъ признакъ основанъ, состоящiй въ сравненiи дан

наrо ряда съ друrимъ, общiй членъ котораrо есть nP. Это сво
дится къ тому, что вм'hсто выраженiя (8) разсматривается отно-

шенiе р,. = log_!_: logn, при чемъ можно утверждать, что рядъ 
и" 

будетъ сходящимся, если зто отношенiе въ концt концовъ 
остается большимъ н'hкотораrо числа, которое само больше 
еди ницы1 и расходящимся, если зто отношенiе, въ конц1; 

концовъ, никогда не д'hлается меньше единицы. Напримtръ, 
лля данныхъ выше рядовъ имtемъ соотвtтственно 

(log log n'f 
р =0 Jog log п Jog log Jog п --·····--. 

" ' ' log п 

Первыя два изъ зтихъ выраженiА р" возрастаютъ безпредмьно 
вм'hстi; съ п, а третье имtетъ предtломъ нуль, слtдоватепьно, 
первые два ряда сходящiеся, а третiй расходящiАся. Если полу
чится для р" предtлъ, равный 1, то можно перейти къ разсмот-

1 
р'hнiю отношенiя log пи- къ log log п и т. д. Конечно, моrутъ встрt-,. 
тит ься и такiе ряды, къ которымъ предпочтительно прилагать 

признакъ Жамз въ его первоначальной форм'h. Такъ напримtръ, 

лля и,.= [1 ~logп]", предi;лъ выражщ1iя (8) равенъ х, и тотчасъ 
видимъ, что рядъ (срав. съ § 207, d) 

[ 1 i log 2 Т\ [ 1 - f Jog 3] 
3 
+ [ 1 ~ log 4] 

4 
+ ... 

будетъ сходящимся только при х > 1. 

Упражненiя и приложенiя. 

218. Упра.жненiя. а) Немноriе доказанные выше признаки 
сходимости рядовъ даютъ возможность весьма быстро узнать ха
рактеръ рядовъ, разсмотрtниыхъ въ §§ 184, 186. Для показа
тельнаrо ряда, наприм'hръ, достаточно замtтить, что 

х,._1 

(п - 1)! 
1. и,.+1 1· х О 
1m-- 1m-= . 

и" 1l 

Слiщовательно, рядъ сходящiйся для псякаrо положительнаrо х (§ 21 О). 
Онъ будетъ сходящимся и при всякомъ отрицательномъ значенiи х, 
потому что (§ 190, а) въ зтомъ случаt члены его, поперем'hнно 
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положительные и отрицательные, начиная съ н'kкотораго м'kста, 

а именно съ того, для котораго п > 1 х J, постоянно убывають 
и, кром'k того, им'kють предмомъ нуль. Подобно этому поступаютъ 

х" 
и съ логариемическимъ рядомъ. Общiй его членъ и,. = ± п возра-
стаетъ безпредмьно (по абсолютной величин'k) или стремится кt. 
нулю, смотря по тому, будетъ ли J х I больше или не бооьше 1, 
откуда и видно, что условiе I х 1 """ 1 необходимо для сходимости 
ряда (§ 188, а). Отношенlе посл'kдующаго члена къ предыдущему 
въ рядi; абсолютныхъ величинъ членовъ даннаго ряда им'kетъ пре
дмомъ 

lim~J 1 1 n+ 1 х · 

Поэтому рядъ будетъ сходящимся при jxj < 1 (§§ 210; 190, а). 
Для I х 1 = 1, рядъ бу детъ расходящимся при х = - 1, потому что 
тогда онъ обращается въ гармоническiй рядъ, и сходящимся при 
х = 1, потому что тогда члены его, поперем'kнно положительные 
и отрицательные, постоянно убываютъ и им'kютъ предмомъ нуль. 
Впрочемъ, посл'kднiя два свойства справедливы при всякомъ поло

жительномъ х, не бооьшемъ 1, потому что неравенство 

х" х"+1 
-> 
п п 

справедливо при х < l + \!_, а потому и при х ~ l, каково бы 
п 

ни было значенiе п. 

Ь) Въ частности, нами было найдено (§ 186), что 

(9) 1 -- t + ! - t + · · · = log 2 = 0,6931471 ... , 

и именно съ помощью формулы (1) § 183, которая весьма по
лезна, потому что д'аетъ возможность вычислять суммы различныхъ 

рядовъ типа (9). Дi;йствительно, мы видми что сумма 02" первыхъ 
2п членовъ ряда (9), очевидно, равная 

1 
Н"_-Н = 

- п п 
+ 1 

п 

1 
+ ··· + 2п' 

им'kетъ предtломъ log 2, при безконечномъ п. Если данъ рядъ 

(10) 1+! t+-!-++ :!:+!+··, 

то сеRчасъ видимъ, что 

Ss,, = 1 + ~ + 1 + ... + 4 п [ ~ + {- + ~ + ... ·t- 2 lп] 
1 1 1 

H.i.. 2 Н28 - 2 Н,. = о2,. + а,., 
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откуда 5 = flog2 1,0397207 ..• , такъ какъ 5 3 ~ 1 и 5 3 ,. __ 2 отли
чаются отъ Sз" на величины, им'hющiя пред'hломъ нуль. Этотъ при· 
м'hръ показываетъ, что не всегда можно м'hнять порядокъ 
членовъ ряда. Д'hйствительно, ряды (9) и (10) отличаются только 
порядкомъ членовъ, а имtютъ различныя суммы. Для ряда 

l+i t+t--H t+i+··· 
подобнымъ же образомъ им'hемъ 

1 1 1 
5зп - 2п + 1 + 2п + 3 + ... + 4п 1 

откуда 5 = ! log 2 0,3465735 . . . Наконецъ, для ряда 

l+! ~+!+ii+++··· 
находимъ 

5 3., = Н3,. - Н,., S log 3 = 1,0986122 ... 

Въ бол'hе общемъ случаt находимъ, что log т есть сумма ряда 

1 1 
1 +2+···+т 

1 l 1 1 !+--+--+···+---+ m+ 1 т + 2 2т 2 
i + ... 

с) Не ц'hлесообразно прибtrать къ признакамъ сходимости, 
когда можно прямо вычислить сумму ряда, какъ показываютъ выше 

приведенные примtры. Если, напримtръ, данъ рядъ 

1 1 1 1 
1~ 2 + :г.з + n + . + · · ·, 

то можно, конечно, доказать ero сходимость, замtчая, что 

u"'/-l = ~ ~(~t; 2) 1 + ~· п (,,~1 1 ) = 2 

1 
или принимая во вниманiе (§ 190, Ь), что и.,< п".!.' и припоминая, 

что ~2 есть общiй членъ сходящаrося ряда (§ 212, а). Но это 
изслtдованiе излишне, потому что достаточно написать и" въ 

l 1 
вид'h чтобы сейчасъ же найти 

1% 

1 1 
s,. = 1 - 2+ 2 

Точно также, когда предложенъ рядъ 

11 s = 1. 
п+ 1' 

1 1 1 1 ---+ ---- + ------ + + ... 
1 · 2 · 3 5 · б · 7 9 · 10 · 11 13 · 14 · 15 ' 
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1 
rдt и., = (4п __ 3) (4п _ 2) (4п _ l), то nоложимъ 

и.,= а + _fl __ _ 
(4п - 3) (4п - 2) (4п - 2) (4п -- 1) 

и постараемся опредtлить а и {J такъ, чтобы имtть тождественно 
( n ри всякомъ п) 

(4п -- 1) а+ (411 - 3){1 = 1, 

т. е. а+ {J = О, а+ 3{1 = - 1, откуда а = - {J = f. Тогда полу
чимъ Un = t [(4п _ 3/(4п _ 2) - (4п _ 2)\411 _ l)J и разлагая, какъ и 
въ nредыдущемъ npимtpt, каждую дробь на двt, находимъ 

ип = ~ (4п 1- 3 + 4п ~1 - 2п ~ 1) · 

Отсюда найдемъ Sn = ! t:12,. - -!- Gn и 5 = -! log 2 = О, 1732867 · · · 
Если данъ рядъ 

1 4 8 13 19 
2 · 3 + 5 · 6 + 9 · 10 + 14 · 15 + 20 · 21 + ... 

то, какъ легко видtть, числитель п-той дроби равенъ 

-,/ -
1 + 3 + 4 + 5 + ··· + (п + 1)>"" Нп + 1) (п + 2) - 2.= fn(11 + 3) ···· 1,/ 

1 

а, слtдовательно, знаменатель ея будетъ 

t11(n + 3)[tn(t1 + 3) + 1] = }11(11 + 1)(11 + 2)(11 + 3). 

Тогда положимъ 

и- а + fJ + у 
.. - n(n+l) (n+l)(n+2) (п+2)(11+3)' 

nри чемъ тождественно должны имtть 

(11 + 2)(п + 3)а + п(11 +3){1 + п (п + 1) у= 2(п2 +3п - 2). 

2 
Полагая nослtдовательно п = О, п = - 3, находимъ а = у = - 3 . 

Сравнивая затtмъ коэффицiенты при 112, nолучимъ а + {J + у = 2, 
10 

откуда {J = 3 . Окончательно nолучимъ 

(11) 

s = - i + ':? . -! - i . ! = }. 

d) Чтобы доказать сходимость ряда 

1 1 1 1 1 
-- --+- ---+--- --+ ... 

l+x 2 2+х 3 3+х 
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(х > О), можно группировать члены попарно и замt.тить, что 
~-х ___ , lim и,.+] = lim ___ !(11+ х_) __ = 1 . 

и,. (п+1) (11+x+l) 

Примt.няя теперь правило Раабе (§ 210, Ь) 

Рядъ сходящШся. Проще еще 
х 

и,. < -.. , и что рядъ 1 
11~ 

слt.дующiА прiемъ. Замt.тимъ, что 

t + -lтr + · · · сходящiАся. Конечно, 
таким1, образомъ будетъ доказано лишь то, что сумма 5" пер
выхъ п членовъ ряда (11) стремится къ нt.которому предt.лу 5, 
когда п проходитъ черезъ одни четныя значенiя. Но при п не

четномъ, имt.емъ 

limS,. = lim 5,._1 S. 

Если х равно цt.лому положительному числу m, то сумма ряда (11) 
равна суммt. первыхъ т членовъ rармоническаrо ряда. Дt.Астви
тельно, сумма первыхъ 211 членовъ равна 

н" (_l_+~l-+··· + 1 
т+l т+2 т 

1 ' 
··· +п+т) 

и, очевидно, имt.етъ предt.ломъ Нт, когда при постоянномъ т 
число п возрастаетъ безпредt.льно. 

е) Для ряда 

1 1-2 1·2·3 
х + 1 + (х + 1) (х + l) + (х + l)(x + 2) (х + 3) + ··· 

имt.емъ 

и" 
1 · 2 · 3 · · · 11 lim и,. = lim (1 + х 

(~х-+~1 )~(х_+ __ 2) -~ · (х + и)' и,.+1 11 
1 • 

Примt.няя правило Раабе, находнмъ 

Слtдовательно, рядъ сходящiАся при х > 1, расходящiАся, при х < 1; 
онъ расходящiАся и при х = 1, что вuдно непосредственно. Между 
прочимъ, въ случаt. сходимости легко найти и сумму ряда. Стонтъ 
только замt.тнть, что очевидное тождество (х + п) и" nu,._1 можно 
написать въ видt. 
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такъ что, замtняя п послtдовательно на п 
и суммируя, попучимъ 

1, п - 2, ... 3, 2, 1, 

(х 1)5,.=1 (n+l)u,.. 

А такъ какъ чпены ряда слtдуютъ одинъ за другимъ 
ющемъ порядк:t, то (§ 207, с), какъ извtстно, lim пи" 

1 . 
вательно, S = · x-

f) При попожительномъ значенiи х < е, рядъ 
(12) х { х)2 { х)а { х)4 т+ 2 ' -:r +31 з +4

' т +··· 
будетъ сходящимся. Дhйствитепьно, 

lim ~-"::!:-.! = х е < 1. 
и" 

въ убыва-
0. Спtдо-

При х > е, рядъ расходящiАся. Онъ расходящiАся и при х = е, 
потому что при этомъ предпопоженiи разсматриваемое отношенiе, 

приближаясь къ е, остается постоянно бопьше 1 (§ 156). Чи
татель можеть доказать, что въ бопtе общемъ случаt рядъ, для 

котораго и,. :; (;, }" будеть сходящимся топько при р > J. (XXI). 

Рядъ (12) принадпежитъ къ типу рядовъ 

х х?. х3 х4 
+-+--+ +···, 

а1 а1 а2 ai а2а3 а1 а2а6а4 

въ которыхъ предполагается, что а" стремится къ конечному пре

дtпу а при п безконечномъ. Такъ какъ 

1. и" 1· х х 1m = 1m = -, 
"п-··1 а" а 

то прямо видно, что при х < а рядъ сходящiАся, а при х > а 
расходящiАся. Онъ будетъ рясходящимся и при х = а, если числа 

и" а 
а1 , а2 , аз, • . . постоянно возрастаютъ, потому что тогда -- = -

и,. .. _1 а" 

всегда бопьше 1. Въ другихъ случаяхъ характеръ ряда при х = а 
зависитъ оть свойства данной поСJ1tдоватепьности а1 , az, аз, .•• , а 
прежде всего отъ значенiА выраженiя п (а,. - а) при безлредtпь
номъ возрастанiи п .;;). 

g) Требуется изслi;довать характеръ ряда 

l!x 2!х2 3!х3 

х ai + (х + ai) (2х +О:!)+ (х + а1) (2х + a:J (Зх + а3) + 

*) См. правило Раабе. 
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въ томъ предположенiи, что существуеrъ конечный предtлъ а 

чиселъ а,., при безконечномъ п. Мы имi;емъ здtсь 

Правило Раабе ведеrъ затtмъ къ изспtдоваиiю спtдующаrо предtла 

а 

х 

Отсюда вытекаетъ, что рядъ сходящiйся при ;t· < а, расходящiйся 
при х > О. При х а тоn или другой характеръ прежде всего 
зависитъ отъ значенiй выраженiя (а.. а) log п при безпредi;льномъ 
возрастанiи п. 

h) Расходимость ряда 

sin а + ·sin -2:. + sin -2:. + sin -2:. + · ·· ' 2 3 4 

при всякомъ положитепьномъ и отрицательномъ а слtдуеrъ прямо 
изъ того замtчанiя, что 

. а 
Sln-

li 1· п mпи,. = а 1m-a- а 

п 

Напротивъ того, рядъ 

.а 1.а 1.а l.a 
SlПT + ""f SlП 2 + J SlП J + 4 SШ + · · · 

будетъ сходящимся при всякомъ а, потому что абсолютная величина 
1 

его общаго члена меньше произведенiя "2 на I а 1 · 

i) Рядъ 

(13) sin а+ sin 2а + sin3a + sin4a + ··· 
не сходящiйся, потому что общiй членъ его не имi;етъ предtл.омъ 
нуль (предполагая, конечно, что а не краткое оrъ п). Рядъ этоrъ 
неопредtленный. Въ самомъ дtлt, если умножимъ всt члены 

суммы 5" на sin ; , то, припоминая соотношенiе 

2 sin 'JI а sin ; = cos (2 .,., -- 1 )-f cos (2 '11 

получимъ 

2S"sin а 
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Сумма 
. па 
S\П-2 а 

5.,= а sin(n+1) 2 • 
sin 

оставаясь конечною, ни къ какому предtлу не приближается, а ко
леблется безъ конца. При11имая еще во вниманiе, что 

. ра 
sш-2.( P+l) 
-~S\П tia +--{t 
. а 2 
sш-2 · 

не возрастаетъ безпредtльно, видимъ, что рядъ (13) принадлежитъ 
къ числу рядовъ, о которыхъ шла рtчь въ теоремt IV § 194. 
Отсюда слtдуетъ, что можно утверждать сходимость ряда 

а1 sin а+ fl:! sin 2а + аз sin3a + a4sin 4а + ··· 

въ которомъ числа а1 , а2, а3 , ... могутъ быть какими угодно, 
лишь бы они постоянно убывали и стремились къ нулю. 
Такъ напр., рядъ 

sin а+!- sin 2а + ,~ sin За+!- sin 4а + 

сходящiйся при всякомъ а. 

j) Доказать сходимость ряда 

х sin2a - х2 sin2a sin2 2а 
1 + xcos2a + (l +xcos2a) (1+xcos22а) + ··· 

при О < х 1 . Здtсь имtемъ 

и_,. х sin2 па 
и,.____1 1 + х cos2 па 

При безпредtльномь возрастанiи п, sin2 па и cos2 па постоянно 
колеблются между О и 1 , а потому разсматриваемое выраженiе ни 
къ какому предtлу не стремится. Тtмъ не менtе, сеRчасъ же видно, 
что всегда 

ип 
----<x<l, 
"n-1 

а этого достаточно, чтобы установить сходимость ряда 

k) Доказать, что рядъ U1, + и2+ из+ . . . съ положитель
ными членами будетъ сходящимся, если возможно найти такое 
положительное перемtнное число а,., чтобы, начиная съ нtкото
раго значенiя п, имtло мtсто неравенство 
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Дtй ствительно, иэъ этого неравенства сл-hдуетъ 

и" 
Отсюда видно, что постоянно убываетъ, оставаясь бопьше О, и по-

а" 
тому стремится къ конечному предму. Этнмъ доказана сходимость 
ряда 

(-~ 
(дпя котораго 5.,, = tJ.! 

а1 

даннаrо ряда 1). 

U4) + ••· 
а4 

"'*1
), а т-hмъ самымъ а fortiori и сходимость 

ап+t 

1) Дана произвопьная посл1щовательность попожительныхъ чи

селъ а1, а2, аз, . . . . Доказать сходимость ряда 

Достаточно эам-hтить, что 

чтобы вид-hть, что сходимость даннаго ряда есть прямое сп-hдствiе 
доказанной въ предыдущемъ примtрi. теоремы. Впрочемъ, можно 
также эамtтнть, что 

1 1 
и" (1 + aJ (1 + aJ · · · (1 + а--1) (1 + а1) (1 + ~) · · · (1 + а,.)' 

откуда 

s" 1-- 1 -~~. 
(1 + а1) (1 + aJ ... (1 + а,.) 

Спtдовательно, сумма 5" постоянно воэрастаетъ вмtсn съ п, 
оставаясь меньше 1 ; поэтому она стремится къ н-hкоторому пре
дму 5 < 1. 

m) Данъ рядъ 

1) Этоn. призваК1> сходимости давъ былъ Ф. Джюдиче (Giudice) 
въ Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (1890). 
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въ которомъ 0 11 обозначаетъ сумму п первыхъ членовъ расходяща · 
гося ряда съ положительными членами 

Тогда иъrkемъ 

o"n-j-1 ~ 
О'~ О'п+1 =-а.. ' 

и далi.е 

Слi.довательно (§ 211, Ь),если р > l, то рядъ сходящi.ltся. Мы зна
емъ уже (§ 203), что при р = 1 а fortiori при р < 1 рядъ расхо
дящiRся. На этомъ основанiн читателю легко будетъ обобщить 
теорему Жамэ (§ 215), а именно показать, что рядъ (съ положи
тельными членами) и1 + U2 + u 3 + · ·· будетъ сходящiПся, 
если выраженiе 

въ концi. концовъ остается больше нi.котора.rо числа, к о
то рое само больше 1, и расходящiйся, если это выраженiе 
въ концi. концовъ остается меньшимъ или равнымъ 1. 
Впрочемъ, въrkсто вышеуказаннаrо выраженiя можно разсмаrривать 

1 
отношенiе log --- къ log о,.. 

а"и" 

219. Вычисленlе натуральных-ь логариемов-ь. Лоrариеми
ческiй рядъ имi.етъ много весьма полезныхъ приложенiR. Принимая 
во вниманiе сказанное въ концi. § 186, находимъ, что черезъ сло
женiе форму,1ъ (3) и (4) получается формула 

( 
1 1 1 ) 2 х + 3 х3 + 5 х-~ + 7 х7 + . . . ' 

справедпивая только дпя х, лежащаrо въ интервал'h ( 1 , + 1), за 
. в 1 

исключен1емъ его rраницъ. ъ частности дпя х = 2п + 
1 
находимъ 

(14) log(,z+l) logn+2(2п~l+ 3(2п\1)-'1+5(2п\::1)s+ ... ) 
и можемъ, слi.доваrельно, вычислить натуральный логариемъ 
любого цi.лаrо числа, если энаемъ натуральный лоrариемъ пред
шествующаrо цtлаrо числа. Такь напримtръ, при п = 1, находимь 

(15) log2 ~ (1 + _l ' + _!_ + .2 .. + ... ) ' 
3 3.9 5.92 7.93 
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и, ограничиваясь восемью первыми членами, получимъ 

log 2 = 0,69314718 ... , 

при чемъ можно ручаться за вt.рность всt.хъ написанныхъ десятич

ныхъ знаковъ, такъ какъ сдtланная поrрt.шность 

2( 1 1 1 ) 2 (1 1 
3 17 · 98 + 19 · 99 + 21 · 910 + .. . < 3 · 17 98 + 99 + 1 + ... ) 

1 1 1 
= 4 · 3 · 11 · 91 = 975725676 < Iов. 

Чтобы получить такое же приближенiе съ помощью формулы (9) 
§ 218-ro намъ нужно было бы (§ 196, с) удержать въ ней болtе 
ста миллiоновъ членовъ. Вцрочемъ извt.стны различныя друriя фор
мулы 1), еще болt.е выrодныя, чt.мъ формула (14). Положивъ въ 

2 
основной формулt, х = -,,~-3- и замt.чая, что w·- п 

п3- 3п 2 = (п ± 2) (п =F 1)2, 

получимъ 

1 
(ti + 2) (п 1)2 

og (1t 2) (11 + 1)2 
4 42 43 

п3 - 3п + 3 (п3 3п)3 + 5 (п3 - 3п)& + · · · 

откуда, ограничиваясь первымъ членомъ разложенiя, получаемъ 

формулу 

log(n+2) 2log(n+ 1) 2Iog(n 1) + log (11 
4 2)+ п3- 3п 

Она даетъ log(n + 2) съ двадцатью четырьмя десятичными зна
ками, когда извt.стны лоrариомы п + 1 , п 1 и п ·- 2, предполагая, 
что число цифръ въ п больше 3. Дt.йствительно, поrрt.шность про
исходящая отъ пренебреженiя всt.ми членами разложенiя, начиная 
со второго, меньше 

42 ( 4 42 ) 3(п3 3n)il 1 + (п3 3п)2 + (п3 -3п)4 + · .. 
16 

3и{п2 - 4) (п2 - 3) (п2 1)2' 

1 
т. е. (если п > 1000) меньше J():!6" 

220. Вычисленiе обыкновенныхъ лоrариемовъ. Извt.стно, 
что лоrариемъ числа, взятый по какому нибудь основанiю а, полу

чается черезъ умноженiе натуральнаrо лоrариема того же числа на нt.-

1) Oirt даны Лавернедомъ (Lavemede) (Nouvelles Aпnales de Math. 
t Х. р. 72) и Секретаномъ (Secretan) (Comptes rendus de l'Ac. des sc. de 
Paris t. XUV. р. 12176) См. объ этомъ указапiя Брокара (Brocard) въ 
Intermediaire des Мath. (t vn. р. 252). 
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которое число М, называемое модулемъ раsсматриваемой системы. 
По самому опредtленiю лоrариемовъ, имtемъ п = e1°g,. = aLog,., 
rд"h Log п вsятъ по основанiю а. Отсюда, вsявъ лоrариемы сперва 
по основанiю а, а потомъ по основанiю е находимъ, 

Logn logn. Loge, Lognloga=logn, 

1 
такъ что, полагая Log п = М log п, им'hемъ М = Log е = 

1
-~. Для 
oga 

вычисленiя обыкновенныхъ лоrариемовъ (а= 10) надо прежде всего 
1 

вычислить модуль М = logio· По формул'h (14) им'hемъ 

(
1 1 1 1 ) log 5 = log 4 + 2 9 + З:-gs + 5~gr, + Г§7 + · · · , 

откуда, припоминая формулу (15), получаемъ 

loglO 2 (1 + _ _!__ + --
1
- + · · ·) + ! (1 + ~-- + _ _! __ + .. ·). 3.9 5.92 9 3-81 5·812 

Ограничиваясь немногими членами въ этихъ рядахъ, находимъ 

log 10 = 2,30'2585092 ... , М = 0,434294481 ... 

Посл'h этого, умножая об'h части равенства (14) на М, получаемъ 
формулу 

( 
1 1 1 ) 

Log (п + 1) Log п + 2 М 2п + 1 + 3 (2п + 1)3 + 5 (2п + l)б + ... ' 

достаточt10 удобную для построенiя таблицы обыкновенныхъ лога· 
риемовъ. Желая, наприм'hръ, им'hть лоrариемы чиселъ, меньшихъ 
100000, достаточно вычислить лоrариемы чиселъ между 104 и 10/i, 
и поэтому въ предыдущей формул'h можемъ предположить п < 104'. 
Ограничиваясь даже однимъ первымъ членомъ раsложенiя, сдtлаемъ 
поrр'hшность .. 

( 
1 1 ) 1( 1 1 ) 2М 3(2п+1)11+5(2п+1)s+··· <3 t2n+l)s+(2n+1)5 +··· 

1 1 1 
- 12п(п + 1) (2п + 1) < 24w < 1ош' 

Слtдовательно, примtняя формулу 

2М 
Log(n + 1) = Logn +2n+ 1 

для вычисленiя обыкновеt1ныхъ лоrариемовъ, можно ручаться, что 
получаемые результаты даютъ приближенiе, вtрное до одной еди· 
ницы 13-ro десятичнаго разряда. Еще большаrо nриближенiя можно 
дос1игнуть, nримtняя друriя формулы, упомянутыя въ nредыдущемъ 

naparpaфt. 
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221. Формула Стирлинrа. Чтобы покавать одно ивъ инте
реснtflшихъ пrипоженifl ряда (14), начнемъ съ того, что предста
вимъ формулу (14) въ видt 

(п + 4) log (1 + l) = 1 + Щ2,/.:г1)2 + -512,/+ 1)4. + ···. 
Сумма ряда, написаннаго въ правой части, очевидно, меньше, чtмъ 

1 ( 1 1 ) 1 + 3 (2п + 1)2 + (211 + 1)1 + ·· · 
1 

1 + 12п(11 + 1) · 

Отсюда спtдуетъ 

1 < (11 + ~)1og(1 + i) < 1 + l2n(: +1) 

или, переходя отъ погариемовъ къ числамъ, 

(16) 

Поспt ЭТОГО положимъ 

(17) 

и вамtтимъ, что 

Неравенства (16) дадутъ 

т. е. 

11 ! е" 
а,.=--1 

п+--
11 2 

1 

ei2n(1,-\-1J, 

1 1 

а"е 1:!п < a.,+1e-1Щn-FiJ< ... < а,,+1 < а,.. 

1 

Такимъ обравомъ, мы видимъ, 1по числа а"е 12 " постоянно вовра
стаютъ вмtстt съ п, оставаясь всегда меньше чисепъ а,,, обраву

юшихъ съ своей стороны убывающую послtдоватепьность. Поэтому 
тt и другiя стремятся къ нtкоторымъ конечнымъ предtламъ, по 
необходимости равнымъ между собою. Еспи положимъ 

1 

Jim а., = lim а" е 1
~" = а, 

n==-D fl=:::33 

13 
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то для всякаrо аначенiя п будемъ имtть 

1 

ап е l!!n < а < ап, т. е. а ап е 

при нtкоторомъ значенiи О между О и 1. Подставляя вмtсто а" 
1 

его выраженiе (17), получаемъ п! ап е Впослtдствiи 

увидимъ, что а = V2n *). Поэтому напишемъ теперь же 

- п 
1 · 2 · 3 · 4 ··· п 1f2:п;n ·пе 

Это есть формула Стирлинrа, дающая возможность вычислять 11! 
при большихъ значенiяхъ п съ большою точностью. 

222. Бином.iальный рядъ. Такъ нааываютъ рядъ 

1 + т х + т(т 1) х2 +-11_i --~~--····'··х3 + .... 
1 1·2 

Впослtдствiи будетъ доказано ·Х-·*), что въ тtхъ случаяхъ, когда 
рядъ этоть сходящiйся (за исключенiемъ значенiА т = О и х - 1) 
сумма его равна (1 + х)т, такъ что въ частномъ случаt, когда т 
цtлое положительное число, мы снова находимъ извtстное разло
женiе (1 + х)т въ видt полинома, состоящаrо иаъ т + 1 членовъ 
(биномъ Ньютона). Для какихъ же значенiй т и х биномiаль
ный рядъ будетъ сходящимся? Чтобы отвtтить на этотъ во
просъ, удобно будетъ представить этотъ рядъ въ видt 

а0 а1 х + а2 х2 а3 х3 + · · ·, 
полагая 

шt µ = т + 1. При возрастанiи 1i до безконечности коэффицiенты 
дtлаются въ концt концовъ числами одного и того же знака, 

ПОТОМУ ЧТО 

ап-1 п lim ап .... 1 
ап п ...... tt' "="' ап 

1. 

Отсюда слtдуетъ, что абсолютная величина отношенiя послtдующаго 
члена къ предыдущему имtетъ предtломъ абсолютную величину х. 
Отсюда вытекаетъ слtдующее ааключенiе { на осн:ованiи скаааннаrо 
въ § 210, при х < О, и въ § 190, при х > О). Рядъ будетъ С'!!:О
дящимся при I х 1 < 1 и не будетъ сходящимся при I х 1 > 1, каково 

*) Эrо есть слiщствiе такъ называемой формулы Валлис а (см.§ 464, а). 
**) См. § 332, е) и примi,чанiе XXU. 
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бы ни было значенiе т. Другими словами, интервалъ сходимости 
биномiальнаrо ряда есть ( - 1, + 1 ). Остается изслtдовать характеръ 
ряда на rраницахъ интервала. При х 1 рядъ обращается въ 
ао + а1 + а2 + · . · и, такъ какъ 

limn(-n
n=oo tt - ft 

1)=lim 
'li::::::On 

/!·, 

то рядъ будетъ СХОдЯЩИМСЯ при т > о (и при т О), раСХОдЯЩИМСЯ 

при т < О. При х = 1 нашъ рядъ обращается въ tiQ а1 а2 - а3 + · · · 
и члены его, начиная съ нtкотораrо м-tста, будутъ поперемtнно по
ложительные и отрицательные. Отсюда сл-tдуетъ, что рядъ не будетъ 
сходящимся, если, начиная съ н-hкотораrо мtста, а" an-t· А это 
условiе выполняется при т -с:: - 1. Онъ бу детъ, наоборотъ, схо

дящимся, когда т > - 1, потому что тогда не только а,. < an-l, 
при достаточно большомъ п, но и lim а,. О. Дtйствительно, при 

постоянномъ 'V > т, имtемъ 
> (1 + ---1:__) (1 + ~) · · · (1 + µ,) > 1 + (Н Н,,,)11.,, 

а" v + 1 v + :l п " 

далtе, припоминая расходимость гармоническаrо ряда, нахолимъ 

lim а,,'а,. оо, и наконецъ lim а,. = О. Резюмируя можемъ сказать: =.,, п+:ю 

интервалъ сходимости биномiальнаго ряда есть ( 1, 1), 
при чемъ надо исключить обt границы, когда т не боль-

ше 1, и только нижнюю, когда т > 1, но < О. 
223. Вычисленiе корней изъ чиселъ. Биномiальный рядъ 

можно прим-tнить къ выводу бол-tе или менtе удобныхъ ариеме
тическихъ правилъ для извлеченiя корней изъ чиселъ. Мы ограни
чимся, наприм-tръ, квадратными корнями. Положимъ, что дано цtлое 
число N и пусть а2 наибольшiй квадратъ, не превышзющiй N; 
тогда, полагая 1V а2 + х, имtемъ 

а 1+-У=а+---+---( х)' х х2 х3 
а2 2а 8а3 16а" 

х 
Рядъ въ правой части весьма быстро сходится, если отношенiе п2 
достаточно мало. Впрочемъ, ясно, что изъ а2 -с:: N < (а 1 )2 вы~ 
текаетъ 

О х < 2а + 1, 
или 

о 

предполагая, что N больше 9. Посл-tднее предпшюженiе всегда 
можно сдмать, потому что при N < 9 достаточно его умножить 
на полный квадратъ k2 , извлечь корень изъ k2 N и раздмить ре-

1~* 
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зультатъ на k. Такъ какъ теперь члены ряда, начиная со второго, 
поnеремtнно положительные и отрицательные, то, остановившись 
на любомъ членt, можно быть увtреннымъ, что поrрtшность rю· 
абсолютной величинt не превыситъ слtдующаrо члена. Можно такж1t 
вычислять съ помощью послtдовательныхъ приближенiА, при
нявъ за первое приближенiе чиСJtо а1 , получаемое при удержанiе
небольшоrо числа членовъ ряда, напримtръ, первыхъ трехъ: 

Если бы ограничились первыми двумя, то пришли бы къ обыкно
венному способу nриближеннаrо вычисленiя корней, излагаемому въ. 
курсахъ начальноfl Алгебры. Полагая затtмъ 1V = а~ х1 вычисляемъ. 

-~ 
ваа~· 

1 
2· 

.'t'2 Х2 
Затtмъ полаrаемъ N а: + х2 и вычис.1яемъ tl = а + - - -

з 2 2а2 Ва;: 

и т. д. Числа а1, а2 , а3 , ••• быстро приближаются къ VN. Дtй-· 
ствительно, относительная nоrрtшность (ХХШ), которую дtлаемъ,. 

V- :tfi G3 х 
принимая а1 за значенiе N, меньше lба6 < 16 , когда а2 < О. Съ. 
другой стороны, 

~ ., х3 
Х1 = х - (а1 ·- а~) = Ва4 

xl Х1 :t'' G3 
64116' ai < 8а6 < 8' 

х~ 0
9 

поэтому поrрtшность при второмъ приближенiи меньше --
6 

< 13 ,. 
16а1 2 

и такимъ же образомъ находимъ, чrо при послtдующихъ приб,iи-
. • 021 ов1 924.~ 

женtяхъ поrрtшности булуть меньше 240 , 2121 , 
2364 

Влiянiе перемt.ны порядка членовъ на характеръ. 
ряда. 

224. Опред'lшенiя. О двухъ данныхъ рядахъ мы будемь 
говорить, что они отличаются одинъ отъ другого только 

порядкомъ членовъ, если каждый членъ, встрtчающiйся извtст
ное число разъ въ одномъ рядt, столько же разъ встрtчается и 

въ другомъ, и наобороть. При зтомъ не обращается вниманiя на 
члены, обращающiеся въ нуль. Измtнить порядокъ членовъ 
ряда значить образовать изъ него новый, отличающiflся отъ него 
только поряд1.:омъ членовъ. Въ зтихъ опредtленiяхъ заключается пред
положенiе, что одинъ и тотъ же членъ ряда встрtчается въ немъ лишь 

конечное число разъ. Далtе, чтобы нtкоторое измtненiе порядка 
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членовъ было вполнt опредtлено, нужно однозначнымъ образомъ ука-

зать то мtсто п', на которое, по измtненiи порядка, попадаетъ членъ, 
занимавшiй до него мtсто 1t. Такимъ образомъ каждому конечному 

значенiю 1t соотвtтствуетъ конечf!Ое значенiе п'; сказать, что Un 

передвигается въ безконечность, не значитъ опредtлить мtсто, ко
торое должно занять Un послt измtненiя порядка. 

225. Само собою возникаетъ вопросъ: позволительно ли 
мtнять порядокъ членовъ ряда? Мы увидимъ, что это не 

всегда позволительно, потому что измtненiе порядка членовъ мо
жетъ не только повлiять на значенiе суммы ряда, въ 'случаt его 
сходимости, но можетъ измtнить и самый х арактеръ ряда. Мы 
будемъ говорить, что рядъ абсолютно сходящiйся или абсо
лютно расходящiйся, если онъ сохраняетъ свой характеръ при 

любомъ порядкt членовъ. Мы докажемъ, что для такихъ рядовъ не 
только характеръ, но и значенiе суммы остается безъ измtненiя. 

Просто сходящимся (расходящимся) мы назовемъ не абсолютно 
сходящШся (расходящiйся) рядъ. 

226. Мы ограничимся изученiемъ такихъ рядовъ, для кото
рыхъ lim ttn = О, потому что такiе ряды всегда допускаютъ измtне-

t-1ie порядка членовъ, какъ мы его опредtлили во § 224. Прежде 

всего замtтимъ что въ такихъ рядахъ никакой членъ а ~ О не 

можетъ встрkтиться безконечное число разъ, потому что, назначивъ 
какое нибудь число в между О и I а 1, всегда найдемь такое число v, 
•по при п > v будемъ имtть I и" i < в, и поэтому, члены, рав
ные а, необходимо будутъ заключаться въ числъ первыхъ v чле

иовъ, значить, число ихъ ограничено. Кромt того, условiе, что 
limu,. = О, т. е. что общiй членъ рядъ имtетъ предtломъ 

нуль, сохранится при всякомъ измtненiи порядка членовъ. 
Въ самомъ дtлt, обозначимъ черезъ v' то мtсто, на которое по
падаетъ, послt измtненiя порядка членовъ, тотъ изъ членовъ 

u 1 , и2 , ••• , иv, который въ новомъ рядt станетъ правtе всtхъ 
nрочихъ названныхъ v членовъ. Тогда въ числt первыхъ v' чле
tювъ новаrо ряда необходимо будутъ заключаться всt тt члены, 

~бсолютная величина которыхъ не меньше в (XXIV). Слtдовательно, 
каково бы ни было заданное число в > О, всегда существуетъ 

такое число v', что при п > v', 1 Un 1 < в. Поэтому и при новомъ 
nорядкt lim Un = О. 

227. Теорема 1. Рядъ съ положительными членами мо
жетъ быть только абсолютно сходящимся или абсолютно 

расходящимся. 

Положимъ, что данъ расходящiйся рядъ и въ немъ произ

ведено нt,юторое измtненiе порядка членовъ, пусть новый рядъ 

бу детъ и{ + u; + и~ + · · ·. Если въ этомъ рядt возы1емъ 11' чле-



198 П, 3. ТЕОРIЯ РЯдОВЪ. §§ 227-229 

новъ, въ числ-в которыхъ находятся вс-в члены суммы S,., то 
5'.,,;;;; 5,., и такъ какъ, по условiю, 5" возрастаетъ безпредt.льно 
вм-вст-в съ п, то тоже самое будетъ и съ 5~,, потому что п' ( '?': п) 
возрастаеТБ беsпредt.льно вм-вст-в съ п. Сл-вдовательно, рядъ оста
ется расходящимся и посл-в преобразованiя. Если дал-ве рядъ былъ 
сходящiйся, то возьмемъ въ немъ сумму п первыхъ членовъ 5,., 
выбравъ п достаточно большимъ, чтобы въ ней sаключались 
вd 1{ членовъ суммы 5' ,.,. Тогда 5' ,., ~ 5п, и такъ какъ, по усло
вiю, 5" стремится къ конечному предt.лу 5, когда 1i', а сл-вдова
тельно, и п беsпредt.льно воsрастаютъ, то то же самое можно ска
sать и объ 5' ,., , которая постоянно воsрастаеть при возрастанiи п'. 
Сл-вдовательно, рядъ остается сходящимся. 

228. Въ посл-вднемъ случа-в, кром-в того, всегда Если же, 
наоборотъ, во второмъ ряд-в воsьмемъ п' членовъ, въ числ-в кото
рыхъ sаключаются вс-в п членовъ суммы 5,., то 5~, > 5.,.. Вм-вст-в 
съ т-вмъ, такъ какъ существованiе S' уже докаsано, одновременно 
будемъ им-вть 5' =::: 5. Сл-вдовательно, 5' = 5. Мы видимъ та
кимъ обраsомъ, что иsм-вненiе порядка членовъ сходяща
гося ряда съ положительными членами не только не нару

шаетъ сходимости ряда, но не м-вняетъ и его суммы. 

229. Теорема 11. (Теорема Римана.) 1) Данъ рядъ, члены 
котораго стремятся къ пред-влу, равному нулю; пусть , 

а1 + а2 + а3 + ···, Ь] + Ь2+ Ь3 + ··· 
будутъ ряды, состоящiе иsъ положнтельныхъ и иsъ абсо.
лютныхъ величинъ отрицательныхъ членовъ даннаго ряда, 

расположенныхъ въ томъ самомъ порядк-в, въ какомъ они 

были расположены въ данномъ ряд-в. Если ряды (а) и (Ь) 
сходящiеся, то данный рядъ абсолютно сходящiйся. Если 
изъ этихъ двухъ рядовъ только одннъ сходящiйся, то 

данный рядъ абсолютно расходящiйся, если оба преды· 
дущiе ряда расходящiеся, то характеръ даннаго ряда 

sависитъ отъ порядка членовъ, такъ какъ приличнымъ 

иsм-вненiемъ этого порядка можно сд-влать рядъ сходя· 
щимся, расходящимся или неопредtленнымъ, и въ случа-в 

сходимости даннаго ряда достигнуть того, что сумма его 

можетъ принять любое sначенiе. 

а) Раsсматривая п первыхъ членовъ даннаrо ряда, положимъ, 
что между ними а положительныхъ и Р отрицательныхъ. Тогда, 
обозначая череsъ Ап и 'В" суммы п первыхъ членовъ рядовъ 
(а) и (Ь), будетъ им-вть 

(18) 

1) Эта теорема дана Риманомъ въ 1834 г.; см. В. Riemanns. Gesam
melte Werke" стр. 221. 
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Замt.тимъ, что числа а и {J воарастаютъ беапредt.льно вмt.стt. съ п, 
иначе всt. члены даннаrо ряда, начиная съ нt.котораrо мt.ста, были 
бы числами одного знака. Если оба ряда (а) и (Ь) сходящiеся, 
то 5" стремится къ предt.лу 5 = А В, слt.довательно, данныА 
рядъ сходящiйся. Онъ, кромt. того, абсолютно сходящiйся, по
тому что въ § 227 было показано, что какъ въ (а), такъ и въ (Ь) 
можно переставлять, члены какъ угодно, не нарушая ихъ сходимости, 

а слt.довательно, и сходимости даннаrо ряда. 

Ь) Если одинъ изъ рядовъ (а) и (Ь) сходящiйся, а другой 
расходящiйся, то 5" возрастаетъ беапредt.льно по абсолютной ве
личинt.. Слt.довательно, данный рядъ расходящiйся и притомъ, на 
основанiи скаааннаrо въ § 227, абсолютно. 

с) Положимъ теперь, что ряды (а) и (Ь) оба расходящiеся. 
Равенство {18) теперь ничего не даетъ, потому что Аа и Вр воа
растаютъ беапредt.льно, при чемъ ничего нельзя утверждать о томъ, 
какимъ обрааомъ. иамt.няется при зтомъ ихъ разность. Необходимо 
прибt.rнуть къ новымъ средствамъ. Покажемъ сперва, что члены 
даннаrо ряда можно расположить такъ, что рядъ будетъ сходящимся 

и имt.ть сумму, равную любому напередъ заданному числу о. Возь
мемъ какъ разъ столько членовъ ряда (а), сколько нужно, чтобы 
получить сумму, большую а, т. е. чтобы а1 + а2 ... +аµ> о, 
а1+а2 а, или 

Это всегда возможно, потому что рядъ (а) по условiю расходя
щiйся. Точно также расходимость ряда {Ь) позволяетъ отнять отъ 5µ 
какъ разъ столько членовъ этого ряда, сколько нужно, чтобы 
получилась сумма, не большая а, такъ что 

b'IJ (J. 

или 

Аналоrичнымъ образомъ прибавляемъ опять µ,' членовъ ряда (а) и 
отнимаемъ v' членовъ ряда ( Ь) и продолжаемъ такое образованiе 
суммъ, выполняющихъ возможно малыя колебанiя около даннаrо 
числа G. Полученныя выше неравенства и слt.дующiя за ними: 

S 1•-h+i•' > (J' 

S µ+v-J-µ'+v' О' 
S µ+..+µ'+..'+µ" > а, 

sµ+v-J-µ'-1 ~ а, 

s µ+..+µ'+,·'---1 > (J' 

sµ-J-,i+µ'+w'+µ"-1 ~а,' 
....... ,,. ..... ·, . 
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могутъ быть написаны слiщующимъ образомъ: 

0 < sµ - (J а1,• 

0 ;';, (! s1,+v < ь,,, 

О < 5~41•' а~ а.и,-f-1•'' 
о а - s,,+•+i•' +·' < ь v-t·•', 

§§ 229:-230 

Они показываютъ, что когда число 11 получаетъ послiщовательно 
значенiя 

(19) µ, /t + 'V, lt + j! + it', lt + v + lt' + v', it + v +µ' + 11' + µ/', ... ' 

то разности между 5" и G, по абсолютной величинt, не превосхо
дятъ членовъ ряда 

имtющихъ, по условiю, предtломъ нуль. Итакъ, 

lim S,. (!, 

когда п проходить послtдовательность значенiй ( 19). Если значе
нiе п не принадлежитъ къ этоА послtдовательности, то оно закл.ю
чается между двумя ея числами i и j, и мы бу демъ имtть 

si < s .. < sj oder si > s .. > si' 

смотря по тому, занимаетъ ли i четное или нечетное мtсто въ по

слtдовательности (19). Итакъ, 5" всегда заключается между двумя 
числами, стремящимися къ предtлу G, и равенство (20) справед
ливо безъ всякихъ ограниченilt. Наконецъ, чтобы доказать, что 
данныА рядъ можно сдtлать расходящимися или неопредt

леннымъ достаточно повторить предыдушiя разсужденiя. Замtняя 
постоянное число G перемtннымъ, возрастающимъ безпредtльно 
съ п или не стремящимся ни къ какому предtлу. 

230. Теорема 111. (Теорема Дирихле.) Для абсолютноА 
сходимости ряда необходимо и достаточно, чтобы рядъ аб
солютныхъ величинъ его членовъ былъ сходящимся 1). 

Сумма первыхъ п членовъ ряда абсолютныхъ величинъ чле -
новъ даннаго ряда равна Аа + Вр. Этотъ рядъ будетъ, слtдо
вательно, расходящимся, если хотя одинъ изъ рядовъ (а) или (Ь) 
расходящiйся, и сходящимся только въ случаt одновременной 

сходимости обоихъ рядовъ (а) и (Ь). На основанiи предыду
п,ей теоремы эта одновреме,шая сходимость имtетъ мtсто 

1) Эта важная теорема, какъ указано, принадлежитъ Lejeune-Diri
chlet (Crelles Journal 1829). (XXV). 
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тогда и только тогда, когда дащ1ый рядъ абсолютно схо
дящiйся. 

231. Теорема IV. Сумма абсол'Ютно сходящаrося ряда 
не мtняется ни при какомъ измtненiи порядка ero чле
новъ. 

Мы видtли, что въ случаt абсолютной сходимосrи даннаго 
ряда, ряды (а) и (Ь) сходящiеся. Сумма 11, первыхъ членовъ Аа-Вр 
.обращается при иэмtненiи порядка членовъ въ А~, В'р,. Но 
,сходящШся рядъ (а) имtетъ всt члены положитель11ые, а мы 
уже доказали (§ 228), что сумма такого ряда не эависитъ оть по
-рядка членовъ, такъ что при беэпредtльномъ воэрастанiи а или а' 
числа Аа и А' а' стремятся къ одному и тому же предtлу А. 
То же самое относится и къ числамъ В,1 и Вр,, стремящихся къ 
предtлу В. Слtдовательно, сумма даннаго ряда всегда равна А-В. 

232. Теорема V. Если члены просто сходящагося ·ряда 
по абсолютной величинt постоянно убываютъ, то отно
ruенiе числа положительныхъ членовъ, содержащихся въ 

числt первыхъ п членовъ ряда, къ числу отрицательныхъ, 
.содержащихся тамъ же, при беэпредtльномъ воэрастанiи 11, 

не можетъ стремиться къ предtлу, отличному отъ еди

ницы 1). 
Полагая а" 1 или а,. -1, смотря по тому, будетъ ли общiй 

'<!ленъ ряда, абсолютную величину котораго обоэначимъ черезъ и.,, 
положительнымъ или отрицательнымъ, мы можемъ написать данный 

рядъ въ видt 

На основанiи теоремы Дирихле (III), рядъ абсолютныхъ величинъ 

U1 + и2 + и3 + · · · будетъ расходящимся. Кромt того, члены ряд~, 
убывая по абсолютной величин-в, стремятся къ нулю, слtдова
тельно, (см. § 145) 

limt11 + ~ + __ :_::: + ап = limti~L.+ a2,U2 + ... + ап и О, 
n U1 + ~ + · · · + tt" 

предполагая, что первый предtлъ сущесrвуетъ. Замtтимъ теперь, 

что а1 + а2 + · · · + а,., очевидно, иэображаетъ собою избытокъ числа 
nоложительныхъ членовъ надъ числомъ оrрицательныхъ, содержа

щихся въ числt первыхъ п членовъ ряда *). Предtлъ отношенiя 

1) См. въ Bulletin des sciences math. et astronom. (1888) остроумное 
доказательство зтой теоремы, принадлежащее Г. Баrнера (G. Bagnera). 

*) Такъ что число положительныхъ членовъ равно п + (ai + ~ + · · · + а.,). 
2 

п (а 1 +а.,+··· +а,.) 
.а число отрицателы1ыхъ равно --~--~2 -- -··· ·· · 
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перваrо числа ко второму будетъ 

( + ) 1 + ! (а1 + а2 + · · · + а,,) 
. tt + а1 + а2 + · · · а tt l1m -~-------"- = lim ---------- = 1, 

11 - (а1 + а2 + ··· + а,.) 1 1 ( + + 
-,; а1 а2 

какъ и утверждаетъ теорема. Ее можно формулировать такъ; 

положительныя числа встрi;чаются такъ же часто, какъ 

и отрицательныя. 

233. Упражненiя. а) Рядъ 

1 +t--1+!-+t-!+++1- !+ 

можетъ быть развi; только просто сходящимся, потому что рядъ 

абсолютныхъ величинъ расходящiйся. Но замi;чая, что абсолютныя 
величины членовъ постоянно убываютъ, а положительные члены 

встрi;чаются чаще отрицательныхъ, можемъ утверждать, на осно

ванiи предыдущей теоремы, что рядъ не можетъ быть сходящимся. 

Дi;йствительно, съ помощью формулы (1) (§ 183 и слi;д.) видимъ, 
что сумма п первыхъ членовъ Sn возрастаетъ безпредi;льно, какъ 
-! log п (XXVI). 

1 1 1 
Ь) Рядъ 1 - - + - - - + · · · очевидно неопредменный при 

2Р 3Р 4Р 

р < О, потому что его члены суть числа поперемi;нно положитель

ныя и отрицательныя, и не стремящiеся къ нулю. Напротивъ при 
р > О рядъ будетъ сходящимся, потому что абсолютныя величины 

его членовъ постоянно убываютъ и стремятся къ нулю. Съ другой 
стороны, мы знаемъ, что при р > 1, рядъ абсолютныхъ величинъ 

членовъ даннаrо ряда сходящiйся (§ 212, а). Слi;довательно, 
данный рядъ 

абсолютно сходящiйся при р > 1, 

просто сходящiйся 

неопредi;ленный 

О<р=1, 

Р-""'0. 

с) Въ частности просто сходящимся будетъ рядъ 

1-t+t-t+···, 

поэтому на основанiи теоремы Римана возможно расположить 
члены ряда въ такомъ порядкi;, чтобы сумма ряда равнялась про

извольно выбранному числу G. Мы nокажемъ, что этого можно 
достигнуть, располагая члt1ны ряда такимъ образомъ, чтобы вi;ро

ятность найти въ новомъ рядi; положительный членъ была равна 
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(21) Й= 

предполагая, что при этомъ мы не мtняемъ той послtдователь

ности, въ которой расположены члены одинаковыхъ 3наковъ въ 

даниомъ рядt. Дtйствительно, если въ числi; п первыхъ членовъ 
даннаго ряда будетъ а положительныхъ и fJ отрицательныхъ, и по-
ложимъ 

lim~ =m, а сл1;довательно lim !!_ = 1 -- ro **), 
п п 

то можемъ написать 

5п (1-1-}+~+-··+2/-1) (~+{+{;+··+;{} 
и, на основанiи формулы (1) (§ 183) 

S" Н2а t На - t Нр = log2a ······· tlog afJ + t>2a ---- Ht1a + t1p)· 

откуда, при бе3конечномъ п, 

S 
1 1. 1 

4а 
= - IШ og 

2 
log ( 2 1 I й -) . JI l -(1) 

Приравнивъ это выраженiе числу а и вычисливъ отсюда ro, мы и по
лучимъ выраженiе (21). Если желаемъ, напримi;ръ, чтобы сумма 
даннаго ряда осталась бе3ъ и3мi;ненiя, т. е., чтобы t:J Iog 2, должны 
взять w {. Слi;довательно, необходимо, чтобы положитель
ные и отрицательные члены встрi;чались одинаково часто. 

Напримi;ръ, 

1 + -i - t - t + t + t t - ·1· + .~ + · · · = log 2. 

Точно также, если желаемъ, чтобы сумма была равна нулю, поло
жимъ въ (21) а = О, откуда w t · (т. е. на 5 членовъ въ п 
членахъ должно быть 4 отрицательныхъ и 1 положительный). 
Напримtръ, 

о. 

d) Разсмотримъ снова биномiальный рядъ съ цtлью узнатьt 
въ какихъ случаяхъ онъ будетъ абсолютно сходящимся. Мы видi;11иt 

*) В-t;роятность эта равна nредkлу отношенiя числа nоложительныхъ
членовъ, содержащихся въ п членахъ ряда, которое обозначимъ черезъ а, 
къ числу п, при безnредi;льномъ возрастанiи 1i. 

**) Потому что вi;рояпюсть встрi;тить отрицательный членъ, какъ со
бытiе противоположное первому, въ сумм1; съ в1;роятностью перваrо должна 
дать достовi;рность, т. е. вi;роятность, равную 1. 
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что при х отрицательномъ всt члены ряда, начиная съ нtкoroparo 

мtста, будутъ числами одного и того же знака (§ 222) и поэтому 
(§ 227) рядъ будетъ абсолютно сходящимся въ интервалt (- 1, О), 
не исключая верхней границы. Отсюда, на основанiи теоремы Ди
рихле, заключаемъ, что сходимость будетъ абсолютною и въ интер
валt (О, 1), за исключенiемъ верхней границы. Простая сходимост~, 
МО?l(етъ, слtдовательно, имtть мtсто только при х 1, и дtйсrви
тельно имtетъ мtсто для тtхъ значенШ т, д,1я которыхъ рядъ не 
будетъ сходящимся при х = - 1. Припоминая, что при х - 1 
рядъ будетъ сходящимся только при т::?: О, а при .1с 1 онъ схо
дится при т> 1, приходимъ къ заключенiю, что биномiаль
ный рядъ будетъ просто сходящимся лишь при х 1 и при 
значенiяхъ т между 1 и О, за исключенiемъ границъ. 

е) Полагая, напримtръ, въ биномiальномъ рядt х 1, полу
чаемъ формулу 

справедливую лишь при т > 1. При этомъ важно знать, что пр и 
отрицательномъ т порядка членовъ мtнять нельзя. Пола

гая далtе т t, при произвольномъ х, получаемъ формулу 
1 1 1·3 1·3·5 

у 1 + х 1 + 2 х -- 2-4 .х-2 + 2 . 4 . 6 х3 - 2 . 4 . 6 . 8.x-I 

справедливую независимо отъ порядка. членовъ при всякомъ х, 

абсолютная величина котораго не превышаетъ 1, т. е. при !х; 1. 
При т = ! получаемъ другую важную формулу 

1 J 1·3 1·3·5 1·3·5·7 1 2x+2.,tx
2
-~.f:6x3+2·4·6·8.t4 

еправедливую при всякомъ х, котораго абсолютная величина меньше 

1 (lx! < 1). Она остается справедливою и при х = 1, но въ этомъ 
случаt порядка членовъ мtнять нельзя. 

Д'hйствlя надъ рядами. 

234. Опредiшенiя. Сложить два данныхъ ряда съ общими 
членами и" и v" значитъ составить новый рядъ, общН! членъ кото
раго равенъ 

перемножить эти ряды значитъ составить новый рядъ, общiй 
членъ котораго равенъ 

щ,. = 111 v,. + ll2V11--I + U3 v,._2+ ... +и" V1-

Первый изъ составленныхъ рядовъ называется суммою, второй 

произведенiемъ данныхъ рядовъ. 
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235. Теорема 1. Сложенiе двухъ сходящихся рядовъ 
даетъ новый сходящiйся рядъ, сумма котораrо получается 

черезъ сложенiе суммъ данныхъ рядовъ. 

Если Ип и Vn обозначаютъ суммы n первыхъ членовъ дан
ныхъ рядовъ, то аналогичная имъ сумма для ряда, полученнаrо 

сложенiемъ ихъ, будетъ 

W,. = W1 + W2 + U'3 + ... + и, п 
= (t11 + 112 + · · · + 11.,) + (v1 + V2 + · · · + v,.) = И,.+ Vn. 

Слiщовательно, W" при п безконечномъ стремится 
W = U + V. Замtтимъ, что эта теорема, очевидно, 
при всякомъ конечномъ числt слаrаемыхъ рядовъ. 

къ предtлу 

справедлива 

Съ другой 

стороны ниже мы увидимъ, что она вовсе не всегда справедлива, 

если имtемъ дtло съ безконечнымъ числомъ рядовъ. 

236. Теорема 11. (Теорема Абеля.) Если черезъ умно
женiе двухъ сходящихся рядовъ получается также сходя

щiйся рядъ, то его сумма равна произвеленiю суммъ дан

ныхъ рядовъ. 

Складывая n первыхъ членовъ ряда, полученнаrо отъ умно
женiя данныхъ рядовъ, r. е. чиселъ 

получимъ 

(22) Wп = 111 V,. + и2 V,,_ 1 + 113 V.,_ 2 + · · · + 11" V 1 , 

далtе, сложивъ W 1 , W 2 , ••• , Wn и раздtливъ сумму на п, на
ходимъ 

(23) 

Такъ какъ, по условiю, всt три ряда сходящiеся, то существуютъ 

предtлы U, V, W чиселъ Ип, V,., W,, при безконечномъ п. 
Поэтому существуютъ (§§ 142, а; 144) и предtлы обtихъ частей 
равенства (23), а именно W и U V. Слtдовательно, W = U V. 

237. Прим'tчанiя. а) Умноженiе двухъ сходящихся рядовъ 
можетъ дать рядъ неопредtленный. Расходящiйся рядъ не можетъ 

быть полученъ этимъ путемъ никогда, потому что иначе лtвая 

часть равенства (23), при безпредtльномъ возрастанiи W,., также 
возрастала бы безпредtльно, вмtсто того, чтобы приближаться къ 
предtлу U V. Чтобы показать далtе, что произведенiе дtйстви
тельно можетъ быть неопредtленнымъ, перемножимъ ряды 

(24) 
111 1 1 1 1 

1 - 2 + 3 - 4 + · · ·, log 2 - log 3 + log 4 - log 5 + · · ·' 
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,оба сходящiеся (§ 195). Общiй членъ произведенiя не. стремится 
.къ нулю, потому что его абсолютная величина 

1 1 

log (п -1- 1) 2 log п 
1 н" 

1) + + 111og2 > log(n + 1) 

и въ концt концовъ превзойдетъ всякое число, меньшее 1 *}. Слt· 
довательно, произведенiе данныхъ рядовъ, рядъ несходящiйся. Надо, 

однако, замtтить, что данные ряды оба просто сходящiеся. Теорема 
С11tдующаrо параграфа покажетъ, что только въ этомъ случаt и мо· 
жет ь получиться не сходящееся произведенiе. 

Ь) Въ частности можетъ случиться, что, возводя просто схо
дящiйся рядъ въ квадратъ, получимъ не сходящiйся рядъ. Возвы· 
еимъ, напримtръ, въ квадратъ рядъ 

1 

тогда получимъ рядъ, въ которомъ абсолютная величина общаго 
члена 

1 1 1 1 
J/1:п + У2(и = 1j + уз(п - i) + ... + 

не стремится къ нулю при безконечномъ п. Дtйствительно, 

у 'V(tt 'V +Т) = l JI (п + 1)2 - (п +1=- 2'11)2 t(n_+ 1), 

я выше написанная сумма состоитъ изъ п дробей, изъ которыхъ 
2 

-каждая не меньше слtдовательно, въ концt концовъ она 

превзойдетъ всякое число, меньшее 2. · 
с) Можетъ случиться и обратное, т. е. что квадратъ просто 

еходящагося ряда будетъ тоже сходящiйся рядъ. Если, напримtръ, 

возвысимъ въ квадратъ рядъ 1 - t t - f · · ·, то получимъ 
рядъ съ членами поперемtнно положительными и отрицательными **), 
·но абсолютная величина общаrо члена 

1 1 1 1 2 
1 · 11 + 2(п - 1) + 3(п =2, + --· + n--=--i = 11 

постоянно убываетъ и стремится къ нулю, такъ какъ 

2н 
11 n-1 

2 2 [ н" 
п п+1 

1] п > о. 
п 

*) Такъ какъ ;~ [iog i+ l)] = 1, (форм. 1) § 183). 

**) Какъ и въ предыдущемъ прим1;рt. 
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Припоминая теперь, что сумма даннаrо ряда равна log 2, на осно
ванiи теоремы Абеля будемъ имtть 

J,H1 iH2 + tH3 -tH4 + · · · = !(log2)2. 

238. Теорема 111. Отъ умноженiя двухъ сходящихся 
рядовъ, изъ которыхъ по крайней мtpt одинъ абсолютно 
сходящiйся, получается сходящiйся рядъ 1). Равенство (22) 
можно представить въ видt 

если обозначить черезъ (},. остатокъ въ рядt {v) и положить 

Если было бы доказано, что при п безконечномъ tJ" стремится къ 
нулю, то сеАчасъ можно было бы написать 

W = Jim W" Vlim U,,. = U V. 

Все дtло сводится поэтому къ доказательству, что tJ" стремится 
къ О. Предположимъ, что рядъ (и) абсолютно сходящiйся, а рядъ {v) 
просто сходящiАся. Разложимъ число п на два слаrаемыхъ v и п- ,,, 
оба безпредtльно возрастающiя вмtстt съ п. Пусть (} и е' обозна
чаютъ соотвtтственно наибольшiя изъ абсолютныхъ величинъ чиселъ 

Такъ какъ рядъ (v) сходящiйся, то число (} остается конечнымъ, 
когда п безпредtльно возрастаетъ. Кромt того, е' стремится къ 
нулю, когда 1i - v вмtстt съ 1i безпредtльно возрастаетъ и всt 

числа (}п-11+1, !!п-v+2 , ••• стремятся къ нулю. Замtтивъ это, мо
жемъ написать 

и тотчасъ видимъ, что абсолютная величина tJ" не больше чtмъ 

r/ (и~+ и~+ · · · +и:)+!! (и:,_1 + и:,_2 + · · · + и:) 
е' и~+ е( и~ - и;.). 

1) Эта теорема была впервые высказана и доказана Коши въ его 
~Cours d'Analyse• р. 147, но только ддя случая, когда оба умножаемые 
ряда абсолютно сходящiеся. Затtмъ Мертенсъ tMertens, Crelle's Joum. 
В; 79 р. 182) доказалъ, что она справеддива, когда лишь одинъ пзъ нихъ 
абсолютно сходящiйся. Приводимое зд1;сь доказательство прииад.11ежитъ 
Iенсену (lепsеп, Nouv. Corr. math. 1879 р. 430). 
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гд'h и'1, и2 , ..• , абсолютныя величины чиселъ и1 , u 2 , • • • Такъ какъ 
рядъ (и) абсолютно сходящiЯся, то и рядъ (и') сходящiАся. Отсюда 
сл'hдуетъ, что при безnред'tльномъ возрастанiи п, V'., стремится къ 
конечному nред'tлу, а е' (}~ къ нулю. Также и U; И; стремится 
къ нулю, а съ нимъ и nроизведенiе его на Q. Итакъ, lim ап = О. 

239. Теорема IV. Ряды, получаемые отъ сложенiя или 
умноженiя двухъ абсолютно сходящихся рядовъ, будутъ 
также абсолютно сходящiеся. 

Если ряды 

U1 + t~ + U3 + · · ·, V1 + V2 + V3 + · · · 
абсолютно сходящiеся, то, на основанiи теоремы Дирихле, будутъ 
сходящимися и ряды 

составленные изъ абсолютныхъ величинъ членовъ данныхъ рядовъ. 
Вм'hстt съ т'hмъ будутъ сходящимися, на основанiи теоремы I и III~ 
ряды, опред'tляемые общими членами 

Обозначая череаъ w~ абсолютную величину общаго члена въ суммi. 
или nроизведенiи данныхъ рядовъ, наЯдемъ, что въ случаt сложенiя , , + , t . , , , + ' 1 + + , '*) w" и" v,., а въ случа умножен1я w" u1v" u2v,,.1 ··· и"v1 • 
Слtдовательно, въ обоихъ спучаяхъ рядъ (w') будетъ сходящимся, 
потому что его члены положительны и меньше соотв'kтствующихъ 
членовъ сходящихся рядовъ. Итакъ, рядъ (w) абсолютно сходящШся. 

Двойные ряды. 

240. Опредiшенiя. С:юженiе безконечнаrо числа рядовъ при
водить къ разсмотрtнiю двоАныхъ рядовъ: 

ан + а12 + а13 + а14 + ... 

(25) 
+а21+а22+а23+~+··· 

+ а31 + а32 + а33 + а34 +· · · · 

*) Потому что абсолютная величина суммы не превосходит,, суммы 
абсолютныхь величинъ слагаемыхъ. 
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Пусть 5т" обозначаетъ сумму членовъ, заключающихся въ прямо
уrольникt, содержащемъ т первыхъ строкъ и п первыхъ столб
цовъ, т. е. пусть 

S,.,,, ан + а12 + а13 + · · · + а1" 
+ a:i1 а22 + ~ + · · · + а2,. 

Рядъ называется сходящимся, если 5,,.,. при безпредt.льномъ воз
растанiи т и п стремится къ конечному предt.лу 5, независящему 
отъ закона возрастанiя чиселъ т и п. Если, наоборотъ, 5т" воз
растаетъ безпредt.льно, то рядъ называется расходящимся. Во 
всtхъ друrихъ случаяхъ онъ будетъ неопредtленнымъ. 

241. Двойные ряды можно суммировать по строкамъ, т. е. 
вычислить суммы и1, и2, из, ... строкъ въ схемt (25) и изъ нихъ 
образовать рядъ и~ + u2 из · · ·. Можно ихъ суммировать и по 
·столбцамъ, т. е. вычислить суммы столбцовъ v1 , v2 , vs, ... въ 
схемt (25) и изъ нихъ образовать рядъ v1 + v2 + v3 + · · ·. Если 
двойной рядъ сходящШся или расходящШся, то оба полученные 
такимъ образомъ ряда будутъ соотвtтственно сходящимися или 
расходящимися, и въ случаt сходимости суммы И и V этихъ рядовъ 
совпадаютъ съ суммою 5 двойного ряда. Замtтимъ, что суммиро
ванiе двойного ряда по строкамъ состоитъ въ томъ, что въ суммt 
5т" сперва увеличиваютъ безпредtльно п, не мtняя при этомъ т, 
а потомъ въ полученномъ предtлt при п безконечномъ увеличи

ваютъ безпредt.льно т. При суммированlи по столбцамъ, наоборотъ, 
сперва воэрастаетъ беэпредt.льно т при постоянномъ п, а потомъ 
въ полученномъ предt.лt возрастаетъ безпредt.льно 1i. Иными сло
вами, два способа суммированiя даютъ для 5 нижеслtдующiя вы
раженiя: 

s = .!:~ (~~,,,sm .. ). s = .i~ ( ~~ .. sтп). 
Чтобы можно было назвать данный двойной рядъ сходящимся, 
необходимо, чтобы всякiП другой способъ сложенiя давал ь ту же 
сумму. Такъ, напримtръ, мы должны имtть 5 lim 5,.,.. 

fl=,O 

242. Правило сложенiя рядовъ привело бы къ приравниванiю 
суммъ И и V между собою, если онt существуютъ. Но легко 
видtтъ, что суммированiе по столбцамъ можетъ дать результатъ 
отличный отъ того, который получается при суммированiи по стро

камъ. Ясно, кромt того, что равенство получаемыхъ такимъ обра
зомъ результатовъ еще не достаточно для того, чтобы утверждать 
сходимость двоАноrо ряда, потому что дpyrle способы увеличивать 

14 
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безпредtльно т и п могли бы давать дpyrie результаты, и даже 
расходящiеся или неопредtленные ряды. Чтобы привести примъры 

двойныхъ рядовъ, представляющихъ ра3Личныя выше уnо!.!янутыя 

особенности, достато•шо выбирать ра3Личныя формы Smn, такъ какъ 
каждой изъ этихъ формъ соотвътствуетъ двойной рядъ, опредъ

ляемый общимъ членомъ 

при чемъ тъ изъ Skt, которыхъ хотя одинъ изъ указателей равенъ 
нулю, считаются нулями (XXVII). 

243. Такъ, чтобы получить прим'llры неопредiшенныхъ рядовъ, можно 
давать Smn значенiя 

( 
1 )п т т 1z тп(т - п) 1 + т ' т + 11' (т + nf' tm + n)3 ' ... 

Первый рядъ при суммированiи по строкамъ, очевидно, расходящiйся, между 
тhмъ какъ при суммированiи по столбцамъ, онъ сходящiйся и сумма его 
равна 1. При т = п, сумма его равна е, а при друrихъ законахъ безпре
дiшьнаrо возрастанiя т и п можно получить для S любое значенiе, большее 
единицы. При тi.хъ же обстоятельствахъ второй рядъ оказывается схо
дящимся и сумма его будетъ соотi.тственно равна О, 1, t, а при друrихъ 
прилично выбранныхъ законахъ возрастанiя т и п сумма ряда можетъ 
получить любое положительное значенiе, не большее 1 *). Третiй рядъ при 
сложенiи по строкамъ и по столбцамъ даетъ S = О, а при т = п S = t
Наконецъ, четвертый рядъ, дающiй S = О при всi.хъ трехъ упомянутыхъ 
способахъ сложенiя, при друrихъ можетъ дать сумму, равную любому числу, 
квадратъ котораrо не больше тlпr (XXVIII). Ниже мы приводимъ еще очень 
простой п;)Имtръ неопредi.леннаrо ряда 

0+1+0+0+0+-·· 
-1+0+1+0+0+-·· 
+0-1+0+1+0+ ... 
+0+0-1+0+1+-·· 

При сложенiи по строкамъ получаемъ 1, по столбцамъ - 1. Вообще, пре
дi.лъ Smn равенъ 1, О или - 1, смотря по тому, будетъ ли т < п, т = 11 

или т > ,,;_ Чтобы, съ другой стороны, имi.ть безчисленное множество при
_мi.ровъ двойныхъ сходящихся рядовъ, или лучше сказать, чтобы построить 
двойной рядъ, имi.ющiй ту же сумму, какъ нi.который простой сходящiйся 
рядъ о1 + о2 + о3 + · · · , можно разсмотрi.ть рядъ 

(01 - az) + (02 - 03) + (03 - 04.) -f- · · · 
+ (о2 - а3) + (о3 - о4) + (о4 - о5) + · · · 
+ (о3 - о4) + (о4 - о5) + (о5 - а6) + · · · 

") Положивъ т = ktt, пайдемъ (k > О) lim Smn = k : 1 · 
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Если А" сумма 1z первыхъ членовъ даннаrо. простого ряда, то 

Sтп =Ат+ А., -Ат+n• limSm., = А. 

211 

244. Преобразованiе Клаузена (Clausen) 1). Положимъ, что 
данъ сходящiйся двойной рядъ. Положимъ 

Замtтимъ, что 

и.,+ v., = (а1,. + а"1) + (а2п + an2) + · · · + (ап-1, n + ап, п-1) + ап., + w,., 

а слtдовательно, И., + V" S,.,. + W,.. Такъ какъ при безко
нечномъ п 

lim un = lim v" lim s"n s, 

то также и lim W,. = S. Преобразованiе двойного ряда въ про
стой w1 + w2 + W3 + · · · часто бываетъ выгоднtе, чtмъ преобразо
ванiе въ одинъ изъ рядовъ U1 из из+··· или v1 +v2 +vз+···. 
Но не всегда. Напримtръ, нtтъ выгоды дtлать это преобразованiе 
въ послtднемъ рядt предыдущаго параграфа. 

24.5. Теорем.а. Двойной рядъ будетъ сходящимся, если 
по замtнt есtхъ членовъ абсолютными ихъ величинами 
рядъ, полученный черезъ сложенiе по строкамъ (или столб
цамъ), будетъ сходящимся. 

По предположенiю всt строки схемы (25) будутъ абсолютно 
сходящимися рядами. Пусть 

111 = 1 au 1 + 1 а12 1 + 1 а13 1 + 1 аа 1 + · · · 
112 = 1 аш 1 + 1 ~ 1 + 1 ~ 1 + 1 a2,1 I + · · · 
1J3=la31l+laool+laзsi+laм!+ ··· 
................ ,, ........ * .. 

будуrь суммы рядовъ, составленныхъ изъ абсолютныхъ величинъ 
членовъ, а Umn пусть обозначаетъ сумму п первыхъ членовъ т-ой 
строки схемы (25), такъ что 

S,.,.. = U1,. + U2n + Uзп + ... + .u,nn • 

Очевидно, имtемъ 

\ Umn l ;:,;; \ aml 1 + 1 am2 I + 1 am3 \ + · · · + 1 атп 1 < 11,п • 

Если теперь задано по произволу положительное число в, то схо-

1) Crelles Journal, Ш, р. 94. 
14* 
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димость ряда и1 + U2 + 0'3 + · · · повволяетъ найти такое чис;ю f.tt 
что 

и а fortiori 

(26) 

для всякаrо т > µ, и для произвольнаrо п. То же число µ, 
можно выбрать достаточно большимъ, чтобы выполнялось нера
венство 

(27) 

Д-kйствительно, рядъ и1 и2 + u3 , сходящiйся, потому что 
абсолютныя величины его членовъ не больше соотв"hтствующихъ 
членовъ ряда 0'1 + 0'2 + 0'3 + · · ·, по условiю СХОдЯщаrося. Не м"hняя 
теперь µ, выбраннаrо, какъ сказано выше, вам"hтимъ что вслi;дствiе 
ТОГО, ЧТО 

lim (и1 ,. + и2,,. + · · · + иµ,J = "1 + "2 + · · · +иµ, 
n=.x, 

можно найти такое число v, чтобы при п > '11 постоянно им"hло 
м"hсто неравенство 

Складывая его съ неравенствами (26) и (27), получимъ 

,s,..,. - И/ е 

для всякой пары значенiй т и п, соотвtтственно большихъ, чtмъ 
µ, и '11. Итакъ, 5,,.,. стремится всегда къ пред"hлу И, по какому 
закону ни возрастали бы до бевконечности числа т и п. 

246. Примi;чанiя. а) Если какое нибудь одно ивъ условiй 
теоремы § 245 не будетъ выполнено, то можетъ случиться, что 
теорема не бу детъ справедлива. Положимъ, напримtръ, что поло
жительныя числа а1 , а2 , а3 , • • • всt меньше 1 и стремятся къ нулю. 
Тогда ряды 

(28) 1 
а1 ~ + а2 
а1 (1 -- а1) 

1.а1 (1 -- ~1
~
2 

а3 + а3 а4 + ... 
а2 (1 -· a:J + ~ (1 

а2 (1 а2)2 + а2 (1 

аз) + .. . 
а3)2 + .. . 
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будутъ сходящiеся. Дtйствительно, сумма нечетнаrо числа чпеновъ 
въ т-мъ рядt 

равна а1 (1 а,)т-1 , а сумма четнаrо числа (2п) чпеновъ равна 

и стремится къ nредtл.у а1 (1 - а1)т-1 при возрастанiи п до безко
нечности. Сп1.;доватепьно, 

поэтому рядъ u 1 + u2 + и3 + ... сходящiйся и сумма ero равна 

Если же будемъ суммировать въ схемt (28) по стопбцамъ, то по
лучимъ 

v1 а1 + а1 (1 - а1) + а1 (1 - aJ2 + · · · = 1, 

v2 v3 ~+~(1 а2)+а2 (1-~)2 +···=1, 

v4 v5 а3 + а3 (1 а3) + а3 (1 - а3)2 + · · · = 1, 

и рядъ v1 v2 + v3 • •• вмtсто тоrо, чтобы быть сходящимся и 
имtть сумму 1, оказывается неопредtл.еннымъ и приводится къ 

ряду 

1+1 I+···. 

Ь) Если рядъ а1 а2 + а3 • • • былъ бы расходящимся, то 
можно было бы думать, что теорема не оправдывается, потому что 
ряды (28) не абсолютно-сходящiеся. Не мtшаетъ, однако, за
мtтить, что теорема можеrъ не имtть мtста и въ такомъ случаt, 
когда и ряды (28) и рядъ u 1 u2 + и3 + . . . абсолютно сходя
щiеся. Чтобы привести nримtръ, достаточно взять за а1 + а2 + а3 + ... 
какой нибудь сходящiйся рядъ, наnримtръ х+х2+х3+ , .. (О<х< 1). 
Мы nолучаемъ тогда схему 

х~х2+х2 ха+ха xtl.+ ... 
x(l - х) -х2(1 х3) +х2(1 

х (1 х)2 х2 (1 x2J.! + х2 (1 

х3) - ~.&(! - ~") + ... 
z:1)2 - х3 (1 - х3)2+ ... 
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состоящую изъ абсолютно · сходящихся рядовъ, суммы которыхъ 
даютъ рядъ 

x+x(l-x)+x(I-x)2+-·· 1, 

также абсолютно сходящiйся. Между тъмъ суммированiе по столб
цамъ даетъ снова неопредtленный рядъ 

1-l+I-I+···· 

Это происходитъ только отъ расходимости ряда (11 (12 (13 

с) Нужно, однако зам-tтить, что условiя, поставленныя въ 
формулировк-t теоремы только достаточны, но вовсе не необхо

димы. Въ самомъ дълt, если lim а,, = О, то двойной рядъ, соста
вленный сл'tдующимъ образомъ 

а1 -а2 +0 +о +о+··· 
+о +а2- а3+0 +о+··· 
+ 0 + 0 + U3 - U4 + '() + · · · 
+ О + О + О + а4 а5 + · · · 

• .. .. 9 • • ., ., • .. ~ * • ~ J 

будетъ сходящiйся, потому что сумма 5,..,. равна ai, когда т п, 
и равна а1 - ат-1 , когда т ф п, поэтому всегда lim Sm" а1 , 
хотя рядъ (11 + и2 + и3 + ... можетъ быть и расходящимся; онъ и 
будетъ такимъ, если а1 +а2+аз+ ... расходящiАся рядъ съ поло
жительными членами. 

d) Наконецъ, зам-tтимъ, что теорема, о которой идетъ рtчь, 
заключаетъ въ себ-t, какъ частный случай, теорему Коши объ умно
женiи двухъ абсолютно сходящихся рядовъ (§ 238). Дtйствительно, 
если ряды u 1 + и2 + и3 + ... и v1 + v2 + v3 ••• абсолютно схо
дящiеся, то ясно, что въ двойномъ рядt 

U.1V1 + U1V2 + U1V3 + U1V4 + · · · 
+ U2V1 + tt:iV2 + U2V3 + · · · 

+ U3V1 + U3V2 + ... 

сложенiе по строкамъ, послt замtны всtхъ членовъ ихъ абсолют
ными величинами, дастъ простой rходящiАся рядъ 

и~ V' + и; V' + и; V' + · · · = И' V'. 

Поэтому и двойной рядъ будетъ сходящимся и сумма его, полу
ченная сложенiемъ по строкамъ 

tt1 V + U2 V + U3 V + · · · = И V, 
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будетъ равна сумм'k простого ряда, полученнаrо сложенiемъ по 
столбцамъ, т. е. 

247. Упражненiя. а) Чтобы найти сумму ряда х+2х2+3х3+ ... , 
сходящагося при I х 1 1 , можно его представить въ вндi; двой· 
ного ряда 

x+x2+r'i+x4+ · · · 
+х2+х2+х1+ .. . 

+х2+х4+ . . . 
+-~+ .. . 

Суммируя одннъ разъ по строкамъ, а другой разъ по столбцамъ, 
находнмъ: 

.х3 х +···=--· х (1 - х)2 

Ь) Разсмотримъ двойной рядъ 

ах +а2х2+азхз+аtх4 + .. . 
+ах2+а2.х4+азх6+а4х8 + .. . 

(29) +ах3+ а2.~+ а3х9+ а4.,:12+ .. . 

Если абсолютныя величины х и ах меньше 1, то получимъ .абсо
лютно сходящiеся ряды, суммируя, какъ по строкамъ, такъ и по 

столбцамъ. Въ первомъ случаi. получимъ суммы 

ах2 ах3 
,, 11:1 = -··········--, U3 } ах3' ... • 

во второмъ 

Такнмъ образомъ, приходимъ къ слtдующему результату: 

с) Рядомъ Ламберта называютъ сл'kдующiй: 

х х2 .х3 

1-х+ 1-х2+ 
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при чемъ, конечно, предполаrаютъ х отличнымъ оrь 1 и - 1. 
Такъ какъ, далtе, 

то видно, что рядъ не можетъ быть сходящимся внt интервала 
( 1, + 1 ), такъ какъ тогда имtли бы lim и,. = 1. Напроrивъ, 
при I х 1 < 1 , условiе lim и,. = О выполняется, и далtе видимъ, что 
тогда рядъ будетъ абсолютно сходящимся, потому что 

х .. ~ х"+1 
1 - xn-f-1 ' 

Итакъ, рядъ будетъ абсолютно сходящимся въ интервалt (-], + 1), 
за исключенiемъ границъ. Эамtтивъ это, разложимъ каждый чпенъ 
въ (абсолюrно-сходящiАся) рядъ слtдующимъ образомъ: 

и = ~~=хР+х2Р+х3Р+х4р+ .... 
р 1 · хР 

Эатtмъ напишемъ 

S = х + х2 + х3 + .х4 + xf, + х6 + х7 + .х8 + .. . 
+х2 +.х4 +х6 +.хВ+ .. . 

+xS +х& +··· 
+xi + .хВ+ .. . 

+ .. . 
+х6 +··· 

Ясно, что х" появится въ Up тогда и только тогда, когда п дtлится 
на р, и потому, суммируя по .сrолбцамъ, получимъ 

(31) S хв (1) + х29 (2) +xse (3) + .х49 (4) + 

rдt f) (п) обозначаеrь число дtлителеА п. Изъ этого уравненiя 
ясно, почему рядъ Ламберта нграеrъ важную роль въ ариеметикt 1}. 

d) Приложимъ теперь преобразованiе Клауsена къ ряду 
Ламберта. Этотъ рядъ равноsначенъ ряду (29), если въ послtд-

1) Первый, кто показзлъ подобныя ариеметическiя приложенiя, былъ 
Шеркъ (Scherk, Crelles Journal, IX р. 162, Х. р. 207}. Mнorie математики 
пытаJIИсь затiшъ вывести изъ ряда Ламберта законъ распред1.леиiя простыхъ 
~иселъ, но тщетно. 
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немъ положимъ а = 1. Чтобы· примtнить преобразованiе Клаузен а 
(§ 244), прежде всего замътимъ, что 

w,. = х"' + 2x"<n+l) + 2х"<п+2) + 2x"<n-t-3) + · · ·, 
т. е. 

w,. = х"' ( 1 + 2 (х" + х2" + х3" + ... ) } = 
1 

Слъдовательно, сумму ряда Ламберта можно представить въ видi; 

s х l+xl! I+x3 l+x4 
х +-- х4 + --. х9 + ·---х16 + .... 

-х 1 х1! 1 х-3 1 х4 

Новый рядъ есть рядъ, быстро сходЯщШся (§ 200, Ь ), потому что 

w 
!. n+i 
IIП--

W" 

На этомъ то и основана nольза преобразованiя Клаузена. При х 
напримtръ, получимъ 

{+~+ ~11+ ··· ~+ 1111~
0
~ + т~~Ыюо+ ···. 

1 
Т1Р 

Въ ридi; правой части достаточно взять одинъ членъ, чтобы полу· 
чить значенiе суммы ряда, върное до третьяго десятичнаго знака 

включительно, въ лi;вой, для достиженiя того же приближенiя, надd 
взять три члена. Можно даже доказать, что въ разсматриваемомъ 
частномъ случаi; v членовъ ряда Ламберта даютъ только v 
върныхъ десятичныхъ знаковъ, тогда какъ преобраэованiе Клау· 
эена около (v + 1) 2 энаковъ. Далъе, въ общемъ случаъ ~егко найти 
выраженiе остатка ряда. Стоитъ только въ уравненiи (30) положить 
а х"; тогда получимъ 

хп+1 х2"+.2 хз..+з 
R,. = _ х + Т~ + l _ х3 + · · ·. < х" S (х >О), 

Отсюда видно, что относительная погрtшность, которую дi;лаемъ, 
взявъ всего п членовъ, меньше х". Слi;довательно, преобраэованiе 
тhмъ выгоднi;е, чъмъ меньше х. Но его выгода уменьшается вс~ 
болi;е и болtе, чъмъ больше х приближается къ 1 1). (XXIX.) 

е) Преобраэованiе ряда Ламберта въ рядъ Клауэена можно вы· 
вести также изъ изученiя ряда 

S' = -~+ 
1-х 

х9 х16 
+1х3+Гх4 + ... 

1) Для этого слу<1ая Шлёмильхъ (Schlбm!lch) далъ другое преобра· 
зованiе въ Journal de Liouvi\le (1863, р. 101). 
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Этотъ рядъ сильнtе сходящiйся (§ 199), чtмъ рядъ Ламберта, по
тому что отношенiе общихъ членовъ равно x"{n- 1>, и вслtдствiе 
того, что / х 1 < 1, стремится къ О при п беsконечномъ. д,пя дан
наго ряда 

р' 

U = Х = х1'' + хР<Р-1-1) + ,хР<Р-1-2) + ,хР(р-f.З) + .. ·. 
р .} - хР 

При сложенiи по столбцамъ членовъ u1 + и2 + u9 + · · · видно, 
что х" войдетъ въ Up въ томъ и только въ томъ случаt, 
когда п будетъ вида п pq, при q р. Слtдовательно, р должно 

быть такимъ дtлителемъ п, чтобы было р q = ; , т. е. р = у;;. 
Отсюда слtдуе'f'!>, что коэффицiентъ при х" равенъ числу дtли

телей п, не превосходящихъ Vп. Онъ равенъ, слtдовательно, 
вообще f()(n), и только въ томъ случаt, когда п точный квадрать, 

онъ равенъ O(n)
2
t-1 (ХХХ). Слtдовательно, припоминая формулу (31), 

находимъ 

откуда получается 

f) Если ер (п) обоsначаетъ число чиселъ, простыхъ съ ti и не 
превосходящихъ п, то, какъ иsвtстно (§ 33, а), имi;еть мtсто ра
венство 

(J)(a)+ (J)(b) + (J)(c) + · · · = п, 

гдt а, Ь, с, . . . всt различные дtлители числа п. Основываясь на 
этомъ, легко найти сумму ряда 

s 

поступая такимъ же обраsомъ, какъ и съ рядомъ Ламберта. Раз
лагая каждый членъ по восходящимъ степенямъ х, увидимъ, что 

коэффицiентъ при х" какъ раsъ равенъ написанной выше суммt~ 

т. е. п. Полагая, какъ это необходимо, 1 х 1 < 1, и припоминая 
реsультатъ перваго упражненiя, получимъ 

s 
Напримtръ, 
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Безконечныя произведенiя. 

248. Въ пеной связи съ теорiею безконечныхъ рядовъ нахо
дится и теорiя безконечныхъ произведенiй, о которой мы ска
.жемъ зд'tсь н'tсколько слов~,, съ ц'tлью показать потомъ одно ин0 

тересное ея приложенiе. Пусть при безпред'tльномъ возрастанiи п 
произведенiе Р" первыхъ п членовъ н'tкоторой посл'tдовательности 
и~, и2 , и3 , • • • стремится къ н'tкоторому конечному пред'tлу Р; 
въ такомъ случа't принято писать Р = u1 и2 и3 • • • и говорить, что 
u1 и2и 3 ••• есть сходящееся безконечное произведенiе, зна
ченiе котораrо равно Р. Если же Р" безпред'tльно возрастаетъ 
вм'tст't съ ti или ни къ какому пред'tлу не стремится, то rоворятъ, 
что произведенiе расходящееся или неопред'tленное. Такъ какъ 

log Р" log и1 + log и2 + log и3 + · · · + log и,., 

то оказывается, что сходимость ряда 

(32) log Ui + log и2 + log из + log r,4 + · · · 
есть условiе, необходимое и достаточное для того, чтобы безконеч
ное произведенiе u1 и2 и~ ... было сходящимся и не равнымъ 

нулю. Произведенiе будетъ сходящимся и тогда, когда рядъ (32) 
расходящiйся, стремящiйся къ оо ), но тогда значенiе Р = О. 
Сл'tдовательно, всякое условiе, необходимое для сходимости ряда (32), 
необходимо для того, чтобы разсматриваемое произведенiе было 

сходящимся и отличнымъ отъ нуля. Зам'l;тимъ въ частности условiе 

limlogu" О или limu,. = 1. 

249. Теорема 1. Чтобы безконечное произведенiеu 1 и2 и3 ... , 
вс't множители котораrо больше нуля и меньше единицы 
или всt больше единицы, было сходящимся и не равнымъ 
нулю, необходимо и достаточно, чтобы рядъ 

(33) (tl:J - 1) + (rt2 1) + (U3 lJ + · · · 
былъ сходящимся. 

Въ самомъ дt.rit, если данное произведенiе сходящееся и не равно 
нулю, то и рядъ (32) сходящiйся и, слtдовательно, пред'tлъ общаrо 
члена ряда (33) есть нуль. Слtдовательно, его можно представить 

1 
въ видt и .. - 1 - , rдt а" стремится къ + оо при и,. > 1 и 

а" 
къ - оо при и,.< 1. Въ то же время имtемъ (§ 157) 

(34) 1. log и" 1m-
и,. - 1 lim а" log ( 1 + :J = log lim ( 1 + :J'" = 1. 
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А поэтому и рядъ (33) сходящiйся (§ 189) «). Обратно, ее.ли рядъ 
(33) сходящiАся, то lim и,.= 1, откуда видно, въ силу тоА же фор
мулы (34), остающейся справедпивоА, что и рядъ (32) сходящiАся, 
а потому произведенiе u 1 и2 и3 ••• сходящееся и не равно нулю. 

250. Теорема 11. Безконечное произведенiе и1 и2 и3 ••• 

будетъ сходящимся и не равнымъ нулiо, если ряды 

(35) 

(и1 - 1) + ("2 - 1) + (и3 1) + · · ·, 
(и1 - 1)2 + ("2 - 1)2 + (из - 1)2 + · · · 

будутъ сходящимися. 

Такъ какъ въ силу сходимости перваго ряда lim и,.= 1, то чле
ны произведенiя, начиная съ и'kкотораго мt.ста, будутъ вс'k положи
тельные, и потому рядъ, общiй членъ котораго v,. = и,. - 1-log и" 
будетъ им'kть, начиная съ нt.котораго мt.сга, вс'k члены веществен
ные. Такъ какъ, кром'k того, 

lim(u"v" l)2= lima .. { 1 -a"log(l + ;J} = {, **) 

то отсюда вытекаетъ, что рядъ v1 + v2 + v3 + ... будетъ сходя
щимся вмt.ст'k съ рядомъ (35). А потому будетъ сходящимся и рядъ 
(32), какъ разность двухъ сходящихся рядовъ, поэтому и данное 
nроизведенiе сходящееся и не равно нулю. Зам'kтимъ еще, что ее.ли 

только первый рядъ былъ бы сходящимся, то рядъ v1 + V2 + v3 + ... 
имt.лъ бы положительные члены и былъ бы расходящимся. Рядъ (32) 
стремился бы къ ( - оо) и произведенiе u1 u 2 и3 • • • бQ1ло бы схо
дящимся и равнымъ нулю. 

251. Сл1..дствiе. Безконечное произведенiе u 1 u2 u3 ••• 

будетъ сходящимся и не равнымъ нулю, если рядъ 

(и1 - l)+(и2 -1)+(и3 -1)+ ··· 

абсолютно сходящiйся. 

Дt.йствительно, такъ какъ абсолютная величина и .. - 1, начи
ная съ нt.котораrо мt.ста, будетъ меньше 1, то также будемъ имt.ть, 
начиная съ нtкотораго мt.ста ( и,. - 1) 2 < 1 и" 1 \. Такъ какъ 
по теоремt. Дирихле рядъ съ общимъ членомъ ! и,. - 11 сходящiйся, 
и а fortiori такимъ же будетъ и рядъ (35), то вмt.стt съ тtмъ, въ 
<:илу теоремы II, и безконечное произведенiе будетъ сходящимся и 
не равнымъ нулю. 

*) Такъ какъ отвошенiе общихъ членовъ 
конечное въ сн.лу формулы (34). 

**) llm а,. ( 1 а" log ( 1 + а~)) lim а,. { 1 

рядовъ (32) и (33) чиСJiо 
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2S2. Приложенiе къ функцiи Г. 

а) Весьма важное значенiе въ различныхъ частяхъ математиче
скаrо анализа имtетъ безконечное произведенiе 

(iY JIY. . (: )х •·. 

обозначаемое черезъ Г(х+l) и называемое функцiею Гамма*). 
Разум'hется, при разсмотрtнiи этого произведенiя, надо избtrать да, 
вать числу х значенiя - 1, - 2, 3, ... (т. е. всi; цtлыя и отри· 
цатепьныsi); при всякомъ друrомъ значенiи х, какъ легко показать
Г (х + 1) есть произведенiе сходящееся. Замtтимъ, въ самомъ дtл-t, 
что вслtдствiе извtстной формулы (§ 222) 

( l + __!__)"' = 1 + х . х(х 1) + ... 
п п + 2,,2 

общему члену этого произвененiя можно дать видъ 1 + ~ rдt. 
п2• 

a.i стремится къ предtлу tx(x 1) при безконечномъ п. Поэтому, 
на основанiи теоремы I, произведенiе будетъ сходящимся, потому 
что такимъ же будетъ рядъ, получаемый отъ умноженiя членовъ за

вtдомо сходящаrося ряда 1 + t ~ t:1~ + ... , соотв-tтственно 
на числа а1 , а,, а 3 , а 4 ••• , не превосходящiя (по абс. величинt) 
нtкотораго конечнаго числа. На основанiи этого позволительно 
писать 

(36) 

1 

е" 

1+ 
п 

l'(x + ]) 

Ь) Безконечное произведенiе, общiй членъ котораго равенъ 

есть произведенiе сходящееся. Его значенiе (§ 183) равно 

"' .. 
II~ 

1 1+
п 

'") Оrъ греческаго названiя буквы /'. 

с 
е • 

**) Буква П есть символъ произведенiя множителей даннаго вида. 
подъ нимъ напис.анных:ъ, при чемъ п принимаетъ вс1; ц1;лыя положительныя 
значенiя, начиная съ 1. 
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rдt С есть Эйлерова постоянная. Но такъ какъ произведенiе 
{36) не равно нулю, то мы можемъ написать 

1 aJ ~е~:. -· 1 -t~: =n""1(_1_)x 
Г(х + 1) = Г/ ~ 1 1 + ..!_ 

1 1 + е" п 

tt приходимъ, такимъ образомъ, къ важной формулt Вейер
штрасса (Weierstrass) 

с) Опредtленiю (36) функцiи Г цtлесообразно дать другую 
форму, введенную Гауссомъ *). Нужно только замtтить, что правая 
часть равенства (36) равнозначна съ 

l' (1t + l)x **) 

.. ~~ ( 1 + Т) ( 1 + ; ) · · · ( 1 + : ) ' 
чтобы получить возможность написать 

1 ·2·3 ... п 
Г(х + 1) = lim пх 

n== (х + 1) (х + 2) · · · (х + 11) 

Если замtтимъ, что 

Г(х+ 1) lim~ х, 
Г(х) п=:юn -1-х 

то тотчасъ же получаемъ основное свойство 

Г(х + 1) хГ(х). 

-Такъ какъ при х = О формула (37) даетъ Г(l) l, то находимъ 

Г(2) = 1 !, /'(3) 2!, Г(4) = 3!, Г(5) 4!, ... 

d) Изъ формулы (37) выводимъ 

2z-t 
., ( 1) . 4"-п (1-2·3 .. , п)2 

l (х + l) Г х + 2 = .. ~~(2х + 1) (2х + 2) (2х +зj-.. -. ~(2_х_+_2-п)' 

*) Она еще раньше встрi,чается у Эйлера. 

**) (1-t-f)"(1+i(··(l+ 11 ~1)x(1+1)x 
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Съ другой стороны, 3амtняя въ той же формулt х и п на 2х и 

2п, найдемъ 

п2"' • 1 · 2 · 3 · · · 2tz 
Г(2х + l) = 

4"'~~(2х + 1) (2х + 2) (2х + 3) · · · (2х + 2п) 
И3ъ этихъ двухъ формулъ, припоминая формулу Стирлинrа (§ 221), 
находимъ 

Гtх + 1) Г(х + !-) 1 . 4" (1 · 2 · 3 · · · п)2 "Jfn 
-- -- ---- = :ii I1m - = -· 

Г(2х + 1) 4 n=:ю у п. 1 · 2 · 3 · · · 21t 4"' 
(38) 

Такимъ обра3омъ приходимъ къ формулt Лежандра 

Въ частности, при х = о, И3Ъ (38) вытекаетъ, что Г(-!) = Vя' и 
далtе, съ помощью послtдней формулы и основной, получимъ 

[ , (~) = -Vл 1' (~) = з . -v-; 1' (7-) = з . s . -Vл 
2 2' 2 12' 2 23' 



Примtчанiя ко второй книгt. 

1 (къ § 113). 

Приведенная здtсь теорiя иррацiональныхъ чисепъ принадпе· 
житъ Дедекинду (Dedekiпd) и иsложена имъ въ основныхъ чертахъ 
въ статьt "Непрерывность и иррацiональныя чиспа" (Stetigkeit und 
irrationale Zahlen), переводъ С. Шатуновскаrо, Одесса 1909 r. 
Раздtпенiе всtхъ рацiональныхъ чиселъ на два класса, обладающих-в 

указанными здtсь свойствами, называютъ сtченiемъ (Schnitt) въ 
области рацiональныхъ чисепъ. 

Болtе подробное изложенiе теорiи Дедекинда см. Веберъ 
и Вельштейнъ, стр. 72 и слtд. 

11 (къ § 122). 

Выраженiя "въ концt концовъ", ,,начиная съ нtкотораrо n", 
"при достаточно большомъ n" и т. п., съ которыми часто будемъ 
встрtчаться въ этой книrt, введены для сокращенiя рtчи. Истин
ный ихъ смыслъ состоитъ въ слtдующемъ. Коrда разсматриваются 

перемtнныя числа а,., bn, ... , въ которыхъ указатель п послtдо
вательно принимаетъ всt значенiя 1, 2, 3, ... до безконечности, и 
rоворятъ, что эти числа а,., Ь,., ..• ,,въ концt концовъ" и т. д. удо
влетворяютъ нtкоторымъ условiямъ, то этимъ утверждаютъ сущест· 

вованiе такоrо числа v, что данныя условiя выполняются при вся· 
комъ значенiи п, равномъ или большемъ v, т. е. при п> v. 

III (къ § 124). 

Положимъ lim а" а и а' < а < а", rдt а' и а" произвольныя 
числа, удовлетворяющiя этимъ неравенствамъ. YCJ1oвie lima,. = а 

равносильно усповiю !а" а 1 < s, rдt в произвольное положи
тельное число; послtднее условiе равносильно неравенствамъ 

а - е < а,. < а+ е. 
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Взявъ е < а - а', получимъ а,.> а - е > а - (а - а')= а', а 
взявъ е < а" - а, получимъ а,.< а+ е <а+ (а" - а)= а". Спt
довательно, 8 Начиная съ нtкотораrо значенiя n", а'< а,.< а", что 
и требовалась показать. 

Замtтимъ здtсь, что часто встрtчающееся впослtдствiи выра

женiе при "произвольно выбранномъ сколь угодно маломъ, 
положительномъ числi; е", заключаетъ въ.себt плеоназмъ. Если 8 

можно выбрать по произволу, то само собою разумъется, что его 

можно взять сколь угодно малымъ. Если тtмъ не менtе послi;д

нiй эпитетъ прибавляется, то дtлается .это для того, чтобы под
черкнуть существенное свойство числа е удовлетворять нера· 

венству е < h, какъ бы мало ни было данное положительное 
число h. 

Ша (къ § 124). 

Развивая послtднее замъчанiе и принимая во вниманiе ска

занное въ §§ 112 н 113, можемъ высказать слtдующее положе11iе: 

Всякое иррацiональное число а можно разсматривать, 

какъ общiй предtлъ двухъ послtдовательностей 

(1) 

и 

(2) 

изъ которыхъ (1) не убывающая, а (2) не возрастающая, 
при чемъ Ь,. -- а..> О при всякомъ п, и Ь .. - а,.< в при 
достаточно большомъ п, и сколь угодно маломъ в. Чи
сло а всегда будетъ заключаться между а,,. и Ь,., которыя можно 
разсматривать, какъ приближенны я значенiя числа а, а" по недо
статку, ь" по избытку. Полагая приближенно а= а" или а Ь" 
мы дtлаемъ поrръшность, меньшую Ь" а,., т. е. при доста
точно большомъ п-меньшую любого даннаrо числа. Замtтимъ, что 

извъстный изъ элементарной алгебры процессъ извлеченiя у"А, rдi; А 
не точный квадратъ, съ точность до 1/ 10 , 1/ 100 , 1/1000 , •• по недо
статку и по избытку даетъ двt послtдовательности (1) и (2), облада-
ющiя необходимыми для опредtленiя иррацiональнаrо числа 'VA 
свойствами. ... 

IV (къ § 125). 

Общее выраженiе чиселъ данной 
1 

нечетномъ есть а2т+1 т+з , а при 

1 
Взявъ т + 3 > , имtемъ ll2m-ti < в, 

8 

nослtдовательности при п 
т+ 1 

п четномъ <l2m = т + 2 · 

т. е. lim а2,,.+1 О; взявъ 

15 
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1 
т + 2 > , имtемъ 1 а2т < в, т. е. lim ~т = 1. Когда п бу~ 

в 

деть проходить всt значенiя 1, 2, 3. . . . четныя и нечетныя, то а.., 
очевидно, будетъ колебаться между О и 1, не стремясь ни къ ка
кому предtлу. Послtднее замtчанiе этого § надо понимать такъ: 
если данная послtдовательность а1 , а2 , а3 , • • • имtетъ нtкоторый 
предtлъ а, то этотъ же предtлъ а будетъ имtть послtдователь

ность, которую получимъ, выкинувъ изъ данной, напримtръ, всt 

числа съ четными указателями или вообще всt числа, указатели 
которыхъ удовлетворяютъ извtстному условiю, лишь бы въ оста
вшейся послtдовательности было безконечное число чиселъ. По
слtднее условiе необходимо. 

V (къ § 129). 

Конечнымъ числомъ называется 1) всякое постоянное опре
дtленное число, 2) всякое перемtнное число, всt значенiя котораrо 
заключаются между двумя данными числами. Терминъ "конечное" 
противополаrается, слtдовательно, ,,безконечно большому", а не 
,,безконечно малому". Если нужно оттtнить, что нtкоторое пере
мtнное число стремится къ конечному предtлу, отличному отъ 
нуля, то необходимо оговорить, что предtлъ не равенъ нулю. 

Vl (къ § 133). 

Заключенiе это основано на томъ, что сказано въ § 129, и 
на очевидномъ предложенiи, •по произведенiе конечнаrо числа на 
безконечно малое само безконечно малое. 

VII (къ § 137). 

Аналогично этому лемма доказывается и въ томъ случаt, 
когда данная послtдовательность заключаетъ въ себt безконечное 

множество чиселъ, меньшихъ а. Въ этомъ случаt изъ данной по
слtдовательности всегда можно выдtлить другую, имtющую пре
дtломъ конечное число или - оо • Замtтимъ еще, что если данная 
послtдовательность предtла не и~tетъ, то выдtляемыя изъ нея по
слtдовательности будутъ имtть различные предtлы, иначе общiй 
и:х:ъ предtлъ былъ бы и пред-момъ данной послtдовательности, что 

противорtчитъ предположенiю. 

VIII (къ § 138). 

Обозначая символомъ [ N] наибольшее цtлое число, заклю
чающееся въ N, имtемъ N = [ N] + Q, rдt О Q < 1. Замtтимъ, 

далtе, что при 1 < а = 1 О число цифръ въ [ 1:1 равно 'V, потому 
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что 1011- 1 = 10
" < 10". Поэтому, полагая п 

а 

по условiю 

[ 1а0"] , 

10" 10~ 
а -- = -············, an 

" п [1~~] а 

10" а [!il 
[1~"] 

гдt О (! < 1, откуда lim (а" а) О, lim а,. = а. 
1="' 

IX (къ § 153). 

227 

будемъ имtть 

2а"Ь" 
Число ап+~ = ··············- называется среднимъ гармоническимъ 

а,,.+ь" 
чиселъ а" и Ь,,. Иаъ тождества 

(а+ Ь)2 (а b"f 4аЬ 

слtдуютъ неравенства 

'2а" ь,. -.1--· а,,.+ь... _ 
ап+1 = а +ь < ,, а" ь,, < -2- = bn+t .. :;;:. 

" " 
Замtчая еще, что 

ИМtемъ ап+1 <Vah < bn+1, ОТКуда И ВИДНО, ЧТО lim ап+1 = 
нш hn+1 = Va6. 

Соотношенiе между а,,+1, а" и Ьп можно писать также въ 
слtдующихъ видахъ: 

1 + 
а" 

а" а,. - а,,+1 

Ь: = ап+1 -а" 

Рядъ 1 + -! + i + ... + -;. ... , съ которымъ впослtдствiи бу

демъ часто встрtчаться, называется гармоническимъ, потому что 

каЖдый ·его членъ равенъ среднему гармоническому двухъ смежныхъ 
съ нимъ членовъ. 

Х (къ § 154). 

Общее выраженiе для а,, 

а" 
а+2Ь п Ь-а 

3 +(~l) 3, 2n-2 

можно провtрить способомъ полной индукцiи. При п 2 и п 3 
а+ь 

оно непосредственно повtряется и даетъ а2 = Ь, а3 = , какъ 
1&* 
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и должно быть. Остается покааать, что если оно вtрно для указа
телей п-1 и п, то оно буд.етъ вtрно и для указателя n+ 1, 
если 

а,.+1 = t (а,.+ а"-4"'1). 

Эту легкую выкладку мы предоставляемъ самому читателю. Инте

реснtе показать, какъ эта формула можетъ быть выведена изъ за

кона составленiя чиселъ нашей послtдовательности, т. е. иаъ урав

ненiя 

(1) 

Для этого замtчаемъ сперва, что уравненiю ( 1) очевидно, у довле

творяютъ аначенiя а,, 1, и а,.= ~·l)". 
2" 

Затtмъ легко показать, что ему у довлетворяетъ и выраженiе 

(2) а" 
С + С (- l)", 

1 2 2" 

rдt С1 и С2 отъ Ь не зависятъ и моrутъ быть поэтому опредt· 
лены по частнымъ значенiямъ числа п. Полагая n= 1, найдемъ (а1 =а) 

(3) 
с, 

2' 
а полагая п 2, получнмъ (а2 = Ь) 

(4) Ь = С1 +f~. 
4 

Рtшая уравненiя (3) и (4) относительно С1 и С2 и подставляя въ (2), 
мы и найдемъ общее выраженiе 

Уравненiе {1) есть частный случай такъ называемыхъ линейныхъ 
уравненiй въ конечныхъ разностяхъ съ постоянными коэф· 

фицiентами. Изложенное нами рtшенiе есть приложенiе общаrо 
способа рtшенiя такихъ уравненiй (См. А. Марковъ .Исчисленiе 
конечныхъ разностей". Изданiе »Mathesis" 1910 r. Гл. VI). 

Xl (къ § 169). 

ФранцуэскiА терминъ • ансамбль" ( епsеmЫе ), принятый нами 
для перевода нtмецкаrо .Мепgе", употребляется и другими авто
рами (см. напримtръ Б. Букрtевъ .Введенiе въ теорiю рядовъ". 
Кiевъ. 1906). Нtкоторые авторы переводятъ то же слово терминомъ 
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,.множество", подхолящимъ ближе къ нtмецкому, но менtе опре

дtлительнымъ и имtющимъ на русскомъ языкt и другой смыслъ. 
Задать ансамбль чиселъ значитъ указать признакъ, позволяющiА 
судить, принадлежитъ ли данное число къ данному ансамблю или 

нtтъ. Примtровъ рамичныхъ ансамблей читатель найдетъ достаточно 

въ самой книrt. 

XII (къ § 170). 

Слtдуетъ замtтить и другую формулировку опредtленiя ниж

ней и верхней границы ансамбля, менi.е краткую, чtмъ данная въ 
§ 170, но болtе удобную для приложенiА и потому принятую 
большинствомъ авторовъ. Нижняя граница ансамбля есть 
число л, обладающее слtдующими свойствами: 

1° Въ ансамбл1; нtтъ ни одного числа, меньшаrо ).. 
2°. Какъ бы мало ни было положительное число Е' 

въ ансамблt есть по крайней мi;pt одно число, мень

шее л+в. 
В.ерхняя граница ансамбля есть число µ, обладающее 

слi;дующими свойствами: 

1°. Въ ансамблt нtтъ ни одного числа большаrо µ. 

2°. Какъ бы мало ни было положительное число в, въ 
ансамблt есть по крайнеА мtpi. одно число, большее µ-в. 
Опредtленiя зти равчосильны прежнимъ. Покажемъ зто для нижней 
границы л. Первое свойствовыражаетъ, что л есть число, не пре· 
восходящее ни одного изъ чиселъ ансамбля. Второе показываетъ, 
что л есть наибольшее изъ такихъ чиселъ, потому что какъ бы 
мало мы ни увеличили л, тотчасъ получаемъ число л + в уже пре
восходящее по крайней мtpt одно изъ чиселъ ансам~ля. 

Подобнымъ же образомъ убtждаемся въ совпаденitt преж
няrо и новаrо опредtленiя µ. 

ХШ (къ § 178). 

Слишкомъ сжатое изложенiе въ зтомъ § дtлаетъ не лишними 
слtдующiя разъясненiя. 

1) Чтобы доказать, что числа л0 = lim л,. и µо = lim µ,. совпа
даютъ съ наименьшимъ и наибольшимъ изъ предtловъ данной по
слtдовательности, разсудимъ слtдующимъ образомъ. 

Возьмемъ по произволу сколь угодно малое положительное 
число в и разсмотримъ окрестность числа л0, т. е. интервалъ 
( л0 - в, А.о+ в). Мы покажемъ, что въ немъ находится безконечно 
большое число чиселъ данной послtдовательности 

(1) 
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т. е., что А.о есть одинъ иэъ ея предtловъ (точекъ сrущенiя). Для 
этого замtчаемъ, что въ этотъ интервалъ поr1адутъ всt числа 

-t,. • Л.п+1 • l,.+z • · · ·, 

начиная съ нtкотораго мtrта и притомъ именно слtва отъ д.0 , т. е. 
въ интервалъ (д.0 - е, л.,1), такъ какъ д.0 есть Iim л.,. и всt л,., А,.+1, ... 
меньше А.о. Съ другоА стороны, справа отъ каждаго изъ этихъ 
чиселъ, т. е'. въ каждомъ изъ интерваловъ 

(l,., l,.+e), (ln-\--1' lп+1 +е) ... , 

будетъ по краАнеА мtpt одинъ изъ членовъ нашей послtдователь

ности, потому что л.,., л...+1 , ••• нижнiя границы частеЯ ея. (См. при
мtчанiе ХП). Bct эти интервалы на основанiи скаэаннаго о поло
женiи чиселъ ).,. , л...+1 , ••• , очевидно будутъ заключаться въ интер
валt (д.0 -е, л0 +е), въ которомъ такимъ образомъ и окажется 
безчисленное множество чиселъ послtдовательности (1 ). 

А. .. АС) а"1 А.,.+ f 
~ (п' > п). 
"О+ 8 

Фиг. 1. 

Совершенно аналогичнымъ путемъ доказывается, что µ0 одинъ изъ 
предtловъ данноА послtдовательности. Остается показать, что д.11 
наименьшiй, а µ0 наибольшiй изъ предiловъ. Это почти очевидно; 
допустимъ, напримtръ, что существуетъ предtлъ д.0' < А.0 • Мы 
всегда можемъ дать числу п достаточно большое значенiе, чтобы л.,. 
было ближе къ л.0 , чtмъ А.о', т. е., чтобы д.о' < л.,. ~ д.0 , а такое ра- · 
·венство невозможно, такъ какъ ло' попало бы въ интервалъ 
(д., л.,.), въ которомъ находится только конечное число первыхъ п 
членовъ нашей послtдовательности и ло' предtломъ ея быть не 
можетъ. 

2) Для доказательства свойства а) § 178 возьмемъ, какое 
угодно число а < д.0 , выберемъ положительное число е < д. 0 - а 
и п достаточно большимъ, чтобы было А.о - л.,. < е, т. е. 
А.о - д.,. < д.0 - а, откуда д.,. > а и всt числа (1 ), начиная съ а..+1 , 
будучи больше л.,., будутъ и подавно больше а. Такимъ же обра
зомъ доказывается, что всt числа (1 ), начиная съ нtкотораго мtста, 
будутъ меньше fJ, если fJ > µ 0 • 

3) Чтобы доказать свойство Ь) § 178, беремъ какое нибудь 
число r между д.0 и µ0 , т. е. такъ, чтобы было д.0 <у< µ0

, и вы-
беремъ е < у д.0 • Такъ какъ д.,. нижняя граница части 

(2) ап+1 , а,.+2 , a!J-f-11, ••• 

нашеА послtдовательности, то между числами (2) найдется, по край
ней мtpt, одно а,., (п' > п), лежащее въ интервалt (л.,., д.n + е) 
(см. XII). Тогда имtемъ an' <л... + е <л... + r -- д.0 = у, потому 
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что .д.,. ::::: А.0 • Такимъ же образомъ, взя въ в < µ0 r, докажемъ, что 
въ послtдовательности (2) найдется число а,.,, (n" > п), б6льшее r, 
каково бы ни было п. 

XIV (къ § 183). 

а" 
Если а" и Ь" возрастаютъ безпредtльно, а lim Ь 1, то .. 

говорят~,, чfо а,. возрастаетъ, какъ Ь,.. Условiе это, очевидно, бу- , 
детъ выполнено, если а.. Ь" остается конечнымъ, что и показы
вается въ § 183 дJIЯ Н" и log п. Выраженiе "log п возрастаетъ 
весьма медленно, сравнительно съ п" напоминаетъ доказанное въ 

§ 161 равенство lim -1~~ О. Можно также сказать, что log п 
n=x, п 

возрастаетъ безконечно медленнtе, чtмъ всякая степень nq, какъ 
бы малъ ни былъ локазатель q > О, потому что тамъ же доказано, 
что Jim 10g!!. = О, т. е. что для всtхъ достаточно болr,шихъ зна-

п q 
ченiй п log п < в. nq, при сколь угодно маломъ положительномъ в 
и сколь угодно маломъ положительномъ q. 

XV (къ § 183). 

Можно, не отсылая читателя впередъ, весьма просто доказать 

это неравенство. Оно очевидно будетъ вытекать изъ неравенства 

при помощи логариемированiя, а неравенство (1) будетъ доказано, 

если замtтимъ, что lim ( 1 - ~ )-" = е ( § 156) и покажемъ, 
что (1- ~)-" постоянно убываетъ при возрастанiи п, т. е. что 

или 

(2) 

( 
1 )-·n ( 1-,, > 1 -·-1-)--(n,-1) 

n+l 

l.)" < (1 - _1..__)п,-1 
п п+l 

при взякомъ цtломъ положительномъ п. Дt;Rствитепьно, тогда 

число ( 1 {) __,. стремится къ своему предtлу е, постоянно убывая, 
слtдоватепьно, остается всегда большимъ е, какъ и требуетъ фор
мула (1). Поэтому, все сводится къ доказательству (2), а это до
стигается весьма просто при помощи извtстнаrо тождества (формулы 
Безу) 

a"+1 -b"+1 =(a-h) (а"+а"-1 ь+ ... +аь"-1 +ь"). 
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Если а > Ь > О, то отсюда получимъ 
(3) а"+1 - ьп---J-1 > (а - Ь) (п + 1) Ь". 

ИЛИ 

откуда 

( 1 - п ~ 1)п+1 ( 1 - ~)" >о. 

что и доказываеть неравенство (2). 

XVI (къ § 186). 

Основная формула этого § получается изъ формулы § 159 
1 

при а,. = а = 1 _ х. 

Выводъ разложенiя log(l + х) изъ разложенiя (3), въ кото
ромъ х предполагается числомъ положительнымъ и меньшимъ 1, 
можно сдtлать слtдующимъ образомъ. Въ формулt 

(За) - \og (1 - х) = lim - + · · + · · · + [ х х2 х"] 
11=00 1 2 п 

п = 2т или 2т + 1; въ обоихъ случаяхъ [;] 

здtсь х на х2 и 11 на т, получимъ 

т. Замtняя 

- log (1 [
:,;2 х4 ,?m] 

х2) = lim - + ........ + ... + - . = 1 2 т 

Вычитая это равенство изъ (3а) при п 2т и при п = 2т + 1, 
замtчая, что при всякомъ k 

ХЯk :,;2k ,:-k 

2k 
.мы и находимъ 

tog (1 + х) .,!;~ [: х2"'1 
2т 
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(4) 
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= lim [-~-
"=«> 1 • .. + .х2т+1] 

2m+l 

х4 -+··· 4 
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CтporiR выводъ зтихъ раможенiй, не основанный на недоказанномъ 
еще здtсь обобщенiи _формулы бинома Ньютона, будетъ данъ 
въ § 332. 

XVII (къ § 188). 

Если р равно числу цифръ въ п, то п > 1 QP--1 , 

О< < ~; при п = оо и р оо и lim L = lim ~ = О. 
п lQP- п lQР-

При р [ Vп] = Vn (},., rдt О ~ (} .. < 1 , 

Jim _!!_ = lim [-
1 

- - l>•] = О. 
п у; п 

Замtчанiе а) § 188 очень важно, показывая, что неравенство § 187 
можетъ выполняться въ безчисленномъ множествt случаевъ для рас
ходящаrося ряда, но оно не опроверrаетъ общаrо при~нака сходимости, 
потому что, сколько бы случаевъ мы ни испытали, нельзя ручаться, 
что не найдется такой, когда условiе § 187 не будетъ удовле
творено. 

Для rармоническаrо ряда, напр., при р = п получимъ 

Hm --+~-+···+-[ 
1 1 1 ] 

п + 1 п + 2 2п 
Jim (Н2,. - HJ = log 2 О, 

и расходимость ряда обнаруживается. 

XVIII (къ § 210). 

При а,. = п log п, имtемъ 

и" и" 
а.,-- - а,.+1 = nlogn (п + l)log(n + 1) 

Un+l Un+l 

= п log п и:~ - (п + 1) [ log ( 1 + 1) + log п] 

.= [ п [ и::1 -1]-1] logn (п+ l)log(l + 1) 
и 

[ ( 
1 )] ( 1 \ n+1 lim (n+I)logl+-n- limlog 1+,,) =1. 



234 ПРИМ1>ЧАНiЯ ко п-оА КНИГ'I,. 

XIX (къ § 211, а). 

Обозначая разсматриваемыя зд'kсь выраженiя черезъ а1 , а2, а11 , ••• 
и полагая logp п = log log ... log п, . . . им-Ьемъ а1 = 1, и ар.+1 = 

р разъ 

(ар - l)logp----1 п, при всякомъ Р> 1. 
Отсюда и видно, что если lim ар = l :z 1 , то lim а_р;-1 ± оо ; 

а_р;-1 
а если lim ар.+1 l :z 1 , то ар 1 = 

1 
стремится къ О, и 

ogP----1 n 
lim ар= 1. 

ХХ (къ § 211, с). 

1) Прежде всего замi;тимъ, что сказанное зд-Ьсь не опровер

гаетъ § 21 О, потому что изъ сказаннаго тамъ можно вывести лишь 
и 

такое заключенiе: рядъ будетъ расходящимся, если отношенiе '*1 

и" 
остается больше 1, для вс-Ьхъ значенiА п, начиная съ н-Ькото
раго м-Ьста; а зд-Ьсь оно колеблется между О и оо . 

2) Сходимость ряда а+ р2 + а3 + fJ4 + ... при а и р < 1, 
сд'Ьлается очевидною, если зам-Ьтимъ, что 5зт и 5зт;-1 равны сум
мамъ опредthеннаrо числа членовъ двухъ убывающихъ rеометричес-

а р 
кихъ пporpecciR, и об-Ь стремятся къ пред'Ьлу 1 _ аз 1 _ рз при 

возрастанiи т до оо . 
3) Интересное зам-Ьчанiе r.r. Lerch и Weyr, пом-Ьщенное въ 

мало доступномъ испанскомъ журнал-Ь, требуетъ н'kкоторыхъ по
ясненiА. Покажемъ, какъ именно надо группировать члены даннаго 

сходящаrося ряда 

(1) 

съ положительными членами, чтобы получить рядъ 

(2) 

удовлетворяющiА поставленному условiю. 

kv,. > V..+l + V..+2 + · .. 
при всякомъ значенiи п. 

Зам-Ьчаемъ прежде всего что 5 > 5" при всякомъ п, потому 
что вс-Ь члены ряда (1) положительны. 

Зат-Ьмъ опредi;ляемъ такое значенiе v1 , чтобы было 

kS,,, >R"
1

, 

что всегда возможно, какъ было уже объяснено, и поло'жимъ v1 =5.,, = 
(и1 + и2 ••• + и.,,). 
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Затtмъ, не мiшяя v1 , опредtлимъ такое значенiе v2 , чтобы было 

k (Sv 1+,,, S.. 1) > R"1+ .. 1 , 

что также возможно, потому что предtлъ лt.вой части при v2 = оо 

равенъ 

k(S-5,,.)>0, 

а предt.лъ правой нуль. Положимъ 

V2 = 511,+111 5"1 = (U111+1 + Uv1+з + · · · + U,,1+,,.). 

Затtмъ, не мt.няя v1 и v2 , опредt.ляемъ v3 такъ, чтобы было 

k (S"1+,,,+•з S.,,+.-,) > R"1+v,+v •• 

что, конечно, также возможно, и полаrаемъ 

V3 s .. ,-!-v2+v, Sv,-/--1'2 (и .. ,+v,+1 + ... + и .. ,+v,+v,)· 

Процессъ понятенъ; въ результатt. получается рядъ v1 , v2 , Vzp • • ·, 

удовлеrворяющiй требуемому условiю при всякомъ п, начиная 

съ п 1. 
4) Въ примtрt. 

а+ fi2 + аз + ,84 + ... + а2т-1 + р2т + ... 
достаточно сгруппировать члены попарно, чтобы получить рядъ 

V1 + V2 + ... + v,,. + vт+1 + ... ' 
Vт+l 

въ которомъ отношенiе-- стремится къ предt.лу, меньшему 1. 
v" 

Полагая 
имt.емъ 

v, = а as + {14, 

XXI (къ § 218, f). 

Правило Раабе даетъ 

V _ a2m-··-1 + mт .... ,п- JJ ' 
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при чемъ п f и,. - 1) приближается, къ этому предtлу, оставаясь 
\"п+1 

меньше ero. Дапtе, 

1 

. [(1 + х)з: ·- е] . v е I1m ~~·~- = l1m --, 
z=::0 ех = ех 

rдъ v = (1 
1 

х)ж, logv log(~+x) = 1 -·i + в:, 
Отсюда 

_."'+,{}.,.. [ 9] 
v = е . е 2 3 = е 1 {+ .o._f и 

v е 

ех 
- f + в,.,. rдъ lim е" о. 

= 

Слъдовательно, lim п ( и:: -1) = р -1, и т. д. 

XXII (къ· § 222). 

rдt О<6< 1. 

Суммированiе биномiальнаrо ряда для случая х и т какихъ 
угодно, вещественныхъ или мнимыхъ, составляетъ предметъ клас

сическаrо мемуара Абеля "Recherches sur la serie 

1 + тх + т(т -1) х2 + т(т - l}{fl! - 2) х3 + ... " 
1-2 1·2·3 

въ первомъ томi; собранiя ero сочиненiй, къ которому мы и отсы
лаемъ читателя. Изс11tдованiя Абеля для вещественнаrо показателя т 
читатель найдетъ также у Вебера и Вельштейна, стр. 473-487. 

ХХШ (къ § 223). 

Если а1 - приближенное значенiе числа а, и 

а = а1 + е = а1 ( 1 + ;J , 
е 

то е - называютъ абсолютною, а - относительною поrръшностью 
а1 

при замънi; а на a:i-
XXIV (къ § 226). 

Въ самомъ дi;лi;, тоrда вправо отъ и" въ новомъ рядi; не 
будетъ ни одного изъ членовъ u11 и2 , ••• и" даннаrо ряда, а будутъ 
только тъ, о которыхъ уже извъстно, что абсолютныя ихъ вели
чины меньше е. 



ПРИМ1>ЧАНIЯ КО 11-ОЙ КНИГ1:!. 237 

XXV (къ § 230). 

Свойство сходящаrося ряда сохранять сходимость при зам1;нt 
его членовъ ихъ абсолютными величинами часто принимаютъ за 
опредtленiе абсолютно сходящагося ряда. (См., напр., Веберъ 
и Вельштейнъ, стр. 446). Здtсь дано другое опредtленiе (§ 224), 
а потому вышеуказанное свойство нужно доказать, что и' дtлается 
въ ~ 230. 

·т. е., 

XXVI (къ § 233, а). 

Для даннаrо ряда сумма 5 3" равна 

1 1 1 1 1 
1 +---+-+---+ ... + 2 3 4 5 6 + 

5 3,. = Н3,. - i Н1, = log Зп i log п + t С + (!, 

Зп' 

rдt С Эолерова постоянная, и lim Q О (см. (1) § 183), или 
n:::::::oo 

откуда 

1. 3" 
[ 

5 ] IШ--

"="' tlogn 
1. 

XXVII (къ § 242). 

Напримtръ: 

= 1 а11 + а12 + а13 + а14, 1 1 ан + а12 + а131 
1+~+~+~+~ +~+~+~ 
- 1 а11 + а12 + а13 + а14 1 + 1 ~1 + а12 + а13 1 · 

а13 513 [ 512 503 J 500 = 

! а11+а12+а1111-1 ан+~ 1· 

XXVIII (къ § 243). 

Полагая п km, rдt О< k < 1, найдемъ, что для всtхъ зна-
.,. 5 t 1· 5 k(l k) 

чеши т и п, сумма тп, а ел довательно, и 1m mn (l + k)3 • 

Распоряжаясь числомъ k, можемъ получить для этого предtла без
численное множество значенiй, но всt эти значенiя не превосхо

дятъ наибольшаrо значенiя данной дроби, котораrо она достиrаетъ 

при k = 2 Vз, и которое равно "
1
1? = .. ~· Общiй способъ 

6 r 3 r 108 
разысканiя наибольшихъ и наименьшихъ значенiй · функцiи бу детъ 
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изложенъ въ Ш-ей книrt, но читателю легко провtрить указанный 
выше результатъ слi;дующимъ путемъ. Обозначая черезъ h про
извольное положительное или отрицательное число, обусловленное 
только тtмъ, чтобы k + h заключалось между _О и 1, такъ что 

k(l - k) 
I h 1 < 1, положимъ j(k) = 1i + k'P и составимъ 

Аh+вьs+сьз 
f(k + h) - f(k) (1 + k)3 (1 + k +h)II' rд-Ь 
А (l+k)2((1 -2k)(I+k)-3(k k2)], 

B=-(l+k)((l+k)2+3k(I k)],C -k(l--k). 

При k 2 уз, А = О, В< О, С< О, 1 В 1 > 1 С 1, и 

h2(B + Ch) 
f(k + h) - f(k) - (1 + k)3 (1 + k + h)3 < О, 

для всъхъ значенlй h, удовлетворяющихъ условiю I h ! < 1. Отсюда 
и видно, что при k=2-YЗ,j(k)>f(k+h) при h--::z.O и Jh!<l. 

XXIX (къ § 247, d). 

хп+1 х2п+2 х3"+3 
R,,= г--х:+~+1 .х-3+ ... 

[ 
х ?+2 х2n+з ] 

=х" 1-х+ 1-:J!+"Гх-3+ ···' 
х х2 .:r'! 

а S=г=-х+ 1 х2+·1х3+ ···, 

откуда и видно, что при O<x<l, R,.<x"S. 

ХХХ (къ § 247,. е). 

Если а есть дълитель числа п, то, очевидно, и п есть дtли
а 

тель числа п, и если а< Vп, то '!'!. Vп. Если п не полный 
а 

квадратъ, ТО каждому дълителю, меньшему Vп, соотвътствуетъ 
одинъ дълитель, большiй у;, и число тъхъ и другихъ дълителей 
равно i6(n). Если п полный квадратъ, то еще есть дълитель, рав

ный Vп, поэтому въ послъднемъ случаъ число дълителед, не боль
шихъ Vп, равно О(п)2+.!. 
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Т еорiя функцiй. 

ФУНКЦIИ ОТЪ ОДНОЙ ПЕРЕМьННОЙ. 

Основныя понятiя. 

253. Перемiшная .:i· называется независимою, если ей можно 
приписывать любое значенiе. При этомъ можетъ случиться, что ея 

измiшяемости поставлены нt.которыя границы, можно, напримt.ръ, 
требовать, чтобы перемt.нная постоянно оставалась въ нt.которомъ 

11нтервалt. (§ 169) или принад11ежала нt.которому ансамблю лишь 
бы при этомъ не принимались во вниманiе значенiя, принимае· 
мыя другими перемt.нными. Въ противоположность лому функцiею 

называется всякая такая перемt.нная у, которая связана съ незави

симою перемt.нною такимъ образомъ, что всякому значенiю х соот

вt.тствуетъ одно и только одно значенiе у. Эту зависимость выра

жаютъ тt.мъ, что пишутъ у= /(х), гдt. символъ f можетъ изобра
жать совокупность различныхъ операцiй, которыя надо выполнить 

надъ числомъ х, чтобы результатъ ихъ давалъ значенiе у. Вообще 
же этотъ символъ выражаетъ толыю то, что между перемtнными 

установлена нt.которая зависимость, не предполагая возможности 

выполненiя дt.йствiй, посредствомъ которыхъ выводится значенiе у 

по данному значенiю х. Если соотвt.тствiе между х и у взаимно
о дн о знач но, т. е. если каждому значенiю .У соотвtтствуетъ одно 
и только одно значенiе х, то можно разсматривать у, какъ незави

симую перемt.нную и тогда х = g(y), т. е. Х есть нt.которая функ
цiя отъ _у. При этомъ функцiи (или зависимости), изображаемыя 
символами .f и g, называются взаимно-обратными. Представляя 
себt., чтобы яснt.е видt.ть въ чемъ тутъ дt.ло, обt функцiи, отне

сенными къ одной и той же независимой перемt.нной t, можемъ ска
зать, на основанiи опредt.ленiя функцiи /(t) и g(t), что Лg(t)] 
и g[/(t)] приводятся тождественно къ t (l). 

16 
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254. Прим:tры. а) Простtйшая изъ функцiй отъ .,: есть та, которая 
опред1шяется требоваиiемъ сохранять одно и то же значенiе, каково бы 1ш 
было значенiе х, напримt.ръ, у= 1 *). По;~аrая у х, у х2, или вообще-у 
равнымъ uълому полиному относительно х, мы этимъ опредt.ляемъ различиыя 
функцiи .v, которыми подробно займемся въ пятой книrt.. Еще общнi:;е сим
волъ / можетъ обозначать совокупность извt.стнаrо числа основныхъ алrе
браическихъ операцiи, т. е. сложенiй, вычитанШ, умноженiй, дt.ленiй, возвы
шенiй въ стенень и извлеченiй корней (съ цt.лымъ показателемъ); въ этихъ 
случаяхъ функцiя _/(х) называется алгебраическою. Въ частности, когда 
отсутствуетъ послt.дняя изъ названныхъ операцiй. функцiя называется рацi
ональною, н въ этомъ случаi;, какъ легко убi:;диться, она будетъ либо ц1,. 
лымъ полиномомъ (или цi;лой функцiей), либо частнымъ отъ дi;ленiя 
одного полинома на другой 1). (11.) 

Ь) Въ тtхъ случаяхъ, когда функцiя задана въ видt. частнаrо отдi:;-

• .. • q: (х) б ф . 
леши однои функ111и на другую: у = :;;(х) , можно желать, что ы ункцш 

была опредълена во всемъ интервал"!;, въ которомъ заключается к о ре н ь 
функцiи ·1р (х). т. е. такое значенiе х, для котораrо 1р (х) = О. Съ этою ц1шью 
нужно объяснить, какое значенiе желаютъ придать функцiи для значенiй х, 
равныхъ корнямъ функцiи ''i' (х). Такъ, наnримъръ, функцiи 

I х2 

У х' у=~"::: 

нельзя считать опредъленными въ такомъ интервалi:;, въ которомъ лежитъ 
значенiе х = О, если не добавить, что каждая изъ нихъ принимаетъ нi;которое 
данное значенiе при .v = О. Это значенiе, впрочемъ, можно выбирать по про
изволу. Въ самомъ дt.лt; надо замi;тить, что результаты -А- и Р,·, получаемые 
въ nравыхъ чапяхъ вышеприведенныхъ равенствъ при х О, лишены 
всякаrо смысла, потому что въ ариеметикi; или алrебрt никогда не опре
дъляютъ (ер. §§ 107 и 120) частнаrо. не оrоворивъ. что д'\;литель не равенъ 
нулю. Конечно, можно было бы приписать этимъ символамъ нъкоторый 
опредъленный смыслъ, но въ этомъ нътъ надобности; это повело бы даже 
к1:; нi;которымъ псу добствамъ, нарушивъ общность правилъ алгебраическаrо 
вычисленiя. Во всякомъ случаi; нужно остерегаться говорить, что -1, безк о
нечное, а f1 неопредi;ленное число, какъ это иногда дълаютъ. Это не 
имъло бы никакого смысла. Въ самомъ дt.лi;, выраженiе беэконечное 
число потому не имi;етъ смысла, что всякое число само по себ1; конечно. 
Понятi(' о безконечности исчерпывается тtмъ, что каково бы ни было 
данное число, всегда можно себt. представить другое число, большее дан
наrо 2). Иными словами безконечность не есть состоянiе, въ которомъ 
находится въ данный моментъ величина (или чисJю, ее измi;ряющее), а от
носятся исключительно къ процессу, который претерuъваетъ nеремънная 
величина, не встрi;чающая никакихъ rраницъ при своемъ возрастанiи. Желать 
опредi;лить, т. е. фиксировать нi;которое число, и въ то же время, говорить, 
что оно иэмtняется, принимая сколь yronнo большiя значенiя, или (въ с.1у
ча1; Ю прямо приписать ему всевозможныя значенiя, очевидно, нелi;по. 

*) Такую функцiю наэываютъ постоянною. 

1) Для болtе точныхъ указанiй2 см. • Corso di' analisi algebrica • С а
реШ et Garbleri р. 418. 

2) Относительно этого пункта см. Cauchy .Sept le<;ons de physique 
generaJe·. Тотъ же вэrлядъ на безконечность высказываетъ и Лейбницъ, одинъ 
изъ основателей исчисленiя безкоиечно малыхъ. См. ,,Resume du Cours d' Ana
lyse• par Mansioн р. 220. 
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А между mмъ эти нел1:нюсти и лежатъ въ основt mхъ возраженiй, ко
торыя дtлались нtкоторыми критиками противъ исчисленiя безконечно 
малыхъ. 

с) Функцiя у= х совпадаетъ съ обратною ей функцiею; то же самое 
можно сказать о функцiи, значенiе которой при х О равно нулю, а при 

х О равно 1 
, такъ что обt Функцiи обладаютъ своi!ствомъ удовлетво-

х 

рять тождеству f lf(x)] х. Если хотимъ найти обращенiе функцiи у х2, 
то прежде всего замtчаемъ, что можно разсматривать J', какъ независимую 
перемtнную лишь при условiи ограниченiя ея значенiй интерваломъ (О, =). 
Однако, каждому значенiю у въ этомъ интервалt, за исключенiемъ нижней 

ея границы, соотвtтствуютъ два значенiя х, а именно -Vi и - У.1;: Слtдо
вателыю, разысканiе функцiи, обратной относительно fJ, приводитъ къ двумъ 
функцiямъ 1,ГТ и - у i или, пожалуй, къ безчислепному множест 1у функ
цiй, если условимся для каждаго значенiя t брать то тотъ. то другой изъ его 
квадратныхъ корней (Ш). 

Для достиженiя ясности и опредtленности при изученiи основныхъ 
свойствъ функцiй сл1щуетъ никогда не отступать отъ опредtленiя' функцiи, 
данна~-о въ § 223 (т. е. не забывать условiя однозначностd функцШ), и по

тому разсматривать у t и - }Гi, какъ дв'Ь различныя функцiи, не смотря 
на то, что въ дальнtйшихъ математическихъ изслtдованiяхъ окажется воз
можнымъ и даже полезнымъ разсматривать ихъ, какъ соединенныя въ одну. 

Тогда надо будетъ расширить rюнятiе о функцiи въ томъ направленiи, что
бы функцiя отъ .1:: могла при каждомъ данномъ значенiи отъ .У получать не 
одно, а два или нtсколько различныхъ значенiй, и даже безчисленное мно
жество ихъ, подчнненпыхъ нtкоторому опредtленному закону (JV). 

d) Уже изъ элементарной алгебры намъ извtстна функцiя а"' (при а> О), 
по крайней мtръ, для рацiональныхъ значенiй х. Дальше, въ § :по, Ь, мы 
увидимъ какимъ образомъ можно распространить ея опредi;ленiе и на ирра
цiональныя эначенiя х. Обратная ей функцiя есть Log х, т. е. логариемъ числа х 
при основанiи а. При этомъ посл'Ьдняя функцiя, очевидно, опредtлена только 

при х О. Въ частности функцiя, обратная е", есть log .'!:. Далl;е, въ тригоно
метрiи уже изучаются фунюuи siп х, cos х, tg х, . . . такъ наэываемыя 
кругов ы я (или тр игонометрическiя) функцiи. Пос;rвдняя tg х не опре
дtлена для тъхъ значенiй х, для которыхъ cos х = О. Хотя часто и пишутъ 

Jg i ==,но это равенство имi;етъ лишь условный смыслъ, о которымъ 1шже 
будетъ рtчь. Весьма важное значенiе имtютъ функцiи, получаемыя отъ 
обращенiя круговыхъ *). Функцiя у = cos х не допускаетъ обращенiя, если 
не условимся подъ значенiемъ дуги х, косинусъ который ра венъ у, пони
мать наименьшую положительную дугу (равную нулю при JJ l), нзъ всi>хъ 
имi;ющихъ данный косинусъ. а нри этомъ условiи обратная данной функцiя 
обозначается знакомъ arc cosy. Подобнымъ же обраэомъ опредъляютъ функ
цiи arc sinJ, и arc tgy, обратныя функuiямъ у sin х иу tgy, условившись, 
что данному значенiю синуса или тангенса, равна го у, соотвi>тствуетъ наи
меньшая по абсолюmоll величинt дуга х, изъ всtхъ дугъ, имъющихъ дан
ный синусъ или тангенсъ. Согласно этимъ опредi;ленiямъ, всегда имtемъ 

*) Эти функцiи называются обратными круговыми. Впрочемъ, на 
русскомъ языкъ часто круrовыя функпiи (sinx, cosx, .•. ) называютъ три
гонометрическими, а обратныя имъ просто круговыми. 
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Принимая во вниманiе еще, что 

cos (; -arc siny) = sin (arc siny) = у, 

п . 

О ~ n -- arc sin у ~ п. 
:L 

всегда можемъ писать 2 - arc sшу = arc cosy, т. е. 

. п 
асс sшу + arc cosy = 2 . 

§ 254 

Читателю легко будетъ самому найти другiя соотношенiя между символами 
ars sin, arc cos, arc tg, если онъ постоянно будетъ имъть въ виду тъ оrра
ничснiя, ко1орыя содержатся въ самомъ опредъленiи этихъ символовъ. Иначе 
легко впасть въ ошибки. Чтобы въ этомъ убi;диться, достаточно, напримъръ, 
замътить, что равносильная одной извъстной формулъ триrонометрiи формула 

и+-и 
arc tg и + arc tg п = arc tg ------ -

1 - uv 

справедлива только при 11v < !. Если же uv > 1, то въ правой части надо 
прибавить или отнять число п, смотря по тому, бу дутъ ли и и v больше О 
или и и ,J меньше О. (V.) 

е) Если условимся приписывать числу у значенiе О, когда х число рацi
ональное. и значенiе ], когда х число иррацiона.1ьное, то у будетъ функцiя 
отъ х, очевидно, не допускающая обращенiя (т. е. не имъющая обратной). 
Тоже самое "южно сказать о функцiи, опредъляе!>!ой требованiемъ принимать 
значенiе 1 для вс1,хъ положительныхъ значенiii х, значенiе - 1, для всъхъ 
отрицательныхъ 1,· и значенiе О для х = О. Эта замъчательная функцiя встръ
•1ается часто въ ариеметическихъ изслъдованiяхъ Кронеккера (Kronecker), кото
рый обозначилъ ее знакомъ sgnx, читается сиrнумъ х. На первый взrлядъ 
кажется невозможнымъ изобразить ее 110мощью знаковъ обыкновенныхъ опе
рацiй, а между тъмъ .qerкo найти различныя ея выраженiя, и прежде всего съ 
помощью знака опсрацiи lim, состоящей въ переход'!; къ предълу, въ предпо
ложенiи, что нъкоторое цълое число tl безпредъльно возрастаетъ. Дъйстви
тельно, легко вндъть, что 

tlX е"Х-е--"х 2 
sgn х = lim - = -.;=i, sgn х = lim пх -ш,' sgn х = :--- lim arc tg пх (cм.Vl) 

,,=.,, Yl + п~х~ 11=.,, е +е п n="' 

Впрочемъ, можно и не прибъrать къ операцiи Jim. Если условимся прюш-
1 

сать функцiи arctg х, которая не опредълена этою форму дою при х = О, 

значенiе О при х 0= О, то легко видi;ть (см. V), что 

sgnx= ~(arc1gx+arctg.!_)· 
п х 

Другая функцiя, тъсно связанная съ предыдущею, опредъляется требованiемъ 
принимать значенiе, равное абсолютному значенiю х при всякомъ данномъ 
значенiи х. Мы ее обозначимъ символомъ i х 1 • Ясно, что I х: = х sgп х. 
Наконецъ, функцiя 
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есть именно та функniя, которую мы оnредълили въ началъ пункта е). Дъй

ствительн~, при х рацiональномъ (х = ~), 11!х при безnредъльиомъ 
возрастанш п непремънно сдълается и останется числомъ цълымъ, и 
y=sgn0=0, а при х иррацiональномъ этого никогда не случится, 
sin211!лx остается большимъ U и у= 1. 

f) Повторяемость (H!iufigkeit) появленiя цифры О между десятич
ными знаками числа х есть интересная функпiя отъ х, которую мы всегда 
будемъ обозначать символомъ m (х), когда будемъ имъть случай вnосл1щ
ствiи приводить ее въ качествъ примъра. Она опредъляется слъдующимъ 
образомъ: если въ чисдъ первыхъ 11 десятичныхъ знаковъ числа х зак,1ю-

й .т б 1;л • чается т нуле , и отношен1е п при езпред ьномъ возрастан1и числа 11 

стремится къ нъкоторому предълу, то этотъ предълъ мы и примемъ за зна
ченiе функцiи у, соотвt.тствующее данному значенiю х. Функцiя у tu (х) 
не допускаетъ обращенiя, не потому что у недьзя принять за незави
симую перемънную (как1. въ послъднихъ разсмотрънныхъ выше примърахъ), 

,..а потому, что каждому данному значенiю у (которое должно, однако, все1·да 
оставап,ся въ интервалъ (О, 1) "') соотвътствуетъ безчисленное множество 
значенiй .1:, и изъ нихъ нельзя изолировать одно опред1шенное, какъ это 
было сдълано въ обратныхъ круговыхъ функцiяхъ. Въ самомъ дълъ, подо
жимъ, что дано по произволу число а и фи к с и ров ан о положительное 
сколь угодно малое число 11. Всегда можно найти такое цtлое число v, 

1 
чтобы 10" было > lz · Обозначимъ, далtе, черезъ х' а то число, которое 

полу•шмъ, когда въ числъ х а откинемъ всъ десятичные знаки, стоящiе 
правъе ,v-тaro. Тогда, очевидно. х х' < h **), а съ другой стороны 
ro (х') '° (а), потому что добавлепiе х' - а къ а измъняетъ только конеч-

ф 1;л .т .. 
ное число ци ръ въ а и на пред ъ отношеюя -1i никакого вл1янш не ока-

зываетъ. Такимъ образомъ, наша функцiя, принявъ нъкоторое значенiе "' (а) 
при х = а, возвращается къ тому же значенiю безчи::ленное множество 
разъ въ окрестности любого дpyroro значенiя х. Замtтимъ, кромъ того, что 
всегда можно измънять т при возрастанiи п до безконечности такъ, что 

отношенiе т ни къ какому предълу не будетъ стремиться, и составить 
11 

такое число а, для котораго w (а) не существуетъ. Изъ предыдущихъ со
ображенiй вытекаетъ, что это будетъ имtть м-всто въ окрестности всякаrо 
другого значенiя х, такъ что во всякомъ интервалъ, какъ бы малъ онъ ни 
былъ, функцiя ш (х) не будетъ оnредълена для безчисленнаrо множества 
значенiй перемtнной (Vll). 

g) Безконечные ряды и произведенiя (§ 252) даютъ новые примъры 
функщ/1, Положивъ, напримъръ. 

у х 1х2 + }х3 - tx4 + ... 
получимъ функцiю у. опредъленную въ интервал-в (- 1, + l) за исключе
нiемъ нижней границы. Въ этомъ интерва,1ъ, какъ нзвъстно (§ 186), функ
цiя у принимаетъ п же значенiя, какъ и другая функцiя Iog (1 + х), опре
дълениая въ нитервалъ J, ::ю ), также за исключенiемъ н;;;жней границы. 
Уравненiе 

F(x) sin 2л;х + ! sin 4пх + tsin бпх + 

*) Такъ какъ т все1·да 

**) Потому что х - х' 

11. 

1 

10" 
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оnред1;ляетъ функцiю F(x) для всякаrо значенiя х (§ 218, i). Полезно за
мътить, что она можетъ быть выражена черезъ дв-t друriя весьма нростыя 
функцiи I х], т. е. наибо.1ьшее ц-tлое число, заключающееся въ х *) и sgп х. 
Дъйствителыю, э;1ементарнымъ путемъ можно показать 1), что 

2 
F(xJ 

:t 
sgn (х [х]) 2(.v [х]) 

или, если угодно, 

2 
F(x) Q(- х) 

::r, 
Q (.-v), 

rд1; g(x) = х r~·J. Въ частности отсюда выводятъ, что въ интервал'!; (О, 2п) 
за исключенiемъ объихъ rраницъ, им-tетъ м-tсто сл-tдующая полезная 
ддя насъ формула 

sin х + t sin 2х + 1. sin 3х + · · · { (:t - х). (См. Vlll.) 

h) Зам-tтимъ еще, какъ уже было сказано, что н-tтъ надобности 
ум1;ть выразить у при помощи аналитическихъ символовъ, изображающихъ 
н1;которыя оnерацiи, производимыя. надъ независимой перем1;нноl! х, или 
даже только 2нать, что подобное выраженiе возможно, чтобы имъть право 
утверждать, что у есть функцiя отъ х. Достаточно, чтобы заданiе каждаrо 
значенiя .v такъ или иначе опредыяло одно соотв-tтствующее значенiе у. 
Такъ, напримъръ, растворимость какой нибудь соли, упругость и скрытая 
теплота водяного пара функцiи температуры. Важнъйшая функцiя отъ 
одной независимо!! nерем-tнно!I (времени;, rоворитъ Томсонъ 2), для жите
лей Ливерпуля, есть, можетъ быть, ц1;на хлопчатой бумаги, хотя и не 
удается найти какую нибудь аналитическую зависимость между этою ц1;ною 
и временемъ, считаемымъ отъ нъкотораrо даннаrо момента. Друriя функцiи 
времени будутъ: само время, показываемое очень плохими часами, темпера· 
тура въ данной точк-t пространства, или температура, наблюдаемая съ по
мощью даннаrо термометра и выражаемая въ среднемъ и приближенно при 
помощи круrовыхъ триrонометрическихъ функцiй 3). Всъ эти функцiи не 
обратимы. Какимъ образомъ можно было бы, напримъръ, разсматривать 
время, какъ функцiю температуры? Но, самая дюбопытная функцiя времени, 
безъ сомнънiя, есть давленiе воздушнаrо сголба на барабанную перепонку. 
Представимъ себ1;, наприм1;ръ, что эта функцiя построена при помощи слу
шанiя музыкальной niecы, исполняемой большимъ оркестромъ. Какъ бы 
сложны, мяrки или р-tзки, гармоничны или дисгармоничны ни были про
изводимые звуки, какъ бы они ни васлоялись одинъ на друrой, зная эту 
функцiю, мы моrли бы съ точностью воспроизвести слышанные звуки, и по
лучили бы. кром1; тоrо, массу показанil!, чуждыхъ д1;йствител1,ному воснрiятiю 
музыкальныхъ тоновъ 4) (lX). 

255. Функцiя называется конечною въ данномъ интеf)валt, 
если всt ея значенiя въ этомъ интервалъ составляютъ конечный 
ансамбль. Границы этого ансамбля (§ 170) называются грани-

*) Читается антье (eпtier) отъ х. 

1) Pringsheim. Mathematische Aпnalen, томъ 26, стр. 193. См. 
также § 363. 

2) W. Thom son. .confereпces scieпtifiques et allocutions" trad. par 
Р. Lugol. 1893, стр. 178. 

3) Liagre. Calcul des probabilites, стр. 288. 
4') W. Thomsoп. Тамъ же, стр. 178-180. 
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uами (нижнею и верхнею) функuiи. Иными с;ювами, нижняя 

граница функцiи есть число, характеризуемое слi;дуюшимъ двой

нымъ условiемъ: 1) оно не превосходитъ ни одного изъ значенШ 

функцiи, 2) всякое число, его превосходящее, 11ревзойде1ъ и нt.ко
торое значенiе функцiи. Аналогично, верхняя граница функцiи есть 
число, обладаюшее слt.дующими свойствами: 1) его не лревосхо
дитъ ни одно изъ значенШ функцiи, 2) всякое число, меньшее его, 
будетъ меньше нt.котораго значенiя функцiи. Эти границы только 
тогда можно называть наименьшимъ и наибольшимъ значе

нiемъ функцiи, или иначе минимумомъ и максимумомъ ея, если 

функцiя, дt.lkтвительно, принимаетъ значенjя, равныя этимъ грани

uамъ въ данномъ интервалt.. Такъ, на11римt.ръ, функuiя sin х ко

нечна во всякомъ интервал-в и имt.етъ въ немъ минимумъ 1 и мак
симумъ -1· 1, если интервалъ не меньше 2я. Функцiя g(x) = ;i· [х] 
также конечна во всякомъ интервал-!;, и если интервалъ не меньше 

1, то она имt.етъ въ немъ наименьшее значенiе О, но не имъетъ 

наибольшаго, потому что верхняя ея граница 1 не принадлежитъ къ 
числу значенiй функцiи при какомъ нибудь значенiи x[O<g(x)< 1]. 

Напротивъ того, функцiя, равная _:i_ при х О и равная О при 
п 

х О, не будетъ конечною въ интервалt., въ которомъ лежитъ О, 
потому что, какъ бы велико ни было число l, всегда будетъ суще-

ствовать въ интервал-в такое значенiе х, лри которомъ 1 бу детъ . х 

больше l или меньше l. Достаточно взять значенiе I х 1 < J . Функ
цiя можетъ быть конечною въ одномъ направленiи и не конечною 
въ друrомъ (т. е. имt.ть нижнюю границу и не имъть верхней, и 
наоборотъ). Такъ, напримt.ръ, функцiя, равная квадрату предыду-

1 
щей (т. е. равная ·;, при х ~ О и равная О при х О) ни въ ка-

х~ 

комъ интервалt. ( - а, а) не имъетъ верхней границы, но имt.етъ 
1 

нижнюю границу - 2 , которая въ то же время есть ея минимумъ. 
а 

Такимъ же образомъ функцiи е"' не конечна въ интервалt., заклю
чающемъ въ себt. О, но имt.етъ въ н~мъ минимумъ. 

256. Теорема 1. Всякая функцiя, конечная въ данномъ 
интервалt., имt.етъ въ немъ нижнюю и верхнюю границу. 

Это есть простое слt.дствiе опредt.ленiя конечности функцiи 
и извt.стноfl теоремы (§ 1721 о существованiи нижней и верхней 
границы конечнаrо ансамбля. 

251. Теорема 11. Если функцiя конечна въ окрест
ности всt.хъ чиселъ конечнаго интервала, то она конечна 
и въ интервалt.. 
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Мы примtнимъ для доказательства косвенный прiемъ, а именно 

докажемъ, что если функr(iя не конечна въ ийтервалъ, то найдется 
по крайней мъръ одно число этого интервала, въ окрестности ко

тораrо функцiя не конечна. Отрицая конечность функцiи въ интервалt, 

мы утверждаемъ возможность найти между значенiями, которыя она 

принимаетъ въ интервалъ по крайней мъръ, одно у1 , превосходящее 

любое заданное число 11 , а также и значенiе у2 , превосходящее любое 
число /2 , большее у1 • Такимъ путемъ можно идти безпредtльно и по
строить послъдовательность чиселъ /1 , / 2 , / 3 , . • • постоянно и безпре
д tльно возрастающую. Значенiямъ у1 , у 11 у3 , ••• функцiи соотвътству

ютъ значенiя х1 , х2 , х3 , ••• независимой перемънной, всъ между 

собою различныя *), и образующiя поэтому послъдовательность, 
состоящую изъ безконечно большого числа чиселъ. Такъ каh.'Ъ всt 
эти числа принадлежатъ конечному интервалу, то по извъстной тео

рем-в (§ 174), въ этомъ интервал-в существуетъ одно или н-tсколько 
чиселъ, въ окрестности которыхъ будетъ безчисленное множество 
чиселъ этой послъдовательности (точки сrущенiя). Пусть 5 одно изъ 
такихъ чиселъ. Выбравъ по произволу положительное сколь угодно 

малое число li, покажемъ, что въ интервалъ (5 - h, 5 + h) функ
цiя превзойдетъ любое число l, какъ бы оно велико ни было. Дtй
ствительно, выбравъ v настолько большимъ, чтобы при п > v 
ln было больше l, замътимъ, что въ послъдовательности х,,+1 , х~+2 , 
х,,+3 , ••• непремънно въ концъ концовъ найдется такое Хп, которое 

поnадетъ въ интервалъ {5 - h, s + h) *·r,). Соотвътствующее ему 
значенiе Функцiи у,., по условiю, больше l,. > l; слъдовательн_о, въ 
окрестности точки 5 функцiя у приметъ значенiе, большее любого 
числа 1, что и надо было доказать. 

258. Можно доказать эту теорему и nрямымъ путем·ь, если не 
желаемъ ссылаться на теорему § 17 4. По условiю, функцiя конечна 
въ окрестности со всъми числами интервала (а, Ь). Въ частности, 
условiе, что она конечна вправо отъ а, обоJначаетъ, что она 

конечна въ интервал-в (а, х), верхняя граница котораrо х до
статочно близка къ а. Это будетъ справедливо и для всякаrо 
числа х' < х и > а. Ансамбль всъхъ такихъ чиселъ ;1:.· ~ Ь, для 
которыхъ функцiя конечна въ интервалъ (а, х) имъетъ верхнюю 

границу 5 Ь. Это число 5 есть наибольшее число этого ан
самбля (т. е. принадлежитъ этому ансамблю). Дtйствительно, взявъ 

какое нибудь число 51 5, достаточно близкое къ 5, и принимая 
во вниманiе, что функцiя конечна влъво отъ 5 (по условiю), заклю
-чаемъ, что 9на конечна въ интервалъ (51

, s). Съ другой стороны 
она конечна въ интервалъ (а, 5'), слtдовательно, и во всемъ ин-

*) Иначе одному и тому же значенiю х соотвf;тствовали бы различ
ныя значенiя у, что противоръчить установленному зд11сь опредf;ленiю 
функцiи (§ 253). 

**) Иначе ~ не было бы точкою сrущенiя. 
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тервалi; (а, s), (т. е. S принадлежитъ ра3сматриваемому ансамблю И 
является наибольшимъ числомъ въ немъ). Остается пока3ать. •1то 

S = ь. Если бы S было меньше ь, то В3ЯВЪ число s'' > S, доста
точно бли3кое къ s, мы получили бы интервалъ (s, s"), въ кото
ромъ функцiя была бы конечна, а слi;довательно, она была бы ко

нечна и въ интервалi; (а, s'), а это противорi;читъ тому, что s есть 
наибольшее И3Ъ чиселъ х Ь, обладающихъ тtмъ свойствомъ, чтр 
функцiя конечна въ интервалi; (а, х). Итакъ, s = Ь. 

259. Теорема 111. (Первая теорема Вейерштрасса). Если 
функuiя конечна въ конечномъ интервалi;, то въ немъ най

дется, по крайней мtp-t;, одно число, въ окрестности кото

раго функuiя им-tетъ ту же нижнюю границу, какую она 

имi;етъ во всемъ интервалt. То же самое относится II къ 

верхней граиицt. 

Мы можемъ ограничиться дока3ательствомъ теоремы для ниж

ней границы. Обозначимъ ее чере3ъ л.. Если она въ то же время 
мин им ум ъ функuiи, то въ ра3сматриваемомъ интервалi; найдется, 

по крайней мtpt, одно число 5, для котораго /(/;) = л, и ясно, что 
и въ окрестности [; число А. будеть минимумомъ функцiи. Если l 
не минимумъ, то это пока3ываетъ, что f(x) - }. въ данномъ интер
валt всегда больше О, но принимаетъ сколь угодно малыя 3наченiя, 
откуда слtдуеть, что функцiя 

1 
q' (х) = ](х)~). 

оnредtлена во всемъ интервалt (а, bJ, но не конечна въ 
немъ. Поэтому (§ 257 или 258) въ интервалt (а, Ь) существуеrь 
такое число ~' въ окрестности котораго <р(х) не конечна, т. е. 
какъ бы велико ни было число l, всегда въ сколь угодно ма,1омъ 
ИНтервалi; (5 h, 5 + /1) найдется ЧИСЛО Хо, ДЛЯ КОТОраГО t:p(~·o)>/, 

1 
откуда /(::..:0 ) < л + -1. Сл-tдовательно, /(х0) меньше числа, которое 
больше л, но отличается отъ л. сколь угодно мало. Итакъ, и въ 
ИНТервалt (S -- h, 5 h) }. есть Наибольшее И3Ъ ЧИСеЛЪ, Не преВОС· 
ходящихъ ни одного 3наченiя фуикцiи j(x) въ этомъ интервалt, 
иными словами: А, нижняя граница функцiи въ окрестности 5. 

Стремленiе къ пред1шу. 

260. Когда говорятъ, что не3ависимая перем-tнная х стре
мится къ предtлу а, то это 3начить (§ 169), что х принимаетъ 
всt 3наченiя въ окрестности а. Часто поле3но бываетъ ра3личать 
стремленiе къ а слtва или справа, и можно себ-t представить, 

что въ первомъ случа-t перем-tнная х проходитъ, постоянно ВО3· 

растая, цi;лый интервалъ (а - h, а), 33 исключенiемъ верхней гра
ницы, а во второмъ-постоянно убывая, интервалъ (а, а+ h), за 
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исключенiемъ нижней границы. Говорятъ, далtе, что nеремtнная х 
стремится къ безконечности, если при своемъ измtненiи она, въ 
кошtt концовъ, nринимаетъ значенiя, превосходящiя любое данное 
число. Этого можно достигнуть, заставляя х проходить цtлый ин
тервалъ (~, оо ). Аналогичное опредtленiе имtется для х, стремя
щагося къ оо . 

261. Говорятъ, что значенiя f(x) справа отъ а стремятся къ 
nредtлу /, если съ приближенiемъ х къ а справа, абсолютная вели
чина разности /(:r:) -1, наконецъ, становится и остается меньше 
любого ло;южительнаго числа. Подробнtе это можно выразить такъ. 
Говорятъ, что /(х) справа отъ а имtетъ предtлъ l, и пишутъ 

lim f(x) = /, 
;:r-==a-f-0 

если каждому сколь угодно малому положительному числу в соот

вtтствуетъ такое число h О, что для всtхъ значенiй х въ интер
валt (а, а+ h), за исключенiемъ нижней границы, имtетъ мtcro 
неравенство 

(1) \/(х) ·-· / J < Е. 

Также rоворятъ, что /(х) слtва отъ а имtетъ предtлъ l и пи
шутъ 

limf(x) /, 
:C-...::::.(t--0 

если каждому числу в > О соотвtтствуетъ такое число h > О, что 
неравенство (1) имtетъ мtсто для вся ка го х въ интервалt (а -- h, а), 
за исключенiемъ верхней границы. Наконецъ, если, какъ это обык

новенно и бываетъ, существуюrь предt,лы справа и слtва отъ а, и 
оба равны l, то пишутъ 

limf(x) /. 
=а 

Только для сокращенiя рtчи rоворятъ, что j(x) имtетъ nредtлъ l, 
при х а. Подъ этимъ надо понимать, что перемtнная х должна 

принимать всt значенiя, безконечно близкiя къ а, за исключе
нiемъ именно сам ого а. Вообще надо отличать числа {(а+ О) 
и /(а - 0), т. е. предtлы функцiи f(x) при х = а, отъ значе
нiя /(а), дtйствительно получаемаrо функцiей при х = а. 

262. Говорятъ далtе, что /(х) стремится къ nредtлу /, при 
х безконечномъ, если каждому положительному числу в соотвtт
_сrвуетъ такое число что неравенство (1) будетъ справедливо при 
всякомъ значенiи х > 

Говорятъ, что для х, стремящагося къ а справа или слtва *) 

*) Или съ приближенiемъ х къ а сnрава или слtва. 
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f(x) стремится къ оо, и условились писать 

=, limf (х) 
х::::-...а-0 

если всякому сколь угодно большому числу /, соотвtтствуетъ такое 
положительное число li, что въ интервалt (а, а h) ИJIИ (a-h, а), 
за исключенiемъ границы а, имъе1ъ мъсто неравенство f(:x) > !. 
Аналогично этому опредъляется стремленiе или приближенiе къ пре

дълу -- оо. Наконецъ, rоворятъ, что при х беэконечномъ /(х) стре
мится къ беэконечности, и условимся писать 

lim/(x) 
="' 

со 

' 

если каждому сколь угодно большому числу l соотвътствуетъ такое 
число ~. что /(:х) > l при .х > ~. Небольшого раэмышленiя доста
точно, чтобы убъдиться, что всъ эти опредъленiя построены по 

одному и тому же принципу. Здъсь кстати бу детъ эамътить, что 

часто вмъсто того, чтобы говорить, что нъкоторая функцiя стре
мится къ оо, когда х стремится къ а, или, что она стремится къ 

предълу /, когда а стремится къ беэконечности, rоворятъ, что эта 
функ1tiя беэконечна при Х а, или что она равна / при Х без
конечномъ. Это совершенно условный способъ выраженiя, имъющiй 
свои выгоды и не выэывающiй сомнънШ, если разъ навсегда ясно 

установленъ ихъ истинный смыслъ. Сообразно такому способу вы
раженiя принято писать 

/(а) = = или /( =) !. 

Вотъ этимъ то способомъ и можно опредълить, напримъръ, функцiю 

arctg х (§ 254, d) подобно функцiи arcsin х, не исключая эначенiй 
:п; я ± 2 . Беэъ этого равенства въ родъ arc tg оо) = =±: 2 , или 

tg ~ оо, не имъли бы смысла. Въ послъднемъ случаъ, впрочемъ, 

молча подразумъвается еще нt•по: 

:п; 

подраэумtвать 2 О, потому что 

:п; 

въ лtвой части надо подъ 2 

tg(;±o) ±=· 
263. Изъ тtхъ же соображенiИ, которыми раньше польэова

лись, когда шла ръчь о функцiяхъ, эависящихъ отъ перемtннаrо 

числа п, принимающаrо одни цълыя эн:-1ченiя (число lln данной по

слъдовательности, общiй членъ беэконечнаrо ряда и,.), вытекаютъ 
нижеслi;дующiе реэультаты. Всякая функцiя, принимающая при воэ

растанiи перемъннаrо такiя эначенiя, изъ которыхъ послъдующее ни

когда не меньше предыдущаrо, стремится при беэконечномъ х къ 
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нi;которому конечному или безконечному предi;лу, потому что та
кой функцiи достаточно сдi;латься больше нtкотораrо даннаrо 

числа, чтобы заrtмъ и оставаться больше эroro числа при воз
растанiи х. Если нtкоторая функцiя всегда заключается между двумя 
другими, которыя съ приближенiемъ .::1,· къ а стремятся къ общему 
предi;лу l, то и данная функцiя стремится къ тому же предi;лу l. 
Если съ приближенiемъ х къ а фуикцiя стремится къ иtкоторому 
предi;лу, отличному отъ нуля, то въ концi; концовъ функцiя приметъ 

и будетъ сохранять знакъ { + или -·) этого предtла. Поэтому функ
цiя, никогда не перестающая принимать какъ положительныя, такъ и 

отрицательныя значенiя въ окрестности нtкотораrо даннаrо значе

нiя а, не можетъ стремиться къ предi;лу, отличному отъ нуля. Если 

и, v, w, . . . функцiи отъ х, и если с ь приближенiемъ .:i,· къ а: 

lim и= а, 1im v fl, lim ш r, .. . , 
то 

lim (ti + ·11 + ш + ···)=а+ i:J + у+ ···, lim itvш .. · = a,Jr ···, 

при условiи, что число разсматриваемыхъ функцiй конеч

ное. Предi;лъ отношенiя и къ v равенъ ; , при условiи, ч~о fJ 
не равно нулю, но можно кое что сказать и въ тtхъ случаяхъ, 

когда 11 ни къ какому конечному отличному отъ нуля предi;лу не 

стремится. А именно, если v безпредi;льно возрастаетъ, при чемъ и 
tl 

остается конечпымъ, то - стремится къ О, а когда v стремится v 
1 

къ О, сохраняя при этомъ знакъ числителя и, и - остается конечиь1мъ 
tJ 

tt 
по абсолютной величинi;, то возрастаетъ безпредtльно. У насъ 

~1 

нi;тъ еще средствъ для вычислеиiя предма частиаrо, когда числи

тель и знаменатель одновременно стремятся къ нулю, но этимъ 

вопросомъ мы ниже займемся. 

264. Теорема IV. Для того, чтобы функцiя f(x) стре
милась къ конечному предi;лу съ приближенiемъ х къ а 

справа, необходимо и достаточно нижеслi;дующее усло

вiе: когда задано положительное сколь угодное малое 

число 8, всегда можно найти такое положительное число h, 
чтобы для всякой пары значенiй х' и х", лежащихъ въ ин
тервалt (а, а+ h), за исключенiемъ нижней границы, удо
влетворялось неравенство 

lf(x') - f(x'') 1 < f. 

У словiе необходимо. Именно, если f(x) стремится къ предi;лу l, съ 
приближенiемъ х къ а справа, то это значитъ, что при данномъ 

сколь угодно маломъ 8 > О существуетъ такое число li > О, что 
lf(x) l\ <-! s 
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для всякаrо х, удовлетворяющаrо неравенствамъ 

а х a+h. 

Поэтому, если х' и х" лежатъ въ интервалъ (а, a+h), не совпадая 
съ а, то одновременно имъемъ 

!f(x') l l < } в, jf(x'') - ll } в, 

и вмъстt съ тъмъ 

lf(x') - /(х") ~ lf(x') - l l + l l /(х") 1 в. 

Представимъ себt теперь обратно, что при данномъ в> О опредъ
ленъ такой интервалъ (а, а+ li), въ которомъ, аа исключенiемъ 
нижней границы, всегда 

(2) lf(x') f(,t'") 1 < 1 в. 

Выберемъ въ эrомъ интервалt произвольную убывающую посл·lщо

вательность чиселъ, стремящихся къ предълу а, и раасмотримъ по

слъловательность соотвътствующихъ аначенШ функцiи. Извtстно 
(§ 137), что изъ вrорой послtдовательности всегда можно выдълить 
такую ((а1 ), /(а2), f(a3), ••• , которая стремится къ нъкоторому пре
дtлу. Предълъ этотъ не можетъ быть безконечнымъ, потому что 

иаъ (2) вытекаетъ 

Поэтому положимъ, что 

limf (а,.) l, 
,~:;;;;;;;;;:з:; 

и воаьмемъ ,z достаточно большимъ, чтобы выполня;юсь нера
венство 

IЛап) · li < !i. 

Д.1я всякаrо аначенiя х въ интервадi; (а, а+ Ji), аа исключенiемъ 
нижней границы, имъемъ, въ силу условiя (2), 

\f(x) - f(a,,) \ А в, 

а потому, складывая два послъднiя неравенства, получимъ 

lf(x) l I lf(.t') ·- f(a,.) i + !f(a,.) - l i < r. 

Сл1щовательно, l есть предълъ ((х) справа отъ а. Съ очевиднымъ 
иамъненiемъ раасужденiя докажемъ также существованiе предъла 
слъва. Далъе легко приноровить вышеизложенное доказательство къ 
случаю беэпредъ.,1ьно возрастающаго х. Нужно только эамtнить 

число h числомъ s, нижнею границею безконечнаrо интервала 
(s, 00 ), въ которомъ выбираются числа х' И х". 
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265. При и3ученiи функцiй ока3ывается также весьма поле3-
нымъ ввести въ разсмотрtнiе числа, аналогичныя тtмъ, которыя вве

дены были раньше въ § 175, и ра3сматривать ихъ съ той точки 3рtнiя, 
которая была ука3ана въ § 178. Ансамбль значенiй, принимаемыхъ 

нtкоторою конечною функuiею J(x) въ интервалt (х, х + h), 3а 
искJ1юченiемъ границы х, имtетъ нижнюю граниuу А. Это А есть 
функцiя отъ }1, необходимо стремящаяся къ нtкоторому предtлу 
л.0 , когда li стремится къ О, потому что, при убыванiи lt, .А. не мо
жетъ и3мi;няться иначе, какъ только во3растая ·="), но остается при 

этомъ меньше верхней границы µ,. Это число }.0 и будетъ то, что 
шшывается наименьшимъ и3ъ предtловъ функцiи j(x). Анало
гично этому опредtляется наибольшiй и3ь предtловъ µ,0 • Оче
видно, эти предtлы, на3ываемые также предtлами неопредtлен

ности (Unbestirnrntheitsgrenzen), 3ависятъ иск;1ючительно отъ х, и 

могутъ быть, однако, ра3личны слtва и справа отъ него. Функцiи, 

л.0 (х) и µ,0 (х), относящiясн, напримtръ, къ правой сторонt х, ха
рактери3уются слtдующими свойствами. Всякому положитель

ному в соотвtтствуетъ такое положительное число /1, что 
для всякаго 3наченiя х, лежащаго между а и а+ 11 

Ао (а) - е < f(x) < !1--о (а)+ i, 

и въ каждомъ сколь угодно маломъ 11 нтервалt (а, а+ h) 
' " существуютъ числа х и х , для которыхъ 

)i! (а)+ Е > f (х'), f (х") < µ,0 (а) - s. 

На этомъ основ:~нiи легко дока3ать теорему IV, не прибtгая къ 
леммt § 137. Достаточно 3амtтить слtдующее: если не существуетъ 
единствен наго предtла 3наченiй х справа отъ а, то л0 < µ,0 , и 
3адавъ положительное число в< µ,0 - л0 , всегда можно найти числа 
х' и .х", какъ угодно бли3кiя къ а, и при томъ такiя, что 

/(х') < } ()1 ) + ,Uo - s), j(x") > 1 (}iJ + ,нiJ + Е) **) , 

откуда получается 1/(х') - j(x'') 1 > в. Поэтому, если для каждой 
пары 3наченiй х' и х'' и для всякаго в удовлетворяется условiе 

!/(х') - /(х") 1 < в въ достаточно маломъ промежуткt (а, а+ h), 
то нево3можно, чтобы л0 было меньше µ,0 , такъ что ).0 = µ,0 и не
обходимо существуетъ число f(a + О), равное общему 3наченiю 

Ао и /1,о ***). 

*) Точно говоря, не убывая, потому что если бы въ интервал-в (х, x+h1) 

rдi; h1 < h, нижняя граница функцiи была бы }.1 < ;_, то это л.1 было бы ниж
нею границею и въ (х, х + h), поэтому л.1 ;::,,: } •. 

**) Ибо i (.А.о+ 1-41- е) > J.0 , а t (}_0 + f.lo + s) < f.to, и существуетъ 
{см. выше) такое х', что j(x') меньше любого числа, которое > .А.о и т. д. 

***) Все сказанное зд-tсь есть простое прим-tненiе соображенiй, изло
женныхъ въ §§ 176-178, къ ансамблю значенiй данной функцiи /(х) въ дан
номъ интервал-в. 
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Непрерывность. 

266. Непрерывныя функцiи. Фуню1iя называется непрерыв
ною при х = а, если предълы, къ которымъ она стремится съ при
ближенiемъ х къ а, совпадаютъ съ частнымъ значенiемъ, которое 
функцiя им-tетъ для х а. Итакъ, непрерывность функцiи f{x) при 
х а выражается равенствами 

f(a +О)= f(a), J(a - О)= J(a). 

Функцiя называется непрерывною въ интервал-t, если она не· 

прерывна при всякомъ значенiи х, 11ежащемъ въ этомъ интервал-t. 

Можеть случиться, что функцiя непрерывна только справа или 
только сл-tва отъ а. Это тотъ случай, когда имtетъ мtсто лишь 
одно изъ выше приведенныхъ равенствъ. (Либо /(а+ О)= /(а), 
либо /(а-·· О)= /(а), но не оба вмtcrt.) Замtтимъ, что, употребляя, 
напримtръ, выраженiе: функцiя непрерывна справа отъ а, мы 

принуждены стать въ противорtчiе съ однимъ общимъ опредtле

нiемъ, установленнымъ въ § 169. Поэтому, если мы хотимъ утвер

ждать, что функцiя непрерывна въ н-tкоторомъ интервалt, котораго 

нижняя граница есть а, то должны непремtнно явно это и выска

зать (Х). Важно зам-tтить, что опредъленiе непрерывности всецмо 
заключается въ равенствt 

lim/(x) = f(lim х), 

такъ что возможность переставлять символы/ и lim. является ха
рактеристичнымъ свойствомъ непрерывныхъ функцiй. 

267. Ясно, что для непрерывныхъ функцШ имtютъ мtсто 
свойства, аналогичныя т-tмъ, которыя были доказаны въ теорiи пре

дtловъ. Въ частности суммы и произведенiя конечнаrо числа 

непрерывныхъ функцНI будутъ также непрерывными функ

цiями. Такъ, напримtръ, еСJш при нtкоторомъ значенiи х, функцiи 
9J (х) и 'IJJ(x) непрерывны, то для этого же значенiя непрерывны и 
функцiи 

f(x) q;, (х) + 'ljJ (х), g (х) р (х) 'liJ (х), 

потому что (§ 263) 

lim/(x) = lim q;, (х) + lim 'IJI (х) q;, (lim х) + 11J1lim х) = /(lim х) 

limg (х) = lim q;, (х) · lim 1р (х) = q;, (Iim х) · 1µ (lim х) = g ( lim х). 

Частное отъ дtленiя одной непрерывной функцiи на другую также 

непрерывно, при условiи, что исключаются всt значенiя х, 
для которыхъ дtлитель обращается въ нуль. Наконецъ, за
мtтимъ, что непрерывная функцiя отъ непрерывной функ-
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цiи отъ х также непрерывна. Въ самомъ д13лt, составляя изъ двухъ 
непрерывныхъ функцiй р(х) и 'IJJ(x) новую f(x) p['IJJ(x)], имtемъ 

lim/(x) lim q: [1i1(x)] q: [lim 1j1(x)) = rr [,1,(lim х)] =f(lim х), 

предполагая, конечно, что значенiя функцiи 'IJJ(x), принимаемыя ею 
въ интервалахъ, въ которыхъ она непрерывна, попадаютъ въ тt ин

тервалы, въ которыхъ р(х) непрерывна. Эти значенiя, какъ увидимъ 
дальше (§ 276), образуютъ одинъ или нtсколько интерваловъ, въ 
которыхъ 1р и должна быть непрерывна. 

268. Теорема V. Необходимое и достаточное условiе 
для того, чтобы f(x) была непрерывна справа отъ а, со
стоитъ въ томъ, чтобы по произвольно заданному, сколь 
угодно малому положительному числу 13, можно было опре
дtлить положительное число h такъ, чтобы неравенство 

!f(x') ·--/(х'') 1 Е.:, 

выполнялось для всякой пары значенiй х' и х" въ интер
валt (а, а+ h) ·» ). 

Что условiе болtе, чtмъ достаточно, видно изъ того, что взявъ 

х' а и х'' равнымъ г.юбому числу между а и а + h, изъ условiя 
!flx"J /(а) 1 < 13, имtемъ f(a О)= j(a). Обратно, если /(а+О) 
существуетъ и равно (1а), то при всякомъ данномъ числt 13 можно 
найти такiя положительныя числа h' и h", чrобы неравенства 

;/ (х') - f(x") \ < 1;, \/(х) - /(а) 1 < 15 

удовлетворялись; первое, на основанiи теоремы IV, для любой пары 
значенШ х' и х" въ интервалt (а, а+ h'), за исЮJюченiемъ ниж
ней rранюtы а, а второе, на основанiи опред13ленiя пред tла, для 

всякаrо х въ интервалt (а, а+ h"). Поэтому, обозначая черезъ h 
наименьшее изъ чиселъ li' и li", и сопоставляя оба прелыдущiя 
неравенства, находимъ, что мя всякой пары значенiй х' и х" 
въ интервалt (а, а+ /1) 

\/(х') - /(х'') 1 < €. 

Очевидно, что такую же теорему можно выска1:1ать и подобнымъ же 
образомъ доказать для лtвой стороны отъ а. Разсматривая, далtе, 
одновременно правую и Jttвyю стороны отъ а, находимъ нижеслt

дующее необходимое и достаточное условiе для непрерыв
ности f(x) при х· = а: для каждаrо положительнаго числа 13 должно 
найтись такое положительное число h, что !/(х') -- f(x") ! < 13, для 
всякой пары значенiй х' и х" въ промежуткt (а h, а + h). 

269. Понятiе о непрерывности весьма полезно въ тtхъ слу
чаяхъ, когда требуется дополнить (распространить) oпpeдtJieнie нt-

*) Не исключая а. 
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которой функцiи и въ частности тъхъ, которыя для рацiональныхъ 
значенiА независимой перемънной намъ извъстны уже изъ элемен

тарной алrебры. Если функцiя /(х) такова, что, при произвольно 
заданномъ сколь уrодно маломъ положительномъ в, около каждаrо 

значенiя х можно назначать такой интервалъ, въ которомъ абсо

лютная величина разности любыхъ двухъ значенiА функцiи будетъ 
меньше в, то леrко распространить опредъленiе f(x) на иррацiо
нальныя значенiя Х и при томъ такъ, что получится функцiя, не

прерывная для всъхъ (рацiональныхъ и иррацiональныхъ) значенiй 

независимой перемt.нной. Съ этой цt.лью, беремъ какую уrодно 
послъдовательность рацiональныхъ чиселъ а1 , а2 , а3 , • • • стремя

щихся къ иррацiональному предълу а. Въ смежности съ а беремъ. 
такой интервалъ, внутри котораrо абсолютная величина разности 
любыхъ двухъ значенiй функцiи меньше в. Въ этотъ интервалъ, въ 
конц'!; концовъ, попадаютъ числа нашей послъдовательности, такъ 

что, при достаточно большихъ значенiяхъ п' и п", будемъ имъть. 

lf(a,.,) -- /(а,.,,) 1 < s 

Слъдовательно (§ 139), существуетъ нъкоторый предълъ для /(а..) 
и этотъ предълъ мы и условимся понимать подъ значе

нiемъ /(а). Теперь- докажемъ, что опредъленная такимъ обра
зомъ функцiя непрерывна для всякаrо радiональнаrо или 

иррацiональнаrо значенiя а независимой перемtнной. Въ. 

самомъ дълt, когда задано сколь уrодно малое число в > О, можно, 
по условiю, найти такое h > О, чтобы для любой пары рацiональ
н ы х ъ значенНI х' и х" въ интервалt (а~ h, а + h) имt.ли 

]/(.х') --/(.х") 1 < } е. 

Ясно, что это неравенство остается справедливымъ и въ томъ 

случаt., когда одно изъ чиселъ х' или х11 , напримtръ х', ирра
цiонально, лишь бы другое, рацiональное х" было взято доста
точно близко къ х'; это вытекаетъ изъ установленнаrо выше опре
дt.ленiя f (х') при иррацiональномъ х'. Отсюда сл1щуетъ, что бу
дутъ ли х' и х" рацiональны или иррацiональны, лишь бы они ле
жали въ интервалt (а - h, a+h), всегда можно найти рацiо
н ал ь н ы я числа а' и а", для которыхъ 

\/(.х') - /(а') 1 < t е, lf(x") - / (а") 1 -i ё. 

Замtчая, что /(х') /(х") равно суммt трехъ разностей 

/(х')-Ла'), Ла')--/(а"), f(a")-f(x"),, 

изъ которыхъ каждая по абсолютной величинъ меньше tв, нахо
днмъ, что ]/(х') - f(x")) < в для всякой пары значенiй х' и х'' 

17. 
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въ интервалt (а h, a+h). Отсюда, по теоремt V, и вытекаетъ, 
что f(x) непрерывна при х = а. 

270. Примi.ры. а) Весьма легко уб1щиться, что функцiи у = 1, 
х, х2, ... Ух, sin х, cos х, ... непрерывны при всякомъ значенiи х (для Ух, 
конечно, при х > О). Наприм-tръ, зам-tчая, что 

siп х sin а 

... lx __ al 
Ух+Уа 

I х - а I 
Уа ' 

находимъ, что съ приближенiемъ х къ а lim Уа, lim sin х = sin а, 
и для первой, въ случа-t а = О, lim Ух~ О справа отъ нуля. Также функ-

sin х 
цiя, оnредuяемая для х О формулою х и равная 1 при х О, непре-

рывна при всякомъ х: при х i'z О, какъ отношенiе двухъ непрерывныхъ 
функцiй, а при :,; = О, потому что, приближаясь къ нулю, длина дуги х всегда 
заключается между sin х и tg х, сл-tдовательно 

sinx 
cosx < < 1, 

х 

lim sin х = 1 "). 
==О х 

Ь) Функцiя а"' при х рацiональномъ (и а 0) изв'tстна изъ Алгебры. 
Сл-tдуя указанiямъ § 2б9, легко обобщить ея опред-tленiе для х иррацiональ
наго. Прежде всего nриnоминаемъ, что при рац!она,,ьныхъ х' и х" раз-

ность а"'' а""' можно сдиать сколь угодно малою по абсолютной вели
чин-t, взявъ разность х' х" достаточно малою по абсолютной всличинt. 
Дtйствительно, тогда а"''-х'' будетъ какъ угодно близка къ 1, а потому 
а"'' а"'" а"'"(а"'-х'' 1) будстъ какъ угодно мала по абсолютной вели
чин-t **). Поэтому, на основанiи § 269, всякой nослiщовательности чиселъ 
х1 , х2 , х3 , ••• , стремящейся къ иррацiональному пред-tлу х, соотв-tтствуетъ 

посл-tдовательность чиселъ а"'•, а"'', а"•, ... , стремящихся къ н-tкоторому 
конечному предtлу. Этотъ пред-tлъ мы и обозначаемъ черезъ ах. Легко 
пока:iать, что опредtленная такимъ образомъ функцiя сохраняетъ при вся

комъ .'\: изв-tстныя свойства функцiи а"' при х рацiональномъ, а именно: 
изм-tняется постоянно въ одномь нанравленiи при возрастанiи х, постоянно 
и безпред-tльно возрастая при а > 1, и, наобор?тъ, стремясь къ нулю, при 

а < 1, и удовлетворяетъ условiю а"'· а"' ах·f-Ф. Изъ этихъ зам-tчанШ сл-t
дуетъ, что уравненiе аУ = х, опред-tляетъ у, какъ функцiю отъ х, въ интер
вал-t (0, =), за исключенiемъ нижней границы, потому что всякому поло
жительному значснiю х соотв-tтствустъ одно и только одно значснiе у. 

. sin:,; sin х sin х sin х 
O SШ Х < Х < tg Х -~- > > -···-· Т. е. 1 > -

' ' SIП Х Х tg Х' Х 
*) При х cosx. 

. 
1 1

. sin х 
l1m cos х = , откуда im ~--
:c=i1 a,:=Q Х 

1. Результатъ останется в-tрнымъ и при х О, 

sin ( - х) sin х 
потому что ~~;;- = -;; . 

**) См. Всберъ и Всльштейнъ. Стр. 120. 
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Непрерывность этой функцiи у I.og х есть прямое слi;дствiе непрерывности 
обратной ея функ1tiи а"' *). 

с) Сдi;лаемъ еще приложенiе сказаннаrо въ § 269, предложивъ себi; 
изъ всi;хъ функцiй, обладающихъ свойствомъ 

/(х) + j(x') = j(x + х'), 
найти rt, которыя будутъ непрерывны. Если х положительное рацiональ

ное число, и положимъ .:i.· Р , rдi; р и q цi;лыя положительныя числа, то, 
q 

очевидно, будемъ имi;ть 

/(х) pfc) р (1) р -.qf -- =-/(1) 
q q q 

ах,**) 

обозначая черезъ а число /( 1 ). Далi;е, при х' = О, имi;емъ /(х) + /(0) = j(x), 
откуда /(О)= О. При х' х, находимъ /(х) = - /(- х); поэтому и при 
х ~ О j(x) = ах. Если положимъ теперь, что х число иррацiональное и возь
мемъ произвольную послi;довательность чиселъ (рацiональныхъ) х1 , х2 , х3 , ••• 
имi;ющихъ предi;ломъ .'!:", то по условiю непрерывности должны имi;ть 

/(х) х,.) = limf(xп) = lim ах,. = ах. 
te:::x. n==oo 

Рекомендуемъ читателю для упражненiя провести аналогичное изслi;дованiе 
для функцill, обладающихъ свойствомъ 

j(x) ·/(х') = f(xx'), 

и замi;тимъ, что кромi; непрерывной функцiи xm, этому условiю удовле
творяетъ безчисленное множество разрывныхъ функцiй, въ томъ числ-в 
sgnx. 

а"'-1 
d) Когда х стремится къ нулю, то --х- всегда остается между 

числами 

rдi;• п = [~], а такъ какъ (§ 159) .. ~~ ( п Уа - 1)' log а, то 
а"'-1 

lim --- = log а. 
п=:л Х 

Итакъ, прим'hромъ функцiи, непрерывной для всi;хъ значенiй х, можетъ, 

*) Это заключенiе не очевидно, но легко можетъ быть доказано, послi; 
того, какъ будетъ доказана теорема § 276. 

**) Такъ ка~ъ f (: ) (;) + f ( ~) + · · · + f (;) [Р разъ ), и т. д. 
какъ это сл1щуетъ изъ условiя. 

17"' 
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а"' - 1 
служить также функцiя, опред"hляемая при х ~" О формулою , и равная 

х 

log а при х О. Аналогично этому доказываютъ, что 

1 

lim{l +х)"'=е, 
хс=О 

и, слt.довательно, функцiя, равная (l+ х)"' при х ~ О, и равная е при х = О, 
непрерывна при всякомъ х. 

271. Разрывныя функцiи. Функцiя называется разрывною 
.при данномъ значенiи Х, если она при этомъ значенiи не непре

рывна, а разрывною въ интерваJ1t, если она разрывна, по крайней 

мtpt, при одномъ значенiи х въ этомъ интервалt. Разрывъ можетъ 
являться съ об·\шхъ сторонъ х = а или только съ одной, и во вся
комъ случаt разрывы съ разныхъ сторонъ отъ а другъ отъ друга 

независимы. Мы можемъ поэтому ограничиться разсмотрtнiемъ разры

вовъ, моrущнхъ имtть мtсто с11рава отъ а, и замtтимъ, что функцiя 
будетъ разрывна, 1) если предtлъ, къ которому она стремится 
справа отъ а, не совпадаетъ съ частнымъ ея значенiемъ при х = а, 

и 2) если этотъ предtлъ безконечный или вовсе не существуетъ. 
Въ первомъ случаt разрывъ называется разрывомъ 1-ro рода 
или обыкновеннымъ, во второмъ-разрывомъ 2-ro рода. Суще

ственная разница между двумя родами разрывовъ состоитъ въ томъ, 

что разрывъ 2-ro рода не зависитъ отъ зна•1енiя функцiи при 

х а, а исключительно отъ того, какимъ образомъ измtняется 
функцiя въ окрестности а. Иными словами, чтобы указать, имtет1, 
ли f(x) разрывъ 2-ro рода справа или сл1ша отъ а, нtтъ надоб
ности знать число f (а); наоборотъ, неизбtжно его знать, если хо
тятъ узнать, имtетъ ли /(х) разрывъ 1-ro рода (обыкновенный), 
который возможно устранить, по крайней мtpt, съ одной стороны 

отъ а, измtнивъ значенiе j(a). 

272. При.мilры. а) Изъ теоремъ, доказанныхъ въ концt. § 267, сл-в

дуетъ, что 1 и siп ~- непрерывны при х О. При х О, напротивъ, он-в 
х х 

имt.ютъ разрывъ 2-ro рода. Чтобы это установить, не надо знать какiя зна
ченiя даны будутъ этимъ функцiямъ при х О. Достаточно зам-втитъ для 

первой, что _1_ по абоолютной величин-в возрастаетъ безпред-вльно съ при-
х 

. 1 t. ближенiемъ х къ нулю, а для второй, что sш х ни къ какому пред лу не 

стремится съ приближенiемъ х къ нулю. Д-вйствительно, въ сколь угодно 
маломъ интервалt. ( - h, + h) эта функцiя принимаетъ значенiя О, 1, О, 1 

одно за друrимъ, всякiй разъ какъ число 2 безпредt.льно возрастая no 

абсолютной величин-в, д'Блается равнымъ ц-влому числу, сравнимому (mod. 4) 
съ числами О, 1, 2, 3. {XI). Иной характеръ им-ветъ функцiя, оnред"hляемая 

ф · l О ' О ормулою х sш х для х : она оудетъ непрерывна и при х , если для 
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этого значенiя х припншемъ ей значенiе О, и11и будетъ имtть разрывъ 1-ro 
рода (обыкновенный) при х = О, если припишемъ ей для этого значенiя х 
значенiе, 0Т11ичное отъ нуля. Чтоб1,,1 показать, что разрывъ можетъ произойти 
съ одной лишь стороны отъ нtкотораrо значенiя перемtнной, разсмотримъ 

1 

напримtръ, функцiю, равную нулю при х О, и равную ех при х ,.• О. Она не
прерывна сл1ша и разрывна справа отъ О, потому что ея значенiя стремятся 
къ предtлу О и11и оо, смотря по тому, приб11ижается лих къ нулю, оставаясь 
отрицательнымъ или положите11ьнымъ. Функцiя log х, непрерывная при х > О, 
неимtющая смыс11а при х < О, имъетъ разрывъ справа отъ х = О такого 

же рода, какъ функiя !. То же самое можно сказать о функцiи sin log х, 
.'t" 

... о . l нм ьющей разрывъ при х того же рода, какъ sш :.i:' а для х > О непре-
рывной, на основанiи nослtдней теоремы § 267. На томъ же основанiи 

1 . . о 1 og sш х непперывна, пока sш х не равенъ , и разрывна, какъ х' справа 

отъ четю,rхъ и с11tва отъ нечетныхъ кратныхъ числа :л;, какимъ бы обра
зомъ мы ни опредtляли ея значенiе при х, равномъ кратному отъ п. Bct 
вышеуrюмянутыя функцiи и всt другiя, имtющiя въ конечномъ инrерваnt 
конечное чис110 разрывовъ, называютъ вообще непрерывными, чтобы 
отличить ихъ отъ тъхъ, которыя имtютъ въ конечномъ интерш111·в безко
нечное чис110 разрывовъ, т. е. отъ безконечно часто разрывныхъ функцiй. 

Ь) Функцiя tgx вообще непрерывна, а tg ! безконечно часто 
:,: 

разрыв на. Первая, tg х, как·ь частное отъ дtленiя непрерывныхъ функцiй 
sin .'\: на cos х, непрерывна, пока cos х О, и имtетъ разрывы 2-го рода 
въ окрестности каждаго изъ безконечно большого чис11а корней функцiи 

:л 
cos .1,· т. е., чисеnъ а= 2 пп (n цt11ое чис110), потому что 

lim tgx +=, lim tg.'I: = -ею. 
=n·O ="-to 

Того же рода разрывы имtетъ функцiя tg (~) tпри х :о 0), для безчис11ен
наrо множества значенiй х, какъ угодно близкихъ къ О *). Наоборотъ, раз

сматриваемая функцiя будетъ непрерывна во всемъ интервалt (-3·, оо) за 
:л; 

иск11юченiемъ нижней границы и въ интерва11t (- =, -· ~) за иск11юче
нiемъ верхней границы. При х = О и въ окрестности этого значенiя всегда 
будутъ разрывы 2-ro рода и, кромt тоrо, замtчается еще нt•1то бо11tе 
сложное, а именно: разсматриваемая функцiя принимаетъ безчисленное 
множество разъ любое значенiе въ 11юбомъ интервалt, заключающемъ въ 
себt нуль (ХП,. Замtчая еще, что въ окрестности х = О наша функцiя 
дt11ается ско11ь угодно бо11ьшою по абсо11ютной величинt., но не остается 
таковою, мы не можемъ сказать, что(§ 262) она возрастаетъ до без
конечности, а можемъ лишь утверждать, что она не будетъ конечною 
въ окрестности х О. 

с) Такое же замtчанiе можно сдtлать, ограничиваясь значенiями х 
справа отъ нуля, о функцiи, равной нулю ДJIЯ всякого рацiональнаrо зна-

2 
---------, rдt т цt11ое 
m )Л 

*) А именно для всtхъ значенiй вида х 

число, сколь угодно большое по абсолютной веnичинt. 
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ченiя х и равной }og .-.: для всякагоиррацiональнаго значенiя х. Эта функцiя 
имi.етъ, кромi. того, разрывъ 2-го рода при всякомъ значенiи х > О. 
Она принадлежитъ къ числу такъ называемыхъ вполнi; (total) разрыв-

ныхъ функцiй, тогда какъ tg (}) принадлежитъ къ числу пунктирно
разрывныхъ функцiй, потому что, несмотря на безконечное число разры
вовъ въ любомъ интервал-!; t·· h, + h), въ томъ же интервал-!; имi;ется 

безконечное множество значенiй х, при которыхъ tg (1) непрерывна*). 
Таковы дв1; большiя категорiи без конечно часто разрывныхъ функцiй 1). 

Болi;е простые примi;ры вполн1; разрывныхъ функцiй представляютъ: функ
цiя, равная О при х рацiональномъ и 1 при х иррацiональномъ, функцiя, 
обозначенная черезъ ro(x) въ § 254, f. Далi;е, если представимъ себi; функ
цiю, принимающую произвольно заданныя значенiя, когда ш (х) О. а во 
вdхъ другихъ случаяхъ равную Iog ш (х), то составимъ функцiю, которая 
не только не непрерывна, но и не конечна въ любомъ интервалi., сколь 
угодно маломъ. 

d) Функцiя [х], непрерывная справа отъ любого значенiя х, имъетъ 
обыкновенный разрывъ слi.ва отъ всякаго цi.лаго значенiя х. Дi;йствительно, 
при х цi.ломъ, 

[xl = х, (х + О] = х, \х О] = х 1 • 

Функцiя [}], непрерывная слi.ва отъ всякого положительнаго и отрицатель
наrо значенiя х, им'hетъ разрывъ 1-ro рода справа отъ безчисленнаrо мно
жества значенН! х, какъ угодно блнзкихъ къ н[лю, и разрывъ 2-ro рода 

при х = О. Функцiя, опред'hш1емая формулою х !] при х "~ О, и равная 1 
х 

при х = О, будетъ непрерывна при х О, несмотря на то, что въ окрест
носm х = О находится безчисленное множество значенiй х. справа отъ кото
рыхъ функцiя им'hетъ разрывъ 1-ro ром; интервалы, въ которыхъ нахо
дятся такiя значенiя, измi.ряются величиною х и становятся все меньше 
и меньше по м1.р1; 11риб.1иженiя х къ нулю (ХШ). 

е) Съ помощью функцiи [х] можно показать, что 11епрерывная 
функцiя отъ разрывной не всегда разрывна. Пусть 1р(х1 непре
рывная функцiя, удовлетворяющая условiю 1р\О) 1p(l), какъ наnримi.ръ, 
si11 пх, х Ух и т. д. Обозначимъ для сокращенiя х - [х] черезъ '1/J (х) 
и разсмотримъ функцiю f\x) qфр(хJ)-непрерывную отъ разрывной. Ясно, 
что f(x) можетъ им1пь разрывъ лишь тамъ, rдi; 1р(х) его имi.етъ, т. е. 
сл'hва отъ цi.лыхъ значенiй х. Принимая ;это во вниманiе, замi.тимъ, что 
для этихъ значенil! 1р х) = О, f(x) 1р(О), между твмъ какъ слi.ва. отъ 
нихъ им'hемъ 

1р !.,: О)= 1, f(x - О)= 1р [1Р(Х О)]= tp (1) = 1р (О)= Лх). 

Итакъ, f (х) непрерывна. Еще болi.е простой прим1.ръ получимъ, взявъ 
1 

,1, (~) :"t'!' при х О, 1р(О) О, а за 1р(х) такую непрерывную функцiю, 

*J А именно для т1.iхъ значенiй х, которыя не имi;ють указанной въ 
предыдущей выноск'h формы. 

1) Для выясненiя того. что подобныя различiя не лишены содержанiя, 
а соотв'hтствують существенно различнымъ характерамъ изм1.ненiя разрыв
ныхъ функцiй, отсылаемъ читателя къ соч. Dini, .Fondamenti della teorica 
delle funzioni• (н'hм. пер. Liiroth и Schepp) р. 62. 
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которая при х беdконечномъ имi;етъ то же значенiе, какъ и при х О, напри

мi;ръ q;(x) = е -х siп х. Хотя w(x) имi;етъ разрывъ при х = О, но /(х) = (р(1р (х)) 
непрерывна, потому что 

/(О) р[111(О)] р(О), limf(x)=p(=) р(О). 
х=О 

f) Функцiя 

f (х) = sin х +-} _sin 2.~ + ~ sin 3х + ··., 
вообще непрерывна; она обращается въ О, когда sin х = О. а при всi;хъ 
друrихъ значенiяхъ х принимаетъ значенiя (§ 254, g. См. XIV). 

j(x) 1 (п Х) + [_3.-] 1i 
2п 

и, слi;довательно, не1.1рерывна, пока х не равно а, rдi; а кратное оrъ 2л. 
Въ то же время мы имi;емъ 

J(a) = О, f(a +О) 
п 

2 , J(a -- О) 

такъ что еъ обi;ихъ сторонъ отъ а наша функцiя имi;етъ обыкновенный 
разрывъ. Этотъ примi;ръ замi;чателенъ, потому что показываетъ, что с ум м а 
безконечно большого числа непрерывныхъ функцi!! можетъ и не 
быть непрерывною. Такъ какъ, кромi; того, 

l!m ( siп х + t sin 2 х + · · ·) "~ lim siп х + ~ lim sin 2х + · .. , 
когда х стремится къ О, то(§ 263) мы видимъ. что предвлъ суммы без
конечно большого числа слаrаемыхъ не всегда равенъ суммi; 
предi;ловъ слаrаемыхъ. 

273. Теорема VI. Если функцiя /(х) непрерывна при 
х а, и /(а) не равно О, то /(х) въ окрестности а сохра
няетъ постоянно знакъ числа /(а). 

Дtйствительно, въ силу непрерывности, lim /(х) = /(а), т. е. 
какъ бы мало ни было число в > О, всегда найдется такое li > О, 
что въ интервал1; (а --- h, а+ h) i/1.x) - j\a) 1 <в, или иначе 

(3) j(a) в<f(x)<J(a)+s. 

Достаточно взять в \/(а) ! , чтобы вид-tть, что f(x) > О или 
f(x) < О, смотря по тому, будетъ ли j(a) > О или j(a) < О. 

274. Теорема VII. Функцiя, непрерывная въ нtкото
ромъ интервалt, будетъ и конечною въ этомъ интервал-в. 

Дtйствительно, неравенства (3.1 показываютъ, что функцiя ко
нечна вь окрестности всякаrо числа въ данномъ интервалt, а потому 

(теорема II) она конечна въ интервалt. 

275. Теорема VIII. Если непрерывная въ нъкоторомъ 
интервалъ фунюtiя на rраницахъ интервала имъетъ значе-
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нiя разныхъ знаковъ, то она обращается въ нуль, по край

ней мtpt, одинъ разъ въ этомъ интервалt. 

Въ силу теоремы VI, вправо отъ нижней границы а суще

ствуетъ безчисленное множество такихъ значенiИ х, что въ интер

валt (а, х) функuiя сохраняетъ знакъ числа f(a), напримtръ, знакъ 
+. Эти значенiя х не могутъ быть сколь угодно большими, такъ 
какъ, по условiю, на другой границt Ь функцiя имtетъ уже отри -
цательное значенiе. Ансамбль этихъ значенiй х, слtдовательно, ко

нечный и имtетъ (§ 172) верхнюю границу ~. Такъ какъ слtва отъ 
€ функцiя положительна, то въ силу тои же теоремы VI невозмож
но, чтобы /(5J было меньше О. Отсюда прежде всего видно, что 
€<Ь, потому что f(b)<O, и поэтому въ интервалt (а, Ь) можно 
разсматривать и правую сторону отъ S· Если бы f(x) было больше 
О, то вправо отъ ~ были бы такiя числа х, для которыхъ /(х) > О 
въ интервалt (s, х), а слъдовательно, и во всемъ интервалt (а, х), 
т. е. число s- верхняя граница разсматриваемаго ансамбля-оказалось 
бы меньше нtкоторыхъ чиселъ этого же ансамбля, что невозможно. 

СлъдователLно, Лs> = О. 

276. Сл1щствiе. Непрерывная функцiя не можетъ пе
рейти отъ одного значенiя къ другому, не переходя че

резъ всt промежуточныя. 

Пусть l какое угодно чис,10 между /(а) и f(b); разсмотримъ 
функцiю f(x) -~ l, очевидно, непрерывную вмtстъ съ j(x) въ интер
валъ (а, Ь). На rраницахъ его она принимаетъ значенiя /(а) l и 
f( Ь) l, по сдъланному объ l предположенiю, разныхъ знаковъ. 
Предыдущая теорема VШ и устанавливаетъ существованiе числа s 
между а и ь, ДЛЯ котораrо f(s) l о, т. е. лю = l. (XV.) 

277. Прим'tчанiя. а) Характеръ послtднихъ свойствъ гораздо 
тоньше, чtмъ можетъ показаться съ перваrо взгляда. Дъйствительно, 

нельзя считать интуитивно ясной невозможность для непрерывной 

функцiи переходить отъ положительнаrо значенiя къ отрицатель

ному или наоборотъ, не обращаясь въ нуль, потому что а priori 
nонятiю о непрерывности не противорtчитъ, напримtръ, предполо

женiе, что функцiя принимаетъ одни только иррацiональныя значе

нiя, а тогда, какъ она можетъ принять значенiе нуль, которое ра

цiонально. Лишь пос,1t того, какъ доказана теорема VIII, можно 
утверждать, что такой непрерывной функцiи не существуетъ. 

Ь) Столь же мало основательно было бы считать, что возмож
ность измtнить одно значенiе на другое, не переходя черезъ про

межуточныя, есть существенное свойство разрывныхъ функцiй; по

тому что существуютъ разрывныя функцiи, не моrушiя пе

реходить отъ одного значенiя къ другому, не переходя 

черезъ всt промежуточныя. Достаточно было бы привести въ 

примtръ функцiю siп 1-, разрывную при х = О (§ 272, а). Когда 
х 
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х, убывая, переходитъ отъ положительнаго значенiя къ отрицатель

ному, то sin : непрерывно колеблется между - 1 и 1, не пере
скакивая ни черезъ одно изъ 11ромежуточныхъ значенiй 1). Нельзя 

того же сказать о функцiи tg (}) , которая перескакиваетъ, въ 
окрестности х = О, отъ положительнаго значенiя къ отрицательному, 

при чемъ оба могутъ быть сколь угодно велики по абсолютной ве
личинt. 

с) И вполнt разрывная функцiя можеть обладать своПствомъ, 
о которомъ здtсь говорится. Въ самомъ дi;лt, если возьмемъ любыя 

два числа а и Ь, сколь угодно близкiя другъ къ другу, то можно 
доказать, что функцiя ro(x) принимаетъ въ интервалt (а, /J) всt 
значенiя между О и 1 (каждое безконечное число разъ), а слtдова

тельно, и всt значенiя между w(a) и ro(b), предполагая, конечно, 
что эти числа существуютъ. Послt того, что было сказано объ этой 
фуню~;и въ § 254, f, достаточно будетъ показать, что каково бы 
ни было данное между О и 1 число l, всегда можно найти такое 
х, для котораго (:0 (х) равно /. Построимъ въ интервалt (О, 1) по-
слtдовательность чиселъ / 1 , / 2 , / 3 , • • • имtющихъ предtломъ l и 
напишемъ х по десятичной системt. При этомъ дадимъ ему произ
вольную цtлую часть, разложимъ десятичные знаки на группы по

сл1,ловательно въ 1, 2, 3, . . . цифры и числа каждой группы выбе
ремъ также по произволу, соблюдая лишь одно условiе, чтобы между 
v цифрами v-ой группы было [v/.,J нулей. Послt этого, возмемъ въ 
построенномъ такимъ образомъ числt х п первыхъ десятичныхъ 

знаковъ и предположимъ, что п попадаетъ въ v--ую группу, 

такъ что 

1t' ,v < и 11 1
, ni' - [ v/1,] 111 :с;; т', 

если обозначимъ черезъ т число нулей въ этихъ п знакахъ и 

положимъ 

п' 1 + 2 !--- 3--+-- ··· + v, т' = [/1] + [2121 + [3/3] + ··· + [vl"J. 

Теперь замtтимъ, что 

lim ·~ О Jim L"lv] О 
111 ' 11' 

и, кромt того, по извtстной теорем'k (§ 14 I) 

lim т' = Iim [vl..J lim l,, = /. 
·JJ 

• 1) Другiе примъры можно найти въ мемуаръ G. Darboux въ "Annales 
de l'Ecole norm. sup. • (2-е serie, t. IV). 
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Такъ какъ еще имtемъ 

т' - [,vl,,] т т' 
~-,,7~ ~ п < пГ=~· 

то 

т (х) 
т' 

Jim п' = !. 

278. Теорема IX. (Вторая теорема Вейерштрасса.) Всякая 
функцiя, непрерывная въ конечномъ интервалt, имtетъ 
въ немъ максимумъ и минимумъ. 

Теорема VII показываетъ, что фуню{iя, непрерывная въ нtко
торомъ интервал"\; (а, Ь), будетъ въ немъ и конечна. Поэтому, въ 
силу теоремы 1, существуетъ и нижняя ея граница 1 въ интервалt 
(а, Ь). Покажемъ, что 1 есть минимумъ функцiи, т. е. принаnле
житъ къ числу значенiй, принимаемыхъ функцiею въ интервалt 
(а, Ь). Если бы мы допустили противное, т. е. что /(х) не равно А 
ни при какомъ значенiи х въ (а, Ь), то функцiя 

lf (х) 

была бы опредълена во всемъ интервалt и, какъ отношенiе двухъ 

непрерывныхъ функцiй, непрерывна. Но она не была бы конечна. 

Дtйствительно, какъ бы велико ни было число l, всегда можно 
найти такое значенiе /(х), которое будетъ меньше любого значе
нiя, большого 1 (по опредtленiю нижней границы) и въ частности 

меньше А + + . Для такого значенiя х, очевидно, (J) (х) > [. Но по 
той же теоремt VII мы знаемъ, что нtтъ такой непрерывной въ 
данномъ интервалt функцiи, которая въ немъ не была бы конечна. 
Поэтому нельзя допустить, что ). не принадлежитъ къ числу значе
нiй /(х) въ интервал't (а, Ь), и /(1) есть минимумъ ея въ этомъ 
интервалt. Аналогично доказывается существованiе максимума. От
сюда заключаемъ, что если нtкоторая функцiя въ данномъ интервал't не 

достиrаетъ своей верхней или нижней границы, то это служитъ вtр

нымъ признакомъ того, что разсматриваемая функцiя разрывна. 

279. Теорема Х. (Теорема Кантора.) Если функцiя /(х) 
непрерывна въ нtкоторомъ интервалt (а, Ь). то, задавъ 
сколь угодное малое произвольное положительное число 

8, всегда можно найти такое положительное число k, что 
колебанiе функцiи въ любомъ иитервалt, равномъ k по ве
личинt и заключающемся въ (а, Ь), будетъ меньше 8. 

Колебанiемъ функцiи въ данномъ интервал"\; называютъ раз

ность между верхнею и нижнею границами ея въ этомъ интервалt. 

Въ частности колебанiе непрерывной функцiи въ данномъ интервалt 
равно избытку максимума ея надъ минимумомъ. Замtтивъ это, при-
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поминаемъ, что въ силу непрерывности функцiи, на основанiи тео

ремы V, мы можемъ любое значенiе х въ интервалt (а, Ь) заклю
чить въ такой интервалъ (х - h, х h ), чтобы для всякой пары 
значенiй х' и х'1 , лежащихъ въ (х h, х h), имtло мtсто не
равенство 

(4) \j(x') - f(x'') \ < е, 

rдt в произвольно заданное положительное число. При данномъ в, 

для каждаго значенiя х въ (а, Ь) найдется безчисленное множество 
значенiй числа h, потому что, если одно изъ нихъ найдено, то вся
кое положительное число, меньшее найденнаго, тtмъ болtе бу

детъ удовлетворять поставленному условiю. Но, съ другой стороны, 
значенi11 h, соотвtтствующiя даннымъ в и х, не могутъ быть сколь 
угодно велики,уже по одному тому, что данный и11тервалъ (а, Ь), изъ 
котораго не долженъ выходить интервалъ (х h, х + h), предпола
гается конечнымъ. Слtдовательно, эти значенiя h должны имiпь 
верхнюю границу, и ее то мы и бу демъ въ дальнъйшемъ обозна

чать черезъ h. Такимъ образомъ, при данномъ в, каждому значе· 
нiю х соотвtтствуетъ одно опредtленное значенiе h, при ко
торомъ для всякой пары значенiй х' и _1,;'', лежащихъ между х h 
и х + li, неравенство ( 4) удовлетворяется. Этимъ опредtляется нt
которая функцiя h(x), принимающая одни лишь положительныя 
значенiя во всемъ данномъ интервалt., и потому имtющая въ немъ 

нижнюю границу ;., которая будетъ больше О, или, можетъ быть, и 
равна О. Мы покажемъ сейчасъ, что послtднее предположенiе не
возможно. На основанiи первой теоремы Вейерштрасса суще

ствуетъ въ интервал-в (а, и), по крайней мtpt, одно число 5, въ 
окрестности котораго нижняя граница функцiи h(x) равна тому же 
l. Положимъ h (s) = h0 и разсмотримъ 11tкоторое значенiе х, ле-

жащее въ интервалt ( 5 1
~0

, 5 + !~) *). Всякая пара значенiй 
, ,, - ( /i0 -+ /10 ) б х и х , лежащихъ въ интервалt х - -~.г , х - 2- , у детъ лежать 

и въ интервалt ( s - h0 , s + h0 ) , а потому для интервала 

( х ; 0 
, х + 1°) неравенство ( 4) удовлетворяется. Слъдова

тельно, значенiн, принимаемыя функцiею h (х) въ интервалt 

( 5 ~0
, s + 1Q) не могутъ быть меньше -~0 [по самому опредt

ленiю /i(x), какъ верхней границы чиселъ h, для которыхъ нера
венства (4) удовлетворяются при х' и х'', лежащихъ въ (х h, 
x-t- h)]. Поэтому и ), ::?: {h0 • Слtдовательно, и во всемъ данномъ 

*) Интервалъ (х - ~· х + ~), очевидно, будетъ заключатьсн ц1,ли
комъ въ интервалi; (~ -- h0 , ~ + /z0). 
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интервал-в (а, Ь) h(x) никогда не меньше !ho. Отсюда вытекаетъ, 
что при данномъ в неравенство (4) нав-врно удовлетворится, какiя бы 
два значенiя х' и х': въ данномъ интервал-в (а, Ь) мы ни взяли, 
лишь бы было /х' -х" 1 h</'). Въ заключенiе зам-втимъ, что въ форму
лировкt теоремы Х вм-всто того, чтобы говорить о безчислен

номъ множеств-в разностеn 1/(х') -·f(x") 1, соотв-втствующихъ 
различнымъ парамъ значенШ х' и х", говорится только о колеба
нiи функцiи j(x), т. е. о наибольшеn изъ этихъ разностеn, потому 
что если неравенство (4) удовлетворяется для этой наибольшеn раз
ности, то, очевидно, оно удовлетворится и для всtхъ остальныхъ. 

280. Теорему Х можно доказать еще иначе, опираясь на вто
рую, а не на первую теорему Вейерштрасса. Доказательство можно 

начать съ того пункта предыдущаго §, гдъ по данному в мы опре
дt..т1или дЛЯ каждаrо х фунцiю h (х}. Возьмемъ въ интервал-в 
[х h(x), х + h(x)] любое число х + l и замtтимъ, что неравен
ство (4) удовлетворится, очевидно, въ любой части этого интервала, 
въ частности, въ такой, въ серединt которой лежитъ х + l, а одна 
изъ границъ есть ближайшая къ х + l граница первоначальнаrо 
интервала. Отсюда слtдуетъ, что 

h(x + l) /z(x) - /, при l > О, 

и h(x l) > h (х) + l, при l < О. Этого нельзя было бы сказать, 
если бы выбрали наибол-ве удаленную отъ х + t границу. Да
л-ве ясно, что если возьмемъ интервалъ, еще большiй послtдняго, съ 

серединою въ (х /), то неравенство (4) не будетъ удовлетво
ряться въ такомъ интервал-в, именно на основанiи опредtленiя функ

цiи h(x). Слъдовательно, h(x l)~h(x)+l, при l>O и 
li(:t.·+l} ::==: li(xJ- l, при l < О. Во вс-вхъ случаяхъ им-вемъ 

J li (х /)-- h(x) 1:::; l ll, limh (х+ !) = li(x), 
l=O 

т. е. функцiя h(x) непрерывна. По второй теорем-в Вейерштрасса 
она им-ветъ минимумъ l, и l>O, потому что вс1; значенiя 
h(x) > О. Теперь уже ясно, что тотъ интервалъ, о которомъ rово
ритъ теорема Кантора, какъ разъ равенъ 21 *·х-). 

*) Потому что условiе I х' х11 1 < h0 , оче.видно, равносильно условiю, 

что х' и х" лежать въ интервалt ( х - {о. х+ ~0
), гд1, .'\:' произвольно 

выбранное число въ (а, Ь). 
**) Свойство функцiи, непрерывной въ нtкоторомъ интервалt, выра

жаемое теоремою Кантора, называется равномtрною непрерывностью 
въ этомъ интервалt.. Поэтому можно сказать, что функцiя, непрерывная въ 
иптервалt (а, Ь), будеть въ немъ равномtр1ю непрерывна. 
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ТЕОРIЯ ПРОИ3ВОДНЫ?(Ъ. 

Разысканiе производныхъ. 

281. Опред1шенiя. Когда перемtнное число z переходитъ 
отъ одного 3наченiя къ другому, то оно испытываетъ приращевiе 

(положительное, отрицательное или равное нулю), которое привито 
обо3начать 3Накомъ oz. Всякому прои3вольному приращенiю ох не-
3ависимой перемi;нной х соотвtтствуетъ опредtленное приращенiе 

оу функцiи у .f(x), а именно для даннаrо 3наченiя х 

бу = f (х + hJ - J(x), если бх li. 
Отношенiе 

называютъ правымъ или лtвымъ отношенiемъ приращенiй, 

смотря по тому, будетъ ли h > О или h < О. Если мя данной функ
цiи у это отношенiе стремится къ опредtленному предtлу съ при

ближенiемъ h къ нулю, то этотъ предtлъ будетъ функцiею отъ х, 
которую называютъ прои3водною справа или прои3водною 

слtва. Прои3водныя справа и слtва моrутъ совпадать, и въ такомъ 

случаt rоворятъ, что функцiя у имtетъ единственную производную, 

которую обозначаютъ /' (х) или-еще короче-знакомъ у'. Обыкно
венный случай преnставляюrь именно функцiи, имtющiя единствен
ную производную. (XVI). 

282. Прим:tры. а) Производная постоянной равна нулю, потому 
что. при у постоян1юмъ, всегда бу О, каково бы ни было значенiе х. Слъ
доватепьно, у'= О. Производная независимой перемънной равна 1, по
тому что при у= х, бу = бх. Слъдовательно, у' = 1. 

Ь) Чтобы уб1щиться, что производныя справа и слъва моrутъ имъть 
различныя значенiя при одномъ и томъ же значенiи независимой перем1ш
ной, разсмотримъ функцiю у = /1 х), равную нулю при х О, и равную 

1 
х arctg- при х ~ О. Такъ какъ 

х 

/(о о "(') h t 1 ~ =.[(h'L:-ЛO) = arctg ! , 
J = ' г ,1 arc g h • <)х h h 

то будемъ ИМ'БТЬ 

lirn arctg -1-
h=-f-{) h 

д; liш arctg -~ 
2 t lt==--0 h 

:lt 

2' 

:it 
откуда и видно, что при х = О производная справа равна -2 , а производная 

слъва равна 
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х 
с) Точно также, для функцiи, равно!! О при х=О, и --1 при х О, 

имi;емъ 

/(О) О, /(/1) = _1!_._
1 

, 

h 
1+е 

/(h)-/(0) 
Jz 

1+е"' 

--г 

т. 
Н-е 

1 

Смотря по тому, стремится пи h къ О справа или спi;ва, е1' либо возра
стаетъ безпредi;пьно, либо стремится къ О. Поэтому 

lim 
k=::+.o h 

1 +е 

О, lim 
1 h=--0 ----

1+/' 
1, 

т. е. при х О, наша функцiя имi;етъ производную справа, равную нулю, 
и производную слi;ва, равную единицi;. 

d) Другой примi;ръ даетъ намъ (см. § 272, е) функцiя р(х - lx]J, въ 
томъ предпопоженiи, что функцiя ip(x) имi;етъ при х = О производную 
справа, равную а, а при х = 1 производную спi;ва, равную fl, и кромi; 
того, а fJ и р(О) = q:,(1). Мы видимъ тотчасъ, что для всякаrо ц'hлаrо 
значенiя х 

lim ~ 
д=-+-00.х 

нm !Ji..(h) - PiOl 
h=--!-0 lz 

а, fJ. 

Сл'hдовательно, функцiя наша им'hетъ для всякаrо цi;лаrо х производную 
справа и производную сл'hва, не равныя между собою. Можно для прим'hра 
взять q; (х) = sin :л, х, /(х) = sin .n{.<r [х]}, зам'hтивъ, что (§ 270, а) 

lim sinn/1 - sinO = п /1 = lim s_i_n (:i___+.11:h) _:=-~iI:Ji: 
h=O ' h..-::::0 Ь 

:п;. 

е) Но производная можетъ не существовать вовсе или суще
ствовать только съ одно!! стороны. Наприм'hръ, функцiя у= (i!(x), 
опредi;пенiе которой (§ 254, f) дополнено такимъ образомъ, что когда бi(х) 
не существуетъ, у им'hетъ произвольно выбранное значенiе между О и 1, 
вовсе не им'hетъ производно!! ни при какомъ значенiи х. Дi;йствитепьно, 
когда (§ 277, с) 6х стремится къ нулю, у постоянно колеблется между 1 
и + 1, такъ что отношенiе приращенiА не только ни къ какому предi;пу не 
стремится, а безчисленное множество разъ принимаетъ произвольно заданное 
значенiе. Такой же характеръ обнаруживаетъ функцiя, принимающая зна
ченiе О при х рацiональномъ, и значенiе 1 при х иррацiонапьномъ, такъ 
какъ оу можетъ принимать только значенiя О, 1, 1. Функцiя х rx] 
им'hетъ производную, равную 1, для всi;хъ значенiй х, не ц'hпыхъ, и для 
цi;лыхъ значенiА справа, а спi;ва отъ цi;пыхъ значенiй х произ1юдной не 
имi;етъ, потому что при ох h О, оу 1 + Jz, и отношенiе приращенШ 
стремится къ - оо. Въ упомянутыхъ зд'hеь спучаяхъ не существован_iе про
изводной искпючитепыю происходитъ отъ разрывности функцiй, такъ какъ 
производная не можетъ существовать въ м'hстi; разрыва. Дi;йствитепьно, 

чтобы отношенiе ~2' могло стремиться къ конечному предi;лу необходимо, 
1,х 

чтобы <}у стремилось къ нулю, когда ох стремится къ нулю, т. е., чтобы 
функttiя у была непрерывна. Итакъ, непрерывность есть необходимое 
усповiе существованiя производной. 
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f) Однако, непрерывность не достаточна для существованiя про
изводныхъ Напримi.ръ, функцiя Ух непрерывна при .:1;· = О, а тi;мъ не менi;е 

Впослi.дствiи мы иногда будемъ говорить, что производная отъ Ух при а О 
безконечна, но при этомъ, именно въ геометрическихъ приложенiяхъ по
добное выраженiе понимаютъ не въ томъ смыслi., что отношенiе прира
щенiй имi.етъ безконечный предi.лъ, а въ томъ, что производная, 
вычисленная при х > О безпредi.льно возрастаетъ, когда х стремится къ О. 
Дi;йствительно, при х > О имi;емъ 

lim ,r-· 
=+о r х 

Ясно, что совершенно другой смысJ1ъ им"hетъ утвержденiе, что производная 
функцiи х [xJ сл"hва отъ всякаго цi.лаго значенiя х равна со (ХVП). 
Впрочемъ, легко составить непрерывныя функцiи, у которыхъ отношенiе при
ращенiй ни къ какому конечному или безконечному предi.лу не стремится. 

Такъ, напримi;ръ, для функцiи у = х ЫJ непрерывной при .:1;· = О (§ 272, d), 

не существуетъ производной при х О, потому что 

f(O) 1, J(lz) 

откуда видно, что съ приближенiемъ h къ О, отношенiе приращенiй по
стоянно колеблется между О и - 1 (исключая - 1). 

g) Противъ послi.дняго примi;ра можно было бы сдi.лать сл"hдующее 
возраженiе: разсматриваемая въ немъ функцiя непрерывна при х О, но 
въ окрестности этого значенiя безконечно часто разрывпа. Чтобы показать, 
что нельзя вообще на такомъ обстоятельствi. основать объясненiе отсутствiя 
производной, стоить только разсмотрi;ть функцiю, равную нулю при х О, 

и х siп 1 при х ~ О. Она всюду непрерывна, а при х О производной не 
х 

имi;етъ, потому что 

f(O) О, f(/1) 
. 1 ау j(h) - f(O) . 1 

/1 SIП - , --- = ------ = SIП-
/1 ох h lt 

и съ приближенiемъ h къ О, siп i ни къ какому предi.лу не стремится. 
h) Другой замi.чательный примi;ръ дастъ разсмотрънная выше функ

цiя 1р (х [х)). Положивъ (J) (х) х sin п при х ~ О, и (J) (О) = О, имi.емъ 
х 

и ip(l) О, ip',0) не существуетъ, и кром"h того 

w'(l) lim !__-t_Ji sin _3!_ __ = lim 1 

/,={) h 1 + h 1<.=31 

h . п h 
1
. sin па 

SШ = IIП =Л. 
а=О а 

Слi;довательно, непрерывная функцiя, вообще изображаемая формулою 

(х - [х]) sin __ '!_____, 
x-[xJ 
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не- имъетъ производной справа ни при какомъ цi;ломъ значенiи х, а слiша 

имъетъ производную, равную п. Если же возьмемъ ,р(х) = .'\," Ух, то. 
наi!деМЪ, ЧТО Непрерывная функцiя [х] + -Vx=-]x] ДЛЯ всiХЪ цi;пЫХЪ ЗНа· 

]; 
ченiй имъетъ безконечную производную справа, и производную. равную -2. 
спъва (ХVШ). Пользуясь этою функцiею Шварцу удалось составить функ
цiю, для которой подобное обстоятельство встръчается безконечное число 
разъ въ пюбомъ интервал'!;. Наконецъ, Вейерштрассъ дапъ примi;ръ не
прерывной функцiи, не имъющей производной ни при какомъ зна· 
ч е н i и х, который мы сообщимъ вnослi;дствiи (§ 801) *). 

283. Производная обратной функцiи. Разсмотримъ функцiю 
_у j(x), непрерывную при х а и въ окрестности а. Предполо
жимъ, что, по крзйней мtpt, для этихъ значенШ х существуетъ об
ратная функцiя х = g(y), и докажемъ, что если производная 
функцiи f существуетъ и не равна нулю, то существуетъ 
и производная функцiи g. Изъ непрерывно1:ти функцiи f(x) при 
х а слt.дуетъ, что <!У= /(а+ ох) -- /(а) стремится къ нулю 
вмt.стt съ ох. Изъ непрерывности у въ окрестности а слtдуетъ, 
что оу непрерывная функцiя отъ ох. Отсюда вытекаетъ, что оу 
принимаетъ всt. значенiя въ нtкоторомъ интервалt (§ 276), заклю

чающемъ въ себt нуль, при чемъ, однако, значенiе оу = О ис
ключается. Причина этого исключенiя лежитъ въ томъ, что ес1ш бы 

~у было равно О, при нtкоторомъ значенiи ох = h О, то одному 
и тому же значенiю у= /(а) соотвtтствовали бы два значенiя х: 
х = а и х = а + h, а тогда вопреки предположенiю нельзя было бы 
разсматривать х, какъ функцiю отъ у. Эти соображенiя даютъ намъ 

• ОХ • 
теперь право разсматривать отношеше -6- , какъ отношеше соот-

.У 
вtтствующихъ друrъ другу приращенiй функцiи х g(y) и неза-
висимой перемtнной у (. см. примtчанiе XVI). Предполагая теперь, 

что съ приближенiемъ ох къ О, -~ стремится къ предtлу у'~ О,_ 
тотчасъ видимъ (§ 263), что предtлъ отношенiя 

ох 

оу ду 
бх 

существуетъ и равенъ у' . Подробнtе выражая полученный резуль

татъ, можемъ сказать: Если извtстна производная f (х) ~ О 
функцiи f(x), то производная обратной функцiи g(x) будетъ 

(1) g' (х) = /' [i{x)J. 

1) Болtе общiе прим'!;ры того же рода можно найти у Dini .Fon
damenti" etc. р. 146, или р. 205 и спъд. (въ нi;мецкомъ перевод'!; Liiroth 
и Schepp). 
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Bct эти соображенiя примtнимы къ каждой сторонt отъ даннаго 
значенiя а въ отдtльности. Пусть извtстно, напримtръ, что суще
ствуетъ производная отъ у справа отъ а (т. е. при Ох > О). Тогда 
(§ 263) оу въ концt концовъ приметъ и сохранитъ знакъ этой про
изводной, и можно будетъ утверждать существованiе производной 
обратной функцiи справа или слtва отъ у f(a), смотря 
по тому, будетъ ли этотъ знакъ + или - . Если же предполагается 
существованiе производной отъ у слtва отъ а (т. е. при ох< О); 
то оу въ концt концовъ приметъ и сохранитъ знакъ, противопо
ложный знаку этой производной *), а потому можно утверждать 
существованiе производной обратной функцiи слtва или справа 

отъ у f(a), смотря по тому, будетъ ли знакъ данной производной 
+ или . Изъ предыдущаго также слtдуетъ, что если у имtетъ 
единственную производную по х, не равную нулю, то х имtетъ 

единственную производную по у. 

284. Производная функцiи отъ функцiи. Если перемtнная 
у задана не какъ функцiя отъ х, а какъ функцiя отъ другой функ

цiи и, такъ что 

у=f(и), U=p(x), 

и если предположимъ, что существуютъ производныя f' (и) и q/ (х), 
то легко показать, что существуетъ и производная отъ у, 

взятая по х, и что она равна произведенiю /'(и). tp'(x) [или 
J'(tp(x)). (JJ'(x)]. Дtйствительно, :мы имtемъ тождество 

оу оу ои 

ох= du. dx' 
ои 

въ которомъ ох , по предположенiю, стремится къ предtлу и'. 

Это требуетъ, чтобы Ou стремилась къ нулю вм-hстt съ Ох, а такъ 
какъ функцiя и непрерывна, потому что имtетъ производную, то 

и Ott непрерывная функцiя отъ Ох и принимаетъ всt значенiя, 
принадлежащiя нtкоторому интервалу, заключающему въ себt и 
нуль. Положимъ сперва, что для всtхъ значенiй ох, для которыхъ 
/ ох 1 < 'ТJ, rд-h 'ТJ н-hкоторое достаточно малое положительное число, 
Ou постоянно отлично отъ нуля (что навtрно и будетъ, если и' не 

равно О), тогда мы можемъ разсматривать t, какъ отношенiе соот
в-hтствующихъ приращенiй функцiи у и независимой перем-hнной и 
(см. XVI) и сказать, что это отношенiе стремится къ предtлу /'(и), 
существованiе котораго предполагается. Изъ даннаrо тождества тогда 

вытекаетъ, что t стремится къ предtлу у', равному произведенiю 

*) Одинаковый съ нею знакъ (по § 263) будетъ имt.тъ ~~, а ох < О. 
18 
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f'(u). р'(х). Остается показать, что высказанная теорема остается 
справемивою и въ томъ случаt, когда въ смежности съ нулемъ 
(въ окрестности нуля) сушествуетъ такая послъдовательность чиселъ 
h, h', h", ... , что ди О всякiй разъ, какъ дх дълается равнымъ 
одному изъ этихъ чиселъ '*). Прежде всего ясно, что производная 
и', сушествованiе которой предполагается въ данномъ случаъ, необ-

ходимо должна быть равна нулю (иначе отношенiе -:~ не могло бы 
быть равно нулю для значенiй дх въ смежности съ нулемъ). Съ 
другой стороны, всъ разсужденiя, приведенныя въ первомъ случаъ, 

будутъ примънимы и теперь, если дх стремится къ нулю, обходя 

всъ числа h, h', h", ... , при которыхъ ди = О, а потому t 
стремится къ предълу /'(и). О= О. Если же дх принимаетъ именно 
значенiя h, h', h", ... , то ди = О, откуда иду= j'(и+ ди)--j(и) О, 

и -t О. Слъдовательно, существуетъ предълъ :: , при дх стре
мящемся къ нулю непрерывно, т. е. существуетъ производная 

у', и она равна нулю такъ же, какъ и проиаведенiе f(u) . и'. 
Итакъ, всегда будемъ имtть у' = f'(u). и'. Замtтимъ здtсь, что 
уравненiе (1) заключается въ послtднемъ, какъ частный случай, 
потому что при и g(x) {§ 253) имtемъ у= х и у'= 1. Обоб
щая полученный результатъ на тотъ случай, когда 

. Q!И 

у= /(и), и = q; (v), v = 1JJ {w), ·:.:1 

находимъ у' = f(u) p'(v) 1/l'(w) •.. , предполагая, конечно, что число 
функцiй и, v, w, ... ограничено. Итакъ, мы имtемъ теорему: про
изводная фунюtiи отъ фуню\iи равна произведенiю произ
водныхъ этихъ функцiй, при чемъ каждая производная бе
рется по той перемtнной, отъ которой каждая функцiя не

посредственно зависитъ. 

285. Производная суммы. Пусть у = и + v + w + ... , гдt 
и, v, w, . . . функцiи отъ х, имtющiя производныя. Дадимъ пере
мtнной х приращенiе д х, при чемъ у, и, v, w, . . . получатъ при
ращенiя ду, ди, дv, дw, ... Такъ какъ всегда 

то 

откуда, переходя къ предъламъ съ приближенiем:ь дх къ нулю, по-

*) Тогда отношепiе :~ теряетъ смыслъ, и предыдущее разсужденiе 
надо замiшить другимъ. 



§§ 285--288 РА3ЫСКАНIЕ ПРОИ3ВОДНЫХЪ. 275 

лучимъ у'= и'+ v' w' ... Итакъ, производная суммы рав
на суммt производныхъ слагаемыхъ, предполагая число по

слtднихъ конечнымъ. 

286. Производная произведенiя. Если у UV1 ТО 

у+ ду (и+ аи) (v + av) uv + uav + vаи +аи. av, 

откуда 

ау av аи аи I "х- и -- + v-- +-~av, у иv' + vи'. 
и бх ох бх 

Отсюда слtдуетъ, что производная произведенiя равна суммt 
произведенiй, получаемыхъ отъ умноженiя производной 

каждаго сомножителя на произведенiе всtхъ остальныхъ 
сомножителей. Дtlkтвительно, допустимъ, что теорема, доказан

ная выше для двухъ сомножителей, справедлива для п - 1 сомно
жителей. Остается доказать, что она будетъ справе11,Лива для п со
множителей; а для этого стоитъ только въ послtднемъ случаt на

писать 

у' u'(vw ···) + u(vw ···)' u'vw ··· + иv'ш ... + uvw' ··· + ···, 
и убtдиться такимъ образомъ, что она справедлива вообще *). 

287. Производная частнаго (или дроби). Допуская суще
ствованiе производныхъ отъ функцiй и и v, можемъ утверждать и 

. ф . и ( ) существоваюе производной ункщи у = v при v не равномъ нулю , 

потому что 

откуда 

а _ и+ би 
У- v+ бv 

()U дV 

и vои uav 
v v(v + бv) 

V- -- U-···-
t)y бх ах f vu' uv' 
Ьх = v2(1 + ь:) •У - -;;2-· 

Въ частномъ случаt, когда а постоянное число, для у 

у' 
аи' 
---ii2. 

f!_ имtемъ 
и 

288. Производная степени. Пусть у= хп, гдt 1i цtлое по
ложительное число. Изъ правила для разысканiя производной про
изведенiя находимъ, написавъ у =х · х. х . .. х, у'= пх11·-1 • Дока
жемъ, что эта формула справедлива при всякомъ рацiональномъ зна-

1е) При конечномъ числi; сомножителей. 

18* 
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1 
ченiи п. Предположимъ сперва, что п = т , rдt т цtлое положи-
тельное число. Такъ какъ производная оть хт существуетъ, то, по 

сказанному въ § 283, существуетъ и производная обратной функцiи 
1 

у хт. Доказавъ существованiе производной у', мы можемъ взять 
производную о,ь х = ут, примtняя правила § 284. Получаемъ 
1 т . у"~1 . у', или 

Далtе, если п равно отношенiю двухъ цtлыхъ чиселъ р и q, то 
на основанiи того же правила и полученнаrо выше результата, 

имtемъ 

у (
- .l )р ( !_)р-,---1 1 ..1:_ __ 1 р-1 +_1_--1 
xq , у'= р xq · - x'l = р_ х q q = пх"- 1 • 

q q 

Наконецъ, если п равно отрицательному числу - т, то, примtняя 
послtднiй результатъ послtдняго §, имtемъ 

у у' 
т?'" 1 

-m--1 n--1 
··· = -- 1пх = пх • 

Если теперь у и"', rдt п любое рацiональное положительное или 
отрицательное число, а и какая угодно функцiя о,ь х, по пра

вилу § 284, паходимъ у' 11,U п- l. и'. Въ частности для у = Vи 
найдемъ 

у' 
и' 

2Jltl. 

Во избtжанiе лишнихъ выкладокъ полезно также замtтить, что 
l 

ДЛЯ у 

пи' 
un+1· 

289. Производныя отъ ах и I~og х. Пусть у= ах. Когда х 
получитъ приращенiе ох h, то у получитъ приращенiе 

ду "' ду 
а. JX 

откуда, припоминая полученный уже раньше результатъ (§ 270, d), 
получаемъ 

у' a"'loga. 
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Въ частности, при у еХ, у' еХ. Подобно этому имtемъ для 
у Logx 

оу 1 ( ~) оу Log (х + /1) - Log х, ох= h Log 1 :,._ 

и затtмъ (§ 270, d) 
х 

у' -~ Log lim (1 + ~)1
; = ~-

х h::c..-0 х х 

1 
Въ частности для у = log х, у' = . Полученные два результата 

х 

могутъ быть выведены одинъ изъ другого при помощи формулы 

(1), потому что, если /(х) = af, то g(x) = Logx. Отсюда слtдуетъ, 
что, зная одну изъ производныхъ, наприм1;ръ, /'(х) а"' Loga, мо
жемъ наllти другую по формулъ (1): 

м 

loga х 
g'(x) 

Теперь, на основанiи сказаннаго въ § 284, мы можемъ утверждать, 
что, если существуетъ производная функцiи и, то производныя 
функцiй 

у е", у logu 
соотвtтственно будутъ 

у' = е" · и', у' и' -· 
и 

Замътимъ, наконецъ, что, зная производныя от:ь. е" и logu, мы мо
жемъ снова наllти производную степени и притомъ обобщить 
выведенное выше правило на случаn иррацiональнаго по
казателя. Дtllствительно, изъ у и" = еп~оgи выводимъ 

у' 
nlogu 1Z и' 

е 
и 

пи""--1 ·и'. 

290. Производиыя круговыхъ (тригоиометрическихъ) 
фуикцiй. Пусть у= sinx; при dx = h имtемъ 

оу = sin(x+ k)- sinx = 2sin ;cos (х+ ;). 
Поэтому (§ 270, а) 

Если у cos х, то можно найти производную путемъ подобнаго же 
вычисленiя или, короче, пользуясь правиломъ § 284, можно написать 

у 
. (п; 
sш 2 х), у'= (л; cos ~ sinx. 
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Для у tg .х, разсматривая tg х, какъ отношенiе sin х къ cos х, и 
примtняя правило § 287, находимъ 

у' cos2x· 

Можно найти производную tg .х и путемъ непосредственнаrо вы
численiя, а именно: 

, . tg(x + h) tg .х . sin li 1 v = ltm --------- = J1m ~- . ··-- = -~-·. 
- 1=::0 li h cos х cos (х + h) cos2 х 

Наконецъ, когда 

у sin и, у cos и, у tg и 

(и функцiя отъ х), то соотвtтственно 

у' tl' cos и, у' . r и' - tl' sш и у = ·~ --· ' cos2u 

291. Производныя обратныхъ круговыхъ функцiй. Прежде 
всего надо замtтить, что эти производныя вообще существуютъ, 
именно на основанiи доказанной въ § 283 теоремы. Послt этого 
только можно, написавъ 

у arc sJn х, у arc cos х, у = arc tg х 

и выведя отсюда соотношенiя х siпy, х = cosy, х = tgy, при
мtнить къ послtднимъ правило § 284. Тогда получимъ 

1 =y'cosy, 1 = 
. у' 
sшу 1 = ---, 

' cos2y 

откуда затtмъ найдемъ слtдующiя значенiя производныхъ у', соот
вtтственно написаннымъ выше тремъ функцiямъ у: 

1 
cosy 

Можно и прямымъ вычисленiемъ (не прибtrая къ обращенiю функ
цiи) найти эти производныя. Такой способъ имtетъ то преимуще
ство, что даетъ и доказательство существованiя производныхъ и ихъ 

выраженiя. Пусть, напримtръ, у = arc tg х, ох h, тогда 

li 
, arctg 

v'=lim= arc tg (х + li) - arc tg х- = lim __ , __ !_~-----~ 
• h='I h /L-:=11 
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Полагая h = [1 + х(х + h)] а, rдt а стремится къ нулю вмtстt 
съ h, находимъ 

у' = lim [ arc !f!./J, . ,--,---,---:с-

Замtтимъ, что въ вышеприведенныхъ выраженiяхъ VГ- xi обо
значаетъ положительное значенiе корня, потому что дуги, обозначен

ныя символами arc siп х и arc cos х, имtюtъ первая положительный 

косинусъ, вторая положительный синусъ *). Сумма этихъ дуrь по
стоянная (§ 254, d), чtмъ и объясняется, что и производныя ихъ 
равны по абсолютной величинt и противоположны по знаку. Резю
мируя вышесказанное и припоминая правило § 284, можемъ на
писать для 

у = arc sin и, у arc cos и, у = arc tg и 

соотвtтственно 

у' 

Въ заключенiе замtтимъ, что, пользуясь теоремою § 283, мы молча 
исключили тt случаи, ко1·да разсматриваемыя нами функцiи произ

водныхъ не имtютъ. Такъ, напримtръ, для функцiи arc sin х произ
водная существуетъ только до тtхъ поръ, пока cos у не равенъ О, 
т. е. х не равенъ ± 1; для этихъ значенiй х = ± 1, это надо 
всегда имtть въ виду, производной отъ arc sin х не существуетъ. 
Такъ, при х = 1 нtтъ производной ни справа, ни слtва ( справа, по
тому что тогда самой функцiи arcsiпx не существуетъ), такъ какъ 

lim a_r_c _ _,_ __ ··~---- l
. arc cos(l -- h) 
1m -----=--

h=<> h 1,=0 

lim __ а_ =ос. 
=2sin2~ 

2 

Подобное же имtетъ мtсто для arc cos х. Наоборотъ, производная 
arctg х всегда существуетъ, потому что производная tg х никогда не 
обращается въ нуль. 

292. Упражненiя. а) Производная полинома 

степени п есть полиномъ 

у'= па0х,.,_1 + (п 1) а1 х"-2 + (п - 2) а2х" 3 + ··· + 2а,.,_2х + а,.,_1 
степени ,i 1. 

* п ( л; л;) о ) ервая лежитъ въ пред1:.лахъ -- 2 , 2 , вторая между и л;. 
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Производная отъ у', которую называютъ второю производною 
отъ у, есть 

Послiщовательныя производныя у"', y'v, ... (3-я, 4-я, ... ) будутъ также по
линомы степеней п 3, п 4, ... , п-ая производная есть постоянное число, 
а всi; слi;дующiя нули:/")= п! а0 , yt"+1) = у(п+2 1 = О. 

Ь) Для 

у x(logx 
х 

1 ), log cos х, log log х, log tg 2 , 

съ помощью доказанныхъ въ предыдущихъ § § правилъ и полученныхъ 
результатовъ находимъ соотвi;тственно: 

у' logx, 

Для 

у arc cos (l х) 

2k 
tgx, x\ogx' siпx' sin kx· 

получимъ 

у' 1/~ 11/х+а. 
Jf 2-х' xr х-а 

Точно также находимъ для функцiй 

siпa вiпх 
у= arc sin ~-----

······ cos а cos 
Ь + а cos х i"- е-"' 

arc cos а+ Ь cos х, arc tg е"' +;-" 
с.1i;дующiя выраженiя производныхъ 

siп а 
у'=~--·---

cos а cos 
2 

е2х+е 

с) Bd эти вычисленiя производныхъ легко производятся, если при
мi;нимъ, гдi; нужно, правила для нахожденiя производныхъ суммы, произве
денiя, частнаго, и къ каждому члену результатовъ-правило для нахожденiя 
производной функцiи отъ функцiи; послi;днее правило особенно важно, потому 
что оно позволяетъ устраииrъ .всi; трудности, сопряжеиныя съ вычислеиiемъ 
производной сложнаго выражеиiя, расчленяя это выражеиiе и оперируя 
послi;довательно надъ каждою частью въ оrдi;льности. Такъ, напримi;ръ, 
производная отъ 

у arc tg (х у 1 + х2) 
берется такъ: 

у'= 1 (1 
1 + (х у 1 + х2)2 = · · · = 2(1 +х2) · 

Этотъ результатъ легко повi;рить, замi;rивъ, что 

у ! arctg х tп. 
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Точно также для вычисленiя производной отъ 

пишутъ 

d} Если даны соотношеиiя 

то, сравнивая nроизводныя обtихъ частей равенствъ, легко наидемъ 

1 } 1 vт=12 
у = --с:==, у = ~··-~·~ (XIX). Vl ~ ... х2 1 + kcosx 

Далtе, если даны фуикuiи 

у х", у= Xr, ... , 

то взявъ, сперва логариемы, а потомъ nроизводныя обtихъ частей получен
ныхъ равенствъ, найдемъ 

у' :i·"' (1 + Iog х), у'= ?+х"' (~ + log ."t' + log'2 х ), ... 

Однако, поступая такнмъ образомъ, мы доnускаемъ а priori существоваиiе 
производной у'. Чтобы устранить это возраженiе, надо впередъ доказать, 
что эта производная существуетъ. Въ предпослtднихъ двухъ nримtрахъ 
это вытекаетъ изъ того зам'l;чанiя, что у можетъ быть представленъ въ 

видt arctg и. Для у= х"' можно написать у exlogx и т. д. 

е) Производная порядка 11 (11-ая) отъ у .?' log х равна 

y(n) т(т - 1) ... (т - п + l)xm·~n (1og х+-1.._ + 1 + ... + ___ !_~ . ..')· 
m m - m ~ 11 + 1 

Въ частности, 

т 1 (1og х + 1 + -~ + ~ + ... + ....!._) у(т+l) 
2 3 т ' 

т! 

х 

Такимъ же образомъ, послtдовательнымъ вычисленiемъ производныхъ най
демъ, что п-ыя производныя функцiй 

у е'" cos а cos (х siп а), у е"' cos а siп (:r siп а) 

соотвtтственно равны 

у<") ехсова cos (па+ х si11 а), y(n) excosa siп (11а + :i· sin а). 

Не столь просто вычисленiе п-ой производной отъ у = arctg х. но ее легко 
выразить, какъ функцiю отъ у, вычисляя (п - 1)-ую производную отъ 

у' 
1 

1 +х2 
cos2 у, а именно: 

/") (п 1)! cos" у· siп п ~ + i). 
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Свойства производиыхъ. 

293. Прежде чtмъ идти далtе, сдtлаемъ небольшое отступле
нiе въ область, чрезвычайно важную для приложенiй Математики. 
Уже при доказательствt основныхъ теоремъ въ теорiи функцiй 
удобно пользоваться rеометрическимъ изображенiемъ независимой 

перемtнной. Это изображенiе мы получимъ, установивъ соотвtт
ствiе между значенiями перемtнной и точками нtкоторой прямой 
линiи, какъ это дtлается въ Аналитической Геометрiи. Благодаря этому 
всt доказательства, не измtняясь по существу (потому что нужно 
остерегаться основывать ихъ на какихъ либо rеометрическихъ поня
тiяхъ), выиrрываютъ въ ясности и наглядности, и моrутъ быть вы

ражены немногими словами. Вмtсто того, чтобы говорить о значе

нiи, которое даютъ перемtннной, называютъ точку, служащую его 

изображенiемъ, и всякiй интервалъ (а, Ь) изображается прямоли
нейнымъ отрtзкомъ, оrраниченнымъ точками а и Ь, т. е. точками, 
разстоянiя которыхъ отъ нtкоторой начальной точки, отложенныя 

въ извtстномъ направленiи, измtряются числами а и Ь. Чтобы изо
бразить нtкоторую функцiю у, стоитъ только разсматривать каждую 
пару соотвtтствующихъ значенiй х и у, какъ Декартовы (nрямо
уrольныя) координаты точки на плоскости; уравненiе у= /(х) изо
бразитъ тогда нtкоторую линiю, съ помощью которой легко от
дать себt отчетъ въ rлавныхъ свойствахъ функцiи и ея производ· 
ной. Прежде всего надо указать геометрическое значенiе производ
ной. Разсмотримъ касательную къ кривой въ точкt М, т. е. 

Р' х 

Рис. 4. 

предtльное положенiе, съ которымъ 

стремится совпасть сtкущая ММ', 
когда точка М', двигаясь по кривой, 
безпредtльно приближается къ М. 
Пусть 5 и Т будутъ точки встрtчи 
сtкущеf.1 и касательной съ осью абс

циссъ, Р и Р' основанiя перпендику
ляровъ, опущенныхъ изъ точекъ М 
и М' на ту же ось. Обозначимъ 
черезъ Н точку, имtющую съ точ-
кою М' общую абсциссу, а съ точ
кою М-одинаковую ординату. Пусть 

.-t: и у- координаты данной точки М, х + ох и у + ду коорди
наты точки М', и эамtтимъ, что въ силу подобiя треуrольни
ковъ МНМ' и SPM 

ду М'Н МР 
бх мн-sр· 

Когда ох и оу стремятся къ нулю, точ:ка М' стремится къ М, 
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Р и М остаются неподвижными, S стремится къ Т, поэтому 

.r' l
. оу 
1mo.x 

.МРМР -
l1m sP= ТР =tgMTx, 

283 

т. е. производная ординаты нiэкоторой кривой, взятая по 
абсцисс-h, изображаетъ угловой коэффицiентъ касательной 
къ кривой. Если независимая перемiэнная обозначаетъ время, то 
эrотъ коэффицiентъ, а слi;довательно, и производная, изображаетъ 
скорость или м-hру быстроты, съ которою функцiя въ данный 
моментъ стремится возрастат1, или убывать. Именно съ этой послiэд

ней точки зрiэнiя понятiе о производной, лежащее въ основi; исчи
сленiя безконечно малыхъ, и представилось уму Ньютона, неза
долго до 1667 года 1 ). 

294. Примi;ры. а) [!ри вычерчиванiи кривой у= /(.х) весьма по
лезно знать производную j'(.x) ординаты, потому что это даеrь средство 
строить кривую по точкамъ и по касательнымъ. Мы ограничимся зд'hсь 
немногими примърами, чтобы показать пользу графическаго изображенiя, и 
притомъ не съ геометрической точки зр'hнiя, о которо:11 р'hчь будетъ впе
реди, а именно съ точки зр'hнiя самой теорiи фун1щiй. Мы предпошлемъ два 
совс'hмъ простыхъ упражненiя, показав~, построенiе касательной къ пара-

х 

Рис. 5. Рис. 6. 

бол'h (рис. 5) и равносторонней гипербол'h (рис. 6), шюбражаемыхъ 
уравненiями 

Изъ формулъ 

у' 
х 

а 

у 

х 

находимъ Т Р = ;, = } х для параболы и РТ= --f; = х для гиперболы. 

1) См. Мапsiоп, l{esume du Cours d'Aпalyse р. 194. 
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Отсюда заключаемъ, что, зная точку О- вершину параболы или центръ гипер
болы, и точку Р-проекцiю данной на кривой точки М на касательную къ 
параболt. въ ея вершинt. или на асимптоту гиперболы, построенiе каса
тельной въ точкt. М приводится къ слt.дующему: соединивъ точку М на 
параболt. съ срединою Т отрt.зка ОР, получимъ касательную къ параболt., 
а соединивъ точку М на гипербол'\; съ точкою Т, симметричною съ О 
относительно Р, получимъ касательную къ гиперболt.. 

Ь) Линiя, изображающая функцiю у х [х], состоитъ изъ безчислен
наго множества прямолинейныхъ отрt.зковъ; одинъ конецъ каждаго отрt.зка 
лежитъ на прямой у О, въ точкt. х = tt, а другой на прямой у = 1, въ 
точкt. х = п + 1 *). Точки на второй прямой, собственно говоря, надо исклю. 
чить, но полезно замt.тить, что съ геометрической точки зрt.нiя подобныя 
исключенiя не нужны. Напротивъ, надо пользоваться понятiемъ о ненрерыв
ности, чтобы исключать 110 возможности меньше rочекъ и касательныхъ. 
Такимъ образомъ, когда точка, при движенiи по кривой, стремится совпасть 
съ нt.коrорою неподвижною точкою, координаты которой уравненiю кривой 
не удовлетворяютъ, эту неподвижную точку тt.мъ не менt.е разсматриваютъ 
(въ Геометрiи), какъ прииамежащую кривой; впрочемъ, и не ве>зможно ее 
исключить или отдt.лить отъ другихъ графическими средствами. Подобнымъ 
же образомъ постуnаютъ, когда въ нt.которой точкt. М не существуетъ ка
сательной, между тt.мъ, какъ сушествуетъ прямая, съ которою стремится 
совпасть касательная въ точкt. М' при безпредt.льномъ приблюкенiи М' 
къ М; эту прямую и разсматриваютъ, какъ касательную въ точкt. М. Такiя 
соглашенiя принимаются для устраненiя нt.которыхъ сомнt.нiй, которыя не 
рt.дко встрt.чались бы въ геометрическихъ приложенiяхъ, если мы захотt.ли 
бы держаться строгои интерпретацiн установленныхъ выше аналитическихъ 
принциповъ. 

с) Другая интересная линiя получится при изображенiи функцiи 

у х [}] . Она сосrоитъ изъ отрtзковъ,. образуемыхъ на безчисленномъ 
множествt. прямыхъ, выходящихъ изъ одной точки (рис. 7). 

1 1 
При п .1 х ;с;; ·11 , имtемъ у пх ( п цtлое число); на этоl! прямой 

Рис. 7. 

Она непрерывна при 

прямыя у 1 - х и у = 1 образуютъ отрt
зокъ, принадлежащil! данной линiи (за исклю
ченiемъ конца его, лежащаго на первой ли
нiи ). Точка А на оси у· въ. ордината которой 
равна 1, можетъ быть причислена къ данной 
линiи ** ), но эту линiю невозможно начертить 
въ окрестности точки А, несмотря на то, что 
въ этой точкt ордината непрерывна ( § 272, 
dJ (XXJ. 

d) Въ предыдущемъ примtрt разсма
триваемая функцiя непрерывна въ точкt А, 

1 х но разрывна въ ея окрестности. Иное дt.ло 
представляетъ функцiя, опредtляемая равен-

ствами f(x) х sin (})при х О и f (0) = О. 
всякомъ х (§ 272, а). Тt.мъ не мснtе линiю, которой 

*) Потому что у= х [х] всегда О и < 1, и ври tl ~ х < п + 1 
имъетъ видъ у х п ( п-1~ълое число). Такъ какъ х < 11 + 1, но не 
равно t1 + 1, то у подходитъ къ 1 какъ угодно близко, но не дости
гаетъ ея. 

**) Полагая у 1 при х = О (§ 272, d). 
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. . ( 1) уравнеюе есть у = х sш х , невозможно начертить въ окрестности точки 

х О, у = О. То же самое можно сказать о непрерывной функцiи 

J[f(x)] xsiп 
1 . 1 
sш---

х . 1 
XSlП 

х 

и притомъ въ окрестности безчисленнаrо 

тервалt (~ _!_, + 1) , а именно ± 1 ± 1 
множества значенiй х въ ин-

1 
л; л; 

± 3.п ... 

Такiя точки сгущаются все больше и больше въ функцiяхъ /(/ (/(х)) ), 
/(/ (/(/(xl))) ... , потому что всякiй разъ къ тtмъ точкамъ, въ окрестности 
которыхъ функцiю нельзя графически изобразить, присоединяются новыя и 
новыя. а именно тt, въ которыхъ функцiя обращается въ нуль (XXI). Не слt
дуетъ, однако, думать, что невозможность rрафическаrо построенiя проистекаетъ 
исключительно вспtдствiе несуществованiя производной, а слtдователыю, и 

касательной въ разсматриваемыхъ точкахъ. Напримtръ, кривая у = х2 sin 
1 
х 

касается оси х (у' 0) въ начал'!; координатъ, между тtмъ физически 
невозможно начертить кривую въ окрестности начала координатъ *). 

е) Существуютъ и такiя функцiи, для которыхъ нельзя провести ни 
одного штриха изображающихъ линiй, хотя можно поставить сколько угодно 
точекъ этихъ линiй, и притомъ, какъ угодно близкихъ одна къ другой. 
Такова, наприм'tръ, функцiя w (х), изсп'tдованная въ § 277, с. На каждомъ 
прямолинейномъ отр'tзкt, 11араллельномъ оси х, заключенномъ въ полос'!; 
между прямыми у О и у= 1, и сколь угодно маломъ, какъ видно изъ 
сказаннаrо въ § 277, с, лежитъ безчисленное множество точекъ линiи, изо
бражающей данную функцiю; эти точки какъ бы заполняютъ всю упомяну
тую полосу. Если въ этомъ случаt невозможность rрафическаrо изображенiя 
можно объяснить полною разрывностью функцiи, то этого объясненiя нельзя 
примtнить къ функцiи Вейерштрасса ( § 801) она непрерывна вездt, но ни 
въ одной точк't не имtетъ производной. Эти зам'tчанiя убtждаютъ насъ въ 
необходимости чисто аналитическихъ доказательствъ даже и такихъ свойствъ 
фуню(i.й, которыя кажутся очевидными, если изобразимъ ихъ въ геометри
ческой форм't, потому что съ одной стороны эти свойства вовсе не зави
сятъ отъ возможности rрафическаrо изображенiя функцiй; съ дpyroil, эта 
возможность отсутствуетъ для обширныхъ классовъ функцiй, несмотря на 
непрерывность и на существованiе производной. 

f) Читатель можетъ упражняться въ rрафическомъ изображенiи раз
личныхъ разрывныхъ функцiй, разсмотрtнныхъ нами раньше. Мы ограни
чимся зд'tсь двумя лишь функцiями, rрафическiя nостроенiя которыхъ намъ 
впосл'tдствiи понадобятся. 

1) Линiя у = l.~l состоитъ изъ безчиспеннаrо множества rиперболи-
х 

ческихъ дуrъ, потому что, когда х заключается въ интервал'!; (t1, 11 + 1), 
rдt 11 ц'tлое число, за исключенiемъ верхней границы, то уравненiе обра
щается въ х у п, и изображаетъ дугу гиперболы, соединяющую точку Р 

*) Вслtдствiе безконечно частыхъ колебанiй si11 
1
- въ окрестности х=О. 
х 
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на прямой у= 1 (при х = 1i) съ точкою Q на гиперболi; x(l --у)= 1 (при 
х = п + 1) *) (рис. 8). 
Припоминая сказанное о построенiи касательной къ гипербол-!; въ примi;рi; 
а) видимъ, что касательная въ каждой точкi; Р проходить черезъ точку А, 
симметричпую съ О относительно прямой у= 1. Слi;довательно, к а с а тел ь
н ы я въ точкахъ Р1 , Р-г, Р3 , ••• всi; сходятся въ точкi; А. Дали, если 

Рис. 8. 

возьмемъ любую точку М на линiи и проведемъ черезъ нее прямую, парал
лельную оси х, то касательная въ этой точкi; будетъ симметрична съ ОМ 
относительно этой прямой. Такъ какъ съ возрастанiемъ х до безконечности 
limy 1, то проведенная черезъ М прямая, параллельная Ох, въ предi;лi; 
совпадаетъ съ прямою у= 1, и касательная въ точкi; М пройдетъ черезъ 

точку А. Итакъ, если точка М, двигаясь по линiи у= [х] , стре-
х 

мится къ предi;льному положенiю на прямой у= 1, то касатель
ная въ точкi; М стремится къ предi;льному положенiю у 2. 

2) Также легко построить линiю, изображающую функцiю 

}Vx -- [xJ), (х> О). 

Эта линiя состоитъ изъ безчисленнаго множества параболическихъ дугъ 
и оказывается, что, когда точка движется по этой линiи въ безко
нечность, стремясь къ предi;льному положенiю на оси х-въ, то 
острый уrолъ, образуемый касательною въ этой точкi; съ осью 

х-въ, постоянно колеблется въ интервал-!; ( а, ;) , нижняя гра
ница котораго стремится къ нулю (рис. 9) (XXll). 

g) Всякiй посвящаюшiй себя техническимъ наукамъ, увидитъ, что па
ровая машина сама чертитъ свою собственную дiэrрамму т. е. линiю, 
изображающую давленiе пара, какъ функцiю объема, образующаrося подъ 
поршнемъ. Поэтому, если извъстны положенiя поршня въ т1; моменты, когда 
начинается и кончается впускъ пара изъ котла въ цилиидръ, или выпускъ 

*) Точка Q лишь предi;льная точка на дугi; PQ, потому что х какъ 
угодно близко къ п + 1, но не равно п + 1. 
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его въ 1юпденсаторъ, то машина раскрываетъ передъ тt.мъ, кто ее допра
шиваетъ, свои достоинства и недостатки. Различныя дiаrраммы встрi;чаются 
во всi;хъ отдмахъ инженерной науки и часто употребляются и при изуче
нiи различныхъ явленiй природы, не исключая и явленill: соцiологическаrо 
характера 1). 

у 

t 

о 

·- --- --- - - -- --------':'---
__________ 

' '' : ~----
: : 
t х 

Рис. 9. 

Въ такихъ эмпирическихъ кривыхъ нельзя теоретически говорить 
о касательной или производной, хотя эти кривыя постолько и важны, по

сколько он"!; моrутъ служить для сужденiя о скорости измъненiя изобра
жаемой ими функцiи. Дъйствительно, эти кривыя не свободны оп. неболь
шихъ погрi;шностей и изображаютъ не истинную функцiю и, а нi;которую 
другую v, нi;с1юлько отличную отъ и. И нетрудно уб1;диться, что, если 
производная функцiи и существуеп,, то производная отъ v можетъ и не 
существовать, или, если и существуетъ, то v' можетъ значительно отличаться 

отъ и'. Напримъръ 2), если и = v + а sin х , rдъ а постоянное весьма ма-
1 х 

лое число, то и' - v' cos и, хотя I и - v I никогда не превосхо-
а 1 , 

дитъ а, 1 t~' - v' 1 можетъ быть весьма большою въ окрестности безчислен
наго множества значенiй х. 

295. Функцiя /(х) называется возрастающею или убываю
щею или постоянною справа отъ а, если возможно найти такое 

положительное число h, чтобы въ интервалt (а, а h) всt зна
ченiя /(х) были соотвtтственно больше, меньше или равны /(а). 
Функцiю /(х) называютъ возрастающею, убывающею или постоян
ною сл-tва отъ а, если въ интервал-!; (а, а - h) всt значенiя функ
цiи будутъ соотв-tтственно меньше, больше или равны /(а). Можетъ 
случиться, что такое число h не существуетъ вовсе. Такъ, напри-

. 1 
м-tръ, ясно, что функцiя /(х) = х siп - , при х 2 О, и равная нулю 

х 

при х = О, въ окрестности нуля никогда не перестаетъ принимать 
значенiя какъ положительныя, такъ и отрицательныя и равныя нулю. 

Какъ бы мало ни было h, въ интервал-!; (-h, + li) /(х) будетъ и 
больше и меньше и равно /(О) О. Поэтому эту функцiю /(х) въ 
окрестности: х О, или, какъ говорятъ для краткости, при х = О, 

1) См., напримъръ, .Cours d"Economie politique• par V. Pareto. 
2) См. Laurent .Calcul des probabilites• р. 200 или Genocchi et Pe

ano, .Calcolo differenziate•, р. ХШ. 
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нельзя назвать ни возрастающею, ни убывающею, ни постоянною. 
Именно это обстоятельство и объясняетъ невозможность графиче
скаго изображенiя этой функцiи въ окрестности начала координатъ, 
потому что, намътивъ точку, въ окрестности которой ордината кри

вой не возрастаетъ, не убываетъ и не постоянна, невозможно себi; 
представить какимъ образомъ примыкаютъ къ ней сосъднiя точки. 

Подобное же можно сказать о функцiи у х siп 2 ( ~ ) , которую 
нельзя назвать возрастающею при х О, потому что въ окрестности 
нуля, она безконечное число разъ равна /(О) О*). Функцiя ro(x-) 
(§ 277, с) такова, что о ней нельзя ничего сказать ( относительно воз
растанiя или убыванiя) въ окрестности любого значенiя х. 

296. Функцiя /(х) называется J) возрастающею или 2) убы
вающею или 3) постоянною въ интервалъ 1 если для любой пары 
значенiй х' и х" въ этомъ интервалi; разность /(х') f(x") 
1) им'hетъ одинаковый знакъ съ х" х' ', 2) им'hетъ знакъ, противо
положный знаку х' х'' и 3) равна нулю. Чтобы выяснить разли
чiе между возрастанiемъ (или убыванiемъ, или постоянствомъ) ,,въ 
интервалъ" и "при данномъ значенiи х" (т. е. .въ окрестности" 

даннаго значенiя х) достаточно взять для прим'hра функцiю ~ , зна
ченiе которой при х = О выбрано по произволу. Ее надо назвать 
возрастающею въ окрестности или при х О, справа отъ О, ка
ково бы ни было значенiе ея при х О, и въ тоже время она бу
детъ убывающею въ любомъ интервалi; (О, h) за исключенiемъ 
нижней границы, какъ бы мало ни было h (ХХШ). Ясно, что функ
цiя, возрастающая, убывающая или постоянная въ интервалъ, будетъ 
облапать соотвътственными свойствами въ окрестности любого зна
ченiя перемънной въ этомъ интервалъ. Но обратное заключенiе 

вовсе не очевидно, хотя оно и справедливо, какъ будетъ доказано 
въ сл'hдующемъ параграф'h. Замътимъ здtсь же, что это заключе11iе 
будетъ несправедливо, если функцiя будетъ, напримъръ, возрастаю
щею съ одной лишь стороны отъ всъхъ чиселъ даннаго интер

вала. Такъ, напримъръ, функцiя х - [х] возрастающая справа отъ 
любого значенiя х, но она не будетъ возрастающею въ интервалъ 

(а, Ь), если [а] < [Ь] (XXJV). 
297. Теорема 1. Функцiя, возрастающая въ окрестности 

каждаго числа, лежащаго въ данномъ интервалъ, будетъ 
возрастающею въ интервалt. (Теорема остается справедливою, 
когда въ ея формулировкt слово .возрастающая" замънимъ словами 

,,убывающая" или "постоянная".) 
Если допустимъ, что въ конечномъ или безконечномъ интер

вал-в функцiя не будетъ возрастающею, то въ данномъ интервалt 
будетъ заключаться, по крайней мtpt, одинъ интервалъ (а1 , Ь1 ), для 

1 
*) При х = ± -, rдъ п цълое чисжо, сколь угодно большое. 

tl:Л 
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границъ котораго {а1 < Ь1 ) имtетъ мtсто неравенство j(a1) ;:;;J(b1). 

Обозначимъ теперь черезъ (а2 , Ь2) правую (верхнюю) или лtвую 
(нижнюю) половину интервала {а1 , Ь1 ), смотря по тому, будетъ ли 

/(a1tb1
) <f(a1 ) или /(~-;Ь1) ~/(а1 ), и замtтимъ, что въ обоихъ 

случаяхъ /(а2) '?::./(Ь2 ). Съ интерваломъ (а2 , Ь,,) поступимъ, какъ съ 
интерваломъ (а1 , Ь1), и, продолжая такимъ образомъ, подобно тому, 
какъ поступили въ § 171, найдемъ число 5~общiй предtлъ нижнихъ 
границъ а 1 , а2 , а3 , • • • и верхнихъ границъ Ь1 , Ь2 , Ь3 , • • • послtдова -
тельно обраауемыхъ этимъ путемъ интерваловъ. Это число 5, оче
видно, будетъ лежать въ данномъ интервалt (а, Ь). Выбравъ по
ложительное сколь угодно малое число k по произволу, всегда мо
жемъ опредi;лить достаточно большое число п, чтобы ап и Ьп по
пали въ интервалъ (s - h, 5 k), первое слtва, второе справа отъ 
5. Такимъ образомъ, мы видимъ, что интервалъ (5 h, 5) содер
житъ число х' = а,., а интервалъ (5, 5 + h) число х" = Ь,., о ко
торыхъ извtстно, что /(х') /(х"), при х' <х". А это противо
рtчитъ предположенiю, что /(х) возрастающая въ окрестности 
числа 5, потому что въ силу этого предположенiя, при достаточно 
маломъ h, всегда имtемъ f (х") > j(x'). Совершенно аналогично 
доказывается теорема въ случаt функцiи убывающей или посто
янной. 

298. Теорему I можно доказать иначе, не прибtгая къ про
цессу § 171. Положи~ъ опять, что j (х) функцiя, возрастающая въ 
окрестности каждаго числа х въ данномъ интервалt. Возьмемъ по 
произволу два числа х' и х" въ этомъ интервалt и пусть х' <х". 
Для доказательства теоремы достаточно доказать, что /(х') </(x"J. 
Такъ какъ /(х) является возрастающей справа отъ х', Т? существуютъ 
числа х х'', но большiя х', для которыхъ /tx') <J(x,. Ансамбль 
этихъ чиселъ х конечный и имtетъ верхнюю границу 5с&х". Далtе, 
такъ какъ /(х) возрастающая слt,ва отъ ig, то существуетъ такой интер
валъ (5 h, 5), что /(х) </(5) д,~я всtхъ аначенiй х, лежащихъ 
въ немъ. Съ другой стороны, по самому опредtленiю верхней гра

ницы ансамбля, въ томъ же интервалt лежитъ, по крайней мtръ, одно 

ЧИСЛО t разсматриваемаго ансамбля, Т. е. такое, ЧТО {(х') < {(s) И 
одновременно /(s) < /(5). Отсюда вытекаетъ, что /(х') </(~; т. е. 5 
принадлежитъ къ разсматриваемому ансамблю и будетъ поэтому 
наибольшимъ числомъ его. Если бы 5 оказалось меньше х'', то 
вправо ОТЪ 5 нашлось бы ЧИСЛО s' < :х'', ДЛЯ КОТОраГО j(S) </(s'), 
а потому и /(х') </(s'), т. е. и s' принадлежало бы тому же ан
самблю, а это невозможно, потому что наибольшее число этого 

ансамбля есть 5 < ;". Итакъ, 5 х'' и /(х') < /(х"). Можно замъ
тить, что при этомъ доказательствt условiя теоремы не были ис
пользованы полностью, а именно функцiя была предположена воз

растающею слtва отъ каждаго аначенiя х1 въ интервалt, а справа 
предппложено лишь существованiе нtкоторыхъ чиселъ х2 , какъ 

19 
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угодно близкихъ къ х1 , для которыхъ /(х1) <f(x2 ) ;'). Однако, мы 
видимъ, послt того какъ теорема доказана, что изъ этого, повиди

мому, болtе широкаго условiя, необходимо слtдуетъ, что функцiя 
будетъ возрастающею справа отъ каждаго значенiя х въ данномъ 

интервалt. 

299. Теорема 11. Функ~tiя будетъ возрастающей или 
убывающей справа (слtва) отъ а, смотря по тому, будетъ ли 
производная ея при х а справа (слtва) больше или мень

ше нуля. 

Изъ сущности установленныхъ опредtленiй вытекаетъ, что 
функцiя будетъ возрастающею при х а, если возможно указать 

такое положительное число h, что, при i ох 1 < h, оу имtетъ одина
ковый знакъ съ ох, и убывающею, если, при I ох 1 < h, оу имt
етъ знакъ, противоположный знаку ох. Если при х · а про
изводная справа (слtва) есть число положительное, то соотвtтствую-

щее отношенiе приращенiА 1!-, съ приближенiемъ ох къ О, въ 
их 

концt концовъ становится и остается числомъ положительнымъ, т. е. 

ду принимаетъ и сохраняетъ знакъ ох, а слtдовательно, функцiя бу
детъ возрастающею. Такимъ же образомъ доказывается, что функ
цiя будетъ убывающею при х = а, если ея производная при х = а 
отрицательна. Далtе, если производная при х = а равна нулю, то 
это не мtшаетъ тому, чтобы оу при· достаточно маломъ I ох I со
храняло постоянный знакъ, и функцiя была возрастающею или убы

вающею при х а. Но можетъ случиться, что ду въ концt кон
цовъ дtлается равнымъ нулю или не перестаетъ обращаться въ 

нуль или мtнять знакъ, какъ бы мало ни было ох; тогда функцiя, 
если она не постоянна, не будетъ вообще ни возрастающею, ни 
убывающею. 

300. Теорема 111. Функцiя, имtющая единственную про
изводную, бу деп-. возрастающею или убывающею въ дан
номъ интервалt, смотря по тому, будетъ ли эта производ
ная во всемъ интервалt больше или меньше нуля. 

Дtйствительно, если, напримtръ, f'(x) > О ШIЯ всtхъ значе
нiй х въ интервалt, то /(х) будетъ возрастающею въ окрестности 
каждаго изъ этихъ значенiй, а въ силу теоремы I будетъ возра
стающею и въ интервалt. 

301. Maxima и minima. Говорятъ, что f(x) проходитъ че
резъ minimum при х = а, или что /(а) есть minimum функцiи. 
если ни одно изъ значенiй /(х) въ окрестности числа а не меньше 
f(a). Говорятъ, что f(a) есть maximum функцiи f(x), если ни 

*) А это не равносильно условiю, чтобы f (х) была возрастающею 
сuрава оть х1 , требующему, чтобыf(х1)<f(х2) для вс'tхъ чнселъ х2 >х1 
и достаточно блиэкнхъ къ х1• 
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одно изъ ея значенiй въ окрестности а не превосходитъ /(а). Опре
дtляемые такимъ образомъ maxima. и minima называются абсо
лютными, въ отличiе отъ maximum'a и minimum'a, которые функ
цiя имtетъ въ данномъ интервалt, и которые называютъ относи

тельными. Послtднiе зависятъ отъ совокупности всtхъ значенiй 
функцiи въ данномъ интервалt, первые только отъ значенiй, при
нимаемыхъ функцiею въ окрестности нtкоторыхъ опредtленныхъ 
значенiй независимой перемtнной. (XXV.) Въ интервалt можетъ 
быть нtсколько абсолютныхъ maxima и minima, и лишь одинъ от
носительный maximum и minimum. Послtднiе могутъ мtняться при 
измtненiи интервала, первые сохраняютъ свой характеръ въ каж
домъ интервалt и всегда соотвtтствуютъ опредtленнымъ значенiямъ 

х. Эти замtчанiя становятся очевидными, если примtнимъ геометри
ческое изображенiе функцiи (рис. 10). На прилагаемой фигурt, на
примtръ, видно, что изображаемая ею функцiя имtетъ въ интер
валt (а, h) относительный minimum на нижней границt а, относи
тельный и въ то же время абсолютный maximnm въ нtкоторой 
точкt r. Другой абсолютный maximum 
виденъ въ а, два абсолютныхъ minima 
въ точкахъ fJ и д, при чемъ второй 
больше, чtмъ maximum въ точкt а. 

Если подвинемъ а влtво, то относи

тельный minimum уменьшится и поя

вится на нижней границt новаго интер

вала. Если подвинемъ точку Ь вправо, 
то относительный maximum не измt- а а µ r 
нится и останется въ r до тtхъ поръ, 

пока точка Ь не перейдетъ вправо за с. 
Тогда этотъ maximum увеличится и по-

Рис. 10. 

падетъ на верхнюю границу новаго интервала. Въ заключенiе сдt
лаемъ слtдующiя важныя замtчанiя: абсолютный mш1mum при х а 
есть не что иное, какъ относительный minimum въ доста
точно маломъ интервалt, выбранномъ въ окрестности а; 
относительный minimum въ данномъ интервалt, если онъ не по
падаетъ ни на одну изъ границъ интервала, будетъ въ то же 
время и абсолютный minimum. Все сказанное относится и къ ma
ximum 'y. Въ дальнtйшемъ, если не сдtлано никакой оговорки, рtчь 
будетъ идти объ абсолютныхъ maxima и minima. 

302. Теорема IV. Если функцiя имtетъ единственную 
производную, и при х а проходитъ черезъ minimum или 
maximum, то производная обращается въ нуль при х а. 

Положимъ, напримtръ, что /(а) есть minimum. По опредtленiю 
абсолютнаго minimum'a /(х) не возрастающая функцlя спtва отъ 
а и не убывающая справа отъ а. Слtдовательно, разсматривая 
единственную производную при х = а, какъ производную слtва, 
видимъ, что она не можетъ быть больше О, а разсматривая ее, какъ 

19* 



292 IIJ, 2. ТЕОРIЯ ПРОИЗВОДНЫХЪ. §§ 302-304 

производную справа, также видимъ, что она не можетъ быть отри
цательною (теорема Il). Поэтому она должна быть равна нулю. 
Обратная теорема не справедлива. Производная можетъ обращаться 

въ нуль при данномъ значенiи х, а функцiя при этомъ значенiи не 

проходитъ ни черезъ maximum, ни черезъ minimum. Ничто не мt
шаетъ функцiи быть, напримtръ, возрастающею и справа и слtва 

отъ этого значенiя (какъ это имtетъ мtсто, напримtръ, для у= х2 

при х = О). 

303. Теорема V. (Теорема Ролля (Rolle). Если функцifl, 
имtющая единственную производную, принимаетъ равныя 

значенiя на границахъ интервала, то производная, по край

ней мtpt, одинъ разъ обратится въ нуль внутри интер

вала -х"), предполагая, что функцiя непрерывна и на грани

цахъ интервала. Функцiя непрерывна во всемъ интервалt: на гра

ницахъ по условiю, внутри границъ, потому что им-kетъ единствен

ную производную для всtхъ значенiй х внутри интервала, за ис

ключенiемъ или съ включенiемъ границъ-безразлично. Поэтому, по 
второй теоремt Вейерштрасса, въ этомъ интервалt существуетъ, по 

крайней мtpt, одно число 5, при которомъ j(x) достигаетъ наи
большаго или наименьшаго значенiя, т. е. относительнаго maximum'a 
или minimum'a въ данномъ интервалt. Если бы всъ значенiя функцiи 
въ интервал-!; (а, Ь) были равны f(a), то производная была бы 
равна нулю для всtхъ значенiй х въ этомъ интервалt. Поэтому мы 

можемъ принять, что не всt значенiя f(x) равны f(a). Тогда, по 
крайней мtpt, одно изъ двухъ ея значенiй-наибольшее или наи

меньшее не будетъ равно f(a) = j(b), и соотвtтствуетъ, слtдова
тельно, числу 5, лежащему между а и Ь, не совпадающему ни съ 
а, ни съ Ь. Исключивъ, такимъ образомъ, границы, мы видимъ 
(§ 301), что /(5) будетъ абсолютный maximum или minimшn 
функцiи f(x), а потому (§ 302) необходимо будемъ имъть 

t'(5) = о. 

304. Прим'tчанiя. а) Относительно ограниченiй, наложен
ныхъ на разсматриваемую функцiю, замtтимъ, что функцiя х - [х] 
обращается въ нуль на границахъ интервала (О, 1), непрерывна въ 
интервалt, если исключимъ границы, и имъетъ единственную произ

водную въ этомъ интервалt. Однако эта производная (равная 1) въ 
нуль внутри интервала не обращается. Теорема Ролля здъсь не 

оправдывается потому, что функцiя разрывна слъва отъ 1, что и 

препятствуетъ ей достигнуть верхней своей границы. Но отнюдь не 

невозможно, чтобы теорема имt.ла мtсто и въ такихъ случаяхъ, 

когда функцiя не непрерывна на границахъ интервала. Такова, на-

примъръ, функцiя sin __1__ въ интервал-в (о, __1__) , разрывная на нижней 
х :,; 

*) Т. е. между границами. 
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границt *). Если, напротивъ того, условiе непрерывности соблюдено 
во всемъ интервалi; (не исключая границъ), то теорема Ролля бу
детъ справедлива независимо отъ того, существуютъ или н'kтъ про

изводныя на границахъ. Достаточно привести въ прим'kръ непре-

рывную функцiю х sin __l_ , не им'kющую производной при х О. Во 
х 

всякомъ интервалi; (о, п~) производная обращается въ нуль без
численное множество разъ для значенШ х, равныхъ обратнымъ ве
личинамъ корней уравненiя tg х = х (XXVI). 

Ь) Теорема Ролля говоритъ между прочимъ, что между двумя 

корнями функцiи j(x) лежитъ, по крайней мtp·I;, одинъ ко
рень производной j'(x). При этомъ, что особенно важно замt
тить, всегда предполагается, что выполнены условiя непрерывности 

и существованiя единственной производной, какъ они высказаны въ 

формулировкl; самой теоремы. Случай, когда при х а обраща
ются въ нуль j(x) и j'(x), можно разсматривать, какъ частный слу
чай теоремы Ролля, прим'kненной къ нулевому интервалу (а, а). 
Надо себъ представить, что въ а совпадаютъ два или болъе корней 
функцiи j(x). На этомъ основанiи говорятъ, что а кратный ко
рень j(x) и называютъ тогда простымъ такой корень, который не 
обращаетъ въ нуль j'(x); корень называютъ двойнымъ, если онъ 
будетъ простымъ корнемъ .f(x), т. е. когда /'(а) О, а j"(a)~O; 
тройнымъ,если онъ двойной для j'(x), т. е. если j'(a) О, /"(а)= О, 
jm(a) ~ О, и т. д. Вообще 1~-кратнымъ корнемъ функцiи j(x) на
зываютъ такое число а, которое обращаетъ въ нуль /(х) и всъ 
ея послъдовательныя производныя до (п - 1)-ой включительно. 
Такой корень разсматриваютъ происходящимъ отъ совпаденiя п 

корней, равныхъ а. 

305. Теорема VI (Теорема Коши (Cauchy). Если въ нъко
торомъ конечномъ интервалъ (а, !J) функцiи р и 1р непре
рывны, имъютъ въ этомъ интервалъ (исключая или не ис

ключая границы) единственныя производныя р' и 1/l', не 
и мъющiя общихъ корней, то въ данномъ интервалъ суще

ствуетъ, по крайней мъръ, одно число s, не совпадающее 
съ границами, для котораrо 

Такъ какъ при формулировкъ теоремы, конечно, нельзя вводить 

*) Полагая f(x) = sin ~, при х > О, и f (О) О, имъемъ и f(1) = О 
1 1 2 f' (х) ---;; cos - обращается въ О для всtхъ х = ------- rдt k цъпое 
х~ х (2 k + 1) п' 

число, большее О. 
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величинъ, не имt.ющихъ смысла, то въ написанной формулt. эаклю
чается предположенiе, что, по крайней мt.pt., для одной иэъ функцiй, 

напримt.ръ 1р, эначенiя ея на rраницахъ интервала не равны между 

собой. При этомъ предположенiи всегда можно подобрать постоян
ное число k такъ, чтобы функцiя р(х) kip(x) имt.ла равныя эна
ченiя на этихъ rраницахъ; для этого стоить только положить 

р(а) k1p(a) lf!(b) k'!p(b) 

и въ виду условiя 1/J( а)~ 1/J( Ь) вывести отсюда 

k 
q; (Ь) ~ q,, (а) 
1JJ (Ь) -- VJ (а) 

Теперь функцiя р (х) k'ЦJ (х) во всемъ интервалt. непрерывна, и 
имt.етъ единственную проиэводную р'(х) /п.р'(х), которая по тео
ремt. Ролля, по крайней мtpt., для одного эначенiя s внутри ин
тервала обратится въ нуль, такъ что будемъ имt.ть 

q,,'@= k'lj!' (s). 

Такъ какъ 1/J'(s) не можетъ быть равно нулю, иначе и p'(s) = О 
вопреки условiю, сдt.ланному относительно р' и 1/J', то иэъ преды
дущаrо уравненiя получимъ 

q;'@ 
k=~···--· 

'1/1' (,;) 

(Случай k = О не исключается, а приводитъ опять къ теоремt. 
Ролля). Сравнивая два выраженiя для k, мы и находимъ теорему 
Коши. Замt.тимъ, что теорема остается справедливою и въ томъ 

случаt, когда р' и 1/J' обращаются въ нуль на rраницахъ интер
вала, или 11е существуютъ на эти.хъ rраницахъ; съ другой стороны 

теорема можетъ не имtть мi;ста въ случаt разрыва одной иэъ функ
цiй на одной иэъ rраницъ. 

306. Теорема VII. (Теорема Лагранжа). Для всякой функ
цiи /(х), непрерывной въ конечномъ интервалt (а, Ь) и 
имtющей внутри его единственную проиэводную, имtемъ 

f(b) -/(а)= (Ь - a)f Ш, 

rдt s 11tкоторое число въ интервалt (а, Ь), отличное отъ 
rраницъ. 

Это непосредственное слtдствiе теоремы Коши. Стоитъ только 
положить р(х) = /(х), 1JJ(x) = х, и эамtтить, что 1JJ1(x) = 1. 

307. Сл'lщствiя. а) Функцiя, производная которой рав
на нулю, есть число постоянное. Дtйствительно, если /'(х) О 
для всякаrо х въ (а, Ь), то теорему Лагранжа можно примtнить 
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ко всякому интервалу (а, х), верхняя граница котораrо не больше 
Ь, и получить, что j(x) = f(a), т. е. равно постоянному числу. Эта 
теорема есть необходимое дополненiе къ теоремi; Ш, дополненiе, ко
тораrо никакъ нельэя было бы сдi;лать къ аналогичной теоремi; П. 

Надо особенно подчеркнуть, что f'(x) есть единственная проиэ
водная, и что теорема не имi;ла бы мi;ста, если бы, напримi;ръ, про
иэводная справа всегда равнялась нулю, какъ это имi;етъ мi;сто 

при у [х]. 

Ь) Двi; функцiи, имi;ющiя одну и ту же проиэводную, 

моrутъ отличаться одна отъ другой только на постоянное 

число. Дi;йствительно, если р' =1//, то проиэводная отъ (J) 1J) есть 
нуль, и раэность р -1J) есть постоянное число. Слi;довательно, если 
иэвi;стна одна первообраэная функцiя Ji\x) отъ j(x), т. е. функцiя, 
проиэводная которой есть j(x), то всi; друriя первообразныя функ
цiи будутъ заключаться въ формулi; ]i'(x) + С, rдi; С проиэволь
ная постоянная. 

308. Примi.чанiя. а) Чтобы покаэать, что теорема Лагранжа 
можетъ не имiпь мi;ста въ случаi; невыполненiя какого нибудь иэъ 
условiй, перечисленныхъ въ ея формулировкi;, достаточно привести 

функцiю равную -J при х ~ О и равную О при х О. Примi;няя 
теорему Лагранжа къ интервалу (а, Ь), границы котораrо отличны 
ОТЪ нуля, получимъ r = аЬ' что невоэможно, если а и ь разныхъ 
знаковъ, т. е. если въ интервалt (а, Ь) эаключается значенiе х = О, 
при которомъ /'(х) не существуетъ. Да и въ томъ случаt, когда 
это эначенiе лежитъ на границ-в интервала (О, х) получаемъ невоэ
можное равенство t2 = - х2, объясняемое исключительно раэрыв
ностью функцiи на нижней rраницt. 

Ь) Разсмотримъ общнtе функцiю j(x), которая съ одной сто
роны, напримtръ, справа отъ а не конечна, но можетъ имtть един

ственную проиэводную, понимая подъ этимъ, что эта проиэводная 

существуетъ въ достаточно маломъ интервалt (а, х), но не при 
х а; кромъ того, мы допускаемъ, что съ приближенiемъ х къ а 

функцiя не перестаетъ принимать значенiя, сколь угодно большiя по 

абсолютной величин-в. Теорему Лагранжа можно слъдовательно при

мi;нить къ интервалу (а, х) за исключенiемъ нижней границы, 

т. е. къ интервалу (х', х), rдt х' > а и какъ угодно близко къ а. 
Положимъ теперь, что задано по произволу сколь угодно большое 
число l; по условiю можно указать такое число х', чтобы 1/(х') 1 
была какъ угодно велика и потому можно удовлетворить нера

венствамъ 

!Лх') --f (x) 1 > (х а) l или (х - х') !/' Ш 1 > (х а) I > (х х') I 

и, наконецъ, 1/'(s) 1 >l, rдъ ~ лежитъ между х' и х и стремится къ 
а, когда х приближается къ а. Итакъ, если съ приближенiемъ 
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независимой перемtнной къ конечному предtлу функцiя, 
имtющая единственную производную, принима.етъ сколь 

угодно большiя по абсолютной величинt значенiя, то та

кимъ же свойствомъ пользуется и производная. 

с) Еще проще можно показать, что если функцiя, имi;ю
щая единственную производную, стремится къ конечному 

предtлу при безпредtльномъ возрастанiи независимой пе

ремtнной, то производная либо стремится къ нулю, либо 
колеб11ется, не приближаясь ни къ какому предtлу. Въ са
момъ дtлt, фиксируя нtкоторое число а и взявъ х >а, изъ ра

венства /(х) --/Са> = (х а)/'Ш заключаемъ, что (x-a)/'(s) при 
безпредtльномъ возрастанiи х стремится къ конечному предtлу, а 
потому lim/'(s) О. Нужно, однако, остерегаться считать послtднее 

="' 
равенство равносильнымъ равенству limf(x) О, потому что хотя 

х=:=оо s и можетъ принимать сколь угодно большiя значенiя, если возьмемъ 
а достаточно большимъ (х >~>а), но изъ этого не слtдуетъ, 
что 5 можетъ принимать всt значенiя, б6льшiя любого даннаго 
числа. Можно то11ько утверждать, что lim /'(х) либо равенъ нулю, 

t.::::::::::.00 

либо не существуетъ. Во всякомъ случаt вtрно будетъ утвержде
нiе, что /'(х) при безпредtльномъ возрастанiи х не перестаетъ 
принимать значенiя, сколь угодно малыя по абсолютной величинt. 
Эти слtдствiя теоремы Лагранжа, равно какъ и сама теорема, мо
гутъ быть весьма легко геометрически интерпретированы, но чтобы 
не впасть въ искушенiе приnисать этой интерпретацiи силу доказа

тельства, мы на ней не остановимся и рекомендуемъ читателю еще 

разъ прочесть замtчанiя въ § 294, е. 
ov . 

d) Теоремt Лагранжа можно дать форму равенства = f (s), 

принимая во вниманiе, что ох относится къ нtкоторому опредtлен
ному значенiю х а (т. е. полагая Ох= х а). Замtтимъ, что 
теорема будетъ справедлива и въ томъ случаt, когда /'(а) не су
ществуетъ, потому что во всtхъ нашихъ разсужденiяхъ мы исклю

чали границы интервала, чтобы не вводить лишнихъ ограниченiй, 
предполагая функцiю /(х) лишь непрерывною на границахъ интер
вала и ничего не предполагая о производной на этихъ границахъ. 

Если f(a) существуетъ, то изъ теоремы Лагранжа вытекаетъ, что 
съ приближенiемъ ох къ нулю lim /'(s) = /'(а). И здtсь лtвую 

:r.::::::::::.(l 

часть не слtдуетъ смtшивать съ Iim /('х), хотя съ приближенiемъ х 
=а 

къ а и 5 стремится къ а. Въ самомъ дtлt, число 5, хотя и заклю-
чается всегда между х и а, можетъ и не принимать всtхъ значенill: 

въ окрестности а ( срав. § 260), а потому можно только утверждать 1), 

1) См. Genocchi-Peano "Calcolo" стр. 50. 
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что, съ приближенiемъ х къ а, f' (х) проходитъ черезъ без
численное множество значенiй, какъ угодно близкихъ къ /'(а). 
Этимъ, однако, не исключается возможность принимать ей и друriя 
значенiя, мtшающiя ей стремиться къ какому нибудь пред·влу. При-

мtромъ такого случая можетъ служить функцiя J (х) = х2 sin _!: .. , 
х 

(/(О)= О), для которой /'(О) О, между тtмъ, какъ J'(x) = 
2 . 1 1 tл = х sш х cos х , ни къ какому пред у не стремится съ при-

1 
ближенiемъ х къ О, вслtдствiе постояннаго колебанiя cos х между 

1 и 1. Теорема Лагранжа даетъ 

1 
cos -_,:' 

!; 

отсюда слtдуетъ, что lim cos О, а это показываетъ, что s такая 
:,,-__-i) 

разрывная функцiя отъ х, которая стремится вмtстt съ :,; къ О, 
при чемъ значенiя, которыхъ она не принимаетъ, беэконечно мноrо
численнtе тtхъ, черезъ которыя она проходитъ (XXVII). Другой 
примtръ даетъ функцiя 

f(x) xsinlogx, V(OJ = О), 

для которой имtемъ, по теоремt Лагранжа, 

sin log х J/2 sin (1 + log ~) · 

Такъ какъ sin2 (~- log s) не можетъ быть больше !, то въ сколь 
угодно маломъ интервалt (О, h) будетъ беэчисленное множество 
интерваловъ, въ которые s не попадаетъ никогда. Эти интервалы 
принадлежатъ послtдовательности (q, q2), (q3, q4), (q5, q~), .. , rдt 

q = е 2 • (XXVIII.) 

е) Изъ предыдущихъ эамtчанiй слtдуетъ, что всякая функцiя, 
которую можно разсматривать, какъ единственную производную 

другой функцiи, можетъ имtть лишь разрывы 2-ro рода*). Иными 
словами, если подвижная точка М' на кривоЯ стремится совпасть 
съ неподвижною точкою М, и касательныя въ точкахъ М и М1 

вполнt опредtлены, то подвижная касательная въ М' либо стре
мится къ совпаденiю съ касательною въ М, либо вообще никакого 
предtльнаrо положенiя не имtетъ. Конечно, производная можетъ 

----···---··· 

*) Потому что либо Iimf1(x) =f'(a) и f1 (х) непрерывна, либо 
= 

limf1(x) не существуетъ, т. е. f'(x) имtетъ разрывъ 2-ro рода. 
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имtть и обыкновенные разрывы, но тамъ, гдt таковые встрtтятся, 

можно быть увtреннымъ, что производная справа не равна произ
водной слtва. Примtромъ можетъ служить функцiя 

f(x) = х [х] ······ i (fxl + [xj2), 

производная которой равна [х] мя не цtлыхъ значенiА х. Обыкно
венные разрывы послtднеR представляются при каждомъ цtломъ 

значенiи х, въ видt скачковъ отъ производной слtва, равной х 1, 
къ прои3водной справа, равной х. 

Дополненiя къ теорiи предiшовъ. 

309. Благодаря послtднимъ теоремамъ мы можемъ подгото
вить теперь переходъ отъ чистой теорiи въ неменtе интересную 

область практическихъ приложенiR теорiи предtловъ. Прежде всего 
мы выведемъ изъ теоремы Коши другую важную теорему, съ по
мощью которой можно будетъ заполнить одинъ пробtлъ (§ 263) 
въ теорiи предtловъ. Эта теорема дастъ намъ во3можность вычи
слять предtлы многихъ функцiй, которые при нtкоторыхъ 3Наче

нiяхъ не3ависимой перемtнной представлялись бы въ видt выраже

нiй, не имtющихъ смысла, какъ то 

Q 00 

(i, ;;;:; , 0 · оо, оо - со, ()О, ооО, 1"' , 

если бы мы примtнили къ нимъ обыкновенныя правила перехода 
къ предtламъ. Замtтимъ теперь же, что всt вышеприведенныя 
формы приводятся къ двумъ первымъ, единственнымъ, о которыхъ 

будетъ идти рtчь въ формулировкt нижеслiщующей теоремы. Дtй

ствительно, если прои3веденiе двухъ функцiй р, 1µ, съ приближе
нiемъ х къ нtкоторому предtлу, стремится принять форму О. оо, 

то достаточно замtнить его частнымъ отъ дtленiя р на 1 
, чтобы 

11, 
перейти къ первой или второй формt. Точно также, когда ра3ность 

р - 'IJ1 стремится принять форму оо оо , достаточно ра3смотрtть 

эту ра3ность, какъ произведенiе р на ( 1 : ) , чтобы придти къ 

предыдущему случаю, при условiи, что _'IJJ_ стремится къ 1, безъ ко-
(J) 

тораго разсматриваемая разность не могла бы оставаться конечною. 
Къ тому же случаю приводится и разысканiе предtла отъ Р"', когда 
р стремится къ нулю или безконечности, а 'IJ1 стремится къ нулю, 
или когда р стремится ю, 1, а 'IJ1 къ бе3конечности. Достаточно 
разсмотрtть логариемъ этого выраженiя, т. е. 1µ log р, который при
нялъ бы форму О . оо, если бы ошибочно (и безполезно) примt-
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нили къ нему правило разысканiя предtла произведенiя конечнаrо 

числа сомножителеА, когда предълы этихъ сомножителей су

ществуютъ. 

310. Теорема VIII. (Теорема Лопиталя. (L'Hospitll). Если 
двi; непрерывныя функцiи одновременно стремятся къ нулю 

или безконечности, когда независимая перемънная стре

мится къ конечному предълу или безпредъльно возра

стаетъ, и если при этомъ отношенiе производныхъ стре

мится къ нtкоторому предtлу, то къ тому же предtлу 

стремится и отношенiе самыхъ функцiй, предполагая, что 
производныя въ окрестности а не имtютъ общихъ кор

ней, или, въ случаt безпредtльнаrо возрастанiя перемtн

ной, не имъетъ сколь угодно большихъ общихъ корней. 

При этомъ еще предполагается, что, за исключенiемъ 
аначенiя х = а, проиаводныя существуютъ и единственны. 

а) Положимъ сперва, что, съ приближенiемъ х къ а, р(х) и 
'ljJ(x) стремятся къ О, такъ что, въ силу непрерывности ихъ, имъемъ 
р(а) = О, 'IJJ(a) = О. Ваявъ х достаточно близкимъ къ а, чтобы въ 
интервалъ (а, х), аа исключенiемъ rраницъ, не было ни одного 
числа, обращающаrо одновременно въ нуль р' и 'IJJ', по теорем-k 
Коши, будемъ имtть 

((! (х) ер (х) (fl (а) ч/ Ц;) 

1J! (х) = 1/! (х) 1/! (а) = 11!' (~)' 

гдt. g, лежащее между а и х, стремится къ а вмъстt съ х. Отсюда 
слtдуетъ 

если прецtлъ въ правой части существуетъ. Это заключенiе 

остается справедливымъ и въ томъ случаt, когда х, вм-kсто того, 

чтобы стремиться къ а, воэрастаетъ беапредъльно. Дtйствительно, 
1 

uоложивъ х = 
8 

, можемъ написать 

. rp (х) Itm ~-~ 
=1Jl(x) 

1 , ( 1 ) 
• - z2 ({, z . rp' (х) 

ltm ··-··-·-· = l1m -- • 
·=) - 1 '1/1' Н) ="' "J!' (х) 

При этомъ предполагается, что функцiи р Н) и 'ljJ (~), непрерыв
ныя при z ~ О, непрерывны и при z О, что заставляетъ припи
сать имъ значенiе нуль при z = О. Чтобы можно было примtнить 
теорему Коши, беаъ всякихъ сомнtнiй, нужно, кромt того, допустить 
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существованiе такого числа l, что при х > l никогда 'lj11 (x) и 
(j)'(x) одновременно не обращаются въ нут,. Аналогичными сообра
>t,енiями полученный · результатъ распространяется на тотъ случай, 

когда х стремится къ оо, при чемъ z стремится къ нулю слtва. 

Ь) Положимъ теперь, что, при безпредtльномъ возрастанiи х, 
р(х) и 'IJJ(X) также безпредtльно возрастаютъ, и что отношенiе 
производныхъ стремится при этомъ къ предtлу l. Это условiе тре
буетъ, чтобы при произвольно заданномъ сколь угодно маломъ по

ложительномъ числt в можно было указать такое число а, чтобы 
при х > а всегда выполнялось неравенство 

I р' <~2 
! '1/!' (х) 

Полагая, что а выбрано достаточно большимъ, чтобы въ интервалt 
(а, оо) не заключалось ни одного общаrо корня функцiй р'(х) и 
1р

1

(х), можемъ приложить теорему Коши, которая дастъ 

<р (х) 

1JJ tx) 

1 
_ 1р (а) 

1 
1iJ (а) 

tp(x) tp(a) 1р(х) tр'Ш w(x) 
1JJ (х) - 'lfJ (а) 

1 
tp IJ!)_ = w' ({;) 

1 
tp (а) 

<р (х) <р (х) 

при всякомъ х > а и нtкоторомъ s, лежащемъ между а и х. 
Теперь будемъ увеличивать х безпредtльно, не измtняя а. Первый 
множитель правой части остается всеr да между l - 1З и l + в; второй 
стремится къ предtлу 1, и потому попадаетъ въ концt концовъ 

въ интервалъ (1-в, 1 + t) и остается въ немъ. Отсюда слtдуетъ, 
что, начиная съ нtкотораrо значенiя х (отъ котораго зависитъ и s), 
всегда будемъ имtть 

w(a) 
•р (х) 

ее. -- -- 1 + O's, 
1 - р (а) 

tp (х) 

rдt. ! О I и I О' 1 меньше 1. Отсюда 

(f!(x) =l+(о+101 +вв1 е)е. 
'ljl \х) 

Назначивъ теперь сколь угодно малое положительное число 1J, до

статочно, при l 2 О, взять 

f < l l l, f; 
'Т/ 

r+211г 

или в = _'Т/_ при l О, чтобы по11учить въ первомъ случаt 
1 +"1 

I IJJ <:~ - l ! = 1 о + /0 1 + о 61 
f: . f (1 + 2 i 11) f < 'Т/ 

'1/J (х) 1 
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и 

дОПОЛНЕНIЯ КЪ ТЕОРIИ ПРЕДМОВЪ. 

I 
IJ) (х) 1 = 1 G + е G' [! i . [! < (1 + 8) Е 
'Ц) (Х) 

во второмъ. Итакъ, въ обоихъ случаяхъ 

lim 'Р (х) = I 
=оо 1р (XJ ' 

301 

что и докаsываетъ теорему въ случаt Ь ). Теорему можно считать 

справедливою и въ томъ случаt, когда числитель въ отношенiи 

(р((х)) остается конечнымъ и, слtдовательно, отношенiе имtетъ пре-
1µ .'\: 
дtломъ нуль, потому что тогда отношенiе проиsводныхъ не мо

жетъ стремиться къ предtлу, отличному отъ нуля. Чтобы это пока
sать, достаточно написать 

. rp (:t·' + 1р (.-.) 
1 = ltm ---··-·~·· 

1р(х) 

. q;' (х) + 1р' (,i-) 
l1m·-----

цJ' (х) 
1 + lim rf'_(::) • 

ip' (.'\:) 

Если, наконеuъ, х вмtсто того, чтобы воsрастать безпредtльно, 
стремится къ конечному предtлу а, то теорема остается· справед-

1 
ливою. Полагая х а z , можемъ написать 

• 1/' (х) . q: (а + ~) . - 1 (f' (а+ } ) 
l1m --- = l1m----- = l1m--------
=" 1Р (х) Есс:::х, ( 1) ="' 1 1 (. 1) 1р а+- - 1р а+ -

z z, 

lim 'E'J::) 
=•1Р' (х)' 

что и требовалось покаsать. 

311. Примt.чанiя. а) При разысканiи предtла rp((x>). въ томъ 
'//) х 

случаt, когда х стремится къ а, можетъ случиться, что числа q/(a), 
1р'(а) не существуютъ или оба равны нулю, а теорема остается спра
ведливою, потому что лишь въ окрестности х а, а не при 

х а, проиsводныя должны существовать и не имъть общихъ кор

ней. Если обt производныя обращаются въ нуль при х = а, оста
ваясь непрерывными, то при раsысканiи предtла ихъ отношенiя мы 

имtемъ передъ собою ту же задачу, которую имtли въ началt. 
Если, однако, всt друriя условiя ,еоремы выполнены и для отношенiя 

производныхъ, то мы можемъ снова примtнить теорему, переходя 

ко вторымъ пр;>Иsводнымъ, затtмъ, если нужно, къ третьимъ и т. д. 

Ь) Нъкоторыя изъ sамtчанiй, сдtланныхъ раньше, выдвиrаютъ, 

повидимому, трудно устранимое воsраженiе противъ теоремы Лопи

таля. А именно, кажется, что вытекающiй изъ нея проuессъ раsы
сканiя предtла отношенiя всегда будетъ фиктивнымъ, не ведущимъ 

къ utли, когда обt функuiи р и '(jJ возрастаютъ безпредtльно съ 
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приближенiемъ перем1шной къ 1юнечному предtпу, или обt стре
мятся къ нулю, когда перемънная возрастаетъ безпредtпьно. Дъй
ствительно, въ первомъ случаъ обt производныя, какъ было замt
чено въ § 308, Ь, тоже возрастаютъ безпредtпьно или постоянно 
колеблятся, а во второмъ объ стремятся къ нулю (§ 308, с). На 
это возраженiе можно отвътить слъдующее: главное значенiе про

цесса, указываемаrо теоремою Лопиталя состоитъ въ томъ, что онъ 
даетъ возможность преобразовать выраженiе, предtпъ котораrо 
ищутъ, въ другое, которое не можетъ стремиться къ предълу, от

личному отъ искомаrо, и представляется обыкновенно въ болtе про
стомъ видъ, чtмъ данное, и допускаетъ такiя упрощенiя, послt ко

торыхъ искомый предtлъ прямо мQжетъ быть найденъ. 

с) Теорему Лопиталя можно считать справедливою, когда от
ношенiе производныхъ, вмtсто того, чтобы стремиться къ конечному 

предtлу, возрастаетъ безпредtльно. Въ самомъ дtлt, положимъ, что 
р и 1J) стремятся къ нулю е1, приближенiемъ х къ а. Выберемъ въ 

{ 

окрестности а такой интервалъ, въ которомъ !Р, остается постоянно 
'IJ) 

.больше даннаrо сколь угодно большого числа l. Тогда и для 
'IJ! 

разсматриваемыхъ значенiй х будетъ больше l, потому что это отно-
шенiе для даннаrо х равно отношенiю · rp~ при нъкоторомъ значенiи 

'IJ! s въ интервалt (а, х) 

Слtдовательно, 

ямtстt съ 

1
• rp (х) -
IШ ---=, 
=а 'ljJ (х) 

Въ томъ случаъ, когда р и 1р возрастаютъ безпредtльно, возьмемъ 

отношенiе .:1!_ , которое при нашемъ предположенiи будетъ стре-
rр { 

миться къ нулю одновременно съ ~, а такъ какъ оно, въ концt 
rp 

концовъ дtпается и остается положительнымъ *), то можно утверж-

дать, что !!'.. стремится къ оо , вмъстt съ rp: . 
• 'IJ) 

d) Если отношенiе производныхъ ни къ какому предtлу 
не стремится, то изъ этого нельзя заключать, что не существуетъ и 

*) Потому что rp и 'IJ) стремsпся къ со • 
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предtлъ отношенiя первообразныхъ функцШ. Напримtръ, 

х -· sinx 
lim--.=oox+ SIПX 

sinx 
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между тtмъ какъ отношенiе производныхъ, равное tg2 ( ;), предtла 
не имtетъ. Дtйствительно, изъ доказательства теоремы слtдуетъ 
только то, что если при беsпредtльномъ воsрастанiи х или съ при
ближенiемъ его къ конечному предtлу, существуетъ предtлъ отно
шенiя функцШ р и 'ljJ, то существуетъ первый, а не второй изъ 
слtдующихъ двухъ предtловъ: 

lim q/ (~) lim q/ (х) · 
=··· 1р' (t)' =··· '!JJ' (х) 

Число s, по самой сущности своей, есть нtкоторая функцiи отъ х, 
которая вмtстt съ х стремится къ оо или къ одному и тому же 
конечному предtлу, однако не должна при этомъ принимать 

всt sначенiя, принимаемыя числомъ х, откуда и слtдуетъ, что 
иsъ существованiя перваго предtла нельзя заключать о существова

нiи второго. Наоборотъ, существованiе второго предtла, какъ это и 
сказано въ условiяхъ теоремы, необходимо влечетъ за собою суще
ствованiе перваго, а вмtстt съ тtмъ и предtла отношенiя перво
обраsныхъ функцiй. 

е) Въ обыкновенныхъ приложенiяхъ никогда не представляется 
случая считаться съ ограниченiями, относящимся къ общимъ кор
нямъ проиsводныхъ. Но полезно указать на возможность такихъ 

случаевъ, когда отношенiе функцШ колеблется въ то время, какъ 

отношенiе проиsводныхъ стремится къ опредtленному предtлу. Такъ, 
напримtръ, если 

(J) (х) = :i· + sin х cos х, v, (х) = (х + sin х cos х) esin"' 

то ясно, что отношенiе этихъ функцiй при беsпредtльномъ -воsра-
1 

станiи х постоянно колеблется меЖду е и - ; между тtмъ отноше
е 

нiе проиsводныхъ 

(J)' (х) 

'1/J' \XJ 

2е sinz · cos Х 

х + (~ + sin х) cos х' 

очевидно, стремится къ нулю, потому что числитель остается конеч

нымъ, а знаменатель воsрастаетъ беsпредtльно вмtстt съ х. Этотъ 
реsультатъ объясняется тtмъ, что обt проиsводныя р'(х) и 'l/l'(x) 
обращаются одновременно въ нуль, когда х проходитъ череsъ одинъ 
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изъ корней cos х, между которыми всегда находятся числа, превос· 
ходящiя любое данное число. 

312. Упражненiя.а) Къ какому пред'tлу стремится х" г"'" при без
пред'tпьномъ возрастанiи х? При п;::., О зтотъ пред'tпъ, очевидно, равенъ 
нулю. Если п > О, то положимъ, что v есть наибольшее неположительное 
число (v ;::.; О) въ ряду чиселъ п - 1, 1i 2, . . . При безкш1ечномъ х 
им'tемъ 

. ;"' . хп-1 
]1m-· = nl1m--

x х 
е е 

п (п 

х" 
= п (п - 1) (п - 2) ... (v + 1) lim tf = О, 

Иными словами, е"' возрастаетъ до безконечности быстр'tе, ч'tмъ какая угодно 
степень числа х. Зам1шяя х черезъ log х (и сл'tдовательно i" черезъ х), 
найдемъ отсюда, что Iog х возрастаетъ до безконечности столь медленно, что 
любая его степень съ какимъ угодно показатепемъ возрастаетъ медпенн'tе, 
ч-tмъ х. Этотъ результатъ можно получить и непосредственно съ помощью 
теоремы Лопиталя, написавъ 

. log" х . logn-l .,: 
\1m ·-- = п J1m ---·· 

х х 

1 

. log"x 
п (п ·- 1) ... (v + l)l1m -:х·- О. 

Пред'tпъ х"' при х безконечномъ можно найти сп'tдующимъ образомъ tпри
нимая во вниманiе непрерывность Iog х) 

1 
:; logx 

lim log х = lim -х-- = О, 
1 

loglimx"' о. 

1 

lim х"' 1. 

1 
Если въ по,1ученныхъ результатахъ замi;нимъ х на--, то найдемъ 

х 

lim xlogn х О, limxж = 1. = =:Q 

Ь) Чтобы вычислить пред'tпъ cos х log sin х - log tg ; съ приближе
нiемъ х къ О, перепишемъ данное выраженiе въ видi; 

log 2 · cos х + (l + cos х) Iog cos :j (1 cos х) log sinI. 

Первый членъ имi;етъ пред-tломъ Iog 2, второй стремится къ О, третiй, оче

видно, рав11ый sin2 ( i) log sin2 ( 1) стремится также къ нулю, на основа
нiи послi;дняrо результата предыдущаrо упражненiя. Итакъ, 

~"~(cos х · logsin х - log tg ;) = log 2. 

с} Для пов-tрки полученнаrо раньше (§ 270, а) результата, зам-tтимъ, 
что съ приближенiемъ х къ О 

lim sinx 
х 

г cosx 
im--

1
- 1 . l' tg х , 1m--

x 
\
. 1 
lffi--2-

cos х 
1 . 
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Теорема Лопиталя даетъ далk слiщующiе результаты, предполагая вездt 
предtлъ х О : 

а"'-Ь" 
liш --··---

с' -- rF 
. а"' log а - Ь"' log Ь 

l1m -----·------
с' log с d" Iog d 

а 

Iogd. 

с 
logd 

. 
]. siп х t . sin х I 
IШ -)!Ш---=-, 

3 х 3 

lim х sin х = ]_ lim 1 cos х = ] lim ~11_.:: = }_, 
3 6 х 6 

lim 2х -- 3 sin х х cos х = i lim 2 2 cos х - х sin х 

= ..1_ lim _s_in._x_. ____ _ 
20 оо' 

4 sin .::: + sin х cos :". 
21. 2 2 
] IШ 

~ 3 lim х . sin х __ 1 . 
.70 х3 140 

d) Подобнымъ же образомъ найдемъ 

или иначе 

. tgx-.~ 
l1m-.~ --

1 I ··- cos2x 
-- lim ~·--·-
3 х2 cos2x 

1· tg ;t" - -~ 
1m~»i- Jim ~io.-::__ _ _.::..~OS ::. 

Х'~ COS:k-" 

1 
3 

х 
3х cos'i' 

Если для вычисленiя предма ~ - cot2 х мы напишемъ данное выраженiе 
въ видt 

то тотчасъ замtтимъ (не прибtгая къ теорем-в Jlопиталя), что первый м1ю
житель имtетъ предмомъ 2. а второй и третiй предtлы, какъ уже знаемъ, 
равны соотвtтственно ! и, 1. Слtдовательно, 

lim (-; cot2x) = -
3
~. 

:..=О х~ 

е) Мы знаемъ (§ 270, d), что 

··-

lim (1 + х)"' е. 
х=О 

·-

Естественно является вопросъ, какъ быстро убываетъ разность е - (1 +х)"' 
съ приближенiемъ х къ О, и приводить кь слtдующему вычисленiю 

20 
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Такимъ же образомъ найдемъ 

f i Если желаемъ найти предtлъ 

х - У (х -- а) (х -- Ь) 

1 
при безконечномъ х, то выгодно будетъ положить х = -- и приближать z 

z 
къ О. Тоrда данное выраженiе приметъ видъ 

1 -- У(Г::::. а i)(f::::ьzj 

z 

и пред-J;лъ его равенъ предtлу 

при z О. Итакъ, 

~ (х - У(х -- а) (х-Ь)) = 1 (а+ Ь). 
Къ тому же результату можно придти, не прибtrая къ теорем"h Лопи~аля, 
написавъ данное выраженiе въ вид"h 

(а+Ь)х аЬ 

х+ Jf(x-a)(x~ 

аЬ 
а+Ь---

х 

g) Бол"hе общiй реэультатъ состоитъ въ слtдующемъ: если дв"h функ
цiи отъ х, lJ! и 'IJJ, возрастаютъ беэпред"hльно вм"hст"h съ $, и изв"hстна такая 

функцiя.f. для которой отношенiя] и l стремятся къ конечному, не равному 
нулю, предi;лу k и, кром"h того, извъстенъ предълъ l выраженiя !lJ!';;'IJJJy7, 
ТО JiefKO Найти И предtлъ Jfq; - Jfw. Дi,l!CТBИTeJibHO, 

lim(y;p l 
y7i· 
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При/=(J)=Х2, 1р=(х а) (х-Ь) получимъ снова Пj)едыдущiй примt.ръ. 
Аналогично этому трактуется случай корней п-ой степени, и пмучается 

если предмъ второй части существуетъ и отношенiя р и 'ljJ къ хп стре
мятся къ 1 при безконечномъ х. Въ частности, имtемъ 

" " (
,г~---·····~ 

lim r х" + axn·-1 + ... У х"+Ьх"- 1 + ···) 
х=оо 

Изслil.дованiе функцiй. 

а -Ь 

п 

313. Къ важнtйшимъ приложенiямъ теоремы Лопиталя при
надлежитъ разысканiе абсолютныхъ maxima и minima функ
цiй (§ 301). Мы уже видtли (§ 302), что если функцiя f(x), имt
ющая единственную производную f(x), при х а проходить че
резъ maximum или minimum, то f(a) О. Положимъ теперь, что 
при х а обращаются въ нуль вс'h послtдовательныя производныя 

до порядка п исключительно*), или какъ говорятъ (§ 304, Ь), что 
а есть корень (п - 1 )-ой кратности отъ f'(x). Повторнымъ примt
ненiемъ теоремы Лопиталя, полагая, что х стремится с11рава или 

слtва къ а, получимъ 

lim/(x) - /(а) = _1_ lim - /' (х) 
(х а)" п (х - a)n-1 

1 . f"-l)(x). 
... =-lrm----, 

п! х ·- а 

а такъ какъ по опредtленiю /<")(а) 

. _rn---1) (х) = . f n--1) (х) _ /(п--1) (а) 
lrm ---- l1m -····----····--- _,., J(n) (а) 

х а х а ' 

то окончательно найдемъ 

limf(x) - /(а)= /{")(а) • 

(х -- а)" п! 

Замtтимъ, что къ тому же результату мы могли бы придти, при
мtняя еще одинъ раэъ теорему Лопиталя, но тогда надо было бы 

допустить существованiе /<"}(х) въ смежности съ х а, а для даль
н'hйшихъ заключенШ достаточно одного существованiя f<")(a). Воз
вращаясь къ полученному результату, эамtчаемъ, что съ приблнже
нiемъ х къ а /(х)-/(а) въ концt концовъ принимаетъ и сохра-

*) Т. е. f' {а)=/" {а)= ··· = /(n-l) (а) О, f")(a} О. 

20* 
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няетъ знакъ числа (х - a)nf(n>(a). Знакъ этого числа измt.няется 
вмt.стt. со знакомъ числа х а при п нечетномъ, и не мtняется, а 

совпадаетъ со знакомъ числа /'")(а) при п четномъ. Изъ этого слt.
дуетъ, что въ первомъ случаi, /(а) не будетъ ни maximum, ни mi
nimum, а во второмъ навt.рно maximum или minimum. Иными сло
вами: значенiя перемt.нной х, при которыхъ /(х) есть ma
ximum или minimum, будутъ простыми корнями или кор
нями нечетной кратности производной /'(х). Смотря по тому, 
будетъ ли рп>(а) положительнымъ или отрицательнымъ числомъ, /(а) 
будетъ minimum или maximum (при 1t четномъ), а въ случаt п не
четнаго можно сказать, •1то функцiя будетъ возрастающею или убы
вающею. При этомъ всегда надо помнить, что эта п-ая производная 

предполагается единственною. Въ противномъ случаt, какъ мы уви
димъ, заключенiя наши могутъ не оправдаться. 

314. Упражненiя. а) Изъ всъхъ прямоугольниковъ, имъю
щихъ одинъ и тот-ъ же данный периметръ, квадратъ имi;етъ наи

большую площадь. Дъl!ствительно, если х длина одной изъ сторонъ, 2tl 
данный периметръ, то площадь измъряется числомъ у х(а х;. Произ-

а 
водная у' а - 2х обращается въ нуль только при х 2 , а такъ какъ 

вторая производная 2 число отрицательное, то при х =; функцiя у 
а2 

получаетъ максимальное значенiе -:г· Точно такъ же, изъ всъхъ пря-

моугольниковъ, имi;ющихъ данную площадь а2, квадратъ имъетъ 
наименьшiй пернметръ. Дъйствительно, если х длина одной изъ сто-

а2 а2 2а2 
ронъ и 2у периметръ, ТО у = х + х' у' 1 - х2' у" _:.~J. Первая про-

изводная обращается въ нуль при х а и при х а. При первомъ зна
ченiи у" > О, при второмъ у" < О, и функцiя у имi;етъ minimum 2 а при 
.1: а и maximum (- 2а) при х - а. Но лишь первое ръшенiе даетъ 
отвътъ на воnросъ, такъ какъ онъ требуетъ, чтобы х было больше О. 

Ь) Предложимъ себi; построить коробку наибольшаго объема 
изъ четырехугольнаго листа, выръзывая на углахъ его четыре равныхъ. 
квадрата. Если а и Ь обозначаютъ длину и ширину листа, .,:- высоту коробки, 
то ея объемъ выразится чис11омъ 

Приравнивая нулю первую производную у' а Ь - 4(а + Ь) х + 12х2, по-
11учимъ 

Вторая производная уп -- 4(а + Ь) + 24х принимаетъ тогда значенiе 
± 4 V а2 аЬ + ь2. 

Чтобы по11учить maximum надо здъсь удержать знакъ , т. е. взять 

Х = t (а+ Ь) -Va2 - аь+ Ь2. Это ЧИСIIО всегда зак11ючается между /r а 
и !· Ь. Второе значенiе для х не даетъ р·llшенiя вопроса, потому что это 
значенiе больше половины наименьшаго изъ двухъ измъренiй 11иста. 
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с) Если хотимъ изслi;довать функцiю у= xz въ интервалi; (О,=), 
1 

то можемъ начать съ того, что если положимъ х = - и будемъ приближать 
z 

х къ О справа, то z будетъ стремиться къ со, у= 1 и limy О. При х 
z" 

у 1, а при безпредi;льномъ возрастанiи х у стремится къ тому же зна· 
ченiю 1 (§ 312, а). Отсюда понятно, что при измi;ненiи х отъ 1 до со, у 
проходитъ черезъ minimum или maximum, и не трудНо предусмотрi;ть. что у 
пройдетъ именно черезъ maximum, потому что при х 1 и у > 1. Чтобы 
въ этомъ вполнi; удостовi;риться, замi;тимъ, что производная 

1 
~-2 

у' xz (1 logx) 

положительна при х < е н отрицательна при х > е, и что функцiя изъ воз
растающей становится убывающею при переходi; х черезъ е. Максимальное 

1 

ея значенiе при х = е равно е' 1,444667 ... Если бы мы хотi;ли удостовi;-
1 

риться при помощи изслi;дованiя у'', что при х = е, х"' будетъ maximum, 
а не minimum, то надо было бы замi;тить, что изъ 

у' 

у 

3-21ogx 
х3 

1 ~--3 

Полагая х е, у = е • , у' = О, получимъ _v'' е е чего и достаточно, 
1 1 

чтобы утверждать, что е• есть maximum функцiи х"'. 

d) Предложимъ себi; на~ти основанiя тi;хъ логариемиче
скихъ системъ, въ которыхъ логариемъ нi;котораrо числа мо
жетъ равняться самому числу. Пусть а искомое основанiе и log х 
лоrариемъ х по этому основанiю. Дi;ло сводится къ изслi;дованiю вопроса, 
можетъ ли функцiя у = х log х обратиться въ ну ль при нi;которомъ зна
ченiи х. Ясно, что какь при достато•ню маломъ положительномъ х. такъ 
и при х достаточно большомъ у будетъ положительнымъ. Слi;довательно, 
чтобы функцiя у могла обратиться въ нуль, необходимо и достаточно, чтобы 
наименьшее ея значенiе было уеньше или равно О. Этотъ minimum соотвi;т-

ствуетъ тому значенiю х, при которомъ у' 1 - Log е О, т. е. х = Log е 
х 

и, чтобы удостовi;риться, что здi;сь будемъ имi;ть именно miпimum, а не 
maximum, достаточно замi;тить, что при х < Log е у убывающая, а при 
х Log е у возрастающая функцiя. Итакъ, наименьшее значенiе у равно 

Log е - Log (Log е) = Log k~ е)· Чтобы это число было меньше или равно О, 
1 1 

необходимо, чтобы было е :;;:;, Log е, т. е. 1 Log ее и, слi;довательно, а;,;; е •. 
е) Какимъ условiямъ должны удовлетворять числа р и q, 

чтобы трехчленъ хз + рх + q обращался въ ну ль при трехъ раз
личныхъ вещественныхъ значенiяхъ х? Чтобы функцiяу x3+Px+q 
могла обращаться въ О три раза, когда х изм1шяется отъ = до=, преЖде 
всего необходимо (§ ЗС4, Ь), чтобы производнаа у'= 3:,:2 + р могла обра
щаться въ нуль при двухъ вещественныхъ различныхъ значенiяхъ х. Это 
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требуетъ, qтобы р было меньше О. Предполагая это условiе выполненнымъ, 
замi;тимъ, qто въ первомъ и третьемъ изъ трехъ интерваловъ 

у' > О, а въ среднемъ у' < О *). Позтому въ каждомъ изъ зтихъ интерва
ловъ функцiя у можетъ обращаться въ нуль только одинъ разъ, а для 
того, чтобы она дi;йствительно обращалась въ О въ такомъ интервалi;, 
необходимо и достаточно, чтобы ея знаqенiя на rраницахъ интервала были 
qислами разныхъ знаковъ. Такъ какъ на rраницахъ средняrо интервала 
у принимаетъ значенiя 

-}PY-t+(J, iPY-~+q 
(maximum и minimum въ абсолютномъ смыслi;), то прежде всего не
обходимо, чтобы эти числа были разныхъ знаковъ, т. е. чтобы было 

(-iРУ-~+ч)(iРУ-~+ч)<о, или 4P3+27q2 <0. 
Это условiе ·и достаточно, потому что, когда оно выполнено, то непре
мi;нно р < О, и функuiя у, убывающая въ среднемъ интервалi;, имi;етъ на 
нижней его rраницi; знакъ +, а на верхней -, а потому обращается въ 
нуль и въ друrихъ двухъ интервалахъ (XXIX). 

f) Докажемъ, что въ эллипсi; разстоянiе отъ центра до любой 
нормали не превосходитъ разности полуосей. Уравненiю зллипса 
Ь2х2 + а2у2 = а2Ь2 можно удовлетворить, положивъ х а cos t:p, у= Ь sin (JJ, 
ГJJi; (JJ измi;няется отъ О до 2.п. Чтобы найти угловой козффиuiентъ каса
тельной (§ 293), т. е. у', rдi; у есть функuiя отъ х, опредi;ляемая уравне
нiемъ эллипса **), замi;чаемъ, что изъ зтоrо уравненiя имi;емъ 

Ь2х + а2уу' О, у' = 

Позтому уравненiе нормали будетъ 

bcos (JJ 
а sin t:p 

. а sin р 
у - Ь SIП tp = --(х а cos р), 

bcos(JJ 

т. е. ах sin tp - Ь у cos 1:р (а2 Ь2) sin (JJ cos (JJ, Слi;довательно, разстоянiе 
отъ центра до нормали будетъ 

h = _ (а2 b2J sin tp cos р 
}1 а2 siп2 tp + Ь2 cos2 (JJ 

Теперь надо взять производную отъ h по р, и приравнять ее нулю. Но 
удобнi;е будетъ сперва замi;тить, что 

(а2 -- ь2)2 _ а2 ь2 - +- а2 + Ь2 + а2 tg2 m + Ь2 cot2 (JJ, --h- - cos2 р - sin2 р .,, 

*) у' 3х2 + р 3 [х + у -; l[x у -{] · 
**) Т. е. такая, при которой функuiя Ь2х2 + а2у2 равна постоян

ному а2Ь2, а слi;довательно, производная ея 2[Ь2х + а2уу'] равна нулю. 
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откуда видно, что разысканiе наибо,1ьшаrо значенiя h сводится къ разы
сканiю наименьшаrо значенiя функцiи a2tg2q., + b2cotg2<p, т. е. суммы двухъ 
перем1.нныхъ величинъ, произведенiе которыхъ равно постоянному числу. 
А этотъ вопросъ былъ I въ другой лишь форм'l, 1 р1.шенъ въ первомъ упраж
ненiи *J, и мы можемъ утверЖдать, что maximurn h будетъ тогда, когда 

a2tg21J) b2cotg~p = аЬ, т. е. при tgq:, =±у~, а тогда 

(а2 h ьзу = а2 + Ь2 + 2аЬ (а+ br, сл1.довательно, h а - Ь. 

g) Можно доказать, что св1.тъ употребляетъ наикратчайшее 
время для перехода отъ одной точки къ другой, когда эти точки лежатъ 
въ разнородныхъ средахъ, отдиенныхъ одна отъ другой плоскостью. Въ 
самомъ д'l,л'l,, пусть а и Ь будутъ разстоянiя данныхъ точекъ, лежащихъ въ 
разнородныхъ средахъ, отъ раздияющей плоскости; q., уrолъ паденiя, 
1/l уrолъ преломленiя; п v и v 'скорости св1.та въ первой и второй сред1.. 
Время, потребное для перехода отъ одной точки къ другой, будетъ равно 

t 

Углы IJ) и VJ связаны соотношенiемъ 

atgip + Ьtgw coпst tXXX). 

откуда, взявъ производную по tp, получимъ 

а 

Тоrд:1 будемъ им1.ть 

ь v,• +-- =0. q; cos2 w 

t' = !:__ (_<.Z~in ([) + Ь sin w') = a(siп <р - ~ ~11_~ 
v п cos2 <р 'Ч1 nv cosJ ([) 

и, сл1;довательно, чтобы t' обратилось въ нуль, нужно, чтобы sin qi/sin 'li' = п. 
А это и есть изв1.стный законъ преломленiя, открытый Декартомъ и уста
новленный Ферма и Jlейбницемъ, какъ частный случай общаrо закона 
экономiи, управляющаrо проявленiями вс1.хъ законовъ природы, даже 
такихъ, которые кажутся недоступными метематическимъ изсл1.дованiямъ 1). 

h) Въ rеометрическихъ приложенiяхъ часто встр1.чается, что искомый 
rnaxirnurn (или minirnurn) будетъ относительнымъ (§ 301) и соотв1.т
ствуетъ н1.которому опред1.ленному интервалу, въ котороиъ принуждена 
оставаться независимая перем1.нная въ силу условiй задачи. Тогда вполн'l, 
возможно, что производная въ нуль не обращается, и изсл1.дованiя, подобныя 
предыдущимъ, д1.лаются безплодными. Поэтому, когда независимая пере
м1.нная не можетъ выйти изъ н1.котораrо интервала, надо или изм1.нить 
выборъ независимой перем1.нной, или прямо испытать, не получится ли 
maxirnum или rninimurn на rраницахъ интервала, моrущiй дать отв1.тъ на 
поставленный вопросъ, не будучи rnaxirnurn или rninirnum въ абсолютномъ 
смысл1.. Весьма простой примtръ даетъ разысканiе наибольшей или наи-

аз 
*) Гд1. искали minimum функцiи х + х· 
1) См. объ этомъ интересную главу о направленiи движенiя въ 

.Основныхъ началахъ•. Г. Спенсера. 
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меньшей изъ вс1.хъ хордъ круга, имtющихъ одинъ неподвижный конецъ А 
и одинъ подвижный М. А priori ясно, что minimum хорды r будетъ r = О. 
когда М совnадетъ съ А, и maximum r=2a, rдi, а радiусъ круга, когда М 
совnадетъ съ точкою В, дiаметрально противоположною съ А. Если выбе
ремъ АВ за ось абсциссъ и А за начало координатъ, то будемъ имtть 
~ 2ах, откуда rr1 2а и оказывается, что r' не обращгется въ нуль 
ни въ А, ни въ В. Это происходитъ отъ того, что 11еремtнная х дФлжна 
оставаться въ интервал1. (О, 2а) и что искомые miпimum и maximum 
получаются какъ разъ на rраницахъ *). Если выберемъ за независимую -перем1.нную уrолъ 8 = М АВ, то r 2а cos в, r 1 = 2а sin 6, и при 8 = О 
получимъ только maximum r = 2а. Это объясняется тtмъ, что О остается 

всегда въ интервалt [-- ; , + ; ] , на rраницахъ котораrо и будетъ mi

nimum, а maximuш соотв1.тствуетъ значенiю О= О, лежащему внутри интер
вала. Этотъ шaximum будетъ, слtдовательно, и абсолютнымъ, и r1 должна 
поэтому обращаться въ нуль. Всякое затрудненiе исчеэаетъ, если точка А 
передвинется по направленiю А В и придетъ въ разстоянiе Ь отъ центра. 
Тогда r2 2 Ь r cos 8 + Ь2 а2, откуда, взявъ производную, и полагая r1 = О, 
nолучимъ sin 6 О, т. е. 8 = О, r а + Ь, или 6 = п и r = а l1. Взявъ 
еще разъ производную, найдемъ 

r' br cos 6 ± Ь (а ± Ь) _ Ь (а ± Ь) О 
cos - r = ±ь-=(а ilij = 

1 а ' 

откуда видимъ, что а+ Ь есть maximum, а а - Ь minimum r. 

i) Положимъ, что ip(x) функцiя, непрерывная въ смежности съ х = О, 
и разрывная 1-ro рода при х = О, при чемъ ip(- 0) < О, q,(+ Oj > О. Такова, 

1 

е"' - 1 
напримtръ,q,(х)=-1--, для которой q,(-0)=-1, q,(+0) 1. Функцiя 

е"' + 1 
/(х) = x!q,(x) при х О не будетъ ни maximum, ни minimum, потому что 
въ смежности съ нулемъ функцiя q,(x) непрерывна и имtетъ одинаковый 
знакъ съ х; то же самое можно сказать и о функцiи f(x1. которан, сл1.до
вательно, и слtва и справа отъ нуля возрастающая. Между т1.мъ 

/1(0) lim/_(_x)_-_/_(O_) 
х 

lim xq,(x) 
=О 

о. 

Что касается /" (0), то она можетъ не существовать; если же она суще
ствуетъ, то 

/" (О) = lim /1 (-:) - /' (О) 
=±О Х 

потому что, по теорем1. Лопиталя, 

. /(х) . /' (х) xltm -- =ltm -······ 
=±О х2 =±О 2х 

о, 

*) Производная r' всегда больше О, r постоянно возрастаетъ, коrда х 
идетъ отъ О до 2а, сл1.довательно. при х = О получается minimum r = О, а 
при х 2а получается maximum r 2а. 
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Во всякомъ случа-h f"(O) не равна нулю. Итакъ, при х О первая про
изводная отъ f(x) равна нулю, вторая не равна нулю, а между 
ri;мъ f(O) ни maximum, ни minimum. Это объясняется mмъ, что .f'(xJ 
не им-hеrъ единственной производНой f"(x). 

j) Въ заключенiе изслi;дуемъ характеръ измi;ненiя функцiи I'(x), 
,опред-hленной въ § 252. Положимъ сперва, что х измi;няется отъ О до =. 
Изъ формулы Вейерштрасса (§ 252, Ь) при помощи лоrариемированiя 
получаемъ [полагая I'(x+l)=xI'(x)] 

(А) log Г(х) = "' [ ._,, х 

logx-Cx+ ~ 11 
• .1 

Въ § 285 было дано правило для разысканiя производной суммы конеч
наrо числа слаrаемыхъ; впослiщствiи будетъ доказано, что при извi;стныхъ 
условiяхъ его можно примtнять и при безконечномъ числ't слаrаемыхъ. 
Въ данномъ случаi; эm условiя выполнены; примi;няя упомянутое правило, 
беремъ производную отъ log I'(x) и находимъ 

Г' 1:х:) -
I'(x). - х~п) 

00 

( 1 -с+zп-х 
.1 

откуда получаемъ 

Г' 1:х:) 
Г(х) +С= 1 

1 +--3 х 
+· ... 

Правая часть постоянно возрастirетъ вмtстi; съ х; при х она при
нимаетъ значенiе О С. а при х = 2 значенiе 1 > С. слi;довательно, она 
только одинъ разъ дыается равною С при иtкоторомъ значенiи ~ между 
1 и 2. Это число ~ и будетъ .единствеинымъ корнемъ функцiи Г'(х). Такъ 
какъ при х < s Г' (х) < О, а при х > s Г' (х) > О. то Г(х) сперва убы
ваетъ въ интервал'!, (О, 9, а заmмъ возрастаетъ въ интервал'!, (~, =), слi;
довательно, Г(~1 есть minimum функцiи Г(х) въ интервал-t; (О, =). Къ тому 
же заключенiю приводитъ равенство 

о, 

(получаемое изъ предыдущаrо, если возьмемъ опятъ нроизводныя и при
мемъ во вниманiе, что Г'(i;) О). Значенiе корня s, лежащаrо между 1 и 2, 
можно вычислить весьма точно, съ помощью прiемовъ, которые будутъ 
изложены въ книrt пятоll, и нетрудное вычисленiе даетъ 

G" 1,4616321 ... , Г(~) 0,8856032 ... 

Когда х возрастаетъ отъ ~ до =, то Г(х) возрастаетъ безпредыьно, потому 
что Г(х + 1) = х Г(х). Она также возрастаетъ, когда .~ убываетъ отъ ~ до О, 
и притомъ безпредtльно, потому что 

lim хГ(х) = lim Г(х + 1) == /'(]) = 1. 
хс=О ж=О 

k) Теперь предположимъ х отрицательнымъ и воспользуемся формулою 

(В} Г(х) 
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rд1, f.! = х - [х], и [х] = - п I XXXI). Отсюда видно, что значенiя Г(х) 
при х < () зависятъ отъ ея значенiй въ интервал-\; (О, 1), изъ котораrо 
исключены границы О и 1. Изъ той же формулы видно, что въ интерва
лахъ ( 1, О), (- 2, -1), (·- 3, -2) ... Г(х) поnерем1;нно положительна и 
отрицательна и въ смежности (окрестности} съ границами О, -1, -2, - 3, .•. 
безконечно велика по абсолютной величин-\;. Отсюда уже можно предвидi;ть, 
что въ каждомъ интервал-\; ( -- п, - п + 1) Г(х), по крайней мi;pi;, одинъ 
разъ проходитъ черезъ maximum или minimum, смотря по тому, будетъ ли п 
четщ~е или нечетное число. Такой maximum или minimum получится при f.! 
равномъ корню уравненiя 

Г' (р) + _1 _ + _1 _ + . ·• + _1 _ = о. 
Г (р) 1 - f.! 2 - Q п f.! 

Когда f.! возрастаетъ отъ О до 1, лi;вая часть уравненiя постоянно возраста
етъ отъ оо до + ею, и потому только одинъ разъ обращается въ О при н-\;
которомъ опред1,ленномъ значенiи (! = flп, которое и оnред1;ляется такимъ об
разомъ, какъ нi;которая функцiя отъ п. Итакъ, въ каждомъ интервал-\; 
( - п, п + 1) существуетъ только одинъ maximum или одинъ minimum 
функцiи Г(х), соотвi;тствующiй значенiю хп п + fln· Далi;е, изъ нера· 
венства 

Г' (р,.) 1 1 1 - --- > 1 + - + - + ... + -
Г(е,.) 2 3 п 

видно, что правая, а слi;довательно, и лi;вая часть при безпред1;льномъ воз
растанiи п безпредиьно возрастаетъ. Поэтому еп должно стремиться къ 
нулю. Такъ какъ, кромi; того, 

. Г' (х) 
~х Г(х) 1, 

то будемъ ИМ'БТЬ 

а такъ какъ сумма въ скобкахъ заключается между 

е" и -1-- + е" Н,.--1 

(гn н,. 
lim e"logn 
=7) 

е" 

1 + -
2
1 + ··· + !) , то отсюда слi;дуетъ, что lim е" Нп 

1Z п==оо 

1. Принявъ это во вниманiе и замi;чая, что 

Г(е .. + 1) log1z 
IГ(xJl<\1:::::Q,.)e"Iogn (п 1)!• 

J ИJIИ 

видимъ, что въ правой части первый множитель стремится къ 1, а второй 
къ О. Слi;довательно, lim Г(х,.) = О. Отсюда слi;дуетъ, что Г(х) принимаетъ 

= 
всякое значенiе, отличное отъ нуля (безконечиое число разъ) 1 ). Иными сло-
вами, уравненiе Г (х) = k, не им1;ющее рi;шенiя при k = О, при всякомъ k, 
не равномъ нулю, имi;етъ безчисленное множество р-J;шепiй. 

1) Въ ,Traite elementaire des series• par М, Godefroy р. 250 можно 
видi;ть графическое изображенiе функцiи Г(х]. 
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РRЭТlОЖЕН!Я ВЪ РЯДЫ. 

Ряды функцiй. 

315. Теперь мы спецiально займемся функцiями, которыя опре·
дtляются безконечными рядами. Положимъ, что данъ рядъ и1 + 
+ и2 + и3 + ... , члены котораго суть функцiи отъ перемtннаго 
числа х. Значенiя х, при кЬторыхъ рядъ будетъ сходящiйся, могутъ 

образовать одинъ или нtсколько интерваловъ, въ которыхъ сумма 

ряда будетъ опредtлена, какъ нtкоторая функцiя отъ х. Когда раз

сматривается нtкоторый интервалъ (а, Ь), въ которомъ рядъ схо
дящiйся, то и остатокъ ряда Рп(х), т. е. сумма ряда, получаемаго 
изъ даннаго черезъ отбрасыванiе первыхъ п его членовъ, будетъ 

также функцiя отъ х, опредtленная въ томъ же интервалt. Мы 
знаемъ (§ 180), что при безпредtльномъ возрастанiи п остатокъ 
стремится къ нулю. Слtдовательно (§ 122, Ь), когда задано поло
жительное и сколь угодно малое число €, можно указать, при вся

комъ данномъ значенiи х въ интервалt (а, Ь), такое число v, что 
абсо,1ютная величина р,.(х) будетъ оставаться меньше €, когда п 
будетъ больше v *). Если возможно опредtлить число v незави
симо отъ х, то рядъ называютъ равномtрно сходящимся. Иными 

словами, положимъ, что соотвtтственно каждому значенiю х будемъ 
выбирать наименьшее значенiе v (которое предполагае1ся цtлымъ 

числомъ), удовлетворяющее поставленному условiю; тогда можно ска

зать, что v есть нtкоторая функцiя отъ х, опредtленная въ интер

валt (а, Ь). Если эта фущщiя будетъ конечною въ данномъ интер
вал-t, какъ бы ни было выбрано €, то она имtетъ въ немъ (§ 256) 
верхнюю границу (въ данномъ случаt эта граница въ то же время 

будетъ и максимумъ v); очевидно, для всякаго п, большаго этой 
верхней границы, всегда будемъ имtть I р,.(х) 1 < €, каково бы ни 
было данное значенiе х въ интервалt (а, Ь ). Въ этомъ случаt схо
димость будетъ равномtрною. Но можетъ случиться, что при нtко

торомъ прилично выбранномъ значенiи 8 (и а fortiori для всtхъ 
меньшихъ его значенiй), функцiя v въ данномъ интервалt не бу
детъ конечною. Тогда невозможно найти такое значенiе п, одно и 

то же для всtхъ значенiй х въ (а, Ь), начиная съ котораго 
1 (J)п(х) 1 оставалось бы всегда меньше €. Въ этомъ случаt сходи
мость будетъ неравномtрною. 

316. Теорема 1. Для равномtрной сходимости ряда 
функцiй отъ х въ данномъ интервалt необходимо и доста

точно, чтобы остатокъ р,.(х) стремился къ нулю и тогда, 
когда будемъ произвольнымъ образомъ измtнять х въ 
данномъ инт~рвалt вмtстt съ п. 

*) Т. е. начиная отъ п = v + 1. 
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Изъ самого опредi;ленiя равномър1юй сходимости вытекаетъ, 
что если рядъ равномtрно сходЯщiАся, то всегда lim ip,,(x) = О, ка-

п=:::о 

кова бы ни была послtдовательность значенiй х1 , X:i, х3 , • • • по
лучаемыхъ числомъ х въ данномъ интервалъ. Условiе необходимо; 

ч·rобы убъдиться въ его достаточности, стоитъ только доказать, что 

если рядъ будетъ неравномърно сходящiйся, то въ интервал't (а, Ь) 
найдется такая послъдовательность х11 х2 , х3 , ••• , JUIЯ которой 

lim (J)п(х) не равенъ О. При сдманномъ предположенiи (неравно
мърной сходимости ряда) опредtленная въ предыдущемъ § функцiя 
v не будетъ конечна при нъкоторомъ достаточно маломъ данномъ 

числъ в. Слi;довательно, можно найти послъдовательность а, р, r, ... 
значенiй функцiи v, возрастающихъ беsпредъльно, соотвът
ствующихъ значенiямъ х, которыя можно обозначить черезъ Ха, 

Xfl, Xr, ••• Какъ бы мы ни выбирали другiя sначенiя Хп, остатокъ 
Рп(х) не можетъ стремиться къ нулю, потому что при п = а, р, r, ... 
всегда будетъ I Рп(х,.) 1 > в*). 

317. Прим~ры. а) Рядъ 

(1) (1 - х) + (х - ,!х2) + (tx2 !.х3) + (!.х3 - !-х4} ·· · 

равномърно сходящiйся въ интервал'!; (- 1, + 1), потому что аб-
хп 1 

солютная величина· остатка п будетъ меньше в, когда п > 8 , 
числа независящаго отъ х. Не то будетъ JUIЯ ряда 

{2) (1 х) + (х х2) + (х2 - .х3) + (.х3 - х4) + · · ·, 

сходящэгося въ томъ же интервал'!; ( - 1, + 1 ), за исключенiемъ 
нижней границы. (При х = 1 сумма ряда, очевидно, равна О). При 
х < 1 остатокъ ряда равенъ xn, и нельзя наПти такого числа v, 
чтобы при п>v l=t-"I было меньше в для всъхъ значенiй х въ 
данномъ интервалъ. Дi;йствительно, такъ какъ х можетъ подходить 

1 
къ 1 какъ угодно близко, то можно положить х = 1 - , и оста-

п 

токъ ( 1 ~{ не будетъ стремиться къ О при п безконечномъ (а 

къ предму ~). Съ другоА стороны, ясно, что рядъ будетъ равно
мtрно сходящимся во всякомъ интервал-!;, заключающемся цi;ликомъ 

внутри (- 1, + 1). (XXXII.) 
Ь) Рядъ 1 + х + .х2 + х3 + ... , сходящiйся въ интервал'!; 

(- 1, + 1) 3а исключенiемъ границъ, бу детъ равномърно сходя-

*) Коrда мы rоворимъ, что значенiе v а соотв1.тствуетъ числу :ха, то 

зто значитъ, что при n;;;;a+l,jq,,.(xa)I < s, а при п а неравенство еще 

не удовлетворяется, т. е. 1 q, а (.та> ~ е. Это сп1.дуетъ изъ опредменiя чиспа v. 
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щН!ся въ интервал!; а, + а), гдi:; а< 1 и какъ угодно бли3ко 
къ 1. Д-tйствительно, задавъ по произволу в, опред-tлимъ v такъ, 

чтобы было а" (1 -- а) в, тогда при п v 1-~_':: 1 < в при вся-
1--х 

комъ х, для котораго I х: < а. То же самое можно сказать о ряд-t . 
1 + 2х 3х2 + ... , сходящемся въ томъ же интервалt (§ 247, а). 
Для того, чтобы остатокъ ряда былъ меньше в по абсолютной ве
личин-t, достаточно опред·влить v такъ, чтобы (v 1) а" было не 
больше· (1 а) 2в, а опредtлен1е v подъ этимъ условiемъ всегда 
возможно, потому что vPa'' при всякомъ р стремится къ нулю при 

v беэконечномъ ""). (§ 312, а.) 
с) Сумма п первыхъ членовъ ряда 

(3) (х хе ..') + (хе-х' - 2хе-- 2 х'; + (2хе- 2 "'' 3хе 3"'') + ··· 
равна х nxe-nx' и стремится къ предtлу х при п безконечномъ. 
Сл-tдовательно, рядъ будетъ сходящимся при всякомъ х. Но онъ не
равном-tрно сходящiйся въ интервалt;, содержащемъ въ себ-t значе-

нiе х = О. Дtйствительно, при х = _l_ остатокъ ряда пхе-пх' ра-
п 

l 

венъ е п и не стремится къ О при воэрастанiи п до оо. Рядъ 

х + __ х _ + _______ х ____________ -+ 
+ х (l + xJ(l + 2х) (1 + x)(l +- 2х) (1 + 3.'t') 

также сходящiйся при х О, потому что при х О сумма 
1 5" 1 - - - им-tетъ предi;Jюмъ ] а при х = О равна нулю. 

1-/tlX ' -
Но рядъ н~равном-tрно сходящiйся въ интервал-t, нижняя граница 

1 
котораго есть нуль, потому что при х = - остатокъ ряда дtлается. 

п 

равнымъ l и къ нулю не стремится. Съ другой стороны, рядъ бу
детъ равномtрно сходящимся во всякомъ интервалt, нижняя граница 

1 f; 
котораго а> О. Достаточно взять п > , т. е. больше числа, 

а8 

независящаго отъ х, чтобы остатокъ ряда былъ мею.ше в. 

318. Теорема 11. Если рядъ абсолютныхъ величинъ 
членовъ дан наго ряда функцiй бу детъ равномtрно сходя

шимся въ данномъ интервалt, то рядъ, полученный пу

темъ умн3женiя членовъ даннаго ряда на функцiи, оста

ющiяся конечными въ данномъ интервалt, будетъ также 

абсолютно и равномtрно сходящимся въ томъ же ин

тервалt. 

*) Для даннаго ряда 

5 
=1_ (v+l)x"+vx'V-1-1 

"' -- -О-х)2 
(i• + llx" 
lТxt· 
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Пусть и1 + и2 + u3 + ... данный рядъ въ интервалt ( а, Ь); v 1 , 

v2 , v 8 , ••• функцiи, которыхъ абсолютныя величины въ интервалt 

(а, Ь) не превосходятъ даннаrо числа l. Рядъ и1 v1 и2 v2 + 
+ u3 v3 + ... будетъ абсолютно сходящШся, потому что абсолют· 
·ныя величины ero членовъ не превосходятъ соотвtтствующихъ чле-
новъ сходящаrося ряда I u 1 1 + j и2 I + 1 и3 I + ... , умноженныхъ 
на /. Когда задано какое угодно положительное число в, то, по 
условiю, можно найти такое число v, независимое отъ х, чтобы 
при п > v было 

и а fortiori 

Слtдовательно, рядъ и1 v 1 
мtрно сходящимся. 

и2 v2 + и3 v3 + . . . будетъ и равно-

319. Слi.дствiя. а) Рядъ, получаемый отъ умноженiя 
постоянныхъ членовъ абсолютно сходящаrося ряда на 

функцiи, значенiя которыхъ въ данномъ интервал-в оста

ются конечными, будетъ абсолютно и равномtрно сходя
щимся въ этомъ интервалt. Стоитъ только зам-внить функцiи и1 
въ предыдущей теоремt постоянными числами и замiпить, что рядъ 

постоянныхъ членовъ по необходимости равномtрно сходящiйся, 
чтобы убtдиться въ справедливости вышескаааннаrо. 

Ь) Рядъ функцiй будетъ абсолютно и равномtрно схо
дящимся въ данномъ интервалt, если рядъ верхнихъ rpa· 
ницъ абсолютныхъ величинъ членовъ даннаrо ряда есть 

сходящiйся рядъ. Положимъ, что данъ рядъ и1 + u2 + и3 + ... ; 
аамtнимъ каждый ero членъ u,.(x) верхнею границею µ,. функцiи 
J и .. (х) 1 въ данномъ интер~\алt. Если рядъ положительныхъ членовъ 
µ,1 р,2 + P,:i + . . . сходящiЯся, то сходимость ero, конечно, абсо
лютная. Данный рядъ получается черезъ умноженiе членовъ по-

и,.(.х) 
с,1tдняrо ряда на функцiи v,. = , а такъ какъ I v" 1 ~ 1, то 

µ,. 
теорема доказана. 

320. Примi.ры. а) Если а положительное число, меньшее 1, то, какъ 
извtстно, рядъ 1 +а+ а2 + ··· сходящiйся, а этого достаточно, на основа
нiи второго слtдствiя, чтобы скорtе (ер. § 3]7, Ь) придти къ заключенiю 
что рядъ ] + х + .х2 + ... абсолютно и равномtрно сходящiйся въ интер
валt (- а, а), или, такъ какъ а можно взять сколь угодно близкимъ къ 1, 
въ интервалt (--1, + 1) за исключенiемъ rраницъ. То же самое справедливо 
и относительно ряда 1 + 2.х + 3.х2 + · · · Въ самомъ дtлt, а" и п ап--1 при вся
комъ п будутъ наибольшими значенiями абсолютныхъ величинъ функцiй xn 

и п.х"-1 въ интервалt (-а, + а) (т. е. верхними ихъ границами). 
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Ь) Въ силу перваго или второго слiщствiя, если рядъ а1 j- а2 + а3 + ... 
абсолютно сходящiйся рядъ, то рядъ 

а1 sin (Ь1 х) + а2 sin ( Ь2 х) + а3 sin (Ь3 х) + · · · 
абсолютно и равномiiрно сходящiйся во всякомъ ннтервалii, каковы бы ин 
были числа Ь1 , Ь2 , Ь3 , .••• Такъ, наnримiiръ, при р > 1, ряды 

абсолютно и равном'tрно сходящiеся. При р 1 теоремы, на которыхъ 
основано это заключенiе, уже не им'tютъ мiiста, и приходится непосредственно 
изсл1;довать сходимость данныхъ рядовъ. 

с) Разсмотримъ н'tсколько бол'tе общiй рядъ 

а1 sin х + а2 sin 2х + а3 sin 3х + 
Мы уже знаемъ (§ 218, i), что этотъ рядъ при всякомъ х сходящiйся, даже 
тогда, когда а1 , ~' а3 , ••• образуютъ расходящiйся рядъ, лишь бы эти 
числа постоянно убывали и стремились къ нулю, что какъ разъ и им'tетъ 

1 
мiicro при ап = п. Такъ какъ рядъ не измiiнится, если прибавнмъ къ х или 
отнимемъ отъ него 2.п, то можно оrрап.ичиться значенiями х въ интервал1; 
(О. 2п). Изв'tстно, что 

. рх 
SIП--

sin (n + 1) х + sin (п + 2) х + ·· · + sin (п + р) х = . ; sin (п +Р t 1 )х. 
sш 2 

Отсюда сл1щуетъ, что, выбравъ сколь угодно малое положительное число а, 
и взявъ х въ интервал-в (а, 2.n: -- а), будемъ им-вть 

I sin (п + 1) х + sin (п + 2) х + ··· + sin (п + р) х 1 < -
1

- • 
sin а 

Спдовательно (§ 192), 

ап 
IIP (x)I < -~ · 

п . а 
sш-

2 

Поэтому, если задано положительное число в и число 'V выбрано достаточно 

большимъ, чтобы было а., < в sin ; , то при п > ·v I q;,,. (х) 1 < в и, слi;до
вательно, данный рядъ будетъ равном'tрно сходящимся во всякомъ интер
вал't, не содержащемъ въ себ1; числа, кратнаго отъ 2 .n:. 

321. Теорема 111. Если для х а члены нtкотораго 
рав номърно сходящагося ряда имtютъ конечные предtлы, 
то и сумма этого ряда имtетъ конечный предtлъ, равный 

суммt предtповъ членовъ ряда. 
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а) Для опредtленности разсмотримъ предt.лы справа отъ а, 
и выдtлимъ сколь угодно малый интервалъ (а, а+ h) изъ того 
интерваJ1а, въ которомъ рядъ равномtрно сходящiйся. На основанiи 

этой сходимости всегда можно по данному положительному, скол~, 

угодно малому числу в опредtлить число v (не зависящее отъ h) 
такъ, чтобы при п > ·v было 

а слtдовательно, 

/ Ч',. (х') q,. (х'') 1 < J s 

дJIЯ двухъ nроизво,1ьныхъ значенiй х' и х", лежащихъ въ интер
валt (а, а+ h). Фиксируя число п (т. е. не мtняя выбраннаго его 
значенiя, опредt.леннаго согласно вышеуказанному условiю), замt
тимъ, что, когда х стремится къ предt.лу а, то сумма п первыхъ 

членовъ даннаго ряда /п(х) стремится къ опредt.ленному предt.лу, 
равному суммt предt.ловъ и1 , и~, u3 , ••• , Un. Поэтому можно вы
брать h достаточно маJ1ымъ, чтобы lfi,(x') - f.,(x") 1 < tв. Обозна
чая теперь черезъ /(х) сумму даннаго ряда, будемъ имtть, на осно
ванiи предыдущихъ неравенствъ 

1 / (х') - / (х") 1 :;;; 1 f., (х') - f., (х") 1 + 1 Ч'., (.х') - lfi,. (.'t"'') 1 < 8 

для всякой пары значенiй х' и х", лежащихъ въ интервалt (а, а+ lt). 
Слtдовательно, f(x) {§ 264) стремится къ конечному nредt.лу /(а+ О), 
съ приближенiемъ х къ а справа. 

Ь) Теперь докажемъ, что этотъ предълъ есть не что иное, 

какъ сумма безконечнаго ряда, составленннаго изъ предt.ловъ ЧJ1е

новъ даннаго ряда. Мы им-hемъ 

" п 
(4) Лх) - ,----. U;(a + О\= "{ ui(x) - ui(a +О)}+ l'fп(x). ,.;;;..., ,.:::.., 

1 1 

При данномъ положительномъ сколь угодно маломъ в можно найти 

такое число v {не зависящее отъ h.), чтобы при п > 1,1 было 
i Рп(х) 1 < {в для всъхъ значенiй х въ интервалt (а, а+ h ). У дер
живая оnредt.ленное значенiе 1i, будемъ теперь приближать х къ а. 
Такъ какъ u;(x) стремится къ предt.лу u;(a + О), то при достаточно 
маломъ h, имtемъ 

а потому, на основанiи равенства ( 4 ), 

J(x) 
п I 

')'u;(a +О),.~"} li. 
~ 

1 1 
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Замtчая теперь, что и разность /(х) - /(а+о) можетъ быть сдt· 
8 

лана меньшей 3 по абсолютной величин-в и при томъ такъ, что 

8 
она будетъ и оставаться меньшей 3 , когда х стремится къ а, бу-

демъ имtть 

\/(а+ 0)--,.tиi(a +О)! 

~ [/(а + О) - f(x) 1 + 1/(х) - t и;(а + О) 1 < s. 

Итакъ, /(а+ О) и1 (а+ О) и2 (а + О) и3 (а +О)+ 

322. Теорема IV. Если рядъ непрерывныхъ функцiА 
сходится равномtрно, то его сумма есть непрерывная 

функцiя. 

Дtйствительно, 
00 '7) 

j(a) = ~"'и;(а), j(a ±О)= .,J;и,{а ± О). 
1 , 1 

Второе равенство есть слtдствiе равномърной сходимости ряда и 
предыдущей теоремы. Съ другой стороны, вслi;дствiе непрерывности 

членовъ ряда, имtемъ 

ui(a и;(а ± О), поэтому /(а}= /(а± О). 

Итакъ, /(х) функцiя непрерывная. 

323. Теорема V. Если производныя членовъ сходя
щагося ряда функцiА образуютъ равномtрно сходящiйся 

рядъ, то сумма этого второго ряда равна производной отъ 

суммы даннаrо ряда. 

Мы ограничимся разсмотр'kнiемъ производныхъ, напр., справа 
и зам'kтимъ сл'kдующее: если а лежитъ въ томъ интервалъ, rдt 

·. имъетъ мъсто равномtрная сходимость, и если h достаточно мало 
для того, чтобы а + h заключалось въ томъ же интервалt, то 
всегда можно по данному положительному сколь угодно малому 

числу в опредtлить число v (не зависящее отъ h) такъ, чтобы при 
п > v было 

I 

j; и; (х) 1 < k 8 

n+1 

для всtхъ значенiй х въ интервалi; (а, а+ h). Отсюда сл'kдуетъ 

1 

" 1 

.,J;и;(х) \ 
v+1 1 

21 
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Положимъ для сокращенiя 

~ [и;(а + h) .... и1 (а) , ] 
О" .L.J /t U; (а) , 

1 • 

и замtтимъ, что, примiшяя теорему Лагранжа (§ 306) къ послtд
и;f а+ h) и/а) 

нимъ п v выраженiямъ --· h --~·· подъ знакомъ суммы, 

получимъ 

п 

о,.= о,.+ I< и:@- u;(a)}, 
w+l 

rдt а< s <а+ h. Опредtливъ v согласно поставленнымъ выше 
условiямъ и фиксируя его значенiе, находимъ сперва 

/ i-,{и~Ю-и~tа)}\ tв. 
v+1 

Замtчая далtе, что 

. и,(а + lt} - и,(а} , 
I1m = и,(а), 
T,=fJ 

можно взять h достаточно малымъ для того, чтобы было J а" 1 < te. 
Отсюда получится, что , <1" J < в при достаточно большомъ 1i и до· 
статочно маломъ h. Если теперь, оставляя v и h постоянными, бу
демъ увеличивать п безпредtльно, то на основанiи сходимости обо
ихъ рядовъ, наАдемъ 

/_[са+ ~_/(а) - _.tи~(а) \ в; 
т. е. 

или иначе 

f {а) u; (а} + u;(a) + и~(а) + ···. 

324. Прим'hчанiя. а) Послtднiя три теоремы отчасти запол
няютъ пробtлы, оставшiеся открытыми въ §§ 263, 267 и 285, ука
зывая безконечное число случаевъ, въ которыхъ можно распростра

нить способы разысканiя предtловъ, теоремы о непрерыв
ности и правила разысканiя производныхъ суммъ конечнаго 

числа функцiй на суммы съ безконечнымъ числомъ слаrаемыхъ. 
Однако, этимъ не исключается возможность тоrо, что эти теоремы и 
правила будутъ имtть мtсто и въ друrихъ случаяхъ, къ которымъ 
вышедоказанныя три теоремы не относятся. 
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Ь) Всякая непрерывная функцiя можетъ быть изображена рав
номtрно сходящимся рядомъ. Dъ самомъ дtлt, составимъ какую 
нибудь посл.tдовательность чиселъ а1 • а2 , а3 , ••• , стремящихся къ 
нулю, и положимъ и1 = j(x + а1), и (при п > i) Un = j(x + а,.) -
- j(x+a..-1). Сумма п первыхъ членовъ ряда и,+ и2 + и3 + ... 
есть /,.(х) = j(x + а,.), и lim /п(х) = /(х). Слtдовательно, рядъ 
и1 + и2 + и3 + . . . сходящitlся, и его остатокъ равенъ !р,.(х) 
= /(х) - f (х а,.). Замtтивъ это, можемъ по данному положи
тельному сколь угодно малому числу 8, на основанiи теоремы 

Кантора (§ 279), въ силу непрерывности функцiи f (х), опре
дtлить число h такъ, чтобы было lf(x') j(x") i < 8, при 
I х х' 1 < h. Отсюда слtдуетъ, что, выбравъ число v достаточно 
большимъ для того, чтобы j а" 1 оставалось меньше h при п > v, 
будемъ имtть J q;,.(x) 1 < € для всtхъ значенifl п, большихъ числа v, 
независящаrо отъ х. Такимъ образомъ, неr1рерывная функцiя j(x) 
представится, какъ сумма равномtрно сходящаrося ряда 

с) Съ другой стороны, теорема IV показываетъ, что разрыв

ная функцiя никогда не можетъ быть изображена равномtрно схо
дящимся рядомъ непрерывныхъ функцiй. Такъ, напримtръ, сумма 
ряда (2) имtетъ обыкновенный разрывъ слtва отъ х = 1, и этого 
достаточно, чтобы обнаружить неравномtрную сходимость ряда въ 

интервалt съ верхнею границею 1 *). Однако, не слtдуетъ ду

мать, что неравномtрная сходимость ряда есть вtрный указа
тель разрывности его суммы. Достаточно припомнить рядъ (3), 
сумма котораго непрерывная функцiя х, хотя рядъ неравномtрно 
сходящill ся. · 

d) Аналогично этому, теорема V показываетъ, что равномtр
ная сходимость ряда производныхъ отъ членовъ даннаго ряда до

статочна для того, чтобы утверждать, что производная сумма дан

наго ряда существуетъ и равна суммt производныхъ его членовъ. 
Но это условiе не необходимо, потому что существуютъ такiе 
ряды, что рядъ производныхъ неравномtрно сходящiйся, а имtетъ 
суммою производную суммы даннаго ряда 1). Наконецъ, легко при
вести примtръ ряда, для котораго сумма ряда производныхъ не 

равна производной отъ суммы даннаго ряда. Такъ, сумма ряда (1) 
равна 1 при всякомъ х, а рядъ производныхъ - 1 + (1 - х) + + (х - х2) + . . . при х 1 имtетъ сумму 1, а не О. Это 
объясняется тtмъ, что послtднiй рядъ не равномtрно сходЯщiйся. 

*) Сумма S ряда (2) равна 1 при х < 1 и S = О при х = 1. 
1) См. подобныil: примhръ въ .~esume du Cours d'Aпalyse• par 

Mansion, р. 255. 

21 * 
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Разложенiя въ степенные ряды. 

325. Особенно важное для насъ значеиiе имtетъ разложенiе 
функцШ въ ряды, расположенные по цi;лымъ по.,южительнымъ сте

пенямъ перемtнноП,-ряды, называемые степенными (Potenzreihen) 
или цtлыми (series entieres) 

(5) 

Основною теоремою въ теорiи этихъ рядовъ служитъ слtдующая: 

степенной рядъ будетъ абсолютно и равиомtрно схо

дящимся въ интервалt ( - а, + а), за исключенiемъ, мо
жетъ быть, rраницъ, если при х = а члены этого ряда 
образуютъ конечную послtдовате.1ьность. Дtйствительно, 
данный рядъ можно себt представить происшедшимъ изъ ряда 

1 + х х2 череэъ · умноженiе членовъ послiщняrо на 
а а2 

числа а0, а 1 а, а2 а2 , ••• (абсолютныя величины которыхъ, по усло
вiю, всt меньше нtкотораrо постояннаrо числа). Такъ какъ этотъ 
послtднШ рядъ есть рядъ, сходящiйся абсолютно и равномtрно 

(§ 320, а) въ интервалt (- а, + а) за исключенiемъ rранип.ъ, то 
то же самое можно утверждать(§ 318) и относительно даннаrо ряда. 
У словiе теоремы (конечность всtхъ чиселъ а0 , а1 а, а2 а2, ... ), ко
нечно, можетъ быть выполнено и въ томъ случаt, коrда рядъ не 
будетъ сходящимся ни на одной изъ границъ, потому что можетъ 
случиться, напримtръ, что съ возрастанiемъ п до безконечности 
апап, оставаясь конечнымъ, не стремится къ нулю. Но можно на
вtрно утверждать, что установленное условiе выполняется, если рядъ 

будетъ сходящимся на одной изъ rраницъ. А именно, въ этомъ 
случаt lim а"а" О, и поэтому можно, задавъ по произволу поло-

n=оо 

жительное число l', опредi;лить наименьшее значенiе числа v подъ 
условiемъ, чтобы при п > v всегда было [ а"а" 1 /'; эатtмъ можно 
найти достаточно большое число l, чтобы при п = v имtть 
I апа" 1 < l, а тогда ясно, что при любомъ значенiи п будемъ 
имtть I а"а" / < l, потому что /' = i а,,а" 1 l. Отсюда слtдуетъ, 
что, если рядъ (5) бу детъ сходящимся на одной изъ rра
ницъ интервала (- а, +а), оиъ будетъ сходящимся во 
всемъ иитервалt, за исключеиiемъ, можетъ быть, другой 

. границы, и эта сходимость будетъ равиомtрная, за исключенiемъ 
rраницъ. 

326. Радlусъ сходимости. Можетъ случиться, что не суще
ствуетъ такого пол.ожительнаrо числа а, чтобы рядъ былъ сходящимся 
при х = а. Въ такомъ случаt изъ доказанной теоремы тотчасъ слt
дуетъ, что рядъ будетъ сходящимся только при х = О (таковъ, напри
мtръ, рядъ, общiй членъ котораrо есть п ! х"). Съ другой стороны, мо-
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жетъ случиться, что рядъ будетъ сходящимся для всевоэможныхъ 
n 

значенi!t х (достаточно указать на рядъ, общi!t членъ котораго ; ) . 
п. 

Если же рядъ не будетъ сходящимся для какого нибудь значенiя х, 

то ансамбль чиселъ а будетъ конечнымъ и имtетъ, слtдовательно, 
(§ 172) верхнюю границу 'р, которая можетъ и не принадлежать 
ансамблю. Въ разсматриваемомъ случаt, эначенiя перемtннаго 
числа х, для которыхъ рядъ сходящiйся, обраауютъ интер
валъ (-е, е), на границахъ котораго сходимость можетъ и не 
имtть мtста, но внутри котораго сходимость будетъ абсолютная 
и равномtрная. Вышеупомянутые два случая можно раэсматривать, 
какъ частные случаи послt.дняго. Они соотвtтствуютъ е О и 
е = оо. Во всtхъ случаяхъ число е нааываютъ радiусомъ схо
димости ряда*). Для рядовъ 

имtемъ е 1, т. е. для всt.хъ трехъ рядовъ интервалъ сходимости 
будетъ ( - 1, 1 ). При этомъ для перваго ряда надо исключить обt. 
границы, для второго одну верхнюю, а третiй будетъ сходящимся 

во всем:ь интервалt.. Иными словами, значенiя х, для которыхъ три 
вышеприведенные ряда будутъ сходящимися, для nерваго ряда не 
имt.ютъ ни наибольшаго, ни наименьшаго, для второго имt.ютъ 
только наименьше, а для третьяго и наибольшее и наименьшее. 

327. Опред'tленiе е. Если существуетъ число 

(} = lim I а,,_1 , , 
п::=:ю ап 

то можно доказать, что оно и есть радiусъ сходимости ряда. Дt!t

ствительно, положимъ, что и,. = 1 а..х" i , и раасмотримъ рядъ 
и1 и2 + и3 + ... ; для этого ряда имtемъ 

и" lim--
"п---1 I 

а"х I lim --
а,._1 1 

~-
(} 

Извtстно (§ 21 О, а), что при I х 1 < е рядъ ч11селъ и сходящiйся и, 
слtдовательно (§ 230), рядъ (5) абсолютно сходящiйся. Поэтому 
радiусъ сходимости будетъ не меньше l!· Но онъ не можетъ быть 
и больше е, потому что иначе въ интервалt сходимости были бы 
аначенiя х > Q, для которыхъ рядъ (5) абсолютно сходящiйся, какъ 

'*) Происхожденiе этого названiя объясняется въ теорiи рядовъ съ 
комплексными членами. 
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это необходимо имъетъ мъсто внутри интервала сходимости; а съ 
и 

другой стороны, вслъдствiе того, что lim п > l, рядъ абсолют-
и11-1 

ныхъ величинъ членовъ даннаrо ряда былъ бы расходящимся, что 

противорi;читъ теорем-!; Дирихле (§ 230). Подобнымъ же обрааомъ 
докааывается, что если существуетъ число 

Jim 
1 

"="'-VГa:l 
оно и будетъ радiусомъ сходимости ряда. Стоитъ только аамъ
тить, что 

lim v'Га"хп 1 = х 
(! 

повторить предыдущiя раасужденiя и сопоставить съ теоремою 

§ 213. Такимъ обрааомъ, можно, косвеннымъ путемъ, докамть 
тождественность (см. § 142, Ь) двухъ раасмотрънныхъ выше предъ
ловъ. Если эти предълы не существуютъ, то можно прибъrнуть къ 
нижеслъдующей теоремъ. 

" 328. Теорема Адамара (Hadamard). Если числа V!a,. ! при 
п = 1, 2, 3, ... обраауютъ конечный ансамбль, то обратное 
значенiе наибольшаrо иаъ предъловъ этого ансамбля равно 
радiусу СХОДИМОСТИ ряда 

а0 + а1 х + а2х2 + · · · . 1) 

1 
Въ самомъ дълъ, обоаначимъ череаъ упомянутый въ теоремъ 

(! 

наибольшiй иаъ предъловъ даннаrо ансамбля; это число всегда су

ществуетъ (§ 175). Тогда (см. § 178) о неравенствахъ 

" УТа:1 < /, 
п 

ili а:1 > ,, (t' < i 
иавъстно. что первое выполняется при всъхъ аначенiяхъ 1z, ббль
шихъ нъкотораrо даннаrо числа, а второе при нъкоторыхъ аначе

нiяхъ 11, сколь угодно большихъ. Положимъ теперь въ рядi;, кoтo

pitro общiй членъ есть Un = anxn, 1 х 1 < (!. Тогда, между I х I и {! 
можно вставить число q{!, rдъ q < 1. Выберемъ, далъе, l такъ, 
чтобы было q = 1 х 1 !; въ такомъ случаъ, начиная съ нi;котораго 
аначенiя п, будемъ имъть 

" ,. 
itТu,,1 = 1 х 1 · v'Ta~T < q 1, 1 и,.: q", 

1) .Sur le rayon de convergence des series ordonnees suivant les puis
sances d'une variaЫe• (Comptes rendus de l'Academie de Paris 1888 р. 259). 
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и данный рядъ будетъ абсолютно сходящимся, потому что абсолют
ныя величины er·o членовъ будутъ меньше соотвtтствующихъ чле
новъ сходящейся геометрической nрогрессiи 1 + q + q2 + , . . Если 
же I х j > е, то можно выбрать l' такъ, чтобы было 1 = ! х 1 · f 
и всегда найдутся сколь угодно большiя значенiя п, для которыхъ 

" " Vfu:J I х ! · УГа" 1 > 1. 1 и,.! > 1. 

Отсюда слtдуетъ, что рядъ не будетъ сходящпмся, потому что не
обходимое для сходимости условiе lim и,. = О не выполняется. Слt
довательно, Q есть верхняя граница эначенiй х, при которыхъ дан
ный рядъ будетъ сходящимся. Замtтимъ въ заключенiе, что (! = оо 
тогда и только тогда, когда наибольшiй (а слtдовательно, и наи-

" 
меньшiй) предtлъ чиселъ VТ"a.:l равенъ нулю. Итакъ, необходи-
мое и достаточное условiе для того, чтобы рядъ 

а0 + а1 х + а2х2 + ... 
былъ сходящимся при всякомъ значенiи х, есть равенство 

lim У1а;;-] = О. 
n=::;00 

329. Производная степенного ряда. Перейдемъ теперь къ 
раэсмотрtнiю ряда 

(6) g (х) = а1 + 2~х + 3а3х2 + 4а~х-~ + ·· ·, 
составленнаго иэъ производныхъ отъ членовъ ряда (5). Радiусъ 
сходимости е' ряда (6) не можеть быть больше радiуса сходи
мости Q ряда (5), потому что общiй членъ ряда (6) па»х-1 , при 
беэпредtльно возрастающемъ п, становится, въ концt концовъ, 

больше общаго члена а"х" ряда (5) по абсолютной величинt *). 
Съ другой стороны, выбравъ число s, меньшее Q и какъ угодно 
близкое къ (!, найдемъ, что при х = а, гдt s <а< Q, рядъ (5) 
сходящiйся и, слiщовательно, lim а"а" = О. Отсюда заключаемъ, что 
рядъ (6) будетъ абсолютно и равномtрно сходящимся (§ 318) въ 
интервалt (-- s, 5), потому что этотъ рядъ можно разсматривать 

х х2 
происходящимъ изъ ряда 1 + 2 ~ + 3 ----., + ... , абсолютно и рав-

а а~ 

номtрно сходящагося при I х 1 < а (§ 320, а), черезъ умноженiе его 
членовъ на числа а1 , а2 а, а3 а2 ••• , образующiя конечный ансамбль. 
Итакъ, е' не можетъ быть и меньше l!· Отсюда слtдуетъ, что 
рядъ (6) имtетъ тотъ же интервалъ сходимости, какъ и рядъ (5), 
за исключенiемъ, можетъ быть, rраницъ, на которыхъ рядъ произ
водныхъ можетъ быть расходящимся или неопредtленнымъ, между 

тtмъ какъ внутри этого интервала сходимость всегда остается 

*) И получи.лось бы, что при 1} < х < Q', рядъ 6 сходящiйся, а рядъ 
5 ра,сходящiйся, что невозможно. 
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абсолютною и равиомtрною. На осиованiи этой равномtрности мы 
можемъ утверждать (§ 323), что g(x) есть производная отъ 
/(х), а такъ какъ это ваJUiюченiе справедливо для всякаго степен
ного ряда, то это же закпюченiе можно распространить на ряды, 

члены котораrо будутъ вторыя, третьи и т. д. производныя членовъ 
даннаго ряда, такъ что будемъ имtть 

f' (х) = ,};па.,~1- f" (х) = ,};п (п - 1) а"х"-2• 
1 2 

f"' (х) = ,};п (п 1) (п - 2) а.,?-3, •.. 

3 

Иэъ этихъ соотношенiй и ряда (5) тотчасъ находимъ, при х О, 

f (0) llo, /' (О) а1 , /" (О) 2а2 , /"' (О) = 6а11 , • • • 

и приходимъ, такимъ образомъ, къ слtдующему важному заключе
нiю. Если нtкоторая функцiя /(х) можеть быть изображена степен
нымъ рядомъ, то этотъ рядъ необходимо имtетъ видъ 

(7) f (х) = f (О)+~ f' (О)+~ f" (О)+~/"' (О) ···. 
1 1·2 1·2·3 

Итакъ, мы теперь имtемъ правило для раможенiя данной функцiи 
въ степенной рядъ. Но мы еще не вправt примtнять это правило, 
потому что не имtемъ еще критерiума, утверждающаго за1<0нность 
такого раможенiя. Этотъ пробtлъ мы сейчасъ и заполнимъ. 

330. Формулы Тэйлора и Маклорена. Рядъ (7) можно на
писать въ болtе общемъ видt, вамtнивъ /(х) черезъ f(x + а), а 
затtмъ х черезъ х - а, что даетъ разложенiе /(х) въ рядъ, распо
ложенный по степенямъ (х - а), а именно: 

{8) /(х) = /(а) + х - а f' (а) + (х - а)2 /" (а)+ (х-:- af /'"{а)+ .... 
1 1·2 1·2·3 

Чтобы рtшить вопросъ о законности такого разложенiя, мы всегда 

вправt написать 

(9) /(х) = f (а) + х -;-_а f' (а) + (х 1 • 2а)2 /" (а) + ... + (~n--ai~~l J(n-1) (а) + R.,_ 

и остатокъ R" взять въ видt 

(х а)" rp(x) 
(n 1) ! v ' 

гдt v цtлое положительное число, а р(х) нtкоторая функцiя отъ 
х, зависящая также отъ п и v. Мы допустимъ существованiе п-ой 
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производной отъ f(x) во всемъ интервалt, въ которомъ лежитъ 
число а, и выбравъ въ томъ же интервалt еще одно число Ь, раз
смотримъ фупкцiю 

F( ) /( ) + Ь х1, ( ) (Ь - x'rf" ( (Ь - х)"-1 
/("-l)( ) 

х = х -··~ х + --~ х) + · · · + · х 
1 1·2 tn-»! 

(Ь- х)" + <;;-·-1)1 v q.,(b). 

По формулt (9) имtемъ F(a) = j(b) и, кромt того, очевидно, 
F(b) = f(b). Функцiя F(x) принимаеть, слtдовательно, одинаковыя 
значенiя на rраниuахъ интервала (а, Ь), а потому (§ 303) ея про
изводная должна обращаться въ нуль при нtкоторомъ вначенiи 

х = s, лежащемъ внутри этого интервала. Весьма простое вычисле
нiе даетъ 

(Ь - XJn-1 n} (Ь - х)"-1 -·--·-F (xJ - ---- q.,(b). 
(п - 1)! (п 1)! 

F'(x) 

Выражая, что F'(x) обращается въ нуль при :х = s, мы найдемъ 
отсюда р(Ь), а вамtняя опять букву Ь буквою х, получимъ 

<х .... а>" <х ... ;> ....... :' Jt"><s> 
(п - 1)!11 ' 

rдt s лежитъ между а и х. Положивъ еще s (1 -6)а + 6х, rдt 
О < 6 < 1, можемъ .написать 

R = ~ - а)" (1 - 6),......., /(")(;). 
" (tl l)!'V 

Формула (9), дополненная этимъ выраженiемъ остатка R,., назы
вается формулою ТэАлора *). Въ частности, при v п и v = 1 
получаемъ слtдую~цiя формы остатка, найденныя первая Лаrран

жемъ, вторая Коши: 

R (х- а)"/("}(~) R 
п п! ~ ' " 

~х а)" (l 
(п - l)! 

Форма Лагранжа, бевъ сомнtнiя, самая простая, но она не всегда 
способна дать отчетъ о характерi; ивмtненiя R" при бевпредtль
номъ воврастанiи п. Въ такихъ случаяхъ обращаются къ формt 

Коши. Но в·ь нtкоторыхъ случаяхъ и эта недостаточна, и прихо
дится прибtrнуть къ самой общей (ХХХШ). Во всякомъ случаt, 
когда дана функцiя /(х), составлена та или другая форма остатка 
R" и окажется, что при безпредtльномъ воврастанiи числа п оста-

----·---

*J Остатокъ R" называютъ также дополнительнымъ членомъ 
формулы Тэялора. 
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токъ R" стремится къ нулю, тогда мы вnравt разложить функцiю 
j(x) въ безконечный рядъ ( 8). Полагая въ ней а = О, приходимъ и 
къ разложенiю (7). Мы можемъ, однако, теперь, nоложивъ въ фор
мулt (9) а=О, съ большею точностью и общностью писать, даже 
не предполагая разложимости f (х) въ безконечный степенной рядъ 

') n--··-1 

(10} /(х) = /(О) + ~/' (0) +-~/"(О) --1- • • • + ~--/1"-н (О) + R 1 1 · 2 · (п - 1) ! п• 

rдt 

R = x"/(nJ(Ox) или R = ~ 
"' 11! " \n -

или общнtе 

х" --·---11 
(п - lJ! v' 

Формула (10), дополненная однимъ изъ выраженiй остатка (или до
полнительнаrо члена), называется формулою Маклорена. Сопоставляя 
сказанное зд-tсь съ концомъ предыдущаrо §, мы видимъ, что из
слi;дованiе измtненiя R,,, при безпредмыюмъ возрастанiи п, даетъ 
намъ средство узнать, законно ли разложенiе функцiи j(x) въ 
рядъ (7). 

331. Примi.чанiя. а) Не надо думать, что сходимость рядовъ 
Тэйлора и Маклорена достаточна для того, чтобы соотвtтствующiя 
разложенiя были законны. Можетъ, напримtръ, случиться, что рядъ 
(7) сходящiйся, но сумма его не равна /(х). Дtйствительно, надо 
обратить вниманiе на то, что R" не есть, строго говоря, остато къ 
ряда, а просто разность между /(х) и суммою 1z перпыхъ членовъ 
ряда, и поэтому ни::~то ему не мtшаетъ при безпредi;льномъ воз

растанiи 1z стремиться къ предi;лу g(x), не равному нулю при вся
комъ х въ данномъ интервалt; а въ такомъ случаt рядъ (7) бу
детъ имtть суммою не j(x), а j(x) g(x). Конечно, g(x) не про
извольная функцi11, потому что разложенiе /(х) g(x) въ степенной 
рядъ возможно только тtмъ сr~особомъ, который указанъ форму

лою (7), и слtдовательно, g(x) должна обладать свойствомъ обра
щаться въ нуль, вмtстt со всtми своими послtдовательными про

изводными, при х О. Это безчисленное множество условiй удов
летворяется, конечно, весьма рiщко. Однако, можно привести про-

1 -~ 
стой примtръ такой функцiи, опредi;ляемой равеиствомъ g(x) е , 
при х О, и g(O) О. Замt•~аемъ прежде всего, что въ силу из
вtстнаrо уже результата (§ 312, а) имtемъ 

l 1 

g'(01 1
. g(x) - g(O) 

1
. __ 1 --,., 

1m --··-- = 1m х е 

2'=:0 х ==:() 

lim .r 2 е-" =О. 
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Далtе, легко доказать, что если g{")(O) = О, то и gt"+ 1)(0) О. 
Дtйствительно, вычисляя послiшовательныя производныя при х ~ О, 

находимъ 

а потому 

1 

g<n>(x) = _2" А x-a;-;Ji, 

Ь) Другое замtчанiе оказывается полезнымъ, потому что оно 
во многихъ случаяхъ избавляетъ отъ необходимости непосредствен

наго изслtдованiя измtненiя R" при безконечномъ возрастанiи п. 
Мы уже сказали, что для законности разложенiя (7) необходимо 
доказать не сходимость ряда, а то, что R" стремится къ нулю при 
безконечномъ п. И какъ только удастся установить, что п-ая произ
водная, даже при возрастанiи п до безконечности, остается конеч
ною въ интервалt (О, х), такъ тотчасъ же увидимъ, что упомяну
тое условiе выполняется, и разложенiе законно. Чтобы это дока-

. ~ 

зать, стоитъ только припомнить, что (§ 147) стремится къ нулю 
п 

при всякомъ х, а потому, если абсолютная величина J<"')((}x) при 1t 

безконечномъ не превосходитъ даннаго числа, то 

. f(")(Ox)x" 
l1m--···-- О. 

п! 
lim R" 

332. Упражненiя. а) Для фунК11iи f(x) tf' имt.емъ f(n) = r, число 
конечное во всякомъ интерваn и при всякомъ п {потому что оно отъ п 
не зависитъJ. Поэтому изслiщованiе R" при п безконечномъ является излиш
нимъ и. на основанiи послi,дняrо замtчанiя § 332, можно быть увt.реннымъ 
а priori, что lim R,. = О. Такъ какъ f'n)(OJ 1, то (см. § 184) 

11::::xi 

х х2 х3 .,.-! 
tr = 1 + - + -- + -- + --- + ... 

1 1·2 1-2·3 1·2·3·4 

при всякомъ значепiи х. Подобнымъ же образомъ получаемъ слt.дующiя 
разложенiя : 

cosx 
х2 х4 

1- +-4! siпx=x 

Ь) Для f(x) e"'cosa cos (х siп а) или f(x) = excosa siп (х siп а), какъ 
извt.стно (§ 292, е), имt.емъ соотвt.тственно 

f(")(x) = excosacos(na + xsina), f(n)(x) excosasin(na + xsina), 

такъ что соотвt.тственно f("J (О) cos па, f(n) (О) sln па, откуда 

х х2 Х'' 
e.ccosacos(xsina) 1+ 1 cosa+. cos2a+ cos3a+···, 

? 3 
e.,:cosasin(-s1·na) = х · + х-- · 2 + Х' • 3 + _ SШ а n SlП а l . 2 . З SIП а 
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Въ этихъ формулахъ заключаются прецыдущiя при а О и а :л; Далtе, 

х :л; 
отсюда же получимъ раЗJJоженiя r cos х и е siп х при а = -4 и замt.н1; х 

на хУ2 и т. д. 
с) Для f(x = log (1 + х) имt.емъ 

п-1 111 - 1)! /(n) (О) (-l)n--l 
1) (-1 + )"' --,- = r , х п. п. 

f(n) (х) = 

откуда 

rдt. 

х2 x,'J 
log (1 + х) = х - + - - ... + 

3 

п-1 
1),. х +R 

n- tP 

(-l)"-
1

( х )" _(-1)~
1x"1l-6)"-1 

R,,. п 1 + Ох ИJJИ R,. - 1 + Ох \I+iix 

и О < 6 < 1. При х > 1 или .х :;,;;; - 1 мы можемъ себя избавить отъ труда 
изслt.довать R,., потому что прямо ВидИО (§ 218, а), что въ этихъ случаяхъ 

рядъ не будетъ сходящимся. Пола1·ая х ;"е 1, но положительиымъ, замt.чаемъ, 

что ~-:.- < х s 1 поэтому (-Х-)" остается конечиымъ въ то время 
1 + Ох - ' l + вх ' 

1 
какъ - стремится къ нулю. Первая форма (Лагранжа) остатка даетъ тогда 

п 

lim R,. = О. Если же х > - l, но отрицательво, то надо прибъrнуть ко вто-
рой формt. (Коши) остатка, потому что первая не даетъ возможности ска
зать что либо опред'!;лениое о R" при п безконечномъ. Такъ какъ отно-

. 1 1 в l 
шеюя Г+ вх и соотв1;тственяо меньше, чt.мъ 1 + х и 1, тогда какъ 

Х" стремится къ нулю, то и въ этомъ случаt. lim R 11 = О. Итакъ (ер. § 186), 
въ иптервалt. (- 1, + 1), за исключенiемъ нижней границы, имtемъ 

х2 х3 xi 
log (1 + х) = х - 2 + - -4 + · · ·. 

d) Чтобы разложить въ рядъ функцlю у = arctg х, припомнимъ, 
что (§ 292, е) ея п-ая производная равна 

(п - 1)! cos"y · siп п (у+ ;)· 
Остатокъ въ формулt. Маклорена, взятый въ форм'!; Лагранжа, равенъ произ

веденiю xn на величину, остающуюся конечною, но не стремящуюся къ О. С.лt... 
п 

довательно, Rn стремится къ нулю только въ томъ случаt., когда х по абсолют
ной величинt. не превосходитъ единицы. Въ этомъ предположенlи (- 1 ;"е х 1 ), 
формула Маклорена даетъ 

arctg х = х - tx.'I + tx-' - tx7 + ··· 
Этою формулою пользовались для вычисленlя п. На rраницахъ интер
вала (- 1, + 1) она даетъ 
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но этою формулою нельзя воспользоваться съ указанной цълью, вслtдствiе 
крайне медленной сходимости ряда. Надо было бы взять 24000 членовъ 
(§ 196, с), чтобы получить четыре вtрныхъ десятичныхъ знака. Весьма 
удобную формулу далъ Мехинъ (MachiПJ. Положимъ tga = t, тогда 

tg 2а 

Замi;чанiе, что tg 4а немного превосходитъ единицу, наводитъ на мысль по
и 

ложить 4а = 4 + f], гдt fJ будетъ весьма малое число. А именно, находимъ, 
ЧТО 

тtv 
2 + T11f 

1 
239. 

п 
Такъ какъ 4 = 4а · · i3 1 4arc tg 5 

1 arctg 239 , то 

4 ( 1 1 
239 l - 3 · 57121 + 5 · 571212 

Съ помощью этой формулы В. Шанксъ (Shanks) вычислипъ п съ 707 деся
тичными знаками. Первые 30 можно замi;тить при помощи слtдующихъ фран
цузскихъ стиховъ: 

Que j' aime а faire apprendre uп nombre utile aux sages! 
Immortel Arcblmede, artiste ingenieur, 
Qui de ton jugemeпt peut priser la valeur'? 
Pour moi tоп proЫeme eut de pareils avantages. 

Если каждое слово замtнимъ числомъ содержащихся въ немъ буквъ, то 
получимъ 

п = 3,141592653589793238462643383279 

Еще два знаю~..можно написать, если припомнить замtчанiе Каталана 1) что 
подобную поэтическую работу нельзя продолжить, потому что nocлi; цифры 5 
слtдуетъ нуль. Гораздо nолезнtе, однако, имtть приближенное значенiе и, 
которое имtетъ практическое приложенiе. Такъ, если въ п2 = 9,8696044 ... 
ограничиться первыми четырьмя десятичными знаками, то для п получимъ 

значенiе 0,26. VМб 3, 141591953 ... , геометрическое толкованiе котораго 
(принимая во вииманiе, что 146 = 52 + 112) дастъ вполнt удовлетворитель
ное спрямленiе окружности круга 2J такъ какъ примtненiе его даетъ по
грtшность около одного миллиметра для круга съ дiаметромъ въ одинъ 
километръ. 

1) Catalaп. ,,Nouvelle correspoпdance mathematique•, t. V, р. 44. 
2) Этотъ способъ былъ nредложенъ Шпехтомъ (Specht} въ Creiles 

Journal В. Ш. S. 83. Другое построенiе, дающее менtе приближенное значе-

нiе и 4- 2J/'2 + i уз+ ! V6 = 3,14277 ... было недавно предложено 
G. Peirce въ "Bulletin of the Americaп Math. Society" (July, 1901, р. 427). 
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е) Въ заключенiе предложимъ себ1; разложить въ степенной рядъ 

функцiю f (х) (l + х)т. Ея п-ая произодная равна 

f(n) (х) т (т 1) (т - 2) ... (т - п + 1) (1 + Х)т-,п, 
поэтому формула (7) дастъ 

(ll) (1 + х)т 1 + т х +т\~;-~ х2 + т(т /; .<г~х3 + ···, 

всякill разъ, когда рядъ въ правой части сходящ!йся и, кром1; того, 
liш R" О. Мы увидимъ, что посл1;днее условiе всегда выполнено, когда 
п=::ю 

рядъ сходящiйся и л1;вая часть имiiетъ смыслъ, т. е. за исключенiемъ слу
чая, когда одновременно т = О и х = 1. Мы оставимъ также въ сторон1; 
разъ навсегда случай m=O, потому что тогда прямо видно, что формула (11) 
имiiетъ мiiсто, какое бы значенiе ни им1;лъ х ~ 1. Послi; этихъ замiiчанiй 
беремъ R~1 въ форм1; Коши: 

f1 

Rn+ = тх (1 + Ох)'"-1 • (-l_O_)". i_t_1t __ _l)_(m - 2)~_- 1z) х". 
1 1 + ех 1. 2. 3 ... п 

Замiiтимъ, что R~1 разложенъ такимъ образомъ на три множителя (не счи

тая mx). Tpeтill множитель есть oбщill членъ биномiалы1аrо ряда съ пока
зателемъ т -· 1; этотъ рядъ будетъ сходящимся (§ 222) при [ х [ < 1, ка
ково бы ни было т, при х = 1 и т;,;; 1, и при х = 1, т > О. Во всi;хъ 
этихъ случаяхъ первые два множителя (тх совс'Ьмъ отъ п не зависитъ) 
остаются конечными, а тpeтill, какъ обlцiй членъ сходящаrося ряда, стре
мится къ нулю, сл1;довательно, и lim Rn+i = О. Остается разсмотр1;ть т1; 

случаи, когда первый рядъ сходяlцiйся, а второй (биномiальный съ показа
телемъ т -· 1) расходяlцiйся. Эти случаи соотвiiтствуютъ предположенiямъ 
х = --.1 при О < т < 1, и х = 1 при - 1 < т < О. Въ первомъ случаii въ 
выраженiи Rn+J относительно перваrо множителя (1 - O)m--t нельзя быть 
ув1;реннымъ, что онъ остается конечнымъ, потому что т -· 1 < О, а е, хотя 
и меньше 1, но при безпредiiльпомъ возрастанiи п можетъ быть подходитъ 
къ 1 какъ угодно близко. Во второмъ случаii тpeтill множитель уже не 
стремится къ нулю, потому что его абсолJОТная величина 

возрастаетъ безпредмьно вмiiстk съ п. Въ послt.днемъ случаъ вопросъ 
сеllчасъ же рiiшается, если возьмемъ Лаrранжеву форму для R.n: 

R" 
т(т-1) (т-2)··· (т n+l)(l+e)m-n. 

1 • 2 • 3с....... •• -.-п-----

Множитель (1 + e)m--n остается всегда между О и 1, какъ бы ни нзм1;ня
лось е при возрастанiи п, между nмъ какъ другой множитель стремится къ 
нулю, какъ общlй членъ даннаrо сходящаrося ряда. Сл1;довательно, llm Rn =0. 
Въ друrомъ же случаii (х -1, 0< т < 1) ни одна изъ спецiальныхъ формъ 
остатка не даетъ возможности узнать стремится ли Rn къ нулю или иiiтъ. 
Дiiйствительно, изъ общаrо выраженiя 

e)m ...... 111__. (т - 1) (т 2) ··· (т - п) 

v 1·2···1' 
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тотчасъ видно, что нельзя быть ув1,реннымъ въ конечности множителя 

(1 - G)m--,• не предполагая, что v т < 1. Если же возьмемъ v т, то О 
исчезаетъ изъ выраженiя R,.+1 , и мы получаемъ точное выраженiе остатка 

Такъ какъ въ нашемъ случаъ т положительное и меньше 1, то 

___ l > (1 + т) (1 + 11:) ... (1 + ~) > 1 + т (1 + __!_ + ··· + _1_) • R,.+1 1 2 п 2 11 

а сл1,довательно, Jim R,,+1 О. Итакъ, мы не только им1,емъ право писать, 

какъ частный случай (11) при х = 

т . т(т 1) -+~---
1 1 · 2 

т (т 1) (т - 2) + ... = 0 1 · 2 .3 ' 

каково бы ни было т О*), но можемъ разсматривать предыдущее ра
венство, какъ предъльный, такъ сказать, случай тождества 

при п безконечномъ. 

333. Другого рода полезныя приложенiя ТэйлоровоА формулы 
находимъ въ теорiи численныхъ рядовъ. Положимъ, что данъ рядъ 
положительныхъ убывающихъ чиселъ u 1 + и2 + u 3 + . . . . Предста
вимъ себi; функцiю /(х), имi;ющую лишь положительныя значенiя, 
постоянно убывающую при возрастанiи х и принимающую при 

х 1, 2, 3, ... значенiя u1 , u2 , и3 , ••• Допустимъ, далi;е, что намъ 
извtстна одна изъ первообразныхъ функцШ /(х), которую обозна
чимъ черезъ F'(x). Эта функцiя постояюю возрастаетъ вмi;стt 
{:Ъ х, потому что ея производная /(х), по условiю, всегда положи
тельна (§ 300), а потому непремi;нно стремится къ конечному или 
безконечному предtлу (§ 263) при безпредмьномъ возрастанiи х. 
Обозначая теперь черезъ а и fJ два опредменныя числа соотвi;тст
венно въ интервалахъ (п--1, п) и (п, п+ 1), будемъ имtть **) 

F(n)-F(n -1) =/(а), F(n+ 1) -F(1t) =/(t-J),/(a) > и,. >f(tJ), 

откуда 

F(n + 1)-F(l) < и1 + "2 + и3 + ··· + ип < F(n) -- F(O). 

*) Случай т ~ 1 уже раньше былъ указанъ. 
**) По теорем'!, Лагранжа, представляющей частный CJiyчa/:1 формулы 

Тэйлора при п 1. 
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Отсюда слiщуегъ, что рядъ u 1 + и2 + ud + . . . бу детъ сходя
щимся или расходящимся, смотря по тому, стремится ли 

F(x) при х безконечномъ къ конечному или безконечному 
пред"hлу. Дi;йствительно, въ первомъ случаi; сумма первыхъ п 
ero членовъ, постоянно возрастая, остается всегда меньшей числа 

F(n)- F(O), которое, по предположенiю, им'tетъ конечный 
предi;лъ. Во второмъ, та же сумма, будучи больше числа 

F(n + 1) -- F~ 1 ), возрастающаrо безпред'tльно вмъстi; съ п_, а 
fortiori возрастаетъ безпредi;льно. Этотъ замъчательный n риз на к ъ 
сходимости принадлежитъ Коши*). 

334. Формула Тэйлора даетъ намъ теперь средство еще глубже 
проникнуть въ изученiе даннаrо ряда и1 + u2 + u3 + . · · , даже въ 
томъ случаъ, когда ero члены не сл"hдуютъ одинъ за друrимъ въ 

убывающемъ порядкi;. Прежде всего мы докажемъ сл"hдующую тео
рему Франеля 1): Положимъ, что /(х) имi;етъ единственную произ
водную. Если эта производная, при безпредi;льномъ возра

станiи х, стремится къ нулю, постоянно убывая по абсолют
ной величинi; и сохраняя постоянный знакъ, то выраженiе 

(12) 

стремится при п безконечномъ къ конечному предt.лу l. 
Д"hйствительно, это выраженiе можно представить въ вид"h v1 + 
+ V2 + · · · + Vn, ПОЛОЖИВЪ 

v,.=F(n 1)-F(n)+t{/{n-l)+f(n)}. 

Съ другой стороны, пользуясь формулою Тэйлора (9) съ дополни
тельнымъ членомъ Лагранжа, получимъ ***) 

F(n - !) = F(п -1) + tf(n --1) + if' (а-), 
F(n !) F(n) - tf<nJ + if' ({J), 

rдi; а и Р опред'tленныя числа, лежащiя одно въ первой, другое 
во второй половинi; интервала (п - 1, п). Отсюда, сравнивая два 

выраженiя F(n - ·}), находимъ 
v,. = - U' (а)+ U' <{J). 

Такимъ образомъ, v1 + v2 + v3 + ... представляется, начиная съ н"h· 
котораrо м"hста, въ видi; ряда съ nоперем"hнно положительными и 

*) Маклоренъ въ своемъ • Traite des fluxions·. появившемся въ свътъ 
вскор1; послъ Ньютонова открытiя исчисленiя безконечно малыхъ, дапъ 
этотъ nризнакъ, облеченный въ геометрическую форму. Поэтому этотъ при
знакъ называютъ обыкновенно теоремою Коши · Маклорена. 

1) .Inteпnediaire des Mathematiciens•, t. 1, р. 234. 
**) F(x) первообразная функцiя отъ /(х), т. е. F' (.х) = /(х). 

***) Примъняя (9) къ F(x), полагая п 2 и одинъ разъ х п - t, 
а = п - 1, другой разъ х = п -- t, а п. 
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отрицательными, и постоянно убывающими членами. Слtдовательно, 
(§ 195), рядъ v1 + v2 v3 + . . . сходящiйся и его сумма равна 
именно предtлу l выраженiя (12). Замtчая еще (§ 196, с), что ве
личина остатка v,+1 + Vn+z + . . . всегда заключается между О и 
- tf'(n) (XXXIV), можемъ написать 

(13} и1 + и2 + ii3 + ··· + и,.= F (п) + t/{п) + : f' (п) + l, 
гдt О < 6 < 1. Эта формула весьма полезна при приближенномъ 
вычисленiи нtкоторыхъ суммъ. Но во всякомъ случаt, если желаемъ 
получить лучшее nриближенiе, надо непосредственно иаслtдовать 
выраженiе Qп - ( v,,+1 + Vп+2 + · .. ). Дtйствительно, мы увидимъ, 
что, замtняя въ выраженiи (13) число ~ f'(n) черезъ Qп, всякШ 
рааъ легко получить удовлетворительное nриближенiе для Q" иаъ 
непосредственнаго раасмотрtнiя равнаго ему выраженiя - (vп+1 + 
+ v,.+2 + . --). Впрочемъ, иаъ Тэйлоровой формулы, въ ея общемъ 
видt, можно вывести формулы, аналогичныя формулt (13), дающiя 
все болtе и болtе удовлетворительныя приближенiя. Дtйствительно, 
стоитъ только въ формул-t Тэйлора ваять два лишнихъ члена, чтобы 

имtть формулу, получаемую иаъ (13) черезъ зам"kну : J'(n) че-

реаъ 1:Xf'(n) + 1; 2/"'(tz), предполагая, что /"' удовлетворяетъ 
т-tмъ же условiямъ, что и /'. 

335. Примi~ры. а) Доказанный въ § 333 признакъ сходимости или 
расходимости рядовъ, данный Коши (Маклореномъ), даетъ возможность тот
часъ же установить расходимость рядовъ, оnред1;л~емыхъ общими членами 

1 

п п tl log п \og log п ' · · · 

Стоитъ только замътить, что вс1; эти функцiи убываютъ и стремятся къ 
нулю при п безкоиечномъ, и им1;ютъ первообразныя функцiи 

log п, loglogn, loglog log п, ... , 

возрастающiя безnредъльно вм1;ст1; съ п. Теорема Франеля даетъ еще новые 
результаты относительно этихъ рядовъ. Такъ наприм1;ръ, она прямо дока
зываетъ существованiе числа 

:Jiin ( l + .! + 1. + · · · + 1 
- log п) , 

n=ж 2 3 n 

о которомъ мы уже раньше сказали (§ 183), что оно равно Эйлеровой по
стоянной: С = 0,577215664901 . . . Точно также она доказываетъ существо
ванiе числа 

lim ( _!__ + --1 
- + · · · + 1 

- log log п) , 
n=ж 2 log 2 3 log 3 п п 

которое вычисляется инымъ путемъ и равно 0,794678645453 ... 1). 

1) nlntermediaire des Mathematiciens", t. V, р. 101. 
22 
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Ь) Съ помощью формулы (13), которую мы теперь напишемъ въ 
бол1;е общей форм1;: 

(14) и1 + и2 + и3 + ··· +и,.= F'(n) + JI(11) + е,. +· /, 
можно идти и дальше въ нриближенно~tъ вычисленiи л1;во!I части. 

При f(n) = ~t' наприм1;ръ, им1;емъ f'(n) = log п, l С и остается только 
вычислить Оп (vn+i + vn+2 + ... ), о которомъ мы пока знаемъ только, 
что (!,. стремится къ нулю при безконечномъ 1t. Въ данномъ случа1; им1;емъ 

v" 

а такъ какъ (§ 219) 

_ log 1!. + 1 (~1 ~ + .1.) , 
11-l 2n-l 11 

11 (1 1 1 ) 
log ~ = 

2 
211 · i + 3 (211---=. 1)'1 + 5 l2n -· lP + ··· ' 

4 (А+ М 2 
(211 

1 
1) + (211 ,~ 1):\ + (211 1::ту, + ···). 

то тотчасъ видимъ, что 

v,, -
4 (з (21/ .. 1)3 + 5 (2п 2 1)'; + 7 (2п 3~ l)' + ·· ·)' 

а вм1;ст1, съ тhмъ 

О< v., < 3 (2п4 1) ((2п 1 
1)2 + (211 ~-- 1)! + (21/· 1)6 + ... ) 

и, наконецъ (§ 247, а), 

о 

1 
Слt.довательно, 0< ····Qn < -

12 
.,. Поэтому, обозначая черезъ О число, лежащее 

и-

между О и 1, можемъ сказать, что сумма первыхъ iz членовъ rармо
ническаrо ряда равна 

1 о 
(15) Н,, = log 11 + 2п 12112 + С. 
Такимъ образомъ, мы въ состоянiи будемъ отвtтить на вопросъ о вели
чин-t суммы первыхъ 100000 членовъ этого ряда, что она равна 12,090146 ... 
Для этого достаточно положить въ формул't (15) n 11}\ Съ другой сто
роны, при 11 10, когда легко вычислить непосредственно л'tвую часть, 
формула (15) даетъ число С съ пятью в1iрными десятичными знаками. 

с) Если ип = log п, то можно положитъ F(1t) = 11 log 11 - и, потому 

что производная отъ х log х х равна log х. Существованiе числа 

1
~~j1og (11!) -- (11 + !) log п + 11) 

вытекаетъ изъ теоремы Франеля. Впосл1iдствiи мы найдемъ его значенiе l 
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и получимъ l = log У 2 л. Чтобы показать теперь же приложенiе фор
мулы (14), зам'hчаемъ, что 

1) п - log~-
2 п -- 1 

1 1 1 
3(2n-l}2+5(:Ш--li+7(211 l)"+ ... 

откуда получается 

1 ( 1 1 ) о < - i,,. < 3 (2п 1 )2 + (2tz 1 )4 + ... 

и, слi;довательно. О о" 
1 
Ии· Формула (14) дастъ теперь 

log (11 !) (11 + t) log п 
о /"~ 

п + 12 11 
+ log } '2 n , 

а переходя отъ лоrариемовъ къ числамъ наilдемъ извtстную формулу 
Стирлинrа (§ 221). 

Асимптотическiя изображенiя степенныхъ 

рядовъ. 

336. Если отношенiе двухъ функцНI стремится къ 1, когда 
независимая перем'tнная возрастаетъ безпредмьно или когда обt 

функцiи безпредi;льно возрастаютъ съ приближенiемъ независимой 

перемtнной къ конечному пред'tлу, то rоворятъ, что функцiи отно

сятся асимптотически одна къ другой. Если нашли функцiю р0 , 
асимптотическую къ функцiи /, зат-вмъ другую J. , асимптотическую 
къ f - р0 , третью р2 , асимптотическую къ f -- р0 р1 и т. д., 
то найдемъ такъ называемое асимптотическое изображеиiе функцiи / 

f(x) qi0 (х) + q:1 (х) + q•2 (х) + · · · 
Это равенство надо понимать условно, .какъ зам'tняющее рядъ ра
венствъ, смыслъ которыхъ намъ изв-tстенъ: 

1 limf(x) q:;o(x) - ff1 (х) 
, ffa(x) 

l, .... 

Функцiи Ро, р 1 , р2 , ••• обладаютъ, очевидно, т'tмъ свойствомъ, 

что отношенiе каждой изъ нихъ къ предыдущей им'tетъ предt

ломъ нуль*). Поэтому, если при послtдовательномъ вычисленiи 

(f!0 , р1 , р2 ,... получимъ, наконецъ, постоянную, то всi; слtдую· 

*) Потому что изъ того, что 

lim J(xL- fJ'o(x) = 1, сл1щуетъ lim (f.(x) 
1Р 1 (х) qi0(x) 

1): f!:!<=) = 1; 
Чо(Х) 

д'hлимое им'hетъ предtломъ О, сд'hдовательно, и пред1шъ дtлителя есть О. 
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шiя за ней должны имtть предtломъ нуль. Все сказанное относится 
и къ тому случаю, когда перемtнная, возрастая безпредtльно, по· 
лучаетъ только цtлыя значенiя, и этотъ случай, какъ сейчасъ уви
димъ, является наиболtе важнымъ. 

337. Прим:вры. а) Въ § 314, j) мы видtли, что хГ(х) стремится 
къ предtлу 1, когда х стремится къ нулю справа. Этотъ результатъ..можно 

выразить такъ: 1 есть асимптотическая функцiя къ Г(х) справа 
х 

о·тъ нуля. Замtчая далtе, что 

lim (r(x) ~) х 
F'(l) -О*), 

можемъ написать асимптотическое уравненiе Г(х) = 
1
- О. Оно, впро
х 

чемъ, еще проще получается изъ разложенiя Г (х + 1) въ степенной рядъ 
путемъ раздtленiя всtхъ членовъ на х. 

Ь) Чтобы получить прим-tры асимптотическаrо разложенiя функцiй 
отъ перем1.нно11, принимающей лишь цtлыя значенiя, стоитъ только обра
титься къ равенствамъ (15) и (16) и написать ихъ въ слtдующемъ видt: 

1 1 
Н" logn +О+ ~.Г1, -- 12п2+ ···, 

1 "r- 1 
tog (п!) = п tog п - 1z+ 2 tog п + log " 2л + Т:.!п + 

Какъ видимъ, отношенiе каждаrо члена правой части къ предыдущему стре
мится къ нулю при безпредмьномъ возрастанiи перемtнной. Разложенiя 
можно продолжать до безконечности, вовсе не заботясь о ихъ сходимости, 
потому что они не являются, какъ обыкновенные безконечные ряды, резуль
татомъ одного пер~хода къ предtлу, а заключаютъ въ себt безконечное 
число такихъ переходовъ, сл1.дующихъ одинъ за друrимъ 1). 

с) Изъ формулы Стирлинrа легко uывести одинъ результатъ, которыА 
полезно здtсь же замtтить, такъ какъ мы имъ часто будемъ пользоваться, 

1 
а именно: Коэффицiентъ при х" въ разложенiи "г.=--: имtетъ 

t' 1 - -~ 
1 

асимлтотическимъ выраженiемъ число .;-;·-· Въ самомъ дtлt, мы 
t' n:л; 

имtемъ 

1 · 3 · 5 · · · (2tz 1) 1 · 2 · 3 ·· · 2п 
2 · 4 · 6 · · · '211 = (2 · 4 · 6 · · · 2n'f' 

т. е. 

(2tz)! 
4" (п !)2 

lim .!_±.о_::. (2п - 1) -.гп 1 
n=oo 2·4·6 ··· 2п t' = у:~· 

*) См. въ § 314, j формулу 

~:(~;+О= 1 
1 1 -+---
х 2 х+ 

+ ... 
1) И ддя этихъ разложенiй Ре а по указалъ oбщill способъ изсл1що

ванiя. См. въ Atti dell'Accademia delle Scienze di Toriпo. 1891. 
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d) Къ другому иmересному равенству, которымъ вскорt и восполь
зуемся, мы придемъ, поставивъ себt цtлью найти асимптотическое изобра
женiе числа дtлителеll первыхъ II цtлыхъ чиселъ, или, иначе говоря, изо
браженiе суммы 0(1) + О (2) + ··· + О(п), rдt О(п) обозначаетъ число дtли
телеЯ числа п. Мы будемъ исходить изъ слtдующаrо замtчанiя: 

[
11] [п - 1] 1 О, вообще 
р - Р- = 1, если п дt,.11ится на р. 

Если сложимъ всt подобныя выраженiя, въ которыхъ число р проходить 

всt цtлыя значенiя отъ l до '11 = [}"11], то получимъ число дtлителей 
.. r- &(11) 

числа п, не превосходящихъ r п, т. е. вообще 2 , а если 11 точный ква-

дратъ. 
O(n) + 1 

то 
2 

*). Отсюда слtдуетъ, что 

k=11 p=[Vk] 

9(1) + 0(2) + ··· + О{и) = 2 ~-r i ([}] 11, 

Двойная сумма, стоящая въ правой части, легко приводится къ слtдующеи: 

Итакъ, будемъ имtть 
p=v 

0(1> + 0(2) + ... + 0(11) = 2 I[!.!_J - ~. 
р=1 р 

а слtдовательно, 

~ ~ 
log'I!) - .L log -

п ' п [; ]) . =2(Н., 

Такъ какъ, съ другой стороны, 

п 

[;] < 1, 
р 

то ясно, что при безконечномъ п 

. ~ . 1 IP=(t' l1m = 1, l1m - -
п п р 

p=l 
[;])=о. 

Итакъ, 

Г (о(Н+О(2)+···+О(п) 1 ) 2С 1 1m п - ogn = - 0,15443132 ... 

it) См. примtчанiе (ХХХ) къ книгt II. 
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Такимъ образомъ, мы пришли къ важной асимптотической формулt Дп
рихле 1) 

&(IH-0(2)+ ··· +е(п) nlogn+(~C 1)11+ 

338. Займемся теперь спецiалыю функцiями, которыя въ дан
номъ интервал-!; ( - (!, (!) моrутъ быть иsображены степенными ря
дами. Мы уже sнаемъ, что такая функцiя непрерывна и им-kетъ 

проиsводную для всtхъ sначенiй для которыхъ I х 1 < !!· Но мы 
не sнаемъ, что будетъ, когда х (!, а между тtмъ именно иsъ 
того, что представляетъ иsъ себя рядъ на rраницахъ интервала схо

димости, можно часто выводить полеsные реsультаты для асимпто

тическаrо выраженiя суммы ряда вблиsи этихъ rраницъ. Съ другой 
стороны, мы увидимъ, что въ нtкоторыхъ вопросахъ эти асимпто

тическiя выраженiя моrутъ замtнять точныя значенiя суммъ, почти 

всегда недоступныя. Мы предпошлемъ сперва слtдующую теорему: 
Если на одной изъ rраницъ интервала сходимости степен

и ой рядъ расходяшiйся, то изображаемая имъ функцiя 

возрастаетъ безпредtльно, когда независимая перемtнная, 

оставаясь внутри интервала, безпредtльно приближается 

къ этой граниut. Для большей опредtленности и упрошенiя до
казательства мы будемъ всегда разсматривать верхнюю границу !!, 
и положимъ !! = 1. Послtднее не нарушаетъ обшности разсужде
нiя, потому что стоитъ только 3амtнить х на QX, чтобы сд1шать 
радiусъ сходимости равнымъ 1. Положимъ, что 

/(х)=а0 +а1х+а2.х2+ ···, а0 +а1.+а2 + ··· =ос, 

при чемъ, если понадобится, мы измtнимъ знаки всtхъ коэффицiен
товъ. Нужно показать, что, какъ бы велико ни было число l, f (х) 
дtлается и остается больюе l, когда х будетъ больше нtкотораго 
опредtленнаrо числа, меньшаго 1, и достаточно близкаrо къ 1. 
Возьмемъ нtкоторое число l' > l и, пользуясь расходимостью ряда 
а0 а1 + а2 • · • , опредtлимъ число v такъ, чтобы при 1t > '/! 
сумма а0 + а1 а1 + · · · + а" была больше l'. Замtтимъ теперь, 
что при О < х < 1 имъемъ 

или 

(а0 + а1 + · · · + а,+1 ) + (а0 + а1 + ·· · + a,+J .х 
l' 

+ (ао + а1 + ... + а,+з> х2 -+ ... > 
.х 

(ао + а1 + ... + av) + а,+1 ·+· а v+2 .х + aJt-t3 .х2 + . . . l'. 

Если умножимъ лtвую часть на х•·+1 , то получимъ выраженiе 

(а0 -+а1 + ··· +а,,,)х"'+1 -(а0 +а1 ,.-+ ... +аv.~')+Лх). 

1) .Journal de Liouville" 1856. р. 359. См. также сообщенiе Stiltjes'a 
Парижской Академiи Наукъ. Compt~s r~ndus, t. XCVI р. 764. 
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Слtдовательно, 

f{.~) > ag\l - х''+1) + а1(Х x•'+l) + ··· + a,,(xv x"i-1) + /'.'1:"+1. 

Не мtняя теперь v, заставимъ х приближаться къ предtлу 1, 
тогда правая часть будетъ стремиться къ предtлу f, и потому 
остается въ концt концовъ больше числа l < l'. А fortiori, /(х) бу
детъ также больше l. Слtдовательно, lim /(х) = оо. 

z:cc1 

339. Теорема. Положимъ, что два степенныхъ ряда съ 
положительными коэффицiентами бу дутъ расходящимися 

при одномъ и томъ же значенiи х (! на границt общаго 
интервала сходимости данныхъ рядовъ, положимъ далtе, 

что при беапредtльном ъ возрастанiи п отношенiе коэф
фицiентовъ при х" въ этихъ рядахъ стремится къ нtко

торому конечному предtлу. Тогда и отношенiе функцiА, 

изображаемыхъ этими рядами, стремится къ тому же пре 
дtлу, когда х стремится къ Q· 

Это и есть та теорема, на которой основывается асимптоти
ческое изображенiе степенного ряда. Приведемъ радiусъ сходи

мости къ 1 и замtтимъ, что на основанiи предыдущей теоремы 
функцiи 

,р(х)=а0 +а1 х+а2 х2 + ···, w(x) h0 +b1 x+h2 x 2 + ... 

безпредtльно возрастаютъ съ приближенiемъ х къ 1. Отсюда вид
но, что высказанная здtсь теорема есть, такъ сказать, теорема Ло

питаля (§ 310, Ь) для степенныхъ рядовъ. Однако, надо замtтить, 
что теорема Лопитапя зд-tсь не привела бы ни къ какому резуль

тату, потому что проиаводныя ер' и 1JJ' имtютъ также форму сте
пенныхъ рядовъ, расходящихся при .1:: = 1. Допустимъ теперь, что 

коэффицiенты ап и Ьп, по крайней мtpt, начиная съ нtкотораго 
ап 

мtста, положительны, и что существуетъ предtлъ l отношенiя Ь 
" 

при безконечномъ п. Тогда, аадавъ по произволу положительное, 

сколь угодно малое число е, всегда можемъ найти такое число v, 
чтобы при п > v выполнялось неравенство 

[; 
' 

т. е., чтобы а" оставалось въ предtлахъ (/ е)Ьп и (l е)Ьп. 
Тогда и 

I 
а,+1 + а,+2 х + а,+а .:i;2 + .. . 
ь..,.н + ь,+2 х + ь-,,+а х2 + .. . 

при х > О. Съ другой стороны, при постоянномъ v, такъ какъ 
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<р(х) и 'IJ)(x) возрастаютъ безпредtльно съ приближенiемъ х къ 1, 
видимъ, '!ТО отношенiе 

1 --
1 (Ь0 + h1 х + · · · + h" х") р(х) h~1 + h~2 Х + ь"+з х2 + ... 

1iJ(X) · а.,.+1 + а,,+2х + а11+3 х2 + -~. 
1---(а0 +а1х+ ···+ах" q:;(x) ,, 

стремитсц къ предtлу 1. Поэтому, при всякомъ данномъ s' можно 
будеть найти достаточно малый интервалъ слtва оть х 1, чтобы 
неравенства 

(/ е) (1 в') < w(x) < (/ + e)(l + i;') 
'ljl(X} 

выполнялись для всtхъ значенiй х въ этомъ интервалt. Отсюда 
слtдуеть, '!ТО при произвольно заданномъ положительномъ числt 

'fJ, если положимъ, напримtръ, в= lв' !JJ < l, то будемъ имtть 
для указанныхъ зна'lенiй х 

I 
q:,(x) - / 1 < '!/ такъ что lim q:;(j:'2 = J. 
'Цl(Х) ' 'Цl(Х) 

340. Теперь мы въ состоянiи дополнить сказанное раньше о 
непрерывности степенныхъ рядовъ въ интервалt сходимости и до

казать, что они будутъ непрерывными функцiями и на rраницахъ 

интервала, если только остаются на нихъ сходящимися. Иными сло

вами: Если на rраницt интервала сходимости степенной 
рядъ имtетъ сумму l, то функцiя, изображаемая этимъ ря
домъ, стремится къ предtлу l, когда независимая перемtн
ная, оставаясь внутри интервала, стремится къ rраницt 
его. Эта важная теорема принадлежитъ Абелю *). Теорема § 338 ее 
дополняеть. Пусть 

и примемъ, что l > О, что всегда возможно, потому что въ про
тивномъ cлy<Jat всегда можно увелиqить значенiе а0 и достигнуть 
сказаннаrо. Разсмотримъ теперь рядъ 

q:; (х) = а0 + (а0 + а1) х + (а0 + а1 + а2) х2 + · · · 
и замtтимъ, '!ТО (§ 327) радiусъ сходимости его равенъ 1 (XXXVI). 
При х = 1 онъ расходящiйся, потому что его общiй членъ стре
мится къ предtлу l > О. Такъ какъ его коэффицiенты, начиная съ 
нtкотораrо мtста, всt положительны (по той же причин-J:.), то 

*) Она доказана Абелемъ въ цитированномъ уже мемуарt; о бино
мiальномъ ряд't, на основанiи друrихъ сообра~енiй. 
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можно примtнить предыдущую теорему къ функцiямъ ip(x) и 
1 

'IJ!(x) = 1 + х + х2 + ... = -1 - · Тогда получимъ 
-х 

lim (1 - х) IJl(x) lim (а0 + а1 + а2 + ···+а.,), т. е. lim/(x) = 1. 
ж::::::1 tz:=Xi х:=1 

341. При.м'tчанlе. Не сл1щуетъ думать, что теорема Абеля 
очевидна сам~ по себ1i. Надо принять во вниманiе, что въ ней до· 
казывается равенство значенiй двухъ величинъ, имtющихъ суще
ственно разлнчный смыслъ, а именно: 

lim (а0 + а1х + а2х2 + ···) и lim (а0 + а1 + ··· + а,.). 
х=:1 п~оо 

Впрочемъ, теорема Абеля даетъ возможность утверждать существо
ванiе перваrо предtла, когда второй существуетъ, но очень може,ь 

случиться, что второго предtла нtтъ, когда первый существуетъ. 

Простымъ примtромъ является сл-вдующiй: 

lim (1 - х + х2 - ···) = t 
=1 

а lim [1 - 1 + 1 - 1 + . . . ± 1 J не существуетъ. Наконецъ, для 
L-:.:'J3 

рядовъ не степенныхъ теорема не вtрна, потому что числа 

lim(u0(x)+и1(x)+~(x)+ ···), lim(u0(a)+и1(a)+ ··· +ип(п)) 
.ж:=.а п=:::ю 

моrутъ оба существовать, не будучи равными. Наприм-връ, 

lim ((х-х2)+(х2 х31 + (х3 xi) + ···) = l, Jim (О +о+ ... + О)= О. 
х=:1 п~оо 

342. Упражненiя. а I Теорема Абеля даетъ намъ то, чего намъ не
доставало, чтобы со всею полнотою установить нi>которыя разложенiя гораздо 
болi>е быстрымъ путемъ, чi>мъ примtненiе формулы Маклорена, иногда весьма 
неудобное. Такъ напримi>ръ, чтобы получить разложенiе функцiи log (1 +х) 
и arctg х по степенямъ х, достаточно замtтить, что производныя этихъ функ-
цiй разлагаются слi>дующимъ образомъ: · 

l ---~-= 1 
l + х2 

1 
1-х+х2-···, x2+ri- ... 

и что самыя функцiи обращаются въ нуль при х = О. Тогда, на основанiи 
сказаннаrо въ § 329, можно написать 

log(I+x) x-tx2•+tx3- ···, arctgx х-tхЗ+!Х" 

во всякомъ интервалi, а, а), rдв а < l и какъ угодно близко къ 1. 
Теперь теорема Абеля дозволяетъ распространить эти разложенiя на слу
чай а = 1 при единственномъ ус.11овiи, чтобы ряды остались сходящимися. 
Для перваrо ряда это будетъ при х = 1, для второго при х = ± 1, по
этому 

log2= 1-t+t-
п 

4 1-!+t- ···. 
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Ь) Аналоrичнымъ образомъ можно найти сумму биномiальнаrо ряда 

I(x) 1 + т х + ~Jm - !) х2 + m(m - 1) (т --~х-3 + ... 
1 1·2 1·2·3 

для вс'kхъ значенiй х и т, для которыхъ рядъ будетъ сходяIIШмся, исклю
чая только тотъ случай, когда одновременно .1: -1, т О. Дi;йствительно, 
мы имъемъ 

I'(x) х3+··· ' 
.... 3) . ) 

дал'kе, умножая на (1 + х) и зам'kчая, что 
1) (т - 2) ··· (т -1t + 1) , (т 1) (m - 2) ··· (m - 1t) 

····· (п 1) 1 · ·· т ···· 11 ! · 

т 1)··· п+1) 

находимъ 

(1 + х) I' (,'1:') = mI(x), 
т. е. 

/' (х) т 
/(.1:) 1 + х. 

Лъвая часть, очевидно, есть производная отъ Jogj"f.1:), вторая-производная 
отъ т Jog (1 + х) или Iog (1 + х)"'. Эти функцiи, сл'kдовательно, моrутъ от.чи
чаться одна отъ другой только постояннымъ слагаемымъ (§ 307, Ь ), которое, 
впрочемъ, оказывается нулемъ, потому что об'k функцiи при х О обраща

ются въ нуль. Сл'kдовательно, j"(x) (1 + хт). 
с) Воспользуемся теперь теоремою § 339, чтобы найти асимптотичес

кое изображенiе ряда }"(х) х + Х* + х9 + ··., очевидно, расходящаrося 
при х 1, но сходящаrося слtва отъ 1. Сперва разсмотримъ функцiю 

связанную съ /(.1:) очевиднымъ состношенiемъ (1 :1:) q; (.1:)= /(:х:), и срав-
нимъ ее съ нижеслtдующею 

(1 
3.5.7 . ---.:i-~+ ... 2.4. 6 ' 

въ которой коэффицiентъ при .1:" равенъ ( § 337, с). 

3 · 5 · · · (2·п + 1) 1 · 3 · · · (211 - 1) 21t + 1 
--······--- = -······---~ (21t + 1) = + ... 

2 · 4 · · · 2п 2 · 4 · · · 2п 
-Vп 

2---=+ ···. -v л; ' 

Предt,iъ отношенiя коэффицiентовъ при х" въ обоихъ рядахъ будетъ по
этому равенъ 

1 "г . [-ViiJ 
2 " п lнn ---= 1-.г::;: 

-.Г:: Yfl 0
•· 

tt==:c " 1t, 



§ 342 АСИМПТОТИЧЕСКIЯ И30БРАЖЕНIЯ СТЕПЕННЫХЪ РЯДОВЪ. 347 

Отсюда, на основанiи упомянутой теоремы, имi,емъ 

. (1 )-1! ( ) ! J1m ~ х - (f) х = lim (l --- х) /(х) 
х=:1 х=:=1 

и потому можемъ написать равенство 

х+х~+хн+ ... 

асимптотически справедливое слi,ва оrь х 1. Продолживъ вычисленiе, безъ 
большихъ затрудненiй найдемъ болi,е приближенное выраженiе (ХХХVП): 

1 
2 

1 "r----
}~ " .п (1 х) + ···. 

Къ тому же выраженiю можно прямо придти, если считать извi,стнымъ 
одно свойство /(х) 1 ), доказать которое мы предлаrаемъ читателю въ вид'!, 
упражненiя, хотя для доказательства находящiяся въ нашемъ распоряженiи 
элементарныя средства пока недостаточны *). Свойство это выражается 
равенствомъ 

* 1 
(}+x+xl+xi'+ ... ) (1og-}) = Н+х' +хч+х'9+ ... ) (1og~,)', 

rдi, числа х и х', оба лежащiя между О и 1, связаны соотношенiемъ 
1 l 

log- - log- ;гс!,. Въ силу этого соотношенiя х' стремится къ нулю, когда х 
х ."'С' 

стремится къ 1, и въ этомъ предположенiи тотчасъ находимъ 

t 
lim (х + xI + х9 + ... ) уГ--- х = _!_ lim (

1°--g: х') yix 
2 Iogx 

-} ул lim f!_ ; 1 Vn · 
log

x 

d) Рядъ /(,t;) х - xl+ xi1 - х16+ ... не будетъ сходящимся при х 1, 
но это не мi,шаетъ его сумм'!, стремиться къ опредi,ленному предi,лу, когда х 
стремится къ 1. Чтобы найти этотъ предмъ, замi,тимъ, что въ ряд'!, 

коэффицiентъ при xn, ап 1 или а" О, смотря по тому, будетъ ли число 

·v [ "f/n] нечетное или четное. Легко выполнимое вычисленiе даетъ 

1) Cauchy: ,,Memoire sur la theorie des пombres• (1830, р. 6141 
Memoires de L'Iпstitut de France. Tome XVII. 

*) См. § 760, i въ книг'!, VII. 
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Дал1;е, зам1;чая, что О ;:;;; 11 v2 ;:;;; 2v, находимъ 

Посл1; этихъ зам1;чанiй достаточно сравнить рядъ 

съ рядомъ 

1 
(! х)2 = 1 + 2х 3х2 + 4~.з + · · · , 

чтобы вид1;ть, что lim (1 х)2 р (х) = !· Но (1 - х)2 р (х) = f (х). Слi;до-
вательно, =1 

llm (х х4 + х2 - х16 + ... ) = t· 
ж:=1 

(См. прим1;чанiе ХХХVШ.) 

е) Если желаемъ найти асимптотическое выраженiе функцiи 

/(х) = х tx4+ix9+ ··· 
(при х = 1 рядъ расходящiйся), то ц1;11есообразно будетъ разсмотр1;ть ряды 

1Р (х) = J(xl, 'IJJ (х) 
1-х 

1 , 
х 

въ которыхъ коэффицiенты прн х" будутъ соотв1;тственно Н" и Н,,, rд11 

11 = [ уп] *,· Пред1!11ъ отношенiя этихъ коэффицiентовъ есть 

lim log11 = J 
n=oo logn 2 

и, с111;довательно, 1 log 
1 
~ х есть асимптотическая къ /(х) функцiя. Чтобы 

идти дальше въ раЗ.1Iоженiи f (х), разсмотрнмъ функцiю 

въ которой 

1 
f(x)-- 2 tog 

1 
а1 + а2 + · · · + а,. = Н,, - 2 Н" 

и, сл11довательно, а1 + а2 + а3 ·· • = ! О. Поэтому, на основанiн теоремы 
Абеля, 

lim (лх) - !1og ___!_)=~~о. 
=1 2 lx :l 

*) Въ этомъ легко уб11днться, представивъ _ х въ вид1; ряда 

1 +х+х2+ ... и поступая аналогично тому, какъ показано въ прим11чанiи 
къ предыдущему nрим1;ру. 
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Л1шой части можно дать другой видъ, заМ'tчая, что съ nриближенiемъ х къ 1 

1 1 
Iog- log-

. 1 х 1 ,. х 
l1m og _ х = og 1m _ х О, т. е Jim (iog Iog ~ 

Такимъ образомъ, можно написать асимптотическое, слi;ва отъ 1, ра· 
венство 1) (XXXIX) 

1 1 1 J 1 
х + 2 х4 + 3 х9 + · · · = - 2 Iog 1og х + 2 С. 

f) J (х) 1-и-~ х + 2µ---1 х2 + 3.и- 1 .1,,..з + ·· · принимаетъ при х = 1 зна-
ченiе р•-1 + ~-1 + 3µ-l + · · · , конечное при µ < О (§ 212, а). При tt О 
она, напротивъ, безпредi;льно возрастаетъ слi;ва отъ 1. Такъ какъ, при 
µ=О,/ (х) = log (l х) (какъ изв1;стно), то остается изсл1;довать только 
случай ti > О, и съ этой ц1шью достаточно сравнить f(x) съ 

(1 

припоминая опред1;ленiе функцiи Гамма § 252, с: 

. п!п'" 
Г(х + 1) = J1m ------------· 

n=:o(x+ l){x+2) ··· (х+п) 

Мы тотчасъ видимъ, что отношенiе коэффицiентовъ при х" при безконеч· 
номъ и стремится именно къ пред1;лу ГсµJ и потому 2J: 

Iim (lµ-l х + r-- 1 х2 + 3,u-i х3 + ···)(1 - х)µ Г(µ). 
ж=1 

Эта формула приводитъ· къ разсмотр1;нiю функцiи Г съ новой точки зр1;
нiя. Выраженiе, стоящее въ л1;вой части. можно представить въ вид1; 
а1 х + а2х2 + а3х3 + · · · , полагая 

Теорема Абеля позволяетъ тогда выразить Г(Jt), какъ сумму а1+а2+а3+ · 
а такъ какъ 

то, зам1;няя еще Jt на х + 1, можно написать 3) 

-::_ (п 1 )"' + .х:(х -=-D (11 - 2)"' - · · ·). 
1 1 · 2 

1) N. Sопiп: .sur les polynбmes de Bernoulli" (Crelles Journal, Bd. 116, 
s. 147). 

2) Appell. ,,Sur certaines series ordonnes par rapport aux puissances 
croissaпtes d'une variaЫe• (Comptes rendus de 1·лcadernie des Sciences de 
Paris, 1878). 

В) .Intermediaire des Mathematiciens", t. VI, р. 148. 
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g) Въ заключенiе воспользуемся формулою Дирихле, доказанною 
въ § 337, для асимптотическаrо выраженiя ряда Ламберта t§ 247, с) 

/(х) = 
х х2 ·'-''\ 
х+г x2 +-l-.'-:s+··· 

Мы уже знаемъ, что это,ь рядъ можно преобразовать въ сл1щующiй: 

xO(l) + х29(2) +-"''19(3) + 
упомянутая формула Дирихле наводит-ь на мысль изслiщовать функцiю 

/(х)-
1 

Jog 
х 

l .-,, 
= '\'(О\11)-Н,.)х" 

-х ~ 
l 

въ предположенiи, что х стремится къ l сл-вва. Сумма первыхь 11 коэф
фицiентовъ равна 

0(1) + 0(2) + ... + 6(11) (tz + 1) Н,. + 11 = С11 + ···, 
сл1щовательно, сама функцiя, разд-в,1енная на С t 1 - х ), есть асимптотиче

ская функцiя относительно х + 2х2 + 3.х-3 + ···, т. е. относительно (l х хУ.· 
Поэтому будемъ им-вть 

/(х) = 
1 Сх 

log --+ --· -!- · ... 
х 1 х 1 х 

Это выраженiе легко преобразовать въ другое, пользуясь т-вмъ же зам-в
чанiемъ, которое мы сдыали по поводу ряда Сонина, и написать 

1 
C- Ioglogx 

/(х) = + ···. 
Jog-

x 

Такимъ образомъ, находимъ безконечно большой членъ разложенiя Шле
мильха, уnомянутаrо въ § 247, dJ, и этого достаточно, чтобы судить о зна
ченiи Ламбертова ряда слъва от-ь единицы. Но, чтобы вычислить его сумму 
съ извъстиымъ приближенiемъ, надо знать все разложенiе *) tXL) 

1 
С - loglog х 1 
--···~---+4 

log -·· 
х 

1 ( 1)3 log х log х 

-144 - sмо1Г 

*) Это и есть разложенiе, найденное Schlбmilch'oмъ въ указанной 
статьъ, при nомощи формулы Эйлера - Маклорена, о которой говорится 
въ § 357. 
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Интерполяцiонныя формулы. 

343. Задача ин тер n о лир о ван i я *) состоитъ въ построенiи 
функцiи .У = f(x), принимающей данныя значенiя у1 , у2 , Уз, ... при 
данныхъ значенiяхъ х х1 , х2 , х3 , ••• , т. е. подъ условiями 

Задача эта по существу своему, вообще говоря, неопредtленная. Но 
если желаютъ, чтобы у было цtлою функцiею, степень которой 
меньше tt, то достаточно заI{ать tt паръ соотвtтствующихъ значе

нiй х и у, чтобы функцiя была вполнt опредtлена. Дtйствительно, 
изъ элементарной Алгебры уже извtстно **), что два полинома тож
дествены, если они равны между собою дпя значенiй перемtнной 
независимой, число которыхъ больше степени полиномовъ. Впро

чемъ, этотъ частный случай задачи интерполированiя приводится къ 
рtшенiю системы уравненШ 

а0х7-1 +а1 х7· 2 +а2 х:-з+ ··· +ап_ 2 х,+а,._ 1 =У; 
(i 1. 2, 3, ... , t1) 

относитедьно коэффицiентовъ а0 , а1 , • • • ап-1, и такъ какъ опре

дtлитель этой системы не равенъ нулю (§ 27, d), то прямо видно, 
что рtшенiе будетъ единственное (§ 50). Точно такъ же, если 
lim х,. = О, то задача будетъ опредменною, когда требуется, чтобы 
ti=:::ю 

искомая функцiя разлагалась въ степенной рядъ, но въ этомъ случаt 
задача можетъ не имtть вовсе рtшенiя въ этой формt. Дtйствитель· 
но, допуская, что существуютъ двt такiя функцiи, получимъ, что раз

ность ихъ, вида а0 а1 а2х2 + ... обращается въ нуль для без
численнаго множества значенiй х стремящихся къ нулю, а потому, 

вслtдствiе непрерывности, она будетъ нулемъ при х О. Отсюда 
. слtдуетъ, что а0 О, а замtчая, что и а1 + а2х а3х2 + · · · 
равно нулю для тtхъ же значенШ х, найдемъ а, О, затtмъ 
а2 = О и т. д., т. е. что обt функцiи совпадаютъ въ одну. Далtе, 
очевидно, что если числа у1 , у2 , у3 , ••• заданы по произволу, то 

самый вопросъ о существованiи такой функцiи, остается открытымъ, 

такъ какъ прежде всего необходимо, чтобы эти числа стремились 

къ конечному предtлу при безпредtльно возрастающемъ п. 

------

*J Точн"hе говоря, одна изъ задачъ интерполированiя См. А. Мар
ковъ • Теорiя конечныхъ разностей• стр. 1. 

**J См. Веберъ и Вельштейнъ, стр. 225. 
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344. Интерполяцiонныя функцiи 1). Выраженiе 

Лх1, х2) = /(.-r:~l-~ (x,J 
-~! Х2 

§ 344 

называется первою интерполяuiонною функцiею отъ f(x) и пред
ставляетъ собою не что иное, какъ соотвtтствующее интервалу 
(х1 , х2) отношенiе приращенiя функцiи къ приращенiю независи

мой перемtнной (ер. § 281). Вторая интерполяцiонная функuiя 
отъ f (х) есть 

т. е. представляетъ собою при данномъ х1 первую интерполяцiон

ную функцiю отъ /(х1 , х) для интервала (х2 , х3). Продолжая та
кимъ же образомъ, дойдемъ до (п - 2)-ой интерполяцiонной функ
цiи и опредtляемъ (п 1 )-ую, какъ первую интерполяцiонную функ
цiю отъ f(x1 , х2 , ••• Хп-2, х) для интервала (Хп--t, х11), т. е. 
полагая 

Bct; эти функцiи могутъ быть непосредственно выражены въ дан

ныхъ числахъ J'i, у2 , ••• , у,.. Дtйствительно, мы имtемъ 

а вычитая и раздtляя на х2 х3 , находимъ 

··-- У1 ~-- + -- .У2 ___ + --· У3 _. 
(х1 - .-r2) (х1 х3) (х2 - xi) (х·2 - х3) (х3 х1) (х3 - х2) 

Легко написать и общiй результатъ 

У1 
(x~-=-=-~)-(.'t:-1. Х3)-.-.-. -(Х-1--Х-,.-) + 

и провtрить его об1,1чнымъ способомъ. Послъдняя, найденная Ампе
ромъ, формула показываетъ, что всякая интерполяцiонная функ
цiя отъ /(х) симметрична относительно значенiй х, отъ 

которыхъ она зависитъ. 

1) См. Atti dell' Accademla delle Scienze di Torino \ 1881 82 - 83). 
Въ 187/i r. помъще11а первая статья Geпocchi .Объ интерполяцiонныхъ 
функцiяхъ• съ многочисленными указанiями на предшествующiя изслъ
дованiя. 
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345. Формула Ньютона. Изъ опрелtленiя первой интерпо
ляцiонной функцiи отъ f (х) относитель1но любого интервала (х, х1) 
слiшуетъ, ч1 о 

и такъ какъ аналогично 

то отсюда видимъ, что 

Продолжая такъ же далtе, очевидно, придемъ къ слtдующему ре
зультату 

(17) /(х) = /(х1) + (х - х1)/(х1 , х2) + (х х1) (х x 2)f(x1 , х2 , х3) + · ·· 
+ (х - х1) (х х2) ••• (х х" 1)/(х1 , х3 , ••• , х,._1 , х). 

Если желаемъ, чтобы f(x) была полиномомъ степени п - 1 (или, 
какъ это можеть случиться, степени ниже п - 1), то замtчаемъ, 
·что при такомъ предположенiи j(x) ·-/(х1 ) дtлится на х х1 , 
такъ что /(х1 , х) будетъ полиномъ (ti 2)-ой степени. Отсюда же 
слtдуетъ, что /(х1 , х2 , х), разсматриваеыая, какъ первая 11нтерпо
ляцiонная функцiя отъ /(х1 , х}, будетъ полиномъ (п- 3)-й степени, 
и такъ далtе до /(х1 , х2 ,, • • , х,._1 , х), которая уже будетъ по
стоянною. Слi;довательно, 

а подставляя это въ (17), находимъ 

(18) f(x) = /(х1) + (х - x 1)f(x1 , х2) + (х х1) (х - x 2)f(x1 , х2 , х3) + · ·· 
+ (х - х1) (х х2) ••• (,"С x,._1)f(x1 , х2 , х3 , ••• , х,.). 

Это и есть формула Ньютона, дающая возможность всегда со
ставить единственный полиномъ, степени ниже п, принимающiй 
данныя значенiяу1 ,у2 , .• ,у" приданныхъзначенiяхъх1 , х2 , .•. ,х" 

. пере\ftнной х. Степень полинома, вообще (п - 1 }-ая, можетъ по
низиться, и это навtрно случиться, если числа у1 , у2 , ... ,у" заданы 

такъ, что /(х1 , х2 , ••• , х,.) = О. 
346. Формула Лагранжа. Чтобы ввести въ правую часть 

формулы. (18) явнымъ образомъ числа у1 , у2 , •. -,у,., стоитъ только 
примtнить формулу Ампера, доказанную въ § 344. Замtтимъ сперва, 
что всякая интерполяцiонная функцiя выражается линейно и одно
родно черезъ числа у, а потому и /(х) будетъ выражаться по
добнымъ же образомъ, такъ что можно положить 

23 
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Функцiя /,.(х) тотчасъ опредtлится по формулt Ампера, посл-t того 
какъ замtтимъ, что въ формулt (18} только послtднiй членъ за
ключаетъ въ себt у,,. Далtе, достаточно зам'hнить х" черезъ какой 
нибудь Xt, чтобы по симме1·рiи найти 

(х - х1 ) (х х2) ••• (х - х._1) (х Х;+1) ••. (х -- хп) 
(20) f,· (х) = · 

. ' (х, - х1) (х; - х2) ••• (xi - Х;_.1) (xi X;+i> ••. (х; - х,.) 

Формула (19), въ которой fi имtетъ выраженiе (20), есть интерпо
ляцiонная формула Лагранжа. Ее можно, впрочемъ, прямо соста

вить на основанiи слtдующаго замtчанiя. Если хотимъ найти рt
шенiе задачи въ видi; выраженiя (19), то fi(x) необходимо долженъ 
быть полиномомъ степени ниже п, обращающимся въ 1 при х=х;, 
и въ нуль при всякомъ другомъ x=Xj, не равномъ х.;. А этимъ 
условiямъ мы, очевидно, удовлетворимъ, взявъ для fi(x) выраженiе 
(20). Найдя, такимъ образомъ, одну функцiю /(х), удовлетворяю
щую поставленнымъ требованiямъ, мы знаемъ, что другой не суще

ствуетъ, если степень ея не достигаетъ или не превосходитъ п. 

347. Правая част~, равенства (18) представляетъ собою функ
цiю, принимающую данныя значенiя у1 = /(х1 ), у2 = /(х1), ••• ,у .. = 
= /txn), когда числу х мы дадимъ значенiя х = х1 , х2 , ••• , х,.. Раз
ность между лtвою и правою частью есть, сл'hдовательно, функцiя 
R .. (x), которая обращается тождественно въ нуль, когда J есть 
тотъ полиномъ степени ниже п, который опред1;ляется упомянутыми 

условiями. Вообще же о функцiи R .. (х) можно только сказать, что 
она имtетъ корни Xi, х2 , ..• , Хп--1, х,.. Положимъ, что эти числа 
распоJJожены въ возрастающемъ порядкi; и замi;тимъ, что произ

водная Rп'(х) должна (§ 303) обратиться въ нуль при п - 1 зна
ченiяхъ х, лежащихъ соотвtтственно въ интервалахъ (х1 , х2 ), 
(х2 , х3), ••. , (х,,_1, х,.). Такимъ же образомъ заключаемъ, что R,."(x) 
обратится въ нуль при п 2 значенiяхъ х, лежащихъ также между 
х1 и х,,. и т. д. Наконецъ R.,(n-i1(x) обратится въ нуль при нi;ко
торомъ значенiи s въ интерва:1t (х 1 , х,.). Такъ J<акъ 

R~--l}(x)=f(n-l)(x) (п -1)!f(x1 , х2 , ••• , х,.). 

то будемъ имi;ть 

(21) 

Эта теорема весьма полезна въ различныхъ геометрическихъ вопро
сахъ. Замtтимъ, что если х1 , х2 , ••• , х" одновременно стре
мятся къ предtлу а, то и s стремится къ а. Поэтому, предпо
лагая J(n)(x) непрерывною при х а, найдемъ 

(22) 
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Во3вращаясь къ R.,, 3амtтимъ, что формула (17) при 3амtнt п на 
п + 1 дастъ 

R., = (х х1) (х - х2) ••• (х - x,.)f(x1 , х2 , ••• , х,., х), 

и, обо3начая чере3ь s число, лежащее между наибольшимъ и наи
меньшимъ изъ чиселъ х1 , х2 , •• • , х" и х 

(23) (х - xi) (х - х2) ••• (х 

Такимъ обра3омъ1 формула Ньютона, если къ правой ея части при
бавимъ выраженiе R,., является обобщенiемъ формулы Тэйлора съ 
дополнительнымъ членомъ Лагранжа и сводится дtйствительно къ 

этой формулt, на основанiи (22), коrда заставимъ всt числа х1 , 

х2 , •••• х" одновременно стремиться къ предtлу а. 

348. Приложенiя. а I Свойство, выражаемое формулою (22), даетъ 
намъ возможность отв1;тю:ь на вопросъ, поставленный въ конц'!, § 343, 
а именно, найти функцiю f (х), разлагающуюся въ степенной рядъ и прини
мающую заданныя а priori значенiя для значенiй х1 , х2 , х3 , •• • , стремя
щихся къ нулю. Пусть п', п", 11"', ••• произвопьныя ц1;лыя числа, не равныя 
между собою и бопьшiя п. Если существуютъ числа 

fun/(x,.) = ао, lim/(x,., х,.,) = а1 , limf(x,., х,.,. х,.,,) = а2 , ••• t 

n:::::::D п=::..и ti==ЗJ 

то искомая функцiя /(х) а0 + а1 х + а2 .х2 ···• 
Ь) Вычиспенiе обыкновеннаго погариема (при основанiи 10) любого 

числа всегда можно свести къ вычисленiю логариема сколь угодно большого 
.числа, черезъ умноженiе даннаго числа. если понадобится, на н-tкоторую 
степень 10. Мы покажемъ, что если имъются въ распоряженiи таблицы ло
rариемовъ съ '11 знаками, и число х, котораго логариемъ ищемъ, будетъ 

[1] 
больше 10 , то всегда можно примънить извkтное правило 

Logx 
п 1 

Log п + (х + п) Log 
п 

гд1; 1t = [х]. Въ самомъ д1;л1;, нрим1;няя формулу Ньютона съ допопнитепь
ным·ь чпеномъ (23) къ функцiи Log х, и полагая при этомъ XJ = 1i, х2 = п + 1, 
мы попучимъ именно предыдущее равенство, съ т1;мъ лишь отличiемъ, что 
къ правой части прибавится число 

R (.х п, (п + 1 
м 

х) . 

Замъчая, что произведенiе (х - п)(п + 1 х), какъ произведенiе двухъ 
l 

чисепъ, которыхъ сумма l, никогда не больше 4 ( § 314. а), и припоми-

ная (§ 220), что М < t, тотчасъ увидимъ, что въ пред1;пахъ точности вы
чиспепiй можно отбросить R, потому что 

R 
1 1 1 

--<---·-<-· 
16 ~2 [!-] 10" 

16. 10
2 2 

23* 
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с) Если х1 , х2 , ••• и у1 , у2 , ••• будемъ разсматривать, какъ коорди· 
паты точекъ М1 , М2 , ••• на кривой, то первая интерполяцiонная функцiя, 
очевидно, изображаетъ угловой коэффицiентъ хорды М1 М2• Возьмемъ М1 
и М:д въ смежности съ точкою М, абсцисса которой равна а, и будемъ 
приближать М1 и М2 безпредъльно къ М. Если производная у' непрерывна 
при х=а, то формула 122)-1) дастъ 

limy1 -.)!\! = J'(a) 
Х1 - Х2 

и покажетъ, что касательная въ точкt М есть предtльное положе
иiе всtхъ сtкущихъ М1 М2 , между тtмъ какъ установленное раньше опре
дъленiе касательной позволяетъ сдtлать такое заключенiе лишь въ томъ 
случаt, когда одинъ конецъ сtкущей неподвижно помtщенъ въ точкt М. 

d) Вторая интерполяцiонная функцiя имtетъ также простое геометри
ческое значенir. Въ самомъ дtлt, изъ Аналитической Геометрiи извtстно, 
что площадь треугольника М1 М2 М3 ( фиг. 11) равна 

Х1 У1 

Х2 У2 = t (х2 Х3) (х3 - Х1) (х1 Х2)Л:~-1, Х2, Хв) 

Х3 Ys 

въ томъ предположенiи, что точка, двигающаяся по периметру, оставляя 
площадь, имъ ограниченную, слtва, проходитъ вершины треугольника 
въ написанномъ выше порядкt. Предположимъ теперь, если у = f(x) есть 
уравйенiе кривой. вторую производную f"(xJ непрерывною при х а 
и отличною отъ О, и опредtлимъ нtкоторый интервалъ въ смежности 

z 

Рис. 11. 

съ а 1§ 273), въ которомъ f"(xl со
храняетъ знакъ числа f" 1 а 1. Границамъ 
этого интервала соотвtтствуютъ на кри
вой точки Р и Q. На основанiи фор
мулы (21), для трехъ точекъ М1 , М2 , М3 
на дугt PQ функцiя f<x1 , х2 , х3 1 бу
детъ имtть тотъ же знакъ, какъ и число 
f"(a). Замtтивъ это, фиксируемъ точ
ку М1, выбираемъ М2 вправо отъ i\11, т. е. 
такъ, чтобы х2 было больше х1 , а точку 
М,q такъ, чтобы подвижная точка, пере
мtстившаяся изъ М1 въ М2, должна была 
повернуть налtво, чтобы попасть въ М3• 
При этихъ условiяхъ а будетъ числомъ по
ложительнымъ, а поэтому (х3-х1)(х3 -х2) 
будетъ имtть знакъ числа f" (а), откуда 

. слtдуетъ, что / 11 (а) > О, еслR х3 внt 
интервала (х1 , х2), и/" (а) < О, если х3 внутри (х1 , х2). Теперь легко видtть, 
что точка М3 будетъ лежать внутри дуги М1 М2 или внt ея, смотря по тому, 
будетъ ли эта дуга вогнута или выпукла по направленiю къ нижней 
части фигуры. Отсюда слtдуетъ, что въ первомъ случаt /''(а)> О, а во 
второмъ /"(а) < О. Къ этому эаключенiю можно нриАТИ проще, взявъ на 
кривой произвольную точку М между М1 и М2 , а на хордt М1М2 точку М' 
Rмi.ющую съ М общую абсциссу х. Уравнеиiе прямой М1 М2 есть 

1) Это уравненiе можно было бы принять за опредtленiе про
изводной, что представило бы нtкоторыя выгоды, на которыя указалъ 
Реапо въ .Мathesis• 0892 р. 12). 
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и разность между ординатою точки М и ординатою точки М' будетъ, иа 
основанiи формулъ (i 7) и (21 ), равна 

rдiэ {; лежитъ х1 и х2 • Эта разность имtеrь, слiэдовательно, знакъ, противо
положный знаку /" (,;) или /" (а). Отсюда слiэдуетъ, что всiэ точки М ле
жать ниже хорды М1М2 , если /"(а)> О, и выше, если /"(а)< О. Это 
осrается справедливымъ для всякой дуrи, заклю11ающейся въ М1 М2 , и для 
соотвiэтствующей хорды. Итакъ, знакъ /"(х) можеть служить къ тому, 
чтобы узнать какiя дуги (достаточной малости) на данной кривой обращены 
вогнутостью вверхъ (J"(.x) > О) и какiя внизъ (/"(.х) < О). 

е) Если при данныхъ выше условiяхъ точки М1 , М2, М,., одновременно 
стремятся совпасть съ опредiэленною точкою М на кривой (х а), то кругъ, 
описанный около треугольника М1 М2М3 , также будетъ стремиться совпасть 
съ нiэкоторымъ 0предiэленнымъ кругомъ, который называется соприка
сающимся кругомъ къ кривой въ точкiэ М. (Происхожденiе этого названiя 
объяснится впослiэдствiи.) Чтобы доказать существованiе такого предiэльнаrо 
круга, достаточно показать, что центръ круга М1М2М3 стремится занять 
положенiе на нiэкоторой неподвижной прямой, и радiусъ его (! стремится 
къ опредiэленному предiэлу. Изъ элементарной Геометрiи извiэстно, что 
радiусъ круга М1 М2М3 равенъ частiюму отъ дiэленiя произведенiя /1 /2 /3 
сторонъ треуrо)!ьника М1М2М3 на 4а. Обозначая еще черезъ rp1 , rp2 , rp3 
уrлы наклоненiя сторонъ треугольника къ оси .х-овъ, будемъ имiэть 

± (Х2 Ха} (Х3 Х1) (Х1 Х2) = /1 /2/3 COS (f)1 COS (f)2 COS (f)3• 

Замiэчая. что всiэ три угла tp1 , rp2 , rp3 стремятся къ предiэлу tp, rдiэ rp уrолъ 
наклоненiя касательной въ точкi; М съ осью .х-овъ, и припоминая свой
ство (22), найдемъ отсюда 

± 1 
= 2 lim/(.x1 , .х2 , .х3) cos tp1 cos tp2 cos rp3 =/"(а) cos3 tp, 

(! 

rд1; tg rp =/'(а). Слi;довательно, 

(1 + /'2(a))i 
(! ± - /"<а)-. 

Эта '1(.llина, весьма важная при изученiи кривыхъ, называется радiусомъ 
кривизны въ точкi; М(х = а). Что касается центра круга М1М2М3 , то 
онъ всегда находится на перпендикуляр"!; къ М1 М2 , проходящемъ черезъ 
середину хорды М1 М2 • Когда точки М1 и М2 стремятся къ совпаденiю 
съ М, прямая М1М2 стремится совпасть съ касательною въ точкiэ М, 
а перпендикуляръ къ ней, очевидно, съ нормалью къ кривой въ той же 
точкiэ. Отсюда сл1;дуетъ, что соприкасающiйся кругъ принадлежитъ къ 
числу т-вхъ круговъ, которые касаются данной кривой въ данной точкiэ М. 

Бернуллiевы и Эйлеровы числа. 

34:9. Многiя важныя функцiи не разлагаются въ степенные 
ряды при помощи формулы Маклорена (10), потому что не удается 
наliти общаго выраженiя 1~·ой производной. Нс., принимая во вни
манiе, съ другой стороны, что въ эту формулу собственно входятъ 

не послtдовательныя производныя функцiи f (х), а лишь частныя 
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ихъ значенiя при х = О, видимъ, что вычисляя производную n-ro 
порядка оть f(x), мы дtлаемъ въ дtйствительности, строго говоря, 
больше того, что необходимо дпя разложенiя функuiи въ степенной 

рядъ. Понятно, что моrуть существовать друriя средства дпя того, 

чтобы такъ или иначе получить искомое рi!зложенiе. Въ этомъ от
ношенiи оказываются полезными нtкоторыя спецiальныя 11ослtдова
тельности чиселъ, свойствами которыхъ мы прежде всего и зай

мемся. Приложенiе ихъ, аамtтимъ это, часто приводить къ рядамъ 
не сходящимся, которыми, однако, несмотря на это можно пользо

ваться, потому что сумма п первыхъ членовъ весьма быстро при

ближается къ нtкоторому предtлу, оть котораrо потомъ при воз
растанiи п она опять удаляется, такъ что наступаеть расходимость 

или неопредtленность ряда. Благодаря такому свойству, тahie ряды 
называю.тъ псевдо-сходящимися. 

350. Теорiя упомянутыхъ послtдовательностей чиселъ основы
вается на слtдующемъ замtчанiи. Тождество 

(24) /(а+ rh +xl) =/((а+ hJ + х), 

въ которомъ обt части предполагаются разложенными въ 
рядъ Тэйлора, остается справедливымъ, когда вамtнимъ 
степени перемtннаrо х произвольными числами. Дtйстви
тельно, рааложенiе /(а+ h х) по формулt Тэйлора можно пред
ставить въ двухъ видахъ: 

/((а+ hl + х) 
х :,fJ 

/(а+ h) + т /'(а+ h) + т~f'(а + h) + ... ' 

f(a+ih+x})= /(а) +~-ix/'(a) +(h
1
~{Pf"(a)+···. 

Если во второмъ рядt соберемъ всt члены, содержащiе f!J,., то не

обходимо получимъ снова тоть же коэффицiенть (§ 329), какой 
имtетъ х" въ первомъ рядt. Отсюда ясно, что оба выраженiя оста
нутся тождественными, когда замtнимъ числа 1, х, х2 , х3, ••• про
извольными числами а0 , а 1 , а2 , а3 , • • • Такъ, напримtръ, разлагая 

(а+ h + х) 2 , находимъ 

а2 + 2a(h + х) + (h2 + 2hx + :,fJ) =(а+ h)2 + 2(а + h)x + :,!J, 

но :можно также написать и 

каковы бы ни были числа а0 , а1 , а2 • Выраженiе 

aJ(x) + ~ h /' (х) + ~~~ /"(х) + _11._3~ /"' (х) + · · · 
1 1·2 1·2·3 
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принято обозначать символически черезъ /(х + ah) *). Особенно 
замъчательна функцiя еа", т. е. 

ао+ х_, 

которую называютъ производящею функцiею посnъдователь

ности а0 , а1 , а2 , ••• Полезно здъсь же замътить, что правило умно
женiя рядовъ (§ 234) выражается сл1щующимъ символическимъ ра
венствомъ 

(25) 

которымъ мы часто будемъ пользоваться впослъдствiи. 
,-_ 

351. Бернуллiевы числа. Бернуллiе выми числами 
ваются числа, опредъляемыя символическимъ равенствомъ 

(26) 

назы-

rдъ р посnъдовательно получаетъ значенiя 1, 2, 3, ... ; кромъ 

того, В.,= 1. Такъ, при р 2 получимъ 281 + 1 2, откуда 
В1 = }. При р = 3, 38.,, + 3В1 + 1 3, откуда В2 t, и про
должая такимъ же образомъ далъе, найдемъ 

Bs =0, В4. 
1 

в" =0, в6 
1 

В7 о, Bs 
1 

=-30, = 42' = iii' 

89 =0, 
5 8 11 = 0, В12 

691 
о, Ви 

7 
В10 = 66' 2730• B1s 6' 

8 15 = О, 
3617 

В17 = О, В1в 
43867 

В19 о.···. В16 = - ыо, 79!! 
, 

Теперь беремъ тождество 
р::=а, 

f(x +(В+ 1)/z)-f(x+ 8h) = ,I((B+ 1'1' 
р::=1 

и замъчаемъ, что въ силу формулы (26) правая часть приводится къ 

hf'(x) + ~_:_ f"(x) + 
1 
~2/"'(х) + ··· = hf'(x + h). 

Слъдовательно, принявъ еще во вниманiе тождество (24), будемъ 
имъть: 

(27) /((х + h) + Bh) - /(х + Bh} = hf'(x + h). 

Это основ'ная формула въ теорiи Бернуллiевыхъ чиселъ. Поло-
живъ Х h И замънивъ потомъ h на х, получимъ 

(28) f(Bx) - /(Вх - х) = xf'(O). 

*) Симвопизмъ состоитъ въ томъ, что въ ра3Ложенiи f(x + ah) по сте
nенямъ h nоказатепи степеней ао, а1 , а2 , ••• надо замi;нить указате
пями чиселъ ао, ai, аз, .. · 
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352. Bct Бернуллiевы числа съ нечетнымъ укааате-
лемъ равны нулю, кромt В1 {-. Дtt!ствительно, при /(х) = хР фор-
мула (28) даетъ 

(29) ВР (В 1)1' О, 

предполагая р не равнымъ 1; при р 1, въ правоll части формулы 
(29) будетъ 1. При р > 1 будемъ, слtдовательно, имtть, въ силу 
(26), (В+ l)P (В- l)P = р, или вамtняя р на 2р 

в2р--1 + t(2p- 1)(2Р - 2) в2р-11 + .. · + Н2Р 1)(2Р 2) В3 = о. 

Полагая р = 2, 3, 4, ... , находимъ, что 8 3 , В.,, В1 , ••• равны о. 

353. При /(х)=еХ формула (28) дастъ производящую функ
цiю Бернуллiевыхъ чиселъ. Съ самомъ дtлi;, принявъ во вни

манiе формулу (25), можемъ послtдователыю писать 

Х, 

или 

Та же формула (28) при друrихъ формахъ функцiи /(х) даетъ 
друriя интересныя раэложенiя. Напримtръ, при /(х) = cos х, 
имi;емъ 

cos Вх cosBx· cosx - sin Вх · sinx = О. 

Замtчая теперь, что 8 3 = В" = В1 О, находимъ 

sinBx 

Итакъ, эамi;няя х на 2х, получимъ 

cos 2Вх 

т. е. 

xsin 2х 
т-соs2х 

х 

2 

xcotx, 

Изъ этого рааложенiя, далtе, тотчасъ получаются рааложенiя ~-. tgx 
s1nx 

и т. д., есJ1и аамtтимъ, что 

х 1 
cot- - cotx = ---, cotx 2 cot 2х = tgx 

2 sinx 
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и т. д. Такимъ образомъ находимъ 

х2 х4 2х6 х6 
х cot х = 1 - 3 - 45 945 - 4725 - · · · 

х х2 7х4 31х6 127х6 
sin.x 1 +-6 + 300 + 15(20 + 604800 + ···' 

tgx 

354. Эйлеровы числа. Эйлеровыми числами на3ываются 
числа, опредtляемыя символическимъ равенствомъ 

(Е + l)P + (Е - 1)1' ~~ О, 

въ которомъ р посл1;довательно принимаетъ значенiя 1, 2, 3, ... 
Такимъ обра3омъ получаемъ сл-tдующую послtдовательность чиселъ 

1, О, 1, О, 5, О, - 61, О, 1365, О, 50521, О, 2702765, ... 

Какъ очевидное сл-tдствiе опредtленiя, вытекаетъ, что вс-t Эйлеровы 
числа съ нечетнымъ ука3ателемъ равны О. На основанiи 
того же опредtленiя им-tемъ тождество 

/(х + (Е + 1) h) + /(х + (Е - 1) h) = 2/(х), 

которое съ помощью тождества (24) обращается въ 

/((.х + hJ + Eh) + /(lx - h1 + Eh) = 2/(х). 

Это основная формула въ теорiи Эйлеровыхъ чиселъ. Если по
ложимъ .х = О и потомъ эам-tнимъ h на .х, то наАдемъ 

/(Е~· + х) + /(Ех -х) = 2/(0). 

Въ частности, при /(.х) = е"', съ помощью формулы (25), получимъ 

еЕ"'. е"' + еЕ"'. е·--х = 2, еЕ"' = 2 
е"'+ 

Иными словами, производящая функцiя Эйлеровыхъ чиселъ 

будетъ 

2 х2 5х4 61 .х6 277 х6 
е"' + г-"' - 1 - -2 + 24· - ·rw- + 8064 

Другiя интересныя разложенiя получимъ при другихъ формахъ f (.х). 
Наприм-tръ, при /(.х) = cosx, находимъ cosE.x sec.x, т. е. 

х2 5х4 61 х6 277 х6 
sec х = 1 + 2 .. + ·24 + 720 + -8064 + · · · · 
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355. Эйлеровы числа обладаютъ многими интересными свой
ствами. Если разсмотримъ, напримtръ, только не равныя нулю Эй
леровы числа, то легко замtтить, что всt они, за исключенiемъ Е'о, 
будутъ вида 6К 1, что всt стоящiя на четныхъ мtстахъ кон
чаются цифрою 5, а на нечетныхъ цифрою 1 и т. д. Эти свойства 
заключаются въ теоремt Сильвестра '), которую мы здtсь только 
выскажемъ: Если а, fJ, у, ... дtлители числа р р', то раз
ность Е2р Е2р, дtлится на тt изъ чиселъ 2а + 1, 2/1 + 1, 
2у 1, ... , которыя будутъ числами простыми. Въ дальнtй
шемъ будемъ заниматься исключительно Бернуллiевыми числами. Но 
сперва замtтимъ, что послtднiя весьма просто связаны съ ЭАлеро

выми. Дtйствительно, мы имtемъ 

и сравненiе крэффицiентовъ при хР даетъ символическое равенство 

Ер--1 

Обратно, изъ тождества 

4.xeh 

ВЫВОIIИТСЯ 

р(Е + 1)11-1 

в=-~-···-· 
Р 211 (211 - 1) 

356. Эйлерова формула суммированiя. Чтобы оправнать 
полученныя разложенiя, необходимо имtть возможность оцtнивать 
поrрtшность, 'которую мы д-tлаемъ, останавливаясь на извtстно:мъ 
членt, и затtмъ ноказать, что эта погрtшность стремится къ нулю, 

кш·да число принятыхъ во вниманiе членовъ безпред-tльно возра

стаетъ. Если напишемъ основную формулу (27), удерживая только 
п + 1 членовъ въ разложенiи кажнаrо слаrаемаго лtвой части, и 

обозначимъ остатокъ черезъ R,., то получимъ формулу сумми
рованiя Эйлера 2) 

(30) hf' (.х + h) = о/(.х) + в~ h l'J f' (.х) + ~~r о/" (.х) + 

+ 

1) • Comptes rendus de 1' Academie des Sciences de Paris• (t. 52, р. 212). 
Доказательство этой теоремы, данное Stern'oмъ можно найти въ .Crelles 
Journa\• (Bd. 79, S. 67). 

2) .Institutiones calculi differentialis• (Сар. V). 
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при чемъ еще нужно отыскать границы, между которыми можетъ 

измъняться R,.. Это опредtленiе выполнено было Мальмстеномъ, 1) 

давшимъ слtдующiя выраженiя R" для четнаrо п (XLI) 

-,;, =~"+2 hп+зf(п+зJ(х+Оh) R ~l1'.'±~2n+2_l h"+2i5r(n+2J(x). 
л.,. (п+2)! ' " (п+2)! J 

Доказательство этихъ формулъ требуетъ знанiя интеrральнаго исчис

ленiя 2), поэтому здtсь мы ограничимся выводомъ выраженiя, хотя 
менtе удовлетворительнаго, но достаточнаго для обыкновенныхъ 

приложенiй, и nолучающагося весьма просто. Разсмотримъ функцiю 

x-z+Bh , (х z+Bh)" А} 
F(z) =f(z) + 

1 
f (z) + ··· + ········· ······~--J-" (z) 

п! 

и r1римtнимъ къ ней формулу Лагра1iжа 

(31) F(x + h) F(x) hF' (х + eh). 

Далtе, зам l;тимъ, что 

F(x) = f(x) + B1h f'(x) + B2h2f"(x) + ... + Bnh" f(">(x) 
1 2! п! 

между тtмъ какъ, на основанiи (29), 

F(x + k) = f(x + h) + B~h f'(x + h) + B;t=I"(x + h) + ··· 

+ B"h" _l-")(x + h) hf'(x + h). 
п! 

Подставляя въ (31) и пользуясь формулою (30), находимъ 

Rn ~ hF'(x + Oh). 

Между тtмъ, легко видtть, что 

F'(z) 

Поэтому будемъ имtть 

R = .. 
Чтобы имilть возможность прилагать эту формулу, надо прежде 

1) Malrnsten J!.Ъ CreJle's umal (1847, S. 55). Другую форму далъ 
Сонинъ (Sonin) въ Annales de 1' norrnale, 1889, р. 257. 

2) См. Tannery: .Fonctions d'une variaЫe• 2-е edition, 1910. t. II. 
р. 97, § 265, и Darboux: .Sur les developpernents en series• (Journal de 
LiouvШe, 3-е serie, t. 11). 
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всего знать границы, въ которыхъ мtняется символическое выраже

нiе (В - 6)", когда 6 измtняется отъ О до 1 и, кромt того, какъ 
увидимъ далtе, надо будетъ знать, какъ измtняется В" при без
предtльномъ возрастанiи п. Въ концt этой главы мы будемъ въ 

состоянiи отвtтить на эти вопросы и удостовtриться въ законности 

. хе"' х 
раэложен1й , --,-- , х cotg х, tg х и т. д. Въ то же время мы 

tf"-1 SIПX • 

будемъ имtть средства узнать, съ какимъ приближенiемъ можно 
пользоваться другими не сходящимися разложенiями, съ кото

рыми скоро встрtтимся. 

357. Формула суммированiя Маклорена. Замъняя въ фор
мулъ (27) х послtдовательно на х h, х + 2h, ... , х + nh и сум
мируя, получимъ 

h{f'(x+Ji)+f'(x+2h)+ ··· +f'(x+nh)}=f(x+nh+Bh)-f(x+Bh). 

Въ частности, при х = О и h 1, находимъ 

(32) f' (1) + f' (2) + f' (3) + ·· · + f' (п) = f(n + В) - f(B). 

Это и есть формула суммированiя Маклорена. Замtтимъ, что 
правая часть есть не что иное, какъ символическое выраженiе ряда 

l + f(n) + JJ_1 f' (п) + В~ f''(п) + _!/~I"' (п) + · · ·, 
1 1·:l 1·:.!·3 

rдt l постоянное, которое въ каждомъ частномъ случаt надо 
опредtлить. Такимъ образомъ, формула (32) дополняетъ и разъяс
няетъ нtкоторые изъ полученныхъ болtе строrимъ путемъ въ 
§ 334 результатовъ. Однако, понятно, что этою формулою надо 
пользоваться осторожно, если въ нее заранtе не введено выраженiе 

остаточнаrо члена R,.. 

358. Прнложенiя. а) Сумма одинаковыхъ степеней первыхъ п 
цi;лыхъ чиселъ *). Для f(x) х1+\ формула OI2) тотчасъ даетъ 

IP + 'J!' + 3Р + . . . + nP 

т. е. 

*) р предполагается ц'kлымъ числомъ. 
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Напримtръ, 

1 
2 п(п + 1), 

n3 п2 п 1 + 2 + 6 = п(п + 1)(2п + 1), 

п7 п6 n" п3 п 

т+ + i 6+ 42 

= _1 п(п + 1)(2п + 1)(3ti4 + 6113 Зп + 1), 
42 

ns п7 7п6 7tt4 п2 

+2· + ·12· 24 + И 

2
1
4 
п2 (п + 1)2 (3п4 + бп3 п2 4п + 2), 

•••••••• » ................. . 

Ь) Гармониче';:кiй рядъ (§ 335, Ь). Для /(х) log х, формула (32) 
даетъ 

1 + 1 + ~ +. · · + ~ = log(n + В) log В= С+ log п + log (1 + ~), 

т. е. псевдо - схолящiйся рядъ 

н" 
1 

С+ logn + 2п 
1 1 1 1 1 

12,i2 + 120ti4 - 252п6 + 240п8 - 132п1О + · ·· · 
с) Формула Стирлиига (§ 335, с). Для f(x) = xlogx х такимъ 

же образомъ найдемъ 

п! 

но не надо забывать. что рядъ, стоящiй въ показателt, не сходящiйся. 
Для упражненiя читател10 предлагается преобразовать это выраженiе въ 

n!=V2n -- п2+п+-+--+··· 
····(1 v- - 1-·· 1 -) .. +t 

е 6 120п2 
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1 
Если nодъ знакомъ корня отбросимъ члены съ - , то получимъ приближен

п 

ное выраженiе п!, найденное Forsyth'oмъ 1). 

359. Бернуллiевы полиномы. Подъ этимъ названiемъ разу
мtютъ полиномы 

(33) Рр (х) 

изображающiе при цtломъ значенiи х, какъ мы видtли, сумму 
}Р 2Р + ... + (х- l)P. Очевидно, pp(l) = О, а принимая во вни
манiе формулу (29), нидимъ, что и (J)p(O) = О. Найдемъ теперь 

значенiе (J)p( ; ) • Мы имъемъ 

х 

е 2 -- 1 

хе"' 

е"'- 1 

хР 
отсюда получимъ, сравнивая коэффицiенты нри въ обtихъ час-

р 

тяхъ равенства : 

Поэтому 

(34) 

Отсюда слtдуетъ, что при р четномъ рР ( ; ) = О. Впрочемъ, выра
женiе rpp(x) легко представить въ такомъ видъ, что корни его О, 1 
и ! сдълаются очевидными., Если въ правой части формулы (33) на-

пишемъ ( х }) + ( В - ; ) вмtсто х 1 + В, и затtмъ разло-
жимъ ее но степенямъ ( х -;-) , то nолучимъ выраженiе 

р_ (х - _i'\P-1 + 7р(р 1) (р~ (х - i\P--S 
24 '1:} 5160 '};} 

въ которомъ послtднiй членъ будетъ 

в +1 _Р __ ИЛИ 

(р + })2Р 

l) Въ .Reports of Britis\1 Association• (Rep. of the 53-rd meeting, 
1884, р. 407). 
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смотря по тому, бу детъ ли р нечетное или четное. Зам1пимъ здtсь, 
1 

что х 2 мtняетъ только знакъ при замtнt х на (1-х), оп<уда 

слtдуетъ, что 

(35) (JJP (1 ·- х) = (- 1)'*1 (J)p(x) *). 

При р нечетномъ предыдущее рааложенiе можно распо,1ожить по 

степенямъ х(х - 1 ), замtчая, что ( х - ~ )2 х (х 1) + ~ . Въ 
случаt четнаго р того же можно достигнуть, выведя эа скобки 

( х - ~-} . Такимъ путемъ, различая случай нечетнаrо указателя отъ 
с,1учая четнаго, получимъ слi;дующiя аамtчательныя выраженiя: 

2P(JJ2p--l (х) х2 (х - 1)2 [ x1'-·2(.'t' 11 2 P(t.-; '!) х1'-3 (х - 11-3 

. +Р(Р-=_!)(Р360 3)(7р ~xp-l(x-- Iy,-4 ... + р(2р ·- l)B2p--2 ]· 

(4р + 2)(J)2p(x) =х(х-1)(2х- 1) [ хР-1 (х -11-J -- f'J/i_·!) x1'-2 (x- lf-2 

+ f!(P I)(p 
360

2H7P_!lxP-3 (x 1)1'· 3 _ · · · + (4Р + 2) В2Р] · 
360. Мы докажемъ теперь, что въ интервалt (О, 1) Бернул

лiевы полиномы съ четнымъ укаэателемъ обращаются въ 

нуль только на границахъ и въ его срединt, rдt и мtня

ютъ знакъ, а Бернуллiевы полиномы съ нечетнымъ укаэа

телемъ только на границахъ, принимая наибольшее по 

абсолютной величинt значенiе въ срединt интервала. Мы 
1 

уже энаемъ, что (J)2p(x) обращается въ нуль при х О, 1 и 2 , а 
формула (35) показываетъ, что (J)2p(x) мtняетъ знакъ при переходt 

1 
х съ одной стороны отъ х -2 на другую. Остается показать, 

1 
что <р2р(х) не обращается въ нуль ни между О и 2 , ни между 
1 
2 и 1. Допуская, что сказанное справедливо для <р2р--2(Х), т. е. что эта 

функцiя сохраняетъ опредtленный знакъ между О и ~ и противо-

положный ему между ~ и 1 **), примtняемъ къ функцiи /(х) = 

= (J)2p(X) иэвtстную формулу интерполированiя (§ 347) 

/(х) = /(х1) + (х х1)/(х1 , х2) + t(x х1) (х х2)/" (~. 

*) При р нечетномъ (J)p(}) 

**) Не обращаясь въ О. 
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1 
полагая .х1 = О, х2 = и принимая во вниманiе, что 

w;P (х) = Ц, (х 1 + В)2Р-1 2Р (2р - 1) q,211_ 2 (х). 

Тогда п011учимъ 

w2p(x) =P(2v l)x(x -!)w2P---2 (s), 

rдt s число, лежащее между О и 1. Изъ этой формулы, очевидно, 
вытекаетъ не только то, что <р2р(.х) въ интервалt (О, 1) нигдt, 
кромt граниuъ и средины его, въ нуль не обращается, но и то, что 

знакъ ея противоположенъ знаку функuiи <р2р_2(х). Такъ какъ 

прямо видно, что функцiя <р2 (Х) = ~ .х(х-1)(2.х-1) слtва отъ 
1 1 -i положительна, а справа отъ 2 отриuательна, то мы и можемъ 

считать теорему доказанною для всtхъ значенШ р, и добавить, что 

q;2p(.x) слtва отъ ~ имtетъ знакъ l)P+1 , а справа противопо
ложный. Да.1tе, функцiя q;211 _ 1 (x), производная которой есть. 

' ( ) ( 1 + В)2р---1 IJ12p---l Х' Х' (2Р 

будетъ между О и t возрастающей или убывающей, а между t и 
1, обратно, убывающей или возрастающей, смотря по тому, будетъ 
ли р четное или нечетное. Слtдовательно, она сохраняетъ внутри 

) 
интервала (О, 1) знакъ ( -- 1 )Р и при х 2 получаетъ наибольшее 

по абсолютной величинt значенiе. 

361. Доказанныя своllства влекутъ за собою важныя для Бер
нуллiевыхъ чиселъ слtдствiя. Дtйствительно, въ § 352 бы1ю пока
зано, что всt Бернуллiевы числа съ нечетнымъ указателемъ равны 
нулю. Но пока оставалось подъ сомн-t;нiемъ, не встрtтя·rся ли и 

между числами В2 , Bi, В6 , ••• нули. Формула (34) тотчасъ устра
няетъ это сомнtнiе и, кромt того, показываетъ, что знакъ В211 про-
тивоположенъ знаку q;211 _ 1 (~). т. е. одинаковъ съ (- l)P+1 • 

Итакъ, БернуллiеRы числа съ четными указателями имtютъ 
поочередно знаки и - . То же самое можно утверждать и 
объ Эйлеровыхъ числахъ. Дtйствительно, формула (33) даетъ 

(2Р + 1) IJ12p (-t) (В 1)2Р+1' (2 р + 1) (f}zp (!) (В t)2p--/-1' 

откуда при помощи (35) слtдуетъ (§ 355) 

Е2р = 2"Р+1 
[1J12 11 (!-) IJ12p (Н] - 42Р+1 1J12p(t). 

По этому Е2р имtетъ знакъ ( - 1 )". 
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362. Изъ сказаннаго въ § 360 (и изъ той же формулы (34) 
слtдуетъ, что при п четномъ въ интервалt (О, 1) будемъ имtть 

_1_) 1 B,J_ 
2" п 

Иными словами, 

l(B е)" в"1~2(1- 2
1 .. )1в,.i 

для всякаго значенiя (} между О и 1. ТаI<Ъ какъ, кромt того, въ 
этомъ интервалt р,._ 1 сохраняетъ анакъ, противоположный знаку 

в,., то 

; (В - О)" В" 1 = (1 - (В - 0)") 1 В I 
вп ,. t J 

а слtдовательно, 

1 (В О)" 
1 + --·- :,:;; ·- - -- ~ 1. 

2n-1 - В" -

Мы видимъ отсюда, что абсолютная величина символическаго выра
женiя (В О)" никогда не превQсходитъ I В" 1, а поэтому абсолют
ная величина найденнаго въ § 356 выраженiя R,.+2 не больше аб
солютной величины перваго изъ найденныхъ Мальмстеномъ выра· 
женiй R,.. Это показываетъ, что оба эти выраженiя (R., Мальмстена 
и R,.+2 § 356) одинаково выгодны, когда дtло идетъ о томъ, 
чтобы доказать, что R" стремится кь нулю съ возрастанiемъ п до 
оо. Того же самаго нельзя утверждать въ томъ случаt, когда надо 
найти границы, въ которыя хотятъ заключить I R" 1 въ псевдо
сходящихся разложенiяхъ, получаемыхъ при помощи символиче

скаго вычисленiя. 

363. Доказанныя въ § 360 свойства Бернуллiевыхъ полино
мовъ находятъ легкое и интересное разъясненiе въ возможности 

представить эти полиномы т-вмъ или другимъ изъ рядовъ 

(36) 

смотря по тому, будетъ ли указатель полинома нечетный или чет
ный. Прежде намъ надо, однако, вычислить сумму ряда 

(37) j(x) = sinx fsin2.x+,tsin3x+ ···, 

доказавъ одну важную формулу, которою мы уже два раза раньше 

f§ 254, g и § 277, f) пользовались. Замtчая, что 

2 sin ; cos тх = sin ( т + } ) х sin ( т - ~) х, 
24 
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легко найдемъ, что производная суммы п первыхъ членовъ ряда 

(37) равна 

cos х + cos 2х + cos Зх + ·· · + cos пх 
1 sin (1, + ~) х 

---+--····-· 2 
2 

. х 
SIП 2 

Отсюда слtдуетъ, что функцiя 

1 1 соs(п+1)х 
f'(x) = sin х + -- sin 2х + ··· + - sin пх +:. + -------, 

2 п 2 . х 
(2п + l)sш 2 

опредtленная во всякомъ интервалt, не содержащемъ въ себt крат
наrо отъ 2:п;, имtетъ производную 

F' (х) 
cos; · cos (11 + }) Х 

4 (п + 2) sin2 ~ 
2 

... ~, 

и прямо видно, что ,,1~~ }'' (х) = О. Если k = [ ~-] , то можно къ 
функцiи F'(:x) примtнить теорему Лагранжа (§ 306) для всякой 
пары значенiА (напримtръ, х и я+ 2k:n), выбранныхъ въ интер
вал-в (2kя, 2я + 2k:r,;) за исключенiемъ rраницъ. Такимъ образомъ, 
получимъ, обозначая черезъ 5 число, 11ежащее между х и :n + 2k:n, 
слtдующШ результатъ 

. +1·2+ 11. SIП Х 2 SIП Х • • • г n SIП 1/Х 

х соs(п+})х 
+ k п - -----·-- + (.'!: п 2 k.n) F' (;>. 

(2п + 1) sin; 

Отсюда, при безконечномъ п, находимъ 

(38) f(x) = п х + [2-:] .п. 

364. Теперь мы можемъ вычислить сумму Фр(х) перваrо или 
второго ряда (36), смотря по тому, будетъ ли р нечетное или чет
ное число. Мы уже знаемъ, что при р > 1 (§ 320, Ь, с) ряды (36) 
равномtрно сходящiеся во всякомъ интервалt. То же самое можно 

сказать и о ряд-в (37), rдi; р = 1, если исключимъ значенiя х, крат
ныя отъ 2:r,;. Поэтому можемъ утверждать (§ 323), что 

(39) Ф~(х) 
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Намъ изв-tстна Ф1 (х) = j(x) по формул-t (38). Эту формулу мы 
напишемъ въ вид-t Ф1 (х) = :гс(В - Q) *), rд-t 

Q /п [2:] · 
Такъ какъ :гс(В Q) есть производная отъ 
(§ 307, Ь) будемъ им-tть 

Ф2 (х) = п2 (В g'f + а, 
rд-t а постоянное, по крайней м-tp-t, во всякомъ интервал-t (2k:rc, 
2:гс + 2k:rc), за исключенiемъ rраницъ. При этомъ а не зависитъ 
отъ k, потому что Ф2 и (В-е) 2 не изм-tняются, когда х изм-t
нится на кратное отъ 2:гс. Чтобы найти а, зам-tтимъ, что 

"' ( - 1)" 
У1--= 7 nP 

или Фр(:п) - ( 1 - }-=i) Фр(О). для всякаrо четнаrо р и припом

нимъ равенство (в ~ )р ·-( 1 ~р~i)вр, доказанное въ § 359. 

При р 2 им-tемъ 

Ф2 (п) = п2 ( В } )2 + а - ].2. В2 + а 
и въ то же время 

1 л,2 1 
2 Фа (О)= -- 2 В2 - 2 а. 

Слtдовательно, а О. Теперь, чтобы найти Ф3 (х), зам-tчаемъ, что 

Ф; (х) Ф2 (х) ,т;?.(В Q'f, 

а такъ какъ :п;2 (В - е)2 есть производная отъ -1 я3(В- !]) 3 , то 
можемъ написать 

Фз (х) = - t :т,;3 (В - rй" + {J. 

rд-t постоянное fJ. тотчасъ опредtлится изъ того, что въ силу не
прерывности Фз(i) (§ 322) правая часть должна стремиться къ пре
д-tлу Ф3 (2k.п) О, когда Q стремится къ О. Поэтому fJ О. Для 
опред-tленiя Ф4 (х) имtемъ 

Ф~ (х) - Ф3 (х) = i п3 (В е)3, 

откуда 

*) Потому что В1 = t. 
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а ДЛЯ опредtленiя r СТОИТЪ ТОЛЬКО 3аМ'ВТИТЬ, что 

Ф4 (п) --3*(в-})4+1 л;4 ( 3- ) ~ 3) B,i + У 
и въ то же время 

Ф4 (п) = (1 ~ 3) Ф4 (О) ,.4 ( 3- 1 ~ 3) В,1 (1 -ы у, 
такъ что r =О.Продолжая такъдалъе, видимъ, что Фр(х) Ар(В-е)Р. 
Для опредtленiя Ар служитъ формула (39), которая даетъ 

( 1)1' 
l = --·2л;l 
р р р----1 

Итакъ, окончательно, 

(40) Ф (х) :с: ( - 1)~1) · 21'--- 1 1!'_ (В - Qf. 
р р! 

Эта формула и показываетъ, въ какой связи суммы Фv(х) нахо
дятся съ полиномами Бернулли. Въ самомъ дi;лi;, пользуясь форму

лами (33) и (35), получаемъ, дJ1я всякаrо х въ интервалъ {О, 1), изъ 
формулы ( 40) иижеслъдующую 

(Jip-1 (х) (-1)[{] (1, =---11\ Ф (О) 
2P-lnp р 

Фр(2nх) ), 

которая съ полною очевидностью обиаруживаетъ доказанныя въ 

§ 360 свойства. 

365. Прилож:енiя. а) Однимъ изъ интереснi;йшихъ приложенiй фор
мулы (40) является вычисленiе суммъ 

1 1 1 
s=1+ +--+-+··· 
р 21' 3Р 4Р 

для четныхъ значенiй р. Замiшяя въ (40) р на 2р, получимъ 

c::os х + cos 2 ~ + cos 3 х + ... = ( - l)1'·-1. 22р-1 (~р
2

Р).' (В (})2р 
12р 22р "' 

и, въ частности, при х О 

( l)v--- 1 с,2р 1в 2р 
1 1 1 - "' 2рп 

1 +-- + - +--- -- + ... = ------~----· 
22р 32р 42Р 1 · 2 · 3 ·, · 2р 

папримъръ: 

:t6 п8 

945' "'в= 9450' 
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Когда р безпредиьно возрастаетъ, лtвая часть стремится къ 1, а поэтому, 
припоминая еще формулу Стирлинrа (§ 221 ), получимъ формулу, 

lim I В211 \ • (:п;е)
2.v--Ч = 4:п; lfe. 

р=сю. р 

дающую отвtтъ на вопросъ, поставленный въ концt § 356. (XLII). До сихъ 
поръ еще не удалось найти суммы s"' для нечетныхъ р. ·извtстны только 
преобразованiя ихъ въ болtе быстро сходящiеся ряды, дающiе возможность 
удобнаrо численнаrо приближеннаrо ихъ вычисленiя. Такъ, напримtръ, нашли 

при 

1 1 1 
l+23+3в+4з+··· 1,20205690315959428540 ... 

помощи небольшого числа членовъ другого ряда 1) 
Ь) Та же формула (40) при замtнt р на 2р + 1 даетъ 

2р+1 
- ( )Р • 2211 л; (В - -1 (2p+l)! 

sin х + sin 2х + siп 3х + 
12Р+1 22р+1 3211+1 

л; 1 
При х = 2, получаемъ {} 4, а въ § 361 мы нашли, что 

Слtдовательно, 

Напримtръ, 

1 1 1 
)----+~-- ······~+ ... 32ffl 52р+1 72ffl 

1 1 -· + ~ 3 5 

Въ то время, какъ для всякаrо нечетнаrо р мы знаемъ значенiя суммъ 

~ + ~ ~ + · · · . для четнаrо р мы не имtемъ выраженiя даже про
стtйшей изъ нихъ 

О ней имtется обширное изсл1щованiе Каталана ~). 

1) Вотъ этотъ другой рядъ: 

f,(-1)"-· 1 .1a.23.38 ... (n~l)"'I( 1 5 ) 
.;;;;;_ 1·2·3···(3п-2) (2п 1)2+12n(31z 1) 

1 

См. сообщевiе А. Маркова (Markoff) въ Comptes rendus d"Ac. des sc. de 
Paris (16 Dec. 1889). Дор 70, суммы Sp съ 32 десятичными знаками вы
числены Stieltjes (Acta mathematica 1887). 

2) Catalan. Мемуары С.·Петерб. Академiи наукъ (7 серiя т. XXXl). 
Въ Comptes rendus \t. 64, р. 1139) Bresse нашелъ 

G О,91596559417721905460357 ... 
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ФУНКЦIИ ать НьСКОТIЬКИХЪ ПЕРЕМьННЫХЪ . 
• 

Основныя понятiя и разысканiе производныхъ. 

366. Нtсколько перемtнныхъ х, у, z, ... нааываются неаа
висимыми, если аначенiе, приписанное одной иаъ нихъ, никоимъ 

обрааомъ не стtсняетъ свободы приписать какой-нибудь другой ана
ченiе, зависящее до иавtстной степени отъ нашего произвола 

(XLIII). Совокупнщть всtхъ системъ аначенШ, которыя можно при
писать перемtннымъ, обраауютъ область п И3мtренiй; простtй
шШ частный случай (n 1) такой области представляетъ то, что 
мы раньше нааывали интерваломъ. Если каждой системt аначенШ п 

перемtнныхъ, принадлежащихъ нtкоторой области, соотвtтствуетъ 

на основанiи нtкотораrо критерiума опредtленное число, то сово

кушюсть этихъ чиселъ обраауетъ нtкоторую функцiю отъ п пе

ремtнныхъ; эта функцiя будетъ опредtлена въ данной области и 

обозначается символомъ j(x, у, z, ... ) или другими, ему подоб
ными. Принято также говорить, что функпiя опредtлена для каждой 

точки области, при чемъ подъ точкою рааумtютъ не что иное, 

какъ систему tt аначенШ, приписанныхъ независимымъ перемtннымъ. 
Свойства функцШ, доказанныя для функцiй отъ одной перемtнной, 
легко раснространяются и на функцiи отъ мноrихъ перемtнныхъ 1). 

367. Не11рерывность. Когда неаависимыя перемtнныя х·, у, 
z, . . . получаютъ приращенiя dx, dy, dz, ... , то функцiя получитъ 
приращенiе 

of =/(x + ох, у+ оу, .. . )-/(х, у, ... ). 

Функцiя нааывается непрерывною въ данной точкt, если df 
всегда стремится къ нулю, когда dx, dy, dz, ... стремятся къ нулю, 
независимо отъ какого-либо соотношенiя между послtдними. Если 

u-1 изъ перемiшныхъ разсматриваются, какъ постоянныя, т. е. со
храняютъ приписанныя имъ аначенiя, то данную функпiю можно 

разсматривать, какъ функцiю отъ оставшейся одной перемtнноЯ, и 

ясно, что если функцiя непрерывна относительно системы перемtн

ныхъ, то она будетъ непрерывна и относительно каждой изъ нихъ 

въ отдtльности. Но не слtдуетъ думать, что и обратное ааключе

нiе вtрно, т. е. -что непрерывность j(x, у, z, ... ) относительно 
системы перемtнныхъ равносильна непрерывности ея относительно 

каждой перемtнной въ отдtльности. Чтобы убtдиться въ томъ, что 

1) См., напримi;ръ, Genocchi et Peano .Calcolo• (§ 129). 
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функцiя можетъ быть разрывна, будучи непрерывною от
носительно каждой изъ перем-tнныхъ, отъ которыхъ она 

зависитъ, достаточно разсмотр-tть сл-tдующiй прим-tръ. Возьмемъ 

функцiю отъ Декартовыхъ координатъ точки на плоскости, равную 
1 для всякой точки на любой изъ координатныхъ осей и равную 
нулю для всякой другой точки. Эта функцiя, очевидно, разрывна 

въ начал-!; координатъ, между т-tмъ какъ она, конечно, непре

рывна въ той же точк-t относительно каждой изъ перем-tнныхъ, 

когда другая остается. равною нулю. Достаточно изм-tнить значенiе 

функцiи въ начал-!; координатъ изъ 1 въ О, чтобы функцiя поте

ряла непрерывность относительно каждой изъ перем-tнныхъ въ от

дмьности; т-tмъ не мен-tе можно сказать, что теперь функцiя без
к он е ч но мен-tе разрывна, ч-tмъ была раньше. 

368. Частныя производныя. Если функцiя f разсматривается, 
какъ функцiя одного t' или одного у и т. д., то ея пос11-tдовате11ь

ныя производныя называются частными производными по х, по 

у, и обозначаются символами (;,, J:, J:X, }~~. 1:: и т. д. Напри
м-tръ, въ случа-t функцiи отъ двухъ перем-tнныхъ, будемъ им-tть, 

назначивъ по произвш1у значенiя х и у, 

/~(х, у) 

Д,~nte -~зъ /;, выводятся f :X и J:~ такимъ же образомъ, какимъ 
/ 11" и } 1111 выводятся изъ / 11 , и т. д. Для того, чтобы существовали 
част н ы я производныя необходима непрерыв1юсть функцiи относи· 

тельно каждой изъ перем-tнныхъ въ отдi;льности, но не необхо
дима непрерывн.ость въ томъ бол-tе широкомъ смысл-!;, о кото
ромъ сказано въ предыдущемъ параграф-!;. Мы докажемъ теперь, 

что при разысканiи посл-tдоватепьныхъ частныхъ производныхъ, по

рядокъ, въ которомъ производится вычисленiе производ

ныхъ, не влiяетъ на результатъ, если всъ функцiи, nослъ
довательно получаемыя, непрерывны -х'). Мы можемъ, оче
видно, ограничиться случаемъ вторыхъ производныхъ, и показать, 

что производная отъ /;,, взятая по у, не отличается .отъ производ· 
' _," ной отъ / 11 , взятой по х, если получаемыя при этомъ функцiи 1" 11 

и f ;: непрерывны. Дадимъ числамъ х и у приращенiя Ох = h, 
оу k, и разсмотримъ выраженiе 

1) = /(х + /1, у + k) - /(х + h, у) - /(х, у + k) + /(х, у). 

Если напишемъ его такъ 

Q [f(x + h, у+ k) - /(х + h, у)] (/(х, у+ k)-f(x, у)], 

*) Въ широкомъ смысдt; слова. 
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то оно представитъ приращенiе, получаемое функцiею /(х, у k) 
- j(x, у), когда въ ней у и k остаются постоянными, а х Пt'
реходитъ въ х + h. Поэтому, примtняя теорему Лагранжа (§ 306) 
къ наsванной функцiи отъ. одного х, получимъ 

rдt & нtкоторое опредi;ленное число, лежащее между О и 1. Те
перь мы имtемъ передъ собою приращенiе, получаемое функцiею 

/~(х oh, у), если при постоянномъ Х' + &h дадимъ числу у при
ращенiе k. На основанiи той же теоремы, примtненной теперь къ 
функцiи ОДНОГО у, получимъ 

rдt &' тоже лежитъ между О и 1. Слtдовательно, если функцiя J:; 
въ точкt (х, у) непрерывна, то ея значенiе въ этой точкt предста-

мяетъ собою предiшъ, къ которому стремится отношенiе h~ съ при
ближенiемъ h и k къ нулю. Если же напишемъ р въ видt 

(} [f(x + h, у+ k) - f(x, у+ k)) - [/(х + h, у) - /(х, у)], 

то совершенно аналогично докажемъ, что упомянутый выше предi;лъ 

равенъ значенiю 1:: въ той же точкt (х.,. у), предполагая, что 
и эта функцiя непрерывна въ этой точкt 1). Слtдовательно, 

1::, = 1;~. 
369. Сложныя (составныя) функцiи. Если въ у= /(и, v, w, ... ) 

и, v, w, ... не независимыя перем1шныя, а функцiи отъ одной не

sависимой перемtнной х, то и у функцiя одного х, хотя и пред

ставляется въ видt функцiи отъ нtсколькихъ перемtнныхъ. Въ та· 
комъ случаt rоворятъ, что у есть сложная или составная функ

цiи, а и, v, w, . . . составляющi!J функцiи. Если первыя частныя 

производныя отъ функцiи f непрерывны и первыя производныя со
ставляющихъ функцiА существуютъ, то, какъ сейчасъ локажемъ, 

пронsводная отъ сложной функцiи равна суммъ всtхъ про· 

иsводныхъ, получаемыхъ по правилу раsысканiя проиsвод

ной функцiи отъ функцiи, когда f по очереди раsсматри
вается, какъ функцiя одного и, одного v и т. л. Само собою 
раsумtется, что при составленiи частныхъ произвоаныхъ отъ f по 
и, по v и т. д., эти перемt1111ыя и, v и т. д., раsсматриваются, 

1) Въ дtйствительности, мы nредполагаемъ больше, чtмъ нужно. Mi· 
nimum ycлoвill, при которыхъ 1~; = 1;: указанъ Peano. См. ,.Mathesis" 
1890, р. 153. 
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какъ независимыя. Мы можемъ ограничиться, для простоты, доказа

тельствомъ теоремы для случая двухъ составляющихъ функцН!. По

ложимъ, что приращенiю ох соотв-tтствуютъ приращенiя li и lг 
функцiй и и v. Приращенiеу будетъ оу=/(и h, v+k)-/(u,v). 
По теорем-!; Лагранжа имtемъ 

f(u + h, v) ······ f(и, v) lil; (и+ eh, ·v), 

f(и + Ji, v + k) -- f(u + Jz, v) kf; (и+ h, v + 6' k). 

Отсюда, сложивъ и раздtливъ на ох, находимъ 

оу du , ov , 
ох= dxlи (и+ eh, v) 0-xl~ (и+ h, v + O'h), 

а переходя къ предtламъ и принимая во вниманiе сд"t.i1анныя пред

положенiя, rюлучимъ 

( 1) у' и' 1; (и, ·v) + v' 1; (и, v). 

370. Прим'tчаиiя. а) Теорема остается, очевидно, справед
ливою, если только одна изъ частныхъ производныхъ непрерывна 

относительно системы перемtнныхъ и, v, а другая только относи

тельно одно/t соотвtтствующей перемtнно/t. 

Ь) Въ правилt (1) заключаются, какъ частные случаи, всt до
казанныя раньше (§ 285 и сл-tд.) правила разысканiя производ

и 
ных:ъ. Такъ, наприм-tръ, если у= и +v, uv, v и т. д., то соотвtт-

ственно получимъ 

и (1) дастъ 

1 
1. v, V, 

и 
1, tt, - 't,2 , 

и' 
у'= и'+ v' vu' + иv1 , -• v 

tlV1 

с) Дал-tе, правило (1) даетъ возможность непосредственно 
найти пронзводныя н-tкоторыхъ функцiй, для разысканiя которыхъ 

прежде приходилось приб-trать къ особымъ прiемамъ. Такъ, напри
мtръ, чтобы найти производную отъ у х"' можно разсматривать 

сперва основанiе х, а потомъ покааате11ь х, какъ единственную 

перем-tнную, взять производную отъ степени перемtннаrо числа, а 
потомъ производную отъ показательной функцiи, и сложить резуль

таты; тогда и получимъ 

у' х. xx-l + x"'logx х"' (1 + logx). 

Въ бол-tе общемъ случаt у = uf}, rд-t и и v функцiи отъ х, 

найдемъ 

у' vuf'-l • и' + и~ V 1 log U = и" ( V r + V 1 log U) . 
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371. Однородность. Функцiя / (х, у, z, ... ) называется одно· 
родною степени т, если тождественно имi;емъ 

(2) f (tx, ty, tz, ... ) t"'f(x, у, z, ... ). 

Таковы, напримi;ръ, разсмотрi;нныя въ первой книг-\; алrебраиче

скiя формы, а въ частности квадратныя--однородныя функцiи вто· 

рой степени. Такимъ же об"разомъ однородными функцiями соотвt.т
ственно степеней О, !, 1 будутъ функцiи 

г- --- (у·х + -VY + 11z)2 
+Jx+y, -~---······ 

x+y+z 

и т. д. Замtтимъ, что первын частныя производныя однород· 
ной функцiи т-ой степени будутъ однородными функ

цiями (т - 1)-ой степени. Дi;йствительно, сравнивая производ

ныя по х отъ обi;ихъ частей тождества (2) и раздi;ляя на t, полу
чимъ какъ разъ 

тождество, отличающееся отъ (2) лишь тtмъ, что / замtнено на 

/;, а т на т - 1. 

372. Однородныя функцiи характеризуются слi;дующимъ 
свойствомъ: Сумма произведенНI частныхъ производныхъ 
однородной функцiи степени т, умноженныхъ каждая на 

соотвi;тствующую перемi;нную, равна самой функцiи, умно

женной на т. Дt,йствительно, написавъ (2) въ видt 

t3) 
1 
- f(t:i;, ty, tz, ... ) = f(x, у, z, ... ), 

t"' 

выводимъ отсюда, взявъ производныя по t, при постоянныхъ 

.,·, у, z, 

1 F f 1'1J 
(4) t"' [.ctj,, (tx, ty, ... ) + Yfy (tx, ty, ... ) + · · · ] fn+1/(tx, ty, ... ) = О, 

откуда при t 1 

:1:f; (х, у, ... ) + у/; (х, у, ... ) + · · · тf(х, у, ... ). 

Это теорема Эйлера. Замi;тимъ теперь слi;дующее. Если въ по

слtднемъ тождеств-\; замi;нимъ х, у, z, . . . черезъ tx, ty, t.z, . . . и 
раздtJшмъ обi; части на t"'+1, то придемъ снова къ тождеству (4), 
которое показываетъ, что производная лi;вой части въ (3) равна 
нулю, а слi;довательно, эта лi;вая часть сама отъ t не зависитъ, и 



§§ 372-374 ОСНОВНЫЯ ПОНЯТIЯ И РАЗЫСКАНIЕ ПРОИЗВОДНЫХЪ. 379 

потому всегда равна тому значенiю, которое получимъ, положивъ 

t = 1. Та1шмъ образомъ, снова приходимъ къ тождеству (2), т. е. 
именно къ опредi;ленiю однородности. 

373. Производная опредiшителя. Какъ приложенiе правила 
(1) разсмотримъ первый изъ опредi;лителей 

U1 V1 W1 а1 Ь1 С1 1 

у= tt2 V2 W3 , а2 Ь2 С2 ' 

U3 'L'3 W3 П3 Ь3 Са ! 
предполагая, что второй есть взаимный перваго (§ 34). Производ
ная отъ у по одному изъ его элементовъ равна алгебраическому 
дополненiю этого элемента. Дi;йствительно, мы имi;емъ, напримi;ръ, 

у= а1 и1 + а2 и2 + а3 и3 • Единственный членъ, содержащiй u;, есть 

а;и;, и а; отъ и; не зависить. Слi;довательно, у,;;= а;. Если, да
лi;е, всi; элементы суть функцiи одной и той же перемi;нной х, 

то у есть фующiя отъ х, производная которой, по правилу (1 ), 
будетъ 

Кромi; предположенiя, что элементы опредi;лителя имi;ютъ произ

водныя, никакихъ другихъ не требуется, потому что частныя про

изводныя отъ у, какъ суммы произведенiй непрерывныхъ функцiй, 

сами непрерывны. Полученное выраженiе для у' можно написать въ 
слi;дующемъ видi;: 

' ' ' U1 V1 Ш1 U1 V1 Wl 111 v1 W1 

+ (51 J'' = ' ' + ' 112 v2 W2 U2 V2 W2 lt2 V2 W2 

' ' ' U3 V3 'ZC'3 1 tt3 V3 W3 tt3 ·vз Ш3 

Въ этомъ состоитъ правило разысканiя производной отъ фующiи 

ОТЪ Х, представленной въ вил:-!; опредi;лителя. Оно справедливо, 
очевидно, ДЛЯ опредi;лителя любого порядка. 

374. Опредiшители Вронскаго. Въ нi;которыхъ приложе
нiяхъ особенно важное значенiе имi;ютъ опредi;лители Вронскаго. 
Въ этихъ опредi;лителяхъ первый столбецъ состоитъ изъ производ
ныхъ фующiй отъ одной перемi;нной х, а слi;дующiе изъ посл-tдо

вательныхъ производныхъ отъ этихъ функцiй. Вычисленiе произволь

ной такого опредi;лителя дi;лается особенно просто по правилу (5). 
Такъ, напримi;ръ, если 

и и' tl' 

у= v i,' v" 

w w' w'' 

и и' и''' 

у'= v v' v'" 

ш 11:' w"' 
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(см. § 16), такъ что, для полученiя производной отъ опредtлителя 
Вронскаго n-ro порядка, стоитъ только замtнить въ немъ (п 1 )-ыя 
производныя п-ыми. Далtе, если обозначимъ опредtлитель Врон
скаrо п-го порядка просто черезъ (и, v, w, ... ), то, какъ легко 
видtть, будемъ имt.ть 

(6) (tu, tv, tw, .•. ) = f' (и, v, w, ... ) . 

Это свойство, представляющее по формt столь большую аналогiю 
съ опредtленiемъ однородныхъ функцiй, легко доказать. Составивъ 
опредtлитель Бронскаго функцiи tu, tv, tw, ... , замtчаемъ, что во 
второмъ столбцt можно отбросить элементы съ множителемъ f, по
тому что они пропорuiональны соотвtтствующимъ элементамъ пер

ваго столбца; въ третьемъ столбцt послt этого можно откинуть 
элементы съ множителями t' и t' 1, какъ соотвtтственно пропорuiо · 
нальные элементамъ перваrо и второго столбца. Въ концt конuовъ 
придемъ къ опредtлителю (и, v, w, ... ), въ которомъ всt эле

менты будутъ умножены на t, т. е. именно къ равенству (6) (§ 15). 

375. Докажемъ теперь весьма важное свойство опредtлителей 
Бронскаго, выражающееся въ сл1;дующей теоремt: Чтобы двt или 

нtсколько функцiй были линейно независимы, необхо
димо и достаточно, чтобы ихъ опредtлитель Вронскаго не 

был ъ равен ъ нулю. Прежде всего замtтимъ, что функцiи назы · 
ваются линейно независимыми, если между ними не суще

ствуетъ линейнаго и однороднаго соотношенiя съ постоянными ко

эффицiентами. Иными словами, функцiи и, v. w, ... не -независимы 
линейно, если существуютъ п постоянныхъ а, Ь, с, ... , не равныхъ 
нулю одновременно, для которыхъ тождественно имtетъ мtсто ра

венство 

(7) аи + bv + c--tJJ + · · · о. 

Если такое соотношенiе существуетъ, to будемъ также имtть 

аи'+ bv' cw О, аи" + bv" + cw" + ... = О и т. д., и 
условiе совмtстности этихъ уравненiй, линейныхъ и однородныхъ 

относительно неизвtстныхъ а, Ь, с, ... , будетъ (и, v, w, ... ) = О. 
Остается, слtдовательно, показать, что, обратно, если этотъ опредъ
литель равенъ нулю тождественно, то между фуню1iями и, v, w, ... 
будетъ существовать соотношенiе вида (7). Замtтимъ прежде всего, 
что при п 1 уравненiе (7) вырюкаетъ именно то, что (и) и 
обращается въ нуль. Отсюда слtдуетъ, что для доказательства тео

ремы достаточно доказать, что она будетъ справедлива для 11 функ
цiй, если допустимъ, что она вtрна для меньшаго числа функцiй 1 ). 

Если бы и было равно О, то соотношенiе (7), очевид1ю, удовле-

1) Demoulin .• Mathesis• (1897, р. 62). 
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творялось бы при а= 1, Ь с=··· О. Поэтому можно npeдno· 
пожить, что и не равно нулю тождественно, и, припоминая теорему 

(6), написать 

О=(и,v,щ ... )=и"(1, : .... ) 1/•(U~)', (-~)' ... -) 
Но послiщнiй опредtлитель Вронскаго буде1Ъ порядка (п 1 )-го, 
и такъ какъ онъ равенъ нулю, по нашему допущенiю, то отсюда 

вытекае1Ъ соотношенiе Ь (:)'+с(:)' + · · · О, гдt Ь, с, . . . по
стоянныя, не равныя нулю одновременно. Поэтому первообразная 

функцiя Ь (:) + с(:-) + · · · рат1а нtкоторому постоянному, ко
торое можно обозначить черезъ -- а, и получимъ окончательно, что 

п функuiй и, v, w, . . . связаны соотношенiемъ вида (7). (XLIV). 

Разложенiя въ ряды. Maxima и minima. 

376. Формулы Тэйлора и Маклорена весьма легко распростра
няются на функuiи О1Ъ нtсколькихъ перемtнныхъ. Фиксируемъ нt

которую точку (а, Ь, с, ... ) и въ смежности съ нею другую 
(х, у, z, ... ); об-t въ той области, вь которой f(x, у, z, ... ) 
оnредtлена. Положимъ затtмъ и= а+ t(x -- а), v = Ь + t(x - Ь), 
ш с+ t(x - с), ... и разсмотримъ /(и, v, w, ... ), какъ функ
uiю одного t. Производная этой функuiи F(t) легко опред-tшяется 
по правилу (1 ), если замtтимъ, что производныя, ваятыя по t, отъ 
функцiй и, v, w, ... буду1Ъ и'.= х-а, 1/ х~ Ь, w' = .х· с, ... 
Такимъ образомъ, получимъ 

F'(t) = (х --- a)f~(u, v, ... )+(у Ь)f;(и, v, ... )+(z - c)f; (и, v, ... )+ ··· 

Взявъ снова производную, найдемъ 

F"(t) = (х 

+-2(.х 

a)2f:x (11, ·v, ... )+(у--Ь)2/;~ (и, v, ... ) + (z-c)2/~: (U, 1', ••• )+··· 

а) (у · Ь)/;11 (1~. v, ... ) + 2 (х - а) (z - с)/;,. (и, v, ... ) 

+ 2 (у Ь) (z с)/;: (и, v, ... ) 

Продолжая такимъ же обраномъ, эамtтимъ, что можно положить 
символически 

pfnJ (t) 1 (х а)/~ (и, v • ... ) + (у -- b)f; (и, v, ... ) + ·· · J ". 

если условиться въ раэложенiи u-ой степени полинома замtнять 
• r .r r (n) 

произведенtе /xJ11.f,, ... производною /х11,, ••• вычисленною ·для точки 
(и, v, w, ... ), которая совпадеrь съ (а, Ь, с, ... ) при t = О, и съ 
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(х, у, z, ... ) при t = 1. Послt этого, стоитъ только подставить 
выраженiя F, F', F", ... въ формулу Маклорена: 

F(l) = F \0) + F' (О) + _l_ F" (О)+ ! F"' (О)+ ... + ]_ F<п) (б) 
2 6 11! ' 

чтобы получить 

f(x, у, ... ) = j(a, Ь, ... ) + (х - a)J; (а, Ь, ... ) + (у- b)J; (а, Ь, ... ) + · · · 
+ }[(х- а)2/;~(а, Ь, ... )+ ··· +2tx-a) (у- b)f;~(a, Ь, ... )+···] 

+ 
1
:! [ (х - а)" Ji'2. .. x(~, 'У/, ••• ) + 11 (x-a)n-l (у - b)J~:~ .. y (~, 'У/, ••• ) + ... J, 

гд-t ~. 1/, {;,... числа, лежащiя соотвtтственно между х и а, 
у и Ь, z и с, ... Это Тэйлорова формула для функцiи отъ нt
с1юлькихъ перемtнныхъ. Если положимъ въ ней а = Ь = с = ... = О, 
то получимъ формулу Маклорена: 

f(x. у, ... ) = /(О, О, ... ) + xf; (О, О, ... ) + у/; (О, О .... ) + ··· 
+ ![ х2/;~ (О, О, ... ) + y2f;~ (О, О, ... ) + ··· + 2xyf:~ (О, О, ... ) + ···] 

Она даеrъ намъ, въ предположенiи, что послtднiй (дополнительный) 
член1> стремится къ нулю съ возрастанiемъ п до безконечности, 
разложенiе функцiи f (х, у, z, ... ) въ рядъ алгебраическихъ формъ 
степеней 1, 2, 3, ... 

377. Перейдемъ теперь къ изслtдованiю вопроса о наиболь
шихъ и наименьшихъ значенiяхъ (maxima и minima) функцiй отъ 
нtсколькихъ перемtнныхъ. Когда говорятъ, что нtкоторое свойство 
имtетъ мtсто въ смежности съ точкою (а, Ь, с, ... ) или въ 
окрестности то•ши (а, Ь, с, ... ), то этимъ утверждаютъ сущест
вованiе такого положительнаго числа h, что означенное свойство 
имtетъ мtсто для всtхъ точекъ (х, у. z, ... ) удовлетворяющихъ 
условiямъ 

(8) i х - а 1:;:; h, IY - Ь 1:;:; h, 1 z - с 1:;:; h, ... 

за исключенiемъ, въ крайнемъ случаt, самой точки (а, Ь, с, ... ). 
Принявъ это во вниманiе, говорятъ, что j(x, у, z, ... ) будетъ 
minimum (или maximum) въ точк-t (а, Ь, с, ... ), если въ смеж
ности съ этою точкою ни одно изъ значенiй функцiи не меньше 

(или не больше), чtмъ j(a, Ь, с, ... ). Иными словами, нужно имtть 
возможность указать такое достаточно малое положительное число 
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h, чтобы для всtхъ значенiй х, у, z, ... , удовлетворяющихъ усло
вiямъ (8), имtло мtсто первое (или второе) изъ условiй 

(9) /(а, Ь, с, ... ) ~f(x, у, z, .. . ), j(a, Ь, с, ... ) /(х, у. z, ... ). 

Если эти условiя дtйствительно выполняются, то, очевидно, обозна
ченная выше черезъ F(t) функuiя будетъ miпimum или maximum 
при t О. Дtйствительно, при выполненiи условiй (9) будемъ 

имtть 
F(O) :-:;; F(t), и.ли F{O) F(t) 

для всtхъ значенiй ! не большихъ 1 по абсолютной величинt, такъ 
какъ для этихъ значенiй t числа и, v, w, . . . какъ и числа 

х, у, z, ... удовлетворяютъ условiямъ (8). Такимъ образомъ, ра
зысканiе maxima и miпima функцiи f (х, у, z, ... ) приводится къ 
разысканiю maxima и miпima всtхъ функr•iй F(t) соотвътствую-
щ»хъ безчисленному множеству точекъ (х, у, z, ... ), которыя 

можно взять по 11роизволу въ смежности съ (а, Ь, с, ... ). 

378. Если перемtнныя независимы, то извtстное условiе 
F' (О) О, т. е. 

(x--a)f;(a, Ь, с, ... )j---(y-b)f;(a, Ь, с, .. . )+(z-c)/;(a, Ь, с, ... )+ ... = О 

распадается на слtдующiя отдtльныя условiя: 

/;(а, Ь, с, ... ) О, /;(а, Ь, с, ... )= О, /;(а, Ь, с, ... ) = О, .. . 

Итакъ, тt системы значенНI перемtнныхъ х, у, z, ... , при 
которыхъ функ1•iя f отъ независимыхъ перемtнныхъ 
х, у, z, ... можетъ быть minimum или maximum, бу дутъ 

рtшенiями системы уравненВI 

{10) f;(x,y, z, .. . ) О, J;(x,y, z, ... ) О, J;(x,y, z, . .".) О, ... 

Чтобы узнать, даетъ ли то или другое рtшенiе этой системы mi
nimum или maximum, надо разсмотрtть квадратичную форму 

F"(O)=(x-a)2j;:,(a, Ь, .•• )+(y-b)2J;~(a, Ь, .•. )+(z-c)2_t;;(a, Ь, •.. ) + · · · 

+ 2(х --- а) (у - b)f~;(a, Ь, ... ) + 2(х --- а) (z c)f~;(a, Ь, ... ) 

+ 2(у Ь) (z - - c)f;:(a, Ь, ... ) + ... 
отъ 11 независимыхъ перемtнныхъ х а, у Ь, z - с, ... 
Дискриминантъ (§ 76) этой формулы есть значенiе опредtлителя 



384 III, 4. ФУНКЩИ ОТЪ НъСКОЛЬКИХЪ ПЕРЕМъННЫХЪ. §§ 378-379 

вычисленное для х =а, у Ь, z = с, . . . Эта важная функцiя 
Н(~·, у, z, ... ) называется Ге с с i ан ом ъ функцiи f *). Въ даль
нtйшемъ мы оставимъ въ сторон1; случай Н(а, Ь, с, ... ) О, и 
припомнимъ (§ 100), что необходимыя и достаточныя условiя (при 
Н(а, Ь, с, ... ) ~ О) для того, чтобы квадратичная форма F"(O) 
была существенно положительна, будутъ слtдующiя 

(11) 
! " 
ху 

r" 
Jyy 

>О, ... , Н > 6 

при х а, у = Ь, z с, . . . Наоборотъ, чтобы F"(O) была суще
ственно отрицательна, для всtхъ системъ значенiй перемtнныхъ 

х - а, у Ь, z - с, ... (не равныхъ нулю одновременно), необхо
димо и достаточно, чтобы было 

(12) r" 
Jxx О, 

! " !" 
х.х zy 

r" r" 
Jyx Jyy 

О, ... , ( 1)'' Н > о. 

С11tдовательно, если нtкоторая система а, Ь, с, . . . значенiй пере
мtнныхъ х, у, z, ... , удовлетворяющая системt уравненiй (10), 
удовлетворяетъ и условiямъ (11), то функцiя /(х, у, z, ... ) при 
х = а, у Ь, z =с, ... будетъ miпimum. Наоборотъ, она будетъ 
maximum, если выполняются условiя (12). Она не будетъ ни ma
ximum, ни minimum, если при н~о, не выполняются ни условiя (11), 
ни условiя (12) Сомнительнымъ остается случай Н = О, требующiй 
особаrо изслtдованiя. 

379. Чтобы найти, напримъръ, maxima и minima функцiи отъ двухъ 
независимыхъ перемънныхъ, надо начать съ разысканiя тъх·ь значенiй пере
мъ1шыхъ, которыя обращаютъ въ нуль первыя производныя, и найденныя 
значенiя подставит~, во вторыя производныя. Тогда могутъ представиться 
слъдующiе случаи: 

f~:1;~ - 1:i О (minimum при 1;: > О, maximum при 1;: О). 
< О (ни minimum, ни maximum), 

• = О (со\.fнительный случай). 

Въ случаъ функцiи отъ трехъ независимыхъ перем1;нныхъ, при условiи 

1;:1;~ - 1:; О, не будемъ имъть ни minimum, ни maximum. Но то же 
" lf г19. 

самое будетъ и при /,,,, /
1111 

-- .1 х; О, если Гессiан·ь 

/,
" n J.'' ,, /"2 r'' j"~ j" .r"2 -f- 2 yzf;;;r; zy f.r::,: уа - J 1111 sx - иf ху 

будетъ имъть знакъ, отличный отъ знака 1;:. Въ противномъ случаъ будемъ 

*} По имени математика Гессе (Hesse). 
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имtть minimum или maximum, смотря no тому, будетъ ли общiА знакъ чи
селъ Н и /~~ + или - • Замtтимъ, что max.ima и minima имtютъ наклон
ность встрtчаться все рmке и р1\же по м1\р1\ увеличенiя числа nеремtнныхъ. 

380. Чтобы скорtе подвигаться впередъ, мы оставили въ 
§ 378 большой пробi;лъ, который теперь необходимо заполнить. 
Найдя, что при выпот1енiи условШ (11) или (12) будемъ имtть 
всегда F"(O) > О или всегда F"{O) < О, мы изъ этого можемъ за
ключить только то, что все безконечное множество функцШ F(t) 
при t = О будутъ имtть rniпirnurn или rnaxirnurn, Но изъ этого еще 
нельзя заключить, что /(х, у. z, ... ) въ точкt (а, Ь, с, ... ) бу
детъ rninirnurn или rnaximum. Для возможности такого заключенiя 

надо было бы пользоваться теоремою, обратною той, которая уста
новлена въ концt § 377, а эта обратная теорема далеко не всегда 

справедлива. Поэтому приступимъ къ непосредственному изслtдова

нiю приращенiя 

f(x, у, z, ... ) - /(а, Ь, с, ••. ) = -! F" (G), 

и замtтимъ, что Р'(6) можно разсматривать, какъ квадратичную 
форму, съ·перемtнными коэффицiентами. Эти коэффицiенты, из
мtняясь вмtстt съ измtненiемъ х, у, z, ... , стремятся (вслtд

ствiе предполагаемой непрерывности вторыхъ производныхъ) къ 
соотвtтствующимъ коэффицiентамъ, формы F'(O), когда точка 
(х, у, z, ... ), какимъ угодно образомъ, приближается къ точкt 
(а, Ь, с, ... ), при чемъ и промежуточная точка (~, 1J, (;, ••• ) , для 
которой вычислены коэффицiенты въ F"(fJ), приближается къ той же 
TO'!Kt (а, Ь, с, ... ). Отсюда мы еще не въ правt заключить; что 
если F"(O) въ смежности съ точкою (а, Ь, с, ... ) сохраняетъ по
стоянный знакъ, то и F"(6) стремится принять этотъ энакъ. Въ са
момъ дtлt, и та и другая форма имtютъ въ смежности съ этою 

точкою 3наченiя, безконечно блиэкiя къ нулю, и потому, хотя он1; 

отличаются одна отъ другой безконечно мало, не исключается воз
можность того, что знаки ихъ бу дутъ различны. Дi;ло и состоитъ 

именно въ томъ, чтобы показать, что это невозможно. Съ этой 
цtлью цtлесообразно бу детъ раздtлить обt формы на 

r2 = (х - а)2 + (у - Ь)2 + (z с)2 + . ·. 
и эаrtмъ разсматривать полученныя отношенiя, какъ квадратичныя 
формы отъ перемtнныхъ 

а , r 

связанныхъ соотношенiемъ а2 + /Р + у2 + ... = 1. Въ самомъ дtлt, 
пусть k есть наименьшШ по абсолютной величинt коэффицiентъ въ 

F"(O) 
каноническомъ видt (§ 92) формы ---;,г- . Замtтимъ теперь, что 
всt коэффицiенты будутъ положительны, либо всt отрицательны, 

25 
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смотря по тому, будетъ ли форма существенно положительная 
или сушественно отрицательная. Поэтому J F"(O) / > kr2, и от
ношенiе r'"(O) къ r2 не стремится къ О. Наоборотъ, отношенiе 
P 1(0)-F11(0) 
~-2 ----· неnрем1шно стремится къ нулю, потому что это отно-

У 

шенiе есть квадратичная форма отъ перемtнныхъ а, fJ, у, ... , лежа
щихъ между - 1 и 1, и съ коэффицiентами, имtющими предtломъ 

нуль. Поэтому 

. F"(O) 
lim-----

F"(01 
1 +нm(F"(~J--.-!~(O): F"<0l) = 1. 

у2 у2 

Отсюда слtдуетъ, что всегда можно найти такое положительное 

число Ji, чтобы д;1я всtхъ значенiй х, у, z, ... , удовлетворяю
щихъ условiямъ (8), выше написанное отношенiе было, напримtръ, 
больше -!- и, слtдовательно, 

F"(O) }kr2 или F"(5} lkr2, 

смотря по тому, будетъ 11и k > О или < О, т. е. f(x, у, z, ... ) > 
>f(a, lJ, с, ... ) вь первомъ, иf(х,у, z, ... )</(a, Ь, с, ... ) 
во второмъ случаt 1). 

381. Предыдущiя соображенiя тtмъ болtе необходимы, что 
случаи, когда всt функцiи li'(t) при t = О будутъ имtть maximпm 
или minimum, а /(а, /J, с, ... ) не будетъ ни тtмъ, ни друrимъ для 
f(x, у, z, ... ), вполнt возможны-. Чтобы яснtе понять причину та
кого обстоятельства, лучше всего будетъ ограничиться случаемъ 

функLйи отъ двухъ перемtнныхъ х = а + 1· cos О, у = lJ + r siп О, 
значенiя которыхъ въ смежности съ (.а, Ь) зависятъ отъ r и О. 
Если для какого нибудь значенiя 1} функцiя будетъ minimum въ 

(а, Ь), то это значитъ, что /(х, у) ?:;.j(a, Ь) для разсматриваемаrо 
значенiя О и для всtхъ значенШ r въ н·hкоторомъ интервалt 

(- (!, + ()). Это ЧИС,Ю () будетъ ВПОЛН'Б опредtленная функцiя 
отъ 6, если условимся брать всегда наибольшее возможное значенiе 
для е, При измъненiи О отъ О до :те (за исключенiемъ одной изъ 
rраницъ) е будетъ, вообще говоря, измtняться, и соотвtтствующая 
пара значенiй х = а+ е cos О, у = Ь е sin О оrшсывать сомкнутую 
кривую, внутри которой постоянно будетъ f(x, y)?J(a, Ь), между 
тtмъ какъ внt ея, какъ угодно близко къ rраницt, f(x, у) <f(a, Ь). 
Если функцiя е, какъ это обыкновенно и бываетъ, достигаетъ н-t-

котораrо наименьшаrо значенiя h V2, то можно быть ув-tреннымъ, 
что f(x,y)?:;.j(a, Ь), если /x-a/~h и !y-b/~h. Тогда 
f(x, у) дъйствительно будетъ minimum въ точк-t (а, Ь). Но если 

1) Для большихъ подробностей см. Genocchi et Peano "Calcolo" 
(р. 186, 197). 
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случится, что (! имtетъ только нижнюю границу, равную нулю, то 

j(a, Ь) не будетъ minimum функцiи j(x. у). Дtйствительно, тогда 
существуетъ такое значенiе 6, въ смежности съ которымъ нижняя 
граница (! всегда будетъ нуль (§ 259) и достаточно взять О въ 
смежности съ этимъ значенiемъ, чтобы можно было сд-tлать 

(! < h 1/2, какъ бы мало ни было h. А тогда, взявъ r > (!, наfiдемъ 
и такiя значенiя х и у, для которыхъ, несмотря на то, что 

lx al h, ly-bl-==h, будемъ им-tть/(х, y)<f(a, lJ). 

382. Положимъ теперь, что между п перем-tнными существу
ютъ т ( < п) соотношенiй 
(13) 1Р (х, у, z, ... ) = О, 1р (.'1:, у, z, ... ) О, ... 

такого рода, что т перем-tнныхъ и, v, ш, . . . могутъ быть раз

сматриваемы, какъ функцiи отъ п - т остальныхъ 1). Эти посл'tд· 
нiя мы обозначимъ буквами х, у, z, ... и будемъ ихъ считать неза
висимыми. Значенiя перемtнныхъ, при которыхъ функцiя 

можетъ быть mшtmum или maximum, должны обращать въ нуль 
(§ 378) первыя ея частныя производныя, взятыя по независимымъ 
перемtннымъ. Въ частности, принимая во вниманiе правило для 

разысканiя производной сложноА функцiи (§ 369), мы должны 
имtть 

(14) о, 

гдt производныя u;, v;, w;, ... должны быть найдены при помощи 
уравненifi (13), т. е. изъ системы уравненifi 

(15) 
f ip; + u;q:;~ + v;fP.>I· ·· · 
\ 1JJ;+ u;v,~ + v;1p; + ··· 

о. 

о. 

11рим-tняя правило Крамера (§ 50) и предполагая, что 

' { { 

({!и lf!v ffw • 
.. 

(16) { { f о. 'lj),, 11'v 1Pw • •• 

f f ' 

Вм·tсто того, чтобы подставлять значенiя и.,, v.,, w.,., ... , найден-

11 Объ условiяхъ, при которыхъ это возможно (къ числу нихъ 
принацлежитъ между прочимъ условiе (16), ниже приводимое), мы будемъ 
говорить въ начал't шестой книги. 

25* 
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ныя иэъ уравненiй (15), въ уравненiе ( 14 ), мы можемъ присоеди
нить это послtднее къ системt ( 15) и прямо написать условiе со
вмtстности : 

1; /~ 1; ... 
, 

' ' (/':,; (fJ" (fJ. ... 
о. 

' ' 
, 

"f/J:,; 11',. "Pv ... 

Замtняя элементы перваго столбца по очереди частными производ
ными функцiй f, tp, 1р, . . . по тtмъ п - т 11еремtннымъ, которыя 
выбраны были за неэависимыя, получимъ tt - т уравненiй, которыя 
вмtстt съ т уравненiями ( 13) и послужатъ для олредtленiя эна

ченiй х, у, z, . .. , и, v, w, ... Итакъ, тt системы значенiй 
х, у, z, ... , которыя удовлетворяютъ уравненiямъ (13) и 
дtлаютъ функцiю f(x, у, z, ... ) miпimum и11и maximum, 
принадлежатъ къ числу тtхъ, которыя обращаютъ въ нуль 
всt старшiе олредtлители матриссы 

/~ 1; 
' 

, 
' 

(17) ff1:r; ff1g ер}! ... 
, , f 

VJ.,; 11'у ljl_ ... 

383. Чтобы придать вычисленiямъ болtе симметрiи, обыкно

венно пос1улаютъ слtдующимъ обраэомъ. Изъ того, что всt стар

шiе опредtлители матриссы ( 17 J обращаются въ нуль, заключають 
(§ 58), что одно и тоже линейное соотношенiе свяэываетъ элементы 
каждаго столбца. Въ это соотношенiе непремtнно должны входить 
элементы первой строки. Дtйствительно, если бы существовало 

линейное соотношенiе между одними ер', 1р', ... , то обратились бы 
въ нуль всt старшiе опредtлители той матриссы, которая получается 

иэъ ( 17} зачеркиванiемъ первой строки. А это противорtчитъ усло
вiю (16). Поэтому, для прилично выбранныхъ ),, µ,, v, ... , можемъ 
писать 

r; = l(J); + ti1iJ; + ···, 1; lq;; + tt"f/J; + ·· ·, 1; = ).,р; + ,ир; + ···. · ·· 

Иными словами, для того, чrобы разыскать maxima и minima функ
цiи f, когда перемtнныя связаны уравненiями (13), надо прирав
нять нулю первыя производныя не функцiи f, а функцiи 

f(x, у, z, ... ) - i.,p (х, у, z, ... ) -1ир (х, у, z, ... ) 

При этомъ получаются 1t уравненiй, которыя, но исключенiи 
А, µ,, v, ... , приводятся къ 11 т уравненiямъ. Присоединивъ къ 
нимъ уравненiя (13), лолучимъ tt уравненiй для опредtленiя 1i ле
ремtнныхъ. 
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384. Упражненiя. а) Возьмемъ прямоугольную пластинку ОАВС 
(рис. 12), отъ которой, какъ указано на рисунк-J;, отлом.ченъ кусокъ О PQ. 
Требуется изъ оставшейся части образовать другую прямоуго.1ьную 
пластинку, им-J;ющую по возможности наи-

большую площадь. Естественно будетъ удержать у 
об-J; нетронутыя стороны А С и В С, и выбрать 
новую вершинну 0', противолежащую вершин-!; С, В1---,=..--
на новой сторон-!; PQ. Если р и q обозначаютъ 
отр-J;зки О Р и О Q, то координаты искомой точки О' 
относительно осей ОА н ОВ удовлетворяютъ урав
ненiю qx + ру = pq, а функuiя, maximum кото
рой ищется, будетъ площадь новаго прямоуголь
ника, равная (а - х) (Ь - у) *). Производныя этой 
функuiи по х и по у, т. е. у - Ь и х - а должны 
быть пропорuiональны числамъ q и р. Поэтому, если 
изъ С проведемъ прямую, параллельную прямой, 
соединяющей О съ серединою PQ, то эта прямая 
и встр-J;титъ PQ въ искомой точк-J; 0'. Если бы Х 
точка 0' попала вн-J; отр-J;зка PQ, то, какъ легко Рис. 12. 
вид-J;ть, ее надо было бы зам-J;нить ближайшимъ 
концомъ этого отр-J;зка. Можно общн-J;е доказать, что, какова бы ни была 
форма излома PQ, дiагональ новаго прямоугольника должна быть парал
лельна прямой, касающейся PQ въ точк-J; 0'. 

Ь) Покажемъ, что общее уравненiе коническаго с-J;ченiя 

(18) ах2 + Ьу2 + с + 2/у + 2,: х + 2hxy = О 

можетъ быть представлено въ бол1'.е удобной форм1;, если въ иего введемъ 
координаты центра (х0 , у0), опред-J;ляемыя, какъ изв-J;стно, уравненiями 

(19) 

или Ф~ (х0 , у0) = О, Ф~ (,х-0 , у0) = О, гд-J; Ф (х, у) обозначаетъ л-J;вую часть 

уравненiя (18). Прежде всего зам-J;тимъ, что Тэйлорова формула позволяетъ 
представить эту фующiю въ вид-J; 

Ф(х0 , у0) + а(х - х0)2 + Ь(у - у0)2 + 2/i(x - х0) (у-у0). 

Чтобы вычислить Ф(х0 , у0), стоитъ только зам-J;тить тождество 

Ф(х,у) = (ах+ hy +g)x+ (hx + Ьу +/)у+ (gx+ /у+ с). 

Это равносильно прим-J;ненiю теоремы Эйлера (§ 372) къ л-J;вой части урав
ненiя (18), посл-!; того, какъ сд-J;лаемъ ее однородною **) Въ частности 
им-J;емъ Ф(х0 , у0) = gx0 + fy0 + с, а исключая х0 и у0 изъ уравненiй (19) 
и посл-J;дняго, находимъ 

а Ji g 

Ji ь f 
g f с - Ф(хо, .Уо) 

*) а=ОА,Ь=ОВ. 

=0, 

**) Замънивъ х и у на ..::. и У и умноживъ на z2• 
z z 
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D 
откуда получимъ Ф(х0 , у0) = a/J /i'2, rдt D обозначаетъ дискриминантъ 

аЬс + 2/gh - ар bg2- c/z2. 

с) Чтобы вычислить длины полуосей коническаrо сtченiя (18), 
выгодно сперва представить его уравненiе въ той формi;, которая указана 
въ предыдущемъ упражненiи 

а(х Хо)2 + Ь(у- Уо)2 + 2Jz(x-xo) (у-уо) + аЬ Diz2 = о. 

Дtло сводится къ опредtленiю наибольшаrо и наименьшаrо значенiя функ
цiи у2 (х - х0)2 + (у - у0)2, при чемъ перемi;нныя х и у связаны преды
дущимъ уравненiемъ. Поступая по указанiямъ § 383, положимъ 

Умножая первое уравненiе на х - х0 , второе на у -у0 , и складывая, полу
чимъ (аЬ /i2) r2 = lD. Съ другой стороны, ). можно опредыить, исклю
чая изъ пхъ же уравненiй х х0 и у - у0 , что даетъ 

0= 
I 
а}. 

hl 
hl 
ы. 

Отсюда сrtдуетъ, что квадраты полуосей будутъ корнями слtдующаrо 
уравненiя съ неизвi;стною r2: 

(а+ b)D n2 
у4 + (аЬ - h2)2r

2 + (аЬ · h2'J3 = О. 

d) Предложимъ себt теперь вычислить пuлуоси плоскаго сtче
нiя поверхности эллипсоида данною его дiаметральною плоско
стью. Пусть а, Ь, с будутъ длины полуосей эллипсоида, а, р, у косинусы 
угловъ, образуемыхъ главными с1;ченiями съ данною плоскостью. Если оси 
эллипсоида примемъ за координатныя оси, то уравненiя эллипсоида и данной 
плоскости будутъ соотвtтственно 

(а) 

Вопросъ состоитъ въ опред1;ленiи наименьшаго и наибольшаrо значенiя 
функцiи ~-2 + у2 + z2 (при условныхъ уравненiяхъ (а)). Согласно сказан
ному въ § 383, полагаемъ 

lx ly lz 
Х = + µа, у ь2· + tifl, Z = ··с2· + µ:·;. 

Складывая эти уравненiя, умноживъ ихъ предварительно, первое на х, 
второе на у, третье на z, rюлучимъ r2 l. Подставляя въ уравненiе пло
скости значенiя 

µаа2 
Х=а2 у2' у 

µf1b2 
!J2_ у2' 

µус2 
Z=c2 ,-2' 
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получаемыя изъ предыдущихъ уравненiй, и зам"kчая, что ,а не можеrъ быть 
равно нулю, приходимъ къ уравненiю второй степени относительно r2: 

корни котораго и будутъ квадраты искомыхъ полуосей. Если изъ центра 
эллипсоида возставимъ перпендикуляры къ плоскости каждаго с"kченiя и на 
нихъ отложимъ длины од1юil изъ полуосеi! с"kченiя (то!! или другой-безраз
лично), то концы этнхъ перпе1rдикуляровъ будутъ лежать на нtкоторой 
поверхности 4-го порядка, играющей весьма важную роль въ Опrикt 1). 
Такъ какъ координаты этихъ концовъ будутъ х= :i: ar, .У ± {Jr, z= ± yr, 
то стоитъ только подставить взятыя отсюда величины а, /1, у въ предыдущее 
уравненiе, чтобы получить уравненiе искомой поверхности: 

которое, по уничтоженiи знаменателей, приметъ видъ 

(х2 +у+ z2) (а2х2 + ь2у2 + c2z2) (Ь2 + с2) а2 х2- (с2 + а2) ь2у2 
_ (а2 + Ь2) c2z2 + а2Ь2с2 о. 

Это такъ называемая поверхность волны. Изученiе нtкоторыхъ ея 
свойствъ привело Гамильто11а къ предвидtнiю такъ называемой кониче
ской рефракцiи, подтвержденной впослtдствiи на опытt. Такими теоре
тическими открытiями явленiй природы 2), которыя цtлыя столtтiя не подда
вались наблюденiю, лучше всего доказывается огромное значенiе Математики. 

е) Вычисленiе кратчайшаго разстоянiя между двумя прямыми 
приводитъ кь болtе общей задачt -·- найти наименьшее значенiе функцiи 

если изв-встно, что 211 перем-внныхъ удовлетворяютъ 2п - 2 уравненiямъ 

Х2 _ll~ = 
а2 

такъ что r2 въ д-вйствительности есть функцiя отъ двухъ только независи
мыхъ перем-внныхъ. Принявъ за эти независимыя перемtнныя значенiя 
и и v написанныхъ выше двухъ рядовъ равныхъ отношенil!, зам-вчаемъ, 
что выражанiе r2 посл-в подстановки въ него 

Х; aiu + а;, У; = fJ,v + ь. (i 1, 2, 3, ... , п) 

переходитъ въ 

(20) r2 аи2 + bv2 +с+ 2/v + 2gи + 2huv, 

1) См., напр., Poi псаrе, Theorie mathematique de la lumiere (р. 296). 

2) Другiе интересные прим-вры изъ Физики и Астрономiи приведены 
въ сообщенiи G. Cesiiro Белыiйской Академiи (Bulletins, 1891, р. 503). 
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гд1; положено 

п 

-1= I<a. 
1 

.. 
Ь;)fl; g = I<a, 

1 

п 

- IaJI;, 
1 

" 
ь.) а;, С= I (а; - Ь;)2. 

1 

Обратимъ вниманiе на то, что опредi;лители 

1: : 1. 
а h g 

h ь / 
g / с 

представляютъ собою квадраты матриссъ (§ 30) 

а1 - Ь1 a;i Ь2 ••• а" Ь" 

Ui 11:i а" 

r:,, 
Чтобы r2 былъ miпimum или maximum, необходимы условiя 

(21 аи + hv + g О, hu + Ьv о. 

§ 384 

Когда они выполнены, то выраженiе (20 J въ силу теоремы Эйлера при
ведется къ 

(22) r2 = gu + /v + с. 
Гессiанъ отъ r2 равенъ аЬ - h2, а такъ какъ а и аЬ - h2 равны суммамъ 
квадратовъ. то можно утверждать (§ 379), что д1;йствительно получается 
miпimum. Вм1;стt. съ т1;мъ, исключая и и v изъ уравненil!: (21) и 22), 
получимъ 

а h g I 
1 

h ь 1 1· = о, 
g / c-r2 

т. е. 

Искомый miпimum будетъ, сл1;довательно, 

ahg 

hbf 

gfc 

= 1 а h /r2 
h ь I 

а1 Ь1 а2 - Ь2 ••• а., - Ь" 2 

у2 

а1 

fl1 

а1 

fl1 

11:i ' а" 

/12 flп 

а2 ••• а" 

/12 .•. fJ" 
f) Вычисленiя другихъ кратчайшихъ разстоянiй, какъ то разстоянiя 

отъ точки до плоскости или отъ точки до прямой на плоскости и въ про
странств1;, приводятъ къ задач1; найти наименьшее значенiе суммы 
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квадратовъ п перемънныхъ, у довлетворяющихъ т < 11 линейнымъ 
уравненiямъ. 

Пусть данныя уравненiя будутъ 

(23 

1 

«11 Х1 + а12 Х2 + а13 Х3 + ... + «1" х" k1, 

~21_ х~ ~ ~~ ~2 ~ ~2~ -~3 ~. ··_ ~а~п.х~ ~ ~2_' 

«т1Х1 +ат2Х2+«т3х3+ ··· +ат"хп = km 

и пОJiожимъ, что ни одно изъ нихъ не есть слъдствiе друrихъ. Для этого 
требуется (§ 54, а), чтобы не всъ старшiе опредЪJiители матриссы 

были равны нулю, и слъдовательно t§ 30), чтобы квадратъ этой матриссы 

не былъ нулемъ. Чтобы найти maxima и minima функцiи 

r2 
= ~ + ~ + · · · + х; надо написать уравненiя 

(24) J 
Х1 = А.1 «11 + ~а21 + .. · + Лт ат1 , 

I 
Х2 =.~а~2 ~-~а~~ .·--.~~т~т.2 • 

t х,. ).1a1,.+~a2,.+···+l,,.amn· 

Умножая эти уравненiя соотвътственно на .1:1 , х2 , • • ·, х" и складывая, 
получимъ 

(25) 

и все дi,110 сводится къ опредЪJiенiю коэффицiентовъ i.1 , ~, ••• , J.,,,. У м1ю
жая уравненiя (24) на «;р ai2 , ••• , «;.,, пОJiучим·ь 

k, ).1 С;1 + ).2 с,'2 + · · · + ).т cim · 

Сл1.довательно, коэффицiенты А; опредЪJiяются системою 

1 

k1 = J,1 С11 + J-2 С12 + ... +l.,,.c1nt> 

k2 A.i С21 + i-2 С22 + · · · + ).т С2т • 
. 

kn, 21 cml + ).2 Ст2 + ... + лт с,,.т' 
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им1,ющею единственное рi,шенiе. Впрочемъ, н1,тъ надобности р1.шать эту 
систему; достаточно выразить условiе ея совм1;стности съ уравненiемъ (25), 
чтобы тотчасъ получить 

r2 k1 k2 k,,, 

k1 С11 С12 С1т 

о k2 С21 С22 С2т 

откуда и получается искомое наименьшее значенiе 

о k1 k2 ... km 

k1 Cll С12 С1т 
1 

r2=--ci k2 С21 С22 С2т 

1 k11, ст1 ст2. •. стт, 

g) Въ приложенiяхъ часто случается, что для опредыенiя н1.кото
рыхъ неизвt..стныхъ величинъ х1 , х2 , ••• , Хп устанавливаютъ линейныя урав
ненiя, въ которыхъ коэффицiенты и изв1.стные члены даются непосред
ственными наблюденiями. Достаточно было бы им1.ть п уравненiй для 
опредыенiя п неизв1,стныхъ, но, всл1щствiе неизб1.жныхъ неточностей из
мt..ренiй, изъ этихъ уравненШ получались бы неточныя значенiя неиз
в1эстныхъ. Произведя мноriя новыя измt..ренiя приходятъ къ системt.. t23) 
изъ т уравненiй. rд1; т значительно больше п и возникаетъ вопросъ: 
какимъ образомъ всеrо выrодн1;е распорядиться этими урав
ненiями, чтобы изъ нихъ съ наибольшею ввроятностью полу
чить точныя значенiя иеизв1эстныхъ? На этотъ вопросъ отв1э
чаетъ Теорiя вt..роятностеll, одна изъ интереснt..йшихъ частей Мате
матики. Она учитъ, что при невозможности обратить въ нуль всв по
rрt..шности, т. е. наnти такiя величины неизвt..стныхъ, при которыхъ 
разности между л1шыми и правыми частями всt..хъ т > п уравненiй были 
равны нулю, надо опредt..лить неизвt..стныя такъ. чтобы сумма квадра
товъ этихъ поrрt..шностей была miпimum. Это требованiе приводитъ 
для опред1эленiя неизвt..стныхъ къ извkтнымъ процессамъ вычисленiй, ко
торые состав1шютъ то, что называется Методою наименьшихъ ква
дратовъ. Въ rлавныхъ чертахъ все сводится къ тому, чтобы сдt..лать мини
мумомъ Функцiю 

т 

,,};(а;1Х1 + ai2X2 + ... + ainxn - k,)2. 
1 

Слt..довательио, взявъ послt..довательно производныя по х1 , х2 , •• • , х,., дол

жны им1эть 

С11 Х1 + С21 Х2 + ... + cnl х,. = k1 ан + k2 а21 + 

С12 Х1 + С22 Х2 + · · · + Сп2Хп = k1 а12 + k2a'l2 + 
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Это та система, которая дастъ для всъхъ х наиболt;е прiемлемыя значенiя. 
Чтобы лучше уяснить себъ дмо, полезно разсмотъть случай одной неиз
въстноll:, для опредменiя которой измъренiя дали п значенiй а1 , а2 , ••• , а,., 

весьма мало отличающихся между собою. Здъсь надо найти minimum 
функu.iи 

съ зтоll: ц1шью нужно положить 

х а1 +х---а2 +···+х а,.=0,т.е.х 
1 
п (а1 + az + ... + а"1. 

Это н есть то, что обыкновенно дмаютъ 1). 



Примtчанiя иъ третьей инигt. 

1 (къ § 253). 

Для поясненiя приведемъ слiщующilt примtръ. Положимъ 

у = х2, каждому значенiю х соотвtтствуетъ опредt.ленное положи

тельное значенiе у. Условимся подъ Vy понимать положительное 
значенiе квадратнаго корня; тогда х Vy будетъ функцiя отъ 
независимоlt перемtнной у, въ интервалt (О, оо ). Въ нашемъ при-

мtрt /(1) = t2 и g(I) Vt будутъ взаимно обратныя функцiи отъ 
независимой перемtнной I въ тщ1ъ же интервалt, при чемъ 

flg<l)J cvi>2 1, g [Лl)J = ri2 1. 

П (къ § 254, а). 

Общнtе, алгебраическою функцiею у отъ независимой пе

ремtнноlt х называютъ такую, которая у довлетворяетъ уравненiю 
вида: 

гдt .Х0 , Х1 , Х2 , ••• Х" цtлые полиномы относительно х, а п цt.лое 

п 1 . (1) Х1 положительное число. ри п , уравненtе дастъ у = Х- , 
о 

рацiональную функцiю отъ х, приводящуюся къ цt.лой рацiональ-

ной при Х0 , равномъ постоянному числу. 

Не мtшаетъ замtтить, что коэффицiенты полиномовъ Х0 , 
Х1 , Х,., . . . могутъ быть какими угодно числами, рацiональными 
или иррацiональными. 

1П (къ § 254, с). 

Послtднее замtчанiе надо понимать такъ: давая числу I зна

ченiя 10 , 11 , 12 , ••• , мы можемъ безчисленнымъ множествомъ спосо-
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бовъ комбинировать знаки и у чиселъ ± Vt;;, ± Vti, 
± Vi;;, ... , взявъ, напримtръ, всt корни съ +, или всt съ - , 
или знакъ + для всtхъ рацiональныхъ значенiА Vt и знакъ -
для всtхъ иррацiональныхъ значенШ Vt и т. д. 

IV (къ § 251, с). 

Такъ поступаютъ, напримtръ, при изученiи алrебраическихъ 
функцiА въ томъ общемъ смыслt слова, о которомъ сказано въ при

мtчанiи (Щ. Функцiя у, опредtляемая уравненiемъ ( 1 ), и ничtмъ 
друrимъ, имtетъ для каждаrо значенiя х, вообще говоря, п различ
ныхъ значенiА, подчиненныхъ TOi\.'Y закону, что всt эти значенiя 
будутъ корнями даннаrо уравненtя ( 1) при данномъ значенiи х. По
добнаrо рода фун1щiи называются многозначными; во всеА 

третьеА книrt о такихъ функцiяхъ нtтъ рtчи; подъ словомъ функ

цiя здtсь всегда подразумtвается функцiя однозначная. 

V (къ § 254, d). 

Функцiи arc siп t и arc cos t опредtлены только въ интервалt 
( 1, + 1 ), потому что синусъ или косинусъ дуги не можетъ быть 
больше единицы по абсолютноА величинt. Функцiя arc tg t, напро
тивъ, опредtлена въ интервалt ( - оо, · + оо ). При всякомъ t зна-

ченiя arc tg t и arc sin t лежатъ въ интервалt (- :п; + ~-) , и знакъ 
arc tg t и arc sin t одинаковъ со знакомъ t. Вмtстt съ arc tg t можно 
разсматривать и функцiю arc cotg t, опредtляя ее, какъ дугу, котан-

rенсъ котороА равенъ t, лежащую въ интервалt (-;, + ;) . 
Ясно, что 

1 
arccotg t = arc tg 1 · 

Весьма важное замtчанiе, сдtлзнное въ § 254, d относительно 
формулы 

(1) 
и 

arc tg и + arc tg v = arc tg 

можно разъяснить слtдующимъ образомъ. ЭтоА формулt соотвtт
ствуетъ тригонометрическая формула 

tg(x + у) tgx+tgy 
1 tgxtgy' 

принимающая, при 

(2) tgx и, tgy v 
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форму 

(3) 
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и v 
tg(x+y)= . ~uv 

Обращая функцiи (2), можемъ взять х arc tg и, у = arc tg v; тогда 

( -~ :л) х и у бу дутъ л~жать въ интервалt. - i, + -2 , а х + у можеrь 
и не заключаться въ немъ, но навt.рно заключается въ интервалt. 
(-- л;, + я). Формула (3), показывающая, что х у есть одна изъ 

и v 
дуrъ, тангенсь которыхъ равенъ , даетъ, слt.довательно, 

·- uv 

(4) arctg и + arctg v и+v arctg -
1
- + k :ri, 

itv 

гдi; первый членъ правой части лежитъ между ; и + :п; , а k 

[t-влое число или нуль. Такъ какъ I х + у 1 я, то k можетъ им-вть 
только одно изъ трехъ значннiй О, + 1, - l, а именно: l) если 

х + у лежитъ между ~ и + п то надо положить k О; 2) если 

х+у>;,тоk 1, З)если х+у< -~, то k= 1. Эти 
условiя легко теперь выразить въ числахъ и и v. Если 1) х + у 

:п; :л, 

лежитъ между 2 и + , то cos (х +у)> О, т. е. 

cos х cos у ~ sin х sin у > О, 

а· зам-в чая, что cos х > О, cos у > О, отсюда находимъ 
tgxtg у uv > О, uv < 1. 

2) При ; <х+у<я, cos(x+y)<O, 1 иv<О, иv>1, 

и> О и v > О. 3) При л; < х +у< ; , cos (х +у)< О, 
uv > 1, и < О, v < О. Резюмируя, находимъ: при uv < 1, k = О, 
при uv > 1, k 1, когда и> О и v > О, и k = 1, при и О 
и v < О. Замtтимъ еще формулу 

(5) 
1 :л, 

arctg х + arc tg х = ± 2 , 

гдi; знакъ надо взять при х > О, знакъ - при х < О. Эта 
формула намъ скоро понадобится (§ 254, е); она выражаетъ из

в-встное свойство дуrъ, для которыхъ танrенсъ одной равенъ к.отан-
п 

rенсу другой, а именно: сумма такихъ дуrъ равна 2 , когда дуги 
л; п 

лежатъ между О и 2 , и равна --- , когда онt. лежатъ между 

:л, 

О и -2· 
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VI (къ § 254, е). 

Въ формулt 

всегда nодраэумtвается положительное эначенiе квадратнаго корня. 

Поэтому 

Отсюда 

sgn х О при х = О. 

х 

х 

х 

·" 

х, при х > О 
х, при х О. 

1, при х > О 

1, при х < О, 

VII (къ § 254, f). 

При вычисленiи эначенiя ro(x) при данномъ х надо nредста· 
вить х въ видt десятичнаго числа съ безконечнымъ числомъ десятич

ныхъ энаковъ, nриnисывая, если нужно, беэконечное число нулей съ 
правой стороны. Такъ, напримtръ, nри х 1, w(x) = l, nотому 
что для х = 1,00000 ... т = п при всякомъ 1t. То же самое эначе
нiе nолучимъ для всякаго цtлаго эначенiя х и для эначенiя, равнаrо 

конечной десятичной дроби. Наnримtръ, nри х = O,:t3500000 ... 

т tt - 3 nри всякомъ 11? 3 _1!!_ = 1 3 и ro(x) = lim 
11!. I Н n 11 

1. 

Для х = J =0,333 ... , т О и ro(x) = О; для х = ;ci= 0,0101 ... , 

11 11+1 1 
или -2-, и ro(x) =~ и т. д. 

VIII (къ § 254, g). 

Формулы, выведенныя въ этомъ nунктt, вытекаютъ иэъ слt

дующей весьма важной формулы 

(1) arc tg 
r sin {} 

r sin {} - -1 r2 sin 21} +-!- t3 sin 3{} 

справедливой при всякомъ 1J и при I r \ ...с:: 1. Строгiй выводъ 
этой формулы читатель найдеrь въ уnомянутомъ уже мемуарt 
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Абеля о .биномiальномъ рядt (V. А. форм. 33), а также у Вебера 
и Вельштейна, стр. 496. При х = 1, въ лtвой части находимъ 

Понимая подъ arc tg t всегда дугу, лежащую между - ; и + -~, 
( ,{)) {} 

получимъ arc tg tg ·,у = 2 при - я<{} я (за исключенiемъ 

границъ {} + .n). Отсюда вытекаетъ, слtдовательно, формула 

(2) sin fJ, sin UJ + sin 3{} 
· · · ( п < 1'1- < п). 

Положивъ въ этой формулt {} = :л; -0, гдt О< 6 < 2:л; (въ силу 
неравенства я<{}< я), и замtнивъ затtмъ, для однообразiя, 
букву 6 буквою 1'f, находимъ формулу 

(3) 
п - {} . sin 2 О- sin 3 {} ···-2-· = sш# +~2~ + -3 - +···(О<{}< 2п). 

Положимъ здtсь {} = 2ях, О < х < 1, и обозначимъ черезъ F(x) 
сумму ряда 

F(x) sin 2:пх + ! sin 4пх + t sin 6пх + · · ·, 
тогда формула (3) дасть 

(4) 
2 

F(x)=1 2х, t0<x<1). 
:л; 

Введемъ теперь въ разсмотр\;нiе функцiю 

о (х) = х [xl, 

гдt [х] обозначаетъ наибольшее цtлое число, не превосходящее х. 
Ясно, что Q(x) = О при всякомъ цtломъ значенiи х, и е(х) = х 
при О< х < 1. Поэтому формулу (4) можно написать такъ: 

(5) 
2 

F(.v) 
:л; 

2о (х), (О < х < J ). 

Съ другой стороны, F(x) и Q(x), очевидно, перiодическiя функцiи 
съ перiодомъ 1, т. е. F(x+ 1) = F(x) и, вообще, F(x+ т) = F(x), 
если т цtлое положительное число, и Q(x ± т) = е(х), потому 
что при увеJшченiи ю1и уменьшенiи х на 1 [xj увеличивается или 
уменьшается на 1, а Q(x) не измtняется. Отсюда слtдуетъ, что ра
венство (5) справедливо при всtхъ значенiяхъ х, не равныхъ цt

лому числу. Замtчая еще, что е(х) всегда лежитъ между О и 1, 
обращаясь въ нуль при х цtломъ, мы видимъ, что sgn х О при 

х цtломъ, когда и F(x) и Q(x) равны нулю, и sgn [Q(x)] = 1 при 
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х, неравномъ цtлому числу. Поэтому формулу (5) можно написатh 
въ видt 

(б) 2 г (.~·) . г .~ sgn (х 
::t 

[:t·J) 2 (х l.v]) 

для всъхъ ,щаче:•;!t х безъ исключенiя, какъ и сказано въ § 254, g. 
Наконецъ. приведе.-.,:ое тамъ же выраженiе 

2 
·- F(x) g (- д:) - g (х) 
;i: 

вытекаетъ изъ равенства 

(7) Q (Х) + f! ( - Х) 

при х, неравномъ цtлому чисJ1у, откуда и rюлучаемъ 

1 - 2 v (х) = g (- х) v (х). 

Что касается равенства ( 7), то оно вытекаетъ изъ того, что равенство 

х [.ct·J и ( х), гдt. О g {х) 

можно написать такъ: 

- х + [х] + 1 1 - р (х), 

или 

- Х { - (:1;] - 1 } = 1 -· Q (Х), 

гдt 

0<1 g (х) 1, 
'i::. 

откуда 

[-.,) -lxJ и v ( - х) l - g (х). 

IX (къ § 254, h). 

Сочиненiе В. Томсона (лорда J<ельвина), на которое ссылается 

авторъ, имtется и въ нереводt на русскiй языкъ, подъ за~·лавiемъ: 

.,Строенiе матерiи", попуJшрныя лекцiи В. Томсона, 11ереводъ Б. Вейн· 
берга, подъ редакцiей профессора И. Боргмана (СПБ. 1895). Чи
татель съ интересомъ nрочтетъ на стр. 179 и слtд. ту лекцiю, изъ 
которой авторъ заимствовалъ свою цитату. Но для того, чтобы со
ставить ясное rюнятiе о томъ явленiи, о которомъ здtсь говорится, 

и о той роли, которую при изуче11iи этого явленiя иr·раетъ Мате

матика, чтенiя этой лекцiи недостаточно. Для выясненiя физической 

стороны явленiя надо быть знакомымъ съ ученiемъ о звукt (Аку
стикоИ), а .IUIЯ уясненiя роли Математики надо познакомиться съ 
изображенiемъ функцiй, заданныхъ графически, при помощи триrо

нометрическихъ рядовъ. Для изученiя этого вопроса мы можемъ ре

комендовать читателю, знакомому съ началами интегральнаго исчи· 

21> 
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сленiя, <Лекцiи о nриближенныхъ вычисленiяхъ" профессора А. Н. 
Крылова. СПБ., 1911. Гл. V. 

Х (къ § 266). 

Въ § 169 было сказано, что если нiжоторое свойство имъетъ 
мъсто въ сколь угодно маломъ интервалъ, нижняя граница котораrо 

есть а, то rоворятъ, что это свойство имtетъ мъсто справа отъ а, при 

чемъ само а всегда исключается. Здъсь, наоборотъ, выраженiе: 
функцiя непрерывна справа отъ а, т. е. j(a +О)= j(a), выражаетъ 
своnство функцiи именно при х = а, и вовсе не влечетъ за собоn 

существованiя какого нибудь интервала съ нижнею границею а, въ 
которомъ то же самое свойство имъетъ мtсто. Въ этомъ и состоитъ 
противорtчiе съ опредtленiемъ § 169, и этимъ и объясняется не
обходимость явнаrо указанiя того интервала, если онъ существуетъ, 
rд·I; функцiя непрерывна. 

XI (къ § 272, а). 

Говорятъ, что а сравнимо съ Ь по модулю р, и пишутъ 
а= b(rnodp), когда а Ь дtлится нацtло нар; иными словами, 

2 
а ...... Ь (rnodp), если а kp + Ь, rдt k цtлое чис'!о. Если nx срав-

2 
нимо съ числами О, 1, 2, 3 по модулю 4, то = 4k, 4k+ 1, 4k+ 2, 

::ix 

1 k :rr; 3 4k 3, т. е. х 2 :rт:, 2k:rт:+-"2-, 2k.л+:rт:, 2k:rт:+ :rт: и 

sin (:)=О, 1, О, 1. 
ХП (къ § 272, Ь). 

1 
Положивъ --- = kл; + а, гдi; k цi;лое число z О, а такое 

х 

число, для котораrо tg а = а, гдt а произвольно заданное число, 
имъемъ 

l tg-=tga 
х 

l 
а И Х=--··-, 

' k.п+ а 

1 
rдi; k всегда можно выбрать такъ чтобы ---- попало въ интер-

' k.n + а 
валъ ( - }1, + k) и оставалось въ немъ при увеличенiи абсолютнаrо 
значенiя цtлаrо числа k. 

ХШ (къ § 272, d). 

1) Полагая j(x) = rtJ, возьмемъ х = 
1
t, гдъ N цtлое число, 
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тогда 

[NJ N, а lim f ( !r + h) = lim [1 +N~,h] 
l=-f-0 iv '•=+о ·• 

N 1, 

потому что при h о, 

2) Полагая /lx) х [}] , при х ~ О, и /(О)= 1, им-вемъ 

/(lt) h[l] h{ 1 -Q}=l-hg, rд-в O<Q<l. Отсюда 
lim /(h) 1 f(O), т. е. /(Х) непрерывна при х О. Полагая 
li=±ti 

х l/, rд-в N ц-влое число, находимъ /(~}) = 1, а при lt О 

JC~+li) [1~:hJ I+;Vh (N-1), такъ что }~~-[(}+h) 
= 1 -

1
~,, т. е. не равенъ /(~) и функцiя разрывна для безчи

сленнаrо множества зна•1енiй, какъ угодно близ1<ихъ къ О. 

XIV (къ § 272, f). 

Въ § 254, g дано значенiе 

/(х) 
. . si11 2 х si11 З.1: ( 

SШ.1: т +· ·-
3
-- t ... = 1 ;. х) 

при О< х 2.1li. Чтобы получить значенiе /(х) при всякомъ х, 
положимъ въ л-ввой части равенства х = 2 m.1li + s, rд-в т ц-влое 
положительное или отрицательное число, а s между О и 2я. Тогда 

f(x) = f(2mn + ;;) = /(!;;) = !r(n - f), 

по формул-в (1), потому что О< s < 2.1li. Зам-вняя s е1·0 выраже-
нiемъ 5 х 2 m:rc, получимъ 

f(x; Hi. х) + m,i; = t(,i; -- х)+ [ 2~~] ·л. 

XV (къ § 276). 

Теорема § 276 одна изъ важн-вйшихъ въ теорiи непрерывныхъ 
функцШ. Мы считаемъ необходимымъ указать на н-вкоторыя важ

н-вйшiя, вытекающiя изъ нея заключенiя, безъ которыхъ мноriе 
пункты въ дальн-вйшемъ и:тоженiи этой теорiи не будутъ вполн-в 
ясны. 

1. Прежде всего зам-втнмъ, что она отождествляетъ два по

нятiя, которыя мы соединяемъ подъ названiемъ свойства непрерыв-

26* 
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ности. Когда мы говоримъ, что независимая перемtнная х обла
даетъ свойствомъ непрерывности въ интервалt (а, Ь) или, короче, 
что она непрерывна въ этомъ интервал-h, то подъ этимъ понимается, 

что х принимаетъ всt значенiя, какъ рацiональныя, такъ и ирра

цiональныя, лежащiя въ этомъ интервалt. Когда мы говоримъ, что 
нtкоторая функцiя отъ х непрерывна въ нtкоторомъ интервалъ, то это 
значитъ (§ 266), что для всякаго зна'lенiя х, лежащаrо въ интерв,тt, 

(1) Jim/(.c\;")=/(Jimx). 

Теорема § 276 показываетъ, что функцiя, непрерывная въ смысл'!:,. 
опредi;ленiя (1 ), будетъ непрерывна и въ смыслi; вышеупомянутаrо 
выше опредi;ленiя непрерывности. Теорема § 276 даетъ возмож

ность весьма легко установить условiе обратимости функцiи, непре

рывной въ данномъ интервалt, и доказать непрерывность обратноli 

фующiи. Замtтимъ сперва нtкоторыя опредi;ленiя. Функцiя /(х) на
зывается возрастающею въ интервалt (а, Ь) (см. также § 296), 
если каковы бы ни были числа х1 и х2 въ интервалt (а, Ь) раз
ности х1 х2 и/(х1)-J(х2} будутъ имtть одинаковые знаки, и убы
вающею, если эти числа им-hютъ разные знаки. Иными словами1 дла 
возрастающей фуннцiи одновременно им-hютъ мtсто неравенства 

т. е. б6льшему значенiю х соотвtтствуетъ и б6льшее значенiе f(x) ~ 
для убывающей функцiи, наоборотъ, при х1 х2 , f tx1) > f (х2),. 
т. е. б6льшему значенiю х соотвtтствуетъ меньшее значенiе функцiи .. 
Какъ возрастающая, такъ и убывающая въ данномъ интервал'!:,. 

функцiя называются монотонными въ этомъ интерва.'lt. 

Теорема. Если у= f(:i·) непрерывная и монотонная 
функцiя отъ х въ интервалt (а, Ь), то существуетъ и 
обратная функцiя х = g(y), монотонная и непрерывная 
въ интервалt [{(а), /(Ь)] или [f(b), f(a)]. Для опредi;ленности 
nоложимъ, что f(x) возрастающая функцiя; тогда при а< Ь,.' 
{(а) <f(h). Возьмемъ какое нибудь значенiе у0 между j(a) и 
/(Ь). По теоремt § 276 въ интервалt (а, lJ) на11дется, по край
ней мi;pi;, одно значенiе х = х0 , для котораrо /(х0) = у0 • Всл-hд-
ствiе возрастанiя функцiи /(х) въ интервалt (а, Ь) мы можемъ. 
утверждать, что другого значенiя х1 въ интервалt (а, Ь), для ко
тораго /(х1 ) = Уо, быть не можеть. Дtйствительно, при х1 < х0 • 
f(x 1 ) <f(x0 ), а nрн х1 > х0 , /(х1) > /(х0). С11-hдовательно, каж
дому значенiю у= у0 въ интервалi; [/(а), f(b)] соотвtтствуетъ. 
одно и только одно зна•1енiе х = х0 въ интервалt (а, Ь}, для ко
тораго f(x0 ) = Уо· Поэтому х есть фунюtiя отъ у, оnредtленнаЯ~ 
во всемъ интервалt [/(а), f(b)]. Кром-h того, эта функцiя, обрат
ная данной f(:!i:), · будетъ какъ и данная, возрастающею, потому 
что при 
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1iеобходимо будетъ и х1 < х2 • Легко, далtе, показать, что эта 

функцiя х g(y) будетъ непрерывною въ интервалt [!(а), /(Ь)]. 
Дtйствительно, взявъ опять произвольное значенiе у .Уо въ этомъ 
интервалt и называя черезъ х0 соотвtтствующее ему значенiе х, 

будемъ измiшять х· отъ х0 8 до х0 + 8, гдt 8 произвольно за
данное сколь угодно малое положительное чис.qо. Функцiя у будетъ 
тогда измtнятr,ся отъ 

У1 = f (хо - s) до У2 = f (:.:о+ si, 

при чемъ у1 <Уо <у2 , такъ какъ х0 - в< Х0 х0 + 8. ПОJюжимъ 
Yu у, = д1 , у2 ~Vo = 011 и обозначимъ черезъ д наименьшее изъ 
этихъ двухъ положительныхъ чиселъ. Каждому значенiю у въ ин

тервалt (у 11 у11) или (у0 - Oi, у0 02 ) соотвtтствуетъ значенiе х, 
лежащее въ интервалt (х0 в, х0 + е); но интервалъ (:у0 -О, 
)'о+ д), очевидно, весь заключается въ интервалt (;•0 01 , у0 + д2), 
и мы приходимъ къ слtдующему заключенiю: всякому произвольно 

заданному положительному числу 8 соотв'tтствуетъ другое число 

о> О, такое, что дпя всtхъ значенiй у, лежащихъ въ интервал't 
(у0 д, у0 д), соотв'tтствующiя эначе,·iя х лежатъ въ интервал't 
(х0 - в, х0 s), откуда сл'tдуетъ, что 

limg (у) = х0 g (Уо), 
у:::=у. 

т. е. g(y) непрерывна при всякомъ значенiи у= у0 въ интерва.111; 
f/(a), j(b)J. Легко также показать, что условiе монотонности функ
цiи f(x) не только достаточно, но и необходимо для ея обрати
мости (см. Tannery, Introduction а Ia tl1eorie des fonctions, 2-е ed. 
р. 24 7). Д'tйствительно, положимъ, что взяты какiя угодно три 
числа х1 , х2 , х3 въ интервал't (а, Ь ), у довлетворяющiя условiю 
Х1 <х2 <х3 • Если функдiя f(x) обратима, то числа f(x1), /(х2), 
/(х3) необходимо различны между собою; иначе одному и тому же 
значенiю у соотв'tтствовали бы два раюшчныя значенiя х·, вопреки пред

положенiю. Покажемъ, что /lx2 ) всегда будетъ заключаться между 
f (:л-1 ) и j(:x3). Допустить противоположное значитъ допустить, что 
либо /(ха) лежитъ между /(х1 ) и /(х2), либо f(:r:i) между !(х2) и 
/(х3 ). Въ первомъ случа't разности /(х3)-/(х1 ) и /(х3) - f(x2 ) 

будутъ разныхъ знаковъ и, по теоремi; § 275, уравненiе 
f(x)- /(:t·3 ) = О будетъ имtть корень х' между х1 и х2 , такъ 
что /(ха) f(x'), при чемъ х' не равно Ха, •по невозможно. Та
кимъ же образомъ доказывается · невозможность второго случая. 

Сл'tдовательно, при Х1 <х2<х3 , им'tемъ либо /(x1)<J(-~2)</(x3), 

либо /(::i·1) > /(х2) > /(ха), т. е. f(x) либо возрастающая, либо 
убывающая въ интервалi; (а, Ь). 
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XVI (къ § 281). 

Важно замtтить, что, оnредtляя f (х), какъ 

lim ---'-~с'---=--'---'

о=±О 

предполагается, что ох стремится къ О непрерывно, т. е. 11рини
маетъ всевозможныя значенiя, nринадлежащiя нtкоторому интер

валу, ааключающему въ себt нуль, за исключенiемъ значенiя 

ох О, при которо~ъ разсматриваемое отношенiе теряетъ смыслъ. 

XVII (къ § 282, t). 

При х цtломъ, {(:х) х 
х h (х -- 1) = 1 h, 

[х] = О; при li>O, Лх h) = 

Jim f_(-'-x---'-~"--'---'
h==---Q 

1-h 
lim-- = -оо. 
h=O -Jz 

XVIII (къ § 282, h). 

Полагая р(х) = х Vx, имtемъ р(О) = p(l), а потому 
(§ 212, е) Функцiя р(х [х]) х - [:х] - Vx-=[x] непрерывна, а 
слtдовательно, и функцiя f(x) [.1] + V х-[х] непрерывна. При 
х цtломъ и h > О (достаточно маломъ), 

f( -.г . f(x + h) - f(x) 
х)=х, f(x+li!=x+ r Jz, Jim ···················-

"~ h 
1
. 1 
1m -Vli =, 

f(x - lz) = ·" - 1 + -Vi ·7i, f(x -- ~\-; f(x) = _I _-_· -'-с---
l+ "111-lz 

и 

XIX (къ § 292, d). 

Въ этомъ примtрt и во многихъ другихъ функцiя у задана 
неявно, т. е. задано не выраженiе у черезъ х, а уравненiе, которому 

удовлетворяетъ у при всякомъ х. Во всtхъ подобныхъ случаяхъ -
нtтъ надобности сперва рi,шать уравненiе относительно у, и затtмъ 

искать производную у', да это во l\tногихъ случаяхъ было бы даже 
не выполнимо. М{1ЖНО взять производныя отъ каждой части даннаго 

уравиенiя, не ш1бывая, что у есть фу11кцiя х, т. е. примtняя пра
вило § 284, и написать, что эти nроизводныя между собою равны: 
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получится уравненiе первой степени относительно у', откуда эта 
вели',!ина и опредtлится. Приравнивать же производныя обtихъ 
частей уравненiя А = В можно, потому что А В = О при вся
комъ х, слtдовательно, производная отъ А - В рав,•а нулю, иначе 
А'= В'. 

ХХ (къ § 294, с). 

Укажемъ зд·hсь построенiе линiи, изображающей функцiю 

у = х l: j , не ограничиваясь одними положительными значенiями х, 
какъ это сдtлано въ книrt, а разсматривая какъ значенiя х > О, 
такъ и х< О. 

м.• 
А' у 

Х' с· 

Рис. 11. 

1) х> О. При х> 1, [~]=О, у= О, т. е. всtмъ значенiямъ 
х > 1 соотвtтствуетъ ось х-въ отъ точки С (х 1) до оо, при 

чемъ точка С исключается, такъ какъ при х = 1, [ ~] = 1, у = 1, 

т. е. получается точка В (х = 1, у= 1). Построивъ квадратъ 
ОАВС, стороны котораrо равны 1, проведемъ дiаrональ АС, 
уравненiе которой есть х + у = 1 или у = 1 х. Положимъ те-

перь 1 < х """"' 1 , rдt 1t можеть имtть значенiя 1, 2, 3, 4, ... 
11 n 

Тогда п~-}<1~+1, [-}] =n,y=nx; это уравненiе выражаетъ 
прямую, проходящую черезъ точку О. На этой прямой искомой 

линiи принадлежитъ лишь отрtзокъ между точкою х 

1 
на сторонt АВ и предtльною точкою х = 

п 
,у 

линiи у+ х 1, т. е. на дiаrонали АС. При п = 1, 

1 
~ y=l 
п' 

_п_ на 
tl + 1 
получаемъ 
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прямую ОВ, у = х, и на ней отрtзокъ BD искомой линiи (D
предtльная точка, не принадлежащая линiи). Проведя прямую 
EDQ .l.. Ох, находимъ ОЕ -!, QE = 1, QE = 2. ОЕ и, соеди
нивъ Q съ О, получаемъ прямую OQ, у = 2х, и на ней отрt
зокъ QR искомой лннiи. Построивъ RQ1 .l.. О:х и соединивъ Q1 съ 
О, получимъ прямую OQ1 , )' Зх, и на ней отрtзокъ Q1 R 1 
искомой линiи и т. д. до безконечности, приближаясь безпредtльно 
къ точкt А. 

2) х < О. Замtтимъ сперва, что, по опредtленiю [z], всегда 
имi;емъ [z] z Q, гдt О ..се:: е < 1, будетъ ли z >О или < О. Такъ что, 
если z. лежитъ между -п и -п-1, rдt п цtлое положительное 
число, то [z) п-1. Замtтивъ это, положимъ теперь, что х 1, 

тогда ~ 1, [-}] = - 1, у х. Это уравненiе прямой 
ОМ1 М2 , дtлящей уголъ уОх' пополамъ. Bct точки этой прямой, 
начиная отъ точки М1 , абсцисса которой равна - 1, принадлежmъ 
~омой линiи, при чемъ сама точка М1 не исключается. 
Пусть теперь 1 < х < О, и обозначая опять черезъ n цt-

1 <х..сс:: 1 лое положительное число, положимъ п п тогда 

-п>~> п 1,[:]= п-1,у -(п+l)х,чтовыра
жаетъ прямую, проходящую черезъ О въ углt у Ох'; на ней искомой 

1 
,z ' 

линiи принадлежитъ отрtзокъ между предtльною точкою .:i· = 

п+I 
у = -п- на линiи у + х = 1, т. е. на продолженiи линiи СА, и 

1 
точкою х , у 1, на продолженiи линlи ВА. При 1i 1, 

получимъ линiю у 2х и на ней отрtзокъ Q' R' искомой ли
нiи. Дальнtйшее построенiе ана,1оrично указанному для х > О, и 
даетъ отрtзки Q" R" . .. , безпредtльно убывающiе и приближаю
щiеся къ А сверху и слtва. 

XXI (къ § 294, d). 

Повторенiе операцiи f, гдt f(x) • 1 
х sш х , равносильно по-

. 1 . 1 
Stn -. l' Stn -.---слtдовательному прибавленiю множителей 

хs1ц хsш 
х 

xsin-
x 

и т. д. Обозначая черезъ /,,.(х) результатъ п кратнато повторенiя 
операцiи f и присоединяя условiе f,.(O) О, мы видимъ, что J.(x) 
нельзя графически изобразить въ окрестности точки х=О, f;(x) въ 
окрестности точекъ х=О и всtхъ другихъ корней уравненiя {1(х)=0 
или sin _.!__ = О т. е. точекъ х = + -1

- гдt п цtлое положитель-
х ' - п:п' 
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ное число, функцiю f 3 (х) въ окрестности всtхъ предыдущихъ то
чекъ и всtхъ друrихъ корней уравненiя j 2 (x) = О, т. е. корней 

.. 1 О .1 1 П 
уравнешя sш = , или х sш - = + , и т. д. ослtднее 

.:i· - 111! 
xsin

x 
1 

уравненiе подстановкой х = - , приводится къ виду 
z 

sinz = 

и корни его равны обратнымъ ве:шчинамъ корней уравненiя ( 1 ). 
Предлагаемъ читателю опредtлить границы, между которыми ле

жатъ корни уравненiя ( 1 ), при данномъ п, пользуясь теоремою 
§ 275, а также и rрафическимъ построенiемъ синусоиды у = siп z 

и прямо/.! у = ± :,,~ , точки пересtченiя которыхъ и опредtляютъ 
корни уравненiя ( 1 ). 

ххп ( къ § 294, f) 

Чтобы построить линiю, изображающую фуню~iю 

у = (х) ( 1 ~ -y_i:::::-[xJ) , (х > О) 

положимъ х = п S, rдt п [х], О~ s< 1. Тогда 

у 2 - п [ 1 - t й] - парабола, положенiе которой зависитъ отъ п. 
При измtненiи s отъ О до 1, получимъ параболическiй отрtзокъ 

между точками (х = п, У.= ~ .. ) и (х = n+ 1, у= 
2
,.~1), при 

чемъ вторая - предtльная и искомой линiи не принадлежитъ. При 

1i = О получается первый отрtзокъ между точками (О, 1) и ( 1, -} ) 
( см, чертежъ 7-й § _294). Съ увеличенiемъ ti отрtзки опускаются 
все ниже и ниже. Чтобы доказать свойство касательной, указанное 
въ § 294, f, замtчаемъ, что при достаточно маломъ h > О (такъ 
что s h < 1) 

и 

f(.:i· + h) 

f(x+ h) - /(х) _ 
/1 - - ~'--,-С~·--

f'(x) 

l ---
2"+1(-,r~ + -,r g + h) 

Отсюда видимъ, что угловой коэффицiентъ касательной меньше О, 
1 

и tg а = ----··· если а острый уrолъ между касательной и Ох. 2n+2-,ri, 
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Съ приближенiемъ 5 къ О, т. е. х къ п справа, tg а стремится къ 

оо, а къ ; . Съ приближенiемъ 5 къ 1, т. е. х къ п + 1 слtва, 
1 

tg а стремится къ 
2
,.+2 , числу убывающему безпредtльно при воз-

растанiи п. 

XXIII (къ § 296). 

l 
Дtйствительно, положимъ {(О) l и возьмемъ h > О и < J, 

1 1 
тогда при О< х h < Т, х > l, т. е. f(x) > [lO). Съ другой 

стороны, взявъ въ интервалt (О, h) два числа х' и xn (х'>х", 
т. е. х' х" > О), будемъ имtть 

1 
f(x'} ~ f(x'') = ~ 

х 

1 
х'' < о. 

XXIV (къ § 296). 

Дtl.\ствительно, полагая 

f(x) = х [х], и О< h < 1, 
имtемъ 

f(x + li) = х + h - [х] > /(х). 

Съ другой стороны, при а< х·' < х1' < Ь, имtемъ х' - х·1' < О, 
f(x') f(x") х' -х" + [х"] - [x'J, и при [x'·J 
nолучимъ /(х') > f (х"). 

XXV (къ § 301 ). 

[х'] >х'' х' 
' 

Въ математической литературt упоrребляется иногда и другая 
терминолоriя. Относительные maxima и minima, по принятой у Че
заро (и у друrихъ итальянскихъ математиковъ) терминолоriи, назы
ваютъ просто наибольшимъ и наименьшимъ изъ значенiй функцiи 

въ данномъ интервалt. Въ вопросахъ о наибольшихъ и наимень
шихъ значенiяхъ функцН! отъ искомыхъ перемtнныхъ различаютъ 
два случая: 1) когда эти перемtнныя независимы, 2) когда онi; свя
заны нtкоторыми условными уравненiями. Въ первомъ случаt ma
xima и minima функцiи ( по отношенiю къ смежнымъ) называютъ 
абсолютными, во второмъ -относительными (relatifs). Послtдняя тер
минолоriя принята какъ въ русскоn, такъ и въ иностранноn литера

турt (см., наприм-връ, Mansion, Resume du cours d'analyse infinite
simale, стр. 188; S t о 1 z, Grundziige der Diff. u. Integral - Rechnung 
1893. В. 1. стр. 240. С. Relative Extrema). 
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XXVI (къ § 304, а). 

f( . r·( > . 1 1 1 х) хsшх' х =Stпx- xcosx 
находимъ tg z z. О рtшенiи этого уравненiя 
гебра" перев. Пирожкова, 2-я часть, стр. 26~. 

XXVII (къ § 308, d). 

О; полагая х 

см. Бе:ртранъ 

411 

Для поясненiя скаааннаго въ этомъ пунктt можемъ замtтить 
слtдующее: 

1) Для вычисленiя J'(O) нельзя пользоваться выраженiемъ 

f(x) = х2 sin 1 при ;;1;· ~ О, потому что при х О это выраженiе 
х 

теряетъ смыслъ, и надо пользоваться опредtленiемъ 

/' (О J = lim/(h) - /(О) 
1=0 h 

и условiемъ /(О) = О. Тогда и получимъ 

f' (О) = I~i [ h sin ·1] = О. 
2) Примtняя формулу Лагранжа 

/(х) - /(О) = xf' (~), 

гдt s лежитъ между О и х, къ данной функцiи, получаемъ 
xsin ( ~) 2,sin 

1 
- cos 

] 
откуда и вытекаетъ, что съ приближенiемъ х и s къ нулю cos 

также стремится къ нулю, а такъ какъ при неnрерывномъ при

б1шженiи s къ нулю cos 1 не можетъ стремиться къ опредtленному 
nредtлу, а постоянно колеблется между 1 и + 1, то необхо
димо заключить, что s разрывная функцiя отъ х, стремящаяся 
къ нулю вмtстt съ х. 

3) Положимъ, что s стремится къ нулю, принимая послtдо
вательно значенiя 

(!) 
2 2 2 

(2п + l)n' (2п +З)n' (2п + 5)n' ' 

гдt п цtлое число, лежащее при достаточно большомъ lnl въ 
сколь угодно маломъ интервалt ( -- h, + h ). Для всtхъ этихъ зна
ченi11 s · получимъ 

1 
соsт о. 
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Поэтому limcos~ = О, если s принимаетъ значещя (1) и безко
t= !; 

нечно близкiя къ нимъ. Съ другой стороны, если обозначимъ че
резъ а любое число, для котораго cos а ие равно нулю, т. е. не 

2k 1 
имt.ющее вида :п; при k пtломъ, и положимъ, что s прини-
маетъ послt.довательно значе11iя 

(2) 
1 1 

п:п +а' (п + 1):п + а' (п + 2):n+ а' 

( гдt. п цi,лое число), лежащiя въ томъ же интервал+. ( - li, 
для такихъ значенiй s лолучимъ 

1 
cosy=cos(m:n+a)= cosa= ±а, 

/z), ТО 

rдt. ± а обозначаетъ любое число въ интервал+. ( -- 1, + 1 ), не 

о 1
. . 1 

равное нулю. тсюда заключаемъ, что 1m cos не равенъ нулю, 

;;=0 
когда s принимаетъ значенiя (2) или безконечно близкiя къ нимъ. 
Послt.довательность ( 1) есть частный случай послt.довательности 

2k+ 1 (2) при а -
2
- :п;, гдt. k цtлое число. Итакъ, при условiи 

liпicos 1 
О, леремtнное число s можетъ принимать значенiя, рав-

f==O 
ныя числамъ лослtдовательности ( 1) и безконечно близкiя къ нимъ, 
и не можетъ принимать значенiй, равныхъ .и безконечно близкихъ 
числамъ безконечнаrо множества послtдовательностей (2), 
соотвtтствующихъ безконечному множеству значенШ а, не рав-

2k + 1 
ныхъ -

2
-· :rc. Вtроятно, это обстоятельство и имtлъ въ виду ав-

торъ, высказывая, что значенiя, которыхъ не можетъ принимать s, 
безконечно многочисленнtе тtхъ, которыя это число можетъ 

принимать. 

ХХVШ (къ § 308, d). 

Для f(x) = х sinlogx. и /(О) О формула Лагранжа даетъ 

откуда 

sin log х sin log ~ + cos log ~ = 2 sin :'; sin (} + log g) 
= -v12· sin ( !,; + log ~), 

I sin ( 1 + Iog ~) 1 ~ f, · 
Для значенШ s, лежащихъ внутри интервала (q2k-1 , q2k), гдt 
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" 
q = t: 2 , и k цtлое положительное число, log 5 + л; булеть за-

л; k 3л k / 1 I:: + п I k 3п ключаться междут - ~ и -4 я, а og ь Т между я - 4 
;/, 

и kя - , т. е. будетъ заключатьс11 въ интервалt 

Во всtхъ этихъ интервалахъ 

il. (':;r,+1 ~)1 1 I SIП 4 . og ,:; > У2 ' 

вопреки доказанному. 

XXIX (къ § 314, е). 

Коrда rоворятъ, что полиномъ нечетной степе1ш 

при х - оо имtетъ знакъ -, а при х = оо 3J.Jакъ +, то 
подъ этимъ понимаютъ слtдующее: числу х всеrда можно дать до

статочно боJiьшое по абсолютной величинt значенiе, чтобы знакъ. 
/{х) совпаJiъ со знакомь ero перваrо члена х2п+ 1 • Это сдtлается 
очевиднымъ, если r_~редстав11мъ /(х) въ видt 

/(х) 

и замtтимъ, что при достаточно большомъ значенiи I х / сумма въ 
с1собкахъ какъ уrодно бJiизка къ 1. Въ нашемъ примtрt 

откуда и слtдуетъ сказанное о корняхъ /(х). 

ХХХ (къ § 314, g). 

Есди А и В данныя точки, ]{ точка пересtченiя луча свtта 
съ раздtляюшею плоскостью, /1 время, потребное для прохожденiя. 
пути АК со ·скоростью nv, t2 время, потребное для прохожденiн 
пути КВ, со скоростью v, то 

АК = а = nvt1 , КВ 
cos q; 

ь 

cos 1/J 
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.а сумма atg(J) + Ьtg1p, очевидно, равна разстоянiю между проэк
цiями точекъ А и В на раадtляющую плоскость, т. е. величинъ по
-стоянной. 

XXXI (къ § 314, k). 

Считаемъ не лишнимъ нъсколько подробнi;е развить важные 

,выводы этого пункта. Чтобы вывести формулу (В), замtчаемъ, что 
повторное примtненiе основной формулы Г(Q) = ((] - 1) Г(Q 1) 
даетъ, при (] = х + п, 

Г(х + п) = 1'(()) = ((}- 1) (р ~ 2) •.. (о п) Г(х), 

-откуда 

(В) 

Далtе, перенося множитель (- 1 )" въ лъвую часть, лоrариюшруя 
и взявъ затtмъ производныя, находимъ 

JY(x) 
Г(х) 

1 + ... +--, 
-о n-Q 

Для опредtленiя максимума или минимума Г(х) надо приравнять 
Г'(х) нулю, откуда и получаемъ уравненiе 

Г'(о) 1 1 о 
f'(p) + т-о + 2-Q + ... + п - fJ 

Если (],. корень этого уравненiя, то 

~1-+ 
1 -- (},. 

.flOTOMJ ЧТО O < Qп < 1. 

Изъ формулы Г(х 1) х Г(х) слъдуетъ, 

-отсюда 

nотому что 

Г'(х + 1) = Г(х} + х f'',x), 

lim хГ'(х} = - 1 
.=:<} Г(х) ' 

lim Г(х) = оо. 
=О 

Наконецъ, послъднее неравенство § 314, k получается слtдующимъ 

·образомъ: 
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Изъ формулы (В) при х = х.,, Q Q,., имt.емъ 

(-1)" Г(о"+ 1) Iogn 
(),. tl -- (),,.) logn. (2- о,.) (3 -- о,.) · · · (п - о,.) ' 

откуда получаемъ 

, Г(!!п + 1) Iog п 
I I (х,..) 1 < е"(1-е,,) Iog п . П~пl)' 

ПОТQМУ ЧТО O < Qп < 1. 
Окончательное заключенiе о безчисленномъ множествt. корней 

уравненiя Г( 't"I k при k 2 О, ясно сл-t;дуетъ изъ того, что 1) во 
вся комъ интервал1; ( п, - п + 1) 1 Г(х); можетъ принимать 
сколь угодно большое значенiе и 2) при достаточно большомъ п 
и сколь угодно малое, потому что lim !f'(x,.) 1 О. 

ti==:ю 

XXXII (къ § 317, а). 

Дt.йствитепьно, если lxl <а< 1, то досrаточно удовлетво
рить неравенству а" < в, независимо от-.., значенiя х, чтобы! .:i·" 1 < в. 

1 
Первому неравенству удовлетворить легко. Полагая а= 

1 
+ 

7
, rдt 

1 / > 0, 11;0ЛЖНЫ имt.ть (1 у)" 
8

, НО ( 1 +r)" > 1 + ny, сл1щова-
1 8 

,ельно, достаточно взять 11 > ~--. 
8}' 

ХХХП bls (къ § 324, Ь). 

Указываемый авторомъ процессъ разложенiя непрерывной функ
цiи въ равномърно сходящiйся рядъ непрерывныхъ функцШ можетъ 

оказаться непримt.нимымъ, если функцiя /(х) опредtлена только въ 
интервалt. (а, Ь) и не имtетъ смысла внt. его. Въ этомъ случа-в 
для значенiй х, достаточно близкихъ къ а [ при ап < О] или къ Ь 
[при а,.> О], арrументъ х + ап будетъ лежать внt. этого интер
вала, такъ что не для всtхъ значенШ х въ (а, Ь) вс-в члены ряда 

(х + п1) + [f(x + ~) - J(x + a1)J + · · · + [/(х + а,,) -f(x + а,._1)] + · · 
имtютъ смыслъ. Напримt.ръ, функцiя /(х) = arc sin х оnредt.лена 

1 
только въ интервалt ( 1, + 1); полагая а,, = -, получимъ рядъ 

п 

arc sin х = arc sin (х + 1) [ arc sin ( х + {) arc sin (х + 1)] + . · . 

. . . + [ arc sin ( х + ~) агс sin ( х + п ~ 1) ] + · · ·, 
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въ которомъ при любомъ п первые 

. 1 ) смысла въ интервалi; ( J. - п, 1 , sa 

1i + 1 членовъ не имъютъ 

исключенiемъ нижнеА rpa-

ницы. 

Тъмъ не менъе утвержденiе автора, что всякая опредменная 

въ интервал'& (а, Ь) и непрерывная въ немъ функцiя /(х) для 
всъхъ sначенiИ х въ (а, Ь) можетъ быть раsложена въ равно-
мърно сходящiйся рядъ непрерывныхъ функцiй вполнi; правильно. · 
Пользуясь, въ сущности, идее/.! автора, можно, напримъръ, дать 
такое раэложенiе: 

Для каждаrо х въ интервал'& (а, Ь) арrументъ х 

содержится между х и Ь, т. е. въ (а, Ь). 

Ь x[1·t=l,2,3, ... ] 
2" 

[Это sамъчанiе nринадлежитъ Г. М. Фихтенrольцу.] 

ХХХШ (къ § 330). 

Общая формула остатка въ формулахъ Тэйлора {Taylor) и 
Маклорена {Mac-Laurin) дана была Шлемильхомъ (Sc11lomilcl1) и не
зависимо отъ него Рошемъ (Roche). 

Раsличныя дру1·iя формы остатка, совершенно иного харак

тера, полезныя въ приближенныхъ вычисленiяхъ функцiА, даны 

Н. Сонинымъ въ статьt. ,,Объ остаткъ формулы Тэлёри" Универс. 
Извi;стiя. Варшава, 1891. 

XXXIV ( къ § 334 ). 

Положимъ для опредъ.1енности, что J'(x) сохраняетъ sнакъ +, 
начиная съ х = п. Остатокъ ряда v 1 + v 2 + · .. + v .. + · · · (§196, с) 
численно меньше v.,+ 1 = -if'(a1 )+-if(/J1 ), rдi; а 1 лежитъ въ 
интервал'& (n, и ,!), /J 1 въ интервал'& (п+t, п). По условiю /'(х) 
постоянно -убываетъ, слi;довательно, 

/' (а1) > /' ({11) и v.,+1 < О, но > t/' (а1} > ~ /./' (11). 

XXXV (къ § 337, d). 

Прежде всего sамътимъ, что v [Vп], очевидно, равно числу 
полныхъ квадратовъ, не превышаюшихъ п. Далъе, если k обозна-
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чаетъ любое цмое число отъ 1 до п, то, по 3амtченному въ 
§ 337, d, 

равно числу д"kлителей числа k, не превыпшющихъ Yk, т. е., какъ мы 
· 0(k) 9(k)+l 

раньше видми (§ 247, е), равно 2 или ---2-, rдt 1 въ числи-

телt появляется всякШ разъ, когда k есть полный квадратъ. По
этому, если въ ра3сматриваемой суммt дадимъ числу k всt 3наче
нiя k = 1, 2, 3, ... , п и всt результаты сложимъ, то получимъ, съ 
одной стороны, двойную сумму 

а съ другой, 

гдt v = [Vп] , какъ уже сказано, равно числу полныхъ квадра
товъ, не превышающихъ п. Оrсюда и находимъ 

[k; 1
]) v = е (1) + в (2) + ··· + е (п). 

Чтобы преобразовать двойную сумму въ простую, замtчаемъ, что 
суммировать можно слtдующимъ образомъ: сперва положить р = 1 
и взять сумму 

J ([{J [k ~]) = [т]. 
k=1 

за:rtмъ положить р 2 и взять сумму тtхъ же разностей отъ 

k 22 (ГVk] = 2) ДО k = п, 
тогда получимъ 

и т. д., наконецъ, взять р = v и вычислить 

]([t] [?])- [:]- [~~ l]. 
1'.=:vl " 

27 
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Слtдовательно, двойная сумма бу детъ равна 

1) 1 [1] 
рс-с---1 

XXXVI ( къ § 340). 

По § 327 радiусъ сходимости этого ряда равенъ 

ао + а1 + ... + а,._1 
Jim -----·---·---·-

ао 
1 , потому что lim an о. 

иначе рядъ а0 + а1 • · · + ап бьшъ бы расходящимся, 

вопреки предположенiю, что 

lim (а0 + а1 + · · · + а.,_1) !. 

XXXVII (къ § .342, с). 

Метода Чезаро дли разысканiя асимптотическихъ выраженiй 

степенныхъ рядовъ, основанная на теоремt § 339, ему же принад
лежащеn, даетъ весьма просто во мноrихъ случаяхъ первый, без
конечныn, членъ искомаrо разложенiя, какъ это и показано имъ въ 

различныхъ примtрахъ § 342. Относительно самой основноn тео
ремы § 339 замtтимъ слtдующее. Если 

ti::=;L) п::::::х, 

(1) f(x) = ,L,)a"x" и w(x) ~ ,L,)ь"х" 
11=1 n=l 

будутъ ряды съ коэффицiентами одного и того же знака, сходя

щiеся при х < 1 и расходящiеся при х = 1, то по теорем-в § 339 

lim j(x_! = lim а,., 
=1 q> (х) п::::оо Ь,. 

если предtлъ въ правоn части существуетъ. Но предtлъ лi;вой 

части можеть существовать и въ томъ случаi;, когда предtлъ пра

вой не существуетъ, а теорема Чезаро, повидимому, ничего не 

даетъ. Это затрудненiе однако, какъ 11оказано на приведенныхъ 
прим-kрахъ, можеть быть часто обойдено слtдующимъ прiемо111ъ. 

Замtняя /(х) и tp (х) функцiями f(x) и _ll)_(x) , у которыхъ коэф-
1 х 1-- х 

фицiенты при х" въ разложенiяхъ по степенямъ х будутъ 

а1 +а2+ ···+а" и Ь1 +Ь2+ · · · +ь .. (что прямо получится при умно-
женiи рядовъ (1) на рядъ Г~ 1 + х + х2 + ... + х"-1 + .. -), 
получимъ, по той же теорем-в § 339, 
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lim f(x) lim а1 +а2 + ... +а,.' 
n=.v (JJ (xl n=x, 

... - " 1· а .. и предь.аъ въ право" части можетъ существовать, когда 1m Ь не 
п==ж п 

су.ществуетъ. Мы покажемъ здtсь, какъ можно воспользоваться 
этимъ замtчанiемъ для вычисленiя второго ( постояннаrо) члена въ 
асимптотическомъ выраженiи функцiи 

/(х) х + х4 + х9 + · · · , 
а именыо 

/(х) 

о которомъ въ § 342 сказано, что его можно по.11учить "безъ осо
быхъ затруд11енil\", продолжая вычисленiе. Вопросъ состоитъ въ 

разысканiи 

нm (лx)-tV :л; )· 
=1 1-х 

Разсмотримъ, вмtстt сь Чезаро. функцiю 

(JJ (х) = l7[-Vtz]x", 
= 

связанную съ /(к:J соотношенiемъ (1 - х) q;(x) = /(х), вытекаю
щимъ изъ того, что 

[-Vii] [У п !] l = 1, когда п квадратъ цмаго числа, 

f = О, когда п не квадратъ, 

и приводимъ воnросъ, къ разысканiю 

lim ((1 -x)q;(x)- _!_ V :л; ) • 
=l 2 1-х 

Чтобы воспользоваться теоремою § 339, перепишемъ это выраже

нiе такъ: 

(2) ( qф.·) - ~(1-x)-i,) 
1-х 2 

Jim ---- =~- . 
=1 (1 х) 

Мы могли бы, конечно, написать это выраженiе и въ видt 

( 

у;' q;(x) - ---(1 
1
. 2 
Im -l 

=1 (1 х) 
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но тогда теорема § 339 ни къ чему не привела бы, потому что 
отношенiе коэффицiентовъ при х" въ числителt и знаменателt ни 
къ какому предtлу не стремится, между тtмъ какъ въ формулt. 
(2), напротивъ, предtлъ этого отношенiя вполнt опредtленъ, какъ 

сейчасъ и пекажемъ. Въ знаменателt коэффицiентъ при х", оче
видно, равенъ п + 1. Постараемся вычислить коэффицiентъ при х" 
въ числителt, при чемъ, конечно, можемъ ограничиться членами 

порядка не ниже перваго относительно п, т. е. отбрасывать сте
пени п ниже первой, такъ какъ предtлъ отношенiя такихъч леновъ 

-t 
къ п (или п+l) равенъ нулю. Коэффицiентъ при Х" въ (1-х) 
равенъ (по формулt бинома Ньютона) 

!.1.3.5.7 .. ,(2п l),(2n+l)(2n+З) 
3 2 · 4 · 6 · · · 2tl 

= _!__ (2п + 1)(2п + 3) + ... ( § 337 ) 
3 -.r см. , с, 

r nn 

у;-
а слtдовательно, въ - -

2 
- ( 1 коэффицiентъ при х" бу-

детъ равенъ 

2 
3 

гдt не выписанные члены будутъ степени ниже п. Коэффицiентъ 

при х" въ 
1
tp~l равенъ О',. а1 а2 + ... + а ... глt а,. [Vп]. 

Остается вычислить эту сумму 

а,.= [уТ] + [J/2] +[уз]+ ... + [Уп]. 

Полагая п.= v2 + µ,, гдt О µ, 2v, [Уп] = v, замtчая, что 

а(.,___1)' а(.,,._1)'+1 ... = а,,,_1 = 'V - 1 

а.,,, а.,,,+1 • · · = а,,•+µ = 'V, 

и что число членовъ, равныхъ k 1, равно k2 - (k - 1 )2 2 k - 1, 
при k = 2, 3, ... , v, а число членовъ, равныхъ v, равно µ, J 
= n-v2 + 1, находимъ 

а,.=1·3+2·5+ ··· +('V-1) (2'V-l)+'V(n ir2+1) 
k=11--l k=,,--1 А=---1 

= Ik(2k+I)+ 'V(n ir2 + 1) = 2 I k2 + I k + ')/ <п ir2 + 1) 
t=l k=l k=l 
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Но иавъстно, что 

слъдовательно, 

По сдtланному выше аамъчанiю въ этомъ выраженiи достаточно 

удержать члены степени не ниже п и v2 , такъ что можемъ на-
писать 

о.,= -t113- !v2 + vn + ···, 
rдъ не выписанные члены роли не иrраютъ. Остается наАти 

Польауясь соотношенiемъ п v2 + µ, О µ ::=: 2v, находимъ 

lim v2 = 1, 
n=ж n 

и окончательно, 

. о., -1пi 
lim = -t, 

п 

откуда по § 339, 

нm Глх) - t 1 / п ] = - t· 
х=:1[ JI 1-х 

Вычисленiе третьяrо члена въ асимптотическомъ рааложенiи 
/(х) будетъ еще сложнъе, и нужны друriя средства, менъе элемен
тарныя, но быстръе ведущiя къ цtли. Такiя средства и даетъ фор
мула Коши, которую- Чеааро приводитъ беаъ докааательства въ 
§ 342 и докааываеть въ книrъ VII, § 760. Эта формула съ не· 
обыкновенноА легкостью даетъ всъ три члена асимтотическаrо вы
раженiя /(х) и можетъ дать и сколько угодно членовъ въ pa3JIO· 
женiи /(х) по степенямъ Vi--x. ДъАствите.~~ьно, формулу Коши 

{-} + х+ х4+ xD+ ... ) (tog ~ )* = (-} +х' + x'i+ х'9 + ···) (1og ~)*, 
1 

rд'I! log-, 
х 

п2 
·~-1, 
log

x 



422 ПРИМ1>ЧАНIЯ КЪ 111-ЕЙ КНИI'Ь. 

можно написать такъ 

t + f(:t:) {i + f(x')}( v~)!' 
lg -

х 

и полагая ti 1 - s, rдt s стремится къ О, когда х стремится къ 1, 

ра3ЛОЖИТЬ log l = log (1 S) ВЪ рядЪ 
х 

log (1 

тогда 

Поэтому 

!;3 
+3+ ···, 

1 ~ ) ·;р,+ .... 

U(x)+tнt Vпf-!+Лх')}О Н+ ···> 
или 

/(х) 
vл: 

х+ 8 (1 х) 

! + ···). 
Замtтивъ теперь, что съ приближенiемъ х къ 1 не только х' стре

~' 
мится къ О, но и , гдt р любое положительное число, также 

~р 

стремится къ О (какъ сейчасъ будетъ показано), изъ предыдущей 
формулы тотчасъ получаемъ 

lim(f(x) 

1 1 /---;;:- 1 
f(x) 2JI 1х+2 

1 ... r-· 
2 r :п, 

-! 
а если бы продолжали разложенiе J- Iog (1 s)} по степенямъ s 
дальше, то получили бы и дальнtйшiе члены. Чтобы показать, что 

х' Iim О, при р > О, 
x==I (l -Х./ 

1 l 
положимъ х = е-Ь', х = е-"', тог да соотношенiе log , . log = :п2, 

х х 

дастъ Ь = ~ и 
а 

х' 

(l - х)1' 

е "' е а' еР"' 
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Съ приближенiемъ х 1,ъ 1, а стремится къ О и 

Такъ какъ е"' - 1 < а2, то 
,., 

е а> 1 
0<----<-·-· 

\е"' 1)Р :,;' 
ра2 еа' 

Наконецъ, полагая а2 = ~ И припоминая, что :~~ с~:,) = 00, ПО• 
х' 

лучаемъ lim -··--
x=1 (l 

О, что и требовалось доказать. 

ЩVIII (къ § 342, d). 

Для nоясненiя замtтимъ слtдующiя преобразованiя: 

f(x) 
m==x, 1 = 
~(x(2m-t)' -х4т), -- =1 + х + х2 + ... = ,, хР 
~ 1--х ~ 

отсюда 

Далtе, 

(1) 

(2) 

111::=1 zr-=O 

f(x) 
Гх 

p-f4m' 
х ) 

р:--=-п р=ю 

~ p+(2m-1,' ,, J>+4т'-4т 
~Х =~Х 
р=О p=l 

p=lm--1 р=-п 
_ '\: .. , р+tт'-4,т j- ~ p-+4,,,'--4m 
-..::;_;Х -~Х 

р=1 P=4m 

р=;; р=;; L xp+l•n' = z ХР+1т'-4т. 
р=О p=J.,n 

Вычитая (2) изъ (1) и подставляя въ разложенiе (~~:;;;, найдемъ 

f(x) 
1-.~ 

,n=,:,p=c;im-1 • m=:ю 

'\' ~ ..+4т'--4т '1 ( (2m---1J' (2m---1)'+t 4m'-1) 
~ ~х-· =2., х +х +···+х . 

m.-:=1 ~1 m-=::::1 

Отсюда и видно, что въ разложенiи 

f(x) а1 х + ~х2 + · · + а"х" + · · · 
1 -х 



424 ПРИМ't>ЧАНIЯ КЪ Ш·ЕЙ КНИГli. 

коэффицiентъ а,.= 1 при п = v2 + µ, rд-k О µ ===: 2v, и v нечет-
номъ, а а" О при v четномъ. 

Число слаrаемыхъ въ rpynn-k членовъ съ коэффицiентомъ 1, 
въ которой первый членъ им-kетъ указателя (2 т - 1 )2 • равно 4т2 

-(2т-1)2 = 4т 1. Для вычисленiя суммы О',.=а1 +а2+ · · +а,., 
rд-k п = v2 + µ, и О""""µ~ 2v, раэсмотримъ отд-kльно случаи 
1) v четнаrо и 2) v нечетнаrо. Въ 1) случа-k 

Каждая группа членовъ, въ которой указатель перваrо члена ра

венъ {2т-1)2даетъ4т-1 единицъ, причемъ m=l, 2, 3, ... ,.;. По

этому 

.. 
m==-

o,. = z ;4т -- 1) = (1 + i) v - i 
m=J. 

Во 2) случа-k 

о,. = ili + 11:J + · · ·, + а.,,, + · · · + а,.•+1•. 

Послtднiе µ, + 1 членовъ даютъ µ + 1 п. + 1 - v2 единицъ. 
Между предшествующими членами число единицъ равно 

и 

.,, ..... \ 
m=-:г 

I<4т 
m=l 

о,.= п + l 

1) 
v - 1 . (v l)v 
-2-=-2-· 

~ + (v - l)v = п + 1 
2 

v(v + 1) 
-2-"" 

Оба. случая можно соединить въ одинъ, написавъ 

Равенство (1 - .х)2 р{х) = /(х) получается прямо изъ того, что 

/(х) = /(х) . (I + х + х2 + .. ·) 
(1 х)2 1 х 

(tliX + а2х2 + а3 х3 + · · ·) (1 + х + х2 + · · ·) 
а1х + (а1 + 11:J)x2 + (а1 а2 + a 3)xll+ · · ·. 
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XXXIX (къ § 342, е). 

Формула Н. Я. Сонина, о которой здtсь rоворится, дана имъ 
въ мемуарt "0 Бернуллiевыхъ полиномахъ", Универс. Изв., Варшава, 
1888, стр. 64, подъ видомъ 

гh' +!- --9h' С log h + le + ... = 2h- г+ ···, 

отъ котораrо переходъ къ виду, данному въ книгt, очевидно, полу

чается подстановкою 

-h' 
.х = е . 

XL (къ § 342, g). 

Не беsполеsно нt.сколько подробнtе развить с.r.ишкомъ крат

кiя у каsанiя въ этомъ интересномъ примtрt. 

Разсматривается функцiя 

1 1 
(р (.х) = /(х) - 1х log г=- .х' rд1; 

/(.х) = .xO(l) + .х20(2) + · · · + .x"O(n) + · · ·, 
1 1 .х2 .х3 

1og ~- =(1 +х+х2+ · · · + .х" - + · · ·)(.х+-+..,-+ · · · 
.х 1-.х . ~ 3 

n=oo 

= .J.1 
Н,,..х", такъ что 

n=1 
п:::= 

fP(.x) ,Е а".х\ rд1; а.,= O(nJ Н,., 
n=1 

k=n 

а,.=а1+а2+ ···+а.,= .J_)O(k) 
k=1 

Замtчая равенства 

1 . 
о =Н,. 

п п 
... -3 2 

1 
=Н --

" 11 

1 
п - l 

Н2 =Н,. --
п п-1 

н" 

1 
н --

" п 

1 1 
3-2 

п + ···) 
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и складывая ихъ, найдемъ 

k=n 

Iнk=(n+l)H,.--n. 
k=l 

По формулъ Дирихле (§ 337) имъемъ 

k=n 

~ B(k) = п log 11 + (2С - 1) 11 + Р,,., гдъ lim Р,, = О, 
~ n==OO п 
/=1 

а Н., = logn+ С, если отбросимъ члены, исчезающiе при 11 = оо. 
Подставляя эти выраженiя въ Gn, найдемъ 

Далъе, 

(1 

lim-"- = С. 
п=::оо 11, 

q,(x) (l 2 + + п-1 ) ( " п ) l-x= +х+х ··· х + ··· а1х+а2х-+ ··· +а"х + ... 
n==s; 

- '\' п - ~ 11"х, 
n=I 

n==oo 

а 1р(х) = Z пх" = (l ~ х)2 (§ 247, а). 
n=l 

По теоремъ § 339 

lim q, (:1:) = lim 11" = С 
=l (1 - X)'!jJ(X) n=» n ' 

откуда и получается асимптотическое равенство 

Сх 
q,(x) = -1-· 

-х 

XLI (къ § 356). 

Здtсь дf(х) = f(x + h) - f(x) и т. д. 

Различныя формы остаточнаго члена формулы Эйлера можно 
найти въ соч. А. А. Маркова "Исчисленiе конечныхъ разно<;,тей" 
от11. 2-й, глава V. Тамъ же дано изслъдованiе предъловъ, въ ко
торые можно заключить R,,., и различныя приложенiя формулы Эй
лера. Форма, въ которой эта формула приведена въ соч. А. А. 

Маркова, нъсколько отличается отъ данной з11ъсь, а именно она 
тамъ дана въ томъ видъ, въ которомъ ее обыкновенно пишутъ, 

когда хотятъ ею пользоваться для вычисленiя суммъ съ помощью 

интеграловъ и обратно. 
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XLII (къ § 365). 

Формула эта даетъ также отвътъ на воnросъ о сходимости ря
довъ, въ которые разлагаются различныя функцiи, разсмотрънныя 

въ § 253. 
Мы nокажемъ это для функцiи 

хе"' 

i" ] 

Полагая въ формулъ Эйлера (30) /(х) е"', имtемъ дf(х) = е"' (е" 1), 
д/tО) = е" - 1 и то же самое значенiе мя д/'(О), of"(O) ... Раз
дмимъ всъ члены на е" 1 ; по.тiоживъ п 2 р и замънивъ букву 
h черезъ·х, ~олучимъ 

На основанiи § 363, имъемъ 

R, !:с: tp • 
I В. х2м-1ев"' \ 

1 
2Р; - 1 2р! (е"' - 1) 

Зам-tпяя В2р его асимnтотическимъ выраженiемъ и ] . 2 ... 2р также. 
no формул-t Стирлинrа, находимъ 

4=-.r-e ·P2p+.J. 
'"" ,_ 2-.r:;;.p······(2p)2pe-2P В2Р = -

1 
, 1 · 2 · · · 2р r •• 

(ne)2P+-:r 

и nоJ1учимъ 

1!.__2р:,?Р+1 = 2х. (-~)2р' 
2р! 2л; 

откуда и находимъ при lx! < 2.r,;, 

разложенiе 

доказано, и интервалъ сходимости будетъ (-2.~т, 2л). 
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XLIII (къ § 366). 

Слова "до извtстной степени" добавлены для тоrо, чтобы 
устранить возраженiе противъ высказаннаrо оnредi;ленiя для случая 

перемtнны,х:ъ, связанныхъ неравенствами. Напримtръ, перемtнныя 
х и у, у довпетворяющiя усповiю х2 + у2 ..с::: 1 независимы и моrутъ 
принимать всt значенiя между 1 и + 1 ; но если зададимъ х а, 
то у уже не можетъ принимать всt значенiя между 1 и + 1, а 
должно остаться въ nредtлахъ Vt--=-a2 и + vт=-а2. 

XLIV ( къ § 37 5). 

Точное опредi;ленiе линейной независимости и зависимости п 
функцiй можетъ быть дано въ слtдующихъ выражен\яхъ: 

Функцiи и, v, w, ... отъ х, опредi;ленныя въ интервалt (а, {J), 
называются линейно зависимыми въ этомъ иитервалt, если 
существуеrь п nостоянныхъ а, Ь, с, ... , не равиыхъ сплошь нулю, 
такоrо рода, что для всtхъ значенiй х въ интервалt (а, {J) 
имtетъ мtсто равенство (7). Въ противномъ спучаt функцiи назы
ваются линейно независимыми въ интервалt (а, {J). 

Тождественное обращенiе въ нуль оnредi;литепя Вронскаrо 
необходимо, для тоrо ·чтобы функuiи были линейно зависимыми, 
но отнюдь не достаточно, въ чемъ можно убtдиться на примtрt 
[Kowalewski, ,.Einfiihrung in die Determinantentheorie", 1909; S. 327.] 

Опредi;лимъ функuiи и(х), v(x) въ интервапt ( 1, 1) 
равенствами 

u('t") х2 при - 1 

v(x) = О при - 1 

х :,:::.; О, и (х) О при О,;:;;;; х ;:;;;; 1 ; 

х:;:;; О, v(x) х2 при О х 1. 

Функuiи и, v непрерывны и имtютъ производныя во всемъ интер
валt ( - 1, 1 ). Опредi;литель Вронскаrо этихъ функцiй имtеrь видъ 

I 
х2 2х 1' 
0 0 

при - 1 х :,:;_; о. [ о о I при о х ;:;5s 1 
х2 2х 

и, спtдоватепьно, тождественно равенъ нулю въ интервапt ( - 1, 1 ). 
Тtмъ не менtе, функцiи и, v линейно независимы въ интервалt 
(- 1, 1), ибо положивъ въ равенствt типа (7) 

au(x)+bv(x) =0 

х - 1 и х 1 , найдемъ, что а Ь О. 

Доказательство автора содержитъ поrрtшность въ томъ отно
шенiи, что, разсмотрtвъ случай, коrда и О въ интервапt (а, {J), 
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и случаА, когда и =t= О въ этомъ интервалt, онъ оставилъ безъ 
разсмотрtнiя случаА, когда для однихъ значенiА х и = О, а для 
другихъ и :f:: О. 

Для того, чтобы получить условiе, достаточное для линеАноА 
зависимости данныхъ п функцilt, можно къ требованiю, чтобы 
опредtлитель Вронскаго обращался тождественно въ нуль, при

соединить еще требованiе, чтобы опредtлитель Вронскаго п - l 
функцiА вовсе не обращался въ нуль въ интервалt (а, {J) [Kowa
lewski, loc. cit., S. 328], или же, чтобы функцiи разлагались въ сте
пенные ряды. 



КН И ГF\ ЧЕТВЕРТАЯ. 

Комп11ексныя чис11а и кватернiоны. 

KOMllll ЕКСН ЫЯ 4ИCllf\. 

Основныя понятiя. 

385. Когда задана единица линейной мtры ОА, то всt по
ложительныя числа могутъ быть изображены точками на прямой, на 

которой по произволу назначена начальная точка О. При этомъ --
А' l о l А а 

Рис. 13. 

каждая точка на прямой опредtляется принадлежащею ей абсцис
сою, и обратно, число а, измtряюшее эту абсциссу, изображается 
соотвtтствуюшею точкою, которую и называютъ кратко точкою а. 

Далtе, чтобы ввести изображенiе отри
цательныхъ чиселъ, условились разсма

тривать новую единицу OAt, равную 
первой, но противоположно направлен

ную. Такимъ образомъ, всt вешествен
ныя числа могутъ быть изображены 
точками оси абсциссъ. Каково же бу
детъ аналитическое выраженiе, способ-
ное изобразить всякую другую точку 

на плоскости? Разсмотримъ сперва точки 

на оси у- въ, и введемъ еше новую 

единицу ОВ, равную ОА, но напра-
вленную въ положительную сторону по 

,l 

Рис. 14. 

оси ординатъ. Обозначимъ эту новую единицу черезъ i, такъ что ia 
28 
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будетъ обозначать длину а, отложенную по оси у-въ въ положи

тельномъ направленiи, подобно тому какъ - а обозначаетъ длину 
а, отложенную по оси х-овъ въ отрицательномъ направленiи. Иными 
словами: энакъ i такъ же, какъ и знакъ - , служить лишь для того, 
чтобы обоэначить новое направленiе, по которому надо двигаться 
изъ точки О, чтобы встрiпить точку, иэображающую раэсматриваемое 
число. Для простоты, однако, условились употреблять знакъ i и для 
изображенiя числа i. l или точки В. 

386. Чтобы распространить правила алrебраическаrо вычисле
нiя на вновь введениыя числа, прежде всего необходимо опредt
лить основныя операцiи независимымъ отъ природы этихъ чиселъ 

способомъ. Мы установимъ слtдующее опредtленiе сложенiя: сло
жить одно число съ другимъ, или точнtе прибавить одно число къ 

другому, эначитъ найти то число, въ которое обратится первое, 

когда второе примемъ за начальную точку. Слtдовательно, а+ ib 
изобраэитъ точку ib, въ томъ предпоJ1оженiи, что начальная точка 
передвинута въ точку а. Число a+ib, которое называютъ ком
плекснымъ ~~имымъ, изображаетъ, слtдовательно, ту точку на 

плоскости, координаты которой будутъ а и Ь; обратно, эта точка 
изображаеть число а+ ib, наэываемое аффиксомъ разсматривае
мой точки. Ясно, что мы получимъ одну и ту же точку, когда при
бавимъ ib къ а или а къ ib, такъ что а и ib въ выраженiи 
а + ib можно переставлять. Равенство двухъ компле~сныхъ чиселъ 
обозначаетъ совпаденiе тtхъ точекъ, аффиксами которыхъ служатъ 

данныя числа, и распадается необходимо на два равенства: одно 

между вещественными частями эгихъ чиселъ, другое между частями 

со знакомъ i, которыя называють также чисто мнимыми частями 
числа. Въ частности, чтобы а + ib = О, необходимо и достаточно, 
чтобы а = О, Ь = О. 

387. Умноженiе двухъ чиселъ можно опредtлить, какъ разыска
нiе того числа, въ которое обратится одно изъ нихъ, когда другое 
примемъ за единицу мtры положительныхъ чиселъ. Замtтимъ, чго 

для полученiя i нужно повернуть единицу мtры ОА на уголъ ; въ 
сторону, противоположную движенiю часовой стрtлки. Поэтому i 2 

или i. i будетъ то число, въ которое обратится i, когда примемъ 
ОВ за единицу мtры положительныхъ чиселъ. Слtдовзтельно, 

чтобы .получить z-.i, надо повернуть ОВ около О на уrолъ ; въ 

укаэанномъ выше направленiи; тогда получимъ ОА', такъ что z-.i=-1. 
Поэтому комплексное число можно писать въ видt а Ь V - l . 

388. Тригоном.етрltческое изображенiе. Въ полярныхъ 
координатахъ а = r cos О, h = r siп 6, такъ что комплексное число 
а+ ib можно писать въ видt r tcos О+ isin 6), гдt 

ь 
arctg - + 2kn 

а 
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при произвольномъ цtломъ значенiи k. Уголъ О называютъ аргу
ментомъ даннаго числа, а r (всегда положительное или равное нулю) 
модулемъ этого числа и часто обозначаютъ знакомъ I а+ zb \. 
Обратимъ вниманiе на то, что комплексное число равно нулю 
тогда и только тогда, когда модуль его равенъ нулю. 

389. Сложенfе и вычитанfе. Изъ опредtленiя сложенiя 
прямо слtдуетъ, что сумма цвухъ чиселъ с а·+ ib и с'= а'+ ib' 
есть аффиксъ лежащей противъ О вершины параллелограмма, по· 
строеннаго на Ос и Ос' (рис. 15). Координаты этой точки будутъ, 
очевидно, а+а' и ь+ь', такъ что 
с'+ с= с+ с'. Мы имtемъ, слt- с+с' 
довательно, 

(a+ib)+(a' +ib')=(a+a')+i(b+b'). 

Подобнымъ же образомъ доказыва

ется, что 

(a+ib)-(a' +ib')=(a-a')+i(b-b'). 

Точка с~с' симметрична съ с+с' 
относительно точки с. Она есть ко
нецъ прямой, равной и параллельной 

с' с и проведенной изъ О. Полезно 
замtтить, что разстоянiе между 

точками с и с' измtряется мо
Рис. 15. 

х 

дулемъ разности с с'. Чертежъ показываетъ еще, что модуль 
суммы двухъ комплексныхъ чиселъ всегда заключается 

между суммою и разностью модулей слагаемыхъ. 

390. Умноженiе (рис. 16). Если ОА есть единица длины, 
то число с' получится, если повернемъ ось абсциссъ на уголъ О' и 
затtмъ отложимъ на ней отъ точки О длину, отношенiе которой къ 

се· 
ОА равно r' [c'=r'(cosO'+isiпO')]. 
Если теперь будемъ разсматривать 

Ос [с= r(cosO + isinO)], какъ еди
ницу при изображенiи положитель

ныхъ чиселъ, то, по опредtленiю 
умноженiя, для полученiя числа с . с' 
нацо продtлать надъ Ос ту же опе
рацiю, которую дtлали съ ОА для 
hо11ученiя с', т. е. повернуть Ос на 
уголъ О', и отложить 3атtмъ на ней 

Рис. 16. 

:r отъ точки О длину rr', отношенiе 
которой къ Ос ( = r) равно r'. Тогда 
получимъ прямую, составляющую съ 

Ох уголъ О + О', и на ней точку се' въ разстоянiи rr' отъ О. 
Замtтимъ, что мы получили бы ту же точку, если бы хотtли изо-

28* 
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бразить число с' с, такъ что с' с = се'. Изъ сказаннаrо вытекаеrь, 
что, каково бы ни было число сомножителей, всегда 

а) арrументъ проиsведенiя равенъ суммt арrументовъ со
множителей, 

Ь) модуль проиsведенiя равенъ прои3веденiю модулей 

сомножителей, 

Иным:~ словами, 

(а + ib) (а'+ i Ь') = rr' [cos (0 + О') + i sin (8 + 0')], 

или, раскрывая правую часть 

(а+ ib) (а'+ ib') = (аа' ЬЬ') + i(ab' + Ьа'). 
Обратимъ теперь вниманiе на то, что полученный ре3ультатъ полу
чается перемноженiемъ а + ib на а' ib' по обыкновеннымъ пра
виламъ Алгебры, принимая во вниманiе соотношенiе i 2 1. За
мtтимъ еще частный случай: прои3веденiе двухъ таю, называемыхъ 

сопряженныхъ комплексныхъ чиселъ а+ ib и а ib равно 
квадрату общаго ихъ модуля, т. е. а2 + Ь2 • 

391. Для того, чтобы прои3веденiе нtсколькихъ ком
плексныхъ чиселъ обратилось въ нуль, необходимо и до
статочно, чтобы одинъ и3ъ множителей обратился въ нуль. 
Пусть r, r', r", ... будутъ модули чиселъ с, с,' с", ... Если сс'сп ... =0, 
то и rr'r" ... = О. Поэтому одно изъ вещественныхъ чиселъ 
r, r', r", ... должно бЪJТь нулемъ, а тогда и одно изъ комплексныхъ 
чиселъ с, с', с", ... будетъ нулемъ. Обратно, если, напримtръ, с=О, 
то одно 3а друrимъ будутъ имtть мtсто равенства r=O, rr'r1 

••• =0, 
сс'с"... О. ' 

392. Д1шенiе. Изъ ска3аннаго въ § 390 тотчасъ слtдуетъ, 
r 

что , будетъ модуль, а 6 0' арrументъ частнаrо оrъ дtленiя 
r 

а ib на а'+ ib' Поэтому, 

а +ib 
а'+ ib' 

!:.. {cos (G 
r' 

О') + i sin (О - О')] 

или, раскрывая правую часть, 

аа' + ЬЬ' . Ьа' - аЬ' 
а'2 + Ь'2 + t а'2 + Ь'2 • 

предполагая, что r' не равно О. Обратимъ вниманiе на то, что къ 
тому же ре3ультату придемъ, если умножимъ числителя и 3намена

теля въ лtвой части на а' -ib'. Резюмируя все вышеска3анное, при
ходимъ къ тому 3аключенiю, что можно прои3водить всt алrебра

ическiя вычисленiя такъ, какъ будто эти числа вещественны, а i -
число, удовлетворяющее уравненiю i 2 = - 1. 
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393. Возвышенiе въ степень. Примtняя правило умноженiя 
къ случаю п множителей, равныхъ cos О + i siп О, получимъ 

(cos G + i sin G Г = cos п G + i sin 11 G. 

Это формула Муавра. Ее легко распространить на случай не цt
лаго п и не положительнаго 11. Пусть сперва п = - т, гдt т 

цtлое и положительное число. Тогда имtемъ 

(cose+isinG)n= 
1 
.. 

( cos G + t SIП G )m cos m G + i sin т G 

= cos т G - i sin т е = cos п G + i sin п G. 

Если п = ~ , гдt р и q цtлыя взаимно простыя числа, то положимъ 

(cos G + isin G)n = cost+ isint. 

Возвышая обt части равенства въ степень q (при чемъ q всегда 
можно считать положительнымъ), найдемъ 

Слtдовательно, 

cos р G + i sin р G = cos q t + i sin q t. 

qt =ре+ 2k:л;, t =пе+ 2k:л;, 
q 

гдi, k - цt..1ое число или нуль. 

Отсюда видимъ, что ( cos О+ i sin O)n, кромt значенiя cos п О+ i sin пО, 
соотвtтствующаго значенiю k = О, имtетъ еще q - 1 значенiй, соот
вtтствующихъ значенiямъ k= 1, 2, 3,. · ·, q-1; при k=q, q+1, ... 
повторяются полученныя раньше числа. Далtе, легко видtть, что, 
каково бы ни было n, всегда rn(cosn6 + isinnO) есть 11-ая 
степень отъ r ( cos О + i sin 0 ). Наконецъ замtтимъ, что при п -
цtломъ, формула Муавра дастъ выраженiе тригонометрическихъ 

функцiй дугъ, кратныхъ отъ О, черезъ cos 0 и sin О. Дtйствительно, 
разлагая лtвую часть формулы по строкt бинома Ньютона, тот

часъ найдемъ 

n 1t (1t - 1) n-2 . 2 cos п G = cos G - --
1
-. 2~ cos G · sш G + · · · , 

tt 1 • 11(п - 1 )(tt - 2) з . 
sin 11 е = Т cosn- G · sш G -

1 
. 
2 

. 3 cosn--- G · sш3 G + · · ·. 

394. Корни изъ единицы. Корнями п - ой степени изъ 
единицы называютъ всt числа, которыя по возвышенiи въ сте

пень п даютъ 1. Обозначая такое число черезъ r ( cos 0 + i sin О), 
мы должны имtть 

rn (cos 11 G + i sin 1t G) = 1, 
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откуда r = 1, cos пО = 1, sin пО = О, такъ что п6 = 2kя (k цtлое 
или О). Сл1щоватепьно, корни п-ой степени изъ 1 будутъ 

cos 2.i. + i sin 2.п • 4
.i. + · · 4.п бл + · · б.п . n n COS 11 fS!Пn, COS n tSIП n , ···. 

обозначая первое черезъ w, дпя другихъ (въ силу формулы Муав
ра) будемъ имtть выраженiя ю2, юз, ю4, . . . Всtхъ корней n-olt 
степени иэъ 1 бу детъ ровно п, а именно 

1. @.,. ro2' .... ' (Оп--1, 

потому что ш" = 1, ип+1 = ш, •.. , ш-1 юп-1 • • . • Эти числа бу
дутъ аффиксами вершинъ правильнаrо многоугольника, вписаннаго въ 
кругъ радiуса 1, съ центромъ въ точкi; О. Далtе, очевидно, что 
получимъ всt корни п · ой степени какого уrо1.1.но числа 

r(cosO + isiпO), умноживъ одинъ изъ нихъ на всt п корней изъ 1. 
Дtltствительно, 

Замtтимъ, что вершины какого нибудь правильнаrо п-уrольника 
съ центромъ въ О изображаютъ корни n·oJl степени одного и 
того же числа 1) *). 

Пред1шы, ряды и функцiи. 

395. Опредtленiя и основныя теоремы теорiи предtловъ 
(§ 122 и слtд.) остаются въ силt для комплексной. перемtнной 
х + iy. Нужно только вездt в111tсто абсолютной величины раз
сматривать модуль числа. Мы будемъ говорить, что послtдова
тепьность комплексныхъ чиселъ z 1 , z2 , 8':i, • • • стремится къ пре

дtлу z, если каждому сколь угодно малому положительному чи

слу 13 соотвtтствуетъ другое число v такъ, что, при п > v, мо

дуль z., - z будетъ всегда меньше 13. Иными словами, то11ки, имt
ющiя аффиксами z 1 , z2 , z3 , , •• , должны въ концъ концовъ по

пасть внутрь сколь угодно малаrо круга, центръ котораrо нахо

дится въ точкt z. Исходя изъ этого опредtленiя, тотчасъ видимъ, 

что теорема Коши (§ 139) остается въ полной силt и имtетъ 

1) О корняхъ изъ единицы и ихъ приложенiяхъ къ вопросамъ высшей 
Ариеметики см. Н. Weber. Lehrbuch der Algebra. Т. I. гл. Xll. 

*) Нъкоторыя приложенiя читатель найдетъ и у Вебера и Вель
штейна. Т. L стр. 367, а 11риложенiя къ теорiи чиселъ-въ Высшей Алгебр'!, 
Ю. Сохоцкаго. Т. П. 
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слtдующiА смыслъ: если каждому положительному сколь угодно 
малому числу в соотвtтствуетъ такое число п, что взаимныя раз
стоянiя точекъ съ аффиксами Zn-t-1 , zn-t-2 , zn-t-3 ••• всt меньше в, 
то этого достаточно, чтобы утверждать, что послtдовательность 
z1 , z2 , z3 , • • • имtетъ конечный nредtлъ. 

396. Для того, чтобы комплексное nеремtнное число 
имtло предtлъ, необходимо и достаточно, чтобы веще
ственная его часть и коэффицiентъ при i имtли nредtлы. 
Дtйствительно, если 8 задано и I z,. - z 1 < 8, при п > 11, то абсо
ЛЮПJЫЯ величины х,. - х и Уп - у а fortiori будутъ меньше 8, 

и обратно, если эти послtднiя при п > v будеть меньше ; , 

то а fortiori (§ 389) 

J z" Z ! :,;:; j х" Х 1 + !Уп - У/ < €, 

а слtдовательно, lim z" z. Это замtчанiе даетъ возможность 

весьма просто удостовtриться въ томъ, что теоремы теорiи пре

дtловъ остаются въ сил1; для комплексныхъ перем-tнныхъ. Кромt 
того, надо им1;ть въ виду, что 

lim (х,. + iy,.) limx,. + ilimy,., 

если существуетъ та или другая часть равенства, и что, если 

модуль и арrументъ числа z" стремятся къ предtламъ r и О при 
безконечномъ п, то z" стремится къ числу z, котораrо модуль 
равенъ r, а арrументъ равенъ О. 

397. Опредtленiя, относящiяся къ вещественнымъ рядамъ, примt
нимы и къ рядамъ комплексныхъ чиселъ. Пусть бу детъ и,. = а,.+ i Ь" 
общШ членъ ряда и 5" А,, + iB" сумма 11, первыхъ его членовъ. 
Чтобы 5" стремилась къ нtкоторому nред1;лу, необходимо и доста
точно, чтобы А" и В" стремились къ нtкоторымъ прелtламъ, и если 
А и В будутъ пре!J.tлы А" и В,., то 5 = А+ iB будетъ сумма 
даннаrо ряда. Сл-tдовательно, чтобы рядъ комплексныхъ чиселъ 
былъ сходящимся, необходимо и достаточно, чтобы рядъ 
вещественныхъ частей его членовъ и рядъ коэффицiеитовъ 

при i были оба сходящiеся. Такъ какъ а" и Ь" получаются отъ 
умноженiя ! и" 1 на числа, лежащiя между 1 и 1, то (§ 189) 
оба ряда, о которыхъ идетъ р-tчь, будутъ навtрно сходящимися, 

если рядъ I u 1 ! + ! и21 + ! u3 I + . · сходящiйся. Итакь, данный 
рядъ будетъ сходящимся, если рядъ модулей его членовъ 

сходящiйся. Съ другой стороны, надо зам1;тить, ЧТ;> рядъ комплекс
ныхъ чиселъ можетъ быть сходящимся и тогда, когда рядъ моду· 

лей его членовъ расходящiйся. Напримtръ, въ рядt, общiй членъ 

1 ( п:л . . п:л) ,. 
котораrо и,. = п cos 2 z sш 2 , рядъ модуле... представляетъ 
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расходящiйся (§ 183) гармоническiй рядъ. Между тtмъ данный рядъ 
сходящiйся, и сумма его равна 

!+t-t+···+i(l t+t-···)= log-v:;i+tin,· 

Общiя теоремы теорiи рядовъ также распространяются на ряды 
комплексныхъ чиселъ, только нужно вездt, какъ и въ этомъ §, 
терминъ абсолютная величина замtнять словомъ модуль. Мы 
ограничимся въ послtдующемъ, въ качествt примtровъ, иможе
нiемъ доказательствъ двухъ теоремъ: теоремы Дирихле (§ 230) 
и теоремы Абеля ( § 193 ). 

398. Для того, чтобы рядъ комплексныхъ чиселъ былъ 
абсолютно сходящимся, необходимо и достаточно, чтобы 
рядъ модулей его членовъ былъ сходящимся. Если рядъ 

абсолютно сходящiйся (§ 225), то, обозначая его общiй членъ 
черезъ и,. = а,. + i Ьп, найдемъ, что ряды чиселъ а,. и Ь" также 
абсолютно сходящiеся, потому что всякое иамtненiе поряд1,а чле
новъ въ рядt чиселъ и" произведетъ такое же измtненiе порядка 
въ послtднихъ двухъ рядахъ. Поэтому 'будутъ сходящимися ряды 

чиселъ I ап J и ! Ь,. \, а слiщовательно, и рядъ, общiй членъ котораrо 
есть lanl +1 Ь,.[. А поэтому сходящимся будетъ и рядъ модулей j Ь"1, 
потому что i и" i не больше I а" 1 + 1 Ь" 1- Обратно, если рядъ моду
лей I и,.\ сходящiйся, то а fortiori будутъ сходящимися ряды чи
селъ I а,. \ и I Ь" j, потому что эти числа не больше I и,. \, а слtдо· 
вательно, ряды чиселъ а" и Ь,., а потому и чиселъ и" абсолютно 
сходящiеся. 

399. Сходящiйся рядъ останется сходящимся, если 
умножимъ его члены на числа а1 , а,31 а3 , •• • , обладающiя 
тtмъ свойствомъ, что рядъ 

будетъ абсолютно сходящiйся. Дtйствительно, пусть а обо
значаетъ сумму ряда (положительныхъ членовъ) 

сходящаrося въ силу предыдущей теоремы Дирихле. Когда задано 
произвольное положительное (сколь угодно малое) число е, то 
всегда можно найти такое число v, чтобы при п > v и любомъ 
р было 

. 1 8 I и,.+1 + и,.+2 + ... + ип-+Р < 2 а . 

Далtе, J1е1·ко видtть, что ( ер. § 192) сумиа 
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можеть быть тождественно преобразована въ слiщуюшую сумму 

(а,.+1 - а,.+2) it,.+1 + {ап+2 - а"+,з) (и,.+1 + и,.+2) + ··· 
+ a"t-P (и,.+1 + и,.+2 + ··· + и"-t,р)· 

8 
Поэтому ея модуль меньше, чtмъ 2 а, умноженное на 

I a,.-i-.2 - ап-Н 1 + 1 ап-+з - а,.+2 1 + · · · + J ап+Р - a,>-f-.p-l ! + ! a,.+JJ J. 
Между тtмъ ясно, что 

- а,.+1 1 + : а,. .. 1--3 - a,._1-2 I + ... + 1 a"-t,p - а,.+р-1 j < а 

и вслtдствiе того, что 

также 

: ап+Р J I а1 1 + 1 (l:J - alj + ! а3 - ~ 1 + · ·' + 1 а,.+Р - а"-ь,-1 ! < а• 

такъ что будемъ имi;ть 

I ап+2 а,.+1 1 + j ап-+з - a,.+2 I + ... + 1 a"-tf, \ < 2а. 

Слtдовательно, 

[ а,.+1 и,.+1 + а,.+2 и,.+2 + ··· + а,.+Р ип-ь, ! < 2а · 2~ = 8 

при п > v и любомъ значенiи р. Поэтому рядъ а1 и1 + а2 и2 + а3 и3 + · · · 
сходящiйся (§ 187). 

400. Функцfи. Функцiею комплексной перемtнной 
z = х + ij называютъ и обозначаютъ черезъ j(z) всякое аналити
ческое выраженiе, способное опредtr~ить функцiю j(x) веществен
ной перемtнной х и не теряющее смысла при зам-J;нt перемtнной 
х на z. Такъ, напримtръ, на основанiи сказаннаrо въ § 393, всякая 
степ~нь z съ рацiональнымъ ( цtлымъ или дробнымъ, положи
тельнымъ или отрицательнымъ) показателемъ есть функцiя оть z. 
Примtры: 

z2=x2-y2 2ixy, z3=x3-3xy2+i(Зx2y-y3), ... 

На основанiи того же и предыдущихъ §§ опредtлены и всt алrе
браическiя (§ 254, а) функцiи комплексной перемtнной z. Умtстно 
будетъ здtсь же замtтить, что тогда какъ рацiональныя функцiи, 

очевидно, однозначны (uniforme), иррацiональныя способны при
нимать нi;сколько значенiй при одномъ и томъ же z (ер. § 254, с) . .. 
Такъ напримtръ, Vz имtеть ti значенi.й (§ 394), и замtчательно 
то, что когда точка z, двигаясь непрерывно по плоскости, возвра-
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.. 
тится на прежнее м-tсто, Vz может-ь принять аначенiе, не совпа
дающее съ первоначальнымъ. Опишемъ, наприм-tръ, кругъ съ цент

ромъ въ точк-t О, выйдемъ·изъ точки z r(cosO+isinO) съ на-

чальнымъ значенiемъ Vz = ri(cos; isin ;}, и обоАдя всю окруж· 
ность, вернемся О въ прежнюю точку: мы найдемъ въ ней ана

ченiе Vz равное 
!( о 2п .. 0+2:i) !-( о+·· о) r cos + tsш--2-- = -r cos 2 isш 2 · 

3 

Подобно этому Vz им-tетъ три аначенiя, которыя переходятъ одно 
въ другое, когда z одинъ или н-tсколько разъ опишетъ окружность 
круга около О, какъ центра. 

401. Всякая функцiя /(z) им-tетъ вообще комплексныя зна
ченiн и должна. представляться въ вид-t и+ iv, rд-t и и v веще
ственн ыя функцiи вещественныхъ перем-tнныхъ х и у. Но функцiи 
и и v далеко не проиавольны, а лринадлежатъ къ особому и важ
ному классу rармоническихъ функцiй, т. е. такихъ функцiй 

р(х, у), для которыхъ тождественно 

Въ самомъ дм-t, раасмотримъ /(z), какъ функцiю отъ независимыхъ 
лерем-tнныхъ х и у, а z какъ функцiю х + iy отъ этихъ же пере
м-tнныхъ, трактуя i, какъ н-tкоторую постоянную. Допуская су
ществованiе nроиаводной /' (х) для вещественнаrо х, найдемъ, что 
nервыя частныя проиаводныя отъ /(z) и iv, будутъ 

f' (z) = ii~ + iv~, ij' (z) и;+ iv;, 

потому •по z; = 1 , z~ = i. Приписывая теперь числу i опять его 
значенiе, находимъ 

а с.п-tдовательно, 

{\) 
t 1 1 f 

tlx vy, tty = - v:z;, 

откуда 

" . О, v;r;:,:; + vYY О. 

Если бы tt и v были nроиавольныя функцiи, то и+iv, хотя и была 
бы комплексною функцiею отъ двухъ неаависимыхъ nерем-tнныхъ, 
но не функцiею отъ од11ой перем-tнноil: z; поэтому ее нельзя 
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бы.110 бы обозначать черезъ /(z) и тtмъ болtе нельзя было бы 
придать какой либо опредtленныА смыслъ символу /' (z). Если же 
условiя (1) выполняются, то легко видtть слtдующее: 

а) Въ выраженiи 

и(.х, у)+ iv(x, у) 

перемtнныя х и у входятъ только въ комбинацiи z = х iy. ДtА
ствительно, замtняя х· черезъ z ij, разсмJ'fривая z, какъ веще

ственную перемtнную, а i ·какъ нtкоторую постоянную, для част
ной производной, взятой по у отъ 11олученнаго выраженiя 

u(z - iy, у)+ iv(z iy, у) 

найдемъ слtдующее выраженiе: 

которое приводится къ нулю, если i 2 - 1. Отсюда слtдуетъ, что 
разсматриваемое выраженiе, когда въ немъ подставимъ z tj 
вмtсто х, приводится къ функцiи одного z, и потому его и можно 
обозначить черезъ j(x). 

Ь) /'(z) допускаетъ такое же опредtленiе, какое j'(x) имtетъ 
при вещественномъ х. Д-tАствительно, когда точка z переходитъ 

въ z + oz, то и и v получатъ, какъ извtстно (§ 376), приращенiя 

OU и~ох+и;оу+ ···, о·и ·u;ox+v;o.Y+ ···, 

гд-t мы пренебрегаемъ ·членами, которые и по раздtленiи ихъ на 
ох или оу стремятся къ нулю вмtстt съ oz. Отсюда, принимая 
во вниманiе (1 ), nолучимъ 

of = (11; + iv;) ох+ (и;+ iv;) оу + ···=(и;+ iv;1 (ох+ ioy) + · · ·, 

и слtдовательно, 

lim of = f'(z). oz 
Надо обратить вниманiе на то, что если ус,ювiя (1) не выпол
няются, то лtвая часть послtдняго равенства, если и существуетъ, то 

зависитъ отъ того, какимъ образомъ oz стремится къ нулю. (1.) 

402. Говорятъ (ер. § 261), что функцiя j(z) стремится къ 
нtкоторому вещественному или комплексному предtлу l съ nри
ближенiемъ z къ z.)' если всякому сколь угодно малому положи
тельному числу в соотв-tтствуетъ такое положительное число /1, что 
въ кругt радiуса h съ центромъ въ z0 всегда 1/(z) - l. < в. Для 
существованiя такого предtла необходимо и достаточно (ер. § 264), 
чтобы !/(z') - J(z") i была меньше в для всякой пары значенiй 
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:! и z'' внутри круга достаточно малаrо радiуса съ центромъ въ z0 • 

Ясно, что стремленiе f(z) къ предtлу l =а+ Ьi равносильно одно
временному. стремnенiю и къ а и v къ Ь. Очевидно, что въ этомъ 
случаt. и и v непрерывны, такъ какъ 

lim и(х, у)= и(х0 , у0), lim v(x, у)= v(x0 , у0), 

какимъ бы образомъ z = х + iy ни 
z0 = х0 iy0 , и обратно, непрерывность 

и непрерывность f (z). 

403. Степенной рядъ 

(2) 

стремилось къ предt.лу 

и и v влечетъ за собою 

если онъ сходящiйся, опредtляетъ нtкоторую функцiю j(z). Рядъ, 
составленный изъ модулей членовъ даннаго ряда, съ своей стороны, 

есть степенной рядъ, расположенный no степенямъ вещественной 
перемt.нной r = [ z i, и имt.етъ (§ 326) нtкоторый интервалъ схо
димости ( Q, Q), который въ частномъ случаt. можетъ быть без
конечнымъ или сводится къ нулю. При r < (}, рядъ модулей 

будетъ сходящiйся, и поэтому рядъ (2) будетъ абсолютно сходя
щiйся (§ 398). При r > Q, напротивъ, рядъ не будетъ сходя1цимся, 
потому что его общiй членъ, не только не стремится къ нулю, но 

даже не остается конечнымъ. Дt.йствительно, если бы модуль I с"1 r" 
этого общаго члена моrъ оставаться меньше нt.котораго даннаго 
числа k, при r > Q, то имt.ли бы, взявъ число r' между Q и r I 
также 

, {r')" I сп I r" < k r . 

и рядъ модулей былъ бы сходящимся и внt интервала ( - Q, о), 
что противорtчитъ опредt.ленiю послtдняго (§ 190, Ь). Слtдова
тельно, рядъ (2) будетъ сходящимся въ кpyrt радiуса Q и съ 
центромъ въ началt координатъ и не будетъ сходящимся внt 
этого круга, который на этомъ основанiи и называется круrомъ 

сходимости даннаrо ряда. Сомнительной всегда является сходи· 
мость, когда аффиксъ точки nринаддежитъ самой окружности круга. 
Понятiе о равномtрной сходимости (§ 315) и оrносящiяся къ 
нему теоремы (§ 321 и слtдующiе) также легко распространяются 
на ряды фующiй комплексной перемtнной. Въ частности, доказа
тельства равномtрной сходимос·ти н правила для разысканiя 
производной степенного ряда оть вещественной перемtнной 

(§§ 325, 329) справед11ивы и для ряда (2), и позволяютъ утверждать, 
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что сумма этого ряда есть непрерывная функцiя /(z), имtющая 
производную 

/' (z) = с1 + 2c:JZ + Зсз.г2 + 4c4z3 + · · ·, 
всегда предполагая, что точки окружности круга сходимости исклю

чаются. 

404. Если не зависящiй отъ z членъ ряда (2) неравенъ нулю, 
то около начала координатъ можно описать такой кругъ, внутри 

котораго не будетъ ни одного корня функцiи f(z). Дtйствительно, 
непрерывность функцiи f (z) дозволяетъ найти такое положительное 
число h, что при I z 1 < h всегда 1/(z) с0 1 < 1 с0 ! . Но, на осно
ванiи послtдняго замt.чанiя § 389, имtемъ 

lf(z) 1 ~ 1 Со 1 - 1 со - /(z) 1 > О. 

Слtдовательно, f (z) не обращается въ нуль внутри круга радiуса h 
съ центромъ въ началt координатъ. Установивъ это положенiе, до· 
кажемъ теперь слtдующую теорему: Два степенныхъ ряда, имt

ющiе, равныя суммы при безчисленномъ множествt значе
нiй перемtнной, стремящихся къ нулю, тождественны. Въ 

самомъ дtлt., пусть 

будетъ рядъ, полученный вычитанiемъ одного ряда изъ другого. 

Сумма этого ряда обращается въ нуль для безчисленнаго множества 
значенiй перемtнной, стремящихся къ нулю, и поэтому обращается 
въ нуль внутри сколь угодно малаго круга, съ центромъ въ началt 

координатъ. Поэтому, с0 -со' должно быть равно нулю. При с0 =со' 
рядъ 

будетъ обращаться въ нуль для безчисленнаго множества значенiй z, 
стремящихся къ нулю, слtдовате.1JЬно, с1 с/ и т. д. Поэтому дан
ные ряды необходимо совпадаютъ. Отсюда сл-kдуетъ, что воз
можно только одно разлQженiе функцiи въ степенной р ядъ. 

И не трудно было бы убtдиться (ер. § 329), что это разло
женiе является именно формулою Маклорена. На вопросt о томъ, 
какимъ образомъ можно убtдиться а priori въ законности этого раз
ложенiя для данной функцiи, мы здtсь остановиться не можемъ и 

отсылаемъ читателя къ другимъ сочиненiямъ 1 ). 

1) Для первоначалънаrо изученiя полезно ознакомиться съ "~esume du 
Cours d'Analyse" par Мапsiоп. Смотри также его же .Principes d'une theorie 
nouvelle des fonctions elementaires d'une variaЬ!e imaginaire• (Annales de !а 
Societe scient. de Bruxelles 1885-86). 
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40S. По какому бы пути точка z ни приближалась безпре
дмьно къ точкt z0 внутри круга сходимости ряда (2}, функ1tiя 
/(z) сумма этого ряда, вслtдствiе своей непрерывности всегда бу
детъ стремиться къ предму /(z0}. Но, если точка z0 лежитъ на 
окружности круга сходимости, этого уже нельзя утверждать, пред

полагая, конечно, что /(z0) существуетъ. Для этого случая Абель 
доказалъ, что (ер. § 340} lim /(z) = /(z0), если z приближается 
къ z0 по направленiю, нормальному къ окружности круга, 

т. е. по радiусу его. Понятно, что z должно приближаться къ 

z0 съ внутренней стороны отъ окружности. Это выражаютъ rtмъ, 
что nолаrаютъ I z 1 = q(!, при q < 1 , такъ что и z должно быть 
равно qz0 , въ силу сдi;ланнаrо предположенiя. Нужно показать, что 

разность 

f(z0)- f(z) = c1 z0 (1 - q) + c2 z02(1 - q2) + c3z03(1 - q3) + ··· 
стремится къ нулю, когда q стремится къ 1. Полагая и" c"z0

11
, 

а.,= 1 qn, знаемъ (§ 399), что рядъ а,и1 ~и2 + а3и3 + · · · 
будетъ сходящiйся, такъ какъ, по условiю, рядъ и1 и2 + и3 +. · . [ = f (z0)] сходящiйся. Изъ упомянутаrо § наnо еще взять то, 
что всякому сколь угодно малому положительному числу s соот
вtтствуетъ такое число v, что, при 1i > v, для всtхъ разсматривае
мыхъ значенiй q 

Разъ число п назначено, всегда можно найти достаточно близкое 
къ 1 значенiе q, чтобы было 

Тогда для J z ! , достаточно близкаrо къ (!, будемъ имtть ;/(z0 ) -

-- /(z) \ < s, т. е. 1im/(z) = /(z0). Изъ этой именно теоремы Абель 
и вывелъ свою теорему объ умноженiи рядовъ (§ 236). 

Важныя трансцендентныя функцiи. 

406. Покаэательная функцiя. Рядъ 

z.z2 JiJ 
1 +--+-+~··+ ... 1 1·2 1·2·3 

еходящiйся на всей плоскости, потому что рядъ модулей его 
членовъ все.rда сходяшiйся (§ 184). Ничто не мtшаетъ обозна
чить его сумму черезъ е", такъ какъ этотъ символъ до сихъ 

поръ былъ оnредt.пенъ то.пько д.пя вещественныхъ значе_нiй z. Если 
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z = r ( cos О + i sin О), то данный рядъ разложится слtдующимъ об
разомъ на два 

1 + ...!:__ cos е + r2. cos 2 е + . · · + i (...!:__ sln в + r2 sin 2 е + .. · ) · 
1 · :.! 1 1 · 2 

Уже раннtе (§ 332, Ь), было доказано, что первый рядъ есть разло
женiе функцiи erc0sв cos (rsin О), а второй-функцiи erc0 se sin (rsinO). 
Отсюда слtдуетъ 

е1' ercose ( cos (r sin О)+ i sin (r sin О)), 

т. е. 

е"'+;и = e'"(cosy + isiпy). 
Въ частности, при х О лолучимъ важную формулу Эйлера 

/У cosy + i siny, 

на основанiи которой предыдущая формула прю1имаетъ видъ 
е""+;, е"' • eiY. Общнtе, замtтимъ, что 

е~ . t!' = e"'+:i-' ( cos (у + у' + i sin (у +у')) = r+z' 

Слtдовательно, функцiя е2 обладаетъ извtстнымъ свойствомъ 

i'. t!'. 

n для комплексныхъ показателей. Наконецъ, на основанiи сказан
наrо въ конut § 403, функцiя е" на всей плоскости непрерывна и 
имtетъ производную е". 

407 Круговыя (тригонометрическiя функцiи). Точно такъ 
же мы вправt, для опредtленiя круrовыхъ функцiй отъ комплекс
ной перемtнной, положить 

z2 z4 COSZ=l--+----1·2 1·:.!·3,4 

sinz 
z z3 z5 

-1 --2---3 + l · _2 ___ 3 ___ 4 ___ 5 

установивъ сходимость написанныхъ рядовъ, сходимость абсолютную 

и равномtрную на всей плоскости, такъ какъ ряды модулей бу

дутъ сходящiеся при всякомъ r. Составляя функцiи cos z + i sin z 
.и cos z i sin z, находимъ 

1 + iz + (iz)2 + ... 
1 · 2 

t"z (iz)2 
1 -- + - . - ... 

1 · 2 . 
-U 

е ' 
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такъ что можно пи.:ать 

i'"=cosz+isinz, e-is cosz isinz. 

Формула Эйлера, слiщовательно, справедлива и для не веществен

ныхъ дугъ. Изъ послt.днихъ уравненilt еще получаемъ 

1 · · 1 ; 
cos z = 2 (е'" + e-,z), sin z '2i (е" -

Съ помощью этихъ соотношенiй легко доказываются основныя фор
мулы. Триrонометрiи, которыя, такимъ образомъ, распространяются 
на область комплексныхъ чиселъ. Такъ, напримt.ръ, имt.емъ 

откуда 

COS z COS z' ! (i(c-z') + e-•(z-z') + eHztz') + e-i(z+z'J), 

sinzsinz' = t(i(z-z') + - i(zt·-'') _ e-i(ztz')), 

cos z cos z' - sin z sin z' = ! (ei(ztz') + e-i(зtz')) = cos (z z') 

и т. д. Замt.няя въ формулахъ, опредt.ляющихъ cos z и sin z, z на 
z, наltдемъ 

cos(-z) cosz, sin(-z) - sin z, 

а предыдущее соотношенiе, при z' = - z, дастъ 

cos2 z + sin2 z 1 . 

Наконецъ, замt.тимъ, что производная отъ cos z есть sin z, а про
изводная отъ sin z есть cos z, какъ и для вещественной перемt.нной. 
Другiя тригонометрическiя функцiи опредt.ляютъ такимъ же обра
зомъ, какъ въ Триrонометрiи вещественной перемt.нноИ, полагая 

secz 
cosz 

tgz 
sin z 1 ei.s e-i• 
cosz - i -;iz + г•". 

Чтобы показать, какое значительное упрощенiе приноситъ теорiя 
комплексныхъ чиселъ въ нt.которыхъ вопросахъ, припомнимъ пр о

и з водящую функцiю Эйлеровыхъ чиселъ (§ 354), и замt.тимъ, что 

sec z = eEis = cosEz + isin Ez = cos Ez. 

Такимъ же образомъ имt.емъ 

tg z = 1 (/li.'tl)i.s e<E--l)iz), 

такъ что коэффицiентъ при zP въ разложенiи этой фуикцiи бу

детъ (§ 355) 
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Иными словами, какъ для вещественныхъ, такъ и для компJiекс

ныхъ z, имtемъ 

z3 2z5 
tg Z= Z-\- 3-\- 15 + ... • 

408. Гиперболическiя функцiи. Такъ какъ основныя фор
муJiы Тригонометрiи nозвоJiяютъ выразить триrонометрическiя функ

цiи комплекснаrо чисJiа z = х + ~ черезъ функцiи вещественнаго 
чиСJiа х и чисто мнимаrо ~, то достаточно найти тригонометриче

скую интерпретацiю этихъ послtднихъ, чтобы получить въ то же 

время интерпретацiю всей комплексной Триrонометрiи. Разсматривая 
формуJiы 

. 1 (-"' + -х) cosix= 2 е е , •. i(-"' -х) 
SШZX=·'.2 в -е , 

приходимъ къ изученiю функцiй 

chx 

называемыхъ соотвtтственно rиперболическимъ косинусомъ и 
rиперболическимъ синусомъ вещественной перемtнной х. Такъ 
же опредt.ляютъ rипербо11Ическiй танrенсъ, полагая 

th _sh~_e"'-г"' 
Х- .. -~~·~ 

chx е"-"' 

и т. д. Происхожленiе этихъ названiй объясняется существованiемъ 
очевиднаrо соотношенiя 

которое показываетъ, что sh х и ch х координаты точки Q на 
равносторонней rиnерболt (рис. 17), за
данной урав~jенiемъ 

х2 - у2 1, 

точно такъ же, какъ cos х и sin х- коорди

наты точки Р на окружности круга радi
уса 1 съ центромъ въ начадt координатъ. 
Если Р' и Q' -точки, симметричныя съ Р 
и Q относительно оси абсциссъ, то пJiощадь 
кругового сектора ОРР' измtряется чи
СJiомъ х; апаJiоrично этому легко пока

зать, что площадь rиперболическаrо сек

тора OQQ' измtряется соотвtтствую-
щимъ числомъ х. Въ самомъ дtJit, про- Рис. 17. 
ектируемъ точки А и Q въ точки В 
и R на асимптоту. Такъ какъ площади ОАВ и OQR эквива. 

29 
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лентны*), то искомая площадь равна удвоенной площади криволиней
наго четырехугольника ABRQ. Впослtдствiи мы увидимъ, что эта 

OR 
послtдняя площадь измtряется числомъ log ОВ . Но, очевидно, 

ов 
1 

J,12. 
chx + shx е"' 

OR----·····---· v2 V2 
Слtдовательно, пл. OQQ' = lge"' = х. Наконецъ, радiусы век
торы ОР и OQ отсtкаютъ на общей касательной къ кругу и ги
перболt въ точкt А отрtзки, равные соотвtтственно tg х и th х. 
Лишь въ характерt измtненiя гиперболическiя функцiи существенно 
отличаются отъ круrовыхъ. Въ то время какъ х измiшяется отъ О 
до оо , ch х измtняется отъ 1 до оо , sh х отъ О до оо , th х отъ О 
до 1. Для отрицательныхъ значенiй х значенiя rиперболическихъ 
функцiй опредtляютс! равенствами : 

ch х) = ch х, sh ( - х) sh х, th ( - х) = - th х. 

409. Теперь мы докажемъ, что каждому значенiю х соотвtт-
1:: [Л; [Л; ( б ствуеть нtкоторое число ~, лежащее между - 2 и + 2 r и пер о-

л ич е с ка я амплитуда х), триrонометрическiя функцiи котораго 
воспроизводятъ, лишь въ друrомъ порядкt, 
rиперболическiя функцiи оть х. Пусть Р 
(рис. 18) нtкоторая точка на окружности 
круга, описаннаrо радiусомъ О А 1 изъ 
точки О, какъ центра. Пусть, далtе, Q бу
детъ точка встрtчи касательной къ кругу 

въ точкt Р съ прямой ОА, Q"-точка 
встрtчи касательной къ кругу въ точкt А 

z съ ОР. Прямая, перпендикулярная къ Ох 
въ точкt Q', и прямая, параллельная къ Ох, 

Рис. 18. проведенная черезъ g 1
, встрtчаются въ 

нtкоторой точкt Q, которая лежитъ на 
кривой, служащей для изображенiя rиперболическихъ функцiА; въ 
самомъ дtлt, если обозначимъ уrолъ РОх черезъ s, то будемъ 
имtть 

OQ' = OQ" = sec {;, QQ' = AQ'' tg {;, 

откуда OQ'2 QQ:2 = 1. Теперь и видно, что предыдущiя урав
ненiя равносильны слtдующимъ 

ch х sec {;, sh х tg [;. 

Изъ нихъ тотчасъ выводимъ слtдующiя: 

th х sln {;, coth х cosec {;, sech х = cos {;, cosech х cot {; . 

*) Потому что изъ уравненiя гиперболы, отнесенной къ асимптотамъ, 
ВЫХОДИТЬ, что ов. АВ = OQ. QR. 
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Итакъ, гиперболическiе синусъ и тангенсъ отъ х соотв tт
ственно равны тригонометрическимъ тангенсу и синусу отъ s, т. е. отъ гиперболической амплитуды х. Подобное же 
можно скаэать о косекансt и котангенсt и о косинусt и 

секансt. Далtе, чтобы видtть какое соотношенiе свяэываетъ пе

ремtнную х съ ея гиперболическою амплитудою s, эамtтимъ, что 

~ I+sin~ (~ л) e"'=chx+shx=seц+tg~= .cos~ =tg 2 + 4 • 

откуда получается х = log tg ( ~ + ; ) , соотношенiе, которое можно 
написать въ видt, подмtченномъ Леэаномъ 

х ~ 
th2=tg2· 

Въ эаключенiе, обратимъ вниманiе на соотношенiе между кривыми, 
служащими для иэображенiя тtхъ и другихъ (круговыхъ и гипер

болическихъ) функцiй. Если Р' и Р' будутъ проекцiи точки Р на 
Ох и на AQ", то прежде всего можно эамtтить, что касательная 
къ гиперболt въ точкt Q проходитъ череэъ Р', такъ же, какъ ка
сательная къ кругу въ точкt Р проходитъ череэъ точку Q'. Дtй
ствительно, какъ иэвtстно, угловой коэффицiентъ первой касатель-

ОQ' QQ' 
ной равенъ Q Q' = Р' Q' . Обt касательныя пересtкаются на пря-

мой AP"Q" и подобно то,1у, какъ по построенiю Q' лежитъ на 
ОР, такъ Р' лежитъ на OQ и т. д. 

41 О. Гиперболическiя функцiи можно также опредtлить и 
для комплексныхъ значенiй перемtнной, положивъ 

chz=!-(e .. +e-'"), shz=t(ez-e-z),) 

и ихъ соотношенiя съ круговыми прямо слtдуютъ иэъ опредtленiя, 
потому что иэъ него вытекаетъ 

chz = cosiz, sh z = sin iz. 
i 

Иэъ этихъ уравненiй видно, что соотношенiе 

ch2 z -- sh2 z = 1 

. остается справедливымъ. Далtе, легко докаэать формулы 

ch ( z + z') = ch z ch z' + sh z sh .э', sh ( z + z') = sh z ch z' + ch z ch z', 
, thz + th z' 

th (z + z ) = 1 + th z th z' 

и многiя другiя аналогичныя формуламъ обыкновенной Тригоно
метрiи. Такимъ путемъ соэдается особый родъ вычисленiй, пред· 

29* 
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ставляющiй извtстныя выгоды въ нtкоторыхъ вопросахъ 1). Замt

тимъ, наконецъ, что всякая круговая или гиперболическая функ

цiя отъ комплексной перемtнной всегда выражается черезъ кру

говыя и rиперболическiя функцiи отъ вещественной перемtнной. 

Напримtръ, 

cos z = cos _х ch у - i· sin х sh у , ch z = cos у ch х + i siп у sh х, 
sin z = sin .:t· chy + i cos х shy, sh z = cosy sh х + isiny ch х. 

411. Логаривмическая функцiя. Формула Эйлера даетъ воз
можность представить всякое число z въ видt re;e_ Такъ I<акъ число 
6 МОЖНО замtНИТЬ череЗЪ 6 + 2kя, rдt k цtлое ЧИСЛО''), ТО МОЖНО 
также писать 

и вмtстt съ тtмъ, распространяя опредtленiе натуральнаго ло-
rариема, 

Iog (z) = Iog r + ie + 2ikn. 

Символъ log(z) употребляется для обозначенiя обща·го логариема 
числа z. Если z равно положительному числу r, то пос.7Jtдняя фор
мула даетъ 

log (r) = log r + 2ikn 

(потому что при z = r, f-J = О), и показываетъ, что всякое положи
тельное число, кромt вещественнаго логариема, имtетъ еще безко
н~чное множество мнимыхъ. Далtе, имtемъ Iog (z) = log ( r) + i6. 
Слtдовательно, прибавляя if) къ каждому логариему r, получимъ 
все безчисленное множество логариемовъ числа reiO. Bct эти числа 
будутъ аффиксами точекъ на прямой, перпендикулярной оси веще
ственныхъ чиселъ, отстоящихъ одна отъ другой на одно и то же 

разстоянiе 2.n. Когда точка движется по окружности круга съ цент
ромъ въ началt координатъ, то эта прямая передвигается вдоль са

мой себя, потому что она всегда встрtчаетъ ось абсциссъ въ одной 

и той же точкt, изображающей вещественный логариемъ модуля z, 
т. е. число Iog I z 1 = log r. Общнtе, когда z описываетъ какую-ни
будь сомкнутую кривую около начала координатъ **), то прямая ло
гариемовъ колеблется, передвигаясь вдоль самой себя постоянно 

въ одномъ направленiи, между двумя крайними положенiями, 

такъ что различные логариемы z переходятъ одинъ въ другой, 

описывая волнообразную кривую. Если же, наоборотъ, z описываетъ 

1) Для большихъ подробностей можно указать: "Die Lehre von den 
Hyperbelfunktionen • von С ii n t h е r и его же "Parabolische Logarithmen und 
parabolische Trigonometrie". 

*) Потому что 
e2

kni = cos 2kn + isin 2kn = 1. 
**) При чемъ, сл1щовательно, r изм1шяется въ нъкоторыхъ rраницахъ 

и снова принимаетъ первонача;1ьное значенiе, но не остается постояннымъ, 
а О постоянно возрастаетъ. 
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сомкнутую кривую, внутри которой не лежитъ начало координатъ, 

тогда не только прямая логариемовъ, колеблясь и поперечно и про
дольно, возвращается въ прежнее положенiе, но то же самое сдt

лаетъ и каждая ея точка, такъ что различныя опредtленiя log (z) 
останутся различными между собою- и опишуть каждый кольцевую 

кривую, лежащую между крайними положенiями прямой (1 bls). 

412. Значенiе z" при с = а 
писать 

ib опредtляютъ, условившись 

Модуль Q и аргументъ t числа z" имtютъ, слtдовательно, значенiя 

Q ealogr-b(6+21")' t ь log r + а (е + 2k:r,;) + 2k'n 

при произвольныхъ цtлыхъ значенiяхъ k и /t. Условимся на ми
нуту разсматривать безконечное множество чиселъ (равныхъ z), 
имtющихъ модуль r и аргументы О± 2п;, О± 4.п-, ... , какъ раз
личныя числа, хотя и изображаемыя одною и тою же точкою. Если 
мы примtнили бы обыкновенныя правила возвышенiя въ степень 

с *) къ чисJ1у z или къ какому угодно другому изъ чиселъ, изобра
жаемыхъ тою же точкою, то получили бы 

z" ( 
i(0+2kn)]a-j-ib re · 

т. е. 

согласно съ опредtленiемъ. Итакъ, чтобы возвысить z въ степень 

с, надо примtнить обыкновенныя правила ко всему без
конечному множеству чиселъ, изображаемыхъ одною и 
тою же точкою z. Слi;довательно, существуетъ безчисленное мно
жество значенiй z". Они составляютъ геометрическую прогрессiю съ 
знаменателемъ е'ипс и изображаются точками, лежащими на лога
риемической спирали съ поJ1юсомъ въ началt координатъ. Эта 
кривая встрtчаетъ ось у-въ параллельно къ Ос и потому обра· 
щается въ окружность круга, какъ мы уже видtли (§ 394), когда 
с вещественное число. Если же с чисто мнимое число, то она об
ращается въ прямую линiю. Предыдущiя замtчанiя полезно имtть 

въ виду при возвышенiи въ одну и ту же степень двухъ частей 

равенства. Иначе можно было бы, напримtръ, изъ вt.рнаго равен
ства е-2 ;,. = е2 ;::,;, возвышая обt. части въ степень i, получить не
лtпый результатъ е2"' е- 2 "', между тtмъ какъ мы въ правt 
утверждать лишь то, что числа e2 "(1 -k) и е-2 ::,;(1+ 1') равны между 

собою при прилично выбранныхъ цtлыхъ числахъ k и k', что на 
самомъ дtлt и будетъ при k k' 2. (11). 

") Т. е. возвышенiе модуля въ степень с и умноженiе аргумента на с. 
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Геометрическlя упражненiя. 

41 З. Крнволннейныя координаты. Если двъ вещественныя функ
цiи и и v отъ двухъ независимыхъ (вещественныхъ) перем'tнныхъ х и у 
приравняемъ и1;которымъ веществеинымъ nостояннымъ а и Ь, то уравне
нiя и = а, v = Ь, представятъ дв1; опредыенныя линiн на плоскости. Если 
существуетъ лиu1ь одна пара значенil! а и Ь, при которыхъ эти линiи про
ходятъ черезъ данную точку М, и другихъ общихъ точекъ, по крайней 
мi.ръ, въ ограниченной части плоскости, эти линiи не им'tютъ, то числа а и Ь 
могутъ служить для опредыенiя положенiя точки М въ этой части плоско
сти, и называются поэтому криволинейными координатами точки М. 
Если функцiи и и v получаются черезъ отд'tленiе вещественной части отъ 
чисто мнимой въ выраженiи иi.которой фуикцiи /(z) отъ комплексной пере
мi.нной z х + iy, то вс1; линiи, опред1;ляемыя уравненiемъ и = а, при 
безчисленномъ множеств1; значеиiА постоянной а, встр1;чаютъ всегда подъ 
пр ямы м ъ углом ъ линiи, изображаемыя уравнеиiями v = Ь. Эго обстоятель
ство выражаютъ тi.мъ, что получаемыя такимъ образомъ системы криволи
иейиыхъ координатъ иазываютъ ортогональными *). Чтобы убi.диться 
въ сказанномъ, зам'tтимъ, что найденныя въ § 404 условiя (1) выражаютъ 
именно условiя перпендикулярности касательныхъ въ общей точк1; къ кри
вымъ и а и v = Ь, такъ какъ пронзведенiе уrловыхъ коэффицiентовъ 
этихъ касательныхъ ~ 

1 

и" 
и 

1 1 

v,,, иу , =,• (Ш). 
v11 и" 

равно !. Обыкновенная система прямолинейныхъ Декартовыхъ коорди
натъ доставляется функцiею z, или общнi.е функцiею az + {1, гд1; а и f1 
какiя угодно вещественныя или комплексныя постоянныя. Если же возьмемъ 
функцiю z2, то одна система линiй будутъ равностороннiя гиперболы, для 
которыхъ оси Ох и Оу асимптоты, а другая - т1; же гиперболы, но nо-

:л; .. r-
вернутыя около общаго центра О на уголъ, равный 4 . Функцiя " z дастъ 

параболы съ фокусомъ въ О и осью симметрiи Ох. Фуикцiи 

log z, log log z ,!}i)og z - z1 

. Z-Zg 

даютъ также интересныя координатныя системы. Первая даетъ обыкновен
ныя полярныя координаты, для второй одна изъ системъ координатныхъ 
линi!! будетъ система логариемическихъ спиралей съ полюсомъ въ начал1; 
координатъ. Третья даетъ систему такъ н·азываемыхъ диполярныхъ коор
динатъ, весьма полезныхъ въ Электростатик1; 1). Пусть r1 и r2 разстоянiя 
отъ точки z до точекъ z 1 и z 2 , а ({) уrолъ, подъ которымъ отрi.зокъ z 1 z 3 
виденъ изъ точки z; тогда имi;емъ 

z - z (r · ) Jog ---1. = log -1 е"Р , 
Z - Z2 У2 

*) Выраженiе: дв1; кривыя перес1.каются подъ прямымъ уrломъ или 
ортогонально, означаетъ, что касательныя къ этимъ кривымъ въ общеА 
точк1; взаимно перпендикулярны. 

1) См. !Зetti. Teorica delle forze newtoпiaпe (р. 189). Есть н'tмецкiй 
переводъ Fr. Meye.r. 
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такъ что можно положить и log ~, v = q;. 1Линiи одной системы/q; const., 
rз . 

будутъ круги, nроходящiе черезъ точки z 1 и z2 (полюсы). Лиniи другой, 

опредъляемыя уравненiемъ r1 const., будутъ также круги, ортогональные 
rz 

къ первой системi; круrовъ. Къ числу круrовъ этой первой системы (какъ пре
дi;льный случай) принадлежитъ и прямая, проходящая черезъ точки z1 и z2 ; 

на этой прямой лежатъ, сл·вдовательно, центры круrовъ второй системы. 
Можно было бы возразить, что два круга, nересi;кающiеся въ точкi; z, пе
ресi;кутся еще въ другой точкi;. Но эта другая, хотя и имi;етъ съ z общую 
координату и, но различныя v, потому что полюсы (z1 и z2) раздi;ляютъ 
первый круrъ на двi; части: въ одной v = q;, а въ другой v = n q; (IV). 

414. Функцiя 

доставляетъ совокупность всi;хъ коническихъ с"hченiй, имtющихъ общiе 
фокусы въ точкахъ z1 и z2 . Въ самомъ дi;лi;, вычитая изъ данной функцiи 
постоянное число log (z2 - z1), мы можемъ заmмъ положить 

и сл1щовательно, 

откуда получаемъ 

-vz__:::z; = z 1 (ch и cos v + i sh и sin v), 

Vz -- z2 = -,r;;--z; (sh и cos v + i ch u sin v). 

Взявъ теперь квадраты модулей (§ 389), найдемъ 

r1 = r(ch2 u cos2 v + sli2 и sin2 v), r2 = r(sh2 и coszv + ch2 и sin2 v), 

rдi; r обозначаетъ разстоянiе между точками z 1 и z 2 , а r 1 и r 2 имi;ютъ тi; 
же значенiя, какъ въ предыдущемъ упражненiи. Поэтому 

r1 + r2 r cl1 2и, r 1 r 2 = r cos 2v. 

Отсюда слi;ду~тъ, что линiи и= const. будутъ эллипсы съ фокусами въ 
z1 и z 2 , а лиши v const. гиперболы съ mми же фокусами. Замi;тимъ 
еще, что rе2и и re-zu будутъ модули чиселъ 

и потому можно утверждать, что сумма разстоя11iй точки z отъ какихъ 
угодно двухъ друrихъ z1 и z2 равна 

(3) 
I z Hz1 + z2) + V(z - Al'Jlz -z2) ! 

+ / z - t(z1 + z2) V (z - z 1)(z - zz) / • 

Этотъ резулыатъ мож110, впрочемъ, доказать иеtюсредственно, припоми
ная (§ 389), что модули суммы и разности двухъ чиселъ с и с' измtряются 
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дiаrоналями параллелограмма, построеннаrо на Ос и Ос'. Такъ какъ сумма 
квадратовъ дiаrоналей равна суммi; квадратовъ четырехъ сторонъ, то 
имi;емъ 

Положимъ теперь с = -V z z1 , с' У z - z; и замi;тимъ, что всегда 
I с 12 1 с2 [; тогда тотчасъ увидимъ, что выраженiе (3) совпадаетъ съ 
I z z1 1 + 1 z - z2 i, т. е. равно суммi; разстоянiй точки z отъ z1 и z2 • 

415. Интересное приложенiе послi;дНяrо полученнаrо результата мы 
найдемъ, разсматривая функцiю /(z) (z -z1) (z z2) (z zв), обращаю
щуюся въ нуль въ точкахъ z1 , z 2 , z3 • Впослtдствiи мы увидимъ, что къ 
такому виду можно привести любой полиномъ 3-ей степени отъ z (съ коэф
фи1uентомъ 1 при z3). Производная этой функцiи 

обращается въ нуль въ точкахъ , и ,,, симметрично расположенныхъ отно
сительно точки 

т. е., такъ называемаrо, центра тяжести треугольника z1z2 z3 , и это уже 

составляетъ одно изъ замi;чательныхъ свойствъ даннаrо полинома. Въ сере
динi:; одной изъ сторонъ, напримi:;ръ, въ i-1 ! (z2 + z3) функцiя 

принимаетъ значенiе Hz2 - z3)2, а такъ какъ 

f'(z) 3 (z - ,) (z - ('), 

то 

(5) 

Составляя теперь по формулi:; (3) выраженiя для разстоянiit точки i-1 отъ 
( и ,,, видимъ, что эти разстоянiя будутъ модули слi;дующихъ чиселъ 

1 i -(, + (;} ± --(z2 - Z3) = 
2 2-vз 

Вводя сюда мнимые корни третьей степени изъ 1 (§ 394) 

можно вышенаписанныя числа, измънивъ знакъ, представить такъ 

Полагая еще 

(6) 

найдемъ, что эти числа будутъ (1 и t2 • Слъдовательно, сумма разстоянiй i-1 
отъ ( и !;,' будетъ равна 1 ; 1 J + 1 ( 2 1 · Если вмъсто i-1 возьмемъ т2 или i-3 -
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середины сторонъ z 3 z 1 и z 1 z 2 , то надо будетъ замtнить выраженiя (6) 
соотвtтственно слtду ющими: 

Z2 + WZ3 + mz1 3(u(1, Z2 + WZ3 + ro2zl 3wtz, 
z 3 + wz1 + mz2 3ro2t1, z 3 + mz1 + ro2z2 3rot2• 

Выраженiе (3) приметь въ этихъ случаяхъ значенiя 

т. е. опять то же самое значенiе 1 ( 1 1 + 1 (2 1, такъ какъ модули ro и ro2 
равны 1. Отсюда слtдуеть, что точки -.1 , i-2 , i-3 принадлежатъ эллипсу, 
фокусы котораго въ точкахъ t1 и (2 , а центръ, слtдовательно, въ to· 
Далtе (см. § 390), изъ формулы (5) слtдуеть, если arg z обозначаеть 
вообще аргументь числа z, что 

Это обозначаеть, что лучи i-1 t и i-1 ?;' одинаково наклонены къ прямой e2z3 • 
Эта прямая будеть, сл1:;довательно, касательная къ эллипсу въ точкt i-1 • 
Итакъ, если извtстны корни z1 , z2 , z 3 полинома третьей степени, то корни 
производной этого полинома будутъ лежать въ фокусахъ эллипса. 
касающаrося сторонъ треугольника z1 z 2z3 въ серединахъ этихъ 

сторонъ 1). Замtтимъ въ заключенiе, что корни производной t и t' весьма 
легко выражаются въ числахъ ~. t1 и t2 • А именно, перемножая равен
ства (6) и замtчая, что 1 + ro + ro2 = О, получаемъ 

z12+ z22 + 

Съ другой стороны, имtемъ 

Слtдовательно, z2 z3 + z3 z1 + z 1 z 2 З(t02 - t1 t2). Вслtдствiе этого выраже
нiе (4) для производной принимаетъ видъ 

о~куда 

(7) 

416. Линейиыя подстановки. Полагая z' = f(z), мы опредtляемъ 
нtкоторое геометрическое преобразованiе, переводящее каждую точку z въ 
другую опредtленную точку z'. Изучая, напримtръ, преобразованiя 

(8) z+c, z'=cz, 
, 1 

z =-, 
z 

тотчасъ видимъ, что прибавленiе постоянной с къ аффиксу каждой точки z 
равносильно поступательному перемtщенiю фигуры. Величина и напра
вленiе этого перемtщенiя опредtляется отрtзкомъ Ос. Умноженiе аффикса 

1) Эта интересная теорема въ общей форм-в для полинома любой 
степени дана Vап der Веrg'омъ въ Nieuw Archief voor Wiskuпde XV, р. 140. 
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на постоянное с производитъ вращенiе около точки О на уrолъ, равный 
аргументу числа с, и расширенiе (или сжатiе) изъ точки О, измtряемое 

н б . 1 
модулемъ с. аконецъ, прео разоваюе, переводящее точки z въ точки z' 
равноси,1ьно сочетанiю обращенiя (замtны r на !), или преобразованiя 

r 
взаимныхъ радiусовъ векторовъ по отношенiю къ кругу радiуса 1 съ цент
ромъ въ О, и зеркальнаrо изображенiя фигуры (замtны в на - В) въ 
ея плоскости на оси вещественныхъ чиселъ. Bct эти преобразованiя част
ные случаи слtдующаrо 

' 
которое называется линейною подстановкою. При этомъ, однако, всегда 
надо предполагать, что опредtлитель nодстаЕОВ!<Н Л ао - ;"у не ра
венъ О, иначе получалось бы, что z' c011st., т. е. всtмъ точкамъ на пло
скости соотвtтствовала бы одна и та же точка z'. Замtчая, далtе, что z' 
можно написать такъ:~ 

видимъ, что всякая линейная подстановка разлагается на нtсколько про
стыхъ, вида (8). 

417. Аиrармоиическiя отношенiя (DoppelverЫШnisse). Когда даны 
4 числа z, z1 , z 2 , z 3 , то вообще говоря возможно найти три числа k1 , k2 , k3 , 

не равныя нулю одновременно, сумма которыхъ равна нулю и которыя въ 

то же время удовлетворяю'!Ъ соотношенiю 

Нужно только положить 

k1 (z Z2 + Z3Z1) - (ZZ3 + Z1 z2) = (z - Z1) (z2 - zs), 

k2 (z Z3 + Z1 z2) - (z Z1 + Z2Z3) (z - z:д (z3 - Z1), 

k3 = (zz1 z 2 z 3) - (zz2 + z 3z 1) (z zi) (z1 - z 2), 

Значенiя взаимныхъ отношенiй чиселъ k, одного къ другому, взятыя съ 
обратными знаками, называются ан r ар м он и чес к им и оmошенiями четы-

k 
рехъ чиселъ, при чемъ оmошенiе k: есть ангармоническое отношенiе 

чиселъ z, z1 , z 2 , z3 , взятыхъ въ написанномъ порядкt; его обозначаютъ 
черезъ (z z1 z 2zs), такъ что 

(z -- z 2)(z3 - z1) 

(z - z 3)(z1 - z 2) 

Z Z2 .zl -Z2 
-·-····- .. --. 
Z Z3 Zt -- Z3 

Если не обращать вниманiя на порядокъ чиселъ, то получится шесть зна
ченiА анrармоническаrо отношенiя, а именно; 

k3 
k; 
k1 

- k3 

k3 1 
lг2 + k3 = Г.::_ l' 

= 1-)., 

k1 k2 + kз 
k2 - k; 
k2 
k1 

А. 
= л.-1" 
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Если изъ трехъ коэффицiентовъ k два между собою равны, то шесть анrар
моническихъ отношенiй приводятся къ тремъ 1, 1., 2, и положенiе четы
рехъ точекъ z. z1, z2, z3 въ этомъ случаi; называется гармоническимъ. 
Если же коэффицiенты k въ равенств'!; (9) будутъ равны 1, ro, бfА т. е. 
тремъ кубическимъ корнямъ изъ 1, то 6 ангармоническихъ отношенiй при
ведутся къ двумъ, а именно къ мнимымъ кубическимъ корнямъ изъ - 1, 
и положенiе четырехъ точекъ z. z 1 , z 2 , z 3 называется тогда эквигармо
ническимъ. Если rP'l обозначаетъ модуль разности - zq, т. е. разстоянiе 
между точками zP и zq, то модуль (zz1z2z3) равенъ 

а аргументъ равенъ разности или сумм'!; уrловъ, подъ которыми отрыокъ 
z2 z 3 виденъ изъ точе~.ъ z и z 1 • Отсюда, м~жду прочимъ, сл'!;дуеть, что если 
а нгармоническ<>е отношенiе четырехъ точекъ число веществен
ное, то эти четыре точки лежать на окружности одного и того же 

круга*), и наоборотъ. Ангармоническое отношенiе, какъ видимъ, 
имi;етъ чисто геометрическiй характеръ, и поэтому не измi;няется ни 
при какомъ перем'!;щенiй координатныхъ осей. Если замi;тимъ, что всякое такое 
перемi;щенiе равносильно подстановкi; z' = az + {J, при чемъ I а [ = l **), 
то самъ собою является вопросъ о впiянiи какой угодно линейной подста
новки на ангармоническое отношенiе четырехъ точекъ. Выполняя по очереди 
элементарныя подстановки (8), па которыя разлагается самая общая, т. е. 

1 
преобразуя всякое число zp въ Zp с, или czp, или -, увидимъ, что соот-

Zр 

ношенiе (9) остается всегда справедливымъ ***). Слi;довательно. линейныя 
подстановки ангармоническаго отношенiя не мi;няютъ. Отсюда въ 
частности вытекаетъ, что линейная подстановка преобразуетъ круги на пло
скости въ круги же, потому что мы вид'!;ли, что четыре точки на окруж
ности круга имi;ютъ веществе1111ыя ангармоническiя отношенiя, и наоборотъ. 
Такъ какъ эти отношенiя остаются вещественными и nocлi; линейнаго 
nреобразованiя, то четыре точки остаются на окружности круга и посл'!, 
nреобразованiя. 

418. Остановимся еще на минуту 1) на разсмотр'hнiи линейныхъ под
становокъ и докажемъ, что розысканiе точки z', соотв'hтствующей данной 
точкl; z, вообще говоря, приводится къ оnред'!;ленiю четвертой точки, кото
рая съ тремя данными им'hетъ данное ангармоническое отношенiе. Сперва 
зам'hтимъ, что линейная подстановка оставпяетъ въ покоi; двi; точки (такъ 
называемыя дво:йныя точки). Онi; будутъ корнями z 1 и s 2 того уравненiя, 
которое выражетъ требованiе s' z, т. е. 

yz2 - (а д)z fJ = О. 

*) Потому что тогда аргументъ отношенiя равенъ нулю, а сл'hдо
ватепьно, упомянутые углы или равны между собою или дополняютъ другъ 
друга до 2п. 

**) См. общiя формулы преобразованiя ортогональныхъ координатъ: 

х х' cos ro - у' sln ro + а 
у х' sin ro + у' cos ro + Ь. 

***) Надо помнить, что k1 + kз + k3 = О. 
1) Дальff!;йшiя св'hд'hнiя о линейныхъ подстановкахъ читатель мо

жетъ почерпнуть изъ "Theory of functions of а complex variaЬle" Forsyth 
(р. 512.) 
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Изъ этого уравненiя выводимъ 

2"21 а - о+ V(a + 0)2 - 11J, 21z2 = а о - -V(a + 0)2 4J. 

Принимая еще во вниманiе, что а о у (z1 + z2), 11 = 1' z1 z 2 , легко по
лучимъ 

zI a-yz~ 
yz + O"(Z 

откуда, предполагая z 1 не равнымъ z 2 , найдемъ 

Представляя себt, что величина этого анrармоническаrо отношенiя /. измt
няется, при чемъ двойныя точки z1 и z2 и данная точка z остаются непод
вижными, видимъ, что точка zI передвигается по плоскости такъ, что каж
дому значенiю l соотвtтствуетъ опред1.лешюе положенiе точки z/. Мы имt· 
емъ, кромt того, 

z'-z1 z z 1 log-,-··· = logl + log---, 
Z Z2 Z-Z2 

а потому, на основанiи сказаннаrо въ концt § 413, мы въ правъ утверждать 
что если измiшяется только модуль l, то точка zI описываетъ окружность 
круга, проходящую черезъ z 1 и z2 , а когда измtняется только арrу111ентъ 1, 
то zI описываетъ ортогональную къ первой окружность круга съ центронъ 
на прямой z 1z2 • 

419. Теперь мы можемъ построить тt точки z, которыя съ тремя 
данными точками расположены гармонически или эквиrар111онически 

(рис. 19). Положимъ сперва, что требуется найти точку z для которой 

Рис. 19. 

(z z1 z2z 2) = 1. Мы знаемъ уже что 
она должна лежать на окружности 

круrа, описаннаrо около треугольника 

~.z2 z3 (§ 417). Далъе, пусть точки 
И1 , 0 2 , 0 3 будутъ точки пересъченiя 
сторонъ треугольника съ касательными 

къ описанному кругу въ противопо

ложныхъ !(аждой сторонt вершинахъ. 
Круrъ, описанный изъ точки 0 1 ра-

0, дiусомъ 0 1 z1 , есть F!звtстный въ эле
ментарной Геометрiи Аполлонiевъ 
кр у rъ треугольника z1 z2 z3 , соотв1.т
ствующiй верШИ!{t z 1 • Онъ, очевидно, 
пересtкаетъ круrъ z1 z2 z3 ортогональ
но, а слtдователыю, будетъ общимъ 
мtстомъ точекъ z, для которыхъ мо

дуль (z z1 z2zg,) число постоянное, рав
ное модулю этого отношенiя въ точкt 
z1 , т. е. 1. Слtдователъно, искомая 

точка есть другая точка пересt•1енiя z~ Аполлояiева круга съ кру
rомъ z1z 2z3• Эrа точка называется гармонически сопряженною съ z1 от

носительно z 2 z3• Подобнымъ же образомъ, дpyrie два Аполлонiевы круга пере

сtкаютъ круrъ z 1z 2 z3 , кромt точекъ z 2 и z3 , въ точкахъ и z;, гармо
нически сопряженныхъ съ z 2 и z3 относитедъно z 1 z3 и z 1 z2 • Такъ какъ, по 
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изв1'>стной, теорем1t., точки 0 1 , 0 2 , 0 3 лежать на одной прямой, то прямыя 

z 2z 2 и z3 z3 проходятъ черезъ одну точку. Дt.йствительно, эти пря

мыя поляры точекъ 0 1 , 0 2 и 0 3 относительно круга z1 z2z3 , и пересt.каются 
поэmму въ полюсt. прямой Ot О~ 0 3 , т. е. въ такъ называемой точкt. Л е
ы у а на треугольника z 1z 2z 3 • 

420. Найдемъ, во вторыхъ, точки z, для которыхъ (zz1z2z 3) равно 
одному изъ чиселъ - ro, - ro2 (при ro3 1). Точка z -,;, для которой 

л = (zz1z 2z3) ro, 

должна находиться на окружности перваrо Аполлонiева круга треуголь
ника z 1z2z 3 (какъ всякая другая точка, для которой модуль}.= 1). Но такъ 
какъ, по извt.стнымъ свойствамъ кубическихъ корней изъ 1 

то та же точка 1: должна находиться и на двухъ друrихъ Аполлонiевыхъ 
круrахъ. То•шо также точка 1:', для которой 

( 7:
1 
Z1Z2Z3) = ( 7:

1 
Z2Z3Z1) ( 7:

1 
Z3Z1Z2) - W, 

будетъ второю точкою пересt.ченiя трехъ Аполлонiевыхъ круrовъ, которые, 
такимъ образомъ, пересt.каются въ двухъ только точкахъ, что, впрочемъ, 
извt.стно изъ элементарной Геометрiи. Эти точки, отличающiяся многими 
интересными свойствами 1), называются изодинамическими центрами 
треугольника .э-1 z2 z3 • Нацо зам·Ътить, что треугольники z1 z2 z 3 и z{z2'z3' 

имt.ютъ общiе круги Аполлонiя. а слt.довательно, и общiе изодинамическiе 
центры. Кромt. тоrо, каждый изъ этихъ центровъ образуетъ съ вершинами 
тоrо и другого треугольника такую группу четырехъ точекъ, въ которой 
каждая точка ерь изодинамическiй uентръ треугольника, образуемаrо тремя 
другими. Замt.тимъ въ заключеиiе, что соотношенiе (9), примt.ненное къ на
стоящему ... случаю, непосредственно даетъ выраженiе для -. и ,,,,, а именно: 

z2z3 + ro2z3z 1 + roz1 z2 
z 1 +ro2z2+roz3 

z2 z3+ шz3z1 +ro2z1 z 2 
z1 +шz2+ш2z3 

Въ то же время изъ формулы (б), припоминая, что z 1 + z 2 + z 3 Зt0 , 
.чеrко находимъ 

а потому 

Эти формулы вмt.стt. съ (7) моrутъ давать различные и интересные резуль
таты, изъкоторыхъ мы приведемъ только одинъ:(trтт')=-1. Сл1щовательно, 
точки t, t', ,,,, 1:1 лежатъ на окружности круга, на которой первыя двt. 
гармонически отдt.ляю1ъ послt.днiя двt.. 

1) Neuberg: .Memoire sur le tetraedre" (Memoires de l'Acad. de Bel
gique, 1884). 
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К В f\ Т Е Р Н I О Н Ы. 

421. Изложенная выше въ геометрической форм-k, по Арrанду 
(Argand), теорiя комплексныхъ чиселъ, хотя и не вполнъ строга съ 
точки зрiшiя чистой Математики, весьма однако приспособлена къ 

цtлямъ преподаванiя, и даетъ въ то же время цънныя средства какъ 

въ вопросахъ Анализа, такъ и въ изученiи геометрическихъ соот
ношенiй на плоскости. Тъмъ не менъе желательно имъть возмож

ность чисто алгебраическую теорiю развить исключительно алгебра
ическимъ путемъ. Этой цtли легко можно достигнуть, разсматри

вая комплексное число а + i Ь. какъ аггрегатъ ( сочетанiе) двухъ 
вещественнныхъ чиселъ а и Ь разнаrо рода. При этомъ естественно 
является мысль разсматривать общнъе разнородный комплексъ нъ

сколькихъ чиселъ а0 , а 1 , а2 , ••• , который можно обозначить сим

воломъ а0 + i 1 а1 + i2 а2 + ... , въ которомъ знаки i 1 , i2 , • • • служатъ 
только для характеристики различной природы чиселъ а0 , а1 , а2 , ••• 

Тъ же знаки служатъ впрочемъ и для краткаrо обозначенiя еди
ницъ мъры для каждаrо рода величинъ, такъ что вмtсто i,. • 1 пи
шутъ просто i,.. Но всегда нужно имъть въ виду, что только въ 
эгомъ смыслъ знаки i" входятъ въ вычисленiе, какъ настоящiя числа. 
Равенство двухъ комплексныхъ чиселъ заключаетъ въ себъ равен
ства всъхъ соотвътствующихъ составных'I! частей обоихъ чиселъ, по
тому что различныя единицы предполагаются неприводимыми пу

темъ сложенiя. На томъ же основанiи равенство 

ао + i1a1 + '2tl:! + ··· О 

заключаетъ въ себi. всъ равенства а0 О, а1 = О, а2 О, и т. д., 
и наоборотъ. Для подобнаго рода чиселъ легко построить алге
браическое вычисленiе, руководясь принципомъ, который Ганкель 
(Hankel) назвалъ принципомъ незыблемости правилъ вычисле
нiя. Что касается сложенiя, то, понимаемое въ обыкновенномъ 

смысл-в слова, оно, конечно, производится путемъ сложенiя соотвtт
ствующихъ составныхъ частей данныхъ чиселъ, такъ что 

а+ь+ ... 

Умноженiе, напротивъ, не имъетъ никакого смысла, пока мы сами ему 
такового не придадимъ, слiщуя, насколько возможно, принципу не

зыблемости. Если хотимъ, чтобы умноженiе а на Ь производилось, 
какъ въ обыкновенной Алгебрt, то прежде всего должны стараться 

сохранить такъ называемое сочетательное свойство, потому что 

нарушенiе его въ корн-в запутало бы вычисленiя; для достиженiя этой 

цъли достаточно принять, что различныя единицы пользуются этимъ 

свойствомъ, т. е., напримъръ, (i"i8)1.t i,.(i.it). Но перем-tститель-
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наго закона нельзя уже сохранить, какъ въ теорiи обыкновенныхъ 
комплексныхъ чиселъ вида а+ ib, и потому приходится отли
чать Zrls отъ lslr· Но надо зам-tтить, что обыкновенное значенiе 
умноженiя, а сл-tдовательно, и обыкновенныя правила умноженiя 

двухъ чиселъ остаются въ сил-в, когда одинъ изъ множителей число 

вещественное. Въ этомъ случа-t, напр., им-tемъ 

аЬ = а0 Ь + i 1 a1 b + i 2 ~b + ··· = Ьа. 

422. Мы будемъ зд-tсь изучать кватернiоны, т. е. ком
плексныя числа, составленныя изъ величинъ четырехъ различныхъ 

родовъ: 

а= а0 + i1a1 + i2a2 + i3a3. 

Для того, чтобы вычисленiе съ такими числами заключало въ себ-t, 
какъ частный случай, вычисленiе съ обыкновенными комплексными 

числами, необходимо, чтобы квадратъ одной изъ единицъ былъ бы 
равенъ - 1 , а зат-tмъ то же условiе, по симметрiи, налагается и на 
друriя единицы. Bc-t они неприводимы одна къ другой путемъ сло
женiя. Но если желаемъ, чтобы умноженiе н-tсколькихъ кватернi

оновъ давало опять кватернiонъ, нужно принять, что произведенiе 

н-tсколькихъ единицъ линейно выражается въ самыхъ единицахъ. 

Съ этою ц-tлью, сл-tдуя изобр-tтателю кватернiоновъ 1), мы устано
вимъ сл-tдующiя равенства: 

r 

·2 1, i3i3 = - i3i2 = i1, 11 = -
(1) 

i~ = -1, i3i1 = - i1i3 = i2, 

l i;=-1, i1i2 = - i2i1 = i3. 

Они, очевидно, нарушаютъ перем-tстительный законъ умноженiя, но 

сохраняютъ, какъ легко вид-tть, сочетательный. Это прост-tйшiя 

изъ возможныхъ предположенiй, но не единственныя. Ничто не 

м-tшаетъ, наприм-tръ, положить квадраты единицъ равными нулю, 

и тогда получается особый родъ алrебраическаrо вычисленiя, въ 

которомъ, между прочимъ, произведенiе можетъ обращаться въ нуль 
безъ того, чтобы одинъ изъ множителей былъ равенъ нулю. Это 
вычисленiе-такъ называемое исчисленiе знакоперем-tнныхъ чи

селъ (alternirende Zahlen) позволяетъ, между, прочимъ весьма просто 
изложитъ теорiю опред-tлителей, такъ какъ всякiй опред-tлитель 
п-го порядка представляется въ внд-t произведенiя п комплексныхъ 

чиселъ. Эти числа изобр-tтены Грассманомъ, которому принадлежитъ 
также введенiе мноrихъ см-tлыхъ и широкихъ понятiй, положенныхъ 

имъ въ основу его "Ученiя о протяженiяхъ" (,,Ausdehnungslehre") 2). 

1) Hamilton: ,Elements of Quatemions" (London 1866). См. также 
учебники Hoiiel, Laisant, Сомова (.Векторiальный Анализъ•) и др. 

2) "Ausdehnungslehre• 1862 (Stettin). См. также Реапо .Calcolo geo
metrico·' (Torino 1888). 
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423. Опредiшенiя. Если а1 а2 а3 = О, то кватернiонъ 
обращается въ вещественное число а0 и называется тогда скаля

ро мъ (Skalar) .. Если, наоборо1ъ, au = О, то кватернiонъ называется 
векторомъ (Vektor). Бсякiй кватернiонъ а состоитъ. слt.довательно, 
изъ скалярной части, обозна•~аемой черезъ Sa, и изъ векторiаль
ной, обозначаемой черезъ 61'а: 

а :Sa + G'\)a. 

Модулемъ или тензоромъ называютъ, и обоаначаютъ черезъ 

I а:, число VаТ + а12+а/ + а/ всегда вещественное и положи
тельное. Когда модуль равенъ 1, то кватернiон:ь называется еди· 

ничнымъ кватернiономъ (Einheitsquaternion). Всякiй кватернiонъ 
равенъ произведенiю его модуля на нtкоторый единичный кватер
нiонъ, называемый версоромъ а и равный 

Берсоръ векторiальной части есть единичный векторъ и назы· 

вается осью кватернiона. Если А есть модуль кватернiона а, то, 
очевидно, можно положить 

а0 А cos 6, у'а12 + а22 + а32 А sin е, 

и опредtляем.ый такимъ образомъ уголъ 6 называется аргумен

томъ кватернiона. Если для кратк'ости обозначимъ версоръ 61'а (ось) 
черезъ l, то будемъ имъть 

:Sa = А cos О , 6))а л. А sin О. 

Отсюда слtдуетъ, что кватернiонъ всегда можно представить въ 

видt 

а А (cos 9 + Jsin О), 

гдt, А, О, l- модуль, арrументъ и ось кватернiона. Кватернiонъ 
A(cosO-).sinO) называется сопряженнымъ съ а и обозначается 
энакомъ а. Сопряженные кватернiоны отличаются одинъ отъ дру
гого только знакомъ при векторiальной части. 

424. Геометрическое изображенiе (рис. 20). Векторъ 
i1 a1 + i2 a2 i 3 a3 геометрически изображается прямолинейнымъ от

рtзкомъ, имtющимъ проекцiи а1 , а2 , а3 на трехъ взаимно перпен
дику,1ярныхъ координатныхъ осяхъ. Бъ частности, всякiй радiусъ 

шара съ центромъ въ началt координатъ и радiусомъ 1 изобра
жаетъ единичный векторъ. На поверхности шара можно также изо· 

бразить всякiй единичный кватернiонъ (версоръ). Дtйствителъно, 
всякiй единичный векторъ ), опредtляется точкою Р, концомъ иао
бражающаго радiуса, и двt дiаметралъно противоположныя точки 

на поверхности шара иаображаютъ два сопряженныхъ вектора. Если 
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теперь данъ будетъ нъкоторый версоръ съ осью л и арrументомъ О, 
то можно будетъ его иаобрааить на окружности большого круга, 
полюсъ котораrо находится въ Р, слъдующимъ обрааомъ: отложимъ 

Рис. 20. 

на окружности этого большого круга отъ проиавольной начальной 
точки дугу О въ томъ или другомъ направленiи, смотря по тому, 
будетъ ли О> О или< О. Условилис,, считать положительнымъ на
правленiемъ дуrъ 6 направленiе, противоположное движенiю часовой 
стрълки для наблюдателя, находящагося въ Р. Каждая опредtленная 
дуга, отложенная сперва въ одномъ, а потомъ въ противоположномъ 

нацравленiи, иаображаетъ всегда два сопряженныхъ версора, потому 

что измtненiе л въ - А равносильно измtненiю 6 въ 6. 

425. Сложенiе векторовъ. Сложенiе векторовъ 

(2) 

производится, какъ выше было 
сказано, по формулt 

а+ Ь + ··· i 1 (a1 + Ь1 + ···) + 
+ i2(a2 + Ь2 + ···) + i3(a3 + Ьз + ···), 
такъ что сумма нtсколькихъ век

торовъ равна вектору, получаемо

му построенiемъ многоугольника, 

стороны котораго равны и па

раллельны *) даннымъ векторамъ; 
сторона, замыкающая этотъ мно

гоугольникъ, и будетъ искомая 

сумма (рис. 21). 

с 

*) Точн1,е говоря, геометрически равны. 

Рис. 21. 

30 
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426. Умно:женiе векторовъ. Перемножаемъ по обыкновен
нымъ правиламъ векторы (2), соблюдая пр11 этомъ условiя (1), и не 
мъняя порядка сомножителей. Тогда получимъ 

(3) 
~ Sah (a1 h1 +a2 h2 +a3b3), 

~ G))a Ь = i1 (a;:ih3 азЬ2) + i2 (а3 Ь1 а1 Ь3) + i3 (a1 h2 - а2 Ь1) 

И ВИДИМЪ, ЧТО 

Sha=Sah, G))ba -G))ah. 

Въ частности, G))(a2) = G)){a2) = О, а сл1щовательно, 

а2 S(a2J = (ai2 + ai + аз2) = - /.а J2. 

Въ еще болtе частномъ случаъ находимъ, что квадратъ еди

ничнаrо вектора равенъ - 1. Въ заключенiе замi,тимъ еще 

формулы 

Sah !-(аЬ + Ьа), G))ah = ! (аЬ Ьа), 

полезныя при вычисленiяхъ съ кватернiонами. 

427. Геометрическую интерпретацiю произведенiя двухъ век
торовъ легко получить. Пусть А и В модули данныхъ векторовъ, 
О уrолъ между ними и 

i1 ai. + i2ая + isas, i1P1 + 4f12 + iзfJз 

единичные векторы. Изъ Аналитической Геометрiи извъстно, что 

Слъдовательно, 

Sah -ABcose. 

Итакъ, скалярная часть произведенiя двухъ векторовъ получится, 
если проекцiю одного изъ нихъ на продолженiе другого умножимъ 

на модуль послtдняrо. Дал1.е, положимъ, что i1r1 + i2r2 isrз есть 
тотъ единичный векторъ, который изображается на поверхности 
шара полюсомъ большого круга, ицущаrо отъ точки а къ точd Ь. 
Тогда, какъ тоже . изв1.стно изъ Аналитической Геометрiи, будемъ 
имtть 

'У1 

аявз - aзfl2 
i'2 73 

а381 -ci;fJ;- a1fl2-aяfl1 = 

Слъдовательно, 

G))ah= AB(i1y1 +i2r2 +i3r3)sin9 -ABlsinG. 

Итакъ, векторiальную часть произведенiя вектора а на векторъ Ь 
получимъ слъдующимъ образомъ: на сопряженномъ съ л. векторt 
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отю~адываемъ длину, измtряемую тtмъ же •1исломъ, которымъ измt

ряется площадь паралле.11ограмма, построеннаго на а и Ь. Оконча
те.11ьно, С.11tдовате.11ьно, имtемъ 

аЬ = -AB(cos О+ лsin О), 

при •1емъ ).2 1, и это соотношенiе непосредственно интерпре
тируется на поверхности шара. Замtтимъ, что параллельность 
сомножителей необходима и достаточна для того, чтобы 
произведенiе было скалярнымъ, а перпендикулярность ихъ 
для того, чтобы оно было векторомъ. 

428. Умноженiе кватернiоновъ. Положимъ, что требуется 
умножить 

а= Sa + 6))а на Ь Sb + 6))Ь. 
Мы имtемъ 

аЬ Sa · Sb + Sa · 6))Ь + 6))а · Sb + 6))а · 6))Ь, 

а замtчая, что 856)).х = 6))Sx = О, получаемъ 

(5) 
j Sab = Sa · Sb + S(6))a · 6))Ь), 

l 6))аЬ = 6)) (а· Sb + Ь · Sa) + 6))(6).)а · 6))Ь). 
Съ другой стороны, примtняя формулы (3) къ умноженiю векто
ровъ 6))а и 6))Ь, находимъ 

S(6))a · 6))Ь) = (а1 Ь1 + а2Ь2 + asb.J, 

6))(6).)а · 6))Ь) = i1(aab3 - а3 Ьа) + '2(а3Ь1 а1 Ь3) + i 3(a1 Ь2 - ааЬ1). 

Слtдовательно, 

Sab = а0 Ь0 (а1 Ь1 + а2 Ь2 + asb..J, 

6))аЬ = i1 [(а0 Ь1 + а1 Ь0) + (а2 Ь8 - а3 Ь2)] 

+ i2 [(a0 b2 + а2 Ьо) + (а3 Ь1 - а1 b.J\ 

+ iз [(aobs + tisboJ + (а1Ь2 - a2b1)J. 

Тотчасъ видимъ, что 

Sab Sba, 6))аЬ 6))Ьа. 

Итакъ, вообш.е говоря, проивведенiе зависитъ отъ порядка сомно· 

житедей. Для того, чтобы аЬ было равно Ьа, необходимо и доста
точно, чтобы проивведенiе 6))а • 6))Ь было скалярно, т. е., чтобы 
векторiальныя части а и Ь имtли одинаковыя или прямо противо
положныя направленiя. Ниже мы дадимъ геометрическую интерпре

тацiю умноженiя кватернiоновъ на сферt. 
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429. Зам'kчанjя. а) Произведенiе двухъ сопряженныхъ 
кватернiоновъ равно квадрату общаго ихъ модуля. Дъй
ствительно, 

а·а (Sa + G))a) (Sa -- G))a) 
ао2 + ai2 + а22 + ai 

(Sa)2 - (6))а)2 

i а 12. 

Ь) Кватернiонъ, сопряженный съ произведенiемъ двухъ 
кватернiоновъ, равенъ произведенiю кватернiоновъ, сопря 

женныхъ съ данными кватернiонами, но написанныхъ въ 

обратномъ порядкъ, т. е. -ьа а. ъ. Дъ!kтвительно, по самому 
опредtленiю 

Sa = Sa, G))a G))a, 

поэтому формулы (5) дадутъ 

S(a ·Ь) Sa · Sb + S(G))a · G))b) = Sab = Sba, 

6\)(а · Ь) 6))1,aSb +bSa) + G))(G')a · G))b) 

G))(aSb + bSa) 6\)(G))b · G))a) = - 6\)Ьа, 

а слtдовательно, 

·а. ь Sba - G))ba = Ьа. 

с) Модуль произведенiя равенъ произведенiю модулей 
сомножителей. Дъl!ствительно, изъ послtдняго замъчанiя выте

каетъ, что 

labl2 аЬ·аЬ a·bh·a=aa·lbl2 lal2 ·\bj2 , 

откуда I а Ь 1 = 1 а 1 · 1 Ь /. Такъ какъ, для того, чтобы какой нибудь 
кватернiонъ обратился въ нуль, необходимо и достаточно, чтобы 
модуль его былъ равенъ нулю, то изъ послtд11ей теоремы выте

каетъ такое слtдствiе (ер. § 391): чтобы произведенiе двухъ 
кватернiоновъ было равно нулю, необходимо и достаточно, 
чтобы одинъ изъ нихъ былъ равенъ нулю. 

430. Д'kленiе кватернiоновъ. Обратнымъ данному ква

тернiону а называется и обозначается черезъ 1 такоА кватернiонъ, 
а 

который по умноженiи на а даетъ 1. ТакоА кватернiонъ суще
ствуетъ, а именно 

а 

а= rат2· 

Дtйствительно, на основанiи § 429, а) имtемъ 

·а 
а 

аа 
1. 
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ь 
Частнымъ отъ дtленiя Ь на а называется и обозначается черезъ а 

такой кватернiонъ, который по умноженiи на а даетъ Ь. Это 
число будетъ 

: 1 · Ь, потому что а · ~ Ь = ( а · ~) Ь = Ь. 

Если а и h, въ частности, будутъ векторами съ модулями А и В, то 

!ь а аЬ 
а ь = - л2' 

откуда (§ 427) 
ь ~ (cos 8 +)., sin О). 

431. Послi;дняя формула тотчасъ даетъ геометрическую 
интерпретацiю умноженiя версоровъ (рис. 22). Если а и Ь 
два единичныхъ вектора, то версоръ cos О + л. sin О, какъ показы
ваетъ предыдущая формула, будетъ 
равенъ частно~,у отъ дtленiя Ь на а, 
если принять, что изображающая его 

дуга на сферt направлена отъ а къ Ь. 
Теперь, чтобы умножить какiе нибудь 
два версора, передвинемъ изобра- Ь 
жающiя ихъ дуги, каждую по тому 

большому кругу, на которомъ она 

лежитъ, пока онt не встрtтятся въ 

одной точкt начальной для одной 

и конечной для другой дуги. Дуга, 

идущая отъ начала второй дуги къ 

концу первой, и иаобраэитъ версоръ 

Рис. 22. 

произведенiе. Въ самомъ дtлt, мы построили такимъ обравомъ 
сферическiй треугольникъ, въ которомъ углы иаображаютъ еди
ничные векторы а, Ь, с, а двt стороны данные версоры, соот-

Ь с 
вtтственно равные - и 

а 
Третья сторона изображаетъ частное 

с 
а и равна версору произведенiю двухъ данныхъ, потому что 

~-i=1(ь-l)c=~c=~· 
Слtдовательно, умноженiе версоровъ производится такъ, какъ 
сложенiе векторовъ на плоскости (§ 389). Къ этому реауль· 
тату можно, впрочемъ, придти чисто тр нгонометрическимъ путемъ, 

и обратно, иэъ него можно вывести основныя формулы Сфериче

ской Тригонометрiи 1). 

1) См. Hoiiel: , Theorie elementaire des quanlites complexes" р. 482. 
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432. Произведенlе трехъ векторовъ. Приложимъ результаты 
§ 428 къ разысканiю произведенiя трехъ векторовъ а, Ь, с. Сперва 
им-tемъ 

аЬс = aSbc + абl,)Ьс, 
слtдовательно, 

Sabc S (аб))Ьс), G))abc aSbc + 51) (а51,)Ьс). 

Изъ § 426 получается, что скалярная часть произведенiя векто· 
ровъ а и 51)Ьс равна 

llt (Ь2с3 Ь3 са) - a:i (Ь3с1 Ь1 с3) а3 (Ь1 с2 -- Ь2 с1). 
Поэтому 

ilt Ь~ С1 

Sabc = - а2 Ь2 с2 

а3 Ьз С3 

Такимъ обраэомъ, мы видимъ, что, независимо отъ знака, скалярная 
часть произведенiя трехъ векторовъ равна объему параллелепипеда, 
лостроеннаrо на трехъ данныхъ векторахъ. Отсюда слtдуетъ, что 

произведенiе трехъ векторовъ бу детъ векторомъ лишь въ 
томъ случаt, когда эти три вектора лежатъ въ одной пло· 
скости. Что касается векторiальноfl части, то примtняя формулы 

(4), получимъ 

2 G))abc 2 aSbc + а51,)Ьс -- 6)) ( Ьс) · а 

а (Sbc + G))bc) + (Sbc - G))bc) а = аЬс + сЬа 
и далtе 

251,)аЬс а (Ьс + сЬ) (ас +са) Ь + с (Ьа + аЬ) 
или, обращаясь снова ~,;ъ формуламъ (4), 

(6) G))abc = aSbc - bSca + cSab. 

433. Изъ посл-tднеfl формулы легко вывести другую, часто 
примtняемую въ исчисленiи кватернiоновъ. Предложимъ себt найти 
векторiальную часть произведенiя G))ab на G))cd, въ предположенiи, 
что а, Ь, с, d-векторы. Очевидно, 

6)) (аЬс) 51,) [S ( аЬ) · с + 6)) (аЬ) · с] cSab + 51,) (51,) (аЬ) ·с\. 

а потому форму.'lа (6) приметъ видъ 

(7) 6))[6)) (аЬ) · с] aSbc bSca. 

Замtтимъ теперь, ЧТО 

Sbcd = S (bScd + bG))cd) S ( Ь61,)с d). 

Поэтому, эамtняя въ соотношенiи (7) с на 51)cd, получимъ 

6',) (6',)аЬ . "'-1cd) aSbcd - bSacd. 
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434. Фор.мула Муавра. Частичная аналоriя кватернiоновъ съ 
обыкновенными комплексными числами ясно выступаетъ, если, фик
сируя единичный векторъ l, ограничимся равсмотрtнiемъ только 
тtхъ кватернiоновъ, которые имtють осью данное ) •. Тогда имtютъ 
мtсто обыкновенныя правила вычисленiя, и напримtръ, будемъ 

имtть 

(cos 0 + lsin 0) (cos 0' + ).sin О'} (cos О"+ lsin О"} ... 

= cos (О+ 0' +О"+ ···) + l sin (0 +О'+ О"+ ··· ). 

Въ частности, при utломъ положительномъ п 

(cos О+ lsin О)" соsпО + lsinn О. 

Эту формулу легко распространить ватtмъ на всякое раuiональное 
вначенiе п обыкновеннымъ путемъ (§ 393). 

435. Теорема Гамильтона. Если векторъ и повернемъ 

на уrолъ 6 ОКОЛО его ОСИ А, ТО ОНЪ обратится ВЪ 't'-!U17t, 

rдt ,r; есть версоръ cos О+ л sin о. 

Пусть а и Ь будутъ векторы, получаемые при проектированiи 
вектора и на ось 1 и на плоскость, перпендикулярную къ l, такъ 
что и а + Ь. Когда плоскость, проходящая черевъ и и l, повер
нется на уголъ {) около оси l, то векторъ а останется бевъ ивмt
ненiя, а векторъ Ь перейдеть въ b,r; (§ 430). Слtдовательно, ука
ванное вращенiе приводить и къ совмtщенiю съ v = а + м. Дtло 
сводится къ выраженiю а и ь въ функцiяхъ ОТЪ и, А, и е. Такъ 
какъ l 2 = - 1, то имtемъ тождественно 

и = ).,2u = - lS).u - ).6))).,и. 

Въ § 427 мы видtли, что проекцiя и на l равна - Slu, и 
это число ивображаетъ, слtдовательно, модуль вектора а. Далtе, 
такъ какъ l есть версоръ а, то можно написать а= lSlu, и, 
слtдовательно, 

Ь = и - а - l2и + lblu 

Наконецъ, 

v = ).SJ.,11 ).!У)) (lu) · 'li. 

Чтобы привести этотъ ревультатъ къ той ивящной формt, въ кото
рой онъ данъ Гамильтономъ, напишемъ 

и вамtтимъ, что по формулt Муавра 
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Отсюда слtдуеть 

_·, • 1 • 0 . 0 S ().и) т; У + 6)) (,щ) т;У- = (S).u + 6))).u) cos 2 - (S).u - 6))л.и)). sш 2 

). в ;, 2 е , е. . е (;, е . е) = • и cos 2 - и • sin 2 = ли cos 2 + и SIП 2 = . cos 2 + SIП 2 и 

'( е , . е) . -1. = л COS 2 - л SIП 2 U = /.т; 2 U. 

Итакъ, 
_1 1 1 1 

V=-).2т; Уит;"=т;----Уuт;У. 

Это чрезвычайно простое соотношенiе заключаетъ въ себt дока
занныя въ § 75 формулы Эйлера. Оно даетъ замtчательный при
мtръ необыкновенныхъ сокращенiй, которыхт, можно достигнуть въ 

нtкоторыхъ вычисленiяхъ при помощи методы Гамильтона. 



Примtчанiя къ четвертой книгt. 

1 (къ §§ 400 ~- 401). 

Число w и+ iv, гдt. и и v функцiи отъ вещественныхъ 
перемt.нныхъ х и у, нааывается функцiей отъ комплекснаго числа 

z = х + iy, если каждому аначе11iю z соотвt.тствуетъ опредt.ленное 
аначенiе w, аналогично опредt.ленiю функцiи отъ вещественной пе
ремt.нной, данному въ § 253. При такомъ опредt.ленiи функцiи и 
и v могутъ быть ааданы проиавольно, потому что каждому аначе

нiю z соотвt.тствуетъ опредt.ленная пара аначенШ х и у, а потому 
и опредt.ленная пара значенiй и и v, и одно опредt.ленное аначенiе 
w =/(z). Условiя, которымъ авrоръ подчиняеrъ функцiи и и v въ 
§ 401, необходимы только тогда, когда устанавливается понятiе о 
проиаводной f' (z). 

I Ыs ( къ § 411 ). 

Когда точка z = rtf0 описываетъ сомкнутую кривую, внутри 
которой лежитъ начало координатъ, то модуль r измt.няется въ 

предt.лахъ r 1 и r2 , гдt. r 1 - наименьшее, а r2 - наибольшее значе

нiе r для точекъ описываемой кривой. Аргументъ О постоянно воз
растаетъ отъ нt.котораго аначенiя ()1 до 01 + 2.rt, когда точка z 
одинъ разъ опишетъ всю кривую. Поэтому прямая, на которой на
ходятся точки, изображающiя всt. логариемы отъ z при данномъ z, 
будетъ колебаться между двуми прямыми, перпендикулярными къ Ох, 
проведенными въ разстоянiяхъ log r 1 и log r 2 отъ начала коор
динатъ. При этомъ точка, изображающая log (z) = log r + О i 2k.rti 
при данномъ k, будетъ описывать кривую, остающуюся между упо
мянутыми прямыми, переходя отъ одной къ другой, постоянно под

нимаясь, вслt.дствiе возрастанiя О, и когда z придетъ въ первона
чальное положенiе, а О изъ 01 перейдетъ въ 01 + 2k.rt, то точка 
log (z) придетъ въ точку Iog r + 01i + 2 (k + 1) щ·, т. е. въ точку, 
изображающую другое значенiе логар·иема того же числа z. Если же 
кривая, которую описываетъ z, не заключаетъ внутри своего об-
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вода точки О, то модуль z по прежнему иэмtняется въ предtлахъ 
r 1 и r2 , rдt r1 минимумъ, а r 2 максимумъ r, а 6 сперва воэраста
етъ отъ нtкотораrо эначенiя 01 до другого 62 , а эатtмъ убываетъ 
отъ е2 опять ДО 61. Поэтому точка, изображающая одинъ изъ ло

rариемовъ z опишетъ сомкнутую кривую, лежащую между двумя 
опредtленными прямыми, проведенными въ разстоянiяхъ log r1 и 

logr2 отъ О перпендикулярно къ Ох, сперва поднимаясь, когда 0 
возрастаетъ отъ е1 до е2, а потомъ понижаясь, когда 6 убываетъ 
отъ 02 до 61 , и возвратится на прежнее мtсто. Все сказанное эдtсь 
можеть быть весьма наглядно показано на чертежахъ, которые мы 

и рекомендуемъ выполнить читателю. 

II (къ § 412). 

Лоrариемическою спиралью называется кривая, уравненiе ко
торой въ полярныхъ координатахъ, Q и t, имtетъ видъ Q = Reat, 
гдt R и а - постояннын; при этомъ предполагается, что полюсъ 
находится въ точкt О, въ началt Декартовыхъ координатъ. Раз
личныя точки, изображающiя всt значенiя функцiи zc ee't, соот
вtтствущiя различнымъ значенiямъ цtлаrо числа k въ формулахъ 

(! = еаlоgr-Ь(6+2кя), t = Ь Iog r + а (О+ 2kn), 

будутъ лежать на кривой, уравненiе которой получимъ, исключая k 
изъ этихъ выраженiй. Мы получимъ 

rдt 

R 

ь 
--t 

[!=Re а , 

(а'+Ь') 
----logr 
е а 

Это уравненiе изображаетъ лоrариемическую спираль. Если с- число 
вещественное, то Ь = О, и Q R const., т. е., кривая вырождается 
въ окружность круга. Если с есть чисто мнимое число, то а = О, 
и вышеприведенное выраженiе для t даетъ 

t Ь log r = const. 

(отъ k не зависитъ). Это уравненiе изображаетъ прямую линiю. 
Лоrариемическая спираль обладаетъ тtмъ свойствомъ, что она 

пересtкаетъ всt радiусы векторы подъ однимъ и тtмъ же угломъ, 
иными словами, уrолъ касательной съ радiусомъ векторомъ вели

чина постоянная. Въ § 588 будетъ показано, что тангенсъ угла w 
касательной къ кривой Q = /(t) съ радiусомъ векторомъ точки ка-

санiя равенъ Q, , гдt е' есть производная отъ Q по t. Примtняя 
{) 

это къ лоrариемической спирали 
Jj 

--t 
() Re а , 
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а 
находимъ, tg ro ,; , или, иамtнивъ направленiе касательной, 

а 
tg ro1 = 7i . Съ другой стороны, очевидно, что тангенсъ угла, обра-

ауемаго прямою Ос, гдt с = а + Ы, съ осью у-овъ, также ра· 
а 

венъ,;, откуда и слtдуетъ, что касательная къ логариемической 

спирали въ точкt ея пересtченiя съ Оу, параллельна прямой Ос. 
Наконецъ, nослtднее аамtчанiе § 412 объясняется слtдующимъ 
обрааомъ: воавышенiе е-2iп въ степень i даетъ въ реаулътаm раалич
ныя числа, заключающiяся въ формулt 

e2"(1-k) , 

а воавышеюе въ ту же степень числа е2;"-всt выраженiя вида 

и т. д. 

1П (къ § 413). 

Чтобы найти угловой коэффицiентъ касательной къ · линiи 
и(х, у) а, rдt а постоянное число, надо найти производную у' 
отъ у по х. Не рtшая уравненiя относительно _у, можно разсма
тривать и(х, у), какъ сложную функцiю отъ х (§ 369), и ваявъ ея 
проиаводную, по правилу § 369, приравнять ее нулю на томъ 

основанiи, что въ силу даннаго уравненiя функцiя и(х, у) равна 
постоянному числу. Обозначая череаъ z,; и и; частныя проиаводныя 
отъ и по х и по у, находимъ и~. 1 , ! о ' tl~ 

и11 -у = , откуда у --";• 
и" 

IV (къ § 413). 

I)Пoлaгaяj(z)=az+fJ,z=x+iy,a a1 +a2 i,fJ fJ1 +fJ2 i, 
/(z) = и iv, находимъ и а1 х - а2у + {J11 v = а2 х + а1у + {J2 ; 

уравненiя и = а, v = Ь даютъ, слtдовательно, двt системы прямыхъ, 
пересtкающихся подъ прямымъ угломъ. 

2) Если j(z) z'- = (х + iy)2 = х2 - у' 2ху. i, уравненiя 
х2 - у2 = а, и ху = Ь, даютъ двt системы гиперболъ, положенiе 
которыхъ относительно осей очевидно. 

3) /(z) = zi; полагая z = e(cos6 + isin6), находимъ 
1 '·( 0 + . . 0) • .,. П l O z'Z = (!2 cos 2 z sш 2 ; уравненtя линt" первоn системы: Q'2" cos 2 а, 

1 • о 2а2 2ь2 
а ВТОрОЙ; n'Z SШ -

2 
Ь, ИЛИ Q = , И е - параболы. .... -cos 

4) /(z)=logz=и+iv, z=e"·eiv eeiO, е е", 6=v. 
Линiи и= const., v = const. будутъ тождественны съ линiям11 
е const., 6 const. - система полярныхъ координатъ. 
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i6. Полагая 

V(Iog-~)2 +62 , 

5) . f(z) = log log z; z Qe'Q, Iog z = log Q 
log Q i6 R е•Р = R ( cos (fl i sin (fl ), находимъ R 

0 
(fl arctg 

1
-, log log z = log R + i (fl = и + iv. Линiи v const. 
og(J 

дають 0 
c=const., log е Q е" - логариемическiя спирали, 

() с 

const. будутъ изображаться уравненiемъ (logo)2 +62 =const. 

6) /(z) log f!__- z 1 • Надо показать, что модуль этой функuiи 
Z-Z2 

1' 
равенъ -1, гдъ r1 и r2 обозначаютъ разстоянiя оть точки z до z1 

У9 

и до Z:i., ~ а аргументъ равенъ р, гдъ (fl есть уголъ между прямыми, 
соединяющими точку z съ z 1 и z2 • Въ § 389 уже было замъчено, 

что lz z1 j r1 , и lz-z2 1 r2 , слъдо11ательно, lz 1 ~-
. Z Z2 У3 

Чтобы вычислить аргументъ, полагаемъ z - z 1 = r 1 (cos а i siп а), 
z - z2 r2 (cos fJ i sin {J), тогда, обозначая черезъ р1 аргументъ 
-отношенiя Z _ :: , знаемъ, что (fl1 а {J. 

Съ другой стороны, если для данныхъ точекъ z1 и z2 положимъ 

z1 =Q 1 ( cos 01 +i sin 61), z2 = е2 ( cos 02 +i siп 02) и z =е (cos O+i sin U), 
и напишемъ выраженiя z - z1 и z z2 по этимъ формуламъ, то изъ 

сравненiя съ написанными выше выраженiями, найдемъ 

cos а 

cos.8 

gcos В - е1 cos 61 

У1 

() cos 0 02 cos 62 
У2 

sin а 

sinP 

е sin е - ()1 sin 01 , 

r1 

() sin е - Q2 ~in 02 • 

r2 

Составляя по этимъ формуламъ выраженiе cos р1 = cos а cos fJ + 
+ sin а siп {J, и обозначая черезъ r разстоянiе между точками z1 и z2 , 

опредtляемое формулою 

у2 Qi2 + Q22 - 2 ()1 ()2 cos (81 02). 

получимъ 

т. е. 

cos ([)1 = cos ([) И 'Р1 ([) , 

гдt (fl есть уголъ при вершинt z въ треугольникt zz1z2 • Итакъ, 

дtйствительно, 

V (къ §§ 424- 435). 

Хотя дальнi;йшее изложенiе, мi;стами очень сжатое, также 
даетъ 110водъ къ нtкоторымъ разъясненiямъ, имtющимъ utлью 
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'сдъдать это изложенiе болъе доступнымъ, но мы на нихъ не оста
новимся 1) потому что въ дальнъйшемъ не встрътимъ приложенiй 
излагаемой теорiи, 2) потому что въ настоящее время эта теорiя 

излагается r1роще и удобнъе для приложенiй въ Геометрiи, Меха
никъ и Физикъ. См. Предисловiе къ "Векторiальному Анализу" 
П. Сомова. СПБ. 1907. 



КНИГА ПЯТАЯ. 

Апгебраическiя уравненiя. 

CYЩECTBOBRHIE И С4ЕТЪ КОРгlЕЙ. 

Исключенiе (Elimination). 

436. Для того, чтобы подготовиться къ изученiю корней алrе· 
браическихъ функцiй, умtстно будетъ предпослать нtкоторыя крат

кiя свtдtнiя объ исключенiи (неизв·встныхъ изъ уравненiй). Мо· 
жетъ случиться, что между безчисленнымъ множествомъ уравненiй, 

являющихся необходимыми слtдствiями данной системы уравненiй, 

удается найти такое, которое не заключаетъ въ себt нtкоторой 

опредtленной неизв-Ьстной. Тогда rоворятъ, что зта неизвtстная 

исключена. Напримtръ, если даны уравненiя /(х) О, g(x) = О, 
и удалось изъ нихъ вывести, какъ необходимое сл-Ьдствiе, уравне

нiе R О, независящее отъ х, то исключенiе неизвtстноtl х вы
полнено. Само собою понятно, что полученное такимъ образомъ 
уравненiе есть необходимое условiе существованiя такого значе

нiя х, которое обращаетъ одновременно въ нуль функцiи f(x) и 
g (х). Если вмt~тt съ тtмъ окажется, что полученное условiе бу· 
детъ въ то же время и достаточнымъ, то R называется резуль
тантомъ этихъ функцiй f и g. Итакъ, результан·rомъ двухъ функцiй 
f и g отъ х называютъ такое выраженiе, независящее отъ х, 
обращенiе котораrо въ нуль необходимо и достаточно для 

того, чтобы разсматриваемыя функцiи имtли, по крайней 

мtр-Ь, одинъ общiй корень. 

437. Примi.ры. Положимъ, что даны уравненlя 

а0.х + а1 =0, Ь0.х + Ь1 О. 

Умножая первое на Ь0 , второе на а0 , и вычитая одно изъ другого, попучимъ 
с01 = О, полагая вообще для сокращенiя c,j = aibj ajbi. Точно также, 
еспи даны уравненiя 

31 
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то, умножая сnерва nервое на Ь0, второе на а0 , nотомъ первое на Ь2 , второе 
на а2 , получимъ путемъ вычитанiя 

с01х + с02 = О, с02х + с12 = О, 

а отсюда, nользуясь nолученнымъ выше резулыатомъ, с01 с12 - cf!} = О, т. е. 

Поступая rюдобнымъ же образомъ съ уравненiями 

(1) 

сnерва nолучимъ уравненiя 

Со1Х2 + С02Х + С03 0, С03х2 + С13Х -f- С2:-1 0, 

а пользуясь предыдущимъ резулыатомъ, выводимъ отсюда условiе 

Раскрывая лiшую часть и nринимая во вниманiе тождество 

Со1 С23 + С02С31 + С03С12 = 0, 

которое само непосредственно вытекаетъ изъ сл1щующаrо 

ао а1 аз а.,1 

Ьо Ь1 Ь2 bs 
=0, 

ао а1 а2 as 

Ьо Ь1 Ьа 03 
nолучимъ 

Каждое изъ трехъ найденныхъ условiй павi;рно необходимо для совмi;ст
пости соотвi;тствующей пары уравненiй. Но между nмъ, какъ легко прямо 
убi;диться, что первыя два въ то же время и достаточны, объ условiи (2) 

ао Ьо 
этого сказать нельзя. Дi;йствительно оно выnолняется, если -- -

0
-, а между 

а3 s 
nмъ ясно, что этого условiя недостаточно, чтобы уравненiя (1) имi;ли об
щiй корень. Произведенпыя выкладки, вм1,сто тоrо, чтобы дать истинный 
резулыантъ, ввели посторонняrо множителя. Мы увидимъ, дi;йствительно, что 
резулыантъ уравненiй (1) равенъ лi;вой части уравненiя (2), разд1шенной на 
множителя с03 • 

438. Лослtднiй примtръ покаэываетъ необходимость ознако
миться съ такими методами, которыя давали бы возможность про
изводить исключенiе такъ, чтобы навtрно получался въ оконча
тельномъ выводt результантъ. Такъ какъ, кромt того, такими мето

дами мы будемъ пользоваться для доказательства существованiя 
корней алrебраическихъ функцiй, то необходимо имtть хотя бы 
одну такую методу, которая не завис-tла бы отъ предположенiя 
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этого существованiя. Принимая это во вниманiе и ограничиваясь 
раасмотрtнiемъ цtлыхъ фуню.{iй 

/(х) a0 xn + a1xn-·l + · .. + а,., g (х) Ь0 х'" + Ь 1 xm-l + · ·· + Ьт, 
мы нааовемъ реаультантомъ двухъ полино11ювъ f и g такую функ
цiю отъ коэффицi,ентовъ, обращ·енiе которой въ нуль необхо
димо и достаточно для того, чтобы данные полиномы имtли 

обща го дtлителя 1).*), или, какъ rоворятъ, не были вааимно
простыми. Намъ останется тогда только покааать (§ 450, а), что 
это предварительное опредtленiе, которымъ мы будемъ польаоваться 
въ ближайшихъ параграфахъ, совпадаетъ съ прежнимъ, даннымъ 

въ § 436. 

439. Метода Эйлера. а) Если полиномы f и g имtютъ об
щаго дtлителя о, то существуетъ два такихъ полинома / 1 и g 1 , 

степени которыхъ соотвtтственно ниже степеней f и g, что 
/ 1 о, g = g 1 о, и будемъ имtть 

(3) 

Обратно, положимъ, что условiе (3) выполняется тождественно. 
Обоаначимъ череаъ S) общаго наибольшаго дtлителя полиномовъ 

/ 1 и g 1 (при чемъ S) можетъ быть и единицей, если / 1 и g 1 ваа
имно простьiе полиномы), тогда / 1 = / 2 ill, g 1 = gz S), гдt [ 2 и g 2 

.• вааимно простые полиномы. Соотношенiе (3) принимаетъ видъ 
fg2 = g/2 • Здtсь / 2 дtлитъ, какъ видно, проиаведенiе f g 2 , но, 
будучи взаимно простымъ съ g 2 , долженъ дtлить /, такъ что 
f = / 2 о, гдt о полиномъ не ниже первой степени, потому что 
степень / 2 не превосходитъ степени .f., которая ниже степени /. 
Подставляя f = Л d въ тождество f g 2 = gЛ, получимъ g = g 2 о. 
Слtдовательно, f и g имtютъ общаго дtлителя о. 

Ь) Изъ предыдущаrо слtдуетъ, что необходимое и достаточ
ное условiе для того, чтобы f и g не были вааимно простыми, 
совпадаетъ съ необходимымъ и достаточнымъ условiемъ существо

ванiя такихъ полиномовъ 

/1 = (toXn----1+ a1xn-2+ ... + a,._i, /{1 Рохт-1 + Р1х"'-2+ ... + /l,,.._1, 

чтобы имtло мtсто тождество (3), т. е. чтобы было 

(аох" + а1хп----1 + ... + а,.)(Вох"'-1 + 81xm··2 + ... + Рт-1) 
= (Ь0х"' + Ь1х~ 1 + ··· + bт)((toXn-l + а1 хп-·2 + ··· + а,,__1). 

1) Мы предполаrаемъ, что теорiя алгебраической дi;лимости и3вi;спш 
и3ъ эдементовъ. См. Cours d'Algebre superieure·par Mansion (1889 lit р. 15). 

*) На русскомъ я3ыкi; см. Веберъ и Вельштейнъ стр. 221 и слi.;д. 
31 ·J!-
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Сравнивая коэффицiенты*) при одинаковыхъ степеняхъ х, получаемъ 
систему 

О, 

Ь0а1 = О, 

Ь1 а1 - bo<lJ! = О, 

п + т линейныхъ однородныхъ уравненiй съ п + т неиэвtстнымн 
а0 , а1 , а2 , ••• , an, fJo, {J1 , {J2 , ••• , fJт. Для того, чтобы можно 
было найти для нихъ значенiя, не равныя нулю одновременно, 

необходимо и достаточно (§ 56), чтобы опредtлитель этой системы 
былъ равенъ нулю. Этоть опредtлитель (п + m)-ro порядка мо
жетъ быть написанъ, если замtнимъ столбцы строками и не бу демъ 
обращать вниманiя на знакъ его, въ слtдующемъ видt 1) 

1 ао ll1 ll2 ... 0 

1 о ао а1 ••. О 

о о о .... ап. 

Ьо Ь1 Ь2 ••• О 

о Ьо Ь1 ... О 

о о о ... ь,,, 

Это и есть, слtдовательно, искомый реэультантъ. 

440. Къ той же формt результанта Сильвестръ пришелъ дру
rим·ь путемъ. Разсмотримъ, напримtръ, два уравненiя, одно третьей, 

другое второй степени: 

а0 .х3 + а1 х2 + а2х + а3 О, Ь0х2 + Ь1 х + Ь2 О. 

Умножая первое на х, а второе на х и на х2, получаемъ систему 

1

1 а.х'+ :: : ::: : :: + ,., : ~: 
Ь0х4 + Ь1 .х3 + Ь2х2 О, 

Ь0.х3 + Ь1 х2 + Ь2х О, 

Ь0х2 + Ь1 х + Ь2 = О, 

которую можно разсматривать, какъ состоящую изъ пяти линейныхъ 

однородныхъ уравненiй съ пятью неиэвtстными, эначенiя которыхъ 

") На основанiи теоремы о тождеств-t полиномовъ. См. Веберъ и 
ВедьштеАнъ. Стр. 225. 

1) Объ опредi;лителяхъ этого вида см. у Trudi § XI .Teoria dei de
terminanti". 
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должны оказаться пропорцiональными числамъ х4. х3, х11 , х, 1 при 
прилично выбранномъ значенiи х. Слtдовательно, реаультантъ, въ 
смыслt § 436, будетъ 

1 ;о а1 ~ а3 о 

ао а1 а2 а3 

Ьо Ь1 Ь2 о о 

о Ьо Ь1 Ьа :J о о Ьо Ь1 

такъ какъ его обращенiе въ нуль необходимо и, какъ увидимъ 

далtе, и достаточно для совмtстности данныхъ уравненiй. 

441. МеТОАа Везу. а) Положимъ сперва п = т, и чтобы 
имtть дtло съ опредtленнымъ случаемъ, воаьмемъ два уравненiя 

4-ой степени: 

а0х4 + а1х3 + а2х2 + а3х + а,1 = О, 

Ь0х1 + Ь1 х3 + Ь2х2 + Ь3х + Ь4 О. 

Умножая первое на Ь0 , второе на а0 , и вычитая, получимъ 

умножая первое на Ь0х + Ь 11 второе на а0х + ар и вычитая, по
лучимъ 

Точно также, умножая сперва первое на Ь0х2 + Ь1 х + Ь2 , второе 
на а0х·2 + а1 х + а2 , а потомъ первое на bnx3 Ь1х2 + Ь2 х + Ь3 , 
а второе на а0х3 + а1 .х2 + а2 х + а3 , и вычитая, найдемъ 

С03х3 + (с0,1 + С13)х2 + (с14 + С23)Х + С24 = о. 

С0,1х3 + С14:х2 + С24Х + С34 = 0. 

Такимъ обрааомъ получается система иаъ четырехъ уравненiй, кото
рыя можно раасматривать, какъ линейныя и одпородныя, и удовле

творяющiяся аначенiями неиавtстныхъ, пропорцiональными числамъ 

х3, х', х, 1. Опредtлитель эгой системы, на основанiи скаааннаго въ 
концt предыдущаго параграфа, и будетъ искомымъ реаультантомъ: 
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Не трудно найти законъ его составленiя для случая двухъ уравненiй 
п-ой степени 1). Выраженiе общаго элемента будетъ 

4 cO,i-J-j-1 + cl,i-J-j-2 + C2,i+J--з + · ·· 
принимая, что коэффицiенты съ указателями, большими п, равны 

нулю. Къ тому же результату Cayley (Кейли) пришелъ, исходя изъ 
иныхъ соображенiй 2). 

Ь) Если п > т, то второе уравненiе умножаютъ на xn-,,. 
и примtняютъ предыдущую методу, при чемъ получается всего т 

уравненiй. Чтобы получить остальныя п т, умножаютъ второе 
уравненiе послtдовательно на 1, х, х2, ••• , хn-,п-1• Положимъ, на

лримtръ, что имtемъ одно уравненiе 4-ой, а другое 2-ой степени: 

Умножая второе на х2, и выполняя вычисленiя по вышеизложенной 
методt, найдемъ два уравненiя: 

СшХ° + с02х2 + С03Х + С04 о, 
са!х3 + (с03 + с12)х2 + (с0, + с1з)х + С14. О. 

Два друrихъ бу дутъ, если угодно, 

Ь0х3 + Ь1х2 + Ь2х = О, Ь0 1с6 + Ь1х + Ь2 О. 

Такимъ путемъ получится результантъ: 

аоЬ1 - aibo аоЬ2- а2Ьо а3Ьо 

аоЬ2-'- а2Ьо а1 Ь2 ·- а2Ь1 - а3 Ь0 - азЬ1 а4 Ь0 

Ьо Ь1 Ь2 

о Ьо Ь1 

· Обратимъ вниманiе на то, что метода Безу даетъ результантъ въ 
болtе сжатомъ видt, чtмъ метода Эйлера3). Дtйствительно, Эйлеровъ 
результантъ есть опредiшитель порядка п т, а результантъ Безу 
опредtлитель порядка n, если 1z г т. Въ этомъ и состоитъ пре

имущество методы Безу передъ Эйлеровой. 

442. В'hсъ. Если нtкоторый одночленъ составленъ изъ буквъ, 
снабженныхъ указателями, то сумма указателей всtхъ множителей, 
какъ равныхъ, такъ и не равныхъ между собою, называется вtсомъ 

1) См. JacoЬi, Crelles Journal, Bd. XV, S. 102. 
2) Pbllosophical Traпsactioпs, 1857. 
3) Перейти отъ одной формы къ другой не трудно съ помощью 

изв1,стныхъ свойствъ опредълителей. c~r. Trudi, 1. с., р. 101. 
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одночлена. Всякая сумма одночпеновъ, имtющихъ одинаковый вtсъ, 
называется изобарною. Такъ, напримtръ, выраженiе (4) изобарно, 
вtсъ его равенъ i + j - 1 *). Результанты Эйлера и Безу изо
барнь1. Въ самомъ дtлt, тотъ членъ, который получитс11., когда 

изъ п строкъ возьмемъ эле!'t1енты, стоящiе на мtстахъ i 1 , i 2 , ••• , t"п, 
будетъ имtть въ произведенiи первыхъ т множителей вtсъ, равный 

1=11> 

i·1 +(i2 +1)+(i3 +2)+ ··· +(im+m-1)=,};i,,.+fm(m-1), 
r=I 

а въ произведенiи остальныхъ множителей вtсъ, равный 

r..::::,, 

(im+t - 1) + ··· + (iп - п + т) =,}; i,. - Нп - m)(n - т + 1). 
r=n,+l 

Отсюда слtдуетъ, что вtсъ каждаrо члена равенъ 

!-n(n+l)+tm(m l)-t(1i--m)(n-m+l) пт, 

и прямо видно, что вtсъ не мtняется при переходt-~ отъ одного 
члена опредtлителя къ другому (I). Сл1щователыю, опредtлитель 
изобаренъ, и вtсъ его равенъ произведенiю степеней дан

ныхъ полиномовъ. Точно такъ же, въ резу,1ьтантt Эйлера каждый 
не исчезающiй членъ заключаетъ въ себi.; произведенiе первыхъ т 
множителей, вtсъ котораrо будетъ 

r=m 

(i1-- 1) + (i2 2) + ··· + (i,,. - т) = L,"I' ir - fm(m + 1), 
r=l 

и произведенiе остальныхъ множителей, вtсъ котораrо равенъ 

r=n+m 
(im+1 1) + (im+'2 2) + ·· · + (i.,_j-,n -- п) = 1.,"\- tп(п + 1), 

rc-_,,,+1 

такъ что весь вtсъ ка:ждаго член.а равенъ 

Hn + т) (n + т + 1) -- iti(n + 1)- tm(m + 1) пт. 

Итакъ, результанты, даваемые методами Эйлера и Безу имtютъ 
одинаковый вtсъ, а этого достаточно, чтобы быть увtреннымъ, 

что метода Безу лишнихъ множителей не вводитъ. 

443. Если имtемъ два уравненiя съ двумя неизвtстными х 
и у, и первое будетъ степени т, а второе степени 1i относи
тельно обtихъ неизвtстныхъ, то можно расположить лtвыя 

*) Вtсъ одночлена ai2b2
3 c3

4 равенъ 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 = 20. 
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части по степенямъ х, и тогда а; и bi будутъ полиномы степени 
не выше i относительно у. Пусть а, и /J, будутъ коэффицiенты 
при у• въ а. и bi. Когда исключимъ х, то ре3ультантъ, очевидно, 

. будетъ цtлая функцiя отъ у, старшiА членъ которой получимъ, 
·когда въ каждомъ элементt ре3ультанта поставимъ а;у• и /Jiy; со
отвtтственно на мtсто а,; и Ь. 1). Изъ сказаннаго въ предыду
щемъ § тотчасъ вытекаетъ, что этотъ старшiй членъ равенъ про

И3веденiю утп на постоянную, равную результанту полиномовъ 

aoxn + а1 х"-1 + . . . + а.,' flox'n + /11 хт--1 + , . . + flm. 

Слtдовательно, если эти полиномы, какъ это обыкновенно и 

бываетъ, взаимно простые, то въ результантt данныхъ функцiй на

в.tрно будетъ членъ степени ·тп. Итакъ, степень ре3ультанта 
равна прои3веденiю степеней данныхъ уравненiй и можетъ 

понизиться лищь въ частныхъ случаяхъ, а именно, ecJiи тt поли

номы, которые получимъ, когда, удержавъ лишь члены наивысшей 

степени относительно х и у, положимъ въ нихъ у= 1, будутъ 

ю1tть общаго дtлителя. Въ этомъ состоитъ теорема Бе3у. Въ 
Аналитической Геометрiи она находитъ сJitдующую 3амtчательную 
интерпретацiю. ,,Двt алгебраическiя кривыя порs,дковъ т и 1i, 

вообще, пересtкаются въ тп точкахъ". Тамъ же далtе дока3ыва
ютъ, что пониженiе чиСJ~а тп до тп - r происходитъ не отъ 

внезапнаго исче3новенiя r точекъ пересtченiя, а отъ передвиженiя 

ихъ въ безконечность. Поэтому можно ска3ать, что двt данныя 
кривыя порядковъ т и 11 всегда пересtкаются въ тп точ

кахъ (вещественныхъ, мнимыхъ, лежащихъ въ области конечнаго 
или бе3конечнаго). Теорема Бе3у легко распространяется на случай 
какого угодно числа уравненiй 2). 

Существованiе корней. 

444. Пусть /(х) есть явная алгебраическая функцiя. Уравне
нiе /(х) О всегла можетъ быть приведено къ болtе простому 
виду посредствомъ у даленiя И3Ъ него радикаловъ. Этой цtли дости
гаютъ слtдующимъ обра3омъ. Обо3начимъ каждый радикалъ осо-

1) Все это справедливо лишь въ предположенiи, что а0 и Ь0 оба не об
ращаются въ нуль, такъ какъ вышеизложенныя методы разысканiя резуль
танта существенно предпола1·аюп,, что степени данныхъ уравненiй не моrуп, 
быть понижены. 

2) Относительно этого обобщенiя и друrихъ важныхъ теоремъ теорiи 
исключенiя см. Salmon Fiedler: .Algebra der linearen Traпsformationen" (2-ое 
изд. стр. 91) или упомянутое въ примi;чанiе I французское изданiе того же 

сочиненiя); Laurent: .Traite d'Algebre 4° ed. 3me partie, стр. 134); Serret: 
.Cours d'Algebre suparieure• (4-е изд. 1877, томъ I стр. 599 и слi;д.; Petersen: 
• Theorie der algebraischen Gleichungen• Bd. 1, S. 60. 
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бою буквою, и пусть и, v, w, ... будутъ v новыхъ перемtнныхъ, 
которыя такимъ образомъ появляются. Уравненiя ихъ опредi;ляю
щiя, послt надлежащихъ возвышенiй въ степень, дадутъ v рацiо

нальныхъ соотношенiй между v новыми перемtнными и прежнею х. 
Присоединяя эти уравненiя къ данному, поJ1учимъ систему v + 1 
рацiональныхъ уравненiй съ v + 1 неизвtстными х, 11, v, ш, .. . 
Понятно, что изъ нихъ можно исключить v неизвtстныхъ и, v, w, .. . 
и притомъ такъ, что никакiе радикалы .не будутъ введены. Полу
чится нtкоторое рацiональное уравненiе съ одною неизвtстною х, 

которое, очевидно, можно привести къ виду 

(5) 

при условiи а0 > О. Въ дальнЬllшемъ всегда будет,, подразумtваться, 
что разсматриваемое уравненiе приведено къ виду (5). Вопросъ, 
который здtсь передъ нами возникаетъ, состоитъ въ слtдующемъ: 

Имtетъ ли уравненiе (5) корень? 

445. Для значенШ х, модуль которыхъ возрастаетъ безпре
дi;льно, значенiя функцiи 

будутъ въ концt концовъ опредtляться значенiями старшаго члена. 

Эrо дi;лается 0•1евнднымъ, если напишемъ 

f(x) + ... +а,,) 
Xn 

и замtтимъ, что выраженiе въ скобкахъ стремится къ предi;лу а0 
при возрастанiи I х I до безконечности. Отсюда въ частности слtду
етъ, что полиномъ четной степени съ вещественными ко

эффицiентами въ концt концовъ принимаетъ и сохраня

етъ знакъ старшаrо члена, когда дадимъ перемtнной х 

достаточно большое по абсолютной величинt значенiе. А 
полиномъ нечетной степени съ вещественными коэффицi
ентами принимаетъ и сохраняетъ знакъ старшаrо члена 

или противоположный этому знакъ, смотря по тому, да

димъ ли перемtнной х положительное или отрицательное 

значенiе, достаточно большое по 11бсолютной величинt. 

446. Когда коэффицiенты уравненiя (5) вещественны, то въ 
нtкоторыхъ случаяхъ существованiе корня очень легко обнаружить. 
Такъ, напримtръ, если степень полинома нечетная, то на основанiи 
только что сказаннаго всегда можно найти такой интервалъ ( --а, +а), 
на границахъ котораго поли.юмъ будетъ имiпь различные знаки, а 
именно знакъ на нижней, и знакъ + на верхней границt, пред
полагая всегда а0 > О. Отсюда слtдуетъ, что /(х), вслtдствiе 
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своей непрерывности (§ 275), по краi!ней мtpt, одинъ разъ 
обратится въ нуль въ этомъ интервал-t. Поэтому имtемъ слtду
ющую теорему: всякое уравненiе нечетной степени съ ве

щественными коэффицiентами имtетъ, по крайней м-tp-t, 

одинъ вещественный корень. Къ этому можно добавить, что 
знакъ этого корня противоположенъ знаку неаависящаrо 

отъ х члена уравненiя. Д-tйствительно, если этотъ членъ, оче

видно равный /(0), положительный, то /(х) должна обратиться въ 
нуль въ интервалt ( а, О), т. е. для отрицательнаrо аначен~я х; 
если же /(О) отрицательно, то /(х) обратится в·ь нуль въ интер
вал-t (О, а). - Если степень полинома четная, то можно взять а 
достаточно большимъ, чтобы на об-tихъ 1·раницахъ интерва11а 

( - а, а) значенiя /(х) были положительными. Слtдовательно, eCJJи 
/(О)< О, то /(х) обратится въ нуль какъ въ интервалt (- а, О) 
таl{ъ и въ интервалt (О, а). Поэтому, имtемъ еше теорему: всякое 

уравненiе четной степени съ вещественными коэффицi

ентами и съ отрицательнымъ независимымъ' членомъ имt
етъ одинъ положительный и одинъ отрицательный корень 

(110 крайней мtpt). 

447. Два полинома f(z) и g(z) (z-комплексное число, равно 
какъ и коэффицiенты полиномовъ) называются сопряженными, ес11и 
соотвtтствующiе коэффицiенты ихъ числа сопряженныя, такъ что, 

отдtляя вещественныя части коэффицiентовъ отъ чисто мнимыхъ, 

можемъ написать 

/(z) и (z) + iv (z), g (z) = и (z) iv (z), 

rдt полиномы и (z) и v (z) имtютъ уже вещественные коэффицi
енты. Каждый изъ этихъ полиномовъ, въ свою очередь, може·rъ 

быть представленъ въ комплексной формt, если отдtлимъ въ z 
вещественную часть х отъ чисто мнимой i у. Тэйлорова форму11а 
даетъ 

q:, (х + iy) (р (х) }у2 q:," (х) + ... + iy { q:,' (х) - fy2 q:,"' (х) + ... } 

такъ что, если р есть полиномъ съ вещественными коэффиuiентами, 

то замiша у на - у иам-tшяетъ то11ько знакъ чисто мнимой его 

части. Поэтому можемъ написать 

и (х+ iy) U1 + iu2, t1 (х iy) 111 - iu.,1,, 
v(x+ iy) VI + iV2, v(x iy) ·V1 - iv2, 

откуда 

f(x + ~у) ut +iи2 + i(v1 + iv2) ft1 V3 i (112 + V1) 

g(x iy) 111 i~ i(v1 - iv2) U1 · v2 - i(~ + ·v1)· 

Отсюда теорема: при сопряженныхъ значенiяхъ перемtнноit 

сопряженные полиномы принимаютъ сопряженныя значенiя. 

Изъ этого прямо слtдуетъ, что если какое нибудь число обра

щаетъ въ нуль нtкоторый полиномъ, то сопряженное съ 
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первымъ чис.~о обратитъ въ пуль сопряженный съ дап

нымъ поли номъ. Полипомъ съ вещественными коэффицiептами 

сопряженъ самъ съ собою. Поэтому имtемъ теорему: всякое урав

ненiе съ вещественными коэффицiентами, имtющее t{OM· 

плексный корень, имtетъ и другой, сопряженный съ uер

вымъ. Отсюда слtдуетъ, что число мнимыхъ корней уравненiя съ 
вещественными коэффицiентами всегда четное. 

448. Теорема Даламбеrа 1) (D'Alembert). Всякое алге
браическое уравненiе съ вещественными или комплекс

ными коэффицiентами имъетъ вещественный или комплекс

ный корень. 

а) Ра3смотримъ опять уравненiе (5), т. е. f (х) О, и для 
простоты положимъ а0 1. Условимся говорить, что tz будетъ 
число четности r, если 2" есть наивысшая степень 2, на которую 
дtлится п *). Положивъ х у+ h и располагая f (х) по степе
нямъ у, най.лемъ 

rдt 

(б) 

/(х) = yn + bIY"·-1 + bv"-2 + ... +ь,.., 

ь п 1. ' 1 Т s т а1, 

п (п =]) h2 + п 
1 · 2 

f, Jsn + а1 hn-1 + a2h"-2 + ... +а,... 

Группируя члены j (х) слъдующимъ образомъ 

/(х) =(у"+ bv"-2 + ... + Ь,,) + у(Ь1уп-2 + biJY"-4 ... + ь,,.-1)· 

полагая п = 2v, и 

Ф (х) = х" + Ь2х,,,_1 + Ь4х"-2 + · · - + Ь2,,, 
ЧJ (.х') = Ь1 х"-1 + b8xv-2 + · · · + Ь2,,_1 , 

1 > Нижесл1щующее доказательство им-ветъ преимущество передъ раз
личными другими по своему чисто алгебраическому характеру. Оно принад
лежитъ Клиффорду, а потомъ снова было найдено Валецкимъ (Wa\ecki) 
(Nouvel1es Аппаlеs des Mathematiques, 1883, стр. 241 ). См. также въ Rivista 
di Matematica интересное изслi;дованiе Loria подъ заrлавiемъ: 11 teorema 
foпdamentale della teoria delle equazioпi algebriche". Въ послiщнее время Веl!
ерштрассъ далъ новое доказательство въ ,Sitzungsbericl1ten der Berliner Aca
demie" за 1891 г. 

*} Такъ что нечетное число будетъ четности нуль. 
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можемъ написать 

Разсмотримъ теперь результантъ фующiй Ф и Ф: 

1 1 

1~ 1 
1 

1 о ... h2v I 
hs Ь5 ••• О I 
h1 hs ..• О I 
О О •. • b2v-1 

§ 448 

Очевидно, &Jt будетъ цt.лою функцiею отъ li, и степень ея равна вtсу &Jt 
относительно чиселъ Ь; *). Вt.съ этотъ (§ 442) былъ бы равенъ 
v (v - 1), но указатели коэффицiентовъ Ф удвоены, а указатели 
коэффицiентовъ Ф послt. удвоенiя еще увеличены на единицу. 
Благодаря этому вt.съ &Jt сдt.лался равнымъ 

2v(v-l)+v v(2v l).(II). 

Итакъ, &Jt будетъ степени v (2·v ·· 1) относительно lz. Однако, чтобы 
быть увt.реннымъ въ этомъ, надо еще показать, что коэффицiенп, 

при старшемъ членt. никогда не равенъ нулю. Ясно, что этотъ 

старшiй членъ получится (§ 443), если замiшимъ каждый элементъ 
опредt.лите.1я &Jt старшимъ членомъ этого элемента. Прини:11ая во 

вниманiе формулы (6), мы видимъ поэтому, что искомый коэф

фицiентъ будетъ то число, въ которое обратится &Jt, когда всt. 

числа а1 , а2 , а3 , ••• положимъ равными нулю, а h = 1. Слt.дова
тельно, искомый коэффицiентъ есть не что иное, какъ результантъ 

Ф и Ф въ частномъ CJtyчat. /(х) xn, и h 1. При эпtхъ пред
положенiяхъ, равенство (7) даетъ 

(_у + J )" = ф (_у2) + у IJJ (у2), (у J )" ф (у2) --- у l]J (у2) **). 

Если бы результантъ Ф и Ф обратился къ О, то Ф и Ф имt.ли бы 
общаго дtлитеllя, 1<0торый долженъ былъ бы дмить (у+ l)n и 
(у - 1 )n, а эти полиномы, очевидно, взаимно простые. Поэтому 

членъ степени •v(2'v 1) въ @!, не исчезаетъ, и степень &Jt на
вt.рно бу детъ четности r 1, если степень даннаго урав
ненiя была четности r. 

*) Потому что h; степею1 i относительно h. 

**) При зам1;н1; у на - у, и при " 211. 
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Ь) Предположили теперь, что /(х) имi,етъ вещественные коэф
фицiенты и степень п 2v, при v нечетномъ. Уравненiе ~ = О. 
будетъ тогда также им-1,ть вещественные коэффицiенты, а его сте

пень равна v (2v-1), т. е. нечетному числу. Слtдовательно (§ 446), 
существуетъ такое вещественное число h, при которомъ ~ = О. 
Иавtстно дал-tе, что при этомъ аначенiи h полиномы Ф и ЧJ, 
также съ вещественными коэффицiентами (какъ это видно иаъ фор
мулъ (6)), будутъ им-tть общаго д-tлителя z. Поэтому будемъ имtть. 

Ф (х) р (х) z (х), 1/1 (х) = 'IJ' (х) z (х). 
Уравненiе (7) дастъ тогда 

/(х) [tJ (у2) + Y'IJ! (y2)]z (у2) 

или зам-tняя у черезъ х h, / (х} = fi (х)Л(х), гдt / 1 и Л поли
номы съ вещественными коэффицiентами; сумма степеней этихъ 
полиномовъ равна п. Если степени обоихъ полиномовъ fi и /,, 
числа четныя, то одна иаъ нихъ была бы, какъ и п, равна удвоен
ному нечетному числу *), т. е. одинъ иаъ полиномовъ fi, f, нахо
дился бы въ т-tхъ же условiяхъ, какъ и f. Поступая съ нимъ такъ, 
какъ мы поступали съ / и продолжая такъ же, далtе, мы получимъ. 
рядъ полиномовъ съ вещественными коэффицiентами степени ко
торыхъ будутъ постоянно убывать, и одинъ изъ этихъ полиномовъ. 

наконецъ будетъ либо нечетной, либо второй степени и, сл-tдова
тельно, будетъ имi;ть корень, который будетъ въ то же время кор
немъ даннаго полинома (потому •1то всt полиномы упомянутаго 

ряда будутъ дмителями даннаго). Во всtхъ этихъ раасужденiяхъ 
подразум1эвалось, что полиномъ Р существуетъ. Если бы этотъ по
линомъ, для разсматриваемаго вещественнаго значенiя h оказался бы 
равнымъ нулю, т. е. если бы всt числа Ь1 , Ьз, Ь,,, ... были равны 
нулю, то 11редложенное уравненiе привелось бы къ Ф (у2) = О. Оно
имtло бы вещественные коэффицiенты и было бы нечетной степени 
относительно у2, а потому им-tло бы корень. Итакъ, теорема спра
ведлива для уравненШ съ вещественными коэффицiентами, если сте

пень уравненiя равна удвоенному не•,етному числу. 

с) Она справедлива и для всякаго уравнеиiя нечетной степени, 
съ вещественными или комплексными коэффицiентами. 

Дtйствительно, положимъ, что/ (z) есть полиномъ нечетной сте
пени, а g(z) сопряженный съ нимъ. Функцiя 

f(z)g(z)=(и+iv) (и iv) и2+v2, 

имtетъ вещественные коэффицiенты и степень, равную удвоенному 

нечетному числу. По доказанному она имtетъ корень а i{J. Если 
это число не обращаетъ въ нуль /(z), то оно необходимо должно 
быть корнемъ g(z), а тогда а ifl будетъ корнемъ /(z). 

*) Если 2,и + 2,и1 = п = 2-v, то µ + tt1 = ·v = нечетному числу и по
тому tt или µ 1 - нечетное. 
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d) Остается, наконецъ, доказать, что теорема будетъ спра

ведлива для того случая, когда степень п четности r, если допу
стимъ, что она справедлива для степени 1t четности, меньшей r. 
А для этого достаточно себt представить, что всt предыдущiя 

разсужденiя повторены для случая уравненiя съ вещественными или 

комплексными коэффицiентами. Тогда уравненiя ;jJt = О и Ф = О, 
степеней v(2v - 1) и v, четности r - 1, если п = 2v чет
ности r, по предположенiю, булутъ удовлетворяться нtкоторыми 
эначенiями h и у2• Слtдовательно, всегда возможно будетъ рамо· 
жить f на два полинома / 1 и _h, степеней n 1 и п2 • Если одно изъ 
этихъ чиселъ будетъ четности, меньшей r, то соотвtтствующiй по
линомъ будетъ имtть корень, который будетъ также и корпемъ 

полинома J. Въ противномъ случаt, одно иэъ чиселъ п1 и п2 , на
примtръ п1 будетъ той же четности r, какъ и п, потому что если 
бы оба числа п1 и tt2 были четности, большей r, то и п 1i1 п2 
было бы четности, большей r, противно предположенiю. Тогда примt
няемъ къ полиному / 1 предыдущiя соображенiя и, продолжая такимъ 
образомъ, составимъ рядъ rюлиномовъ, число которыхъ, конечно, 

ограничено, потому что степени их, убываютъ. Если бы четность r 
постоянно сохранялась, то въ самомъ небла1·опрiятномъ случаt дошли 

бы до полинома степени 2\ эа которымъ необходимо rюслtдовалъ 
бы полиномъ степени ниже 2'", а потому и. четности, меньшей r. 
Такой полиномъ, по предположенiю, имtлъ бы корень, принадле
жащiй, конечно, и данному полиному. Теорема доказана вполнt. 

449. Слi.дствiе. Всякое уравпенiе п·ой степени съ ве
щественными или комплексными коэффицiептами имtетъ 
равно п вещественпыхъ или комплексныхъ корней. Мы ви

дtли, что /(х) имtетъ, по крайнеП мtpt, одинъ корень а1 • Замt
чая, что (см. § 500) /(х) -f(a) все1·да дtлится па х а, мо
жемъ написать, полагая а = а1 , 

/(х) (х a 1)/i (х), 

rдt / 1 (х) 1юлипомъ (п 1 )-ой степени, имt.ющiй корень а2 , и по
тому представляющiйся въ qюрмt. (х - a2)_h(x) и т. д. Продолжая 
такимъ образомъ, получимъ окончате,1ыю 

(8) /(х) = (х - а1) (х - ~) (х аз) ..• (х а.,) 

(а0 1 ). Для того, чтобы этотъ по11иномъ обратился въ нуль, необ
ходимо и достаточно, чтобы одинъ изъ множителей обратился въ 

нуль; поэтому можно утверждать, что а2 , а3 , •• • , а,., какъ и а1 , 

будутъ корнями /(х), и что въ об11асти вещественныхъ и ком
плексныхъ чиселъ 1) другихъ корней не существуетъ. 

1) Оговорка относительно природы корней необходима. Дhйстви
тельно, Гамильтонъ доказалъ, что общее уравненiе 2-ой степени,· напри
м11ръ, им11етъ 16 корней, если въ область разсматриваемыхъ чиселъ вк.~ю
чить кватернiоны. 
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450. Прим'hчанiя. а) Два полинома, имtющiе одинъ общiй 
корень а, не будутъ в;1аимно простыми, потому что будутъ имtть 
общаго дtлителя х - а, на основанiи формулы (8). Обратно, если 

два полинома имъютъ общаго дtлителя, то каждый корень этого 
дtлителя обращаетъ въ нуль оба полинома. Итакъ, одновремен

ная дtлимость двухъ поли1юмовъ на третit! и одновременное 

обращенiе ихъ въ нуль для нtкотораго зна•1енiя перемtн
ной суть вполнt равносильныя свойства полиномовъ. 

Ь) Ничто не мtшаетъ тому, чтобы нtкоторые изъ корней а 
были равны между собою. Поэтому цtлесообразнtе, вмtсто (8), 
писать общнtе 

rдt теперь уже всt а различны и сумма r 1 + r 2 + ... + r" всегда 
равна степени полинома п. Хотя, въ дъйствительности, будемъ 

имtть всего v различныхъ значенiй х, обращающихъ данный поли · 
номъ j(x) въ нуль, но и теперь удобнtе говорить, что /(х) имtетъ 
п корней, изъ которыхъ r 1 равны а1 , r2 равны а1 и т. д. 

с) Если /(х) имtетъ r корпеА, равныхъ а, при чемъ всt 
дpyrie отличны отъ а, то легко показать, что а будетъ кратнымъ 

корнемъ порядка r или r кратнымъ корнемъ, въ томъ смыслt, 

который былъ опредtленъ раньше (§ 304, Ь). Двйствительно, изъ 

того, что f(x) = (х - а)'р(х), rдt р(х) цtлая функцiя, не дtля
щаяся на х а, слtдуетъ, что производная 

f'(x) (х a)'-1[rrp(x)+(x--a)rp'(x)]. 

Выраженiе въ скобкахъ не дtлится на х - а, потому что при х а 
оно обращается въ rrp(a) :::j:: О. Слtдоватеш,но, f' (х) имtетъ только 
r -···· 1 корней, равныхъ а, а отсюда слiщуетъ, что /" (х), f"'(x) ... 
будетъ имtть соотвtтственно r - 2, r -- 3, ... корней, равныхъ а, 
такъ что окончательно j(rJ(a) уже не равно нулю. Итакъ, если а 
r-кратный корень функцiи /(х), то оно будетъ (r -·· 1) - кратнымъ 
корнемъ функцiи /' (х), (r 2) кратнымъ корнемъ /" (х) и т. д., 
простымъ корнемъ j"(r-lJ(x) и не будетъ корнемъ функцiи jИ(х). 
Для того, чтобы какой нибудь корень f(x) былъ вообще 
кратнымъ, необходимо и достаточно, чтобы онъ былъ 
корнемъ j' (х). 

d) Если коэффицiенты j(x) вещественны, то по сказанному 
въ концt § 447, 1<аждому мнимому корню а соотвtтствуетъ дру-

гой а, съ нимъ сопряженный. Къ этому можемъ теперь добавить, 

что если а корень кратности r, то и а - корень той же кратности. 

Дъйствнтельно, х будеть корнемъ полиномовъ /(х), f' (х), •.. , pr-- 1J(x) 
съ вещественными коэффицiентами, но не будетъ корнемъ 



496 V, 1. СУЩЕСТВОВАНIЕ И СЧЕТЪ КОРНЕЙ. 

полинома j(r)(x). Слtдовательно, 3наченiе х = а обратит,, въ 
нуль первые r полиномовъ, не обращая въ нуль послtдняrо. 

(Это И 3начитъ, что а есть r кратный корень f(x) ). Отсюда 
слtдуетъ, что представивъ /(х) въ видt (8), мы можемъ соеди
нить· линейные множители, соотвtтствующiе соnряженнымъ корнямъ 

а и а, въ прои3веденiе вида (x~+px+q_r, rдt р и q веще

ственны, потому что р (а+а), q аа. Итакъ, всякiй nо
линомъ съ вещественными коэффицiентами можетъ быть 
представленъ въ видt прои3веденiя линейныхъ и квадрат

ныхъ множителей съ вещественными коэффицiентами. 

Общiе корни двухъ уравненiй и кратные 

корни. 

451. Общiе корни. Если обозначимъ чере3ъ '3:>(х) общiй 
наибольшiй дtлитель rюлиномовъ /(х) и g(x) и rюложимъ 

f(x) =/1 (х)'3)(х), g(x) g 1(x)'3)(x), 

то увидимъ ясно, что всякiй корень '3:>{х) будетъ общимъ корнемъ 
j(x) и g(x), и обратно, всякiй общiй корень j(x) и g(x) будетъ 
корнемъ '3:>(х), такъ какъ в3аимно простые полиномы / 1 и g 1 
одновременно обращаться въ нуль не моrутъ. Итакъ, общими 
корнями двухъ цt11ыхъ функцiй будутъ тt и только тt, 

которые обращаютъ въ нуль общаrо наибольшаrо дtли
теля этихъ функцiй. Изъ этой теоремы тотчасъ получается ра3-
ложенiе общаrо наибольшаrо дtлителя на линейные множители. 
Если f и g имtютъ общими ровно r корней равныхъ а, s корней 
равныхъ {J, t равныхъ у и т. д., то общiй наибольшiй ихъ дtли
тель есть 

'3)(х) = (х - а{(х fJ)"(x - ,i ... 
Мы сейчасъ увидимъ, что ра3ысканiе общихъ корней находится въ 
прямой свя3и съ методами исключенiя. 

452. Теорему, служащую основанiемъ методы Эйлера (§ 439, а) 
МОЖНО легко обобщить, 3амi;чая, ЧТО В03МОЖНОСТЬ опредtлить 
полиномы 

/; aoxn-i + a1X~i-1 + ... + an-i' 

gi = floxm--i + /:\ х,,._ .. 1 + ... + Pm-i 

такъ, чтобы имtло мtсто тождество 

(9) 
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есть необходимое и достаточное условiе длн тоrо, чтобы 

nолиномы 

имъли общаrо дълителя степени не ниже i. Тождество (9) 
разбивается (аналогично тому, что сказано въ § 439, Ь) на систему 
линейныхъ и однородныхъ уравненiй относительно чиселъ а и fJ, 
и возможность опредъленiя требуемыхъ полиномовъ fi и g; равно
сильна (§ 56) обращенiю въ нуль старшнхъ опредълителей нtко
торой матриссы. Эта матрисса получится изъ 

I а0 а1 а2 о 

о ао 01 о 

о о ао о 

alt= о о о а" , 
Ьо Ь1 Ь2 о 

о Ьо Ь1 о 

о о о ьт 

если выкинемъ изъ aJt послtднiя п - i изъ первыхъ п строкъ, 
и послtднiя 1z i изъ всtхъ строкъ. Если выкинемъ еще 2 i - 2 
послtднихъ столбцовъ, въ числt которыхъ послtднiе i 1 состоятъ 
исключительно изъ нулей, то получимъ одинъ изъ старшихъ опре

дtлителей aJt;_1 матриссы. Остальные, которые мы обозначимъ че

резъ ait~1:.\, alt~~l' ••. , ait~::Г, получатся изъ alt;_ 1 при послtдова· 
тельной замtнt ero послtдняrо столбца каждымъ изъ слtдующихъ 
за нимъ i 1 столбцовъ матриссы (не сплошь состоящихъ изъ 
нулей). Поэтому необходимыя и достаточныя условiя для суще:. 
ствованiя тождества (9) будутъ 

Для облеrченiя составленiя опредълителей aJt._1 полезно писать 
первыя п строкъ въ опредtлителt aJt въ обратномъ порядкt. 

Тогда для полученiя матриссы, содержащей всt опредълители (10), 
нужно будетъ вычеркнуть пер выя 11 - i и послtднiя п - i 
строкъ (Ш.) 

32 
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453. Такъ, напримi,ръ, въ случа-1, двухъ уравненiА 4-оА сте
пени, схема 

о о о 

1 о о ао а1 а2 а3 а4 о 

о ао а1 ЩJ а3 а4 о о 

ао а1 а2 а3 а4 о о о 

Ьо Ь1 Ь2 Ь3 Ь4 о о о 

о Ьо Ь1 Ь2 bs Ь4 о о 

о о Ьо Ь1 Ь2 bs ь, о 
1 

о о о Ьо Ь1 Ь2 Ьз Ь4 

тотчасъ обнаруживаетъ опредtлители 

~, ~ 1 • ~ и ~ а0Ь1 а1 Ь0 • 

Дал-1,е, легко вид-1,ть, что элементамъ схемы можно дать ниже

слi,дующее расположенiе 

ао а1 а2 аз а4 о о о 
1 

о 1 ао а1 й2 аз а4 о о 

о о ао а1 ЩJ as а4 о 

о о о ао а1 1 а2 а3 й4 

о о о Ьо Ь1 
1 

Ь2 Ь3 b.i, 

о о Ьо Ь1 Ь2 bs Ь4 о 

о Ьо Ь1 Ь2 Ьз Ь4 о о 

Ьо Ь1 ь? bs Ь4 о о о 

454. Предпославъ изложенное въ послi,днихъ двухъ §§, пе
реАдемъ теперь къ тоА интерпретацiи методы Эйлера, которая 
дана Сильвестромъ (§ 440). При этомъ вс-1, уравиеиiя, получаемыя 
по способу Сильвестра, будемъ писать въ такомъ порядк-1, (см.§ 455), 
чтобы коэффицiеиты получили именно то расположенiе, которое 
указано въ посл-1,д'!ей схем-!, § 453. Откииемъ i первыхъ и i nо
сл-1,днихъ уравиеиiй, и разсмотримъ остапьныя п + т - 2i уравненiй 
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какъ линейныя уравненiя относительно степеней х до ( п + т - ~)-ой 
включительно. Исключая изъ этихъ уравненiй вс-t степени х выше 

i-oli, получимъ уравненiе вида 

(11) 

Если р есть показатель степени 5> (общаrо наиболhшаrо д-tли

тели f и g), то, очевидно, / и g, одновременно д-tлящiеся на 
вс-tхъ линейныхъ множителей 5>, будутъ им-tть общихъ д-tлите
лей вс-tхъ степеней не выше р, но ни одного д'tлителя сте

пени больше р, т. е. тождество (9) будетъ удовлетворяться для 
i 1, 2, ... р, но не будетъ удовлетворяться при i > р. Сл-tдова
тельно, на основанiи (1 О}, вс-t опред-tлители &lt, &lt1, &lt2, ••• , &ltp-1 
равны нулю, и уравненiе (11) обращается въ тождество О = О, 
пока i < р, а при i = р, нав-tрно будетъ существовать уравненiе 

(12) 

Кром-t того, такъ какъ оно удовлетворяется каждымъ изъ р общихъ 

корней / и g, то ~Р ф О, и уравненiе (12) не можетъ быть сте
пени ниже р. Итакъ, число о бщихъ (неравныхъ или равныхъ) 
корней / и g равно указателю перваrо изъ чиселъ ряда 
:;к, &lt1, &lt2, ••• , не равнаrо нулю, и эначенiя этихъ корней 

получаются, какъ р-tшенiя уравненiя (12). 

455. Возьмемъ для припра опять уравненiя § 453 и составимъ схему 

f а0х7 + а1х6 + а2х5 + а3х4 + а4х3 =0 

а0х6 + а1х5 + а2х1 + а3х3 + а4х2 о 

а0.~ +. а1х4 + а2х3 + а3х2 + а4х =0 

\ 
{ а0х4 + а1х3 + а2х2 + а3х + а4 о 

1 
о0х4 + о1 х3 + о2х2 + о3х + о4 = О 

1 

о0х5 + о1х4 + о2х3 + o3:t,-2 + Ь4х =0 

o0:t,~ + о1 .х5 + o2xi + о3х3 + о4х2 =0 

t о0х7 + о1 х6 + о2 .х5 + о3х4 + о4х6 =0 

Если выполнены усповiя &11, = О, &11,1 = О, а ~ ::j.:: О, то можно утверждать, 
что данныя уравненiя им-tютъ два и только два общихъ корня. Для опред-t
ленiя ихъ достаточно исключить х3, х4, х5 изъ четырехъ средиихъ уравне
нiй схемы. Тогда получимъ уравненiе 

ао а1 а2 а3х2 + а4х 
о ао а1 а2 х2 + а3х ·1- а4 

= (j 
о оо о1 о2х2 + о3х + о4 
оо о1 о2 О3х2 + Ь4Х 

32 
·Х· 
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или 

I ао а1 а2 а, ао а1 а2 :, / _ &Я2х2 + 1: ао а1 а3 о ао а1 

Ьо Ь1 03 
х+ 

о Ьо Ь1 i·l ,-0. 
I Ьо Ь1 Ь2 Ь4 Ьо Ь1 Ь2 

456. Кратные корни. Для нахожденiя кратныхъ корней раз
личныхъ порядковъ на практикt поступаютъ слtдующимъ образомъ. 
Пуст~, .h (х) есть произведенiе множителей вила х а, соотвtтству
ющихъ простымъ корнямъ функцiи /(х), .fs (х)- произведенiе та
кихъ же множителей, соотвtтствующихъ двойнымъ корнямъ и т. д .• 
такъ что 

/(х) (x)f2
2 (x)f/ (x)f} (.,:). ·. 

Изъ сказаннаrо выше (§ 450, с; § 451) слtдуетъ, что общiй наи
большШ дtлитель f и производной /' будетъ 

S,1 (х) = f2 (x)f 1/ (x)f.1
3 (х) ••. 

Точно такъ же, общiй . наибольшiй дtлитель S,2 полинома Ф1 и его 
производной равенъ .fs_h2 ••• , общШ наибольшiй дtлитель S,3 по
лин?~а Ф2 и его производной равенъ h ... и т. д. Раздtлимъ f 
на Ф1 , S,1 на S,2 , и т. д. и пусть частныя отъ этихъ дtленiй бу

дутъ (JJ1 , Р2 , (]13 , ••• ; тог да 

Р1 (х) (x)fi (х) ... , !р3 (х) = f3 (:t·) • • ·, • · • 

и, наконецъ, 

IP1 (х) = J; (х), 
IP2 (х) 1 

Остается теперь только рtшить каждое изъ уравненiй 

въ отдtльности. Слtдовательно, разысканiе кратныхъ корней слага
ется изъ четырехъ рядовъ операцiй, а именно, одного ряда разыс

канiй общихъ наибольшихъ дtлителей, двухъ рядовъ дtленiй, и 
наконецъ, одного ряда рtшенШ уравненШ съ одними простыми 

корнями 1). 

457. Дискриминантъ. Чтобы н'hкоторая цtлая функцiя имtла 
кратные корни, необходимо (§ 450, с), чтобы существовали об
щiе корни этой функцiи и ея производной, а потому результантъ 
этихъ двухъ функцШ долженъ быть равенъ нулю. Этотъ результанть 

1) О кратныхъ корияхъ см. Trudi • Teoria dei determinanti• р. 179. 
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называется дискрt1минантомъ даннаго уравненiя f = О и обозна
чается обыкновенно череаъ ..1. Для его вычисленiя полезно сдtлать 

х 
данное уравнепiе одпороднымъ, т. е. аамtнить х на - и аатtмъ 

у 

умножить всt члены на у". Уравненiе приметъ тогда видъ 

f(x, у)= а0х" + а1х,,__1 у+ а.~х,,__2у2 + ··· + а"у" О. 

Такъ какъ, по теорем-в Эйлера (§ 372), xJ: + yf/ = nf, то вся
кiА кратный корень функцiи f обращаетъ въ нуль и /у', и обратно, 
всякое число, обращающее одновременно въ нуль J: и /и', обра
титъ въ нуль f и J:, т. е. будетъ кратнымъ корнемъ f. Поэтому 
дискриминантъ даннаго уравненiя можетъ только постояннымъ мно

жителемъ отличаться отъ результанта частныхъ проиаводныхъ его 

лtвой части. 

458. Раэсмотримъ, напримi;ръ, уравненiе третье!! степени 

а0х3 + 3а1х2 + Зазх а3 = О. 

Полагая 

f х,у) 
имi;емъ 

!fx' а0х2+2а1ху + азу2, !f/ = а1х2 2а2ху + agy2• 

Поэтому дискриминантъ даинаrо уравненiя будетъ (§ 437, ер. § 102) 

.1 = 4 (aua2 - а/) (а 1 а3 - а}) (а0 а3 :--- а1 а.1.)2, 
т. е. 

.1 За/а/ 6а0а1а2а3 а02 а/ 4а0а23 - 4а3 а/. 
Точно такъ же найдемъ дискриминантъ уравненiя четвертой степени 

ао.х4 + 4а1 х,'1 + 6азх2 +4asx + 04 о. 

равный, какъ замi;тилъ Буль (Boole), 

L1= J3 27]2, 

rдi; I и ] обозиачаютъ инварiанты (§ 87) 

I а0а4 -- 4а1 а3 + 3а22, ] = a0 a.Ja4 + 2а1 аза3 а/ - а0а/ а4 а/ 

биквадратичноl! формы а0х4 + 4а1х3у + ···. Дискриминантъ общаrо уравие
иiя n-oi!: степени есть функцiя коэффицiентовъ степени 2(п - 1) и вi;са 
п (п - 11. Сильвестръ 1) называетъ дискриминан:rомъ алгебраической формы 
съ v перемi;нными резу.г.ьтантъ ея первыхъ частныхъ производныхъ. Онъ 

будетъ однородною и изобарною функцiею коэффицiентовъ степени v(n-1)11
-

1 

и вi;са п (п - 1 )11---1 *) 

1) Philosophical Magaziпe, 1851. 
*) См. Salmoп: Algebre superieure, стр. 144-145. 
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Упражненfя и приложенiя. 

459. Одно то обстоятельство, что (§ 449) всякiй полиномъ n·ой сте
пени раЭJiаrается на п линейныхъ множителей, имtетъ мноrочисленныя слtд· 
ствiя, а также важныя и разнообразныя r1риложенiя. Мы начнемъ съ малень· 
каrо упражненiя, которое дастъ намъ полезный для будущаrо результатъ. 
Намъ извtстны корни полинома х" 1 (§ 394), а именно: 

" 2kл + .. 2kл 
й) = COS -- t Sln 

п п 
( k О, 1, 2, · ... , п - 1 ), 

и теперь мы можемъ утверждать, что 

х" - 1 = (х - 1) (х ro) (х ro2) ... (х - ro" 1), 

или, если раздtлимъ на х - 1, 

потому, при х = 1, 

п = (1 - w) (1 - ro2) ... (1 ro"-1). 
Но 

слtдователъно, сравнивая модули обtихъ частей предыдущаrо уравненiя, 
получимъ 

п = 2"-1 sin ~ sin 2:л, sin Зл · · · sin ~!)~ · 
п п п п 

Если мы теперь раздtлимъ четверть окружности круга на п частей, рав

ныхъ h ( h 2;), то сейчасъ найдемъ и произведенiе синусовъ уrловъ 
h, 2h, •.. (n-l)h. Въ самомъ дtлt, такъ ка.къ сумма уrловъ rh и (n-·1·)/& 

:л, • 
равна 2 , разсматриваемое произведеюе можно написать въ двухъ видах·ъ 

sin h sin 2h sin Зh ... sin (п - l)h, cos h cos 2h cos 3h ... cos (п l)k. 

Отсюда слtдуетъ, что его квадратъ, умноженный по 2"-1 , равенъ 

2h 4h . 2 2) h . :л . 2:л . (п 1 )л sin sin ... SIП ( п - = SIП ·- SIП -- ••• SIП -·····-
п п п 

tt 

Поэтому 1) 

sin h sin 2/z sin Зh ••. sin (п - l)h 

1) Въ .Lehrbuch der Algebra• von Н. Weber (Band 1, S. 424 и слiщ.) 
можно найти друriя интересныя формулы, аналоrичныя выведеннымъ. 
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460. Всякую рацiональную функцiю отъ х можно представить въ видi; 
частнаrо отъ дtленiя одной цi;лой функцiи f(x) на другую цi;лую g(x), 
при чемъ f и g можно считать взаимно простыми. Если представимъ себt 
еще, что цмая часть этого частнаго заранi;е выдi;лена, то можно считать, 
что степень f ниже степени g. Если извi;стны корни функцiи g (х), то весьма 

важно умtть разложить рацiональную дробьf<:1) на слагаемыя 
g(x 

просты я дроби, т.е. такiя, чтобы каждаяизъ нихъ обращалась въ безконечность 
только при одномъ изъ корней функцiи g (х). Предполагая сначала, что всi; 11 

корней а, fl, r, ... , l функцiи g{x) простые, положиъrъ, что g{x) предста
влено въ форм"!; (8). Такъ какъ, по предположенiю, ни f(x), ни g' {х) съ 
g (х) общихъ корней не имi,ютъ, то существуютъ числа 

а 
f(a) 
g' (а)' 

ь l 
f(l) 
g'(,f} 

и ни одно изъ нихъ не равно нулю. Замtтимъ теперь, что функцiя 

а (х - fJ) (х - r) ... + Ь (х - а) (х --- у) ..• + ... + l (х - (t) (х ;1) ••• 

при х = а обращается въ 

а (а - ~) (а r) ... ·= ag'(a) =f(aJ, 

при х fJ - въ f (fl) и т. д., такъ что при п раз.п:ичныхъ значенiяхъ х она 
принимаетъ значенiя, одинаковыя съ f(x). Но такъ какъ ея степень, какъ и 
степень f(x), меньше п, то она не можетъ отличаться отъ f(x), иначе раз
ность между нею и f(x) имi;ли бы больше корней, чi;мъ еднпицъ въ пока
зателt ея степени. Слi;довательно, 

(13) 
f(x) а Ь. 
g(x) =-;;-а+ х- + ... + l 

х 

Переходимъ къ общему случаю, когда g (х) = (х - lt)r (х fl)"(x ri ... , 
такъ что g(x) = (х а)т tp (х), rдi; tp (а) ::.j:: О. Каково бы ни было ат, имi;
емъ тождество 

f(.x) 
g(x> 

ar f (х) artp (х) ----- + -···--··---. 
(х-а? (.х- a)r tp (х) 

4иCJio ат можно опредtлить такъ, чтобы f (х) - атtр (х) дi;лнл<.,сь на х а, 

для чего необходимо f{a) -artp (а) = О, т. е 

ат 

Обозначая теперь черезъ f 1 и g 1 чаетныя отъ дtленiя f- a"tp и g на х-а, 
получаемъ 

f(x) а" fi(.x) -·-- - ---+ --
g (х) (.х а{ К1 (х) 

и своднмъ дi;ло къ разложенiю 11 • Эта дробь проще данной въ томъ отно
К1 

щенiи, что а будетъ корнемъ знаменателя кратности r - 1. Представляя 
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себi; повторенными предыдущiя соображенiя, можемъ прямо написать 

rдi; 

Продолжая такимъ же образомъ, дойдемъ до 

rдi; gr (х) или rp (х) у~е не имi;етъ корня а. Переходя къ разсмотрi;нiю 

корня /1, а потомъ по очереди и всi;хъ другихъ, видимъ, что окончательно 
придемъ къ формулi; 

( 14) 

f(x) _ а1 + а2 + 
g(x) - х - ct (х-а)2 

Ь1 Ь2 + х - /1 + (х - /1)2 + · · · 

ar +---
(х-а( 

ь. +--+ ... , 
(x-il)' 

которая, при r = s = t = ··· = 1 приводится къ (13). Коэффицiенты здi;сь 
имi;ютъ болi;е сложныя выраженiя, которыя мы вскорi; наllдемъ. На прак
тикi; этими выраженiями, впрочемъ, рi;дко пользуются, предпочитая прибi;г
нуть къ методi; неопредi;ленныхъ коэффиuiентовъ, послi; того какъ 
возможность представить данную дробь въ видi; (14) установлена. 

461. Обыкновенно коэффицiенты данной дроби числа вещественныя, и 
по соображенiямъ, которыхъ значенiе мы впослi;дствiи увидимъ, желательно 
разложить ее на простыя дроби съ коэффицiентами также вещественными. 
Съ этой цi;лью линейные множители функцiи g(x), соотвi;тствующiе сопря-
женнымъ мнимымъ корнямъ а и а, соединяютъ въ произведенiе вида x2+px+q 
( § 450, d), rдi; р и q-числа вещественныя. Такъ какъ числа, получаемыя при 

подстановкi; въ f, сперва а, а зцтi;мъ а, будутъ сопряженными (§ 447), 
_g 

то корни а и а дадутъ въ формулi; (13) членъ 

т т ах+ь --+--= ' х - а х - а х2 + рх + q 

rдi; а и ь числа вещественныя, потому что а= т + т, ь = - (та+ та). 
Переходя къ случаю кратныхъ корней, полаrаемъ g(x) = (х2 +Px+q( rp(x) 
и замi;чаемъ, что въ тождествi; 

f<x) = ах+ Ь +Лх)- (ах+ b)rp(x) 
g(x) (х2 + рх + q)r (х2 + p.t: + q/ rp(x) 

числа а и Ь можно опредi;лить такъ, чтобы f - (ах+ b)rp дi;лилось на 

.х2 + рх + q. Для этого достаточно вычислить число т = ~\~ и положить 
а а + Ь = т, а а+ Ь = т, откуда для а и Ь получатся вещественныя зна-
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ченiя. Продолжая идти тtмъ же путемъ, какъ въ предыдущемъ параrраф'h, 
увиднмъ, что каждая пара мнимыхъ сопряженныхъ корней кратности r 

дастъ въ раЗJiоженiи !_ на простыя дроби сумму членовъ сл'hдующаrо вИда: 
g 

arx + br 

+Px+q)"· 

462. Возвратимся къ вопросу § 460 и разберемъ его иначе съ ц'hлью 
получить общiя выраженiя коэффицiентовъ разложенiя. Положимъ, что g 
нм'hетъ v различныхъ корней а, rl, r, ... , l кратностей r, s, t, ... , k соот
в'hтственно, такъ что 

g(x) = (х · ·· а)"(х - Р)"'(х ri ... (х - l)~. 

Положимъ для сокращенiя 

g 1 (х) = (х Р)" (х r)t ... (х l)"', g 2 (x) = (х -· у/ ... (х 1.)1r, ... , 

g.,_ 1 (х) (х l)". 

Такъ какъ g 1 не обращается въ нуль при х = а, то можно, при д'hленiи 
J на g 1 , расположить частное по восходящимъ степенямъ х а. Такъ какъ 
f степени ниже tz, а g 1 степени tz -- r, то получимъ r членовъ упомяну· 
таrо разложенiя, т. е., им-tя 

(15) ! 
/(х) 
g

1 
(х) = а,. + а,._1 (х а) + а,._2 (х а)2 + · · · 

+ а1 (х - a)r-l + (х а{{:~:~, 

зам'hчаемъ, что / 1 будетъ степени ниже п r. Точно такъ же, раздмяя fi 
на g 2 , степень котораrо равна п - r -- s, и вьшисавъ s членовъ, получимъ 

(16) {
f.i(x).=ьs+ь8_1 (x Р)+ь8 __ 2 (х W+ 
g2(x) 

+ Ь1(Х - Р)"-1 + (х P)sf2(x), 
g2(x) 

rд'h f2 будетъ степени ниже п r - s. Продолжая такимъ образомъ, дой
демъ до функцiи J.,_1 степени не выше k --· 1, и можно будетъ написать 

f,,_1 (х) lk + lk-l (х А) lk_2 (х - l)2 + · · · + /1 (х - ;/.)
1

-
1

• 

Теперь дi;лимъ (15) на (х - а)", затtмъ (16) на (х fJ)" и т. д., наконецъ, 
посл'kднее уравненiе на (х - l)к. Суммируя, мы снова получимъ формулу (14). 
Кром-t тоrо, изъ самаrо процесса, посредствомъ котораrо мы установили 
равенство (15), вытекаетъ, что а .. , a,._i, а,._2 , ••• будутъ первые r коэф
фицiентовъ въ раможенiи функцiи 

f(x) 
g1(x) 

по восходящимъ степенямъ (х - а). Но мы им-tемъ 

rC(rl(a) r-\-lffr-\-l)(a) r 2g<r+21(a) 
(х - а) - - + (х - а) + (х - а) + -·- + · · · 

rl (r + l)! (r + 2)! ' 
g(x) 



506 V, 1. СУЩЕСТВОВАНIЕ И СЧЕТЪ КОРНЕЙ. 

и умноженiе рядовъ 

должно дать рядъ 

/(х) = /(а) + (х а/'(а) + (х 
1 

Отождествляя произведенiе первыхъ двухъ съ посл1щнимъ, найдемъ 

.,.,( ) 
/ ( а) = а ff__!!:__ ,. r! 

(17) 

\ f'}a) 

\ /"(а) gИ(а) g(r+l)(a) ir+2)(a) 

1 

~. ~ .=.а~-2 r! ~-ат.-~(~:?.+ а" (r + 2)! 

/r-l)(a) g(rJ (а) g(r+н(a) g'21"-1J(a) 
(r - 1)! а1 ·---;;:г + а2 (r +-1)! + · · · + а,. (2r l)! 

§ 462 

Изъ этои системы линеиныхъ уравненiй мы и иайдемъ посл1щовательно 
коэффицjенты а,., а,._1 , а,._2 , ••• , изъ аналогичной системы, относящейся 

къ корню р. наидемъ коэффицiенты Ь8 , Ь,._ 1 , ••• Дkйствительно, эти чиСJЖа 

будутъ первыми s коэффицiентами въ разложенiи функцjи 

(х P)"f1xl 
g(x) 

(х Р)" h(x) 

по восходящимъ степеням-& х - fJ При этомъ h(x) обозначаетъ рацjональ
ную функцiю, остающуюся конечною при х fJ и, сл1щовательно, разла
гающуюся по восходящимъ степенямъ х fJ. Но такъ какъ въ разложенiи 
(х - Р)" h(x) являются лишь степени х- а съ показателями, не меньшими s, 
то ь., Ь8 _1 , ... будутъ также первыми s коэффицiентами въ разложенiи 

(х - ·р)•:~:, н потому будутъ удовлетворять систем11 уравненiй, которая 
отличается отъ (17) только nмъ, что на м11сто а поставлено fJ, а на м11сто 
r поставлено s. Все сказанное относится н къ остальнымъ коэффицjентамъ 
ct, ct-l ... и т. д. Къ формул11, бол11е общей, ч11мъ (14), придемъ, исходя 
изъ какого нибудь разложенiя g (х) на множители, взаимно простые одинъ 
относительно другого попарно, · 

g(x) = ip,.(x)z"(x)v/(x) ... 

Тогда найдемъ 

rд11 суммированiе распространяется на вс11 множители р, х, 1/1, ••• , и а,, Ь;, с,, .. · 
будутъ прилично выбранныя цмыя функцiн, степеней соотв11тственио низ
wихъ, ч11мъ р, z, 1/1, ••• (См. прим:. lV.) Изъ этой формулы въ частности 
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сл1;дуетъ, если припомнимъ заключительное замi;чанiе § 450, то разложенiе 
на дроби съ линейными и квадратными знаменателями, и съ вещественными 
коэффицiентами, которое мы дали въ предыдущемъ параграф1;. 

463. Другое полезное приложенiе формулы (8) состоитъ въ разложе-
11iи siп х и cos х въ безконечныя произведенiя. Мы будемъ исхоцить изъ 
доказанной въ § 393 формулы: 

sin тО т т-1 . т (т - 1) (т 2) m-S . 3 cos о SIП о -- --i::~-cos о SIП о+ .... 

Пусть т равно нечетному числу 2п + 1; положимъ т О х, sin2 О z. 
Тогда предыдущую формулу можно написать такъ: 

sinx 
-------- = (1 

х 
(2tt + 1) sin 

z)n _ 2п (2п-1) z (l z)n---1 + .... 
6 

Правая часть есть цi;лая функцiя отъ z степени п; независимый членъ, 
какъ легко вид1;ть, равенъ J. Поэтому, разлагая эту функцiю на линейные 
множители, можемъ написать: 

sin х 
---···-----

(2п+ 1) sin 2n:l 

Корни ai, <L,i, ••• , ап получимъ, опред1;ливъ т1; значенiя х, которые обра
щаютъ въ нуль числителя sin х, отбрасывая значенiе х = О, которое обра
щаетъ въ нуль и знаменателя л1;вой части. При х :п;, 2:r,;, ... , n:r,;, полу
чимъ корни 

. 2 2,-,; 
SIП 2tt -\---1' ... ' а" sin2 ___.!!!':___ • 

2п + 1 

Поэтому будемъ имi;ть 

sin х 
(18) 

(2п + 1) sin 2п: 1 

( 

sin2_x ) ( sin2_x ) ( = 1 __ _ 2п+ 1 1 ___ 2_п+l_ . • . 1 
• 2 :r,; • 2 2:r,; 
sш 2n+l sш 2n+l 

sin2~-) 2п+1 ---- . 
• tt :r,; 

s102 2п-+-1 

Выбравъ опредi;ленное значенiе х, обозначимъ черезъ 'V наибольшее цi;лое 

число, заключающееся въ j: 1, и пусть п > ,v. Множители, с.цi;дую!цiе за 
v-тымъ въ произведенiи (18), вс1; заключаются между О и 1, произведенiе 
ихъ меньше 1, но больше (§ 155), ч1;мъ 

(19) 
( 

sin2 _х sin2 -~ sinll -~х ) 
2п+ 1 + ___!!z+l + ... +~t.!._ . 

. 2 (,v+l):r,; . 
2

(,v+2)n . 
2 

пл 
SIП ---- SIП --- SIП ---

2n+ 1 2п+1 2п+ 1
1 
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Теперь зам1iтимъ сл1щующее: когда е изм1шяется по абсолютной величинt 
:л; 

отъ О до 2 , какъ это и имъетъ мъсто д11я всъхъ дуrъ. входящихъ въ раз-
siп 0 2 

сматриваемое нами выраженiе, то --- убываетъ отъ 1 до - такъ что 
е :л:, 

492 < sin2 О < 02. 

Поэтому число, стоящее въ скобкахъ формулы (19), навърно меньше, чъмъ 

х2 
а слъдовательно, выраженiе (19) заключается между 1 и 1 4; н можетъ 

tx2 
быть представлено въ видъ 4-v , rдъ !-число, измъняющееся вмъсm 

съ х, п и ·v, но всегда лежащее между О и 1. Теперь мы можемъ написать 
правую часть формулы (18) въ вид1; 

1 --. _2п:-~ 1 

( 

sin2-~-) ( 

sш2 ---· 
2п+1 

Уетановивъ это, фиксируемъ v и увеличиваемъ п до безкоиечности. Оче
видно, будемъ им1,ть 

sin х 

lim (2п + 1) siп 2п ~-1 
х, lim -·-·------

. r:л 

SIП2n.+J 

t.x-2 
при всякомъ значенiи r. Что касается посл1щняrо множите11я 1-

411 
, въ ко-

торомъ измi.няется одно t, то онъ долженъ стремиться къ опредi.ленному 

предi.лу,nотому что 1-·'Е: равно отношенiю нi.котораrо числа, стремящаrося 
sinx . 

къ предi.лу , къ другому чиСJiу (nроизведешю всi.хъ друrихъ множите-
х 

11ей правой части форму11ы (18)), стремящемуся къ предi.11у, не равному 
нулю. Поэтому и t стремится къ иi,которому предi.лу, очевИдИо, лежащему 
между О и l, Итакъ, 

sin х х ( l - :) ( 1 ;:2) · • · ( l -· 7~) ( 1 -
0
;;} 

Если, -наконецъ, будемъ и 11 увеличивать безпредi.11ьно, то nолучимъ 

(20) sin х = х( 1 - ~) ( 1- ;~2) ( 1 - ~ 2) •••• 

Ана11оrичныя соображенiя могли бы дать и раз11оженiе cos х; но его можно 
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получить проще, замtчая, что 

siп2x 
COSX=---, 

2sinx 

и пользуясь полученнымъ результатомъ (20). Такимъ образомъ найдемъ 

(21) 

061. формулы принадлежатъ Эйлеру. 

509 

464. Въ заключенiе укажемъ н1.которыя изъ важн1.йшихъ приложенiй 
послtднихъ формулъ. 

:т; 

а) При х 2 , формула (20) даетъ 

ОбщШ членъ этоrо произведенiя мощно написать такъ: 

1 
1- 4п2 

Сл1.довательно, 

4 4 6 6 8 
. 3 . 5 . 5 . 7 . 

8 10 
·9··· 

Это формула Вал.лиса (Wallis). 

Ь) Раньше (§ 221) мы нашли 

(22) nl=an 

Формула Вал.лиса позволяетъ теперь найти постоянную а. Д1,йствительно, 
мы можемъ написать 

л 

2 
. 2 2 4 2п 

l1m · -- · - · · · --·······-
,.=,, 3 3 2п- 1 

lim - - • 
. 1 ( 2 · 4 · 6 · .. 2п )2 

"="-' 2п 1·3·5 ··· (2п 1) 

Съ друrой стороны, съ помощью формулы (22) выводимъ 

2 · 4- 6 ··· 2п (2 · 4 · 6 · ·· 2n'f' 4"(п!)2 

1 · 3 · 5 · · · (2п - 1) 1·2·3·4 ··· 2п= (2п)! 

rдъ 0 и О' лежатъ между О и 1. Слъдовательно, 

V-· v- 40-0' 
:п; • а п 2"-,. а -- l1m~-··· -е =-
2 - "="-' "Jf 2n 2 2 

и иаконецъ, а = У 2 :п;. 
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с) Взявъ сперва логариемы оп, об1.хъ частей равенства (20), а по
томъ производныя, по.пучимъ 

(23) cot х = -~ - (-~х __ + _у~--- + --2.~--- + · · ·), 
х п2 х2 4п2-.~ 9n2-x2 

Это разложенiе законпо, потому что рядъ въ скобкахъ равпом1.рно схо
дящiйся (§ 323, § 319, а). Зам1.тимъ, что, всл1;дствiе равенства 

2х 
-·---·-, 

пп-х n:л; х 

можно писать 

00 

cot х = _2..,·х-·---п·-:л;·-· 
-:Ю 

Такимъ образомъ, обнаружены т1. значенiя х, которыя обращаютъ cotg х 
въ безконечность, подобно тому какъ формулы (20) и (21) обнаруживаюп, 
т1. значенiя х, при которыхъ siп :t' и cos х обращаются въ нуль. 

d) Формула (23) им'l;еп, важное при.поженiе. Она даетъ возможность 
вычислить суммы 

1 1 1 
s = 1 +--+--+--+ ... 
р 2Р 3Р 4Р 

для всякаго четнаго р. Д1.йствительно, изъ (23) выводимъ 

или 

xcotx = 1 (~~
2 

+ :5~_1 + ~~ + --} (У.) 

Съ другой стороны, изв1.стио, что (§ 353) 

1 -(4B2 :t.·2 42В4х1+4ЗВ11х6 xcotx 21 4 ! б! ··} 
А изъ сравненiя двухъ раз.поженiй *) получаемъ 

1 1 1 (- l)p--t 23p--t B2pn2P 

1 + 2'2i, + 32j, + 42р + ... - ---1-:-2-:-г.:-2р---, 

что раньше (§ 365, а) было найдено инымъ путемъ. 

е) Къ свойствомъ функцiи Г(х), доказаннымъ въ § 252, мы можемъ 
теперь присоединить еще одно новое, въ высшей степени важное. Формула 
Вейерштрасса даетъ непосредственно 

1 "' . #,) 
I'(l +х)Г(l-х)- '/ ( 1 ·n2 

siпnx 
пх-' 

*) На основанiи теоремы о тождеств'!; степенныхъ рядовъ, доказанной 
на стр. 351. 
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откуда 

Г(х) Г(l -х) 

Въ частности, Г2(f) :тr, отсюда 

Г(Н 

Сим.метрическiя функцiи и функцiи, и.мъющiя н'h

сколько значенiй. 

465. Симметрическiя функцiи. Функцiя отъ ti перемtнныхъ 
а0 а2 , ••• , а,. наэывается симметрическою, если она не мtняетъ 
своей формы ни при какомъ 11еремtщенiи перемtнныхъ. Такъ, на
примtръ, симметрическими функцiями будутъ суммы с11 всевоэмож
ныхъ произведенiЯ по р множителей въ каждомъ, т. е. 

Эти суммы наэываются элементарными симметрическими функ-

11iями. Если положимъ, что всеrда воэможно, 

то, раскрывая правую часть и отождествляя съ лtвою, получимъ 

соотношенiя 

которыя надо запомнить. Въ частности. надо помнить, что въ каж

домъ алгебраическомъ уравненiи сумма корней равна ко
эффицiенту при второмъ членt, раэдtленнному на коэф
фицiентъ при первомъ, взятому съ обратным-ь энакомъ. 

(Предполагая, конечно, что члены расположены по порядку убы
ванiя степеней.) Затtмъ, важно замtтить симметрическiя функцiи 

sp al+a/+a/+ ··· +а!, 

частные случаи функцiи 

(24) ~аР•а Р,а Р, а Pv 
~ 1 2 3 et., ,, ' 

которую получимъ, если подъ знакомъ суммы переставимъ перемtнныя 

всtми воэможными 'способами. Ясно, что комбинируя линейно раз
личныя функцiи вида (24), получимъ всt цtлыя симметрическiя функ
цiи, какiя вообще моrутъ существовать. 
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466. Формулы Жирара (Girard). Взявъ производную отъ 
цtлой функцiи /(х), разложенной nредварите11ьно на линейные мно
жители, nолучимъ 

f'(x) 

l<x> 
1 1 

--+ +···+ 
.1:-а1 x-a,J х--а 

При : х J > J а i имtемъ 
1 1 а а2 

х-а - х+х2+.:1,-:1+···. 

Поэтому, при модулt х, большемъ модулей всtхъ корней уравне
нiя /(х) = О, найдемъ 

.['__(.~} = !о_ + :'! + ~ + ... 
/(х) х х2 х3 ' 

а отсюда получается тождество 

( l - ~1
- + ~ - · · ·) (s0 + + .:'\ + ·· ·) 
х х~ х х~ 

С1 2 с" 
11 (п - 1) х + (п - ) х2 · ... (VI.) 

Ряды здtсь можно продолжить до безконечности, условившись счи
тать ер О при р>п. Сравнивая коэффицiенты при х---Р, получимъ 

(1i - Р) ер = s0cP - s1 cp--l + s2cp_2 - · • • ± sP 

или 

рср S1 ср---1 S2Cp--2 + S3Ср·-З ••• =i=: sp. 

Это есть формула Жирара 1), позволяющая nослtдовательно выра
зить числа s и числа с, одни черезъ друriя, въ видt рацiональныхъ 
функцiй. При этомъ найдемъ соотношенiя (VI bls): 

s2 ci2--2c2 , с2=! (si2-s2) 

s3 =c1
3 Зс1 с2 +3с3 , с3= k (s13 --3s1 s2 +2sв), 

s4 = с14 --4с?с2 +4с1 c3 +2c2Z-4c4 , c4=-,.\(s1
4 -6s1

2s2 +8s1s3 +3s1? 6s4) 

467. Формулы Варинrа. Къ тtмъ же соотношенiямъ можно 
прямо придти, исходя изъ тождества: 

(1 ~)(1 ~)--·(• ~)=1 -;+{1--·--±~:-
Полагая для кратности 

С1 
и= -

х 

С_2+~3_ ... 
х2 х3 ' 

1) Остроумное и наглядное доказательство еямож но найти у Lucas 
• Theorie des nombres• р. 268. 
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получимъ изъ упомянутаго тождества, логариемируя и пользуясь 

извtстными раэложенiями върядъ (предполагая \.х\>!а"1, v = 1, ... , п; 
§ 332, а, с), слtдующее равенство 

(25) v 

При этомъ, конечно, предполагается, что I х / достаточно велика, чтобы 
I и / была < 1, что всегда возможно, потому что и стремится къ 
нулю, когда I х I возрастаетъ безпредtльно. Обратно, имtемъ 

(26) t1 = 1 
v V4 t,3 

е-.,_---+---- ... 
1 1·2 1·2·3 . 

Обозначимъ теперь черезъ 

сумму всtхъ nроивведенiй в;, в;, ..• В;т, въ которыхъ nоложительныя 
цtлыя числа t'i, i 2 , ••• , ir, равныя или неравныя между собою, имt
ютъ сумму, равную р. Иными словами, положимъ 

р 

IJ1 8p--l + 82 8р-2 + . • • + 811-1 81, • •. • s 8; 
р 

Теперь стоитъ только сравнить коэффицiенты при х-Р въ обtихъ 

частяхъ равенства (25) и (26), чтобы получить формулы Варинга: 

468. Теорема. Всякая цtлая симметрическая функцiя 
есть цtлая рацiональная функцiя отъ элементарныхъ сим-
метрическихъ функцiй. · 

Эта важная теорема уже доказана для функцiй s1 , s2 , s 3 , ••• , 

т. е. для функцiй типа (24) при v 1. Остается показать, что она 
будетъ справедлива для даннаго v, если допустимъ ея справедли· 

вость для всъхъ меньшихъ значенiй v. Если въ выраженiи (24) вы
полнимъ одно суммированiе, то выраженiе это можно будетъ на
писать такъ: 

,l) а/' a.z.P, ... а:~11 ( sP., -- а/" - a.z.P" а:1:__1) 

= '\" а Р,пJ'• ~ 11- 1 • '\"ар,, - ~ а Р,-Н>.,пУ• ~1'-l 
·,,;;;;.; 1 -.. • • • i>-1 ,.;;;_; 1 ,.;;;_; 1 ·-,: • • • 1'-1 

- ,l) a/•a/•ff,, ... а~1 
- • • · -- ,l) а/'а/' ... a.;':/-tP". 

Функцiи, стоящiя въ правой части, будутъ также типа (24) съ тою 
лишь разницею, что въ нихъ v замi;нено черезъ v 1 или 1. По 

33 
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условiю всt. онt. выражаются цt.лыми рацiональными функцiями отъ 
элементарныхъ симметрическихъ функцiй. Слt.довательно, то же са

мое можно утверждать и о лt.вой части. Сдt.ланное преобразованiе 
предполагаетъ, собственно говоря, что всt. числа р различны, но 
если два или нt.сколько показателей будутъ между собою равны, то 
получаемыя при этомъ приведенiя, теоремы не нарушаютъ. 

469. Прнведемъ нъкоторые примtры. Функцiя (24) при ')} 2 равна 

I a/•(a.}'•+ai'+ ··· + а.!') """а 11• (s - а 11') ~1 р; 1 • 

Слъдовательно, 

(27) '\' а Р,а.11, = s s 
~ 1 2 11, 11, 

если, однако, р1 Р2 = Р, то каждый членъ былъ два раза сосчитанъ въ 
сдtланномъ преобразованiи, а потому, то, во что обратится выраженiе (27) 
въ данном1? случаъ, равно половинt предыдущаrо результата: 

Точно такъ же имъемъ 

Пользуясь формулою (27), можно послъднее выраженiе написать такъ: 

Слъдовательно, получимъ 

(28) 2"a/•ai'a;/'' sP,s11,s11, - (s111 s11,+P, + s11,s11,+11, + s11,sPct-P,) 

+ 2sP,+P,.f1',. 

При Pi = р2 р3 р будемъ имtть 

470. Въ практическихъ вычисленiяхъ удобнt.е не дt.лать 
обхода черезъ функцiи s, и этого можно достигнуть, руководясь 
разсмотрtнiемъ вt.са и степени вычисляемой функцiи. Въ выра

женiе функцiи (24) черезъ числа с не могутъ входить члены, въ 
которыхъ число множителей больше р, если р наибольшiй показа

тель чиселъ а въ (24), потому что всякое с первой степени отно
сительно каждаrо а. Съ другой стороны, степень каждаrо с относи
тельно всt.хъ перемtнныхъ а какъ равъ равна указателю этого с. 
Поэтому вt.съ искомаго выраженiя равенъ числу всt.хъ равныхъ или 
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неравныхъ множителей а, входящихъ въ выраженiе (24), т. е. 

числу р1 + Л ... + р.,. Положимъ, напримъръ, что требуется 
выразить 

черезъ элементарныя симметрическiя функцiи. Формула (28) даетъ 
тотчасъ 

Теперь надо было бы выразить всi; s черезъ с, но выкладка была 
бы очень длинна, и результатъ трудно было бы провърить. Между 
тъмъ послtднiя замtчанiя позволяютъ прямо написать 

,,J; а1 а.,}а.33 k0 c6 + k1 с1 с5 + k2 c2 c4 + k3 c3
2 + k4 c1

2 c4 + k,,c,.i + k6 c1 с2 с3 • 

Численные коэффицiенты k0 , k1 , ••• , k6 опредtляютъ, написавъ пре
дыдущее равенство семь разъ для произвольно выбранныхъ част
ныхъ случаевъ. Такимъ образомъ, получается вообще система линей
ныхъ уравненiА, которая и даетъ 'значенiя k. Въ данномъ примtрt 
найдемъ 1 ) 

.}; а1 ag2 a3
3 = - 12с6 + 7 с1 с,,+ 4с2 с4 - 3с32 - 3с?с4 + с1 с2 с3• (VШ.) 

4 71. Вычисленiе дискриминанта. Большой интересъ пред
ставляетъ симметрическая функцiя 

Л = (а1 - а2)2 {а1 а3)2 (а2 ~ a:/r ... (а,._1 а")2, 

которую называютъ дискриминантомъ (§ 33, Ь) чиселъ а1 , а2 , ••• , а,.. 

Обращенiе дискриминанта въ нуль есть, очевидно, необходимое и 
достаточное условiе равенства двухъ или нtсколькихъ чиселъ а. 

Отсюда ясно (§ 457), что дискриминантъ алrебраическаrо уравненiя 
можетъ отличаться оп. дис1Сриминанта его корней только постоян

нымъ множителемъ. fакимъ образомъ, мы получаемъ новую методу 
для вычисленiя дискриминанта даннаrо уравненiя. Дискриминантъ 
уравненiя третьей степени 

напримtръ, равенъ 

1) Существуютъ табли111,1 симметрическихъ функцiй до 13-й степени 
(относительно а) включительно, въ которыхъ эти функuiи выражены въ 
элемеIПарныхъ с. См. Salmon-Fiedler, Algebra der linearen Transform., 
2-ое . изд. стр. 444. Въ н11мецкомъ изданiи Fiedler'a таблицы приведены 
только до 6-ой степени. До 10-й степени эти таблицы им11ются и во фран
цузскомъ переводi. О. Cbem·in'a (стр. 504), цитированномъ выше. 

33* 
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rдt ai, а2 , а3 корни этого уравненiя. Чтобы выразtiть его черезъ 
числа с, примtнимъ методу, указанную въ предыдущемъ параrрафt. 

Примемъ во вниманiе, что каждое изъ а входить въ равложенiе Л 
въ ч~твертой степени, что каждый членъ этого разложенiя заклю

чаетъ пъ себt шесть множителей (равныхъ или неравныхъ), и на
конецъ, что ер О при р > 3. Поэтому намъ надо прежде всего
найти всt равложенiя числа 6 на четыре цtлыхъ слагаемыхъ, заклю
чающихся между О и 3, включая границы. Эти разложенiя будутъ~ 

о+о+з+з, 1+1+2+2. 0+2+2+2, 1+1+1+s, 
о+ 1 +2+з. 

Теперь мы уже можемъ положить 

Для опредtленiя коэффицiентовъ k бу демъ давать числамъ а раз
личныя частныя значенiя. Прежде всего зам'hтимъ, что при а3 О 
вышеприведенное уравненiе переходитъ въ сл'hдующее (§ 465) 

откуда видмо, что k1 = 1 , k2 - 4. Примемъ теперь за а 
кубическiе корни изъ 1 и зам'hтимъ, что шz 1 ш ( c,J rt1·2), 

1-(tl (t/2 ((tl (t/
2); тогда найдемъ л (ct1-(tl2) 6 = сv=:з? = 27. 

Съ другой стороны, с1 = с2 = О, с3 1 ; слtдовательно, Л = k0 • 

Итакъ, k0 - 27. Положимъ, далtе, а 1 = 2, а2 = 2, а3 = - 1, 
при чемъ находимъ с1 3, с2 = О, с3 - 4; тогда получимъ 
4k0 = 27 k3 , откуда k3 = 4. Положимъ, наконецъ, а1 1, а2 lt 
а3 -- 1, при чемъ получимъ с1 1, с2 с3 - 1, тогда найдемъ 
k0 + k1 - k2 -k3 + k4 О, и k4 18. Слtдовательно, (ер. § 458) 

(29) 

Можно замtтить, что дискримииантъ уравиеиiя n·Ой степени всегда 
nln-1) 

содержитъ въ себt члеиъ ( - 1)2 - п" с:-1 (IX)., Наконецъ, не 
мtшаетъ напомнить (§ 33, Ь), что Л выражается въ суммахъ s въ 
видt квадрата опредtлителя Вандермонда. Для уравиеиiя 3-ей сте
пени 

выражеиiе, приводящееся къ виду (29) съ помощью формулъ, дан-, 
ныхъ въ коицt § 466. 
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472. Теорiя симметрическихъ функцiА даетъ новую методу 
исключенiя, которую теоретически можно считать наибо,1tе удов

летворительною. Если f и g цtлыя функцiи отъ х; а 1 , а2 , ••• , а" 
корни первой, /J1 , {J2 , •• • ·fJ,,. корни второй, то необходимое и до
статочное условiе для того, чтобы f обращалось въ нуль при х 
равномъ одному изъ корней g, состоитъ въ томъ, чтобы 
J(fJ1)f(fJ2 ) ••• f(fJт) было равно нулю. Но /(fJ1)/({J2) ••• /(/J,..) 
цtлая симметрическая функцiя корней функцiи g, и потому мо-

жетъ быть выражена цtлою рацiональною функцiею отъ коэффи -
цiентовъ данныхъ полиномовъ, откуда и получается новая метода 

дЛЯ вычисленiя результанта. Итакъ, результантъ / и g можетъ отли
чаться только постояннымъ множителемъ отъ каждаrо изъ произ

веденiй 

Т акимъ образомъ, теорема Безу (§ 443) становится очевидною. 
З1мtчая, далtе, что полиномы f и g можно написать въ видt 

f (х) = (х - а1) (х а:г) •.• (х - а..), g (х) = (х {J1) (х - Р2) ••• (х - fl,..), 

изъ предыдущаго видимъ, что результанrъ равенъ 

i==.n -n, »i 

П (а, - {J1) (а; - {J.,J ••• (а, - {1,..) = П (а; fJ}, 
~ ~i 

т. е. произведенiю разностей между всtми корнями одного поли
нома и корнями другого. 

473. Посл1щняя метода исключенiя можеть служить для вычисленiя 
нi,которыхъ опредмителеll. Такъ напрнмi.ръ, составленныll по методi. Эй
лера результантъ функцiй 

равенъ 

х1' 1, / (х) = а1 + а2х + а3х2 + · ·· + a"xn-l 

о о 

-1 О 
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Складывая первые (п-1) столбцовъ послiщовательно съ каждымъ изъ п -1 
послi,днихъ, получимъ 

al а2 а3 ... а" 
а,,. а1 а2 ... а,,,_1 

(30) &JI, а,._1 а" а1 ... а,..~2 

02 03 a,i ... а1 
Метода Безу дала бы посл1.днiй результатъ непосредственно. Съ другой сто

роны, тотъ же результатъ, какъ мы вид1.ли, равенъ /(1)/(m)/(ro2) ... /(т"-1), 
гд1. 1, Ф, m2, •.. , т"-1 корнн п-ой степени изъ 1. Сравненiе двухъ выра
женiй и дастъ значенiе циркулянта (30) (ер. § 33, с). Наприм1.ръ, 

а Ь с 

с а Ь = (а + Ь + с) (а+ тЬ + ro2c) (а+ Ф2Ь + Фе). 

Ь с а 

Выполняя умножеиiя и зам1.чая, что Ф + o-{J - 1, ()}"'!= 1, получимъ въ пра-
вой части 

(а+Ь+с) (а2+Ь2+сz Ьс-са-аЬ)=а3+ьs+с3-3аЬс. 

474. Функцiи, им'hющiя два или н'hсколько значенiй. 
Функцiя оть п перем-kнныхъ, для всякой системы значенШ этихъ 
перем-kнныхъ, можетъ вообще принять nl различныхъ значенiй, 
т. е. столько, сколько перестановокъ можно сдtлать изъ этихъ ti 

перемtнныхъ. Но понятно, что для н-kкоторыхъ спецiальныхъ функ
цiй число этихъ значенiй можетъ быть и меньше. Такъ наприм-kръ, 
симметрическiя функцiи им'!.ютъ только одно значенiе для каждой 
системы значенiй этихъ перемtнныхъ, и этимъ свойствомъ, какъ 

леrко можно показать 1), он-k вполн-k характеризуются. Олред-k

литель Вандермонда (§ 27, d; § 471) или ул можеть принимать 
только два значенiя, потому что всякая транспозицiя двухъ пере

мtнныхъ мtняеть только его знакъ, такъ что всякая четная подста -
новка оставляетъ его безъ измtненiя, а всякая нечетная переводить 

его въ - J/L[ Функцiи, имtющiя, какъ V Л, лишь два значенiя, 
отличающихся только знакомъ, называются знакоперемънными. 

475. Общiй видъ вс'kхъ знакоперем-kнныхъ функцiй 

есть 1, VЛ, гдt s симметрическая функцiя *). Существуеть, 
по крайней мtp'k, одна транспозицiя, которая измtняетъ данную 

функцiю р въ - р; иначе р была бы симметрическою функцiею, 

1) См. Netto .Substitutionentheorie", S. 1. 
*) Подразум1шается, что функцiя ц'l;лая рацiональная относительно 

вс1.хъ nерем1.нныхъ. 
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потому что оставалась бы неиамtнною при всякой подстановкt 
(§ 5). Пусть эта транспоаицiя будетъ (aia;). Она ничего не иамt
нитъ въ функцiи р, если а, aj, слtдовательно, въ этомъ предпо
ложенiи р = р, т. е. р равна нулю при а. = а j. Отсюда слt
дуетъ (см. выноску), что р дtлится на а; -- aj, а р2 на (а, aj)2• 

Но функцiя р2, очевидно, симметрическая, а потому не можетъ 
ааключать въ себt множителя ( щ aj)2, не заключая въ то же 
время и всъхъ друrихъ ему аналоrичныхъ. Она дtлится, слtдова

тельно, на Л, а функцiя р на VЛ. Пусть теперь v наивысшiй по
кааатель степени VЛ. входящiй множителемъ въ р. Если бы v 
было числомъ четнымъ, то частное отъ дtленiя р на с11мметричес-

кую функцiю (V.J}", было бы анакоперемtнною функцiею и no· 
тому содержало бы еще дpyrie множители, равные ул, что проти
ворtчитъ предпоJJоженiю. Слtдовательно, v равно нечетному числу 

2k + 1 и --:/fl=-- необходимо будетъ симметрическою функцiю s' 
( у д)" 

Итакъ, можно положить 

rдt s s'. ,1k симметрическая функцiя. Замtтимъ, наконецъ, что 
подстановки, не мtняющiя р, очевидно, совпадаютъ съ тtми, кото

рыя не мtняютъ ул: т. е. съ четными. А priori этого мы не мо
гли бы утверждать. 

476. Общiй вндъ функцiА, имtющихъ два аначеиiя, 

есть S1 + ;2 V-Л, rдt ь1 и s2-симметрическiя функцiи. Пусть 
р1 и р2 будутъ два аначенiя раасматриваемоА функuiи. Всякая под
становка, проиаведенная надъ перемtнными, оставляетъ (Jl1 отлич

нымъ отъ Pi, потому что подстановка иа~tняетъ лишь обоаначенiе 
перемtнныхъ. Отсюда: слtдуетъ, что любая подстановка либо не 
мtняетъ ни (Jl1 ни р2 , либо переводитъ одну въ другую. Слtдова· 
тельно, (Jl1 + (Jl2 симметрическая, а (JJ1 - (JJ2 анакоперемtнная функ
цiя. Отсюда слiщуетъ, что можно положить 

откуда 

477. Функцiи, не иамtняющiяся при любой четной под
становкt, или при любой круговой подстановкt трехъ пере
мtнныхъ, не моrутъ имiнь болtе двухъ значенiй. Сперва аа
мtчаемъ, что функцiя, не мtняющаяся при любой круговой подста
новкt трехъ перемtнныхъ, не иамtнится и при любой четной под· 
становкt (§ 10). Если бы функцiя, кромt аначенiй (JJ1 и р2 , имtла 
еще третье (JJa, то подстановки, иамtняющiя (JJ I въ р2 и (JJ"' въ Рз, 
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были бы необходимо нечетныя, и взятыя вмtстt были бы равно
сильны четноА, а потому f/Jз не могло бы отличаться отъ р1 • Эта 
теорема легко распространяется на функцiи, не измtняющiя своего 

значенiя при всикоА круговой подстановкt опредtленнаrо нечеr
наrо числа nеремtнныхъ. 

478. Кромt симметрическихъ и знакоперемtнныхъ 
функцiй, не существуетъ друrихъ, степени которыхъ мо
rутъ быть симметрическими функцiями. Пусть tp несимметри
ческая функцiя, но такая, что нtкоторая ея степень рР симметри

ческая функцiя. Легко убtдиться, разлагая показателя, на простые 

множители, что при ра:зысканiи функцitt t:p МОЖ!fО ограничиться слу
чаемъ р простого*). Если р не симметрическая функцiя, то суще
ствуетъ, по крайней мtpt, одна транспозицiя, которая измtняетъ 
одно изъ значенiй функцiи, напримtръ, (JJ 1, въ нtкоторое другое, 
положимъ, (JJ2 • Но по предположенiю при любой подстановкt 
(JJ/ (JJ./, откуда t:p2 = ro (JJ1 , rдt, какъ обыкновенно, ro есть корень 
степени р изъ. 1, не равный единицt. Если nримtнимъ упомянутую 
транспозицiю вторично, то предыдущее соотношенiе перейдетъ въ 

t:p1 = wt:p2 , откуда путемъ умноженiя получается ro2 = 1. Такъ 
какъ р по предположенiю, число простое, то необходимо р = 2, 
а слtдовательно, (JJ2 - t:p1 , и функцiя будетъ знакоnеремtнною, 
если она не симметрическая. 

479. Если число перемtнныхъ больше 4, то единствен: 
ныя функцiи, нtкоторыя степени которыхъ имtютъ только 

два различныхъ значенiя **), сами имtютъ только два зна
ченiя. И здtсь можно ограничиться разсмотрtнiемъ простого пока
зателя степени. Если бы функцiя р имtла бо11tе двухъ различныхъ 
значенiй, то существова11а бы, по кра11ней мtpt, одна круговая 
подстановка трехъ перемtнныхъ, переводящая одно изъ ея зна

ченitt р1 въ другое р1 • Съ другой стороны, та же подстановка не 

мtняетъ степени (JJP, такъ какъ послtдняя по nредпо11оженiю имtетъ 
только два раз11ичныхъ значенiя *). С11tдовате11ьно, fJJ/ = (JJ 2P, 

и (f)2 ro(JJ1 • Примtняя ту же круговую подстановку еще два раза, 

получаемъ (JJ3 = ro (JJ2 и затtмъ (JJ1 = т (JJ3 , слtдовательно, ro3 = 1. 
Поэтому р 3. Все сказанное выше можно повторить для круrо
воА подСТ!JНОвки пяти буквъ. Тогда наАдёмъ р = 5. Этотъ резу11ь
татъ противорtчитъ предыдущему, а потому, при п > 4, невоз
можно предположить, что (JJ имtетъ больше двухъ различныхъ 

значенiА. Въ случаt же п ~ 4 о подстановкt изъ пяти перемtн
ныхъ не можетъ быть рtчи, и противорtчiе изсчезаетъ (Х). 

*) См. прим'!эчавiе Х. 
**) При всевозможныхъ подстановкахъ. 
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480. Легко указать при п-== 4 функцiи, имtющiя больше 
.в:вухъ значенiй, степени которыхъ имtютъ только два зна

ченiя. Разсмотримъ, напримtръ, функцiю 

гдt 

(1)=-!+! 

Примtняя одинъ разъ за друrимъ подстановку ( а1 , а2 , а3 ), пере
водимъ функцiю р1 послtдовательно въ 

(J)2 = <Z)! + @ а3 + (,12 а1 ro2 ( а1 + ш <Z)! + со2 а3) со2 lfi, 

(J)3 Ga + (i)Gl + co2<Z)! (1) (а1 + @а2 + @2а3) = uнр1 • 

Для каждаrо изъ этихъ значенiй имtемъ 

(()3 а13 + <Z)!3 + ai + 6а1 <Z)!a3 

+ З@(а3а22 + а1 ai + а2 а12) + 3co2(a2 ai + а3а12 + а1 а._?). 

Функцiя (_/)3 , имtющая два рамичныхъ значенiя, должна (§§ 468, 476) 
выразиться въ элементарныхъ симметрическихъ функцiяхъ 

и въ дискриминантt (29). Дtйствительно, пользуясь тождествомъ, 
найденнымъ въ концt § 473, найдемъ 

a1s + <Z)!3 + а33 + 6а1 <Z)!U,1 

= (а1 + а2 + a 3)(ai2 + <Z)!2 + as2 - а2 а3 - а3а1 а1 а2) + 9а1 а2а3 
с1 (r12 - Зс2) t 9с3 • 

Далtе, 

(!J:!Ga2 +аза?+ а1 а22) + (asa.J + а1 а32 + а2ад 

= <Z)!Ga(c1 а1) + а.3 а1 (с1 а2) + а1 <Z)!(c1 а3) с1 с2 - Зс,!' 

Съ другой стороны, 

(<Z)!Ga2 + а3а12 + а1 <Z)!2) - (a3<Z)!2 + а1 аа2 + а2а12) 

= (<Z)! а3) (аз - а1) (а1 <Z)!) = ± ул. 
Слtдовательно, 

(31) q;3 -!(2с13 - 9с1 с2 + 27 с3) ± ! 

481. Точно такъ же, функцiя четырехъ перемtнныхъ cr,) 

((J=~~+<Z)!~+ш~~+aa~+co2~~+~~ 

*) Имtющая шесть различныхъ значенiй. 
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обладаетъ тъмъ своАствомъ, что кубъ ея имtетъ только два раs
личныхъ sначенiя. ДtАствительно, полагая 

Р1 (~а4 + ~а3, f!2 = ~а4 + а3а1, flв = а3а4 + Ui~, 

sамtчаемъ, что подстановка ( а1 а2 а3) влечетъ за собою другую 
(/J1 /J2 /J3). Поэтому мы попучимъ выраженiе р3, если въ правоА части 
форму11ы (31) sамtнимъ с1 суммою всtхъ /J, т. е. чиСJiомъ с2 , с2 -

суммою 

с3 - r~роиsведенiемъ 

/11/12 fl3 с?с4 4с2 с4 + г32 
и, наконецъ, ± v-:a- выраженiемъ 

<Р2 - /lз) <Рз - flJ (f11 fl2) 
(а2 - а3) (а3 - а1) (а1 - а2) (а4 - а1) (а4 П2) (а4 Па) = ± у]• 

Слtдовательно, 

(J)'~ i (2ci 9с1 С2С3 + 27 с?с4 - 72С2С4 + 27 C3Z) :J: f У-3Л. 

Впослtдствiи мы увидимъ, что благодаря именно существо
ванiю этихъ исключительныхъ функцiА и возможно рtшенiе 
уравненiй nервыхъ четырехъ степеней въ радикалахъ (XI). 

Вычисленiе инварiантовъ и другiя приложенiя. 

482. Соображенiя, изложенныя въ § 470, могутъ быть съ пользою 
приложены къ вычисленiю инварiантовъ бинарныхъ формъ (XII). Оrо
итъ· только замi;тнть, что инварiантъ есть функцiя коэффицiентовъ формы 
/(х, у), получаемой (какъ въ § 457) изъ цi;лой функцiи /(z) привеценiемъ 
послi;дней: къ однородному виду. Поэтому инварiантъ будетъ симметриче
скою функцiею корней ураввеиiя .f(x) О, обладающею слi;дующимъ своА· 
ствомъ: она не изм'kняется *). если. въ функцiи /(х, у) nроизведемъ какое 
угодно линейное преобразованiе перем'kнныхъ, что очевидно, равноси.льно 

зам1;н1; х на::~: въ функцiи / (х). При этомъ разность а, - aj двухъ 
корней уравненiя преобразуется въ 

аа,+ Ь + Ь (atl - Ьс) (а, а;) 

са, --- = (са,+ d) (са;+ d) · 

Для того, чтобы преобразованное выраженiе н'kкотороА функцiи отъ разно
стей а, - а; отличалось отъ нея самой лишь н'kкоторымъ множителемъ, оче

видно, необходимо, чтобы вс1; корни входи.ли одинаковое число разъ въ 

*) Точнi;е говоря, прiобр'kтаетъ лишь н'kкоторый множитель. 
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каждый членъ этой функцiи *), какъ это и им1;етъ мъсто въ дискрими
нантt. Такъ, наuрим1;ръ, функцiя 

(а1 - ~'f + (a.i а3)2 + (~ - а3)2 + · · · + (а" 1 a"f 

будетъ инварiантомъ лишь при ,i = 2. Ея значенiе (при произвольномъ 11) 

равно (§ 30) 

1

1 1 . . . 1 12 
а1 а2 ... an I 

so s1 1 = (п - 1) с12 2п~. 
S1 ~ l 

Точно такъ же, для биквадратичной бинарной формы инварiантомъ будетъ 
слъдующая функцiя 

~ ~~-~+~ ~~-~+~ ~~-~ 

которую легко выразить въ коэффицiентахъ съ помощью изложенной раньше 
методы. Полагая, какъ подобаетъ (§ 470), 

!-.}; (а2 а3)2 (а1 - а4)2 k0 c2
2 + k1 с1 с3 + k2c4 , 

находимъ, при а1 = а3 , а2 а4, 

(а1 - а..!)4 k0 (1:i2 + ~2 + 4а1 ~)2 + 4k1 a1 ~(a1 + ~)2 + k2 a1
2 ~ 2, 

откуда k0 = 1, k1 3, k2 = 12. Такимъ образомъ находимъ снова ква-
дратичный инварiантъ биквадратичной бинарной формы 

(32) 

Зам1;чательно, что первоначальное выраженiе 1 черезъ а разлагается на два 
множителя, ц1;лыхъ и рацiональныхъ относительно а. Д1;йствительно, введемъ 
въ разсмотр1;нiе т1; функцiи fJ отъ корней а, которыя были опред1;лены въ 
предЫдущемъ параграф1;, и зам1;тимъ, что 

/12 - flз (~ аз)(а4 - ai), fls Р1 = (as · а1)(а4 а2), 
Р1 Р2 = (а1 а..!)(а4 а.3). 

Тогда получимъ 
1 = tl(P2 Ps'f + {Р3 - fl1'f + (Р1 

= fl12 + Р22 + Ps2 - fl2f13 - flsfl1 
а сл1;довательно (§ 473), 

(33) 
f 1 = [а1а4 + ~а3 + w (а2а4+ asai) + w2(a3a4 + a1~)I 

t Х [а1а4 +~аз+ w2(~a4 + аза1) + W (а3а4 + a1a2)J. 

Общн1;е для всякой бинарной формы четной степени 1) 

f(x, у) аох" + !'_ а1 хп-1 у + ~(tz----_!) а.,хп-2 у2 + ... + а у" 
1 1·2 ~ " 

инварiавтомъ будетъ симметрическая функцiя 

_J;(ai ~)2 (lI:J - а~ •.• (а,._1 - ап)2 

*) д,ля того, чтобы ,вс1; дроби им1;ли одиваковаго знаменателя. 

1) См. Salmon 1. с. стр. 184. 
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корней уравненiя f(x, 1) О. Она выражается, независимо отъ численна го 
множителя, сл1щующимъ образомъ: 

··· + а,...а0) ")· 

483. Кубическill инварiантъ 

(34) ] = !(2с23 9с1 с2 с3 + 27 с?с4 12с2 с4 + 27 с32) 

биквадратичноll формы f(x, у) nолучимъ, разсматривая симметрическую 
функцiю 

(35) + (а1 а~(а3 
+ (~- а3)(а1 

aJ(a2 а3)2 (а1 - а4)2 

а4)( а3 а1)2 ( ~ - а~ 

корней уравненiя f(x, 1) О (ХШ). Вычисленiя § 481 даютъ возможность 
получить другое выраженiе д.ля J, которое легко рамагается на три мно
жителя, ц1шыхъ и рацiональныхъ относительно а. Въ самомъ д1шt, напи
шемъ выражен!е (34) для 2] въ сл1щующемъ видt 

2с23 9с2(с1 с3 -4с4)+27(с12 с4 4c2c4 +cs2). 

Тогда оно тотчасъ nреобразуетс11 въ сл1щующее: 

- f23 + 3с2ЧВ1 + Р2 + Ps) 9c2(fJ2Bs + flsfl1 + i:l1P2) + 27 P1P2flз 
= (3f11 -- C2)(3f12 - c2)(3fls С2) 

(2 fJ1 - Р2 - flв)(2 fl2 fls - Р1)(2 fls fl1 - fl2) • 

Легко теперь узнать, что къ тому же виду приводится и выраженiе (35) или 

(fl1 - РзНР2 fJJ2 + (/J.,J - fl1) (!Js fl2)2 + (!J3 - /J2Hfl1 - Рз)2. 

Поэтому имtемъ 

(36) 

] ! [2(а1 а4 + ~аз) - (а1 + а,1)(~ + ~) 1 
Х [2(a,ia4 + а3 а1)- (~ + aJ(~ + ai)] 

Х [2(а3 а4 + а1 a,i) (а3 + а4)(а1 + a,i)]. 

Выраженiя (32) и (34) для / и ] отличаются только численными множите
лями отъ данныхъ раньше въ § 87. Но указанное въ § 458 соотношенiе 
Буля измtнится въ нижесл1щующее: 

(37) L1 = -,,\(13 - ]2). 

484. Упраж:иеиiя. а) Составить кубическую форму, опредt
ляемую корнями 

'У1 = /?2 + flз 2/11, 'У2 = /Js + /11 2Р2, 'Уз= Р1 + fl2 - 2/Jз· 

Сумма этихъ чиселъ равна нулю. Произведенiе, какъ сейчасъ бы.110 найдено, 
р,1вно - 2], а сумма произведенiй по два 

*) Коэффицiенты равны биномiальнымъ, только средиiй разд1шенъ на 2. 



§ 484 ВЫЧИСJJЕШЕ ИНВАРIАНТОВЪ И ДРУГIЯ ПРИЛОЖЕfШf. 525 

Слъдовательно, искомая кубическая форма равна (§ 465) 

.Q(.x) .х3 3 l .x + 2] *). 

Она тkмъ зам'hчательна, что им'hетъ тотъ же дискриминантъ, что 
и биквадратичная форма, опред'hляемая корнями а1 , 11:!, а3 , а4 • 
Дъ:llствительно, 

1'2 - Уз = - 3(fJ2 f]3) 3(11:! - а.3)(а4 - ai) И т. д., 

а потому дискриминантъ равенъ 

Если хотимъ найти ero выраженiе въ коэффицiентахъ кубической формы, 
то на основанiи формулы (29) им'hемъ посл'hдовательно 

Такимъ образомъ, снова подтверждается формула (37). 
Ь) Составить уравненiе, котораrо корни равны анrармони

ческимъ отношенiямъ четырехъ чисеJJъ. зная уравненiе, которому 
у довлетворяютъ эти числа. Корни искомаrо уравненiя будутъ равны 
(§ 417) 

Сл'hдовательно, искомое уравненiе будетъ 6-ой степени, и не должно м'h-
. 1 

пяться отъ зам'hны неизв'hстной l на I или на 1 1. Чтобы удовлетворить 

первому условiю, очевиmо, необходимо, чтобы коэффицiенты кра:llнихъ чле
новъ и члеиовъ, равно отстоящихъ отъ концовъ, были равны между собою. 
Зам'hчая еще, что сумма шести корней равна 3, а произведенiе ихъ равно J, 
находимъ, что искомое уравненiе будетъ вида 

(38) l6-3l5+aл.4-blз+al2 31+1=0. 

Чтобы .оно не м1шялось при зам'hнi; l на 1 l необходимо, чтобы сумма 
вdхъ коэффицiентовъ была равна 1 **), поэтому 2а - Ь = 5. Остается вы
числить а. Припоминая, что а есть сумма всi;хъ произведенiй корней по 
два, а сумма корней равна 3, находимъ 

9 _ 2а = ;.12 + ;..,2 + 1 2 + 1 + J_ + J__ ***) 
~ "'.:! ~2у 

*) Точнi;е говоря, 
.Q(.x, у)= .х3 31.ху2 + 2Jy3. 

**) Сумма коэффицiентовъ /(1) равна /(1), но /(1) = /(1 - ).), т. е. 
/(1) =/(0) 1. 

***) Квадратъ суммы безъ удвоенно:!! суммы nроизведенiй по два 
равеиъ сумм'h квадратовъ. 
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Замъчая, что. съ другой стороны, инварiантъ / = {J/· + · · · - //2 {13 
(§ 482) можеть быть приведенъ къ виду 

увидимъ, что 

и аналогично 

/ 
/~)-· 
уд 

Отсюда путемъ возвышенiя въ квадратъ и сложенiя найдемъ 

а затъмъ 

12 ·2 12 1 1 1 
"'l + Л2 + '-3 + J:;":i + ):;J!, + ~2 = 

а 

)3 
2--· 
д 

Подставляя эти значенiя въ равенство (38), получаемъ 

(12 l + 1)3 /3 
).2(,i. - 1)2 = д. 

Принимая во вниманiе еще формулу (37), можемъ написать 

(l2 -l+ 1)3 /3 
(l + 1)2(l 2)2(l -t)2 р: 

Правая часть ес~ь абсолютный инварiантъ (§ 87). Отсюда слъдуетъ, что 
если два уравнеmя 4-ой степени имъютъ равные абсолютные инварiанты, 
то rpynnы 4 корней того и другого уравненiя имъютъ одинаковыя анrар
моническlя отношенiя. Кромъ того, видимъ, что обращенiе въ нуль ква
дратичнаrо инварiанта 1 характеризуетъ эквианrармоническое, 
а обращенiе въ нуль кубическаrо инварiанта ]-гармоническое 
расположенiе корней (§ 417). Эти два свойства, которыя, такъ сказать, 
написаны въ формулахъ (33) и (36), имъютъ замъчательную геометрическую 
иитерпретацiю 1). 

485. Функцiя Гессе. Съ изученiемъ функцiи /(х) связано изученiе 
функцiи Гессе Н(х), т. е. другой цълоИ функцiи, которая по приведенiи къ 
однородной форldъ пропорцiональна опредълителю Гессе (Гессiану) (§ 378) 

1) 'см .• Vorlesungeп iiber Geometrie• v. Clebsch Band. I, S. 239; 
Bd. П, S. 615. 



§§ 485-486 ВЫЧИСЛЕНIЕ ИНВАРiантовъ и ДРУПЯ ПРИЛОЖЕНIЯ. 527 

При у = 1 имtемъ 1; = /. 1;: = j'' *), .а друriя частныя производпыя вы
числяются примtненiемъ теоремы ЭАлера (§ 372) къ функцiямъ /, j', 1;: 

xf' + 1; = nf, xf,, + 1; = (п l)f', xf; + 1;~ = (п - 1)/;. 

Пользуясь этими формулами для исключенiя производныхъ, взятыхъ по у, 
преобразуемъ опредtлитель Гессе послtдовательно въ 

1 /'' (п - 1 )/1 
' 

1 1:; (~ - 1 )/; 1 1 

/'' f' 1 
(n - l) (п l)f' nf ' 

Мы условимся полагать 

н = 1 f' !" 1 
nf (п l)f' = п = 1 ( 1)/'2 - nff", 

т. е. 

Н(х) = (п l)f'2(x) - 11/(x)f"(x). 

Такимъ образомъ, каждоА цtлой фуnкцiи /(х) степени п соотвtтствуетъ 
функцiя Гессе Н (х), степень котороА вообще равна 2 п 4, что сеАчасъ 
же видно изъ первоначальной формы 1{ (въ видъ опредtлителя изъ вто
рыхъ производяыхъ), изъ которой, полагая 

находимъ 

_!!(х) = (a1 xn·\! + (п - 2)а2хп-з + !(n - 2)(п 3)а3хп-4 + ···)2 
п2(п !) 

-(а0х"-2 +(п 2)а1х,._3 + · · ·)(~х"-2 + (п - 2)a3xt>-3 + ···). 
486. Послъ сказаннаrо выше поставимъ себt теперь задачу: вы р а

з итъ Н(х) въ корняхъ функцiи /(х). Мы будемъ исходить изъ ра
венства 

f' (х) 1 ····-=.~-+ I(x) х ~ а1 х 

откуда, взявъ производныя, получимъ 

/'2(х) 
р(х) 

f" (х) 
f(x) 

Полагая для сокращеиiя 

1 • 
+···+ U:! Х' а" 

1 1 1 
а= ··+-········-··+···+--, Р (x---ai)1' (x-(Z:!)1' (х- ci")P 

имtемъ, слiщовательно, 

f" 7 =а?-~, 

*) f' и f" для кратности обозиачаютъ производяыя f'(x) и f''(x). 
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а поэтому 

(39) 
н 

/2 
(п 

f'2 
1) -
р 

f" 
п 7 =11~ 

Зам1,чая, что правая часть есть квадратъ матриссы 

х а" 

можемъ написать (§ 30) 

н 

и, наконецъ, 

§§ 486-487 

гд1, суммированiе распространяется на вd пары корней а1 , а2 , а3 , ••• , а" 

Какъ видимъ, Н (х) есть сумма квадратовъ, которые вс1, будутъ положи
тельными при х и а вещественныхъ. При этихъ условiяхъ Н (х) можетъ 
обратиться въ нуль только тогда, когда каждый изъ квадратовъ равенъ 
нулю, а это возможно лишь въ томъ спуча1,, когда вс1, а равны между со
бою. Изъ сказаннаrо вытекаетъ сл1,дующая теорема 1): если ц1,лая функ
цiя \IМ1,етъ вс1, корни вещественные и неравные, то ея функцiя 
Гессе им1,етъ вс't корни мнимые. 

487. Полезно зам1,тить, что кратные корни функцiи f будутъ 
также кратными корнями функцiи Н. Д1,йствительно, если f итетъ 
д1,лителя (х а)2, то и f'2, а сл':\;довательно и Н, им1,ютъ того же д1,ли
теля. Отсюда сл'tдуетъ, что дискриминантъ D функцiи ll непрем1,нно обра
щается въ нуль, когда дискриминантъ функцiи f равенъ нулю. Чтобы это 
ИМ'БJIО м1,сто, необходимо и достаточно, чтобы D д'БJlилось на А. Припом
нимъ теперь, что (§ 458) дискриминантъ А. относительно коэффицiентовъ 
функцiи f, будетъ степени 2 (п 1) а в'tсъ его равенъ п (п -1). Чтобы 
оnред1,лить в1,съ D, надо зам1,тить, что в1,съ каждаrо коэффицiента въ Н. 
разсчитанный относительно коэффицiентовъ въ /, оказывается увеличен
нымъ на 2 единицы, такъ что искомый в1,съ, относительно коэффиuiентовъ 
функцiи /, равенъ 

(21i - 4) (2п 5) + 2 · 2 (2п 5) = 2п (2п 5), 

D 
а. сл'tдовательно, в1,съ :i равенъ 

2п (2п ~ 5) - п (п 1) = Зп (п 3). 

Такъ какъ при п = 3 это число равно нулю, то можно утверждать, что ку
бическая функцiя и ея функцiя Гессе им'tютъ одинъ и тотъ же 
диск р и мин ан тъ. Для биквадратичной функцiи, наnротивъ, дискриминантъ 

1) См. зам'tтки Gerbaldi и Schoute въ .Rendiconti del Circolo mate
matico di Palermo• (1889). 
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ея функцiи Гессе разлагается на два множителя одинаковаrо въса изъ ко
торыхъ одинъ есть дискриминантъ данной функцiи. Это обстоятельство 
можно было бы и непосредственно установить, ес11и бы сначала, помощью 
довольно сложной вык;шдки, составили инварiанты (квадратичны!! и кубич· 
ный) функuiи Гессе, которые должны получиться равными 16]2 и 64]~. 
Формула Буля да.~а бы тогда 

D 212 (JB + ]2) д. 

Но замъчательная Теорiя апrебраическихъ формъ даетъ бопъе 11erкie 
и скорые способы вычиспенiя 

488. Функцiя Якоби. Также замъчатепьна функ1Оя Якоби Q(x), 
пропорцiонапьная опред1шитепю, состав.ленному нзъ первыхъ часrныхъ про
изводныхъ отъ функцiй f и Н *). Это также цъ.лая фупкцiя степени, вообще 
говоря, п 1 + 2п 5 = 3 (ti 2). По тсоремt Эйлера 

поэтому имъемъ (§ 485) 

Мы ПОJIОЖИМЪ 

хН' + н; = (2п - 4)Н 

(211 

Н' j 
1 = (2п - 4) Hf' - t1f Н'. 

4)Н I 

Q=(1i-2)Hf' -t,nfH'. 

Постараемся теперь выразить Q въ корняхъ функцiи f. Изъ формулы 
(39), взявъ производныя и замъчая, что о'р = --pop+J, по.лучимъ 

С11ъдовате11ьно, 

Q 
р 

1 1 
Обозначимъ на минуту черезъ а, /J, 7 . · . дроби -~-· , , · · · , и на 

х-а1 х-а2 
пишемъ правую часть такъ: 

п2(а3 f-P'J+ ···)-Зп(а+Р+ ···) (а2+;12 + ···)+2(а +i'J+ ···)3 

(п 1) (п - 2) :2а3 3 (п 2) l:aP (а + {J) + 12 1:a/Jy. 

Тогда тотчасъ увидимъ, что это выраженiе получится отъ споженiя слъ
дующаrо 

2 (а3 + fJ! + у3) ЗjJy (iJ + 7) - Зуа (у+ а) - За,J (а + {J) + 12а//у 

со всъми ему аналогичными. Но поспъднее выраженiе есть разпоженiе про
изведенiя 

(2а - /1 у) (2{1 -- у -- а) (27 а /J) ; 

х 
*) Подразумtвается, приведенныхъ къ однородному виду подстановкою -

у 

вмъсто х и умноженiемъ на соотвътственныя степени у. 

34 
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поэтому можемъ написать 

и. наконецъ, 

~ I (х ~ ai - х 1 а j х 1 aJ 
Х (х 2 aj -- х ·~ ak - х 1 а) 

x(x-=ak l 

Q(x)=2[2(a1x+a;ia3) (a:i+as) (x+a:i)I 

Х [2 (a;ix + asa1) - (а3 + (LJ (х + a;i)I 

Х [2 {а3х + a:i.a:i) (а1 + а2) (х а3)] 
Х (х - a4'f (х - а:;)2 · · · (х - а.,.)2, 

rд-t суммированiе распространяется на вс-t тройки корней. 

489. Возвратимс11 къ формуламъ опред-t.nенiя: 

§§ 488-489 

H=(n 1)/'2-п/f", Q=(n-2)Hf' tпfll'. 

Возвышая вторую въ квадратъ и исключая f ,2 съ помощью первой, по.nучимъ 

(п - 1) Q2 = (п - 2)2 Н2(Н + nff") п (п - 1) (11 2) HH'ff' 
+tп2(п l)j2H'2 

или 

Ф=n(n-2)HJ[(n- l)li'f' (п 2)Н/"1 fn2(n- l)j2H'2, 

rд-t для сокращенiя положено 

ф (п 2)2Jl3-(n-l)Q2. 

Дa.nte, им-tемъ 

Н' (п 2)/'/'' - njf"' 

и, с.n-tдовательно, 

(11 - 1) Н' f' - (п - 2) ll/11 = nj[(n 2)/"2 - (п - 1)/' jflf]. 

Отсюда 

ф 

п2/2 
(п 2) Н[(п 2)/"2 - (п - 1)/'/"1- t(n 

Правая часть есть ц-Ъ.nая функцiя. Итакъ, существуетъ линейная ком
бинацiя изъ нз и Q2, д-t.nящаяся на J2. Это зам-tчанiе даетъ возмож
ность для каждаrо значенiя п находить важныя сооnюшенiя между Н и Q. 

Еще надо зам-tтить, что Ф степени б (п 

б (ti - 2) - 2п = 4 (п 3). Наконецъ, полезно 
Q и Ф. Нанисавъ f въ вид-t 

ф 
2), а нотому р степени 

знать старшiе члены въ ll, 
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найдемъ 

Н = [(п 1) с12 
Q = [(п - 1) (п 

2nc2J x2t>-4 + · · · 
2) с13 - Зп (п - 2) с1 с2 + 3п2с3j х3п-6 + ·. · 

Ф = [ - 9п2 (п 1) с32 + 3 (п - 1) (п - 2)2ci2c22 8п (п - 2)2с2"' 

- 6 (п - 1)2 (п 2) с13с3 + 18п (1: - 1) (п - 2) с1 c2cs] п2х6"-12 + · ·· 
490. Приложенiе къ кубической функцiи. а) Для кубической 

функuiи 

х3 С1Х2 + С2Х С3 

функцiя Гессе будетъ квадратною, а функuiя Якоби также кубическою фуик
цiею; черезъ корни а1 , а2 ,. аз функцiи f онъ выражаются формулами 

t40) Н = (~ - aif (х а1)2 + (а3 -- а1)2 (х - а,.;)2 + (а 1 (t._a)2 (х - а3)2, 

(41) Q [2(а1х+а2аа)-(а2 +а3) (x+a1)J 
Х [2 (~х + а3 а1) - (аз+ а1) (х + а2)] 
Х [2 (аах + а1 ~)- (а1 + аа) (х + аз)J. 

Эти выраженiя обнаруживаютъ замъчательныя rеометрическiя зависимости 
между разсматриваемыми тремя функuiями 1). Корни а/, аа', щ{ функцiи Q 
выражаются раuiонально въ корняхъ функцiи f. Они опред1шяются урав
ненiями 

которыя выражаютъ, что 

1, 

т. е. каждый корень функuiи Q гармонически сопряженъ съ кор
немъ функuiи· f, относительно двухъ др.уrихъ корней той же 
функцiи f. Отсюда слъдуетъ, что когда корни а1 , а,.з, (l;i функuiи f даны, 
то корни функцiи Q будутъ находиться (§ 417) на окружности круга а1 (!:Jаз· 
Каждый изъ корней фудкuiи Q, напримъръ ai', можно построить, замъчая, 
что касательныя къ .кругу въ точкахъ а/ и <ti встрi;чаются на прямой аа а3, 
или что касательныя въ .а2 и а3 встръчаются на а1 (ti'. Эти построенiя о6на
руживаютъ взаимность, существующую между двумя кубическими функui
ями, потому что касательныя въ а1 и а/ встръчаются также на 1;./ а3', и 
касательныя въ аа' и а' 3 на ai ai'. Оба треугольника имъютъ общую 
точку Лемуана (§ 419), въ которой встръчаются прямыя а1а/, ~а./, 
а3а{, т. е. прямыя, соединяющiя вершины каждаrо треугольника съ полю
сами противолежащихъ сторонъ. 

Ь) Если будемъ разсматривать кубическiе корни изъ 1 

(!) = - -!(1 

какъ величины извi;стныя, то выраженiе (40} функцiи Гессе тотчасъ разла
гается такъ, что корни функцiи Н можно выразить рацiонально черезъ 
корни функцiи f. Зам·Jпимъ сперва, что если три числа (1., j:I, 1 удовлетво
ряютъ соотношенiямъ 

1) Clebsch .• Vorlesungen iiber Geometrie" 18. 1. S. 218 и 227). 
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то кубы этихъ чиселъ между собою равны. Дъйствительно, а2 = (Р + 7)2 
а2 + 2,87, откуда а2 {Jy, и а3 Р6 = ,.s. Отсюда слъдуетъ, что а, {J, 1 

пропорцiональны кубическимъ корнямъ изъ единицы. Теперь замътимъ, что 
выраженiе (40) есть сумма квадратовъ трехъ чиселъ, сумма которыхъ 

тождественно равна нулю. Слъдовательно, если подставимъ вмъсто х ко
рень функпiи Н, то отношенiе двухъ этихъ чиселъ можетъ 11.мtп, лишь 
одно изъ двухъ значенiй w или ш2. Отсюда сл1;дуетъ, что, обозначая че
резъ т и т' корни функцiн Н, будемъ имъть 

1/та!{Ъ (§ 420), корни функцiи Гессе отъ данной кубической функ
цiи совпадаютъ съ изодинамическими центрами треуrольникd, 

образуемаrо корнями данной кубической функцiи 1). Здъсь умъстно 
будетъ при.помнить, что числа т и т' изображаютъ общiя точки трехъ Апол-

Рис. 23. 

лонiевыхъ круrовъ треугольника а1а.&а3 
(рис. 23). Такъ какъ эти круги орто
гональны съ круrомъ (t1 a:ia3 , то, какъ 

изв·встно, центръ О посд1щняrо дол-
жепъ находиться на прямой тт'. Дал'hе, 
такъ- какъ касательныя въ а; 11. а; къ 

соотвътствующему Аполлонiеву кругу 
встръчаются въ О, т. е. на и!, то 
(и' аtаЭ - 1, для i = 1, 2, 3, т. е. 

корни кубическихъ функцiй f и 
Q соотвътствуютъ друrъ другу 
такъ, что всякая пара соотвът

ствующихъ корней гармонически 

сопряжена относительно корней 

функцiи Н. Далъе, такъ какъ длина Oai 
есть геометрическое среднее между От 
и 01,', то видимъ, что корни функ
цiи Гессе отъ данной кубиче-
ской функцiи падаютъ въ точки, 

взаимныя относительно круг~ опредъляемаrо корнями данной 
функцiи, такъ что одна нзъ нихъ всегда внутри, а другая внъ этого· 
круга. Зам'hчзя, нзконецъ, что О есть полюсъ прямыхъ а1 а{, <t.2 п{, а3 а{ 
относительно трехъ Аполлонiевыхъ круrовъ, заключаемъ, что эти три хорды 
должны встр'hтиться на прямой тт' въ точк'h, гармонически со11ряженной 
съ О относительно т и т'. Поэтому точки " и -.' лежатъ на томъ дiа
метр'h 011исаннаrо круга, который нроходитъ черезъ точку Ле
му з на. Они дi;лятся гармонически этою точкою и центромъ круга. 

с) Выраженiе функцiи Гессе въ коэффицiентахъ функ1tiи f есть 

Н 2[(с12 - 3с2).х2-- (с1 с2 9с3)х +(с22 - 3с1 с3)]. 

Ея дискриминантъ (срав. § 487) пропорцiоналенъ 

4[(с1 с2 - 9c,i)2 4(с? 3c2)(ci 3с1 с3)] ~ 12Л. 

1) Относительно этой интересной теоремы и друrихъ, см. "~icerche 
sulla Geometria delle. forme Ыnarie cuЫche" Beltrami (Memorie delfAccad. 
di Bologna, 1870), а также .lnvolutions cuЫques dans le plan complexe"' J а n 
de Vries (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1901). 
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Тому же числу равно _н12 при Н О. Чтобы въ этомъ убъдиться, доста
точно замътить, что если 

ах2+Ьх+с О, 

то 

(2ах + Ь)2 4а(ах2 + Ьх) + ь2 ь2 - 4ас. 

Замътимъ еще, что при п = 3, старшiй членъ въ ~sыраженiи Ф (§ 489) 
равенъ 54.dxli (см. формулу (29)). Слъдовательно, 

Jl3 - 2Q2 54f2L1. 

Это тождество, найденное Кейли (Cayley) 1), заключаеrъ в·ь себъ соо1·но
шенiе Бу.qя между инварiантами биквадратичныхъ формъ, какъ частный 
случай. А именно, если въ формулахъ (40) и (41) дадимъ перемънной .:1:· 

оnредъленное значенiе, то биквадратачная функцiя, опредъляемая к и 
а1 , а.2 , 11:\, х имъетъ квадратичный инварiантъ, какъ разъ равный '1,Н 2). 
и кубическiй инварiантъ, равный 'l,Q (§ 483). Полаrая теперь х = а4 , а по
этому Н = 2/, Q 2J, и подставляя вмъсто f2L1 произведенiе квадратовъ 
разностей чнселъ ai, ~, а3 , а4 , т. е. дискриминантъ L1 биквадратичной функ
цiи, мы и получимъ форму,qу (37). 

d) Соотиошенiе Кейли можно полу•1ить различными друrими путями, 
замъчая, что для опредъленiя постояннаrо *) отношенiя Н"' 2Q2 къf!. 
можно выбирать зиаченiе х по ·11роизволу. Если возьмемъ, наттримъръ, х 
равнымъ корню функцiи Н, то Jl'2 приведется, какъ уже было сказано, 
къ - l2L1. и будемъ имъть (§ 489) 

Н(/'12 2f' ffff) Jl'2= _J__Jlf2 
:2 

6LJ. 

Если положимъ х равнымъ корню функцiи f, то будемъ им-tть 

f = о. f"' 6, f'2(J''2 - 16/') 4L1, Н = 2р2, Н' = f'f", 

и правая часть предьщущаrо равенства будетъ равна 

2.('2(!"2 - 2f'fШ) ./_,f'2f'l2 tf'2(!"2 -- }6.f') 6J. 

Полагая, наконецъ, х равнымъ корню а{ функцiи Q, и замъчая, что 

·} (с!:! - а3) (а/ а1) 

( и~ - {t.2)( а{ 

послtдовательно найдемъ 

f 
2А 

н 

(а3 - (t1) (а/ ~) 
уд 

54L1. 

491. Прило:женiе къ биквадратичной функцiи. а) Функцiи Гессе 
и Якоби для биквадратичной функцiи будутъ соотвътственно функцiи 4-ой 
и 6-ой степени, выражающiяси - первая въ видъ суммы квадратовъ, вторая 

1) Salm оп, 1. с. стр. 263. 
ф 

"*) Потому что (§ 489) степень функцiи р [ = 4 (1i - 3) 1 равна О 
11ри п = 3. 
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въ видi; произведенiя нi;которыхъ трехъ квадратичныхъ функцiй. Сперва 
удобнi;е будетъ представить Q въ нi;скмько иной формt, чtмъ та, кото
рую мы нашли въ концt § 488. Для этого пмезно сперва замtтитъ слi;
дующее тождество: 

(2/J-r б)(2у-о-;'1)('2о-/1-r) + (27- 6-а)(2о-а-у)(2а y-iJ) 

+ (2i!-н-Я)(2а- o)(2/J-o -~ а) +J2a-/J-7)(2/1-r а)(2у а· ~) 

= - цв+r-a-i!)(r+ a-/1-i!)(a +/1-r-i!) (XIV). 

1 
Если въ немъ замi;нимъ а, /1, у, о соотвi;тственно числами 

х а1 х - а-;;' 

--- , ~
1 

, то лi;вая часть обратится въ /~ (§ 488), а въ правой мно
х - а3 х- а4 
житель {] + 7 - а - о, напримtръ, обратится въ 

1 
ха+х 2 

гдt /J первая изъ слtдующихъ квадратичныхъ функцiй: 

/ 1 = (а2+ а3 - а1 -- a.i)x2- 2 (а2 а3 -а1 а4)х+ lLJa3 (а1 + а4)- а1а4 (a.J+ а3), 
/ 2 = (а3 + а1 -lLJ-aJx2- 2 (а3а1 a.Ja4) х+ а3 а1 (!L.!+a4)-a2{,4 (а3 + а1), 

(с11 + ~- а3 - а4)х2 -2 (а1 ~- ааа4) х+ а1 а2 (а3 +а4)-а3 а4 (ai + a.J~· 

Такимъ сбразомъ, мы и получимъ Якобiеву функцiю Q (х), разложенную на 
три квадратичныхъ множителя: 

Q (х) 6 /J (x)h (х)/3 (х). 

Разсматривая. съ другой стороны, всi; пары чиселъ, раздtляющихъ два 
данныя числа z0 и z0' гармонически, говорятъ, что эти числа образуютъ 
инволюиiю, которая будетъ вполнi; опредtлена, когда извi;стны двi; такiя 
пары (z1, z{) и (z2 , z{). Дtйствительно, всякая другая пара (z, я) связана 
съ первыми двумя условiемъ 

z +z' zz' 

Zt +z{ Z1Z1
1 

= 0, 

z2+ 

которое получается, когда исключимъ z0 + z 0' и z 0zrJ изъ соотношенШ 

2 (z0 z0' + z z') (z0 + z0') (z + z'), 

2 (z0 z0' + z1 z{) = (z0 + zo') (z1 + z{), 2 (z0zo' + z2z2') = (z0 + z0') (z2 + z{) 

(выражающихъ гармоническое расподоженiе 4-хъ точекъ). 

Принимая теперь во вниманiе, что квадратичные множители Q могутъ 
быть представлены въ видt 

1 

2х х2 

h=' 
2х х2 2х х2 

/1 1 
1 С!2 + Нз а.,! а3 , 1 а3 + а1 аза~ ' fs= а1 + а2 а1 С!:! ' 

1 1 а1 + а4 а1а4 1 1 tL.! + {t.1 lLJa4 а3 + а4 а3а4 
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видимъ, что корни Якобiевой функцiи отъ данной биквадратичной 
функцiи распадаются на три пары, изъ которыхъ каждая гар
'монически раздtляетъ двt опредtленныя пары корней данной 
функцiи. Они изображаютъ, выражаясь геометрически, двойныя точки 
трехъ инволюцiй, онредtляемыхъ корнями биквадратнчной функцiи. Легко 
также показать, что каждый квадратичный множитель функцiи Q(x) обла
даетъ тtмъ же свойствомъ относительно двухъ другихъ множителей. 

Ь) Изъ нервоначальныхъ выраженiй fi, / 2 , fз вытекаютъ равенства 

/2-/3 
fз-fi 
/1-/2= 

- 2(~ ав) (х - а1)(х - а4), / 2 + / 3 2(а1 - а4) (х ~ a.iJ (х - ав), 

2(а3 а1) (х - ~) (х - а4), /.<>,+ / 1 2(~ - aJ (х - ав) (х - а1), 
2(а1 - ~) (х ·- а3) (х - aJ, /i + 12 = 2(а3 - aJ (х - а1) (х С!:!)· 

Они ведутъ къ различнымъ интереснымъ слtдствiямъ. Если, нап~;:нмtръ, мы 
возвысимъ ихъ въ квадратъ и сложимъ, ·то получимъ выраженiе функцiи 
Гессе Н черезъ квадратичные множители функцiи Q: 

Если же перемножимъ ихъ между собою, то нолучимъ соотношенiя: 

Такимъ образомъ, данная биквадратичная функцiя f тремя различными спо
собами разлагается на квадратичные множители, которые линейно выражаются 
черезъ тt, изъ которыхъ состоитъ ея Якобiева функцiя. Замtтимъ еще 
тождество 

которое ноказываетъ, что fi, 12, / 3 не независимы между собою, и потому 
не всякая функцiя · 6-ой степени можетъ быть разсматриваема. какъ Яко
бiева функцiя нtкоторой функцiи 4-ой степени 2). Въ то же время изъ тож
дества (/з2 - J:..2) - (/12 - 122) = 4у1/ (§ 484. а) легко вывести первое изъ 
слtдующихъ трехъ тождествъ (а другiя два по аналогiи) 

Слtдовательно, квадраты квадратичныхъ множителей Якобiевой функцiи вы
ражаются 11иней1ю черезъ данную биквадратичную функцiю f и ея функцiю 
Гессе Н. Далtе, перемножая послtднiя три тождества, получимъ (§ 484, а) 

27/i2122 Jз2 = 43 /3!1 (Z.) 
= нз 3 IH .42 J2 + 2J-43J3 = на 16(3IH - 8Jf)J2 

и наконецъ, замtчая, что пtвая часть равна { Q2, находимъ 

4Н3 - 3Q2 = М(З/ Н -8Jf)J2. 

1) О распредtденiи корней функцiи Н относительно корней функ
цiи / см. замtтку R. Russell въ .Proceediпgs of the Loпdon Math. Soc.~ 
(vol. XIX, р. 56). 
· 2) См. CJebsch: • Theorie der Ьinaren algebraischen Formen •, S. 447. 
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с) Къ послtднему результату можно придти и другимъ лутемъ, при
мtняя соображенiя § 489. При п = 4, функцiи 

Н 3j'2 - 4//1', Q = 2(Hf' -JH'), Ф = 4fI3 3Q2 

будутъ соотв'hтственно 4-ой, 6-ой и 12-ой степени. Мы знаемъ, дал'hе, что 
отношенiе функцiи Ф къ 16/2 есть цвлая функцiя четвертой степени, кото
рая выражается сл'hдующимъ образомъ 

(f! = 2Н{2/''2 - 3/'fm) - tH'2 .J 
Есть основанiе испытать, не выражаеr:::я ли эта функцiя линейно черезъ тъ 
дв'h функцiи 4-ой степеии, которыя являются здъсь въ чис,11; разсматри
ваемыхъ функцiй, а именно, черезъ f и Н. Полагая (f! J.f + µf-f, нахо
димъ, что прежде всего необходимо, чтобы функцiя р приводилась къ µН, 
когда х есть одинъ изъ корней функцiи f. Но при этомъ предположенiи 
им'hемъ 

Н 3/12, Н' 2/'f", 1J.-Н'2=lff"2, 
и дал·ве 

(f! = 2Н(2/"2 - 3/'ffff)- Н/"2 = 3H(J"2 - 2/'/Ш). 

Обозначая, для упрощенiя вычисленiй, черезъ 81 , 82 , 8 3 избытки чиселъ 
а1 , а.3 , а3 надъ а4, очевидно, найдемъ при х а4 

и отсюда 

[µ 3(f't2 2f'jlff) = }2[(8zS3 + 8381 + fii82)2- 3818383(81 + 82 + 83)] 

6~81
2(&J siJ2 = 61,'(а1 - а4)2(а.,а ав)2 = 12/. 

Сл1щовательно, функцiя q,(x) - 12/ · ff(x) обращается въ нуль, когда х 
равно любому корню функцiи f, а такъ какъ она одной съ нею степени, 
то можно положить (f! 12/ · Н l f. Для опред1шенiя ..1. достаточно срав
нить коэффицiенты при х1 въ об'hихъ частяхъ равенства. Припоминая, что 
въ q, этотъ коэффицiентъ (§ 489) равенъ учетверенному ЧИСJ!У 

4 27св2 + 9с?с,? -·- 32с23 -- :ас13 с3 + 108с1 с2 с3 , 

находимъ, что для полученiя }l надо изъ лредыдущаго числа вычесть 

3(3с/ - 8с2)(с1?- 3с1 с3 + 12с4) 
9 ё12 сz2- 24cz3 - 27 с13 с3 + 72с1 с2 с3 + 36(3с12 с4 8с2 с.д. 

Отсюда сл1;дуетъ 

t) .. = 4. 27 С32 - 8с23 + 36(с1 CzC3 - 3 с/ С4 + 8 С2С4) = - 8] 

а, наконецъ, (f! 12! Н 32]/, откуда 4/-/3 - 3Q2 = 64(3/ Н - 8]f)f2. 

492. Метода Альф~uа (Halphen). Для того, чтобы выполнить вс'h 
эти вычисленiя, н'hтъ надобности, какъ мы то считали удобнымъ въ пред1,1-
дущихъ упражненiяхъ, выражать различныя функцiи въ корняхъ функцiи f. 
Альфенъдалъосrроумную методу1), въ которой исключительно пользуются 

1) .Noнvelles Annales des Mathematiques• 1885, р. 17. 
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функцiями /, /', /", ... Эта метода основана на слiщующемъ замъчанiи. 
Если f и g цълыя функцiи степени п, то выраженiе 

... ±/(")g 

приводится къ числу постоянному. Въ самомъ д-tлъ, производная этого 
выраженiя 

Вычисленiе этой постоянной, которую Альфенъ обозначаетъ символомъ (/ g), 
весьма прОС'\'О. Стоитъ только дать перемiшной х въ равенствъ, опред-tля
ющемъ искомую постоянную, какое нибудь частное значенiе. Наприм·връ, 
положимъ х О, тонасъ увидимъ. что (//) есть не что иное, какъ квадра
тичный инварiантъ бинарныхъ формъ, который мы указали въ конц-t § 482. 
Мы дадимъ здъсь нъсколько леrкихъ приложенiil: разсматриваемой методы. 

а) Для вычисленiя дискриминанта кубической функцiи 

j = х3 - С1Х2~+ С2Х С3 

воспользуемся постоянными (/' /') и (J-l' /"). Значенiя ихъ найдемъ тотчас ь, 
положивъ х О. Тогда 

(f /') 2/'/"' - /"2 = - 4 (ci2 Зс:J. 

Точно такъ же, замъчая, что 

Н 2/'2 3//", Н' = /'/'' ~ 3/f"', Н" 2/'/111 

найдемъ, что 

(Н' /") Н' / 111 Н"/11 
= ~ /"3 + 3/'f''fm ···· 3//""1, 

далъе, полагая х О, 

Возвращаясь къ первоначальнымъ выраженiямъ обiшхъ постоянныхъ въ 
функцiональныхъ символахъ, замъчаемъ, чго если f имъетъ кратный кореш,, 
и положиыъ х равнымъ именно такому корню, то 

(!' /') _ /"2, (Н' /") = _ /"3. 

Слъдовательно, (/' f')3 + ( Н' /")2 будегъ такая функцiя отъ коэффицiе1повъ /, 
которая обращается въ нуль, также какъ и дискриминантъ, когда f имъетъ 
кратный корень. Кромъ того, легко видъть, что в-tсъ этой функцiи равенъ 6, 
т. е. (§ 487) равенъ в-tсу дискриминанта. Сл-tдовательно, она можетъ отли
чаться отъ дискриминанта лишь численнымъ множителемъ. Расноряжаясь 
этимъ множителемъ надлежащимъ образомъ, найдемъ (срав. § 471). 

Ь) Для биквадратичной функцiи 

j х1 С1 х3 + С2Х2 - С3Х + С4 
легко пров-tрить, что ,юстоянныя UЛ и (Н/) какъ разъ равны инварiан
тамъ I и J. Умножая ихъ на численные множители, выбранные такъ, чтобы 
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сохранились выраженiя I и J, данныя въ §§ 482 и 483, наl!демъ 

1 t (//), J = т\ (Н /). 

Теперь аамiпимъ, что если / им'!;етъ кратные корни, и х равенъ одному изъ 
нихъ, то нослtдовательно наl!демъ 

Раасуждая, какъ въ нредыдущемъ случа'Б, и подбирая нриличнымъ образомъ 
коэффицiентъ пропорцiональности, находимъ 

с) И въ вычисленiи послi;дняго примi;ра предыдущаго § 491, с можно 
достигнуть аначительныхъ упрощенiй при помощи символа (/g). Этимъ ну
темъ удается прямо доказать, что функцiя rp выражается линейно черезъ / 
и Н, вмt.сто того, чтобы идти 9щупью: нужно только представить функцiю 
(р въ видt. 

(fJ ЗН(//)-2/(Н/). 

Счетъ корней. 

493. Ра3ысканiе корней алrебраическаrо уравненiя всегда мо
жетъ быть сведено къ опредменiю вещественныхъ корней урав

ненiй съ вещественными коэффицiентами. Дtйствительно, цt
лая фунюtiя j(z), по отдtленiи вещественныхъ частей коэффицiен
товъ и вещественной части перемtнной z отъ мнимой, можетъ быть 
представлена въ видt 

/(х + iy) = rp (х, у)+ iw (х, у). 

Чтобы f (z) было равно О, необходимо и достаточно, чтобы одно
временно 

w(x, у)= О, w(x, у) О, 

Исключенiе у И3Ъ пос11tднихъ двухъ уравненiй дастъ уравненiе съ 

вещественными 1юэффю~iентами, вещественные корни котораrо да
дутъ 3наченiя х. Исключенiемъ х найдемъ 3наченiе у. Въ этой rлавt 
и слtдующей, опираясь на сдtланное зам·вчанiе, мы и займемся ис

ключителыю разыскиванiемъ вещественныхъ корней цtлыхъ функцiй 
съ вещественными коэффицiентами. Методы, которыя мы изложимъ 
дпя ра3ысканiя такихъ корней, требуютъ, чтобы мы заранtе могли 
ска3ать, сколько корней заключается въ данномъ интервалt. По -
эrому мы сперва и ограничимся ра3смотрtнiемъ различныхъ средствъ, 

придуманныхъ для полученiя отвtта на послtднiй вопросъ. 

494. Леммы. а) Въ смежности съ корнемъ цtлой функ
цiи производная будетъ имtть• справа отъ корня 3накъ, 
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одинаковый со sнакомъ самой функцiи, а слtва отъ корня 
sнакъ противоположный. Выберемъ положительное число h до
статочно малымъ для того, чтобы въ интервалъ ( а li, а + h ), 
кромъ а, не эаключалось ни одного корня функцiй f и/'. Тогда 
каждая иsъ этихъ функцiй въ интервалахъ (а h, а) и (а, а h), 
эа исключенiемъ границы а, бу детъ сохранять опредъленный sнакъ. 
Иsвtстно, что /(х) = (х - а) f (s) (§ 306), rдi; s лежитъ между 
а и х. Если х лежитъ въ одномъ иsъ укаsанныхъ интерваловъ, то 

и s находится въ томъ же интервалi;, и потому энаки чиселъ 

f (s) и /' (х) одинаковы. Слtдователыю, при I х - а 1 < h, /(х} 
и /'(х) будутъ имtть одинаковые знаки при х > а и рааличные 
при х<а. 

Ь) Если а корень кратности r функцiи /, то справа 
отъ а функцiя / имtетъ sнакъ, одинаковый съ J<r)(a). Слtва 
отъ а sнакъ / будетъ одинаковъ со анакомъ /М(а) при r 
четномъ, и противоположенъ ему при r нечетномъ. Въ са

момъ дtлt, обраауемъ около а интервалъ, въ которомъ непрерыв

ная и необращающаяся въ нуль при х = а функцiя /tri (х) (§ 450, с) 
сохраняетъ опредtленный sнакъ. Тогда ясно, на основанiи предыду
щей леммы, что справа отъ а функцiи J<r-l), Jf!--2), ... /', f бу
дутъ имъть одинаковый энакъ съ Jtr) (а), а слtва j(r-l) противопо
ложный, jfr 2) одинаковый и 1. д., и, наконецъ, f одинаковый или 
противоположный съ j(r) (а), смотря по тому, бу детъ ли r четное 
или нечетное число *). 

с) Въ любомъ интервалt бу детъ нечетное число кор
ней функцiи /, если аначенiя / на rраницахъ интервала 
имtютъ разные знаки, если же эти sначенiя имъютъ оди

наковые энаки, то въ интервалt либо четное число кор

ней, либо ни одного. ДtйствителI?но, если а 1 , а2 , ••• , а" обоэна
чаютъ в с t, равные или неравные, корни функцiи /, лежащiе въ 
интервалt (а, Ь), то можно написать 

f (х) = (х а1) (х а2) • · • (х а.,) р (х), 

rдi; <р(х) цtлая функцiя, необращающаяся въ нуль въ (а, Ь), и 
потому (§ 275) принимающая на rраницахъ эначенiя одинаковаrо 

энака, такъ что <p(a)qJ(b) > О. Теперь имtемъ 
/(а) = (а а1) (а - ~) · · · (а 

f(b) = (Ь - а1) (Ь - а2) ·•• (Ь 

а.,) р (а), 

а.,) р (Ь), 

откуда слtдуетъ, что /(а)/(Ь) имtетъ энакъ числа 

(а - ai) (а <LJ) ••• (а - а.,)· (Ь а1) (Ь - а2) · ·• (Ь а.,), 

*) То же самое еще проще вытекаетъ изъ формулы Тэl!лора. 
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т. е. 3на~<ъ ( - 1 )", потому что послiшнiе v множителей всi; поло
жительные, а первые v отрицательные. Слi;довательно, v будетъ не· 
четное, когда j(a) и /(Ь) числа ра3ныхъ 3наковъ, и четное или 
нуль, когда /(а) и f(b) числа одинаковыхъ 3наковъ. 

495. Теорема Ролля. Между двумя послi;довательными 
корнями цi.лой функцiи 3аключается нечетное число кор
неИ прОИ3ВОДНОЙ. 

Если а и fJ два послi.довательныхъ корня функцiи f, то это 
3Начитъ, что въ интервал']; (а, {J) f не обращается въ нуль и, слt
довательно, сохраняетъ опредменный 3накъ. На основанiи первой 

леммы существуетъ справа отъ а интервалъ (а, а), въ которомъ /' 
имt;етъ 3Накъ, одинаковый съ f, и слtва отъ fJ интервалъ ( Ь, f]), 
въ которомъ f' имi.етъ 3накъ, нротивоноложный 3Наку J. Поэтому, 
на основанiи третьей леммы, функцiя f, имtющая противоположные 
ю~аки на границахъ интервала (а, Ь), имtеть въ этомъ интерва11t, 
а слtдовательно, и въ интервалt (а, fJ), за исключенiемъ гра
ницъ, нечетное число корней. 

496. Сл'kдствiя. а) Между двумя послъдовательными 
t<орнями функцiи /' не можетъ 3аключаться болt;е одного 
корня функцiи f Дt;йствительно, если бы ихъ было два, то между 
ними не ока3алось бы ни одного корня/', что противор-tчитъ тео
рем-в Ролля. Принято говорить, что вещественные корни функ
цiи /' отдt;ляютъ корни функ1~iи f 

Ь) Если всt корни функцiи f вещественные и про
стые, то такими же будутъ и всъ корни/', j 11

, j 111 и т. д. 
Пусть а1 , а2 , ••• , а" обо3начаютъ всъ корни функцiи f, располо · 
женные въ порядкt; ВО3растанiя. Въ каждомъ И3Ъ 11, 1 интерваловъ 
( at> а2), ( а2 , a:i), ... ( а..-1, а,.) лежитъ, по крайней мtpt;, одинъ 
корень функцiи j'. Слt;довательно, f имi.етъ, по крайней мt;pt., 
ti 1 вещественныхъ неравныхъ корней, а съ другой стороны, иа

вtстно, что и больше tt 1 корней она имtть не можетъ. Все 
СКЗ3анное О функцiи /, можно nримtнить къ /', 3ЗТЪМЪ къ /" 
и т. Д. 

497. Теорема Декарта. Число положительныхъ корней 
алгебраическаго уравненiя /(х) = О, не превышаетъ чис11а 
неремi.нъ 3Нака въ полиномъ f(x). 

Замътимъ прежде всего, что если въ ряду чиселъ, не равныхъ 

нулю, два рядомъ стоящихъ числа имъютъ противоположные 3накн, 

то говорятъ, что имtемъ перемtну знака, а если два рядомъ 

стоящiя числа имtютъ одинаковые 3наки, то говорять, что имtемъ 
постоянство 3на1<а. Далъе, подъ перемънами и постоянствами 

3нака въ уравненiи 

(42) 
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понимаютъ перемtны и постоянства знака въ ряду его I<Оэффицiен

товъ, взятыхъ въ томъ именно порядкt, въ котороиъ они напи

саны въ выраженiи ( 42). Теорема, которую надо доказать, очевидна 
въ томъ случа-t, когда число перемtнъ знака равно нулю. Дъйстви
тельно, въ этомъ случаt f (х), лtвая часть уравненiя ( 42 i, при вся
комъ положительномъ значенiи х будетъ имiпь знакъ, общШ всtмъ 

коэффиц:ентамъ, а потому положительныхъ корней имtть не мо

жетъ. Остается, слtдовательно, показать, что теорема будетъ спра· 

ведлива при и перем-tнахъ знака, если предположить, что она вtрна 

при 111еныпемъ числt перемtнъ. Замtтимъ для того, чтобы это по
назать, что функцiя x·-kf имi;етъ, очевидно, т-t же положительные 
корни, 1<акъ и /. Пусть число ихъ равно р. Къ функцiи x·-kj, во 
всякомъ интервал-\;, не заключающемъ въ себt ну;1я, можно примt-
11ить теорему Ролля (см. § 303). На основанiи этой теоремы мо
жемъ утверждать, что производная отъ этой функцiи 

(xf' kf), 

а слtдовательно, и х /' -k f, т. е. 

будетъ имъть, по крайней мъръ, одинъ корень въ каждомъ изъ 
(Р 1) интерваловъ между р корнями функцiи x-kJ, т. е. будетъ 
имъть, по крайней мърt, р ~ 1 положительныхъ корней. Если те
перь положимъ, что въ уравненiи ( 42) есть перемtна знака при пе
реход-\; отъ коэффицiента при х", напримtръ, къ коэффицiенту при 
:\. 

11
-

1 , то стоитъ то11ько дать числу k значенiе, лежащее между v и 
v 1, чтобы въ уравне11iи ( 43) эта перем-tна знака обратилась въ 
постоянство ·=-). Всъ же остальныя перемъны и постоянства въ ( 42) 
останутся безъ измi;ненiя и въ (43), потому что всt коэффицiенты 
слi;ва отъ разсматриваемаrо мi;ста свои знаки сохранятъ, а всъ ко

эффицiенты справа измънятъ ихъ на противоположные. Итакъ, число 
k всегда можно такъ выбрать, что въ уравненiи (43) будеть и- 1 
перемi;на знака, если въ ( 42) ихъ было и. Но тотда, по предполо
женiю, уравненiе (43) не можеть имъть болъе и 1 положитель
ныхъ корней, а такъ какъ ихъ имъется, по меньшей мърt, р 1, 
то должно быть р и, что мы и хотъли доказать 1). 

498. Дополнительныя теоремы. а) Разностъ между чи
сломъ перемtнъ знака и числомъ положительныхъ корней 

всегда число четное. Выбравъ а достаточно большимъ для того, 

*) Если посл-в члена съ х" тотчасъ слъдуетъ членъ съ , то до-
статочно взять k между ,v и ,v l. 

1) Это остроумное доказательство принадлежитъ Jlareppy (I,aguerre) 
,Nouvelles Annales de Mathematiques" (1879, р. 5). 
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чтобы f(x) имtло знакъ, одинаковый съ а0 , при х ?': а (§ 445), 
будемъ имtть интервалъ (О, а), внутри котораrо будутъ лежать 
всt положитеJ1ьные корни функцiи f Число ихъ будетъ четное или 
нечетное (§ 494, с) смотря· 110 тому, будутъ ли f(O) и /(а), т. е. 
а" и а0 , имtть одинаковые или противоположные знаки, иными сло

вами, смотря по тому, бу детъ ли число перемtнъ знака и четнымъ 

или нечетнымъ. Слtдовательно, и р всегда число четное *). 

Ь) Число отрицательныхъ корней не превышаетъ числа 

перемtнъ знака въ /( -х). Дtйствительно, отрицательные корни 
функцiи j(x) получаются, если перемtнимъ знаки у положитель
ныхъ корней фунюtiи /( - х). 

499. Примi,чанiя. а) Если въ уравненiи только одна 
перемtна знака, то уравненiе имtетъ только одинъ поло

жителы1ый корень. Дtйствительно, по теоремt Декарта р (число 

положительныхъ корней) можетъ имtть только значенiя О или 1; 
но и р , какъ мы видtли, не можетъ быть нечетнымъ, по
этому р 1. 

Ь) Если уравненiе не имtетъ мнимыхъ корней, то 

число его положительныхъ корней равно числу перемtнъ 

знака въ данномъ уравненiи., а число отрицательныхъ кор

·ней равно числу перемtнъ знака въ уравненiи, получае

момъ изъ даннаrо замtною х на ~:. Если полиномъ /(х) пол
ный, т. е. ни одинъ и.зъ его коэффицiентовъ не нуль, то ясно, 
что при замtнt х на - - х всякая перемtна знака переходитъ въ 

постоянство, и наоборотъ, потому что изъ двухъ смежньiхъ чле

новъ лишь одинъ измtнитъ знакъ. Слtдовательно, число v пере
мtнъ знака въ /(-х) равно числу постоянствъ знака въ f(x), и 
-если и число перемънъ знака въ f(x), то и v п. Если теперь 
полиномъ /(х) сдtлается неполнымъ (оттого, что нропадутъ нt
которые члены), то, очевидно, числа и и v возрасти не моrутъ, 
такъ что вообще и+ v = 1t. Съ друrоА стороны, если всt корни 
вещественные, и изъ нихъ р положительныхъ и q отрицательныхъ, 
то р + q = п. Отсюда 

и+ v р 1- q или (и - Р) + (v q) О. 

Но, по теоремt Декарта, и - р и v - q не могутъ бып, ме11ьше 
нуля, СJt'tдовательно, ie р, v = q, что мы и хотtли доказать. 

с) Если въ уравненiи не хватаетъ члена между двумя 
другими одинаковыхъ знаковъ, то уравненiе нав-tрно 

*) Въ случаt /(О) а" О, а,,_1 ::.\= О, надо разсматривать уравненiе 
f(x) 
-····-=О и теорема остается вf.р1юю, и т. д. 
х 
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имtетъ мнимые корни. Положимъ, что an-v+i = О. Если а,,_,, и 
а.,_ 11+2 одинаковыхъ 3Наковъ, то пара членовъ an-vX'' а,._,+2х"-2 

представляетъ постоянство 3нака также и послt 3амtны х на - х. 
Ра3сматривая теперь общее число перемtнъ 3нака въ /(х) и / (- х ), 
очевидно, будемъ имtть 

и+v п v+v 2=n-2. 

А тогда тtмъ болtе р + q п 2. Слtдовательно, уравненiе 
имtетъ, по крайней мtpt, 2 мнимыхъ корня. Подобнымъ же обра 
3омъ дока3ывается, что уравненiе имtетъ, по крайней мt.pt, 

2k мнимыхъ корней, если въ уравненiи не хватаетъ 2k 
слtдующихъ одинъ 3а друrимъ членовъ, или когда не хва

таетъ 2k 1 членовъ между двумя членами одинаковыхъ 
3НаКОВЪ. 

d) Важно 3ам1,тить, что приведенное въ § 497 дока3ательство 
теоремы Декарта не требуетъ непремt.нно, чтобы f было цtлою 
функцiею. Достаточно, чтобы въ j или, точнt.е говоря, въ рааложе
нiи ( 42), которое можетъ 3аключать въ себt и бе3конечное число 
членовъ, степени х, по которымъ оно расположено, имt.ли пока3а

тели (цtлые или дробные), слt.дующiе одинъ 33 друrимъ либо по
стоянно во3растая, либо постоянно. убывая. 

500. Прежде чt.мъ идти далtе, поле3но будетъ дать опредt
ленiе такъ называемыхъ функцiй Руффини (Ruffini). Изъ лtвой 
части / уравненiя ( 42) можно вывести полиномы 

f1 аох"-1 + а1 х"-~ + ... + an-·-1• ... ' 

= аох2 + а1х + а2, f,,_1 аох + а1, f" ао. 

Полиномы f, } 11 / 2 , ••• , Jп и будутъ функцiи Руффини, соотвtтству
ющiя данному уравненiю; расположенныя въ указанномъ порядкt., 

онt обра3уютъ рядъ Руффини. Значенiя, принимаемыя ими при 

данномъ значенiи х = а, весьма легко вычисляются, если исходить 

изъ /п = а0 и замtтить, что 

fп-1 (а)= af,. (а)+ а1, f,._2(a) = аfп-1 (а)+ а2, ... 

и, наконецъ, /(а) = а/1 (а) + а,.. Въ этомъ и сосJоитъ самый про
стой изъ всtхъ извtстныхъ способовъ вычисленiя /(а). Принимая 
во вниманiе сказанное здtсь, 3амtтимъ, что И3Ъ 

тотчасъ получается 
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т. е. 

(44) f(x)~f(a) 
х а 

.,,-n-1 ./,, (а) + 1 (а) + . . . + /1 (а). 

501. Теорема Лагерра. Число вещественныхъ корней 
функцiи f(::i:), превышающихъ данное положительное чи· 
сло а, не превышаетъ числа перемtнъ 3нака въ рядt Руф· 

фини при х а, и разность между этими двумя числами 

всегда число четное 1). 

И3Ъ (44), при х>а, ВЫВОДИМЪ 

/(х) ~ х"-1 f,. (а) + · · · + / 1 (а) +· х-1 f(a) + а .,Г2 /(а) + а2 х-З f(a) + · · · 
х-а 

Еспи а> О, то правая часть предстамяетъ и перем-tнъ 3Нака, rдt 

и равно числу перемtнъ 311ака въ рядt 

(45) f(a), / 1 (а), / 2 (а), ... , f,. (а). 

Слtдовательно, не можетъ существовать болtе и положительныхъ 
чиселъ, обращающихъ эту правую часть въ нуль. Эти числа, бу· 

дучи по необходимости больше а, и будутъ корнями функцiи /(х), 
превосходящими а. Для доказательства второй части теоремы, опре
д-tлимъ сперва чиспо Ь, достаточно большое для того, чтобы /(х) 
при х ::=:: Ь имtло анакъ числа а0 • Тогда всt раасматриваемые корни 
попадутъ въ интервалъ (а, Ь) и число ихъ будетъ четное или не· 
четное, смотря по тому, будетъ ли /(а) имtть 3накъ числа f(b), 
т. е. числа j,,(a), или противоположный, иными сповами, смотря по 
тому, будетъ ли число и четное или нечетное. Эта теорема, прило-

женная къ / (:) или къ /(- х), даетъ также воаможность опре
дtлить верхнiй предtлъ чиспа положительныхъ корней функцiи 

f(x), меньшихъ даннаго nоложительнаго числа, или число корней, 
меньшихъ даннаго отрицательнаго числа. 

502. Теорема Бюдана (Budan). Число корней цtлой 
функцiи /(х), лежащихъ въ данномъ интервалt, не прево
сходитъ числа перемtнъ знака, теряемыхъ рядомъ 

(46) /, f'. f", f!tl, ... 

при переход-t нереI:tнной отъ нижней границы интервала, 

чере3ъ промежуточныя значенiя, къ верхней его границt, 

и разность м~жду этими двумя числами всегда число 

четное. 

1) ,,Nouv. Ann. de Math. • (18!Ю, р. 52). 
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Число перемtнъ знака въ рядt ( 46) остается безъ измtненiя, 
при непрерывномъ возрастанiи перемtнной, пока ни одинъ изъ чле
новъ ряда не обращается въ нуль. Дtйствительно, всt члены ряда не
прерывныя функцiи, которыя не могутъ измtнить знакъ, не обра
щаясь въ нуль. Постараемся теперь разсмотрtть, что произойдетъ, 
когда х переходитъ черезъ нtкоторое значенiе а, равное корню 
функцiи J. Если r есть показатель кратности корня а, то, какъ из
вtстно (§ 494, Ь), первые r + 1 членовъ ряда (46) справа отъ а 
не представляютъ ни одной перемtны знака, а слtва отъ а ровно r 
перемtнъ знака. Слtдовательно, при переходt х черезъ а проис
ходитъ потеря r перемtнъ знака, т. е. теряется ровно столько пе
ремiшъ знака, сколько корней, совr1адающихъ съ значенiемъ а 

(§ 450, Ь). Остается теперь разсмотрtть, не происходитъ ли въ рядt 
( 46) потери или выигрыша перемtнъ знака, когда х переходитъ че
резъ нtкоторое значенiе а, не равное корню функцiи J. но обра
щающее въ нуль одну изъ производныхъ, напримtръ .f•J. Всегда 
можно принять, что р•--1>(а) О, и если r есть показатель крат
ности корня а, то нужно еще предположить, что f<•+r>(a) ::\= О. 
Установивъ сказанное, образуемъ около а интервалъ, въ которомъ 
fU-1>(x) и fi+rJ(x) сохраняютъ постоянныR знакъ. Если этотъ знакъ 
одинаковъ для обtихъ функцiй, то рядъ 

(47) f (i-1) f(i) А,+1) f(i+r) 
' t J. ' .... , ' 

составляющiй часть ряда ( 46), справа отъ а не представляетъ ни 
одной перемtны знака, а слtва отъ а r или r 1 перемtнъ, 
смотря по тому, бу детъ ли r четное или нечетное число. Число по
терянныхъ перемtнъ знака, слtдовательно, четное. Если же знаки 

f(i-l)(a) И j!r+rJ(a) раЭJIИЧНЫ, ТО рядъ (47) представитъ Одну пере
мtну знака справа отъ а, а слtва r+ 1 или r смотря 1ю тому, 
будетъ ли r четное или нечетное число, такъ что число потерян

ныхъ перемt1{ъ будетъ r или r - 1, т. е. опять четное число. Изъ 
всего этого слtдуетъ, что при лереходt х отъ нижней границы нt
котораго интервала къ верхней его границt рядъ (46) можетъ 
только терять перемtны знака. При этомъ число потерянныхъ пере

мtнъ знака будетъ равно числу корней функцiи f въ данномъ интер
валt (равныхъ или неравныхъ), увеличенному на нtкоторое четное 

число, которое въ частныхъ случаяхъ можетъ и обращаться въ 
нуль 1 ). 

503. Примi.чанlя. а) Теорема Декарта есть непосредственное 
слtдствiе какъ теоремы Бюдана, такъ и теоремы Лагерра. Чтобы 
въ этомъ убtдиться, стоитъ только замtтить, что при а О и при 

1) Н'hrколько бол'hе простое доказательство далъ Pouret (Nouv. Ann. 
de Math. 1892). 

35 
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х = О ряды ( 45) и ( 46), если отбросить нtкоторые положительные 
множители, приводятся къ ряду коэффицiентовъ, потому что 

f(O) = а.,, fi (О)=/' (О) а.,_1 , f2(0) iJ" (О)= а,._2 , ··· 

между тtмъ какъ при достаточно большомъ аначенiи х функцiи 
(46) принимаютъ и аатtмъ сохраняютъ знакъ числа а0 • Перемtны 
анаковъ, теряемыя при переходt х отъ О до беаконечности, будутъ, 

слtдовательно, тt, которыя окажутся въ рядt а0 , а1 , а2 , ••• , а.., коr да 
иаъ него выкинемъ члены, обращающiеся въ нуль. Чтобы оправдать 
это выкидыванiе, нужно только принять за нижнюю границу интер

вала, къ которому примtняемъ теорему Бюдана, вмtсто нуля про
иавольно малое положительное число. Затtмъ надо аамtтить, что, 
если при х=О только промежуточные члены ряда (47) обращаются въ 
нуль, рядъ этоn. справа отъ нуля представпяетъ ровно столько пе

ремtнъ анака, сколько ихъ даютъ два краАнихъ члена, т. е. одну 

или ни одной. 

Ь) Теорема Бюдана не даетъ возможности точно указать число 
корней въ данномъ промежуткt; на этотъ вопросъ дасть отвtтъ 

другая теорема (см. § 505 и слtд.), которую мь1 вскорt докажемъ. 
Тtмъ не менtе въ приложенiяхъ теорема Бюдана очень полезна. 
Еще полезнtе одна теорема Лаrерра 1), аналогичная теоремt § 501. 
Сильвестру принадлежитъ аамtчательн0е усовершенствованiе теоремы 
Бюдана, заключающее въ себt естественно и усовершенствованiе 
теоремы Декарта, принадлежащее Кемпбеллю (Campbell) 2). 

504. Упражненiя. а) Дана цilлая функцiя п-ой степени /(х), всt 
корни которой веществе11ны. Требуется доказать, что если мы разд-в
лимъ интервалъ между двумя смежными корнями а и {] на п рав
ныхъ частей, то въ край11ихъ частяхъ интервала производная /' 
не обращается въ нуль. Приравняемъ нулю выраженiе 

/' 1 1 -=···+-+--+···, / х-а x-{:J 

остамяя слt.ва оп, всt члены, соотвi.тствующiе корнямъ, не превыша-
х а 

ющимъ а, а справа отъ 1 всt члены, соотвi.тствующiе корнямъ, не 
х-

меньшимъ {], и подразумi.вая подъ х число, лежашее между а и {J и обра
щающее въ нуль функцiю /'. Тогда получимъ 

1 1 ···+-=-+· .. , х-а f]-x 

1) "Nouv. Ann. de Math." (1880, р. 55). 
2) Todhunter, ,.Algebra• (3. ed., р. 217). Petersen, .Algebraische 

Gleichungen" (S. 212). См. также замi.тку Poulain въ С. R. de l'Ac. de 
J'aris. (1888, р. 470). 



§ 504 СЧЕТЪ КОРНЕЙ. 547 

равенство между двумя суммами членовъ, изъ которыхъ, какъ видимъ, 

выписаны съ каждой стороны только наибольшiе. Отсюда слi;дуетъ, что 

(48) 

а потому 

1 п-1 
---<:; 
х-а-

а+ 

(что и доказываетъ теорему). 

1t 

х 

1 ~~-----, 
а - fl-x 

Въ частномъ случа'h, при п = 2, находимъ, что единственный корень 
функцiи /' д'hлитъ промежутокъ (а, Р) пополамъ. 

Ь) Доказать, что, если вс'h п корней функцiи f вещественные, то вс'h 
корни функцiи р + k/'2, гд'h х положительное число, будутъ мнимые, и при
томъ въ каждомъ изъ нихъ коэффицiентъ при i по абсолютной ве-
личин'h меньше nf'k. Написзвъ уравненiе /2+ k/'2 О въ вид'h 

!' 
f 

1 1 1 ---+ +···+--
х - а1 х - a:i х - а" 

и полагая х а + i fl, должны им'hть 
а 

(а 

Зам'hтивъ, что fl, очевидно, нулемъ быть не можетъ, сравнимъ коэффицiент1,1 
при i въ об'hихъ частяхъ равенства и получимъ 

1 , + -,-----1-=----= + + ~---,,-
(а - а1)2 + fJ2 (а a:if + [JZ • • • (а 

1 

п:11 vli · 
Знаменатели л'hвой части не меньше fJ2. Поэтому 

Иными словами, если въ разстоянiи nf'k отъ оси вещественныхъ чиселъ 
проведемъ параллепьныя ей прямыя, то внутри полученной такимъ образомъ 
полосы будутъ лежатъ вс'h корни функцiи J2 + k/'2, и ни одинъ не будетъ 
лежать на оси 1). 

с) Если, напротивъ, k число отрицательное, то вс1i корни функцiи 
J2 + k/'2 будутъ вещественными, какъ сейчасъ увидимъ изъ одного инте
реснаго обобщенiя теоремы Ролля, принадлежащаго Варингу. Обозначая че
резъ а, fJ, у, ••. корни функцiи /, черезъ r, s, t, ... соотв'hтственные по
казатели ихъ кратности, черезъ k любое вещественное число, и приравнивая 
f + kf' нулю, получимъ уравненiе 

r s t 1 
х-а+-;;_р+ху+ ... +k=O. (XV.) 

1) Другiя полезныя упражненlя можно найти въ .Nouv. Аппаlеs de 
Мathem.•, за 1885 г., стр. 321, и за 1887 r., стр. 36. 



548 V, }. СУЩЕСТВОВА:НIЕ И С'IЕТЪ КОРНЕЙ. § 504 

Лъвая часть есть функцiя rp (х), непрерывная въ любомъ интервалъ, изъ 
котораrо исключены числа а, {J, у, •.• Ясно, что въ смежности съ корнемъ а 

соотвътствующiй ему въ функцiи rp членъ __ ,: _ по абсолюmой величин-в 
х а 

превзойдетъ сумму вdхъ прочихъ, такъ что слtва отъ а функцiя rp отри
цательна, а справа отъ а положительна. Слiщовательно, когда х измiшяется 
въ интервал"!; между двумя посл"hдовательными корнями функцiи f, функ
цiя rp мъняетъ знакъ и имtетъ въ этомъ интервал"!;, по крайней мtръ. одинъ 
корень. Замъчая еще, что при достаточно большихъ значенiяхъ 1 .'t' i функ
цiя rp принимаетъ и сохраняетъ знакъ числа k, видимъ, что rp имъетъ еще 
корень, меньшiй или большiй, чъмъ вс"h корни функцiи f, смотря по тому; 
будетъ ли k > О или < О. Итакъ, если 11 есть число различныхъ корней 
функцiи f, то р имtетъ, по крайней мi.ръ, 11 корней, отличныхъ отъ корней 
функцiи f. Кромt того (§ 450, с), она обращается въ нуль при значенiяхъ х, 
равныхъ кратнымъ корнямъ функцiи J. и имi.етъ поэтому еще 

(r - 1) + (s - 1) + И- 1) + ··· = п 11 

корней, общихъ съ /. Слъдовательно, если всъ корни f вещественные, 
то тоже самое можно сказать и о функцiи f + kf'~ 

. . 
d) Давая числу k различныя вещественныя значенiя, легко обоб 

щить послъднюю теорему. Предполагая, что вd корни f вешественные, 
можемъ то же самое сказать о функ~tiи f + kf', далtе и о функцiи 

Такимъ образомъ, приходимъ къ теоремt: Если всi; n корней функцiи f 
вещественные, то и всt корни функцiи af+bf'+cf" + ... будутъ ве
щественными, при условiи, что функцiя ах"+Ьх"-1+сх"-2 + ... имi.
етъ также вс't корни вещестенные (XV bls). Этимъ нутемъ можно до
казать, наприм-връ, вещественность .. корней уравненiя: 

"+ п2 п-1 + п2(п 1)2 .п 2 + 
х х 1·2 .х о, 

п п ,.~1 n(n 1) n-2 
х +--х + - ...... ·---х + ··· 

1·2 1·2·3·4 
о и т. д.1). 

е) Доказать, что если вс1; корни функцiи f вещественные, то ква
дратъ каждаrо коэффицiента больше произведенiя двухъ сосъд
нихъ коэффицiентовъ. Выпишемъ четыре смежны~tъ члена функцiи /: 

Умножая на (х ·- J1) получаемъ 

... + (а.,. - ha.,._1)x"-"'+1 + .. · + (а42 ha
41

)x" .. "' 1 + .... 

Если бы а.., было равно О, то теорема, очевидно, была бы справедлива, 
на основанiи сдъланнаго раньше зам1;чавiя въ § 499, с. Предположимъ по
этому а.,-1-0. По тому же замъчанiкi, коэффицiенты a.,-ha.,.._.1 и a,,+2 -ha41 

1) Друriя аналоrичныя уnражненiч можно наllти у Laurent: • Trait& 
d'AJgebre" Ш ч. 4-е изд. стр. 70. 
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при 

(х 

а41 
h = --, должны им-tть разные знаки, 

а" 
потому что вс-t корни функцiи 

h)/ вещественные. Им-tя 

находимъ, что зиакъ числа а"2 - а11 _1 а41 одинаковъ со зиакомъ числа 

а~1 а11 а,,+2 , т. е. не зависитъ отъ 11. Но первые три члена функцiи / по 
умиоженiи на х - h даютъ 

aoxn-t-l + (а1 - ha0)x" + (a:i ha1)x,._1 + •··· 
т о h =a1 б б б акъ какъ а0 - , то можно положить - а , и нео ходимо удетъ, что ы 

о 
знакъ а0 былъ противоположенъ знаку числа 

h аоаа а12. 
а2- а1= 

ао 

Сл-tдовательно, а{!·> а0а2 , и вм-tст-t съ т1Jмъ а"2>а,,_1 а41 при всякомъ 11. 

Эта теорема, данная Де Гюа (De Gua), позволяетъ часто обнаружить су
ществоваиiе мнимыхъ корней, когда это не удается съ помощью теоремы 
Декарта. Изъ различныхъ- сл-tдствill теоремы Де Гюа укажемъ на доказа
тельство существованiя мнимыхъ корней н-tкоторыхъ уравненill. напри
м1Jръ, такихъ, въ которыхъ три посл-tдовательные члена составляютъ геоме
трическую прогрессiю или четыре ариеметическую. 

f) Рекомендуемъ •штателю снова приняться за различные разсмотр-tн
ные въ зто!! rлав-t вопросы и изсл-tдовать ихъ непосредственно на плоскости 
ком1тексноll перем-tиной. Можно начать со сл-tдующаrо зам-tчанiя ~ если 
черезъ н-tкоторый корень х функцiи /' проведемъ прямую подъ угломъ В 
къ оси вещественныхъ чиселъ, и обозначимъ черезъ r 1 , r 2 , r 8 , ••• разстоя
нiя отъ а1 , a.J, аз, ... дох, а черезъ 81 , 02, 08 , ••• углы наклоненiя къ той 
же оси прямыхъ, соединяющихъ аэ_, <Z:!, а 3 ••• съ х, то будемъ им-tть 

х - <Z:! - х -- а,. - iB. (XVI) 
= r2/6, = ... - r"e'On -

Уравненiе 

(49) 
х 

1 1 + +···+--- о 
а1 х - <Z:! х- а" 

приметъ форму, независящую отъ 6. Оно распадается на два, изъ кото
рыхъ одно есть 

о. 

Оно показываетъ, что разстоянiя r 1 siп 61 , r 2 sin 62 , r 8 sin 08 , • • • точекъ а1 , 
<Z:!, а3 , ••• отъ разсматриваемой прямой не могуп, быть ни вс1; больше U, 
ни вс1; меньше О. Сл-tдовательно, корни функцiи / лежатъ по об-t 
стороны отъ прямой, проходящей черезъ какой нибудь корень 
функцiи /', если только они не лежатъ всi, на это!! прямой, въ какомъ 
случа1; на ней же будутъ и вd корни /'. Такимъ образомъ, мы выясняемъ 
одну, уже ран-tе доказанную, теорему (§ 496, Ь) и, кром1; того, получаемъ 
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сл1;дующiй результатъ: если всъ корни функцiи / лежатъ въ н1;ко
торой области, ограниченной сомкнутымъ контуромъ, то въ той 
же области лежатъ и всъ корни функцiи f' 1). Друriя оrраниченiя 
для положенiй корней функцiи / 1 получимъ, повторяя на плоскости первое 
упражнеиiе. Нужно только принять за а и fJ корни функцiи /, наиближе 
лежащiе къ опредменному корню х функцiи /'. Такъ какъ модуль каж
дой дроби въ л'tвой части уравненiя (49) не можетъ быть больше суммы 
модулей вс'tхъ прочил, членовъ, то вмъсто неравенствъ (48) получимъ теперь 

/х t''ll~(n l)lx а!, \х а\;:а:;(п 1)\х fJ\. 

Отсюда вытекаеrь сл'tдующее: если изъ всъхъ круrовъ, отдмяющихъ гар
монически а отъ {J, начертимъ п два, которые дмятъ отръзокъ въ отно
шенiи l къ п - l, и п 1 къ 1, то такимъ образомъ мы отдмимъ корни 
а и fJ отъ корня х функцiи /'. Дал'tе, если черезъ середину каждаrо изъ 
прямолинеflныхъ отрtзковъ, соединяющихъ а и fJ съ другими корнями /, 
возставимъ къ этимъ отръзкамъ перпендикуляры, то въ то!! части плоско
сти, которая лежитъ внt обоихъ круговъ, получимъ границы для положенiя 
корня х функцiи /', такъ какъ, по предположенiю, точка х не можетъ от
стоять отъ а и fJ дальше, чъмъ отъ любого изъ друrихъ корней. Такимъ 
образомъ кругами и прямыми линiями, опредменно построенными по дан
пымъ корнямъ функцiи /, всегда можно ограничить п части плоскости, въ 
которыхъ будутъ лежать различные корни функцiи / 1

• 

g) Изученiе взаимнаго расположенiя корней функцiи /и/' обнару
живаетъ замъчательныfl законъ, относящiflся къ неизмъняемости нъкоторыхъ 
выраженiй или элементовъ. Такъ, между прочимъ, при переход"!; отъ / къ /' 
и къ слъдующимъ производнымъ остается безъ измъненiя центръ тяжести 
корней 

~ = ~-(а1 +~+···+а,.). 
п 

Дъl!ствительно (§ 465), сумма корней фунюuи 

/ = х" С1 хп---1 + С2Х"-2 - • • • ± с,. 

равна С1 = n,;o, а сумма КОрНеЙ функцiи /' nx"-l - (n l)c1x"-2 + ··· 
11 - l 

равна с1 = (п-1),;0 , такъ что среднее ариеметическое корне!! и зд1;сь 
п 

равно ,;0. Это число будетъ и единственнымъ корнемъ функцiи /"-l). 
Корни s и ~' функцiи _fn-2

J, сумма которыхъ равна 2,;0 , имъютъ произве
денiе, равное среднему ариеметическому всъхъ произведенifl корней функ
цiи /, взятыхъ по два, и т. д. Мы ограничимся здъсь разсмотрtнiемъ чн
селъ f;0 и ,;,;'. Зам1;тимъ, что изъ равенствъ 

а1 + а2 + а11 + · ·· 11~0 • 

а1~ + а1 а3 + ~а3 + ··· = }11(1t ··- 1)~~1 

получается 

(а1 - l;or" + (а.2 s'o'f + ... + (а,. - sof 
= 11(11 - 1)(~0

2 l;l;1) = tп(11 - ~ )(~ -· f;'f. 

1) Объ эrомъ вопрос"!; и другихъ аналоrичныхъ можно наl!ти ссылки 
на мноrочис.1енныя сюда относящiяся изсл1'дованiя въ .Melanges mathema
tiques· par Mansion, стр. 26. 
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Обозначимъ теперь черезъ !;,,, и 'У/,, Декартовы координаты a.v относительно 
начала fo и прямой ts', какъ оси абсциссъ, тогда 

а1 - fo 
s1 +1·n1 (XVI Ьis) 

rдt. с обозначаетъ разстоянiе точекъ s и s' отъ fo· Поэтому 

(s1 + in1'f + (t2 + i'l'}:;i)2 + ... + (s., + i1'}.,)2 = п(п - l)c2, 

а спt.довательио, 

rдil суммированiе распространяется на значенiя 1, 2, 3, ... , п числа 11. Те
перь замt.тимъ еще, что 

такъ что будемъ имt.ть 

z <t"sin о - 'У/,, cos е + ь1 tI <t..2 + 1'J,,2> - 1-п<п - 1)с2 cos 20 + пь2. 
Отсюда прямо видно, что эта сумма будетъ min imum при О= О и h = О. 
Итакъ, изъ всt.хъ прямыхъ на плоскости прямая!;,!;,' есть та, для 
которой сумма квадратовъ разстоянill отъ всt.хъ корней функ
цiи f будетъ наименьшею. Изъ сказаннаrо выше вытекаетъ, что та же 
прямая обпадаетъ тt.мъ же характеристическимъ своllствомъ по отношенiю 
къ функцiямъ /', /'1, . . . Въ частномъ спучаt. кубическаrо уравненiя обо
значимъ 

1;,12 + f22 + fs2 6а2, 'Yfi2 + Т/22 + 1'/s2 бЬ2, 

такъ что а2 Ь2 = с2; тогда изъ соотношенiй 

и изъ nрецшествующихъ вытекаетъ 

То же самое относится къ друrимъ двумъ точкамъ (корнямъ). Спt.доватепьно, 
,х2 у2 

элпипсъ + lii 1, фокусы котораrо находятся въ точкахъ !;, и !;,' (s н ~' 

суть корни производной отъ правоll части кубическаrо уравненiя / = О), 
проходитъ черезъ точки (- ~-1;,1 , }ТJ1) и т. д., т. е черезъ середины сто
роиъ треугольника {t:l ~а3 • Такимъ образомъ, мы снова находимъ извtстную 
уже теорему (§ 415). 
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Теорема Штурма. 

505. Пусть j есть цtлая функцiя (съ вещественными коэффи-
1~iентами). Мы можемъ всегда предположить, что f не имtетъ крат
ныхъ корней (§ 456). Пусrь { 1 ея производная. Раздвлимъ f на t;_ 
и обозначимъ чере3ъ /; остатокъ отъ дtленiя, взятый съ обрат
нымъ знакомъ. Затtмъ дtлимъ J. на / 2 и обозначаемъ черезъ / 3 
остатокъ, взятый съ обратнымъ знакомъ. Продолжая этотъ процессъ, 

получимъ рядъ функцiй, 

/(х), /1 (.х), Л(х), /3(х), ... , 

степени которыхъ, очевидно, убываютъ. Послtдняя изъ этихъ функ
цiй есть постоянная, не равная 'нулю. Дtйствительно, полиномы f и 
fi. взаимно простые, потому что j кратныхъ корней не имtетъ. Про
изводимая нами операцiя, если не обращать вниманiя на перемtны 
знаковъ у остатковъ отъ дtленiй, есть не что иное, какъ разыска

нiе общаго наибольшаго дtлителя полиномовъ f и } 1 , и не можетъ 
привести къ остатку, равному ну11ю. Полученныя функцiи называ
ются функцist'ми Штурма (Sturm), а образуемый ими рядъ-ря
домъ Штурма. 

506. Теорема Штурма 1). При возрастанiи х отъ а до Ь 
(а< Ь) соотвtтствующiй функцiи f рядъ Штурма теряетъ 
ровно столько перемtнъ знака, сколько корней функцiи f 
заключается въ интервалt (а, Ь). 

Прежде всего ясно, что при непрерывномъ измtненiи х отъ 

а до Ь число перем1;нъ знака въ рядt J11турма остается безъ из
мtненiя, пока ни одна изъ функцiй этого ряда не измънитъ своего 

знака. Поэтому, вслtдствiе непрерывности этихъ функцiй, намъ 

нужно только разсмотр1;ть, что произойдетъ, когда значенiе х 

обратитъ которую нибудь изъ нихъ въ нуль. Прежде всего за
мtтимъ. что двъ рядомъ стоящiя функ~tiи одновременно въ нуль 
обратиться не могутъ. Это очевидно для f и J. , потому что f не 
имtетъ кратныхъ корней. Кромt того, такъ какъ между тремя рядомъ 

стоящими функцiями существуетъ соотношенiе вида fi-1 = fipi-/.+-1, 
гдt (J)i цtлая функцiя, то одновременное обращенiе въ нуль функ

цiй fi+1 и fi повлекло бы за собою таковое же для fi и fi-1 , за
тtмъ для fi-1 и fi-2 и т. д. и наконецъ, для / 1 и /, что невоз· 
можно. Слtдовательно, если fi обращается въ нуль, то /,,_1 и /.+-1 
не обращаются въ нуль. Онt принимаютъ значенiя разныхъ знаковъ, 

потому что, если, при х = а, fi = О, то fi-1 -/.+t· Мы можемъ 

1) Этой теорем'h посвящена ц'hлая глава въ учебник'h Вебера (W е ber, 
AJgebra) томъ I, стр. 316-358. 
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всегда образовать около а достаточно малый интервалъ, въ которомъ 

функцiи fi- 1 и /i-J-1, непрерывныя и неравныя нудю при х а, со
храняютъ во всем ь интервадi; тотъ знакъ, который онi; имъютъ при 
х = а. Для опредi;ленности положимъ, что [i_ 1 сох:раняетъ знакъ +, тогда fi+1 будетъ сохранять знакъ -. Въ такомъ случаъ, 
слi;ва и справа отъ а. функцiи fi-1 , fi, {i+1 будутъ имi;ть знаки 
+ , ± , - . Каковъ бы ни былъ знакъ функцiи fi до и послi; ея 
обращенiя въ нуль, всегда рядъ fi-1 , fi, fi+1 дастъ одну перемi;ну 
знака слi;ва отъ а и одну перемi;ну знака справа отъ а. Отсюда 
заключаемъ, что переходъ числа х черезъ корень какой-нибудь изъ 
промежуточныхъ функцШ, если онъ не будетъ въ то же время кор
немъ функцiи /, никакого измъненiя въ числt перемi;нъ знака въ 
рядi; Штурма не производитъ. Такое измi;ненiе можетъ произойти 

только при переходi; х черезъ корень функцiи f. Bi этомъ случаi; 
дi;йствительно произойдетъ потеря одной перемi;ны знака, потому 
что, какъ мы видi;ли (§ 494, а), ( 1 справа отъ а имъетъ знакъ, 
одинаковый съ /, а слi;ва отъ а противоположный. Итакъ, въ то 
время какъ при переходt х черезъ какой-нибудь корень а функцiи 
f пропадаетъ одна перемi;на знака, при переходi; черезъ любое 
другое значенiе ни одна не пропадаетъ и ни одна не появляется 

вновь. Ясно, слtдовательно, что при переходt х отъ а къ Ь про
падаетъ столько перемtнъ знака, сколько корней функцiи f заклю
чается между а и Ь. 

507. Прим:1.чанiя. а) При составленiи .ряда Штурма можно, 
не измi;няя заключенШ, умножать встръчаемыя функцiи на любыя 
положительныя числа. Такiя умноженiя полезно производить въ 
численныхъ приложенiяхъ, во избtжанiе дробныхъ коэффицiентовъ, 
вводимыхъ послtдовательными дменiями. 

Ь) При доказательствt теоремы, послi;днiй постоянный членъ 
ряда не входитъ въ разсмотрtнiе, благодаря тоиу лишь обстоятель

ству, что, не будучи равнымъ нулю, онъ всегда сохра11яетъ опре
дi;ленный знакъ. Отсюда слtдуетъ, что если при составленiи функ
цШ Пlтурма доидемъ до такой, которая сохраняетъ постоянный 

знакъ въ разсматриваемомъ интервалt, то на ней и можно оста
новить рядъ Штурма. 

с) Это замtчанiе можно еще иначе оправдать, разсмотрtвъ 
ближе измtненiе знаковъ въ IПтурмовомъ рядi;. Разсмотримъ, на
примtръ, перемtну знака, представляемую нi;которыми двумя функ
uiями, положимъ fi и /i-J-1, при х = а. При непрерывномъ возра
станiи х эта перемi;на знака будетъ подвигаться влtво отъ {i или 
вправо отъ /i-J-1, когда одна изъ этихъ функцШ будетъ мънять 
знакъ. А именно, если первая изъ функцiй, которая должна измt

нить знакъ, будетъ fi, то перемi;на знака передвинется влtво 
(XVII), и такимъ образомъ, она буд-етъ передвигаться влtво всякШ 
разъ, какъ фуню~iя, стоящая лi.вtе другой, раньше этой другой 
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измtнить знакъ, пока не займетъ перваго мtста въ ряд-k перемtнъ 
и послtдовательностей знака. Затhмъ, она ненремtнно перейдетъ 
въ постоянство, когда х перейдетъ черезъ корень функцiи f. 
Понятно теперь, что функцiя Штурма, не мtняющая знака въ раз

сматриваемомъ интервалt, представляетъ собою преграду, препят

ствующую такому передвиженiю перемtны знака справа налtво или 

наоборотъ. Этимъ именно и объясняется, что лежащая вправо отъ 
этой функuiи часть Штурмова ряда не иrраетъ роли при счетt по
тер я н н ыхъ перемtнъ знака, такъ какъ ни одна изъ перемtнъ 
знака, встр-kчающаяся въ этой части, до начала ряда достигнуть 

не можеri, чтобы обратиться здtсь въ постоянство знака. 

d) До сихъ поръ молча подразумtвалось, что на границахъ 

интервала (а, Ь) ни одна изъ функцiй f, / 1 , { 2 , • • • не обращается 
въ нуль. Иначе непонятно было бы, какъ считать перем-kны 

знака на этихъ границахъ, между тtмъ какъ къ этому счету и сво

дится все д-kло. Мы условимся теперь при этомъ cчert опус

кать тt члены, которые обращаются въ нуль. Но тогда надо 
разсмотрtть не требуетъ ли это условiе какого-либо измtненiя въ 
формулировкt самой теоремы Штурма. Лрежде всего зам-kтимъ, 

что, какъ уже было сказано, три функцiи f,._1 , fi, {;+1 предста
вляютъ одну перемtну знака какъ сл-kва, такъ и справа отъ корня 

функuiи fi, и одну же перемtну знака мы сосчитаемъ въ пар-k 
функцШ fi-1 и fi+1 , когда выкинемъ среднiй ЧJ1енъ fi О. Поэтому 
выкидыванiе среднихъ членовъ ряда, обращающихся въ О при х а 
или х = Ь, никакого · измtненiя въ счетt перем-kнъ знака не про
изведетъ. Остается разсмотрtть тъ случаи, когда сама функuiя f 
исчезаетъ на одной изъ граниuъ или на объихъ. Съ этой ц-kлью, 

вмtсто интервала (а, Ь), разсмотримъ сперва интервалъ (а+ h, 
Ь - h), гдt h достаточно малое положительное число для того, 
чтобы для значенiй х, лежащихъ между а и а + h, и между Ь h 
11 Ь ни одна изъ функцiй f, fi , .h, . . . не мtняли знака. Если 
f(a) = О, а j(b) =!:= О, то при х =а+ h, функцiи f и fi, какъ из
в-tстно, представляютъ постоянство знака, а потому число пере

мtнъ знака въ рядахъ f, fi, / 2 , ••• при х =а+ h, равно числу 
перемtнъ знака въ рядi; / 1 , .h, . . . при х а, полученномъ послъ 
опусканiя члена /(а)= О. Обозначимъ это число черезъ µ. Число 
перемtнъ знака въ рядt f, / 1 , .h, . . . при х = Ь - h, очевидно, 
равно числу перемtнъ знака въ томъ же рядt при х = Ь. Обозначая 
его черезъ Р, находимъ, что число потерянш,1хъ перемънъ знака 

при переходt х отъ а до Ь равно v = µ v и равно числу кор
неА функцiи f въ промежуткt (а + h, Ь), т. е. въ интервалt 
(а, h), за исключенiемъ нижней границы. Ес11и j(h) = О, то, 
какъ извъстно, фунюriи f и fi при х = Ь h представляютъ пе
ремъну знака, которая исчезаетъ при переход-t х отъ h - h къ h. 
Поэтому, выкидывая члеиъ j(h) = О и обозначая черезъ v число 
перемънъ знака въ рядъ fi , / 2 • • • при х = Ь, мы вкпючимъ въ 
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число потерянныхъ перемtнъ знака v = µ - v и ту, которая обу
словлена существованiемъ корня Ь. Изъ вышесказаннаrо слtдуетъt 
что при нашемъ условiи относительно счета перемtнъ знака тео

рему Штурма надо формулировать слtдующимъ образомъ: Число 
перемtнъ знака, теряемыхъ рядомъ Штурм!, соотвtтству
ющимъ функцiи f, при переходt перемtнной отъ нижней 
границы интервала къ верхней, равно числу корней функ

цiи f, лежащихъ въ данномъ интервалt, за исключенiемъ 
нижней границы. Поэтому, если при х = а или х = Ь найдемъ 
f = О, и, выкинувъ какъ этотъ, такъ и всякiй другой членъ ряда, 
обращающiйся въ нуль, насчитаемъ v потерянныхъ перемtнъ знака 

при переходt х отъ а къ Ь, то можемъ утверждать слtдующее: 
кромt корня а, существуетъ еще v корней въ промежуткt (а, Ь)~ 
напротивъ того, кромt корня Ь существуетъ еще лишь v - 1 кор
ней въ промежуткt (а, Ь), не считая а, который также можеть 
быть корнемъ. 

е) Теорема Штурма остается справедливою и въ томъ случаt, 

когда j имtетъ кратные корни, если предположимъ, что каждый 

кратный корень считается одинъ разъ, какъ простой. Дtйствительно, 
въ данномъ случаt послtднiй членъ ряда Штурма будетъ, очевидно, 

пропорцiоналенъ общему наибольшему дtлителю функцiй / и fi. 
Если обозначимъ черезъ р; частное отъ дtленiя fi на этого наи
большаrо дtлителя (который, очевидно, будетъ дtлителемъ всtхъ 
функцiй ряда), то ясно, что перемtны знака въ рядt f, / 1 , / 2 , ••• 

будутъ совпадать съ перемtнами знака въ рядt р, р1 , р2 , ••• По
слtднiй рядъ обладаетъ тtми же свойствами, какъ и рядъ Штурма, 
соотвtтствующiй функцiи р, т. е. функцiи, простыми корнями кото

рой будутъ всt различные корни функцiи / (и только эти корни)*). 

508. Прило:~кеиiя. а) Теорема Штурма цаетъ возможность указать 
точно число вещественных:ъ корней уравненiя и узнать сколько между ними 
положительныхъ и сколько отрицательных:ъ **). Напримt;ръ, для функцiи 
( = х4 2.х-2 + х - 1 рядъ функцiй Штурма состоитъ изъ / и слiщующих:ъ: 

fi = 4х3 4.х + 1, /2 4.х-2 - 3.х + 4, /3 = 23.х + 8, /4 = 2924. 

Для значенiя х отрицательнаrо и достаточно большого 110 абсолютной вели
чинъ рядъ знаковъ будеть: 

+-+- (три перемъны знака); 

при х = О знаки совпадаютъ со знаками независимых:ъ членовъ, т. е. 

-+++ (двъ перемъны знака). 

Мы имъемъ рдну потерянную перемъну, слъдовательно, одинъ отрица-

*) Подробнъе объ этомъ см. Laurent Н .• Traite d'Algebre", стр. 62. 
**) Стоить только nримънить ее къ интерваламъ ( - =, О), (О, оо). 
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тельный корень. При х достаточно большомъ имhемъ знаки старшихъ 
членовъ 

++++ (одна перем-tна знака). 

Сл-tдовате,льно, уравненiе х4 2х2 + х 1 = О им-hетъ одинъ положитель
ный, одинъ отрицате;1ьный корень и два сопряженныхъ мнимыхъ. Можно 
еще добавить, что положительный корень лежитъ между 1 и 2, а отрица
тельный между 2 и - 1. Теорема Декарта даетъ только существованiе 
одного положительнаго и одного отрицательнаго корня, но оставляетъ въ 

неизв-tстности будутъ ли остальные два корня вещественные или мнимые: 

Ь) Теорема Штурма прилагается также къ разысканiю необходимыrь 
и до1:таrочныхъ условiй вещественности вс-tхъ корней алгебраическаrо 
уравненiя 

Во первыхъ. рядъ Штурма должеиъ быть полнымъ, т. е. состоять изъ п + 1 
функцiЛ степеней п, п 1, п 2, ... , 2, 1,0 чтобы возможна была потеря п 
перем'tнъ знака. Во вторыхъ при х достаточно большомъ рядъ Штурма дол
женъ представлять одни постоянства знака, слi;дователыю, при а0 > О 
старшiе члены всi;хъ IПтурмовыхъ функцiй должны быть положительны. 
Эти условiя и достаточны. Дi;йствительно, положимъ, что они выполнены. 
Давая перем-tнной х отрицательное и достаточно большое по абсолютной 
величинi; значенiе, найдемъ для функцШ Пiтурма поперемi;нно знаки + и -, 
такъ что рядъ ихъ дастъ п перем-tнъ знака. Выд·hляя, сл'tдовательно, интер
валъ J, + l), вн·в котораrо нi;тъ корней функцiи /, найдемъ, что при 
переходi; х отъ - l къ + I рядъ Штурма потеряетъ п перем-tнъ знака и, 
слi;довательно, f будетъ имi;ть п вещественных·ь корней. Такъ наприм'tръ, 
для уравненiя ~ + рх + q = О рядъ Штурма будетъ 

Цх Зq, /.~ - 4Р3 - 27 q2. 

Сл-tдовательно, должно быть р < О, 4/13 + < О. Но первое условiе уже 
заключается во второмъ, потому что, при р О, 4/13 + 27 q2 не можетъ быть 
меньше О. Слi;довательно (срав. § 314, е), необходимое и достаточное 
условiе вещественности и неравенства всi;хъ корней функцiи 
х3 + рх + q есть 4/13 + 27 q2 < О. 

509. Отвi.тъ на вопросы предыдущаго параграфа можно бу
детъ дать въ общемъ видi., если удастся найти общiя выраженiя 
функцШ Штурма. Цi.пое частное отъ дi.пенiя 

f=x"-cx"- 1+ ··· на fi пхп-1 (п 1) 

равно J__(x--=-) и 
п п ' 

потому мы имi.емъ 

f= ~ (х :)f1 -fa. 
откуда спi.дуетъ 

f~ = __!__ (х - .!._) 2)-1- - 1 
/ п п,ха1 

Замtчая, дапtе, что 

_! ,-н~ а, с • 
n2~ х-а· i • 

nai - с= (ai ~ а1) + (а; - а2) + ··· + (а, а.,), 
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можемъ написать 

Сравнивая это выраженiе съ выраженiемъ } , можно угадать обrцНI 
результатъ, найденный Сильвестромъ 1). Независимо оть нъкото
рыхъ множителей, которые въ случаъ уравненiй съ вещественными 

коэффицiентами всегда положительны (а потому моrутъ быть от
брошены), будемъ имъть . 

1 = 17 ~\х ~):~j(x ~:) ·.·.·. ~~ ~)aJ
2

• 

rдъ суммированiе распространяется на всъ системы изъ i указа

телей, которыя ( какъ 1, 2, 3, ... , i) выбраны между числами 
1, 2, 3, ... п. Въ частности, что можно было предвидъть, /,. есть 
не что иное, какъ дискриминантъ Л функцiи j. Послъдняя формула 
пок:13ываетъ, что fi полиномъ степени п - i, коэффицiенты кото
раго суть симметрическiя функцiи корней функцiи /, и слъдова
тельно, выражаются цtлыми рацiональными функцiями коэффицiен
товъ полинома f На основанiи сказаннаго въ предыдущемъ пара
rрафъ важно вычислить первый коэффицiентъ въ }, , который мы 
обозначимъ черезъ а; . .М.ы имъемъ 

oi = 17 (а1 ~)2(ai - а3)2 ... (а,_1 - а,)2 
1 1 · ·. 1 2 

и видимъ (§ 30), что ai есть квадратъ матриссы 

..• 1 

а1 а2 а3 ... ап 
а12 ~2 а32 ... а 2 

" 

а1 
i---1 i-1 

as i-1 ... а,. 

1) Philosophical Magazine (1839), Journal de Liouville (IE62, р. 368). 
Доказательство см. у 1. Serret, .Algebre superieure" 4-е изд. т. 1 стр. 570, 
или у Salrnon, ,,Algebre superieure" стр 73 и сл1щ. См. также замi.тку 
Gilbert о Штурмовыхъ функцiяхъ въ Nouvelles Annales de Math. 1866 г. 
стр. 263 и Trudi "Deterrninanti• (Applicazioni, § V). 
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,акъ чrо можно написать 

So S1 S2 ••• si-·1 

S1 S2 S 0 S; 

5i-1 S;, S;+1 ••• 5 2i--2 

Слiщовательно (§ 466), 

I so 
s1 1 

0'1 So п, O'j! 1 = ns2 s12 (п - I)c12 - 2ni2 и т. д. 

Sl S2 j 

.и, наконеuъ, Gn = Л . 

.510. Теорем.а. Число паръ мнимыхъ корней цtлой 
функцiи, неимtющей кратныхъ корней, равно числу пере
мtнъ знака въ рядt Gp G2 , ••• G,.. 

Эту теорему легко вывести изъ теоремы Штурма, если при
нять во вниманiе замtчанiя § 508. Въ самомъ дtлt, если v есть 
-число перемtнъ знака въ рядt G i, G2 , ••• , Gn, то таково же бу детъ 
и число перемtнъ знака въ рядt f, fi , h, ... , /., при достаточно 
большомъ значенiи х, потому что первыя двt функцiи послtдняrо 
ряда даютъ постоянство знака. Если же дадимъ х значенiе отри
цательное и достаточно большое по абсолютной величинt, то каж
дая перемtна знака обратится въ постоянство и обратно. Слtдова
телыю, въ послtднемъ случаt число перемtнъ знака въ рядt 

Штурма будетъ п v. Поэтому число потерянныхъ перемtнъ 
.знака при возрастанiи х въ интервалt ( - l, l), внt котораrо 
нtтъ корней j, будетъ равно n-2v. При теоремt Штурма имtемъ 
п 2v вещественныхъ корней и, слtдовательно, v паръ мнимыхъ . 

.511. Послtдняя теорема можетъ быть установлена при по
мощи другого интереснаrо доказательства 1), не требующаrо знанiя 
Штурмовыхъ функцiА. Разсмотримъ квадратную форму, дискрими

.нантъ которой равенъ 

So S1 S2 ... s,._1 

S1 S2 S3 ... s" 
л S2. S3 S4, ... s,.+1 

1) См. мемуаръ Боркгардта (Borchardt) въ .Joumal de Uouville•, 
1847, стр. 58. 
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т. е. дискриминанту даннаrо уравненiя. Л не равно нулю, потому 
что всt корни даннаrо уравненiя простые. Разсматриваемая квад

ратная форма, которую можно представить въ видt 

(f) = (sox1 

+ (s1X1 

+ S1 Х2 + S2X3 + • • · + s.,_1 х,.)х1 

+ S2X2 + S3X3 + • · · + s"xn)X2 

можетъ быть поэтому приведена къ суммt п квадратовъ, не рав

ныхъ нулю. Здtсь надо припомнить, что число отрицательныхъ 
квадратовъ равно (§ 98) именно тому числу перемtнъ знака, о ко
торомъ говорится въ формулировкt теоремы. Поэтому достаточно 
привести р къ каноническому виду и показать, что число отрица

тельныхъ квадратовъ равно числу паръ мнимыхъ корней уравненiя. 
Это приведенiе въ данномъ случаt непосредственно получаютъ, если 

въ выраженiи р отдi;лимъ все то, что относится къ опредi;ленному 
корню а. Такимъ образомъ получимъ 

+ ах2 + а2х3 + ··· + а"·-1 х,.)х1 
+ а2х2 + а3х3 + ··· + а"х,.)х2 

+ (а"-1 х1 + а" х2 + an-f-1 х3 + · · · + а2п-2 х,.)х,. 
(х1 + ах2 + а2х3 + ··· + а,._1 x.Jl. 

Слtдовательно, полагая 

будемъ имtть 

(f)=Y12 +Yi+Yi+ ··· +У"2 • 

Если ai вещественное число, то у; 2 > О. Если а. мнимый корень, 
то пусть aj будетъ ему сопряженный. Тогда Yi и yj будутъ также 
Мf!ИМЫМИ сопряженными, и представятся въ видt р ± q v-=-т, съ 
вещественными коэффицiентами р и q. Отсюда слtдуетъ: 

У.2 + У/ (Р + q V=-1)2 + (Р q 2(P2-q2). 

Итакъ, каждая пара мнимыхъ корней дастъ в'Ь каноническомъ видt 
формы р два вещественныхъ квадрата, одинъ положительный, дру
гой отрицательный, между тtмъ какъ всякiй вещественный корень 
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даетъ одинъ положительный квадратъ. Слtдователыю, всякiй отри

цательный квадратъ обнаруживаетъ одну пару мнимыхъ корней 1 ). · 

512. Прим'hчанiя. а) Необходимыя и достаточныя усло
вiя вещественности всtхъ корней алгебраическаго урав
ненiя съ вещественными коэффицiентами состоятъ въ 
томъ, ЧТО 

I So 
So S1 • • • S,._1 

1 

So 
S1 1 

Sl si 
Sl s2 ..• s,. > ·о, I S1 

S2 S3 > о, .... ' > о. 
S1 S2 ... 

S2 S3 $4 s,._1 $" • • • $2 .. -2 

Эти неравенства всегда можно выразить неравенствами въ буквахъ 
с, при помощи теорiи симметрическихъ функцiй. 

Ь) Условiе Л > О необходимо для вещественности всtхъ кор
ней. Но когда оно выполнено, можно утверждать лишь только то, 

что число паръ мнимыхъ корней будетъ четное или нуль. Если 
Л < О, то уравненiе имtетъ нечетное число паръ мнимыхъ корней. 
Это эаключенiе можно прямо вывести иэъ выраженiя 

которое покаэываетъ, что Л навtрно больше О, если всt а веще
ственныя числа. Далtе, всякая пара сопряженныхъ мнимыхъ корней 

а, и aj вводитъ отрицательный множитель (a;-aJ)s, между тtмъ 
какъ всt дpyrie множители (а;--а,) и (aj at), rдt а8 и at со
пряженные корни, соединяются попарно въ положительныя про

иэведенiя. 

513. Прим'tры. а) Для полнаго кубическаго уравненiя 

a0 .1-s1 + ·3а1 х'1- + 3а2х + а3 = О 

необходимыя и достаточныя условiя вещественности и неравенства всъхъ 
трехъ корней будутъ 

гдi, 4 изв'hстный (§ 87) дискриминантъ 

L1 4 (а? а0 а2) (а22 - а1 а3) - (а1 а2 а0а3)2 

Зд'hсь условiе д > О должно быть само по себ'h достаточнымъ, потому что 
уравненiе 3-й с·rенени не можетъ им'hть четыр&хъ мнимыхъ корней. По-

1) Подобными же соображенiями можно доказать бол'hе общую те
орему, данную Brioschi (см .• Detenninanti" Trudi, стр. 250). См. также 
статью Sylvester въ .Philosophical Transactioпs• за 1853 г. объ обобщенiи 
теоремы Штурма, и статью Brioschi въ .Nouve!les Aпnales de Math.", 1856, 
стр. 275. 
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этому условiе а12 - а0а2 > О должно заключаться въ условiи д > О (срав. 
§ 508, Ь), и въ этомъ тотчасъ убъждаемся, замътивъ тождество 

а02д = 4 (а12 a0 a2'f' (2а13 - 3а0а1а2 + ai-a3)2• 

Ь) Для уравненiя 4-ой степени 

а0х4 + 4а1х3 + 6а2 х2 + 4а3х + а4 = О, 

наоборотъ, условiе д > О не достаточно, чтобы можно было утверждать 
вещественность всъхъ корней. По знаку д можно лишь навърно сказать, что 
при д < О два корня вещественные и два мнимые. При д > О надо прибi;г
нуть еще къ другимъ функцiямъ Штурма, въ которыхъ коэффицiенты при 
старшихъ членахъ, независимо отъ нъкоторыхъ nоложительныхъ множите
лей, будутъ 1) 

ГД'Б (§ 87) 
а0 а1 ~ 

l = а0а4 4а1а3 + 3а22, J = а1 а2 а3 

Чтобы всi; корни были вещественными при д > О, необходимо, чтобы оба 
числа l и ] были больше О. Въ противномъ слу·~аi; (при .d > О, всъ 4 
корня мнимые. 

с) И для уравненiя 5-й степени можно утверждать, что если дискри
минантъ меньше О, то уравненiе имъетъ 2 мнимыхъ и 3 вещественныхъ 
корня. Если дискриминантъ больше О, то, если не всi; корни вещественные, 
уравненiе имъетъ только одинъ вещественный корень. Одинъ изъ возмож
ныхъ случаевъ отличается отъ цругого при помощи изслъдованiя нъкоторыхъ 
трехъ функцiй отъ коэффицiентовъ 2). 

Pt:.WEHIE YPf\BHEHIЙ. 

Численное р'tшенlе. 

514. Переходимъ теперь къ численному рi;шенiю уравне
нiй, т. е. къ разысканiю тtхъ чиселъ, которыя, будучи подставлены 

на мi;сто перемi;нной, обращаютъ въ нуль данный полиномъ съ 
численными коэффицiентами. При этомъ мы мо,1,емъ ограни
читься разсмотрi;нiемъ уравненiй вида 

(1) 

1) Cayley .Quarterly Jourпal•, t. IV, р. 10, См. также замътку Hal
phen въ .Nouv. Аnп. de Мath.•, 1885, р. 34-35. 

2) Roberts "Quarterly Journal", t. IV. р. 175. 

36 
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съ цълыми коэффицiентами и а0 > О, замi;чая, что къ этому виду 
можно привести всякое алгебраическое уравненiе съ алгебраическими 
(т. е. не трансцендентными) коэффицiентами, которые (по опре
дi;ленiю) удовлетворяютъ алгебраическому уравненiю съ рацiональ
ными коэффицiентами. Дi;йствительно, если одинъ или нi;сколько 

коэффицiентовъ а удовлетворяютъ одному или нt.сколькимъ алrе· 

браическимъ уравпенiямъ, то можно эти коэффицiенты исключить 
(срав. § 444) изъ этихъ уравненiй и даннаrо, и исключенiе выполнить 
такъ, чтобы получилось уравненiе (высшей степени) съ рацiональными 
коэффицiентами. Эти коэффицiенты можно привести къ цtлымъ чи
сламъ, умножая все уравненiе на надлежаще выбранное цълое число. 

Когда это сдълано, обыкновенно начинаютъ съ раэысканiя цt.лыхъ 

корней, затt.мъ дробныхъ рацiональныхъ и потомъ, дпя упроще
нiя, кратныхъ корней. Затt.мъ приступаютъ къ приближенному 
вычисленiю иррацiональныхъ корней. Что касается мнимыхъ 

корней, то напомнимъ (§ 493), что ихъ вычисленiе сводится къ 
вычисленiю вещественныхъ корней уравненiй съ вещественными ко

эффицiентами. 

515. Границы корней. Прежде всего надо ограничить 
корни, т. е. опредt.лить интервалъ, внt. котораrо не можетъ на
ходиться ни одинъ вещественный корень уравненiя. Границы этого 
интервала называются нижнею и верхнею границами корней. 

Вопросъ сейчасъ же сводится къ опредъленiю одной верхней гра

ницы, потому что, если f (х) обозначаетъ первую часть уравненiя 
(1), то нижняя граница его корней, очевидно, получится, если возь
мемъ верхнюю границу корней уравненiя f ( х) = О, съ обрат
нымъ знакомъ. Точно такъ же можно получить нижнюю границу по
ложительныхъ корней /(х), взявъ обратную величину верхней гра-

ницы корней f(}) и т. д. Для опредъленiя верхней границы l 
имt.ется много правилъ: 

а) Правило. Ньютона. Если при х F l всt функцiи f, f', 
f", . . . положительны, то l верхняя граница корней функцiи f 
Дt.йствительно, при всякомъ х > l, имt.емъ 

/(х) =/(1) + (х l)f'(l) + t(x 1)2/"(l) +···>О. 

Впрочемъ, это правило можно считать непосредственнымъ слiщ

ствiем'ь теоремы Бюдана (§ 502). Для практическаrо его примt.не
нiя, начинаютъ съ опредъленiя наименьшаrо цълаrо числа, котораrо 
не превосходитъ корень функцiи pп-lJ. Это число подставляютъ 
въ рп-2J и, если получится число отрицательное, то увеличиваютъ 
упомянутое число столькими единицами, сколько нужно, чтобы со

отвътствующее значенiе J(n-2J было больше О. Новое полученное 
число подставляютъ въ _fn-ЗJ и т. д., и продолжаютъ такъ до тt.хъ 
поръ, пока не получать числа, для котораrо само f будетъ больше О. 
Такое число l и будетъ искомою верхнею границею. 
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Ь) Правило Лагерра. Тотъ же процессъ можно примtнить, 
вамtняя рядъ функцiИ f, f', f", . . . рядомъ функцiй Руффини 
f, J;., / 2 , ••• Справедливость этого правила прямо слtдуетъ изъ 
теоремы Лагерра (§ 501). 

с) Извtстны и другiя правила, менtе удовлетворительныя въ 
смыслt получаемаго результата*), но легче и быстрtе примtнимыя. 
Обозначимъ черезъ а,., наибольшiА изъ коэффицiентовъ, предше· 
ствующихъ первому отрицательному коэффицiенту а., и черезъ at 
наибольшiй по абсолютной величинt изъ отрицательныхъ коэффи
цiентовъ. Правила Маклорена, Лагранжа и Тилло выражаются 
слtдующими равенствами 

l 1+V=--ar 

Лагранжъ далъ еще другое правило для опредtленiя высшаго пре

дtла положительныхъ корней. а именно: составивъ выраженiя: 

t 

V-:; 
и всt подобныя имъ, относящiяся ко всtмъ отрицательнымъ коэф
фицiентамъ уравненiя, надо взять сумму двухъ наибольшихъ изъ 
этихъ чиселъ; оно и дастъ число l. 

d) Вмtсто того, чтобы прилагать эти правила, часто разлага
ютъ полиномъ f на прилично выбранныя части и стараются непо
средственными испытанiями найти верхнiя границы l', l", ... корней 
каждой части, послt чего берутъ за l наибольшее иэъ этихъ чи
,селъ. Но изъ всtхъ этихъ правилъ наиболtе удовлетворительнымъ 

,остается правило Ньютона ] ) потому, что оно никогда не даетъ ре
зультата большаго, чtмъ дpyrie, и 2) потому, что оно даетъ бли
:жайшее цtлое число, большее самаго большого корня 1), если всt 
корни вещественные. Если въ послtднемъ случаt наибольшiй ко
рень есть цtлое число, то правило Ньютона его и дастъ. Это пре· 
имущество правила Ньютона есть прямое слtдствiе неизмtняемости 
центра тяжести корней (§ 504, g). (XVIII.) 

516. Цiшые корни. Если а корень функцiи /, то (§ 500, 
формула 44) 

'(2) 

rдt / 1, Л, .. . ,j.. обоэначаютъ эначенiя функцiй Руффини при х а. 
Замtтимъ теперь, что при а цtломъ всt эти значенiя также цtлыя 

*) А именно, дающiя вообще слишкомъ большое число l. 
1) .Nouvelle Correspondance Mathematique•, 1880, стр. 174. 
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числа, и что они получаются одно изъ другого помощью соот

ношенiй 

(3) /,. = а0 , /,._1 = а/,.+ ai, ... , fi а/2 + а~1 , О (t/1 + _а,.. 
Послъднее равенство показываетъ, что а дtлитель числа а"; частное 
отъ дi.ленiя равно - / 1 • Предпосл·lщнее показываетъ, что а дълитъ 
а,._1 - .ft, т. е. сумму а,._1 и предыдущаго частнаго. Новое част
ное будетъ - fi. Продолжая таким_ъ образомъ, найдемъ, что по

слъднее частное есть - /,. = а0 • Если всъ эти условiя выполнены, 
то а навърно будетъ корнемъ, потому что равенства (3), умножен
ныя соотвътственно на а", а"-1 , ••• , а, 1 и сложенныя даютъ/(а)=О. 
Итакъ, имъемъ теорему: 

Для того, чтобы цълое число было корнемъ алгебраи
ческаго уравненiя съ цълыми -коэффицiентами, необходимо 
и достаточно, чтобы это число дtлило независимый членъ, 
далt.е, коэффицiентъ при.~. сложенный съ частнымъ отъ пер

ваго дъленiя, коэффицiентъ при х2, сложенный съ частнымъ 
отъ второго дъленiя, ... , коэффицiентъ при х>•- 1 , сложенный 
съ частнымъ отъ (п - 1)-го дъленiя, и наконецъ, чтобы 
частное отъ п-го д·l;ленiя было равно коэффицiенту стар
шаго члена, взятому съ обратнымъ знакомъ. 

517. Разысканiе цълыхъ корней алгебраическаго уравненiя все
цtло основано на предыдущей теоремъ. Надо найти различныхъ 
дълителей независимаго члена и испытать для каждаго изъ нихъ, 

удовлетворяются ли указанныя условiя. Но, чтобы не производить 
лишнихъ дъйствiй, важно знать нtкоторые признаки, по которымъ 
а prюr1 можно исключить изъ испытанiя того или другого дъли

теля, не могущаго быть корнемъ уравненiя. Прежде всего ясно, 

что надо исключить тtхъ дtлителей числа а,,, которые лежатъ в11t. 
границъ корней уравненiя. Далtе, тождество (2) показываетъ, если 
въ немъ положимъ х = 1 и х 1, что а+ 1 дълитъ /(- 1), а 
а - 1 дълитъ /( + 1). Все это ведетъ къ слъдующему процессу 
при разысканiи цълыхъ корней: 1. Оr1редъляемъ границы корней. 
2. Испытываемъ, не будутъ ли 1 или 1 корнями уравненiя, при 
помощи вычисленiя /(1) и /(-1), и если 1 будетъ корнемъ, то 
освобождаемъ уравненiе отъ найденнаго корня ::t 1 дъленiемъ /(х} 1 

на х + 1. 3. Исключаемъ всtхъ дълителей числа а,,, отличныхъ отъ 
± 1, лежащихъ внi; граниuъ корней. 4. Прибавляемъ единицу къ 
каждому изъ остальныхъ дtлителей и исключаемъ тtхъ изъ нихъ, 
которые послi; этого не дадутъ дълителя числа /(- 1); затtмъ, 
вычитаемъ ециниuу и3ъ оставшихся дълителей и отбрасываемъ тtхъ, 
которые послъ этого не дадутъ дtлителя числа f (1 ). 5. Примt
няемъ основную теорему къ остальнымъ дълителямъ. 6. Дълимъ 
послъ того, какъ найдемъ корень а, функцiю /(х) на х - а, по
лученное частное снова дtлимъ на х а и т. д., чтобы узнать, 
будетъ ли а простымъ, двойнымъ и т. д. корнемъ. 
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518. Примi1ръ для упражненiя. Найти цi;лые корни уравненiя 

2х4 + 4х3 - 59х3 61х + 30 О. 

Правило Ньютона даетъ границы корней 7 и 6. Д'tлители 30, лежащiе въ 
этихъ rраницахъ, исключая 1, будутъ 

-6, 5, 3, - 2, 2, 3, 5. 

Прямо видно, что + 1 и - 1 не корни уравненiя, потому что 

f(l)=-84, /(-1)=30. 

Прибавляя единицу къ найденнымъ д'tлителямъ получаемъ числа 

-5, 4, 2, - 1, 3, 4, 6, 

изъ которыхъ 4 и + 4 не д'tлятъ /(- 1) = 30. Сл'tдовательно, д'tлителей 
5 и 3 надо отбросить. Остаются дi;лители 

6, -3. 2, 2, 5. 

Вычитая единицу изъ каждаrо изъ нихъ, получаемъ числа 

7, - 4, -- 3, 1, 4, 

которыя всi; д'tлятъ /(1) = 84. 

Мы видимъ, сnдовательно, что едннственныя числа, которыя надо 
иснытать съ помощью основной теоремы, будутъ 6, 3, - 2, 2 и 5. 
Вычисленiе можно расположить сяtдующимъ образомъ, обрывая выкладку 
для каждаrо числа, какъ только д'tленiе нац'tло оказывается невозможнымъ : 

61) 59) (+ 4) (+ 2) 

-6 - 5 -66 11 -48 8 12 -2 

3 -10 71 

2 -15 76 38 21 

2 15 46 23 -82 41 -37 

5 6 -55 11 -- 70 14 - 10 2. 

Слъдовательно, данное уравненiе им'tетъ только два ц'tлыхъ корня - 6 н 5. 
При помощи д'tленiя, сейчасъ видимъ, что оба они простые: 

f(x) (х + 6) (х 5) (2х2 + 2х 1). 

519. Дробные корни. Допустимъ, что неприводимая дробь _р_ 
q 

удовлетворяетъ уравненiю (1 ), въ которомъ а0 
р 

q 
l. Полагая :t' 

и умножая на q"-1, получимъ 
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т. е. неприводимая дробь pn должна быть равна цtлому числу, что 
q 

невозможно. Итакъ, имtемъ теорему: алгебраическое уравненiе 
съ цtлыl\tи коэффицiентами и съ козффицiентомъ, рав

нымъ единицt, въ старшемъ членt не можетъ имtть дроб

ныхъ рацiональныхъ корней. Эта теорема даетъ возможность 
тотчасъ свести вопросъ о разысканiи дробныхъ корней къ вопросу 
о разысканiи цtлыхъ корней. Въ самомъ дtлt, положимъ, что 
данное уравненiе не имtетъ той формы, которая указана въ тео

ремt (т. е. а0 1 ). Мы можемъ преобразовать его такъ, чтобы 
преобразованное уравненiе приняло эту форму, умножая всt корни 

на прилично выбранное цtлое число k *). Преобразованное уравне
нiе будетъ 

а0х" + ka1x"-l + k2 a2x"-2 + ··· + knan = О. 

Распоряжаясь числомъ k такъ, чтобы всt коэффицiенты ka1 , k2 ~, ••• 

дtлилJ-1сь на а0 (для чего можно положить, напримtръ, k = а0), 
и раздtляя нсt члены на а0 , приведемъ его къ желаемой формt. 

Тогда оно не будетъ имtть рацiональныхъ дробныхъ корней. Если 
а fJ , 

а, {J, у, .•. будутъ его цtлые корни, то k' k' k' ... будуть 
дробными корнями даннаrо уравненiя. Между ними заключаются 
и цtлые его корни (когда а или {J и т. д. дtлятся на k). На прак
тикt, однако, предпочтительно сперва найти цtлые корни, а затtмъ 
уже, понизивъ степень уравненiя, приступить къ разысканiю дроб

ныхъ корней. 

520. Прим-tръ для упра:жненiя. Найти рацiональпые корпи 
уравнепiя 

2lx4- 41хз + 45.х3 24х + 4 = О. 

Правило Ньютона даетъ 1 для верхней границы корней. Уравненiе, получае
мое замъною х па х имъетъ всъ коэффицiенты положительные. Спiщо
вательно, всъ вещественные корни уравненiя заключаются между О и 1. 
Полагая у 21 х, получимъ 

у4 - 41у3 + 945у2 -10584у + 37044 = о, 

и мы знаемъ, что вd корни этого уравненiя лежатъ между О и 21. Въ этихъ 
rраницахъ изъ дълитепей 37044 лежатъ слъдующiе 

2, 3, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 18. 
Числа 

1, 2, 3, 5, 6, в, 11, 13, 17 

должны были бы дълить /(1) 27365. Вычеркивая т'h, которыя этому уело-
вiю пе удовлетворяютъ, увидимъ, что остаются только дълители 

х 

*) Иными словами, эамъияя въ дашюмъ уравиеиlи х на k · 

2, 6, 14. 
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Эти удовлетворяютъ и друrому условiю, потому что 3, 7 и 15 д1шятъ 
J (- 1) = 48615. Зат-tмъ производимъ вычисленiя по сл-tдующеf! схем-t: 

21 

10584) (+ 945) (- 41) (+ 1) 

18522 7938 3969 4914 
1 

61 6174 4410 -735 210 35 6 

14 1 2646 -7938 567 378 27 -14 - 1 

Рацiональными корнями даннаrо уравненiя будутъ, сл-tдовательно, числа .j\ и 
И, т. е. t и } . Л-tвая часть даппаrо уравпенiя представится теперь въ 
такомъ вид-t 

(7 х 2) (3х - 2) (х2 х + 1). 

521. Кратные корни. Метода для вычисленiя иррацiональ
ныхъ корней, которую мы изложимъ въ слiшующей глав-в, требуетъ, 
чтобы искомые корни были простыми. Съ этой ц-влью, освободивъ 
уравненiе отъ вс-вхъ рацiонаJiьныхъ корнеА, поступаемъ съ нимъ 

какъ указано выше, въ § 456, и разбиваемъ данное уравненiе на 

н-всколько другихъ. Одно изъ нихъ будетъ имi;ть простые корни, 

равные простымъ корнямъ даннаrо, другое - также простые корни, 

равные двойнымъ даннаrо, и т. д. Къ этому добавимъ еще сл-в
дующее: 

а) Если уравненiе съ рацiонаJiьными коэффицiентами 

им-ветъ тоJiько одинъ корень опредi;ленноА кратности, то 

этотъ корень непрем-внно будетъ рацiональнымъ. Дi;йстви· 
тельно, операцiи, которыя наяо произвести (д-вленiя полинома на 

полиномъ), чгобы получить уравненiе х - а О, относящееся къ 
этому корню, не моrуть ввести иррацiональностей. Но если коэф
фицiенты въ х а рацiональны, то это и означаеть, что корень а 

число рацiональное. 

Ь) Въ уравненiяхъ первыхъ пяти степеней н-втъ случая 
для прим-вненiя методы отдъJiенiя кратныхъ корнеА. Въ 
самомъ д-влъ, такъ какъ мы предполагаемъ, что уравненiе освобо
ждено отъ рацiональныхъ корней, то необходимо, чтобы оно им-вло, 
по краАней м-вр-в, два двоАныхъ корня и поэтому было не ниже 4-ой 
степени. И въ случаъ уравненiя 5-ой степени, остальной пятый про
стой корень (единственный) былъ бы непремtнно рацiональный, 
и мы опять приходимъ къ уравненiю 4-ой степени съ двумя двой

ными корнями. Иными словами, ecJJи уравненiе 4-ой степени съ 

рацiональными коэффицiентами не имtетъ рацiональныхъ корней, то 

оно можеть имtть кратные корни лишь въ томъ случаt, когда 
лtвая его часть можеть быть представлена въ видt квадрата трех
члена второй степени. Приведенiе къ этому виду (или доказатель
ство невозможности его) дtJ1ается въ каждомъ случаt легко, безъ 
того, чтобы пришлось прибtrнуть къ методt отд-вленiя кратныхъ 

корней. Впрочемъ, разсматривая функцiю Гессе Н = 3/'2 4/ /", 
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тотчасъ видимъ, что условiе, необходимое и достаточное для 
того, чтобы f было полнымъ квадр.атомъ, состоитъ въ 
томъ, что f отличается отъ Н только постояннымъ мно
жителемъ 1). (XIX.) Точно такъ же нtтъ надобности прибtгать 
къ отдtленiю кратныхъ корней въ уравненiи 5-on степени съ рацiо
нальными коэффицiентами, не им-вющемъ рацiональныхъ корней, 

потому что можно а priori сказать, что корни бу дутъ 11ростые. 

Приближенное вычисленiе корней. 

522. Въ предыдущей главt мы видtли, что при разысканiи 
корней алгебраическаго уравненiя его всегда можно привести къ 
другому, имtющему лишь простые и иррацiональные корни. Къ 
разысканiю посл-вднихъ мы теперь и приступимъ. f::есьма важная 

метода, изобрtтенная Ньютономъ и усовершенствованная Фурье, 
даетъ возможность быстро вычислять иррацiональные корни алге
браическихъ функцiй и вс-вхъ такихъ трансцендеНТJ-IЫХЪ, которыя 

имtютъ вторую производную. Эта метода предполагаетъ только, 
что корни отдtлены, т. е. что неизвtстный корень а, наприм-връ, 

изолированъ въ н-вкоторомъ интервалt (а, Ь) (въ которомъ, слi;
довательно, кром-в а, другихъ корней нtтъ). Когда такой интер
валъ наtlденъ, то, теоретически, по крайней мtpt, весьма легко при

близиться къ этому корню к.акъ угодно близко. Припомнимъ въ 
самомъ дtлt (§ 494, с), что f(a) и /(Ь) имi;ютъ разные знаки, 
выберемъ какое нибудь число с въ интервалt (а, Ь), напримi;ръ,
с -На+ Ь) и выч11слимъ /(с). Если случится, что /(с) = О, то 
это значитъ, что а= с*). Въ противномъ случаt, Jtc) будетъ 
имtть знакъ числа /(а) или /(1). Въ первомъ случаt интервалъ 
(а, Ь) можно будетъ эамtнить интерваломъ (с, Ь), во второмъ ин
терваломъ (а, с). Искомый корень будетъ, слtдовательно, заключенъ 
въ интервалt, вдвое меньшемъ первоначальнаго. Продолжая такимъ 
же образомъ, можемъ вычислить корень съ желаемрй степенью точ
ности. Но этотъ процессъ, теоретически столь простой, въ прило

женiи на практикt утомителенъ, rлавнымъ образомъ потому, что 
даетъ результаты не достаточно быстро приближающiеся къ иско

мому 1,орню. Тtмъ не менtе, имъ пользуются, чтобы съузить перво
начальный интервалъ, прежде чtмъ примtнять какую-нибудь другую 
методу приближенiя, и для удобства вы'lисленiя дtлятъ первона

чальный инrервалъ не на дgt, а на десять равныхъ частей. 

1) См. Halpheп, 1. с., стр. 26, и Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie 
(изданiе 1876 г., 1 томъ, стр. 241). 

*) Впрочемъ, если уравненiе освобож!l.еио отъ рацiональныхъ корней, 
и числа а и Ь, какъ это обыкновенно бываетъ, рацiональны, то случай 
f(c) = О не можетъ встр1;титься. 
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523. Метода Ньютона-Фурье. Положимъ, что корень а 
изолированъ въ интервалt. (а, Ь ), и что этотъ интервалъ достаточно 
съуженъ, чтобы функцiя /" въ немъ сохраняла постоянный знакъ. 
Знакъ этотъ будетъ одинаковъ со анакомъ либо /(а), либо j(b). 
Въ дальнt.йшемъ подъ буквою а мы бу демъ подразумt.вать не 

нижнюю границу интервала, а ту, на· которой j и f' имt.ютъ оди
наковые а·наки. Условившись въ этомъ, имt.емъ 

/(а) =Ла) + (а a)f'(a) + !-(а - а)2/"(<;), 

rдt. ~ нt.которое опредt.ленное число между а и а. Такъ какъ 
/(а) О, то послt.днее равенство даетъ 

/(а) 
а= а-/'(а) 

(а - а)2 /" (<;) 
··--2-f'(a)· 

Слt.довательно, принявъ за первое приближенiе •1исло 

будемъ им-tть 

а 

откуда 

. /(а} 

а - f'(a)' 

(а - af / 11 
(~) 

.... ~2-f'(a)' 

(а - а)2 /" (t} 
2 АаГ 

Такъ какъ, по условiю, j''(~) и /(а) оди11аковыхъ анаковъ, то ви
димъ, что а1 - а одинаковаrо знака съ а-а1 , т. е. что·а1 всегда 
лежитъ между а и а. Вмt.стt. съ тt.мъ замt.тимъ, что {(а.), какъ 
и /(а), имtетъ тотъ же з11акъ, который /" сохраняетъ во всемъ 
интервалt., такъ какъ М'~жду а и а 1 нt.тъ корней фущщiи J. По
этому, получивъ число а1 , лежащее ближе къ а, чt.мъ а, можемъ 
тt.мъ же способомъ найти число а1 , затt.мъ число а3 и т. д. Каж
дое изъ этихъ чиселъ будетъ ближе къ а, чt.мъ предыдущее. Bct. 
эти числа послt.довательно вычисляются по формулt. 

/(а .. ) 
ап+1 = а,. - /'(а.,}. 

Надо еще показать, что они приближаются къ предt.лу а. Для 
этого сперва замtтимъ, что раасматриваемыя числа навt.рно прибли
жаются къ нt.которому предt.лу а', потому что они слtдуютъ одно 
за другимъ, постоянно убывая или постоянно возрастая. Если теперь 
въ раве11ствt 

/(а,..)= (а,. - a,.+1)j'(a.,) 

будемъ увеличивать 11, безпредt.льно, то по~учимъ /(а') = О, такъ 
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какъ по сдtланнымъ предположенiямъ J непрерывна, а /' конечна 
въ данномъ интервал-в. Отсюда и слiшуетъ, что О: =а, потому что 
а единственный корень функцiи J въ данномъ интервал-в. Нако
нецъ, чтобы представить въ надлежащемъ освtщенiи практическую 
пригодность методы Ньютона, надо еще показать быстроту при
бл иженiя а" къ а. Съ этой цtлью покажемъ, что числа 

не только стремятся къ нулю, но такъ составлены, что и отноше

нiе каждаго изъ нихъ къ предыдущему стремится къ нулю. Въ са
момъ д·м-t, при прилично выбранномъ между а" и а,.+1 , и потому 
стремящемся къ а, числt ~ ... имtемъ 

откуда 

и наконецъ, 

lim f(a,.+i> = О. 
n= /(а.,) 

потому что J'(s,.) и J'(a,.) стремятся къ общему предtлу J'(a) =1= О. 
Иными словами-можно сказать, что метода Ньютона даетъ значенiе 
искома го корня, какъ сумму ряда: 

а = а1 + (а2 - а1) + (а3 а2) + (а4 а3) + · · ·. 
Этотъ рядъ сходится весьма быстро (§ 200, Ь ). Д-tйствительно, от
ношеtliе общаго члена къ предыдущему равно 

f(aп+i) /' (а,.) 
а,. = ·ла,.) °J'(a~+1>' 

и им-tетъ предtломъ нуль, потому что первый множитель стремится 

къ нулю, а второй къ 1 1 ). 

524. Другой рядъ чиселъ Ь1 , Ь2 , Ь3 , ••• , быстро приближаю
щихся къ искомому корню, и притомъ со стороны, r1ротивоrюлож

ной той, съ которой къ нему приближаются числа а 1 , а2 , а3 , ••• , 

1) О метод-t Ньютона Фурье см. аам'hтку Darboux въ "Nouv. Ann. 
de Math." (1869) и Fouret (1890). О друrихъ методахъ можно прочесть 
у Petersen: .Theorie der algebraischen Gleichungen• (3. Abschnitt); Serret: 
.Cours d'AJgebre superieure и въ интересной стать-t Laguerre въ "Nouv. 
Annales de Math.• 1880, стр. 161. Существуетъ также прекрасная метода 
rр·афическаrо р-tшенiя уравнеиiй (см. Nomographie par Maurice 
d'Ocagne). 
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можно составить съ помощью слtдующаrо соотношенiя 

Начиная съ числа Ь, получаемъ сперва число Ь 1 , которое можно 
представить въ одномъ ивъ слtдующихъ двухъ видовъ 

положивъ 

Замtчая, что 

f(a) 
Ь1 =а---, f'(c) 

ь 
/(Ь) 

f' (с)' 

/(а) - /(Ь) (а Ь)/' (с). 

/(а) 
/(Ь) < О, 

видимъ, что -Ь 1 лежитъ внутри интервала (а, Ь). Замtтивъ скаван· 
ное выше, равсмотримъ теперь функцiю 

rp (х) = /(х) - /(а) (х a)f' (с). 

Эта функцiя обращается въ нуль при х = а и при х = Ь; кромt 
того, ср(Ь1 ) = j(h1). Ея проивводная 

q/(x) = j'(x)-/'(с) (х - a)f'@ 

имtетъ внакъ, одинаковый съ х с, если f' > О въ (а, Ь), и 
противоположный внаку х с, если /"<О. Отсюда слtдуетъ, что 
функцiя ср(х) убываетъ въ части интервала (а, Ь) слtва отъ с, и 
воврастаетъ въ части (а, Ь), лежащей справа отъ с, а слtдова
тельно, q;(x) во всемъ интервалt отрицательна. Обратное будетъ во 
второмъ случаt. Слtдовательно, въ обоихъ случаяхъ р(х) и f" 
сохраняютъ противоположные внаки во всемъ интервалt (а, D). 
Въ частности, при х = Ь1 , f ( h1), какъ и / ( Ь), имtетъ внакъ, про
тивоположный энаку /", а потому Ь1 .будетъ ваключаться между Ь 
и а. Такъ какъ, далtе, /(а1) и /(Ь1) имtютъ противоположные 
знаки, то всt предыдущiя эаключенiя можно примtнить къ Ь2 , ко
торое окажется лежащимъ между Ь1 и а, и т. д. Продолжая та
кимъ обравомъ, БИ,!1.ИМЪ, что числа bt> h2 , Ьа, ... все ближе и 
ближе подходятъ къ искомому корню. Пусть fJ есть предtлъ этихъ 
чисе11ъ. Ивъ равенства 

{/(ап) - /(Ь,.)} ь41 bJ(a,.) a,.J(b"), 

при беапредtльно воэрастающемъ п, получимъ ( а - {J) /({J) О. 
Отсюда, Jiибо fJ = а, J1ибо f({J) О, т. е. опять fJ = а. Наконецъ, 
чтобы удостовtриться въ быстротt приближенiя, напишемъ 

/(Ь,,.) -f(Ьп+д = (Ь" Ьп+1)/'(,q,.) = ;.~п)/'(11,,.), 
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rдt 17" и с" обозначаютъ числа, лежащiя соотвtтственно въ интер
валахъ (Ь,., Ь,.+1) и (а,,, hп). Эти числа стремятся къ пред1шу а при 
возрастанiи 1i до оо , а потому 

1· ль .. +1) = 11 (1 _/'(11,.)) о 
tm J(h,.) m f'(c,,) . 

525. Прим'tчанiя. а) Если, примtняя методу Ньютона, мы да
димъ себt тру дъ вычислять и послtдовательность чисе11ъ Ь1 , Ь2 , Ь3 , ••• , 

то получимъ ту выгоду, что въ каждый моментъ будемъ знать выс
шiй предtлъ поrрtшности 1), которую дtлаемъ, остановившись 
на а" или Ь,.. Этотъ предtлъ равенъ абсолютной величинt раз-
ности а" Ь,.. 

Ь) Метода Ньютона поэволяетъ также отдtлять корни. Глав
ное эатрудненiе, на которое можно натолкнуться, когда съ 1.1,tлью 

отдtленiя корней подставляютъ вмtсто х послtдовательныя частныя 

эначенiя, какъ это обыкновенно и дtлается (§ 522), состоитъ въ 
слtдующемъ: если на rраницахъ нtкотораrо интервала эначенiя 
функr~iи имtютъ одинаковые знаки, то остается неизвtстнымъ ( если 
не примtнена была теорема Штурма)*), существуютъ ли корнп въ 
этомъ интервалt, или нtтъ. Это эатрудненiе встрtтится тогда, когда 
функцiя обращается въ нуль для двухъ весьма блиэко лежащихъ 
эначенiй а и fl, или когда она не обращается въ нуль, но прини
маетъ весьма малыя по абсолютной величинt эначенiя. Въ nервомъ 
случаt метода Ньютона, примtненная къ обtимъ rраницамъ, должна 
дать двt послtдовательности чиселъ а1 , а t , а3 , • • • и h1 , b.i, h3 , • • • , 

стремящихся соотвtтственно къ а и fl. Если случится, что при нt · 
которомъ значенiи п получается иэмtненiе энака разности а" Ь,., 
или если а" или Ь" перестаютъ иэмtняться въ одномъ наnравленiи, 
то можно утверждать, что вь раэсматриваемомъ интервалt. нtтъ 

корня функп.iи f 
526. Геометрическая интерпретацiя. При помощи rеоме

трическихъ соображенiй легко отдать себt отчетъ во всемъ ска
эанномъ выше (рис. 24). Представимъ себt кривую линiю у= /tx) 
и раэсмотримъ дуrу АВ, концы которой имtютъ абсциссы а и Ь. 
Вслtдствiе сдtланныхъ въ началt предположенiй дуrа эта на всемъ 
своемъ протяженiй вогнута въ одну и ту же сторону, какъ, наnри

мtръ, на рис. 24. Дpyrie воэможные случаи получаютъ свою гео
метрическую интерпретацiю посредствомъ эеркальнаrо иэображенiя 
данной фигуры по отношенiю одно!! или обtихъ осей. Крайнiя 
ординаты, ось Ох и ду1·а АВ обраэуютъ два криволинеl!ныхъ тре-

1) Объ оцtнкt этой поrрtшности см. Serret "Cours d'Algebre sup.•, 
и .Calcoto• Genocchi е Peano (стр. 97). 

•) Практически неудобная, какъ ведущая къ длинным;, выкладкамъ. 
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угольника. Изъ двухъ крайнихъ касательныхъ только одна попа

даетъ въ одинъ изъ этихъ треугольниковъ, а именно касательная 

въ томъ концt дуги, ордината котораго имtетъ знакъ одинаковый 

съ /''. Примtняя методу Ньютона къ этому концу, получаемъ въ 
качествt значенiя а1 именно абсциссу точки пересtченiя касатель
ной съ осью Ох; дt.йствительно, уравненiе этой касательной есть 
у (х - п)J' (а)+ /(а), и при у = О- находимъ х а1 1). Число Ь 1 
( какъ легко видt.ть) есть абсцисса точки пересt.ченiя хорды А В 
съ Ох. Между этими точками дуга А В пересi;каетъ Ох въ точкt., 

А 

Рис. 24. 

абсцисса которой равна искомому корню а. Получивъ точки а1 и Ь1 
мы приходимъ къ тому, чтобы искать этотъ корень на меньшей 

дугt А1 В1 • Чтобы получить далt.е а2 и Ь2 , надо только построить 
точки пересtченiя Ох съ касательною въ А1 и хордою А 1 В1 и т. д. 
Если крайнiя ординаты были бы одинаковаго знака, и мы хотtли 

бы опредtлить корни примtненiемъ методы Ньютона къ обоимъ 
t<Онцамъ интервала, какъ было указано въ концt. предыдущаго па

раграфа, то замtтили бы слtдующее: перемtна знака разности 
а,. - Ь" равносильна переходу точки пересtченiя крайнихъ каса
тельныхъ съ одной стороны оси Ох на другую, въ чемъ легко убt.
диться. Въ концt концовъ касательныя такъ пересt.кутся, что по
мt.шаютъ кривой пересtчь ось х-овъ и корня въ данномъ интер

валt не будетъ. 

521. Упражненiя. а) Уравненiе х3 2х 5 О им'kетъ только одинъ 
вещественный корень. Онъ находится между 2 и 3. Дi;йствительно, /(2)= -1, 
/(3) = 16. Разд'kляя интервалъ (2, 3) на десять равныхъ частей, находимъ 
f (2, 1) = 0,061, поэтомr верхнюю границу 3 можпо замi;нить числомъ 2, 1, 
Въ этихъ границахъ /' = 6х сохраняетъ знакъ +, поэтому, прим'kняя ме
тоду Ньютона, надо начинать съ верхней границы 2, 1. Мы им'hемъ 

0,00543 ... , 

1) Обратно, эта геометрическая интерпретацiя даетъ снова формулу 
Ньютона, и аналогичныя соображенiя даютъ еще лучшiя методы прибли
женiя. См., наnримъръ, .Melanges Matheшatiques• par Catalan, (т. 1, стр. 70). 
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()Ткуда а1 = 2,095. Продолжая такимъ образомъ, найдемъ послъдовательно 
а2 = 2,094552, а3 = 2,094551481542, а4 = 2,094551481542326591482386. Если 
бы дошли до а5 , то получили бы корень съ сорока восемью върными 
десятичными знаками. 

Ь) Если дано уравненiе :\:4 + 3х2 - 2х + 1 = О, то теорема Декарта 
nоказываетъ, что отрицательныхъ корней оно не имъетъ, а положительныхъ 

можетъ имъть только два. Тач:ъ какъ f.f" = 2х2 + 1 > О всегда, то методу 
Ньютона можно приложить къ любому интервалу. Можно взять а = О, по
тому что f(O) = 1 имъетъ знакъ f". Если бы положительные корни дъйстви
тельно существовали, то мы должны были бы получить возрастающую 
послъдовательность чиселъ, приближающих<:Я къ меньшему корню. А между 
тt.мъ мы найдемъ а1 = t, а2 = - n· Здъсь можемъ остановиться и утвер
ждать, что данное уравненiе вещественныхъ корней не имъетъ. Впрочемъ, 
мы могли бы придти къ этому заключенiю прямо, если бы замътили, что 
трехчленъ 3х2 2х + 1, такъ же какъ и х4, при всякомъ вещественномъ х, 
числа положительныя. 

с) Уравненiе ,_3 3х2 7 х + 4 О, по теоремъ Декарта, имъетъ на-
върно одинъ отрицательный корень, и можетъ имъть два положительныхъ. 
Что эти два корня дъйствительно существуютъ и одинъ изъ нихъ лежитъ 
между О и 1, показываетъ то обстоятельство, что f(O) = 4, f(l) = -· 5 -
числа разныхъ знаковъ. Вторая производная въ этомъ интервалъ отрица
тельна, такъ какъ tf11 = х 1, поэтому надо взять а 1. Исходя изъ этого 
значенiя, по метод-в Ньютона быстро найдемъ искомый корень О,486456474 ... 1). 
Дpyrie два корня лежатъ въ интервалахъ (- 2, - 1) и (4, 5). Ихъ приб.~и
женныя значенiя будутъ: - 1,875 ... и 4,387 ... 

dJ Вычислить вещественные корни уравненiя х5 -8х - 1 О. И здъсь 
теорема Декарта указываеть на бе2с11орное существованiе единственнаrо 
положительнаrо корня. Отрицательныхъ корней оно можетъ имъть не болъе 
двухъ, и они, дъйствительно, существують, потому что при х = О и х - 1 
лъвая часть получаетъ значенiя разныхъ знаковъ. Метода Ньютона даетъ 
значенiя: 

- 2,7639 - 0,1250 ... , йз = 2,8887 ... 

е) Чтобы ръшить уравненiе cos х х, замъчаемъ прежде всего, что 
число х, ему удовлетворяющее, необходимо должно заключаться въ интер
валъ (--- l, 1), въ которомъ всегда заключается cos х. Въ этомъ интервал-в 
функцiя f = х - cos х постоянно возрастаеть, потому что производная, 
f' = 1 + sin х, остается положительною. Такъ какъ, при х О, f < О, а при 
х = 1, f > О, то данное уравненiе имъеть одинъ и только одинъ корень 
между О и 1. Для вычисленiя его 110 метод-в Ньютона надо взять а 1, 
потому что при х = 1 функцiя f имъетъ знакъ +, который f" cos х 
сохраняетъ во всемъ интервал-в. Мы получимъ для значенiя корня число 

а 0,73908512, т. е, а= 420;:0'47",25, 

-если примемъ во вниманiе, что дуга, равная единиц-в (радiусу), выраженная 

въ rрадусахъ, равна 1800
, т. е. 57017'44",806247 ... 

л; 

f) Провести касательную къ цъпной линiи у ,! (е"' + е-"') черезъ 
начало координатъ. Лусть у = kx будетъ уравненiе искомой касательной. 
Вопросъ сводится къ опредъленiю k такимъ образомъ, чтобы уравненiе 
.е"' + е__,,, 2kx имъло двойной корень. :;;!тоть )!:орень долженъ обращать въ 

1) Bourget "Nouv. Апп. de Math.". 1Е69, стр. 21. 
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нуль производную отъ функцiи е_" + е-х -- 2kx, т. е. удовлетворять уравне

вiю е" е-х = 2k. Исключая k, находимъ, что этогь корень долженъ удоме
творять и уравненiю 

х 1 
х, т. е. х = t log 

х-

По самой природ1, задачи можно сказать, что возможны только два корня, равные 

по абсолютной величин1,. Впрочемъ,леrко вид1,ть, что функцiяf=х-tlоg х+ 1 , 
х-1 

отрицательная справа отъ 1,съ возрастанiемъ х становится и остается потомъ по-
х2 

ложительною. Д1,йствительно, ея производная f 1 = х2 _ 
1 

> О, при I х 1 > 1 , 

сл1,довательно, f постоянно возрастаетъ. Подстановка х 1, 1 и х = 1, 2 
даетъ результаты разныхъ знаковъ, и методу Ньютона надо прим1,нить къ 
верхней rраниц1, а = 1, 2, rд1, f и f 11 одинаковыхъ знаковъ. Мы найдемъ 
а= 1.199678 ... Дал1,е, перемножая уравненiя 

1 
найдемъ k :;-г __ = 1,50888 . . . Теперь мы можемъ утверждать, что 

r a2-I 
уравненiе е" е-"' = 2kx или вовсе не им1,етъ вещественныхъ корней либо 
им1,етъ ихъ два, смотря по тому, будетъ ли I k 1 < или > 1,50888 ... 

g) Весьма интересно уравненiе tg х = х 1), встр1,чающееся въ матема
тической теРрiи унруrости св1,та и тепла. Зд1,сь оказывается весьма полез
нымъ графическое изображенiе, съ помощью котораrо тотчасъ можно уви-

Рис. 25. 

д1,ть безчисленное множество корней этого уравненiя и опредмить ихъ 
(рис. 25). Корни даннаrо уравненiя, очевидно, равны абсциссамъ точекъ пере
с1,ченiя линiй у х и у= tg х. Посл1,дняя (называется тангентоидою) 
состоитъ изъ безчисленнаго множества одинаковыхъ вi,твей; каждая изъ 

1) См .• Алгебру• Бертрана (пер. Пирожкова), .Cours d'Analyse• 
Catalan (стр. 297), .Le\;ons d·Optique physique" Verdet (стр. 272). 
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нихъ переdкается съ прямою у = х въ оцной точкt. Мы вицимъ, что 
можно ограничиться разсмотр1шiемъ оцнихъ положительныхъ корней, что 
эти корни образуютъ рядъ, п-ый ч.ленъ котораrо .лежитъ между числами 
n:л; и (tz + t) :л;, и rtмъ ближе ко второму, ч'hмъ больше п. Чтобы вычи
слить корень а, лежаш,iй въ интервал'h (а - tп, а), rд'Б а (п + t)n, есте-

ственно положить а а в, rд'h в лежитъ между О и ;: . Тоrда уравненiе 
,/, 

1 
tg а = а переходитъ въ cotg в а или О = arctg - и потому будетъ 

а 

1 
а а - arctg-. 

а 

Если въ правой части вм11сто {t возьмемъ а > а, и положимъ 

1 
lli а - arctg а ' 

то получимъ число, большее корня, но меньшее а, и потому лежащее ближе 
къ а, чi;мъ а. Точно такъ же 

1 
arctg

a1 

буцетъ больше а, но меньше а1 и т. д. Итакъ, числа а1 , ~. а3 , ••• , составля
емыя по формулi; 

а 
1 

arctg-, 
ап 

постоянно приближаются къ корню а, оставаясь больше а. Сл11цовательно, 
они приближаются къ н'hкоторому предiшу а'. Увеличивая въ предыдущемъ 
раненств'h п до =, получимъ 

а' а 
1 

arctg а' 

( 
п 

и потому а' а, такь какъ въ интервал'h а - 2 , а) заключается только 
одинъ корень разсматриваемаrо уравненiя. Такимъ образомъ, не nриб11rая 
къ метод~II Ньютона, мы можемъ воспользоваться составленною послi;дова
тельностью чиселъ а1 , ~· а3 , ••• чтобы безпредi;льно приближаться къ ис
комому корню. Но приближенiе будетъ сл11шкомъ медленно. Д1iйствительно, 

1 
а = arctg -------· 
п а,._1 

откуда, при безконечномъ п, им1iемъ 

Для ускоренiя вычисленiя придется обратиться къ методi; Ньютона, начиная 
съ одного изъ значенiй, полученныхъ при выше приведенномъ вычисленiи. 
При этомъ, однако, нельзя исходить изъ значенiя а = (1i + t) п, потому что 
при этомъ значенiи функцiя tg .:1,· х обращается въ безконечность. Такъ 
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напримъръ, если хотимъ вычис11нть наименьшil! положительный корень, 
то надо начать ие съ а = fл;, а, по крайне!! мi;pi,, съ 

2 
а= {п ·· · arctg З.n 

Тогда съ помощью методы Ньютона получимъ 

а 

sin2a -tga 
и т. д. Въ КОНU'Б концовъ найдемъ 

3 
2 :t (

. 4 ) 3 
1 +- arctg-9.n2 2 л; 

а= 4,493409457909 ... , т. е. а= 257027'12'',231224 •.. 

h) Уравненiе tg х х замi,чательно еше тi,мъ, что возможно общее 
его р1Jшенiе, т. е. опредiшенiе формулы, выражающей всi, его корни. Въ 

1 
самомъ д1щ1,, уравненiе а = а arctg - можно написать такъ (§ 332, d): 

а 

1 
Если въ правой части подставимъ а вмi,сто n и отбросимъ члены съ а не 

1 
ниже 3-ей степени, то получимъ а = а а. Если теперь въ правой части 

l 
подставимъ а - а вм1,сто а и отбросимъ члены, начиная съ 5-ой степени 

1 
относительно а . то найдемъ 

а 

или 

Подобнымъ образомъ наl!демъ далi,е 

1 1 1 
а - ---···--·--· + ·--·-·--·-··-·· - --·--·--·--~·. 

а - 1 
-~,- 3 (а 1 -- -3.,)3 

5 (а - 1 
- --3.):, 

а 3а3 а За~ а зач 

а 

или 

5а5' и т. д. 

Продолжая этотъ процессъ найдемъ, что корень ап разлагается въ слi,ду

ющiй сходящiйся рядъ 

1 2 13 
а,.= (n + i) .n (n + !)n 3(n -f- t)S.w~ 15 (tl -f- !)5:i'' 

146 781 
105(п + -!)7 л;7 315(11 + t)9 п9 • 

37 
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Если и очень велико, (какъ это имtемъ основанiе считать по теорiи диф· 
фракцiи св1па) то можно съ достаточною точностью положить 

а = (п + !) л; -
1 

· 
" 2 11:п 

i) При рiш1енiи уравненiя sinx kx также 1юлезно прим1шить графи
ческое изображенiе (рис. 26) и разсматривать корни уравненiя, какъ абсциссы 
общихъ точекъ синусоиды у sin х съ прямою у kx. Если откинемъ 

Рис. 26. 

значенiе х = О, то при k ;;;::; 1, очевидно, уравненiе корней больше не имtетъ. 
Поэтому предположимъ k < 1 и представимъ себ1; даже, что k непрерывно 
убываетъ, начиная отъ k = 1. Тогда прямая у = kx будетъ вращаться около 
начала координатъ по направленiю двнженiя часово!I стрыки. При этомъ 
эта прямая безконечное число разъ дыается касательною къ синусоидt. 
Это случится каждый разъ, когда число k получаетъ такое значенiе, при 
которомъ уравненiя siп х - kx О н cos х k = О (лtвая часть котораго 
есть производная л1шой части перваrо) им1;ютъ общiй корень. Исключенiе k 
изъ этихъ уравненiй тотчасъ даетъ tg х = х. Пусть а1 , ~. аз, ... будутъ 
положительные корни э1оrо уравнеиiя, и k,. = cos а,.. Угловые коэффицiенты 
касательныхъ къ сннусоидt, проведенныхъ черезъ начало координатъ, рас
положенные въ убывающемъ порядк1;, будутъ 1, k2 , k4 , k6 • ••• , k5 , k3 , k1 • 

Когда k меньше k1 , то прямая у = kx уже не пересt.четъ синусоиды въ 
точкt, не совпадающей съ началомъ координатъ. Слiщовательно, уравненiе 
sin х = kx имtетъ вещественные корни только при такихъ значенiяхъ k, 

1 
которыя меньше 1 , но не меньше -- --· , гдt а 4,49 ... есть наи-

У I + а2 
меньшi!I положительный корень уравненiя tg х х. Если, напримtръ, k > О 
и лежитъ между двумя опредыенными числами k 2n __ 2 и k2n, то уравнеиiе 

им1;етъ 2п - 1 положительныхъ корней, т. е. уравненiе имъетъ тогда 
всего 4п 1 вещественныхъ корней. При k весьма маломъ число веще-

2 
ственныхъ корней весьма близко къ kn . Накопецъ, замtтнмъ, что наимень-

шiй положительны!! корень будетъ въ интервалt (О, л;), если k > О, и въ 
интервалt (л, ai), если k < О Такъ какъ функцiя / = siп х - kx при х = л; 
равна - kл;, т. е. имtетъ тотъ же знакъ, какой /" = sin х сохраняетъ въ 
томъ или другомъ интервал'h, то примtняя методу Ньютона надо начинать 

всегда съ а = п. Тогда найдемъ а1 и т. д. (ХХ.) 
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Алгебраическое р'tшенiе. 

528. Кубическое уравненiе. Перейдемъ теперь къ ал rе
б ра и чес кому р-вшенiю уравненШ, т. е. попробуемъ найти явныя 

алrебраическiя выраженiя корней уравненiя въ коэффицiентахъ его, 
предполагая послi;днiе производьными. Для уравненiй первой и вто

рой степени вопросъ уже р-вшенъ въ элементарной Алгебр-в. Раз
смотримъ теперь уравненiе третьей степени вида: 

(4) 

Полагая х и + v, преобразуемъ его въ слi;дующее: 

и3 + v3 + (3uv + р)(и + v) + q О, 

которое удовлетворяется, если одновременно положимъ 

w+v3+q О, 3иv+Р=0, 

3 
т. е. u3 + v3 = - q, u3 v3 = - ;1 . Мы видимъ, что и3 и v3 бу-
дутъ корнями квадратнаrо уравненiя 

y2+qy О, 

которое называется резольвентою даннаrо. Поэтому будемъ им-вть 

Каждое изъ неизв-встныхъ и и v им-ветъ, сл-вдовательно, три зна
ченiя, такъ что для и+ v получилось бы всего девять значенiй, 
если бы не приняли во вниманiе, что надо взять лишь rt значенiя 

и и v, которыхъ произведенiе uv = - ~ . Пусть будетъ а, Ь та
кая пара зиаченiй. Искомые корни кубическаrо уравненiя будутъ 

тогда 

гдi; ю есть мнимый корень кубическiй изъ 1 (§ 394). Полученный 

результатъ обыкновенно выражаютъ слi;дующею формулою 

(5) 
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иавъстною nодъ именемъ формулы Тарталiа (Tartaglia) *). Въ 
сущности эта формула даетъ девять аначенiй х, удовлетворяющихъ 
уравненiю (4), если въ немъ р обоаначаетъ любой кубическin ко
рень изъ р8• Слъдовательно, въ дtйствительности формула Тарталiа 
даетъ девять корней функцiи 

(х3 + рх + q)(.1,.S + сорх + q)(x3 + u:l-px + q) (х3 + q)8 + Р3.1,-8. 

529. Формула Тарталiа имъетъ тоть недостатокъ, что nред
ставляетъ корни уравненin въ мнимомъ видъ (алгебраически не
устранимомъ), именно въ томъ случаъ, когда всъ корни веще-

ственны, т. е. когда ~ + ;.2 < О (§. 508, Ь) (XXI). Другой не110ста
токъ состоитъ въ томъ. что она nредставляетъ рацiональные корни 
въ иррацiональномъ видъ. Такъ наnр., уравненiе х3 - х 6 = О 
имъетъ единственный вещественный корень 2; между тъмъ формула 
(5) дастъ для этого корня сложное выраженiе, которое приходится 
вь.числять nри помощи лоrариемовъ, и потому на практикъ полу

чается чцсло, весьма бJ1изкое къ 2, но не 2. Замъчено 1 ), что по
добное обстоятельство всегда встръчается, если оnерируемъ съ одними 

рацiональными числами, аа исключенiемъ того случая, когда уравне· 

нiе 3-ей степени им-ветъ видъ 

!х3 (а:+ 2{1).1,-2 + (2a{J + ffl + 3у2)х - a(ffl + Зf') = О 

nри рацiональныхъ а, {J, r. Только въ этомъ случаъ можно (при
ведя уравненiе къ виду ( 4) сnособомъ, который будетъ укааанъ 
ниже) точно вычислить рацiональный корень no формул-в (5). Дpyrie 
два корня, мнимые, обращаютъ въ нуль (х - {1)2+ Зу2. 

530. Послъднiй иаъ упомянутыхъ недостатковъ не играетъ 
роли на практикъ, если уравненiе предварительно освобождено отъ 
рацiональныхъ корней. 4то касается nерваго, то его можно устра

нить, nриведн формулу (5) къ тригонометрическому виду. Полагая 

q q2Ji3· 
-:;( = о cos В, .4 + 27 = ()2 sin2 9 

получаемъ rю формул-в Тарталiа 

3 3 

х Vri(cos в+ isin 0) + V (} (cos 9 isin 0). 

Извtстно (§ 393), что значенiя двухъ радикаловъ будутъ соотвtт
ственно 

1( e+2k:i .. в+2k.п-) t( е 2k.п- .. е 2k:л)· 
(!. COS -~~- + t SШ --·-

3
- , (} COS --,с-- -· Z SШ ---~-

*) Эту формулу чаще называютъ формулою Кардана. 

1) Е. Kurnmer: .Mathesis" 1881, стр. 96, 184. 
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rдt k принимаетъ значенiя 1, 2, 3. При этомъ надо оба выраженiя 
комбинировать попарно такъ, чтобы произведенiе ихъ было веще
ственно, а J{ля этого надо давать чисду k одинаковыя значенiя въ 
томъ и друrомъ. Отсюда слtдуетъ 

1 0 2k:rr; 
х = 2o"cos-----~~-

такъ что три корня уравненiя бу дутъ 

Эти числа будутъ извt.стны, когда будутъ опредt.лены положитель
ное число (! и уголъ (j. Такъ ка1<Ъ, согласно положенному, 

-v--рв q 
о= --, cosO = --, 
' 27 2() 

то !} и 6 легко вычисляются съ помощью логариемовъ. 

531. Общее кубическое уравненiе 

(6) 

всегда приводится къ виду (4). Стоитъ только принять за новую не
извtстную 

Тогда данное уравненiе обращается въ 

f - Нс12 - Зс2)s - ,{,(2с13 9с1 С2 + 27 с3) = о, 

имtющее требуемый видъ (4). Въ данномъ случаi; 

Р = - !-(с/ - 3с2), q = - (2с13 9с1 с2 + 27 с3), 

сJitдовательно (§ 492, а', 

гдi;, каI<Ъ всегда, 

Радикалы въ фopмyJii; Тарталiа будутъ равны 
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и корни уравненiя (6) выражаются формулою 

3 

х 1(с1 +V1(2;111 - 9c1c2+21c11+з:V=-Jd) 
3 

+-V t(2c13 9с1 С3 + 27 С3 - 3 у - 3L.I)). 

§§ 531--532 

532. Уравненlя четвертой степени. Положимъ теперь, что 
дано уравненiе 

(7) 

и попробуемъ ему удометворить, rюлаrая х = и v + w. Воавышая 
это равенство въ квадратъ, получимъ 

х2 - (и2 + v2 + ш2) = 2(vw + wu + uv), 

далtе, снова воэвышая въ квадратъ, получимъ 

х4 2(u2 + v2 + w2)x2 + (и2 + v2 + w2}2 

4(v2w2 + w2u2 + u2v2) + Bиvwx. 
Отождествляя это уравненiе съ даннымъ, получаемъ 

tt2 +v2 + ш2 p2-4r 
-lб-, 

Отсюда слi;дуетъ (§ 465), что u2, v2 , w2 будут·ь корнями кубиче
скаrо уравненiя 

Это есть резольвента даннаrо уравненiя. Когда найдены корни 
резольвенты, тогда для каждой изъ неизвtстныхъ и, v, w, полу

чимъ два значенiя. Но только тh значенiя и, v, w нужно комби
нировать въ суммt и + v + w, которыхъ произведенiе равно 
- iq *). Пусть а, Ь, с буду1ъ такiя три значенiя. Тоrда искомые 
4 корня будутъ 

Н1=а+Ь С, П3=а Ь С, fl3= -а+Ь С, Ct4 а Ь +с. 

Замtтимъ, что общее уравненiе 4-й степени всегда приводится къ 
формi; (7). Наnишемъ общее уравненiе въ видi; 

х1 ci# + С2Х2 С3Х + С4 = 0 

и введемъ новую неизвi;стную 

!; х- {-с1 • 

*) Какъ видно изъ предыдущаrо, rд-t Buvw q. 
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Этимъ путемъ данное уравненiе приведется къ уравненiю 

tJ -,\-(3с12 8c2)s;2 + -}(с1с2 - 2сз)t + iG"(c12 C2 - 4с1С3 + lбс4) = Q 

типа (7). Рi;шивъ его и прибавивъ ко вс1;мъ корням.ъ число -1 с1 
получимъ корни даннаго уравненiя. 

533. Изложе11ныя въ §§ 528 и 532 методы для рi;шенiя урав
ненiй 3-ей и 4-ой степени даны были, первая Гюдде (Hudde), вто
рая Эйлеромъ. Различными авторами даны были друriя методы 1). 

Зд1;сь мы ограничимся изложенiемъ еще только двухъ методъ, 

имi;ющихъ то преимущество, что он-!; построены на общихъ прин

ципахъ и даютъ возможность усмотрi;ть путь, по которому надо 

идти, чтобы по11ытаться найти способы для рi;шенiя уравненiй выс· 
шихъ степеней. Одна изъ нихъ, метода Кейли (Cayley) основана 
на теорiи формъ и пользуется соотношенiями между функцiею f и 
ея функцiями Гессе и Якоби, Н, Q и т. д. для приведенiя f къ 
каноническому виду и равложенiя ея ватtмъ на линейные множи· 

тели 2). Другая-метода Лагранжа основана на теорiи симметриче
скихъ функцШ и имi;етъ то преимущество, что ясно обнаруживаетъ 
истинную причину невозможности общаго рi;шенiя уравненШ выше 

4-ой степени въ радика11ахъ. 

534. Метода Кейли. а) Въ квадратномъ уравненiи 

разложенiе на линейные множители получается легко, если примемъ 

за основанiе выраженiе функцiи Гессе (§ 485) 

Н j'2 - 2//", 

приводящейся въ данномъ случа1; къ постоянной с12 - 4с2 , всл1;д-

ствiе того, что / 1 2 х - с1 , f' 1 = 2. Мы rюлучаемъ тотчасъ 

2/f" =/'2 н = (J' YH)(J' + УН) 
или 

Слi;довательно, корни уравненiя, выражаются формулою 

х = !(с1 ± -Vc1=4'c;). 

1) См. въ .Theorie der algebraischeл Gleichuлgeл" Petersen (стр. 87 
и слtд.). Мож1ю рекомендовать также, для ознакомле11iя съ этимъ предметомъ 
.Этюды",опубликованные Tortolini въ .AnnaJidiMatematica• (185!!,стр.310). 

2) См. Halphen, .Noнv. Ann. de Math.· 1885, стр. 17; Clebsch: 
• Vorlesuлgen Uber Geometrie" (т. 1, стр. 278, 307). 
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Ь) Для кубическаго уравненiя. 

разсмотримъ функцiю Гессе Н = 2f2 3ff' и функцiю Якоби 
Q Hf' tН'f Раньше было доказано (§ 490, с), что 

(8) l/3 - 2{?, = 54f!,.d. 

Это тождество можно написать въ видt. 

или 

Мы утверждаемъ теперь, что задача приведенiя f къ канони
ческому виду существенно не отличается отъ задачи раз

ложенiя Н на ли11ейные множители. Въ самомъ дtлъ, поло
жимъ, что это разложенiе выполнено, и пусть ах d и Ьх + Ь' 
линейные множители функцiи fH. Предыдущее тождество приво
дитъ къ тому, чтобы положить 

и вслtдствiе этого 

(10) ЗfJi=ЗЛ =(ах+ а')3 (Ьх + Ь'f, 
что мы и хотми доказать. Поэтому, чтобы приложить методу 

Кейли къ ръшенiю кубическаrо уравненiя, требуется только умъть 
составить лtвыя части равенствъ (9), которыя должны сдi;латься 
полными кубами. Или короче, когда найдены корни а и fJ функцiи 
Н, то будемъ знать, что f = Цх-а)3 --µ (х - /J)3, rдi; л и µ 
постоянныя. Послt. этого, отождествляя это выраженiе f съ пt:рво-
11ачальнымъ, легко найдемъ коэффицiе1пы л и µ и рааложимъ f на 

З 3 

линейные множители (х а) VX - (.i; /J) уµ. 
с) Если желаемъ снова найти съ помощью методы Кейли об

щую формулу для корней, данную въ § 531, то поступаемъ слъду· 
ющимъ образомъ. Составляя функцiю Гессе, находимъ (§ 490, с) 

(11) !Н (с12 - 3с2)(.х - !rc1)2 + ta(.x - !с1 ) + }(с12 - 3c2r!, 
rдi; для сокращенiя положено й 2с/ 9с1 с2 + 27 с3 • Замtтимъ, 
что (§ 489) йх3 есть старшiй членъ функцiи Q. Поэтому иаъ (9) 
слi;дуеть 

(12) 

Съ другой стороны, положимъ 

-1,н [а(.х \-С1) + а"][Ь(.~ - !с1) -f- Ь"], 
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такъ что, отождествляя съ (11), будемъ имtть 

ь 2 3 "Ь" (а Ь)' 2 а = с1 - с2 , а = 3 , аЬ'' + Ьа" fa. 

Этимъ соотношенiямъ удовлетворимъ, полагая а" 1 b'l, Ь" ~ а 2• 

Теперь формулt (10) можемъ дать видъ 

(а3 - Ь3)/ = [а(х - tc1) + tb2]3 [Ь(х }с1) + }а2]3• 

Отсюда видно тотчасъ. если раздtлимъ на а3 Ь3, что f разлагается 
на три линейныхъ множителя, изъ которыхъ одинъ есть частное 

отъ дtленiя 

[а(х -}с1) + !Ь2] - [Ь(х - }с1) + ta2J = (а Ь)(х tc1) t(a2 ·· Ь2) 

на а- Ь, т. е. x-t (с1 +а+ Ь). Второй есть частное отъ дt
лetJiя 

[ а(х - -!с1) + tb2J 

= (а тЬ)(х 

т[Ь(х ic1)+Ja2] 

·!С1) Л ш(а2 (iJ2 Ь2) 

на а - (l)b, т. е. x-t(c1 ша (112 Ь). Наконецъ, третiй полу· 
чимъ, раздtливъ 

[а(х - !,с1) + fh2] uf"[l;(x -!с1) + ta2J 

= (а - ro2b)(x }с1) tuf!(a2 т4Ь2) 

на а - (rJ2b. Онъ равенъ ;t.• -} (С1 + ы2а шЬ). Слtдовательно, 

На основанiи {12) это значитъ, что корни f заключаются въ 
формулt 

+ 
d) Для уравненiя четвертой степени, вмtсто (8) надо взять 

соотношенiе 

4//3 ЗQ2 64(31Н B]f)/2, 
или 

~· (!J нв 31 Н(4!)2 + 21(4!)3. 

Но мы видtли уже (§ 491, Ь), что это соотношенiе разбивается 
на болtе простыя, если введемъ квадратные множители / 1 , h, / 3 
Якобiевой функцiи Q 6/1.hfв· Тогда будемъ имtть 

Н - 4yJ = зл2• Н 4yJ ЗN, Н 4у3/ З/з2, 

пt i'1> у2 , Уз корни функцiи .Q (х) х3 - 3 ! х + 2]. Если послt 
рtшенiя уравненiя .Q О составимъ биквадратичныя функцiи 
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Н - 4 1 /, 10 онt должны оказа1ься полными квадратами иr 
если извлечемъ изъ нихъ корни, то и получимъ квадратичные мно

жите11и функцiи Q. Затt.мъ можно найти и линейные множители 
функцiи .f. которая пропорцiональна /.}-fз2 = (/~ -/3). (/2 - / 3). 

Достаточно даже знать одинъ только корень у 1 функцiи Q, и огра
ничиться составленiемъ Н- 4y1f, которая сдtлается равною 3/."
Иэвлеченiе корня квадратнаrо дасть реа.ультатъ, который независимо

отъ проиэнольнаrо численнаго множителя приводится къ виду 

(ах+ а') (Ьх Ь'). Тогда друriя двt функцiи lz и fз необходимо
должны быть вида (ах+ a'}i ± (Ь).: Ь')", потому что (§ 491, а} 
корни ихъ гармонически отдtляютъ корни функцiи J;, и сами между 
собою обраэуютъ гармоническую систему четырехъ элементовъ. 
Такимъ путемъ мы полу•шмъ приведенiе .fz2 - / 3

2 , а слtдовательно, 
и / къ каноническому виду 

/=).(ах+ а1)4 + 1i(ax + а')2 ,b;i· + b''f + v(bx + Ь')'1, 
послt чего уравненiе / = О рtшается, какъ квадратное *). 

535. Метода Лагранжа. а) Въ квадратномъ уравненiи 
иэвtстны двt симметрическiя функцiи отъ корней, а именно 

Ясно, что если хотимъ отличить одинъ корень отъ другого, то, 

надо эна1ь какую нибудь несимметрическую функцiю этихъ кор

ней. Въ данномъ спучаt мы имtемъ (§ 474) знакоперемtнную 
функцiю а1 -а2 , квадратъ которой есть дискриминантъ с/-4с2 дан
наrо уравненiя. Слtдователыю, корни уравненiя получаются череэъ 
сложенiе и вычитанiе изъ соотношенiй 

и потому имtютъ значеюя 

а1 Нс1 -!- VLI), <:t:J = Нс2 УЛ). 

Ь) Точно такъ же для кубическаrо уравненiя недостато'lно, 
знать только три симметрическiя функцiи 

чтобы различить между собою корни уравненiя. Но мы уже эамt1ипи 
(§ 480), что функцiя (а 1 иа2 + {!)"а3)3 имtетъ тот.ко два раэ
личныхъ эначенiя 

( ах+ а" 2 
*) Относительно Ьх + Ь') . 
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которыя мы можемъ раасматривать, какъ корни квадратнаго уравне

нiя съ коэффиuiента";!и, выражающимися рацiонально въ коэффицiен

тахъ даннаго уравненiя. Въ самомъ дълъ, имtемъ 

(а1 + Ш(t.2 + ш2 а3) + (а1 + (,J2 a2 + ша3) = 2а1 - ~ - а3 , 

(ci1 + r,ю2 + &2 ~) + & 1а1 +- &2az + шr,3) = oi2(2a3 а1 - а2), 
(а1 + Ш(~.2 + ffi2 a3) + (j)2 (a1 +- ш2 п2 + Ю(L3) ш(2а2 -- а3 -- ai). 

Отсюда, черезъ умноженiе, nолучимъ {11 р2 о, если, какъ
nрежде, а обоаначаетъ коэффицiентъ старшаго члена фующiи Q. 
Точно такъ же можно было бы сосrавип, {J1 и Pt и аатtмъ ре
зольвенту даннаго урав11енiи. Но для вычисленiя /11 и {J2 11011езнъе
вычислить /11 - /J2 • Съ этой цълью напишемъ 

(rt1 + ша2 + ,u2a3) (а1 + &2c1J! + (J} а3) = (и - w2)(ri.2 

(а1 + ша.2 + а/!сtз) - w(a1 + &2а2 + юа3) = (1 - w)(a1 

(а1 + ы~ + ы2 а3) - rи2(а1 + ш2~ + ffia3) = (&2 - l)(a3 

Оrсюда, замtчая еще, что (ro со2)2 (1--fи)2 (ro2 1)2, т. е. дискри
минантъ функцiи х3 1. равенъ - 27, черезъ умноженiе найлемъ 

Слtдовательно, 

Теперь, чтобы найти корни а1 , а2 , а3 остается ръшить систему 
линейныхъ уравненiй 

3 3 . 

Ht + (t.2 + (!3 С1, П1 + ШП2 + (•J2 П3 lf]j1, ft1 + Ш2 ГСz + f•Jf!:1 ~· 

Окончательно, . получимъ 
3 3 

а1 Нс1 + V81 + V1l2)' 
3 3 3 3 

а2 = Hct + (,llf/}; + r•J Vl-lz), а3 Нс1 + иVJ'l1 + rи2 -V'Э2)· 

с) Въ случаъ уравненiя четвертой степени мы можемъ раз
смотрtть функцiю а2 а3 + а 1 ар им·вющую то11ько три аначенiя 

Поищемъ то уравненiе третьей стенени, которое опредtляется зна
ченiями этихъ трехъ корней. Легкое вычисленiе даетъ 

.f1 + /32 + }3 = с:а, i32flз + /3зi11 + ,31}2 с1 сз -- 4ci, 

Ht/Jt/з -- С32 + c?ci -- 4с2с,1. 
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Слtдовательно,. ре3ольвента будетъ 

(13) у3 с2У2 + (с1 с3 4с4)у - (с32 + с12с1 4с2 с4) = О. 

Если 3наемъ одинъ его корень, напр., {11 , то будемъ имtть 

такъ что ~а3 и а1 а 1 буду:rъ корнями уравненiя х2 - /J1x + с4 О. 
Обо3начая корни этого уравненiя чt>ре3ъ а и Ь, находимъ, слiщо-
вательно, а2 а, = а, а1 а4 Ь. Зa\.tt•iaя, что 

имtемъ два сотношенiя, которымъ удовлетворяютъ а2 + а3 и 

а 1 + а4 , а именно 

Отсюда слtдуетъ, •по 

Слtдовательно, квадратныя уравненiя 

и дадутъ всt четыре корня даннаго уравненiя. Иными словами, 

имtемъ тождество, которое легко провtрить: 

(14) 

= х2 - ._ __ "x-t-a I х2 
( 

ас1-···С,, \( 

а Ь ; \ 

d) Вмtсто а2а3 а 1 а1 можно было бы выбрать функцiю 
а1 а2 - из + а•. Хотя эта функцiя имtетъ 6 ра3личныхъ значе
нiй, такъ что для ея опредtленiя надо будетъ рtшить уравненiе 

шестой степени, но эти шесть 311аченiй дtлятся на три пары рав

ныхъ по величинt и противоположныхъ по 3наку чиселъ; поэтому 
резольвента бу детъ содержать только четныя степени неизвtстной и 
приводится къ уравненiю третьей степени. Шесть значенiй разсма

триваемой функuiи будутъ 

i'1 = (а1 + а4) (az + Пg), 
h=~+~-~+~,ь=~+~ ~+~ 

и -у1 , у2 , - у3 • Новую резольвенту легко получить изъ той, 
которая дана была форУулою (13), если восполь3оваться зависи-
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мостями между числами fJ и r. Дtйствителыю, замtчая, что 

мы видимъ, что неwзвtстная z въ новой резольвентt связана съ не
извtстною у резольвенты (13) равенствомъ z2 с/ 4с2 + 4у. 
Подставляя выраженiе у черезъ z въ уравненiе (13), получаемъ 

(15) z6 (3c?-8c2)z4 ·+- (3с/ 16с12 с2 + 16с22 + 16с1 с3 - 64c4)z2 

- (c1S 4с1 с2 + 8с3)2 = О. 

Найдя корни r1 , r2 , rз этого уравненiя и присоединяя равенство 
а1 а2 + а3 + а4 с1 къ тремъ равенствамъ, выражающимъ корни 
r черезъ а, получимъ систему четырехъ линеtlныхъ уравненШ, изъ 

которыхъ и наtlдемъ значенiя корней уравненiя четвертой степени 

аз Нс1 + ,'1 - У2 111), а.2 = Нс1 r1 + r2 - 13), 

аз Нс1 -- У1 -- У2 + ,'3), а4 = Нс1 + 11 + 12 + Уз)· 
536. Прим1.чанiя. а) Метода Ланrранжа, при надлежащемъ 

выборt функцiи корней, которая должна удовлетворять резольвентt, 
приводить рацiональнымъ путемъ къ тtмъ искусственнымъ прiемамъ, 

съ помощью которыхъ Гюдде, Феррари, Декартъ, Эйлеръ и дpyrie 

рtшили уравненiя третьей и четвертой степени. Метода Кейли такъ 
же находится въ тtсной связи съ методою Лагранжа. Въ этомъ не

трудно убtдиться, замtтивъ, что резольвенты въ у и z, соотвtт
ствующiя уравненiю четвертой степени не отличаются суще

ственно отъ резольвенты Q = О. Дtйствителыю, лtвыя части 
уравненiй ( 13) и (15) получаются изъ !J(x), если положимъ соот
вtтственно 

.\С'= с2 Зу, х !(3ci2 - 8с2) Jz2. 

Далъе, легко показать, что разложенiе j(x) на множители по фор
мулt (14) равносильно тому, которое даетъ метода Кеtlли. Если по
ложимъ, какъ на то наводитъ эта метода 

то найдемъ, что должно быть 

i.2 i!2 1 , i• + v1 = (i. + i.') а , v - v' (А л.') Ь , 

и вмъстt съ rtмъ 

а НУ+ yj2 =~4c~), Ь = HY- VY2 -4с4), 

rдt у корень резольвенты (13). Каждому изъ трехъ корней соот-
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вtтствуетъ одинъ изъ трехъ видовъ разло,кенiя f на два квадрат· 
.ныхъ множиrеля. Метода Феррари сводитъ въ сущности къ тому, 

·что берутъ ), 1, ).,' О. 

Ь) Лагранжъ примiшилъ свою метолу ко всякому алгебраиче· 
-скому уравненiю 1) и научилъ состав,1ять резольвент у для у рав· 
нiя какой угодно степени. Общiя уравненiя первыхъ четырехъ сте
пеней могугь быть р-вшены въ радикалахъ потому, что для нихъ это 

.вспомогательное уравненiе (резольвента) будетъ степени низшей, чtмъ 
данное уравненiе. Это блаrопрiятное обстоятельство уже не встрtчается 
въ уравненiяхъ выше четвертой степени. Такь, нанр., рtшенiе урав· 
·ненiя 5-on степени всегда можетъ быть сведено къ рtшенiю уравне· 
нiя 4-ой степени 2 ), но коэффицiенты этого уравненiя зависятъ отъ 
рtшенiя уравненiя 6-ой степени, и метода теряетъ реальное значенiе. 
Мы вскорt увидимъ, что этотъ фактъ эависитъ не отъ несовершенства 
методы (которая съ пользою можетъ быть приложена при рtшенiи 

уравненiй нtкоторыхъ особыхъ классовъ), а отъ недостаточности ал

rебраическихъ символовъ для явнаrо изображенiя корней алrебраиче-

·СКИХЪ уравненiй въ функцiяхъ отъ коэффицiентовъ. Для такого 

иэображенiя въ конечномъ вил·t необходимы новые символы. Эр
миту {Hermite) и Брiоски (Brioschi) удалось, напримtръ, дать общее 
рtшенiе уравненШ пятой и шестой степени, при помощи нtкоторыхъ 

трансцендентныхъ функцiй. Это не исключаетъ, однако, возможности, 
-какъ показалъ Клейнъ lКlein), въ томъ случаt, ~.-огда рtшенiе въ ра· 
дикалахъ невозможно, найти rtшeнie при помощи чисто алrе
браическихъ средствъ, но принадлежащихъ уже къ областц_ высшей 
Алгебры. 

с) Всматриваясь внимательно въ рtшенiе уравненiй первыхъ че
тырехъ степеней, можно видtть, что успtхъ методы Лагранжа осно

ванъ [именно на возможности (срав. §§ 480, 481) построить такiя 
-функцiи отъ корней уравненiя, которыя сами имtютъ нtсколько 

различныхъ эначенiй, а степени ихъ только одно или два. Такъ, при 
рtшенiи квадратнаrо уравненiя мы были приведены къ раэсмотрt
нiю функцiи а1 - а2 , имtющей два эначенiя, а квалратъ которой 

·естh симметрическая функцiя Л. При рtшенiи кубическаrо уравне

нiя мы разсматривали функцiю а1 + юа2 ro2 a 3 , кубъ которой 

-есть функцiя, имt,ющая два различныхъ значенiя ! (а± 3 у...::: 3 Л). 
Наконецъ, при рtшенiи уравненiя 4-оА степени, вмtсто того, 
чтобы рtшать уравненlе (13), могли бы прямо составлять функцiю 

.fl1 юfl2 + ш2{13 , т. е. 

---·····----·· 

1) Мемуары Берлинскои Академiй, 1771. См. также работу Вандер
монда въ мемуарах:ъ Парижской Академiи за тотъ же rодъ. 

2) Объ этомъ см. работу В ri о s с h i въ .Annali di Matematica• (2-11 
-серiя, т. I стр. 222). 
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кубъ котороl,! имi;етъ два значенiя J VJ2 Р. Это прямо слt
дуетъ изъ того, что дискриминанты чиселъ fJ и чиселъ а равны 
между собою, а функцiя а для нихъ равна 2]. 

537. Упражненiя. а) Рtшить уравненiе хз + 6х 7 = О. Здtсь 
имъемъ (§ 528) 

р 6, q 
q2 r' 81 

7• 4 +21 = ·.г 

Корни резольвенты будутъ сл1щователыю, 

из = ! + ! = 8, v3 = i - !j- - l. 

Поэтому можно положить и 2, 2w, 2w2, v = - l. w, - (,;.. Эти зиаченiя 
надо комбинировать попарно такъ, чтобы всегда было uv = 2. Сл1щова-
тельпо, корни даннаrо уравненiя будуть 2 l, 2w w, 2w Ф, или 

Ь) Половину шара раздi;лить па двi; равновеликiя части 
плоскостью, параллельною основанiю. Ifри11имая радiусъ за единицу 
и обозначая черезъ х разстоянiе между основанiемъ и искомою плоскостью, 
находимъ, что должно быть 

пх f l + (l х2)] + {; х2 =; i• т. е. Х'1- 3х + 1 = О. 

Здi;сь (§ 530) Р - 3. q 1, слiщовательно, Q 1, cos G - 1, О 1203. 
Корни, слъдовательно, будуть 

а1 = 2cos 4()0, а3 = 2 cos 160~. а3 2 cos 2800. 

Условiямъ зао:ачи оrвtчаеrь то11ько тоть корень, который лежиrъ между О 
и 1. Это есть 

2 cos 2800 =2 cos 800 = 0,3472964 ... 

. с) Рi;шить уравненiе 4х2 + 9х2 + 18х + 17 О по методt 
Кейли 1) Вводя прилично выбранные численные коэффицiенты во избi;жа
нiе дробей, найдемъ LI = - 27 · 1600, 

Н = 90(3~·2 + 10х + 3), Q = 270 (llX'' 9х2 ·~ 63х 67). 

Запмъ легко видi;ть, что выраженiе 

- (llx-'1 - 9х2 63х - 67) ± 4 (4х2 + 9х2 + 18х + 17) 

имtетъ значенiя 5(х+3)3 и (3.~+ 1}'1. Сл1щовательно, данное уравненiе 
можетъ быть написано въ вид-\; 

5 (х + 3)3 + (3.;r + 1)3 = О, 

въ которомъ оно непосредственно и рi;шается. Впрочемъ, достаточно, не 

Ч Salmon .Algebre sup". стр. 264. 
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составляя функцiи Q, замътить, что функrхiя Н им-ветъ корни - 3 и - t, 
чтобы лъвую часть уравненiя можно было написать въ вид1; 

д. (х + 3)3 + µ (3х + 1)3. 

Отождествляя съ даннымъ, находимъ 

i.+27µ=4, 2Н+µ 17, 
откуда }. = 5,{t. 

d) Рtшить уравненiе 1) xt + 8х3 12х'2 + 104х-20 О. Вычи
сляемъ инварiанты I - 4 · 12 · 54, J = 27 · 32 · 189, и находимъ затъмъ 
(§ 534, d) резольвенту х3 + 65 х + 7 · 66 = О. Тотчасъ видимъ, что это урав-
ненiе имъетъ корень 62. Съ дpyroll стороны, имtемъ 

Н = 6 · 48 (.r 10х3 IЪ,·2 4х + 106) 

и знаемъ, что биквадратичная функцiя 

2 (х1 - 10х3 - 12х2 - 4х + 106) + (.-i-4 + 8х3 - l2x2 + 104х 20) 

должна быть полнымъ квадратомъ. Дi;l!ствительно, она равна утроенному 
квадрату функцiи х2 - 2х - 8, которая имi;етъ корни - 2 и 4. Слtдова
тельно, лъвая часть даннаr·о уравненiя должна приводиться къ виду 

д.(х + 2)4 + tt (х + 2f (х - 412 + ·v(x - 4)\ 

Отождествлsяя, находимъ }. - 31', ,и= - 2'11, и такъ какъ 

3z2-+2z-1 (z+l)(3z-1), 

то уравненiе принимаетъ видъ 

[(х + 2)2 + (х 4)2J [3{х + 2)2 - (х 4f] = О, 

и корни его получатся изъ системы линейныхъ уравненil! 

(х + 2) г1 = х 4, ± (х + 2) -vз х - 4 ; 

значенiя корней будутъ 

а1 1+3-V=-I, а3 -5-3-VЗ, 

r12 = 1 3 -V - 1, а1 = -~ 5 + 3 -Vз. 

Метода Jiarpaнжa (§ 535, с) привела бы къ резольвент-в 

уз+ 3. 4у2 + 57 · 42у - 124 · 4в = О, 

имi;ющей корень 8. Затtмъ нужно будетъ ръшить уравненiе 

.х2 8х - 20 О, 

котораrо корни будутъ а 10, Ь = - 2. Данное уравненiе разобьется, с.т!.
довательно, на слtдующiя два 

х2 2х + 10 = О, х2 + lOx 2 = О. 

1 ) Salmon .Algebre sup." стр. 278. 
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е) Иногда встр1.чаются уравненiя выше четвертой степени, приводя
щiяся къ уравненiямъ первыхъ четырехъ степеней, благодаря той или дру
гой особепности. Мы разсмотримъ зд1;сь, въ частности, такъ называ
емыя, возвратныя уравненiя, степень которыхъ можеrь быть понижена 
по крайней м1;р1; вдвое. Эти уравненiя им1;ютъ корни попарно взаимно-

( 1) 1 · обратные а и -- и потому не м1.няются отъ зам1;ны х на- . Сл1.довательно 
а х , 

коэффицiенты ихъ таковы, что 

а0 = _ а 1. _ _ а2 _ ••• а" 

а" а-1 an·-2 = а-;; ' 
откуда а; = а.,._, или tii - а,,_;, для i = 1. 2, З, ... п. Предполагая, что 
уравиенiе освобождено отъ корней + 1 или -1, если оно таковые им1.етъ, 
видимъ, что оно непрем1.нно будетъ вида 

а0х2"' + а1 х2"-1 + -· · + а.,_1 х..+1 + а"х"' + а.,,_1 х.,._1 + · -· + а0 = О 

и степень его можеrь быть понижена до 11. Д1;йствительно, полагая 

хР + х-Р s1,, можемъ его написать такъ 

Но выражеIIiЯ Sp, функцiи отъ х+х-1 =у, весьма легко вычисляются, такъ 
какъ им1;емъ тождественно 

т. е. S1rt-1 = Ysp - Sp-1· Им1.я ; 0 = 2, ;1 = у, посл1;довательно найдемъ 

s2=y2-2, ;3=у3-3у, S4=Y'-4y2+2, ;5=у5-5у3+5у, ... 

Такнмъ образомъ данное уравненiе приводится къ виду 

Когда его р1;шимъ, то каждое значенiе у даетъ два значенi.я дЛЯ х, вы

числяемыя по формул1, х t (у ± уу2 :___ 4). Зам1Jтимъ, наконецъ, что 
вычисленiе функцiй ; можно еще ускорить, пользуясь тождествомъ 
SpSq sp+q + Sp--q· Разность р- q ц1;лесообразно брать по возможности 
малою и пользоваться формулами ;2Р = ;/- 2, saP+i SpSf'+t ·-У· 

f) Какъ прим1.ръ возвратнаго уравненiя, разсмотримъ [изв1;стное 
уравненiе (~ 484. Ь) · 

(16) 

давшее значенiя анrармоническаrо отношенiя корней биквадратнаго уравне
нiя, когда изв1Jстны инварiанты / и J, а сnдовательно, и /.1 = +, (13 - J2). 

1 
Полагая l + I = х + 1, такъ что 

1 1 
i2+ i 2 =x2+2x l, iз+i3 =x3+3x2-2, 

38 
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приведемъ, предложенное уравиенiе къ слi;дующему 

/3 /3 
х3- д х+д О. 

Формулы ~риrонометрическаrо рi;шенiя (§ 530) даютъ 

cos е = 

такъ что 

sin29 = 1 

Слtдова.-ельно, 

3 cose3 , 

cos 0 

§§ 537-538 

если для сокращенiя обозначимъ черезъ 91 , 02 , 03 углы ! 0, 19 + 12()0, 
! 0 + 24()0. Для каждаrо изъ этихъ уrловъ имtемъ 

откуда получается 

1 _ 3с()~ 
cos3 0 

. J!З±cot0 
!.= = 

уз =t= cot в 

3 + cot2 9 
2 з- соf.Ге' 

cos (О ± 1200) 
cos (0 =t= 12QOJ 

Сл-hдовательно, корни уравненiя (16) зависятъ единственно отъ трехъ значе

вiй О, которыя опред"kляются тtмъ, что абсопюmый инварiантъ 5: nриво-
1 

дится къ виду sin2 зе · Шесть корней уравненiя (16) равны, слъдовательно, 

cos 93 cos 03 cos 01 [cos 92 
cos-@; • - cos 01 , cose/ - cos в 1 • 

Иными словами (срав. § 417), имъемъ 

(a:&as + GJ_a,1)cos 01 + (a3 ai + ~а4) cos 02 + (а1~ + а3а4) cos 93 О. 

Попученныя значенiя всi; вещественны, еспи предположимъ в вещесrвеннымъ. 
Это д-hлается яснымъ изъ того, что въ этомъ предположенiи будемъ им-hть 
L1 > О. Поэтому (§ 513, Ь), ее.ли коэффицiенты вещественны, то либо вс-h 
корни биквадратнаrо уравненiя вещественны, либо вс-h мнимые, и въ по
сл1щнемъ случа-h, такъ какъ они сопряженные, лежатъ на одной окруж
ности круга, а потому (§ 417) ангармоническое ихъ отношенiе въ обоихъ 
случаяхъ вещественно. 

Теорема Руффини . 

.538. Переходя къ вопросу объ алrебраическомъ рt.шенiи урав
ненiй какой угодно степени, изслtдуемъ сперва, не должно ли об
щее выраженiе корня, какъ функцiи козффицiентовъ, имt.ть какую 
нибудь спецiальную форму. Съ этою цtпыо нужно прежде всего 
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сообщить нtкоторыя свtдtнiя о способt классифицировать извtст
нь1мъ образомъ явныя алгебраическiя функцiи. Bct данныя въ из
вtстномъ вопросt величины и всt другiя, получаемыя изъ данныхъ 

путемъ сложенiя, вычитанiя, умноженiя, дtленiя и возвышенiя въ 
степень съ цtлымъ показателемъ образуютъ нtкоторую, такъ на
зываемую область рацiональности (Rationalitatsbereich). Она об
ладаетъ тtмъ свойствомъ, что всякая рацiональная функцiя оть со
держащихся въ ней величинъ даетъ результатъ, принадлежащiй той 

же области. Чтобы выйти изъ этой области, оставаясь, однако, въ 
области алгебраическихъ функцiй, нужно выполнить возвышенiе 
въ степень съ рацiональнымъ дробнымъ показателемъ. Тогда по
лучимъ результатъ, вообще говоря, уже не принадпежащiй данной 
области рацiональности. Впрочемъ, возвышенiе въ степень съ пока-

зателемъ !L , гдt р цtлое положительное, и q цtлое число, равно-
Р 

сильно рацiональному дtf.tствiю, возвышенiю въ степень q, сопро-

вождаемому извлеченiемъ корня степени р, являющимся единствен

нымр иррацiональнымъ дtйствiемъ, способнымъ ввести иррацiональ
ности. Кромt того, если разложимъ р на простые множители 

р 

а, fJ, r, . . . равные или неравные, то операцiя у разобьется на 
а р r 

операцiи у-, у-, у-, ... , которыя уже не разлагаются дальше 
р 

на подобныя же операцiи. Слtдовательно, у съ простымъ по
казателемъ р есть простая или элементарная операцiя изъ числа 

тtхъ, которыя могутъ ввести иррацiональности. 

539. Предпославъ сказанное выше, присоединимъ теперь къ 
данной области рацiональности тt результаты, которые получатся, 

когда надъ величинами, въ ней содержащимися, будетъ произведено 
простое измеченiе корня. Затtмъ надъ всtми величинами расши
ренной такимъ образомъ области произведемъ рацiональныя опера
цiи и результаты ихъ причислимъ къ той же области. Такимъ об
разомъ построена будеть новая область рацiональности, обладающая, 
какъ и первая, ttмъ свойствомъ, что всякая рацiональная функцiя 
отъ величинъ, въ uef.t содержащихся, будетъ заключаться въ той же 
области и только новое извлеченiе корня можетъ дать результатъ, 

лежащif.t внt ея. Tt функцiи, которыя можно разсматривать, какъ ра
цiональныя, только послt сдtланнаго расширенiя первоначальной об
ласти, называются иррацiональными перваго порядка. Въ ней про
стая иррацiональная операцiя является примtненною только къ ра
цiональнымъ функцiямъ. Подобнымъ же обрааомъ переходить къ 
расширенiю второй области рацiональности и образуютъ третью, въ 
которой новыя иррацiональныя функцiи являются, какъ рацiональ

ныя, и · называются иррацiональными второго порядка. Въ нихъ про
стая иррацiональная операцiя примtнена къ рацiональнымъ функ
цiямъ и къ иррацiональнымъ перваго порядка, и . n послtднимъ 

38* 
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обязательно. Продолжая такимъ образомъ, доходимъ до явныхъ 
алrебраическихъ функцilt µ,-aro порядка, въ которыхъ встрtчается, 

по крайней мtpt, одна простая иррацiональная операцiя, произве

денная надъ функцiею порядка µ, - 1. Число v такихъ радикаловъ 
въ функцiи и порядка µ, называется степенью этой фуню~iи. По
нятно, что при этомъ число v считается приведеннымъ къ наимень · 
шему значенiю въ томъ смыслt, что если какой нибудь иаъ радика
ловъ порядка µ выражается рацiонально череаъ дpyrie, то это его 

выраженiе и считается подставленнымъ въ выраженiе фунюtiи и. 

Окончательно въ и остаются только такiе радикалы порядка µ,, ко
торые помощью рацiональныхъ операцiй не сводятся одинъ къ дру

гому. Поэтому, если мы выдfuJимъ въ выраженiи и одинъ изъ та

кихъ радикаловъ, то можно написать 

р 

(17) и =tCVv, v1 , v2 , vs, . .. ), 

rдt р простое число, J символъ рацiоналыюй функцiи, v функцiя 
порядка µ 1, между тtмъ, какъ Vi, v2 , v9 , • • • функцiи порядка 

не выше µ и степени не больше v - 1. 

540. Лемма 1. Всякая алгебраическая функцiя порядка 
µ и степени v можетъ быть представлена въ видi; 

р р р 

(18) U Uo + U1 "Jlv + ~("Jlv)2 + • • · + U
11

_ 1 (Jlv)P---1, 

rдt р простое число, u 0 , u1 , и2 , ••• алrебраическiя функцiи 
порядка не выше.µ и степени не выше v-1, между тtмъ 

р 

какъ v Функцiя (µ - 1)-го порядка, и Vv не выражается 
рацiонально въ u 0 , ut, u2 , ••• Кром'k того, всегда можно 
принять u1 = 1. 

Такъ какъ всякая рацiональная функцiя отъ одной или нt
сколькихъ перем'kнныхъ можетъ быть выражена, какъ частное отъ 

дfuJeнiя одной цiшой функцiи на другую, то выраженiе (17) можно 
написать въ видi; 

р р 

и 
Ро + Р1 J!v + 1P2(Y;i + ··· 

р р ' 

1/'о + 1/11 yv + 1P2(-Vv)2 + ... 
rдt. (J) и· 'ljJ цfuJыя функцiи отъ •lJ1 , v2 , v3 , • • • Если обозначимъ для 
сокращенiя 

то можемъ еще написать 
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(19) 

гдi; w есть мнимый корень степени р И3Ъ 1. И3вi;стно, что 

будутъ всi; р корней уравненiя :х;Р v. Отсюда слi;дуетъ,· что 

функuiя 

1.1.мая и симметрическая отъ корней уравненiя :х;Р - v = О, выразится 
цi;лою иррацiональною функцiею отъ коэффицiентовъ этого уравне

нiя, т. е. отъ v. Такимъ обравомъ, въ функцiю w уже не войдетъ 
р 

Vv- Эта функцiя w будетъ, слi;довательно, цi;лая функцiя ОТЪ V; 
(i = 1, 2, 31 ••• ) и отъ v. Что касается числителя въ выраженiи 
(19), то онъ не будетъ симметрическою функцiею отъ корней урав
ненiя х;Р ·- v О. Но если представимъ себi;, что выполнены умно
женiя тi;хъ р полиномовъ, И3Ъ которыхъ онъ составленъ, то ясно, 

что его можно и306ра3ить въ видi; цi;лой функцiи, которая, будучи 
р 

расположена по степенямъ Vv, представится такъ 

р р р 

Wo + W1 'JIV + Wz('Jlv)2 + W3('Jlv)3 + ···. 

Здi;сь ш0 , w 1 , w,, ... будутъ цi;лыя функцiи отъ v,, т. е. алге
браическiя функцiи, удовлетворяющiя тi;мъ же условiямъ, какъ и w. 
Поэтому и частныя отъ дi;ленiя ихъ на w будутъ такiя же функ

цiи, только не цi;лыя функцiи относительно. щ(i 1, 2, 3, ... ), а 
лишь рацiональныя. Обовначая эти частныя черевъ u0 , u 1 , и,, , .. , 
получимъ формулу 

р р р 

U Uo-!-tti'JIV "2('Jlv)2 +uз{J!v)3 +··~·, 

Въ этоА формулi; всегда можно ограничиться первыми р чле
нами. Дi;йст~ительно, такъ какъ 

р р р р р' 

(VvY' = v, (у;у+1 = vJ!v, (vv)P+2 = v(Vv)2. .. . , 

ТО члены Up (VvY'• UJ+t (vvY'+1
, ••• МОЖНО СОеДИНИТЬ СООтвi;т-

р р 

ственно СЪ членами Uo, U1 Vv, . . . При всемъ этомъ Vv остается 
не выражающимся рацiонально чере3ъ v.;, а слi;довательно, и черезъ 
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и •. Остается показать, что всегда можно считать u 1 = 1, при чемъ, 
конечно, функцiю 11 надо будетъ аамtнить другою функцiею w, 
удовлетворяющею тtмъ же условiямъ, какъ и v. Въ самомъ дtлt, 
аамtтимъ, что всt функцiи u1 , u2 , u 3 , ••• не могутъ быть равны 
нулю, иначе и привелось бы къ u0 и не было бы степени v, какъ 
мы предположили. Пусть и" одна иаъ этихъ функцiА, не равная 
Нf.ЛЮ. Положимъ w=u"Pvr; тогда функцiи 

будутъ отличаться только множителями, аналогичными функцiямъ и;, 

отъ функцiй 

р р р р 

CVvY, (vv)2
". (yv)3r, ... , (vv}P- l)r 

а слtдовательно, и отъ функцiй 

если не обращать вниманiя на порядокъ, въ которомъ онt напи
саны. Въ частности, для прилично выбраннаго k, для котораrо 
kr = pq + 1, будемъ имtть 

р 

Слtдовательно, V w не выражается череаъ прежнiя или новыя функ-
Р 

цiи Ui, такъ какъ въ противно111ъ случаt и Vv выразился бы въ 
нихъ рацiонально. Если теперь представимъ себt, что въ выраженiе 
(18) введена функцiя w вмtсто v, то ясно, что получиrся выраже-

Р Р 

нiе того же вида, НО вмtсто члена Ur v vr войдетъ Vw съ коэф
фицiентомъ 1. 

541. Лемма 11 1). Положимъ, что р простое число, а 
v1 , v2 , •• • , Vp--1 функцiи, принадлежащiя нtкоторой опредt
ленной области рацiональности; положимъ, далtе, что функ
цiя v принадлежитъ той же области, но корни степени р 
наъ 11 ей не принадлежатъ. Тогда, если одновременно удо
влетворяются уравненiя 

(А) О, v0 + v1 x + v 2.x2 +· · · ... 1 v хР-1 = О. Г р-1 , 

то необходимо бу демъ имъть 

v0 О, v1 О, .•• , v1""1 О. 

1) Она прииадпежитъ Абелю (Abel), .Oeuvres completes•, t. 11, стр. 196. 
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Въ самомъ дtлt, доnустимъ обратное, т. е .. что не вс'h 
v0 , V1 , ••• , v~1 равны нулю. Тоrда можно искать общаrо наиболь
шаrо дtлителя двухъ вышеприведенныхъ полиномовъ. Пусть этотъ 
дtлитель будетъ степени r, гдt r, очевидно, лежитъ между 1 и 
р - 1, включая и границы -!(·). Приравнивая нулю этоrо общаго наи
большаrо дtлителя, получимъ уравненiе 

w0+w1x+w2.x2+ ··· +xr О, 

корни котораго будутъ въ то же время корнями уравненiя хР v = О. 
Поэтому, если одинъ изъ этихъ корней есть х0 , то дpyrie будутъ 

wa х0 , ш/J х0 , ыr х0 , ••• , rдt ш мнимый корень степени р изъ 1. 
Если положимъ а= а+ fJ + r + ... , то, какъ извtстно, произведенiе 
корней бу детъ равно 

Замtтимъ теперь, что р по условiю простое число, а потому и 

взаимно-простое съ r; на основанiи извtстной теоремы ариеме-

тики, остатки отъ дtленiя р, 2р, Зр, ... , (r-1)p на r будутъ, неза-
висимо отъ порядка, равны ] , 2, 3, ... , r-1. Слъдовательно, всегда 
существуетъ такое кратное отъ р, которое при дi;ленiи на r дастъ 

остатокъ 1. Пусть оно будетъ kp, такъ что kp=qr+l. Изъ 
того, что ( ::1:: w O )'l ыfJ0 х/Р-1 , слiщуетъ 

ы-qохо = 

Лъвая часть есть корень степени р изъ v. Правая принадлежитъ къ 
данной области рацiональности, потому что къ ней принадлежитъ 

и vk и w0 , такъ какъ при разысканiи общаго наибольшаrо дtли
теля производятся только рацiональныя опера1.tiи. Поэтому одинъ 
изъ корней степени· р изъ 'V принадлежалъ бы данной области ра
цiональности, противно предположенiю. Итакъ, допущенiе, что не 

вd v0 , v 11 v2 , •• • , Vp-1 равны нулю, невозможно. 

542. Лемма Ш. Алrебраическiя фу нкцiи коэффицiен
товъ, дающiя общее выражеше корней алгебраиче<;каrо 

уравненiя, разр:lаuимаrо въ радикалахъ, рацiонально выра

жаются въ корняхъ уравненiя. 

На основанiи первой леммы, явная алгебраическая фунюiiя, 
у довл.етворяющая уравненiю 

а0х,. + aix"-1 + а2х,.._2 + ···+а" О, 

всеrда можетъ быть представлена въ видt 

р р р 

(:lO) х = и0 + Щ 'Jfv + u2 ('Jfv)2 + · · · + Up-l ('Jfv}P--1, 

*) Такъ какъ уравненiя (А) нМ'hЮТh, по крайней м'hpt., одннъ общiй 
корень, по предположенiю. 
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rдt р, v и всt и, удометворяютъ много разъ уже упомянутымъ 
условiямъ. Подставимъ это выраженiе х въ данное уравненiе и за
мtтимъ, что х2, х8, ••• имtютъ тотъ же видъ, какъ и х. Тогда 
получимъ 

р р р 

(21) 1-'о + V1 Vv + v;i(J!v)2 + · · · + vp-l (yv)p-l = О, 

rдt v0 , v1 , v2 , ••• изображаютъ рацiональныя функцiи отъ v и и;. 
р 

Такъ какъ Vv не выражается рацiонально черезъ и., а слtдова
телъно, и черезъ v;, .то по второй леммt должны имt.тъ -z,0 = О, 

v 1 = О, •.• , vp-t О. Отсюда вытекаетъ, что равенство (21) будетъ 
р 

имtтъ мtсто и при замtнt. Vv его рамичнымн значенiями, а слt
дователъно, функцiя (20) будетъ удовлетворять данному уравиеиiю 

р 

и тогда, когда мы въ ней подставимъ ПО очереди вмtсто Vv зна-
р р 

ченiя aJ Vv, ш2 Vv, , . . Такимъ образомъ получаются Р корнеА 
даннаго уравненiя 

(22) 

р р р 

j 
а1 = Uo + U1 J!v + U2(J!v)2 + · · · + Up_1(J!;)P--l, 

/J р р 

аа Uo + U1 ro J!v + "3«>2(J!v)2 + ... + tlp-1 wP-l(J!v)P·-1, 

l а,--~+~"''~'~;;+·~-~,;~;);; . ; ,:, ·,:,.,: ;,;~V)' ' 
Bct эти корни различны между собою. Дtйствительно, равенство 
двухъ изъ нихъ дало бы соотношенiе вида (21), съ коэффицiен
тами, не равными нулю, что невозможно. Затtмъ, замi.чая, что и1 
всегда можно считать равнымъ единицt, изъ уравнеиiй (22) иайдемъ 

р 

выраженiе Vv, какъ функцiи отъ р корней: 

Итакъ, если будемъ считать извtстными корни изъ единицы, то 
р 

Vv выразится рацiонально ВЪ корняхъ а. 1 а2, .. , 1 ар, То же самое 
можно сказать объ и0 , u 1 , и2 , ••• , потому что система (22) дастъ 
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Поэтому, если обозначимъ черезъ у какую угодно изъ функцiй, 
входящихъ въ выраженiе (20), то можно написать 

у= Ла~, е!:!, ••• , а,.). 

rдi; / есть символъ раuiональней операuiи, производимой надъ 
всъми корнями даннаго уравненiя или надъ нъкоторыми изъ нихъ. 

Эта функцiя отъ п перемt.нныхъ можетъ им-tть нt.сколько, по
ложимъ т .значенiй (при подстановкахъ, производимыхъ надъ 

а1 , ~ ••.• ,а,.). Пусть эти т значенiй будутъ P\J Р,, .. . , Рт· Они бу
дутъ корнями уравненiя степени т , которое должно удовлетворяться 
выраженiемъ вида 

(f (f (f 

У= Vo + V1 -,.Гw +;viVw)2 +а··· +~vч-1\(Vw)ч-1 , 

rдt. всt. v, -будутъ функцiи того же порядка, какъ функuiя у, или 
низшаго, и навt.рно низшей степени, чt.мъ у. Въ то же время ко
эффицiенты уравненiя, которому у довлетворяетъ у, будутъ цt.лыя 
симметрическiя функuiи отъ значенiй р" и потому будутъ раuiональ
ныя функцiи отъ коэффицi~нтовъ даннаго. уравненiя. Отсюда, по-

q 

вторяя вышеприведенныя заключенiя, выведемъ, что Vw и всt. V;, бу
дутъ рацiональныя функцiи отъ f)i, а слt.довательно, и отъ а;,. Те-

ч 

перь J/ш и всt. щ, съ своей стороны, выразятся при помощи фор
мулы (18) алгебраическими функuiями низшей степени, о которыхъ 
опять докажемъ, что он-t будутъ раuiонально выражаться въ ai. 
Продолжая такимъ образомъ, мы дойдемъ, наконеuъ, (исключая ра

дикалы одинъ за друrимъ) до рацiональныхъ функцiй отъ коэффи

цiентовъ даннаго уравненiя, которыя нав-tрно будутъ рацiональными 

и даже симметрическими функuiями отъ корней даннаго уравненiя. 

543. Чтобы отдать себt. полный отчетъ въ значенiи только 
что доказанной, чрезвычайно важной леммы, полезно разсмотр-tть, 

что происходить въ т-tхъ уравненiяхъ, которыя мы умtемъ рtшать 
въ радикалахъ. Замtтимъ, напр., что въ формулt, дающей рi.шенiя 
квадратнаго уравненiя, радикалъ выражаетъ разность корней. Точно 
также радикалы въ формулi; Тарталiа для кубическаго уравненiя 

выражаются рацiонально въ корняхъ уравненiя, а именно: 

1Гii2:P3 r 4-i-21 
3 v~ ~··~ v~2 +t; 

Въ общемъ случаt факrъ, установленный леммою III, ·обнаруживается 
вполнt ясно методою Лагранжа. 
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544. Теорема Руффини 1). Рtшенiе въ радикалахъ алrе
браическаго уравненiя выше четвертой степени невоз
можно. 

р 

Пусть Vи есть радикалъ перваrо порядка, входящiй въ об
щее выраженiе корня даннаго уравненiя. Этотъ радикалъ долженъ 
выражаться рацiонально въ корняхъ уравненiя, и по возвышенiи въ 

степень р долженъ дать функцiю и, рацiонапьную относительно ко
эффицiентовъ, а потому симметрическую относительно корней. На 

р 

основанiи § 41в, можемъ утверждать, что Vи, не будучи симмет
рическимъ относительно корней, долженъ быть знак опере м t н
н о ю функцiею, и поэтому р = 2. Произведя рацiональныя операцiи 

р 

надъ Vи и рацiональными функцiями ОТЪ коэффицiентовъ, полу
чимъ функцiю v, имtющую два значенiя, изъ которой, если выра

женiе корня уравненiя еще не составилось, надо извлечь корень 
q 

степени q, rдt q простое число. Функцiя Vv, иррацiонапьная 
второго порядка относительно козффицiентовъ, будетъ тtмъ не 

менtе рацiональна относительно корней даннаго уравненiя. По воз

вышенiи въ степень q она должна дать функцiю, имtющую только 
два значенiя, хотя сама имtетъ больше двухъ. А это невозможно 
(§ 479), если число перемtнныхъ (т. е. корней уравненiя) больше 
четырехъ. Слtдовательно, общему уравненiю степени выше четвер
той нельзя удовлетворить явною алгебраическою функцiею отъ ко
эффицiентовъ. (ХХП): 

545. Примi.чанiе. Теорема Руффини и предшествующiя ей 
соображенiя, независимо отъ того, что избавляютъ насъ отъ без
плодныхъ попытокъ .разысканiя рtшенiя въ радикалахъ общихъ 
уравненiй 5-ой, 6-ой, . . . степеней, даютъ намъ указанiя на изыска
нiе формулъ для рtшенiя уравненiй первыхъ четырехъ степеней. 
Прежде всего мы видtли, что первый радикалъ, являющiйся при 

разысканiи корня, если вычисленiя производятся по порядку, будетъ 
квадратный корень, извлекаемый изъ дискриминанта уравненiя. Вто
рой будетъ кубическимъ корнемъ. Дtйствительно, мы знаемъ, что 
при п < 4 существуютъ рацiональныя функцiи, имtющiя два · зна
ченiя и дающiя по возвышенiи въ степень q опять функцiи, имt

ющiя два значенiя. Но извtстно также (§ 479), что q должно быть 
равно 3. Поэтому, если хотимь, напр., рtшить кубическое уравненiе, 
то должны положить 

3 3 

Х tc1 + -Vv + и-Vv2, 

1) .Reflessioni intorno della soluzione delle equazioni algebraiche gene
rali• (Modena, 1813). 
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rдt v необходимо должно быть вида р + 'f/J y.J, а р и 'IJ} рацiо
нальныя функцiи коэффицiентовъ. Подставпяя въ уравненiе и при
поминая вторую лемму, получаемъ соотношенiя 

v + u31fl ..fт(2с?' - 9с1 с2 + 27 с3), и v = J,(c1
2 - Зс2), 

откуда, если положимъ 

27 Л 4 (с12 3 с2)3 - (2 ci' -- 9 с1 с2 + 27 c3'f, 

получаются значенiя v и u 3 v2 : 

-n:(2ct3 9с1 с2 + 27 сз) ± f.r J,Г::::-зл. 

Такимъ образомъ, снова приходимъ къ общей формулt для корня, 

найденной раньше другимъ путемъ. 



Примtчанiя къ пятой книгt. 

1 (къ § 442). 

Разсматривая опредtлитель § 441, изображающiй результантъ 
уравненiя 4-ой степени (п = 4) и уравненiя 2-ой степени (т 2), 
и мысленно обобщая его на случай какихъ угодно т и п, при 
п > т, безъ труда убtждаемся, что элементъ, стоящiй въ 1-ой 
строкt на i1 -омъ мtстt, имtетъ сумму указателей, т. е. вtсъ i 1 , 

элементъ, стоящiй на i2-омъ мtстt во 2-ой строкt, имtетъ вtсъ 
i 2 + 1, и т. д., наконецъ элементъ, стоящiй на im·OMЪ мtстt въ 
т-оА строкt имtетъ вtсъ im т - 1. Наоборотъ, эпементъ, 
стоящiй на iт+1-омъ мtстt въ т + 1-ой строкt, имtетъ вtсъ 
im+1 1, и т. д. Такимъ путемъ сосчитанъ вtсъ какого угодно 
члена результанта Безу, и аналогично этому и результанта ЭАлера, 

при чемъ еще приняты во вниманiе формулы 

Надо, впроt~емъ, аамtтить, что теорема о вi;ct результанта, дока
занная въ § 442, проще можетъ быть доказана послt того, какъ 
будетъ извtстна метода составленiя результанта при помощи сим

метрическихъ функцiА (см. § 472). Это доказательство можно про
честь въ сочиненiи G. Salmoп .Lei;ons d'Algebre superieure" traduits 
par О. Chemeп, 2-ое изд. 1890. стр. 100. 

П (къ § 448 а). 

Если бы функцiи Ф и Р были написаны въ видt 

ф (х) аох" + lti Х v-t + · • · +· а.,_1 Х -+· av 

ЦJ (х) = fJox,,,__1 + fl1 х"·-2 + ... + f1,,.2x + fJ,,__1, 
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то вtсъ результанта былъ бы v (11 ~· 1 ), по теоремt § 442. 
А теперь коэффицiенты 

ао, ai, и:~, ... , а" замiшены коэффицiентами 

1, Ь2, Ь4, ••• , h2,,, и коэффицiенты 

,f1o, fl1, {12, ... , Р,,_1 коэффицiентами 

h1, hs, Ь5, ... , hз'll--1' 

т. е. у всtхъ коэффицiентовъ указатели удвоены, а у послtднихъ v 
еще, кромt того, увеличены на одну единицу. Поэтому сумма ука· 
зателей каждаrо члена результанта, т. е. его вtсъ сдtлается равнымъ 
2v{v 1) v. 

ПI (къ § 452). 

Дпя поясненiя разсмотримъ случай двухъ уравненiй 4-ой сте
пени (п т = 4). который разсматривается и въ § 453, и най
демъ условiя, необходимыя и достатоqныя, чтобы f и g имtли 
общаrо дtлителя не ниже 3-ей степени (i = 3). 

f а0х4 + а1 х3 + о2х2 + о3х + о4 , g Ь0х4 + Ь1 х3 + Ь2х2 + Ь3х + Ь4 • 

Результантомъ Эдлера будетъ опредtлитель 8-ro порядка 

оо ~ ~ 03 а4 о о о 

о ао о1 ~ as а4 о о 

о о ао !l:i ~ as а4 о 

R= 
о о о ао !l:i и:~ as а4 

ho h1 h2 h3 Ь4 о о о 

о ho h1 h2 hs h4 о о 

о о ho h1 h2 hз h4 о 

о о о ho h1 h2 hs h4 

Напишемъ тождество f g3-gfз О, rдt .fз =а0х+а1 , g 3 =fJor+fJ1 , 

и приравнивая нулю коэффицiенты при х~, х\ х3, х2, х, 1 въ этомъ 
тождествt, полуqимъ слtдующую систему уравненiй съ неизвtстными 

аа, а1, fJo, f/1: 
аоРо+ О Р1 hoao О ai =0 

а1Ро + аоР1 h1 ао - hoai = О 

a2flo + 0i Р1 h2 ао - h1 ai = о -

03 f1o + а2 fl1 hs ао - h2 а1 = 0 

04Ро + osP1 h4 ао - hs tti = О 

О Ро + a4f11 о ao-h4a1=0, 
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Матрисса этой системы, независимо отъ знака, и ПО замtнt 

строкъ столбцами (которая была сдыана и при составленiи R), 
будетъ 

I ао а1 ~ аз а4 о 

1 :о 
ао а1 а2 аз а4, 

Ь1 Ь2 bs Ь,1, о 

\о Ьо Ь1 Ь2 03 04. 

и получается, какъ видимъ, выкидыванiемъ изъ R послtднихъ двухъ 
(i 1) строкъ изъ первыхъ 4-хъ, и послtднихъ двухъ изъ всtхъ 
строкъ, при чемъ еще выкидываются два столбца нулей. Старшiе 
опр~дi;.лители R2 , R2щ, R2

12>, этой матриссы, согласно сказанному 
въ § 452, будуrъ 

оо 01 а2 03 
1 
оо а1 ~ а4. I ао 01 а2 о 

о ао а1 ~ 
~(lj= 

о ао а1 аз 
' Ri2J= 

о ао о1 а, 

R?. 
Ьо 01 02 Ь11 Оо 01 о2 04, Ьо Ь1 Ь2 о 

о Оо 01 02 о Оо 01 03 о Оо 01 04 I 
Если R2 о, R2щ = о, R2(21 о, то f и g будуть имt.ть общаrо 
дi;.лителя, не ниже 3-ей степени. 

IV (къ § 462). 

Упомянутое въ концt параграфа разложенiе дроби~~=~ на 
прост-tйшiя имtеть важныя приложенiя въ различныхъ частяхъ 
Математики, поэтому считаемъ полезнымъ нt.сколько подробнtе на 
немъ остановиться. Все дi;.ло основано на одной важной теоремt, 
изв-tстной изъ элементарной Алгебры и вытекающей изъ алrориема 
Эвклида для разысканiя общаrо наибольшаrо дыителя двухъ цt.
лыхъ функцiй. Теорема эта состоитъ въ слt.дующемъ: 

Если Х и У двt. взаимно простыя цt.лыя функцiи, то 
всегда можно найти друriя двt. цt.лыя функцiи А и В та
кимъ образомъ, чтобы тождественно удовлетворялось ра
венство 

(1) АХ +ВУ= 1. 

(См., иапримt.ръ, Веберъ и Вельштейнъ, стр. 227, тамъ же указанъ 
и способъ нахожденiя функцiй А и В). 

Замt.тимъ, между прочимъ, что опредыенiя функцiА А и В 
. х б 

приводится къ разложен1ю у иъ непрерывную дро ь и иахожде-
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нiю послtдней подходящей дроби. Положимъ теперь, что дана 
дробь 

/(х) rдi, g (х) q{ z"1/ ... 
g(x), 

при чемъ предполагается, что полиномъ J (х) взаимно простой съ 
g(x), т. е. дробь несократима, степень /(х) ниже степени g(x), и 
11олиномы р, Х, 1jJ ••• простые одинъ относительно другого. Поло
жимъ, для сокращенiя, р" Р, X"1JJt... Q. Такъ какъ Р и Q 
взаимно простые полиномы, то можно найти функцiи А и В та
кимъ образомъ, чтобы 

AP+BQ 1. 

Отсюда 

и 

/(х) _/(х) _ Bf(x) + Af(x). 
g(x) PQ Р Q 

или, выдtляя въ правой части цtлыя части Е(х) и Е1 (х), находимъ 

[Jx) = Е(х) + Е1 (х) + /1 (х) +h.(x)' 
g(x) Р" z" v/ 

а такъ какъ, по условiю, степень f(x) ниже степени g(x), то 
Е(х) + Е1 (х) = О, и тюлучится 

/(х) _ /1 (х) +fз(х), 
g(x) q," z• v/ 

гдt въ дробяхъ правой части степени числителей ниже степеней 

знаменателей, а, какъ легко видtть, дроби эти несократимы. Со 
второю дробью въ правой части можно поступить такъ же, какъ 

съ данною, и т. д. Такимъ путемъ придемъ къ разложенiю 

rдt всt числители въ правой части будутъ степеней, низши:хъ, 
чtмъ знаменатели. Разсматривая любую изъ этихъ дробей, напри
мtръ, первую, nоложимъ, что степень j 1 (х) выше степени (J) (х), 
хотя и ниже степени pr (х). Раздtливъ / 1 (х) на tp (х), полу
чимъ '1 (х) = tp {х) · Q + R, rдt R степени ниже rp. Отсюда 



608 ПРИМ1;ЧАНIЯ КЪ V•ОЙ КНИГ'I!. 

Если Q будетъ еше высшей степени, ч-tмъ (JJ (х), то· разд-tливъ 
Q на (JJ (х), получимъ Q = Q1 (JJ (х) + R 1 , гд-t R 1 степени ниже р, и 

f1 (х) = _!i_ + ~ + _{Ь__. 
q{(x) q/ (х) (J!r-1(x) (J!r--2(x) 

Продолжая такимъ путемъ, непрем-tнно дойдемъ до такого Q;, ко
торое будетъ степени ниже (JJ, и получимъ разложенiе того вида, 

которое дано въ § 462. 

V (къ § 464, d). 

Зд-tсь авторъ приб-tгаетъ къ изм-tненiю порядка суммированiя 
въ случа-t безконечныхъ рядовъ. Этотъ прiемъ-при опред-tленныхъ 

условiяхъ - оправдывается сл-tдующей теоремой, принадлежащей 

Коши (Cauchy). 
00 

Теорема. Если ряды 2'1 а,,,, n J (при п = 1, 2, 3, ... ) и 
m=l 

~ ~· . 
~ ,,;;;;_; ! а,..,,.! сходящiеся, то будутъ сходящимися и ряды 
1i==:l1n==l 

00 00 00 00 :Ю 00 

.Iат,п (n=l, 2 ... ),I.Iam,п•.L~am,n (m=1, 2, ... ),2_'.Ia,n,n 
m==l н==:1 m==l n==l m==1 n==l 

при чемъ 

Изъ условiя теоремы, согласно § 245, вытекаетъ сходимость 
00 

рядовъ ,I ат, п (п = 
т=1. 

ванiе соотношенiя 

(1) 

00 00 

1, 2, ... ) и I I ат, п, а также существо-

n=lm=l 

Такъ какъ каждое изъ ряда неотрицательныхъ слагаемыхъ не 

превосходитъ ихъ суммы, то 

съ другой стороны, 
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такъ что при µ 1, 2, ... ,v=l, 2, ... 

n=::v 

z1a1,,n1 ~в. 
n=1 

:,о 

откуда эаключаемъ (§§ 136, 181) о. сходимости ряда :!..," j а .и. ,. : , 

tt:=l 
00 

а слtдовательно (§ 190, а), и ряда :!..," аµ, п, для µ 1, 2, ... 
n=l 

Вэявъ произвольное число в>О, найдемъ такiя числа М и N, 
что при µ М, v N 

(2) I А ,llam,,./ < 8. 

Фиксируе,.~ъ эначенiя µ М и беремъ настолько большое v ( ~ N), 
чтобы выполнялось неравенство 

(3) 

это сдtлать возможно, такъ какъ 

Изъ соотношенiй (2) и (3) ваключаемъ, что при µ > М 

откуда 

"' "' 
т. е. рядъ Z Z am,., сходящiйся и сумма ero равна А (ер. (1)). 

m=l n=l 

Въ § 464, d) имtемъ 

х cotg х 

=1 

39 
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2х2т 
Здi;сь ат,,.= -2т:-2т > О, такъ что ат,,. 1 ani,,.: и теорема непо-

п и 

средственно прим1щяется. Въ другихъ случаяхъ убi;диться въ вы
полненiи условiй теоремы часто бываетъ затруднительно. 

VI ( къ § 466). 

Тождество это получается слtдующимъ образомъ. По фор

муламъ 

(1) 
,.а,. ..• с,.= ( ~ 1) -
ао 

(§ 465) можеиъ написать /(х) въ видt 

и 

f' (х) = а0 (пх" -1 -- с1 (п - 1 )х,.__2 + с2 (tz - 2)х"·-3 + · · ·). 
Затtиъ формулу 

можно переписать въ видt 

подставивъ написанныя выше выраженiя f (х) и /' (х), мы и найдемъ 
требуемое тождество. 

VI bls (къ § 466). 

Если положимъ а0 1 и замtнимъ с1 , с2 , с3 , ••• ихъ выра-
женiями а1 , а2 , а3 , ••• , то формулы Жирара обратятся въ 
формулы 

и т. д., извtстныя подъ иазваиiемъ формулъ Ньютона (см. Веберъ 
и Вельштейнъ, стр. 244). 

VП (къ § 467). 

Приведемъ тотъ выводъ формулъ Варинга, на который авторъ 
указываетъ въ текстt. Имtемъ одновременно: 



но 
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v 

"' 

~s 
L,.; ____,,_ ' 
J=l рхР 

-I< J\P·-1 Ср и - - 1 --, 
ХР 

JJ=l 

'; 1 ,. 
11 = ,- .. U 

L,.; r , 
1·=:1 

611 

Подставляя этоть рядъ вмi;сто и" во второе выраженiе для v, 
получимъ: 

Отождествляя коэффицiенты при ~ въ этомъ и въ первомъ разло
женiи для v, найдемъ 

r=p[(-1)1' ,. r ] 
sp=P I --r--S ci. 

r=1 р 

Аналогично этому: 

и= ~(- I)P-1c --1._, и 
L,.; РХР ~

"'1( - l{-1 
r, 

I v . r. 
p=L r=l 

VШ (къ § 470). 

Разовьемъ нi;сколько подробнi;е намi;ченный въ этомъ пара

. г рафi; способъ вычисленiя симметрическихъ функцiй отъ п пере-

39 * 
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мtнныхъ а1 , а2 , ••• , а,., вида 

гдt v п. 

1 °. Въ приложенiяхъ этого способа полезно умtть сосчитать 
число членовъ такой суммы, не выписывая ихъ на самомъ дtлt. 

Условившись, въ случаt v < п, считать р41 р42 = · · · = Рп О, 
мы можемъ ограничиться разсмотрtнiемъ случая v = п и писать раз
сматриваемую сумму всегда въ видt 

(1) s " а Р, а Р, а Р.,. 
~ 1 2 ••• п • 

По самому опредtленiю этого символа, мы получимъ сумму 5, если 
переставимъ указатели 1, 2, ... , п всtми возможными способами, не 
мtняя порядка показателей р1 , р2 , ••• , р.,, и сложимъ всt различ

ныя между собою получаемыя такимъ образомъ произведенiя. Раз
личными мы называемъ такiя произведенiя, въ которыхъ, по край

ней мtpt, одна изъ перемtнныхъ а, входитъ съ различными пока
зателями степени, и одинаковыми такiя, которыя отличаются одно 

отъ другого только порядкомъ сомножителей и, слtдовательно, 

имtютъ равныя величины при произвольныхъ зиаченiяхъ перемtн
ныхъ а1 , а2 , ••• , а,.. Разсмотримъ теперь два возможныхъ случая: 
1) всt показатели р1 , р2 , ••• р" между собою различны и 2) среди 
чиселъ р1 , р2 , ••• , р" есть равныя между собою. Въ первомъ случаъ~ 
очевидно, всt составленныя вышеуказаннымъ сrюсобомъ произведе
нiя между собою различны, а потому число членовъ въ суммt 5~ 
которое обозначимъ черезъ N, равно числу перестановокъ изъ 
п чиселъ 1, 2, ... , п, т. е. число N = 1.2 ... п = п! Напримtръ, 
при п 3 и различныхъ между собою р11 р2 , Рз, имtемъ. 
N 3! = 6, а 

(2) 
J S ,}; a/•a.}'a.J'' = a/•a/'ai•+ а.i'азР'а/• + ai'a/'a./' 

\ +~~~+~~~+~~~ 
и, въ частности, (Р1 = 1, р2 = 2, Рз 0) 

5 =,}; а1 а22 ciiai + ~а32 + a3 ai2 + а1а32 +~а?+ a3 ai. 

Переходя ко второму случаю, положимъ, что изъ п чиселъ 
р1 , р2 , ••• , р ... µ, чиселъ между собою равны и отличны отъ всъхъ. 

прочихъ, различныхъ между собою. Если. и теперь составимъ выше
указаннымъ способомъ всt ti! произведенiй, то между ними будутъ 
одинаковыя, а именно, одно и то же произведенiе, независимо 

отъ порядка сомножителей, встрtтитtя въ числt всtхъ 11 I произ
веденiй ровно µ, ! разъ, т. е. столько разъ, сколько имtемъ пере-
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становбкъ изъ µ буквъ; поэтому, число различныхъ произведенiй, 
nt 

т. е. число членовъ въ суммъ 5, будетъ равно -,: . Дъйствительно, 

если р1 
суммы 

µ,. 
рµ, и возьмемъ какой нибудь членъ 

гд1; i1 , i2 , ••• , i,,_, iµ+1, •.. , iп какiя нибудь изъ чиселъ 1, 2, ... , и 
то ясно, что всt произведенiя, получаемыя при µ! перемtщенiяхъ 

первыхъ µ указатеJJей будутъ одинаковыми. Напримtръ, въ при

веденномъ выше примърt, при р1 = р2 , въ правой части фор-

(2) · _._ лr 6 3 мулы каждое произведете встрьтится два раза, 1v = 2, и 

Если теперь еще v показателей сдълаются равными между собой и 

t 
п! . 

отличными отъ вс хъ прочихъ, то среди I произведешй ра3Лич
/t. 

п! 
ныхъ останется и т. д. Такимъ образомъ, приходимъ къ сл1;-

дующему общему заключенiю. Если въ выраженiи 

(1) s " а Р, а JJ, а Pn 
,,.;;;.; 1 2 • • · " 

между числами р1 , р2 , ••• , Рп имtемъ µ чиселъ, равныхъ а, v рав
ныхъ Ь, ... , l} равныхъ с, при чемъ а, Ь, ... , с между собой раз
личны, то число членовъ въ суммt 5 выражается формулою 

N 
п! 

v ... (! 

Напримtръ, при п 7, въ суммt 

будетъ 

N 
7! 5.6.7 210 членовъ. 

2°. Обозначая черезъ с1 , с2 , ••• , с" элементарныя симметриче

скiя функцiи перемtнныхъ а1 , а,,, ... , а.. и полагая 

f' (х) = (х ai) (х a:J ... (х - aJ = 

Хп с1 х,._1 + С2Х,.._2 --- ••• + ( - l)"c,,, 

можемъ сказать, что въ формулt (1) суммированiе распростра· 
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няется на вс'h корни полинома /(r). Если, въ частности, положимъ 
а1 = а2 = · · · а,.= l, /(х) = (r-l)", то с11 с2 , ••• , с" будутъ со-

отв'hтственно равны биномiальнымъ коэффицiентамъ п, 1!(~-~ l), ... , l, 

а сумма 5, каковы бы ни были показатели Pi, р2 , ••• , р,., бу детъ 
равна числу ея членовъ N, потому что всt члены ея равны еди
ницt. Этимъ зам'hчанiемъ можно съ выгодою пользоваться въ при
ложенiи способа вычисленiя симметрическихъ функцНI вида ( 1 ), ука
эаннаго въ § 470. · 

3°. При составленiи буквеннаго выраженiя 5 череэъ элемен
тарныя функцiи с1 , с2 , ••• , с,., по данному вtсу g и степени т 
(относительно с1 , с2 , ••• ), можно поступать слtдующимъ обраэомъ: 
разложить число g вс'hми возможными способами на слагаемыя, 
число которыхъ не превышаетъ т; эти слаrаемыя и дадутъ эначе

нiя указателей функцiА с1 , с2 , ••• , Cg въ рааличныхъ членахъ бук
веннаго выраженiя 5. Наприм'hръ, если g = 6, т = 3, какъ въ 
прим'hрt § 470, то замtчаемъ сл'hдующiя раэложенiя числа 6 на 
слагаемыя, числомъ не больше 3 : 6, 5+ 1, 4 + 2, 3 3, 2 + 2 + 2, 
1 + 1 + 4, 1 + 2 + 3, и находимъ, что буквенное выраженiе 
-2а1 а22азз будеrь 

(3) ;f; а1 f!:!2a33 = k0 c6 + k1 с5 с1 + k2c4 c2 + k3ci + k4c?c4 + k5c23 + k6 c1 с2с3 , 

какъ и написано въ текстt. 

4°. Для составленiя линеЯныхъ уравненiй, служащ~1хъ для 

опредtленiя численныхъ коэффицiентовъ k0 , k1 , ••• , выбираемъ 
числа а1 , а2 , • • • или полиномъ /(х) такъ, чтобы вычисленiе значе
нiя 5 и функцiА с1 , с2 , ••• было по возможности просто (при чемъ 
полеэнымъ оказывается пунктъ 2° настоящаго примtчанiя) и, по
лагая всt с,, указатель i которыхъ будетъ больше п (степени /(х) 
или числа перемtнныхъ а1 , а2 , ••• , а .. ), равными нулю. 

Примtнимъ сказанное къ примtру § 470 и провtримъ такимъ 
образомъ приведенный тамъ результатъ. 

l} Полагая а1 = а2 l, а8 О, f(x) r(r - 1)2, имtемъ 
с1 = 2, с2 = l, остальныя с,= О, и 5 = ~а1 а22 а38 О, потому 
что въ каждый ея членъ а8 входить множителемъ. Уравненiе (3) 
дастъ 

kr, о. 

2) Выбирая а. такъ, чтобы всt с;, кромt с8 , были равны 
нулю, найдемъ коэффицiентъ k3 • Для этого положимъ а1 1, 
а2 = ш, аа = ы2 , гдt т мнимый кубическiй корень изъ 1, тогда 
/(х-) = х8 l, с8 1, всt другiя с, О, а 

S = а1 а22азз + f!:!l!32a1З + а3а12а2з +· а1 а32~з +· а2а12l!зз + «зa·ift.i" = 

= 3 (w2 + ю) = - 3 
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и формула (3) дастъ 

kп - 3. 

Полагая а1 = а2 = а3 = 1 , /(х) (х - 1 )8 , имt.емъ 
3, с3 = 1, S = N 3 ! = 6, и въ силу (3) k3 + 9 k6 = 6, 

4) .f(x) (х-1)4, с 1 4, с2 = 6, с9 = 4, с,.= 1, S N = 
4! = 24, 

3k2 + 8k4 - 12. 

5) /(х) = (х - 1)>, с1 
5! 

= 2Т = 60, 

k 1 + 10k2 + 25k4 = - 28. 

10, С4 1, s N= 

6) /(х) = (х - 1)6, с1 =с,= 6, с2 = с4 15, с, = 20, с6 1, 
6! 

S = N З! = 120; 

k0 + 36k1 + 225k2 + 540k4 ~~ ·- 4/Ю. 

7) Остается найти еще одно уравненiе, независимое отъ пре
дыдущихъ, чтобы вычислить всt семь коэффицiентовъ ki. Поло
жимъ а1 а2 =а3 =1, ai 1, т.е. /(x)=(x-1)3 (.:i-+l)= 
=х4 -2х·3 +2х 1; с1 =2, с2 =0, с3 = -2, с4 =-1. 

Для вычисленiя суммы S = .2а1 а/а33 а4° (при п = 4), замt
чаемъ, что число членовъ этой суммы равно 24, изъ которыхъ 12 
равны + 1 и 12 равны -1, такъ что S = О. Для этого не нужно 
выписывать всt. 24 члена суммы; достаточно замt.тить, что + 1 по
лучимъ для тt.хъ членовъ, гдt а, ( - 1) стоитъ на 2-мъ или 4-мъ 
мtстt (съ четными показателями степени), а 1, въ тtхъ, гдt а4 
стоитъ на 1-мъ и 3-мъ мt.стt, и что число первыхъ и вторыхъ 
членовъ, очевидно, одинаково. Такимъ образомъ, формула (3) 
дастъ теперь 

О= 12 - 4k4, k4. = 3. 

Подставляя это значенiе въ предыдущiя три уравненiя и рt.шая ихъ~ 
найдемъ 

и окончательно получимъ 

,I а1 a,/a,i' = - 12с6 + 7 с1 с5 + 4с2с4 3с32 - 3с12 с4 + с1 с2с3 , 

какъ и дано въ § 470. 
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IX (къ § 471). 

Чтобы убtдиться въ справедливости этого эамtчанiя, примемъ 
во вниманiе, что вtсъ дискриминанта 

очевидно, равеи·ь 

2[(п - 1) + (п 2) + ··· +.2 + 1] = 11 (и 1), 

а степень равна 2 (п - 1). Поэтому выраженiе Л въ фу11кцiяхъ ci 
будетъ вида Л = k0 c,."-1 + ... , гдt въ остальные члены непремtнно 
входить, по крайней мtpt, одна иsъ функцiА с1 , с2 , ••• , с,._1 • Если 

воэьмемъ f(x) х" 1, то вс-k с, при i < п будутъ равны нулю, 
с,. (- 1)"-1 и Л = ko( l)(n-l)'. Съ другой стороны, если 
а1 , а2 , ••• , а" корни /(х), то, какъ иэвtстно, 

f 1 (х) 

откуда 

f' (ak)= (ak - а1) ... (ak ak-1) (ak ат.+1> .•. (ak - а,.). 

Давая k значенiя 1, 2, ... п, и перемножая реэультаты, получимъ 

п (n-lJ 

(1) 2 '( '( /' д ( -1) / ai)/ ~)... (а"). 

Примtняя формулу (1) къ j(x) .х-"-1, получимъ 

.4 = ( 

п (п !) 

2 
1) 1z"( 

а изъ сравненiя съ предыдущимъ выраженiемъ d, получимъ 

ko= 

что и требовалось доказать. 

п (п-1) 
-2-· 

1) 11" 

Х (къ §§ 478 и 479). 

Приведенныя зд-kсь доказательства теоремъ, высказанныхъ 
въ этихъ параграфахъ, существенно предполагають, что р число 

простое. Этимъ случаемъ можно и ограничиться, если имtть въ виду 
лишь тt приложенiя этихъ теоремъ, съ которыми мы встрtтимся въ 

вопросt о рtшенiи уравненiА въ радикалахъ (§ 544). Но теоремы 
.остаются справедливыми и при р не простомъ. Доказательство тео-
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ремы § 478 въ общемъ случаt дано, между прочимъ, у Netto 
"Substitutionstheorie" стр. 63, но это доказательство основано на 
другихъ, довольно сложныхъ, соображенiяхъ. Между тtмъ, элемен
тарный способъ доказательства, примtнимый для р простого, мо
жетъ быть, съ помощью нъкоторыхъ простыхъ дополненiй, примt
ненъ и къ случаю р составного, что мы и покажемъ. Сперва не 
безполезно будетъ указать одну теорему, извtстную изъ теорiи 

корней изъ единицы, на которой основаны доказательства обtихъ 

теоремъ въ случаt р простого, а именно: если w есть корень нtко
торой степени изъ единицы, не равный единицъ, р1 и р2 простыя 
числа, и шР, юР, 1, то р1 = р2 • Въ самомъ дtлt, если р1 и р2 
простыя, а слtдовательно и взаимно простыя, неравныя числа, то 
всегда можно найти два такихъ цtлыхъ числа а и Ь, чтоа р1 -Ьр2 1, 
а тогда изъ условiй w11, 1, (j}l', = 1 ·найдемъ wа11,-ьр, w 1, 
вопреки предположенiю. Поэтому нельзя предположить, что р1 не 
равно р2 • 

Заключенiе, что круговая подстановка трехъ, пяти или вообще 
нечетнаго числа перемtнныхъ не измtняетъ значенiя рР, если эта 

-степень можетъ имtть всего два различныхъ значенlя, вытекаетъ 

изъ того, ЧТО рР должно быть вида S1 + S2 ул, rдt S1 И S2 СИМ· 
метрическiя функцiи (§ 476). Круговая подстановка нечетнаго числа 
перемtнныхъ равносильна четному числу транспозицiй (§ 5). Каждая 
транспозицiя переводитъ s1 + s2 -VЛ въ s1 - s2 VЛ; слtдовательно, 
четное число транспозицiй приводитъ опять къ первоначальному зна

ченiю. 

Теперь докажемъ теорему § 478 дпя случая р составного. По
ложимъ, что рР симметрическая функцiя, и пусть а н-tкоторый про

-стой нечетный дtлит..ель числа р; тогда, полагая р aq, получимъ, 
что (p'l)a симметрическая функцiя, откуда, ка1<ъ доказано въ § 478, 
и pfJ будетъ симметрическая, потому что, если бы она была знако
перемtнная, то число а должно было бы равняться 2. Продолжая 

разсуждать такимъ образомъ, очевидно, дойдемъ до функцiи pt, 
rдt t равно 2 или степени 2 и pt симметрическая функцiя. Теперь, 
разсуждая совершенно 'такъ, какъ въ § 479, придемъ къ заключе
нiю, что р не можетъ имtть болtе двухъ различныхъ значенНI (по

тому что иначе одновременно имtли бы wt = 1 и ю3 = 1, что не
возможно, при t 2t). Поэтому q; должна быть вида 

(J) = S1 +s2 }Г:d· 

Если ни s1 , ни s2 не равна О, то р2, очевидно, будетъ того же 
вида и т. д., и pt не могла бы быть симметрическою. Поэтому 
либо s1 , либо s2 равна О, т. е. fJJ симметрическая или знакопере
мtнная, что и требовалось доказать. 

Въ заключенiе замtтимъ, что теоремы §§ 478 и 479 спра
ведпивы при условiи, что перемtнныя, отъ которыхъ зависитъ р, 
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независимы, т. е. что между ними не установлено никакихъ соот

ношенiй. 

XI (къ § 481). 

Функцiя tp, какъ легко видtть, имtетъ 6 различныхъ значе
нUI, и удов,1етворяетъ уравненiю 6-ой степени съ коэффицiентами, 
рацiональными относительно с1 , с2 , ••• , какъ это -видно изъ найден
наго выраженiя для tp3• Вычисленiе функцiи {11 fl2 fJ 1fla + f12f1з 
легко произвести по способу § 4 70. Изъ выраженiй fJ черезъ а 
тотчасъ видно, что fJ1fJ2 + {11{13 + {12{13 2'а1 а2 а}, при 1l 4. 
Число членовъ подъ знакомь 2' равно 12. Вtсъ этой функцiи ра
венъ 4, степень равна 2, поэтому 

Примtняя эту формулу къ функцiямъ j(x) = х·2 (х 
(х -- 1 )4, тотчасъ находимъ k2 = О, k1 = l, k0 = 
+ fl2flз + fl1fl3 = С1 Сз - 4С4. 

1 )2, х(х - l)a, 
4, и fJJJ2+ 

Аналогично -этому вычисляется и /J1 /J2 f/3 - симметрическая функ
цiя относительно ai, съ вtсомъ 6 и степенью 3. 

ХН (къ § 482). 

Прежде всего надо замtтить, что всякую цtлую функцiю 

(1)/(.х) (х а~)(х-щ~)··· (x-a,.)=:1:"·-c1xn-t+c2.x''--2 + ... +(·-l)"t·,. 

х 
можно привести къ однородному виду, замtнивъ х на ~ и ум но

у 

живъ затtмъ всt члены на у". Тогда получаемъ бинарную форму 

(2) f (.v, у) (х а1у)(х - l~V) ••• (х а"у) = х" с1 x"-1.v 

+ C2X'1t-2_y2 ••• + (- l)"e"y". 

Ясно, что 

/(х) = f(x, 1), и /(х, у)= у"/(;). 

Инварiантъ 1 формы (2), какъ извtстно, есть такая функцiя коэф
фицiентовъ формы (2) или функцiи J (х), которая прiобрtтаетъ 
только множитель КР при любомъ линейномъ nреобразованiи пере
мtнныхъ х и у съ модулемъ, равнымъ /{. Самое общее линейное 
преобразованiе состоитъ въ замtнt перемtнныхъ .:\: и у линейными 
функцiями ах Ьу и сх + dy. Ясно, что резулътатъ такой замtны 
х и у въ формt f(x, у) [при у= lJ можно получить также замt-

нивъ въ функцiи /(х) nеремtнную х, выраженiемъ ах+~ и умно-
сх + d 
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живъ затt.мъ всt. члены на (сх + d)п. Простt.йшее линейное пре
образованiе состоитъ въ замt.нt. х на х - л, гдt. ). произвольное 
число; оно соотвt.тствуетъ значенiямъ а 1, -л, с=О, 1, 
и модуль е1·0, очевидно, равенъ 1. При такомъ преобразованiи, 
слt.довательно, инварiантъ ! совсt.мъ не измt.нится. Замt.тимъ те
перь, что инварiантъ ! можно всегда представить, какъ симметри
ческую функцiю отъ корней а1 , а2 , ••• , ап функцiи /(х), замt.нивъ 
коэффицiенты с11 с2 , ••• ихъ выраженiями 2ai, 2а1 а2 , ••• Изъ 
вышесказаннаrо вытекаетъ, что если Ф( а1 , а2 , ••• , а,.), то функ· 
цiя Ф должна обладать свойствомъ 

(3) Ф(а1 +.t, a.J+)., ... , а" i.)= Ф(а1, ~ •... , пп), 

при произвольномъ л. Въ самомъ дt.лt., ! не мt.няется при замt.нt. 
х на х - д., а тогда, очевидно, корни а1 , а2 , ••• , а" замt.няются 
числами а1 + д., а2 + )., ... а .. + д.. Ясно, что свойство (3) принад
лежитъ функцiямъ, зависящимъ только отъ разностей а1 a,i, 
а1 - а3 , ••• , а,._1 а,. корней, и, какъ легко убt.диться, только та
кимъ функцiямъ. Отсюда вытекаетъ такое заключенiе: инварiан

томъ формы f(x, у) можетъ быть только функцiя отъ раз
ностей корней функцiи /(х. 1) или /(х). Къ этому можно 
добавить, что если въ каждый членъ выраженiя <р(а1 п2 , 

а 1 -а3 , ••• , а,._1 -а,.) всt. корни а1 , а1 , ••• , а" входятъ одинаковое 

число разъ, то такая функцiя, дt.йствительно, будетъ инварiантомь 
формы /(х, у), потому что при самомъ общемъ линейномъ преоб
разованiи прiобрt.тетъ только множитель, какъ то и показано въ 
началt. § 482. 

То же самое еще проще можно показать, если напишемъ, 

какъ функцiю /(х), такъ и функцiю разностей корней въ одно
родномъ видt. (см. Salmon, Algebre superieure, 2-ое изд., 1890, 
стр. 179). 

ХШ (къ § 483). 

Выраженiе инварiанта j въ коэффицiентахъ, т. е. выраженiе 
(34} можно получить, вычисляя симметрическую функцiю (35) по 
правилу § 470. Но гораздо проще ее можно нычислить съ помощью 
прiема, изложеннаго въ непднократно цитированномъ сочиненiи 
'Salmon, Lei;:ons d'Alg. sup., стр. 88. Мы считаемъ полезнымъ при
вести здt.сь этотъ прiемъ, такъ какъ онъ примt.нимъ ко всякой сим
метрической функцiи разностей корней уравненiя /(х) = О и даетъ 
матерьялъ для многихъ упражненiй. Прiемъ этотъ основанъ на слt.
дующей теоремt: 

Теорема. Всякая симметрическая функцiя (J) отъ раз
ностей корней уравненiя 
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выраженная въ коэффицiентахъ с1 , с2 , •• • , с,., удовлетво
ряетъ .уравненiю 

(1) 

rдt (Jlc, обозначаетъ производную р, взятую по с; . . 
Доказательство. Обозначая черезъ l произвольное' •1исло, 

преобразуемъ функцiю f(x), замtнивъ въ ней х черезъ х ) •. 
При такомъ nреобразованiи корни ея а1 , a.J, ... , а" обратятся въ 
(t 1 +л., а2 l, ... а" l и функцiя р, какъ функцiя разностей 
корней, не измtнитъ своего значенiя. Иными словами, если по

ложимъ 

(2) f (х -· А.) = хп - с/ хп-1 + с2' хп-2 с.{ хп-3 

ТО 

(3) 

Но 

q;(c/, с./, ci{, ... ) = tp (с1 , с2 , с3 , •• • ). 

f(X ).)=(х-).)" С1(Х-А)" 1 +-с2(Х А)п-·~-С3(Х A)n~J-··· 

Располагая по степенямъ х и выписывая только члены, независящiе 
отъ .it, и первой степени относительно l, получимъ 

((Х А)= Xn - (С1 + nA) Xn-l + '(С2 + (11 -- 1) Ct А.+ ···)Хп-2 

- (с3 + (п -- 2) с2 ). + · ··) х"-3 + · · ·, 

а сравнивая съ (2), находимъ 

(4) c{=c1 +nl,c{=c2 +(n l)c1l+···,c3'=c3 +(n 2)с2л+··· 

и т. д. Съ другой стороны, полагая 

по формулt Тэйлора находимъ 

lf (ct', cz', с3', ···) = q; (с1 , с2 , r3 , ···) + q;c, ос1 + q;c, tJc2 + q;0/jc3 + ···, 

а замtняя ос1 , ос2 , ос3 , ••• ихъ значенiями, взятыми изъ формулъ 
(4), и прин11мая во вниманiе условiе (3), получимъ 

л. { nq;
01 

+ (п - 1)с1 q;
0

, + (п - 2)с2 1р0, + ... } 

+ l2{ . } + . . = о. 

Такъ какъ l число произвольное, то коэффицiенты при рааличныхъ 
степеняхъ l въ уравненiи (5) должны обращаться въ нуль, так:ь что 

nq;c, + (1i - 1)c1 q;0 , + (п 2)с2 срс, + ···=О, 

что и требовалось доказать. 
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. Для вычисленiя фунюtiи ер доказанная теорема служитъ сл-t
дующимъ образомъ: зная в-tсъ и степень функцiи ер относительно 
коэффицiентовъ с1 , с2 , с3 , ••• пишемъ выраженiе gэ съ неопред-t

ленными численными коэффицiентами, 1<акъ въ § 470. Уравненiе (1), 
которое должно удовлетворяться тождественно, т. е. независимо 

отъ значенiй перем-tнныхъ с1 , с2 , С:1 , ••• , дастъ зат-tмъ систему ли

нейныхъ уравненiй, съ помощью которыхъ вс-t неизвkтные числен

ные коэффицiенты k0 , k1 , k2 , •• - въ выраженiи ер выразятся въ 
одномъ изъ нихъ, который зат-tмъ опред-tляется по частнымъ зна

ченiямь корней а1 , а2 , • • • Приложимъ сказанное къ вычисленiю 
функцiи }, оnред-tляемой формулою (35) § 483. В-tсъ ея равенъ 6, 
степень равна 3, поэтому полагаемъ 

] koc1 С2С3 + k1 С12С4 + k2c23 + k3C2C4 + k4сз2. 
Формула (1) при п 4, даетъ 

4Je, + 3c1J,, + 2c2Jc, c:J,. = О, 

т. е. 

4 (k0 c2 c3 + 2k1 с1 с4) ·+· Зс1 (k0 c1 с3 + Зk2с22 + k3c4) 

+ 2с2 (k0 c1 с2 + 2k4c3) + с3 (k1 с/+ k3c2) О. 

Приравнивая нулю коэффицiенты при 

находимъ 

откуда 

и 

J = k0 { с1 с2 с3 Зс/r4 -- t ci3 + 8r2 c4 - Зс? }. 

Наконецъ, полагая 

находимъ 

такъ что окончательно 

] = ! { ci1 9с1 с2 с3 + 27с12с4 - 72с2 с4 + 27c.j}, 

согласно съ формулою (34). 

Для упражненiя предлаrаемъ прим-tнить указанный сnособъ къ 
вычисленiю дискриминантовъ кубическаrо и биквадратнаго уравне

нiя, полученныхъ раньше друrимъ путемъ. 
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XIV (къ § 491). 

Тождество это легко провtрить, замtтивъ, что 1) обt его 
части обращаются въ нуль при а+ fJ = r + d, при а+ r fJ + d 
и при а + d = j, + r, 2) что обt его части цtлыя функцiи 3-ей 
степени относительно а и 3) что коэффицiентъ при а3 въ лtвой 
части равенъ 6. 

XV (къ § 504, с). 

Если/= (x-aY(x-fJ)•(c--r)• ... , то взявъ лоrариемы 
и затtмъ производную, найдемъ 

f' r--+-s_+ t + 
] = х-а .,·-/1 х J' ···, 

а написавъ уравненiе / + kf = О въ видt 

[f' 1] kff+-,r=O, 

получаемъ требуемую формулу. 

XV Ыs (къ § 504, d). 

Если уравненiе 

(1) ахп + Ьх"-1 + сх"-2 + ··· О 

имtетъ всt корни вещественные, то, очевидно, и уравненiе 

(2) ах" - ьхп-l + сх"-2 
о 

обладаетъ тtмъ же свойствомъ. 

Обозначая корни уравненiя (2) черезъ k11 k2 , • •• , k,., будемъ 
имtть 

!!__ = у k1, !_ = "1 k1k.,, ... И т. д.; 
а ~ а _.:::., ~ 

а по доказанному выше, въ случаt вещественности чиселъ 
k1 , k2 , ••• , k.,. и вещественности всtхъ корней /(х), уравненiе 

т. е. 

af(x) + bf'(x) + cf"(x) + ··· О 

будетъ также имtть всt корни вещественные. 
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Полагая j(x) х" и замtчая, что уравненiе (х + 1)" 
п(п-1) 

= х" + пх"-1 + -1т xn-2 • • = о имtетъ всt корни веще-

п2 
ственные, тотчасъ убtждаемся, что и уравненiе х" 1 - х"-1 

112(11 1)2 + ---- х"-2 + ... = О, имtетъ всt корни вещественные. 
1.2 

Доказательство же вещественности всtхъ корней уравненiя 

.х" - -~-хп-1 + _!l(n=__llx"-2 О 
1·2 1·2·3·4 

не вытекаетъ непосредственно изъ теоремы § 504, d, а требуетъ 
допо,1нительныхъ изслtдованНt, на которыхъ мы здtсь останавли
ваться не будемъ. 

XVI (къ § 504, f) 

Припоминая сказанное въ § 389 о модулt разности двухъ 
комплексныхъ чиселъ, и указанное тамъ же построенiе этой раз

ности, тотчасъ находимъ, что модуль х- а,.. равенъ r,., а арrументъ 

числу n +(О+ О ... ) откуда 

х - а = r /l:r·t-в+O,.) .. ,. 
и.1и 

- /6. 

XVI bls (къ § 504, g). 

Эта формула есть прямое слtдствiе то,1ько что указанной въ 
предыдущемъ примtчанiи. Равенства 

получатся, очевидно, если принять во вниманiе, что сумма числи

телей дробей 

(v = 1, 2, ... , п) 

равна нулю, въ силу равенства 
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XVII (къ § 507, с). 

Для nоясненiя сказаннаrо здtсь, разсмотримъ ·четыре един

ственно возможныя комбинацiи знаковъ, nредставляемыя тремя по

слtдовательными функцiями fl-1 , fi, f ;+i, до и послt измtненiя 
знака /; при nepexoдt перемtнной х черезъ корень функцiи /;, а 
именно 

h-l, /;, /;+t 

1. f + + 
\ + 

f + 
ll. 

l + + 

f + 
111. 

\ + + 

f + + 
IV. 

l + 
Въ I и 11 случаt, когда функuiя fl, стоящая лtвtе };+1 , раньше 
11еремtнила знакъ, nеремtна знака между /; и /;+t перешла въ 11е
ремtну знака между fl-1 и/;, т. е. nередвинулась влtво. Въ III 
и IV случаt, когда функцiя fi, стоящая npaвte fl- 1 , раньше пере
мtнила знакъ, nеремtна знака между J;_ 1 и fi ·перешла въ 11ере
мtну знака между fl и fi+1 , т. е. передвинулась вправо. 

ХVШ (къ § 515, d). 

Уnоминаемый здtеь сnособъ опредtленiя верхней rраниuь1 l 
положительныхъ корней основанъ на слtдующемъ простомъ замt
чанiи. Если имtемъ группу положительныхъ членовъ, за которыми 
слtдуетъ груnпа отриuательныхъ, то сумма членовъ групnы 

··---а х1' 
п~р ' 

можетъ быть наnисана такъ 

и тогда сдtлается яснымъ, что при возрастанiи х .ft(:x) неnремtнно 
возрасrаетъ, потому что въ скобкахъ уменьшаемое возрастаетъ, и 
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вычитаемое убываетъ. Поэтому, если при х = l' / 1(:t·) =:-::: О, то при 
х > l', навtрно fi(x) > О. На такiя группы, какъ /1 (х), обыкно:: 
вен но и разбивають лtвую часть дан наго уравненiя f (х) О, и 
опредtливъ для каждоА группы соотвtтствующее число /', получа· 
ютъ для l наибольшее изъ /'. Напримtръ, для /(х) х4 - 4х3 + 
+ Зх2 5х - 7 О, беремъ fi(x) = х4 - 4х11 = хВ(х 4), и на· 
ходимъ l' = 4, Л(х) = 3х2 5х - 7, при х = 4 будетъ > О. Слt
довательно, можно взять l = 4. Метода Ньютона дала бы l = 3. 

XIX (къ § 521, Ь). 

Дtйствительно, если f дtлится на (х - а)2 , то/' дtлится на 
х а, ll 3/'2-4/f'' раздtлится на (х- а)2• Поэтому, если 
f=(x-a) 2 (x-{J)2, то Н k.J, rдt К постоянное число. Об· 
ратно, если 1-l k . f, то всякiй дtлитель f дtлитъ и Н, а потому 
и f. Слtдовательно, тогда всякiй линейный дtлитель полинома j 
воltдетъ въ него въ квадратt, т. е. f = (х-а)2(х /J)2. 

ХХ (къ § 527). 

Кромt методы Ньютона-Фурье, на практикt очень удобною, 
.и даже часто болtе удобною, при вычисленiи корней численныхъ 
уравненiй высокихъ степеней, оказывается метода Грэффе (Graffe), 
подробно разработанная и поясненная примtрами въ "Ле1щiяхъ о 
приближенныхъ вычисленiяхъ" А. Н. Крылова, СПБ., 1911. Эта 
метода замtчательна еще тtмъ, что она примtнима и къ вычисле· 
нiю мнимыхъ корней уравненiя. 

XXI (къ § 529). 

Неприводимый случай (casus irreductibllis) уравненiя 3·ей 
степени получилъ свое названiе отъ того, что вещественные 

корни кубическаrо уравненiя не моrутъ быть представлены веще
ственными радикалами. Легко показать, что если бы мы пожелали 
изобразить кубическit: корни, входящiе въ формулу Тарталiа, при 

Л f + ~2 < О, въ видt А+ Bi, т. е. отдtлить вещественную 
часть отъ мнимой, то для опредtленiя чиселъ А и В пришли бы 
опять къ уравненiю З·ей степени съ 3-мя вещественными корнями, 
т. е. къ уравненiю того же вида, какъ и данное. Дtйствительно, 
пола1·ая 

3 

A+Bi, -v·=1 . J!Л=A-Bi 
40 
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и припоминая, что проиэведенiе этихъ кубическихъ корней должно 

.быть равно р находимъ -3, 

'Т. е. 

(А+ Bi)(A - Bt) = А2 + JF = - ~, 

- !L + iJI - Л = А3- ЗАВ2 + i(ЗА2В - В3), 
2 

- !L = А3-ЗАВ2 
2 ' 

а эамtняя В2 его ВЫраженiемъ - ( А2 + ~) , ПОлучаемъ ДЛЯ Опре
дtленiя А ураQненiе 

р q 
А3+--А+~=0 

4 8 ' 

дискриминантъ котораrо равенъ 

Докаэательство нево::1можности иэобраэить вещественными радика

лами корни неприводимаrо уравненiя 3-ей степени съ тремя веще

ственными корнями и рацiональными коэффицiентами можно найти 

у Вебера и Вельштейна, т. 1, § 100. 

ХХП (къ § 544). 

Докаэательство невоэможности алrебраическаrо рtшенiя об
щаrо уравненiя выше 4-ой степени, впервые данное Руффини въ 
мало распространенномъ мемуарt, цитируемомъ Чеэаро, было эа
тtмъ дано Абелемъ въ мемуарt, вошедшемъ теперь въ I томъ 
полнаrо собранiя сочиненiй, неэависимо QТЪ Руффини, работа кото
раrо Абелю не была иэвtстна. Относительно теоремы Руффини
Абеля не беэполеэно эамtтить слtдующее. Докаэательство основано 
·на существенномъ предположенiи, что корни уравненiя, а слtдова

тельно и коэффицiенты его неэависимы, иными словами, что 

между ними не установлено никакихъ соотношенiй, что и выра

жается терминомъ "общее алгебраическое уравненiе". Истинный 

смыслъ этой теоремы состоитъ въ томъ, что не существуетъ такой 

.явной алгебраической функцiи, которая выражала бы корень любого 

алrебраическаrо уравненiя степени выше 4-ой, какъ функцiю его 
коэффицiентовъ. Но иэъ нея вовсе не слtдуетъ, что не существуетъ 

уравненiй выше 4-ой степени, раэрtшимыхъ въ радикалахъ. Напро
тивъ, иэвtстны цtлые классы уравненiй высшихъ степеней, раэрt

шимыхъ въ радикалахъ; простtйшiй классъ такихъ уравненiй, со-
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ставляютъ, такъ называемыя, ,,уравненiя дtленiя круга", т. е. урав

ненiя вида 

xP-l + хР-2 + ··· + х + 1 = О, 

rдt р простое число. 
Къ числу уравненiй, разр-tшимыхъ въ радикалахъ, принадле· 

жатъ, такъ называемыя, Абелевы уравненiя, которымъ посвященъ 

мемуаръ Абеля въ I томi; собранiя его сочиненШ, No XI, и мноri11 
другiя. Во вс-tхъ такихъ случаяхъ возможность алrебраическаго р-t
шенiя обусловлена нtкоторыми зависимостями, а priori устанавли

ваемыми, между кррнями уравнt>11i11. Такъ наприм-tръ, въ уравне

нiяхъ дtленiя круга, всi; корни моrутъ быть выражены степенями 
ОДНОГО И3Ъ НИХЪ. 
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31\Мt>ЧЕННЫЯ ОПЕЧ1\ТКИ. 

Строка Напечатано /fу::нсно читать 

Ссылка на Вебера и Вельштейна въ выноск1; *) относится къ 
приведенному въ строк1; 1 О сп. выраженiю. 

3 св. (см. прим1;ч. XVII) (см. прим1;ч. ХVШ) 

9 сп. 
20 сн. 

13 си. 

6-7 сн. 
8 св. 

11 св. 

16 си. 

15 сн. 
4 си. 
2 си. 

14 св. 

2 св. 

7 св. 

18 св. 

,/' 
n==oo 

п 

nq п'1 

производныхъ функцiй произвольныхъ функцШ. 

XVII (къ 282, t) XVII (къ § 282, f) 

Пропущена ссылка на прим1;ч. У. 

n-i i-1 
п т 

n-i i 
п т 

n-i· (дважды) i 
S Р s 2 

2 р 

(а,а;} (щаJ) 

(п} а} )2 ( а; - а; )2 
Въ формуд-t; посл1; Q пропущенъ знакъ = 



Предметный указатепь. 

(Числа обозначаютъ страницы книги). 

Ангармоническое отношенiе. 
458. Неизмъняемость его при линей
ной подстановкt.. 459. Уравненiе, ко
торому удовлетворяютъ 6 ангарм. 
отнош. 4 чиселъ. 525. 

Аргументъ комплекснаго числа. 
435. Аргументъ кватернiона. 464. 

Асимптотическое изображе
н i е функцiй. 339. 

Берн у II л i ев ы полиномы. 366. Изо· 
браженiе ихъ тригонометрическими 
рядами. 369. 

Бернуллiевы числа. 359. Произ
водящая функцiя. 360. Изображенiе 
б. ч. безконечнымъ рядомъ. 510. 

Биномiальный рядъ. 194. 334. 
Вандермондъ. Опредълитель 

Вандермонда. 15. 
Векторы. 464. Сложенiе и умно· 

женiе. 465. Геометрическая интерпре
тацiя. 466. Произведенiе трехъ векто
ровъ. 470. Теорема Гами-льтона о вра
щенiи вектора около оси. 471. 

Версоръ кватернiона. 464. Гео
метрическая интерпретацiя умноженiя 
версбровъ. 469. 

Взаимные опред1;лители. 29. Тео
рема о его минорахъ. 31. _ и объ ихъ 
алгебр. дополненiяхъ. 35. 

Взаимная форма данной квадра
тичной формы. 64. 

Гамма. Функцiя Г. 221. (см. так
же 349). Формула (Вейерштрасса) 
для 1/Г(х + 1). 222: для Г(х)Г(I - х) 
510; (Лежандра). для Г(х + \). 223. 
Изслъдованiе фувкцiи Г. 313. 

Гармоническое расположенiе 4 
точекъ числовой плоскости: 459. По-

строенiе 4-й гармонической точки. 
460. 

Гармоническiй рядъ. 154. 
Гармоническiя функцiи. 442. 
Гессе. Функцiя Гессе отъ данной 

ц1;лой ф. µ26. Корин ея .мнимые, 
когда .корни ц1;лой функцiи вещест
венные и неравные. 528. Геометрич. 
значенiе функцiи Гессе для куби
ческой. 532. для биквадратичной функ
цiи. 535. 

Гиперболическiя функцiи (rи
перболическiй синусъ, косинусъ и т.д.). 
449. 

Гиперболич ее ка я амплитуда. 
450. 

Главные элементы опред1;ли
теля. 7. 

Границы, верхняя и нижняя чи
слового ансамбля. 146. Гр. функцiи 
въ данномъ интервал'!,. 247. 

Двойные ряды.208. Преобразова
нiе Клаузена. 211. Примi;ры. 215-21.8. 

Двузначныя функцiи корней ал· 
rебраическаго уравненiя п оА степени. 
519. Въ случа1; п > 4 никакая другая 
функцiя не им1;етъ двузначной сте
пени, между rtмъ, какъ при п ::;; 4 
существуютъ и друriя функцiи, обла
даю1цiя этимъ своllствомъ, на чемъ и 
основана возможность ръшенiя этихъ 
уравненill въ радикалахъ. 521, 522. 

Диполярныя координаты. 454. 
Дискриминантъ п чиселъ. 27. 

Его выраженiе въ элем. симм. функ
цiяхъ. 515, 516. 

Дискриминантъ алrебраич.урав
ненiя. 500. 
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Дискриминантъ квадратич. фор
мы. 64. Д. какъ инварiантъ. 70. 

Дополненiе, обыкновенное и ал
гебраическое, минора опредми
теля. 10. 

Зна коперемtнн ыя функцiи кор
ней алгебр. уравненiя. 518. 

Знакоперем1>нныя числа (Грас
сманна). 46Э. 

Изодинами!-Jескiе центры тре
угольника. 461. Ихъ соотношенiе съ 
функцiею Гессе. 532. 

Инварiанты алгебр. формы. 68. 
Квадратичная и бинарная кубическая 
форма не имtетъ абсолютн. инварi
анта (а слtдоват. только одинъ обык
новенный инварiантъ). 70. (см. тоже 
rеометрич. соображенiя 523). Квадра
тичный инвар. бинарной формы четной 
степени. 524. Ортогональные инварi
анты. 72. Вычисленiе инварiантовъ 
522, способъ Альфена. 536. 

Интерполированiе. 351. Интер
поляцiонныя функцiи. 352. Формула 
Лагранжа. 353. форм. Ньютона. 353. 

Иррацiональныя числа. Ихъ 
опредtленiе раздt.ленiемъ всtхъ рац. 
чнселъ на два класса. 109. Равенство 
н неравенство ир. ч. l 10. Сложенiе, 
вычитанiе, умноженiе и дi.ленiе. 
114-118. 

Исключенiе. 481. 
Каноническiя выраженiя алгебр. 

формъ. 73. бинарныхъ формъ. 83-84. 
Законъ ннерцiи. 78. 

Квадратные корни. Ихъ вычи
сленiе. 195. 

Квадратнчныя Формы. 64. Не
приводимость. 66. Свойство дискри
мина.нта при линейн. преобразов. Зна. 
ченiе его оанrа. 67. Форма, взаимная 
данной. 64; она равна квадрату 
линейн. ф., если данная приводима. 68. 
Положительныя квадр. формы. 82. 

· Необходимое и достат. условiе чтобы 
квадр. ф. была положительною. 82. 

Кватернiоны. 462. Скалярная и 
векторiальная часть. 464. Кват. еди
ница. 464. Модуль, версоръ, ось, ар
rументъ кватернiона. Сопряженные 
кватерн. 464. Умноженiе. 467. Дtле
нiе кватернiоновъ. 468. 

Комплексны я числа. 433. Геоме
трическое значенiе, триrонометричес-

кое представпенiе. 434. Геометричес
кая интерпретацiя сложенiя, вычита
нiя, умноженiя и дtленiя. 435. Воз
вышенiе въ степень. Формула Му
авра. 437. 

Континуантъ. 20. Связь съ не
прерывными дробями. 20. Число чле
новъ континуанта n-ro порядка. 22. 

Координаты криволинейныя. 454. 
Корни алrебраич. уравненiя съ 

веществ. коэффиц. Теорема Ролля. 540. 
Правила Декарта для опредiш. числа 
положит. корней урав. 540. Теорема 
Лаrерра о числt корней, превыша
ющихъ данное число. 544. Теорема 
Бюдана о числt корней въ данномъ 
интервалt. 544. Теорема Штурма. 552. 
Необход. и дост. условiе веществен
ности всtхъ корней. 560. Корни, об
щiе двумъ уравненiямъ. 496. Чисдо 
ихъ. 499. Кратные корни уравне
нiя. 500. 

Корни изъ единицы. 437. 
Косой симметрическiй опре

дtлитепь. 37. Оиъ равенъ нулю, если 
его порядокъ число нечетное. 38. и 
квадрату рацiон. выражеиiя въ его 
элементахъ, если порядокъ его четное 

число. 40. 
Крамеръ. Правило Кр-а для 

рi.шенiя системъ линейн. уравн. 43. 
Круrовыя подстановки. 3. 
Круrовыя (триrонометр.) функ

цiи, опредtляемыя степенными ря
дами. 447. 

Куммеръ. Теорема К. о сходи
мости ряцовъ. 173. 

Ламбертъ. Рядъ Л-а. 215-16. 
Примi.ненiе преобраз. Клаузена. 216-
17. Асимптотическое вычис..1енiе. 350. 

Линейныя подстановки въ комп
лексной перемi.н. Геометрич. значе
нiе. 457. Двойныя точки. 459. 

Линейныя преобразованiя 
(однородвыя). 56. Опредtлитель си
стемы лин. формъ при лин. преобр. 
умножается на модуль преобраз. 58. 
Послi.доват. примi.ненiе нi.сколькихъ 
линейныхъ преобраз. 58. Ортоrональ
ныя преобр. 58. Построенiе ортоr. 
преобр. 60. Формулы Эйлера. 6?.-63. 

Линейныя уравненiя и системы 
такихъ ур. 42. Правило Крамера. 43. 
Теорема Руше. 45. 
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Лине!l.ныя формы. 50. Независи- круrов1,1я нодстан. 3. Разложеиiе чет
мость. 54. ной нодст. на циклы изъ 3 элсмсн

Лоrариемы. Вычисленiе нату- товъ. 4. 
ральныхъ лог. 190. и обыкновенныхъ Показательная функцiя, опре-
лоrар. 191. дыясмая стененнымъ рядомъ. 446. 

Лоrариемическiй рядъ. 157. Порядокъ опредi»лителя. 5. 
Лоrариемъ, какъ функuiя ком- Предi»лъ. 118. Основныя теоремы 

нлексноА перем. 452. о нредt.лахъ. 123 - 135. Примi»ры 
Маклоренъ. Рядъ М. 328. Фор- 1 1?5-145. Предыьныя значенiя функ-

мула суммированiя. 364. 1 ЦIА. 298. Теорема Лопиталя. 299. Пред. 

Матрисса. 5. Умноженiе мат- к:~л:~~~~о~:~~~=:~~=· 1:~-в~r~it 
рис~ъ. 22. Теорема Бин: 0 произве- :онечныА ансамбль безко~ечнаrо мн~
денш 2-хъ матр. 23. I лавные ми- жества чиселъ имi»етъ предi»лъ. 149. 
норы въ квадрат-:!, м. 25. Наименьшilt и наибольшiй изъ нpeдi»-

Ma xi m a и мinima (абсолют. и ловъ ансамбля. 150. Предыы неонре
относит.) 290, функuШ вi»сколькихъ дt.ленности функ. справа и aii»вa. 254. 
перем1шныхъ. 382. Лринципъ неизм1шности пра-

Миноры опредыителя. 10. Со- вилъ счисленiя. 462. 
пряженные, главные, дополнит1ельные rI риращенiе, отношенiе прира
минор~, алгебр. доп. минора. О Раз- 1 щенiй и его связь съ производною. 
ложеше оnред-J;лителя ~ю минорамъ. 12. Теоремы Коши и Лагранжа. 293-294. 

Моду л_ь комплекснаrо числа. 435. П роизведенiя. безконечныя. 219. 
м. кватернюна. 464. Теоремы о сходимости. 219-220. 

Мноrознач.ныя функцiи корнеА Производная (справа и сnва) 
алгебр уравнен~я. 518. отъ /(х). 269. Геометрическое значе-

Непрерывность ф. одн:>А перем. нiе. 282. Частныя производныя. Пе~:;с-
255. Равномi»рная непрерывность (те- м-J;на порядка дифференцированi11. 
орема Кантора). 266. Непрерывность 375-376. Производная сложной функ-
функ. нi»сколькихъ перем1ш. 374. цiи. 376. 

Неприводимость квацр. фор. 66. Лсевдо-симметрическiй опре-
Обратная фувкuiя относительно дыитель. 37-40. Если главные его 

данной 241. Теорема объ ея nроиз- элементы равны 1, то опред. равенъ 
водной. 272. сумм-:!, квадратовъ. 41. 

Обращенiе (преобразованiе вза- Разрывы непрерывности (l·ro 
имными рад. вект.). 458. и 2-ro рода) функuiи f{x). 260. Раздi,-

Обращенiе въ перестановк11. 1. ленiе функцilt съ 6езконеч. числомъ 
о 78 т разрывовъ на пунктирно и вполн1» 
днородныя функuiи. 3 · е- разрывныя ф. 262. Непрерывная ф. 

орема Эйлера. 378. отъ разрывной можетъ быть непре-
Ортоrональный опредыитель. рывною. 262. Сумма безкон. числа 

59. Теорема объ алгебр. дополи. его непрерыв. ф. можстъ не быть непре-
элементовъ. 59. рывною. 263. 

Ортогональны я преобразованiя. Рангъ матриссы. 9-10 и 55. 
58. Формулы Эйлера. Ихъ геомеrрич. Рацiональныя функцiи. Разло-
значенiе. 63. 

О с ь кватернiона. 464. 
Перестановки четныя и нечет

ныя. 1. Число nхъ и другихъ одина
ково. 4. 

Перес1»ченiе, точки переdченiя 
двухъ алrеб. кривыхъ. 488. 

Подстановки. 2. четныя и не
четныя. 4. Разложенiе подст. на циклы, 

женiе ихъ на просnйшiя дроби. 503. 
Результантъ двухъ ц1;л. функ

цilt. 481. Способъ Эйлера для его 
вычисл. 483. Метода Сильвестра. 
484. Метода Безу. 485. Результантъ 
изобаренъ. 487. Приложенiе къ 
опред1;л. точекъ перес'!,ч. двухъ алrеб. 
кривыхъ. 488. 

Р1»шенiе численвыхъ алrеб. урав-
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ненiй съ цt.лыми коэффиц. 561. Пре
дtлы корней. 562. Вычисг.енiе цt· 
лыхъ. 563. и рацiональн. корней. 565. 
Вычисленiе несоизм. корней по спо
собу Ньютона-Фурье. 569. Геометрич. 
интерпретацiя. 572. 
Руффини. Функцiя Р-и для дан

ной ц1шой ф- и. 543. 
Ряды (вещественные), сходящiеся, 

расходящiеся, неопредt.ленные. 152. 
Общiй признакъ сходимости. 159. Те
орема о сходящихся рядахъ. 161-165. 
Сравненiе рядовъ съ положительны
ми членами, сильнtйшая или слабtй
шая сходимость и расходимость. 166. 
Для 11сякаго ряда можно найти другой 
слабtе сходящ. или расход. рядъ. 167. 
Спецiальные признаки сходимости. 
170-181. Перемtна порядка членовъ 
ряда. 196. Абсолют. и простая сходи
мость и расходимость. 197. Сумма абс. 
сход. ряда не зависитъ отъ порядка 

членовъ. 201. Сложенiе и умноженiе 
сход. рядовъ. 204. 
Ряды съ комплексными членами. 

438. Абсолютная сходимость. 440. 
Ряды функцiй. 315. Равномtрная 

сходимость; примiiрr,1. неравномtрной 
сходимости. 316. Сумма равномtрно
сходящаrося ряда непрерывн. ф. сама 
непрерывна. 321. Теорема о почлен
номъ ,I{ифференцированiи ряда ф. 321. 

Симметрическiй опредt.лит. 37" 
Симметрическая функцiя. 511, 

элементарная. 511. Формулы Жирара 
и Варинга. 512. Всякая цt.лая сим. ф. 
есть цtлая рац. ф. отъ элементарныхъ 
симм. ф-й. 513. 

Скаляръ. 464. 
Сопряженные мипоры опредt

лителя. 10. 
Степенные ряды, вещественные. 

324. Радiусъ сходимости. 324. Теорема 
Коши·Адамара. 326. Производная сте
пен. ряда. 327. Непrерывность. 342-
345. Степенные ряды съ комплексною . 
перемtнною и компл. коэффи1~iентами. 
444. Круги .сходимости. 444. Единст
венность разложенiя въ степен. рядъ 
445. Теорема Абеля о суммt ряда на 
окружности круга сходимости. 446. 

Стирлингъ, формула С-а. 193 
361'. 

Суммированiе, формула суммнр. 
Эйлера. 362. Маклорена. 364. 
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Отъ редактора русскаго перевода. 

При обработкt второй части учебника Чезаро мы измtнили 

систему, которой придерживались въ первой части, а именно вмt

сто того, чтобы выдtлять наши· примtчанiя и дополненiя въ особые 

отдtлы въ концt каждой книги, мы помtщаемъ здtсь эти примt

чанiя и дополненiя непосредственно за тtми мtстами текста, къ 

которымъ _ они относятся, отмtчая ихъ прямыми скобками [ ·]. 

Кромt того, нtкоторые §§ оригинала, въ которыхъ слиш

комъ сжатое изложенiе могло бы повести къ недоразумtнiямъ, 

изложены нами въ измtненной и болtе подробной редакцiи. Наи

болtе существенному измtненiю въ этомъ отношенiи подвергся 

§ 714, трактующiй объ условiяхъ интеrрируемости функцiй, а 

§§ 708"' и 736"' вставлены цtликомъ для поясненiя слtдующихъ за 

ними статей. 

Глава о дифференцiальныхъ уравненiяхъ представляетъ собою 

не болtе, какъ конспектъ, который можно разсматривать лишь 

какъ введенiе къ этому важному и обширному отдtлу анализа; для 

подробнаrо его изученiя необходимо обратиться къ одному изъ 

указанныхъ самимъ авторомъ, въ 11редисловiи къ первой части его 

учебника, сочиненiй. 

Изъ авторскаrо дополненiя къ его учебнику (Anhang) мы 

исключили §§ 815 ~ 825, въ которыхъ сообщаются нtкоторыя 

свtдtнiя о варiацiонномъ исчисленiи, потому что краткое изложенiе 

началъ этого исчисленiя, данное авторомъ, мы считаемъ малодоступ

нымъ, а развивать эти начала подробнtе, что увеличивало бы раз

мtры и безъ того очень боль~й книги, мы не считали необходи

мымъ, въ виду отдаленной связи этого отдtла съ остальнымъ 

содержанiемъ книги. 



VI ОТЪ РЕдАКТОРА. 

Въ п?дстрочномъ примtчанiи къ § 815, авторъ рекомендуетъ 

для подробнаrо ознакомпенiя съ варiацiоннымъ исчисленiемъ 

Ш-й томъ "Cours d' АпаЬ,sе•, С. Jordan'a и статью Hadamard'a 
въ "Bulletin des sciences mathematiques et astronomiques", 1901, 
стр. 5, содержащую въ себt. критику началъ варiацiоннаго исчис

ленiя. Современное иэложенiе этого исчисленiя читатель найдетъ въ 

книrt О. Bolza "Vorlesungen йЬеr die Variatioft:irechnung", 1909. 

Х. Лоссе. 
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КН ИГF\ Ш ЕСТF\Я. 

Дифференцiа11ьное исчис11енiе. 

ДИФФЕРЕНЦИРОВRНIЕ. 

Функцiи отъ одной независимой перем'tнной . 

.546. Безконечно м.алыя и безконечно большiя. Беако
нечно большимъ или просто беаконечнымъ, какъ мы уже 
анаемъ, нааываютъ перемtнное число, стремящееся преваоnти по 
абсолютной величинt всякую границу, какъ бы велика она ни была, 
а безконечно малымъ нааываютъ всякое перемtнное число, имtю
щее предtломъ нуль 1). Итакъ, понятiе о беаконечно маломъ, равно 
какъ и понятiе о безконечномъ (см. § 254, Ь), ааключаетъ само 
въ себt понятiе объ изм.1шяем.ости. Такъ, напримtръ, объемъ 
твердаго тtла, подвергающагося таянью, можно назвать безконечно 
малымъ, а объемъ неизмtннаго атома во вселенной таковымъ на
звать нельзя. Въ самомъ дtлъ, если бы мы попытались сравнивать 
объемъ атома съ объемомъ вселенной, предполагая послtднiй без
конечнымъ, то принуждены были бы принять, что единица мtры 

безпредtльно возрастаетъ, и каждому значенiю этой единицы соот· 
вътствовало бы нъкоторое число, служащее мtрою объема атома 
и убывающее безпредtльно. Слъдовательно, не самый объемъ атома, 
а число, служащее для его измi;ренiя, было бы перемtннымъ и 
безконечно малымъ. Однако, стать на такую точку зрtнiя мы не 

1) А. Коши (Cauchy), .АлгебраическiR анализъ• (1821). Въ "Bulletin 
de la classe des Sciences de l'Academie de Belgique· (1901, р. 549) цtлыхъ 
40 страницъ посвящены опроверженiю зтого, будто бы .совdмъ ппохо1·0 
опредtленiя•. На самомъ же дtлt аргументы автора зтоR статьи могутъ 
служить, и то только отчасти, указанiемъ на недостаточность нilкоторыхъ 
общепринятыхъ опредilленiй (вilроятностеА и т. д.), восполнеиiе коrорыхъ 
именно и требуетъ устраненiя всякого иного толкованiя термина "безко
вечно малое". 

l* 
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можемъ, потому что во всякомъ вьiчисленiи всt входящiя въ него 
числа должны быть отнесены къ одной и той же единицt мtры. 
Какъ бы велика ни была эта единица, объемъ атома всегда выра
зится опредtпеннымъ числомъ, можетъ быть, весьма малымъ, но 
постояннымъ. Для яснаго пониманiя исчисленiя безконечно малыхъ 
никогда не слtдуетъ упускать изъ в~tда, что безконечно малыя и 
безконечно большiя числа - величины по самому существу своему 

перемtнныя, и что ихъ надо, говоря словами Ньютона, разсматри
вать, какъ "quantitates magnitudine determinatas, sed cogita semper 
diminuendas siпe limite, т. е. какъ безпредtльно убывающiя, разу
мtется ло абсолютной величинt. 

547. Двt безконечно малыя величины называются величинами 
одного и того же порядка, если отношенiе ихъ стремится къ ко

нечному предtпу, отличному отъ нуля. Если же отношенiе одной 

безконечно малой fJ къ другой а стремится къ нулю (такъ что р 
есть произведенiе а на величину также безконечно малую), то гово
рятъ, что fJ безконечно малая порядка высшаго, чtмъ а. Въ 
противоположномъ случаt, когда отношенiе fJ къ а безпредtльно 
возрастаетъ по абсолютной величинt, fJ будетъ порядка низшаго, 
чtмъ а. Не всегда, однако, возможно, на основанiи этихъ опредt

ленiй, рtшить, будутъ ли данныя двt безконечно малыя одного и 

того же порядка, или нtтъ, потому что отношенiе ихъ не всегда 

стремится къ опредtпенному предtпу. Такъ, напримtръ, число 

fJ . 1 б 
а sш а, очевидно, езконечно мало одновременно съ а, но нельзя 

сказать, стремится ли fJ къ нулю столь же быстро, какъ а, или 
быстрtе *). Тtмъ не менtе, если отношенiе fJ къ а постоянно ко
леблется, по абсолютной вепичинt, между двумя положительными 

границами, то принято считать fJ и а безконечно малыми одного 
и того же порядка. Когда разсматриваютъ одновременно нt
сколько безконечно малыхъ, то обыкновенно одну изъ нихъ, 
скажемъ а, выбранную по произволу, называютъ главною без
конечно малою, и разсматриваютъ отношенiя другихъ къ а и раз

личнымъ ея степенямъ. При этомъ называютъ безконечно малыми 

порядка п (п > О) тt изъ нихъ, порядокъ которыхъ равенъ по
рядку а"**). Такъ, напримtръ, log (1 + а), sin а, tg а без
конечно малыя перваго порядка, если а главная безконечно 

малая. Лалtе, 1 - cos а второго, а - sin а - третьяго, 
а sin (sin а) siп 2 а - шестого, tg (sin а) siп (tg а)- седьмого 
порядка и т. д. 1). Впрочемъ, надо замtтить, что не всегда воз-

*) Иными словами, будетъ пи Р одного порядка съ а, или высшаrо, 
такъ какъ отношенiе fJ/ а ни къ какому пред1шу не стремится. . 

**) Иными словами, Р будетъ порядка п, если Um }!_ существуеть и 
а,. 

ве равенъ О. 

1) См. уnражненiя въ "Mathesis" 1898, стр. 31 и 1902, стр. 145. 
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можно опредtлить порядокъ данной безконечно малой. Такъ, напри-
1 l 

мtръ, при а безконечно маломъ, е - а> и -1 - также безконечно ма-
оg а 

лыя, но въ то время, какъ отношенiе первой къ а" (§ 312, а) 
стремится къ нулю, каково бы ни было число п, отношенiе второй 
къ an возрастаетъ безпредtльно по абсолютноА величинt, и нельзя 
сказать, какъ великъ порядокъ первой и какъ малъ порядокъ вто

рой. Безконечно малыя величины 

Iog log -
а2 

1-cosa, а 

1 

log 
' ... ' -Va, sin а, 

1 1 
- а2 -еа2 

sin а, ... , е , е 

расположены въ такомъ порядкt, что каждая изъ нихъ безконечно 

мала относительно всtхъ предыдущихъ. Позтому, считая справа на

лtво, находимъ, что порядокъ бt:зконечно малыхъ, начиная съ про
извольно большого значенiя, убываетъ и стремится къ нулю. Анало
гично зтому можно классифицировать безконечно большiя величины *). 

548. Замtтимъ здtсь же, что несправедливо было бы считать, 
что всякая безконечно малая или безконечно большая величина полу
чаетъ опредtленное мtсто въ подобной скалt сравненiя. Такъ, 
напримtръ, нельзя сказать, чему равно число п, опредtляющее 

порядокъ величины {J = -1 а • Въ самомъ дtлt, съ одноА стороны, 
oga 

ясно. что п должно было бы быть больше 1 (потому что jl_ 1 а oga 
стремится къ нулю вмtстt съ а), а съ другоА стороны, невозможно, 

чтобы п было больше 1, такъ какъ при любомъ п > 1 отношенiе 

[!__ = --
1

1
1 - возрастаетъ безпредtльно съ приближенiемъ а къ О **). 

а" а,._ oga 
Въ извtстномъ смысп;i; (§ 169) можно, 11ожалуА, сказать, что въ 
скалt сравненiя, состоящей изъ послtдоватепьныхъ степеней а, 

а 
число -1 - лежитъ справа отъ а, и что порядокъ его равенъ 1+0. 

og а 
Точно такъ же тщетно было бы искать мtсто, которое занимаетъ 

безконечно малая {J, связанная съ а, соотношенiемъ {J = а2 log ; · 
1 1 

Дtйствительно, положивъ а= {J t, найдемъ {J = t 2 log t, а = t log t • 
откуда видно, что t должно возрастатъ безпредtльно, чтобы а и {J 

") Разсмотръиiе ихъ, однако, всегда можно зам'kнить раэсмотрi;нiемъ 
1 

безконечно малыхъ, замiiтнвъ, что при а безкоиечно большомъ, - безконеч
а 

но малое. 

**) Потому что при ii>O lim а11, log а=О, 
а=О 
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з t tn-2 (log fJ"-1, стремились къ нулю. ам ·чая теперь, что а" ви-

димъ, что при п 2 это отношеиiе безпредtльно возрастаетъ, а 

при п < 2 стремится къ нулю. Поэтому fJ лежитъ, такъ сказать, 
слtва отъ а2, т. е. стремится къ нулю не столь быстро, какъ а2, 
но быстрtе, чtмъ всякое а" при п < 2; если угодно, можно с1<а
зать, что порядокъ fJ равенъ 2 О. Обобщая эти замtчанiя, поло
жимъ, что существуютъ вообще два числа п' и п", для которыхъ 

lim _}i_ 
ап' 

о l
. {J 

, Jm -----т, 
а•• 

00. 

Въ такомъ случаt, очевидно, можно замtнить въ этихъ равенствахъ 
всякое число п' меньшимъ, а всякое п" - большимъ числомъ. Ясно 
поэтому, что числа п' образуютъ ансамбль, имъющiй верхнюю гра
ницу µ, (§ 172), а числа п" - ансамбль, имtющiй нижнюю границу 
л., при чемъ, очевидно, л. ? µ,. Если случится, что значенiя л. и µ, 
совпадаютъ, и общая ихъ величина равна п, то можно сказать, что 

порядqкъ р равенъ п, когда п не принадлежитъ ни тому, ни дру-

гому ансамблю, хотя и не существуетъ предtла для · Но можетъ 
а" 

случиться, что п наибольшее изъ чиселъ п' (т. е. принадлежитъ къ 
первому ансамблю) или наименьшее изъ чиселъ п" (т. е. принадле
житъ ко второму ансамблю) ; тогда навърно порядокъ числа р не 
равенъ п. Его можно было бы изобразить въ первомъ случаъ че
резъ п + О, во второмъ черезъ п - О. Наконецъ, можетъ случиться, 
что л. не = µ,, и тогда исчезаетъ всякое средство измърить поря
докъ числа fJ какимъ нибудь числомъ. Достаточно привести примtръ 
безконечно малой 

для котороА 

l. /1 ,m 
а" I 

О въ случа1; п < 1 , 

± = въ случа1; п > 2. 

Замi;чаемъ, что )!_ не стремится къ нулю, потому что принимае·rъ 
а 

безчисленное множество разъ значенiе 1, когда а проходитъ рядъ 

значенiА 1, t, t, f, Отсюда слъдуетъ, что µ, 1. Точно 

также : 2 не стремится къ оо, потрму что это отношенiе остается 
< е, когда а проходитъ рядъ значенiА 

2-
log 2 

3 4 1og4 

___ , ..... 
5-

log 5 

Слъдовательно, л. 2. Для всякаго значенiя п между 1 и 2, отно-
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шенiе fJ можеть принимать сколь угодно малыя и сколь угодно 
а" 

большiя значенiя, и невозможно указать числа, СJtужащаго мtрою 

порядка fJ. 
549. Основная теорема. Когда говорятъ, что двt безко

нечно малыя отличаются одна отъ другой на безконечно 
малую высшаrо порядка, или, что отношенiе ихъ стремится 

къ предtлу, равному единицt, то этимъ утверждаютъ два 

положенiя, въ сущности равносильныя, потому что каждое изъ 

равенствъ 

есть слtдствiе другого *). Замtтивъ сказанное выше, легко доказать 
слtдующую, основную для дифференцiальнаго исчисленiя, теорему: 

Пред'tлъ отношенiя двухъ безконечно малыхъ не изм'tнится, 
если эти безконечно малыя зам'tнить другими, имъ эквива-

лентными. ДtАствительно, если нужно вычислить предtлъ jl_ , и 
а 

извtстно, что fJ' оrь р, а' отъ а отличаются на безконечно малыя 
fJ' высшаго порядка, то достаточно вычислить предi;лъ -, , и замt
а 

тить, что 

lim = lim }!___ • J!'_ • а' 
а f/'a' а 

fJ' lim-- · 
а' 

550. Положимъ теперь, что дано нtкоторое уравненiе между 
двумя безконечно малыми а = fJ, которымъ нужно воспользоваться 
съ слtдующей цtлью: раздtливъ обt части равенства на прилично
выбранную безконечно малую r и переходя къ предtламъ, вывести 
равенство а= Ь между двумя постоянными величинами. Обыкновенно 
уравненiе а= fJ имtеrь сложный видъ, неудобный или даже недо
ступный для примtненiя обыкновенныхъ правилъ вычисленiя предt

ловъ; въ такомъ случаt доказанная теорема и оказывается полезною 

потому, что nозволяетъ въ обtихъ частяхъ равенства отбросить 

слаrаемыя, безконечно малыя высшаго порядка относительно тtхъ, 
которыя останутся. Такимъ образомъ получается новое уравненiе 
а' =fJ', это уравненiе будеrь, вообще говоря, не точное, а, какъ 
rоворятъ, вtрное до безконечно малыхъ высшаrо порядка. Это обстоя
тельство, однако, никакого влiянiя не оказываетъ на тотъ результатъ, 

который желаюrь вывести изъ даннаrо уравненiя. ДtАствительно, 
раздtливъ обt части новаго уравненiя а'= fJ' на r (или даже на 
другую безконечно малую r', эквив~ецтную r) и переходя къ пред-t-

*) Безконечно ма.11ыя а и fl, удовnетворяющiя такимъ равенствамъ, 
называють эквнва.11ентными. 
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ламъ, мы все таки _nолучимъ искомое равенство а Ь, потому что 

а' 
lim

r' 
li а 1· fJ' 1· fJ m- и tш- = 1m-·-· r , r' 1· 

Замtтимъ, однако, что не въ этомъ состоитъ сущность дифферен -
цiальна1·0 исчисленiя. Дифференцiальное исчисленiе пользуется си
стематическимъ примtненiемъ нtкотораrо символа, съ помощью 
котораrо достигается то, что можно а priori быть увtреннымъ, что 
полученное указаннымъ путемъ равенство а'= fJ' бу детъ также 
точнымъ, а не только вtрнымъ до безконечно малыхъ высшаrо 

порядка. Такимъ образомъ оказывается, что при замtнt чиселъ 
а и fJ числами а' и fJ' мы отбрасываемъ въ обtихъ частяхъ равенства 
дtйствительно равныя между собою безконечномалыя высшаго порядка, 

сами того не замtчая, и прямо получаемъ безконечно малыя а'= ау', 
fJ' = Ьу'. А тогда переходъ къ предtламъ становится уже не 
нужнымъ, потому что равенство а' = fJ' непосредственно даетъ и 
а=Ь. Вычисленiе предtлоJiъ отходитъ, слtдовательно, на заднiй 
планъ, чтобы уступить мtсто дифференцiальном.у исчисленiю, кото
рое, конечно, тtмъ не менtе, основывается на понятiи о предtлt *). 

551. Разсматривая дифференцiальное исчисленiе съ намtченной 
точки зрtнiя, можемъ сказать, что оно обязано своимъ происхо
жденiемъ генiю ЛеАбница. До настоящаго времени эта наука сохранила 
ту самую форму, въ котороА она была изобрtтена Лейбницемъ; 

сохранились тt же названiя и тt же символы, изобрtтенiе кото

рыхъ надо приписать не столько удачно сдtланному выбору, сколько 

остроумiю изобрtтателя. Тщательность, съ которою Лейбницъ дt
лалъ выборъ тtхъ или иныхъ обозначенШ, видна изъ того факта 1 ), 

что, сравнивая свою методу съ методою Ньютона ( одновременно 
съ Лейбницемъ открывшаго дифференцiальное исчисленiе) и защи
щая ея преимущества передъ послtднею, онъ rоворитъ, что ·,.спо

собъ обозначенiА есть важная, бросающаяся въ глаза, часть искусства 
изобрtтать, и намъ кажется, что наши обозначенiя лучше освt
щаютъ сущность дtла" (donneпt plus d'ouverture). (Oeuvres math. 
t. V, р. 307). Въ недавнее время, важное значенiе номенклатуры и 
обозначенiА снова было выставлено на видъ Эрнестомъ Махомъ 
(Масh), въ его "Популярно-научныхъ лекцiяхъ", гдtонъ говоритъ, что 
,.способъ выраженiя и цtлесообразная система символовъ и техни-' 
ческихъ терминовъ Jiредставляютъ собою не только необходимое 

пособiе для совмtстной работы ученыхъ и для передачи добытыхъ 
результатовъ изъ поколtнiя въ поколtнiе, но въ то же время они 

представляютъ собою прежде всего единственное средство избавить 

человtческую память и чел~вtческiА умъ отъ всякаrо излишняго 

*) Намtче11иая здtсь въ общихъ чертахъ мысль подробиtе разви
вается далtе въ § 556. 

1) См. Р. Mansion "R.esume du Cours d'Analyse• (стр. 209). 
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бремени и тру да и такимъ обраэомъ сберечь ихъ для болtе важ
ныхъ и болtе существенныхъ актовъ ихъ дtятельности. Всякiй, кто 
занимался математическими работами, испытывалъ такое чувство, 

какъ будто формулы и символы берутъ отчасти на себя трудъ 
работаtь за него, или, употребляя слова знаменитаrо Эйлера, что 
"его карандашъ иногда бываетъ остроумнtе его головы". ,,Какъ 
бы страннымъ это ни казалось", говорить Махъ, ,,:\JO сила матема
тическихъ наукъ основана rлавнымъ образомъ на томъ, что имъ 
посчастливилось Устранить всякую лишнюю работу ума и довести 

экономiю умственныхъ силъ до крайнихъ предtловъ. Къ этому 
идеалу стремятся и естественныя науки, особенно наиболtе раэви
тыя вtтви ихъ" 1). 

552. Первый дифференцiалъ. Изъ опредtленiя (§ 281) про
изводной нъкоторой функцiи у отъ х слtдуетъ, что оу =у'ох+еох 
для всякаrо даннаrо эначенiя х, при чемъ е стремится къ нулю, 

когда, при фиксированномъ значенiи х, будемъ приближать ох къ 
нулю. Такъ какъ разность между о у и _у' ох беэконечно малая по· 
рядка высшаrо, чtмъ о х, то при разысканiи предtловъ можно 
замtнить о у черезъ у' о х. Мы вскорt убtдимся въ большой пользt 
такой замtны. Величину у' ох, въ томъ предположенiи, что х неза
висимая nеремtнная, мы будетъ обозначать черезъ dy и называть 
дифференцiаломъ функцiи у. Итакъ, дифференцiаломъ функ
цiи называется произведенiе производной функцiи на 
безконечно малое приращенiе, произвольно приписанное 

независимой перемtнной *). Изъ этого опредtленiя 'Готчасъ 
вытекаютъ нижеслtдующiя слtдствiя: 

а) Дифференцiалъ независимаrо перем1шнаrо х есть не что 
иное, какъ произвольное приращенiе, которое приписываютъ каждому 

значенiю х и разсматриваютъ, какъ перемtнное число, стремящееся 

къ нулю. Въ самомъ дtлt, при).'= х имtемъ у'= 1, и, по опре
дменiю дифференцiала (ау = у ох), получимъ dx = ох. 

Ь) Равенство, опредtляющее дифференцiалъ, обращается теперь 
въ d у dx, откуда получается 

! dy 
у=----· 

dx 

Это новое обоэначенiе производной и употребляется въ дифферен
цiальномъ исчисленiи. Проиэводныя представляются теперь уже какъ 
отношенiя, а не какъ предtлы отношенНI двухъ безконечно 

малыхъ. 

с) Общнtе, отношенiе дифференцiаловъ двухъ функ

цiй изображаетъ производную одной функцiи, взятую по 

1) Изъ рецензiи G. V а il а ti (Rivista sperimeпtale di Freпiatria, 1896). 
*) Собственно говоря, приращенiе i) х независимой перемtнной есть 

совершенно произвольное число, и лишь въ виду приложенiй его обыкно
венно разсматриваютъ, какъ безконечно малое. 
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другой. Въ самомъ дм'i; (§ 284), если у= j(и), гдi:; и функцiя 
отъ независимой перем'i;нной х, то 

dy =y'dx = f' (и) и'dх = f' (и) du, f' (tt) = ~~ • 

553. Геометрическая интерпретацlя. На кривой линiи, 
изображаемой уравненiемъ у=/(х), въ смежности съ данною непо

движною точкою М, им'i;ющею 
абсциссу х, разсмотримъ другую 

точку М', абсциссакотороА пусть 
будетъ х+ох. Предположить ох 
безконечно малымъ значитъ (§ 546) 
представить себ'i;, что точка М' 
движется по кривой и стремится 

совпасть съ М. Пусть Н и Q 
будутъ точки перес'i;ченiя орди

наты точки М' съ двумя прямыми, 
проходящими черезъ М, при чемъ 

: --------- iQ' 

: ~ 

['з . 
н Н' 

Рис. 27. 

первая изъ этихъ прямыхъ параллельна оси х-овъ, а вторая - каса

тельная къ кривой. Если х-независимая перем'i;нная, то, очевидно, 

будемъ им'l;ть (§ 293). 

MH=d~·=ox, HQ dy, HM'=dy. 

Слi:;дователыю, подставить d у вм'l;сто д у, значить пренебречь 
отр'l;зкомъ Q М' или замi;нить точку М' точкою Q мя вс'l;хъ по
ложенiА точки М' въ смежности съ точкою М, иначе говоря, 
зам'i;нить кривую ея касательною въ смежности съ каждою 

данною ея точкою. Впрочемъ, какова бы ни была независимая 

перем'i;нная, точка (х + dx, у+ dy) всегда принамежитъ касательной, 
тогда какъ точка (x+dx, у+оу) всегда принамежитъ кривой. 
Но при данномъ положенiи второй точки М' первая (x+dx, y+dy) 
можетъ быть въ Q, въ Q', или въ иномъ положенiи на касатеJ1ьной, 
смотря по тому, будетъ ли независимая перем'l;нная х, у или какая 
нибудь другая *). 

554. Правила дифференцированiя. Чтобы дифференци
ровать данную функцiю, т. е. вычислить дифференцiалъ какой

нибудь функцiи отъ х, достаточно, на основанiи опредtленiя диф
ференцiала, вычислить производную и умножить ее на d х. Такимъ 
образомъ получаемъ 

tl(xn)=nx"-tdx, dex = ех dx, dsinx=cosxdx, dcosx= sin.'l:dx, 

dx dx dx 
dlog Х = Х dtg Х= COS2 X • d arc tg Х=-1 +х2' 

*) Т. е., смотря no тому, будетъ ли ох= dx, или dy = dy, или ни то, 
ни другое. 
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,larcsiпx 
dx J7"1- ;;т и т. д., 

хотя бы х и не было независимою перем1шною (§ 552, с). Извt
стныя правила разысканiя производныхъ также легко переводятся 

въ соотвtтствующiя правила дифференцированiя. Такъ, напримtръ, 
чтобы дифференцировать сумму двухъ или нtсколькихъ функцiА, 
надо сложить дифференцiалы всtхъ сла1·аемыхъ. Дифференцiалъ 
произведенiя двухъ функцiй получится, когда умножимъ каждую 
фуню1iю на дифференцiалъ другой и сложимъ полученныя произве
денiя, и т. д. Въ самомъ дtлt, мы имtемъ 

d(tt+v) = (и+v)' dx= (it'+v') dx=и'dx+v'dx ,lи+d11, 

duv (uv)'dx uv'dx+vи'dx udv+vdtt, 

v11'dx-uv'dx vdu udv 
. v2 . 

и т. д. *). 

555. Посл1.довательные дифференцiалы. Прежде, чtмъ 
идти далtе, намъ надо нtс1<олько ближе заняться разсмотрtнiемъ 
смысла, который имtетъ дифференцiалъ независимой перемtнной. 
При данномъ х дифференцiалъ dx есть безконечно малая величина, 
которую мы предварительно предположимъ зависящею отъ нtко

торой другой безконечно малой а, выбранной за главную. Ко~·да 
мы переходимъ отъ одного значенiя .х къ другому, то нtтъ ника

кого основанiя считать, что произвольный законъ, выражающiА за

висимость dx отъ а, остается безъ измtненiя. Поэтому dx можно 
разсматривать какъ функцiю не только. отъ а, но и отъ х: 

(2) dx q; (х, а) 

Если представимъ себt, что ось х-овъ можетъ деформироваться, 
при чемъ всякая точка х переходитъ въ .х d:x, то уравневiя (2) 
можно разсматривать, какъ выраженiе закона, по которому точки 

деформированной оси возвращаются въ первоначальныя положенiя 
съ приближенiемъ а къ нулю**). Произвольная функцiя р подчи
нена лишь тому условiю, чтобы она стремилась къ нулю вмtстt съ а 
и имtла послtдовательныя частныя производныя (§ 368) по пере· 
мtнноА .х. При этихъ условiяхъ dx, какъ функцiя отъ х, также 

*) Однимъ словомъ, правила дифференцированiя получаются изъ 
правилъ разысканiя производныхъ, если въ формулнровк:t посл1щнихъ за
мt.нимъ слово "производная", словомъ »дифференцiалъ". На этомъ основанiи 
на русскомъ языкt. терминъ ~дифференцированiе" употребляется какъ въ 
смыслt. разысканiя производной, такъ и въ смыслt. разысканiя дцфференцiала. 

**) Деформацiю оси х-овъ надо себв представить состоящеll въ томъ, 
что сама ось остается неподвижною, а отд1нlьныя ея точки по нell: перемt.
щаются (iп sich defoпnierbar). 
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им-tетъ дифференцiалъ, который наэывается вторымъ дифферен
цiаломъ отъ х и обоэначается энакомъ d2x: 

(3) d'l.x = ddx = tp,/ (х, а) dx tp (х, а)· tp,( (х, а). 

Теперь мы установимъ одно соrлашенiе, им-tющее первостепенное 
эначенiе для всего посл-tдующаго. Первымъ. дi.ломъ мы примемъ, 
что оба свойства, которыми польэуется dx, а именно стремленiе къ 
нулю вм-tст-t съ а и эависимость отъ х, являются отд-tленными 

одно отъ другого въ выраженiи (2). Д,1я этого достаточно положить: 

(4) dx = ах(.%1), 

при чемъ на ми.~уту мы еще будемъ считать z (х) эа проиэвольную 
функцiю отъ х. Такимъ обраэомъ, dx является въ вид-t проиэведе
нiя одной беэконечно малой, неэависящей отъ х, на функцiю отъ х; 
слtщовательно, dx будетъ беэконечно малою п ерваго порядка, и ее 
отнын-t мы и примемъ за главную. Дифференцируя дал-tе, мы най

демъ одинъ за друrомъ тре тiй, четвертый и т. д. дифференцiалы: 

d3x = a3(xz'2 + хх''), d4x = a·Чiz'B + 47.,27.,'7.," + i"z"'), .... 

Дифференцiалъ порядка п, т. е. результатъ п nосл-tдовательныхъ 
дифференцированiй, обозначается энакомъ d"x и будетъ беэконеч
но малою n-ro порядка. Какъ видимъ, реэультаты посл-tдовательныхъ 
дифференцированiА быстро усложняются, и мноriя преимущества 
дифференцiальнаrо исчисленiя были бы потеряны, если бы мы р-t

шили оставить функцiю z(x) проиэвольною. Гораздо ц-tлесообразн-tе 
будетъ положить z(x) 1, такъ какъ тогда будемъ им-tть: 

(5) d2x О, d3x О, d4x = О, , . · 

и вd вычисленiя, какъ скоро окажется, эначительно упростятся. 

Въ этомъ и состоитъ основное соrлашенiе. Его можно формулиро

вать такъ: Первый дифференцiалъ независимой перемt.нной 
предполагается неэависящимъ отъ этой перемt.нной. Теперь 
легко вычислить nослtдовательные дифференuiалы любой функцiи 
и покаэать, что п-тыti дифференцiалъ есть беэконечно малая 

n-ro порядка: 

d2y = ddy = d(y'dx) = dy' · dx _y"dx, dx = y"d:xf!., 

JSy dd2y d(y"dx2) = dy''. d:xf!. =y"'dx. d:xf,!, =y"'dx3 

и т. д. Вообще d"_y = y(">dx", если условимся писать dxn вм-tсто 
(dx)" *). Такимъ обраэомъ, приходимъ къ соотношенiю 

{б) 

*) Чего не надо см'hшивать съ d(x") =n.-:"-1 dx. 
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включающему въ себi. и равенство (1) (при п = 1). Итакъ: произ
водная порядка п нi.которой функцiи, взятая по незави

симой перемi.нной, равна отношенiю п-аго дифференцiала 
функцiи къ n-o.R степени дифференцiала независимой пе
ремi.нной. При этомъ (§ 552, с), при n= 1, можно опустить ого
ворку, что перемi.нная независима, а при п > 1 этого сдtлать 
нельзя, потому что при послi.довательныхъ дифференцированiяхъ dy 
мы пользовались формулами ( 5), а онi. не будутъ имi.ть мi.ста, 
если х не независимая перемi.нная. 

556. Теперь мы въ состоянiи понять то, на что въ § 550 
былъ данъ только намекъ. · Равенство между безконечно малыми 
а'= fJ' (полученное черезъ устраненiе безконечно малыхъ выс
шаго порядка изъ равенства а= Р) будетъ навi.рно точнымъ, 
если въ него не входятъ никакiя другiя безконечно малыя, 
кромi. такихъ, которыя получены при помощи дифферен

цированiй, предполагая, что это уравненiе (приведенное къ цi.лому 
виду) сдtлано однороднымъ, такъ что въ немъ остались только 
члены наинизшаго порядка п. Въ самомъ дtлi., чтобы получить 
точное уравненiе надо было бы раздtлить обi. части на dx" и пе
рейти къ предtлу. Но этотъ переходъ къ предi.лу сдtлался уже 
излишнимъ, потому что отношенiя между степенями диффе

ренцiаловъ, когда эти степени будутъ безконеч110 малыми 
одного и того же порядка, равны своимъ предi.ламъ, такъ 

.что искомое точное равенство какъ разъ и бу детъ а'/ dx" = fJ' / dx" 
или а' = fJ'. Въ этомъ и заключается весь секретъ дифференцiальнаго 
исчисленiя. Кромi. того, однородность окончательныхъ соотношенiR 
между дифференцiалами служитъ средствомъ l{ОНТроля въ практикi. 
вычиСJ1енiй. Теперь понятtю, насколько важно разысканiе диффе
ренцiальныхъ безконечно малыхъ, получаемыхъ отъ пренебреженiя 
безконечно малыми частями высшаго порядка въ тi.хъ безконечно 
малыхъ, которыя являются при вычисленiяхъ. Для каждаго а суще
ствуетъ безчисленное множество безконечно малыхъ, отличающихся 
отъ а на безконечно малыя высшаго порядка, но между ними нахо
дится только одна, равная дифференцiалу нi.которой функцiи и. 

Въ самомъ дi.лi., если мя другой функцiи v, разность а dv, 
какъ и а d и, была бы безконечно малою высшаго порядка, то 
было бы достаточно отброситъ эти безконечно малыя въ равенствi. 

du dv + (а - dv) - (а dи), 

чтобы придти къ равенству du dv, навi.рное точному. Слi.дова
тельно, дифференцiальныя безконечно малыя, т. е. du и dv, совпа
даютъ по величинi., функцiя v существенно не отличается отъ и, , 
потому что d(u -v) = О, откуда и -v = постоянной. Въ практиче
скомъ вычисленiи всегда стараются представить а въ формi. прира
щенiя нi.которой функцiи и (§ 552) и тогда единственная диффе
ренцiальная безконечно малая, которую мож1;ю подставить вмi.сто а 
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и будетъ именно du. Такимъ образомъ, съ помощью символа опе
рацiи d, дифференцiальное исчисленiе достиrаетъ полной точности, 
такъ какъ оно единственнымъ образомъ замtняетъ встрtчаемыя 

при вычисленiи безконечно малыя другими, получаемыми при помощи 

дифференцированiя опредtленныхъ функцШ. Эти новыя безконечно 
малыя связаны тtми же соотношенiями, какiя существуютъ между 
тtми безконечно малыми, которыя ими замtняются. 

[ Прим-tчанiе. Разсужденiя § 556 моrутъ показаться не вполнt 
ясными для лицъ, впервые знакомящихся съ дифференцiальнымъ 

исчисленiемъ, но съ примtненiемъ этихъ разсужденiй мы встрtтимся 
лишь въ rеометрическихъ приложенiяхъ дифференцiальнаrо исчи

сленiя, rдt они и представятся въ болtе ясномъ свtтt. Здtсь же 
мы ограничимся нижеслiшующими замtчанiями. Всякое однородное, 

въ указанномъ выше смыслt, соотношенiе между дифференцiалами 

нtкоторыхъ функцiй у, z, . . . отъ одной независимой перемtнной .х, 
въ которое можетъ входить и dx, въ сущности представляеrь со
отношенiе между производными этихъ функцiй, взятыми по .х, 

только переписанное съ помощью новыхъ, дифференцiальныхъ 

обозначенiй этихъ производныхъ, указанныхъ формулою (6). Чтобы 
перейти отъ соотношенiя между дифференцiалами къ соотношенiю 
между производными, сюитъ только раздtлить всt члены перваrо 

соотношенiя на одну и ту же надлежащую степень dx. Обратно, 
чтобы отъ соотношенiя между производными перейти къ соотно

шенiю между дифференцiалами, стоитъ только написать выраженiя 

производныхъ по формулt (6) и затtмъ помножить всt члены на 
одну и ту же степень dx. Напримtръ, соотношенiе 

равносильно равенству 

или 

соотношенiе 

равносильно равенству 

или 

t/z2=dx2+ dy2 

z'2 = 1 + у•2; 

dy d2 z 
dx · dx2 

у' z'' z'y" J. 

При такомъ разсмотрtнiи сооrношенtй между дифференцiалами, во

просъ о томъ, будутъ ли эти соотношенiя точными, или только 

вtрными до безконечно малыхъ высшаrо порядка, отпадаетъ самъ 
собою. Соотношенiя эти, будучи равносильными соотношенiямъ 
между производными, т. е. соотношенiямъ по самому существу 
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своему точнымъ, какъ не заключающимъ въ себt никакихъ безко

нечно малыхъ, будутъ, конечно, и сами точными. Вмtстt съ тtмъ 
легко видtть, что неоднородныя соотношенiя между дифферен

цiалами не имtютъ смысла. Въ самомъ дtлt, если бы такое соот
ношенiе имtло мtсто, то перенеся въ одну часть равенства члены 
наинизшаго порядка п, а въ другую всt остальные, и раздtливъ 

обt части на dx", получили бы невозможное равенство между нt
которымъ опредtленнымъ числомъ, не равнымъ нулю, съ одной 
стороны, и перемtннымъ безконечно малымъ числомъ съ другой]. 

557. Иэмi.ненiе независимой перемi.нной. Формула (6), 
при п > 1, выведена въ томъ предположенiи, что перемtнная х 
независима. Поэтому, если желаютъ ввести новую независимую 
перемtнную (что часто бываетъ Н}'}!{но), то прежде всего необхо
димо вернуть этой формулt ея общность и потомъ только присту
пить къ замtнt прежней перемtнной новой. Съ этой цtлью доста
точно повторить послtдовательныя дифференцированiя выраженiя dy, 
выполненныя въ § 555, но не пользоваться при этомъ формулами (5). 
Такимъ путемъ найдемъ 

d2y d(y'dx) dy1dx+y'ddx=y"dx2+y'd2.x, 
далtе 

и т. 

(7) 

d3y = y"'dx3 + 3y''d.xd2.x + y'dllx, 

d4y =yIYd.x4+ 6y11'd:x;2(P,: + 3y"fP~·2 + 4y"d.xa;j.x + y'd4:,c 

д. Изъ перваго равенства находимъ 

d2y d2.x dxd2y - dyd2.,; 
у" d :х;2 у' dx2 = dx3 · 

Точно также 

(8) у"' dsy Зу" d3.x у' d3x 
d:к,3 - d:x:2- dx3 

d:x:2d3y-3dx d3.x d2y+Зdy d2:x:2-dxdy d3 х 
dx-" 

и т. д. Къ тtмъ же результатамъ можно скорtе придти, диффе
ренцируя нtсколько разъ подъ рядъ формулу (1), справедливую 

. безъ всякихъ ограниченiй. Дtйствительно, тогда получимъ 

dy dxd2y - dyd2.x 
y''dx d- = , 

dx dx2 

откуда вытекаетъ формула (7). Дифференцируя (7), найдемъ 

y"'dx 
dx(dxd3y dyd3x) - 3d2x(d,:d2y- dyd2.x) 

dx4 . . ......... , 

откуда получится (8) и т. д. Впослtдствiи намъ иногда случится 

d • А 
разсматривать dx какъ символъ операц1и, состоящеn въ ра-

зысканiи производной, взwтой по х. Сообразно ,вышесказан-
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ному, если мы зту операцiю еще разъ хотимъ повторить, не 

назначая независимой перемiшной, то должны примiшить символъ 
d d ~ 
dx dx, между тtмъ, какъ символъ d xJ. будетъ обозначать ту же 

операцiю, -когда за независимую перемtнную взято х. Въ самомъ 
д-1,лt, иэъ (7) мы имtемъ 

d d tf2 • 
fixdx= dxJ. 

Точно такъ же изъ (8) получимъ 

(9) 
d d d d3 
dxdxdx = dxJ. 

558. Уnражненiя. а) Если въ н1;которое выраженiе, содержащее въ 
себ1; производныя отъ у по х, желаемъ ввести производныя отъ у, взятыя 
по другой перем1;нной t, то можно воспользоваться выведенными въ преды
дущемъ § выраженiями у', у", у'" • ... , если 't' задана, какъ функцiя отъ t, 

dx d2x . 
и, сл1;довате,1ьно, изв1;стны производныя ,ii, dfi, · · · · Д1;йствительно, та-

кимъ путемъ найдемъ 

dx , dy 
dt·y = dt' 

(
dx)o (.dx)2 d3y y"'-'dt - dt d/3 

(
dx)s ,, 
dt у 

dxd2y 
dt dti 

dyd2x 
dt ,Гii 

dx d2x d2y dy (d2x)2 3 
dt dfl. dt2 + 3 dt dfl. 

dxdyd3x 
dt dt d/3 

и т. д. Если же, наоборотъ, новая персмi;нная t задана, какъ функu.iя отъ х, 
и мы хотимъ принять t за независимую, то будемъ им1;ть всегда 

(10) 
,_dy _dydt _dyt' 

У - dx dt dx dt · 

Дал1;е,что6ы выразить у", можно воспользоваться формулою(7), зам1;тивъ пред
варительно, что всл1;дствiе равенства d2 t = О должно быть t'' d xJ.+ t' d'l х =О*), 
и слi;довательно, 

(11) 
t''dfl" 

Отсюда, по формул"!, (7), найдемъ 

(12) у"= d2y t•2 + '!:!__ t'' 
dfl. dt • 

Это соотношенiе можно легче получить. взявъ производныя по х отъ обi;ихъ 
частей равенства (10). Поступая аналогично этому съ формулой (12), на!lдемъ 

у"' = t13:v f3 + з t12
y, t'' + t1r t'" 

d/3 dfl. dt . 

*) dt = t'dx, d2t t'' dxJ.+t'd2x О, такъ какъ t принято за незави
симую перем1;нную. 
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Къ этому же результату можно придти и съ помощью формулы (8), но не 
столь просто, присоединивъ къ (11) еще формулу 

(13) 
3 t"2 - t' /fff 

dзх = dfd, 

которую получимъ, написавъ, что d3 t = О или, дИфференцируя вторую фор
мулу (11), и т. д. 

Ь) Положимъ, что желаютъ принять за независимую перем'llнную самую 
функцiю у и вычислить производныя х', х'', х'", ... отъ х, взятыя по у. 
Формулы (11), (13) и т. д. дадутъ 

х'= 1 , ' у" 3y'l2 - у•уш 
х' - - -- х'" = ---··--·-- ' .... 

у'3 ' у'о 

Ихъ можно получить проще, взявъ послt.довательныя производныя отъ 
1 

об1.ихъ частей перваrо равенства х' = . Можно также воспользоваться 

формулами (7), (8) и т. д., выразивъ равенствами d2y О, d3y = О, ... , 
что у взято за независимую перемt.ниую. Такимъ путемъ приходимъ къ 
формуламъ 

1 х'' 3х''2 - х' х'" 
у'=-' у''=--· у'''= t .... , 

х' х'3 

которыя отличаются отъ предыдущихъ только зам1шою буквы х на у и 
обратно. Впрочемъ, заранt.е было очевидuо, что эти соотношенiя должны 
быть симметричны относительно х и у, и дt,йствительно имъ можно дать 
вицъ: 

х' у'= 1. х'' x•-i + у"у'-1 О, 

3х''2 - 2х' х"' 3у"2 - 2у'у"' 
-~-з--+ у•з =0, ···, 

или дpyrie аналогичные, прямо получаемые :дифференцированiемъ перваrо 
равенства х'у' = 1. Смотря по тому, примемъ ли х или у за независимую 
перемt.нную при этой операцiи, получимъ первое или второе изъ нижеслt,
дующихъ ураввевiй: 

х'у'' +х" у'2 = О, у' х'' + у" х'2 =О.· 
Умножая первое на х1'2- или второе на у'( получаемъ 

х'' y'i + у" x1-l = о. 

Дифференцируя же первое по у, а второе по х, найдемъ 

х'" у12 + Зх'' у"+ у'" х'2 О, 
и т. д. 

с) Легко показать, что dxd2y-dyd2x выражается черезъ первыя 
и вторыя нроизводяыя отъ х и у относительно какой угодно перемt.нной t 
и черезъ первый дифференцiалъ t. Поэтому, при вычисленiи этого выра
женiя въ разлнчныхъ частныхъ случаяхъ, можно, для упрощенiя выкладки, 
принять t за независимую перемt.нную, и заранt,е быть увt.ренными, что 
результатъ будеrь справедливъ и тогда, когда t не будетъ независимою пе
ремt.нвою. Въ самомъ дt.лt., мы имt.емъ 

2 
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dx d2x dx dt d2x dt2+ dx d2t dx d2x 
dt dt2 dt dt df,!, 

d'2y dt2+ t!_-21_ d2t 
df,! 

dy d2y dy dt dy d2y 
dt dt2 dt -dt -dP 

или 

dxd2y- dyd2x = - -· . (xd2y 
dt df,!, *~;) df,!. 

Это замъчаиiе примънимо вообще ко всякому опредълителю n-ro порядка, 
въ которомъ 11-ый столбецъ состоитъ изъ w-ыхъ дифференцiаловъ п функцiй. 
Напримъръ *), 

dx d2x dBx I dx ll__2x d3~ J 

dt df& d/3 . 

dy d2y d3y dy d2y d3y 
d/6. 

dt dfl df,! 

/ dz d 2 z dSz dz f; ~~, dt 
Возвращаясь къ выраженiю d х d2 у - d у d2 х, nоложимъ, что х и у обо
значаютъ Декартовы координаты точки на плоскости и nредложимъ себъ 
преобразовать его къ полярнымъ координатамъ r и в. Пользуясь предыду
щимъ замъчанiемъ, можно, для упрощенiя выкладки, принять в за неза
висимую перемъниую, и въ такомъ случаъ изъ равенства х = r cos О, 
у r sin 0, находимъ 

dx=cosB-dr rsin0-d0, dy sinG-dr+rcosB-dO, 

d2 х = cos G · d2 r - 2 sin 0 . d r d е - r cos G . d 02, 

d2 у sin е . d2 r + 2 co.s о . d r d е r sin G . d 02. 

Откуда видио, что 

1:; :;1=1::е d2r-rd02/ · I cose sinO I 
2 d r d 6 - siп О cos О 

и окончательно 

(14) dxd2y - dyd2x = r2d03 + 2 dO dr - rd0d2r = (r + 2 r'2 rr'') dвз. 

Хотя этотъ результатъ полученъ въ предположеиiи d2 О = О, но онъ остается 
сnраведпивымъ независимо отъ этого, конечно, предполаr~я, что подъ r'' 

d2r d dr d2r d26 
понимается не d 02 , а d O dG d02 - r' d02 · 

d) Предложимъ себъ преобразовать выраженiе радiуса кривизны 
(§ 348, е) 

(l + у'2)! 
(} = --.?--

Это выраженiе не требуетъ. чтобы неnремъвно х было независимою пере
мънною, если только подъ у'' будемъ подразумъвать ея общее выражеиiе (7). 
Такимъ образомъ, примъняя еще формулу (1), получимъ 

(dx2+dy2)\ (15) (} - ------·-·---. 
dxd2y dyd2x_ 

*) Это вытекаетъ изъ основиыхъ свойствъ опредi;лителей (§ 17). 
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Въ полярныхъ координатахъ имtемъ 

dx2 + dy2 (cos О· ar - r sin О· dO'f + (sin о· dr + r cos О. d0)2 

dr2 + r2d02, 

а потому, припоминая (14) и разд1шяя числителя и знаменателя на dos, 

, (r2 + r'2)l 
r2 + 2 r'2 -~ rr" 
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Этому выраженiю можно дать болtе простую форму, полезную въ прило
женiяхъ. Мы къ ней придемъ, принимая, что уравненiе кривой дано въ видt 
r 1 !f(O) и выражая Q въ функцiи отъ /, /', /"; мы тотчасъ находимъ 

r' 
r 

Qткуда 

/' r2+r'2=f2 + 112 • r•2 
-т· f"' 

(/2+f'2)! 
е - v +7''>12 . 

f/11 -f'2 

rr'=-7т-' 

е) Къ друrимъ зам·nчательнымъ формамъ для (! придемъ, если вве
демъ новую перемtнную s, удовлетворяющую уравненiю ds2 = dx2 + dy2 
и обозначающую, какъ увидимъ впос.ntдствiи, длину дуги кривой, отсчи
тываемую отъ нtкоторой данной точки. Исключая d2x или d2y изъ фор
мулы (15), съ помощью соотношенiя 

попучимъ формулы 

(} = 

dsd2s dxd2x + dy-d2y, 

dyds2 
dscfJ'xdxd2s' (} 

dxds2 

ds d2y dy d2s' 

которыя, на основанiи (9), можно написать такъ 

d dx 
ds ds 

1 dy d dy 
(} ds' ds ds 

Эти формулы, которыя впослiщствiи (§ 591) окажутся очевидными. осо-
6енно полезны въ вопросахъ Механики. Возвышая ихъ въ квадратъ и скла
дывая, наПдемъ 

или, на основанiи соотношенiя (9), 

1 
(!2 (d2x)2 (d2y)2 _ (d_28)2· 

ds2 + ds2 ds2 

559. Прим~чанiя. а) Обыкновенное дифференцiальное исчи
сленiе все1(tло основано, какъ мы видtли въ § 555, на условiи ( 4), 
съ присоединенiемъ къ нему дальнtйшаrо: х (х) 1. Безконечно 
различныя формы, которыя можеть принять дифференцiальное исчи

сленiе сооtвtтственно различнымъ формамъ функцiи х (х), всt 
сводятся къ одной, потому что переходъ оrь одной функцiи Х (х) 
къ другой равносиленъ измiшенiю независимой перемънной въ 
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обыкновенномъ дифференцiальномъ исчисленiя. Чтобы въ этомъ 
убiщиться, надо предпослать, что (какъ будетъ показано въ начал-в 

седьмой книги), въ силу необходимой непрерывности функцiи х (х), 
всегда существуетъ нъкоторая функцiя t отъ х, производная кото
рой равна х (х). Въ томъ дифференцiальномъ исчисленiи, въ основt. 
котораrо лежитъ. функцiя х (х), дифференцiалы функцiи t будутъ 

dt=t'dx 
l . 

1 
(х) · ах(х) а, d2t = d3t ... =0, 

т. е. свойства (5) переносятся съ х на t, и разсматриваемое диффе
ренцiальное исчисленiе не отличается отъ обыкновеннаrо, въ кото
ромъ за независимую перемiшную взята t. Поэтому естественно съ 
самаrо начала приписать независимой перемънной свойство, состо

ящее въ томъ, что ея дифференцiалъ число постоянное. Противъ 
этого rоrлашенiя, издавна возстаетъ сонмъ метафизиковъ, не отдавая 

себъ разумtется яснаrо отчета въ смыслt оспариваемаrо условiя. 
Иные понимаютъ его такъ, что полагая d х rюстояннымъ, надо счи
тать, что dx имtетъ одно весьма малое фиксированное значенiе; 
дpyrie, что х скачками переходитъ въ х dx, х+ 2dx, х+ 3dx, ... ; 
третьи, что dx остается безъ измtненiя лишь отъ одного диффе
ренцированiя до другого; наконецъ, есть и такiе, которые дълаютъ 
видъ 1), что принимаютъ вс'k эти нелtпыя и вздорныя интерпре
тацiи вмtстt. Противъ всего этого нужно подчеркнуть слъдуюшее: 

смыслъ условiя, что d х - постоянное, состоитъ въ томъ, и только 
въ томъ, что d х отъ х не зависитъ. Когда rоворятъ, что d х 
стремится къ нулю, то это можно себt представить происходящимъ 
слtдующимъ образомъ: ось х-овъ, будучи передвинута, какъ твер
дый стержень вдоль самой себя, стремится принять прежнее 

положенiе. 

Ь) Однако возможность существованiя такого дифференцiаль
наrо исчисленiя, въ которомъ не существуетъ никакой перемtнной, 

имtющей постоянный дифференцiалъ, не исключается. Длs, того, 

чтобы дифференцiалъ нtкоторой функцiи t отъ х былъ постоян
нымъ, необходимо, чтобы f' dx2 +t' d2x = О; слtдовательно, раз-

d2х d 
дъляя (3) на (2), находимъ, что rlx2 = dx Iog р (х, а) должно за-

J2х t'' 
висtть отъ х и только отъ х (потому что dx2 1, 2 , rдtt функ-

цiя одного х). Отсюда вытекае1ъ, что р (х, а) = z (х) 'IJ) ( а), rдt. 
'IJ) (а)-безконечно малое при а безконечно маломъ. Ничто не мi;
шаетъ обозначить эту безконечно малую просто черезъ а, и мы 
приходимъ опять къ формулt (4). Если отбросимъ это условiе 
(характеристичное для дифференцiальнаrо исчисленiя Лейбница), то 

1) .Nuove considerazioni sulla metafisica del Calcolo infinitesimale" 
(Memorie della R. Accademia delle Scienze dell' lstituto di Вologna, 1895, 
р. 309). 
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вычисленiя § 557 по формt останутся не тронутыми, но прои3ойдутъ 
И3мtненiя, глубоко аатраrивающiя свойства поспtдовательныхъ диф
ференuiаловъ. Такъ, напримt.ръ, если положимъ dx = aeaz, то 
d2x = a-ieazdx = а3 /!аз:, d 3 x = 2a4 e2azd.1C 2а5 е3аз: и т. д., такъ 

что d"x будетъ безконечно малою порядка 2 п 1, а не п, относи
тельно а, и вмtсто (6) будемъ имtть, при п > 1, 

Y(n)= lim tj"Y ' 
а::::0 dx" 

при чемъ символъ lim нел~;3я отбросить. Точно такъ же, если бы 

"' 
мы положили dx = ае а и условились, что бе3конечно малое число а 

х 
всегда сохраняетъ знакъ числа х, т. е. что > О, мы нашли бы, 

а 

что п-ый дифференцiалъ будетъ quasi п-го порядка (въ смыслi; 

§ 548) относительно dx, но равенство (6) уже не имtло бы мtста. 
d"y 

Дtйствительно, отношенiе dx" будетъ безконечно большимъ, по абсо-

лютной величинt, и вмtсто (6) при всякомъ п будемъ имъть 

такъ какъ при dx = ае 

= y"dx" + у' d,.:!:; ~i 

1
. tf"y 
1m-• 
а=О d"x 

"' а(-: > о) имъемъ rPx 

+ , 1· tPy . а у, 1m:;;, 
а="~х 

"' -2~ 
ае ", rPy= 
и т. д. По-

добное дифференцiальное исчисленiе, можетъ быть, и предстаВJJяло 
бы нi;которыя вы1·оды, но оно навtрно потеряло бы тъ, которыми 
обладаетъ обыкновенное, благодаря простотt и однородности его 
формулъ и точной оцtнкt порядка безконечно малыхъ. Исчезло бы 
rлавнымъ обра3омъ то обстоятельство, въ которомъ можно усмо
трtть { согласно ска3анному въ § 556) настоящую причину суще
ствованiя дифференцiальнаго исчисленiя. А именно, отношенiя между 
такими степенями дифференцiаловъ, которыя будутъ безконечно 
малыми одного и того же 11орядка, не были бы уже равны пре
дtламъ этихъ отношенiй, и исчисленiе предtловъ не ока3алось бы 
поглощеннымъ въ этомъ новомъ исчисленiи. 

Функцiи отъ н'tсколькихъ перем'tнныхъ. 

560. Частные дифференцiалы. Положимъ, что въ функцiи 
/ (х, у, z, ... ) перемъннымъ х, у, z, ... , которыя считаемъ не3а
висимыми, даны прои3вольныя приращенiя ох, д у, д z, . . . . Ра3-
сматривая данную функцiю, какъ функцiю одного х, одного у и т. д. 

( срав. § 367), можемъ искать ея дифференцiалы 

-оу, dJ=f;-o.e, .. . , 
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называемые частными дифференцiалами. Сумма ихъ называется 

полнымъ дифференцiаломъ и обозначается символомъ df За
мътимъ прежде всего, что полные дифференцiалы независимыхъ 

перемънныхъ будутъ не что иное, какъ произвольныя ихъ прира

щенiя i> х, i> у, i> z, . . . . Въ самомъ дълъ, полагая f = х, имъемъ 
J~ = 1, J; = J; = · · . = О, слъдовательно, dx = i>x, и т. д. Поэтому 
формулы, опредъляющiя частные дифференцiалы, дадутъ: 

/,''= d"f' /,' = d11/' /,' = d~f' .. 
ж dx 11 dy " dz 

Такимъ образомъ, каждая частная производная представляется въ 

видъ отношенiя двухъ безконечно малыхъ. Для упрощенiя письма 

можно отбросить указатели х, у, z, . . . въ числителяхъ. При этомъ 
нечего опасаться какого-либо недоразумънiя, потому что каждый 

df въ числителъ будетъ изображать частный дифференцiалъ, В3Я
тый по той перемънной, кото'рая написана въ знаменателъ. Впро
чемъ, такъ какъ иногда (см. § 561) все-таки возможно смъшенiе 
частныхъ дифференцiаловъ съ ихъ суммою df, то принято*) при 
частныхъ дифференцированiяхъ употреблять символъ д вмъсто d 
и писать 

/,'= д/' /,' = д/' .t: = д/' 
ж дх 11 ду г дz 

Въ этомъ видъ частныя производныя и будутъ изображаемы въ 

дальнъйшихъ вычисленiяхъ. 

561. Полные дифференцlалы. По опредъленiю полнаго диф
ференцiала имъемъ 

(16) 
д/ дf д/ 

df=-dx+-dy+-dz+· · · • 
дх ду дz 

когда х, у, z, ... независимыя перемънныя. Но важно замътить, 
что соотношенiе (16) остается справедливымъ и тогда, 
когда перемънныя, въ которыхъ выражена функцiя f, не 
независимыя перемънныя. Разсмотримъ, въ самомъ дълъ, функ-

цiю J(u, v, w, ... ), въ которой и, v, w, ... функцiи отъ какого 
угодно числа другихъ перемънныхъ х, у, z, ... , уже независимыхъ 
одна отъ другой. Ясно, что частныя производныя функцiи f по 
и, v, w, ... всегда можно обозначать такъ: 

/,'= д/' /,' = д/' /,' = ?_.[_' •. 
" ди v дv w дw 

потому что, при вычисленiи этихъ производныхъ, и, v, w, 
разсматриваются, какъ перемънныя независимыя. Но пока мы еще 

*) По примtру Якоби, но не всtми авторами. 
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не въ правt утверждать, что опредtляемый формулою (16) полныА 
дифференцiалъ можетъ быть вьфаженъ и формулою 

(17) 
дf дf дf . 

df=--du+-dv+-dw+ · · ·• 
ди дv дш 

чтобы доказать справедливость этоt! формулы, замtтимъ слtду
ющее. Если мы возьмемъ производныя on функцiи / въ томъ 
предположенiи, что измtняется только х, или только у, и т. д., 

то по правилу разысканiя производной сложной функцiи (§ 369), 
найдемъ 

дf дf ди дf дv дf дw 
дх = дидх+дvдх+дw дх + ... ' 
дf дfди дf дv дf дw 
-- - •··--+-·---····+--- -+ ...• 
ду дuду дvду дwду 

Подставляя эти выраженiя въ (16) и замtчая, что 

ди ди ди 
du = iix dx + ду dy + дz d z + ... ' 

дv дv дv 
dv = дxfix + ду dy + дz dz + .... 

мы и получимъ формулу (17). Ее надо разсматривать, какъ основ
ную для всего дифференцiальнаrо исчнсленiя. Важное ея значенiе 
зависиn именно отъ того обстоятельства, что дЛЯ составленiя пол

наrо дифференцiала не нужно знать ни того, какiя перемtнныя 
приняты за независимыя, ни того, какъ велико число этихъ пе

ремtнныхъ. Если въ частномъ случаt у, z, ... будутъ функцiи 
отъ х, то и /(х, у, z, ... ) будеn функцiя отъ х, производную 
которой получимъ, раздtливъ обt части формулы (16) на dx: 

lil_ дf + ~[_ tl,g + i!f_ li~ + .... 
dx дх дуdх дzdx 

Это замtчанiе объясняетъ пользу введенiе символа д вмtсто d; 

потому что t{ вообще не равна :~ *). 

*) Иногда h называютъ полною производною отъ f(x, у, z, ... ), 

а :~ частною производной; при вычисленiи первой принимается во 
вниыанiе, что у, z, . . . фуикцiи отъ х; при вычисленiи второй, у, z, ... 
разсыатриваются, какъ посrоянныя. Наприыtръ, для х2 + х у + у2, 
дf df dy 
-=2х+у. --=2х+у+(2у+х)--· 
дх dx dx 
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562. Геометрическая интерпретацiя. Чтобы указать гео
метрическое вначенiе полнаrо дифференцiала, по крайней мtpt, 

для случая двухъ неsависимыхъ перемtнныхъ, раsсмотримъ функцiю, 

опредtляемую уравненiемъ z = /(х, у). Это уравненiе ивображаетъ 
въ Декартовыхъ координатахъ нtкоторую поверхность въ простран

ствt. Положимъ, что нtкоторая дуга ММ' кривой, лежащей на 
поверхности, между точками М (х, у, z) и М' (х dx, у + dy, 
z + dz), проектирована параллельно оси z-овъ на касательную пло· 
скость (см. § 659, уравненiе (3)) къ поверхности въ точкt М, и 
пусть проекцiя точки М' будетъ точка Q. На параллелоrраммt 
Р А' Р В', лежащемъ въ плоскости (ху), у котораго точка Р 
имtетъ координаты (х, у, О) и стороны РА' dx, РВ' = dy 
(dx и dy произвольныя приращенiя х и у), построимъ паралле· 
лопипедъ съ ребрами, параллельными О Z, и положимъ, что эти 
ребра пересtкутъ касательную плоскость (кромt точекъ М и Q, 
въ которыхъ эта плоскость пересtкается съ ребрами Р М и Р Q) 
въ точкахъ А и В. На касательной плоскости получится паралле
лоrраммъ МА Q В, дiаrонали котораrо М Q и А В пересtкутся 
въ точкt, лежащей на срединt той и другой. · Поэтому бу демъ 
имtть М Р + Q Р = А А'+ В В'. Съ другой стороны, припоминая 
скаванное въ § 553, будемъ имtть 

дz 
z + ду dy. 

дz дz 
Слtдовательно, QP = z + дх dz ду dy = z + dz. Иными сло-

вами, dz есть приращенiе Н Q *) ординаты касательной плоскости, 
въ то время, какъ dz есть приращенiе НМ' ординаты самой поверх
ности. Замtна dz на dz равносильна, слtдовательно, замtнt по
верхности въ окрестности точки М касательною плоскостью въ 
этой точкt. 

563. Посл'Ьдовательное дифференцированiе. Если въ функ
цiи f (х, у, z, ... ) будемъ раsсматривать одну иsъ перемtнныхъ, 
х- напримtръ, какъ единственную перемtнную, то всt сообра
женiя, которыми мы пользовались, когда говорили о послtдователь
ныхъ проиsводныхъ функцiй отъ одной перемtнной, остаются въ 
сил'k; поэтому мы можемъ изображать посл'kдовательныя частныя 

проивводныя отъ f по х въ видt 

д2J д3J д-lf 
дх2' дх3. дх4' 

условившись считать произвольныя приращенiя dx, dy, dz, 
независящими отъ х, у, z, . . . . Далtе, мы видtли (§ 368), что 

*) Н - точка пересi,ченiя ординаты М' Р' съ плоскостью, пара1111е11ь
ною плоскости (ху), проходящею черезъ М. 
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при выnолненiи иэвtстныхъ ycлoвifl, въ обыкновенныхъ вычисле

нiяхъ вообще всегда имtющихъ мtсто, реэультатъ п лослtдова
тельныхъ частныхъ дифференцированШ, въ которыхъ берутъ i-раэъ 

лроиэводную ло х, j разъ ло .У, и т. д. (i + j + . . . п) 
не эависитъ отъ порядка дtf!cтвift. Поэтому можно считать, что 
сперва взяты i разъ производныя ло х, затtмъ j разъ ло у 
и т. д. Результатъ п лослtдовательныхъ дифференцированШ усло

вились обозначать таю.: 

д"/ 
дхiдуiдz--,,---_. 

Напримtръ, частныя лроизводныя отъ z ~ функцiи отъ х и у 

6удутъ 

дz дz iflz iflz д2z д3z д3z i}~z д3z 

дх' ду' д.х,2' дхду' ду2' дх3' д.хs2ду' дхду2' ду3' 

Первыя пять, часто встрtчающiяся въ теорiи поверхностей, обыкно
венно обозначаютъ для краткости лросто буквами р, q, r, s, t. 
Переходя отъ разысканiя 'производныхъ ю. раэысканiю диффе
ренцiаловъ, беремъ равенство (16) и дифференцируемъ его, раз
сматривая при этомъ dx, dy, dz, ... , какъ величины, независящiя 
отъ х, у, z, .... Тогда получаемъ 

d'Jf =_!_(дfdx + д/ dy + · · ·) · dx+-~ (дf dx+ ~Ldy+ · · ·) · dy+ . .. 
дх\дХ ду ду дх ду 

ifl / д2J ifl / 
дхZ d.xJ + ду2dу2 + · · · + 2 дхду dxdy + · 

Таю. каю. олерацiю d можно изобразить независимо отъ той 
функцiи, надъ которою эта операцiя производится, наnисавъ 

д д д 
d = дх · dx + ду · dy + дz · dz + · · ·, 

ТО ВИДИМЪ1 ЧТО 

ifl ifl ~ 
d2 = д.хr, · d.xs2 + ду2 · dy2 + · · · + 2 дх-ду · dxdy+ · · 

или символически 

(j_ · dx + ~?- · dy + ~ · dz + · · ·)
2

• 
дх ду д;, 

Дифференцируя еще разъ и продолжая такъ же далtе, очевидно, 
придемъ къ символической формулt: 

d" = (_!_ · dx+-~- · dy + j_ · dz + · · ·)", 
dx ду дz 

которая предполагаетъ (при п>l), что х, у, z, . . . неэависимыя 
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перемtнныя. Если же, напротивъ того, имtемъ, напримtръ, z=f(x,y), 
rдt. .х и у функцiи отъ лруrнхъ не3ависимыхъ перемt.нныхъ, то 
послtдовательное дифференцированiе дастъ: 

d z = дf dx+?.L dy, d2z = (!- · dx + ~ · dy)f + i!f d2x + дf d2 у 
дх ду дх ду дх ду ' 

d3z={~·dx+-~·dy}3f+3д2f_dxd2x+3 д2f dyd2x 
дх ду дх2 дхду 

дf дf д2f 9 д2f + дх d3x+ ду d3y +з ду2 dyd~,v + 3 дудх dxd2y, 

564. Формула Тэйлора. Дифференцiальное обо3наченiе даетъ 
во3можность написать формулу Тэйлора (§ 330) въ 3амtчательно 
просrомъ видt., примt.нимомъ одинаково какъ въ случаt одной, 

такъ и въ случаt нtсколькихъ перемtнныхъ, а именно 

(18) of = df+!d2f+td3f+.\ d4f+· . .. 

Ограничиваясь для большей ясности случаемъ одной перемtнной, 

3амtтимъ, что формула (8) § 330 можеть быть написана въ слt
дующемъ вмдi;: 

(19) of(x) = f'(x) ox+!J"(x) ох2 + +J"'(x) ох3+ · · .. 

(полаr/111 х - а= да, /(.х) --/(а) дf(а) и 3амtняя затt.мъ 
букву а буквою .х). Если примемъ .х 3а перемtнную не3ависимую, 
то д.х = d.x, .f">(.х)дх" d"/, и формула (19) принимаетъ видъ (18). 
Эта послtдняя, очевидно, справедлива вообще (т. е. когда .х не 
независимая перемtнная), потому что каждый членъ формулы (18) 
имtетъ опредtленное 3наченiе, не связанное съ тtмъ или инымъ 
выборомъ не3Звисимой перемtнной. Это замtчанiе необходимо, по
тому что ошибочно было бы сказать, что и въ общемъ случаi; 

п-ый ч11енъ формулы { 19) равенъ rl"{ · Чтобы и въ общемъ случа-k 
п. 

получить изъ формулы (19) формулу (18) надо было бы взять 
выраженiе 

во3высивъ ero во 2-ую, 3-ью и т. д. степени, написать 

of = (di,+! d2x+f d"~x+ · · · )f'-Н-(dx2 + dxa.ix+ · · · )f"+ · · · 

и собрать затtмъ бе3конечно малые члены одного и того же порядка: 

f'dx df, Hf'd2x+f"dx2) = id2f. 
HJ'd3x + 3J" dxd2x + f"'dx3)= i d3f, ... 

565. Измfш~нlе перем~нныхъ независимыхъ. Если хотимъ 
выра3ить частныя произнодныя функцiи /(.х, у, z, ... ) по х, у, z, ... 
въ новыхъ перемtнныхъ и, v, w, ... , число которыхъ равно числу 
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прежнихъ, то, разсматривая х, у, z, ... какъ функцiи отъ и, v, w, 
и изм-tняя сперва одно и, зат-tмъ одно v и т. д., найдемъ 

дf = дf дх + дf ду + дf дz + 
ди дхди дуди дzди 

дf дfдx+~f?z..+ij_f.i}_~+ 
. дv дх дv ду дv дz дv 

I дf = дf дх + дfду + дfдz + 
дw дхдw дудw дzдw 

27 

Эта система линейныхъ относительно :~, :l, 
ред-tлитъ эти функцiи, если опред-tлитель 

уравненiй оп-

дх ду дz 

ди ди ди· 

дх ду дz 

:1= дvдv v 
дх ду дz 

дw дw дw 

не равенъ нулю 1). Этотъ опред'tлитель называется функцiональ
нымъ опред-tлителемъ или Якобiаномъ системы функцiй х,у, z, ... 
относительно перем внныхъ и, v. w, . . . и обозначается обыкно
венно сл'tдующимъ образомъ: 

:J = д (~, у, Z, •. :..:J. 
д (и, i•, w, ... ) 

Р-tшая разсматриваемую систему, найдемъ: 

(20) 
д f 1 д (/, у, Z, ••• ) 

дх = :J д (и, v, щ ... ) 

и точно также 

д f 1 д (х, f. '3', • • ·) д f 
ду ~ д(и, v,--:=&~· дz 

1 д (х, y,f, ... ) 
:J д (и, v, w, .. .)' · · 

Для полученiя сл'tдующихъ частныхъ производныхъ (2-хъ, 3-хъ 
и т. д.), надо поступить съ найденными первыми такъ, какъ было 
поступлено съ функцiею f. 

566. Къ разсматриваемой задач-t приводить вопросъ о преоб
разованiи даннаrо уравненiя или выраженiя, содержащаrо производ-

1) Мы вскор't увидимъ, что условiе это будетъ выполнено, если 
х, у, z, ... независимы. одно отъ другого. 
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ныя отъ f по х, у, z, . . . такимъ образомъ, чтобы въ него вошли 
производныя по нъкоторымъ друrимъ перемъннымъ. Тогда надо 

дf д/ д/ дf 
выразить дх, ду-, · · · черезъ ди, дv, · · ·, и если х, у, z, .... 
задаtiЫ въ видъ функцiй отъ и, v, w, ... , . то вышеизложенный 
процессъ предпочтительнъе всякаrо другого. Иногда случается, что, 

наоборотъ, и, v, w, ... заданы, какъ функ[tiи отъ х, у, z, ... 
Тогда можно непосредственно написать: 

(21) дf дl_ди.+~дv+дfдw+ 
дх ди дх дv х дwдх 

дf д/ 
Аналогично этому найдутся и ду, д z, · · · и т. д. Чтобы пока-

зать, какимъ образомъ эти формулы сводятся къ формуламъ пре
дыдущаrо параграфа, дълаемъ послъдовательно f=x, /--'У, f=z, ... , 
предполагая, что провърена (прiемомъ, который будетъ иаложенъ 

въ слъдующей rлав-t) возможность раасматривать и х, у, z, ... 
какъ фунюtiи отъ и, v, w, ... , им-tющiя производныя. Тогда 

на!lдемъ 

дх·ди дхдv дх дw 
l =дидх+дvдх+ дwдх-+ ..• 

O дуди+дудv+д_удw 
дидх дvдх дwдх+ 

о- дzди + дzдv + дz дw + 
дидх дvдх дw х 

Изъ этихъ уравненШ находимъ 

1 д (у, z, ... ) д v 
gJ д (i,, w, ... ) ' д х 

1 д (у, Z, •• • ) 

g]д(u,w, ... )' 
дw lд(y,z, ... ) 
Х =~ д(11,v,~' 

.... , 

а подставляя эти выраженiя въ (21) мы и получимъ формулу (20), 
въ которой, впрочемъ, заключаются и посл-tднiя формулы, если по 

очереди положимъ f = и, f v, f w 1 •••• 

567. Можно и друrимъ путемъ придти къ формул-t (20). Мы 
его зд-tсь укажемъ, чтобы съ очевидностью обнаружить, что и част

ная производная есть не что иное, какъ н-tкоторое отношенiе, 

а именно отношенiе двухъ частныхъ дифференцiаловъ. Такъ, напри-

м-tръ, чтобы получить : ~ , можно раздълить дифференцiалы 

дх с)х 
- du+-dv+ · · 

ди дv 
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первый на второй, обративъ ихъ предварительно въ частные, при

нимая dy О, dz О, .... Такимъ путемъ получимъ 

(д f д х - д f) d и + (д f д х 
дхди ди дхдv 

дf) dv + (дf дх - i!f.-)dw + · · · 
дv дхдw дw 

при условiи. что du, dv, ... связаны соотношенiями 

ду ду ду 
ди du + дv dv+ дw dw+ · · · О, 

дz дz дz 
ди dи + дv du + дw dw + · · -= О, 

О, 

(выражающими, очевидно, равенства dy = О, dz О, ... ). Исклю
чая du, dv, dw, ... , находимъ 

дf дх дf ду дz 

дхди - ди ди ди 

дfдх дf ду дz 
дхдv дv дv дv ••• =0, 

дfдх дf ду дz .... 1 
дхдw дw дw дw 

откуда и получается выраженiе (20) для :~ • 

568. Производная по данному направленiю. Чтобы имtть 
дtло съ опредtленнымъ случаемъ, допустимъ, что дана функцiя 

/(х, у, z) отъ трехъ независимыхъ перемtнныхъ, т. е. величинаt 
значенiе которой дано для всякой точки (х, у, z) пространства. 
Самый естественный способъ обобщенiя понятiя производной, когда 
отъ функцiй отъ одной перемtнной переходятъ къ функцiямъ отъ 
нtсколькихъ перемtнныхъ, состоитъ въ нижеслtдующемъ. Разсмат

риваютъ приращенiе, получаемое функцiею при переходt отъ одной 

точки М къ другой М', и ищутъ предt,лъ отношенiя этого прира
щенiя къ длинt h 01рtзка ММ', въ предположенiи, что точка М 
остается неподвижною, а М' стремится къ совпаденiю съ М. При 
этомъ направленiе ММ' считается извtстнымъ и опредtляется ко
синусами а, {J, r угловъ, образуемыхъ имъ съ положительными 
направленiями осей координатъ. Этотъ nредtлъ и называется пр о

и з в одной данной функцiи no данному направленiю. Въ каж

дой точкt, слtдовательно, существуетъ безчисленное множество 
производныхъ, соотвtтствующихъ различнымъ направленiямъ, но 

всt онt связаны между собою простымъ и замtчательнымъ соотно
шенiещ,. А именно, производная по направленiю (а, {J, r) равна 

1" f(x+ ah, у+ {Jh, z + rh) -f(x,y, в) 
~ h 

= lim [а/; (х + Oah, .•. ) + {Jj,
11
' (х + Oah, ... ) + .. ·]=а ддf + рддf + 7.<'.д[ • 

1<:={! х у z 
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При этомъ qастныя производныя, предполагаемыя непрерывными, 
вычислены для тоqки М. Представимъ себt теперь безконечно малую 
длину d а, отложенную отъ тоqки М по прямой, проведенной qе
резъ М въ направленiи ( а, fl, 1•). Производную по разсматривае-

мому направленiю принято обозначать черезъ :~, такъ что 

д/ 

дii 
д/ д/ д/ 
а- +fl-+r-· дх ду дz 

Теперь фиксируемъ опредtленное направленiе, направляющiе коси
нусы котораго а0 , flo, Уо пропорцiональны первымъ частнымъ про
нзводнымъ функцiи f, такъ что 

а0 {)
0 ro 1 rдtд/ (:~)2+(~~)2+(:~}2-д/ д/ = ~L = -,Г;:ij' 

дх ду дz 

Обозначая qерезъ !) уголъ между направленiями (а, fJ, у) и 
(а0 , flo, у0), будемъ имtть 

дf 
да (аао+ flPo+ rrol У Jf = cos е · -r,::i]: 

Если по направленiю (а0 , fJ0 , у0 ) отложимъ отрtзокъ, равный 

·v Л/, то проекцiя этого отрtзка на любое направленiе 
измtряетъ величину производной, взятой по этому напра

вленiю. Отсюда, между прочимъ, слtдуетъ, что (а0 , f]0 , у0) есть 
то направленiе, по которому функцiя измtняется всего быстрtе. 
Напротивъ того, по безчисленному множеству направленiй, перпен
дикулярныхъ къ (а0 , fJ0 , у0 ), функцiя имtетъ стремленiе оста
ваться постоянною. 

569. Дифференцlальные параметры. Такъ называются тt 
выраженiя, составленныя изъ частныхъ производныхъ функцiи, кото

рыя пользуются свойствомъ инварiантности, т. е. независимости 

отъ выбора координатныхъ осей. Понятно, что подобныя выраженiя 
имtютъ весьма важное знаqенiе въ Геометрiи, Механикt, Физикt и 
вообще вездt, гдt дtло идетъ о соотношенiяхъ и своЯ.ствахъ, не 
имtющихъ никакого отношенiя къ т·hмъ осямъ, которыя выбираются 
за координатн1,1я 1). Такъ, первыя qастныя производныя отъ /, оqе
видно, связаны съ координатными осями и измtняются вмtстt съ 
ними; а сумма ихъ квадратовъ Л / остается безъ измtненiя, и 
на этомъ основанiи называется дифференцi,альнымъ парамет
ромъ перваго порядка. Въ самомъ дtлt, мы видtли въ преды-

1) Въ этомъ направленiи разработано, таю, называемое, .абсолютное 
дифференцiальиое исчисленiе" (Calcolo diff. assoluto), изобрtтеиное G. ~icci 
(Риччи), проф. Падуанскаrо Университета (Bulletin des sciences math. et astr., 
1892, р. 186). 
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дущемъ параграфt, что Лf равно квадрату отъ ~{, взятой въ на
правленiи наибыстрtйшаго измtненiя f Это направленiе, оче
видно, вависитъ только отъ значенiй функцiй J, а не отъ системы 
осей, выбранной за основу вычисленiй *). Точно также инварiантно 
выраженiе 

д2J д2J д2J 
л2 f = д х2 + д У2 + дz2 • 

называемое дифференцiальнымъ параметромъ 2 го порядка. 

Дtйствительно, взявъ еще разъ производную по наnравленiю (а, {J, r), 
nолучимъ 

д2д' ~ а j (ад f + /J ~_[_ + · · ·) + fJ j___ (а ~_[_ + {J _д f + .. ·) + .... 
u- дх ох ду ду д~· ду 

д2J 
Общее мtсто точекъ, для которыхъ эта вторая производная да2 

равна нулю, бу детъ конусъ второго порядка: 

(22) 
д2/ д2J д2J 

а2 д;t!, +Р2ду2 +. · · + 2 a{J дхdу + · · ·=0 

(а, {J, r равсматриваются, какъ координаты точекъ на конусt, а 
х, у, z, какъ постоянныя). Ясно, что этотъ конусъ не зависитъ отъ 
выбора осей. Поэтому дискриминантъ квадратичной формы (22) 
(относительно а, {J, r), равный оnредtлителю Гессе функцiи J, 
будетъ инварiантомъ, и· тtмъ же сво.йствомъ инварiантности (§ 89) 
пользуются суммы его главныхъ миноровъ nepвaro и второго по

рядка, а въ частности и Л2/ Функцiи, для которыхъ всегда Л.2:f = О, 
(уравненiе Лапласа) называются гармоническими функцiями (см. 
§ 401) и иrраютъ весьма важную роль въ nриложенiяхъ. Гармониче
скою функцiею будетъ, напримtръ, температура тtла, находящагося 
въ термическомъ равновtсiи, потенцiалы внt пространства, вани

маемаrо дtйствующими массами и т. д. **). 

570. Предыдущiя соображенiя бросаютъ новый свtтъ на во
просы ивслtдованiя о maxima и minima функцl.й отъ нtсколькихъ 

nеремtнныхъ. Если проведемъ черевъ точку М прямую и будемъ 
разсматривать только тt значенiя функцiи J, которыя она прини-

*) Легко пепосредственно провt.рить, что 

(д/)2 (д/)2 (дfj2=(дf)2- (д/)2 (д/)2 
дх + ду + дzf дх' f- ду' + д z' ' 

ее.пи .х, у, z связяны съ х', у', z' извt.стными формулами преобразованiя 
прямоугольныхъ координатъ. 

**) Теорlя rармоническихъ функцiй и ихъ при.поженiя подробно раз
виты въ сочивенiи Weber-R.iemaпп, Partielle Differentialgleichungen der 
mathem. Physlk, 5-ое изд. 1911. 
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маетъ въ точкахъ на этой прямой, то ясно, что функцiя f въ 
точкt М - навtрное будетъ maximum или minimum, если въ этоlt 

дf д2/ • дf 
точкt д1:1 О, а дсР не равно О. Такъ какъ уравненiе да= О удо-

влетворяется для безчисленнаго множества направленilt, перnенди

кулярныхъ къ (а0 , {J0 , у0), то мы, видимъ, что черезъ каждую 
точку М въ пространствt можно провести безчисленное 
множество прямыхъ, лежащихъ въ одноlt плоскости, вдоль 

которыхъ функцiя f въ точкt М будетъ maximum или 
minimum; исключенiе могутъ представлять только нtкоторыя пря-

д2/ 
мыя, а именно образующiя конуса (22), на которыхъ и д 112 =0. Все 
это относится къ тому предположенiю, что въ точкt М не равны 
нулю одновременно вс"Б три первыя частныя производныя отъ f по 

х, у, z; въ противномъ случаt : ~ была бы равна нулю по всякому 
направленiю (а, {J, у), и функniя f въ такой точкt М была 
бы maxim11m или minimum вдоль всевозможныхъ прямыхъt 
черезъ нее проходящихъ, за исключенiемъ, можетъ быть, т'kхъ, 
которыя лежатъ на поверхности конуса (22). Если этотъ конусъ 

д2J 
мнимый, то такихъ исключенiй не будетъ, и -д 9 сохраняетъ посто-

11~ 

янный знакъ дпя вdхъ направленiй, такъ какъ эта производная 

функцiя непрерывная, не обращающаяся въ нуль дпя вещественныхъ 
значенilt а, {J, r. Отсюда ясно, почему функцiя f, имtющая въ 
точкt М либо всегда maximum, либо всегда minimum по всякому 
направленiю, дtйствительно будетъ и въ пространствt maximum 
~ли minimum ръ точкt М. Если, наоборотъ, конусъ (22) веще
ственный, то въ М не будетъ ни maximum, ни minimum функцiи f. 
такъ какъ вдоль нtкоторыхъ прямыхъ f будетъ maximum (f;{ < o)t 

а вдоль другихъ minimum (f ;{ > О); конусъ (22) служитъ ;раниuею, 
отдмяющею область однtхъ прямыхъ отъ области другихъ. Въ ча
стномъ случаt гармоническихъ функцiй, дпя которыхъ сумма вторыхъ 

частныхъ производныхъ Л2 f равна нулю, эти производныя не мо
rутъ имtть всt три одинъ и тотъ же знакъ, а потому конусъ (22} 
будетъ вещественный. Отсюда слtдуетъ, что гармоническiя функцiи 
нигдt не имtютъ ни maximum'a, ни minimum'a. 

571. Упраж:ненiя. а) Предложимъ себ1. выразить дифференцiальные 
параметры функцiи /(х, у) оrь Декартовыхъ координатъ точки на плоскости 
въ nолярныхъ координатахъ. Мы нм1.емъ ,t' = r cos В, у = r sin 0, и 

r 
дf дf. 
-cos 0 +-sш 0 
дх ду ' 

1 дf дf. дf 
- ~ = ·- - SIП 0 + --- COS 0. 
r дЭ дх ду 

Сл1.довате.яьно, 

(23) д f д f cos 0 - __!_ д f siп 0 д f = д f sin 0 + __!_ ~ cos В. 
дх дr r д0 ' ду дr r д0 



§ 571 ФУНКЦIИ отъ н1;сколькихъ ПЕРЕМ1iННЫХЪ. 33 

Впрочемъ, послъднiя формулы можно получить прямо (см. § 566), какъ и 

первыя, замътивъ, что изъ равенства r2 и в = arc tg :! , получается 
х 

дr х дв 
дх =,: = cos в, 

дх 

:r = у = sin 0, дв х cos0 
у r ду 

Возвышая въ квадратъ и складывая выраженiя (23), находимъ 

Примъняя теперь формулы (23) къ :{и:~, вмъсrо f, получнмъ 

д (д f cos в _!_ д f sin о) . cos в - __!_ j_ (д f cos 0 
drдr rдв rдОдr 

I дf . в) . в r дО SIП • SIП , 

д (дf . 1 дf ) - 1 д (дf. -·SIП в+- -cosO · sшв + - -SIП 0 + 
дr r д6 r дО дr 

--соsв · cos 9 1 дf ) 
r дв ' 

т. е. 

д2/ 
дх2 

д!:.fсоs20+2(].д/ _ __!_ д2f)s1nвcosO+(·l_?._[-+ _!_д2f\sin20, 
dr2 r2д0 r дrдв r -дr r2д02/ 

д2/ 
dy2 

~_! sin20 
дr2 

Слъдовательно, 

2 ----~-- sш0соsв+ -( 
1 дf 1 д2/) . ( 1 
r2дО r дrд0 r 

1 д2/) 29 
д02 cos , 

д2/ 1дf+1д2f lд(дf) 1д2f 
д,-2+rдr r2д02-rдr"дr+ дО2 

Въ случа1; п перемънныхъ. если f функцiя одного r 
будемъ нмъть 

далъе 

дf 

дх 

Спдовательно, 

(
dj)2 Лf= dr ' 

х df 
r dr' 

д2 f 1 df+ х2 .!1._ (! d1) и т. д. 
дх2 rdr rdr rdr 

..... , 

Послъдняя формула показываетъ. что если хотимъ им11ть гармоническую 

функцiю отъ ОДНОГО У, то должны положить ,-n-l ~: постоянному числу. 
Поэтому, при п=2,/ должно быть вида Clogr+C1, а при п ~ 2, /=C2 r2-"+C3 , 
rдъ С, С1 , С2 , С3 - постоянныя. 

3 
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Ь) Чтобы вычислить о~ред1шитель Гессе Н = :1.:;- (д~~у)2' надо 
еще знать 

д2/ д(дf 1дf.). 
дхду= дr дrCOS0-rд0SlП0 ·S1П0 

+ _!_ ~ (д f cos в - _!_ д f siп е) . cos в . 
rдв дr rдв 

Если положимъ д.JJЯ сокращенiя 

q,=;(:~ ~;:. ~:l)· 1Р~ :2:{ ~д:{в· 
то найдемъ · 

д2J 
дхду = q, siп 2 в -1µ cos 2 е. 

Найденныя въ предыдущемъ упражненiи выраженiя можно также написать 
въ вид1; 

: ~ = { д2J+ q, ~os 2 в+ 1Р siп 2 в, :~ = } д2/- q, cos 2 в -1µ siп 2 в. 
Слi;дова.тельно, Н = t(zfl /"f-(cp2 + 1µ2), или 

:~ :r(i %) 
д ( 1 дf) 
дr r де 

lдf 1 д2/ 
r дr + у2 д 02 

с) Перейдемъ теперь къ разысканiю выраженiй вторыхъ частныхъ 
пронзводныхъ функцiн f(x, у), взятыхъ по х и у въ какнхъ угодно новыхъ 
перемi;нныхъ и и v. Поступая, какъ въ § 565, получнмъ 

(24) :~ = ~ (:::: ;{:·:), :: = ~ (::.:: ::::), 

Затъмъ изъ соотношенiй 

д2/ _ д2J,(дх)2 2 д2/ дхду д2J (ду)2 дfд2х дfд2у 
дu2 -дх2ди + дхдудиди+ду2 ди +дхди2 +дуди2 

д2/ _д2.fдхдх+ д2.f(дхду+дхду) +д2fдуд~v+дf д2х дf д2у 
дидv - дх2дидv дхду дидv дvди ду2дидv дхдидv + дудидv 
·д2/ - д2f(дх)2 2 д2/ дхду + д2/ (ду)2+ дfд2х дfд2у 
дv2 дх2 дv + дхдудvдv ду2 дv дхдv2 + дудv2 

д2/ д2J д2J 
надо будетъ найти дх2, дхду н ду2 · Опредi;лнтель этой системы будетъ 

(§ 27, а) 

1 (::)2 
I дх дх 
I ди дv 

1 (::)2 

2 д х д ~ (д у )2 1 

диди . ди 

дiду дхду дуду I 
ди д v + дv д и ди дv 1 = ,з. 

2дх ду 
дv дv (:t)

2 

1 
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Алrебраическiя дополненiя его элемеитовъ будуть равны rомолоrичнымъ 
элементамъ опредtлитепя 

(:~у 
-2ду~у 

ди дv 

дх ду 
-ь;- а:;; 

дх д_,J:'_+ дх ду 
идv vди 

дхду 

U d 11 

умноженнымъ на l;J *). Отсюда слtдуетъ (на основанiи правила Крамера) 

:;,2i!_L (д У)2 [д2 f (af 1Рх дf д2 У)] 
дх2 дv- iJu'l дх дu2+ ду ди2 

+ (i!)'_)2 [д2 f (д f fP Х + д f_ fP !_)] 
ди дv2 дх д'l,tJ. ду дv2, 

2i!Y ду r д2f (дf {?-,.; дf /Ру)] 
ди дv дидv дх дидv + дудидv и т. д., 

куда вмtсто :~ и ~~ надо подставить выраженiя (24). Но мы быстрtе и 
прямtе придемъ къ цtли, если (какъ въ первомъ упражненiи) примtнимъ 

формулы (24) къ tf и ~ ~ , вмtсто f. Такимъ путемъ получимъ 
1 ду д (1 ду дf 1 ду дf) 
!;Jдvди ~дv ди ~ди дv 

1 ду д (1 ду. дf _ 1 ду. дf) 
~ди v ~дv ди ~ди дv 

или 

Qa~2 !.., _!_ [(i!_:;_)2 f!_L - 2 а У а У ~1_ + (д_!)2 д2 f] 
.,,- ~ дv ди2 дидvдидv ди дv2 

+ 1 [д у д ( l д и) __ д у д ( 1 д у)] д f 
~ дvди ~ дv ди ~дv ди 

+ _!_ lд_,Е !___ ( _!_ ду)- д_~ l_ (_!__ д_~)] дf, 
~ Lдидv \~ ди дvди ~ ди дv 

. и аналогично этому 

д2f l [(дх)2 д2f 2 дхдх д2f (дх)2 д2fJ 
д у2 !;rl д v д и2 д и д v д и dv + д и д v2 

l [дх д (l дх) дх д (1 дх)] дf + ~ дvди ~ дv идv ~ дv ди 
+ 1 rд~ д (-!__ дх) дх д ( l дх)] дf 

д и v ~ д и д v д и 1f д и дv . 

*) Т. е. имtющимъ тt же указатели строкъ и столбцов'Ь, такъ ч10 

алгебраическое дополнеиiе элемента (::)2 равно (:~)\1 и т. д. 
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d) Теперь мы им-tемъ возможность выразить первый и второ11 диф
ференцiальные параметры f въ новыхъ перем-tнныхъ и и v. Въ эти выра
женiя воЯдутъ, какъ мы увидимъ, функцiи 

а- - + - , Ь- - + - с _ (д х)2 (д у)2 _ (д х)2 (д у)2 
ди ди дv дv ' 

дхдх дуду 

д и дv + дtt дv. 
которыя являются въ преобразованiи ds2 dx2 + d"',2 къ виду 

(25) ds2 = adu2 + 2 cdudv + bdv2. 

Сперва, путемъ возвышенiя въ в:вадратъ н сложенiя, изъ формулJ. (24) 
получимъ 

дf = ~ [ь (~l)2 
2 с ~f ~[+а (:!L)2

]. 
t;J2 д U ди д V д V 

Дал-tе изъ послi;днихъ форму лъ предыдущаго упражненiя получается nутемъ 
сложенiя 

или 

2с 

д .f_)дf + 
v ;J д и 

+а д2f) 
(j v2 

д с) дf] 
диУ дv 

с дf)+ д (а дf _ с дf)]: 
дv дv t;Jov ;JotJ 

это весьма важная формула Лямэ (Lame). Къ этой формул-!; можно придти 
также, спi;дуя пути, указанному въ § 566. Тотчасъ наЯдемъ 

д2 = д2f Llи 2 !121_ (ди дv ди дv) д2f дv дf LJ2u дf LJ2v 
f ди2 + дидv дхох+оуду +дv2 +аи +дv · 

Съ другой стороны, всп-tдствiе соотношенiй 

дх ди дх пv 

д ll д х + д v д х • 

ди + ду дv' 
идх дv х 

о дхди дх дv 
диду+дvду' 

1-дуди +-дzдv 
-;гиду. дv-ду' 

будемъ имi;ть 

откуда 

ди 

дх 

1 ду дv 

дv' 

Ли 
ь 

Jj2. 

1 ду 
дti' 

дидv дидv с --+--=--·· 
дхдх дуду ~ 

Д'l,'=!!_, 
;J2 

и т. д. Если ностроимъ кривыя и и v (§ 413), то значенiя а, Ь, с въ каждой 
точк1; получатся прямо изъ геометрическихъ соображенiй. Д-tйствительно, 

иэъ (25) видно. что -Va · dи и УЬ· dv изображаютъ ds соотв1»тственно для 
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кривыхъ v = const. и tl = const. *). Если а и fJ обозначаютъ углы этихъ 
кривыхъ въ точкt. М съ осью х-овъ, то 

cos а = ····!:_ д Х: , sin а = 
1 ~~ , cos /'l = -

1- .. д х , sin ,8 = _l _ д У , -Va д и ra д и -vь д v -vь- о v 

а уголъ ro между кривыми опред'h.ляется формулою 

с cos ro = cos(B- а) -- , 
Jfab 

а такъ какъ очевидно, ~ = а Ь с2, то можно также написать sin ro = у~ Ь • 
Напримi>ръ, полагая въ случаi, nолярныхъ координатъ и r, v= 9, прямо 
изъ чертежа видно, что а= 1, Ь r2, i; = О и формула Лямэ сейчасъ же сво
дится къ выраженiю, данному въ nервомъ уnражненiи. Вообще для всякой 
ортогональной системы кривыхъ (т. е., когда с= О) формула Лямэ прини
маетъ слi>дующiй, чрезвычайно простой видъ 

Неявныя функцiи. 

572. Если въ уравненiи /(х, у)= О мы будемъ разсматривать 
'V, какъ функцiю отъ х, то правило разысканiя производной слож

ной функцiи тотчасъ дастъ уравненiе 

(26)_ :~ -1-у':~ о, 
изъ котораго при :~ z О и находимъ значенiе у'. Но, поступая 
такимъ образомъ, мы молча предполагаемъ, что производная у' 
существуетъ, между тъмъ какъ мы еще не имъемъ основанiя 

а priori утверждать ни того, что у' существуетъ, ни даже того, что 
вообще можно разсматривать у, какъ функцiю отъ х. Однако (при 
извъстныхъ условiяхъ}, эти утвержденiя допустимы. Положимъ, въ 
самомъ дълъ, что (х0 , у0 ) есть нi;которая пара значенiй х и у, 

удовлетворяющихъ уравненiю f(x, у) О, и примемъ, что fl и/; 
будутъ непрерывны, когда х измi;няется въ интервал-!; (х., - h, 
Хо+ h), а у въ интервалh (у0 - k, у0 + k). Кромi; того, предпо
ложимъ, что h и k достаточно малы JUJЯ того, чтобы /; сохраняла 
знак:ъ числа f; (х0 , у0) ~ О, въ указанныхъ интервалахъ. Такое 
предположенiе возможно вслъдствiе непрерывности /;. Далtе ясно, 
что въ силу нашихъ предположенiй отношенiе /; къ J; не можетъ 
быть какъ угодно мало по абсолютной величин-!; и потому суще

ствуетъ такое положительное число а, для котораrо I r; 1 > а l.t: 1, 

"} ds есть дифференцiалъ дуги кривой (см. § 582). 
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когда х и у остаются въ разсматриваемыхъ инrервалахъ. Если h, 
которое можно взять сколь угодно малымъ, будетъ меньше ka, то 
будемъ имtть 

Отсюда слtдуетъ, что въ равенствt 

/(хо+ G', Уо ± k) G'/;(Xo + О;, Уо ± Ok) ± kf;(xo + Ц, Уо ± Bk), 

(О < О < 1) которое даетъ формула Тэйлора въ силу равенства 
/(х0, у0) = О, дЛя всякаrо значенiя s, лежащаrо между - h и + h, 
первый членъ правой части будетъ меньше второго по абсолютной 
величинt. Поэтому знакъ числа j (х0 + s, у0 ± k) будетъ совпадать 
со зн:шомъ числа ± k/;(x0 + О s, у0 ± Ok), а такъ какъ fи сохра
няетъ постоянный знакъ, то приходимъ къ слtдующему заключенiю: 

' . 

Рис. 28. 

h 

при фиксированномъ 5, /(х0 + s,y) 
есть фу.нкцiя одного у, имtющая 

разные знаки при у = у0 - k и 
у= Уо + k. Но эта функцlя не
прерывна, потому что имtетъ 

производную /;. Слtдовательно 
(§ 275), она обращается въ нуль 
для нtкотораrо значенiя у '1J, 
лежашаrо въ интервалt (у0 - k, 
Уо + k); при томъ она не можетъ 
обратиться въ нуль болtе одного 
раза въ этомъ интервалt, потому 
что производная /; сохраняетъ въ 
немъ знакъ и, слtдовательно, 

/(х0 + s, у) либо постоянно убы
ваетъ, либо постоянно возрастаетъ. Итакъ, справедЛиво, что, выбравъ 
по произволу значенiе х = х0 + s ( - h ~ s h ). мы найдемъ одно 
и только одно такое значенiе у = у0 + '1J ( -1г < '1J < k), что дЛЯ этой 
пары значенНI будемъ имtть /(х, у)= О. Слtдовательно, въ ука
занныхъ rраницахъ данное уравненiе, дtйствительно, опредtляетъ у, 

какъ функцiю отъ х. Функцiя эта притомъ непрерывна, потому что, 

если въ уравненiи /(х0 + s, у0 + '1}) = О, т. е. въ уравненiи 

sf;(xo+ 0;, Уо+ 071) + 'ТJ/;(хо + BG', Уо+ В'ТJ) 0 

s будетъ стремиться къ нулю, то и '1J будетъ стремиться къ нулю, 
потому что fи ~ О. Наконецъ, эта функцiя имtетъ производную, 
потому что съ приближенiемъ къ нулю, имъемъ 

lim 
/~(хо, Уо) 

--,-···-· 
/11 (хо, Уо) 

Такимъ образомъ, исходя изъ точки .(х0 , у0), мы нашли безчисленное 
множество точекъ, координаты которыхъ удовлетворяютъ уравненiю 
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j (х, у)= О, лежащихъ въ прямоуrольникt, опредtляемомъ вершинами 
(х0 ± h, у0 + k), и всt эти точки находятся въ тtхъ же условiяхъ, 
какъ и точка (х0 , у0). Послtднее вышеприведенное заключенiе по
этому приложимо ко всtмъ этимъ точкамъ, и формула (26) доказана. 
Замtтимъ наконецъ, что въ силу непрерывности /'., и /; и условiя 
J; z О, функцiя у' также непрерывна. 

573. Можно высказать и болtе общiй результатъ. Если со-
отношенiе 
(27) f(x, у, z, ... , и) О 

удовлетворяется значенiями х0 , у0 , z0 , ••• , и0 перемtнныхъ, и въ 
окрестности этихъ значенiй первыя частныя производныя функцiи .f 
существуютъ и непрерывны и, кромt того, для этихъ значенiй 

J; "'2: О, то можно утверждать, что и есть функцiя отъ перемtн
ныхъ х, )', z, ... , имtющая непрерывныя первыя частныя произ

водныя. Онъ получаются, если возьмемъ частныя производныя отъ 

функцiи /(х, J', z, ... , и), разсматривая и, какъ функцiю отъ 
х, у, z, ... , и приравняемъ ихъ нулю*). 

дf дf ди 
-- +-·--=0 
дх ·дидх ' 

дf +д_L_дit 
ду ди ду 

Доказательство ведется точно такъ же, какъ въ разсмотрънномъ 

выше частномъ случаt. 

57 4. Дальнъйшiя дифференцированiя дадутъ послtдовательныя 
производныя функцiи у. Напримtръ, въ случаt уравненiя f(x,y)= О, 

дf дf . 
надо продифференцировать -д - d х + -д · d у О, чтобы получить у" . 

• 1: у 

А именно-мы получимъ 

?..2{dх2+2-д2.( dxdy+д2f.dy2+дfd2y=O 
дх2 dxoy ду2 ду ' 

откуда, послъ подстановки значенiя у', взятаrо изъ (26), тотчасъ 
найдем:ь 

-у" (:~у д2f (дf)2- 2 д2/_ дf дf + д2f (дf)2 

ох2 оу дхдудхду ду2 дх 

или 

о 
дf дf 

1 дх ду 

у"= (1'\3 дf. д2f д2f 1 

с-) . дх д-х2 дхду и т.д. 

dy ; 

lдf о2/ д2f 

ду дудх ду2 

") Говоря короче, дифференцируя уравненiе (27). 
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Рtшимъ еще вопросъ о вычисленiи частныхъ проиаводныхъ р, q, 
r, s, t функцiи z, неявно 011редtляемой уравненiемъ /(х,у, z) = О. 
Первыя двt найдутся изъ уравненiй 

(28) 
д/ 

ох+ ozp о. 

получаемыхъ изъ уравненiя / О, если воаьмемъ частныя проиа
водныя отъ обtихъ частей равенства по х и по у. Дифференцируя 
по х первое и по у второе уравненiе, получимъ 

д2/ 2 д2/ 
оу+ дудzq+ 

О, 

q2+дf t о 
дz ' 

откуда для r и t получаются (послt подстановки вмtсто р и q 
ихъ значен1й) слtдующiя выраженiя 

1 

о 
д/ д/ 

1 о 
д/ д/ 

дх дz д )' дz 

1 1 

r = r:~)3 д/ д2/ д2/ t 

(;~)3 
д/ д2/ д2/ 

дх дх2 дхдz ду ду2 дудz 

д/ д2/ д2/ 
1 

д2/ д2/ 

дz дzд-х дz2 1 z дzду дz2 

Если продифференцируемъ по у первое или по х второе иаъ уравне
нiй {28), ТО ПОЛУЧИМЪ 

о 
д/ д/ 
дх дz 

1 
д/ д2/ д2/ s 

(~~( ду дудх дудz 

дj д2/ 
дz дz2 

Замtтимъ, что вышенаписанные три опредtлителя получаются иаъ 
опредtлителя 

о 
дf дf 

дх ду 

дf д2J д2j д2J 
дх дх2 dхду дхдz 

D 
дj д2/ д2/ д2f 
ду дудх ду2 дудz 

дf д2J 

дz дzдх 
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д2/ д2 / d 2/ 
если воаьмемъ алrебраическiя дополненiя элементовъ д У2 , - д х д У , d х2 
посл1щняrо. Отсюда, no извъстному свойству опредtлителей (§ 38), 
сл1щуетъ 

rt 

575. Можно доказать еще болtе общiй реаультатъ, а именно: 
если даны т уравненiй 

/(х, у, z, .. . , и, v, w, ... ) = О, 
р(х, у, z, ... , и, v, w, ... ) = О, 

(29) v,(x, у, z, ... , и, v, w, .. ) О, 

которымъ удовлетворяютъ аначенiя х х0 , у= у0 , ••• , и =U0 , 

V=v0, ... , то можно раасматривать т перt:мtнныхъ и, v, w, ... , 
какъ функцiи отъ п перемtнныхъ :,: , у, z, . . . и эти функцiи 
имtютъ первыя частныя nроиаводныя no всtмъ перемtннымъ. При 

этомъ, однако, предполагается, что первыя частныя произ

водныя функцiй /, (J), 'ljJ, ••• непрерывны и, кромt того, 
что для разсматриваемыхъ значенiй nеремtнныхъ Якобiанъ 

3 = i!_([~Ч~,~~ 
д(и, v, w, .. . ) 

не равенъ нулю. При т = 1, мы имtемъ уже извtстную намъ 

теорему § 573. Чтобы докааать общую теорему, достаточно пока
зать, что она будетъ справедлива для т уравненiй, если допустимъ 
ея справедливость для т 1 уравненiй. Такъ какъ предполагается, 
что въ точкt (х0 , у0 , ••• , и0 , v0 , ••• ) 3 О, то можно быть 
увtреннымъ, что, по крайней мtpt, одна изъ производныхъ 

:~ , iv , :; , · · · въ этой точкt не равна О. Положимъ, что 
:i '2 О. Тогда, принимая во вниманiе наши предположенiя и тео
рему § 573 *), мы можемъ утверждать, что и есть функцiя отъ 
nеремtнныхъ х, у, z, ... , v, w, ... , имtющая непрерывныя пер
выя частныя проиаводныя. Если представимъ себt, что это выра
женiе и подставлено въ остальныя уравненiя системы (29), то 
nо.11учимъ новую систему 

(30) 1 
,:Р1 (х, у, Z, • • , V, W, ••• ) = 0, 

~1 (:, )': z,. · · .", ~· ~' • .· .) . ~· 

*) Примtняя ее, мы разсматриваеыъ первое изъ уравненiй (29). 
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Система (30) состоитъ изъ т-1 уравненifl, связывающихъ т-1 
перемtнныхъ v, w, ... съ п остальными. Первыя частныя произ
водныя функцiи р1 , "Pi, ... существуютъ и непрерывны, потому что 

(что вытекаетъ изъ самаго происхожденiя функцifl Pi, 'lj11 , ••• ). 

Мы сеflчасъ покажемъ, что Якобiанъ системы р1 , "Pi, ... относи
тельно V, w, ... 

:!J1 = ~(1Р1,1Р~ 
д(v, W, ... ) 

не равенъ нулю. А тогда система (30), по предположенiю, опредi;
ляетъ v, w, . . . какъ функцiи отъ х, у, z, ... , и эти функцiи 
имi;ютъ первыя частныя производныя. Но то же самое можно ска
зать и объ и, если представимъ себt, что въ его выраженiе, полу
ченное изъ перваго уравненiя системы (29), подставлены выраженiя 
v, w, ... изъ системы (30). Такимъ образомъ и получается система 
функцifl и, v, ш, ... , принимаюшихъ значенiя u0 , v0 , w0 , ••• при 

х=х0 , у=у0 , ••• и имi;ющихъ въ окрестности послtднихъ значенifl 

первыя частныя производныя. Все дi;ло сводится, слi;довательно, къ 

тому, чтобы доказать, что :!J1 2 О. Для этого представимъ себt, 
что въ опредмителi; :!J элементы перваго столбца по умноженiи 

ихъ на t прибавлены къ элементамъ второго столбца, затi;мъ 
... . ди б 

т ь же элементы, по умножен1и на дw , при авлены къ элементамъ 

третьяго столбца и Т; д. Тогда эJ1ементы новаго опредi;лителя будутъ 

дf дf дf ди 
аи' д~, +· ди·ст~; = 

0 • 

?д', д (f) t дtр i!__"'!_ д IP1 
д lt дv д и д v д v 

д___v,. ~~'+дуди= i!__"EJ 
dtl дv ди дv дv 

дf дf ди 
дw+дидw=О,··· 

дtр дtрди дtр1 
дw+ дидw aw' 
дv, д'lj) д и д1J!1 
дw+ ди дw- дw' 

и мы находимъ :!J :!J <!!. Такъ какъ ~! величина конечная, а :!J \ ди • ди 

не равно нулю, то и :!J 1 не равно нулю. 

576. Доказавъ существованiе первыхъ частныхъ производныхъ 
отъ функцifl, опредмяемыхъ системою (29), мы можемъ теперь 
весьма легко вычислить эти производныя. Для этого нужно только 
дифференцировать по каждоfl изъ независимыхъ перемtнныхъ каж
дое изъ уравненШ системы (29). Такъ, напримtръ, взявъ производ-
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ныя по х, получимъ слt.дующую систему линеАныхъ уравненiА 
ди дv дw 

относительно д .х , дх , -дх- , · • • · 

дf +дf ди+дfдv +дfдw+···=О 
д.х ди х дv .х дwдх ' 

дq; дtрди дtрдv дq;дw 
-+··············-+---+--+···-О дх ди дх дvдх дwдх - • 

д 1/) + д '1/J д и ~'Р.. д v д '1/J д w ... - о 
дх дudx+dvox+дwдx+ - ' 

опредt.литель которой 31 не равенъ нулю. Отсюда, по правилу 
Кра:мера, получимъ 

ди 

дх 

дv lд(J,tp; ... ) 
= - ~ d (11, х~ ..... ) ' • " · • 

577. Упражненiя. а) Вычислить уrолъ между двумя плоскими кри
выми q; = О, '1/J = О, переdкающимися въ точк'h (х, у). По формулt (26) 
угловые коэффнцiенты касательныхъ къ этимъ кривымъ опред1,ляются 
формулами 

откуда 

sin (t 

sin ,8 

tga 

1 дq; 

-Y,iiдx' 

1 д!j) 

'IJJдx' 

l дq; 
cos а= У др ду , 

1 д'IJ) 
cos f1 = --- -········· ' 

У.11/) dy 

СJ1tдовате.11ьно (см. § 571, d), 

sin (,) sin (fJ 
1 д(tp,1j!) 

а)= ...... - ................... . 
YL1q;·.a'lj)д(x,y) 

Замtтимъ, что касанiе этнхъ кривыхъ (ro = О) характеризуется тtмъ, что 
Якобiанъ системы функцiй р и 'IJJ обращается въ нуль. 

Ь) ECJiи плоская кривая задана уравненiемъ 

f (х, у, tt, v, ... ) = О, 

rдi; и, v, ... опред'tляются, какъ неявныя функцiи отъ координатъ х и у, 
1t уравненiями 

tp(x,y, 11, v, ... )=О, '!р(х,у, и, v, ... ) О, ... 

и требуется построить къ этой кривой касательную въ данной точкt, то 
иtтъ надобности исключать и, v, w, . . . изъ r1 + 1 данвыхъ уравненiй, съ 
тtмъ. чтобы получить уравиеиiе между одними ."< и у. Можно разсматрнвать 
_у, и, v, w, . . . какъ иеявиыя фуикцiи отъ .х, опредi1J1яемыя данными урав-



44 VI, 1. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНIЕ. § 577 

ненiями, взять производныя по х, и изъ полученной системы линейныхъ 
. dy du dv 

уравнеюй (относительно dx' dx' dx' .. ·) исключить производныя функ-
цiй и, v, w, . . . . Одно изъ важн1;йшихъ преимуществъ дифференцiальнаrо 
исчисленiя и состоитъ въ томъ, что оно позволяетъ изб1;rать практически 
невыполнимыхъ исключенiй (неизв1;стныхъ изъ системы не линейных:ъ и 
сложныхъ уравненiй). Оно всегда при помощи дифференцированiя приво
дитъ къ систем1; линейныхъ уравненiй, которыя всегда можно р1;шить. 
Такъ, въ разсматриваемомъ случа1; получается формула 

dy 
dx= -

д (f, (J), '!Jl, ••• ) 
д(х, и, v, ... ) 
д (!, rp. '!Jl, ••• ) 
.д (у, и, v, ... ) 

представляющая, очевидно, обобщенiе форму,1ы (26); 

с) Подобнымъ же образомъ, положимъ, что нtкоторая поверхность 
задана двумя урщшенiями съ четырьмя перем1;нными. Тоrда можно пред
ставить себ1;, что соотношенiе между тремя координатами х, у. z получается, 
какъ результатъ исключенiя и изъ уравненiй 

(J) (х, у, z, и)= О, '!J) (х, у, z, и) = О. 

Положимъ, что требуется вычислить р, q, 1-, s, t, т. е. первыя и вторыя част
ныя производныя отъ z, разсматриваемой, какъ функцiя двухъ независимыхъ 
перем1;нныхъ х и у. Взявъ производныя отъ данныхъ уравненiй одинъ разъ 
по х, другой разъ по у, получаемъ системы 

д_rр_ + д (J) д z д (J) д и = о 
дх дzдх+дидх 
д'!J) + д'!J) дz + д'!J) ди - о. 
дх dzдx дидх-

изъ которыхъ черезъ исключенiе производныхъ отъ и, находимъ 

д ((J). '!Jl) 
д (х, и) 

р = - д(-,,;:-1Р) • 
д (z, и) 

д ((J), '!р) 

d (у, и) 
q=---~--

д ((J), '!Jl) 
d (z, и) 

Друriя три производныя можно найти или непосредственно вычисляя произ
подныя отъ р и q помощью полученныхъ ихъ выраженiй, или съ помощью 
р1;шенiй линейныхъ уравненiil, получаемыхъ черезъ дифференцированiе 
уравненiй вышеприведенныхъ двухъ системъ. Въ частности, если поверх
ность задана уравненiемъ z = /(х, у, и) rд1; и опредыяется, какъ неявная 
~ункцiя отъ х и у уравненiемъ q; (х, у, и) = О. то тотчасъ находимъ 

д/ д/д~~ дq;+д(J)?!~-0 
Р=-;э----;;+д-и11х' дх дидх- • 

сл1щовательно, 

д(J) д/ дq; д/ д(J) 

д/ д/ дх dхди дидх 
р = дх - ди дер = д q; 

д ll ди 
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Отсюда слtдуетъ 

др 
r= дх 
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ди д2и 
rдt вмtсто дх и д.-,:2 надо подставить ихъ выраженiя, получаемыя изъ 

уравненiй 

о д2р + 2 д2q; д и+ д2р (ди)2 .. др д2и 
' д х2 дхди дх ди2 дх -+ ди дх2 о и т. д. 

578. Когда даны т функцiй у1 , у2 , ••• , Ут отъ п незави
симыхъ nеремtнныхъ х1 , х 2 , ••• , х,., то весьма важно бываетъ 
установить, что эти функцiи независимы, т. е., что ни одна изъ 

нихъ не будетъ функцiей друrихъ. Для этого достаточно изслtдо
вать Якобiеву матриссу системы, т. е. матриссу 

1 ду1 ду1 ду1 дуl 1 

дх1 дх2 дх3 · · · дх" 
1 

ду2 ду2 ду2 ... д .У11 
j , дх1 дх2 дхз дх" 

1 

дут дут дут дут 
1 

дх1 дх2 дх3 ... дх,. 1 

элементы которой предполагаются непрерывными функцiями. Если 
µ есть рангъ этой матриссы, то данная система заклю

чаетъ въ себt µ независимыхъ функцiй, а остальныя т-µ 
будутъ функцiями отъ этихъ µ. Эту важную теорему мы 
теперь и докажемъ 

а) Можно предположить, что Якобiанъ 

gj=д(y1,Y2, ... ,уµ) 
d (х1, Х2, ••• , Хµ) 

не равенъ нулю, потому что, по условiю, Якобiева матрисса содер
житъ въ себt, по крайней мtpt, одинъ оnредtлитель порядка µ, 
не равный нулю. Представивъ себt, что тt именно µ функцiй у 
и независимыхъ перемtнныхъ х, которыя входятъ въ этотъ опредt
литель, нумерованы указателями 1, 2, ... , µ, мы и придемъ къ 
тому, что gJ есть одинъ изъ опредtлителей, не равныхъ нулю. 
Пусть выраженiя данныхъ функцШ будетъ 

Y1=fi(x1, Xz, · · ., х,.),У2=Л(х1, Х2, • • ·, х..). · · ·· 

Положимъ 

и разсмотримъ систему 

(31) 
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На основанiи сказаннаrо въ § 575, эта система способна опредt
лить перемiшныя 

(32) Х1' Ха, ... ' Хµ, у µ+1• у µ+2• ...• Ут• 

какъ неявныя функцiи остальныхъ 

(33) У1, Уа, ... ' Уµ, хµ+1• х,<-1-2• ••. , х,., 
такъ какъ для этого нужно только, чтобы функцiональный опре
дtлитель 

д(р1, Ра, · · ·• q:,µ, lf,_.+i, IP,_.+2, · • • • (J)т> 
д (х1, Х2, • • ·, хµ, У,_.+1• Уµ+2• · · ·, Ут) 

не былъ равенъ нулю, а это такъ и будетъ, потому что 

д,:рi д/;, д,:р, др, 
- - - , -- - - 1 - О 
дхj - дхi ду, - ' дуi 

и разсматриваемый опредtлитель приводится къ ( - 1 )"'-µ 81. Поэтому, 
если Ь1 , Ь2 , ••• , Ьт будутъ значенiя функцiй у1 , у2 , ••• , у,,. въ 
точкt ta1 , а,, ... , а.,), въ окрестности которой мы допускаемъ 
существованiе и непрерывность первыхъ частныхъ производныхъ 

функцiй /i, h, ... , /,,., то система (31) опредtляетъ велич1tны (32), 
какъ неявныя функцiи оть остальныхъ перемtнныхъ въ окрестности 

точки (Ь" Ь2 , ••• , Ьµ, аµ+1 , аµ+з, ... , а.,). Другими словами, 
ка;кдой системt значенiй, по произволу выбранныхъ для чиселъ (33), 
лишь бы эти значенiя находились въ извi;стно!t близости къ точкi; 
(/!i, Ь2, ••• , Ьµ, а,,+-1, а,_.+2, ••• , а.,), мы получимъ вполнt опредtленныя 
значенiя для чиселъ (32). Слtдовательно, если представимъ себt, что 
11ервымъ µ изъ перемtнныхъ х даны именно эти только что упомяну. 
тыя значенiя, а остальнымъ п-µ данныя имъ первоначально значенiя, 

то у1 , у2 , ••• , уµ примутъ назначенныя имъ значенiя, которыя можно 

выбрать по произволу въ извtстныхъ rраницахъ. Итакъ, первыя µ 
функцiй у дtйствительно независимы одна отъ другой. 

Ь) Остается еще показать, что остальныя т - µ (5удутъ 
функцiями первыхъ µ. Изъ предыдущаrо видно только, что каждая 
изъ нихъ есть функцiя отъ УР у2 , ••• , уµ и Х,_.+1 , хµ--1-2, ••• , х,.. 
Слiщовательно, достаточно показать, что если i и j больше µ, то 
функцiи у; не зависятъ отъ х •. Но, взявъ производныя по х; отъ ура
вненiй (31), продолжая при этомъ разсматривать величины (32), 
какъ функцiи отъ величины (33), получимъ 

дfi дх1 дfi дх2 д/1 дхµ дfi -- + -- + ... + --- --+ ·- = о, 
~д~ д~ ~ д~д~ д~ 

д/2 дх1 д/2 дх2 д/2 дхµ дh -- --- +- -+ ... +--- -+-- О, 
дх1 д.1;i дх2 дх; дхµ дхi дх. 
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откуда, искпючая пронзводныя отъ х1 , х2 , ••• , Хµ по Xi, находимъ 

дf1 дfi дf1 д/1 
д.Х1 д Х2 дхµ, дх; 

д/µ дf,, ... дfµ д/µ =0, 
дх1 dXg дхµ д .Х; 

д lj_ ~fj ... дfj дfj дуj 

о.х1 дх2 дхµ дх; дх; 

ду- ду 
т. е. .1 д ' = О, и наконецъ, __!_=О (что и показываетъ, что у1 Х; дх; 

не зависитъ отъ Xi, при i и j > µ) *). 

579. Сл1.дствiе. Необходимое и достаточное условiе 
для того, чтобы п функцiй и, v, w, ... отъ п перемtнныхъ 
х, у, z, . . . были независимы между собою, состоитъ въ 
томъ, чтобы 

д (и, v, w, ... ) 
д (.х, у, z, ... ) 

о. 

Здtсь также предполагается, что разсматриваемыя функцiи имtютъ 
непрерывныя первыя частныя производныя. 

[Примt.чанiе. Относительно теоремъ §§ 578--579 надо за
мtтить слtдующее (ер. G. К.owalewsky, ,,Einfiihrung in die Determi
nantentheorie", § 127). Ранrъ матриссы Якоби (§ 578) можетъ имъть 
различныя значенiя въ различныхъ точкахъ разсматриваемой области. 
Напримtръ, Якобiева матрисса функцiй .х'.2, х22 , ••• , х"2 имtетъ 
ранrъ п, когда всt х; отличны отъ нуля, и ранrъ п р, когда р 

изъ нихъ равны нулю. Точку, въ окрестности которой ранrъ 
матрнссы Якоби не постояненъ ( сколь бы малоА ни сдtлать эту 
окрестность), назовемъ особенной. Теорема §§ 578-579 не 
имtетъ мtста въ окрестности особенныхъ точекъ. Такъ, напримъръ, 
функцiя х12 и х 2 , очевидно, независимы въ окрестности точки 
х1 = О, х2 = О, а функцiональный опредtлитель 

Oj 
1 ' 

1 

равенъ нулю въ этой точкt и во всtхъ точкахъ, для которыхъ х1 = О. 
ТО"lки эти особенныя, потому что въ нихъ ранrъ матриссы Якоби 
равенъ 1, а въ окрестности ихъ, гдt х1 отлично отъ нуля, ранrъ 
равенъ 2.] 

*) Другой опредt.литель изъ тtхъ двухъ, на которые разлагается 
предыдущiй, будеn. равенъ нулю, потому что ero порядокъ µ, + 1 больше 
'ранга матриссы. 
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580. Укажемъ въ заключенiе еще одно замtчательное свойство 
функцiональныхъ опредtлителей, которое можно разсматривать, какъ 

обобщенiе правила разысканiя производной функцiи отъ функцiи. 
Положимъ, что перемtнныя yj выражаются функцiями отъ перемtн
ныхъ х, черезъ посредство друrихъ функцiА и1 , и2 , ••• , и,.. Такъ 

какъ по правилу днфференцированiя функцiи отъ _функцiА 

то теорема объ умноженiи опредtлителеА тотчасъ показываетъ, что 

произведенiе опредtлителеn 

д (У1, У2• · • · • Ун) 
д(и1,~····,и,.)' 

будетъ равно функцiональному опредtлителю функцiА у; по отно

шенiю къ перемiшнымъ х,, т. е. 

{34) 
д(у1, Уз,··., у,.) д(и1, "2· ··.,и.,) 
д (и1 , и2 ,---;-:- ., и,,) д (х1 , х2 , ••• , х,.) 

Въ частности, имtемъ 

(35) д(х1 , х2 , .. . , х,,). д(У1, У2, · _::_2'_,J -1 *) 
д(у1,У2, ··-,У,) д(х1, Х2, · · ·• х,.) · 

581. Упра:жненiя. а) Формула (34) заключаетъ въ себ'h, другую, вы
веденную нами раньше. Есди хотимъ, наприм'hръ, ввести новыя перем'hнныя 
въ функцiю /, то можемъ написать 

д (f. у, z . ... ) д (/, у. z . ... ) д (х, у. z, ... ) 
д(и, v, w, .. . ) = д(х, у, z, ... ) д(и, v, w, .. . ) ' 

а такъ какъ первый множитель въ правой части, очевидНо, приводится къ 

д/, то будемъ им'hть снова формулу (20) 
ах 

д(f, у, z, .. . ) 
д/ d(u,v:-W:-:-:-J 
дх д (х, у. z . ... ) 

д (и, ·v, w, .. :) 

Аналогично этому nодучимъ 

д (f. q;) 
д(х~у> 

д(/, q;, Z, . • ·) 

д (/, q;, Z, ... ) d (и, v, W • ... ) 

дtх, .У, z, ~:) = д (х .,,,,__ z • ... ) 
д \tt, v, w, ... ) 

*) Посд'hдняя формула есть обобщенiе правила разысканiя производ
ной обратной функцiи. 
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и, въ частности, 

(36) 
д (и, v) 
d (х,у) 
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д (z, ... ) 
д(w . ... ) 

'( ·~ и т. д. 
(J ,С\:", у, z, ... ) 
д (и, 7,,, w, . -.l 

Ь) Чтобы показать пользу этихъ форму 1ъ, ограничимся случаемъ 
трехъ перемiшныхъ х, .У, z, заданныхъ въ видi; явныхъ функцiй отъ 
и, v, w, и вычислимъ производныя отъ и, v, w но .х, у, z, не выводя 
предварительно явныхъ выраженiй и, v, w черезъ х, .У, z. Мы пред
положимъ, что какъ х, у, z, такъ и и, v, ш независимыя перемilнвыя, т. е. 

~(x,z~""o 
д(и, v, w) · 

Формула (20) тотчасъ дастъ 

(37) ди = 1 ~~· z). 
дх д(v, ш) 

1 д (z, х) дv 1 д (у, z) 
<i(v, ш) ' ... ' дх=11 д («•, и) ' 

.... j 

и задача рi,шева. Замi,тимъ, что нътъ надобности знать эти производныя, 
чтобы вычислить функцiональный опред1,литель системы и, v, и• относительно 
.i-, у, z. такъ же какъ и ero миноры второго порядка, потому что въ силу 
формулъ (35) и (36) или формулы (37) будемъ имъть 

д(и, v, ш) l 
д (х, у, z) = .] ' 

д (v, w) 
д(у, Z) 

1 дх 
~ ;,-;· 

д(v, w) 
д(z,··;,т 

Если требуется вычислить дифференцiалы функцiй и, 1J, w, то можно 
сперва написать полные дифферевцiалы отъ х. у, z. Затъмъ формулы 

(38) 

дадутъ значенiя 

d.i-
дх дх дх 
-du+-di,+··········· dw 
ди дv дw ' 

dy = ду du + ~Zdv+ ду_ dш 
дtt дv дw , 

дz дz дz 
-dи+--dv+-dw 
ди д'/! дw 

du --1.. [д(у, z) dx + д (z, х) d + д~_у) dz] 
·:1 д(v, w} д(v, w) У д (v, w) и т. д. 

Изъ нихъ снова получаются формулы (37). 

с) Въ Н"Бкоторыхъ приложенiяхъ прнмi,няютъ формулу (38) для вы
чнсленiя суммы dx2 + dy2 + dz2, которая тотчасъ и преобразуется въ 
выраженiе 

adu2+bdv2 + cdw2+2fdvdw+ 2gdwdu+ 2hdudv, 

4 
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rдt. для сокращенiя положеuо 

Важно замътить, что когда извъстны шесть функцiй а, Ь, с, /, g, h, то и 
функцiональный опредмитель gJ будеть извt.стенъ, а именно: 

(3\J) 
а h g I 
h ь f . 
g I с I 

Подобнымъ же образомъ найдемъ и суммы 

''(дv)2, . . . . '\'~v дw, 
..::. дх ..::. дх дх 

значенiя которыхъ равны соотвътственно минорамъ Ьс /2, с а - g2, 
gh - а/, ... , раздъ.,уеннымъ на gJ2 **). Особенно замtчателенъ тоть случай, 
когда f, g, h тождественно равны нулю. Тогда на основанiи послъднихъ замъ-

1 
чанiй получимъ Ли и т. д., и, кромt. того, можно доказать. что 

а 

д gJ 

а 

l д 2 r12v = ---• i1.2zt, .. 2 дv Ь 

Отсюда слъдуетъ I см. § 57 1, d), что, примъняя операцiю л2 къ любой функ
цiи, можно написать 

или 

<40> d&= vlьc [}и(Vь: · }и)+ :v (}Л; · i;) + д~(Vа; · д:,)j · 
Это формула Лямэ для пространства. 

d) Если х, у, z зависятъ еще отъ одUой перемънной t, независящей 
оть и, v, w, то опредt.лнтель :;J будетъ вообще зависt.ть отъ t, и можетъ 
встр-J;титься надобность вычислить производную gJ1, взятую по t. Обозначая 

*) Какъ здt.сь, такъ и во всемъ дальн-J;йшемъ, постоянно встръчаются 
суммы, состоящiя изъ трехъ слагаемыхъ, получаемыхъ одно изъ другого 
черезъ круговую подстановку осей х-въ, у-овъ и z-въ, и вс'kхъ другихъ 
буквъ, соотвt.тствующихъ этимъ осямъ. Въ такихъ случаяхъ, для сокращенiя 
письма, вводится символъ 2, подъ которымъ выписывается лишь одно изъ 
трехъ слагаемыхъ. Наприм'kръ, если разсматриваются три группы буквъ 
(х, у, z), (и, v, w), ()., /t, 1,), то 

, .... (ду 
..::. 1. дv 

'\'. дхдх 
..::. 1. 

l (ду - д3__) + и (дz 
дv дw . дw 

.дхдх дvдv дzдz 
!.····--·+µ= ·-"'-+11- • 
. дv дw дw ди ди v 

**) См. §§ 29 и 30. 
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знакомъ ' производныя, взятыя по t, и примъвяя правило дифференцнро· 
ванiя опредълнтелей (§ 373). получимъ 

!;1' = д (.'\/. у, z) + д (х, у'. z) + д (х, у. z'). 
d (и, v. w) д (и, v, ш) д tи, v, w) 

Раз;~:lшяя на cJ, получимъ формулу 

дх' ду' дz' 
(41) (Jog fJJ' = дх + ду + дz • 
встръчающуюся въ Гидродинамикъ. Мы воспользуемся ею, чтобы инымъ 
путемъ вывести формулу Лямэ 1). Представимъ себ1; х, у, z, какъ функцiи 
отъ 11езавнсимыхъ перемънныхъ ~. tJ, {;, t, и производнын х', у', z', взятыя 
по t, какъ извъстныя функцiи отъ х, у, z. Ясно, что и, v, iv, какъ функцiи 
отъ х, у, z. также зависятъ отъ ~. tJ, t; и t. Производныя ихъ по t связаны 
съ х', v'. z' соотношенiями 

/ ,д:х ,дх ,дх 
.~·=и дu+vдv+wдw····· 

Если возьмемъ за х', у', z' частныя производныя нъкоторой функцiи 
q, (х, у, z), то получимъ 

~р_ = х' ?~ +у'ду + z 1?-=: ' h ' ' ди ди ди ди аи + 1• + gw ' .... 

Отсюда, обозначая черезъ а0 , Ь0 , ••• , h0 алгебраическiя дополненiя элемен
товъ а, Ь, ... , h въ опред'БЛителъ (39J. раздъленныя на cJ. выводимъ, что 

cJ 11' = ао д(J) + ho (j_p_ + Со д_1f! ' 
ди д~• дw 

Установивъ это, примънимъ формулу (41) къ первому и третьему опредъ
лите.,1ю въ равенствъ 

д (:х, у, z) д (х, у, .в-) д (и, v, ,v) 
д (~, -~~ д (и, v, w) д (~. tJ, l;)' 

замътивъ предварительно, что формула (41) уже не примънима къ опредъ· 
лите..'1ю cJ. такъ какъ и, v, ш зависятъ отъ t. Тогда получимъ 

д х' дv' дz' ди' д v' дш' 
дх + д.у + д z. = (log cJ)' + и + дv + дw 

= _l_ [-iJ_ (Ш и') + !? .. (cJ v') + _iJ_ (cJ w') 1 , 
cJ ди дv дw J 

· т. е. 

.1. [~- (ао ~!Е i lio д!J:.+go ?_?:) + · · ·] · cJ дtt ди дv дw 

Въ частности, когда g h О , имъемъ 

fJ yalic;' Uo= VЬсТа, ho у са/ь; Со уаЬ/с~ fo=go= ho о 
и находимъ снова формулу (40). 

1) Beltrami. Memorie dell' Accad. di Bologna, serie За, t 1, crp. 467. 
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ПРИnОЖЕНIЯ КЪ ПnОСКИМЪ КРИВЫМЪ. 

Дифференцiалъ дуги. 

582. Строгое опредtленiе длины дуги кривой линiи требуетъ 
рtшенiя нtкоторыхъ весьма трудныхъ вопросовъ 1

), которые здtсь 
мы постараемся обойти. Мы допустимъ, что имtемъ уже интуитив

ное представленiе о длинt дуги, по крайней мtpt, для тtхъ немно

rихъ плоскихъ кривыхъ, которыя встрtчаются въ приложенiяхъ. 

Для этихъ кривыхъ, которыя всt моrутъ быть изображены геоме
трически, можно сдtлать еще слtдующее допущенiе: Всякая дуга 

можеть быть раздtлена на такiя части ММ', что въ то время, 
когда одинъ ея конецъ М' стремится къ совпаденiю съ другимъ 
неподвижнымъ М, разсматриваемая дуга ММ' все время обращена 
вогнутостью въ одну и ту же сторону. Длина такой дуги будетъ 

тогда заключаться между длиною ея хорды ММ' и суммою 
отрtзковъ на касательныхъ въ точкахъ М и М', между точками 
касанiя и точкою Q пересtченiя касательныхъ. Предполагая произ
водную у' отъ ординаты по абсциссt непрерывною, мы можемъ 
сказать, что съ приближенiемъ точки М' къ М. прямыя QM' и 
ММ' будутъ стремиться къ совпаденiю съ QM, а поэтому, при 
безконечно маломъ ММ', углы QM М' и QM1M будутъ также 
безконечно малы. Отсюда слtдуетъ, что отношенiе отрtзковъ Q М 
и Q М' къ ихъ проекцiямъ на ММ' стремится къ 1, и поэтому 
(§ 549) эти отрtзки отличаются отъ своихъ проэкцiй на безконечно 
малыя высшаrо порядка. Поэтому и сумма Q М + Q М', а тtмъ 
болtе и длина дуги Мм·, отличается отъ хорды ММ' на безко
нечно малую высшаrо порядка и, слtдовательно, 

lim дуга МЛ!'__= 1 • 
хорда ММ' 

583. Обозначимъ теперь черезъ s длину дуги, у которой 
одинъ конецъ помtщается въ произвольно выбранной неподвижной 

точкt А на кривой, а другой въ точкt М. Ясно, что s будетъ 
измtняться вмtстt ~ъ координатами х и у точки М. Когда точка М 
придетъ въ точку М', координаты которой равны х+ 1'х и у+ dy, 
то мина дуги s переходить въ s ds, такъ что ds будетъ равно 
длинt дуги ММ'. Обозначая череэъ l длину хорды ММ', которая 
отличается отъ ds, а слtдовательно, и отъ ds (§ 552) на беэко
нечно малыя высшаго порядка. будемъ имtть /2 = ох2 + оу2• 
Замtняя эдtсь l, ох и оу соотвtтственно величинами ds, dx и dy, 
мы пренебреrаемъ въ обtихъ частяхъ равенства беэконечно малыми 

высшаrо порядка. Но такъ какъ въ полученномъ такимъ образомъ 
соотношенiи 
(]) ds2 = tfx2 + dy2 

l) См., напр .• ,Cours d'Analyse" par. С. Jordan (2-е изд., 1-й томъ 
стр. 90-107). 
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не входятъ никакiя .безконечно малыя, кромt дифференцiаловъ, 
то (§ 556) можно быть увtреннымъ, что это соотношенiе точное. 

[ Прим-tчанiе. Если желаемъ получить формулу (1), не ссы
лаясь на соображенiя § 556, то можно поступить слtдующимъ 
образомъ: Изъ формулы /2 o;t·2+ оу2 находимъ 

(_!_)2 
1 + (~)2 

или (~ . О!._)2 = 1 + ( 0У)2• Dx ох ds ох ох 

Переходя къ предt.ламъ и припоминая, что lim (
6
1
5

) = 1, получаемъ 

(
d s)2 
d:r; (

dy)2 1 + dx ' 

а умножая обt части равенства на dx2, находимъ 

ds2 dx2+ dy2]. 

Эта важная формула и служить для вычисленiя s. Она показывает~., 
что, разсматривая s, какъ функrtiю отъ х, получимъ для производной 
отъ s по ;t· выраженiе V 1 + у' 2 , а въ седьмой книrt. будетъ пока
зано, какъ опредt.ляется функцiя по данной ея производной. Если х 
независимая· перемtнная, то (§ 553) ds изображаетъ длину отрtзка 
на касательной въ точкt. М, между М и точкою пересtченiя 
касательной съ ординатою точки М'. Величина ds лишь тогда 
равна длинt дуги ММ', когда s взята за независимую перемtнную. 
Вообще же ds есть отрtзокъ касательной между точками (х, у) и 
(х + tix, у+ liy). 

[ При.м-tчанiе. Координаты произвольной точки М (х, у) на 
всякой плоской кривой можно разсматривать, ка~а функцiи одного 

независимаго параметра t и задавать кривую двумя уравненiями 

х = tp (t), у= 'IJJ (t). Функцiи q; и 'IJJ мы всегда будемъ предполагать 
непрерывными и имtющими непрерывныя первыя производныя q;' (!) 
и 'IJJ'(t). Въ частномъ случаt, когда за параметръ t взята абсцисса х, 
получаемъ изображенiе кривой однимъ уравненiемъ у ='IJJ (х). Вообще 
каждому значенiю t соотвt.тствуетъ опредt.ленная точка на кривой. 

Выбравъ точку А, соотвtтствующую нtкоторому значенiю t= t0 , за 
начало счета дуrъ, мы выбираемъ также по произволу направленiе 

возрастающихъ или положительныхъ дуrъ; обыкновенно это напра

вленiе выбирается такъ, чтобы дуга АМ возрастала, когда точка М 
движется по кривой въ ту сторону, въ которую надо подвинуться, 

чтобы параметръ t также возрасталъ. Подъ буквою s мы всегда под
разумtваемъ алгебраическую длину дуги АМ, т. е. s=+AM, 
когда направленiе отъ А къ М совпадаетъ съ положительнымъ 
направленiемъ на кривоА, и s А М въ противоположномъ случаt. 
При такомъ условiи s будетъ функцiя отъ t, равная нулю при t t0 
(когда М совпадаетъ съ А), и принимающая какъ положительныя, 
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такъ и отрицательныя значенiя. Формула ds2 = dx2+dy2 (1) остается 
справедливою, какъ бы мы ни выбирали направленiе возрастающихъ 

дугь, но переходя отъ нея къ формул-в 

и, въ частности ( при t 

ds 
dt 

х) къ формул-в 

ds 
dx 

мы должны взять положительное или отрицательное значенiе корня, 

смотря по тому, возрастаетъ JIИ s или убываетъ при возрастанiи t 
(или х). То же зам-вчанiе относится и къ формулi; 

ds 
d& 

выведенной въ конц-в § 584, когда r = f (6) есть уравненiе кривой 
въ полярныхъ координатахъ. ] 

584. Преобразовывая формулу (1) къ полярнымъ координа
тамъ, получимъ (§ 558, d) 

(2) 

Къ этой формул-в можно, впрочемъ, придти, какъ и къ (1), непо
средственно изъ rеометрическихъ соображенiй. Отложимъ на радiус-в

векторi; ОМ' · длину ОМ"= ОМ= r, 
и пусть Р будетъ проекцiя точки М 
на прямую ОМ'. Тогда будемъ имtть 
12 = Р1И'2 -f- МР2. Въ этомъ равен
ств-в можно замtнить l черезъ d s, 
MP=rsinд6 сперва черезъ rд6, затi;мъ 
черезъ rdO, а РМ', черезъ М''М' = дr, 
пренебрегая безконечно малою 2-го по
рядка РМ"= r(1--cosд6), и оконча
тельно черезъ dr. Тогда и получимъ 
соотношенiе (2), которое нав-врно бу-
детъ точнымъ, потому что заключаетъ 

въ себi; одни дифференцiалы. Можно 
также исходип, изъ равенства 

fJ= r2+ (r+ or)2 2r(r + or)cosoO, 
·r 

и мож1ю а priori ,быть увtреннымъ, что 
въ правой части сократятся, какъ конеч

ные (т. е. не безконечно малые) члены, такъ и безконечно малые 
перваrо порядка, и что ds2 будетъ въ точности равно суммt без; 

Рис. 29. 
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конечно малыхъ членовъ 2-ro порядка, когда въ ней останутся одни 
лишь дифференuiалы. И дi;йствительно, предыдущее выраженiе све
дется къ слtдующему 

12= {j r2+ 4 r (r + {jr) sin2 <}_О • 
2 

Замi;няя адtсь l череаъ ds, дr череаъ dr, sin \
0 череаъ { d6 и 

отбрасывая r dr d62, вновь получаемъ формулу (2). Этою формулою 
также пользуются для вычисленiя s, аамtтивъ, что она даетъ для 

производной отъ s по 6 выраженiе Vrq 1Т( 

585. Мы покажемъ теперь, что разность между беаконечно 
малою дугою и соотвtтствующею хордою, вообще говоря, 

будетъ безконечно малою третьяго порядка относительно 
самой дуги*). Дtйствительно, (§ 564) формула Тэйлора даетъ 

(З) ox=dx+id2x+l:dsx+ .. . , oy=dy+!d2y+}r/3y+ .. . , 

какова бы ни была независимая перемiшная. Если s взята за неза
висимую перем1шную (§ 558, е ), то 

dx2 + dy2 = ds2, 

а двукратное дифференuированiе перваrо иаъ этихъ уравненiй дастъ 

dxd2x + llyd2_y 

Слtдовательно, 

О, dxll3x+ d_ylJ3y = 

ds4 
i2e:;+···· 

Пренебрегая беаконечно малыми высшаrо порядка и аамtняя въ 

частности въ равенствt 

дs + [ череаъ 2 d s, находимъ 

i)s - l 

или въ точномъ видt 

d _.,,'! 

241_1~+. 

. u ММ' - хорда i'v/ М' 
lнn ·--~···---

(..., М М')3 24 (f 

Для повtрки этого результата въ частномъ случаt разсмотримъ на 
окружности круга радiуса (! дугу М i1-1' = 2 ()а. Длина хорды: 

*) Въ н-tкоторыхъ особенныхъ точкахъ, какъ увиднмъ дальше, поря
докъ можеть повыситься или понизиться. 
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ММ' 2 f) sin а, и лtвая часть предыдущаго равенства приводится къ 

. а sin {r 
lim--93 

(Lcc..-0 4 о- а 

Относительно разсматриваемаго здtсь вопроса можно, слtдовательно, 
сказать, что въ окрестности съ точкою М кривая линiя уподобляется 
своему соприкасающемуся кругу (§ 348, е). 

Касательная и нормаль . 

.586. На кр.11вой линiи, изображаемой уравненiемъ У= j(X) 
въ прямоугольныхъ Декартовыхъ координатахъ, возьмемъ нtкоторую 
точку М, координаты которой обозначимъ черезъ х и у. Уравненiе 
всякой прямой, проходящей черезъ М, будетъ У--у т (Х - х), 
и, какъ извtстно (§ 293}, для касательной m=y' и, слtдовательно, 

l 
т , для нормали. Поэтому уравненiе касательной и нормали 

у 

будутъ соотвtтственно 

1 
(4) У-у=у'(Х-.х), У-у=- (Х-.'!;'). 

rдt у' или f' (х) есть значенiе /' (Х) въ точкt М. Въ Диффе
ренцiальномъ Исчисленiи касательную разсматриваютъ съ болtе 

простой точки зрtнiя, а именно {§ 553), какъ прямую, соединяющую 
точки (х, у) и (x+dx, y+dy). На основанiи этого замtчанiя 
можно прямо написать уравненiя касательной и нормали въ видt 

(5) 
х У-у '. 

= -··-, (X-x)dx+KY-y)dy=JO, 
dy 

отъ котораго тотчасъ можно перейти къ ( 4 ), написавъ у' dx вмt
сто dy и сокративъ на общiй множитель dx. Формулы (5) оказы
ваются особенно удобными въ томъ случаt, когда кривая задана 
уравненiемъ Х =(JI (t), У ='IJ} (t). Если далtе кривая задана уравне
нiемъ f (Х, У) = О, то для всякой ея точки имtемъ 

~1dx+д/dy О, 
дх ду 

и уравненiя ( 5) принимаютъ видъ 

(6) (Х --.х) дд/ + (У--у) дд/ О, 
.х у 

у у 

д/ 

ду 

И къ этимъ уравненiямъ можно придти непосредственно. Д·hйстви
тельно, направленiе, по которому функцiя j(X, У) стремится со
хранить то значенiе, которое оно имtетъ въ точкt (х, у), т. е. 
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значенiе, равное О, есть направленiе касательной, а потому (§ 568) 
косинусы уrловъ, образуемыхъ нормалью съ осями координатъ, 
пропорцiональны частнымъ производнымъ функцiи f, вычисленнымъ 
для точки (х, у), при чемъ предполагается, что эти производныя 

не равны нулю одновременно. Впрочемъ, первое изъ уравненiй (6) 
можно разсматривать, какъ уравненiе, къ которому приводится ура

вненiе самой кривой, если мы отбросимъ безконечно малыя высшаго 
порядка въ выраженiяхъ координатъ точекъ, смежныхъ съ (х, у), и 
примемъ во вниманiе, что въ уравненiи 

• дf дf 
f(X, У)=f(х,у)+(Х-х)дх+(У-у)ду+ · · · 

f(x,y) равно нулю. Дtйствительно, мы уже замtтили раньше(§ 553), 
что при упомянутомъ условiи, кривая, въ окрестности точки касанiя, 

замtняется касательною прямою. Въ приложенiяхъ полезно запомнить 
уравненiе касательной и нормали во всtхъ трехъ формахъ (4), (5) 
и (6), и примtнять ту или другую, смотря по тому, которая будетъ 
удобнtе. 

587. Полезно также умtть написать уравненiе касательной къ 
алгебраической кривой въ однородномъ видt. Положимъ, 

что дано уравненiе кривой /(Х, У) О въ цtломъ рацiональномъ 
видt. Извtстно, что аля приведенiя его къ однородному виду надо 

оставить безъ измtненiя члены наивысшей степени п, и умножить 

члены (п 1 )-ой, (п - 2)-ой и т. д. степени соотвtтственно на 
Z, Z2 и т. д. Такимъ путемъ уравненiе приведется къ однородному 
виду /(Х, У, Z) О, и стоитъ только положить Z = 1, чтобы 
снова получить первоначальное уравненiе. Для точки (х, у, z), ле
жащей на кривой, имtемъ /(х, у, z) = О, и по теоремt Эйлера 
(§ 372) .'t":~ +У~{+ z И nf(x, у, z) = О. 

Припомнимъ теперь, что въ неоднородныхъ Декартовыхъ коорди
натахъ уравненiе касательной было 

(Х--х)(дf) +(Y-y)(1f) =0. 
дх 1 ду 1 

гдt (:~)
1 
и (:~

1 
обозначаютъ результатъ подстановки z = 1 въ 

1.[ и д f: Поэтому будемъ имtть 
д.'t" д_у 

х (~Л + у (i!L) + (~L") = о. 
дх/1 ду 1 дz.1 

и послtднее уравненiе обращается въ 
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или, дtлая его однороднымъ, въ 

х?_[ + удJ: + zддf о. 
дх ду z 

588. Уравненiями касательной и нормали пользуются тогда, 
когда эти прямыя встрtчаются въ вопросахъ Аналитической Геоме
трiи. Если же требуется только построить касательную и нормаль 
въ данной точкt М (х, у) на кривой, то достаточно указать еще 
только одну точку, которую надо соединить съ М, чтобы получить 
касательную или нормаль. Съ этой цtлью часто вычисляютъ мины 
нtкоторыхъ отрtзковъ, называемыхъ подкасательною и под
нормалью. Если Р есть проекцiя точки М на ось х-овъ, а Т и N 
точки пересtченiя касательной и нормали съ тою же осью, то 
отрtзокъ Т Р называютъ подкасателыюю, Р N поднормалью. Изъ 
чертежа (который читатель легко сдtлаетъ самъ) тотчасъ находимъ 

ТР = "' cot р = l'_ , ./ у' 

[ Прим:tчанiе. Для опредtленiя положенiя на оси х-овъ то
чекъ N и Т, которыя надо соединить съ точкою М на кривой, 
чтобы построить нормаль и касательную, недостаточно знать абсо
лютныя значенiя отрtзковъ Р N и Р Т; необходимо еще знать 
направленiе, въ которомъ надо отложить длины этихъ отрtзковъ 

отъ точки Р, для полученiя точекъ N и Т. Условимся считать 
PN и РТ положительными или отрицательными, смотря по тому, 
будутъ ли направленiя отъ Р къ N и отъ Р къ Т совпадать съ 
положительнымъ или съ отрицательнымъ направленiемъ оси х-овъ. 

Тогда, какъ извtстно изъ Аналитической Геометрiи, всегда будемъ 
имtть Р N = SN х, РТ= sт - х, rдt sн и sт бу дутъ абсциссы 
точекъ N и· Р, т. е. значенiя Х, получаемыя изъ уравненiя нормали 
и изъ уравненiя касательной при У =0. Уравненiе нормали 

У---у 
1 

- ,(Х-х) 
у 

даетъ при У= О, sлr х = у у', а уравненiе касательной 

У - у = у' (Х - х) 

при томъ же предположенiи sт х = - ;, · Слtдовательно, будемъ 

имtть по величинъ и по знаку PN = уу', РТ · Отсюда 

видимъ, что, если въ точкъ М у и у' одинаковыхъ знаковъ, то 
точка N лежитъ съ положительной, а точка Т съ отрицательной 
стороны отъ Р; противоположное расrюложенiе получимъ, когда 
у и у' разныхъ знаковъ. ] 
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При упоrребленiи полярныхъ координатъ, для построенiя ка

сательной, полезно знать уrолъ ro, образуемый касательною съ 
радiусомъ векторомъ ТОЧКИ касанiя. Въ треуrольниК'J, м р М'' 
который мы разсматривали въ § 584, имtемъ 

tg w lim tg ОМ' М liш r,:;, ММ" 
lim М"М' 

limr<)G 
or 

Если изъ полюса О проведемъ лерпендикуляръ къ радiусу вектору 
и замtтимъ точки Т и N, въ которыхъ онъ пересtкаетъ касательную 
и нормаль, то отрtзокъ ОТ называется полярною подкасатель
ною, а отрtзокъ ON полярною поднормалью. Длины ихъ, 
очевидно, выражаются формулами 

у2 
О Т = r tg о, = - , О N = r cot w = r'. 

r' 

Подъ д;1иною нормали подразумtваютъ абсолютную длину отрtзка 
нормали между точкою М на кривой и точкою пересtченiя нормали 
съ осью абсциссъ, въ случаt Декартовыхъ координатъ, и съ перпен

дикуляромъ изъ полюса къ радiусу вектору, въ случаt полярныхъ 

координатъ. Очевидно, длина нормали равна соотвtтственно 

r [ Прим'Ьчанiе. Въ форму111; tg ro , подъ ro подра:1умi.ваемъ 
r 

острый или тупой уrолъ, смотря по тому, будутъ ли r и r' одина
ковыхъ или разныхъ знаковъ. Нетрудно убtдиться, что формулы 

у2 
ОТ= и ON = r' будутъ всегда справедливы, если будемъ счи-
тать ОТ положительнымъ, когда направленiе отъ О къ Т соотвtт

ствуетъ углу 6 ·:} , а О N положительнымъ, когда направленiе 

отъ О къ ,V соотвtтствуетъ углу & ~ , и, конечно, отрицатель

ными въ противномъ случаt. Для дальнtitшаrо важно замtтить еще 

слiщующее: при иэслtдованiи 1<ривыхъ, эаданныхъ уравненiями въ 
полярныхъ координатахъ, мы будемъ считать, что какъ уrолъ 6, 
такъ и радiусъ векторъ r моrутъ принимать всевозможньtя значенiя 

отъ оо до +оо. При этомъ, если какому-нибудь эначенiю О = 61 

соотвiпствуетъ положительное значенiе е = Q1 , то для построенiя 

точки (Q1' 61) мы отложимъ длину е1 отъ точки о въ томъ напра
вленiи, которое опредtляется уrломъ 61> а если при 6=611 эначенiе 
Q = Q1 будетъ отрицательно, то мы отложимъ длину ( - Q1 ) по 
направленiю противоположному. Это соглашенiе даетъ возможность 
весьма часто однимъ и тtмъ же уравненiемъ изобразить различныя 

вtтви кривой, которыя иначе потребовали бы различныхъ уравненiit 

для своего изображенiя. Для ббльшихъ подробностей мы можемъ 



60 VI, 2. ПРИЛОЖЕНIЯ КЪ ПЛОСКИМЪ КРИВЫМЪ. §§ 588-589 

рекомендовать читателю Briot et Bouquet "Lei;ons de Geometrie 
analytique" 16-е изданiе (1897 г.), стр. 452, гдt. приведены 
многiе примt.ры построенiя кривыхъ, заданныхъ въ nолярныхъ ко

ординатахъ. J 

589. Уnражненiя. а) для параболы второго порядка построенiе 
нормали особенно просто (см .. § 294, а). А именно, если примемъ ось пара-

болы за ось абсциссъ, то на!!

равныя 

т 

Рис. 30. 

демъ, что nоднормаль вели

чина постоянная. Эrо свойство, 
кромъ того, характерно для 
это!!: криво!!:, потому что изъ 

уравненiя у у' = а слъцуетъ 
!.r2 =ах+ const., а помъстивъ 
начало координатъ на кривой, 
nолучимъ у2 2 ах. 

Ь) Для какой кривой под
касательна я величина посто

янная? 

По условiю У, а, т. е про
у 

взводная 1og у должна быть 
1 

равна постоянно!! а-· Припоми· 

пая, что двв функцiи, имt.ющiя 
производныя, отличаются одна отъ другой лишь постояннымъ слаrае

мымъ, находимъ 

!I 

Рис. 31. 

logy ~ + const. 
а 

Постоянную можно взять рав
ною log а, выбравъ подлежа
щимъ образомъ начало коорди
натъ на оси х-овъ, и получаемъ 

л.ozapue.:wu1tecuyю кривую 

;1:' 

у ае". 

с) Одна изъ весьма интересныхъ кривыхъ (уже разсмотрънная въ 

§ 527, f) изображается уравненiемъ у а ch !!__ или (§ 408) 
а 

Она называется цп.пиою л.1Juieю, потому что гибкая, 11ерастяжимая нить, 
тяжелая и однородная, какъ доказывается въ Механикъ. принимаетъ форму 
этой линiи, будучи привъшена за оба конца. Кромъ того, та же линiя, по-
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вернутая вершиною А къ верху, даетъ профиль свода безъ тренiя. 
Мы им1;емъ зд11сь 

х 
у'= sh а = tg q; , 

rд1; <f - гиперболическая амплитуда 
х 

(§ 409) отъ 
а 

х ch 
а 

т. е. проекцiя ординаты 
на нормаль есть вели 

чина постоянная. Кром1; 
того. изъ 

ds 
ilx cos q; а 

ау" 

secq; и ycosq; = а, 

Отсюда сл1;дуетъ 

имi;етъ ds a,iy', откуда 
s = а tg q;, если дуга отсчи
тывается отъ вершины А. 
Сл11довательно, для спря
мленiя дуги А М, надо 
проектировать ординату 

точки /у/ на касательную 
въ эт~А точкi;. 

о Дире'Кmриси х 

Рис. 32. 

с!) Въ Механик'!; также доказывается, что существуетъ такое распре
д1;ленiе плотности нити, прн которомъ она въ каждой точк1; представляетъ 
оцинаковое сопротивленiе разрыву. Но тогда нить припимаетъ иную форму, 
форму кривой, носящей названiе, соотв1;тственно вышеуказанному свойству, 
~4п,пной лuнitt равнаzо сопротивленiя. Она изображается уравненiемъ 

у а log cos _:::. · Она состоитъ изъ безчисленнаrо множества в1;твей, 
а 

rr; 
одна изъ нихъ лежитъ между асимптотами1) х = ± 2 а и касается оси 

абсцнссъ въ начал't координатъ; друriя получатся, если будемъ передвигать 
эту первую в'tтвь параллельно оси абсциссъ въ 061; стороны на величину 
2 :п;а сколько угодно разъ. Центральная в'tтвь, обращенная вершиною къ 
верху даетъ профиль свода безъ перегрузки. 

е) Весьма зам'tчательна лоzарив.мичесиая спираль, т. е. кривая, пере
с'tкающая подъ однимъ и rtмъ же уrломъ пучокъ прямы:хъ, выходящихъ 
изъ одной точки*). Если уrолъ ю величина постоянная, и положимъ т = cotg ю, 

r r' 
ТО ИЗЪ уравненiя tg W ПОJIУЧИМЪ у = m, ОТКу да Jog r m 6 + log а 

и, наконецъ, ,·=аеm6 , rд't а также постоянная величина. Это и есть (знакомое 
уже на основанiи сказаннаrо въ § 412) уравненiе лоrариемической спирали. 

1) Объ асимптотахъ. о коrорыхъ читатеJiь уже знаетъ изъ Аналити
ческой Геометрiи, подробнi;е будетъ сказано въ § 596. 

;п 

*) Если этотъ уrолъ равенъ 2 , лоrариемическая спираль, очевидно, 

обращается въ окружность круга. 
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,-2 ,. 
Полярная поднормаль r' = т r, полярная подкасательиая -, = - , слi,дова-

1- m 
тельно, и та и другая пропорцiональны радiусу вектору. Дал1,е, имi,емъ 

ds 
d& мт. 

Слi,довательно, когда точка М описываетъ кривую, то длина дуги спирали, 
отсчитываемая отъ полюса, въ каждый моментъ равна длин'!, отрt.зка МТ. 
Изъ этого свойства непосредственно вытекаетъ другое, благодаря которому 

Рис. 33. 

л оrариемическою спиралью и пользуются на прак

тик"h, а именно: когда спираль катится безъ 
скольженiя по н"hкотороtt нрямои. то полюсъ 
ея описываетъ также прямую. Наконецъ, эта 
кривая даетъ случай зам"hтить, что при н"hкоторыхъ 
условiяхъ отношенiе безконечно малой дуги къ ея 
хорд"h (см. § 582) можетъ и не стремиться къ 1. 
Дi,йствительно, когда точка М. двигаясь по спирали, 
стрrмится къ совпаденiю съ полюсомъ О, то отно
шенiе хорды ОМ къ дуг'!, ОМ остается постоянно 
равнымъ cos @. Надо, однако, зам"hтить, что въ 
точкi, О не существуетъ касательной *). 

f) Чтобы получить кривую. имi,ющую посто
янную полярную поднормаль, надо положить 

r' = а. Отсюда, прилично выбирая· tц>ложенiе по
лярной оси, будемъ им1,т~, r = а 6. К):\ивая, изобра

Т жаемая этимъ уравненiемъ, называется Архимедовой 
с1~иралью. При возрастанiи 0 .отъ О до =, ru возра

ц, 
стаетъ отъ О до -2 , такъ какъ tg m =· &. Сл"hдова-

тельно, кривая касается полярной оси въ полюс'!,, а заrtмъ перес"hкаетъ 
различные радiусы векторы подъ углами, все бол"hе и бол1,е приближающи
мися къ прямому, т. е. стремится сдыаться нормальною къ радiусу вектору. 

. 
1 

I 
! . . . 

' 

Рис. 34. 

Ко1щы N полярныхъ поднормалей. очевидИо, 
лежатъ на окружности круга радiуса а съ 
центромъ въ полюсi\. Изъ каждой точки 
окружности этого круга можно провести без
численное множество нормалей къ кривой, 

точки встрi,чи которыхъ съ кривою лежатъ 

на прямой, проходящей черезъ полюсъ. Это 
свойство, однако, далеко не характеризуетъ 

Архимедову спираль. ) Т-hмъ же свойствомъ 
обладаютъ, наприм"hръ, кривыя, изображаемыя 
уравненiемъ 

r r - + klog , 
а а 

къ которымъ, при k = О, принадлежитъ и 
Архимедова спираль. Другое свойство можетъ 
быть прямо выведено изъ уравненiя r а 6. 
Построимъ круrъ, концентрическiй съ кру-

*) Собственно говоря, полюсъ О не принадпежитъ криво!!, потому 
что 1· никогда не равенъ нулю, а приближается къ нулю безпредiµJьно, когда 
е стремится къ = (при m>O). Слi,довательно, полюсъ есть асимптоти
ческая точка, къ которой кривая безпредi,льно приближается, д"hлзя около 
нея безконечное число оборотовъ. 



§ 589 КАСАТЕЛЬНАЯ И НОРМАЛЬ. 63 

гомъ радiу1.а а, при чемъ радiусъ второго круга можно выбрать по произ
волу, лишь бы онъ былъ больше а (фиг. 35). Продолживъ радiусы векторы 
ОМ и ОМ' до встръчи съ окружностью этого круга въ точкахъ Q и Q', 

Рис. 35. 

проведемъ изъ этихъ точекъ касатель

ныя QP и Q'P' къ первому кругу. 
Треугольники OPQ и OP'Q', оче
видно, между собою равны. а потому, 
уголъ РОР' равенъ углу QOQ'= 60. 
Поэтому длина дуги РР' = ао0 = or. 
Принявъ неподвижную точку А на 
окружности внутренняго круга за на-

чало дугъ, будетъ имъть · 

uPP'= v AP'-uAP, 

бr = ОМ'- ОМ= QM - Q'M', 

а отсюда, скпащ,1вая съ равенствомъ 

PQ = P'Q', получимъ 

uAP+PQ+QM= v AP'+P'Q'+Q'M', 

т. е. сумма u АР+ PQ + Q М остается постоянной при движенiи М по 
спирали. Поэтому эту точку М можно связять съ неподвижною точкою А 
Мбкою нерастяжимою нитью. которая, оставаясь всегда натянутою, должна 
навертываться на окружность внутренняго круга и прохоцить черезъ точку Q, 
двигающуюс% по окружности внi;шняго круга. На этомъ основано устрой
ство простого_ прибора. служащаго для черченiя Архимедовоll спирали 1). 
На томъ же ciJoiicтвi; (бr = а б 6) основано приложенiе Архимедовоll спирали, 
какъ профиля эксцентрика, предназчаченнаго для производства равномi;рнаго 
движенiя. . 

. [ Лрим'hчанiе. Упомянутое выше свойство Архимедовоll спирали, 
вытекающее прямо изъ постоянства полярной подiюрмали, можно формули
ровать слi;дующимъ образомъ: нормали во всi;хъ точкахъ спирали, лежащихъ 
на одномъ и томъ же paдiyci; векторi;, пересъкаются въ одной и тoll же 
точкi; на окружности круга радiуса а, съ центромъ въ полюсi; О. Анало
гичное свойство кривой 

(!) 
r r 

е = -+ klog-
a а 

состqитъ въ томъ, что нормали во всъхъ точкахъ кривой, лежащихъ на 
011номъ и томъ же paдiyci; векторi;, пересi;каются въ одной и тoll же точкi; 

на окружнос,ти круга радiуса a"Jfl + k2 съ центромъ въ полюсi; О. Доказать 
это свойство можно слi;дующимъ образомъ. Замi;тимъ сперва, что всi; точки, 
лежащiя на одномъ и томъ же paдiyci; векторi; соотвътствуютъ значенiямъ В, 
отличающимся одно отъ другого на 2 /л, гдi; l цi;пое число. Вопросъ, оче
видно, сведется къ тому, чтобы показать. что нормали въ точкахъ (r1 , Ji) и 
(r2 , 02), гдi; 02 = 81 + 21::с, пересъкутся въ точкi; (Х, У), гдi; Х и У не 
зависятъ отъ l и удовлетворяютъ уравненiю х2 + у2 = а2 ( 1 + k2). Обозначая 
черсзъ х и у Декартовы координаты любой точки (r, В) по кривой (1), и 

полагая!:...= t, получимъ х = at cos (! + k log !), у= at sin (! + k log t). Обо-
а 

значая черезъ !1 и /2 значенiя нараметра !, соотвi;тствующiя значенiямъ 01 и 02 
уг,1а е, и составляя уравненiя нормалей въ этихъ точкахъ по формулi; 

(Х - х) dx + ( У - у) dy = О, 

1) См. Клиффордъ "Здравый смыслъ въ точныхъ наукахъ•, перев. 
Кулишера (Москва 1910), стр. 196. 
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найдемъ для нормали въ точк'h (t1) уравненiе 

(2) 
rд'h 

М1 = (t1' + k) cos 01 + sin 01 , 

N 1 = cos 01 - (t1 + k) sin 01 , 

а для нормали въ точк'h (t2) уравненiе 

(3) 
ГД'В 

такъ какъ 

зам'hчаемъ, что 

и 

M2 Y+N2X = at2 , 

М2 = (t2 + k) cos 01 + sin 01 , 

N2 = cos 01 - (t2 + k) sin 01 , 

M 1N 2 - M 2 N 1 = t1 -t2 • 

Въ силу этихъ равенствъ, для ординатъ точки (Х, У) перес'hченiя нормалей 
(2) и (3) получимъ выраженiя 

Х a(sin01 -kcos01), Y=a(cos01 -ksin01) 

и 

х2 + у2 = а2(} + k2), 

что и требовалось показать]. 

g) Разсмотримъ теперь кривую, характеризуемую свойствомъ им'hт~ 
постоянную полярную прдкасательную. Она называется zиперболиче
сиою спиралью и изображается уравненiемъ r О = а. Съ прнближенiемъ 

Рис. 36. 

О къ О, r возрастаетъ безпред'hльно; сл'h
довательно, кривая им'hетъ безконечную 
в'hтвь, постоянно приближающуюся къ 
прямой, отстоящей отъ полярной оси въ 

разстоянiи а, потому что 

lim r sin О = а. 
(1=О 

Наоборотъ, при безпред1;льномъ возра
станiи О, r стремится къ нулю, постоянно 
убывая, т. е. кривая оборачивается во
кругъ полюса безконечно большое число 
разъ, никогда его не достигая. Точки Т, 
концы полярныхъ подкасательныхъ. оче

видно, лежатъ на окружности круга ра

дiуса а съ центромъ въ полюс'h. Изъ каждой точки этой окружности можно 
провести безчисленное множество касательныхъ къ кривой, точки касанiя 
которыхъ лежатъ на прямой, проходящей черезъ полюсъ. Полная неопред'h
ленность касательной въ полюс'h (условно причисляемой къ rочкамъ на 
кривой), становится такимъ образомъ, очевидною. 

h) Посл'hднее свойство гиперболической спирали принадлежитъ и дру
rимъ кривымъ, и между прочимъ, такъ называ(!мой, иохлеоttдп, (Kochleoide), 

. sin в 
изображаемой уравнен1емъ r а --

0
- · Д'hйствительно, 

r' l sin(ы О) sinO r 
cotg О - -

0
- т. е. = ~

0
--- = а 

r sin ш 
cotgФ 
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Съ другой стороны (рис. 37). если проведемъ прямую OS, симметричную 
съ полярною осью ОА относительно радiуса вектора ОМ, и отмi;тимъ 
точку S пересюенiя этой прямой съ каса
тельною въ точкi; М, то въ треуrольникi; 
ом s будемъ ИМ'БТЬ 

OS=~~nю -
sin f (<1 G) 

а, 

т. е. S лежитъ на окружности круrа радi
у:са а съ центромъ въ полюсi;. Слi;довательно, 
касательныя въ безчис.ченномъ множествi; то
чекъ, лежащихъ на одномъ и томъ же paдiyct 
векторi;, встрtчаются въ одной точкi; S 
упомянутаrо круrа, подобно тому, какъ это 
имtетъ мi;сто въ rиперболической спирали. 
Но въ кохлеоидt точка S симметрична съ 
вершиною А (О = О) относительно радiуса 
вектора, а въ гиперболической спирали 

Рис. 37. 

точка S лежнтъ на перпендикулярi; къ радiусу 
черезъ полюсъ. 

вектору, проведенномъ 

[ Примi.чанiе. Изслtдованiе уравненi'я r 
sin О 

а - 0 показываетъ, что 

кохлеоида проходитъ черезъ точку А на полярной оси въ разстоянiи а отъ 
полюса, затtмъ проходитъ безчисленное множество разъ черезъ полюсъ, 
касаясь въ немъ полярной оси,и въ то же время постоянно и безпредi;льно 
къ нему приближается. Кромi; тоrо, она симметрична относительно по11яр· 
ной оси.] 

i) Кривая, изображае,rая уравненiемъ r 
а& 
-с--· , называется квадра
sш О 

трисою {Динострата) (рис. 38). Она состоитъ изъ безчисленнаrо множества 
вtтвей, изъ которыхъ одна, лежащая междr 
асимптотами х = ± иа, имi;етъ нtкоторое 
сходство съ одною изъ вi;твей цi;nной линiи 
равнаrо сопротивленiя. Эта кривая замi;ча· 
тельна по тому употребленiю, которое изъ 
нея дtлали дре внiе въ вопросt о квадра· 
турi; круга 1). Построенiе нормали въ 
данной точкi; основано на томъ замtчанiи, 
ttтo проекцiя полярной нормали на 
полярную ось есть величина постоян

на я Дi;йствительно, изъ уравненiя r sin О =а О 
получается 11утемъ дифференцированiя 

rcos;o + r' sin е = а. 

Изъ уравненiя въ Декартовыхъ координа· 

тахъ (у xcotg~) увидимъ, пользуясь раз-
х х2 

ложенiемъ въ рядъ: х cotg а а а + · · · · 
что въ окрестности вершины кривая эта упо::обляется 

QP~OA "а 

у 

Рис. 38. 

параболi; х2 = 3 ау. 

1) См .• Лекцiи по избраннымъ вопросамъ эдементарной rеометрiи". 
Казань 1898. 

5 
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j) Если увеличимъ или уменьшимъ каждый радiусъ векторъ нi;которой 
кривой на постоянную длину, то получимъ новую кривую, которая назы
вается конхоидою данной кривой. Такъ какъ r' не м'!;няется отъ увели
ченiя или уменьшенiя r на 11остоянную, то тотчасъ видимъ, •по нормали 
всi;хъ конхоидъ данной кривой въ точкахъ, лежащихъ на одномъ 
и томъ же paдiyci; вектор'!;, пересi;каются въ одной точкi;, лежа
щей на 11ерпендикуляр'!; къ pa;i,iycy вектору, проведенномъ че
резъ полюсъ. Это свойство даетъ средство для построенiя нормали къ 
данной кривой, если извi;стно построенiе нормали къ одной изъ ея конхоидъ. 

Рис. 39. 

Интересно зам-tтить, что всi; конхоиды Архимедовой спирали относительно 
полюса будутъ равныя между собою спирали, изображающiя безчисленное 
множество положенiй, которыя можетъ принять данная· спираль при вращенiи 
ея около полюса Зам-tчательна кривая - называемая простФ ионхоидою, 
т. е. конхоидою прямой линiи. Она им-tетъ различный видъ въ зависимости 
отъ того, будетъ ли постоянная длина, откладываемая no радiусамъ векrо
рамъ больше или меньше разстоянiя отъ полюса до прямой. Эта крнвая 
была изобр-tтена древними для рi»шенiя задачи о трисекцiи угла 1). 

k) Еще важн1;е конхоида окружности круга относительно точки, ле
жащей на самой окружности: r а cos 6 -+ Ь (рис. 40) (а-дiаметръ круга). 
Она называется улитиою (Schnecke) и принимаетъ три различныя формы; 
въ зависимости отъ того, будетъ ли длина Ь (считаемая всегда положитель
ною) меньше а, или больше а, но меньше 2 а, или, наконецъ, больше 2 и. 
При Ь а получается частный случай улитки, такъ называемая. н;ардiоидаz 
составляющая какъ бы границу, отд-tляющую типъ улитокъ, на которыхъ ле· 
житъ полюсъ и которыя образуютъ внутреннюю петлю (Ь < а), а другой типъ 
(Ь > а), въ которомъ полюсъ не лежитъ. иа кривой. Впрочемъ, чтобы узнать 
лежитъ ли полюсъ на кривой и опредi;лить прямую, которо:11 она въ этомъ 

случаi; касается въ полюсi», нужно топько пОJiожить r О. Тогда находимъ 
в {J • • ь cos а • уравнен1е, дающее для в вешественное значен1е при ;:;; а. 

Чтобы узнать, перес1;каетъ ли кривая полярную ось въ другихъ точкахъ, 
11адо положить 6=:т, и отложить отъ полюса длины 

r t)na+ь 

1) См. Кле:l!нъ "Лекцiи и т. д.". Большое число кривыхъ описаны и 
проанализированы въ сочиненiи G. Loria ,Spezielle algebraische und trans
eendente Kurven• (Leipzig, Teubner). 
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въ положительиомъ.iили отрицательиомъ иаправлеиiи по полярной оси, 
смотря по тому, будетъ ли п чеmое ил·и нечетное. Такимъ образомъ полу
чаются двi; точки, въ разстоянiяхъ а + Ь и Ь - а отъ полюса. и дмается 
очевиднымъ, что при Ь > а кривая окружаетъ полюсъ со всi;хъ сторонъ. 
Ниже мы увиднмъ, что лишь при Ь :;,,:; 2а кривая вездi; вогнута въ сторону 

Рис. 40. 

даннаго круга. Для построенi11 нормали въ данной точкi; М доста
точно соединить точку М съ точкой на окружности даннаго круга, 
дiаметрально противопС'ложною точкi; пересi;ченiя окружности 
съ радiусомъ векторомъ точк'! М. 

1) ;Если одновременно съ кривою линiею r = /(0) будемъ разсматри
вать другую кривую, опредi;ляемую уравненiемъ 

а/(0) 
r =а+ /(0)' 

r2 fl 
то достаточно замi;тить, что ·;:т f', чтобы убi;днться, что касательныя 
къ обi;имъ кривымъ, въ точкахъ, соотвi;тствующихъ одному н 
тому же значенiю е, пересi;каются на перпеидикулярi;, проведен
номъ изъ полюса къ радiусу вектору. Между кривыми, соотвi;тствую-

щими прямой динiи r -k-~ , находится, между прочимъ, коническое 
cos u 

... . р об б ·с "чеюе r = I+7i-cos O , и мы получаемъ такимъ разомъ спосо ъ постро-

епiя касательной къ коническому dченiю, равносильный въ сущности сл1;
дующему изв-tстному свойству: если двi; прямыя пересъкаются подъ 
прямымъ угломъ въ одномъ изъ фокусовъ коническаго съченiя, 
то каждая изъ нихъ пересi;каетъ директрису, соотвi;тствующую 
этому фокусу, въ полюсъ другой прямой. 

[ Примi;чанiе. Уравненiе r = , очевидно, изображаетъ дирек-
соs 

трису коническаго dченiя r = 1 + t-cosO , т. е. поляру фокуса F. Прове
.:~.емъ радiусъ векторъ F М данной точки на коническомъ сi;ченiи и продол
жимъ его до ветръчи съ директрисою въ точкi; [!.; заrtмъ проведемъ ра-
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дiусъ векторъ F L .L F М и продолжимъ его до встръчи съ директрисою 
въ точкъ 7: Соединивъ М съ Т, получимъ касательную М Т въ точкi; М. 
потому что FT будетъ общая полярная подкасательная для прямой К L въ 
точкi; К и коническаго dченiя въ точкi; М. Вмi;стi; съ пмъ, очевидно. 
Т будетъ полюсъ прямой F М, а К по.qюсъ прямой F L. 

m) Синусr,-спираля.ми (Sinusspiralen) 1) называютъ кривыя, изобра
жаемыя уравненiемъ r"' а"' sin т 6. Такъ какъ 

rm-l r1 = а"' cos тО, tg w r 
;,- = tg тО, 

то w, какъ видимъ, измъняется пролорцiонально О. Поэтому имtемъ такую 
теорему: когда радiусъ векторъ равном·hрно вращается около по
люса, тогда и касательная равномърно вращается около точки 

Рис. 41. 

касанiя. На этомъ основанiи синусъ 
спирали называются также кр и в ы ми 

пропорцiональнаrо и зги ба. Къ 
числу ихъ принадлежатъ нъкоторыя 

извъстныя кривыя, какъ напримъръ, 
парабола (съ фокусомъ въ полюсi;J 
при т t, равносторонняя ги
пербола (съ центромъ въ полюсъ) 
при т 2. При т ; получаемъ 
опять кардiоиду. при т 2 другую 
замъчательную кривую лемш1сuату 
(рис. 41). Она проходитъ, какъ и 
всякая синусъ-спираль, при т > О, 
череэъ полюсъ и вся 1юмъщается въ 
конечной части плоскости. Наоборотъ, 

синусъ-спирали, соотвътствующiя отрицательнымъ т, имъютъ безконечныя 
в1пви и не проходятъ черезъ полюсъ. , 

590. Основная теорема дифференнiальнаrо исчисленiя (§ 549) 
и въ геометрической форм-t им-tетъ полезн1>1я приложенiя. Положимъ, 

наприм-tръ, что дi;ло идетъ о построенiи касательной къ кривой 

линiи въ н-tкоторой точк-t М. Въ такомъ случа-t можно зам-tнить 
точку М', беаконечно близкую къ М, точкою М11, безконечно 
близкою къ М', если только разстоянiе М' М" будетъ безконечно· 

. .М'М" 
мало относи·rельно ММ', т. е., если lim .. ММ' .= О. Д-tйствительно, 

если существуетъ касательная въ точк-t М, съ которой стремится 
совпасть прямая ММ', то и прямая ММ" стремится къ тому же 
предiшьному положенiю, потому что въ треу1·ольникt М' ММ", 
каковъ бы ни былъ уrолъ при М", всегда имtемъ 

lim sin М' ММ"= lim :~~ ~~:' sin ММ" М' О. 
Приведемъ теперь же нtсколько примtровъ на приложенiе этого 

прiема 2). 

1) О свойствахъ этихъ и аналогичныхъ имъ кривыхъ см. G. Loria 
(1. с.) или Е Cesaro "Vorlesungen ilber natilrlich~ Geometrie", стр. 54. 

2) Читатель найдетъ многочисленныя приложен/я этого принципа въ 
старомъ. но до сихъ поръ интересномъ сочиненiи Duhamel .Elements du 
Calcul infiпitesimaJ• (t. l. livre 1.) (имъется и въ русскомъ перевод-в), а также 
въ "Дифференцiальномъ исчис.1енiи" Ж. Бертрана (русскiй переводъ 
Пирожкова, СПБ. 1910, глава 1). 
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а) Когда круrъ катится безъ скольженiя по прямой, то каждая точка 
его окружности описываетъ кривую, называемую ции.лоидою. Пусть N и N' 
будутъ тв точки, въ которыхъ круrъ, разсматриваемый въ двухъ разлнчныхъ 
по.10женiяхъ, касается прямой. а- М и М' соотв'hтствующiя положенiя точки, 
описывающей циклоиду. Чтобы осуществить переходъ изъ М въ М', оче
видно, можно себ'h представить, что кругъ сперва вращается около своего 
центра такимъ образомъ, что точка М переходитъ въ L, при чемъ она 
отдалится отъ Т(')ЧКИ N (на прямой) на длину дуги ML, равную отрыку NN'. 
Затвмъ, круг~ передrsигается параллельно прямой и этимъ переносится въ 
новое положенiе, при чемъ точка М, уже находящаяся въ L, перейдетъ 
въ М', описавъ отр1;зокъ LM'=N№. На этомъ отр1;зк1, и можно зам1;нить 
точку М' точкою М'', для которой LM" = LM, потому что при этомъ мы 
пренебреrаемъ разностью 

LM'-LM"= vLM хорда LM . 

Рис. 42. 

. 
! 
/ 

т. е. безконечно малою 3-ro порядка. Теперь, сл1;довательно, можно разсма
тривать нормаль къ циклоид'h въ точк'h М, какъ предi,льное положенiе 
перпендикуляра, опущеннаго изъ точки L на прямую ММ''. Если проведемъ 
лрямыя. параллельныя неподвижной прямой, черезъ точки Е и М, и зам'h
тимъ точки Р и Q ихъ пересtченiя съ окружностью кр~га, то ув;щимъ, что 
перлендикуляръ изъ L на ММ' разд1;литъ дугу МЛР пополамъ, потому 
что треуrольникъ LM М" равнобедренный. Сл'hдовательно, нормаль въ 
точк'h М-предi,льное .положенiе этого перпенднкуляра-раздi,литъ дугу MNQ 
пополамъ, т. е. пройдетъ черезъ точку N. Впосл'hдствiи этотъ резуль
татъ мы пров1;римъ вычисленiемъ (§ 595, n). 

Ь) Разсмотримъ еще кривую линiю, которую описываетъ вершина М 
угла постоянной величины (рис. 42), стороны котораrо двигаются, оставаясь 
всегда касательными къ двумъ даннымъ кривымъ. Пусть Р и Q будутъ 
точки касанiя сторонъ даннаго угла въ данномъ положенiи, Р' 11 Q' - ана
лоrичныя точки для другого положенiя, когда вершина угла находится въ 
-точк1; ЛР, безконечно близкой къ М. Проведемъ черезъ Р и Q ПJ).ЯМЫЯ, 
параллельныя сторонамъ угла въ новомъ его положенiи, н пуст1> М" будетъ 
точка пересъченiя этихъ прямыхъ. Замътимъ теперь, что разстоянiя точки М'' 
отъ сторонъ угла въ новомъ его положенiи будутъ безконечно малыя не 
ниже 2-ro порядка, потому что они соотвътственио равны разстоянiямъ 
точекъ на кривой, безконечно близкихъ къ точк1; касанiя, отъ касательной 
въ этой точк1, *). Отсюда легко заключить, что разстоянiе М' М" будетъ 

") А именно, точки Р отъ касательной въ Р', и точки Q отъ каса
тельной въ Q'. 
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также безконечно малая , высшаrо порядка относительно М М1• Поэтому 
искомая касательная будетъ предtльное. положенiе для прямой ММ11• Но 
углы при М и М11 равны между собою (по условiю), сл1щовательно, М11 

лежитъ на окружности круга, проходящаrо черезъ три точки М, Р и Q, и 
предtльное положенiе прямой ММ" есть 
касательная въ точк1. М къ окружности 
этого круга. Поэтому, для построенiя 

Рис. 43. 

:м' нормали къ общему мi;сту точки М 
надо соединить эту точку съ точ

кою перес1;ченiя нормалей въ дан
ныхъ кривыхъ въ точкахъ Р и Q. 

g' 

с) Подэрою (P.:,daire, Fusspunkt
kurve) данной кривой относительно точки О 
называютъ общее м11сто основанiй пер
пендику ляровъ, опущенныхъ изъ точки О 
на касательныя къ данной кривой. Если М 
есть точка на данной кривой, а Р про
екцiя точки О на касательную въ М, то 
аормаль къ подэр11 въ точк1; Р получимъ, 
соединивъ Р съ серединою ОМ. 
Это построенiе тотчасъ выводится изъ 
предыдущаrо, если замi;тимъ, что разсма

триваемый случай есть частный случай 
предыдущаrо, а имеnно, соотвi;тствую1цil! 
предположенiю, что данный уголъ зд1;сь 
прямой, и одна изъ данныхъ кривыхъ 
обращается въ точку О. · 

f Примi.чапiе. Д11йствительно, если вторая кривая обращается въ 
точку О, то касательная къ этой кривой въ точк1; О, проведенная изъ 
точки Р, будетъ прямая ОР, нормаль-перпендикуляръ къ ОР въ точк11 О, 
а нормаль къ данной кривой въ точк1. М-прямая, параллельная ОР. Точка 
переdченiя К нормалей будетъ, сл1;довательно, вершина прямоугольника, 
построеинаrо на МР и ОР. а потому дiаrональ его РК нормаль къ подэр1; 
въ точк1. Р - пройдетъ черезъ середину дiаrонали ОМ. Въ цитированномъ 
уже ~дифференцiальномъ Исчисленiи" Бертрана читатель наl!детъ простое 
доказательство указаннаrо построенiя, независимое отъ построенiя въ общемъ 
вопрос11, разсмотр1;нномъ въ нункm Ь). Наконецъ, полезнымъ упражненiемъ 
будетъ аналитическое доказательство того же _ построенiя, основанное на 
общихъ выраженiяхъ координатъ точки Р (Х, У) черезъ координаты 
точки М(х. у) на данной кривой, и на разсмотр1;нiи уравнен1я нормали къ 
общему м1;сту точекъ Р. J 

Такимъ путемъ можно, нанрим1;ръ, найти изв1;стное уже (§ 589, k) 
построенiе нормали къ улитк1.. А именно, легко уб1;диться, что кривая динiя 
r а cos е + Ь есть подэра окружности круга радiуса Ь относительно точки, 
отстоящей отъ центра на разстоянiи, равномъ а. Если, въ частности, им1;емъ 
дв1; касающiяся взаимно окружности круrовъ, изъ которыхъ одинъ окру
жаетъ другой и им11етъ вдвое большiй радiусъ, то подэра вн11шняrо круга 
относительно точки касанiя есть конхоида внутренняrо круга, и именно 
кардiоида. 

d) Въ заключенiе разсмотримъ эллипсъ. Пусть Ми М1 дв11 безконечно 
близкiя точки на кривой, F и F 1 

- ея фокусы. Р проекцiя М на М1 F и 
Р1 проекцiя М1 на M/i". Съ точностью до беэконечно малыхъ 2-ro порядка 
можемъ написать: 

М1Р M 1F MF, МР'= MF' M'F', 

М'Р--МР' (M'F + M'F') ~ (MF+ MF') = О. 
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Слiщовательно, 11{' Р М Р'. Раздt.пивъ на ММ', находимъ 

cos ,1l М' F = cos М' М F'. 

а переходя к·ь предi;лу LTMF= LTMF', т. е. касательная одинаково 
наклонена къ радiусамъ векторамъ точки касанiя, выходящимъ 
изъ фокусовъ. Это свойство характеризуетъ эллипсъ, потому что изъ 
послi;дняго равенства, идя обратнымъ nутемъ, nолучимъ точное равенство 
d М F + d М F' = О, т. е. 11l F + М F' = Const Такимъ же образомъ ведется 
доказательство анапогичнаго свойства касательной къ rиперболi;, и еще проще 
1ыя параболы. 

Кривизна. 

591. Опред1шенiя. Угломъ смежности на3ывается диффе
ренцiалъ, эквивалентный (§ 556) углу между касательными въ двухъ 
бе3конеqно бли3кихъ точкахъ на кривой. Отношенiе угла смежности 
къ дифференuiалу дуги называется криви3ною кривой въ разсма

триваемой точкt. Ясно, что если р есть уголъ наклоненiя касатель

ной къ нъкоторой неподвижной прямой, то dp есть уголъ смеж
ности, а криви3на, слtдовательно, равна производной отъ р, в3ятой 

по дуrъ s. Чтобы оправдать установленное 3дъсь опредъленiе кри

визны, 3амtтимъ слtдующее. Если, кромt данной точки М на кривой, 
во3ьмемъ еще точку М', достаточно бли3кую къ М, чтобы дуга ММ' 
на всемъ своемъ протяженiи была вогнута въ одну и ту же сторону 

(§ 552), то естественно будетъ принять, что при данной длинъ 

эtой дуги ds, кривизна ея будетъ тtмъ больше, чъмъ больше уголъ 
между касательными въ крайнихъ ея точкахъ М и М'. Поэтому, 

естественно принять 3З мtру кривизны этой дуги отношенiе ~~ , 
дqJ . 

а это отношенiе и стремится къ предtлу -;г;, , когда, при фиксиро-
ванной точкt М, точка М', двигаясь по кривой, стремится совпасть 
съ М. Во3ьмемъ теперь за неподвижную прямую ось абсциссъ. 
Направляющiе косинусы касательной и3обра3ятся тогда формулами: 

dx dy 
ds COS(f), tf:, sin q;, 

откуда, взявъ производныя, находимъ 

J2x . dq; 
li -;,2 - sш (f) ·ii s • 

d2y drp 
d s2 = cos q; d s. ' 

а, слtдовательно (§ 558; d), 

(7) 
dxd2y dyd2x 1i rp 

g = ~ ... ds3-- ds 
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Въ частномъ случа-в, когда раасматриваемая кривая есть окружность 

круга радiуса е, формула эта выражаетъ, что кривизна во вс-вхъ 
1 

точкахъ одинакова и равна Поэтому, мы можецъ высказать 
(} 

сл-вдующее положенiе: кривизна какой угодно кривой въ 

данной на ней точк-в иамъряется кривианой соприкасаю

щаrося въ этой точк-в l{pyra данной кривой (§ 348, е). 

На этомъ основанiи радiусъ и центръ соирикасающаrося круга на

зываютъ радiусомъ и центромъ кривианы данной кривой въ 

данной точкъ. 

[ Прим1.чанiе. Направляющими косинусами касательной, какъ 
для плоскихъ, такъ и для неплоскихъ кривыхъ, мы бу демъ нааывать 
косинусы уrловъ, образуемыхъ положительнымъ направленiемъ каса

тельной съ положительными направленiями координатныхъ осей. 

За положительное направленiе на касательной всегда будемъ выби
рать то, которое идетъ въ сторону возрастающихъ дуrъ, при чемъ 

посл-вднее можемъ выбирать по проиаволу. Обозначая, въ случа-в 
плоской кривой, черезъ а и {J направляющiе косинусы касательной, 
мы - при установленномъ выше условiи будемъ им'!;ть по вели

чин'!; и по знаку 
d.'I: 
ds 

Для доказательства, проведемъ с-вкущую черезъ разсматриваемую 
точку (s) на кривой и черезъ точку (s + os), расположенную на 
кривой съ той стороны отъ первой точки, въ которую воарастаютъ 

дуги (такъ что os > О). Если мы направимъ эту с-вкущую въ сторону 
возрастанiя дуrъ, т. е. отъ точки (s) къ точкk (s дs), то ея 
направляющiе косинусы выразятся такъ: 

ОХ оу 

+ -Vox2 + оу2 ' 
-·------

+ -Vox2 + o_v2 

или 

ох os 
os · + УдхЧ= 0у2' 

оу os 
о s + Уох2+ dy2 • 

Такъ какъ д s > О, а отношенiе длины дуги къ длин-в хордЬI стре
мится къ единиц-в (§ 582), то въ пред-вл-в для направляющихъ ко
синусовъ касательной, направленной въ сторону возраста11iя дуrъ, 

мы и получимъ указанныя выше выраже11iя. Зам'l;тимъ еще, что в·ь 

б011ьшинств-в !(урсовъ дифференцiаль11ой Геометрiи радiусъ кри
визны е считается числомъ положительнымъ, и опред-вляется фор-

мулою ~ 1 d (f) 1 · въ настоящемъ. же сочиненiи л опред-вляется (} ! ds ' t: 

1 d 
формулою -- и можетъ быть, какъ положительнымъ, такъ и 

{! 

отрицатель11ымъ числомъ. ] 
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592. Опредtленiе кривизны можно еще инымъ образомъ оправ
дать, если предварительно согласиться принять 3а мъру криви3ны 

круга обратную величину его радiуса. Такое соrлашенiе совмъстимо 
съ обыденнымъ понятiемъ о кривизн-в, по которому круги малаrо 

радiуса искривлены больше, чъмъ круги большого радiуса. Осно
вываясь на этомъ и переходя къ измъренiю кривизны любой кривой 

въ данной на ней точкt М, разсмотримъ всъ круги, касающiеся 
этой кривой въ точкъ М, и обращенные выпуклостью въ ту же 
сторону, какъ и данная кривая въ этой точкъ. На основанiи того 

же интуитивнаrо представленiя, которое мы имъемъ о кривизн-в, 

можемъ, очевидно, сказать, что кривая въ точкъ М имъетъ кривизну 
большую, чtмъ кривизна внъшнихъ круrовъ и меньшую, чъмъ 
кривизна внутреннихъ круrовъ. Подъ внъшними кругами пони

маются тъ, окружности которыхъ проходятъ между касательною и 

данною кривою, а подъ внутренними тъ, относительно которыхъ 

кривая и касательная лежатъ съ одной стороны. Если покажемъ, 

что соприкасающiйся круrъ составляетъ границу, отдtляющую 

внъшнiе круги отъ внутреннихъ, то и придемъ къ утвержденiю, 

что кривизна данной кривой равна кривизнt соприкасающаrося круга. 

Чтобы доказать упомянутое свойство соприкасающаrося круга, обо· 
значимъ черезъ r радiусъ какого нибудь изъ круrовъ, касающихся 
данной кривой въ точкt М (х, у), а черезъ h алгебраическую 
величину разстоянiя точки М' (х + ох, у+ dy) на данной кривой 
отъ окружности выбраннаrо круга. Тогда имъемъ 

(2r+h)h (6x+rsinrp)2+(1)y-rcosrp'f r2. 

[ Примi.чанiе. Ра3стоянiе точки М; отъ окружности откла
дывается по нормали къ окружности и берется со знакомъ 

если точка М' лежитъ внt этой окружности, и со знакомъ 
если М' внутри ея. Если С есть центръ выбраннаrо круга, то при 
сдtланномъ соrлашенiи о знакt h, на основанiи извtстныхъ теоремъ 
элементарной Геометрiи, будемъ имъть въ обоихъ случаяхъ 

(2 r + li)h = СМ'2 - r2. 

Замъчая еще, что координаты (~, '1}) центра· разсматриваемаrо круга 
опредtляются формулами 

,; x-rsinq;. ·11=Y+rcosrp, 

rдъ q; уrолъ касательной къ данной кривой въ точкt М съ осью 
х-въ, находимъ СМ'"-= (dx + rsiп rp) 2 + (оу ~ rcos rp)2 и, слъдо-
вательно, 

(2r h) h = (6х + rsin q;)2 +(6у -rcos(f!)2 - r2. 

Обозначая черезъ l длину хорды ММ' и припоминая, что 
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dx cos ер = · ·····-- , sin ер 
ds 

dy 
ds, найдемъ 

(2r+ h)h fl + 2 r ох dy - 6у dx , 
ds 

т. е., 

2rh + h2 = /2 + rdytf2xd~ dxd2y + tr ..::...-~с----····~+ ... J. 

Отбрасывая безконечно малыя выше 3-го порядка (относительно ds), 
и nриnоминая сказанное въ § 585, мы можемъ зам1шить /2 черезъ 
ds2 , и nолучимъ 

h = ds2 
r 

dxd2y dya2x dxa~y ...... dylf1x 
:!ds ·. ·6ds --· 

Принимая тепер,, s за независимую перемiшную, находимъ 

dx tfly - dy tflx 

и окончательно 

h = ds2 (__!_ 
2 r 

_!__) + ds2 de + .... 
(} 6 е2 

Мы видимъ, что h будетъ вообще безконечно малою 2-го порядка; 
nри этомъ въ смежности съ точкою М, Ji > О при r о, и 
h < О nри r > !!, т. е. точки М', достаточно близкiя къ М, лежать 
вс'h вн'h или вс'h внутри касательнаго круга, смотря no тому, 

будетъ ли этотъ кругъ внутри или вн'h соnрикасающагося 

круга. Если же r = о (т. е. касательный кругъ совnадаетъ съ 
соприкасающимся кругомъ), то h будет1, порядка выше второго и 

/ 
Рис. 44. 

им'hетъ знакъ, одинаковый съ d !!· Отсюда . 
/ вытекаетъ слtдующее: Положимъ, что 

м dn 
въ точк'h d ~ непрерывна и неравна 

нулю; представимъ себt, что мы пере

двигаемся no кривой въ направленiи 

возрастающихъ дугъ, т. е. что ds < О 
лля точекъ, nредшествующихъ М, и 
ds > О лля точекъ, сл'hдующихъ за Лf. 
Если въ точкt М t;- > О, т. е. (! воз
растаетъ, а кривизна убываетъ (рис. 44 ), 

то знакъ dQ, а, слtдовательно, и h, переходитъ изъ въ +, и 
точки, предшествующiя М, будутъ внутри, а слtдующiя за нею 
вн'h соnрикасающагося круга. Какъ разъ противоположное будетъ 

им'hть м'hсто въ случаt : : < О въ точк'h М. Итакъ, в о обще 
соnрикасающiйся кругъ перес'hкаетъ кривую въ той точк'h, 
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въ которой онъ съ нею касается. Исключенiе моrутъ предста

вить лишь такiя точки, въ которыхъ ~f = О, и для которыхъ h 
беэконечно малая не ниже 4-го порядка. Во всt.хъ случаяхъ беэъ 
исключенiя соприкасающiЯся круrъ характеризуется тъмъ, 

что точки М', беэконечно близкiя къ М, на данной кривой, 
отстоятъ отъ него на безконечно мапыхъ разстоянiяхъ не 
ниже второго порядка. 

593. Пусть Н есть точка пересъченiя нормалей въ точкахъ 
М и М', легко покаэать, что uентръ кривизны въ точкъ М есть 
предъльное положенiе точки Н, съ которымъ она стремится совпасть, 
когда точка М' стремится совпасть съ точкою М, остающеюся на 
мъстъ. Въ самомъ дълъ, если п обоэначаетъ мину МН, то раз
стоянiе точки М отъ нормали М' Н, очевидно, равно .п sin ( d р); 
съ другой стороны, то же раэстоянiе равно проекuiи ММ', т. е. 
суммъ проекuiЯ dx и dy на касательную въ точкъ М'. Слъдовательно, 

п sin orp = cos (rp +[дrр). ох+ sin(IJ' + дrр). оу. 
Обоэначая предъnьное эначенiе п череэъ Q, получаемъ отсюда 

pdrp cos rp · dx~+ sin rp · dy = ds, 

т. е. Q равно радiусу кривиэны, а такъ какъ uентръ кривизны ле

житъ на нормали МН, то теорема и доказана. На этомъ основанiи 
можемъ утверждать, что нормали въ точкахъ, беэконечно 
блиэкихъ къ М, проходятъ въ беэконечно малыхъ раэ
стоянiяхъ отъ uентра кривизны въ точкъ М. Легко и вычи
слить эти разстоянiя; стоитъ только замътить, что, пренебрегая 
беэконечно малыми высшаго порядка, имъемъ: 

п (cos q;,~ дх + sin q,. дуl cot oq; = dx._·_дd~x5-~~tp-dy'- · ау ds tPs • 
d1p + "'); 

и, наконецъ, п 

перемънную. 

g + t d Q, если выберемъ Q за независимую 

594. Формула (7) заклю•1аетъ въ себъ вd дру1·iя, служащiя 
для вычисленiя кривизны, и эачастую превосходитъ ихъ въ смыслъ 
простоты и удобства вычисленiй. Если поJюжимъ 

ер arctgy' или m = в +iarctg _r.__ , 
'У с r' 

смотря по тому, Декартовы ли или попярныя координаты желаемъ 

примънить, то, дифференцируя, найдемъ 

у" d q, r 12 rr" 
-- '-·-- = 1 + ---···-· 1 + у'2 d6 r2 + r'2 

._) Потому что cosq,by-sinq,b,: безконечно малая высшаrо порядка. 
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а такъ какъ ds = v1 +у''. dx Vr~ -d(j, то снова и ПО· 
лучимъ выраженiя 

(8) 9= 

3 
(r2 +r'2)'! 

,-2+2r•2 гг" 

Если кривая задана уравненiемъ f (х, у) О, то достаточно обра
титься къ выведенному уже раньше (§ 574) результату. чтобы изъ 
первой формулы (8) получить 

1 о 
дf 

1 ,1х 
1 
1 
д/ 

(9) ' 
!! ;[ i дх (Li/)' 1 

' 
1 
с!/ д~f 

1 с!у д_удх 

Но и этотъ результатъ можно получить непосредственно изъ (7). 
Разсматривая ffJ, какъ функцiю отъ х и .У, которыя сами суть 
функцiи отъ s, имtемъ 

dq; д<р dx dff dy дff . дч 
- = - - + . -- -- = cos q; . -· + sш ([. . -- • 

rls дх ds дyds дх · ду 

слtдовательно, 

д . д 
IJ = дхsшq. - д_ycosq;. 

Съ другой стороны, извtстно (§ 586), ЧТО косинусы угловъ нормали 
съ осями Ох и О у выражаются формулами· 

(10) 

Поэтому 

или 

( 11) 

. l дf 
- sш р = - --- ' cos ((' 

J!дjдХ 

дf 
д)'. 

tJ_ (-1-. дf) + ~ (~1 ...... д)~) 
дх JfAJдx д_у J!А]ду 

Это есть весьма важная формула Бонне (Bonпet). Простое вычи
сленiе дастъ 
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а такъ какъ 

f ft;. (Ll~)1(~
2

~ + :;~) [(%У+ {%У] 
то мы и приходимъ къ формулt 

_ 1 [()2/ (дf)2 -· 2 if!. .f д} дf + д2j (дf)2]' 
9 (,J/)1 д.'\.·2 д_у дхд_у дх д_у д.1•2 дх 

совпадающей съ (9). 4то касается формулы ( 11 ), то она важна 
потому, что. ею обнаруживается инварiантный характеръ криви3ны. 

Дъйствительно, инварiантный характеръ перваго члена уже И3В'В
стенъ (§. 569); поэтому достаточно будетъ показать, что сумма 
двухъ другихъ имtетъ геометрическое значенiе, не3ависимое отъ по-

ложенiя координатныхъ осей. Обозначая для краткости функцiю ,}-= 
r дj 

черезъ g, и прnведя черезъ произвольную точку М кривую, для 
вс-вхъ точекъ которой g равно постоянной, легко будетъ вычи
слить уrолъ, обра3уемый этою кривою съ данною. А именно, при

м-вняя формулы (10) ко второй кривой, тотчасъ найдемъ (см.§ 577, а) 
выраженiе 

COSW= .. -=: .. ~- (дf~g+дfдg)· J!. !f. ,J g дх ох д_у ду 

и формула(ll) принимаетъ видъ- 1 =-Lf-=l~+-VJ1·· ./Jg-cos(<J. 
Q J! дj . 

595. Упражненiя. а) Мы поставимъ себi; змачей построить центры 
кривизны rnxъ плоскихъ кривыхъ, которыя чаще всего встрi;чаются на 
прак:.ик1;. Начнемъ съ просrnйшей изъ нихъ посл'h окружности круга, а 

именно с;ь лоrариемической спирали (r=aemO), приводящейся къ окру
жности круга при m=O. Такъ какъ r'=mr, r"=mr'=m2r, то r'2=rr", 
и вторая изъ формулъ (8) тотчасъ дастъ Q= J! r2+r'2 п. Еще скор1;е при
демъ къ этому результату съ помощью формулы (7), если замi;тимъ, что 
изъ р 6 + w слi;дуетъ dff! dD (ro const.), а такъ какъ ds ndD, то и 
получимъ () = п, т. е. въ лоrариемической спирали радiусъ кри
визны равенъ длинi; полярной нормали. Слi;довательно (см. § 589, е, 
рис. 33), центръ кривизны находится въ точкi; N. Это свойство является 
очевиднымъ, если припомнимъ сказанное въ § 593, взъ котораrо слi;дуетъ, 
что точка пересi;ченiя Н нормалей въ М и М' лежитъ на окружности 
круга ОММ', потому что L ОМН = / ОМ'Н (по опредtленiю спирали: 
со const.). Когда М' приближается къ М, круrъ Oilf М' стремится сдi;
латься касательнымъ къ кривой въ точкi; М, а точка Н стремится къ точкi; 1V, 
дiаметралыю противоположной М на предi;льномъ положенiи окружности 
круга. Раньше мы замi;тили, что длина полярной касате:~ьной М Т равна 
длинi; дуги ОМ, а теперь обратимъ вниманiе на соотношепiе Q = ms, ко
торое, такъ сказать, можно прочитать въ треугольник-}; N М Т. Для всякой 
плоской кривой можно аналоrичнымъ образомъ разсматривать соотношенiе 
между Q и s. Оно называется .натуральнымъ уравненiемъ кривой" 
и вполнi; достаточно, чтобы опредi;лить фигуру кривой 1). 

1) См. • Naturliche Geometrie", стр. 2. 
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[ Прим'hчанiе. Допустимъ, что дв1; кривыя С1 и С2 им1;ютъ одно и 
то же натуральное уравненiе 

1 
·- =/(s), 
f! 

и покажемъ, что он1; конrруентны. Отличая указателями аналогичные эле
менты об1шхъ кривыхъ, мы будемъ. им1;ть-при равныхъ значенiяхъ дуrъ-

откуда, въ силу (7), 

(1) 

Перенесем·~ одну изъ кривыхъ такъ, чтобы совпали точки, отъ которыхъ 
11а С1 и С2 ртсчиrываются дуги, а зат1;мъ повернемъ эту кривую такъ, 
чтобы совпали и положительныя направленiя касательныхъ въ этихъ точкахъ. 
Тогда, при s О 

(11) Х1 = Х2, Yl = У2, 
(Ш) 

Изъ равенства (1), въ силу § 307, Ь, вытекаетъ, что q;1 и q:2 моrутъ отли
чаться лишь на постоянную; но, въ виду равенства (Ш), эта постоянная 
равна нулю, такъ что равенство (ПI) им1;етъ м1;сто для вс1;хъ значенiй s. 
Въ такомъ случа1;, для всi;хъ же значенiй s, 

tf Х1 d X,-
.t} S cos 1Р1 = cos lf2 = d; 

sin ,р1 
. dyz 

SIП Р2 = ds' 

откуда аналоrичнымъ образомъ заключаемъ, что и равенства (11) им1;ютъ 
м1;сто всегда, т. е. кривыя совпадаютъ: Итакъ, кривыя, им1;ющiя одно и 
то же натуральное уравненiе, моrутъ отличаться только по положепiю, 
видъ же ихъ этимъ уравиенiемъ опред1;ляется вполн-в. На этомъ и основана 
важная роль натуральныхъ уравненiй ]. 

Ь) Для лоrариемической кривой (у= аеа; рис. 31) имtемъ 

у 
-;; = tg q;. 

" tg q; }' =~··· • а 

Первая изъ формулъ (8) дастъ 

1 а 

!) = у" cos3 q; = sin-p-cos2 q; 
а )' -.-+-·-· 

sш q: cos lf 

Пусть Т и N будутъ точки, въ которыхъ касательная и нормаль встр-вчаютъ 
асимптоту. Если перпендикуляръ къ асимптот1;, возставленный въ точк1; Т, 
встр-втитъ нормаль въ точк1; ll. то, на основанiи предыдущей формулы. 
l! = N Н. Поэтому мы найдемъ центръ кривизны С, если отложимъ по 
нормали длину НС= MN. 

с) Въ разносторонней rипербол1;, отнесенной къ асимптотамъ, им-вемъ 

а2 
у 

х 
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С.11ilдователъно, L МТО О (рис. 45), т. е. углу между радiусомъ векторомъ 
и nо.11ярной осью (осью ~-овъ). Дал'tе, 

" 2 а2 
у=

х3 

2у 
х2' 

r2 

= х2' 

слi;дователъно, радiусъ кривизны въ точкi; М nропорцiоналенъ 
кубу дiаметра, nроходящаго черезъ М. Чтобы построить центръ кри
визны, замi;тимъ, что 

r3 r3 r 
(.) 2 а2 ;t х у = sin 2 О М Q. 

Слi;дователъно, МС MQ, т. е. центръ кривизны лежитъ симме
трично съ Q относительно М. Къ тому же результату nридемъ съ 
помощью формулы (7). зам1пивъ,что rр=л;-0, откуда dq;=--dO, и e=-tl 
(rдi; ,z - длина полярной нормали). Замi;тимъ здi;съ еще слi;дующее: если 

Рис. 45. 

возьмемъ еще двi; точки М' и М" на гипербол-\; и соединимъ центръ круга 
М М'.М'' съ ортоцентромъ треугольника ММ' М", to центръ тяжести этого 
треугольника раздi;литъ эту прямую на два отрilзка, относящихся одинъ къ 
другому. какъ 1 къ 2, а съ другой стороны, по извi;стиому свойству равно
сторонней гиперболы, ортоцентръ лежитъ на кривой (см. nримi;чанiе). Когда 
М' и i'tf" приближаются къ М, то центръ тяжести треугольника стремится 
къ Jf, а центръ описаннаго около него круга къ С (центръ соnрикасающагося 
круга), откуда ясно, что ортоr.;.ентръ стремится къ совпаденiю съ точкою 

пересilченiя II нормали съ другою в-t;твъю гиперболы, и что МН = 2 е. 
Иными словами: дiаметръ соприкасающагося круга въ любой 
точкi; равносторонней гиперболы равенъ отрilзку, отсi;каемому 
самою кривою на нормали въ точкi; М. 

[ Прим:tчаиiе. Ортоцентромъ треугольника называется точка пере
съченiя его высотъ, центръ тяжести G точка nересi;ченiя медiанъ, центръ 
<>писаннаго круга С1 точка пересilченiя nерпендикуляровъ къ сторонамъ, 
возставленныхъ изъ ихъ серединъ. Эти три точки лежатъ на одной прямой, 
и если К есть ортоцентръ, то GK 2 GC1 (см .• Сборникъ геометрическихъ 
задачъ• Пржевалъскаго. Москва. 1894. Отд. III. Теорема 52 на стр. 66; 
доказательство на стр. 263). Свойство равносторонней гиперболы, упомянутое 
въ 595. с, читатель легко докажетъ самъ, или найдетъ въ .Anal. Geometrie 
der Kegelschnitte• Salmon-Fiedler (4-е изд. 1874 г., стр. 289, § 236). Предi;лъ
ное положенiе ортоцентра К находится на нормали въ точкi; М, потому 
что К на nерnендикуляръ къ М' М", а nредi;лъное nоложенiе М' М'' е1.,ъ 
касателъна11 въ 11.f. ] 
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d) К ар д i о и да прежде всего зам-tчательна т-tмъ. что она особенно 
просто спрямляется. Изъ уравненiя r = а ( 1 + cos О) послtдовательно находнмъ 

rls "г--- е о 
r' а sin О, ,Ге= r r2+r'2 2 а cos 2 , s = 4 а sin 2 · 

если за начало дуrъ примемъ вершину А (s О при е 0). Если радiусъ 
векторъ О М встрtчаетъ въ точк-t L окружность круга радiуса О А = 2 а 
съ центромъ въ полюсt О, то изъ предыдущей формулы получаемъ, что 
длина дуги А М равна длнн1, nрямолинейнаго отр1.зка .4 L. 
Въ частности, оттуда же сл-вдуютъ, что длина всей кардiоиды равна 8 а. 
Кром-t того, им1,емъ 

11'\ 2 

и'"+} п~ 
Сл1,довательно, цептръ кривизны въ точк1, М дълитъ длину поляр
ной нормали въ отношенiи l къ 2. Это свойство еще скор'Бе выводится 
из·ь формулы (7), если построенiе нормали уже извъстно. Д1,йствительно, 
опишемъ кругъ дiаметра, равнаго а, конхоида котораго (§ 589, k) относи
тельно точки О на его окружности и будетъ данная кардiоида. Пусть Н 
будетъ центръ этого круга, Р та точка на его окружности, которая лежитъ 
на paдiyct векторt Ом, а Q-точка, дiаметрально противоположная точк1; Р. 
Тогда MQ, какъ изв-tстно, будетъ нормаль къ кардiоидi; (§ 589,. k). Изъ 
того что, какъ треуrольникъ MPQ, такъ и треугольннкъ ОНР равнобед
ренны, слi;дуетъ, что L Р М Q = t О, а потому нормаль наклонена къ по
лярной оси подъ угломъ J О; сл-tдовательно, d rp = i! d G и {J = J п. f"!усть N 
будетъ другая точка окружности нашего круга, лежащая на M!,J. Такъ 
какъ треуrольникъ М Р Q равнобедренный, то точка N - проекцiя точки Р 

r" = а cos о. r'2 rr'1 = а2 (1 + cos О) ;i 11. 

Рис. 46. 

на M.Q очевидно д-tлитъ отр1,зокъ MQ попмамъ. Пусть lvl' будетъ п;>чка, 
симметричная съ Р относительно N. Прямая НМ' nересtчетъ нормаль J{Q 
въ 11ентр-t кривизны С. Д1.йствительно, построенная такимъ образомъ 
точка С есть центръ тяжести треугольника PQM1

, слtдовательно, 

MC=MN +JNQ=-!MN =JMQ. 

Наконецъ. замiпнмъ, что натуральное уравненiе кардiоиды есть s~+?Q2=const. 
Если будемъ отсчитывать дуги отъ полюса, то найдемъ, что длина дуги 
ОМ раина 

. о) 
SШ 2 · 
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Съ другой стороны, хорда ОМ равна 

r 
s2 

а (1 + cos G) = s -
а 

81 

Къ этому соотношенiю легко придти и rеометрическимъ путемъ съ помощью 
сп'tдующаго зам'tчанiя: изъ уравненiя кардiоиды видно. что перпендикуляръ, 
опущенный изъ А на ОМ, проходитъ черезъ точку, симметричную съ L 
относительно М. Сп'tдоватепьно, AL2= 4 а. 2 М L, т. е. (4 a-s)2=8 а (2a-r) 
и т. д. Отсюда сл'tдуе'1"Ь, что съ приближенiемъ М къ О, разность между 
дугою ·ом и хордою ОМ будетъ без1щнечно малою не 3-ro порядка 
(см. § 585), а только 2-ro. Это объясняется т'tмъ, что въ точк1; О кривизна 
безконечна. 

е) Изъ уравненiя синусъ-спирапей r"'=amsiпmO выводим-ь 
rm-l r' = а"' cos тв; ·дал'tе, (т - 1) r"'-2 r•2 + rm-l r" = mrm, т. е. 
(т-1) r'2+ rr" = mr2, и на.конецъ, r'2- rr'' = т (r2+ r'2). Поэтому 

резупьтатъ, очевидный по формуп't (7), потому что q, = О w (1 + т) О. 
Отсюда сп'tдуетъ, что радiусъ кривизны пропорцiоналенъ дпин1; 
полярной нормали. При т = 2 и ,п = ! снова находимъ изв'tстное уже 
построенiе uентра кривизны въ равносторонней rипербол1; и кардiоид1;. 
При т = 2 получается аналогичное построенiе дпя пе мни скаты. При 
m= ! находимъ, что въ парабол't радiусъ кривизны д'tлится пополамъ 
перпендикупяромъ, возставпеннымъ изъ фокуса къ радiусу вектору, и т. д. 
Ес.'IИ, нгконецъ, положимъ т = О, то снова получаемъ извъстное построенiе 
для логариемической спирали. На этомъ основанiи, несмотря на то, что при 
m=O уравненiе rm = ат sin т 0 теряетъ смыслъ, лоrариемическую спираль 
разсматриваютъ, какъ частный случай синусъ-спирапей, соотвътствующiй 
значенiю указателя т О. Она представляетъ нъкоторымъ образомъ границу, 
отдияющую одинъ классъ синусъ-спнралей, не выходящихъ изъ конечной 
части плоскости, отъ другого, въ которомъ спирали распространяются въ 
безконечность. 

f} Одинъ классъ синусъ-спиралей получается изъ другого посред
ствомъ такъ называемаго преобразованiя при помощи взаимныхъ 
радiусовъ векторовъ или обращенiя (Inversion). Подъ этимъ назва· 
нiемъ понимаютъ такое геометрическое преобразованiе, въ которомъ каждой 
точк1, на плоскости соотв'tтствуетъ взаимная съ нею относительно нi,котораrо 
постояннаrо круга. Если r (0) есть уравненiе нi,которой кривой, то 

а2 
r = /(О) есть уравненiе кривой, полученной ея обращенiемъ относительно 

круга радiуса а съ центромъ въ полюс'\,. Такнмъ образомъ, Архимедова 
спираль и гиперболическая спираль, кохпеоида и квадратриса, равносторон
няя гипербола и пемниската, парабола и кардiоида, и вообще дв1, синусъ
спирапи съ указателями, равными по величин'!, и противоположными по знаку, 
представляютъ собою пару взаимнообратныхъ кривыхъ. Поэтому полезно 
знать, какимъ образомъ можно построить центръ кривизны дпя одной изъ 
взаимнообратныхъ кривыхъ, когда изв1,стно построенiе дпя другой. Мы пре· 
доставпяемъ читателю доказать, что въ двухъ соотв1.тствующихъ точкахъ 
взаимнообратныхъ кривыхъ касательныя антипараллельны относительно ра
дiуса вектора, и центры кривизны лежатъ на одной прямой съ 
центром ъ обраiuенiя (т. е. центромъ постояннаrо круга). 

g) Астроидою называется кривая, уравненiе которой въ прямоуrопь

ныхъ Декартовыхъ координатахъ есть xl + у! al. Она симметрична 
6 
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относительно коорцинатныхъ осей и состоитъ изъ четырехъ равныхъ между 

собою дуrъ, касающихся коордилатвыхъ осей въ крайнихъ своихъ точкахъ 
(рис. 47). Пусть А В будетъ одна иэъ этихъ четырехъ дуrъ; примемъ за 

а 

начало счета дуrъ середину ея, т. е. точку х = у 

нзъ уравненiя кривой 

2-v2· Мы найдемъ 

( 
\ 1 

у'= - : ) ' 

1 
3 .-

s = 2 (axZ) 

Отсюда, въ частности, вытекаетъ, что длина всей астроиды равна 6 а. 
Далtе, имiiемъ 

1 (a2)t у"= Зх ху ' о= З(аху)!.. 

Простое вычислеиiе покажетъ, что натуральное уравнен:iе кривой есть 
4 s3 + f!2 = t а2. Различныя свойства кривой, однако, легче обнаруживаются, 

если будемъ ее разсматривать, 
какъ геометрическое мiiсто то
чекъ, получаемыхъ сл1iдующимъ 
построенiемъ. Опишемъ около 
начала координатъ радiусомъ 
О А а окружность круга и 
каждую ея точку N спроекти
руем-ь сперва на координатныя 

оси въ Р и Q, а затtмъ на PQ 
въ точку М. Общее мiiсто то
чекъ М и будетъ астроида. 
Дiiйствительно, если обозначимъ 
черезъ в уrолъ N О А , io 
МР а siп2 В, MQ а cQs2 &, 
а координаты точки М будутъ 

с 

х 

Рис. 47. 

x=MQ·cosв acos3G, 

у = М Р · siп G = а siп3 О, 

и удовлетворяютъ, какъ видимъ, 

уравненiю х§ + yi = ai. Те
перь эамiiтимъ, что 

dx -3asiп0cosiвdв, dy=3acosBsiп2Bd0, ds=3asiпOcosBd&. 

Слiiдовательно, угловой коэффицiентъ касательной в-ь М равенъ tg О, т. е. 
прямая Р Q и ес:ть касательная. Отсюда тотчасъ слi;цуетъ, что отрiiзокъ, 
отсiiкаемыll координатными осями на касательной, постоянно 
равенъ а. Далtе, если за начало счета дуrъ примемъ середину П:уrи АВ, 
то найдемъ, •по s = - ! а cos 2 В, а поэтому 

дуга МА ! а (1 - cos 2 В) ! а siп2 е = ! М Р. 

Слiiдовательно, чтобы спрямить дуги МА и МВ, стоить только продолжить 
каждый изъ отрiiзковъ М Р и М Q по касательной на половину ero длины. 
Наконецъ, радiусъ кривизны, независимо отъ знака, будетъ 

ds 
dв 

~ а sin 2 О, 
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и мы тотчасъ видимъ, что 4 s2 + (!' Jt а2, какъ было сказано выше. Зам1;
чая еще, что М N = а sin О cos 0, получаемъ fJ = З М N. Сл-J;довательно, 
радiусъ кривизны равенъ утроенной д.nин1; M.N. Если обозначимъ 
черезъ N' другую точку перес1;ченiя нормали съ окружностью круга, то 
можно также сказать, что центръ кривианы С симметрично распо
.nожекъ съ N 1 относительно М. 

hJ На 1.оничесиамъ Сtь'Ченiи (съ центромъ) кривизна изм-J;няе,ся 
пропорuiонально кубу разстоянiя отъ uентра до касательной. 
Разсмотримъ для опред1;ленности э.nлипсъ, отнесенный къ его осямъ; изъ 
уравненiя · Ь2 х2 + а2 у2 = а2 ь2 пос.n1;довательно получимъ 

ь2х+ а2уу'= О, Ь2+ а2у'2+ 

Введя разстоянiе отъ uешра до касательной 

h 
_;r-xy' 
У1+у•2 

О. а2у3у"= 

и, выбравъ надлежащимъ образомъ знакъ {}, по.nучимъ 

а2 ь2 

h3 

lrl. 

Друriя формы для fJ получимъ, вводя въ разсмотрtнiе, вмt.сто h, длину / 
сопряженнаrо съ ОМ полудiаметра, или длину п отр-J;зка нормали М N 
между точкою на кривой и осью, проходящею черезъ фокусы. Стонтъ 
только зам1;тить, что I h = а Ь и ti lt = Ь2, чтобы получить 

/3 
О=-, 

- аЬ 

гдt., какъ обыкновенно, р = Ь2/а. Пос.n·Iщнее выраженiе для fJ весьма удобно 
получается при помощи полярныхъ координать. Полярное уравненiе кони
ческаrо сt.ченiя, если по.nюсъ помt.щенъ въ одномъ нзъ фокусовъ, а 
полярная ось по оси кривоll:, проходящей черезъ фокусы, имt.етъ видъ 

r , и извt.сmая формула (§ 558, d), въ которой надо положить 
cos 

/ f'= -~ siп в, • р ' /
,, __ !!_ 

р co_s в, f 

тотчасъ дастъ 

(r2 - 2 kr2 cos 8 + k2 r2)t 
р2 • 

Замt.тимъ вмt.m съ тt.мъ, что въ треугольникt. F А! F 1, въ которомъ нор
маль М N дt.литъ уголъ М пополамъ, нм'tемъ 

kr, п2 = r2 - 2 kr2cos 0 + k2r2, 

припоминая, что М F + М F' = 2 а, N F + N F' = 2 ka. Такимъ образомъ 
снова получаемъ упомянутое выраженiе fJ· 

i) Теперь мы интерпретируемъ геометрически это выраженiе и поста
раемся построить uешръ кривизны въ данной точк1; коннческаго с1;ченiя 
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(рис. 48). Прежде всего зам1;чаемъ, что, проектируя F N М на F М, находимъ 

п cos 1/} =,. kr cos 0 = р, 

т. е. проекцiя нормали на радiусъ векторъ величина постоянная. 
равна я р. Зам1;тивъ это, получаемъ дал'hе 

п3 

(} = р2 

Рис. 48. 

р' 

п 

cos2 VJ • 

Итакъ, возставимъ пер
пендикуляръ къ нормали 

въ 1очк'h N и продолжимъ 
еГО ДО ТОЧКИ ВСТр'БЧИ р СЪ 
однимъ изъ радiусовъ век
торовъ точки М: зат'hмъ, 
возставимъ въ точк1; Р 
п,ерпендикуляръ къ pa!{iy
cy вектору; этотъ 11ерпен

дику ляръ перес'hчетъ нор
маль въ центр1; кривизны 
точки М. Къ тому же резу.,ь-
тату можно прv.дти съ помощью 

н1;которыхъ зам'kчанiА, относя
щихся ,къ приложенiю безке
нечно малыхъ въ Геометрiн 
(§ '590, d)," а именно, положивъ 
MF r, MF'= r' и обозначая 
черезъ 0 и в• углы при верши
нахъ F и F' въ треу~-ольник'h 
М F F 1, можемъ написать 

rd0 -r'd0'=COS1jJ·dS. 

Такъ какъ уrолъ иаклояенiя нормали къ оси F F' измi;ряется числомъ 0 + 1/} 

или дополне11iемъ до :п числа 0' + VI, то для угла смежности d (f), очевидно, 
получимъ 

- d(f) dO'+ dVJ .. 

Отсюда, вычитая одно равенство изъ другого II раздtляя на ds, находимъ 

2 dв d9' 

ds ds 

Съ другой стороны, фокусы разд'kляются гармонически касательною и но-р-· 
малью, а потому ихъ про-екцiи на нормаль дi;лятъ гармонически отр'hзокъ п, 
такъ что 

2 1 1 2 
- = -~- +--- = ···-·-' 

11 r cos 'IJJ r'cos 1J! (} cos21P 

или (} cos2111 = п и т. д. При помощи самыхъ простыхъ геометрическихъ 
соображенiи указанное · построенiе можно превратить въ другое, не мен'kе 
полезное, данное Маннгеймомъ (Mannheim) 1) {рис. 49). Положимъ, что nер
пендику ляръ, опущенный изъ С на F F' встръчаетъ Р Р' tnерпендикуляръ 
къ нормали М N) въ точкi; Q, а прямая, проведенная черезъ Q парал
лельно F F', перес'kкаетъ М F и A,f F' въ точкахъ G и с·. Такъ какъ углы 

1) "Cours de Geometrie descriptive", р. 175. 
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CPG и CQG прямые, то точки С, Р, Q, G лежатъ на окружности 
круга; а потому L. CGQ L. CPQ. Такимъ же образомъ доказывается. 
что L. С G1 Q L. С P'Q, а такъ какъ, очевидно, L. CPQ = L. CP1Q, 
то и L. CGQ = L. CG'Q. т. е. треугольникъ CGG1 равнобедренный и Q, 
сл1;довательно, д1;литъ G G• пополамъ. Отсюда слъдуетъ, что прямая 
М Q проходитъ черезъ середину f' Р', т. е. черезъ центръ кони
ческаrо dченiя. Такимъ образомъ и получается слъдующее построенiе 

Рис. 49. Рис. 50. 

(рис. 50): изъ точки 1V возставимъ перпендикуляръ къ нормали 
до пересъчепiя его въ точк1; Q с'ъ дiаметромъ, проходящимъ 
черезъ М; зат-вмъ изъ точки Q опускаемъ перпендикуляръ на 
прямую РР'; этотъ перпендикуляръ перес-вчетъ нормаль въ 
центр-в кривизны С. 

j) Первое· построенiе центра кри
визны коннческаго сi;ченiя даетъ намъ 
средство ръшить слъдующую задачу: 

Изв-встно построенiе центра 
кривизны н-вкоторой данной кри
вой. Требуется построитъ центръ 
·кривизны въ соотв-втствующей 

м 

/ 

-- ,,,,,·/ ----·-····-- о 

, 

с 
Рис. 51. 

точк1. подэры данной кривой от
носительно данной точки (рис. 51). 
Положимъ, что точк1; М на данной 
кривой соотвi;тствуетъ то•1ка Р на 
подэр-в, т. е. Р есть ·проекцiя непо
движной данной точки U на каса1"ель
ную къ данной кривой въ точк-в М. 
Пусть Q будеn проекцiя центра кри
визны С данной кривой на ОМ. Про
еК'!"ируемъ Q на нормаль МС. и полу
ченную точку N соединимъ съ О. 
Центръ кривизны подэры въ то
чкi; Р находится въ точк1; пере-
с-вченiя К прямой ON съ нормалью къ подэр-в въ точкъ Р. 
Въ самомъ дi;лi;, пренебрегая безконечно малыми высшаго порядка, можно 
зам-впить данную кривую въ смежносТlf съ точкою М соприкасающимся ея 
круrомъ (§ 592) или какою нибудь другою кривою, имъющею тоn же 
центръ кривизны С. На м-всто подэры данной кривой оmосительно точки О, 
въ смежности съ точкою Р, явится тогда подэра новой кривой, но положенiе 
центра кривизны К не изм-внится. Въ Аналитической Геометрiи доказывается, 
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что подэра коническаrо сi;ченiя относительно ея фокуса есть окружность 
круга, построеннаrо на большой оси коническаrо сi;ченiя, какъ на дiаметр1; *). 
Поэтому мы можемъ утверждать, что К есть центръ коническаrо сi;ченiя. 
одинъ изъ фокусовъ котораrо лежитъ въ О, которое проходиrь черезъ М 
и имi;етъ соотвi;тствующiй центръ кривизны въ точкi. С. Но изъ построенiя 
совершенно ясно, что для этого коническаrо сi.ченiя прямая ON есть ось, 
проходящая черезъ его фокусы. Сл1щовательно, К лежитъ на ON, что и 
требовалось доказать. Полезнымъ упражненiемъ для читателя будетъ прило
женiе доказаннаrо построенiя къ лемнискаn, разсматриваемой, какъ подэра 
равносторонней гиперболы относительно ея центра и къ кардiоидi;, какъ 
подзрi; окружности круга относительно нi;которой ея точки. Съ помощью 
простыхъ rеометрическихъ соображенiй онъ найдетъ уже раньше указанныя 
спецiальныя построенiя. 

k) Примi.няя къ параболi; первое построенiе центра кривизны кони -
ческаrо сi;ченiя, легко замi;тить на основанiи равенства отмi;ченныхъ уrловъ, 

что треугольники М F N и Р FN рав
нобедренны (рис. 52), откуда сл1;дуетъ, 
что f' дмитъ _,, Р пополамъ. Такимъ 
образомъ мы приходимъ къ найден
ному уже построенiю, на основанiи 
котораrо можно сказать, что парабола 
есть синусъ-спираль съ полю

сомъ въ фокусi.. Если вмi.сто фо
куса дана директриса, то указанное 

построенiе надо замi;нить друrимъ, 
которое мы выведемъ весьма просто 

изъ предыдущаrо. Проектируемъ М 
въ G на директрису, и пусть S -
точка пересi;ченiя нормали съ дирек
трисою. Прямоугольные треугольники 
MFL и MGS равны между собою, 
потому что углы при М между собою 
равны, и М f' М G, по извъстному 

s 

G 

с 

р 

Рис. 52. 

свойству параболы. Слi;довательно, 
гипотенузы ML и MS также между собою равны. Отсюда сдi.дуетъ, что 
радiусъ кривизны равенъ удвоенному отрi.зку нормали между 
точкою на кривой и директрисою. Кривыя линiи, въ·которыхъ радiусъ 
кривизны пропорцiоналенъ д;шнi; нормали въ Декартовыхъ координатахъ, 
называются иривы.ми Рибоиура (Ribaucour) Поэтому можно сказать, что 
парабола есть кривая Рибокура. 

1) Къ числу ихъ принадлежитъ, межцу прочимъ. цi.пная линiя. Въ 
самомъ д'l;лi;, мы доказали раньше (§ 589, с), что (рис. 32) въ прямоуrоль
номъ треугольник'!; М Р N проекцiя М Q длины М Р ( на гипотенузу 
M1V( п) равна а, такъ что у2 = ап, а изъ уравненiя кривой получимъ 

у _, 
а2 

п. 

Слi;довательно, центръ кривизны расположенъ симметрично съ ~v 
относительно М. Мы видми раньше также, ч;о дуга s, считаемая отъ 
вершины А , равна Р Q . Отсюда слi.дуетъ, что въ треуrольникi; М Р N 
им'l>емъ s2 = MQ_-_QN. А такъ какъ п MQ + QN, то оказывается, что 

натуральное уравненiе ц1;пной линiи будетъ 12 а+ .'>2 . 
а 

*) См. Salmon-Fiedler .Kegelschnitte" (18781, стр. 252. 
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m) Для ц"l,пной линiи равнаrо сопротивленiя 

имi,емъ 

х 
у'= tg 

а 

у а 1og cos 3-_ 
а 

х cos 
а 

у"=--

а cos2 .!'__ 
а 

а 

х cos 
а 

87 

т. е. о cos tp = а. Сл1щовательно, проекцiя радiу са кривизны на ось 
симметрiи кривой равна постоянной величии"I, а. Вычислеиiе длины 
дуrи s не такъ легко, мы ero выпоJшимъ въ слъдующей книr"I,. Тогда мы 
увидимъ также, что натуральное уравненiе нашей кривой есть 

n) Еще одна весьма важная изъ кривыхъ Рибокура есть циклоида 
(§ 590, а). Обращаясь къ рис. 53, замъчаемъ, что (по опредъленiю) 
О N = v iW. N = а О , а потому координаты точки М будутъ 

x=ON-PN=a(O sinO), у PH+HM=a(l cosO). 

\с 
Рис. 53. 

Отсюда с,1ъдуетъ 

dx = a(I cosO) dO, dy = asiп OdO, 

dy о 
а потому dx = cot ·г Съ другой стороны, L М LN = } L М Q N \ О. Слъ-

довательно, ML - касательная, а поэтому М N - нормаль къ кривой въ 
точкъ М. Возвышая въ квадратъ и складывая выраженiя d х и d у, полу
чаемъ d s2, и изъ неrо послъдовательно 

tis=2asiп-;-do, s 4а (1- cosf) 8 а sin2-~, 
4 

если условимся отсчитывать дуrи отъ точки О. Длину цълой вътви 
циклоиды, т. е. такой ея дуги, которую опишетъ точка катящаrося круга 
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по совершенiи имъ полнаго оборота, получимъ, положивъ 0 2 :rr:. Эта длина 
оказывается равною 8 а, т. е. учет в ерениому дiаметру катяща1·ося 
круга. Дал1;е, такъ какъ уrолъ смежности, независимо отъ зн2ка, равенъ-! de, 
то тотчасъ находимъ Q 4 а siп}, т. е. Q 2 п (п = MN). Итакъ, uентръ 
кривизны расположенъ симметрично съ М относительно N. Это 
свойство почти очевидно посл'h сказэннаrо въ § 593 и § 590, а 1). Наконеuъ, 
если перенесемъ начало счета дугъ въ вершину А, середину полной дуги 

в 
циклоиды, то найдемъ s = 4 а cos 2 , и тотчасъ получаемъ натуральное 

уравненiе циклоиды: s2 + fl2 consl 

о) Bc'h кривыя линiи, описываемыя какою нибудь точкою кривой, ка
тящейся безъ скольженiя по другой неподвижной плоской кривой, называ

aI-J ' и 

~~! . 
/ 

l:' 

Рис. 54. 

ются рулеттами (Rollkurveп). Bc'h рулетты 
обладаютъ rtмъ сво11ствомъ, которое мы 
зам'hтили въ циклоидъ, а именно, ЧТО нор
мал ь къ рулетт'h всегда проходитъ 
черезъ мrнов·енную точку касанiя под
вижной и неподвижной кривой*). 
Когда неподвижная кривая обрашается въ 
пряму,ю линiю, а подвижная въ окружность 
круга, то рулетта и будетъ uиклоидою. Въ 
обратномъ случаi;, когда подвижная прямая 
катится безъ скольженiя по неподвижной 
окружности круг&, каждая точка прямой опи

сываетъ кривую, которая называется эволь

вентою ,cpyza (или разверткою круга). Если 
О есть уrолъ, на которыА подвижная прямая 
повернулась въ сторону, противоположную 

движенiю часовой стр'hлки, начиная съ того 
момента, когда точка этой прямой, описыва
ющая эвольвенту круга, находилась въ А , 

то координаты точки М, когда О А примемъ за ось асбциссъ, будутъ **) 

Поэтому 

х = а (cos в + О siп &) • у а (siп 0 - 0 cos 0) . 

dx = а 6 cos О d6, d_y 

ds aOdO, (} 

а 0 siп О dO, 

ds 
dO =а0. 

dy _ __._ = tg 0, 
dx 

Слъдовательно, кривая остается постоянно нормал'ьною къ подвижнu11 прямой, 
и центръ кривизны всегда находится въ точкi; касанiя подвижноА прямой 
съ неподвижнымъ круrомъ. Длина дуги А М есть s ! а 02, а потому нату
ральное уравненiе эвольвенты круга есть {!2 = 2 as. Изъ него мы можемъ 
получить сл1щующее: Если прямая МС', соединяющая М съ точкою С', 
дiаметрально противоположною точкъ С. пересъкаетъ окружность круга въ 
точкt. L , то прямая С L отс'hчетъ на касате.чьной отъ точки М отръзокъ, 
равный s. 

1) Duhamel: "Elemeпts du CalcuJм, т. Т, стр. 177. 
*) См. Cesaro .Naturliche Geometrie", § 57. 

**) Х проекцiн ОМ= пр. О С+ пр. С Jf на Ох и т. д. 
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р) Когда и неподвижная и подвижная кривыя будутъ окружности кру
rовъ, ro рулетrами будутъ zипоци1'.4оида или эпици11:лоида, смотря по 
тому, будетъ ли касанiе круrовъ внутреннее или внъшнее. Мы ограничимся 
здъсь изслъдованiемъ этихъ спецiальныхъ рулетrъ, имъющихъ важное при
ложенiе въ теорiи механизмовъ. Чтобы имъть дъло съ опредъленнымъ слу
чаемъ. допустимъ, что круrъ радiуса та катится безъ скольженiя по другому 
кругу радiуса а, при чемъ касанiе 
круrовъ будетъ вн'hiпнее (рис. 55). 
Результаты, которые получимъ, бу
дутъ относиться къ эпиuиклоидамъ, 

если предположимъ т > О , но тъ 
же формулы будутъ относиться къ 
rипоциклоидамъ, если предположимъ 

т < О. Мы предположимъ, что под
вижная точка М находится сперва 
въ точкъ А на окружности непо
движнаrо круга, имъющаrо uентръ 
въ О, и направимъ ось абсциссъ 
по прямо!! ОА. Г.одвижныn круп, 
радiуса та, съ центромъ въ Q, 
катится безъ сколъженiя въ сто
рону, противоположную движенiю 
часовой стрълки. Разсмотримъ его 
въ, томъ нономъ положенiи, въ ко-
торое онъ придетъ, когда линiя Рис. 55. 
центровъ обоихъ круrовъ повер-
нется на уrолъ т е около точки О. 
Пусть N буцетъ тогда точка касанiя кру1·овъ. Теперь примемъ во вниманiе, 
что 110 условiю движенiя дуга А N = дуrъ JI. N, а сл1;донательно, уrолъ N Q М 
необходимо равенъ е. Отсюда получается, что координаты точки М будутъ 

С.1ъдовательно, 

и. наконецъ, 

(i )' 
dx 

x=a{(I+m)cosmO т cos (8 + т G) } , 
у a{(l+m)siпmG-msin(G+тв)}. 

d:i·=2m(1+m)asin ~-cos(~ +то)t/0, 

dy = 2 т ( 1 + т) а siп f siп ( { + т О ) d О 

( 
о' 

tg 2 +то), 
, r 

2т(1 +m)asin f· 
. 6 

Итакъ, уrолъ наклоненiя· касательной къ оси .х-овъ есть р 2 + т О. Если 

соединимъ точку М съ точкою L , дiаметрально противоположною· точкъ N 
на подвижномъ круrъ, ro уrолъ наклоненiя ML къ оси .х-овъ будетъ равенъ 
суммъ уrловъ QLM = t О и А ON = mll. Слъдовательно, МL-касательная, 
а потому MN - нормаль. Далъе, если будемъ считать дуги отъ А, то. 
очевидно, будемъ имi;тъ 

s = 4 ,п (1 + т) а ( 1 cos } ) = 8 т (1 + 111) а sin2{ , 

и поэтому длина полной дуги эпициклоиды равна 8 т (1 + т) а. 
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Если, напротивъ, будемъ считать дуги отъ се.редины полной дуги (s = О 
при О n), то будемъ имi.ть 

6 
s - 4 т (1 + т) а cos ::Г, 

а таю, какъ, съ другой стороны, 

d s 2 ds 4 т (1 + т) . О 
о = -- = --··--- = ----- ·-- а sш---, 

~ d(f! l+2md0 1+2т 2 

то натуральное уравненiе эпициклоидъ и гипоциклоидъ будетъ 

s2 + (1 + 2 mf ri const. 

Чтобы построить центръ кривизны, замi.тимъ, что отрi.зокъ нормали М N 

имi.етъ длину п = 2 та sin -} · Другой отрыокъ нормали MN1
, отсi.каемый 

неподвижнымъ кругомъ, имi.еn, длину п', которую можно вычислить съ 
п' п а 

помощью пропорцiи -- = , откуда и получаемъ 11нt'= (l + т) п. 
п та · 

Замi.тивъ это, имi.емъ 

2(1+т)t1 2 -------- или -
1 +2т е 

1 1 
п + -;;, . 

Слi.довательно, точка С гармонически сопряжена съ М относительно .У .У', 
т. е. центръ кривизны въ каждой точкi, М лежитъ на подярi, 
этой точки .относительно неподвижнаго круга. Это с1юllство тотчасъ 
преобразуется въ другое, если примемъ во вниманiе слi.дующее замi.чанiе. 
Радiусъ ON'. очевидно, параллеленъ Q М. Если проектируемъ четыре гар
монически сопряженныя точки М, 1V, С, 1V' изъ О на QM, то проекuiя N' 
будетъ въ безконечности, а потому проекцiя N, т. е. точка Q, должна 
дi.лить пополамъ проекцiю МС, т. е. С проектируется въ точку, симметрично 
расположенную съ М относительно Q. Иными словами: uентръ кривизны 
въ точкi, М лежитъ на томъ изъ дiаметровъ иеподвижнаго 
круга, которыll проходитъ черезъ точку М', дiаметрально проти
воположную точкi. М на окружности подвижнаrо круга. 

q) Въ предi.льномъ случаi, т О , при чемъ предполагается, что съ 
приближенiемъ т къ нулю, та остается постояннымъ, а слi.довательно, а 
безпредi.лыю возрастаетъ, получимъ циклоиду (о= 2п). Наоборотъ, при 
m=oo, при чемъ предполагается, что 1пО сохраияетъ постоянное зваченiе {}, 
снова находимъ свойства эвольвенты круга ({) = п). 

2 ]. . о -" 
а 1m т sш 2 = а ·и, s=8alimm(l+m)sin~ 1- 1 ')'' ·2 tl 1 -. 

Впрочемъ, ясно, что въ этомъ случаi., вслi.дствiе совпаденiя точекъ Х и .У', и 
точка С должна съ ними совпасть. При т = - k, получимъ о =, т. е. 
rипоциклоида обращае1ся въ прямую линiю, что можно также видъть, вы
полняя построенiе нормали или ш;нтра кривизны. Иными словами: если 
нi.который кругъ, внутренне касаясь другого, вдвое большаго 
круга, катится по этому неподвижному кругу безъ скольженiя. 
то каждая его точка движется по дiаметру неподвижнаrо круга 

(рис. 56). Это свойство, которое можно прямо прочесть на чертежi,, примi.
няется въ нi.которыхъ зубчатыхъ колесахъ. Кардiоиды также принадле
жатъ къ роду эшшиклоидъ, что видно изъ общихъ формулъ, если въ нихъ 
положимъ т = 1. Впрочемъ, то же самое можно видi.ть и на рис. 4б. 
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Въ самомъ дtлt, принимая во впиманiе, что L Р Н N вдвое болыре угла 
PQN и, слtдовзтельно, равенъ 6, мы видимъ, что прямая HNII ОМ и 
проходитъ поэтому черезъ точку К середину ММ', такъ какъ HN д1;литъ 
Р М' пополамъ. Отсюда слtдуетъ, что окружность круга. построеннаrо 
по ММ', какъ на дiаметрt. касается въ точк-J; N окружности неподвижнаrо 
круга. Съ другой стороны, очевидное равенство уrловъ U Н N и М К N 
показываетъ, что и дуги О N и М N обоихъ круrовъ равны между собою. 
Итакъ, кардiоиду можно разсматривать, какъ рулетту, описыва
емую точкою подвижиаго круга, катяшаrося безъ скольженiя 
по другому равному ему кругу. Общiй прiемъ построенiя центра 
кривизны приведется въ нашемъ случа-J; къ указанному уже раньше спе· 
шальному построенiю. Наконецъ, въ случаt m= -i получаемъ астроиду 
(рис. '[,7 ). Чертежъ тотчасъ показываетъ, что круrъ построенный на поло
винt L N радiуса О N, какъ на дiаметрt, проходитъ черезъ точку М на 
астроидъ. Такъ какъ уrолъ М К N, очевидно, вчетверо больше угла А О N, 
то дуга М N внутренняго круrа всегда равна ду1 i; А N внtшняrо круга. 

А 

А 

р 

\ 

Рис. 56. Рис. 57. 

Поэтому астроиду можно разсматривать, какъ гипоциклоиду, опи
сываемую точкою круга, катящаrося (внутренне, безъ сколь
женiя по другому неподвижному вчетверо большему кругу. 
Общiй способъ построенiя центра кривизны приводится здtсь къ извtстному 
уже изъ предыдущаrо спецiальному, потому что на основанiи извtстнаrо 
соотношенiя между отръзками, отсtкаемыми трансверсалью О С на сторо
нахъ треугольника М К N, имъемъ 

.VC км·. ON ·МС 
ММ' ОК 

2 
мс. () 3 

2 ~vc= змN. 

r) Первый способъ построенiя центра кривизны въ эш1- и rино
циклоидахъ, указанный въ уnражненiн р). наводитъ на мысль изсл1щовать 
кривыя, опред1.шяемыя слtдующимъ свойствомъ: въ каждой точ кi; М 
на кривой радiусъ кривизны про11ор1tiоналенъ отрt.зку нормали 
между точкою М и полярою точки М относительно неподвиж
на r о кр у r а. Мы предложили бы это изслъдованiе читателю для упражненiя. 
Кромt назвзнныхъ выше, этимъ свойствомъ пользуется безчисленное мно
жество другихъ кривыхъ и, между прочимъ. коническiя съченiя. Для 
нихъ неподвижный кругъ есть круrъ Монжа (Monge), т. е. круrъ, кон-

центрическiй съ коническимъ съченiемъ, и радiуса. равнаrо У а2 .fb2. Если 
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въ общемъ спучаъ неподвижный круrъ сведется къ точкъ, то получимъ 
снова синусъ-спирали. Еспи, наоборотъ, зтотъ круrъ сведется къ прямой 
линiи, то получимъ кр и вы я Рибо к ура. Сн1щовательно, въ числi; кониче
скихъ с-tченiй содержится одна синусъ-спираль и одна кривая Рибокура. 
Первая получится, еспи пшюжимъ ·а2 + ь2 =О; зто бу детъ, СJI13доватепьно, 
равиосторонияя rипербопа. Вторая получится,еспи будемъ увеличивать 
а?.+ ь2 до со, ИJIИ еспи представимъ себt, что цеитръ кривой удаляется въ 
безконечность: это будетъ парабола. 

Асимптоты. 

596. Представимъ себt двt точки, двигающiяся по двумъ 
кривымъ и стремящiяся 1<ъ совладенiю, въ то время, какъ прямая, 

ихъ соединяющая, уходить въ безконечность или безостановочно 

вращается около неподвижной точки. Когда понобное обстоятельство 

имtетъ мtсто ( лри чемъ не исключается возможность, что лри нt
которомъ опредtленномъ соотвtтствiи межну разсматриваемыми 

точками оно можетъ и не имtть мtста), то rоворитъ, что кривыя 

линiи бунутъ а с им п тот а ми одна относительно другой, или что онt 

расположены асимптотически одна къ другой. Представимъ себt,. 
напримtръ, что нtкоторая точка М удаляется въ безконечность, 
двигаясь по кривой у= /(х), такъ что разстоянiе ея оть начала 
координатъ возрастаетъ безпредtльно. Тогда, по крайней мtpt, 
одна изъ ея Декартовыхъ координатъ бунетъ также безлредtльно 
возрастать. Если только одна изъ координатъ возрастаетъ беэпре

дtльно, то всегда можно rфедположить, что этоiо координатою 
будетъ именно абсцисса, потому что нруrой случай всегда свенется 

къ этому путемъ замtны у на х и обратно. Предпославъ сказанное, 
разсмотримъ на другой кривой, у = g (х), точку, имtющую нля 
каждаr.о положенiя М общую съ точкою М абсrщссу х. Пренпо
ложимъ налtе, что съ приближенiемъ х къ ± оо, т. е. при без
предмьномъ возрастанiи I х 1,· разность / (х) g (х) С"Гремится къ 
нулю. Тогда можно утверждать, что разсматриваемыя кривыя рас

положены асимптотически одна къ другой, и то же самое можно 

сказать о кривыхъ, полярныя уравненiя которыхъ будутъ r = /(6) 
и r g (О)· Такъ какъ при этомъ (§ 308, с) и разность .f' (х) - g' (х) 
стремится къ нулю, если она вообще къ какому-нибудь предtлу 

стремится, а не колеблется постоянно, то оказывается, что обt 

кривыя не только стремятся пройти череэъ общую точку, но, во
обще говоря, стремятся также прiобрtсти общую касательную, 
однако, послtднее обстоятельство необходимо всегда тщательно 
изс.1tдовать. 

597. Обозначимъ въ дальнtйшемъ черезъ х и у координаты 
точки М, стремящейся въ безконечность при движенiи по данной 
кривой. Если удастся опредtлить постоянныя т и h такъ, чтобы 
у - т х Ji стремилось къ нулю съ пр1Jближен(емъ х къ ± оо, 
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то можно будетъ сказать, что прямая У т Х h будетъ асимп
тотою данной кривой. Разысканiемъ этихъ прямолинейныхъ асимп

тотъ мы и займемся подробнtе. Изъ уравненiя 

lirn (у - тх - h) = О 
ж=±= 

тотчасъ слtдуетъ у т:х: или х ( i- - т) стремится къ конечному 
предtлу h. Такъ какъ первый множитель х безпредtльно возра

стаетъ по абсолютной величинt, то второй У т необходимо 
х 

долженъ стремиться къ нулю. Слtдовательно, 

]im L=m, 
ж=±оох 

lirn (у - тх) 
ж=±= 

h. 

Въ послtдовательномъ примtненiи этихъ равенствъ (геометрически 
очевидныхъ) и состоитъ правило разысканiя асимптотъ кривыхъ, 
заданныхъ уравненiями въ Декартовыхъ координатахъ. Въ поляр
ныхъ координатахъ асимптоту можно опредtлить угломъ а ея накло

ненiя къ · полярной оси и разстоянiемъ ея q отъ полюса. Сперва 

замtтимъ, что если ~ /(6) есть уравненiе данной кривой, то 
/(6) стремится къ нулю, когда М удаляется въ безконечность. 
Слtдовательно, если эта функцiя непрерывна, то углы, образуемые 
полярною осью съ асимптотами будутъ корнями уравненiя /(О) О. 
Для полнаго опредtленiя асимптоты, соотвtтствующей нtкоторому 

данному корню а этого уравненiя, достаточно замtтить, что раз

стоянiе точки М отъ асимптоты должно стремиться къ нулю, а 
потому на основанiи опредtленiя /' (а) должны имtть 

q lim rsin (О 
r==co 

) 
Г 6 а 1 

а = &~а/(В) =/'(а). 

[ Прим'kчанiе. Опредtляя q формулою q = lim rsin (6 а), 
r:==oo 

нужно подъ q подразумtвать разстоянiе, взятое съ + или 
смотря по тому, слtва или справа отъ полюса О асимптота 
пересtкаетъ пощ,рную ось, при общепринятомъ въ Аналити
ческой Геометрiи счетt угла 6. Въ этомъ легко убtдиться, по
строивъ изъ О перпендикуляръ О Q къ асимптотt, и прямую О К, 
параллельную асимптотt, а черезъ точку М прямую, параллель
ную OQ, пересtкающую ОК въ точкt К, а асимптоту въ точкt N. 
Тогда OQ = lim МК равно lim r. sin (6 - а) въ первомъ случаt 
и равно lim r. siп (а-6) во второмъ.] 

598. Теперь мы докажемъ сл1щующую теорему: Если съ 
у даленiемъ точки М въ безконечность касательная въ 
этой точкt стремится къ нtкоторому предtльному поло-
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женiю, то это предtльное положенiе есть асимптота 
кривой. На этомъ основанiи въ Аналитической Геометрiи асимптоты 
и разсматриваютъ, какъ касательныя въ точкахъ пересtченiя кривой 

съ безконечно удаленною нрямой. Чтобы доказать эту теорему, 

сравнимъ уравненiе касательной У =у' Х + (у- ху') съ уравненiемъ 
ея предtльнаrо положенiя т1 Х + h1 • Доr,устить существованiе 
этого предtльнаrо положенiя значитъ предположить, что при без

предtльномъ возрастанiи I х I существуютъ предtлы чиселъ у' и 
у ху', такъ что 

Jimy' = т1 , Jim (у ху') = h1 • 

Въ то же время теорема Лоnиталя даеть 

и далtе, 

т = lim 2' 
х 

}1 lim (.у - т х) = lim (у--ху') = /11 , 

х 

что и доказываетъ теорему. То же самое можно столь же просто 

вывести, пользуясь полярными координатами. Въ самомъ дtлt, раз
стоянiе отъ полюса до касательной, если его считать, какъ сказано 

въ примtчанiи къ предыдущему §, равно - r sin ю [ ш = р - f), при 
чемъ р есть уrолъ между касательной и полярною осью] и можетъ 
стремиться къ конечному предtлу q1 лишь въ томъ случаt, когда ш 
стремится къ предtлу пя, rдt п цtлое число. Отсюда вытекаеrь 
слtдующее: если предtльное положенiе касательной наклонено къ 

полярной оси подъ уrломъ р1 , т. е. если р e+w имtегь предtлъ 
р1 , то существуетъ и а = lim {1 = р1 пя и, кромt тоrо, 

J
. 1 

q= 1m j'(O) 
- у2 • 

- }1m - = - l1m r tg й) 
r' 

limrsinш = q1 . 

cosx 
599. Упражненiя. а) Кривая у = , очевидно, аснмптотична от-

х 

носительно каж:доА изъ осей координатъ Но въ то врем11, какъ одна изъ 
асимптотъ, ось у-овъ, можетъ быть разсматриваема. какъ предмьное поло
женiе, съ которымъ стремится совпасть касательная въ точкt М при без-
пред1;льномъ возрастанiи у, о друrой,оси х-овъ, зтоrо сказать нельзя, потому 
что у - ху' ни къ какому пред1шу не стремится при беэпредi,льномъ воз
растанiи· 1 х 1 • Иными словами, касательная постоянно колеблется, что, 
впрочемъ, видно и нзъ того, что касательныя къ кривой въ безчисленномъ 
множествi, точекъ переdченiя кривой съ осью х-овъ проходятъ по очереди 
черезъ точки у l и у l на оси у-овъ. Итакъ, при изв1;стныхъ 
условiяхъ асимптота можетъ и не быть пред1;льнымъ положе
нiемъ касательной и теорема, обратная доказанноА въ преды
дущемъ §, не справедлива. 
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Ь) Въ предыдущемъ примtрt касательная, хотя и не имtетъ предtль
наго положенiя, стремится, оцнако, сдtлаться параллельною асимптотi;. 

Иное дtло будетъ у кривой 

У= 2-
1'\1 - 1 -v х -lxJ>. 

которую мы разсматривали раньше (§ 294, fJ. Здtсь направленiе касательной 
колеблетс11 такъ, что она безчисленное множество разъ дtлается перпендику
лярною къ асимптотt. Для кривой ху = [х] получается опять новое обсто
ятельство: J.IPИ безконечномъ х имtемъ 1) lim у = 1 , 2) lim у' = О и 

3) lim (у - ху') = 2 lim fl = 2, т. е. касательная стремится къ пре-
х 

дtльному положенiю (у= 2), но это положенiе не совпадаетъ 
съ асимптотою (v = 1). Этотъ результатъ не противорtчитъ теоремt. 
доказанной въ предыдущемъ § ; дtйствительно, при доказательствt ея мы 
примtняли теорему Лопиталя, с11tдовательно, молча предполагали, что про
изводная у'- единственна; между тtмъ какъ въ данномъ примtрt про
изводная слtва совсtмъ не существуетъ для всtхъ rочекъ, абсцисса кото
рыхъ цi;лое число. Этотъ примtръ 
показываетъ только, что надо быть 
всегда осторожнымъ въ примtненiи 
теоремы, и не забывать провtрить, 
выполнены ли всt оrраниченiя, при 
которыхъ она страведлива. 

ci Чтобы разыскать асимп
тоты кривоli, заданноli уравненiями 
х cos О = а, у = Ь (tg О - О) (рис. 58) 
(профиль развертывающаrося гели

коида), или точнtе говоря, той вtтви 
кривой, которая соотвtтствуетъ зна -

ченiямъ 6 въ интервалt(- ~· + ; ), 
надо прежде всего замtтить, что для 

безпредtльнаrо возрастаиiя той или 
другой изъ координатъ х и у необхо-

:п 
димо приближать 6 къ ± 2 
этихъ условiяхъ имtемъ 

При 

ь 

Рис. 58. 

т = lim _}'_ = !_____ lim (siп 6 - О cos О) = ± _lJ__ , 
:k: а а 

. ( Ь ) . siп 6 - О cos О =F 1 . 1 
l1m у =F -а- х = Ь I1m ---cos О - = - Ь l1m О = =F 2 :пЬ. 

Слtдовательно, искомыя асимптоты будутъ прямыя, изображаемыя уравне-

нiями х - у :п 
а +ь=2· 

d) При разысканiи асимптотъ не надо забывать измtнять х не только 
до + = , но и до - = , потому что въ обоихъ случаяхъ моrутъ получиться 

ех- е-------х 
различныя асимптоты. Напримtръ, для кривой у = х , когда х стре-

мится къ ± =; получаемъ 
е"'-~-х 

m=lim---
e"'+ е-х 

е"' + е-х 

± 1, 

h = lim (у =i= х) = =i= lim n~x = о 
е=+ 1 ' 
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и кривая асимпrотична къ прямымъ, д-t;лящимъ попоJiамъ углы между осями 
. координатъ (рис:. 59). Бол'hе простой прим'hръ даетъ кривая у arc tg х. 

Рис. 59. 

Разсмотр'hнiе обоихъ случаевъ необходимо и для тоrо, чтобы знать, по 
одному иJiи по обоимъ направленiямъ кривая приближается къ асимптот'\;. 

е) Кривая у (-~~) им'\;етъ въ начал'h координатъ дв13 касатедъ-

1 +е" 
ныя (рис. 60), потому что (§ 282, с) сл1ша отъ начала у'= 1, а справа у'= О. 

Рис. 60. 

Съ приближенiемъ х къ ± оо, iY I возрастает,, безпредмьно. Но об'Б в'hтви 
кривой, получаемыя такимъ образомъ, имi;ютъ одну и ту же асимптоту, 

потому что lim е: 1, limx (е~ - 1) = 1, и сл'hдователъио, 
1 

т lim 
1 . 1 е" 1 

!1mx ····--= -- , 
2 1 4 

1 + е" 
при х ±оо. Поэтомууравненiе асимптоты будетъ х-2у=,!.. Къ тому же 
результату еще проще придемъ съ помощью раЗJJоженiяу въ безконечный рядъ 

-~ 1 1 
У=2-т+ 48х2+- ... 
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f) РаЗJiоженiя въ ряды весьма полезны при изслtдованiи безконечныхъ 
l 

вtтвей кривыхъ. Такъ, на11римi;ръ, для кривой у= хе"' достаточно замtтить, 
. 1 

что у ."t' + 1 + -2 + · · · . чтобы тотчасъ обнаружить асимптоту: у= х + 1. 
х . 

Такъ какъ при этомъ у безпредilльно возрастаетъ и тогда, когда х стремится 
къ ну.1ю убывая и, наоборотъ, стремится къ нулю, когда х приближается къ 
нулю возрастая, то мы видимъ, что об-t в-втви кривей имi;ютъ найденную 
выше асимптоту, а кромt; того, одна в-втвь имi;етъ еще асимптотою ось у-овъ, 
а другая в-J;твь исходитъ изъ начала координатъ. Подобнымъ же образомъ 

1 

легко убilдиться, что кривая у х2 е"' им-ветъ единственную прямолинейную 
асимптоту ось у-овъ (для одной правой вtтви), ио зато им-tетъ еще па
рабо1ическую асимптоту у= х2 + х + t, распространяющуюся внутри лilnofl 

х2 
и вн·.11 правой n-втви. Зам-вчательна, дал-tе, кривая у ---

1 
, весьма похо-

. 1 + е"' 
жая на параболу и стремящаяся по мilpi; удаленiя въ безконечность совпасть 
съ параболою у = ! (2 х2 - х). Если мы эту параболу nередвинемъ по плос
кости такъ, чтобы вершина ея попала въ начало координатъ, то въ это/1 
точкi; об-в кривыя--данная и парабола, будутъ касаться одна другой и въ то же 
время пересlкаться, потому что справа отъ начала у< !.$'2, а слi;ва y>tx2. 

g) Прим-hняя къ гиперболической спирали (rG а) формулы, выве-
денныя въ концi; § 597, получаемъ 

6 
/(0) = --· /'(0) 

а 

1 
а О, q а, 

а 

и находимъ такимъ образомъ снова асимптоту, параллельную полярной оси, 
на которую уже указывали раньше (§ 589, g). Такимъ же образомъ для 
квадратрисы (§ 589. i) получимъ 

/(0) 
siп 6 
ао 

l)"ппа. 

Аналогично этому показываютъ, что синусъ-спирали (§ 589, m) лишь при 
т < - 1 им1.ютъ асимптоты въ конечной части плоскости и въ этомъ 
случаi; всi; эти асимптоты проходятъ черезъ полюсъ и образуютъ съ поляр
ной осью углы 

О, _, 
т 

Зп ,, .... 

h) Для коническаго с1.ченiя, заданнаrо уравненiемъ r 

им'llемъ 

kcos6 

р 

-1-kcosO' 

/(6)= f' (6) = J- sin 6 , 
1 

cos а= -,i, ±Р q=--·-· 
-V1г2-1 

Лишь для гиперболы, т. е. при k > 1, а вещественное; безчисленное мно-
1 

жество уrловъ, которыхъ косинусъ равенъ 7i, опред-вляютъ всеrо два раз-
личныхъ направленiя, антнпараллельныхъ относительно фокальной оси rи-

Ь2 Ь2 
перболы. Въ этомъ спучаi; р = - • k2 -- 1 - 2 , поэтому q ± Ь или 

а а 

q ± k а sin а . Сn-вдовательво, об-в асимптоты проходятъ черезъ центръ и 
отстоятъ отъ полюса, т. е. отъ фокусовъ, въ разстоянiи Ь. 

7 
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i) Если при изсл'tдованiи кривыхъ въ полярныхъ координатахъ оказы
вается. что r стремится къ пред'tлу а, когда 6 изм'tняется до ± =, то можно 
утверждать, что кривая им'tетъ асимптотическiй круrъ радiуса а съ 
центромъ въ полюс't. Полезно эам'tтить, что обыкновенно (§ 308, с) съ 
приближенiемъ r къ а, производная r' в,, то же время стремится къ нулю, 

:rti 
такъ что w стремится къ , а сл'tдовательно, кривая стремится сд'tлаться 

касательною къ кругу. Въ частности, когда а= О получается асимптоти
ческая точка. Этоп, случай им'tеп, м'hсто для различныхъ разсмотр1нi· 
ныхъ раньше кривыхъ (§ 589, е, g, h). а именно для лоrариемической и 
гиперболической спиралей и для кохлеоиды. Достаточно построить конхоиды 
(§ 589, j I этихъ кривыхъ относительпо полюса, чтобы получить друriя кри
выя, им'tющiя асимптотическiе круги. Особенно зам'tчательны конхоиды ло
rариемической снирали, которыя для одной и той же данной спирали вс't 
друrъ другу подобны. Въ самомъ д'tл't, если направимъ полярную ось отъ 
полюса данной спирали къ точк't ея перес'tченiя съ асимптотическимъ кру· 
rомъ одной иэъ ея конхоидъ, то уравненiе конхоиды необходимо будеп, 

вида r= а (ет8 ± 1), rдt. только а радiусъ асимптотическаrо круrа про
извольно. В'tтвь, соотв'tтствующая знаку +. лежитъ вн't этоrо круrа и 
обвиваетъ его безконечное число разъ. Друrая в'tтвь проникаетъ внутрь 
круrа, нроходитъ черезъ полюсъ, въ смежпости съ которымъ она им'tеrь 
видъ,подобный Архимедовой спирали (r=ma6), а зат'tмъ удаляется отънеrо 
безконечнымъ числомъ оборотовъ, беэпред'tльно приближаясь къ окруж
ности круrа. 

600. Займемся теперь подробнъе асимптотами алгебраическихъ 
кривыхъ, и начнемъ съ тъхъ, которыя параллельны оси у-овъ. 

Съ этой пълью расположимъ уравненiе кривой, которое предполо
жимъ nриведеннымъ къ пълой рацiональной формъ, по убывающимъ 
степенямъ у: 

у" 1р (х) + у"-1 'IJ.'t (х) v,2 (х) + · · · + VJ,. (х) = О • 

При безконечномъ у величина х должна стремиться къ конечному 

r1редълу /, къ вычисленiю котораго и сводится вопросъ. При этом ь 
непрерывныя функцiи 'IJ} (х), '1/}1 (х), . . . будутъ стремиться къ ко· 
нечнымъ предъламъ 'IJ} (/), '1/}1 (/), • • • Если раздi;лимъ всi; члены 
уравненiя на у" и будемъ увеличивать \.у I до оо, то найдемъ, что 
'IJJ (l) = О. Это и есть уравненiе, каждому корню l котораго соот
вътствуетъ асимптота Х = l. Оставляя теперь въ сторонi; асимптоты, 
параллельныя оси у-овъ, расположимъ уравненiе данной кривой по 

однороднымъ гру11памъ членовъ одинаковой степени. Положивъ 
у = tx, можемъ написать 

(12). q;,. (!)=о. 

Но т = Hm t и т число конечное; слъдовательн·о, если раздълимъ 
уравненiе (12) на х", то при безконечномъ х найдемъ (J)(m) = О. 
Это уравненiе надо ръшить, чтобы найти угловые коэффипiенты 
асимптотъ. Предположимъ сперва, что т простой корень уравненiя 

g;(m) =0, такъ что g;'(m):zO, и постараемся найти соотвътству-
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ющее з11аченiе Ji. Раздtливъ уравненiе (12) на х"-1 , получаемъ 

(13) xqЩ+qi1 (t)+(l)2 {t)+ · · · =0; 
х 

далtе, замtчая, что 

lim х (t т) Jim (у - mx) Ji, 

и принимая во вниманiе, что (J) (т) = О, находимъ 

lim xq; (t) = lim х (t - т) · lim (f)J!}__ = h(f)'(m), 
t-m 
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на основанiи опредtленiя р'(т). Итакъ, уравненiе (13) приводится къ 

({)1 {т). 
q/ (т) 

h(f)'(m) + ({)1 (т) О и даетъ h 

Если т кратный корень р,то р'(т)=О, и если при этомъ (JJ1(m) 
не равно О, то можно сказать, что асимптота удалена въ безконеч
ность. Если при (JJ'(m)=O и р1 (т)=0, то предыдущее уравненiе 
не опредtляетъ h, и надо возвратиться къ уравненiю (12). Раздt
ливъ ero на х"-2, получимъ 

(14) 

Теперь 

x2(f) (t) + xqJ1 (t) + % (/) +Р3 (t) ... = о. 
х 

Jim х21Р (t) lim х2 (/- m'P -lim q, (!) = _l h21р" (т); 
(t- т)2 2 

и уравненiе (14) при безконечномъ х приводится къ 

(15) 

и даетъ два значенiя для h, соотвtтствующiя д~умъ (вещественнымъ 
или мнимымъ) асимптотамъ (предполагая, конечно, что (])" (т) не 
равно О). Если т тройной корень функцiи (JJ, то, вообще говоря, 
одна изъ соотвtтствующихъ асимптотъ находится въ безконечности; 
обt будутъ въ безконечности, если и (JJ/ (т) О; наконецъ, если 
всt коэффицiенты уравненlя {15) равны нулю, то надо снова рав
смотрtть уравненiе ( 12), раздtлить ero на x"~q и затtмъ перейти 
къ предtлу при безконечномъ х, что даетъ 

! h3 q/11 (т) + t h2 р{' (т) + h1p2' (т) + q;3 (т) О 

и т. д. 

601. Съ помощью однородныхъ координатъ разысканiе асимп
тотъ алrебраическихъ кривыхъ можно провести проще, пользуясь 
теоремою, доказанной въ § 598. Прежде всего аамtтимъ, что 
результатъ, выражаемый уравненiемъ р{т) = О, можно формули-
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ровать слtдующимъ образомъ: если въ уравненiи кривой n-ro по
рядка откинемъ всt члены степеней ниже п, то полученное уравненiе 

будетъ изображать систему nрямыхъ, проведенныхъ черезъ начало 

координатъ параллельно п асимnтотамъ кривой; эти nрямыя моrутъ 

быть вещественными или мнимыми, различными или совпадающими одна 

съ другой. Это сдtлается, такъ сказать, очевиднымъ, если nоложимъ 

Ф (х, у, z) = х" tp ( ~ ) + z xn-l tp1 ( ~ ) + z2 х"-2 1р2 ( ~ ) + . . . , 

чтобы привести уранненiе кривой къ однородному виду, и замtтимъ 
nотомъ, что написать уравненiе (J! = О все равно, что положить 

z = О въ уравненiи Ф = О, т. е. разсмотрtть п точекъ nересtченiя 
кривой съ безконечно удаленною прямою. Теперь наnишемъ урав

ненiе касательной (§ 587) 

(16) ХдФ +УдФ +zд<l>=O 
дх ду дz 

и, чтобы выразить, что точка касанiя уходитъ въ безконечность, 
nоложимъ въ коэффицiентахъ этого уравненiя z = О. Получится 
уравненiе, однородное относительно х и у. Изъ этого уравненiя и 

того, которое получится изъ Ф = О при z = О, исключаемъ отно-

шенiе У · Въ результатt и получится уравненiе, изображающее 
х 

совокупность асимnтотъ. Въ сущности, эта метода не отличается 

отъ изложенной выше. Въ самомъ дtлt, при z = О, имtемъ 

Ф = х"р (·f) , т. е. Ф = О, когда ~ nринимаетъ значенiе, рав
ное т, удовлетворящее уравненiю р(т) = О. Кромt того, имtемъ 
(при Z= О) 

д ф + д ф O д ф =х"-1 т' (у), 
х дх уду= ' ду 'У х 

слtдовательно, 

д ф · п-1 , ( ) д ф п-1 , ( д ф п-1 
дх =-mx q; т, ду =Х q; т), дz =Х tр1 (т) 

и уравненiе (16) въ неоднородныхъ координатахъ nринимаетъ видъ 

У= тХ- (J)i(m). 
tp'(m) 

602. Упражненiя. а) Дана кривая х3+ уЗ- Заху= О, носящая на
званiе Декартова листа (Folium Cartesii). Для разысканiя углового коэф
фицiента асимптоты им1;емъ уравненiе 1 + ms = О, им1;ющее оди1g, веще
ственный корень т = - 1 ; дал1;е, 

h = _ tp1 (m) = Зта =_а 
tp'(m) 3 т2 · 
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Сдi;довательно, кривая им"hетъ только одну вещественную асимптоту, изобра
жаемую уравненiемъ х + у + а = О. Въ приложенiяхъ н"hтъ надобности 
помнить формулы, выведенныя въ § 600; достаточно помнить только прiемъ, 
съ помощью кoroparo эти формулы были выведены. Такъ, въ нашемъ при
м'liр"h, зам'liтивъ, что х + у единственный вещественный множитель сово
купности членовъ наивысшей степени х3 + у3, можно прямо написать урав
ненiе асимптоты 

( 
Заху ) 

;;2 - ху+ у2 11=-х= - а. 

Къ тому же результату придемъ, пользуясь разложенiемъ у въ рядъ: 

Ь) Ра'tмотримъ болi;е общее уравненiе 

(:..·+у)(х2 2kxy+y2)=2(l+k)axy, 

дающее при k = t опять Декартовъ листъ, а при k = О другую важную 
кривую .1Югоци,с.11и~у. При k2 < 1 существуетъ только одна вещественная 
асимптота, изображаемая уравненlемъ 

tакъ что вс-t; кривыя, соотв-J;тствующiя различ,ымъ значенiямъ k, им'liютъ 
общую асимптоту х + у + а = О. Напротивъ того, вd кривыя, для кото
р .:хъ k2> 1, им'liютъ еще двi; друriя вещественныя асимптоты, параллельныя 
прямымъ 

.~-2kxy+y2=(y--mx)(y-m'x) О, 

rд'k т = k ± Уравненiе одной изъ асимптотъ есть 

у nzx= ( 2(I+k)axy ·····) = 2(1 +k)ma та , 
(х+у){у-т'х) у=тх (l+т)(т-т') т 1 

такъ что для изображенiя об'kихъ асим~потъ получается уравненiе 

у kx+ 
1 a±(x+/~1)1n·2 -1. 

Эти асимптоты перес'kкаются въ точк'k х = у= 

l 

а 

2 {k- l) и образуютъ 

уrолъ, косинусъ котораrо равенъ 7i · Только при k 2 вс'h три асимптоты 

проходятъ черезъ одну точку и соотвi;тственно параллельны сторонамъ 

равносторонняrо треугольника. · 

с) Чтобы показать прим'kнеиiе однородиыхъ коордииатъ, разсмотримъ 
снова Декартовъ листъ и положимъ 

Ф(:~:, у, z) = х3 + yS- 3 axyz, ' 
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чтобы затtмъ приложить сказанное въ предыдущемъ §. При z О имtемъ 

д Ф = З х2, д Ф = З v2 д Ф 
дх ду -'дz 

Заху 

и уравненiе всtхъ асимптотъ получится черезъ ис~<люченiе х изъ уравненiй 

.хВ + ys = О, Хх2 + Уу2-аху 0, 

или, черезъ исключенiе т изъ уравненiй 1 + ms О и х + т2у = та 
(если обозначимъ текущiя ~<оординаты Х и У буквами х и у). Выполняя 
это исключенiе, получимъ уравненiе 

х3 + у3 + а3 Заху, 

которое разлагается на слtдующiя три 

х+у +а= О, х+ wy+w2a О, .'t'+ с,/!-у +wa == О, 

rдt ы - мнимый ~<убическiй корень изъ 1. Слtдовательно, Декартовъ листъ, 
i<poмt вещественной асимптоты х + у + а О, имtетъ еще двt мнимыя, 
пересt~<ающiяся въ точ~<t (а, а). Пмученное уравненiе можно было бы 
прямо написать, исходя изъ того замtчанiя, что общее уравненiе всtхъ 
асимптотъ алгебраической кривой n-ro порядка должно получиться изъ урав
ненiя самой кривой, если въ немъ измtнимъ коэффицiенты при членахъ 
ниже (n- l)·ro порядка такимъ образомъ, чтобы уравненiе разложилось на 
п линейныхъ уравненiй. Въ случаt Декартова листа это замtчанiе прямо 
приводитъ ~<ъ цtли, потому что, какъ мы уже знаемъ (§ 473), достаточно 
приf.авить as къ ·х3 + у3 Заху, чтобы получить значенiе uиркулянта 
(х, у, а), который разлагается на три линейныхъ множителя. 

d) Положимъ еще 

Ф(х, у, z) = ах2 + Ьу2 +с:;#,+ 2fyz + 2gzx + 2/ixy. 

Уравненiе касательной будетъ 

(ах+ hy+gz)X (hx + Ьу+ fz) У+ (gx+ fy + cz)Z =0. 

Положивъ ts = О и Z 1, получаемъ 

(а Х + h У+ g) х + (/1 Х + Ь У+ Л у = О 

и надо будетъ исключить у изъ этого уравненiя и уравненiя 
х 

ах2 + Ьу2 + 2 hxy = О. 

Тоrда, замtнивъ опять Х и У черезъ х и у, получимъ 

а (hx + Ьу + f)2 + Ь (ах+ hy +g)2 - 2h (ах+ liy + g) (hx + Ьу + f) О 

или 

а lt a.'t'+hy+g 

h ь lix+ Ьу +f о. 

ax+hy+g lix+ Ьу +f о 
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Вычитая изъ послilдняго столбца первый, умноженный на х, и второй, умно
женный на у, и поступая также со строками, находимъ 

а Ji g 

lt ь / 
g / с-Ф 

о. 

Итакъ, уравненiе совокупности всilхъ асимптотъ коническаго сilченiя 

ах2 +· Ьу2 +с+ 2/у + 2gx + 2 lixy = О 

получимъ, поставивъ въ правой части вмilсто нуля ab1!._h2 , rдil D дискри
минантъ формы Ф. Къ этому результату можно придти быстрilе, пользуясь 
тilмъ же замilчанiемъ, которое мы примilнили въ предыдущемъ прим11р11; 
оно приводцтъ къ зам11н11 числа с, такимъ числомъ с', чтобы уравненiе 
разложилось на два линейныхъ. Для этого необходимо, чтобы новый дис
криминантъ 

а h g а lt g а h о 

Jz ь / h ь / + Ji ь о = D + (а Ь - /1~) (с' - с) 

/f / с' g / с g / с' - с 

обратился с' 
D 

въ нуль. откуда и получаемъ с-
аЬ - /12 

Особенности плоскихъ кривыхъ. 

603. Точки изгиба (Wendepunkte). Нtкоторыя особенности, 
проявпяющiяся въ извtстныхъ точкахъ кривой, и влiяющiя на ея 

форму, даютъ основанiе называть эти точки особенными (singu
lare Punkte ). Такъ, напримtръ, въ тtхъ точкахъ, въ которыхъ у' = О, 
является та особенность, что ордината кривой, вообще говоря, бу
деrъ. максимумъ или минимумъ, однако, такiя точки не причисляются 

къ особеннымъ, потому что достаточно измtнить направленiе осей, 

чтобы эта особенность передвинулась въ другое мtсто. Но это уже 
не относится къ такимъ точкамъ, въ которыхъ у" =0; эти точки 
называются точками из1·иба и будутъ особенными, потому что 

въ нихъ кривизна равна нулю, т. е. онt обладаютъ свойствомъ, 

которое нельзя уничтожить перемtною координатныхъ осей. Впро

чемъ, легко показать и непосредственно, что въ смежности съ 

точкою М кривая не такъ расположена относительно касательной, 
какъ въ смежности съ обыкно°'енными точками. Если перенесемъ 
начало координатъ въ М и направимъ координатныя оси по каса
тельной и по нормали, то по опредtленiю у", какъ производной 
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отъ у', будемъ имiпь lim у' =0*), и по теоремt.Лопиталя lim ~=О. 
2'=11 х "=0 

Слt.довательно, разстоянiе отъ касательной въ точкi. М до безко
нечно близкихъ къ М точекъ на кривой будетъ безконечно 
малымъ выше 2-ro порядка, такъ что можно сказать, что въ 
смежности съ точкою изгиба кривая тt.снt.е примыкаетъ l<Ъ каса
тельной, чtмъ въ обыкновенныхъ точкахъ. Дал'tе, чтобы оправдать 
названiе точки изгиба, зам'tтимъ, что у", обращаясь въ нуль, 
вообще говоря, изм'tняетъ свой знакъ, а поэтому (§ 348, d), при 
переходt. черезъ такую точку выпуклость кривой переходитъ въ 
вогнутость и наоборотъ. Слiщовательно, здt.сь д'tйствительно про -
исходитъ изrибъ кривой въ обыкновенномъ смыслt. слова, и каса
тельная перес'tкаетъ кривую. Это обстоятельство, однако, не будетъ 
имtть мtста, если у" сохраняетъ постоянный знакъ въ смежности 

съ М, и когда нуль есть максимумъ или минимумъ функцiи у". 
Отсюда слt.дуетъ, что абсциссы точекъ, въ которыхъ касательная 
пересt.каетъ кривую, будутъ простыми корнями, или корнями 
нечетной кратности функцiи у" (§ 313 ). Это объясняется также 
весьма просто тt.мъ, что эти значенiя х дt.лаютъ у' максимумомъ 
или минимумомъ, т. е .. будутъ абсциссами тt.хъ точекъ на кривой, 
въ которыхъ касательная перестаетъ вращаться въ одномъ напра

вленiи и начинаетъ вращаться въ другомъ. Это ясно видно и изъ 
формулы (7). 

604. Чтобы разыскать точки изгиба кривой у = f (х), надо 
рtшить уравненiе f" (х) = О или другое (§ 594), ему равносильное, 
выражающее, что кривизна равна нулю. Если, напримъръ, кривая 

задана уравненiями х = р (t), у= 'ljJ (t), то вмtсто у"= О удобнtе 
взять уравненiе d Х d2y- d у d 2x = О, иными словами, точки изгиба 
соотвtтствуютъ тt.мъ значенiямъ t, которыя обращаютъ въ нуль 
функцiю р' (t) 'ljJ"(t)-p"(t) 1р' (t). Если же кривая задана въ полярныхъ 
координатахъ, то надо пользоваться уравненiемъ r1+ 2 r'2 rr" = О, 
исключая корни уравненiя r = О ( очевидно, кратные), а если урав-

ненiе кривой задано въ видъ 1 = j (0), то надо рtшить уравненiе 
r 

!+!" о. 

(1) 

[ Прим:hчанiе. По формулt (8) 1 
= О, когда 

() 

r2 + 2r'2 rr'' = О, 

а r2 r'2 не равно О; поэтому и надо исключить корни уравненiя 

r = О, для которыхъ при условiи ( 1) и r' = О. · Если r = J , то 
уравненiе · (1) обратится въ f + /" = О, при f не равномъ О.] 

*) Потому что при нашемъ выбор-!; осей у и у' равны О при х = О. 
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Если, наконецъ, кривая задана уравненiемъ /(х, у) = О въ 
Декартовыхъ координатахъ, то уравненiе, дающее точки изгиба, 
будетъ 

д2/ д2/ д/ 
дх2 дхду дх 

(17) 
д2/ д2/ д/ 

=0 
дхду ду2 ду 

д/ дf 
о 

дх ду 

{по формул-\; (9)], при чемъ исключаются т1; точки, для которыхъ 
и Л / О. Въ случаt алrебраическихъ кривыхъ уравненiе (17) 
можно представить въ зам1.чательной форм-\;, предполагая, что урав
ненiе кривой приведено къ однородному виду. Пусть п будетъ 

степень уравненiя; умножимъ въ написанномъ выше опредtлителt. 

посл1.днiй столбецъ на 1i - 1, зат1.мъ вычтемъ изъ него первый 
столбецъ, умноженный на х, и второй, умноженный на у; потомъ 

повторимъ т1; же операцiи со строками. Первые два элемента по

сл1.дняrо столбца или посл1.дней строки обратятся тогда (§ 371) въ 

д/ 
(п-1)-

дх 

д/ 
(п - 1)-

ду 

(х ~
2

~ +уд~{,,)= z дf{z' 
(х д;{х + У:

2

~) z д~{;' 
а послt.днiй элементъ въ 

д2/ 
что приведется къ zi дzi!. Разсматриваемое уравненiе приметъ, сл1.до-
оательно, ВИДЪ 

д2/ д2f д2/ 

дх2 дхду дхдz 

д2/ д2/ tP/ 
о. 

дудх ду2 дудz 

д2/ д2/ д2/ 

дzдх дzду дz2 

Итакъ, чтобы опред1.лить точки изгиба алгебраической 

кривой/= О, надо приравнять нулю Гессiанъ Н функцiи J. 
приведенной къ однородному виду (см.§§ 378 и 569). Кривая Н=О 
называется кривою Гессе отъ данной кривой О. Точками изгиба 
данной кривой будутъ, сл1.довательно, точки перес1.ченiя данной 
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кривой съ ея кривою Гессе; а такъ какъ послъдняя порядка 3 (п- 2), 
то число точекъ изгиба, вообще говоря, равно Зп (п - 2). Такъ 
напримъръ, коническiя съченiя совсъмъ не имъютъ точекъ изгиба; 

кривыя 3-ro порядка имъютъ ихъ девять (изъ коихъ 6 всегда мни
мыя) и т. д. Надо замътить, припоминая формулу (9), что всякая 
общая точка кривыхъ f = О и //=О то11ько тогда будетъ точкою 
изгиба, когда' ея координаты не обращаютъ въ нуль Л /, т. е. когда 
первыя производ11ыя отъ f не равны нулю одновременно. Условiе 
Л f О, одновременно съ f = О, даетъ друriя особенныя точки, 
которыя также удовлетворяютъ уравненiю (17) и потому лежатъ 

на кривой Гессе. Объ этихъ точкахъ мы вскоръ будемъ говорить 
( § 606); здъсь замътимъ только, что ихъ существованiе уменьшаетъ 
число Зп (п 2) точекъ изгиба. 

605. Упражненiя. а) Для квадратрисы у = х cotg : им1;емъ 
2(у-а) 

у"= ~--·-- , и уравненiе, оnредtляющее точки изrиба будетъ у а, 

a2 sin2 ~-
а 

предполагая, что .х О. СJГtдовательно, центральная в1;твь не им1;етъ точекъ 
изгиба, но касательная въ вершин"!; перес1;каетъ вс1; друriя в1;тви въ соот
в1;тствующихъ точкахъ изгиба. Нормали къ кривой во вс1;хъ этихъ точкахъ 
проходятъ черезъ начало координатъ. 

ir"-e--"' 
Ь) Фигура кривой, изображаемой уравненiемъ у = х · {§ 599, d) 

e"'+e·-z 
обнаруживаетъ дв1; точки изгиба, симметричныя относительно оси v-овъ; и 
д1;йствительно, уравненiе у"= О приводится къ у= 1 - уравненiю прямой, 
перес1;кающей данную кривую въ двухъ точкахъ изгиба. 

д . .9 е"' - 1 . б 
с) ля кривой у= Х" - 1 - уравнеюе точекъ изrи а спишкомъ сло-

t/ + l 
жно. чтобы можно было съ пользою ихъ прим1;нить. Но о формt кривой 
можно составить заключенiе, зам1;тивъ, что эта кривая (рис. 61) nроходитъ 
черезъ начало координатъ, касаясь въ немъ оси .х-овъ (см. § 294. Ь), и 
уходитъ въ безконечность. им1;я асимптотою прямую у tx. Кром1; того, 
разложенiе 

показывае1ъ еще. что кривая асимптотична къ гипербол"!; .х2 2.ху = t· 
Это облеrчаетъ ея приближенное вычерчиванiе и даетъ освованiе предполо
жить, что кривая въ трехъ точкахъ, въ томъ чисп1; въ начал1; координатъ, 

образуетъ изгибы. Однако, должно зам1;тить, что точка О не будетъ точкою 
изгиба, и такимъ образомъ получае.ся прим1;ръ кр!!вой, которая перес1;
каетъ свою касательную къ точк1;. не принадлежащей къ точкамъ 
и зги ба. Дi;йствительно, мы знаемъ (§ 314, i), разсматрива51 у". какъ произ
водную отъ у' справа и и сл1;ва,. что при х О, у"= + 2 или у''= 2. 

Достаточно, впрочемъ, за!\;1;тить, что lim ( ~) = ± 1, чтсбы увид1;ть, что 
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точкt О не достаетъ сушественнаrо признака точекъ изгиба, а именно 
разстоянiе между касательной въ точкt О и точками, безко-

\ 
х 

' ' \ 
\ 
' ' ' ' 

Рис. 61. 

нечно близкими къ О на кривой, есть безконечно малая не выше 
2-ro порядка, а именно 2-ro, какъ для обыкновенныхъ точекъ. 

d) Чтобы убtднться, насколько полезно нмtть вtрный аналитическiй 
признакъ точки изгиба (у"= О) достаточно построить кривую у = ех + sin х, 
прибавляя къ каждой ординатt лоrариемической кривой величину sin х. 
Грубый чертежъ nривелъ бы къ заключенiю, что кривая при х > О изгибается 
безконечное число разъ, между тtмъ это несправедливо, потому что функцiя 
у"= i"- sin х положительныхъ корней не им:1,етъ, такъ какъ при х > О 
е"' > 1 ;:а; sin х. Наоборотъ, при х < О кривая имtетъ безчисленное множество 
точекъ изгиба, а именно въ точкахъ пересtчеиiя кривыхъ у= е"' и у sin х. 

е) Для улитки (r а cos G + Ь) легко найдемъ 
r2 + 2~r'2 rr" = 2 а2 + Ь2 + 3 а Ь cos е . 

Чтобы эта функцiя отъ 9 могла имtть вещественные корни, необходимо, 
чтобы 2 а2 + ь2 были не больше 3 а Ь; слtдовательно, Ь должно заключаться 
въ интервал1; (а; 2 а), но нижнюю границу а надо исключить. потому что 
при Ь=а получаемъ &=n, а это двойной корень функцiи r. Сл1;довательно, 
(см. § 589, k) единственныя улитки, имtющiя точки изгиба, будутъ тt, дли 
которыхъ Ь > а и ;:,:; 2 а. 

f) Изъ всtхъ конхоидъ пр,мой линiи (§ 589, j) разсмотрнмъ тt, ко
торыя проходятъ черезъ полюсъ. Изъ ихъ уравиенiя (r-a) cos О=а находимъ 
для опредtленiя точекъ изгиба уравненiе cos8 9 + 3 cos2 О - 2 = О, дающее для 

cos 9 значенiя -1, 1 + }13-, 1 - Jf3. Первое значенiе надо отбросить, 
потому что оно обращаетъ въ пуль r н r', посл11днее не даетъ веществен-
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наго значенiя для D; остается второе, дающее r ; (3 + }13). Это число 
есть радiусъ того круга, съ центромъ въ полюс"h, который nерес1;каетъ 
кривую въ двухъ ея точкахъ изгиба. Легко показать. что точки изгиба 
вс1;хъ конхоидъ одной н той же прямой относительно одного и того же 
полюса лежатъ на полукубической парабол1; х3 4 ау2. 

g) Въ заключенiе предложимъ себ1; вопросъ: моrутъ ли конхоиды 
лоrариемической спирали (§ 599, i) им1;ть точки изгиба, хотя а priori кажется, 
что такнхъ точекъ не должно быть? Изъ уравненiя r а (е"'в ± 1) выводимъ 

и виднмъ, что при т2 < 8 этотъ трехчленъ дпя вещественныхъ r въ нуль 
не обращается. Отсюда сл1;дуетъ, что искомыя спирали будутъ въ числ1; 
mхъ, которыя перес1;каютъ радiусы векторы подъ достаточно малымъ уrломъ, 
а именно такимъ, синусъ котораго меньше 1/3. Каждая изъ этихъ конхоидъ 
и.-,1,етъ дв1; точки изгиба, соотв1;тствующiя значенiямъ r, лежащимъ между 
а и 2 а. Дуги безчисленнаrо множества конхоидъ одной и той же спирали, 
концы которыхъ лежатъ въ точкахъ изгиба, видны изъ полюса подъ посто

яннымъ уrломъ, который при т = 2 }12 равенъ нулю, и при очень боль
шомъ т весьма малъ. 

606. Кратныя точки. Для опредtленiя касательной въ точкi;, 
лежащей на кривой /(х, у), какъ извi;стно (§ 572), имi;емъ уравненiе 

(18) д/ +у'д/ =0, 
дх ду 

. ' . д/ д/ 
которое даетъ значенtе у въ предположенtи, что д х и д У непре-

рывны и кром1; того ~!~О. Если же въ точк'h М ~[ = О то 
' 'ду ду ' 

нельзя уже утверждать, что въ смежности съ М у есть функцiя 
отъ х, т. е., что каждому значенiю х соотвi;тствуетъ одно и только 

одно значенiе у; но всл1;дствiе предположенной непрерывности. для 

точекъ въ смежности съ М это будетъ справедливо, т. е. для 
точекъ М', безконечно близкихъ къ М, производная у' существуетъ 
и опредtляется уравненiемъ (18). Когда М' стремится къ М, 

~f стремится къ нулю, между тtмъ, какъ :{ стремится къ пред'hлу, 
вообще говоря, не равному нулю, такъ что у'_ стремится къ безко
нечности. Отсюда сл'hдуетъ, что въ точк'h М касательная парал
лельна оси у-овъ, и въ этомъ никакой особенности не заключается. 

Но если и ~{ стремится къ нулю, то безъ особаго изслi.дованiя о 
значенiи у' въ точкi; М ничего сказать нельзя. Уравненiе (18) 
обращается въ тождество, и надо прибi.гнуть къ новому диффе-

ренцированiю, которое дастъ 

(19) д2 / + 2у' дд2 / + у'2 д2д ~+у'' дд/ О. 
d:к:2 хду у у 
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Допустимъ, что съ приближенiемъ М' къ М у' стремится къ ко
нечному предtлу и постараемся его найти. Замtтимъ при этомъ, 
что если бы у' стремилось къ безконечности, то достаточно было 

бы вмtсто ~; разсмотрtть отношенiе d х ( стремящееся къ нулю), 
чтобы убtдиться, что нижеслtдующiе результаты остаются справед

ливыми. Теперь докажемъ прежде всего, что у":~ не можетъ 
стремиться къ предtлу, отличному отъ нуля. Для этого воспользу· 
емся теоремою Лопиталя и напишемъ 

limy' = lim ду = lim у'+ - ду • 
у'дf ( у'' дf) 
дf d дf 

Такъ какъ функцiя 

ду dхду 

d дf 
dхду 

по предположенiю, конечна, то limy":{ О. Поэтому, при пере
ходt къ предtлу, уравненiе (19) обращается въ 

(20) ~L + 2 , д2f + ,2д':-1 0 дх2 У dхду У ду2 ' 

гдt вторыя производныя функцiи / относятся къ точкt М, а у' 
обозначаетъ предtлъ, къ которому стремится у', когда точка М' 
стремится къ М. Слtдовательно, для у' въ точкt М нмtеМ1-. два 
значенiя, т. е. кривая въ точкt М имtетъ дв'h касательныя, которыя 
могутъ быть вещественными и различными или совпадающими въ 
одну, или мнимыми, что зависитъ отъ знака опредtлителя 

д2f д2f 

(21) дх2 дхду 

п2f д2f 

дхду ду2 

Въ первомъ случаt точка М называется двойною, во второмъ 
точкою возврата (Riickkehrpuпkt или Spitze), и въ третьемъ 
уединенною или изолированной точкою, такъ какъ въ смеж

ности съ нею нtтъ вещественныхъ точекъ кривой (рис. 62). Дtй
ствительно, если опредtлитель ( 21) положительное число, -то, какъ 
извtстно (§ 379;, функцiя / въ точкt М имtетъ максимумъ или 
минимумъ, а такъ какъ ея значенiе въ М равно нулю, то въ смеж
ности съ М функцiя f постоянно меньше О или постоянно больше О 
(изолированная точка). Если, иапротивъ того, опредtлитель (21) мень
ше О, то угловое пространство около М раздtляется (см.§ 570) на 'двt 
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области: въ одной изъ нихъ вблизи М f> О, въ другой f < О, и 
эти области влолнt разграничиваются тtми прямыми, ло наnравленiю 
которыхъ f стремится сохранить вначенiе нуль. Эти прямыя и будутъ 
какъ равъ двt касательныя къ кривой f = О въ точкt М *). Пре-

л 
/ 

/ 

' I 
1 

I 

Рис. 62. 

дыдущее изслt.дованiе, однако, не достаточно строго. Чтобы его 
провести съ полною строгостью надо было бы руководиться сообра
женiями, аналогичными тtмъ, которыми мы пользовались въ § 572 1). 

607. Ревюмируя ивложенное выше, можемъ сказать, что при 
разысканiи разсматриваемыхъ особенныхъ точекъ на кривой / = О, 
надо приравнять нулю первыя производныя отъ f по х и ло у, 
найти всt рtшенiя х = а, у Ь этихъ уравненiА и у держать тt 
рtшенiя, которыя удовлетворяютъ и уравненiю кривой. Подставляя 
эти рtшенiя во вторыя частныя производныя функцiй /, надо раз-

д2 f д2f 
смотрtть случай ду2 =:г0 и ду2 =0. Если О, то получается двой-

ная точка, точка вовврата или иволированная точка, смотря по тому, 

· д2fд2f (д2f)2 

будетъ ли функц~я (21) т. е. дх2 ду2 - дхду <О, О или >О. 

д2f д2f 
Если, далtе, дх2 О, но дхду ~ О, то уравненiе (20) имtетъ 

одинъ бевконечный корень, и получается двойная точка, въ которой 

одна изъ касательныхъ параллельна оси у-овъ. Если въ точкt (а, Ь), 
<f!.f д2f G2f . 
ду2 О, и дхду О, но ду2 ~0, то уравнеюе (20) имtетъ оба 

бевконечныхъ корня, и получается точка вовврата съ касательною, 

параллельною оси _у-овъ. Наконецъ, можетъ случиться, что всt три 
nроивводныя 2-ro порядка обратятся въ нуль въ точкt х а, у= Ь .• 

· *) Точка возврата соотв1;тствуетъ тому случаю, когда опредtлите,,ь 
(21,) равеиъ О, и уравиенiе (20) имtеть равиые корни. 

1) См. D'Arcais . .,Corso di Ca\colo infinitesimale" vol. 1, р;>. 509-515. 
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Тогда уравненiе (20) обращается въ тождество и надо прибtrнуть 
къ с..1tдующему 

д2J , r д3/ д3/ д3/ 
- +-3v ···-·-······ +Зу'2---+у'0- О. 
дх3 " дх2ду дхду2 ду3 

Это уравненiе даетъ вообще трн значенiя для у', такъ что полу
чается тройная точка. Продолжая идти тtмъ же путемъ приходимь 

къ понятiю о т кратной точкt или кратной точкt порядка т. 

Она характеризуется геометрически тtмъ, что принадле>kитъ т 
вtтвямъ кривой, вещественнымъ или мнимымъ, а аналитически тtмъ, 
что въ ней обращаются въ нуль всt частныя производныя порядка 
ниже т и, 11.0 крайней мtpt, одна изъ производныхъ порядка т 

не равна нулю. Если приведемъ уравненiе кривой къ однородному 
виду, то проще еще можно сказать, что т кратная точка харак

теризуется тtмъ, что въ ней обращаются въ нуль всt частныя 

производныя порядка (т -1)-ro. Въ заключенiе замtтимъ еще, что 
всt кратныя точки, какъ и точки изгиба, лежатъ на кривой Гессе, 
и можно сказать, что онt и для этоА кривой будутъ кратными 
точками. 

608. Точки возврата. Изъ дво~tныхъ точекъ наиболtе замt
чательны точки возврата, потому что въ смежности съ ними, какъ 

и съ точками изгиба, расположенiе кривой относительно касательной 

является исключительнымъ. Въ самомъ дtлt, если примемъ разсма

триваемую точку за начало координатъ и направимъ координатныя 

оси по касательной и по нормали, то ясно, чтъ вмtстt съ х и у 

функцiя f и ея первыя и вторыя частныя производныя, за исклю-
. 2/ 

ченiемъ :У2 , должны обратиться въ нуль, потому что уравненiе (20) 

должно имtть двойной корень у'= О. Далtе, такъ какъ вообще :~· 

не равно О въ началt координатъ, то уравненiе кривой должно 
принять видъ у2 kx3, если отбросимъ безконечно малыя выше 
3-ro порядка. Это значитъ, что въ смежности съ точкою возврата 
кривая имtеть форму, весьма близкую къ полукубической параболt 
(у2 kx8), и потому лежитъ по одну лишь сторону отъ нормали, 
раэвtтвляясь на двt вtтви, отдtленныя одна отъ другой касательною. 

Это общiй случай и, когда онъ имtетъ мtсто, rоворятъ, что имtемъ 
точку возврата перваrо рода, сохраняя названiе точки воз

врата второго рода для исключительнаrо слу•1ая, когда вtтви 

кривой не отдtляются касательною. Этотъ случай можетъ наступить 
. д3/ 
лишь тогда, когда и дх3 О въ разсматриваемой точкt. Въ общемъ 

случаt lim(;) = оо, такъ что кривая сильнtе удаляется отъ 
:,:=!) 

касательной, ••tмъ въ обыкновенной точкt. Отсюда заключаютъ, 
что въ точкt возврата кривизна вообще безконечна; иным~ 
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словами, радiусъ кривизны равенъ нулю, а такъ какъ, обращаяс~-. 

въ нуль, онъ вообще мtняетъ знакъ, то и инымъ путемъ становится 
ясно, почему точки возврата 2-го род-а являются, какъ исключенiе. 

609. Теперь умtстно будетъ вернуться на минуту къ вопросу 
о разысканiи точекъ изгиба кривыхъ, заданныхъ уравненiями въ 
полярныхъ координатахъ. Въ § 604 мы исключили тt значенiя 1), 
которыя, обращая въ нуль функцiю r2 + 2 r'2 rr", одновременно 
обращаютъ въ нуль r, потому что они обращаютъ въ нуль 
и r', а слtдовательно, и r't + r'2, такъ что ничего нельзя ска
зать о томъ, что тогда дtлается съ кривизною. Не тру дно 
даже показать, что кривизна, вообще говоря, не только не стре
мится къ нулю, а напротивъ, возрастаетъ безпредtльно, такъ что 
вмtсто точки изгиба получается точка возврата. Итакъ, чтобы 
узнать, будетъ ли полюсъ точкою изгиба, надо приравнять нулю 
полное выраженiе кривизны, а не одного числителя этого выраженiя, 

или непосредственно изслtдовать ходъ кривой около полюса. 

Положимъ, что r = О при О = а, и разсмотримъ въ смежности съ 
попюсомъ точку на кривой, имtющую координаты х rcos (6 - а), 
y=r sin (О- а), если координатныя оси направлены по касательной 
и по нормали въ полюсt. Очевидно, что съ прибпиженiемъ 6 къ а. 

_ )" __ х2 = Г ,::.~os2 (в - а) 
()- 1m2y im 2sin(O-a) 

_!_ lim-r-
2 О -а 

на основанiи опредtленiя производной r, которую надо вычислить 
для 6 ~ а. Впрочемъ, и вторая изъ формулъ (8) приводится при 
r = О, r ~ О, къ равенству Q = l r'. Слtдовательно, если r обра
щается въ нуль вмtстt съ r при О= а, то Q О. Чтобы получить 
точку изгиба, надо было бы имtть 1·' оо . 

610. Упражненiя. а) Для Декартова листа, иэображаемаrо уравне
вiемъ .:i,.S + ув 3 аху, начало координатъ двойная точка, потому чrо 

~ :~ = х2- ау, 1 t= у2- ах обращаются въ нуль nри х =у= О (какъ 
при х =у= а, но послt.днiя эначенiя не удовлетворяютъ уравненiю кривой). 

1 д2f 1 д2f 1 д2f 
Далt.е,ЗдхЗ=2х, Здхду=-а, Зду2=2у. Слt.довательно, урав· 

ненiе (20), приводящееся эдt.сь къ О +у'+ О -у12 О имt.етъ одинъ корень, 
равный О, а другой - беэконечныll:. Кривая, слt.довательно, касается обt.ихъ 
координатныхъ осей въ началt. координатъ (рис. 63). Впрочемъ, чтобы придти 
къ зтому результату, вовсе нt.тъ надобнос.ти nрибt.rать къ общей методt.. 
А )lменно, если допустимъ, что съ приближеиiемъ х къ нулю у' стремится 
къ нt.которому конечному nредt.лу, и напишемъ уравненiе кривой въ вид'h. 

х + у( f )2 =3 а ~ , то тотчасъ же увидимъ, что зтотъ предt.лъ (равный~ ~ ) 
равенъ нулю. Слt.довательно, кривая касается оси х·овъ въ началt. коор
динатъ, а по причинt. симметрiи, она касается и оси у-овъ. Если желаемъ 
составить себt. поиятiе о фиrурt. кривой въ смежности съ началомъ коорди-

ватъ, то достаточно приближать :,; къ нулю такъ, чтобы и ,!_. стремилось къ 
х 
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нулю и отбросить въ уравненiи кривой безконечно малыя выше 3-го порядка. 
Тогда увидимъ, что вi;твь, касающаяся оси х-овъ уподобляется парабол'!; 
х2=·3ау, а сл'hдователъно, в'hтвь, касающаяся оси у-овъ-парабол'h у2= Зах. 

Рис. 63. 

Къ подобнымъ же заключенiямъ приводитъ изсл'h.:~:ованiе логоцикликн и 
общихъ кривыхъ, разсмотр'hиныхъ въ § 602. 

Ы Кривая х4 = (х2 - у)у (рис. й) им'hетъ въ начал'!; координатъ 
тройную точку, что можно показать съ помощью изложенной въ § 607 ме-

тоды, или проще и скор'hе, написавъ уравнеиiе кривой въ вид'!; х= У -(у )3
-

Приближая х къ О, получимъ уравненiе 
у' - О, откуда для у' въ начал'); 
координатъ получаются три значенiя 
О, 1 и -1. Для построенiя кривой полезно 

взять за независимую перем'hнную I х 

и зам'hнить уравненiе кривой двумя урав 
ненiями х = t 1% и у fl - ff. На 
чертеж'!; указаны границы интерваловъ, 
въ которыхъ изм'hняется t, когда 
движущаяся точка, выйдя изъ безко
нечности, онисываетъ данную кривую· 

чтобы снова удалиться въ безконечность, 
три раза пройдя черезъ начало коорди
натъ (t=-1, О, 1). 

х х . 

Рис. 64. 

с, У кривой хб + у5 5 ах2 у2 находимъ въ начал'!; координатъ 
четырехкратную точку, происходящую отъ соединевiя двухъ точекъ возврата. 
Бол'hе общее уравненiе 

х2п+1 + у2п+1 (2 п + 1) ах" у" 

8 
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изображаетъ кривую, принадлежащую къ тип; предыдущеl! кривой или къ 
типу Декартова листа, смотря по тому, будетъ ли п число четное или 
нечетное. Это находится въ связи съ положенiемъ единственной веществен
ной асимптоты х + у ( -1)" а. 

11 

о 

Рис. 65. Рис. 66. 

d) Прим'l;ры точекъ возврата встръчались уже въ разсмотрънныхъ 
раньше кривыхъ (кардiоидi;, эвольвенm круга, астроидi;, цнклоидi; и т. д.). 
Читатель можетъ для упражненiя провърить, что упомянутыя кривыя въ 
смежности съ такими точками уподобляются полукубической параболъ въ 
смежности съ ея точкою возврата и показать, что во всъхъ этихъ точкахъ 
радiусъ кривизны равепъ нулю. Такъ, напримъръ, для вертикальнаrо про
филя развертывающаrося геликоида (§ 599, с), помъстивъ вачало координатъ 
въ точку возврата, найдемъ 

Jim (~) = 
1 Ь, 

&=О 

такъ что при безконечно маломъ G, уравпепiе кривой стремится совпасть 
съ уравненiемъ 9 аз у2 8 ь2 х3. На кривой (у х2)2 = Х'' находимъ точку 
возврата второго рода (рис. 66). Чтобы у былъ вещественнымъ, очевидно, 
необходимо, чтобы х былъ больше О. Если напишемъ уравненiе такъ: 

у = х2 (1 ± Ух), то увидимъ, что кривая состоитъ изъ двухъ в'!;твеl!, ка
сающихся оси х-овъ въ начал'!; координать. Но по отношенiю къ касательной 
въ этой точк1; кривая имi;етъ тотъ же характеръ, какъ и въ обыкновенной 

точкъ, потому что lim 4 1, откуда сл'!;дуетъ, что кривизна въ этой точкk 
х 

измъряется числомъ 2. Добавимъ къ этому еще, что одна в'!;твь криво!! 
параболически распространяется въ безконечность, а другая посл'!; изгиба 

въ точк1; х (1~)
2
, имъетъ наибольшую ординату въ точкъ х = (-})

2
, 

nересtкаетъ ось х-овъ при х = 1, и заmмъ также параболически уходитъ 
въ безконечность. 
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е) Зам1;чательный прим1;ръ кривой съ точками изгиба и точками воз
врата представляетъ такъ называемый двуроrъ (Zweihorn, cocked hat); 
ея уравнеиiе 

Чтобы прим1;нить методу § 607, надо было бы привести уравненiе къ ц1;лому 
рацiоиальиому виду. Но зд1;сь удоби1;е будетъ оставить его въ томъ вид1;, 
въ какомъ оно написано, и замi.тить, что кривая состоитъ изъ двухъ в1;твеlt, 
соо1·в1;тствующих.ъ двумъ различнымъ знакамъ въ знаменател1;. Кратными 
точками, очевидно, будутъ rt, для которыхъ два различныя опред1;ленiя у 
совш1даютъ. Это будетъ при х2= а2, rд1; у= О. Чтобы вычислить зиаченiя у' 
въ этихъ точкахъ (±а, О), можно и не приб1;rать къ дифференцированiю, 
а зам1;тить, что по оцредi.ленiю производиоА получается 

' 1· .У 2 1· .У - 1 у 1m - = ± а 1m --····· = + , 
=±ах+ а =±а х2 -·· а2 

т. е. у' 1, при .т = а, и у'= 1, при х - а. Такъ какъ въ об1;ихъ 
точкахъ касательная оказывается единственною, то точки эти будутъ точками 
возврата. Касательныя въ этих.ъ точкахъ перес1;каются въ одной изъ вершинъ 

Рис. 67 

кривой 10, а) (рис. 67). Кривизна въ этоlt вершииi, также вычисляется съ 
помощью прим1;неннаrо выше прiема, а именно: 

lim а 

Сл1;довательио, (} = t а; поэтому, если А' (О, t а) есть другая вершина 
кривой, то соnрикасающiltся круrъ въ точк1; А будетъ круп,, построенный 
на АА' какъ на дiзметр1;. Что касается rочекъ изгиба, то, положивъ у"= О, 

иаходимъ 3-V а2 - х2 ± 2 а О,- уравненiе, которое удовлетворяется (если 
удержимъ знакъ - ) значенiемъ х = ± ! а "Jf5, откуда у t а. Сл1;дова
тельио, точки изгиба находятся въ перес'hчевiи касательной въ вершин1; А' 
съ кривою. 

f) Примi.няя методу § 607 къ уравненiю, изображающему совокупность 
двухъ кривыхъ (q, = О и 1Р О), мы получимъ, кром1; кратвыхъ rочекъ, также 

. д/ д/ 
и точки ихъ перес1;ченш. Въ самомъ дi.л1;, если / = q;. 1/', то д х и д .У , 
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очев;щно, обратятся въ нуль вм-J;crt съ f всякiй разъ, какъ (J) и 1JJ одно
временно обратятся въ нуль; а такъ какъ въ разсматрилаемомъ случаi;, 
кром-1; того 

д2f д2f 
1 

д qJ д q; !2 

д х2 дхду дх ду 1 

д2f д2f 1=- дv, дv, 
1 · 

дхоу ду2 1 дх ду 1 

то, какъ видимъ, точки, общiя двумъ кривымъ, предстамяются, какъ настоящiя 
кратныя точки. Въ частности, когда правая часть обращаеrся въ нуль, что 
им1.етъ м1.сто (§ 577, а) когда кривыя (J) О и 1JJ=0 взаимно касаются одна 
другой, исчезаетъ и лi.вая часть, и точки перес1.ченiя кривыхъ предста
вляются въ вид1. точекъ возврата, хотя кривыя и располагаются по обi. 

· стороны отъ нормали. 

611. Алrебраическiя кривыя никакихъ другихъ особенныхъ 
точекъ, кромi; разсмотрtнныхъ выше, не имtютъ, если за элементъ, 
образующiА кривую, принимается точка. Если введемъ въ разсмо

тр'hнiе танrенцiальныя координаты и, вмtсто точекъ на· кривой, 
будемъ разсматривать касательныя къ кривой, то, по принципу 

двойственности, можно вполнt дуалистически повторить все выше

изложенное изслi.дованiе. Вмtсто двойныхъ, тройныхъ и д. т. то~екъ 
получаются двойныя, тройныя и т. д. касательныя. Но никакихъ 
существенно новыхъ особенностей при этомъ не получается. Полу
чаются касательныя возврата и касательныя изгиба, но 

первыя будутъ не что иное, какъ касательныя въ точкахъ изгиба, 
а вторыя касательныя въ точкахъ возврата. На этомъ основанiи 
число v точекъ возврата и число µ, точекъ изгиба соотвtтствуютъ 
друrъ другу совершенно такъ же, какъ соотствtтствуютъ друrъ 
другу число v двойныхъ точекъ и число µ,' двойныхъ касательныхъf 
порядокъ п кривой и ея классъ т. Другое весьма важное, само 
себ-J; соотвtтствующее число, есть такъ называемый родъ (Gesch
lecht, genre) кривой; оно обыкновенно обозначается буt<вою р. 
Доказывается, что для кривой n-ro порядка, не им-J;ющей кратныхъ 

(п -l)(n -2) 
точекъ, это число равно 2 

1 ). Изв-J;стно также, что при 

томъ же условiи классъ т кривой равенъ п (п 1), а число µ, 
точекъ изгиба (§ 604) равно 3п (п 2). Но можно показать, что 
существованiе v' двойныхъ точекъ и v точекъ возврата уменыпаютъ 
упомянутыя три числа на 11 v', 3v+2v' и 8v+6v'. На основанiи 
принципа двойственности находятъ поэтому, что если изъ чиселъ 

!(m- l)(m- 2), т (т-1) и 3т (т-2) вычтемъ соотв1;тственно 
µ, µ,', 3µ, 2µ,' и 8µ, + 6µ,', то получимъ число р, п и v. 
Формулы, къ которымъ такимъ образомъ приходимъ, называются 

формула·ми Плюккера (Pliicker). Изъ нихъ легко выводится, 

1) Для подробнаrо изученiя теорiн плоскихъ алrебраическихъ кривыхъ 
читателю рекомендуется первый томъ .Cours d'Analyse• par. С. Jordan. 



§§ 611 -612 ОСОБЕННОСТИ ПЛОСКИХЪ КРИВЫХЪ. 117 

что для кривой порядка п, класса т и рода р, числа особенныхъ 
точекъ и касательныхъ будуrь 

11 2(п +Р 1)-т, 

µ=2(m+p-l)-n. 

v'=Hn ~ l){n-6)+m-3p, 

µ,'= !-(т- l)(m 6) + п - 3р, 

ее.ли не существуетъ друrихъ болtе спожныхъ особенностей. Осо
бенно, замtчательны кривыя нупеваrо рода (Р О), имtющiя 
характеризующее ихъ свойство быть уникурсальными (unicursale); 
это значитъ, что координаты ихъ точекъ х и у, выражаются рацi

о н аль н ы ми функцiями оrь третьей перемtнной. Къ чиспу ихъ 

nринадпежатъ, напримtръ, коническiя сt•1енiя и первыя три изъ 

разсмотрtнныхъ въ предыдущемъ § кривыхъ. 

612. Трансцендентныя кривыя моrутъ имtть и друriя особенности, 
кромt перечисленныхъ выше. 

а) Прежде всего легко убtдиться, что такiя кривыя могутъ имtть 
безчисленное множество особенныхъ точекъ. Эrо мы уже видыи на примtр'h 
квадратрисы (безчhсленное множество изrибовъ), циклоиды (безчисленное 
чнсло точекъ возврата) и т. д. Теперь добавимъ, что кривая у2 = х sin2 х 

Рис. 68. 

(рис. 68) имtетъ точку возврата въ начал1; координатъ, безконечное число 
уединениыхъ и безконечное число двоАныхъ точекъ на оси х-овъ. Внt этой 
оси кривая им'kетъ безконечное множество точекъ изгиба, абсцисы которых1, 
удометворяютъ уравненiю 1 + 4 х2 = 4 х cotg х. Эти точки безпредыьно 
приближаются къ оси х-овъ по м'kpt удаленiя отъ начала координатъ по 
иаправленiю положительныхъ х-овъ, располагаясь все ближе и ближе къ 
точкамъ кривой ху2 = 1. Кромt. того, данная кривая безконечное число разъ 
касается параболы у2 х *). 

Ь) Безкоиечное множество точекъ изгиба, и притомъ въ конечномъ 
• 1 

интервал'k, имtетъ кривая у х sш х' съ асимптотою, параллельною оси 

х-въ (у 1). Такъ какъ зд'kсь :х;4 у"= - у, то вс1; изгибы лежат,, на 
оси х-овъ. Кромt. безчиспеннаrо множества касательныхъ возврата**), схо-

*) Эти замtчанi11 принадлежать бывшему ученику Чезаро, д-ру 
В. Д'Ескамаръ (V. d'Escamard) и помtщены во 2-мъ изд. (1905 r.) Elerneпti 
dl Calcolo infinitesirnale (Е. Cesaro) въ вид1; поправки. 

**) Т. е. касательныхъ въ точкахъ изгиба. 
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дящихся въ двухъ точкахъ на оси у-овъ), кривая имi;етъ еще двi; особенныя 
касательныя, а именно прямыя, дi;лящiя пополамъ углы между координатными 
осями, которыхъ она касается въ безконечномъ числi; точекъ. Эта же кривая 
замi;чательна еще слi;J.JУющимъ свойствомъ: изъ каждой точки на осн у-овъ, 
лежащей въ интервал"!; ( · - 1, 1 ), можно провести безчисленное множество 
касательныхъ, точки касанiя которыхL лежатъ на прямой, проходящей 
черезъ начало координатъ. Аналогичными свойствами обладаетъ кривая 

у= х siп2 ( ~) , имtющая асимптотою ось х-овъ. 

с) Точкою прекращенiя называютъ такую точку, въ которой вне
запно прекращается нtкоторая вi;твь кривой. Такою точкою будетъ, напри-

1 

мi;ръ, начало координатъ для одной изъ вi;твей кривой у = е ", имi;ющей 
еще точку изгиба при х = t (рис. 69) и асимптоту у = 1. Кривая 

у 

состоитъ также изъ двухъ вi;твей, прекращающихся на оси у-овъ въ точкахъ 
у ± 1 , имi;ющихъ точки изгиба на прямой у 2 х, и асимптоту 
ось х-овъ. Кривая у х log х также даетъ очень простой прим-J;ръ точки 

Рис. 69. 

прекращенiя, а именно въ начадi; координатъ, rдi; она касается оси у-овъ. 
Дpyrie примi;ры даютъ кривыя 

х 
x2Iog -· 

у' 

каждая изъ нихъ имi;етъ вi;твь, прекращающуюся въ началi;-координатъ. 
Это происходитъ отъ того, что первая кривая не имi;етъ вещественныхъ 
точекъ :при х < О, а вторая при х < у. Для первой кривой начало коорди
натъ по отиошенiю къ касательной въ этой точкi; иrраетъ роль какъ будто 
точки изгиба, потому что (см. § 548) 

lim --~ = О, но при п > 2. lim 

а для второй-какъ будто точки возврата, потому что 

llmL =оо 
х2 ' 

но при п < 2, lim L 
:JC" 

=со, 

о. 
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Обi, кривыя им1iютъ еще другую вi,твь, для первой кривой съ асимшотою 
х 1 , а ДJIЯ второй съ асимптотою х - у 1. С:- Эти вi,тви зат1;мъ опять 
распространяются добезконечностн,причемъобращены выпуклостью постоянно 
къ оси ~-овъ, отъ которой минимальное ихъ разстоявiе равно 2е. 

d) Когда дв1, различвыя вi,тви встрi,чаются (подъ угломъ, не равнымъ 
нулю), въ одной точкi, Ми въ ней прекращаются, то получается такъ назы
ваемая угловая или выдающаяся точка (spriпgeпder Puпkt, poiпt anguleux 
ou saiJlant). Въ точкi, М кривыя касаются 
двухъ прямыхъ, какъ и въ двойной, но каж, 
дая в1,твь лежитъ, какъ въ точкi, возврата, 
лишь по одну сторону отъ соотв1,тствующей 
нормали. Угловую точку мы уже встрi,тили 

х 
(§ 599, е) у кривой у = --1 , а другой 

1-+е"' 
очень простой примi,ръ мы имi,емъ (§ 282, Ь) 

1 
при х = О у кривой у х arctg х · 

е) Далi,е, если изъ двухъ в1,твей лишь 
одна прекрашается въ общей точкi,, то полу
чается такъ называемая точка соединенiя 
(Vereinigungspunkt)1). Здi,сь кривая предста
вляетъ какъ бы разв1,твленiе дороrъ для 
точки, проб1,rающей кривую въ извi,стномъ 
направленiи. Чтобы составить примi,ры та
кихъ точекъ, достаточно въ уравненiи кри
вой, имi,ющеll двойную точку. напримi,ръ. 

1 

! 

P1tc. 70. 

х3+_у3~-3аху=0 прибавить къ у функцi'° е "' 
или х log х или [х]. Такимъ образомъ удается уничтожить или перемi,стить 
одну изъ четырехъ в1,твей, выходящихъ изъ двойной точки. Очевидно, та.кой 
прiемъ позволяетъ уничтожить двi,, три или вс1; четыре в1;тви и построить, 
сл1;довательио, кривыя съ угловыми точками или точками прекращенiя или 
изолированными точками. 

О касанiи плоскихъ кривыхъ. 

613. Порядокъ касанiя. Въ смежности съ обыкновенною 
точкою М, общею двумъ кривымъ, воsьмемъ двt точки Р и Q, 
одну на одной, другую на другой кривой. Представимъ себt, что 
Р и Q одновременно приближаются къ М ( оставаясь, конечно, 
каждая на своей кривой), и для опредtленности допустимъ еше 
(хотя это и не необходимо), что при этомъ прямая PQ стремится 
къ нtкоторому предtльному положенiю, которое обраsуетъ съ кри

выми линiями, т. е. съ касательными къ нимъ въ точк1; М, уrлы 

1) Объ этихъ особенвостяхъ, указанныхъ л1;тъ 30 тому назадъ бель
riйскимъ физикомъ Пдато (Plateau), см. статью Мапsiоп'а въ .Mathesis• 
1883 r., стр. 193. 



120 VJ, 2. ПРИЛОЖI!НIЯ КЪ ПЛОСКИМЪ КРИВЫМЪ. § 613 

а и {J, отличные отъ нуля (и отъ .п). Прежде всего, легко видi;ть, 
что дуги МР и MQ будутъ бfзконечно малыми одного и того же 
порядка. Въ самомъ дi;лi;, предi;лъ ихъ отношенiя будетъ 

sin М Q Р = sin fJ *) 
sinMPQ sina ' 

т. е. число конечное и не равное нулю, на основанiи нашего пред

положенiя. Если примемъ за главную безконечно малую М Р или 
MQ и обозначимъ черезъ lO уголъ, подъ которымъ кривыя пере
сi;каются въ 111 (т. е. уголъ между касательными къ кривымъ въ 
этой точкi;), то 

1
• PQ 
1mMQ 

lim sin Р MQ = ~ill_.~, 
sin М PQ sina 

и отсюда видно, что разстоянiе J>Q будетъ безконечно малымъ 
перваго или высшаго порядка, смотря по тому, будетъ ли sin ш 
отлично отъ нуля или равно нулю, т. е. смотря по тому, пересi;
каются ли или касаются данныя кривыя въ точкi; М. Итакъ, то 
обстоятельство, что PQ будетъ порядка вьiше перваго характери
зуетъ касанiе кривыхъ. Естественно теперь принять за мi;рило 
болi;е или менi;е тi;снаго касанiя, которое могутъ имi;ть кривыя въ 
точкi; М, именно порядокъ безконечно малой PQ. Сообразно этому 
мы будемъ говорить, что касанiе бу детъ порядка п, если PQ 
бу детъ безконечно малой порядка п+ 1 **). Однако, прежде 
чi;мъ принять такое опредменiе надо показать, что число п бу детъ 
одно и то же для безчисленнаго множества различныхъ способовъ, 
которыми можно выбирать точки Р и Q, стремящiяся къ совпаденiю 
съ М. Положимъ, что точку 6, стремящуюся къ М, мы соединимъ 
не съ Р, а съ другою точкою Р, которая тоже стремится къ М 
такъ, что предi;льное положенiе Р Q не совпадаетъ съ касательною 

· въ точкi; М къ даннымъ кривымъ. Когда Р и Р', двигаясь по данной 
кривой, стремятся къ совпаденiю съ одною и тою же точкою М, 
то, какъ извi;стно (§ 348, с), прямая РР стремится совпасть съ ка
сательною въ точкi; М къ данной кривой. Поэтому 

. PQ . sin PP'Q sin а' 
l1m Р' Q = l1m sin Р' PQ 

и Р Q будетъ безконечно малою того же порядка, что и PQ. 

*) Напоминаемъ читателю, что при вычислен/и предiша отношенiя 
дугъ всегда можно замtнитъ отношенiе дугъ отношенiемъ соотвътственныхъ 
:хордъ, такъ какъ отношенiе дуrи къ стяrивающеl! ее хорд-!; стремится къ 
едииицt (§§ 582, 549 ). 

**) Такъ что касанiе нулевого порядка есть простое пересi;чеиiе. 
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614. Весьма легко найти аналитическiя условiя касанiя n-ro 
порядка двухъ кривыхъ, заданныхъ уравненiями У= (JJ (Х) и 
У= 'ljJ (Х) въ Декартовыхъ координатахъ. Мы предположимъ, что 
кривыя имtютъ въ точкt М общую касательную, не параллельную 
оси у-овъ, и пересtчемъ эти кривыя въ смежности съ М прямою, 
параллельною этой оси; пусть Р и Q будутъ точки пересtченiя 
этой прямой съ данными кривыми. Замtтимъ, что если бы общая 
касательная была параллельна оси у-овъ, то достаточно перемtнить 
оси, а, слtдовательно, и координаты, одна на другую, чтобы имtть 

возможность остаться при сдtланномъ предположенiи. Если теперь х 
есть абсцисса точки М, а x+h абсцисса (общая) точекъ Р и Q, 
то ясно, что h бу детъ безконечно ма11ою того же порядка, какъ М Р 
или М Q, т. е. перваrо, потому что отношенiе h къ М Р или М Q 
стремится къ величинt косинуса угла, образуемаго касательною въ 
точкt 111 съ осью х-овъ, а косинусъ этотъ, при нашемъ предполо
женiи, не равенъ нулю. По тому же предположенiю и прямая PQ 
не стремится къ совпаденiю съ касательною въ точкt М. Слtдо
вательно, условiя касанiя n-ro порядка заключаются всt въ одномъ: 
чтобы PQ было безконечно малою порядка п + 1, а такъ какъ, 
полагая х (х) = (JJ (х) - 'ljJ (х), имtемъ 

1 1 
PQ = l (х + h) = z(x) + hz'(x) + 2 h2z'' (х) + · · · +пТh" in> (х) + 

+ __ 1 h"+1 zСп+11 (х + 0h)*), 
(п + 1)! 

rдt О< 6 < 1, то и видно, что для выполненiя вышеупомянутаго 
условiя необходимо и достаточно, чтобы 

(22) х(х)=О, х'(х)=О, zC"') (х) = О, zln+l) (х) ~ О. 

Итакъ, чтобы данныя кривыя имtли въ точкt М касанiе 
порядка п, необходимо и достаточно, чтобы 

q> (х) = 1J! (х), q,' (х) = 1J!' (х), . . . , q,rn) (х) = 1J!(n) (х), 

q>(n+l) (х) ~ 1J!(п+1) (х) • 

т. е., чтобы первыя п производныхъ ординаты, взятыя по абсциссt, 

имtли въ точкt М одинаковыя, а (п + 1 )-ыя проьзводныя - раз
личныя значенiя. Замtтимъ, что первое изъ вышеприведенныхъ 
равенствъ выражаетъ, что кривыя въ точкt М встрtчаются, а второе, 
что онt въ ней касаются. 

*) Мы. предполагаемъ. здi,сь существованiе п + 1 производныхъ отъ 
функцiй q, и 1J! въ окрестности точки х и непрерывность въ этой точкi, 
(п+l)-ыхъ производныхъ. Остаточный членъ въ формул'h Тзltлора мы беремъ 
въ форм'!, Лагранжа. 
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615. Замtтимъ, что въ случаt п нечетнаrо найденныя 
усло~iя совnадаютъ съ тtми, которыя выражаютъ (§ 313), что 
функцiя х (Х) при Х = х имtетъ maximum или minimum; а такъ 
какъ эта функцiя при Х = х равна нулю, то въ смежности съ М 
она будетъ сохранять постоянно одинъ и тотъ же знакъ + или - , 
и, слtдовательно, кривыя въ точкt М не nересtкаются. Наобо
ротъ, если п число четное, то х (Х) при Х = х не будетъ ни 
максимумъ ни минимумъ, а потому р(Х) > 'IJJ(X> по одну сторону 
отъ М, и tp(X) < 'IJJ(X) - по другою, т. е. кривыя въ точкt М 
касаются и nересъкаются. Уже одинъ тотъ фактъ, что кривыя, 
касаясь друrъ друга, въ то же время nересtкаются, заставляетъ 

заключить, что касанiе будетъ высшаrо, по нраllней мtpt, второго 
порядка. Однако, это заключенiе подчинено необходимому предnо
ложенiю, а именно, что функцiи <р и 1Jl имtютъ вполнt оnредt
ленныя, единственныя, послtдовательныя производныя въ точкt М. 
Такъ напримtръ, въ § 605 мы встрtтили кривую, которая въ началt 
координатъ пересtкаетъ свою касательную, хотя касанiе обtихъ 

линiй здtсь простое, т. е. 1-ro порядка. Аналогичный случай предста-
х2 

вляетъ кривая у= ---i , которая касается и пересtкается съ пара-

1 +е"' 
болою у = { х2 въ началt координатъ (§ 599, f), хотя и здtсь 
будетъ простое касанiе обtихъ кривыхъ. Далtе, надо еще замtтить, 

что влtво отъ начала координатъ эта кривая имtетъ простое касанiе 
съ своею касательною, а справа - нельзя сказать, какъ высокъ 

будетъ порядокъ касанiя. 

616. Условiя (22), раасматриваемыя съ алгебраической точки 
зрtнiя, выражаютъ, что уравненiе х (Х) = О имtетъ (п + 1)-
кратный корень Х х, а такъ какъ это же уравненiе опредtляетъ 
абсциссы точекъ пересtченiя данныхъ кривыхъ, то можно сказать, 
что въ точкt М соединены п + 1 общихъ точекъ обtихъ кривыхъ. 
Такое представленiе геометрически оправдывается слtдующимъ со
ображенiемъ. Если черезъ точку М на кривой у= /(Х) проведемъ 
перемtнную кривую у= <р (Х), уравненiе которой содержитъ 
болtе п произвольныхъ параметровъ; если затtмъ распорядимся 
этими параметрами такъ, чтобы вторая кривая прошла черезъ п 
друrихъ точекъ М', М", ... первой кривой, и наконецъ, заста
вимъ эти п точекъ стремиться къ совпаденiю съ М такъ, чтобы 
при этомъ nеремtнная кривая стремилась къ опредtленному предtль
ному положенiю, то въ этомъ предtльномъ положенiи вторая кривая 

будетъ имtть съ первою касанiе вообще порядка п. Положимъ, въ 

самомъ дtлt, что п + 1 параметровъ перемtнной кривой опредtлены 
такъ, что выполнены условiя 
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rдt х, х1 , х2 , ••• абсциссы точекъ М, М', М11 , •••• Тогда. 
какъ нзвtстно (§ 347), можно написать 

q; (Х)= /(х) + (Х -х)/( -r, х1) + (Х -х) (Х -х1)/ (х, х1 , xz) + · · · 
+ (Х -х) (Х -х1) .•• (Х х,._1 )/(х, х1 , .•• , х,.) 

q.,1 .. +1) (~) 
+(Х-х)(Х Х1) •.• (Х-х,,)-(п+l)Г' 

при чемъ s обозначаетъ число, лежащее между нанменьшимъ и наи
большнмъ иаъ чиселъ Х, х, х1 , ••• , х,.. Намъ иавtстно также, 
что, когда х1 , х2 , ••• , х" одновременно стремятся къ х, то 

Слtдовательно, обоаначая череаъ s число, среднее между Х и х, 
будемъ имtть 

/ 
1 

( х) / 11 (х) 
fJ! (XJ = /(.х) + (Х - х) - 1 · + (Х - x'f г: :Г + · · · 

+ (Х -х)" /") (х) + (Х - x),o.f-l q.,<"+
1
.:. <i:1. 

п ! (п+ 1) ! 

Съ другой стороны, если So также нtкоторое число между Х и х, то 

/(Х) = /(х) + (Х -x)f'{x) + (Х - x'f {'.(;) + 

/") (х) /"+tJ (~) +(Х-х)"--+ (X-.·t')n+l __ .o. 
11! (n+l)! 

Поэтому 

. /(Х) q.,(X) /(n+t) (х) q1<n+11 (х) 
l1m ----~ = ···--·-- ·····--- · 
Х= (X-x)n+1 (п+ lJ ! 

Итакъ, рааность J(X) - rp (Х) будетъ беаконечно малая порядка 
:Выше п, и обt кривыя имtютъ въ точкt М касанiе порядка не 
ниже п. Порядокъ можно сдtлать выше п, если еще друriя точки 
пересtченiя кривыхъ, кромt раасмотрtнныхъ выше, также совпадутъ 

съ М. Рааумtется здtсь п всегда раасматривается, какъ цtлое 
число, между тtмъ какъ при опредtленiн порядка касанiя не исклю

чается воаможность дробнаrо порядка касанiя. Такой случай встрt
чается, между прочимъ, при касанiи кривой и ея касательной изгиба 

(въ точкt воаврата), rдt порядокъ касанiя вообще (§ 608) равенъ t· 
617. Соприкасанiе (Oskulation). Положимъ, что требуется 

череаъ нtкоторую точку (х, у) на данной кривой f(X, У)= О 
провести другую кривую, нмtющую съ данною въ точкt (х, у) 
касанiе порядка п и принадлежащую къ семейству кривыхъ, опре-
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дtляемому уравненiемъ вида р (Х, У) О, содержащимъ болtе п 
проиэвольныхъ параметровъ. Для этоrо нужно будетъ дифференци· 
ровать оба уравненiя п разъ подъ рядъ такъ, какъ это дtлаютъ 
съ цtлью опредtленiя послtдовательныхъ производныхъ отъ У по Х 
до порядка п включител1,но. Затtмъ надо будетъ выразить, что въ 
обоихъ рядахъ полученныхъ уравненiй эти производныя при Х = х 
и У= у имtютъ одинаковыя значенiя. Такимъ образомъ получимъ 
п+ 1 уравненiй, причисляя къ нимъ и то, которое получается, когда 
въ уравненiи искомой кривой, положимъ Х = х, У= у (выражая 
этимъ, что она проходитъ черезъ точку (х, у)). Эти уравненiя 
послужатъ для опредtленiя п 1 параметровъ, и, вообще говоря, 
только при числt параметровъ, превосходящемъ п, можно получить 

касанiе n-ro порядка. Если распорядимся всtми параметрами такъ, 
чтобы получился наивысшiй возможный порядокъ касанiя, тоrда 
rоворятъ, что нашли соприкасающуюся къ данной кривой 

j(X, У) О въ данной точкt кривую. даннаrо вида р (Х, У) О. 
При этомъ не исключается возможность того, что вслtдствiе какой 

либо особенности, представляемой данною кривою, ожидаемый мак· 
сим.альный порядокъ касанiя повысится. Тогда rоворятъ, что въ 
данной точкt кривыя имtютъ пересоприкасанiе (superoskulatioп). 
Чтобы опредtлить, въ какихъ точкахъ оно возможно, надо еще 
разъ дИфференцировать данныя уравненiя и изъ нихъ исключить 
всt параметры. Получится уравненiе между х и у. которое и опре

дtляетъ искомыя точки. 

618. Прим~ры. а) Къ данной кривой въ данной точк1; требуется 
провести соприкасающуюся прямую. Такъ какъ въ уравнеиiи прямой 
У= т Х + h два произвольныхъ параметра, то вообще можно достигнуть 
тмько простого касаиiя (nepвaro порядка). Прим1;няя иЗJJоженную въ пре
дыдущемъ § методу, получаемъ условiя: у= тх + h, т, при чемъ 
надо пmмнить, что х, у и у' относятся къ данной кривой. Отсюда для 
параметровъ получаются значенiя т = у', h = у - х у', и мы находимъ урав
ненiе искомой прямой (см.§ 586): У=Ху'+у-ху' или У-у=у'(Х-х) 
(соприкасающаяся прямая есть касательная). Для повышенiя порядка касанiя 
необходимо условiе у"= О, и оп, данной кривой зависитъ можеп, ли такое 
повышенiе произойти. Мы видимъ, что тмько въ точкахъ изгиба можетъ 
произойти касанiе выше 1-ro порядка. Оно будетъ вообще второго порядка, 
и касательная будетъ перес1;кать кривую; но, чтобы это д1;йствительно 
случилось, необходимо и достаточно, кроп условiя О, еще чтобы первая 
изъ посл1;довательныхъ производныхъ у"'. yIV, •.• не обращающаяся въ 
нуль, была нечетиаrо порядка. Геометрически можно сказать, что въ точк1; 
изгиб:~ соединены, по крайней м1;р1;, три общiя точки кривой и касательной, 
и что во всякомъ случа1; число скопившихся въ М точекъ будетъ нечетвымъ 
ми четнымъ, смотря по тому, nереdкаетъ ли или не перес1;каетъ каса
тельная кривую. 

Ь) Кругь съ центромъ (;, 'IJ) и радiусомъ (} изображается уравневiемъ 
(Х - .;)2 + ( У -'1])2 ,;r. Дифференцируя и подставляя Х х, У= у и т. д., 
по.11учаемъ 

(23) (х- ... sP + (у-тj)2 = (}2, х - 5 + (y-'IJ)Y' = о, 

1 + у'2 + (у - 'IJ)Y" =О• 
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откуда посл'hдовательно находимъ 

1 +у'2 1+ у'2 
У - J/ ·уп- ' Х ~ = У' -уг·- ' 

3 
(1 + y'2);i-

(J = ± -------- 11 • 
у 

Такимъ образомъ мы снова находимъ тотъ кругъ, который мы уже раньше 
назвали соприкасающимся, и видимъ, что порядокъ его касанiя съ кривою 
будетъ, вообще, равенъ 2. Отсюда сл'hдуетъ (см. § 592), что соприкасаю
щiйся кругъ въ той точк't, въ которой онъ касается кривой. ее и 
перес'hкаетъ. Основываясь на сказанномъ въ § 616, можно также сказать, 
что соприкасающiйся кругъ проходитъ черезъ три смежныя точки кривой, 

и полезно припомнить, что именно такимъ образомъ соприкасающiА кругъ 
и встр'hтился намъ въ первый разъ (§ 348, е). 

с) Если желаютъ, чтобы кругъ съ данною кривою имt;лъ касанiе выше 
2-го порядка, то нужно, чтобы еще удовлетворилось уравненiе, получаемое 
черезъ дифференцированiе посл'hдняго изъ уравненiй (23), Т- е. 

3у'у"+(у rJ)Yш=O или 3у'у112 (1+у'2)у111• 

Будетъ ли это уравненiе удовл~творяться или н'tтъ, зависитъ отъ природы 
данной кри,юА въ той точк'h (х, у), которую раасматриваемъ. Зам'hтимъ, 
что производная отъ Q именно равна 

Q._±_,}''2)t (3у'у''2 
у"2 

(1 + у'2)уш). 

Представляя себ'h, сл1;довательно, что точка М (х, у) описываетъ данную 
кривую (см.§ 592), мы видимъ, что соприкасающiйся кругъ тамъ бу
детъ им'hть касанiе выше 2-го порядка съ данною кривою, rд1; 
радiусъ кривизны будетъ maximum или miпimum. Этимъ, однако, 
не исключается возможность того, что nересоприкасанiе будетъ и тамъ, 
rд1; Q не будетъ ни maximum, ни minimпm. 

Оrибающiя кривыя 

( Enveloppen ). 

619. Опред1шенiе. Положимъ, что дано уравненiе семейства 
кривыхъ / (х, у, а) О, при чем ь кажлому эначенiю параметра а 
соотвi;тствуетъ опредi;ленная кривая этого семейства. Мы nредnо
ложимъ, что /(х, у, а) непрерывна относительно а и имi;етъ не
прерывныя первыя nроиаводныя по всtмъ nеремi;ннымъ. Пусть М 
есть точка nересtченiя кривыхъ (а) и (а h), т. е. кривыхъ, соот· 
вtтствующихъ эначенiямъ параметра а и а + h. Если, фиксируя а, 
станемъ приближать h къ нулю, то кривая (а+ h) булетъ посте
пенно приближаться къ кривой (а) и можетъ случиться, что точка М, 
передвигаясь по кривой (а), будетъ стремиться къ нtкоторому пре

дtльному nоложенiю А. Если кривыя (а) и (a+h) не пересtка
ются, то, несмотря на это, можетъ случиться, что 11а кривой (а) 
существуютъ точки А, обладающiя слtлующимъ свойствомъ: если 
вторая кривая (а+ h) отсtкаетъ на нормали къ первой (а) въ 
точкt М нtкоторый отрtзокъ, беэконечно малый при h беэконечно 
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маломъ, то въ точкt А этотъ отрt3окъ будетъ бе3конечно малымъ 
выше перваго порядка относительно h. Такiя точки наисильнъlt
шаго бе3конечнаго сближенiя кривыхъ (а) и (a+h) можно 
ра3сматривать также какъ точки, общiя двумъ кривымъ, если прене

бречь бе3конечно малыми высшаго порядка. Общее мъсто точекъ А 
называютъ огибающею кривыхъ /(х, у, а)= О. 

620. Уравненfе огибающей. Предположимъ, что А не 
кратная точка ь:ривоlt (а); вслъдствiе предположенноlt непрерывности 
первыхъ производныхъ функцiи f, и въ смежности съ А - кратныхъ 
точекъ не будетъ. Поэтому, если возьмемъ на кривоlt (а) точку М 
достаточно близко къ А, то въ точкъ М нормаль къ кривоlt (а) 
будетъ имъть вполнъ опредtленное направленiе, и косинусы угловъ, 

образуемыхъ этимъ направленiемъ съ координатными осями, будутъ 
безконечно мало отличаться отъ соотвътствующихъ косинусовъ 

угловъ нормали въ точкъ А. Обозначая чере3ъ а и fJ косинусы 
угловъ нормали въ точкъ М съ осями, будемъ, слъдовательно, имъть 

а _l_дf+··· fJ=~l _дf_.J_. ... 
уд/ дх ' JГ,j]ду . • 

\Х и у- координаты точки А). Обо3начимъ, далъе, черезъ s и 1/ 
координаты точки М, стремящiяся къ х иу-координатамъ точки А, 
при безконечно маломъ h. Пусть также l обозначаетъ отръзокъ ММ', 
(')тсъкаемыlt кривою ( а + h) на нормали въ точкъ М къ кривоlt (а). 
Если М есть точка пересъченiя кривыхъ, то l надо положить рав
нымъ нулю. Во всъхъ случахъ координаты точки М' будутъ s + la, 
1/ + lfJ. Эти числа должны удовлетворять уравненiю /(х,у, a+h)=O. 
Слъдовательно, 

f(t + la, Т/ + l{J, а+ h) = О. 

Отсюда, принимая во вниманiе, что f (s, 1/, а) О, и отбрасывая 
безконечно малыя высшаго порядка относительно Ji, находимъ 

l (ад f + р 11) + h д f О, 
д:с ду да 

lt д/ 
а нотому l УN·да · Такъ какъ кратныя точки исключены (т. е. 

Л f не равна О), то, для того чтобы l было высшаго порядка, 

чъмъ h, необходимо и достаточно, чтобы было :{=О. Итакъ, 
уравненiе огибающеlt получается черезъ исключенiе а из"Ь 

уравненiй 

(24) /(:с, у, а)= О, /~ (:с, у, а)= О*). 

*) Вообще, получаемое указаннымъ путемъ уравненiе будетъ изобра
жать либо огибающую, либо общее мъсrо особенныхъ точекъ кривой. 
См. Гурса .Курсъ Математическаго Анализа•. Москва 1911, стр. 460. 
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621. Характеристическое свойство огибающей. Можно 
скааать, что уравненiе даннаго семейства кривыхъ, т. е. первое изъ 

уравненiй (24) и есть уравненiе огибающей, если въ этомъ уравненiи 
/(х, у, а)= О будемъ разсматривать а, какъ функuiю отъ х и у, 

опредtляемую уравненiемъ И = О. Дифференцируя первое изъ 
уравненШ (24) при сдtланномъ условiи, находимъ 

(25) дf + дf у'+дf da = О, 
дх ду да dx 

которое, въ силу второго изъ уравненШ (24), приводится къ :~ :;у'= О, т. е. къ уравненiю, опредtляющему значенiе у' 
для кривоА (а). Слtцовательно, огибающая касается каждоА 
изъ кривыхъ даннаrо семейства. Въ этомъ состоитъ характе
ристическое свойство огибающей. Дt.nствительно, какова бы ни 
была кривая, которая должна касаться всt.хъ кривыхъ даннаrо се

меnства, всегда можно считать, что ея уравненiе есть уравненiе 

/ (х, у, а)= О, rдt а неизвtстная функuiя, которую надо опрецt
лить надлежащимъ образомъ, чтобы удовлетворить поставленному 
требованiю. Это опредtленiе должно быть сдtлано такъ, чтобы 
уравненiе (25) давало то же самое значенiе у', которое получается 
для всякой кривой (а), каково бы а ни было. Поэтому необходимр 

должно быть :~=О, и искомое уравненiе совпадаетъ съ тt.мъ, 
которое получается исключенiемъ а изъ уравненiА (24). 

622. Уравненiе /(х, у, а) О распредtляетъ точки плоскости 
по кривымъ, лежащимъ обыкновенно по одну сторону отъ огиба
ющеА, котоrая такимъ образомъ является границеА области, запол
ненной кривыми даннаrо семейства. Разсмотримъ теперь два уравненiя 

(26) f(x, у, а, Ь) О, g(x, у. а, h) = О. 

Эти уравненiя, вообще говоря, устанавливаютъ нtкоторое соотвt.т
ствiе между каждою парою значенiА независимыхъ параметровъ и 

точками (х, у) на плоскости. Вопросъ объ опредtленiи rраницъ 
той области, которая занята этими точками, приводитъ къ разысканiю 
огибающей семейства кривыхъ, изображаемаrо, напримtръ, первымъ 
изъ уравненiй (26), если въ немъ будемъ разсматривать а, какъ 
единственный произвольный параметръ, а Ь, какъ функцiю отъ 
х. у и а, опредt.ляемую вторымъ изъ уравненiА (26). Поэтому 

дf дfdh dh 
будемъ имt.ть да+ д h da = О, rдt. da опредtляется изъ уравненiя 

дg дg dh 
да+ дh da О. 
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Отсюда слiщуетъ, что 

(27) д(f.gl .-o 
д(а, Ь) - . 

§§ 622--624 

Исключая а и Ь изъ уравненiй (26) и (27) мы и получимъ урав
ненiе искомоА кривой. Одно изъ уравненiА (26) можетъ и не 
содержать въ себt х и у, и тогда снова приходИмъ къ случаю 

одного независимаrо параметра, потому что другой надо разсматри

вать какъ функцiю перваrо. Но уравненiе (27) остается справедпи
вымъ. Общнtе, если имtемъ т уравненiй 

f(.x,y, а, Ь, с, .. ,)=0, g(.x,y, а, Ь, с, ... )=О, 

съ п параметрами, связанными п - т соотношенiями 

q; (а, Ь. с, ... ) = О, 1/J (а, Ь, с, ... ) О, .. , 

то, дифференцируя всt данныя уравненiя (т. е. первыя п и условныя 
1i т) относительно параметровъ, и исключая da, db, dt, ... , 
найдемъ, что функцiональныА опредtлитель f, g, ... , р, 'IJJ, ••• относи
тельно а, Ь, с, . . . долженъ быть равенъ нулю. Исключая п пара
метровъ изъ п+ 1 уравненiй, мы и получимъ уравненiе огибающей. 

623. Эволюты и эвольвенты. Эволютою плоской кривой 
называютъ огибающую ея нормалей. Всякая кривая называется 

эвольвентою своей эволюты. На основанiи сказаннаrо въ § 593, 
можемъ тотчасъ сказать, что эволюта плоской кривой есть 

общее мtсто ея центровъ кривизны. Эту теорему можно также 

доказать nутемъ, указаннымъ въ концt § 620. Примtняя указанный 
прiемъ къ уравненiю нормали Х - х + у' ( У - у) = О, получаемъ 

-(I+y'2)+(Y--y)y"= О. 

Координаты точекъ касанiя нормалей съ ихъ огибающей оnредtля
ются, слtдовательно, форму;ами 

1+ ·2 
х = .х - у' /:'- ' 

1 + yt2 
У=у+--· 

у" 

Съ другой стороны, какъ мы видtли въ § 618, если s и 7J- коор
динаты центра кривизны, то 

.х - {; 

Итакъ, Х = s, У= 1J. 

l+y•2 
7,--' 

624. Если напишемъ координаты центра криюtзны въ видt 

{;- .х -· (} sin q;, '11 =У+(} cos q;, 
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то отсюда выведемъ 

d~ = d:r QCOS (J! . d(J! - sin (fi • dQ, drJ = dy Q sin (J! • d(J! + cos (fi • dQ. 

Припоминая теперь, что dx cos р. ds, dy sin р. ds и ds= р dp, 
находимъ ds = sin (J). d Q, d'f} cos р. dp. Эти формулы показы-. 
ваютъ, что элементъ СС' дуги эволюты (рис. 71) можно разсма
тривать, какъ лежащiй на нормали къ эвольвент!; и им-tющlй длину 

da=dp. Отсюда опять сл-tдуетъ, что касательныя къ эволют-t
нормали къ эвольвент-t. Кром-t того, равенство d(o р) = О 

Рис. 71. Рис. 72. 

показываетъ, что о- р = const. Поэтому, если возьмемъ н-tкоторую 
дугу С1 С, а2 - 0 1 на эволют-t и положимъ, что радiусы кри
визны данной эвольвенты въ концахъ дуги С1С" им-tютъ значенiя 
Р1 и Р2, то 01 Р1 = а2 Р2, т. е. l:12 l:11 = Р2 Р1 • Иными 
словами 

(28) 

[ Прим'tчанiе. Изъ формулъ ds sin р. d р, d'fJ = cos (J) • d р 
получаемъ d~+d'fJ2 =da2 =dp", откуда dG=±dp. Если при 

· движенiи точки М отъ М1 къ М" G и р одновременно возрастаютъ 
или убываютъ, то da=dp; если же, при возрастанiи 1:1, р убываетъ, 
то d(a+p) О, т. е. 1:1+p=const. Заключенiе, что vC1 C" равна 
разности радiусовъ кривизны ± (Mz С2 М1 (;1), справедливо въ 

обоихъ случаяхъ. Если же, при движенiи М отъ /1/1 къ М,., : : 
м-tняетъ знакъ, то предыдущее равенство не справедливо. Въ этомъ 

случа-t дугу М1М2 надо разд-tлить на части, въ которыхъ ~: 

сохраняетъ знакъ, и прим-tнить доказанное равенство, съ соотв-tт

ствующимъ знакомъ, къ каждой части отдtльно. Наприм-tръ, если 

9 
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на парабо.в:t точки М1 и М2 лежатъ по разныя стороны отъ вер
шины О, центръ кривизны въ которой есть точка С на оси, то 

vCC2=M2 C2-CO, vC1C=M1 C1-CO, vС1 СС2-м1 С1+М2С2-2СО.] 

Укажемъ нtкоторыя замtчательныя слtдствiя этого свойства: 

а) Если дуга М1 М2 достаточно мала для того, чтобы ея 
кривизна измtнялась отъ одного конца къ другому въ одномъ и 

томъ же направленiи (т. е. или постоянно воврастала или постоянно 
убывала), то окружности еоприкасающихся круговъ въ точкахъ 
М1 и М, не могутъ пересtкаться, потому что онt отдtляются одна 
отъ другой именно дугою М1 М2 ( см. § 592). Легко, впрочемъ, 
вычислить разстоянiе между этими окружностями, равное разстоянiю 

между точками Q1 и Qi , лежащими на линiи центровъ С1 С, 
между М1 и М2 (рис. 72). Мы имtемъ 

~~ ~~-~~+~Q ~~ ~~-~~ 

или Q1Q2 = дуга С1 С,- хорда С1 С2 >О. Слtдовательно, ясно, что 
окружности двухъ достаточно близкихъ соприкасающихся круговъ 
пересtкаться не могутъ. Но мы можемъ сказать еще болtе, а именно, 
что эти окружности не могутъ имtть (§ 585) и общей 
точки, и разстоянiе между ними есть безконечно малая 
третьяrо порядка относительно равстоянiя между ихъ 

центрами. 

Ь) Изъ·формулы (28) вытекаетъ еще слtдующее: представимъ 
себt, что на нtкоторую плоскую кривую навита нерастяжимая нить; 
закрtпивъ одинъ ея конецъ и удерживая нить всегда натянутою, бу
демъ свивать нить съ кривой въ ея плоскости, тогда всякая точка нити 

будетъ описывать эвольвенту данной кривой. Итакъ, всякая кривая 
имtетъ безконечное множество эвольвентъ, представ.1яющихъ систему 
параллельныхъ равноотстоящихъ одна отъ другой кривыхъ. Эволь
венты данной кривой можно также разсматривать, какъ рулетты, 

описываемыя точками прямой, катящейся безъ скоJ1ьженiя по данной 
кривоА. 

62.5. Дпя полнаго изученiя эволюты данной кривой остается 
еще опредtлить ея кривизну. Съ этою цtлью замtтимъ, что уголъ · 
смежности для обtихъ · кривыхъ, очевидно, одинъ и тотъ же. Отсюда 

тотчасъ слtдуетъ, что радiусъ кривизны эволюты равенъ о1~*). 
Поэтому, вообще каждой точкt эвольвенты, въ которой кривизна 

*\П . da 
1 отому что рад1усъ кривизны эволюты равеН'Ь dtp, 

dtp = ds 
~ 

rдt. da = dg, 
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максимумъ или минимумъ, на зволютk соотвtтствуетъ точка воз
врата, а точки возврата :эвольвенты (no крайней м-hpt, nepвaro рода) 
сами принадлежатъ зволютk, потому что при е = О точка М :эволь
венты и точка С зволюты совпадаютъ съ одною и тою же точкою А. 
Кром-h того, если а есть радiусъ кривизны зволюты въ точкt А, 

. 1. de 
то изъ уравнеюя 1m (! d s = а, перенеся начало счета дугъ на 

эвольвент!; въ точку А и прим-hняя теорему Лопиталя, тотчасъ 
получимъ 

1im е2 = 2а. 
s 

Слtдовательно, въ смежности съ точкою А, :эвольвента имtетъ 
приблизительно форму кривой, натуральное уравненiе которой есть 
е' 2 as, т. е. ( см. § 595, о) форму :эвольвенты круга радiуса а 
въ смежности съ ея точкою возврата. 

626. Упражнеиiя. а) Урзвненiе у= (х аУ, изображаеть семейство 
равныхъ между собою кубическихъ парабопъ, оrибаемыхъ осью х-овъ. Эта 
пр11мая касается вс1;хъ парабопъ въ точкахъ изгиба ихъ, а паrому и не 
д1;пить ппоскость на дв1; области -- одну, въ которой находятся вс1; оrиба
емыя, и другую, въ которой ихъ вовсе н1;тъ, какъ это бываеть въ бопьшин
ств1; спучаевъ (см. § 622). Точно такъ же огибающая параболъ у=а2 (х-а)2 
состоип, изъ оси х-овъ и кривой 16у .х-4. Но эта кривая касается каждой 
изъ параболъ въ точк1; х = 2 а, и переdкаетъ каждую изъ нихъ въ двухъ 
друrихъ х = - 2 а ± 2 а у2. Сл1;довательно, область, заполняемая данными 
параболами, ограничена только осью х-овъ. 

Ь) Найдемъ огибающую подвижной прямой, которая движется по 
плоскости такъ, что дв1; ея точки постоянно находятся на сторонахъ даннаrо 
прямого угла. Еспи обозаачимъ черезъ I разстоянiе между этими точками, 

то уравненiе прямой будетъ ' х 
O 
+ ·· ! 

0 
= t, и В можно разсматривать, какъ 

COS u S!По 

параметръ, каждому значенiю котораrо соотв1;тствуетъ опред1;пенное поло
женiе прямой. Дифференцируя по О, получимъ 

х у x/cos В y/siп О 
cos3 0 = sinS O ИJIИ cos2 В = sfn2 0 /, 

сп1;доватепьно, х I соsз О, у = I siпs О и xi + y-i- 1i. Итакъ, огибающая 
подвижной прямой есть астроида (§ 595, g). 

с) Астроида будеп, также огибающая вdхъ элпипсовъ, описываемыхъ 
1<аждою другою точкою той же прямой (рис. 73). Д1;йствитепьно, еспи раз
д1;пимъ l на дв1; части а и Ь, такъ что а+ Ь 1, то точка д1;пенiя опишетъ 

х2 у2 
эппнпсъ а2 + Ь2 = 1. Дифференцируя по параметрамъ а и Ь, и принимая 

во вниманiе, что da ·+· db = О, получимъ 

х2 у2 

у2 
ьэ или 

Ь2 
а =-ь-

1 
т· 
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откуда пос.11,довательно 

Если же, вмi;сто этого, полуоси будуть связаны условiемъ а2 + Ь2 = /2, ro 
подобнымъ же образомъ найдемъ, что огибающая будетъ состоять изъ че-

Рис. 73. 

тырехъ прямыхъ ± х ±У 1, т. е. вс1; <;1.11.11ипсы, им1;ющiе общiя оси (по 
направленiю) и общiй круrъ Монжа, вписаны въ одинъ и тотъ же квад
ратъ (рис. 73). 

d) Между эвольвентами цi;пной линiи особенно зам1;чательна та, 
которая беретъ начало въ вершин1; кривой и носитъ названiе траитрисы 

(рис. 74). Изв1;стныя свойства ц1;пной линiи 
(§ 595, 1) приводятъ тотчасъ къ устаиовленiю 
ннжеслi;дующихъ своl!ствъ трактрисы: отр1;
зокъ, отс1;каемый асимптотою на каса-

!/ тельной, считаемый отъ соотв1;тству
ющей точки касанiя величина посто
янная; центръ кривизны лежитъ на 

перпендикуляр1;, возставленномъ къ 
асимптот1; изъ точки перес1;ченiя ея 
съ касательною. 

е) Какъ аналитически, такъ и геометри
чески легко доказать, что эволюта циклоиды 

--~+---~:'::~~lt~c~- равна своей эвольвенm (только сдвинутой 
О х съ м1;ста), эволюта кардiоиды есть втрое 

р 7 4 меньшая кардiоида, эволюта астроиды вдвое 
нс. · ббльшая астроида и т. д. Общнi,е можно, 

доказать. что за исключенiемъ эвольвенты 
круга, вс1; эпи- и rипоциклоиды подобны своимъ эволютамъ, н если т есть 
отношенiе радiуса подвижного круга къ радiусу неподвижнаrо, то оmошенiе 
подобiя (постоянное оmошенiе между пропорцiональными д.11инами) эволь
венты и эволюты равно 1 + 2 т, т. е. равно соотв-втственно 1, 3, ! и т. д. 
для циклоиды (т О), кардiоиды (т = 1), астроиды (т= -t) и т. д. 
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f) Будемъ искать огибающую семейства круrовъ, зная кривую, на 
которой находятся центры всi;хъ круrовъ, и законъ изм1шенiя радiуса вдоль 
этой кривой. Положимъ, что s, 'У/ и (} координаты центра и радiусъ, за-

· данные, какъ функцiи дуrи G кривой - общаrо м1;ста центровъ, тогда надо 
будетъ дифференцировать уравненiе (х ~ [!)2 + (у n'f = е2 по G, разсма
тривая при этомъ х и у, какъ постоянныя. Мы получаемъ 

(l) 
d5 

(х- ~-+(у 
dG 

и видимъ, что круги касаются огибающей въ точкахъ, лежащихъ на пря
мой, параллельной нормали къ линiи центровъ, проведенной на разстоянiи 

-- (} : : отъ центра. Чтобы огибающая была вещественною, необходимо и 
достаточно, чтобы I d (} 1 была не больше ; d G 1 • Иными словами, огибающая 
только тогда вещественна, когда скорость, съ которою движется центръ, не 

меньше скорости, съ которою круrъ растягивается или сжимается. При 
I de 1 < 1 dG I огибающая состоитъ изъ двухъ в1;твей, совпадающнхъ въ одну, 
коrда de = ± dG. Въ этомъ случа1; касательная къ общему м1iсту центровъ 
будетъ нормальна къ огибающей, и кривая (s, 'У/) есть не что иное, какъ 
эволюта кривой (х, у). Иными словами, условiе de = ± da, необходимость 
котораrо была установлена въ § 624, будетъ и достаточпымъ для того, 
чтобы круги н-Ькотораго семейств'а были соприкасающимися 
кругами плоской прямой. 

( Прнмt.чаиiе. При \ :: 1 > 1, 1 (} ~: 1 > е и пряыая (1) не им1;етъ 
общихъ точекъ съ окружностью круга радiуса е, сdдовательно, н1iтъ и 

вещественной огибающей. При / : : 1 < 1, прямая (1} перес'hкаетъ окружность 
круга въ двухъ точкахъ: одна опишетъ при изм1iненiи G одну, другая другую 

в'hтвь огибающей. При 1 ~ / = 1, прямая (1) касается окружности оrиба
емаrо круга и точка касаиiя опишетъ единственную в'hтвь огибающей. Кром'h 
того, касательная къ линlи центровъ будетъ перпендикулярна къ линiи (l), 
т. е будетъ нормалью къ огибаемой. J 

627. Подэры и антиподэры. Мы уже сказали въ § 590, с, 
что подэрою данной кривой относительно точки Q называютъ 
общее м-tсто проекцШ точки Q на касательной къ данной кривой. 
Если кривая (М) есть подэра кривой {М1 ) (рис. 75), то кривая {М1 ) 
называется антиподэрою кривой (М) относительно точки Q. Ясно, 
что антиподэру н-tкоторой кривой относительно точки Q можно раз
сматривать, какъ огибающую перпендикуляровъ М М1 , возставлен
ныхъ къ различнымъ прямымъ, проходящимъ черезъ Q, въ точкахъ 
llepec-tчeнiя этихъ прямыхъ съ данною кривою {М). Это зам-tчанiе 
и указываетъ путь для опредi;ленiя антиподэры данной кривой. 

Пусть М н-tкоторая точка на данной кривой, а М1 - соотв-tт
ствующая ей точка на искомой антиподэр-t. Напишемъ уравненiе 
огибаемой прямой въ видi; 

xcose+ysinO r. 
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Дифференцируя его по 6, находимъ 

х sin О + у cos 6 = r. 

Это есть уравненiе прямой, перпендикулярной къ ММ1 , проходящей 
черезъ конецъ N полярной поднормали данной кривой (§ 588). 
Координаты точки М1 удовлетворяютъ обоимъ уравненiямъ, слt.до
вательно, точка М1 антиподэры данной кривой, соотвът
ствующая точкt. М, есть проекцiя точки N на прямую ММ~
Изъ полученныхъ двухъ уравненiй находи\lъ для координатъ 
точки М1 выраженiя 

х = r cos 6 - r' sin О, у r sin О + r' cos О. 

Исключая 6 изъ этихъ 
извt.стныя функцiи отъ 

и 

двухъ уравненiй, при чемъ r и r' будутъ 
Q, опредt.ляемыя полярнымъ урJвненiемъ 

данной кривой, мы и получимъ урав':' 

ненiе антиподэры въ Декартовыхъ 
координатах't,. Если, обратно, дана 

будетъ кривая (М1 ), то изъ опредt.
ленiя ея подэры (М) извt.стно будеть 
положенiе точки М, соотвt.тствующей 
точкt М1 , и вышеизложенныя сооб· 
раженiя даютъ возможность друrимъ 

путемъ придти къ построенiю каса

тельной въ точкt М на подэрt. (М). 
--.!"""----'-"'-,-------х=- Въ самомъ дt.лt., эта касательная пер

пендикулярна къ нормали MN, а 
Рис. 75. прямая М N получится, какъ прямая, 

проходящая черезъ М и середину 
Q М1 • Далtе, если желаемъ знать радiусъ кривизны кривой (М1 ) 
въ точкt. М1 (на антиподэрt. данной кривой (М), предполагая 
извt.стнымъ радiусъ кривизн~ послtдней), то замt.чаемъ, что 

(r+r'') sin О, t =(r +r") cos О. 

Такъ какъ d(j есть уголъ смежности для кривой (М1), то ея радiусъ 
кривизны ()1 = r + r" "*). Итакъ, достаточно продолжить прямую M 1N 
на длину N С1 r", чтобы получить въ точкt С1 искомый центръ 
кривизны. Этотъ результатъ обыкновенно представляютъ въ другомъ 
видt, выраж11я ()1 черезъ радiусъ векторъ r 1 QM1 и радiусъ 

*) Въ самомъ ди-в, d О эквивалентенъ углу между двумя перпенди
кулярами къ двумъ безконечно близкимъ касательнымъ къ кривой (М1), 

ds V'dx1Чdy2 
поэтому dO = dq1, &= dO - = r+r''. 
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кривизны (} данной кривой (М). Выраженiе (} получимъ по второй 
иsъ формулъ (8), а именно 

Отсюда получается соотношенiе 

(29) 

которое и даетъ возможность построить С1 , когда извtстно поло
женiе центра кривизны С данной кривой (М). (См. § 595, j). 

628. Каустики (I(austicae ). Представимъ себt., что изъ нt.ко
торой точки Q выходятъ свt.товые лучи, падаютъ на зеркало (М) 
и отъ него отражаются *) (рис. 76). Предt.льныя положенiя точекъ 
пересt.ченiя каждыхъ двухъ беsконечно 
блиsкихъ отраженныхъ лучей образуютъ 
свt.тящуюся линiю, называемую каусти· 

ко!':' по отраженiю (катакаусти
кою). Каустика кривой (М) ОТНОСИ· 
тельно полюса Q будетъ, слt.довательно, 
огибающей лучей, выходящихъ изъ Q 
и отражающихся оть (М) по извt.стному 
закону равенства угловъ паденiя и отра

женiя. Лучъ, отраженный въ точкt. М, 
пройдетъ череsъ точку L,, симметрично 
расположенную съ Q относительно ка-
сательной въ точкt. М (М L1 = QM, L" 
QM 1 =M1L 1). Разсматривая еще кривую р 76 нс. . 
(L)-общее мt.сто точекъ L, симметрич· 
ныхъ съ Q относительно точки М (М L = MQ), легко видt.ть, 
что кривая (L1) есть подзра кривой (L) относительно полюса Q. 
[Q L 1 J. L Lt> касательная къ ( L) L L 1 11 М М1 ] • Поэтому ( § 627} 
нормаль къ кривой (L1) въ точкt. L 1 проЯдетъ черезъ середину Q L, 
т. е. череsъ точку М. Слt.довательно, всt. отраженные лучи нор
мальны къ кривой (L1), и огибающая ихъ есть эволюта этой кривой. 
Итакъ, каустика данной кривой есть эволюта подзры кри· 
воя, подобной данной, относительно свt.тящеЯся точки. 

Отсюда слt.дуетъ, что построенiе точекъ каустики приводится къ 

построенiю центровъ кривизны (см. § 595, j) подэры кривой (L) 
относительно точки Q. При этомъ построенiи, какъ легко видt.ть, 

*) Тоqка Q, зеркало (М) и nуqекъ nадающихъ лучей предполагаются 
лежащими въ одной плоскости. 
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можно замънить кривую (L) данною кривою (М) *). Въ томъ слу
чаъ, когда свътовые лучи параллельны ( свътящаяся точка въ безко
нечности) построенiе каустики особенно упрощается, потому что 
тогда имъетъ мъсто теорема: нормали къ каустикъ, происхо
дящей отъ пучка параллельныхъ лучей, дълятъ пополамъ 

радiусы кривизны зеркала въ соотвtтствующихъ точкахъ. 

[ Прим'hчанiе. Теорему эту нетрудно доказать аналитически. 
Направимъ ось у-овъ параллельно лучамъ, падающимъ на зеркало (М), 
и пусть у= /(х) данное его уравненiе. Уголъ а, образуемый нор
малью къ зеркалу въ точкъ М съ падающимъ лучемъ, равенъ углу, 
образуемому касательною съ осью х-овъ, такъ что tg а =у'=/' (х). 
Уrолъ между падающимъ и отраженнымъ лучемъ будетъ равенъ 2а, 

а потому уrолъ fJ, образуемый отраженнымъ лучемъ, будетъ равенъ 
:n; 

·2 а+ 2 (что прямо видно изъ чертежа); слъдовательно, 

tg{J "1(, 1) 2 у -у, 

и уравненiе отраженнаrо луча будетъ 

(1) У-у ~(у'-;,)<х х). 

Если присоединимъ сюда уравненiе, полученное изъ (1) дифферен
цированiемъ по параметру х, и изъ полученныхъ двухъ уравненiй 

исключимъ х, то попучимъ уравненiе каустики. Это второе уравненiе 
у' у•2 1 

будетъ Х- х = у", въ силу чего (1) даетъ У-у - ; · 
Поэтому, обозначая черезъ (s, 11) координаты точки Р на каустикъ,. 
соотвtтствующеЯ точкt М (х, у) на зеркалъ, будемъ имtть 

(2) 

Нормаль къ каустикъ въ ТОЧК'В (s, 11) перпендикулярна къ огиба
емой (1), слъдовательно, уравненiе этой нормали будетъ 

(3) 2 у' ( Х х + ~~) = (1 _ у'2) ( у --у + .,,,:;- l) . 

Самое простое вычисленiе покажетъ, что этому уравненiю удовлетво-

*) Это утвержденiе не совсtмъ точно. Точная формулировка получен
наrо результата состоитъ въ сл'hдуюшемъ: эволюта подэры данной кривой 
в ея каустики относительно одной и той же данной точки суть двt. 1юдобныя 
и nодобнымъ образомъ расположеиныя кривыя, при чемъ центръ подобiя 
лежнтъ въ данной точкв, а отношенiе подобiя равно 1 : 2. (См. Е. W eyr, 
.Ueber die Identitilt der Brennlinien mit den (EvoШten der) Fusspunktskurven•. 
Zeitschrift ffir Math. und Physik, 1869, pag. 376). 
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ряютъ значенiя Х 

1 
у.=у+ , координаты центра кривизны С зеркала въ точкi; 

{х, у), что и доказываетъ теорему. Построенiе точки Р сводится 
къ построенiю перпендикуляра изъ середины СМ къ отраженному 
ОТЪ ТОЧКИ М лучу.] 

Возвращаясь къ общему случаю точки Q на конечномъ раз
стоянiи отъ зеркала и припоминая теорему о длин-\; дуги эволюты 

(§ 624), приходимъ къ слtдующему заключенiю: Если Р и Р'
точки каустики, соотвtтствующiя точкамъ Ми М' зеркала, 

то v Р Р = ± { (QM + М PJ (QM' + М' Р)}. Дtйствительно, 
QM+MP=L1P, т. е. радiусу кривизны кривой (L1) въ точкt L11 

и аналогичное значенiе имtетъ сумма Q М' + М' Р, откуда и слt
дуетъ вышесказанное на основанiи § 624. Полученный результатъ 
можно формулировать такъ: длина дуги каустики равна разности 

между длинами путеR, которые свtтъ проходитъ · отъ свtтящейся 
точки до одного и другого конца дуги. Если, каковы бы ни были 

точки Ми М' на зеркал-\;, v РР= О, тогда 

QM+MP QМ1+М'Р, 

и получается такое слtдствiе: если хотимъ, чтобы лучи, выходящiе 
изъ точки Q, по отраженiи отъ зеркала М, сошJшсь въ одноR 
точкi; Р, то необходимо, чтобы зеркало имtло форму эллипса 
съ фокусами въ Р и Q. 

629. Упражненiя. а) Возвращаясь къ вопросу объ антиподэрахъ, 
положимъ, что данная кривая есть улитка: r = а cos в+ h. Изъ этого урав
ненiя вытекаетъ: r + r'' = h. а этого достаточно, чтобы утверждать, что 
антиподэра есть круrъ радiуса h. Точно такъ же, если данная кривая 
спираль Архимеда: r=a8, то r'=a, r"=O; точка N (рис. 75) естJ> центръ 
кривизны антиподэры (М1), потому что r'' = О, и всегда остается на окру
жности круга радiуса а, потому что r'= а. Итакъ, Архимедова спираль 
есть подэ ра эво.nь венты круга. Это свойство, которое можно считать 
очевиднымъ (см. рис. 54), даетъ простой способъ построенiя центра кривизны 
въ данной точк11 М на Архимедовой спирали. 'J 

l Прим'kчанiе. Отложивъ на перпендикуляр't къ радiусу векторлМQ 
(рис. 75) длину Q N = а, строимъ прямоугольникъ М Q N М1 и проводимъ 
его дiаrонали М N и М1 Q, проектируемъ N на Q М1 въ точку Н и точку Н 
на N Mi. въ точку L. Центръ кривизны С будетъ точка перес'tченiя прямыхъ 
LQ и мN. Это прямо вытекаетъ изъ построенiя центра кривизны подэры, 
указаннаго въ § 595, j. Полезно пров'tрить это построенiе съ помощью 
второй формулы (8) для (!, которая въ данномъ случа't даетъ 

(r! + a2)t J 
МС= ,-2+ :га2. 

Ь) Найдемъ антиподэру прямой .nинiи относительно данной точки Q 
(рис. 77). Примемъ данную прямую за ось у·СIВЪ, а перпендикуляръ къ ней 
изъ точки Q за ось х-овъ. Тогда уравненiе прямой ММ1 будетъ my=m2 x+tP, 
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гд't т обозначаетъ угловой коэффицiентъ (перемiшный), а ! р длину от
р'tзка OQ (постоянную). Дифференцированiе по т даетъ у=тх, а исклю
че11iе т даетъ далi;е у2=2рх. Сл1;довательно, антиподэра прямой относительно 

данн:.й точки есть парабола съ фокусомъ 
въ данной точкi;, касающ·:яся данной 

У прямой въ вершинt. Этотъ результатъ, 
-"-----Н впрочемъ, можетъ быть выведенъ изъ 

построенiя касателыюй, даннаrо въ § 6'Л. 
Въ самомъ дълi;, это построеиiе даеrъ 
L Q M 1N = L N MJH, такъ что нормаль 
дълиrъ уrолъ QM1H пополамъ; а съ дру
гой стороны, па основанiи сказан11аrо въ 

-;;;t-;~1,::------->,;-----:;;z § 590, d вытекаетъ, что это свойство 
принадпежитъ исключительно парабол't. 
Зам'tтимъ еще, что въ настоящемъ 
случаi; формула (29) обращается въ 
re1=2r1

2 (е==), такъ какъ въ прямоуrоль-
Рис. 77. номъ треуrопьникi; LQM1 r32=r-LM1 , 

то точка L дълитъ радiусъ кривизны по
поламъ. Такимъ образомъ снова получаемъ 
изв1,стиое уже построеиiе (§ 595, k). 

с) Когда свi;товые лучи, выхолящiе изъ Q, отражаются отъ кругового 
зеркала, то кривая (L) будетъ также круп,, а слi;довательио, кривая (L1)

улитка (§ 590, с). Въ частности, если точка Q лежитъ на окружности дан
наrо круга, то она лежитъ и на окружности круга (L), и улитка будеrъ 
кар11iоидою, эволюта которой будетъ другою кардjоидою, втрое меньшею 
первой и обратно расположенною. Итакъ, каустика кругового зеркала, 
для пучка лучей, выходящихъ изъ н'tкоторой точки самого зер
кала, есть кардiоида, касающаяся зеркала въ свi;тящей точк't Q; точка 
возврата этой кардiоиды дълитъ дiаметръ, выхолящiй изъ Q, въ отношенiи 2; 1. 
Если же лучи выходятъ изъ безконечности, то, какъ мы вид'tли раньше, нормаль 
къ каустик't въ точкi; Р, соотв'tтствующеil: данной точкi; М, на которую 
падаетъ лучъ, проходитъ черезъ .середину N радiуса ОМ. Поэтому, когда 
построены окружности круга, проходящаго черезъ N съ центромъ въ О, и 
круга съ дiаметромъ, М N, то, какъ видимъ, кривую (Р) можно разсматри
вать какъ рулепу, описываемую точкою Р, когда второй круrъ безъ 
скольженiя катится по первому. Итакъ, каус.тика кругового зеркала 
для пучка параллельныхъ лучей есть эпициклоида съ двумя 

точками возврат& 

ПРИТЮ>КЕНIЯ КЪ КРИВЫМЪ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ*). 

Основныя формулы. 

630. Касательная прямая и нормальная плоскость. 
Касательною въ данной точкt М какой угодно плоской или не 
плоской кривой называется прямая, съ которою стремится совпасть 

сtкущая ММ', когда, фиксируя точку М, заставимъ точку М' 

*) Неплоская кривая называется кривою двоякой кривизны по при
чнн't, которая выяснится впосл'tдствiи (§ 638). На н'tмецкомъ языК't не
плоскiя кривыя называются витыми кривыми (gewuпdeпe Kurveп), на фран
цузскомъ косыми (courbes gauches). На русскомъ ни то, ни другое назвавiе 
не вошло въ употребленiе. 
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беапредt.льно приближаться къ М, оставаясь на данной кривой. 
Мы ограничимся адtсь изученiемъ такихъ кривыхъ, для которыхъ 
имtетъ мtсто равенство: 

1. vММ' l 
1m = 

хорда мм• ' 

подобно тому, какъ это имtло мtсто для плоскихъ кривыхъ въ 

предыдущей rлавt. Такъ какъ направляющiе косинусы сtкущей 

равны разностямъ dx, dy, dz между координатами точки М' и 
координатами (х,у, z) точки М, дt.леннымъ на длину отрtзка ММ', 
то, переходя къ предt.лу и замtняя хорду ММ' дугою ММ'= ds, 
найдемъ, что направляющiе косинусы касательно.А въ точкt 

(х, у, z) опредtляются формулами 

(1) 
dx 

а=--, 
ds 

Ь = dy, с= dz *). 
ds ds 

Формулы эти относятся къ положительному направленiю каса

тельно.А, которое всегда выбираемъ идущимъ въ сторону возраста

ющихъ дуrъ s. Возвышая равенство (1) въ квадратъ и складывая, 

на.Адемъ 

(2) ds2 = dx2 + dy2 + dz2. 

Если координаты х, у, z заданы, какъ функцiи нtкотораго пара

метра t, то сперва вычисляемъ ds по формулt 

а затtмъ по формуламъ (1) находимъ и нанравляющiе косинусы 
касательной. При этомъ беремъ положительное или отрицательное 
аначенiя корня квадратнаго, смотря по тому, бу детъ ли s возра

стать или убывать при возрастанiи t. Уравненiя касательной будутъ 

Ихъ можно прямо писать, какъ уравненiя прямой, проходящей 

ч~резъ точки (х, у, z) и (х + dx, у+ dy, z + dz). Полезно 
замiпить еще другую форму уравненiй касательной, примtняемую 

съ удобствомъ въ томъ случаt, когда кривая задана двумя уравне
нiями вида: 

q;(x, у, z) = О, VJ(x, у, z) = О. 

*) Для вывода этихъ формулъ можно воспользоваться разсужденiями, 
совершенно аналогичными т1;мъ, которыя приведены въ прим1;чанiи къ § 591. 
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Такъ какъ Х - х, У -у, Z - z пропорцiональны дифференцiаламъ 
dx, dy, dz, которыя связаны соотношенiями 

д(J) dx + i!__(J!_ dy + д(J) dz = О 
дх ду дz 

д'lj) д'lj) д'lj) 
дх dx + ду dy + дz dz =О, 

то бу демъ имi;ть 

д(J) д(J) д~ 
(Х- х) дх +(У-у) ду + (Z - z) дz =О, 

д'lj) д'lj) д'lj) 
(Х - х) ~ + ( У - у) -- + (Z - z) - = О. 

дх ду дz 

Это и будетъ уравненiе касате:1ьной. Нормальною плоскостью 

въ точкi; М называютъ общее мi;сто нормалей къ кривой въ этой 
точкi;, т. е. перпендикуляровъ, возставленныхъ изъ М къ касательной. 
Уравненiе нормальной плоскости есть 

(Х-х) dx + (У-у) dy + (Z-z) dz = О, 

или, если кривая задана уравненiями (]) = О, 'IJ} = О, то 

Х-х 
д(J) д'lj) 

дх дх 

У-у 
д(J) д'lj) 

= о. 
ду ду 

Z-z 
д(J) д'lj) 

дz дz 

631. Бинормаль и соприкасающаяся плоскость. Главная 
нормаль и спрямляющая плоскость. Когда точка М' стремится 
къ совпаденiю съ М, то плоскость, проходящая черезъ касательную 
въ М и параллельная касательной въ М', можетъ и, вообще 
говоря, будетъ стремиться къ нi;которому предi;льному положенiю. 

Это предi;льное положенiе опредi;ляемой указаннымъ образомъ 
плоскости называютъ соприкасающеюся плоскостью (oskulierende 
ЕЬепе) въ точкi; М. Одна изъ безчисленнаrо множества нормалей 
въ точкi; М лежитъ въ этой плоскости и называется r лав ною 
нормалью, другая перпендикулярна къ этой плоскости и называется 

бинормалью, потому что ее можно разсматривать, какъ перпенди

куляръ къ двумъ безконечно близкимъ касательнымъ, т. е. какъ 

предi;льное положенiе общаrо перпендикуляра къ касательнымъ въ 
точкахъ М и М'. Плоскость, проходящую черезъ касательную и 
бинормаль, называютъ спрямляющею плоскостью (rektifizierende 
ЕЬепе). 
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[ Прим'hчаиfе. На rлавной нормали и на бинормали, такъ же 
какъ на касательной, и вообще на всякой прямой, выбираютъ по 
произволу опредtпенное направленiе, которое называють положи
тельнымъ, и когда говорить объ этихъ прямыхъ, то всегда подра· 
зумъвають это направленiе, если не сказано противощ:>ложнаго. 
Вмъстъ съ тъмъ различаютъ на нормальной, соприкасающейся, спря
мляющей плоскости положительную и отриuательную сторону, при 

чемъ положительною называютъ ту, которая обращена въ ту же 

сторону, куда идетъ положительное направленiе перпендикуляра къ 

той или другой плоскости. То же самое относится и къ координат
нымъ плоскостямъ. ] 

Рис. 78. 

НорJ11аА1,ная 
п.лоtжость 

С оприн;асающаяс я 
плоскость 

Спря.яМЯ10Ш,IJЯ 
nADcк ост~.. 

Рис. 79. 

Три прямыя (касательная, бинормаль и г.r~авная нормаль) и три 
плоскости (нормальная, соприкасающаяся и спрямляющая) предста
вляють собою соотвътственно ребра и грани трехграннаго угла, 
съ вершиною въ точкъ М, который называется фундаменталь
нымъ или основнымъ трiэдромъ. Мы увидимъ впослъдствiи, 
что для оnредъленiя относительнаго nоложенiя основныхъ трiэдровъ 

въ двухъ безконечно близкихъ точкахъ М и М' достаточно будеть 
знать двt безконечно малыя величины в и 1J, опредtпяемыя слъ
дующимъ образомъ: в есть дифференцiалъ, эквивалентный углу 

между касательными въ точкахъ М и М', а 1J дифференцiаJ1ъ, 
эквивалентный углу между бинормалями въ этихъ точкахъ. Первый, 
е называется угломъ смежности, второй 1J угломъ крученiя. 

632. Теперь намъ нужно сдtпать небольшое отступленiе. 
Положимъ, что дана нъкоторая прямая, наnравляющiе косинусы 

(А, В, С) которой непрерывныя функцiи независимой перемънной. 
Всегда можно найти дифференцiалъ, эквивалентный безконечно ма

лому углу между направленiями (А, В, С) и (А+ dA, В+ dB, 
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С+ о С), т. е. направленiями, соотвътствующими значенiямъ t и 
t + dt независимой перемtнной. Для этого представимъ себъ шаръ 
радiуса, равнаго 1, съ центромъ въ началt координатъ О, и про
ведемъ радiусы ОР и ОР, въ данныхъ направленiяхъ (А, В, С) 
и (А + о А, В + о В, С + д С). При измъненiи t точка Р опишетъ 
на поверхности шара нъкоторую кривую. Уголъ между данными 

направленiями измt.ряется дугою большого круга РР'. Ясно, что 
эта дуга эквивалентна хордt РР', которая въ свою очередь экви
валентна дугt. РР' кривой линiи, описываемой точкой Р; наконецъ, 
дуга Р Р' этоА кривоА эквивалентна дифференцiалу ду1·и а тоА же 
кривой, отсчитываемоА отъ произвольно выбраннаго на кривоА начала. 

Замtчая теперь, что А, В, С будутъ, очевидно, равны координатамъ 
точки Р (11отому что ОР= 1), по формулt (2) найдемъ 

{3) d,Jl, = d.A2 + dlft + dC2. 

Къ другому замtчательному выраженiю da придемъ, замtтивъ, что 
А1+в~+ С'= 1, AdA+BdB+ CdC=O, вслtдствiе чего(§ 30) 

з потому 

в 

dB 
с 12 1zл2 ZAdA' 
dC = ZA dA Z d.A2 = d,Jl,, 

(4) d,Jl, = (В dC С dB'f+ (Cd А -AdC)2 + (AdB- BdA)2. 

633. Обратимся теперь къ опредtпенiю направленiя главноА 
нормали. Съ этой цtпью замtчаемъ слtдующее: если направленiе 
(А, В, С) совпадаетъ съ направленiемъ касательной (а, Ь, с) къ 
данной кривой въ точкt М, то плоскость ОР Р' будетъ параллельна 
касательнымъ въ точкахъ М и М', и съ приближенiемъ М' к-ь М 
(11ри чемъ и Р' стремится совпасть съ Р, если а, Ь, с непрерывныя 
функцiи отъ t), будетъ стремиться къ совпаденiю съ соприкасаю
щеюся плоскостью. Предtпьное положенiе прямоА РР' будетъ 
касательная къ кривой (Р) въ точкt Р и потому перпендикулярно 
къ ОР. Слtдовательно, предtпьное положенiе прямоА РР' будетъ 
параллельно не только соприкасающейся, но и нормальной пло.скости, 
т. е. параллельно главной нормали. Примtняя теперь формулы (1) 
къ кривой (Р) (при чемъ dа=в, а .х, у, z надо замtнить черезъ 
а, Ь, с), находимъ для направляющихъ косинусовъ главноА нормали 
формулы 

(5) ). 
da 
е 

µ 
dh _, 
Е 

dc 
е 

634. Послt. этого можно опредtпить и направленiе бинормали. 
Оставляя пока положительное направленiе бинормали неопредtпен
нымъ, обозначимъ направляющiе косинусы бинормали черезъ а, fJ, у. 
Эrи величины удовлетворяютъ условiямъ ортогональности относи
тельно касательноА и главноА нормали 

Zaa aa+fJh+rc=O, Zal=al+i'lµ+r'V=O. 
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Присоединимъ къ ~тимъ двумъ уравненiямъ еще третье - условiе 

перпендикулярности касательной и главной нормали 

~а).= al+ Ьµ,+ С'11 = О. 

Эти три уравненiя выражаютъ ортогональность опредt.лителя девяти 

{)СНОВНЫХЪ КОСИНУСОВЪ 

а Ь с 

а f1 "/ 
). µ, '11 

Значенiе этого опредt.лителя будетъ, слt.довательно, равно ± 1. 
(§ 69). Но всегда можно*) выбрать положительное направленiе 
бинормали такъ, чтобы имt.ло мt.сто равенство 

а Ь с 

{6) а {J у = -t-1. 
). µ, '11 

Геометрически такой выборъ положительнаrо направленiя бинормали 
(:Водится къ слt.дующему предположенiю: Если мы совмt.стимъ 

основной трiэдръ съ трiэдромъ координатныхъ осей такимъ обра

зомъ, что положительныя направленiя касательной и главной 

нормали (выбираемыя, по произволу) совпадутъ соотвt.тственно съ 
положительными направленiями осей х-овъ и z-овъ, то положи

,ельное направленiе бинормали совпадетъ съ положительнымъ на

правленiемъ оси у-овъ. Намъ извt.стно, что при вышеуказанномъ 
условiи (§ 70) каждый элементъ опредt.лителя (6) равенъ 
своему алгебраическому дополненiю. Поэтому, пользуясь 
формулами (5), найдемъ, что направ11яющiе косинусы бинор
мали опредt.ляются формулами 

(7) а fJ 1 
bdc-cdb cd<a - adc ad~b~~b~d~a 

Теперь мы можемъ написать и уравненiе сокрикасающейся плоскости, 
,а именно: ~(bdc-cdb)(X-x)=O, или подробнt.е 

(bdc-cdb)(X -х) + (cda-adc)(Y-y) + (adb-bda)(Z-z) = О. 

На основанiи формулъ (1) мы можемъ написать это уравненiе еще 
въ слt.дующемъ видt.: 

Х-х dx d2x 

У-у dy d2y =0. 

Z -z dz d2z 

*) Изм1шяя, если понадобится, знаки чиселъ а, {J, у. 
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Отсюда видимъ, что со;~рикасаюшуюся плоскость въ точкъ (х, у, z) 
можно разсматривать, какъ плоскость, проходяшую черезъ касатель

ную въ этой точкъ и черезъ точку 

[ Прим:tчанiе. Для того, чтобы уравненiе соприкасающейся 
плоскости могло быть представлено въ указанномъ видъ, необходимо, 

во всякомъ случаъ, предположить, что не всi; коэффицiенты при 

Х - х, У - у, Z- z, т. е. не всъ три минора, составленные изъ 
двухъ послъднихъ столбцовъ, равны нулю. При этомъ предполо
женiи легко доказать существованiе соприкасающейся плоскости, 

которое мы выше допустили. Въ самомъ дълъ, уравненiе плоско
сти, проходящей черезъ касательную въ точкъ (х, у, z) 

Х-х У-у Z z 
dx dy= (1) 

и параллельной касательной въ точкi; (х+ох, у+ду, z+oz) 

(ll) 

можетъ быть 

х х 

(111) У-у 

z z 

х (х+ох) 
dx+ odx .. 

написана въ слъдующемъ 

dx dx+odx 

O И.IIИ I dy dy+ody 

dz dz+odz 1 

z - (z+oz) 
dz+odz ' 

видъ: 

х х dx odx 

У-у dy ody 

Z-z dz odz 

о. 

Раздъливъ послъднiА столбецъ на os, переходя въ лъвой части къ 
предълу при ds = О и вновь умноживъ послъднiй столбецъ на 
ds ds, мы и придемъ къ уравненiю 

Х-х dx d 2x 

У-у dy d2y =0. 

Z-z dz d2z 

Такъ какъ, по сдъланному предположенiю, это равенство, дъйстви
тельно, является уравненiемъ, то существованiе соприкасающейся 
плоскости доказано. J 

635. Формулы (7) и (5) даютъ возможность вычислить на
правляющiе косинусы бинормали и главной нормали по даннымъ 

косинусамъ а, Ь, с; опредъляющимъ направленiе касательной, такъ 
какъ уголъ смежности в можетъ быть вычисленъ по одной изъ 

слъдующихъ формуль : 

#, = da2 + d ь2+ dc2, f!J= (bdc- cdb'f + (cda- adc)2+ (adb-bda)2. 
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При этомъ знакъ, съ которымъ беремъ отсюда s, остается произ
вольнымъ, потому что измtненiе этого знака въ формулt (7) и (5) 
влечетъ за собою измtненiе знаковъ чиселъ а, р, у и ). , µ, v, 
такъ что значенiе опредtлителя (6) не измtняется. Если вмtсто а, Ь, с 
были бы даны а, р, у, то можно было бы вычислить уrолъ кру
ченiя 11 по формуламъ 

а затtмъ, зная fJ, съ помощью формул·ь, аналоrичныхъ (7) и (5), 
опредtлить направленiе двухъ другихъ реберъ основного трiэдра. 
Въ самомъ дtлt, дифференцируя равенства А аа = О, А а2 1, 
при поJющи (5) найдемъ 

2ada -Iada=-e:SaJ=O, Eada=O, 

da d{J dy 
Слtдовательно, ---. - = -- = + 11, или, выбирая намежащимъ 

А, !t '11 -

образомъ знакъ у 'IJ, 

-, 
1/ 

dfJ 
µ= ' 

'1J 
(8) 

da 

ДалtЕ>, Pd1· rdP = (!Jv-yµ) 11 a'YJ и т. д., т. е. 

(9) 
а ь с 1 -· /Jdy - ydfJ yda -ady atifJ- .Bda 1/ 

Замtтимъ и здtсь, что измtненiе знака 11 или знаковъ а, Р, у 
въ (8) и (9) не нарушаетъ равенства (6). 

[ Прим1.чанiе. Обращаемъ вниманiе читателя на одну особен
ность въ изложенiи Чезаро, отличающую его отъ принятаrо въ 
большинствt руководствъ по Дифференцiальной Геометрiи. Разсма -
тривая вмtстt съ данною кривою (М) сферическую кривую (Р), 
о которой здtсь говорится въ §§ 632-633, или такъ называемую 
сферическую указательницу, ставятъ условiемъ, что дифферен

цiалъ ея дуги da берется съ тtмъ же знакомъ, съ какимъ берется 
дифференцiалъ ds дуги данной кривой, т. е. что а и s одновре
менно возрастаютъ и убываютъ (см., напримtръ, Гурса "Курсъ 
математическаrо Анализа", rrереводъ подъ ред. проф. Б. К. Млод-

зtевскаrо, т. I, стр. 506). Въ силу этого условiя отношенiе :: 
ds А • А 

или 8 , такъ называемы рад1усъ перво кривизны Q, оказы-

вается всегда числомъ положительнымъ. Вмtстt съ тtмъ за поло
жительное направленiе главноА нормали берется положительное на

правленiе касательной къ сфераческой указательницt, которое не 
зависитъ отъ выбора положительнаrо направленiя на данной кривой 
(см. Гурса стр. 509). Чезаро этого условiя не ставитъ и разсма-

10 
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триваетъ (!, какъ алгебраическое количество, которое можеть быть 
какъ положительнымъ, такъ и отрицательнымъ, и оставляетъ выборъ 

положительнаго направленiя главной нормали, равно какъ и поло

жительнаго направленiя касательной произвольнымъ, опредtляя лишь 
положительное направленiе бинормали, при сдtланномъ выборt 
первыхъ двухъ, условiемъ (6), которое можно назвать условiемъ 
конгруэнтности основного трiэдра Mt, МЬ, Мп (рис. 79) съ 
трiэдромъ координатныхъ осей Ох. Оу, Oz. Подобная точка зрtнiя, 
конечно, допустима и ни къ какимъ противорtчiямъ не ведетъ, но 

врядъ ли оправдывается какими нибудь особыми выгодами; нtко
торыя изслtдованiя (какъ напримtръ, изслtдованiя § 643) даже 
усложняются. Относительно условiя (6) замtтимъ еще слtдующее. 
Когда положительныя направленiя Mt, МЬ, Мп совпадутъ съ по
ложительными направленiями Ох, Оу, Oz (и точка М съ 0), то 
а 1, Ь = с = О; fJ 1, а = r = О, v 1, l = µ, = О и опредtлитель 
(6) 1. Это значенiе онъ сохранитъ и при всякомъ другомъ 
положенiи основного трiэдра, потому что, будучи ортогональнымъ, 
онъ можеть имtть только значенiя + 1 или 1, а не обращаясь 

въ нуль и будучи непрерывною функцiею отъ своихъ элементовъ, 
не можетъ мtнять знака.] 

636. Формулы Френе. Дифференцируя равенства Z al = О, 
Zal = О и Zл2 1, принимая во вниманiе формулы (5) и (8), 
найдемъ 

1:ad). 

1: ad). 

:2).da=-вl:).2 8, 

2 lda 

и Z ldl = О. Слtдовательно, dl, dµ,, dv удовлетворяютъ системt 
уравненiй 

1 
ad). + hdµ + cd·v в 

ad л + fldtt + rd"' 'l'J 

лdл + µd1-t + "'d"'== о. 

Опредtлитель этой системы rавенъ опредtлителю (6); значенiе его 
равно 1 и каждый элементъ равенъ своему алгебраическому допол

ненiю. Отсюда тотчасъ получаемъ формулы 

(10) C8-'f'l'J, 

извtстныя подъ названiемъ формулъ Френе. Въ совокупности съ 

формулами (5) и (8) онt показываютъ, что дифференцiалы 
девяти фундаментальныхъ к.осинусовъ выражаются линей

ными функцiями самыхъ косинусовъ; коэффицiенты въ этихъ 

выраженiяхъ зависятъ только отъ в и '/'/. Если обозначимъ еше че
резъ ю дифференцiалъ, эквивалентный углу между двумя безконечно 
близкими главными нормалями, то изъ формулъ (1 О) черезъ возвы-
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шенiе ихъ въ квадратъ и сложенiе получимъ ro2 = е2+ 'У/2. Свойство, 
выражаемое этимъ равенствомъ, легко получаемое также геометри

чески, извtстно подъ именемъ теоремы Ланкре (Lancret). 

637. Полезно замtтить, что формулы, аналогичныя предыду
щимъ, имtютъ мtсто дл11 всякой системы трехъ ортогональныхъ 

направленiй. Разсмотримъ сперва два произвольныя перемtнныя 

направленiя и назовемъ вращенiемъ перваго направленiя отно

сительно второго дифференцiалъ w, эквивалентный безконечно 
малому измtненiю направленiя проэкцiи перваго направленiя на 
плоскость, параллельную обоимъ *) Предложимъ себt вычислить w 
по даннымъ косинусамъ (А, В, С1 и (А', В', С), опредtляющимъ 
первое и второе направленiя. Проведемъ черезъ начало координатъ 

четыре прямыя, параллельныя и одинаково направленныя съ (А, В, С), 
(А', В', С'), (А+6А, В+6В, С+6С) и проекцiею послtдняго 
направленiя на плоскость, параллельную первымъ двумъ **). Пусть 
Р, Р', Р' бу дутъ точки пересtченiя первой, третьей и четвертой 
прямой съ поверхностью шара 'радiуса, равнаго единицt, съ центромъ 

въ на:чалt координатъ. Тогда (А, В, С) будутъ координатами 
точки Р, (А + 6 А, В+ 6 В, С+ С6) координатами точки Р', 
а потому 6А, 6В, 6С будутъ, очевидно, проекцiи элемента РР' 
на координатныхъ осяхъ. Элементъ РР' эквивалентенъ дифферен
цiалу ro, согласно опредi;ленiю послtдняго. Этотъ элементъ можно 
разсматривать какъ проекцiю элемента РР' на направленiе (l, т, п) 
элемента РР', очевидно, перпендикулярное къ (4, В, С)***). 
Поэтому, удерживая однt лишь дифференцiальныя безконечно малыя, 
найдемъ 

w = ldA + mdB + ndC. 

Далtе, если назовемъ черезъ (]) уголъ между направленiями (А, В, С) 
и (А', В', С), то, очевидно, будемъ имtть 

А'= А cos (f) + l sin (f), В'= В cos (f) + т sin (f), С'= С cos (f) + п sin (f) ****). 

Умножая послtднiя равенства соотвtтственно на d А, d В, d С и 
складывая, тотчасъ найдемъ 

w sin (f) = А' d А + В' d В + С' d С. 

Это и есть та формула, которая оказывается весьма полезною въ 

геометрическихъ и механическихъ приложенiяхъ. Если теперь напра-

*) Точнъе говоря, безконечно малому углу между начальнымъ и измъ
неннымъ направленiемъ этой проекцiи. 

**) Величины бА, бВ, бС ямъютъ здъсь то же значенiе, что и 
въ § 632. 

***) РР" есть nроекцiя элемента РР' на направленiи элемента РР'', 
потому что Р' Р" ..l плоскости ОРР", а слъдовательно, и къ РР". 

****) Проектируемъ на оси Ох, Оу, Oz стороны прямоугольнаго тре
уго,1ьника, въ которомъ гипотенуза имъетъ направленiе (А', В', С') и катеты 
направленiя (А, В, С) и (/, т, n) и уголъ (f) противолежитъ катету (/, т, п). 
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вленiя (А', В', С') и (А", В", С") образуютъ съ направленiемъ 
(А, В, С) ортогональную систему съ опредi;лителемъ, равнымъ 
единицt, то, обозначая черезъ ro' и ro" соотвtтственно вращенiя 
направленiя (А, В, С) относительно (А', В', С') и (А", В", С") 
на основанiи вышеприведенной формулы будемъ имtть 

[2AdA=0, 2A'dA=ro', 2,'A11dA=ro", 

откуда выводимъ 

dA A'ro'+A"ro", dB=B'ro'+B"ro", dC=C'ro'+C"(,I'. 

Далtе, если обозначимъ черезъ ш дифференцiалъ, эквивалентный 
абсолютному измtненiю направленiя (А, В, С) въ про· 
странствt, то съ помощью формулы (3) § 632 и предыдущихъ 
получимъ w2 = ro'2+ w"2• Въ частности, формулы {5) и (8) пока
зываютъ, что абсолютное измtьенiе направленiя касательной приво

дится къ вращенiю в относительно главной нормали, абсолютное 

измtненiе направленiя бинормали къ вращенiю 1J около той же 
главной нормали. Формулы ( 1 О) показываютъ, наnротивъ того, что 
абсолютное измtненiе направленiя главной нормали си составляется 

ию двухъ вращенШ - в и 1J этой прямой относительно пер· 

выхъ двухъ. 

О первой и второй кривизн'h. 

638. Какъ для плоскихъ, такъ и для неплоскихъ кривыхъ 
мtрою. первой криви.зны или просто кривизны (Flexion) служитъ 

• € do . 'lJ 
отношеюе ds или d s; аналогично этому отношеюе ds принимается 

за мtру второй кривизны или крученiя (Torsion) данной кривой 
въ данной точкt. Она не встрtчается при изученiи плоскихъ кри

выхъ, потому что для нихъ она всегда равна нулю. Удерживая 

t · · . ds 
дал е назваюе рад1уса кривизны для отношенtя г, условились 

называть радiусомъ второй кривизны или крученiя отно· 
. ds В . ..__ .._ . 

шеше "= · веден1е опредь,11енныхъ е и " во всь предыдущ1я 
'lJ 

формулы, вмtсто безконечно малыхъ 8 и 1/, дtлается съ цtлью 

придать этимъ формуламъ бол-tе точную форму. Формулы (5), (8) 
и (1 О) принимаютъ видъ 

(l 1) 

d)., 

tis 
dµ, 
ds 
d'V 
ds 

а 

(! 

а -, 
" 

h 8 ---, 
(! " 

с _'1-. 

" 
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Принимая во вниманiе формулы (1), можно написать три формулы 
перваrо столбца иначе, а именно : 

(12) 
d dx d dy d dz 

1} ds ds. fl, = () ds ds' '1' = 1} ds. 

или, если угодно, такъ: 

{13) 

Точно такъ же, на основанiи формулъ (1), можно написать фор
мулы (7) сл1щующимъ обраэомъ : 

04) а 

(
dy d2x 

у (! d s ds2 

fJ dz d2x) 
d s ds2 ' 

639. Вычисленiе первой кривизны. Формулы (1), (12)и(14) 
даютъ выраженiя девяти фундаментальныхъ косинусовъ въ первыхъ 

и вторыхъ производныхъ отъ координатъ точки (х, у, z), считая 
иэвt.стнымъ значенiе О· Это эначенiе получится иэъ тt.хъ же фор
мулъ, потому что, возвышая въ квадратъ и складывая равенства (J 2), 
получаемъ 

(15) 1 (ddx)2 (ddy)2 (ddz)2 
р2 = ds ds + ds ds + ds ds • 

или, если угодно, на основанiи!{13), 

Если примемъ s за независимую перемt.нную, то послt.днiй членъ 

обратится въ нуль, и мы увидимъ, что и здt.сь, какъ и въ плоскихъ 
кривыхъ (§ 558, е), квадратъ кривизны равенъ суммt. квад
ратовъ вторых.ъ проиэводныхъ отъ координатъ, взятыхъ 

по дyrt.. Если возвысимъ въ квадратъ равенства {14) и сложимъ, 
то получимъ другое выраженiе для о: 

± (dx2 + dy2 + d z2)i 
(16) (! 

dz d2y)2 + (dz d2x - dx d2z'f + (dx d'Jy ~ dy d2xf 

При постоянномъ z оно эаключаетъ въ себt., какъ частный случай, 
иэвt.стное выраженiе для (}, чаще всего прилагаемое въ изслt.дованiи 
плоскихъ кривыхъ. Изъ формулъ (15) тотчасъ слt.дуетъ, что прямая 
есть единственная линiя, имt.ющая кривизну, равную нулю 

1 
(во всt.хъ точкахъ). Въ самомъ дt.лt., - лишь тогда постоянно 

() 
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равно нулю, когда всt три вторыя проиsводныя координатъ по s 
одновременно равны нулю. Тогда первыя производныя равны посто
яннымъ а, Ь, с, а отсюда, обоsначая череsъ х0 , Jlo, z0 координаты 
точки, отъ которой считаютъ дуги s (т. е. такой, что при х = х0 , 
у= у0 , z = z0 и s = О), найдемъ х as х0 , у= bs + Ь0 , 
z = cs с11 • Исключая s, получаемъ 

х - Хо У Уо :! - .З-о , 
-а-=-ь-- с 

уравненiя прямой, проходящей черезъ (х0 , у0 , z11) въ направленiи 

(а, Ь, с). 

640. Вычисленtе крученiя. Изъ второго столбца фор
мупъ (11), путемъ умноженiя на л, µ, v и СJ[ОЖенiя, получаемъ 

da d/J dr 
.it-- +µ,--+v-· 

ds ds ds 

Съ другой стороны, дифференцируя формулу (14), имtемъ 

~= (}(dztJSy _ dy ~!) + ta ~.!] и т д 
ds· dsds3 dsds3 g ds · · 

Отсюда, принимая во вниманiе формулы (13), получаемъ 

или 

dx 
ds 

(17) 
dy 

;112 ds 

dz 
ds 

d2x 
ds2 

d2y 
ds2 

d2z 
ds2 

dy tJSz) 
dsds3 

tJSx 
did 

tJSy 
d s3 

(/'dz 
d s3 

Эта важная формула даетъ величину крученiя, когда иsвtстна кри

визна. Подставляя сюда выраженiе р по формулt (16), можемъ 
также написать 

1 (dy d2z- dz tPy) tJSx + (dz d2x-d.t: tf!.z) tJSy + (dx d2y- dy d2x) ,l>z 
t; - (dy tPz - dz d2y)2 + (dz d2x-- dx tf!.z)2 + (dx tPy- dy d2x)2 

Это и есть искомое выраженiе величины крученiя. Изящкkе можно 

представить его въ видt 
dx dy dz 

1 d2x d2y rPz 
d3x d3y d3z 

1 
t; dx dy dz 12 

rPx tPy d2z 
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Для плоскихъ кривыхъ, очевидно, крученiе постоянно равно нулю, 

если исключимъ прямую линiю, для которой крученiе величина не

опредtленная, такъ какъ всякую плоскость, проходящую черезъ 

данную прямую, можно разсматривать какъ соприкасающуюся пло

скость. Полезно замtтить, что плоскiя кривыя суть единственныя, 

для которыхъ крученiе постоянно равно нулю. Въ самомъ дtлt, 
если крученiе постоянно равно нулю, то опредt.литель въ правой 
части формулы (17) постоянно равенъ нулю, а отсюда (§ 375) 
слtдуетъ, что при надлежащемъ выборt трехъ nостоянныхъ а, fJ, у, 
сумма 'l:.adx=O, а потому :Sax, т. е. ax+fJy+rz=const., 
и кривая лежитъ въ плоскости. Это заключенiе, равно какъ и заклю
ченiе, приведенное въ концt nредыдущаго §, можно вывести также 
непосредственно изъ первыхъ двухъ столбцовъ формулъ (11) *). 

641. Вычисленiе крученiя можно вести также тtмъ nутемъ, 
какимъ было выведено выраженiе (15) для кривизны. Дtйствительно, 
изъ форму,1ъ (12) съ помощью дифференцированiя получимъ 

). _'!__ _1_ (~ + ~) 1 = d _'!___ '!.'! и т. д., 
· d s (J () t:, () d s ds 

а затtмъ, возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ 

(_1!_ J.)2 + (J. + .!) _!_ = (J- .!!... t!'!)2 + (-'!- .!!.._ dy)2 + (.!!... _!!_ dz). 2. 
ds() ()2 t:,2 [J2 dsdsds dsdsds dsdsds 

Къ этой формулt, которая также дасть t:., когда р извtстно, можно 
также придти, возвышая въ квадратъ равенство ( 17), представивъ 
сперва правую ч~сть въ болtе общемъ видt 

dx d dx d d dx I 
ds ·r1s ds ds ds 

dy 1f dy d d dy 1 

1' 
1 

ris ds ds ds ds ds 

dz d dz d d dz 
iГs 7is Js 7is tls ds 

что всегда возможно (§ 558, с). 

Изсл1щованiе .кривыхъ двоя.кой .кривизны. 

642. [ Прнм'l.чанiе. Въ дальнtАшихъ изслtдованiяхъ мы усло
вимся разъ навсегда, что взаимное расположенiе координатныхъ 

осей характеризуется слtдующимъ образомъ: Представимъ себt 
наблюдателя, стоящаго на плоскости О ху по наnравленiю положи
тельной оси z-овъ и. смотрящаго по наnравленiю положительной 

*) Этотъ выводъ имiшъ бы то преимущество, чте не нужна была бы 
ссылка на теорему Вронскаго [см. часть J, прим. XLIV (къ § 375) на стр. 428]. 
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оси х-овъ; мы условимся, что для этоrо наблюдателя положительная 
ось у-овъ направлена вправо; иными словами, положительную ось 

у-овъ надо повернуть на уrолъ въ 90° въ направленiи, противопо
ложномъ движенiю часовой стрtлки, для тоrо, чтобы она совпала 

съ положительною осью х-овъ. При этомъ условiи, соrласно условiю 
конrруентности (6) § 634, расположенiе реберъ основноrо трiэдра 
будетъ именно такое, какое и3ображено на рис. 79, а именно на
блюдатель, стоящiй на спрямляющей плоскости по положительному 
направленiю rлавноА нормали и смотрящiй въ положительномъ на

правленiи касательной, увидитъ положите,1ьное направленiе бинормали 

вправо отъ себя. Такое соrлашенiе дtлается для тоrо, чтобы можно 
было кратко и опредtленно формулировать мноriе и3ъ дальнi;Ашихъ 

ре3ультатовъ. ) 

Коrда и3в1;стны кривизна и крученiе въ данной точк1; М на 
кривой, то опред1;лится и положенiе основноrо трiэдра въ точк'h М', 
безконечно бли3кой къ М. Чтобы это покаsать, вычислимъ сперва 
ра3стоянiе 2Аох отъ точки М' (х + ох, у+ оу, z + oz) ДО 
плоскости, проходящей чере3ъ М и перпендикулярной данному 
направленiю (А, В, С). При этомъ подъ ра3стоянiемъ М' отъ 
этой плоскости понимается его алгебраическая величина, т. е. раз

стоянiе, взятое съ +, для точекъ, лежащихъ съ одно А стороны 

отъ плоскости и съ - , для точекъ съ друrой стороны. Перемiша 
знака этого разстоянiя обозначаетъ переходъ точки М' съ одной 
стороны на другую. Рамаrая ох, оу, oz по формулi; Тэйлора 
(§ 564), всегда можно принять за независимую перем1;нную дугу s 
данной кривой; при такомъ предположенiи формулы ( 11) дадутъ 

dx 
ds 

d2x ;. 
а, ds2=Q• 

tJSx • d 1 
- -J.---
ds-~ - 'ds е (!.'_ + ~)-··!__ ' .... 

(} 'v (} 

а поrому 

). ds2 (· d 1 
ox=ads+ е -::г+ 1.,dSQ ( 

а а) 1 ) ds'! -+- - + ... 
(} 'v {} 

и окончательно 

(18) 2 Аох = а, ds + ~ ds
2 + (@- -t!__ 1 -- (_Q_+ ~) _1_) 1{:': + · · · , 

{} dS{} (} ,i; {} 6 

rд1; а, $, е обо3начаютъ косинусы уrловъ направленiя (А, В, С) 
съ ребрами основного трiэдра, т. е. 

а, IAa, $=1:Аа, е IA} .. 

Только при а= О правая часть формулы (18) есть бе3конечно 
малая второго порядка (относительно ММ'= ds). и дtлается без
конечно малою выше второго 11орядка когда, кром1; того, еще и 

е = О. Отсюда видимъ, что раастоянiе точки М' отъ всякой пло
скости, проходящей чере3ъ касательную въ точкi; М, вообще 



§§ 642-643 И3СЛ~Д0ВАНIЕ КРИВЫХЪ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ. 153 

безконечно малая второго порядка относительно дуги ММ'; лишь 
одна изъ всtхъ этихъ плоскостей отстоитъ отъ М' на безконечно 
маломъ разстоянiи, по · крайней мtpt, третьяго порядка, а именно 
соприкасающаяся плоскость (при а О, е О, направленiе 
(А, В, С), очевидно, параллельно бинормали). Итакъ, можемъ 
сказать, что соприкасающаяся плоскость . тtснtе всtхъ другихъ 
плоскостей примыкаетъ къ кривой въ смежности съ точкою М. 

643. Формулы (18) тотчасъ дадутъ выраженiя координатъ 
tl, v, w точки М' относительно основного трiэдра. Стоитъ только 
послtдовательно совмtщать направленiе (А, В, С) съ касательною 
(el 1, 513 е = О), бинормалью (513 1, а= е = О) и главною 
нормалью (@ = 1, а=$= О), чтобы получить, вtрно до безко
нечно малыхъ третьяго порядка ( относительно ds) включительно, 
координаты точки М' относительно нормальной, соприкасающейся 
и спрямляющей плоскости, а именно: 

(19) 

Эти формулы даютъ возможность изслtдовать ходъ кривой въ 
смежности съ точкою М. Мы предположимъ, что въ этой точкt 
ни первая, ни вторая кривизна не равны нулю и замtтимъ, что 
знаки чиселъ и, v, w при достаточно маломъ ds опредtляются 

n. п 

С..>О 

Рис. 80. 

знакомъ члена наинизшей степени. Наблюдатель, идущiй по кривой 
въ положительномъ направленiи касательной такъ, что положительное 

направленiе главной нормали проходитъ отъ ноrъ къ rоловt, очевидно, 

увидитъ, что въ точкt М кривая поднимается или опускает<;.я, 
смотря по тому, будетъ ли е > О или < О (w О или < О), и 
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закручивается влi,во или вправо, смотря по тому, будутъ ли " и (! 

одинаковыхъ или противоположныхъ знаковъ (v < О или v > О). 
Кромi, того, эамъчая, что замi,на ds на ds мъняетъ знакъ v, 
не мi,няя ни ~sнака w, ни знака разстоянiя 2 А i, х вообще, если 
а= О, а е не = о, мы видимъ, что всъ ТОЧКИ достаточно 
малой дуги, въ смежности съ точкою М, лежатъ по одну 
сторону отъ всякой плоскости, проходящей черезъ каса
тельную, за исключенiемъ соприкасающейся плос~ости, 

которую кривая нересi,каетъ. Четыре различныхъ вида, пред

ставляемыхъ кривою въ смежности съ точкою М, въ зависимости 
отъ знаковъ (! и "• моrутъ быть изображены такъ, какъ это сдмано 
на рис. 80, rдi, пунктиромъ отмtчены дуги, лежащiя влъво отъ 
нашего наблюдателя. Такимъ образомъ обнаруживается, что при 
"< О, наблюдатель увидитъ кривую (при касанiи съ соприкасаю
щеюся плоскостью), переходящею съ ,11tвой ея стороны на правую 
поднимаясь или съ правой стороны на лtвую опускаясь, такъ что 

въ обоихъ случаяхъ кривая будетъ вправо завитою или правою 

( dextrorsum). Это значитъ, что движенiе точки, удаляющейся по 
кривой въ положительномъ направленiи, представится глазу наблю

дателя происходящимъ по направленiю движенiя часовой стрмки. 

При .,>•о, наоборотъ, кривая будетъ влtво завитою или лtвою 
(sinistrorsum). Итакъ, въ смежности съ обыкновенною точкою 

1 1 
(rдt ни , ни - не равны О), кривая будетъ правою при 

(! " "< О и лъвою при "> О. Легко также убi,диться, что тотъ ИJIИ 
другой характеръ кривой не зависитъ отъ положенiя наблюдателя 

въ пространствt. Примi,ры кривыхъ съ положительнымъ или отри

цательнымъ крученiемъ встрtчаются въ природt 1): хмtль завивается 
влtво, а виноградная лоза вправо. 

[ Примi.чанiе. Понятiе о правой и лtвой криво!! есть обоб
щенiе извtстнаrо понятiя о правомъ и лtвомъ винri. Обыкновенная 
нарtзка даетъ правую винтовую линiю, моделью которой можетъ 

служить штопоръ. Нужно замtтить, однако, что опредменiя правой 
(dextrorsum) и лtвой (sinistrorsum) кривой не установлены ·вполнt 
опредменно въ математи•1еской литературt: одни называютъ правою 

такую кривую, которая у друrихъ называется лtвою. Необходимо 
замtтить, что установленное въ § 643. соотвtтствiе между знакомъ 
крученiя "• опредмяемаrо формулою (17), и характеромъ (правымъ 
или лi,вымъ) кривой, измtнится на противоположное (т. е. при 

" > О - правая, а при "< О - лtвая ), если измtнимъ взаимное рас
положенiе координатныхъ осей или способъ совмi,щенiя основного 

трiэдра съ координатнымъ трiэдромъ, т. е. условiе (6). (См., напр., 
Гурса "Курсъ" стр. 316). Замtтимъ еще, что изслtдованiе § 643 
значительно упрощается, если условимся (какъ это обыкновенно и 

1) Maxwell. ,,Lehrbuch der ElectricШlt und des Magnetismus•: (Bd. I. § 25). 
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дмается) направить положительную главную нормаль въ ту сторону 
отъ спрямляющей плоскости, съ которой лежатъ всt точки кривой, 

смежныхъ съ М. Тогда w>O, а слtдовательно, и ()>О, и достаточно 
разсмотрtть верхнюю часть рис. 80, и различать два случая i, < О 
и ~ > О, вмtсто четырехъ. При ~ О кривая плоская и не выходитъ 
изъ соприкасающейся плоскости, т. е. плоскости самой кривой. 

При ~ < О кривая nересtкаетъ соприкасающуюся плоскость, переходя 
съ лtвой стороны на правую для нашего наблюдателя (энакъ v 
nереходитъ из·ь въ + nри иэмtненiи знака ds иsъ въ + ), 
nри ~ > О - наоборотъ.] 

644. Съ помощью тtхъ же формулъ (19) можно еще nод
робнtе иsслtдовать кривую въ смежности съ данною точкою .Лf. 
Для этого эамtтимъ сперва, что, помtстивъ начало координатъ въ 

точку М, считая эту точку за начало счета дуrъ, совмtстивъ трi
эдръ координатныхъ осей съ основнымъ трiэдромъ въ точкt М 
и пренебрегая беsконечно малыми выше третьяrо порядка, мы мо
жемъ дугу данной кривой ММ' разсматривать, какъ дугу кривой, 
изображаемой уравненiями 

.Х =S у z 
s2 s3 d(} 
2о 6!_!2ds' 

которыя получаются иsъ (19) эамtною буквъ и, v, w буквами 

d 3 . do . 
х, у, z и s черезъ s. начеши (}, ~ и d; , входящ1я въ эти урав-
ненiя, конечно, обоsначаютъ частныя sначенiя этихъ функцiй при 
s = О, въ точкt М. Исключая перемtнную s всtми возможными 
способами, получимъ 

" 2 е 3 .r= 91:>2.е·, z 
х2 х3 d (} 
2e-6,}!ds' у= --

Иsъ этихъ уравненiй видно, что nроекцiя данной кривой на нор
мальную плоскость (Myz) имtетъ въ М точку возврата, проекцiя 
на соприкасающуюся плоскость (М xz)- обыкновенную точку, а 
nроекцiя на спрямляющую плоскость (Муz)-точку изгиба. Далtе, 
такъ каJ<ъ направляющiе косинусы касательной въ точкt М' равны 
nроизводнымъ отъ х, у, z no s, а эти производныя, какъ легко 

2 s2 
видtть, пропuрцiональны числамъ Х 3 s, у, z 

6 0
, то коорди-

наты любой точки {~, 1J, ~) на этой касательной мож~о изобразить 
формулами 

kz+(l 

Отсюда находимъ, что касательная въ точкt М' пересtкаетъ со
прикасающуюся въ точкt М плоскость (т. е. плоскость 1J = О) 
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(
2 s2) въ точкt -3 s, бl.> , лежащей съ той же стороны отъ спрямляющей 

плоскости, съ которой лежитъ М'. Спрямляющую плоскость ('=О) 
эта касательная пересtкаетъ въ разстоянiи - {у отъ соприкасаю-

щейся плоскости (изъ уравн. О получаемъ k 

s2 
бо 
~ 
z-бё 

Отсюда спtдуетъ, что касательныя въ двухъ безконечно 
близкихъ точкахъ не пересtкаются и кратчайшее paзcтo

янiе между ними 

Бон не (Bonnet). 

dsS 
равно 1~ 

0
"" · Эта теорема принадпежитъ 

645. Изъ предыдущихъ формулъ также выводимъ, что 

d (} 1 9 
(}Z - .,у ds = -2 $". 

Еспи замtнимъ здtсь дугу s (ММ') хордою ея, т. е. s2 черезъ 
х2+ у'+ z2, то увидимъ, что эту дугу можно разсматривать, какъ 
дугу, лежащую на поверхности шара, изображаемаrо уравненiемъ 

х2 + (У+"" ~1)2 + (.s;-ti}2 = &Jl.2, 

rдt &Jl.2 (!2+ (,,,: ~)2. Пlаръ радiуса &Jt съ центромъ въ нормальной 

плоскости и въ разстоянiя "";~ и Q отъ соприкасающейся и-спрям
ляющей плоскости называется соприкасающимся шаромъ къ 

данной кривой въ данной точкt М. Этотъ шаръ, по сравненiю со 
всtми другими шарами въ пространствt, тtснtе всего примыкаетъ 
къ данной кривой. Если бы мы отбросили и безконечно малыя 
3-ro порядка, то дугу ММ' можно было бы разсматривать, какъ 
плоскую, лежащую въ соприкасающейся плоскости, а если отбросимъ 
и безконечно малыя 2-ro порядка, то дугу ММ' можно разсматри
вать просто, какъ прямолинейный отрtзокъ на касательной. Поэтому 
въ изспtдованiяхъ, въ которыхъ можно не обращать вниманiя на 
безконечно ·малыя высшихъ порядковъ, позволительно разсматривать
кривую, какъ ломанную ММ' М" М"' ... съ безконечно малыми 
сторонами, и разсматривать касательную, какъ прямую, на которой 

лежитъ одинъ элементъ ММ', соприкасающуюся плоскость, какъ 
плоскость, опредtляемую двумя послtдовательными элементами 

ММ' и М' М", или тремя точками М, М', М", и, наконецъ, со
прикасающiйся шаръ, какъ опредtляемый четырьмя точками М, М', 
М", М"'. Такая точка зрtнiя и такой способъ выраженiя, хотя. и 
не вполнt правильные, тtмъ не менtе моrутъ быть полезны въ 
тtхъ случаяхъ, когда хотятъ интерпретировать геометрически гk 
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или дpyrie результаты Дифференuiальнаrо Исчисленiя. Мы можемъ 
теперь легко констатировать, что для перехода отъ положенiя фун

даментальнаго трiэдра съ вершиною въ М къ смежному, съ 
вершиною въ М', надо сперва передвинуть вершину по касательной 

t 

t 

Рис. 81. 

на величину ds, а затtмъ дать ребрамъ его такiя вращенiя около 
вершины, чтобы косинусы ихъ направленiй относительно первона

чальныхъ t, Ь, п, получили бы слtдующiя значенiя: 

t' : о 8 

Ь': о 1 'f/ 

п': -в: 'f/ 1 

Это выводится изъ формулъ (5), (8) и (1 О), (если положимъ въ 
нихъ а р v = 1 , Ь ~ с= r а l µ, О, или еще строже съ 
помощью соображенiй § 637. 

[ Прим~чанiе. Для поясненiя сказаннаrо разсмотримъ, напри
мtръ, главную нормаль, направляющiе косинусы которой обозначены 
черезъ l, µ,, v. Когда совмtстимъ основной трiэдръ точки М съ 
координатнымъ трiэдромъ такъ, какъ сказано въ § 634, т. е. 

Mt съ Ох, МЬ съ Оу, Мп съ Oz, то получимъ a=l, Ь с=О; 
Р 1, а= r = О; v = 1, l µ, О. При переходt отъ М къ М' 
l, µ,, v обратятся въ l+dl, µ,+dµ,, v+dv, гдt dl, dµ, и dv 
опредtлятся по формуламъ (10), а l, µ,, v имtютъ указанныя выше 
начальныя значенiя, слtдовательно 

l+d;. 

µ, + dµ, 

:v+d'I' 

О 1.в-0.'11=-е 

O-O.e-· l.11=-11 

1-~.8- 0.'q =-1 

Эти значенiя и даны въ таблицt косинусовъ главной нормали п'. 

Такимъ же образомъ получаются значенiя косинусовъ для f и Ь' 
изъ формулъ (5) и (8). ] 
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646. Особенности. Все, сказанное въ предыдущихъ §§, спра
ведливо лишь въ томъ предположенiи, что разсматриваемая точка 

на кривоА есть обыкновенная точка. Выведенныя эаключенiя 
теряютъ силу для точекъ, координаты которыхъ удовлетворяютъ 

условiю 

(20) 

dx tflx d3x 

dy d2y ,Ру 

dz d2z tPz 

о 

( см. § 604). Такiя точки аналогичны точкамъ изгиба плоскихъ кри
выхъ; въ нихъ, на основанiи формулы (17), по краАнеА мtpt, одна 
изъ кривизнъ равна нулю, а потому координата v будетъ безко
нечно малою порядка, выше третьяго. Чтобы вычислить эту коорди

нату, надо продолжить вычисленiе, начатое въ § 642. Изъ выраженiя 
d3x 

и формулъ (11) наАдемъ 

(21) d
4
x = - 3 ~ _l!____ (_!_) - ао _fi... (_!_) + l [ d~ (_!_) 

d .s4 о d s о - d s ,,,(? ds2 (! 

Отсюда, на основанiи условiА 

тотчасъ находимъ 

:iaa = О, ~· ,.., 1.а 

1 
v = -S ad4x 

24 

О, 1, 

d 1 ' 

(--1. + _!_) J_J ' 
(/, ,,,2 (! 

вi;рно до безконечно малыхъ четвертаго норядка включительно. 

Слi;довательно, если 

: = О, но d ( "i) ~ О, то v 

а если 

0, но d(+) 0, ТО V 

Изъ этихъ формулъ вы:rекаетъ слi;.11ующее заключенiе: Точки кри
вой, смежныя съ точкою М, удовлетворяющею условiю (20), 
л ежатъ по одну сторону отъ соприкасающеlkя плоскости 

(v не мtняетъ знака при замtнi; ds на -ds). При этомr, 
всi; эти точки лежатъ слi;ва отъ соприкасающеАся плос

кости (для наблюдателя § 643), если та кривизна, которая 
равна нулю въ точкt М, принимаетъ затtмъ знакъ, оди-

*) Выраженiе v можно написать и такъ: 

v ds4 d (_!_) или v = - d s3 _l!____ (_!_). 
l 2t; (! 24 (! d s fi 
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паковый со знакомъ другой кривизны въ точкt М, и 

1 d ( 1 ) справа, въ противномъ случаt (v < О, если ~ и ·Q въ 

точкt М одинаковыхъ знаковъ, v > О, въ противномъ случа'k). 
Если въ точк'k М обt кривизны равны нулю, то v будетъ безко
нечно малою не ниже пятаrо порядка. Дtйствительно, дифференцируя 
формулу (21), при сдtланныхъ предположенiяхъ, легко найдемъ 

v 1 "<' d" -,._:а ах 

120 

или 

v = - ~t . :s ( }) d ( ~) • 

Отсюда видимъ, что въ данномъ случаt соприкасающаяся плоскость 

въ точкt М 11ересtкаетъ кривую, какъ въ обыкновенной точкt, и 
данная точка М будетъ точкою изгиба и дпя проекцiи данной 
крt1вой на нормальную плоскость *). Изъ всtхъ точекъ, дпя кото
рыхъ имtетъ мtсто условiе · (20), особенно эамtчательны тt, для 

1 
которыхъ только первая кривизна - равна нулю. Въ нихъ проис-

Р 
ходитъ прямо противоположное тому, что имtетъ мtсто въ обык-
новенныхъ точкахъ, а именно: кривая пересtкаетъ всt плос

кости, проходящiя черезъ точку М, за исключенiемъ 
соприкасающейся. Это происходитъ отъ того, что въ то время, 
какъ v будетъ, какъ мы видtли, безконечно малою четвертаrо 
порядка, w будетъ третьяrо порядка, и мtняетъ вмt.стt съ и свой 
энакъ при эамtнt ds на -ds. Отсюда далtе слtдуетъ, что 
точка М будетъ точкою изгиба для проекцiи криRОй на соприка
сающуюся, а не на спрямляющую плоскость. Такiя точки дtйстви
тельно, въ силу этого обстоятельства, аналогичны точкамъ изгиба 
плоскихъ кривыхъ. Далtе, точка М бу детъ точкою возврата для 

проекцiи кривой на нормальную плоскость, какъ въ случаt I О, 
(} 

такъ и въ случаt ~ = О ( при ~ 2 О) ; но въ первомъ случаt это 
будетъ точка возврата перваrо, а во второмъ-второrо рода (§ 608). 
Труднtе иэслtдованiе кривыхъ въ такихъ особенныхъ точкахъ, въ 
которыхъ Q и ,,,. обращаются въ нуль, потому что тогда теряютъ 
смыслъ вышеприведенныя · раэложенlя координатъ и, v, w, такъ 

какъ при выводt ихъ мы пользовались формулами, въ которыхъ 
существенную роль играетъ предположенiе, что обt кривизны 
числа конечныя. 

*) Въ этомъ легко убiщиться, составивъ уравненiе этой проэкцiи 
подобно тому, какъ это было сд1шано въ § 644. 
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[ Примi.чанiе. Для поясненiя иаложеннаrо положимъ, что въ 
точкt М _1_ О, а 1 > О. Такъ какъ по условiю dd (_l_) не· равно 

Q '[, s Q 
1 

нулю, то ~ непремtнно измtняетъ анакъ при переходt отъ точек1,~ 
е 

для которыхъ ds < О къ тt~ъ, у которыхъ ds О, т. е. при дви-
. . Е 1 

женtи въ положительномъ направлеши по кривой. ели знакъ --
е 

переходитъ изъ въ +, т. е. принимаетъ знакъ, одинаковыlt 

съ '[, , то ~ возрастаетъ и ;s ( ~) > О, а тогда формула 

v = -1(; :s ( ~) 
даетъ v < О, каковъ бы ни былъ анакъ ds. Слtдова.тельно, всt. 
точки, смежныя съ М, будутъ съ лtвой стороны отъ соприкасаю
щейся плоск9сти (со стороны отрицательнаrо направленiя бинормали).} 

Касанlе кривыхъ съ поверхностями. 

647. Въ ааключенiе сдtлаемъ нtкоторыя укааанiя по вопросу 
о касанiи кривой линiи съ поверхностью, отсылая читателя для под

робнаrо ознакомленiя съ вопросами о касанiи кривой линiи съ 
поверхностью или съ друrою кривою къ друrимъ сочиненiямъ !). 
Чтобы развить по воаможности быстро и наглядно теорiю касанiй, 
мы будемъ опираться на нtкоторые реаультаты, полученные нами 
раньше (§ 616) при изученiи касанiя плоскихъ кривыхъ. Мы будемъ 
сообраано этому говорить, что нtкоторая поверхность имtетъ съ 
данною кривою въ точкt М касанiе n-ro порядка, если эту поверх· 
ность можно разсматривать, какъ предtльное положенiе поверхности, 

проходящей черезъ точку М и п друrихъ точекъ той же кривой, 
когда эти п точекъ (и никакiя друriя) стремятся къ совпаденiю съ 
точкою М. Если эта поверхность принадлежитъ къ числу тtхъ, 
которыя въ трехмtрномъ пространствt опредtляются 1i + 1 точками, 
или, что· сводится къ тому же, если эта поверхность принадлежитъ. 

къ семейству, общее уравненiе котораrо зак.лючаетъ въ себt ti + 1 
произвольныхъ параметровъ, то порядокъ касанiя вообще не можетъ 

быть больше п. Когда этотъ порядокъ касанiя достигнуть, то rово
рятъ, что разсматриваемая поверхность, есть соприкасающаяся 

къ данной кривой въ данной точкt. Чтобы получить аналитическiя 
условiя соприкасанiя поверхности съ данною кривою въ данной 

точкt, ()Чевидно, достаточно продифференцировать уравненiе поверх

ности столько разъ, сколько нужно для полученiя достаточнаrо для 

1) См., напр., Hermite .Cours d' Analyse• (р. 116). 
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опредtленiя параметровъ числа уравненiй, и написать, что всt эти 

уравненiя удовлетворяются координатами точки М (х, у, z) и ихъ 
дифференцiала11и. Такимъ образомъ, дtйствительно, пользуясь обык
новеннымъ условнымъ способомъ выраженiя {§ 645), мы выражаемъ, 
что поверхность проходить черезъ точку М и п безконечно близ
кихъ къ ней точекъ М', М" ... на кривой. 

648. Соприкасающаяся плоскость. Общее уравненiе 
плоскости 

AX+BY+cz+D о 

содержитъ въ дtйствительности три произвольныхъ параметра, а 

именно: .отношенiя трехъ коэффицiентовъ къ четвертому, не рав· 
ному нулю. Выражая, что это уравненiе и два друrихъ, получен-

. ныхъ дифференuированiемъ по дуrъ s данной кривой, удовлетворя
ются координатами х, у, z точки М на кривой, получаемъ 

(22) Ax+By+Cz+D=O, Аа+ВЬ+Сс О, Al+B1i..-/-C'11=0. 

гдi, а, Ь, с, А, µ, 'Р имtютъ изв-kстныя изъ предыдущихъ §§ 
значенiя. Первое уравненiе требуетъ только того, чтобы плоскость 
проходила черезъ точку М, если присоединимъ второе, то плос
кость будетъ уже ·проходитъ черезъ касательную въ точкt М. 
Поэтому всякую плоскость, проходящую черезъ эту касательную, 

можно назвать касательною плоскостью, какъ имtющую съ 

кривою касанiе перваrо порядка; разстоянiе точки М', безконечно 
близкой къ М на кривой, отъ этой плоскости будетъ безконечно 
малою 2-ro порядка относительно ММ'. Если присоединимъ еще 
третье изъ уравненiй (22). то разсматриваемая плоскость должна 
будетъ пройти и черезъ главную нормаль, т. е. совпасть съ тою, 

которую мы уже раньше назвали соприкасающеюся плоскостью. 

Порядокъ касанiя съ кривой равенъ двумъ, но въ исключительныхъ 
точкахъ можетъ быть и выше. Тогда плоскость будетъ им-kть съ 
кривою пересоприкасанiе или, какъ иначе rоворятъ, будетъ 

стацiонарною соприкасающеюся плоскостью*). 

649. Стацiонарная соприкасающаяся плоскость получается, 
очевидно, въ тtхъ особенныхъ точкахъ, которыя характеризуются 
условiемъ, получаемымъ черезъ исключенiе А , В, С изъ урав
ненiй (22) съ присоединенiемъ къ нимъ того, которое найдемъ 
продифференцировавъ послtднее изъ нихъ. Но, чтобы быть увtрен
нымъ, что ни одинъ изъ возможныхъ случаевъ не бу деть пропущенъ, 

надо сперва замtтить, что дифференцированiе второго изъ уравненШ 
(22) даетъ, собственно говоря, слtдующее уравненiе 

(23) 
1 

(Al+Bµ+Cv)~=O. 
(} 

*) Гурса . .,Курсъ математическаrо Анализа•, стр. 491. 

11 
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Поэтому сл1щующее дифференцированiе дастъ (принимая во вниманiе 
формулы (11) и второе изъ уравненiй (22)) 

(24) 
1 

(Aa+BfJ+C1)-· 
(}~ 

Если .!.. не равно О, то .2 А ,t = О, а потому можно положить А = а, 
(} 

1 
В = fJ, С = r, и условiе (24) дастъ тогда - = О. Въ противномъ 

1' 

случаt ( ~ = о) уравненiе (23) удовлетворится при произвольныхъ 
значенiяхъ А, В, С. Тогда всякая касательная плоскость будетъ 
имtть касанiе 2-ro порядка съ кривою. Изъ этихъ плоскостей са. 
прикасающеюся будетъ та, для которой выполнено условiе (24). 

Такъ какъ это условiе вообще (т. е., если dd .. !_ не равно О) 
s (} 

nринимаетъ опять видъ 2А). = О, то получается опять соприкасаю
щаяся плоскость, но касанiе будетъ, по крайней мtpt, 3-ro порядка. 
Всегда нужно при этомъ помнить, что всt примtняемыя здtсь 
формулы и выводимыя изъ нихъ заключенiя только тогда справед

ливы, когда обt кривизны конечны. Итакъ, стацiонарныя сопри
касающiяся плоскости получаются в ъ тtхъ точкахъ кри
вой, въ которой, по крайней мtpt, одна изъ кривизнъ 
равна нулю, т. е., когда выполняется условiе (20). Впрочемъ, 
если оставимъ въ сторонt вопросъ о различныхъ положенiяхъ кри

вой относительно пере-соприкасающейся плоскости, то можемъ 
быстрtе получить условiе (20) при помощи дифференцированiя, 
написать второе изъ уравненiй (22) въ видt :2Adx = О и исключая 
А, В, С изъ этого уравненiя и слtдующих·ь двухъ: :2AtPx = О, 
:2Ad3x = о. 

650. Соприкасающiйся mаръ. Исходя изъ общаrо уравненiя 
поверхности шара 

(Х-~2 + (У-11)2 + (Z--{)2 = а2 

(rдt s, ТJ, ~. а параметры, которые надо надлежащимъ образомъ 
опредtлить), дифференцируя по дyrt s данной кривой и подставляя 
вмtсто Х, У, Z координаты точки М(х,у, z) на кривой, найдемъ, 
примtняя извtстныя обозначенiя, слtдующiя уравненiя 

(25) J 

(х- ~ + (у-11)2 + (z -t)2 = а2. 

l 
а(х ~) +Ь(у-11) + c(z-t) =0, 

l(x ~ + µ,(у-11) + 11(z--t) Q, 

а(х-~ + {J(y-11) + r (z-{) 10 ~~ • 
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Изъ трехъ послi;днихъ уравненiй nолучаемъ1 припоминая сказанное 
объ опредмителi; (6), 

х s= 
(26) Y-rJ= 

откуда и находимъ координаты s, 'l'J, , центра шара. Подставляя 
въ первое уравненiе, получимъ для величины радiуса формулу 

(27) ( d(})2 
а2=~+ 'l',ds. 

Опредменный такимъ образомъ шаръ и есть тотъ, который намъ 
встр1.тился въ началi; § 645, зто, видно изъ того, что посл1.днiя 
три изъ уравненiй (25) выражаютъ, что центръ шара лежитъ въ 

нормальной wюскости, въ разстоянiи fl отъ бинормали и -1, ~~ 
отъ главной нормали. Этотъ шаръ есть предмьное положенiе шара, 
проходящаго черезъ М, М, М" и М"', когда посл1.днiя три 
точки стремятся къ совпаденiю съ первою. Предмьное положенiе 
круга ММ М", очевидно, есть круrъ, лежащiй1 на поверхности 
предмьнаго шара, а такъ какъ плоскость зтоrо круга стремится 
къ совпаденiю съ соприкасающеюся плоскостью, то соприкасаю

щi/tся круrъ есть перес1.ченiе поверхности соприкасаю
щагося шара съ соприкасающеюся плоскостью. Слi;дова
тельно, tl есть радiусъ соприкасающаrося круга, и первая кривизна 
какой угодно кривой равна кривизнi; соприкасающаrося 

круга, какъ и для плоской кривой. Возвращаясь къ условiямъ 
(25), зам1.тимъ, что первое заставляетъ шаръ пройти череэъ М, 
второе - касаться кривой въ точкi; М, третье - проходить черезъ 
соприкасающiйся круrъ. Четвертое же условiе изъ всi;хъ шаровъ, 

касающихся кривой въ точкi; М и тамъ же ее пересi;каю
щихъ, выд1.ляетъ одинъ, который кривую не nересi;каетъ, 

такъ какъ имi;етъ съ нею касанiе вообще третьяго порядка; это и 
есть соприкасающiйся шаръ. 

651. Чтобы узнать, .лежитъ ли кривая въ смежности съ точ
кою М внi; или внутри соприкасающаrося шара, вычислимъ раз· 
стоянiе lt точки М отъ его поверхности. Предполагая радiусъ ill. 
конечнымъ, изъ равенства 

(ill.+h)2 = (x-s+dx)2+<Y-rJ+dy)2 + (z-t+ dz)2, 

пренебрегая безконечно малыми выше 4-го порядка, выводимъ 

аь = 2(x-s)dx+t2dx2. 
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Обозначая опять, какъ въ § 643, черезъ и, v, w координаты 
точки М' относительно фундаментальнаго трiэдра, имi.емъ 

dx =аи+ av + lw, dy = Ьи + {Jv + µw, dz =си+ yv + vw, 

а принимая формулы (26) и условiя ортогональности, найдемъ 

d[! 1 
~h = - W[! + V-t,-t[s + 2 (и2 + v2 + w2). 

Въ этой формулi;, на основанiи (19), можно пренебречь числомъ v2 , 

ограничиться первымъ членомъ въ w2, и вычислить и только до 

членовъ 3-ro порядка; но въ w и v надо знать и члены 4-ro по
рядка, а этого легко достигнуть съ помощью формулы (21 ). Мы 
найLемъ 

Полагая для сокращенiя " = .R.. + ..!!...... (-r, d Q) легко находимъ 
., ds ds ' 

(28) 

а такъ какъ дифференцированiе формулы (27) даетъ еще 

(29) 

то окончательно находимъ 

Итакъ, если исключимъ т1; точки, въ которыхъ d Q = О, то доста
точно малая дуга кривой, взятая въ смежности съ М, будетъ вся 
внi; или вся внутри соприкасающагося шара въ точкi; М, смотря 
по тому, будутъ ли объемъ шара и площадь соприкасающаrося 
круга одновременно возрастать или убывать или измi;няться въ раз
личномъ смыслi;. 

652. Чтобы найти условiе, при которомъ происходитъ пере
соприкасанiе шара съ кривой, т. е. при которомъ порядокъ касанiя 

кривой съ ея соприкасающимся шаромъ будетъ выше третьяrо, 

нужно только продифференцировать послi;днюю изъ формулъ (25), 
принимая во внимаюе и всi; предыдущiя. Но, чтобы не пропустить 

ни одного случая, надо сызнова выполнить всi; дифференцированiя, 

не мi.няя формы послi;довательныхъ результатовъ (т. е. не сокращая 
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въ нихъ общихъ множителей). Выполняя сказанное, получимъ по
слtднiя два условiя (25) въ видt 

(30) 1, 
1 1 d(} 

-Za(x-s) =--· 
(}"' (} ds 

:к 
Дифференцированiе послtдняго дастъ - = О. Къ тому же резуль-

Q '(; 

тату тотчасъ приходимъ, замtчая, что найденное условiе содержитъ 
въ себt все то, что, на основанlи формулы (28), необходимо и 
достаточно для того, чтобы h было безконечно малою выше 4-ro 

порядка. Такъ какъ предположенiе _!_ О исключено ( потому что 
(} 

~ предполагается конечнымъ ), а также и предположенiе _!_ = О при 
'(; 

d(! 2 О (на томъ же основанiи), то мы придемъ къ слtдующему 
заключенiю. Кромt точекъ, для которыхъ "= О, пересопри
каса.нiе шара съ кривою можетъ произойти и в ъ другихъ 

точкахъ, характеризуемыхъ тtмъ, что въ нихъ вторая кривизна 
равна нулю, хотя радiусъ соприкасающаrося шара остается конеч

нымъ. Въ зтихъ послtднихъ точкахъ второе изъ условiй (30) вы
полняется тождественно, и кривая имtетъ касанiе 3-го порядка со 
всtми шарами, проходЯщими черезъ соприкасающiйся кругъ. Но 
лишь одинъ изъ зтихъ шаровъ можетъ быть названъ соприкасаю
щимся, а именно тотъ, который мы опредtлили въ началt. Слtдо

вательно. условiе " О достаточно, но не необходимо для пере
соприкасанiя; формула же (29) показываетъ, что во всtхъ случаяхъ, 
·если de не равно нулю, d~ непремtнно равно нулю. Отсюда въ 
частности такое слtдствiе: Кривая пересtкаетъ соприкасаю
щif.lся шаръ въ томъ случаt, когда его радiусъ будетъ 

maximнm или minimum, или когда этотъ шаръ пересtкаетъ 
стацiонарную соприкасающуюся плоскость по окружности 

круга, радiусъ котораго будетъ maximum или minimum. 
Вь этомъ послtдкемъ с11учаt происходитъ какъ разъ противопо

ложное тому, что бываетъ въ обыкновенной точкt, а именно: кривая 
не пересtкаетъ ни одного изъ другихъ шзровъ, прох:одящихъ черезъ 

соприкасающНiся кругъ. 

653. Раасмотримъ теперь какую нибудь сферическую кривую, 
т. е. линiю, лежащую на поверхности шара радiуса R. Въ каждой 
точкt ея, о-1евидно, не можетъ быть иного соприкасающагося или 
даже пересоприкасающаго шара, кромt того, на поверхности котораго 

она находится. Поэтому, такъ каl{Ъ въ нашемъ случаt ~=R=const., 
формула (29) дастъ либо " О, либо d (! = О, а послtднее требуетъ, 
какъ уже было замtчено въ § 655, чтобы _1 = О (иначе ~ былъ бы 

"' 1 
беаконечнымъ). Но при de = О и О необходимо и "=0. Слt-,,, 
довательно, условiе ,с= О необходимо для тоrо, чтобы кривая была 
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сферическая. Оно будетъ и достаточнымъ. Чтобы въ этомъ убt
диться продифференцируемъ уравненiе (26). Ивъ перваго, пользуясь. 
формулами Френе, получимъ 

ds a-
ds 

слi;довательно, 

(31) ds 
ds 

-А-+ а- ,r, - + --+- P+l~ • • dg d ( dp) (а а) dp 
ds ds ds р е ds 

ка, 
dr, 
d s = - кР, 

Если х О для всi.хъ точекъ кривой, то изъ формулы (29) видимъ, 
что ~ равно нtкоторому постоянному R, а изъ (31 ), 'ITO s, fJ, t 
также постоянныя, т. е. что всi; точки кривой находятся въ одномъ 

и томъ же разстоянiи R оть неподвижной точки (s, f/, ') и кри
вая лежитъ на сферъ радiуса R, съ центромъ въ (s, f/, ,). Итакъ, 
условiе, необходимое и достаточное для того, чтобы кри
вая была сферическою, состоитъ въ томъ, что 

_()_ + ~ ('(, d (}) = о. 
,r, ds ds 

6.54 *). Возвращаясь къ общему случаю, замъчаемъ, что фор
мулы (31) выражаютъ слъдующую теорему: касательныя къ 
общему мi;сту центровъ соприкасающихся шаровъ парал
лельны бинормалямъ данной кривой, такъ какъ 

ds dr, dt. 
a-=7i r. 

Возвышая въ квадратъ формулы (31) и складывая, найдемъ 
d 0'2 = х2 ds2 , если О' дуга общаго мtста центровъ соприкасаю
IЦИхся шаровъ. Отсюда dO' ± xds; если возьмемъ 

(32) do = ,с ds, 

то формулы (31) дадутъ 

ds do = а, 

т. е. при условiи (32) положительное наr1равленiе касательной къ 
общему мi.сту центровъ соприкасающихся шаровъ совпадаетъ съ 
положительнымъ направленiемъ бинормали къ данной кривой. Раз
смотримъ теперь зависимости между основными трiэдрами данной 

кривой, которую будемъ называть первою, и общаrо мi.ста центровъ 

•) Въ подлинникр въ этомъ § есть нъкоторыя неточности, а потому 
здt.сь онъ изложенъ въ другой редакцiи. 
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соприкасающихся шаровъ, которое будемъ называть второю кривою. 

Удерживая прежнiя обозначенiя для первой кривой, обозначимъ 
соотвi;тствующiе элементы второй тi;ми же буквами со значкомъ 1. 
Мы уже видi;ли, что, при условiи (32), а 1 = а, Ь1 = fJ, с1 у. 
Теперь замi;тимъ, что главныя нормали нашихъ двухъ кривыхъ въ 
соотвi;тствующихъ точкахъ параллельны между собою. Дi;Встви
тепьно, формулы (8) § 635 даютъ 

а формулы (5) § 633, примi;ненныя ко второй кривой, дадутъ въ 
силу вышеупомянутыхъ равенствъ, 

откуда и слi;дуетъ сказанное. Какъ слi;дствiе, отсюда вытекаетъ, что 
касательныя къ первоВ кривоВ параллельны бинормалямъ второВ. 
Итакъ, будемъ имi;ть 

l1 ± l, µ1 ± µ,, 1'1 = ± 'V, и 

а1 = ± а, {J1 = ± Ь, у1 = ± с. 

Знаки въ этихъ формулахъ мы можемъ выбрать по произволу, но 
если поставимъ условiе, · чтобы и для второй кривой имi;ло мi;сто 
равенство 

а1, Ь1, С1 

(6') А'= U:l• fJ1, У1 = + 1, 

Ai, /),i • 1'1 

аналогичное (6), то, положивъ 

должны взять 

Ai - l, /J,i = - µ,, 'V1 = 'V, 

т. е. взять положительное направленiе главной нормали второй 
кривой противоположнымъ положительному направлеиiю главной 

нормали первой кривой. Тогда дi;йствительио, 

а, fJ. у а, Ь, с 

1 

Л'= а, ь, с а, 11, у + 1. 

-l, -µ,, -'}! l, µ,, '}1 

При условiи (6') можемъ примi;иить теперь формулы. Френе (11) 
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какъ къ первой, такъ и ко второй кривоlt. Тогда найдемъ 

1) 
l da da1 11 l 

·-=-Х--=-Х- Х· ~, 
(! ds da .-,1 -'! 

т. е. -'1 = XQ. 

2) 11 da1 da l 
~!_' 

Р1 da = xds- ,t<', ,t<', 

т. е. е1 = :х,.-,, и наконецъ 

f!1=Q+.-, d (.-,~!), H1=t>f!1• 

Особенно замtчаrельны такъ называемые косые круги, т. е. кри

выя съ постоянною первою кривизною и не равною нулю второю 

( Q = R, : О) . Для нихъ всt соприкасающiесн шары между собою 
равны (~ = е) и центры ихъ лежатъ на друrомъ косомъ круг!; 
(Q1 = Q). Косые круги единственныя кривыя, съ которыми 
соприкасаеrся безчисленное множество равныхъ между 

собою шаровъ, поrому ·чrо по формулt (29) при е непосrоянномъ 
~ не можеrъ быть постояннымъ, если х не равно О, а въ послtд
немъ случаt, какъ мы видtли, всt соприкасающiеся шары совпа

даютъ въ одинъ, на поверхносrи коrораго и лежитъ данная кривая. 

Возвращая<:ь къ общему случаю, замtrимъ въ заключенiе, что съ 
помощью формулъ (29) и (32) легко вычислить уrолъ d{} между 
поверхностями двухъ безконечно близкихъ соприкасаю~ 
щихся шаровъ (т. е; между касательными къ нимъ плоскостями 

въ точкахъ М и М1). Дtltсrвительно, изъ очевидной формулы 

da2 d~2 +~2d,д,2, 

получаемъ 

df} Х(! 1 dlog ~ 
ds = ~2 - .., dlogp 

Это отношенiе, которое Демартръ (Demartres) назвалъ сфериче
скимъ крученiемъ, есть также полезныlt для изученi11 не плоскихъ 

кривыхъ элементъ. 

У пражненiя. 

655. Винтовыя линiи. а) Разсмотримъ сперва обыкновенную или 
круг о в у ю винт о в у ю ли н i ю, т. е. кривую линiю, опредЬяемую свойствомъ 
пересi;кать всi; образующiя прямого кругового цилиндра радiуса r подъ 
постояннымъ угломъ <р. За ось z-овъ возьмемъ ось цилиндра, а ось х-овъ 
проведеМЪ" перпендикулярно къ оси z-овъ черезъ нi;которую точку А на 
кривой. Пусть в обозначаетъ уголъ, образуемый проекцiею ОМ на пло-
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скость ху съ осью х-овъ. Такъ какъ, по опред'!;ленiю, с\=~~) число посrо
янное и равное cos ip, то будемъ имi,rь z s cos ip, если условимся отсчи
тывать дуги отъ точки А; уrоп:ъ tp предполагается острымъ и. сл1щовательно, 
s возрастаетъ вм1,ст1, съ z. Координаты точки М будутъ х r cos О, 
у = r siп О, z = s cos ip. Дифференцируя, получимъ 

dx = -rsiп О dO, dy rcos О dO, dz = cosip ds, 

а отсюда, возвышая въ квадратъ и складывая, находимъ ds2= r2 do2+ cos2p ds2, 
и дал'!;е 

ds 
rdO ~-· siп ip siп tp 

Соотношенiе z = s cos ip уже показываетъ, что если Т есть перес'!;ченiе ка
сательной М Т съ плоскостью (ху), то длина М Т какъ разъ равна u А М; 
теперь же мы видимъ, что если Р есть проекцiя М на ту же плоскость, то 
РТ= s sin ip = rO = дyrt круга АР. Поэтому, когда М описываетъ винто
вую линiю, точка Т опишетъ эвольвенту круга. Дал'!;е, направляющiе коси
нусы касательной будутъ 

а = - siп ip sin О, Ь sin tp cos О , с cos ip, 

z 

Рис. 82. 

откуда, съ помощью дифференцированiй, ка основанiи перваго столбца фор
мулъ (11), получимъ 

l sin2p cos О µ, sin2p sin О 
'1' = о, 

е r е r 
и дал'!;е 

r 
l cos О, sin о, о. е sin2 tp' 

µ, "' 
Иrакъ, главныя нормали винтовой линiи встр'!;чаютъ ось цилиндра ПОДЪ 
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прямымъ угломъ (v=O). Кром'h того, зам'hтимъ, что радiусъ первой кри
визны число постоянное. Наnравляющiе косинусы бинормали будутъ 

а сµ - cos q;, siп 9, Р = с l cos q;, cos 6 , r = Ь l - аµ sin q:,, 

и достаточно продифференцировать а и Р, или одинъ ИЗ'Ь косинусовъ глав
ной нормали (припоминзя остальныя формулы (11) ), чтобы найти радiусъ 

. r К . 
кручен1я '/:, -.-- - · акъ вндимъ, и рад1усъ второй кривизны 

SIП q;> COS qJ 

ч и с л о по ст о я н но е. Въ давномъ случа1; его величина число положитель
ное1 потому что (§643) разсматриваемая винтовая линiя будетъ siпistrorsum. 
Вnрочемъ, вс1; выведенныя. формулы будутъ сnравецливы и для винтовой 
линiи dextrorsum, если вънихъ положимъ sin2p<0. 

Ь) Укажемъ теперь дв1; замi;чательныя поверхности, къ которымъ 
приводить изученiе круговой винтовой линiи. Первая есть общее м'hсто 
касательныхъ винтовой линiи, и называется развертывающимся rели
коидомъ. Мы уже видыи, ·что плоскiя dченiя этой поверхности, перпен
дикулярныя къ оси цилиндра, вс'h равны одной и той же эвольвенn круrа 
радiуса r. Чтобы отдать себ1. отчет,, о вид1. поверхности, полезно знать 
также ея профиль, т. е. с'kченiе поверхности плоскостью, проходящею черезъ 
ось. Уравненiя касательной будутъ 

x-rcosO 
-siп в 

rsiп в z-R О 
cos = cotq:, - ' 

если обозначимъ черезъ R постоянное число r cotg q:,. Полагая у=О, получимъ 

r 
Х=-• z R(O-tg&). 

cos в 

Это уравненlя, въ плоскости (rz), уже изв'hстной кривой (§ 599, с). Глав
ны я нормали винтовой линiи образуютъ друrоЯ rеликоидъ, называемый 
косымъ, или rеJ1икоидомъ съ направляющею плоскостью, такъ 

какъ вс'h образующiя ero параллельны одной и той же плоскости. Уравненlя 
r лавной нормали: у = х tg О, z = R О ; исключая О, получаемъ уравненiе 

z 
косого rелнкоида: у = х tg R · 

с) Вычисленiя перваго упражненiя можно обобщить на случай r, 
равнаrо какой нибудь функцiи отъ 6, т. е. _на случай любой ци.11иидри"есн;ои 
винтовой линiи, начерченной на поверхности какоrо угодно (не круrовоrо) 
цилиндра и встр1.чающей вс1; образующiя подъ постояннымъ уrломъ q:,. 
Вм'hсто тоrо, чтобы повторять вс1; вычисленiя, мы можемъ, идя бол1.е крат
кимъ путемъ. вывести то, что нужно для раскрытiя одноrо важнаrо и харак
теристичнаrо для этихъ кривыхъ свойства. Напомнимъ формулы 

и зам'hтимъ, что при с постоянномъ получается изъ первой формупы " О, 
посл1. чеrо вторая дастъ r = const. Такъ какъ всегда с2 + r + v! 1, то 
при с cos q;,, можно положить 

sin q;,, 
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Угопъ rp мы отсчнтываемъ въ спрямляющей плоскости отъ касательной въ 
такомъ направленiи, которое для наблюдателя, находящагося на положнтет, ... 
вой главной нормали, совпадало бы съ иаправленiемъ, протнвоположнымъ 
двнженiю часовой стрilлкн. Условившись въ этомъ, нзъ третьей нзъ преды-

дущихъ формулъ, попучаемъ tg rp = ..!__, и вндимъ, что отношенiе двухъ 
(! 

крнвнзнъ число постоянное. Обратно, положимъ, что для к:l;которой 
кривой отношенiе кривизнъ число 110стоянное. Проведемъ черезъ точку М въ 
спрямляющей плоскости прямую, опред1шяемую косинусами l=a cosq:,-a siпq:,, 
т = Ь cos q:, Р sin rp, т = с cos q:, r siп lf, при чемъ постоянный уголъ rp 

опредilляется формулою tg q:, '(, · На основанiи формулъ (11) найдемъ тогда 
(! 

dl/).=dm/µ,=dnfv=cosrp siпq:,=O, 
ds/ d s/ Q '(, 

Слi;довательно, /, т и п числа постоянныя, а кривая будетъ цилиндриче
скою винтовою линiею, потому что она начерчена на цилиндр'); *) и встрi;· 
чаетъ всi; е1·0 образующiя подъ постояниымъ угломъ q:,. Итакъ, для тоrо, 
чтобы кривая была цилиндрическою винтовою линiею, необхо
димо и достаточно, чтобы отношенiе ея двухъ кривизнъ было 
числомъ постояннымъ. Если даnе каждая изъ кривизнъ число постоян
ное, то винтовая линiя необходимо будетъ круговою: она будетъ лежатъ на 

круrовомъ цилиндр1;, радiусъ котораrо равенъ 2g+,J, 2 Мы предоставляемъ 
Q .., 

читателю трудъ доказать эту теорему, найденную Пюизэ (Puiseux). 

d) l(оническою винтовою линiею называютъ такую, которая пере
с1;каетъ подъ nостояннымъ (но не прямымъ) угломъ 1Р вс1; образующiя 
конуса. Если конусъ круговой, то винтовая линiя пересi;каетъ, очевидно, 
также подъ постояннымъ уrломъ q:, образующiя цилиндра, проектирующаго ее 
параллельно оси (притомъ, если z есть уrолъ наклоненiя образующихъ конуса 
къ оси, то cos q:, = cos 1/1 cos z). Поэтому винтовая лннiя будетъ въ то же 
время и цилиндрическою, а потому и называется цилиндро·коническою 

винтовою линiею. Это, можно сказать, логариемическая спираль про
странства. Если возьмемъ вершину конуса за начала координатъ, а ось ero 
за ось .е-овъ, и обозиачимъ черезъ R разстоянiе точки М отъ вершины, 
то должны им1;ть 

cos 1Р 

dR 
или cos 1J1 = ds · Такъ какъ, по предположеиiю, cos 1Р не равно О (иначе 

имilли бы R coпst., и кривая лежала бы на поверхности шара), то 
R = s cos 1Р , если считать цуги s отъ вершины. Съ другой стороны 
r = R siп х *), сnдовательно, r ms siп ,р, гд1; для сокращенiя положено 
т = siп 1. cotg 'Р· вм1;ст1; съ nмъ, координаты точки М будутъ х = r cos О, 
у = r sin О, z r cotg z; поэтому им1;емъ 

dr2 = т2s/п21Jl(dr2+r2d62+dz2) = cos21J)dr2+m2r2s/п21J!d02, 

откуда dr=mrdO, logr=m6+coпst. Итакъ, прямое dченiе того ци-

*) Образующiя цилиндра параллельны направленiю (/, т, п), а коси
нусъ уrла между касательною (а, Ь, с) и образующими (/, т, п) равенъ 
аl+Ьт+сп cosq:,. 

**) r разстоянiе проекцiи точки М на плоскость (ху) отъ начала 
коордиватъ (вершины конуса). 
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.nиндра, на которомъ данная линiя есть винтовая, есть лоrарием11че~кая спи
раль. Если теперь замi.тимъ, что 

dr . 
ds = mstntp, 

d 0 1 d r siп ip 

d-s mrds= r = ms' 

то легко найдемъ направляющiе косинусы касательной: 

а (т cos в - sin О) sin 1/1, Ь = (т siп 8 + cos О) sin 1/1, с cos lfJ, 

а, дифференцируя еще разъ, найдемъ и косинусы главной нормали 

л = - (cos 8 + т sin О) е sin 1Р, 
ms 

µ=~(sinO т cos 6) 
ms 

v о. 

Итакъ, rлавныя нормали перпендикулярны къ оси конуса, но ее ие nересi.
каютъ: онi. нормальны къ поверхности цилиндра, а не конуса. 
Возвышая въ квадратъ и складывая nослiщнiя формулы, и замt.чая еще. 

sin2 
что 1 + т2 = , получимъ значенiе 1}, а изъ него тотчасъ и 1' = е tg q: , 

1Р 
а именно: 

1115 ms 
(! = -.-······ 

51П ip 
i;= 

cos ip 

Слt.довательно, радiусы первой и второй кривизны цилиндро-кони
ческой винтовой линiи пропорцiональны дyrt., отсчитываемой 
отъ вершины конуса. Можно доказать, что, обратно, имt.етъ мt.сто с11t.
дующая теорема: если для нt.котороА кривой е = ks, 1' = k's, rдt. k и k' 
постоянныя, то эта кривая необходимо должна быть цилиидро-коническою 
винтовою линiею, лежащею на круrовомъ конусi., въ которомъ уголъ х 
межау осью и образующими опредt.ляется формулою 

6.56. Представимъ себt. плоскость въ видt. гибкой. но нерастяжимой 
матерiальной поверхности и дадимъ efl при помощи сrибанiя, не мilняющаго 
длины линiй, на ней начерченныхъ, форму какой нибудь цилиндрической 
поверхности. Прямыя линiи нilкотораrо опредilленнаrо направленiя обратятся 
тогда въ образующiя цилиндра, вcil другiя въ цилиндрическiя винтовыя 
линiи. Отрt.зокъ всякой такой линiи будетъ давать кратчайшее раз
стоянiе между двумя достаточно.близкими точками на поверхности цилиндра. 
Такъ же, какъ отрilзокъ пр11моА, котора11 послil с"гибанiя обратилась въ 
винтовую, даваJIЪ кратчайшее рщтоянiе между двумя точками на плоскости. 
Въ силу этого свойства цилиндрическую винтовую линiю называютъ геоде
зическою линiею на поверхности цилиндра. Впос11ilдствiи мы разсмотримъ 
rеодезическiя линiи съ другой точки зрilнiя и обобщимъ ихъ опредt.ленiе 
для какой угодно поверхrюсти. Но и теперь уже мы можемъ изслi;довать 
rеодезическiя линiи на поверхности конуса, т. е. тi1 линiи, въ которыя обра
щзются прямыя линiи на плоскости, когда при помощи одного сrибанiя мы 
дадимъ этой плоскости коническую форму. Замilтимъ тотчасъ же, •{ТО кони
ческiя винтовыя линiи ни въ какомъ случаi. не будутъ геодезическими, 
потому что, какъ мы уже знаемъ изъ nредыдущаrо oнil происходятъ изъ 
лоrариемическихъ;спиралей съ nолюсомъ въ вершин'h конуса. Ограничиваясь 
случаемъ прямого кругового конуса, положимъ, что А есть проекцiя вершины 
конуса О на ту прямую, которая при сrибанiи плоскости обращ1ется въ 
геодезическую линiю, l длина отрi;зка О А и R разстоянiе отъ точки О 
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до какой нибудь (перемънной) точки М по той же прямой. Тоrда R2= sЧ- Р., 
если условимся считать дуrу геодезической кривой отъ точки А, потому что 
длина отръзка АМ при сrибанiи ие мъняется. Далъе, если обозначимъ 
черезъ rp уrолъ ОМ А ( въ простра11ствъ это бу детъ уrолъ между образую
щей конуса, проходящей черезъ М, и касательной къ кривой въ точкi; М), 
то, очевидно, будемъ имi;ть 

dR 
ds 

s 
7[ = cos rp, 

. l d rp 
sшrp = н · ·tis 

Выбравъ теперь координатныя оси такъ же, какъ въ предыдушемъ § 655, d, 
получимъ для координатъ точки М выраженiя x=rcos 6, y=rsin 0, z=rcotgx, 
rдi; х уrолъ между образующими конуса и его осью, r и 6 полярныя коор
динаты проеюtiи точки М на плоскости О ху. При этомъ, очевидно, будемъ 
имtть r = R sin х. Дифференцируя выраженiя х. у, z, найдемъ 

dx=coslldr rsin6d6, dy sin6dr+rcos6d6, dz=cotgxdr и 

ds2 dR2 + r2J62. 

d6 sin rp 
Откуда, да11'kе. -d · = ~···- .. , если s и в одновременно возрастаютъ, что всеrда 

s r 
можно предпо11ожитъ. Изъ тъхъ же выраженiй для dx, dy, dz леrко най
демъ направляюшiе косинусы касательной, а именно 

а sin rp sin е + cos tp cos О sin х. Ь sin q; cos О+ cos rp sin 6 sin z, 
с cos rp cos l · 

Дифференцируя еше разъ, получнмъ направляюшiе косинусы главной нормали 

- ·} siri2rp cot х cos х sin 6, 

ИJIИ 

л. = cos х cos 6, µ - cos z sin 6, -v = sin l, 

если замtтимъ (возвышая предыдущiя формулы въ квадратъ и складывая), что 

Главныя нормали, слtдоватедьно, перпендикулярны къ образуюшимъ и пере
сtкаюп, ось конуса: овt нормальны къ поверхности конуса*). Напра
вляющiе косинусы бинормали бу дутъ 

а = - cos q; sin G - sin q; cos в sin х, fJ = ccs rp cos 6 - sin rp sin О sin l, 

у = - sin rp cos z. 

*) Мы увидимъ впослtдствiи, что это ест1, характеристическое свой
ство rеодезическнхъ линiй на всякой поверхности. 
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Достаточно продифференцировать послtдпее уравнепiе, чтобы найти вели. 
чину кручепiя 

sin q;, cosq;, -'t l s t 
R cu Х =](!,со Х· 

Замtтимъ соотпошенiе s"' = !(!, Можно доказать, что то же соотношенiе 
справедливо для rеодезической линiи на любой конической поверхности и 
не справедливо для друrихъ лииlй на той же поверхности. Итакъ, геоде
зическiя линiи па поверхности конуса характеризуются тtмъ, 
что отношенlе первой кривизны ко второ'й измtняется обратно 
пропорцiопально длинt дуги. 

657. Изслtдуемъ еще кривую, заданную уравненiями 

Прежде всеrо зам11тимъ, что, въ силу равенствъ у = х tg О, z = R О, кривая 
лежитъ на косомъ rеликоидt (§ 655, Ь). Съ другой стороны, проекцiя кривой 
па плоскости (ху) есть спираль, изображаемая въ полярныхъ коордипатахъ 
уравяенiемъ 

r= R (е6+г6), 

а такъ какъ z = R!I, то кривая лежитъ также на поверхности вращенiя 

r 1· (J +e-i) · 

Эта поверхность есть катеноидъ, образуемый вращенiемъ цtпной линiи 

R ( !... _!_) 
х 2 eR+e R 

около оси z-овъ (ея директрисы). Разсматриваемая кривая, слtдовательно, есть 
пересtчепiе косого геликоида съ катепоидомъ. Дифференцируя выраженiя 
координатъ, паходимъ 

=: = R [(е6 - гО)соs е - (ев+ гO)sin 6], 

~i = R [(еО -- е-0) sin О + (е6 + е-0) cos OJ, :; R, 

отсюда 

ds R " о 
-· = -(е0 + e-v) s 
d6 J/2 ' 

полагая, что s = О при 6 О. Поэтому направляющiе косинусы касательно!! 
будутъ 

а ~(k cos О - sin О), ь V'i (k sin О + cos 8), 

еО е-6 
если обозначимъ для сокращенiя k = --- - · Такъ какъ 

е6 + е-6 

- а sin 8 + Ь cos О = -
1
- • 

J/2 

J/2 
С=- --• 

е6 +гв 
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то находимъ, что кривая пересtкаетъ параллели катеноида подъ 
dk 

угломъ въ 450. Замtчая, далtе, что dll=l-k2, и дифференцируя еще 

разъ, получимъ 

da k . dЬ k 
d 8 =-J!2 (sшO+kcos8), tl&=y:i(cos8 ksin8), 

dc kJ!2 
dO=-ell+e-11 

Отсюда, возвышая въ квадратъ и складывая, получимъ е = kdO, а потому 

1 ds R.(е8+г8)2 2к1. 
p=--=------=s+--

k d& J!2 elJ-e--8 s 
и 

1 1 ri 
Jl2 (siп8+kcos8), µ,= yi(cos8-ksin8), v= - ;в+гв· 

Наконецъ, получимъ еще 

Такъ какъ = tg 8, то бинормаль, очевидно, пересtкаетъ ось z-овъ, и 
а 

слtдовательно, норма 'lьна къ поверхности катеноида*). Для вычис
ленiя второй кривизны достаточно теперь взять одну изъ формулъ (11), 

dy '1' 
напримtръ, d-- = , и изъ иея получить s .,., 

Легко показать, что ,i; равно отрtзку бинормали между кривою и 
осью ,11'-овъ. Въ самомъ дtлt, на основанiи извtстныхъ свойствъ цtпной 

.,.,2 
линiи (§ 589, с), зтотъ отрtзокъ какъ разъ равенъ R т. е. r,. Замtтимъ, 

наконецъ, что отношенiе перво!! кривизны ко второll измtняется 
прямо пропорцiонально длинt дуги (обратное тому, что было сказано 
для геодезическихъ линill на конусt въ § 656). 

658. Кривыя Бертрана. а) Предложимъ себt рtшить вощюсъ: 
могутъ ли rлавныя нормали одной кривой (М) быть въ то же время глав
ными нормалями другой кривой (М1)? **). Каждой точкt М (х, у, .е-) данной 
кривоll соотвtтствуетъ точка М1 на дpyroll кривоll, координаты котороll 
будутъ 

(J) х1 = х + .Ц, у1 =у+ µ,Р, z1=z+ vp, 

*) Это частныll случаR общаго своllства поверхностеll вращенiя : 
нормаль къ поверхности пересtкаеть ось вращенiя. 

**) Для плоскнхъ кривыхъ, очевидно, нормали къ одной кривой будутъ 
нормалями ко всtмъ кривымъ, ей параллельнымъ; для кривыхъ не п.лоскихъ, 
какъ увидимъ, данная кривая должна удовлетворять извtстнымъ условiямъ, 
чтобы ея rлавныя нормали были общими съ другою кривою. 
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rдi. р обозначаеть разстоянiе ММ1 , а l, µ, ~ - направляюmiе косинусы 
общей для двухъ кривыхъ главной нормали. Положитепьныя направленiя 
касательной М t въ точкt М къ кривой (М) и касательной М1 t1 въ точкi. М1 
къ кривой (М1 ) будутъ перпендикулярны къ наnравленiю Мп - общей 
r.лавной нормали, но, вообше говоря. не будуть совпадать. Обозначимъ че
резъ 1J) уrо.лъ, на который надо повернуть по.лупрямую М1 t1 около точки М1, 
чтобы М1 t1 сд1..лалась пара.лпельною М t, при чемъ вращенiе происходить 
въ томъ же направпенiи, въ которомъ надо повернуть Mt на уrо.лъ въ 90°, 
чтобы М t совпало съ по.ложите.льнымъ направ.ленiемъ бинормали М Ь. При 
такомъ 1 ус.ловiи о счеn уr.ла "Р, какъ .легко уб1.диться, направ.ляюшiе коси
нусы касательной М1 t1 выразятся формулами 

(Il) а1 = а cos 1J) а sin ip, Ь1 = Ь cos 'IJ)- fJ sin 1/J, с1 = с cos 1/J 'У sin 1Р, 

Съ другой стороны, имi;емъ, по форму.ламъ (1) и (11) § 638, 

-+-- P+l--- и т. д. ( а а) dp 
р 1- ds 

dx ds ds 
и а1 = -d 1 , rn.11 s1 - дуга кривой (М1). Отождествляя выраженiе а1 = -d 1 · -d 

Sl S S1 
съ тi.мъ, которое даютъ формулы• (ll), т. е. приравнивая коэффицiенты 
при а, при а, и независимые отъ а и а члены въ обоихъ выраженiяхъ, 
nолучимъ 

(33) 

такъ что 

(34) 

dp -о 
ds - ' 

1 _ 1'_ 
f} 

р const., 

По.лученныя формулы выражаютъ только то, что r.лавныя нормали кривой (М) 
будутъ н-tкоторыми нормалями кривой (М1); чтобы он-t бы.ли именно 
главными нормалями и для второй кривой, необходимы еще усповiя 

db1 f.1, 
ds1 = Q~' 

Замi;чая, что 

d а1 = (cos 1Р - sin 1/J) А. (а sin 1/J + а cos 1Р) dd'I/Js и т. д., 
ds е ic 

находимъ 

(35) 
dw --=0 
ds ' 

sin 1Р -~----, 
1' 

т. е. 1Р const.; а это nоказываетъ, что основные трiэдры об1.их ь 
кри выхъ должны быть неподвижно связаны между собою (1. е· 
относитепьныя по.ложенiя реберъ этихъ трiэдровъ не изм1.няются при пере
ход'!; отъ одной точки на кривой къ другой). Кром1; то1·0, на осиованiи фор
мулы (34), между обi;ими кривизнами данной кривой (М) должно 
существовать .линейное соотношенiе. съ постоянными коэффи
цiен там и. .Мы видимъ, такимъ образомъ, что кривая (М) не произвольна: 
она должна быть кривою Бертрана: такъ называются кривьн1, между 
кривизнами которыхъ существуетъ соотношеиiе вида 

(36) 

rд1. р и q - nостоянныя. 
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Ь) Нужно заМ'hтнть, что и обратно, если дана кривая Бертрана (М), 
то вс1; найденныя выше усповiя выполняются, такъ что существуетъ другая 
кривая (М1), им1;ющая съ данною общiя rлавныя нормали въ соотв1;тству· 
ющихъ точкахъ. Эти дв1; кривыя опредыяютъ на общихъ rлавныхъ норма
ляхъ отр1;зки равной длины р, а касательныя въ конuахъ каждаrо отр1;зка 

образуютъ между собою постоянный уrолъ '1/J = arctg L · Очевидно, вторая 
q 

кривая будетъ также кривою Бертрана, удовлетворяющею уравненiю, полу
чаемому изъ (3б) заМ'hною р на - р. Это обстоятельство nозволяетъ весьма 
просто вычиСJiить об-k кривизны кривой (М1), такъ какъ формула (33) даетъ 
ds1 V P2+q2 ds V P2+q2 
ds = --.,,-- а также ЗНЗЛОГИЧНО ЭТОМУ d 

51 
--.,,-

1
- ........... , ОТКуда 

,:."'1 = Р2 + q2, т. е. произведенiе вторыхъ кривизнъ въ соотв-kт
ствующихъ точкахъ об1;ихъ кривыхъ - величина постоянная. 
Прим1;няя дал1;е формулу (36) къ кривой (.1.'11), получимъ 

!_=!!_ 1 = _!/'f,__, - 1 (p,z;+qf!)!L _ 1 (q"' - Pf!)P 
(!1 t>i Р2+ч2 (Р2 +q2) (! <P2+q2)(! ' 

т. е. 

(37) 
1 q,;,-}(! 

(Р2+ q2) (! ' (!1 

что можно также получить изъ второй формулы (35). Накоие1tъ, зам1;тимъ, 
что отв-kтъ, полученный нами на поставленный вопросъ, теряетъ смыслъ 
при р О, т. е. д.11я кривыхъ съ постояннымъ (не равнымъ нулю) крученiемъ 
и перем1;нною первою кривизною. Въ этомъ CJiyчa-k кривыя М и (М1) сов
падаютъ. Это заключенiе не распространяется на: кривыя съ крученiемъ, 
равнымъ нулю (т. е. плоскiя кривыя); въ этомъ случа1; имtемъ 'IJJ = О, и 
формулы (33) и (35) приводятся кь изв-kстнымъ результатамъ: 

р = const., ds1 = 1 
ds Р, 

относящимся къ системt nараллельныхъ кривыхъ (§ 624, Ь). Полученный 
результатъ не им-kетъ м-kста и въ томъ случаt, когда об-k кривизны посто
янны, потому что тогда уравненiе (36) удовлетворяется безчисленнымъ мно
жествомъ паръ зиаченiй р и q. Это значитъ, что круговую винтовую 
линiю можно безчисленнымъ множествомъ способовъ разсматри
вать, какъ кривую Бертрана. Мы видимъ, что круrовыя виитовыя 
линiи, отъ всtхъ друrихъ линiй двоякой кривизны, отличаются т-kмъ, что, 
подобно плоскимъ кривымъ, им-kютъ общiя rлавныя нормали съ безчислен
нымъ множествомъ друrихъ крнвыхъ. Эти друriя кривыя, разумtется, тоже 
круrовыя винтовыя и между ними одна должна приводиться къ прямой. 
Она соотв1;тствуетъ т-kмъ значенiямъ р и q, которыя удовлетворяютъ урав
ненiямъ (36) и (37) при ()1 = оо, т. е. 

и есть не что иное, какъ общая ось вс1;хъ цилиндровъ, на которыхъ лежать 
кpyrOBЪIII ВИВТОВЪIЯ JIИHiИ. 
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ПРИnОЖЕНIЯ КЪ ТЕОРIИ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 

Основныя nQНятiя. 

659. Касательная плоскость. Ко всъмъ кривымъ, проходя
щимъ черезъ точку М на поверхности, проведемъ касательныя 
прямыя: онъ называются касательными къ поверхности. Напра
вленiе каждой изъ нихъ опредъляется косинусами, которые (§ 630) 
пропорцiональны дифференцiаламъ координатъ х, у, z точки М, 
если представимъ себъ, что эта ,;очка передвигается по одной ttзъ 

кривыхъ на поверхности. Если поверхность задана уравненiемъ 

f()Г, У, Z) = О, то упомянутые дифференцiалы связаны уравненiемъ 

(1) д/ dx+ д/ dy+~[_dz=O. 
дх ду дz 

Это уравненiе выражаетъ, что всякая касательная, къ какой бы 
кривой на поверхности черезъ точку М она ни была проведена, 
перпендикулярна къ прямой, направленiе которой опредъляется 

косинусами 

д/ 

Vdfдz. 

Слъдовательно, всъ касателъныя въ точкъ М лежатъ въ одной 
плоскости. Она называется касательной плоскостью къ по
верхности въ точкt М, а прямая, къ ней перпендикулярная, воз
ставленная изъ тоА же точки М нормалью къ поверхности. 
Касательная плоскость изображается, слъдовательно, уравненiемъ 

(2) 
- д/ дj дf ( . .\:--'-·) - + (У-у)- -- + (Z-z)- = О. 

дх ду дz 

Если хотимъ ввести въ вычисленiе частныя производныя отъ z по 
х и по у, обозначаемыя буквами р и q, то косинусы направленiя 
нормали выразятся формулами 

а уравненiе касательной плоскости приметъ видъ 

(З) Z - z р (Х - х) + q ( У - у). 

*) вытекающими изъ уравненiй /~ + р t; О, t; + q t: О. 
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Сближая сказанное въ § 568 съ настоящими выводами, мы видимъ, 
что нормаль къ поверхности f = О въ точкt М и есть та прямая, 
вдоль которой функцiя f стремится измtняться всего быстрtе, 
между тtмъ, какъ вдоль касательныхъ эта функцiя стремится со

хранить значенiе О; дtйствительно, въ точкахъ М', лежащихъ въ 
касательной плоскости, функцiя f имtетъ значенiя, безконечно малыя 
второго порядка относительно ММ'. 

660. Полезно имtть также формулы для непосредственнаrо 
вычисленiя косинусовъ f, m, 2'l въ томъ случаt, когда поверх
ность задана уравненiями 

х р (и, v). у = z (11, v), z = 'lj) (и, ·ir). 

При этомъ пара~етры и и v измtняются независимо одинъ отъ 
другого. Чтобы эти три уравненiя изображали поверхность, необхо
димо, чтобы двt изъ функцiй х, у, z были независимы, а слtдо
довательно (§ 578), чтобы въ матриссt 

дх 

д 11 d tl 

дх д_,, 

дv d·i· 

не всt миноры второго порядка равнялись нулю. Если теперь v 
остается постояннымъ, то ланнr.тя три уравненiя изображаютъ кривую 

• д.'t' д~1 дz б • 
линtю на поверхности; д---, д , ;:;- удутъ пропорцюнальны на· 

U 11 и U 

правляющимъ косинусамъ касательной къ этой кривой въ разсма-
д х дv д:: . 

триваемой точкt; точно такъ же "'~, -,'--, д будутъ пропорщ-
о v ov ·и 

ональны косинусамъ касательной къ другой кривой, которую 

получимъ, разсматривая и, какъ постоянное. Условiя перпендикуляр
tюсти нормали къ обtимъ касательнымъ даютъ 

"5: д.,; = о . 
.,,;;;;.; d II 

"5: ,) i· о. 
.,,;;;;.; v 

Изъ нихъ вытекаетъ, что S;, ®lt:, ®t пропорцiональны вышеупомя
нутымъ минорамъ, а такъ какъ сумма квадратовъ этихъ миноровъ 

равна квадрату матриссы, т. е. ас Ь2, rдt 

- "(дх.·\2 - "(дх)·2 а - .,,;;;;.; dи), ь -.,,;;;;.; dv- ' 

то, очевидно, будемъ имtть 

1 д(х,у) 

11 а Ь - ;; д (и, v) . 
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661. Упражненiя. Найдемъ уравненiе конуса, описаннаrо около 
поверхности /(Х, У, Z) = О съ вершиною въ данной точк11 Q(~, 11, ~. 
т. е, того конуса, образующiя котораrо будутъ касательными къ поверх

ности, проведенными изъ точки Q. Уравненiя, вы
ражающiя, что точка М (х, у, z) лежитъ на пoвepx-

/, 
1 

Q r s, 'J,bJ ности, и что касательная плоскость въ точк11 М 
проходнтъ черезъ Q, будутъ 

Рис. 83. 

(4) f(x, у, z) = О, 

(~ х) :{ + (11-у) :~ + 
Если въ этихъ уравненiяхъ будемъ разсматриватъ 
х, у, z, какъ перем1шныя {текущiя) координаты, то 
эти уравненiя изобразятъ кривую касанiя ко
нуса съ поверхностью. Такимъ образомъ въ прило
женiяхъ опред1;ляется, такъ называемый, видимый 
контуръ поверхностн для наблюдателя, смотрящаrо, 

на нее изъ точки Q, т. е. кривую, отдtляющую видимую изъ точки f! 
часть поверхности отъ невидимой или лииiю, отдi;ляющую свtтъ отъ тtнв. 
на повtухности, погруженной въ пучекъ свtтовыхъ лучей, исходящихъ изъ. 
точки !,]. Если хотимъ опредtлить тънь, бросаемую данною поверхностью 
на другую, то должны къ уравненiю этой поверхности присоединить урав
ненiе описаинаrо конуса, чтобы получить коитуръ. оrраничивающiй эту тlшь. 
Уравненiе зтоrо конуса получимъ, если исключимъ х, у, z изъ уравнеиiй (4} 
и уравненiй образующей Q М конуса 

Х- = У-11 
Х у-11 

Въ частномъ случаъ, когда Q находится на безконечносtи, черезъ исклю
ченiе х, у, z изъ уравненШ 

f(x,y, z) = О, 
Z-z 
-с-

получимъ уравненiе цилиндра, описаннаrо около поверхности съ. 
образующими, параJIJiельными направленiю (А, В, С). Возвращаясь къ об
щему случаю (конуса), замътимъ, что исключенiе х, у, z можно произвести 
весьма просто, разсматривая функцiю 

F(t) = /{~ + t{X - §), 11 + t(Y-11), t + t(Z Щ 

и замъчая, что второе изъ уравненiй (4) обращается въ F'(t) = О. Слtдова
тельно, уравненiе описаннаrо конуса получится черезъ исклю
ченiе t изъ уравненiй F(t) = О и F'(t} = О. 

662. Особенности. Во всемъ предыдущемъ подразумi.валось, 
что въ точкk М (х, у, z) не всi. первыя производныя оть f по 
х, у и z равны нулю. Иначе условiе (1) обращалось бы въ тож
дество и не давало бы никакой связи между dx, dy, dz. Если 

(5) д/ 
дх 

О, 
дf 
ду О, 
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то М будетъ особенная точка, в1, томъ отношенiи, что всt каса
тельныя къ поверхности въ точкt М, вмtсто того, чтобы лежать 
въ одной плоскости, образують коническую поверхность. Это можно 
тотчасъ увидtть, если напишемъ уравненiе поверхности для точекъ 

(Х, У, Z), безконечно близкихъ къ М, въ видt (§ 376) 

д/ д/ - д/ (Х -х)- + ( У - у)-+ (Z - ,.,)-
d x ду дz 

1[ _д2/ д2/ ] + - (Х - х? - + · · · + 2 (Х -х) ( У - у) -- + · · · + · · -= О. 2 д~-2 дхду 

Если ~~, ;~, ~-~, вычисленныя для точки М, не равны нулю 
одновременно, то, отбрасывая безконечно малыя высшаго порядка, 

видимъ, что въ смежности съ М поверхность уподобляется плос
кости (2); такимъ путемъ можно прямо получить уравненiе каса

тельной плоскости. Если же, каоборотъ, координаты точки М 
удовлетворяютъ уравненiямъ (5), то, пренебрегая безконечно малыми 
еыше 2-го порядка, можно разсматривать точки поверхности, смеж

ныя съ М, какъ лежащiя на поверхности конуса второго 
nорядка. 

9 д2/ д2/ . . д2/ 
(Х - х)- - + ( У - у)2 - -t- .. - + 2 (Х - .х) ( У - у) -- + -- - = О 

д х2 ду2 дхду 

и т. д. Разысканiе особенныхъ точекъ поверхности (которыя назы

ваются также коническими, или двойными, тройными и т. д. 

точками) производится путемъ, аналогичнымъ тому, которому мы 

слtдовали при изученiи плоскихъ кривыхъ (§ 607); характеръ 
особенной точки опредtляется разсмотрtнiемъ плоскихъ сtченiй 

поверхности въ смежности съ разсматриваемой точкою. Надо замt

тить, что на поверхности особенныя точки могутъ примыкать одна 

къ другой непрерывно и образовать особенныя линiи. Если, на

примtръ, будемъ проектировать какую нибудь плоскую кривую изъ 
точки, нележащей въ ея плоскости, то получимъ коническую поверх

ность, на которой кратными линiями будуrь всt тt образующiя, 

которыя проходятъ черезъ кратную точку разсматриваемой кривой; 

точно также кратными линiями поверхности вращенiя будуrь всt 
параллели, образуемыя кратными точками меридiана и т. д. Другого 
рода особенности, аналогичныя точкамъ изгиба плоскихъ кривыхъ, 

вскорt намъ встрtтятся. 

663. Соприкасающlяся прямыя. Возвращаясь къ обыкно
веннымъ точкамъ, изучимъ форму поверхности въ смежности съ 
такою точкою. Возьмемъ уравненiе касательной плоскости въ 

формt (3) и вычислимъ алгебраическое разстоянiе h отъ этой 
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ппоскости до безконечно близкой къ М точки на поверхности. 
Это разстоянiе выражается такъ 

h 
оz-/н)х -q оу 
f 1 + Р2+ q2 .. ' 

(rдt dx, dy, dz разности между координатами М' и М). Мы 
имtемъ, далъе, 

OZ = ро."( + q ау+ !(rtJx2 + 2 SOXOY + toy2) + · · ·, 
rдt р, q, r, s, t имtютъ извъстныя (§ 563) значенiя и вычисляются 
дпя точки М. Отбрасывая безконечно мапыя выше 2-ro порядка, 
имtемъ, слtдоватепьно, 

(6) Ji 1:.rf..~.rг+2sdxdy+tdy2. 

2J!l+p2+q2 

Всякая пара значенiй dx и dy, съ соотвtтствующимъ ей значенiемъ 
dz = р dx q dy опредtляетъ напраменiе прямой касательной 
къ одной изъ безчисленнаrо множества кривыхъ, проходящихъ че
резъ М по поверхности, и точку М' всегда можно предположить 
лежащею на одной изъ этихъ кривыхъ. Вращая касательную въ 

касатепьной плоскости въ точкt М, мы можемъ достигнуть тоrо, 
чтобы точка М' приняпа пюбое положенiе внутри нtкоторой, 
достаточно мапой части s- поверхности, состамяющей окрестность 

точки М. Во в_ремя полнаrо оборота касатепьной она два раза 
приметъ такое положенiе, при которомъ h сдtлается безконечно 
малою выше второго порядка. Это будутъ тt направленiя, для 
которыхъ числитепь выраженiя (6) обращается въ нуль. Такимъ 
образомъ, между безчисленнымъ множествомъ касатепьныхъ, прохо
дящихъ черезъ точку М. можно отличить двt прямыя, которыя 
называются соприкасающимися прямыми, потому что. изъ всtхъ 
прямыхъ, проходящихъ черезъ М, онt тtснtе всеrо прим'ыкаютъ къ 
поверхности въ смежности съ М. Эти прямыя будутъ мнимыми 
ипи вещественными, смотря по тому, будетъ ли rt s2 > О 
ипи <О*). Въ первомъ случаt точка М называется эллиптиче
скою, во второмъ гиперболическою. При rt - s 2 О сопри
касающiяся прямыя совпадаютъ, и точка М называется параболи
ческою. Если М элпиптическая точка, то h сохраняетъ опредt
ленный ·знакъ для всtхъ направленiй, и вся часть s- поверхности 

пежитъ съ одной стороны отъ касательной плоскости. 

Можно поэтому сказать, что М изолированная точка дпя пинiи 
пересtченiя поверхности съ касательною плоскостью. Если же М 

*) Условiя мнимости или вещественности тhхъ значеиiй t, при ко
торыхъ rdx2 2s dx dy +tdy2 = О. 
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гиперболическая точка, то вещественныя соприкасающiяся прямыя 

опредtляютъ на касательноА плоскости такiя двъ области, что въ 

одноА изъ нихъ h > О, а въ друrой h < О; слъдовательно, въ этомъ 
случаъ касательная плоскость пересtкаетъ S'· Далъе, если М' 
лежитъ въ этоА плоскости, или общнъе, если она лежитъ на кривой, 
для котороА касательная плоскость въ М будетъ соприкасающеюся 
плоскостью, то разстоянiе h будетъ либо нуль, либо безконечно 
малою не ниже 3-ro порядка, а потому числитель въ выраженiи (6) 
долженъ обратиться въ нуль. Отсюда вытекаетъ, что соприкасаю
щiяся nрямыя бу дутъ касательными къ тъмъ кривымъ, для которыхъ 
соприкасающаяся плоскость совnадаетъ съ касательною плоскостью 

къ поверхности*). Въ частности, пересъченiе поверхности съ каса
тельною плоскостью имъетъ двъ вътви, проходящiя черезъ М и 
касающiяся въ неА соприкасающихся прямыхъ. Слъдовательно, 
}vl будетъ двоАною точкою для этой кривой. Обратно, ка1<ъ только 
нъкоторая кривая на поверхности касается въ точкъ М соприкасаю
щейся прямой, h дtлается бе3конечно малою выше 2-ro порядка, и 
касательная плоскость будетъ соприкасающеюся плоскостью для 
такой кривой, или (§ 646) первая кривизна кривой въ этой точкъ 
равна О. Наконецъ, замъти.мъ еще, что если функцiя rt- s2 непре
рывна, то эллиnтическiя и rиперболическiя точки 3аполняютъ такiя 
области на поверхности, которыя разграничиваются линiями, обра
зованными параболическими точками. Эти линiи будутъ линiями 
пересъченiя данной поверхности съ поверхностью r t - s2 = О 
(ер. СЪ § 604). 

664. Указательница (индикатриса) Дюпена (Ch. Dupin). 
Чтобы ближе разсмотръть, что происходитъ въ окрестности съ точ -
ками двухъ различныхъ родовъ, помъстимъ начало координатъ въ 
точку М, а ось z-овъ направимъ по нормали къ поверхности. 
Знакъ выраженiя rt - s2 при этомъ не измънится, потому что, какъ 
мы видtли, этотъ знакъ характеризуетъ такiя rеометрическiя свой
ства поверхности, которыя отъ выбора координатныхъ осей, оче
видно, не зависятъ. При сдtланномъ выборъ мы будемъ имъть 
Р=О и q=O (§ 659) и въ смежности съ точкою М данная поверх
ность уподобляется параболоиду z = t (rx2 2s ху + ty2), эллип
тическому при rt s2 > О, гиперболическому при rt - s2 < О. 
Соприкасающiяся прямыя будутъ тt именно, мнимыя или веществен

ныя, прямолинейныя образующiя параболоида, которыя лежатъ въ 
плоскости z О. Если r t - s 2 = О, то М параболическая точка 
и параболоидъ обращается въ параболическНt цилиндръ. Пересъчемъ 
теперь поверхность двумя плоскостями z l, параллельными ка
сательной плоскости (z = О) и безконечно къ ней близкими. Урав
ненiя съченiй будутъ 

rx2+2sxy+ty2 ±2/ 

*) См. дальше § 665. 
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и нзображаютъ либо пару эллипсовъ ( одинъ вещественный, дpyrolt 
мнимый), либо riapy дополнительныхъ rиперболъ, смотря по тому, 
будетъ ли точка М эллиптическая или гиперболическая. Лроекти
руемъ эти сtченiя на касательную плоскость и представимъ себt 

ихъ растянутыми по направленiю изъ центра, такъ, чтобы ихъ 

уравненiе обратилось въ уравненiе rx2+2sxy+ty2 =±1. Веще
ственная часть этоА пары коническихъ сtченiй называется указа

тельницею или индикатрисою Дюпена *). Она пересtкается 
каждымъ дiаметромъ въ двухъ вещественныхъ точкахъ и ея асимп-

тоты вещественныя или мнимыя совпадаютъ съ соприкасающи -
мися прямыми къ поверхности. 

665. Зам"hчательныя кривыя на поверхности. Изъ всtхъ 
линiй, которыя можно провести на поверхности, особенно замtча

тельны асимптотическiя линiи. Это тt кривыя, которыя въ 

каждой своА точкt касаются соприкасающейся прямой, т. е. асимп
тотъ индикатрисы. Асимптотическую линiю можно себt представить 
произведенною движенiемъ точки М, которая двигается по сопри
касающейся прямой въ М до точки М', затtмъ по соприкасающейся 
прямой въ М' до точки М" и т. д. Если наша точка М, вмtсто 
того, чтобы двигаться послtдовательно по соприкасающимся пря
мымъ, т. е. постоянно тангенцiально къ асимптотамъ индикатрисы, 

двигалась бы постоянно тангенцiально къ о сям ъ индикатрисы, то 
описываемая ею линiя была бы такъ называемая линiя кривизны. 
Всякая поверхность, слtдовательно, покрыта сtтью двухъ системъ 

линiй кривизны, которыя всегда вещественны. Черезъ каждую точку 

поверхности проходятъ одна линiя одной и одна линiя другой си

стемы, пересtкаясь притомъ ортогонально. Черезъ каждую точку 

nоверхности проходятъ также двt асимптотическiя линiи ( веще
ственныя или мнимыя), одинаково наклоненныя къ обtимъ линiям ь 
кривизны (какъ асимптоты гиперболы къ ея осямъ), и образують 
меЖду собою, вообще, не прямой уголъ. По сдtланному въ § 663 
замtчанiю соприкасающiяся плоскости асимптотической линiи будутъ 

касательными плоскостями поверхности, если только не постоянно 

1 О; въ послtднемъ случаt линiя будетъ прямою (§ 639), отно-
е ' 
сительно которой касательная плоскость всегда можетъ быть раз-
сматриваема, какъ соприкасающаяся къ ней (§ 646). СлtдоватеJJьно, 
для асимптотическихъ линiй главная нормаль всегда ле

житъ въ касательной плоскости къ поверхности. Съ другой 
стороны, черезъ каждую точку поверхности проходитъ безчисленное 

множество кривыхъ, такъ называемыхъ rеодезическихъ линiй, 

для которыхъ главная нормаль есть нормаль къ поверхности. 

Мы увидимъ впослtдствiи, что кратчайшiй путь по поверхности 
меЖду двумя ея точками ( если разстоянiе между ними не превос-

*) Французскiй rеометръ, учениn знаменнтаrо Монжа. 
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ходить изв-встнаго предыа) есть именно дуга геодезической линiи, 

черезъ нихъ проходящей. Очевидно, прямая линiя есть и геодези
ческая и асимптотическая на всякой поверхности, потому .что каждая 

е~ нормаль можетъ быть разсматриваема, какъ главная. 

Линейчатыя поверхности. 

666. Когда прямая .линiя, двигаясь въ пространств'h, посл-вдо
вате.льно занимаетъ простую безконечность ( оо 1) различныхъ поло
женiА, то она образуетъ такъ называемую .линейчатую поверхность. 

[ Мы говоримъ, что прямая занимаетъ оо 1 по.ложенiй, когда 
козффицiенты въ ея уравненiяхъ зависятъ лишь отъ одного неза
висимаго параметра. Если бы зти козффицiенты завис'hли отъ двухъ 
независимыхъ параметровъ, то мы сказали бы, что она занимаетъ 

оо 2 различныхъ положенiй и образуетъ конгруенцiю прямыхъ, 
а не линейчатую поверхность. ] 

Фиксируя образующую прямую въ н'hкоторомъ положенiи g, 
разсмотримъ другое ея положенiе g', безконечно близкое къ g. 
ОбщiА перпендику.ляръ къ прямымъ g и g' встр-вчаетъ прямую g въ 
н'hкоторой точк'h, которая передвигается при движенiи g' и стре· 
мится i<ъ н-вкоторому пред-вльному положенiю Q, съ которымъ и 
совпадетъ при совпаденiи прямой g' съ g (рис. 84). Эта точка Q 

~~,-::-~,_-'',-'-"'--;_-~ -------"':""---.tl-,--.9 

Рис. 84. 

называется центральною точкою образующей. Если кратчайшее 
разстоянiе h между двумя безконечно близкими образующими бу
детъ безконечно малою перваго порядка относительно дуги QQ' 
кривой (Q) - общаго м-вста центра.льныхъ точекъ, то поверхность 
называется косою (wiпdschief) (зто и будетъ въ общемъ случа'h), 
а кривая (Q) - ея горловою и.ли стрикцiонною .линiею (Strik
tionslinie ). Ее.ли же, наоборотъ, h безконечно малая высшаго порядка, 
то поверхность называется развертывающеюся (abwickelbar), а 
кривая Q ея ребромъ возврата (Ruckkehrkante). 

667. Положимъ, что (а, Ь, с) обозначаютъ направляющiе, 
косинусы образующей, а (х, у, z) координаты какой нибудь точки 
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на ней лежащей. Изъ Аналитической Геометрiи извtстно, что 
уголъ р между прямыми g и g' опредtляется по формулi; 

sin2 ip = 'Е (ЫJc-cMif (lн}с - соЬ)2 + (соа --аос)2 + (аоЬ- Ьоа)2, 

гдt символъ д обозначаетъ приращенiя входящихъ сюда величинъ 
при переходi; отъ g къ g'. Но h есть проекцiя отрtзка между 
точками (х, у, z) и (х + ох, у ау, z + oz) на общiй къ nря
мымъ g и g' перпендикуляръ, а . направляющiе косинусы этого пер
пендикуляра пропорцiональны числамъ Ыс - соЬ, еда аде, 
адЬ Ьоа, поэтому h опредtляется формулою 

или короче 

гдi; 

а оа 

/1 = у· b<)c_--rob o.-v = ··~ ь t'Jb 
,,;,.,.; SШ !р SIП q; 

с ос 

/1 sin (р = [а, оа, ох], 

I а 

[а, оа, ох\= I : 
да 

/j с 

дх 

ду 

oz 

ОХ 
1 

оу 1 

1' 
бz 1 

Пренебрегая въ обtихъ частяхъ равенства безконечно малыми выше 
третьяго порядка, получимъ 

/iip [а, da, d.-vl + t [а, da, d'lx] + t[a, d2a, dx] + · · ·. 
Для того, чтобы h было безконечно малою выше перваго порядка, 
необходимо и достаточно, чтобы [а, da, dx] О. Это равенство 
н выражаетъ условiе, необходимое и достаточное, чтобы 
поверхность, образуемая прямою 

Х-х У-у Z-z 
а -Ь- с 

гдt (а, Ь, с) и (х, у, z) функцiи отъ одной независимой 
перемtнной, была развертывающеюся. Слtдуетъ замtтить, 
что это условiе не измtнится, если зам'hнимъ косинусы а, Ь, с 
какими угодно пропорцiональными имъ числами. Замtтимъ еще, что 

при выполненiи этого условiя въ выраженiи h ер пропадутъ и члены 
третьяго порядка, потому что 

[а, lia, d2x]+fa, JJ.a, dx]=d[a, da, dx]. 

Слtдовательно, въ развертывающейся поверхности кратчай
шее разстоянiе между двумя безконечно близкими обра
зующими есть безконечно малая не ниже третьяго порядка 
относительно дуги ребра возвратL 
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668. Теорiя кривыхъ двоякой кривианы тотчасъ дастъ намъ 

примtръ раавертывающихся поверхностей. А именно, ясно, что 
общее мtсто касательныхъ къ кривой двоякой кривианы есть раа

вертывающаяся поверхность, для которой данная кривая служитъ. 

ребромъ воаврата, потому что если (х, у, z) есть точка на кривой, 
то элементы третьяго столбца въ опредълителt [а, da, dx] про
порuiональны элементамъ перваго (§ 630) и опредtлитель равенъ 
нулю. Обратно, если опредtлитель [а, da, dx] = О, то всегда 
можно на поверхности, образуемой пJ)ямою 

Z~z 
с 

найти такую кривую, касательныя которой будутъ образующимw 
поверхности. ДtйствИ1:ельно, координаты любой точки на образующе~ 
можно представить формулами 

Х x+av, У=у+ hv, Z=z+cv, 

гдt v алгебраическая длина отрtака между раасматриваемою точкою. 
и точкою (х, у, z). Разсматривая v, какъ функuiю отъ той же 
независимой перемtнной, отъ которой аависятъ числа х,у, z, а, Ь, с, 
мы можемъ разсматривать Х, У, Z какъ координаты точекъ нtко
торой кривой на данной поверхности. Направляющiе косинусы 
касательной въ этой кривой въ точкt (Х, У, Z) пропорцiональны 
числамъ dX dx + 11da + adv, dY = dy vdb bdv, 
d Z dz vdc cdv. Чтобы касательная совпала съ образующей, 
необходимо и достаточно, чтобы можно было опредtлить v такъ, 
чтобы эти числа были пропорцiональны числамъ а, Ь, с, т. е. 
чтобы было 

dx vda dy+ vdh dz + vdc 
а --Ь- ·· с 

А при условiи [а, da, dx] = О это всегда возможно, потому что 
оно есть не что иное, какъ условiе совмtстности написанныхъ двухъ 

уравненiй съ одною неизвtстною v. Итакъ, всякую разверты
вающуюся поверхность можно разсматривать, какъ общее 

мtсто касательныхъ къ кривой двоякой кривизны. 

[ Прим'l.чанiе. Въ частномъ случаt, эта кривая можетъ обра
титься въ точку, черезъ которую то,·да и проходятъ всt образую
щiя, такъ что получается коническая поверхность; эта въ свою. 

очередь превращается въ цилиндрическую, когда вершина конуса 

удаляется въ безконечность и образующiя дълаются параллельными 
между собою. 

Можно отдать себt отчетъ въ этомъ свойствt, замtтивъ слt
дующее. Если мы проведемъ черезъ g плоскость, параллельную g', 
то разстоянiе точки Q' отъ этой плоскости будетъ равно h, а такъ 
какъ h третьяrо порядка, то, вообще говоря, проведенная нами 



188 VJ, 4. ПРИЛОЖЕНIЯ КЪ ТЕОРIИ ПОВЕРХНОСТЕЙ. §§ 668-069 

плоскость совпадетъ съ соприкасающеюся плоскостью къ ребру 

возврата въ точкt Q (§ 642). Чтобы доказать, что g - касательная 
къ ребру возврата достаточно показать, что разстоянiе между g и 
проекцiею точки Q' на соприкасающуюся плоскость будетъ безко
нечно малою выше перваго порядка. А такъ какъ это разстоянiе 
равно произведенiю Q Q' на безконечно малый уrолъ, то теорема 
и доказана. 

669. Положимъ теперь, что х, у, z обозначаютъ координаты 
центральноЯ: точки и поставимъ себt задачей опредмить касательную 
плоскость въ какой нибудь точкt М линейчатой поверхности. 
Образующая g опредмяется координатами х,у, z и направляющими 
косинусами а, Ь, с. Bct эти величины, кзкъ уже было сказано, 
будутъ функцiями отъ одной независимоЯ: перемtнной и, за которую 
можно принять дугу ребра возврата или стрикцiонной линiи, отсчи
тываемую отъ произвольноЯ: начальной точки А на кривой. Точка М 
на данной образующей опредмится тогда ея разстоянiемъ v отъ 
центральноЯ: точки. Слtдовательно, координаты точки .М выражаются 
въ двухъ параметрахъ и и v формулами 

X=x+av, +ьv, z z+cv. 

Кромt того, 

(7) дX=dx+vda, дУ dy d1-• дZ dz+v'!!!., 
и du du дu=du+vdu' ди du 

дХ дУ 
= ь. 

дZ 
дv а, =С. 

v v 

Если поверхность развертывающаяся, 
dx da А. 

то du а, du и т. д., 
е 

а послtднiя формулы обращаются въ 

дХ v ). дУ ь+'i!.Е:., дZ с+ vv. 
ди 

а+--• 
ди дu е {! {! 

Вмtстt съ тtмъ направляющiе косинусы f, O>lt, ~ нормали къ 
поверхности (§ 660) будутъ пропорцiональны опредмителямъ 

д(У, Z) 
д(и,·v)' 

д(Z, Х) 

д (и, v)' 
д (Х, У) 

д (и, v) ' 

которые сами пропорцiональны опредмителямъ матриссы 

ь с I 
,, '11 1' 

т. е. косинусамъ а, fJ, r бинормали. Какъ видимъ, 5?, O>lt, ~ не 
зависятъ отъ v. Слiщовательно, касательная плоскость въ 
точкt развертывающейся поверхности касается поверх-
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ности вдоль всей образующей, проходящей черезъ эту 
точку, иными словами, во всtхъ точкахъ данной образующей каса
тельныя плоскости совпадаютъ въ одну. 

670. Въ случаt косой линейчатой поверхности SZ, ffi, т, 
на основанiи тtхъ же формулъ § 660, будуть пропорцiональны 

числамъ 

b(dz+vdr) c(dy+vdb)=(bdz-cdy) +v(bdc-cdb) н т. д. 

Въ то же время, обозначая черезъ а, {), у направляющiе косинусы 
общаrо перпендикуляра къ g и .g', имtемъ 

а Р 7 
cda - adc adb -bda tp 

и аналоrично, обозначая черезъ д., µ, v направляющiе косинусы 
общаrо перпендикуляра къ g и Q Q', также имtемъ 

l ,tt v 1 
cdx-adz ady-bdx 7;· 

Поэтому, положивъ h R(fJ, находимъ, что S'!, ffi, т пропорцi-
v v v 

ональны числамъ л R а, µ + R fJ, v + R у и совпащ1ютъ съ 

л., µ, v при v О. На основанiи сказаннаго, нормали къ поверх
ности, соотвtтствующiя значенiямъ О и v параметра v, составляютъ 
между собою уголъ 'IJ), опредtляемый формулами 

COS1JJ S'!l+ffiµ+mv. sin1J)=2a+mP+m1. 

Изъ равенствъ 

r cos 1р 

(потому что л2+µ2+v2 = 1, лa+µfJ+vy=O), наАдемъ 

r=(}.+ia)COS'IJJ, ffi=(µ+ ~/J)cosv.,, т (v+ V }')COSVJ, 

а умно,мя на а, {), r и складывая, получимъ 
. v 

SШ1/) = R COS1JJ, 

т. е. 

Эта формула, найденная Шалемъ (Chasles) показываетъ нижеслt
дующее. Когда точка касанiя, выйдя изъ начальнаrо положенiя на 
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горловой линiи, оnисываетъ образующую косой пинеllчатой поверх

ности, то касательная плоскость поворачивается на утолъ, танrенсъ 

котораrо пропорцiоналенъ пройденному пути. Для опредменiя по

ложенiЯ безчисленнаrо множества касательныхъ плоскостей въ раз· 
личныхъ точкахъ одноИ и тои же образующей достаточно знать 

число R, которое поэтому и называется параметромъ распре
дъленiя касательныхъ плоскостей. Чтобы интерпретировать rеоме
трическiА характеръ теоремы Шаля, примемъ за ось х-овъ прямую g, 
за ось у-овъ предмьное положенiе общаrо перпендикуляра къ пря

мымъ g и g'; тогда уравненiя нормали въ точкъ М примутъ видъ 

Х = v. У= ZtgVJ 

и формула Шаля дастъ Х Z = RY. Слъдовательно, нормали къ 
кocoll линеllчатой поверхности вдоль одной и той же обра
зующей лежатъ на поверхности rиперболическаrо пара
болоида. 

671. Обращаемся снова къ развертывающимся поверхностямъ 
и замътимъ слъдующее. Если кривая (М}, коордю1аты точекъ кото
рой Х, У, Z опредi;ляются формулами 

Х .~+a,J, У z z + cv, 

пересi;каетъ всi; образующiя подъ пря~tымъ уrломъ, или, какъ rо

ворятъ, будетъ ортогональною траекторiей образующихъ, то 
по условiю ортогональности будемъ имi;ть 

adX + bdY+cd Z = :Zad Х = О. 

Но по формуламъ (7), им-tемъ 

dX (а+ ~f) du + adi• и т. д. 

такъ что :Ea,lX = fl(и+v) и условiе 2adX О даетъ и+v = const., 
т. е. v А Q Q 114 = const. Отсюда слъдуетъ, . что всякая ортого
нальная траекторiя отсi;каетъ на любыхъ двухъ образующихъ 

·Отрi;зки, разность которыхъ равна длинi; дуги ребра возврата 

между точками касанiя этихъ образующихъ *). Поэтому, если имi;емъ 
гибкую нерастяжимую нить, закрi;пленную въ точкi; А и натянутую 
'fIO ребру возврата, и будемъ постепенно свивать эту нить, удер
.живая ее постоянно натянутою, то каждая ея точка будетъ описы

вать нtкоторую ортогональную траекторiю (М). На этомъ основанiи 
1<ривыя (М) называютъ эвольвентами (развертками) ребра возврата, 
которымъ можетъ быть какая угодно кривая. 

672~ Обратно, ребро возврата называется эволютою каждо!\ 
нзъ кривыхъ (М), потому что (какъ и въ плоскихъ кривыхъ) ея 

*) vAQ+QM = vAQ'+Q'M', vQQ' QM Q1M 1
• 
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касательныя будутъ нормали кривыхъ (М). Изслiщуемъ теперь, 
относя все къ основному трiэдру одной изъ кривыхъ (М), какому 
_условiю должны удовлетворять нормали этой кривой, для того, 

чтобы онt могли образовать развертывающуюся поверхность. Раз
<:матривая одну изъ этихъ нормалей, обозначимъ, черезъ rp уголъ, 
образуемый ею съ главною нормалью, тогда направляющiе косинусы 
разсматриваемой нормали опредtлятся формулами 

l = а sin q; + ;_ cos q,, т ) sin q; + ,п cos lfJ, 11 у sin q; + ·11 cos р, 

~ формулы 

l' = а cos р ). sin 1р, т' = ,::J cos q: ,н sin q,, п' = ,' cosq: - 1• sin rp 

,опредtлятъ косинусы другой нормали, которая вмtстt съ первою 
и съ касательною образуетъ ортогональный трiэдръ, удовлетво
ряющiй условiю 

I а l' / 

f Ь т' т = 1. 

С 11' 1t 

Но мы уже видtли (§ 667), что разсматриваемая нормаль, при 
передвиженiи точки М по кривой (М) образуетъ развертывающуюся 
поверхность тогда и только тогда, когда [ l, dl, а J = О. Замtчая, 
что dl (а cos rp - л sin rp) dq; + sin rp da + cos rp dt. и пользуясь 
.формулами Френе (§§ 635, 636) da ).rJ, d). = -···· ае - arJ, наАдемъ 

dl= l'(drp 'IJ)- at cos q: и т. д. 

Поэтому опредtлитель [/, dl, а] приведется къ [{, /', а] (drp ·-rJ), 
т. е. къ 'rJ - drp, такъ какъ [/, l', а]= - 1. Вышеупомянутое 
условiе приведется, слtдовательно, къ rJ d rp или 

(8) <!.,_Ф = 1 *). 
ds ~ 

Геометрическое значенiе этого условiя можно обнаружить, введЯ 
въ разсмотрtнiе величину вращенiя w разсматриваемой нормали 

-относительно главной. Согласно опредtленiю этой величины, данному 
въ § 637, мы имtемъ 

w sin q; :Е i.1ll (drp '1/) 'Х ). l' (11 - d1p) sin rp, 

откуда с,1 11 - dq;, что очевидно само по себt. Поэтому наше 
условiе требуетъ, чтобы w было равно нулю, а это значнтъ, что 

*) Отсюда, между прочимъ, сл'hдуетъ, что q;, не равно постоянному, 
-если кривая не плоская, а потому ни rлавныя нормали, ни бинормали не 
.моrутъ образовать развертывающейся поверхности. 
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въ то время, какъ н-kкоторая точка движется по кривой двоякой 

кривизны, развертывающiяся поверхности описываетъ всякая ея нор

маль, двигающаяся въ нормальной плоскости (въ которой фиксиро

вана главная нормаль) такъ, что въ пространств-k она передви
гается перпендикулярно къ этой плоскости. 

673. Въ заключенiе докажемъ еще двi; теоремы, непосред
ственно вытекающiя изъ предыдущаrо: 

а) Изъ посл-kдняrо зам-kчанiя сл-kдуетъ, что движенiе образую
щей происходитъ такимъ образомъ, что соприкасающаяся плоскость 

къ ребру возврата (Q) всегда остается перпендикулярною къ нор
мальной плоскости кривой (М) *). Иными словами, нормальная 
плоскость къ эвольвент-k совпадаетъ со спрямляющею 

плоскостью эволюты. 

Ь) Найдя одну функцiю р, удовлетворяющую условiю (8), 
мы получимъ безчисленное множество друrихъ, удовлетворяющихъ 
тому же условiю, прибавивъ къ найденной функцiи произвольную 
постоянную. Отсюда вытекаетъ, что образующiя развертываю
щейся поверхности не перестаютъ быть таковыми, если 
повернемъ ихъ всъ на произвольный уrолъ около одной 
изъ ихъ ортоrональныхъ траекторiй. Ребра возврата полу

чаемыхъ такимъ образомъ развертывающихся поверхностей пред

ставляютъ безч,исленное множество эволютъ данныхъ кривыхъ. 

[ Прим-Ьчанiе. Аналитическую теорiю эволютъ и эвольвентъ 
(развертывающихъ и развертокъ) читатель можетъ наАти у Гурса 
»Курсъ математическаrо анализа", стр. 520, § 231, т. I. ]. 

Огибающiя поверхности. 

674. Разсмотримъ семейство поверхностеll, изображаемое урав
ненiемъ /(х, у, z, а)= О, rдi; t1 независимый перем-kнный параметръ. 
Любая изъ поверхностей семейства, соотв-kтствующая данному зна
ченiю а, вообще говоря, перес-kкается·съ дру1·ою, соотв-kтствующею 
значенiю а + h того же параметра, по нi;которой кривой. Эта 
кривая, съ приближенiемъ h къ нулю, можетъ стремиться къ нtко
торому предtльному положенiю на первой поверхности. Въ этомъ 
предtлыюмъ положенiи она называется характеристикою данной 

поверхности разсматриваемаrо семейства. Общее м-kсто характери
стикъ всtхъ поверхностеll даннаrо семейства называется огибающею 

"') Потому что соприкасающуюся плоскость къ кривой (Q) въ точк:h Q 
можно разсматриватъ, какъ плоскость, проходящую черезъ образующую Q М 
и безковечно близкую точку Q'. 



§§ 674-675 ОГИБАЮЩIII ПОВЕРХНОСТИ. 193 

(Enveloppe) вс'tхъ этихъ поверхностей. Можетъ также спучиться, 
что поверхности (а) и (a+h) не пересi;каются, какъ бы мало h 
ни было, но на поверхности (а) могутъ быть точки на1tбольшаrо 
сближенiя съ поверхностью (a+h) (ер. съ § 619), т. е. точки, 
которыя можно разсматривать, пренебрегая безконечно малыми по
рядка, высшаго чi;:мъ h, какъ точки, общiя обi;имъ поверхностямъ. 
Въ этихъ спучаi; характеристика поверхности (а) есть предмьное 
положенiе общаrо мi;ста этихъ точекъ при безконечно маломъ h. 
Съ помощью соображенiй, аналогичныхъ тi;мъ, которыми мы поль
зовались при разысканiи огибающей плоскихъ кривыхъ, тотчасъ 
доказывается, что ·уравненiе огибающей поверхности полу
чается черезъ исключенiе параметра а изъ уравненiй /=О 

и :~=О. Легко также доказать, что всякая поверхность се
мейства касается огибающей вдоль всей своей характери
сти кн. Для этого стонтъ только замi;тнть, что. уравненiе огиба
ющей есть не что иное, какъ уравненiе самого семейства поверхностей 

/ (х, у, z, а)= О, еспи въ немъ а разсматрнвяется, какъ функцiя 

отъ коордннатъ, удовлетворяющая усповiю :{ = О. Первыя пронз
водныя лi;вой части уравненiя огибающей будутъ, слi;довательно, 

и приводятся 

v+дfда; 
дх da дх 

д/ д/ 
къ ·-,. -, 

дх ду 

д/ д/да --+-···--· 
дz да дz 

д/ 
д z , ка1,ъ и въ случаi; а постояннаrо *). 

675. Примilры. Замi;чатепьный примi;ръ огибающей даетъ семейство 
шюскостей. Характеристик(! ппоскости, очевидно, прямая пинiя, спi;доватепьво, 
огибающая будетъ пинейчатою поверхностью, а на освованiи поспi;дней тео
ремы, она касается каждой изъ ппоскостей семейства вдопь всей образу
ющей, а потому она будетъ развертывающеюся поверхностью. Обратно, на 
основанiи сказаннаrо въ § 669, всякая развертывающаяся поверхность есть 
огибающая соприкасающихся плоскостей нi;которой кривой (ребра возврата). 
Исходя изъ этого, легко вывести важный анапитическiй характеристическiй 
признакъ развертывающихся поверхностей. Ураввенiе касательной ппоскости 
къ любой поверхности есть 

Z = рХ + qY+(z-px- qy). 

Чтобы поверхность была развертывающеюся, необходимо и достаточно, 
чтобы р, q, z - рх - qy быпн функцiями одного независимаrо параметра. 
А дпя этого необходимо и достаточно (§ 578), чтобы Якобiева матрисса 
этнхъ трехъ фуикuiй имi;па вd миноры второго порядка, равные нупю. 
Такъ какъ 

д f> 
дх r, 

дq 
дх= s, 

д 
дх (z -рх qy) = -(rx + sy), 

др 
ду = s, 

дq 
ду = t, 

д. 
ду (z - рх - qy) (sx + ty), 

*) Откуда и слi;дуетъ, что въ любой точкt характеристики касателы1ыя 
ппоскости къ огибающей и огибаемой совпадаютъ. 

13 
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то эта матрисса приводится къ 

1 : t 
s rx +s.v 

sx+ ty 
j I у 
и эквивалентна къ 

s 

s 

t 
о i. 
о I 

Чтобы вс1; миноры второго порядка были нулями, необходимо и достаточно, 
чтобы rt s2 было равно О. Итакъ, развертывающiяся п·оверхнО'сти 
характеризуются тi,мъ, что для нихъ rt - s2 = О. Иными словами. 
это единственныя поверхности, всi, точки которыхъ параболическiя (§ 66:J). 
Зам1;тимъ, что для косыхъ линейчатыхъ поверхностей всегда rt s2 < U, 
потому что череэъ каждую точку ихъ всегда проходитъ вещественная асимп

тотическая линiя, а именно, прямолинейная образующая. На развертыва
ющейся поверхности оба семейства асимптотическихъ линiй совпадаютъ въ 
одно - семейство прямолинеt!ныхъ образующихъ; но, кром1; того, существуетъ 
еще одна изолированная асимптотическая линiя - ребро возврата. Это не 
противор1iчить ран1;е сказанному. такъ какъ легко показать (см. § 693, Ь), 
что на ребр1; возврата r, s и t обращаются въ безконечность. 

676. Положимъ теперь, что раэсматривается дважды безконечная 
система поверхностей, изображаемыхъ уравненiемъ /(х,у, z, а, Ь) О 
для всевоэможныхъ паръ значенiй неэависимыхъ параметровъ а и Ь. 
Фиксируемъ одну изъ этих-ь поверхностей 5, соотвi;тствующую 
данной пар-k значенiй (а0 , Ь0) параметровъ, и, выбравъ произвольно 
н-kкоторую функцiю q>, положимъ 

Ь Ь0 +р(а)-р(о0). 

Такимъ образомъ разсматриваемый случай сведется къ разсмотр-kн· 
ному въ предыдущемъ §, и на поверхности 5 получится н-kкоторая 
характеристика, сооотв-kтствующая выбранной функцiи (Ji. Безчи
сленному множеству функцiй р соотв-kтствуетъ безчисленное мно

жество характеристикъ; всi; эти характеристики проходятъ черезъ 

н-kкоторыя опред-kленныя точки на поверхности 5. Д-kй
ствительно, характеристика, соотв-kтствующая н-kкоторой функцiи р, 
у довлетворяетъ условiю 

д/ д/ r 
да+ дЬр (а)=О, 

и на ней лежатъ т1; точки 5, для которыхъ :~ = О, :{ = О. Эти 
точки, какъ видимъ, не зависятъ отъ выбора функцШ q>. Въ нашемъ 
случа-k, въ противоположность первому, на поверхности 5 не суще
ствуетъ линiи, образующей, при переходi; отъ 5 къ другой поверх
ности системы, оrиб.аюш;ую, и лишь отдыьныя точки, общее 
мtсто которыхъ при томъ же переходt и будетъ огибающею 
поверхностью данной системы *). Уравненiе этой огибающей полу
чается черезъ исключенiе параметровъ а и Ь изъ уравненШ 

о. 
д/ 
·-=о да ' 

д/ =0. 
(1 ь 

*) Ее называють огибающею второго рода. 
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И въ этомъ случаt. оrиб.ающая касается всt.хъ оrибаемыхъ. 
Въ частности каждую поверхность можно разсматривать, какъ оги

бающую ея касательныхъ плоскостей. 

677. Иногда система поверхностей задается уравненiемъ 
f (:r,y, z, а, Ь, с, ... ) = О, пр:{ чемъ между п параметрами а, Ь, с, ... 
существуетъ v соотношенiй, rдt. v tz - 1 или п- 2, смотря по 
тому, имt.емъ ли дt.ло съ семействомъ поверхностеА, зависящихъ 
отъ одного произвольнаго параметра, или съ системою, зависящею 

отъ двухъ такихъ параметровъ, или, какъ rоворятъ, съ простою 

или двойною безконечностью поверхностей. Чтобы и здt.сь получить 
уравненiе огибающей, надо выразить, что въ матриссt. 

' д/ дf дf 
да дh де 

дrр др дrр 

да дЬ де 

д1р д111 д1р 

da дh де 

sd. миноры порядка v+ 1 равны нулю. Такимъ образомъ получа
ются n-v уравненiй и искомое уравненiе получится черезъ исклю
qенiе п параметровъ изъ уравненiя поверхности, данныхъ v соот
ношенiй между параметрами, и п - 'Р полученныхъ уравненiй. 
Можетъ также случиться, что въ уравненiе системы или семейства 

поверхностей параметры и координаты входятъ неявно, т. е. что 

уравненiе это имt.етъ видъ f (и, v, w, ... ) О, rдt. и, V, w, 
функцiи отъ х, у, z и параметровъ; но въ этомъ случаt. ясно, что 
частныя производныя по параметру а получатся по формуламъ 

дf дfди дf дv дf д w 
да= дида + дvда + дw да'+.· .. и т. д. 

678. Упражненiя. а} Найдемъ огибающую вdхъ поверхностей, го
моrетическихъ съ данною поверхностью /(.х, у, z) О относительно нtко
тораго центра Q. Для этого сперва замtтимъ, что если ~. 'f}, t будутъ 
координаты точки Q, и положимъ 

F(t)=f(~+t(x {), 11+t(y 11), t+t(z т, 

то уравиенiе F (t) = О при всякомъ t изображаетъ одну изъ разсматриваемыхъ 
поверхностей, и въ частности при t = 1 данную поверхность. Такъ какъ 
уравненiе искомой огибающей получается черезъ исКJiюченiе t изъ уравненiй 
F(t) = О и F'(t) О, то оказывается, что (§ 661) эта огибающая будетъ 
конусъ, описанный изъ данной точки около данной поверхности. Если даи
вая поверхность будетъ, напримtръ, поверхность эллипсоида, отнесенная къ 
ero осямъ, то, полагая 

f -1+ ~х2. 
.L.,, а2 I ~ /о=-1+ _, 

а,2 
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находимъ F(I) = (!+ fo - 2/i) t2 - 2 (/0 - fi) t + / 0; достаточно приравнять 
иуто дискриминантъ f fo - / 1

2 этоrо уравненiя, чтобы поJiучить уравиевiе 
описаниаrо OKOJIO эллипсоида конуса 

Ь) КанаJiомъ называютъ поверхность, оrибающую семейство шаровъ 
одиоrо и тоrо ж~ рацiуса, центры которыхъ находятся на данной кривой. 
Взявъ уравненiе поверхности шара 

(Х xf+(Y-y)2+(Z-z)2 W, 

въ которыхъ координаты центра х, у. z можно разсматривать, какъ функцiи 
одноrо параметра, а именно дJlины дуrи линiи центровъ, и, дифференцируя 
ero по этому параметру, получимъ уравненiе 

(9) а (Х -х) + Ь (У-у)+ c(Z-z) = О, 

II видимъ, что характеристика лежнтъ въ нормальной плоскости 
ли н i и ц е н т ров ъ. Отсюда сл'!;дуетъ, что каналъ можно разсматривать, какъ 
поверхность, образуемую окружностью постояннаrо круга, двиrающаrося 
въ каждое мrновенiе по направленiю, перпендикулярному къ плоскости этого 
круга. Уравненiе канала получимъ, исключая параметръ s изъ уравненiя шара и 
уравненiя (9), въ которыхъ х,у, z, а, Ь, с-функцiи отъ s. Аналогичнымъ обра
зомъ поступаютъ при разысканiи оrибающей любого семеЦства шаровъ (т. е. 
системы шаровъ, въ уравненiи которыхъ всt коэффицiенты функцiи одного 
независимаго параметра). Въ правой части уравненiя (9) надо будетъ поставить 

вмюо нуля выраженiе - R 11 · Въ общемъ случаt характеристика уже 
пе будетъ большимъ круrомъ шара и тогда только будетъ вещественною, 

. dR 
коrда абсолютная величина ds не > 1 *). Иными словами, не существуетъ 

вещественной огибающей, коrда увеличенiе или уменьшенiе объема шара идетъ 
быстр'!;е, чtмъ передвижепiе его центра. Въ частности, коrда R = s + const., 

(~~ = 1), огибающая обращается въ кривую линiю - эвольвенту линiи 
цеитровъ (§ 671), и оrибаемые шары будутъ аналогичны соприкасающимся 
круrамъ плоской кривой (срав. § 626, f). Напротивъ того, соприкасающiеся 
шары кривой двоякой кривизны всеrда имtютъ огибающую поверхность, 
а именно-общее мtсто соприкасающихся круговъ данной кривой. 

с1 Предложимъ себt найти огибающую (2-го рода) плоскостей 
ах+ fly + rz = l, предполагая, что разстоянiе l отъ начала координатъ 
связано съ косинусами а, fl, r соотношенiемъ 

Здi;сь а, /3, у, l параметры, удовлетворяющiе соотношенiю (10) и слtдую-

*) Изслtдованiе здtсь аналогично нзслtдоваиiю въ § 626, f. 
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щему: а2 + 112 + у2 = 1. Поэтому намъ нужно (§ 677) разсмотр1.ть матриссу 

а fJ "1 о 

х у :;; 

а fJ "1 
/2 - Ь2 /2 - с2 

{i 

гд1; для сокращенiя пОJ1ожено 

{i 

При помощи изв1.стныхъ преобразованi!t эту матриссу можно представить 
въ вид1; 

х 1 у 1 z 1 
о (J 

/2 а2 ~ а 12- ь2 {i 
~ а "1 

1 1 о 

1 
/2-Ь2 

(1 

Для того, чтобы вс1; ея миноры 3-го порядка обратились въ нуль, мы 
должны ии1.ть 

х 1 у 1 
а f1 /2- а2 - {J f1 /2 ьа {i /2 - с2. 

Общую величину этихъ трехъ чиселъ пОJ1учимъ, умножая первое на а2, 
второе на /12, третье на у2, и складывая. Принимая во вниманiе равенство ( 10) 
получимъ такимъ образомъ, что искомая величина есть l а, такъ что 

x=la+ ._<t_, y=lfJ+ 
(1 (1 

z = ly + - 1
- · }' · /2 - ,2 (1 

Возвышенiемъ въ квадратъ и сложенiемъ найдемъ еще 

П'оэтому можно написать 

la ( 1) -- /2-а2+- = 
/2-а2 la 

la 
(:х;2 + у2 + z2 - а2) и т. д., 

сл1.довательно, 

х la 
:х2 + у2 + z2 -а2 = /2- а2' 

у l{J 
:х2 + ,.2 + :;;2 _ ь2 = 12 _ ь2 ' 

z /у 
i2-c2· 

Умножая еще на х, у, z и складывая, находимъ уравненiе 

1, 
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которое легко приводится къ болt.е простому виду 

а2х2 lJ2y2 cZz2 
х2 ·+·у-2 + 2 2 _ а2 + х2 -t-у2 + z2 _ 7?Е + i:г+-·у2 +-2-2-_-/i- о. 

Искомая огибающая есть, слt.довательно, поверхность волны (§ 384, d). 

679 *). Мы ттолучимъ полезное прнложенiе нможенноn выше 
теорiи, тi;мъ болi;е важное, что въ немъ заключается дополненiе 
къ теорiи кривыхъ, занявшись разысканiемъ поверхностей, 

оrибающихъ грани основного трiэдра какой нибудь данной 
кривой. Воэьмемъ три уравненiя 

1: а (Х - .х) О, 1: а (Х х) О, 1: l (Х - .х) О, 

изображающiя соотвi;тственно плоскости: нормальную, соприка
сающуюся и спрямляющую. Величины х, у, ... , µ, v, въ нихъ 
входящiя, будутъ функцiи дуги s, удовлетворяющiя извi;стнымъ 
соотношенiямъ (§ 638) 

dx da dl а а 

iis = а, и т. д. 

Дифференцируя по s уравненiя раэсматриваемыхъ плоскостей, полу
чнмъ соотвi;тственно 

(11) .J;l(X-x)=Q, _J:1.(X-x)=O, .J:l'(X-x)=O, 

rдi; въ послi;диемъ уравненiи положено 

(12) l' = а sin (f) + а cos (f), т' = h sin (f) + /; cos rp, п' = с sin (f) + "/ cos q;, 

при чемъ tg (J! =~. Раэсматривая эти уравненiя, приходимъ къ сл'h
() 

дующимъ заключенiямъ: 

а) Огибающая соприкасающихся плоскостей, какъ и слiщовало 
ожидать, есть такъ называемая развертывающаяся касательныхъ, 

т. е. такая развертывающаяся поверхность, ребро возврата которой 

есть данная кривая. Дi;йствительно, уравненiя образующей (харак
теристики) въ данномъ случаi; будутъ: 

.J;a(X -х) О, _J:i.(X -х) О. 

Ихъ можно написать въ видi; 

х х У--у 

-,t1·=~a 
или, по формуламъ 

z z 
аµ-ц1' 

a=/Jv-µy, h rl va, С=аµ,-2{1, 

"') Этотъ § изложенъ здt.сь подробнt.е, чt.мъ въ оригиналt.. 
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вытекающимъ изъ формулы (6) § 634, 

Х-х У-у Z-z 
а =-·-ь-=~с~· 

199 

Слtдовательно, образ:ующiя будутъ касательными къ данноЯ кривой, 
что и надо было показать 

Ь) Огибающая нормальныхъ плоскостей называется полярною 
поверхностью (PolardeveloppaЫe); ея образующiя суть оси со
прикасающихся круговъ, т. е. прямыя, проходящiя черезъ 

центръ кривизны*) перпендикулярно къ соприкасающейся плоскости; 
ихъ называютъ также полярными прямыми. Дhйствительно, въ 

данномъ случаt, уравненiя образующей будутъ 

:2 а (Х х) О, :21. (Х - х) р 

и, очевидно, изображаютъ прямую, перпендикулярную къ касатель
ной (а, Ь, с) и главной нормали (л, µ,, v), т. е. къ соприкасаю
щейся плоскости; кромt того, эта прямая проходитъ черезъ точку 

Х1 х+л(), .Yi=y+µ.Q, Z1=z+ve, т. е. черезъ центръ кривизны 
данной кривой въ точкt (.х·, у, z), такъ какъ оба уравненiя ея 
удовлетворяются значенiями Х = х1 , У= у1 , Z = z1 • Мы видtли 
(§ 673), что существуетъ безчисJJенное множество нормалей къ 
кривой, образующихъ развертывающiяся поверхности, у которыхъ 

ребрами возврата будутъ эволюты данной кривой. Нетрудно видtть, 

что всякая такая нормаль можетъ касаться ребра возврата образу
емой ею поверхности только на полярной прямой, а отсюда тотчасъ 

слtдуетъ, что полярная поверхность будетъ также общимъ мt
стомъ всtхъ эволютъ данной кривой. Дtйствительно, точку 
касанiя нормали къ эвольвентt можно разсматривать (пренебрегая 
безконечно малыми высшаго порядка), какъ точку пересtченiя двухъ 
безконечно близкихъ нормалей, очевидно, лежащую на прямой, по 

которой пересtкаются двt безконечно близкiя нормальныя плоско

сти, а предtльное положенiе этой прямой и есть полярная прямая_ 

Впрочемъ, это заключенiе можно провtрить и вычисленiемъ. 

[ Примt.чанiе. Пусть М (х, у, z) есть данная точка на данной 
кривой, ММ' нормаль, образующая развертывающуюся поверх
ность и составляющая уrолъ ер съ главною нормалью Мп, точка 
М' (s, 11, ~) точка касанiя этой нормали съ эволютою и М' Р
перпендикуляръ къ Мп, проектирующiй М' на главную нормаль. 
Ясно, что М' Р паралJJельна бинормали МЬ, потому что лежитъ 
въ нормальной плоскости и перпендикулярна главной нормали. 

Надо показать, что М1Р есть полярная прямая, т. е., что Р 

*) т. е. черезъ центръ соприкасающагося круга, представляющаrо, 
какъ извilстно (§ 650), пересilченiе соприкасающаrося шара съ соприкасаю
щеюся плоскостью. 
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центръ кривизны, т. е., что отрtзокъ 1'.f P = l?*). Такъ какъ ММ' 
есть касательная къ эволюrt., то 

ИЛИ 

(1) d6= k х), d17 = k(17-y), dt k(t-z). 

Съ другой стороны, проектируя ММ' Р на координатныя оси, 
наftдемъ 

(П) 

6 x+hl+htg1pa 

1'/ =y+hµ,+htg1p/J 

t z+h11+htg(f)7 

Дифференцируя эти равенства; пользуясь формулами Френе (§ 638, (11 )), 
и подставляя въ формулы (I), получимъ 

( h) ( h tg IJ) а 1- (! ds+l dl1+--1,- ds k Jt) + а ( d (h tg q,) : ds--khtg1p)=o 

и два подобныхъ же уравненiя, получаемыхъ отсюда замtною 

а, l, а на Ь, µ,, fJ и с, v, r- Такъ какъ опредtлитель этой системы 
уравненiй 

1 : 
1 

I с 

). а ! 
1 

µ, fJ I 
'11 1 1 

по условiю (6) § 634 не равенъ нулю, то изъ этой системы получаемъ 

h ht,) IJ) 
О, dh +--· -ds- kh О 

(! 1, 

d(h tgq;) 
h 

- ds - k h tg 1р =О. 
1, 

Первое уравненiе даетъ h l?, что и требовалось показать. Ис1U1ю

. чая k изъ друrихъ двухъ, легко найдемъ :~ = ~ извtстный уже 
раньше результатъ.] 

Пользуясь замtчанiемъ, сдtланнымъ выше (§ 673, а), можемъ 
еще утверждать, что эволюты данной кривой будутъ геодезиче

скими ли'!iями полярной поверхности. Дtйствительно, нормальная 
плоскость эвольвенты (данной кривой) совпадаетъ съ спрямляющею 
плоскостью эволюты, слtдовательно, бинормаль послtднеft лежитъ 
въ нормальной плоскости данной кривой, а потому главная нормаль 

эволюты, перпендикулярная къ ММ', перпендикулярна къ этой пло
скости, т. е. къ плоскости, касательной къ полярной поверхности. 

*) См. Гурса (русскiй переводъ, стр. 521). 
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Иными словами, главная нормаль эволюты совпадаеть съ нормалью 

къ полярной поверхности, что и требовалось показать. Составимъ, 
наконецъ, уравненiя ребра возврата полярной поверхности. Для 
этого, какъ извtстно, надо къ уравненiямъ образующей присоеди
нить еще третье уравненiе, получаемое дифференцированiемъ второго. 
Въ этомъ состоить общiй сnособъ вывода уравненiй ребра возврата, 
вытекающiй изъ самаго опред'hленiя его, какъ кривой, къ которой 

всt образующiя будуть касательными. Мы получимъ, такимъ обра
З(?МЪ, уравненiя 

d(! 
};' а (Х - х) = О, 1: l ( Х -х) = Q, }: а (Х - х) = - 1:- d s • 

которыя дають для х, У, z значенiя (s, 1}, ~ центра соприка
сающагося шара (§ 650). Итакъ, ребро возврата полярной 
поверхности есть общее мtсто центровъ соприкасающихся 
шаровъ. 

с) Разсмотримъ, наконецъ, огибающую спрямляющихъ плоско
стей. Данная кривая, очевидно, лежитъ на этой поверхности, потому 
что значенiя Х = х, У= у, Z z удовлетворяютъ уравненiямъ 
образующихъ 2'l(X-x) О, 2'f(X-x)=0. На этой: поверх
ности данная кривая есть, очевидно, геодезическая линiя, потому 

что ея главная нормаль перпендикулярна къ спрямляющей плоскости 

кривой, т. е. къ касательной плоскости разсматриваемой поверхности. 

Данная кривая пересtкаеть образующiя подъ углом., вообще 

говоря, nеремtннымъ, но зависящимъ лишь оть отношенiя двухъ 
' 1' 

кривизнъ , которымъ опредtпяется уголъ (р. Если хотимъ опре-
Q 

дtпить ребро возврата этой огибающей поверхности, то можемъ 
это сцtлать, опред1;ливъ алгебраическую величину отрtзка t, 
отсtкаемаго данною кривою на образующей, считая этотъ отрtзокъ 
отъ точки на ребрt возврата. Для этого замtтимъ сперва, что изъ 
уравненiй образующей тотчасъ получаемъ направляющiе косинусы 
ея, представивъ ея уравненiя въ видt 

и получаемъ 

Х-х -,- z z 
=---·-t 

т п 

l=acostp-asintp, m=hcostp-/1sinq;, п ccostp rsintp. 

Уравненiя ребра возврата будутъ 

(111) };'l(X-x)=O, };'l'(X-x)=O, };'dl'(X-x) };'al'=O. 

Изъ выраженiй l', т', п' имtемъ 

dl' = ldtp+sintpda +costpda ldtp + l [si: tp + со: (JIJ ds. 
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, [siп 1fi cos q;] , [siп q; cos q;J 
dm =mdp+1t о··+-1',- ds, dn = ndp+v -(! +-;- ds, 

а 

.Z а l' = siп rp. 

Поэтому посл1;днее изъ уравненiй (III) даегъ 

dp ds .Z l (Х .х) siп tp, 

или 

t · d lf) = sin tp ds . 

Такъ какъ al Ьт + c1i cos р, то р = arc tg -t> и будеть уrолъ, 
(! 

подъ которымъ данная кривая пересtкаетъ образующiя. Изъ ска· 

заннаrо, между прочимъ, ясно, что только для цилиндрическихъ вин

товыхъ линiй (§ 655, с) огибающая спрямляющихъ плоскостей есть 
цилиндрическая поверхность. Дtйствительно, для этихъ линiй 

р- постоянная, не равная нулю, l, т, п также постоянныя, какъ 
было покаsано въ § 655, с, и образующiя параллельны между 
собою, а ребро возврата будетъ точка въ безконечности. Обратно, 

dp 
чтобы i= оо, необходимо, чтобы ds = О, т. е. р const. 

Кривизна. 

680. Теорема Менье (Meusnier). Приступимъ теперь къ изу
ченiю кривизны линiй на данной поверхности. Разсмотримъ кривую, 
проходящую черезъ данную точку М на поверхности; пусть (а; Ь, с) 
будутъ направляюшiе косинусы касательной къ этой кривой, и 

р - уrолъ, образуемый ея главною нормалью съ нормалью къ по

верхности. Возьмемъ точку М' на той же кривой, безконечно 
близкую къ М, и пусть Р есть проекцiя М' на касательную пло
скость въ точкt М, а Q- проекцiя М' на касательную прямую. 
Пренебрегая безконечно малыми выше 2-ro порядка, мы можемъ 
разсматривать М', какъ лежащую въ соприкасающейся плоскости 
(§ 645), такъ что M'Q будетъ параллельна главной нормали (рис. 85), 
а М'Р, очевидно, параллельна нормали къ поверхности въ точкt М. 
Слtдовательно, въ треуrольникt M'PQ уrолъ при М' равенъ р, 
сторона М' Р имtетъ длину (§ 663) 

... 
h == rdx2 + 2sdx dy + tdy2, 

2-VI+ р2 + q2 
da2 

а сторона M'Q равна (см. § 643, выраженiе w), если da обо, 
(! 
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значаетъ дифференцiалъ, эквивалентный дугt ММ'. Подставляя 
эти величины въ соотношенiе М' Р = М' Q . cos tp, получаемъ 

cosq; ra2 + 2sab + /Ь2 
о у1 +P2+q2 

(13) 

Разсмотримъ теперь всt кривыя на поверхности, имtющiя общую 

касательную въ точкt М. и между ними отличимъ ту, которая 
лежитъ въ плоскости, опредtляемой общею касательною (а, Ь, с) 

м· 

Рис. 85. 

и нормалью къ поверхности. Эта кривая называется нормальнымъ 
сtченiемъ поверхности въ данной точкt М. Для всtхъ этихъ 
кривыхъ правая часть равенства ( 13) имtетъ одно и то же значенiе, 
поэтому то же самое можно сказать и о лtвой. Слtдовательно, 
если с,0 - радiусъ кривизны нормальнаго сtченiя (tp = О), то будемъ 
имtть 

cos q; 1 
о-=-;;. т. е. (} = OoCOSqJ, 

- «о 

предполагая С!о конечнымъ. Итакъ, центръ кривизны какой 

угодно кривой на поверхности въ данной точкt Месть 
проекцiя на соприкасающуюся плоскость этой кривой 

центра кривизны нормальнаго сtченiя поверхности, касаю

щагося данной кривой въ точкt М. 

681. Примi.ры. а) На шаръ нормальныя съченiя болiшiе круги и 
общiй ихъ центръ кривизны есть ценtръ шара. Отсюда, на основанiи теоремы 
Менье, слъдуетъ, что центръ кривизны всякой сферической кривой 
въ данной точкi; есть проекцiя центра шара на соприкасающуюся 
къ данной кривой плоскость въ данной точкъ. Это слi;дуетъ также 
изъ того (§ 650), что для всякой кривой соприкасающiйся кругъ есть пере
съченiе соприкасающагося шара съ соприкасающейся плоскостью. 
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Ь) На поверхности вращенiя параллельные круги будуть, вообще, 
наклонными (а не нормальными) с1;чеиiями. Центры иrь кривизны лежаn 
па оси вращенiя, а такъ какъ ихъ плоскости перпендикулярны къ зтой оси, 
то и центры кривизны нормальныхъ с1;ченiй, касающихся параллелей, будутъ 
также лежать на оси. Заъmчая, что с'hченiе поверхности плоскостью, про
веденною черезъ данную на поверхности точку М перпендикулярно къ ка~ 
сательной къ меридiану въ точк1; М, будетъ, очевидно, нормальнымъ с1;че
нiемъ, касающимся параллели въ точn М, заключаемъ, что центръ кри
визны плоскаrо с1;ченiя поверхности вращенiя, проведеннаrо 
перпендикулярно къ меридiану черезъ 1:очку М, соотвi;тствую
щiй этой точк1;, лежитъ на оси вращенiя. 

682. Для асимптотическоА кривой, равно какъ и для всякой 
кривоА, касающейся ея въ точкt М, правая часть равенства (13) 

cos -- о. Эт . равна нулю, а потому и о соотношенtе удовлетворя-
(} 

ется въ каждой точкt асимптотической линiи, такъ какъ въ ней р = ~ 
(главная нормаль кривой перпендикулярна нормали къ. поверхности), 

l 
а вообще не равно нулю. Напротивъ того, для всякой кривой, 

(! 

касающеАся въ точкt М съ соприкасающеюся прямою, но имtющей 
соприкасающуюся плоскость, не совпадающую съ касательною пло

скостью къ поверхности, (J), вообще говоря, не равно нулю, а 

потому _!__ должно быть равно нулю, какъ мы это уже видми въ 
(} 

§ 613, на основанiи другихъ соображенШ. Такъ, наприъmръ, всякое 
сtченiе поверхности плоскостью, проходящею черезъ одну лишь 
изъ соприкасающихся прямыхъ въ точкt М, будетъ имtть въ этоА 
точкt кривизну, равную нулю. Если же разсмотримъ, наоборотъ, 

сtченiе поверхности касательною плоскостью въ точкt М (гипер
болической), то окажется, что каждая вtтвь зтdrо сtченiя бу
детъ имtть въ точкt М кривизну, равную } кривизны 
асимптотической линiи, касающейся разсматриваемой вtтви 

въ точкt М. Эту интересную теорему Белырами 1) мы докажемъ 
въ § 704. Мы видимъ изъ сказаннаrо, что теорема Менье не при
мtнима къ кривымъ, касательнымъ къ соприкасающимся прямымъ, 
потому ли, что тогда вышеприведенное геометрическое построенiе 

оказывается не выполнимымъ, или потому, что безчисленное мно
жество кривыхъ, взаимно касающихся и имtющнхъ соприкасающуюся 

плоскость, совпадающую въ данной точкt съ касательною пло
скостью къ поверхности, нмtютъ различную кривизну*). 

1) .Nouvelles Аппаlеs de Mathematiques• 1865, стр. 258. См. также 
.Natfirliche Geometrie" Е. Cesaro, стр. 223. 

*) Теорема Бельтрами даетъ приъmръ такихъ кривыхъ, а именно 
плоской кривой, по которой поверхность перес1;кается касательною пло
скостью въ гиперболической точк1; М и асимптоrической линiи, касающейся 
этой кривой въ той же точn. 
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683. Нормальная кривизна и геодезическая кривизна. 

в cos t . 
епичина , дающая кривизну нормальнаrо с чен1я, касающаrося 

е 
данной кривой въ данной точкt, называется нормальною кри~ 

sin 
визною данной кривой въ данной точкt, а величина ея reo-

1} 

дезичес~,:ою кривизною. Ось соприкасающаrося круга (полярная 
прямая) пересtкаетъ плоскость нормальнаrо 
сtченiя въ нtкоторой точкt С0 (рис. 86), а c_;..-------;;,u.l'.t 
касательную плоскость въ нtкоторой точкt С 1 • 

Кривизны, нормальная и геодезическая, оче
видно, измt.ряются обратными величинами 

отрt.зковъ МС0 и МС1 • Точки С0 и С1 на
зываются соотвtтственно центрами, а прямыя 

М С0 и М С1 - радiусами нормальной и 
геодезической кривизны. Замtтимъ, что гео
дезическая кривизна есть не что иное, какъ 

кривизна проекцiи данной кривой на каса

тельную плоскость. Дtйствительно, по тео-

ремt Менье, на цилиндрt., проектирующемъ с;, 
данную кривую на касательной плоскости, Рис. 86. 
кривизна нормальнаrо сtченiя, касающаrося 

данной кривой (равнаrо проекцiи данной кривой на касательную 
sin rp 

плоскость) равна именно -- , потому что нормаль къ поверхности 
е 

этого цилиндра перпендикулярна къ образующимъ цилиндра, т. е. 

къ нормали данной поверхности. Къ понятiю о нормальной и геоде
зической кривизнt всего естественнt.е приводитъ изученiе измtненiя 

направленiя касательной. Величина ея вращенiя (§ 637) относительно 
нормали къ поверхности равна 

ro=22da в221 вcosrp. 

А величина вращенiя касательной относительно перпендикуляра къ 
ней, лежащаrо въ касательной плоскости и опредtляемаrо косинусами 
2', !:ЭТL', !Vl' будеть 

ro' = 22' da = в 1:2' А= 1; sin ,р. 

Поэтому измtненiе направленiя касательной въ пространствt, т. е. s, 
можно разсматривать, какъ равнодtйствующую вращенiй ю и ю', 
отношенiя 1<оторыхъ къ ds: 

ro 
Js 

cos rp __ , 
(} 

и равны нормальной и геодезической кривизнt. Первая, слtдова

тельно, служитъ мtрою болtе или менt.е сильнаrо изrибанiя кривой 
въ сторону отъ поверхности, а вторая - мtрою ея изrибанiя 
на поверхности. Важно замtтить, что въ каждой точкt. rеоде-
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зической линiи (р = О} геодезическая кривизна равна нулю, а 

въ каждой точкt асимптотической ( р = 1) то же самое можно 
сказать о нормальной кривизнt. Иными словами, когда точка 
движется по геодезической линiи, то можно сказать, что касательная 

передвигается всегда нормально къ поверхности, а когда точка 

движется по асимптотической линiи, то касательная движется тан
rенцiал ьно къ поверхности. 

684. Кривизна нормальнаrо сtченiя выражается формулою 

ra2+2sah+tь2. 

е -V1 +J2-+q2 
(14) 

Чтобы получить геометрическое представленiе объ измtненiи (!, 

когда сtченiе вращается около точки М, перенесемъ начало коор
динатъ въ точку М и направимъ ось z-овъ по нормали къ поверх
ности; тогда р = q = с = О. Если положимъ а = cos 6, а поэтому 
Ь = sinf), то формула (14) приметь видъ 

(15) 
1 = r cos2 О + 2 s cos О sin О + t sin2 О . 
Q 

Отложимъ теперь на каждой касательной оть точки М, отрtзокъ, 
равный корню квадратному изъ абсолютной величины соотвtтствую

щаrо радiуса кривизны. Конецъ такого отрtзка имtетъ въ каса
тельной плоскости координаты 

х Y±e·cose, 

которыя, въ силу (15), удовлетворяютъ уравненiю 

r#+2sxy+ty2= 1. 

Слtдовательно (§ 664), въ каждой данной точкt, при пере
ходt отъ одного нормальнаrо сtченiя къ другому, кривизна 
измtняется обратно пропорцiонально квадрату соотвtт

ственнаrо дiаметра индикатрисы Дюпена. Въ частности, она 
равна нулю для сtченiй, опредtляемыхъ соприкасающимися прямыми, 

и достиrаетъ наименьшаrо или наибольшаrо значенiя для сtченiй, 
соотвtтствующихъ осямъ индикатрисы. Эти послtднiя сtченiя назы-

1 1 
ваются главными; ихъ кривизны- и --главными кривизнами. 

Р1 Р2 

68.5. Теорема Эйлера. Если примемъ за координатныя оси 
х-овъ и у-овъ оси индикатрисы, то въ уравненiи (15) пронадетъ 
членъ cos f) sin 6, а такъ какъ при 6 = О должно быть (! = е 1 , 

п 1 1 
а ДЛЯ f) = ~

2 
, (! (!2, ТО будемъ имtт1:, -· = r, = f И, слtдо-

Р1 Р2 
вательно, 

__!__ = _cos~ + sin2_! . 
!J t>1 Р2 
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Въ этомъ состоитъ теорема Эйлера. Если напишемъ предыдущее 
уравненiе въ одномъ изъ слtдующихъ видовъ 

(_!_ - 1
--) cos2 В 

(! 02 !!1 

и допустимъ для опредtленности, что 

что всегда 

1 1 < ~ то тотчасъ увидимъ, 
1?1 !!2 • 

Въ эллиптическихъ точкахъ (11 и е2 числа одинаковыхъ знаковъ, 

т. е. главные центры кривизны С1 и С2 лежатъ по одну сrорону 
отъ касательной плоскости. А такъ какъ, въ силу вышеупомянутаго 

оrраниченiя е всегда должно заключаться между е1 и е2 , то ока
зывается, что центры кривизны всtхъ нормальныхъ сtченiй 

лежатъ на отрtзкt С1 Cz· Напротивъ того, въ гиперболической 
точкt касательная плоскость отдtляетъ С1 отъ С2 , и е можетъ 
быть положительнымъ и отрицательнымъ. Въ первомъ случаt 

(! > ez > о, во второмъ (! ~ е1 < о, такъ что центры кривизны 
всtхъ нормальныхъ сtченiй лежатъ внt отрtзка С1 С,. 

686. Теоремы Эйлера и Менье показываютъ, что достаточно 
знать обt главныя кривизны для того, чтобы опредtлить 
кривизну въ точкt М для любой кривой, проведенной по 
данной поверхности черезъ эту точку, предполагая, что соприка-

.. сающаяся плоскость къ этой кривой не совпадаетъ съ касательною 
плоскостью къ поверхности въ точкt М. Поэтому весьма важно 
умtть опредtлить главные радiусы кривизны въ данной 

точкt на поверхности. На основанiи формулы (14} вопросъ 
приводится къ нахожденiю минимума и максимума трехчлена 

ra2 + 2 sab + tb2
• При этомъ между перемtнными а и Ь суще

ствуетъ соотношенiе 

(16) 

поJJучаемое черезъ исключенiе с изъ ai + Ь2 + с11 = 1 и изъ условiя 
ортогональности ра + q Ь с О. Повторяя изложенное уже при 
болtе общихъ условiяхъ вычисленiе (§ 384, с), мы видимъ, что 
надо положить 

(17) 
f ra +sb=k[(I+F')a+pqb], 
l sa+tb=k[pqa+(l+q2)b]. 

Исключая k, получаемъ еще одно уравненiе между а и Ь, которое 
вмtстt съ (16), и служитъ для опредtленiя направленiй осей инди
катрисы, а слtдовательно, и главныхъ сtченiй. Если, наоборотъ, 

исключимъ а и Ь, то получимъ уравненiе 

I r - k (1 + Р2) s 
I s kpq t 

kpq I 
k(l +/'/2) 

о. 
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т. е. 

(18) rt-~-[(l +q2)r-Цqs+(1 +P2)t] k+(l +P2+q2)k2 = О. 

Съ другой стороны, умножая первое изъ уравненiй (17) на а, 
второе на Ь, и складывая попучаемъ 

Итакъ, число k, раздtпенное на V1 + р2+ q2, и будетъ наимень-
б . 1 

шимъ ипи наи опьшимъ значеюемъ кривизны -- ; а такъ какъ корни 
(! 

k1 и k2 уравиенiя (18) связаны соотиошенiями 

k +k = (1 +q2)r-2pq s+(l +Р2) t, 
1 2 1 +P2+q2 

то бу демъ имtть 

rt-s2 

1+}2+q2' 

(19) 
(1 +q2)r-2pqs+(1 +P2)t 1 rt-s2 ~-··--··----··-~---, 

2 
(1 + Р2+ q2)1l (!1(!2 -(l+f!+q2)2 

Это и будутъ формулы, служащiя для опредtпенiя rлавныхъ кри
визнъ. Полагая 

съ помощью nerкaro вычисленiя увидимъ, что формулы (19) можно 
писать и въ бопtе краткомъ видi; 

(20) н к 
д(О, ®Тt) 

д(х,у) 

если обозначимъ, какъ это принято, черезъ Н сумму, а черезъ К 
I1роизведенiе rпавныхъ кринизнъ. 

687. Остановимся на минуту на формулахъ (20) и замtтимъ, 
что въ частныхъ производныхъ, входящихъ въ эти формулы, х и у 
считаются перемtнными независимыми. Очевидно, число Н, напри
мtръ, можно представить также въ одной изъ слtдуюшихъ формъ 

д®ft д0( д!:ЭL д,\? ---+ ' --+---· 
ду z дz дх 

Но въ трехъ рамичныхъ видахъ выраженiя Н частныя производныа 
по одной и той же перемtнной имtютъ различныя значенiя. Если, 

напримtръ, вмtсто того, чтобы разсматринать z, какъ функцiю ..отъ 
х и у, хотимъ разсматривать у, какъ функцiю отъ х и z, принимая 
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послъднiя за независимыя, и отличая скобками производныя, взятыя 
въ этомъ предположенiи, то будемъ имъть 

а поэтому 

д2 д 01t 
д.{; + -ду (~) + р (д2) + q (i01t) 

дх \дZ дz (11_~) + (д €>!:) . 
дх дz 

Точно такъ же имъемъ 

д(2, ®z:) 
д(х,у} 

д((2, ®z:)) q ·------·-- . 
д ((х, z)) 

Исключая производныя отъ 01t съ помощью соотношенiй 

наАдемъ 

ar дm д®L P-+q----=~-, 
ду ду ду 

1 д(2, ®z:) 
q -д(х,у) 

688. Средняя кривизна. Понятiемъ о средней кривизнъ мы 
обязаны Софи Жерменъ (Sophie Germain). Среднею кривизною на
зывается ариеметическое среднее i Н главныхъ кривизнъ. Чтобы 
оправдать такое названiе, замътимъ сперва слъдующее: если (! и е' 
обозначаютъ радiусы кривизны какихъ нибудь двухъ взаимно пер
пендикулярныхъ нормальныхъ съченiА, то формула Эйлера дастъ 

sin2 е cos2 е ---+--· 
~l {},;, 

откуда путемъ сложенiя получаемъ 

Разсмотриыъ теперь 2п касательныхъ, равномърно распредъленныхъ 
вокругъ точки М. Стоип только представить себъ, что всъ онъ 
раздълены на п паръ взаимно перпендикулярныхъ касательныхъ, 

чтобы · убъдиться, что и при возрастанiи п до безконечности, 
ариеметическое среднее нормальныхъ кривиэнъ всегда оста

ется равнымъ величинъ t Н въ точкъ М. 
689. Поверхности съ постоянною среднею кривизною играютъ 

важную роль въ явленiяхъ капиллярности и были получены опыт
нымъ путемъ физикомъ Плат6 (Plateau) 1). Особенно эамъчательны 

1) См., наnримtръ, ,,Cours de Physique• Jamin (3-е изд., томъ 1, 
стр. 225) или 4-ю главу 0 Le1,:ons sur la capillarite• Н. Poincare. См. также· 
Е. Cesaro .Nattirliche Geometrie•, стр. 233. 

14 
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поверхности, для которыхъ средняя кривизна равна нулю, т. е. 

поверхности, у которыхъ въ каждой точкt. главные радiусы кривизны 

равны между собою по абсолютной величинi; и противоположны 

по знаку. Это свойство равносильно тому, что индикатриса Дюпена 
приводится къ системi; двухъ дополнительныхъ равностороннихъ 
rиперболъ, что влечетъ за собою нижеслi;дующее характеристическое 
свойство разсматриваемыхъ поверхностей: асимптотическiя линiи 

въ каждой точкi; пересi;каются подъ прямымъ уrломъ. 

Аналитически эти поверхности, на основанiи первой изъ формулъ (19), 
характеризуются слiщующимъ дифференцiальнымъ уравненiемъ 

(I+q2)r-Цqs+(l+P'Jt О. 

Ихъ называютъ минимальными поверхностями вслiщствiе того, 

что всякая сомкнутая кривая, проведенная по такой поверхности, 

выдtляетъ часть поверхности, меньшую чъмъ та, которую та же 
кривая выдtлитъ на другой поверхности, проходящей черезъ ту же 

кривую. Доказательство этого свойства относится къ варiацiонному 
исчисленiю. 

690. Прим-tры. а) Примtръ минимальной поверхности мы тотчасъ 
найдемъ между поверхностями вращеиiя. Мы очень скоро увидимъ, что на 
зтихъ поверхностяхъ одно изъ rлавныхъ сt.чепiй есть меридiанъ, а другое 
касается параллели въ данной точкt. М. Главными радiусами кривизны бу
дутъ, слt.довательно, радiусъ кривизны мерИдiана и (§ 681, Ь) отрt.зокъ, 
отсt.каемый осью вращепiя на нормали къ поверхности, считаемый отъ 
точки М. Для минимальной поверхности эти радiусы должны быть противо
положны по направленiю, а потому меридiанъ долженъ быть обращенъ вы
пуклостью къ оси вращенiя. Кромt. тоrо, онъ долженъ обладать свойствомъ, 
что ero центръ кривизны симметрично расположенъ относи· 

тельно данной точки съ точкою пересt.ченiя нормали съ непо
движною прямою. Раньше мы видt.ли (§ 595, lJ, что такимъ свойствомъ 
обладаеrп цiшная линiя, а впослi;дствiи мы увидимъ, что друriя кривыя 
зтимъ свойствомъ обладать не моrутъ. Слt.доватепьно, катеноидъ есть 
единственная минимальная поверхность вращенiя. 

Ь) Геликоидъ съ направляющею плоскостью (косой)(§ 655, Ь) 
также минимальная поверхность. Въ самомъ дt.лt., такъ какъ образующiя 
косоrо геликоида суть rлавныя нормали круговой вишовой линiи и без
численнаrо множества друrихъ sинтовыхъ линiй, лежащихъ на концентриче
скихъ цилиндрахъ (§ 658, Ь), то ясно, что эти вишовыя линiи изображаютъ 
собою одну изъ системъ асимmотическихъ линiй. Другая система изобража
ется, какъ на всякой линейчатой поверхности, самими образующими. Убt.
дившись, такимъ образомъ, въ ортогональности двухъ системъ асимптотиче
скихъ линiй, мы доказалн этимъ самымъ, что косой rеликоидъ минимальная 
поверхность. Обратно, на каждой минимальной линейчатой поверхности одна 
изъ системъ асимmотическихъ линiй изображается ортогональными траекто
рiями образующихъ, и поэтому эти кривыя имt.ютъ rлавныя нормали, 
совпадающiя съ образующими поверхности. Отсюда слt.дуетъ (§ 658, Ь), 
что каждая изъ этихъ кривыхъ имt.етъ rлавныя нормали, общiя съ безконеч
нымъ множествомъ друrихъ кривыхъ, и потому будетъ круговою винтовою 
линiею. Слt.довательно, поверхность (образуемая, какъ видимъ, главными 

, нормалями круговой винтовой линiи) есть косой rеликоИдъ Такимъ образомъ 
получается теорема,найденная Каталаномъ: Косой rеликоидъ есть един
ственная минимальная линейчата,1 поверхность.· 
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691. Полная кривизна. Понятiемъ о полной кривизнi. мы 
обязаны Гауссу. Полною кривизною называется произведенiе rлав

ныхъ кривизнъ 

(21) 
rt -s2 

к= (1 + Р2+ q2)2 

Аналоriя между полною кривизною поверхности и кривизною пло

скихъ кривыхъ обнаруживается, если возьмемъ уравненiе поверхности 

въ видi. /(х, у, z) = О и выразимъ К черезъ частныя производныя 
отъ f. А именно, на основанiи извi.стныхъ формулъ (§ 574), 
находимъ 

о 
дf дf iJ1 
дх ду дz 

дf д2/ д2f д2J 

к 1 дх дх-2 дхду дхаz 
(22) = - (Л/)2 д[ д2J д?.J д2f 

оу дуд.,: .ду2 д" дi: 
дf д2.f д2.f д2.f 

дi дzдх дzду дz2 

Параболическiя точки поверхности (§ 663) оказываются аналогич
ными точкамъ изгиба плоскихъ кривыхъ; различiе между эллипти

ческими и гиперболическими точками основывается исключительно 
на томъ, будетъ ли К> или < О. Слi.дуетъ упомянуть еще, что 
Казорати (Casorati) предложилъ еще третью мi.ру кривизны по-
верхности 

которая какъ будто ближе передаетъ обыкновенное понятiе о кри
визнi.. Не слi.дуетъ, однако, придавать слишкомъ большого значе11iя 
разсужденiямъ о наиболi.е цi.лесообразномъ выборi. выраженШ для 
мi.ры кривизны. Важно въ концi. концовъ опредi.ленiе rлавныхъ 

радiусовъ кривизны Q1 и Q2 , или установленiе двухъ независимыхъ 
одна отъ другой функцiй этихъ величинъ; и функцiи ( 19), я1JJ1яю
щiяся аналитически наиболi.е простымъ и естественнымъ путемъ, 

встрi.чаются и въ важнi.йшихъ вопросахъ Геометрiи и .Механики. 
Допустимъ, напримi.ръ, что дана нi.которая поверхность, на которую 

требуется наложить другую, безъ разрывовъ и складокъ, какъ 
весьма тонкую, гибкую, но не растяжимую ткань. Гауссъ доказалъ 1) 

(въ знаменитомъ мемуарi. ,,Disquisitioпes generales circa superficias 
curvas"), что необходимое условiе для возможности такого нало
женiя состоитъ въ слi.дующемъ: въ соотвi.тствующихъ точкахъ 

двухъ поверхностей (т. е. въ такихъ, которыя при наложенiи должны 

1) См., напримtръ, ,,Calcul differentiel •, Boussinesq (crp. 298.,. 
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совпасть) по,1ная кривизна обtихъ поверхностей должна 
бЬjтЬ одинакова. Слtдовательно, полная кривизна поверхности 

въ каждой ея точкt nредставляетъ нtчто такое, что остается неиз

мtннымъ при деформированiи поверхности помощью одного сгибанiя. 

Изъ теоремы Гаусса слtдуетъ также, что единственныя поверхности, 
на которыхъ (какъ на плоскости или на шаровой поверхности) 
можно произвольную фигуру 11ередвигать съ одного мtста на другое, 

не измtняя ея формы, суть поверхности съ постоянною полною 

кривизною. Эти поверхности называютъ кратко поверхностями 
постоянной кривизны. Предыдущее замtчанiе имtетъ огромное 
значенiе въ вопросt объ основныхъ аксiомахъ Геометрiи. 

692. Прим:kры. а) Зам-tчатепьные прим1;ры поверхностей постоянной 
кривизны даютъ н-tкоторыя поверхности вращенiя. На шар-t радiуса а 

1 
кривизна везл1; равна 2 . Но существуетъ безчиспенное множество лруrихъ 

а 

поверхностей вращенiя, им1;ющихъ постоянную (попожитепьную или отри
цательную) кривизну 1) Псевдосфера, т. е. поверхность, образуемая 
вращенiемъ трактрисы (§ 626, d) около ея асимптоты, им1;етъ въ каждой 

1 
точк1;кривизну,равную -а2 ' гд1; а обозначаетъ постоянную длину отръзка 

касательной между точкою касанiя н асимптотою. Въ самомъ д-tпъ, мы 
знаемъ, что проекцiя центра кривизны С1 на ось вращенiя совпадаетъ съ 
точкою пересъченiя Т касательной съ осью, между т-tмъ, какъ другой центръ 
кривизны С2 лежитъ на самой оси. Но въ прямоугопьномъ треуrольник-J. 
ТС1 С2 имъемъ 

МС1 • МС2 МТ2, т. е е1 е2 = а2• 

Ь) Поверхности, которыя моrутъ быть наложены на плоскость при 
помощи одного сгибанiя, должны имъть кривизну, равную нулю, т. е. для 
каждой точки ихъ должно быть r t - s'2 = О. Эти поверхности суть, сп1;дова
тельно, разсмотр-tнныя выше развертывающiяся поверхности (§ 675). 
По Казорати единственною поверхностью съ кривизною, равною нулю, была 
бы плоскость, а круговой uилиндръ им1шъ бы кривизну, равную поповин1; 
кривизны поверхности шара того же радiуса. Возвратимся, однако, къ Гаус
сову опред-tпенiю кривизны и замътимъ, что очень важно, что геодезическiя 
линiи, когда он-t представляютъ кратчайшiЯ путь между двумя точками на 
поверхности, остаются геодезическими и посл-t напоженiя данной поверхности 
на другую. Сл1щовательно, при развертыванiи поверхности на плоскость 
rеодезическiя линiи обращаются въ прямыя. Въ частности, всякая кривая 
обращается въ прямую линiи при наложенiи ея спрямляющей развер
тывающейся поверхносrи (§ 679, с) на плоскость, иными словами, 
черезъ всякую кривую можно провести такую развертывающуюся поверх

ность, при наложенiи которой на плоскость кривая обратится въ прямую. 
Наоборотъ, эволюты кривой (§ 679, Ь) обращаются въ прямыя при наложенiи 
полярной развертывающейся поверхности на плоскость. Зам-tтимъ зд1;сь 
еще, что полярная поверхность плоской кривой всегда будетъ цилиндръ 
и, сл-tдовательно, эволюты плоской кривой суть круrовыя вин
товыя линiи. 

693. Упражиенiя. а) Для поверхности второго порядка съ центромъ, 
отнесенной къ ея осямъ, можно вычиспить полную кривизну съ помощью 
формулы (22), положивъ 

1) ,,Natiirliche Geometrie", стр. 229. 
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"1Хх 
Сперва эам1;1'Имъ, что уравненiе касательной шюскости будетъ ,,;;;;:,_; ·-а2 = 1, 

а разстоянiе h этой плоскости отъ центра поверхности опред-h.~яется изъ 
уравненiя 

1 х2 у2 z2 

7/i. = a".t + м + л1-

Формула (22) дастъ тогда 

о х у z 

к 
/1! .\; а2 о о h4 

- а4Ь4с4 у о ь2 о = а2Ь2(!!,. 

z о о с2 

Итакъ, им-вемъ слiщующую теорему (срав. § 595, h): Въ поверхностяхъ 
второго порядка съ uентромъ полная кривизна измi;няется про
порuiонально четвертой степени разстоянiя отъ касательной 
плоскости до центра. 

Ь) Предложнмъ себi; теперь вычислить rлавныя кривизны въ любой 
точк-в М на развертывающейся поверхносm. Координаты точки М можно 
изобразить формулами 

X=x+av, +ьv, Z=z+cv, 

въ которыхъ а, Ь, с изображаютъ направляющiе косинусы образующей, 
а х, у, е координаты точки Q, въ которой образующая касается ребра 
возврата. Эти шесть величииъ завнсятъ исключительно отъ длины дуги и 
ребра возврата, а v обозначаетъ длину отръзка Q М. Какъ извi;стно (§ 669), 
направляющiе косинусы нормали къ поверхности совпадаютъ съ косинусами 

а, {J, у бинормали кривой (Q), поэтому тотчасъ находимъ, что р = - .!!-__, 
fJ r 

q = -
1
- , откуда слi;дуетъ 

т. е. 

др 

дv 
дq =0 
дv ' 

др ь 

дtt = ---: z,y2 ' 

ra + sb = sa + ib = О, r). + Sft = -

а сл-вдовательно, 

r= s 

дq 

ди 

ь 
s1.+tµ,= 

Формула (21) даетъ К= О. Этого и слi;довало ожидать, такъ какъ мы уже 
видi;ли (§ 675), что въ каждой точкъ развертывающейся поверхности rt-s2=0. 
Къ тому же заключенiю приводитъ также зам-вчанiе, что совпаденiе обi;ихъ 
системъ асимптотическихъ линiй въ одну систему образующихъ показываетъ, 
что одно изъ rлавныхъ сi;ченiй, nроходящихъ черезъ любую точку Л{ есть 
образующая, проведенная черезъ эту точку, потому что касательныя къ 
этимъ сi;ченiямъ должны вi;дь дi;лить пополамъ углы между соприкасаю
щимися прямыми. Слi;довательно, одна изъ главныхъ кривизнъ равна нулю. 
Другая 1Iается первою изъ формулъ (19) и имъетъ значенiе 

= - [ (1 -,:J2)a2+ 2 а 11 аЬ + ( l--·a2)b2J_g~ = - (l -c2 __ 11'!) (] ., = - 11 • 
I z.vfJ z.v~,-- z. v 
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Отсюда видно, что R = - v tg ((), rдъ (() есть уrолъ, на который· касательная 
къ ребру в6!зврата должна повернуться въ опред1;ленномъ уже раньше на
правленiи (§ 679), чтобы совnасть съ образующею развертывающейся поверх
ности, огибающей спрямляющiя плоскости. Такъ какъ длина R откладывается 
по положительному направленiю бинормали, то мы видимъ, что центры 
нормальной кривизны всъхъ ортоrональныхъ траекторiй обра
зующихъ развертывающейся поверхности лежатъ на поверхно
сти, огибающей спрямляющiя плоскости ребра возврата. Къ тому 
же заключенiю приводитъ и замъчанiе, что образующая огибающей спрям
ляющiя плоскости ребра возврата есть въ то же время (§§ 673, а; 679, Ь, а) 
ось соприкасающихся круrовъ всъхъ ортоrональныхъ траекторiй. Отсюда, 
принимая во вниманiе теорему Менье, мы видимъ, что упомянутая образу
ющая встръчаетъ плоскости, перпендикулярныя къ образующимъ первой 
поверхности, въ центрахъ кривизны соотвътствующихъ съченiй вдоль этихъ 
образующихъ. 

694. Въ заключенiе мы обобщимъ формулы (19) такимъ 
образомъ, чтобы сдi;лать ихъ непосредственно nримiшимыми къ 

тому случаю, когда х, у, z даны въ видi; функцiй отъ двухъ неза
висимыхъ перемtнныхъ и и v. Наnомнимъ, что въ концi; § 660 
были даны формулы 

(23) 5? 

въ которыхъ 

Такъ какъ 

д(5;.~1Z) 

д(х,у) 

с='"'~-!_~. 
,.;;;.,.; ди д·с 

то no второй изъ формулъ (20) получимъ 

.к 
д(~.&) 
д (и, v) 

1 д'(&, 5?) 
~ д(и,v) 

1 д(5;.~) 
& д(и,v)-' 

Умножая эти три выраженiя соотвi;тственно на 5?\ ~2, & 2 (сумма 
которыхъ равна 1) и складывая, получимъ 

(24) 

или 

}; 
д 5; д 5; 
д II дv 

·К= ®lZ 
д !?)lZ д01Z 
д 11 дv 

~l д& д& 

7Ги дv 
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Формулу (24) можно преобразовать еще такимъ обраэомъ, что въ 
выраженiе К войдутъ явно первыя и вторыя проиэводныя отъ 
х, у, z по и и по v. Написавъ эту формулу въ видt 

'\"" д (у, z) д (:ЭR:. ffl:) 
(аЬ-с11К= ~ д(и, v) д(tt,vГ' 

тотчасъ увидимъ (§ 29), что правая часть равна проиэведенiю 

матриссъ 

дх ду дz дr д !ЭТt дffl: 

ди ди Jr:i ди ди 

дх ду дz дr дЩ д®Т 
дv дv v дv дv-

Съ друrой стороны, выполняя умноженiе и принимая во вниманiе 
уравненiя, получаемыя дьфференцированiемъ по и и по v условiй 

ортоrональности 

о, О, 

находимъ, что элементы опредtлителя, равнаrо прои3веденiю уnо

мянутыхъ матриссъ, будутъ 

I~~:~ I д2х а - r-
ди2 

2":::; д2х 
-Irдидv= -

@, 

утдх_дr I д2х @, 
- 2·······--,._, дv и дvди -

2"~{:; ,};'rд2х $ 
дv2 

При этомъ, для сокращенiя, положено 

д:,; дх tJ!.x дх дх д2х 

д tt дv ди2 д tl дv dv2 

ff= ~.r ду д2 у 
.ffi= 

ду ду tJ!.y 
д lt дv д 112 ди дv д'lfl 

дz дz д2 z дz z д2 z 
ди дv д и2 ди v ·,гv2 

д .t: дх д2х 

7Гii дv дtsдv 

@, 
ду ду д2у 

ди дv дидv 

дz дz д2z 

д tJ дv дидv 
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Слiщовательно, 

(25) 
as,-e2 

К---··-· - (аЬ c2f 

695. Подобнымъ же обрааомъ поступимъ для вычисленiя Н, 
исходя иаъ первой формулы (20), при чемъ измtнимъ знаки правыхъ 
частей на противоположные для того, чтобы косинусы r, €т: взяты 
были съ тtми знаками, какiе дпя нихъ получаются изъ формулы (23) 
при и = х, v = у. Очевидно, имtемъ 

JS; + д€)1t = д(r,у) д(€т:,х) 
дх ду д(х,у) д(х,у) 

1._ .. 1 rд(r. у)_ д(€т:,х)] и т. д. 
vаь..=с2 !Э[ д(и, v) д(и, v) 

Слtдовательно, УаЬ. - с". Н можетъ быть представлено каждою 
изъ трехъ разностей 

д(!Э~,у) д(€т:,z) 

д(и, v) - д(и, v)' 
д(€т:,х) 

-д(и,vГ 
д~,.tl. 
д(и, v) · 

дtленныхъ соотвtтственно на r, €т:, И; умножая ихъ соотвtт
ственно на f 2 , €т:\ !Эl-2 и складывая, получимъ 

Jlab~c2. Н = "r [д(®I,у) _ д(~,z)] 
~ . д(tt, v) д(и, v) 

или 

~r-·-···-· .J: f( дz ду) дr ( дz ду) д~] r аЬ-с2 Н= €т: -И- - €т: -И- - · . дv ди дv 

Между тtмъ, при помощи леrкаrо вычисленiя найдемъ еще 

1 ( дх 
VаЬ-с2 адv 

Слtдовательно, 

(аЬ 

и, наконецъ, 

(26) 

Легко провtрить, что формулы (25) и (26) приводятся къ форму
ламъ (19), когда положимъ и х, v = у, потому что при этихъ 

предположенiяхъ функцiи а, Ь, с, а,$, е обращаются въ 1 +Р, 
1+q", pq, r, t и s. 



§ 696 ОПРЕДМЕНIЯ И СВОЙСТВА зам1;ЧАТ. КРИВ. НА ПОВЕРХНОСТИ. 

Опредiшенiя и свойства зам'hчательныхъ 

н:ривыхъ на поверхности. 

217 

696. Линiи кривизны и точки закруrленiя. Для опредt
ленiя линiй кривизны (§ 665) на данной поверхности, мы имtемъ 
слtдующее уравненiе, получаемое черезъ исключенiе k изъ ура·в
ненiй (17) § 686, съ замiшою а и Ь на dx и dy 

(27) 
(l+P2)dx+pqdy pqdx+(l+q2)dy 

rdx + s1fy = stix + tdy ' 
т. е. 

(28) 

потому что въ уравненiяхъ ( 17) а и Ь обозначаютъ косинусы 
уг,1овъ осей индикатрисы съ координатными осями х и у, а оси 

индикатрисы въ каждой точкt касаются линiи кривизны. Представляя 

себt, что р, q, r, s, t выражены въ независимыхъ перемtнныхъ 
х и у, получаемъ изъ уравненiй (28) два уравненiя 

(29) 
dy dx lf (х, у), 

dy . 
dx = ?р(.1:,у). 

Изъ этихъ уравненiА, равсматриваемыхъ одно отдtльно отъ другого, 
при помощи прiема, который будетъ равъясненъ въ концt этого 

учебника, приходимъ къ уравненiямъ двухъ системъ цилиндриче
скихъ поверхностей, параллельныхъ оси z-овъ, пересtкающихъ по

верхность по линiямъ кривизны. Замtтимъ, что уравненiя (28) 
удовлетворяются тож11.ественно тогда и только тогда, когда коорди

наты х, у, z точки М на поверхности удовлетворяютъ еще двумъ 
нижеслtдующимъ уравненiямъ 

(30) 
r s 

1+р2 = pq 

Черезъ такую точку М проходитъ, слtдовательно, безчисленное 
множество линiй кривизны. Такiя точки называются точками за

кругленiя (Nabelpunkte, ombllics). Число ихъ, вообще говоря, 
конечно .. Но возможны случаи, когда онt ваполняютъ цtлую линiю 
на поверхности; это будетъ тогда, когда два уравненiя (30) при
водятся къ одному. Неопредtленность направленiй касательныхъ къ 
линiямъ кривизны въ точкt закругленiя можеть проистекать только 

ивъ неопредtленности направленiй осей индикатрисы Дюпена, т. е. 
ивъ того, что эта индикатриса будетъ кругъ. Отсюда слtдуетъ 
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(§ 664), что поверхность въ смежности съ точкою закруrленiя упо
добляется шару, потому что, если передвинемъ безконечно мало 
касательную плоскость въ такой точкi; такимъ образомъ, чтобы 

эта плоскость осталась перпендикулярною къ нормали, то на по

верхности опредi;лится безконечно малое круглое съченiе. Это обсто
ятельство позволяетъ тотчасъ заключить, что на эллипсоид-!;, напри

мъръ, находятся четыре вещественныхъ точки аакругленiя. Эти 
точки будутъ именно точки пересъченiя поверхности съ дiаметрами, 
сопряженными съ двумя системами круrовыхъ съченiй эллипсоида. 
Впрочемъ, можно непосредственно провърить, что условiя (30) 
равносильны условiю ()1 = ()2 • ДJ;Аствительно, изъ ура,шенШ (19), 
съ помощью простого вычисленiя, получаемъ 

t )2 ( r f 2 s)2J i+q2 + fflq2 Г+? + t+q2 - pq ' 

откуда и видимъ, что дли существованiя равенства ()1 () 2 ус,1овiя (30) 
необходимы и достаточны. 

697. Нормали къ поверхности, проведенныя черезъ раапичныя 
точки нъкоторой кривой, лежащей на этой поверхности, или, какъ 

говорятъ, нормали вдоль нъкоторой кривой, вообще, образуютъ 
косую линейчатую поверхность, носящую названiе нормальной 

поверхности или нормалiи (normalie). Спрашивается, нi;тъ ли 
между безчисленнымъ множествомъ нормалiй, проходящихъ черезъ 
данную точку на поверхности, развертывающихся поверхностей? 
У словiе, необходимое и достаточное для того, чтобы нормаль въ 
точкi; М образовала развертывающуюся поверхность при движенiи 
точки М на поверхности (§ 667) есть 

р dp 

q dq 

о 

d."t: 1 
dy =0. 

dz 

Этотъ опредi;литель равенъ 

р dp 

q dq 

- 1 О 

dx+pdz 

dy + qdz 

о 

dx+pdz 

dy +qdz 

Слtдовательно, должно существовать уравненiе 

(31) • 
dx+pdz dy+qdz. 
-;гр--= --dq-' 

dp I 
dq 1· 
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но это уравненiе совпадаетъ съ уравненiемъ (27), въ чемъ тотчасъ 

убtждаемся, замtчая, что 

dz pd~ + qdy, dp = rdx+ sdy, dq = sdx + tdy. 

Итакъ, черезъ каждую точку поверхности проходятъ двt разверты
вающiяся нормалiи, слtды которыхъ на данной поверхности будутъ 

не что иное, какъ ея линiи кривизны. Ребра возврата всtхъ этихъ 

нормалiй образуютъ поверхность съ двумя полами, которую можно 

разсматривать, какъ общее мtсто всtхъ главныхъ центровъ 
кривизны. Эта вторая поверхность представляетъ относительно пер
вой до нtкоторой степени аналоriю съ тtмъ, что представляетъ 
эволюта кривой относительно самой кривой 1). Общее мtсто глав
ны,хъ центровъ кривизны называется эволютою данной поверхности 

и состоитъ изъ двухъ полъ: одна образуется однимъ, другая дру

rимъ главнымъ центромъ кривизны. Данная поверхность, по отно

шенiю къ своей эволютt, называется эвольвентою, по аналогiи съ 
кривыми линiями. Указанное выше характеристическое свойство линiи 

кривизны можно формулировать слtдующимъ образомъ: Всякая 
линiя кривизны есть ортогональная траекторiя образую

щихъ развертывающейся поверхности, состоящей изъ нор

малей къ поверхности, и этимъ своt!ствомъ не обладаетъ никакая 

другая кривая на поверхности. Отсюда не трудно вывести, если 

припомнимъ одну раньше доказанную теорему (§ 673, Ь), слiщуюшее 
предложенiе: Если нtкоторая линiя есть линiя кривизны на нtко

торой поверхности, то она сохранитъ тотъ же характеръ на всtхъ 

пq~ерхностяхъ, пересtкающихъ первую поверхность подъ постоян
нымъ угломъ вдоль всей данной линiи. Отсюда въ частности слt
дуетъ, что если нtкоторая плоскость пересtкаетъ данную 

поверхность подъ постояннымъ уrломъ, то линiя пересt
ченiя непремtнно будетъ линiею кривизны; и обратно, 

если линiя кривизны -линiя плоская, то ея плоскость пе

ресtкаетъ поверхность подъ постояннымъ уrломъ. То же 
самое можно общнtе утверждать о сферическихъ кривыхъ, потому 
что на сферt всякая линiя есть линiя кривизны. 

698. Формулы Родрига. Условiе, необходимое и достаточное 
для того, чтобы нtкоторая точка (х, у, z) данной поверхности 
описывала линiю кривизны, можно прямо написать, выражая, что 

нормальная плоскость разсматриваемой кривой совпадаетъ со спрям

ляющею плоскостью эволюты этой кривой (§ 673, а), касательныя 
которой будутъ нормали къ поверхности. Слiщовательно, мы должны 
имtть 

(32) 
dx dy dz 
"iГS!.=iit1ft d~ 

1) О сво!!ствахъ эволютъ поверхностей см. ,,Natiirliche Geornetrie•, 
стр. 217. 
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Эти формулы называются формулами Родриrа. Два уравненiя, ими 
выражаемыя, 11риводятся къ одному, если примемъ во вниманiе 

условiе ортогональности 

f:.dx+ ®Rdy+ mdz = О. 

Обратно, если условiя (32) выполнены, то 

r. df:. dx 

ш d®R dy = о, 

т dm d.z 

т. е. (§ 667) нормаль къ поверхности образуетъ развертывающуюся 
поверхность, и точка (х, у, z) описываетъ, слtцовательно, линiю 
кривизны. Можно, впрочемъ, вывести также формулы (32) изъ по· 
слtдняrо условiя, потому что вызвышая предыдущее уравненiе въ 

квадратъ, легко приведемъ его къ виду 

(dm dy- d®R dz)2+ (df:. d Z - d€J( tJ .х-)2+ (d®R dx- df:. dy)2 0, 

а послtднее равенство, очевидно, разбивается на два равенства (32). 
Далtе, легко видtть, что общая величина отношенiВ ( 32) равна, 
независимо отъ знака, длинt соотвtтствующаrо rлавнаrо радiуса 

кривизны. Наконецъ, отъ формулъ Родрига можно придти и къ 
формулt (31), дифференцируя равенства f:.=-mp, Ш= mq, 
и замtчая, что d5?. + pdm, dШ + qdm, а слtдовательно, и 
dx + pdz и dy + qdz пропорцiональны dp и dq. 

699. Прим~ры. а) На поверхностяхъ вращенiя линiями кривизны 
будутъ меридiаны и параллели. Дtйствительно, нормали къ поверхности 
вдоль меридiана лежатъ въ плоскости мерид!ана, а нормали вдоль парамели 
пересъкаются всъ на оси вращенiя и образуютъ коническую поверхность· 
Еще проще убъдим:ся въ сказанномъ, замъчая, что плоскости каждаго мери
дiана и каждой параллели пересъкаютъ поверхность подъ постояннымъ 
уrломъ. Впрочемъ, найдя одну изъ системъ линiй кривизны, можно опредt,
лить другую изъ условiя ортогональности объихъ системъ. Двi; системы 
линiй кривизны соотвътствуютъ двумъ поламъ эволюты поверхности. Одна 
изъ нихъ образуется вращенiемъ эволюты меридiана около оси поверхности, 
другая сводится (§ 681, Ь) къ самой о.си. Напримъръ. катеноидъ въ сово
купности съ осью вращенiя образуетъ эволюту псевдосферы. 

Ь) На развертывающейся поверхности каждая образующая есть 
линiя кривизны, потому что нормали къ поверхности вдоль образующей 
лежатъ въ одной плоскости. Если повернемъ образующiя на прямой уrолъ 
около одной изъ ихъ ортоrональныхъ траекторiй, то онъ сдълаются нор
малями къ поверхности, а съ другой стороны остаются образующими раз
вертывающейся поверхности (§ 673, Ь). Такимъ образомъ прямо получаемъ, 
что ортоrональныя траекторiи образующихъ представляютъ вторую систему 
линiй кривизны. Эволюта поверхности имъетъ одну полу на безконечности, 
а другая (§ 693, Ь) есть спрямляющая развертывающаяся поверхность ребра 
возврата. 

с) На огибающей семейства шаровъ (т. е. системы шаровъ, въ урав
ненiяхъ которыхъ коэффицiенты - функцiи одного независимаrо параметра) 
линiями кривизны будутъ характеристики, потому что (§ 674) вдоль 
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каждой изъ нихъ нормали къ поверхности будутъ радiусы оrибаемыхъ 
шаровъ, пересi;кающiеся въ центрi; С1 • Отсюда слiiдуетъ, что одинъ изъ 
rлавныхъ центровъ кривизны есть точка С1 
(рис. 87). Второй rлавный центръ кривизны, для 
тоrо случая, коrд:~ имiiемъ дi;ло съ поверхностью 
канала(§ 678, Ь), опредi;лится изъ тоrо замii
чанiя, что онъ находится на ребрi; возврата раз
вертывающейся поверхности, образуемой нор
малью къ линiи центров'ь, и слi;довательно, 
долженъ находится (§ 679, Ь) на оси соприка
сающаrося круrа этой кривой. Поэтому главные 
радiусы кривизны будутъ 

R - ____!}__, 
cos rp 

что, впрочемъ, леrко получить и при помощи 

вычисленiя, пользуясь формулами (19) и полаrая 
'2 А (Х - х) = cos (J), или еще проще, положивъ Рис. 87. 
и = s, v = р, и примiiняя формулы (25) и (26). 
Замiiтимъ, наконецъ, что эволюта канала состоитъ изъ полярной поверх
ности линiи центровъ и самой этой кривой. 

700. Геодезическое крученJе. Найденное въ § 697 харак
теристическое свойство лииiи кривизны находится въ тtсноf.1 связи 
съ nонятiемъ о геодезическомъ крученiи. Это понятiе введено 
было Бертраномъ съ цtлъю дать мtру вращательной составляющей 

n' 

N 

Рис. 88. 

въ движенiи касательной плоскости, при перемtщенiи точки касанiw 

по направленiю касательной. Естественно принять за мtру этого
вращенiя отношенiе угла, на который повернется проекцiя нормали. 

къ поверхности па нормальную плоскость, къ d(J (дифференцiалу 
дуги кривоf.1). Мы уже видtли (въ § 672), что этотъ уголъ равенъ. 
11- dp. Вышеупомянутое отношенiе 

·d(f) ·= ,Гs 
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и называется геодезическимъ крученiемъ. Ясно, что характеристиче
ское свойство линiй кривизны, о которомъ идетъ рtчь, можеть 
быть выражено тtмъ, что для линiи кривизны геодезическое крученiе 

во всякой ея точкt равно нулю (см. § 672). Слtдовательно, геоде
зическое крученiе имtетъ для линiй кривизны то же значенiе, какое 

нормальная кривизна (§ 683) имtетъ для асимптотическихъ линШ, 
при этомъ, какъ нормальная кривизна, такъ и геодезическое крученiе 

будутъ имtтъ одинаковое значенiе въ данной точкt на вс1;хъ кривыхъ, 

имtющихъ общую касательную, между тtмъ какъ геодезическая кри

визна для такихъ кривыхъ мtняется при измtненiи соприкасающейся 

плоскости. Мы увидимъ также далtе, что существуютъ извtстныя 

аналогiи между законами измtненiя нормальной кривизны и геоде

зическаго крученiя при переходt отъ одной изъ безчисленнаго 
множества кривыхъ, проводимыхъ по поверхности черезъ данную 

точку въ различныхъ направленiяхъ, къ другой. А именно, и то и 
другое выражаются однородными квадратичными функцiями отъ 

косинусовъ, опредtляющихъ эти направленiя. 

701. Положимъ, что (а, Ь, с) обозначаютъ направляющiе 
косинусы данной касательной къ поверхности въ данной точкt М, 
(а', Ь', с')- направляющiе косинусы другой, перпендикулярной къ 
первой. Нормаль (>?, ffi, ®t) къ поверхности въ точкt М и прямая 
(а', Ь', с'), очевидно, будутъ лежать въ нормальной 11лоскости къ 
кривой, имtющей касательную (а, Ь, с), такъ какъ въ этой пло
скости лежатъ всt перпендикуляры къ (а, Ь, с). Поэтому, разсма
тривая прямоуг~льный треугольникъ, у к_отораго гипотенуза равна 

единицt и направлена по нормали къ поверхности въ точкt М, 
а катеты по главной нормали Мп ().., µ, v) и бинормали (а, {J, r) 
къ данной кривой, и проектируя стороны этого треугольника на 

координатныя оси, получимъ 

)? asinp+).cosrp, ffi=.Зsinrp+1icosq;, ~[=ysinq,+vcosq, 

(t.p обозначаетъ, какъ и выше, уголъ между нормалью къ поверх
ности и главною нормалью кривой, т. е. уголъ нашего треугольника, 

прилегающiй къ главной нормали). Точно также, замtнивъ напра

вленiе (>?, т, ®t) направленiемъ (а', Ь', с'), очевидно, ему перпен
дикулярнымъ, получимъ 

а'= а cos q; - ). sin lf', Ь' = {J cos q; - ft sin q,, с'= у cos (f) - ·v sin q,. 

Дифференцируя эти формулы по а, пользуясь формулами (11) и 
выраженiемъ 't, тотчасъ получимъ 

(33) f:l:J:s 
da 

_ !!_cos т-а'~ дffi h h' дт', 
(! ~ ,, да = - (} cos (f)- т, да -- 5.._ cos q, с' 1; • 

(! 
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Это, такъ сказать, формулы Френе для ортогональной системы 
трехъ направленiй, опредtляемыхъ ортоrональнымъ опредtлителемъ 

а а' 5:. 

п ь Ь' 01Z = 1. 

с с' т 

Умножая формулы (33) сперва на а, ь, с, затtмъ на ' а, Ь' 
' 

' с' 
получимъ путемъ сложенiя 

cos (J! - ,Iad5:., т - ,Ia't!_~. 
(! da da 

А такъ какъ 5:. - тр, 01Z - !Эiq, то, принимая во вниманiе 
условiя ортогональности ра + qb - с= О и ра' + qb' с'= О, 
получимъ иэъ предыдущихъ формулъ слtдующiя: 

Первая формула есть не что иное, какъ извtстная уже формула (13), 
для которой, слtдовательно, мы получили здtсь новое докаэатель-

d р др dx др dy Ь 
ство, потому что - - · ·-+- · - ar + s и т. д., вторая da дх da ду da 
даетъ 

(34) 
raa' + s (аЬ'+ Ьа') + tЬЬ' 

т= . 
v1+p2+q2 

Это равенство можно привести къ формt, аналогичной формулt (13), 
замtчая, что по свойству опредtпителя .Q, имtемъ 

а'= 0Кс - !Э'[Ь !Э'[ (Ь +qc) =- !Э'[ [pqa+{l +q2) Ь], 

Ь'= !ЭZ,а- 5;.с = !Э~(а+рс)= ~- ((1 +Р2)а+ pqb]. 

Отсюда получаемъ 

(ra+sb) [pqa + (1 +q2) Ь] + (sa +tb) Г(l + Р2) а+ pqb} 
- . ····· 1 + Р2 + q'Г ·········~-·' 

и снова находимъ характеристичное для линiй кривизны условiе (27), 
приравнивая ,r; нулю. 

702. Если желаемъ изучить свойства rеодезическаrо крученiя, 
то удобнtе всего будетъ пользоваться выраженiемъ (34). 

а) Первое свойство получается тотчасъ при помощи слtдую
щаго замtчанiя. Замtняя направленiе (а, Ь, с) направленiемъ (а', Ь', с'), 
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мы должны послiщнее замiшить на ( - а, Ь, - с) для того, 
чтобы Q не измtнило своего значенiя, а тогда r: измtннть лишь 
свой знакъ. Слtдовательно, двt кривыя, пересtкающiяся подъ 
прямымъ угломъ, имtють геодезическiя крученiя, равныя по абсо

лютной величинt, но противоположныя по знаку. 

Ь) Если (ai, hi, с1 ) и (а2 , Ь2 , с2) будутъ направленiя линiй 
кривизны, то, вслtдствiе ихъ ортогональности, всегда можно положить 

а а1 cos в+a2 sin в, 

Ь = Ь1 cos в + Ь2 sin 9 , 

а'= - ·· а1 sin в + а2 cos в, 

Ь' = Ь1 sin в + Ь2 cos в . 

Замtчая еще, что 

ra1 a2 + s (а1 Ь2 +а2 Ь1) + tb1 Ь2 = О 

(изъ формулы (34) при r: = О), и подставляя вышенаписанныя выра
женiя въ (34), получимъ формулу 

(35) 2.) sin е cos 6 , 
!>1 

rдt е, и (!2 главные радiусы кривизны, ясно показывающую, какъ 

измtняется r: при вращенiи кривой около дан!Щlft точки. 
1 1 

с) Обозначимъ теперь черезъ - и , кривизны нормальныхъ 
Q (! 

сtченiй, касающихся 11рямыхъ (а, Ь, с) и (d, Ь', с'), т. е. нор
мальныя кривизны первой и второй разсматриваемыхъ нами кривыхъ. 

1 1 
Величины 7i и Q' выразятся, какъ извtстно, формулами 

(! 

1 

е' 

Замtтимъ еще, что аЬ' а' Ь, очевидно, равно т, потому что 
аЬ' - а'Ь есть косинусъ угла, образуемаrо перпендикуляромъ къ 
(а, h, с) и (а', Ь', с'), т. е. нормалью къ поверхности, съ осью 
z-овъ, и, какъ легко провtрить, 

(ra2 +2 sab + tЬ2)(ra'2+ 2sa'b'+ tb'2) - (raa'+ s(ab'+ Ьа') + tЬЬ')2 

тождественно равно (rt s2)(ab'-a'b), т. е. (rt s2)m2• Тогда 
найдем ь слtдующую важную формулу 

(36) 
,, 

1:-

Эту формулу можно вывести также изъ выраженiя (35) для ~
и формулы Эйлера. Дtйствительно, написавъ послtднюю въ тtхъ 
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двухъ видахъ, которые указаны были въ § 685, путемъ умноженiя 
тоrчасъ найдемъ 

1 
к= -- - к 

ее' ' 

такъ какъ Н 
1 1 
е + е'· 

703. Асимптотнческiя лннiи. Теорема Эннепера. Разыс
канiе асимптотическихъ линiй основывается на уравненiи 

(:fl} rdx2 + 2sdxdy + tdy~ О. 

Оно выражаетъ, что нормальная кривизна зтихъ линiй въ каждой 
ихъ точкt равна нулю. Уравненiе (37) выражаетъ также перпенди
кулярность главной нормали кривой и нормали къ поверхности, 

потому что лtвая его часть тождественно равна выраженiю 
- pd2 х- q d2y + d2 z. Уравненiе (37) можно поэтому написать и 
въ слtдующемъ болtе общемъ видt 

2d2x+ ffid2y + ifЯ.,d2z О. 

Если х, у, z заданJf, какъ' функцiи двухъ независимыхъ перемtн
ныхъ и, v, и замtтимъ, что 

~х ~х ~х 
d2x = ди2 d и2 + 2 дидv du dv + дv2 dv2 и т. д., 

то послtднее уравненiе приметъ видъ 

(38) eldu2 +2@dud·v + $dv2 = О 

гдt а, $, @ имtютъ установленныя въ концt § 694 значенiя. 
Впослtдствiи мы увидимъ, что уравненiе (37), какъ и (28), имtющее 
тотъ же видъ, характеризуетъ два семейства (съ однимъ независи
мымъ параметромъ) поверхностей, пересtкающихъ данную поверх
ность по асимптотнческимъ линiямъ. Впрочемъ, для изученiя асимп
тотическихъ линiА на данной поверхности не неизбtжно знать ихъ 
уравненiя. А именно, если извtстны главныя кривизны, то можно, 
съ помощью нtкоторыхъ формулъ найти и кривизны асимптотиче
скихъ линiА. Не выходя за предtлы, поставленные для настоящаго 
учебника, мы не можемъ дать зд1;сь доказательство одной формулы 
Бонне 1), выражающей первую кривизну асимптотическихъ линiй 
черезъ Q1 и Q2 • Относительно же крученiя легко доказать слtдую
щую теорему Эннепера: Крученiе асимптотическихъ линiй 
равно корню квадратному изъ полной кривизны, взятой 

съ обратнымъ знакомъ. Д1;йствительно, для асимтотическихъ 

1) "Nouvelles Annales de Mathematiques" 1865, стр. 268. 
15 
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линiй, какъ и вообще для всt.хъ кривыхъ, главныя нормали кото
рыхъ ве3дt, одинаково наклонены къ нормали поверхности, т. е. 

для которыхъ rp const. (что имt.етъ мt.сто и для геоде3ическихъ 

линiй) геоде3ическое крученiе равно абсолютному крученiю. Поэтому, 

такъ какъ: -с:, а: О,тоформула(36) идаетъ'l,=±V=() 1()2 • 

704. Теорема Бельтрами. Въ 3аключенiе докажемъ теорему 
Бельтрами, упомянутую въ § 682. Помt.стимъ начало координатъ 
въ любой точкt. М на поверхности; 3атt.мъ въ касательной пло
скости примемъ за ось х-овъ касательную къ асимптотической линiи, 

за ось у-овъ ея главную нормаль, а ось z-овъ (нормаль къ поверх· 
ности) направимъ въ отрицательную сторону по бинормали. Выве
денныя въ § 643 формулы (19) примt.нимы ко всякой кривой, 
которая касается асимптотической линiи и для которой соприкасаю· 

щаяся плоскость въ точкt. М совпадаетъ съ касательною плоскостью 
на поверхности. Слt.довательно, если (х, у, z) будутъ координаты 
(и, w, -v) точки М', безконечно бли3кой къ М, на ра3сматри
ваемой кривой, то 

у I 
Um-=~• 

.х2 2 () 

Въ частности, эти формулы справедливы для асимптотической линiи, 
если въ нихъ замt.нимъ () и ,:; соотвt.тствующими 3наченiями ()о и ,:;0 , 

въ точкt. М на асимптотической линiи. Съ другой стороны, урав
ненiе поверхности въ смежности съ точкою М можно написать въ 
видt. (до членовъ 3-го порядка включительно) 

z t(rx2+2sxy-f-ty2)-f-kx3-f-· ... 

Такъ какъ, по предположенiю, одна изъ соприкасающихся прямыхъ 
1 

есть ось х-овъ, то r = О. J<poмt. того, формула (34) дс1етъ s = -- 1). 
'/',о 

Слt.довательно, при бе3предыьномъ приближенiи М' къ М получимъ 

k u z m х3 1 lim у = -~·(-1 __ 
'/',о х2 2() З,:; 

приближается къ М 
1 

_1_). 
'/',о 

по асимптотической Въ частности, когда М' 

линiи, находимъ k = -
l>o<1>0 

находимъ интересную формулу 

И3ъ сравненiя двухъ выраженiй k 
Бонне 

которая 3аключаетъ въ себъ, какъ частный случай ( при 1' оо ), 
теорему Бельтрами. 

1) Эти значеиiя r и s даютъ новое доказательство теоремы Эинеnера, 
ПОТОМУ ЧТО К =Yf-s2=- l/'/';02• 
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705. Геодеэическlя линlи; фор.мулы Вейнгартена. Опре
дtленiе геодезическихъ линШ на поверхности (главная нормаль сов
падаетъ съ нормалью къ поверхности) (§ 665) выражается уравненiями 

(39) d d_X.: 2 = d_ '!__у_ : 01Z =!!_- dz: т 
ds dsds dsds ' 

гдt s обозначаетъ длину дуги кривой. Надо замtтить, что эти 
уравненiя, въ сущности, приводятся къ одному, потому что 

откуда 

dx d dx dy d dy 
ds dsds+ds dsds 

2 dx +01Zdy 
ds ds 

d dz 
ds ds 

такъ что второе уравненiе есть слtдствiе перваго. Впрочемъ, можно 
прямо придти къ одному единственному уравненiю, если, вмtсто 
·roro, чтобы выражать, что главная нормаль совпадаетъ съ нормалью 
къ поверхности, выразимъ, что бинормаль лежитъ въ касательной 
плоскости, т. е. перпендикулярна нормали къ поверхности, что прямо 

даетъ уравненiе 

Въ очень рtдкихъ случаяхъ удается перейти отъ дифференцiальныхъ 
уравненШ (39) къ уравненiямъ между х, у, z и двумя произволь
ными постоянными (см. интегрированiе дифференцlальныхъ уравненШ), 
которыя вмtстt съ уравненiемъ поверхности изображаютъ дважды 

безконечную систему геодезическихъ линШ. Несмотря на это, можно 
.изучать геодезическiя линiи, не зная ихъ уравненШ въ конечномъ 

видt. Для приложенШ особенно важно знать ходъ геодезическихъ 
линiй въ весьма малой части поверхности. Помtстимъ начало коор
динатъ въ точку М и направимъ оси х-овъ и у-овъ по касатель
нымъ 'къ линiямъ кривизны, проходящимъ черезъ М. Ось z-овъ 
будетъ направлена по нормали къ поверхности, совпадающей съ глав
ною нормалью геодезической линiи, а плоскости zMx и zMy совпа
дутъ съ главными нормальными сtченiями поверхности въ точкt М. 
Раасмотримъ аатtмъ (рис. 89) дугу ММ' G геодезической линiи, 
~предtляемую угломъ О, образуемымъ касательною къ ней въ 

точкt М съ осью М .х. Если, кромt того, проведемъ нормальное 
еtченiе, проходящее черезъ М и точку М', то получится еще дуга 
другой кривой М i'vf' = G + о. Плоскость этого нормальнаго сtченiя 
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на практикt принимаютъ за соприкасающуюся плоскость геодезиче

ской линiи въ точкt М, хотя, конечно, для того, чтобы зта пло
скость дtйствительно была таковою (т. е. совпала съ плоскостью, 
проходящею черезъ М п и касательную къ геодезической линiи), 
ее нужно повернуть на нtкоторый уголъ €. Отсчитывая зтоrь уголъ 
въ направленiи движенiя часовой стрtлки для наблюдателя, стоящаго 

по оси z-овъ (главной нормали) легко найдемъ его величину, замt-
v 

тивъ, что tg е = - , rдt и и v (§ 643) обозначаютъ разстоянiя 
и 

точки М' отъ нормальной и отъ соприкасающеАся плоскости. 
Прилагая формулы (19) § 643, съ замtною въ нихъ ds на а, 

о2 
тотчасъ найдемъ е = 6 , т. е. уголъ вращенiя е безконечно 

l}'I', 

малая второго порядка относительно а. Это заключенiе, столь 
простое, которое, впрочемъ, можно было предвидtть, составляетъ 
тtмъ не менtе, одну изъ основныхъ теоремъ Геодезiи. Въ практикt 

Рис. 89. 

принято также, и съ еще б6льшимъ правомъ, пренебрегать числомъ d, 
т. е. считать дугу ММ' нормальнаго сtченiя за дугу геодезическоА 
линiи. Это оправдывается докаэательствомъ того, что d } а е2 , 
такъ что разность между обtими дугами оказываетсs~ без
конечно малою пятаго порядка относительно а. Эта:n:. и 
дpyrie важные результаты могуть быть выведены изъ формулъ 
Вейнгартена, выражающихъ координаты х, у, z точки М' въ 
зависимости оrь а и {). По вышеупомянутымъ формуламъ (19) 
§ 643 мы имtемъ для координатъ этой точки М' относительно 
реберъ основного трiэдра выраженiя 

и v W= 
d!. (J'~ d 1 +-- - +· .. 

(;! бdsQ ' 
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а отсюда тотчасъ получаемъ z = w, и 

х и cos 6 - -i• sin е = о cos е 

у и sin е + v cos е = о sin в 

Съ другой стороны, замtчая, что для геодезической линiи р О, 
. 1 1 · 

слtдовательно, геодезическое кручен1е 'fi' равно , а - равно кри-
"' (} 

визнt нормальнаrо сtченiя, касающаrося геодезической линiи въ 
точкt М, съ помощью формулы (35) и теоремы Эйлера (§ 685) 

~?!~ + sin2 О 
/ (} (}1 1!2 

тотчасъ находимъ 

cos е sin е cos е 
-- --=--· 

(} "' {)1 

sin е + cos е = sin е . 
{) "' (}2 

Слtдовательно, получимъ 

( (1 6:{)1 + ... ) cos в. у 0 3 ) + ... sin в, 
{)!!2 / 

формулы Вейнrартена *). 

а2 
Z= +· .. 

(J 

70б. Приложенiе къ поверхностямъ вращенiя. а) Чтобы найти 
асимnтотическiя линiи, выберемъ ось вращенiя за ось z-овъ и пусть z =/(х) 
есть уравненiе меридiана въ плоскости (xz). Уравненiе поверхности будетъ 

тогда z =/(R), гдъ R = f' х2 + у2. Отсюда находимъ 
х 

р = лГ(R) = xq:,(R). q )j_f' (R) = y(J) (R); 

далъе 
х2 

r = q:, (R) + R q; (R), s р' (R), 
у2 

t = ер (R) + Rq,'(R). 

Уравненiе (37) въ настоящемъ случаъ дастъ 
. '(R) 

(dx2+dy2)q;(R) (xdx+ydy)2q: R- = О 

или, вводя въ плоскости fxy) пмярныя координаты, 

а потому 

(40) 
dв 

± 

*) Статью Веil:нгартена, въ которой даны эти формулы и различиыя 
сл1щствiя, выводимыя изъ нихъ, можно найти въ сочиненiи Jordan'a 
.Handbuch der Vermessungskuпde• 11 Theil, § 76 (изд. 1878 r.). 
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Проще еще получимъ это уравненiе изъ (38), такъ какъ, полагая t1 = R, 
v в, легко найдемъ 

а R/"(R), $ Wjl(R), @ О. 

Въ интеrральномъ исчисл<>.нiи узнаемъ, что изъ уравненiя ( 40) получается 
уравненiе въ конечио:мъ вид'!; 

± (О 60) F(R), 

изображающее два семейства кривыхъ, а именно проекцiи асимптотическихъ 
линiй на плоскость (ху). Bc'I; эти кривыя :моrутъ быть получены изъ одной 
0 = F(R) при помощи зеркальнаrо изрбраженiя относительно полярной оси 
и вращенiя около полюса. 

Ь) Лишь въ совершенно исключительныхъ случаяхъ возможно полное 
опредi;ленiе rеодезическихъ линiit. Т'!;мъ не :мен'l;е въ самомъ общемъ 
случа'I; изъ уравненiй (39) :можно вывести зам'l;чательную теорему, значи
тельно облегчающую разысканiе rеодезическихъ линil! на поверхности вра
щенiя и позволяюшую просл'!;дить ихъ ходъ. Двl!ствительно, для этихъ 
линil! должны им'l;ть м'l;сто равенства 

d dx d dy d dy 
ds d s = -~ = d s r1;, : У или х d s ds 

сл'!;довательно, 

.!!__ (х d__:JI - /1..~) О, 
ds d s ds 

rд'I; с произвольная постоянная. Пусть теперь 1J! обозначаетъ уrолъ, обра
зуемый геодезическою линiею съ меридiаномъ, и зам'l;тимъ, что sin в, 
cos в, О бу дутъ направляющiе косинусы касательной къ napaJIJieли, а 
dx dy dz 
d s , d s • d s направляющiе косинусы касательной геодезической линiи. 

Тогда будемъ имi;ть 

sin ·~1 - sin 11 • dx + cos 11. d__.:J'_ = . ..1_ (х dy - у d_~), 
ds ds R ds ds 

т. е. Rsin111= с. Геодезическiя линiи на поверхности вращенiя nе
ресi;каютъ :меридiаны под'ъ уrломъ, синусъ котораrо измi;няется 
нропорцiонально кривизнi; параллели. Эта теорема, найденная Клеро, 
весьма полезна въ Геодезiи. Она устанавливаетъ границы для тi;хъ областей, 
которыя моrутъ быть заполнены геодезическими линiями, соотв'l;тствующими 
данному (не равному нулю) значенiю с. Д'!;l!ствительно, R не можетъ быть 
меньше с по абсолютно!! величинi;. Поэтому, если будемъ передвигаться по 
rеодезическоl! линiи въ то:мъ направленiи, въ которомъ параллельные круги 
становятся все меньше и :меньше, то геодезическая линiя· будетъ все бoJii;e 
и болi;е уклоняться отъ меридiана и приближаться къ napaJIJieли, чтобы въ 
кою~i; концовъ сдi;латься касательною къ параллели радiуса с и не имi;ть 
возможности за нее переl!ти. 

707. Упражненiя. а) Асимптотическiя линiи косого геликоида 
(§ 690, Ь) намъ уже изв'13стны, но мы укажемъ здi;сь дpyrol! способъ ихъ 
опред1щенiя, а именно способъ, основанныl! на прiемi;, иЗJiоженномъ въ § 703. 

Уравненiе поверхности есть z а О, rд'I; О arc tg У , сложенному съ про-
х 
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извольвымъ кратнымъ числа :,;. Отсюда сл1щуетъ, что 

(41) р q 
дz ах 
ду =х2-1-у2· 

Взявъ еще разъ производныя, найдемъ, что r, s, t пропорцiональны соот
вt.тственно числамъ - 2 .,; у, х2 - у2, 2 х у, такъ что уравненiе (37) приво-
дится къ 

Оно разбивается на два сл1щующихъ: 

ydx xdy О, xdx -tydy = О. 

Первое даетъ образующiя (у= kx), а второе даетъ х2 + у2 const. Двt 
системы аси~штотическихъ линiй, слt.довательно, ортогональны, и поэтому 
разсматриваемая поверхность принадлежитъ къ числу минимальныхъ, какъ 

мы уже и раньше вид'tли. Можно быстрtе придти къ ц'tли, положивъ и= R, 
v в, и примt.няя уравненlе (38), которое приведется къ dRdG =0, потому 
что tl и $=О, е = а. Слtдовательно, асимтотическiя линiи будутъ 
R const, (виитовыя линiи) и G = coпst. (образующiя). 

Ь) Предложимъ себt найти линiи кривизны на той же поверхности. 
Он'В, очевидно, пересtкаютъ образующiя подъ угломъ въ 45°. Чтобы опре
д'tлить ихъ аналитически, подставл11емъ значенiя (41) или 

а . в 
Р = -7fsш ' 

въ уравненiе (31). Оно приводится къ 

sin0d6 df:-s1ne+ 
~~-~~-----------··+~-~~~-~-~--··~--------

и даетъ 

d6 1 
± dR= VR2+a2 или de = _d__'t/J_ , 

sin 1р 

о, 

если положимъ R а cotg V'· Правая часть есть дифференuiалъ оть 

log tg r (§ 2У2, Ь)., Сл1щовательно, получимъ 

1J! 
tgт· 

Bct эти кривыя, проекuiи линiй кривизны на направляющую плоскость, 

можно получить, вращая спираль R = -i (еО е--0) около полюса. Эта спи
раль выходить изъ полюса, какъ Архимедова спираль, и имtеп, стремленiе 
обратиться на безконечности въ дв'h логариемическiя спирали, встрtчающiя 
радiусы векторы подъ уrломъ въ 450. 

с) для опред'tлеиiя асимптотическихъ линiй катеноида, воспользуемся 
формулою (40) и замtтимъ, что функцiя z = / (R) въ даниомъ случаt неявно 
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опред1;ляется уравненiемъ меридiана R = ; '(е~ + е-1). Изъ него, взявъ 
два раза производныя по R, получаемъ 

такъ что формула (40) переходитъ въ 

dв f'(R) 
± dR = - а , откуда ± а(О-00) =/(R). 

Отсюда видимъ, что проекцiи асимптотическихъ линiй на плоскость горлового 
круга (Kehlkreis), въ полярныхъ координатахъ, изображаются уравненiемъ, 
получаемымъ путемъ зам1;ны z черезъ ± а (6 - 00) въ уравненiи меридiана 

Вс1; эти кривыя получаются вращенiемъ спирали 

около полюса. Сл1;довательно, достаточно знать одну асимптотическую линiю, 
чтобы знать вс1;. Уравненiя 

у= { (еО + е-0) siп О, z = ав, 

изображаютъ одну изъ асимптотическихъ линiй, и мы ее уже изслi;довали въ 
§ 657. Свойство этой кривой, состоящее въ томъ, что оно встр1;чаетъ па
раллели катеноида подъ уrломъ въ 450, становится теперь очевиднымъ 
Д1;/lствительно, такъ какъ катенондъ минимальная поверхность . (§ 690, а), 
то его асимптотическiя линiи должны встр1;чать его линiи кривизны, т. е. 
меридiаны и параллели подъ уrломъ въ 450. Другое свойс1f10 нашей кривой, 
относящееся къ ея радiусу крученiя, есть непосредственное сл1;дствiе тео
ремы Эннепера. Въ самомъ д1;л1;, если обозначимъ черезъ п отр1;зокъ нор
мали къ поверхности между точкою на поверхности и перес1;ченiемъ нормали 
съ осью вращенiя, то главные радiусы кривизны будутъ ()1 = п, Q2 = - n. 
Формула, данная въ конц-в § 703, тотчасъ и дастъ ~ = ± п. 

d) Сл1;дуетъ зам1;тить еще асимптотическiя линiи nсевдосферы 
(§ 693, а). Обозначимъ черезъ 'IJl уrолъ между касательною и осью вра· 
щенiя, такъ что будемъ им1;ть R = а sin 'IJ), /' (R) = - cotg 'IJl, а потому 

1 d'IJ) 
f'(R) = . 

2 
Формула (40) дастъ ± dв = -.~, откуда 

а COS 'IJ) S\П 11J SIП 'IJ) 

± (в - 00) = \og tg ~ 
и, сл1;довательно, 

Это уравненiе изображаетъ безчисленное множество положенiй, принимаемыхъ 

спиралью Пуансо (Poinsot) R = 2 а/(еО + е-В) при вращенiи около полюса. 
И зд1;сь, для изученiя вс1;хъ асимптотическихъ линiй псевдосферы достаточно 
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11зслtдовать одну изъ нихъ. Разсмотримъ ту, которая соотвtтствуетъ ypaв-

1iJ ненiю е = log tg 2 , и замtтимъ, что 

dz dx cos2'!p 
d 1fJ = а dR cos 1iJ = - а sin 1iJ 

Отсюда, z - а (tog tg {- + cos 1iJ). Асимптотическая линiя, которую мы 
желаемъ разсмотрtть, изобразится уравненiемъ 

х = 2 а cos в • у = 2 а sin 11 , z а ( 11 
ell+ г6 е&+е-6 

Поступая такъ, какъ въ § 657, легко наltдемъ s = а8. Итакъ, всякая (не 
слишкомъ бОJJьшая) дуга асимптотической линiи равна дyrt, отс'hкаемоR 
меридiанами въ крайнихъ точкахъ на наибОJJьшеR параллели. Обозначимъ 
теперь черезъ 1, т, п напрамяющiе косинусы оси вращенiя относительно 
фундаментальнаrо трiэдра кривой. Дифференцируя z, получимъ 

dz sin '1/J dz 
l= - = -···----cos2,µ. 

ds а d'IJ) 

Съ дpyrolt стороны (§ 638), имtемъ 

(42) 
dl п dm 
ds {} ' ds 

а значенiя т н .z; намъ уже изв1,стны. Дtltствительно, т - sin 'IJI есть 
косивусъ уrла, образуемаrо бинормалью (нормалью къ поверхности) съ 
осью 2'-Овъ. Кромt. тоrо, изъ теоремы Эннепера им1,емъ тотчасъ 'l, ± а . 
Положимъ .z; = а (влt.во завитая асимптотическая линiя) и замt.тимъ, что 
изъ второlt формулы (42) вытекаетъ 

dm dm . 
n =ads = d9 = COS'ljJSIП VJ• 

Отсюда, подставляя въ первую формулу (42), находимъ 

{} = ~~~ = !1__ (еВ + е-11) !!4-(е;+ е ~) · 
2 sш ,р 4 

Замt.тимъ, что въ точкt касанiя асимптотической линiи съ наибОJJьшею па
раллелью радiусъ кривизны равенъ ! а, между т'hмъ, какъ по теоремt. 
Бельтрами, онъ дОJJженъ былъ бы быть равнымъ }а. Это несоrласiе объяс
няется т'hмъ, что вышеупомянутая параллель (общее мt.сто точекъ возврата 
меридiана) есть особенная линiя поверхности*). 

*) для болt.е подробнаrо изученiя теорiи поверхностей можно указать 
на русскомъ языкt переводъ Диффереяцiальнаrо исчислеяiя Ж. Берт· 
рана, книга 111, а на нt.мецкомъ переводъ сочиненiя Blanchi. Differential. 
Geometrie. 1911 rодъ. 
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ИНТЕГРИРОВf\НIЕ. 

Основныя понятlя. 

708. Всякая функцiя, дифференцiалъ которой равенъ /(х) dx, 
называется интеrралом"ъ отъ /(х) dx и обозначается символомъ 

jf(x)dx. Иными словами, когда пишутъ jf(x)dx=F(x), то этимъ 
утверждаютъ, что dF(x) = /(х) dx. Такъ какъ изъ этихъ двухъ 
равенствъ, исключая тотъ или друrоА изъ символовъ / или F, 
получаемъ 

f(x)dx = d ff(x)dx, .r dF(x) = F(x), 

то видимъ, что знаки d и f взаимно уничтожаются. Поэтому, 
называя интеrрированiемъ операцiю, изображаемую знакомъ f 
и дающую F по данному/, можемъ сказать, что интеrрированiе 
есть операцiя, обратная дифференцированiю. Намъ уже 

извtстно (§ 307, Ь), что если F(x) есть нtкоторая функцiя, имt.ющая 
дифференцiалъ, равный /(x)dx, то всt друriя функцiи, имtющiя тотъ 
же дифференцiалъ изобразятся формулою F(x) + С, rдt С произ· 
вольная постоянная. Если же составимъ разность значенШ, при
нимаемыхъ на rраницахъ нtкотораrо интервала (а, Ь) интеrраломli 

f / (х) dx, соотвtтствующимъ какому угодно данному значенiю С, 
то получимъ вполнt опредtленное число, потому что при соста

вленiи этой разности С сокращается. Эту разность (въ которой 
уменьшаемое соотвtтствуетъ верхней rраницt Ь, а вычитаемое ниж-

ь 

ней а) обозначаютъ символомъ }/(x)dx и называютъ опредt-
а 
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леннымъ интеграломъ (взятымъ въ предtлахъ а и Ь), въ 

отличiе отъ неопредtленнаго интеграла f /(х) dx. Итакъ, имtемъ 
ь 

. Гf(х) dx = F(x) + С, .f"f(x) dx ~ F(b) - F(a) . 
а 

Эти опредtленiя, однако, неудовлетворительны, потому что ничего 
не говорятъ ни о существованiи интеграла, ни о способахъ его 
вычисленiя. Ихъ можно разсматривать лишь, какъ объясненiя симво· 

ловъ, а потому мы постараемся преобразовать ихъ въ другiя, слу· 

жащiя опредtленiемъ самой операцiи, изображаемой этими символами. 

7088 • Чтобы избtжать въ дальнtйшихъ разсужденiяхъ различ
ныхъ отступленiй, сдtлаемъ сперва нtкоторыя замtчанiя о такъ 
называемомъ разложенiи интервала (а, Ь) на безконечно боль
шое число безконечно малыхъ частей, съ которыми намъ 
придется имtть дtло. Положимъ, для опредtленности, что а < Ь, 
и разложимъ интервалъ (а, Ь) на частные интервалы 

{1) 

rдt числа х1 , х2 , ••• , х,._1 подчинены единственному условiю 

Числа h 1 = х1 - а, h2 = х2- х1 , ••• , h,. = Ь - х,._1 , положительныя 
при сдtланномъ условiи, называются длинами интерваловъ ( 1 ). Сумма 
ихъ, каково бы ни было число п, всегда равна Ь -а, т. е. длинt 
даннаго интервала (а, Ь). Мы будемъ говорить, что намъ дано 
разложенiе 

{I) (а, х1 , х2 , .•• , x,. __ i, Ь) и.1и (h1 , h2 , ••• , li .. ) 

интервала (а, Ь) на частные интервалы h" h 2 , ••• , h ... Замtняя 
рядъ чиселъ х1 , х2 , ••• , х,._1 какимъ нибудь другимъ рядомъ чиселъ 
х.', х/, ... , х',.,_1 , также расположенныхъ по порядку ихъ вели
чинъ, получимъ другое разложенiе того же интервала (а, Ь) 

{11) (а, х1', х{, ... , х',.,_1 , Ь) или h~, h;, · ... , h:, 

на частные интервалы h/, h2', .•. , h.,,,', rдt h/ = х/ - Xi-i' при 
i = 1, 2, ... , n' (х0' = а, х~ = Ь). Продолжая такимъ образомъ, мы 
получимъ нtкоторую послtдовательность 

(!), (П), (Ш), 

разложенiй интервала (а·, Ь). Мы будемъ разсматривать лишь 
такiя послtдовательности разложенiй, въ которыхъ длины всtхъ 

частныхъ интерваловъ, или, какъ будемъ говорить для сокращенiя 

рtчи, всt частные интервалы безпредtльно убываютъ, т. е. стре-
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мятся къ -нулю, при чемъ, очевидно, число ихъ должно возрастать 

бt:зпредi;льно, потому что сумма ихъ всегда остается равною Ь-а. 
Переходъ отъ одного рааложенiя такой посл-вдовательности къ дру

гому, отъ него къ третьему и т. д. и называютъ разложенiемъ 

интервала (а, Ь) на безконечно большое число безконечно 
малыхъ частей. Ясно, что существуетъ безчисленное множество 
различныхъ послtдовательностеlt, удовлетворяющихъ поставленному 
условiю; это и выражаютъ, когда rоворятъ, что интервалъ (а, Ь) 
можно разложить на безконечно большое число безконечно малыхъ 
частей безчисленнымъ множествомъ способовъ. Разсматривая числа 
а и Ь, какъ абсциссы начала и конца нtкотораrо прямолинеltнаrо 
отрtзка А В, мы видимъ, что Хн Х2 , .•. , х,,_1 будутъ абсци
сами точекъ, лежащихъ между А и В. Каждому разложенiю интер
вала (а, Ь) на частные интервалы соотвtтствуетъ раздtленiе отрtзка 
АВ на частные отрtзки. Числа х1 , х2 , ••• , Хп-1 мы будемъ назы
вать, для краткости, точками дtленiя интерва.11а или отрtзка. 
Разсматривая два послtдовательныхъ разложенiя, мы будемъ гово
рить, что второе разложенiе есть продолженiе перваго, если всt 

точки дtленiя перваrо разложенiя входятъ въ составъ второго, иными 
словами, если второе разложенiе получается черезъ подраздtленiе 

интерваловъ (отрtзковъ) перваrо на болtе мелкiя части. Когда 
даны какiя нибудь два разложенiя 

(а, xt', х.{, ... , .:1,J,,, __ 1 , Ь) и (а, х{', х{', ... , х",.._1 , Ь), 

то изъ нихъ всегда можно составить такое третье 

которое будетъ продолженiемъ какъ перваго, такъ и второго, под

раздtливъ интервалы (отрtзки) перваrо точками дtленiя второго, 
или интервалы второго точками дменiя перваrо, при чемъ, оче

видно, получается одно и то же разложенiе. Числа 

будутъ не что иное, какъ числа 

расположенныя по порядку ихъ величинъ, при чемъ, конечно, если 

х{ х.,/1 , то эти два числа дадутъ только одно число Хе• Ясно, что 
всякiА интервалъ перваrо раЗJiоженiя hi равенъ либо одному изъ 
интерваловъ he, либо суммt н'hсколькихъ интерваловъ третьяrо 
раз.ложенiя, и то же самое можно сказать и о каждомъ интервалt 

-·второго разложенiя. 

709. Переltдемъ теперь къ выясненiю понятiя объ опредtлен
ь 

номъ интеrралt f /(х} dx, который, по опредtленiю, данному. въ 
а 
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§ 708, есть разность F( Ь) -17(а), если F' (х) = /(х). Возьмемъ 
какое нибудь разложенiе интервала (а, Ь) на п частныхъ интерва
ловъ h1 , h2 , • _ • , li,., rдt h; = х; -- Х;-1, i 1, 2. . .. , п, х0 =а, 
х,.=Ь, примiшимъ къ каждому изъ нихъ теорему Лагранжа (§ 306). 
Обозначая черезъ а. нtкоторое опредtленное число, лежащее 
въ интервалt (X;-i, Х; ), получимъ (принимая во вниманiе, что 
F' (:i-) = /(:1с-)) 

F(x1)-F(a)=lt1/(a1). P(x2)-Ft.1;1)=h2/(°'2), ... , P(b)-P(x,._1)=h.J(a,.); 

складывая эти равенства и полагая 

получимъ 

.. 
о h1/(ai)+ha/(~) + · · · +h,J(an)= .L.t--, h;/(a1), 

1 

Р(Ь) - Р(а) = о. 

Формула эта еще не даетъ, сама по себt., способа для вычисленiя 
разности F(b)-F(a), потому что числа а; намъ неизвtстны. Но съ 
ея помощью, мы получимъ весьма важный результатъ. Сравнимъ 
сумму (1 съ другою суммою .. 

r = h1Лf:l1) + ~Л'l2) + · · · + li,.J(IJ,,.) =4Х h.f(/11), 

1 

гдt. {J, обозначаетъ любое число въ интервалt (xi--1 , х,), и можетъ 
быт~. выбираемо нами по произволу. Предположимъ теперь, что 

функцiя /(х) непрерывна въ интервалt. (а, h). На основанiи теоремы 
Кантора (§ 279) извtстно, что всякому, сколько угодно малому, 
положительному числу е соотвiпствуетъ другое положительное 
число 'У/, такое, что когда всt h1 , h2 , ••• , h" будутъ меньше 'У/, то 
!f({J;)-/(a,)! будетъ меньше в для i= 1, 2, ... , п. Поэтому 

" ,. 
1'1' oj::,;;_27h,!ЛP1 )-/(a1 )J<f,·_27h1 (Ь a)s. 

1 1 

Замtчая, что число в (Ь--а) можно сдtлать меньшимъ любого по~ 
f{ 

ложительнаrо числа в', взявъ е < Ь _ а , приходимъ къ слtдующему 

заключенiю: Послtдовательность значенiй суммы '17 

т;1, t'2, · · · , 'fщ.' • • • , 

соотвtтствующихъ любой послtдовательности разложенiй 
интервала (а, Ь) на частные интервалы, стремящiеся одно
временно къ нулю, стремится къ предtлу, равному а, т. е. 
опредtленному интегралу 
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Этотъ реаультатъ можно формулировать болi;е кратко, не опасаясь 
недоразум-tнiя, посл-t всего сказаннаrо выше, а именно такъ: сумма 

п ь 

1/ I h;f(Pt) стремится къ пред-tлу, равному jJ(x)dx, 
1 а 

когда вс-t интервалы h, стремятся къ нулю, и записать этотъ 
результатъ въ сл1щующемъ вид-t 

п ь 

lim _Ih,f(fJ,)= fлx)dx. 
111=0 1 а 

Bc-t наши разсужденiя основаны были на томъ: 1) что существуетъ 
первообразная функцiя F(x) от,,. f(x) и 2) что j(x) непрерывна 
въ интервал-t. Теперь мы отр-tшимся отъ этихъ предположенiй и 
оrраничимъ функцiю f(x) только условiемъ конечности ея въ интер
вал-t (а, Ь). 

71 О. Опредiшенiе интеграла. Руководствуясь вышеиэложен
ными ·соображенiями, мы можемъ теперь установить нижесл-tдующее 
опред-tленiе интеграла: "Разложим'!> интервалъ (а, Ь} какимъ угодно 
способомъ на частные интервалы h" h2 , ••• , h,., стремящiеся 
одновременно къ нулю, при чемъ число ихъ безпред-tльно возра

стаетъ; обозначимъ черезъ fi, / 2 , ••• , f" какiя угодно числа, 
лежащiя между нижнею и верхнею границами функцiи /(х) въ со
отв·Ьтствующихъ интервалахъ (или совпадающiя съ этими границами), 

и составимъ сумму .. 
i = h1fj + k2Л + · · · 1-11,J,. = I hJ1• 

Если эта сумма всегда _стремится къ одному и тому же предi;лу, 
то этотъ пред-tлъ наэываютъ опред-tленнымъ интеграломъ отъ 

/j 

f(x)dx, взятымъ отъ а до Ь, и обозначаютъ энакомъ jJ(x)dx". 

" Число а называютъ нижнимъ, а Ь верхнимъ пред-tломъ интеграла. 
Разсматривая зат-tмъ верхнiА пред-tлъ Ь, какъ число перем-tнное, и 
обозначая его буквою х, получимъ опред-tленiе неопред-tленнаrо 

интеграла f'(x) *). Какъ въ томъ, такъ и въ друrомъ случа-t 
/(х) dx называютъ элементомъ интеграла и rоворятъ, что инте
rрw1ъ есть сумма беэконечно большого числа безконечно малыхъ 
элементовъ. 

[ Прим:1.чанiе. Точный смыслъ установленнаrо эд-tсь опредt
ь 

ленiя f /(х) d х, какъ видно иэъ разъясненiй, сд-tланныхъ въ 
" 
*) Такая терминолоriя не всtми принята; неопредtленнымъ интеrра

ломъ отъ /(х) d х назыsаютъ обыкновенно общее выраженiе F(x) + С всtхъ 
функuiй, дифференцiалъ которыхъ есть /(х) dx. 

16 
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§§ 708а и 709, состоитъ въ слtдующемъ: Если всt послtдова
тельности 

(-i;) 

3наченiй суммы -r, соотвtтствующiя всево3можнымъ послtдова

тельностямъ ра3Ложенiй интервала (а, Ь), для которыхъ всt h, 
стремятся къ нулю, имtютъ одинъ и тотъ же предtлъ, не3а· 
висимо отъ выбора чиселъ fi въ ука3анныхъ rраницахъ, то этотъ 

ь 

, предtлъ и будетъ, по опредtленiю, }J(x) dx. Если существуетъ 
а 

упомянутый предtлъ, то rоворятъ, что функцiя /{х) интегрируема 
въ интервалt (а, Ь). При выводt условiй интегрируемости (§ 714) 
и нужно имtтh въ виду вышеприведенное толкованiе опредtленiя 

интеграла. ]1 

711. Прежде чtмъ перейдемъ къ выводу условiй интеrри
руемости функцiи /(х), ммtтимъ теперь же нtкоторыя свойства 
интеграла, вытекающiя непосредственно И3Ъ его опредtленiя, а именно: 

ь ь 

1·kf(x)dx = kf f(x) dx при k постоянномъ, 
а а 

ь ь ь 

f<и+v+ · · ·)d:1:= f udx+ j\1ax+ .. -; 
а а в 

послtднее равенство, очевидно, справедливо при любомъ, но ко11еч

номъ, числt функцiй и, v, . . . . Для дока3ательства стоить только 
перейти къ предtламъ въ равенствахъ 

п п п п 

k Ihtfi.· Ih1(и;+ vi + .. ·) = Ih1иi + Ihiv1+ .. .. 
1 1 1 1 

пред11олаrая, конечно, что интегралы отъ Jdx, иdх, vdx, ... 
существуютъ. Далtе, умtстно будетъ и3бавиться отъ нtкоторыхъ 
оrраниченiА, 3ак.цючающихся въ установле11номъ выше понятiи объ 
интеrралt. 

а) Чтобы И3бавиться отъ необходимости считать а< Ь, уело-
вимся полагать 

(1) 

Это условiе вполнt естественно, потому что, если считать интер· 
валъ Ь-а числомъ отрицательнымъ, то и всt интервалы h1 , h2 , •.• , h,,. 
надо считать отрицательными, между тtмъ какъ числа J;_, } 2 , ••• , J" 
остаются бе3ъ и3мtненiя. Иными словами, каждый элементъ /(х) dx 
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имi;етъ анакъ, одинаковый съ /(х), или противоположный, смотря 
по тому, будетъ ли dx положительнымъ или отрицательнымъ при 
измi;ненiи х отъ нижняrо предма а до верхняrо Ь. Теперь легко 
показать, что всеrда будемъ имi;ть 

ь с ь 

(2) f = 1·~-f. 
а а с 

Это свойство, очевидно, когда· с лежитъ между а и Ь *); въ про
тивномъ же случаi;, если, напримi;ръ, а< Ь <с, тотчасъ найдемъ, 
пользуясь равенствомъ ( 1 ), 

ь с с с ь 

f =.I-.f = f +J· 
а а Ь а с 

ь 

Ь) Опредi;ленiе f /(х) dx требуетъ, чтобы /(х) оставалась 
а 

конечною въ интервалi; (а, Ь). Но это оrраниченiе отпадаетъ въ 
случаi;, если /(х) оо при х =с, съ помощью соrлашенiя 

с) Часто приходится таюке разсматривать интегралы, распро 
страненные на безконечные интервалы; но ихъ надо разсма
тривать, какъ предi;лы друrихъ, распространенныхъ на конечные 

интервалы. А именно, въ видi; опредменiй полаrаютъ 

!: 1im j"', !" = lim fa· 
=±оо. =±"' 

а а ±"' " 
и, кромi; тоrо, 

Леrко убi;диться, что вышеизложенныя свойства интеrраловъ при 
конечномъ интервалi; распространяются и на случай безконечнаrо 
интервала. 

*) Въ самомъ дiш-h, если интегралъ существуетъ, то мы мо
жемъ выбирать точки д-hлеиiя интервала (а, Ь) по нашему произволу, а 
поэтому можемъ сперва разложить его на два интервала (а, с) и (с, Ь) и 
зат-hмъ разлагать далtе каждый изъ нихъ. 
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d) На основанiи предыдущихъ опред-t.ленiй, нельзя, вообще 
говоря, разсматривать интеrралъ, распространенный на беэконечный 
интервалъ, какъ предiшъ, къ которому стремится сумма безконеч

наrо ряда 

h1f1 + li.гf2 + hsf3 + · · · , 

когда всt ht стремятся къ нулю. Но мы укажемъ здtсь же одинъ 
весьма общiй случай, когда такое разсмотрtнiе законно. Положимъ, 
что интервалъ (а, оо) разбитъ на безконечное число частныхъ 
интерваловъ h, , h2 , h.,,, ... , стремящихся одновременно к.., нулю, 
и для каждаrо интервала h1 выбрано значенiе fi, лежащее между 
нижнею и верхнею границами функцiи /(х) въ этомь интервалt. 
Положимъ, что рядъ 

li1f1 + h2f2 + Ji3f3 + . • . 

сходящШся и сумма его стремится къ опредtленному пред-t.лу t 
когда всt hi стремятся къ нулю; обозначимъ этотъ лредtлъ че
резъ е (а), такъ что 

(! (а) lim { h1f1 + h,4f2 + h3f3 + · · · }. 

Если е(х), составленная по тому же закону, стремится къ нулю 

при возрастанiи х до оо, то можно утверждать, что 

"' f лх) d х = е(а). 
а 

Дtйствительно, полагая h1 х1 - а, h,. = .:1:·2 - х1 •••• , h1 = х Х;-11 
и т. д., мы можемъ написать, что 

Q (а) lim { (х1 -a)fi + (х:г x1)f2 + · · · + (x-xi-1).ft} 

+Hm{(x;+1-x)fi+1 +(x1+2-X1+1)fi+2+ · · ·} 

"' 
т. е. !! (а)= f Лх) dx + о (х). 

а 

Увеличивая х до оо , и замtчая, что Jim е (х) = О по условiю, нахо-
ДИМЪ 

а,, 

У (а) .f f(.'1':) dx. 

(см. примtръ е) въ § 721). 

712. Изъ безчисленнаrо множества способовъ разложенisr 
интервала (а, Ь) на безконечно маJ1Ые интервалы h1 , h,., h3 , ••• , 

самымъ простымъ, безъ сомнtнiя, будетъ разложенiе на равныя 

между собою части; въ такомъ случаi. будемъ имtть 

li(fi+f2+···+f..) (Ь п) fi + f2 + · · · + f., 
11 
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"' 1· h l' Ь-а и, ел ьдовательно, такъ какъ 1m i = 1m 
11 

о, 

ь 

.. ~-~-'--~,-,-~- = b_la]>(x) dx. 
а 

На этомъ основанiи правую часть равенства называютъ среянимъ 
значенiемъ функцlи /(х) въ интервалt (а. Ь). Такъ какъ всt 
числа fi лежать между нижнею границею. l и верхнею границею µ 
функцiи /(х) въ интервал'k (а, Ь), то въ rtxъ же rраницахъ ле
житъ среднее ариеметическое этихъ чиселъ, а потому и среднее 

значенiе /(х) въ интервалt (а, Ь) дежитъ между l и /L. Разсмот· 
римъ теперь функцiю 

"' 
F(x) f лх) dx, 

а 

дадимъ верхнему предtлу х приращенiе h и, припоминая своИ· 
ство (2), получимъ 

z+h-

F(x+h) -F(x) = JJ(x)dx=hfo, 

"' 
rдt fo есть среднее значенiе /(:х:) въ (х, x+h), остающееся ко
нечнымъ при приближенiи h къ нулю. Отсюда видимъ, что 

lim F(x + h) = F(x), 
k=Q 

т. е. функцiя f~(x) непрерывна. 

713. Если интегрируемая функцiя /(х) непрерывна, то можно 
сказать еше больше, ·потому что тогда l и µ будутъ частными 
значенiями функцiи /(х) въ интервалt (а, Ь) (§ 278), и функцiя /(х) 
при 11ереходt отъ одного къ другому, по крайней мtpt, одинъ 

разъ сдtлается равною своему среднему значенiю въ (а, Ь) (§ 276). 
Поэтому, для н'kкотораrо, надлежащимъ образомъ выбраннаrо, 

числа s между а и Ь, бу демъ имtть 

ь 

(3) _f f(x) dx = (Ь а)/(~). 
а 

Теперь легко понять, что данное въ § 71 О опредtленiе интеграла 
совпадаетъ съ первоначально высказаннымъ въ § 708, а именно, что 
n роизводная отъ Р(х) есть /(х}. Дtйствительно, прим'kняя фор
мулу (3) къ интервалу (х, x+h), получимъ F(x+h) F(x) hj(s), 
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гдt s лежитъ между х и х + h, а поэтому сгремится къ предi;лу х, 
когда h стремится къ нулю. Отсюда вытекаетъ 

Р(х) = lim F(x+h)- F(x) lim/(~ =Лх). 
h 

Изъ вышеизложеннаr:о ясно, что формула (3) есть не что иное, 
какъ формула Лагранжа, примtненная къ опредi;ленному интегралу. 
Только въ томъ случаt, когда. /(х) разрывна, прежнее и новое 
опредi;ленiе интеграла могутъ быть не равносильными, и дtйстви
тельно, можно доказать 1 ), что существуютъ случаи, когда /(х) 
имtетъ первообразную функцiю, а интеграла отъ f (х) dx, какъ 
предi;ла суммы, не существуетъ, т. е. функцiя не интегрируема въ 

смыслt § 71 О. И наоборотъ, легко построить функцiю, имtющую 
интегралъ по новому опред1;.ленiю, и не имtющую первообразной 
функцiи (для этого достаточно, напримtръ, измtнить значенiя не
прерывной функцiи въ конечномъ числt точекъ). Во всякомъ случаt, 
изъ § 709 ясно, что если существуютъ интегралы, согласно обоимъ 
опредtленiямъ, то они совпадаютъ, такъ что опредi;ленiя не про
тиворtчивы. 

Интегрируемость. 

714. Условiе интегрируемости функцiи дается слtдующею 
теоремою: 

ь 

Теорема. Для существованiя f /(х) dx необходимо и 
а 

достаточно, чтобы существовала такая послtдовательность 
разложенiй интервала (а, h) на безконечно малые интер
·валы h1 , h2 , ••• , h,., для которой сумма 

ro" h1eJ1 + ~€J2 + · · • +ь"в,., 
гдt вi обозначаетъ колеба нiе *) функцiи /(х) въ интер
валt h;, стремится къ нулю, когда всt h; стремятся къ нулю, 
а число ихъ возрастаетъ безпредtльно. 

Доказательство. а) Если интегралъ существуетъ, то это 
п 

значитъ, что сумма ,,: ,.L.) h1fi стремится къ одному и тому же 
1 

предi;лу, независимо отъ выбора чиселъ fi въ соотвtтствующихъ 

1) Volterra (Giornale di Мathematiche, 1881, стр. 334). 
*) Напомнимъ, что кмебанiемъ функцiи въ нtкоторомъ интервал1. 

называется разность между верхнею и нижнею границами функцiи въ зтомъ 
интервалt. Число Ь можно считать бмьшимъ а, т. е. всt h, > О. 



§ 714 ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ. 247 

интервалахъ. Полагая одинъ разъ fi равными верхнимъ, а другой 
разъ нижнимъ rраницамъ функцiи f въ соотвtтствующихъ интерва
лахъ, и вычитая второе изъ nолученныхъ выраженiй -,;- изъ nepвaro, 

получимъ ( переходя къ nредtламъ) lim w О, какова бы ни была 
nослtдовательность разложенiй интервала (а, Ь) на безконечно малые 
элементы. Слtдовательно, условiе,_ высказанное въ теоремt, нео бхо
ди мо. Достаточность его будеrь вытекать изъ слtдующихъ трехъ 
вспомоrательныхъ теоремъ. :~ 

Ь) Если lim w О для любой послtдовательности разложенiй 

(а, Ь) на безконечно малые элементы (а не для одной только, какъ 
того требуетъ теорема), то суммы 

"н 
,,_ ,_,,h";·" 
'r;-~ i i' 

' 

соотвtтствующiя двумъ рааличнымъ послtдовательностямъ разло

женiй интервала (а, Ь), не моrутъ стремиться къ рааличнымъ 
nредtламъ. Дtйствительно, воаьмемъ какое нибудь рааложенiе 
(h1', h/, ... , h' ,., )- иаъ первой послtдовательности и какое нибудь 
рааложенiе (h1 ", hz", ... , h"н'') изъ второй, и составимъ изъ нихъ 
третье (h1 , h2 , ••• , h,.), укаааннымъ въ § 708а 'nутемъ, такъ что 
третье рааложенiе будетъ продолженiемъ какъ перваrо, такъ и 

второго. Всякiй интервалъ h; будетъ состоять иаъ одного или нt
сколькихъ интерваловъ h;; то же самое можно сказать о каждомъ 
интервалt h1 ". Положимъ, напримtръ, что h1' = hr+i + hr-t2+ ... + h8 • 

Выберемъ для каждаrо новаrо интервала ht любое значенiе / 1 

между нижнею и верхнею границею функцiи ((х) въ этомъ интер
валt. Мы можемъ тогда написать выраженiе 'h(J/ въ видt 

Ji;J; h,+1f.·-+-1 + hт+2fт+2 + • · · + h.f. 

+ hr+t и: -/,+1) + /1,+•t (/; --J~+2) + · · · + h• <i--/.) · 
Вторая часть этой суммы ( написанная во второй строкt) не nре
взойдетъ nроизведенiя е( на hr+i + h,+2 + ... + h., т. е. числа 
h/fJ/. Складывая всt такiя равенства, соотвiпствующiя аначенiямъ .. 
i = 1, 2, •.. , п', обозначая ..l,; Jz; {; черезъ -,;-, и аамtчая, •1то все 

1 

сказанное выше примtнимо и къ интерваламъ h{', получимъ 

-.'=-r;+o', -r;"=•+o", 
rдt 

I о' 1 ro', I о'' \ v)" 1 

а ro' и w" значенiя ю для первой и второй послtдовательности. 
Отсюда слtдуетъ, что 

-r;' - •''= е' - е", / •' --- .'' \ ro' + lii'. 
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По условiю а/ и ю" стремятся къ нулю, когда всt h/ и h{' стре
мятся къ нулю, поэтому тогда и i т/ .,;" 1 стремится къ нулю, а 
потому т/ не можетъ стремиться къ какому нибудь предtлу, если 
.,;" не стремится къ тому же предt;~у. 

с) Разсмотримъ теперь какую нибудь оnредtленную послtдо
вательность разложенilf и соотвtтствующiя ей послtдовательности 
значенiй .,; 

(-r) 'r1, 'r2, 'CJU' .. 
и значенiй {r} 

(ш) й)1, Ф2, шт, ~ . . . 
Мы докажемъ, что, если послtдоватt>льность ( w) имtетъ предtломъ 
нуль, т. е. lim ю,,. = О, то послtдовательность (.,;) имtетъ опредt-

ленный и конечный nредtлъ. Для этого намъ достаточно (§ 139) 
показать, что, каково бы ни было напередъ заданное положительное 

число 13, существуетъ такое 11исло k; что 

если i-,,., и ~-тп-любые два члена послtдовательности (.,;), для 
которыхъ указатели т' и т" оба больше k. Предполагая, что 13 

дано, мы возьмемъ такое число k, чтобы для всякаrо т > k 
выполнялось неравенство 

13 • 
ш,,.<2· 

это сдtлать можно въ виду допущенiя, что lim Ют О. Возьмемъ 
1п::=:оо 

теперь два произвольныхъ цtлыхъ числа т' и т", большихъ k. 
Ясно, что къ суммамъ ~-т' и i-m" можно примtнить все сказанное 
въ пунктt Ь) о сумм~tхъ .,;' и т/', такъ что мы получаемъ 

) т,,., "т" 1 ш,,,, + w,,.,, < fi J т', :т"> k J, 

что и надо было доказать. 

d) Для доказательства основной теоремы этого параграфа 
ост~ется еще доказать, что, если (rJ стремится къ нулю при 

какой нибудь одной послtдовательности разложенilt интер

вала (а, Ь) на безконечно малыя части, то оно бу детъ 
стремиться къ нулю и при всякоП другой послtдователь

ности. Положимъ, что дана нtкоторая послtдовательность разло
женiй, для которой lim w О, и пусть h~, h;., ... , h~,, система 
интерваловъ въ одномъ изъ разложенiП этой послtдовательности. 

Каково бы ни было число 13 > О, можно считать, что ro', т. е. зна
ченiе со, соотвtтствующее этой системt, уже меньше 13. Далtе, 

относительно интерваловъ h1', h;, ... , /1'.;,,, какого нибудь разло-
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женiя, принадлежащаrо другой послtдовательности, можно предпо

ложить, что всt hj' уже меньше !!., , rдt 'ТJ-друrое, сколь угодно 
n 

малое, положительное число, потому что lim h;' также равенъ 
нулю. Замtтивъ это, разсмотримъ опять, какъ въ пунктъ Ь ), разло
женiе съ интервалами h1 , h2 , ••• , h,., составляющее продолженiе 
какъ перваrо, такъ и второго разложенiя. Подобно тому, что было 

получено въ пунктt Ь ), зд-всь будемъ ю11~ть 

h; 8; hr+i 8г+~ + li.+2 8.+2 + lzr+з 8,+3 + · · · + 11. 8, 

+ h,+1 ( 8; 8r+1) + lz.+2 (8; - 8.н) + · · · + h. (8; - 8 8) 

или, замtчая, что 8r+• • 8r+2 , ••• , 8, не превосходятъ 8;, находимъ 

h; 8; h,.+1 8,.+1 + h,.+~ 8r+2 + · · · + li" 8, , 

а суммируя по значку i, получимъ, что w'::;;;;; с,,. Разсмотримъ, съ 
другой стороны, число lrl", соотвtтствующее разложенiю на интер
валы li;, h;, ... , h;и. Въ выраженiе этого ш" вхолятъ всt т-в члены 
суммы cu ( соотвtтствующей разложенiю на /z1 , h2 , ••• , hп ), которые 
относятся къ такимъ интерваламъ h;', внутри которыхъ нtтъ точекъ 
дtленiя перв1rо разложенiя на h~, h;, ... , li~, (потому что такiе 
интервалы h;' будутъ въ то же время интервалами li1); кромt этихъ 
членовъ, въ ш" вхоц11тъ и дpyrie, число которыхъ нав-врно меньше п', 
потому что они относятся къ тtмъ изъ интерваловъ h{', внутри 
которыхъ находится, по крайней мtр-в, одна изъ точекъ перваrо 

разложенiя, а число вс-вхъ такихъ точекъ равно п' - 1. Замtчая, 
что каждый изъ этихъ посл1щнихъ членовъ меньше, ч-вмъ произве-

денiе !!., на колебанiе функцiи, нав-врно не превышающее полнаrо 
п 

колебанiя 8 въ цtломъ интервалi; (а, Ь), мы йидимъ, что сумма 
всtхъ этихъ членовъ меньше 'Т/ 8 . Слtдовательно, 

ш" < ш + 'Т}8, а такъ какъ ш'а;;; ы, то ы" < (!)' + 118 < е + 118. 

При дальнtАшемъ уменьшенiи интерваловъ h~' ;юсл-вднее неравенство 
сохраняетъ свою силу, и ы" остается меньше числа в + 17 8, которое 
можно сдмать сколь угодно малымъ, распоряжаясь числами в и 17. 
Иначе говоря, lim ro"-= О, и теорема доказана. 

715. Изь доказаннаrо. критерiума интеrрируемости мы выве
демъ н-вкоторыя полезныя слtдствiя. 

а) Если суuiествуетъ интеrралъ отъ /(х) dx, то существуетъ 
и интеrралъ отъ J(x) 1 dx. Въ самомъ дtлi;, если функцiя /(х) 
не м-вняетъ знака въ интервалt, то колебанiе 8; функцiи 1/(х) 1, 
очевидно, равно колебанiю е, функцiи /(:к:) въ томъ же интервал-в, 
а если f(x) мtняетъ знакъ, то е; < 19;. Отсюда всегда 8; 19;, 
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слiщовательно, ro'-=:. ro, и если lim ro = О, то и lim ro' = О. Зам-k
тимъ, кромi; того, что всл-kдствiе неравенства 

въ предi;лi; получаемъ 

h 

Jлx)dx 
а 

ь 

~ J1лх) 1 dx. 
а 

Ь) Сумма двухъ и вообще коиечнаrо числа интеrри
руемыхъ функцiй интегрируема. Эта теорема, которую мы 

выше указали (§ 711 ), какъ непосредственное слi;дствiе опредi;ленiя 
интеграла, можеть быть также выведена изъ условiя интеrрируемости. 
Нужно только зам"hтить, что колебанiе суммы нtсколькихъ функцiR 
въ данномъ иитервалt не больше суммы колебанiй слаrаемыхъ въ 
томъ же интервал-k. Дtйствительно, если л: и µ' - границы функцiи и, 
д." и µ"- границы функцiи v, то л'+ л"~ и v µ". Слtдо
вательно, нижняя граница ), функши и + v не меньше ).' + л", 
а верхняяµ не больше it' + µ!', такъ что колебанiе 19 функцiи (и+ v) 
удовлетворяеть неравенству 19 =µ-А 19' + 19··. Прим"hняя это не
равенство къ каждому интервалу h1 и скланывая, получимъ ro", 
откуда lim ш О, если lim ш' lim ш" = О. 

с) Произведенiе двухъ или нtсколькихъ интеrриру
емыхъ функцНI (при конечномъ числt сомножителей) интегри
руемо. Въ самомъ дi;лt *), обозначая черезъ с число, не меньшее, 
чtмъ наибольшее изъ чиселъ О, -Х, -л", имtемъ 

(л' + с) (1.'' + с) ~ (и + с) (и+ с) ~ (р/ + с) (.it" + с), 
откуда, 

1' 1"- с (t)' + 19") UV ,1t',1.i" + с (tJ' + 19"), 
а потому 

19 1t' it" - ;_, ;.,rr + 2 с (е' + 19") = µ' е" + ;,." е' + 2 с (<:Э' + е"), 
и наконецъ, е < k ( 19' + <:Э"), гдt k обозначаетъ число, б6льшее 
µ' + 2 с и л" + 2 с. Это заключенiе распространяется на всякiR 
интервалъ h,, при чемъ значенiя с и k остаются неизмtнными, 
такъ какъ }.'-=:. ;.; , д." ::<= )~' ; µ'?. Jii, µ" ~ Jii'. Отсюна выводится 
19; < k ( е; + еп. далtе, w < k ( ш' + ш"), и потому 1im {/) = о, если 
lim ш' О и lim ы" О. 

*) Читатель nоflметъ, безъ дальнi;йшнхъ объясненifl, смыслъ вводнмыхъ 
здi;сь и дальше обозначенiй. 
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1 
d) Если /(х) интегрируема, то и f(x) ин те rрируема, 

при условiи, что!(~) остается конечною въ разсматрива
емомъ интервалt. Если, напримtръ, /(х) остается постоянно 
большею, чtмъ данное положительное число, то ея нижняя граница 

л > О, и границы Л~) будутъ ).' = :~ , µ' 1 · Отсюда слtду-
етъ, что 

8 ,-= --!- __ __!__ _ е е 
1. µ, - ;:;_;; 

h ""' ei Итакъ, въ каждомъ интервалt ; будемъ имtть с;1 = -А2 , поэтому и 

{IJ'= w и, наконецъ, lim ю' = О, если lim ю О. 

е) Частное отъ дtленiя одной интегрируемой функцiи 

на другую такую же есть интегрируемая функцiя, при 
условiи, что она остается конечной въ интервалt интегрированiя. 
Дtйствительно, если функцiи и и v, по предположенiю конечныя, 

1 
интегрируемы, то и v , то же конечная, по условiю, интегрируема. 

с t ф . и . 
л довательно и ункщя v , какъ произведеюе и на 

rрируема. 

1 ---- инте
v • 

f) Укажемъ здtсь еще одно непосредственное слtдствiе условiя 
интеrрируемости, чтобы имtть возможность вскорt на него сослаться, 
а именно, что всякая конечная монотонная, т. е. измtняющаяся посто

янно въ одномъ направленiи функцiя - интегрируема. При этомъ не 

исключаются и функцiи съ разрывами непрерывности (по необходи
мости обыкновенными) въ предtлахъ интеrрированiя. для такихъ 
функцiй колебанiя 8 1 , е2 , ••• , е" равны абсолютнымъ величинамъ 
разностей 

которые всt имtютъ одинъ и тотъ же знакъ. Сумма ихъ поэтому 
равна полному колебанiю е функцiи f (х) въ интервалt (а, Ь), 
т. е. абсолютной величинt разности j(b) - /(а). Поэтому, если 
х1 , х2 , ••• , х,._1 дtлятъ интервалъ (а, Ь) на равныя части, то 

.. 
ш = I h1 ei = h е, нш w о. 

1 

Отсюда слtдуетъ также ннтеrрируемость всякой конечной функцiи 
съ конечнымъ числомъ максимумовъ и минимумовъ въ интервалt 

интеrрированiя; стоитъ толt.ко разбить интервалъ на такiя части, въ 
которыхъ функцiя монотонна, чтобы убtдиться въ сказанномъ. 
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716. Остановимся здъсь на минуту, чтобы доказать двъ те
оремы, весьма полезныя при изслtдованiи опредъленныхъ инте

rраловъ. 

а) Понятiе о среднемъ значенiи (§ 712) интегрируемоn функ
цiи можно обобщить, снабжая интервалъ (а, Ь) въ каждой его 
точкъ х плотностью g; (х), которая по условiю будетъ всегда 
положительнымъ числомъ, или замъняя dx черезъ g; (х) dx, т. е. 
считая, что величина каждаrо частнаго интервала равна не hi, а htg;,. 
Такъ какъ l ~ µ, то будемъ имtть 

" п п 

).,L_;'"' h, tp, :<=;; I hi /'; IJ). ::,; ,i .I hi IJ!i , 
1 1 1 

потому что {ft > О. Поэтому, предполагая, что g; (х) интегрируема, 
откуда (§ 715, с) слtдуетъ и интеrрируемость f (х) q> (х), будемъ 
имъть 

Jj ь 

).f (J! (."С) dx ~ jJ(x) tp (х) dx 
а а· 

или 

ь ь 

Jлх) (fJ (х) dx = 10.ГIJ! (х) dx. 
а а 

гдi; / 0 число, среднее между л и µ. Полученный результатъ извi.
стенъ подъ именемо первой теоремы о среднемъ значенiи. 

Ь) Далtе, положимъ, ЧТО /(х) MOHOTOHflaЯ, а (р (х) - какая 
уrодно интегрируемая функцiя. Мы можемъ написать, что 

" L h; /'; 1р1 = U1 - /2) h1/P1 + Uг/з) (h1tp1 + ~q;2) + · · · 
1 

+ (/,._1 - f,.)(lt1 ({11 + ... + h,._1 fP.,_1) + /,. (h1 /Р1 + ... + li"q;,.). 

Такъ какъ разности .h - J;, Л - / 3 , 

можно дал-kе написать 

п " 

всt одного знака, то 

,L,;-, h; /'; (J)I = х (/j - /,.) + /,. I h; IJ!;, 
1 1 

rд-k х число, среднее между суммами 

Замi.чая (§ 715, f, с), что функцiя f (х) rp (х) интегрируема, видимъ, 
что, при безпредмьномъ одновременномъ убыванiи всъхъ h. , 
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х должно стремиться къ нtкоторому предtлу k, такъ что преды
дущее равенство обращается въ слtдующее: 

ь ь f J(x) q; (.х) d .х = k (f(a) - /(Ь)] + f(h)_гq; (.х) d,i. 
а а 

Число k, очевидно, имt.етъ эначенiе, лежащее между эначенiями, 

"' принимаемыми интеrраломъ f (Jl (х) dx при измtненiи х отъ а до Ь. 
а 

А такъ какъ этотъ интеrралъ непрерывная функцiя отъ х (§ 712), 
s 

то въ интервалt (а, Ь) найдется такое число s, что k = f р(х) dx. 
а 

Съ другой стороны, въ силу свойства (2) можно написать 
т, ь f ({) (.'t°) d:x = k + f q; (:t') d.x. 

а § 

Слt.довательно, 

т, s ь f f(x) q;(x) d.x = f(a) f q; (.х) d.x + /(Ь) f 1Р (.х) d.x. 
а а f 

[ Прим1.чанiе. То обстоятельство, что число k содержится 
между нижней границей l и верхней границей т значенiА интеграла 

а, 

f (Jl (х) dx, нуждается еще въ доказательствt. Если обозначимъ 
а 

череэъ h, µ1 соотвtтственно нижную и верхнюю границы значенiй 
р(х) въ интервалt {х,_ 1 , X'i) съ длиною h1 , то-при v= 1, 2, ... , п -

(1) 

Въ силу же'§ 712 
"'t 

h; l;S:: f q; (.х) d.x s; h; ttp 

"'t--1 

откуда, суммируя по значку i отъ 1 до v, получаемъ 

(11) 

Изъ соотношенiй (I) и (П) заключаемъ, что - при v 1, 2, ... , п 

1 
..th;ЧJ;- j;(.x)d.x I 

1 (t 

" " I hl(µi - ).,) = L.;~ h/?11 
1 

ы, 
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.. 
гдt т =.,}; /iif>;. Отсюда 

1 

и а fortiori 

,. "' 
ro ;S; ,L,)h,p1 ;S; j~(x)dx+ и 

1 а 

.,, 
l-ш;5;,L,)h1 rp1 т+rо fv=l, 2, ...• п]. 

1 

§§.716-717 

Эти же соотношенiя должны быть справедливы и для средняго 

значенiя х: 
l ro х т+и; 

переходя къ предму и имtя въ виду, что lim ю О , получаемъ 
окончательно 

l;:;;; k ;5; т. J 

Это вторая теорема о среднемъ значенiи, данная Бонне. 
Замt,тимъ, что если /(х) была бы разрывною на границахъ а и Ь, 
то надо было бы вмtсто /(а) и /(Ь) писать соотв1пственно 
f(a+O) и /(Ь-0), потому что послiщнiя два числа и будутъ пре
д1;лами f 1 и /.,. 

717. Приложенfя. а) Чтобы узнать, существуетъ ли интеrралъ отъ 
/(х) dx, распространенный на интервалъ (а, Ь), когда /(х) обращается въ 
безконечность въ ~mкоторой точкil с, лежащей между а и Ь, надо изслъдо
вать (§ 711, Ь), стремятся ли ишегралы 

с-е 

.f лх) dx, 
а 

ь 

fлx)dx 
c:+-,i 

къ оnредменнымъ пред1iламъ съ приближенiемъ в и 'У/ къ нулю. Для опре
д1i11енности разсмотримъ первый изъ этихъ интеrраловъ *). Чтобы этотъ 
интегралъ стремился къ опред1i11енному пред1шу, необходимо и достаточно 
(§ 264), чтобы 

с-а c-{J с-а f лx)dx - f лx)dx =.fлх) dx 
а а с-11 

.. 
стремился къ нулю, когда а и {J, одно независимо отъ другого, стремятся 
къ нулю. Чтобы узнать, выполнено ли это условiе, можно воспользоваться 
первою теоремою о среднемъ значенi11. Положимъ, наприм·tръ, что f(x) 
обращается въ = такимъ образомъ, что g(xl = (с -x)r f(x) стремится къ 
конечному пред1iлу k ~ О, съ приближенiемъ х къ с, т. е., какъ говорятъ, 
что f(x) обращается въ = порядка r при х =с. Тогда 

с-а 

.Глх)dх 
r-{J 

r-a 

.{<с-хГ.,. g(x)dx 

C·-fJ 

с-а 

g 0.f (c х) ........ d.'I:• 

с-Р 

*) Заключенiе, къ которому придемъ, не изм1iнится и при разсмот
р1iнiи второго. 
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потому чrо (с-хгr слtва оп, с знака не мiшяеп,, и функцiя g (х), стремя
щаяся къ пред-kлу k, и интегрируемая ( какъ произведенiе двухъ интеrри
руемыхъ функцiй). навtрно имtетъ среднее значенiе g 0 , стремящееся къ 
тому же предtлу k, когда а и fJ стремятся къ О. Замtчаемъ теперь, что 

(с-х)1_,. 
при r 1 функцiя (с -хГ_,. имtеп, первообразную функцiю F(x) r- l 

а при r 1 первообразная функцiя оп, (с-х)-1 будетъ log (с-х). Поэтому 
с-а 

.{<с 
•-Р 

при r 

/J log- при r 1. 
а' 

Вопросъ сводится къ тому, чтобы узнать, при какомъ r a1
-r стремится 

къ О, когда а и f1 стремятся къ О; ·это, очевидно, будетъ при r < 1; 

при r = 1, log р_ ни къ какому предtлу не стремится. Итакъ, раэсматрн-
а 

ваемый интеrралъ имtетъ смыслъ лишь тогда, когда f(x) обра
щается въ оо порядка, меньшаrо единицы. 

Ь) Поставнмъ аналогичный вопросъ, когда интеrралъ отъ f(x) dx, 
распространенный на безконечный интервалъ (§ 711, с), имtетъ смыслъ? 

ь 

Чтобы существовалъ предtлъ jf(x) dx прл Ь безконечномъ, необходимо и 
а 

достаточно, чтобы 
а 1'1 а f лx)dx -jt(x)dx = f f(x)dx 

стремился къ нулю, когца а и fJ, одно независимо отъ другого, стремятся 

къ =· Допустимъ, что при безпредtльномъ возрастанiи х, lim xr f(x) = k О. 
Тогда х=<» 

а а а 

/f(x)dx = f x-r g (х) dx = g 0 f x-r dx, 

гдt g 0 имtетъ предtломъ k. Слiщовательно, a 1-r -1J1-r должно стремиться 
къ О при безпред-kльномъ возрастанiи а и f], а для этого должно быть r > 1. 

"' 
Поэтому иитеrралъ jf(x) dx только тогда имtетъ смыслъ, когда 

а 

f(x) при х безконечномъ будетъ безконечно малымъ порядка, 
большаrо единицы. 

[ Прим:hчанiе. Надо замtтить, что въ пунктахъ а) и Ь) разсмотрtны 
только такiе случаи, когда существуюп, lim (c-x)r f(x) и lim xr f(.-.;), а потому 

х==е :1:=:ю 

и закдюченiя относятся только къ такимъ случаямъ.] 

с) Интеrралъ отъ f(x) d х, распространенный на безконечный интер
валъ не имtетъ смысла, еСJ1и функцiя g(x) = xf(x) стремится къ предtлу, 
отJ1ичному отъ нуля, при х безконечномъ, но интеrралъ этотъ можеп, суще
ствовать въ иныхъ случаяхъ, коrда g(x) ни къ какому предtлу не 
стремится, и даже навtрно существуеп,, если интеrралъ отъ этой функцiи 
g(x), распространенный на любой интервалъ (т. е. взятый отъ нижней до 
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верхней границы любого конечнаrо интервала) будетъ по абсолютной вели
чинt меньше нtкотораrо числа k. Дtйствительно, примtняя вторую теорему 
о среднемъ значенiи, имtемъ 

{1 

fлx)dx 
а 

а слtдовательно, 

iJ I 

f/{:фix i < k(~ +-i} 
, а ' 

при безпредtльномъ возрастанiи а и iJ. 

[1 

limf f(x) dx = О, 
а 

718. Критерiу.м.ъ Ри.м.анна. Риманнъ указалъ весьма простое 
средство для испытанiя интегрируемости функцiи j(x), на основанiи 
теоремы, доказанной въ § 714, доказавъ, что "для интегрируе
мости функцiи необходимо и достаточно, чтобы для каж
дой пары CKOJlь угодно малыхъ положительныхъ чиселъ 

в и '1} можно было указать такое разложенiе интервала 
интеrрированiя на частные интервалы, въ которыхъ сумма 

тtхъ· интерваловъ, rдt колебанiе функцiи больше или 
равно в, была бы меньше '11" *). Прежде всего замtтимъ, что 
условiе, установленное въ § 714, очевидно, равносильно слtдующему: 
Каково бы нл было данное, сколь угодно малое положи
тельное число а, всегда на!lдется такое разложенiе интер

вала (а, Ь) на частные интервалы, для котораrо CtJ бу детъ 
меньше а. Дt!lствительно, взявъ произвольную послtдовательность 
безпредtльно убывающихъ положительныхъ чиселъ 

и опредtляя соотвtтствующую e!I послtдовательность разложенiй 

интервала (а, Ь) на частные интервалы, мы и получимъ такую по
слtдовательность разложенШ, для которой lim w = О. Замtтивъ это, 
обозначимъ черезъ l сумму тtхъ интерваловъ въ нtкоторомъ раз
ложенiи (hi, h2 , ••• , h,.), для которыхъ е1 ~ в. Тогда, очевидно, 
для этого разложенiя будемъ имtть 

(1) 

Отсюда прямо вытекаетъ необходимость доказываемаго условiя. 
Въ самомъ дtлt, если интеrралъ существуетъ, то мы можемъ взять 
ю < '11 в, каковы бы ни были числа в и 'fJ , а тог да изъ "{1) на!l
демъ l < '11. Достаточность этого условiя получится изъ другого 

*) Ср. Tannery, Introductioп а la theorie des fonctions d'une variaЫe 
(2-me edition (1910), t. 2, р. 10). 
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неравенства, которое вытекаетъ изъ слtдующаго разсужденiя: 

Такъ какъ ни одно изъ чиселъ е, не превосходитъ е (полнаго 
колебанiя функцiи f въ интервалt (а, Ь)), а сумма интерваловъ, в·ь 
которыхъ колебанiе меньше в, равна b-a-l, то 

(2) w~et+(b а-l)в et+(b-a)e. 

Поэтому, если для разсматриваемаго ра3Ложенiя l < 11, то для того 
же разложенiя т""" е'Ч + ( Ь -- а) в, гдt вторая часть, вслtдствiе про
извольности чиселъ '1J и в можетъ быть сдtлана меньше любого 
положительнаrо числа а. Слtдовательно, существуетъ такое разло
женiе интервала (а, Ь), для котораго т < а, а этого и достаточно 
для существованiя интеграла. 

719. Если, напримtръ, /(х) непрерывна, то по теоремt Кан
тора (§ 279), при данномъ е можно взять интервалы h1 , k;., ... , /1.,, 
достаточно малыми, чтобы колебанiе функцiи f (х) въ каждомъ 
изъ нихъ было меньше в. Слtдовательно, эдtсь l = О, а потому 
всякая непрерывная функцiя интегрируема. Однако, въ то 
же время ясно, и намъ уже иэвtстно (§ 715, f), что и разрывныя 
фуню~iи могутъ быть интегрируемы. Таков..ы, напримtръ, конечныя 
функцiи, съ конечнымъ числомъ разрывовъ (§ 272, а), потому 
что ихъ точки разрыва, являющiяся въ конечномъ числt, могутъ быть 
заключены въ сколь угодно малые промежутки. Интегрируемы также 
конечныя функцiи съ беэконечнымъ числомъ точекъ раз

рыва, если только число точекъ, въ смежности съ которыми нахо

дится беэконечное множество разрывовъ, будетъ конечнымъ. 

Изолируя сперва эти точки сколь угодно малыми интервалами, мы 

получи~ъ въ остальной части даннаrо интервала лишь конечное 

число точекъ разрыва, которыя въ свою очередь могутъ быть за

ключены въ сколь угодно малые интервалы, и сумма l всtхъ этихъ 
интерваловъ, первыхъ и вторыхъ ( единственныхъ, которые могутъ 

войти въ составъ l), будетъ сколь угодно мала. Во мноrихъ дру
гихъ случаяхъ 1) функцiи могутъ быть интетрируемы, несмотря на 
беэчисленное множество разрывовъ въ интервалt интегрированiя ; 
и легко доказать 1), что только вполнt разрывныя функцiи 
(§ 272, с) никогда не бываютъ интегрируемы. Во всякомъ 
случаt, мы видимъ, что непрерывность функцiи достаточное, 

но не необходимое условiе ея интегрируемости. Напротивъ 
того, какъ мы уже знаемъ (§ 282, е, f), непрерывность функцiи 
есть необходимое, но не достаточное условiе для суще

ствованiя ея производной. Совокупность интегрируемыхъ функцiА 

заключаетъ въ себt поэтому всt функцiи, имtющiя производныя, 

но гораздо обширнtе совокупности 11ослtднихъ. Тtмъ не менtе 

практически операцiя интегрированiя гораздо труднtе дифференuи-

1) Dinl. ,Fondamenti etc.•, стр. 245---249. 

11 
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рованiя, и въ то время какъ мы имt.емъ общiя пр_авила дифферен, 
цированiя, для интеrрированiя мы имt.етъ лишь нt.сколько вспомо

rательныхъ средствъ. Эти средства, впрочемъ, достаточны для 
выполненiя интеrрированiй, съ которыми встрt.чаемся на практикt., 

да и въ высшей Математикl, искусное ихъ примtненiе ведет:ь къ 

весьма важнымъ результатамъ. 

Правила интегрированiя. 

720. Прямое интегрированiе (суммированiе). Первое правило, 
которое представляется для вычисленiА интеrраловъ, вытекаетъ не

посредственно изъ опредt.ленiя интеграла, какъ предt.ла суммы; 

самый естественный способъ его примt.ненiя состоитъ въ томъ, что 
интервалъ интеrрированiя разлагается на п частей, равныхъ h (такъ 
что tih = Ь а), и въ каждомъ интервалt берется значенiе функцiи 
на одной изъ его rраницъ 

ь 

(4) .f лх) dx = ~lz {Ла + h) + f(a+2Jz) + ... + f(a + пh)}. 
а 

Но возможно прибt.rать и къ друrимъ способамъ раздt.ленiя Ь - а 
на части, иной разъ болt.е выrоднымъ. Если, напримt.ръ, а> О, то 
можно положить Ь = aq" *), rдt. q > 1 и стремится къ предt.лу 1 
при безконечномъ п; тоr.11-а будемъ имt.ть 

ь 

(5) f лx)dx= ~i::!1 а (q-1) {J(a)+qf(aq)+q2.f(aq2) + ... +q"-lf(aq"--1)). 
а 

По тому же закону МОЖНО дt.лить интервалъ интеrрированiя и въ 
томъ случаt., когда одна изъ rраницъ интервала лежитъ въ точкt. О; 
тогда надо начинать съ другой границы, но надо помнить, что этотъ 

прiемъ (срав. съ § 711, d) не строrъ. Обозначая черезъ q число, 
стремящееся къ 1, постоянно возрастая, находимъ 

а 

(6).f J(x)dx=~ а (1-q) {/(а)+ qf(aq) + q2J(aq2) + q3f(aq3) + ... }. 
о 
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721. При•t.ры. а) Если /(х) tf, то по фopмyJit (4) получимъ 

"' 
./' ежdх 
о 

lim Jz (е" + е2" + · · · + е""> = (tf-1) lim -/!---
"='' h=:J:J е - 1 

е"'- 1. 

Неопредi:;лен~:rый интегралъ f еж d х = е"' + С. 

Ь) Теперь возьмемъ примi.ръ, гдt полезн1;е будетъ формула (5) 
п 

lim п (q 1) = lim п ('-V~-
q=l n=:ю а 

Аналогично этому найдемъ 

"' п 
J"1og х dx = lirn ,I(ai-aq'-1

) log (aq;) 
а q=I 1 

. logq 
xlogx-aloga-(x--a)l1m -- x(logx 1)-a(loga--1). 

q=l q-1 

Въ неопредменномъ видt 

f dx • х" = log х + с' f log .1: dx х {log х - 1) + С. 

259 

Нужно, однако, замi,тить. что во всi,хъ этихъ резулыатахъ подразумi.вается 
условiе а > О, потому что въ области вещественныхъ чиселъ функцiя log ~ 

для х ~ О не существуетъ. Такъ, напримtръ, п~рвообразная функцiя отъ -1-
.х 

при х<О будетъ log ( х), а не log х. 

с) Вышеприведенное вычисленiе не примi.нимо, когда а = О. Но изъ 
полученнаrо результата, припоминая, что интеrралъ необходимо непрерывная 
функцiя, тотчасъ найдемъ 

х (logx- 1) - lim а {log а-1) x(logx 1 ). 
а=О 

Къ тому же результату легко придти съ помgщью формулы (6) 

ж 

" ( Iog ) .J togxdx=x~~ Iogx+~-i =x(logx-1) 
о 

или бол1;е строrимъ nутемъ, прилагая одну изъ выведенныхъ раньше (§ 335, с) 
формулъ 

"' 
/

\og х dx = lim lz log (п ! hn) 
• h=O 
о 

=lim х (пlogn п+ · · · +nlog-xп_) .x(logx-1). 
n===ю n 
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2 

d) Очень легко вычнслить.{tоg sin х dx, если(§ 459) извъсmа формутt 
о 

Въ самомъ дiшъ, положивъ nh = п , тотчасъ найдемъ 

:,; 

2 

/ 
•log sin х dx = lim h log --1CI; 

• h=O 2 
о 

00 

е) Д..1я вычисленiя интеграла Пуассона*)}. dx, раможимъ интер-
о 

валъ (х, оо) на равные интервалы, величину которыхъ обозначимъ черезъ h, 
и станемъ искать предълъ !! (х) суммы 

при убыванiи h до нуля. Полагая e-k' = q, легко найдемъ Q(O), съ помощью 
формулы (§ 342, с) 

Iim (q + q4_+ q9+ .. ·) 
q=l 

Дъl!ствительно, мы имъемъ 

(!(О)= lim li ( q + q4 + q9 + • • •) = _!_ Ynlim --;==h== 
/=О 2 /;=!) 

1 у;;;. 

Такъ какъ е-сх+а)' < е-х' · е-а' то, очевидно, 

О< о(х) < о(О) lim о(х) О; 
="' 

и на основанiи замъчанiя, сдъланнаrо въ § 711, d, можно утверждать, что 

"' j' г"'' dx -! y;:i". 
о 

j":sinx 
f) Точно такъ же, чтобы вычислить интеrралъ Дирихпе х dx, 

о 

достаточно знать, что 

sin h + !- sin 2/z + t sin Зh + · · · !- (:r,;-h), 

*) Пуассону принадлежитъ одинъ изъ выводовъ значеиiя этого инте
грала, но друrимъ путем1~ онъ уже былъ найденъ Эйлеромъ. 
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nри условiи О < li < 2:п;. Отсюла тотчасъ сл1;дуетъ 

"' .J~:x d.,: 1
. ;/; - li п 
1m =-· 

/=fj 2 
о 

Къ тому же результату пришелъ Фурье 1) подобнымъ же прiемомъ, однако, 
совершенно не строгимъ, исходя иэъ формулы 

вытекающей непосредственно иэъ вышеприведенной. Раэд1;ляя интервалъ 
,о, :х:,) на беэконечное число интерваловъ, иэъ которыхъ первый равенъ h, 
.а вd другiе вдвое бОJtьше, найдемъ, что раэсматри_ваемый интеrралъ равенъ 

lim (siпh+~sin3h + ~sin 5h + · · ·) 
я:::::0 3 5 

л; 

2 
limsiпli=~-

2 k=f) 

Зам1;тимъ, что такимъ же обраэомъ 

;а сл1;довательно, 

lim 
1 

(sin2 h + }'Sin2 2h + -1r sin2 Зh + · · ·) 
h=O 

lim (siп 2h + ! sin 4h + t sin бh + · · ·), 
h=O 

"' r~n2 x dx = lim 1i-2li = ..::_, 
. х2 h=o2 2 
о 

такъ что оба интеграла 

"' "' 

f sinxd -- х и 
х 

_;·sin2x dx 

о о 

:;i; 
им1;ютъ одну и ту же величину 2 , хотя элементы второго интеграла 

меньше соотвътствующихъ элементовъ перваго. Это объясняется пмъ, что 
всt элементы второго ю. теграла положительны, между пмъ, какъ элементы 
перваго по очереди положительны и отрицательны въ интервалахъ (О, л), 
(:;i;, 2я), (2л;, Зя) и т. д. 

1 

g) Вычисляя f log ( - log х) d х по форму л1; (6), приходимъ къ. разы с
о 

канiю пред1;ла 
(1- q){ log (- log q) + q log (- 2 log q) + q2 log (- 3 log q) + ... ) 

00 1 
log (- log q) + ~ q" log п = log l_og q 

~ . 1i q-=-1 
1 

"' ,L.;~ q" ( l- -- log п t!) 
1 

1) "Oeuvres". Т. l, стр. 402. 
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съ nриближеиiемъ q < къ единицi;. На основанiи теоремы Абеля (§ 340) 
будемъ имi;ть 

. ~,.(1 п+I) ~(1 J1m ,,,;;;;_, q -- log -- = ~ ········ 
q=l-0 l lt 11 l 1t 

l п + 1) ogJZ lim (11" log п). 
11::::00 

Мы знаемъ (§ 183), что предi;лъ этотъ существуетъ и равенъ Эйлеровой 
постоянной. Такимъ путемъ находимъ полученное Маскерони значенiе 

1 

.Гlog (-log х) dx = 0,577215664 .... 
о 

h) Предложимъ себi; теперь найти значенiе весьма важ:наrо интеграла 

00 

г · Г"'dх, (µ>0) 
() 

носящаrо названiе Эйлерова интеrрала второrо вида. Ero значенiе равно 
предi;лу суммы 

Jt1' (1µ-1 гh + 2µ-l + 31<···1 e-3h + ... ) 

при безконечно маломъ h; полагая = q и припоминая одинъ изъ ранi;е 
на11денныхъ результатовъ (§ 342, f), находимъ, что искомый пред1;лъ равенъ 

lim h 11 (1µ- 1 q + 2µ-l q2 + 3.<t-l q3 + ... ) 
q=l 

( 
/1 ·)µ 

Г(µ) lim ---=,. 
h=O 1-е 

Слi;довательно, 
о, .r· х·и--1 е-"' d.'t: = Г(!.t). 

о 

i) На основанiи извi;стнаrо свойства (§ 464, е) Г(х) Г(l-х)= 

припоминая еще выведенную въ § 459 формулу, nолучимъ 

tl.····---1 

г( ~ ) г ( ~ ) ... 1' иt-п1) = ----;===::;т;-=-==2 =-~с===== 

что, впрочемъ, легко получить и изъ самаrо опредi;ленiя функцiи Г. Замi;
тивъ вышесказанное, будемъ имi;ть 

limhlogГ(h)Г(2h) ... Г(nh)=lim l {(n-l)log~ logJ!n} 
h=O t1=00 11 

и отсюда 

1 

.(1og Г(.~) dx =. logJ!2 :;т;. 
о 

Теперь можно еще, слi;дуя Лершу (Lerch), найти общнi;е значенiе того же 
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интеграла въ npeJiilлaxъ отъ µ, до Jt + 1, при всякомъ /t > О. Обозначая 
искомое зпаченiе черезъ /{Jt) и замilчая, что 

~1-1 µ. 

/(µ,) =./'-1·, /'{Jt)=log Г(Ji+ 1)-logГ(J,)=log µ, 

о о 

пайлемъ съ помощью выведеннаrо раньше результата 

/(µ,) = µ, (Iog ,tt - 1) + /(О), 
и nридемъ къ формулi. Раабе 

µ+1 

J\og Г(х) dx = ttlog ,tt - µ, + log ]/2п. 
µ. 

722. Непосредственное интегрированiе. Иможенная и раз
витая въ nредыдущихъ параrрафахъ метода въ бол~,шинствt случаевъ 

практически не выполнима, такъ какъ мы наталкиваемся при этомъ 

на трудности (вычисленiе предtловъ суммъ), для преодолtнiя кото
рыхъ нужно (§ 357) знать первообразную функцiю F отъ интегри
руемой функцiи f Выгоды, какъ будто представляемыя двойнымъ 
11роизволомъ въ выборt закона раздtленiя интервала интеrрированiя 
на части и въ выборt значенiй функцiи въ каждомъ интервалt ~ 

въ сущности ничего не даютъ. Каковъ бы ни былъ законъ подраз
дtленiя даннаrо интервала на части, наилучшiй выборъ значенiй f, 
очевидно, состоялъ бы въ томъ, чтобы въ каждомъ интервалt было 
взято такое значенiе /, произведенiе котораrо на величину интервала 
равнялось бы приращенiю функцiи F при переходt отъ одного 
конца интервала къ другому*). Дtйствительно, въ такомъ случаъ 
сумма, предtлъ которой мы ищемъ, была бы непосредственно 
равна (§ 709) значенiю интеграла: Отсюда и видно, что изложенная 
метода, при всей своей огромной общности, не даетъ намъ вtрнаrо 
средства для преодолtнiя трудности, происходящей отъ неизвtстности 
первообразной функцiи. Поэтому предпочтительнtе будетъ избрать 

другой путь, а именно воспользоваться тtми результатами, кото
рые намъ дало разысканiе производныхъ извtстныхъ функцШ 
(§§ 288- 291) и, на основанiи доказанной въ § 713 теоремы, непо
средственно написать нижеслtдующiя основныя формулы 

rхп dx = х"+~-11- + С, fdx = log I х 1 + С, r a"'d.-.: = _!!_:_ + С, 
,, п • х • log а 

rcosxdx=sinx+C, fsinxdx= - cosx+C, J_t!{- = tgx +С, . cos х . . . 
,{ г!rх2 = arc tg х + С, f у{{-.1с~ = arc sin х + С. 

*) Для этоrо требовалось бы знать число~. среднее между значенiями х 
на rраницахъ интервала, входящее въ формулу Лагранжа, а опред'hлить 
это число никакихъ средствъ мы не имi.емъ. 
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Эти формулы надо удержать въ памяти и стараться uрилично выбира
емыми искусственными прiемами сводить къ нимъ по возможности всъ 

дpyrie интегралы, съ которыми приходится встръчаться на практикъ. 

723. Примt.ры. а) Часто встрi,чаются интегралы вида 

f d;s = log I tt 1 + С. 
Напримi,ръ,имi,емъ 

f tgx dx= Jd~?sx - log I cosxj + С, cosx 

! d ! l dx rdtg::_ 
-~ = -= ·~~ =iog\ tgx2·I + С, 
SIПX • Х Х Х 

Stn -2 COS 2 . ., tg 2 

f e:: 1-f(1 -e"': 1)dx=x log(i"+I)+C, 

!~dx=JJ ~-idx=2fd(/-.2 +e-f)_ 
е"' + 1 :'.. :. :'.. _::_ 

е2+е 2 • е2+е 2 

=2log (ej+ e-i) +С= log(e"'+ Г"'+.)!) + С, 

!~ =f cosxdx =_!._fcosx + sinx dx _l_rcosx-sinx dx 
• tg х + 1 • sin х + cos х 2. sin х + cos х + 2 • sin х + cos х 

= !{х + log I sinx+ cosx\} + С. 

/
• dx 

Ь) Вычисленiе интеграла. -а------~·с··-08-·х·- легко производится, если 

положимъ 

а Ь 

cos а sin а 

Тогда интегралъ обращается въ 

1 f dx 1 . С -··-=--.-=-= . = -·- - log \ tg ! (х + а) \ + . 
уа2+ Ь2 sш(х+а) уа2+ Ь2 

Замi,нивъ а его значенiемъ arc tg .!!_, найдемъ 
а 

.. f а sin Ха_; Ь cos Х у'° а2--t- ь2 Iog \ь __ si_n __ x_a··-----;·--·-,-.---~-----··· I + С. 
с) Весьма часто также встрi,чаются интегралы вида 

f {;; 2vи+с. 
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Напримi;ръ f {1d~_;;i = - Jll-.\·2+ с. 

JVI~·~dx f ;i-xx2dx .f·jlr:xi-.f *~ 
= arc sinx + Jl:f-x2 + С. 

Такимъ же образомъ nолучимъ, замi;чая, что f'иdu и2 

2 + С, неnосред-

ственно сnдующiе интегралы • 

Jarc sin х 1 ·. ? 

.jtl_:x2 dx = 2 (arc sшх)" + С, 

d) Еще примi;ры для упражненiя 

.ftg2xdx f!..= cos
2
.:: dx =f-d.::._ __ Jdx tg х - х + С, 

cos2x cos2x . . 

! - dx __ rsin2x+cos2x dx _ r- dx +J dx tgx-cotx+C, 
sin2 х cos2 х s1п2 х con2 х cos2 х sin2 х 

• ~ !., • 

. f cos2 xdx=1./'(1+cos 2x)dx = ix+ i_{cos2x dx t (x+sinxcosx)+ С. 

Общнi;е, можно вычислить всякiй интегралъ вида f cosax.cos{Jx.cosyx ... dx, 
ос1ювываясь на извi;стной формул-!; Тригонометрiи 

cos mxcos пх =![cos (т 1i)x + cos (т+п) х]. 

Если, напримt.ръ, предложено найти интегралъ отъ cosx · cos 2х · cos Зх · d х, 
то пишемъ сперва 

cos х cos 2 х = 1 ( cos х + cos 3 х), 
далi;е 

cosx cos 2х cos Зх = t (1 + cos 2х + cos х4+ cos 6х) 

и, наконецъ, 

.f.cosxcos2xcos3x · dx = t(x + tsiп2x + tsiп4x + t siп в_х) + С. 

е) Другiе интегралы приводятся къ виду 

- i +с. 
и 

Положимъ, наnримt.ръ, что требуется найти интеrралъ, предложенный 
Эрмитомъ1) 

1) С. Hermite .Cours d'Analyse de l'Ecole polytechnique•, стр. 260. 
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Слtдуя весьма простому. пути, указанному W. W. Веmап·омъ, замt.чаемъ 
сперва, что 

х cos х - sin х = х sin х ( cot х - } ) = cos х (х tg х) 

и разлаrаемъ лодъннтеrральную функцiю на слаrаемыя 

sin2 х -х-2 cos2 х l -·~·~·~+· . 
( t 

1 )2 (x-tg xf 
сох --

х 

Такъ какъ имt.емъ 

( 
1 1 \ 

--;·~+-;dx 
sш2 х х2 ' 

d(x tg х) = (1 - __!-) dx cos2x ' 

то первоо?разная функцiя будетъ 

J 

cot.~ 

и окончательно 

х 

1 
+.~- х 

J .1:2 dx 
• (х cos х -sin xf' 

х 

tg (х + arc tg ; ) + С. 

724. Интеrрированiе путем'Ь подстановки. Для вычисленiя 
·интеграла и= f /(х) dx часто бываетъ полезно ввести· новую пере
мtнную t р(х). Если изъ этого уравненiя получается выраженiе 
х = 'ЦJ(t), такъ что dx = '1/J'(t)dt, то, очевидно будемъ имtть 

такъ что 

du = f(x) dx = f( '!fJ,(t)) '!fJ' (t) dt, 

и .Глх)dх =.Гл1p(t))'![J'(t)d~ 

и можетъ случиться, что въ новой формt вычисленiе интеграла 

легче произвести; а тогда стоитъ лишь подставить вм'tсто t функ
цiю (J) (х), чтобы получить выраженiе искомаrо интеграла и черезъ 
перем1шную х. Если первое интеrрированiе производится между 
предtлами а и Ь, то второе, очевидно, надо произвести въ предt· 
лахъ отъ (JJ (а) до (J) (Ь), предполаrая, что въ этихъ предtлахъ пере
мtнная t измtняется постоянно въ одномъ направленiи *) и притомъ 
непрерывна. Въ этомъ случаt можемъ писать 

,, tp(!J) 

(7) .fi(x) dx =.f g(t) dt, 
а q;(a) 

*) Иначе ттеремtнная хне была бы однозначною функцiею оп, t. 
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rд-k g(t) для краткости обовначаетъ фуннцiю /('IJ}(t) )'IJJ'(t). Если же, 
напротивъ того, при измtненiи х въ одномъ и томъ же направленiи 

отъ а до Ь, перем-kнная t сперва измtняется въ одномъ направленiи 
до х = с1 , потомъ въ друrомъ до х = с2 и т. д., то второй инте· 

rра.чъ надо разбить на два или' на нtсколько друrихъ, удовлетворя
ющихъ условiю, что. между предtлами каждаrо изъ нихъ t измtняется 
постоянно въ одномъ направленiи; въ этомъ случаt бу демъ имtть 

/J (JJ (c,J rp(c,) 

.f лх) dx .fк1(t)dt+J~2(t) dt+ .. . ; 
" 'Р(") q,(c,), 

здtсь g 1 (t) обозначаетъ выраженiе g'(!), вычисленное на основанiи 
выраженiя '1jJ1(t) перемtнноfi х въ интервал-!, (а, с1), g 2 (t) выра
женiе g(t), вычисленное для х 'IJ}2 (f) въ интервалы {ci, c.l) и т. д. 
(Въ разныхъ интервалахъ выраженiе х = 'IJ}(t) можетъ быть раЗJiично). 
Если, напримtръ, при измtненiи . х отъ а до Ь, перемънная t, 
исходя изъ знач~нiя а (JJ(a), снова возвращается къ тому же зна· 
ченiю a=(JJ(b), переходя черезъ максимумъ или минимумъ fJ=(JJ (с), 
то ясно, что значенiя х въ интервалъ (а, с) изображаются нtкоторой 
функцiею '1jJ1 (t), а въ интервал-!, (с, Ь)-друrою 'IJ}2 (t), такъ какъ 
каждому значенiю t, лежащему между а и fJ должны соотвътство
вать два различныхъ значенiя х. Отсюда слъдуетъ: что 

Ь ~ а fJ 

./'Лх) d:~ .f ~1 (t) d t + ./'к2 (t) dt = .1·{g1 (/) - g2(t)} dt. 
а а fJ а 

Есди бы мы не приняли во вниманiе этого замъчанiя, то впали бы 
въ грубую ошибку, заключивъ, что цашъ интеrралъ равенъ нулю, 

а 

потому что f = О. Все это показываетъ, что при установленiи пре-
а 

дъловъ интеrрированiя по новой перемtнной, необходимо обращать 
вниманiе на то, какимъ образомъ измъняется эта перемънная. Если 
дал-kе, эта перемънная разрывна и имъетъ, напримъръ, обыкновенный 
разрывъ при х =с, то, очевидно, надо было бы писать 

/J q,(c--01 (J)tb) q,(b) q,(c+o) 

.f'лx)dx .[g(t)dt+.f'g(t)dt =.Гg(t)dt- .Гg(t)dt. 
а q,(a) (JJ(e-f-()) q,(aJ q, (с-0) 

То же самое случится, если q,(x) при х = с обращается въ безко
нечность и мъняетъ знакъ; въ этомъ случаъ имъемъ 

Ь Т'° /(Ь) 
_(л.r:)dx .rg(t)dt + '--'- g(t)dt. 

" <р(а) +"' 
Такимъ образомъ получается, вообще, значенiе интеграла, отличное 
отъ того, которое получилось бы при грубомъ приложенiи фор
мульi (7), а именно значенiе, отличающееся отъ него на величину 
G(± оо )- С(+ оо ), rдt G(t) есть первообразная функцiя отъ g(t)dt. 
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а 725. Примi;ры. а) Подставляя по очереди x=af, .1:=,. х a(l t), 

иайдемъ 

Ja/;x2 

r dx 
" Jf2ax-x2 

l х 
arctgt+C=-- arctg + С, 

а а а 

I а 
а arc cost +С= ±a-arc cosx+ С, 

arc cos t-t С 
а-х 

± arc cos -а-+ С. 

Бъ nосл1;днемъ примtрt надо взять верхнiй знакъ при а > О, а· нижнiй 
при а < О. Точно такъ же въ предпосл1щнемъ примtрt надо взять верхнiй 
или нижнiй знакъ, смотря по тому, на положительныя или отрицателъныя 
значенiя х желаютъ распространить интеrрированiе; отъ одного случая къ 
другому, впрочемъ, можно перейти, замtчая, что 

arc cos ( - х) л - arc cos х. 

Двойной знакъ получается отъ того, что подъ знакомъ интеграла находится 
корень квадратный, который по предположенiю всегда берется со зна
комъ +, такъ что имtемъ 

Ь) Съ помощью подстановки х = cos в вычисляютъ слtдующiе дpyrie 
интегралы 

f v~~= dx = 2f sin2 ~ dO= (0--sinO)+ C=arcsinx+-vг=xЧC'. 

f i/i х2 dx = - .! siп2 & d6 = - !(0-siп в cos 0) + С 
!(arcsiп х + xJfl-x2)+C', 

J x.2d-x 
-.r· dx= 
r 1-х2 

.fcos2Gd0= !(O+sin0cosO)+C 

=-! (arc sin x-xJfl-x2) + С". 

Если же хотимъ вычислить 1·-~·=d=x=, то лучше будетъ rюложитъ .,:, =COtgO, 

при условiи siп О > О, чtмъ не ограничивается измtняемость х. Данный 
иитеrралъ обращается въ 

Поэтому 

--! ~0 sin & 
в с· Iogcot 2 + 1 + cos О log···-. -+С. 

SШ O 

J dx log(x+Yi+x2)+ С. 
• у1+х2 



§ 725 ПРАВИЛА ИНТЕГРИРОВАНIЯ. 269 

с) Предложимъ себ1, вычислить 

Умножая числителя и знаменателя на -VГ+ х2 
ный интеrралъ къ сл1,дующему 

, приводимъ дан-

Изъ зтихъ четырехъ интеrраловъ первый и второй преобразуются помощью 

1 "'" . подстановки х I въ ел одующ1е 

f tdt 

-. =,;,~+ 1 
Yt2+ 1 + с', -! f:t1 - -Vt2-1 + с''. 

Третiй вычислепъ уже раньше, а четвертый равенъ arc siп х + с'". Итакъ 

! УТТх2 ~ У1=х2 
~==-,-х-== + } log (х + У 1 + .х-2) + 1 

arc siп х+ С . 

. 1· dx р2 d) Для вычислеюя. х2+ р х + q сперва предположимъ q > -4- и 

положимъ х+~ tv;-~2

, такъ что dx=Vq-1:;--dt и 
х2 + рх + q (х + t Р)2 + (q - t р2) = (q ! р2) (1 + f2) 

Тотчасъ получаемъ 

Если, напротивъ тоr.:-, q 

интеrралъ преобразуется въ 

1 x+tp 
-Yq-t/f!. arctg }1q-tP2 + С. 

, то полаrаемъ х+ ~ = t V·f-q. Данный 

J ,Jt _ 1 f dt 
121--~( t-1 . . 

дменный на у! pi-q. Поэтому будемъ имi,ть 
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Впрочемъ, об1; формулы эквивалентны, въ силу соотношенiй 

1 1 + ix arc tg х = -
2 

. log 
1
--.- , 

i - ix 
l 2. t (·1-х) og х = i arc g i 1 + х , 

легко получаемыхъ изъ изв-tсrной формулы Эйлера (§§ 406, 411). 

е) Безъ всякаrо, такъ сказать, вычисленiя находимъ значенiе ните-
rраловъ 

:r 

2 f siп2 xdx, 
о 

,r; 

2 f cos2 xdx 

о 

л; 

если зам-tтимъ, что одинъ преобразуется въ другой подстановкою 2 - х 

2 

}

• л; 

на м-tсто х, и что сумма ихъ равна d х = 2 . Общая величина данныхъ 
о 

л; 

интеrраловъ равна, сл-tдовательно, 4 · Точно такъ же, зам-tняя х на л-х, 
найдемъ 

я п 1' 

! xsiпx d J(n-x1siпxd п J siпx d 
Х= Х=-- Х 

• 1 + cos2 х • 1 + cos2 х 2 • l + cos2 х 
о о () 

л; ( :-,;2 
= 2 arctgcosx)~= •4 · 

2 

f) Совершенно аналоrичнымъ путемъ, найдемъ j'1og siп х d х, вычи,, 
сленный уже раньше иначе (§ 721, d). Мы им-tемъ 

2 • 2 

1·l~gsiпxdx =./°iog cosx dx = t.{log (siп ~ cos 7) dx, 
u u u 

т. е .. зам-tняя въ посл-tднемъ интеграл"!; х черезъ t х, 

,r; 

2 3t я f 1og siп х dx = +._{log ( ~ siп х) dx = -; 1og2 + ~1 }
0

log siп х dx. 

о t) u 
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Если, дапi;е, заьrt.ннмъ х черезъ :r,; х и замi;тимъ, что 

я 

" 2 .f 1og sin ~; d х = .f tog sin х d х, 
" u 

,о можемъ также наnисать 

<>ткуда и nолучаемъ 

"' 2 

- ~-log 2 + ~ f1ogsin:t:dx, 

о 

"' 3 

./\og sin х d х 
() 

n 
·;г log 2. 

g) Подобнымъ же образомъ, замi;ною х на 1 - х, найдемъ 

1 1 1 .! log Г(х) dx = f log Г(l 1 ;· n х) dx = - log-:--d.1: 
2 sшпх 

о о о 
1 

! log п ! .f •log sln п х d х. 
11 

Послi;днiй интеrралъ подстановкою пх = & обращается въ 

" 
~ .! log sin О d& 

о 

Слi;довательно (срав. съ § 721, i), 

1 

"' 2 

~ .f log sin О d& =- log 2. 

о 

.ftog Г(х) dx = log Jf2л: 
о 

.271 

!
а, -(.,'+!~) 

h) Положимъ, что предложено вычислить е .,, dx. При а=О 

о 

этотъ интеrралъ nриводится къ интегралу Пуассона (§ 721, е). Попожимъ 

О ~ а. ~ -теnерь а и зам иимъ х на х , данный интеrрапъ пре разуется въ 
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!
00 

-(х'+!;) ( а \ 
е х d -;; )· II будетъ, слiщовательно, равенъ 

() 

о 

Полагая .1: - а t, замъчаемъ, что при измtненiи х отъ О до со, I посто-

янно возрастаетъ оrь - -оо до +=, когда х возрастаетъ отъ О до оо, замъ~ 
няя букву I опять буквою х, найдемъ 

~ ( а') }~ -
/ е- х'+;,, dx= ~ г2а e-x'dx={~· 

б __ .,,, 
;д; . 1· sin2x dx i) Чтобы вычислить , rдъ \ k \ '"'1, разобьемъ.интервалъ. 

- COSX 

о 

интеrрированiя на двъ равныя части и въ правой половинъ замънимъ х на 
Ji х. Интеrралъ преобразуется въ 

п ~ 

2 -i 

.;
• sin2.~dx + f sin2xtlx 

cos х • 1 + k cos х 
о о 

~ 

2 

2 //~!!2;с:~х · 
(J 

Полагая, tg д: = t, преобразуемъ полученный интеrралъ въ 

такъ что 

" 

.!·-...... . ~dx_ 
I+YI-k2 

о 

j) Чтобы показать на примi;рi;, какъ осторожно нужно поступать при 
опредiJленiи предi;ловъ новой перемtнной, вводимой взамi;нъ прежней, 
замi;тимъ слtдуюшее. Если будемъ обращать вниманiе только на начальное 
и крайнее значенiя новой перемънной, то можемъ подвергаться опасности 
получить нелtпые результаты, въ родt слъдующаrо 

/: ~\, -/

1

~ ~1 _/; ~·.,, о. 
• 1 1 + х2 ..:_1 

-1 
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:п; 

Между т1;мъ ·ясно, что интеrралъ равенъ arc tg (+1)- arc tg (- 1) = 2 · 
1 

Ошибка произошла отъ того, что интервалъ (-1, +1) при зам1;н1; х на -
х 

µреобразовывается не самъ въ себя, а въ сумму интерваловъ (-1, -=)+(оо, 1), 
а потому им1;емъ 

1 1 

! ! d_!_ ! d__l__ dx х х 
1+х2 = .--1 + --, ' 

1 +- 1 +-~-2 х2 .. 
-1 -1 "' 

а зам1;нивъ въ первомъ. изъ этихъ интеrраловъ х на - х, получимъ 

(8) 

1 "' 

J dx f dx (:п; п) п 
• 1 + х2 = 2 1 + х2 = 

2 Т - 4 =2 · 
-1 1 

k) Если встр1;тится интегралъ вида 

/j 

J q/(x) dx, 
• 1 + q;2 (х) 
а 

то естественно приходимъ къ тому, чтобы взять за новую перем1;нную 
t = (f! (х). Такимъ образомъ, при условiи, что (f! (х) остается конечною и непре
рывною въ интервал1; (а, Ь), тотчасъ получаемъ значенiе интеграла 

j:'-: р - "' tg р (Ь) - ,tt t« (а). 
tp(a) 

Но если (f!(x) nретерn1;ваетъ разрывы въ интервал1; (а, Ь), то надо припом
нить зам1;чанiя, сд1;ланныя въ концв предыдущаго параграфа. Если, напри
м1;ръ (f!(x) только въ одной точк1; с между а и Ь м1;няетъ знакъ, обращаясь 
въ безконечность, то предложенный интегралъ разбивается на два и будетъ 
равенъ 

±"' ,р(Ь) 

j"darctgt+ fdarctgt=.(± ;-arctgq;(a))+(arctg(f!(b)± ;) 

,р(а) =f<X> 
= arc tg (f! (Ь) - arc tg (f! (а) ± п. 

Общн1;е, если при неnрерывномъ изм1;ненiи х отъ а до Ь функцiя (f! (х) 
k р~зъ обращается въ безконечность, переходя отъ + къ - , и k' - разъ, 
переходя отъ - къ +, то nолучимъ 

ь 

f (f!'(x)dx 
1 + (f!2 (х)- arc tg q;(b). - arc tg (f!(a) + (k-k') п. 

а 

18 
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"' r dx 
1) Къ тому же типу (8) можно причислить интегралъ. 1 + (х _ [х] 'f • 

о 
потому что функцiя х-\х] им1;етъ производную 1, для нецi;лыхъ значенiй х 
и справа отъ 111,лыхъ значенiй х, сл1;ва же оrь нихъ претерn1;ваетъ разрывы. 
Всл1;дствiе этихъ разрывовъ и оказывается, что для ха;; 1 значенiе интеграла 
не равно arc tg (х - [х] ). Въ этомъ легко уб1;диться, написавъ 

j. +(:x_1xff~x1~>::- ,f+ j,н:х_\х)1 
О 1'=01' [z] 

,=:(х]-1 1 х-[з:J 

I J1 ~\2 + Jг{_хх2 1 
arc tg (х - [х]) + 4 :i [х]. 

,r-:::0 о о 

Общн1;е им1;емъ 

:,; 1 :t'-[x] 

jf(x- [х]) dx = [x]f f(x)dx+ jf(x)dx. 
о о о 

/
• xdx 

m) Интегралъ. · .-г~~=~~=~ 

помощью подстановки 

его къ f dO, такъ что 

пеnосредствеппо вычисляется, съ 

О, которая преобразовываетъ 

J Jf(x2-xa;~Ь2-x2) 1fx2-a2 
arc tg r ь2 - х2 + с. 

!1/х-а Точно такъ же, чтобы вычислить r х х d х, nоложимъ 

х = а cos2 О + Ь sin2 _!_ , 
2 

откуда спдустъ 

х-а (Ь Ь-х= (Ь а) cosz 

Предложенный интегралъ обращается въ 

слi;довательно, 

Ь 
8 

af(a+3b-4bcosO+(b-a)cos20)d& 

lJ_______t1_ ((а+3Ь) О 4Ь sin О +(Ь a)sin O_cos &)+С, 
8 

f-V:=:xdx= l (Ь a)(a+Зb)arctgv:--; 
+t(а-ЗЬ 2x)Jf(x-a)(b-x)+C. 

a)sin8d0. 
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Въ частности. 
ь 

l ·vx-l! х dx = !! (Ь-а) (а +3h). 
• Ь-х 8 
а 

n) Ту же подстановку можно приложить къ вычисленiю интеграла 

h 

!
• 3 'а' ~, 

81 • [ (х -а) (b-x)J 2 е (,,_а+ ь-J dx, 

а 

4>Оторы11: встр1.тился Бельтрами въ одномъ вопрос-h о распространенiи тепла 1) 
Но зд-hсь мы изберемъ дpyroll: путь, указанный самимъ Бельтрами, взявъ 
за новую перем-hнную 

t -J- log ( ! · ·; = ;) 
nри положительныхъ а и fJ. Такъ какъ 

.х - а Ь -.v 
--;; 

70 тотчасъ нахо;щмъ 

,откуда 

8J= 
2 

2 dt = 
d:,; х 

1 +--
а Ь--х 

Стоитъ только зам-hнить t на 
выражен!!!:, чтобы найти 

t и взять ариеметическое среднее обоихъ 

а+ fJ ---==- (h 
Уа,8 

d(i-г1). 

"Теперь естественно взять за новую перем-hнную 6 = у Ь ~~- (i - е:-1), кото
рая изм-hняется отъ оо до + =, постоянно возрастая; тогда, припоминая 
значенiе интеграла Пуассона (§ 721, е), мы ,и найдемъ 

1) Mernorie dell' Academia di Bologna (4е serie, t. Vlll). 
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о) Весьма легко представить Кронеккерову функцiю sgn (§ 254, е) 
въ видъ опредъленнаго интеграла. Если въ интегралъ Дирихле (§ 721, f) 
замънимъ х на ± kx, смотря по тому, будетъ ли k > О или < О, то получимъ 

а, 00 

_!!___ = f sin х d х = ± J sin k х dx, 
2 х х . . 

о о 

а такъ какъ при k = О второй интегралъ равенъ нулю, то мы и видимъ, что 

00 

(9) k 2 Jsinkx d sgn = л -х-.-, х. 

о 

Аналогичнымъ образомъ можно доказать, что 

00 

(10) I kl = 1 f sin~kx dx. 

о 

Изъ этихъ результатовъ легко получаются дpyrie, нъсколько болъе общiе. 
Предложимъ себ1>, напримъръ, вычислить интегралы 

00 00 

(11) 
f

. fJ dx f . . fJ d х 
SIП ах. cos х . х , • .SIП ах . SIП х . ~' 

о о 

которые соотвътственно при fJ = О и ,при fJ = а приводятся къ (9) и (10). 
Первl>lй тотчасъ разбивается на два 

а, 00 

_ _!___fsin ((t+P}x dx+ _I_Jsin (а-Р)х dx 
2 х 2 х ' 

о о 

и по формулъ (9) получается 

00 

f . dx :т,; 
SIП ах· COS /Jx · Х = 4 {sgn (а+ /J) + sgn (п- .d) }. 

о 

л 
Иными словами, разсматриваемыl! интегралъ равенъ соотвътственно -

2
- sgn а. 

-}sgna, О, смотря по тому,будетъ ли 1/11 меньше,равно,или больше \аl
Такъ же второй интегралъ (11) разбивается на 

а, 00 

SIП -
2
- Х • · SIП -

2
- Х ! .2 a+fJ f. 2 a-{J 

х2 dx - х2 dx 

о u 
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и по формулt. (10) имi;етъ значенiе ~ (! а+/11 ! а-//1)· Иными словами, 
если а есть наименьшее по абсолютной величиn изъ чиселъ а, fl, то 

"' 

f . . 0 dx 
sш ах. SШµХ. 

о 

лаsgп /1. 

Съ помощью формулъ Трнrонометрiи изъ наRденныхъ здkь интеrраловъ 
:можно вывести безчисленное множество друrихъ. Напримi;ръ, если возвы

снмъ (§ 407) въ п-ую степень 2 i sln х е'" e-ix, то при нечетномъ 11 

nолучимъ 

.. -1 

п. ( 2) +11(n'--l). ( 4) . 1 
SШ n- Х --тт SШ n- Х-···± --·SIПX( 

Умножая обi; части равенства на sin 
dx 

, интегрируя въ предi;лахъ отъ О 

.до со, и пользуясь при этомъ выведеннымъ въ конц-!; § 332 тождествомъ 

1-~ 
1 

п(п-1) · · · (n-v+1) (п-1) (п-2) · · · (n-v) =±~-- . 
l-2····JI 1-2·3···'1' 

1 
nолу•-1имъ, замi;нивъ еще п на 2 11 -- 1 и х на -· , 

х 

"' 
SIП- dx= · ·-· ! (. 1 ) 2

" 1 · 3 · 5 · · · (2п-3) ,,; 
• х 2 · 4 · б. · · (2п -2) 2 
о 

При возрастанiи п до оо интеrралъ стремится къ О, и притомъ асимптотически 

съ+V: · 

726. Интегрированiе по частямъ. Пусть и и v двt функцiи 
о.ь х. Иэъ формулы d(uv) = udv + vdu интегрированiемъ 
выводнмъ 

(12) .f и dv = tlV - .f·v d11. 

Эта формула позволяетъ найти f udv, если иэвtстенъ f vdu *). 
Такое вычисленiе наэывають ннтеrрированiемъ по частям'Ji. 
Когда. предложено найти нtкоторыА интеrралъ, то подъинтеrральную 
функцiю /(х) можно беэчнсленнымъ множествомъ способовъ пред-

*) Примi;нительно къ опредi;ленн ы мъ ннтеrраламъ эта формула 
приннмаетъ видъ 

ь ь 

Jud'l.' = (uv): - f1,dt1. 
а а 
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ставить въ видi; f(x) rp(x) 'IJ)(x), и притомъ такъ, что 'IJ)(x) dx 
будетъ диффереНI\iаломъ иэвi;стной функцiи v, но при выборi; функ
rtiи 'IJ) (х) надо руководиться тi,мъ, чтобы интеrрированiе vrp'(x) dx 
было проще, чъмъ интеrрированiе /(х) dx. Мы видимъ, слtдова
тельно, что интеrрированiе по частямъ, такъ же какъ и съ помощью, 

подстановки, есть не болtе, какъ прiемъ, имtющiй цtлью облегчить 
интеrрированiе, подготовляя его къ непосредственному. Нерtдко 

встрtчается и такой случай, когда интеrралъ, предложенный для 

вычисленiя, самъ появляется въ правой части формулы (12) съ 
коэффицiентомъ, не равнымъ единицt; въ этихъ случаяхъ интеrри
рованiе по частямъ дtлается настоящею методой интеrрированiя, 
потому что формула (12) дасть тогда беэъ новыхъ вычисленiй эна
ченiе искомаrо интеграла. 

727. Прим'l.ры. а) Значенiеf-V1-.Ji,dхтотчасъполучимъ,написавъ 

J yi=-?i dx = х + J;; ~xr; 

второй интегралъ разбивается на 

Слi;довательно (срав. съ § 725, Ь), 

_{-V1-x2 dx ! (х 

arcsiпx - j"' JI 1-х2 dx. 

+ arc siп .~)+С. 

Ь) Чтобы найти интегралы отъ siп log х dx и cos log х dx, зам1;чаемъ. 
что интегрированiе по частямъ, примiшенное къ обоимъ, даетъ 

./·sin logx · dx = xsin log х - f cos lo~x · dx, 

.fcoslogx-dx xcoslogx+.f"sinlogx· dx. 

Отсюда выходитъ, что 

.f sin logx · dx = х (sin log х cos log -~) + С. 

f . х 
cos log х · dx = {sin log х cos tog х) + С. 

Такимъ же образомъ, примi;ияя иитеrрироваиiе по частямъ къ е"' sin х dx И1 
е"' cos х dx, находимъ 

.Ге"' sinx dx = ех cos.~+.f' е"' cosx dx, 

.1· ех cosx dx = ,/'' siп .~ .r ех sin х dx, 
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откуда 
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( е"' sin .1: d.'-' ! е"' (sin х cos х) + С, ., \ 
./ • е"' cos х d х = i e:r: ( sin х + cos х) + С. 

279 

Вnрочемъ, эти интегралы не отличаются существенно отъ лредыдущихъ, 
къ которымъ они и приводятся подстановкою х log /. 

С) Аналогично будемъ им'kтъ 

f cos2~·dx= .r cosx-dsinx=siпxcosx+x-- .f.cos2 xdx= t(x+siпxcosx)+C, 

.f'xcosx dx = f x,isinx = xsiпx --! sin xdx xsinx + cosx + С, 

.f'x2sinxdx = f x2d(-cosx) = · x2cos.,r;+2J xcosxdx 

= 2xsinx+ (2 x2)cosx+ С, 

.r x"cos.,;dx .'l:"sinx-п_f'.,;1•-1 sinxdx 

= x"sin х + n.,r;"-1 cosx ·-11 (п-1) f x"- 2 cosxdx 

(x,.-n(n-l)x"-2+-··)sinx+(nxn-l _ n(1z 1) (tz-2) х"-3 + ···) cosx+ С, 

Отсюда, въ частности, 

1 
тlog2. 
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1 
Наконецъ, подстановкою arc tg 

х 
О, откуда х cotg О, и интеrрирова-

вiемъ по частямъ nопучимъ 

2 

lim 02 cotg 0 + 2 f в cotg 0 d&, 
Q=O • 

о 

а спъдоватепьно (§ 725, f), 

2 2 

2 f odJogsinB=-2 f 1ogsin О d0=nlog 2 

о о 

(Посп1;днiе два примъра взяты изъ итапьянскаго изданiя 1905 rода). 

sinx . 
d) Чтобы взять ишеграпъ отъ ---- е" dx 1) примъняемъ интеrри

соs х 

рованiе по частямъ 

f !_f- sin х е'" d х 
1 + cosx • 

--:----е - · · е х 
sinx х Jl +cosx + siпx "'d 
cos х • ( 1 + cos х)2 ' 

и пищемъ пocni;днilt дифференцiапъ въ видt. 

cosx 

в"'sinx dx 
(1 + cosx)2 

Отсюда спъдуетъ, что 

de"' +e"d 
cosx 

1 __ = d ___ е_"' __ 
cosx cosx 

J 1 + sin х "d . _ ., t х t С 
1 +cosxe х-е g-:.Г · 

Можно было бы избъжать интеrрированiя по частямъ, умножая чиспитепя 
и знаменателя на 1 - cos х и разбивая попученныlt дифференцiапъ спъду
ющимъ образомъ 

(siп~x cos х) е" d' х (-1-
sin х · + sin х c?s~) е"' dx 

sщ2х 

е"' 
-d(e"'cotx) + d--,-··-· 

Stn Х 

е) Если требуется найти интеrралъ отъ хт log" х d х, при т > - 1 
и п цi;помъ положитепьномъ, то съ помощью интеrрированiя по частямъ, 
и повторнаго прнпоженiя перваrо nолучаемаrо результата, наllдемъ 

?log x·dx=--Iog х- --- х log x-dx J " х"'+1 " п J т п-1 
• m+I m+l 

хт+1 (1 " п 1 п-1 п(п-1)1 ,,_2 • п! ) + С 
, og х- т og х + (т+1)2 og х · · · ± (т + 1);; · 

1) Этотъ примl;ръ заимствоваиъ изъ "Glasgow University Calendar" 
(1901-02), rд'tl читатель найдетъ много друrихъ полезныхъ примъровъ. 
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Такъ какъ при всякомъ v > О и т > - 1, функцiя xm+t log" х, равная нулю 
при х = 1, стремится къ нулю справа отъ О (§ 312, а), то въ частности 
будемъ им1;ть 

1 

(13) J "' п (-1 )" · п ! 
• • '1: log x,dx=(

1
;+l)np· 

о 

Аналогично этому находимъ 

.1· хп е-х d.'t: -х" e-··-z + п f х"-1 е __ ., dx 

-(х" + пх"' -t + 11 (п-1) х"-2 + · · · + п!)е-х +С, 
и въ частности, замi,чая, что, при всякомъ '11 > О, (х" е-"') l = О *), 

"' 
(14) f х"' е-х dx = п! (е-") 0"' 11! 

о 

Если этотъ резулътатъ изв1;стенъ, то можно легко имъ воспользоваться 
t 

чтобы изъ него вывести (13): стоитъ только сдмать подстановку х=е 
Дi,l!ствительно, тогда 

1 "' 

х"' log" х d х = --···~- t" e-t d t J (-])" r 
• (m+l)"+1

• 
о о 

( -1)" . 11 ! 

(т + 1)"+1 • 

Впрочемъ, формула (14) есть частныl! случай другоl! раньше доказанной 
(§ 721, h), потому что п! есть значенiе Г(п+l) для цмаго п. 

f) Интегрированiе по частямъ, примi,ненное къ интеграламъ 

"' "' a.,.=f x"e-·тcosxdx, !,,. .r х" е-:с sin х d ~·. 
о 

даетъ 

"' 
ап = (х" e-xsiпx);;''- .f(n.'t:"-1

- х") е-х sinxd.'t:, 

о 

"' 
Ь,, (х" е--11' cos х)~ + .f <11 х"-1 

- х") е_,,. cos х d х, 
о 

т. е. 

Ь.,. =-а.,.+па,._1 • 

Эти-соотношенiя можно соединить въ одно: c,.=t(1+i)11c,._p положивъ 

*) Символъ (f(x)): обозначаетъ разность /(Ь)-/(а). 
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с,.= ап + ib,., при t'2 = 1. Замilчая, что с0 = i (1 + 1), выводимъ отсюда 

Слilдовательно, 

nl :л; 
а,.= cos (п+ 1) - 4- • Ь" 

nl :л; 
sin(n+I) · 

2 

Общнъе, при cos а> О, имilемъ 

.f хп e-•cosa cos (х sin а) dx = п! cos (1i+ 1) а, 
о 

"' .r х" e-cosa sin (х sin а) dx = 1t! sin (11+ 1) (t. 

о 

Изъ этихъ формулъ получаются nредыдущiя при а = ;,; и замън1; х на 

х.,Г2. 

2 

g) Вычислимъ }'s1n11 х dx при п ц'!,ломъ nоложительяомъ. Интеrриро
о 

ванiе по частямъ даетъ 

" 2 

.f s1n" xdx 
о 

откуда 

"' 2-

f sinn-l х · d (- cos х) 
о 

"' 2 

(п-1) {sinn-Z xcos2 х dx 

о 

" "' " 2 2 2 

f ... d п -1 f . ,.___2 d (n-l)(n-3) r. п-4 d 
• SIП Х Х = -n. SIП Х Х = n(n -~-._ SIП Х Х • • •, 

о о о 

такъ что, въ концъ концовъ, приходимъ къ одному изъ двухъ интеrраловъ 

" " -
:! 2 

Jdx= 
:л; .! sinxdx 1. 

о о 
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смотря по тому, будетъ ли п четное или нечетное. Итакъ, 

(15) 

" 2 

fsin"xdx 
о 

l 1·3·5···(n-1) л; --- --- · - при п четномъ 

1 

2·4·6---п 2' ' 

2.4.5 ... (tt-1) 

1
- 3 . 5 .f.----:-:-;,- при п нечетномъ. 

283 

Отсюда легко вывести формулу Вал лиса (§ 464, а), исходя изъ неравенствъ 

R 3' R 
2 2 ., .! sin

2 n+1 х. dx < f siп2 " х · dx < f sin
2
"-

1 х · dx, 

о о о 

которыя теперь обращаются въ слtщующiя 

2.4.5 ... 2,z 
3 · 5 · 7 · · · 

Отсюда сл'hдуетъ 

2 4 2п 2п 
···2п-1.'iп 

2 2 

Гlоэт;:,му,. зам'hчая, что отношенiе 

безконечномъ, мы и находимъ 

2tt 
стремится къ предt.лу 

л; 2 2 
т=т· 

4 4 6 
·а ··5·5 · 

6 8 

при п 

Отсюда же легко заключить (§ 337, с), что, при возрастаиiи п, оба выраже

нiя (15) стремятся принять форму 1 / л; , такъ что J1 2п 

" 2 

Jim vпf sinn х . dx = 11·;;-. 
n=co • JI 2 

о 

"' 
h) Интеrралъ gJn J хп e-ar dx при п = О намъ уже изв'hстенъ 

о 

(§ 721, е), а при п = 1 легко вычисляется, потому что 

00 

gJl = t.Г е-"'' d (х2) = t (Г"'1 )~ i. 
о 

Впрочемъ, замt.на х на -Vi даетъ, при всяк_омъ п, g/,.= ~ r(n t 1). Но по
ложимъ, что это соотношенiе иеизвi.стно; тогда при всякомъ цt.ломъ поло-
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жительномъ п интеrралъ 81,, вычисляется съ помощью интегрироваиiя по 
частямъ сл1щующимъ образомъ: 

00 ... _.,. !_! . .п-1 d(- ______.,,) = !_ ( .п-1 -J11')o + n - 1 f п-2 _;, d ....,,. 
2 

.:i- е 
2 

;t е "' х е .х 

(16) 

о о 

liJ,.= 

l- 3 · 5 ···(n-])81
0

, при п четномъ 
п 

22 

2·4·6···(11-l) 
---.. +1 

22 

при п нечетномъ 

Чтобы вычислить теперь и :110 • замiiтимъ 1), что выраженiе 

а, 

"' + 2 а'"' + а2'"' .f x,.,_1 (х+а)2 е-11:' dx Сlп+1 с,,. Cln-1 

о 

для всiiхъ вещественпыхъ значенiй а положительно, и что для :этого необ
ходимо 31,,_1 81,,+1 > :!1,.2, т. е. 

81,,_1 liJ" 81,._1 > -)if- , между тiiмъ, какъ 
п+I 

,Слi;довательно, 

liJ,.,_1 1 /2 liJ" 
-~>rп> 

.а поэтому послiiдовательно 

yi, 

-Остается подставить выраженiя (16) въ nослiiднее равенство, чтобы полу
чить (§ 337, с) 

1 2-4·6···2n 
lim ~~~---=----= 

1-3·5···(2п-1) 
1 "г-2 "я;, 

Далilе легко установить, что выраженiя (16) при безnредиьномъ возрастанiи п 
-сrремятся принять асимптотическую форму 

1) Stieltjes. "Nouvelles Annales de Mathematiques• (1890, стр. 479). 
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i) Предложимъ себt вычислить 

ж, 

~= J arctg: 

о 

ь arctg dx 
х 

285 

при а и Ь nоложителъныхъ, слtдуя пути, указанному Лершемъ (Lerch~ 
Giomale di Mathematiche, )fарть 1903 r.). Значенiе этого интеграла при 
а Ь 1 уже изв-tсmо {см. § 727, с) и мы вскорt снова найдемъ, что это
значенiе k = :л; !og 2. Затtмъ, при а Ь, интеrралъ равенъ k а, что nрямо
получается заmною х на ах. Отсюда слtдуетъ, что 

"" 
2~+k(a+b)= ;•(arctg :. 

о 

Ь )2 + arc tg- dx. 
х 

Замtчая теперь, что (§ 254, d) 

arc tg _ti~ + arc tg __/)__ = arc tg ---~х~ + 1 :,; при х < yali 
х х О при .t; > Jla[i 

получимъ 

Уаь "' 

2~ + k(a+b) = f (п- arct/;t!>;)
2
dx + f ( arc tg (~~b~:}2dx-

o v~ 
v~ "' 

= :,;2 Jlah- 2 п farc tg (а+~~-~ dx +J(arc tg (ti±h) x)
2
dx. 

аЬ-х2 х2 -аЬ 
о о 

аЬ 
Д11я вычисленiя послtдняrо интеграла, замtнимъ х на - и зам1;тимъ, чrо 

х 

00 00 

!( (а+Ь)х)2 arc tg -,-'- --- d х 
х2-аЬ 

-f( t (а+Ь)х)2 d а Ь arc g х2-аЬ х 

о о 
00 

= _!_f(arc tg (a+b)~)
2
d (x-l!...!!._), 

2 , x2-a/J х 

о 

аЬ 
а замtняя теперь х - черезъ х, найдемъ, что искомый иитеrралъ nри-

х 

водится къ 
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Сл1;довательно, 

Vаь 

1 9 -,г::,: J (а+Ь)х ~ = -
2 

:Л" r а Ь - л arc tg Ь _9 d х. 
а -х-

о 

Теперь можно было бы прямо примtнить интеrрированiе по частямъ, но 
проще разбить интеrралъ во второй части на два 

l'аЬ -Vаь f arctg : dx+ f arc tg + 1/х 
о о 

и интеrрнрованiемъ по частямъ получимъ 

v;;ь f arc tg ~ d х = Jlah arc tg -v~- . ; log а 1 Ь , 
о 

откуда 

t'аь 

!. (а+Ь)х 1 1 (а+Ь)а+ь 
arc tg --- dx = - л Vah - -- log ~-~-

а Ь-х2 2 2 аа ьь 
о -

и окончательно 

[Этотъ примъръ взятъ изъ итальянс,каrо изданiя 1905 1·.]. 

j) Въ заключенiе покажемъ, что второй интеrралъ въ формулахъ (11) 
получается изъ перваrо интеrрированiемъ по частямъ. Такъ какъ 

то 

(
sin ах· sin flx)o 1. sin ах . fJ 1. . fJ O = IШ --- SIП Х = а IШ SIП Х = , 

Х оо х=О Х =о 

00 "' 

fsinax-sinflx;: = fsinax·sinflx·d(- ~) 

о о 

= f (fJ sin ах cos {Jx + а sin flx cos ах) ~х 
о 

= -!-:лfl{sgn (a+f1)+sgn (a-fl)}+t лa{sgn (fl+ а) +sgn(,8-a)} 

= !- :л; (a+fl) sgn (а +f1J - t л (a-fl) sgn (a-f1) = t л{ 1 а+.8 \ - 1 a-fJ 1 }. 
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728. Интегрированiе при помощи рядовъ. Если въ нt
которомъ интервалt (а, Ь) рядъ 

/(х) и1 (х) + и:~(х) + щ1(х) + · · ·, 
члены котораго непрерывныя функцiи, равномtрно сходя

щiАся, то бу демъ имtть 

ь . ь ь ь 

.f/(x) dx = 1•U1 (х) dx +.f и2(x)dx+.f u3 (x) dx + · · ·. 
а а а а 

Въ самомъ дtлt, мы знаемъ, что (§ 322) при данныхъ условiяхъ /(х), 
такъ же, какъ и u;(x), непрерывная, а потому и интегрируемая 
(§ 719) функцiя. Слtдовательно, если Сf!п(х) обозначаетъ остатокъ 
.даннаго ряда, то можно написать 

ь ь ь ь ь f /(x) dX= j'и1 (Х) dx + f U2(x) dx + · · • + ffln (Х) dx + .f\/Jn (x)dx . 
.а а а а а 

Если теперь г по произволу заданное сколь угодно малое поло

жительное число, то, какъ мы знаемъ, можно указать такое число, 

что для всtхъ значенiА п б6льшихъ этого числа, и для любого 
значенiя х въ интервалt (а, Ь), будемъ имtть I Сf!п (х) 1 < г. 
Поэтому 

I ь 
I r(f!,.(x)dx 

ь 

~ j't (f!,. (х) 1 dx < (Ь-а) ё, 
а 

а потому 

ь ь ь ь 

~~f (f!п(x)dx=O,jf(x)dx=j't11 (x)dx+ fи2 (x)dx-l- · · ·. 
а а в а 

Замtтимъ, что, въ частности, всякiА степенноА рядъ допускаетъ 
почлен ное интегрированiе. 

729. Прим:~ры. а) Интегрированiе при помощи рядовъ можеть слу
жить для разложенiя функцiи въ степенной ряцъ, если извtстно разложенiе 
производной. Такъ, напримtръ (§ 233, е), 

., . J dx arc sш х = Jll--x2 = х 

о 

х3 1 · 3 х5 1 . 3 . 5 х7 
·з+г4· +2.4.5· 1 +···, 
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при условiи, что въ правой части ;i-2 не > 1. На оспованlи извtстныхъ 
формулъ, приведенныхъ выше (§ 725, d) оба разложенiя эквивалентны, 
ПОТОМУ ЧТО 

i:1; 1 YI+.,;2-x 
arc sin ix = arc tg-,= .,== = -. log--. ----

2 i уГ+х2+х 
ilog (х + Vl +х2). 

Ь) Интеrрированiе при помощи рядовъ часто полезно для вычисленiя 
нtкоторыхъ опредtленныхъ интеграловъ. Такъ иапримtръ, весьма быстро 
вычисляется интегралъ отъ х"' d х въ предtлахъ О и l при помощи раЗJJоженiя 

1 + х log х + ;i-2 Jog2 х + х3~~~·х···- + ... : 
1 1 · 2 

Дtйствительно, интегрируя и припоминая формулу (13), тотчасъ находимъ. 

1 1 

J "' "' 1 J п п 
00

. (-1)" х dx = ~ - 1 х log xdx = ~ п+~' -f' п. ,г'(n+I) 
о о 

т. е. 

. 1 
~ фl + · · · = 0,783 .... 

Oб1IU1te им'kемъ 

1 

-=-- х=+Р log" х dx = ----( I)"f 1 
11 ! • <Р+ 

о 

Въ частности, замtтимъ, что 

1 r x"'Iog.xdx 
а 

(п+I)а _ + (n+I)(tt+2)a2 
1! (Р+2)п+2 2! (Р+ 3)п+з 

1 .r xxdx. 
о 

(
1 +:х-)2 dx. 

с) Точно такъ же для вычисленiя интеграла отъ log l--:X: · х ,въ. 

предtлахъ О и оо можно воспользоваться раЗJJоженiемъ подъинтеrральной 
функцiи въ степенной рядъ. Но необходимо замtтить, что въ интервалъ 
отъ О до 1 ее надо разложить по восходящимъ степенямъ х, а въ иптервалt 

1 
отъ 1 до оо по восходящимъ степенямъ . Однако, можно избtжать этоrо 

х 

второго разложепiя, ограничивъ интегрированiе интерваломъ отъ О до 1. 
Достаточно разбить данный интеrралъ на два 

00 

х . .tf х + 2f log :t" + 1 . d х 
х х х-1 х 

1 
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и замt;тить, что второй интеrралъ при подстановкt; на мi;сто х, обра-
х 

тится въ 

!" ~-+l 1 11 

1 х dx 
log ~ _ 

1 
· х d :r = log х х 

1 U 

Поэтому данный интеrралъ имi;етъ значенiе, равное (§ 219) 

1 

в_[ (1 -~ + · · ·) tlx, 

о 

т. е. равенъ сумм!; ряда (§ 365, а) 

умноженной на 8, такъ что 

" 

! 10 (н- .1;)2 а.'\; 
g 1 х х ;:,:,2• 

о 

d) Обратно, можно воспользоваться интеrрированiемъ съ помощью 
рядовъ для суммированiя нi;которыхъ рядовъ, изображая члены этихъ ря
довъ опредt;ленными интегралами. Такъ, напримi;ръ, чтобы найти сумму 
ряда 1 +-! --t-t + + + · · · , достаточно замi;тить, что ея значенiе равно 
опредi;ленному интегралу (§ 725, d) 

1 

}"(1-f:x: х3--.1.--1+х6+· · ·)dx 

о 

Слi;довательно, 

1 1 1 ·1 1 
1 + 2 - 4 ...... 5 + ·7 + 1 1 2 ;r, -+-+···~--· 

11 13 ЗJ/3 

Точно такъ же сумма ряда t- -!r + t !+ t -t + · · · равна интегралу 
1 .! (х-х2+х4-х5+ · · ·) dx 

о 

19 
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а потому имtемъ 

1 1 
-9+ logyз-

е) Первый изъ полученныхъ въ пункт-!; d) результатовъ заключается, 
:п; 

какъ частный случай, при а= , въ извi;стноll формул-в (§ 363) 

(17) sln а + - sш 2 а + -- sш 3 а + · · · = ~--- + ------ п 1. 1. :п;--·а [а] 
2 3 . 2 '},:,Т, ' 

которая сама можетъ быть получена такимъ же путемъ, т. е. при помощи 
интеrрированiя ряда 

sin а + х siп 2 а + .х2 siп 3 а + х3 siп 4 а + · · · 

между пред-влами О и 1. Такъ какъ sin(n-l)a+sin(n+l)a=2sinnacosa, 
то им-вемъ тождественно 

"' "' 
(1 + х2) .J: х"-1 sin п а siп а+ 2х cos а _L,;_,,x"-1 sinna, 

1 1 

откуда вытекаетъ 

"' 
(18) .J: xn--l sin п а = 

1 

Поэтому сумма· ряда (17), при условiи, что исКJJючаются n значенiя, при 
которыхъ siп а = О, можетъ быть выражена такъ 

1 

! sinadx __ ( t x-cosa}1 
= arc 1--2xcosa+x2 g sina O 

arc tg ( tg ; ) + arc tg (cot а). 
о 

Сл-вдовательно, искомая сумма (§ 254, d) равна arc tg ( cotg ; ) , потому что 

cotg а tg ~ < 1. Полученное выраженiе равно выраженiю (17) и изображаетъ 
сумму ряда и при а, равномъ нечетному кратному отъ :п;. Но оно теряетъ 
смыслъ при а, равномъ четному кратному отъ п, когда, какъ мы знаемъ, и 

формула (17) не им-ветъ мtста. 

f) Къ друrимъ замtчательнымъ результатамъ приводимъ интеrриро
ванiе выраженiя (18) по а въ предtлахъ отъ О до какого нибудь а, при ~ 
чемъ х остается постоянпымъ и лежащимъ между О и 1. При этомъ пред
положенiи, какъ извtстно (§ 320, Ь), рядъ (18) равномtрно сходящ!llся. 
Съ помощью интеrрированiя тотчасъ находимъ 

"' :/' .J:- (1- cos па) 
1 п 

а 

f d(-.:t"COSa) 

l-2xcosa+x2 = 

о 
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т. е., замъняя а на 2а, 

Замъчая дanile, что sin а sin fJ = sin2 ( а t fJ) sin2 (а-; f1), попучаемъ еще 

х sin а sin Р + tx2 sin 2а sin 2Р + t :i.S sin 3а sin 3Р + · · · 

1 1 1-2х cos (а+ /J) +~ 
4 og l-2xcos(a-P)+x2· 

Отсюда, на оспованiи теоремы Абеля (§ 340}, сл1щуетъ 

sin а sin Р + 
1 

sin 2 а sin 2 fl + ~ sin 3 а sin 3 ,8 + · · · 

1 . a+f1 
1 ISIП-2 -log · 
2 . а-{1 

S!П-2-

Эта формула даетъ памъ возможность вычислиrь еше другой интеrрапъ, 
~шапоrичпый интегралу ( 11 ). Съ помощью не вполнt. cтporaro прiема, уже 
примt.неннаrо раньше (§ 721, е, f, h), легко найдемъ 

00 

f . . dx 1 la 
sш ах sш [:J х х = 2 log I 

о 

g) Вычислимъ, наконецъ, еще интеrралъ Дирихле (§ 721, f), собирая 
вcil элементы, соотвt.тствующiе одной и той же абсолютной. вепичинъ sin х. 

При этомъ, когда х имt.етъ значенiе, лежащее между О и ; , дуги х, :л-х, 
2:л+х, 3:л-х, 4:л+х и т. д. будутъ имt.ть одно и то же значенiе синуса, 
~ дуги :л+х, 2:л-х. 3:л+х, 4:ri-x и т. д. то же значенiе съ обратнымъ 

"'. 
f SIПX d 

знакомъ. Отсюда слъдуетъ, что -- х можетъ быть представленъ сл1;
х 

дующимъ образомъ 

х 

о 

1 --+ 2:л-х 

Между rnмъ (§ 464, с) рядъ въ скобкахъ имъетъ значенiе 
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С.11-J;довательно, 

VII, 1. ИНТЕГРИРОВАНIЕ. 

;я; 

2 

./ dx= ~ ,i. 
о 

Это вычисленiе легко сд-Jшать совершенно строгимъ 1). 

Кратные интегралы. 

§§ 729-73() 

730. Неопред1шенное интегрированiе. Изъ предыдущихъ 
изслi;дованiй ясно, что задача простого интеrр~1рованiя въ сущности 

состоитъ въ разысканiи функцiи у, когда извi;стна ея производная 

~,:_ = j(x). Не будетъ существенно новою задачею вопросъ о ра
зысканiи неизвi;стной функцiи отъ нi;сколькихъ перемi;нныхъ 11(} 

данной частной ея производной, взятой по одной изъ перемi;нныхъ. 

Напримi;ръ, если требуется найти функцiи z отъ ;;i· и у, когда дана· 

dz f ) · dx = (х, у , при составлеюи которой у разсматривается, какъ 

постоянная, то такъ же на нее надо смотрi;ть при интегрированiи, 

такъ что z = J f (х, у) d х. Но такъ какъ при этомъ у считается 
постояннымъ, то подъ произвольной постоянной, являющейся при 

этомъ интегрированiи, надо понимать независящую огь ;;i· величину. 

Она можетъ завис'kть отъ у и будетъ въ сущности произвольной 
функцiей отъ у. Точно такъ же не новыми, по существу дi;ла, 

будутъ вопросы о нахожденiи функцiи у по данной : ; /(х), 
д2z 

или z по данной д х2 = /(х, у), и вообще по данной производной 

какого угодно порядка, но взятой по одной лишь перемi;нной. 

Нi;сколько послi;довательныхъ инт~грированiй по этой перемi;нной,. 
при чемъ другая разсматривается, какъ постоянная, всегда приведутъ 

къ цi;ли, пе требуя какихъ либо добавленiй къ сказанному раньше. 
Новый вопросъ является лишь тогда, когда требуется найти функ

цiю z, удовлетворяющую уравненiю 

(19) 
д2z 
дхду =/(х,у), 

гдt f данная функцiя отъ независимыхъ перемi;нныхъ х и у. 
Допуская а priori существованiе такой функцiи z, замi;чаемъ, что 

Ч См. ,.Calcolo integraJe• Arcais (стр. 198). 
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дz 
лtвая часть равенства ( 19) есть частная производная отъ д У , взятая 

по .1: 1 при составленiи которой у разсматривается, какъ 
flостоянная, поэтому 

дz ! д = j(x, y)dx. 
у • 

Интегрируя теперь по у, въ предположенiи, что х остается 
лостояннымъ, получимъ 

z =.f'<.Глх, у) dx} dy. 

или, какъ иначе пишутъ, 

z .Гdу.Гj(х, у) dx. 

'Ясно, что можно разсматривать лtвую часть равенства (19), наобо
д z 

ротъ, какъ производную отъ ·iгх·, взятую по у. и тогда аналоrич· 

нымъ путемъ найдемъ 

z = J d х.Глх. у) dy. 

Общiй результатъ двухъ послtдовательныхъ и1-1тегрированiй (если 
онъ существуетъ), по ра3Личнымъ, одна отъ другой независимымъ 

леремi;ннымъ называется двойнымъ интеграломъ и изображается 
.слi;дующимъ образомъ 

(20) z =.f .f лx. у) dx dy. 

Надо зам-tтить, что если существуетъ одна функцiя z F (х, у), 
удовлетворяющая уравненiю (i9), то существуетъ и безчисленное 
.мноlhество функцiй, ему удовлетворяющихъ, и общее ихъ выраженiе 
будетъ 

z F (х, у) + rp (х) + 1jJ (у), 

rд-t р (х) произвольная функцiя одного х, а 1jJ (у) произвольная 
функцiя одного у. Къ этому результату можно придти, выписывая 

I при посл-tдовательныхъ интегрированiяхъ произвольныя постоянныя 

{которыя въ данномъ случа-t будутъ произвольными функцiями отъ 

той перем-tнной, которая разсматривается, какъ постоянная при 
интегрированiи), но еще проще сд-tлать повi;рку предыдущаго 

равенства, которая дастъ 

дF , д2z -- + rp (х) и ~-
д х дхду 

д2F 
дхду' 

д21'; 
т. е. ---· = f (х, у), по усдовiю. 

дхду 
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731. Опредiшенный двойной интегралъ. Когда мы ищемъ 
простой опредъленный интегралъ отъ /(х) dx въ интервалt. (а, Ь), 
rдt а< Ь, то ограниченiе, налагаемое нами на перемt.нную х, 
можно выразить неравенствомъ (х-а) (х-Ь) = О, такъ какъ этому 
неравенству удовлетворяютъ всt. значеljiя х, лежащiя въ интервалi. 

(а, Ь) и только эти эначенiя. Общнt.е, всякое неравенство L(x)~O 
изображаетъ одинъ или нt.сколько интерваловъ, совокупность кото
рыхъ составляетъ область интегрированiя. Обращаясь къ двой
ному интегралу (20), положимъ, что перемtнныя х и у, оставаясь 
одна отъ другой независимыми, должны удовлетворятъ нt.которому 

неравенству 

(21) L (х. у);;;::; О. 

Допустимъ еще, чтобы имtть дtло съ опредъленнымъ случаемъ, 

что изъ зтого неравенства, при данномъ значенiи х, вытекаютъ 

неравенства 

(21а) а(х)~у Ь(х), 

rдt а(х) и Ь(х) нt.которыя функцiи отъ х, и что эначенiя у, 
такимъ образомъ ограниченныя, существуютъ для всtхъ значенiй х, 

ограниченныхъ неравенствами 

(21Ь) а:& х {J, 

rдt а и fl- постоянныя; обыкновенно эти числа будутъ корнями 
уравненiя а (х) Ь(х). Интегрируя функцiю f(x, у) 110 у въ пре
дълахъ отъ у=а(х) до у=Ь(х), раэсматривая, конечно, при этомъ х, 
какъ постоянную. получимъ результатъ, зависящiй, воообще говоря, 

ОТЪ Х 
b(z) 

ip (х) = Jлх' у) dy. 
a(r) 

Теперь возьмемъ интеrралъ отъ g,{x) dx въ предълахъ отъ а до fl. 
Полученное при этомъ число 

(22) ! 
Ь(х) 

Z=. dxfj(x,y)dx, 
а lt(X) 

называется опредtленнымъ двойнымъ интеграломъ, распро
страненнымъ на область, опредtлнемую неравенствомъ (2 l ), или 
равносильными ему неравенствами (21а) и (21 Ь). Если Р(х, у), при 
х постоянномъ, есть первообразная функцiя отъ /(х, у), то фор
мула (22) дастъ для z значенiе 

z .l[F(x, Ь(.х)) F(x, а(.х))] d:c. 

а 
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[ Примi.чанiе. Если изъ того же неравенства (21) вытекаютъ 
неравенства 

(21с) c(y);';j,.x d(y), 

ограничивающiя значенiя х при данномъ у для всtхъ значенiй у, 
у довлетворяющихъ неравенствамъ 

(2Id) 7 ~у ;;s; 6, 
то двойной интегралъ 

(22bls) 

о ti(y) 

z =.Гdу fлx,y)dx. 
7 с(у) 

отличающiйся отъ (22) порядкомъ интеrрированiй и предtлами для 
перемtнныхъ, mкже называется двойнымъ интеграломъ, распростра

неннымъ на ту же область (21 ). Изпоженныя до сихъ поръ сооб

раженiя не даютъ возможности доказать, что формулы (22) и (22 Ьis) 
даютъ для z одно и то же число, т. е. что значенiе двойного 

интеграла отъ /(х, у) dxdy вполнt опредtляется, когда дана область 
интегрированiя; результатъ этотъ вытекаетъ непосредственно изъ 

новаrо опредtленiя опредtленнаrо интеграла, которое будетъ дано 

ниже (§ 735). Если будемъ разсматривать х и у, какъ Декартовы 
координаты точки на плоскости, то область, опредtляемую нера
венствомъ (21), можно разсматривать, ка1<ъ часть плоскости, всt 
точки которой удовлетворяютъ неравенству 

Е(.х, у)~ О. 

Наше предположенiе, состоящее въ томъ, что неравенство (21) 
равносttльно неравенствамъ а(х) :==у~ Ь(х) и а :=::= х fJ, обозна
чаетъ, что часть плоскости ограничена двумя кривыми 

у а(х). у=Ь1.х), 

и двумя прямыми, параллельными оси у-овъ: х =а, х fJ, при чемъ 
а(х) < Ь(х), а< fJ. Предположенiе, что неравенство L (х, у) О 
равносильно также неравенствамъ 

обозначаетъ, что ту же часть плоскости можно разсматривать, какъ 

ограниченную двумя кривыми 

.х с (у), .х = d (у). 

и двумя прямыми, параллельными оси х-овъ: y=r, у=д, при чемъ 
с (у)< d (у), r < д. Если та часть плоскости, на которую распро
страняется интеrрированiе, ограничена сомкнутою кривою линiею, 

L (х, у) = О, которая пересtкается прямыми линiями, параллельными 
осямъ, не болtе, какъ въ двухъ точкахъ, то рtшая уравненiе 
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L (х, у)= О относительно у, найдемъ два 3наченiя при данномъ х: 
у а (х), у = Ь (х); а и /J -·· предtлы для х - будутъ абсциссы 
точекъ касанiя кривой съ прямыми; параллельными оси у-овъ, такъ 
какъ эти абсциссы и будутъ наименьшимъ и наибольшимъ 3наче
нiями х въ данной области. Рtшая то же уравненiе относительно х, 
получимъ х = с(у), х = d(y), а числа r и d-предtлы для у
будутъ ординаты точекъ касанiя кривой съ прямыми, параллельными 
оси х-овъ. Въ раэсматриваемомъ случаt, какъ видимъ, неравенство 

L (х, у) О равносииьно какъ неравенствамъ (21а) и (21 Ь), такъ 
и неравенствамъ (21с) и (21d), и двойной интеrралъ, распростра
ненный на данную область, можно представлять въ формt (22) 
или въ формt (22 Ьis). Наконецъ, эамtтимъ, что если раэсматри
ваемая область интеrрированiя, выражаемая неравенствомъ L(x, у)=О, 
не можетъ быть выражена неравенствами вида (21а) и (21Ь), то мы 
раэбиваемъ ее на части, для каждой иэъ которыхъ это требованiе 
выполняется, и подъ интеrраломъ, распространеннымъ на всю 

область, понимаемъ сумму интеrраловъ, распространенныхъ на 

ЦilЖдую часть отдtльно. J 

732. Примi.ры. Если область иптеrрированiя задана неравенствомъ 
хЗ + у2 .~ 2 х, то изъ него вытекаетъ 

и у будетъ вещественнымъ только при О :о,;:; х 2. Сл1щовательно, двойной 
интеrралъ, распространенный на эту область, выразится формулою 

2 +V:i.,_.,, 

z = rd х fлх. y)dy. -
о -V2.,_.,;, 

Но изъ даннаrо неравенства, также вытекаетъ, что 

1 у1 ·····у2 .'t' ~ 1 + 111-.i~ 

- 1 ~у + 1, 

,юэтому интеrралъ, распространенный на данную область, можно предста
вить и такъ: 

перем1шивъ порядокъ интеrрированiй. Отсюда вытекаетъ, что если q; (х. у) 
есть первообразная функцiя отъ J(x, у) при х постоянномъ, а tp (х tY) 
первообразная функцiя отъ f (х, у) при у постоянномъ, то двойной инте· 

rралъ f jf(x, у) dx dy, распространенный на данную область, можетъ 
быть представленъ въ одномъ изъ сл1щующихъ двухъ видовъ 
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2 

.f[q;(t, v~)-p(t. -112/~)Jdt, 
о . 

1 

.fr'l/)(1+111-fi, t)-'IJ)(1 ~. t)Jdt. 
-1 

{ Такъ какъ тождественность этихъ выраженiй пока вообще не доказана, 
то мы можемъ здtсъ лишь nровtритъ ее на частномъ npимtpt. Положивъ, 
напримtръ, f(x, у)= ху, легко наJ!демъ для того и другого интеграла 
значенiе, равное нулю. 1 

733. Двойной интеrралъ разсматривался нами, какъ результатъ 
интеrрированiя простого интеграла. Является вопросъ, какъ 

производится дифференцированiе простого интеграла по пере
мtнной, независящей отъ перемi:;иной: интеrрированiя, или, какъ 

rоворятъ, по параметру, отъ котораrо зависитъ подъиитеrральная 

функцiя, и который: при интеrрированiи раэсматривается, какъ по
стоянная. Разсмотримъ функцiю 

ь 

tp (х) = .f f(x, у) dy, (а< Ь) 
а 

и положимъ сперва, что а и Ь отъ х независятъ. [ Докажемъ слъ
дующую теорему: Если функцiя /(х, у) непрерывна относи
тельно х и у для всъхъ значенiй х и у, удовлетворяющихъ 

неравенствамъ а ..с:.Ь, с х..с:.д, то функцiя р (х) будетъ 
непрерывна въ интервалъ (с, д). Воэьмемъ произвольное зна
ченiе х = а въ. интервалъ (с, д) и покажемъ, что ср (х) непрерывна 
для этого эначенiя. Мы имi,емъ 

ь 

(А) J p(x) - tp(a) i .f1лх,у) - /(а, у) 1 dy, 
а 

(см. § 715, а). Вслi;дствiе непрерывности функцiи /(х,у), каждому 
данному положительному числу е соотвътствуетъ такое число о, что 

j/{x, у) -/(а,у) 1 < в, 

если I х а 1 < о, а потому изъ предыдущаrо неравенства получаемъ 
, в' , 
:P(x)-q,(a)l<(lJ a)s, а положивъ s=ь-a'rдt;e сколь угод-

но малое положительное число, мы находимъ, что при I х а 1 < о, 
, ср(х) q.,(a) 1 < s', что и доказываетъ непрерывность ср(х) при 
х = а, а слъдовательно, и во всемъ интервалt (с, д), потому 'i10 

значенiе х = а выбрано было по произволу. 
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Полученный результатъ можно обобщить на тотъ случай, 
когда /(х, у), оставаясь лишь конечною им-tетъ конечное число 
разрывовъ для нiщоторыхъ или даже для всъхъ значенiй х въ интер· 

валъ (с, д) и различныхъ у въ интервалъ (а, Ь).] *). 

Перейдемъ теперь въ разысканiю производной отъ ер (х). 
Мы имъемъ 

ь 

11Jx+ltl -(() (х) = Jn~±_!t~.)1_2~ j(x, у) d х 
(t 

ь .r 1:(.х+ вh.у) dy, гд1; О< е < 1. 

" 
Положимъ, что каждому, сколь угодно малому, положительному 
числу в, соотвътствуетъ такое положительное числи о, что, при 
/ h i < о, всегда будемъ нмъть при J Ji 1 < о, 

ll;(x+h.y)-l~(x,y)I < е, 

каково бы ни было значенiе у въ интервалъ (а, Ь). Тогда ясно,. 
что будемъ имъть 

ь ' 
rr (x+hk rp~) - f 1:cx,>·)tly f 

" 1 1 . r[f;(x+eh,y)-l;(x,y)] dy 1 < (Ь-а) в, 
• 1 

" 
а отсюда 

1 

rp' (х) lim rp (:t' +_lt) __ if (х} = ;• 1; (х, у) dj **). 
11=0 lt • 

" 
Полезно замътить, что поставленное выше условiе относительно J; 
всегда выполняется, если производная J;:r отъ J; существуетъ и 
коне•1на. Дъйствительно, если / J;; 1 будетъ при с"'= х ~ д, а =у= Ь 
всегда меньше нъкотораго даннаго числа l, то достаточно взять 

! li 1 < -j-, чтобы имъть 

\1;cx+lt,y)-1;(x,y)I < ; /1;:c(x+eh,y>\ в-). 

*) См. Poussin, de !а Vallee, Cours d'Analyse infiпitesimale, т. ll, 
2-е изд. 1912, стр. 4. 

**) Формула эта выражаетъ такъ называемJе правило Лейбница. 

***) Очевидно, также, что для выполненiя упомянутаго условiя доста· 

точно, чтобы 1; (х, у) была непрерывною въ данной области, какъ функцiя 
отъ двухъ перемtнныхъ. 
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Итакъ, производная интеграла, взятая по параметру, при пред't

лахъ, отъ него независящихъ, равна f!HTerpaлy отъ произ

водной подъинтеrральной функцiи, взятой по этому пара

метру. На этомъ основанiи формула 

ь 

q::'(xJ =1· /~ (х, у) dy 
а 

называется также формулою дифференцированiя подъ ана

комъ интеграла*). Если а и Ь не nостоянныя, а функцiи отъ х, 
то производную q/ (х) по.11учимъ, разсматривая rp (х ), какъ спожную 
функцiю (§ 369), и припоминая, что производная интеграла по 
одному иаъ его предмовъ равна значенiю подъинтеrральной функцiи 

(§ 713) на этомъ предм't, взятому со знакомъ или - (§ 711, а), 
смотря по тому, будетъ ли эта производная по верхнему или по 

нижнему предму **). Прим'tняя сказанное, получимъ 

ь " 
q/ (х) = /(х, Ь) Ь' - /(х, а) а'+ 1· 1: (х, у) dy. 

а 

734. Возвратимся теперь къ интеrрированiю интеграла и бу
демъ опять считать а н Ь постоянными. Предложимъ себ't интеrри

ь 

ровать интеrралъ rp(x) = }J(x,y)dy въ предмахъ отъ а до fJ. 
а 

Если ПО.IIОЖИМЪ 

"' ь 

'Цl(х,у)= fлx,y)dx. F(x) = f VJ (х, у) dy, 
а а 

то, очевидно, булемъ им'tть 

ь ь 

Р(х) = 1·1Р~ (х, y)dy =1/(х, у) dy rp(x), 

а а 

а сп'tдоватепьно, 

fJ /; ь fJ 

f rp(x) dx = F(fl) -F(a) = J 'f/J (fl,y) dy = J dy Jf(x, у) dx. 
а а а а 

*) Правило это выведено только для случая конечныхъ предiшовъ 
интеграловъ. Дальше встрtчаются, однако, приложенiя его въ случаt безконеч
ныхъ предtловъ. Объ условiяхъ, когда такое распространенiе законно, можно 
прочесть, напр., у Гурса .Курсъ математическаго Анализа• (т. 1, стр. 395). 

**) Примtняя зто правило § 713, мы должны предположить непрерыв
ность подъинтеrральной функцiи по у, по крайней мtpt, при у а и у = Ь • 
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Итакъ, чтобы интегрировать интегралъ по параметру (т. е. 
по перемtнной, неаависящей отъ перемtнной интегрированiя въ 
данномъ интегралt), достаточно интегрировать по этому пара

метру пол:ъинтеrральную функцiю. Иными словами, подставляя 

вмtсто (JI (х) ея выраженiе, получимъ 

{J ь ь " fJ 

.! d х f лх. у' dy = f d у .f j(.;.:. у) d х. 
а а (t. r1 

[ Примi.чанiе. Эта формула показываетъ, что значенiе двой
ного интеграла, когда предtлы интегрированiя по обtимъ перемtн· 

нымъ постоянны, не зависитъ отъ порядка интеrрированiй. Формула 

эта выведена ври помощи формулы дифференцированiя и можетъ 

-считаться доказанною только въ случаt конечныхъ предъловъ и 

непрерывности подъинтегральной функцiи. Дtйствительно, въ этомъ 

предположенiи, /(х, у) будетъ интегрируема и по х, и по у. 
Далtе (см. § 733), функцiи (JI (х) и 'IJ} (х, у) будутъ непрерывны 
(а слtдовательно, и интегрируемы), первая по х, вторая по у. 
Кромt того, изъ непрерывности j(x, у)) по х вытекаетъ (§ 713), 
что 'IJJ~(:x:, у)= f(x, у), а непрерывность j(x, у) по об'Вимъ пе
ремtннымъ даетъ право ( см. примtчанiе м,*) на стр. 298) примtнить 

ь 

къ интегралу f 'IJ} (х, у) dy правило, иаложенное въ § 733. О рас-
а 

пространенiи формулы на безконечные лредtлы см. Гурса, 1. с. J 

Случай, когда предtлы а и Ь не постоянныя числа, а функцiи 
отъ х, можетъ быть сведенъ къ случаю постоянныхъ предtловъ 

помощью введенiя новой перемtнной. Достаточно, при интегриро

ванiи по у, rюложитъ у а+ (Ь а) t; тогда t будетъ измk1:яться 
отъ О до 1, при измtненiи у отъ а до Ь. 

735. Новое опредi.ленiе двойного интеграла. Приведенпое 
выше опредtленiе двойного интеграла страдаетъ тtми же недостат
ками, какъ данное въ началъ этой книгt опредtленiе простого 

интеrра,1а. Поэтому нужно его видоизмtнить такъ, чтобы оно давало 

воаможность установить условiя существованiя интеграла и, кромъ 

того, указывало путь для вычисленiя его аначенiя (не предполагая 

извtстными, ни даже существующими первообрааныя функцiи (]) и 'IJJ, 
о которыхъ говорилось въ § 732). М.ы предположимъ, что область 
интеrрированiя конечна, т. е. что можно указать два конечныхъ 

интервала (а, {J) и (r, о), въ которыхъ должны ааключаться соот
вtтственно аначенiя перемtнныхъ х и у, удuвлетворяюшихъ нера

венству L (х, ,у)==; О, опредtляющему область интеrрированiя. 
Функцlю f(x, _у) мы предположимъ "конечною въ области инте· 
грированiя и условимся,.что j(x, у) равно нулю для всtхъ аначенiй 
х и у, лежащихъ внt области интеrрированiя. 



§ 735 КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 301 

[ Примi.чанiе. Подъ а и fJ понимаются наименьшее и наи
большее значенiе х въ области интегрированiя, подъ r и о -
наименьшее и наибольшее значенiе у въ той же области. Пользуясь 
геометрической интерпретаuiей, можемъ сказать, что та часть пло

скости, которая изображаетъ область интегрированiя, лежитъ вся 
внутри прямоугольника, ограничен наго прямыми х = а, х fJ, 
y=r, у=о.] 

Разложимъ интервалъ ( а, fJ) на частные интервалы h1 , h2 , ••• , /i.,, 
а (r, б) на интервалы ki, k2 , ••• , k,,,.. Положимъ, что какъ тi;, 
такъ и дpyrie, стремятся къ нулю (при чемъ, конечно, числа m и п 

должны безпредi;лыю возрастать), не будучи связаны никакою 

зависимостью. Когда х и у измi;няются соотвi;тственно въ интерва
лахъ li; и kj, независимо одно отъ другого, значенiя функuiи f(x, у) 
остаются между нi;которою нижнею и нi;которою верхнею грани

цами; выберемъ по проинволу число /ц, содержащееся между этими 
границами, и разсмотримъ двойную сумму 

I h; kjfij h1 А'1/11 + h1 k2/12 + li2 k1/21 + · · · + h" kmf.,,,, · 
ij 

Если эта сумма всегда стремится къ одному и тому же прелi;лу, 

когда всi; h;, и всi; kj стремятся къ О, при чемъ m и п безпре
дi;льно возрастаютъ, независимо отъ закона разложенiя интерваловъ 

(а, /J) и (r, о) на части, и независимо отъ выбора чиселъ .f;j въ 
соотвътствующихъ rраниuахъ, то этотъ предi;лъ и называется 

опредъленнымъ двойныяъ интеграломъ отъ f(x,y) въ данной 
области, и обозначается знакомъ 

.f.fлx. у) dxdy. 

Выраженiе /1._х, у) dx dy называется элементомъ интеграла, а инте
rралъ есть сумма безконечно большого числа безконечно малыхъ 
элементовъ. Это опредыенiе вполнi; аналогично опредi;ленiю про
стого интеграла, данному въ § 710. Положивъ его въ основанiе, 
можно иаъ него вывести слъдствiя, аналоrичныя тi;мъ, которыя были 
выведены иаъ опредi;ленiя простого интеграла, и въ частности изъ 

него можно вывести необходимое и достаточное условiе существо

ванiя интеграла или, иначе говоря, условiе интегрируемости фу11кцiи 
j(x, у) въ данной области (вполнi; аналогичное условiю интеrри
руемости функuiи отъ одной перемънной въ данной области). 
Здi;сь мы ограничимся формулировкою опредiше11iя и для всего 
прочаrо отсылаемъ читателя къ подробныхъ курсамъ интеrральнаго 

исчисленiя *). 

*J См., наприм1iръ, Гурса .• Курсъ математическаrо анализа•. Вопросъ 
объ интегрируемости функцiй оrъ одной или отъ двухъ независимыхъ пе
ремi;нных.ъ трактуется у Гурса и въ бо.~ьшинствi; фраицузскихъ руководствъ. 
съ н1iсколько иной точки 3р1iнiя, съ которою полезно ознакомиться. 
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736. Намъ остается только показать, что если интеrралъ ( по 
новому опредt.ленiю) существуетъ, то значенiе его получается 
изложеннымъ въ § 731 слособомъ, т. е. получается при помощи 

двухъ простыхъ интеrрированiй. Предположимъ, какъ и въ § 731, 
что область интеrрированiя, опредt.ляемая неравенствомъ L(x,y)=O, 
совпадаетъ съ областью, опредtляемою неравенствами 

а(х) у:;::;Ь(х), a~x:;::;[J. 

Если интеrралъ, какъ предt.лъ суммы, существуеть, то мы можемъ 
распоряжаться послtдовательностями разложенiй по произволу, на

примtръ, сперва ваять опредtленное разложенiе интервала (а, fJ) 
на частные интервалы (h1 , h2 , ••• , h,.), т. е. считать всt hj и 
число п постояннымъ, и изм1шять разложенiе интервала (r, d) на 
частные, безпредt.льно убывающiе интервалы (k1 , k2 , ••• , km), при 
чемъ т будетъ безпредtльно возрастать; число /ц между нижнею 
и верхнею границами значенiй, которыя принимаетъ /(х, у), когда х 
остается неподвижнымъ въ начальной точкt элемента hi, а у измt.
няется въ интервалt ki, можемъ выбирать также по произволу. 
Тогда вышенаписа~тая двойная сумма разложится 11а п простыхъ 
суммъ, иаъ которыхъ одна, соотвt.тствующая данному i, будетъ 

(А) 

Прилично выбирая числа fij, мы можемъ сказать, что эта сумма 
равна 

д 

lii f 1 (х, у) dy. 

r 

дt.nствительно, разлагая интервалъ (r, d) на интервалы k1, k2 , ••• , km 
мы можемъ представить интеrралъ въ видt 

д j=m 11· f /(х, у) dy = l .fлx,y) d_v 

r 11j-l 

= I kifj, (yJ-Yj-1 kj), 
и, 

гдt. /; есть нtкоторое опредt.ленное число. лежащее между грани
цами функцiи / въ интервалt. ki. Ваявъ въ сумм-t (А) числа fii 
равными этимъ /;, что мы въ правt сдt.лать, мы убtдимся въ спра
ведливости сказаннаго. Дапt.е, такъ какъ, по условiю, f(x, у) равна 
нулю внt. области интеrрированiя, то иожемъ написать, что 

1) Ь(х) 

.f лx,y)dy = f лх. y)dy, 

r а(х) 
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потому что интервалы (у, а(х)) и (Ь(х), 6) лежать внt области 
интегрированiя. Полагая 

Ь{"') 

F(x) .f j(x, у) dy 
а(:,;) 

и обозначая черезъ F, значенiе F(x) для х, лежащаго въ началt 
интервала h;, находимъ, что наша двойная сумма равна 

/i1.F1 + h2 F 2 + ... + h" F,.. 

а предtлъ ея, когда всt hi стремятся къ О, а п возрастаетъ без
предtльно, равенъ 

f P J b(z> f F(x)dx = dxjf(x,y)dy, 
а а а(:,;) 

т. е. выраженiю (22) въ § 731. 

[ Примf.чаиiе. Если та же самая область интегрированiя 
L (х, у)""'= О можетъ быть изображена неравенствами 

c(y);;;;x;;;;d(y), r у;;;;о, 
. . 

то совершенно такъ же убtдимся, измtнивъ порядокъ суммированiя, 

что двойной интегралъ, т. е. пред·kлъ двойной суммы, распростра

ненный на область L (х, у) О, будетъ равенъ 

д а(у} 

(22 bls) f dy jJ(x, у) dx. 
'У с(у) 

Отсюда и видно, что 

{J b(.r) д а(у} f dx fлx.y)dy = f dy fлx.y)dx, 
а а(о,) r с(у! 

если неравенства 

f а(х) ;;;;у;;;; Ь(х) \ f c(yl х :;i, d(y) \ 

\ а х fJ J и \ r, ;;;;у ;;;;; о J 

опредtляютъ одну и ту же область интегрированiя L (х, у) = О, 
потому что эти интегралы равны одному и тому же опредtленному 

числу, а именно двойному интегралу 

f f лх' у) dx dy, 

распространенному на эту область. Если область интеrрированiя 
опредtлена неравенствами 

a;;;;x&fl, у;;;;у;;;;о, 
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rдt а, {J, у, о числа постоянныя (т. е. изображается прямоуrоль
никомъ СЪ вершинами •(а, у), (а, О), ({J, у) И ({J, 0)), ТО наfiдемъ, 
что f f /(х, y)dxt{y, распространенный на эту область, можеть. 
быть представленъ въ слiщующихъ двухъ видахъ 

р о о р 

}'}f(x,y)dxdy =j.dx.{t(x,y)dy =.{dy.ff(x,y)d.x, 
а. r r а. 

такъ что снова получается формула § 734, выражающая теорему 
объ измъненiи порядка интеrрированiй. Необходимо только замътить, 
что выводъ ея, сдtланный здtсь, нельзя считать строrимъ, потому 

что онъ основанъ на предположенiи о существованiи двойного. 

интеграла 

.{.f лх, у) dx dy, 

а условiя этого существованiя не были разсмотрtны. На основанiи 
§ 734, мы въ правt лишь утверждать, что теорема эта върна. 
когда j(x, у) непрерывна]. 

Перемtна порядка интеrрированiй, какъ мы увидимъ дальше~ 
есть весьма цi;нное средство для разныхъ изслi;дованШ. Не нужно 

только забывать, что примtненiе его можетъ иногда вести къ не
върнымъ результатамъ, вслi;дствiе несоблюденiя функцiею / (х, у} 
оrраничивающихъ ее условin, напримtръ, когда эта функцiя раз

рывна въ области интеrрированiя, или когда эта область безконечна. 

736а. Подъ двойнымъ интеrраломъ, · распространеннымъ на 
безконечную область, напримtръ, на всю полу-плоскость, лежащую· 

со стороны положительныхъ ординатъ, опредtляемую неравенствомъ 

О < + оо , -. оо < х < оо , понимаютъ предtлъ, къ которому 
стремится интеrралъ, распространенный на конечную область, когда 
ея граница удаляется въ безконечность, если такой предtлъ суще
ствуетъ. Напримъръ, для вышеупомянутой области вычисл.яютъ. 
интеrралъ, распространенный на площадь прямоугольника, оrрани

•1еннаrо прямыми у О, у о, х= -а, х а и затtмъ ищутъ е1·0. 
nредtлъ при возрастанiи о и а до оо . Разсматривая функцiю отъ 
трехъ независимыхъ nеремtнныхъ /(х, у, z), можно установить 
нонятiе о тройномъ онредtленномъ интеrралt, аналоrичномъ понятiЮ, 

о двоАномъ, а затtмъ и о п ~ кратномъ интеrралt функцiи отъ п 
перемънныхъ независимыхъ. Отсылая читателя для подробностей 
къ подробнымъ курсамъ интегральнаrо исчисленiя, цитированнЫ!lfЪ. 

выше, мы ограничимся здi;сь нi;сколькими замtчанiями о тройныхъ. 
интегралахъ. Для наглядности мы воспользуемся геометрическими 

соображенiями, разсматривая х, у, z, какъ прямоуrольныя коорди· 

наты точки въ пространствt. Мы nредположимъ, что точка (х, у, z), 
должна всегда оставаться внутри или на rраницt нtкотораrо объема, 
который весь заключается внутри параллелепипеда, оrраниченнаго 
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тремя парами плоскостей, соотвtтственно параллельныхъ координат
нымъ плоскостямъ 

(1) Х=х0 , х=Х>."'0 ; у=у0 , у У>у0 ; z=z0 , z=Z>z0 • 

Представимъ себt затъмъ, что мы разбили этотъ параллелепипедъ 

на элементарные параллелепипеды тремя системами плоскостей, со

отвtтственно параллельныхъ координатнымъ плоскостямъ. Мы пред
положимъ затtмъ, что разстоянiя между каждыми двумя смежными 

плоскостями каждой изъ трехъ системъ стремятся къ нулю, такъ 

что всt три ребра каждаго элементарнаrо параллелепипеда стремятся 

къ нулю. Обозначая черезъ hi, k1 , 10 ребра одноrо изъ элементар
ныхъ параллелепипедовъ, а чер~зъ fi1и произвольно выбранное 
число, лежащее между границами значенiй функцiи /, соотвtтству
ющими точкамъ внутри или на rраницахъ того же параллелепипеда, 

разсмотримъ тройную сумму 

(2) I fци ь! k1 'g. 
li,j, g) 

распространенную на всt. комбинацiи значковъ i, j, g, соотвtтству
ющiя всtмъ э.nементарнымъ параллелепипедамъ, на которые разло

женъ данный параллелепипедъ, ограниченный плоскостями (1 ). 
Условимся, наконецъ, считать функцiю f (х, у, z) равнс,ю нулю во 
всtхъ точкахъ внt данной области. Предtлъ, къ которому стремится 
сумма (2), когда всt. h,, k1 , lg стремятся къ нулю, при чемъ число 
ихъ, конечно, возрастаетъ безпредt.льно (если такой предtлъ суще
ствуетъ )- называется тройнымъ интеграломъ отъ f (х, у, z ), распро
страненнымъ по данному объему или по данной области, и обозна-
чается знакомъ 

.f.f f лх,у, z) d.t:dy dz. 

Символы dx, dy, dz обозначаютъ длины реберъ элементарныхъ 
параллелеnиnедовъ, и, какъ таковыя, всегда будутъ безконечно ма
лыми положительными числами. Затt.мъ ле,гко показать (аналогично 
тому, что было показано для двойного интеграла), что вычисленiе 

тройного интеграла приводится къ тремъ простымъ интегрированiямъ. 

Какова бы ни была область интегрированiя, мы можемъ ее разбить 
на нtсколько частей, оrраниченныхъ слt.дующимъ образомъ: двумя 

плоскостями, параллельными плоскости zy, х х0 , х= Х>х0 ; двумя 
цилиндрическими поверхнос1ями, съ образующими, параллельными 

оси z-овъ, у= р(х), у= 1р(х) > р(х); и двумя поверхностями 
z = F(x, у) и z = Ф(х, у)> F(x, у). При этомъ послtднiя двt. 
поверхности таковы, что nрямыя, параллельныя оси z-овъ, встрt· 

чаютъ каждую изъ нихъ только въ одноА точкt., а кривыя у (J)(x) 
и у ='IJ)(x) въ плоскости х у таковы; что каждая изъ нихъ встрt
чается съ прямою, параллельною оси у-овъ, только въ одной точкt. 

20 
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Тогда легко показать, что тройной интеrрапъ, распространенный на 
объемъ, ограниченный такимъ образомъ, вычислится по формуяt 

х 1Р ("') ф ("', r,) .r f.fлx,y,z)~dxdydz:= f dx f dy fл.x.y,z)dz, 
"'• 9' (т) F(m, g) 

rдi. послi.довательныя интеrрированiя надо вести по порядку отъ 

правой руки къ лi.вой. 

737. Введенiе новыхъ перем-Ьнныхъ. Положимъ, что въ 
интеrрапi. f f /(х, у) dx dy дtлается подстановка х = tp (и, v), 
у= 'IJ}(u, v), rдi. и и v новыя (независимыя) перем:i.нныя интеrри
рованiя. Независимость функцiй х и у требуетъ (§ 579), чтобы 
опредtлитель 

д.х дх 

д(.х, у) ди дv 
. 5) 

д (и, v) ду д" 
ди дv 

не былъ равенъ нулю. Предполагая это условiе выполненнымъ, по· 
ложимъ, что g(u, v) есть та функцiя отъ и и v, которая получится, 
когда въ /(х, у) замi.нимъ х и у ихъ выраженiями въ новыхъ пере

мi.нныхъ, и напишемъ данный интеrралъ въ видi; f dy }/(х, у) dx. 
Кромi. того, чтобы имi.ть дtло съ опредtленнымъ случаемъ, пред
положимъ, что при отдtльныхъ интегрированiяхъ соотвi.тствующая 
перемi.нная постоянно возрастаетъ, такъ что дифференцiапы пере

мi.нныхъ всегда разсматриваются, какъ положительныя числа. Сначала 
перейдемъ отъ перемi.нныхъ х и у къ перемi.ннымъ и и у; при 
этомъ мы подъ v разумi.емъ ту функцiю отъ у и и, которая, при 

условiи (§ 572) :~ :2 О, опредi.ляется изъ уравненiя у= 'IJ}(u, v). 

При интегрированiи по х, у должно' оставаться постояннымъ, т. е. 
должно быть 

ду ду 
--du + -dv = О, 
ди дv 

а слi.довательно, 

dx дхdи+дхdv= (дх 
ди дv ди 

ду \ 

~-;;Jdи 
дv 

5) 
ду du. 

дv 

Поэтому интегралъ обращается въ 

f f 15>1 f f 15>1 • dy g(u,v)l~xidu= du g(u,v)lдyldy. 
I дv . дv 
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(при чемъ, если понадобится, предtлы и'нтегрированiя по и пере
ставимъ *) ). Теперь пере!tдемъ отъ перемtнныхъ и и у къ пере
мtннымъ и и v. При интегрированiи по у, и должно оставаться 

постояннымъ, поэтому 

dy 

Послtднi!t интегралъ обращается въ f duf g(u, v) J 5> \ dv (при 
чемъ опять, если понадобится, переставимъ предtлы интегрированiя 

по v). Итакъ, будемъ имtть 

(23) .f'f лx, y)dxdy =_Гf g(u, v) \ 5> 1 dudv. 

Обwнtе можно докааать, что 

f ···f /(x,y,z, ... )dxdydz···= f ···! g(u,v,w, ... )\ ~=:~;;:J ldиdvdw ... 
738. Если будемъ раасматривать х и у, какъ Декартовы ко

ординаты точки на плоскости, то переходъ къ новымъ перемtннымъ 
можно геометрически интерпретировать, какъ переходъ къ криво· 

лине!tнымъ координатамъ (§ 413), при чемъ область интегрированiя 
инымъ манеромъ раабивается на беаконечно малые элементы кри
выми и и кривыми v. Въ самомъ дtлt, формула (23) покааываетъ, 
что вмtсто того, чтобы раабивать область интегрированiя на прямо
угольники dxdy, какъ того требуетъ опредtленiе, можно ту же 
область разбить вышеупомянутыми кривыми на другiе элементы. 

Каждый иаъ зтихъ элементовъ (если пренебрежемъ беаконечно ма
лыми высшаго порядка) можно раасматривать, какъ параллелограммъ 
со сторонами do и d1:, составляющими между собою уголъ m, 
синусъ котораго, по извtстно!t формулt (§ 571, d), равенъ частному 

. d (J d,,; 
отъ дtленtя 5> на du · d v ; площадь такого параллелограмма равна, 
слtдовательно, абсолютной величинt выраженiя sin со • do d1: = 5> du dv. 
Итакъ, формула (23) выражаетъ интегралъ, какъ сумму безконечно 
большого числа безконечно малыхъ элементовъ, равныхъ произве
денiямъ площади каждаго параллелограмма на число g, среднее 

между значенiями интегрируемой функцiи для различныхъ точекъ 

этого параллелограмма. Такимъ образомъ получается обобщенiе 
опредtленiя, даннаго въ § 735. 

*) Съ тою цълью, чтобы du было больше О. 
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739. Прим~ры. а) Геометрическое изображенiе области интеrриро
ванiя значительно облеrчаетъ разысканiе nJWд'hловъ, въ которыхъ надо nро
:1tзводить отд'hлы~ыя простыя интеrрированiя, какъ при пepeмilнil порядка 
интеrрированiя, такъ и при введенiи новыхъ перемilнныхъ. Такъ, въ пpимilpil 
§ 732 все становится очевиднымъ, если замtтимъ, что область интеrрированiя 
есть круrъ радiуса, равнаrо едини1~il, касающiйся оси Оу въ начал-в коорди
натъ. Для другого npимilpa положимъ, что надо вычислить интеrралъ отъ 
f dx dy, распространенный на площадь треугольника, оrраниченнаrо прямыми 
Х= 1, у ах, у {Jx. Тотчасъ же видимъ, что 

1/ 
1 рж а а р 1 f dx jf(x,y)dy = f dy.ff(x,y)dx + .rdy.fi(x.y)dx. 

О аа: О у а у 

р & 
Точно такъ же имilемъ 

Ь) Геометрическая интерпретацiя формулы (23) во мноrихъ случаяхъ 
избавляетъ отъ необходимости вычислять опредilлитель '3). Наприм'hръ, при 
nepexoдil отъ Декартовыхъ координатъ на плоскости къ nолярнымъ, имtемъ 
x=rcos9, y=rsinв, и 

Поэтому 

д(х,у) 

д (r, О) ! 

cos в 

sin в 

rsin 9 
r. 

(24) .r ff(x,y)dxdy=f ff(r~osв, rsinO)rdrdO. 

Къ тому же результату приходимъ геометрически, замilчая, что линiи r и 
линiи в д11лятъ плоскость на безконечно АСалые элементы, которые можно 
разсматривать. какъ прямоугольники; стороны этихъ прямоуrольниковъ бу
дутъ: отръзокъ dr, отсilкаемый кругами радiусовъ r и r+dr на всякой 
прямой, проходящей черезъ начало координатъ, и дуга rd9, отсilкаемая 
прямыми, образующими углы в и 9 + d6 съ полярною осью, на окружности 
круга радiуса r. Площадь этого прямоугольника равна, слъдовательно, 
rd9. dr. 

с) Подобно этому, въ прострапствil, обозначая черезъ rp долготу, 
а черезъ 1µ широту, будемъ имilть 

х r cos 1р cos w, .У r sin qi cos 1iJ, z r sin v,, 
а отсюда 

1 cos rp cos '//) sin qi cos IJJ sin 1JJ 
1 

д(х, у, z) у21 - sin rp cos w COSIJ) COS'!J) о = r2cos 'f/J· d(r~-~ 
1 cos rp sin w sin rp sin 'f/J COS'f/) 

Слilдовательно, 

f ./'./i(x,y,z)dxdydz= J'.f ji(rcoSrpCOS'!J),YSiПrpCOSVJ,YSiПVJ)r2j COSVJ I drdqid1iJ. 
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Къ тому же результату приходимъ съ помощью слi;дующаrо зам'hчанiя: 
Если одно r изм11нится безконечно мало, то точка М (х, у, z) опишетъ пря
молинеi!иы11 элементъ ММ'= dr; если одно ip возрастетъ безконечно. мало .. 
то точка М опишетъ элементарную дугу круга ММ"= r \ cos 'I/J \ d ip, въ 
плоскости, перпендикулярной къ О z; наконецъ, если одно 1Р возрастаетъ на d'I/), 
то точка М опишетъ дугу круга ММ"'= r d 'I/J, въ плоскости, опред'hляемой 
уrломъ ip. Эти три элемента можно разсматривать, какъ ребра прямоуrоль
наrо параллелепипеда ММ' М" М"', эквивалентнаrо тому т'hлу, которое 
ограничено поверхностями шаровъ съ радiусами r и r+dr, плоскостями q; 
и (f! + dip и конусами 'I/J и 'I/J + dw. Объемъ этого тtла, если пренебре
жемъ безконечно малыми высшаrо порядка, будетъ, · сл'hдовательно, равенъ 
r; cos '1/J ! dip · rdw · dr. 

740. Упражненiя. а) Чтобы вид'hть, какимъ образомъ перем'hна 
порядка интеrрированiй можетъ влiять на результатъ, вычислимъ сл"kдующiе 
интегралы 

1 1 1 1 1 1 

f d.x f (:;:)3 dy= f (l~:)2 ~' f dy f (:;>3dx=-f (1Zj2=-;; 
о о о о о о 

1 1 1 1 1 1 

f dxf<~~~dy= Jт~i2 ~-:f dy f ~;;;)2dx=-f1%2=-: · 
о о о о о о 

Замiiтимъ, что въ обоихъ случаяхъ подъинтеrральная функцiя обращается въ 
безконечность въ точк"k (О, О). Несмотря на это, неопред"kленные интегралы 
существуютъ, а именно 

1 х 
2х 

+ q; (х) -f '1/J (у), 
х 

arc tg + (f! (х) + '1/J (у), 
у 

но въ точк'h (О, О) оии разрывны, потому что въ· смежности съ нею моrутъ 
принимать любое значенiе. 

Ь) Если оказывается удобнымъ 11ри вычисленiи интеграла ввести 
вм"kсто у, напримilръ, новую перемiiнную z = х у, то двя примiiиеиiя фор
мулы (23) надо замiiтить, что 

Наприм"kръ, 

Это 11реобразованiе сводится къ тому, что.бы разбить плоскость равносто
ронними гиперболами, ху = coпst., на полосы безконечно малой ширины. 

с) Можетъ случиться, что кривыя и и кривыя v составятъ одно 
семеi!ство кривыхъ. Положимъ, напримiiръ, чт~ разсматривается часть 
плоскости, лежащая между осью Ох и равнодilля~ею угла .У О:,;. Для 



310 VII, 1. ИНТЕГРИРОВАНIЕ. § 74() 

изображенiя точекъ этой области можно приравнять х и у ариеметическому 
и геометрическому среднему новыхъ перем1шныхъ и и v, т е. положить 

х = Ни+ v), у= -..,'uv. Тогда буцемъ имilть 

и-v 

4}fuv 

Чтобы одна нзъ новыхъ перем1шныхъ оставалась равною нilкоторому посто
янному а , между х и у необходимо должно существовать нilкоторое соот
ношенiе, которое и получимъ, исключая другую перемilнную изъ выраженiй 
х и у черезъ и и v. Это сооmошенiе будетъ, сdдовательно: у2=2ах-а2. 
Оно и изображаетъ единственное семейство кривыхъ и и крнвыхъ v, и 
состоить, какъ мы видимъ, изъ всilхъ параболъ, имilющихъ осью Ох, а 
директрисою Оу. Зиаченiя и и v въ каждой точкi; даются_ формулою 

х ± У х2-у2. Если условимся положить и= х + У х2-у2, а слilдовательно, 
v = х --у х2-у2, то на парабол-k съ параметромъ а будемъ имilть 

U=x+lx-aj, V x-Jx-aJ, 

откуда и=а при х~а и V= а при х~а. Поэтому, если раздi;лимъ въ данномъ 
углi; между Ох и прямою у = х параболу на конечную дугу между верши
ною и точкою касанiя съ прямою у = х, и на другую безконечную, отъ 
nосл-kдней точки до безконечности,то на первой дугi; и равно постоянному, 
а v = 2 х - а измilняется отъ О до а; · 'на второй v остается постояннымъ, 
а и = 2 х- а измilияетя отъ а до оо. Еели положнмъ, наприм-kръ, что область 
интегрированiя ограничена осью Ох и параболами съ параметрами а и h, 
то иитегралъ отъ f dx dy можетъ быть предстаВJiеиъ одною изъ слilдующихъ 
двухъ форму лъ 

,•+ь• 1 1 
Уаь 2Ь з·Ь J/2;,~-a' 2(a+li) lf2a:o~a' 

Jdy fлx,y)dx=f dx fлx,y)d,!x+ Jdx fлx,y)dy. 
о r'+a' .!.а о !_Jj У2ь.,-ь• 

2а 2 2 

Если же примемъ и и v за перем-kнныя ив:тегрированiя, то онъ представится 
проще, а именно такъ: 

... Ь а 

j fлни+v), yuv") (u-v)dJ!udJ!v. 
а О 

d) При помощи весьма обыкновеннаго прiема, не вполн-k строгаго, но 
который можно сд-kлать строгим:ъ 1), можно вычислить интегралъ Дирихле 
(§ 729, g), замi;чая, что при х > О 

"' 
: = f Г""dу, 

о 

1) См., вапримi;ръ, "Calculo integral" Gomez-Teixeira (1-я часть, 
етр. 94) или • Traite d:Analyse• Е. Р ita rd (т. 1, стр. 34). 



§ 740 КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 311 

а с.л1щовате.льно, 

00 Ф 00 Ф 00 

f si:x dx= f j" e~sinxdxdy =.! dy f e-"'Ysinxdx. 

о о о о о 

Такъ какъ при у > О 

([-ху cos х)0 = 1, (Г"У sin х)0 = О, 

то интеrрнрованiе по частямъ даетъ 

"' у2 f e-"'Ysinxdx, 

откуда 

"' 
(1 +y2)J e·"'Ysinxdx = 1. 

1) 

Поэтому 
ф 

f 
sin ~ d x=f __ d у (arc tgy);;" ~2-. 

• х 1 +у2 
о о 

е) Подобнымъ же образомъ д.ля вычис.ленiя интеrра.ла 

" 2 

~ =.{sinx-Iogsinxdx 
о 

можно написать 

" " 2 2 

~ =- fsinxdx f cotydy 

11 

-.{cot у dy 1·sinxdx 

(1 "' 
() \) 

" 2 2 .f (tg { - siny) dy = ( cosy - log cos211 = - 1 + log 2. 
о 

Впрочемъ, пред.ложенный интеrра.лъ .легко вычис.лить и въ неоnред't.лепномъ 
вид-в съ помощью интеrрированiя no частямъ 

f sinx · logsinxdx = 
. х 

cos х log sin х + log tg 2 + cos :х + С. 

Отсюда с.л-вдуетъ (§ 312, Ь) 

, -- 1 + ~ { cos х · Iog sin х - log tg ; } = - 1 + log 2. 
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f) Чтобы вычислить интегралъ Пуассона 1,1 (§ 721, е), разсмотримъ 
двойной интегралъ 

(25) 

и постараемся вычислить его иначе. Напишемъ 

и замtнимъ при первомъ интегрированiи (по у) у новою перемtнною t, 
опредtляемою равенстзомъ у= t х Тогда получимъ 

"' :,:, "" "" 
1,12 = f e-:r xdx j' e-t'z' dt .f d t f e-ri+t'Jz' · х dx. 

о о о о 

Теперь тотчасъ найдемъ 

"" f г(l+t')x' . х dx = 2(1~12). 

о 

Замtчая, что 1,1 должно быть больше О, окончательно получимъ 

"" 
1 ! dt п 
2. г+12=т, 

о 

1 -.r:, 2" ;л;. 

g) Къ тому же результату можно придти, преобразовавъ сперва 
интегралъ (25} по формулt (24), а потомъ уже вычисляя его. Принимая в~ 

вниманiе, что r изм1шяется отъ О до ""• а е отъ О до ;л; когда х и у 
независкмо одно отъ другого принимаютъ всt положительныя значенiя, тот
часъ находимъ 

"' "' 2 

:,2 = f f е_,,., r dr dв 
о о 

"" 
;л; f _,., d ;л; ( -r')"' п "' 
2 е r r = 4 -е O = 4 , CJ 

о 

l -.г-
2" ;л;. 

Впрочемъ, этотъ не строгiй прiемъ 1) не отличается существенно отъ преды
дущаго, что сейчасъ увидимъ, замtтивъ, что t = tg в. И въ томъ и другомъ 
необходимо еще доказать существованiе :,, а это пмучается тотчасъ 

(§ 717, Ь} изъ того обстоятельства, что функцiя :х!' e-r стремится къ О 
при. х безконечномъ, каково бы ни было п. 

1) Этотъ прiемъ данъ былъ Пуассономъ и испраменъ Кейли (Cayley) 
.Quarterly Journal of Mathematlcs• (1872, стр. 120). См •• Melanges mathema
tiques" Mansion (стр. 15) и "Traite d'Analyse" Picard (т. I, стр. 103). 
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h) Дифференцированiе (§ 733) по перем1шной, не зависящей отъ пере
м"hнной интегрированiя (по параметру, какъ говорятъ), часто бываетъ 
полезно при вычисленiи опредi;ленныхъ интеrраловъ. Такъ, наприм"hръ, изъ 
второго интеграла (11) тотчасъ получается первый черезъ дифференциро
ванiе по {J, если принять во вниманiе, что производная отъ I х \ равна sgп х. 
Точ"но такъ же изъ опред"hленнаrо интеграла Г(а) дифференцированiемъ по а 
тотчасъ получимъ (314, j) 

00 f xa-l tГ4 logxdx = {--О+ 1 -

о 

Въ частности, будемъ им"hть 

"' 

1 +--а 2 
+ ... ) Г(а). 

f e----"'Iogxdx С, j e-"''\ogxdx 

о 

t у;-(с + log 4). 

Если въ первомъ интеграл-!, зам"hнимъ х на - log х, то снова найдемъ 
интеrралъ Маскерони (§ 721, g). Дифференцируя еще разъ и полагая зат"hмъ 
а= 1, а t и т. д., найдемъ 

"' "' .r 1Г"'1og2xdx=C2+ !:rt2,J г"''Iog2x dx = t J!л {(С+ log 4)2 + t л2} и т. д. 
о о 

i) Интеrралъ 

(26) 

,r; 

"2 

f а2 sin2 х ~ ь2 cos2 х 
о 

ь 
весьма легко вычисляется съ помощью подстановки tg х = - t, если усло

а 

вимся подъ а и Ь понимать положительные квадратные корни изъ а2 и Ь2. 
Дифференцируя одинъ разъ по а, другой по Ь, получимъ интегралы 

сумма которыхъ равна 

2 

2 

f cos2 xdx 
(а2 sin2 х + lJ2 cos2 х)2 

о 

f dx а2·J-Ь2 
(а2 sin2 х + Ь2 cos2 х)2 = :rr, 4а3Ь3 

о ' 

Продолжая такимъ же образомъ и обозначая ДЛЯ сокращенiя 

k = !_:_~ · 5 ~ · · (2 п - 1) , 
" 2·4·6·· -2п 
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найдемъ въ конц't концовъ 

а2"--4 Ь4 + ... + k" Ь2" 

2 

Обратнымъ путемъ (т. е. ннтеrрированiемъ) можно вывести изъ интеграла 
(26) без1JНсленное множество друrихъ. Сперва зам'tтимъ, что тождество 
(а2 Ь'.!:) sin2 х = (а2 sin2 х + ь2 cos2 х) - Ь2 дае1ъ -

(а2 

откуда получается 

"' 2 

Ь2)! . sin2 х dx __ 
• a2sin2x + ь2 cos2 х 
о 

п; 

2 

f 2asin2xdx 
~ а2 sin2 х + ь2 cos2 х-
о 

:л; :л;Ь 
2·-2а' 

Оrсюда интеrрированiемъ по а въ пред11лахъ Ь и а, и зам'tною а на 

Ь yi - k2 получаемъ 
,. 
2 

J 1 - 1 +JfI::_ k2 
• log У 1 - k2 sin2 х d х = 2 'У :л; log -- 2 --- · 
о 

Для пров1;рки зам'tтимъ, что посл1щнiй интеrра,яъ при k О обращается 
въ О. а nри k = 1 равенъ - t :л; log 2, что уже раньше было найдено друrимъ 
путемъ (§ 725, f). 

j) Интеrрированiемъ по частямъ интегралы 

00 ... f tГ""'cos Ьх · dx, ·; e-a"'sin Ьх. dx 
о -

(а >0) 

приводятся одннъ къ другому. Въ самомъ д'tл't, им'tемъ 

00 00 00 

Ь f г= соsЬх · dx=(Г""'sinbx);+.af e-0,IZsinbx · dx=a f e-"sinbx · dx. 
о о 

ф 00 ... 

Ь j' г·"""sin Ьх · dx=(e--cosbx)~-a f e-fl!lllcosbx-dx=l-a/' e _ _,..,cosbx· dx, 
1) о 
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откуда 

"' "" 
(27) f -a:r: Ь d а 

е · COS Х· Х= а2+Ь2 , J е-ао: sin Ьх · dfx 

о о 

Интегрируя первый no Ь въ пред1;лахъ О и Ь, или второй по а въ пред1;
лахъ отъ а до оо, получимъ 

"" 

f -a:,;sinbx d 
е --- х 

х 

о 

ь 
arctg а" 

Съ приближенiемъ а къ нулю, въ пред1;л1; получаемъ опять формулу (9), 
такъ какъ пред1;пъ правой части равенъ i :л; sgn Ь. 

k) Съ цtдью пров11рки и1;которыхъ полученныхъ раньше результа
товъ, укажемъ еще иной путь дпя нахожценiя интеграла Дирихле. Сперва, 
однако, нужно доказать непосредственно с у щ ест в о в а и i е этого интеграла. 
Этого мы весьма быстро достиrиемъ, опираясь иа одинъ изъ прежде добы
тыхъ результатовъ (§ 717, с} и зам11чая, что 

р 

fsiпxdx 
а 

I cos а cos 11 \ ;;;;;; 2. 

Но, дпя упражиенiя, мы пойдемъ зд11сь друrимъ путемъ. Очевидно, суще
ствуетъ интеrралъ 

па :t 

с1 = J lsinxl dx=f siпzdz , 
" х х+ (n- l)Jo 

(n-11,i; О 

2 2 "' и значенiе ero лежитъ между и -( l) , потому чтоf siп х dx = 2. 
п :л; п- :л; 

t) 

Отсюда сл1!дуетъ 

2 
Э,. > > Эп+1 , IimЭ,. = О, 

п :rr; n="' 

а потому (§ 195) рядъ с11 - Э2+ Э3 -- · · • сходящiйся. Въ то же время, 
а 

если п наибольшее цмое число, не превышающее - , то бу демъ им11ть 
:rr; 

а f si:x dx = Э1 - Э2+Эs 
о 

... ± э,. 

rд11 & лежитъ между О и 1. Итакъ, если будемъ увеличивать а, а сл1111ова
тельио, и п безпред11льно, то будетъ существовать 

а:, 

с1 = f si:z dx Э1 - с12 + Э3 - ···>О. 
о 
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Устаповивъ вышесказанное, паходимъ (§ 729, f, с) 

"" а; "" 

Jdtf. . t dx =. f SIПXSIП ХХ 

о о 

_!_ f log (1±~)2 ti__t = _l "2 
4 l--t t 4 

о 

и,такъкакъ~>О, ~ tп. 

.. 
1) Положнмъ, что требуется вычислить интеrралъ ~= f е-х' cos2ax · dx, 

о 

приводящiйся при а= О къ интегралу Пуассона ~о t J!.n. Дифференци
руемъ по а и интеrрируемъ по частямъ полученный результатъ, тогда 
найдемъ 

"' "' 
~

1 = fsi-d.2ax· d(гх') 
о 

- 2a.f г-x'cos2ax-dx -2а~. 
о 

Отсюда сл1щуетъ log ~ а2 + log ~о, откуда ~=~о ,--а', т. е. 

"' .f е-х' cos 2 ах dx t v:n е--а'. 
о 

10) Вычислимъ еще,сл1щуя De la Vallee-Poussaiп, интеrралъ, пред
ложенный Mesanger'oмъ въ lntermediaire des mathematicens, 1903, ст.р. 
207, 293: 

+1 

~ f J!l-x2logl 1- -~ 1 dx 

-1 

l 
при I k 1 ;;;; 1. Положимъ для удобства письма k = и зам1.iнивъ подъ ните· 

а 

rраломъ х на kx, увидимъ, что интеrралъ приведется къ k2 f(a), rд1; 

а 

~ldx= f J!a2-x21ogl1-~ldx. 
о 

3ам1iчаемъ теперь, что 

1 

f1 (а) f I 
k2' dx 

а log 1- 1--=-
• J!l -х2 
о 
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или 

/'(а)= а { tp (k) tp (О)}, 

rдi; 
1 

tp (k) = log i х2 k2 J --;:::== f dx 

о 

Положивъ х sin О. k = sin f•J, находимъ 

1р (k) = j 0

1og I sin2 в sin2 w j d6 

о 

2 2 

= f1og I sin (О+ т) 1 dO +.f1og i sin (0-w) 1 dfl 

о о 

~+w !_ro ш+~ ro-~ 
2 2 2 2 f Jog i sin О I d9 + 1·Jog i sin О I d6 = j'1og I sin О ; dO - f log ! sin 9 1 dO 

ro ~w w • 

или 

Производная этой функцiи отъ ro (§ 733) равна 

log I sin ( ro + 1-) 1- log ! sin ( ro ; ) 1 
log 1 cos ro I log i cos (и 1 = О. 

Откуда nосл'tдователыrо.получнмъ 
1p'(k)=O, 1p(k)=q:,(O), /'(а) о·, j(a)=/(1). 

Но, полагая х sin 6 или х = cos е, получимъ для f ( 1) то или другое иэъ 
выраженiй 

2 2 

2 j 0

cos2 О log cotg е dO, 2.f sin2 О Jog tg о d9, 

о о 

изъ которыхъ, при помощи с,юженiя и иnтеrрированiя по частямъ, найдемъ 

"' 2 

/(1) = ./.cos 2 fl Jog cogt е d е 
!J 

" 2 

- t /' sin 2 9 d log cotg О = ! л;. 
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Слi;дова тельво, 

00 

Jcosax 
m) Вычислимъ еще интеrралъ l+x2 dx1), разсматривая его, какъ 

производную фуикцiн 

и замi;чая, что 

о 

"° 

J sinax 
/(а)= x(l+x2}dx, 

о 

"' 

Jsinax 1 
/(а) - !" (а) -·х- dx = 2 п sgn а. 

о . 

Такъ какъ -e-a(f-f") есrъ производная функцiи е-а(f+/'),приводящей

ся при а = О къ f' (О) arc tg оо = ; , то будемъ имi;ть 

а 

г·-«v+J') nJ -а d n (-а -- е sgпa а=- е 2 2 
l)sgn а, 

о 

откуда получается 

1 ( n а n (l а /(а)+ f а) 2 е + :Г - е ) sgn а, 

а зам-\;няя а па а 

-/(а) +f'(a) =; Га- ; (1-~-a)sgna. 

Складывая зти равенства, ваходимъ 

f' (а) n { (1- sgn а) еа + (1 + sgn а) га}. 

Выраженiе въ скобкахъ приводится при а> О къ 2 е-а. при а< О къ 2 еа, 
и къ 2 при а=О, rакъ что оно всегда равно 2e-lal. Итакъ, 

00 

JCOS_f::X d _-_!__ -lal 
1+х2 х - 2 пе . 

о 

n) Послi;днiй результатъ вмi;стi; съ безчисленнымъ множествомъ 
друrихъ, заключается, какъ частный случай, въ одной важной формул-!; 

1) Этотъ примi;ръ заимствованъ изъ .Trattato di Calcoto• Todhunter·a, 
который цитируетъ • Transactions of the Royal lrish Academy• (т. XIX, стр. 227). 
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Фурье 1), позволяющей всякую дифференцируемую 2) (т. е. им1;ющую про
изводную) функцiю /(а), стремящуюся къ нулю при а ± оо', изобразить 
въ вид1; опред1;леннаго интеграла. Сперва зам1;тимъ, что 

оо а оо 

jf' (О) sgn (а-0) dO = jf' (О) dO -.{f' (О) dO 2/(а). 
-оо -w а 

Отсюда, по формул1; (9) 

ф • 00 Q) О) 

f(a)= ~.ff'(O)dOJ5
in(a;O)xdx= ~1··d: Jf'(O)sin(a-0)x·d6. 

-00 . 0 0 _.., 

Иптеrрированiе по частямъ даетъ 

00 "" .{ f' (О) sin (а-0) х · d6 = х J f(O) cos (а-6)х· dx. 
-~ -00 

Сп:1;довательпо, 
ао оо 

/(а) ~! dx f/(6)cos(a-O)x·d8. 

о - ... 
Если теперь положимъ 

"' "' 
(28) (f! (х) = J/(0) cos Вх • dO, -ip (х) = .{/(8) siп Ох. dO, 

_.., _.., 
то получимъ 

00 

(29) f(a) ~ .! { (f!(x)cos ax+v,(x)siп ах} dx. 

о 

Это и есть формула Фурье. Въ томъ случа1;, когда f (-а)= /(а), фор· 
мулы (28) дадутъ 

"' 
(f! (.х) 2 f f(O) cos 6х · dO, -ip (х) О, 

и потому формула (29) дастъ 

/(а) ~ .! (f! (х) cos ах· dx. 

о 

Въ частности, для /(а) 
2 -

а 1 , припоминая первый иптеrрЗJiъ (27), им1;емъ 

q>(x) = Т+х2 и приходимъ къ результату предыдущаго упражнепiя 3). 

1) • Theorie analytique de la chaleur•, т. 1, стр. 408. 
2) Это yCJioвie СJiишкомъ узко. См., наnрим1;ръ, Poincare "Theorie 

analytique de la propagatiln de la chaleur• (стр. 102). 
3) Fourier, 1. с. стр. 395. 
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Зам'hтимъ, наконецъ, что вышеприведенное доказательство формулы Фурье 
не изм'hнится, если въ формулахъ (28) предыами интеrрированiя будутъ 
два корня функцiи /(6). Тогда правая часть формупы (29) будетъ изображать 
/(а) для значенiй а, лежащихъ между этими корнями, и приводится къ О 
въ противномъ случа'h. Такимъ образом:ь, для f (9) = cos G, обозная черезъ {J 
корень этои функцiи, найдемъ. что интеrралъ 

(которыR, очевидно, не им'hетъ смысла, когда cos а и cos fJ оба ~тличны отъ 
нуля). равенъ ; cos а I sin В ! или ···~ cos fJ I sin fJ I или О, смотря по тому, 
бу детъ ли ! а 1 < , = или > 1 Р 1 • К ъ тому же резу ль тату, впрочемъ, придемъ. 
приводя этотъ интеrралъ (при помощи весьма простого нреобразованiя) къ 
первому изъ интеграловъ (11). 

[ Прим,tчанiе. Преобразованiе интеrрапа 

"' 
Ш = ;·cos ах cos /1.х dx 

о 

къ первому изъ интеrраловъ (11) § 725. о получается сл'hдующимъ путемъ. 
Замtчая, что 

1 1 
у__:х3 = 2 

им'hемъ 

;;J (. ! 00

cos п:~:.соs,Зх dx -.J00

~os axcos{Jx dx) 
• x+l х 1 
о о 

: - 1 ( ! ros a(l-l)!co,P(!- !) d I -!'"' о(Н l);os j(H 1) d I )· 

Разбивая интервалъ (1, =) на (О, оо) (О, 1), а (-1, =) на (-1, 0)+(0, оо), 
тотчасъ увидимъ, что интегралы, распространенные на интервалы (О. 1) и 

1, О) сохранятся и потому 

а, 

;;J ~-fco~a(s- l)cosfJ({--=l)~cosп(s+l)cos/J(s:±l)ds. 

о 

Замtчая, что по условiю cos fJ = О, им'hемъ 

cos /1 (s 1) sin fls sin а, cos /1 (s + 1) = - sin fls sin {J. 
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тотчасъ найдемъ 

а, . f sin fJ[ cos as 
~ + COS а SIU fJ -~-_::... d S 

о 

и, подставляя зяаченiя интеграла, указанныя въ § 725, о (перем1;стивъ 
буквы а и /1), мы и получимъ даниыя выше значенiя ~. J 

741. Интегрированiе полныхъ дифференцiаловъ. Задача 
кратнаrо интегрированiя является естественнымъ распространенiемъ 
указанной въ началt {§ 708) задачи, когда поставимъ вопросъ 
о разысканiи функцiи отъ нtсколькихъ перемtнныхъ неза

висимыхъ по данному ея полному дифференцiалу. Разсмо
тримъ сперва простtйшiй случай, когда дано дифференцiальное 

выраженiе вида 
и (х,у) d.~ + v (х,у) dy, 

и спрашивается будетъ ли оно, какъ rоворятъ, точнымъ дифферен
цiаломъ, т. е. существуетъ ли такая функцiя z отъ двухъ независи
мыхъ перемtнныхъ х и у, полный дифференцiалъ которой равенъ 
данному выраженiю? Вопросъ сводится къ другому - существуетъ ли 
фующiя z, для которой 

(30) 
дz 
-с-= и (х, у), 
ах 

дz 
ду = v(x,y). 

Мы видимъ тотчасъ, что для существованiя такой функцiи необхо
ди~ю условiе: 

(31) 
д 
~и(х, v) 
ау ~ 

д 
дхv(х,у), 

(§ 368), по крайней мtpt для того случая, которымъ мы и orpa· 
ничимся, когда функцiи и и v и ихъ первыя производныя непре

рывны. При дtйствительномъ разысканiи функцiи z необходимость 
этого условiя сама собою обнаружится, но мы въ то же время 
увидимъ, что оно и достаточно для существованiя z. Интегрируя 

(§ 730) второе изъ уравненШ (30), получаемъ z =J"vdy + (f) (х). 
Взявъ производную по х и принимая во вниманiе первое уравне

нiе {30), найдемъ, что, кромt того, должно быть 

Чтобы правая часть этого равенства не зависtла отъ у, какъ не 
зависитъ отъ него лtвая, необходимо, чтобы производная 

~(и -Jдv dy) =~- дv 
ду дх ду дх 

21 
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ди дv 
обращалась въ нуль, т. е. чтобы д У и д х иаображались одною и 

тою же функцiею /(х, у). Если это условiе выполнено, то будемъ 
имtть · 

реаультатъ, который легко приводится въ виду (20). Итакъ, им-tемъ 
теорему: Для того, чтобы и dx v dy было точнымъ дифференцi-

д t1 дv 
аломъ, необходимо и достаточно, чтобы д У д х . Точно такъ же 

для существованiя функцiи Ф отъ трехъ не3ависимыхъ перемtнныхъ, 
имtющей полный дифференцiалъ 

dФ = udx+ vdy + ,vdz 

необходимы и достаточны условiя 

(32) 
дv ди дш 

дz' сгz=дх' 

дФ 
Въ самомъ дtлt, исходя И3Ъ равенства д z w, интеrрированiемъ 

его (при х и у постоянныхъ) получимъ 

Ф= fшdz+q:,(x,y). 

Вмtстt съ тtмъ будемъ имt.ть 

::=и-J:;dz, :j v-J:;dz. 
д({) дq) 

Такъ какъ ~ и -- независимы отъ z, то видимъ тотчасъ же, 
дх ду 

что должно быть 

__ g___ (.и -1~~ dz) О, 
дz д.,с 

д (v-fд-~dz)=o, 
z • ду 

такъ что первыя два условiя (32) должны быть в~полнены. Дал-tе, 
чтобы существовала функцiя g> (х, у), на основанlи того, что мы 
видtли въ случаt двухъ перемtнныхъ, должно выполняться условiе 

дj (и - f~~dz} =ддх (v -! :; dz). 
т. е. какъ разъ третье условiе (31 ). Аналоrичнымъ путемъ докааы
вается слtдующая общая теорема: Если даны п функuiй 
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Ui, и2 , ••• , Un отъ п неэа13исимыхъ перемtнныхъ х1 , х2 , ••• , Хп 
то п (п-1) условiй 

д tli д tlj 

дхj дх1 
( i, j 1. 2, . . . , ~l) 

необходимы и достаточны для того, чтобы u 1dx1+ u2 dx2 +- .. 
· · ·+ UndXn было точнымъ дифференцiаломъ. 

ПРИ/IОЖЕН-IЕ ИЗ/IОЖЕННЫ[(Ъ ПРIЕМОВЪ КЪ Нf\2(0-

ЖДЕНIЮ Н-ЬКОТОРЬ12(Ъ ЗRМ-ЬЧF\ТЕ/IЬНЬ12(Ъ K/IRCCOBЪ 

И НТЕГРF\/1 ОВЪ. 

Интегрированiе рацiональныхъ дифференцiаловъ. 

742. Если подъинтеrральная функц!я рацiональна, то она 

всегда можетъ быть приведена къ виду~~:~, rдt f (х) и g(x) цtлыя 
функцiи, не имtющiя общаrо дtлителя. Если а, {J, у, ... обозна
чаютъ корни функuiи g(x), r, s, t, ... соотвtтственно показатели 
кратности ихъ, р(х) цtлая функцiя, наэываемая частнымъ отъ дtленiя 

f(x) на g(x), то, какъ извtстно (§ 460), дробь ~~=: раэлаrается 
сл'tдующимъ образомъ на частныя дроби 

Слtдовательно, 

ь. 
+···+--+···. 

(х-1'1)' 

J ~~~ dx = f q,(x)dx+a1 log i х-а 1 +Ь1 Jog \ x-Jl l +c1log I х-у \ + · · · 

аз Ь2 
х-а 2(х-а)~ x-f) 

и первый интеrралъ въ правой части раэлаrается тотчасъ на дpyrie, 
которые умtемъ вычислять. Итакъ, интегралы отъ рацiональ· 

ныхъ дифференuiаловъ всегда выражаю,тся въ алгебраи
чески-логариемическомъ видt, т. е. черезъ конечное число 
знаковъ алrебраическихъ и лоrариемическихъ функц!й. 

743. Если не всi; корни вещественны, то правая часть пред· 
.ставляется въ мнимомъ видt, хотя она и вещественна, если коэффи
дiенты даннаrо дифференцiала вещественны. Можно было бы 
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перейти отъ мнимой формы къ вещественной, примtнняя извtстныя 

соотношенiя (§ 725, d) между arc tg и log; но предпочитаютъ 
совсtмъ обойтись безъ мнимыхъ членовъ, припоминая, что (§ 461) 
соотвътствующiе парt мнимыхъ корней g(x) члены даютъ въ раз-

. /(х) 
ложеши -- сумму сл1щующаго вида: g(x> 

. tiixt~ + ~xj-b2 + ... + _ п,~+Ьr . 
x2+px+q \x2+px+q)2 1.,..2+p.,.-+q)r 

Дtло сводится къ вычисленiю интеграла 

f ах+Ь 
• (:i-2+ рх+ q)" dx. 

При п = 1 его значенiе извtстно, потому что тогда онъ ра3ла-
rается на 

такъ что 

а r (.,..+tP) ~>:_ + (ь 
~ x2+px+q 

(§ 725, d) будемъ ИМЪТЬ 

l )j cf.,r: 
Тар x2+px+q' 

f (a:~+[J) dx а log 
x 2 +px+q 

При п 1 можно аналогично написать 

J (ах+Ь) dx а (' 
• с.,.-2+ рх+ч>п = 2·······(-п·--.-Н-х-2 +-Р·······х--+·-- + ь 

такъ что остается вычислить интеrралъ 

tJn --! (x2+::+q)" 

Примtняя интеrрированiе по частямъ къ ~ .. - 1 , получимъ 

tJ,._
1 
J d(x+tP\1 • ~x2 +Px+q) -

=~_>:_+Н +2(n-l){tJ._1 (q-tp2JtJ }, 
(x2+px+q>"-1 ,, " 

принявъ во вниманiе тождество 

Отсюда слtдуетъ 

1 ~ x+tP l 
:3,. = 2 (п _ 1) (q- !Р2)? tt-ЗJ ~п-1 + (,~2+ px+ql"-1 \ . 

Такимъ образомъ изъ ~1 получается gJ2 , оттуда ~з и т. д. 
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dx 
744. Уnражненiя. а) Чтобы вычи'слить интегралъ отъ x3-tl' пола-

гаемъ 

1 
x3+l' 

такъ что тождественно должно быть с (х2 - х + 1) + (ах + Ь )(х + 1) = 1. 
Достаточно положить х= 1, чтобы получить с=!· Замi;нивъ с его зна
ченiемъ, получимъ ах + Ь = - t (х - 2). Слi;довательно, предложенный 
интеrралъ разложится такъ 

lf dx 
3 x+I 

и мы найдемъ 

f dx 
х3+) 

x5dx f Jxdx Ь) Интегралъ отъ _ тотчасъ разлагается на xdx + ;;1~; 

первый равенъ !х2 + С; во второмъ удобно положить х2 = t. Тогда 

f xdx 
xi--1 

Слiщовательно, 

f .:l."°d.'t' 
х4 1 

с) Весьма легко вычисляется интеrралъ 

! (2.'t'+l)dx 
(х2+х+11' 

Третiй интеrралъ правой части nрямо берется; второй приводится къ первому 
интеrрированiемъ послiщняго по частямъ 

J х2::+1 x2+".:t1 +2J (l+:22

1)2dx. 
х+! J d.'t' 31 dx 

= х2+х+1 + 2 х2+х+1 2 (хЧ-х+1)2 • 

и предложенный ицтегралъ дi;nается равнымъ 

2(х+2) 5 J dx 
3 (.'t'2 + х + 1) 1- 3 х2 + х + 1 ' 
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и окончательно 

l(ъ полученному результату можно придти быстрi;е, производя упомянутое 
интегрированiе по частямъ слi,дующимъ образомъ: 

Теперь опредмимъ с такъ, чтобы для прилично выбранныхъ а и Ь имi;ть: 

(х + с) (2 х + 1) а (х2 + х + 1) + Ь (х2- х + 1). 

Оказывается, что надо взять 2 = с= а+ Ь, 2 с+ 1 = а Ь, т. е. с= 2 
а t, Ь = - }. Поэтому будемъ имi,ть 

откуда и получается вышеприведенное значенiе интеграла. 

d:i: 
d) Для вычисленiя интеграла отъ (х+ lП~1:2 + l)2 нужно прежде всего 

опред1щить постоянныя с, а, Ь, а', Ь' такъ, чтобы 

1 с 

(х + l)(x2+ 1)2 

т. е. с (х2+ 1)2+ (а.'1: + Ь) (х2 t- 1) (х + 1) + (а' х + Ь') (х+ 1) = 1. 

При х2 = - 1 находимъ 

а'х + Ь'= 1 х-1 

х2 =-1 1), 

и равенство между первымъ и послi;диимъ членами, справедливое при мни

момъ х, должно быть справедливо при всякомъ х, потому ,что а' и Ь' -
вещественны. Вслi,дствiе этого вышенаписанное тождество обращается въ 

а при .х2 даетъ ах +ь t(a'x+b'). Позтому получимъ с !, что, 
впрочемъ, слi,дуетъ и изъ первоначальнаго тождества, если rюложимъ х 1. 
Посл·в зтого тотчасъ видимъ, что прелложенный интеrралъ имi,етъ то же 
значенiе, что и 
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Вмъстt съ т1;мъ имi;емъ 

f dx 
2 (х2+ 1)2, 

откуда слi;дуетъ 

Итакъ, 

r dx 
(х+ I)(x2+ 1)2 

~ 

1 (·ct"+l lx+l l ) 
4- x2+l+log--VxЧI +2arctgx +с. 

dx .._ 
е) Чтобы вычислить интеграпъ отъ прежде всего зам1>чаемъ, что 

и полаrаемъ 

1 
х4+ i 

Такъ какъ зам1;на х на - х не м1;няетъ п1;вой части, а въ правой замi;
няетъ знаменатель одной дроби знаменатепемъ другой, то то же самое 
должно произойти и съ числителями, потому что разложеиiе дроби на 
частныя единственное. Отсюда сл1;дуетъ: -- ах+ Ь а' х + Ь', такъ чтQ 
должно быть тождественно 

1 =(ах+Ь) (х2-хУ2+ 1)-(ах--Ь) (x2+x-V2+ 1) =2 (Ь-аУ2)х2+2ь, 

откуда Ь = а У2 = t· Сл1;доватепьно, 

f __ dx _ _ ] J (х+ У2) dx 
• xt+l 2У2 хЧхУ2+1 

_ 1 --J(x У2) dx. 
2у2. х2-хУ2+1 

Полагая р ± У :i, видимъ, что достаточно вычислить одинъ интегралъ 

J (х+р) dx 1 J (2x+p)dx 1 J dx 
• x2+px+l - 2 х2+рх+ 1 + 2 р (x+tP>2+! 

1og-Vx2+px+Т + --~- arc tg (x-V2 + ~}=)+с, 
r 2 • r 2 

и замi;тить, что (§ 254, d) 

arc tg (x-V2 + 1) + arc tg (х У2-1) = - arc tg _:У2_ + с 
. :i,-2 - 1 ' 

чтобы получить окончательно 

J___r!3_ _ 1 ( 1 / хЧ.тУ2+ 1 ' , x-V2) ..... + 1 - - log у - arc tg --~- + С. 
• .,,. 2У2 х2-хУ2+1 х2 - 1 
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f) Еще легче вычисленiе интеграла 

!х2+ 1 1 ! dx 1 ! dx 
х4+-1 dx = Т х2+хУ2+1 + 2 x2--x-J12~2-+-1 

1 хУ2 С -.r_arctg~-+ . 
r 2 х2 1 

Если интеrрированiе производится отъ О до 1, то, таК'Ь какъ 

п 
для значенiя опредъленнаrо интеграла получается -.r-. Разлагая подъин-

2 r 2 
теrральную функцiю въ степенной рядъ, получаемъ такимъ путемъ формулу 

l+!-t-f+i+-h 
n 

... = 2У2' 

которую можно также вывести изъ фо11мулы (17) предыдущей главы (§ 729, е) 

при а 
4 

хЧl 
g) Еспи предпожено вычислить ннтеграпъ отъ х6+ 

1 
d х, то можно 

начать съ замъчанiя, что 

l ( 2 
з х+т+ 

Если замt.нимъ z на х2 и замt.тимъ, что 

то найдемъ 

Въ то же время при р = ± УЗ имt.емъ 

! dx J dx С x2+p:t;+l - ( р )2 1 -2arctg(2x+P)+ . 
х+т +-:.г 

С111щовательно, предложенный интеrралъ равенъ 

i arc tg х+! arc tg (2х +уз)+ t arctg (2 х - уз)+ С 

или окончательно 

f xt+l 1 3x(x2- J) 
хв+1 dx = - -3 arc tg х4-4х2:+1 + С. 
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Разложенiе подъинтегральноll функцiи въ степенно!! рядъ показываетъ, что 
опредменныll интегралъ въ предiшахъ О и 1 равенъ суммъ ряда 

l+t-t-1г+···· 

которую, съ другой стороны, мы можемъ вывести нзъ цитированной въ 

предыдущемъ примъръ формулы. Дъйствительно, упомянутая формула при 
:л; 

а= даетъ 

1 + 1-···) 5 
12 :л;, 

откуда ВЫВОДИМЪ (§ 729, d) 

1 1 
1+s-т 

МеЖду тъмъ кажется, какъ будто, вышенаllденное выраженiе опредъленнаго 
интеграла даетъ для опредъленнаго интеграла между О и 1 значепiе, равное О 
(нелъпыll результатъ); но надо принять во вниманiе (§ 725, k), что въ интер-

3х (х2- 1) V 
валъ (О, 1) функцiя ::;:-

4
------.,------

1 
обращается въ со при х =с= 2 - У 3, и 

• .... -- х-+ 
слъва отъ с будетъ < О, а справа > О. Поэтому 

1 ( 3.'t"(.x2-J))c-O 1 ( 3.х(х2-1))1 
- 3 arc tg х!- 4 х2+ 1 о - 3 arc tg .-i-4 4.х2+ 1 с+!) 

1 (arc tg З~х~~д)"+о 
.:1,4 - 4х2+ 1 с-О 

Точно такъ же, если интегралъ взяли бы въ 11редълахъ отъ О до со, то надо 

было бы обратить вниманiе на друго11 положите~ьны11 корень с'= Vi+iз 
функцiи х4- 4х2+ 1. Для значенiя интеграла нашли бы 

Съ цмью провърки зам1;тимъ сл1;дующее: если разложимъ интервалъ (О, со) 
на (О, 1) + (!, со), и замънимъ въ интеграл"!;, распространенномъ на интер-

1 
валъ ( 1, со), х на х , то прямо получимъ 
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Интегрированiе иррацfональныхъ дифферен

цiаловъ. 

7 45. Если иррацiональность подъинтегральнаго дифференцiала 
происходитъ исключительно отъ присутствiя въ немъ степеней пере

мtнной интегрироианiя х съ дробными показателями, то эту ирра

цiональность можно тотчасъ устранить подстановкою х = i"', гдt т 
наименьшее кратное знаменателей показателей, и интегралъ вычисля

ется затtмъ въ новомъ видt такъ, какъ было показано. Въ случаt 
иррацiональностей боо'kе сложнаго характера въ большинствt слу
чаевъ интегрированiе практически не выполнимо въ томъ cмЫCJJt, 

что не существуетъ такой комбинацiи конечнаго числа алгебраиче

скихъ и логариамическихъ фуtfкцiй, которая изображала бы данный 

интегралъ. Но существуютъ нtкоторые классы интеграловъ, соста
вляющiе исключенiе, и вычисляемые при помощи простыхъ искус· 
ственныхъ прiемовъ. Разсмотримъ здtсь важнtйшiе случаи этого рода. 

) "" . dx а ......,,я вычислеюя интеграла оть -.г·· _ ..... · приравняемъ радикалъ 
r .t:2+ px+q 

выраженiю t- х, тогда будемъ имtть 

(1) t-x dx 

Интеrралъ приводится къ 

f dt 

• t+ ~ 

и слtдовате!льно, d х log 

I 
х + Р2 . Vx2+P х + q ,

1 

+ С. 
• -V х2 + px+q 

d.t: 
Ь) Чтобы вычислить интегралъ -.::-==с:--=-~=, замtчаемъ, что 

q 

( 
р \ '!. 1 

x2+Px+q= х-у) +q+ тР2 

(гд1; q + } р2 доJIЖно быть полож~;~тельнымъ, если желаемъ оставаться въ 
области вещественныхъ чиселъ ), и полаrаемъ 

V-1- t 1) 
t q + -;г J/2, такъ что -- .1:2 + рх + q = \ q + 4 р2 (1 -- t~. 

f dt 
Предложенный интеrралъ приводится къ "г--" , поэтому имtемъ 

r 1 - t2 
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с. 

Правая часть, въ силу тождества 

±(х± ~)2=±x2+px+q-(q 1 р2) 
преобразовывается въ 

(x:t t )-V ±хЧрх+q-J -V~-:i2+p.'t"+qdx+(q+ 1 

Слiщовательно, 

2f Jf±x2+p.-i-+qdx=(~·± t)-V ±x2+Px+q 

а потому 

746. Положимъ, переходя къ болtе общему случаю, что f(x,y) 
есть рацiональная функцiя отъ х и у, и равсмотримъ интеrралъ 

отъ f (:t:, V ± х2 + р х + q) d х. Какъ бы сложно ни было подъин
теrральное выраженiе, легко можно покавать, что оно можеn быть 
приведено къ рацiональному виду прилично выбранною под

становкою, и поэтому такой интеrралъ всегда выражается въ 

алrебраически-лоrариемическомъ видt. ДtАствительно, стоитъ 

только ввести новую перемtнную t=x+V х2+ px+q, чтобы на осно
ванiи формулы (1) уничтожить иррацiональность въ .f(x, у) dx, когда 
у Vx:i+,ьx+q. Это не справедливо при у v -xii+px+q, 
но въ этомъ случаt можно примtнить другую подстановку, пригодную 

и въ первомъ cлy•iat, если корни функцiи :t.2 + р х + q вещественны; 
во второмъ случаt эти корни навtрно вещественны, иначе у былъ 
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бы мнимымъ при всякомъ значенiи х. Обозначая черезъ а и fJ эти 
корни, положимъ 

(2) х 

и тогда найдемъ (выбравъ t съ приличнымъ знакомъ) 

у 
(;1-а) t 

1 +f2 ' 
, 2({1-a)tdt 

dх=т-·········--, 
- (1 +f2)2 

откуда и видно, что /(r, у) dx нринимаетъ видъ p(t)dt, rдt p(t) 
рацiональна и вещественна. 

747. Впрочемъ, вышеупомянутыя подстановки служатъ rлав
нымъ образомъ для того, чтобы показать возможность · привести, 
въ разсматриваемомъ исключительномъ случаt, иррацiональный диф

ференцiалъ къ рацiональному виду. На практикt всегда дучше будетъ 
предварительно изв-встнымъ образомъ упростить выраженiе f (х, )'). 
Рацiональную отъ х и у функцiю f всегда можно представить въ 
видt отношенiя двухъ цtлыхъ функцiй. Расположивъ эти функцiи 

по степенямъ у и замtнивъ у2" черезъ ( х2 + рх q)", а у2"+1 

черезъ ( х2+ рх q)ny, приведемъ данное выраженiе къ виду 

f(x,y) W1 (х) + У 1Р1 (х) 
IP2 (х}+ J' 11'2 (х), 

гдt р1 , (() 2 , 'ljJ 1 , 1р2 - ц-влыя функцiи отъ х. Умножая числителя и 

знаменателя на р2 - у '1р2 и снова подставляя 

находимъ 

f(x,y) 

±x2+px+q ------, 

IJJ (х) + 'I/J (.х) ' 
у 

у 

rдt q; и '1р - рацiональныя функцiи отъ х. Разлагая затtмъ 1/'(Х) 
на частныя дроби ( сравн. § 7 42), увидимъ, что помимо инте
граловъ отъ рацiональныхъ дифференцiаловъ, вычисленiе даннаrо 

интеграла приводится къ вычисленiю одного или нtсколькихъ инте

граловъ слiщуюшихъ типовъ: 

J x"dx 
• Y~±x2+j,x+q' 

rдt п цtлое положительное число, и а вещественная или мнимая 

постоянная. Подстановкою х а + _!_ интегралы второго типа при
z 

водятся къ интеrраламъ перваrо типа, а эти послtднiе, какъ 
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легко видtть, приводятся къ единственному Jd х , который вы
• у 

численъ въ § 745. Дtйствительно, 

! ,,dx 
х 

• у 
±fx"-1 ( ± х+ {) dx 

• у 
p-fx"-1 dx' 
2 у 

а такъ какъ 
( р \ 

ydy = \ x+ 2 Jdx, то 

J .n-1 ( ._ + Р_) dx -! .11-1 d-.\: :t .'\:" 2 - .\: у 
\ у • 

x"-ly-(tz-l)f.'t""-2 (:t x2+px+q) d -~' 
• ' у 

а потому, подставляя въ предыдущее уравненiе, получимъ 

J d~· 
11 х" = 

• у 
1) qfx"-2 d х . 

• у 

Изъ этой формулы приведенiя послtдовательно находимъ при 
ti 1, 2, 3, ... 

J-~r= ±У+ t J :х' J.'t"2'!J -н ±х--}р)у+ ~ ( q+: р2) J ~' 
J x3t~ +у3 (J Px+q=F : р2)у + { (зq + -} p2)f 1f' .... 

748. Аналоrичнымъ прiемомъ можно упростить интеrрированiе 
дифференцiала f(x, у) d:x, иррацiональность котораrо зависитъ 
исключительно отъ присутствiя корня квадратнаrо 

у= +···+а,,.. 

Замtтимъ сперва, что при т четномъ можно свести степень под
коренного полинома къ т-1; этого достиrнемъ съ помощью под-

. 1 
становки х =а+~, rдt а корень этого полинома. Возвращаясь, 

z 

напримtръ, къ случаю у= V± х2 + рх + q и обозначая черезъ fJ 
другой корень подкоренного полинома, получимъ J' z = v-=i=(/1- а) z ± [ 
Принимая новый радикалъ за новую перемtнную интеrрированiя, 
мы и придемъ къ подстановкt (2). Точно такъ же случай т = 4 
сводится къ случаю т 3; но тщетно было бы пытаться свести 
посл'tднiй къ случаю т = 2. А именно, болtе глубокое изученiе 
этихъ интеграловъ (при т 4 и т = 3), называемыхъ элJ1ипти-
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ческими, дастъ возможность доказать, что ихъ нельзя, вообще 
говоря, выразить въ конечномъ видt алгебраически -лоrа
риемическими функцiями, и что попытка привести ихъ къ инте

rраламъ отъ рацiональныхъ дифференцiаловъ можетъ быть сравни
ваема съ попыткою придать поверхности кольца сферическую форму 

путемъ непрерывной деформацiи 1). При помощи вычисленiя, подоб
наго изложенному въ предыдущемъ §, удается лишь доказать, что 

эллиптическiе интегралы приводятся къ слtдующимъ: 

f ~dx, 
у f dx 

(х а)у. 

которые называются интегралами перваrо, второго и третьяго 

вида; далtе при помощи извtстныхъ подстановокъ приходимъ къ 

тому, чтобы принять интегралы 

f ~sin2 ~· f sin2 1J)dlJ! 
-····-----·· 

У l ·- k2 sin2ЧJ 

за типы интеrраловъ перваго и второго вида. Первый изъ зтихъ 
интеграловъ, взятый въ предtлалъ отъ О до <р, обозначаютъ обык
новенно черезъ F (k, р), а второй, взятый въ тtхъ же предtлахъ, 
можно написать такъ 

lJ) 

J_ rl -(1 k2sin2 IJ!) d 
k2. J!Ik2 sin2p IJ! 

о 

~2 {F(k,cp)-E(k, IJ!)}, 

условившись обозначать черезъ Е (k, р) интеrралъ 

Значенiе (J) на верхнемъ предtлt называютъ амплитудою, а число k 
модулемъ интеrраловъ. Въ механическихъ и геометрическихъ 
приложенiяхъ особенно важны значенiя интеграловъ F и Е при 

:n; 
амплитудt (J) = 2 . Ихъ называютъ полными эллиптическими инте-
гралами и обозначаютъ такъ 

2 

f dq; 
F (k) = .. г.- : , . • 

r l-,.2 sш2 IJ! 
Q 

"' 2 

E(k) = f J!l-1/1sin21J!d1J!. 

о 

1) См., для т > 4, .Cours d'Annalyse de l'Ecole polytechnique" par. 
<:. Hermite (стр. 291-297). 
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749. Займемся теперь тi.ми подстановками, о которыхъ упо
мянули въ предыдущемъ §, и постараемся составить ихъ такъ, 
чтобы избi;жать введенiя мнимыхъ чиселъ. Сперва предположимъ 

вещественными корни а, fJ, r функцiи у = V ± х9 + ах9 + Ь х +с. 
Пусть а означаетъ наименьшiй изъ нихъ, когда при х9 стоитъ 
знакъ , и наибольшiй въ противномъ случаi;, fl- пусть будетъ 

среднiй изъ корней; черезъ ki обозначимъ отношенiе fJ а 
r а 

всегда лежащее между О и 1. Подстановки x=a+(19-a)siIJ2p 
дастъ 

± х3 ах2 + Ьх +с= i ,·-а 1 (/J а)2 (1 - k2sin2 IJ')sin2 rp cos2'rp; 

поэтому, независимо отъ вещественнаrо постояннаrо множителя, 

радикалъ у преобразуется въ произведенiе У 1 kt sin2 р на 
sin р cos р и поэтому 

dx 
6 

. dq; 
удеn, пропорцюнально 

У -Vl-k2sin2ip 

l{ъ тому же результату приходимъ, когда не всi; корни вешественны. 
При этомъ предположенiи, считая всегда коэффицiенты веществен
ными, можно представить yi въ видi; ± (х- а) (х2 + рх q) сь 
вещественными а, р и q. Положимъ 

х а 

Простое вычисленiе дастъ 

± (х а){х-2+ рх + q) 

гдi; число 

q tg2 дУ._. 
2 

tg2 р_ 
pa+q)t(J-k2sin2ip) 

2 

cos4 

всегда лежитъ между О и 1, потому что 

Итакъ, въ обоихъ случаяхъ f ~ преобразуется въ F(k, tp); что 

же касается интеграла f х; х , то онъ приведется къ тому или 
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другому изъ интеграловъ 

смотря по тому, будутъ ли всъ корни у вещественны или нътъ. 

Мы уже видъли, что первый выражается черезъ интегралы F и Е. 
Чтобы показать, что . то же самое имъетъ мъсто и для второго, 
зам-t;тимъ, что 

( l + tg2 !Е_) - k2 sin2 q:.,)--~p~-= , 
2 Vl k2 sin2 rp 

откуда, интегрируя, получимъ 

F(k, ffJ}-2E(k, fP)+2tg{ · }"I-k2sin2q;. 

Далъе, если у2 полиномъ 4-ой степени, то, какъ уже сказано, под• 
l 

становкою х =а+ - , гдъ а одинъ изъ корней этого полинома, z 
сведемъ этотъ случай къ предыдущему. ·но, если этотъ полиномъ 

не имъетъ вещественнаrо корня, то, не желая вводить мнимыхъ 

чиселъ, прибъгаемъ къ другой подстановкъ, которую мы эдъсь 
только укажемъ, не останавливаясь на ведущемъ къ ней иэслъдо

ванiи 1). Положимъ, что у2 (:1 2 + рх q)(x 2 + р1х + q') и пред
положимъ, что каждый множитель правой части остается всегда 

положительнымъ. Полагая 

(р - Р'> ;, = q q' - V(q q')2 + (р- Р') (pq' - qp'), 

(Р ·· Р') ,ii = q q' + V(q-q'}2 + (Р-Р') <pq' - qp'), 

находимъ и<;комую подстановку въ видъ 

х 
;. + ,~нп tg tp 

1 + 111 tg (р ' 

гдt; т наименьшее изъ двухъ чиселъ 

---··------.. , 

1) См. Schloemilch. ,,Compendium der hoheren Analysis" 3-е изд., 
т. 11, стр. 290 и сл1щ. 
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750 . . Возможность выразить интегралъ отъ f (х, у) dx при 
у2= ± х2+ рх+ q въ алгебраически-логариемическомъ видt объяс
няется тtмъ, что предыдущее уравненiе есть уравненiе коническаго 

сtченiя, т. е. уникурсальной кривой(§ 611) или кривой нулевого 
рода. Если, въ болtе общемъ случаt, предположимъ, что въ f(x,y) 
перемtнная у связана съ х уравненiемъ F (х, у) = О какой нибудь 
уникурсальной кривой, то f (х, у) dx, очевидно, можно привести 
l(Ъ рацiональному виду, принявъ за новую перемtнную тотъ пара· 

метръ t, въ которомъ х и у могутъ быть въ данномъ случаt 

рацiонально выражены. Такимъ образомъ и оказывается, что безчи
сленное множество дифференцiаловъ, несравненно болtе сложной 
формы, чtмъ эллиптическiе, приводятся къ рацiональному виду и 

интегрируются въ алгебраически-логариемическихъ функцiяхъ. Гораздо 

труднtе дока3ать обратную теорему: Если F(x, у) О не уни-

курсальна, то f /(х, у) dx не выражается въ конечномъ видt 
въ алгебраическихъ и логариемическихъ функцiяхъ. 

[ Прим'hчанiе. Это теорема справедлива лишь въ томъ смыслt, 
что если F = О не уникурсальная кривая, то f f (х, у) dx при 
всякой рацiональной функцiи f отъ х и у не выражается въ упо
мянутой формt (см. И. Пташицкiй "Общiя предложенiя объ 
интегрированiи въ конечномъ видt абелевыхъ дифференцiаловъ". 
Матем. Сборникъ Т. XX:l). Но нельзя сказать, что никакой инте· 

гралъ вида f f (х, у) dx не выражается въ этой формt, если F = О 
не уникурсальна (см. Е. Золотарев'ь, ,,Теорiя цtлыхъ комплекс
ныхъ чиселъ" (СПБ. 1874), стр. 107.] 

Это выясняетъ истинную причину невозможности, вообще го
воря, выразить въ такой формt эллиптическiй интегралъ, потому что 

кривая 3-го порядка 
у2 а0.х3 + а1х2 + а2х + а3 , 

не имtющая, вообще говоря, двойной точки, будетъ рода 1; она 
тогда лишь уникурсальна, когда она имtетъ двойную точку, для 

чего необходимо, чтобы одинъ изъ трехъ корней функцiи у былъ 

двойнымъ ( а {1), и тогда достаточно положить х у+ t 2, чтобы 
сдtлать подъинтегральный дифференцiалъ рацiональнымъ. Нtсколько 

болtе общiй результатъ заключается въ слtдующемъ: Всякiй разъ, 

когда х и у связаны уравненiемъ вида 

ауп + Ь хуп-1 + с х2уп-2 + . . . а' yn-1 + Ь' xyn-2 + с' х2у"-3 + ... 
стоитъ tz, чтобы получить 

a'f' + b'f'-1 
х у=---······----

af' + + ... 
и такимъ образомъ преобразовать f (х, у) dx въ р (t) dt, гдt 
р (t) рацiональная фунщiя отъ t. 

22 
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751. Биномlальные дифференцiалы. Подъ этимъ навванiемъ 
понимаютъ дифференцiалы вида хР(а + bx"')"dx. Мы обозначимъ 
интегралъ отъ даннаго дифференцiала черезъ 81 (Р, q) и замtтимъ, 
что подстановка а+ bxm t приводить его къ виду 

1 [ (' а) т Ё1 (р, q) = тЬ~ ~ fl dt. 

1 
Интегралъ выражается въ конечном·ь видt., если цt.лое число. 

т 

Интеrрированiе выполняется непосредственно, если это число цt.лое 
и положительное; въ противномъ случаt. 1.1остаточно сдtлать под
становку t = fj" и выбрать цt.лое число п такъ, чтобы и п q было 
цt.лымъ, благодаря чему данный дифференцiалъ приводится къ 

рацiональному виду. Далt.е, если напишемъ хР (а+ Ьх"')!.1 въ видt 
хР-1--!.' (Ь + ах-"')!.1, то, примtняя къ новому выраженiю предыдущее 
условiе, видимъ, что интегрированiе выполняется тотчасъ же (при 

помощи подстановки Ь + ах-т t), если число р + mq + 1 
-- цt.лое. 

т 

Итакъ, данный интегралъ приводится къ интегралу отъ рацiональ
наrо дифференцiала тогда, когда одно изъ чиселъ 

P+l --, 
т 

P+I --;,;- + q, 

цt.лое или нуль. Эти условiя называются условiями интеrрируе· 
мости биномiа,1ьныхъ дифференцiаловъ. Замtтимъ еще, что числа 
р, т, q предполагаются всегда рацiональными, иначе дифференцiалъ 
былъ бы трансцендентнымъ. Чебышевъ 1) докаsалъ, что упо
мянутые случаи единственные, въ которыхъ интегралъ отъ 

биномiальнаrо дифференцiала выражается въ конечномъ 
вид t. ( черезъ алrебраически-логариемическiя функцiи ). . Здtсь, ко
нечно, подразумt.вается, что дифференцiалъ самъ по себt. не рацiо
наленъ (и, слt.довательно, р, q, т не всt равны цt.лымъ числамъ), 
и еще, что онъ не приводится къ рацiональному виду подстановкою 

x=t", что имt.ло бы мt.сто при р и т-дробныхъ и q цtломъ. 
За исключенiемъ этихъ случаевъ, слt.довательно, пред11олагается, что 
р и т -·цtлыя, а q- дробное; кромt. того, можно предположить 

1 
т > О, потому что подстановкою х = 1 тотчасъ сведемъ къ этому 

случаю случай т < О. 
752. Для вычисленiя или упрощенiя интеграла отъ биномiаль

наrо дифференцiала стараются выразить его черезъ дpyrie, подобные 
ему, болt.е простые интегралы. При этомъ прежде всего замtтимъ, 

1) ,,Joumal de Liouville" (1853, стр. 108). 
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что q всегда можно считать лежащимъ между О и 1. Въ самомъ 
дtлi;, предполагая р + 1 ~О, интегрированiе по частямъ даетъ 

f х11+1 х11+1 . mqb 
gj(p,q)= (a+ьxm)qap+l=J+•(a+ьxm)I/-P+l ~<P+m, q 1). 

Съ другой стороны имi;емъ тождество 

bgJ (Р+ т, q-1) = fJ (р, q) afJ tP, q 1). 

Слi;довательно, 

(3) (р + тq + l)fJ (Р, q) = хР+1 (а+ bxm)q + mqa ~ (Р, q-1). 

Изъ этой формулы беремъ fJ(P, q) или fJ (р, q-1), смотря по тому, 
будетъ ли q > О или < О. Повторнымъ примi;ненiемъ этого пре
образованiя можно отъ q>O отнять, или къ q<O прибавить сколько 
угодно единицъ. Замtтимъ при этомъ, что какъ только одинъ изъ 
коэффицiентовъ при fJ (р, q) или при fJ (Р, q 1) окажется нулемъ, 
такъ будемъ имi;ть дtло съ однимъ изъ случаевъ интегрируемости 

(въ конечномъ видt), и формула (3) сама дастъ значенiе gJ (Р, q-1) 
или gJ(p, q). Точно такъ же можно достигнуть того, что р будетъ 
заключаться между О и т. Дtйствительно, интегрированiе по 
частямъ, произведенное при q + 1 ~О, дастъ 

fJ (Р q) =f хр-т+1 d(a+ ьхт)q+1 
· ' • (q+1)mb 

хР-т+1 (a+bx"')!i+1 _Р· т + 1 gJl"'-m + 1). 
(q+1)mb (q+1)mb \l' ,q 

Съ другой стороны, имtем·ь 

fJ(p-m, q+1)=agJ(p-m, q)+bgJ(p, q), 

слtдовательно, 

(4) (Р+ mq + 1) bf,1 (Р, q) = хР-"'+1(а+ Ьх"')ч+ 1 (р- т + 1) af,1 (р т, q). 

Изъ этого соотношенiя беремъ fJ (р, q) или fJ (р-т, q), смотря по 
тому, будетъ ли р >О или <О. Итакъ, мы видимъ, что съ помощью 
формулъ (3) и ( 4) вычисленiе интеграла отъ всякаго биномiальнаго 
дифференцiала всегда приводится къ случаямъ, въ которыхъ 

р и т-цtтыя, m>O, O<q< 1, 0<P<m. 

753. Прим~ры. а) Для вычисленiя 1• V ха+ 2х-1 d:, полагаемъ 
JI .х2+2.х-1 = t-x, откуда • 

,F--- f·ЧU- 1 
r .х2 +2.х-1 =1-.х= , 

2 (t+I) 
t2+2t-1 dx=----dt 2(t+1)2 . 
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Предложенный интегралъ преобразуется въ 

f2: 1) dt. 

Легкое вычисленiе дастъ окончательно для значенiя интеграла выраженiе 

-V х2 +2.х-.:::...1 + log(x+I + Jfx2+2x~) 2arc tg.(x+-Vx2+2-x-I)+c. 

Быстрt.е мы достигли бы ц'!;ли, разложивъ интегралъ на 

и зам'hтивъ, что 

1 + С1, 

гд'h (сравн. съ § 725, а) надо взять верхнi!! или нижнiй знакъ, смотря по 
тому, будетъ ли х > О или < О. Первоначально полученное выраженiе потому 
и предпочтительн'hе, что въ немъ н'hтъ двойственности знака. Эквивалентность 
об'hихъ формъ вытекаетъ изъ тождества 

. х-1 
± arc s1n "г

х r 2 
2 arctg(x+Jfx2+2x=-i) (1 + 2) !!._ • .. 4 

Ь) Аналогичнымъ путемъ вычисляется J у х2 - 1 d: Но можно зтотъ 
интегралъ разсматривать, какъ интегралъ отъ биномiальнаго дифференцiала, 

1 
въ которомъ р --1, m=2, q=.Jr. Сл'hдовательно, т =0 и первое усло-

вiе интеrрируемости выполнено (что всегда им'hемъ мt.сто при р = - 1, 
каково бы ни было т ~ О). Поэтому полагаемъ х2 - 1 f!. и получаемъ 

J-.r· --dx f fldt r х2~ 1 -- = --- = t 
х • 12+ 1 

arc tg t + С = -.9-=1 + arc siп _!_ + С'. "~- -· х 

dx 
с) Если желаемъ вычислить интегралъ отъ "r , разсматривая 

.x3rx-1 
зто выраженiе, какъ биномiальный дифференцiалъ, то зам'hтимъ сперва, что 
р = - 3, т = 1, q t, первое условiе интегрируемости выполнено (какъ 
зто всегда бываетъ при т ± 1 и р - цi;ломъ ), и достаточно положш ь 
х - 1 = fJ., чтобы сдt.лать дифференцiалъ рацiональнымъ и съ помощью весьма 
леrкаго интегрированiя найти 

f dx 

• .х3у х- 1 
3 1 3 х + 2 "г.:--;-·.-r arc cos Vx + ~r х-1+с. 
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d) Въ интеграл'h отъ 
(1 

x 4 dx 
·----=== им'!;емъ р = 4, m = 2, q = - j ; 

второе условiе интегрируемости выполнено, таК'l> какъ 

довательно, надо положить х-2 -1 1-2, т. е. 

х 
t 

v1+ii' 
dt 

dx=---
3

• 

(1 + fl)Y 

1 
+q= 1. Слt

т 

Но въ данномъ случа'h скор'hе придемъ къ ц1ши, если сперва произведемъ 
инте,·рированiе по частямъ 

Это сводится къ примi;ненiю формулы (4). 

з 

V1+ir:x 
е) Въ интеrрал'h отъ ---V ~-- tf х им'hемъ р - ! . т t . q 1; 

т 

1 
= 2 первое условiе иитегрируемости выполнено. Поэтому можно 

~ 

быть ув'hреннымъ, что подстановка t 1 + ух приведетъ къ ц1ши. Мы 
получимъ 

4f(t-I)t1fdt t(4t 7)tt+c, 

слi;довательно, 

3 

+(4-Vx+Yx з)V1+ir;.:+c. 
f) Если требуется вычислить 

f-~;2' 
то, зам'hчая, что 

мы видимъ, что приведенiе къ интегралу отъ рацiональной функцiи воз
можно лишь при п цмомъ Смотря по тому, будетъ ли 11 нечетное или 
четное, интегралъ приведется къ 

-!(1 
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-.,- ,· 
подстановкою х = r 1- fJ или х = -- -

y1+t2 
частямъ даетъ форму.чу 

Впрочемъ, интеrрированiе по 

+-~ . n- lJxn-2 dx 
п • J!l·-x2 

которая rюзволяетъ свести данный интегралъ къ 

f xdx 
. V'l х2 = - + С, f :.-/:-'= = arcsinx +С, 

• ,. 1-х2 

смотря по тому, будетъ ли п нечетное или четное. Если интегралъ берется 
отъ О до 1, то приходимъ къ извi,стнымъ уже резулътатамъ (§ 727, g), 
что легко вид1,ть, положивъ х = sin в. 

g) Если желаемъ вычислить интегралъ 1) 

то стоитъ только замi,тить, что коэффицiентъ при dx, на основанiи форму.чы 
Та рталi а (§ 528), есть корень уравнепiя уз+ 3 ху 2 х3 = О; припоминая 
замi,чанiе, сд1,ланное въ конц1, § 750, тотчасъ приходимъ къ подстановкв 

Зt (<1 + t3)fJdt 
х = 

2 
_ 

13
, которая приводитъ данный интеrралъ къ 18. (2 _ 131- • 

а полагая еще 2 - /3 = 3 в, къ -

2 --· d6 =·······--+С= - (х2 ! 0-1 1 2 в х2 
ез 02 у2 

Въ то же время им1,емъ х у3- 2 у2= 2 х4- 3 х2 у
Гlоэтому предложенный интеrралъ равенъ 

2у) + с. 

(х2- 2у) (2 :i:2+ у). 

Предыдущее вычисленiе можно нi,сколько сократить, если зам1>тимъ, что x2dt xdy-ydx, откуда слi,дуетъ 
.fydx =.Гхdу .Г x2dt=xy-J~dx-.f x2dt 

1 (xy-f x2dt)=}(xy+f~:) 
х 

= -- (у2 
2у 

ху-2 
х) + С = х2 + 2 9 + С и т. д. 

у х-

1} Hermite .• Cours d'Analyse", стр 242. 
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Интегрированiе трансцендентныхъ диффе

ренцiаловъ. 

754. Случаи интеrрируемости въ конечномъ вид'!; трансцен
дентныхъ дифференцiаловъ, т. е. случаи, когда эти интегралы 

выражаются въ иэвъстныхъ элементарныхъ функцiяхъ, весьма ръдки. 

Въ простъйшихъ случаяхъ, когда такое выраженiе возможно, обык
новенно примъняютъ болъе или менъе искусственные прiемы, а не 

какiе нибудь общiя правила. Нъкоторыя иэъ этихъ общихъ правилъ 
надо, однако, эамътить. Если / есть символъ рацiональноR функцiи, 
то интегралы 

.rf(lf)dx, .ff(tgx)dx, .{f(sinx. cosx)dx 

всегда моrутъ быть найдены съ помощью соотвt.тственныхъ под
х 

становокъ t = е", t = tg х, t = tg 2 rдt t - новая перемънная инте-

rрированiя. Такимъ обраэомъ получаютъ 

f f(e"')dx= f лf) d/ t 

! ! ( 2t 1-Р.) 2dt /(sin х cosx) dx = f --- • --- ----' ' 1+t2 1+r.. 1+r--

и преобразованные интегралы вычисляются, какъ интегралы отъ 

рацiональныхъ дифференцiаловъ. Тъ же подстановки бываютъ часто 
пмеsны и тогда, когда / не рацiональная функцiя. 

155. Упражненiя. а) Интегралъ отъ d ?!_ __ берется съ помощью 
е"'+е__., 

подстановки t е"', и получается 

f dx f dt , --· --=- = -·--·- = arc tg t + С = arc tg е" + С 
• е"'+е"' l+f.! 

Ь) Чтобы на:йти интеrралъ отъ d х , возьмеыъ за новую пере-
а cosx 

х 
мtнную t = tg 2 . Получаемъ, смотря по тому, будетъ ли а2 больше или 

меньше Ь2, 

f а + ~ :os х = ± У а;- Ь2 arc tg (Jf: ~ : tg +) + С 
= ± ---d---Iog / ь+ acosx+ УЬ2~ · sin х 1 + с, 

уь2 а2 1 а+ bcosx 
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гд11 ± означаеп, sng (а+ Ь). Отъ одного выраженiя къ другому легко 
перейти на основанiи соотношенiя между arc tg и log. 

с) Точно такъ же вычисленiе f tgn xdx приводится къ вычисленiю 

J!'..t!..! nри помощи подстановки t tg х. Но при п - цмомъ положи-
1 +f& . 

тельномъ можно иначе поступить, повторно прим.11няя с111lдующую формулу 

Jtg"xdx= rr~ -1)tg,,._2xdx 
\COS Х .. 

--f tgn-2.xdx. 

Такимъ образомъ въ конц11 концовъ придемъ къ одНому изъ интеграловъ 

.ftgxdx = -log I cosxl + С, .f dx х + С, 

смотря по тому, будетъ 11и п-нечетное или четное. Можно такъ же посту
пать nри п отрицательномъ, но въ этомъ случа11 удобн11е зам11тить, что 

.! cot"-2 х dx 

и т. д. 

d) Чтобы вычислить интегра11ъ отъ 
dx 

ПОJIОЖИМЪ tg Х = f!. ; 

J dt 
интеrралъ приведется къ 2. 1 + f:4 - интегралу, который мы уже вычи· 

сляли (§ 744, с). Мы nолучимъ окончательно 

! .. ~: = .;~ Jog I sinx+cosx+-Vsin2x \ 
r tgx r ~ 

arc sin (sinx- cosx)+ С. 

е) При вычис11енiи интеграла вида f / (sin х, cos х) d х часто можно 

обойтись безъ прим11ненiя указанноА въ § 754 подстановки tg -} = t, при
м11няя интеrрированiе по частямъ и различные искусственные прiемы, къ ко
торымъ (сравн. съ § 723, d) принадлежить умноженiе дифференцiа11а на 
cos2 х + sin2 х = 1. Наприм11ръ, съ помощью упомянутой подстановки можно 
найти 

f S::X = - СО~Х (~+ ciix) + 3 log I tg ~-1 + С. 
Но удобнi;е свести данн.ый интеrралъ (ер. съ § 723, а) къ одному 
Сll'Бдующихъ 

f _rj_X. = - cot х. + С 
sш2х ' 

• 

dx 
log I tg -f J + С, 

изъ 
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f dx 
что всегда возможно, когда дt.no идетъ объ интеrра.nt -- при 

sin" х 
Jюмъ по.nожите.nьномъ. Дtйствите.nьно, мы имtемъ 

354 

п цt-

f dx =fsin~x+cos2_.::dx= f-dx_ 
• sin" х • sin" х • sin"-2 х 

_l___f cos xd ·--
п - 1 х 

а с.ntдовате.nьно, съ помощью интегрировапiя 1ю частямъ 

f dx n-2J dx 
~in" х = п1 sinn::::.2 х 

f dx 
Аналогично этому трактуется --,.-·· · 

cos х 

f) Подстановка t 
х 

tg 2 даетъ 

cos х 
п - 1 siп"-1 .х 

С.ntдовате.nьно, мы имtемъ передъ собою э.n.nиптическiй интегра.nъ, который 
можно разсматривать .и какъ инrегра.nъ отъ биномiа.nьнаго дифференцiа.nа, 
въ которомъ 

р q=- m=2, Р+ l 1 m-+q=-·4· 

Поэтому (§§ 749, 751) тщетно надtяться какимъ .nибо путемъ выразить этотъ 
интеrра.nъ въ. конечномъ вид'h. 

g) Д.nя вычис.nенiя интегра.nовъ въ poдtf sin3xdx, f cos4xd.1: и т. д. 
также нtтъ надобности прибtrать къ подстаиовкt. Тригонометрiя (сравн. съ 
§ 725, о) даетъ соотношенiя 

sinS х = t siп х ,t sin 3 х, cos4 х 1 cos 4 х + ! cos 2 х + 1, 

откуда тотчасъ по.nучаемъ 

· f sin3 x dx = -1 cosx + /i,cos3x + С, 

.f cos4x dx = ;2'sin4x + ,t siп 2х + 3-х + С. 

Точно такъ же, для вычис.nенiя f sin3 х cos4 х d х можемъ взять тt же два 
соотношеиiя и, перемножая ихъ, вывести (ер, съ § 723, d) с.n1щующее 

32 sinSx cos4x = НЗ sin х + 3 sin 3 х sin 5 х - sin 7 х), 

откуда инrегрированiемъ по.nучимъ 

.r·sin3xcos4x dx ,h( - Зсоsх - cos Зх + t cos5x + tcos 7 х) + С. 
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Аналоrичнымъ способомъ вычисляютъ всt интегралы вида f sin"' х cos" х d х. 
Но можно также воспользоваться формулою ·приведенiя, которая получается 
юпеrрированiемъ по частямъ, а именно 

(т+п) f sin"'x cos"x dx=sinт+1 xcos"-1 x+(n-l)_/·sin"'xcos"-2xdx и т. д. 

h) Иногда одного интеrрированiя по 'Частямъ достаточно, чтобы изба
виться отъ иi;которыхъ трансцендентныхъ функцiй подъ знакомъ интеграла. 
Такъ, иапримtръ, для всякой пары рацiональныхъ функцiй / и g имilемъ 

f g'(x)logf(x)dx = g(x)log/(x) - J-r;(~; g(x) dx, 

и послiщнiй интеrралъ выражается въ извtстныхъ функцiяхъ. Наnримtръ, 
(ер. съ § 744, Ь) 

Jxlog(x4-- l)dx= ~-x2log(x4-l)-2f ;:dxf 

(х2 1) logyxi=-I + (х2+ l)logfx2+I - х2 + С. 

Эам'hчательные опред'hленные интегралы. 

756. Эллиптическiе интегралы. Полный эллиптическiй инте
гралъ (§ 748) перваго вида F(k) легко вычисляется съ помощью 
ряда, такъ какъ (§ 233, е) им13емъ 

"' 2 

F(k)= 1 +-k2 sin297+-kisin4q,+--- k6sin6w +. ·. d(J). !( 1 1·3 1.3.5 ) 
2 2,4 2-4·6 

о 

Отсюда, пользуясь формулою (15) § 727, найдемъ 

(5) F(k) = 1 + --k + --k2 + --fi! + ... · n { ( 1 )2 (1 . 3 )2 (1. 3. 5 )2 } 
2 2-4 2·4·6 

Легко прослtдить, какъ измtняется F (k) при возрастанiи k отъ 

О до 1. Ясно, что F(k) постоянно возрастаетъ отъ F(O) = ~ до 
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Справа оть k О функцiя F возрастаетъ медлеюю, такъ какъ 
:л; 

изображающая ее кривая уподобляется здtсь параболt у = -8 х~ 
въ смежности съ ея вершиною; а подъ 

конецъ она возрастаетъ весьма быстро, 
такъ что кривая становится асимптотиче

скою къ прямой k 1 (рис. 90). Чтобы 
увидать, какъ измi;няется функцiя F (k) 
въ смежности съ k = 1 , замi;тимъ, что 
коэффицiентъ при k 2n въ разложенiи этой 

функцiи асимптотиченъ къ 1 (§ 337, с). 
п 

о:rкуда слiщуетъ, что (§ 339) слъва отъ 
k 1 имъетъ мъсто асимптотическое 
равенство 

(6) F(k) 
1 

log---· 
fТ=k2 

757. Такимъ же образомъ вычисля
ется полный эллиптическiА интеrралъ вто

рого вида Е (k), для котораrо имъетъ 

" 2 

Рис. 90. 

E(k) = f (1- ~ k2sin2q;,- k4sin4m - ~ k6sin6m - · · ·) dm• 
~ 2·4-6 ~ ~· 

o 

интегрируя ночленно, получимъ 

1 (1:~ J!,)2 ... } . 
2-4·6 

При возрастанiи k отъ О до 1, E(k) постоянно убываетъ отъ ; до 

" 2 

E(l) = _{cos (() d(() 1. 
() 

Справа отъ k=O кривая, изображающая функцiю, уподобляется пара
болъ у t .nx-2 и при k 1 кривая касается прямоА k = 1 
(рис. 90). Чтобы въ этомъ убtдиться, стоитъ только вычислить 
производную 

E'(k)=- :i; fl(..!..k)2+~(~k2)2+ 3 (1.3.5kз)2+···}· 
k 2 3 2-4 2-4-6 

и замtтить, что 

k E'(k) E(k) - F(k), 
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откуда и слtдуетъ, что lim E'(k) = оо. Чтобы ближе изслtдовать 
k=l----0 

ходъ функuiи слtва отъ k 1, замtтимъ, что для k, стремящаrося 
къ предtлу 1, теорема Лопиталя дастъ 

Слtдовательно, имtемъ асимптотическое равенство 

(8) E(k) 

758. Ряды (5) и (7) весьма полезны для вычисленiя значенjй 
F(k) и E(k) при весьма малыхъ значенiяхъ k, но при k недоста
точно маломъ они становятся непригодными вслtдствiе крайне мед· 

ленной сходимости. Если k близко къ единицt, то асимптотическiя 
выраженiя (6) и (8) даютъ понятiе объ общемъ ходt этихъ функцiй, 
но ес.rш мы хотимъ дtйствительно вычислить значенiя функцiй, то надо 

эти формулы дополнить, чтобы получить сколько нибудь достаточное 
приближенiе._ Мы ограничимся здtсь тtмъ, что покажемъ какимъ 
образомъ вычисленiе интеrраловъ F и Е можетъ быть приведено 
къ вычисленiю подобныхъ же интеrраловъ, но съ модулемъ, сколь 
угодно малымъ. Этой цtли можно достигнуть съ помощью такъ 
называемаrо преобразованiя Ландена (IJanden) 

(9) • ( l + µ,) sin 1Р 
sш (р = т+ µ,sin2 ip- ' 

rдt постоянная µ (лежащая между О и 1) опредtляется уравненiемъ 

k ~J:'~~ . Легкое вычисленiе даетъ 
1 +µ, 

-V 1 - k2 sin2 р 
1 1f, sin21JJ 
[+ µ, sin2 1j!' 

уТ ---- 1i2 sin2 1Р cos 1iJ 
cos ер = 1 + ti sin2 1Р • 

Изъ (9) дифференцированiемъ получаемъ теперь 

d ер 
--··-------
vт ---- 1.2 sin2 ер 

и, наконецъ, 

(10) 

если примемъ во вниманiе, что при постQянномъ возрастанiи 'lp отъ 

О до п первоначальная перемtнная дtлаетъ то же самое. Анало

rнчное вычисленiе, которое мы, для сокращенiя, здtсь опускаемъ, 
даетъ вторую важную формулу, а именно 

(11) Е(Е) = l ~µ Е (µ)- (1 ----1t) F(.u). 
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Ясно, что обt выше нриведенныя формулы остаются снраведливыми 

и для неполныхъ интеrраловъ; амплитуды р и 1р имtють тогда 

различныя значенiя, связанныя формулою (9). Уравненiе (11) рас
крываеть слtдующее важное обстоятельство: Всякiй эллиптиче
скiй интеrралъ перваrо вида можетъ быть выраженъ черезъ 
два интеграла второго вида. 

759. Возвратимся къ полнымъ интеrраламъ и нокажемъ, какимъ 
образомъ можно воспользоваться формулою (10), чтобы вычислить 
F(k) при k близкомъ къ 1. Начиная съ k, составимъ такой рядъ 
чиселъ k, k1 , k2 , ••• , чтобы 

k= ~~. k1 
1 + k1 

Тогда будемъ имtть вообще 

1 (1-k,.) 
............ -=== < 1 + (1 - k,.) < k,.. 

Числа k,. - положительныя и постоянно убывающiя пр'н возрастанiи п, 
должны стремиться къ нtкоторому предtлу l. Этотъ нредtлъ дол-

женъ удовлетворять -уравненiю l = ~~~. Освободивъ это урав
ненiе отъ корня l О и отбросивъ недопустимый корень l = 1, 
приведемъ ero къ 2 + Vl + l = О, которое не имtетъ веществен
ныхъ корней. Поэтому l О. Повторное примъненiе формулы {10) 
даетъ 

F (k) (1 + ki) (1 + k2)(1 + k3) - • • (1 + k,.) F(k,,J, 

гдt k" будеn, сколь угодно мало. При безконечно боль
шомъ п можно, такимъ образомъ, съ помощью (5) вычислить F(k,.), 
а затtмъ и F(k). При возрастанiи п до оо имtемъ 

lim F(k.,) = F(O) 

а QJtдовательно, 

F (k) t п (1 + k1)(1 + k2) (1 + k3) • • • . 

Построивъ таблицу значенiй F, съ помощью формуJ1ы (11) анало· 
rичнымъ образомъ можно вычислить и значенiя Е. Такiя, весьма 
полезныя мя приложеюй, таблицы составлены Лежандромъ (и для 
неполныхъ интеrраловъ) и называются эллиптическими табли
цами 1). Приведемъ изъ нихъ здъсь нtсколько чиселъ 

F( ~ )=1,617 .. , F(-})=t,685 ... , F( )
2

)=1,854 ... , F(~3
)=2,156 ... , 

Е( ~ )=1,526 ... , Е( ~ )=1,467 ... , Е( ) 2)=1,350 ... , Е (~
3

}=1,211 ... , 

1) Legendre .• Traite de~ fonctions eШptiques", т. 11. 
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760. Упражненiя. а) При вычисленiи интеграла отъ ;-~· которое мы 
J' SIПX 

предприняли въ § 755, f съ помощью подстановки tg ~ · t, предпочтитель
н'tе примiшнть бол'tе простую подстановку sin х t. Тогда съ помощью даль
п'tйшей подстановки t = cos2 tp (на которую наводятъ соображенiя § 7 49), 
приходимъ къ сл'tдующему нормальному виду даннаrо интеграла 

Въ частности, получимъ 

,. 
2 .! ;:;; = }12 F ( ; 2) = 2,622 .... 

о 

Ь) ПодобнЬ!МЪ же образомъ вычислимъ интегралы 

J~x- и f-x2d~--
V1-x4 ft-x4' . . 

положивъ х cos q,. Они преобразуются соотв1;тственно въ 

--- --··--·--' 1 f dtp 
}12 У 1 - tsin2p 

Въ частности, будемъ им'tть 

!
1 

dx • 

}11 _.:: х4 = F( J
2
) 1,311 .... 

о 

F(J2) + }12Е (/2) = 0,599 .... 

с) Н'tсколько спожн'tе будетъ вычисленiе интеграловъ 

J dx J dx 
. ff+xa' r1+x4· 

Прим'tняя къ первому подстановку х - 1 + у 3 tg2} , получимъ 

J vt{ ~~~ i J-··-~-d tp --- . 

'vз ·v 1 -(_!_-t
2
Y~)2 

~i~2 tp 
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Ко второму, на основанiи сказаниаго въ конц't § 749, надо прим'tнить 
подстановку 

х = tg (J) -- (1 + }"2). 
tg (J) + (1 + 112) 

Тогда онъ преобразуется въ 

f (2+-V2)dq; 
Vsin' ср + 6 (3+ 2}"2) siп2 q, cos2 ср +(з + 2112)2 cost(J' 

Выражеиiе подъ зиакомъ корня получается оть умноженiя 

· sin2 q; + (3 + 2 }"2)2 cos2 ср = (3 + 2 }"2)2 (1 - __!L~= sin2 ср) 
3+2112 

на siп2 ср + cos2 ср 1. Поэтому 

llринимая, дал'tе, во вниманiе, что 

k2 4112 
при = ----, 

з+2112 
1-~ 1 

µ,= =--... 
1+~ 112 

1юлучимъ, прим'tняя формулу (10), 

1 1 

.! -V ld ~ х4 = i-~r 11:: х1 = (
1 _1_ F 2112 

) 

. 4 ) 

112 (. + 112 
О -1 

= ~ F ( Jt\-) = 0,927 .... 

d) Когда предложено найти интегралъ 

я 

J-:/F!k~:sip' 
о 

который напоминаеть другой, уже вычисленный въ § 725, i, то можно начать 
съ интегрированiя по частямъ, которое дастъ 

"' п 

f sin2cpdcp 2 J. 
}"1-kcoscp = 7i_ sшср 

о о 

"' 2! k-COS(J) d 
-- (J) 
- k. -VI-kcoscp 

о 

"' 
2! sin2cpdcp 

"Jl'I=kcoscp 
о 

"' }j •COS(J) dcp 

о 



352 VII, 2. НАХОЖДЕНIЕ Н13КОТ. КЛАССОВЪ ИНТЕГРАЛОВЪ. 

Посл1щнiй интеrралъ при замtнR (J) на л. 2 ер примеТ'Ь видъ 

2 2 

::,; 

2 

§ 760 . 

2 f Ji~!c,~~!s ~rp d ер ~ f У 1 + k co-s2q) d ер 2 f dqJ j(l-.k2) .,г,;-, . . .. ' 
• r l+k cos 2 (J) 

о о о 

или, если еще напишемъ 1 + k ~ 2 k sin2 ер вмtсто 1 + k cos 2 ер, 

(1 

Слtдоваrельно, 

и 

f sin2 (J) d(J)~ = 4 Vl+k f Е (V- 2 k ) (] _ k) F' (1/
1 

2+kk-) \J·. 
• 'Jfl-kCOS(J) 3kЗ l J 1 +k f 
о 

е) Моrутъ встрtтиться эллиnти•tескiе интегралы съ модулемъ k > 1, 
но ихъ всегда можно привести къ друrимъ съ модулемъ, лежащимъ 

между О и 1. Разсмотримъ, напримtръ, интегралы 

'Р {J) 

f у d~ , • •j-Vl-k2sin2ep liep 
• 1 .k2 sш2 р ' 
о о 

. • л; 
въ которыхъ верхнtй предtлъ IJ! не дост11rаетъ значеюя -2- , а можеn, до-

стиrать лишь максимальнаrо значенiя а, опредtляемаrо уравненiемъ 
1 

sin а= . Коrда ер изм1шяется отъ О до а, то перемtниая VJ, связанная 

:r,; 
съ р уравнеиiемъ sin VJ = k sin ер измtняется отъ О до :Г , а такъ какъ 

d ер 

Vl- k2 sin2ep 
то будемъ имtть 

а 

.! V 1-dk~ sin2p ~ Р( ~) • 
о 

а .! -Vi-k2sin2lp = {-РН-) + k { Е( ~) 

о 

Напримtръ, 

л ~ 

4 4 

!~14·? ····= 1,311 ... , f-vг-=-2sin2epd(J!=0,599 .... 
• J' - SIП- (J! • 
о о 
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f) Въ Механикt. доказывается, что время полнаго колебанiя простого 
маятника, съ д11иною J и амплитудою колебанiя 2 а, измt.ряется величиною 
интеграла 

а 

т f dG ------, 
g Ycos 0-cos а 

о 

rдt. g обозначаетъ ускоренiе силы тяжести въ мt.ст11 наблюденiя. Этою 
важною формулою пользуются д11я опредt.ленiя g въ различныхъ мt.стахъ 
земной поверхности, съ тt.мъ, чтобы изъ результатовъ мноrихъ наблюденiй 

составить себt. понятiе о формt. этой поверхности. Если положимъ k = sin а 

• 1) k . 
И Slfi 2 = SШ tp, ТО ПОЛJЧИМЪ 

cos&-cosa=2(sin2 а 

Принимая далt.е во вниманiе, что при измt.ненiи в отъ О до а, ,р постоянно 
п 

возрастаетъ отъ О до -
2
- , найдемъ 

Если а очень мало, то можно ограни11иться въ выраженiи Т первымъ чле
номъ, который отъ а не зависитъ, и такимъ образомъ получить дока
зательство изохронизма малыхъ колебанiй. Если хотимъ достигнуть большей 
точности, то удерживаемъ еще одинъ членъ въ разложенiи. Можно также 

примt.нить формулу (10), замt.тивъ, что въ данномъ случаt. µ, = tg2 {-{), 

и написать 

т 

g) Другой замt.чате.льпый интегралъ, встрt.чающiйся въ теорiи дви
женiя волчка, изображается такъ 

2.л: abf cos&dG 
ф = 2 п -v а2 + ь2 + с2 - 2 а ь cos в . 

о 

Сведемъ сперва интервалъ интеrрированiя къ (О, п), замt.чая, что интеrралъ, 
распространенный на другую часть (п, 2 п), приводится къ первому замt.ною 
О 1ia 2 п О • Далt.е можно считать, что а Ь > О, потому что при а Ь < О 
замt.ною О на п-0 сведемъ этотъ случай къ первому. Съ другой стороны, 
замt.тимъ, что 

(а +b'f + с2 9 4аЬ ( 4аЬ cos2 = k2- 1 /.2 cos2 ~) • 

23 
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если положимъ 

4аЬ 

(а+ 6)2 + с2 • 
Поэтому, принимая за nеремtнную интеrрированiя qJ Нл-0), получимъ 

ф 

,. 
2 

k -Vаь 1~s 2 (f) ~(f) __ • 

л • у 1 k2 siп2 q; 
о 

Написавъ еще 1 - 2 siп2 rp вмtсто cos 2 rp, находимъ 

(12) - i;ь Ф=kF(k) +-} { E(k)- F(k) }. 

Зат1>мъ формулы (5) и (7) дадутъ разложенiе Ф по степенямъ k: 

Болtе простое выраженiе получимъ, если отъ модуля k перейдемъ къ модулю 

fl 
У(а+Ь)2+ с2 У(а-Ь)2+ ~ 
Vta+h)2+c2 + V(a--b)2+ с2' 

пользуясь формулами (10) и (11). Въ самомъ д't.lrl;, принимая во вниманiе, что 

1 

-v.u:' 
1 

k(l +µ) 

преобразуемъ ( 12) въ 

(13) __!" __ Ф = -~:::: { Е (Ji) F (µ)}. 
уаБ уµ 

Иными словами, предложенный интеrралъ приводится къ типическому эллип

тическому интегралу второго вида (§ 748): 

,п; 

2 

Ф = 2 µ уµ аьf sin~p_r!p__. 
:n; • У1 - µ2 sin2p 

11 

PaЗJJaraя правую часть формулы (13) въ рядъ, получимъ 

' Если k весьма мало, то послtднее разложенiе цtлесообразнtе разложенiя, 
выведеннаrо изъ формулы (12); если же k близко къ l, то лучше прямо 
примtнить асимптотическую формулу (6) къ выраженiю (12). 
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h) При помощи довольно длнннаrо, но не предстамяющаго суще
ствениыхъ затрудненiй, вычнсленiя 1), прнходнмъ къ формуJГt 

2 

J• log~~ = _ _!_F(k)logk _ _!_л;F(k'), 
~l ~~~(/) 2 4 

о 

rдt k' = и отсюда получаются при k весьма близком1, къ 1 т1; 
формулы, на которыя мы указывали въ началt § 758. Мы ограничимся 
здtсь слtдующнмъ замi;чанiемъ. Напншемъ правую часть предыдущей фор
.мулы въ слtдующемъ видt: 

l lF(k)-}f togk- ~ {F(k')+Iogk}, 

nрнпомнимъ, что (§ 721. d) 

'И что 

,r 

2 f logsin1pdq:; =- -; tog2, 

о 

'Какъ то слtдуетъ нзъ раможенiя F (k) въ рядъ по степенямъ k (§ 756, (5)) 
и перейдемъ къ предtлу при k=()I}; тоrда,замtнивъ еще k на k' и обратно, 
получимъ 

lim { F(k) + log i,rт=-k2} = log 4. 
k=1 

Эта формула не только заключаетъ въ себt формулу (6). но позволяетъ 
внести въ эту формулу и въ формулу (1:!) еще маленькую поправку, состоя
щую въ томъ, что разность между лtвою и правою частью формулы (6) 
будетъ не нуль, а log4: 

F(k) E(k)=l+l-k2 
2 

i) Чтобы дать читателямъ понятiе о болtе трудныхъ вопросахъ. кото
рые моrутъ быть рtrпены при помощи элли1Пическихъ интеrраповъ, мы 
приведемъ здtсъ двt интересныя формулы съ mмъ. чтобы вывести изъ 
нихъ нilкоторыя заключенiя. Коrда k измtняется отъ О до 1, то интегралы 
F(k) и F(k'} измtняются такъ, что оmошенiе второго къ первому измt
няется отъ О до оо и притомъ постоянно возрастаетъ. Поэтому, если х 

1) Schlбmilch. ,,Compeпd. der hoheren .\nalysis•, т. 2, стр. 322. и въ 
,,Billetin de Darboux• (1897, стр. 109). 
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оудетъ какое нибудь данное число, лежащР.е между О и 1, то будетъ суще
ствовать одно и только одно значенiе k. ДJiя котораrо 

1 1 
--log
n х 

F(k') 
F(k). 

Въ то же время можно доказать, что 

1+2x-J2x4+2x9+2xl6+· .. =-V ~ F(k), 

rд'h k функцiя отъ х, опред'hляемая предьщущимъ уравненiемъ *). Въ частно
сти, когда х безпред'hльно приближается 11.ъ 1, будемъ им'hть все съ боль-

2 
шимъ и большимъ приближенiемъ F ( k) = __ _:~;--Т , и потому сумма ряда 

2log-
x 

будетъ стремиться (сравн. § 342, с) совпасть съ 

или 

Точно такъ же им1;емъ 

1 - 2 х + 2 х4 - 2 х9 + 2 х16 ... = V}; F (~). 

а поэтому (сравн. § 342, d), припоминая формулу (6), получимъ 

lim (х х4 + х9 - х16 + ... ) 1 1 . 1---1-
- ,,- l1m t k'log у 

1' 2:n;k'=O =1 

Напротивъ того, при k 
1 1 

когда и k' = -, г2- , х = е -", откуда 
)12' " 

2 

1 + 2 г·' + 2 г4 '~ + 2 г9 "' + ... = у ; F ( J
2

) = 1,086 ... , 

1/ ___ _ 
-2Г9,.+ ... =v ~2 F()-

2
)=0,913 .... 

Если хотимъ теперь переставить k и k', то надо будетъ зам-впить х дру

гимъ числомъ х', связаннымъ съ х соотиошенiемъ log } log f = п2, а такъ 
какъ съ другой стороны им'hемъ 

4 v { F(k)F(!.'), 

*) Это изв'hстная формула изъ теорiи эллиптическихъ фуикцiй. См., 
наприм'hръ, Schlбmilch "Compendium der hбheren Analysis". 2-й томъ 
второго издаиiя 1874 г., стр. 439, формула (105). 
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то видимъ, что л1;вая часть, какъ и правая, не изм1;няется отъ зам1;ны .х 
на .х' и обратно. Такимъ образомъ получается доказательство одного ранн1;е 
даннаго соотиошенiя (§ 342, с). Наконецъ, зам1;тимъ, что переходя, при 

2Jlk 
помощи преобразованiя Ландеиа, отъ модуля k къ модулю " = 

1 
+ k , съ 

помощью того же преобразованiя, прим1;неннаго въ обратномъ смысл1;, перехо

димъ ОТ'Ь k' К'Ь "' = r l - х2• На основанiи формулы (10) будемъ по
этому им1;ть 

Р(х) (l+k) F(k), J<'(x') = Hl +k) F(k'), 

при чемъ значенiе s перем1;нной .х, соотв1;тствующее модулю "• будетъ 
таково, что 

1 l F(:к') l F(k') l l 
n" 10g = F(x) = 2 F(k) =2л log .х' 

т. е. {; V .х. Поэтому им1;емъ 

:п; 
(1 + k) F(k), 

2vx+2"Jfx4-2V.x9 + ... =V} <1-- k)P(k). 

Переходя опять отъ k къ "• получимъ 

• 4 4 1/_2 __ 
l + 2 Ух+ 2 "J,'x4 + 2 V .х9 + · · · = ( l + Vk) J1 л F (k) , . . . v2 
l-2VX+2"Jfx4-2V.x9+···=(1 Vk) ЛF(k), 

откуда получается 

.. .. . 
2 Ух+ 2 у;э + 2 Vx25 + · · -

1+2.х+2.х4+2.х9+ ... 

Съ другой стороны, 

1-2.х+2.х4 2.х9+ ... 
1+2.х+2.х4+2.х9+ · · · 

vv. 
Возвышая оба равенства въ 4-ую степень и складывая, находимъ тождество 

4 • .. 

(2 "Jlx + 2 V .х9 + 2 V .х25 + · · -)''+ (1 2.х + 2.х4-2.х9 + · · -)4 

= (1 + 2.х+ 2.х4 + 2.х9+ .. -)4. 

Изъ него, путемъ сравненiя коэффицiентовъ при одинаковыхъ степеняхъ .х 
въ rtвой и правой части, получается сл1;дующая ариеметическая теорема: 
Число всевозможныхъ разложенiй нечетнаго числа на четыре 
квадрата въ восемь разъ больше числа всевозможныхъ разло
женiй учетвереннаго числа на четыре квадрата нечетныхъ чиселъ. 
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761. Эйлеровы интегралы. Подъ этимъ названiемъ пони
маютъ интегралы 

1 j' xµ-l (1 -х).,.._ 1 dx. 

о 

Первый называется Зйлеровымъ интеrраломъ перваrо вида. Это 
функцiя отъ двухъ положительныхъ перемtнныхъ µ и 11, и притомъ 

симметрическая (что тотчасъ обнаруживается при замtнt х на 1-х). 
Второй иитеrралъ--функцiя отъ ,одной положительной перемtн
ной µ, называется Эйлеровымъ интеrраломъ второго вида. Мы 
уже видtли, что второй интеrралъ равенъ Г(µ,); этоrъ результатъ 
мы снова подтвердимъ, вы11исляя первый при цtломъ положитель
номъ w. Предполагая еще 11 > 1, при помощи интеrрированiя по 
частямъ находимъ 

1 1 f #--l (1- x)'ll---1 dx = 11 
µ 

1 f ;1:-I' (1 х)"'-2 dx 

о о 

1 

'V - lf и-1 (1 )v----1 d -µ:- х· -х х, 

о 

откуда получаемъ 

1 1 

fхи--1 (l-x)"-1 dx = v- l f ;i..a-1 (l-x)"-2 dx, 
µ+v- l. 

о о 

а повторнымъ примtненiемъ этой формулы найдемъ 

(v-1)! 

Замtнивъ х на : , получимъ 

v ! ,v,,,_1 
µ, (µ + 1 )( и + 2)--.-.-(,и_+_v 1) ' 

а увеличивая 'V до безконечности и припоминая опредtленiе функцiи Г 
(§ 252, с), находимъ 

"' f'_xP-1 tГ"' dx f'(µ,). 
о 
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Замtтимъ еще формулу, получаемую отсюда замtною х на пх 

(14) 

важную по ея мноrочисленн~мъ приложенiямъ. 

762. Докажемъ теперь, что интегралы перваrо вида вы· 

ражаются череэъ функцiю Г. Подстановка х = __ У даетъ 
l+y 

1 ~ f х"-1 
(1- х)"-1 dx = f (::/~ · 

о n 

Второй части можно придать видъ двойного интеграла, пользуясь 

формулою (14), послt замtны въ нейµ, на µ,+v, и п на 1 + у 

Но на основанiи той же формулы (14) имtемъ 

(15) 

Слtдовательно, 

00 "" "' rxµ-t-<'---l Г"" dx.f yµ-te-"'11 dy = Г(.it).r х"-1 г-ж dx = Г(µ) Г('I!). 
о о 

Итакъ, 

(16) 

Такимъ образомъ можно вычислить всякiй интеrралъ перваго вида 
съ помощью таблицъ дпя logГ{x) {съ 20 десятичными знаками), 
составленныхъ по настоянiю Гаусса 1). 

1) Gauss Werke, т. Ш. См. также упомянутый уже • Traite• Legen-
dre, т. 11. · 
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763. Формулу (16), весьма полезную въ приложенiяхъ, часто 
пишутъ въ видt 

(17) 

" 2 

f sin2 J•-1 О· cos~•·-1 в· df! = _!_, • Г(pl_!'Jii)_, 
• 2 1 (tt+1') 
о 

который она принимаетъ, когда положимъ х = sin2 6. Между про
чимъ, изъ нея можно получить, при µ v, доказательство формулы 
Лежандра (§ 252, d), если приnомнимъ, что Г(1) Vя. ДtАстви
тельно, мы имtемъ 

г2(µ) 

г ("l. µ,) 

:r 

" "' 2 2 

2/(sin О cos 0)2
!'-

1 dв = -
1---f sin2

"-
1 2 о. dO 

• 22µ-2 

о о 

"' 2 

=-~- sш' . 1 ! . 2,.-1 О dO 
22µ.-1 

__ 1_ f SiП2J<--1 9. dO = "Jln _J'_Jtt) ' 
22~,-2. 22µ-tГ(ii+t) 

о о 

откуда получается 

г(µ,+ 1 )=J:~- Г(2._IIJ. 
2 22µ.-1 Г(1~> 

На этомъ основанiи, при всякомъ µ > О, получаемъ 

2 2 

Jsin2µ.-l О· dO =f cos2·u-l О. dfJ = 221-2 I'_2__(µ,) , 
• Г (2~t) 

о о 

а это есть обобщенiе одного изъ прежде полученныхъ результа
товъ (§ 727, g). 

764. Упражненiя. •а) Интеrралъ отъ tg" х dx въ предмахъ отъ 
:л, 

О до -,г можетъ быть вычисленъ съ помощью (17), если положимъ 2µ,-1=11, 

2w- l = п; тогда, всmщствiе того, что µ+w= 1, на!!демъ 

"' 2 

J." -п d l г(l+1i) г(l- п)· SIП XCOS Х Х = 2 --2 - _ -у-- · 
о 
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Пользуясь формулою (§ 464, е) 

(19) 

видимъ, что при I п 1 < 1 

(20) 

Въ частности, получимъ 

Г(.и) Г(1 

" 2 

J:-~~ 
о 

;i 

µ) = sin 1,:;' 

2 
t/:ll 

cos 
2 

361 

что можно получить и изъ ран-hе сд-hланнаrо прим-hра (§ 755, d). Оrрани
ченiе I п 1 < 1 получается, независимо отъ границъ приложимости формулы l 17), 
также н изъ прежнихъ зам-hчанiй (§ 717, а), потому что tg" х обращается 

:т,; 

въ оо порядка I п \ при х = -2 или при х = О, смотря по тому, будетъ ли 

п > или < О. Сл-hдовательно, а priori можно было утверждать, что интеrралъ 
не существуетъ при I п 1 ~ 1. 

Ь) Чтобы вычислить 

зам-hннмъ х на х". Интеrралъ приведется къ 

1 --1 --f
l 1 1 

-;, х" (1- х) " dx = 

о 

Отсюда сл-hдуетъ по формул-h ( 19) 

;i 
п sin 

при условiи п > 1. Впрочемъ, и неопред-hленный интегралъ можно найти въ 
алrебраически-лоrариемическихъ функцiяхъ, потому что подъинтеrральное 
выраженiе есть биномiальный дифференцiалъ, въ которомъ выполнено второе 
условiе интеrрируемости (§ 751). Для приве;~:енiя этого дифференцiала къ 

1 
рацiональному виду стоить только положить х - ,.-·- -·- · 

yi+t" 
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!• dx 
с) Для вычисленiя. fsinx прим1шяемъ формулу (18), 

о 

тотчасъ даетъ 

" 2 

f~t;;; 
о 

§ 764-

которая 

Сравненiе этого результата съ полученнымъ въ § 760, даетъ ниже
сл1щующее выраженiе одного Эйлерова интеграла черезъ эллип
тическiй: 

Г(t) 2V V :i F( ;2) = 3,625 .... 

Дал"hе, изъ (19) сл1щуетъ 

г(:) 1,225 .... 

x"dx 
d) Интеrралъ отъ .. ~ въ прецмахъ отъ О до 1 также легко 

J' l-x4 
приводится къ Эйлерову интегралу 1-ro вида. Стоитъ только взять за новую 
nерем1шную l=x4, чтобы получить, на основанiи формулы (16) 

или, по формул'!, Лежандра, 

1 
" п~5 р 

Наприм1;ръ, 

1 

J -хп ll.X = 2 2 

У1-х1 г 
о 

f Vt:~.~=-:2F(;2)' 
о 

г (!!J_l) 
Г (пtЗ) 

л 

;у2 F(;
2

)-· 

Сравненiе nосл1;дняrо результата съ прежде полученнымъ (§ 760, Ь) даетъ 
1 

слъдующее сооотношенiе между значенiямн F и Е съ модулемъ У-2 : 

Е ( ;2) = + Е ( ;2) + 4 F (л 1 ) • 

V2 
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е) Другой интеrралъ, легко приводящiйся къ функцiямъ Г, есть 
сп1щующiй 

:;,; 

cr -! siпn--l (() dep . 
"' - (! +kcosq:,)" 

о 

Всегда можно предположить k;;:; О, потому что случай k < О сводится къ 
первому зам1;ною ер на л; - ер. Зам1;тимъ, далъе, что при п ~ О подъинте
rральная функцiя обращается на предъnахъ интеграла въ безконечность 
порядка 1 -- п;;:; 1. Отсюда слъдуетъ, что интеrралъ можеть существовать 
только при п > О (§ 717, а); и онъ дъйствительно существуетъ, если 
еще k < 1 , потому что тогда подъинтеrральная функцiя конечна и непре
рывна въ интервалъ интеrрированiя. При k = 1, напротивъ того, интегралъ 
не существуеть, потому что тогда подъинтегральная функцiя на верхнемъ 

предълв обращается въ безконечность порядка п + 1 > 1. Если k > 1, то 
подъинтеrральная функцiя обращается въ безконечность порядка п при 

1 
ер= а, rдъ cos а = - -k · Слъдовательно, интеrралъ существуеть и при 

k > 1, если при этомъ п < 1 . Чтобы вычислить его въ первомъ случаъ, 
когда О ~ k < 1 , п > О, стоить -только примънить подстановку 

е vl -k ер 
tg 2 = 1 + k . tg 2 J 

которою часто пользуются въ Астрономiи, такъ какъ она прим1;няется во 
мноrихъ вопросахъ, касающихся эллипса. Къ этой подстановкъ приходимъ 
всего естественнъе, если хотимъ перейти отъ эксцентрической аномалiи ер, 
опредъnяющей положенiе точки на эллипсъ, къ полярнымъ координатамъ r и · е , 
принимая одинъ фокусъ за полюсъ и направляя полярную ось къ другому 
фокусу. Очевидно, r будетъ гипотенуза прямоуrольнаrо треугольника, катеты 
котораrо равны ka + а cos ер и Ь sin ер, такъ что 

r2 = а2 {(k-t-cos ep'f + (1- k2)sin2 ep} = а2(1 + kcos ер)2, 

т. е. r = а (1 + k cos ер), слъдовательно, 

. V1-k2-sinep 
SIП 0 = , 

l+kcosep 
е k+cosep 

cos = ' 
1 + /.' cos ер 

откуда, дифференцируя, получимъ 

~dep dG= __ , т.е_ rd&=hdep. 
1 + k cos ер 

Изъ тъхъ же уравненiй, кромъ того, выводимъ 

Такъ какъ е возрастаеть оть О до л; когда ер возрастаеть оть О до л;, то, 
очевидно, будем1, имъть 

:;r; 

l k2 2 SIП ер ,i ер nf . п-1 

( - ) (1 + k cos ер) 1 + k cos ер 
о 
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или, по формулi; (18) 

2"-1 г2(;) 
:!J=---~--. 

" 
(l-k2) 2 Г(п) 

Переходя ко второму случаю (k > 1, О< п < 1), возьмемъ за интервалъ инте
rрированiя только часть (О, а), чтобы подъинтеrральная функцiя не могла 

. О -.Jk-1 q; 
сдвлаться мнимою. Прим'hняя подстановку tg-2 JI k + 

1 
tg 2- /и заМ'Б· 

п 
чая, что О возрастаетъ отъ О до 2 , когда q; измi;няется отъ О до а, при 

помощи вычисленiя, совершенно аналоrичнаrо предыдущему, получимъ 

а 

f sin"-· 1 ч dp 

(1-!- k cos q;)" 
о 

f) Покажемъ зд'hсь еще nрiемъ, уже прим'hненный нами въ одномъ 
спецiальномъ случаi; (§ 740, d), для вычисленiя иптеrраловъ 

"' 

f cos~dx 
х1' ' 

о 

QC 

J'sinx dxl 
• х'' • 
о 

при чемъ р, обозначаетъ положительное число, меньшее 1 въ первомъ и 
меньшее 2 во второмъ интеграл1;. Что интегралы наши не существуютъ 
при друrихъ значенiяхъ р,, видно, на основанiи замi;чанiя § 717, а, изъ 
того, что при х = О подъинтеrральиая функuiя обращается въ безконечность 
порядка р, въ первомъ, и порядка р, 1 во второмъ интегралi;. Устаиовивъ 
сказанное, преобразуемъ наши интегралы въ двойные, съ помощью фор
мулы (15), тогда получимъ 

Припоминая значенiя иптеграловъ 

"' 
е "SШХ Х=---··~, f -жи, d 1 

• 1 + у2 
о 

найдениыхъ въ одиомъ изъ предыдущихъ упражиенiй (§ 740, j), приводимъ 
вышенаписанные двойные интегралы къ 

. "' 
_l_Jy"dy' 
Г{Jt). 1 + у2 

о 
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Между тtмъ, принимая во вниманiе формулу (20), съ помощью подстановки 
у tg G , находимъ 

:,; 

00 2 

{у" d.Y_ =f tg" а d& = :т; , (-- 1 < п < I). 
1 + 9 • пп 

._ У' 2 cos 
2 о о 

Слtдовательно, 

00 "' 

JCOS::dx 
х" 

--dx=----f sin х :т; 

O хµ 2 Г (.ii) sin 1\п 
о 

Въ частности, 

765. Въ за1тюченiе докажемъ одну весьма важную формулу, 
дозволяюшую вычислить съ большою точностью эначенiе Г (х) при 
х весьма большомъ. За исходную точку воэьмемъ формулу, оnре
дtляющую функцiю Г (§ 252, а) 

( 1 )"' "' 1+-
Г(х+ !)= П п ' 

1 1 + х 
п 

и напишемъ, логариемируя обi; части равенства: 

log Г(х) 
00 

log х + L.~ { х log (п + 1) - (х - 1) log п - log (х + п)}. 
1 

Избавимся отъ логариемовъ въ правой части съ помощью формулы: 

Легкое вычисленiе дастъ тогда 

"" 
(21) logГ(x) f {<х -- l)Гt 

о 
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Интегрируя за'Гhмъ по х въ предi;лахъ отъ х до х + 1 и примi;няя 
формулу Раабе (§ 721, i) находимъ 

"' 
xlogx х+ )оо-J!2л; = ) х-- - --- гt +-- . - ;·f ( 1 1 ) ,-:rt} dt 

"' \ 2 1 - e-t t 
о 

Правую часть можно разложить на 

ею 

+ (+ + ; ) e-zt} d t + ; .! (e-t _ е-жt) ~t. 

о 

Слi;довательно, 
а, 

(х- ~ )1ogx -х + log}12n = f { (х 1 __ 1_) e-t + (_!_+_!_) ,-:rt} d t. 
1 e-t t 2 t 

о 

Формула (21) примеrъ тогда видъ 
00 

log Г(х) = (х--1-) Iog x-x+log'J,12.n +J (-1- _ _!_ _ __!_) e-zt d 1 • 
2 1 _ гt t 2 t 

(22) 

о 

*) Докажемъ теперь слi;дующiя неравенства: 

t 
t 

<т2· 

Разсмотримъ функцiю 

f(x) 1 log l 
:r 

Х х2 х4 _т2n-2 
= l + + --+ ... + --+ ... 

х ;:, 2n-l 

и составимъ произведенiе / 2 (х) по правилу умноженiя рядовъ. 
ОбщiА членъ въ этомъ проиэведенiи будетъ 5"х11"-2, rд1; 

s" 
1 l 1 l 

2n-l + Т · 2п-3 +5 · 

"" 

1 
+···+т· 

и 12 (х) = 1 + .z s"x2 .. ·-2 

n=2 

l 
+2п1 

*) Конецъ этого § изложенъ на основанiи зам-вчанiя бывшаrо ученика 
Чезаро, Г. Эскамара. въ итальянскомъ изданiи .Elementi" 1905, стр. 526. 
Въ нi;мецкомъ и итальянскомъ ориrиналахъ въ вывод-в результата была 
ошибка. 
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3 
Легко показать, что Sп> 2 n+l · Дkйствительно, замъчая, что 

1 1 (1 1 ) 
1 <2 п - 1, = 2ii т + 2 п - 1 

1 __ 1 ( _!__ + _1 -) 
3 (2 п - 3) - 2 п 3 2 п - 3 

1 1 (1 1 ) 
5 (2 п - 5) = 2 п 5 + 2 11 - 5 

1 1 ( 1 1) 
<2 п - 1) 1 = 2ii 2 1, -- 1 + т · 

Путемъ сложенiя получимъ 

S -= _!_ j 1 + _!__ - ..• + _l_ t > ___!___ ( 1 + ~-=----1_) = _ 3_ . 
п п l 3 2п-1 \ п 2п+l 211+1 

Поэтому 

/2 ( ) 1 + I <» 3 2п -2 l 3 ~ 3 ·-"- · 
х > -- х = +-5 х- + -7 _,.- + · · · · 

2 
2п+ 1 

Съ другой стороны, 

Слъдовательно, 

(23) 
3 /2 (х) > х2 (/(х)-1). 

Положивъ 

1 - e-t 1 + 
х = , попучимъ 1-----3 = е1 , 

1 + e-t -х 

f 
/(х) = -

2 
• t > 2х. 

х . 

и неравенство (23) вмъстъ съ этимъ дасть 

t f.!. 
l<2x< 1 +12· 

откуда 

1 1 1+гt 1 t 
,<21-гt <,+12 

и, наконецъ, 

1 1 1 t 
0< ----<-• 

1 - гt I 2 12 
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что и требовалось доказать. Поэтому можно написать 

ф ф 

!( 1 __ 1 _}) e-xt dt = ~ J e-zt dt О 
1 гt t 2 t ll 12х · 

о о 

rдt О< 1} < 1. Слtдовательно, 

JogГ(x)=(x ~)logx х + log J/2 :r,, + - 9
- · 

12х 

Переходя отъ лоrариемовъ къ числамъ, окончательно получимъ 

- х-~ -z+-6- • 
Г(x)=J/2.n.x 2е 12z 

Отсюда, въ частности, получается формула Стирлинrа (§ 221), 
когда х равно цtлому числу п, такъ какъ п! пГ(п). 

ПРИnОЖЕНIЯ къ ГЕОМЕТРИЧЕСКИМЪ ИЭМьРЕНIЯМЪ. 

Длины дугъ. 

766. Такъ какъ мы умtемъ наDти дифференцiалъ, а слtдова

тельно, и производную, длины дуги s данной кривой по нtкоторой 
перемtнной t (§§ 583, 630), то мы можемъ теперь вычислить и 
длину самой дуги, какъ функцiю отъ t: 

r-.'/(dx2 (dy)2 (dz)2 
s =. v d t) + dt + dt . d t. 

Въ частности, для плоскихъ кривыхъ, заданныхъ въ Декартовыхъ 
или полярныхъ координатахъ, можно принять соотвtтственно .х или 
1} за перемtнную интеrрированiя, и написать 

S = f VГ+y12 lfX или s = f yr2+r'2d9. 

2 2 i 
767. Примъры. а) Для астроиды, заданной уравненiемъх11+у11 =а, 

имtемъ у'= ( :: ( у ·г+ _y'i! = (-: { Если начало дуrи помtщено въ 
точкi; (О, ), то 

"' 
s =а*.{ х 

б 

i 
3 dX 
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Въ часmости, !t а будетъ д..,ина дуги, заключенной въ углt положительныхъ
х и у, а потому длина всей астроиды ест1, ба. 

х 

Ь) Логариемическую кривую у=ае" можно изобразить урав-· 
ненiями х = а Iog tg t:p, у а tg (f. Отсюда получимъ (иятегрированiемъ по
частямъ или съ помощью умноженiя на sin2 t:p + cos2 t:p = ] ) 

S= aft!_.tgp 
• SIП (f' 

а + а f ~ t:p = а (sec rp + log tg _(fl
2
- } + const.); 

cosq; sш t:p 
• 

отсчитывая дугу s, напримtръ, отъ вершины или точки наибо,,ьшей кривизньf 
(у а i -V 2), получимъ 

s 

с) Для ц'tпной линiи равнаrо сопротивленiя, изображаемой 
х .:).' 

vравненiемъ у -- а log cos -~, имtемъ v' = tg , слtдовательно, 
J а ~ а 

( 
•i :1,· ) 

(1 log cot --.{ - ia . 

Теперь мы можемъ найти и натуральное уравненiе криво!! (§ 595, rn). 
Стоип, только сложить уравненiя 

• 
еа = cot(+-· ~.ixi.i), 

х 
и припомнить, что е cos а =а. 

е а ( "/; 
tg -~~ 

d) Длина дуги параболы у?,= 2 ах, раздtляемой вершиной пополамъ, 
равна (§ 745, с) 

у 

s = 
2 .! "J"y2+ a!i tl у = ,':' __ V у2 +а2 + а log ~± I.Y

2 + a:i • 
а а а 

() 

Напримtръ, дуга, хорда котороn дt.Jштся пополамъ въ фокус-Ь, имtетъ 
длину 1,147 ... длины хорды. 

е) Длина лемнискаты (сравн. съ §§ 589, m; 760, а) r -Vsin 2& 
равна 

"' 4 2 

4.r v~:2 в = 
2.f i~~& г- ( ] ) 2} 2F 112 = 5,244 .... 

() о 

24 
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Точно такъ же находимъ длину дуги синусоиды между двумя посл1;дова
тельными точками перегиба 

2 2 

2_[ J/l + cos2xdx = 2J12 f V 1-; sin2xdx=2J12!E(i2)=3,820 .... 

о о 

f) Вся длина эллипса съ полуосями а и h=a уС-~ или съ большою 
полуосью а и эксцентриситетомъ k выражается формулою 

~ 2 

4! у а2 cos2 q, + ь2 sin2q, dq; = 4а f Jl1 -k2sш2q, dq, = 4а E(k). 

о о 

Если обозначимъ черезъ R радiусъ круга, у котораго ,длина окружности 
равна всей длин't эллипса, то будемъ имt.ть · 

R = 3____tJ_ Е (k) = а (i _ !!._ _ 3 ~ _ 5 k6 _ 175 kl-! _ 567 klO _ •• ·). 

л . 4 64 256 16384 65536 

Изв'tстны различныя приближенныя выраженiя R; но прост'tйшiя соста
Wiяются при помощи чиселъ 

а'=На+Ь), h'=J!ab, a"=t(a'+h'), b''=Vtib' 

11 т. д. Если k очень мало, то, пренебрегая вс'tми степенями k выше второй, 
можно ограничиться значенiемъ R =а'; но это значенiе не достаточно близко 
къ истинному. Если удержимъ въ разложенiи R вс't степени k до 6-ой, то 
лридемъ къ значенiямъ R = 3 Ь" - 2 Ь' или R = t (3 а' - Ь'), которыя уже 
потому nредnочтительн'tе а', что одно изъ нихъ больше, а другое меньше 
истиннаrо. Впрочемъ, первое можно зам'tнить ариеметическимъ среднимъ 
<1боихъ, т. е. взять R = t (3 а' - 5 Ь' + 6 Ь"), разложенiе котораrо по стеnе
нямъ k совnадаетъ до 10-хъ степеней съ R и т. д. Такъ, наприм'tръ, при 
а = 1, Ь = t, получимъ 

а'= : , Ь' = /
2 

, Ь'' = i-V )
2 

, 1 (3 а' - 5 Ь' + 6 Ь'') = 0,7709 .... 

Эллиптическiя таблицы (§ 759) даютъ R = 1 Е ( ~ 3) = 0,7709 ... · 

g) Всядлина(§5В9,k) улитки r=acose+b равна 

" 
" 2 

2• r .,_.,-а2 + Ь2 + 2 а Ь cos е d 6 = 4.r У (а+ Ь)2 -- 4 а Ь sin2 q, d q, 

о ri 

( 2-vаь)· = 4(а+Ь) Е -- ---
а +Ь 
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Если с обозначаеп. наибольшее, а µ,с наименьшее изъ чнселъ а и Ь. то 
формула (11) § 758 даетъ возможность написать послtднее выраженiе такъ: 

8 с { Е (Jt) t(l - µ,2) F(Jt) } . 

Напрнмtръ. длина улитки съ двумя совпадающими точками изгиба (Ь 2 а) 
равна отрtзку, отсtкаемому кривою на оси снмметрiи, умноженному на 
.З,341 .... 

х2 у2 
h) Требуется вычислить длину дуги гиперболы а2 - 7fi; = 1 между 

вершиною (а, О) и какою нибудь точкою (х, у) съ положительными коор
JJ.инатамн. Замtчая, 'ITO 

ау dy у<а2+ Ь2)у2+ Ь4 d --~-, ds- У, 
у 7ч ь2 - ь2 (у:ч ь2> 

прихолимъ къ тому, 'lтобы пол.ожить у lJ2 tg (f) И НаХОJIИМЪ 
vа2+ь2 

rp 

Ь2 f d(f! S = -------- ---------------------------------- 1 

у а2 + ь2 cos2 q; У 1 k2 sin2 (f) 
о 

... k а 1 у . 
rдn = '-с===, т. е. эксцентриснтетъ равенъ k. множая предыду1Ц1А 

и11тегралъ 

JJ.ругнхъ 

k2 = ( 1 - k2 sin2 (f)) k2 cos2 (f) , разобьемъ его на два 

(1 ------;;--::,:;:::;=;;==~(f)::c= _-/ у 1 k2 siп2 (f) -- d (f) - k2 F(k (f)). 
cos2 (f) ' 

о 

.Между тtмъ нmегрнрованiе по частямъ даетъ 

(f! 

(1) fv1-k2sin2p _!!y.J__ tg(f) · J!l-.t:!sin2q:, + F(k, (f))- E(k, (f)). 
• cos2 (f) 

о 

Слtдовательно, 
, 

Е (k, (f)) + tg q: • у а2 cos2 (f) + ь2. 

Вычнсленiе s l'lъ каждомъ частиомъ случаt требуетъ употребленiя таблнцъ 
Лежандра (съ двоАнымъ входомъ). Замtтимъ, что возрастанiе s до безко-

б . л; 
нечности съ при лнжеюемъ (f) къ 2 , зависнтъ исключительно отъ третьяrо 
члена, который изображаеп. разстоянiе отъ центра до нормали въ 
концt дуги. 

i) Разсмотрнмъ лоrоцнклнку (§ 602, Ь) изображаемую урав11е11iемъ 

(2) (х + у) (.х2 + у2) 2 аху, 
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а cos20 
и.пи въ nолярныхъ координатахъ уравне.нiемъ r ------= ·-- если nримемъ 

'Jf 2 cos О ' 
ось СИ!.'метрiи за полярную ось. Длина любой дуги, сч:итаемой отъ вер
шины, равна 

о 

s = V'i .r У cos2 Io+ 2 sinJГ29 . с~: & , 

б 

а потому вся длина петли, образуемой кривой, будетъ 

"' 4 :! 

а У2 .1·'Jfcos2 2 В +2 siri220. dO 

\) 

2afy1 -t_;;in2p d 
• 1 +sin р Р 
о 

"' 2 1-····----
=2а (<1- sinp)l, 1 I sin:!p _d_r · . r cos ер 

о 

Между nмъ изъ (l) получ:аемъ 

fJ! 1·v1 -~ sin2p C:S~(f) =tgq,. V1 } sin2p+F(J2· g,)-E(J2· Р), 
о 

а интеrрированiе по частямъ даетъ 

fJ! fJ! 

1·sinrpV1 - ~ sin2p c:J(f! =(J_l__co:~n2q,):- ;2]·~;===?:'р=. 
о о 

С.11:1.довательно, 

lf' 

.L~.=-- t sin2 (f! 

cos (() 

.1·(1_-sin q,) V 1 - -i-sin2 р 
1) 

cos р + у 1 + cos2 q:, 
log ---------- · 

1+-,Г2 

1 - sin q, 1 / 
1 

1 . .. .. 
- cosp r - -~т sши р 

п R -
OJ1araя, наконецъ, rр=:Т, находимъ, что вся длина петли лоrо_цик-

JIНКИ равна 

'2a{1+)21og_~·V2 1) F(~2)--"E(J2)}; 
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эта величина въ 2,489. . . разъ больше длины отрi,зка, отсt.каемаrо кривою 
на ея оси симметрiи. Свойство имt.ть дуги, длины которыхъ выражаются 
эллиптическими интегралами первыхъ двухъ видовъ, т. е. дугами кониче

скихъ dченШ, принадлежитъ безчисленному множеству уннкурсальныхъ 
кривыхъ 3-ro порядка. Он't, вм1;ст1; съ лоrоцикликою, образуюrь такъ на
зываемый классъ циркулярныхъ кривыхъ 3-ro порядка 1). Bct. эти 
кривыя моrутъ быть изображены уравненiемъ (2), къ правой части котораrо 
надо прибавить членъ вида (.х+у)(рх+ру); a/V2 какъ и прежде обозна
чаетъ разстоянiе двойной точки отъ асимптоты. 

j) Разсмотримъ еще кривую В и вi ан и (Viviani), т. е. пересt.ченiе 
шара съ цилиндромъ, основанiе котораrо есть круrъ, построенный на pa
дiyct. шара, какъ на дiаметрt.. Изъ уравненiй кривой 

получаемъ 

у2=х(а х), z2 а(а-х), 

и nолаrаемъ ,i· а cos2 q:. Ограничиваясь тою четвертью кривой, которая 
лежитъ въ yrлt. положительныхъ координатъ, будемъ имt.ть у=а sin1p cos1p, 
z = а sin ([). Послt.днее уравненiе nоказываетъ, что ([) есть широта точки 
(х, у, z), а изъ выраженiя х вытекаетъ, что tp есть и долгота той же точки. 
Сл1:;довательно, кривую Вивiани можно опред1;лить, какъ сферическую 
к.ривую, въ каждой точкt. которой широта равна дол:Готt.. 3ам1;
тивъ это, будемъ далt.е имt.ть 

dx asin2(f)dtp, dy acos2q;dq;, dz acosq;dp, 

откуда, возвышая въ квадратъ и складывая, получимъ ds2 а2 (1 +cos2q;) dqiA. 
Итакъ, вся длина кривой равна 

"' 2 

4 а f -VГ+ соs~ГФ d q; = 4 а V2 · Е ( J2) · 
о 

Иными словами, длина кривой Вивiани на шарt. радiуса а равна длив 

эллипса съ полуосями а и aV2, т. е. равна длин1. окружности большоrо 
круга, умноженной на 1,216 .... Къ тому же результату можно еще проще 
придти на основанiи слt.дующаrо замt.чанiя; если развернемъ цилиндръ 
на плоскости. то кривая превратится въ двt. полныя дуги синусоиды. 
Обратно, чтобы построить кривую Вивiани, надо начертить пару сииусои.в:ь 

у = ::t а sin х и вырt.зать изъ бумаги тотъ кусокъ, который лежитъ между 
а 

двумя дугами, ограниченными однt.ми и тt.ми же точками перегиба. Есnи 
соrнемъ этотъ кусокъ такъ, чтобы общая хорда обt.ихъ дуrъ сд1;лалась 
окружностью круга, то край бумаги превратится въ кривую Вивiани, при
надлежащую шару радiуса а. 

1) Salmoп-Fiedler, Analytische-Geometrie der hoheren еЬепеn Kurven, 
стр. 221 и слt.д. 
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Площади плоскихъ кривыхъ. 

768. Чтобы вычислить площадь, ограниченную кривою y-J(x), 
осью х-овъ и двумя ординатами, соотвtтствующими абсциссамъ 
а и Ь, раздtлимъ (а, Ь) на интервалы h1 , h.,,, ... , hп и замi;тимъ 
слi;дующее: полоса, ограниченная ординатами, соотвtтствующими 

концамъ интервала h1 , можетъ быть замtнена прямоуrольникомъ т. 
основанiемъ h1 и высотою у,, заключающеюся между наименьшимъ 
и наибольшимъ изъ значенiй у въ интервал-t hi, Искомая площадь А, 

n 

слi;довательно, всегда будетъ изображаться суммою 1..,~ h; ~У;, при 
1 

чемъ интервалы lz, будутъ стремит1.ся къ нулю, а число. tz увеличи
ваться безпредtльно; а такъ какъ при этихъ условiяхъ упомянутая 
сумма стремится къ предtлу, равному интегралу отъ 'У dx, взятому 

ь . 

отъ а до Ь, то необходимо А= j'ydx. Подобнымъ же образомъ 
а 

доказывается, что площадь, ограниченная кривою r = /(6) и двумя 
ь 

радiусами векторами, выражается формулою А = t }' r d 6, rдt. 
а 

а и Ь крайнiя значенiя 6. Если, далtе, д-tло идетъ о вычисленiи 
площади, ограниченной сомкнутою кривою и, въ простtйшемъ слу

чаt, перес-tкающеюся съ прямыми параллельными оси у-овъ, или 

прямыми, выходящими изъ полюса, не болi;е, какъ въ двухъ точкахъ, 
то бу демъ нмtть 

ь ь 

(3) А .Г(Н-а) dx, А=! г({-!2 а2) dO. 
а а 

При этомъ а и р обозначаютъ наименьшее и наибольшее изъ двухъ 
значенiй у (или r во второй формулt), соотвi;тствущихъ одному и 
тому же х (или 6), а а и Ь крайнiя значенiя перемtнной интеrри
рованiя (обыкновенно корни уравненiя fJ-a=O). Къ этимъ форму
ламъ мы пришли, разлагая площадь на безконечно малые элементы 
перваrо порядка. Но мы можемъ ее разбивать и на безконечно 
малые элементы второго порядка. Въ случаt Декартовыхъ коор
динатъ такими элементами будутъ прямоугольники, построенные 

на сторонахъ dx и dy; въ случаt полярныхъ коордннатъ пркмо
угольники со сторонами dr и rd6. Тогда, на основанiи опредtленiя 
двойного ннтеrрала, получается та или другая изъ формулъ 

А .r f dxdy или A=./'.f'rdrde. 
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Послtднiя формулы заключаютъ въ себt формулы (3), что дi;лается 
очевиднымъ, если напишемъ 

Онt общнtе первыхъ, потому что могутъ служить для вычисленiя 

площадей, ограниченныхъ какою угодно кривой. Впрочемъ, для 

системы какихъ угодно криволинейныхъ координатъ (§ 738) имtемъ 
формулы 

(4) 

при чемъ интегрированiе надо распространить на всю измtряемую 

площадь и условиться выполнять отдi;льныя интегрированiя въ 

томъ направленiи, въ которомъ соотвtтствующiя перемtнныя воз

растаютъ *). 

169. Другiя формулы полезны особенно въ томъ случаt, когда 
координаты х и у точекъ ограничивающей кривой заданы какъ 

Рис. 91. 

функцiи одного параметра t. Мы бу демъ измtнять этотъ параметръ 
такимъ образомъ, чтобы при этомъ соотвtтствующая точка, опи

сывая кривую, оставляла влtво отъ себя ограниченную пло
щадь (рис. 91). За элементъ площади возьмемъ четырехугольникъ 
ММ' LL', лежащiА между двумя безконечно близкими прямыми, 
выходящими изъ начала координатъ. Замtчая, что 

MM'L'L = OMМ'-OLL'= ОММ'+ OL'L, 

*) Т. е. такъ, чтобы du и dv всегда обозначали положительиыя числа. 
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мы можемъ принять ва положительный или отри1tательный 
элементъ треуrольникъ ОММ1 , взятый съ принадлежащимъ ему 
знакомъ (ер. съ § 348, d): 

' 1 

ОММ'-; 1 О z x-f-dx 

!о у y+dy 

1 
(х rly-y dx). 

Это значенiе мы получимъ также, вэявъ половину произведенiя 
основанiя ds на высоту х siп р - у cos р. Подраэумt.вая подъ 
х и у всегда ихъ выраженiя, ка1<ъ функцiй отъ независимой пере

мtнной t, получимъ 

(5) А= i_{'(xdy--ydx). 

Замt.чая еще, что эначенiе интеграла отъ х d у+ у dx, распростра
нен наго на какую угодно дугу кривой, равно, очевидно, разности 

эначенiй ху въ концахъ дуги, видимъ, что f (xdy+ydx) = О, 
если интеrрированiе распространено на всю кривую. Отсюда слt.
дуетъ, что А можно представить также въ одной иэъ слt.дующихъ 
формъ: 

(6) А= f X(iy, А =~.rydx. 

Въ томъ же самомъ, впрочемъ, можно также убtдиться, производя 

надлежащимъ обраэомъ интегрированiя въ выраженiи f f dxdy. 
Наконецъ, если въ формулt (5) эа перемt.нную интеrрированiя 

примемъ t 

(7) 

L то получимъ 
х' 

Эту формулу надо предпочесть формуламъ (6), потому что она не 
требуетъ, какъ тt., дифференцированiя х и у по t, и, подобно (5), 
примt.нима ко всякой площади, ограниченной двумя радiусами век
торами. Что же касается формулъ (6), то, чтобы примt.нить ихъ къ 
случаю какой угодно дуги, надо прибавить къ А или отнять отъ 
него разность эначенiй { ху въ концахъ дуги. Такимъ образомъ 
мы снова придемъ къ той формулt., которую указали въ началt. 

для площади между дугою кривой, прямою (осью) и перпенди
кулярами, опущенными иэъ концовъ дуги на эту ось. Впрочемъ, 

формула (7) не отличается существенно отъ формулы (3), въ кото
рую она и переходитъ, если сдмаемъ подстановку t = tg 6. 
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770. Примi.ры. а) Вся площадь, оrраниченпая лемнискатою 
1·2 = а2 cos 2 в равна 

4 

А 2 a2_/.cos 2 е d6 = а2. 
о 

Она равна площади треугольника. составленнаrо касательною въ вершинi, 
и двумя касательными въ двойной точld;. Подобно этому найдемъ для 
улит к и r = а cos 0 + Ь 

"" "' 
А .f.r2ae = .f'(k а2 + Ь2 + 2 аЬ cos О + ! а2 cos 2 е) d6 = л (! а2 + /J!.). 

о о 

Этотъ результатъ справедливъ при Ь?:; а, и, въ частности, для кардiоиды 
А = f з.а2. При Ь < а найденное выраженiе изображаетъ сумму двухъ 
площадей, ограниченныхъ двумя петлями, внtшнею и внутреннею; величины 
каждой изъ этихъ шющадей выражаются формулами 

Ь) Для параболы _v2 2а~· имъемъ 

Поэтому площадь параболическаго сегмента ОМ Р равна J площади] тре 
угольника Т М Р (рис. 92). Отсюда легко вывести, что площадь, лежащая 
между дугою параболы и ея хордою, равна 1 
площади треугольника, оrраниченнаrо хордою 

и касательными въ концахъ дуrи. Впрочемъ, 
къ этому результату можно и прямо придти, 

повторяя приведенное въ началt вычисленiе, 
прииявъ за ось у-овъ касательную. парал

лельную хордt;, а за начало координатъ 
точку касанiя. За элементъ площади можно 
тогда при11ять произведенiе у dx на синусъ 7'''---
у1·ла между координатными осями. 

с) Для цtпной линiи (§ 589, с) съ 
параметромъ а площадь, заключающаяся Рис. 92. 
между дугою кривой, директрисою и двумя 

крайними ординатами, равна площади прямо-

угольника, стороны котораrо равны а и длинt дуrи. Въ самомъ дiш-k, если 
начало дуrи въ вершинt;, то 
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Сп1щовательно, для любой дуги ММ' 

A=a(s'-s)=a-дyra ММ'. 

§ 770 

d) Попожимъ, что движущаяся точка описываетъ поrариемическую 
спираль (§ 589, е) и возвращается на тотъ же радiусъ векторъ, съ котораго 
она начала двигаться. Этотъ радiусъ векторъ и описанная точкою дуга 
ограничиваютъ площадь, величину которой легко выразить въ функцiи отъ 
разстоянiй а и Ь отъ rюпюса до концовъ дуги. Двйствитепьно, если попо

жимъ Ь ае2 "'"', то уравненiе спирали будетъ r = aemG и 

Если перпендикупяръ, возставпенный къ хордi. изъ ея середины, встрi.
чаетъ касатепьныя въ концахъ дуги въ точкахъ Р и Q. то площадь (равно
бедреннаго) треугольника OPQ какъ разъ равна А. Полагая, что ш 
стремится къ нуJ1ю, а Ь, спi.доватепьно, къ а, найдемъ величину площади 
круга радiуса а: 

А 
Ь+а Ь-а ,,. е2т"-1 

2 lim - 2---. · 
2 
т - = а~ ltm --,;г;;,- = 1t а . 

Зам11тимъ еще, что длина PQ им11етъ предi;помъ длину окружности этого 
круга. 

е) Предложимъ себi. вычислить площадь, лежащую между цi.nою 
дугою циклоиды (§ 595, n) и ея хордою (рис. 93). llомi.стимъ начало коор-

д 

Т Р L х: 

Рис. 93. 

динатъ въ вершину и примемъ касательную въ ней зэ ось х-овъ. Пусть 

L и Н будутъ проекцiи точки возврата R на координатныя оси, а Р и Q 
проекцiи любой точки М циклоиды на т1; же оси. Кругъ, построенный на 
ОН, какъ на дiаметрi., встрi.титъ отрtзокъ М Q въ нi.которой точкi. N. 
Извi.стно, что касательная къ цикпоидi. въ точкi. М параллельна О N. такъ 

dy у }~ 111 что dx = tg NOx NQ" Спi.доватепьно, площадь ОРМ = 

0 

ydx=· NQ · dy, 

т. е. площади половины кругового сегмента О N Q. Изъ этого уже леrко 
видi.ть, что половина искомой площади получится, _если отнимемъ t па2 отъ 
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площади прямоугольника OLRH; послi.дняя равна OL ·ОН= na · 2а= 2ла2. 
Слi.довательно, 

А= 2 (2 ла2 - tла2) 3 паз, 

т. е. искомая площадь равна тремъ площадямъ образующаrо 
круга. 

f) Вычислимъ площадь, ограниченную осью х-овъ и дугою квадра-

t .ot" бл й трисы у=хсо g а , заключающеюся между двумя 11жа шими къначалу 

Рис. 94. 

координатъ точками перес1.чевiя кривой съ осью х-овъ (рис. 94). Мы будемъ 
11мi.ть, очевидно, 

А 

о 

! " ,. 
dx ·= 2a2.J О cot О dЭ 

о 

*" 
= 2 а2 (6 Jog sin 9)t" 2 а2 f log sin е d О. 

о 

На основанiи теоремы Лопиталя, съ приближенiемъ О къ ,о, 

lim (О log sin 0) 

Слъдовательно, (§ 721, d) 
!я 

02 
-- lim -

sin 9 
о. 

А - 2 a2.f ·Iog sin в d е = лa2 Jog 2. 
о 

g) Вс11 площадь эллипса, съ nолуос11ми а и Ь, равна 
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Вычисленiе этого интеграла очень просто (§ 727, а), но мы и его можемъ 
избt.жать, замt.тивъ, что при Ь = а должно быть А = :n;a2. Слt.довательно, 

1 

.Гvт-=-t2dt {n, A=nab. 
о 

Нt.сколько сложнt.е будетъ вычисленiе съ полярными координатами, когда 
полюсъ помt.щенъ въ одномъ изъ фокусовъ. Уравненiе эллипса 11ри этомъ 
предположенiи будетъ • 

Но мы быстро достиrнемъ цt.ли, если припомнимъ (§ 764, е), что въ силу 
еоотношенiя между r, е и эксцентрической анома.лiеА (J), имt.емъ r d О = Ь d (J), 
r = а (l + k cos (J)). Отсюда 

л; n 

А .fr2 dB=abf(1+kcos(J))d(J)=nab. 
II О 

h) Положимъ, что эллипсъ заданъ общимъ уравненiемъ 

въ которомъ всегда можно предположить, что а и Ь положительны и, 
кромt. того, 

а h g 

h ь f < о. 
g f с 

Если напишемъ данное уравненiе въ видt. 

by2+2(hx+ ЛУ + ах2+ 2gx+ с= О, 

то замt.тимъ, что каждому значенiю х соотвtтствуетъ два значенiя для у, 
которыя совпадаютъ въ одно при значенiяхъ х = а и х fJ > а, удовлетво
ряющихъ уравненiю Ь (ах2 + 2gx + с) - (hx + л2 О. Это уравненiе 
можно написать въ вндt. с' х2 2g' х +а'= О, если обозначимъ черезъ 
а', Ь', с', .. , lz' а.лгебраическiя допо.лненiя элементовъ а, Ь, с, ... , h въ D. 
Разность 111ежду двумя упомянутыми зиаченiями у будетъ равна 

Сяt.доватепьно, если попожимъ х = (t + (.8 - а) t, то первая изъ формулъ (3) 
дастъ 

1 

А ~'l-a)2.1· v«г--i) dt. 

о 

Значенiе послt.дняrо интеграла тотчасъ получимъ, безъ всякаrо вычисленiя, 
замt.тивъ, что онъ изображаетъ половину площади круга у2 = х (1 - х); 
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величина его, сл1щователыю, равна ~л. Съ другой стороны, fl a=~Vi'La'c'~ 
а а' с' - g'2, какъ иав-встно (§ 38), есть алгебраическое донолненiе эле
мента Ь' въ опред-влителъ, вааимномъ съ D, и потому а'с' -- /12= Ь D. Итакъ 

А= -nD 
(аЬ - h2)t 

Легко, впрочемъ, убъдиться (§ 384, с), что множитель при л въ этомъ вы
раженiи А равенъ проиаведенiю полуосей эллипса. 

i) Площадь, ограниченную двурогомъ (§ 610, е) тотчасъ найдемъ 
примъняя первую изъ формулъ (3): 

А 

Посл1щпiй интегралъ разлагается на сл1щующiя слагаемыя 

вычисляя интегралъ 

:тr;а2 
найдемъ окончательно А=(16-9VЗ)vз· Итакъ, площадь А равна 

площади наибольшаго вписаннаго круга, умноженной на 2,13843 .... 

j) Площадь, ограниченная астроидою xi +у!= ai, равна 

t)J d t. 

Зам-вняя t на 1-t, находимъ 

Слъдовательно, А J :л;а2. Впрочемъ, можно общп'kе вычислить площадь 
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между кривою .'t: .. + уп = а" и ПОJiожительными осями координатъ, при 
помощи функцiи Г: 

а 

А f (an 

о 

_!_ а2!1 _!__1 
х")" dx = п. t» (1 

о 

1 а2г2(..!__) 
t)"dl= п . 

2пг(=) 
Всякiй разъ, когда положительное число п равно дроби съ четнымъ числи
телемъ и нечетнымъ зиамевателемъ, кривая будетъ сомкнутая (аналогичная 
астрондi; или кругу, смотря по тому, будетъ ли п < 1 или > 1). Она оrра
ничиваетъ П.11Ощадь, вчетверо большую предыдущеR. Въ частности, при п 2 
и n=t получаемъ A=nal и A=Jna2, 

k) Чтобы вычислить площадь, ограниченную одною изъ петель кривоR 
.-rl = (.х2 - у2)у (§ 61~ Ь), примiшимъ формулу (7). Мы тотчасъ найдемъ 

1 

А i.{<t-f3)2 dt= Ht i+t>=тh· 
о 

Точно такъ же площадь петли Декартова листа х-l+у3-Заху=0, равна 

А 

1 

9 2f /2 d l - 3 2 (-1 -)о - ~ 2 
а • (1 + /д)2 - а 1 + fd 1 - 2 а · 

о 

Отсюда видно, что Декартовъ листъ дi;литъ на двi; равновелнкiя 
части треуrольникъ, образуемый касательными въ вершинi; и 
въ двойной точкi;. Общнi;е наRдемъ для кривой 

,/Ап+l + у2п+1 = (211+ 1) ах" у", что А= (п+t) а2• 

l) для вычисленiя площадей, оrраниченныхъ обi;ими петлями кривой 
(х2+у2-ау)2 2а2ху удобнi;е прилагается вторая формула (3). Она тре
буетъ, чтобы уранненiе кривой было написано въ полярныхъ координатахъ 

r = а (sin 0 ± -V siп 2 О). Всякому значенiю в между О и а= arc tg 2= 63026' ... 
соотвi;тствуютъ двi; точки. Одна изъ нихъ описываетъ цi;лую петлю въ 
области отрицательныхъ х и у (и притомъ наименьшую), а другая описы
ваетъ только нi;которую дугу наибольшей петли. Эта дуга дополняется дру-

гою ( когда О измi;няется отъ а до ; ) , которая касается оси у-овъ въ 
точкi; а, и прямой у 2 х въ начал1i координатъ. Отсюда слi;дуетъ, что 
площадь, ограниченная этою (большею) петлею, равна 

а площадь другой петли равна 

а 

А'= ! a2.f (sin 0 - V sin-20)2 d6. 
о 
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Поэтому 

Дал1;е, 

ПЛОЩАДИ ПЛОСКИХЪ КРИВЫХЪ. 

*" А - А'= 2a2.Гsin о Jlsin-2 э d о t n;a2. 

о 

а 

А + А'= a2_{(sin2 о + sin 2 О) dD 
о 

-!л 

+ 2 а2.Г sin е J! sin Н dO. 
а 

383 

Первый интегралъ берется безъ затрудненiя. Чтобы вычислить второй, 
беремъ ва новую перем1;нную интегрированiя t = tg е. Такимъ образомъ 
найдемъ 

А'= ! а2 (1 - t log 5 - arc tg !) =а2 • 0,06682 .... 

и затtмъ А= А'+ t п;а2 = а2. 1,63762 ... > 24 А'. 

m) Разсмотримъ тt изъ кривыхъ (§ 602, Ь) 

(8) (х+ у)(х2 2kxy+.v2) = 2(1 +k)axy, 

которыя имъютъ только одну асимптоту (k2 < 1), и предложимъ себ1; вычи
слить площадь, ограниченную петлею каждой изъ нихъ. Поступая такъ же, 
какъ въ случа't Декартова листа (k = -!), получимъ 

1 

А= 4 (1 + k)2 a2.f (l + 1)2(112-d~ k t+/2)2. 

о 

1 t 
За новую перемi;нную удобно будетъ принять z = и написать 

1 

А= 
1 J (l-z2)2dz (1 + k)2 а2. . .... ~~-с--'-~~ 

• (1 k + (1 + k) .э-2)2 
о 

Замъняя z на s , гд't т }+ 1, наАдемъ 

-v;; 

А 
а2 /(·m-z2,2 

2J!т. 1+z2J dz 
о 

у·;;, У;;. 

а2 f - ! dz J dz 1 --~ 1 у т - 2(т+ l) -- +(т + 1)2 ------ - \. 
2Ут \ l +z2 (l+z2)2J 

Замtчая, накоиецъ, что 

vm 

.[1!/z2 arctgYm, 

о 

о о 

v;. 

J dz 
(1+ .э-2)2 

l ( .. r- Ут) - arctg, т +---- , 
2 т+ 1 

о 
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получаемъ 

f (т+ 1) (т-3) -} а2 
А = \ т + 3 + V т arc tg V т -,( · 

Въ частности, въ случаi; Декартова листа (т = 3) и лоrоциклики (т = 1), 
имъемъ 

А= t а2, А= (1 ~ + :i;) а2. 
п) Къ полученному результату можно придти и съ п~·мощью первой 

формулы, выведенной въ § 768, если сперва повернемъ координатныя оси 
:п . 

на уrолъ -4- около начала координатъ. Уравпенiе (8) приметъ простой видъ: 

и легкое вычисленiе дастъ (§ 725, m) 

та 
Стоитъ только положить х = 

112 
, чтобы найти вышеприведенное выра-

женiе для А. Если же положимъ х = - а V2, то получимъ величину пло
щади А' между кривою и ея асимптотою: 

.Jля m=З, А'= А, т. е. площадь петли Декартова листа равна пло
щади между кривою и асимптотою ея: послi;дняя дtлится на три 
равныя части касательными въ двойной точкъ. При т = 1 получаемъ 
А'= (1 +t:i)a2, откуда А +А'= 2а2, т. е. вся площадь, ограниченная 
лоrоцикликою и ея асимптотою равна учетверенной площади тре
угольника, образуемаrо асимптотою и касательнымц въ двойной 
точкъ. Наконецъ, при безконечномъ т им1,емъ слъдующее: IimA ==, 
lim А'=! а2. Петля стремится развернуться въ параболическую форму, 
т. е. стремится ра3ложиться на двi; безконечныя вi;тви, асимптотически рас-

положенныя относительно параболы у2 .= t а (xV2- а). площадь, лежа: 
щая между кривою и ея прямолинейною асимптотою, наоборотъ, остается 
конечною. 

о) Предложимъ себi; вычислить часть площади эллипса, заключа-
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ющуюся между двумя вilтвями однофокусной съ нимъ равносторонней гипер
болы. Ураввенiе 

(9) 
у2 

+--=1 ь2 _ ,1. 

изображаетъ без!(онечное множество однофокусныхъ коническихъ сi;ченiй. 
Между ними содержится и данный эллипсъ (при ,1. = О). При ). < ь2 урав
ненiе (9) изображаетъ безчисленное множество эллипсовъ, лежащихъ внутри 
или внi; даннаrо, см9тря по тому, будетъ ли ,1. > О или < О. При l > Ь2 
то же уравненiе изображаетъ безчисленное множестно rиперболъ, стремя
щихся совпасть съ осью у-овъ съ приближенiемъ l къ а2. Одна изъ этихъ 
rиперболъ равносторонняя: она соотвilтствуетъ значенiю ). = t (а2 + !Р). 
Мы обозначимъ черезъ 1i тi; значевiя ,1.. при которыхъ уравненi~ (9) изоб
ражаетъ гиперболу. Черезъ каждую точку (х, у) разсматриваемой площади 
проходятъ два коническихъ сilченiя (9), а именно, одинъ эллипсъ и одна 
гипербола. Первый характеризуется нi;которымъ значенiемъ ), между О и !Р, 
другая нilкоторымъ значеиiемъ µ, между t (а2 + Ь2) и а2• Оба эти значенiя 
будутъ корнями уравиенl11 (9) (при данныхъ х и у), т. е. уравненiя 

Поэтому для этихъ значенiй ,1. и /t им1.емъ 

l + ,tt = а2 + ь2 х2 - у2, lµ, а2ь2 - а2у2 - ь2х2, 

откуда слъдуетъ 

и дал'tе 

Слilдовательио, примilняя формулу (4), получимъ 

Чтобы выполнить первое интеrрированiе, положимъ µ, а2 cos2 О + ь2 siп2 G, 

при чемъ О изм'tняется отъ ~ · до О. Тогда тотчасъ найдемъ значенiе этого 
интеграла: 

*" 
2 /'(а2 cos2 о + ь2 sin2 о l) d& = ! п { ! (а2 + Ь2)- l} + ! (а2 - Ь2), 

25 
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и наконецъ (§ 723, с; § 745, а) 

1 1 
А= 2 :т.аЬ+ (а2 

а 
Ь2) log 

а 

ь 

Поверхности и объемы т1шъ вращенiя. 

771. Положимъ, что въ плоскости дана нtкоторая дуга кривой; 
заставимъ эту дугу вращаться около прямой, лежащей въ той же 

плоскости. За элементъ образуемой при этомъ поверхности можно 
принять полосу, заключающуюся между нtкоторымъ параллельнымъ 

кругомъ радiуса R и другимъ параллельнымъ круrомъ радiуса 
R + d R. Эту полосу можно разсматривать, какъ поверхность усt
ченнаго конуса, образуемаго прямолинейнымъ элементомъ d s (эле
ментомъ дуги данной кривой). Эта элементарная поверхность измt
ряется произведенiемъ образующей d s на среднее ариемети•1еское 
окружностей основанiй усtченнаго конуса, т. е. на 2 :л; (R i d R) 
или просто на 2 nR (отбрасывая безконечно малое слагаемое :лdR). 
Слtдовательно, отбрасывая безконечно малыя высшаго порядка въ 
выраженiи элемента, что не измtняетъ значенiя интеграла, мы видимъ, 

что поверхность тt.1Ja вращенiя равна А= 2 :л; f R ds, гд-t знакъ 
R всегда надо брать одинаковымъ со знакомъ ds. Точно 
такъ ·же, принимая за элементъ объема слой, лежащШ между шю
скостями тtхъ же двухъ параллелей и элементомъ поверхности, 
можемъ его разсматривать, какъ цилиндръ съ основанiемъ :л; R 2 и 
высотою d z (проекцiею d s на ось вращенiя). Поэтому объемъ riлa 
вращенiя, оrраниченнаrо образуемою поверхностью и плоскостями 

двухъ крайняхъ параллелеА будетъ равенъ V = :л; f R 2 dz. При опре-

с 
L 

Рис. 95. 

дtленiи пред't.ловъ интеrрированiй надо при
нимать во вниманiе характеръ изм-tненiя 
перемtнной интегрированiя вдоль образую

щей дуги PQ (рис. 95) и на знакъ диффе
ренцiала. При вычисленiи А перемtнная s 
по существу своему постоянно возрастаетъ 

(могла бы, если угодно, постоянно убы 
вать) отъ одного конца дуги Р до дру
гого Q; но если потребуется для выпол
ненlя интеrрированiя ввести новую пере

мtнную, то можетъ случиться, что интегралъ 

надо будетъ разбить на нtсколько друrихъ, 

согласно зам-tчанiямъ, которыя были сдt
ланы раннtе объ измtненiи перем'kнной 

интегрированiя (§ 724 ). Положимъ, напримtръ, что Р Q есть часть 
н'kкоторой сомкнутой кривой, и что перемtнная z (которую вво
димъ вмtсто s) сперва возрастаетъ отъ а до с, а потомъ убываетъ 
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отъ с до Ь. Если примемъ z эа новую перемtнную интегрированiя, 

1'0 интегралъ 2 :rr; f R ds, вэятый въ предtлахъ отъ а до Ь пере-

мtнной z ( т. е. 2 :rr;i R:: · d z ). да;1ъ бы только часть пове~х
ности вращенiя, соотвtтствуюшую дугt Р Н, части дуги Р Q, 
а искомая поверхность равна 

с ь 

! ds f ds А = 2 л• R dz · dz + 2 :л; • R · dz 

а с 

(rдt R подъ энако.мъ перваrо и R подъ энакомъ второго интеграла 
имtютъ раэличныя вначенiя). Первое слагаемое даетъ величину по
верхности, образуемой дугою Р L, второе - величину поверхности, 
-обраэуемой дугою L Q; оба слагаемыя положительныя. Точно такъ 
же для объема V будемъ имtть 

с ь 

V = л.f R&dz + :л.f R2dz, 
а с 

но эдtсь второе слагаемое отрицательно, какъ и должно быть, 
потому что объемъ тtла, образуемаrо вращенiемъ дуги L Q надо 
вычесть изъ объема, обраэуемаrо дугою Р L, чтобы получить 
-объемъ тtла, обраэуемаго всею дугою Р L Q. 

772. При:мi;ры. а) Поверхность, образуемая вращенlемъ астроиды 
Qколо одной изъ ея касательныхъ въ точкахъ перегиба, равна 

" 
4 1! ,i d 12 9 ла• Х" х=-5 :л;а-, 

11 

,. е. вся поверхность равна J поверхносrи описаннаrо шара. Объемъ того 
же тыа вращенiя (§ 762) 

. 3!24 32па1! 
3 :л а3--······- = ~-- • 

9.7.5.3 105 

Ь) Поверхность катеноида, между горловымъ кругомъ и nроизволь
вою параллелью радiуса у (припоминая равенство у dx = а ds) равна 

2х 

"+ 2) dx = :л;а (х+уу'). 
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Сл1щователь_но, она nроnорцiональна отръзку на оси вращенiя между нор· 
малью и плоскостью rорлового круга Отсюда с.111,дуетъ, что нормальные 
къ катеноиду конусы, вершины которыхъ лежатъ въ концахъ какого угодно 

отръзка длины Ь на оси, отrраничиваютъ на поверхности полосу, площадь 
которой А = п а Ь. Объемъ тъла, оrраниченнаrо этою полосою и плоскостями 
краRнихъ nара.11.11е.11ей,равенъ · 

V = пj"_у2 dx t аА = tпа2 Ь. 

с) При ръшенiи вопросовъ, относящихся къ ци к.11оидъ, полезн() 
припомнить с.11ълующее (§ 770, е): если за координатныя оси возьмемъ ка
сате,1ьную и нормаль въ вершинъ, то угловой коэффицiентъ касательной 

въ данной точкъ (х, у) будетъ ~ = -.с.-=с.1'"""'""-==---=, откуда 
d х V у (2 а __ у) 

ds 

v2a 
Если, напримъръ, цълая дуrа циклоиды вращается около касательной въ 
вершинъ, то ве.11ичи11а образуемой поверхности будетъ 

4а 2а 

А= 4 л.f"_у d s = 4 л; "Jf2a.f VY dy п а2, 
о о 

т. е. приблизительно въ 11 разъ больше площади образующаrо (циклоиду) 
кру1·а. Объемъ тъла, оrраничениаrо этою поверхностью и плоскостями 
краllнихъ параллелей, равенъ (ер. съ § 770, j) 

:ra 2а 1 

V = 2пf y2dx = 2п f /1• (2а -у)! dy = 16nasf tf·(1--t)t dt л;2ав. 
о о о 

Если же дуга циклоиды вращается около директрисы (осiюванiя), то полу
чимъ вдвое большую поверхность 

4.а 

А= 4 :;r;.{(2 а-у) ds 
о 

а объемъ V будетъ въ 5 разъ больше nредыдущаrо. Д1;йствительно, при
поминая результаты 

тотчасъ находимъ 

31 а 

j~dx= !::tas, 
о 
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Если, накоиецъ, дуга вращается около нормали въ вершин1;, то прежде 
всего замътимъ, что длина всякой дуги, одинъ конецъ которой находится 
въ вершин-в, равна 

s 

·g 

Y ··-Jdy 2а ---yj 
о 

Такъ какъ, далъе, въ точк1; возврата s 4а, x=;r;a, то интеrрироваиiемъ 
по частямъ находимъ 

•l(t 

.fxds 
о 

1Ht- 2.а 

4 па2 .f s dx = 4:-са2 - 2112 а_{У2а·-У · dy 
о о 

4 а2 (я ·- Н-

Слilдовательно, величина образуемой поверхности равна 8 ;r; а2 (п - {). 

d) Наttдемъ теперь всю поверхность сфероида (эллипсоида вра· 
щенiя). Изъ уравнепiя меридiана имilемъ 

поэтому 

l, 

А= 4 
;r;Qaf 1fЬ·Ч-(а2 - Ь2)у2 dy. 
ь~ 

о 

b2f 
Если .сфероидъ сжатый (а> Ь), то, положивъ у=~···--, получаемъ 

t' а2-ь2 

А 

1/а?._:_т;~ 

ь 

4;r;ab2 fv1+t2dt=2na2+ 2паЬ2 loga+ya2-::ь2. 
vа2-ь2. 1fa2 ь2 Ь 

о 

Если эксцентриситетъ меридiана малъ (какъ это имilетъ мilсто, напримъръ, 
для земли), то приближенно можно взять А= 4па2 (1 -1 k2). Въ случа1; 
растянутаrо сфероида, послi; того какъ замi;нимъ а на Ь и наоборотъ, 
чтобы опять обозначить черезъ 2 а фокальную ось, найдемъ 

а 

А= ч:2~J у а4-(а2 - b2)y2dy, 

о 

и, полагая у 

А 
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При маломъ эксцентриситет!; nолучимъ приблизительно А= 4 пЬ2 (1 + t k2). 
Итакъ, поверхность слабо эксцентричнаrо сфероида приблизительно раRна 
поверхности шара, касающаrося сфероида вдоль экватора, умно
женной на J =F -1 k2, смотря по тому, будетъ ли сфероидъ сжатый или рас
тянутый. 

е) Вы•шслимъ теперь поверхность и объемъ тора, т. е. кольца, обра
зуемаrо вращенiемъ круга около прямой, лежащей въ его плоскости. Если {; 
есть разстоянiе отъ центра круга до оси вращенiя, и радiусъ круга а < Ь. 
то радiусъ параллели R = Ь + а cos О*) и ds а dO, сл1;довательно, 

"' 
А 4:iaf(h+acos0)d8 

о 

Поверхность имi.етъ двi. особенныя касательныя плоскости, которы.я ка
саются поверхности вдоль параллелей и разд1шяютъ ее на внутреннюl{) 
и вн'hшнюю часть. Чтобы опредi.лить поверхности каждой изъ этихъ частей, 
достаточно знать ихъ разность: 

А'·- А"= 8 na2./:os е dЭ 8 ла2. 
о 

Точно такъ же, цилиндръ, опредtляемый упомянутыми двумя параллелями 
разд'hляетъ кольцо на дв'h части, объемы которыхъ будутъ 

,. :i 

V' = 2 па j 0

(h + а cos 0)2 cos 8 dO 

о 

,. 
V 11 = 2 ла.f (Ь + а cos 0)2 cos О dЭ + 2 :r; а ь2, 

tп 

такъ что объемъ всего кольца будетъ 

,. 

V= 2 па f (Ь + а cos 0)2 cos О d6 

о 

Кромi. того, им'hемъ 

,. 
4 n а2 Ь }

0

cos2e dfJ= 2 л;2а2Ь. 
о 

fn !я 

V' V"= 4 па j'(b2 + а2 cos20) cos О dO - 4 паЬ2= 4 na.J }' cos30 dO = !t паВ. 
о о 

Зам'hтимъ, что половины разностей А' - А" и V 1 
- V" равны соотвtт

ственно поверхности и объему шара радiуса а, поэтому онi; не изм'hняются, 
когда кольцо будетъ постоянно расширяться, оставаясь всегда заключеннымъ 
между особенными касательными плоскостями, предполагая послi.днiя непо-

*) 6 - уrолъ, образуемый радiусомъ круга, проведеннымъ черезъ какую 
нибудь точку М на окружности, съ перпендикуляромъ къ оси вращенiя. 
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движными. Объясненiе этого факта вскор1; (§ 774) будетъ дано. Если, нако
нецъ, Ь < а, то круп, перес1;каетъ ось вращенiя и видимая поверхность 
будетъ 

arc cos(-~) 
А=4 па f (Ь +а cos О) dO 

о 

4 л; а Ь arc cos (- -} ) + 4 я а у а2 --· Ь2, 

а объемъ ограничиваемаrо ею тt.ла 

arc cos (-·f) 
V= 2 л;аf (Ь+а cos0)2cos О d0=2л;a2/J arc cos(- : ) + ~ л;(2а2+Ь2)J/ а2-Ь2. 

о 

Въ частномъ случа1;, при Ь =О, попучаемъ шаръ и А 4 я;а2, V = ! яа8. 

f) Попожимъ, что к ар д i о и да r = 2 а cos2 ( +) вращается около своей 
оси симметрiи. Радiусъ параллели, соотв1;тствующей данному значенiю в, 

будетъ R = r sin в, эпементъ дуги кардiоиды ds 2 а cos ; d О, поэтому, 
такъ какъ изм'tняется вдоль кривой постоянно въ одномъ направпенiи, 
попучимъ 

" 
А= 16 л;а2f cos4 ;-siп ~ dO = 

3
; я;а2. 

о 

Чтобы вычислить весь объемъ т1;па, оrраниченнаrо данною поверхностью, 
удобно принять r за nерем1;нную интеrрированiя, такъ какъ r постоянно 
возрастаетъ при движенiи отъ точки возврата кривой до вершины. Такъ какъ 

cosO=r 
а 

R r sin О у паr-·-2 ar-r2 
а ' а 

то тотчасъ попучимъ 

2и ,/;! V = ~· rB(2 a-r)(2 r-a) dr 

о 

Дпя пров1;рки полезно сравнить эти результаты съ т1;ми. которые полу
чаются если разсмотримъ, ианрим1;ръ, наименьшiй описанный шаръ. Чтобы 
оnред'!;пить радiусъ R наименьшаrо изъ круrовъ, съ центромъ на оси сим
метрiи, касающихся кардiоиды, достаточно зам1;тить, что по усповiю мини
мума должно быть R d R = О, а потому хорда касанiя должна быть нормальна 
къ кардiоид1;. Отсюда сп1;дуетъ, что радiусъ параллели касанiя, совпадающiй 
съ радiусомъ R искомаrо круга, равенъ максимуму r sin О. Это будетъ при 

л; 3 3 "г О = , такъ что r = а, и искомый радiусъ R а t' 3. Теперь легко 

констатировать, что шаръ радiуса R будетъ• им1;ть объемъ, н1;скопько бопь
шiй объема разсматриваемаrо ппа, и то же самое справедпиво и дпя по· 
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верхностей, хотя а priori въ этомъ нельзя было быть ув'tреннымъ. Читатель 
можетъ 1юдобнымъ же образомъ вычислить объемъ тма, образуемаrо 
любою ул и т к о ю " а cos е + Ь безъ двойной точки ( Ь > а), при вращенiи 
кривой около оси симметрiи. Онъ найдетъ V = t :тс Ь ( а2 + Ь2). Въ с луча-в 
Ь < а это число изображаетъ величину объема, заключеннаго между по
верхностями, образуемыми двумя петлями кривой; но каждая изъ этихъ 
петель, внутренняя и вн'tшняя, ограничиваетъ тма, объемы которыхъ равны 
соотв11 тственно 

Къ этимъ результатамъ nриходимъ почти безъ вычислевiя съ помощью 
другой формулы, которая будетъ выведена въ конц-в § 779. 

Центры тяжести. 

773. Разсмотримъ въ пространствi; ансамбль точекъ, состоящiй 
изъ точекъ куска s нtкоторой линiи, поверхности или самого трех
мtрнаго пространства. Центромъ тяжести такого куска s назы
ваютъ точку G, координаты которой равны ср·еднимъ значенiямъ 
(§ 712) координатъ точекъ самого s. Если, чтобы имtть дtло съ 
опредtленнымъ случаемъ, s обозначаетъ дугу нtкоторой линiи, то 
координаты s, '1J, ?; точки G опредtляются слtдующими уравненiями 

~s=f.xdq, 

Такъ какъ всякое линейное преобразованiе, произведенное нацъ коорди· 
натами х, у, z точекъ s, повторится тождественно и надъ s, 'IJ, {;, 
то ясно, что положенiе центра тяжести отъ выбора коорди
натныхъ осей не зависитъ. Замtтимъ здtсь же, что если нtко

торая фигура ИМЪСТЪ ПЛОСКОСТJ, СИММетрiи, ТО центръ ТЯЖеСТИ ея 
будетъ лежать въ этой плоскости. Дlэйствительно, если примемъ 
эту плоскость за плоскость Ох у, то каждый элементъ z ds инте
грала, выражающаго s, уничтожиться съ другимъ элементомъ -- z ds, 
и s будетъ равно О. Въ частности замtтимъ, что центръ тяжести 
всякой плоской фигуры лежитъ въ плоскости самой фигуры и что 

центръ тяжести фигуры, имtющей центръ симметрiи, непремtнно 

совпадаетъ съ этимъ центромъ. Наконецъ замtтимъ еще слtдующее: 
если фигура состоитъ изъ двухъ частей s1 и s2 , центры тяжести 

которыхъ G1 и G2 извtстны, то центръ тяжести всеА фигуры дt
литъ отрtзокъ прямоА G1 G2 въ отношенiи, обратномъ отношенiю 
s 1 къ s2 • Это вытекаетъ тотчасъ изъ очевидныхъ равенствъ 

~s=~1s1+~2s2, .... 

774. Теорема Гульдена. Возьмемъ снова формулы, выведен
ныя въ § 771, для поверхности или объема, образ}емыхъ враще
нiемъ плоской дуги s или площади С1 около прямой, J1ежащей въ 
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ихъ плоскости. Если эту прямую примемъ за ось х-овъ, то упомя
нутыя формулы можно будетъ написать такъ: 

А= 2пj~ds =2:rиJ · s, V=3tfy2dx=2:л.f f ydxdy=2:rи1·0. 
Слtдовательно, поверхность и объемъ разсматриваемаrо тtла 
получимъ, если умножимъ соотвtтственно длину или пло

щадь образующей фигуры на окружность круга, описы

ваемаrо ихъ центромъ тяжести. Если желаемъ получить не 
всю поверхность или весь объемъ, а только ту часть ихъ, которая 
лежитъ между двумя меридiанальными плоскостями, т.о, очевидно, надо 

бу детъ вмtсто всей окружности круга взять только ту ея дугу, 

которая на ней ограничивается упомянутыми плоскостями. Устано

вивъ вышесказанное, разсмотримъ теперь общнtе дугу s или пло
щадь (] въ плоскости, движущейся въ пространствt такъ, что она 

остается постоянно нормальною къ траекторiямъ ея точекъ. При 

этихъ условiяхъ, очевидно, можно разсматривать безкО'нечно малое 
перемtщенiе, плоскости, какъ вращенiе ея около ея характеристики 

(§ 674). Поэтому можно и элементарную поверхность или элемен

тарный объемъ, образуемый дугой s или, соотв'tтственно, пло

щадью (], пренебрегая безконечно малыми высшихъ порядковъ, изоб
разить произведенiями длины s или площади (] на перемtщенiи dl 
ихъ центра тяжести. Для конечнаrо движенiя такого рода будемъ 

поэтому имtть 

т. е. поверхность и объемъ т-tла, образуемаrо разсматри
ваемою фигурою, получимъ, умножая s или (] на длину 

пути, пройденнаrо соотвtтствующимъ центромъ тяжести. 
Эти теоремы полезны при вычисленiи нtкоторыхъ поверхностей и 

объемовъ, но моrутъ быть приложены также и къ нахожденiю по
ложенiя центровъ тяжести изв-tстныхъ фиrуръ. 

115 Прим~ры. а) Центръ тяжести дуги цtпной линiи, симметрич
ной относительно нормали въ вершинt, лежитъ на этой нормали; разстоянiе 
его '1J отъ директрисы вычисляется (ер. § 77:l, Ь) изъ равенства 2 :тн1. 2 s 

аЬ 1 
= 2:лаЬ; слtдовательно, '1J 7.s='i/J cotg q;. Итакъ, центръ тяжести G лежитъ 

въ серединt отрtзка, образуемаrо крайними нормалями на нормали въ вер
шинt, считаемаrо отъ директрисы. Для опредtленiя центра тяжести G1' пло
щади, ограниченной кривою, директрисою и крайними нормалями, имtемъ 

1 
формулу 2 п '1J • 2as = па2Ь. Поэтому '1J 4 Ь cotg q;, такъ что r;, лежитъ 
въ серединt О G. 

Ь) Центръ тяжести полной дуги циклоиды лежитъ на нормали въ 
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вершин-!;, въ разстоянiи отъ этой вершины, равном:ъ 

2а 

11 =ifyds=~2a! Jlydy=}a 
о 

Слъдовательно, (ер. съ § 772, с) величина поверхности, образуемой враще

нiемъ дуги около основанiя, равна } :л;а. 8а = ~:;i;a2. Слъдуя обратному 
пути, и считая извъстнымъ, что объемъ mла, образуемаго вращенiемъ пло
щади, лежащей между кривою и ея основанiемъ, равенъ 5.п2аз, найдемъ 
nоложенiе центра тяжести этой площади слi;дующимъ образомъ: центръ тя
жести лежитъ, очевидно, на нормали въ вершин-!; въ разстоянiи 17 отъ 
основанiя, которое получимъ, приравнивая 5л:2 а3 произведенiю 2:т,;17 на 
3.па2. Находимъ 17 = }а. 

с) На окружности круга радiуса а возьмемъ нъкоторую дугу LM; 
обозначимъ черезъ r и 6 координаты центра тяжести G дуги LM, прини
мая центръ круга О за полюсъ и прямую OL за полярную ось. По сдъ· 
ланному въ § 773 замъчанiю мы знаемъ, что G лежитъ на прямой, дi;лящей 
уголъ LOM пополамъ. Далi;е, изъ опредi;ленiя центра тяжести находимъ 

в 

2a6.r = 2_/.acos<p. adp = 2a2sin0, т. е. r =а si;O. 
о . 

Отсюда видно, что (§ 589, h) общее мъсто центровъ тяжести дугъ 
круга, имi;ющихъ общее начало въ точкi; L, будетъ кохлеоида, 
вершины которой въ L, а полюсъ въ центр-!; круга. Этимъ свой
ствомъ кохлеоиды пользуются при черченiи построенiй сводовъ (въ Архи
тектур-!;)*). Принимая во вниманiе то, какимъ образомъ передвигается G, 
когда М описываетъ окружность круга, двигаясь постоянно въ одномъ на
пранленiи можно отдать себ·в отчетъ въ свойствахъ кохлеоиды. Далi;е, для 
опредъленiя центра тяжести G' кругового сектора LOM, имъемъ 

" е 
а20. r = 2_/ .. f zcosq; l d l dtp ia2sin 6, т. е. r 

о о 

2 siп6 
за-6-; 

Слi;довательно, G1 дi;литъ отрi;зокъ OG въ отношенiи 2 къ 1. 
d) Чтобы быстро найти центръ тяжести полуокружности круга радiуса 

а, стоитъ только 2амътить слtдующее, Центръ тяжести, очевидно, лежиrь на ра· 
дiyci;, перпендикулярномъ къ хордi; полуокружности. Разстоянiе его 11 отъ 
центра круга получимъ, замъчая, что произведенiе 21i17 на :л;а (длину полу
окружности) должно быть равно 4ла2 (поверхности шара радiуса а). От-

2а 
сюда 11 Подобнымъ же образомъ опредмимъ центръ тяжести пло-

;л; 

щади полукруга, приравнивая объемъ V }пав произведенiю 2n·q и 
1 4а 

2na" (величину площади полукруга), мы получимъ 17 зn· Общнi;е, можно 

такимъ же путемъ найти результаты nредыдущаго примъра, если припом
нимъ изъ элементарной ['еометрiи выраженiя поверхности шарового пояса, 

*J См. напр .• Conrs de Construction" N. de Vos (т. 1, стр 276). 
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и объема шарового сектора, образуемыхъ вращенiемъ дуги LM и площади 
2 

LOM около OL, а именно 2uah и 3ua2h, rдъ h обозначаетъ высоту 

a(l - cos20). 

е) Величина поверхности тора (ер. съ § 772, е), опредъляемаrо ра
дiусомъ а образующаrо круга и разстоянiемъ Ь(>а) центра круга отъ оси 
вращенiя. равна 2иа.2иЬ=4и2аЬ; объемъ равенъ ua2.2ub=2u2a2b. 
Общнъе. вел11чина цоверхности и объемъ канала (Tubus) {§ 678,Ь) между 
двумя ттлоскостями, перпендикулярными къ линiи uентровъ, равны 2wa/ и 
па2/, rдъ /-длина дуги линiн центровъ между упомянутыми плоскостями. 
Еще общнъе, величина боковой поверхности и объемъ первоначально цилин
дрическаrо стержня, деформируемаrо (измъненiемъ кривизны и крученiя ли
нiй uентровъ тяжести I такъ. что площадь поперечнаrо съченiя сохраняется, 
остаются неизмънными при всъхъ формахъ, принимаемыхъ стержнемъ, до 
тъхъ поръ, пока онъ не приметъ, напр., форму кольца при совмъщенiи 
основанiй. 

f) Разсмотримъ въ заключенiе клотоиду, интересную кривую, приду
манную для изученiя явленiй диффракцiи 1) (рис. 96). Координаты точки на 
этой кривой изображаются интегралами Френеля 

'Р 'Р 

а f'cos ,р а fsiu,p 
х = ·-v2. V'P d,p, У = -V2 ~; d,p, 

о о 

Рис. 96. 

около точки (с, с). При 
нально длин-!; дуги, 

значенiя которыхъ не выражаются въ ко
нечномъ видъ при произкольномъ ,р, но 

извъстны намъ при (JJ = со, а именно х = 

=у= с= { а"J!л· Тотчасъ видимъ, что 
dy 
dx = tgip, такъ что (JJ обозначаетъ уrолъ 

наклоненiя касательной къ оси х-овъ. 
Поэтому, когда ,р измъняется отъ 
О до со, то кривая выходитъ изъ начала 
координатъ, касаясь въ немъ оси х-овъ, 

чтобы заrвмъ асимптотически обвиваться 
этомъ кривизна ея возрастаетъ пропорцiо· 

'Р 

j 'ad,p -.r-
s = а Ji 

2
; = а r 2,р, 

о 

Форма кривой ясно показываетъ, что х и у стремятся къ предълу с, по
стоянно колеблясь около него. Но для того, чтобы видъть расположенiе то
чекъ клотоиды относительно асимптотичес:шй точки Q, необходимо нужно 
вычислять приближенно интегралы Френеля 2). Такъ, напр., если раздълить 
дугу OQ на безконечное число дуrъ ОР1, Р1 Р2 , Р2 Р3 , • ••• общая длина 

1) Cornu ,Joшnal de Physique• (1874, стр. 9). 
2) Таблица значенiй этихъ интеrраловъ помъщена въ .Oeuvres Comp

letes" Fresnel'я (т. 1. стр. 319). См. также мемуары Abria о диффрацiи 
свъта въ ,Journal de Liouville" (1849, стр. 248). Что касается различныхъ мето
довъ вычисленiя этихъ интеrраловъ, то читатель можетъ объ этомъ прочесть 
въ ,he~on d'Optique physique" Verdet (т. 1, стр. 328). 
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которыхъ равна 2с, то, принявъ с за единицу, для координатъ точекъ Р1 , Р2, 
Р3 , •••• найдемъ числа: 

х 1,560· ... , 0,977 ... , 1.212 ... , 0,997. 

у 0,875 .. , 0,686 ... , 0,991 ... , 0,840 .... 

3ам11тимъ, что Р1 есть наибол1;е удаленная отъ оси у-овъ точка, что Р2 на 
дyri; P 1Q нанближе къ Ох лежащая точка н т. д. 

Займемся теперь онред1шенiемъ центра тяжести дуги ОМ кпотоиды. 
Координаты искомаrо центра тяжести, по опредi;ленiю, будутъ 

11 

Понимая подъ / любой изъ двухъ симвоповъ siп или cos, полагая 
v; f,O и выполнивъ интеrрированiе по О, найдемъ 

Принимая дал1;е t(f) за перем1;нную интеrрированiя и интегрируя по частямъ, 
получимъ 

Подставляя, наконецъ, вм1;сто / но очереди cos и sin, находимъ 

~ х о siп (JJ, 71 = у !.> (1 - cos (JJ) 

Итакъ, центръ тяжести дуги ОМ лежитъ на соприкасающемся кругi, 
въ .М, и притомъ на нижнемъ конц'!, дiаметра, перпендикулярнаrо къ каса
тельной въ О. Положимъ теперь, что G1 и G2 центры тяжести дуrъ O]v/1 и 
ОМ2 и замi;тимъ, что на основанiи зам1;чанiя, сд1;ланнаrо въ конц1; § 773, 
центръ тяжести G дуги М1М2 находится въ такой точк1; на нрямой G1G2, 

для которой им1;етъ м1;сто пропорцiя 

Итакъ, центръ тяжести какой угодно дуги клотоиды есть 
прямоll центръ подобiя соприкасающихся круrовъ въ концахъ 
дуги. Въ заключенiе сдыаемъ слi;дующее замъчанiе: если концы дуги соот
вътствуютъ значенiямъ ([), кратнымъ отъ 2.п, то центръ тяжести дуги 
будетъ находиться на ея хордъ и въ частности, если одинъ изъ кон
цовъ дуги есть начало координатъ, то центръ тяжести совпадетъ съ друrимъ 

концомъ. 
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Поверхности и объемы какихъ угодно т1шъ. 

776. Поверхности. Ограничиваясь обыкновенными (встрtчаю
щимися на 11рактикt) поверхностями, мы примемъ за очевидное, что 
всякая беэконечно малая часть поверхности можетъ быть раэсматри
ваема, какъ лежащая въ касательной плоскости къ поверхности въ 

одной иэъ точекъ раэсматриваемой части. Всякiй элементъ dxdy въ 
плоскости Оху будетъ тогда ортогональною проекцiею безконечно 
малой части поверхности, принимаемой за элементъ поверхности. 

Этотъ элементъ измtряется; слtдовательно, отношенiемъ dxdy къ 
косинусу угла, обраэуемаго касательною плоскостью въ томкt (х,у) 
съ плоскостью Оху. Поэтому величина конечной части поверхности 
будетъ (§ 659) 

(10) А= f f VГp~+q2 dxdy. 

Интегрированiе распространяется на всt пары значенiй х и у, nри
надлежащiя координатамъ точекъ иэмtряемой части поверхности. Въ 

этой формулt заключается, какъ частный случай, выведенная въ 

§ 771 формула для поверхностей вращенiя. Дtйствительно, въ этомъ 
случаt, полагая -Vx2+y2= R, z = /(R), имtемъ 

Переходя (въ плоскости Ох;,) отъ Декартовыхъ координатъ къ по
лярнымъ получимъ 

А f f v1 + / 1:(R). RdO dR f f Rd6ds=2я f Rds. 

Однако, если хотимъ им·hть часть поверхности, ограниченную нtкоторою 

сомкнутою кривою, то надо остаться при формулt А = f f RdOds; 
это значитъ, что за элементъ въ А мы беремъ величину той части 
поверхности, которая ограничена меридiанами О и Q + d6 и парал
лелями R и R + d R. Этотъ элементъ поверхности может~, быть 
разсматриваемъ, какъ прямоуrольникъ, сторонами котораrо будутъ 
элементы ds и RdO меридiана и параллели, откуда и слtдуетъ на
писанная выше формула. 

777. Прим-Ьры. а) Для вычисленiя величины части поверхности 

шара х2 + у2 +.е2 = а2, по Формулi; (10) получимъ А= f.f; dxdy, rдt 
остается еще оnредtлить nредi;лы интеrрированiй по даннымъ rраницамъ 
вычисляемой части поверхности. Еспи хотимъ получить всю поверхность 
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шара, то зам1;чая, что въ уrл1; положительныхъ х и у заключается восьмая 
ея часть, найдемъ 

а Va1 -:r2 а 

А = Ва Jd х f "r --;__r!z__? - - 4л; af d х = 4 л; а 2. 
r а2-х"-У2 • 

о о о 

Въ л1;йствительности, въ приложенiи къ шару предпочтительн1;е посл1;дняя 
формула предыдущаrо §, которая зд1;сь приводится къ 

Ее можно вывести также прямо изъ формулы, данной въ начал1;, поль
зуясь выраженiями 

х = а cos 1:р cosw, у = а sin q; cos IJJ, z = а sin 'ЦJ. 

въ силу которыхъ получимъ 

А=!!!!___ dx dy =ff дд ((х, у)) dЧ: d'l/l = а2 ffcos 'IJ! dq; d'ЦJ; 
• • Z • (JJ, 1J! SIП 1jl • 

необходимо только им1;ть въ виду, что элементъ интеграла долженъ быть 
всегда положительнымъ. Наприм1;ръ, при вычислеиiи всей поверхности шара, 

л 
надо м1;нять перем1;нную 1/! только въ пред1;лахъ отъ О до 2 и писать 

Если бы мы пожелали изм1;нять 'tJ) отъ О до л, то достаточно было бы изм1;
нять q; отъ О до л, и написать 

я п :i 

А= 2 а2./"а q;_{I cos 'tJ) 1 d'ЦJ = 4a2J'dcr = 4 л; а2. 
() о о 

Ь) Предложимъ себ1; теперь изм1;рить величину части поверхности 
того же шара, лежащей внутри кривой Вивiани (§ 767,j). Эта часть поверх
ности проектируется на плоскость Ох у по кругу у2 = х (а - х) и симме
трична относительно плоскости Ох z ; сл1;довательно 

!
а 

1
-V"ta-x)dy 

А=2а dx -- --= . . J!a2- х2-у2 
о о 

а 

2 a/arc sin V--x - dx. 
а+х 

о 
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Обозначая черезъ е тотъ arcus, который находится подъ знакомъ интеrрала, 
имъемъ х а tg2 6 и интеrрированiе по частямъ (§ 723, d) дастъ · 

f 0 d х = ох - а f tg2 0 d е а 
(О siп О cos 0). 

Такъ какъ е измiшяется отъ О до п , когда х изм1;няется отъ О до а, то 

получится А (л; - 2)а2. Гораздо скорi;е придемъ къ этому результату, 
nрим1;няя полярныя координаты 

!"" -!л !п 

2 a2fd q; f COS'fiJ d!JJ = 2a2~f(l siп1p) dq; = (п-2)а2. 
~ о 

А 

с) Попытаемся вычислить величину всей поверхности эллипсоида. Изъ 
х2 у2 z2 

уравненiя а2 + ь2 + с2 = 1, находимъ 

р 
с2у 

ч = -- 1 +Р2+ч2 
Ь2z' 

,2 (• _ i!x2 _ 'f/2y2), 
а2 ь2 

1·д1; в и 'У/ обозначаютъ эксцентриситеты dченiй поверхности эллипсоида 
плоскостями Oxz и Oyz. Формула (10) дастъ 

гд1; инте1·рироаанiе распространяется на вс1; пары значенiй х и у, удовле

х2 у2 
творяющiя неравенству а2 + li2 ;;;; 1. Обозначая черезъ t стоящiй подъ зна-

комъ интеграла радикалъ, леrко находимъ 

х2 
(/2 - fl,) -- + (/2 

а2 

что наводитъ на мысль положить 

"' v,2-=--1 --= -cos0 
а f2-i2 ' V12-:..1 

:;;,~siп е, 
,- --1г 

гд1; О изм1;няется отъ О до ; , а t отъ до оо. Принимая 6 и t за новыя 

перем1;нныя иитеrрированiя, преобразуемъ предыдущiй интеrралъ (§ 737) въ 
с.mдующiй 

"' t.n 

!!' д(х, У) 1 ldtdO. 
д (t, 0) 

J о 
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Въ то же время замi;тимъ, что если q; (t) и 1Р {t) обозначаютъ радикалы, 
входящiе въ выраженiя х и у, то 

Поэтому 

дх 
=acp'(t)cosG, 

ду 
дi btp' (t) sin Q, 

дх 
де.. - а q, (t) sin О , ду . 

дО = Ь111 (t) cos 9. 

сю -}я 

А= Ваь.f_{{ q,' (t)tp (t) cos2 о+ cp(t)1p' (t) sin2f)} t dt dO, 
1 О 

если замtтимъ, что q;(t) и ip(t) функцiи возрастающiя, а потому имtютъ по
ложительныя производныя. Такъ какъ интегралы отъ cos2 f) d О и siп2 Q d е въ 

предtлахъ О и; равны f- ( §725, е), то будемъ имtть 

"' 
А 2 п ab.r{ q/(t)w (t) + q1 (f)tp'(t)} t dt, 

1 

и наконецъ 

Дальше въ общемъ случаt мы идти не можемъ, потому что имtемъ здtсь 
эллиптическiе интегралы. Но, при е 'YJ, и при 'У1 О, мы пришли бы снова 
къ формуламъ (§ 772, d);относящимся къ сжатому и растянутому сфероиду. 
Наконецъ, если эксцентриситеты в и 11 очень малы, то раз.л()женiе въ рядъ 
даетъ 

А = 4 я а Ь { 1 t (ь-2 + 'frJ + · · · } , 
и такъ какъ с2 = а Ь (1 t ( ~ + n2) + . . . ), то получается 1) приближенная 
формула 

d) Чтобы вычислить величину поверхности эллипсоида съ достаточною 
точностью, надо шмьзоваться таблицами Лежандра (съ двоl!нымъ входомъ), 
а для этого надо сперва выразить А въ типическихъ интеrралахъ F и Е. 
Если положимъ в = sin а, 'У1 = k sin а, такъ что 

с 
а arccos -- , 

а 

1) О приближенноиъ вычисленiи поверхности эллипсоида см. • Calcul 
integraJ• Boussinesq·a (стр. 78) и замtтку Peano въ .I{endiconti dei Lincei• 
(1890, стр. 317). 
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8 
то подстановкою t = (J) преобразуемъ полученное выше выраженiе А въ 

слi;дующее 

а 

А 
2 1:~f cos2af dw + 
sш а l cos2 ер у 1 - k2 siп2 (J) 

о 
а 

+ (1 - k2 sin2 а) f (1-1.2 si~2 lfJ; JJ. fl2;ir{г;}. 
о 

Мы уже имi;емъ (§ 767, h) значенiе перваrо интеграла 

Е (k, ер) - tg ер у1=-~~ sin21fJ 
1 J.2 . 

Интеrрированiе по частямъ даетъ спi;дующеее выраженiе тоrо же интеграла: 

откуда выводимъ 

Слi;доватепьно, 

А 2 1: а Ь {cos2 а . F (k, d) + sin2a . Е (k,a) + sin а cos а ~sin2a}. 
sша 

ПодсrаВJ!ЯЯ, наконецъ, вмi;сто k Н а ИХЪ ВЫраженiя ВЪ а, Ь, С, МЫ И nри
демЪ къ форму лi; Лежандра 

А=2~нЧ--· 2 :л;Ь ic2F(-_i!_lfb
2
--c

2 
arccos_!...)+ ' J/ а2 - c2 l Ь r а2 - с2 ' а 

+(а2-с2)Е(~1 /~2--с2 • arccos ac)l. Ь r н2- с2 { 

Предлаrаемъ читателю, для уnражнепiя, доказать, что при а2= Ь2+ с2, вели
чина поверхности измi;ряется чис11омъ п а2 + п Ь2 Е + :л; с2 F, rдi; Е к F 

полные эплиптическiе иитеfРалы съ модулемъ V 1 - (; )
4
. Такъ, напри

м-t;ръ, при а2: Ь2: с2·= 3: 2: 1, наЯдемъ А= па2 · 2,52620923 ..•. 
26 
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е) Формулою (10) можно воспользоваться, чтобы доказать1), что для 
поверхностеl! имi;еть м-t;сто нi;что подобное тому, что мы зам'hтили у 
плоскихъ кривыхъ въ § 591. А именно, если выд-t;лимъ около нi;которой 
точки М на поверхности нi;которую часть q, то полная кривизна К въ 
точк1; М есть пред'hлъ отношенiя величины т1;леснаго угла w, образуемаrо 
нормалями къ поверхности, проведенными въ точкахъ границы q, къ вели· 

чин1; А поверхности само!! q, когда эта послi;дняя стремится обратиться въ 
точку М. Положимъ, что кривизна, предполагаемая непрерывною, будетъ 
положительна (чтобы им'hть д'hло съ опредi;леннымъ случаемъ), и выберемъ 
q 'столь малою, чтобы и во всi;хъ ея точкахъ К было больше нуля. Пере· 
мi;нныя хну въ формулi; (10) можно замi;нитъ перем'hнными р и q, которыя 
.независимы, потому что(§§ 579, 691) 

---- = = (1 + р, + q2)2K > о. д ( /!, q) 1 r s I 
д (х, у) s t 

3ам'hтивъ это, находимъ, что формула (10) дастъ (§ 737) 

л-JJ dpdq 
- • (1 + р2 + q2)f к 

rд'h п обозначаетъ число, среднее между значенiями К къ точкахъ q. 
Съ другой сторо11ы, построимъ конусъ, производящiя котораrо параллельны 
нормалямъ къ поверхности, проведеннымъ вдоль границы q. По опред-t; 
ленiю, т-t;лесныl! уголъ, заключенный между этими нормалями, измi;ряется 
величиною поверхности ro, которую этотъ конусъ выд'hляетъ на шарi; ра
дiуса 1, съ центромъ въ вершин1; конуса; а такъ какъ кривизна поверхности 
эroro шара вездi; равна l, то предыдущая формула, прим'hненная къ шару, 
дастъ 

JJ dpdq 

ro= O+P2+q2)i' 

ro 
при тilхъ же пред'hлахъ интеrрированiя. Отсюда и сл'hдуетъ, что А = - · 

" Поэтому, когда q стремится совпасть съ точкою М. то для этой точки 
получимъ 

К Iim " = lim ro 

778. Объемы. Если требуется вычислить объемъ тtла, огра· 
ниченнаго частью данной поверхности, прямымъ цилиндромъ, про

•ектирующимъ границу этой части на плоскость Оху, и самою этою 
плоскостью, то можно (ер. съ § 768) принять за элементъ объема V 
подобный же объемъ, · соотвiпствующiй элементу данной поверх· 
ности. Такой элементъ объема измi;ряется nроизведенiемъ основанiя 
dx dy на высоту z. Слi;довательно, будемъ имi;ть 

(ll) V= f fzdxdy, 

1) См. также "Natiirliche Geometrie"' автора, стр. 214. 
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rдt z функцiя огь х и у, опредtляемая уравненiемъ данной по
верхности. Общнtе: можно разбить какое угодно тtло на элементы 
третьяго порядка dxdy dz и, опираясь на опредtленiе тройного 
интеграла, написать 

(12) V=.f.f Jdxdydz. 

При этомъ предtлы послtдовательныхъ интегрированШ опредtляются 

въ каждомъ случаt на основанiи формы разсматриваемаго тtла. 

Если, напримtръ, тtло им-hегь описанную въ начал-\, этого § форму, 
то можно сперва при постоянномъ х и у выполнить интегриро

панiе dz, откуда и получается значенiе z на данной поверх
ности и приходимъ снова къ формул-\, (11). Можегь также случиться, 
что при постоянномъ z изв-hстенъ будетъ результатъ (1 (z) интегри
рованiя dx dy, т. е. что изв-hстна площадь с-hченiя, произведеннаго 
въ разсматриваемомъ тtл-h плоскостью, параллельною плоскости Оху 
въ разстоянш z отъ нея. Въ этомъ случа-h вычисленiе V сводится 
къ простому интеrрированiю 

(13) V = f a(z)dz. 

Такое вычисленiе сводится къ раздtленiю тtла на элементы перваrо 
порядка, такъ какъ (1 (z) dz изображаетъ объемъ слоя даннаго тtла, 
лежащаrо между плоскостями z и z+dz. Такъ мы и д-hлали въ 
частномъ случа-h тtлъ вращенiя, въ которомъ (1 (z) = я №. Суще
,ствуетъ безчисленное множество другихъ способовъ разбиванiя 
тtла на безконечно малые элементы третьяrо порядка. Изъ нихъ 
<>собенно надо замtтить тотъ (§ 739, Ь), который получается при 
примtненiи полярныхъ координатъ. Поверхности шаров·ь, опред-h

ляемыхъ радiусами r и r+dr, плоскости, опредtляемыя долr6тами 
(JI и (Ji + d(J!, и поверхности конусовъ, опредtляемыя широтами 
1J' и 'ljJ d'lj), оrраничиваютъ бещшнечно малое тtло, которое 
можно разсматривать, какъ прямоугольный параллелепипедъ съ реб

рами dr, r!coS'ljJ\d(J! и rd'lj), пренебрегая безконечно малыми 
высшихъ порядковъ. Такимъ образомъ приходимъ къ формул-\, 

(14) V=J J fr2/cos'll'ldrd1pd1Jl, 

которую можно вывести и аналитически изъ формулы (12) (§ 737). 

779. Иъ другому разложенiю тtлъ на элементы второго по
рядка (ер. съ § 76~ приходимъ, когда д-hло идетъ о вычисленiи 
объема тtла, оrраниченнаrо частью данной поверхности и 1юнусом1,, 
образующiя котораrо соединяютъ точки границы этой части поверх -
ности съ данной точкой. Если пом-hстимъ начало координатъ въ 

вершину конуса, то естественно взять за элементъ объема объемъ 
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того конуса, основанiемъ котораго служитъ элементъ поверхност11 

Vl + р2 + q2 dxdy (§ 776). Такъ какъ объемъ этого конуса ра
венъ одной трети проиаведенiя площади основанiя на высоту r 
равную разстоянiю начала координатъ отъ касательной плоскости. 

то мы получимъ 

(15) V = fr f .{<z - рх qy) dx dy, 

при чемъ, если понадобится, иамtняютъ анакъ элемента. Если, на
примtръ, требуется вычислить объемъ тtла между поверхност1,1(} 
вращенiя и конусами, проектиру'°щими два параллельныхъ круга. 

иаъ точки, лежащеn на оси вращенiя, то получится (§ 776) формула 
-} я j R (R dz - z dR). Эта формула приметъ особенно простой 

видъ въ полярныхъ координатахъ, если полярная ось направлена 

по оси вращенiя, а именно V = ·} п: j r3 d coso, которую' можно вывести~ 
и изъ формулы (14). Впрочемъ, эта формула не отличается суще

ственно отъ выведенной въ § 771 и сводится къ послtднеn, еслw 
къ обtимъ ея частямъ прибавимъ объемъ конуса, основанiемъ 
котораго служитъ перемtнный параллельный кругъ радiуса R, а 
вершиною полюсъ: 

t :л; Klz t:л;.f R (R dz ·1- 2 z dН), 

v+t:л;R2z 1i.f'R2dz. 

780 Прим:вры. а) Весь объемъ эллипсоида 

х2 у2 z2 

+ T/i + 
равенъ 

т. е. если выпишемъ предiшы отд1шьвыхъ иптеrрированiй 

!.__ J/ a::t-:.r;::t 
а а . . . 

v = в с f d ~ f V1 _ -~ _-;: dy. 

о () 

Ь "r--Полаrая у = -t r а2 __ х2, приведемъ впутрепнifl иптегралъ въ правой части къ. 
а . 

1 

ь (1 - ::)j -V1- fldt 1 пь(1 .-r') . 
а2 

() 
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Слiщовательно, 
а 

V=2:nbcf(1 ~;) dх=-1-паЬс. 
о 

Къ этому результату приводитъ и формула (15) 

4 
= 3 nabc. 

405 

Т1iмъ или друrимъ путемъ, а также (ер. съ § 770, j) вычисляя сперва а (z), 
и прим1iняя запмъ формулу (13), при всякомъ положительномъ числ1i 11, 
равномъ отношенiю четнаrо числа къ нечетному, общн1iе наl!демъ, что объ
емъ тtла, оrраниченнаrо поверхностью 

х" у" z" 
.. +-ь,.+-; i, 

а с 

равенъ 

Въ частности, для объема, ш·раниченнаго т1iлесвою астроидою 

2 ·.i 2 
х11' + у• + _z1r 

2 
al! 

' 
V - 4:п 3 значенiе -

35 
а , т. е. немного больше части объема описаннаго 

шара. 

Ы Когда эллиuсоидъ заданъ общимъ уравненiемъ 

ax2+ьyз+cz2+2Jyz+2gzx+2hxy 1, 

то удобн1iе прилагается формула (13), потому что плоское с1iченiе, параллельное 
плоскости Ох у на разстоянiи z отъ нея, им1iетъ уравненiе вида 

а'х2 + Ь'у2 +с'+ 2/'у + 2g'x + 2 h' ху = Q 

и площадь его, какъ мы зиаемъ (§ 770. h) равна п (z) - :nD '/(а' Ь' - h 12)!. 
При постоявномъ z, изъ сравненiя уравненiя криво!! съ уравненiемъ поверх
ности получается 

а'=а, Ь'=Ь, h'=h, f'=fz, gz, с'= cz2 1. 
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Слi;довательно, 

и потому 

z 

п ( 'z2 D ) f 2 п z 1 a(z) = -----===-=- 1 - -- , alz) dz = ---= + - za(z). 
· -Vab-h2 аЬ- h2 

• ЗJ/ah-/12 3 
о 

Предi;лы интегрированiя оъ V равны, очевидно, корнямъ уравненiя а (z) =0 
1/ а Ь-/12 4:т~ 

т. е. ± r--D-. Итакъ, V = зу n· 

с) Предложимъ себi; вычислить объемъ общей части д вухъ 
круговыхъ цилиндровъ, осн которыхъ взаимно перпендикулярны. Пусть 
а будетъ радiусъ наибольшаго изъ двухъ цнлнндровъ, k а - радiусъ дру
гого. За оси у-овъ и z-овъ возь.мемъ оси обоихъ цилиндровъ. Уравненiя 
цилиндровъ будутъ х2 + z2 = а2, х2 + у2 = k2 а2. Искомый объемъ будетъ 

ka У-k2 а2 -ж1 lia 

V = в.f .f Va2- х2 dx dy = в_[ -V(a2 -х2) (k2 а2 - х2) dx, 
о о о 

или, полагая х = kasiп ((), 
Jя 

v = 8 k2 a3_r· у 1 - k2 sin2 (f) • cos2 (f) d (f)-

0 

Интегрированiе по частямъ даетъ 

Выраженiе подъ знакомъ послi;дняго интеграла легко преобразуется въ 

l+k2 l-k2 
- 2 Ji 1 - k2 siп2(J) . cos2 (f) + - k~ У 1 - k2siп211' - ------

k2 Jil - k2 siп2(f) 

Слi;довательно, 

!n 
3 k 2.r -Vl- k2 siп2(f). cos2 (f) d(f) = 

о 

!~ !n 

(1 + k2)f-V1 - k2 siп2(f) dq:-(1 - k2)f- d (f) 
Jil - k2 sin2(f) 

G С 
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и наконецъ 

V=JaS{(l+k2)E(k) (1 k2JF(k)}. 

Въ частности, когда цилиндры равны между собой, получимъ V ! (2а)3. 
Въ общемъ случаt (§§ 756, 757) имt.емъ 

V = 2 п k2аз( 1- : 
7
4: - · · } 

Поэтому, когда k стремится къ нулю, V (какъ и сл1;довало ожидать) съ 
возрастающимъ приближенiемъ будеn. изм'tряться произведенiемъ площади 
с'hченiя п k2 а2 меньшаrо цилиндра на длину 2 а отр'hзка, отсtкаемаrо дру
rимъ цил1щдромъ па его оси. Наоборотъ, при k, близкомъ къ 1, объемъ V 
приблизительно равенъ } k(2 а)3. 

d) Даны дв'h взаимно перпендикулярныя, но не перес-вкающiяся прямыя; 
разсмотримъ движенiе отр'hзка постоянной длины, опирающагося своими кон
цами на данныя прямыя. Обозначимъ черезъ 2 а разстоянiе между данными 
прямыми, а черезъ а уrолъ (постоянный) между двигающимся отрыкомъ и 
общимъ перпендикуляромъ къ даннымъ прямымъ; тогда длина отрыка бу-

2 а 
детъ --. Пом'hстимъ иачЗJiо коордииатъ на общiй перпендикуляръ къ 

cosa 
даннымъ прямымъ въ одинаковомъ отъ нихъ разстоянiи, а оси х-овъ и у-овъ 
возьмемъ соотв'hтственно параллельными зтимъ прямымъ. При такомъ вы
борt осей уравненiе поверхности, образуемой движущимся отрtзком1> будетъ 

Поэтому сtченiе плоскостью, перпендикулярною къ оси z-овъ, будетъ эллипсъ, 
который при z = О обращается въ круrъ, а при z = ± а стремится обра
титься въ прямолииеltныlt отрtзокъ, лежащiй на той ИJIИ другой изъ дан
ныхъ прямыхъ. Концы обоихъ отр1,зковъ-особенныя точки поверхности. 
При данномъ между а и + а значенiи г соотв'hтствующiй эллипсъ им'tеть 
полуоси (а - z) tg а и (a+z) tg а. Такъ какъ сумма ихъ величина постоян
ная, то (§ 626, с) изъ этого слtдуетъ, что огибающая проекцiй всtхъ эллип· 
совъ, соотв'tтствующихъ различнымъ значенiямъ s, на плоскость Ох у будетъ 
астроида. Иными словами, образуемая подвижнымъ отр'tзкомъ поверхность 
будетъ вся заключаться въ цилиндрt съ высотою 2 а, прямое сtченiе котораго 
есть астроида. Четыре дуги, по которымъ эта поверхность касается боковой по
верхности цилиндра, вм'tст't съ прямолинейными отр'tзками на данныхъ пря
мыхъ, образуютъ нtчто въ родt тетраэдра, схематически иэображающаrо 
форму образуемаго тtла. Такъ какъ площадь эллипса (§ 770, g), соотвtтству
ющаrо данному z, равна а ( z) :л; (а2 z2) tg2 а, то для объема названнаrо 
тtла получимъ 

а 

V = 2 :;т; tg2 a.f.(a2 - z2) dz = ! :л;a3tg2a, 
о 

т. е. t объема цилиндра, потому что этотъ послtднilt измtряется произведе
нiемъ высоты 2 а на ПJiощадь (§ 770, j) прямого с'tченiя -!-n(2 а tg а)2, рав-
нымъ 3 n аз tg2 а.] . 

е) Разсмотримъ общее мtсто точекъ, для которыхъ сумма об· 
ратныхъ величинъ разстоянiй отъ четырехъ боковыхъ граней 
правильнаrо тетраэдра число постоянное. Пусть Q 0 , Q1 , Q 2 , Q3 
обозна'!:гютъ вершины тетраэдра, а qi разстоянiе какой угодно точки отъ 
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rрани, противолежащей вершинъ Q1• Это разстоянiе считается положитель

иымъ или отрицательнымъ, смотря по тому, лежитъ ли разсматриваемая 

точка отъ разсматриваемо!I грани съ той же стороны, что и тетраэдръ, или 
съ противоположно!!. Уравнеиiе поверхности будетъ 

(16) 

но ни одна изъ выведенныхъ выше формулъ не примiшима къ такимъ ко
ординатамъ. Поэтому пере!lдемъ къ Декартовымъ координатамъ, при чемъ 
удобно будетъ выбрать координатныя оси слtдующимъ образомъ: за оси 
х-овъ , у-овъ , z овъ мы возьмемъ прямыя, соединяющiя середины 

Q0 Q 1 , Q0 Q 2 • Q0 Qil. соотв1,тственно съ серединами Q 8 Q 3 , Q 3 Q 1 , Q 1 Q 2 • 

Обозначая черезъ '.la разстоянlе между двумя противолежащими ребрами, 
видимъ, что координаты точекъ Q 0 , Q1 , Q2 , Q3 будутъ соотвi,тствеино 
- а, а, -а), ( -а, а, а) (а, -а, а), (а, а, а), а поэтому 

qo Уз= Х - у Z +а, q2 У3 = Х ·-у + Z -f- а, 

q1 VЗ -х +у+ z + а, q3 V3 = х + у z + а, 

Уравненiе (16) преобразуется въ 

17) 

Мы им1Jемъ, сл1,довательно, по.верхность третьяrо порядка. Она им1Jетъ че
тыре двоll.ныя точки въ уrлахъ тетраэдра, и видъ, такъ сказать, раздутаrо 
тетраэдра; она касается граней куба, описаннаrо около тетраэдра вдоль ре
беръ, и перес1,кается дiаrональными плоскостями этого куба по шести пара
боламъ. Плоское с1Jченiе, параллельное плоскости Ох у въ разстоянiи z отъ 
нея, есть эплипсъ. изображаемый уравненiемъ 

2z 
х2 + у2 + --ху = а2 - z2, 

а 

т.е. эллипсъ,оси котораrо параллельнысторонамъ Q 0 Q 3 , Q 1 Q 2 , а вершины 
лежатъ на двухъ изъ шести параболъ. Полуоси этого эллипса равны 

У а (а -- z) и V а (а+ z); 

изъ того обстоятельства, что сумма ихъ квадратовъ величина постоянная 
можно заключить (§ 626, с), что при изм1Jненiи z элпипсъ передвигается и 
деформируется, оставаясь всегда касательнымъ къ четыремъ rранямъ куба: 
точки касанiя описываютъ четыре ребра тетраэдра. Для того, чтобы вычн
.с.лить объемъ nла, оrраниченнаrо нашею поверхностью, достаточно зам1Jтить, 

ЧТО ПIIОЩадь ЭIIIIИПCa а ( Z) = n а У а2 ·- :.fJ; И формула (13) даСТЪ 

" v = 2na.f.va2 - z2 dz i п2а3 а3. 4,9348022 .... 

о 
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Это и есть величина всего объема, заключающаяся, очевидно, между объ· 
емомъ J аз вписаннаго тетраэдра и объемомъ 8 аз описаннаго куба. Зам't
тимъ, что уравненiе (17) можно также написать въ вид1; 

(18) arc siп х + arc siп У_ + arc siп z 
а а а 

такъ что х, у, z, а обозначаютъ стороны четырехугольника, вnисаннаго въ 
кругъ дiаметра а. 

f) Мы рекомеНдуемъ читате.1ю изучить бол'tе общiй вопросъ о поверх
ностяхъ, изображаемыхъ уравненiемъ (18), когда въ nравой части будетъ 
какая угодно постоянная. Зд'tсь мы ограничимся разсмотр'tнiемъ той изъ 
этихъ поверхностей, которая соотв'tтствуетъ значенiю л; этой постоянной, 
т. е. представляетъ собою общее м'tсто точекъ, разстоянiя которыхъ 
отъ трехъ плоскостей прямоу.голышй системы координатъ равны 
сторонамъ треугольника, вписаннаrо въ кругъ дiаметра а. Урав
ненiе этой поверхности въ алгебраическомъ вид't будетъ 

Въ смежности съ началомъ координатъ, гд1; членомъ шестой степени можно 
пренебречь по отношенiю къ членамъ четвертой степени, эта поверхность 
уподобляется систем1; четырехъ плоскостей · 

-х4-у1 · - · +2x2y2=.(x+y+z) (· х+ y+z)(x-y+z) (х+ у z) = О. 

переdкающимся по тремъ парамъ перпендикулярныхъ прямыхъ, лежащихъ 
на поверхности. У этой поверхности четырехкратная точка въ начал1; коор· 
динатъ и шесть двойныхъ прямыхъ. Вся по-
верхность заключена внутри куба съ реб- у 
ромъ 2 а, грани котораго касаются этой 
поверхцости по вписавнымъ въ эти грани 

кругамъ. Она ограничиваетъ mло, им'tющее 
видъ закруrленнаго на углахъ и ребрахъ 
куба съ гранями, воронкообразно выдолблен
ными до центра. Чтобы вычислить объемъ 
такого mла, вычислимъ сперва площадь х 

Рис. 97. 

с'tченiя плоскостью, параллельною одной нзъ 
граней куба. Это с'tченiе состоитъ, какъ мы 
увидимъ (рис. 97), изъ двухъ равныхъ эллип
совъ съ общими осями. Эти эллипсы совпа
даютъ въ одииъ кругъ, когда плоскость сов

падаетъ съ гранью куба и превращаются въ 
одну изъ трехъ 1rаръ ортогональныхъ отр'tз-
ковъ, принадлежащихъ поверхности, когда плоскость с1;ченiя проходитъ че
резъ центръ куба. Достаточно написать уравненiе поверхности въ видt 

z2), 
а2 

чтобы в'>lдмить уравнепiя обои:~:ъ эллипсовъ. Въ полярныхъ координатахъ, 
посл't того какъ положимъ z = а cos tp, можемъ написать уравненiя ихъ 
такъ 

а2 CQS2 tp 
,.2 = ---···---' 

1 + sin ip sin 2 О 
а2 cos2 tp 

Г- sin (f) sin 2 9 · 
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Отсюда, примi;няя вторую нзъ формулъ (З), находимъ, что площадь dчеиiя, 
nерпендикулярнаго къ оси z-овъ и проведеннаговъ разстоянiи z отъ начала 
координатъ. будетъ 

*"' 
9 r sin р sin 2 о d 0 о (z) ~ 8 а2 cos~ q; -~-=---,---=~ 

1 sin2q; siп2 2 О 
" о 

Принявъ за перемi;нную интегрированiя t = tg q; cos 2 О, найдемъ 

:п; 

Такъ какъ q; должно измi;няться отъ О до 
2 

, то иавi;рно arc tg (tg q;) q;. 

Теперь формула (13) даеть 

а !-п " 
V = 2/ a(z)dz = вasf~sintp cos(J! d({! a3f ({! sinq? dp, 

о о о 

и наконецъ, съ помощью интегрированiя по частямъ 

V = а3 (q; cos q; sin q.,)~ = :i; аз. 

Этотъ объемъ не составляетъ и } объема наимевьшаго шара, заключаю
щаго въ себi; всю поверхность тi;ла, шара, очевидно, концентрическаго съ 
этою поверхность!б и касающагося ея въ 8 точкахъ, которыя будуть точ
ками закругленiя поверхности. Подобиымъ же вычисленiемъ найдемъ, что 
объемъ каждой изъ вышеупомянутыхъ воронокъ равевъ ! :п; аз. Поэтому 
объемъ тi;ла, noxoжaro на игральную кость, которое получится, когда заnол
нимъ и 6 этихъ воронокъ, равеиъ }naS . .Пегко nовi;ряется, что то, что надо 
удалить на углахъ куба, чтобы получить разсматриваемое тi;ло, составляетъ 
ничтожную часть всего объема куба, а именно 0,00228 .... 

ДИФФЕРЕНЦlr\ТIЬНЫЯ YPRBHEHIЯ. 

Уравненiя съ двумя перем'hнными. 

781. Задача интегрированiя въ томъ видi,, какъ мы ее до 
сихъ поръ разсматривали, есть лишь частный случай задачи, въ 

которой разыскиваются функцiи отъ одной или нi,сколь-

1{ихъ перем-1,нныхъ, связанныхъ съ перемi,нными.и произ

водJ·ыми искомыхъ функцiй однимъ или н-1,сколькимн 
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соотношенiями. Такiя соотношенiя называются дифференцiаль
ными уравненiями и разысканiе неизвtстныхъ функцiй 

есть также задача интегральн аго исчисленiя. Такъ, напри
мtръ, въ простtйшемъ случаt, которымъ мы сперва и займемся, 

дано дифференцiальное уравненiе /(х, у, у', у", ... ,) О и тре
буется найти всt функцiи у, которыя тождественно удовлетворяю,!> 
этому уравненiю. Такiя уравненiя называются обыкновеннымп 

дифференцiальными уравненiями, въ отличiе отъ уравненiй въ 
частныхъ производныхъ, въ которыя входятъ двt или болtе 
независимыхъ перемtнныхъ и частныя производныя неизвtстныхъ 

функ!(iй по различнымъ перемtннымъ. Какъ въ томъ, такъ и въ. 

другомъ случаt порядкомъ уравненiя называютъ наивысшiй поря

докъ производныхъ, въ него входящихъ. Мы почти исключительно
бу демъ заниматься здtсь уравненiями перваго порядка. 

782. Общiй интегралъ и частные интегралы. Предполо
жимъ, что уравненiе f (х, у, у') = О способно опредtлить у', какъ 
непрерывную функцiю отъ х и у. Представимъ себt, что черезъ 
каждую точку (х, у) проведена прямая, угловой коэффицiентъ ко
торой равенъ соотвtтствующему значенiю у'. Положимъ далtе, что 
подвижная точка М, выйдя изъ нtкотораго произвольнаго поло
женiя М0 проходить безконечно малый путь по прямой, проведенной. 
черезъ М0 упомянутымъ способомъ, до точки М1 , затtмъ изъ М1 
по прямой, проведенной черезъ М1 , до точки М2 и т. д. до без
конечности; ясно, что вдоль всей описываемой такимъ образомъ. 
кривой данное уравненiе удовлетворяется. Если гдt нибудь внt 
этой кривой воэьмемъ другую начальную точку, то подобнымъ же 
образомъ можемъ построить другую кривую съ тtмъ же свой
ствомъ, и слtдовательно, выходя изъ безчисленнаго множества, 
начальныхъ точекъ, можемъ построить безчисленное множество та

кихъ кривыхъ, составляющихъ семейство F(x,y, а) О. Это урав
ненiе, изображающее безчисленное множество кривыхъ, удовле
творяющихъ данному дифференцiальному уравненiю, называется 

общимъ интеграломъ этого уравненiя, и заключаетъ въ себt 
безконечное множество частныхъ интеграловъ, соотвtтствующихъ. 

ра3Личнымъ значенiямъ постоянной а. Итакъ, даннымъ дифферен

цiальнымъ уравненiемъ /(х, у, у') =0 точки на плоскости распре
дtляются на нtкоторыя опредtленныя совокупности, но въ сущ

ности, у не связывается съ х, потому что значенiемъ постоянной а· 

въ общемъ интегралt можно такъ распорядиться, чтобы при данномъ 
по произволу значенiи х перемtнная у приняла также произвольно 

заданное значенiе. Поэтому, если желаемъ опредtлить нtкоторую
функцiю у съ помощью дифференцiальнаго уравненiя перваго по
рядка, то должны еще добавить условiе, въ силу котораго, длsr 

нtкотораго даннаго значенiя х, у долженъ принять заданное зна

ченiе. Иными словами, если х0 и у0 заданы по произволу, то-
суще :твуетъ такая функцiя х отъ у, которая удовлетво-
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ряетъ уравненiю j(x, у, у') О и принимаетъ значенiе у0 
,при х = х0 • Однако, для того, чтобы эта теорема имtла мtсто, 
необх.одимы извtстныя оrраниченiя, которыя не вытекаютъ изъ 

изложенныхъ выше разсужденiй. Эти разсужденiя даютъ намъ воз
·можность отдать себt от•1етъ въ существованiи и rеометрическомъ 
значенiи общаrо интеграла, но никоимъ образомъ не могутъ насъ 

избавить отъ строгаrо аналити•1ескаrо доказательства существованiя 

интеrраjJа 1). Здtсь мы ограничимся только указанiемъ на един
-ственность общаrо интеграла, т. е. на невозможность существованiя 
двухъ независимыхъ функцiй и и v, которыя, будучи приравнены 
произвольной постоянной, изображали бы общiй интеrралъ одного 
и того же дифференцiальнаrо уравненiя перваrо порядка. Въ самомъ 

дtлt, такъ какъ изъ уравненiй и=сопst. и v=coпst. должно полу
читься одно и то же значенiе у' ( совпад'l.ющее съ тtмъ, которое 
получается изъ даннаrо уравненiя f (х, у, у')= О), то должно так~е 

д(и v) 
-быть д (х; у) О, а слtдовательно (§ 579), между и и v должно 

существовать соотношенiе, въ силу котораrо приравнять и или v 
постоянному равносильно одно другому*). 

78J. Особенный инт.егралъ. Общiй интеrралъ F(x,y, а)=О 
удовлетворяетъ уравненiю /(х, у, у')= О и тогда, когда а не по
стоянная, а функцiя отъ х и у, неявно опредtляемая уравненiемъ 

F~(x, у, а)= О; дtйствительно (ер. съ § 621 ), получаемое изъ него 
значенiе у' во второмъ предположенiи совпадаетъ съ тtмъ, которое 
получится и при а постоянномъ. Особеннымъ интеrраломъ и 
называется тотъ, который получается черезъ исклюqенiе а изъ 

уравненiй F (х, у, а)= О и F~(x, у, а)= О. Геометрически это 
выражается слtдующимъ обравомъ: Данное дифференцiальное урав

·ненiе удовлетворяется не только безчисленнымъ множествомъ крн

·выхъ, изображаемыхъ общимъ интеrраломъ, но и огибающею этихъ 

кривыхъ, изображаемой особеннымъ интеграломъ. Поэтому обыкно
венно и rоворя1ъ, qто особенный интеrралъ есть огибающая 
безчисленнаго множества qастныхъ интеграловъ. Благодаря 
,существованiю особеннаrо интеграла точка, двигающаяся непрерывно 

такъ, что она постоянно удовлетворяетъ данному дифференцiальному 

уравненiю, не осужаена нелремtнно оставаться на опредtленноА 

1) По этому вопросу надо обратиться либо къ .Lehrbuch der Analysis• 
Lipschitz'a (стр. 500), либо къ "Traite d'Analyse• Picard'a (т. 2, стр. 292), 
замiпкt. Реапо въ .Atti dell· Accademia di Torino" (1885-86. стр. 677), 
замt.ткамъ Arzela въ "Memorie dell' Accademia di Bologna" (1&95, стр 257; 
1896, стр. 131). Peano даетъ доказательство сушествованiя интеграла подъ 
·однимъ только условiемъ, указаннымъ въ началt. этого параграфа. 

*) Т. е. если и const., то и v = q; (и) const. 
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частной кривоА, а, наоборотъ, можетъ, пройдя нtкоторую дугу 
огибающей, сойти затtмъ на всякую другую частную кривую 1). 

184. Слtдуетъ замtтимъ, что особенный интеrралъ можно. 
получить, не выполняя какого либо интеrрированiя. Если лъвая 
часть уравненiя / (х, у, у')= О есть непрерывная функцiя съ непре
рывными первыми производными, то особенныА интегралъ по-

лучится черезъ исключенiе у' иэъ уравненiй О и :;. =0. 

Въ самомъ дълt, фиксируемъ одну изъ безчисленнаrо множества 
кривыхъ, иэображаемыхъ общимъ интеграломъ, и положимъ, что 
она касается въ точкъ А той кривой линiи, которая иэображается 
особеннымъ интеграломъ. Разсмотримъ другую частную кривую
( изображаемую другимъ частнымъ интеграломъ), безконечно близкую
къ первоА, и пусть А' будетъ беэконечно блиэкая къ А точка ея 
касанiя съ особенною кривою (огибающею). Ясно, что обt частныя· 
кривыя имtютъ общую точку М, беэконечно близкую къ А, 
координаты 5 и '1/ которой стремятся къ предъламъ х и у - коор
динатамъ точки А, когда А' стремится къ А. Пусть f11 и '1/' + h 
будуть угловые коэффицiенты касательныхъ въ точкt М къ дnумъ 
частнымъ кривымъ, пересtкающимся въ М. Ясно, что съ прибли
женiемъ А' къ А ~ти касательныя въ М стремятся совпасть съ. 
касательною въ А къ особенноА кривоА. Слtдовательно, одновре
менно будемъ имtть lim 5 = х, lim '1/ = у, lim 'f/1 

, lim h = О. 
Такъ какъ точка М принадлежитъ двумъ кривымъ, удовлетворя
ющимъ данному дифференцiальному уравненiю, то должно быть. 

/(5, '1/, '1/1
) О, /(5, '1/,'1/' + h) = О. Второе уравненiе, будучи рас

положено по степенямъ h, обратится въ J;, (5, '1/, '1/') = О, если 
отбросимъ всt члены съ степенями h, начиная со второй. Слtдо
вательно, въ предълt (т. е. на особенной кривой) имъемъ. 

/(х,у,у') О и J;,(x,y,y')=O*). 

785. Что касается интегрированiя дифференцiальныхъ уравне
нiй, то не существуетъ методы, примънимой ко всtмъ уравненiямъ" 
и намъ приходится ограничиться указанiемъ нъкоторыхъ отдъльныхъ. 

1) Этимъ зам'tч:шiемъ, столь очевиднымъ, что указывать на него ка
жется даже излишнимъ, очень искусно воспользовался Boussiпesq дл~r 
.Conciliation du veritaЫe determinisme mecanique avec l'existence de la vie: 
et de la liberte morale• (!-'aris, Gauthier-Villars, 1878). Смотри также этюды. 
того же автора .Sur divers points de la pbllosophie des sciences•, стр. 82. 

*) Изъ разсужденiя § 784 явствуетъ, что если особенный интеrралъ. 
существуетъ, то онъ можетъ быть полученъ указаниымъ путемъ; въ про-

тиввомъ случа't исключеиiе у' изъ ураввевiй f (х, у, у')=О и .t;,,(x, у, у')=(} 
можетъ привести къ частному интегралу и даже къ функцiи, вовсе вес 
удовлетворяющей дифферевцiальному ураввеиiю. 
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,случаевъ, въ которыхъ можно помощью частныхъ прiемовъ найти 

общiй интеrралъ. 

а) Если мы выведемъ изъ даннаго уравнен~я одно изъ воз

можныхъ зна'!енiй у' и nодставимъ ~~ вмt.сто у', то придемъ къ 
разсмотрt.нiю уравненiй вида udx vdy =О, rдt. и и v данныя 
функцiи отъ х и у. Интеrрированiе выполняется непосредственно 
t1 даетъ 

f udx +.f vdy = const. 

въ томъ случаt., когда и функцiя одноrох, а v функцiя одного у. 
Тогда rоворятъ, что перемt.нныя от дtлены. Отдt.леюя перем1шныхъ 
всегда можно достигнуть, когда и и v равны произведенiямъ 

функцiй одного х на функцiи одного у. А именно, стоитъ только 

раздt.лить все уравненiе на ту функцiю оrь у, которая входиrь 

множителемъ въ и, и на ту функцiю отъ х, которая входмтъ въ v. 

Ь) Перемt.нныя всегда можно отдt.лить, когда и и v одно
родныя функцiи одной и той же степени. Дt.йствительно, полагая 

у= tx, находимъ и xn(J!(t), v xn'IJJ(l) и уравненiе принимаетъ 
видъ 

p(t)dx+v!(t)(tdx+xdf) О. 

Раздtляя на х и на tp + t1p и интегрируя, получимъ 

f 1/} (/) dt 
log х + q; (t) + /1/] (/) = const. 

с) Очень просто интегрируется уравненiе f(x, у, у')= О, 
если въ него не входитъ х или у. Мы предположимъ, что уравне

, нiе не можемъ или не желаемъ рt.шать относительно у' Ина'!е, изъ 
у' (J!(X), или у'=(]! (у) тотчасъ получили бы 

у f (J)(x)dx, или х = f (J)~~). 

Но зато мы предположимъ, что уравненiе можно р'kшить относи
тельно х или)'_· Если, напримt.ръ, х (]!(у'), то, положивъ у' t, 
имt.емъ у J t d х = f (]! 1 (t) td t. Исклю'!енiе t изъ уравненiй 
.х = (J!(t) и у = t tp (t) - f (]! (t)dt даетъ искомое уравненiе между 
.х, у и с. Точно также изъ у= (]! ( у'), 110ложивъ у' = t, получимъ 

и т. д. 
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d) Уравненiе второго порядка, не содержащее х или у, 
.легко сводится къ уравненiю перваrо порядка. А именно, если не 
входйтъ у, то можно разсматривать у' какъ неизвtстную функцiю, 
относительно которой уравненiе бу детъ уже перваrо порядка ; ин
теrрированiе его, которое предполаrаемъ возможнымъ, приведетъ 

къ уравненiю F(x,y', а)= О, rдt а произвольная постоянная. Ин
тегрируя это уравненiе, придемъ къ искомому уравненiю между 

х и у, которое будетъ содержать уже двt произвольныя постоян

ныя а и Ь. Если въ данное уравненiе не входитъ х, то стоитъ 
только принять у за независимую перемtнную, разсматривать у', 
какъ неизвtстную функцiю отъ нея и замtтить. что 

r, dy' I dy' 
у =-=у···············. 

dx dy 

1'акимъ образомъ получается уравненiе перваrо порядка, интеrри-
рованiе котораrо дастъ уравненiе F( у,у', а) О и т. д. 

е) Если выраженiе у', выведенное изъ даннаrо уравненiя, бу
детъ первой степени относительно у, то уравненiе называется 

.лииейны.мъ, и его интеrрированiе всегда возможно. Дtйствительно, 
положивъ у = и v, гдt и и v функцiи отъ х, преобразуемъ урав
ненiе у'+ у р (х) = /(х) въ u'v+(v'+vp)и=f. и сведемъ его 
къ u'v = /, принявъ за v какую нибудь функцiю, удовлетворя
ющую условiю v' vp = О. Съ помощью отдtленiя перемtнныхъ и 

--f q;az jq;dx 
интеrрированiя найдемъ v е . Слtдовательно, tt' = f е и 
наконецъ 

у 
-! tpd!& f f'fJ ,t,,, 

е е fdx. 

Итакъ, нужно выполнить, какъ rоворятъ, двt квадратуры, т. е. 
два простыхъ интеrрированiя, чтобы получить общШ интеrралъ ли
uейнаrо дифференцiальнаrо уравненiя перваrо порядка. 

f) Уравненiе Бернулли у' ур(х) = уп/(х) тотчасъ при
водится къ_ линейному, стоить только раздtлить его на у" и при
нять y 1

-n за неизвtсrную функцiю. 

g) Интересно уравненiе Клеро у= ху' + /(у'). Дифферен
цируя его, получимъ 1 х + f' (у') } у" О. Поэтому послtдова
тельно получаемъ у" О, у' а, у ах+ /{а)-это общiй ин
теrралъ. Если у" не равно О, то должно бьrrь х + f (у') = О , 
исключая у' изъ этого и и3ъ даннаrо уравненiя, получимъ особен
ный интеrралъ; путь, которымъ мы его здtсь нашли, и есть тотъ, 

который мы указали въ § 7 84. 
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h) Уравненiе у= xq;(y') + '!/'(?), если оно не уравненiе
Клеро, приводится къ линейному; дифференцируя его, получимъ 

d х х rp'(y') + '!JJ' (у') 
dy'+ rp(y')-y' = о 

(линейное относительно х). Интегрируя его,. принявъ х за неизвt
стную фуикцiю отъ неаависимой перемtнной у', получимъ уравне-
нiе вида F (х,у ', а) = О, а исключая ')'1 изъ этого и иаъ даннаr() 
уравиенiя, получимъ общiй интеrралъ. Общнtе, когда дано урав
ненiе у = f (х, у'), дифференцированiемъ иаъ него выводимъ 

у'= дf + дf у''. 
дх ду' 

Если мы умtемъ интегрировать это уравненiе (перваrо порядка от
носительноу'), 'го, исключая у' иаъ его общаrо интеграла F(x, у', а)=(} 
и дан наго уравненiя, получимъ искомое соотношенiе между х, у и а. 

· i) Если выраженiе у', выведенное изъ даинаrо уравненiя пер
ваrо порядка, будетъ второй степени относительно у, то инте

rрированiе выполняется лишь въ совершенно исключительных" слу

чаяхъ, которыми мы займемся въ слtдующемъ параrрафt. Здtсь же
оrраничимся указанiемъ нtкоторыхъ замtчательныхъ свойствъ та

кихъ уравненiй. Эти уравненiя имtiотъ видъ 

у' = yz rp (х) + ух (х) + "Р (х) 
и называются уравненiями Риккати (Riccati). Если какимъ ни
будь путемъ найдено одно частное рtшенiе и, то полное интеrри
рованiе выполняется при помощи двухъ квадратуръ. Полагаm 

1 
х = и - z, приведемъ уравненiе къ линейному 

z' + (2 и rp + х) z = rp, 

и, слtдовательно, общiй интеrралъ будетъ 

(1) у 

Если извtстны два частныхъ рtшенiя и и v, то интеrрированiе
сводится къ одной 1<вадратурt. Дtйствительно, вычитая изъ дЗ:н
наrо уравненiя тождества 

и' = и2 rp + и Х + '1/,', v' = v2 f/J + v z + '1/1, 

получимъ уравненiе 

d 
dx Iog(y 

d 
и)=(у+и)rр+х, dxlog(y-v) (y+v)rp+z. 
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Вычитая одно изъ этихъ уравненiй изъ другого и интегрируя, най-
демъ 

(2) -"-=-~ 
у v 

Если далtе извtстны три частныхъ рtшенiя и, v, w, то интеrри
рованiе. выполняется безъ помощи квадратуръ, потому что изъ 
предыдущаrо соотнЬшенiя тотчасъ выводимъ 

- и w--u 
: ---· = const. 

у v w v 

Итакъ, ангармоническое отношенiе какихъ угодно четырехъ 

частныхъ рtшенiй уравненiя Риккати есть числ о постоян
ное. Въ заключенiе укажемъ еще крайне простую форму, къ ко· 

торой всегда можно привести уравненiе Риккати. Полагая 

-fzaz 
z =уе , f fzaz 

!=- t (f)d.~ 

и принимая t за независимую перемtнную, а z-за неизвъстную 

функцiю, находимъ 

dz у' .УХ 
d 1 = .. 2fzdz 

е q; 

и уравненiе принимаетъ видъ 

z' + z2 = f(t). 

786. Прим~ры. а) Чтобы проинтегрировать уравненiя 

(3x2-y2)ydx-(x2-3y2)xdy = О, (x2-3y2)xdx + (3х2 -y2)ydy О, 

достаточно (§ 785, Ь) положить у = t х и тtмъ преобразовать давныя урав
невiя въ слiщующiя : 

dx 
х 

(l-3f2)dt 
21(1+12) 

ивтегрнрованiемъ вайдемъ 

о, 

т. е. x2+y2=aV2xy, x2+y2=aVx2-}i; 

или въ полярныхъ координатахъ r а У sin 2 О, r = а У cos 2 О. Интегралы 
перваго и второго уравненiя нзображаютъ, сл'kдовательно (§ 589, m), без· 
кове•1ное множество лемнискатъ, касающttхся въ полюс't осе/:! или прямыхъ, 

27 
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дЪl!ящихъ попо11амъ уr11ы между осями. Замt.тимъ, что двt. лемнискаты, по 
произволу выбранныя одна въ одномъ, друrая въ друrомъ семействt., пе -
ресt.каются внt. полюса подъ прямымъ уr11омъ. Л_еrко даже провt.рить, что 
оба данныя дифференцiальныя уравненiя выражаютъ общее свойство каса
тельной и нормали, а именно-свойство составлять съ радiусомъ векторомъ 
уrолъ, равный удвоеНJюму уrлу наклоненiя радlуса вектора къ неподвижной 
прямой. Эта прямая есть касательная въ полюсt. или нормальная ось сим
метрiи, смотря по тому, о свойствt. касательной или о свойствt. нормали 
идетъ рt.чь. Ес11и мы такую задачу выразимъ уравненiемъ, примt.няя по
лярные координаты, то получимъ уравненiя r' = r cotg 2 О, r· - · r tg 2 О, и 
интеrрировапiе дЪl!ается особенно простымъ. 

Ь) Чтобы проинтегрировать уравненiе 

(ах+ Ь у t- с) d х + (а' х + Ь'у + с') dy = О, 

можемъ принять за новыя перемt.нныя 

!; а х + Ь у + с, 'fJ а' х + Ьу+ с', 
если а Ь' Ь а' не равно О (иначе между. !; и 'f/ существовало бы соотноше-
нiе). Уравненiе обращается въ 

(b'!;-a''ll)d!; (b!;-an)dn О, 

и для интеrрированiя полаrаемъ 'f/ и т. д. Если а Ь' Ь а' и въ то же 
время а с'= с а', то уравненiе, освобожденное отъ дt.лителя ах+ Ь у + с, дастъ 
ах+а'у coпst. Если же ac•·zca', то можно написать 

(ах+ Ь у) d(ax + а'у)·+ а(/(сх + с'у) = О, 

такъ чrо, полагая l; =ах+ п'у, '11 с х + с'у и принимая !; и 'f/ за новыя 
перемt.нныя, nолучимъ уравненiе вида 

(а!;+ fJn) d!; + ad'll = О. 

Д11я отдt.леиiя перемt.ниыхъ достаточно ввести новую перем-t;нную z =а!;+ {ln 
вмt.сто '11; тоrда по11учимъ 

и т. д. 

с) Уравиеиiе у sin х + .У' cos х 1 линейное; чтобы ero интеrриро· 
вать, достаточно (§ 785, е) опредt.лить какую нибудь фуик11iю v, удовлетво
ряющую уравиенiю v slп .'t' + v' cos х = О, затtмъ положить у и v и найти 
в с t. функцiи, удов11етворяющiя уравненiю v и' cos х = 1. Такимъ образомъ 
яайдемъ v cos х, и = tg х + а и у = sin х + а cos х. 

d) Если предложено уравненiе (у - ху') cos у' 1 - х siп у', то сперва 
рt.шаемъ ero относительно у (§ 785, h), а затt.~ъ дифферен11ирусмъ 

у= x(v' tgy') + secy', х siпy1 + ~;. cosy' 1. 

Разсматривая теперь х, какъ яеизвt.стную функцiю отъ у', находимъ 

х siny' + а cosy' 
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и ВЫВО!lИМЪ отсюда 

(1 +a2)siny'=x ± а V 1 +а2 - х2,- (1 + а2) cosy' ax=F V 1 + а2 -х2. 
Подставляя эти результаты въ данное дифференцiальное уравненiе, найдемъ 
общiй интеrралъ 

е) Аналоrично интеrрируется уравненiе у· х_у' + х2 /(у·), диффе-

ренцируя которое,найдемъ 

d х :i:/'(y') 1 
dy' + 2/(у') + 2/(v') О, 

откуда, положивъ q; (х) = {,/,~-, tlолучимъ . 
. r J(x) 

х = t·q; fY1
) q/ (у'). 

Исключая у' иэъ это1·0 и иэъ даннаrо уравненiя, получимъ oбlцill интеrралъ. 

/) Чтобы проинтеrрировать уравненiе 

(а2 х2) dy2+ 2ху d х dy+ (Ь2-у2) d х2 =0, 

рtшаемъ уравненiе относительно у и эамtчаемъ, что полученное уравненiе 

у _х у' ± Va2 y"l+ Ь2 есть уравненiе Клеро (§ 785, g). Слtдовательно, 
0611111! интеrралъ даннаrо уравненiя_ есть 

.х2 у2 
.а особенный интеrралъ будетъ а2 + f}2 1. 

g) для уравненiя у2 +-;. + 2у' О тотчасъ видимъ частное рtшепiе ~.--
1 1 

у -. а потому достаточно въ формулt (1) положить 11 = - , р _ 1, х=О, 
х х 2 

чтобы на!!ти общi!! интеrралъ 

--1- +i log х = const 
1-ху 

Нtсколько общнtе, если дано уравненiе у2 +-\, + 2 k у' О, то, пробуя у до
х-

В11етворить ему выраженiемъ у '!!, найдемъ, что т должно удовлетворять 
х 

условiю т2 ~ 2 k т + 1 О; при !Р ~ 1 nолучимъ такимъ образомъ два 
частныхъ рtшенiя 

и 
k-VlГ l 

v--------------
x 
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а затtмъ по форму лi; (2) и общiй ' интеrралъ 

V k'-1 

х " -а 
xy=k+Yk2-=-1 __ 

Yk'- 1 

х --"--+а 

При k2 < 1, ц1;лесообразн1;е преобразовать его къ слi;дующему виду: 

-- ( J!J-k2 ) ху =k-Yl -1.2tg a+2k logx . 

§ 786 

Къ тому же результату (см. § 725, d) можно придти съ помощью подста
новки х у = z, которая ведетъ къ отдыенiю перем1;нныхъ 

dx 2kdz 
х + z2 - _2 'k z + 1 = 0• 

h) Разсмотримъ теперь вообще уравненiе Риккати, которое мы уже 
привели къ виду у'+ а у2 = f (х) (§ 785, i). Мы укажемъ безчисленное мно
жество случаевъ, въ которыхъ интеrралъ этого уравненiя выражается въ. 
алrебраически-лоrариемическомъ вид1;. Эти случаи относятся къ предполо-

женiю, что /(х) пропорuiональна степени х; пусть /(х) = Ь х". Положивъ. 
у = и z + v, получимъ уравненiе 

tt z' + (·v' + а v2) + (и' + 2 а и v) z + а u2 z2 = Ь .:>. ", 

ьхп 
которое приведется просто къ z' + а и z2 = --, если и и v выберемъ такъ, 

и 

чтобы он1; удовлетворяли условiямъ v' + а v2 = О, и' + 2 а и v = О. Этимъ 

. 1 1 с1; услов1ямъ удовлетворимъ, положивъ v = ах и зат1;мъ и = х2 • л дова-

z2 
тельно, преобразованное уравненiе будетъ z' + а 2 = Ь х п + 2, и приводится 

х 

1 
къ первоначальной форм1;, если положимъ z = - х = х /'. Въ самомъ д1;л1;, 

У1' 
мы тогда будемъ им1;ть 

d .}'_1 + ·v Ьу 2 Х (,i+3) v-1 - ·1111 Х -(v+I) 
d Xt 1 1 - 1 1 , 

1 б . ~ 
и стоитъ только взять ·v = п + 

3 
, что ы уравнеюе приняло первоначальныn 

dy1 2 Ь " Ь Ь а п+4 ВИДЪ, Т. е. -d +а1У1 = 1Х1 ', rд1; ll1 = -+3-, 1 = --, 1t1= - +з· 
Х1 11 n +З n 

Представимъ себ1; теперь, что указанное преобразованiе повторяется н1;
сколько разъ. Мы получимъ тогда рядъ уравненiй Риккати, въ которыхъ. 
показатель п замi;няется посл1;довательно показателями п1 , п2 , п3 , ... , ко
торые связаны соотношенiемъ 

пi+4 
nl-f-1 = - n; + 3 , при чемъ n0 = п . 
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Прибавляя число 2 къ обi,имъ частямъ равенства, получимъ 

11; + 2 

[ti~+2J-+I' 
1 

т" е~ ~-.. ~-
n;+1+2 

1 
1+--

п,+ 2 

Зам1шяя i черезъ i-1. i- 2, . . , 2. 1, О и складывая, находимъ 

1 . 1 
---=t+ 
п1+2 п 

421 

Въ предложенномъ уравненiи перем-1,ннып непосредственно отд 1,ляются при 
.n=O. Поэтому мы можемъ утверждать, что уравненiе интегрируется, 
если въ ряд"!; чис_елъ п1 • п2 , п3 , ••. встр"hтится число, равное 
нулю. Сл"hдовательно, оно интегрируется, если 

1 

2 п+2 
11 

с:с---,---с- = ц"hлому числу. 
п 

п 
Собственно говоря, нужно, чтобы ~-~ (число i) было цмымъ и поло

п 

жителънымъ, но въ случа"h отрицательнаrо цмаrо числа, мы справляемся_ 

1 -
слiщующимъ образомъ. Въ данномъ уравненiи д"hлаемъ у= , х = x1n+1• 

d У1 -1 2 ь "• У1 ь 
/t Тогда уравненiе принимаетъ видъ d х~ -а1У1 = 1 Х1 , rд"h а1 n +Т' 

а п п1 п• 
h1 п .+-1, 111 = п , такъ что 2п1 + 4 = 2 п + 4 . Если, нако-

нецъ, это цмое число не было бы конечнымъ, то потребовалось бы без
конечное число преобразованiй; но этотъ случаА, соотвi;тствующiй значенiю 
11 ·- 2, былъ только что разобранъ (см. g) инымъ путемъ. 

[ Примiiчанiе. При п О, интеrралъ уравненiя у'+ ау2 =Ь или 

dy + (ау2 - Ь) dx = О будетъ х + С J---~Y_ и выражается въ лога
• ау2 +ь 

риемахъ. Зам"hчая, что всв посл1щовательныя преобразованiя алrебраическiя, 
п 

мы видимъ, что въ разсматриваемомъ случа"h, т. е. когда 
2 
п + 

4 
ц"hлое число, 

уравненiе Риккати интегрируется въ алrебраическихъ и лоrариемическихъ 
функцiяхъ ] . 

Итакъ, резюмируя, можемъ сказап,, что уравненiе у'+ ау2 = ь.,.;'' 
интегрируется при 

11 
О, 

2 3 4 5 4 3 2 1 *). 
4 3 ' '-7-' 9-' ... ' 'g' -7-' 5 ·:r· 

i цtлому числу, даеп, 

; полагая i =0, --1, - 2, · · · ± =, · · · 4, 3. 2, 1, 

и получимъ написанныя значенiя. 
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i) Уравненiе второго порядка у''=/(х) всегда можно (§ 785, d) 
трактовать, какъ уравненiе перваго порядка, принявъ у' за неизвi;стную 

фувкцiю: у'= f f(.x) d.x съ произвооьною постоянною а, соде~жащеюся въ 
выраженiи интеграла. Дал'tе им'tемъ у = fy' d х ху' -} х dy', т. е. 
у= х }f (.х) dx- j'xfix) dx со второю произвольною постоянною, содер
жащеюся во второмъ интегра.11-t, такъ что произвольная часть въ выраженiи 
у будетъ ах + Ь, какъ и сл'tдовало ожидать. Уравиенiе у''= /(у) также 
сводится тотчасъ къ уравненiю перваrо порядка (§ 785, d), если напишемъ 
y'dy' вм-tсто у" dy, такъ что nос.11-tдовательно наi!демъ 

~ yf2 = f ".r (у) dy, 

И зд'tсь им'tются дв't произвольныя nостоянныя, появляющiяся при nос.11-t
довательныхъ интегрированiяхъ. 

j) Чтобы проинтегрировать уравненiе у'' cosy + у'2 siny , умно-
жимъ все на dy и зам'tнимъ y''dy черезъ у' dy'. Тогда получимъ, освобо
дивъ уравненiе отъ очевиднаrо интеграла у= С, уравненiе перваrо порядка 

dy' ' . dy cosy + у sшу 

которое, какъ мы уже вид'tли, им'tетъ общi!! интеrралъ 
Сл-tдовательно, 

siny ·1- tg а cosy.• 

J dy J cosatly 
х.=. siny+tgacosy=. sin(v+a) 1 . У+ а 

а + cos н og (g ·· 
2 

, 

гд't а и а nроизвольныя постоянныя. 

k) Подобнымъ же образомъ можно привести уравненiе у" (l + уу') 
( l + у'2), къ виду 

dy 1 + уу' 
dy' - 1 -t у'2 

и интегрировать (§ 785, е), принявъ у' за независимую nерем4шную. Можно 
также сперва привести уравненiе къ виду 

(1 + у'2) (dy- liy') = (1 + уу') dy' - (1 + у'2) d_y' = (J• - y')J'' d_y', 

и затtмъ посл'tдовательно вывести 

далtе, 

и наконецъ, 

~Jy-y') 
)' ····у' 

y'dy' 
f+y'2' 

у 

dy. 
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гд1; а и k nроизвольныя nостоянныя. Въ частности при k 1 , если передъ 
mмъ положимъ а = log (1 - k2), получимъ совdмъ простой интеrралъ 

у=УГ+е"'. 

1) Уравненiе у у' у''= у'3 + у''2 приводится, если примемъ у за пере-
d 1 (dy')2 м1шную независимую, къ уравненiю Клеро у'= у ,iy dy- , общiА ин-

теrралъ даннаrо уравненiя наАдемъ, слi;довательно, интегрируя уравненiе 

у'= ау - а2, а именно у а+ Ье4~, гд1; а и Ь nроизвольныя nосто11нныя. 
Но особенный интеrралъ уравненiя· Клеро 4 у'= у2 обнаруживаетъ еще без
численное множество интеrраловъ даннаrо уравненiя, й именно (а - х)у 4, 
не заключающихся въ общемъ . интеrралt. 

m) Въ эаключенiе покажемъ на прим1Jр1J, какимъ образомъ интеrри
ровавiе дифференцiальныхъ уравнен!А можетъ служить къ раэысканiю зам1;
чательных·ь свойствъ функцiй. Раэсмотримъ уравнепiе 

(3) 
d(J) d'IJ} 

·vгk2 si~2 qJ .+ Jfl-=В! siп2'f/} о, 

очевидно им1Jющее общiй интеrралъ 

( 4) F(k, q;) + F(k, ip) coпst. 

Попытаемся теперь иначе придти къ интегралу то1·0 же уравненiя. Функцiи 
и= sin (J), v = sin 'f/J, разсматриваемыя, какъ функцiи отъ независимой пере· 
м-tнной .'~ = F (k, (J)) или х F(k, 1JJ), очевидно, им1;ютъ nроиэводныя 

и'= cns (fJ. уГl,,2 sin2q,, v' = cos 1jl • vг:_-:-6'! siп21p 

и, сл'tдовательно,. удовлетворяютъ уравненiямъ 

Отсюда сл'tдуетъ 

а потому 

v2и'2 -~ u2v'2 - (ti!- v2J (1 Jг2u2v2), 

vtl'' - и i•" = 2 k2 и v (и2- v2J, 

2 k2 uv (uv)' 
1 k2(uv)2 ' 

vи'- uv' 
Г-k2u2v2 

const. 

Посл'tднее уравненiе, если подставимъ въ него вм'tсто и, v, и', v' нхъ 
выраженiя череэъ (fJ и 'f/J, nринимаетъ видъ 

sin (J) cos 'f/J • у 1 · · ,.2 siп2 'f/J + sin 'f/J cos (J) • у 1 k2 siп2 (J) 
-~- --- -- · 1- ,i;-2 sin2psin2 ip ·· ·· -

(5) const. 

Это уравненiе есть лишь другая форма общаrо интеrра.11а уравненiя (3). 
Поэтому, если обозначимъ черезъ sin а ту функцiю отъ (J) и '!/J, которая 
написана въ л'tвой части уравненlя (5), то, въ си,1у зам1;чанiя, сдtланнаго 
въ конц1; § 782, можемъ утверждать, что л'tвая часть уравненiя (4) есть 
функцiя отъ а, которую обозначимъ черезъ/(а). Такъ какъ, дал'tе, при '1/J О, 
о (fJ (на основанlи уравненiя (5) ), то F(k, q,) = /((JJ). Итакъ, получается 
сл'tдующая теорема: Если 

F(I.·, q;) + F'(k, 'f/J) = F(k, а), 
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то а, l/J, 1/1 связаны уравн~нiемъ 

(1 - k2 siп2 (J) sin21µ) sin а siп (J) cos 1Р у 1 - k2 sin21J! + siп 1/1 cos (J) -vr=1г2 sin2p. 

Въ этомъ состоитъ весьма важная, открытая Эйлеромъ, теорема сложенiя 
эллиnтическихъ интеrраловъ перваго вида 1). Полезно замtтить, что послtд
нее соотвошенiе можетъ быть написано еще въ слtдующихъ формахъ: 

cos О = cos (J) cos '1р - sin ip siп 1/1 JI Jk2 siп2a, 

tga 
tg lJJ -VГ-k28Тп21µ+ tg 1P VI -k2 s1п2(J) _. 

1 tg (J) tg w V(l k2 sin2 lJJ) О k2 siп2111) 

Въ частности, при k = О иаходимъ извtстныя формулы Тригонометрiи, даю
щiя выраженiя sin(p+1fJ), coslq:i+w), tg((J)+1P>· Замtтимъ еще, что· при 

а= ; , полагая lJJ='IJJ, можно найти амплитуду l/J, для которой P(k, lJJ)=!-1',(k), 
.. 

а именно q, = arc cot -VI - k2. Такимъ образомъ дtлается возможнымъ рt
шенiе одной, поставленной раньше (§ 777, d) задачи. 

Геометрическiя приложеиiя. 

787. Плоскiя кривыя. а) Положимъ, что ищется кривая, для кото
рой отрtзокъ, образуемый касательною на данной прямой, отсчитываемый 
отъ данноА точки, есть данная функцiя угла между касательною и тою же 
прямою; условiе задачи выражается, какъ легко видtть, уравненiемъ Клеро. 
Искомая кривая изображается· особеннымъ интеrраломъ, а 
общiй интегралъ даетъ совокупность всtхъ касательныхъ прямыхъ. Если. 
напримtръ, желаютъ, чтобы упомянутый отрtзокъ на оси х-овъ, считаемый 
отъ. начала координатъ, былъ пропорцiоналенъ у' - предположенiе, къ ко
торому приводитъ вопросъ о разысканiи антиподэры (§ 627) прямой относи
тельно данной точки - то надо будетъ интегрировать уравненlе у=ху' - ау'2• 
Отсюда дифференцированiемъ находимъ: либо у''= О, откуда у'= k и далtе 
y=kx-k2a, что даетъ семейство касательныхъ къ параболt х2= 4ау, 
либо х 2 ау', и затtмъ х2 = 4 а у. Подобнымъ же образомъ, если ищется 
кривая, въ которой всt отрtзки, образуемые координатными осями на каса
тельныхъ, имtютъ одну и ту же длину, то получается дифференцiальное 

уравненiеу=ху'+ау'/Vl+у12, и достаточно будетъ найти(§ 784) осо-
2 )!_ )!_ 

бенный · интегралъ: хз + уз аз. Исключенiе, которое надо произвести, 
чтобы придти къ этому результату, въ сущности не отличается отъ того, 
которое надо было бы выполнить (§ 620), рtшая эту задачу съ точки зрtнiя 
теорiи огибающихъ. 

Ь) Аналогичнымъ образомъ поступаютъ; когда вмtсто касательной 
разсматривается нормаль, и дифферевцiальное уравненiе имtетъ видъ 
x+yy'=f(y'). Это уравненiе можно тотчасъ рtшить относительно у 
(см. § 785, h). Но можно начать и съ дифференцированiя этого уравнепiя, 

1) Объ интеrралахъ (эллннтическихъ) друrихъ видовъ см. Schlomilch, 
Comp der hoh. Aпalysis, Томъ 11, стр. 339 и слtд. 
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и затi;мъ исключить у изъ полученнаrо уравненiя 1 + у'2 + уу" = f' (у') у'' 
и изъ даннаrо. Такимъ путемъ придемъ къ линейному уравпенiю 

, dx 
у dy' 

х у'/' (y')-f (y') ---+ ·····---, 
l+y'2 1 + у12 

которое ум11емъ интегрировать. Если F(x, у', а) О будетъ общiй инте· 
rралъ этого уравненiя, то, исключая у' изъ даннаrо уравненiя и уравненlя 
F(x, у', а) О, получимъ общiй интеrралъ даннаrо. Если, напримi;ръ, 
жмаемъ найти кривую, для которой всi; отрi;зки, образуемые осями коор
динатъ на нормаляхъ, имi;ютъ одну и ту же ;J.Лину а, то придемъ къ урав-

ненiю х + J.'Y' = а у'/ У 1 + у'2 и находимъ общiй интеrралъ черезъ исклю
ченiе у' изъ уравненiй 

Впрочемъ, достаточно знать одну кривую, удовлетворяющую поставленному 
условiю, чтобы знать всi; такtя кривыя, и мы можемъ ограничиться, 
наприм13ръ, значенiемъ k t· Тогда предыдущiя уравненiя обратятся въ 
сл13дующiя 

Х= __ а ___ { (1 ty')3 
8(1+у'2)'" • 

и исключенiемъ у' найдемъ 

(x+y)i + (x-y)i = ( .;
2
{ 

Сл13довательно, искомыя кривыя кривыя параллельныя астроид13, 
вершины которой лежатъ на осяхъ; это будутъ поэтому (§ 626, е), 
какъ и надо было ожидать, вс1, безчисленныя эвольвенты астроиды 

с) Положимъ, что ищется кривая, обладающая слi;дующимъ свой· 
ствомъ. Въ каждой точк13 кривой отр13зокъ нормали между точкою на кривой 
и одной изъ координатныхъ осей равенъ данной функцiи отрi;зка, считаемаrо 
отъ неподвюкной точки, образуемаrо нормалью на той же оси. Получаемъ 

уравненiе y JI 1 + у12 = / (х + уу'). Дифференцируя его, получимъ уравненiе, 
которое разбивается на два 

(6) 1 +у'2+уу"= о, (х+уу'). 

Исключая у' изъ посл1,дияrо и изъ даннаrо уравненiя, находимъ особенный 
интеrралъ, который и изображаетъ искомую кривую. Если же проинтеrри· 
руемъ первое уравненiе (6), то получится уравненiе х + у у'= а, и подставляя 
выраженiе у'. взятое отсюда, въ данное уравненiе, найдемъ (х-а)2+ у2= fЧа). 
Это уравненiе семейства круrовъ, касающихся полученной выше кривой. 

d) Если хотимъ найти плоскую кривую, для к6торой радiусъ кри
визны въ каждой точкi; есть данная функцiя отъ абсциссы точки, то должны 

интегрировать уравненiе ( 1 + у'2)!· = у'' /(х). Зд13сь перемiшныя тотчасъ от-



426 Vll, 4. ДИФФЕРЕНЦIАЛЬНЫЯ УРАВШШIЯ. § 787 

у' Jdx ·а2 
дtляются, н получается ·-·с===== --···-· ит.д. Напримtръ,для/(х)=--V1 + у'2 /(х) 2х· 
получаемъ кривую упругости (elastische Kurve), изображаемую уравне-. f :x;2dx . . 
шемъ у = -_,г:.-сс::-..::=·· Эта кривая есть профиль ynpyraro клинка (Кlinge),. 

r а4- х4 

прикрtплеинаrо однимъ концомъ и растяrиваемаго нtкоторою силою за 
друrой ко11ецъ. 

е) Най~:и плоскую криву!\1, для ко~:орой радiусъ кривизны равенъ 
длинt нормали (т. е. отрtэку нормали между точкою на кривой и непо
движною прямою). Уравненiе, выражающее условiе вопроса, есть 

Если воэьмемъ эиакъ - , то это уравнеиiе совпадаетъ съ первымъ изъ 
уравиенiй (6), и поэтому круrи (съ центрами на данной прямой) принадле· 
жатъ къ числу искомыхъ кривыхъ. При знакt + , получимъ 1 + у12 ;,. у yr 
или, умножая на dy и замtняя y''dy черезъ у' dy', 

dy y'dy' 
У с= Г+72' 

Выбравъ начало координатъ такъ, чтобы при х=О было у=а, найдемъ 

x=alogy+v:
2-=-a2, т. е. у=-~() +е-~). 

Это уравненiе цtпной линiи. 

f) Общнtе будетъ уравненiе кривыхъ Рибокура (§ 595, k) 

1 + у'2 = kyy". 

Для интеrрированiя замtнимъ опять y"dy черезъ y'dy' и получимъ 

dy y'dy' ---- = k ----- ' 
у 1 +у'2 

откуда 

т. е. 

Отсюда слtдуетъ 
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Это общее уравненiе кривыхъ Рибокура. Оно приводится къ лоrариемически-
k k 1 

алгебраической формif только при 2 или цi;ломъ (§ 751), т. е. когда. 

k цt.лое ч11сло. При k = 1 и k-= 1 получаемъ опять круrъ и ц1шную, 
линiю, при k = - 2 ци.клоиду, при k = 2 ·параболу и т. д. 

g) Еще болi;е общею будетъ задача о разысканiи кривыхъ, для ко10-
рыхъ радiусъ кривизны есть данная функцiя отъ длины нормали. Эта задача 
·всегда р-J;шается при помощи двухъ квадратуръ. Дtйствительно, длина нор-

мали п __L_ (q.,-уrолъ касательной съ осью х-свъ). Кривизна (§ 591). 
cos (J) 

d (J) 

ds 
d 

- - cosq., 
dy 

d у 
-r1rn= 

~равненiе (} = f(n) преобразуется въ 

dn 
п + /(п) 

и даетъ 

f а" 
- n+r(") ( > 

у= пе = (f) tt. 

<::лuовательно, 

1 у dn -+ ---· 
11 п2 dy 

Jl~:!rn) 
(f! (11) х = f 7]2 q.,'~(~j и т. д. 

Къ этой задачt приводится вопросъ о разысканiи поверхностей вращенiя. 
опред1;ляемыхъ даннымъ соотно~енiемъ между главными радiусами кривизны. 

788. Траекторiи. Задача о траекторiяхъ состоитъ въ разысканiк 
кривыхъ, пересi;кающихъ подъ nостояннымъ уrломъ w всi; кривыя даннаrо, 
семейства (f) (х, у, а)= О. Условiя задачи выражаются nмъ, что при всякомъ. 
значенiи параметра а должно быть 

д(р дq., 
-········+-tgw 

! дх ду 
у = -· .. --.. ·---... 

д1р дq: --+ ~· tg О) 
()у д:r: 

т. с. 

Подставляя вм-tсто а его выраженiе, которое получается изъ уравненiя 
q., = О, находимъ дифференцiальное уравненiе перваrо порядка, интеrриро
ванiе котораrо даетъ уравненiе 'IJ) (х, у, Ь) О дpyroro семейства, всt. 
кривыя кoroparo обладаютъ требуемымъ свойствомъ. Въ частности, вопросъ 

объ ортоrональныхъ траекторiяхъ ( ю 1) кривыхъ (f)=O рi>шается 
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интеrрированiемъ дифференцiальнаrо уравненiя, получаемаrо исключенiемъ а 
изъ уравненiя rp = О и 

dx:?(JJ_=dy:дrp_ 
. дх д;• 

Приведемъ нъсколько примъровъ. 

а) Найти ортоrональныя траекторiи круrовъ радiуса а съ центрами 
на данной прямой (которую цълесообразно будетъ принять за ось х-овъ) 
Для этого надо исключить Ь изъ уравненiй 

(х - Ь)2 + у2 = а2, 
dx 
х-Ь 

d;• 
у 

Положивъ у = а siп е и условившись, •по при е = ; , х ~ О, получимъ 

! у а2 - у2 [cos2 е ( е ) 
х = ----dy=a -.- de = а cos е + logtg-- , 

• у ~ sше 2 

т. е. траекторiи (очевидно, трактрисы) получаются передвиженiемъ кривой, 
опредъляемой уравненiями 

х = а ( cos е + Iog tg ~ ) , у= а siп е, 

параллельно отъ х-овъ. Легко провърить, что эволю_та этой кривой - цъпная 
линiя. При произвольномъ уrлъ ш, мы нашли бы друriя эвольвенты 
цъпной линiи. 

Ь) Пучекъ круrовъ х2 + у2 - а2 =.2 iiay можно изобразить также 
его дифференцiальнымъ уравненiемъ 2 ху d х = (х2 - у2 -- а2) dy, которое 
получается черезъ исключенiе µ изъ первоначальнаrо уравненiя и получае-

маrо изъ него дифференцированiемъ. Замi;на ~у на - ddx дастъ диФфе-
ах у 

ренцiальное уравненiе ортоrональныхъ траекторiй круrовъ даннаrо пучка, 

а такъ какъ получаемое такимъ образомъ уравненiе 2 ху dy = (у2-х2+а2) dx 
отличается отъ дифференцiальнаrо уравненiя даннаrо пучка только замъною 
х на у и а2 на - а2, то безъ всякаrо интеrрированiя находимъ, что искомып 
ортоrональныя траекторiи составляютъ другой пучекъ круrовъ х2+у2+а2=2)..ах. 
Оба пучка составляютъ основанiе такъ называемыхъ диполярныхъ коор-

1 л - 1 
динатъ (§ 413) и= 2 1оgл+I' v=arccotii. 

с) Опредъленiе ортоrональныхъ траекторiй какого· угодно семейства 
круrовъ приводится къ интеrрированiю уравненiя Риккати. Положимъ, что 
координаты.~' 'У/ центра и радiусъ а нъкотораrо круга будутъ три извъст
ныя функцiи отъ дуги s линiи центровъ. Обозначимъ черезъ rp уrолъ 
между касательною къ этой линiи и осью х-овъ, а черезъ е уrолъ между 
нормалью къ этой же линiн н касательною къ траекторiи въ точкi; (х, у) 
встръчи ея съ упомпнутымъ круrомъ. Мы нмъемъ 

х = ~ - а siп (0 + rp), у = 'У/ + а cos (б + rp) 
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и, сл1щовательно, 

dx 
ds 

cos q; -- ~!- siп (О+ tp) ( dв 1) а - + -- cos (О + IJJ), 
ds Q 

if2'_ = siп tp + ~l!_, cos (О + q;) - а(~ + _!_) siп (О + q:). 
ds ds ds () 

429 

dx 
ТаК1, какъ ·;г- должно быть равно tg (О + <Р), то видимъ, что неизв1;стнап 

. у 
функцiя 8 должна удовлетворять дифференцiальному уравненiю 

dв 1 cose +-= . () а 

въ которыхъ (), радiусъ кривизны линiй центровъ есть изв1;стная функцiя 

отъ s. Теперь достаточно будетъ принять за неизв1;стную функцiю i=tg 9 ~ 
чтобы придти къ уравненiю Риккати 

d t + .!__ (_!_ + _!_) 12 + l ( ~ _ _ а!·) О. 
d s :г_ () а ._.. 

Впрочемъ, для изученiя свойствъ траекторiи знаиiе общаrо интеграла не 
необходимо. Воспользовавшись диффереицiа.льнымъ уравненiемъ постольку, 
поскольку оно даетъ выµаженiе производной О' отъ В по s черезъ изв'tст-

ф . . . dx dy 
ныя ункцш, мы можемъ предыдупuя выражеmя d s и ds написать такъ: 

d.,; (. 0 
= Sln а') siп (О + <Р), dy 

ds 
- (sin 8 а') cos (8 + (р). 

Сл1щовательно, дифференцiалъ дуги траекторiи d s1 = (sin в -а') ds, а такъ 

какъ уrолъ смежности, очевидно, равенъ dO + d s ,· то видно, что радiусъ 
!} 

кривизны опредtляется формулою р1 cos в = а (siп в а'). Въ частности, при 
а'= О (а - постоянная) находимъ обобщенiе нзв1;стнаrо свойства трактрисы, 
а именно: радiусъ кривизны въ каждой точк1; ортогональной 
траекторiи семейства круrовъ постояииаrо радiуса лежитъ на 
со отв1;тству ющей нормали къ линi и центровъ. Далъе, легко вид1;ть,. 
что какъ только будетъ изв1;стно выражеиiе 8, какъ функцiи отъ s, нату
ральное уравнеиiе траекторiи получится черезъ исключенiе s изъ уравненiй 

s1 .f siп в ds, е1 = а tg в. 

Наконецъ (§ 626, f) при а'= 1 находимъ, что центръ кривизны въ каж
дой точк1; ортогональной траекторiи соприкасающихся круrовъ 
данной кривой лежитъ Jia касательной къ этой кривой. 

d) Чтобы найти ортоrональныя траекторiи семейства однофокусныхъ 
коии'lескихъ с11ченiй 

у2 
+~=1, 
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·составимъ сперва съ помощью дифференцированiя и исключенiя параметра }. 
дифференцiальное уравненiе этого семейства 

(у dx .:1;· dy) (х d."f: + ,, dy) + (а2 - Ь2) dx dy = О. 

·т ... dy dx . ... 
акъ какъ зам1:>на dx на dy этого уравнеюя не Мt>Няетъ то отсюда 

.можно заключить, что искомыя траекторiи будутъ тt же коническiя сtченiя. 
Это становится яснымъ, если замt.тимъ, что при данныхъ х и у изъ перваго 
уравненiя получаются два значенiя для ,i. Одно изъ нихъ меньше Ь2 и 
соотвt.тствуетъ эллиuсу, другое, лежащее между ь~ и а2 - rиперболt. Слt
довательно, черезъ каждую точку на плоскости проходятъ, пересt.каясь 
ортогонально, эллипсъ и гипербола, фокусы которыхъ лежатъ въ данныхъ 
точкахъ, и тt значенiя л, которыя характеризуютъ этотъ эллипсъ и эту 
гиперболу среди всего семейства коническихъ сt.ченiи съ тtми же фокусами,· 
·будутъ эллиптическiя координаты точки (см. § 770, о). 

789. Поверхности. а) При изображенiи оrраниченныхъ частей зем
ной поверхности приходится разсматривать, такъ называемыя линiи уровня 
·(Niveaulinieп), т. е. сt.ченiя поверхности горизонтальными плоскостями. Урав
ненiе поверхности F(x, у. z) О при всякомъ данномъ z изображаетъ 
Jiроекцiю линiи уровня на горизонтальную плоскость О ху. Исключенiе z 

. дF дF . 
изъ уравнеюй F = О и д х· dx + д у dy = О даеrь дифференщальное урав-

1Iенiе проекцiй всt.хъ линiй уровня. Ихъ огибающая - особенный интегралъ 
этого уравненiя - даетъ такъ называемую линiю тt.ни (см. § 661), отбра
-сываемой поверхностью на горизонтальную плоскость для вертикальнаrо 

пучка свt.товыхъ лучей. Если, далt.е, замt.нимъ въ дифференцiальномъ урав-

ненiи линill уровня у' на - -!, , то общjй интеrралъ новаrо дифференпiаль-
у 

наго уравненiя представитъ линiи наибольшаrо nаденiя-ортогональ
ныя траект.орiи линiй уровня 1). 

Ь) Опредt.ленiе О·ртоrональныхъ траекторiй прямолинейныхъ 
·Образующихъ линейчатой поверхности всегда можетъ быть получено 
при помощи одной квадратуры. Мы допустимъ, что положенiе точки на 
линейчатой поверхности опредt.ляется общепринятыми (§ 669) координатами 
.и и v, такъ что 

Х x+av, +bv, Z z+cv, 

rдt. х, у, z, а, Ь, с зависятъ только отъ и. Обозначзя черезъ х', у', с 
.проиэводныя этихъ функцiй, имt.емъ d Х = (х'+ a'v) d1t + ad v, и т. д. и 
условiе ортогональности :Ж а d Х = О обращается нъ 

(ах'+ Ьу' + cz') du + 1{v = О. 

,Отсюда тотчасъ находимъ интеrрированiемъ v - f (ах'+ Ьу' + cz') du. 
Найдя одну траекторiю v =/(и), найдемъ, что всt. друriя изображаются 
уравненiемъ v = /(и) + const. и, слt.довательно, двt. какiя угодно траекторiи 
опредt.ляютъ на всt.хъ образующихъ одинаковые отрt.зки. 

с) Для опредt.пенiя асимптотическихъ линiй линейчато!! поверх-
11ости беремъ уравнеиiе (§ 703) 

'(7) а d112 + ~ dv2 + 2@ dtt 1iv = О, 

1) Объ нэслt.дованiи этихъ и друrихъ замtчательныхъ линill см .• Ca\
.cul differentiel • В о u s s i пе s q' а, стр. 229 ~ 243. 
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IВЪ которомъ 

дх дх д2х д Х' дх д2х 

дu дv д uZ д и дv avi 

cl= 
ду д_у д2_у 

1 · 

$ 
ду д_у д2у 

ди дv д u2 ди дv J"i,2 

дz дz д2 z дz дz д2z 

д tl дv дu2 1 и дv дv'f 

д _t; дх д2х 

1 
;э-;· дv дидv 

@,= 
ду ду д2у 1 
ди дv дидv 1 • 

1 

дz дz д2z 1 
ди дv дидv 1 

' 

Зд'hсь надо подставить вм'hсто х, у, z выраженiя Х х -t- av, У=.У + l1v, 
z z + cv, такъ ЧТО 

а а' х' 

$=о, @, Ь Ь' у' 

с с' z' 

:между mмъ, какъ а будетъ квадратичною функцiею отъ v, съ коэффн
цiентами, вообще, зависящими отъ и. Если поверхность развертыва
ющаяся, то(§ 667) @,=_0, и уравненiе (7) приводится къ d1J2 =0, т.е.оба 
семеllства асимптоrическихъ линiи совпадаютъ въ одно, составляемое обра
зующими (и coпst.). Если поверхность не развертывающаяся, то (!!. 
не равно О, н уравненiе (7) распадается на два: du = О уравненiе обра
зующихъ - и 

(8) 
dv 
du v2 ip (и) + v х (и) + 1JJ (и). 

Сл1щовательно, опред'hленiе асимптотическихъ линНI косой линей
чатой поверхности приводится къ интегрированiю уравненiя 
Риккати. Отсюда сл'h'дуетъ (§ 785, i), что четыре какiя угодно 
асимптотическiя линiи перес'hкаютъ образующiя въ четырехъ 
точкахъ, ангармоническое @нношенiе которыхъ для всi,хъ обра
зующихъ одно и то же1). Дали, достаточно знать дв1, асимптотическiя 
.линiи, чтобы найти вс1, другiя съ помощью одной квадратуры, или одну
чтобы_ вс1. другiя опред1.лились съ помощью двух ъ квадратуръ. 

d) Приведенiе вопроса къ двумъ квадратурамъ возможно всегда для 
.линейчатыхъ поверхностей съ направляющею плоскостью, потому что 

I а а' п" 

2@ ip (tt) Ь Ь' Ь" 

с с' с" 

1) Геометрическое доказательство этой теоремы далъ А. Demoulin, 
въ журналt. .Mathesis" (1899, стр. 159). 
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обращается въ нуль тождественно и уравненiе (8) приводится къ линейному, 
которое интегрируется съ помощью двухъ квадратуръ (§ 785, е). Съ другой 
стороны, чтобы вышенаписанный .опредtлитель обратился въ нуль, доста
точно, чтобы существовали три постоянныя (не равныя О одновременно) 
!, т, 1z, для которыхъ. !а+ тЬ + 1zc О тождественно, т. е. чтобы всъ 
образующiя были параллельны одной неподвижной плоскости. Можно также 
предвидъть возмо~кность интеrрированiя (8) съ помощью двухъ квадратуръ 
въ томъ случа1;, когда д1;ло идетъ о нахожденiи асимптотическихъ линiй 
поверхности, образуемой главными нормалями н11которо!! кривой, 
потому что эта кривая и есть одна изъ искомыхъ кривыхъ. Подставляя 
вмtсто х. у, z выраженiя X=x+lv, Y=y+µ,v, Z=z+·vv и прини· 
мая во вниманiе формулы Френе (§ 636), найдемъ 

а = __z:_ (v __!__ ~ - _d,,,). 
,,,2 , du (J du 

1 @= . 
'[, 

Вмъстъ съ тъмъ уравнеиiе (8) nринимае-.ъ крайне простой видъ 

2,r,d(-1-)+d"' d(:)· 
п 1 11 ~ 

если оставимъ. въ сторон11 извtстный а priori интеrралъ v = О. Отсюда сл11-

-.г /! 1 .z; дуетъ v = 2 r "' / --;:-~ d , при чемъ подъ знакомъ корня условлено 
• }'и (i ' 

считать "' положительнымъ. Въ частности, если обозначимъ черезъ R произ
вольную постоянную длину, для кривыхъ съ постояннымъ крученiемъ 

получимъ v = ::~.для цилиндрическихъ винтовыхъ линil\(§655,с) 
v=-VR---;,, и общн11е для всякой кривоЯ Бертрана (§ 658) съ перемi>н-

1 1 
нымъ крученiемъ --:;г= = const. Эта постоянная не произвольна, а 

v r R,,, 
зависитъ отъ разсматриваемо!! кривой и для косого круга равна первой 
кривизн11 его. 

е) Чтобы опредtлить rеодезическiя линi.и косого геликоида 
(§ 655, Ь), прим1;нимъ второй изъ указанныхъ въ § 705 прiемовъ. Такъ 
какъ косинусы направленiя нормали къ поверхности пропорцiональны чнс
.памъ ау, - ах, х2+у2, то должны имъть 

ау (dyd2z-dzd2y) ~ax(dz d2x - dx d2z)+(x2+y2)(dx d2y-dy d2.Y:) О, 

т. е. 

(9) а (х dx + у dy) d2z-a (xd2x+ yd2y) dz + (x2+y2J(d-"·d2y-dyd2x) =0 

Между тъмъ изъ равенства х2 + у2 = r2, припоминая соотношенiе 

d:x2 + dy2 dr2 + ,,2 d02, 
выводимъ 

xd.t:+ydy rdr, xd2x+yd2y rd2r-r2d02 

и, кром1; того, какъ мы знаемъ (§ 558, с), имi>ютъ мtсто равенства 

dx tfly - dy а2х = (r2 d02 + 2 dr2 - rd2 r) dG. 

Слtдовательно, уравненiе (9) преобразуется въ 

2 rr12 

r'= r2+a2 + r, 
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если оставимъ въ сторонt. ин;еграпъ 0 = const., изображающiй nрямолиней
d r' 

ныя образующiя. Лt.вую часть можно написать въ видi, r' dr, но есте-

ственнt.е взять за неизвt.стную функцiю и r'2• Тогда получимъ уравненiе .. 
du 4ru 
--=~-+2r 
dr r2+a2 ' 

и извt.стно (§ 785, е ), что это уравненiе можно интегрировать, полагая 

f f.rar 

r' +а• 
и=vе · =(r2+a2)2v, 

rдt. новая неизвt.стная функцiя v должна удовлетворять уравненiю 

~~ = (r2 1ra:i)2. Отсюда вытекаетъ 

v 
1 
lli- и -~ (r2 + а2) (r2 + а2 Ь2) 

съ произвольною постоянною Ь. Наконе11ъ, получимъ 

f bdr · 
(О - 00) = · · 

• V(r2 + а2) (r2 + а2 - Ь2) 

Правая часть эллиптическiR интеrралъ - вообще не выражается въ алrе
браически-лоrариемическомъ видt.. Но при Ь = О находимъ образующiя 
(0\= const.), а при Ь а другое интересное семейство rеодезическихъ линiй, 
которое легко выводится изъ уравненiR линiR кривизны (§ 707, Ь), такъ 
какъ тогда 

и наконецъ 

2а 
r= 

f} Въ заключенiе наl!демъ асимптотическiя лннiи и линiи кри
визны поверхности Шерка (Scherk) 1) 

Легкое вычисленiе даетъ 

. z 
SIП

a 

z 
pcos а ch х sh .21_ 

а а ' 

х 
sq-sh 

а а 

z ь·~ьУ q cos -- = s с - ' 
а а а 

Vl + Jf!. +q2 · cos z = ch х ch L · 
а а а 

1)1 Crelles Joumal, 1834, стр. 200. Эту поверхность G. van der Meпs
bruggh е (BuПetin de l'Academie de Belgique, 2-ая серiя, томъ XXI, стр. 552) 
изслi,довалъ и построилъ опытным-ъ nутемъ. 

28 
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Если введемъ гиперболическiя амплитуды {; и '/'/ отъ _::!._ и J'_ 
а а 

(§ 409) 
·х 

sh = tg/;, 
а 

ch х = 1/cos {;, 
а 

th ~- = sin{; и т. д., 
а 

§ 789 

такъ что 

.. 
то пОJiучимъ .13=siП'f/, !:Эlt=sin{;, т. е. {; И''I'/ измi;ряють углы НЗКJIОНенiя 
осей у-овъ и (соотв1,тственно) х-овъ къ касательной плоскости. Если теперь 
еще примемъ во вниманiе, что 

dx=adf; 
· cosf;' 

d =f!'_d'I'/, 
у· COS'I'/ 

то, на основанiи изв1,стныхъ формулъ (§ 686), получимъ 

Н =:о, , К= - ~2 cos2,{; cos2 '/'/. 

011,довательно. разсматриваемая поверхность принадлежитъ [къ минималь
нымъ поверхностямъ, и абсолютныя величины главныхъ радiусовъ 

кривизны равны а ch : ch ~-~ Для опред1,ленiя линiй кривизны удобн~ 
dx dy 

будетъ воспользоваться формулами Родриrа (§ 698) и написать d .13 d!Эtt, 

т е. d'f;;2 = d'l'/2, откуда {; ± '/'/ = const. Для опред1,ленiя асимптоти ческихъ 
л·инiй нужно прежде всего вычиСJiить r, s, t. Изъ выраженiй р и q тотчасъ 
выводимъ, дифференцируя первое по х, второе по у 

r 

Припоминая, что Н =О, находимъ 

Между rtмъ им1,емъ 

pq 1+q2 
sin/; sin'I'/ = cos2'1'/, 

и поэтому дифференцiальное·уравненiе асимптотическихъ линiй будетъ (§ 703) 

Это уравненiе легко приводится къ уже разсмотр1,нному раньше (§ 186, f). 
Достаточно положить и cos '/'/, v cos !; , чтобы найти 

(1-u2)dv2 + 2uvdudv + (1-v2) du2 = Ос 

Общiй интеrралъ, сnдовательно, будетъ 

(1-и2) cos2a 2uvsin acosa+ (1-v2)sin2a = О, 

т. е. 

sinacos!;+cosacos'I'/= 1, 
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rд't а -- произвольная постоянная. Особенный интеrралъ cos (; ± 'l'J) = О 
изображаетъ одну изъ линiй кривизны, которая въ проекцiи на плоскость (ху) 
касается вс'tхъ асимптотическихъ линiй. Это линiя касанiя поверхности съ 
описаннымъ цилиндромъ, параллельнымъ Ох. Она состоитъ изъ безчислен-

• z о 
наго МЩ)жества равныхъ ~кривыхъ, лежащихъ въ плоскостяхъ cos а . 

Всякая изъ этихъ кривыхъ (какъ и всякая другая, полученная въ с'tченiи 
плоскостью, перпендикулярною къ осн z-овъ) похожа на равностороннюю 

гиперболу. Такъ какъ въ данномъ случаi; r = ± cos g, €)tt = sin g, то dl;, 
очевидно, есть уrолъ смежности ; но по одной изъ раньше выведенныхъ 
формулъ, радiусъ кривизны равенъ 

такъ что для выражеиiя дуги и~'tемъ s = f fJ dg а log tg g, а слiщова

тельно, fJ а С/а+ е --~). Итакъ, натуральное уравненiе разсматриваемой 
кривой подобно уравненiю ц'tпной линiи равнаrо сопротивленiя 
(§ 767, с). 

Линейныя дифференцiальныя уравненiя. 

790. Продолжаемъ теперь разсмотрi;нiе дифференцiальныхъ 
урапненiй съ двумя перемi;нными и займемся спецiально такими, въ 

·которыя неизвi;стная фуню~iя и ея производныя входятъ линейно, 

т. е. уравненiями вида 

(10) у("} + у<"-11'1 (х) + у("-212 (х) + · · · + y'f,._1 (х) +у/,, (х) = f(x):. 

Онi; называются линейными дифференцiальными уравненiями. 

ЕС-!Iи /(х) О, то ураiшенiе называютъ неполнымъ (или также 
уравненiемъ безъ послi;дняго члена): 

(ll) у(")+ y<"-1)/i (х) + y1n--2tf2 (х) + ... + у' /,._1 (х) + у J,. (х) О. 

Это уравненiе ( 11 ), очевидно, обладаетъ тi;мъ свойствомъ, что 
всякое его рi;шенiе, т. е. всякая функцiя у, ему у довлетво

ряющая, будетъ ему удовлетворять и тогда, когда мы умно

жимъ это рi;шенiе на постоянное число, а также и тi;мъ, что 

ему у довлетворяетъ сумма конечнаго числа частныхъ рt

шенiй, умноженныхъ на постоянныя числа. Преплославъ вы
шесказанное, легко теперь дока3ать слi;дующую теорему: Если 

у1 , у2 , ••• , У" бу дутъ п линейно независимыхъ частныхъ 

рi;шенiй неполнаго линейнаго уравненiя п-го порядка, то 

общiй интегралъ этого уравненiя будетъ 

(12) 

гдt а1 , а2 , ••• , а" произвольныя постоянныя. 
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[ Црим'tчанiе. Общiй интеrралъ линейнаrо уравненiя ваклю
чаеТI? въ себt всt рtшенiя уравненiя, чеrо-' нельая сказать объ 
уравненiяхъ не-линейныхъ, моrущихъ имtть особенныя рtшенiя. 
Доказательство этой теоремы можно найти также, напримtръ, въ 
"Kypct дифференцiальнаrо и интегральнаго ~ исчисленiй" К. Поссе, 
3-е изд. 1912, стр. 610 ]. 

Ограничимся для бблыLей ясности случаемъ п ~ 3 и положимъ, 
что и, v, w будутъ три линейно неаависимыя функцiи, удо

влетворяющiя уравненiю 

(13) уш + у" q;(x) + у' z (х) + yv,(x) О 

Это значитъ, что имtемъ три тождества 

и"'+и"q;+и'z+иv, О, v'"+v''q;,+v'z+vw=O, ю"'+w''97+w'z+w1p О. 
Положимъ, что у есть какое нибудь другое, отличное отъ и, v, w 
рtшенiе уравненiя (13). Чтобы всt четыре соотношенiя могли 
существовать одновременно, необходимо, чтобы эта функцiя у была 
свяаана съ и, v и w соотношенiемъ .~ 

,, у' у" у'" 

14 и' 11" tl"' 
о. 

v v' v'' v'" 

w 'i.V' •и" 'w"' 

а это требуетъ (§ 375), чтобы между четырьмя. этими функцiями 
существовало линейное соотношенiе. Въ это соотношенiе между 
у, и, v, w необходимо долженъ входить у, иначе, вопреки пред
положенiю, и, v, w не бЬIЛи бы линейно независимы. Слtдоватеш,но, 
у= аи+ bv + cw, гдt а, Ь, с 11остоянныя и притомъ про
иавольныя, такъ какъ по сдъланному въ началъ § замtчанiю напи
санное выраженiе у удовлетворитъ уравненiю (11), каковы бы ни 
были аначенiя 11остоянныхъ а, Ь, с. 

[ Пр_им'tчанiе. Ссылка на теорему § 375 въ данномъ случаt. 
достаточна, 11отому что, если функцiи у, и, v,. w будутъ ръшенiями 
Jiинейнаго однороднаго дифференцiальнаго уравненiя съ непрерыв
ными коэффицiентами, то указанный въ примъчанiи XLIV (1 часть, 
стр. 428) къ § 375 исключительный случай не можетъ имъть мъста. 
Для подробностей отсыJiаемъ читателя къ одному иаъ тъхъ курсовъ 
интегральнаго исчисленiя, которые авторъ нааываетъ въ ·предисловiи 

къ своему курсу (1. часть, стр. Vll). Краткая ГJiава, посвященная 

авторомъ дифференцiальнымъ уравненiямъ никоимъ обрааомъ не 

можетъ считаться исчерпывающею этотъ обширный отдълъ инте
гральнаго исчисленiя. ] 
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791. Когда общiй интеrрзлъ уравненiя (11) иэвtстенъ, то 
общiй интеrралъ полнаrо уравненiя (10) можетъ быть выраженъ 
череэъ п квадратуръ, съ помощью npieмa, который по Лагранжу 
называется иэмtненiемъ проиэвольныхъ nостоянныхъ. Попы
таемся удовлетворить уравненiю (10) тtмъ же выраженiемъ (12), 
въ которомъ подъ ai, а2 , ••• , а" будемъ понимать прилично вы
бранныя функцiи отъ х. Возьмемъ. опять для простоты уравненiе 
3-ro порядка • 
(14) ym + у" (f) (х) + у' l (х) + у ip (х) = f(x), 

и положимъ, что иэвtстны три 11еэависимыя частныя рtщенiя и, tJ, w 
соотвtтствующаго неполнаrо уравненiя ( 13). Попробуемъ удовлетво
рить уравненiю (14) выраженiемъ у аи+ bv + cw, гдt а, Ь, с 
три неизвtстныя функuiи отъ х. Мы всегда можемъ подчинить 
ихъ двумъ условiямъ 

а'и + b'v + c'w =О,· а'и' + b'1J'+ c'w'= О. 

Подставимъ теперь выраженiя у и его производныхъ 

аи'+ bv•+ cw', у"= аи''+ bv" + с ш", 
аи"'+ Ь v"' + с w"' + а'и'' + b'v' + c'w''. 

въ уравненiе (14); тогда найдемъ третье условiе, которому должны 
удовлетворять а, Ь, с, чтобы уравненiе (14) удовлетворялось, 
а именно: 

"' 
а'и" + b'v"+ c'w" = f(x); 

Слtдовательно, а', Ь', с' опредtляются изъ системы уравненiй 

а'и + b'v + c'w = О, 

а'и' + b'v' + c',i'' = О, 

а'и!' + b'v" + c'w" = f(x). 

Эта система имtетъ одно опредtленное рtшенiе, потому что и, v, w 
независимы, а слtдовательно, опредtлитель ~истемы 

w w' w" 

не равенъ нулю. Опредtливъ такимъ образомъ а', //, с', мы най
демъ и а, Ь, с съ помощью простыхъ квадратуръ, а затtмъ и у -
общiй интеrралъ съ тремя nроизвольными постоянными (которыя 
входятъ въ квадратуры, выражающiя а, Ь, с). Въ общемъ случаt, 
каждый изъ коэффиuiентовъ at замtнится нtкоторою опредtленною 
функцiею отъ х, сложенною съ произвольною постоянною. Мы 
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видимъ, сл1щовательно, что общШ интегралъ урввненiя (10) имtетъ 
ВИДЪ 

(15) У = Уо + а1У1 + а2У2 + · · · + а"у,., 
гдt а1 , а2 , ••• , а,. - произвольныя постоянныя, а у0 - нtкоторая 
функцiя отъ х (очевидно, удовлетворяющая уравненiю (10) при 
а1 = а2 О). Можеть случится, что· будетъ извtстно какое 
нибудь частное рtшенiе у0 полнаго уравненiя (10). Тогда доста
точно знать п независимыхъ частныхъ рtшенiй у1 , у2 , ••• , у" 

неполнаго уравненiя, чтобы получить общiй интегралъ (15) пол
наго уравнешя, не прибtгая къ методt Лагранжа. Дtйствительно, 
если въ уравненiи (10) положимъ у= y 0 +z, то тотчасъ увидимъ, 
чtо z должно удовлетворять уравненiю (11 ). 

792. Теорема. Если извtстны т линейно независи
мыхъ, частныхъ рtшенiй н·еполнаго линейнаго диффе

ренцiальнаго уравненiя 11,-го порядка, то интегриро.ванiе 

соотвi;тствующаго полнаго уравненiя сводится къ инте
грированiю линейнаrо уравненiя (п m)-ro порядка и къ т 
сл1щующимъ затtмъ квадратурамъ. 

Дtйствительно, пусть у1 , Yl, ... , Ут будутъ рi;шенiя урав
ненiя (11) и 

у/~-1) 

Y2<m-1) 

' " Ут Ут Ут · у (111-1) ... 
ихъ опредtлите.11ь Вронскаго. Попытаемся, какъ и въ преды.nущемъ §, 
удовлетворить уравненiю ( 1 О) выраженiемъ у=а1у1 +а2у11 + · · · +атут, 
подчинивъ производныя а{, а~, ... , а:.. условtю быть пропорцiо
нальными алгебраическимъ дополненiямъ послtдняго столбца въ 

опредtлителi; а, такъ что, обозначая черезъ z коэффиuiентъ 
пропорuiональности, будемъ имtть 

т т 

2) a;;,i = О, .L)a~y~")= O(v 
1 1 

т 

1, 2, ... , т - 2), 2) a~y~m--t)= az. 
1 

Легко видtть, что тогда производныя отъ у опредtляются слtдую
щими формулами 

' "' '" y<vJ = .L,;..., а,у~") (для ·v < т), y<m! = .2) aly~m) + az' 
1 1 

"' 
Y (,v) = "a.y!.v) + а.е<-э + а .i"~m--lJ+ ···+а . (дпя v > т). 

,.,,.;;;;,. ; i 1, v ,р-1п, 'V 

1 
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Подставивъ эти выраженiя въ· (10) придемъ къ уравненiю вида 

az(n-m) :t а1 .s<"--l) + · · · + ап-т z = /(х). 
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Если будетъ извtстенъ общiЯ интеrралъ этоrо линейнаrо уравненiя 

(п - m)·ro порядка, то будутъ также извtстны и т функцiЯ а/, 
откуда затtмъ съ помощью т квадратуръ опредtлятся и функцiи ai. 
Предыдущее доказательство есть естественное обобщенiе разсу
жденiя въ § 791, соотвtтствующаrо предположенiю т п. При 
т = п 1 , припоминая сказанное о линейныхъ уравпенiяхъ перваrо 
порядка, получаемъ слtдующН!: результатъ·: Интеrрированiе ли
нейнаrо уравненiя n-ro порядка, если извtстны п-1 ли

неltно независимыхъ рtшенiй соотвtтствующаrо неполнаrо 

уравненiя, приводится къ n+1 квадратураиъ. 

793. Прим.'kры. а) Линейное уравненlе перваrо порядка у'+ yq,(x) 
= /(х) всегда ивтеrрир}ется въ квадратурахъ, потому что извюенъ 0!5щiй 

-} ,рdж 
ивтеrралъ веnолнаrо уравненiя у'+ yq, (х) = О, а именно у= ае • 

-Jqнlz 
Метода Лагранжа. даетъ а' е = /(х), слiщовательно, 

Ь) Уравненiе второго порядка y"+y'q,+yv, =/ интегрируется съ 
помощью трехъ квадратуръ, если извi;стна функцiя и, удовлетворяющая 
уравненiю и"+ u'q, + U1J! О. Дtйствительно, полагая у= аи, nрнходимъ 
къ уравненlю а"и + а' (2 и'+ q,) = f. Это уравненiе перваrо порядка относи
тельно а', и а' получается изъ него съ помощью двухъ квадратуръ, а 
затi;мъ находимъ 

с) Полезно замi;тить, что ннтеrрированiе каждаrо неnолнаrо линей
наrо уравненiя второго порядка приводится къ интеrрированiю уравненiя 
Риккати и одной слi;дующей затi;мъ квадратур-!;. Дi;йствительно, подстановка 

Jиlж ' 
у е приводить уравненiе 

у"+ y'q, + Y'IJJ = О въ z'+ z2+ sq, + tp - О. 

Вслi;дствiе этого, свойства линейныхъ уравненiй бросаютъ свi;ть на урав
ненlе Риккати и обратно. 

d) Съ помощью четырехъ квадратуръ интегрируется уравненiе (14), 
когда извi;стны двi; независимыя функцiи и и v, удовлетворяющiя уравне
нiю (13). Д'kйQrвительно,полаrая у=аи+Ь~,, а'= -vz, Ь'=иz, a=uv'-vu', 
получимъ 

аи'+ hv, у"= аи"+ bv"+ az, у"'= аи"'+ bv"'+ at.l+ 2 a'z. 
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Данное уравненiе преобразуется въ az'j-(2 а'+ aq;) z = j, и съ помощью 
двухъ квадратуръ даетъ 

r f чнlz ·f dx 
ае 

Заrkмъ съ помощью двухъ другихъ квадрарръ получимъ и общiй инте
гралъ даннаго уравненiя у = v J uz d х - и J v z d х. 

794. Уравненiя с-ь постоянными коэффицiентами. Если 
коэффицiенты при неизвtстной .функцiи и ея производныхъ въ 
уравненiи (10) числа постоянныя, то легко можно найти п линейно. 
независимыхъ рtшенiй неполнаrо уравненiя (11 ), а затi;мъ, извtст
нымъ путемъ, съ помощью п квадратуръ составить и общiй инте

гралъ полнаrо уравненiя. Дtйствительно, попробуемъ удовлетворить 

уравненiю (11) выражен!емъ у= tl"'; это уравненiе обращается (110 
сокращенiи на е'<") въ условное уравненiе, опредtляющее k -- такъ 
называемое хара ктеристи чес кое уравненiе: 

Если всt корни k1 , k2 , ••• , k" уравненiя ер (k) = О различны, то 
функцiи ek•"', е",'", ... , e"n'" будутъ линейно независимыя рtшенiя 

· уравненiя ( 11 ), потому что ихъ опредtлитель Вронскаrо равенъ 
произведенiю e-zf, на (§ 27, d) 

k п-1 
J 

kn-1 
2 

k" k"2 ... k"n-·1 

i=>-1 

= f1 (klrf-1 - k;)(k;+2 k;) . .. (k" ki) 0 
1=1 

Итакъ, общiй интеrралъ неполнаrо уравненiя выражается 
формулою 

(16) у= а1 е"•"' + t1j! i 1
"' + · · · + а" i'n"', 

r дt а1 , а2 , ••• , а,. - произвольныя постvянныя. ,:еперь пола

rаемъ, что а1 , а2 , ••• , а" такiя функцiи отъ х, производныя 

которыхъ а/, а,/, ... , а.,' опредtляются системою 

k "а 'el<,.z + k "'а 'е ·,х + · · · + k "'а 'е п"' = 
k k I О при ·v О, 1, 2, ... , 11-2, 

1 1 2 2 " " f (х) при v п -1, 

и, слtдовательно, выражаются формулами 

, e-ktx f (х) 
а;= ~k;)·-· 
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Тогда метода Лагранжа даетъ общiй интеrралъ полнаrо уравненiя, 
въ видt 

Далtе, если характеристическое уравненiе имtетъ кратные корни, 
то число рааличныхъ частныхъ рtшенiй е1"" будетъ меньше порядка 
уравненiя, и формула (16) уже не изображаетъ общаrо интеграла 
неполнаrо уравненiя. Поnробуемъ тогда удовJJетворить этому 

уравненiю выраженiемъ у=хµе'°'. Лtвая его часть приведется къ 
произведенiю е1"" на 

xaq,(k) + ti~.µ-l tp' (k) + fl:~t.~ 12 х-"-2 p"(k) + ... + q,(1<) (k). 

Если а будетъ r-- кратный корень, т. е. (§ 450, с) ecJJи 

(JJ (а) О, р1 (а)= О, .•. , q:Cr.....:l) (а)= О, 

то предыдущее выраженiе обращается тождественно въ нуль при 

k = а и для всякаrо изъ значенШ О, 1, 2, ... , (r - 1) чисJJа µ. 
Поэтому, если характеристическое уравненiе имtетъ корни а, {], 
соотвtтственно кратности r, s, ... , то общiй интеrралъ не
полнаrо уравненiя имtетъ форму 

у (а0+а1 х+ · · · + а,._ 1 х'"- 1) е""' +(Ь0 + Ь1 х+ · · · + Ь8 _ 1 х"-1) е11" + · · ·, 

rдt п nостоянныхъ а0 , а1 , ••• , Ь0 , Ь1 , • • • произвоm,ны. Въ за
КJJЮченiе упомянемъ, чrо обыкновенно коэффицiенты дифферен
цiаJJьнаrо уравненiя вещественны. Так·ь какъ при этомъ желательно, 
чтобы и у представленъ_ былъ въ вещественномъ видt, то отъ мнимой 
формы стараются избавиться, замtчая, что сумма ael."-f-i,'lp+ be(и··1,1JZ, 
происходящая отъ каждой пары мнимыхъ сопряженныхъ корней 

(§ 44 7) можетъ быть представлена въ вещественномъ видt 

(AcosfJx+BsinfJx)eax, rдt постоянныя А а+Ь и B=i(a-b) 
будутъ также вещественны. 

795. Примi.ры. а) Требуется проинтегрировать уравиеиiеу"+у=f(х). 
Здi;сь характеристическое уравненiе k2+ 1 = О, uоэтому е'117 и е-;х - частныя 
р1iшенiя неполнаго уравненiя. Ихъ можно замi;нить, какъ было сказано, 
рi,шенfями sin х и cos х. Общiй интегралъ уравненiя у"+ у О будетъ 
у= а sin .х + Ь cos х. Измi>ненiе произвольныхъ постоянныхъ даетъ уравненiе 

а' sin .х + Ь' cos .х = О, а' ~os х - Ь' sin х _= f(.x), 

изъ ~оторыхъ выводИмъ а'= f(x) cos .х, Ь' = -f(x) sin х, и. слi>довательно, 

v sinx.{Лx)cos.xd.x cusx.f f(.1:) sin .х dx. 

,. 
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Ь) Интегрировать уравненiе у"'= f(x). Характеристическое уравненiе 
имi;етъ тройной корень О, и общiй интеrралъ уравненiя у"'= О будетъ 
у= а+ Ьх+ сх2, что можно бы.ло предвидi;ть. Измi;ненiе произво.льныхъ 
постоянныхъ дастъ систему 

а1+ь1х+с•х2=0, Ь'+2с'х О, 2c'=f(x), 

изъ которой находимъ а'= ! х2 /(х), Ь'= - х f(x), с'= !/(х). Общiй инте
rра.лъ уравненiя у"'= f (х) будеrь 

у= if x 2f(x)dx x.{xf(x)dx+txl-jJ(x)dx. 

Впрочемъ, этотъ резу.льтатъ почти очевиденъ, потому что, nо.лаrая 

jJ(x) dx = fi (х), 

интеrрированiемъ по частямъ пооучимъ 

f xf(x) dx xfi(x) -/2(х), f х2 /(х) dx = xl-fi(x)- 2х/2 (х) ~ 2/:&~). 

и выраженiе общаrо интеrра.ла будетъ у = f 3(х). 

с) Интегрировать уравненiе yIV + 2у"'+2" + 2у'+ у =f(x). Корни 
характеристическаrо уравненiя будутъ - 1, l, i, - i. Общiй интеrра.лъ 

непо.лнаrо уравненiя будетъ поэтому у (а+ Ьх) е-"' + а cos х + .В sin х. 
По медодi, Лагранжа вычисляется 33.тi,мъ общiй интеrра.лъ даннаrо уравненiя 

у t (1 +х) е·-"'.{ е" /(х) dx - t Г"'.{ х ez f(x) dx 

tsiпx fлx)siпxdx tcosx f1(x)cosxdx. 

Когда /(х) задано и квадратуры выполнены, то интеrра.лъ обыкновенно 
приводятъ къ виду (15), т. е. обнаруживаютъ частное р'tшенiе у0 , которое 
можно привести къ npocnRшeмy виду, отнимая отъ него всi. слаrаемыя, 

удов.летворяющiя неполному уравненiю. Напримi,ръ, д.ля /(х) = е-"' найдемъ 
Уо = }х2Г"'. 

d) Интегрировать уравненiе у ху' + х!-у". Пробуя удоВJiетворить 

этому уравненiю выраженiемъ у= х", найдемъ, что tz должно удоВJiетво
рять уравненiю 1 п + п (п 11, т. е. п ± 1. Слi,довате.льно, общiй инте· 

rра.лъ будетъ у= ах+}!_. Да.л'tе, если предложено уравненiе у ху' + 
х 

.i-2y"+ f(x), то метода Лагранжа даетъ 

l f 1 1 f у= х f(x)dx+~гx. j(;-r:)dx. 

е) Чтобы проинтегрировать уравненiе у+ ху' + х!-у" = х, положимъ, 
какъ въ предыдущемъ примi,рi,, въ непо.лномъ уравненiи у=х", и найдемъ 
п = ± i; а такъ какъ 

x±i e±•logж coslog.x ± isinlogx, 
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то cos log х и siп Iog х будутъ частныя .ръшеяiя неполнаrо уравненiя. Далъе, 
частное ръшенiе полнаrо уравненiя очевидно, а именно t х. Поэтому общiй 
интегралъ даннаго уравненiя будетъ 

у = t х + а sin log х + Ь cos log х 

f) Аналогичнымъ образомъ можно интегрировать уравнен!е х2у" 
-(2 µ,-1) ху'+ µ2 у =0. Полагая y=xn найдемъ для п одно только значенiе 
п µ,; но одного частнаrо ръшенiя х1" достаточно (§ 793, Ь) для составленiя 
обшаrо интеграла. Полагая у = :к!' z, для опредыенiя z получимъ уравненiе 
xz'' +z' = О, и отсюда найдемъ z=a+b log х. Слъдовательно,у=х1t(а-t;Ь logx). 
Къ тому же результату М)ЖНО придти, измъняя независимую перемънную. 

llоложимъ х = i. Такъ какъ (§ 558, а) 

у' e-t c!.JI у"= e-2t (aly _ dy), 
dt' dt2 dt 

то уравненiе обращается въ 

Здъсь козффицiенты постоянные и характеристическое уравненiе имъетъ 

двойной корень ft; слъдовательно, общiй интеrралъ будетъ вида (а+Ы)еµt 
и для даннаго уравненiя · получимъ у = х1" ( а + Ь Iog х). 

g) Подобнымъ же обра~омъ для интеrрирован!я уравненiя (l-x2)y"
-xy' + у О полаrаемъ х = cos t, такъ что 

, 1 dy 
У=- sintdi' 

,, __ cots dy I aly. 
У ·-· sin3 t dt + sin2 t dt2 

Данное уравненiе преобразуется въ ~ l +у= О и имъемъ частныя р1;шенiя 
cos t = х, sin t уг-х2. Слiщовательно,общiй интегралъ у=ах+Ь уг_:::_-х2. 

h) Зам1;ну одной независимой nеремiшной другою часто дыаютъ съ 
цi;лью достигнуть того или другого упроще11iя даннаrо уравненiя. Такъ 
наприм1>ръ, уравненiе (1 + х2)у"+ху'=µ,2у обращается, при замънi; х новою 
перем1;нною t (пока произвольною), въ уравненiе 

(I+ х2) t"! ~J' + { (l +х2) t'' + xt'} tj)l__ = ft2 у. 
d/2 dt 

dy t'' х 
Зд1;сь можно уничтожить членъ съ d t , выбрав~. t такъ, чтобы у + 1 + х:! = О , 

т. е. взявъ t'=jrr~-;i• и сл1;довате.льно, t= J yi~~=log (x+Vl+x2
). 

При такой подстановd данное уравненiе обращается въ aly = 1t2y и им1;-
d /2 

етъ общiй интеrралъу=аеµt+ье-,иt. Замъчая, что i x+VI+x:!, 
e-t = х + J1Т+х2, наидемъ, что общ!й интеrралъ даинаrо уравненiя 
будетъ 
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i) Чтобы интегрировать уравненiе, разсматриваемое Лежандромъ, 
У = tY' + х у", положимъ х = t2 и замi;тимъ, что 

, 1 d ')/ 
у = 2t dt ' у"= 

1 dy 1 d2y 
4/3 dt + 4/2 dfl. 

,Ру 
У равненiе принимаетъ видъ d 

12 
4 у и даетъ общii! интегралъ 

у= а е2У-;-+ ье-2У:i_ 
Лепэжъ (bepaige) замi;тилъ, что болi;е общее уравненiе у ту' +ху" 
интегрируется при б_рчисленномъ множествi; значенill: т. д':йствительно, 

} zdx 
подстановкою у= е (§ 793, с) это уравненiе можно привести къ урав
ненiю Риккати: x(z'+z2)+mz= 1. Полагая z=ui, и опредi;ляя v та.къ, 
чтобы xv'+mv=O (чего и достиrнемъ, взявъ v=x-m),I найдемъ, что и 

должно удовлетворять уравненiю хv(и'+vи2)= 1, т. е. и'+ti2x-m 

Подстановка х = f,и nреобразуетъ nослi;днее уравненiе въ сл1;дующее: 

d и -/- цФ-т)-1 .titum-1, dt µ,и 

дал11е (предполагая т ~ 1 и полагая µ, -
1 

1
-). получаемъ такое уравненiе 

tn · • 

1-т' 
rдi; п 

1-2т 
а потому 

Слi;довательно, данное уравненiе интегрируется (§ 786, h) при значенiяхъ 

т = ± i, ±: !, t, ± i, .... 

j) Попытаемся интегрировать уравненiе не линейное 

у"+3у'+2(у-у3) = о, 

сл11дуя пути, указанному Манзiономъ_ (Мansion). Положимъ у'+ у z, 
что преобразуетъ данное уравненiе въ z' + 2 z = 2 у3. Пользуясь методой 

изм11ненiя произв~льныхъ постоянныхъ, полаrаемъ у utГffJ, z ve-2
". 

rдi; и и v должны удовлетворять условiямъ и'= ve-"', v'= 2и3е"'. Исклю
чая х, получимъ v dv = 2 u3 du, откуда zfl = z1l - а4. (а произвольная 

постоянная). Подставляя затi;мъ въ и'= ve·"' вм11сто ·и его выраженiе и 
интегрируя, находимъ 

Въ правой части эллиптическiА интеrралъ. Если бы мы умi;ли выразить и, 

какъ функцiю отъ х, то получили бы и общiА интегралъ у ие-"'. 60 нся
комъ случа11 мы можемъ найти безчисленное множество частныхъ рi;шенiй, 
взявъ а = О. Тогда получается 

e-ff! с± 
и 

± 1 
у=~-·. 

. 1 - се"' 
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Аналоrи'!нымъ образомъ можно трактовать болъе обшее уравненiе 

у"+ (п +])у'+ п (у-у2п-1) О 

и найти ero общiй иптеrралъ въ явной, коне'!пой формt, при всякомъ цъ

ломъ зна'!енiи __!_. Напримi;"ръ, общiй интеrралъ уравненiя у4--уЗ у''= 1 
п 

(
1
~ = 1) будетъ 

у2 ае1х + ЬГ1х± yi +4аЬ. 
Это можно получить и друrимъ путемъ (§ 785, d). 

"" k) Приложенiе рядовъ весьма полезно при иптеrрированiи нi;которыхъ 

дифферепцiальпыхъ уравнепiй. Напримi;ръ, уравненiе у''+_! у'+ п2 у = О, 
х 

встрt.чающееся въ Мехапикt., интегрируется съ помощью ряда 

х2 х4 
/,, (х) = l - 2 (v+ 1) + :f:"4 · (v+--,-1)-c(v-+--=з) 

х6 .... .... +··· 
2·4·6·(v+l)(v+3)(v+5) · 

" v Двйствительно, замt.чая, что/,, (х) + (х) + /,,(х) = О и полагая въ пред-
х 

ложенномъ уравненiн у= хµ, /,, (пх), находимъ 

,.,, 2µ+4. , ( J.t{µ+З)) 
J~ (пх) +--f (пх)+ 1 + -- - - /, (tix) = О. 

" пх " п2х2 " 

Это уравненiе можетъ совпадать съ предыдущимъ только при µ (µ + З )= О, 
v 2µ+4. Поэтому должно быть либо µ=0, ·v 4, либо tt=-3, v -2. 
Слъдовательно, искомый общiй интеrралъ будетъ у aj4(tix)+bx--эf_2 (nx). 
Впрочемъ, функцiя I-2 и / 4 очень просто моrутъ быть выражены въ конеч-

,_ v+ 1 , 
номъ ~идt.. Для этоrо замътимъ, · что f ,,.t-2 (х) ~ /,, (х). Между тi;мъ 

(§ 332, а) МЫ ВИДИМЪ, '!ТО 

fo(x) 
~ х2 х4 

1- +~;;Г:4- · · • =COSX. 

Откуда слъдуетъ 
х 

/_2 (х) = 1 + f х cos х dx = х sin х + cos х, 
() 

дал-tе 

А(х)= _1_ /,., (х) 
х о 

sinx 
х 

/,t.(x) 
3, ·Зsinx 
х /2(х) х11 

Окончательно общiй интеrралъ можно написать въ сл-tдующемъ видв: 

а (. 
у= sшпх 11xcosnx)+ :.з (cosnx+nxsinnx). 
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l) Весьма важную роль иrраетъ гиперг~ометрическiй рядъ 1) 

f(a,f1,r.x)=l+ а· Р х+ a(I+a) · P(I+P) хЧ a(l+a)(2+a) · f1(1 +РН2+/:1) х3 + ... 
l·r l-2·r(l+r) l-2-3-r(l+r)(2+r) ' 

удовлетворяющiй, какъ легко nровtрить, Гауссову дифференцiальному 
уравненiю 

(х - хЗ) у" + { r - (1 + а + iJ) х } у1 af:/y. 

Пробуя удовлетворить этому уравненiю болi;е общимъ выраженiемъ 

у=хР' f(a', f:I', у', х), найдемъ, что либо должно быть µ, О, а'= а, fl' = ,8, 
r'= r, либоµ,= 1 r, a'=l+a-r, Р'= 1 +fl r, у1 =2-у. Слi;довательно, 
общiй иптегралъ будетъ .. 

у af(a,f],y,x)+bx1-rf(1+a-r, l+fl-r, 2-r, х). 

Полезно знать, что гипергеометрическiй рядъ заключаетъ въ себi;, какъ 
частные случаи, многiя извъстныя разложепiя. Такъ, напримъръ, при f1 r 
или а= r 1, или а fJ = 1 и r 2, находимъ ра'зложенiя функцiи (1 -х)-а 

efh', __!___ log (1 - х). Замi;тимъ въ заключенiе, что найденныя выше два 
х 

частныхъ рi;шенiя совпадутъ въ одно при r 1 ; 110 извi;стно, что достаточно 
знать одно рi;шенiе, чтобы найти и общiй интеrралъ. Такъ, напримi;ръ, 
при fJ 1 уравненiе будетъ 

(х-хЗ)у"+{ 1 (2+а)х}у'= ау, 

и допускаетъ частное рtшенiе (1-х)-а. Простое вычисленiе (§ 793, Ь) 
покажетъ, что общiй интегралъ будетъ 

у а (1-хГа + Ь (_!_+ _1 -~ + Q_:::-- xf- + (1--: х)3 + .. ·) , 
а 1 +а 2+а з+а 

предполагая, конечно, что правая часть имi;етъ смыслъ. 

[ Прим-tчанiе (r. Эска мара, изъ итальянскаго изданiя 1905 года). 
Въ противномъ случаi;, т. е. при а= п, гдt п 1, 2, 3, ... , получимъ 

y=(l-x)" J a+Ьlogl--::xt + ь 1 (1 x)"·-l + +(l-x)"-2+ .. ·+ ~-{ 
( При а=О, у=а+Ыоg l'~x) · 

Впрочемъ, гатрудненiя, встрtтившагося нри r = 1, можно иэбъжать, замъ
тнвъ, что предложенное уравнепiе не измънитъ своего вида при эам1;н1; r 
на 1 +а+ fl- r, если при этомъ эамt.нимъ х на 1-х. Отсюда слъдуетъ, что 
у можно писать также въ видi;; 

у а (1-ху-а-Р f(r ·- fl, r - а, 1 а fl + r, х) + 
+bf(a,fl, l+a+il--r, 1-х), 

а въ частномъ случаi; Р = r = 1 

y=a(l-xГa+bf(a, 1, l+a, 1-x)J. 

1) См. Novi .Algebra superiore• стр. 286 или Jordan .Cours d'Ana
lyse" т. l, стр. 154. 
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Уравненiя со многим.и перем.-tнным.и. 

796. Уравненiя съ полными дlJфференцiалами (Totale Dif
ferentialgleichuпgeп ). Положимъ, что вмtсто уравненiя и dx + v dy = О 
(разсмотрtннаго выше), дано уравненiе 

(17) и dx + v dy +- w dz =~0, 

въ которомъ и, v, w извtстныя функцiи отъ х, у, z. Если одну 
изъ трехъ перемtнныхъ, напримtръ z, будемъ разсматривать, какъ 
функцiю. отъ днухъ другихъ (независимыхъ), то уравненiе (17), 
очевидно, разлагается на слtдующiя два: 

(18) 
дz и 
Jx~- - w' 

дz v 
ду w 

откуда уже видно, что функцiи и, v, w не вполнt произ
вольны. Дtйствительно, такъ какъ 

т .. е. 

д2z 

дхду 
д и v д и --·+~- ' ду w w дz 

д2z 

дудх= 
д V 11 д V 

дxw+wдzw' 

д2z 

дхду 

д2z 

дудх 
1 д v v д w и д v uv д w 

- w + w2 дх + w2 дz - w дz ' 

то приравнивая одно другому эти выраженiя (§ 368), найдемъ 

(19) и (д w - д.!1) + v (д и - i! w) + и• (д v -· i! ") = О • 
ду дz дz дх дх ду 

Это не.обходимое условiе для существованiя зависимости между 
тремя перемtнными х, у, z, пол.ные дифференцiалы которыхъ свя
заны соотношенiемъ (17). Чтобы показать, что условiе (19) въ 
то же время достаточно, мы покажемъ, что если оно выполнено, 

то интегрированiе уравненiя ( 17) или равносильныхъ ему уравненНt ( 18) 
возможно. Второе уравненiе (18) можно разсматривать, какъ обык
новенное дифференцiальное уравненiе перваrо порядка съ двумя 
перемtнными у и z (принимая х за постоянную). Обозначая черезъ 
tp(x) произвольную функцiю отъ одного х, можно написать общiй 
интегралъ этого уравненiя въ видt 

(20) f(x,y, z) 1р(х), 

такъ какъ, хотя х и разсматривается, какъ постоянная, но функцiи 

и и v отъ него зависятъ, что и надо обозначить. Замtтимъ теперь, 
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что дифференцируя уравненiе (20) (при постоянномъ х), мы ~нова· 
должны получить то дифференцiальное уравненiе, инте1·рированiемъ 

котораrо получилось (20). Отсюда получимъ (сравнивая два выра- • 

. дz) 
женtя ду 

1 дf 
w дz = µ, 

rдi; µ, прилично выбранная функцiя отъ х, у, z. Если хотимъ, 

чтобы и первое уравненiе (18) удовлетворилось, то должны выбрать 
функuiю р (х) такъ, чтобы при дифференuированiи (20) по х (при 
ПОСТОЯНIЮМЪ у) ПОЛУЧИЛОСЬ бы 

(21) 
, дf дfдz дf 
q,(х)=ах+д-zдх=дх µи. 

А для этого необходимо (и достаточно), чтобы :~ - µи была функ
цiею одного х. Весь вопросъ сводится къ тому, чтобы показать, 

что при выполненiи условiя (19), производная по у отъ t{ -· µи 
равна нулю, при чемъ z разсматривается, какъ функцiя отъ х и у, 
опредtляемая уравненiемъ (20). Иными словами должно быть 

}y(~f 
Но мы имtетъ также 

Поэтому, если прибавимъ еще •менъ 

умноженный на и, то послi;днее условiе приметъ видъ 

U (i!_J(,_W _ il_!!_1!_
1
' + V (~/J,_1!_ _ i!_tt WJ' + W (' д Jt V _ д ,tt U.) = О . 

d у d Z д Z ,1 Х д Х · д у 

А это равенство тотчасъ приводится къ (19), потому что лiшая 
его часть равна проиаведепiю µ, на лtвую часть (19), сложенному 
съ выраженiемъ 

v 1!.,ti) + v (и д1~ - w i!_,ii) + ш (и~!! - и~!!:.) о. 
дz дz дх дх ду 

Если условiе ( 19) выполнено, то можно утверждать, что уравне
нiе (20), въ которомъ р (х)' получается съ JIОмощью квадратуры 
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изъ (21 ), будетъ интеграломъ уравне':!iя (17). Замtтимъ въ заклю
ченiе, что лtвая часть уравненiя (17), когда оно интегрируемо, 
дtлается точнымъ дифференцiаломъ (§ 7 41) по умноженiи на вы
бранную надпежащимъ образомъ функцiю отъ х, у, z. А именно, 
если напишемъ уравненiе (20) въ - видt Ф (х, у, z) = const. 
(перенося всt не постоянные члены въ лtвую часть), то бу
демъ имtть 

дФ дf 
- = - - q;'(x) = µи 
дх дх ' 

дФ дf 
ду = ду <=,,ftV, 

дФ дf 
дz=дz=µw. 

откуда µ (и dx + v dy + w dz) = dФ. Геометрически разсмотрtнный 
вопросъ сводится къ сл·kдующему: дана нtкоторая совокупность 

безконечнаго числа плоскостей (уравненiя которыхъ получаются изъ 
одного при безчисленномъ множествt значенiй одного независимаго 
параметра) (см. § 782) и требуется найти систему поверхностей, 
касающихся этихъ плоскостей въ назначенныхъ точкахъ. Изъ пре
дыдущихъ изслtдЬванiй видно, что рtшенiе этой задачи вообще 

невозможно. Причина этой невозможности заключается въ томъ, 

что ищутся поверхности (которыя могутъ и не существовать). 
Замtтимъ, что, напротивъ того, существуетъ безчисленное множество 
кривыхъ линiй, удовлетворяющихъ этимъ условiямъ, даже тогда, 
когда условiе (19) не выполнено. Дtйствительно, исключенiе z изъ 

· уравненiй (17) и произвольной зависимости (J)(x, у, z) = О при
водить къ дифференцiальному уравненiю перваго порядка съ двумя 

перемtнными, которое всегда имtетъ безконечное множество рt
шенiй, получаемыхъ изъ одного при безчисленномъ множествt зна

ченiй одного параметра (произвольной постоянной). 

797. Обыкновенныя совокупныя дифференцiальныя урав
ненiя. Поставимъ теперь вопросъ, каковы должны быть соотношенiя 
между ,,тремя перемtнными х, у, z дпя того, чтобы дифференцiалы 
ихъ были пропорцiональны извtстнымъ функцiямъ и, v, w отъ 

х,у, z: 

(22) 
и v w 

Геометрически это значить во всtхъ точкахъ пространства а рпоп 

назначить направленiя касательныхъ къ неизвtстнымъ кривымъ. Исходя 

изъ этой точки зрtнiя, не трудно усмотрtть (см. § 782), что суще
ствуетъ оо' такихъ кривыхъ. Слtдовательно, уравненiя, составля
ющiя интегральную систему уравненiй (22), _должны быть вида 

(23) F(x,y, z, а, Ь)=О, G(x,y, z, а, Ь)=О, 

гдt а и Ь произвольныя постоянныя. И въ самомъ дtлt, уравненiя 
(22) представляютъ не что иное. какъ два обыкновенныя диффе-

29 
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ренцiальныя уравненiя перваго порядка, которыя въ болtе общей 
формt могутъ быть написаны слtдующимъ образомъ: 

(24) f(x, у, z, у', z') = О, g (х,у, z, у', z') = О. 

Рtшимъ эти уравненiя относительно z и z': z = р(х, у, у'), 
z' '!/) (х, у, у'). Приравнивая второе выраженiе производной пер
ваго, получимъ соотношенiе между х, у, у', и у", т. е. дифферен
цiальное уравненiе 2-ro порядка между двумя перемtнными х и у. 
Интегрируя это уравненiе, получимъ выраженiе у черезъ х и двt 
произвольныя постоянныя а и Ь. Подставляя выраженiя у и у' въ 
z р (х, у, у'), получимъ и выраженiе z черезъ х, а и Ь. Такимъ 
образомъ и будутъ проинтегрированы уравненiя (24) или (22). 
Замtтимъ далtе, что уравненiя (24) могутъ быть представлены въ 

dy dz 
видt (22), если рtшимъ первыя отnосительно dx и dx' Подобнымъ 
же образомъ обстоитъ дtло, когда прещюжены три обыкновен
ныхъ дифференцiальныхъ уравненiя перваго поря~ка съ 4-мя пере

мtнными х, у, z, t. Представимъ себt эти уравненiя рtшенными 
относительно производныхъ х, у, z по t: х' и, у' v, z' w, 
rдt и, v, w будутъ извtстныя функцiи отъ х, у, z, t. Выведемъ 
изъ перваго у р (t, х, z, х') и подставимъ выраженiя у и у' въ 
остальныя два; эти послtднiя примутъ видъ: 

f(t, х, z, х', z', х'') О, g (t, х, z, х', z') = О. 

Отсюда выведемъ выраженiя z .= '!jJ(t, х, х', х'') и z' = х (t, х, х', .х'') 
и приравняемъ второе производной перваго. Полученное такимъ пу
темъ соотноmенiе между t, х, х' х", х'" будетъ обыкновенное диф-· 
ференцiальное уравненiе 3-го порядка, интеrрированiемъ котораго 

наttдемъ выраженiе х черезъ t и три произвольныя постоянныя. 

Подставляя найденное выраженiе х и его производныхъ въ 
z '!/) (t, х, х', xw), а затtмъ выраженiе .х· и z въ у= р (t, х, z, х'), 
получимъ и выраженiя z и у въ t и тtхъ же трехъ произвольныхъ 
постоя1шыхъ. Вообще, если дана система п обыкновенныхъ диффе

ренцiальныхъ уравненiй перваrо порядка съ п + 1 перемtнными: 

dx2 dx,,. 
-=··~=-··-t 
"2 и" 

то интегрированiе этой системы, путемъ исключенiя п 1 перемtн
ныхъ приводится къ интегрированiю одного дифференцiальнаго 
уравненiя n-ro порядка съ двумя перемtнными, и такпмъ образомъ 
система совокупныхъ интегральныхъ уравненiй получается въ видt 

F,(x, х1 , х2 , ••• , x,.,a1 ,a:i, ... , а,.)=0 (i 1,2,3, ... , п), 
• 

куда входятъ п произвольныхъ постоянныхъ. Благодаря присутствiю 

этихъ постоянныхъ систему п функцШ отъ одной независимой 
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перем-tнной, которыя должны принимать заран-tе данныя 

значенiя для даннаrо значенiя независимой перем-tнной 

можно опред-tлять системою 11, совокупныхъ дифферен
цiальныхъ уравненiй перваrо порядка. 

798'. Уравненiя въ частныхъ производныхъ. Прост-tйшее 
уравненiе въ частныхъ производныхъ (§ 781) есть то, которое 
связываетъ частныя производныя р и q неизв-tстной функцiи z отъ 
двухъ независимыхъ перем-tнныхъ х и у съ этою функцiею и 
независимыми перем-tнными. Мы остановимся зд-tсь rлавнымъ обра
зомъ на такихъ уравненiяхъ, въ которыя р и q входятъ линейно, 
и котQрыя поэтому и называются линейными. Ихъ общiА видъ есть 

(25) иp+vq w, 

rд-t и, 'V, w изв-tстныя функцiи .отъ х, у, z. Вопросъ о разысканiи 
вс-tхъ ~ункцiй z, у довлетворяющихъ такому уравненiю, геометри

чески сводится къ разысканiю вс-tхъ поверхностей, которыя въ 
каждой точкi; (х, у, z) касаются прямой, проведенной черезъ эту 
точку въ направленiи (и, v, w), потому что уравненiе (25) можно 
разсматривать, какъ· условiе перпендикулярности прямой даннаrо 

направленiя (и, v, w) съ нормалью (Р, q, 1) къ искомой поверх
ности (§ 659). Ра3сматривая вопросъ съ этой точки зр-tнiя, не 
трJ'Цно вид-tть, что всякая такая поверхность бу детъ общимъ м-t
стомъ кривыхъ н-tкотораrо семейства, принадлежащаrо къ дважды 

безконечной системi; кривыхъ (23). Совокупность вс-tхъ этихъ 
поверхностей должна, сл-tдовательно, получиться, если установимъ 
нi;которую про•и3вольную зависимость между постоянными а и Ь 
въ уравненiяхъ (23). Уравненiе всякой поверхности, удовлетворяющей 
уравненiю (25) должно поэтому получиться черезъ исключенiе а и Ь 
изъ уравненiА (23) и прои3вольнаrо соотношенiя ro (а, Ь) = О. 
·Этотъ предугаданный ре3ультатъ тотчасъ подтвердится вычисленiемъ. 

Положимъ, что /(х, у, z) = О есть такое соотношенiе, которое 
опред-tляетъ z, какъ функцiю отъ х и у, удонлетворяющую урав-

ненiю (25). Полагая въ (2-5) р = '!.L/0 f q - 1!.f.j~L при· 
дх дz' ду дz' 

водимъ уравненiе (25) къ виду 

(26) 
д/ д/ . д/ 

и -- + v - + w - =о. 
дх ду дz 

линейнаrо и однороднаго уравненiя, которое тотчасъ можно 

проинтегрировать, если и3вi;стна mстема интеrральныхъ уравненiА 

системы. (22). Дi;йствительно, представимъ себ-t, что уравненiя (23) 
р-tшены относительно постоянныхъ: 

(27) tp(x,y,z)=a, 'Цl(x,y,z) Ь. 
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Замtтимъ, что функw.iи (JJ и '!/) независимы одна отъ другой; иначе, 
задавъ опредtленное З!fаченiе для а мы не могли бы Qыбрать Ь 
по произволу. Теперь оказ~вается, что уравненiе (26) удовлетво
ряется, какъ при / (JJ, такъ и при / = 'lj), потому что, дифферен: 
цируя уравненiя (27) и замtняя dx, dj, dz пропорцiональными 
имъ и, v, w, полу11аемъ 

(28) о, д1р + дlр+ дlр 
и дх v ду wдz о. 

Понимая теперь подъ / какую угодно функцiю, удовлетворяющую 
ус.1ювiю (26), замtчаемъ, что совмi.;стность этого условiя съ (28) 
требуетъ, чтобы 

д (/, ({!, VJ) 
д(х, у, z) 

о. 

Слtдовательно (§ 579), между/, (JJ и '1/J долж~о существовать..,.сооот
ношенiе. Оно непремtнно содержитъ въ ce9t /, иначе (JJ и '!/) не 
были бы независимыми. Итакъ, / (f)'((JJ, '!/)). Что касается ((), то 
это символъ совершенно произвольной функцiи. Какъ бы мы ни 
выбирали ((), всегда будемъ имtть 

откуда 

Z д/ 
и
дх 

~О} д_(f!+дrо i/1P, д/ 
д ({! д у VJ д у дz = 

о. 

и уравненiе (26) удовлетворяется. Теперь мы и_ видимъ, что доста
точно положить (i) (р, '!/))=О, чтобы удовлетворить урав
ненiю (25). Общнtе, интегрированiе линейнаго уравненiя съ п 
независимыми перемtнными 

(29) 
дх дх . дх 

+и2 -д + · · · +и,.~д =U, 
Х1 Хз х" 

сводится къ интегрированiю линейнаго и однороднаг9 уравненiя 

съ п + 1 независимыми перемt"нными 

(30) д/ д/ д/ д/ 
U1-+из-+· • • +и»-+и-=0, 
дх1 дх2 дх" дх 

а для интегрированiя послtдняrо нужно интегрировать систему 

обыкновенныхъ совокупныхъ уравненiй 

и" 
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и представиn интегральную систему въ видt 

(J);(X, х1 , х2 , ..• , х,,) const. (i 1, 2, 3, ... , п). 

Самое общее ptl'Ueнie уравненiя (30) бyдen/=ro(fJJ 1 , (р 2 , • •• , rp,,), а 
уравненiе (29) удовлетворится самымъ общимъ обраsомъ, если по
ложимъ ro(rp11 rp2 , • •• , rp,.) =0, rдt w есть символъ 11роиsволь
н ой функцiи. 

799. Полезно замtтить, что, зная одно частное рtшенiе f = р 
уравненiя (26), можно упростить интеrрированiе, сводя число неза
висимыхъ перемtнныхъ съ трехъ на двt. Такъ какъ rp заключаеn 
въ себt по крайней мtpt одну изъ перемtнныхъ, то всегда можно 

предположить, что rp зависить отъ z, иsмtняя, если понадобится, 
обозначенiе перемtнныхъ; слtдовательно, можи.о принять р вмtсто z 
за независимую перемtнную. Заключая въ скобки частныя проиs
водныя" взятыя по новой системt. иезависимыхъ перемtнныхъ 
х, у, rp, получимъ 

д/ 

дх (д/) + (дf)t!_lf!.' 
дх дtр дх 

?2. = (дf) + (дf_) ?!Р' 
ду ду дtр ду 

д/ 

дz 

и уравненiе (26) приведе-тся къ и (i{) + v (:~)=О. Вопросъ при
водится, слtдовательно, къ интеrрироваиiю обыкиовеннаrо диффе

ренцiальнаrо уравнеНiЯ СЪ двумя переМ'БННЫМИ: у1 = Х (Х, .У, (f)), 
въ которомъ rp трактуется, ка1<ъ постоянная. Общнtе, если изаtстны 
v независимыхъ частныхъ рtшеиiй уравнеиiя (30), т. е. v фуикцiй 
(J!11 р2 , ••• , удовлетворяющихъ уравиенiю (30), при чемъ ни одна 
изъ нихъ не есть функцiя друrихъ, то можемъ преобразовать 
уравненiе (30) въ p,pyroe, подобное ему, съ n-v+ 1 независи
м.ыми перемtнными. Къ этому послtднему приходимъ, принявъ sa 
новыя независимыя перемt.нныя функцiи р 1 , р2 , ••• , вsамtнъ нt
которыхъ v прежнихъ. 

800. Чтобы интегрировать, слtдуя Лагранжу. какое угодно 

уравиеиiе въ частныхъ производиыхъ перваrо порядка съ двумя 
неsависимыми перемtнными 

(31) /(х, у, z, р, q) О, 

ищемъ еще одно соотношеr1iе g (х, у, z, р, q) = О, чтобы изъ 
него и даннаrо (31) выразить р и q въ функцiяхъ оть х, у, z, и 
sатtмъ на;tти z интеrрированiемъ уравненiя dz р dx + q dy съ 
полными дифференцiалами. Взявъ частиыя производныя по х, у, z 
отъ о и g о получимъ 

д/ д/др д/дq 
дх + д pJ;;+ дq-;r;; 0• 

дg, дgдр. дg дq -о 
дх+дрдх\-дqдх-' 

д/ +дf~P+дf~q=O 
ду дрду дqду ' 

дg + дgдр + дgдq -о 
ду дрду дqду ' 

д/ д/др д/дq -+--+·-~····· дz дрдz дqдz 

дg + дgдр + дgijq 
дz дрдz дqдz 

о, 

о. 
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др дq . 
Исключимъ отсюда дх и ду , и полученныя затtмъ выражен1я осталь-
ныхъ четырехъ производныхъ подставимъ въ уравненiе 

дq дq - + Р--, 
дх дz 

выражающее (§ 7 41) необходимое и достаточное условiе интегри
руемости уравненiя dz pdx+qdy. Тогда получимъ уравненiе 

(32} д/ дg + д/ ~g_ + (Р д/ + q~L) ~!; = (дf +Р д['\ дg + (~L+q д.f) ?II_. 
дрдх дqду др дq дz дх дz} др ду дz дq 

Это линейное однородное уравненiе въ частныхъ производныхъ 
перваго порядка съ пятью независимыми перемtнными (х, у, z, р, q). 
Его интеrрированiе приводится, какъ мы видtли (§ 798) къ инте
грированiю системы четырехъ обыкновенныхъ совокупныхъ уравненiй 

перваrо порядка. Впрочемъ, по важному замtчанiю Шарпитта (Charpit) 
достачно знать одинъ лишь инте1tралъ (рtшенiе) уравне

нiя (32) съ одной произвольной постоянной, чтобы затtмъ, 
съ помощью интегрированiя уравненiя dz = р dx q dy, получить 
самое общее выраженiе функцiи z = Р(х,у, а, Ь), удовлетво
ряющее уравненiю (31). При этомъ а и Ь разсматриваются, какъ 
постоянныя или какъ перемtнныя, подчиненныя извtстнымъ усло

вiямъ. Положимъ, для бqльшой ясности*}, что уравненiе (31) при
ведено къ виду: z Ф(х,у,р,q); пусть G(x,y) какая нибудь 
функцiя, ему удовлетворяющая, такъ что тождественно будемъ 

имtть G = Ф( х, у, д G, ~~ • Съ другой стороны, опредtлимъ а и Ь 
изъ уравненiй 

(33) 
дF дG дF дG 

Принимая во вниианiе, что предложенное уравненiе должно удов

летворяться независимо отъ а и Ь, когда положимъ z =F(x, у, а, Ь), 
мы видимъ тотчасъ, что . 

( 
дF дF) ( дG д G) F(x,y,a,b) Ф х,у, дх' ду =Ф х,у, дх' ду G(x,y). 

С.лfщовательно, F(x,y, а, Ь) заключаетъ въ себъ всt возможныя 
функцiи z, удовлетворяющiя данному уравненiю, и на этомъ осно
ванiи называется полнымъ интеграломъ этого уравненiя. Между 
тtмъ, взявъ частныя производныя отъ тождества F = G, и прини
мая во вниманiе уравненiе (33), видимъ, что должно быть 

(34) 
дFда дFдЬ --+-
даду дЬду 

*) Считая пока а и Ь постоянными. 

о. 
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Эти соотношенiя, удовлетворяющiяся тождественно при а и Ь посто
янныхъ, остаются справедливыми и въ томъ случаt, · когда а и Ь бу
дутъ надлежащимъ образомъ выбранныя функцiи отъ х и у. Эти 
функцiи будутъ либо независимы, либо въ произвольной зависимости 

одна отъ другой. Въ первомъ случаt опредtлитель ; &:;: не равенъ 
дF дF 

нулю, а потому должно быть да =0, дh=О, откуда дЛЯ а и Ь получа-

ются двt различныя функцiи, подстановка которыхъ въ z=.P(x,y, а, Ь) 
даетъ такъ называемый особенный интеrралъ. Во второмъ слу
чаt, когда Ь = ro (а), гдt ro произвольная функцiя, уравненiя (34) 

дF дF 
прИВОдЯТСЯ къ одному да+ w'(a)дli = о, и для а и ь получимъ 

выраженiя, въ составъ которыхъ входитъ символъ произвольной 

функцiи. Подставляя ихъ въ z = F (х, у, а, Ь) получимъ такъ назы
ваемый общiй интеrралъ даннаго уравненiя 1) • .. 



Г1 РИ БJ\B11EHIE 

Функцiя Вейерштрасса. 

801. Функцiя, на которую мы указали въ концt § 282, имtетъ 
слtдующее выраженiе: 

/(х) = cos :п х + Ь cos :п а х + Ь2, cos :п а2 х + ьs cos :п as х+ . , . 

при нtкоторыхъ, надлежащимъ образомъ выбранныхъ, а и Ь. 
Извtстно, что при I Ь i < 1 этотъ рядъ равномtрно сходящiйся ( § 319) 
и, слtдовательно, его сумма - непрерывная функцiя отъ х (§ 322). 
Мы покажемъ теперь, что, несмотря на непрерывность, / (х) ни 
при какомъ значенiи х не имtетъ производной. Сперва, фик
сируя значенiе х, составимъ послtдовательность такихъ цtлыхъ 

(положительныхъ или отрицательныхъ) чиселъ а0 , а1 , а2 , ••• , 

чтобы всt разности 

х - «о, ах - «t, а2х ~· а3х a,i, ... 

были больше - t и не больше ! ; для этого достаточно взять 
- а,.= [!- а" х]. Положимъ теперь 

такъ что 

. х,.= 
, 
х = .. 

а" 

! < а"(х-х,.) ~ !, ! ~ а"(х~ х) < t· 

Еrли а?-3, то будемъ имtть 

и поэтому 

Хо < Х1 < Х2 < Х3 < • • •, lim х" Х. 
п:=о, 
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Точно также 

х~ > х~ > х; > х; > · · · , lim х;, = х. 
n==аз . 

Теперь разсмотримъ два отношенiя приращенiй 

f(x)-f(x,п) 

Первое бу детъ лtвостороннее, второе правостороннее. Лtвостороннее 
отношенiе приращенiй 

f(x) ---:--Лхп) =,]; lJ' cos (па" х) - cos (n а" хп) . 
x-xn о . х-х., 

разлагается на слагаемыя 

n-1 ( ,, ,, оо п+v п+,; 
(l) .,2)ab)"cos па x)-cos(na х,.) + ,I ьn+vcos(na x)-cos(na х,.). 

O а"(х-х,.) 
0 

х -х" 

Относительно первой суммы замtтимъ, что 

sin(na"x-xп) 
COS (n а":) - COS (n а" Xn) = _ n sin (па" Х + Х.,) . 2 . 

а (х - х ) 2 " .х - х" 
п na -

2
-

т . sinx 
акъ какъ абсолютныя величины sш х и -- не больше 1 , то 

.т 

абсолютная величина послtдняrо выраженiя не больше я. Отсюда 
слtдуетъ, если предположимъ Ь >О, что первая изъ суммъ въ (1) 
ll о абсолютной величинt бу детъ меньше, чtмъ 

n-1 
"\"" ,, (а Ь)" - 1 п п 

п ,.:;_; (а Ь) = п ati-=--I < аЬ-=1 (а Ь) . 
о 

п 0 Ь Слtдовательно, ее можно представить въ видt ab- l (а )", rдt 0 
содержится между - 1 и + 1 . Что касается вт9рой суммы въ фор
мулt (1), то замtтимъ, что 

· cos (л; a"+v х) - cos (па~ х,.) 

=-cos(na"+v.т,.) {1-cos(na"+v (х-х,.)) }- sin(;r;a":r"x,.) sin(na"+v(x-x,.)). 

Предполагая теперь, чт~ а нечетное цtлое число, .м.ы видимъ, 
что дуга 

есть кратное отъ я и при томъ четное или нечетное, смотря по 
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. тому, будетъ ли а" нечетное или че.тное число. Отсюда слi;
дуетъ, что 

cos (п a"--t-v х,,) = 1 )а,., sin (п an--t-v х,.) = О, 

cos (п a"--t-v х) - cos (л; an--t-v х,.) ( l)a,. { 1 cos (пап+v (х - х,.)) }· 

Поэтому разсматриваемая сумма. приводится къ 

(2) 
"' ] 

( - 1 )а,. (а Ь)" ..J: ьv --·--- - ················· ---
о .,;,.) 

Bci; члены подъ знакомъ суммы положительны или равны нулю. 
Первый членъ раВЕНЪ 

1-соs(яа"(х х,.)) 

а"(х-х,.) 

Дуга яа" (х-х,,) > i я, и """} :т,;. Ея косинусъ, слi;довательно, 
меньше нуля или равенъ нулю, поэтому разсматриваемый членъ, въ 
которомъ числитель не меньше 1, а знаменатель не больше i , 
будетъ не меньше t. А вся сумма въ формулt (2) поэтому на
вtрно больше t. · Отсюда заключаемъ, что выраженiе (2) можно 
представить въ видi; (- l)a,.. i k(аЬ)п, rдt k 1. Итакъ, будемъ 
имtть 

Выраженiе въ скобкахъ всегда больше, ч'вмъ 

аЬ 

а 

и будетъ поэтому положительнымъ при аЬ 1 -! .n. Съ другой 
стороны, извi;стно, что (аЬ)"' съ возрастанiемъ п превзоllдетъ вся
кое данное чhсло. Итакъ, лi;востороннеее опюшенiе приращенiй. 

возрастаетъ безпредмьно, когда независимая перемiэнная стремится 
къ предму х проходя послi;довательность значенiй х0 , х1 , х2 , 
Совершенно подобное же вычисленiе даетъ 

[(::J - f(x) = - ( - l)a,. (а Ь)" (2 k' + ~)' 
х~ -х 3 аЬ 1 

гдi; k'> 1, а 6' лежитъ между - 1 и + 1. Поэтому правосторон
нее отношенiе тоже безпредмьно растетъ по абсолютноll величинiэ, 
но при вся.комъ значенiи п имiэемъ знакъ, противоположныtl знаку 

лiэвосторонняrо отношенiя, когда независимая перемtнная стремится 
къ тому же предму х, . проходя послtдовательность значенiй 

I ? , .. 

Хо' Х1' Х2' • • •• 



• 
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Кромt того Винеръ (.Wiener) 1) докааалъ, что можно составить 
и друriя послiщовательности, для которыхъ отношенiя приращенiй 
будутъ стремиться къ проиавольно ааданнымъ предtламъ. Винеръ 
воспользовался также функцiей Вейерштрасса, чтобы показать 

(см. § 692, Ь), что поверхность, не будучи линейчатой, можетъ 
быть развертывающеюся. Рааумtется, матерiально такую поверх
ность нельая осуществить, потому что у нея нtтъ касательной 

плоскости ни въ одной точкt 2). 

Нiщ:оторыя св'hд'hнiя объ исчисленiи конечныхъ 

разностей_ 

802. Kor да дана нtкоторая послtдовательность чиселъ 
u 0 , u 1 , u 2 , ••• , то конечною рааностью или просто рааностью 

какого нибудь члена нааываютъ то число, которое надо съ нимъ 

сложить, чтобы получить слtдующiй членъ. Составленiе разностей 
членовъ нtкоторой послtдовательности есть операцiя, обоаначаемая 
символомъ л: 

Простой переходъ отъ одного члена къ слiщующему ( аамtна одного 
друrимъ) можетъ быть также раэсматриваема, какъ нtкоторая опе

рацiи V такого рода, что 

Правая часть есть не 

скааать, что операцiи 

ческой зависимости V 

нимъ UJJ+1 черезъ V и11 , 

что иное, какъ и11 + Л u11 и потому можно 

Л и V находятся между собою въ символи-
1 + Л. Если же въ выраженiи Л и11 замt-

то получимъ Л V - 1 • 

803. Мы покажемъ теперь, что анаки операцiи Л и V под
чиняются алгебраическому вычисленiю, по правиламъ, изложеннымъ 
въ § 350. Сперва замtтимъ, что какъ р кратное примtненiе 
операцiи Л надъ Uq, такъ и q - кратное ея примtненiе къ и11 , 
даютъ UP+tz, такъ что имtемъ 

1) .Crelle's Joumat•, 1881. Стр. 221. 
2) ,,Lehrbuch dег darstellenden Geometrie". Томъ 11, Стр. 33. 
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или, подставляя V" u0 вмtсто и,, , 

Далtе, замtтимъ, что операцiи Л и V моrутъ быть переставляемы, 

потому что V Л Up изображаетъ членъ, слtдующiй за Л Up въ послt
довательности Ли0 , Ли1 , Ли,, ... , т. е. Л Up--t-1 , вмtсто котораго, 

очеви,дно, можно писать Л V Up • Итакъ, V Л = Л V. Отсюда слt

дуетъ, что рядъ операцiй Л и V, можно про»зводить въ какомъ 
угодно порядкt. Далtе, такъ какъ разность суммы, очевидно, равна 

суммt разностей слаrаемыхъ членовъ, то 

,12 = L1 (J/ - 1) = д V - д = V д - д 

= /7 (/7 - 1)- (/7 - 1) = (Р - 1)2. 

Общнtе, допустивъ, что 

.,JP = (Р - lf, 
получимъ 

такъ что вышеуказанная формула справедлива при всякомъ р. Отсюда 

вытекаетъ, что для выраженiя р-ой разности перваго члена послt

довательности u0 , u 1 , и2 , ••• , имtемъ 

(1) 

Д,1я любого другого члена имtемъ 

т. е. 

Если, наоборотъ, желаемъ возстановить самую послtдовательность, 
зная послtдовательныя разности перваrо члена, то надо примtнить 

формулу VP = (1 + Л)1', которая даетъ 
(2) Р Р(Р-1) 

иР = ио + Т .d Uo + 1 . 2 д2ио+ . .. + дР ио. 

804. Разности отъ Oq. Такъ · называютъ для краткости послt
довательныя разности перваrо члена послtдовательности чиселъ 

Oq, 1 q, 2q, Зq, .... На осн'ованiи формулы (1) имtемъ 
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Составляя, напримi;ръ, разности кубовъ, получаемъ слi;дующую 
таблицу чиселъ: 

о 

1 
1 8 27 64 

7 19 37 
6 12 18 24 

6 6 6 

125 216 
61 91 

30 36 
6 6 

343 
127 169 

42 
6 6 

512 
217 

48 
6 

729 1000 
271 ... 

54 ... 

Какъ видимъ, четвертыя разности всi;хъ членовъ послi;довательности 
равны нулю. Мы вскорi; увидимъ, что это лишь частный случай 
одной общей теоремы, которая даетъ возможность обратно возста
новить первоначальную послi;довательность путемъ простого сло

женiя *). Это полезно на практикi; при составленiи таблицъ квад
ратовъ и кубовъ. Возвратимся къ формулi; (3) и выведемъ изъ 
нея простой способъ быстро вычислять разности отъ оч. Замi;нивъ 
р на р 1 и складывая получаемую формулу съ (3), найдемъ 

I (Р-1)'1' + <P=I)(P-2) (Р-2)ч ... ± 1. 
1 · 2 

Между тi;мъ правая часть, умноженная на р, даетъ 

рЧ+1 f (p-J)'l+•+P<f_-;l)(p-2)ffl_ ... +:.Р ,1PQ'l+1. 

Слi;довательно, имi;емъ 

(4) 

Примi;няя эту формулу, весьма легко составить слi;дующую таблицу: 

л ,12 лs ,14 ,15 Л6 ,17 лs 

о· 1 1 
1 2 02 

os 1 6 6 
О4 1 14 36 24 
ОБ 1 30 150 240 120 
06 1 62 540 1560 1800 720 
01 1 126 1806 8400 16800 15120 5040 
os 1 254 5796 40824 126000 191520 141120 40320 

") См. формулу (5) § 806, rд1; y<v) = О при 11 = р, Р+ 1, р + 2, 
если у - ц-ЬЛая фупкцiя степени < р. 
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Элементы второго столбца получаются слiщующимъ образомъ: 
начиная съ 2, прибавивъ это число къ 1 и удвоивъ _сумму, полу
чаемъ 6; при'бавивъ 6 къ 1 и у двоивъ сумму, получимъ 14 ; 
( 14 1) 2 = 30 и т. д. Для составленiя 3-го столбца поступаемъ 
аналогично; а именно: . прибавляемъ первое число столбца къ сто
ящему отъ него слtва 'lИСЛУ предыдущаго столбца и сумму утраива
емъ и т. д. Такъ, напримtръ, начиная съ 6, получаемъ (6+6). 3 36; 
далt.е (36 + 14). 3 = 150 и т. д. *) Таблицу, составленную такимъ 
образомъ, полезно имt.ть передъ собою, когда надо вычислять раз
ности отъ Oq, что встрtчается во мноrихъ интересныхъ вопросахъ 

Анализа. 

805. Полезно также замtтить нtкоторыя свойства, которыя 
легко выводятся изъ (4). Прежде всего, LIPOq = О, когда р q. 
ДtАствительно, допуская, чт~ это справедливо для нtкотораго зна
ченiя q (а это очевидно ·при q = 1), изъ формулы (4) тотчасъ 
увидимъ, что это будетъ справедливо и при замtнt q на q + 1. 
Изъ той же формулы вытекаетъ, если положимъ q = р 1 , что 
ЛРоР р! Наконецъ, замtтимъ, что ЛРОq всегда дtлится нар! 
Въ самомъ дtлt, напишемъ формулу (4) слtдующимъ образомъ: 

дР ()Ч = р дР-1 оч-1 + р LJP Oq-1 

и примtнимъ эту формулу нtсколько разъ ко второму члену правой 

части. Тогда получимъ 

дР 0ч = рд1>-1 0q-1 + Р2др-1 0ч-2 + ... + рч-Р+1 дР-1 оР-1. 
Слtдовательно, ЛР Oq дtлится на р; а такъ какъ во второй части 
входятъ только (р-1 )-ыя ращюсти, то можно сказать, что Л11оч дtлится 
нар (р-1). Отсюдасдtдуетъ, что каждый членъ второй части дt.лится 
на р (Р - 1) (Р - 2), а потому и LIP оч дtлится на р (р 1) (р 2) 
и т. д. Такимъ путемъ съ помощью цtпи послtдовательныхъ заклю
·ченiй ясно увидимъ, что ЛР Q!l дtлится на р ! , каково бы ни было q. 

806. Разности функцiii. Положимъ теперь, что составлена 
послtдовательность значенiй f(x), f(x h), f(x+2 h), ... нtко
торой функцiи у. Разность p-ro ПОJУllдка (р-ая разность) перваго 
числа, по формулt (1), будетъ 

дPy=f(x+ph)- ~ f(x+ (р-1) h) +"<:.-; Ч f(x+(P-2) h) · · · ±/(х). 

Если разложимъ каждый членъ правой части по формулt Тэйлора, 
то найдемъ, что коэффицiентъ при h" будетъ 

у(") (P"-1-(p- I)" +Р (р-1) (р 2)" 
,v! 1 . 1 · 2 

*) Лервое число каждаrо столбца равно первому числу предыдущаrо, 
умноженному на р,. rдt р номеръ столбца. 

30 
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Въ силу перваго свойства, указаннаго въ предыдущемъ §, r~ропа
дуть, слъдовательно, всi. члены съ h, h2, ••• , hP-1 ; пропадетъ и 
членъ, независимый отъ h (что можно было предвидъть), потому 
что онъ равенъ произведенiю /(х) на (1 - 1)1' = о_. Поэтому 
бу демъ имi.ть 

(5) 
="" 

лр =Ih"' у( .. ) ЛР О" у 1 • v. ·= 
Эта формула предполаrаетъ возможность разложенiя /(х) въ без
конечный рядъ. Чтобы имъть общую формулу съ остаточнымъ 
членомъ, замътимъ, что ЛР у при данномъ х есть функцiя отъ lt ,· 
производная которой имъетъ слъдующее выраженiе: 

P"f(n} (х + ph)- j> (Р 1)" /(п) (х+(Р-1) h) 
1 

+P(P-l)(p 2)"/(">(х+(Р-2)/1)-
1-2 

Слi;довательно, если (§ 330) остановимъ разложенiе (5) на членъ, 
соотвi.тствующемъ v п 1 , то надо еще добавить 

гдi. написанныя здъсь разности должны быть вычислены для интер
валовъ 6 h вмъсто h. Буква О, какъ обыкновенно, обозначаетъ 
число, лежащее . между О и 1. 

807. Упражиеиiя. а) Для у=е"' имtемъ Lly = e:i,-f-li-e"' = е"' (1' - 1) 
откуда 

Формула (5) дастъ, по разд-J;левiи об-J;ихъ частей на е'" и замtн-J; h на х, 

ф .,, 

(е"' 1)1' = 2....,х дР О"'. 
р 

Такъ какъ 111.вую часть можно написать въ вид't 

то тотчасъ наИдемъ, пользуясь обозваченiемъ, уже объясненнымъ раньше 
(§ 467), формулу 

дРОЧ = s l . 
q! q 

Эта формула позво11яетъ непосредственно вычислить д1' оч. Если же11аемъ, 
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наприм'l;ръ, им1;~ь ~ 07, то нужно замi;тить, что разложенiя 7 на четыре 
ц1;лыя слаrамыя будутъ 

1+1+1+4, 1+1+2+3, 1+2+2+2. 

Первое и третье считается по четыре раза, а второе 12 разъ. Слi;довательно, 

,1407 7! ( 44! + 12 + 2! i1 21) = 8400 . 

.. 
Ь) Для функцiи у= получаемъ 

х 

1 + 1 
х х 

ll 

_h 
х (х + h)(x + 2h) ' · · · . (x.+h)(x+2h) 

;и вообще 

x(x+h)(x+21z) · · · (x+ph) 

nоложивъ h = 
1 

1 и зам1;нивъ х на въ формул'!; (5), получимъ 
х 

Рамаrая каждый множитель л1;вой части въ рядъ (геометрическую проr
рессiю) и представляя се61; умноженiе выполненнымъ, леrко наАдемъ, что 

LJ'I QP-f"I 
-р,- равна сумм'!; в'с1;хъ пронзведенiй изъ q ц1;лыхъ положи-

тельныхъ чиселъ, равныхъ или неравныхъ, не превосходящихъ р. 

Такимъ образомъ становится очевиднымъ доказанное въ концi; § 805 
,свойство. 

с) Объясненное въ § 802 обозначенiе позволяетъ воспользоваться 
,символическимъ вычисленiемъ (§ 350), такъ что различные результаты полу
<Jаются весьма леrко. Зам1;тимъ, что 

и преобразуемъ выраженiе въ скобкахъ въ 

l-xV 

1 х.1 .х2,;Р 
·-·····---- = -- + ---+ -·-· . 

. '\")-xV 1 х (1--х)2 (1-х)3 (1 

Тоrда тотчасъ получится 

00 00 1J д"' 
"\"' и" Х = "\"' Х Uo . '7' · " '7' (l-x)"+1 
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Если, напримilръ, давъ рядъ 

то легко наtlти его сумму 

f(x) 

Мы видимъ, что /(х) есть частное отъ дilленiя полинома степени.q на 

(1 x)!l+1• 

d) Подобнымъ же образомъ, когда данъ рядъ 

/(х) 

1юлучимъ 

/(х) = e"V е'" · e"'J е"' ({i- дQ!l + х2 

,PO!l + · · · + ;; д!l Oq). 
Итакъ, сумма даина1·0 ряда есть произведенiе е"' на полиномъ степени q съ 
цi,лыми коэффицiентами. Отсюда слъдуетъ, что сумма ряда 

рав·,а цilлому кратному отъ е. Напримilръ, имilемъ 

1 4 9 
п+21+:'п+ · · · 

1 8 27 211 ' п+2!+зт+··· 5е. 

808. Исчисленiе конечныхъ разоостей имtетъ мноrо полез
ныхъ приложенiй въ Алrебрt, о чемъ читатель можетъ узнать въ 
друrихъ сочикенiяхъ 1) *). Здtсь мы оrраничимся указанiемъ на то, 
какимъ образомъ оно можетъ служить для рtшенiя задачи интер
полированiя (§ 343), т. е. для составленiя цълоА функцiи у, 
принимающе.й заранъе заданныя значенiя Уо, Yt> у2 , ••• 

при данныхъ значенiяхъ х0 , х1 , Х,р ••• независимой пере· 
мtнной. Представимъ себt еще третью перемtнную t, которая 

соотвtтственно парамъ (х0 , у0), (х1 , у1 ), (х2 , у2) ••• перемtнныхъ 
х и у принимаетъ значенiя О, 1, 2, . . . Перемtнныя х и у, раз
сматриваемыя, какъ функцiи отъ t, должны, слtдовательно, при t = р 
принимать значенiя Хр и ур, и такъ какъ вообще Up= (1 +Л)Рu0 , 
то мы можемъ написать 

(6) z = (1 + л/ х0 , у= (1 + Л)t у0 • 

1) Bertrand .• AJgebre•. 2-ая часть, стр. 239, 249 и др. 
*) Для ознакомленiя съ теорiею конечныхъ разностей и разнообраз

ными ея приложенiями рекомендуемъ читателю сочиненiе академика А. Мар
кова .Исчисленiе конечныхъ разностей•. 2-ое изданiе ~Mathesis•. 1910. 
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Иск11юченiе t изъ этихъ уравненiй въ каждомъ данномъ случаt и 

даст.. искомое соотношенiе между х и у. Положимъ, напримtръ, 

что х0 , х1 , х2 , ••• , х" в3яты чере3ъ равные промежутки h въ 
интервалt (Хо, х .. ). ·въ этомъ случаt Лхо = h, Л2хо о, Л3хо= 0 ... 
и, сJitдовательно, 

t (f } ) А9 1 

х х0 + t .dx0+ 1-2 LJ-x0 + · · · х0 + t,1, 

'!ТО, ,шрочемъ, можно было предвидtть. Значенiе t, получаемое 
<Qтсюда, подставимъ во второе уравненiе (6). Оно обратится тогда 

въ Ньютонову формулу 1) 

_ + х - х0 LI у0 + х - х0 (х - х0 
• У -J'o -h- · -1- --h- ··-/i- ) 

Lf,!,yo 
i п+··· . 

Свойства Бернуллlевыхъ чиселъ. 

809. Вернуллiевы числа (§ 351) очень просто выражаются 
въ разностяхъ отъ Oq. Дtйствительно, разс11ютримъ поСJI'tдователь
иость чиселъ, первый членъ которой u0 = О, а остальные опредt

ляются формулою 

Послtдовательность первых:ъ разностей и будетъ Q!I, 1 !1, 2q, ..•. 
Слtдователь.но, ЛРu0 ЛР 1 Oq. Отсюда вытекаетъ, если приложимъ 
формулу (2) § 803 и возы.rемъ р > q, что 

111 + 2q + · · · + (р-1)11 = P(tl_-- l) ЛО<l + · · · + p(p- I) ... (p-q) J!l O<l. 
1 · 2 1 · 2 .. · (q + 1) 

ECJiи разложрмъ правую часть по степенямъ р, то коэффицiентъ 
при р будетъ 

Въ лtвой части при q > 1 коэффицiентъ при р будетъ тотъ же, 
что въ l'l+ 2!1 ... + pq, т. е. (§ 358, а) В9 • При q = 1, онъ 
равецъ В1 1 = В1 • При всякомъ друrомъ нечетномъ q, Bq =с: О, 
поэтому можно сказать, что коэффицiентъ при р въ Up всегда ра
венъ ( - 1 ~ В9 • Итакъ, им'tемъ 

(1) 

1) Интересное приложенiе этой формулы къ отд1;ленiю корней 
даетъ теорема Choquet· и Matrot (Mathesis, 1891, стр 218). 
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Эта формула послужить намъ для дока3Зтельства одной интересной 
теоремы. 

810. Теорема Штаудта и Клауэена (Staudt und Clausen). 
Всякое Бернуллiево число 8 2 " равно цtлому числу безъ 
суммы обратныхъ величинъ тtхъ простыхъ чиселъ, кото
рыя дtлаются дtлителями 2п, когда ихъ уменьшимъ на 
единицу 1). 

а) Докажемъ сперва слtдующую лемму: ~сякое составное 
число р, большее 4, есть дtлитель числа (Р-1)! Дtйстви
тельно, число р, если оно не простое и не квадратъ простого, можетъ 

быть разложено на два множителя, не равныхъ между собою и не 
равныхъ 1. Эти числа входить въ составъ произведенiя 2. 3 ... (р-1 ), 
слtдовательно (р-1)! дtлится нар. Если р квадратъ простого 
числа µ,, то произведенiе 2-3 .. (Р- 1) содержитъ въ себt множи
телей µ, и 2 µ, и потому дtлится на 2 µ,2

, а слtдовательно, и на р, 
если 2µ,<Р, т. е. µ,>2. Слtдовательно, между числами р, не 
простыми, только 22 составляетъ исключенiе. 

Ь) Посмотримъ теперь когда ЛР- 1 Oq дtлится на р. По дока
занной леммt оно дtлится на р при всякомъ составномъ р, которое 
больше 4, потому что такое число р дtлитъ (р 1)!, которое 
само есть дtлитель л~1 Oq (§ 805). Но и при р 4 будетъ то же 
самое, если q число четное; дtйствительно, въ этомъ случаt 

прямо видно, что число 

1 лз oq = i (3'1--1 + 1) - з. 2q-2 

есть число ц1шое, потому что 3<1- 1 + 1 .дtлится на 4. Остается раз
смотрtть случай р простого. 

с) Раздtлимъ q на р - 1, и пусть q "'?" k (р 1) + r. Такъ 
какъ· r<p 1, то ЛР- 1 or = О. Поэтому, если въ извtстной фор
мулt (§ 804) 

2)q + (p__l )Jf_:::: 2) (р- З)q 
1 · 2 

вмtсто f/ поставимъ r, то получимъ 

· · · ± (Р-1) 

при условiи, что r не равно О, въ какомъ случаt въ правой части 
надо еще 11рибавить + 1. Поэтому, ЛР-1 Oq выражается также 
формулою: 

1) Приводимое зд-tсь доказательство, прииадnежитъ Radicke (Радике). 
См. ,,Nouvelle Correspondance Mathematique", 1880, стр. 503. 
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rдt, вообще, (J О, а при r О имtемъ Q = ( 1 )1'. Между тtмъ, 
по теоремt Фермата 1), простое число р, не дtлящее а, дtлитъ 
аР-1 - 1. Иными словами, аР-1 есть кратное отъ р, увеличенное 
на 1, и то же самое, очевидно, можно сказать и объ at(p-tJ. 

Отсюда слtдуетъ, что разность 

дi;лится на р. Итакъ, ЛР-1 Oq = Q (mod р ). 

· d) Изъ предыдущаrо изслtдованiя вытекаетъ слtдующее: 
JP-1 Oq не дtлится на р только при р простомъ и q дtля
щемся нар 1. Въ послtднемъ случаi; остатокъотъдi;ленiя u--1oq 
на р равенъ ( 1)1', т. е. равенъ - 1 (или при р = 2 сравнимъ съ 

1 (mod Р)). Поэтому, если въ формут (1) положимъ q 2п 
и обозначимъ черезъ а, р, у, . . . всi; простыя числа, обладающiя 
тtмъ СВОЙСТВОМЪ, ЧТО 2 n дi;ЛИТСЯ на а -· 1 1 /J - 1 , )' - 1 , ТО 
получимъ 

( 
1 1 1 ) В2 = ц'fuюе чиспо - - + -- + - + . . . , 

" а /J 1' 

что и выражаетъ теорему. Эта теорема облеrчаетъ составленiе таб
лицъ Бернуллiевыхъ чиселъ. Только съ ея помощью Адамсъ 2) 

моrъ довести вычисленiе этихъ чиселъ, начатое Омомъ (Ohm), до В124 • 
Кромt того, она до извtстной степени раскрываетъ связь между 
тeopieit Бернуллiевыхъ чиселъ и нtкоторыми трудными вопросами 

теорiи чиселъ. Такъ, напримtръ, Куммеръ 3) доказалъ знаменитую 
теорему Фермата о невозможности рtшить въ цi;лыхъ числахъ 

уравненiе · х" + у" = z" при п > 2, для всtхъ простыхъ чиселъ, кото
рыя не д'l;лятъ числителеit Бернуллiевыхъ чиселъ В2 , В4 , ••• , В,,_3• 

811. Въ § 361 было показано, что Бернуллiевы числа съ 
четны_мъ покаэателемъ имtютъ по очередно знаки + и ; теперь 
мы покажемъ, слtдуя Липшиuу (Lipschitz) 4), что, начиная съ н1;ко-

1) Baltzer, .Elernente der Mathernatik• (2-ая часть, § 13) ипи Ч ебы-
шевъ, .Теорiя сравненiй•, стр. 31-32. · 

2) .Crelle's JoumaJ• (1878, стр. 269). Чтобы составить себ1; понятiе о 
механическихъ затрудненiяхъ этого вычиспенiя, достаточно указать на то, что, 
начиная съ В100 , въ чиСJiитеп1; будетъ боn1;е 80 цифръ. 

3) ,.Crelte's Joumal• (1850, стр. 130). 
4) .Bulletin des sciences rnathematiques et astronorniques (1886, стр. 142)· 
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тораrо м'kста, то же самое справедливо относительно ц'kлыхъ ча
стей этихъ чиселъ 1). Дtйствительно, мы имtемъ 

Вз Н + t) 
в, = 1 (! + t + t) 
в6 I -H + t + Н 
В8 1 -{! +! +t) 
В10 1 (! + t +fr) 
В12 = 1 {! + t + t.+++ f:r) 
В1,1. 2 (! + Н 

Вш= 

Б1в 
Вю = 

в'12 =· 

- 6 - (! + t + t + у7) 

56 - (! + t + + + т';т) 

- 528 - {!- + t + i + Л) 
6193 - (! + i- + -.f3) 

В24 = - 86579 ~ (! + t + t + + +--nr) 
В26 = 1425518 - (t + t) 
В2-,,, = - 27298230 - (! + t + t + 'l'.r) 

Такъ ~акъ В2р > О при р нечетномъ, то _т'kмъ болtе цtлая · ero 
часть будетъ > О, и надо поэтому доказать, что при р четномъ, 
не меньшемъ 8, цi;лая часть въ В2 р будетъ < 1. Положивъ р 2 п, 
наАдемъ на основанiи формулы (2), что цi;лая часть В2 " навtрно 
меньше, чtмъ 

1 1 1 
В4,,, +2+3 + ... + 411+ 1 <в,.,+ Iog(4 п+ 1), 

такъ какъ (§ 183) Н., - log п < Н.,_1 - log (п - 1) < · · · < Н1 -· log l 1. 

Между т'kмъ, припоминая формулу Стирлинrа, имtемъ (§ 365, а) 

(4n)f ( l l . ) (2п)4 "+! В, =2--· 1+-+-+··· >4п'Уе - · 
"'" (2n)4 !' 24

" 34
" пе 

Сл'k.D.овательно, цi;лая часть въ В,,. меньше, чtмъ 

- -(2n)4 "+-i log(4n+ 1)-4л-Vе - , 
пе 

и теорема Липшица будетъ доказана, если удастся найти такое 
аначенiе 11;- при которомъ послtднее выраженiе О, потому что 
тогда для всякоr,0 п, большаrо найденнаrо, оно также будетъ < О. 
Для этой цi;ли достаточно опредмить п такъ, чтобы одновременно 

было 

2 п > :л: е, log ( 4 п_ + 1) < 4 л; -Ve 

и тотчасъ видно, что эти неравенства выполняются пр~ п 5. 

1) Объ эrихъ цмыхъ частяхъ трактуется въ н11которыхъ изсл1;дова · 
нiяхъ Эрмита_ (Неrmitе) въ "Crelle's Joumal" (1876, стр. 93). 
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Посл'kдовательныя производныя функцiи 
отъ функцiи. 

812. Положимъ, что послiщовательнhlя производныя нi;которой 
функцiи и извi;стны, и составимъ сумму (§ 467) 

; (r) 

ир, • = S и . 
р 

u(r) , 
Такъ какъ производная функцiи tз,. = ~, равна IЗ,. = (r 1) в,.+1 , 

r. 
то производная члена в,., 8r, . •. 1Зч (r1 r2 + ... + r, = р) въ суммi; 
Ц, • бу детъ равна . 

(1) 

Чтобы одинъ изъ зтихъ членовъ совпалъ съ даннымъ членомъ 

суммы UP+1,,, должно быть 

и, слi;довательно, (!., > 1. Если зто такъ, то членъ (2) встрi;тится 
(},, разъ въ (1 ). Итакъ, вышеназванный членъ заключается" въ и;, i 

столько разъ, сколько едшшцъ въ суммi; nхъ (!, которые больше 1, 
т. е. (Р+l-т).разъ, rдi; тесть число тi;хъ (!, которые равны 1. 
Разсмотримъ теперь члены 

суммы Ир, i-1, и умножимъ каждый изъ нихъ на tз 1 , помi;щая зтотъ 
новый множитель посл1щовательно на каждое изъ i мi;стъ, котор1,1я 

онъ можетъ занимать 

Такимъ образомъ мы построимъ схему, въ которой членъ (2) будетъ 
заключаться т разъ·, въ то время, какъ число вdхъ членовъ схемы, 

очевидно, будетъ равно i в1 [lp, ;,_1 • Слtдовательно, членъ (2) будетъ 
заключаться (Р + 1 - т) + ni = р + 1 разъ въ U~ . • + i в1 Up, 1-1, 

и потому будемъ имi;ть 

(3) 
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Эта формула выражаетъ основное свойство алrориема И. Она 
будетъ справедлива безъ оrраниченiй, если условимся подаrать 

UP, ; = О, когда i > р или i < 1. 

813. Теперь мы имtемъ возможность найти общее выраженiе 
р-ой производной функцiи /(х) = p('!jJ(x) ), если послtдовательныя 
производныя функцiи (Ji и 'ljJ извi;стны. Для простоты положимъ 
у = f (х), и = 'ljJ ( х), такъ что у = р (и), и докажемъ, что · 

у<Р) lf' (и) q/' (и) (fш (и) 
р, = --ТГ ир, i + 2! и/1, 2 + зГ ир, а + .... 

Взявъ производную по х, пользуясь при этомъ формулою (3), 
увидимъ, что полученное выраженiе будетъ отличаться отъ (4) 
тоJJько зам'hною р на р + 1; а такъ какъ формула (4), очевидно, 
справедлива при р 1 , то она справедлива и вообще. 

814. Приложенiя. а) Производная порядка р отъ у= lf (е"') можеть 
быть выражена съ помощью алrорием~~. (§ 807, а) 

I е"' s 
р 

! 1 лlор 
,ixs~=i"'~. 

~ r! р! 

Формула (4) даетъ 

(5) у(Р) = qJ' (r) е"' d ОР+ q/' (r) е'!.х "f!OP + (f'" (r) e'J;,; LJ30P +· · ·. 
1 1·2 J-2-3 

Ь) По.~агая, въ частности, 

2 х (JJ(!) (1) (- ~l-)i-1 . . . :rr; 
(JJ (х) = 1 + х2, такъ что -:-:;:г V2 SIП (~-1) ··;г 

получимъ, какъ изв"tстно (§ 354), у еЕ"'. Формула (5) дастъ тогда при х О 
сл"tдующее выраженiе Эйлерова числа Ь'~, черезъ разио~и отъ 01': 

Ер = - _1__ (2 д2 QP 2 L18 ОР + .1-1 ОР) 
4 

1 + -42 (2 ,,/! ОР 2 .Ji QP + д8 ОР) 

- ~3 (2 дю GP -,2 ,j11 QP + ,j12 ОР) + .... 

1 
с) При ,р(х) = .t: формула (4) дастъ 

(р) l=p 

-!.., = I { < 1 i у•+1 ир, .. } . 
р. i=L 

Полагая пос.~"tдоватедьно 

l ( -·Х\ и=-; 1-е 1, и l (е"'+ Гj 
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и полагая въ поспtдней формулt х О, получимъ сп1;дующiя выраженiя 
Бернуллiевыхъ и Эйлеровыхъ чиселъ: 

Е · ;=р{ i 1 } 
(2~! = ~ (-l)i ~(2r)! · 

d) Полагая, наконецъ, 

у= (1 + ах) (l +'/1х} (1 +ух)· · · = е", 

обозначимъ черезъ s" и с" суммы r-ыхъ степеней чиселъ а, tJ, у, . . . 11 

произведенiй ихъ по r. При х =О, имtемъ, очевидно, 

u<r) s" 

r! ,. 

Если въ формулъ (4) положимъ поспtдовательно ,р (х) е"', rp (х) = log х. 
и х О, то снова найдемъ формулы Варинrа (§ 467) 
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Клеро. Диф. уравнеиiе Клеро. 415. 
Клотоида. 395. 
Коническое с'tченiе. Различныя 

построенiя центровъ кривизны. 83 и 
CJI'tд. • 

Конхонды плоской кривой. 66. 
Косыя круги. 161!. 
Кохлеоида. 64. 
Кратны·я точки плоской кривой. 

108. Связь съ формой Гессе въ случа't 
алгебраической кривой. 111. 

Кривизна плоской кривой, ра· 
дiусъ кривизны, пентръ кривизны. 72. 
Формулы для радiуса кривизны. 76. 

Кривизна (первая) неплоскоА 
кривой, радiусъ кривизны. 148. Геом. 
значеиiе знака кривизиы.153. Прямыя
едииств. кривыя, у кот. кривизна всегда 

равна нулю. 149. Вторая кривизна 
неплоской кривой (см. кручеиiе). 

Кривизна крнвыхъ на поверх
ности. 202. Теорема Менье. 203. Тео
рема Эйлера относительно кривизиъ 
нормальныхъ с'tченiй. 206. 

Кривизна поверхности, сред
няя, 209, полная (Гауссова), 211. Не
изм'tняемость полной кривизны при 
сrибаиiи. 212. Поверхности съ посто
янной средиеА кривизноА; мивималь· 
выя пов. 210. Пов. съ пост. полиоА 
кривизиоА. 212. 
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Кривыя, шюскiя 52, двоякой кри
визны, 138. 

Крученiе, радiусъ крученiя кри
во!!. 148, 150. Плоскiя кривыя явля
ются единств., у кот. крученiе всегда 
равно нулю. 151. Геом. значенiе знака 
кj)ученiя. 154. 

Линеllчатыя поверхности (ко
сыя и развертывающiяся). 185. Усповiе, 
характеризующее развертывающуюся 

пов. 186. Нормали къ косо/! линеllча
тоО пов. вдоль образующей. 190. 
ОпредЫJенiе асимптотич. линil! на косой 
линейч. пов. зависитъ отъ уравненiя 
Риккапи. 431. 

Линiи кривизны на пов. 184, 
217. Формулы Родрига. 219. Теорема о 
линiяхъ кривизны, которыя являются 
плоскими или сферич. кривыми. 219. 

Логаривмическая кривая. 60. 
Центры кривизны. 78. 

Логоциклика. 101. 
Миннмальныя поверхности. 210. 

Миним. пов. Шерка. 433. См. также 
геликоидъ съ напр. плоскостью и 

катеноидъ. 

Монотонныя функцiи. Ихъ ин
тегрируемость. 251. 

Неявная функцiя. 37 и слtд. 
Нормаль къ плоской кривой. 56. 

Норм. къ поверхности. 178. 
Нормальная плоскость къ кри

во!! двояко!! кривизны. 140 
Нормальная кривизна кривой 

на поверхности. 205. Она обращается 
въ нуль на асимптотическихъ линiяхъ. 
206. 

Объемы ТЫJъ вращенiя.386. Объ
емы произвольныхъ ТЫJЪ. 397. 

Огибающая семеllства кривыхъ. 
126. Огибающая ool поверхностей, 192, 
w поверхностей, 194. 

Описанный около поверхности 
конусъ и цилиндъ. 180. 

Особенности плоскихъ кривыхъ 
въ координатахъ точки. 103 и сл1щ., 
въ тангенцiальныхъ координатахъ, 116. 
Особенныя точки и линiи на 

поверхности. 180. 
Параболическiя точки поверх

ности. 182. 

Пересоприкасанiе (см. сопри
касанiе). 

Площади плоскихъ кривыхъ. 374. 
Плюккеровы формулы (относя

щiяся къ особенностямъ алг. кривыхъ). 
116. 

Поверхности. 178 и сл1щ. Пов. 
2-го порядка; ихъ полная кривизна. 212. 

Пове.рхности ТЫIЪ вращенiя. 386. 
Поверхности riроизвольныхъ ТЫJЪ. 397. 

Подкасательная плоско!! кривой. 
58. Полярная подкасательная. 59. 

Поднормаль шюской кривой. 58. 
Полярная поднормаль. 59. 

Подэра. 70. Построенiе центра 
кривизны. 85. 

Полярная поверхность кривой 
двоякой кривизны. 199 Эволюты кvи
вой служатъ геодез. линiями на полярн. 
пов. 200. Ребро возврата есть общее 
мi;сто центровъ соприкас. шаровъ. 201 . 

Порядокъ алгебр. кривой. 116. 
Производная. Произв. функцiи 

f(x, у, z) въ данномъ направленiи. 29. 
Производныя высшихъ порядковъ 
функцiи отъ функцiи. 473. 

Псевдосфера. 212. Асимптотиче
скiя линiи. 232. 

Развертывающiяся поверх-
ности. 185, 212. Ихъ дифференцiаль
ное уравненiе. 194. Главныя кривизны. 
213. 

Рибокуръ. Кривыя Рибокура. 86, 
92. 

Риккати. Диф. уравненiе Риккатн. 
416. 

Родъ алгебраич. кривой. 116. Кри
выя нулевого рода (уникурсальныя). 
117. 

Рулетты. 88. 
Ряды функцill. Почленное инте

грированiе. 287. 
Синусъ-спирали. 68, 92. Радiусъ 

кривизны. 81. 
Соприкасанiе въ спучаi; плос

кихъ кривыхъ. 123. Соприкасающittся 
кругъ; онъ вообще пересi;каетъ кри
вую. 74. Если его радiусъ достигаетъ 
max. или miп., то имi;етъ мi;сто пере
соприкасанiе. 125. 

Соприка·сающiй кругъ къ кри
вой двоякой кривизны. 163. 
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Уникурса,,ьныя кривыя (нуле-
Соприкасающiяся поверхно- вого рода). 117. 

сти къ кривой двоякой кривизны. 160. 
Соприкас. плоскость. 140, 161. Стацiо- Френе. Формулы Френе для диФ-
нарная соприкас. ПJ1оскость. 161. Кри- ференцiаловъ фунцаментальныхъ ко-
вая вообще перес'hкаетъ соприк. пло- синусовъ кривой двоякой кривизны. 
скость. 154. Исключенiя. 159. Соприкас. 146· 
шаръ. 156, 162. Кривая вообще не Френель. Интегралъ Френеля. 395. 
перес'hкаетъ его. 163. ·Пере-соприкас. ФункцiональныR опред'hли-
шаръ. 164. Общее м:1,сто центровъ тель (Якобiанъ). 27. 
соприкас. шаровъ. 166. Центры тяжести. 392. Теорема 

Соприкасающiяся прямыя къ Гульдена. 392. 
поверхности. 181. Циклоида. 69. Длина дуги и кри-

Спираль, архимедова. 62. Архим. визна, натур. уравиенiе. 87, 88. Эво-
спираль, какъ подэра эвольвенты кру- лютой циклоиды является также цикло-
га. 137. Гиперболическая спираль. 64. ида. 132. 
Логариемическая спираль. 61. -

1 

U'hпная линiя 60. Центры кри-
Спрямляющiя плоскости кри· визны, натур. уравненiе. 86. 

вой двоякой кривизны. 140. Ихъ оги-· i Ц'hпв:ая линiя равнаго сопро-
бающая 201 1 ти вленiя. 61. Центры кривизны, натур. 

с · · · уравнен1·е. 87. трикцiонная (горловая) линiя ' 
линейчатой поверхности. 185. 1 Эвольвента круга. Натур.урав-

Сферическiя кривыя. 165. Ихъ ненiе. f:'8. 
центры кривизны. 203. 1 Эволюта и эвольвенты плоской 

Сферическое крученiе кривой I кривой. 128. Радiусъ кривизны эво-
двоякоА кривизны. 168. 

1 

люты. 130. Эволюты и эвольвенты кри · 
Теоремы о среднемъ знэ.ченiи вой двоякой кривизны. 190. 

(первая и вторая). ?.52. Эй·леровы интегралы. 262, 358. 

Точки возврата плоской кривой. Эллиптическiе интегралы (1 .• 
109, 111. 2., 3. · вида). 334. Полные интегр. 1. и 

Точки закругленiя поверхности. 2. вида. 346. Преобразоваиiе Ландена. 
217. 348. Каждый эЛJJипт. интегр. 1. вида 

т б выражается черезъ два эллипт. интегр. 

очки изги а плоской кривой. 2. !JИда. 349. Теорема сложенiя для 
103. Связь съ формой Гессе въ случа'h 1 42 алгебранч. кривыхъ. 105. эллипт. интегр. . вида. 4. 

т · ,. Эллиптическiя таблицы Лежан-
раекторtн семеnства кривыхъ 

на плоскости. 427. дра. 349. 
Трактриса. 132. Эллнптическiя точки поверх-

ности. 182. 
Уголъ крученiя. 141. 

Уголъ смежности, въ случа'h 
плоской кривой, 71, въ случа'h кривой 
двоякой кривизны, 141. 

Указательница (индикатриса) 
· Дюпена. ·183. 

У литка. 66. 

Эпи- и гипо-циклоиды. 89. Он'h 
подобны свонмъ эволютамъ, 132. 

Якобiанъ (функцiональный опре
дмитель). 27. 

Якоби. Матрисса Якоби системы 
функцiЛ, ея значенiе въ вопрос'h о 
независимости функцiR. 45. 
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