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Vorwort.

Das vorliegende Werk steht an Umfang zwischen dem ,,Grundri3
der theoretischen Astronomie von J. FRISCHAUF (3. Aufl. 1922) und
den umfangreichen Werken ,,Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Ko-
meten und Planeten‘‘ von TH. v. OpPOLZER (Bd. I, 2. Aufl. 1882; Bd. IT
1880), ,,Theoretical Astronomy** von J. C. WATsoN (ed. 1896), ,,Theore-
tische Astronomie‘* von W. KLINKERFUES (H. BUCHHOLZ, 3.Ausg.1912),
,,Die Bahnbestimmung der Himmelskérper* von J. BAUSCHINGER (2. Aufl.
1928). Es wendet sich an die Studierenden der Astronomie, denen es
eine Einfilhrung in die Bahnbestimmung geben, an die Fachastro-
nomen, denen es mit der Zusammenstellung erprobter brauchbarer
Methoden dienen will, und an den Kreis der Nichtfachastronomen, die
in letzter Zeit in steigendem MaBe ihr Interesse durch erfolgreiche
Mitarbeit an den rechnerischen Aufgaben bekundet haben.

Da die Bahnbestimmung ein Problem des praktischen Rechnens ist,
so habe ich auf die praktische Behandlung der Materie durch Formel-
zusammenstellungen und Beigabe zahlreicher Beispiele besonderen Wert
gelegt. Aber auch dem Gesichtspunkt mathematischer Durchsichtigkeit
hoffe ich in ausreichendem MaBe Rechnung getragen zu haben.

Aus der Fiille der bekannt gewordenen Methoden der Bahnbestim-
mung muBte eine Auswahl getroffen werden. Jede Auswahl ist mehr
oder weniger subjektiv beeinfluBt. Denn ein Urteil {iber die Brauch-
barkeit von Methoden erlangt man nur durch &ftere praktische An-
wendung. Bei der groBen Zahl der vorgeschlagenen Methoden diirfte
es aber kaum einen Astronomen geben, der auf Grund seiner eigenen
Erfahrung in der praktischen Anwendung aller Methoden ein objektives
Urteil abgeben kénnte.

Abweichend von den genannten Werken sind hier neben neueren
Methoden der ersten -Bahnbestimmung, Ephemeridenrechnung und
Storungsrechnung erstmalig einer Forderung der Zeit entsprechend
Methoden in einer fiir die Rechenmaschine geeigneten Form aufgenom-
men. Da die Methoden in dieser Form den Vorteil gréBerer Durch-
sichtigkeit haben als in der fiir die logarithmische Rechnung geeig-
neten Form, so habe ich jene an erster Stelle dargelegt. Bis vor wenigen
Jahren wurden die Bahnrechnungen aus Mangel an geeigneten Rechen-
maschinen fast ausschlieBlich logarithmisch ausgefithrt. Auch in ab-
sehbarer Zeit wird die Maschine schon wegen der hohen Anschaffungs-
kosten die Logarithmentafel kaum ganz verdringen kénnen.



v Vorwort.

DaB auch die seit etwa 15 Jahren bei den Planeten zur Anwendung
gelangten Methoden der gendherten Stérungsrechnung und Bahn-
verbesserung Aufnahme gefunden haben, ist wohl gerechtfertigt.

Beziiglich der Bezeichnungen habe ich versucht, so weit als méglich
Einheitlichkeit zu erzielen. Bei der groBen Zahl der erforderlichen
Zeichen ging das nicht immer ohne Bruch mit bisher iiblichen Zeichen ab.

Die Formeln sind in jedem Abschnitt durchnumeriert. Bei dem
Hinweis auf eine Formel eines anderen Abschnitts ist dessen Nummer
als erste Zahl vorangesetzt.

Mit den im Anhang gegebenen Hilfstafeln diirfte man in Verbin-
dung mit den Jahrbiichern meist auskommen. Im iibrigen sei auf die
, Tafeln zur theoretischen Astronomie* von J. BAUSCHINGER (Neuaufl.
in Vorbereitung) verwiesen.

Den SchluB bildet ein Verzeichnis von Tafeln und ein Verzeichnis
der neueren Literatur, das fast alle seit 19oo bekannt gewordenen
Arbeiten auf dem hier behandelten Gebiete enthilt.

Es ist mir ein Bediirfnis, den Mitarbeitern, Herrn Dr. J. Dick fiir
eine Durchsicht des groBten Teiles des Manuskriptes und manche Ver-
besserungsvorschlige, Herrn R. HILLER fiir die Anfertigung der Zeich-
nungen, Herrn Dr. A. KAHRSTEDT fiir eine Revision der Beispiele herz-
lichen Dank zu sagen. Dank gebiihrt auch dem Verlage fiir die gute
Ausstattung des Buches.

Berlin-Dahlem, Marz 1929.
G. STRACKE.
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Erster Teil.

Die heliozentrische und die geozentrische
Bewegung.

I. Abschnitt.
Die heliozentrische Bewegung eines Korpers.

Die klassische Himmelsmechanik behandelt die Gesamtheit der Pro-
bleme, die sich bei Anwendung des Newtonschen Gravitationsgesetzes
auf die Bestimmung der Gestalt und Bewegung der Himmelskérper dar-
bieten.

Nach den bisherigen Erfahrungen hat sich das Gesetz selbst bei den
genauesten Untersuchungen durchaus bewidhrt. Zwar ist in der Be-
wegung mehrerer groBer Planeten des Sonnensystems eine gewisse Ab-
weichung zwischen Theorie und Beobachtung seit langem bekannt.
Indessen wiirde die Revision des Gesetzes, wie sie z. B. die Relativitits-
theorie fordert, in den folgenden Untersuchungen wegen der zahlen-
miBigen Geringfiigigkeit der Abweichungen ohne oder doch von unter-
geordneter Bedeutung sein. Jedenfalls kann das Problem der Bahn-
bestimmung davon ausgehen, die Gesetze abzuleiten, welche sich fiir
die Bewegung der Himmelskérper aus dem Newtonschen Gravitations-
gesetz ergeben.

Die Bahnbestimmung der Planeten und Kometen ist ein Problem des
Sonnensystems. Bei der Untersuchung der allgemeinen Bewegung, die
sich aus Rotation und Translation zusammensetzt, wiirde man auf uniiber-
windliche Schwierigkeiten stoBen, wenn nicht die Verteilung und An-
ordnung der Massen wesentliche Vereinfachungen zulieBen. Die Korper
des Sonnensystems konnen zwar nicht streng, aber doch sehr nahe als
aus homogenen konzentrischen sphéirischen Schalen gebildet betrachtet
werden. Die rotatorische Bewegung so geschichteter Korper kann voll-
kommen getrennt behandelt werden von der translatorischen Bahn-
bewegung, die hier allein Gegenstand der Untersuchung ist. Diese Be-
wegung der Himmelskorper um die Sonne als Zentralkérper geht so
vor sich, als wenn ihre Massen in ihren Schwerpunkten — bei Korpern
mit Monden, Satelliten in deren gemeinsamen Schwerpunkt — konzen-
triert wiren. Zudem sind die Entfernungen zwischen den Kérpern im
Vergleich zu ihren Durchmessern sehr groB. So darf man, ohne merk-
liche Vernachldssigungen zu begehen, die Kérper des Sonnensystems

Stracke, Bahnbestimmung. I



2 Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung.

im Sinne der Mechanik als materielle Punkte behandeln. Ohne jeden
meBbaren EinfluB auf die Bewegung der Korper dieses Systems sind
wegen ihrer duBerst groBen Entfernungen die Fixsterne.

§ 1. Die Bewegungsgleichungen.

Es ist Aufgabe der Bahnbestimmung, aus den durch mehrere Be-
obachtungen bekannt gewordenen scheinbaren Bahnen die wahren, d. h.
die Bahnen in bezug auf die Sonne als Zentralkérper, zu ermitteln. Um
diese relative Bewegung zu untersuchen, liegt es nahe, den Nullpunkt
des festen Koordinatensystems, das im iibrigen noch beliebig orientiert
werden kann, in den Mittelpunkt der Sonne zu legen.

Es seien x, y, z, 7 die rechtwinkligen Koordinaten und der Radius-
vektor des Kérpers P. m sei seine Masse in Einheiten der Sonnenmasse,
die gleich der Einheit gesetzt sei. Fiir einen zweiten Korper P; seien die
entsprechenden GréBen x:, y1, 21, 71, m:. Die Differentialgleichungen der
relativen Bewegung des unter der Einwirkung der Sonne und des Kor-
pers P; stehenden Koérpers P sind dann

drx x ¥ — % 1
7?2——|—kz(1+m)—7g-=k27ﬂx< Agf—-y—g>

d*y y Yyi—y %

ain +k2(1+m)75=k2m1< A;“‘r-z,;) (I)
dzz z 2 — 2z 21

_&t_z_’_kz (I+m)73~= kz'mr <-——Z‘§‘——;§>

Hierin ist A; der Abstand der Kérper P und P: voneinander, % die
Intensitidt der Anziehungskraft fiir die Einheit der Zeit, der Linge und
der Masse. Zwischen den Entfernungen und Koordinaten bestehen die
Beziehungen
P =y n=i 4yt
A= (% —2)"+ (1 — )" + (1 —2)°.

In den GI. (1) ist nur die Einwirkung des Korpers Py beriicksichtigt.
Fiir jeden weiteren einwirkenden Korper tritt ein der rechten Seite
dieser Gleichungen analoges Glied hinzu.

(2)

Die Differentialgleichungen der relativen Bewegung des Korpers Pr
erhilt man, wenn man in den Gl. (1) die mit und ohne den Index I be-
zeichneten GréBen miteinander vertauscht.

Zur vollstindigen Bestimmung der relativen Bewegung der Kérper P
und P; aus den obigen 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung sind
12 Integrationen auszufithren. Von diesen kénnen 4 Integrale, 3 Flichen-
integrale und das Integral der lebendigen Kraft, gefunden werden.
H. Bruns hat den Beweis erbracht, daB es aber (in diesem Koordi-
natensystem) nicht mdoglich ist, die weiteren Integrale in algebraischer
Form darzustellen.



1. Die heliozentrische Bewegung eines Korpers. 3

Um trotzdem zu einer Lésung des Problems, die Koordinaten als
Funktionen der Zeit zu bestimmen, zu gelangen, greift man zu Nihe-
rungsverfahren. Im Sonnensystem wird die Losung einmal dadurch
wesentlich vereinfacht, daBl die Kérper (groBe und kleine Planeten,
Kometen usw.) im Verhiltnis zur Sonne sehr kleine Massen haben.
DemgemiBist die Anziehungskraft der Sonne im allgemeinen weit gréBer
als die aller iibrigen Kérper. Sodann kommen bei der Untersuchung der
Bewegung der kleinen Planeten und Kometen auBer der Sonne nur die
groBen Planeten als einwirkende Kérper in Betracht. Die Massen der
kleinen Planeten, Kometen usw. sind so klein, daB3 sowohl ihre gegen-
seitige Einwirkung wie die auf die groBen Planeten bis jetzt unmerklich
geblieben ist. Man darf also bei der Berechnung der Wirkung, die die
groBen Planeten auf die kleinen und die Kometen ausiiben, die Lage
der erstgenannnten Korper in jedem Augenblick als bekannt voraus-
setzen.

Man nennt die groBen Planeten, deren Reprisentant in Gl. (1) der
Korper Ps ist, die stérenden Korper, die kleinen Planeten und Kometen,
deren Reprisentant der Koérper P ist, die gestérten Korper.

Der stérende EinfluB der groBen Planeten ist sehr klein. Man kann
ihn in erster Nidherung vernachlissigen. Das geschieht, indem man in
Gl. (1) die Masse des stérenden Korpers P; gleich Null setzt. Dann lauten

die Bewegungsgleichungen

arx x

2 —
dat: + K 73 =0
dxy +K 2L —o
dtz y3 (3)
dz 2 2
an TEK m=o,

wenn man zur Abkiirzung der folgenden Entwicklungen setzt
B (1m)=K°. @

Diese 3 streng integrierbaren Differentialgleichungen 2. Ordnung
stellen die Bewegung von P, der nur unter dem Einflu3 der Sonne steht,
dar (Zweikérperproblem).

Die vernachlissigten Ausdriicke der rechten Seiten der Gl. (1) nennt
man die Stérungen. Sie werden sich im allgemeinen um so mehr der Null
ndhern, je kleiner die Massen der stérenden Kérper sind. Die Stérungen
konnen aber selbst bei kleinen Massen bedeutende Werte erlangen,
wenn der Nenner A; sehr klein wird. (Der Fall sehr kleiner Werte von 7;
hat im Sonnensystem keine Bedeutung.) Tatsichlich gibt es Beispiele,
in denen Bahnen des Sonnensystems infolge der kleinen Entfernungen
zwischen stérendem und gestértem Kérper durch die Stérungen seitens
des ersteren vollstindig geindert wurden. Unter Umstinden konnen

infolge dieses kleinen Abstandes die Differentialgleichungen der un-
1*



4 ' Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung.

gestorten Bewegung, Gl. (3), nicht einmal eine Niherung abgeben. In-
dessen gehoren diese Fille zu den Seltenheiten. Im allgemeinen ist man
durchaus berechtigt, in erster Ndherung die Stérungen durch die groBen
Planeten zu vernachlissigen.

§ 2. Die Integration der Bewegungsgleichungen.
Die Integration der 3 Differentialgleichungen Gl. (3) wird auf
6 Integrationskonstanten fithren, die aus den Beobachtungen ermittelt
werden miissen. Die Integration kann in folgender Weise vor sich gehen.
Durch Verbindung der Gl. (3) mit den Faktorgruppen

—y +z o
+x o —z
o —x +y
ergeben sich vollstindige Differentiale und durch ihre Integration die
Fliachenintegrale
A L T PR RO

Ci, Cs, Cj sind Integrationskonstanten. Multipliziert man die Gl. (5) der
Reihe nach mit z, y, ¥ und addiert, so erhilt man
Ciz+Cry+C3x=0, (6)
d. h.: Die Bewegung eines Himmelskérpers um die Sonne als Zentral-
korper geschieht in derselben Ebene, in der zugleich der Mittelpunkt

der Sonne liegt.
Man kann Gl. (6) auch schreiben

Z+k1y+kzx20, (7)
so daB zur Festlegung der Bahnebene 2 Konstanten %r=C,:C: und
k= C3:Cy geniigen. Legt man jetzt auf Grund der Gl. (7) die xy-Ebene
in die Bahnebene, setzt also z nebst Ableitungen gleich Null, dann re-
duzieren sich die 3 Gl. (3) auf die beiden Gleichungen

drx 2 ¥ ay 2 ¥
S KA =0, EY Lk o, ®)

¥3 73

Ihre Integration wird auf 4 Integrationskonstanten fithren. Behandelt
man die Gl. (8) dhnlich wie die Gl. (3), so ergibt sich

dy dx
gy TV =k (9)

Die Konstante %3 entspricht der Konstanten ]/_C 24 CZ2+4C; der Gl (5)
bis (7).

Bezeichnet man die Polarkoordinaten des Korpers P mit 7 und v,
den von den Radienvektoren 7 und 7 + d# eingeschlossenen Winkel mit

dv und das zugehorige Sektordifferential mit 4S, so ist dieses in Polar-
koordinaten bzw. in rechtwinkligen Koordinaten ausgedriickt

dS =1irrdv=;(xdy —ydx). (x0)
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Somit wird 2dS=r2dv=Fk3dt, (11)
und die Integration ergibt fiir die doppelte Sektorfliche den Wert
2S="FR3t+ ky, (12)

d. h.: Der Radiusvektor eines Himmelskérpers beschreibt in gleichen
Zeiten gleiche Flichenrdume (2. Keplersches Gesetz).

Der Ausdruck is . dv
ar =" (13)
stellt die konstante Flichengeschwindigkeit dar. Die willkiirliche Inte-
grationskonstante %, kann man als die dop-
pelte Sektorfliche ansehen, die von einer }*¥

in der xy-Ebene zu wihlenden festen G
Richtungslinie & und dem der Zeit t=o0 P
entsprechenden Radiusvektor eingeschlos- N

sen wird (Abb. 1). Y 4

Die beiden noch fehlenden Integrationen
werden folgendermaBen ausgefithrt. Man

Ttt=0)
multipliziert die Gl (8) mit 2 %% bzw. mit s ‘iz
2(2,5 und addiert. Dann setzt man in die \é
Summengleichung die aus 72=x2- y2 Abb. 1.
durch Differentiation gewonnene Gleichung

dx dy ar
Ya vV =T ar (14)

ein, integriert und erhilt
dx\2 d K2
(Sr)+ (5 =5+ 2 (x5)

ks ist die 5. Integrationskonstante. Der Ausdruck auf der linken Seite
der Gl. (15) ist das Quadrat der Geschwindigkeit V, also

(6)

(Von dieser Gl. (16) wird spiter noch eine wichtige Anwendung zu
machen sein.) Zwecks Eliminierung von V* quadriert und addiert man
die Gl. (9) und (14) und setzt x2 -+ y2= »2 ein. Dann folgt

Y d
vi=Z4 (5 (17)
und damit iy
(S7) = 5 (ks + 2 K*7 — 2. (18)

Um durch die 6. Integratlon die Gestalt der Bahnkurve des Korpers P
zu erhalten, wird man dv als Funktion von 7 und d7 darzustellen haben.
Nach Einsetzen der quadrierten Gl. (11) ergibt sich

k% dre

— 3
dvt = (k57 + 2K?7 —k3) ° (9)
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Zur Erleichterung der Integration ersetzt man die Konstanten k; und

ks durch andere Konstanten
K2

k;=K'a(t—e) und ks=——oy, (20)
setzt diese in Gl. (19) ein, multipliziert Zihler und Nenner des Re-
sultats mit I—"—e,i und erhilt

(er)
a (1 — e2) dr
dv = e . (21)
/ a(1—e) 17
V-2 =4
Die Integration ergibt
a (1 —e* I
= arccos {—(;—) — 7} — ks (22)

oder

cos (v + ke) =% [ﬂ:ﬁ)-—- I:l

4
oder nach 7 aufgeléost

a(1 —e?)

I+ ecos v+ ke) (23)
Das ist die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte in Polarkoordinaten,
deren Nullpunkt in einem Brennpunkt, dem Sonnenmittelpunkt, liegt;
d. h.: Die Bahnen der Himmelskérper sind Kegelschnitte, in deren einem
Brennpunkt sich die Sonne befindet. (1. verallgemeinertes Keplersches
Gesetz.)

Die Integration der Gl. (3) ist damit ausgefiihrt. Die 6 Integrations-
konstanten k;: bis k¢ miissen aus den Beobachtungen bestimmt werden.
Indessen sind die obigen Resultate noch in eine Form zu bringen, die
den Anforderungen der Praxis besser entspricht. Diese Entwicklungen
sollen fiir die einzelnen Kegelschnitte getrennt durchgefiihrt werden.

Y =

§ 3. Die Bewegung in der Ellipse.
Aus Gl. (21) ergeben sich leicht Minimum und Maximum 7, bzw. 7,
des Radiusvektors
rp=a(I—e), r,=a(T-+te). (24)
Die entsprechenden Punkte der Bahnkurve nennt man Perihel und
Aphel, ihre Verbindungslinie die Apsidenlinie. IThre Linge ist
2p

1—er "

(25)

a ist die groBe Halbachse. Die durch Gl. (25) definierte GréBe p
nennt man den Parameter des Kegelschnitts.

Aus Gl. (23) geht hervor, daB, wenn e <1 ist, sich fiir jeden Wert
von v + ks ein endlicher Wert von 7 ergibt. Die Kurve ist also geschlossen,
eine Ellipse. Der Winkel v+ ks ist der Winkel am Brennpunkt (Pol)
zwischen dem Radiusvektor # und einer in der Bahnebene gelegenen

2 =17p+ 7, =
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festen Richtungslinie &, die den konstanten Winkel ks mit der Apsiden-
linie bildet. Denn ist v+ k6= 0°, so wird » =7, =a (1 —¢) der kiirzeste
Radiusvektor (Perihel). Ist v+ k6= 9o°, so wird r=p, d. h. der
Parameter p ist gleich dem auf der Apsidenlinie senkrecht stehenden
Radiusverkehr. Ist v+ ks=180°, so wird »=7,=a (1 +¢) der lingste
Radiusvektor (Aphel). a ist der mittlere Wert des Radiusvektors 7.

Der Abstand des Mittelpunkts der Apsidenlinie vom Brennpunkt
ist gleich ae. Die Exzentrizitit ¢ ist also das Verhéltnis des genannten
Abstandes zur groBen Halbachse. Man stellt die Exzentrizitit auch
durch den Exzentrizitdtswinkel sing=e¢ dar.

Zshlt man den Winkel v 4 ks nicht von der festen Richtungslinie &
sondern vom Perihel aus, so ist ks = 0°, und es wird

p

I+ecosv’

(26)

Y =

Man nennt v die wahre Anomalie und zihlt sie vom Perihel aus in der
Richtung der Bewegung von 0° bis 360°.

Die im Mittelpunkt auf der Apsidenlinie senkrecht stehende kleine
Halbachse sei mit & bezeichnet.
Dann besteht zwischen a, b, e, p 2
die Beziehung

b=aj1—e=Yap. (2)
Die Bedeutung der aufge-
fiilhrten GroBen wird auch aus A 7
Abb. 2 ersichtlich. Esist 7= PS,
v=<IISP, a=0II=O0ON,
r,=S8II, 7,=S4, b=00Q,
e=x0QS, ae=0S, v+ke
=JPSQ, ke=<XIISQ.
Nun sollen die oben ange- Abb. 2.
deuteten Entwicklungen durch-
gefithrt werden. Ersetzt man in Gl (11) die Konstante ;3 durch den
in Gl. (20) gegebenen Ausdruck, so wird

Irdv=dS =1K Ja(1 —e?)dt. (28)
Diese Gleichung soll in der Annahme der elliptischen Bewegung iiber die
Zeit eines Umlaufs T, integriert werden. Dann ergibt sich auf der einen
Seite die ganze Ellipsenfliche, auf der anderen T,

abp=2KVa(1—e) T, (29)
und mit Beriicksichtigung der Gl. (27)
a3 K?

T (30)
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Da man im Sonnensystem die Massen m in K* =k* (1 +m) gegen die
Sonnenmasse als sehr klein betrachten darf, so ist die GroBe K2: 4 2
sehr nahe eine Konstante. Setzt man sie streng gleich einer Konstanten,
so besagt Gl. (30): In der elliptischen Bewegung verhalten sich die 3. Po-
tenzen der groBen Halbachsen wie die Quadrate der Umlaufszeiten
(3. Keplersches Gesetz).

Will man die Angabe des Gestirnsortes P in der Ellipse fiir eine be-
liebige Zeit erhalten, so muB3 man die Gl. (28) iiber beliebige Zeitrdume
integrieren. Fithrt man statt der Umlaufszeit T, den durch

- 2
T Tu
definierten Winkel x ein, so wird
K
Mm=—3. (3I)
a2

Aus der Verbindung der GI. (18), (20) und (31) erhilt man
72 (dr

W>z= azer — (a — 7).

U ar
Um diese Gleichung integrierbar zu machen, fiihrt man einen Hilfs-
winkel E als neue Variable ein durch

a—r=aecos E. (32)
Durch Differentiation und Quadrierung ergibt sich
%:aesinE%— (33)
und
(@ —7)2=a2e* —aze? sin E?, (34)
und nach Einsetzen dieser beiden Gleichungen
-ﬁ%?=1 (35)
oder
(1—e cos E)YdE=udi. (36)
Die Integration liefert endlich =
E —e sin Ezyt-i—Mo,] (37)

worin M, eine Integrationskonstante ist, die gewissermaBen die Kon-
stante k4 in Gl. (12) ersetzt. Die in E transzendente Gl. (37) nennt man
die Keplersche Gleichung, ihre rechte Seite die mittlere Anomalie M
M=Mo+ut. (38)
Z4hlt man die Zeit von einer Ausgangsepoche #, ab, und ist M, die mitt-
lere Anomalie fiir diese Epoche, so ist
E—esinE=Mo+pu(t—t)=M. (39)
wist die mittlere Bewegung in der Zeiteinheit, die durch Gl. (31) mit der
groBen Halbachse a verbunden ist.
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Es fehlen noch die Beziehungen zwischen der sog. exzentrischen
Anomalie E und der wahren Anomalie v. Man erhilt sie durch Ver-
bindung der Gl. (25), (26) und (32)

7cosv =a (cos E —e)

rsinv =a J1—e°sinE. (40)

Sind die Integrationskonstanten Mo, a (also auch y) und e bekannt, so
kann nach Gl. (39) E und nach Gl (40) 7 und v ermittelt werden.

Fihrt man, um die Bedeutung der mittleren Anomalie kennen zu
lernen, einen fingierten Korper ein, der sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit um die Sonne bewegt, so ist die mittlere Anomalie der
von diesem Koérper in der Zeit £ —#o beschriebene Winkel. Die geome-
trische Bedeutung der exzentrischen Anomalie ist folgende. Verlingert
man das von P auf die Apsidenlinie gefillte Lot P M nach der anderen
Seite, bis es den iiber der groBen Achse als Durchmesser geschlagenen
Kreis in N schneidet, so ist X NOII = E. Denn es ist MS=O0M— 0S
oder 7 cos v =a cos E —ae entsprechend der ersten der Gl. (40).

§ 4. Die Bewegung in Kreis und Parabel.

a) Die Bewegung im Kreise. Setzt man in der Gleichung des
Kegelschnitts, Gl. (26), e=0, so ist =p=a. Der Korper bewegt sich
mit gleichférmiger Geschwindigkeit im
Kreise (Abb. 3). Bezeichnet man die Ano-
malien fiir die Zeiten ¢ und 4 mit » und »

#o, so ist der Ort in der Bahn bestimmt
dureh 2
w—tto+pu(t— ), (41) P .

worin g durch Gl. (31) definiert ist.

(-

b) Die Bewegung in der Parabel. Setzt
man in Gl (26) e=1, so ergibt sich fiir
v=0° 7,=2%p, d. h. im Perihel ist der "
Abstand der Sonne von diesem gleich dem Abb. 3.
halben Parameter. Fir v= 180° erhilt
man 7,= 00. Das Aphel liegt also im Unendlichen. Nennt man 7, die
Periheldistanz ¢, so wird » =2¢ und die Gleichung der Bahnkurve
P

T 14 cosv

= gsec; V2, (42)

Die Kurve ist eine Parabel.

Will man die Bewegung in der Parabel kennen lernen, so ist unter
der Voraussetzung der durch Gl. (42) gegebenen Beziehung zwischen
den Polarkoordinaten » und v die Gl. (28)

Pt = KYal— o) =K
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zu integrieren. Durch Einsetzen von Gl. (42) erhilt man

grsecivtdv =K Y2qdt
und das Integral
2q2 (tg3v+3tg3v°) =K V2qt+ &, (43)
Bezeichnet man mit 7" den Moment des Periheldurchgangs des Kérpers
P, so ist =T und v =0° zu setzen, und es wird
E,=—K7V2qT.
Damit erhilt man
Y2 . . te 1.3 t—T
T (tgzv+3tg3v°) =——— (44)
gz
d.i. der Ausdruck fiir die Beziehung zwischen der wahren Anomalie v
und der seit dem Periheldurchgang verflosse-
nen Zeit ¢—7T. Setzt man die rechte Seite

p gleich M, so erhilt man die Gleichung
? I I I
r %(tg;v—l—gtg;vﬂ:M, {45)
die der Keplerschen Gleichung in der Ellipse‘
o 57147  entspricht.

Die Gestalt der parabolischen Bahn wird
bestimmt durch die Periheldistanz g, der Ort
in der Bahn durch die seit dem Periheldurch-
gang verflossene Zeit {—7T. Diese beiden
parabolischen Bahnelemente treten an Stelle

Abb. 4. der groBlen Halbachse 4 (a = o), der Exzentri-

zitit e(e= 1), und der mittleren Anomalie M,

fiir die Ausgangsepoche #, bei der Ellipse. In der Abb. 4 ist PS=7,
SIT=gq, X PSIT=v.

§ 5. Die Bewegung in der Hyperbel.

Ist e>1, so wird — anziehende Krifte vorausgesetzt — wegen
p=a (1 —¢?) a negativ, gleich a,. Die Kurve ist eine Hyperbel. Um in
den folgenden Entwicklungen das Auftreten imagindrer Gré8en zu ver-
meiden, fithrt Gauss fiir die Exzentrizitdt e eine neue HilfsgroBe ein,
die definiert ist durch cos ¢ =e-1. Dann 148t sich die Gl. (26) schreiben

p cosy
r= giébs%(v+1p)cos§(v~u;)\ (46)
Man erkennt, daB, wenn v zwischen 0° und 180° — p liegt, der Radius-
vektor 7 stets positive Werte hat; daB8 filr v=180°—% 7= oo wird;
daB, wenn v zwischen 180° — o und 180° 4 y liegt, 7 stets negative Werte
annimmt; daB fiir v=180°+y 7»=o0 wird; daB, wenn v zwischen
180° 4y und 360° liegt, 7 wieder positive Werte hat. Hier kommen nur
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positive Radienvektoren, d. h. der Kurvenzweig, der zu Werten von v
zwischen 180° 4 o und 180° — o gehort, in Betracht. Fiir v =0° werden
die beiden Faktoren cos 3 (v+ ) und cos 7 (v —y) einander gleich.
Setzt man

cos 3 (v — )

cos 5 (v + ) =% (47)

so ist fiir v=0° 0 =1. Zu gleichen Werten von v mit entgegengesetztem
Vorzeichen gehéren reziproke Werte von o. Bewegt sich v zwischen
180° + » und 180° — y, so bewegt sich o zwischen o und + co.

Der elliptische Hilfswinkel E wiirde hier imaginir werden; es sei
eine entsprechende HilfsgréBe H eingefithrt durch

tgiH=tgiv])/ ;1. (48)

Die geometrische Bedeutung der
HyperbelgréBen ist aus Abb. 5 er-
sichtlich. Esist PS=7r, L PSO=v,
SO=ae, O0Il =a,. Fillt man von
P auf die Richtung der groBen
Achse 2a, ein Lot und zieht von
dessen Endpunkt die Tangente an
den um die groBe Achse 24, als
Durchmesser geschlagenen Kreis,
so ist XMON=H. Denn es ist
MS=0S—0OM, oder 7#cosv

=ae—a sec H entsprechend der /
GL. (54).
Zwischen den neuen Hilfsgro8en
konnen folgende Beziehungen auf- Abb. 5.
gestellt werden. Es ist
€—1 _I—cosy __,
e+1 1-+cosy €3 v
und folglich
, tgi H =tgivtgsy. (49)
Also ist
_14tgiH 0y 1 1 061
= wiHT tg (45°+ - H) und tgﬁH——o+ -
Da
2tg 2 H
tgH = 1 —tg; H?

ist, so wird

o

tgH=§<a—-I—).
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Durch Quadrieren, beiderseitiges Addieren von 1 und Radizieren wird
erhalten

secH =3 (a—l— %),
und nach Einfithrung von ¢ aus Gl. (47)

cos g (v 4 ) +cos (v —yp (e 4 cos v) cos y
2c0sX(v+y)cost(v—y)  2cosk(v+4yp)cosi(v— )

sec H =

oder
7 (e 4+ cos v)
RASE N b/

secH = (50)
wWo p =a,(e* —1I) ist.
Addiert man beiderseits F 1, so erhilt man

1FcosH _ 7(eF 1)(1F cosv)
" cosH ) :
Andrerseits ist
1 F cos H : (0 F 1)
cosH 2 ¢ '’

also

i X (e .o /(e + 1)
Vrsm;v=Vacfsillsm;H=;Va—(%~I—)(o—1) (51)

: an(e—1) .1/ an(e — 1)
Vrcostv = g o H = ;Vi(7m (o+1). (52)
Multipliziert man beide Gleichungen miteinander und setzt ein
. et —1=tg y?,
so wird
rsinv=antgz,utgH=%aﬂgw(a—g—). (53)
Nun ist aber
7 oSV — ,Iﬁisgzggv, —a,e— ﬂ@_;f@%f). _
Setzt man hierin Gl. (50) ein, so erhilt man
rcosv:a,,(e—secH)=§an(2e—o—%\. (54)
/

Quadriert man die Ausdriicke fiir 7 sin v und 7 cos v, addiert und radi-
ziert, so ergibt sich

r——-a,,(esecH—I)=§a,{e<a+%>—2} (55)

Nachdem so die Beziehungen zwischen 7 und v einerseits und den
hyperbolischen Elementen andrerseits aufgestellt sind, soll jetzt die
Integration der Gl. (28) fiir die Hyperbel ausgefiihrt werden.

Die Differentiation der Gl. (47) ergibt, wenn p als konstant an-
gesehen wird, :

2 cos 3 (v + y)?
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Dividiert man durch Gl. (47), so wird

do___“ sin y dv
Y _2cos—;-(v+1p)cos%('u—y)) ’

also nach Einsetzen von Gl. (46)

—‘-ii=-—tgwdv

o
und damit

— P —K1s
rrdv = do=K Vpdt.
Setzt man hierin den Ausdruck fiir » nach Gl. (55) und fiir  den Wert
a, tg v* ein, so erhilt man
I

K{pdt=ajtgy [te(t+ - )-ﬂda. (36)

Die Integration dieses Ausdrucks liefert

se <a— %) —Ignato = thi’ t+ K. (57)
Im Perihel ist 0 =1, also die linke Seite der Gleichung gleich Null. Be-
zeichnet man die Durchgangszeit durchs Perihel mit 7' und setzt
p=a, tg y* ein, so wird

Bl=—5T.

Sgto]o:l N

Setzt man

K .
> = M, s0 wird

2
an

Leg <o———1—>—lgnato=,u,(t—'f).

Multipliziert man diese Gleichung mit dem Modul der Brlggschen Loga-
rithmen, so erhilt man

ZeMod <o——~;—) lgo=Modu (t—T),
und nach Einfiihrung von H an Stelle von ¢
eModtg H —lgtg (45°+sH) =Mod u (t — T). (58)
Der Vergleich mit dem entsprechenden Ausdruck in der elliptischen
Bewegung, Gl. (39), 148t die Ahnlichkeit dieser Gleichung mit jener
erkennen. H kann aus Gl. (58) bestimmt werden, wenn die Konstanten
e, a, und die seit dem Periheldurchgang verflossene Zeit ¢ — T bekannt

sind. Dann kénnen mit bekanntem H, z. B.nach Gl (53) und (54),
auch 7 und v ermittelt werden.

Nach erlangter Kenntnis der Bewegung in den Kegelschnitten mag
jetzt ein einfaches Kriterium fiir die Art der Bahn Platz finden. Setzt



14 Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung.

man in Gl. (16) den Wert fiir die Konstante &5 nach Gl. (20) ein, so er-
hilt man fiir das Quadrat der Geschwindigkeit V' den Ausdruck

2 2 2 I
V=K (7—‘;>- (59)
Daraus ergibt sich, daf

a positiv und endlich (Ellipse) ist, wenn V> < 2 K

a=r (Kreis) ” ” V2= K
4

a= o0 (Parabel) » » V= 21;{2_

a negativ und endlich (Hyperbel) » » V?*> i—fﬁ ist.

Die Art der Bahn hingt also allein von der Geschwindigkeit in der
Sonnenentfernung 7 ab.

§ 6. Die Bahn im Raum.

Nachdem die Untersuchungen iiber die Art der Bewegung des Kor-
pers P in der Bahnebene abgeschlossen sind, muB jetzt noch die Lage
der Ebene im Raume und die der Bahnkurve in der Ebene festgelegt
werden.

Fiihrt man die Integration der Gl. (3) in einer der,Integration der
Gl. (8) analogen Weise durch, so sind die 3 Integrationskonstanten

l-fi—f =3 K ]/Z auf die 3 Koordinatenebenen des Systems x y z. Das Ko-

ordinatensystem (fiir ein bestimmtes Aquinoktium) sei folgendermaBen
orientiert. Die xy-Ebene sei die Ebene der Ekliptik mit dem Sonnen-
mittelpunkt als Koordinatennullpunkt.' Die + x-Achse sei nach dem
Friihlingspunkt, die + y-Achse (im Sinne der Richtung der Erdbewe-
gung) senkrecht dazu, die -+z-Achse nach dem noérdlichen Pol der
Ekliptik gerichtet.

Die Schnittlinie der Bahnebene mit der Ekliptik nennt man die
Knotenlinie, ihre Durchschnittspunkte an der Sphire die Knoten.
Man bezeichnet den Knoten, durch den der Korper sich von der siid-
lichen nach der nérdlichen Seite der Ekliptik bewegt, als den aufsteigen-
den, &, den anderen als den absteigenden Knoten, ¢. Die Linge des
aufsteigenden Knotens vom Friihlingspunkt in der Richtung der Be-
wegung von 0° bis 360° gezihlt, sei mit & bezeichnet.

Der Neigungswinkel, den die Ekliptik mit der Bahnebene bildet,
sei 7. Man miBt ihn als den Winkel, der zwischen denjenigen Zweigen der
groBten Kreise an der Sphire liegt, die im Sinne der Bewegungsrichtung
vom aufsteigenden Knoten wegfiihren und z4hlt ihn von 0° bis 180°.
Ist ¢ <go0°, so bewegt sich P von der Sonne gesehen in gleicher Richtung
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mit der Erde. Man nennt diese Bewegung rechtliufig. Ist 1> go°, so
ist die Bewegung eine der Erdbewegung entgegengesetzte, riickldufige.
In Abb.6ist X VSQ=8, X PRQ=q1.
Nach der Einfithrung
dieser Bezeichnungen wird

Cr=

+Z

'fi‘f cos 7. Die Projek-
tion von 2 %‘; auf eine Ebene,
die durch die Knotenlinie
geht und auf der Ekliptik

. dS
senkrecht steht, ist 2 =+ T

also die Projektion auf die x z-

Bahn

sin 7, T

o

as . .
EbeneCz——-—z%smz cos §

und die auf die yz-Ebene
as . . .
C3=12—; sini sin §.
Setzt man diese Werte von
Ci, G5, C3 in GL (6) ein, Abb. 6.

so wird

l
+X, &LQ

2C08%—ycos & sini+xsin & sinz=o0 (60)
oder in der Form der Gl. ()
z—ycos Qtgit+xsinQ tgi=o.
Es wird demnach
kx =E=—cos Qtge
(61)

ky = %—-sm & tgs.

Der Neigungswinkel 7 und die Knotenliinge & legen die Bahnebene im
Raume fest.
Fiir die Flichenintegrale ergibt sich nach Gl. (5)
a y ax

XY= K Vp cosi
zi—j-—xk=——-K V2 cos & sini (62)
y 2 22— K{psinQsini,

also eine Beziehung zwischen den Koordinaten #, y, z und den Ge-
dx d d
schwindigkeiten df, d:: , df einerseits, den Konstanten K, und 7,
andrerseits, von der unten noch Gebrauch gemacht wird.
Endlich ist noch die Lage der Bahn in ihrer Ebene festzulegen. Es
war kg als der konstante Winkel zwischen einer in der Bahnebene ge-
legenen festen Richtungslinie § mit der Apsidenlinie definiert. Man

<4
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nennt den Winkel zwischen den Richtungen nach dem Perihel I7 und dem
Knoten &, in der Bewegungsrichtung vom aufsteigenden Knoten ab
von 0° bis 360° gezdhlt, den Abstand des Perihels vom Knoten und be-
zeichnet ihn mit w (=ks). Die Summe der Winkel & und w nennt man
die Linge des Perihels &, so dal w = & +w einen gebrochenen Winkel
darstellt, dessen Teile in 2z Ebenen liegen. Die Summe der in der Bahn-
ebene gelegenen Winkel w und v nennt man das Argument der Breite,

so dafl u=v+w. (63)
InAbb.6ist X QS H=w, SVSI=n, LQSP=u.
Es bleibt nun noch die Aufgabe, die heliozentrischen Koordinaten
%, v, z selbst durch die Integrationskonstanten auszudriicken. Das kann
auf folgende Weise geschehen. L4t man in der xy-Ebene die Richtung
der x-Achse in die Richtung nach dem aufsteigenden Knoten fallen, so
wird im neuen System %, ¥y, 2
X =7CoSu
y =7 sin % cost (64)
Z=rsin#sin s
Dreht man nun das System um die z-Achse in die frithere Lage zuriick,
so ist

I

% cos & — y'sin §&
xsin & + y cos & (65)
z

x
y=
2

Il

Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (64) erhdlt man

x =17 (cos % cos & —sin % sin & cos %)
y =17 (cos # sin & - sin # cos & cos %) (66)
z=v7sinusinz
Damit sind die Koordinaten x, y, z als Funktionen der Zeit und der
6 Integrationskonstanten bestimmt, und die Losung des Problems der
Integration der Gl. (3), der Bewegungsgleichungen eines Korpers P
mit gegebener Masse m, ist erreicht.
Bei den Kérpern, die hier in Betracht kommen, kann die Masse m in
K? =k (1+m) vernachlissigt werden. Beachtet man dies, so lauten
die vollstdndigen Integrale fiir die 4 Kegelschnitte:

1. Ellipse.
k

p=—3
a2
E —esinE =M = Mo+ pu(t—to)
7cosv =a (cosE —e)
. T .
rsinv=a])1—e?sinE
=19+ w
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2. Kreis.
k

n=—3
“2

=10+ u(t—t)
3. Parabel.

“? I ?I I
thg;U%*l,;‘?tng =M=

7 = q sec 3 v?
U=+ w
4. Hyperbel.
k
#=35
a;
eModtgH —lgtg (45°+  H)=Mod u(t — T)
rcosv = a, (e — sec H)

rsinv=a, Je*—1tg H

u=1uv+w

% =7 (cos % cos §& — sin u sin & cos7)
= 7 (cos # sin & -+ sin % cos & cos?)
z=rsinusins

§ 7. Die GauBlsche Konstante des Sonnensystems.
Nach den GI. (4) und (30) ist

275@’"T
T,J1+m

Aus dieser Gleichung erhilt man die in den bisherigen Entwicklungen
auftretende Attraktionskonstante des Sonnensystems %, wenn man sie
auf eine bereits bekannte Bahn, z. B. die Erdbahn, anwendet.

Als Einheit der Masse war die Sonnenmasse festgesetzt. Die Umlaufs-
zeit T, fir die Ellipse driickt man in Einheiten des mittleren Sonnen-
tages aus (Einheit der Zeit). Setzt man die halbe groBe Achse der
Erdbahn gleich der Einheit (Einheit der Linge), so wird

2n

T, i t+m

Nach dieser Formel hat Gauss in der Theoria motus fiir die nach
ihm benannte Konstante in der Annahme 1 siderisches Jahr =T,
= 365.2563835 mittlere Sonnentage, Masse my4¢ =1:354710 den Wert

k =0.01720209895 oder k" =3548"18761
gefunden.

Stracke, Bahnbestimmung.
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Seit Gauss’ Zeiten hat man eine genauere Kenntnis der Erdbewegung
erlangt. Soist nach NEwcoMB die Masse m,. = 1:329390 und die Linge
des siderischen Jahres (fiir 19oo) T, =365.25636042 mittlere Sonnen-
tage.

Bei einer Neubestimmung der Konstanten 2 mit den besseren Erd-
konstanten wiirde man einen gegen den GauBschen geinderten Wert
erhalten. Um aber keine Verwirrung anzurichten, ist man {iberein-
gekommen, den GauBschen Wert von % unverdndert beizubehalten und
dafiir die Lingeneinheit zu dndern. Sie ist festgelegt durch

3 2 (1 LN
o] =)/t 7z,
47
Auf Grund der Newcombschen Zahlenwerte erhilt man dann fir die
halbe groBe Achse der Erdbahn den Wert lg 2 =0.000000013.

2. Abschnitt.

Beziehungen zwischen mehreren Orten in der
heliozentrischen Bahn.

Um in der Darlegung der Methoden der ersten Bahnbestimmung
keine Unterbrechungen eintreten zu lassen, sollen in diesem Abschnitt
Beziehungen abgeleitet werden, die dort gebraucht werden.

§ 8. Die Dreiecksflichen als Funktionen der Zeit.

In der GauB-Enckeschen Bahnbestimmung treten die Verhiltnisse
der von den Radienvektoren und den zugehérigen Sehnen gebildeten
Dreiecksflichen als Funktionen der Zwischenzeiten auf. Sie sollen hier
in Reihen, fortschreitend nach den Potenzen der Zwischenzeiten, ent-
wickelt werden.

Die xy-Ebene sei die Bahnebene mit dem Sonnenmittelpunkt als
Koordinatennullpunkt. Die rechtwinkligen Koordinaten von 3 Orten
in der Bahn seien mit #;, y;, die Radienvektoren mit 7;, die zugehorigen
Zeiten mit ¢; bezeichnet (1 =1, 2, 3).

Entwickelt man die Koordinaten #:, y: und 3, y; als Funktionen
der Koordinaten x,, y, in Reihen, so kann man schreiben

ax 1 dx 1 d3x,
mmn— G )+ S P - ol Bt

dx 1 dx 1 d3x,
x3=x2+d—tz(t3—t2)+n dt: (t3——t2)2—{———-1.2.3 FTE (t3——t2)3...

Entsprechende Ausdriicke lassen sich fiir y;, y; aufstellen.
Vernachlissigt man in den Bewegungsgleichungen (1.3) die Masse m,
so lauten sie fiir den mittleren Ort zur Zeit £,
azx,
a

X2 ay, V2
22— = — 2 = .
thr=o0, p kg =o0
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Differenziert man die Gleichungen, so erhilt man fiir die x,-Koordinate
d3x, 3k2x, dr, k2 dx,

N Rz T r3 dt
d* %, . k4 12k /dr, >2+ 3 k2 dzrz" + 6k dv, dx, 2)
a7 [E s < dt vt dir 7 ar ar SV

Fithrt man diese Ausdriicke wie die entsprechenden fiir die y,-Koordi-
nate in Gl. (1) ein, und setzt zur Abkiirzung

k (tz—tI) =13, k (t3—t2) =TI, k (t3——t1)=‘t’z, kdtZd‘L’,

und
—y_ ¥ dn L[L_E<_d£>’ ii’} 3
or=1 2 93 2 74 dr+24 78 73 \ dr +7§ de | T3¢
1 73 ™4 dn,
bri=v—¢—ig
v3 vy dz 3)
. T2 ;T3 dn 1 12 (dra\*, 3 a7, 3
=1 =it gty (o)t
3 4 q
T3 : T1 dr,
fi=u—53tiuw 2,
so wird
dx, dx, !
xl—alxz—ﬂl_d;“ “+ya, x3=0€3x2+,33‘37 "‘yz"'—yl
(4)

ay, ay, | |
Y=o Y2 — Pr d{ %'—xz, y3=063y2+,33‘d‘y;1'+x21'+x1
Durch Multiplikation mit den neben den Gleichungen stehenden Fak-
toren, Addition und Einsetzen der Werte von x:, y: nach Gl. (4) in die
dritte der entstehenden Gleichungen erhilt man

X1 — X —/3<x 2y _ d—“—)
Va2 X1 2 Y1 = P1 (X, a7 Y2 az

ay, dx,
Y3 %2 — X3Y2 = fi3 (szT~yz d,)
dyz dxg \
ys 3 — 53y = (ox B+ Pro) (3 G — %27

Die linken Seiten der so erhaltenen 3 Gleichungen sind die doppelten
Flichen der von den Radienvektoren und den Sehnen gebildeten Drei-
ecke. Diese doppelten Dreiecksflichen seien mit den Symbolen [r17,],
[7273], [r173] bezeichnet. Dann ist

Vadii— %Y1 =[111], V3% —%3Y2=[r73], V3% —x3y:=[r173]. (5)
Die Klammerausdriicke auf den rechten Seiten sind gleich der doppelten
Flichengeschwindigkeit in der Zeiteinheit dv==%kd¢, also ]fﬁ

Fiihrt man diese Beziehungen in die 3 Gleichungen ein, so lauten sie

[rir]l = Vb,  [rarsl =B VP, [rarsl= (eafs+ Pros) VP

2
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Ersetzt man die a:, f1, a3, f3 durch ihre Ausdriicke nach GI. (3) und
beachtet, daB 7, =171 +7;3 ist, so wird

Vo (1—: 17 dn )
[ri72] = 73 ( 6 73 4y} de
. ~|) 1 T3 3
[7273] == T1 p<I_E—E+?7§"ﬁ) (6)

73 (11 —73) A7z
[7173]—"2VP(I_€,s A ar >

Bildet man die Verhiltnisse der beiden dem mittleren Radiusvektor
anliegenden Dreiecke zu dem groBen Dreieck und bezeichnet die Quo-
tienten mit #:, %3, so erhdlt man fiir diese Verhdltnisse der Dreiecks-
flichen die Ausdriicke

[72735] 3 (T2 + 1) 13 (t] +rry—f) drn )
"‘zﬁzrz] n( +6 % : + 3 2 r; ’ “dr . )
M B LIRS R L 7)
3 [7’173] 6 72 4 73 dt ’

in denen auf den rechten Seiten auBer den Zwischenzeiten nur der
mittlere Radiusvektor und seine Differentialquotienten nach der Zeit
auftreten. Dieses Resultat ist fiir die Bahnbestimmung von groBer Be-
deutung.

Bildet man aus den GI. (6) den Ausdruck

T1T2 T3

(117 + [ra7r3]l — [rims] = b i (1 I B ‘fz’: >, (8)

72

so ist dieser der doppelte Flicheninhalt des kleinen Dreiecks, dessen
Endpunkte die 3 Punkte der Bahn sind. Er ist in bezug auf die Zwischen-
zeiten von der 3. Ordnung. Wiirde der Flicheninhalt gleich Null werden,
d. h. wiirden in den Gl. (6) die Glieder 3. Ordnung vernachlissigt, so
wiirde sich der Kérper in geradliniger Bahn bewegen. Demnach miissen
bei Anwendung der Gl. (6) auf die Bahnbestimmung in bezug auf die
Zwischenzeiten mindestens die Glieder 3. Ordnung, oder in Gl. (7)
mindestens die Glieder 2. Ordnung beriicksichtigt werden.

In die Gl. (%) sollen nun noch statt des Radiusvektors 7, die beiden
Radienvektoren 7; und 7; eingefiihrt werden. Das gelingt in folgender
Weise.

Aus den Reihenentwicklungen

ar dzx,
1’1=7’2'—'T3';l—:"+% Zdﬁz—.“
7, dxr.
73:7’2+Tl—d—3‘+%i_d—172+
erhilt man iy
n=sit+n)+iHm—u-+--
und

drv, 73— 1

=8"" 4.

dt (23
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mithin

=i+ i =)

T2

Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (7) ein, so ergibt sich

71 4 T3 —713 1313 13— 11 :]
= |1 4 "2 T 2 - L.
o rz[ + 3 (e + 75)3 +4 N AT

Y 4 53—t mri 13— }
"'3_1; [I’+3 (rr + 73)3 4 7 (7;-{-73)4_*_ :

Hervorgehoben sei, daB3 diese Ergebnisse ihrer Ableitung nach fiir
alle Kegelschnitte mit der Sonne als Zentralkorper gelten.

(9)

§ 9. Das Verhiltnis von Sektor zu Dreieck in der Ellipse.

In der GauB-Enckeschen Bahnbestimmung ist die Aufgabe zu I6sen,
aus zwei Radienvektoren, dem von ihnen eingeschlossenen Winkel und
der Zwischenzeit den Parameter zu bestimmen. GAuss bedient sich
dabei des Verhiltnisses der Sektorfliche zur Dreiecksfliche als einer
zweckmiBigen Arbeitsunbekannten.

Bezeichnet man die genannten Gré8en mit 71,73, 2 f,=v3—vr=u3—u,
#; —#: und p, und fithrt man fiir die doppelte Fliche des von den Radien-
vektoren und der Sehne gebildeten Dreiecks wieder das Symbol [r175],
fiir die von den Radienvektoren und der Bahnkurve gebildete doppelte
Sektorfliche das Symbol (7:73) ein, so ist

[ri73] =7r173sin2f, (10)
und nach Gl. (1. 28) bei Vernachldssigung der Masse m

(i) =k Vp (s —t). (r1)

Mithin wird das Verhiltnis von Sektor zu Dreieck ¥,

G ) RYP (=t

[rir;]  mrsinzf,

(12)

Hieraus kann p bestimmt werden, wenn ¥, bekannt ist.

a) Hilfsformeln. Zunichst seien einige Beziehungen aufgestellt,
die in den folgenden Entwicklungen Anwendung finden.

Aus den Gl (1. 32) und (1. 40) erhélt man

cosE —e
COSV =

1 —ecosE

(1 — ) 2 cos 2 Ez
I+ cosv=2c08502 =" —2
. I1—ecosE

I cosv = 2sin~ 'u2 (r+ozsing Ez
— =253 —_— T2
1—e cosE

I e N
Sln 'U == *"""—_i_*"—s n‘;‘E, COS 7V —= ————— cos: E
Ji—ecosE J1—ecosE
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und
Vricos 2vr = Ya (1 —e)cos % Ex |

fiir die Zeit #
Vrisin Lo = Ya (1 + e)sin £ Ex [

V73cos fvy; = Ja (1 —e)cos £ Ey (3)

rsm Ly ax—l—e)sm E
3 3= 3

Multipliziert man die erste und dritte, dann die zweite und vierte der
Gl. (13) miteinander und addiert die Produkte, so findet man

fiir die Zeit #; .

Vrirycost (v —v1) = acos: (E; — Ex) —ae cos: (E; + Ex).
Setzt man zur Abkiirzung
‘L‘3—'()1=2]lz, U3+'UI=2F2, E3-—E1=2gz, E3+E1=262,
so lautet die Gleichung
]/Zr; cosf, =acosg, —aecosG,. (14)

Entsprechend erhilt man durch Subtraktion der Produkte und Multi-
plikation mit e

e 1/';1'5'73 cosF, =aecosG, —aercosg,.
Durch Addition der beiden Gleichungen und Einsetzen von a (1 —e?) =
wird

Vzgcosfz + e 1/71 r3cos F = pcosg,
oder

ecosF, = COS g2 — COS 5, (x5)

Vs
und entsprechend

e cos G, = cos gy — V—y{’;ﬁ cosf, . (16)

Durch Addition der fiir die Zeiten #; und #; aufgestellten Gl. (1. 32) er-
hilt man
71+ 73=2a— 2ae cos g, cos G, (17)

und nach Einsetzen des Wertes fiir e cos G, nach Gl. (16)

71+r3—2]/7173 cosf,cosg, = zasing. . (x8)
Durch Subtraktion der fiir die Zeiten #; und #; aufgestellten Keplerschen
Gleichungen erhélt man, wenn man die Masse m vernachldssigt und
k (i3 — tI) =T2 setzfc,

(7
3
2

=2g, —2esing, cosG,, (19)
a

und nach Einsetzen des Wertes fiir e cos G, nach Gl. (16)

. 2Vrr .
1; =2g —sinzg + —y-{;—i sin g, cos fa. (20)

az
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b) Das Verfahren von Gauss-TiETjEN. In der Gl. (12) treten die
als bekannt vorauszusetzenden GréBen & (i3 —#:) =72, 71, 73 und 2f;
sowie die Unbekannten y, und  auf. Wie man aus den folgenden ana-
lytischen Entwicklungen erkennen kann, bietet sich das Verhiltnis von
Sektor zu Dreieck ¥, als eine zweckmiBigere Arbeitsunbekannte dar
als der Parameter . Man wird also versuchen, $ als Funktion der hier
als bekannt vorausgesetzten GréBen auszudriicken. Das gelingt Gauss
durch Einfithrung einer neuen Unbekannten, der Differenz der exzen-
trischen Anomalien E; — Er =2g,, einer Grofe, deren enger Zusammen-
hang mit dem Verhéltnis v, noch offenbar wird.

Durch Addition der fiir die Zeiten ¢ und #; aufgestellten reziproken
GL. (1. 26) ergibt sich nach Einfithrung der Bezeichnungen f,, g2, G, und
des Ausdrucks fiir ¢ cos F, nach Gl. (15)

P (it 1)

=14 ecosf,cosF, =1—cosf. + P cosf; cos g, .
27173 ¥

173
und nach p aufgelost

a1 2
b= _ zsinfinn . (21)

ri4 7 —2)rir;cosficosg,

Setzt man diesen Ausdruck in die quadrierte Gl. (12) ein, so wird

52 = , (22)

27173CO8f2 (Y1 473 — 2 ]/ 7173 COS f COS &)

Fibrt man zur Abkiirzung ein

(coshhfrn)y 7 3
_ntn x g
sooshfro, B (24)
so nimmt die Gl. (22) die Form an
yy = (25)

L, +sinigz’
d.i. eine Gleichung zwischen den Unbekannten %, und g,. Zu ihrer Be-
stimmung ist noch eine zweite Gleichung zwischen diesen GréBen er-
forderlich.

Sie wird in folgender Weise erhalten. Die Verbindung der Gl. (18)
und (22) liefert

L (2 cos fo | re s sin g %)2 (26)

a T2

und die dieser Gleichung mit Gl. (20)

28, —sinz2g 2cos L} 7:i7)3 -3 R
sin g3 L = ( ;J : ( 2 yz) . (27)
Nach Einfiihrung des Ausdrucks fiir #, erhélt man
S A (28)

sin g3
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Die beiden Gl. (25) und (28) lésen das Problem. Sie enthalten als
Unbekannte nur g; und ;.

Man koénnte daran denken, ¥, mit den Argumenten m, und /, zu ta-
bulieren. Doch hat sich die Trennung in die beiden Fille der groBen
und kleinen Bogen g, als sehr ratsam erwiesen.

Ist g, ein groBer Bogen, so kann man ¥, durch das Versuchsverfahren
der regula falsi bestimmen. Im allgemeinen wird bei groBen Bogen eine
erste Bahnbestimmung vorangegangen sein, die bereits einen guten
Niherungswert fiir y, liefert und damit das Verfahren abkiirzt. Setzt
man

= sins;:31 == W (29)

und
sin; g7 = ws, (30)
so ermdglicht eine Tabulierung von W, mit dem Argument w, die An-
wendung des von dem bekannten Nidherungswert von g, ausgehenden
Versuchsverfahrens auf die Gleichungen '
(y2—1)=(la+w2) Wy und [, 4w, =

my
'_y—g— .

In der Praxis treten bei ersten Bahnbestimmungen die Fille kleiner
Bogen g, fast ausnahmslos auf. Hier ist g, selten > 10°. Bei kleinen
Bogen gestattet ein rasch konvergierendes Naherungsverfahren, das die
Kleinheit des Bogens ausnutzt, ein in keinem Verhiltnis zu der Linge
der analytischen Entwicklung stehende sehr bequeme Berechnung von
y2. Statt der zunichst als notwendig erscheinenden Tabulierung mit
zwei Argumenten berechnet Gauss 2 Tafeln mit je einem Argument,
mit deren Benutzung das Problem auch im Falle kleiner Bogen g, sehr
rasch geldst wird.

GAuss entwickelt den Ausdruck fiir W, nach Potenzen der kleinen
GroBe w,. Die Koeffizienten der Reihenentwicklungen erhilt er durch
Differentiation des Ausdrucks fiir W,. Es ist

. . aw. .
3 W, cos g, sing? + sing? —ggJ— = 4sing’.
2

dw, . . .
Da = >sing, ist, so wird

dg,
4w, 8—06Wycosgs 4—3Wa(t—2w) 4—-(3—0w)W,
dw, sin g2 - 2w, (I — w,) - 2w, — 2 w2

Setzt man das Integral dieser Differentialgleichung als Potenzreihe an
W,=%(1+aw, + fw, + yw] + --)

. . . . aw, . .
differenziert und setzt die beiden Ausdriicke fiir E?u—z einander gleich,
.. . . . 2

so erhélt man die in w, identische Gleichung

Hows+ @ —w)wl + 3y —2H)wi+ ]
— B—40)ws+ Ba—af)wl+ BF—4p)wi+ -,
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mithin die Koeffizienten

=t B=ta y=38,
Es wird also
Wa= i+ fwt S3wl 4 ), (5%)
eine Gleichung, die man

_I__*
1— 8 (w,— &)
schreiben kann. Durch Vergleich der Entwicklungen

W,=1% =3+ S — &)+ @ —&2+ ] (32)

[RIES

I

T =%[I—(%w2—l—%-%w§ + )+ (ng 4 ...)2__....]

und

== — &)+ ]
findet man, da@3
&= 325‘71/: + .-

Bezeichnet man g, als von der 1. Ordnung, so ist w, von der 2. und &,
von der 4. Ordnung. Auf der Kleinheit dieser GroBe, die GAUss mit dem
Argument w, tabuliert, wird das Ndherungsverfahren aufgebaut. Bei den
iiblichen Verhiltnissen reicht aber die Annahme &, =o0 véllig aus.

Nach Einfithrung der Ausdriicke fiir W, und w, nach den Gl. (29)
und (30) kann man die Gl. (25) und (28) schreiben

Wy = ”22 - 12 (33)
und
_ ma
Y2=5s Wat 1. (34)
Setzt man den Ausdruck fiir w, nach Gl. (33) in Gl. (32) ein, so wird
W2 = %_ ! T = '199 ! )
I‘%%-F%lﬂrgf 2‘}‘12““52 >
oder
Mo, I0 I __ 10 hl
EWZ 9_2%_*_1:_*_52 9 —
2 m, ——1

worin gesetzt ist

hy= .
Ty (35)
Aus Gl. (34) wird dann .\
yzzI_f_};j__/g —ih
oder
Ve =Y.~y —3h=o0. (36)

Bei der Auflosung dieser Gleichung fillt auch die Entscheidung
tiber die Art des Kegelschnitts. Die Bahnkurve stellt eine Ellipse, Pa-
rabel oder Hyperbel dar, je nachdem w, positiv, Null oder negativ ist,
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da w,=sin; g2 =sin; (E3 —E5)? und die E; und E; firr die Ellipse
reell, fiir die Parabel gleich Null, und fiir die Hyperbel imaginir sind.

Die Gl. (36) hat nur eine positive Wurzel, da in der Voraussetzung,
daB 2 f, < 180° ist — diese Voraussetzung wird stets gemacht — m,
und /,, also auch 4, positiv ist.

Gauss erleichtert die Auflgsung der Gleichung, indem er ¥, mit dem
Argument /4, tabuliert. Das Naherungsverfahren wird eingeleitet, indem
man in dem Ausdruck fiir 4, nach Gl. (35) zunichst &, = o setzt.

Wegen des betriachtlichen Umfangs der GauBschen Tafeln muB} hier
von der Wiedergabe des Gauflschen Verfahrens abgesehen werden.
Statt dessen soll das Tietjensche Platz finden, da sich dieses einer
wesentlich kleineren Tafel bedient und kaum gréBeren Arbeitsaufwand
erfordert als das GauBsche Verfahren (siehe Tafel 5a, b).

TIETJEN 16st die Gl.(36) nach 4, auf und setzt y, =1 +;, wo ¢, eine
kleine stets positive GréBe ist, da ¥, bei kleinen Bogen die Einheit nur
wenig iibersteigt. Die Gl. (36) geht dann iiber in

62 (I + 12)? 62 (I + 1) 10
Tarip ool LTk 37)
Nun ist
(T+ur=@a+%0u)@+00)+ a0,
mithin
3
(23 ( LZ) + Too | 1 + 10 = 'nghz- (38)
Wird 1 1, =1, gesetzt, so schreibt sich diese Gleichung
/3
G ) =S — (39)

Pk
Die Auflosung fiihrt TIETJEN im Niherungsverfahren unter Zuhilfe-
nahme trigonometrischer Funktionen durch. Er setzt

tg2 5 =215 Vha. (40)

Bezeichnet man den Naherungswert fiir ¢,, den man bei der Vernach-
lassigung des ¢,*-Bruches aus Gl. (39) erhalten wiirde, mit ¢,, so wird

L=V Vhtey,
und man kann den strengen Wert ¢, durch ¢, folgendermaBen aus-
driicken

U= =0 Vi Vhatg .
Hierin wird ¢ ein verdnderlicher von der Einheit wenig verschiedener
Wert sein. Fiir ¢, ergibt sich so

=1V Vhateya,
und fir y,

Y2 =1+ 1) V52 Yhatg . (41)
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TieTJEN hat lg (o) J222) = Ig ¢ mit dem Argument %, tabuliert (siche
Tafel 5a). Bei der Auflssung der Gl. (41) wird in %, die Kenntnis von
&, vorausgesetzt. In 1. Ndherung setzt man & =o, d. h. fiir 2, den Aus-
druck s
h, = Shn (42)
an. Damit wird g, nach Gl. (40) und y, nach Gl. (41) berechnet. Dann
wird w, nach Gl. (33) und &, aus & =dw) ermittelt. 1g d ist mit dem
Argument w, tabuliert (siehe Tafel 5b). Das Ndherungsverfahren wird
so lange fortgesetzt, bis Anfangs- und Endwert von %, iibereinstimmen.
Zur bequemeren Berechnung von /, bedient sich TIETJEN nach Gauss
der fiir die logarithmische Rechnung geeigneteren Gleichungen
4= 4 —

2tgd, = V:—i — :—; tg B, = S%if;—; , b= (sinif,sec B;)2secfs. (43)

c) Das Verfahren von HANSEN. Aus Gl. (38) kann man einen rasch
konvergierenden und in der numerischen Anwendung bequemen Ketten-
bruch ableiten. Da m, und damit %, von der 2. Ordnung ist, so ist auch
iz von der 2., das :3-Glied also von der 6. Ordnung. Dieses kann bei
kleinen Bogen gleich Null gesetzt werden. Die so reduzierte Gl.(38) kann
man schreiben

10 10

Lz — 7;‘ hz _ Thz

14220 14 5k
1 +%h,,
und ¥, selbst

- 10 }9_1117'

y2= I + 1T 1+L1_hz
9

- (44)
I + '9 hz

.......

Fiir 4, setzt man den Wert nach Gl. (42) ein, setzt also &, =o.
OrroLZER berechnet den Fehler, den man bei Anwendung der
Niherung begeht, zu
1 Einheit der 7. Stelle im Logarithmus fiir 2 f, < 1874
o, , 6. ., ) » 2 fa<27%
s S . » 21<39%7
Fiir erste Bahnbestimmungen ist also der Kettenbruch im allgemeinen
vollkommen ausreichend.

d) Das Verfahren von ENCKE. Fiir die logarithmische Rechnung
hat ENCKE ein in der Anwendung auBerordentlich bequemes Ndherungs-
verfahren fiir nicht zu groBe Exzentrizititen gegeben. Er entwickelt
lg ¥, nach Potenzen der einfacheren GroéBe

1, — t)2
N = "((%_‘_73))3 . (45)
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Fithrt man den Wert fiir w, aus Gl. (33) in Gl. (31) und den so ge-
wonnenen Wert fiir W, in Gl. (34) ein, so wird

om0 (e

Setzt man nun

v + 73
' — = se
2c08f Jrir; €Y
also .
L, = ;(secy, — 1) =sin;y.secy,,
so ist

T3
m, = 2

S 2
(r: + r)3cos p3 =k rpasecy,

und es wird

yz_1+

N2 Sec)’z [ 4.6 N2

k2
% §~;< 72 secy? —sini yzsecy2)+ } (46)
ENCckE leitet zunichst eine Reihe fiir 1g nat 9, ab. Setzt man
lgnaty, =an. +bn; +cn; ..., (47)

worin die a, b, c... die nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten
zu bestimmenden Zahlenfaktoren darstellen, so ist

Jo = e OB~ r e (@bt ) s @k b
und

=T (@mbnl ) b @ bl )

%:[z—(anz-{—bng...)—i- o @ma byt —

Weiter ist
secy, = (I —z2siniyl) '=1+4 2sinty] + -

secyl =1+ 6siniyl 4.

Setzt man alle diese Reihen, von denen hier nur die Anfangsglieder hin-
geschrieben sind, in Gl. (46) ein, so erhilt man links und rechts nach
Potenzen von 7, fortlaufende Reihen, in denen die Koeffizienten gleicher
Potenzen iibereinstimmen miissen. Fiithrt man die Berechnung der ein-
zelnen Koeffizienten «,b,¢,... durch und setzt ihre Werte in Gl.(47) ein,
so erhdlt man schlieBlich

Ignat v = TR+ % (sin gyl — k2 ) k2 oy (48)
+ 58 (sin gy — eosingy; k2m, + 1789693k477 YR, + -
Fiir den Briggschen Logarithmus 148t sich die Reihe schreiben
gy, = a'm 2. Ordnung
+ a" N2 — bll 2 4. " (49)
+ a/// 7]2 . bIH 172 + C’” 3 6 ”
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Hierin sind die Koeffizienten a’, 4"/, ¢’’’ GroBen, die von den Beobach-
tungsgréBen unabhingig sind, wahrend die a”, @™, ¥ noch die GréBe

F2=1g

I

2 sin 2 p2
.enthalten. Die Zahlenwerte der Koeffizienten a’, a’’, b, a’"’, 0", ¢’
sind in der Formelzusammenstellung S. 31 gegeben.

ENckE hat diese Form der Entwicklung gewihlt, weil sie in der An-
wendung duBerst bequem ist, und weil man bei der Rechnung sogleich
iibersieht, welchen EinfluB die hoheren Glieder haben. Endlich kann
man die GréBe I', mit dem Argument lg sec 9, unmittelbar den Zech-
schen Tafeln der Subtraktionslogarithmen entnehmen. Diese geben nam-
lich mit dem Argument Ig x den Wert lg x (x —1)~L. Ist also % =sec ya,
so erhilt man aus den Zechschen Tafeln durch einmaliges Eingehen mit
dem Argument lgsecy.

g e =g o =18 e, = 1 (50)

: _ — g 1,2
Sec )z I I COS 2, 2 sin V3

1

Die Erfahrung lehrt, daB man im allgemeinen bei Zwischenzeiten
bis zu 30 Tagen und 6stelliger Rechnung mit dem 1. Gliede ausreicht.
Man braucht dann den Winkel 2 f, gar nicht zu berechnen. Nimmt
man auBer diesem Gliede 2. Ordnung noch das von der 4. Ordnung
hinzu, so daB lgy,=a'n.+ (a"n. —b"%7), dann ist dieser Ausdruck
in den allermeisten Fillen bis zu Zwischenzeiten von 60 Tagen, d. h. bei
der ibergroBen Mehrzahl aller Bahnbestimmungen ausreichend. Kon-
vergiert der Ausdruck nicht gentigend, so wird man noch die Glieder
6. Ordnung berticksichtigen. Sind auch diese nicht ausreichend, so wird
man nach dem strengen GauB-Tietjenschen Verfahren rechnen. Doch
tritt dieser Fall sehr selten ein.

In der Bahnbestimmung werden auch die Entwicklungen fiir die
¥1, ¥3; gebraucht. Thre Ausdriicke erhilt man ohne weiteres aus den
obigen Entwicklungen durch entsprechendes Vertauschen der Indizes.

e) Formelzusammenstellungen und Beispiele.

1. Das Verfahren von GaAvuss-TIETJEN,

="kt —t) 18k =282355814_10 fo =3 (43— )

3
3 P vy e COStﬁl;;};)s
7. 71 LI {
2tgd, = Ti -V tg B, = Sii %;z L, = (sin: f, sec B,)? secf,
By —
P ithtk

tg2m=2}/¥‘—]/7z:
5/2=I+C.thtgx2

Ml & =dw’

Wy =
V2



30 Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung.

In der 1. Ndherung setzt man &, =o.
§=10.8333333  lg§=09.9208188 1

lg 2 13 = 0.3446051

lg ¢ mit dem Argument 4, aus Tafel 5a

lgd ,, » w, ,» 5b
Gegeben seien die Daten: #; — #;r = 103%9244

fr =% (43— wir) = 29° 52" 29’2 Igr1=o.111016 lg 73 =0.277788

1. Nahg. 2. Néhg.
2 | 14°56' 1476 L+ 2 0.920619 0.920619
7371 0.166772 & o 0.000056
4 - 0.041603 tbL+é 0.920619 0.920675
my 9.204639 9.204639
4 Add. 9:325671 %—{- I+ &, 9.964080 9.964106
— Vi 9.958307% h, 9.240559 9.240533
2tg A; 2';?2(9);2 2 ]/59—‘ 0.344605 0.344605
tg 4, 8.982948 Ve 9.620280 9.620266
sin > f, 9.411221 tg 2y, 9.964885 9.964871
2 ] !’ 1. o ’ ”,
tg B; 9.571727 222 | 427411072 | 42° 417 6l
sec B, 0.028289 J}gz 21 20 35.1 21 20 33.4
I 2 0.17400 0.17399
.Sn,l 7 f2scc Ba 9-439510 c 0.002108 0.002108
(s1n-2- fa sec By)2 8.879020 VZ; 9.620280 9.620266
sec fa ggi;gzg tgxe 9.591900 9.591889
L 0.087286 cVhatg g2 | 9.214288 0.214263
5 0.833333 Y2 0.065874 0.065871
by — 5 2.017002 y2 0.131748 0.131742
' 8.235581 my Y3 9.072891 9.072897
23 0.252583 Add. 9.550262 9.550285
773 0.388804 — 1 2.9409431'; 2.940943 ”
.491205 .49122
I 73 g.lgﬁg: b 0.030989 0.030990
cos f 9'.338077 w2 6.98241 6.98246
2cosfy Yrar 0.433509 d 8.76484 8.76484
2 173 .
o2 0.505166 & | 574725 5.74730
(2 cos fz Jr: 73)3 1.300527 Endwert: 1g ¥, = 0.065871
m, 9.204639

Kettenbruch.

2. Der Hansensche
«) Fir maschinelles Rechnen. Hier verwendet man zweckmaBig
rechtwinklige Koordinaten. Sie seien mit %1, %3, ¥1, ¥3, 21, 23 bezeichnet.
Es ist 71730082 f, = %143 + y1¥3 + 2123, also 27173c0sf; =z,
=rr3+ %03+ Y1 y3 + 2123, folglich

z2
hz = 2

212 = 0.9428090

GVt it 7 o = 12222000

1, 1t = 0.9090909
9 "2

10 9

Ix

y=r

I—[—%hz
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Gegeben sei - i, = 0.0017175. Ein Beispiel zur Berechnung von %" %,
ist im Beispiel zur Bahnbestimmung in Abschnitt 6 enthalten.

Man wihlt hier zweckmiBig dasjenige Divisionsverfahren, bei dem
man den Dividenden durch Multiplikation des Divisors mit dem Quo-
tienten in das Resultatwerk bringt.

Man stellt zunichst den Divisor 1+ % s, = 1.0017175 in das Ein-
stellwerk und dividiert in der angegebenen Weise. Man erhilt dann im
Resultatwerk den Dividenden 5 h; = 0.0017175, im Zihlwerk den
Quotienten - 7, (I + 5 42) = 0.0017146. Dann stellt man den Divisor
1.0017146 in das Einstellwerk ein, indem man nur die letzten Ziffern des
stehengebliebenen Divisors korrigiert. Fithrt man die 2. Division aus,
so zeigt sich, daBl das Verfahren bereits steht. Er ergibt sich also
Y2 = I -+ 17°0.0017146 = 1.0015587.

B) Fiir logarithmisches Rechnen. Die Berechnung von m, und
I, erfolgt wie im Verfahren von GAuss-TIETJEN.

Ty = o =142 9l
R ¥ I+”1-|—’9—’h2
o
% = 0.8333333 Ig %5 = 0.0871502
lg 2 = 9.9208188-:0 lg 32 = 9.9586073-10

Bei logarithmischer Rechnung wird man wohl stets das bequemere
Enckesche Verfahren vorziehen.

3. Das Enckesche Verfahren.
2y
71+ 75
I, kann man auch unmittelbar mit dem Argument lg secy, aus den
Zechschen Tafeln der Subtraktionslogarithmen entnehmen.
_ (=)
SN NP AE
gy, =a'n+ (@ 5. —0"n3),
wobei in Einheiten der 6. Stelle
lga’ = 2.2338859
lga"” = 2.614097 — I,
1g " = 9.034108-:0.

1 sec y;
COS = (U — U I, =1 =1 .
sl —m), In=lg 2siniyz | Osecy,—1

CoS y, =

Bei Zwischenzeiten bis zu etwa 60 Tagen sind diese Werte ausreichend.
Bei groBeren Zwischenzeiten fiigt man obigem Ausdruck fiir 1g ¥, ent-
weder die Glieder

+ all! ,'72 . b”’n: _l_ CI” "72
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hinzu, wo ebenfalls in Einheiten der 6. Stelle
lga” = 2.82970 — 2,
Igb"” = 9.71243_,, —I"
lgc” = 6.00642-10,
oder man bedient sich des GauB-Tietjenschen Verfahrens.

Ein Beispiel findet sich in dem Beispiel zur Bahnbestimmung des
Abschnitts 7.

§ 10. Das Verhiltnis von Sektor zu Dreieck in den iibrigen
Kegelschnitten.

Im Kreise wird p=a, so daB die Bestimmung der y, tiberfliissig
wird.

Fiir die Parabel 148t sich fiir das Verhiltnis eine elegante geschlossene
Formel aufstellen, die aus den Entwicklungen fiir die Ellipse rasch ab-
geleitet werden kann. Hier wird g=w,=o0, und W, nimmt seinen
Grenzwert 4/3 an. Dann wird nach GI. (33) und (34)

%:zz und y, =L W, +1=4%0 +1,
also ’
y.=3(2secy, +1). (51)
ENCKE hat ¥, mit dem Argument u, tabuliert, wo pu, = _rn 5 ist.
Siche Tafel s5c. (re + 73)?

In der Praxis der parabolischen Bahnbestimmung hat das Verhalt-
nis von Sektor zu Dreieck nicht die groBe Bedeutung erlangt, die es
fiir die elliptische Bahnbestimmung gewonnen hat.

Fiir die Hyperbel 148t sich das Verhaltnis in dhnlicher Weise wie fiir

die Ellipse ableiten. Hier wird die GroBe w, = ’;1’ — I, negativ. Von der

Darlegung dieser Entwicklungen soll hier abgesczehen werden, da in der
Praxis kaum die Notwendigkeit einer hyperbolischen ersten Bahn-
bestimmung auftreten wird.

Die Exzentrizititen aller bekannten hyperbolischen Bahnen sind
von der Einheit so wenig verschieden, daB der Spezialfall der Parabel
bei diesen sog. parabelnahen Bahnen in allen Féllen eine sehr gute
Niherung darstellt. Die Abweichungen der hyperbolischen von den
parabolischen Bahnen sind so gering, daB sie erst aus einer ldngeren
Beobachtungsreihe mit Sicherheit erkennbar sind. Die Ableitung
parabelnaher hyperbolischer — wie auch elliptischer — Bahnen ist eine
Aufgabe der Bahnverbesserung.

§ 11. Das Lambertsche Theorem.
a) Die Ableitung des Theorems. Die Zeit, die ein in einem Kegel-
schnitt um die Sonne sich bewegender Kérper braucht, um von einem
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Ort der Bahn zur Zeit ¢; zu einem anderen zur Zeit-#; zu gelangen, hingt
nur von der groBen Halbachse a, der Sehne s, zwischen den beiden Orten
und der Summe 7; + 73 der beiden zugehorigen Radienvektoren ab.

. In dem von den Radienvektoren und der Sehne gebildeten Dreieck ist

S, =72+47; —27173C082 f, = (¥1 + 73)2 — 471 75c0s ],

(8= (=5 - (F2eonn).

Die Verbindung mit den GI. (14) und (17) liefert

oder

<f°i>2= 4 (T — ecos gz cos G2)* — 4 (cos g2 — ¢ cos G2)?

a 52
= 4sing; (1 — e2 cos G7). (52)

Fiihrt man in die Gl. (19), (17) und (52) den Winkel O, ein durch
cos 0, =e cos G, wo 0° < 0, <180°, also sin O, positiv sein soll, und
beachtet man, daB bei Beschrinkung auf einen Umlaufo® < g, <180°

ist, so kann man den 3 Gleichungen die Form geben

T . 7. S . .
—=2g,—2sing,cos0,, ‘,"_‘_3 =2 (I—co0sg;c0s0,), ;2 = 2sing,sin0,.
.

Setzt man ferner

02+g2=82, 02—g2=52, 282=82"52,

so wird
lz:—zgz — sin (0, + g2) + sin (02 — g2) = (2 — sin &) — (62 — sin d,)
a?
mHBES 201 — cos(0a + g)] = 4sin el (53)
ri-H13—$;

= 2[I — cos (02 — g2)] = 4sin34..

a

Die GI. (53) 16sen das Problem implizite. Da sin z&; und sin 3 d, in
quadratischer Form auftreten, so ist scheinbar eine vierfache Lésung
moglich. Nun ist aber der Festsetzung 0° < 0, <180°, 0°< g; <180° zu-
folge &, <<360°, also sin ; & positiv zu nehmen. Bei sin  d, sind hin-
gegen 2 Vorzeichen méglich, wie sich aus folgender Uberlegung ergibt.
Bei Beschrinkung auf einen Umlauf ist 0°<G; <360° Die Gl. (16)
kann geschrieben werden

Vrirs 3cos s (v3 — v1) = cos g, — cos O, = 2sin L&, sin <4,
Ist a positiv (Ellipse), so muB sin 34, stets dasselbe Vorzeichen wie
cos ; (v3 —vr) haben. Es ist also sin 8,4, wenn (v3 —vr) S180°
und es ist zu setzen
71+ 3+ Sz g Y1 -+ 73— S, 1
+ —4————2-{_ 2 — sin S&, -+ V—+4~——Z =sin;d,. (54)

Stracke, Bahnbestimmung. 3
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Die Bestimmung der auf der rechten Seite der ersten der Gl. (53)
stehenden Differenz stoBt auf Schwierigkeiten, wenn, wie es bei der
ersten Bahnbestimmung im allgemeinen der Fall ist, ¢, und §, miBige
oder gar kleine Bogen sind.

Zur expliziten Losung des Problems soll die erste der Gl. (53) durch
Reihenentwicklungen zuginglicher gemacht werden. Es ist

sing, = 2sin; &, ]/I —siné?

N
=zsin§ez<l——m_nli_%.%smgez_...)
und
& =2(sinie, + 3-3siniel + -3 2sinze] +--)
also
&, —sing, =4 (3siniel + Ssinfel +--1). (55)

Eine entsprechende Reihe 148t sich fiir d, —sin d, aufstellen. Bei An-
wendung dieser Reihenentwicklungen und der Gl. (54) erhilt man aus
der 1. Gleichung von Gl. (53)

Nlw

3

672 =(r1+73+5)" F(ritr—s)
3 s

+Z?71[(71+73+Sz)2:1:(71 -|-73——sz)2J... (56)

Diese Gleichung driickt den Lambertschen Satz aus, der fiir die parabo-
lische Bahnbestimmung von grofer Bedeutung ist. Brauchbar ist der
Satz auch bei den parabelnahen Bahnen, wenig brauchbar infolge der
geringen Konvergenz bei den m#Big oder schwach exzentrischen ellip-
tischen Bahnen. Bei letzteren findet er infolgedessen keine Anwendung.

In der Parabel ist = oo, so daB3 Gl. (56) libergeht in den geschlosse-

nen Ausdruck
3

3 3
6T, =1 +73+8)° F(r1+73—55)° (F fir v; —v:<180°. (57)

Diese Gleichung ist unter dem Namen der Eulerschen Gleichung be-
kannt.

b) Enckes Umformung der Eulerschen Gleichung. Da die rechte
Seite dieser Gleichung aus der Differenz von 2 nahe gleich groBen
Werten besteht, so ist sie fiir die Anwendung auf die erste Bahnbestim-
mung, in welcher s; notwendig eine kleine GroBe ist, wenig geeignet.
ENCKE hat eine Umformung vorgenommen, die diese Schwierigkeit
beseitigt.

Die Eulersche Gleichung 148t sich, wenn man das obere Vorzeichen
(fiir v3 —vr <180°), das in der Praxis fast ausschlieflich in Frage kommt,
beachtet, in folgende Reihe entwickeln

2t s ' ( 5 >3 135 < 52 )5
3 ntr, 4.6\ 72)  4-6-8.10\7 )
(re 4 79)° 1+ 73 4 1+ 73 4 1+ 73
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Setzt man
272

. (58)
(re +73)2

dann lautet die Umkehrung der Reihe

Sz

s A

oder nach ENCKE

$2= e (T + sl + ). (59)
Vre 73
Setzt man
I+ sgp; tagps + =10, (60)
so wird
27Tz
Sy = e L. (61)

Betrachtet man die Zwischenzeiten als kleine GroB8en der 1. Ordnung,
so wird p, von derselben Ordnung und infolgedessen ; von der Einheit
nur um GréBen von der 2. und héheren Ordnung verschieden sein. Daher
148t sich ¢, mit dem Argument p, bequem in Tafeln bringen. Fir £,
1aBt sich aber auch ein geschlossener Ausdruck finden. Da s;<< 71473
ist, so kann gesetzt werden

Sz

P siny,, (62)
wo
0° <y < 9o
sein soll.
Damit kann die Eulersche Gleichung geschrieben werden
672 . 3 . 3
L 3= (I +siny;)? F (1 — sin y3)2.
(re+7y)*
Nun ist
I +4-sin p, = (cos 3 2 —sin 3 )2,
also
67, 1 LI § 1 LI |
’ 3= (Cos;ya +sin;y)° T (cos;y, —singypa)’.  (63)
(1 +173)*

Hieraus kann v, bestimmt werden, sobald 7: 4 7; gegeben ist. s, er-

hélt man dann aus Gl (62). Zur Auflésung der Gl. (63) filhrt ENCKE
folgende Umformung aus.

Nimmt man zunichst das obere Vorzeichen an und entwickelt, so
wird

61, — 6cos v sin * inZv3 — 6sin 2 s 1.3

—3=0coszy,sinzy; +2sin3y, =6sinzy; —4sinzy,

(1 4 73)?

3*
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oder

sin 2 p sin 2 92\3 61,
3( 7Z>_4< :)zg 3 (64)
b= V27 o gy
Da wegen 0° << y, < go° die linke Seite kleiner als die Einheit ist, so
3 3

ist 67, < 2;(71 +73) 7.

Man darf also (in beiden Zeichenfillen) setzen

3 = sin @, (65)

3 3
22 (r1 4 73)2

6Tz

und es wird -
sinzy, = J2sin30,. (66)
Von den 3 Wurzeln der Gl. (64) erfiillt nur eine die Bedingung, daB
0° < sin 3y < sin 45° < %l/; und zwar diejenige, fir welche
0° <6, < 90° genommen ist.
Fiir das untere Zeichen in Gl. (63) erhilt man entsprechend

cos Z 92 08 Z Y2 3 612
() () = )
12 V2 27 (11 + 73)*

also _
costy, = Vz sin;0,.

Hier muB cosZy,>%}2 und sin}@, <%}z sein, d. h. @, muB
zwischen 9o°und 135° liegen. Wenn also die Gl. (65) fiir @, einen Wert
< 45° gibt, dann hat man nur eine Losung, die dem ersten Fall
(v —v1) < 180° entspricht. Ist aber @,>45° dann gibt es 2 Losun-
gen, O, und 180° — @;, von denen die letztere fiir v; —v: > 180° gilt.

Fiir sin @, kann man schreiben

sin@, =3 % ) (68)

und da sowohl aus dem Wert fiir sin ; y, wie aus dem fiir cos ; y. folgt
. 3. ——
siny, = 22sin 2@, Jcos 2 0,,

so erhilt man die fiir beide Fille giiltige Gleichung

27Tz

Sz = mfz = (11 + 73)‘,112 Cas (69)
wo _
{2 = 3sin3 0, Vcos%@; cosec ;. (70)

Die praktische Durchrechnung der Enckeschen Lgsung, die in den
Gl (58), (68), (70), (69) gegeben ist, wird durch ENckEs Tabulierung
von lg ¢, wesentlich erleichtert fiir die Werte von u, von o bis 3 1/§ (siehe
Tafel 6). Reicht die Tafel nicht aus, so berechnet man s; nach den
genannten 4 Gleichungen.
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Tritt der seltene Fall v; —v:>180° ein, so bereitet die Losung der
Eulerschen Gleichung in der Ausgangsform wegen der dann bestehenden
Verschiedenheit der beiden Glieder keine Schwierigkeit.

c) Formelzusammenstellung.

«) Fiir Werte von u> 0.80, ohne Anwendung einer Tafel.

— 21"2__ T2,=k (t3 —“tI)
M2 = 3
(ri+17)?  1g2k = 8.53606114_,,
sin @, = }%2
{,=3sin30, Vcos 20, cosec O,
S, — 27T,
2 = Vm 2
B) Fir Werte von y <<0.80, bei Anwendung von Tafel 6.
272
M2 = 3
(rr1 4 73)*

S = (r + 7’3) M2 3
lg {» mit dem Argument u, aus Tafel 6. Ein Beispiel zur Berechnung
von s, ist in dem Beispiel zur Bahnbestimmung in Abschnitt 13 ent-
halten.

3. Abschnitt.

Die geozentrische Bewegung eines Korpers.

Die geozentrische Bewegung der Planeten und Kometen resultiert
aus der Bewegung dieser Kérper um die Sonne und der fortschreitenden
Bewegung der Erde in ihrer Bahn um die Sonne. Die Bewegung der
Sonne einschlieBlich des ganzen Sonnensystems kann auBer Betracht
gelassen werden, da hier nur die relative Bewegung der Koérper um
die Sonne untersucht wird.

Die Aufstellung einer allgemeinen Theorie der geozentrischen Be-
wegung, die naturgemilB wesentlich komplizierter als die der helio-
zentrischen sein wiirde, ist bei der Bestimmung der heliozentrischen
Bahn nicht erforderlich, wenn man nur die Beziehungen kennen lernt,
die zwischen beiden Arten von Bewegung bestehen. Die reduzierten
Beobachtungen (siehe Abschnitt 5) liefern fiir bestimmte Zeitpunkte
die auf die Sphire projizierten geozentrischen Orter. Thre Beziehungen
zu den heliozentrischen Ortern sollen zunichst aufgestellt werden.

§ 12. Beziehungen zwischen heliozentrischen und geozentrischen
Koordinaten.

a) Beziehungen im ekliptikalen System. Die Orientierung des

ekliptikalen Koordinatensystems sei die S. 14 festgelegte. Der helio-

zentrische Ort eines Kérpers P kann aufler durch die rechtwinkligen
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Koordinaten «x, y, z auch durch die Polarkoordinaten Radiusvektor 7,
die heliozentrische Linge I, gezdhlt von der + x-Achse gegen die
+ y-Achse von 0° bis 360°, und die heliozentrische Breite b gegeben
werden, letztere gezahlt von 0° bis 4- go°, 4+ je nachdem P auf der
Seite der + z-Achse oder der —z-Achse liegt.
Zwischen den Koordinaten «x, y, z und den 7, I, b bestehen die Be-
ziehungen
x=7c0s b cos !
y=vcos bsin! (1)
z=rsinb.
Bezeichnet man dié entsprechenden Koordinaten der Erde mit
X,Y,Zund R, L, B, so ist analog
X=Rcos Bcos L
Y=Rcos Bsin L (2)
Z=Rsin B.
Denkt man sich durch den Erdmittelpunkt ein dem vorigen paral-

leles Achsensystem gelegt, und nennt man die rechtwinkligen geozentri-
schen Koordinaten von P &, 5, {, so ist

E=x—-X x=&+ X
n=y—Y oder y=n+Y (3)
C:z—Z ZZC—I—Z.

Bezeichnet man die geozentrischen Polarkoordinaten von P mit
A, A, B (Zihlweise von A, B entsprechend der von 7, b), so ist

&=/ cos B cos A

=2 cos Bsin A (4)
{=Asinf,
mithin
¥=vcosbcosl=Acosfcosd+ RcosBcosL
y=rcosbsinl = A cos Bsin A+ R cos B sin L (5)
z=7sinb =Asinf+Rsin B.

Z4hlt man die Lingen von einem Punkte aus, dessen Linge gleich L
ist, so lauten die GL. (5)
7 cos bcos (I —L)= A cos B cos (A—L)+ R cos B
rcos bsin (! —L)= A cos fsin (A —L) (6)
7sin b = Asin f+ Rsin B.
Zihlt man die Lingen von einem Punkt aus, dessen Linge gleich §
ist, so wird
7 cos b cos (I —Q)= A cos B cos (A—8Q) + R cos B cos (L —Q)
7 cos bsin (I —&) = A cos Bsin (A —8) + R cos Bsin (L —g) (7)
7sin b = Asinf + Rsin B.
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Dann ist nach Gl. (1.64)
7 cos b cos (I —Q)= 7 cos u

rcosbsin (I —Q)=7sinucoss (8)
7sin b =7sinusing

also
A cos f cos (A—8&) = 7 cos u — R cos B cos (L — Q)
A cos fsin (A—8&) = 7sinu cos t — R cos B sin (L — ) - (9)
Asin =rsin# sin ¢ — R sin B,

Vernachlissigt man die heliozentrische Erdbreite B, die den Betrag
von etwa 1'’ nicht iibersteigt, so gehen die Gl. (6) und (g) iber in

rcosbceos (! —L) = Acosfcos (A—L)+ R

rcosbsin (! —L) = A cos Bsin (A—L) (10)
7sin b = Asinp

und
A cos B cos (A—8Q) = rcosu —R cos (L —&)
AcosBsin (A—8Q) = rsinu cos 7 — Rsin (L —&) (11)
Asin B =7sinusind.

b) Beziehungen im #quatorialen System. Die Orientierung des
dquatorialen Koordinatensystems «', 3’, 2’ sei die folgende. Der Koordi-
natennullpunkt sei der Sonnenmittelpunkt. Die Aquatorebene sei die
«'y'-Ebene, die 4+ «'- Achse sei nach dem Friihlingspunkt, die 4 y'-Achse
senkrecht zu dieser im Sinne wachsender Lingen, die 4 2’- Achse nach
dem nérdlichen Pol des Aquators gerichtet.

Denkt man sich durch den Erdmittelpunkt ein dem vorigen paralleles
Achsensystem gelegt, und bezeichnet man die heliozentrischen Koordi-
naten des Erdmittelpunktes mit X', Y’, Z’, die heliozentrischen Ko-
ordinaten des Punktes P mit %', y’, 2, seine geozentrischen mit &, #’, ',
so ist

5/ — xl __Xl
0=y =Y (12)
U=z —27'.

Durch die Beobachtung erhalten werden die dquatorialen geozen-
trischen Polarkoordinaten Rektaszension « und Deklination 4. Man
zéhlt « vom Friihlingspunkt aus im Sinne wachsender Lingen von
0" bis 24", oder von 0° bis 360°, § vom Aquator aus von 0° bis 4 go°,
4- je nachdem P nérdlich oder siidlich des Aquators liegt.

Zwischen den geozentrischen Koordinaten &, %', {’ und 4, «, 6
bestehen die Beziehungen

&=/ cos dcosa
7' =4 cos dsin « (x3)
'=Asin§.
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Setzt man diese Ausdriicke in die Gl. (12) ein und fiihrt statt der helio-
zentrischen Erdkoordinaten X', Y’, Z’ die geozentrischen Sonnen-
koordinaten X(, Y, Zg, ein, so erhilt man
E=ua+ X5= Acosdcosa
=9+ YsH= Acosdsina (14)
{'=2+4 2= Asiné.
c¢) Beziehungen zwischen den Koordinaten beider Systeme. Be-
zeichnet man die Neigung der Ekliptik gegen den Aquator, die Schiefe
der Ekliptik, mit ¢, so bestehen zwischen den ekliptikalen Koordinaten
x, y, z und den iquatorialen Koordinaten x’, 3, z’ die Beziehungen
x=x
y' =ycos e—=zsin ¢ (15)
Z=ysin e+4zcos €.
Durch Verbindung dieser Gleichungen mit den Gl. (1.66) ergibt sich
X' =7 cos u cos & —7 sin % cos ¢ sin &
¥’ =7 cos u sin § cos &7 sin u (cos 7 cos § cos ¢ —sin zsin &) (I6)
Z' =7 cos u sin § sin ¢+ 7 sin % (cos 7 cos & sin ¢-sin 7 cos ¢€) .

Setzt man cos§ = sina’ sin 4’
— cosisin § = sina’ cos 4’
sin § cos & = sin b’ sin B’
€0S 1% cos § cos e — sins sin & = sin &’ cos B’
sin § sing = sinc¢’ sin C’
cos? cos §sine -+ sin ¢ cose = sinc¢’ cosC’,
dann erhalten die Gl. (16) die Form
%' =rsina’ sin (4’ +u)
y' =rsin b’ sin (B’ 4 ) (18)
2 =rsin ¢’ sin (C' 4 u) .

(17)

Man nennt die Konstanten die GauBschen Konstanten.

Ganz entsprechende Gleichungen kann man auch fiir die Ekliptik
aufstellen. Die ekliptikalen Konstanten ergeben sich ohne weiteres aus
den Gl. (17), indem man ¢=o0 setzt.

Durch Verbindung der Gl. (14) und (18) erhdlt man die Gleichungen

7sina’sin (A’ + u) + X& = A cosd cosa
rsinb’sin (B’ + u) + Y& = Acosdsina (19)
rsinc’sin (C' + u) + Zg = Asind.

Fiir das maschinelle Rechnen geeignetere Gleichungen erhilt man
in folgender Weise. Die Gl. (18) lassen sich schreiben

%' = sina’sin (4’ 4+ w)-7 cosv + sina’ cos (A’ + w) -7 sinv
y' = sind’ sin (B’ 4 w) -7 cosv + sin b’ cos (B’ + w)-7sinv  (20)
z' = sin¢’ sin (C’ + w) -7 cosv + sin¢’ cos (C’ 4 w) -7 sinv
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oder
¥ = Pj-rcosv + Q-7 sinv
y'= Py.7cosv + Qy-7sinv (21)
2= Pj-rcosv + Q;-7sinv,

wo

P, =sina’sin (4’ + w) = cosw cos § — sinw cos i sin &
Py = sind’ sin (B’ 4 w) = (sinw cos i cos § + cosw sin §) cose
— sinw sin‘sine
P/=sin¢ sin (C' + w) = sinw sini cose - (sinw coss cos §
+ cosw sinQ) sine
»=sina’cos (4’ + w) = — (sinw cos § -+ cosw cosi sin )
Qy = sinb’ cos (B’ 4+ w) = (cos @ cos cos § — sinw sin &) cos &
— cosw sinssineg
Q7 = sinc’ cos (C' + w) = cosw sins cose + (cosw cosi cos
— sinw sin Q) sine.

In der ellip tischen Bewegung ist nun nach Gl. (1. 40)

rcosv=a (cos E —e¢)
rsinv=acosgsin E,

so daB man Gl.

—_

21) schreiben kann

"= aP;(cosE —e) + acospQ.sinE

"= a P, (cosE — ¢) + acospQysinE (23)
"=aP;(cosE — ¢) + acospQ/sinE

n ROR
I

und Gl. (14)
a P)(cosE —¢e) + acosp QisinE + X& = A cosdcosa
a Py(cosE — ¢) + acosp QysinE + Y = Acosdsina  (24)
a P;(cosE —¢€) + acospQ/sinE + Z; = Asind.
In der parabolischen Bewegung ist nach Gl. (1.42)
7 = g sec;v?,
so daB man GI. (21) schreiben kann
¥ =qPi(1—tg31?) +29Q:tg3v
Y =qPy(1—tg3v) +29Q5tg30 (25)
#'==q P/(1—tg3v?) +29Qitg3v
und Gl. (14)
gPi(1—tg5v?) +29Qitgiv + Xo= Acosdcosa
qPy(1—tgiv) +2q9Q tgiv+ Y= Acosdsina (26)
gP;(1—tgiv?) +29Q/tgiv+ Z5 = Asind.
Auf eine andere Bestimmung der Konstanten P, P,, P;, Q, 0, Q.
wird in Abschnitt 6 und 13 noch zuriickzukommen sein.
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§ 13. Beziehungen zwischen geozentrischen ekliptikalen und
dquatorialen Koordinaten.

a) Aufstellung der Beziehungen. Zwischen den rechtwinkligen
ekliptikalen und #dquatorialen Koordinaten &, n, { und &, ', {’ des
Korpers P bestehen die Beziehungen

§=¢&
n=1cos e+ sin ¢ (27)
{=Ccose—n'sine.
Setzt man fiir sie die Werte nach Gl. (4) und Gl. (13) ein, so erhilt man
die Gleichungen
cos B cos A = cos 0 cos a
cos Bsin A = cos dsin o cos &-sin d sin & (28)
sin§ = — cos d sin a sin &-sin d cos ¢,
die man in eine fiir die logarithmische Rechnung bequemere Form brin-
gen kann, wenn man die Hilfswinkel M und m einfithrt durch
m sin M =sin §
m cos M =cos dsina.

Dann wird
cos f cos A=cos 0 cos a

cos B sin A=m cos (M — &) (29)
sin f=msin (M —¢€) .
Diese Gleichungen dienen zur Umwandlung der «, é in 4, 8.
Die umgekehrte Aufgabe 16st man mit Hilfe der durch Verbindung
der Gl. (4), (x3), (x5) gewonnenen Gleichungen
cos § cos o0 = cos f§ cos A
cos d sin o = cos §sin A cos ¢ —sin #sin ¢ (30)
sin = cos #sin Asin ¢+sin f cos ¢.
Durch Einfithrung der Hilfswinkel N und » durch
nsin N =sin
n cos N = cos f sin A

erhilt man
cos 0 cos o = cos f3 cos A

cos d sin o = 7 cos (N + ¢€) (31)
sind = nsin (N+¢).
Ein Zweifel, in welchem Quadranten die Winkel in den Gl. (29) und (31)
zunehmen sind, kann nicht bestehen, da cos § und cos f stets positiv sind.
Formeln zur vollig unabhingigen Kontrolle siche unter b).
Bei Beschriankung auf eine geringere Stellenzahl kann man bei kon-
stant gehaltenem ¢ die Umwandlung der einen in die anderen Koordi-
naten mit Hilfe von Tafeln wesentlich erleichternz.

1 BRENDEL, M.: Mitt. der Univ.-Sternwarte Frankfurt a. M. Erstes Stiick.



3. Die geozentrische Bewegung eines Korpers. 43

b) Formelzusammenstellung und Beispiel zur Umwandlung von «, 6

n 4 f. msin M = sind
mcosM = cosdsina
cosf cos A = cosd cosa ¢ aus Tafel 2
cosBsinAd = m cos (M — &)
sin § = msin (M — &)
sin(A — a) = 2cosasecfmsinzesin (M — Z¢)
Kontrolle:

sing (6 — p) = sec; (0 + B) msingecos (M — S ¢)

Gegeben sei die Beobachtung des Planeten 931 Whittemora:

1920 Apr. 6 Kontrolle:
| 1B om26852 0+B | 32°40" 374
167°21737°/8 A CE) 16 20 1.7
et el o s
Cos o 0.9803467 sin (M —3 ¢) 0.862145
cos 0 0.974045 msin 2 g 8.903317
) sin « 9.340079 cos (M —3 ¢) 9.836041
sin d =mssllx‘11 % gg;gif; m sinZesin (M —3 ¢) 8.765462
m cos M 9:314124 ) 2 CoSs o 0.290376%
tg M 0.211757 sin (A — o) cos 9.055838%
M 58°26744"'5 . secf 0.011374
M—s| 34 5045.6 sin (4 —a) 9.007212 11
sin (M —¢) 0.758548 A—a —6°42" 1470
m 0.505368 . . A 160 39 23.8
cos (M —¢) 0.913386 m singe cos (M — &) 8.739358
cos f3 sin 4 9.508754 sec > (64 f) 0.017892
cos % 9-9’67)47657’5 sin 2 (6 —f) 8.757250
cosﬂcszl 3124232;2 3 (0—pB) |+ 3°1674078
i 160° 30723779 d—pB |+ 6 3321.6
sin 3 9.353916 B|+13 3210
cos 8 9.988626
tg B 9.365290
B | +13°3"2078

§ 14. Die scheinbare Bahn.

Zwar ist, wie schon erwihnt, die Aufstellung einer allgemeinen
Theorie der geozentrischen Bahn fiir die Bahnbestimmung nicht er-
forderlich. Fiir mehrere Probleme ist aber die Kenntnis der wesent-
lichsten Eigenschaften der scheinbaren Bahn von Nutzen.

a) Opposition, Konjunktion, Sichtbarkeitsverhiltnisse der Planeten
und Kometen. Die Phase, in der die geozentrische Linge des Ge-
stirns um 180° von der der Sonne verschieden ist, nennt man seine
Opposition in Linge. Die Phase, in der ein Korper dieselbe geozentrische
Lange wie die Sonne hat, bezeichnet man als seine Konjunktion in Linge.
Man unterscheidet zwischen unterer und oberer Konjunktion, je nach-
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dem das Gestirn diesseits oder jenseits der Sonne steht. Von allen Plane-
ten kénnen nur Merkur und Venus auch in untere Konjunktion gelangen.

Hiufigere Anwendung findet in der Praxis der Begriff der Opposition
in Rektaszension, d.i. der Zeitpunkt, in dem die Rektaszensionen von
Sonne und Gestirn um 180°= 12" verschieden sind.

Fir die kleinen Planeten ist die Oppositionszeit die giinstigste Zeit
fir die Sichtbarkeit. Sie kulminieren dann um Mitternacht und sind
hier im allgemeinen der Erde am nichsten und am hellsten. Das Maxi-
mum an Helligkeit erreichen sie, wenn Opposition und Perihel zu-
sammenfallen. Beobachtbar sind sie, mit Ausnahme vereinzelter Objekte,
deren Bahnen stark exzentrisch sind, aber auch in den {ibrigen Oppo-
sitionen einschlieBlich der Apheloppositionen. Da die bekannten Plane-
ten lichtschwache teleskopische Objekte sind, so werden sie natur-
gemiB fast ausschlieBlich in der Nihe der Opposition, und zwar meist
in der Perihelopposition, entdeckt. Ihre Verfolgung gelingt gegen-
wirtig selbst in gilinstigen Fillen selten langer als 2 bis 3 Monate hindurch.
Uberwiegend sind jetzt Beobachtungszeitridume von weniger als 1 Monat.

Ganz anders liegen die Sichtbarkeitsverhiltnisse bei den Kometen.
Die Perihele der bekannten Kometen liegen iiberwiegend innerhalb oder
doch nur wenig auBerhalb der Erdbahn. Betrichtlich aulerhalb dieser
gelegene Perihele sind nicht viele bekannt, wenn sie auch neuerdings
ofter vorkommen. Bei den sehr groBen Exzentrizititen der Kometen-
bahnen sind weit auBerhalb der Perihele nur helle Objekte sichtbar.
Fiir die Kometen ist also die giinstigste Entdeckungszeit die Zeit kurz
vor Sonnenaufgang oder kurz nach Sonnenuntergang. Die Dauer der
Sichtbarkeit ist meist auf einen kleinen in der Perihelnihe gelegenen Teil
der Bahn beschriankt. Durchschnittlich gelingt die Verfolgung der Kome-
ten mehrere Monate, in giinstigen Féllen aber sogar einige Jahre hindurch.

Wihrend die kleinen Planeten je nach GréBe der mittleren Bewegung
und der Exzentrizitit nach etwa 1 bis 27 Jahren in einer neuen Er-
scheinung der Beobachtung wieder zuginglich werden, war bisher bei
den Kometen eine Beobachtung in spiteren Erscheinungen aufBer bei
den kurzperiodischen Objekten nur bei vereinzelten Kometen maglich,
und auch bei diesen nur in den Perihelerscheinungen. Allein der Encke-
sche Komet ist auch in den Aphelerscheinungen beobachtbar. Bei der
iberwiegenden Zahl der Kometen bleibt die Beobachtung auf die Ent-
deckungserscheinung beschrinkt.

b) Besondere Eigenschaften der scheinbaren Bahn. Eine wichtige
Eigenschaft ist in dem Lambertschen Satz von der Kriimmung der geo-
zentrischen Bahn ausgesprochen (ein analytischer Beweis folgt in Ab-
schnitt 8). Der Satz lautet: Die Kurve des geozentrischen Laufes eines
Planeten oder Kometen ist gegen den Ort der Sonne auf der Sphire
konvex, solange die Entfernung des Gestirns von der Sonne die der Erde
von der Sonne tibertrifft, im anderen Falle hingegen konkav. So kehren
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z. B. Merkur und Venus der Sonne stets die konkave Seite, alle iibrigen
Planeten stets die konvexe Seite zu. Bei den Kometen geht die Kon-
vexitidt der Bahnkurve gegen die Sonne in Konkavitit iiber, wenn sie
der Sonne niher kommen als die Erde. An der Stelle, an der das Gestirn
dieselbe Sonnenentfernung wie die Erde hat, hat also die Kurve einen
Wendepunkt.

Weitere Eigenschaften der scheinbaren Bahn sollen zunéichst an der
einfachsten Kegelschnittsbewegung, der kreisférmigen Bewegung, so-
dann an den Bahnen fiir 4 ausgewihlte Objekte veranschaulicht werden.

Die Abb. 7abis 7¢, in denen die Sonne mit S, die Erde mit E, das Ge-
stirn mit P bezeichnet ist, stellen der Reihe nach die obere und untere

V<O

a) b) c)
Abb. 7.

Konjunktion und die Opposition von P dar. Die Bewegungsrichtung in
den kreisférmig angenommenen Bahnen von E und P ist durch die Pfeile
gekennzeichnet.

Nach dem Kriterium S. 14 driickt sich die lineare Bahngeschwin-
digkeit aus durch V =k&: V7 d.h.sie ist um so Kleiner, je groBer der
Halbmesser der Bahn ist. In der Opposition ist also die Geschwindigkeit
der Erde groBer als die des Korpers. Bezeichnet man mit E; und P; die
Orte der Erde und des Gestirns kurz nach der Opposition, mit E P, E1 P;
die Richtungen in Linge in den beiden Momenten, so sieht man, da8
zur Zeit der Opposition die geozentrischen Lingen abnehmen; d.h. der
Korper bewegt sich riickldufig. Das gleiche trifft fiir die untere Kon-
junktion zu. Hingegen trdgt bei der oberen Konjunktion die Erd-
bewegung noch zur VergréBerung der geozentrischen Lingen bei.
Hier findet ein schnelles Anwachsen statt; d. h. der Korper bewegt sich
rasch rechtldufig. Offenbar miissen riickliufige und rechtldufige Be-
wegung allmihlich ineinander tibergehen; d.h. es muBl vor und nach
der Opposition einen Zeitpunkt geben, in dem weder eine Zu- noch eine
Abnahme der Lingen stattfindet; der Korper ist stationdr. Fiir die
Rektaszensionen gilt das Entsprechende.

Welchen EinfluB die Exzentrizitit auf diese Eigenschaft hat, ver-
anschaulichen deutlich die Abb. 8 bis 11. Fiir 4 ausgewiahlte Objekte,
die kleinen Planeten 617 Patroclus, rooo Piazzia, 1036 Ganymed und
den Enckeschen Kometen, wurden im System der Ekliptik wihrend je
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eines vollen Umlaufes von Aphel zu Aphel die scheinbaren Bahnen
graphisch dargestellt. Die charakteristischen Elemente sind:

Nr. Name 9 ) e u a

617 | Patroclus . . . . 44° 22° 0.14 300" 5.19
1000 | Piazzia . . . . . 327 21 0.26 625 3.18
1036 | Ganymed . . . . 216 26 0.54 814 2.67
— | Enckescher Komet 335 13 0.85 1076 2.22

In 4otégigem Intervall sind die Orter der Kérper und der Sonne ein-
getragen.

Wie schon erwidhnt, ist bei den kleinen Planeten » >R ; bei dem
Enckeschen Kometen ist # > R in der Zeit bis Ende Oktober 1914 und
nach Januar 1915. In der Zwischenzeit ist » < R. Man findet leicht in
allen Phasen den Lambertschen Satz bestitigt.

Den Ubergang von der rechtliufigen Bewegung in der oberen Kon-
junktion durch den stationdren Zustand in die riickliufige Bewegung
in der Ndhe der Opposition veranschaulicht am besten die scheinbare
Bewegung von 617. Dieser jupiternahe Planet hat von den 4 Objekten
die kleinste mittlere Bewegung und die kleinste Exzentrizitit. Man be-
merkt die rasche, sehr gleichmidBige Wiederkehr der verschiedenen
Phasen. Hier kommt es in der Umgebung der Opposition stets zu einer
Schleifenbildung, die meist geschlossen, beim Durchgang durch die
Ekliptik in offener Form auftritt. Die Doppelpunkte der Schleifen liegen
der Ekliptik niher als die Schleifen selbst. Mit zunehmender Breite
werden die Schleifen gréBer.

Mit wachsender Exzentrizitit wird der Ubergang in die verschiedenen
Phasen unregelmiBiger. Bei 1036 ist zwar in der Opposition (Juni 1924)
die Bewegung noch ein wenig riickldufig. Dann setzt aber kurze Zeit
nachher vor dem Durchgang durch das Perihel eine sehr starke recht-
laufige Bewegung ein. Bei dem Kometen schlieBlich ist die Riickliufig-
keit auf die Aphelnihen beschrinkt.

Auch iiber die Schnelligkeit in den verschiedenen Phasen der Be-
wegung, vor allem iber den EinfluB der Exzentrizitit auf die Bewegung
im Perihel, geben die Abbildungen Aufschluf.



Zweiter Teil.
Die Ausgangsdaten der Bahnbestimmung.

4. Abschnitt.

Die Auswahl der Beobachtungen und die Stellenzahl
der Rechnung.

Unter den Beobachtungen, die der Bahnbestimmung zugrunde ge-
legt werden sollen, muf3 der Bahnrechner diejenigen auswéhlen,von denen
er die groBte Sicherheit der Bahnbestimmung erwarten darf.

Mathematisch ist zwar durch 3 Beobachtungen eine Bahn vollig
bestimmt, wenn man von Ausnahmefillen absieht. Wiirden keine Be-
obachtungsfehler existieren, so wiirden 3 sehr nahe beieinander liegende
Beobachtungen, beispielsweise 3 wihrend einer einzigen Nacht ange-
stellte Beobachtungen bei hinreichender Stellenzahl der Rechnung zur
sicheren Bahnbestimmung ausreichend sein. Tatsichlich wiirde aber
eine solche Bahnbestimmung infolge der unvermeidlichen Beobachtungs-
fehler unbrauchbare Resultate ergeben.

Grobe Beobachtungsfehler lassen sich durch Differenzenpriifung
ermitteln, sofern einigermaflen giinstig verteiltes Beobachtungsmaterial
vorliegt. Solche Beobachtungen mufl man unter allen Umstidnden von
der Verwendung zur Bahnbestimmung ausschlieBen. Den schadlichen
EinfluB der kleinen Beobachtungsfehler, die durch eine solche Priifung
nicht festgestellt werden kénnen, kann man im allgemeinen durch ge-
eignete Wahl der Beobachtungen mehr oder weniger stark abschwéchen.

In engem Zusammenhang mit der GréBe der Beobachtungsfehler
steht die Stellenzahl der Rechnung, mit der die Bahnbestimmung aus-
gefithrt werden soll.

§ 15. AusschluB von Beobachtungen mit groben Fehlern.

Die Ermittlung von groben Fehlern kann bei Vorliegen einer groeren
Anzahl von einigermaBen gleichmiBig verteilten Beobachtungen in
folgender Weise geschehen.

Man bildet zunichst die 1. Differenzen der gegebenen GréBen
Beobachtungszeit ¢ (auf einen einheitlichen Meridian bezogen), Rektas-
zension «, Deklination . Die Differenzen seien mit /!, /£, f} bezeichnet.
Aus ihnen berechnet man P

8

Ao—T2 451 (1)

I’ I
¢ 12

Stracke, Bahnbestimmung. 4
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Dann ermittelt man die 1. Differenzen der Mittel #,, je zweier benach-
barter Zeiten und die der GréBen Aa, A4 6. Diese Differenzen seien mit
f{m, T 145 bezeichnet. Daraus leitet man ab

Aoc’=—f£‘—°‘, Aél:éi. (2)
i A

Die so erhaltenen Werte Aa! und 44’ werden nun durch Differenzen
geprift. Laufen diese, so sind die Beobachtungen frei von gréberen
Fehlern. Macht sich aber ein starker Sprung bemerkbar, so kann man
sicher sein, daB eine der Beobachtungen grob fehlerhaft ist. Der Fehler
148t sich leicht feststellen.

Die Priifung sei durch ein Beispiel erldutert, in dem nur die Rech-
nung fiir eine Koordinate, die Rektaszension wiedergegeben ist.

Beispiel. 931 Whittemora.

1920 I I I I I

Nr. Marz f; o fa tm ft,,, Ao A a4,
I|20. 1thigm 5181

2|21 gg + 1oz 13 57 Sg — 43%31)20.88 1 ro1| 4740 4 o.14/+o0.14
3 22.39 + 1.00 18 25.56 — 42.32|21.89 4 1.00| ~ 42:32 + 0.51 —I—o' I
274+ 1.01 ’ — 42.23|22.89 Col—41.81 5 2

423.40 17 43.33 + 7.51 + 6.32|+0.84
5|37.40| T4 g 26.54| ~490-7913940) | 1506|3549 1 1586/ 4 0.99
6 45:32 + 7.92 6 11:48 —195.06141.36 + 7:97 —24.63 4 9218 —|—1:15
7153345 802 4 giex| T1238714933) 4 07| 715445\ 1 6og4 120
8|55.47| T 2I3| 3 47l6s| T 1990154401 L o5l 93714 gagltr1g
olorast1ro7| 3 3151 - xxseloras| T TUR— 000l I
10 96.38 +28.94 13 3042 +594.63|81.91 +20.55

Trotz der wenig giinstigen Verteilung der Beobachtungen erkennt man
doch leicht, daB diese Beobachtungen frei von gréberen Fehlern sind.
Wiirde man die . Beobachtung um + 100 4ndern, so ergiaben sich statt
der Werte der letzten Spalte die Werte: 4 0.14, +0.51, +0.84, +0.99,
+1.17, +1.08, +1.26, +1.05. Die fehlerhafte Beobachtung ist un-
schwer zu ermitteln.

§ 16. Abschwichung des Einflusses der kleinen Beobachtungsfehler
durch geeignete Wahl der Beobachtungen.

a) Wahl groBer Zwischenzeiten. Um den schidlichen EinfluB} dieser
Beobachtungsfehler, die gegenwirtig im Mittel bei den kleinen Planeten
etwa 2 bis 3"’ betragen, bei den Kometen meist noch groBer sind, ab-
zuschwichen, wird man die Elemente aus einem groBen heliozentrischen
Bogen ableiten. Dieser ist wesentlich fiir die Beurteilung der Giite einer
Bahnbestimmung. Um die Konvergenz (sieche Abschnitt 6) braucht
man nicht sehr besorgt zu sein, da die lingere Verfolgung iiberhaupt
erst durch die Vorausberechnung, also auf Grund einer oder mehrerer
provisorischer Bahnen, moglich wird. Diese liefern geniigend genaue
Hilfsmittel, um das Niherungsverfahren selbst bei groBen Bogen stark
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abzukiirzen. Auch bei der Ableitung der provisorischen Bahnen wird
man natiirlich bestrebt sein, die Bahn aus nicht zu kleinen Bégen zu
bestimmen.

Bei ginzlich unbekannten Bahnen ist zwar iiber die GréBe des helio-
zentrischen Bogens nichts bekannt. Einen ungefihren Anhalt hat man
aber an der GroBe der Zwischenzeiten. Bei den kleinen Planeten, deren
heliozentrische Bewegung im allgemeinen nicht allzu stark verschieden
ist, berechnet man eine provisorische Ellipse fiir die Zwecke der Ver-
folgung in der allernichsten Zeit tunlichst erst dann, wenn die Zwischen-
zeit mindestens etwa 6 Tage betrdgt. Bei kleineren Zwischenzeiten tut
eine Kreisbahnbestimmung im allgemeinen dieselben Dienste. Er-
fahrungsgemiB sind die Elemente, die aus einem Zeitraum von mehr
als 6 bis 8 Wochen abgeleitet sind, ausreichend zur Wiederauffindung
in den nédchsten Erscheinungen, sofern von den benutzten gentigend weit
entfernt gelegene Kontrollbeobachtungen befriedigend dargestellt wer-
den. Bei kiirzeren Zwischenzeiten bleibt die Wiederauffindung immer
ungewiBl, wenn sie auch bei guter Darstellung von Kontrollbeobachtun-
gen oft gelingt.

Bei den iiberwiegend stark exzentrischen Bahnen der Kometen, die
meist in der Ndhe der Perihele entdeckt werden, ist die Bewegung sehr
viel groBer. Hier erhilt man schon aus etwa 2 Tagen Zwischenzeit eine
zur Verfolgung in der allernichsten Zeit ausreichende Vorausberechnung.
Beiihnen ist eine lange Verfolgung wihrend der Entdeckungserscheinung
von grofter Wichtigkeit. Wegen der bei den Kometen (den kurz- wie
langperiodischen) ungiinstigen Wiederauffindungsbedingungen in spi-
teren Erscheinungen muf3 es das Bestreben des Bahnrechners sein, die
Kometenbahn soweit als moglich zu sichern.

b) Vermeidung der N&ihe eines Ausnahmefalls. Bei der Auswahl
der Beobachtungen hat man aber nicht nur auf die Zwischenzeiten,
sondern auch auf die geozentrische Bewegung sein Augenmerk zu richten.
Die auBerordentlich starke Verschiedenheit der scheinbaren Bewegun-
gen bei den verschiedenen Objekten und in den verschiedenen Bahn-
phasen erkennt man am besten aus den Abb. 8 bis 11.

Durch eine Diskussion der betr. Gleichungen der Bahnbestimmung
(siehe die folgenden Abschnitte) 148t sich leicht feststellen, daBl es Aus-
nahmefille gibt, in denen eine Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen
nicht moglich ist.

Bei der GauB-Enckeschen Methode fiir logarithmische Rechnung
sind mehrere Ausnahmefille untersucht worden, die man durch Diskussion
der der Bestimmung der Entfernungen dienenden Gleichungen leicht
feststellen kann. Hier seien kurz folgende genannt: 1. a®= 0, K, =1L, ;
d. h. die 3 geozentrischen Orter liegen in einem gréBten Kreise, der durch
den mittleren Erdort geht. 2. A:r=14;, fr=p;; d. h. der 1. und 3. Ort
fallen zusammen; das Gestirn hat eine Schleife beschrieben. 3. A, =1L,,

4*
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f2=o0; d.h. zur Zeit der mittleren Beobachtung befindet sich das Ge-
stirn genau in der Opposition.

Bei der Methode von OLBERs der parabolischen Bahnbestimmung
liegt ein Ausnahmefall vor, wenn die 3 Orter in einem gréBten Kreise mit
dem mittleren Erdort liegen. Dann ist M =o0:0, m=1:0. Hier ist aber,
wenn auch auf umstindlicherem Wege, eine Bahnbestimmung gleich-
wohl moglich, da zur Ermittlung der 5 Elemente die gegebenen 6 Ko-
ordinaten ausreichen. Aus dem Lambertschen Satz von der Kriimmung
der Bahnen folgt, daB3 dieser Ausnahmefall nur eintreten kann, wenn
sich der Komet zur Zeit der mittleren Beobachtung nahe in der Ent-
fernung R, von der Sonne befindet.

Bei einiger Auswahl unter den Beobachtungen kann man diesen Aus-
nahmefillen leicht aus dem Wege gehen. Ubrigens zeigt sich die Un-
sicherheit gleich bei Beginn der Rechnung, so daB bei einer etwa notwen-
dig werdenden giinstigeren Auswahl nur ein geringer Zeitverlust entsteht.

c) Notwendigkeit der Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen. Ein
Ausnahmefall, dem man sich durch andere Auswahl unter den Be-
obachtungen nicht entziehen kann, ist der Fall, in dem die Bahnebene
mit der Ekliptik zusammenfillt. Hier versagt jede Bahnbestimmung
aus 3 Beobachtungen. Erfahrungsgemif tritt zwar dieser Grenzfall —
wie auch die unter b) genannten — in der Praxis tiberhaupt nicht auf.
Tritt er aber nur angendhert auf, so kann die Sicherheit der Bahn-
bestimmung ungiinstig beeinflult oder gar das Ziel der Bahnbestimmung,
die spitere Wiederauffindung, ganz in Frage gestellt werden.

Da die Neigung der mittleren Bahnebene der kleinen Planeten gegen
die Ekliptik nur gering ist, so tritt bei ihnen der Fall kleiner Breiten
nicht selten auf. Sind die Breiten sehr klein (etwa <1°), so muB man
notgedrungen eine Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen ausfiihren,
um eine gesicherte Bahn ableiten zu kénnen. Bei groBeren Breiten wird
man die Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen ohne zwingenden
Grund nicht vornehmen, da sie gréBeren Arbeitsaufwand erfordert als
die aus 3 Beobachtungen.

Bei den Kometen, deren Bahnneigung gegen die Ekliptik mit wenigen
Ausnahmen groB ist, tritt die Notwendigkeit der Bahnbestimmung
aus 4 Beobachtungen kaum auf.

Als allgemeine Richtlinien fiir die Auswahl der Beobachtungen kann
man die aufstellen, daB man bei allen Methoden der Bahnbestimmung
einmal auf groBe Zwischenzeiten und dann auf mdoglichst verschiedene
Ausgangsdaten Wert legen sollte. Im {ibrigen mu von Fall zu Fall
iber die zweckmiBigste Auswahl entschieden werden.

§ 17. Die Stellenzahl der Rechnung.

Die Resultate der Beobachtungen werden in genauer Form auf ofox
in «, auf 0”1 in & gegeben. Wegen der natiirlichen Unsicherheit jeder
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aus kurzen Zwischenzeiten abgeleiteten Bahn sollte es das Bestreben
des Bahnrechners sein, die Unsicherheit nicht noch durch Vernach-
lissigungen in der rechnerischen Genauigkeit zu vergréBern. Dem-
entsprechend wird vielfach die #-stellige Bahnrechnung empfohlen.
Sie ist auch berechtigt, wenn man erwarten darf, daB3 die Beobachtungen
auf wenige Zehntelbogensekunden exakt sind. Es ist aber unékonomische
Arbeitsweise, die Genauigkeit der Rechnung auf mehr als etwa 0”1 an-
zusetzen, wenn — wie es im Durchschnitt der Fall ist — die {iblichen
Beobachtungsfehler den 10- und mehrfachen Betrag erreichen. Uber-
triebene Anforderungen an die rechnerische Genauigkeit sind um so
weniger gerechtfertigt, als die Keplersche Bewegung ja nur eine erste
Niherung an die tatsdchliche Bewegung darstellt.

Wegen der durchschnittlich betrichtlichen Beobachtungsfehler kann
man sich bei der elliptischen Bahnbestimmung langsam bewegter Pla-
neten mit der 6-stelligen Rechnung (Winkel auf 0”1 bzw. 0°200001)
begniigen. Geringere Genauigkeit fiihrt zu unsicheren Resultaten.
Bei den rascher bewegten Kometen, bei denen die Beobachtungsfehler
ohnehin gréBer sind als bei den Planeten, geniigt erfahrungsgemi8 bei
provisorischen parabolischen Bahnrechnungen hiufig die 5-stellige
Rechnung (Winkel auf o’or bzw. 070001), bei gréBeren Anspriichen
an die Genauigkeit die 6-stellige Rechnung.

5. Abschnitt.
Die Reduktion der Ausgangsdaten.

Den Voraussetzungen der fritheren Entwicklungen geniigen die un-
mittelbar beobachteten GréBen noch nicht. Sie bediirfen erst einer ent-
sprechenden Reduktion, bevor sie als Grundlage fiir die Bahnbestim-
mung Verwendung finden koénnen. Die direkten Beobachtungen geben
zu gewissen Ortszeitpunkten die topozentrischen sphirischen Koordi-
naten der Visierrichtungen bezogen auf das fundamentale Koordinaten-
system der praktischen Astronomie, das dquatoriale System, das auf der
Richtung der Erdachse und der Lage des Friihlingspunktes beruht.

Die Beobachtungszeiten pflegen von den Beobachtern nicht ein-
heitlich gegeben zu werden. Sie bediirfen der Reduktion auf einen ein-
heitlichen Meridian. Sowohl die Visierrichtungen als auch die Koordi-
natensysteme erfahren Verinderungen, die unter den Begriffen der Re-
fraktion, Parallaxe, Aberration, Nutation und Prizession bekannt sind.
Die analytische Behandlung dieser Probleme ist Aufgabe der sphéri-
schen Astronomie und der Himmelsmechanik. Hier sollen neben kurzen
Definitionen die Resultate nur soweit gebracht werden, als sie bei der
Bahnbestimmung erforderlich sind. Da die Refraktion, d.i.die beim
Durchgang eines Lichtstrahles durch die Erdatmosphire eintretende
Abweichung der Tangente an den Lichtweg beim Auftreffen auf das
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beobachtende Auge (oder die photographische Platte) von der geome-
trischen Richtung, stets vom Beobachter eliminiert wird, so braucht
sie hier nicht erértert zu werden.

§ 18. Die Beobachtungszeit.

Die Beobachter geben die mittlere Zeit der Beobachtungen bezogen
auf den Meridian ihres Beobachtungsortes (mittlere Ortszeit) oder be-
zogen auf den Nullmeridian von Greenwich. Bis Ende des Jahres 1924
gilt als Beginn des mittleren Tages der Moment der oberen Kulmination
der mittleren Sonne, d. i. der mittlere Mittag (Beginn des astronomischen
mittleren Tages). Vom Beginn des Jahres 1925 ab wird als Beginn des
mittleren Tages nicht die obere Kulmination der mittleren Sonne,
sondern die vorangehende untere Kulmination, d. i. die mittlere Mitter-
nacht gewihlt (Beginn des biirgerlichen mittleren Tages).

Wihrend der Nautical Almanac trotz der Anderung des Nullpunktes
des mittleren Tages auch nach 1925 die frithere Bezeichnung Mean Time?*
beibehalten hat, haben die iibrigen Ephemeriden neue Bezeichnungen
eingefithrt. So nennt das Berliner Astronomische Jahrbuch (Abkiirzung
B. J.) die neue (auf den Meridian von Greenwich bezogene) Zeit Welt-
zeit, die American Ephemeris Greenwich Civil Time, die Connaissance
des Temps Temps Universel (Abkiirzung T. U.). In englischsprachlichen
Veroffentlichungen wird vielfach die Bezeichnung Universal Time (Ab-
kiirzung U. T.) gebraucht.

Der obigen Definition gemiB ist 1924 Dez. 31, 12" mittlere Zeit
Greenwich (Abkiirzung M. Z. Gr.) gleich 1925 Jan. 1, ot Weltzeit.

In den genannten Jahrbiichern werden jetzt die Sonnenkoordinaten
bezogen auf die Zeit des Nullmeridians von Greenwich gegeben. Man
wird also zweckmdBig alle Beobachtungszeiten auf diesen Nullmeridian
reduzieren. Das geschieht durch Anbringen der Lingendifferenz des
Beobachtungsortes gegen Greenwich, da der Unterschied der Ortszeiten
zweier Meridiane gleich ihrer Lingendifferenz ist. Diese wird vom Null-
meridian aus bis 180°=12" nach Westen positiv, nach Osten negativ
gezdhlt. (Bis zum Jahrgang 1915 des B. J. war der fundamentale
Meridian, auf den alle Angaben bezogen wurden, der Meridian von
Berlin.)

Bei der Elimination der Parallaxe wird die Kenntnis der Ortsstern-
zeit @, vorausgesetzt. Man erhilt sie aus der astronomischen mittleren
Zeit bzw. der biirgerlichen Zeit, indem man diese in Sternzeit ver-
wandelt und zu der Sternzeit @,, fiir den Beginn des astronomischen
mittleren bzw. des biirgerlichen Tages fiir den Ortsmeridian addiert.
In den Jahrbiichern ist @, nur fiir den Nullmeridian von Greenwich

I Um Irrtiimer zu vermeiden, wire es zweckmaBig, die alte Zeit mit Mean
Astronomical Time zu bezeichnen.
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gegeben. Um @,, fir den Ortsmeridian zu erhalten, ist die Korrektion
der Sternzeit 46,, zu addieren.

In Tafel 1 sind fiir eine Anzahl von Sternwarten ihre Lingendifferen-
zen gegen Greenwich und die mit A6, bezeichneten Korrektionen der
Sternzeit gegeben. Eine im B. J. gegebene Tafel bietet die Moglichkeit
der Verwandlung der mittleren Zeit in Sternzeit.

§ 19. Die Parallaxe.

Das Auge des Beobachters und damit der Koordinatennullpunkt der
beobachteten Koordinaten nimmt an der Bewegung des Erdortes teil.
Die Ortsveranderung ruft Verschiebungen in den Ortern der Himmels-
korper hervor, die man als parallaktische bezeichnet. Um Beobachtungen
eines Korpers von verschiedenen Standpunkten aus miteinander ver-
gleichen und verwenden zu koénnen, muB man den parallaktischen
Effekt eliminieren.

Die Bewegung des irdischen Beobachters ist die Resultante aus
drei Einzelbewegungen, der tiglichen (entsprechend dér Rotation der
Erde um ihre Achse), der jahrlichen (entsprechend dem Umlauf der Erde
um die Sonne) und der sikularen Bewegung (entsprechend der Be-
wegung des ganzen Sonnensystems). Man unterscheidet demgemil
zwischen téglicher, jahrlicher und sikularer Parallaxe.

Die tigliche Parallaxe ist der Winkel, den die vom Kérper nach
dem Geozentrum und dem Beobachtungsort gezogenen Linien mit-
einander bilden. Man beriicksichtigt sie durch Ubertragung der topo-
zentrischen in geozentrische Koordinaten. Die jihrliche Parallaxe ist
der Winkel, den die vom Kérper nach dem Erd- und Sonnenmittel-
punkt gezogenen Linien miteinander bilden. Man beriicksichtigt sie durch
Uberfithrung der geozentrischen in heliozentrische Koordinaten. Sie
braucht hier naturgemiB nicht erértert zu werden. Die sikulare Be-
wegung des Sonnensystems, die man innerhalb nicht zu groBer Zeiten
als eine geradlinige, gleichférmige Bewegung ansehen darf, kommt fiir
die Korper des Sonnensystems nicht in Frage, da sie diese relativ zur
Erde in Ruhe ld8t.

Die tagliche Parallaxe sei hier kurz mit Parallaxe bezeichnet. Da
die Entfernung des Kérpers von der Erde im Vergleich zu der Ver-
bindungslinie zweier Punkte auf der Erdoberfliche im allgemeinen sehr
groB ist, so kann man von Niherungsformeln Gebrauch machen. Fiir
alle Korper des Sonnensystems, mit Ausnahme des Erdmondes, ist die
Parallaxe so klein, daB sie dem Differential gleichgesetzt werden darf.

a) Die Parallaxe in rechtwinkligen dquatorialen Koordinaten. Die
Orientierung des &4quatorialen Koordinatensystems sei die S. 39 fest-
gelegte. Die rechtwinkligen geozentrischen Koordinaten eines Punktes O
der Erdoberflache in diesem System seien &, %", . Der Winkel, den
die Meridianebene von O mit der xz-Ebene bildet, d.i. die Ortsstern-



56 Die Ausgangsdaten der Bahnbestimmung.

zeit, sei mit @, die Entfernung von O vom Erdmittelpunkt sei mit go,
und der Winkel, den go mit seiner Projektion auf die Aquatorebene
bildet, d. i. die geozentrische Breite, sei mit ¢" bezeichnet. Dann ist

&' = o cos ¢’ cos B

7"’ = go cos ¢’ sin B

{""=pgosing'.
Abweichend von den iibrigen Entfernungen, die in der astronomischen
Lingeneinheit ausgedriickt sind, wird go gewohnlich in Einheiten des
Aquatorhalbmessers der Erde gegeben.

Bezeichnet man die Aquatorialhorizontalparallaxe der Sonne, d.1i.
der Winkel, unter dem vom Sonnenmittelpunkt aus der Radius des Erd-
dquators erscheint, wenn sich die Sonne im Horizont eines Punktes
des Erdaquators befindet, mit p, = 8”80, so ist der Ausdruck go sin pg
oder gendhert gopg sin 1" die Entfernung von O vom Erdmittelpunkt
in astronomischen Einheiten.

Der parallaktische Effekt wird dadurch eliminiert, daB man die
&”, %, ¢ mit umgekehrtem Vorzeichen an die Sonnenkoordinaten
Xy, Yy, Z, anbringt. Bezeichnet man die —&”, —#”, —{" mit
AX', AYo, AZ7,, so sind die zu den Sonnenkoordinaten zu addieren-
den GroBen in Einheiten der 7. Dezimale

AXG = —10"goposin1” cos @’ cos @ = C’ cos O
AY (G = — 10" go po sin 1"’ cos ¢’ sin @ = C’sin O (1)
AZ = —10"goppsin1” sing’ =C".
Fiir eine Auswahl von Sternwarten sind die Konstanten C’ und C” in
Tafel 1 gegeben.

b) Die Parallaxe in Rektaszension und Deklination. Im &dquatori-
alen System seien die Koordinaten eines zur Ortssternzeit &, von dem
Erdoberflichenpunkt O aus beobachteten Koérpers o und §. Bezeichnet
man den parallaktischen Effekt, der an diese topozentrischen Beobach-
tungen « und ¢ anzubringen ist, um die geozentrischen Werte zu erhalten,
mit p, und pg4, so bestehen fiir sie die Ndherungsformeln

P A = 00pocos’ sin (o — a) secd

5-4 = gopo[cosdsing’— sindcosg’ cos (Ao — a)] @

oder in einer fiir die logarithmische Rechnung bequemeren Form
Pa-A = 00pocosq’ sin (@ — ) secd G)
3

P84 = goppsing’sin (y — ) cosecy
WO
tgy = tg ¢’ sec (@o — &) y < 180°.
Die fiir eine Sternwarte konstanten Grofen lg (5 go pg cos ¢’),
Ig (00 o sing’) und lg tg ¢’ sind in Tafel 1 enthalten.
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Ubrigens werden die Ig (po4), 1g (p5 4) hiufig auch schon vom Be-
obachter gegeben.

Wihrend nach GI. (1) die Elimination der Parallaxe ohne Kenntnis
der geozentrischen Entfernung A erfolgen kann, wird bei Anwendung
der Gl (3) die Kenntnis der Entfernung vorausgesetzt.

Nun ist aber die Entfernung vor Ausfilhrung einer ersten Bahn-
bestimmung unbekannt. Wiahlt man bei der Bahnbestimmung den
Aquator als Grundebene, so wird man sich zwecks Elimination der
Parallaxe ohne weiteres der Formeln (1) bedienen. Man koénnte sie
auch in entsprechender Weise bei der Wahl des ekliptikalen Systems
anwenden. Nun machen aber die auf die Ekliptik aufgebauten Methoden
von dem Vorteil des Verschwindens der 3. Koordinate der Sonne (Z,
oder B;) Gebrauch. Die Sonnenbreite B, wichst im allgemeinen (vgl.
S. 64) nicht iiber 1"’ hinaus, und kann bei ersten Bahnbestimmungen un-
bedenklich vernachldssigt werden. Dieser Vorteil wiirde bei Anwendung
der Gl (1) auf die Ekliptik verloren gehen. Auf diesen Vorteil wird man
aber nicht verzichten, da die Beriicksichtigung der 3. Sonnenkoordinate
in dem Formelsystem der Bahnbestimmung eine Komplikation und
erhohten Arbeitsaufwand im Gefolge haben wiirde.

GAuss hat ein Verfahren gegeben, nach welchem man auch bei un-
bekannter Entfernung die Parallaxe und gleichzeitig die Sonnenbreite
vollstandig beseitigt. Dieser Weg, der Ubergang zum locus fictus (siehe
unter d) wird aber in der Praxis nur in Ausnahmefillen (bei besonders
nahen Objekten) angewandt, da er recht zeitraubend ist. Statt dessen
hilft man sich im allgemeinen in folgender Weise. Bei den kleinen
Planeten ist der elliptischen Bahnbestimmung meist eine Kreisbahn-
bestimmung vorausgegangen, die fiir die Elimination der Parallaxe ge-
niigend genaue Werte der Entfernung liefert. (Bei der mit geringer
Genauigkeit ausgefithrten Kreisbahnbestimmung braucht die Parallaxe
nicht beriicksichtigt zu werden.) Sind keine Niherungswerte der Ent-
fernungen bekannt, so kann man die Parallaxe entweder ganz vernach-
lassigen, oder sie wenigstens gendhert eliminieren, indem man aus der
geozentrischen Bewegung in der Ndhe der Opposition roh geschitzte
Entfernungen benutzt.

Bei den Kometen, die in den verschiedensten Stundenwinkeln und
hiufig in groBer Erdnihe beobachtet werden, ist zwar der EinfluBl der
Parallaxe im allgemeinen groBer als bei den Planeten. Doch werden diese
Momente durch die erheblich gréBere Ungenauigkeit der Kometen-
beobachtungen ausgeglichen, so daB man auch hier zunichst die
Parallaxe unbedenklich vernachldssigen kann.

c¢) Die Korrektion fiir Sonnenbreite. Die Beseitigung der Sonnen-
breite ist eine der Elimination der Parallaxe dhnliche Aufgabe, so da3
sie an dieser Stelle behandelt werden soll.
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Wihrend die Sonnenbreite bei ersten Bahnbestimmungen unbeachtet
bleiben kann, so lange sie den Betrag von etwa 1'’ nicht erheblich {iber-
steigt (siehe S.64), muB sie bei exakten Bahnbestimmungen, und nament-
lich bei sehr kleinen geozentrischen Entfernungen, beriicksichtigt
werden. Das kann bei bekannten Entfernungen in sehr einfacher Weise
geschehen.

Man 4ndert die beobachtete Breite des Korpers P so, als wenn sie
von der heliozentrischen Breite B=o0 der Erde aus beobachtet wire.
Bezeichnet man die Entfernung Sonne—Erde mit R, so ist der Abstand
der Erde von der Ekliptik —Rsin By. Legt man durch den Erd-
mittelpunkt und den Ort des Korpers P eine zur Ekliptik senkrechte
Ebene, bezeichnet die beobachtete Breite mit §, entsprechend die von
der Projektion des Erdortes auf die Ekliptik aus gerechnete mit 8+ dg,
die geozentrische Entfernung von P mit A, so kann man fiir die Ande-
rung von g, die infolge der Verschiebung d{= —Rsin B eintritt,
die aus der Differentiation der GI. (3. 4) gewonnene Beziehung

cosf3 cos f8

Ap=——dl=—, - Rsin Bg (4)
aufstellen. Meist geniigt auch schon die Néherungsformel
ap=—>Lp,. (5)

Bringt man diese Korrektion an die beobachtete Breite § an, so erhilt
man die von der Ekliptik aus gemessene Breite, und die zugehérige
Sonnenbreite kann streng gleich Null gesetzt werden.

d) Der Ubergang zum locus fictus. An Stelle des Beobachtungs-
ortes O fithrt GAuss einen fingierten Beobachtungsort ¥, den Durch-
schnittspunkt der Visierlinie von O nach dem Kérper P mit der Ekliptik,
ein. F hat danach die Eigenschaft, daB seine Breite gleich o ist, und daB
von ihm aus die Richtungskoordinaten des Korpers die gleichen sind,
wie die vom Beobachtungsorte aus.

Die Orientierung des ekliptikalen Koordinatensystems sei die S. 14
festgelegte. Die den geozentrischen Koordinaten @, ¢, go im 4dquato-
rialen System entsprechenden ekliptikalen Koordinaten von O seien Ao,
Bo, 0o. Die Ao, fo erhélt man aus den @, ¢’ entsprechend den Gl. (3. 28)

cos fo cos Ao = cos ¢’ cos B
cos fo sin Ao = cos ¢’ sin @ cos e+ sin ¢’ sin ¢
sin fo = —cos ¢’ sin @ sin & +-sin g’ cos ¢,
oder nach den fiir die logarithmische Rechnung bequemeren Formeln

der GI. (329). msin M = sin ¢/

mcos M = cos ¢’ sin O
cos fo cos do = cos ¢’ cosBo (6)
cos fo sin Ao = m cos (M — &)
sin fo = msin (M — ¢).
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A, B, A seien die auf den Beobachtungsort bezogenen Koordinaten des
Korpers P; L, B, R seien die heliozentrischen Koordinaten des Erd-
mittelpunktes, L +dL, R+dR die entsprechenden Koordinaten des
Punktes F. Die Entfernung von O und F sei 4o, so daB die von P und F
gleich A4 + 4, ist.

Die rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten #”, y'', 2z von
0 kann man einmal bestimmen aus dem Ubergang von der Sonne zum
Punkt F und von diesem zum Beobachtungsort O

%"= (R-+dR) cos (L+dL)+ Ao cos B cos A
3" =(R+dR)sin (L+dL)+ Ao cos fsin 4
2'=dosin g, _
dann auch aus dem Ubergang von der Sonne zum Erdmittelpunkt und

von diesem zum Beobachtungsort O
%' = RcosBcosL 4+ gosinpg cos fo cos o
y"" = Rcos B sin L 4. go sinp cos fo sin Ao
z'""= Rsin B 4+ posinp g sin fo .

Setzt man diese Ausdriicke einander gleich und zihlt die Langen
von einem Punkte der Eliptik aus, dessen Lange L ist, so erhdlt man
die Gleichungen
(R+dR)cos(dL) = Rcos B + gosinpg cosfo cos (Ao — L)

— Ao cosPcos (A —L)
(R+dR)sin (dL) = go sinp g cos fosin (Ao —L) — Ao cos fsin (A— L) 7)
0= Rsin B 4 gosinpg sin fo — Aosinf.
Aus den beiden ersten Gleichungen kann man d L und d R, aus der letzten
Ao bestimmen. Man erkennt, daB die Bestimmung unsicher wird, wenn
B sehr Kklein ist.

Fiir groBere B wird man zweckmiBig Néherungsformeln einfiihren.
Setzt man, was bei den kleinen Winkeln dL und B erlaubt ist, fiir den
Sinus den Arcus, fir den Cosinus die Einheit, driickt B und p, in
Bogensekunden aus, setzt in der Gleichung zur Bestimmung von 4L

fir den Nenner R+ dR den Wert R, was unbedenklich geschehen
kann, so folgt aus GI. ()

A5 = Aocos = (RB + goposin fo) ctgf
dL" = [go po cos fosin (Ao — L) — Af sin (A — L)] = 8)
d R = [go P cosfocos (Ao — L) — Ag cos (A — L)]sin1”.
Die GroBen dL und 4R sind an die Erdkoordinaten L und R anzubrin-
gen, um die zum locus fictus gehorigen Erdkoordinaten zu erhalten.
Die Beobachtungszeit fiir den Punkt F ergibt sich, wenn man die Zeit,

die das Licht braucht, um die Entfernung 4, zu durchlaufen, zu der
Beobachtungszeit fiir den Ort O addiert.
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Da das Licht die mittlere Entfernung Sonne—Erde in 498351, der
sog. Lichtzeit, zuriicklegt, so durchlduft es die Entfernung A, in der Zeit
dt = 498:5 Ay secBsin1”.

Im allgemeinen ist die Zeitkorrektion so gering, daB sie vernachlissigt
werden kann.
§ 20. Die Aberration.

Unter dem Namen der Aberration fat man diejenigen Erscheinun-
gen zusammen, die der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Lichtes ihre Entstehung verdanken. Sie sind zweierlei Natur.

Infolge der Bewegung der Erde sieht der irdische Beobachter alle
Himmelskorper in der Richtung nach dem Zielpunkt der augenblick-
lichen Bewegung des Beobachters um einen kleinen Winkel, die Fixstern-
aberration, verschoben.

Infolge seiner eigenen Bewegung befindet sich der lichtaussendende
Korper zur Beobachtungszeit nicht mehr an dem Orte, den er zur Zeit
der Lichtaussendung einnahm. Den Unterschied beider Zeiten nennt
man die Aberrationszeit.

a) Die Fixsternaberration. Den 3 Bewegungsformen entsprechend
unterscheidet man zwischen tiglicher, jahrlicher und sikularer Aber-
ration.

Die im Vergleich zur jdhrlichen geringfiigige tégliche Aberration
ist fiir ein festaufgestelltes Instrument von der Natur eines Instrumental-
fehlers. Sie wird bereits vom Beobachter bertiicksichtigt und braucht hier
nicht erdrtert zu werden. Der aus der wenig erforschten sikularen Be-
wegung entspringende Beitrag fiir die Aberration wiirde in der Addition
eines konstanten Gliedes bestehen. Er kann hier auBler Betracht
bleiben. DemgemaB soll hier unter Fixsternaberration nur die jihrliche
Aberration verstanden werden.

Den infolge der Erdbewegung verschobenen allein beobachtbaren
Ort des Korpers P nennt man den scheinbaren, den vom Aberrations-
effekt befreiten den wahren Ort. Bezeichnet man die scheinbare Rektas-
zension und Deklination mit Gapp UNd 0,,,, die wahren Werte mit
Overa UNd  Oyer,, die Sonnenlinge wieder mit L, die Schiefe der
Ekliptik mit e, so lauten die Reduktionsformeln fiir die Fixstern-
aberration bei Vernachlissigung der Glieder 2. und héherer Ordnung

Otvera— Olapp = 207 47 (sina sin L 5 + cosa cos L o cos ) sec d (9)
Overa — Oapp = 20. 47 [cosa sin L o sind — (sina sind cose — cosd sing) cos L ].

Die von der Sonnenlinge unabhingigen, fir jeden Fixstern kon-
stanten kleinen Glieder, die in den mittleren Ortern der Fixstern-

T Das B. J. fiir 1916 gibt 498%4, das Brit. Astr. Assoc. Handbook for 1929
498369. Die geringen Unterschiede sind hier bedeutungslos.
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kataloge bereits enthalten sind, sind hier naturgemill weggelassen.

Setzt man _
— 20”47 cosLcose = h sin H

— 20.47sinLg = hcosH (10)
— 20.47cosLqsineg =1
und dividiert die erste der Gl. (9) durch 15, um Zeitsekunden zu erhalten,
so gehen die Gl. (9) tber in

(O(vera - O‘a\pp)s = }Ig h sin (H + O’.) secd
(Overa — 6app)” =— hcos(H 4+ «)sind —icosd. (II)

Die von der Lage des Himmelskorpers unabhingigen, aber mit der
Sonnenldnge verdnderlichen GréBen %, H, ¢ sind in den Jahrbiichern
fiir jeden Tag des Jahres gegeben.

b) Die Fixsternaberration in Verbindung mit der Aberrationszeit.
Bei den rasch bewegten Korpern des Sonnensystems mufl man noch
dem Umstande Rechnung tragen, daB die Beobachtungszeit ¢ sich von
der Zeit to, zu der sich der Korper an dem beobachteten Ort wirklich
befand, um die Aberrationszeit Ab unterscheidet. Bei bekannter geo-
zentrischer Entfernung 148t sie sich berechnen nach

t—1° = Ab = 4985 4 = 0%05770 4, (12)

ausgedriickt in Zeitsekunden bzw. in Bruchteilen des Tages.

Je nachdem die Entfernung A bekannt oder unbekannt ist, kann
man nach mehreren Methoden vorgehen, um beide Arten von Aberra-
tion zu beriicksichtigen. Fiir die Praxis der Bahnbestimmung ist das
folgende Verfahren das zweckmiBigste.

Bei neuentdeckten Planeten und Kometen wird die Entfernung und
damit die Aberrationszeit erst im Verlaufe der Bahnbestimmung be-
kannt. Aus dem zur Zeit ¢ gemessenen scheinbaren Ort erhilt man den
zur Zeit 0 gehoérigen wahren Ort, indem man von dem scheinbaren Ort
die Fixsternaberration abzieht, und den zur Zeit ¢ gehérigen Erdort be-
nutzt. Sobald in erster Niherung die Entfernung bekannt geworden ist,
zieht man die Aberrationszeit von der Beobachtungszeit ¢ ab, und fithrt
— immer mit dem zur Zeit ¢ gehérigen Erdort — mit der reduzierten
Zeit to die Bahnrechnung durch. Damit hat man die unmittelbare
Beobachtung von Fixsternaberration und Aberrationszeit gleichzeitig
befreit, und man erhilt die Bahnelemente unter voller Beriicksichtigung
der Aberration.

Dieses Verfahren wendet man bei der Bahnbestimmung zweckmaBig
auch dann an, wenn die Entfernung durch eine voraufgegangene Bahn-
bestimmung niherungsweise bekannt geworden ist. Solange die Ent-
fernung nicht vollstindig gesichert ist, ist man bei dem beschriebenen
Verfahren vor wiederholter Neurechnung der Erdkoordinaten und aller
davon abhidngigen GroBen geschiitzt.
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§ 21. Die Prizession und Nutation.

Erdachse und Ekliptik erleiden im Laufe der Zeit Verlagerungen,
die die Lage des Friihlingspunktes und die Schiefe der Ekliptik
beeinflussen. Infolgedessen erfahren alle auf das dquatoriale und eklip-
tikale Koordinatensystem bezogenen Koordinaten der Himmelskorper
Verdnderungen.

Durch die Anziehung der Planeten und des Mondes erleidet die
Ebene der Erdbahn Schwankungen, die teils periodischer, teils siku-
larer Natur sind. Die nur sikular bewegte mittlere Ebene der Ekliptik,
d. h. die von den periodischen Schwankungen befreite Ebene bezeichnet
man als die mittlere Ekliptik. Die periodischen Schwankungen der tat-
sdchlichen Erdbahn werden dadurch beriicksichtigt, da3 man der Sonne
die Sonnenbreite, eine kleine Abweichung von der mittleren Ekliptik,
zuschreibt. Auf die dquatorialen Koordinaten hat die Bewegung der
Ekliptik nur insofern EinfluB, als der Friihlingspunkt, der Ausgangs-
punkt der Zahlung der Rektaszensionen davon betroffen wird (Prizession
durch die Planeten).

Die Erdachse und damit der Pol des Aquators, fithrt unter dem Ein-
fluB von Sonne und Mond die Prizessions- und Nutationsbewegung aus.
Die langperiodische Umlaufsbewegung dieses Poles um den Pol der
Ekliptik bezeichnet man als Lunisolarprizession, die kurzperiodischen
Schwankungen um die Mittellage als Nutation.

Die Prizession bewirkt eine fortschreitende Bewegung des Friihlings-
punktes, die als Prizession der Aquinoktien bezeichnet wird. Die Nu-
tation ruft eine unregelmifBige Schwankung des Friihlingspunktes und
der Schiefe der Ekliptik hervor.

Infolge der Verlagerungen der Fundamentalebenen verlangen alle
auf sie bezogenen GréBen stets die nihere Angabe, auf welchen Zustand
des Koordinatensystems, auf welches Aquinoktium sie bezogen sind.
Alle zur Bahnbestimmung zu verwendenden GréBen miissen auf ein
gemeinsames festes Aquinoktium bezogen werden, wenn man aus den
zu verschiedenen Zeiten beobachteten auf die momentane Lage der
Ebenen bezogenen Koordinaten auf die Bewegung der letzteren schlieBSen
will. Als solches ist das von Nutation befreite Aquinoktium der Epoche
des Jahresanfangs oder einer Normalepoche geeignet. ZweckmiBig wird
man das gleiche Aquinoktium wihlen, auf welches in den Jahrbiichern
die Sonnenkoordinaten bezogen sind.

a) Definitionen. Mit Riicksicht auf den EinfluB der Prizession und
Nutation bediirfen die oben (S. 60) gegebenen Definitionen des schein-
baren und wahren Ortes einer Erginzung. Der scheinbare Ort ist der
durch Aberration beeinfluBlte Ort eines Gestirns, dessen Koordinaten auf
das infolge von Prizession und Nutation bewegte momentane Aquinok-
tium der Beobachtungsepoche bezogen sind. Der von Aberration be-
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freite scheinbare Ort ist der wahre Ort, bezogen auf das gleiche Aquinok-
tium. Die von Nutation befreite Lage von Pol und Aquator bezeichnet
man als ihre mittlere Lage, den Schnittpunkt des mittleren Aquators
und der mittleren Ekliptik als mittleren Friihlingspunkt (mittleres
Aquinoktium), ihre Neigung als mittlere Schiefe. Den auf das mittlere
Aquinoktium der Beobachtungsepoche bezogenen wahren (von Aber-
ration befreiten) Ort nennt man den mittleren Ort. In der Praxis ver-
bindet man die Befreiung eines wahren Ortes von der Nutation mit
der Beriicksichtigung des Prizessionsbetrages von der Epoche der Be-
obachtung bis zu der des Jahresanfangs. Der so gewonnene Ort wird
als mittlerer Ort fiir den Jahresanfang bezeichnet.

Der (astronomische) Jahresanfang ist der Beginn des annus fictus,
d. i. der Moment, in dem die Rektaszension der mittleren Sonne, bezogen
auf den mittleren Friihlingspunkt 280° =18" 40™ betrigt. Das ist ein
Moment, der ein von jeder Beziehung zu einem Erdort unabhingiger,
absoluter Zeitmoment ist. Die Linge des annus fictus ist gleich
(365.24219879—0.00000786 T') mittleren Tagen und damit nahe gleich
der Linge des tropischen Jahres, die gleich (365.24219879—0.00000614 T)
mittleren Tagen ist. Hierin ist T die seit 1goo Jan. 0.0 M. Z. Gr. ver-
flossene Zeit in Einheiten von 36525 mittleren Tagen. Das gregoria-
nische (biirgerliche) Jahr, dessen Linge gleich 365.2425 mittleren Tagen
ist, beginnt nach dem B. J. fiir 1916 in astronomischer Zahlweise im Ge-
meinjahr (Schaltjahr) Jan. o o® 0™ 0® (Jan. 1 o® 0™ 0%) mittlerer Ortszeit.
Die Beziehung des Anfanges des annus fictus zu dem des gregorianischen
Jahres fiir einen bestimmten Meridian vermittelt der dies reductus k,
d. h. nach dem B. J. fiir 1916 die Differenz gregorianischer Jahresanfang
— Anfang des annus fictus!.

Die numerischen Werte der Lageninderungen und ihres Einflusses
auf die Koordinaten der Himmelskérper sollen hier nur soweit gegeben
werden, als sie in der Praxis der Bahnbestimmung Verwendung finden.

b) Der EinfluB der Pridzession. Die Ubertragung der auf das mitt-
lere Aquinoktium der Epoche bezogenen ekliptikalen Koordinaten
Linge 4, Breite 8, der Bahnelemente w, §&, 7, oder der dquatorialen
Koordinaten Rektaszension o, Deklination J, der Bahnelemente o’,
&', 1" von der Epoche # auf die Epoche f ¢ kann nach folgenden
Néherungsformeln geschehen, in denen die Koordinaten und die Ele-
mente fiir die Zeit £, durch den Index o, fiirr die Zeit £, +5-¢ durch den
Index 1 gekennzeichnet sind.

Fiir die Ekliptik

A= 1o + Ty + mtg s cos (IT — A)]-¢
B = o+ asin (I —A)-¢ (13)

¥ Zu beachten ist, daB mit Einfiihrung der Weltzeit seit 1925 in den
Tafeln fir den dies reductus die Tafelwerte um o5 zu dndern sind.
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und
& = Qo + [y — wctgirsin ([ — Qu)]-¢
1 =10 —qcos (Il — Qi) ¢ (14)
® = wo + 7 coseciysin (I — Q1) 2.

Fiir den Aquator
o=oo + (m+ ntgdrsinau)-¢ (5)
0 =00+ ncosas-t 5

und
Q= Q) + (m — nctgi;cos Q)¢
i =1} — msin Q-1 (16)

o' = o) + ncos ; cosec vy t.

Die hierin auftretenden GroBen m, n, y, 7, II sind fiir die Epochen des
betr. Jahresanfangs und fiir das tropische Jahr als Einheit in Tafel 2
fiir die Zeit von 1890 bis 1950 gegeben. ¥ ist die jahrliche Prizession
der Aquinoktien (allgemeine Prizession in Linge), z die jahrliche
Anderung der Neigung der Ekliptik gegen die Ekliptik der Fundamental-
epoche 1850.0, IT die Linge des aufsteigenden Knotens der Ekliptik
auf der Ekliptik der Fundamentalepoche, gezdhlt vom Aquinoktium
der Beobachtungsepoche, m die jahrliche Priazession in Rektaszension,
» die jdhrliche Prizession in Deklination, ¢ die mittlere Schiefe der
Ekliptik. Die GréBen m, n, w, 7, IT miissen mit dem Argument #o+ 5 ¢
der Tafel 2 entnommen werden. Da die durch den Index 1 gekenn-
zeichneten Gro8en zunichst unbekannt sind, so ersetzt man sie in erster
Niherung durch die GréBen mit dem Index o.

Bei Anwendung ausfiihrlicherer Tabellen der HilfsgréBen kann die
Ubertragung wesentlich erleichtert werden.

Die Gl. (13) kénnen natiirlich auch zur Ubertragung der ekliptikalen
Sonnenkoordinaten L, und B, dienen. Bei nicht zu groBen Werten von
¢ beschriankt sich die Gleichung fiir die Lingeniibertragung wegen der
Kleinheit der Sonnenbreite auf Ly =Lgo+ y-f. Wie schon erwéhnt,
erreicht die auf das mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs bezogene
Sonnenbreite By im Maximum den Betrag von etwa -4 1”. Aus der
Gleichung fiir die Breiteniibertragung geht hervor, daf} sie ein Viel-
faches dieses Betrages erreichen kann, wenn sie auf ein sehr weit ent-
fernt liegendes Aquinoktium iibertragen wird. So erreicht z. B. die
auf das Normalidquinoktium 1950.0 bezogene Breite fiir 1929 Jan. 10
den Betrag von — 9”2, einen Betrag, der bei der Bahnbestimmung
nicht vernachldssigt werden darf.

c¢) Der EinfluB von Prizession + Nutation. Die Ubertragung des
wahren Ortes der Beobachtungsepoche auf den mittleren Ort fiir den
Jahresanfang kommt hier nur fiir die Koordinaten Rektaszension und
Deklination in Frage. Bezeichnet man mit o, und dyer, die Koordi-
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naten des wahren Ortes, mit oyeq und dyq die des mittleren Ortes fiir
den Jahresanfang, so ist die Reduktion (in Zeitsekunden bzw. Bogen-
sekunden) durch die Formeln

Omed — Olvera = —‘f—YI?gSin (G+ 0‘) tga

Omea — Overa = — g cos (G + «) (x7)

gegeben. Die der Prizession und Nutation entstammenden GréBen
f, g, G sind fiir jeden Tag des Jahres in den Jahrbiichern gegeben. Dort
finden sich auch die analytischen Entwicklungen fiir diese GroBen.

§ 22. Formelzusammenstellung und Beispiel.

a) Die Bezeichnung der verdffentlichten Beobachtungen. Von ge-
ringen Ausnahmen abgesehen verdffentlichen die Beobachter die be-
obachteten Koordinaten Rektaszension und Deklination in Verbindung
mit der nicht fiir Aberrationszeit korrigierten Beobachtungszeit in der
Form: 1. als scheinbaren auf das momentane Aquinoktium der Beobach-
tungsepoche bezogenen Ort (kurz mit oy, 0,pp bezeichnet und schein-
barer Ort genannt); 2. als wahren (von der Fixsternaberration freien)
auf das mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs bezogenen Ort (z. B.
mit azgz0.0, O1920.0 bezeichnet und mittlerer Ort fiir den Jahresanfang
genannt, oder — bei dem ausgemessenen photographischen Ort —
astrographischer Ort genannt), 3. als wahren auf das mittlere Aqui-
noktium einer Normalepoche (Normaldquinoktium) bezogenen Ort (z. B.
mit azgs0.0, Org50.0 bezeichnet).

Zwischen dem durch die Reduktion einer visuellen Beobachtung er-
haltenen mittleren Ort fiir den Jahresanfang und dem astrographischen
Ort besteht kein Unterschied, wenn der Beobachter die gemessene schein-
bare Differenz Planet—Stern (4o, 46), die an den auf das mittlere Aqui-
noktium des Jahresanfangs bezogennn Sternort anzubringen ist, in eine
mittlere Differenz verwandelt, d. h.sie auBer um den differentiellen
Betrag der Refraktion auch um die differentiellen Betrige der Pri-
zession, Nutation und Aberration korrigiert. Indessen liegen diese Be-
trdge bei den tiblichen kleinen Differenzen A, A6 unterhalb der Grenze
der unvermeidlichen Beobachtungsfehler, und werden daher hiufig
nicht angebracht. Diese differentiellen Betrige miissen aber beriicksich-
tigt werden, wenn die Positionen auf ein von der Beobachtungsepoche
sehr entfernt liegendes Normaldquinoktium bezogen sind. Die Hilfs-
mittel dazu werden den Beobachtern neuerdings in den Jahrbiichern
geboten.

Die veréffentlichten Beobachtungen sind stets, ohne daB es be-
sonders angegeben wird, topozentrische.

Die Reduktion der Beobachtungen besteht, falls ein topozentrischer
mittlerer Ort fiir den Jahresanfang gegeben wird, in: 1. gegebenenfalls
Verwandlung der Beobachtungszeit in M. Z. Gr. bzw. Weltzeit (siehe

Stracke, Bahnbestimmung. 5
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S. 54), 2. Befreiung von der fiir die Beobachtungszeit berechneten
Parallaxe (nach einem der S. 55 gegebenen Verfahren), 3. Beriick-
sichtigung der Aberrationszeit nach erlangter Kenntnis der Ent-
fernungen nach Gl. (12) bei Benutzung des zur Zeit ¢ gehérigen
Erdortes.

Falls ein topozentrischer scheinbarer Ort gegeben ist, ist auBerdem
noch nach den Gl (17) und (11) die Nutation, die Prizession bis zum
Jahresanfang und die Fixsternaberration zu beriicksichtigen.

Es tritt mitunter der Fall ein, da die einer Bahnbestimmung zu-
grunde gelegten Beobachtungen in 2 verschiedenen Jahren liegen und
demgemaB auf die mittleren Aquinoktien zweier Jahresanfinge bezogen
sind. In diesem Fall sind die Beobachtungen und die Sonnenkoordinaten
mit Hilfe der Gl. (15) und (z3) auf das gleiche mittlere Aquinoktium
des einen Jahresanfangs zu beziehen.

b) Formelzusammenstellung und Beispiel. Beobachtung des Pla-
neten 931 Whittemora

1920 Apr. 6
M. Z. Algier gh 46m 43s
o 11h  gm 268 54

5  4+19° 36" 4173 }1920.0 (Topozentrisch)

1. Reduktion der Beobachtungszeit.
Die M. Z. Gr. erhélt man aus der M. Z. Algier durch Anbringen der
Liangendifferenz beider Orte. Diese ist in Tafel 1 enthalten. Die Stunden,

Minuten, Sekunden werden (mit Hilfe einer im B. J. gegebenen Tafel)
in Tagesbruch verwandelt. Man erhilt

1920 Apr. 6
h
M. Z. Gr. {9d 347 35°
o 39902

Uber die Beriicksichtigung der Aberrationszeit siehe S. 61.
2. Elimination der Parallaxe.
«) Durch Reduktion der Sonnenkoordinaten X, Yé,, ZED.
Die Berechnung erfolgt nach
AXG=C" cosB,
A4 Y'O = (C'sin @o
AZ5=C".
6, ist die Ortssternzeit, die nach den Angaben auf S. 54 berechnet wird.
Die GroBen €' und C” sind in Tafel 1 gegeben.

1920 Apr. 6 (O ’ 161°%
M. Z. Algier o 4677 " cos®, — 0.949
Red. in Sternzeit + 1.6 sin @, -+ 0.316
Om o 57.9 A4X4 + 32.5
AOp 0.0 AYs | — 10.8 }Einh. der 6. Dez.

O, | 10 46.2 AZg | — 25.4
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Diese Grofen sind an die dem B. J. durch Interpolation fiir die (in
M. Z. Gr. verwandelte) Beobachtungszeit entnommenen Sonnenkoordi-
naten X ’o» ’o, A (’3 anzubringen. Im B. J. sind die (dort mit X, Y, Z
bezeichneten) rechtwinkligen, &4quatorialen, geozentrischen auf das
mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs bezogenen Sonnenkoordinaten
fiir o* und 122 M. Z. Gr. bzw. Weltzeit mit ihren ersten Differenzen oder
ihren stiindlichen Anderungen sowie die Reduktionen auf das Normal-
dquinoktium gegeben. Zur Erleichterung der Interpolation bei Benutzung
der Differenzen kann man sich der HilfsgroBen in Tafel 3 bedienen.

" Die interpolierten auf 6 Dezimalen abgekiirzten topozentrischen
Werte der Sonnenkoordinaten Xg, Yy, Z4 lauten fiir 1920 Apr. 6.
39902 M. Z. Gr.

X -+ 0.958665
Yo +o0.265070 ¢ 1920.0
4 ’O -+ 0.114958

~o~

Sie sind in Verbindung mit der topozentrischen auf das mittlere Aqui-
noktium 1920.0 bezogenen Beobachtung zu verwenden.

p) Durch Reduktion der Beobachtung. Die Berechnung der
Reduktion erfolgt nach

P-4 = 0, pocos ¢’ sin (B — o) secd
P54 = o, posing’ sin(y — d) cosecy
tgy = tg ¢’ sec(@o — &) y < 180°.

Die Logarithmen der GréBen 1 gopg cOs @', gopgsin¢’, tgg’ sind in
Tafel 1 gegeben. Die Berechnung von 6, erfolgt wie oben.

1920 Apr. 6 tg ¢’ 9.871
[O8 10h 4602 cos (@0 — o) 9.998
o II 9.4 tgy 9.873
_ —0 23.2 v 3698
Go—a —5%8 0 +19.6
7500 PO cos ¢’ 9.672 y—0 17.2
sin (@0 — o) 9.0057 Qop o sin ¢’ 0.720
sec ¢ 0.026 sin (y — 9) 9.471
p5-A4 8.703n cosec y 0.223
Y4 0.414

Um die Parallaxe selbst zu erhalten, sind die Werte p,°4 und p4-4
noch durch die geozentrische Entfernung A zu dividieren. Es sei dafiir
der Naherungswert lg 4 = 0.382 bekannt. Dann ist
Do = — 0802
ps =+ 171
und die auf das mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs 1920.0 be-
zogene geozentrische Beobachtung lautet
o 11h  gm 26% 52
d +419° 36" 4276 }1920'0
5*
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oder im ekliptikalen System (Umwandlung siehe S. 43)
o ’ ",
B s e o

Die geozentrische Linge und Breite wird in den nachfolgenden Metho-
den der Bahnbestimmung entweder in Verbindung mit den heliozentri-
schen ekliptikalen Polarkoordinaten L, B, R der Erde oder in Ver-
bindung mit den geozentrischen ekliptikalen rechtwinkligen Koordi-
naten des Sonne X, Y, Z, verwendet. Im B. J.ist Ig R und die
geozentrische Linge und Breite der Sonne L und B, bezogen auf das
mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs, fiir ot M. Z. Gr. bzw. ot Welt-
zeit gegeben. Durch Interpolation mit der in M. Z. Gr. bzw. Welt-
zeit verwandelten Beobachtungszeit entnimmt man Ig R und Ly, By
und erhilt daraus nach

L=Loi180° B:"‘Bo
L und B. Die Werte lauten hier

L  196° 46’ 246
B +0.09 1920.0
Ig R 0.000535

Die rechtwinkligen Koordinaten X, Y5, Z sind im B. J. nicht gegeben.
Sie kénnen nach Gl. (3. 2) aus den L, By, R abgeleitet werden. Man
erhilt hier

Yo +0.288945

Xo +0.958632
1920.0
Zo -0.000000

Bei ersten Bahnbestimmungen kann B oder Z (in diesem Beispiel
ist Z zufallig bereits gleich Null) vernachldssigt werden, so lange diese
GroBen auf das mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs der Beobach-
tungsepochen bezogen sind. Bei exakten Bestimmungen, namentlich
dann, wenn die Entfernung A klein ist, wird man Wert darauf legen,
Bbzw. Z, streng gleich Null zu setzen. Das kann geschehen, wenn man
die Breite § nach

cosf3

dp= -~ RsinB

oder der Ndherungsformel

ap="Lp

korrigiert. Mit Benutzung der oben aufgefiihrten Werte von §, 4 und B
ergibt sich bei Anwendung der Ndherungsformel

cos § 9.989 B 8.954
4 0.382 Y 8.561
cosfi: 4 9.607 +o'o4

Bringt man diesen Betrag an die Breite g an, so erhdlt man

Brorr.=13° 3’ 20”8. Bei Verwendung dieser Koordinate kann man B

bzw. Z gleich Null setzen.
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y) Durch Ubergang auf den locus fictus. Er erfolgt nach
msin M = sin ¢’
m cos M = cos ¢’ sin @y
cos o cos Ao = cos @’ cos @
cos flo sin Ao = mcos (M — ¢)
sin fo = msin (M — ¢)
4, = (R B + g, po sin fo) ctg f
dL" = [g,po cos B, sin (A, — L) — A sin (A — [)] 5 = (L — L) &
dR = [, pocosB,cos(A,— L) —A; cos(A— L)]sin1"”’ = (R; — Ryj)sin1”
dt% = 0.00577 4, secfsin1”.
po=8"80. L, B und R sind oben, go und ¢’ im B. J., ¢in Tafel 2 ge-
geben. Die Umwandlung der topozentrischen auf das mittlere Aquinok-
tium des Jahresanfangs 1920.0 bezogenen Koordinaten«, 6 in 4, § nach

Gl (3.29) und die Berechnung der 4o, fo nach obigen Formeln erfolgt
wie im Beispiel auf S. 43. Man erhilt

o ’ ”
1920 Apr. 6.39902 M.Z.Gr. L 160° 39’ 24’6

B +13 3 201
sin fo 9.6493 L, 0.7703n
2% 1o 0.9440 Add. 9.8630
cos flo 9.9519 — Ly 1.0082
L:— Ly 0.6333
R 0.0005 R 0.0005
B 8.9542 AL 0.6328
RB 8.9547 + 4729
Add. 0.0098
Q0 P sin fo 0.5933 Ry 0.7174
RB +g0po sin flo 0.6031 Add. 9.7970
ctg 0.6347 — By I.1452%
Ry — Ry 0.9422%
Ao 148929 106 sin 177 0.6856
L 196.77 6 1.6278n
A 160.66 1004 R —42.4
Jdo—L 31I1.52 , sec 8 0.0114
A—L 323.89 45 sec 1.2492
A4 105 sin 17/ 7.4468
sin (Ao — L) 9.8744n 105 dt 8.6960
000 cos fo 0.8959 0.0
cos (Ao — L) 98215 Zum locus fictus gehoriger Erdort
sin (A— L) 9.7704% 1920 Apr. 6. 39902 M. Z. Gr.
a4 1.2378 L 196° 46’ 28’9 1920.0
cos (A—L) 9.9074 Ig R o0.000517

3. Reduktion des scheinbaren auf den mittleren Ort fiir
den Jahresanfang.

Ist statt der auf das mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs be-
zogenen Beobachtung der scheinbare Ort gegeben, so ist die Re-
duktion des scheinbaren auf den mittleren Ort fiir den Jahresanfang
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vorzunehmen. Die Berechnung der Prizession, Nutation und Fixstern-
aberration erfolgt nach den Gl (5. 11) und (5.17), die zweckméiBig in
eine Formel zusammengezogen werden
Otmed — Oapp = — [f + 75 5in (G + &) tgd + 5 A sin (H 4 o) secd]
= — [fr+ fur + fu1l
Omea — Oapp = — [gcos (G + o) + A cos(H 4 o) sind 4 4 cos ]
= — [gr + gur + guil.
/.1gg,G,1gh, H, 1g 1 (oder bei unbequemer Interpolation ¢) werden fiir

den betr. Tagesbruch in M. Z. Gr. bzw. Weltzeit dem B. J. entnommen.
(Da die Logarithmen der GréBen g und 4 gegeben sind, so wird man

die Reduktionsrechnung zweckmiBig logarithmisch ausfiihren.)

1920 Apr. 6.40 gsin (G+oa) tg d 0.08497%
) 4 19°61 frr 8.9088 n
hsin (H +a) sec 0 1.2369
h
G 1 581?3 fIII 0.0608
o 11 9.5
H 16 47.2 I + 12562
G+a 13 7.8 frr — 0.081
H+ta 3 56.7 frrr +1.150
(dtmeq — o‘app)s —2.631
) tg d 9.5518 gr 1.0491 7
sin (G 4 «) 9.4647n grr 0.5125
g 1.0684 grrr 0.8661 7
cos (G4 o) 9.9807 7% ¢ 1120
i 0.8920% g11 +3.25
sec 0 0.0259 (Sumed — 8 gI)I,I, —|-_—1§;g
sin (H +-o) 9.9339 m PPy e
1.2771 Die Reduktionen sind an die aapp,
cos (H+a) 9.7096 dapp anzubringen, um die digz0.0,
sin ¢ 9.5258 O1920.0 zu erhalten.



Dritter Teil
Methoden der ersten Bahnbestimmung.

Das Ziel der Bahnbestimmung bildet die Ermittlung von GroBen,
deren man bedarf, um den Ort eines Himmelskorpers fiir jede beliebige
Zeit berechnen zu koénnen. Als besonders charakteristische und ge-
eignete zu bestimmende Gré8en haben sich die in Abschnitt 1 definierten
Bahnelemente erwiesen.

Der erste Schritt, der in der Annahme der strengen Giiltigkeit der
Keplerschen Gesetze getan wird, besteht in der Ableitung einer ersten
Bahn, d. h. in der Bestimmung von Elementen aus wenigen Beobach-
tungen, die iiber einen kurzen Zeitraum verteilt sind.

Man unterscheidet zwischen allgemeinen Methoden, die erste Bahn
eines um die Sonne laufenden Himmelskérpers ohne jede hypothetische
Voraussetzung iiber die Exzentrizitdt zu ermitteln, und Methoden fiir
Spezialfille, in denen eine bestimmte Voraussetzung iiber die Exzentri-
zitdt der zu bestimmenden Bahn gemacht wird.

Die unter A und B aufgefiihrten allgemeinen Methoden werden bei
allen Planeten (0 < e<<0.65) und den kurzperiodischen Kometen ver-
wandt, wenn mindestens drei vollstindige, in gewissen Ausnahmefillen
vier Beobachtungen, zur Verfiigung stehen. Sie kommen also praktisch
nur fiir die elliptische Bahnbestimmung zur Anwendung.

Unter C und D sind die Methoden fiir die Spezialfille der Parabel
und des Kreises aufgefiihrt. Von der parabolischen Hypothese, die fiir
die Rechnung mit erheblicher Arbeitsersparnis verbunden ist, macht
man fiir eine erste Bahn bei allen Kometen Gebrauch, da sich die tiber-
wiegende Zahl der bekannten Kometen in dem der Beobachtung zu-
ganglichen Teil der Bahn tatsichlich in praktisch streng parabolischen
Bahnen, alle iibrigen entweder in stirker exzentrischen oder gar in
parabelnahen Bahnen bewegen. Jedenfalls stellt die rein parabolische
Bahn bei den Kometen mit verschwindenden Ausnahmen eine brauch-
bare erste Nidherung dar. Wie schon erwihnt, ist die Ableitung einer
parabelnahen Bahn kein Problem der ersten Bahnbestimmung. Kreis-
bahnen sind zwar in der Natur nicht bekannt. Ihre Berechnung ist aber
bei den kleinen Planeten in den Fillen von Vorteil, in denen nur 2 Be-
obachtungen vorliegen.

Der Bahnrechner braucht mithin zur Bestimmung erster Bahnen der
Planeten und Kometen Methoden der Bestimmung elliptischer, para-
bolischer und kreisférmiger Bahnen.
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A. Die Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen.

Die erste Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen soll die Aufgabe
16sen, auf 3 beobachteten Richtungslinien 3 Punkte so zu bestimmen,
daB sie den in Abschnitt 1 abgeleiteten Gesetzen entsprechen. Die in
diesen ausgesprochenen Bedingungen werden erfiillt sein, wenn die
3 Punkte in einer Ebene mit der Sonne liegen, wenn sich durch sie ein
Kegelschnitt mit der Sonne in dem einen Brennpunkt legen liBt (geo-
metrische Bedingungen), und wenn die Sektoren die Flicheninhalte
(r172) =173 ]/;5, (r173) =71 V—p haben, in denen die Radienvektoren
und die wahren Anomalien als Funktionen der Zeit auftreten (dyna-
mische Bedingungen).

Die beiden Arten von Methoden, die fiir das Problem der ersten Bahn-
bestimmung vorgeschlagen sind, unterscheiden sich im wesentlichen
dadurch, daB bei der einen, der Laplaceschen Methode, der unmittelbare
AnschluB3 an die Differentialgleichungen der Bewegung

%;= —= (=292
gesucht wird, bei der anderen nach GAuss benannten Methode von der
Integration dieser Gleichungen ausgegangen wird.

Vor Gauss hat zwar schon LAGRANGE die GauBsche erste Niherung
in ihrem Kern entwickelt, und vom mathematischen Standpunkt ge-
sehen, die Losung des Bahnbestimmungsproblems gegeben. Indessen
charakterisiert die GauBsche Methode nicht der Ansatz der ersten Nihe-
rung, sondern das Verbesserungsverfahren, das grundsitzlich von dem
Lagrangeschen verschieden ist. Zudem war es erst Gauss vorbehalten,
die vollstindige Losung in einer fiir die praktische Anwendung form-
vollendeten Weise wirklich zuginglich zu machen.

Die Laplacesche Methode besitzt infolge ihrer analytischen Ein-
fachheit und Durchsichtigkeit einen gewissen Vorteil vor den Methoden
der 2. Art. Allein die Bahnbestimmung ist ein Problem des praktischen
Rechnens. Nicht die analytische Eleganz einer Methode ist entscheidend
fiir die Beurteilung ihrer Brauchbarkeit in der praktischen Anwendung,
sondern die sichere, rasche und bequeme rechnerische Durchfiihrung.
Die rein theoretische Behandlung kommt fiir den Bahnrechner erst in
zweiter Linie in Frage.

LAPLACE setzt voraus, daB fiir einen bestimmten Moment auBer den
beobachteten Koordinaten «, ¢ auch ihre 1. und 2. Ableitung aus einem
Komplex von Beobachtungen ermittelt sind. Er stellt 2 Gleichungen
auf, die auBer bekannten GréB8en nur die heliozentrische und geozen-
trische Entfernung » und 4 enthalten. Aus ihrer Verbindung ergeben
sich » und 4. Eine weitere Gleichung, die auBer bekannten GréBen nur 4

. . ad o .
enthilt, dient zur Bestimmung von —--. Damit ist eine voll-

ad
und — i

dt
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da dd dd y
dt’ dt’ di
kannt und die Berechnung der Elemente ermdoglicht. In der Praxis be-
reitet die sichere Bestimmung der Ableitungen der beobachteten Koor-
dinaten — es sind dazu weit mehr als 3 Beobachtungen erforderlich —
ganz erhebliche Schwierigkeiten. In Verfolg der Oppolzer-Harzerschen
Bestrebungen auf eine der Praxis angepalite Ausgestaltung hat LEUscH-
NER die Methode, bei Beschrinkung auf 3 Beobachtungen fiir die 1. N#he-
rung, in eine gebrauchsfihige Form gebracht. Im Verbesserungsver-
fahren gibt LEUSCHNER, in Erkenntnis der geringen Konvergenz des
Laplaceschen Verfahrens, das Problem der ersten Bahnbestimmung
ganz auf. Er berechnet mit den Elementen der ersten Niherung die
Abweichungen gegen die Beobachtungen und fithrt auf Grund dieser
eine Bahnverbesserung aus.

Bei den Methoden der 2. Art liegt die Schwierigkeit darin, daf3
namentlich die in den Keplerschen Gesetzen (Konstanz der Flichen-
geschwindigkeit) enthaltenen dynamischen Bedingungen sich nicht in
bequeme Verbindung mit den Beobachtungen bringen lassen. Hier
werden zunichst 3 lineare Gleichungen (Ebenenbedingung) aufgestellt,
in denen auBler den 3 unbekannten geozentrischen Entfernungen A, die
Vethiltnisse der Dreiecksflichen #:, 73 auftreten. Diese sind bei kurzen
Zwischenzeiten sehr nahe gleich dem Verhiltnis der Zwischenzeiten
und ermoglichen damit die Einleitung eines Versuchsverfahrens. Die
beiden weiteren dazu erforderlichen Gleichungen fiir #1, #; werden
den dynamischen Bedingungen entnommen. Von hier ab gehen La-
GRANGE und GAuss verschiedene Wege.

LAGRANGE kniipft an die Integrationsform

dso
s—atso—{—b—dT

stindige Beobachtung «, 6, 4 nebst den 1. Ableitungen

der Bewegungsgleichungen an. Hierin sind so, %0— (So= %0, Yo, 20) die
fiir einen Nullmoment #, giiltigen Koordinaten und Geschwindigkeiten,
a und b nach Potenzen der Zwischenzeiten fortschreitende Reihen, in
deren Koeffizienten nur 7, und seine 1. und 2. Ableitung auftreten.
Er erhilt so ein in sich geschlossenes Formelsystem, das die strenge Be-
stimmung von 3 Arbeitsunbekannten (mittlerer Radiusvektor und
seine 1. und 2. Ableitung) durch allmihliche Anndherung gestattet. Die
Lagrangesche Methode war den Bediirfnissen der Praxis nicht angepaBt
und ist in der urspriinglichen Form fiir sie ohne Bedeutung geblieben.
CHARLIER hat aus ihr eine sehr elegante, rein analytische Lésung ab-
geleitet. Jedoch stellt die Umstandlichkeit der Berechnung der Glieder
hoherer Ordnung seiner Reihenentwicklungen die Kiirze der praktischen
Anwendung in Frage.

Abweichend von dem Prinzip, das zur ersten Naherung fiihrt, sucht
GAvuss durch zweckmiBige Variation der numerischen Werte der in



74 Methoden der ersten Bahnbestimmung.

erster Ndherung bekannt gewordenen Verhiltnisse der Dreiecksflichen
ein geeignetes Formelsystem, das in geschlossener Form die geometrischen
und dynamischen Bedingungen des Problems enthilt, streng zu erfiillen.
Und zwar bedient er sich dabei des Verhiltnisses von Sektor zu Dreieck,
das auch bei der Ableitung der Elemente benutzt wird. An der GauB-
schen Methode sind im Ansatz der ersten Niherung von ENCKE betricht-
liche Verbesserungen angebracht worden, die aber das Wesen der GauB-
schen Methode unberiihrt gelassen haben. Fiir die numerische Rechnung
haben VEITHEN und MERTON eine geeignete Umformung der GauB-
Enckeschen Methode gegeben.

Die Zahl der Methoden, die namentlich seit Beginn der Entdeckung
der kleinen Planeten im Jahre 1801 fiir die Losung des Bahnbestim-
mungsproblems empfohlen worden sind, ist sehr groB8. Doch sind mit
wenigen Ausnahmen die prinzipiellen Unterschiede gegen die genannten
Methoden gering.

Besondere Erwdhnung verdienen die Methoden von HARZER (1gox
und 1913), ANDOYER und WILKENS.

In seiner ersten Methode stellt HARzER weit fortgefithrte Reihen
auf, die den Parameter der Bahn und im Zusammenhang damit die
beiden Verhiltnisse der Dreiecksflichen #:, #3 als Funktionen der
Zwischenzeiten und der 3 unbekannten Radienvektoren 7; darstellen.
Das Problem wird auf 3 Gleichungen fiir die 7, zurtickgefiihrt, in denen
auBer diesen noch die #:, n; auftreten. Die Gleichungen werden durch
allmihliche Verbesserung von angenommenen Niherungswerten mit
Hilfe besonderer differentieller Verbesserungsgleichungen aufgelost. In
der 2. Arbeit, die sich prinzipiell von der ersten nicht unterscheidet,
macht Harzer die Voraussetzungen, daB der heliozentrische Bogen
kleiner als 25° bleibe und daB die Zwischenzeiten mdoglichst gleich
seien. Er erhilt dann eine geschlossene Ndherungsformel fiir den Para-
meter, die ihrerseits die entsprechenden Beziehungen fiir die #1, #n3 liefert.
Die Auflésung der 3 Gleichungen erfolgt dadurch, daB er die Naherungs-
werte fiir die 7, nur in die von Fehlern weniger betroffenen #1, #; ein-
setzt, die verbesserten Werte der 7, aber direkt bestimmt.

ANDOYER leitet aus dem GauBschen strengen Formelsystem fiir das
Verhiltnis von Sektor zu Dreieck einen weitgehenden Naherungsaus-

druck ab. Diesen benutzt er an Stelle des GauBschen Verbesserungs-
dso

verfahrens zur Berechnung der Elemente s, und dst in Naherungs-

stufen.

Die Methode von WILKENS gehért zu dem Typus der Lagrangeschen
Methoden. Abweichend von LAGRANGE nimmt aber WILKENS die so-
fortige Elimination der unbekannten Entfernungen A4, vor, und berechnet

So und%—;—; auch aus den durch 3 Beobachtungen gegebenen GréBen.
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In gewissem Sinne vereinigen diese 3 Methoden analytische Eleganz
und praktische Brauchbarkeit. In groferem MafBstabe angewendet
worden ist neben der GauB-Enckeschen Methode nur noch die Methode
von LEUSCHNER (fiir die Parabel).

6. Abschnitt.
Die Methode von VEITHEN-MERTON (GAUSS-ENCKE).

§ 23. Die Fundamentalgleichungen.

Bei dem Mangel an geeigneten Hilfsmitteln zur numerischen Rech-
nung ist die GauB-Enckesche Methode seinerzeit vollkommen auf die
logarithmische Rechnung zugeschnitten. Der Aufbau des Formel-
systems wird dadurch meist komplizierter, wenn sich auch die praktische
Durchrechnung rasch vollzieht. Durchsichtiger ist, namentlich infolge
der Verwendung von rechtwinkligen Koordinaten, die besonders fiir die
numerische Rechnung geeignete Umformung der Methode.

Zur Bestimmung der 6 Elemente braucht man 3 vollstindige (geo-
zentrische, auf ein festes Aquinoktium bezogene) Beobachtungen «;, §;
fiir die Zeiten ¢; (=1, 2, 3). Sie sind notwendig und im allgemeinen
ausreichend.

Die Lage der 3 Punkte im Raume wire bekannt und die Bestimmung
der Elemente selbst ermoglicht, wenn die dritten Koordinaten, die geo-
zentrischen Entfernungen A; bekannt wiren. Durch die Unkenntnis
dieser GroBen wird der Ubergang von den geozentrischen zu den helio-
zentrischen Koordinaten vereitelt.

Fir die Entfernungen 4, sind keine Ndherungswerte bekannt. Man
wird daher versuchen, sie durch solche Unbekannte auszudriicken, fiir
die gendherte Werte vorliegen. Das gelingt, indem man auf die Kenntnis
der Zwischenzeiten basiert. Bei kurzen Zwischenzeiten ist nach Gl. (2. 7)
das Verhiltnis der Zwischenzeiten nahe gleich dem Verhiltnis der Drei-
ecksflichen. Die Kenntnis erster Naherungswerte der Dreiecksflichen-
verhidltnisse #n:, n3 weist auf diese als geeignete Unbekannte hin.

Das Moment, das die Einleitung eines Niherungsverfahrens zuldBt,
ist also die Kiirze der Zwischenzeiten. Die Voraussetzung kurzer
Zwischenzeiten darf bei ersten Bahnbestimmungen stets gemacht werden.
In der Praxis werden lange Zwischenzeiten iiberhaupt erst durch die
Vorausberechnung, d. i. nach Ableitung einer ersten Bahn, ermdglicht.

Die Verhiltnisse der Dreiecksflichen lassen sich in folgender Weise
in die Ebenengleichung einfithren. Die rechtwinkligen 4quatorialen
Koordinaten «), ¥}, #; koénnen nach Gl. (3.18) in die Form gebracht
werden

. x; = #;sina’ sin (4" + u;)
yi = 7;8in b’ sin (B’ 4 u;)
zi =7;sin¢’ sin (C' + u;).
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Multipliziert man die Gleichung fiir x, mit sin (#, —u,), die fiir «/, mit
—sin (u, —u,), die fiir #; mit sin (s, —u,) und addiert, so wird

P x} . x} .
Sosin (g —u,) — ;’2"5111(“3 —%,) + ;3‘5111(“2 —%,) =o0.

Entsprechende Gleichungen erhilt man fir die y- und z-Koordinate.
Nach Multiplikation mit #:7,7; und Einfithrung der Symbole fiir die
Dreiecksflichen erhilt man die Bedingungsgleichung fiir die Ebene in
den 3 Formen
[r275) %] — [r273) %] + [ri7a]a) = o
[r273]y; — 11731y, + [1i7a]y; = o
[r273]2; — [ri73] 2, + [1ira] z; = o,
oder nach Division durch [7:7;] und Einfithrung der Symbole der Ver-
haltnisse der Dreiecksflichen
N1 %y — %y + N3 %5 =0
miyr— yi+ M3y; =0 (1)
Ny 2{ — 2z} + M3 25 = 0.

Diese 3 Gleichungen sind unter sich verschieden, wenn man die
Unbekannten neuen von der Ebene verschiedenen Bedingungen unter-
wirft, d. h. wenn man z. B. die Verhiltnisse der Dreiecksflichen durch
die Verhiltnisse der Zwischenzeiten ausdriicken wiirde.

Den Ubergang von den geozentrischen zu den heliozentrischen
Koordinaten vermitteln die Gl. (3.14). Setzt man hierin

cosd; cosa; = a5
cos d; sin a; = b} (2)
sin é; =} ‘
und fithrt die Werte «7, y;, 2 in die Gl. (1) ein, so erhilt man die Funda-
mentalgleichungen der Bahnbestimmung in #quatorialen Koordinaten
ag-nm Ay —a;- Ay + ag-ng Ay = n: X oo — X6 + 13 X5
bing Ar — by Ay +bmy Ay =n: Yo, — Yo, + 13 Yoy (3)
cimg Ay — ¢ Ay + cmg Ay =my Zor — Zi, + 13 Ziy5.
Hierin sind die a;, b}, ¢;, Xo;, Yoi Zo; bekannte GroBen. Die a;,
b;, c; werden nach Gl. (2) aus den durch die Beobachtung gewonnenen
Koordinaten «;, 8; abgeleitet. Die Sonnenkoordinaten X;, Y, Z;,
die auf das gleiche mittlere Aquinoktium wie die «;, §; bezogen und
wie diese topozentrisch (Reduktion siehe S. 56) sein miissen, werden fiir
die auf den Nullmeridian reduzierten Beobachtungszeiten ¢; (siehe S. 54)
dem B. J. durch Interpolation entnommen. Unbekannte sind sowohl
die 3 Entfernungen A, als auch die #n, n3. Wiren diese letzteren

GroBen bekannt, so kénnte man aus den 3 Gleichungen die A; be-
stimmen, und das Problem wire gelost.
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Die Bestimmung der Unbekannten soll damit begonnen werden, daB
man zunichst A, ermittelt. Man erhilt aus Gl. (3)

_di{ni—adl 4 djng

4, = o, )
wo
&= Xbs (b1 6d — blel) — Vs (alc} — afe)) + Zb: (e} b — ajb)
D' = al(ble] — blel) — al(ble] — blel) + aj (blel — blcl). )

Die d; und D’ kann man nach diesen Gleichungen berechnen. Zweck-
méBiger fithrt man die Elimination von #:4; und 7345 numerisch aus.

Damit ist die mittlere Entfernung A, durch bekannte GréBen und
die 71, ny ausgedriickt. Zwar sind diese GréBen auch unbekannt. Wie
sich zeigen wird, koénnen sie aber in 1. Ndherung durch eine einzige Un-
bekannte, den mittleren Radiusvektor 7,, ausgedriickt werden, so daB
dann Gl. (4) eine gendherte Beziehung zwischen 4, und 7, darstellt.

Eine 2. Bezichung zwischen diesen beiden Unbekannten gewinnt
man rein geometrisch aus dem zur Zeit #, gehérigen ebenen Dreieck
Sonne—Erde—Gestirn (sieche Abb. 14, S. 103). Bezeichnet man den
duBeren Winkel an der Erde in diesem Dreieck mit ¢,, so ist

72=R:+2R,cosd, 4, + 4?2, (6)
und man erhdlt R} und R, cos ¢, aus den Gleichungen
Rycos® = — (@i X, + b, Y5, + €2 24,)
R, =X& + Yo, + 25>. @

Wenn es gelingt, die beiden Unbekannten #:, 73 in Gl. (4) durch die
eine Unbekannte 7, auszudriicken, so lésen die Gl. (4) und (6) die Auf-
gabe der Bestimmung von 4, und 7,.

In entsprechender Weise kénnte man A: und A3 berechnen. Das
vermeidet man aber, da bei den bei ersten Bahnen iiblichen kurzen
Bogen der Nenner D’ ein numerisch kleiner Wert ist, und durch erneutes
Auftreten solcher GréBen eine nochmalige Unsicherheit in die Rechnung
getragen werden wiirde. ZweckméBiger ist es, zur Bestimmung der A
und A3 den in erster Niherung bekannt werdenden Wert von 4, zu be-
nutzen. Wie man aus den folgenden Entwicklungen erkennen wird,
erhilt man zudem die A1, 45 so in kiirzerer Rechnung, als wenn man die
Gl. (3) nach allen 3 Entfernungen auflésen wiirde.

§ 24. Die erste Niherung.
Fiir die #r, #; kann man nach den Gl. (2.%) die Reihenentwicklungen

I 4 —
n i, — ’2+123itf_1?3_tﬁ1’}_...
= 67173 3 4, i dt
8)
I+ﬁ-
PO IO U C N 242 Nk i 2 Yo B IO
37 4 TR T3 4 g, v} dt
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aufstellen. In den hingeschriebenen Gliedern dieser Potenzreihen treten

ar, . v g
als Unbekannte 7, und im 3. Gliede 7:— auf. Es wird natiirlich das Be-

streben sein, schon die erste Ndherung so weit als moglich zu treiben,
um das Verbesserungsverfahren ganz zu vermeiden, oder doch die
Zahl der Niherungen zu vermindern. Andrerseits darf aber auch der
durch die Mitnahme weiterer Glieder bedingte Arbeitsaufwand nicht
groBer sein als der zur Wiederholung von Niherungen notwendige. Oft
genug reicht schon die erste Ndherung aus, um ein fiir die weitere Ver-
folgung des Objektes ausreichendes Elementensystem abzuleiten.

Die Mitnahme des 3. Gliedes, das mit 7? multipliziert ist, soll wegen

der Unméglichkeit, diesen Differentialquotienten in der ersten Ndherung
streng als Funktion von A4, zu bestimmen, unterbleiben. Hingegen be-
reitet die Bestimmung von 7, in dem Gliede 2. Ordnung, das aus dem
Gliede 3. Ordnung bei den Dreiecksflichen entsteht, als Funktion
von A, keine Schwierigkeit, wie schon gezeigt wurde. In erster Ndherung
muB man sich mit Gliedern 3. Ordnung in den Dreiecksflichen begniigen.
Die Mitnahme dieser Glieder ist aber auch notwendig, wie sich aus
folgender Betrachtung ergibt.

Die Bestimmung des Parameters des Kegelschnittes hingt nach
Gl. (2. 8) wesentlich von dem Inhalt des von den 3 Bahnortern ge-
bildeten Dreiecks ab. Fiir dieses ergab sich der doppelte Inhalt nach
Gl. (2.8). Dieser Ausdruck ist von der 3. Ordnung in bezug auf die
Zwischenzeiten. Wiirde man ihn vernachlissigen, so wiirde sich fiir
den Parameter ein unendlich groBer Wert ergeben, d. h. der Korper
wiirde sich nicht in einem Kegelschnitt, sondern in gerader Linie be-
wegen.

Wegen der Vernachlissigung der Glieder von hoherer als der 3. Ord-
nung mufBl die erste Niherung notwendig ein fehlerhaftes Resultat er-
geben. Der Fehler ist um so kleiner, je kleiner die Zwischenzeiten, je
groBer die Radienvektoren, und je kleiner die Exzentrizitit des Kegel-
schnitts ist.

ENCKE beriicksichtigt in der ersten Ndherung die beiden ersten
Glieder in GI. (8) vollstindig, d. h. er setzt

9)

Der GauBsche Ansatz stimmt mit dem weitergehenden Enckeschen
nur dann {iberein, wenn die Zwischenzeiten 7: und 73 streng einander
gleich sind. Dieser giinstigste Fall wird aber in der Praxis selten oder
nie eintreffen, wenn man auch bestrebt ist, sich diesem durch geeignete
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Auswahl der Beobachtungen méglichst zu nihern. Der Enckesche An-
satz, der bei ungleichen Zwischenzeiten erheblich mehr leistet als der
GauBsche und nur unwesentliche Mehrarbeit erfordert, hat in der
Praxis allgemeine Aufnahme gefunden.

Setzt man in Gl. (9)
= =, —%:”g Ty (T+m)) =vr, Ty (1+ng) =9, (10)

so wird
n1=n‘§+%~ n3:n‘;+—%- (x1)
Fiihrt man diese GréBen in die der Bestimmung von 4, dienende Gl. (4)
ein, und setzt
alng — dj + d4ng
D

al dl
— RO _ @7y —Dk;wgﬂg =0, (12)

so erhilt man als erste Gleichung zwischen den beiden Unbekannten A,
und 7, die dynamische Beziehung

0

dy=k — 2 (13)

Die strenge Auflssung der Gl. (6) und (x3) nach 4, und 7, kann auf
direkte Weise im Niherungsverfahren geschehen. Ein anderes Verfahren,
das ebenfalls sehr schnell zum Ziele fiihrt, ist S. 106 erldutert. Die Frage
der mehrfachen Losungen wird in § 29 behandelt.

Nachdem nun 7, bekannt geworden ist, erhilt man nach Gl (11) 7:
und #3;. Fiihrt man diese in die Gl. (3) ein, so kénnen daraus auch die
beiden anderen geozentrischen Entfernungen A, und A, berechnet
werden.

Damit steht der Ermittlung erster Naherungswerte der helio-
zentrischen Koordinaten #}, ¥}, z; nach Gl. (3.14)
wi=a;d;i — Xoi, yi=0bidi—Yoi, Z=cidi—2Z5;
und der Radienvektoren 7, 7, nach
7 =R2+ 2R cos#, 4, + A?
7y =R; + 2R cos &, 4,+ 42, (4

Ri': Iozr + Y'& +Z’021
R =X%;+ Y&; + Z5;
R, cos §, =— (@, Xlpz + b, Yoy + ¢, Z05y) (xs)
R;cos §y =— (@, X5 + U, Vo3 + ¢ Z05) st
nichts mehr im Wege.
Nach Bekanntwerden der 3 Entfernungen 4, sind jetzt von den
3 Beobachtungszeiten #; die nach den Gl. (5.12) berechneten Aberra-
tionszeiten 4 4; abzuziehen und von nun an die um die Aberrations-
zeiten Kkorrigierten Beobachtungszeiten # und 7} zu verwenden.

wo
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MERTON empfiehlt mit den korrigierten Zeiten eine Neuberechnung
der ng, nj, »1, v,, I° nach GL (10) u. ff. vorzunehmen. Wenn aber
infolge der Vernachlissigung der Aberrationszeiten die bisherigen
Resultate merklich verfilscht sein sollten, so wird ohnehin im allge-
meinen eine zweite Ndherung notwendig und eine sofortige Wiederholung
der Rechnung mit Beriicksichtigung der Aberrationszeiten wenig
zweckmiBig sein.

§ 25. Das Verbesserungsverfahren.

Das Verbesserungsverfahren soll die Moglichkeit bieten, die geo-
zentrischen Entfernungen und somit die Bahnelemente mit beliebiger
Genauigkeit zu bestimmen.

Man kénnte daran denken, die in den Entwicklungen fir #:, #;
vernachlissigten Glieder hoherer Ordnung mit den Resultaten der ersten
Niherung zu berechnen und damit die Ableitung verbesserter Werte der
n1, m3 zu beginnen. Wegen der Unbequemlichkeit der Berechnung
dieser Glieder hoherer Ordnung vermeidet Gauss aber die Verwendung
der analytischen Form der Ausdriicke fiir die #1, #3. Er sucht durch
Variation der #:, 73 die dynamischen Bedingungen streng zu erfiillen
durch Verwendung des Verhiltnisses von Sektor zu Dreieck. In der
Aufstellung dieses Verfahrens, das von praktisch eleganter Durchfiihr-
barkeit ist, liegt der bedeutende Fortschritt, den Gauss seinen Vor-
gingern LAGRANGE und LAPLACE gegeniiber erreicht hat.

Bevor das Verbesserungsverfahren erliutert wird, sei zunichst die
Ableitung der Verhiltnisse von Sektor zu Dreieck ¥; mit den Resultaten
der ersten Niherung vorgenommen. Sie kann nach einem der S.z9
gegebenen Verfahren erfolgen.

Fir das maschinelle Rechnen ist der Hansensche Kettenbruch ge-
eignet. Dieser ist bei 6stelliger Rechnung bis zu heliozentrischen Bogen
von 30° d.h. fir erste Bahnbestimmungen fast stets anwendbar.
Voraussetzung ist die Kenntnis der GroBen m;, I, 2; (siehe S.209).
Diese lassen sich aus den in erster Niherung bekannt gewordenen
Koordinaten %}, y;, 2, 7; in folgender Weise bestimmen. Es ist

7,75 €08 (v, —v,) = X+ Y, Yy + 22
r.7,c08 (v, —v,) =&, 2, + 9+ 2, 2, (16)
7.7, c08 (0, —0,) =2, %, + ¥y, + 2.7,

also I ’r r oA ’ 2
27,7,€055 (V3 —0,)° =7,7, 4+ %, %, + y, 9, + 2,2, = %]
27,7 c085 (v, —v,)" =7, 3—|—x',x’3+y’1y’3+z'lz’3=u§ (17)
27,7,008% (v, —v,) =77, + 4., + .y, + 22, =u.
Bei Einfithrung des Ausdrucks fiir #, nehmen die im Kettenbruch
auftretenden HilfsgroBen m,, I;, A, die Form an
My — T2 T LI S S B i (18)

2Y2ux3’ : 2) 2% g-+lz~x§(%yzxz+rx+73)'
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Entsprechende Gleichungen erhdlt man fiir die mu, &, b, ms, I3, hs.
Konvergiert der Kettenbruch zu langsam, oder ist der Bogen zu gro8,
so berechnet man die y; nach dem Verfahren von Gauss-TIETJEN.

Zwischen den Verhiltnissen von Sektor zu Dreieck und den Verhilt-
nissen der Dreiecksflichen bestehen nun folgende Beziehungen. Es ist
der Definition gemifB

— _ (ramg) — _ (nn) — _ (nn)
1T )’ 2T )’ 37 Inml
R Y8 I XN |
[ri73]’ 3 [7173]
Nach dem 2. Keplerschen Gesetz ist
(ary) _ 3 () T
(173) T2 (r173) o

Also gilt die wichtige Beziehung

71 Y2 Y2 T3 Y2 Y2

w5 =M 3=';%§3‘="37_3' (19)
Berechnet man die #:, #; bei Verwendung der in der 1. Ndherung er-
haltenen Werte der ¥, aus diesen Gleichungen, so werden sie im allge-
meinen nicht mit den aus Gl. (11) berechneten Ausgangswerten iiber-
einstimmen.

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, die #:, 73 solange zu variieren,
bis die Gl. (19) streng erfiillt werden. Die Variation erfolgt nicht will-
kiirlich, sondern es wird den aus diesen Gleichungen gewonnenen Werten
der n:, n; eine weitere Annidherung mit folgenden Werten entnommen.

Zunichst wird neu berechnet

ny =

0
o (20)
Nach GI. (z9) ist
0 o (Y2 — 0 o (Y2 _ .\,
"1—%1-1-",(71 I), N3 n3+n3(§3 I)
Werden diese Werte in Gl. (4) eingesetzt, so kann man schreiben

¥z V2
ar w03 (22 a.nd 3 (22
A _d’,n‘%—d’z+d’3ng+ ‘”‘72<?x I)+ 3n372<373 I)_I__
2= D’ D’ v3

Setzt man fiir die £° und /° wieder die Werte der Gl. (12), aber in °
fiir die Zwischenunbekannten »: und »; die mit Hilfe der 1. Ndherung
schon verbesserten Werte

— 20,3 V2 10,3 %
V1 ="Mn,7, <E~—-I>, V3 ="nN37, (—;;—I) (21)
so erhidlt man die verbesserten Werte
0 V1 ) V3
'ﬂq-——nl—|—7g—, n3_n3+—7?, (22)

und die Gl. (13) bleibt formal unverindert bestehen.
Stracke, Bahnbestimmung. ‘ 6
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Mit den so gewonnenen verbesserten Werten der #:, #; wird das
Formelsystem von Gl (13) ab erneut durchgerechnet (2. Ndherung).
Man erhilt verbesserte Werte der y;, setzt sie in Gl. (19) ein und priift,
ob Anfangs- und Endwerte der #:, #; der 2. Ndherung iibereinstimmen.
Ist das nicht der Fall, so ist das Verfahren in 3. Ndherung zu wieder-
holen. Es ist abgeschlossen, wenn die dynamischen Bedingungen in
Gl (19) streng erfiillt sind. Die Vergleichung der Anfangs- und
Endwerte der #:, n3 gibt also einen Ma@stab fiir die erreichte Genauig-
keit ab.

HERrRGLOTZ hat durch eine Abschédtzung nach Potenzen der Zwischen-
zeiten gezeigt, daB der Ansatz in Gl. (21) eine weitgehende Anndherung
ist, indem er die in der 1. Ndherung vernachldssigten Glieder héherer
Ordnung in den Entwicklungen fiir die #:, #; numerisch genihert dar-
stellt. Indessen ist eine solche Abschitzung allein nach Potenzen der
Zwischenzeiten nicht umfassend genug, da die Konvergenz auch von
anderen Faktoren (Radienvektoren, Exzentrizitit) abhingt.

Auch in der Praxis hat sich die rasche Konvergenz des GauBschen
Verbesserungsverfahrens in tausendfacher Anwendung bewihrt. Hier
kommt man bei den kurzen beobachteten Bogen, wie sie gegenwirtig
hiufig sind, sehr oft bereits mit der 1. Ndherung zum Ziele, wenn
auch die Resultate der 1. Ndherung hiufig ohne Beriicksichtigung der
Aberrationszeiten ermittelt sind. Indessen ist ihr EinfluB bei so kurzen
Zwischenzeiten meist duBerst gering.

Ist eine Verbesserung nicht mehr notwendig, so kann man mit Ver-
wendung der gefundenen Werte der ¥, sofort den Parameter und das
vollstindige Elementensystem ableiten. Das Niherungsverfahren wird
dann ganz ausgeschlossen, und die Methode ist eine direkte.

Mehr als 2 Nidherungen sind bei der der Beobachtungsgenauigkeit
angepaBten 6stelligen Rechnung nur selten notwendig. Stets wird bei
sehr groBen Bogen eine provisorische Bahnrechnung aus kiirzeren
Boégen vorangegangen sein, die die Hilfsmittel zur Berechnung sehr
nahe richtiger Werte der y, liefert. Aus diesem Grunde wird auch der
Fall, daB3 infolge zu groBer Bégen oder andrer ungiinstiger Umstdnde
die Konvergenz sehr gering oder gar in Frage gestellt ist, in der Praxis
gar nicht auftreten. Sollte aber tatsichlich die Notwendigkeit weiterer
Niherungsverfahren vorliegen, so wird man zur Abkiirzung von der
3. Ndherung ab die regula falsi fiir 2 Unbekannte anwenden, da bei
dieser die Fehlerordnung in geometrischer Reihe abnimmt.

§ 26. Die Ableitung der Elemente.

Ist im Verbesserungsverfahren véllige Ubereinstimmung der An-
fangs- und Endwerte der #: und #; erzielt, und sind damit die end-
giiltigen Werte der A, ermittelt, so kann man jetzt auch die endgiiltigen
Werte der #;, ¥}, 2; und daraus die 6 Elemente selbst ableiten.
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Die ekliptikalen Bahnlageelemente w, &, 7 werden nun nicht aus
den heliozentrischen Koordinaten selbst, sondern aus den 6 Konstanten
P,, P,, P, Q. @, Q; (siche S.41) berechnet. Die Konstanten, die
fiir die Zwecke der Vorausberechnung sehr geeignet sind, werden hier
direkt aus den heliozentrischen Koordinaten abgeleitet. Zu ihrer Be-
stimmung sind die Koordinaten von 2 Orten ausreichend. ZweckmiBig
wihlt man dazu — wie auch bei der Ableitung der iibrigen Elemente —
die beiden duBeren Orte, da ihre Verwendung naturgemidl die groBte
Sicherheit in den Resultaten erwarten 148t.

Wiren die v:, v; bekannt, so kénnten die 6 Konstanten aus den
Gl. (3.21) berechnet werden. Man erhielte hieraus, wenn man zur
Abkiirzung setzt

: 0
7173 sin (v3 —vr) =717 (23)
;s ¥38inv; 7y sin vy
Py =% 7170 % 7170
71 COSV 73 COS U (24)
Q’ — 71 I . 3 3.
* 3 490 Ty

und entsprechende Gleichungen fiir P,, Qy, P;, Q,.

Indessen konnen diese Konstanten nach diesen Gleichungen nicht
mit der erforderlichen Sicherheit bestimmt werden, da bei kleinen
Bogen Differenzen von nahe gleich groen Werten auftreten wiirden.
MEeRTON nimmt daher eine Umformung vor. Ersetzt man in den Gl. (24)

73sin vy durch 7;sin (v3 —vr) cos vr +#3cos (v3 —v1) sin v;
73c0s v3 ,,  #3C0S (v3 —vr) COS Ur —73 Sin (v3 — 1) Sin vx .
und setzt zur Abkiirzung

’ . ’ / !
, , o 7173€08 (V3 — Ur) _ X7 a3 4 195 + 25
2y —ox, =1", wo o= . = = = =3, (25)
vZ Y1
so erhilt man cosv sinv
’ 1] 1 0 1
P, =, = — 2 =
sin v cos U (26)
’ ’ b 0 !
Qx = X — + X 5
V1 4

und entsprechende Gleichungen fiir die P, P,, Q, Q, Ferner ist

X024 Y02 | 202 =702, (27)

Zur Berechnung der Konstanten ist die Kenntnis der v1, v; vorausge-

setzt. Diese und die Elemente M, ¢, u sollen zunichst bestimmt werdén.

Wie schon erwihnt, bedient sich GAUss bei der Berechnung des Para-
meters p der gefundenen Werte der ¥;. Nach Gl (2.12) ist

- r1738inz2 fo — _ 7173 8in (V3 — V1) —
“/p_‘ k(l—g—-t?) yZ_— Tg 2 (28)

und entsprechend
— __ nansin(v3—wy) —  #r#;psin (U — i) —
VP - 70 Y= 79 3
Man erhélt somit fiir den Parameter p 3 Werte, die bei exakter Rechnung
Tlibereinstimmen miissen. Sollten infolge von Abrundungsfehlern kleinere
6%
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Abweichungen bestehen, so kann man der weiteren Rechnung einen ge-
mittelten Wert zugrunde legen. Dabei wird man zweckmiBig dem
zuerst aufgefiihrten Wert, der aus den Koordinaten der beiden duBleren
Orte abgeleitet ist, erhéhtes Gewicht geben. Man kann sich auch damit
begniigen, $ nur mit Benutzung der Gl. (28) zu bestimmen.

Bei Einfithrung von 7° nimnit Gl. (28) die Form an

V=" (20)

Die fiirr die beiden duBeren Orte aufgestellten Gl. (1.26) kann man

schreiben

p - -
S, I=ecosv =g, (30)

—Z——I=6005‘U3=q3. (31)

Setzt man v3 = w1+ (v3 —v1), so wird aus der 2. Gleichung

e Cos vr Cos (V3 —v1) — e sin vr sin (v3 —vr) = g3
oder
g.€0s (V3 —v,) — g3
sin (v3 — vs) ’

esin vy = (32)

Aus den Gl. (30) bis (32) erhdlt man e=sing und v:. v; —v: und damit
v3 wird bestimmt aus
r173 sin (‘03 — 'UI) =7 7.
Die mittlere Anomalie erhilt man auf dem Wege iiber die exzentrische
Anomalie E. Zunichst ist nach Gl (2. 13)

tg1E: = |[iotgin  tgiEs=|/trrtelns, (33)

dann nach Gl. (1. 39)

M1=E1 ——esinEI M3=E3—esinE3. (34)
Die mittlere Bewegung u findet man aus
M; — My
u= ";ﬁ: (35)
a aus
a= 4

(1—e)(1+e)"

Nachdem die v:, v; bekannt geworden sind, konnen jetzt die 6 Kon-
stanten P;, P,, P;, Q,, Q,, Q; nach Gl (26) berechnet werden. Die
der Bestimmung der Bahnlageelemente w, &, ¢ dienenden Formeln

sinssinw = Pjcose — Pysine
sinicosw = Q;cose — Qysine
: : (36)
sin § = (Pycosw.— Q, sin w) sec &
cos = Pjcosw — Q,sinw
erhilt man endlich nach den Gl (3. 22).
Damit sind die gesuchten 6 Elemente M, w, &, ¢, ¢, p bestimmt.
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§ 27. Formelzusammenstellung*.

Gegeben sind die Beobachtungszeiten ¢; und die topozentrischen auf
das mittlere Aquinoktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobach-
tungen «;, 8, und Sonnenkoordinaten X(,, Y{,, Z§; (i=1, 2, 3). (Re-
duktion siehe § 22.)

a) Konstante Hilfsgrofen.

a; = cos d; cos &;
b, =cos 0, sin a; (I
¢; =sin §;
Kontrolle: a}> + 0> +c/* =1
2 R;cos 19,' = —2 (d;Xé, —+ b: Y’Ot -+ C;Z(’D,)
R} = X3 + Y% + 26
ai-n Ay —ajd, + al-ng Ay =n, XG;, — XG, o+ 1, X
biemg Ay — 0, A, + bsny Ay =n, Yo, — Yoo + 1y Yo, (I11)
rmdy — A, + cong Ay =mn Zo — Zo, + 1y Zgs

(1)

Aus diesen Gleichungen werden #:4: und #n34; eliminiert. Man wihlt
dazu zweckmiBig diejenigen Gleichungen, deren Richtungskosinusse die
gréBten Anderungen aufweisen. Man erhilt eine Gleichung fiir 4, von

der Form
atn, —d + dfn,
D’ o

A2=

b) Die erste Ndherung.
Tt =Rk({t3—t) Ta=k({3—t) T3=Fk(F—t)
k=0.0172021
Kontrolle: 71 +13=1

nf:% n;’:% (1V)

Kontrolle: n;+n]=1
V= ¢T173 (I + n) vy = 7173 (I + 73)
Kontrolle: 71 73 =2 (1 + ¥3)

o dlud—db 4 dlng o _ div, 4 div,
B — o l =— 5 V)
A2=k°—l°713— 72 =R:+2R,cosd, 4, + 42 (VI)

t Es ist anzuraten, den Kontrollen im Verlauf der Bahnrechnung nicht blind-
lings zu vertrauen. Einerseits besteht die Méglichkeit, daB die Rechnung Fehler
enthdlt, auch wenn eine Kontrolle stimmt. Andrerseits sind bei Auftreten
anormaler GroBen Abweichungen moglich, ohne daB direkte Rechenfehler vor-
liegen. Zeigt sich eine Abweichung, so muB in jedem Falle gepriift werden, ob
sie plausibel ist und ob die Rechnung frei von Rechenfehlern ist. Vorsichtiges
Rechnen und Anwendung der Kontrollen fithrt am raschesten zum Ziele.
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Die GroBen £°, 1° und damit auch 4, sind im allgemeinen nur auf wenige
Dezimalstellen gesichert. Man kann sich damit begniigen, diese GréBen
mit verminderter Genauigkeit, etwa auf 4 Dezimalstellen, anzusetzen.
Bei der unvermeidlichen Unsicherheit der Beobachtungen ist es auch
bei Benutzung der Maschine nicht ratsam, die Rechengenauigkeit von
vornherein soweit zu treiben, daB3 auch die unsicher bestimmten GréBen
in 6stelliger Genauigkeit erhalten werden. Will man andrerseits die er-
forderliche Darstellung der Beobachtungen innerhalb ihres Genauigkeits-
bereiches erzielen — das ist notwendig, um ein Urteil iiber die erreichte
Genauigkeit zu erhalten — so ist es erforderlich, auch die weitere Rech-
nung von den Entfernungen bis zu den Elementen in der der Beobach-
tungsgenauigkeit angepalBten rechnerischen Genauigkeit durchzufithren.

Die Bestimmung der Unbekannten 7, und 4, aus den Gl. (VI) kann
entweder mit Hilfe der GauBschen Gleichung (siehe S. 106) oder fiir die
numerische Rechnung bequemer im Néherungsverfahren erfolgen.

Bei Anwendung des letzteren Verfahrens kann man bei einem kleinen
Planeten fiir 1:73 den Durchschnittswert 1/20 einsetzen, damit einen
Niherungswert von 4, aus der 1. Gleichung bestimmen und das Nihe-
rungsverfahren mit runden Werten von 4, beginnen, die den eben ge-
fundenen Néherungswert einschlieBen. In verminderter Stellenzahl
kann man die beiden Gl. (VI) zunichst unter Zuhilfenahme eines Rechen-
schiebers oder einer Multiplikationstafel, dann in der erhdhten Genauig-
keit mit der Maschine durchrechnen.

Bei einem Kometen wird man sich mit ein paar Versuchen rasch
einen Niherungswert verschaffen.

Zu beachten ist, namentlich bei Kometen, die Moglichkeit einer
doppelten Lésung. Die beiden Losungen erhilt man leicht, indem man

sich eine kleine Zeichnung der Kurve 4, ——(ko — l°—13—> = o fiir verschie-
dene Werte von 4, herstellt (siehe § 29). ’

n, =mn, + % n, =mng + :}—2 (VII)

n3 A3 erhilt man aus einer der Zwischengleichungen im Eliminations-

verfahren, #: 4 aus einer der 3 Gl. (III), und zwar wihlt man diejenigen

Gleichungen, in denen die Koeffizienten von #; 43 bzw. #: 4: am groBten

sind. (Kontrolle durch Einsetzen der n:, n3, #:4:, n34; in die beiden

anderen der Gl. (III).)

. n
A; = 4= 12

7?=R?+ 2R, cosd, 4, + 42 73 =R+ 2R, cos?, 4, + A3
w=aid; — Xb
yi=bid; — Y5 (VIII)
2;=C§A¢—Zéi
Kontrolle: % + yi* + 21> =7} .

ny Ay

N1
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c) Das Verbesserungsverfahren.
2=t — Ad, 12=1,— A4, tg=t,— A4, (IVa)
A = 0.005770 in Einheiten des mittl. Tages
TP="Fk () — 1)) 1) =Fk (2 — 1)) Ty =kt —1))

TO TO
R
T2 T2
2 ' roas ’
31—7273+x2x3+y2y3+2223
2 ’ ’ ’ ’ ’
32=7173+x1x3+y1y3 +z123 (IX)
2 ’ ’ ’ ’ a J
Ry =17.7, +x1x2+yxy2+ztz2
It 02 II 02
L h = 9 U 2 h, = g "
9 ™ 2)2 9 "2 R 2)2
%32 3 K14 724 73 %2 \—3 %+ 114 73
1L .02
Ity — 9 °3
9 "3 = 2)z
S\ +n+n
1x
— 5 hi
= I Io 9
y’ +I I—l——l‘gih;
I+l9£h1

22/2 = 0.942809, - = I.222222, 12 = 0.90Q0QI.

Uber die Berechnung des Kettenbruchs siehe die Ausfithrungen auf
S. 30. Der Kettenbruch reicht (bei 6stelliger Rechnung) im allgemeinen
bis zu Bogen v; —v: von etwa 30° aus. Bei gréBeren Bogen verwendet
man die anderen S. 29ff. gegebenen Verfahren zur Berechnung der ;.
5 m=nil (X)
Stimmen die so erhaltenen Werte der #:, #; mit den aus Gl. (VII) er-
haltenen {iiberein, so kann man sofort an die Ableitung der Elemente
gehen, sofern man darauf verzichtet, den Aberrationszeiten in der
1. Ndherung Rechnung zu tragen. Man kann unbedenklich darauf ver-
zichten, wenn das Ziel der Bahnbestimmung nur in der Berechnung
einer Ephemeride besteht, die die weitere Verfolgung des Objektes in
derselben Erscheinung erméglichen soll. Von ungewdhnlichen Bahn-
verhdltnissen abgesehen, ist die durch die Nichtberiicksichtigung der
Aberrationszeiten in der 1. Nidherung entstehende Anderung im geo-
zentrischen Ort duBerst gering. (Vergleiche das Ergebnis der 1.und
2. Ndherung im Beispiel.) Tatsichlich reicht in der gegenwirtigen
Praxis schon die 2. Niherung sehr hiufig aus. Handelt es sich um eine
endgiiltige Bahnbestimmung, die die Auffindung in einer spiteren Er-
scheinung erméglichen soll, so wird man vorsichtigerweise jede Vernach-
lissigung vermeiden und mit den Werten

n,=mn

0 = —
— o__ T3 — 0 (Y2 3 — 0 (2 3
m=r M= g V= <i—1>72’ v, =N, (_57_3—I>72 (XI)

T
das Formelsystem (V bis XI) erneut durchrechnen.
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Ist die Ubereinstimmung zwischen den aus den Gl (VII) und (X)
erhaltenen Werten der #:, #5 nicht geniigend, so wird man die mit dem
Formelsystem (XI) beginnende 2. Ndherung auf jeden Fall durchrechnen.
Das Verbesserungsverfahren ist als abgeschlossen zu betrachten, wenn
in den #:, n3 keine Anderung mehr eintritt.

Zur Kontrolle kann man die Darstellung der benutzten mittleren
Beobachtung nachrechnen nach

A,cosd,coso, = nxf + ny %5 + X§, (XII)
A, cos b, sin o, = n,y; + nyy5 + Y,
A,sin 6, =M 21 + Ny2 + 2§ ,.

d) Die Ableitung der Elemente.

oy oy + o v + 7 2
v:
X =x;— 0% (XIII)
’ ’
Y =93 — 0y
=2z —02z

70 — "/W.l_ y02 _|_ 202

g =

Kontrolle: (r;7°)*= (yr25 — z:y3)*+ (¥125 — 20 %3)* + (%] y5 — y1 %3)°
) re 70
sin (v3 — v1) = T
i ! A i
cos (v; — V1) = x’x3+3;‘ 3,3-}-3: B (XIV)
17y
— yy¥0 _
Vp = 79 Ya
Kontrolle: = Z nyy = 27 ny 5y
1 3
P b
91 = P I 93 = o 1
eCcos v = (1 (XV)

. cos (v3 — vr) —
¢ sin v, = 22 (v — v1) — g3
sin (v; — v1)

v3 = v + (v3 — v1)

Kontrolle: p = 7; (1 + ecosvs)

. 4
e=sing 4= Goghg
tg§E1=]/i__;:tg§'vz (XVI)

1 I'_‘—; 1
gz E; = Vﬁ?tg?vf*

Kontrolle: acosgsin (Ey — Ex) = Vri7;sin £ (v3 — v1)
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e® = 57.29578-¢
M; = E; — e°sin E;

M; = E; — ¢°sin E; (XVII)
My — M,
n= W
Kontrolle: u = Ll
afa
k° = 0.985608
M, +:u(to _tg):Mo =M3 +;u’(to _tg)
) __ s COSUL sin vy y__ _ssinu COSs U1
Px =% 71 - T Qx =% 71 + 0 70
COS Uy sin vy sin vy COS ¥y
Pi=yi———y——  O=yi——+y—— XVII)
cos v sin vy , sinv; cos v
Py ST o SRl gr g DUy g SO0

P 4 Py 4Pl =1
Kontrollen: 240y +0:r=1
P;Qi+ PyQy + P;Q; =0
sinisinw = P/ cose — Pysine
sinécosw = Q; cose — Qysine
sin& = (Pycosw — Qysinw) sece
cos& = Pjcosw — Qssinw
¢ aus Tafel 2

(XIX)

Kontrollen: sin § und cos § miissen zu demselben Winkel gehéren;
Plsinw + Qicosw = — cosisin§.

Die letzte Kontrolle stellt auch eine Kontrolle fiir den Quadranten
von ¢ dar.

e) Kontrolle durch Nachrechnung von Beobachtungen. Wihrend
die véllige Darstellung der benutzten mittleren Beobachtung lediglich
fir die Korrektheit der Rechnung spricht, erhédlt man ein Urteil iiber
die Brauchbarkeit der Elemente nur durch Nachrechnung von min-
destens einer bei der Bahnrechnung nicht benutzten Beobachtung.

Besteht das nichste Ziel nur darin, auf Grund der Vorausberechnung
ein weiteres Verfolgen des Objektes in derselben Erscheinung zu er-
moglichen, so wird man sich zweckmiBig damit begniigen, nur eine
oder doch nur einzelne Beobachtungen nachzurechnen. Man wihlt dazu
diejenigen Beobachtungen aus, die von den bei der Bahnbestimmung
benutzten moglichst weit entfernt sind, da ein etwaiger Fehler in den
benutzten Beobachtungen sich in deren Nihe nur wenig, in gréBerer
zeitlicher Entfernung aber stirker bemerkbar macht. Rechnet man
mehrere Beobachtungen nach, so wihlt man diese tunlichst in den beiden
Zeitrdumen (zwischen ¢ und #, bzw. ¢, und 7;).
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Die Nachrechnung kann nach den G (1. 39), (3.24)
M=Mo+‘u(t°'—to)
E—e¢snE=M
Acosdcosa = aPj(cosE —¢e) + acospQisinE + Xg
Acosdsina = aPy(cosE —e) +acospQysinE + Y5  (XXI)
Asiné = aP]/(cosE —e) +acospQ;sinE + Z;
erfolgen. Die Aberrationszeit kann man mit ausreichender Genauigkeit
mit Hilfe der Werte fiir die benutzten Beobachtungen ermitteln. Uber
die zweckmiBige Bestimmung der exzentrischen aus der mittleren
Anomalie siehe die Ausfithrungen in § 67. Die Behandlung der Be-
obachtungen und Sonnenkoordinaten erfolgt in derselben Weise wie
bei den der Bahnbestimmung zugrunde gelegten Gréfen. '

LaBt die schlechte Darstellung von Kontrollbeobachtungen darauf
schlieBen, daB so stark fehlerhafte Beobachtungen benutzt sind, daB
die weitere Verfolgung auf Grund der Vorausberechnung in Frage ge-
stellt wird, so wird man andere Beobachtungen einer neuen Bahn-
bestimmung zugrunde legen (siehe §15).

Ist in der gleichen Erscheinung eine weitere Verfolgung nicht mehr
zu erwarten, so wird man mdéglichst alle vorhandenen Beobachtungen
nachrechnen, um einen Uberblick zu erhalten, ob die Bahnelemente ver-
besserungsbediirftig sind und gegebenenfalls zur Bahnverbesserung
schreiten (siehe Abschnitt 21—=23).

(XX)

§ 28. Beispiel.
a) Ausgangsdaten und konstante HilfsgroBen. Gegeben seien die
topozentrischen Beobachtungen des Planeten (931) Whittemora:
Ort 1920 M. Z. Algier o )
Algier Mirz 20 obh s5m 528 11h 19m 518519 4 18°47 29”6
» Apr. 6 9 46 43 1T 9 26.54 -+19 36 4I.5 ; 1920.0
2 . 22 8 27 48 1T 4 7.61 419 36 1.5
Die Reduktion dieser Beobachtungen (Verwandlung der mittleren Orts-
zeiten in M. Z. Gr.) und die Umwandlung der zugehérigen geozentrischen
in topozentrische Sonnenkoordinaten ist S.66 an einem Beispiel er-
lautert.

* 20837065 3793b902 53934421

o 169° 57’ 47779 | 167° 21’ 3872 166° 17 542

0| +18 47 296 |+19 36 41.5 |4+19 36 1.5
sin o -+ 0.174279 +0.218814 -+ 0.241385
cos 0 ‘ -+ 0.946697 -+ 0.941990 -+ 0.942055
cos & — 0.984696 — 0.975767 — 0.970430

* Mit Riicksicht auf den zur Verfigung stehenden Raum und die groSere
Ubersichtlichkeit ist vor den in einer Zeile stehenden 3 Zahlengr68en der Formel-
ausdruck ohne Angabe von Indizes nur einmal aufgefithrt. Die Indizes treten —
siehe die Formelzusammenstellung — entweder in der Reihenfolge 1, 2, 3 oder in
der der Kombinationen 3 2, 3 1, 2 1 auf.
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Xo | +0.996424 +0.958665 +0.849396
Yo — 0.000764 +-0.265070 -+ 0.494107%
Zé — 0.000345 +0.114958 -+ 0.214305
a’* — 0.932209 — 0.919163 — 0.914198
v’ + 0.164989 -+ 0.206121 -+ 0.227398 (I)
sin § =¢’ +0.322126 +0.335641 +0.335458
2 Rcosd + 1.858225 +1.575897 +1.184534 I
R? 0.992861 1.002516 1.011542 ( I)
— 0.932209 #141 4 0.919163 A2 — 0.914198 #3435 = + 0.996424 n1 — 0.958665 - 0.849396 %5
+0.164989 ,, —o0.206121 ,, 4+0.227398 ,, = —0.000764,, —0.265070 + 0.494107 ,,
+0.322126 ,, —o0.33564I ;, +0.335458 ,, = —0.000345,, —0.114958-+40.214305 ,,
1. Elim.-Faktor — Z—' = 4 0.176987 2. Elim.-Faktor — %‘— = 4 0.345551
I I
—0.164989 #; Ar +0.162680 A; — 0.161801 #3435 = 4 0.176354 %1 — 0.169671 + 0.150332 73
—0.322126 ,, -o0.317618 ,, —0.315902 ,, = -}0.3443I5 ,, —0.331268 4 0.293510 ,,
—0.043441 A; +0.065597 n343= +0.175590%:1 — 0.434741 4 0.644439 73
—0.018023 ,, +0.019556 ,, = -0.343970 ,, —0.446226+ 0.507815 ,,
. 0.019556
. Elim.-Faktor — ————— = — 0.29812
3 0.065597 9123
+o0.012951 45 —0.019556 n3A3 = — 0.052347 %1 + 0.129606 — 0.192122 #3
— 0.005072 4, = - 0.291623 %1 — 0.316620 -} 0.315693 %3
b) Die erste Ndherung.
t—t| 41594519 + 32997356 + 17902837
T + 0.274291 +0.567214 -+ 0.292924
n? +0.483576 ng +0.516426 (IV)
V1 -+ 0.019867 V3 -+ 0.020307
+0.005072 k° = —0.291623 #? 4-0.316620 — 0.315693 %9
‘+0.005072 I° = +40.291623 ¥: -+ 0.315693 v3 (V)
I
Ay = 2.4775 — 2.4062 —
: 73 (VI)
72 = 1.002516 + 1.575807 4, + A
Roher Niherungswert fiir 4, 2.4
Beginn der Versuchsrechnung mit
Az 7'§ 72 Az
2.00 8.15 23.27 2.374
3.00 14.73  56.53 2435
Endwerte von 7, und A4,
4, 2.4077 3 34.48092
123 3.254815 1:73 0.0290015
viird 0.000576 vy:73 0.000589 (VII)
2 0.484152 "3 0.5170I5
n1 Ay 1.097461 n3ds 1.342269

* Die Kontrollen — siehe die Formelzusammenstellung — miissen im allge-
meinen bis auf einige Einheiten der letzten Stelle stimmen. Von einer Wiedergabe

der in der Maschine erscheinenden Resultate der Kontrollrechnungen ist hier
abgesehen.

(IT1)
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TN N e R
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c) Das Verbesserungsverfahren.

44
1o
to — o
70

ng

2
%

II

=R 7°

2
%2 (2Z;x+r+r)
3
y

\oI"'

52 : %
N1
Diff.

2.266770
10.34328
— 3.109527
+0.374756
+0.730531

3.216097

odo1308
20.35757
15.94410

0.274272

0.483570

21.4091
4.62700
0.0919418

233.523
0.0003937
1.0003577

1.0012006

0.484151
—1

2.407700
10.59382
—3.171734
+0.231208
~+0.693165

3.254815

o0do1389
3738513
32.97166
0.567182
ng

21.1196
4.59561
0.393183

228.922
0.0017175
1.0015587

V213
N3
Diff.

2.596190
10.82702
—3.222828
+ 0.0962614
—+ 0.656608
3.290444

(VIII)

odo1498
53-32923
17.02756

0.292910

0.516430

(IVa)

20.9234
4.57421
0.104862

225.628
0.0004648
1.0004224

1.0011358

0.517017 ,
+2 (X)

Wiirde man die bisherigen Resultate zur Nachrechnung der mittleren
Beobachtung nach Gl. (XII) benutzen, so erhielte man fiir die Ab-
weichungen d« und 46 im Sinne Beobachtung minus Rechnung die

Betrage: da= —0"1, d6=40"1.

v | 0.020019 v3 | 0.020225 (XI)
+ 0.005072 k° = — 0.291623 7} + 0.316620 — 0.315693 #% v
+ 0.005072 10 = + 0.291623 ¥; + 0.315693 3 ( a)
Az = 2.4777 — 2.4099 l
P 0 (VIa)
72 = 1.002516 + 1.575897 A5 + A2
A4, 2.4078 r3 34.48405
72 3.254913 173 0.0289989
Vv 0.000581 V3173 0.000587
Nz 0.484151 73 0.517017 (VIIa)
ni s 1.097481 n3ds 1.342348
Y| 2.266816 2.407800 2.596332
¥? | 10.34357 10.59446 10.82793
¥ 3.216142 3.254913 3.290582
%" | —3.109570 — 3.171826 — 3.222958
¥ | +0.374764 +0.231228 +o.0962037 (VI1Ia)
Z" | +0.730545 +0.693198 +0.656655
7173 10.58298
wlwh 4 ylyh+ 2l 10.53782
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Eine Wiederholung des Verbesserungsverfahrens wiirde ergeben, daf
in den 71, #3 keine Anderung mehr eintritt, wie es angesichts der kleinen
Abweichungen im 1. Nidherungsverfahren vorauszusehen ist.

" Kontrolle durch Nachrechnung der mittleren Beobachtung.

d) Die Ableitung der Elemente.

o
x°

yO
z°
sin (v3 — v1)
cos (v3 — v1)

Vo

qr

e sin vr
tg v:
(31

sin vx

COSs Vg

tg—z"Ul

sin E;
M,

n

to

M,

COS V1 %1
— sin g0

A3 cos 05 cos oy
A3 cos §; sin a2

A, cos 62
A sin 62

B —R: cos 6;da,= —0"'1

+ 1.018780
— 0.0549903
— 0.285508
— 0.0876096
~+ 0.0922839
+0.995733

1.724598

— 0.0752156

+ 0.230176
— 3.060216
108209607

+0.950537
- 0.310611

54204804
+1.378812
+1.076980

47912261

94.24522

14901371

+0.997256
80240889

0.1754992

60.0
87936611

— 0.0965788
— 3.130185

+0.472448

+0.857499
+ 0.203679

— 2.213161
+0.496298
— 0.224248
167° 21’ 3873
+2.268124
+0.808154
+0.356309
+19° 36" 4172
61 = —I— 0’.’3
702 0.0022142
7 0.303668
[T 0.976639
tg (v3 —v1) —+ 0.0926794
V3 — Vs 5229501%*
|l 2974238
qs — 0.0961362
U3 113939108
e 0.242154
1—e 0.7810
14 e 791093
e° 13287440
303 56260554
tg 2 vs +1.522096
tg 2 E; -4-1.188899
35 49293233
E; 99.86466
cos @ 0.970238
a 3.159508
sin E; -+ 0.985215
M 86219539
v’ 6317797
M, 87236610
sin vri7; + 0.295552
cos vr:#0 — 1.022864
M —0.862792
Q)| o0.402798
Q:| +o.305527

(XII)

(XIII)

(XIV)

(XV)

(XVI)

(XVII)

(XVIIT)

* Zum Schutz gegen die Anhéufung von Abrundungsfehlern empflehlt es sich,
die 5. Dezimale des Grades mitzubestimmen.
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sin & -+ 0.397944 cos ¢ +0.917410

sin ¢ sin w — 0.154379 sin §) + 0.920288

sin 7 cos @ -+ 0.120002 cos § —0.391249
tgw — 1.286470 tg ) —2.352180 (XIX)

w 307985867 9 113203217

sin @ — 0.789527 sin 2 +0.195534

cos w +0.613716 i 11927592

Zusammenstellung der Elemente:
Epoche ¢, = 1920 Apr. 29.0 M. Z. Gr.

M, 8793661 w 30798587 Ekliptik,
® 14.0137 95 113.0322 Mittl. Aequin.
u 6317797 7 11.2759 1920.0

Konstanten unter (XVIII).

e) Nachrechnung einer nicht benutzten Beobachtung.

45431797 X3 | +o0.912908
o 166° 32’ 52/2 Yé +0.382348
O | +19 41 419 Zo5 | +0.165837

o, d, X, ’O,Z'o sind topozentrische Koordinaten, bezogen auf das
mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs 1920.0.

A4 odorg40 A cos 6§ cos o —2.285171
to 45.30357 A cos d sin -+ 0.546605
M 84278689 tga —0.239197
E 98.50859 o 166° 32’ 520 (XX)
sin E ~+ 0.988994 Acos d -+ 2.349636 (XXI)
cos E — 0.147958 A sin 6 + 0.841067
acos gsin E + 3.031736 tg o +0.357956
a (cos E —e) — 1.232562 0 | +19° 41" 42’5

B—R: cosdda=-+0"2 dé=—ol'6

Die geringen Abweichungen lassen den SchluB zu, daB auBer der Bahn-
rechnung auch die Beobachtungen frei von gréberen Fehlern sind.

§ 29. Die mehrfachen Lésungen nach CHARLIER.

Die Losung des Problems war reduziert auf die Auflosung der beiden

Gleichungen
7;=R; +2R,cosd, 4, + 47, (37)

M=k —l s (38)

nach 7, und 4,. Eliminiert man A4,, so erhilt man die Gleichung
RO — zw-:? = — Ryc08 %, + Jr2 — (Rysin o)
zur Bestimmung von 7,. Man kann sie in die Form bringen
78 — [(k°+ R, cos ;) + (R, sin #,)%] 78
420 (k° 4 R,cos )73 — o2 =0, (39)

und erhdlt damit eine algebraische Gleichung 8. Grades, die bereits
LAGRANGE aufgestellt hat. Diese Fundamentalgleichung der Bahn-
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bestimmung aus 3 Beobachtungen tritt letzten Endes in allen Methoden
der Bahnbestimmung auf.

Eine Wurzel der Gleichung entspricht der Erdbahn; denn 7, = R,
befriedigt Gl. (39). Dann ist 4, =0 und

I
ko=l
R}

Setzt man diesen Wert fiir 20 in die allgemeine Gl. (38) ein, so tritt an
deren Stelle die Gleichung

a=r(g-3) "

In aller Strenge gilt diese Gleichung nur, wenn die Beobachtungen vom
Zentrum des Systems Erde 4 Mond (Baryzentrum) gemacht sind, da
dieses, nicht das Geozentrum, die Ellipse um die Sonne beschreibt.

Setzt man nun — ohne Indizes — zur Abkiirzung % =&, 7?— =1,
l . .
w ={, so kann man die Gl. (37) und (40) schreiben
2=1-4 n*+ 2ncos?, (41)
n={(1— ). (42)

Fiihrt man den Ausdruck von # in den von &2 ein, so wird

o) ot

oder

& — 1 + cos P — [C <I ——?13—) + cosﬁjzz o
oder entwickelt
1 (&) =& —[1 — cos ¥ + (cos & + £)?] &°
+2f(cos?+ )& —P=0. (43)

Dies ist die Charliersche Form der Lagrangeschen Gleichung. Da sie
die Wurzel §=1 (r=R) hat, so geht ihr Grad auf den 7. Grad herab.

Der Ausdruck {(cos®+¢{) ist, wie CHARLIER bewiesen hat, stets
positiv. Denn wenn 1. {>>o0 ist, so ist nach Gl (42) &>1 und  <¢.
Ist cos ¢ positiv, so ist es auch £ (cos # - £). Ist cos & negativ (=— cos #),
so folgt aus 2= 1+ —2 cos ¥z, daB, damit & >1 bleibt, 5 > 2 cos?’
sein muB. Also ist auch {> 2 cos® > cos®'. Wenn 2. ¢ <0 wire, so
wire nach Gl. (42) § <1, also nach Gl (41) %+ 2 cos 97 negativ, d. h.
cos ¥ negativ, oder {(cos &) positiv.

Wie groB3 ist nun die Anzahl der reellen Wurzeln der Gl. (43)? Wegen
des negativen Vorzeichens von {2 findet ein dreimaliger Zeichenwechsel
statt. Nach dem Satz von CARTESIUS iiber Zeichenwechsel und Zeichen-
folgen ist dann die Zahl der Wurzeln héchstens gleich der Anzahl der
Zeichenwechsel oder um eine gerade Zahl kleiner. Da auBer &=1
(Erdbahn) noch die unbekannte Bahn des beobachteten Himmels-
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korpers existieren muB, so sind notwendig immer 3 positive Wurzeln
vorhanden.

Die beiden hier allein in Frage kommenden positiven Wurzeln be-
dingen deswegen aber nicht auch immer eine Doppellésung. Sie sind
vielmehr nur dann beide verwendbar, wenn beide > 1 oder wenn beide
< 1 sind. Hingegen existiert keine Doppellésung, wenn eine Wurzel < 1

und die andere > 1 ist, da bei einem Zeichenwechsel von 1 —-?13— in
Gl. (42) beim Durchgange von & durch 1 wegen der Konstanz von ¢ fiir
ein bestimmtes Gestirn # nicht mehr stets positiv sein kann. (Lam-
bertscher Satz von der Kriimmung der geozentrischen Bahn).

Um die Bedingungen fiir die Existenz einer doppelten Lésung kennen-

zulernen, sei zunichst aus Gl. (43) die Wurzel § =1 eliminiert. Setzt

man
1) =E—1)g(), (44)
so hat g(&) zwei reelle positive Wurzeln. Durch Differentiation wird
d d
PO —g) + ¢ —1) 9. (43)

Aus Gl. (44) und (45) folgt, daB g(o)={", also stets positiv, und
g(T)=2(x —3 cos #{) ist. Ist g(x) > o, so kann die g-Kurve zwischen
den positiven Ordinaten in 0 und 1 nur keinmal oder zweimal durch die
Abszissenachse hindurchgegangen sein, d. h. so sind die beiden positiven
Wurzeln entweder beide > 1 oder beide <1 (doppelte Losung). Ist
hingegen g(1) <o, so ist eine Wurzel <1 und eine > 1.

Also lautet das wichtige Kriterium fiir das Auftreten einer doppelten
Losung in der ihm zuerst von OPPOLZER gegebenen Form

I1—3cos¥l>o0, (46)

oder wenn man die Werte fiir cos & und ¢ nach Gl. (41) und (42) ein-
setzt

1\~ !
I>%(£2~I—n’)<l~g) : (47)
Dieser Ungleichung hat CHARLIER eine geometrische Deutung ge-
geben. Ist o) £>1, so kann man dafiir schreiben
"> 8+ g —i
pE<t <8+ im—i

Betrachtet man jetzt & und # als bipolare Raumkoordinaten eines
Punktes bezogen auf die Einheitsstrecke Erde —Sonne als Grundstrecke,
so ist die Grenzfliche, die die beiden durch die Ungleichungen o und g
gekennzeichneten Gebiete trennt, gegeben durch

P=E i3 (48)
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Sie ist eine Rotationsfliche, deren Symmetrieachse die Gerade Erde —
Sonne ist.

Die Untersuchung dieser Fliche kann auf die der Schnittkurve mit
irgendeiner Ebene durch die Symmetrieachse beschrinkt werden.
Gl. (48) stellt dann die Gleichung dieser Meridiankurve in bipolaren
Ebenenkoordinaten dar.

Da dieGréBen &, 7 und 1 ein Dreieck bilden, soist é4+% >1, 941 >¢,
&+ 1>, so daB & nicht beliebig klein sein kann. Das Minimum erhélt
man aus

E+rp=8+ig—

wlwn

oder aus
36 +4= gg also  &min = 0.56042566 .

CHARLIER hat die Werte von # fiir eine Reihe von Werten von & gegeben.
Indem man & alle Werte von & min bis + oo erteilt, erhidlt man die Grenz-
fliche, von der eine Schnittkurve in Abb. 12 gegeben ist. Es ist auch
noch ein Schnitt durch die Kugel mit dem Radius R = 1 mit der Sonne
als Mittelpunkt eingezeichnet; um die Gebiete der Doppellssungen zu
trennen. Der Raum bzw. die Schnittebene wird so in 4 Gebiete ab-
geteilt:

Gebiet| Ungleichung & ‘ Zahl der Losungen
A4 B T <1 2
B o <1 1
C o >1 2
D B >1 1

In Abb. 12 sind die Gebiete der doppelten Losung gestrichelt. Bei
der Erde hat die Kurve einen Doppelpunkt. Der Winkel, den die Tan-
genten im Doppelpunkt an die Kurve mit der Rotationsachse bilden,
kann folgendermafBen bestimmt werden. Setzt man zum Ubergang von
ebenen bipolaren in rechtwinklige Koordinaten mit dem Anfangspunkt
in der Erde n2=x2+1y2, &2=(1 —x)2+y2=1—2x+ 22+ 2, so er-
hélt bei Beschrinkung auf quadratische Glieder die Gleichung der Kurve
in unmittelbarer Nihe des Nullpunktes die Form

0=4x*—y*=(2x—y)(224+).
Aus der Kurve werden hier also zwei Gerade; oder die beiden Tan-
genten bilden mit der Geraden Erde—Sonne den Winkel
arc tg 42 = 4 63°4.

Im Gebiete der Doppellésung existiert eine Rotationsfliche, deren
Schnitt CHARLIER die singuldre Linie nennt. Ihre Gleichung in bipolaren
Koordinaten ist 92 = 1 — 3£+ 2 £°. Durch die singulire Linie sind die
Gebiete der doppelten Lésung 4 und C in je 2 Teilgebiete A, 4, bzw.

Ci, C; getrennt. Die Linie enthilt die Positionen der Punkte, in denen
Stracke, Bahnbestimmung. 7
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—— Ty I
=2 J.

—

Abb. 12.
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die beiden reellen positiven Wurzeln der Lagrangeschen Gleichung
koinzidieren. Wenn z. B. der tatsichlich existierende Korper I sich
im Gebiete A; aufhilt, so steht der Pseudokérper II im Gebiete A,.
Bewegt sich I auf der Linie E P auf ihren Schnitt mit der singuldren
Linie zu, so tut es auch II. Im Schnittpunkte koinzidieren die Kérper I
und II.

Von weiteren Eigenschaften der singuliren Linie sei folgende ge-
nannt. Die Elemente der unbekannten Bahn kénnen bei nicht zu groBen
Zwischenzeiten in konvergente Reihen, fortschreitend nach Potenzen
der Zwischenzeiten entwickelt werden, bei denen die Koeffizienten be-
kannte Funktionen der beobachteten geozentrischen Koordinaten sind.
Konvergent sind diese Reihen nur, wenn der Korper von der ersten zur
dritten Beobachtung nicht die singuldre Linie (Fliche) kreuzt.

Schreibt man Gl. (42) in der Form

n=2(z—1) (49)

WO %= ——% gesetzt ist, so erhilt man fiir x=o0 den S. 97 erwdhnten

Einheitskreis; fiir positive bzw. negative Werte von » wird £ <1 bzw.
> 1, d. h., es liegt die durch Gl. (49) dargestellte Kurve innerhalb bzw.
auBerhalb dieses Kreises.

In Abb. 12 sind die Kurven fiir mehrere Werte von x eingezeichnet.
Von den nach Gl. (49) berechenbaren zusammengehorigen Werten von £
und 7 geben nur diejenigen einen reellen Punkt, fiir welche die Un-
gleichungen &+9>1, n+1>&, £+ 1> erfiillt sind. Die Kurve hat
einen Doppelpunkt fiir » = — 0.295933 (Abstand von der Sonne
= 2.785348); fiir Werte — 0.295933 < » < o zerfillt die Kurve in zwei
Zweige, deren einer innerhalb, der andere auBerhalb dieser speziellen
»-Kurve liegt. Mit sich der Null niherndem » geht der innere Kurven-
zweig in den Einheitskreis £=1, der duBlere in den unendlich groBen
Kreis n= co iiber.

In der Praxis werden die kleinen Planeten fast ausnahmslos in der
Nihe der Opposition, d. h. in der niheren Umgebung der Verlingerung
der Geraden Sonne—ZErde, im Raume D, entdeckt und beobachtet.
Doppellgsungen treten infolgedessen nur duBerst selten auf.

Unter ganz anderen Umstinden werden die Kometen entdeckt und
beobachtet. Bei ihnen ist die Moglichkeit des Auftretens von Doppel-
lésungen groBer.

Welche der beiden Losungen die dem beobachteten Korper ent-
sprechende Lgsung ist, 148t sich nur durch weitere Beobachtungen ent-
scheiden.

Ist die Bahn des Kometen eine Parabel, so ex1st1ert im allgememen
nur eine Losung (siehe S. 176).

Auch zur numerischen Berechnung der Wurzeln der Lagrangeschen
Gleichung in der Form der Gl. (43) hat CHARLIER Wege gewiesen. So

7*
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sind fiir Werte von # zwischen 0.1 und 10.0 Tafeln gerechnet, die mit
dem Argument & den Wert von 7 geben. Fiir x =1 sind die Werte in
folgender Tabelle enthalten.

%=-41.0

§ 7 3 7

0.0 © 1.5 — 0.7037
0.1 + 999.0000 1.6 — 0.7559
0.2 ~+ I24.0000 1.7 — 0.7965
0.3 + 36.0000 1.8 — 0.8285
0.4 + 14.6250 1.9 — 0.8542
0.5 +  7.0000 2.0 — 0.8750
0.6 +  3.6296 2.1 — 0.8920
0.7 + 1.9155 2.2 — 0.9061
0.8 4+ 0.9531 2.3 — 0.9178
0.9 + 0.3717 2.4 — 0.9276
1.0 -+ 0.0000 2.5 — 0.9360
I.I —  0.2487 2.6 — 0.9431I
1.2 —  0.4213 2.7 — 0.9492
1.3 — 0.5448 2.8 — 0.9544
1.4 — 0.6356 2.9 — 0.9590
1.5 — 0.7037 3.0 — 0.9630

Die negativen Werte von 7 gehoren mit umgekehrtem Vorzeichen zu
einem negativen Wert von ». Mit dem aus den Beobachtungen er-
haltenen Wert von 2

x= — R*:lo (50)
wird die entsprechende Kurve berechnet, was wegen des reziproken
Proportionalitatsverhiltnisses zwischen 7 und » mit Hilfe der Werte fiir
% =1 leicht geschehen kann. Die Schnittpunkte dieser Kurve mit einer
Geraden, die an der Erde den Winkel 180 —®, mit dem Radius R,
bildet, geben dann geniherte Werte von 7, und A4,. Sie sind im Nahe-
rungsverfahren zu verbessern.

7. Abschnitt.
Die Methode von GAUSS-ENCKE.

Die wesentlichen Merkmale, durch die sich die hier darzulegende
Methode von der vorigen unterscheidet, sind die Einfithrung der eklipti-
kalen Polarkoordinaten an Stelle der &#quatorialen rechtwinkligen
Koordinaten und die Art der Ableitung der Elemente. Im iibrigen ist
der Gedankengang in beiden Methoden der gleiche, und man kann
sich hier im allgemeinen mit der Entwicklung des Formelsystems
begniigen.

§ 30. Die Fundamentalgleichungen.

Gauss hat als Koordinatensystem das ekliptikale System gewahlt
da es einmal den Vorteil der verschwindenden Sonnenbreiten gewihrt,
und da man die Bahnlageelemente direkt in der iiblichen auf die Eklip-
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tik bezogenen Form erhdlt. Als kleiner Vorteil kommt weiter hinzu,
daB die Entnahme von Linge und Radiusvektor der Sonne (Erde) aus
den Jahrbiichern bequemer ist als die der 3 rechtwinkligen Aquator-
koordinaten. Ein Nachteil besteht jedoch in der notwendigen Um-
wandlung der #quatorialen beobachteten Koordinaten «;, d; in die
ekliptikalen GroBen 2;, §;.

Die Bedingungsgleichungen der Ebene kann man in der gleichen
Weise ableiten wie die Gl. (6.1). Sie lauten

N X1 —x2+n3x3=0
Myr—y2+7n3y3=0 (1)
N1l — 22 +n3 2'3:0.

Hierin sind die x;, y;, #; (1=1, 2, 3) die rechtwinkligen ekliptikalen

Koordinaten des Korpers, #:, n3 die Verhiltnisse der Dreiecks-
flichen.

Der Ubergang auf die geozentrischen Koordinaten erfolgt nach
Gl (3. 5). Setzt man hierin B =0 und zur Abkiirzung 4 cos § =g, und
fiihrt die geozentrischen Koordinaten in Gl. (1) ein, so erhilt man

71 (91 cosAr + Ricos Li) — (g2 cos Az 4 Rz cos Ly)
+ n3 (93 cosd3 + RycosL3) =0

71 (o1 sin A1 + Ry sin Li) — (p; sind, + R, sinL,) (2)
—+ M3 (93 sin ;»3 + R3 sin L3) =0
nx 0r tg i —o:tgf +mo3tghy  =o.

Hierin sind die 4;, 8;, L;, R,, bekannte GroBen. Die 4;, f; werden nach
Gl. (3. 29) aus den beobachteten Koordinaten «;, d; abgeleitet. Die Erd-
koordinaten L;=L; 4 180° und log R; werden fiir die auf den Null-
meridian reduzierten Beobachtungszeiten ¢; (siehe S. 54) den Jahrbiichern
durch Interpolation entnommen. Die L; miissen auf das gleiche mittlere
Aquinoktium wie die «;, d; bezogen werden.

Unbekannte GroBen sind in den Gl. (2) sowohl die 3 GréBen g;, d. h.
die auf die Ekliptik reduzierten Entfernungen 4;, als auch die Ver-
hiltnisse der Dreiecksflichen #:, #s.

a) Die Gleichungen fiir die mittlere Entfernung. Die weitere Be-
handlung der 3 Gl (2) in der im vorigen Abschnitt dargelegten Form
ist fir die logarithmische Rechnung wenig geeignet. Hier wird zu-
néchst ebenfalls g, durch die #:, #; und bekannte GréBen ausgedriickt.
Dann werden auch fiir die pr, g3 Gleichungen aufgestellt, in denen
o: und ;3 explizite als Funktionen von g, #1, #; und bekannten GréBen
auftreten. Durch Einfiihrung von HilfsgréBen werden die Gleichungen
fiir die g; in eine fiir die logarithmische Rechnung passende Form ge-
bracht.
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Der EliminationsprozeB kann in folgender Weise vor sich gehen.
Um g: und g; zu eliminieren, sei die erste Gleichung mit (tg f: sin A
—tg 3 sin A1), die zweite mit (tg B3 cos Ar —tg Bi cos 43), die dritte mit
—sin (A3 —Ar) multipliziert. Die Summe der 3 Produkte ergibt die
- Gleichung

n1 Ry [tg Brsin (A3 — L1) — tg Bs sin (Ax — L1)]

— R, [tgPrsin (43 — L,) — tg 3 sin (A — L;)] 3)

+ 3 R; [tg fr sin (A; — L3) — tg 3 sin (A — L3)] 3

— 02 [tg frsin (A3 — A;) — tg fasin (A3 — Ar) + tgBssin (A, — )] =o.

Die Koeffizienten dieser Gleichung lassen sich durch Einfithrung von
HilfsgroBen wesentlich verein-
fachen. Legt man durch den ersten
und dritten geozentrischen Ort G
und G; (vgl. Abb. 13) einen gréBten
Kreis, und bezeichnet man die
Lange seines aufsteigenden Kno-
tens mit K, seine Neigung mit [,
(J2 soll < go° und positiv genom-
men werden), so ist

Gy

£,
Abb. 13. tg Jzsin (A — Kz) =tg fr
tg Jasin (A3 — K») =tg 3.
Diese Gleichungen kénnen in folgender Weise nach J, und K, auf-
gelost werden. Schreibt man die zweite Gleichung

tg ]z sin (11 —Kz+23 —-}.1) =tg ﬂ3
ﬁnd entwickelt, so erhilt man
tg Prcos (A3 — A1) +tg Jacos (A — K3)sin (43 — Ar) =tgfs,

und damit die zur sicheren Bestimmung von J, und K, geeigneten
Gleichungen

tg Ja sin (4 — Ka) = tg B

t — tg f: Ay — M
tg ]'2 cos (},1 . Kz) — gﬁ3 Sif(ﬂl;isifl)a ) . (5)

(4)

Fithrt man diese HilfsgroBen in Gl. (3) ein, und beachtet, da8 fiir jeden
Winkel w

sin (A — K;) sin (A3 — w) — sin (43 — K3) sin (A — @)
= sin (A3 — A1) sin (w — K3)
ist, so wird
7y Rysin (L — K,) tg J» — Rysin (L, — K,) tg ]
+ 3 Rysin (Ly — K,) tg Jo — o2 [sin (A, — K,) tg J. —tgf] =o0.
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Setzt man zur Abkiirzung

sin (4, — K») tg J. = tg B, (0)
t ]25 2
Frerill o)
so erhilt man
o2seC B, = A, =

=a°R,sin (L, — Kz) — a® n: Ry sin (L1 — K;) — a° n3 Ry sin (L — K;) .
Setzt man weiter
a° RI Sin (LI —_ Kz) = (1, a° R2 Sin (L2 —_ Kz) =0y,

a° R3 Sin (L3 - Kz) . 03 y (8)
so ergibt sich die Gleichung
02 sec o= Az =cs — (nrer 4 n3c3). (9)

Die GroBe f? ist die Breite des Durchschnittspunktes G, des Breiten-
kreises G, E, des 2. geozentrischen Ortes G; mit dem durch die beiden
duBeren Orte G: und G; gelegten groBten Kreise. Die in Gl. (7) auf-
tretende GroBe tg B, —tg B, hingt von der Kriimmung der geozentri-
schen Bahn zwischen G; und G; ab und ist daher im allgemeinen eine
kleine GréBe 2. Ordnung, wenn der Bogen G: G; G; eine kleine GroSe
1. Ordnung ist.

Man erkennt, daB von der GroBe a° die Genauigkeit der Ermittlung
aller anderen GroBen wesentlich abhingt.

Fiihrt man in Gl. (g) die Verhéltnisse der Dreiecksflichen in der Erd-
bewegung ein durch

Ny — R, Rysin (L; — L)
T™ "R;Rysin (Ly — L)

R; R, sin (L, — Ly) 10)
R Rysin (L, — Ly) ° (xo

N3=

so erhilt man, da offenbar ¢, =Nici+ Njc3 ist, die Gleichung

02 sec fa=Az =cx (N1 —n1) 4¢3 (N3 —n3). (1)
Hiermit ist A, durch die #:, #; und bekannte GroBen ausgedriickt.
Die #:, n3 kénnen aber in 1. Ndherung durch eine einzige Unbekannte,

den mittleren Radiusvektor ausgedriickt P
werden, so daB dann GI. (11) eine ge- ‘

. . 3
niherte Beziehung zwischen den Unbe- y
kannten A, und 7, darstellt. Eine zweite y [
— streng richtige — Gleichung zwischen 2
diesen Unbekannten erhilt man aus dem

. . D=4, %,
ebenen Dreieck Sonne—Erde—Gestirn & A z
(Abb. 14). Esist Abb. 14.

72 = R. +2R,cos9, 4, + 4%, (12)

wo ¥, der zur Zeit ¢, gehorige duBere Winkel an der Erde in diesem
Dreieck ist, der aus den beobachteten Daten in folgender Weise er-
mittelt werden kann.
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Bezeichnet man die Neigung des gréBten Kreises, der durch den
Erd- und Gestirnsort geht, mit w,, so ist (Abb. 15)

sin w, sin &, = sin B,

cos w, sin &, = cos B, sin (A, — L,), (13)
cos &, = cos (4, — L,) cos B, (14)
oder
tgw, = tg B, cosec (A, — L,)
(15)

tg ¥y = tg (A2 — L) secw, .

Diese Gleichungen gestatten die sichere Bestimmung des Winkels 9,,
wobei zu beachten ist, daB ¥, als AuBenwinkel eines Dreiecks stets
< 180° ist und auch die Gl. (14) befrie-
digen, daher cosd, dasselbe Vorzeichen
wie cos (A4, —Lz) haben muB.

Mit Hilfe der beiden Gl. (11) und (12)
kann die Aufgabe der Bestimmung von
4, und 7, gelost werden, wenn es ge-
lingt, die beiden Unbekannten #:, n; in

Abb. 15. Gl (11) durch die eine Unbekannte #,
auszudriicken.

b) Die Gleichungen fiir die beiden duBeren Entfernungen. Um die
beiden Entfernungen ¢: und g3 als explizite Funktionen von g,, #1, 73
und bekannten GréBen zu erhalten, kann man folgendermaBen ver-
fahren.

Multipliziert man die erste der Gl. (2) mit sin L; tg B3, die zweite
mit — cos L; tg B3, die dritte mit sin (A3 —L;), addiert die Produkte
und fiihrt den Ausdruck g, tg B; sin (A3 — L3) — o, tg B sin (A3 — Ls) ein,
so erhdlt man die Gleichung

%1 @x [tg frsin (45 — L) — tg B3 sin (i — L3)] + mx Ru tg B sin (L3 — Ly)

— @2 [tg f; sin (A3 — L3) — tg s sin (A — L3)]

— @28in (A3 — L3) (tg f — tg f2) — Ratg Bssin (L3 — L) =o.
Setzt man hierin die Ausdriicke nach den Gl. (4), (6), (7) ein und redu-
ziert, so ergibt sich

nl 91 Sin (13 - )»1) Sin (L3 - Kz) + nI RI Sin (L3 - LI) Sin (2.3 - Kz)
— 2 8in (A3 — A,) sin (L3 — K,) — 02 sec B, ;10 sin (A3 — L;)
— R, sin (Ly — L,) sin (A3 — K;) = o0,
und daraus
e ”sin (A3 — Aa) sin (A3 — L;) sec f, ]
01 = % sin (A3 — A1) a%sin (A3 — ) sin (L; — K,)
+ sin (43 — K) . R, sin (Ly — L;) — ny Ry sin (Ly — L)
7y sin (A3 — ) sin (L3 — K3) )

ﬁ-z'Lz

(16)
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Nun ist aber nach Gl. (10)
% sin (Ly— Ls) = 2* Resin (Ly — L),

N1
so dal man Gl. (16) schreiben kann
o2 sin(l3— ) sin (A3 — L;) sec B,
0=, L sin (A3 — ) a®sin (A3 — As) sin (Ly — Kz)]
N, Ry sin (Ly — Ly) sin (A3 — Ka)
+ <_"T - ) sin (A3 — Ar) sin (Ly; — K;) ° (17)

Eine ganz analoge Entwicklung kann man fiir die Entfernung p;
durchfithren. Es wird nach Komposition von Gl (2) mit sin L; tg i,
— cos Ly tg fr und sin (A —Li):

02 [sin (A — 4y sin (A — L;) sec 8,
3=, [ sin (43 — A)  a%sin (A — A7) sin (L; — K,)]
N, R sin (L; — L;) sin (4 — K3)
+ (?Z; - I) sin (A — ) sin (L; — K) (x8)
Setzt man zur Abkiirzung dieser Ausdriicke wieder
ﬂORI Sin (LI '—'Kz) =(x
a°R3 sin (L3 —Kz) =03
und
. in (A3 — A
sin (A3 — A1) cos B, = f aoRls;ls(sfn @ )_ Iy = h
Ry sin (A3 — Lj) Ry sin (A — Ly)
. =& %, =83
g% g (x9)
sin (A3 — 4;) _ sin (A, — ) .
sin (A; — A1) + 8 =Ux sin (A — 4) 83 = Us
sin (43 — Ka) sin (i — Ka)
hey =U: hcy = Us,

so erhdlt man die Gleichungen fiir o; und g3 in der Form
N A— Q2 ﬂ _ !
-—--I) UI Q3—;3-U3+<n3 I) US' (20)

o1 = s—: Ur + < n
Die Gl (11), (12), (20) wiirden das Problem der Bahnbestimmung 16sen,
wenn die #:, #; bekannt wiren. Fiir sie werden zunichst Niherungs-
werte eingefiihrt.

1

§ 31. Die erste Niherung.
a) Die Ableitung der GauBschen Gleichung. Fiir die Verhiltnisse
der Dreiecksflichen #:, #; werden auch hier die in den Gl. (6. g) gegebenen
Néherungswerte eingefiihrt

T2 2
m=tinn s m=2tinrn . (21)
2 Y3 2 Y3

Setzt man wieder

T T
_znlo _§=n0
T2

- 3 (I 4n)=v unE@+n)=r, (22
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so wird
V3

V1
n1=nl°+—g n3=n§+—y—g—. (23)
Die Einfiihrung dieser Werte in die Gl. (11) ergibt die Beziehung zwischen

Niherungswerten der beiden Unbekannten A, und 7,

Ay =k —1—, (24)
wo

k® = cx (Nx — ) + ¢5 (N5 — n3) (25)
und

I°=crv:i + ¢33 (26)
ist.

Mit Hilfe der beiden Gl. (12) und (24) kénnen die beiden Unbekannten
im Né#herungsverfahren direkt ermittelt werden.

Gauss fithrt die beiden Gleichungen auf eine Gleichung mit einer
Unbekannten zuriick, die sehr bequem aufzulésen ist. Er fiihrt als neue
Unbekannte den Winkel {, am Gestirn in dem erwihnten Dreieck ein.
Hierin ist

Rz sin &,

72 - Sll’l CZ (27)
und

_ R sin (&2 — Cz)

4, = sin & (28)

Fiihrt man den Ausdruck fiir 4, in Gl. (24) ein, und setzt
‘ R, si — 170 <in OO

»sin &, = p°sing (20)

R, cos &, + ko = u° cosge,

so erhilt man die Gleichung
posin (G —g0) _

sin 73

Trigt man hierin den Wert von 7, nach Gl (27) ein und setzt zur Ab-

kiirzung o
ue (R, sindz)3 =me, (30)

so ergibt sich die transzendente GauBsche Gleichung

sin (&, — ¢°) = mesin{?. (31)

Bei der Auflésung der Gl. (29) kann man den Quadranten von ¢°
immer so wihlen, daB u° dasselbe Vorzeichen wie 1’ hat. Dann.ist
m® stets positiv. Da diese Festsetzung Gleichheit des Vorzeichens von
sin ¢° mit dem von ° bedingt, nach Gl. (6. 40) aber I’ >0 zu 7> R,
und I° <o zu 7, <R, gehort, so muB bei positivem ¢° 7, > R, und bei
negativem ¢° entsprechend 7, <R, sein.

Aus der geometrischen Bedeutung von {, folgt, daB von den Wurzeln
der Gl. (31) nur diejenigen brauchbar sind, fiir welche sin {, positiv
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ist, und fir welche ¢, <<, ist, da nach Gl. (28) sin (9, — {2) nicht nega-
tiv werden darf. Alle negativen, imaginiren und alle positiven Wurzeln,
fiir welche ;> 1, ist, scheiden von vornherein aus. Eine Doppellgsing
findet statt, wenn die Gl. (31) zwei positive Wurzeln hat, deren jede
<19'z lst

ENCKE hat eine eingehende Diskussion der GauB3schen Gleichung und
ihrer Wurzeln sowie Tafeln gegeben, die den jeweils vorliegenden Fall
rasch erkennen lassen. Hier sollen nur kurz die Resultate seiner Dis-
kussion gegeben werden.

Die Gl. (31) kann nur dann eine der Bahn des Korpers entsprechende
Waurzel haben, wenn ¢° <g¢'=436°522 ist, und m° zwischen den
Grenzen m’ und m'’ liegt. In Tafel 4 sind die Grenzen der drei allein
in Betracht kommenden positiven Wurzeln gegeben. Sie liegen zwischen
I und II, zwischen II und III und zwischen III und IV, und man hat
das Kriterium

U2 Anzahl der &
zwischen Loésungen zwischen
I und II o —
II ,, III 1 I und II
III ,, 1v 2 I und II, II und III

Von den drei positiven Wurzeln entspricht eine der Erdbahn (r.= R,
oder {, =17,) und scheidet aus. Im Falle der doppelten Lsung kann erst
durch weitere Beobachtungen entschieden werden, welches die der
beobachteten Bahn entsprechende Lésung ist.

Die Anwendung der Tafel sei durch ein Beispiel erliutert. Gegeben
sel 9, =138°30"55", lgm® =9.90482, ¢" = —32°57'11". lgm° liegt bei
¢° = —32°57 11" innerhalb der durch lg =’ und lg m'’ bezeichneten
Grenzen. Von den drei positiven Wurzeln kann nur die zwischen ITT und
IV gelegene der Erdbahn entsprechen, da fiir qo-_— — 33" die Wurzeln liegen

zwischen 88°54” und 106° 6”
2 106 6 ,, 130 54
» 130 54 ,, 138 27.
Es findet hier eine doppelte Lésung statt; fiir die beiden Wurzeln von
{» ergeben sich die Werte 94°34'57"" bzw. 118°55"45".

b) Die Aufldsung der GauBschen Gleichung. Die Auflésung kann
leicht durch Versuche erfolgen. Dabei ist vor allem die Beschaffung
eines brauchbaren Naherungswertes anzustreben.

Im Falle der Bestimmung einer elliptischen Bahn eines Kometen
ist fast stets ein N#herungswert der Unbekannten aus einer voran-
gegangenen parabolischen Bahnbestimmung bekannt. Ist kein solcher
bekannt, so ist bei seiner Wahl zu beachten, daB , <¥, sein muf.
Handelt es sich um einen Asteroiden in der Nihe der Opposition, so ist
{, im allgemeinen klein, also sin ¢! und damit sin ({z —¢°) eine kleine
GroéBe. Jedenfalls darf man ¢° als einen Niherungswert von {; ansehen.
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TIETJEN empfiehlt zur Lésung der Gleichung folgendes rasch zum
Ziele fiihrende Verfahren. Ist — bei Weglassung der Indizes — ¢+d¢
der genaue Wert von £, so muB die Gleichung

sind{ = msin (g + 4¢)*
erfiillt sein. Daraus folgt durch Entwicklung, daB genihert
d¢ = msing* + 4msing® cosqd{

oder )
m sin g4

Al =sin({’' —¢q) =

sein muB. Mit dem hieraus sich ergebenden Wert {’ leitet man den
ndchsten Naherungswert ¢’ aus sin (" —¢) =msin {’4 ab. Man kann
aber fiir '’ sofort eine verbesserte Niherung {’"’ angeben.
Aus sin ({ —¢) =m sin ¢* folgt
lgm + 41gsinl — lgsin({ — g) = o.

Setzt man hierin den Niherungswert ('’ ein und nennt den iibrig-
bleibenden Fehler f, so ist lgm -+ 4 1g sin {"" —1g sin ({"" —¢) =f. Nennt
man d die logarithmische Differenz fiir 1"’ Anderung von ¢’ in sin £,
D diejenige fiir 1" Anderung in sin ({’’ —g), d¢” die Korrektion von {”,
die f zum Verschwinden bringt, so daB ¢’ 4-d¢"" ="' der wahre Wert

1 — 4msingsctgyg (32)

ist, so ist
d¢" (44 — D) = —
oder ' p
dC":C”’_C”=D_4a- (33)
Nun ist
f=1gm+ 4lgsinl"’ —1gm — 41gsin{’ = 41gsin{"”’ — 41gsin{’
—4d (" —0).

Eingesetzt erhilt man
o=t 5 - ) (34)

einen Wert, der selten einer weiteren Verbesserung bedarf.

BaNacHiEwWICZ 16st die Gleichung mit Benutzung einer Tafel auf,
die von extremen Fillen abgesehen, mit einem Parameter das Problem
in sehr kurzer Zeit auf direkte Weise 16st. Die Tafel, die alle Angaben
iber Formeln und Gebrauch enthilt, leistet in der Praxis sehr gute
Dienste.

Ist die Unbekannte {, ermittelt, so kann man nach den Gl. (27) und
(28) Nidherungswerte von 7, und 4, nach Gl (23) Naherungswerte von
n:, n3 und nach den Gl. (20) endlich die g, g3 und damit die 4:, 43
bestimmen. Es ist

Ar=prsec fr, A3=gjsecfs.

Nach Bekanntwerden der 4; sind jetzt die Beobachtungszeiten f;
um die Aberrationszeiten zu korrigieren. (Vgl. die Bemerkung S. 80.)



7. Die Methode von GAUss-ENCKE. 109

§ 32. Das Verbesserungsverfahren.

Die gefundenen Werte der #:, n; erméglichen die Einleitung des Ver-
suchsverfahrens, das in der Variation der #:, 13 besteht und abgeschlossen
ist, wenn die Gleichungen

Ty Y2 T 2
”I=;;%: 3=f%; (35)
streng erfiillt sind. (Siehe die entsprechenden Ausfithrungen in §25.)

Um die y; berechnen zu kénnen, miissen zunichst die Radien-
vektoren 7, und die Differenzen der wahren Anomalien v, oder der Ar-
gumente der Breite u; berechnet werden. Das geschieht in folgender
Weise. Nach den Gl. (3.10)

r;cosb;cos (I; — L;) = g;cos (A — L;) + R;
7; cos b; sin (l, — L,) =0 sin (Ai — L,) (36)
7;sin b; = p; tg fs
werden zundchst die 7; und die heliozentrischen Lingen und Breiten
l; und b; abgeleitet.

Aus den heliozentrischen Koordinaten der beiden #uBeren Orte
kénnen Nédherungswerte fiir die Knotenlinge & und die Neigung gegen
die Ekliptik ¢ bestimmt werden. Nach Gl. (3.8) ist

tgisin (I — &) = tg b
tgisin (I3 — &) = tgb;.
Zwecks Auflésung nach & und ¢ nimmt man die schon in Gl. (7.4) be-
nutzte Transformation vor und erhilt die Gleichungen
tgisin (I — &) = tgb:

. tg by — tg by I — I
tgicos (i — &) = E2— ng(ls i)slx()3 ) (37)

die § und ¢ mit voller Sicherheit geben.
Die zur Bestimmung der #, erforderlichen Gleichungen
tgu; = tg (l; — &) secs (38)
erhilt man nach Gl. (3.8).

Damit ist auch die Méglichkeit der Berechnung der Verhéltnisse
von Sektor zu Dreieck y; nach einer der in Abschnitt 2 dargelegten
Methoden gegeben. Fiir die logarithmische Rechnung ist in den weitaus
meisten Fillen der Praxis das Enckesche Verfahren ausreichend und
auBerordentlich bequem in der Anwendung. Nur in seltenen Fillen ist
man genotigt, zu dem GauB-Tietjenschen Verfahren iiberzugehen.

Mit den so gefundenen Werten der ¥; erhilt man nach Gl. (35) neue
Werte der #:, #3, die im allgemeinen mit den Ausgangswerten nicht
iibereinstimmen werden. Ist ein weiteres Naherungsverfahren not-
wendig, so berechnet man neue Werte der »: und »; nach

¥y y
wennEog) w6
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und damit wieder
P

V1
n1=ni’+;§, n3=n§+r~§
und wiederholt die Rechnung mit diesen verbesserten Niherungswerten
von #:, ng. Das Verfahren ist als abgeschlossen zu betrachten, wenn die
Ausgangs- und Endwerte dieser GroBen {ibereinstimmen, d. h., wenn die
Gl (35) streng erfiillt sind.

§ 33. Ableitung der Elemente.
Die im letzten Néiherungsverfahren erhaltenenen Werte der ¥,
werden nun zur Bestimmung des Parameters $ nach Gl. (2.12)
1/5 _nn sin (u3 — u,) Jo = 7y 73 Sin (43 — %r) — 71 7, Sin (4, — %1)

Y2 = ———g 3 (40)

70 72 79

verwendet. Bestehen infolge von Abrundungsfehlern kleine Abwei-
chungen zwischen den 3 Werten von ]/;5, so gebe man dem mittleren
entsprechend dem groBeren Bogen erhéhtes Gewicht und benutze den
Mittelwert.

Die beiden Elemente & und 7 hat man schon in der letzten Niherung
erhalten. Nun sind die noch fehlenden Elemente M, w, ¢, u ebenfalls
aus den beiden #duBeren Orten abzuleiten.

Die fiir diese Orte aufgestellten Gl. (1.26) kann man schreiben

-?——I=6C051)1=q1
71
I
— — I = €C0SV; =
P 3= 43,

aus denen man in bekannter Weise die zur sicheren Bestimmung der
Unbekannten e=sing und v: geeigneten Gleichungen
€Ccosv; = ¢x
g1 COS (13 — ts) — q3 (41)
sin (u3 — %1)
ableiten kann. Nun ist noch nach Gl. (1. 63) #: =91+ w, und man er-
hélt w aus w =u; —v:. Die Werte fiir v, und v; findet man dann aus

esin vy =

Vo=, —w und v3=1u3 — . (42)

Die mittlere Anomalie M erhilt man auf dem Wege iiber die ex-
zentrische Anomalie E. Durch Verbindung der beiden Gl (2. 13) mit
den Faktorgruppen —sin 3 E; und cos 3 E; bzw. —sin 3E; und cos 3 E;
ergibt sich unter Beachtung von Gl. (1. 40)

sin% (v; — Ei) = sin%tpl/?sinE; = sin%qal/%sinvI (43)
und entsprechend

. . a . . 73 .
sin ; (v; — E3) = sm%«pl/;;smE3 = sm%q;l/%sm%,
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dann nach GI. (1. 39)
M:=E;—esinE:, M;=E;— ¢sinkE;. (44)
Die mittlere tagliche Bewegung u findet man nach Gl. (1.31) (m= o)
aus A
p=-3, WO a=psece?. (45)

a

Damit sind die gesuchten 6 Elemente M, w, &, ¢, ¢, u bestimmt.

§ 34. Formelzusammenstellung.

Gegeben sind die Beobachtungszeiten #;, die geozentrischen auf das
mittlere Aquinoktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobachtungen
a;, 0;, die nach den GL (3.29) in die ekliptikalen Koordinaten 4;, B;
verwandelt sind, und die zugehérigen Erdkoordinaten L; und Ig R;.
Die Breiten §; des Gestirns sind nach den Gl. (5. 5) korrigiert, so daB die
B, streng gleich o gesetzt werden kénnen.

a) Konstante HilfsgréB8en.

tg Jasin (A — K,) = tg fi
J— 1 — /M I
€ ]2 cos (s — Ku) — tg B3 Sitfg;fsl(js A1) I

Kontrolle: tg J,sin (4; — K,) = tgp;
tgﬂg = sin (2.2, — Kz) tgjz
tg Jasec fa

T e p—tepy
N, o RaBysin(L— L) RiRisin(L— Ly
'™ R Rysin (L, — L)) 37 RiRysin (L; — Ly)
Ci = ao° RI Sin (LI —_— Kz)
Cy = ao R2 Sin (Lz - Kz) (III)
Kontrolle: Nici+ Nyc3=c,
tg w, = tg B, cosec (A, — L)
tg 9, = tg (A — L,) sec w, 0° < ¥, < 180° (Iv)
Kontrolle: cos &, = cos (4, — L;) cos ,

(11)

= sin (A3 — A1) cos B,

b sin (A3 — Ax) v)
a® R; Rysin (Ly — L)
o'= R; sin f(i; —Ly) ¢ = Ry sin f(,z— Ly)
U= st U= g
Ul = sin (;Zc: K,) Usl _ sin (}Zc—;- K;)
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b) Die erste Ndherung.

lg ¢ k2 = 5.693012_1
v =Q (1 + n°) v3=Q (1 + n3)
ko = ox (N — %) + 65 (N3 — u3)

) lo=cyv+ C3V3 (VII)

Die Ermittlung der Unbekannten geschieht bei logarithmischer
Rechnung zweckmiBig mit Hilfe der GauBschen Gleichung
sin (§; — ¢°) = mosin ¥, (VIII)
¢° und m° erhilt man aus den Gleichungen
1o sing® = R, sin 4,
U0 cosg® = R; cos ¥y, + ko
lo
= /,l,o (Rz Sin'l?z)s ’
Die GauBsche Gleichung wird nach TiETJEN in folgender Weise aufge-
16st. Als ersten Niaherungswert fiir {, nimmt man ¢ 2’ aus

mo

mo sing® 4
I — 4 mPsingo4 ctg q°

sin ({7 —¢°) =
an und leitet darauf {7 aus
sin (&7 — ¢°) = mosin {3}
ab, notiert dabei die logarithmischen Differenzen 4 fiir 1"’ bei 1g sin { 2'
und D fiir 1 bei Ig sin (£ —¢°). Man erhilt dann einen sehr gendherten

Wert ¢ fiir £, aus

4ad
r=gt 5t -,

mit dem die Versuche begonnen werden. Im Néherungsverfahren werden
nur die letzten Ziffern geidndert, so daB die Lésung praktisch sehr schnell
erfolgt.

Noch bequemer kommt man bei Anwendung der Hilfstafel von
BANACHIEWICZ zum Ziele.

Zu beachten ist, namentlich bei Kometen, die Moglichkeit einer
doppelten Losung. Das Kriterium fiir die Zahl der Losungen lautet
(siehe Tafel 4)

' Anzahl der Ca
zwischen Losungen zwischen
I und II o —
IIr ,, III 1 I und 1I
III ,, 1v 2 I und II, IT und III
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Da die GréBe a° im allgemeinen unsicher bestimmt ist, so kénnte
man sich in entsprechender Weise wie im numerischen Beispiel mit ver-
minderter Stellenzahl begniigen. Da aber erfahrungsgemiB verschieden-
stellige logarithmische Rechnung im Verlauf einer Rechenoperation
nicht im Interesse der Sicherheit der rechnerischen Ausfithrung liegt
und der Vorteil der geringerstelligen Rechnung hier nur unbedeutend ist,
so ist die genauere Rechnung vorzuziehen.

_ Rusin($: —0s)

A, = Sint 02 = A, cos B,
__ Rysind, (IX)
2 sin(,‘z¥
Kontrolle: A4, =k°— l"%
2
n:=”f+';§ ”32”3'1‘%
2 2

nr 01 = U 02 + U (N1 — 1) (X)
303 = Us 02+ Uz (N3 — my)

vV
Kontrolle: N;— #;= Ny — n? — T;
2

V.
Wichtige Kontrolle: o, tg 8, = #: o1 tg fr + 75 05 t8 3.
c) Das Verbesserungsverfahren.

rscosb; cos (l; — L;) = gicos (A; — L;) + R;

75 COS b,’ sin (l, —_ L,) = Qi sin (ﬂ., — Lt) (XI)
7 sin b,‘ = Qi tg ﬂ,‘
tgisin (I — &) = tgb:
. __ tgby— tgbrcos(l;— k) (XII)
tgicos(ly — &) = sin (5 — 1)
Kontrollen: tgisin ([ — &) = tgb,
tgisin (l3 —_ SL) = tgb3
tgu; = tg (I — &) secs. (XIII)
Die u; liegen in demselben Quadranten wie die I, — .
Kontrolle: #; = 23>0 = %) sin (s — 1) 3 = 717 Sin (s — thy) .
71 73 SIn (U3 — %) 71 73 Sin (43 — ty)

Sind die Winkel #; —u,, w3 —ux, u, —ux sehr klein, so wird diese Kon-
trolle nicht immer exakt stimmen. Bezeichnet man die logarithmische
Differenz fiir 1"’ bei lg sin (43 —u,) und Ig sin (4 —u:) mit dy und dj,
die aus den Kontrollgleichungen folgenden Werte mit #’, , #} , so wird man
diese mit den friiheren in Ubereinstimmung bringen, indem man setzt
(g #: — lgn]) — (g 73 — Ig »f)

2 (d1 + d3)
Stracke, Bahnbestimmung. 8

ou =




€
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und in den Kontrollgleichungen statt der »; die Werte u; + 6%, u, —6u,
#3+ 0u anwendet, wobei du den Wert 0”2 bei 6stelliger Rechnung
nicht erheblich iibersteigen darf.
A1: Ql Secﬂl A3= 93 Secﬁ3
?=t1—AA1 t;):iz—’AAz t§=t3—AA3 (XIV)

lg A =14.46118_,, in Einheiten des mittleren Tages

277 ' 2)nrs
COsyr = -, COS3 (U3 — uz)  cosy, = et cos 3 (43 — )
2Ynr
cosy; = r,y +’ 7: COS % (Uy — y) (XV)
T secy;
Fi:lgzsin‘ ?ZIgSGC :-I
27V Vi

Die I'; kann man auch mit den Argumenten Ig sec p; aus den Zechschen
Subtraktionstafeln entnehmen.
19 — 19)2 19 — 19)z 19 — 19)2
= ((73; + ’3))3 = ((’3! + 73))3 = ((’! + 72;3
Igys=a'n + a"n — 0" ni,
wobei in Einheiten der 6. Stelle
lga’ =2.233886
lga” =2.61410 — T
Ig v = 9-03411_1o
Bei Bogen bis zu etwa 30° sind diese Werte ausreichend. Bei groBeren
Bogen fiigt man obigem Ausdruck fiir die y; entweder noch das Glied
6. Ordnung (siehe S. 28) hinzu oder man wendet das GauB-Tietjensche
Verfahren (siche S.29) an, das stets anzuwenden ist, wenn obige
Glieder nicht ausreichen.

1 m=n (XVI)
Stimmen die so erhaltenen Werte der #:, #; mit den aus den Gl. (X) er-
haltenen iiberein, so kann man sofort an die Ableitung der Elemente
gehen. (Siehe die Ausfithrungen auf S. 81). Andernfalls rechnet man
mit den Werten

Ny =mn

o B8 RO Tt
B Al PoB-8 (XVII)
v =n°r3(z’—x> ___n073<5ﬁ_1>
I 172 \3, 3 372 5,‘3

die Formelsysteme (VII) bis (XVI) erneut durch. Das Verbesserungs-
verfahren ist als abgeschlossen zu betrachten, wenn in den #:, #; keine
Anderung mehr eintritt.

d) Die Ableitung der Elemente.

~_nhnsin(uz—u) .  7irysin(Ug— ) - 7i7asin (U —u;) -
Vp— k(8§ —13) =% 3 — 29) =3 @ — ) V3. (XVIII)
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Die 3 Werte von V? miissen, bis auf etwaige Abrundungsfehler, iiber-
einstimmen, wenn die #; korrigiert und das Verbesserungsverfahren
abgeschlossen war. Bei nicht genauer Ubereinstimmung gebe man dem
mittleren Wert, entsprechend dem groBSeren Bogen, erhéhtes Gewicht und

nehme den Mittelwert. 5 ,
=1 93 = o I
¢ COS 'UI = 91
¢ sin vy — £ (43— 1) — g5 (XIX)
sin (%3 — u1)
W = Uy — U1

Uy = Uy — @ ‘113:143—(0

_ . p —
Kontrollen: ecosv; = g3 I fecosv,

sing=e¢  a= psece?
sing (v — Ex) =sin ¢ V% sinv; (XX)

. . 75 .
sinf (v; — E;) = smgtpl/ﬁ sin s
Kontrolle: acosgsiny (E; — Ex) = Jri73sin; (v; — vx)
My=E;— ¢'sinE,

M, = E; — ¢ sin Es lge” =lge + 5.314425

B (XXI1)
b=z Ig k"' = 3.55000%
az
. _M;— M
Kontrolle: =0 -

Bei groBeren Bogen leitet man y besser aus der letzten Gleichung ab
und a aus 2
R\3
‘= ( p )

M+ p(to — 87) = Mo = M3+ p (fo — t3).

e) Kontrolle durch Nachrechnung von Beobachtungen. Uber die
Auswahl der Kontrollbeobachtungen siehe die Ausfiihrungen auf S. 8.
Zur Nachrechnung von I oder 2 Beobachtungen sind die GI. (1. 39),

(1. 40), (3. 11) M= Mo+ (o —to)
E—¢'smE=M
rsinv = a ]/I_——7 sinE = acospsinE (XXII)
rcos? = a (cosE — e)
=9+ w
AcosBcos (A — &) = rcosu — Rcos (L — &)
AcosBsin (A — &) = 7sinucosi — Rsin (L — &)  (XXIII)
Asin B =rsinusins
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geeignet (¢° ist die um Aberrationszeit korrigierte Zeit). Will man
zahlreiche Beobachtungen nachrechnen, so bedient man sich besser der
Gl (3.19) als der obigen Gleichungen. Dabei wird die Kenntnis der
GauBschen Konstanten vorausgesetzt, die nach Gl (3.17) ermittelt
werden konnen (siehe auch §4o).

Zur Ermittlung der Aberrationszeit, der Parallaxe und der Kor-
rektion fiir Sonnenbreite kann man die Entfernungen mit geniigender
Genauigkeit mit Hilfe der Werte fiir die benutzten Beobachtungen
bestimmen. Uber die zweckmiBige Berechnung der exzentrischen
Anomalie E siehe die Ausfiihrungen in § 67. Die Reduktion der Be-
obachtungen und die Entnahme der Sonnenkoordinaten erfolgt in
derselben Weise wie bei den der Bahnbestimmung zugrunde gelegten
GroBen.

§ 35. Beispiel.
a) Ausgangsdaten und konstante HilfsgréBen. Gegeben seien die
topozentrischen Beobachtungen des Planeten 931 Whittemora
Ort 1920 M. Z. Algier 0t1920-0 O1920-0 )
Algier Mirz 20 oh s5m 525 11h 19m 51°19 4-18° 47 296
. Apr. 24 11 25 55 II 3 47.65 -+19 32 50.1
» Juni 4 9 I4 47 II 13 30.42 16 48 46.3
Die Reduktion dieser Beobachtungen (Verwandlung der mittleren
Ortszeiten in M. Z. Gr., Umwandlung der topozentrischen in geozen-
trische Koordinaten) wird gemidB den Ausfilhrungen in § 22 vor-
genommen. Es wird vorausgesetzt, daB eine Bahnbestimmung aus
kiirzeren Zwischenzeiten vorangegangen ist (sieche das Beispiel in § 28),
die die zur Beriicksichtigung der Parallaxe in «; und §; und zur Berech-
nung der Aberrationszeiten sowie der Korrektionen der Planetenbreiten
wegen der Sonnenbreiten erforderlichen geozentrischen Entfernungen 4;
liefert. Man erhdlt
1920 M. Z. Gr. g4 Pa bs 44
Marz 20.37065 0.3554 —o°13 +174 o0.01308
,»  55.46790 0.4I191 +4o0.I12 41I.2 0.0I5I5
,, 06.37684 o0.5117 +4o0.10 4+1I.1 0.01875
Die geozentrischen #quatorialen Beobachtungen «;, J; seien nach den
Gl (3.29) in die geozentrischen ekliptikalen Koordinaten 4;, f; ver-
wandelt. Die zugehérigen Erdkoordinaten L; (=Lg;4-180°), B;
= —Bg;, Ig R; werden dem B. J. entnommen. Damit die B, streng
gleich Null gesetzt werden kénnen, seien die §; nach Gl. (5. 5) korrigiert.

$9 20435757 B +13°17" 212

£2 55.45275 B2 +12 28 8.4

19 96.35809 B3 + 10 52 19.3
A 163°18’ 23"/2 L: | 179°57"13"3 R: | 9.998434
A 159 25 52.5 L, 214 26 52.6 R, 0.002725
A3 162 42 0.7 Ly 253 53 18.2 R, 0.006362

K, 160 3 50.7 K, 160 3 50.7 al 1.204206
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A3 — 2 +3°16’ 82 sin (A3 — 42) 8.756049
Ay— A —o0 36 22.5 sin (A3 — A1) 8.024521%
Ar— A —3 52 30.7 sin (A2 — A1) 8.829840n
tg fr 9.373264 tg Jasin (A — Ka) 9.373264
cos (A3 — Ar) 9.999976 cos (A1 — Ka) 9.999305
—tgfrcos (A3 — i) 9.3732407 tg Jz cos (A — Ka) 0.620063
Add. 9.361139 tg (A — Ka) 8.753201
tg B 9.283445 h—K, 3°14’ 32"5
Zahler 8.644584m tg J2 0.620758
sin (A3 — A1) 8.024521 % sec B 0.010366 (I)
A— K, 2°38’ 10lo0 sin (A; — Ka) 8.662688
A— K, 359 22 1.8 sin (A2 — K,) 8.043158 7
tg Jzsec B 0.631124 —tg B2 8.663916
tg f.—tg B2 9.426918 Adad. 0.082276
a® 1.204206 tg p. 9.344642
L—L* 39°26” 256 73°56" 49 34°29” 39”3
sin (L — L) 9.802963 9.982699 9.753065
RR 0.009087 0.004796 0.00I159 (H)
RRsin (L—L) 9.812050 9.987495 9.754224 :
N: 9.824555 N, 9.766729
L—-K, 19°53" 2276 54°23" 19 93°49" 275
sin (L — K) 9.531746 9.910057 9.999032
a’R 1.202640 1.206931 1.210568
c o. 86 1.116988 1.209600
7343N (110)
1C1 0.558941
Add. 0.140659
Ny 0.976329
2 1.116988
la—L; | 304°58 599 2 55°57"25"3
tg B2 9.344642 sin &, 9.918354
sin (A2 — L,) 9.913453% R, 0.002725
tg w2 9.4311897 cos 9 9.748045 (IV)
sec wy 0.015268% cos (A2 — L) 9.758411
tg (A2 — L) 0.155042% cos f3, .9.989634
tg & 0.170310 cos ¥ 9.748045
cos f3z 9.980634 R: Ry sin (L3 — L) 9.987495
sin (A3 — A1) 8.024521 7 a® 1.204206
a°R: Rysin (Ly— Ly) 1.191701
8.014155% h 6.8328207
As— Ly | 268948 4275 Ai—L: | 343°21°9%9
sin (43 — Ls) 9.999906 7% sin (Ax — L4) 9.457092%
R; 0.006362 Ry 9.998434
R sin (A3 — L) 0.0062687 Ry sin (A — Ly) 9.4555267
fes 9.2237557 fer 8.7485417m (V)
g1 0.782513 — &3 0.706985 %
Add. 9.095400 Add. 9.405015
sin(A—4):sin(A—2) 0.731528%n |sin(A—A2):sin(A—2) 0.805319
U, 9.826928 U, 0.112000
sin (A3 — K3) 8.662688 sin (A1 — K3) 8.752507
hes 8.042420n her 7.5672067
V44 0.6202687 U} 1.1853017

* Beziiglich der Indizes siehe FuBnote * auf S. go.
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b) Die erste Ndherung.

19—t | 40990534 (3 —122) (82 —19) 3.157027
19—t 76.00052 % k2 5.693012
t9—1t? | 35.09518
19 —19 1.611780 1+n? 0.187020
t% — tg 1.880817 QO 8.850039
t9—1¢ 1.5452 1+4+n 0.164881
2 4 545247 + 3 4 (VI)
N; 9.824555 N; 9.766729
Add. 9.381090 Add. 9.424238
ny 9.730963 ng 9.664430
N;—nf 9.112053 N;—mng 9.088668
c1 0.734386 c3 1.209600
Vi 9.037059 V3 9.014920
cx (N1 —nf) 9.846439 c1v1 9.771445
Add. 0.131401I Add. 0.131076 VII
c3 (N3—mng 0.298268 c3v3 0.224520 (VII)
kO 0.429669 10 0.355596
Add. 0.082591 uo 0.526080
R; cos 9.750770 (R2 sin 92)3 9.763237
©Osin g0 9.921079 1o (Rzsin$,)3 0.289317
cos g° 9.986180 sin ¢° 9-395000  (VIII)
uOcos g° 0.512260 m 0 0.066279
tg ¢° 9.408819 sin g 04 7.580000
q° | 14° 22’ 39”8 m sin g 04 7.646279

Bei Anwendung von Tafel 4 erkennt man leicht, daB nur eine Wurzel
der GauBschen Gleichung in Betracht kommt, und zwar die zwischen I
und IT gelegene.

Die Auflésung der GauBschen Gleichung mit Hilfe der Tafel von
BanacHiEwICZ oder nach dem Tietjenschen Verfahren (siehe S. 112)
ist auf einem Nebenblatt erfolgt.

92 | 55°57"2573
Ca 14 39 3.I D2 —Ca 41°18’ 2272
R, sin 9, 9.921079 sin (&, — {2) 9.819598
sin {, 9.402997 R, 0.002725
72 0.518082 R, sin ($, — &2) 9.822323
73 1.554246 sin £z 9.402997 (IX)
—10 0.3555967% A, 0.419326
—10:93 8.8013507 cos f 9.989634
Add. 9.989658 0z 0.408960
kO 0.429669 tg f. 9.344642
4. 0.419327 0:t8 B2 9.753602
viiv3 7.482813 V3173 7.460674
Add. 0.002446 Add. 0.002708
n? 9.730963 ng 9.664430
N: 9.824555 N, 9.766729
Add. 9.368321 Add. 9.411181
N1 9.733409 n3 9.667138
Ni—mn 9.101730 N3 —mns 9.078319
U 0.6202687% Uy 1.185301%
U, (N1—n1) 9.7219987% U% (N3 —n3) 0.2636207 (X)
Add. 9.841188 Add. 9.907729
Uip: 0.235888 Usp. 0.520960
n101 0.077076 1303 0.171349
tg fr 9.373264 tg B3 9.283445
01 0.343667 03 0.504211
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119
7101 tg fr 9.450340
Add. 0.298809
7303 tg 3 9-454794
02 tg fa 9.753603
c) Das Verbesserungsverfahren.
sin (A— L) 0.457092% 9.913453% 9.999906 7%
0 0.343667 0.408960 0.5042I1
cos (A—L) 9.981405 9.758411 8.316734%
gcos (A—L) 0.325072 0.167371 8.820945%
Add. 0.167722 0.226463 9.970695
R 9.998434 0.002725 0.006362
7 cos bsin (J— L) 9.8007597 0.3224137 0.504I17%
cos od. sin (! —L) 9.991212 9.882272 9.9816297 (XI)
rcosb cos (I —L) 0.492794 0.393834 9.977057
tg (! —L) 9.3079657 9.928579n 0.5270607
I—L | 348°30"46%1 319°41" 244 286°32’ 5279
rsin b 9.716931 9.753602 9.787656
sec b 0.005776 0.006521 0.007242
rcosb 0.501582 0.511562 0.522488
tg b 9.215349 9.242040 9.265168
cos (I3 — k) 0.990453 It 168°27’ 59”4
—tg br cos (I3— k) 9.2058027 L, 174 8 17.0
Add. 9.165777 I3 180 26 1I.I
tg b; 9.265168 193 113 6 27.6
Zahler 8.371579 Ii—1 11 58 11.7
sin (I3 — 1) 9.316805
tg isin (i — §) 9.215349 L—8 55 21 31.8
sin (lr— &) 9.915257 L—&§ 61 1 49.4 (XII)
tgicos (i — §) 9.054774 L—8 67 19 43.5
tg i — &) 0.160575
tg i 9.300092 71 0.507358
sin (Iz — §) 9.941947 Y2 0.518083
sin (3 — Q) 9.965075 73 0.529730
tg (i— Q) 0.160575 *r 55°52" 4879
tg (l.— 8§) 0.256791 22 61 30 7.2
tg (3 — &) 0.379115 u3 67 43 26.2
sec ¢ 0.008481
tg u: 0.169056 U3 — Uz 6 13 19.0 (XIII)
tg u, 0.265272 U3 — Ug II 50 37.3
tg us3 0.387596 Uy — Ur 5 37 18.3
sin (u — u) 9.034950 9.312267 8.991052
vy 1.047813 1.037088 1.025441
vy sin (u — u) 0.082763 0.349355 0.016493
1 9.733408 N3 9.667138
Diff. +1 Diff. o
0 0.343667 0.408960 0.504211 (XIV)
sec 0.011788 0.010366 0.007866
4 0.355455 0.419326 0.512077
A { 8.11664 8.18051 8.27326
0.01308 0.0I5I5 0.01876
12 204935757 19 —19 1.611780
t2 55.45275 13— 19 1.880817
J 96.35808 12 —19 1.545247

Die Logarithmen der Zwischenzeiten und damit =], #j, &%, ¢°

bleiben unveridndert.
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2 (u—u)
Yo

2 Yrr

v+

2 }/M (r+7)
cos 5 (u—u)
sec y

I

(0 —10)s
(43

a//

172
a'n
a,ln
— b”nz
a'n

a,/
— b”nz
Sy
V2191
ny
(51
Diff.

3°6”39"5

0.523906
0.824936
0.824975
9.999961
9.999359
0.000680
2.80562

3.223560
2.474925
0.748635
9.80848
1.49727
2.982521

0.55712
0.531387

+ 960.6
+3.6
—34

+ 960.8

0.002481
9.730963
9733444

—35

5°55’ 18”6
0.518544
0.819574
0.819718
9.999856
9.997676
0.002468
2.24667

3.761634
2.459154
1.302480
0.36743
2.60496

3.536366
1.66991
1.63907n

+ 34385
+ 46.8
—43.6

+ 3441.7

Y2193
n§
"3

Diff.

2948/ 39’2
0.5127 20
0.813750
0.813784
9.999966
9.999477

0.000557
2.89221

3.090494
2.441352
0.649142
9.72189
1.29828

(XV)

2.883028
0.37103
0.33239%
+763.9
+2.3

—2.1
+ 764.1

0.002678
9.664430
9.667108

+ 30

(XVI)

Die groBen Differenzen in den Anfangs- und Endwerten der Ny, M3
machen eine 2. Ndherung notwendig.

@2:91) —1

_ "3

73 [(F2:91) —1)]
(41

7.758000
1.554246
9.312246

9.043209

(2:3) —
73
73 [(72:93) — 1))
V3

7.791333
1.554246
9-345579
9.0I0009

(XVII)

Mit diesen Werten von »:, »; und den hier unverdndert gebliebenen
Werten von %), n wird das Formelsystem (VII) bis (XVI) erneut

Als Ergebnis der 2. Naherung erhdlt man

durchgerechnet.
Q1 0.343771
03 0.409011
03 0.504205
&
n1

71
72
73

113° 5/ 22/!8

9.733443

0.518122

0.507431 |
0.529724

7
n3

55°53" 49”7
61 31 6.1
67 44 30.4
11°17 5'0
9.667107

Uy
Uz
U3

Da diese Werte der #;, #; mit den Ausgangspunkten der Néherung
vollig iibereinstimmen, so kann das Verbesserungsverfahren als ab-
geschlossen betrachtet und zur Ableitung der Elemente M, w, ¢, u ge-

schritten werden.

d) Die Ableitung der Elemente.

rysin (u—u) y
k(80 —10)

Ve

0.083859

9.847361

0.236498
P

0.352897
0.116398
0.236499
0.472998

0.017328

9.780828
0.236500 (XVIH)
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I21
P 9.965567 pi7; 9.943274
Add. 8.916525 Add. 9.144669
qx 8.8820927n q3 9.087943 7
cos (w3 — t1) 9.990653
¢1 coS (U3 — ur) 8.872745n o | 307°47 20”0
Add. 9.807087 vr | 108 6 29.7
— 43 9.087943 vz | II3 43 46.1
Zzhler 8.679832 U 119 57 I0.4
sin (u3 — 1) 9.312301 CoSs Uz 9.604678 7%
esin vx 9.367531 e 9.380592  (XIX)
sin v; 9.977939 sin 17 5.314425
€ CoS ¥ 8.88200927n cos U3 9.6983507
tg v: 0.4854397n € Cos vz 8.994270mn
1-}ecos v, 9.954874
@ 14°11/ 45”8 72 0.518124
cos @ 9.986531 K 1.499808
cos @? 9.973062 )44 3.550007
a 0.499936 a3 0.749904
un 2.800103
Vri:p 0.017216 Vrsp 0.028363
sin @f2 9.091904 sin @[2 9.091904
sin v 9.977939 sin v3 9.937737
sin 3 (v: — Ex) 9.087059 sin 2 (v; — Ej) 9.058004
5 (11— Ex) 7° 1/ 8% 3 (v;— E3) 6°33" 45”4
— E; 14 2 16.0 v3—E; 13 7 30.8
Ex| 94 4137 E; | 106 49 390.6 (XX)
E; — E; 12 45 25.9 V3 — Ux II 50 40.7
7 (E3—Ey) 6 22 43.0 = (W3 —vr) 5 55 20.4
sin 3 (E3 — Ex) 9.045706 sin 2 (v; — v:) 9.013596
acos @ 0.486467 Vrirs 0.518578
a cos gsin 3 (E; — Es) 9.532173 ]/7173 sin = (v3 —v1) 9.532174
sin E; 9.998903 sin E; 9.980993
e’ 4.704017 e’ 4.704017
4.702920 "o 4.685010
e’ sin E { 14° of 5679 e’ sin E;{ 13026/ 58/'3
80 3 16.8 M; 93 22 4I.3
_ I3 19 24.5
M3 M‘{ 4.680919
— t" 1.880817 (XXI)
60do
_gof| 39-64243 _ 50| —36%35808
o t‘{ 1.598161 bo tg{ 1.560601 7%
u 2.800102 w 2.800102
.39826 .360703%
t° - t‘i ){ 6403561 58?;!6 I (tU - t%){ —64‘;322’7253’.'8
87 o0 154 M, 87 o0 155
Zusammenstellung der Elemente.
Epoche to = 1920 Apr.29.0 M. Z. Gr.
M, | 87° o’ 1574 w| 307°47 2070 | Ekliptik
p| 14 11 45.8 Q1 113 5 22.8 { Mittl. Aquin.
u| 6317106 ) 11 I7 5.0 1920.0
Iga 0.499936

e) Kontrolle durch Nachrechnung einer nicht benutzten Beobachtung.

o 11h gm 26352
0 +19° 36’ 4276

Beobachtung: 1920 Apr. 6 gh 46m 43s M. Z. Algier
}Mittl. Aquin. 1920.0
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Die Reduktion dieser Beobachtung und die Umwandlung in eklip-
tikale Koordinaten ist im Beispiel S. 66 und 43 erfolgt. Fiir die Beriick-
sichtigung der Aberrationszeit wird A4 dem Beispiel des 6. Abschnitts
entnommen.

t 37439902 u 58°39” 32%5
A4 0.01389 sin u 9.931502
to 37.38513 ¥ 0.512702
tO-—t{ —22.61487 cos % 9.716112
d 1.3543947 sin ¢ 9.291557
u 2.800102 7 sin u 0.444204
(t0—to) 4.1544967% cos % 9.991522
“ ° —3°57 52”14 ¥ sin u cos 7 0.435726
Mo 87 o 154 Add. 9.802847
M 83 2 23.0 — Rsin (L—8) 9.997891%
E 96 59 11.8 ¥ COS % 0.228814
a cos @ 0.486467 Add. 9.970794
sin E 9.996763 — Rcos (L— Q) 9.0419867
cos E 9.085067 7
Add. 0.174930 Acos fsin (A— Q) 0.238573 (XXII)
—e 9.389592% sin (A — Q) 9.868094
cos E —e 9.564522n |4 cos B cos (A— §) 0.199608 (XXIII)
a 0.499936 tg (A— Q) 0.038965
rsinv 0.483230 A—8 47° 34’07
sin v 9.970528
¥ cos v 0.064458n% Asin B 9.735761
tgv 0.418772n cos f} 9.988626
v | 110°52"12%5 Acos p 0.370479
® | 307 47 20.0 tg p 9.365282
L | 196 46 24,6 A | 160°39”2375
113 5 22.8 pl|+13 3 200
L— 83 41 1.8 4 0.381853
sin (L — §) 9.997356
R 0.000535 cos BdA + 0”4
cos (L— Q) 0.041451 ap +o0.8

Die geringe Abweichung dieser 17 bzw. 18 Tage von den beiden ersten
benutzten Beobachtungen entfernt gelegenen Beobachtung spricht fiir
die Sicherheit der abgeleiteten Elemente.

8. Abschnitt.
Die Methode von WILKENS.

§ 36. Die Fundamentalgleichungen.

Bezeichnet man im ekliptikalen Koordinatensystem die geozentri-
schen Polarkoordinaten eines Korpers mit 4;, §;, 4, (=1, 2, 3), seine
heliozentrischen rechtwinkligen Koordinaten mit x,;, y;, z;, die recht-
winkligen Sonnenkoordinaten mit Xo;, Yo,, Zo;, so bestehen zwischen
diesen GréBen die durch die Gl (3.3) und (3.4) ausgedriickten Beziehun-
gen. Bei Beseitigung oder Vernachlissigung der Sonnenbreiten oder bei
dem Ubergang auf den locus fictus ist Zo; =0, und man erhalt

% +Xoi = A, cosficos A;
yi + Yoi= 4;cosfisink; (1)
2 = A,’ sin ﬂt .
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Hierin sind die 4;, 8;, X0, Yo, bekannte GréBen. Die 4,, f; werden nach
den Gl. (3. 29) aus den zu den Beobachtungszeiten ¢, gehérigen (auf das
mittlere Aquinoktium des Jahresanfangs bezogenen) Koordinaten «;, d;
ermittelt. Die Sonnenkoordinaten X¢;, Yo ; werden nach den Gl. (3. 2)
aus den Lo ;, R, abgeleitet, die fiir die auf den Nullmeridian reduzierten
Beobachtungszeiten ¢, den Jahrbiichern entnommen werden. Diese
GroéBen miissen auf das gleiche Aquinoktium wie die «;, d; bezogen sein.
Die unbekannten GroBen x,, v,, z; gelten fiir die Zeiten ¢; —A A;. Da
die Entfernungen A4; erst im Laufe der Bahnbestimmung bekannt
werden, so konnen die Aberrationszeiten zunidchst nicht beriicksichtigt
werden.

Die unbekannten Entfernungen werden nun durch Division der bei-
den ersten der Gl (1) durch die dritte eliminiert. Man erhélt die beiden
Gleichungsgruppen

(x,' —I— Xoi) z% == ctgﬂicosl.- = a;

L ) (2)
i + Yoi) P ctgfisind; = b;,

die zur Abkiirzung gleich a, bzw. b; gesetzt sind.

Die Aufgabe besteht darin, aus diesen 6 Gleichungen die der mittle-
ren Beobachtungsepoche zugehérigen heliozentrischen Koordinaten
dx, dy, dz
at’ dt’ at
denen die 6 Bahnelemente durch die in Abschnitt I entwickelten Be-
ziehungen verkniipft sind.

Die %1, %3, y1, ¥3, %1, 43 konnen von der Zeit der mittleren Beobach-
tung ausgehend in Reihen fortschreitend nach Potenzen der Zwischen-
zeiten entwickelt werden

%2, ¥2, % nebst ihren Ableitungen zu bestimmen, mit

dx oy . 2% . d3x
x1=xz+(t1-t2)d—;+;(t1—t2) —tit_:+—5-(t1_tz)3dt3z+“.

in | . L&, a3 x (3)
M=t (5 —h) g il —h) el —h) ot

Beachtet man, daB nach den Gl. (1.3) und (2.2) die rechten Seiten
dieser Gleichungen (und analog die der Gleichungen fiir y1, ¥3, 21, %3) nur
als Funktionen der Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten darstellbar
sind, so erkennt man, daB die Gl. (2) bei Einfithrung der Reihenentwick-

lungen der Gl. (3) in 6 Gleichungen iibergehen, in denen nur die 6 Un-
bekannten %, ¥, 2, %, ddj;z, % auftreten mit Koeffizienten, die
Funktionen von 7, = }/ %2 4 y? 4 22 sind.

Zur Abkiirzung sei gesetzt

a 2 I 2d2 2 I
x1=xz+@17’:—+;01d—;‘+g0§]€1(x) .
dzx, 2 2%, (4)

X3 =1+ 03+ ;0 -+ 50 Ry (v),
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wo
t —'tz— I t '—'tz=@3
d3 x, : a4 x, N AR
RI()—‘dtz + @I dt4 + @ dt52+"' ()
By | o dim | o, dm 5
Ry (x) = dir +3 @3 dt4z+ @ 37445 +oe
ist.

Wird in den Bewegungsgleichungen (1.3) die Masse m vernach-
lassigt, so lauten sie nebst ihren Ableitungen — fiir die x,- Koordinate —

d? x, . k2
T a0
ds x, _ 3k dn k2 dx,
FTER” S R e
a4 x, k2 12 [ dr,\? 3 dir, 6k2 dv, dx,
= R2 — — - —_ -
=k [1’2 (dt > + 5 dﬂ]xz LR TR (6)

ds x, 15k2 drz 60 /dr,\3 45 dv, dzr,
B (@) =3

i o7 at at 73 di dp |
k2 36 [ dry\? 9 adxry] dx,
2| . 2 (22 2. 22
+k [rg (.dt) r4 dﬂJ dat *

...........................

Hierin sind die 2.und hoheren Ableitungen lineare Funktionen von
%2 und -7 , deren Koeffizienten noch von 7, und seinen Ableitungen
abhangen. Nun bestehen zwischen den GroSen die Beziehungen

ri=x v+
dr, 1 dx, dy, dz,
it —7<2dt t+ Yy 2 2dt>

dry, dx, ay, dz,\* k2 ary\*
=)+ @+ (@ - - @)
so daB die 2. und alle héheren Ableitungen reine Funktionen von #;,

ddx; dd ’};z, d;: sind. Das Gleichungssystem (4) ist also ganz

durch die 6 Unbekannten des Problems darstellbar.

In der Praxis der Bahnbestimmung diirfte man mit den Gliedern bis
asx,
=75 Vollkommen ausreichen.

Fiihrt man die Ausdriicke der Gl. (4), wie die entsprechenden fiir
die y- und z-Koordinaten unter Beriicksichtigung der ersten Beziehung
von Gl. (6) in die GI. (2) ein, so erhilt man die 6 Fundamentalgleichun-
gen fiir die 6 Unbekannten in der Form

fr—1m0: ) nm—a (x—-k@zl)zer@,il’;’ a0, 22
— — Xoi— 10 Ri (3) + 10 O Re (2)

(1—180: %) 1 — b (1 — 2k 62 )z,+91d” b O, 22
=—Y0x—g@3Rr(y)+ﬁbx@er()

7)

Y2, Z und
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x2~a222=—X02
—_— bZZZ _ Yoz (9)
=—Xo3——@3R3( ) + 34303 R3() (10)

<1 — %kz@g;%—)yz — by (1 — 1k @2 3>zz+ @3dy’ b30; —+ dz’
=—Yo;—50R; () + 50,03 R; (2).

Die Beriicksichtigung der Glieder bis mindestens @} bzw. @} ist not-

wendig, da bei der alleinigen Mitnahme der in @: bzw. @; linearen

Glieder die Kriimmung der Bahn nicht beriicksichtigt werden wiirde.

Diese 6 Gleichungen sind lineare Gleichungen der 6 Unbekannten,

und ihre Auflosung liefert, wenn man von den mit @° bzw. @} multi-

3
plizierten Gliedern absieht, die 6 Unbekannten als lineare Funktionen

von -3

D1e Emfuhrung der so ermittelten x,, y,, 2z, in die Glelchung
72 = x2 + v + 2 fiihrt zu einer algebraischen Gleichung 8. Grades in
72, der Arbeitsunbekannten des Problems. Ist 7, aus dieser Gleichung be-
stimmt, so geben die 6 Gleichungen wegen der Vernachlissigung der
Glieder mit @} bzw. @) erste Ndherungswerte der 6 Unbekannten
selbst. Beriicksichtigt man dann die vernachlissigten R-Glieder und
16st die verbesserte Gleichung 8. Grades erneut auf, so erhilt man den
verbesserten Wert von 7, und damit verbesserte Werte der 6 Unbekann-
ten. Das ist in Kiirze der Gang des Wilkensschen Verfahrens.

Die Auflésung der Gl. (8) und (10) kannin folgender Weise geschehen.
Fiihrt man die Ausdriicke fiir x, und ¥, nach Gl. (9) in Gl. (8) ein, und
setzt zur Abkiirzung

al—‘az—:@IAI a3—a2=@3A3
bI — bz = @1 BI b3 —_ bz = @3 B3 (II)
XOI~X02=@1C1 X03"‘on=@3C3

Yor— Yo.=0:D: Y03—Y02=@3D3’
so ergibt sich

dx, 1 2 dz

—df:—=AI<I—— k2 @2 >z2+a1 dzt — Cr— k2 @1 on
——O”RI()—I—%@faIRI()

dyz 1 2 dz I 1 (12)

_gt__—_BI(I— 1k’ >22+b1 55 —Dx—;k’@gyoz

— 5O R (y) + 307 b1 Ri (2) .
Analoge Gleichungen erhélt man aus der Verbindung der Gl. (9) und
(x0). Subtrahiert man beide und setzt zur Abkiirzung
FOIR (1) — 101 R () — 1O R () + 3O as Ry () = R(xn) )
10:R: () — 201 b:iRi () — 203 R; (3) + 203 b5 R; () = Ry 2),
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so wird
[AI<I ip@? —,%) — 4, (x — RO —%ﬂzz + (@ — a5) 22
= Ci — C3— 312 (03 — 01) ;7 Xo. + R (x2)
| B, (1 — 1RO %3) — B, (I 1} @2 %)}zz + (bx — 53)% (x4

=D1—D3_%k2 (@3—@1)%Y02+R(y2)

Sieht man dann von den R-Gliedern ab, so enthalten die Gl. (14) auBer

der unbekannten GréBe 7, nur noch die beiden Unbekannten z, und fzdz—;

§ 37. Die erste Ndherung.

a) Die provisorische Ausfithrung. Bevor der Eliminationsproze
weiter durchgefithrt und als Ergebnis die Gleichung 8. Grades auf-
gestellt wird, leitet WILKENS die Unbekannten zunichst auf Grund
der vereinfachenden, streng aber unzulissigen Annahme der elliptischen
Bewegung der Erde bzw. des locus fictus ab. Er erreicht damit eine be-
sondere Vereinfachung der rechten Seiten der Bedingungsgleichungen
und zugleich die Ableitung des Lambertschen Satzes iiber die Kriim-
mung der geozentrischen Bahn sowie eine Ubersicht iiber die Lésungen
des Problems.

Entwickelt man die Xg,;, Yo, bzw. Xy,, Yo, analog Gl (3) in
Potenzreihen nach @; bzw. @3, dann wird

: a* X2 I A2 o d3X
Cim Gy =30 — 0“0 4 2 (01 — 0 T0r 4
d2Y02 d3Y02 . (15)

Dy — Dy =3 (0r — 0y) — .~ + 5 (0] — 0]) —5—

Nimmt man nun an, daB sich der Erdmittelpunkt bzw. der locus fictus
um die Sonne in einer Ellipse bewegt, so ist
dz.Xo 2 k" d2 Yo 2 kz

Xo: o =7 m

de R}
Setzt man diese Ausdriicke in die Gl (15) ein, und vernachlissigt_die
3. und hoheren Ableitungen, so wird gendhert

Ci— C3— 2# (03— 01) 55 Xoa = 11 05 — 63) (33 — 77) Ko

Yo,.

D, —D; — 1k (0; — 0y) %Yoz = 1k2(@;— Ox) (% - i) Yo..

Fiihrt man diese Ausdriicke in die Gl. (14) ein und vernachlissigt die
Glieder mit @2 bzw. @}, so gehen sie iiber

dz
= Az = a) G = 1 (77— 57)

(17}
. dz,
(B: — Bs) 22 + (br — bs)-gi—=g(%g—g)f
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wo .
f:;kz (03 '_0])on (I8)
g=3#0,—-0,)Yo..
Fiir z, bzw. %2- erhilt man die Niherungsausdriicke
I 1) dz, I 1
n=t(m-) W =nlm—w) (x9)
wo
E= [f(b: — by) — g (ax — a3)]
n=——[f (B: — Bs) — g (Ax — 43)]
und
Y = (AI —_ A3) (b] - b3) -_ (BI _ B3) (a;[ _— 43) (20)

ist und » = o das Kriterium dafiir ist, daB3 », = R, ist, wihrend zugleich
2, und % = 0 bleiben. Nun ist A4, stets positiv und daher wegen

2=/, sin B, das Vorzeichen von z, bekannt. Die erste der Gl. (19) ist
der analytische Ausdruck fir den Lambertschen Satz. & sowie f, sind
bekannte GroBen, und man gewinnt das Kriterium, von dem bei der
Entscheidung tiiber die Wurzeln der Gleichung 8. Grades Gebrauch ge-
macht wird:

ﬂz>01 . {5740 7’274R2}
Ist {/3;<OI’SO ist bei 20 n<RJ (21)

Die Gleichung 8. Grades erhilt man nun in folgender Weise. Setzt

man .
“zon‘f'szoz:C XO§+YO§=R2 (22)

I+ a,+ b, = cosecf, = o> (23)

und substituiert diese Ausdriicke, die Gl. (9) und die erste der Gl. (xg)
in7.=x, +y.+ 2., so erhilt man

2 1 I\2 1 I 2
n=go(g ) —28t (g3 TR
oder
7§+k172+k272+k3=0, (24)
wo

hi=— o gt 2élgy — R
k2=+2§262%§_256 (25)
k3 = - 52 g%,
. WILKENS hat die Losungen dieserGleichungeingehend diskutiert. Hier
seien nur kurz die Resultate wiedergegeben. Von den 3 reellen positiven

Waurzeln entspricht eine (gendhert 7, = R,=1) der Erdbahn. Die beiden
iibrigbleibenden Wurzeln koénnen 1. beide <1, 2. beide > 1, oder 3. eine
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< 1, die andere > 1 sein. Liegt der letzte Fall vor, so entscheidet das
Lambertsche Kriterium nach den Vorzeichen von & und g, iiber die
Wahl der einzig méglichen, der Bahn des Himmelskérpers zugehorigen
Wurzel 7,. In den Fillen 1 und 2 sind 2 Lsungen méglich. Der Fall 1
und 2 oder der Fall 3 liegt vor, je nachdem

1+380=o0
ist. Das obere Vorzeichen dieser Ungleichung entspricht dem Falle der
brauchbaren doppelten Lsung, das untere dem einer einfachen Lésung,
wenn in diesem Fall das Lambertsche Kriterium zur Entscheidung
iiber die fragliche Wurzel angewandt wird.

Hitte man aus der Gl. (24) den Wert von 7, gefunden, so kénnte man
jetzt alle Unbekannten berechnen und das Verbesserungsverfahren ein-
leiten.

b) Die genauere Ausfithrung. Tatsichlich ist aber die erste Nahe-
rung sofort genauer ausfithrbar. LaBt man die beschrinkende Annahme
der elliptischen Bewegung der Erde um den Sonnenmittelpunkt fallen
und vernachlissigt nur die R-Glieder und die auf den linken Seiten

der Gl. (14) auftretenden Glieder 3 k2 @2— bzw. > k2 @ —-, SO treten
an Stelle der Gl. (17) die folgenden

dz
(Ar — A3) 22 + (ar — a3) d—i

= Ci—C3— 1k (03— 01) 5 on=(

n?» -
~—

in (27)
(Br — B3) 2z + (bx — b3) -~
] -—-D3 (@ @I) Ig Y02=g(G—‘%>,
wo .
F = ; (C:—C3) G=,(D:~Dj) (28)

gesetzt ist. Der Vergleich mit dem Ausdruck (17) zeigt, daB die F und
G gendhert gleich % und damit gendhert gleich der Einheit sind.
Weiter wird formal ebenso wie vorhin
1 I dz, 1 1 .
=t (p ) 717=77<_QT_737)’ (29)
wo die £ und 7 als Koeffizienten von — in z, und = dleselbe Bedeutung
wie frither haben und P und Q deﬁmert sind durch
7= 7g[fF(br — b3) — gG (ar — a3)]

P—
£
Q

I (30)
3 =—~W[]‘F(BI——B3)—gG(AI — 43)].

Man erkennt, daB die P und Q genéhert gleich R, sind.
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Endlich lautet die Gleichung 8. Grades in der neuen Gestalt
1 2
r; —5202(P3_r3> §C<P3—723">+R2

oder
78+ kvl + kvl 4 k3 =o0, (31)
wo jetzt
klz_fzaz +2§CP3—' :

+2§20-2 —I——ch (32)
k3 = — £202.

Zur Erleichterung der Auflésung der Gl. (31) hat WILKENS eine
Tafel (siche Tafel 7) gegeben, die mit den Argumenten &¢ und &¢
einen Niherungswert 7o von 7, gibt, und auch — in Verbindung mit den
Kriterien — auf die Frage der Zahl der Losungen Auskunft gibt. Die
Tafel reicht fiir die weitaus meisten Fille der Praxis der Bahnbestim-
mung der Planeten und Kometen aus.

Die Verbesserung des Niherungswertes 7o kann nun auf differentiel-
lem Wege erfolgen. Es ist bei Einsetzen der #-Wurzel in Gl. (31)

fro) =78 + kil + kavy + ks

und

af (vo)
dro

—-87 +6k17 +3k270:

und man erhilt die Verbesserung d7, von 7, aus der Newtonschen Be-
ziehung zur ndherungsweisen Auflsung von Gleichungen

dro =~ 1 (r0) (“4 '°)> . (33)

Nach erlangter Kenntnis von 7, aus der Gl. (31) kann man jetzt die

6 Unbekannten 2, ""zjz 2, 22, 2% nach den Gl (29), (9), (r2) be-

rechnen, wobei die Gl. (12) in der bisher benutzten 1. Niherungsform
zugrunde gelegt werden.

dx, dz, N

%_AIzZJraI —CI—;kZQI%Xo, "
34

d d

TZ?;—Z—'BIZZ-*"IJI “ DI—‘;‘kZQI%YOz.

§ 38. Das Verbesserungsverfahren.

Nun steht der Berechnung aller in der 1. Naherung vernachlissigten
Glieder nichts mehr im Wege.

Man beginnt mit der Ermittlung der 2. und héheren Ableitungen
der Koordinaten x;, ys, 2; . Sie erfolgt nach den Gl. (7) und (6).

Ehe man an die Berechnung der R-Glieder geht, bestimmt man
zwecks Beriicksichtigung der bisher vernachlissigten Aberrationszeiten

Stracke, Bahnbestimmung. 9
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die geozentrischen Entfernungen A4;. Zunichst erhidlt man A, aus
Ay =12, cosec B2, dann aus entsprechenden Gleichungen A: und 4;,
nachdem man zr und z; aus

dz 1 Az 322 . a3z
=+ O 10T S 203 S

dz , d*z . a3z (35)
B=n+ 03—+ 05— + 50—

abgeleitet hat.

Mit Verwendung der verbesserten Zeiten werden nun die 8 Konstan-
ten nach den Gl. (11), nach den Gl. (5) die R-Glieder berechnet und diese
wie die bisher vernachlissigten Koeffizienten auf den linken Seiten der
Gl (14) 1 2°Q°* —,% bzw. £ £* O —,% beriicksichtigt.

Die Gl. (14) sind damit in aller Strenge auflosbar und liefern nach
Elimination von % 2z, als Funktion des rechts verbliebenen;ls— in der
Form :

I
L=m-+mn T

Hierin sind m und # numerisch bekannte GréBen.

Setzt man den Ausdruck fiir z, in die Gl. (9) ein, so ergeben sich auch
%2 und y; als Funktionen von %3 Durch die Substitution von %2, ¥, 2,
in die Beziehung 72 =x2 4y’ —;zz erhdlt man die Gleichung 8. Gra-
des und durch ihre Auflésung einen verbesserten Wert von 7,.

Aus den soeben erhaltenen Ausdriicken fir die %2, y,, 2, bestimmt

man nun, da die GroBe —- bekannt ist, die 3 GroBen selbst, dann
dx, d ay,
Tat’at
Werte beibehaltend.

Damit hat man verbesserte Werte der 6 Unbekannten gewonnen.
Bei kleinen und miBigen Zwischenzeiten sind diese Werte meist schon
die endgiiltigen.

021

nach den strengen Gl (12), fir 7 k° O aber die eben benutzten

Bevor man das Verbesserungsverfahren wiederholt, untersucht man,
ob man auf Grund der gefundenen Werte der 6 Unbekannten die be-
nutzten Beobachtungen innerhalb der Genauigkeit der 6-stelligen
Rechnung darstellt. '

Zu dem Zwecke berechnet man zunédchst die nur in 1. Ndherung
erhaltenen 2. und héheren Ableitungen der Koordinaten x;, ¥z, 2 nach
den GI. (7) und (6) aufs neue. Damit erhdlt man x:, 3, y1, ¥3, 21, %
nach Gl (4) und nach den GI. (1) die zuriickgerechneten Werte der
a;, b; bzw. A;, f;. Stimmen diese mit den Ausgangswerten nicht iiber-
ein, so ist das Verbesserungsverfahren zu wiederholen. Andernfalls
schreitet man zur
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§ 39. Ableitung der Elemente.

Zunichst werden die 3 GréBen Parameter p, Knotenlinge &, Nei-
gung 7 abgeleitet nach den Gl. (1. 62)

. ay, Az,
k]/—cosz =% — Y2y
—kV;Ech,sini:z—dﬁ——x—d—zi (36)
0 2771 2731 3
dz, ay,

k]/-};SinQ,Sini = yz—d't— —_— 227{—.
Die Exzentrizitit e und die wahre Anomalie v, erhilt man aus den
beiden Gleichungen

. dx, ady, dz,
coine = TP L (8 gy 8y 22)
5 (37)
€ COSVy = Z — I, )
die sich aus der 2. der Gl. (7), und aus Gl. (1.26) ergeben.
Aus den GI. (1. 66) kann man die Gleichungen
7, Sinu, = 2, cosect (38)

72 COS Uy = % COS § —+ Y sin §
ableiten, die die Berechnung des Argumentes der Breite u, gestatten.

Die vom Knoten aus gezdhlte Lange des Perihels w erhilt man aus

Gl. (1.63) O =1y — v, (39)

Die bisherigen Formeln gelten fiir elliptische, parabolische und
hyperbolische Bewegung gemeinsam. Getrennt berechnet man jetzt
1. Fiir die Ellipse (0 <e¢ <1)

©1E = |/t n
Mz = Ez —3SinE2

a=gpsecep?, wo sing=¢e (40)
k
H=-3
a2

2. fiir die Parabel (e=1)

Z—T 2 I I I,
M2=t—§~=y—k-(tg;v2+§tg;vg)
qz
wo g=1p
3. fiir die Hyperbel (e> 1)
tgiH: =)/ gt
Modu (t, — T) = Mod e tg H, — Igtg (45° + ; Hz)
a, =pctgy*, wo cosy =¢"*
k
n=-3-
ay

Uber die Bedeutung dieser GroBen siche Abschnitt 1.

9*
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§ 40. Formelzusammenstellung.

Gegeben sind die Beobachtungszeiten #;, die geozentrischen auf das
mittlere Aquinoktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobachtungen
«;, 0;, die nach den Gl (3.29) in die ekliptikalen Koordinaten 4;, §;
verwandelt sind, und die zugehérigen fiir das gleiche Aquinoktium giil-
tigen Sonnenkoordinaten Xy ;, Y;. Diese GroBen werden nach den
Gl. (3. 2) aus den fiir die Zeiten #; dem B. J. entnommenen Koordinaten
Ly ; und R; erhalten.

a) Konstante HilfsgréBen.

a; = ctg ficos A;

b; = ctg /3,' sin A; (i =132 3) (I)

@1 = tl -_ t*_’, 03 = t3 - tz (II)
Ar = (ax — a2) g A= (13— @) g
Br = (b: — bz)-@‘— By = (b; — bz)@‘—
' 3 (I11)

I

O,
I
Dy = (Yo: — Yoz)'@; Dy = (Yo; — YOz)“@—3
b) Die erste Ndherung.

Cr = (Xox - on)

f=-;—k2 (@3—@I)on =—I_(CI_C3)
! (IV)
g=1k(0; —6:) Yo, = Dr—Dy)
lg 2 k2 = 6.170133_,,
v = (A1 — A3) (bx — b3) — (Bx — By) (ar — a3)
E= o [f (b — by) — g (ax — a3)]
n=— - [f (Br — B) — g (41 — 43)] (V)
5= %[fF (br — b3) — g G (ax — a3)]
515 = — -}ﬁ[fF(Bx — B3) — gG (41 — 4;3)]
0% = cosec f3;
C=“2on+b2 Y02 (VI)
R: == Xaz + Y202
ky = —{-‘202—;—6-1-255—%3*132
(VII)

k= + 28200 53 — 28
hy = — &202
flra) =78 4 krvS + kv + By =o0. (VIII)
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Kriterium fiir die Lésung der Gl (VIII):

8 £ 1+368<o 1+360>o0
z 1 Losung: 7, 2 Losungen: #L, v11
—0 >o0 V2> R, vI und v >R,
<o 7, < R 7I und vII <R,
o >0 2 < R, 7I und 71 <R,
<o >R, v und v I >R,

Einen 1. Ndherungswert der gesuchten Wurzel bzw. der beiden Wurzeln
der Gl. (VIII) entnimmt man mit den Argumenten é¢ und &£ der Tafel 4.
Mit diesem Naherungswert 7, wird

f(”o) =7§ +k17§+k27§+k3

af (v
25”_8 T GhetS 3k

(IX)

berechnet und die Korrektion
d?’o—— _f( )( d1(’:)>

abgeleitet, die zu 7, zu addieren ist, um einen verbesserten Wert 7, zu
erhalten. Das Naherungsverfahren fiir 7, ist abgeschlossen, wenn
f(r;) streng gleich Null, also die Korrektion d7o=o0 ist. Man erhilt
so den endgiiltigen Wert 7, der 1. Ndherung, der die GI. (VIII) streng
erfiillt.

Im Fall der doppelten Losung bleibt die Zweideutigkeit der Losung
unbehoben, und nur eine weitere Beobachtung kann iiber die Wahl der
dem beobachteten Objekt zugehérigen Bahn entscheiden.

netlmn) wele

dx dz 1
Xy =y % — Xoo dtz—‘AIZZ_l_“I : Cl_ék201ﬁX02 (X)
2
dy; dz, 1 I
Yr="brz2 — Yo ar = Brat by — Di— 382601 5 Yoo
2

c) Das Verbesserungsverfahren.
d x, d ay: dz, >

ar, 1
37—7<"237+ V2 gy T2y

dz v, 1 d %, ay, dz, k2 dry\2?
i =) + (@ + (@) - (&)
k2 3k2 dr, k2 12 [ dr)\? 3 arv;
—_—— = —_—— 2| — — S —= —_
73 b vy dt .k {72 73 < dt) + vt dﬂ:} 3

shin g % (&)3_4_5_1’:”1”} —
T At dt v3dt aen ] 4

k2 36 /dn 9 dr]
k2 {ié—'"<dt> +74 ar -’ s>

(XI)

k2 [_
: (XII)




134 Methoden der ersten Bahnbestimmung.

lg k2 = 6.471163_10 lg 3k = 6.94828_,, lg 15 k2 = 7.64725 10

dz z,

ir — 1%
%;3=sz2+01% %=02y2+01% %37?262224—61%
%ﬁx%xz—i-zcz% ai;;}z:c_o,yz—{—zcz% %=c3zz+zcz%
%‘zcdfxz-{—@% %=C4y2+05% d;;;=c4zz—{—cs%

Die Ausdriicke in Gl. (XII) kénnen mit verminderter Stellenzahl
berechnet werden. Bei kurzen Zwischenzeiten diirfte haufig die 4-stellige,
bei grofBeren Zwischenzeiten die 5-stellige Rechnung ausreichend sein.
Man konnte daran denken, auch im letzteren Falle etwa die 2. und
3. Ableitung 5-stellig, die héheren Ableitungen aber 4-stellig zu er-
mitteln. Indessen ist die abwechselnd 4- und 5-stellig gefithrte Rechnung
im Interesse der Sicherheit der Rechnung wenig empfehlenswert. Die
Berechnung der 6. und hoheren Ableitungen wird in der Praxis kaum
erforderlich sein.

Zwecks Beriicksichtigung der Aberrationszeiten werden z: und 23
bestimmt aus
a3z

dz, 2 A%z

zI:z”—l_@IW_’_%@Idt:+%@f—cm_+“'
dz, R N P2 (XIII)
B=12+0;,; +305 5,7 +30] 555+

Damit wird

A; = z cosec fi A, = 2, cosec B, A3 = z3 cosec 3 (XIV)

lgA = 7.76118_,, in Bruchteilen des mittleren Tages
Or=t0 11 Oy =12—13
Von nun an werden die um die Aberrationszeiten korrigierten Zeiten
verwendet.

s x . atx . as x,

R; (%) _—W;‘]‘:{"ioﬁ . 0/° a5 T
asy daty ' asy. .

Ri(y) =775 +30/ 75 + 207" 55+ (i=1,3) (XV)
ds z, PN AR 02 @522

Ri(2) = =55+ 4 i'ﬁ—'F’;a@iz g5 o

R(x2) =30 Re (x) — 10" a1 Re (2) — £ 03" Ry (x) -+ £ 03" 4 Ry ()
R(yz) =160 Ry () — 303 bi Ry (2) — 03" Ry (3) + 03" b Ry 2)

Mit den korrigierten Zeiten werden gegebenenfalls die GréBen
A:, A3, B:, Bs, C1, C3, D1, Ds nach den Gl. (ITI) neu gerechnet.

(XVI)
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In die Gleichungen
dz
[4: (1 — 1m0 %) —43(x — 1m0y 7‘3)] o+ (e — ag)
=Ci—Cy— 1k (00 — @f)ixoz + R (x2)
(XVII)

[B: (1 — 11200 1) — By (1 — 10203 5} |22 + (b — b) 57

=Di— Dy — 142 (02— 01) 35 Yor + R (y)

werden diese Werte der 8 Konstanten, die R(xz), R(yz) eingesetzt,

und auf den linken Seiten zur Berechnung der Glieder 3 k2 60.* %3 bzw.

2

SRz @;’2:—3 fiir 7, der Wert der 1. Ndherung verwendet. Unbekannte

2

sind in den beiden Gleichungen z,, % und auf den rechten Seiten TIB

2

Durch Elimination von %Zti ergibt sich fiir z, ein Ausdruck in der Form

Z=mtnos. (X VIII)

2

Hierin sind # und # numerisch bekannte GroBen.
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks fiir z; in die Gleichungen

xz;dzzz—X02 y2=b222_ Yog (XIX)

erhilt man x,, y, ebenfalls als Funktionen von ls Setzt man die qua-

2

drierten Ausdriicke von #;, ¥s, 2; in die Beziehung
ra=%,+y:+ 2 (XX)
ein und ordnet nach Potenzen von 7., so erhidlt man die Gleichung
8. Grades in der Form _
8+ kS + k72 4k, =0 (XXTI)
in der %, %,, k3 numerisch bekannte GréB8en sind.

Bei Ausgang von dem Wert 7, der 1. Ndherung ergibt sich wie dort
durch differentielle Verbesserung der endgiiltige Wert von 7,.

Mit seiner Benutzung erhilt man z, aus der Gl. (XVIII), dz’ aus
einer der Gl. (XVII) (gewahlt wird die Gleichung mit dem groBten

Koeffizienten von (21), %2, ¥z aus Gl (XIX) und endlich dx, 4y,

it ar ar 2us

ax, .
=110 >zz+aIZZ—~CI——k 6! % Xo

L0 R () + 107 iR ()

dy, N R dz, 1

H=B< k20! I)Zz+b1 - DI—EkZQS;I'gYoz
1 °2R1( )_I_%@f"’ br R (2)

(XXIT)
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Vor AbschluB des Verbesserungsverfahrens muB man sich iiber-
zeugen, daB man auf Grund der erhaltenen Werte der Koordinaten «,,
%2, % und ihrer Geschwindigkeiten durch Zuriickrechnung die Werte
a;, b; bzw. 4;, B; erhilt, die die benutzten Beobachtungen innerhalb
der Genauigkeit der 6-stelligen Rechnung darstellen.

A% | 1 p0s @ | 1 pos @3
x¢=xz+@f% 00 d:: +'6‘01,'03 d:;z"f_"'
4 O 1@ Ll e T (i XXIIT
i =9, + 6; dt + an +6 e + (1—1’3) ( )
a 2
zi= 2+ 6; dz; 10 ‘fitzz’+‘@°3d LI

Vor Ermittlung der x,, y;, z; nach diesen Gleichungen ist eine Neu-
berechnung der 2.und héheren Ableitungen der Koordinaten nach
Gl. (XII) erforderlich. Indessen kann man hiufig die 4.und 5. Ab-
leitung aus der 1. Ndherung ungeéndert iibernehmen.

AicosPicos A = % + X
A;cos fysind; =vy; + Y5 (t=1,2,3) (XXIV)
A,-sin ﬂ, = Z;

Erweisen sich die Abweichungen der Ausgangs- von den Endwerten
als zu groB, so ist das Verbesserungsverfahren zu wiederholen. Meist
wird dabei von einer Neuberechnung der Aberrationszeiten und der
3. und héheren Ableitungen abgesehen werden kénnen, so daB wesentliche
Erleichterungen gegeniiber dem 1. Verbesserungsverfahren eintreten.

Ist das Verbesserungsverfahren abgeschlossen, so beginnt man mit
der

d) Ableitung der Elemente.

. dy, dxy

kYpcosi =X —YVagy
— kYpcos Qsini = 2,2 5, 22 (XXV)

¢ T *at

— . .. dz, ady,
kVpsin Qsini =y, — — 2 —,

. 1 dx, ay, dz,
g T )
ecosvz=—Z———I

7, Sin %, = 2, coSec 1
2 2 2 . (XXVII)
72 COS U, = %, COS § —+ Y2 Sin §

gemeinsam fiir elliptische, parabolische und hyperbolische Bewegung.
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1. fiir die Ellipse (0 <<e << 1)
tgiE, = ]/i—;-gtggvz

Mz = E2 - esinE;
a=psece?, wo sing=c¢

(XXVIII)

. 1g k" = 3.550007
p=-3 WO {lg k° = 9.993704-10
aZ
2. fiir die Parabel (e =1)
t; — T 2 I I 1
M, =" 3 ) %(tg;vz +5tg;vi)
qZ
wo g=3p
3. fiir die Hyperbel (¢> 1)
1 — I 1
tgz H, = V:—;tga’vz
Mody (#, — T) = Mod etg H, — 1gtg (45° + 3 Hz)
a, = pctgyr wo cosy = et

M:

SSNIO)[ B

e) Kontrolle durch Nachrechnung von Beobachtungen. Die Kon-
trolle durch Nachrechnung der benutzten Beobachtungen ist bereits
nach den Gl (XXIV) erfolgt. Will man sich nicht mit dieser Kontrolle,
die nur eine Priifung der Rechnung darstellt, begniigen, sondern ein
Urteil iiber die Brauchbarkeit der Elemente erhalten, so mufl man
mindestens eine nicht benutzte Beobachtung nachrechnen. Diese Nach-
rechnung kann nach den Formeln des Abschnitts 15 erfolgen. Siehe
auch die Ausfiihrungen auf S. 89.

B. Die Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen.

Von den zahlreichen Methoden, die sich im wesentlichen durch die
Auswahl der Beobachtungsdaten — es sind nicht alle 8 Daten notwen-
dig — unterscheiden, soll hier nur die praktisch vielfach bewihrte
Methode von BERBERICH nebst ihrer Erweiterung durch BAUSCHINGER
und ihre fir die maschinelle Rechnung geeignete Umformung nach
VEITHEN Aufnahme finden. Abweichend von VEITHEN erfolgt hier die
Ableitung der Elemente wie in § 26.

Da es in der Ndhe des Ausnahmefalls (Bewegung in der Ekliptik)
unmoglich ist, eine brauchbare Gleichung fiir eine einzelne geozentrische
Entfernung aufzustellen, so werden zur Bestimmung von 2 Entfernungen
Ax und 4,4 aus der Ebenenbedingung 2 Gleichungen abgeleitet, die eine
fiir den 1., 2., 4. Ort, die andere fiir den 2., 3., 4. Ort. Die in diesen
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Gleichungen auftretenden Verhiltnisse der Dreiecksflichen werden
durch Niherungswerte ersetzt, in denen als Unbekannte nur die Radien-
vektoren 71, 74 auftreten. 2 weitere Beziehungen zwischen den 4 Un-
bekannten liefert das Dreieck Sonne—Erde—Gestirn. Die Unbekann-
ten werden im Versuchsverfahren bestimmt. Die Ableitung der Ele-
mente erfolgt dann aus den beiden duBeren Orten bei Verwendung des
GauBschen Verhiltnisses von Sektor zu Dreieck.

Fiir kurze Zwischenzeiten und nicht zu groBe Exzentrizititen leistet
der kurze Berberichsche Ansatz in den Entwicklungen fiir die Drei-
ecksflichenverhidltnisse gute Dienste. Mit seiner Verwendung ist bei
sehr kurzen Zwischenzeiten der Arbeitsaufwand geringer als bei einer
Methode der Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen.

Fiir alle praktisch vorkommenden Fille wird der Bauschingersche
Ansatz ausreichend sein.

Wie man aus den folgenden Entwicklungen erkennt, wird man auch
hier Wert darauf legen, daBl je 2 Lingen nicht nahezu gleich werden.

9. Abschnitt.
Die Methode von VEITHEN (BERBERICH-BAUSCHINGER).

§ 41. Die Fundamentalgleichungen.

Als Koordinatensystem wird das der Ekliptik zugrunde gelegt, da
man hier den Vorteil erzielen kann, daB von den kleinen Breiten nur
die Cosinus in Rechnung treten. Etwaige Beobachtungsfehler in den
Breiten sind dann von sehr geringem Einflu auf die Bahnbestimmung.

Fiihrt man die Bezeichnungen

[rara] _ [r17a] (r374] 7

rarg [rirg % [rirgd [7174]
ein, so lauten die Bedingungsgleichungen der Ebene, Gl. (7. 1), wennsie
auf die Kombinationen 1, 2, 4 und 1, 3, 4 angewandt werden

NeXr — %y My %y =0 WXy — %3+ Mg Xy =0

Mryr—= Yo+ MYy =0 My — Y3+ nyyy=0 (x)

Nrlr — 2+ Ny 24 =0 ﬁ121~23+ﬁ424=0.
DenUbergang vondenheliozentrischenKoordinaten x;, y;, z; (¢ =1, 2, 3, 4)
zu den geozentrischen Koordinaten 4;, §; vermitteln die Gl. (3. 3) und

(3. 4). Setzt man hierin
cosB;cosh; = a;

cosB;sin A; = b, (2)
sin ﬂi = C;
und fiihrt die Werte der x;, y;, 2, in Gl. (1) ein, so erhilt man die Fun-
damentalgleichungen in ekliptikalen Koordinaten in der Form
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ar Ny AI — Ay A2+a4%4d4=”1XoI - X02 +n4Xo4
b]”] A] — bz Az +b4n4 A4=n1 YOI — Y02 +'ﬂ4 YO4

C1 n1A1~—02A2+C47L4A4:%;(ZOI—*—ZOZ +%4Zo4
und _ _ ~ B (3)
ax N1 AI —_ a3 A3 + 614%4 A4 = %IXOI — X03 +'ﬂ4Xo4

by A — by A3 + bymy Ay =m Yor — Yos+ m Yo,

CI ﬁ] A] _— 03 A3 + 04;L4A4 = ﬁ] ZOI —_ ZOS + ;I/4Zo4.
Hierin sind die a;, b, ¢;, Xo;, Yo:, Zo; bekannte Gr6Ben. Die a;, b;, ¢;
werden nach den Gleichungen

a; = a, WO  a; = cos d; CoS &;
b; = b cose + cisine b; = cos d; sina; (4)
c; = — blsine + cfcose ci = sind;

aus den durch die Beobachtungen gewonnenen #quatorialen Koordi-
naten «;, 0; berechnet. Da nur die Cosinus der kleinen Breiten in Er-
scheinung treten werden, so diirfen die Sonnenbreiten Bg;, also die Zp;
auch ohne Korrektion der 8, gleich Null gesetzt werden. Die ekliptikalen
Sonnenkoordinaten X¢; und Yo,, die auf das gleiche mittlere Aquinok-
tium wie die «;, d; bezogen und wie diese geozentrisch sein sollen, werden
zweckmiBig nach Gl.(3.2) aus den L, (= Lo; 4 180°) und R; berechnet.
Diese werden fiir die auf den Nullmeridian reduzierten Beobachtungs-
zeiten ¢, dem B. J. entnommen.

Unbekannte sind in den Gl. (3) die 4 Entfernungen 4, und die Ver-
hiltnisse der Dreiecksflichen #:, n4, #:, #,. Eliminiert man aus den
beiden ersten Gleichungen jedes Systems A, bzw. 43, so erhilt man
2 Beziehungen zwischen A; und 44, in denen die Sinus der Breiten
nicht auftreten. Die beiden Beziehungen lauten

A4——A2 A1+an+cz_+D2

m nl (5)
wo
A — thz—-bxaz B, — _bzXOI—ﬂzYor C :bzon—sz02
2 azb4—bza4 2 azb4—-b;a4 2 a2b4_b2a4
D, — _ hXos—aYou
2 a3 by — by ay
A3=ﬁlb3—b!“3 B,— _hXer—aYor ~  bXos—aVos
azb, — by ay 3 a3 by — by ay 3 a3 by — by aq
D.— _ ts¥o1— Yo,
3 azby — by ay

gesetzt ist.

Die 4., As, ... kann man nach diesen Gleichungen berechnen oder
man kann die Elimination numerisch ausfiihren.

Die Unbekannten #:, n4, #:, 7y, werden nun durch Niherungsaus-
driicke ersetzt, in denen als Unbekannte nur 7; und 7, auftreten. Dann
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stellen die Gl (5) gendherte Beziehungen zwischen den 4 Unbekannten
Ax, Ay, 71, 74 dar.

Zwischen diesen bestehen aber auBerdem noch die bekannten Be-
ziehungen

77 = (Ricos 1 + 4:1)* + (R sind)? 6)
7y = (Rycos Py + A4)* + (Rysindy)?,
worin
Ricosth = — (a1 Xg:+ 0:1Yo:) (Risin®d:)’= Rz— (R cosd:)*
Rycosty = — (ay Xo,+04Yo,) (Rysindy)*= R% — (Rycosdy)’.

§ 42. Das Nidherungsverfahren.

Den Gl. (2. 9) kann man, wenn man sie auf die Kombinationen 1, 2,
4 und 1, 3, 4 anwendet und nur die Glieder bis zur 3. Ordnung in den
Zwischenzeiten beriicksichtigt, die Form geben.

nr . T1 4 T1T2

ng - T4 3 Ty

(tq —t)E+ 4708
L_E_1372(12+T4)§+411145n

ny Ty 3 14

ho T - (7)
N1 1 1 T2 — — =2
a= e A MW E 4Ty
;;Z%—%tr;:z‘(h‘*‘ﬁ)f—i‘4EIE4§W:
worin
k(t4—t2):TI k(t4—t1)=rz k(tz_tl):T4
ks —4) == klty—t) =14
und
v e
(11 4 74)3 ¢ 74+ 71 "

gesetzt ist. Fiihrt man diese Ausdriicke, die den Bauschingerschen An-
satz darstellen, in die Gl. (5) ein, und setzt zur Abkiirzung

TiITy = )2 TriTy =3
%TITz:Wz %EITZ:"/@
Arypr="Ta A3X3=f3
V(42 — [2) = g2 Y3 (A3 —f3) =g (8)
477 A, =i, 4T A5 =14
Xz(Bz+Cz)+C2+D2:k2 X3(B3+C3)+C3+D3:k3
Y2 (B — Co+ Dy — k) =my w3 (B3 — C3+ D3 — ky) = my
4By +1:1,C2) = 0, 4 (77 By + 1174 C3) = 03,
so ergibt sich
A=t gl tidn) bt (bt métobn) =Sidit o

Ay = (f3+ g€+ i36m) Au + (ks +mg & + 036 m) = S34: + T
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Die Gl. (6) und (9) sind ausreichend zur Bestimmung der 4 Unbekannten
Ax, A4 und 71, 74. Die Auflésung geschieht am einfachsten im Versuchs-
verfahren. Die mit % multiplizierten Glieder sind sehr klein und kénnen
bei dem ersten Niherungsversuch unberiicksichtigt bleiben. Wenn nicht
eine provisorische Bahnbestimmung bessere Naherungswerte fiir  und
& liefert, so setzt man bei den kleinen Planeten in erster Ndherung =0
und in ¢ fir die Radienvektoren 7: und 7, einen Mittelwert 71 =7,=2.7,
also fiir & etwa den Wert 0.0060 an. Bei den Kometen wird durch eine
vorausgegangene parabolische Bahnbestimmung stets ein Naherungs-
wert fiir die % und & geboten sein.

Bei kleineren Zwischenzeiten und nicht zu stark exzentrischen
Bahnen kénnen die #-Glieder unbedenklich ganz vernachlissigt werden.
Man hat dann den Berberichschen Ansatz, der im Naherungsverfahren
sehr rasch zum Ziele fiihrt.

Ist das Niherungsverfahren abgeschlossen, so beginnt man mit der
Ableitung der Elemente.

§ 43. Ableitung der Elemente.

Mit den im Versuchsverfahren gewonnenen endgiiltigen Werten der
Entfernungen werden nun die Elemente aus den beiden duBeren Orten
abgeleitet, unter Verwendung des Verhiltnisses von Sektor zu Dreieck.

Da die analytischen Entwicklungen ganz analog denen der Bahn-
bestimmung im #quatorialen System (siehe § 26) sind, so sollen hier
die der Ableitung der Elemente dienenden Gleichungen nur in der
Formelzusammenstellung gegeben werden.

Die bei der Vorausberechnung zu verwendenden #dquatorialen Kon-
stanten miissen hier aus den erhaltenen ekliptikalen GréB8en nach den
Gl. (3. 15) abgeleitet werden.

Die Bahnlageelementew, & ,7 werden aus den ekliptischen Konstanten
nach

sinésinw = P, sin = P,cosw — Q,sinw

.. . (x0)
sintcosw =0, cos§ = Pycosw — Q,sinw
berechnet. Man erhilt diese Gleichungen aus den Gl. (6. 36), wenn man
hierin e=o0 setzt.

§ 44. Formelzusammenstellung.

Gegeben sind die Beobachtungszeiten ¢; (1=1, 2, 3, 4), die geo-
zentrischen auf das mittlere Aquinoktium eines Jahresanfangs redu-
zierten Beobachtungen «;, §; und die zu den Zeiten #; gehérigen eklip-
tikalen Sonnenkoordinaten X ,, Y ;, die nach

XO,:= R,;COSLO,' Yoi =RiSiIlLo,'
aus den im B. J. gegebenen ekliptikalen Sonnenkoordinaten Ly; und R;

berechnet werden. Die Z,; werden gleich Null gesetzt. Die Planeten-
breiten bleiben unkorrigiert.
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a) Konstante HilfsgroBen.
a} = co0s d; Cos a;
b = cosd; sina;

¢; = sind;
a; = a; @
b; = blcose 4 cisine
¢; = — blsine + cicose
¢ aus Tafel 2
. Wb tat=1
Kontrolle: g b o =1
RI COS 191 = — (dI XOI +b1 YOI) (R] Sin 191)2=R: — (RI COSs 191)2 (Il)
Rycosdy = — (a4 Xoy+ b Yo,) (Rysindy)® =R} — (Rycosdy)*
arm Ay — ay- Ao+ aymy Ay = n: Xor — X2+ m3 Xo,
bl-nldl—bz'A2+b4-n4A4=%1Y01—Y02+M4YO4 (III)

al-ﬁldx—a3~A3+a4-ﬁ4d4=ﬁ1XO,—on—{-ﬁ4XO4
b1'ﬁ1 Al—b3'A3+b4"ﬁ4A4=ﬁ1 YOI— Y02 +ﬁ4 YO4‘

Aus diesen Gleichungen werden 4, und A3 auf numerischem Wege eli-
miniert. Man erhilt 2 Gleichungen von der Form
(31 2 I
A4=A2EA1+3274+C2;;+D2 )
Ny 7 I
A4 =A3“1;1;A1 + B3'ﬁ_4 + C::'?4 + D3,
in denen nur die A,, B, Cz2, Dy, A3, B3, C3, D; numerisch bekannte
Gré8en sind.
=Pkl —t) Ta=k(ls—t) Tu=Fk({—t)

=kl — ) 7 =k(t; —t)

k = 0.0172021

(Kontrolle: 71+ 74 = T2 = 71 + 74)

X2=TriTy B=T0T

1/)2=%‘L’172 1/’3=%?1772

f2=AzXz fr=A4;37;

g2 =2 (42— 1) 8 =13 (43— f3) )
* 1y =472 A, ® 13 =47: A3

ks =y2 (B2 4+ C3) + Co + D, k3 = 3 (B3 4 C3) 4+ C3 4 D;
m2=w2(Bz“"C2+D2—k2) M3=1,U3(B3‘—C3+D3—k3)
* 0, =4 (7] B: + 117, () * 03 =4 (7 By + 174 C5)
Kontrollen:

hte=4:0n+v) —v.fo L+g=450+ ) — 915
AzOz—— B2i2=‘-4A2 CzTIT4 A303—— B3'i3=4A3 Cgil-’i,‘_
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b) Die Hypothesenrechnung.

1 vy — 7t
E=(tms 17T (V1)

Si=f+@é+iln Ti=k4+métoéy (VII)
Sy=f+gé+i3En Ts=rhk+mé&+oén

T,— T,
AI:S_‘?——-_% A4:SZA1+T2=S3A1+T3

Z (RI cos 01 + AI) -+ (RI sin 19’1) (VIII)

7, = (Rycos ¥y + Ay)° + (Rysindy)®.

Bei ginzlich unbekannten Entfernungen geht man von den ersten
Niherungswerten &=0.0060, =0 aus, berechnet damit aus den
Gl. (VII) A; und 44 und aus den Gl. (VIII) 7; und #4. Aus den Gl. (VI)
erhilt man neue Werte der & und %. Mit diesen wird die Rechnung
wiederholt. Sind 3 Versuche durchgerechnet, so wendet man zur Ab-
kiirzung des Versuchsverfahrens die regula falsi an. Die Hypothesen-
rechnung wird so lange fortgesetzt, bis keine Anderung mehr eintritt.

Bei kleinen Zwischenzeiten und miBigen Exzentrizititen kann man
n ganz vernachldssigen (Berberichscher Ansatz). In diesem Falle
brauchen die mit * bezeichneten Ausdriicke in Gl. (V) gar nicht berech-
net zu werden.

c) Ableitung der Elemente.
mi=ad — Xo: ty=a,44— Xo,
yi=0brdr — Yo: yy=0b,44— Yo, (IX)
zi=c¢r Ay 2 =c¢4 A4
Kontrolle: x4+ yf + 27 = 7Z.
Beriicksichtigung der Aberrationszeiten nach
80 =1t — A4, to=1t,— A4,

W=k - 1) )
A = 0.005770 in Einheiten des mittleren Tages
n, =774+ B ¥y + yryg + 22
11,02 )
g 9 '
9
%32 (2V x2+71+74)
2Vz 11 10 (XI)

= 0.942809 T = 1.222222 17 = 0.90Q0QI

I
- 10 9
V2=TI+737]

w

)
|

Uber die Berechnung des Kettenbruchs siehe die Ausfithrungen auf S. 30.
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- — FiXg+ V1Yot 42y

£
X0 = x4 — 0 X1
Yo = y5 — 0 yx (XII)

P=2—0%
70 — onz + yOZ -+ 202
Kontrolle: (r179)2 = (y1 24 — 21 94)% + (%124 — 21 %4)* + (%1 Y4 — Y1 %3)?

. Y1 v°
sin (v4 — v1) = Vv
cos (vy — v1) = #x %+ 3:3’44+ Zr 2y
Kontrolle: sin (v — v1)*+ cos (v4 — 1)* =1
— 0 _
V6 =" (XIII)
T
€COSV1r = (1
esinvy = 9:©08 (V4 — vr) — 44 (XIV)

sin (vq4 — vr)
Vg =1 + (V4 — 1)
Kontrolle: p =7, (1 + ecosvy)

— s - A
€= sing a—(l_e)(1+e)
tgrE = |/ tein (XV)

1 I1—e 1
tgz By = ‘/mtg;v4

Kontrolle: acosgsin (E4 — E1) = Jrz74sin’ (vg — v1)

e® = 57.29578-¢
M; = E; — e°sinE;

M,=E,— ¢°sinE, (XVI)
My — M,
P= =1
Kontrolle: u= Fok = 0.985608
ala
M+ plto— 1) = Mo= My + p (fo — 1)
= % COS ¥Ur o sin vy Qx — % §ix:lv; + 0 co:)'u,
Py . CO,SIvI Y su:om Qy — 9 su::), 4 g0 C(;s) U1 (XVII)
Pz — 2 co:l'uf N sin vg Q' — 2 si:l‘u, + 20 COS U

Kontrollen: P;+ P;+P;=1 Q;+Q;+0Q:i=1
PxQx+PyQy+PzQz=0
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sinssinw = P,

sini cosw = Q,
sin § = P,cosw — Qysinw
cos § = P,cosw — Q,sinw

(XVIII)

Kontrollen: P,sinw + Q,cosw = — cosising.
sin § und cos & miissen zu demselben Winkel gehéren.

Die fiir die Vorausberechnung erwiinschten dquatorialen P;, P,, P;,

0, Q,, 07 werden nach den Gl. (3.15) aus den ekliptikalen Werten nach
P;=P, Q%= 0
P, = Pycose — P,sine  Qy, = Q,cose — Q,sine (XIX)
P} = P,sing + P,cose Q;=Qysine + Q,cose

erhalten. .

d) Kontrolle durch Nachrechnung der mittleren Beobachtungen.

Die Nachrechnung kann nach den gleichen Formeln wie in § 27 erfolgen:
M = Mo + p (to — to)
E —¢°sinE=M
Acosdcosa = a P, (cosE — €) + acos ¢ Q;sinE + X5
Acosdsina = a Py (cosE —¢) +acospQysinE + Yy  (XXI)
Asiné =a P; (cosE —¢) + acosp Q;sinE + Zg.
Die Aberrationszeiten kann man mit ausreichender Genauigkeit mit
Hilfe der Werte fiir die benutzten Beobachtungen ermitteln. Uber die
zweckmifBige Bestimmung der exzentrischen aus der mittleren Anomalie
siche die Ausfithrungen in § 67. Die Reduktion der Beobachtungen,
die Entnahme der Sonnenkoordinaten und ihre Reduktion erfolgt in
derselben Weise wie bei den der Bahnbestimmung zugrunde gelegten
Daten.

Wihrend die véllige Darstellung der benutzten mittleren Lingen
nur eine Probe auf die Richtigkeit der Rechnung darstellt, erhdlt man
ein Urteil {iber die Brauchbarkeit der Elemente durch Nachrechnung
der zur Bahnbestimmung nicht benutzten mittleren Breiten (siehe S.138).
Zeigen sich hier groBere Abweichungen, so liegen entweder Beobach-
tungsfehler vor, oder die Reihenentwicklungen waren nicht ausreichend.
In diesem Falle, der jedoch nur bei groBen Zwischenzeiten oder bei
groBer Exzentrizitit eintreten sollte, leitet man die Elemente nach
dem in Abschnitt 21 erlduterten Verfahren ab.

(XX)

10. Abschnitt.
Die Methode von BERBERICH-BAUSCHINGER.

Der Gedankengang und die Formelentwicklungen sind analog denen
des vorigen Abschnitts, so daB es geniigt, wenn nur die Formelzusammen-
stellung gegeben wird. Das erste Gleichungspaar zwischen den Un-

Stracke, Bahnbestimmung. 10
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bekannten Ax, 44 und 71, 74 wird hier aus je den beiden ersten Gleichun-
gen der auf die Kombination 1, 2, 4 und 1, 3, 4 angewandten Bedingungs-
gleichungen der Ebene in der Form der Gl. (7. 2) abgeleitet. Als be-
kannte GréBen treten daher hier neben den ¢;, 4;, f; die Polarkoordi-
naten der Erde L;, R, statt der rechtwinkligen Sonnenkoordinaten auf.
Die Sonnenbreiten sind gleich Null gesetzt. Die Ableitung der Elemente
erfolgt nach denselben Formeln wie in Abschnitt 4.

§ 45. Formelzusammenstellung.
Gegeben sind die auf den Nullmeridian reduzierten Beobachtungs-
zeiten ¢;, die geozentrischen auf das mittlere Aquinoktium eines Jahres-
anfangs iibertragenen Beobachtungen «;, d7, die nach den Gl (3. 29)
in die ekliptikalen GréBen 4;, f; verwandelt sind, und die zu den Zeiten
¢; gehorigen Erdkoordinaten L; (=Lg;4-180°) und R; (i=1, 2, 3, 4).
Die Sonnenbreiten B ; sind gleich Null gesetzt. (Siehe die Ausfiihrungen
auf S. 139.) ,
a) Konstante HilfsgroBen.
tgwr = tg frcosec (A — L1)  tgw, = tgfy cosec (44 — Ly) 0
tg ¥ = tg (A: — L) sec w: tg 9y = tg (Ay — L) sec w,

Kontrolle: cos #; = cos fi cos (A — L:) cos &4 = cos B4 cos (A4 — Ly)
(¢ und ¥, < 180°)
P; = R;cos & P, = R, cos ¥
Q: = Rysin & Q4 = Rysin 9y
I I
Fr= ospsin—2) T3~ cosfysin (h— Ay
A; =F,cosprsin (Ar —4;) A3 =Fscosfisin (A —4;) (II)
B, = F; Rysin (Le — A) B, = F3 Rysin (L — Ay)
Cy = Fy Rysin (L, — 4s) C; = F3 Rysin (L; — A3)
D, =F, Rysin (Ly — 4,) D; =F3 Rysin (Ly — A3).
Kontrolle von Winkeldifferenzen:
(A —Aa) — (A —A3) = (A3 — Ay) — (e — 4y)
=(Li—d) —(Li—A) =Ly —4) — (Ly — 4A3) =4 — 4

T = k (t4 — tz) T2 =k (t4—t1) Ty = k (tz —_ tI)

=kt —1t) =kt —t)
lgk = 8.235581_1
Kontrolle: T+ Ty =T, =T+ 74
22 =T1:Ty y3=7T1:7
Q=T 7Ty P3=T2:74 (I11)
1/J2=%171‘Ez 1/)3:%'?11'2

Ig 3 = 0.124939
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fa=A2 22 fi=A43y3

g2 =A:9: (1 — ) g =439 (1—x)

%19, = A2 47, #13=A347;

ky=B, 32— Cy 02+ D k3= B3 y3—C3 3+ D3

My = 3 [Ba (1— x2) + Ca (T+@2)] m3 =13 [B3 (1—y3) + C;5 (1 + @3)]
%0, =47° (B, —C, 437) *03=47; (B3 —C3 13")

Kontrolle durch doppelte Berechnung aller nicht kontrollierten GréBen
der Gl (I bis III).

b) Die Hypothesenrechnung.

I Yy — 1

S=txws 1T v
So=fi+(@+iné S;=f+(@g+iné
Ty="Fy+ (my+o0.m) & T3=k3+(m3+0377)§ %)
Ny =D Ay =S, Ay 4+ Ty=S; As + T
I—Sz—-ss 4 = 2 I 2 =3 I 3
___AI-I-P! __A4+P4
e =", t8Ws =", (VI)

71 = Qi sec Wi 74 = Qqsec W,
Bei ginzlich unbekannten Entfernungen geht man von den ersten
Naherungswerten 1gé&=#4.77800, lgn= —co aus, berechnet damit
Ax und A4 aus Gl. (V) und 7; und 7, aus Gl (VI). Aus den Gl. (IV) er-
hilt man dann neue Werte der 1g £ und 1g . Mit diesen wird die Rech-
nung wiederholt. Sind 3 Versuche durchgerechnet, so wendet man zur
Abkiirzung des Versuchsverfahrens die regula falsi an. Das Versuchs-

verfahren wird so lange fortgesetzt, bis keine Anderung in den gesuchten
GroBen mehr eintritt.

Bei kleinen Zwischenzeiten und Exzentrizititen kann man #» ganz
vernachlissigen (Berberichscher Ansatz). In diesem Fall brauchen die
mit * bezeichneten Ausdriicke in Gl. (IIT) gar nicht berechnet zu werden.

c) Die Ableitung der Elemente.

71 cos by cos Iy — L) = A cos fr cos (A — Li) + R
71 cos by sin (I — L) = Ay cos fr sin (A — L)

71 8in b; = A sin fr

74 €os by cos (I — Ly) = Ay cos Bycos (g — Ly) + Ry
74cosbysin (I, — L) = 4, cos Bysin (44 — Ly)

74sin b, = A, sin g4

Kontrolle: 7 und 74 miissen mit den SchluBwerten der Hypothesen-
rechnung iibereinstimmen.

tgisin (I — Q) = tgb:

. tg by — tg by cos (b — I
tgicos (lr—‘&) = B sing(l4—l!()4 !

Kontrolle: tgisin (ly — Q) =tgb,

(VII)

10*
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tgur = tg (I — ) sect
tg Uy = tg ((14 — 93 sect (VILD)
ux und #4 in demselben Quadranten wie I —§ und Iy —&.
Beriicksichtigung der Aberrationszeiten
)=t —Ad4, t;]=t,—A4, (IX)
lg A = 7.76118_,, in Einheiten des mittleren Tages.

' I
2 J 7174 cos 5 (g — ur) 1 1 sec 2
= = X
7474 Iy gzsiniyg 8 Secyn —1 (X)

COS y, =

I’ kann man mit dem Argument Igsecy, aus den Tafeln der Zech-
schen Subtraktionslogarithmen entnehmen.
__ =1
GV EPAE
wobei in Einheiten der 6. Stelle
lga’ = 2.233886
lga"” = 2.61410— I,
Igd"” = 9.034II_;,.
Bei Zwischenzeiten bis zu etwa 60 Tagen sind diese Werte ausreichend.
Bei groBeren Zwischenzeiten fiigt man obigem Ausdruck fiir y, noch
das Glied 6. Ordnung (siehe S.28) hinzu, und wenn auch dieses nicht
geniigt, bedient man sich des Tietjenschen Verfahrens (siehe S. 29).

lg&—z = “'772 + “”772 - b”’?: ’

V~—__ 7174 Sin (g — Ur) —
P=" =

P ?
=1 94=,—4—1

€Ccos Vs = q1 (XI)

. - g1 cOS (uy — Ur) —
¢ sin v, — 1295 (% ) —4s
sin (ug — %:)

W= U — U1 v4=u4—'w

Kontrolle: €COS Uy = gy
sinp=e¢ a=psecep’
sin  (v; — Ei) = sinétpl/%sin vy (XII)

. . Ty .
sinl (v, —E4) = sm}q)l/?“ sin v,

Kontrolle:  acossin(Ey — Ez) = Jri7,sint (v, —vi).
M; =E; —¢"sinE; (XIII)
My=E,—¢'sinE,
lge'" =1ge + 5.314425

b= Ig k"' = 3.550007
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M, — M.
Kontrolle: B= o -
4 H

Bei groBen Bogen leitet man g aus der letzten Gleichung und a aus
kH %
“= (%)
Mi+plt, —t;) =M, =M, + p(t, —1£)
d) Kontrolle durch Nachrechnung der benutzten Beobachtungen.
Die Nachrechnung erfolgt nach den Formeln
M =M, + u@t* —t,)
E—¢'smE=M (X1IV)
rsinv = acosgsin E
rcosv = a(cos E — ¢)
u=9v+ow
Acosfcos (A — Q) =rcosu — Rcos(L — Q) (XV)

Acos Bsin (A — ) =rsinucosi — Rsin (L — )
Asin f=rsinusinz.

ab.

Will man zahlreiche Beobachtungen nachrechnen oder eine Vorausbe-
rechnung geben, so bedient man sich statt der Gl. (XV) besser der
Gl (3.19). Siehe auch die entsprechenden Ausfithrungen in Ab-
schnitt 15.

§ 46. Beispiel.

a) Ausgangsdaten und konstante HilfsgroBen. Gegeben seien die
topozentrischen Beobachtungen des Planeten 996 [1923 NM]:
Ort 1923 M. Z. Wien Org23.0 O1g23.0
‘Wien Marz 21 12h 31m 13s 12h 6m 20897 —o0° 54 5874
Apr. 6 9 17 38 II 54 42.51 40 16 57.5
" Mai 2 8 54 34 II 43 22.35 —+1I 26 19.4
" PR § § 9 56 o II 42 45.36 41 29 20.7
Die Reduktion dieser Beobachtungen (Verwandlung der mittleren Orts-
zeiten in M. Z. Gr., Umwandlung der topozentrischen in geozentrische
Koordinaten) sei gemdB den Ausfilhrungen in § 22 vorgenommen.
Es sei vorausgesetzt, daB eine Kreisbahnbestimmung voraufgegangen
ist (siehe das Beispiel in §54), die die zur Beriickichtigung der Parallaxe
in a;, 6; und zur gendherten Berechnung der Aberrationszeiten er-
forderlichen geozentrischen Entfernungen A, liefert. Man erhalt

1923 M. Z. Gr. Ig4 Pa bs 44

Mirz 21.47630 0.310 4 o0%02 +372 o0.0118
Apr. 6.34186 0.315 —o0.08 +3.2 o0.0119
Mai  2.32584 0.352 —o0.01 +2.8 o.0130

» 11.36851 0.370 ~+o0.06 +2.7 o0.0135
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Die geozentrischen dquatorialen Beobachtungen a,, d; seien nach den
Gl. (3.29) in die geozentrischen ekliptikalen Koordinaten 4;, B; ver-
wandelt. Die zugehérigen Erdkoordinaten L;(=Ly;4180°), Ig R,
werden dem B. J. entnommen. Die By, sind gleich Null gesetzt, doch
ist die Korrektion der 8; unterblieben, da hier ja nur die Cosinusse der
Breiten in Erscheinung treten.

29 21946450 tg Pr 7.560257%
e 37.32996 tg fa 7.6674107%
t9 63.31284 tg fs 7.762672n
£9 72.35501" tg By 7.781683n
A 181° 49’ 1470 L, 180° 19" 56”4 R 9.998465
Az 178 40 23.6 L, 196 o0 16.7 R, 0.000429
A3 175 36 49.8 Ly 221 22 38.1 R; 0.003490
A 175 27 9.6 L, 230 7 35.3 R, 0.004440
Ar— L: 1°29/ 176 Ay— Ly 305°19’ 34”3
cos (Ar — L) 9.999853 cos (44— Ly) 9.762101
cos f: 9.999997 cos fiy 9.999992
tg fr 7.5602577% tg By 7.781683n
sin (Ar — L) 8.414497 sin (A4 — Ly) 9.911623 7%
tg wr 9.145760n tg wy 7.870060
sec wi 4208 Sec wy 127
tg (A — Lx) 8.414643 tg (Ay— L) o.149522n  (I)
tg P 8.418851 tg 94 0.149534
LR 1°30/ 9'!7 By 54°40" 2874
sin 9; 8.418701 sin 9y 9.911627
R, 9.998465 Ry 0.004440
cos P 9.999851 cos Py 9.762093
P 9.998316 P, 9.766533
O 8.417166 Q4 9.916067
Aa— g 3°13’ 14”0 Ay — Mg 0° o 402
sin (A2 — Aq) 8.749579 sin (A3 — Ay) 7.449152
cos fiy sin (A2 — A4) 8.749571 cos fiy sin (A3 — q) 7.449144
Ar— Ja 3° 8’ 504 Ar— 23 6°12/ 242
sin (A1 — Z2) 8.739602 sin (A — 43) 9.033890
Li— A 1°39’ 328 Li— 15 4°43" 616
sin (L: — Z2) 8.461692 sin (L; — A3) 8.915191
R: 9.998465 Ry 9.998465
L— 2 17°19’ 53”1 Ly— 1 45°45' 483
sin (L, — A2) 9.474068 sin (L3 — 43) 9.855195
R, 0.000429 R; 0.003490
Ly—a 51°27' 1177 Ly—14 54°30’ 455 (IT)
sin (L4 — A2) 9.893262 sin (Ly — A3) 9.910754
R, 0.004440 R, 0.004440
F, 1.250429 Fy 2.550856
cos fBr sin (Ar — Z2) 8.739599 cos fr sin (A — 43) 9.033887
R;sin (L:— A) 8.460157 Rysin (Ly— 43) 8.913656
Ry sin (L, — Az2) 9.474497 Ry sin (L3 — A3) 9.858685
Rysin (Ly— A2) 9.897702 Ry sin (Ly— A3) 9.9I5104
A, 9.990028 43 1.584743
B, 9.710586 B; 1.464512
C. 0.724926 C; 2.409541
D, 1.148131 Dy 2.466050
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9—10| 35%2505 19— 12 1.544379
1) — 190 50.89051 19—t 1.706637
t)—1t9 15.86546 td—1t? 1.200452
19— 19 9.04217 19 —13 0.956273
19 —120 | 41.84834 19 —1? 1.621678
7? 9.779960 701) 9.722178 (I1I)
79 9.942218 4 0.124939
L2 9.436033 707) 9.134072
T2 9.559920
34 9.191854 4 0.602060
73| 9.857259 TP 8.383708
X2 0.343927 X3 9-334595
I—%2 0.081935% I—x3 9.894277
P2 9.847117 Y3 9.2590I1
P2 (I — %2) 9.929052% w3 (1 —x3) 9.153288
P2 0.506185 @3 0.084959
142 0.624038 14 @3 0.345583
Baya 0.054513 B; 13 0.799107
Add. 9.970073 Add. 9.991153
—Caq2 1.23I111% —C393 2.494500 %
By —Ca2 1.201184 % B3 y3— C33 2.485653 %
Add. 9.113725 Add. 8.664378
D, 1.148131 D, 2.466050
By (1 — y2) 9.792521% Bj (1 —x3) 1.358789
Add. 9.987769 Add. 0.017095 v
Ca(r+@) | 1.348964 Cy(i+@) | 2735124 (V)
Summe 1.336733 Summe 2.772219
P2 9.847117 Y3 9.259011
B, 9.710586 By 1.464512
Add. 9.895648 Add. 9.989217
— Ca (1:92) 0.380999 7 —Cs3 (1:93) 3.074946n
B; — C, (1:%2) 0.276647 1 B;—C3 (1:%3) 3.064163 71
4T:0% 0.161980 4702 8.985768
fa 0.333955 s 0.919338
82 9.919080% g3 0.738031
is 0.152008 i3 0.5705I1
ko 0.261856 % k3 1.130428 %
M, 1.183850 ms 2.031230
02 0.438627n 03 2.049931%

'b) Hypothesenrechnung.
Die Kreisbahnbestimmung liefert mit 1g a =1g 71 =1g 74 = 0.4824 fiir
die Unbekannten £ und # die Ausgangswerte
Ig &=7.6498 lgn=—oc0.
Rechnet man mit diesen Werten das Formelsystem (V) und (VI) durch,
so erhidlt man als Resultat der 1. Hypothese
lg 7 = 0.450279 g7y = 0.458485
und damit nach Gl. (V) Igé = 7733707  1gn = 7.975322
Mit diesen Werten von & und 7 rechnet man die 2. Hypothese und erhilt
lg7i =0.447949  lg 74 = 0.455671
und damit nach GL. (V) Igé = 7.741429  1gn = 7.948916
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Mit diesen Werten rechnet man die 3. Hypothese durch und erhilt

lg 71 = 0.447691 lg 74 = 0.455340.
Wendet man nun die regula falsi an, so ergeben sich fiir 1g 7; und 1g 7,

die Korrektionen
2582 3312

2330258 — 32 ws14-331 44
und fiir 7; und 7, die Werte lg 71 =0.44%7659, 1g 74, =0.455296 und damit
fiir £ und % die Werte
Ig& =7.742425  1gn = 7.944078,
mit denen man die nichste Hypothese durchrechnet. Diese Rechnung
sei in extenso wiedergegeben:

4. Hypothese

1 0.152008 i3 0.5705I1
7 7.944078 7 7.944078
02 0.438627n 03 2.049931 %
. 8.096086 . 8.514589
zm{ + 0.012476 1317{ +0.03270
82| —o0.830004 83 =+ 5.47055
g2+1m | —o0.817528 g+4m  +5.50325
8.382705m% 9.994009%
om{ — 0.02414 31 —0.9863
ma | -+ 15.27039 m3 | -+ 107.4559
mz+ 027 | 4 15.24625 ms3—+03m | —+ 106.4696
ga+127 9.912503n g3+13m 0.740619
& 7742425 - 7-742425
Ma 027 1.183163 ms+03m 2.027225 (V)
. 7.654928n . 8.483044
(g2+1%27) 5{ — 0.00452 (g3+137) 5{ + 0.03041
fa| +2.15752 13 + 8.30497
8.925588 769650
(m7-+0“7) E{ -|—0.(9)8325 (m3+03 "7) E{ +2’;8§32
ka — 1.82750 ks — 13.50294
S: + 2.15300 T, — 1.74325
S3 | +8.33538 T3 | —12.91457
S:—S; | —6.18238 T,— T, +11.17132
T;— T, 1.048104 % SuA 0.589992
S2—S3 0.7911567 2o + 3.89038
A; 0.256948 T, — 1.74325
Sz 0.333044
A; 1.80696 Vi 2.14713
P, +0.99613 Py +0.58416
.80309 + 2.73129
p,f| T 280309 Ag+ P {
At ‘{ 0.447637 o+ 0430308 )
O: 8.417166 Q4 9.916067 (
sec Wi 2.030490 sec Wy 0.539229
tg Wi 2.030471 tg W, 0.520301
71 0.447656 74 0.455296

Bei der guten Ubereinstimmung der Anfangs- und Endwerte der
71 und 7, der 4. Hypothese ist eine weitere Hypothese unnétig.
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c) Ableitung der Elemente.
sin fr 7.560254% sin B4 7.781675n
r 0.256948 Vil 0.331858
cos P 9.999997 cos f 9.999992
sin (Ax — L:) 8.414497 sin (A4 — Ly) 9.9116237%
o 0.256945 04 0.331850
cos (Ar— Ly) 9.999853 cos (Ag— Ly) 9.762101
g1 cos (Ar — L) 0.256798 04 cos (A4 — Ly) 0.093951
Add. 0.190795 Add. 0.258576
R 9.998465 Ry 0.004440
71 cos by sin (Ir—Ly) 8.671442 74 COS by sin (I4;—Ly) 0.243473 %
cos (Ix — Ly) 9.999939 cos (I3 — Ly) 9.897237
71€08 br cos (I — L) 0.447593 |74 €08 bycos (I — Ly) 0.352527
tg (i — L:) 8.223849 tg (l4— Ly) 9.890946 7%
L—Li| +0°5733"3 ly— Ly | —37° 52" 5077
71 sin by 7.817202m 74 sin by 8.1135337%
sec bx I sec by 5 (VII)
71 cos by 0.447654 74 COS by 0.455290
tg bx 7.369548% tg by 7.658243n
cos (Ig— ) 9.992014 I 181° 17/ 29”7
— tgbrcos (Iy— &) 7.361562 Uy 192 14 44.6
Add. 9.991258 9 350 7 13.0
tg b, 7.658243n
Zshler 7.352820m ly— U 10 57 14.9
sin (Iy — I1) 9.278806 lL—8 202 7 31.6
tgisin (h— &) 7.369548%
cos (I —§) 9.991692% 71 0.447655
tgicos (i —§) 8.074014n 74 0.455295
tg (i —Q) 9.295534 ? 0°41’33%0
1—8 191° 10”1677 sec ¢ 32
) tge 8.082322 tg (i —Q) 9.295534
sin (I — &) 9.5759217 tg (s —8) 9.609141
Uy 191°10” 19”5 tg ux 9.295566
N 202 7 36.9 . tg uy 9.609173 (VIH)
g — U 10 57 17.4 7 (g — 1) 5°28" 3877
8.01813 8.09304
44 od01043 4 A“{ odo01239
t? 21.46587 9 72.35612 (IX)
¢ — 19 50.89025 1) —1t0 1.706634
(2 —29)2 3.413268 71 0.447656
(714 74)3 2.257569 Add. 0.297227
a’ 2.233886 74 0.455296
N2 1.155699 r174 0.902952
a”’ 0.2774 Y7 vq 0.451476
n% 2.3114 2 0.301030
b 9.0341 2) r1ry 0.752506 X
a’n, 3.389585 ‘ 7174 0.752523 ( )
a1 1.4331 2 frarg: (ritry) 9.999983
—b"n2 1.3455% cos 3 (ug — ) 9.998012
, COS Yz 9:997995
am, + 2452.4 2.6141
a’'n, +27.1 I, 2.3367
— b3 —22.2
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V2 0.002457 7174 Sin (4g — %1) V2 0.184243
sin (u#g4 — u1) 9.278834 k(9 —19) 0.942215
sin (44 — 1) Y2 9.281291 Yo 0.242028
V174 0.902952 P 0.484056
pin 0.036400 pvs 0.028760
q: 8.941650
cos (#q — u1) 9.992013 ® | 144°53’ 54"0
g1 cos (uy — u1) 8.933663 vr | 46 16 25.5 (XI)
Add. 9-404333 Vg | 57 I3 42.9
— 44 8.835467n cosvs | 9.733429
Zahler 8.239800 e 9.102038
sin (14 — %5) 9.278834 sin1”’ 5.314425
e sin vy 8.960966
sin v 9.858928
e CoS vy 8.941650
tg u: 0.019316
@ 7°15' 59”4 ad | 1.473180
cos ¢ 9.996498 k’; 3.550007
cos @* 9.992996 az 0.736590
a 0.491060 u 2.813417
YTP 9.981800 Vraip 9.985620
sin @/2 8.801882 sin g/2 8.801882
sin vy 9.858928 sin vy 9.924712
sin - (v1 — Ex) 8.642610 sin 5 (v4 — Ey) 8.712214
2 (i —E) 2°31" 1o 5 (14— Ey) 2°57' 173 (XI)
v — E; 5 2 2.0 vy —E,4 5 54 34.6
E; 41 14 23.5 E;| 51 19 8.3
Ey—E; 10 4 44.8 v4—vr | I0 57 17.4
5 (E4—Ex) 5 2224 5 Wg—w1) | 528 387
sin 3, (E4 — Ex) 8.943709 sin (v3—wv:) | 8.979791
a cos @ 0.487558 }/r,u 0.451476
Summe 9.431267 Summe 9.431267
sin E; 9.819025 sin E,4 9.892449
e’ 4.416463 e’ 4.416463
o 4.235488 "o 4.308912
¢’’ sin Ex 4°46' 384 ¢’ sin E, 5939/ 263
M 36 27 45.1 M, | 45 39 42.0
Ma— M 9 II 56.9 to— 19 1.371608
4 ' 4.520050 u 2.813416
19 —19 1.706634 to— 19 1.4_;,705511 (XIII)
o 4.185114
£9 21.46587 pollo— 12 4°15' 149
to 45.0 40 4.2504717
19 72.35612 # (to—13) —4° 56" 42”1
to—1t9 | +23.53413 .| 40 43 oo
0 )
to—13 | —27.35612 40 42 59.9

Zusammenstellung der Elemente:
Epoche #, = 1923 Apr. 14.0 M. Z. Gr.

Mo | 40°43" oo o | 144° 53" 540 Ekliptik
P 7 15 59.4 & | 350 7130 Mittleres Aquin.
u 6507753 7 0 41 33.0 1923.0

Iga 0.491060



C. Die Bestimmung einer Kreisbahn. 155

Die Nachrechnung der beiden mittleren Beobachtungen (Beispiel
in § 35) ergibt die Abweichungen

cosfdi ap
1923 Apr. 6 —o72 4178
1923 Mai 2 —o0.6 2.1

Die geringen Abweichungen in den Lingen sprechen fiir die Richtig-
keit der Rechnung, die in den Breiten fiir die Giite der Elemente.

C. Die Bestimmung einer Kreisbahn.

Nach der Entdeckung eines Planeten tritt an den Bahnrechner die
Aufgabe heran, dem Beobachter fiir die allernichste Zeit moglichst bald
eine Vorausberechnung zur Verfiigung zu stellen, die die weitere Ver-
folgung des neuen Objektes erleichtert oder ermdoglicht. Diesen Zweck
erfiillt die provisorische Vorausberechnung auf Grund einer Kreisbahn-
bestimmung. Sie hat vor der elliptischen Bahnbestimmung den Vorteil
voraus, daB das durchzurechnende Formelsystem ganz erheblich ein-
facher und kiirzer ist und daB sie bei gidnzlicher Vernachldssigung der
Parallaxe mit beschrinkter Genauigkeit ausgefiihrt werden kann.

Auch in andrer Hinsicht leistet die Kreisbahnbestimmung gute
Dienste. Sie liefert fiir die spitere elliptische Bahnrechnung Werte
der Entfernungen, die fiir die Beriicksichtigung der Parallaxe und der
Aberrationszeiten ausreichend sind. Sie gewihrt einen Einblick in die
Bahnlage des neuen Objektes, der fiir die Wahl der Methode der ellip-
tischen Bahnrechnung bestimmend sein kann. Sie erleichtert die Iden-
tifizierung mit bekannten Planeten, deren Beobachtungen weit auBer-
halb des Bereichs der iiblichen Vorausberechnung liegen, sowie die
Identifizierung mit sehr unsicheren bekannten Planeten.

Fiir die stark exzentrischen Kometenbahnen kommt die Kreisbahn-
bestimmung nicht in Betracht.

Bei der Kreisbahnbestimmung sind nur 4 Elemente zu bestimmen,
da Exzentrizitit und Perihellinge wegfallen. Zur Ableitung der 4 Ele-
mente sind 2 Beobachtungen #;, o, 01, %, o2, 0, notwendig und aus-
reichend. Die beiden Dreiecke Sonne—Erde—Planet liefern 2 geome-
trische Beziehungen zwischen der Halbachse @ und den beiden geozen-
trischen Entfernungen A; und 4,. Eine weitere geometrische Beziehung
zwischen diesenGroBen sowie dem von den Radienvektoren eingeschlosse-
nen Winkel #, —u#; gewinnt man aus dem von der Sonne und den beiden
Planetenorten gebildeten Dreieck. Zwischen dem Winkel #; —u; und
der Halbachse @ besteht andrerseits eine aus dem 2. Keplerschen Gesetz
abgeleitete dynamische Beziehung. Die 4 Gleichungen zwischen den
3 Unbekannten a, A;, 4, werden durch Versuche nach a aufgeldst.
Aus den so bekannt gewordenen beiden heliozentrischen Orten werden
die iibrigen Elemente abgeleitet.
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Das ist kurz der Gedankengang der fiir die numerische Rechnung
geeigneten Methode von VEITHEN. Die Ableitung der Elemente er-
folgt hier abweichend von VEITHEN. Wie man leicht erkennen wird,
ist die Methode im Prinzip identisch mit der auf die logarithmische
Rechnung zugeschnittenen GauBlschen Methode. Beide sollen hier dar-
gelegt werden.

11. Abschnitt.
Die Methode von VEITHEN.

§ 47. Die Fundamentalgleichungen.
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