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Einleitung.

Steiner!) hat eine Reihe von Satzen iiber die Doppeltangenten der
ebenen Kurven vierter Ordnung ohne Beweise ausgesprochen. Einen Teil
dieser Sitze haben Hesse, Salmon und Noether bewiesen. Diese Arbeit stellt
sich das Ziel, alle von Steiner ausgesprochenen Sitze zu beweisen und noch
einige weitergehende Ergebnisse herzuleiten. Die betrachtete Kurve vierter
Ordnung wird dabei als doppelpunktfrei und irreduzibel vorausgesetzt.

Wie dies zuerst Hesse2) getan hat, betrachten wir die Koordinaten eines
Punktes in der Ebene als die Parameter eines Netzes von quadratischen
Flichen im Raum und das Verschwinden der Diskriminante als die Gleichung
der Kurve vierter Ordnung. Dieses Verschwinden ist die Bedingung dalfiir,
daf} die Fliche des Netzes ein Kegel ist; es entspricht also jedem Punkt der
Kurve vierter Ordnung in der Ebene ein Kegel des Netzes im Raum. Hieraus
hat Hesse viele Ergebnisse erhalten und fiir die Untersuchung der Doppel-
tangenten verwertet. Wir konnen aber auch ohne Betrachtung der Kegel,
nur mit Hilfe der acht Schnittpunkte der drei Basisflichen und der invarianten
Eigenschaften der Polaren, alle 28 Doppeltangenten darstellen und ihre
Eigenschaften diskutieren.

Bekannt ist3), daB die 56 Berithrungspunkte der 28 Doppeltangenten auf
einer Kurve 14. Ordnung liegen. Wenn man also die Schnittpunkte dieser
Kurve mit der Kurve vietter Ordnung bestimmt, kann man alle Doppel-
tangenten erhalten. Diese Methode ist zwar nicht geeignet zur Erforschung
der Eigenschaften der Doppeltangenten, aber ihre Existenz kann man so

1) Steiner, Eigenschaften der Kurven vierten Grades riicksichtlich ihrer Doppel-
tangenten. Crelles Journal, Bd. 49.

2} Hesse, Uber die Doppeltangenten der Kurven vierter Ordnung. Crelles Journal,
Bd. 49. — Zu den Doppeltangenten der Kurven vierter Ordnung. Crelles Journal,
Bd. 55.

3) Hesse, Transformation der Gleichung der Kurven vierzehnten Grades, welche
eine gegebene Kurve vierten Grades in den Berithrungspunkten ihrer Doppeltangenten
schneiden. Crelles Journal, Bd. 52; vgl. auch Weber, Algebra 1I, Abschn. 13.
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beweisen. (Die Existenz und Anzahl der Doppeltangenten folgen iibrigens
auch aus den Pliickerschen Formeln.)

Salmon?) fafite die Kurve vierter Ordnung als die Einhilllende eines
Systems 22K 4+ 2 1Q + S = 0 auf, wobei R, @ und S drei Kegelschnitte
sind. Dabei zeigte er, dal jedes Doppeltangentenpaar fiinf andere Paare be-
stimmt; die sechs Paare zusammen nennt man eine Steinersche Gruppe. Er
zeigt noch, wie man aus den Gleichungen von je drei Paaren aus einer Steiner-
schen Gruppe die Gleichung der Kurve gewinnen kann. Auf Grund dieser
Bemerkung kann man aber weiter zeigen, dal irgendeine Kurve vierter
Ordnung als die Diskriminante eines quadratischen Flichennetzes dargestellt
werden kann. So kann man von der Salmonschen Erzeugung zur Hesseschen
iibergehen und umgekehrt. Wir werden das nachher unter 1.2 niher aus-
fithren.

Steiner hat die Behauptung aufgestellt, daf§ die 63 Steinerschen Gruppen
sich fiir 2 < n < 8 nach einem Gesetz zu n und # zu Systemen S [#] ordnen,
so daf} zu je (n — 1) Gruppen allemal eine und nur eine bestimmte n-te Gruppe
gehort; wihlt man aus jeder der # Gruppen eines Systems ein beliebiges Paar,
so liegen die 4 n Berithrungspunkte auf einer Kurve n-ter Ordnung. Zum
Beweise dieser Behauptung kann man ein Kriterium von M. Noether 5) heran-
ziehen, wodurch man entscheiden kann, ob die 4 # Beriihrungspunkte von 2 n
Doppeltangenten von einer Kurve n-ter Ordnung ausgeschnitten werden.
Dariiber hinaus kann man nachweisen, dafl auf dieser Kurve noch # (n — 2)
Beriihrungspunkte einer Kurve (27 — 4)-ter Ordnung mit denselben 2 #
Doppeltangenten liegen.

Um die Steinerschen Systems von je n Steinerschen Gruppzn zu unter-
suchen, fithren wir den Begriff der Punktgruppe auf einer Kurve ein und
erklidren die Multiplikation von zwei Gruppen. Aus dieser Betrachtung finden
wir sehr leicht die Beziehungen zwischen den Steinerschen Gruppen, sowie
den Hauptsatz hinsichtlich der Eigenschaften der Systeme S [#]. Demnach
kénnen wir alle Systeme S [n] ermitteln und die Anzahl der Systeme
berechnen. Als Beispiel schreiben wir uns die Systeme fiir # = 3 und n = 4
vollstindig hin und untersuchen auch die Kurve dritter Ordnung,
welche durch die 12 Berithrungspunkte der sechs Doppeltangenten eines
Systems S [3] geht.

Im Kapitel I werden wir die Ergebnisse von Salmon und Hesse wieder-
geben, soweit sie zu unserem Problem Beziehung haben. Kapitel II bringt
die Theorie der Punktgruppen und die Beweise der Steinerschen Sitze.

4) Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der héheren ebenen Kurven.
5) M. Noether, Uber die Gleichungen achten Grades und ihr Auftreten in der
Theorie der Kurven vierter Ordnung. Math. Annalen, Bd. 15.
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I. Hessesche Erzeugung und Steinersche Gruppen.

1.1. Esset vy 194+ A4;B + 2,C = 0 ein Netz von quadratischen
Flidchen im Raum S;; die Koeffizienten dieser Fliche sind Linearformen in 4:

(1) frr = Aoy + Arbry + 2zcyy.

Fafit man nun die 4y, A1, As als Koordinaten in einer Ebene auf, der
Bildebene des Netzes, so definiert die Gleichung f,; = 0 in der Bildebene eine
Gerade und die Diskriminante

fll /12 f13 fl4"
T — f21 f22 f23 f24
F = —
B fy fo fes ferl
f41 /42 f43 f44‘

eine Kurve 4. Ordnung. Jedem Punkt dieser Kurve entspricht ein Kegel
des Netzes.

Es ist bekannt, daf drei Quadriken 4, B, C im allgemeinen acht ver-
schiedene Schnittpunkte haben, das Netz y also acht Basispunkte hat.
Eine Ausnahme kann nur dann auftreten, wenn die Quadriken 4, B, C eine
Kurve (Gerade, Kegelschnitt oder kubische Raumkurve) oder eine Ebene
gemeinsam haben oder wenn mehrfache Schnittpunkte vorkommen. In allen
diesen Fillen hitten die drei Quadriken in einem ihrer gemeinsamen Punkte
eine gemeinsame Tangente. Es gibe dann eine Linearkombination D = 2,4 -+
+ A3 B + 24,0, die in diesem Punkte einen Doppelpunkt hat, also einen Kegel.
Wir werden sehen, daB dieser Fall nicht vorkommen kann, wenn die Bild-
kurve (2) doppelpunktfrei ausfallen soll.

Lemma. Ein Biischel von Quadriken in S; enthdlt im allgemeinen
4 Kegel. Hat einer der Kegel seinen Doppelpunkt in einem Basispunkt des
Biischels, so fallen zwei der vier Kegel in ihm zusammen.

Beweis. Das Biischel sei durch

;ulB + }.20 == O

gegeben. Die Kegel im Biischel entsprechen dann den Wurzeln der biquadrati-
schen Gleichung

(Aybir+Aery Mbis+ Agers ... Abig+ Aocys
3) Mbor+A2001 Mybea+Azcay ... hibaatecas| _
Mbgy 4+ Azear Abgg + Agcaz ... Abys+ Aycyy

Ist der Punkt (1,0, 0,0) die Spitze des Kegels B, so ist byy = b1y = by3
== by4 = 0. Geht nun auBerdem die Fliche C durch denselben Punkt, so
wird ¢11 = 0, und die linke Seite von (3) wird durch A teilbar.
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Einem Biischel des Netzes ¢ entspricht eine Gerade in der Bildebene des
Netzes. Den vier Kegeln des Biischels entsprechen die vier Schnittpunkte der
Geraden mit der Kurve (2). Wiirde das Netz einen Kegel D enthalten, dessen
Spitze ein Basispunkt des Netzes wiire, so wiirde jedes D enthaltende Biischel
in D zwei zusammenfallende Kegel haben, also wire der D entsprechende
Punkt in der Bildebene ein Doppelpunkt der Kurve (2). Das ist unméglich,
da die Kurve als doppelpunktfrei vorausgesetzt wurde. Auf Grund der oben
genannten Bemerkung folgt nun:

Das Netz v hat 8 verschiedene Basispunktet).

Wiahlt man irgend vier Basispunkte E,, B, B3, B, des Netzes als Ecken
des Koordinatentetraeders, so nimmt die Gleichung (2) die Gestalt

0 fi2 hs ha

@ F= |l DT Beal g oty o fod? — 4 frafiafas = O
fs1 e 0 fau
fa fao figs O

an.

Aus (3) sieht man, daB} jede der vier Geraden ;5 = 0, f35, == 0, f13 = 0,
f24 = 0 die Kurve F' zweimal in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet
und deshalb eine Doppeltangente ist.

Mit (E: y) bezeichnet man die erste Polarform irgendeines Punktes £
in bezug auf p. Dann gilt:

(By:y) = af12 + @afrs + Tafra
und

Ey:(Ey:y) = fhs,

wobei By = (1,0,0,0) und E, = (0, 1,0, 0).

Jede Polarform der Form y in bezug auf je zwei Basispunkte £, und E,
bestimmt also eine Doppeltangente; die zwei Basispunkte werden die Pole
der Doppeltangente genannt. Im ganzen gibt es 28 Doppeltangenten; jede
von ihnen bezeichnet man mit 5%, und zwar ist jk = kj.

1.2. Aus dem Obigen folgt, daB die Diskriminante eines Netzes von
quadratischen Flichen im Raum S; eine Kurve vierter Ordnung darstellt.
Nun ergibt sich die Frage: Wie stellt man eine gegebene Kurve viertec Ord-
nung F == 0 als die Diskriminante eines solchen Netzes dar?

Seien t,, t; irgend zwei verschiedene Doppeltangenten der Kurve F
und ) ein beliebiger durch ihre vier Beriihrungspunkte gehender Kegelschnitt.
Dann definiert AF + Q2 = 0 ein Biischel von Kurven vierter Ordnung. Jede
Kurve im Biischel beriihrt die Geraden ¢; und ¢, in denselben vier Punkten.

%) Dieser Beweis wurde einem unpublizierten Manuskript von Prof. van der
Waerden entnommen.
Mathematische Annalen. 118. 1
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Wihlt man also 4 so, dal die Kurve AF + @2 = 0 durch den Schnittpunkt der
beiden Geraden geht, so hat sie mit jeder der beiden Geraden 5 Punkte ge-
meinsam, also sind die beiden Geraden als Bestandteile in ihr enthalten.
Man hat daher die Identitét

AF 4 @2 = 4,1} S
oder, wenn man AF wieder F nennt und {;t] == K setzt,
(4) F = RS — (2,

wo R, S und § quadratische Formen sind und R in t; und ¢, zerfillt. Aus (4)
folgt fiir beliebige 4

(4a) F=R(M2R+21Q+58)— (AR + Q)
Die Gleichung (4a) bedeutet, daB die KurveF' die Einhiillende des Systems
(5) 2R+21Q+8=0

ist. Jeder Kegelschnitt des Systems beriihrt die Kurve F in vier Punkten,
die mit den vier Berithrungspunkten der zwei Doppeltangenten ¢; und t; auf
einem Kegelschnitt AR -+ @ = 0 liegen.

Aus (4) folgt:

(A — 22)2F = (AR + 2 2,Q +S) (A R+ 2 2,Q + 8) —
— [P 22 B + (A4 + 22) @ + SP;

daraus ergibt sich, daBl je zwei Kegelschnitte des Systems die Kurve F' in
acht Punkten beriihren, die auf einem Kegelschnitt liegen: insbesondere
liegen die acht Berithrungspunkte von je zwei zerfallenden Kegelschnitten des
Systems (5) auf einem Kegelschnitt.

Will man R und S symmetrisch behandeln, so mu man die Formel (5)
homogen machen, also sie durch

(6) MR+ 22170 + 238 =0
ersetzen.
Wir fragen nun, ob unter den Kegelschnitten des Systems (6) aufler B

noch weitere zerfallende Kegelschnitte vorkommen. Ein Kegelschnitt (6)
zerfallt, wenn seine Diskriminante

W1y + 20 ds oo + 23800 <o AT Toa 2 A Ae s+ A3 92
% ..
Afras + 20 Ayqyy + 23555
den Wert Null annimmt. Das ergibt eine Gleichung 6. Grades zur Bestimmung

des Verhiltnisses 4; : A5, von der wir zeigen wollen, da} sie keine mehrfachen
Wurzeln haben kann.
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Gesetzt etwa, 4; = 0 wire eine mehrfache Wurzel, die Diskriminante (7)
wire also durch A7 teilbar. (Durch eine lineare Parametertransformation
kann man jede andere Wurzel auf 1; = 0 zuriickfithren.) Wir wihlen die
Koordinaten so, daf der zur Wurzel 1, = 0 gehérige zerfallende Kegelschnitt
die Gleichung ¥y, = 0 hat [der Kegelschnitt S kann nicht in zwei zusammen-
fallende Geraden zerfallen, denn dann wire wegen (4) jeder Schnittpunkt
dieser Geraden mit dem Kegelschnitt ¢ ein Doppelpunkt der Kurve ¥, die
doch doppelpunktfrei sein sollte]; dann sind alle s,;, mit Ausnahme von
812 = 831, gleich Null. In der Determinante (7) sind jetzt die erste Zeile und
die erste Spalte durch 1, teilbar; also alle Determinantenglieder durch 27
teilbar, auller dem einen

— 2 2112900 N }.; 812 . }.5 821.

Dieses ist nur dann durch A7 teilbar, wenn oo = O ist, das heift, wenn der
Kegelschnitt @ durch den Punkt (1,0, 0), den Doppelpunkt des Kegel-
schnittes S, geht. Nach (4) wire dann dieser Punkt auch Doppelpunkt
von F, was unméglich ist.

Also hat die obige Gleichung 6. Grades sechs verschiedene Wurzeln?).
Es folgt:

Das quadratische Kegelschnittsystem (5) enthilt sechs zerfallende Kegel-
schnitte; jeder von ihnen zerfillt in zwei Doppeltangenten der Kurve F. Man

nennt ein solches System von je sechs Doppeltangentenpaaren eine Steinersche
Gruppe.

Ist t,¢; ein zweites Paar der durch ¢¢; bestimmten Steinerschen Gruppe,
so ist {,t; im System 2R + 2 1Q + S = 0 enthalten, also gibt es ein solches 4,
daB t,t, = 2R + 21Q + 8 wird. Man erhilt dann, wenn statt AR + Q
wieder () geschrieben wird, nach (4a)

8 F =ttt t, — Q2

Die obige Identitit zeigt, daB das Doppeltangentenpaar t,t; dieselbe
Steinersche Gruppe bestimmt wie das Paar ¢,t}; also wird eine Steinersche

Gruppe durch ein beliebiges der sechs Doppeltangentenpaare bestimmt. Da.
es 28 2 27 Paare von Doppeltangenten gibt, von denen je sechs eine Steinersche
Gruppe bilden, so gibt es genau 63 Steinersche Gruppen.

Ist ¢3¢ ein drittes Paar derjenigen Steinerschen Gruppe, der auch t,t
und f,, angehdren, so ist f;#; im System (5) enthalten, also tyt; — 2R 4

7) Dieser Beweis wurde einem unpublizierten Manuskript von Prof. van der
Waerden entnommen.

7*
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+ 2 1Q + 8. Daraus folgt: @ = —2—12 (tath — 228,t) — f,85). Nun kann man
statt (8) auch schreiben:
F = 1.t (24,8, 4+ 2 AQ + tyty) — (A4,t) + Q)2
— 4t ot — [0+ 2/1(63?5’ a2t — tzt’z)]z.

. N/ t .
Schreibt man nun fiir - /.3, Atq, 712 wieder t,, t;, {5, so erhdlt man

0t t t
CAF = gty — oty — )2 — Attty = | O BB
t, t5 0
ts t, & 0

Es folgt, daBl jedes geordnete System von sechs Doppeltangenten
t,t) oty tyth, die drei Paare einer Steinerschen Gruppe bilden, in eindeutiger
Weise zu einer Hesseschen Erzeugung der Kurve vierter Ordnung fithrt, mit
bestimmter Numerierung dec vier ersten Basispunkte 1, 2, 3, 4, und zwar so,
daB t,, t;, 8y, 5, 83, t; die Nummern 12, 34, 13, 24, 14, 23 erhalten; umgekehrt
fithrt jede Hessesche Erzeugung mit vier numerierten Basispunkten 1, 2, 3, 4
zu einem solchen System ¢, ¢,t; t,t;. Da je drei Paare 3! - 23 = 48 solcher
geordneten Systeme ergeben, so gibt es zu jeder Steinerschen Gruppe
48 - 20 = 960 Hessesche Erzeugungen. Die Anzahl der Steinerschen Gruppen
ist 63, die Anzahl der geordneten Systeme &) t,t; t5t; also 63 - 960, die Anzahl
der Hesseschen Erzeugungen mit vier numerierten Basispunkien somit

auch 63 - 960. Beachtet man die Willkiir in der Bezeichnung der Basispunkte

1, 2, 3, 4 eines Quadrikennetzes, so folgt, dall es §6§7—22073 = 36 Hessesche

Erzeugungen einer vorgegebenen biquadratischen Kurve gibt.

1.3. Sind ¢t; und tt irgend zwei Doppeltangentenpaare einer Steiner-
schen Gruppe, so erhiilt man F — t;t; ;t; — Q2, wobei @ der durch die acht
Beriihrungspunkte gehende Kegelschnitt ist. In dieser Gleichung konnen
d1e Rollen von t,t; tt beliebig vertauscht werden. Wenn also die Paare

t; t}t1 einer Stelnerschen Gruppe angehéren, so gehoren auch ¢;¢; und it
sowie tt und ¢,t; je einer Steinerschen Gruppe an. Man nennt ein so]ches
Quadrupel dessen acht Beruhrungspunkte auf einem Kegelschmtt liegen,
ein syzygetisches Quadrupel. Weiter: je drei Doppeltangenten ¢;¢;, deren
sechs Berithrungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen, lassen sich immer zu
einem syzygetischen Quadrupel erginzen. Denn setzt man wieder B = 8t
und nimmt fiir @ den Kegelschnitt durch die sechs Berithrungspunkte, so gilt
wie oben die Gleichung F — RS — @2, aus der folgt, daB der Kegelschnitt S
die Kurve F in vier Punkten beriihrt, zu denen die zwei Beriihrungspunkte
der Doppeltangente t; gehoren. Also enthalt der Kegelschnitt die Gerade t; als
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Bestandteil. Setzt man nun S = t;t;, so geht diese Gléichung in F == t,t; ¢;t; — Q2
iiber; es bilden also t,t; t;; ein syzygetisches Quadrupel. Ein solches Tripel
von Doppeltangenten, deren Berithrungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen,

nennt man ein syzygetisches Tripel; jedes andere Tripel heiit asyzygetisch.

1.4. Nach 1.1. hat jede Doppeltangente j% zwei ,,Pole* E; und E,.
Wir haben gesehen, dafl jedes Doppeltangentenpaar eine Steinersche Gruppe
bestimmt. Zwei Doppeltangenten haben aber entweder einen gemeinsamen
Pol, wie jI und kI, oder keinen, wie 5% und Im. Wir fragen nun: Welche
Bezelchnung tragen die anderen fiinf Doppeltangentenpaare, die mit gLkl
oder 7k Im eine Steinersche Gruppe bilden ?

Wihlt man irgend vier Basispunkte 4, %, [, m des quadratischen Flichen-
netzes als Ecken des Koordinatentetraeders, so sieht man nach (3), da} die
Doppeltangenten jk im j_l mk stets ein syzygetisches Quadrupel bilden.
Somit gehéren die Paare jk mk und jl ml oder die Paare j& Im und 51 mk der-
selben Steinerschen Gruppe an. Daraus folgt, daB 1% 2k (k = 3, 4, 5, 6, 7, 8)
eine Steinersche Gruppe bilden. Es folgt weiter, daB die Tripel 13 23 12,
12 23 45 und 13 23 34 asyzygetisch sind, denn in der durch 13 23 bestimmten
Steinerschen Gruppe kommen die Doppeltangenten 12, 34 und 45 nicht vor.

Allgemein ist das Tripel 1% 2% 12, 1l2lkloder1l2l]k(_7,l{ 1=23,45,6,7,8
und j = k == 1) asyzygetisch.

Bezeichnen wir irgendeine Doppeltangente mit einem Strich: |, zwei
Doppeltangenten, die einen gemeinschaftlichen Pol haben, mit A, sonst
mit || und entsprechend fiir Tripel und Quadrupel, so konnen wir das eben
Gesagte auch so ausdriicken: Die Quadrupel 0 und daher die Tripel M sind
syzygetisch, die Tripel A, v und  dagegen asyzygetisch.

Das Paar 1234 definiert eine Steinersche Gruppe, welche nach dem
obigen keine Doppeltangenten kI (k = 1, 2, 3, 4; | = b, 6, 7, 8) enthalten
kann. Also kann die Gruppe nur aus den Paaren 12 34, 13 42, 14 23, 56 78,
57 68, 58 67 bestehen. Demnach sind die Quadrupel |||| und die Tripel |||
syzygetisch.

Hieraus erkennt man, dafl es zwei Arten von Steinerschen Gruppen gibt:

Bei der ersten Art haben die Doppeltangenten je eines Paares der
Gruppe einen Pol gemeinsam und die sechs Doppeltangentenpaare zwei
Pole E; und E; gemeinsam; man bezeichnet eine solche Steinersche Gruppe
mit {jk}. Thre Anzahl betrigt 28. Beispiel: 13 23, 14 24, 15 25, 16 26,
17 27, 18 28.

Bei der zweiten Art haben je zwei Doppeltangenten eines Paares irgend-
einer Gruppe keinen Pol gemeinsam und je zwei Doppeltangentenpaare
entweder vier Pole gemeinsam oder gar keinen. Wenn sie vier Pole E' , By,
E,, E,, gemeinsam haben, dann gehort noch das dritte Doppeltangentenpaar
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dazu, welches auch die vier Pole hat; die drei iibrigen Doppeltangentenpaare
haben die vier anderen Pole E'p, Eq, E,, E, gemeinsam. Man bezeichnet eine
solche Steinersche Gruppe mit {jklm} oder {pgrs}; ihre Anzahl betrigt 35.
Beispiel: 12 34, 13 24, 14 23, 56 73, 57 68, 58 67.

Wihlt man aus irgendeiner Steinerschen Gruppe drei beliebige Doppel-
tangentenpaare, hernach aus jedem Paar eine beliebige Doppeltangente,
so bilden diese ein asyzygetisches Tripel, da ein solches Tripel nur das Sym-
bol A, \ oder |v haben kann.

1. 5. Seien t; iy t5t, und uqusust, irgend zwei syzygetische Quadrupel,
dann erhilt man

F = tytyt3t, — Q2

= U U gty — Q%
wobei @ und @' zwei Kegelschnitte sind. Daraus folgt
trlatsty — U ustugtey = (@ + Q') (@ — Q).

Die obige Identitit zeigt, daf die 16 Schnittpunkte von ¢ und  auf zwel
Kegelschnitten @ + Q' und @ — Q' liegen. Wenn die zwel Quadrupel eine
Doppeltangente gemeinsam haben, z. B. t; = u,, dann ist ¢, (f18203 — %1 us%s3)
=0Q+Q)®Q — Q). So zerfillt entweder @ + @' oder ¢ — Q' in zwel
Geraden t, und #,. In jedem der beiden Fille ergibt sich, daB die 9 Schnitt-
punkte von tilyt; und u;usus auf einem Kegelschnitt und einer Geraden t;
liegen; das heiBt, daB die sechs Doppeltangenten ein Pascalsches Sechseck
bilden. Es folgt:

Die 16 Schnittpunkte von je zwei syzygetischen Quadrupeln liegen auf
zwei Kegelschnitten. Wenn die beiden eine Doppeltangente gemeinsam haben,
50 bilden die iibrigen sechs ein Pascalsches Sechseck.

1.6. Wir schreiben das Kegelschnittsystem A2R +24€ +S =0 in
Linienkoordinaten X4, ,u;4; = 0, wobei A = o5 + Bird + viuh® +
+ 8,1 A3 4 &, A% ist. Sei b, eine Losung der fiinf Gleichungen

2 oihir = 0,
2Birbir = 0,
2yirbi =0,
Zai.’cbik = 0,
&b = 0,

dann ist

9) ZAikbik =0
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identisch in 2. Weiter sei z; der Doppelpunkt eines zerfallenden Kegelschnittes
des Systems, dann ist X 4;pu,u; = (X w;u;)2. Daraus folgt:

(10) A = %, 2.
Durch Einsetzen von (10) in (9) erhalten wir
2w xh e =0,
das heiBt, der Doppelpunkt z; liegt auf dem Kegelschnitt
2 bz, = 0.

Es folgt:
Die sechs Schnittpunkte z; der sechs Doppeltangentenpaare einer Steiner-
schen Gruppe liegen auf einem Kegelschnitt8).

II. Punktgruppen auf einer Kurve vierter Qrdnung.

2.1. Betrachtet man je endlich viele Punkte P; Py P; ... P, auf einer
Kurve zusammen als eine Punktgruppe und bezeichnet diese mit D; betrachtet
man weiter zwei Punktgruppen D’'D" zusammen genommen als ihr Produkt
und bezeichnet es mit D = D'D", dann sagt der Restsatz aus:

Wenn D'D"” von einer Kurve (m + n)-ter Ordnung, D’ von einer Kurve
m-ter Ordnung ausgeschnitten wird, so wird D"’ von einer Kurve n-ter Ordnung
ausgeschnitten?).

Wenn es eine Kurve K von m-ter Ordnung gibt, die die Punktgruppe DC
ausschneidet, und eine Kurve K’ von m-ter Ordnung, die die Punktgruppe D' C
ausschneidet, so heien D und D’ #quivalent, und man schreibt D ~ D’.
Dann folgt leicht:

(a) D~ D;

(b) wenn D~ D', so D' ~ D;

(¢) wenm D~ D', D'~ D" so D~ D";
(d) wenn D~ D', E~E, so DE~DE'.

So sind alle Punktgruppen, die zu einer festen dquivalent sind, auch unter-
einander dquivalent und bilden eine Klasse von Punktgruppen, die man
mit K, bezeichnet.

Aus zwei Klassen Kj und K bildet man alle Punktgruppen D, E;. die
untereinander wieder dquivalent sind. Man findet also eine neue Klasse und
bezeichnet sie mit Ky Ky = K; 5, wonach DE; € Ky, ist.

8) Siehe E. Caporali, Memorie di geometria, Napoli 1888, S. 364.

) Vgl. den ,,Satz vom Doppelpunktsdivisor bei v.d. Waerden, Einfiihrung
in die algebraische Geometrie, Berlin 1939, S. 215. In unserem Fall ist der Doppel-
punktsdivisor D leer, da die Grundkurve keine Doppelpunkte hat.
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Sind 7= und =’ irgend zwei Doppeltangentenpaare einer Steinerschen
Gruppe, ist weiter a die Gruppe der vier Beriihrungspunkte von z und f
die Gruppe der vier Beriihrungspunkte von =’, dann liegen o f auf einem
Kegelschnitt @ und «o auf dem Kegelschnitt #, also sind « und # dquivalent.
Umgekehrt sei y ~ 8, wobei y die Berithrungspunktgruppe des Doppel-
tangentenpaares 77; und 6 die Beriithrungspunktgruppe des Doppeltangenten-
paares mo ist, so ist auch yy ~ »0d, und es gibt eine Kurve K m-ter Ord-
nung, die die Grundkurve in yyE schneidet und eine Kurve K’ m-ter
Ordnung, die die Grundkurve in y6R schneidet. Da yy auf einem Kegel-
schnitt liegen, wird nach dem Restsatz B von einer Kurve (m — 2)-ter Ord-
nung ausgeschnitten. Da weitery 6 B von der Kurve K’ ausgeschnitten wird, so
wird, wieder nach dem Restsatz, 6 von einem Kegelschnitt ausgeschnitten.
Somit gehéren 7; und 7, derselben Steinerschen Gruppe an. Es folgt:

Je sechs Punktgruppen auf einer Kurve vierter Ordnung, von denen jede
aus den vier Berithrungspunkten eines Doppeltangentenpaares einer Steiner-
schen Gruppe besteht, gehoren einer Klasse an und umgekehrt.

Man bezeichnet die Klasse mit [j%] oder [jklm], je nachdem das Doppel-
tangentenpaar, dessen Berithrungspunkte die Punktgruppe bilden, der
Steinerschen Gruppe {jk} oder {jklm} angehort. Man bezeichnet die Gruppe
der Berithrungspunkte des Doppeltangentenpaares jkim mit (jklm), die
Gruppe der Berithrungspunkte der Doppeltangente jk mit (jk). Dann et-
gibt sich:

L (jk) == (kj);

2. (jlkl) ~ (jmkm);

3. (jklIm) ~ (§lmk) ~ (jmkl) ~ (pgrs) ~ (prsq) ~ (psqr);
4. [jklm] = [glmk] = [jmkl] = [pqgrs] = [prsq] = [psqr]).

2.2. Lemma. Indem man aus zwei Steinerschen Gruppen je ein Doppel-
tangentenpaar nimmt, kann man immer zwei solche Doppeltangentenpaare
erhalten, die eine zweimal vorkommende Doppeltangente enthalten. Und die
zwei iibrigen Doppeltangenten bilden ein Doppeltangentenpaar, welches zu
einer dritten Steinerschen Gruppe gehort, und zwar erhilt man das Symbol
{jk} oder {jklm} dieser dritten Gruppe, indem man die Symbole der ersten
beiden Gruppen nebeneinander schreibt und die zweimal vorkommenden
Ziffern wegliaBt, oder auch, indem man die einmal vorkommenden Ziffern
weglidBt und die nicht oder zweimal vorkommenden aufschreibt. Man nennt
sie die Produktgruppe der beiden Gruppen.

Beweis. Wenn die zwei Steinerschen Gruppen beide der ersten Art der
Steinerschen Gruppen angehéren, so gibt es zwei Fille: {j&}, {Im} und {5k},
{j1}. Von {jk}, {Im} enthilt {jk} das Paar 51kl und {Im} das Paar Ijmy; also
enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppeltangente 51
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und das der Steinerschen Gruppe {Imjk} angehorende Doppeltangentenpaar
klmj. Von {jk}, {jI} enthalt {j&} das Paar jl kI und {jI} das Paar jk Ik; also
enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppeltangente kI und
das der Steinerschen Gruppe {kI} angehorende Doppeltangentenpaar kj Ij-
Wenn die zwei Steinerschen Gruppen beide zu der zweiten Art der Steinerschen
Gruppen gehoren, so gibt es zwei Fille: {jklm}, {jkpqg} und {jkim}, {jkip}.
Von {jklm}, {jkpq} enthilt {jkim} das Paar jk Im und {jkpg} das Paar
jkpg; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppel-
tangente jk und das der Steinerschen Gruppe {Impgq} angehérende Doppel-
tangentenpaar Im pg. Von{jklm}, {jklp} enthilt{jkim} das Paar jk Im und
{jklp}das Paar J—k I'p; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende
Doppeltangente j% und das zu der Steinerschen Gruppe {m p} gehorige Doppel-
tangentenpaar im Ip.

Wenn eine der zwei Steinerschen Gruppen der ersten Art und die andere
der zweiten Art angehort, dann gibt es zwei Félle: {jkIm}, {j&} und {jkim},
{sp}. Von {jkim}, {jk} enthalt {jklm} das Paar jlkm und {jk} das Paar
jlkl; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppel-
tangente jI und das zu der Steinerschen Gruppe {Im} gehorende Doppel-
tangentenpaar kl km. Von {jkim}, {jp} enthalt {jkim} das Paar jk Im und
{jp} das Paar jk pk; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende
Doppeltangente jk und das der Steinerschen Gruppe {klmp} angehorende
Doppeltangentenpaar Im pk.

Die so erklirte Multiplikation ist offenbar kommutativ und assoziativ,
denn die Produktgruppe von drei oder mehr Gruppen wird immer so erhalten,
daB die Symbole dieser Gruppen nebeneinander geschrieben werden und dann
entweder die Ziffern, die eine gerade Anzahl Male vorkommen, weggelassen
und die anderen beibehalten werden, oder umgekehrt.

2.3. Nun untersuchen wir die Punktgruppen auf einer Kurve vierter
Ordnung.

Kriterium. Die Punktgruppe P = P, P, ...P,, wird dann und nur
dann von einer Kurve n-ter Ordnung ausgeschnitten, wenn P ~ (12)%" ist.

Das Kriterium folgt unmittelbar aus dem Restsatz, weil die 4 # Punkte
(12)*" immer von einer Kurve s-ter Ordnung, némlich der » mal gezihlten
Geraden 12, ausgeschnitten werden.

Hauptsatz. (1) Je n - 1(2 <n < 8) Steinersche Gruppen, von denen
keine die Produktgruppe von m (m <n — 1) aus den ibrigen ist, bilden mit
threr Produltgruppe ein System S [n], und zwar gibt es

6363 — 1) (63 — 2 - (5)):-(es S ("3 %) —N(é§2)"'(::§))

nl

Systeme S[n)].
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(2) Wihlt man aus jeder der n Steinerschen Gruppen ein beliebiges Doppel-
tangentenpaar, so werden die 4 n Bertihrungspunkte von einer Kurve n-ter
Ordnung ausgeschnitten.

(3) Werden 4 n Beriihrungspunkte von n Doppeltangentenpaaren von einer
Kurve n-ter Ordnung ausgeschnitten, so gehoren die n Doppeltangentenpaare je
einer Steinerschen Gruppe eines Systems S [n] an.

Beweis. (1) Fiir die erste Gruppe kann man jede der 63 Steinerschen

Gruppen, fiir die zweite jede der iibrigen 63 — 1 wahlen. Fiir die dritte aber
2
2
nimlich je zwei der gewahlten Steinerschen Gruppen eine Produktgruppe

haben, muBl man diese auch abrechnen. Allgemeiner kann man fiir die r-te

. R —1 y —1 —1
Gruppe nur jede vonden iibrigen 63 — (y — 1) — (y 9 )~ (y 3 ) cee— (3; B 1)
Steinerschen Gruppen wihlen; deshalb gibt es im Ganzen

63(63 — 1) (63 -2 ;(2)>--~(63-~ (n~2)—(";2)"'~(2:2)>

kann man nur jede von 63 — 2 — ( ) Steinerschen Gruppen wahlen; weil

n!
Systeme S [n].
(2) Sei 7, ein beliebiges Doppeltangentenpaar der -ten Gruppe und =z,
ein beliebiges Doppeltangentenpaar der Produktgruppe {P,}, dann ist

(1) (7w2) ~ (7k)* (ﬂpz)v
weil (12)2 ~ (13)2 - - ~ (18)2 ~ (23)2 - - - ~ (28)2 - - - ~ (78)2 ist, folgt daraus

(1) (2) ~ (12)% (7)),

(1) (2) (7r5) ~ (12)2 (7p,) (m3) ~ (12)2 (12)2 (m ) ~ (12)* (7p,);
und

(1) (7w2) -+ (1) ~ (12272 (zp

);

n—1
also

)~ (122D () (g, )~ (12",

deshalb werden die 4 n Beriihrungspunkte von einer Kurve n-ter Ordnung
ausgeschnitten.

(3) Da jedes Doppeltangentenpaar einer Steinerschen Gruppe angehort,
s0 gehort jedes Paar m; der » Doppeltangentenpaare 7 7om; . . . 7, zu einer
bestimmten Steinerschen Gruppe g;. Sei ¢’ == ¢19s . . . 9, und #’ irgendein
Doppeltangentenpaar der Steinerschen Gruppe ¢', so werden (170573 . . . 77, _177')
nach (2) von einer Kurve n-ter Ordnung K ausgeschnitten. Nach der Voraus-

(v1) (1) + -+ (1) (p, .

setzung werden (7; 75 75 . . . 7, 17T,) von einer Kurve n-ter Ordnung K' aus-
geschnitten, also ist (,) ~ (') und (7,7’) werden von einem Kegelschnitt
ausgeschnitten. Mithin gilt g, = ¢’, somit bilden ¢, gs, ... ¢, ein System

S [n].
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Def. Ein 2 n-tupel von Doppeltangenten, welches aus 7 Doppeltangenten-
paaren aus den n Steinerschen Gruppen eines Systems S [n] besteht, heifit
syzygetisch.

2. 4. Wendet man den Hauptsatz auf die Systeme S [3] an, so findet man
vier Arten:

1. Trgendein System der ersten Art wird voa 3 Basispunkten definiert,
etwa {jk}, {kl}, {lj}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art ist 56;

+B. {12} 1325, 4%, i5%, 6%, I7 77, 18 B;
(23): 2131, % 34, 3 35, 6 36, 27 57, 28 38;
{31}: 3212, 34 14, 35 15, 36 16, 37 17, 38 18.

2. Irgendein System der zweiten Art wird von 4 Basispunkten definiert,
etwa {jkim}, {jk}, {Im}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art ist 105;

z.B. {1234}: 12 34, 13 24, 14 23, 56 78, 57 68, 58 67;

{12}: 13 23, 14 24, 15 25, 16 26, 17 27, 18 28;
{34}: 31 41, 32 42, 35 45, 36 46, 37 47, 38 48.

3. Irgendein System der dritten Art wird von 5 Basispunkten definiert,
etwa {jkIm}, {jklp}, {mp}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art ist 280;

z. B. {1234}: 12 34, 13 24, 14 23, 56 78, 57 68, 58 67;

(1235): 1235, 13 %, i5 23, 46 78, &7 68, 48 67
{45}: 41 b1, 42 52, 43 53, 46 56, 47 57, 48 B8.

4. Irgendein System der vierten Art wird von 6 Basispunkten definiert,
etwa {Impgq}, {pqjk}, {jklm}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art ist 210;

z.B. {1234}: 12 34, 13 24, 14 23, 56 78, 57 68, 58 67;

{3456): 34 56, 35 46, 36 b4, 12 78, 17 28, 18 27;
(5612}: 56 13, 51 63, 52 61, 34 78, 37 45, 38 4.

Jedes System der zweiten oder vierten Art umfaft alle die 28 Doppel-
tangenten. Man bezeichnet diese Systeme zusammen mit S; [3]. Ein System
der ersten oder dritten Art aber umfaBt nur 18 verschiedene Doppel-
tangenten. Man bezeichnet diese Systeme mit S, [3]. Daraus erkennt man,
daB die drei Steinerschen Gruppen eines jeden Systems S; [3] vier solche
Doppeltangenten, die in jeder Steinerschen Gruppe zwei Doppeltangenten-

paare bilden, gemeinsam haben; die drei Steinerschen Gruppen eines Systems
S, [3] haben keine gemeinsamen Doppeltangenten.

Weiter, wenn drei Doppeltangentenpaare, die man aus den drei Gruppen
des Systems S [3] wihlt, drei zweimal vorkommende Doppeltangenten um-
fassen, so zerfillt die Kurve Qj, die durch die 12 Berithrungspunkte geht, in
drei Geraden; wenn sie eine zweimal vorkommende Doppeltangente und
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vier andere, die zwei Doppeltangentenpaare einer gewissen Steinerschen
Gruppe bilden, umfassen, dann zerfillt @3 in eine Gerade und einen Kegel-
schnitt. Man bezeichnet jede der vier gemeinsamen Doppeltangenten eines
Systems S; [3] mit ¢, und jeden durch die acht Beriihrungspunkte dieser
vier Doppeltangenten gehenden Kegelschnitt mit €, die 24 iibrigen Doppel-
tangenten mit ¢, den durch die 8 Beriihrungspunkte von irgend vier Doppel-
tangenten ¢ oder ¢ und ¢, gehenden Kegelschnitt mit ¢. Durch alleinige Kom-
bination findet man folgendes:
1. In jedem System S; [3] bestehen von den 216 Kurven Qg
a) 4 aus je drei der vier ¢y,
b) 4 aus Qo + ¢,
c) 4 aus Q + #;
d) die iibrigen 160 sind eigentliche ¢3.
2. In jedem System S, [3] bestehen von den 216 Kurven @
e) 6 aus 3 ¢,
f) 90 aus Q —+ t;
g) die iibrigen 120 sind die eigentlichen Kurven Q.

An verschiedenen Kurven (3 gibt es im ganzen

3276, die aus je 3 ¢,

1260, die aus €, -+ {o,

7560, die aus @ -+ ¢ bestehen, und
6048 eigentliche Kurven Q.

Seient,t, . . . tg die 6 Doppeltangenten eines syzygetischen 6-tupels und €5
die durch die 12 Berithrungspunkte gehende Kurve dritter Ordnung, dann
definiert AQZ + ¢1¢5 . .. tg = O ein Biischel von Kurven sechster Ordnung.
Jede Kurve des Biischels beriihrt die Kurve F in denselben 12 Punkten.
Wihlt man also 2 so, dal die Kurve 22 + ¢3¢y . . . {4 = 0 noch durch einen
weiteren Punkt von F geht, so hat diese Kurve mit ¥ 25 Punkte gemeinsam;
F ist dann als Bestandteil in ihr enthalten: man hat daher die Identitit

;LQ? +t1t2 .. 't6 :—'.IJP.
oder wenn man 1Q3 als — Q2 bezeichnet,
FP:tltztG—‘ng

wobel P = 0 ein Kegelschnitt ist.

Die obige Identitédt bedeutet, daB die zerfallende Kurve sechster Ordnung
F P = 0 die Einhiillende des Systems A2t,i5t3 + 2 A Qs + l4tste = O ist, und
t1tats sowie tytste sind zwei zerfallende Kurven des Systems. Weiter: Jede
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Doppeltangente ¢; berithrt den Kegelschnitt P, und die Kurve §; geht noch
durch die 6 Berithrungspunkte von P mit t,. Nach einem bekannten Satze
folgt:

Die 6 Ecken zweier Dreiseite t13t3 und t415i, wobel 1, . . . tg die Doppel-
tangenten eines syzygetischen 6-tupels sind, liegen auf einem Kegelschnitt,
und zwar definiert ein syzygetisches 6-tupel 10 solche Kegelschnitte.

2.5. Wendet man den Hauptsatz auf die Systeme S [4] an, so findet
man 11 Arten:

Irgendein System der ersten oder zweiten Art wird von 4 Basispunkten
definiert, und.zwar gilt folgendes:

1. Bei der ersten Art sind die Systeme so beschaffen: {jk}, {ki}, {Im},
{mg}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt ( i) 3! % = 210.
2. Bei der zweiten Art ist irgendein System so beschaffen: {jk}, {51},
{gm}, {jkim}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (i) -4 = 280.

Irgendein System der dritten, vierten oder fiinften Art wird von 5 Basis-
punkten definiert, und zwar:

3. Bei der dritten Art ist irgendein System so beschaffen: {jkim}, {jk},
{ip}, {mp}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt ( 2) : (i) : ( ;)
= 1680.

4. Bei der vierten Art ist irgendein System so beschaffen: {jklm},
{klmp}, {j1}, {{p}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (g) R (;)
== 1680.

5. Bei der fiinften Art ist irgendein System so beschaffen: {jklm}, {7k p},
{7kmp},{sk}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (g) . (g) = 560.

Irgendein System der sechsten, siebenten, achten oder neunten Art wird
von 6 Basispunkten definiert, und zwar:

6. Bei der sechsten Art ist irgendein System so beschaffen: {jkim},
{jkpq}, {lp}, {mg}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt
8 6 4\ 1
(6) (o) () - = 1260

7. Bei der siebenten Art ist irgendein System so beschaffen: {jk},
{Im}, {jkpq}, {Impg}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt
8y (6 1
(6) (5) 35 =60

8. Bei der achten Art ist irgendein System so beschaffen: {jk}, {jkim},

{jlpq}, {ympg}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betriigt (3)6

5 (5) 5 = 2520.
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9. Beider neunten Art ist irgendein System so beschaffen: {jkim}, {klm p},

{lmpg}, {jlmgq}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betriigt (3) . (g)

:3- 2 = 630,

10. Irgendein System der zehnten Art wird von 7 Basispunkten definiert,
etwa {jklm}, {jkpq}, {jlpq}, {jmqr}. Die Anzahl der Systeme von dieser
(8).7.(6).3!

Vil A8

Art betrigt g = 210.

11. Irgendein System der elften Art wird von 8 Basispunkten definiert,
etwa {jk}, {Im}, {pq}, {rs}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt

1
8!- T E= 105.

Im ganzen gibt es 9675 Systeme S [4].

Waihlt man wie bei S [3] aus jeder Steinerschen Gruppe eines Systems
S [4] ein beliebiges Doppeltangentenpaar, so geht durch die 16 Beriihrungs-
punkte eine Kurve ¢. AuBler dieser gibt es aber noch unendlich viele, denn
die @, gehort einer linearen Schar 40 F + 2,0, = 0 an, wobei F' die Grundkurve
ist. Und zwar ist diese Schar irreduzibel. Da niimlich erstens ¥ und @, keinen
gemeinsamen Bestandteil haben, zweitens F' irreduzibel ist, so ist nach einem
bekannten Bertinischen Satz10) diese Schar irreduzibel.

a) Wenn die vier Doppeltangentenpaare vier zweimal vorkommende
Doppeltangenten umfassen, dann zerfillt eine Kurve @y in ttotst,.

b) Wenn die vier Doppeltangentenpaare zwei zweimal vorkommende
Doppeltangenten umfassen, dann zerfillt eine Kurve @, in t;200.

c) Wenn die vier Doppeltangentenpaare eine zweimal vorkommende
Doppeltangente und sechs andere syzygetische Doppeltangenten umfassen,
dann zerfillt eine Kurve @, in ¢ und ;.

d) Wenn die vier Doppeltangentenpaare zwei syzygetische Doppel-
tangentenquadrupel umfassen, dann zerfillt eine Kurve ¢, in € und @'

Offenbar tritt in jedem Falle nur eine solche zerfallende Kurve auf. So
gibt es in S [4] nur endlich viele in ¢, @, @5 zerfallende Kurven @,. Dabei sieht
man auch, daB, wenn eine Kurve @, nach Fall a) zerfillt, alle Kurven der
Schar die Grundkurve in denselben acht Punkten berithren. Wenn eine Kurve
Q4 nach Fall b) zerfillt, so berithren alle Kurven der Schar die Grundkurve
in denselben vier Punkten, usw.

Es seien t, ¢y . . . t; acht Doppeltangenten eines syzygetischen 8-tupels,
weiter sei @, eine durch die 16 Beriihrungspunkte gehende Kurve vierter Ord-
nung, dann definiert A2QF + 15 ... tg — 0 ein Biischel von Kurven

10) Siehe etwa B. L. v.d. Waerden, Einfithrung in die algebraische Geometrie,
Berlin 1939, S. 204.
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achter Ordnung. Jede Kurve im Biischel beriihrt die Kurve F in denselben
16 Punkten. Wihlt man also 4 so, daB die Kurve 1Q? + ¢y 6y ... 6 = 0
noch durch einen Punkt von F geht, so hat diese Kurve mit # 33 Punkte
gemeinsam; also ist ¥ als Bestandteil in ihr enthalten. Man erhilt somit die
Tdentitit Q7 + 1ty . . . g = F Py, wobei P, eine Kurve vierter Ordnung
ist. Diese Identitdt zeigt, daBl jede Doppeltangente ¢, die Kurve P, auch
in zwei Punkten berithrt und dal die Kurve @4 auch durch die 16 Berithrungs-
punkte von P, mit ¢; geht.

2.6. Wihlt man ebenso aus jeder Steinerschen Gruppe eines Systems
S [n] filr 4 <<n < 8 ein beliebiges Doppeltangentenpaar, so gehen durch die
4 n Berithrungspunkte unendlich viele Kurven @, die eine irreduzibel lineare
Schar bilden. Jede Kurve @, definiert namlich eine Linearschar

2o @n + 7y ™+ Aoz 0wy 4 - A2 F =0,

Wenn ¢, die Grundkurve nicht als Bestandteil enthélt, so haben ¢, und
af~*F und 2}~ * F keinen gemeinsamen Bestandteil. Wire nun die Schar
reduzibel, so miifiten nach dem Satz von Bertini alle Kurven der Schar, ins-
besondere also alle Kurven P,_,F = 0 in Bestandteile zerfallen, die einem
und demselben Biischel angehoren. Wihlt man nun 2,74, ... 24, so, daBl
P, _, irreduzibel ausfillt, so gehdren F und P, , nicht demselben Biischel
an, da ihre Ordnungen verschieden sind. Also ist die Schar irreduzibel.

Ks seien 1t . .. t3, (n = 5, 6, 7) 2n Doppeltangenten eines syzygetischen
2n-tupels, und @, sei eine durch die 4n Beriihrungspunkte gehende Kurve
n-ter Ordnung. Dann definiert 2Q2 + t¢, ... ¢, = O ein Biischel von
Kurven 2#-ter Ordnung. Es sei 1Q2 + ¢, ¢, ...¢,, = 0 eine noch durch
einen Punkt von F gehende Kurve. Dann erhilt man, genau wie in den
Fallen n = 2, 3, 4, eine Identitat

AQE 4 tity .. ty, == F Py, _y,

wobei Py, 4 eine Kurve (2 n — 4)-ter Ordnung ist. Jede ¢, beriihrt die Kurve
Py, _4inn — 2 Punkten, und die Kurve @, geht noch durch die » (n — 2) Be-
rithrungspunkte von P, , mit ¢,.

(Eingegangen am 13. 11. 1940.)
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geboren. Meine erste Schulbildung genoB ich ab 1908 in der
Volksschule in Tsun-Hua. Dort besuchte ich auch das Gymnasium,
welches ich im Juli 1919 mit dem Reifezeugnis verlieB. 1920
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Universitat in Peking. Im Jahre 1936 kam ich nach Deutsch-
land. Sommersemester und Wintersemester 1937 habe ich an der
Universitit Berlin studiert. Ab Sommersemester 1938 setzte ich
mein Studium an der Universitit Leipzig fort.
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