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Ein Rückblick auf die bisherige Entwicklung der Elektrizitäts­
lehre läßt drei deutlich getrennte Abschnitte erkennen. Der 
erste schließt mit den Arbeiten von Wilhelm Weber und Franz 
N"eumann; drr zweite mit den Entdeckungen von Heinrich 
Hertz; dem dritten gehört noch die Forschung der Gegenwart 
an. Sie lassen sich kurz so kennzeichnen: Auf der ersten Stufe 
erscheinen allp Vorgänge bestimmt durch Lage und Bewegung 
ron ElektrizitätHmengen; von diesen gehen die Wirkungen zeit­
los aus. Auf der zweiten wird jedes Geschehen in einem bestimmten 
Raum- und Zeitpunkt abgeleitet aus dem Zustand in unendlich 
benachbarten Raum- und Zeitpunkten; die Elektrizitätsmengen 
sind zu mathplllatiKchen Symbolen von untergeordneter Bedeu­
tung herabgesunken. Auf der dritten Stufe sind sie wieder in die 
Grundlagen eIrE; Lehrgrbäudes aufgenommen; aber die Wirkungen 
breiten sich YOIl ihnen mit endlicher Geschwindigkeit aus. - Die 
Grundannahlllen deH ersten Zeitabschnitts dürfen wir als endgültig 
widerlegt ansehen. Die dritte Entwicklungsstufe hat als Elektronen­
theorie lind Q.uantentheorie wesentlich atomistische Form ange­
nommen. In diesem Lehrbuch sollen die Tatsachen dargestellt 
werden, die sieh aUf< den Grundannahmen der zweiten Periode -
der Maxwell-HertzHchen Theorie des kontinuierlichen elektro­
lllagnetiKehen Feldes - ableiten lassen. Es soll dann aufgezeigt 
werden. wo die!';€' Theorie versagt, und es soll die weitere Ent­
wicklung in derjenigen Richtung verfolgt werden, in welcher sie 
eine Fortbildnng der Kontinuumstheorie bildet. 

"Die Maxwpllsehe Theorie ist das System der Maxwellschen 
Gleichnngen" nach pinplll Ausspruch von Heinrich Hertz. Es 
kann demna('h für einp geordnete Darstellung dieser Theorie 
kein besserer Weg gefunden werden, als der der Ableitung aus 
den Maxwellselwn Gleichungen. Aber diese Gleichungen sind ge­
Kchichtlich das Ergebnis weitgehender Abstraktion, und die an­
gedeutete Behandlung würde daher bei dem Leser eine Fülle von 
Vorkenntnissen vprlangen, die hier nicht vorausgesetzt werden 
Oioll. Es werden dpRhalb im folgenden die Begriffe, deren sich die 
MaxwdlHche Theorie hedient, aus den Erfahrungen abgeleitet 
werden, die tatsächlich zu ihrer Ausbildung geführt haben. 

Cohn. Das eh'ktromagnctische Feld. 2. A. 1 



Erstes Kapitel. 

Das stationäre elektrische Feld. 

§ 1. Das Coulombsehe Gesetz. 
Auf mannigfache Weise - durch Reibung, durch Berührung 

mit den Polen einer galvanischen Kette - lassen sich Körper in 
einen Zustand versetzen, in dem man sie als elektrisiert bezeichnet. 
Das Maß solcher Elektrisierung sind die Elektrizitätsmengen, die 
man ihnen - genauer: ihren einzelnen Teilchen - zuschreibt. 
Das Messungsmittel haben zuerst die mechanischen Kräfte ge­
bildet, die von ihnen ausgehen, und die sie erleiden. Von diesen 
sagt das Coulombsehe Gesetz aus: Zwei elektrisierte Körper 
stoßen sich ab oder ziehen sich an mit einer Kraft, die dem Pro­
dukt der beiden Elektrizitätsmengen direkt und dem Quadrat 
der Entfernung umgekehrt proportional ist; es gilt das erste 
oder zweite, je nachdem die Elektrizitätsmengen gleichartig oder 
ungleichartig sind. Wir wollen den Inhalt dieses Gesetzes erläutern. 
Vorausgesetzt ist zunächst, daß die Körper ruhen, und daß der 
elektrische Zustand unverändert bleibt ohn(;) äußere Einwirkung. 
Man spricht dann von einem elektrostatischen Zustand. Es 
bleibt nun tatsächlich die gesamte Elektrizitätsmenge eines 
Körpers unverändert, wenn er vollständig von einem Isolator um­
geben ist. Ein Isolator ist u. a. das Vakuum und - mit gewissen 
Einschränkungen, auf die hier nicht eingegangen werden soll -
die atmosphärische Luft. Den Gegensatz bilden die Leiter der 
Elektrizität. Von einem Isolator also sollen die elektrisierten 
Körper umgeben sein; bei Coulombs Versuchen war es Luft. Die 
elektrisierten Körper selbst könnten an sich Leiter oder Isolatoren 
sein. Im Isolator würde aber eine einmal willkürlich hervor­
gerufene Elektrisierung seiner einzelnen Teilchen unverändert 
fortbestehen; im Leiter besteht nur die gesamte Elektrizitätsmenge 
fort, ihre Verteilung im Beharrungszustand ist durch ein Gesetz, 
das wir kennenlernen werden, geregelt. Die Elektrisierung des 
Leiters ist also durch eine Größe gekennzeichnet; er ist da-



Kapitel I. § I. 3 

durch der gt:'t:'ignl'ten' Versuchsgegenstand. Damit ferner das 
Coulombsehe Gesetz t:'twas Bestimmtes aussage, muß die Ent­
fernung der ElektrizitätAmengen groß sein gegen die Ausmessungen 
des Raumes, in dem jede von ihnen verbreitet ist. Dies trifft 
allgemein zu, wenn wir das Gesetz als Elementargesetz für die 
Elektrizitätsmengt:'Il unendlich kleiner Körperelemente betrachten, 
aus welchem dit:' heobachtbaren Kräfte auf ausgedehnte Körper 
nach den Gt'sptzpn der Statik abgeleitet werden können. So 
wollen wir ps also verstehen. - Das Coulombsehe Gesetz, soweit 
es bisher bespro('ht:'1l wurde, würde uns befähigen, anzugeben, wie 
sich dit:' Kräftt' zwischt:'n zwei kleinen durch Luft voneinander 
isoliertPIl l'lektrü;i«>rten Körpern ändern, wenn wir ihren Abstand 
ändern, und p~ würde uns ferner - indem wir etwa den einen 
VerslwhskörpPI' ullVPrändert aufbewahrt denken - ein relatives 
Maß für dip ~~lektrizitätsmenge des jeweils zweiten Versuchs­
körpers liefpm. - Der volle Inhalt des Gesetzes aber ergibt sich 
erst, wPlln wir ill ~olcher Weise die Elektrizitätsmengen von Kör­
pern hestimnlPll zn verschiedenen Zeitpunkten, zwischen welchen 
sie ni('ht dauemd iRoliert waren. Wir bezeichnen die Elektrizi­
tiitsmpugt:' (>irws willkürlich herausgegriffenen elektrisierten Kör­
pt:'rs als positiv --- man wählt herkömmlich ein mit Harz gerie­
lwnes Glasstück oder gleichwertig einen mit dem Kupferpol eines 
Daniellschen ElementR in Berührung gebrachten Leiter -; wir 
nenllt:'11 gleicht:'rwpisp positiv geladen alle Körper, die sich nach 
Definition <I(>s Conlombschen Gesetzes als gleichartig, negativ 
geladpn all!' Körper. «He sich als ungleichartig mit dem ersten 
erweis!'ll. Dalln zeigt der Versuch: wie immer sich die Elektrizi­
tätsmengen von Körpern ändern mögen, - die algebraische 
~Hmmp der ~Jlektrizitätsmengen aller beteiligten Körper bleibt 
stets unverändert. IllHbesondere also: wie immer Elektrisierung 
hervorgerufen wird. -- es entstehen dabei stets entgegengesetzt 
gleiche Elektrizitätsmengen. Den Größen, von denen das Coulomb­
sehe Gesetz als Elektrizitätsmengen spricht, kommt somit als 
(lrundeigent;ehaft Unzerstörbarkeit zu. 

Im vorstehendt:'1l ist das Gesetz zergliedert, und es sind Be­
dingungell für RPine Gültigkeit angegeben. Eine wesentliche Be­
dingung fehlt uOf·h : denken wir uns geladene Leiter einmal in Luft, 
dann, mit unveränderten Ladungen, in einem andern Isolator 
einander gt:'genühl'l' gpstellt; dann haben sich alle Kräfte im 

1* 
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gleichen Verhältnis geändert. Wurde aber nur in einem Teil des 
umgebenden Raumes ein Isolator mit einem andern vertauscht, 
dann gilt ein Kraftgesetz von der Form des Coulombschen über 
haupt nicht mehr. - Wir fassen zusammen: in dem ganzen in 
Betracht kommenden Raum befinde sich außer Leitern ein ein­
ziger homogener Isolator; dann wirkt zwischen je zwei Körper­
elementen im Abstand r, auf denen sich die Elektrizitätsmengen 
e1 und e2 befinden, eine abstoßende Kraft vom Betrage 

(1) 

Hier bezeichnet 8 eine positive Konstante, die durch das Mate­
rial des Isolators bestimmt ist und dessen Dielektrizitäts­
konstante heißt. 

Gemäß (1) kann durch Messungen das Verhältnis zweier e 
oder zweier 8 festgestellt werden. Da ferner f in absolutem 
mechanischem Maß bestimmt werden kann, so ergibt sich das 
gleiche für e (und, wie sich zeigen wird, für alle noch einzuführenden 
elektrischen Größen), sobald über den Wert, den man der Dielek­
trizitätskonstante 80 des Vakuums (praktisch gleichbedeutend: 
der Luft) beilegen will, eine Verfügung getroffen ist. Erlaubt 
ist jede Verfügung, und in den verschiedenen sog. absoluten 
Maßsystemen sind verschiedene getroffen worden. Wir wollen 
hier und künftig unsere Formeln so allgemein halten, daß je nach 
Bedarf jedes absolute Maßsystem in sie eingeführt werden 
kann. Eine zusammenfassende Übersicht wird in Kap. III, § 5 

gegeben werden. Der Faktor ~n' den wir in unsere Formel ein­

geführt haben, erscheint hier als Ballast; tatsächlich vereinfachen 
sich hierdurch andere und wichtigere Gleichungen. 

Wir haben eine Reihe von Folgerungen aus dem Kraftgesetz (1) 
zu entwickeln. Zunächst fragen wir nach der Kraft, welche auf 
den Träger einer Elektrizitätsmenge e von der Gesamtheit der 
übrigen ausgeübt wird, von denen eine willkürliche ei sei im Ab­
stande ri von e. Wir schreiben diese resultierende Kraft 

f=eQ:. (1a) 
Es ist dann offenbar Q: die Kraft, welche auf den Träger 
einer an der gleichen Stelle gedachten Elektrizitätsmenge Eins 
ausgeübt werden würde. Q: heißt die elektrische Feldstärke 
in dem betrachteten Punkt p. 
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Ist X der Radiusvektor von p, Xi der Vektor, der von Pi 
nach p führt, und r-i der Einheitsvektor in gleicher Richtung, 
so wird 

l.\' == \'(5:. - " (1 b) 

Für diesen Wert finden wir eine andre Darstellung, indem wir 
bilden (vgl. Abb. I) 

(i,·dl=(5:.dr ,- )'(l.\'·dx)= '5:(I(5:.I.dr.)=-d{" _ e.~_} 
~ - \ t. ' ..:....J ~ Z .::::.,,; 4nE . ri 

oder 
(2) 

wo 

(3) 

17 bedeutet: Gradient. Gleichbedeutend mit (2) ist [so (r)]: 
Jrp 

(i/== rJ l . (2') Pt -7.4M,,-· ~l_' ----->~d"-'rz,--O· 
~ 

epheißtdas elektrostatische 
/Ii" 

Pot e n t i a I der EIe ktrizitä tsmen-
o 

gen ei im Punkt (Feld punkt) p. 
Abb. 1. 

(Vielfach Aufpullkt genannt). 
Es stellt sich dar als Funktion der Koordinaten des Feldpunkts. 
Sein Gefälle i::;t die Feldßtärke @;. Das bedeutet: @; ist normal 
zu dell Flächen (p = const und weist zu abnehmenden ep; sein 
Betrag ist gleich der Abnahme von ep auf der Längeneinheit der 
Flächpnnorm ak. 

Aus (2') folgt. 
p' 

J (i/·dl = ep(p) - ep(p'). (2a) 
p 

Die linke Seite i;;t das Linienintegral der elektrischen Feldstärke 
über den Weg l. Man bezeiehnet dieses allgemein als die elektri­
sche Spannullg auf dem Wege l. 

Die Gleichung (2a) nun sagt aus, daß diese Spannung in unserm 
Fall nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges abhängt, näm­
lich der Potentialdifferenz zwischen Anfangs- und Endpunkt 
gleich ist. 

Physikalisch bedeutet die linke Seite die Arbeit, welche die 
Kraft @; bei der Verschiebung ihres Angriffspunkts von P über 
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den Weg l nach p' leistet. Es ist somit cp (p) - cp (p') die Ar­
beit, welche die elektrischen Kräfte leisten, wenn im Felde der 
Elektrizitätsverteilung ei der Träger einer Elektrizitätsmenge 
Eins aus dem Punkte p'zum Punkte p' verschoben wird. Der Weg, 
auf welchem die Überführung erfolgt, ist dabei gleichgültig. Ist 
im besondern im Punkt p' das Potential Null, so bedeutet das 
Potential in einem beliebigen Punkt p die Arbeit bei der Über­
führung von p nach jenem Punkt p'. 

Es mögen nun die Träger aller Elektrizitätsmengen, - von 
denen ei und eh zwei beliebige bezeichnen sollen -, beliebige 
unendlich kleine Verschiebungen erfahren. Die Arbeit, die hier­
bei geleistet wird, ist 

-, { ei·eh ) A = "(f· d r) = - .5 d-- ----- . 
e":::"'; ...;...; 4.nE.ri1~J' 

wo die Summe über alle Kombinationen zweier verschiedener e 
zu erstrecken ist. 

Oder 

wo 
W = ~ ~;e,, __ = ~ ), e (\' __ ~i_)\ 

e .L.J4:n:e·rih 27' h -7'4:n:t.rih 
(4) 

oder 

(4a) 

We ist eine Größe, die durch die Elektrizitätsverteilung ein­
deutig bestimmt ist. Diese möge jedesmal eine elektrostatische 
sein in zwei verschiedenen Lagen der Körper, d. h. sie möge der­
artig sein, daß sie dauernd bestehen kann ohne äußeren Eingriff, 
oder wie wir jetzt genauer sagen wollen, ohne Energiezufuhr von 
außen. Auch die Überführung aus der ersten in die zweite Lage 
möge so geschehen, daß der Zustand einem elektrostatischen 
zum mindesten stets unendlich nahe bleibt. Dann gibt das System 
nach außen Energie nur in der Form mechanischer Arbeit ab, 
und diese Arbeit stellt sich dar als die Abnahme der Funktion We. 

Es wird deshalb We als die elektrostatische Energie des 
Systems bezeichnet. 

~, cp, W e wären nach (2), (3), (4) zu berechnen, wenn 
die ei durchweg gegeben wären. Aber für einen Leiter kann nur 
die gesamte Elektrizitätsmenge eL vorgeschrieben werden, ihre Ver-
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teilung über den Leiter ist bestimmt durch die Gleichgewichts­
bedingung. Diese lautet: innerhalb jedes homogenen Leiters ist 

Q"; = 0 oder T = const. (8a) 

Mit den so entstehenden Aufgaben beschäftigt sich die Poten­
tialtheorie. Diese Theorie kehrt zunächst die Aufgabe um; sie 
lehrt die Elektrizitätsverteilung aus Q"; (oder T) berechnen. In­
dem wir diesem Vorgehen folgen, gelangen wir gleichzeitig zu 
Gleichungen, die einen viel weiteren Gültigkeitsbereich haben 
als das Coulombsche Gesetz. 

§ 2. Die Differentialgleichungen des elektrostatischen 
Feldes. 

Wir bilden das Oberflächenintegral 

1 eQ";N ·dS 

über die vollständige Begrenzung eines beliebigen Raumes T. 
(Y die äußere Normale) Es ist (vgl. Abb. 2) 

eQ";N·dS = 41n .1;:; cos (thN) dS =± i;;,})h·dah, 

wenn drJ.h den körperlichen Winkel bezeichnet, unter dem das 
Flächenelement dS vom Ort Ph der Elektrizitätsmenge eh aus 
erscheint, und + (-) gilt, wo der Leitstrahl th aus Taustritt 
(in T eintritt). Nun ist aber 

J ± drJ.h =4n oder =0, 

je nachdem Ph innerhalb oder außerhalb 7: liegt. Demnach ist 
das vorgelegte Integral gleich der algebraischen Summe aller 
yon der Fläche S eingeschlos­
senen Elektrizität ~e. 

Oder: 

J~N·dS=~e, (5) 
0 

wo ~ =eQ"; (6) 
die sog. elektrische Erre­
gung bezeichnet. 

4th. 
N 

N 

Abb.2. 

Die Ableitung von (5) setzt voraus, daß keine Elektrizitäts­
menge eh einem Element von S unendlich nahe liegt. Diese Be­
dingung müßte tatsächlich gestellt werden, wenn, unserer Be-
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zeichnung entsprechend, endliche Elektrizitätsmengen in Punkten 
zusammengedrängt wären. In Wirklichkeit kennen wir hingegen 
nur Elektrizitätsverteilungen mit endlicher Raumdichte e oder 
endlicher Flächendichte w. Dann aber ist, wie in der Potential· 
theorie gezeigt wird, ~ überall endlich, und das vorliegende 
Integral hat daher stets einen bestimmten endlichen Wert, auch 
wenn die Fläche S dieser Verteilung unendlich nahe kommt 1). 

Wenden wir nun (5) an auf eine Fläche, innerhalb deren die uno 
endlich kleine Elektrizitätsmenge de = e· dT oder de = w· dS 
liegt, so ergibt sich [vgl. (8)] 

lim LL r~N'dsl=divSD=e (5a) 
T=O l r 0 J ' 

:lln + ~n =divs:ll =w. 
1 2 

(5b) 

Zu (5b) vgl. Abb. 3 und (84), 

2 
Aus dem Coulombschen Gesetz folgt also, 

daß die elektrische Dichte gleich der Divergenz 
der elektrischen Erregung ist. 

Wir können und werden die Verteilung eines 
n1--,If---i>-n z Vektors \5 im Raum - ein Vektorfeld \5 -

s 

Abb.3. 

geometrisch in folgender Weise darstellen: 
Wir ziehen Kurven, deren Tangenten überall 
die Richtung von \5 haben - \5·Linien -, 
und zwar in solcher Dichte, daß 1\51· d,E 
Linien durch ein zu \5 normales Flächen. 

element dJ: gehen. Dann folgt schrittweise: Durch ein be­
liebiges Flächenelement dS mit der positiven Normalen :v 
gehen in positiver Richtung \5N' dS Linien. Durch eine beliebige 
Fläche S gehen J\5N • dS Linien. Für eine geschlossene Fläche 
mit der äußeren Normalen N gibt J\5N • dS den Uberschuß 

o 
der austretenden über die eintretenden Linien an. div\5 ist, 

{ POsitiV} d B h d' A hl L" d" wenn t" em etrage nac le nza von Inlen, le 111 
nega IV 

kl V 1 . h' {entspringen} d' ro d' der (unendlich einen) 0 umenem eit .. d ' IV 8 i(.J le mun en 

1) Zum Wert des Potentials im Punkte p liefern die zu p unendlich 
benachbarten Elektrizitätsmengen nicht nur keinen unendlich großen, son­
dern vielmehr einen unendlich kleinen Beitrag. 
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gleiche Anzahl für die (unendlich kleine) Flächeneinheit. Wo 
div~ ce 0 ist, können wohl ~-Linien bestehen, aber sie können 
dort kpine Endpunktp besitzen. -- Ein Vektor 18, für den 
durchweg div IS ~~ () ist. heißt quellenfrei. 

Die Linipn. weklw unsern Vektor 'll darstellen, werden her­
kömmlieh, wenn alleh nicht ganz zutreffend, als elektrische 
Kraftlinien bezeiehnet. 

Wir habpll demnach: J'll N • d S = e gibt den Überschuß der 
o 

aus Saustretendell über die eintretenden Kraftlinien an. Oder: 
Jede elektritlche Kraftlinie entspringt (mündet) am Ort einer 
positiven (negatiwl1) Elektrizitätsmenge Eins. - Bezeichnen 
wir ferner mit cL die gesamte Elektrizitätsmenge eines Leiters, 
mit SI, eine Fläehe. die sich seiner Oberfläche von außen an­
schmü·gt (ahm die Elektrizität auf seiner Oberfläche mit umfaßt), 
unter .v dercn iiul.\ere Normale, so ergibt (15): 

J §;N·dSL = eL· (5c) 
o 

In der Beziehung zwü;chen Feld (Erregung) und Elektrizitäts­
verteilung, die wir "oeben besprochen haben, ist auf das Potential 
kein Bezug genommen. Auch dem Inhalt der Gleichung (2a) 
können wir eine entsprechende Fassung geben. Sie sagt aus, daß 
das Linienintegral von ~ Null ist, wenn Anfangs- und Endpunkt 
des Weges zusammenfallen, also für jeden in sieh zurüeklaufenden 
Weg. Das wollen wir bezeichnen dureh 

(7) 

Die Gleiehung (7) gilt unabhängig von dem Wert der Funktion 
rp, unter der einzigen Bedingung, daß rp einwertige Funktion 
der Lage von p iRt. 

Folgen wir einer dektrülehen Kraftlinie in der Richtung vom 
Ursprung zur Mündung, so ist ~l' also aueh ~l' ständig positiv; 
das Linienintegral, über ein beliebiges Stück der Kraftlinie er­
streckt, kann also niemals den Betrag Null ergeben. Aus (7) folgt 
daher, daß eti in einem dektrm'ltatisehen Felde keine in sich zurück­
laufenden Kraftlinien geben kann. 

E,; kann auch keine Kraftlinie, ohne sich zu schließen, endlos 
einen begrellztell Raum durchlaufen. Denn dann würde sie, ge­
nüg{'nd lang!' \"prfolgt, ihrem Ausgangspunkt wieder beliebig 
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nahe kommen; es müßte also das Linienintegral, über eine be· 
liebig kurze Strecke genommen, einen beliebig großen positiven 
Wert zu Null ergänzen; d. h. die Feldstärke müßte an der betrach­
teten Stelle unendlich sein. Es soll daher künftig nur zwischen 
Kraftlinien mit Endpunkten, geschlossenen Kraftlinien und sich 
ins Unendliche erstreckenden Kraftlinien unterschieden werden. 

Betrachten wir ferner eine beliebige Fläche S, legen wir den 
Weg l beliebig entlang der Fläche auf ihrer einen Seite, und 
zurück längs der gleichen Linie auf der andern Seite, so folgt aus 
(7): beim Durchgang durch eine beliebige Fläche kann sich die 
tangentiale Komponente von Gl: nie sprungweise ändern. 

Die Gleichungen (5), (6), (7) haben wir abgeleitet aus den 
Gleichungen (2), (3). Bedingung für die Gültigkeit der Gleichungs­
gruppe (2), (3) war, daß nur ein homogener Isolator vorhanden 
sei, und somit e ein und denselben Wert überall habe. Die neuen 
Gleichungen (5), (6), (7) aber gelten tatsächlich allgemein, wie auch 
die Isolatoren und somit die e -Werte im Raum verteilt sein 
mögen. Vorausgesetzt bleibt lediglich - für die Gültigkeit von 
(6) -, daß die Isolatoren isotrop sind. 

Auch die Leiter mögen jetzt beliebig inhomogen sein. Dann 
bedarf die Gleichgewichtsbedingung, die im Leiter erfüllt sein 
muß, einer Erweiterung. Bilden wir einen zusammenhängenden 
Leiter aus Schichten verschiedener Substanzen, wie in den gal­
vanischen Elementen oder Ketten von solchen, dann zeigt die Er­
fahrung, daß das Potential in den beiden Endschichten ver­
schiedene Werte besitzt. Es muß also das Linienintegral von 
Gl:, durch eine Trennungsschicht hindurch erstreckt, einen von 
Null verschiedenen Wert haben; oder: es muß innerhalb einer ge­
wissen dünnen Übergangsschicht ~ von Null verschieden und 
normal zur Trennungsfläche gerichtet sein. Es liegt nahe, den 
Satz dahin zu erweitern, daß überall, wo die Eigenschaften eines 
Leiters sich örtlich ändern, Gl: einem vorgeschriebenen Vektor 
sr gleich sei: 

(8) 

Wo von einer bestimmten Schichtung nicht gesprochen werden 
kann - man denke etwa an eine Salzlösung, in der die Flächen 
gleicher Konzentration nicht zusammenfallen mit den Flächen 
gleicher Temperatur - da läßt sich über die Richtung von Sl 
von vornherein nichts aussagen. Den Vektor - sr bezeichnet 
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man als eingeprägte elektrische Feldstärke. Für einen 
homogenen Leiter geht (8) in die früher aufgestellte Bedingung 
(8a): ~ = () über. 

Den Gleichungen (5), (6), (7) schreiben wir Gültigkeit auch 
innerhalb <in Leiter zu. EH folgt dann aus (7) und (8), daß in einem 
elektrifwhpll Felde' Oleichgewieht nur bestehen kann, wenn 

J ~tl·dl=O 
iflt, oder 

st=-I7X, 
(9) 

'NO X eine einwertige Ortsfunktion. 
Dies ist eillE' Bedingung für die Verteilung der St; sie ist stets 
erfüllt, wenn jeder Weg, der im Leiter von p nach p' verläuft, 
geometrisch notwendig die gleichen Schichten durchsetzt. 

Es folgt ferner aUf; (5), (6), (8) für jede geschlossene Fläche, 
die im 1 nnem der-< LeitPfS VPTläuft, 

J 8 st" . dB = .l)e. 
o 

Für ellWll homogenen Leiter, in welchem sr = ~ = 0 ist, 
bedeutet da". daß sein Inneres frei von Elektrizität ist. Eine ihm 
mitgeteilte Ladung kann sich demnach im statischen Zustand 
nur auf seiner Oberfläche befinden. Bei diesem Schluß ist freilich 
yorausgeHetzt. daß da:" 8 des Leiters eine endliche Größe ist, 
während lllan doeh-- weil dieses c nur mit dem Faktor ~ = 0 
in den GleichungPlI auftritt - aus elektrostatischen Messungen 
nichts über "l'iuell \Vert erfahren kann. Es ist aber durch Be­
obachtung verändC'flicher Zustände möglich gewesen, die 
DielektrizitätHkonstanten mancher Leiter zu bestimmen. (Die 
i'lIethoden Hiwi in ~ fi B. C und in Kap. IV § 7 besprochen.) Da­
bei haben sieh i'ltet" endliche Werte ergeben, und als endlich wer­
den wir "ir' dahl'l' allgenwin voraussetzen. - Ein inhomogener 
Lt'iter enthält im "tatiRchen Zustand Elektrizität auch in seinem 
l11nern. Ihn' VI'rtt'ilulIg kann angegeben werden, sofern man 
dit' Si - und (li<, E - Werte der Leiterelemente kennt, Handle es sich 
im heHondel'll um die sehr dünne Übergangsschicht zwischen 
11t'11 homogenen Leitern 1 und 2, und sei das durch die Schicht 
er~trt'('kk Illkgral 

~ 

J 'ft l ' dl = ifJ. 
l 
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Außerhalb der Übergangsschicht ist auf beiden Seiten st = O. 
Andrerseits ist, wenn wir etwa die Schichtnormale, von 1 nach 2 
gerechnet, zur x-Achse nehmen, für die Gesamtdicke der Schicht 
nach (eI): 

2 2 8 (eSfz) 

J (!.dx=J a--·dX=e2st2x-elstlx, also=O. 
1 1 x 

Die Verteilung von e und st über die Schichtdicke ist nicht er­
kennbar. Das einfachste Bild gibt die Annahme zweier entgegen­
gesetzt gleicher Flächenladungen von der Dichte w im kleinen 
Abstand d, mit einer Zwischenschicht von gleichmäßiger Di­
elektrizitätskonstante e. Da in der Schicht 

ist, so muß nach (5b) 

~x = 'D_-cl 'P2 = ~ 

(jJ 
w= + e--- cl (5d) 

sein. Die angenommene Elektrizitätsverteilung heißt elektrische 
Doppelschicht, cP ihr Moment oder ihre Stärke. Über die 
Werte e, d, w können, sofern sie nur der Gleichung (5d) ge­
nügen, willkürliche Annahmen gemacht werden. Unzulässig aber 
ist es, d = 0 zu setzen und cP als Potentialsprung im strengen 
Wortsinn zu betrachten. Denn, wie wir sehen werden [Glei­
chung (11)], entfällt auf ein Stück der Übergangsschicht vom 
Querschnitt Eins ein Energiebetrag 

.!. ~2d = .!. C (jJ2. 
2 e 2 cl ' 

er würde also für d = 0 unendlich werden. 
Im vorstehenden sind die allgemeinsten Annahmen für ein 

elektrostatisches Feld enthalten. Wir bezeichnen als vollstän­
diges Feld ein Feld, durch dessen Grenzen keine Kraftlinien 
hindurchtreten. Ein solches kann sich ins Unendliche erstrecken; 
es wird aber bei allen messenden Versuchen durch Umhüllung 
mit einem homogenen Leiter nach außen abgegrenzt. Soll diese 
Art der Begrenzung hervorgehoben werden, so wollen wir von 
einem geschlossenen Feld sprechen. Bei einem geschlossenen 
Feld ist notwendig auch die Gesamtzahl der durch die (hier 
endliche) Grenzfläche hindurchtretenden Kraftlinien, oder nach 
(5) die gesamte in ihm enthaltene Elektrizitätsmenge Null. - Es 
ist ferner das Linienintegral von ~, erstreckt über eine beliebige 
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Linie auf der endlichen äußeren Grenzfläche, gleich Null- oder: 
das Potential ist auf der ganzen Grenzfläche konstant. 

Beide Sätze Hind bei unendlich ausgedehnter Grenzfläche nicht 
selbstverständlich; wir wollen sie aber auch für diesen Fall, und 
somit für je d e H vollständige Feld als gültig ansehen. Es ist häufig 
bequem. den konstanten Wert des Potentials auf der äußeren 
Grenzfläche lieK FeldeR Null zu setzen, und wir werden dies, wie 
üblich, im allgrmt'incn tun. Da nur Potential-Differenzen 
eine physikaliKchc Bedeutung zukommt, so ist diese willkür­
liche Festsetzung durchaus unbedenklich. 

Es gilt nUll der Satz: Bei gegebenen Körpern (und folglich 
gegebenen E- und sr-Werten) ist jedes vollständige elektro­
statische Feld durch seine Elektrizitätsverteilung eindeutig be­
stimmt _ Eindeutigkeitssätze von mathematisch gleicher Wesens­
art werden uns wiederholt begegnen. Der Beweis soll nur dieses 
eine Mal ausführlich gegeben werden. 

Unser Satz folgt aus dem andern, den er als Sonderfall ein­
schließt: Ein vollständiges elektrostatisches Feld ohne Elektrizi­
tätsverteilung \lnd ohnt' inhomogene Leiter ist durchweg Null. 
Denken wir unK zunächst, es seien im Feld nur Isolatoren vor­
handen, und demnach die Lage jeder einzelnen unendlich kleinen 
Elektrizitätt4111enge gegeben. Sind diese Mengen durchweg Null, 
"0 gibt es al,.;o nirgends im Felde Endpunkte von Kraftlinien. 
Jede vorhandene Kraftlinie muß also entweder in sich zurück­
laufen, oder aus dem Felde heraustreten. Das erste ist ausgeschlos­
sen in pinem elektrostatischen, das zweite in einem vollständigen 
Felde. Es kann also keine Kraftlinien in unserm Raum geben. 

~ind auch Leiter im Felde vorhanden, so hat jeder von ihnen, 
da er homogen ist, in seiner ganzen Ausdehnung ein konstantes 
Potential. ~ei LI derjenige, dessen Potential von allen einschließ­
lich der HüllE' den größten Wert hat. Dann können auf Sl nur 
Kraftlinien entspringen, nicht münden. Es wäre dann Cl positiv, 
während es Null "ein soll. Auf Sl befinden sich also überhaupt 
keine Endpunkte von Kraftlinien. Das gleiche folgt jetzt für 
den Leiter L 2 , dessen Potential das zweithöchste ist, und so fort 
bis zum letzten. Es gibt also auch jetzt nirgends Endpunkte 
"on Kraftlinien, und 'wir schließen wie zuvor. 

Rechnerisch ergibt sich der Beweis so: Es ist, wenn U ein­
wertig und stetig, 
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- fr U· 58·di = f U ·div 58·di+ f U ()ßnl + 58n2)dS12 

+ fU58 n·dS 
o 

[siehe ({}), mit Ergänzung für Unstetigkeiten von 58]. 
Nimmt man nun für i den Raum des Isolators, so wird S von 

den Oberflächen Si der Leiter des Feldes und von der Innenfläche 
SH der Hülle gebildet, und n ist identisch mit der äußeren Nor­
male N dieser Leiter. Setzen wir weiter 

U=rp, 58='tJ, 
so kommt: 

S~~di= S@'tJ· di= - S J7 rp. ~ ·di = f rp·div 'tJ ·di 1 
+ frp(~nl+~n2)dS12+ 2Srpi~n·dSi+ SrpH~n·dSH 

und hierin ist 

Folglich 

div'!: = e =0, '!:nl + 'tJn2 = co = 0, 

rpi = const und J 'tJ n • dSi = ei = 0, 
Si 

rpH = 0, s positiv. 

'!: ~- o. 

(0) 

[In Wahrheit ist die Hüllenoberfläche vor den übrigen Leiter­
flächen nicht ausgezeichnet: es ist auf ihr lediglich rpH = const, 

dafür aber J'tJ n • d S H = eH = 0, weil einerseits Lei + eH = ° ist 
SH 

(vollständiges Feld), andrerseits aber jedes ei = ° sein soll. 
Hier liegt ein Beispiel für die Bequemlichkeit der Festsetzung 

rpH = ° vor.] 
Sei nun die Elektrizitätsverteilung gegeben: in i die e, (J); 

auf den Si die ei; ferner im Isolator die s-Werte, in den Leiten} 
die Sl:-Werte. Dann ist, wenn rpi sich auf einen variablen, rpiO 
auf einen festen Punkt eines Leiters bezieht, 

rpi=rpiO+O, 
wo 

Po 

eine gegebene Größe bezeichnet. Es mögen nun diesen Bedin­
gungen zwei Felder mit den Werten '!:', rp' bzw. '!:", rp" genügen. 
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Wir bilden dann 'l!'-'l!" ='l!, q/ -qi' = ep, und erhalten wiederum 
die Gleichung (10) mit den gleichen Bedingungen wie oben, also 
wiederum 'l! _ O. Die beiden als verschieden angenommenen 
Felder sind also tatsächlich identisch, das Feld ist eindeutig be­
stimmt. Das gleiche folgt, wenn an Stelle der ei auf jedem Leiter 
der Potentialwert rpiO eines Punktes (für homogene Leiter ein­
facher: das Potential rpi des Leiters) gegeben ist. Und endlich 
auch, wenn für jeden Leiter entweder ei oder rpiO gegeben ist. 
Bei den Coulombsehen Versuchen waren die ei gegeben. Im 
allgemeinen aber handelt es sich bei Messungen um einen zusain­
menhängenden Leiter (von dem auch die Hülle einen Teil bildet), 
so daß also die rpi jedes Leiterstücks gegeben sind. 

Wir schreiben künftig statt (10) kürzer: für ein vollstän­
diges Feld ist 

f (E;'l!. d7: = 2rp e ; 

für ein beliebiges Feld ist 

f(E;'l!·d7: = 2rpe + f rp'l!n ·dS; 
o 

(lOa) 

(lOb) 

wo jedes Summenglied durch ein Element des Isolators oder durch 
ein homogenes Stück der Leiteroberflächen gebildet wird. 

Die Grundlage dieser Beweise bildet der noch häufig zu be­
nutzende Satz: Wenn in einem vollständigen Felde 7: für jede ge­
schlossene Kurve 8: 

fm •. d8 =0, 
-0 

und für jede geschlossene Fläche S: 

f93N ·dS=O 
o 

ist, so ist fm 93 . d7: = 0 . 

Er ist in anderer Schreibweise im Anhang unter (p" ß) aufgeführt. 
Es mögen ferner zu einem Felde ~l die Wertesysteme e1 und 

st'l und zu einem Felde ~2 die Wertesysteme e2 und st'2 gehören. 
Dann gehört zu dem Felde (E; = (E;l + (E;2 das Wertesystem 
e = e1 + e2 , st' = st'l + st'2' Also nach dem Eindeutigkeitssatz 
auch umgekehrt: Überlagert man zwei Elektrizitätsverteilungen 
und eingeprägte Feldstärken, so überlagern sich die zugehörigen 
Felder. Zu beachten ist, daß zu der Elektrizitätsverteilung, die 
ein geschlossenes Feld bestimmt, die Elektrizitätsmenge der lei-
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tenden Hülle ebensowenig gehört, wie die etwaigen Ladungen 
außerhalb gelegener Körper. Wir setzen der Einfachheit wegen 
diese Hülle als homogen voraus; dann ist Elektrizität nur auf 
ihrer inneren und äußeren Oberfläche vorhanden. Die Ladung 
der Innenfläche gehört zum Felde; aber sie ist durch die Ladungen 
der eingeschlossenen Körper, die sie zu Null ergänzen muß, be­
reits mitgegeben. Der Rest der willkürlich bestimmten Gesamt­
ladung befindet sich auf der Außenfläche ; aber diese gehört 
nicht dem geschlossenen Felde, sondern einem davon völlig un­
abhängigen äußeren Felde an. Die Ladung der Außenfläche aber 
ist offenbar gleich der algebraischen Summe der Elektrizitäts­
mengen der Hülle und aller von ihr eingeschlossener Körper. 
So ergeben sich die beiden folgenden Sätze: 

Einerseits: Durch eine leitende Hülle wird der Innenraum 
vollständig geschützt gegen die elektrostatischen Wirkungen 
irgendwelcher im Außenraum vorhandenen Körper. - Andrer­
seits: Für den Außenraum kommt nur die Gesamtelektrizitäts­
menge von Hülle und eingeschlossenen Körpern in Betracht, ihre 
Verteilung auf alle diese Körper ist vollkommen gleichgültig. Das 
äußere Feld ist also stets dasselbe, als wenn sich die gesamte 
Elektrizitätsmenge auf der Hülle befände. Tatsache ist nun, daß 
das äußere Feld durch keinerlei Vorgänge, die innerhalb der 
Hülle verlaufen, dauernd verändert wird, und hierin liegt der 
Beweis für den früher angeführten Satz, daß wir nur die Elek­
trizitätsverteilung, niemals aber die Gesamtmenge der Elek­
trizität verändern können. 

Wir werden im folgenden Paragra phen für einige wichtige Fälle 
das Feld aus seinen Bestimmungsstücken tatsächlich ableiten. 

Die physikalische Bedeutung der Feldstärke ~ beruht nach 
dem bisher Besprochenen ausschließlich darauf, daß sich aus ihr 
die mechanischen Kräfte ableiten lassen. Der Zusammenhang ist, 
unter Voraussetzung des Coulombschen Gesetzes, gleich­
wertig durch den Kraftausdruck (la) oder durch den Energie­
ausdruck (4a) [mit (2)] gegeben. Wir wollen annehmen, daß 
unter unsern jetzigen allgemeineren Voraussetzungen 
der Ausdruck (4a) 

W e =t.2 eep 
nach wie vor die elektrostatische Energie angibt, d. h. die 
Größe, deren Abnahme die bei einer Verschiebung geleistete Arbeit 
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bedeutet. Es wird sich zeigen, daß die Kräfte dann nicht mehr 
allgemein durch (1 a) dargestellt werden. Dies wird in § 4 B aus­
geführt werden. Hier Hall noch ein zweiter Ausdruck für We 

abgeleitet werden. We hat eine Bedeutung nur für ein voll­
ständiges Feld: für ein Rolches aber folgt aus (lOa) unmittelbar: 

We=J !~~·dr. (11) 

Wir werden später elektrische Felder kennenlernen, die kein 
Potential besitzen und nicht durch Elektrizitätsmengen bestimmt 
sind, und für die also der Energieausdruck (4a) nicht bestehen 
kann; der AURdruck (11) aber bleibt auch für diese Felder gültig. 
In ihm erRcheint die Energie als eine Summe, zu der jedes Volum­
element des Feldes einen bestimmten Beitrag liefert, so daß auch 
einem beliebigen Raum, der kein vollständiges Feld bildet, ein 
bestimmter Energiewert zugeschrieben werden kann. Es wird 
sich zeigen, daß dieRer, zunächst rein mathematischen, Zerlegung 
eine physikalische Bedeutung zukommt. 

Es seien ferner in demselben Raum, also bei vorgeschrie­
benen 10- Werten, zwei vollständige Felder gegeben mit den 
Werten el~l'1:ltpl WI bzw. e2(t2~2tp2 W2. Dann ist [vgl. (lOa)] 

R --" J 10 (tl(t2 ·dr= J (tl~2·dr= J (t2 ~1·dT=2Je2911 = 2 el912' (12) 

Besteht das i:-;ystem 1 aus einer Elektrizitätsmenge el = 1 
im Punkte PI oder auf dem Leiter LI' und das System 2 aus einer 
Elektrizitätsmenge e2 = 1 im Punkte P2 oder auf dem Leiter L 2 , 

80 folgt 

D. h.: Eine Elektrizitätsmenge 1 im Punkt PI (auf dem Leiter LI) 
rufe im Punkt P2 (auf dem Leiter L2) das Potential (J. hervor; 
dann ruft auch die Elektrizitätsmenge 1 im Punkt P2 (auf dem 
Leiter L 2 ) im Punkt PI (auf dem Leiter LI) das Potential (J. 

hervor. (Das Potential 0 und die Elektrizitätsmenge -1 be­
findell sich jedesmal auf der äußeren Grenze.) 

Sei ferner 

dunll itlt 

~' (e + 0 e) tp = J' e (tp + 0 91 ) , 
also 

~' tp . 0 e = 1.' e . 0 tp . 
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 2 
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Weiter ist die Energieänderung : 

t5 We = H.2(e + t5e) (tp + t5tp)- ~'etp} 

und daraus für unendlich kleine t5 e und folglich auch unendlich 
kleine t5 tp nach der vorstehenden Gleichung: 

dWe = H.2tp ·de + .2e·dtp} =.J.:tp ·de = .J.:e· dtp. (13) 

Es folgt, wenn wir WB als Funktion der e ausgedrückt denken, 
aw. 
Fe; =, tpi ; 

und wenn We als Funktion der tp ausgedrückt ist, 
aw. --- =e·· 
a gJi " 

(Ha) 

(14b) 

Nach (14a) ist tpi die Energie, die dem Felde zugeführt 
werden muß, um dem Punkte Pi (dem Leiter Li) die Elektrizi­
tätsmenge Eins von der Grenze des Feldes her zuzuführen. Aber 
es ist nicht mehr die mechanische Arbeit, die zur Überführung 
eines Körpers mit der Ladung Eins aufzuwenden ist. Dem 
ersten Teil des Satzes entspricht es, wenn ~ = - J7 ffJ als die 
Kraft auf die Elektrizitätsmenge Eins bezeichnet wird; 
aber e~ ist nicht mehr allgemein die mechanische Kraft auf 
den Träger der Elektrizitätsmenge e; denn dieser kann jetzt im 
allgemeinen nicht mehr verschoben werden, ohne daß die Ver­
teilung der e sich ändert (siehe § 4 B). 

Die physikalische Bedeutung von R ergibt sich, wenn wir uns 
in • zunächst die Felder ~l und ~2 (Energie W1 bzw. W2) 

einzeln, und dann das Feld ~ = ~l + ~2 mit der Energie We 

denken. Es ist dann 

W e = ! f (~l + ~2) ('1\ + ~2) d. = W 1 + W 2 + R. (15) 

Die Abnahme von W1 (W2, We) ergibt die Arbeit der innern 
Kräfte des Feldes 1 (des Feldes 2, des Gesamtfeldes). Die Ab­
nahme von R ist also die Arbeit der wechselseitigen Kräfte von 
1 und 2. R soll dementsprechend die wechselseitige Energie der 
Felder 1 und 2 heißen. 

§ 3. Das Feld in besondel'en Fällen. 
A. Bei allen Anordnungen, die zu Messungen dienen, befindet 

sich Elektrizität nicht im Innern des Isolators, sondern aus-
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schließlich auf den Leitern. Diese mögen bestehen aus einer 
endlichen Zahl in sich homogener Leiterstücke, die zum Teil unter 
sich und mit der Hülle verbunden sein können. Die Potentiale 
der einzelnen Stücke seien f{Ji> ihre Elektrizitätsmengen ei • 

Wir wissen bereits, daß das Feld eindeutig bestimmt ist, 
sobald für jedes Stück entweder f{Ji oder ei gegeben ist. Wir 
wissen ferner, daß die Felder und somit die Leiterpotentiale f{Ji> 

die verschiedenen gegebenen ei-Systemen zugehören, sich zu­
gleich mit dieKen überlagern. Das heißt aber: die f{Ji sind linear­
homogene Funktionen der e i, also auch umgekehrt. Wir schreiben 

(16) 

Die Werte der (Xi k sind durch die Gestalt der Körper - Leiter 
und Isolatoren -- bestimmt. In (16) ist nach (14 b): 

(17) 

Die Energie ist 

W _1y, \-r =cl 'l •••. 1 2( 
e - :2.::...J f{J,.::...J (X, k f{Jlc 2 (XlI f{J1 + (X12 f{J1 f{J" + + 2 ann f{Jn' 18) 

Die Verwertung der Messungen beruht auf der Kenntnis der 
Koeffizienten 'l.i7.' 

Statt (16) kann man auch schreiben, indem man das Potential 
der Hülle (biHher = 0 gesetzt) mit f{Jo bezeichnet: 

e,c=q,o(f{J, -f{J01+qil(f{Ji-f{Jl)+'" +qin\f{Ji-f{Jn),) 

wo _ ~, _ _ (k..1-0 k-L') (16a) 
q'O-_(('k' q'k- aik ",t. 

k=l 

In (16a) hat jedes Summenglied eine anschauliche Bedeutung. 
Es sei erstem; f{Ji> f{Jo, aber jedes f{Jk = f{Jo (k =f= i). Dann ist 
ei = (q, 0 + qi1 + . ..L qin) (f{Ji -- f{Jo) und ek = -qidf{Ji -f{Jo)' Es 
entspringen aber in diesem Fall alle Kraftlinien auf Li, und 
sie münden auf den übrigen Leitern einschließlich der Hülle; 
d. h. e, ist positiv, alle el,: sind negativ. Also: alle q sind positive 
Größen und nach (16a), (17) 

(17 a) 

Ferner: q i k ('Pi - 'Po) ist die Zahl der Kraftlinien, die unter 
den obigen Vorautisetzungen von Li nach L lc führen. - Ist jetzt 

2* 
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zweitens nur f/Jk + f/Jo, so gehen qki (f/Jk - f/Jo) Kraftlinien von 
L k nach Li' - Und ist endlich nur f/Jh + f/Jo, wo h =f: i, h + k, so 
verlaufen keine Kraftlinien zwischen Li und L k • Überlagern 
wir alle diese Felder (h soll alle zulässigen Werte durchlaufen), 
so entsteht das allgemeinste Feld, dem die Gleichungen (16a) ent­
sprechen, und in diesem laufen von Li nach L k : 

qik (f/Ji - f/Jo) - qik (f/Jk - f/Jo) = qik (f/Ji - f/Jk) 

Kraftlinien. Somit ist jedes Summenglied in (16a) geometrisch 
gedeutet. 

Unter den Gleichungen (16a) denke man auch den Wert von 
eo hingeschrieben, welcher die Ladung auf der Innenseite der 
Hülle bedeuten soll. Sie ergeben dann 

wie es sein muß, und 

n 

n 
.l)ei =0, 

i=O 

We=-~- };eif/Ji= ~ };Qik(f/Ji-f/Jk)2, (I8a) 
o i,k 

also wesentlich positiv, wie es nach der Form (11) ebenfalls 
sein muß. Die Vergleichung von (16) und (16a) ergibt noch, 
daß 

stets positiv und 

rJ.i k = -qi k (k + 0, k + i) 
stets negativ ist. rJ.ii ist nach (16) die Elektrizitätsmenge, die man 
dem Leiter Li zuführen muß, damit sein Potential um Eins steigt, 
während die Potentiale der übrigen Leiter unverändert bleiben. 
rJ.ii wird demgemäß als elektrostatische Kapazität von 
Li bezeichnet; es ist aber zu beachten, daß rJ.ii von Form und 
Material des Isolators, nicht aber vom Material von Li abhängt. 
Die einzelnen Glieder, deren Summe rJ.i i ist, und deren geometri­
sche Bedeutung soeben erläutert wurde, heißen die Teilkapazi­
täten von Li' 

Die Bedingungen für das Feld ~ lauten in unserm Fall: 
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allgemein 
J~l'dl=O; 

J8~N . d8 = 0, wenn sich innerhalb S nur Isolatoren 
o 
befinden; 

J elEN' dS i = ei' 
L; 

~ = 0 im homogenen Leiter; ~ endlich; und III der 
Grenzfläche = O. 

Die erste Gleichung liefert 

~,= - V rp , wo rp einwertig 

21 

(19) 

(19a) 

und die übrigen Gleichungen liefern als Bedingungen für rp: 

J I:' (!~TdS = 0, 
o ('lY 

wenn flieh innerhalb S nur Isolatoren befinden; 

S' up dS -
f(J~7 i-ei' 

Li 

rp = rpi ~~ const für jeden homogenen Leiter; rp stetig, 
und in der Grenzfläche gleich einer Konfltanten, die wir 
= o setzen. 

(19b) 

Die Leiter mögen unter sich und mit der Hülle zusammen­
hängen; dann sind die rpi gegeben; - oder sie mögen voneinander 
isoliert und homogen sein; dann seien die ei gegeben. Im einen 
wie im andern Fall ist das Feld, wie oben gezeigt, eindeutig be­
stimmt. Allgemein kann man bemerken: wenn der Isolator 
homogen ist, so fällt bei gegebenen Cfi der konstante Wert 8 seiner 
DielektrizitätRkom:tante aus den Bestimmungsgleichungen des 
Feldes heraus, und somit ·wird jedes ei proportional mit 8; d. h. 
alle Koeffizienten lJ. und q sind in diesem Fall proportional mit 
8. - Aus den Gleichungen (19) folgt, daß für jede Fläche, welche 
Li, abrr keinrn alHlern Leiter einschließt, 

ist. 
.r t' (J.N·dS = ei 
o 

(I9c) 

Betrachten wir insbesondere ein geschlossenes Feld, das in 
der Hülle nur einen Leiter enthält. Dann haben wir eine Glei­
chung von der Form (16a) mit einem Koeffizienten. Sie werde 

el == C (Cf! - Cfo) 
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geschrieben. Hierin ist 
o 

und Cfl- To=f:'dl. 
1 

Als Beispiele wählen wir einige praktisch wichtige Fälle; in 
den drei ersten soll der Isolator homogen sein. 

1. Kugel vom Radius rl> Potential Cf~, Ladung el' in Hülle 
vom innern Radius r 2' Die Entfernung eines willkürlichen 
Punkts vom Mittelpunkt sei r. Es ist dann aus Symmetriegründen 
von vornherein klar, daß Cf nur Funktion von r ist. Wählen wir 
als Fläche S der Gleichung (19c) eine konzentrische Kugel-
fläche, so kommt 

_sog; .4nr2=e 
or 1 

für jedes r zwischem r 1 und r2. Demnach 
e1 

Cf = 4;~:-r + const, 

und wenn das Potential der Hülle = 0 gesetzt wird, 

Cfl = 4e~E (r~-!J· 
Es ist 

C=4nf_ r2r1 . 
r 2-rl 

C wird sehr groß, wenn der Abstand der Leiterflächen sehr 
klein wird. Eine solche Anordnung heißt ein Kondensator, 
C seine Kapazität. Die gleichen Bezeichnungen sind auch üblich 
im Fall von zwei Leitern von kleinem Abstand und großer Ober­
fläche, von denen nicht einer die Hülle des andern ist. Es liegt 
dann ein drei-Leiter-Problem vor, bei dem jedesmal vorausgesetzt 
wird, daß die Koeffizienten qlO und q20 sehr klein sind gegen 
ql2 = C. (Den dritten Leiter bildet die gemeinsame Hülle, 
bzw. eine im Unendlichen gedachte Fläche.) Im Gegensatz zu 
solchen, bei fehlender Hülle schlecht definierten, Kondensatoren 
soll der zuerst genannte ein geschlossener heißen. (Bei einem 
geschlossenen Kondensator ist notwendig der innere Leiter un­
zugänglich; den experimentellen Ausweg zeigt das Beispiel 2.) 

Wächst in unserem Beispiel umgekehrt der äußere Radius un­
begrenzt, so wird die Kapazität: Co = 4 nerl' Von diesem 
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untern Grenzwert ist C durch ein sehr kleines, angebbares Inter­
,-all getrennt, wenn r 2 einen bestimmten sehr großen Wert hat. 
Nun kann man allgemein zeigen, daß die Kapazität eines Konden­
sators sich vergrößert, wenn irgend ein Teil des Feldes durch 
einen ungeladenen Leiter ausgefüllt wird. Es mögen also außer 
der Kugel ,-om Radius r I irgendwelche willkürlich geformten 
Leiter vorhanden sein. Ihre Ladungen seien Null, die Ladung 
der Kugel 8ei Cf f{Jl' Läßt sich dann um die Kugel eine zweite 
vom Radius r 2 legen, welche alle sonst vorhandenen Leiter aus­
:-chließt, so liegt Cf zwi8chen C und Co' Es hat demnach einen 
guten Sinn, von der Kapazität einer einzelnen Kugel zu sprechen_ 

Den benutzten Hilfssatz kann man sich in folgender Weise 
klarmachen : Besteht die Oberfläche des eingebrachten Leiters 
aus Äquipotentialflächen des Feldes, so wird in dem vom Leiter 
eingenommenen Raum Cf = 0, außen aber bleibt das Feld 
unverändert, da die ihm neu auferlegte Bedingung bereits erfüllt 
ist. Die Energie hat sich um den Betrag vermindert, der auf 
den Leiterraum entfid. Besteht die Leiteroberfläche nicht 
aus Äquipotentialflächen, so genügt auch das äußere Feld nicht 
den Bedingungen des Gleichgewichts. Dieses stellt sich her 
durch eine Neuverteilung der Ladung auf der Leiteroberfläche, 
d. h. durch elektrische Strömung, und diese verbraucht Wärme. 
Die Energie ~.;illkt 11m <'inen weiteren Betrag. Nun ist in unserm 
Fall 

1 1 ei 
lVe = 2 eIf{J1 =-2c' 

Da We bei festgehaltenem el gesunken ist, so ist C gestiegen. 
2. Unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R I und La­

dung e1 auf der Längeneinheit, in koaxialer zylindrischer Hülle 
mit dem Innenradius R 2 • f{J kann nur Funktion des Abstandes 
R von der Achse A sein. Als Fläche S der Gleichung (19c) 
nehmen wir die Oberfläche eines Zylinders vom Radius Rund 
der Höhe EinH. Die Grundflächen tragen nichts zum Integral bei; 
die Mantelfläche ergibt 

-2:rRE~~=el für RI <R<R2 ; 

folglich 

-- 2 n E f{J = e1 19 R + const; 
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Also ist 
(20) 

die Kapazität der Längeneinheit. Für einen endlichen Zylinder 
variiert ffJ in der Nähe der Enden auch mit dem Abstand von 
diesen; der gefundene Wert gilt also nur in den von den Enden 
weit entfernten Raumteilen, und die physikalische Bedeutung 
von y ist demnach: der Betrag, um den die Kapazität eines bereits 
sehr langen Zylinderkondensators wächst, wenn seine Länge um 
Eins zunimmt. - Für unbegrenzt wachsendes R 2 wird ffJl = 00. 

Von dem Felde eines einzelnen geladenen Zylinders kann man 
daher nicht sprechen. Für die Kapazität eines von unregelmäßig 
geformten Körpern umgebenen Zylinders läßt sich nur eine obere, 
aber keine untere Grenze angeben; er kann bei gegebener Ladung 
ein unberechenbar hohes Potential besitzen. 

3. Wir bezeichnen mit R' den Abstand von einer zweiten, 
zu A parallelen Achse A', setzen 

+ 2 necp' = e1lgR' + const 
und bilden 

Es gilt immer noch 

m. , e1 R' 
'1' = ffJ + ffJ = 2-- 19 R . ;;ce 

S e~CP dS=O 
aN 

o 
für jede Fläche, welche keine der beiden Achsen umschließt, 
denn das gilt für jeden der beiden Summanden. Für eine zylin­
drische Fläche von beliebiger Basiskurve und der Höhe Eins, 
die A von A' trennt, wird das Integral = - ev wenn N in der Rich­
tung von A nach A' weist. <P ist endlich und stetig überall, außer 
in den Achsen A und A'. Im Unendlichen wird 

<P =0 wie ~ , 

wenn 2a der Abstand der Achsen ist. Wählt man also eine Fläche 
Sv auf der 

R' 
R = ql = const, 

und eine Fläche S2' auf der 
R' 
R =Q2=const 
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ist, als Leiteroberflächen mit den Ladungen + e bzw. - e auf 
der Längeneinheit, so genügt <J> auf ihnen und im Zwischenraum 
allen Bedingungen, und es ist folglich das Potential für diese An­
ordnung. 

Es sei auf SI: 

Dann ist 
n. eIl n. el 
'Pl=2~ gql; 'P2=:r;~lgq~; 

also die Kapazität der Längeneinheit 
el 2lt8 

y=~-=---

wl -w2 19 (~) . 

Nun ist der Querschnitt jeder 
Fläche 

R' 
R = const 

ein Kreis, der die Spuren der 

y 

R 

Abb.4. 

R' 

Achsen A und A' harmonisch trennt. Rechnerisch: Bei der 
Koordinatenwahl der Abb.4 ist 

gleichbedeutend mit: 

(x-a)2 + y2 = qi {(x + a)2 + y2}, 

wo h = a qr -j-~ 
1 qr - 1 ' 

Entsprechend für die Fläche: 

R' 
R=q2· 

Wir wollen nur den Fall zweier gleicher Zylinder durchrechnen. 
Es muß dann die Fläche S2 zu A' liegen wie SI zu A, d. h. es 
muß 

sein. 
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Demnach 
h h 2 2 
2=- 1; e2 =e1· 

Der Achsenabstand der beiden Leiter wird also 

I qi + 11 
2h = 2a ;Zr=-l ' 

und der Radius e, wo e2 = h2 - a2 • Nun sind tatsächlich k 
und e die gegebenen Größen. Aus ihnen berechnet sich 

weiter 

also ist 
n['; 

y=-- .... -
h + th2 -e2 

Ig ---'---'-~ 
e 

(20a) 

die Kapazität der Längeneinheit für zwei entgegengesetzt geladene 
parallele Kreiszylinder vom Radius e und dem Achsenabstand 2 h. 

Ist e <{; h, so wird 
n['; 

y= -2h' 
19 ~­

e 
(20b) 

3a. Die Mittelebene zwischen den beiden Drähten ist eine 
Fläche von konstantem Potential 

tPo = fP l + fP2 
2 . 

Wird diese statt der zweiten Zylinderfläche zur Leiteroberfläche 
gemacht, so bleibt, bei unverändertem e1, das Feld zwischen 
ihr und der ersten Zylinderfläche unverändert. Es ist aber 

folglich ist 

bzw. 

tP tP fP 1 - fP 2 
1- 0 =--2 -; 

2n['; 
y = -~_._~--== 

h + lh 2 -e2 
Ig -

e 

2n['; 
y=-

I 2h 
g-

9 

(20c) 

(20d) 
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die Kapazität der Längeneinheit für einen Draht vom Radius e, 
der im Abstand h einem unendlich ausgedehnten ebenen Leiter 
gegenübersteht. 

Das in 3. eingeschlagene Verfahren ist vielfacher Anwendung 
fähig. Die Gleichung (19b): 

fc;jas=o, 
o 

welche für jedes Volumelement des Isolators gilt, ist für I' = const 
gleichb('deutend mit: 

LI/f = 0. 

Zu irgend einer Lösung dieser Differentialgleichung bestimmt 
man Flächen T = const = Pi' welche Si heißen mögen, und 
zugleich die Werte 

--ff:~~dSi:- ei' 

Die Flächen Öi' zu Leiteroberflächen gemacht, und mit den Elek­
trizitätsmengen ei geladen, ergeben ein Feld mit dem Potential P, 
und insbesondere den Leiterpotentialen Pi' Man erhält also für 
diese Leiteranordnung die Lösung der elektrostatischen Aufgabe. 
- Im b('sonderen: Lösungen von LI T = 0, die (wie die unsrige 
in 3.) nur von zwei Koordinaten x und y abhängen, erhält man, 
indem man von einer beliebigen Funktion w = U + LV der kom­
plexen Variablen z = .r + ty (L = 1-= f) den reellen oder den 
imaginären Teil nimmt. Die Linien u = const stehen senkrecht 
auf den Linien V = const. Sind also die einen als Linien konstan­
ten Pot('ntial;.; gewählt, so ergeben die andern die Kraftlinien. 

4. Zwei unendlich ausgedehnte ebene parallele Leiterflächen, 
zwischen denen sich in planparallelen Schichten von den Dickend i 

Isolatoren von den Konstanten Ci befinden. Das Feld ist im 
Endlichen offenbar normal zu den Schichten. Heiße es Q';i in 
einer ~chicht. so ist 

und zugleich 

I" _" ,r" i _ _ €l 
0)1 = Cl ~1 - I' .. ~. I - - 0)2 - -

, I", S' 

wenn e1 die Ladung auf der Fläche S bezeichnet. Also 

e1 = C (/f 1 - P2), 
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wo 

Für eine Schicht ist 

(21) 

Wird in einen Luftkondensator (80) von der Dicke d eine Platte 
von der Konstante 8 und der Dicke d1 eingeschoben, so steigt 
die Kapazität von 

C = eoS auf 
o d 

Wird ein Leiter von der Dicke d1 eingeschoben, so steigt sie auf 

C' = eoS 
d-d1 

Der Leiter verhält sich also wie ein Isolator von der Konstante 00. 

(s. unter C.) 
B. Späterer Anwendungen wegen betrachten wir folgenden 

Fall: Es sei der ganze unendliche Raum von einem homogenen 
Isolator mit der Konstante 8 erfüllt. In ihm befinde sich Elektri­
zität von der Dichte (1, w. Dann ist im Punkte p das Potential 

m = _L fS(!~d7: +S~dS} (22a) 
, 4ne \ r r' 

wo r den Abstand zwischen p und dr, bzw. p und dS bezeich­
net. Dies läßt sich unmittelbar aus (3) ablesen. Von unserm jetzi­
gen Standpunkt aus aber ist der Wert von ffJ so begründet. Es 
muß sein: ~ = -V cp, und 8 div ~ = (1, 8 divs ~ = w, ~ end­
lich, und = 0 im Unendlichen. 

Also gilt für cp: 

8·~ffJ=-(1, e(t:1 +t~)=-w, (22b) 

cp stetig, und = const - 0 im Unendlichen, 

und diese Bedingungen bestimmen cp eindeutig. Der hingeschrie­
bene Wert aber genügt ihnen, wie die Ableitungen am Anfang des 
§ 2 zeigen. [Man setze in (5a, b), (6) ein: ~ = - V cp nach (2).] 
Zur Berechnung können nach Willkür der Integralausdruck oder 
die Gleichungen (22 b) dienen. 
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Es sei nun durchweg w = 0; im Raum 1:: e = e = const, 
außerhalb : e = o. q; sei in diesem Fall = g gesetzt und als 
Newtonsches Potential des Raumes 1: bezeichnet. Es wird 

J dT 
g= 4nr' (23) 

und dieses g ist bestimmt durch die Bedingungen: 
LI _ { - I innerhalb T 

g - 0 außerhalb T ' 

g stetig, 17 g stetig, goo = o. 
Ist 1: eine Kugel vom Radius a, so ist g offenbar nur Funk­

tion des Abstandes 70 vom Mittelpunkt, und es wird nach (C3): 

g und a,a g stetig überall, auch für 7 0 = a; goo = O. 
ro 

Also für 7 0 < a: 

2 ag rg 
Toaro =-3+ C' 

wo c = 0 sein muß, damit g für r = 0 endlich bleibt; folglich 

fürro>a: 

2 ag 
7 0aro =c2' 

ag ro r· 
--3 ' g=- 60 +c1 ; aro 

folglich g = - .~ + c3 ' wo ca = 0 wegen g 00 = O. 
ro 

Die Bedingungen für r o = a ergeben: 

Also ist: 

a 

3 
und _ ~2 + Cl = _ ; . 

a3 
für 7 0 > a: g = -. 

3ro 
(24a) 

Für das Newtonsche Potential des Ellipsoids sei auf die 
Lehrbücher der Potentialtheorie (auch Elm. Feld 1., S. 50ff.) 
verwiesen. Hier soll lediglich der Wert von g im Innern des 
Ellipsoids ohne Beweis angegeben werden. Sei die Gleichung der 
Oberfläche: 

wo a>b>c. 
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Dann ist innerhalb 
1 

g = const - 2 (Ax2 + B y2 -t- CZ2), 

wo A, B, C Konstanten bezeichnen, die von den Achsenverhält­
nissen abhängen, und für die allgemein gilt: 

O<A<B<C<l; A+B+C=l; 

A~O, wenn~-~O' 
a ' 

Im besonderen: wenn 

a= b= __ c 
1'I-e2 

c 
wenn b~O. 

(abgeflachtes Rotationsellipsoid), so ist 

1 fp--e2 • l-e2 } 
A=B=-l-"-' -arcsme----2, e,j e2 " 

(24 b) 
C= 1-2A; 

wenn 

b= c= a l1-e2 

(verlängertes Rotationsellipsoid), so ist 

A = 1 ~e2 (Ielg}-~: --1), B=C=+(1-A). 

(Für e = ° ergeben die einen, wie die andern Ausdrücke: 

A=B=C=! ' 

in Übereinstimmung mit (24a). 
C. Es liegt häufig folgende Aufgabe vor: Ein Feld @:o ist 

gegeben. In dieses wird entweder a) ein homogener ungeladener 
Isolator von der Dielektrizitätskonstante Cl oder b) ein ungelade­
ner Leiter gebracht. Gefragt wird nach dem neuen Feld @:, oder 
gleichbedeutend nach dem Zusatzfeld 

,8 = @: - @:o oder 
,8 = - J7 C, C = rp - rpO' 

(25) 

Der Fall b) läßt sich allgemein auf den Fall a) zurückführen. 
Der eingebrachte Körper erfülle den Raum T mit der Oberfläche B, 
den Normalen n nach innen, N nach außen. Das Feld ~ ist 
dann bestimmt durch folgende Bedingungen, wenn C die Di­
elektrizitätskonstante auf der Außenseite von B bezeichnet. 

Im Fall a) in T: div ~ = 0, an B: Cl~n + c~N = 0, 
im Fall b) in T: @: = 0, an B: J c@:N • dB = 0, 

o 
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wozu beiden Fällen gemeinsam die Daten im Außenraum ent­
sprechend den dort gegebenen (2, w, eL , und die Bedingung 

J~l·dl=O 
{) 

kommen. 
Aus den Bedingungen unter a) folgt nach (171): 

ff~N·dS=O. 
o 

Setzt man nun 

so folgt weiter aus der zweiten Gleichung: 

~n = 0, 

und hieraus zusammen mit der ersten Gleichung nach (lOb): 
J e(J;2. di = 0, folglich in i: ~ = 0, - also die Gleichungen des 
Falles b). 

Somit ergibt sich: Ist das Feld gefunden für den Fall, daß i 

von einem homogenen Isolator erfüllt ist, so erhält man das Feld 
für den Fall, daß i von einem homogenen Leiter erfüllt ist, indem 
man 

setzt. 

SI 
---=00 
S 

Entsprechend den Verhältnissen, die bei den Versuchen 
vorausgesetzt werden (vgl. § 5 und Kap. II, § 9, A), nehmen wir 
an, es sei bis auf große Entfernungen von dem Raum i, und somit 
überall da, wo ,3 von merklichem Betrage ist, der gleiche homo­
gene Isolator von der Dielektrizitätskonstante 100 vorhanden, 
der zuvor auch den Raum i ausfüllte. Dann ist in i: 

div (J; =: 0; div ~o = 0. 

Im Außenraum, soweit er für ,3 in Betracht kommt: 

Co div ~ = 100 div ~o = (2. 

An der Oberfläche S von i: 

Cl~n+Eoa:N=O; ~on+li:ON=O. 

Daraus folgt für ,3: 

innen wie außen: div,3 = 0; im Unendlichen: ,8 = O;} (25a) 
an S: cl,8n+co,8N=(Cl-Eo)li:oN 
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oderfür C: 
innen wie außen: LI, = 0; im Unendlichen: ,= o} 

ae ae (25b) 
an S:Sl an +soaN=-(Sl-S0)~ON. 

Wir geben die Lösung für einige Fälle. Jedesmal soll das ur­
sprüngliche Feld im Raum 'i gleichförmig, d. h. konstant 
nach Größe und Richtung sein, so daß in der Gleichung 

~oN = ~oa:·cos (N x) + ~oy·cos (N y) + ~oz· cos (N z) (25c) 

die Größen ~ox, ~oy, ~oz Konstanten bedeuten. In dieses Feld 
werde 

1. eine Kugel vom Radius a gebracht. Wir nehmen die 
Feldrichtung zur x-Achse, nennen -8 den Winkel (N x), und be­
trachten die Funktion 

wo 

f d. 
g= 4nr 

das Newtonsche Potential der Kugel bezeichnen soll. Dann ist 
nach (24a): 

. 1 I Il 
mnen: gx=-Tx=-Tro·cosu' 

(ro = Abstand vom Mittelpunkt); 

I ( a )3 1 a3 
außen: g =--x - =---cos{)· x 3 ro 3 r~ , 

also an S: 

~~~=-~;:=! cos{} , ag~ = ag~ =.~ cos {} 
aN aro 3 ' 

und innen wie außen: 

im Unendlichen: 
gx = O. 

Wir können daher den Bedingungen (25b) genügen, indem wir 
, = aga: setzen. Die Konstante c ergibt sich durch Einsetzen 
in die letzte der Gleichungen (25 b) als 

81 - 80 n;: 
c=-3~2-~oa:. 

Cl I Eo 
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Im Innern der Kugel wird 

also 
ce; 380 ce; 

Q;y= Q;z=O, \i!-x = 81 + 280 \i!-ox· (26) 

Das neue Feld bleibt in der Kugel gleichförmig und dem ur­
sprünglichen gleichgerichtet, ist aber, wenn das umgebende 
Medium Luft ist, geschwächt. 

Wir betrachten jetzt die Funktion !Ja: für einen beliebigen 
Raum T. Es ist, wenn x' y' z' laufende Koordinaten in T be­
zeichnen, 

=fo : dT =_fo~- dT =_fCOS(NX) dB h (D) 
!Ja; OX 4n Ox' 4:n 4:nr nac l' 

o 

d. h. !Ja: ist das Potential einer Oberflächenverteilung von der 
Dichte OJ = - cos (Nx). Es ist demnach: 

innen wie außen LIga:-. = 0.; im Unendlichen: !Jx=O;} (27) 

B og~+ og~ (N ) an : on oiv=cos x. 

Dies gilt allgemein; ist aber T eine Kugel, so ist jede der 
beiden Größen 

und 

. für sich proportional mit cos (N x). Eben deshalb befriedigt 
eine in !Ja: lineare Funktion C auch die Gleichungen (25b, c). 
Daß aber 

(und folglich auch aga:) 
oN 

diese Eigenschaft hat, ist dadurch bedingt, daß ga: im Innern 
der Kugel lineare, !J quadratische Funktion von x ist. 

Wir führen noch ein 

und fJg 
!Jz =a;;, 

deren bestimmende Eigenschaften aus (27) unmittelbar abgelesen 
werden können, und erkennen: wenn für einen bestimmten Raum 
'T das Potential g im Innern quadratische Funktion von x, y, z ist, 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 3 



34 Kapitel I. § 3. C. 

so genügt man den Gleichungen (25b,c), indem man für 'einen 
in gro' gy, gz linearen Ausdruck nimmt. 

Einen solchen Raum bildet 
2. das Ellipsoid, für welches die Funktion g im Innenraum 

in (24 b) angegeben ist. Es folgt aus ihrem Wert: 

gro=-Ax, gy=-By, gz=-Gz, 
also 

~~ =A cos (N x) usw., 

und folglich nach (27): 

~~ = (1- A) c9s (N x) usw. 

Setzen wir also an: 

'=IXgro+ßgy+ygz, 
so wird 

oe on =xAcos (N x) + ßB cos(Ny) +yG cOH(Nz) , 

und 

~~ = IX (1- A) cos (N x) + ß(l- B) cos (N y) + y (1- G) cos (N z). 

Mit diesen Werten wird (25b, c) erfüllt, wenn 

81 IX A + 8 0 IX (1 - A) = - (81 - 8 0) ~o x 

ist, usw. Setzt man noch zur Abkürzung 

so ergibt sich nach (25): im Innern ist 

(28a) 

(28b) 

Das Feld im Innern bleibt also auch hier gleichförmig, es ist 
aber im allgemeinen gegen das ursprüngliche Feld gedreht. 

Das Zusatzpotential ist im ganzen Raum: 

,=-{~-T gX+~T gy+ ~OTgz}. 
A+- B+- 0+-

1} 1} 1} 

Um einfache Ausdrücke zu erhalten, nehmen wir ~o parallel zu 
x an, und betrachten eine Stelle auf der verlängerten a-Achse 
in großem Abstand r 0 von 1'. 
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Dort ist 

,8 parallel zu x, und 
Q __ o!;_~~ _T_~_ 
vx- ox- 1 2.nr3 • 

A +_ 0 

'fJ 

35 

Aus der Beobachtung dieser Feldänderung läßt sich also 17, 
d.h. 

finden, aber bei großen Werten von ~l nur dann, wenn A sehr 
Bo 

klein, also die Achse 2 a sehr groß gegen wenigstens eine der ande-
ren Achsen ist. 

3. Hohlkugel mit den Radien a l und az > a l im gleich­
förmigen Feld ~o, dessen Richtung wir wieder als x-Achse nehmen. 
Die letzte der Bedingungen (25b) liefert jetzt zwei Gleichungen, 
nämlich, wenn wir die Werte von' im Hohlraum, in der Kugel­
schale, im Außenraum bzw. mit Ci' 'b 'a bezeichnen und wieder 
(N x) = {} setzen, 

a!;i iJ!;k 
für r 0 ~ a l : .- co ,,---- + Cl ;:;-- = + (Cl - co) ~ox cos f}, 

u ro u ro 

Die Rechnung unter 1. zeigt, daß man allen Bedingungen 
(25 b, c) genügen kann durch einen Ansatz von der Form: ,= Cl'l + CZ'2' 

wo 

~ ar .Q a~ 
für ro:> a j : "I = -re COS u, für 10 > a2 : '2 =--gcosf}. 

o ~ 

Einsetzen in die vorangehenden Gleichungen ergibt zur Bestim­
mung von Cl und c2 : 

-- Co (Cl --; C2) + cl (-2cl + C2) = + (81 - 80) ~Ox, 

- Cj (-2cl ß+C2 ) + Co (-2c1 ß-2c2) = - (Cl -80 ) ~O:l:' 

wo 

3* 
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Wir wollen nur das Feld im Hohlraum hinschreiben; es ist dort 

C = Ci = (Cl + c2) ro cos{} = (Cl + c2) x, 

also 3 parallel x, und 

300 = - (Cl + c2); 

weiter ~ parallel x, und 

~x = Q;ooo- (Cl + C2)· 

Das ergibt: 

(29) 

Das Feld im Hohlraum ist also auf einen bestimmten Bruchteil 
abgeschwächt. Dieser hängt bei gegebener Form von dem Ver­
hältnis 

ab, und hat bei gegebenem Wert dieses Quotienten eine bestimmte 
untere Grenze. Null wird das Feld nur für 

SI --- = 00 
So ' 

dann aber bei beliebig dünner Kugelschale. Dies ist das bekannte 
Verhalten im Hohlraum eines Leiters. 

§ 4. Die mechanischen Kräfte im elektrostatischen Feld. 
A. Wir betrachten zunächst ein Feld, in welchem sich Elektrizi­

tät ausschließlich auf Leitern befindet. Die Kräfte, welche auf 
die Leiter wirken, können dann angegeben werden, sobald 
die Koeffizienten (X der Gleichungen (16) [oder die q der Glei­
chungen (16a)] bekannt sind. Wir erhalten nämlich den all­
gemeinsten Ausdruck der Kräfte, wenn wir die Arbeit Aß berech­
nen können, welche von ihnen bei beliebigen virtuellen Lagen­
und Formänderungen der Leiter geleistet wird. Wie wir in § 6 
(S.68) zeigen werden, fordert das Energieprinzip, die Arbeit 
gleich der Abnahme zu setzen, welche bei diesen Änderungen der 
Wert von WB erleidet, berechnet unter der Annahme, daß jeder 
homogene Leiter Li seine Ladung ei behält. 

[Diese Annahme trifft bei tatsächlichen Verschiebungen nicht 
immer zu: sind mehrere solche Li miteinander verbunden, so be-
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bestehen zwischen ihnen Potentialdifferenzen, die durch die Art 
der Verbindung gegeben sind; diese bleiben bei den Verschie. 
bungen erhalten, die 6 i aber ändern sich. In solchem Fall aber 
ist die Arbeit Ae nicht die einzige abgegebene Energie; es finden 
andere Energieumsetzungen von gleicher Größenordnung statt, 
die mit der Änderung der Elektrizitätsverteilung auf den Leitern 
(der Strömung) verknüpft sind.] 

Denken wir also die Gleichungen (16) nach den ({Ji aufgelöst: 

({Ji = ßil 61 + ßi2 62 + ... + ßin 6n; (30) 
wo 

(31) 
Dann ist 

und 

(33) 

Gewöhnlich sind nicht die 6i und ßik' sondern die ({Ji und rJ.ik 

(oder qik) unmittelbar gegeben. Mittels (16) und (30) kann man 
diese in (33) einführen. Es ergibt sich zunächst durch zweimalige 
Benutzung von (30): 

A e = - ~ 2: 6i ·l5({Ji + ~ 2: ({Ji· 156i· (33a) 

Weiter durch zweimalige Benutzung von (16): 

Ac = +g ({J~ ·15ct.n + ({Jl ({J2 .15ct.12 + ... } , (33b) 

oder: 

A e = !2(({Ji-({Jk)2·l5qik o (33c) 
i,k 

Die Ausdrücke (33) bis (33c) sind, wie die Herleitung zeigt, 
identisch gleich; jeder von ihnen ist gültig, gleichviel ob bei 
den tatsächlichen Verschiebungen die ({Ji oder die 6i sich ändern. 

Für den einfachsten Fall eines Leiters ist 
I 

wo ßu = -;;- , 
~1l 
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Vorrichtungen, durch welche elektrostatische Kräfte gemessen, 
und damit Potentialdifferenzen bestimmt werden, heißen EIe kt r o· 
meter. Hier einige Formen. 

Zylinderelektrometer. Ein Zylinder vom Radius R1 und 
Potential Cfl sei umgeben von zwei koaxialen Zylindern vom glei­
chen Radius R2 und den Potentialen Cf2 und Cfs' Seine Enden seien 
von den Enden der äußeren Zylinder sehr weit entfernt (im Verhält­
nis zum Abstand R2 - R1). Das ganze möge von einer leitenden 
Hülle (Potential Cfo) umgeben sein. Es gilt dann der Wert y der Glei­
chung (20) für die von den Enden weit entfernten Teile der Zylinder. 
paare 1, 2 und 1, 3 (13. Abb. 5). An den Enden ist die Verteilung 

2 

1 

z 

J 

J 
Abb.5. 

der Kraftlinien nicht be· 
kannt; ebensowenig der 

~x Verlauf der Kraftlinien 
zwischen 2 und 3, und 
zwischen 1, 2, 3 und der 
Hülle. Aber alle diese un-

bekannten Kraftlinien bleiben offenbar unverändert bei einer 
Parallelverschiebung öx des inneren Zylinders, während 

ÖqlS = -ÖQI2 = '}'. öx 
ist. Es wirkt also auf ihn eine Kraft 

1 f", = -f '}'{ (Cf! - Cf3)2 - (Cf! - Cf2)2}, 
2:ne 

'}' =--~-
1 R2 . 
g-RI 

(34) 

Aus dieser Anordnung entsteht der Quadrantelektrometer 
durch folgende Änderungen: Man denke das gestreckte Leiter· 
system der Abb. 5 zum Halbkreis gebogen, durch ein gleiches zur 
kreisförmigen Anordnung ergänzt, je zwei diametral gegen­
überliegende Leiter leitend verbunden, endlich die Form der Leiter 
verändert unter Aufrechterhaltung der Symmetrieverhältnisse 
und der Bedingung bezüglich der Ränder. Es wirkt dann auf den 
innern Leiter 1, die Nadel des Quadrantelektrometers, ein Dreh­
moment im Sinn der von 2 nach 3 wachsenden Winkel {} : 

(34a) 

wo 
k = () ql~ = _ 0 ql! 

00. 00. 

eine experimentell zu ermittelnde positive Konstante bedeutet. 



KapitelL § 4. A. 39 

Wird, durch Verbindung mittels eines homogenen Leiters, f{J1 = f{J2 

gemacht, (Doppelschaltung), so hat man 
1 e =2-k(f{J2-f{JS)2. (34b) 

Wird dagegen, etwa mittels einer vielgliedrigen galvanischen 
Kette, 

f{J1 -- f{J2 = a 

konstant gehalten und sehr groß gegen das zu messende 

f{J2 - f{J3 = X, 

so hat man 
e = kax. (34c) 

k enthält neben geometrischen Daten als Faktor die Dielek­
trizitätskonstante des Isolators, der das Elektrometer erfüllt. 
Es können also durch Kraftmessungen die Dielektrizitätskonstan­
ten verschiedener Flüssigkeiten und Gase verglichen werden. 
Nach (34b) mißt man f{J2 - f{Js in einem willkürlichen, aber 
für das Instrument unveränderlichen Maß. Nach (34c) ist die 
Empfindlichkeit abhängig von der willkürlichen Hilfsspannunga. 
Dafür aber ist sie bei dieser Schaltung unabhängig von der 
zu messenden Spannung, während sie in der Schaltung von 
(34b) zugleich mit dieser sich dem Wert Null nähert. Nach (34) 
kann ferner am Zylinderelektrometer in Doppelschaltung die Größe 
S (f{J2 - IPS)2 in absolutem mechanischem Maß gemessen werden, 
also f{J2 - f{J3 in unveränderlichem Maß, sobald man für das So der 
Luft einen bestimmten Wert willkürlich festsetzt. (Im sog. ab­
soluten elektrostatischen Maßsystem setzt man 

1 
So = 4n; 

dieses Maßsystem hat aber nur noch geschichtliche Bedeutung. 
Weiteres in Kap. III, § 5.) 

Die absoluten Messungen werden tatsächlich fast stets mittels 
des Schutzringelektrometers ausgeführt. Zweiebeneparallele 
Leiter sind durch eine Luftschicht von der Dicke d getrennt. 
Aus dem einen Leiter ist ein vom Rande weit entferntes Stück 
von der Fläche 8 durch einen sehr engen Schnitt von dem Rest 
abgetrennt. Die Kraft, welche auf dieses bewegliche Stück wirkt 
und die Richtung nach der gegenüberstehenden Platte hat, kann 
auf dem hier angegebenen Wege nicht einwandfrei berechnet 
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werden. Aus deri in B zu entwickelnden Sätzen aber folgt, daß 
sie den Wert 

hat, und dies ist, sofern man das Feld für die ganze Ausdehnung 
von S als gleichförmig betrachten darf : 

f - 1 ( )2 860 1) - 2 'Pt - 'P2 . d2 . (35) 

Goldblattelektroskop. Indem bei der bekannten Anord­
nung die Blättchen sich spreizen, nähern sie sich der Hülle, und 
wächst somit ihre Kapazität. Sie spreizen sich also tatsächlich, 
entgegen der Schwerkraft, um so stärker, je größer die Potential­
differenz zwischen Blättchen und Hülle ist. Das Instrument kann 
empirisch geeicht und so zu einem absoluten Elektrometer gemacht 
werden. (Abgeänderte Formen von Exner und Bra un.) Aber die 
Lage der Hülle ist wesentlich, und beim Fehlen einer leitenden 
Hülle sind die Angaben des Instruments ohne Bedeutung. Es ist 
irreführend, wenn die Wirkung auf eine gegenseitige Abstoßung 
der Blättchen zurückgeführt wird; denn in dem Raum zwischen 
den Blättchen ist kein Feld vorhanden. 

Die wirksamen Teile eines Elektrometers bestehen aus dem 
gleichen Metall. Verbindet man mit ihnen die beiden Teile eines 
Kondensators, die ebenfalls aus gleichem Metall bestehen mögen, 
so ist zwischen diesen dieselbe Potentialdifferenz vorhanden, die am 
Elektrometer gemessen wird. Das gleiche gilt bezüglich der aus 
gleichen Metallen bestehenden Endglieder einer galva­
nischen Kette. Von der Messung der Potentialdifferenz zwischen 
verschiedenen Leitern soll später die Rede sein. 

In zweiter Linie kann das Elektrometer zur Vergleichung von 
Kapazitäten Cl und C2 und somit wiederum von Dielektrizitäts­
konstanten dienen: Das Elektrometer werde mittels einer unver­
änderlichen galvanischen Kette von der Spannung Vo zunächst 
unmittelbar geladen. In einem zweiten Versuch werde die gleiche 
Spannung an einen Kondensator (Cl) angelegt, der dadurch die 
Ladung e = Cl Vo erhält. Trennt man den Kondensator nun von 
der Kette ab und verbindet ihn mit dem vorher unge1adenen Elek-

1) Die Korrektion wegen des Schlitzes bei G. Kirchhoff, Ges. 
Abhdlgn., Seite 113. 
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trometer, so erhält dieses eine Spannung V l' die gegeben ist durch 
e = (Cl + Co) VI' wo Co die Kapazität des Elektrometers be­
deutet. Indem man 

mißt, bestimmt man also 
Cl . 
Co ' 

und mittels einer weiteren Messung 
Cl 62- • 

B. Es sollen jetzt die Elementarkräfte in einem elektrosta­
tischen Feld allgemein abgeleitet werden. Die Grundlage bildet 
der Ansatz, daß die Arbeit dieser Kräfte bei irgend welchen un­
endlich kleinen Verschiebungen der Körperelemente gleich der 
Abnahme ist, welche die Energie W. bei diesen Verschiebungen 
erfährt unter der Annahme, daß sowohl die Dielektrizitätskon­
stanten wie die elementaren Elektrizitätsmengen an den Körper­
elementen haften. Die erste dieser Annahmen läßt die kleinen 
Änderungen außer Acht, welche die Dielektrizitätskonstante 
durch Formänderungen des Mediums erfährt. Bezüglich der zwei­
ten Annahme vgl. S. 36 und S. 68. Wenn die Elektrizitätsverteilung 
und überall der Wert von e gegeben ist, so ist dadurch das Feld 
und somit auch Webestimmt. Wir haben zu berechnen, wie sich 
W e verändert durch willkürlich vorgeschriebene unendlich kleine 
Verschiebungen der Körperelemente, die ihre de und ihre e mit 
sich tragen. Wir werden zunächst voraussetzen, daß die Über­
gänge zwischen den Körpern und ebenso diejenigen der elektri­
schen Dichte e durchweg stetig sind, d. h. wir setzen 

de 
e und e = d. 

als stetige Funktionen der Koordinaten voraus (wodurch zugleich 
Elektriztiätsverteilung mit endlicher Flächendichte ausgeschlos­
sen ist). Wir sind dann sicher, daß unendlich kleine Verschie­
bungen der Materie in einem bestimmten Raumpunkt stets nur 
unendlich kleine Änderungen {Je und {J e hervorbringen, und daß 
die Veränderungen von W e, welche den {J e einerseits und den 
{J e andrerseits entsprechen, sich einfach überlagern; also 

{J W e = ()e W e + (). W e • 
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Es seien nun in einem vollständigen Felde a) zwei unendlich wenig 
verschiedene Elektrizitätsverteilungen e und e + t5e bei gleicher 
Verteilung der s gegeben. Es ist dann nach Gleichung (13): 

t5eWe= fcp· t5 e· dr • 

Es seien b) zwei verschiedene Verteilungen s und So der Dielek­
trizitätskonstanten gegeben bei gleicher Verteilung der e. Es 
ist dann 

wo 

~=-Vcp, ~o=-VCPo, e=div(s~)=div(so~o); 

also nach ( 10 a) 

We=f~-(t·soQ;oodr, Weo=f~ ~oos(todr, 

We - Weo =-f ~-(c-so)~Q;oodr. (36) 

Sind nun die s und So, und somit auch ~ und ~o unendlich 
""enig verschieden, so wird daraus: 

0, We =-f-}OcoQ;2odr 0 

Unser Ansatz: 

Ae = - t5 We = - t5e We - 0, We = f{ -cp·oe + -~- Q;2·t5s }dr 

verlangt nun, die t5e und Os durch die unendlich kleinen Ver. 
schiebungen u ihrer materiellen Träger auszudrücken. Die Ver­
schiebung u führt durch ein Flächenelement dß mit der Normalen N 
diejenige Elektrizitätsmenge in der Richtung der positiven N, 
die in einem Parallelepiped von der Grundfläche dß und der 
Höhe uN enthalten ist, d. ho e uN • dß. Somit ist, Wenn e die 
Elektrizitätsmenge in r bezeichnet, nach (1]): 

Also 

- ft5eodr=-t5e=JeUN·dß= fdiv(eu).dr. 
o 

-oe=div(eu) . 

Führe die Verschiebung U vom Punkte p' zum Punkte p; seien 
13' und 13 die Werte in p' und p vor der Verschiebung. Dann be­
steht nach der Verschiebung in p der Wert s' - 13 + Oe. Also ist, 
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wenn 1 die Richtung von u bezeichnet: 

(jB = c(p') - B(p) = - ~~ I u I 

oder nach (r): 
[vgl. auch (r)]. 

Somit wird 

Ae = S {IP' div (eu) -~- ~2'17 B'U}d-r 

und nach (D), da daß Oberflächenintegral verßchwindetl): 

Ae=S{Q;'eu-! Q;2' 17c ' U}d-r 
oder: 

A e = ffu.d-r, 
wo 

(37) 

Nach Ausweis der vorangehenden Gleichung ist dieses f die 
Kraft, welche auf die Materie in der Volumeinheit wirkt. 

Sie ist an allen Stellen, wo die Dielektrizitätskonstante sich 
räumlich nicht ändert, = e Q;; an solchen Stellen also hat die 
Feldstärke noch die ursprüngliche Bedeutung der Kraft auf den 
Träger der Elektrizitätsmenge Eins. Im allgemeinen aber hat die 
mechanische Kraft noch einen zweiten Bestandteil; sie treibt 
auch ein ungeladenes Teilchen in der Richtung abnehmender 
B- Werte. 

Der Ausdruck (37) wird unbrauchbar an allen Stellen, wo B 

sich sprunghaft ändert oder Elektrizität mit Flächendichte ver­
breitet ist, somit für die Oberflächen von Isolatoren sowohl wie 
von Leitern. Wir wollen ihn umformen. Die rechtwinkligen 
Komponenten von f sind 

wo 

f - ~ I ~2 813 a:-eex-T e 8x' .. 

= 8(e~~) + 8(e~ .. ) + 8(e~z) 
e 8x 8y 8z' 

1) Wie stets, wenn es sich um ein vollständiges Feld handelt. Es 
wird bei den noch vielfach wiederkehrenden Umformungen von Raum­
integralen im allgemeinen nicht mehr erwähnt werden. 
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Das läßt sich schreiben, da 

ist: 

wo 

nebst 

a&:~ a2rp a&:. 
ay ax:ay ax 

ap; ap~ ap~ 1 fx=a-X+-ay+az 

ap~ ap~ ap~ 

fy=ax+ay+7JZj 
• _ ap; ap% ap; 
Iz- ax + ay + az 

p~=p~, 

1 
P~=-2B~2 + B~;, P~=P~=B~x~y 1 

P; = p~ = B~x~z 

P: ~ 1";, ~ ,(I, (I, I 
P~=-+B~2+ B~;, 

P• = - ~ E ~2 + B ~2 z 2 z , 

Aus den p~ bilden wir noch: 

P: = P; cos (N x) + p~ cos (N y) + p~ cos (N z) 1 
P: = p~ " + p~ " + p~" . 
p,/ = P; " + p% " + P; " 

(38) 

(38a) 

(39) 

(40) 

Dies sind, wie die Bezeichnungen andeuten und wie sich leicht zei­
gen läßt, die Komponenten eines vom gewählten Koordinaten­
system unabhängigen Vektors pN • 

Die physikalische Bedeutung der p~ und pN ergibt sich aus 
folgendem: Man bilde die Arbeit der Kräfte f, die an einem be­
lie bigen Volumen angreifen, bei den unendlich kleinen Verschie­
bungen u. Sie ist 

A= f{Tx·Ux+fY'Uy+fz,uz}d't. 
Setzt man die Werte aus (38) ein und berücksichtigt (38a), (40), 
so folgt durch partielle Integration mittels (#1): 

A = - f { p; ~ U; + pt aD ~- + p; aaU; + p% (~ ~ + ~;: ) 1 
+ p~ (a :: + aaU; ) + p~ (~ :. + aa ~~) } d l' f 
+ f {p~Ux+ P:Uy+ p'/uz}dS. 

(41) 

o 
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Die Faktoren der p~ im Raumintegral sind die 6 Größen, welche 
die Deformation (Formänderung) des Körpers bestimmen. 
Nimmt man für T das ganze Feld, so verschwindet das Ober­
flächenintegral, und es zeigt sich: Wenn die Kräfte in der 
Form (38), (38a) dargestellt sind, so hängt die Gesamtarbeit 
lediglich von den Deformationen ab; die Spannungskompo­
nenten p~ sind die Faktoren der Deformationskomponenten 
im Ausdruck der (für das Volumen Eins berechneten) Arbeit. -
Andrerseits: es sei T ein beliebiger Raum; dieser aber sei von 
einem starren Körper erfüllt. Dann sind alle Deformations­
größen Null; die Arbeit drückt sich also durch das Oberflächen­
integral allein aus. Sie ist, wenn wir noch den Vektor pN ein­
führen, dessen Komponenten p~, p~, pl{ sind: 

A =.r pNu·dS. (41a) 
o 

D. h.: an einem beliebigen starren Körper leisten die Ober­
flächenkräfte pX und die Volumkräfte f die gleiche Arbeit. 
Mit anderen Worten: Für ein beliebig begrenztes Volumen liefern 
die heiden Kraftsysteme dieselbe resultierende Kraft ty und 
dasselbe resultierende Drehmoment in. (Man kann auch unmittel­
bar zeigen, daß 

ty = ff·dT= lpS.dS und ~= f[tndL= f[tpN]dS (4lb) 

ist.) Also: Wenn die Kräfte in der Form (38), (38a) dargestellt 
sind, so sind für das vollständige System Impuls und Impuls­
moment unveränderlich. Zerlegt man das vollständige System 
durch eine beliebige Fläche in zwei Teile, so lassen sich Impuls 
und Impulsmoment der beiden auffassen als Größen, welche sie 
durch die Elemente der Trennungsfläche hindurch in angebbarer 
Weise austauschen. 

Bestimmten Verzerrungen eines im Gleichgewicht befindlichen 
elastischen Körpers entsprechen bestimmte Oberflächenkräfte pN 
mit den durch (40), (38a) ausgedrückten Eigenschaften. Sie 
heißen' elastische Spannungen. Man hat die Bezeichnung 
Spannungen dann auf alle Oberflächenkräfte übertragen, die den 
gleichen Bilclungsgesetzen folgen. Man clarf sich aber durch diese 
Bezeichnung nicht zu der Annahme verleiten lassen, daß irgend 
welche Spannungen - etwa die unsrigen - die Gleichgewichts-
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figur des elastischen Körpers bestimmen, auf den sie wirken. 
Vielmehr: die elastischen Spannungen sind dadurch bestimmt, 
daß ihre Resultante zusammen mit der Resultante f unsrer pN 
(und etwaiger sonstiger Kräfte) an jedem Volumteilchen Gleich­
gewicht ergibt; die so gefundenen elastischen Spannungen 
bestimmen dann die Verzerrungen. Um das angeführteMißver-

y ständnis auszuschließen, werden nich t­
elastische pN vielfach als fiktive Span­
nungen bezeichnet. 

Allgemein ist gemäß der Ableitung 
t=-~----N,.x von (41) pN die, für die Fläche Eins be­

s 
Abb.6. 

rechnete, Kraft an einem Oberflächenele­
ment mit der Normale N; genauer: die 
Kraft, welche der Körper zur Seite der 

positiven N auf den Körper zur Seite der negativen N ausübt. 
Ein positives p~ bedeutet also einen Zug, ein negatives einen 
Druck. 

Die besonderen Spannungen (39) unseres Feldes, welche von 
Maxwell angegeben sind und nach ihm benannt werden, lassen 
sich einfach beschreiben (vgl. Abb. 6): Der Winkel zwischen dem 
Feld Q; und der Flächennormale N sei {}. Man nehme vorüber-

gehend die Richtung von N zur x-Achse, die Ebene NQ; zur 
xy-Ebene. Dann wird 

1 I 
Pa: = - - sQ;2 + sQ;2 • cos2 {} = -- sQ;2. cos2 &. 

x 2 2' 

P'" = sQ;2 cos {}. sin {} = _L sQ;2. sin 2 {}. 
y 2' 

p;=O. 
D. h. die Spannung pN hat an jeder beliebig gestellten Fläche 

den gleichen Betrag ~ s Q; 2; sie liegt in der Ebene N Q; und ihr 

Pfeil bildet das Spiegelbild von N bezüglich des Q; - Pfeils. -

Indem man {} = 0 und {} = ; setzt, erhält man: auf jede zu 

den Kraftlinien normale Flächeneinheit wirkt ein normaler Zug 

~ s Q;2, und auf jede zu den Kraftlinien parallele Flächeneinheit 

ein normaler Druck von gleichem Betrage. Durch diese Angabe 
sind zugleich die Spannungen an einer belie big gestellten Flächen­
einheit bestimmt gemäß (40). 
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Rechnerisch ergibt sich aus (39) und (40): 

N _ I {C;2 - {C; ({C; - (C; - rs:-
Px - - 2 E~ • n", + E~"; ~",'n", + ~y'ny + ~z' nz) , 

wo durch n der Vektor mit den Komponenten 11", = cos (N x), ... 
d. h. der Einheitsvektor in der Richtung von N bezeichnet ist. 
Also drücken sich die Spannungen, frei von der Bezugnahme auf 
ein Koordinatensystem aus: 

p"Y = --~ E (f2. 11 + (~11) E~. (39a) 

Die Spannungskomponenten (39) enthalten die Differential­
quotienten von C und ~ nicht mehr; sie sind daher geeignet, uns 
auch an Unstetigkeitsflächen die Kräfte zu liefern. Sei "C in (41 b) 
ein unendlich flacher Zylinder mit den Grundflächen dS l = dS2 

(= dS), und weise N normal von SI nach S2' Dann wird 

~ = (pi" -pf)·dS. 

Nun liege in dem Zylinder parallel zur Grundfläche das Element 
dS einer Unstetigkeitsfläche, und zwar zunächst der Oberfläche 
eines homogenen Leiters. Dann ist auf der Innenseite ~ = 0, 
also alle pk = O. Auf der Außenseite ist ~ parallel der Normale, 

also pN normal nach außen gerichtet und = +c~2. Diesernor­

male Zug wirkt an jeder Oberflächeneinheit eines Leiters. 
Betrachten wir weiter einen ungeladenen homogenen I s 01 a tor, 

für den also e = 0, W = 0, E = Cl = const ist. Im Innern ist 
nach (37): f = O. Für die Oberfläche gilt, wenn außen C = cz 
ist, und wir x normal nach außen wählen [so (5b) und S. 10]: 

EI ~l '" = E2~2'" == ~",; ~lY = ~2Y = ~Y; ~lZ = ~2Z = ~z; 
also 

folglich 

Die Kraft ist also wiederum normal zur Fläche, und zwar ist 

i5",=(p~x-pL)dS= ~{E2(~L-Q:~1I-~~Z)-Cl (~rx-Q:r1l-~rz)} dS 

= -2~ fl1J~(J _.~) + (E1- E2) (~;+ ~;)} dS; 
,S2 SI 
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oder, unabhängig von der Koordinatenwahl : auf den Körper 
wirkt normal nach außen eine Kraft 

~N = Sl;C2 {~~~ + ~~} = ::1 2~2 ~l ~2' (42) 

wo ~s die in der Fläche S liegende Komponente bedeutet. 
C. Wir wollen noch die Kräfte auf einen ungeladenen Körper 

berechnen, der in ein gegebenes Feld ~o eingebracht wird, und 
dieses Feld in ~ verwandelt. Sei zunächst der Körper ein Isolator. 
Nach Gleichung (36) ändert sich durch seine Einführung die 
Energie um 

We- Weo =-S-}(c-co) ~~o·di. 

Bei einer virtuellen Verschiebung des Körpers wird also eme 
Arbeit geleistet 

Ae=f5{S+(c-co)~~o·di}. (43) 

In diesem Ausdruck kommt das Feld nur in dem Raum vor, den 
der eingebrachte Körper erfüllt; denn nur dort ist C - Co =f O. 

Ist der Körper ein Leiter, so erhält man nach dem Satz in 
§ 3 C, S.31 das Feld ~ und somit auch die Energie und die 
Kräfte, indem man 

C 
=00 

setzt. Aus dieser bloßen Rechnungsregel ist die irrige Meinung 
entstanden, die Dielektrizitätskonstante eines Leiters sei unend­
lich. Wir wenden (43) auf die in § 3 C behandelten Fälle der Kugel 
und des Ellipsoids an. 

1. Kugel. Die Gleichungen (26) gelten genähert, wenn 
~o sich in der Kugel sehr langsam ändert. Bezeichnet dann ~o 
etwa den Wert im Mittelpunkt, so ergibt sich als Kraft auf die 
Kugel (Konstante cl) genähert: 

'"" 3 co Cl -So J7 (r'::2 'iY =- ---- i' 1.);0) • 
2 Cl +2co 

(44) 

Es wird also die Kugel zu Stellen stärkeren oder schwächeren 
Feldes (größerer oder kleinerer Kraftliniendichte) getrieben, je 
nachdem Cl größer oder kleiner als Co ist. Die Kraft ~L auf eine 
gleich große ungeladene leitende Kugel erhalten wir nach dem 
angeführten Satz, indem wir 



KapitelL § 4. C. 49 

setzen. Es wird daher das Verhältnis 

woraus 

(45) 

So hat Boltzmann Dielektrizitätskonstanten fester Körper ge­
messen, d. h. mit der Dielektrizitätskonstante der Luft ver­
glichen. - Besitzt die Kugel die Ladung e,so tritt zu & die Kraft 
& e = eQ':o hinzu. Sie ist allein vorhanden, wenn das Feld in 
Strenge gleichförmig ist, und sie überwiegt stets bei genügend 
großer Ladung und genügend kleinem Volumen der Kugel. 

2. Ellipsoid. ER wird nach (28a, b) 

A e = /) I ci: ( Cfß~ l + _!ö y 1 + . 0:6 T)' l' 
I A+-- B+- C+- I 

'1) 1} 1} 

Da A< B < 0, so hat die Klammergröße ihren größten Wert, 
wenn die x-Achse, d. h. die größte Achse des Ellipsoids, parallel 
zum Felde liegt. Dieser Stellung also strebt es zu bei freier Be­
weglichkeit. Ist es drehbar nur um die, vertikal gedachte, c-Achse, 
ist H die Horizontalkomponente von Q':o, und (H x) = {}, so wird 

r Co 7: ! 1 1) \ 
A = 0 ,·2- H2 (A ~-•. ~. - B + ~ cos2 {j + const J 

d. h. das Drehmoment zu wachsenden {} ist: 

e = - ~o..""H2- B=-!!._ -sin 2{} (46) 
2 (A + ~) (B + .!.i . 

! 1) 'YJI 

Dieses e ist für spitze Winkel {} stets negativ, es treibt also stets 
die längere Achse in die Feldrichtung, gleichviel ob 8 1 größer 
oder kleiner als 8 0 ist. Aus Messungen von e an sehr gestreckten 
Ellipsoiden würde man wieder 

bestimmen können, wenn man ein gleichförmiges Feld von ge­
nügender Ausdehnung herstellen könnte, ohne die Bedingungen 
unsres Ansatze,;: "alle Leiter sehr entfernt von dem Körper in 
T" zu verletzen. 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 4 
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Allgemein kann man noch bemerken: wenn 

sehr wenig von Eins verschieden ist, dann ist auch (;l; sehr wenig 
von (;l;o verschieden, und man erhält statt (43) als brauchbare 
Näherung 

(47) 

Dieses A e ist die Arbeit von Elementarkräften f· dr:, wo 

f = SI --; So 17((;l;~). (48) 

Es wird daher in diesem Fall jedes Volumteilchen für sich -
unabhängig von der Körperform - zu Stellen stärkeren oder 
schwächeren Feldes getrieben, je nachdem 8 1 größer oder kleiner 
als 8 0 ist. 

§ 5. Andere Darstellung von Feld und Kräften. 
Wir haben im Anfang den einfachen Fall eines einzigen homo­

genen Isolators behandelt, und die Gleichungen für Feld und Kräfte 
in zwei Formen aufgestellt, die wir als Fernwirkungs- und Nah­
wirkungs gleichungen bezeichnen können. In § 2 erweiterten 
wir dann, dem Gedankengang der Maxwellschen Theorie folgend, 
die Bedeutung der Nahwirkungsgleichungen auf den Fall beliebig 
verteilter Isolatoren. Die ältere Theorie verfuhr anders: sie blieb 
auch für diesen allgemeinen Fall bei der Form der Fernwirkungs­
gleichungen, die Feld und Kräfte durch die Lage der Elektrizitäts­
mengen bestimmen; und die neue Elektronentheorie hat an 
diese Form wieder angeknüpft. Daß auf dem bisher behandelten 
~biet die Maxwellsche Theorie die Tatsachen richtig wiedergibt, 
ist außer Zweifel. Es muß also untersucht werden, ob oder 
wie weit die andere Theorie mit der Maxwellschen übereinstimmt. 

Zunächst das Feld. Wir verlangen jetzt, daß allgemein die 
folgenden Gleichungen gelten: 

(J; = -17 Cf, (49) 

oder (50) 

Hierin bedeutet 80 eine Konstante, deren Wert unwesentlich ist, 
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aber das Maßsystem bestimmt. Wir nehmen andrerseits als er­
wiesen an, daß unsre bisherigen Gleichungen gelten: 

J (5;1' dl = 0 (7), oder: (5; = - V!p, !p einwertig (2) 
f) 

Js(5;N·dS=.J;e (5), oder: div(s(5;)=e; div.(s(5;)=w. (5a) 
o 

Als beiden Theorien gemeinsame Forderung kommt hinzu, daß in 
einem Leiter das Feld einen vorgeschriebenen Wert, in homo­
genen Leitern den Wert Null habe. 

Offenbar sind die eieiwi der Gleichungen (50) verschieden 
von den ee w der Gleichungen (5), (5a). Wir nennen sie freie 
Elektrizität (Dichte), und, sofern es zur Unterscheidung nötig 
ist, die ee w jetzt wahre Elektrizität (Dichte). Es handelt sich 
darum; welche Bedeutung den el zukommt. Aus (49), (50) folgt, 
wie in § I gezeigt wurde, div (so(5;) = el' also in Verbindung 
mit (5a): 

el = e + e', 
wo e' = - div (s - so) (5; 

und, entsprechend definiert, 

w' = - {(SI - So) (5;n, + (S2 - So) (5;".} . 

(51) 

(52) 

(52a) 

Die freie Elektrizität el setzt sich nach (51) zusammen aus 
der wahren Elektrizität e und der induzierten Elektrizität 
e', deren Dichte in (52), (52a) dargestellt ist. Dieses e'w' kann 
nur vorhanden sein in Medien, für welche s =F So ist. Als Normal­
medium mit der Konstante So wählt man das Vakuum; dann kann 
es induzierte Elektrizität nur in ponderablen Körpern geben. 
Wir betrachten einen beliebigen (auch beliebig zusammengesetzten) 
Körper, der von Vakuum umgeben ist. Für den ganzen Körper 
ergibt sich nach ('171): 

e' = Je' ·d't'+ J W' ·dS12 = - J(s - so) (5;N·dS =0, (53) 

da ja an der Außenseite von S bereits s = So sein soll. 
Gleichungen (52) und (53) sagen aus: Die induzierte Elektrizi­

tät hängt vom Felde ab. Sie kann in jedem ponderablen Isola­
tor erzeugt werden; aber auch in dem kleinsten Stück eines solchen, 
das wir von der übrigen Materie abtrennen, ist sie stets im Gesamt­
betrage Null vorhanden. Das führt zu folgender Vorstellung: 
Ein von wahrer Elektrizität freier Isolator enthält elektrisch 

4* 
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polarisierte Teilchen, deren jedes zwei entgegengesetzt gleiche 
Mengen induzierter Elektrizität besitzt. Ein beliebiges Teilchen 
möge die Mengen ± le/l haben; l i sei der Vektor, der von -le;'1 
zn + I e;' I führt; es werde 

(54) 

gesetzt, und es mögen Zi Teilchen dieser Art ihren Mittelpunkt in 
der Volumeinheit haben. Wir fragen nach der Gesamtmenge der 
e'i' die sich innerhalb einer geschlossenen (mathematischen) 
Fläche befinden. Sie rührt nur her von den Teilchen, die S 
schneiden. Jedes Teilchen der i-Gruppe, welches S schneidet, 

liefert den Beitrag =F lei [, wenn der Winkel (l i N) {SPitz f} 
. stump 
ist. Durch dS treten hindurch ± Zili cos (liN)· dS Teilchen, 

wenn (tiN) {SPitz } ist. Die i-Gruppe liefert also durch das 
stumpf 

Flächenelement dS den Beitrag - Zi.).JiN· dS. 
Sezten wir 

(55) 

so wird der Gesamtbeitrag von dS: -\15N· dS; also die inner­
halb S vorhandene induzierte Elektrizität: 

g=-[I.ßN·dS oder: r/=-div\15, w'=-divs \15. (56) 

Wir erhalten Übereinstimmung mit (52), indem wir 

(57) 

setzen. 
Das ergibt folgendes Bild: Durch das Feld ~ werden in 

jedem Teilchen freie Elektrizitäten e' geschieden, so daß ein solches 
Teilchen nun polarisiert ist mit dem elektrischen Moment .).J; 
oder auch: bereits als solche vorhandene, aber unregelmäßig ohne 
Vorzugsrichtung polarisierte Teilchen werden gerichtet; so 
in jedem Fall, daß das resultierende Moment der Volumeinheit, 
oder kürzer die elektrische Polarisation \15, dem Felde Q; 

parallel und proportional ist. 
Es sei nun ein homogener Isolator von der Konstante BI 

gegeben, der frei von wahrer Elektrizität sei. Dann ist in ihm 
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o = E • div (f = 0 
~ 1 

also auch 
und r/ = -(El-Eo) div (f, 

(/=0. 

53 

(58) 

Die freie Elektrizität befindet sich also ausschließlich auf der 
Oberfläche, wo 

0)' = _1,ßn ,= - (EI-CO) ~n 

ihre Flächendichte ist. 
Wir können cp zerlegen in den Anteil 

CPo = 4~80 2:+, 

(58a) 

(59) 

der der wahren Elektrizität entspricht, und der der tatsächliche 
Potentialwert wäre, wenn nirgends sich polarisierbare Körper 
befänden, und den Anteil 

(60) 

der der induzierten Elektrizität oder der Polarisation der Isola­
toren entspricht: cP = CPo + cp'. Das Teilpotential cp' der Glei­
chung (60) ist identisch mit dem Zusatzpotential C der Gleichung 
(25), wenn wir einerseits' bilden für die Gesamtheit der Körper, 
deren E von dem normalen Wert Co verschieden ist, und wenn 
andrerseits die e der Gleichung (59) sich ausschließlich an fest 
ge ge benen Orten, also nicht auf Leiteroberflächen, in einem 
Medium von der Konstante Co befinden. Das sind Bedingungen, 
die sich in Strenge nicht erfüllen lassen, die wir aber in den Bei­
spielen des § 3, C als ausreichend erfüllt angenommen haben 
(s. S. :n \. 

Die Ausführung von (60) ergibt mittels (56): 

-L7 f' . m' = __ f~iV $ ar-f$" d8, o T r r (61a) 
o 

wo etwaige w' im Innern in den div \ß einbegriffen sein sollen, 
die 0)' der Oberfläche aber das zweite Integral liefern. Oder 
nach (0): 

-in E • m' == f IlL 17' (~l . dr o T 1-' \rl ' 
(61 b) 

wo durch 17' angedeutet werden soll, daß bei der Bildung von 

17 ( ~-) nicht der Feldpunkt p, für welchen cp' gesucht wird, sondern 

der Punkt p' des 1 ntegrationsraums als veränderlich gedacht ist. 
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Für einen homogenen Isolator ist nach (58) ganz allgemein 
div ~ = 0, also 

4neO'f/J' =-f~ndS. 
o 

Aus dieser Gleichung folgt: 

,1 q/ = 0 überall, außer an S; im unendlichen f/JI = 0; l 
(ag;' arp') I 

an S: 100 an + aN = ~n . 
Das sind, da 

~n = (eI - 100) ~n und a;n = O':on - ~~. = - ~oN - ~~' 
ist, in andrer Schreibweise die Gleichungen (25b) für (. 

(62) 

(63) 

Bisher war nur von dem Felde die Rede; wir fanden für dieses 
eine neue, auf bestimmten molekularen Vorstellungen beruhende, 
aber der früheren mathematisch völlig gleichwertige Darstellung. 
Wir fragen jetzt nach einer entsprechenden Darstellung der 
Kräfte. Setzen wir auch jetzt die Arbeit gleich der Abnahme 
der Funktion We, so erhalten wir natürlich das gleiche, wie oben 
in § 4, nur können wir 

W =1~ ~em 
e 2.LJ T 

jetzt in andrer Form schreiben, nämlich 

W = _! - ;-:r(e ~~l). 
e 831: 6 0 .:.....J k.I r (64) 

Es entsteht aber die Frage, ob etwa die Kräfte sich allgemein 
durch die freie Elektrizität so ausdrücken lassen, wie sie im 
Sonderfall 10 = const sich durch die wahre Elektrizität aus­
drücken, also ob etwa allgemein die Kraft auf die Volumeinheit 

f1 = 121 ~ 

ist. Wir vergleichen damit die tatsächliche Kraft, die nach (37): 
1 f = ea; - -2- ~2 • f7 10 

ist, indem wir die Differenz bilden. Es wird 

f=f-fl=-r/O':-! 0':2,VE 

oder, da 100 = const, auch 

= div{ (10- eo)O':}' C:r-~ 0':2. f7 (10 - 100), 
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Dies kann genau wie Gleichung (37) umgeformt werden in 

, ap~x ap~Y ap; 
fx = ß-X- +ay + -az usw., 

wo die p' sich von den p der Gleichungen (39) nur dadurch unter­
scheiden, daß 8 durch 8 - 80 ersetzt ist. Es ergeben sich daher 
aus den f' die resultierenden Kräfte und Drehmomente 

iJ' = J p'N·dS, 91' = J [tp'N] dS, 
o 0 

in denen jedes p'N den Faktor 8 - 80 enthält. iJ' und 91' sind 
also Null, wenn die Fläche S im V aku um verläuft. D. h.: die 
Bewegung eines starren Körpers, der von Vakuum (praktisch 
gleichbedeutend: von Luft) umgeben ist, erfolgt unter der Wirkung 
der Kräfte f 1 genau so, wie unter der Wirkung der Kräfte f. 
In diesem Umfang also sind die fl den f gleichwertig, oder, 
was dasselbe bedeutet, sind sie richtig. - Das einfachste Gegen­
beispiel bildet ein System von Leitern, eingebettet in eine homogene 
isolierende Flüssigkeit von der Konstante 8 1 , Hier stehen bei ge­
gebenen Leiterpotentialen die e1 zu den e in dem Verhältnis 80 zu 
8 1, während die Felder die gleichen sind; also ist 

IlJll .so 
i-wl=~ 

§ 6. Elektrische Strömung. 
Als elektrische Strömung bezeichnet man die Erscheinungen, 

die in einem Leiter auftreten, wenn dort die Bedingung des Gleich­
gewichts, Gleichung (8), verletzt ist. Die Strömung läßt sich dar­
stellen durch einen Vektor, den wir all> Stromdichte 3 bezeich­
nen wollen. Es gilt von ihr ganz allgemein: 

1. Zwischen dem Elektrizitätsinhalt e eines Raumes 1: und 
der elektrischen Strömung durch seine Oberfläche S besteht die­
selbe Beziehung, welche auch zwischen dem Flüssigkeitsinhalt 
und der Flüssigkeitsströmung besteht und als Kontinuitäts­
gleich ung bezeichnet wird. Also 

S3N·dS=-~~ (65) 
o 

oder 
div 3 = _ijg = _ ~ div'Il 

at at' (65a) 
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Durch diese Beziehung ist die Messung der 3 grundsätzlich 
an die Messung der e angeschlossen. Von der so definierten Strom­
dichte gilt weiter: 

2. Sie ist an jeder Stelle proportional dem Überschuß der 
Feldstärke über ihren Gleichgewichtswert. Also 

3 = (J (~- ~), (66) 

wo (J eine positive Konstante b ,zeichnet, die das Leitermaterial 
kennzeichnet und sein (spezifi ches) elektrisches Leitver­
mögen heißt. In homogenen Leitern wird 

3 = (J~. (66a) 

In Isolatoren ist (J = O. Gleichung (66) ist das Ohmsche Ge­
setz in seiner umfassendsten Form. (Dabei ist vorausgesetzt, daß 
der Leiter isotrop sei.) 

3. In dem Leiter entsteht Energie in der Form von Wärme und 
chemischer Energie, und zwar in der Zeiteinheit im Betrage 

lJ' = f ~3·dr. (67) 

Es entfällt also auf dr der Beitrag 

dlJ'=dJ+dP, 
wo C\i2 

dJ='Ldr, 
(J 

l 
dP=3~·dr.1 (68) 

Das erste Glied ist wesentlich positiv; es bedeutet stets ent­
standene Wärme und wird als J oulesche Wärme bezeichnet. 
Das Vorzeichen des zweiten Glieds wechselt mit der Richtung der 
Strömung; es tritt auf, wo der Leiter inhomogen ist. Handelt 
es sich um Metalle, so bedeutet es entstandene oder verschwundene 
Wärme, Peltiersche Wärme genannt. Handelt es sich um 
Elektrolyte oder die Grenze zwischen Elektrolyten und Metallen, 
so enthält es - im allgemeinen neben Wärme - entstandene 
oder verschwundene chemische Energie. 

4. An einer Fläche S, welche die Grenze eines Elektrolyten 
bildet, wird in der Zeit t die Masse 

M=trjocf3N.dS (69) 

eines Ions ausgeschieden, wo oc das Äquivalentgewicht des Ions 
und rj eine konstante, lediglich von der Wahl der Maßeinheiten 
abhängige Zahl bedeutet (Faradays Gesetz). 
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A. Das bisherige gilt für je d e Strömung. Im folgenden be­
handeln wir Vorgänge, bei denen der elektrische Zustand zeitlich 
unveränderlich, ;.;tationär ist, und alle Körper in unveränder­
licher Lage sind. Aus der ersten Voraussetzung folgt, daß in 
Gleichung (65) die rechte Seite Null ist; es muß also allgemein sein 

J011··dS=0 (70) 
o 

oder 
div0=0. (70a) 

Für die Grenzfläche zweier Leiter nimmt dies die Form an: 

0n, + 0n2 = 0 (70b) 

und für die Grenzfläche eines Leiters gegen einen Isolator: 

On =0, (70c) 

wo n in den Leiter weist. 
Wir werden alsbald sehen, daß wie im statischen Feld, so auch 

hier die tangentialen Komponenten von @; sich an jeder Fläche 
stetig ändern. Nach (66a) gilt an der Grenzfläche zweier homo-

gener Leiter daß gleiche für~. Nach (70b) aber ist die normale 
a 

Komponente von J stetig. Das ergibt das Brechungsgesetz der 
Stromlinien: sie liegen zu beiden Seiten in der gleichen Ebene 
mit der Flächennormale, und die Tangenten ihrer Winkel mit der 
Normalen verhalten sich wie die Leitvermögen. Ist also 0'1> 0'2' 

so verlaufen die Stromlinien entweder in dem ersten Leiter merk­
lich tangentiaL oder in dem zweiten Leiter merklich normal zur 
Grenzfläche. -- Ist der zweite Körper ein vollkommener Nicht­
leiter, HO bleibt nur die erste Möglichkeit; dies spricht Glei­
chung (70c) aus. 

Da der elektrische Zustand stationär sein soll, so muß weiter 
auch die Energie des Feldes konstant, die gesamte Energieabgabe 
also Null sein. Aus der zweiten Voraussetzung (Ruhe) aber 
folgt, daß keine mechanische Arbeit geleistet wird, und dann ist 
die gesamte Leistung durch die Größe P der Gleichung (67) 
gegeben. Diese also muß, für das vollständige Stromgebiet be­
rechnet, den Betrag Null ergeben. Dies trifft tatsächlich zu 
dank der folgenden Beziehung: Es ist allgemein für jedes statio­
näre Feld ebenso, wie wir dies für statische Felder bereits wissen, 

J (5;z·dl=O, (7) 
"Ü 
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so daß also auch hier stets eine einwertige Ortsfunktion cp existiert 
mit der Eigenschaft 

O:=-l7cp. (2) 

Führen wir dies und (70a) in (67) ein, und beachten, daß an 
der Oberfläche des Gebietes (70c) gilt, so folgt nach (ß): P = o. 

[Aus (7) folgt wieder, wie S. 10, was oben benutzt wurde: 
0:8 stetig.] 

Ist r ein beliebiger von Leitern erfüllter Raum, So der Teil 
seiner Oberfläche, der an Isolatoren grenzt, so erhalten wir aus 
der Vereinigung von (66) mit (7) und aus (70a, c) folgendes 
Gleichungssystem für .3: 

in r:f~~dl=-fSt\.dl, div3=0; an So: 3n=0. (71) 
-0 -c' 

Sei nun So die vollständige Begrenzung von r; dann folgt in 
bekannter Weise (siehe das Muster S. 14): Wenn die Anordnung 
der Leiter derartig ist, daß für jede in ihnen verlaufende Kurve 

J Slr·dl=O 

ist, so ist 3 = 0 durchweg, d. h. das Feld ist statisch. (Als not­
wendige Bedingung des statischen Feldes haben wir die vor­
stehende Gleichung für sr schon in § 2 Gleichung (9) kennen ge­
lernt.) Und weiter: wenn J Sll·dl 

,() 

für jede geschlossene Kurve im Leiter gegeben ist, so ist dadurch 
die Strömung eindeutig bestimmt. 

Von Bedeutung ist wesentlich nur der Fall, daß die Leiter, 
soweit sie nicht homogen sind, in eine Folge von Schichten von je 
gleichartiger Beschaffenheit sich zerlegen lassen. Wir sprechen 
dann von galvanischen Elementen, und zwar von solchen im 
engeren Sinn, wenn sie zersetzbare Leiter (Elektrolyte) ent­
halten; von Thermoelementen, wenn sie nur metallische Leiter 
enthalten. Das Integral J 

- srl·dl=E, (72) 

durch die Reihenfolge der Schichten in bestimmter Richtung er­
streckt, heißt die (eingeprägte) elektromotorische Kraft der 
Kombination, der Kette. Handelt es sich um eine Folge von 
Metallen von gleichmäßiger Temperatur, so ist nach dem Gesetz 
der Spannungsreihe stets E = 0, sobald die Endglieder der 
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Reihe identisch sind; eine wirksame rein-metallische Kette be­
sitzt daher stets ungleichmäßige Temperatur. 

Der Raum 7: soll eine Folge von Schichten enthalten, die mit 
zwei homogenen Schichten in Se und S a endigt. Dann durch­
läuft jede geschlossene Kurve in 7: notwendig dieselben Schichten 
zweimal in entgegengesetzter Richtung, und es ist daher 

J se!·dl stets =0. 
-() 

Wenn also 7: überall an Isolatoren grenzte, so könnte in ihm kein 
Strom zustande kommen. Wir nehmen daher an, daß 7: nur 
einen Teil eines Leitersystems bildet (Abb. 7): nur an So sollen 
Isolatoren grenzen, an Se und Sa aber 
Leiter. Über den Rest des Leitersystems 
machen wir nur die eine Voraussetzung, 
daß die Strömung durch Se und Sa nor­
mal in 7: eintritt, bzw. aus 1: austritt; das 
können wir durch großes Leitvermögen 
der zunächst anliegenden Leiterteile er­

Abb.7. 

reichen. Führen wir durch 1: zwei beliebige Querschnitte S 
und S', und wenden wir. (70) auf das zwischen ihnen liegende 
Leiterstück an, so folgt, daß 

J 'JN·dS = i (73) 

(wo N stets von Se nach Sa weisen soll) einen von der besonderen 
Wahl des Querschnitts unabhängigen Wert "hat. Wir nennen 
ihn den Strom von Se nach Sa . Da auf diesen beiden Flächen 
sowohl se wie 'J normal ist, so gilt das nach (66) auoh für @:; es 
hat also auf ihnen das Potential je einen konstanten Wert: CP. 
und cP a' so daß 

a 

J@:!.dl=CPe-CPa' 
e 

Auch se läßt sich [ebenso wie in (9)] für unsern Raum 7: darstellen 
als se = - J7X, wo dann Xe - Xa = - Eist. 

Wir haben daher für 3 das Gleiohungssystem: 

!In -r::div'J=O an So:3n=0 von Se nach Sa: 1 
f ~C1!dl=O anS undS' q: =0 fa~!dl=m -m +E (74) 

e a· 'VS a Te Ta 

-() e 
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Wir .erhalten ferner für die thermisch-chemische Leistung und 
ihre Teile mittels ({}): 

P=!ff3·dT=J 'P3n· d8 =('Pe-'Pa)i, I 
p=! Sf3·dT= J X3n· dS = (Xe- Xa)i=-Ei, (75) 

J~'I'-P~ f~ dT~(p,-p.+E)i. I 
Die letzte dieser Gleichungen zeigt, daß 3· -- 0 ist, wenn 

'Pe - 'Pa + E = 0 ist, und aus (74) folgt dann, daß 3, und somit 
nach (73) auch i proportional ist mit 'Pe - 'Pa + E. Wir haben 
also 

iw = 'Pe-'Pa + E, (76) 

wo weine Größe bezeichnet, die nur von der Form des Leiters und 
den Werten von a abhängt, und für einen homogenen Leiter 
(a = const) mit a umgekehrt proportional ist. w heißt der 
Widerstand des Leiters. Die Gleichung spricht das Ohmsche 
Gesetz in der üblichen Fassung aus. Es ist dabei vorausgesetzt, 
daß der Leiter aus einer einfachen Schichtenfolge besteht (oder 
im Sonderfall homogen ist): nur dann hat E eine bestimmte Be­
deutung; - und daß seine Oberfläche zerfällt in zwei Stücke von 
je gleichförmiger Beschaffenheit, durch welche der Strom normal 
ein- und austritt, und ein drittes Stück, welches an Isolatoren 
grenzt: nur dann hat weinen bestimmten Sinn. 

Die Joulesche Wärme ergibt sich aus (75), (76): 

die Gesamtleistung: P = i 2w-iE (77) 

Denken wir nun den Leiter zum Ring gebogen derartig, daß die 
Flächen Se und Sa zusammenfallen, dann ist 'Pe = 'Pa; folglich 
erhalten wir 

iw=E (76a) 

als Ausdruck des Ohmschen Gesetzes für einen vollständigen 
Stromkreis. Es bleibt die Bedingung, daß der Leiter einfach ge­
schichtet sei. 

Der andere Sonderfall eines Leiterstücks ohne innere 
elektromotorische Kräfte ergibt 

iw = 'Pe-'Pa. (76b) 
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Sind endlich /:Je und Sa weder untereinander, noch mit ande­
ren Leitern in Berührung, ist die Kette offen, so ist i = 0, also 

Cf" - Cf,> = E. (76c) 

Wir behandeln zwei einfache Beispiele: 

1. Ein a\ls homogenen Scheiben geschichteter Zylinder von 
der Grundfläche q und der Höhe l, längs des Mantels von Isola­
toren begrenzt. Wir genügen allen Bedingungen in (74), wenn 
wir 3' parallel der Erzeugenden und konstant ansetzen, und seinen 
Betrag I bestimmen aus: 

I 

If~z=qJe-qJa+E. 
u 

Da zugleich i = I q, so wird 
I 

w= }JdaZ. 
o 

2. Ein Hohlzylinder von der Höhe h aus koaxialen zylindrischen 
Schichten, mit den Grundflächen an Isolatoren grenzend. Setzen 
wir an: 3 radial und h 2 'Tl RI = i = const (R Abstand von der 
Achse), und bestimmen die Konstante aus: 

a 

j'1 -dR=m -m +E (j Te Ta , 

so ist allen Bedingungen genügt. Es folgt: 

U' = dh Z { -~ Ig !: } , 
wo mit R I und R 2 je der innere und äußere Radius'einer Schicht 
bezeichnet und über alle Schichten zu summieren ist. 

Wir knüpfen daran zwei Bemerkungen. An Stelle des Zylinders 
in 1. denken wir uns einen Leiter, der durch Deformation aus ihm 
hervorgegangen ist, aber noch solche Form besitzt, daß man 
überall von einem bestimmten Querschnitt q und einem bestimm­
ten Abstand dl zweier benachbarter Querschnitte mit ausreichen­
der Genauigkeit sprechen kann. Es ist dann den vier ersten 
Bedingungen genügt durch den Ansatz: 3' normal zum Quer­
schnitt und i ~ qI = constans, und der letzten durch: 

'fdl E ~ ~=qJe-qJa+ , qa 
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was ergibt: w=f~· 
q(J 

(78) 

Diese Behandlung verzichtet auf die Angabe der Strömung im 
einzelnen; sie hat Wert, wo nur der Gesamtstrom i in Frage 
kommt. Man spricht in solchen Fällen von einem linearen 
Leiter und Strom. Für einen Draht aus homogenem Material 
wird l 

W=-
q(J • 

Ferner: Mit der Strömungsaufgabe in 2. vergleichen wir die 
elektrostatische Aufgabe, die in Gleichung (20) gelöst ist. Man 
erhält Erregung ~, Elektrizitätsmenge e, Kapazität C, bzw. 

aus Stromdichte S, Strom i, reziproken Widerstand !, indem 
w 

man das Leitvermögen a durch die Dielektrizitätskonstante e 
ersetzt. Das gilt allgemein; ein elektrostatisches Feld und ein 
Strömungsfeld mögen geometrisch identisch sein, so daß den 
Leiteroberflächen des ersten die Stromeintrittsflächen Se und 
Sa des zweiten entsprechen, und es möge durchweg e = ka sein, 

wo k eine Konstante bedeutet, dann ist C w = ~ . 
(J 

Der Fall läßt sich freilich streng nie verwirklichen. Es gibt 
keine Körper, für die e = 0 ist, und es fehlt daher das elektro­
statißche Gegenßtück zu den Flächen So deß Stromfeldeß. Dem ent­
spricht, daß bei dem Zylinderkondensator die Endflächen sehr 
fern von den betrachteten Feldteil angenommen werden mußten. 
Vollständige Übereinstimmung ißt alßo nur zu erreichen, indem 
man Se und Sa zur vollständigen Begrenzung macht, was 
in Strenge nicht ausführbar ist. 

Verzweigung. Es mögen jetzt Leiter der bisher betrachteten 
Art zu einem Netzwerk vereinigt sein, in der Weise, daß - bei 
im übrigen beliebiger Leitergestalt - die Verbindungen durch 
lineare Leiter (Drähte) hergestellt sind, so daß man von Knoten­
punkten und Umläufen als wohldefinierten Begriffen sprechen 
kann. Dann gelten die folgenden beiden Kirchhoffschen 
Sätze: 

a) nach (70) ist für jeden Knotenpunkt 

2)i = 0, (79a) 

wobei die zufließenden und die abfließenden Ströme mit ent­
gegengesetztem Vorzeichen zu nehmen sind; 
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b) nach (76) ist für jeden Umlauf 

2}iw= 2}E, 

wobei die in verschiedenem Umlaufsinn gerechneten i 
mit entgegengesetztem Vorzeichen zu neh­
men sind. 

Hiervon zwei Anwendungen: Eine 
Leitung sei verzweigt nach Abb. 8; in 
den Zweigen 1 und 2 sollen sich keine 
elektromotorischen Kräfte befinden. Dann ist 

nach a) i 1 + i 2 = i I 
und 

nach b) i 1 W 1 = i 2 w2 • 

Zz 

Abb.8. 

Abb.9 zeigt die Anordnung der Wheatstoneschen 
eine elektromotorische Kraft ist nur an a 

der eingezeichneten Stelle vorhanden. 
Damit Te - Ta = ° oder i o = ° sei, muß 
a) i 1 = i 2 , i a = i 4, und b) i1w1 = iawa , 
i 2w2 = i 4 w4 , 

also (81) 

sein. 
B. Messungen. Indem man die Po­

Abb.9. 

63 

(79b) 

und E 

(80) 

Brücke; 

tentialdifferenz zwischen den Polen einer offenen Kette mißt, 
bestimmt man nach (76c) deren elektromotorische Kraft. Die 
Ausführung der Messung ist in § 4 A besprochen. Es kann so die 
elektromotorische Kraft einer gut definierten Anordnung ein für 
allemal in absolutem Maß bestimmt werden, und dann durch 
bloße Vergleichung diejenige eines beliebigen andern Elements. 
Als Normale ist gegenwärtig in Anwendung das Weston-Ele­
ment (Hg, Hg2S04 , CdS04 , CdAmalgam, Hg). Seine elektro­
motorische Kraft E w ist bei 200 C gegeben durch 

i-~- 1,0184 1/ I! 1 E 4ne = --gr 2cm 12 sec-
w 0 300 . (82) 

Das gleiche bedeutet (s. Kap. IH, § 5 C) die Aussage: es ist 

Ew = 1,0184 Volt. (82a) 

Was man in solcher Weise bestimmt, das ist stets das E einer 
Schichtenfolge, deren beide Endglieder identisch sind. Es sind 
auch ausschließlich solche E, welche die Strömung bestimmen; 
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denn diese hängt nach (71) nur von den Werten der J sr!· dl über 
geschlossene Kurven ab. Das einzelne Summenglied, etwa die 
sog. elektrische Differenz 

2 

Jsr!·dl=W 
1 

zwischen zwei sich berührenden homogenen Leitern tritt ledig­
lich in dem umkehrbaren Anteil der hier erzeugten Leistung zu­
tage. Dieser ist: P = ± i W. Die elektrischen Differenzen 
zwischen Metallen sind in solcher Weise tatsächlich bestimmt 
worden. Sie betragen der Größenordnung nach einige Tausendstel 
des oben angegebenen Ew• - Ganz andere Werte, von der Größen­
ordnung des Ew selbst, hat man durch eine besondere Art elektro­
metrischer Messungen gefunden, und als elektrische Differenzen 
E m zwischen den Metallen, etwa Kupfer und Zink, angesprochen. 
Die Messungen sind, mit gleichem Ergebnis, in zwei Formen aus­
geführt: 

1. Sogenannter Voltascher Fundamentalversuch. Ein 
Kondensator ist gebildet aus einer Kupfer- und einer Zink­
platte. Sie sind durch einen Kupferdraht verbunden und haben 
eine Ladung ± CEm. Jede ist mit einem Teil eines Elektrometers 
verbunden. Dann wird die Verbindung zwischen den Platten auf­
gehoben; die Platten werden in größere Entfernung voneinander 
gebracht: die Kapazität sinkt, die Potentialdifferenz steigt also, 
und das Elektrometer zeigt einen mit dem ursprünglichen Wert 
E m proportionalen Ausschlag. Der Versuch wird wiederholt, 
indem jetzt in die Verbindung der Kondensatorplatten etwa noch 
ein Weston-Element eingeschaltet wird, so daß an Stelle von 
E m jetzt E m + Ew tritt. Beide Versuche zusammen geben 

Em 

E w • 

2. Lord Kelvins Anordnung. Der Kondensator ist in das 
Elektrometer selbst verlegt, in welchem zwei Teile - etwa die 
beiden Quadrant.enpaare eines Quadrantelektrometers - aus 
Kupfer und aus Zink bestehen. Wenn die Nadel auf eine bestimmte 
Potentialdifferenz gegen das erste Paar geladen wird, erfährt sie 
einen mit E m proportionalen Ausschlag. Wieder wird der Ver­
such wiederholt, nachdem E m durch E m + Ewersetzt ist. 

Der Widerspruch zwischen dem Ergebnis dieser Versuche und 
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der Folgerung aus den Peltierschen Wärmen verschwindet, sobald 
man annimmt, daß in der Schichtenfolge : Luft, Zink, Kupfer, 
Luft auch an den Orcnzen Luft-Zink und Kupfer-Luft elek­
trische Differenzen \'orhanden sind, und daß sie die gesuchte 
Differenz Zink--,Kupfer weit übertreffen. Denn nur das Feld 
in der Luft und seine Veränderungen bilden bei beiden Methoden 
das :Messungsobjekt. Die Annahme wird durch alle sonstigen 
Erfahrungen bestätigt. 

Fernpr: An dpn Stellen e und a eines stromdurchflossenen 
Leiten.; möge sich die gleiche Substanz befinden (während zwischen 
ihnen eine willkürliche Schichtenfolge mit beliebigem E liegen 
mag). Von ihneIl flllS führe man Drähte aus homogenem Material 
zum Elektrometer. Da in diesen Drähten kein Strom fließt, so 
mißt man ale; Potentialdifferenz der beiden Elektrometerteile 
zugleich rp e -- lf u· 

Bei der Messung der E und der rpe - rpa sind die Gesetze der 
Strömung nicht zur Anwendung gekommen. Die genauesten 
Messungen der übrigen Orößen beruhen auf Beobachtungen an 
stationären ~trömen. Hier aber versagt die definierende 
Gleichung (65): 

j'~ d" oe 
:;SN· IJ =-7ii; 

o 
sie liefert nur noch (70): 

JSN·dS=O. 
o 

Trotzdem führt die Kontinuitätsgleichung zum Ziel: Der Strom i 
wird verzweigt ini 1 und i 2. Die Kontinuitätsgleichung liefert: 

i = i 1 + i 2 . 

In alle drei Zweige werden Voltameter eingeführt; sie mögen clie 
Mengen 

lW MI M2 

OC' OCl' OC2 

ausgeschiedener Äquivalente liefern. Der Versuch zeigt, daß 

M =~1..+M2 
oc OCl OC2 

ist. Also sind die i den ~ proportional. Damit ist auch das 
oc 

e;tationäre i zu piner meßbaren Größe geworden. Es kann also 
Cohn, Das elektromagnetische Feld. ~. A. 5 
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durch den Versuch erhärtet werden, daß in der Gleichung (76): 

iW=gJe-gJ,,+E 

die Größe weine Konstante für den Leiter ist. 
Nachdem dies feststeht, können gemäß (76 b): 

iW=gJe-gJ", 

einerseits Stromstärken i verglichen werden, indem man denselben 
homogenen Leiter in verschiedene Stromkreise einfügt und seine 
Enden jedesmal mit dem Elektrometer verbindet, - andrerseits 
Widerstände homogener Leiter, indem man diese in den gleichen 
Stromkreis einfügt. - Ist nach dieser Methode ein W i der s t a n d s -
satz einmal hergestellt, so kann man nun z. B. mit der Null­
methode der Wheatstoneschen Brücke Widerstände mittels eines 
bloßen Elektroskops vergleichen. 

Indem man zugleich die J oulesche Wärme J in mechanischem 
Maß und gJe - gJa in absolutem elektrischem Maß mißt, könnte 
man mittels 

(77): J=i2w und (76b): iW=gJe-gJa 

einen Widerstand absolut bestimmen. Durch bloße Vergleichung 
könnte dann später jeder Widerstand in absolutem Maß bestimmt 
werden. Ließe man ferner den Strom, für welchen J und gJ e - cP a 

gemessen wurden, zugleich durch ein Voltameter gehen, so erhielte 
man ein für allemal die Konstante 'YJ des Faradayschen Gesetzes 
in absolutem elektrischem Maß, und von da an jedes i absolut 
mit Hilfe des Voltameters. Tatsächlich sind diese beiden Grund­
lagen für absolute Messungen auf einem andern Weg gewonnen 
worden. 

Es hat sich ergeben: der Widerstand einer Quecksilbersäule 
von 100 cm Länge und 1 qmm Querschnitt bei 00 0, die Siemens­
Einheit, ist: 1 

Ws = 1,063 Ohm. (83) 

Das bedeutet (s. Kap. IU, § 5 0) : es ist 
109 1 sec 

Ws • 4neo = 1,063'9.1020 cm (83a) 

oder: das Leitvermögen des Quecksilbers bei 0 0 0 ist 
aRg = 4n80 .1,063.10-5 .9.1020 sec-1 . (83b) 

Ferner: 1 Grammäquivalent eines Ions wird ausgeschieden 
1 

durch 96500 = 0,00001036 Ooulomb. 
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Das bedeutet: die Konstante 1J des Faradayschen Gesetzes ist 
gegeben durch: 

1_4 - 0,0001036 11 31 1 
()(.'}'). 7CB = gr ,2cm- 2sec ., 0 3.1010 , (84) 

wobei für Sauerstoff ()( = 8 gesetzt ist (oder für Wasserstoff 
()( = 1,008). Die Faktoren weisen auf die Einzelmessungen hin; 
s. Kap. IH, Gleichungen (46), (44), (47). 

Das äußere Feld. Wir haben gesehen, daß allgemein die 
Stromdichte 3 durch die Körperkomltanten <1, Sf bestimmt ist. 
Aus ihr folgt sofort das elektrische Feld im Leiter nach dem 
Ohmschen Gesetz (66): 

Cl< 

~=Sf+.\J. 
11 

Die Tangentialkomponenten ~s von ~ sind durchweg stetig. 
Also sind auch für den Außenraum (den Isolator) die ~s an der 
ganzen Oberfläche bestimmt. Diese Werte zusammen mit den 
Körperkonstanten e und der Elektrizitätsverteilung im Außen­
raum bestimmen das äußere Feld, - wie sich in bekannter Weise 
ergibt. 

Wir haben bisher angenommen, daß alle Leiter ruhen, und daß 
der elektrische Zustand stationär ist. Jetzt möge er sich verändern 
durch Bewegung der Leiter; es mögen aber die Verschiebungen 
so klein sein und so langsam erfolgen, daß der Zustand einem 
stationären stets unendlich nahe bleibt. Dann gilt noch in jedem 
Augenblick 

oder 

nur ändert sich die Funktion q; langsam um sehr kleine Beträge, 
und das gleiche gilt von der Elektrizitätsverteilung. Es ist daher 
die thermisch-chemische Leistung 

lJf= f~o3'dT= f q;·divo3·dT=-f q;~~dT=-};q; ~~, 
oder die während dt entstandene Wärme und chemische Energie: 

lJf·dt=-2Jq;·de. 

Die Vermehrung der elektrischen Energie We = ! }; q; eist: 

dWe =! };q;.de+ ~ 2)e.dq;. 

5* 
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Das Energieprinzip verlangt, wenn wir mit A e die bei den Ver­
schiebungen geleistete Arbeit bezeichnen: 

Ae + P·dt=-dWe • 

Also ist: I \' I '\T A e = '2 L.J cP ·de- '2 L.J e·dcp. 

Das ist der gleiche Ausdruck, den wir in (33a) fanden. 
Dadurch rechtfertigt sich zunächst der Ansatz, den wir am An­

fang des § 4 bei der Berechnung der Arbeit gemacht haben. Dort 
lag die besondere Annahme zugrunde, daß das Feld bei ruhenden 
Körpern statisch sei. Das einfachste Beispiel ist ein durch eine 
Kette dauernd auf die Potentialdifferenz CPI geladener Konden­
sator, dessen Platten genähert werden: die Kapazität wächst um d C, 
und damit die elektrische Energie um ~ cP ~. dC; Arbeit wird 
abgegeben im gleichen Betrage, vgl. a. a. 0.; die Summe CPI • de 
= cp~. dC wird von der Kette geliefert. 

Bei der Ableitung der Elementarkräfte des elektrostatischen 
Feldes in § 4 B haben wir eine weitergehende Vorschrift gemacht: 
es soll A e = - 13 We so berechnet werden, als wenn nicht nur jedes 
Leiterstück von konstantem cp-Wert als Ganzes, sondern jedes 
Leiterelement (und somit allgemein jedes Körperelement) bei 
der Verschiebung seine Elektrizitätsmenge mit sich führte. Tat­
sächlich würde dies nach eingetretener unendlich kleiner Ver­
schiebung keine neue Gleichgewichtsverteilung ergeben. Aber das 
Gleichgewicht würde sich herstellen durch eine Strömung, bei der 
unendlich kleine Elektrizitätsmengen einen unendlich kleinen 
Potentialfall durchlaufen. Diesem Vorgang entspricht eine 
Energieabgabe, die noch gegenüber der in Rechnung gezogenen 
unendlich klein ist. 

Unsere Betrachtung zeigt aber weiter, daß wir auch bei durch­
s t r ö mt e n Leitern die Arbeit der elektrischen Kräfte aus (33 a) richtig 
erhalten. Es sei nun ein Elektrometer mit einer leitenden Flüssig­
keit gefüllt, deren Leitvermögen aber verschwindend klein sei 
gegenüber dem der metallischen Elektrometerteile. Dann ist 
das Potential jedes Elektrometerteils eine Konstante; es gelten 
die Beziehungen (16) und (30) zwischen Elektrizitätsmengen und 
Potentialen, und es folgt wie a. a. O. aus (33a) rein rechnerisch 
die Gleichung (33c): 

A e =~ 2)(ffJi- CPk)2'ÖQik, 
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die wir in § 4 A für die elektrometrischen Kraftmessungen benutzt 
haben. D. h. man mißt am Elektrometer Potentialdifferenzen 
und Dielektrizitätskonstanten der das Elektrometer füllenden 
Flüssigkeit in der gleichen Weise, ob diese Flüssigkeit nun ein 
Isolator oder ein Leit,er ist. So sind tatsächlich zuerst Dielektrizi­
tätskonstanten lpjtender Flüssigkeiten bestimmt worden 1). Voraus­
gesetzt ist lediglich, daß die in Kap. II zu besprechenden magne­
tischen Krähl' gegenüber den elektrischen nicht ins Gewicht 
fallen. 

C. Zerfallendes Feld. In einem ruhenden stationären Strom­
kreis ist, wie wir sahen, die gesamte Leistung Null. In den Ele­
menten wird Energip zugeführt; in den übrigen Teilen der Strom­
bahn wird sie verausgabt. Der elektrische Strom erscheint also als 
ein Mittt'l, Energie von Ort zu Ort zu schaffen. Über die Einzel­
heiten dieser Enprgieübertragung werden wir in Kapitel IV Auf­
schluß l'rhalten. Hier ";011 noch ein Fall nic h t -stationärer 
Strömung behandelt werden, bei dem die Energieumsetzungen 
einfacher verlaufen. Zwischen den Belegungen eines Konden­
sators sei durch t'in<' Kette die Potentialdifferenz rp 1 hergestellt; 
dann wprde dip Vprbindung zwischen Kette und Kondensator 
unterbrochen. ]Ht das Zwischenmedium des Kondensators ein 
vollkommener IHolator, so bleibt die Spannung rpv die Ladung e, 
und die Energie 

lf c =J ! E~2·d7:= ~ efPI 

unverändert bestehen. Es sei nun aber das Medium ein homo­
gener Leiter. Dann entt;teht, da ~ + 0, Strömung. Ihr ent­
spricht eine Leistung, die, weil Energiezufuhr von außen nicht 
möglich ist, nur auf Kosten der Energie des Feldes geschehen 
kann. Also i"t· 

p= __ iJlI'e p frt;2 d 20"W 
(J t wo = a ~. 7: = --;- e • 

Daraus folgt: 
2 at 

We =, Weoe 

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Die 
Energie muß also im ganzen exponentiell zu Null abfallen. Es 

I) E. Cohn und L. Arons; Wiedemann~ Ann. Bd. 33. 1888. 
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zeigt sich aber ferner, daß dabei das Feld sich ähnlich bleibt, 
d. h. dauernd die Gestalt eines stationären Feldes behält. Es 
ist also dauernd 

I I e2 

We=T Ccp~ = 20' 

und somit ändern sich die Elektrizitätsmenge e, die Spannung cp 

und das Feld an jeder Stelle proportional mit e 
Der Quotient 

~·=T 
rr ' 

ot 

(85) 

der als Relaxationszeit der Substanz bezeichnet wird, kann 
gemessen werden, indem man etwa an einem Elektrometer den 
zeitlichen Abfall von CPl verfolgt. Das ist möglich gewesen für 
Leiter, deren T-Werte bis zu etwa 10-5 sec herabgehen. Da man 

das Leitvermögen (1, oder genauer gesprochen [so oben (83 b)].er 
10 0 

stets bestimmen kann, so erhält man also für Leiter dieser Art _10_ • 
Bo 

Die Ergebnisse sind in Übereinstimmung mit denen der früher 
erwähnten Kraftmessungen. 

Das soeben dargelegte zeigt anschaulich das, was eine Grund­
vorstellung der Maxwellschen Theorie bildet: Im Leiter ist eben­
sowohl wie im Isolator eine elektrische Erregung möglich, beide 
sind Dielektrika; der Unterschied besteht darin, daß im Iso­
lator die einmal erzeugten Kraftlinien unbegrenzt fortbestehen 
ohne andauernde Energiezufuhr , während sie im Leiter ohne 
äußeres Zutun zerfallen; dieser Zerfall ist elektrische Strömung. 
Es drängt sich dann die Vorstellung auf, die stationäre Strömung 
komme dadurch zustande, daß die von sich aus zerfallenden 
Kraftlinien dauernd durch neu entstehende ersetzt werden. Wir 
werden auf diese Vorstellung in Kapitel IV zurückkommen. 

Zweites KapiteL 

Das stationäre magnetische Feld. 
§ 1. Das Biot-Savartsche Gesetz. 

Dem Coulombschen Gesetz für die Kräfte zwischen den 
Trägern ruhender Elektrizität kann man ein zweites Elementar­
gesetz gegenüberstellen, welches die Kräfte zwischen den Trägern 
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bewegter Elektrizität oder elektrischer Ströme angibt. Dieses 
erhält eine übersichtliche Form, wenn man wiederum einen 
Hilfsvektor einführt, der einerseits in jedem Feldpunkt durch 
das erste Stromelement bestimmt wird, und andererseits die 
Wirkung auf ein in diesem Feldpunkt befindliches zweites Strom­
element bestimmt. Der geschichtlichen Entwicklung entsprechend 
heißt das Feld ein magnetisches Feld und der Vektor die 
magnetische Induktion. Wir werden ihn durch ~ bezeichnen. 
Das Biot-Savartsche Gesetz sagt nun aus, daß das Element dt' 
eines stationären linearen Stromes i' im Abstand r eine elementare 
Induktion d ~ erzeugt, welche dem Vektorprodukt aus i' - d t' und 
dem vom Ort p' des Stromelements nach dem Feldpunkt p" 
weisenden Einheitsvektor t direkt, und dem Quadrat des Ab­
stands r umgekehrt proportional ist. Wir schreiben: 

(1) 

Hierin ist flo eine Körperkonstante, von deren Bedeutung als­
bald die Rede sein wird. Unter c ist eine allgemeine Konstante 
verstanden, deren Einführung neben flo dazu dient, die Wahl 
der beiden Einheiten für ~ und für i offen zu halten. Ist die 
Induktion in pli nach (1) bestimmt, so erhält man die Kraft df 
auf ein in p" befindliches Stromelement i" dt" als das durch 
c geteilte Vektorprodukt beider Größen: 

ii"·dt" ] 
df= l-c-~ . (2) 

Die Kraft heißt elektrodynamische Kraft oder Kraft magne­
tischen Ursprungs. Sie treibt das stromführende Element quer 
durch die Induktionslinien. 

Wir vergleichen (1) und (2) mit dem Ausdruck des Coulomb­
schen Gesetzes Kap. 1(1 b, la). Auf elementare Elektrizitäts­
mengende', de" bezogen, lauten diese Gleichungen: 

d f = d e" . iJ:. 

Die beiden Gleichungsgruppen entsprechen sich vollkommen; 
es sind, abgesehen von den konstanten Faktoren, lediglich 
an Stelle der gewöhnlichen Produkte, welche die Elektrizitäts­
mengen als Faktor enthalten, die Vektorprodukte mit den Strom-
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elementen als Faktor getreten. Durch einen Skalar (de' bzw. de") 
und einen Vektor (r bzw. Q:) ist einzig eine Richtung geome­
trisch bestimmt, die Richtung des Vektors; durch einen Vektor 
(i' . dr' bzw. i"· dr") und einen zweiten (r bzw. IB) einzig eine 
Ebene (und somit deren Normale). Auch gilt das Gesetz (1) 
nur unter einer Bedingung, die ganz gleichartig derjenigen ist, 
die die Gültigkeit des Coulombschen Gesetzes eingrenzt; das den 
Raum erfüllende Medium muß, wie dort in elektrischer, so hier 
in magnetischer Beziehung homogen sein. Durch die 
Wahl des Mediums ist der Wert der Konstanten fl bestimmt, 
welche magnetische Durchlässigkeit oder Permeabilität 
heißt. Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daß sich nur solche 
Körper im Felde befinden, deren fl-Wert von dem des Vakuums 
(flo) nicht merklich verschieden ist. 

Ein wesentlicher Unterschied aber besteht zwischen den 
beiden Elementargesetzen. Eine einzelne Elektrizitätsmenge -
zusammen mit einer zweiten, die sich in sehr großer Entfernung 
befinden kann und dann nicht in Betracht kommt - ist etwas 
physikalisch mögliches. Ein einzelnes Stromelement aber ist 
nicht möglich bei stationärem Strom; denn die Strombahnen 
müssen notwendig geschlossen sein. Die Bedeutung des Ge­
setzes (1) kann also nur sein, daß es die richtigen Integral­
werte IB für jede geschlossene Strombahn liefert; - und offenbar 
gibt es dann andere Elementargesetze, die dasselbe leisten. Dem 
entspricht geschichtlich, daß das Coulombsche Gesetz unmittel­
bares Versuchsergebnis war, während das Biot-Savartsche Gesetz 
erst durch Nebenannahmen gefolgert werden konnte. 

Von der mathematischen Abstraktion des linearen Stromes i 
gehen wir über zu dem, was physikalisch stets vorliegt: der 
räumlichen Strömung 3. Es ist 

i' . dr' = S' . dL ' 

und somit 

d IB = Po [3' ·dT' .i.] (1'); 
4n c r2 

(2') 

Aus (1') erhalten wir für die gesamte Induktion, da I7r = t: 

oder nach (e), da 3' von der Lage des Feldpunkts unabhängig 
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und folglich rot 3' = 0 ist: 

= f rot (~').d7:' = rot f~' .d-,;'; 
oder 

)B = rot m, 
m=J'~ff5~·d-,;' . 

4:n;c r 

(3) 

(4) 

Der Vektor m ist aus der räumlichen Verteilung des Vektors 3', der 
Stromdichte, abgeleitet, wie das skalare Newtonsehe Potential 
aus der Verteilung der skalaren Dichte. Er heißt daher das 
Vektorpotential (der Stromung). Als Rotation oder Wirbel 
dieses Vektorpotentials also läßt sich die Induktlon )B darstellen, 
und aus dieser Form folgt nach (Al) sofort: 

div )B = 0 . (5) 

Aus den Kräften df läßt sich die Arbeit Am berechnen, die 
sie bei einer Verschiebung der durchströmten Leiter leisten. Die 
V erschie bungen U seien unendlich klein; dann ist 

Am=J u·df· 
Wir führen die Integration zunächst für einen vollständigen 
linearen Strom aus. Dieser Begriff versagt, sobald es sich um 
Feldpunkte in unendlicher Nähe der Strombahn handelt; wir 
dürfen also unter )B nur die Induktion verstehen, die von frem­
den Strömen herrührt, und erhalten dann aus (1) und (2) die 
Arbeit der wechselseitigen Kräfte zwi­
schen diesen und unserm Strom, der 
jetzt i heißen möge. Es wird nach (CI.): 

Am =f U [i.~r )BJ = ! f [u·dt])B. 

Nun ist (s. Abb. 10) [u' dt] dem Be­
trage nach die von dem Stromkurven­
element dt bei seiner Verschiebung 
überstrichene Fläche F, und [u' dt] )B 

ist das Produkt aus dieser Fläche und 

Abb.IO. 

der zu ihr normalen 
Komponente )By von )B, wenn wir für 'V die Achse der Rechts­
schrauben-Drehung von U nach dt wählen. Konstruiert man nun 
eine Fläche, auf der sowohl die ursprüngliche Stromkurve 80 wie 
die neue 8 liegt, nennt den von 8 0 (8) begrenzten Teil der Fläche: 
8 0 (8), und ihre bezüglich 8 positive Normale: N, so ist N mit t' 
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gleich (entgegengesetzt) gerichtet an der Stelle a (b) der Abb. 10. 
Es liefern also zu Am Beiträge 'i8N F (- 'i8N F) diejenigen F, 
die eine Vergrößerung (Verkleinerung) von 8 darstellen. Folg­
lich ist 

Am=~{S5SN'd8- f'i8N·d80 }. 

8 80 

Der Ableitung nach ist 8 eine Fläche, die durch Hinzufügung 
der ±.F aus 8 0 hervorgeht. Nun ist aber nach (5): 

.r5SN ·d8=O; 
CI 

folglich hat J 5SN ' d8 den gleichen Wert für alle Flächen, die 
die gleiche Randkurve besitzen. Wenn also 8 eine belie bige 
von 8 umrandete Fläche bezeichnet, so kann der Wert in { .... } 
ohne Einschränkung als die Vermehrung (jQ bezeichnet werden, 
welche das Integral 

(6) 

durch Verschiebung und Gestaltsänderung der Stromkurve er­
fährt. Somit: 

(7) 

Q bedeutet die Anzahl von Induktionslinien, welche in positiver 
Richtung durch die Stromkurve hindurchtritt ; es wird als der 
Induktionsfluß durch die Kurve bezeichnet. 

Aus (7) folgt, daß der Stromträger sich unter der Wirkung 
des fremden Feldes im stabilen Gleichgewicht befindet, sobald Q 
gegenüber allen virtuellen Verschiebungen und Gestaltsände­
rungen ein Maximum ist. Der Stromkreis "sucht möglichst viele 
Induktionslinien zu umspannen". Wird in einer solchen Lage 
die Stromrichtung umgekehrt, so wechselt auch N seine Rich­
tung; der Stromträger ist jetzt in labilem Gleichgewicht. 

Aus (3) folgt nach dem Stokesschen Satz (,1) als eine zweite 
Form von Q: 

Q=JI2{.dt, (8) 

wo ~i den in (4) definierten Vektor bedeutet und das Integral 
über die Stromkurve zu erstrecken ist. - Rührt insbesondere 
die Induktion von einem linearen Strom i 1 her, so wird 

12{ = ~ i Sdrl . 
4nc 1 r 
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Die Arbeit, welche bei der Verschiebung eines Stromträgers im 
Felde eines zweiten Stromes geleistet wird, läßt sich daher in 
jeder der folgenden Formen schreiben: 

A 12 = :l· 15 Q12= ~·15Q21=! (~l·15Q12+ ~·15Q21)=ili2·15L12' (9) 

wo 

L =~ffdtl.dt2 
12 4ncz r· (10) 

"ÜB 

Q12 bedeutet den Induktionsfluß, den der Strom i 2 durch die 
Leiterkurve von i 1 sendet, Q21 das entsprechende. Es ist 

Q12 _ Q21 
i z - i 1 

(11) 

L 12 wird als wechselseitiger Induktionskoeffizient oder 
Gegeninduktivität der beiden Stromkreise bezeichnet. Die 
Q und L sind genügend scharf definiert, wenn die Abstände der 
beiden Leiter durchweg sehr groß sind gegen die Abmessungen 
ihrer Querschnitte. 

Die Erweiterung auf eine beliebige Zahl linearer Ströme liegt 
auf der Hand. Geht man zu den unendlich dünnen Stromfäden 
einer beliebigen stationären Strömung 3' über, so ergibt sich 

A = 15U wo U = ~~fC')<·dr:f~dr:' = ~~f~ 2{·dr:. (12) m' 8nc2 '\J r 2 c 

Bei der Ausführung von 15 U sind die Stromfäden als an den 
materiellen Fäden haftend zu denken. Bei der Berechnung von 

~ f3'd7:' ;vdr: ~-
r 

braucht jetzt im Integral der Stromfaden, der dr: enthält, nicht 
mehr ausgeschlossen zu werden, denn dieser trägt, wie aus der 
Potentialtheorie bekannt ist, zum Wert des Integrals nichts end­
liches bei (vgl. in Kap. I die Anmerkung S. 8). 

Es besteht also eine durch die Verteilung der Strömung be­
stimmte Funktion U, deren Vermehrung bei beliebiger, un­
endlich kleiner oder auch endlicher Verlagerung der Materie 
(und an dieser fest haftender Strömung) die Arbeit der elektro-
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dynamischen oder magnetischen Kräfte angibt. Wir wollen sie 
dem entsprechend als magnetische Kräftefunktion be­
zeichnen. 

Zerlegt man den Raum in eine willkürliche Anzahl (n) von 
Ringen, deren Begrenzungen von Stromlinien gebildet werden 
und bezeichnet den Gesamtstrom in einem Ring mit i 1, i 2 ••• , 

so nimmt U die Form an 

(13) 

Ist die Anordnung derartig, daß eine Zerfällung in "lineare" 
Stromringe entsteht, so fällt L 12 mit der gleichbezeichneten 
Größe der Gleichung (10) zusammen. Die hier neu auftretenden 
L kk heißen Selbstinduktionskoeffizienten oder Selbst­
induktivitäten. In der Form (10), mit zusammenfallenden 
Integrationslinien, lassen sie sich nicht berechnen; das würde 
00 ergeben, als mathematisches Kennzeichen dafür, daß der 
B 'griff "linearer Strom" hier nicht verwendbar ist. Allgemein 
können, bei beliebigen geometrischen VerhältnisEen, die Koef­
fizienten der Gleichung (13) als Induktionskoeffizienten be­
zeichnet werden. Ihre physikalische Bedeutung beruht auf eben 
dieser Gleichung; aber es ist zu beachten, daß sie bestimmte 
Werte erst annehmen, wenn die Verteilung der Strömung in 
den Ringen gegeben ist (s. Kap. III, § 6). 

§ 2. Die Differentialgleichungen des stationären 
magnetischen Feldes. 

Im vorigen Paragraphen sind das magnetische Feld und dann 
weiter mechanische Kräfte und Arbeit ausgedrückt durch die 
Strömung. Wie in Kapitel I, § 2 kehren wir die Aufgabe um: 
das Feld werde als gegeben betrachtet. Wir fragen zunächst 
nach der Strömung. Aus (3) folgt 

rot m = rot rot m , oder nach (a) 

= J7 div m - LI m, 
wenn wir mit LI m einen Vektor bezeichnen, dessen Komponenten 
sind: 
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Nun ist nach (n), da 3' von der Lage des Feldpunkts un­
abhängig und somit div 3' = 0 ist 

4:n:c d· (lf fOi' V ( 1) d-' --,;; IV n = <\S. r··~; 

oder, wenn wir durch V' und div' andeuten, daß nicht die 
Koordinaten des Feldpunkts p, sondern die des Punkts p' in 
d.' als veränderlich gelten sollen, 

= - f 3'· v' (! ). d-r' 

oder nach (n) und (1)): 

fdiV' 3' I J 3N , = ---r--· d• - T· dS . 
o 

In dem letzten Ausdruck aber ist 3N = 0, da 3' nur innerhalb 
.' von Null verschieden ist, und ferner div'3' = 0 gemäß der 
notwendigen Eigenschaft der stationären Strömung. Es wird also 
div m: = O. Andrerseits ist als Folge von (4): 

[S.Kap.I, (22ab)] 

Also folgt als Umkehrung von (3), (4): 
C< 

rot 58 =1'0;;.5. 
c 

Die Gleichung ist a bgelei tet mit Hilfe der Beziehung: 
div 3 = 0; sie kann aber auch nur bestehen, wenn diese Be­
ziehung gilt [so (A.I )]. 

Wir führen einen neuen Vektor, die magnetische Feld­
stärke ~ ein durch die Gleichung 

(14) 
Für ihn gilt dann: 

rot c; = i3' 
4' c' (15) 

oder nach (A.) gleichbedeutend, wenn l ~ie Randkurve von List: 

f ~!·dl= f3: dL. (16) 
-() 

D. h.: das Umlaufsintegral der magnetischen Feldstärke ist gleich 
der durch c geteilten Gesamtströmung, die durch die Umlaufs­
kurve 1 (oder durch eine beliebige von ihr umrandete Fläche L) 
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in positiver Richtung hindurchtritt, - gleich der Durchflutung 
von 1 oder L nach der Bezeichnung der Technik. 

Die Stromlinien mögen ein ringartiges Gebilde erfüllen, der 
Gesamtstrom durch jeden Ringquerschnitt möge i sein, und 
der Weg 1 den Ringkörper nicht schneiden. Dann kann er ihn 
nmal (in positivem Sinn bezüglich der Strömungsrichtung) um­
zingeln, wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 

oder Null ist, und die rechte Seite von (16) wird ~i. Betrachten 
c 

wir nun einen linearen Stromkreis. Der Ausdruck bedeutet, 
daß die Verteilung der Strömung über den Querschnitt nicht 
definiert ist; es hat demnach für Wege 1, die den Leiter schneiden, 
die rechte Seite von (16) keinen angebbaren Wert. Wir müssen 
uns also auf die soeben betrachteten Wege 1 beschränken, und 
erhalten für diese 

Je; .d1= ni 
'l.'l c ' (17) 

-0 

wenn der Integrationsweg den linearen Strom n-mal positiv 
umkreist. Liege eine Umkreisung vor, dann sind der Weg 1 

s 
Abb.l1. 

und die Stromkurve 8 verschlungen wie 
zwei Kettenglieder, und die Abb.ll zeigt: 
wenn 1 ein positiver Umlauf um 8 ist, 
so ist auch 8 ein positiver Umlauf um 1. 

Betrachten wir ausschließlich den 
Raum r, in dem keine Strömung vor­
handen ist. In ihm ist durchweg 

rot~=O. (a) 

Nehmen wir nun in r eine geschlossene Kurve 1 an, und legen 
in sie eine Fläche L, die von 1 vollständig umrandet wird. So­
bald für jedes Element von L die Gleichung (a) gilt, folgt nach 
dem Stokesschen Satz: 

(b) 

In unserm Fall aber gilt das nicht allgemein. Es läßt sich eben 
nicht in jeder geschlossenen Kurve 1, die ganz in r liegt, eine 
Fläche L ausspannen, die au c h ganz in r liegt: unser rist 
mehrfach zusammenhängend. Am einfachsten liegen die Ver­
hältnisse bei einem ringartigen Strömungsgebiet. Für eine mit 
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dem Ring nicht verkettete Kurve I gilt (b), für eine mit dem 
Ring verkettete gilt (b) nicht. Denken wir aber in T einen 
QuersehniH gpfühl't~~- er hat die Form einer dem Ring an~ 
gehdtektl Membran ---~, so entsteht em neuer Raum' T', der 
außer (leI' RiJlgoberfläche noch die 
beiden Sritell ....:, uml 8 der Mem~ 
bran al~ Begn'llzllllg hat (H. Abb. 12). 
Dieser Rau III besit,zt keine ge~ 

,;chlossem'n KUl'vPtl der zweiten Art 
lllehr, ('(' i"t t'iJlfar-h ZUHammen­
hängend. Der un;prüngliche 
Raum r, aus dem er durch einen 
Querschnitt entstand, heißt danach 
zweifach zu,;alllll1enhängend. Abb.12. 

Seien in T zwei verRchiedene positive Umläufe um den Ring vor­
gelegt, l] und [2' Wir verbinden sie durch zwei sich deckende 
Linien 8+ und 8_ zu beiden Seiten des Querschnitts und er­
halten so emell vollständigen Umlauf in T': 

----+-..+-+-

l] 8_ l2 8+, 

für den (b) gilt. Die Beiträge von 8_ und 8+ heben sich auf, 
und es bleibt: 

--+ 

Integral über l] = Integral über l2' 

[Auch die Ergänzung von T, der Ring selbst, ist zweifach zu 
sammenhängend, und für ihn folgt das gleiche.] 

Ohne Einführung des Querschnitts (oder der Sperrfläche) S 
und dl's Raums T' spricht sich das Vorstehende so aus. Ist in 
T durchweg: rot .\l== 0, und bildet I die vollständige Be­
grenzung eineT' in T ausgespannten Fläche L, so ist stets 

J ~!·dl=O; 
besteht dabei l aus mehreren getrennten geschlossenen Kurven, 
so sind diese in solcher Richtung zu durchlaufen, daß L stets zur 
gleiclwn (etwa rechten) Seite der wachsenden l liegt. (In un~ 
serem Fall setzt sich l zusammen aus dem in positiver Richtung 
durchlaufenen I1 und dem in negativer Richtung durchlaufenen 
l2; zwischen beiden läßt sich eine Fläche L ausspannen, in der 
(a) gilt.) In dieser Form entspricht der Satz genau dem fol­
genden: 1"t in T durchweg divIB = 0, und bildet S die voll-
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s t ä n d i g e Begrenzung eines in i liegenden Raumes i l' so ist stets 

J~N·dS=O; 
besteht dabei S aus mehreren getrennten geschlossenen Flächen, 
so sind die Normalen N so zu wählen, daß sie i 1 stets zur gleichen 
Seite haben (etwa durchweg die äußeren Normalen bilden). 
Man denke etwa an eine Hohlkugel. 

Also rein geometrisch ergibt sich: Wenn in einem zweifach 
zusammenhängenden ring artigen Raum 

rot ~ = 0 
ist, so ist 

(c) 

wo p eine Konstante, der Periodizitätßmodul, ißt und n eine 
ganze Zahl, die die Anzahl der positiven Umläufe um den Ring 

angibt. Der Periodizitätsmodul unsres Vektors ist i. 
c 

Man kann diesen Sätzen eine andere Fassung geben: In T' 

gilt allgemein (b); also folgt 

~ = -V 1p', (ISa) 

wo 1p' eine einwertige Skalarfunktion ; aber für zwei unendlich 
benachbarte Punkte auf entgegengesetzten Seiten des Quer­
schnitts wird 

1p,+-1p:' = f~!·dl=~. (1Sb) 
+-0 

1p' ist also an dem Querschnitt unstetig. .Aus 1p' können wir die 
durchweg stetige, dafür aber unendlich vieldeutige Funktion 

, i 
1p=1p +n-c 

bilden, mit der Eigenschaft, daß durchweg in i gilt: 

~=-V1p. 

Der Raum, der K lineare Ströme i k umgibt, wird durch 
K Querschnitte oder Sperrflächen S k einfach zusammenhängend, 
die je eine Stromkurve zur Randkurve haben. Es ist an S k: 

(ISc) 
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und diE' durchweg :-;tetige Funktion "P drückt sich aus als 
K 

(I8d) 

wo die n k beliebige ganze Zahlen bedeuten. Wenn "P' im Un­
endlichen = 0 gesetzt wird, so ist der Wert von "P' im Punkt p 
bestimmt aIR 00 

"P' (p) = f ~l·dl, 
p 

sobald für die Lage der Sperrflächen eine bestimmte Wahl 
getroffen ist. Aber "P'(p) geht in einen andern Zweig der Funk­
tion "P(p) über, Hobald eine Sperrfläche derart verzerrt wird, 
daß sie dabei den Punkt p überstreicht. 

Zu der Differentialgleichung (15) [oder gleichwertig (16)], 
die sich auf (lie Rotation [oder das Umlaufsintegral] von .S'j 
bezieht, gesellt sieh dit' weitere (5): 

div ~ = () [oder gleichbedeutend: .r )8N·dS = 0], 
o 

die die Divergenz [oder das Oberfläehenintegralj von )S be­
trifft. Beide Vektoren Rind verknüpft durch die Gleichung (14): 

l8 = fto~' 

Auch die Funktion U der Gleichung (12), deren Zunahme 
uns die Arbeit bei Verlagerungen der Leiter liefert, können wir 
jetzt durch die Feldvektoren ausdrücken. Es wird nach (15): 

U = r~rot~.I}!'dr. 
Der Integrand hat endliche Werte nur, soweit die Strömung reicht. 
Wir dürfen und wollen aber das Integrationsgebiet ausdehnen 
bis in unendliche Entfernung. Dann verschwindet an der Grenze 

[~I}!] wie r~" und wir erhalten durch partielle Integration [so (0')]: 

U = f-~rot I}!. ~ ·dr 

oder nach (3): U = f ~ )S~ ·dr. (19) 

Die Gleichungen (5), (14), (15), (19) 

div )S = 0, 
~ 

rot~=~ , 
c 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 
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sind vollkommen gleichwertig den ursprünglichen Gleichungen (3), 
(4), (12) 

IS = rot Ill, III =>-!!:l-fS' d-r:' 
4nc r ' 

Die beiden Gleichungssysteme entsprechen genau den beiden Dar­
stellungen, die wir in Kap. I, §§ 1 und 2 für die Gesetze des 
stationären elektrischen Feldes fanden. Genau wie dort ist ihr 
Geltungsbereich beschränkt auf den Fall magnetisch homogener 
Raumerfüllung. Und wie dort erweitert sich der Geltungsbereich 
des ersten auf den Fall beliebiger Raumerfüllung, sobald wir 
nur die Verknüpfung zwischen den beiden Feldvektoren durch 
eine allgemeinere Beziehung ersetzen. 

Diese ist freilich jetzt weniger einfach, als in dem Fall der 
elektrischen Vektoren. Für die ganz überwiegende Mehrzahl aller 
Körper besteht zwar die Änderung von (14) nur darin, daß 

IS = fl, ~ ist, wo I!.- einen von Eins wenig abweichenden Wert 
Po 

hat (fl,o gilt für das Vakuum). In der Überzahl sind die Körper, 

für die .~ < 1 ist; sie heißen diamagnetisch. Die Körper, 
Po 

für welche I!.- > 1 ist, heißen paramagnetisch. Alle dia­
Po 

magnetischen Körper sind magnetisch sehr wenig vom Vakuum 
unterschieden. Den kleinsten Wert besitzt Wismut; für dieses ist 

/l_ = 1-0,0002. 
Po 

Unter den paramagnetischen Körpern aber befindet sich eine 
ausgezeichnete Gruppe, der vor allem das Eisen in seinen ver­
schiedenen Abarten, sodann Nickel, Kobalt und einige Verbin­
dungen und Legierungen dieser und einiger verwandten Metalle 
angehören. Sie heißen ferromagnetisch; wir werden sie auch 
als Eisenkörper bezeichnen. Für diese kann zunächst der 

Wert von .P.. einige Tausend betragen, wenn wir unter fl, jedes-
Po 

mal das Verhältnis ; verstehen. Aber dieses Verhältnis ist 

nicht konstant. Man erhält eine unter Umständen ausreichende 
Annäherung an die Tatsachen, wenn man fl, als Funktion von H 
(oder von B) behandelt. Allgemein genügt auch das nicht. Viel­
mehr lehrt die Erfahrung folgendes : Wenn, bei unveränderter 
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Richtung, H von Null aus ansteigt, so wächst auch B, und zwar 
zunächst beschleunigt, dann verzögert, bis endlich, bei un-

begrenzt wachsemlem H, ~ sich dem Wert fto unbegrenzt 

nähert. Läßt mall aber, von einem beliebigen Wert ausgehend, 
H wieder abnehmen, so durchläuft B nicht 
die frühere Wertfolge, sondern eine Reihe hö­
herer Werte, so (laß eH für H = 0 noch den 
Wert 114 betützt (R. Abb. 13). Dieser heißt Re­
manenz. Um B = 0 zu erzielen, bedarf es 
eines H von (entgegengesetzter Richtung, der 
Koerzitivkraft K. Läßt man H eine Folge 

Abb.13. 

von Werten wiederholt zyklisch durchlaufen, so stellt sich auch 
für B eine zyklische Wertfolge ein, wie es, für entgegengesetzt 
gleiche Endwerte von H, die Abb. 14 an­
deutet. Stets bleibt (bei gleiehem H) der 
spätere B- Wert. w'gen den früheren im Sinn 
der zwischenliegenden Werte zurückI). Das 
beschrieben<' Verhalten heißt Hysteresis, die 
Abb. 14 Hysteresisschleife. Die Induktion 
in einem Eisenkörper ist also nicht durch den 
gegenwärtigen Wnt der Feldstärke bestimmt; 
sie hängt von seiner magnetischen Vorgeschichte 
ab. Dies ist nur eine Erseheinungsform 
einer ganz allgemeinen Eigenschaft der Eisen­

8 

Abb.14. 

H 

körper : ihr Zustand läßt sich dur eh diejenigen Veränderlichen, 
die den Zm;tand anderer Körper eindeutig bestimmen, nicht 
beschreiben 2). Eine allgemeingültige Einordnung der magne­
tischen HysteresiH in die elektromagnetische Theorie ist nicht 
möglich. Einer für die meisten praktisehen Bedürfnisse aus­
reichenden Darstellung aber kommen zwei Tatsachen zustatten. 
Erstens: für gewisse Arten weichen Eisens ist die Hysteresis 
sehr gering; die beiden Äste der Hysteresisschleife fallen nahezu 
zusammen. Aus diesem Grunde bildet solches Eisen das bevor-

1) Zahlenwerte z. B. bei Strecker: Hilfsbuch für die Elektrotechnik. 
10. Auf!., Starkstromausgabe, Nr. 39. 

2) Die Erscheinung der Hysteresis im allgemeineren Wortsinn wurde 
zuerst beobachtet an der Beziehung der thermoelektrischen Kraft zur Deh­
nung (E. Cohn, Wiedemanns Ann. Bd. 6. 1879). 

6* 
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zugte Material der Wechselstromtechnik (s. Kap. IU). Man darf 
dann mit ausreichender Näherung 

(20a) 

setzen, wo f1 eine Funktion von H (oder von B) ist. Zweitens: 
wenn harter Stahl, der einmal in einem starken Feld die Rema­
nenz m erhalten hat, später in Felder ~ von mäßiger Größe ge­
bracht wird, so wird dadurch zu dem Remanenzwert m der Induk­
tion ein mit ~ proportionaler Beitrag hinzugefügt. Man nennt 
in diesem Fall den Vektor m permanente Magnetisierung. 

ilJl heißt auch eingeprägte magnetische Feldstärke. Harter 
ft 
Stahl bildet das bevorzugte Material für die physikalische Meß-
technik. Man darf für ihn ansetzen: 

)ß = f1 ~ + m; ,U = const, ~Jl = const. (20 b) 

Beiden Sonderfällen, die zwar nur Grenzfälle darstellen, aber 
bei fast allen wissenschaftlichen und technischen Anordnungen 
erstrebt und sehr nahe erreicht werden l ), wird man gerecht, wenn 
man als allgemeingültig annimmt: 

?S=,u.p+m; 9Jl=const; !l=j(H)pos, o~:Ppos; 1(20) 

für m =1= 0: !l = const. J 

Dieser Ansatz umfaßt zugleich die nicht-ferromagnetischen 
Körper. 

In übersichtlicher bildlicher Darstellung: Wir nehmen den Zu­
sammenhang zwischen Bund H für permanent magnetisierte 

B 

H 
15a 15b 15c 

Abb.15a-c. 

Körper gemäß Abb. 15a, für nicht permanent magnetische Eisen­
körper gemäß Abb. 15b, für alle übrigen Körper gemäß Abb.15c an. 

1) Bezüglich der Gleichung (20a) siehe z. B. Strecker, a. a. 0.: geglühtes 
Elektrolyteisen, bezüglich (20b) siehe H. Laub: Arch. f. Elektrot. Bd. 16. 
1926. 



KapitellI. § 2. 85 

Die Kurven Abb. 15 b verlaufen zunächst angenähert geradlinig, 
um dann sich scharf zu krümmen. Den ersten Bereich bezeichnen 
die Techniker als den sch wacher magnetischer Sättigung. 

Die Gleichungen (20) zusammen mit (5) und (15) sollen von 
jetzt an dip Urundgleichungen für das Feld bilden. Zu ihnen 
muß der Ausdruck für die Kräftefunktion hinzukommen. Wir 
wählen dafür die folgende Verallgemeinerung von (19), zu der 
uns (s. Kap. IH, ~ 1) das Energieprinzip nötigt, und die durch 
die Erfahrung gen'C' htfertigt wird: 

.\') 

U = J dr J m . d~ , (21) 
o 

mit dem Zusatz: bei der Berechnung der Arbeit aus der Ver­
mehrung von U ist anzunehmen, daß der Skalar fJ und die 
Vektoren ilJ1 und 3 an der Materie haften. Also: 

Am=oF; dp=() für konstantes H; dJilJ1N .dS'=O;} ( 
22) 

d J ;JN·dS' = 0; 

wo S' eine in der Materie festliegende Fläche bezeichnet. Be­
züglich fJ bedeutet dieser Ansatz eine Vernachlässigung der kleinen 
Änderungen, aie ,u durch die Gestaltsänderung eines Körper­
elernents erfährt, und damit der geringen Kräfte der sog. Magneto­
striktion (vgl. p\pktrischc Kräfte in Kap. I, §4B). Bezüglich ilJ1 ist 
es, wie wir al\lwhmen dürfen, der Ausdruck einer Tatsache. 
Bezüglich ;J ist es eine Rechnungsregel : der tatsächliche Vor­
gang kann in zwei Teile zerlegt werden, Verschiebung der Materie 
mit an ihr haftender Strömung und Verschiebung der Strömung 
gegen die Materie: nur die Änderung von U bei dem ersten 
Teilvorgang ist in Hechnung zu ziehen (vgl. die Regel für die 
Elektrizitätsllll'llgen bei der Berechnung von A e in Kap. I, § 4B). 

Denkt mall sich die Lage aller Körperteilehen (mit ihren fJ) 
durch eine endliche Zahl allgemeiner Koordinaten {}n, und das 
magnetische Feld dann durch eine endliche Zahl von linearen 
Strömen i k und magnetischen Mengen mh (oder Momenten 1{h)l) 
bestimmt, und ist e n die zu {} n gehörende verallgemeinerte 
Kraftkompmwllte. (L h. 

Am = 2.' (e n . d{},,), 

1) Siehe S. :-<7. 
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so wird U eine Funktion der Veränderlichen {} m i k, m lo (oder 
Klo), und Gleichung (221) nebst Zusätzen drückt sich einfacher 
aus durch: 

(22a) 

wo das Zeichen der partiellen Differentiation bedeutet, daß nicht 
nur alle {} außer {}m sondern auch alle i und m (oder K) un­
verändert bleiben sollen. 

§ 3. Allgemeine Eigenschaften des Feldes. 
Als gegeben betrachten wir: die Magnetisierung im, die 

Durchlässigkeit fl als Funktion von H, und die Strömung 3. 
Es muß zunächst gezeigt werden, daß dann durch die Glei­
chungen (5), (15), (20) das Feld SJ und somit auch)ß eindeutig 
bestimmt ist. Um SJ zu bestimmen, genügen tatsächlich we­
niger als die soeben genannten Angaben. Man sieht sofort: 
sobald nur 3 und die Divergenz von im überall Null sind, 
gibt es kein Feld s;,. Denn dann ist nach (15): rot s;, = 0, nach 
(5), (20): div fl SJ = 0; also nach (fl, {}): J fl SJ2 . d-c = 0, folg­
lich SJ = O. Aber )ß = WC kann =+= 0 sein. - Weiter: es seien 
3 und div WC vorgeschrieben und es werde angenommen, daß 
ihnen zwei Felder SJ/ und SJ" entsprechen. Es werde gesetzt: 

f (H') = fl', f (H") = fll/· 

Dann ist nach (15): 
rot (SJ/ - SJ") = 0, 

nach (5), (20): 
div (fl' SJ/ - fl" SJ") = 0, 

(fl' {}): folglich nach 

J (SJ' - SJ") (fl' SJ' - fl" SJ") d-c = 0, 

Aber nach (20) wächst fl H beständig mit H, also: 

(H' - H") (fl' H' - fl" H") > 0, 

und um so mehr: 

(SJ' - SJ") (fl' SJ' - fl" SJ") > O. 

Also kann das Produkt nur - 0 sein; d. h. SJ/ = SJ". 
An den Eindeutigkeitssatz für das elektrostatische Feld 

(Kap. I, § 2) schloß sich sogleich der Satz von der Überlagerung der 
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Felder an. Der Zu~anllnenhang zwischen beiden Sätzen war da­
durch gegeben, daß die Beziehung zwischen den Feldvektoren 
linear war. Die Gleichung (20) des stationären magnetischen 
Feldes aber ist, sofern Eisenkörper vorhanden sind, also f1 = f (H) 
ist, nie h t linear. Die Felder also, die zwei gegebenen Verteilungen 
von Strömen und Illagnetischen Mengen entsprechen, überlagern 
sich im allgemeinen nicht. 

Zwei Sonderfälle treten hervor. 1. Es sei durchweg IDC = O. 
Das gilt streng, wenn keine Eisenkörper vorhanden sind, und 
genähert, wenn nur sehr weiches Eisen vorhanden ist. In diesem 
Fall ist das Feld durch .~ bestimmt, und wir sprechen von dem 
magnetischen Feld elektrischer Ströme. 2. Es sei durchweg 
.s: OC~ O. Dann ist das Feld ~ dureh div IDC bestimmt. Die 
Körper, in deneIl 9JC vorhanden ist, heißen permanente 
Magnet e, und das Feld bezeichnen wir als das Feld dieser 
Magnete. Felder dieser Art sind zuerst bekannt geworden und 
quantitativ untenmcht v.orden. Die Größe 

-- div 9)1 = (2m' (23) 

auf die es für da:,; Feld ~ allein ankommt, wurde als magne­
tische Dich te, 

als die magnetiHche Menge im Volumen T bezeichnet. Für 
jeden vollständigen Magneten ist, da jenseits seiner Oberfläche 
S notwendig we = 0 ist, 

m =-J weN·dS = O. (24) 

Das gilt, wie klein auch der Magnet sein mag; es gilt für jeden 
herstellbaren Splitter eines vorgelegten Magneten. Die Größen 
(lm dürfen also nicht willkürlich gegeben werden. Das letzte 
physikalische Element i:-;t nicht eine einzelne magnetische Menge, 
sondern die Zusammenfassung zweier entgegengesetzt gleicher 
Mengen ±: m, getrennt durch eine von - nach + führende 
Strecke L Den Vektor Im i1 = m+t+ + m_ L nennt man das 
magnetische Moment dieses Elements, die Summe .E[m[l, 
erstreckt über dm.; Volumen eines Magneten, dessen magne­
tisches Moment. Die Magnetisierung 9JC ist [vgl. den Vektor I,ß 
in Kap. 1, ~;) (t)4), (,),,»)] nichts anderes, als das magnetische 
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Moment der Volumeneinheit: 

im=1;imI1=1;mr. (23a) 
T=1 T=1 

Wir wollen jetzt den Vektor 55 zur Darstellung des Feldes 
benutzen. Führen wir in (15) den Wert von ~ aus (20) ein, so 
werden die Grundgleichungen des Feldes: 

58 q: WC 
div 55 = 0 (5); rot - = Y- + rot- (25) 

fJ, C fJ, 

mit dem Zusatz: ,u = const, wo im =+= 0; ,u = F (B), (oder 
= const), wo im = O. Diese Gleichungen bestimmen, wenn 3 
und im gegeben sind, eindeutig 55. Aus 55 folgt dann nach (20): 

~=~-WC . 
fJ, 

Aus (25) ersieht man: Die Induktion 55 ist die gleiche für ein 
Magnetsystem im und für ein Stromsystem 3', falls durchweg 

ist. 

3' = rot WC 
C fJ, 

(26) 

Man nennt in diesem Fall die beiden Systeme äquivalent. 
Was die Gleichung bedeutet, ergibt sich aus der Betrachtung eines 
Elementarmagneten. Als solchen bezeichnen wir einen beliebig 
kleinen Magneten von der Form eines geraden Zylinders, in dem 
,u konstant und im konstant und parallel zu den Erzeugenden 

+ des Zylinders ist. Im Innern des 
r---F-----'I---, wm~M Zylinders ist sowohl div im wie 

Abb.16. 

rot WC gleich Null. Die magnetische 

/---tm--- Verteilung wie die äquivalente Strö­

" L 
mung befinden sich also ausschließ­
lich auf seiner Oberfläche. Es ist 

;- lUm=-M " (8. Abb. 16 und 17) 

Abb.17. J imN·dS = ± 111 E 
o 

für jede geschlossene Fläche, die ein Stück E einer Grundfläche 
umfaßt, dagegen = 0 für jede Fläche, die ein Stück der Zylinder­
fläche umfaßt. D. h. die magnetische Verteilung befindet sich 
mit der Flächendichte 

W m = + M, bzw. W m = - M 
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auf den beiden Grundflächen. - Andrerseits ist 

f 'im' d8 = M 1 
p, P, 

-0 

für jede Kurve, die im Sinn der Pfeile in Abb. 16 ein Stück 1 
einer Erzeugenden umläuft; dagegen = 0 für jede Kurve, die 
eine Strecke in einer Grundfläche umläuft. D. h. der Strom 
kreist auf der Mantelfläche, rechtsläufig um im, und mit der 
Stärke 

i' ., cM 
7=1=p 

für jede Längeneinheit der Höhe. 
Denkt man sich den Zylinder sehr flach und nennt seine 

Grundfläche F, so kommt man zu folgender Fassung: ein Strom 
i', der die kleine Fläche F umkreist, ist äquivalent einem schei­
benförmigen Magneten, dessen Moment 

'i·im="K 

normal zu F, in der bezüglich i' positiven Richtung N, liegt 
und den Betrag 

hat. Oder, wenn durch nein Einheitsvektor in der Richtung 
von N bezeichnet wird, 

(27) 

Daraus sogleich: Ein linearer Strom i' in der Kurve 8 ist äqui­
valent einer quermagnetisierten Scheibe von der sehr kleinen 
Dicke d und der Durchlässigkeit f-t, deren Moment für die 
Flächeneinheit den Wert 

p, i' 
c 

hat und die von 8 umrandet wird, im übrigen aber beliebige 
Form haben kann. Man nennt die Schale eine magnetische 
Doppelschicht, da man sie kennzeichnen kann durch die 
Flächendich te 

p,i' 
wm=+M=+ cd (28) 

der magnetischen Verteilung, die sich auf ihren beiden Seiten 
befindet. Ihr Feld hängt nur von der Stärke der Doppel. 
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schicht iWmi~=i 
p, 

ab; vgl. Kap. I § 2 bei (5d). 
c 

Fügt man andrerseits Elementarmagnete von gleichem 9JC 
der Länge nach in beliebiger Leitkurve aneinander, so erhält man 
einen fadenförmigen Magneten, der nur an seinen Enden magne­
tische Mengen von der Flächendichte ± M besitzt; die äqui­
valente Strömung hingegen ist über die ganze Oberfläche des 
Fadens verbreitet. 

Die Lage aller Körper sei gegeben und in ihnen die Ver­
teilung der Strömung 3 und der Magnetisierung ID1. Wir fragen 

.i,) 

nach der Änderung b U, welche die Funktion U = f d7: f 5S . d~ 
o 

bei einer unendlich kleinen Veränderung dieser Verteilung er-
fährt. Bei festem ~ ist 

somit 

wo 

b)B = b9JC, 

bU = X + Y, 

X=fd7:.)B.b~, y=Jd7:·b9JC·~. 

(a) 

Nach (5) und (v) kann )B = rot5ll gesetzt werden; daher nach 
(0') und (15): 

X = f d7:' 9{·rot (b~) = f d7:' 5ll. b (rot~) = f d7:' 5ll. b~. 
Wir zerlegen 7: in die geschlossenen Stromfäden von der Leit­
linie s und dem Querschnitt dq, so daß d7: = dq- ds, 5ll -b3=5lls ' b I 
wird, und die Stromstärke di = I . dq konstant längs s ist. 
Dann wird 

X=P}dqf5lls ds = f~(:i)Q, 
q 'Ü 

wo Q= f5lls ·ds= f )BN·dS 

den Induktionsfluß durch die Stromschleife s von di bedeutet. 
Oder mit etwas geänderter Bezeichnung, indem wir die Strom­
fäden in eine endliche Zahl linearer Ströme i k von genügend 
kleinem Querschnitt zusammenfassen: 

X = "'Q ~ik 
.L.; k. C • (b) 
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Entsprechend kann Y geschrieben werden, indem man durch 

l{h=JWC.di 
TA 

das Moment eines genügend kleinen Elementarmagneten vom 
Volumen i" bezeichnet: 

(c') 

Will man, wie es üblich ist, statt der Magnetisierung WC die 
magnetischen Mengen dm einführen, 

11m· Qrn' di, wo Qm = - div 9R, 

so muß man \'orausi:letzcn, daß die Strömung 3 und die Magneti­
sierung IDl nirgends zusammenfallen, und daß Magnete und 
Stromfäden auch nicht miteinander verkettet sind. Dann läßt 
tlich mittels pinc!' l'ndlichen Zahl von Sperrflächen ein einfach 
zusammenhängendl'r Raum i' so abgrenzen, daß IDl-Werte nur 
in seinem Innern. nicht auf seiner Oberfläche, vorhanden sind, 
und in ihm Sj Hich darstellt als ~ = -17 'IjJ', 'IjJ' einwertig. Es 
wird also dann nach ({t): 

y= Jdi·diY (69R)· 'IjJ'.= ,-J di·Ol.!rn·'IjJ' = - 2.o''ljJh·6mh· (c) 

Auf' (a) mit (b). (c) (c'), folgt: 

(:29) ; (30') 

(Der Index k deutet auf eine bestimmte Kurve Sk> der Index h 
auf einen bcstimmten Punkt Ph' der Index l auf eine bestimmte 
Komponentenrichtung. ) Gleichung (30) scheint unbestimmt zu 
sein, da der Wert von 'ljJh von der Wahl der Sperrflächen abhängt. 
Es gibt aber keine einzelne magnetische Menge mh; die Be­
deutung von (30) ist daher, daß zugleich mit omh in Ph eine 
Menge - omlp die dem gleichen Magneten angehört, im Un­
endlichen enti:\teht, d. h. daß omh auf einem Wege, der die 
Sperrflächen nicht schneidet, aus dem Unendlichen nach Ph 
gebracht wird. Dadurch wird (30) zu einer eindeutigen Bezie­
hung. 

Aus den vorstehenden Gleichungen folgen sogleich die wechsel­
seitigen Beziehungen zwischen Induktionsflüssen und Poten­
tialen (b,,;1". Feldstärken ) : 
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82 U I 8 QI I 8 Q2 
8il .8i2 = c (Ti; = car;= L12 = L 21 , (31) 

82 U = 8 'PI' = ~_'I!i. = P = P (32) 
8ml .8m2 8m2 8mI - 12 21' 

-c~~=- 8Qk =c 8'Ph' ~R (33) 
8ik·8mh 8mk 8ik loh, 

82U 8Q'r 8S'Jh I 
C 8 ik • aIf,;~ = 8 Hh,! = C 7ii;;" . (33') 

In (33) ist sowohl OQk . C'Ph' 
-- WIe -:-­
omA O~k 

nur bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt. Die Gleichheit 
setzt voraus, daß für beide Größen diesel ben Sperrflächen 
zugrunde liegen. - In dem Sonderfall )S = flo S) gehen die 
L kh der Gleichung (31) in die konstanten Induktionskoeffizienten 
der Gleichung (13) über; im allgemeinen Fall sind sie keine 
Konstanten. Über die L kk gilt das bei Gleichung (13) Gesagte. 

Weiter: Nach den Festsetzungen unter (20) ist das Produkt 
(j (fl S)) • (j S) stets positiv (oder im Grenzfall Null). Also gilt das 
gleiche für 

f d"l;"o(j(,uS)).(jS) = J d •. (j)S.o~--f d.·(j9Jl·(jS) 

= S d.·(jm·(j ~ - f d.·(j(divWlHl1p' 

= 2'lJQ,c" Ö~k + 2 lJ '1jJh"omh 

= ,\-r{Öik . ~(8~kOih+ 8Qkomh)} 
~ c ~ 81·h 8mh 
k h 

+ 2{ omh · 2(!1{ oik + ~~: omk )} 

h k 

oder nach (33), (31), (32): 

= (Ln' oi~ + 2L12 · (h1 ' oi2 + ... ) 
+ (Pll·omi+2PI2·om1·Om2+ ... ). 

Damit aber diese Summe positiv sei für willkürliche Werte der 
oi und 15m, müssen alle Lu und alle Phh positiv sein, und 
ebenso alle symmetrischen Determinanten sowohl der L wie der 
P. Insbesondere also muß sein 

L ll >O; L ll L 22 -Li2>O. (:34-) 
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Da die letzte Beziehung sich als wichtig erweisen wird, sei für 
sie der elementare Beweis beigefügt: Man setze alle r5m = 0, 
und ebenso alle r5 i außer r5i1 ; dann ergibt sich, daß Ln > 0 
sein muß. Man Hetz\' alle r5 m = 0; r5 i 1 willkürlich, 

.1.. Lu ". 
ut 2 = -L- u'b 1 , 

12 

alle übrigen bi = 0; dann ergibt sich, daß 

Ö if (Ln - 2Ln + ~t L 22 ) > 0 

sein muß, oder 
Lu (-~ Li2 + Lll L22 ) > O. 

Endlich: Aus der Verbindung von (22a) und (29) folgt 
(Jen fJ2U 1 fJQk 

(35) -~-

,li" dfJn·Dik cfJfJn · 

Die,; ist in allgl>meingültiger Form die Beziehung zwi­
schen mechanischen Kräften und Induktionsflüssen. Sie ist 
grundlegend für die Wirkungsweise aller Maschinen, die mittels 
elektrischer Ströme Arbeit erzeugen: der Elektromotoren, -
oder mittelH mechanischer Arbeit elektrische Ströme erzeugen: 
der Generatoren; - zusammen nach der üblichen Bezeich­
llllngRweise: der Dynamomaschinen. 

§ 4. Die mechanischen Kräfte im stationären 
magnetischen Feld. 

Die Arbeit, die bei einer Lagenänderung der Körper geleistet 
wird, ist allgemein als Am = au nach Anweisung der Glei­
chungen (2]), (22) zu berechnen. Wir beachten, daß in einem 
festen Raumelemellt dr sich f,l auch bei festem ~ infolge der 
Verschit'bungen änckrt, daß also bei festem ~ diesmal 

d ~ ~-" aWe T 0 f,lH=const· ~ 
ist, und erhalten: 

wo, wie in § 3: 

X= Jdr.~.o~,o~Jdr.m. a~, 

und ferner H 

Z = J dr J öf,lH=constH ·aH 
u 



94 Kapitel H. § 4. 

ist. Bezeichnen wir nun eine unendlich kleine Verschiebung 
durch'u, die Veränderung im festen Raumpunkt durch 0, und 
die Veränderung im festen substantiellen Punkt durch d, so 
ergibt sich rein geometrisch [so (T) und (v')] für einen Skalar a: 

da = oa+ lt 'Va; 

für einen Vektor ~: 

lim ~d{f ~NdS'} = (d'~)N , 
wo 

d'~= o~+ div ~'u-rot [u~]. 

Also ist nach (22) und wegen div 3 = ü: 

ü=ofl+U,Vfl für H=const; o3=rot[u3] 

oim = rot [uim] - div im· u. 

So ergibt sich mittels (0') und (ex): 

X = S dT·9{·rot [1t ~J = S dT'~ [1t~J = S dT·1t [~ SSJ, 

y = f dT(rot [uim]· ~-divim·u~) = f dT([1tsm]~-divim .1t~) 
= f dT'U (- [~ im] -div im.~), 

H 

z=-f dT.ufvfl·H.oH, 
o 

und durch Addition: 

wo 

f ist die Kraft auf die Volumeinheit. Sie setzt sich aus drei 
Teilen zusammen: 

a) der uns bereits bekannten Kraft auf Stromträger r 3 fl~J ' _ c 

in der lediglich an Stelle der allgemeinen Konstante flo der örtliche 
Wert fl getreten ist 1) ; 

b) einer Kraft auf die Träger magnetischer Mengen 12m ~ 
= Menge X Feldstärke; 

1) Es sei darauf hingewiesen, daß dieser Kraftanteil nicht l% \8 J 
(mit dem Wert \8 = ß~ + Wl) ist. 
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c) einer Kraft, welche auch auf nicht durchströmte und nicht 
permanent magnetische Körper wirkt, die sich in ihrem magne­
tischen Verhalten von ihrer Umgebung unterscheiden; falls f-l 

nicht von H abhängt, ist dieser Anteil - ~ H2·17 f-l . 

Die Anteile b) und c) bilden das genaue Seitenstück zu den 
Kräften des stationären elektrischen Feldes. 

Die Kräfte unter a) ergeben für einen linearen Strom i, der 
die sehr kleine starre Fläche F mit der Normalen N umkreist, im 
gleichförmigen Feld .\) nach (7) die Arbeit 

i i 
c(jQ=cF. f-lH·(j cos (.\)N) , 

d. h. ein Drehmoment 

wenn man unter n einen Einheitsvektor in der Richtung N ver­
steht. Die Kräfte unter b) ergeben im gleichen Feld für ein 
starres Teilchen vom magnetischen Moment 1\ = I m I I ein 
Kräftepaar ± I ml.\) vom Moment I m I [I.\)] = [1\.\)] . 

Die virtuelle Arbeit ist also in beiden Fällen die gleiche, falls 

v t -
~~= -f-lFn c 

ist, d. h. nach (27) : falls elementarer Strom und elementarer Magnet 
äquivalent sind. Also: die Träger eines Systems starrer elemen­
tarer Ströme und eines Systems starrer elementarer Magnete, welche 
im Außenraum das gleiche 58-Feld erzeugen, erfahren auch im 
gleichen äußeren Feld die gleichen Kräfte. Sie sind also in keiner 
Weise unterscheidbar (s. dazu auch den Schluß des Paragraphen). 
Das hat dazu geführt, einen permanenten Magneten anzusehen 
nicht als einen Körper, in dem magnetische Mengen gemäß (23) 
verteilt sind, sondern als einen Körper, in dem Molekular­
ströme von der durch (26) gegebenen Verteilung dauernd be­
stehen (Ampere). Tatsächlich stehen die beiden Darstellungen 
nicht im Widerspruch: Das Feld ka,nn nur durch zwei Vek­
toren (58 und .\) oder irgendwelche Verbindungen dieser zwei) 
vollständig beschrieben w~rden. Der Körper seinerseits ist 
gekennzeichnet durch die f-l- und 9R -Werte seiner einzelnen 
Elemente. Es ist gleich zulässig, in erster Linie .\) mittels div9R, 

9R 
oder 58 mittels rot darzustellen. 

f-l 
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( Entweder: div fl ~ = - div im = (!m' rot ~ = 0 ; 

oder: rot)l3 = rot WI: = ~5' div \S = 0) . 
J.l J.l c' 

Den hypothetischen 3' muß freilich die Eigenschaft beigelegt 
werden, dauernd zu bestehen ohne Energieverbrauch; aber diese 
Annahme kann nicht mehr als physikalisch unzulässig bezeichnet 
werden, seit wir wissen, daß bei sehr tiefen Temperaturen der 
Widerstand bestimmter Metalle unter jede angebbare Grenze 
sinkt. 

Nach dem früher (S. 89f.) Gesagten wird ein gleichförmig 
längsmagnetisierter Stab entweder durch zwei magnetische 
Mengen an seinen Enden, oder durch eine Stromverteilung über 
die ganze Seitenfläche, - eine gleichförmig quermagnetisierte 
Scheibe entweder durch einen Strom um ihren Rand, oder durch 
eine magnetische Verteilung über die ganze Fläche gekennzeichnet. 
Im ersten Fall ist die magnetische Darstellung die einfachere, 
im zweiten Fall die Darstellung durch Ströme. Das entsprechende 
gilt sehr nahe für alle in der Richtung von im gestreckten bzw. 
für alle flachen Formen. Aber aus später auszuführenden Grün­
den haben Magnete in der Regel gestreckte Form; man ist daher 
praktisch stets dabei geblieben, die Wirkungen, die sie ausüben 
und erleiden, mittels ihrer magnetischen Verteilung darzu­
stellen. - Der häufig anzutreffende Satz: "es gibt keinen wahren 
Magnetismus" drückt keine Tatsache der Erfahrung aus. Er 
besagt nur, daß man zur Darstellung des Feldes den Vektor \S 
wählen will, und die Beziehung zwischen ihm und dem zweiten 
Vektor (die nicht zu entbehren ist) dahingestellt sein läßt. 

Zur Veranschaulichung des allgemeinsten magnetischen Feldes 
haben zwei Arten von Linien gedient: solche, welche die In­
duktion \S darstellen, Induktionslinien, - und solche, welche 
die magnetische Erregung fl ~ darstellen, Kraftlinien. 
Von den Induktionslinien gilt allgemein: sie verlaufen in ge­
schlossenen Bahnen. Von den Kraftlinien gilt: sie verlaufen teils 
in geschlossenen Bahnen, teils besitzen sie Endpunkte; an diesen 
Endpunkten befinden sich magnetische Mengen. Überall außer­
halb permanenter Magnete fallen Induktionslinien und Kraft­
linien zusammen. Wenn dem oben angeführten Satz, wie dies 
häufig geschieht, die Fassung gegeben wird: "Es gibt keine 
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magnetischen Kraftlinien mit Endpunkten", so wird dadurch 
eine weitere Unklarheit herbeigeführt. 

Die Kräfte f der Gleichung (36) lassen sich durch Spannungen 
darstellen. Das kann einfach durch Umformung des in (36) ge­
gebenen Ausdrucks geschehen. Wir wollen aber, zum Zweck 
späterer Benutzung, die Spannungen unmittelbar aus dem An­
satz (22) ableiten. Dazu schreiben wir zunächst, indem wir in (21) 
partiell integrieren: 

.\] 

Am=oJ dr.~~-oJ drJ~.d)s, 
.\]=0 

und formen den ersten Anteil mittels der oben schon benutzten 
Hilfsmittel um. Er wird 

= J dr()S 'o~ + ~·o~) = J dr (rot 12{·0~ +~. 0)S) 

= J dr (12{. a~ +~. 0)S)= J dr( l2{·rot [u ~J+~. rot[u )S]+~ .d')S) 

= Jdr ()S [u~-J + ~ [U)s]+~.d')S)= J dr·~·d')B. 
Also .\] 

A m = J d-r·~·d')S -0 J dr J ~·d)s. (37) 
T .\]=0 

In diesen Integralen wollen wir nun, was wir dürfen, unter d-r 
ein bestimmtes substantielles Volumen dr' verstehen. Nach 
(22) ist: d')s=d'(,u~), und nach (20): d)s=d(,u~). In dr' 
ändern sich die Parameter,u und m der Funktion ~ = f ()S) 
nicht. Aber dr' ist veränderlich, es ist nämlich [so (q;)] 0 (dr') 
= div u . dr'; und d'l2{ ist jetzt zu berechnen nach der Regel 

d'l2{= dl2{ + l2{·divu- (I2{V) u 

[so (v")]. Es wird: 

J dr'.~.d'~=J dr'·~·d'(,u~) 
1:' -,;' 

= J dr'· S){d(,uS») +,uS). divu- (,uS)V)u} 
und T' 

o J dr' J S)·d)s = J dr'·S)·d(,uS») + J dr'· divu· J ~·d(,uS»), 
T' ,v=0 T' T' 0 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 7 
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also H 

Am = I dt {I ,uH ·dH ·divu-~· (,u~I7)u} (38) 
o 

oder ausgeschrieben nach (<5): 
H 

A",=- I dt {(-f ,uH·dH +,u~;)aau: + .. 
o 

+ 11. C; C; (~~~_ + a uv) + .. \ . 
r4'x4'11 oy ox J 

Dies ist die Arbeit von Spannungen p1, wo 
H 

p;=-I ,uH.dH+,u~;; p~=p~=,u~x~y;" (38a) 
o 

[so Kap. I, (41)]. 
Kräfte f als 

Aus diesen Spannungen berechnen sich die 

op~ op~ op~ 
fX=Tx+ay+7iz usw. 

Man erhält, unter Berücksichtigung von (15), (20), (23) die Kom­
ponenten des Vektors f in (36), wie es sein muß. 

Die Spannungen lassen sich so beschreiben: Auf jede zum 
Felde ~ normale Flächeneinheit wirkt ein normaler Zug vom 
Betrage H H 

C = ,uH2-I ,uH ·dH = I H·d (,uH) , 
o 0 

und auf jede zum Felde parallele Flächeneinheit ein normaler 
Druck vom Betrage H 

<5=I,uH.dH. 
o 

Überall, wo ,u vom Felde unabhängig - eme reine Material­
konstante - ist, wird 

1 
C = <5=2,uH2. 

Hier sind die magnetischen Spannungen das genaue Seitenstück 
der elektrischen. 

Gleichgewicht und Bewegung eines starren Körpers sind 
durch die resultierende Kraft 

'iJ = If·dl' 
und das resultierende Drehmoment 

SJ1 = J rtf] dl' 
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bestimmt, Diese ergeben sich aus den Spannungen pN an seiner 
Oberfläche al" 

fj=-JpN.dS, ~==J[tpN].dS [so Kap. I, (4lb)]. 
) 0 

Dabei sind im Fall der Unstetigkeit die pN_ Werte auf der 
ä u ß e ren SeiÜ' zu nehmen. 

Es sei nun dPI' starre Körper ein Magnet. Seine Magneti­
sierung werde durch die äquivalente Strömung ersetzt. Dann 
bleibt das 5B-Fpld ungeändert. Im Außenraum, wo m = 0 ist, 
heißt das, daß (laK .~-Feld ungeändert bleibt. Gemäß den Werten 
der pN 8ind abo ;\. und ~( ungeändert geblieben. D. h.: Gleich­
gewicht und Bewegung starrer Magnete - und alle tatsäch­
lichen Magnek sind, praktisch gesprochen, starre Körper -
sind in gl('ic her Weise durch die Magnetisierung und durch 
die äq nivalpnk ~trömung bestimmt. 

§ 5. Das Feld im Fall IDl = O. 
Wir setzen im folgenden voraus, daß sich keine permanenten 

Magnete im Felde befinden, von Eisenkörpern also nur solche von 
unmerklicher Remanenz. Es ist dann ){1 = fl ~ - Induktions­
linien und Kraftlinien sind identisch - und folglich nach (5) 
durchweg div Cu.\'l) = O. Das bedeutet nach (c4) für jede Grenz­
fläche Stetigkeit der Normalkomponente von fl~' Andrerseits er­
gibt Gleichung (16), da 3 endlich sein muß1): Das Umlaufsintegral 
von SJ um eine bpliebige Linie in der Grenzfläche ist stets Null; 
d. b. die Tangentialkomponente von ,~ ist stetig. Aus beiden 
Sätzen zusammen folgt das B r e c b u n g s g e set z der Kraftlinien: 
Sie liegen beiderseits in der gleichen Ebene mit derFlächennormale ; 
und wenn fl und /10 die beiden Werte der Durchlässigkeit, und 
IX und Q(o die Winkpl zwischen Kraftlinien und Flächennormale 
bezeichnen, so ist 

tglXo f.to 

(vgl. Brechung der Stromlinien Kap. I, § 6, A). Bezieht sich 
nun fl auf Eisen und fl'o auf Luft (oder einen beliebigen 

1) Die Flächenströmung ist, bei endlichem Leitvermögen, lediglich 
eine -~ häufig bequeme - mathematische Abstraktion; sie würde un­
endlich große Joulesche Wärme bedeuten. 

7* 
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nicht ferromagnetischen Körper), so ist {t::P {to. Also: ent­
weder verlaufen die Kraftlinien im Eisen parallel der Ober­
fläche und treten in die Luft gar nicht aus; oder sie verlaufen 
in der Luft sehr nahe normal zur Grenzfläche, auch wenn sie im 

Eisen einen großen Winkel mit der Normale bil-
Eisen den. Das bedeutet (s. Abb. 18), daß die Kraft­

linien sich beim Übergang von der Luft ins 
Eisen im allgemeinen sehr stark zusammen­
drängen. Es ist also möglich, durch Verwen-

Abb.18. 
dung von Eisen die überwiegende Zahl der Kraft­
linien in vorgeschriebene Bahnen zu zwingen. 

Die Ausführung für technische Zwecke nimmt eine der beiden 
folgenden Formen an, je nachdem es sich um durchweg ruhende 
Körper handelt oder eine Bewegung verlangt wird. 

Erster Fall. Ein ringartiger Eisenkörper von unregelmäßiger 
Gestalt sei in N unregelmäßig verteilten Windungen von einem 
Draht mit dem Strom i umgeben. Man erhält das Feld in erster 

Näherung, wenn man Po = 0 annimmt. Dann treten keine 
p, 

Kraftlinien in die Umgebung aus; der ganze Induktionsfluß ver-
läuft im Eisenring. Sein Wert für irgend einen Ringquerschnitt S: 

(39a) 

ist unabhängig von der Wahl des Querschnitts. 
Das Feld ist vollständig bestimmt durch folgende Bedin-

gungen: für jeden (einmaligen positiven) Umlauf im Ringkörper ist 

f lß, dl = Ni . (39b) 
pe' 

-0 

für jede andere geschlossene Kurve ist das Integral gleich Null. 
Es ist durchweg 

div5B = 0, (39c) 

und diese Gleichung nimmt an der Ringoberfläche die Form an: 

5B n = O. (39d) 

Die Aufgabe fällt formal zusammen mit der Strömungsaufgabe 
für den ringartigen geschichteten Leiter in Kap. I, Gleichung (71), 
(72), (73). Es entsprechen den 

ifSaE 
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des Strömungsfelde,; die 

des magnetischen Feldes. 

Ni 
q )B fl c 

101 

Ein Unterschied besteht aber insofern, als a eme Material­
konstante, fl aber eine Funktion von Bist: 

fl=F(B). (3ge) 

Mit einem geeigneten mittleren Wert von B und dem zugeord­
neten Wert von fl und mit einem mittleren Wert der Umlaufs­
länge 1 und einer zu B normalen Fläche S kann man schreiben: 

Das ergibt: 

wo 

RI Ni 
und q=BS. 

c 

R _Ni 
q- c ' 

l R= -­
fiS 

(39f) 

(39g) 

Die Gleichungen (39 f, g) haben die äußere Form des Ohmschen 
Gesetzes. Die Anordnung wird deshalb als magnetischer 
Kreis, R als magnetischer Widerstand bezeichnet. Dieses 
R ist zwar von Ni unabhängig, aber von q abhängig, während 
sein elektrisches Gegenbild nur von Form und Material des 
Ringes abhängt. Eine erweiterte Form von (39g) ist: 

R ,.c .>' Rh = 2) s:.;n(1...1 ' (39h) 
Sn l 

wo sich die einzelnen Summenglieder auf geeignet begrenzte Ab­
schnitte des Ringkörpers beziehen, und die einzelnen lh und Sh 
mehr oder weniger scharf eingegrenzte Mittelwerte für eben diese 
Abschnitte bl'deuten. Mittels (39f) und (39h) kann man für 

ein gegebenes q die notwendige Durchflutung Ni berechnen. Aber 
c 

das Ergebnis bleibt eine bloße Näherung; denn Po ist nicht Null, 
fI 

sondern nur sehr klein; das wirkliche elektrische Gegenstück 
ist nicht der von Luft umgebene, sondern etwa der in einen 
Elektrolyten eingebettete metallische Stromleiter. Daraus folgt 
im allgemeinen, daß dcr Induktionsfluß q von Querschnitt zu 
QuerRC'hnitt wechRelt. Nur in dem besonderen Fall, daß es sich 
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um einen Umdrehungs körper handelt, dessen Oberfläche mit 
den stromführenden Windungen gleichmäßig bedeckt ist, erhält 
man aus (39f), (39g) den richtigen Wert. - Die Anordnung 
dieses ersten Falls liegt bei der Drosselspule vor (s. Kap. III, § 2). 

Zweiter Fall. Der Ring sei aufgeschnitten und durch einen 

schmalen Luftspalt unterbrochen. Der Ansatz Po = 0, der im 
P 

vorigen Fall eine erste Näherung lieferte, würde jetzt ~ == 0 
ergeben. (Wie sich unter gleichen Bedingungen für das Strö­
mungsfeld 3== 0 ergibt.) Wir erhalten j etz t eine erste Nähe­
rung, indem wir bedenken, daß mit Kraftlinienwegen im Eisen 
hauptsächlich nur sehr viel kürzere Luftwege in Wettbewerb 
treten können. Demnach setzen wir an: aus der Ringoberfläche 
So treten keine Kraftlinien aus, aus den Stirnflächen des 
Schlitzes treten sie normal aus (vgl. oben). Denken wir uns 
noch den Luftzwischenraum, in dem wir fl = flo 9= 0 ansetzen, 
seitlich durch eine Fläche S~ begrenzt, die So zu einer vollstän­
digen Ringfläche ergänzt, so gelten wieder die Gleichungen 
(39b, c, d) für den so vervollständigten Ring, und wir erhalten 

(39i) 

wo Ro den magnetischen Widerstand des Luftzwischenraums 
bezeichnet. Ist dessen Breite (lo) sehr klein gegen die Abmes­
sungen der Stirnflächen, so hängt Ro nicht merklich von der 
willkürlichen Wahl von S; ab und ist also eine praktisch wohl-

bestimmte Größe. Beträgt ferner ~ etwa Tausend, so ist Ro 
Po 

das ausschlaggebende Glied der Summe, auch wenn lo sehr 
klein ist gegen Elh . Die Rh brauchen also nur angenähert be­
kannt zu sein. - Die zweite Näherung erhält man, indem man 
den seitlichen Austritt der Kraftlinien durch die Ringoberfläche 
berücksichtigt. Das geschieht durch einen Ansatz, dessen elek­
trisches Gegenstück die Kirchhoffschen Gleichungen für ein 
Netzwerk linearer Ströme bilden würden: man nimmt an, daß 
nur von den Enden der einzelnen Ringabschnitte aus Kraft­
linien in die Luft gestreut werden (s. Abb. 19). Zwischen dem 
Induktionsfluß qo im Schlitz, der ausgenutzt werden soll, und 
den qh der einzelnen Abschnitte bestehen dann Beziehungen 
von der Form qh = 'Jlhqo, wo die Streuungsfaktoren 'Jlh 
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unechte Brüche sind. Die Gleichung des magnetischen Haupt­
kreises nimmt die Form an: 

wo Rh = __ l_h -\ -. (391) 

F(~~O)S" 
Um die Werte der Faktoren 'lJh oder, anders ausgedrückt, die Ver­
hältnisse der einzelnen sich abzweigenden Streuflüsse zu dem 
Hauptfluß angeben zu können, muß man k 

die magnetischen Widerstände der Streu­
bahnen abschätzen. Dies ist mit ausreichen-
der Genauigkeit möglich; die tatsächliche t 
Unsicherheit in der Berechnung von Ni ent­
springt der ungenügenden Kenntnis der 
Funktion fl = F (B). Die Wirkung dieser 
Unsicherheit wird gemildert durch den Ein­
fluß des Luftspalts. Sobald im magnetischen 
Kreise der Widerstand der Luftstrecke stark 

, z 

Abb.19. 

überwiegt, kommt man auch mit der Annahme einer konstan­
ten Durchlässigkeit aus. 

Die Anordnung ist ein Elektromagnet. Wenn auch qo 
stets kleiner ist als der Induktionsfluß innerhalb der felderzeugen­
den Stromwindungen, so kann doch, durch Verjüngung des Eisen­
querschnitts gegen den Schlitz hin, die Dichte des Induktions­
flusses, d. h. die Induktion B o selbst, in kleinen Teilen des Luft­
raums außerordentlich hoch getrieben werden. Eine Vorstellung 
geben folgende Zahlen: Die Horizontalkomponente des magne­
tischen Feldes der Erde ist in absolutem magnetischen Maß 
(s. Kap. UI, § 5) etwa 0,2; das Feld zwischen den Polen eines 
Elektromagneten kann über 50000 betragen. 

Wir gehen über zu einem Felde, das durch zwei lineare Ströme 
erzeugt wird. Es liege ein Ring im weiteren Wortsinn - Um­
drehungskörper von beliebiger Querschnittsform - vor. Wir denken 
ihn gleichmäßig bewickelt mit zwei Spulen von NI und N 2 Win­
dungen, die die Ströme i l und i 2 führen. Die Kraftlinien ver­
laufen in Kreisen um die Ringachse, und es ist für jede von ihnen 

l: =! (NJi l + N 2 i?) , 

wo l die Länge der Kraftlinie bedeutet. 
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Der Induktionsfluß q ist also der gleiche für alle Ringquer­
schnitte und er ist nur Funktion des einen Arguments NI i 1 + N 2 i 2 

q=/(N1i 1 +N2i2). (40) 

Die gesamte Induktion - der Spulenfluß - für die Strom­
kurve von i 1 ist: 

diejenige für die Stromkurve von i 2 : 

Q2=N& 
Daraus folgt: 

folglich 

L - f) Ql - N2 I'. c 11-~- l' , 
u ~1 

Ln L 22 = L 122 (41) 

Es liegt also der Grenzfall vollkommener Kopplung vor. Die 
Beziehung (41) ist kennzeichnend für die besondere Anordnung 
der Leiter, die zur Folge hat, daß jede Kraftlinie mit jeder Win­
dung beider Leiter verkettet ist. Hat der Ringkörper nicht die 
hier vorausgesetzte Umdrehungsform oder sind die Wicklungen 
nicht gleichmäßig über ihn verteilt, so tritt wieder Streuung ein, 
und an Stelle von Gleichung (41) tritt die Ungleichung: 

Ln L 22 > L 122 

[so (34)]. Die Anordnung heißt entsprechend ihrer Verwendung 
ein Transformator (s. Kap.III, § 2). 

§ 6. Die Kräfte im Fall IDl = O. 
Unter unserer Voraussetzung ist die Kraft auf die Volum­

einheit nach (36): 

f= [~ .u~J - SVW H .dH . (36a) 

A. Wir setzen zunächst weiter voraus, daß an den betrachteten 
Stellen 17.u = 0 ist. Das ergibt bis auf unmerklich kleine Größen 
die Kräfte auf stromführende, nicht ferromagnetische Leiter, 
etwa Kupferdrähte, in Luft. (Im Felde können dabei Eisen­
körper in beliebiger Anordnung und auch permanente Magnete 
vorhanden sein.) Wir erhalten dann in Übereinstimmung mit 
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Gleichung (2) eine Kraft 
r'" "I 

df c= [I :'J. fl.\1J dr .e 
ouer 

welche das stromführende Leiterteilchen quer durch die Kraft­
linien des Feldes treibt. 

Betrachten wir zuerst Vorrichtungen, die zur Messung sehr 
schwacher Ströme bestimmt sind. Der Stromleiter wird in ein 
starkes äußeres Feld ~ gebracht, gegen welches das Feld des 
Stromes verschwindend klein ist. 

a) Saitengalvanometer. Ein Stück des Leitungsdrahtes 
ist im Felde normal zu ~ ausgespannt; seine Durchbiegung ist 
ein Maß für i. Der bewegliche Teil hat eine sehr kleine Masse; 
die Anordnung iI.;t daher ausgezeichnet durch schnelle Einstellung. 

b) Drehsp ulga I vanometer. Ein fast geschlossener magne­
tischer KreiR (Abb. 20) enthält einen Luftspalt, der einen Teil 
eines Hohlzylinden; bildet. In diesem ,8 

verläuft, abgesehen von den Rändern, A ~-'-' .. .,-.,..--...... 
das Feld radial und ist von konstantem 
Betrage. Die dort befindlichen strom­
führenden Windungen erfahren daher ein 
Drehmoment, weichet.; dem Strom pro­
portional und in einem beträchtlichen 
Winkel bereich konstant ist. Es wird 

Abb.20. 

durch die elastü,chp Tori:lion der Aufhängevorrichtung gemessen. 
Der Ablenkungi:lwinkel ist der Stromstärke proportional. 

Die beiden genannten Instrumente messen Ströme in einem 
ihnen eigentümlichen Maß. Die Methoden, durch welche Ströme 
in unveränderliehem ("absolutem") Maß gemessen werden, 
s. § 8 C. 

Die betrachteten Kräfte dienen ferner zur Arbeitsleistung in 
den Elektromotoren. In einem nahezu geschlossenen Kreis 
wird ein magnetisches Feld erzeugt. Der Feldmagnet ist fast 
stets ein Elektromagnet: er kann aber grundsätzlich ebensowohl 
ein permancnter }fagnet sein. Der durch den Luftspalt ab­
getrennte drehrunde Teil, der Anker, ist mit stromführenden 
Windungen belegt. Er dreht sich relativ zum Feldmagneten. 
Welcher der beiden Teile sieh absolut - d. h. gegen die Erde -
bewegt, ist unwesentlich; in der Darstellung wollen wir den Anker 
als rotiprmd behandeln. Der Tnduktionsfluß kann einheitlich im 
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Durchmesser den Anker durchsetzen: zweipolige Maschine; oder in 
mehreren über den Ankerumfang verteilten Schleifen: vier-, sechs­
und mehrpolige Maschine. Wir nehmen die erstgenannte Form an. 
Die Ankerwicklung kann entweder einen Ringkörper umschließen: 
ältere Form, Grammesche Ringwicklung, - oder auf der Mantel­
fläche eines Zylinders (oder ä u ß er e n Mantelfläche eines Hohlzylin­
ders) liegen: heutige Form, Trommelwicklung. Liegen die Strom­
windungen in einer schmalen Spule auf dem Zylinder, so haben 
wir die Anordnung des Drehspulgalvanometers ; denn da der 
Zylinder aus Symmetriegründen kein Drehmoment erfährt, ist 
es ohne Bedeutung, ob er feststeht, wie dort; oder sich mitdreht, 
wie hier. Ein wesentlicher Unterschied aber besteht darin, daß 
der Ankerstrom selbst ein Feld erzeugt - das Ankerfeld -, 
das· gegenüber demjenigen des Feldmagneten keineswegs zu ver­
nachlässigen ist. Das Drehmoment würde Null sein, wenn die 
Normale der Windungsebene sich in der Symmetrieebene des 
Feldmagneten, Stellung AA' der Abb.20, befindet, und die 
Richtung wechseln beim Durchgang durch diese Stellung, falls 
der Magnet allein das Feld bestimmte. Durch die Mitwir­
kung des Ankerfeldes aber wird die Nullstellung oder neu t ra I e 
Zone gegen den Sinn der Drehung verschoben, um einen Winkel, 
der von der Stärke des Ankerstroms abhängt, etwa nach B B'. 
Damit das Drehmoment dauernd gleiche Richtung hat, muß der 
Ankerstrom in der Stellung B B' seine Richtung wechseln. - Dies 
kann auf zweierlei Weise geschehen. 

Entweder, indem die Ankerwindungen durch Schleifringe 
dauernd in gleicher Weise mit dem äußeren Stromkreis verbunden 
bleiben, und in diesem jeweils im richtigen Augenblick die Stromrich­
tung umgekehrt wird: synchroner Wechselstrommotor -
oder, indem beim Durchtritt durch die neutrale Zone die Verbindun­
gen der Ankerleitung mit dem äußeren Stromkreis selbsttätig, 
durch einen Kommutator vertauscht werden, während im 
äußeren Kreis dauernd ein Strom von konstanter Richtung 
fließt: Gleichstrommotor. 

Auf diese zweite Anordnung wollen wir hier etwas näher 
eingehen. Wenn, wie bisher angenommen wurde, eine schmale 
Ankerspule vorhanden ist, so bleibt das Drehmoment an­
nähernd konstant, solange diese sich nicht in der Nähe der 
neutralen Zone befindet; es sinkt dann schnell ab zum Wert 
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Null, steigt in gleicher Weise wieder an, und so fort. Es 
sei nun aber der ganze Zylinder gleichmäßig mit einer Folge 
solcher schmakn Spulen bedeckt, die zusammen eine in sich 
geschlossene Lpitung bilden; von den Verbindungsstellen je 
zweier Spulen mögen Ansatzdrähte zu einem Kommutator 
führen, der nUll stets diejenigen Spulen, die zunächst der 
Nullstellung liegen, mit der äußeren Leitung verbindet. Dann 
addieren sich die Drehmomente sämtlicher Spulen, das gesamte 
Drehmoment aber schwankt nur um die Beträge, die auf eine 
einzelne Spule heim Durchgang durch die neutrale Zone ent­
fallen. Bei großer Spulenzahl erhält man also ein Drehmoment 
von nicht nur konstanter Richtung, sondern auch annähernd 
konstantem Betrage, 

Das Ankerfeld hat jetzt eine feste Lage im Raum; es kann 
daher für den ganzen Ankerumfang aufgehoben werden durch 
eine geeignete Anordnung von Spulen, die ebenfalls vom Anker­
strom durchflossen werden, die aber auf dem feststehenden 
Magnetgestell angebracht sind (Kompensationsspulen). Die 
neutrale Zone verbleibt dann - und zwar für jede Stärke des 
Ankerstroms - in der Symmetrieebene des Feldmagneten, und 
der Anker dreht sieh gegen das unveränderliche ruhende Feld des 
Magneten. Untpr dipsen Umständen läßt sich die Arbeit 

Am =f 11' df = -!-f u [dr· \8], 
-0 

die bei der Verschiebung eines linearen Leiters geleistet wird 
(vgl. den Anfang des Kapitels), in der Form 

i bQ 
c 

ausdrücken, wo Q den Induktionsfluß des fremden Feldes durch 
die Stromkurve bezeichnet. D. h. Gleichung (35) nimmt die 
Sonderform an: 

i BQ G= ... 
e Bf} 

wo G das Drehmoment, {} den Drehwinkel bedeutet. 

(35a) 

Es sei nun <1> der Induktionsfluß, den der Feldmagnet durch 
den Körper des Ankers sendet. Dann wächst Q für jede Strom­
schleife während eines vollen Umlaufs zweimal von - <1> bis + <1>; 
denn dip positive ~eit.e der Schleife wechselt jedesmal beim Wenden 
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des Stroms. Der Strom in der Schleife aber ist die Hälfte des 
Stromes i a, der dem Anker zugeführt wird. Daher ist, wenn sich 
p Schleifen auf dem Anker befinden, die gesamte Arbeit bei einem 
Umlauf: 

und somit das mittlere Drehmoment: 
- 2p. 
e=2-~a([> . nc 

(42) 

Wir haben hier die geometrisch einfachsten Verhältnisse voraus­
gesetzt. Für jede Ausführungsform der Maschine bleibt bestehen, 
daß das Drehmoment dem Produkt aus Ankerstrom und In­
duktionsfluß des Feldmagneten proportional ist: 

e = ki ([> Cl , (42a) 

wo k eine Konstante der Maschine bezeichnet. 
Einen völlig konstanten Betrag würde man für das Dreh­

moment erhalten, wenn es möglich wäre, die Elemente der Strom-
B bahn in stetiger Folge mit dem Kom-

Abb.21. 

mutator zu verbinden. Das geschieht bei 
folgender Anordnung. (Vorbild des Bar­
lowschen Rades.) Eine Stromquelle 

i werde (Abb.21) einerseits mit dem festen 
Punkt A eines kreisförmigen Leiters, andrer­
seits mit der Achse 0 verbunden, von der 
aus ein drehbarer radialer Leiter zu dem 

veränderlichen Punkt B des Kreises führt. Längs B 0 D A 
fließt dann ein Strom i, der sich zwischen A und B in 
i 1 und i 2 gabelt. Das ganze befinde sich in einem gleichför­
migen Felde 5S, das senkrecht zur Kreisebene von vorn nach 
hinten verlaufen möge. An welcher Stelle sich nun auch der 
radiale Leiter befinden mag, stets wirkt auf jede Längeneinheit 

die Kraft iB, und stets im Sinn des Doppelpfeils der Abbildung. 
c 

Der Leiter wird also dauernd im gleichen Sinn herumgetrieben, 
und das Drehmoment hat dauernd den gleichen Wert. - Aus 
diesem Vorlesungsapparat läßt sich durch stufenweise Umfor­
mung die sog. Unipolarmaschine entwickeln. Ihr Name ist 
geschichtlich begründet. Ihre wesentliche Eigentümlichkeit ist, 
daß sich mit dem Anker nicht eine Reihe geschlossener Strom-
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schleifen dreht, sondern in der einfachsten Anordnung (s. Abb. 22) 
ein zur Drehachfle paralleler Leiter ab , der von den radial ver­
laufenden Kraftlinien\{) durchweg und in jeder Lage im gleichen 
Sinn geschnittpll wird. Der Rest 
aA l B b des Ankerstromkreises steht 
fest; die Verbindung zwischen beiden 
Teilen wird durch zw('i Schleifringe 
hergestellt. 

Der Übergang eines endlichen 
Leiterstücks -- - einer oder mehrerer 
Windungen der Ankerwicklung -
von der einen Hälfte des Stromlaufs 
in die ltndere hat weitere Folgen, 
die erst an späterer Stelle besprochen 
werden können (Kap. III, § 3). Die 
hier gegebenl' VarKtellung ist also, 
soweit sie nicht die Unipolarmaschine 
betrifft, unvollständig. 

Abb.22. 

B. Wir setzen jptzt voraus, daß an den betrachteten Stellen 
3 = 0 ist, behandeln also Körper, die weder permanent magne­
tisch, noch VOll Strömen durchflossen sind. Die Kraft auf d-r 
i,.;t danll 

df = - dT f f7f1·H ·dH. 

Kräfte sind also nur vorhanden, wo fl sich örtlich ändert. Von 
Belang sind nur die Fälle, in denen verschiedene Körper mit un­
stetigem Übergang aneinander grenzen. Wir ersetzen daher die 
Kräfte durch die äquivalenten Spannungen (38a), und nehmen 
zunäehflt an, daß a) ein nicht ferromagnetischer Körper (,u=const) 
sich in ebenflolcher Umgebung (,uo, im allgemeinen Luft) befindet. 
Dann erhalten wir pine zur Oberfläche normale, nach außen ge­
richtete Kraft, die fvgl. Kap. I § 4 B (42)] auf die Flächeneinheit 
bereehnet den Wert hat: 

(43) 

Die Beobachtung dieser Kräfte dient zur Ausmessung starker 
horizontaler magnetischer Felder: Steighöhenmethode. An 
die fragliche Stelle wird die Oberfläche einer Flüssigkeit gebracht, 

für die fl bekallllt und wenig von Eins verschieden ist. Für das 
/-Lo 
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tatsächliche Feld darf wegen des Faktors (fl- flo) in ausreichen­
der Näherung das Feld gesetzt werden, das vor Einbringung der 
Flüssigkeit vorhanden war, und um dessen Messung es geht. 
\SN ist Null; die Kraft wird 

C1; 1 Il-Ilo 
oN=----- flO H2. 

2 Ilo 

U:N wird als hydrostatischer Druck gemessen. Also wird flOH2 
in absolutem mechanischen Maß bestimmt. 

Für die Technik ist allein wichtig der Fall, daß b) der 
bewegliche Körper ein Eisenkörper ist, und folglich fl ~ flo ist. 
Indem man vorübergehend etwa die äußere Normale N als 
x-Achse wählt, erkennt man leicht, daß auch jetzt die tangen­
tialen Spannungskomponenten stetig, und folglich die tangen­
tialen Kraftkomponenten Null sind, und daß die Normalkom­
ponente der Kraft, für die Flächeneinheit berechnet, den Wert hat 

U:N = (J flH ·dH - fl~1v) - (~o H~ - flO~~N) , (44) 

oder wenn man einen Mittelwert /i definiert durch 

~ H2=JflH.dH, 

q: _ ß c:, 2 ( ji ) c:, 2 Ilo c:,2 + Ilo c:,2 
'ON - 2 'Ws - fl-f 'WN -2 'Wos 2 'WON' 

Bedenkt man nun, daß 

~os=~s, flO~ON=fl~N, fl~flo' 

und daß ji von gleicher Größenordnung wie fl ist, so sieht 
man, daß stets das dritte Glied gegen das erste und das zweite 
gegen das vierte verschwindet. Also gilt allgemein 

C1; _ Ti c:,2 + Ilo c:,2 
'0 N - 2 'W S 2 'WON , (44a) 

d. h. die Kraft ist allgemein so groß, wie wenn das Feld im 
Eisen parallel, in der Luft normal zur Grenzfläche wäre. Das 
Verhältnis dieser beiden Glieder aber hängt von der tatsächlichen 
Richtung der Kraftlinien ab. Es sei der Winkel zwischen Kraft­
linie und Flächennormale im Eisen mit Cl., in der Luft mit Cl.o 
bezeichnet, so daß 

.vB ~ B tg a: t~_a:o 
tgCl.=C;N' tgCl.- --

'l.' 0 - .vON' Il Ilo 
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ist. Dann verhält f'ich das erste zum zweiten Glied wie 

Ji ! 110.) 2 
-1.- tg 2 rJ. 
110. 11 

oder der Größenordnung nach wie 

zu 1, 

,Uo tg2 rJ. zu 1. 
fl 

111 

Ist also tg 2 rJ. nicht sehr groß, so verschwindet das erste Glied 
gegen daf' zweite; Pf' wird 

"t: _ 110. C:-2 
ON - -2 '-WtJ.v, 

Dies ist der häufig als allgemeingültig angeführte Ausdruck. Ist 

aber tg~x groß. - nicht dagegen tgrJ.·tgrJ.o = f1,~ tg2rJ., so sind 
p, 

beide Glieder VOll gleicher Größenordnung; und wenn endlich 
auch tg 7. • tg 7.0 sehr groß ist, so wird 

"t: __ Ti C:-2 
UN - 2 '-Ws' 

Diese Kräfte finden Anwendung in den Hub mag n e t e n 
(Lüftung von Bremsen). - Sie dienen ferner zur Messung der 
Ströme, die dai; Feld hervorrufen: Weicheiseninstrumente. 
Da die Kräfte Dur VOD den Quadraten der Feldkomponenten ab­
hängen, i>ind i>ie von der Stromrichtung unabhängig und in erster 
Näherung dem Quadrat der Stromstärke proportional. 

C. Beide Anteile der Kraft (36a) treten auf an den Nuten­
ankern von Dynamomaschinen. Die Ankerdrähte liegen meistens 
nicht auf der Oberfläche eines glatten Ankerkörpers , wie wir 
unter A annahmen, ~lOndern sie sind in offene oder geschlossene 
Längsnuten dct4 Zylinders versenkt. Die Kraftlinien des äußern 
(fremden) Feldes ,Pt dringen dann nur zum Teil in den Luft­
raum ein, der die I )rähte umgibt, und die Kräfte auf diese sind 
daher wesentlich abgeschwächt. Dafür aber wirken Kräfte der 
unter B behandelten Art auf die Eisenwände der Nuten, die mit 
den erstgenannten gleichsinnig wirken. In welchem Maß dieser 
Austausch stattfindet, hängt von der Gestalt der Nut ab. Wir 
wollen den (lrenzfall betrachten. Die Nut sei ein zu den Kraft­
linien von ~f paralleler unendlich enger Spalt von der Länge l. 
Sie befinde i>ich gegenüber einem Polschuh. In der Nut liege ein 
Leiter mit dem :::ltrom i (vgl. Abb.23). Der Einfachheit wegen 
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soll ferner die Durchlässigkeit des Eisens als konstant angenom­
men werden, so daß sich das fremde Feld .\), und das Eigenfeld 
SJ. der Stromwindung überlagern (vgl. Anfang von § 3). Die 

Kraftlinien des Feldes SJ, durchsetzen den 
""F=~f'==~==' Luftraum zwischen Anker A und Feld­

.4 

Abb.23. 

magnet F normal, während sie an der 
Grenzfläche Eisen-Nut tangential verlaufen . 
Es geht also zwischen Anker und Feldmagnet 
die Induktion )B" zwischen Eisen und Nut 
aber die Feldstärke .\), stetig über. Mit.\), 

sei das Feld im Eisen bezeichnet, so daß also fl.\)1 die Induktion 
im Eisen, wie auch in der Luft zwischen Anker und Feldmagnet, 
dagegen flo.\)1 die Induktion in der Nut ist. In der Richtung 
des Doppelpfeils wirkende Kräfte mögen positiv gezählt werden. 
Auf die Längeneinheit des Drahtes wirkt dann nach (2) die Kraft: 

t 11 =-- flOH!. 
C 

Auf einen Streifen des rechten Spaltrandes von der Breite Eins 
wirkt nach (43) die Kraft: 

1 

JI.~jlfJf("'2 -L )B~) . dl. 
2 '+IS I Jl.JI.o R ' 

o 
auf den Streifen des linken Spaltrandes : 

1 

~JI.=-f!:!Jf(.\)2 +)B~) .dl. 
2 S Jl.JI.o L 

() 

Hierin ist l die Spaltlänge, 

.\)S=(.\)/+.\)e)S, )BN=~eN, .\)IR=.\)IL=const j , 

)BeR = - )BeL, .\)eR = -.\)eL. 

Also ergibt sich für die heiden Spaltränder zusammen: 
1 

12 = (fl-flo) f .\), (.\)eR-.\)eL) . dl = (fl-flo) H If .\).' dt , 
o ~ 

wo die geschlossene Kurve mit dem Element dt die der Ab­
bildung ist. Es ist aber, da sie den Strom i rechtsläufig umkreist, 
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Demnach 

Bei glattpm Anker würde auf die Längeneinheit des Leiters dip 
Kraft: 

. . 
! =~~Bf=~~-flHf=fl+f2 

wirken. Durch die Verlegung des Leiters in die Nut ist SIe III 

zwei Anteile gespalten, von denen nur einer am Stromleiter, der 
andere am Ankereisen angreift. In dem hier behandelten Fall 
einer sehr engen spaltartigen Nut ist der zweite Anteil weitaus 
überwiegend; die wpnig widerstandsfähige Wicklung ist fast 
vollständ ig entlaBtet. 

§ 7. Der Sonderfall fL = constH. 
Es soll jetzt vorausgesetzt werden, daß der Wert von fl nicht 

von der Feldstärke abhängt. Damit sind alle Körper außer den 
ferromagnetischen zugelassen, ferner permanente Magnete, andere 
Eisenkörper nur mit genäherter Geltung im Zustand schwacher 
magnetischer Sättigung; (s. aber auch S.103). In den Dif­
ferentialgleichungen des Feldes, welche sich zusammenziehen 
lassen in 

rot c; = ~ 
4' c' div (fl~) = - div im (45) 

oder 
IB ~ im rot -= -- + rot-· 
I" c 1'" 

div SE =0 (45a) 

[mit der Verknüpfung 

SE~lt~+im, Il=const, im=const (46)] 

sind jetzt die fl-Werte für jeden Punkt des Feldes gegebene 
Größen. Die Gleichungen sind demnach linear in ~ bzw. )S, 

und es folgt (vgl. Kap. I, § 2), daß die Felder verschiedener magne­
tischer und Strom-Verteilungen sich einfach überlagern. In leicht 
verständlicher Bezeichnung: 

~ = ~ (~)i' S) (9R); ~ (31 + 32) = ~ (31) + ~ (32); } ( 
~ (91f l + 9RJ = ~ (im 1 ) + ~ (im 2 ) 47) 

und ebenso für 1.5. 
('ahn, Da, I'lektromagneti,che Flld. 2. A. 
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SJ (3) ist bestimmt durch die Bedingungen: 

'" rot SJ (3) = ~ , div (,uSJ (3)) = 0; 

wegen der zweiten dieser Bedingungen ist es darstellbar in der 
Form [so (v)] 

1 
SJ (3) =-rot w. 

p, 

~ (9JC) ist bestimmt durch die Gleichungen: 

rot ~ (9JC) = 0, div (,u SJ (9JC)) = - div 9JC; 

(47a) 

wegen der ersten dieser Gleichungen ist es darstellbar in der Form: 

SJ (9JC) = -17 'lj!, wo 'lj! einwertig und stetig. (47b) 

Die Kräftefunktion U in (21) wird: 

U= fdr-}08+9JC)SJ. 

Führt man hier 

ein, und beachtet, daß nach (,u, {}) sowohl 

J dr· SJ(9JC)· ~, wie J dr· SJ (9JC). ,uSJ(3), wie J dr· SJ (9JC) . ~ (9JC) 

Null ist, weil jedesmal der erste Faktor keine Rotation, der zweite 
keine Divergenz besitzt, so folgt: 

U = U (3) + U (ilJl) + U (3, 9JC) (48) 
wo 

U (3) = f dr·~~,u{SJ(3)}2; 1 
U(9JC) = f dr·-}9JC·SJ(9JC) =- f dr·-},u{SJ(ilR)}2; (49) 

U (3,9JC) = f dr· SJ(3)· ~(9JC) = f dr· SJ(3)· 9JC. 

Führen wir wieder wie in § 3 lineare Ströme i k mit ihren 
Sperrflächen S k und Induktionsflüssen Q kl magnetische Mengen 
mh' und das einwertige, an den S Ic unstetige Potential 'lj!' ein, 
und bezeichnen die Herkunft der Q kund 'lj!' entsprechend dem 
Vorstehenden, so wird 

Q,., = Q" (i) + Qk (m), 'lj!' = 'lj!' (i)+'lj!' (m), 

'lj!'(i) = 2)'lj!' (ik); 'lj!'(m) = ~1'lj!' (mh). 
k h 
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Die Unstetigkeit ~. von 'IjJ' an der Fläche SI entfällt auf den 

Summanden 'IjJ' (i 1) ; alle übrigen Summenglieder sind dort 
stetig; 'IjJ' (m) ist identisch mit dem 'IjJ der Gleichung (47b). 

Durch die bekannten Umformungen mittels (47a) und (0'), 
bzw. (47b) und ({}) (s. § 3) ergibt sich: 

U(l")- 1 "ik Q ('). U(mJ.) 1" '() 1 .v - 2 L..J'c· ,,~, ~.J~ = - 2 L..J mh . 'ljJh m ; 

U(3,WC) = 1)~ ·Q,,(m) =-1)mh''ljJh(i) j(49a) 

1 "i k ) I" ") =2 L..Jc·Q,,(m -2 L..Jmh·'ljJh(~ . 

Also mit Benutzung des letzten Ausdrucks: 

(50) 

Die Q" (i) und 'IjJ~ (i) sind jetzt homogen-lineare Funktionen der 
i", die Q" (m) und 'IjJ~ (m) ebensolche Funktionen der mh, und 
die Gleichungen (31), (32), (33) S. 92 gehen über in 

(31a), 

(32a) 

(33a) 

wo die L, P, R jetzt konstante, d. h. von den i und m un­
abhängige Größen bedeuten, die durch die Lage und Art Cu-Werte) 
der Körper bestimmt sind. 

Der Induktionskoeffizient L l2 bedeutet den Induktionsfluß, 

den ein in der Kurve 8 1 fließender Strom von der Stärke .!.. 
c 

durch die Kurve 8 2 hindurchsendet, - und zugleich den Fluß, 
den derselbe Strom in 8 2 durch 8 1 sendet. 

P 12 bedeutet das Potential, das eine im Punkt PI befindliche 
magnetische Menge Eins im Punkt P2 erzeugt, - und zugleich 
das Potential, das die gleiche in P2 befindliche Menge in PI 
erzeugt. 

8* 
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R kh bedeutet den Induktionsfluß, den eine im Punkt Ph 

gelegene magnetische Menge Eins durch 8k von der positiven 
zur negativen Seite hindurchsendet, - und zugleich das Potential, 
das ein in der Kurve 8 k fließender Strom von der Stärke c im 
Punkt Ph erzeugt. 

Die Teilfunktionen U cm .. lassen sich darstellen in der Form 

U (3) = ~ Ln i~ + L 12 i1 i2 + ... ; 
U(9JC) =-g Pllm~+P12mlm2 + ... } (49b) 

U(~,9JC)=-2(Rkh ~k mh). 
k,h 

Entsprechend der Bedeutung von U zerfällt die Arbeit bei 
Verschiebung der Körper in 

Am (3) = QU(3); A m(9JC) = QU(9JC); A m(3,9JC) = 15 U(3, 9JC), 

und das entsprechende gilt von den Kräften. Die aus dem ersten, 
zweiten und dritten Ausdruck sich ergebenden Kräfte sind be­
dingt durch die Strömung - durch die Magnetisierung -
durch das gleichzeitige Bestehen von Strömung und Magneti­
sierung. Um die Bedeutung der einzelnen GliEder klarzustellen, 
wollen wir drei Sonderfälle betrachten: 1. Es sei ein Stromkreis 
(i, L) vorhanden und keine Magnete. Dann wird 

Am = 15 U (3) = ~ i 2 • QL . 

L ändert sich, wenn die Stromkurve verzerrt wird; es ändert 
sich aber auch bei Bewegung einer starren Stromkurve relativ 
zu Eisenkörpern. - Ebenso 2.: Am = b U (W() ist von Null 
verschieden, nicht nur wenn (bei Abwesenheit von Strömen) ein 
starrer Magnet gegen einen andern, sondern auch, wenn ein ein­
zelner starrer Magnet relativ zu weichem Eisen bewegt wird. -
Endlich 3.: Ein einzelner starrer Magnet werde relativ zu einem ein­
zelnen starren Stromleiter bewegt, bei Abwesenheit fremder 
Eisenkörper. Dann ist nicht nur Am (3, 9JC)' sondern auch A m(3) 
von Null verschieden; denn der Magnet ist - ganz abgesehen 
von seiner Magnetisierung 9JC - ein Körper, dessen fl von dem 
der umgebenden Luft verschieden iRt, und dessen Lage daher 
den Wert von L ändert (vgl. 1.). 
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§ S. Der Sonderfall (1 = (10-

In diesem Paragraphen machen ·wir die Annahme, daß der Wert 
von fk an keiner Atelle des Feldes von dem Vakuumswert fko 
merklich verschiedm sei. Damit ist das Bestehen elektrischer 
Ströme sehr wohl 'Tereinbar, - es sei denn, daß sie etwa in 
Eisendrähten fließrn; denn es ist z. B. für Kupfer 

/1-__ ] R: 10-5 . 
{lo 

Mit der Anwesenheit von Magneten ist die Annahme tatsächlich 
nicht verträglich. Wir wollen aber auch diese hier zulassen. Die 
Lehre vom magnetischen Felde geht nämlich, geschichtlich be­
trachtet, von der Beobachtung der Kräfte zwischen perma­
nenten :M:agneten aWl, und sie wurde zunächst entwickelt unter 
der - Rtillschweigenden - Annahme, daß das Material dieser 
Magnete sich von der umgebenden Luft magnetisch nicht unter­
scheide. Erst c;päter wurde dann das ne ben den Magneten etwa 
vorhandene Eiscn als ein Material von wesentlich anderem Ver­
halten der Theorie angegliedert. Aber auch abgesehen von seiner 
geschichtlichen Bedeutung bildet der Ansatz: "fk = fko in 
permanenten Magneten", der sich z. B. noch bei Heinrich 
Hertz findet, eine' gut brauchbare Näherung für die Theorie 
mancher magnetischen Messungsmethoden, wie in § 9 gezeigt 
werden soll. 

Die Feldgleichungen (15), (5), (20), (23) ergeben jetzt: 

fko div.\J = - div WC = (!m . (51) 

Diese Gleichungen können allgemein integriert werden. Sie 
liefern : 

In der Tat: es ist für jedes 2t und 1p: div rot m = 0, rot 171p = 0. 
und es ist ferner für uns e r e Funktionen: 

und 

'21 .3 rot rot - = -- (s. den Anfang von § 2), 
110 C 

--divl71p=-J1p=~~ (vgl. Kap. I, (22a,b)). 
{to 
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In (52) ist der erste Anteil 
W 

~(3) =rot-
1'0 
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das Feld der Strömung 3, das wir in § 1 behandelt haben. 
Die Umformung, die von (1) zu (4) führte, ergibt, in um­

gekehrter Folge durchlaufen: von einem im Punkt PI gelegenen 
Stromelement i l dt l rührt in P2 ein Feld 

~2(iIdtl)=4il 2[dtl '!1 (52a) ncr 

her, wenn r den Einheitsvektor in der Richtung PI P2 und r 
den Abstand beider Punkte bezeichnet. 

Zu ~ (m gesellt sich das Feld der Magnetc ~ (9R) = - V 1jJ. 

Dieses hat vollkommen die Form des stationären elektrischen 
Feldes, welches für c = const = Co gilt [so Kap. 1, § 1, (2) (3)]. 
Wir haben nur ~, cp, co' 1], e durch ~, 1jJ, flo, I]m, m zu 
ersetzen. Von jeder magnetischen Menge dm i in PI rührt in pz 
ein Feld 

(52b) 

her. 
Die Kräfte 1m Felde, für die Volumeinheit berechnet, sind 

nach (36): 

wo 

f= [~flo~] +(!m~, 
~ = ~ (m + ~ (WC). 

(53) 

(54) 

Das erste Glied in (53) ergibt eine Kraft auf ein Stromelement 
i 2dt2 in P2' die sich nach (54) additiv zusammensetzt aus der 
Kraft, die von Strömen herrührt, und der Kraft, die von Magneten 
herrührt. Der erste Anteil liefert nach (52a) als Beitrag eines 
im Punkt PI gelegenen Stromelernents i l dtl : 

df = _J!~_ il i~ [dt [dt . rJ] . (55) 
1 4nc2 r2 2 1 

Zu dem zweiten liefert eine in PI gelegene magnetische Menge 
dm i nach (52b) den Beitrag: 

df - 1 dm1 ·i2 [d -] (56) 
2 - 4nc ---;:2- t 2 ·t. 

Das zweite Glied in (53) ergibt die Kraft auf eine magnetische 
Menge dm2 in Pz, die sich zusammensetzt aus ~ (m . dm2 und 
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~ (im)· dmz. Zu dem ersten Anteil liefert das Stromelement 
i l dt l in PI den Beitrag: 

(57) 

Zu dem zweiten liefert die magnetische Menge dmi in PI den 
Beitrag: 

(58) 

Die hier zusammengestellten EIe m e n t arg e set z e er halten die 
einfachste Form, wenn man 4n#0 = 1, 4 nc = 1 setzt. Das 
hat Veranlassung gegeben, diese Festsetzungen als Grundlage 
eines Maßsystems zu wählen, welches absolutes magnetisches 
Maßsystem heißt. Mit der weiteren Festsetzung, daß Zenti­
meter (c), Gramm (g), Sekunde (s) als Einheiten der Länge, 
Masse und Zeit gelten sollen, wird es auch als (absolutes magne­
tisches) c-g-s-System bezeichnet. 

Zu den Kräften ist noch folgendes zu bemerken. Zunächst: 
Die Wechselwirkung zwischen dm i in PI und izdtz in P2 erhal­
ten wir einerseits nach (56) als Kraft dfz auf izdtz; andrerseits 
als Kraft auf dml' indem wir in (57) die Indizes 1 und 2 ver­
tauschen, und demgemäß t durch - t ersetzen, was - df2 er­
gibt. Die beiden entgegengesetzt gleichen Kräfte bilden ein Kräfte­
paar; aber das resultierende Drehmoment aller zwischen dm i 

und den Elementen der geschlossenen Strombahn 8z wirkenden 
Kräfte ist Null, wie es sein muß. Beweis: Wir wählen PI als An­
fangspunkt der t, und haben dann zu zeigen, daß 

~=f[t.df2] Null ist, 

wo t =.: t 2 , und folglich 

dtz = dt = d (r • t) = t . dr + r' di. 

Es ist bis auf den konstanten Faktor: 

df2=[d;;tJ =_[r':rJ, 

also 
d9C = - [t[t ·dt]] = di nach (ß), 

da t Z = 1, und t· dt = 0 ist. Folglich 

~=J d9C =J dt =0, 
V$2 V 
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Ferner: Nach (53) ist die Feldstärke ~, die wohl als Kraft 
auf die magnetische Menge Eins bezeichnet wird, unter 
unsern jetzigen Bedingungen tatsächlich die Kraft auf den 
Träger dieser magnetischen Menge. 

Die Elementarkraft df4 stellt das bekannte Coulom bsche 
Gesetz dar. Coulomb erschloß es aus Beobachtungen an langen 
dünnen, in bestimmter Weise magnetisierten Stahlstäben; er 
fand, daß den beiden Enden jedes Stabes entgegengesetzt gleiche 
m1 bzw. m2 zuzuschreiben waren. Gauß zeigte dann, daß man 
die Kräfte zwischen beliebigen Magneten darstellen kann, 
wenn man das Coulombsche Gesetz als Elementargesetz be­
trachtet und jedem Magneten eine geeignete Verteilung der m 
zuschreibt, derart jedoch, daß stets Im = 0 ist. Was Gauß 
fand, spricht sich mit andern Worten so aus (vgl. Kap. I, § 5): 
Jeder Magnet ist gekennzeichnet durch eine bestimmte Ver­
teilung eines Vektors - der Magnetisierung sm -, mit der 
die magnetische Dichte gemäß der Beziehung 

dm d· ffi} 
(lm = dT = - IV ~J~ 

zusammenhängt. [Geschichtlich ist hier die in Kap. I, § 5 vor­
getragene Auffassung der elektrischen Polarisation entsprungen, 
und ebenso die Einführung des quellenfreien Vektors m = /h ~ + sm.] 

Führt man dieses sm in (52) ein, so wird nach ({}): 

Sdivll!nl S ( 1 ) 4n/ho·"P(p)=- -r~dT= sm'·I7' r ·dT, (59) 

wo das Zeichen I bedeutet, daß bei der Ausführung der Opera­
tionen div und 17 nicht der Feldpunkt p, sondern der Punkt 
pI in dr' als veränderlich behandelt werden soll. 

Die Koeffizienten L P R der Gleichungen (31a), (32a), (33a) 
lassen sich jetzt explizit darstellen. Für die L ist dies schon in 
§ 1 ausgeführt; es ist 

L = ~- SS dtl·~~. (10) 
12 4nc2 r 

Aus (52) ergibt sich 

und somit 
1 

P =-----
'12 4npo.r· (60) 
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Zur Berechnung von R kh haben wir gemäß (33a) zwei Wege: 
Aus (52b) ergibt sich 

Qk(mh) = S lloiJ(mh)N·dSk =:~ roS;~t) dSk · 

Nun ist, je nach der Lage von Ph' 

_ cos(Nr)·dSk +---r2---

der körperliche Winkel, unter dem die {POSitti.ve Jl Seite 
nega Ive 

von Ph aus gesehen wird. (In Abb. 24 
gilt + und negativ.) Rechnet man die 
Winkel der ersten Art positiv, die der zwei-
ten Art negativ, und bezeichnet ihre al­
gebraische Summe - die kurz bezeichnet 
zu werden pflegt als der körperliche Win- p" 
kel, unter dem S k von Ph aus erscheint-
mit cx, so ist also 

d. h. 

Abb.24. 

N 

(61) 

Oder so: Das Potential 'IjJ' (i k ) ist dasjenige der äquivalenten 
in S k ausgespannten magnetischen Doppelschicht von der sehr 
kleinen Dicke d und der Flächendichte 

w = + ftOik 
m - cd (28) 

Dieses ist nach (52): 

'(i )=J,,--·~(J-f)dSk =J,,--f(~t-(~tdS 
'ljJh k 4:nc d. • r 4:nc d k 

s+ s-

( I ' . Ja -) . (N ) . 
=~ _,_r_ dS =_~scos _t dS =+'~cx 

4:n:c' aN k 4:nc r 2 k 4:nc' 

also 

wie oben. 
[In sachlicher Übereinstimmung mit dem oben Gesagten ist 

folgende Definition: cx ist der körperliche Winkel, unter dem 
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die Stromkurve Bk von Ph aus erscheint, - positiv (negativ) 
zu nehmen, wenn der im Sinn von i k erfolgende Umlauf des 
Fahrstrahls r ein negativer (positiver) Umlauf um N ist.] 

Wir behandeln 
A. das Feld von Strömen für einige Einzelfälle. Die zu 

erfüllenden Gleichungen sind: 

3 rot c:.=_. 
4' c' div ~ =0. (62) 

Aus ihnen oder aus den gleichwertigen Formeln des § 1 ist das 
Feld zu berechnen. 

1. Ein Stromkreis mit dem Strom i enthalte u. a. einen sehr 
langen geraden Draht vom Radius a. Die Strömung ist in ihm, 
wie wir wissen, gleichmäßig über den Querschnitt verteilt. Das 
Feld hat in der Nachbarschaft dieses Leiterstücks axiale ::-lym­
metrie; die Kraftlinien sind daher Kreise um die Drahtachse. 
Der Betrag von .\) im Abstand R von der Achse ergibt sich, 
indem man das Umlaufsintegral von ~ für den Kreis mit diesem 
Halbmesser bildet: c· 2 n R . H = Strömung durch die Kreis­
fläche. Diese ist für jeden außerhalb des Drahtes verlaufenden 

Kreis = i, für einen im Draht verlaufenden Kreis = i.::, also 

i 1 außen: H = .-. -_. 
c 2n:R' 

. H i R Innen: = _.-. - . - . 
c 2n:a 2 

(63) 

2. Um einen Ringkörper von beliebiger Querschnittsform sei 
in N engen gleichmäßig verteilten Windungen ein Draht mit dem 
Strom i gewunden. Für jeden Feldpunkt, dessen Abstand vom 
Draht groß ist gegen den Radius des Drahtes und gegen den 
Abstand der Windungen, kann man diesen Strom ersetzen durch 
eine gleichmäßig über den Ringumfang verteilte Strömung. 
Das Feld hat dann Symmetrie um die Ringachse ; jede Kraft­
linie bildet einen Kreis um sie, und längs jedes Kreises ist H 
konstant. Ist l die Länge einer solchen Kreisbahn, L die Kreis­
fläche, so muß 

sein, ahm 

= Ni für jede Kreislinie, die innerhalb des Ringkörpers verläuft, 

= 0 " " "außerhalb "" " 
Das Feld beschränkt sich also auf den Ringkörper, und dort ist 
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im Abstand R von der Achse 

H=~ 
2:rrRc 

123 

(64) 

3. Ein sehr langer Zylinder sei in gleicher Weise umwickelt, 
mit n Windungen auf der Längeneinheit. In den von den Enden 
sehr weit entfernten Teilen des Feldes kann man ihn ersetzt 
denken durch einen Ring von sehr großem Halbmesser. Das 

N 
Feld folgt also dort aus 2., wenn man 2nR = n setzt. Außen 

ist kein Feld, innen ist das Feld gleichförmig, parallel der Er­
zeugenden des Zylinders, und vom Betrage 

(65) 

Genauer erhält man ~ mittels des Äquivalenzsatzes. Jede Strom­
windung kann bezüglich der Induktion ~ ersetzt werden durch 

eine magnetische Doppelschicht von der Dicke d = ~ und folg-
n 

lieh nach (28) einer magnetischen Flächendichte W m = ± .uon ~ 
auf beiden Seitenflächen. Diese Flächenbelegungen zerstören 
sich in ihrer Wirkung gegenseitig, bis auf die Belegungen an 
den Endlfächen S der Spule. Das Feld ~ (IDl) dieser Be­
legungen läßt sich berechnen als 

1 fWm.dS 1p=----- ---~-. 

4n,uo r 

Mit ihm ist das Feld ~ des gegebenen Stromes 
Außenraum; innerhalb der Stromspule aber ist 

~= ~= ~ (IDl) + ilR, 
{to {to 

wo IDl parallel der Spulenachse und 

lillli = ni 

ni 
H ist kleiner als 

c 

{to C 

identisch im 

4. In einem Kreise vom Halbmesser a fließe der lineare 
Strom i; wir suchen das Feld auf der Achse des Kreises im Ab­
stand x von der Kreisebene. Das Biot-Savartsche Gesetz liefert 
als Beitrag des Bahnelements ds: 

dH=J:.~ 
4ncr2 ' 
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wo r2 = x 2 + a 2, und als Richtung von df{;) die Normale zu t 

in der durch t und die Achse gelegten Ebene. Die Resultante f{;) 
ist parallel der Achse. Wird die zur i-Richtung positive Normale 
der Kreisebene als + x-Achse gewählt, so ist 

df{;)(1J=dH~ und 
r 

Insbesondere im Mittelpunkt des Kreises: 
i 2n 

H=-···--4nc a . (66) 

Wir wollen noch für einige Fälle die Induktivitäten L be­
rechnen. Sie sind für fl = constH nach (49), (49b) allgemein 
definiert durch die Gleichung: 

U= f! flH2.di=+Luif+L12ili2+···' 

wo f{;) das Feld der Ströme i bedeutet; und nach (31a) S. 115 ist 

L 12 i2 = ~J 5S2N ·dS!. 

Im Fall fl = flo wird nach (12): 

#0 f fS' ·d,' U= ._. - S·di _. 
8nc2 r ' 

und dementsprechend nach (10): 

L = ....1!..o..·f fCOS (dsI'ds2) d d 
12 4n& r ~ ~. 

D ,<j 

Die Stromkurven seien nun zwei Kreise von den Radien A 
und a, welche in parallelen Ebenen vom Abstand x liegen und 
deren Mittelpunkte sich auf der gleichen Normalen dieser Ebenen 
befinden. Dann wird 

2", 

L #0 P wo p= 2"'f . Aacos{}.d{}. •. 
12=-4 2· , JO 

nc J'x2+A2+a2-2AacosD 
o ' . 

Setzt man 

{} 2 k2- 4Aa 
= n - 1], - (A + a)2 + x2 ' 

so wird cos {} =' 2 sin 2 1] - 1 
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und 

oder 

wo 

tA a{ } P=4n-tc (2-k Z)F-2E , 

" 2 

E= f Vl-k2sin2r;·dr; 
o 

125 

die vollständigen elliptischen Integrale erster bzw. zweiter Gat­
tung zum Modul k bezeichnen. 

Es mögen insbesondere die beiden Kreise einander sehr nahe 
liegen, d. h. A -a und x sehr klein gegen A sein. Dann wird 
k 2 sehr nahe gleich Eins. Setzt man dann 

k'2 = 1 _ k 2 = (A - a)2 + x 2 

(A + a)2 + x 2 ' 
so istl ) 

F = Ig (~ ) + .! { Ig (:' ) - 1 } k'z + ... ; 

E = 1 + ~ {lg (t,) - ~ } k'z + ... . 
In erster Näherung wird 

k' b 
=2A' 

wo b den kürzesten Abstand der beiden Kreislinien bezeichnet, 
und 

P= 4nA {F- 2E} = 4nA{ Ig 8: -2}. (67) 

(P ist der Wert von L 12 im sog. absoluten magnetischen Maß­
system.) 

Um eine Selbstinduktivität Laus 

U =f~ m.\ldT =LLiz 
2 2 

zu berechnen, zerlegen wir T (s. Abb.25) in einen ringförmigen 
Raum Tl' der den Stromkörper enthält, und den Außenraum Tz, 

1) S. z. B. Schlömilch: Höhere Analysis Bd. H, Seite 322f. 
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und schreiben entsprechend: U = U 1 + u 2' Die Grenzfläche F 
beider Räume können und wollen wir aus magnetischen Kraft­

Abb.25. 

Es wird nach ({}): 

linien bilden. Eine beliebige an F 
angeheftete Membran So macht 7:2 

zum einfach zusammenhängenden 7:2. 
In 7:~ gilt: 

div ~ = 0; an F: ~n = 0 ; 

~ = - J7 "p', "p' einwertig; 

U2 = r~-"P'~n·dS, 

wo Saus So+, So_ und F besteht; folglich 

(68) 

Erstes Beispiel. Der Strom fließe in zwei unendlich langen 
parallelen Drähten vom Radius R im Abstand d, die wir uns 
beiderseits in unendlicher Entfernung verbunden und so zur 
geschlossenen Bahn ergänzt denken. Wir fragen nach dem 
Wert von U für den Raum 7:, der von zwei zu den Drahtachsen 
normalen Ebenen im Abstand h begrenzt wird. Ist durchweg 
fl = flo, so erhalten wir das Feld durch Überlagerung der beiden 
Felder, die sich gemäß (63) für die einzelnen Drähte ergeben. 

Ist ~ sehr groß, so ist in jedem Draht und an seiner Oberfläche 

das Feld dasselbe, als wenn nur in ihm ein Strom flösse. In 
diesem Fall nun bleibt, wie im Anfang des folgenden Paragraphen 
gezeigt wird, die Feldstärke ~ überall unverändert, wenn im 
Draht fl1' im Außenraum fl2 an die Stelle von flo tritt. Diese 
Verhältnisse wollen wir voraussetzen. 

Die beiden Drahtoberflächen werden von Kraftlinien gebildet; 
wir wählen sie zur Fläche F, und den Teil der durch die Draht­
achsen gehenden Ebene, welcher zwischen den Drähten liegt, 
zur Fläche So' Es wird 

R 

V1 = 2h S +fllH2.2ne·de, 
o 

wo i e 
H=---~ . 

c 2nR2 ' 
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also 

wo 

also 
h, P,2. d-R 

U2 = T nc2 t 2 lg ----.zr-. 
Demnach 

U(-r)=U1+U2=; 4:2C2{,ul+,u24Igd.~/}. 

Die physikalische Bedeutung dieses Ausdrucks liegt darin, 
daß der Wert von U um U(r) wächst, wenn die Paralleldrähte 
um h verlängert werden; der Faktor von h ist daher die Kraft, 
mit welcher ein beliebig geformter Bügel, der die Verbindung 
zwischen den Drähten herstellt, nach außen getrieben wird. Da 
dieser Faktor positiv ist, so wirkt die Kraft tatsächlich stets 
nach außen, im Sinn einer Ausweitung des Stromkreises. 

&L 1 { d-R} iih = 4nc2 ,u1 +,u2 4lg ~ (69) 

ist als Selbstinduktivität der Längeneinheit der Doppeldrähte zu 
bezeichnen. Falls es sich um Kupferdrähte in Luft handelt, ist 
,u1 =,u2 = ,uo; dann überwiegt der zweite, vom äußeren Feld 
herrührende Beitrag. Bestehen aber die Drähte aus Eisen, so 

überwiegt, selbst bei sehr großen Werten von ~, das erste Glied, 

das den Beitrag der Drähte darstellt. 
Zweites Beispiel. Der Stromträger sei ein Draht vom Ra­

dius R, der zu einem Kreise vom Radius A gebogen ist; A soll 
sehr groß gegen R sein; im Draht soll wieder ,u1' im Außen­
raum ,u2 gelten. Das Feld S) im Draht und auf seiner Oberfläche 
ist wieder dasselbe wie das eines geraden Drahtes, und somit 
(s. oben) von den ,u-Werten unabhängig. Die Drahtoberfläche 
wird von Kraftlinien gebildet. Wir bilden eine mit dem Draht­
kreis koaxiale Ringfläche E, die durch Umdrehung eines mit 
dem Drahtquerschnitt konzentrischen Kreises vom Radius CI.. 

entstehen soll. CI.. kann und soll sehr groß gegen R, aber sehr 
klein gegen A gewählt werden. Wegen der ersten Bedingung 
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ist außerhalb E das Feld dasselbe, als wenn der ganze Strom 
in der Drahtachse flösse. Wegen der zweiten Bedingung ist 
innerhalb E das Feld dasselbe, als wenn der Draht gerade aus­
gestreckt wäre; dann aber ist es nach (63) außerhalb des Drahtes 
ebenfalls dasselbe, als ob der Strom in der Drahtachse zusammen­
gedrängt wäre. Zusammengefaßt : überall außerhalb des Drahtes 
ist das Feld dasjenige eines in der Drahtachse fließenden Stro­
mes i. Wir nehmen für F die Oberfläche des Drahtes. Dann 
ist das Integral 

der Gleichung (68) identisch mit der Größe 

L · Po p. 
C 12% =--- % 

4nc 

der Gleichung (67), sofern man in dieser b = R, 110 = 112 setzt. 
Also 

U -~~~II. 4""'A{lg~~-2l 
2 - 2 4 n c2 /'"2 JO R J . 

Für das Drahtinnere aber erhalten wir, wie in dem vorigen Bei­
spiel (an Stelle von 2h tritt 2:rr:A): 

1 i 2 

U 1 = Z- 4 n c2 111 :rr: A . 
Also 

U=~Li2, wo L=tn~2{111+1124(lg8:-2)}. (70) 

B. Das Feld von Magneten in Einzelfällen. 
1. Der Magnet sei gleichförmig magnetisiert, d.h. W(' = const 

in -r'. Dann folgt aus (59), wenn wir jetzt bei der Operation V 
den Feldpunkt als veränderlich behandeln und demgemäß 

schreiben: 

wo, wie früher, 

V' ( ~ ) = - V ( ~ ) 
Wl' 

'ljJ=- Po Vg , 

g= fi{r 
das Newtonsche Potential des Raums -r' bezeichnet. 

(71) 

2. Es sei in -r': div W(' = 0 (unter welcher Annahme der 
Fall 1. als Sonderfall einbegriffen ist); dann folgt aus (59): 

(72) 
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wo w:n == - 9)(~ 

die Oberflächendichk d{'r magnetischen Verteilung bedeutet. 
Ist im be sondern dpr Magnet fadenförmig gestaltet, und ist 9)( 

parallel dem Fadpn und von konstantem Betrag, so wird 'Ijl das 
Potential zweier Plltgegengesetzt gleicher Mengen, die sich an 
den FadenendeIl befinden. 

:~. Die Maglletisierung sei willkürlich, der betrachtete Feld­
punkt aber wpit vom Magneten entfernt. Setzt man dann für 

,/1 \. k . I W f 1 t ("9) 1 1- I I (,Illon Olultanten mltt eren ert, so 0 gaus ;) a s 
·r 

erste Niiherung: 

(73) 

wo 

1{' = J 9)('. d-r' (74) 

das magnetische Moment des Magneten bezeichnet. 
4. Für Meßzweckc pflegt man Magnete aus Stäben von kleinem 

Querschnitt oder aus gestreckten Umdrehungs körpern herzu­
stellen, und es so einzurichten, daß die magnetische Verteilung in 
gleichen Abständen von den beiden Enden entgegengesetzt gleich 
ist, und im zweiten Fall außerdem Rotationssymmetrie besitzt. 
Unter diesen Bedingungen kann man eine weitgehende zweite 
Nähcrung erzielen, indem man zwei bestimmten Punkten be­
::;timmte entgeg{'ngesctzt gleiche magnetische Mengen zuschreibt. 
Sind == m diese Mengen, ist I die Strecke von - I m I nach 
+ Iml, und ist da" Moment dieser fingierten Verteilung ImII= 1(, 
so ergibt also eine bestimmte Wahl von 1( die erste, eine be­
stimmte Wahl der beiden Faktoren die zweite Näherung. Man 
spricht dann von den zwei Polen des Magneten mit der Pol­
stärke rn und dem Pol abstand l. Es ist aber zu beachten, daß 
solche Pole sich ni('ht für jeden Magneten angeben lassen, und 
daß sie, wo Rie vorhanden sind, den wirklichen Magneten nicht 
allgemein erRetzen. Eine Ausnahme bildet nur der unter 2. 
erwähntn Sonderfall. Nähere Ausführung z. B. Elm. Feld 1., 
S. 18lff. -- In einem allgemeineren Sinn wird der Ausdruck 
Pol für diejenigen Oberflächenstücke eines Magneten gebraucht, 
aus denpn die Kraftlinien in verhältnismäßig großer Dichte aus­
treten. Die gleiche Bezeichnung wird dann auch auf Elektro­
magnete angewandt; so haben wir, im Anschluß an die 

Cohn, Das elrktromaglll'tischr Feld. 2. A. 9 
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Ausdrucksweise der Elektrotechnik, von 2-, 4-, ... poligen Dy­
namomaschinen und von ihren Polschuhen gesprochen. 

C. Die Kräfte zerfallen nach dem oben Ausgeführten in vier 
Gruppen, aus denen wir Einzelfälle betrachten wollen. Es wird 
sich jedesmal um starre Körper handeln. Nun kann man all­
gemein bemerken: Unter unserer Voraussetzung fl = flo ver­
schiebt sich das Feld eines starren Stromleiters oder Magneten 
mit ihm; die Kräftefunktion U dieses Feldes ändert sich dabei 
nicht; d. h. die innern Kräfte leisten bei dieser Verschiebung 
keine Arbeit. Gemäß dem Satz von der Überlagerung der Felder 
bedeutet dies, daß bei der Berechnung der Arbeit nur das äußere 
Feld in Betracht zu ziehen ist. 

Für einen starren linearen Stromkreis ist die Arbeit 

(75) 

wo Qa den vom fremden Feld herrührenden Induktionsfluß durch 
die Stromkurve bedeutet. [Das gleiche gilt mit großer Annähe­
rung auch, wenn der Stromleiter bei der Bewegung in dauernd 
gleicher Weise von Eisen umgeben bleibt; denn auch dann 
führt er nahezu vollkommen sein Feld mit sich. Vorausgesetzt 
ist aber dabei, daß man auch jetzt Eigenfeld und fremdes Feld 
überlagern, d. h. fl wie eine Konstante behandeln darf.] 

Für einen starren Magneten ist die Arbeit: 

Arn=-Jb'IjJa·dm, (76) 

wo 'ljJa das Potential des fremden Feldes ~a am Ort von dm 
bezeichnet, und fJ'ljJa die Änderung, welche dieses durch die Ver­
schiebung von dm erfährt. 

Aus dem Kraftwert f = ern ~a leitet man dies so ab: u sei 
die unendlich kleine Verschiebung; dann ist 

Am = J u f· d.= J u~a·dm. Aber u~a =-u·l7'IjJa =- fJ'ljJa' 

Gleichbedeutend mit (76) ist, da die dm sich bei der Ver­
schiebung nicht ändern, 

Am = - bJ 'ljJa· dm =-bJ 'ljJa em .d7:=bJ ~a'm·d7:. (77) 

Einzelfälle. 1. Eine sehr lange Spule mit dem Strom i 1 

und n 1 Windungen auf der Längeneinheit, von denen jede die 
Fläche SI umschließt, rage in eine ebensolche parallele Spule 
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mit dem Strom i 2 und n2 Windungen auf der Längeneinheit 
so weit hinein, daß alle Enden sehr weit voneinander entfernt 
sind; beide Ströme mögen gleichsinnig fließen. Sinkt dann die 
innere Spule um 0 x weiter in die äußere ein, so wächst Ql um 
OQI = 71 1 ' o~· ',1I0 H j S J, wo nach (65): 

11 =n2~. 
2 C' 

es ist daher nach (75): 

. __ i 1 t5Ql_ P,Oili~ 8 
Tcr - c ox'- c2 n1 n2 l' (78) 

Sind die vier Spulenenden nicht genügend weit voneinander ent­
fernt, so ist (vgl. A. 3) deren äquivalente magnetische Belegung 
zu berücksichtigen. Stromwage. 

2. Ein um eine vertikale Achse drehbarer Leiter, Strom i 1, 

befinde sich in einem gleichförmigen Feld mit der horizontalen 
Komponente 11. Die maximale Projektion einer vom Strom 
umrandeten Fläche auf eine passend gewählte Vertikalebene 
sei 8 1, die pm;itive Normale von 8 1 sei N, der Winkel (11 N) =#1' 
Dann ist Ql = floH 8 1 COS #1> und es wirkt folglich zu wachsen­
den f}1 ein Drehmoment 

(79) 

2a. Betrachten wir (in erster Näherung) das Feld eines 
vertikalen Kreisstroms i 2 von großem Radius a in der nächsten 
Umgebung seines Mittelpunkts als gleichförmig, so wird (bei 
entsprechend kleiner Fläche 8 1) das Drehmoment nach (66): 

(80) 

wo f}1 jetzt den Winkel zwischen den positiven Normalen der 
beiden Stromflächen bedeutet. Grundlage von Wilhelm Webers 
Elektrodynamometer. 

2b. Ein auf große Strecken gleichförmiges Feld haben wir 
dauernd überall da, wo sich keine Eisenkörper in der Nähe be­
finden. Es heißt das erdmagnetische Feld, die Vertikal­
ebene durch seine Richtung der magnetische Meridian. 
Seine Horizontalkomponente weist ungefähr von Süd nach Nord. 
Verstehen wir die s e unter 11, so erfährt also ohne unser 
Zutun jede um eine vertikale Achse drehbare Strombahn das 

9* 
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Drehmoment g der Gleichung (79). W. Webers Bilifargal­
vanometer. Richtung und Pfeil von H können wir uns durch 
diese Anordnung eindeutig festgestellt (d. h. auf die willkürlich 
festgesetzte positive Stromrichtung bezogen) denken. 

3. Ein Magnet befinde sich in einem gleichförmigen Feld .\). 
Dann wird nach (77): 

A m = <5 (.\)1{) =HK·c5cos(.\)1{), (81) 

wo 1{ = J9R' d-r das Moment des Magneten bedeutet. Der 
Magnet ist also im stabilen Gleichgewicht, wenn die Richtung 
von 1{, die magnetische Achse, mit der Richtung des fremden 
Feldes zusammenfällt. Ist er um eine vertikale Achse drehbar, 
und bezeichnen wir jetzt und im folgenden durch 1{ die hori­
zontale Komponente des Moments (die in den Versuchen tat­
sächlich das Moment selbst ist), durch H wieder die Horizontal­
komponente des Feldes, und durch -& den Winkel zwischen 
beiden, so ergibt sich ein Drehmoment 

8=-HK·sin-& (81a) 

zu wachsenden -&. Es ist nach (79) gleich dem Drehmoment auf 
den Träger des äquivalenten Stroms, der gemäß (27) durch 

fto i S=K 
c 

gegeben ist. 
Gleichung (81) findet Anwendung auf einen im Erdfeld be­

findlichen Magneten (Bussole). Die Richtung von 1{, d. h. die 
Richtung von dem - im weiteren Wortsinn - negativen Pol 
zum positiven Pol, stellt sich also im Gleichgewicht in die Süd­
Nord-Richtung ein. Danach heißt der positive Pol auch Nord­
pol, der negative Südpol. Mittels eines bekannten Magneten ist 
dann die Pfeilrichtung jedes Feldes festzulegen, und weiter das 
Vorzeichen jeder magnetischen Menge. 

4. Ein kleiner Magnet befinde sich im Mittelpunkt des Kreis­
stromes i der Anordnung 2 a, der im magnetischen Meridian 
stehe. Das Drehmoment um die Vertikale ist dann nach (66) 
oder nach (80) und (27): 

iK 2n . 8 =---sm-& 
1 4nc a I 

(82) 

zu wachsenden -&1' 
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Unter H in (8Ia) werde die Horizontalkomponente des Erd· 
feldes verstanden; dann ist 

ß+ß1 =; , 
und der Magnet ist im Gleichgewicht, wenn 8 = 8 1 oder 

t ß=~~2:n 
g 4:ncH a (83) 

ist. Hier bedeutet ß die durch den Strom i hervorgerufene Ab· 
lenkung des Magneten aus dem magnetischen Meridian. Tan­
gentenbussole. (Das entsprechende gilt für das Elektrodyna. 
mometer.) 

Bei beliebiger Form der Stromwindungen tritt an Stelle 
von (66): 

wo g, eine reziproke Länge, durch Vergleichung mit einer Tan· 
gentenbussole experimentell bestimmt werden kann. Es wird dann 

i (J 
tgß=c H . (83a) 

5. Es sei ~ das Feld, welches am Ort unseres Magneten ein 
anderer Magnet vom Moment l{' erzeugt, der sich in der großen 
Entfernung r befindet. Wenn wir es (in erster Näherung) als 
gleichförmig ansehen, so können wir (81) anwenden, und haben 
~ l{ = - J7 'IjJ • l{, wo 'IjJ aus (73) zu entnehmen ist; also 

4nflo·~l{=-J7(J7'e)l{')·l{ (84a) 

oder 

{ , 0 2 e ) , 02 (! ) } 
= - l{w"Kwax:-o x' +- l{wl{1/ ox.i}y' + ... 

= - Kr~' {cos (l{1{') - 3 cos (lü) cos (li't)}. (84b) 

Es befinde sich etwa l{' magnetisch östlich von l{ und seine 
Achse liege in östlicher Richtung, so daß (1{' t) = 0 ist (sog. 
erste Hauptlage). Dann ist 

2KK' 
4nflo· ~l{ = -3 cos ("Kt) , r 

und es ergibt sich ein Drehmoment 
2KK' . 

8 1 = - 4:n,uor 3 sm (l{t) 
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zu wachsenden Winkeln (lü), wo wiederum 

(lü) =~-ß 

ist. Also besteht Gleichgewicht mit der Wirkung des Erdfeldes, 
wenn 

(85) 

Um den Winkel {} wird ein beliebiger Magnet (1{) durch den 
Magneten 1{' aus der Richtung abgelenkt, die ihm das Erdfeld 
anweist. 

Aus Messungen von f", in (78) oder von e in (80) ergibt sich, 
wenn derselbe Strom i durch beide Leiter fließt, 

41&1'0 '2 
-~--z 

(41&C)2 

in mechanischem Maß, oder was [so oben bei (58)] dasselbe be­
deutet, i 2 in absolutem magnetischem Maß (W. Weber). - In 

gleichem Maß folgt aus (79) i 1 H und aus (83) i, also, wenn 

derselbe Strom i durch Bifilargalvanometer und Tangenten­
bussole fließt, einzeln i und H (W. Weber). - In gleichem 

Maß folgt aus (8Ia) HK, und aus (85) ~. Es führe nun in einem 

ersten Versuch der Magnet K ' unter der Wirkung des Erdfeldes 
Schwingungen um seine Gleichgewichtslage aus; dann ergibt sich 
aus Schwingungsdauer und Trägheitsmoment das Direktions­
moment, und somit nach (8Ia): H K'. In einem zweiten Ver­
such lenke derselbe Magnet K' den Magneten K ab; dann er-

gibt sich nach (85): ~. Aus beiden Versuchen zusammen folgen 

also K' und H einzeln (Gauß). Eine Korrektion ergibt sich 
daraus, daß das ft des Magneten tatsächlich nicht = fto ist; 
s. im folgenden Paragraphen. 

Wie wir in Kap. I (s. dort § 6) die Messung von Strömen 
und Widerständen auf die von Potentialdifferenzen zurückführen 
konnten, so jetzt die Messung von Widerständen und Potential­
differenzen auf die von Strömen. Insbesondere: Widerstands­
vergleichungen geschehen z. B. in der Wheatstoneschen Brücke 
(Abb.9), indem das Ausbleiben' des Stromes in der Brücke 
festgestellt wird. - Potentialdifferenzen f{Ja - f{Jb = wi inner-
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halb eines Stromkreises werden gemessen, indem zwischen a 
und beine Zweigleitung angelegt wird, die durch einen Strom­
messer führt. Ist ihr Widerstand w1, der Strom in ihr i 1, so 
ist f/Ja - f/Jb = w1i1. Bei festgehaltenem w1 kann also jeder 
Strommesser auch als Spannungsmesser geeicht werden. Damit 
die gemessene Spannung gleich derjenigen ist, die vor An­
legung der Abzweigung bestand, muß i 1 < i also w 1 ::?- W sein. 

§ 9. Der allgemeine Fall. Das Zusatzfeld. 
In der folgenden Behandlung des allgemeinen Falls wird 

dieser an den Sonderfall # = #0 angeschlossen. Es wird die 
Frage gestellt: wie ändert sich das Feld, wenn in bestimmten 
Raumteilen der Körper von der Konstante #0 durch einen be­
stimmten anderen Körper ersetzt wird, in dem # entweder einen 
gegebenen konstanten Wert besitzt oder eine gegebene Funktion 
der Feldstärke ist. 

Das ursprüngliche Feld heiße ~o, das neue ~. Sie sind be­
stimmt durch die Gleichungen: 

'" rot c:;. =y.. 
4'1) c' 

'" rot~ = i[. 
c ' 

div(#~) =-divSJJL 

Führt man das Zusatzfeld .8 ein durch 

.8 = ~- ~o 
und setzt noch 

so ergibt sich: 

rot.8 = 0; #0 div .8 = - div m. 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 

(90) 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, daß das Zusatzfeld niemals 
einer Strömung entspricht; die zweite zeigt, daß es einer Magneti­
sierung m zugeschrieben werden kann, und daß es aus dieser 
so abzuleiten ist, als wenn der Wert #0 überall erhalten geblieben 
wäre. Diese Magnetisierung ist nur in den Körpern vorhanden, 
für welche # =f= #0 ist. Nehmen wir als das ursprüngliche ho­
mogene Medium das Vakuum an, so sind dies alle ponderabeln 
Körper. Diese werden als magnetisch polarisierbar bezeichnet, 
m als induzierte oder temporäre Magnetisierung. (Zahlen­
mäßig macht es keinen merkbaren Unterschied, wenn wir für 
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"Vakuum" "Luft" setzen.) ffi: ist abhängig vom Felde ~ und 
verschwindet zugleich mit diesem (vgl. das elektrische Gegen­
stück Kap. I, § 5). - Aus (90) folgt [vgl. (51), (52), (59)] 

3=-V,; 4nflo"=-fdiV:l!dr= flR',V'C)·dr. (91) 

Für große Entfernungen von dem polarisierten Körper gilt [vgl. 
(73), (74)]: 

4n flo' , = V' ( !) J lR' ·dr, (92) 

wo das Integral das induzierte oder temporäre magnetische 
Moment des Körpers bedeutet. Ergibt sich die induzierte 
Magnetisierung als gleichförmig, so gilt [vgl. (71)]: 

iR '=-fit g , f dT' 
wo g= ---. 

4;rr 
(93) 

Um aber diese Ausdrücke benutzen zu können, muß man ffi:, 
d. h. ~ bereits kennen. Man bleibt darauf angewiesen, die Glei­
chungen (87) zu integrieren, - oder solche, die außer 3 nur 
ge ge bene Größen enthalten. 

Zunächst eine Anordnung, bei der sich die Berechnung des 
Feldes ~ besonders einfach gestaltet. Das Feld soll ausschließ­
lich von Strömen, nicht von Magneten herrühren. Dann ist es 
möglich, im Felde ~o ein System von Kraftlinien herauszu­
greifen, welches eine geschlossene Fläche S ausfüllt. Wir setzen 
noch voraus, daß in dem Innenraum Ti von S längs jeder Kraft­
linie Ho einen konstanten Wert hat. Jetzt soll Ti von einem 
homogenen Körper mit der Durchlässigkeit fl erfüllt werden, 
während außen (in Ta) fl = flo bleibt. Dann ist das neue Feld ~ 
im ganzen Raum identisch mit ~o' Beweis: 

Es war 

in T" und Ti: rot ~o = ~-, div ~o = 0 ; 

in Ti: ~o'VHo=O; an S: ~On=~ON=O. 
Es soll sein 

C\! 

in Ta und Ti: rot ~ = ~ ; 

in Ta: div~=O; an S: .u~n+.uo~N=O; 
in Ti: div.u~=O, Ilnurj(H); (nichtexpliziteOrtsfunktion). 

Wenn aber ~o seinen Bestimmungsgleichungen genügt, so 
genügt auch ~ = ~o den seinigen. Diese Behauptung ist be· 
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wiesen, sobald gezeigt ist, daß in "'Ci gilt: div fl SJ = 0 für SJ = SJo' 
Es ist aber nach (n): div fl SJ = fl . div SJ + SJ· 17 fl. Hierin ist 
17 fl =).·17 H, wo A = f' (H) ein Skalar; es verschwinden also beide 
Glieder einzeln für SJ = SJo. Die Forderung, daß Ho konstant 
sein soll längs jeder Kraftlinie, ist, wie man sieht, nur dann 
wesentlich, wenn 17 fl =+= 0 ist, d. h. für Eisenkörper. 

Die Anwendung auf die in § 8, A unter 1., 2., 3. behandelten 
Fälle ergibt: Das Feld SJ ändert sich nicht, 1. wenn ein strom· 
führender langer gerader Draht mit einem koaxialen Eisenrohr 
umgeben wird, oder wenn in ihm selbst das Kupfer durch Eisen 
ersetzt wird; 2. wenn eine Ringspule ganz oder zum Teil durch 
einen koaxialen Eisenring ausgefüllt wird. 3. Wenn in eine sehr 
lange gerade Spule ein sehr langer Eisenstab von beliebigem 
Querschnitt eingeschoben wird, so ändert sich das Feld nicht 
merklich an den Stellen, die von den Spulenenden wie von den 
Stabenden weit entfernt sind. 

Jedesmal aber ändert sich im Eisen die Induktion: 

wird )8 = fl SJo· 
Die allgemeinere Aufgabe teilen wir. 
A. Es sollen im Felde keine Magnete vorhanden sein. Wir 

erhalten aus (86), (87), (88): 

rot .8 = 0; div fl.8 = - div (fl-,uo) SJo' (94) 

Insbesondere: Der Raum Ti mit der Oberfläche S soll einen 
homogenen Körper von der Durchlässigkeit fl enthalten; außer· 
halb Ti soll fl = flo sein. Es ist div fl SJ = fl div SJ + SJ . 17 fl· 
Wir nehmen fl zunächst als Konstante an. Ergibt sich bei diesem 
Ansatz, daß SJ ein konstanter Vektor oder 17 H ..l SJ wird, so 
ist (vgl. oben) SJ· 17 fl = 0, und die Lösung gilt daher auch für 
Eisenkörper. Wir erhalten aus (94): 

überall: rot .8 = 0, I 
überall, außer an S: div .8 = 0, (94a) 

an S: fl.8n + flo.8N = (fl-flo) SJON' 
Die vorliegende Aufgabe stimmt mathematisch überein mit 

der in Kap. I, § 3C. behandelten elektrostatischen, sofern r4an 
durchweg fl für e setzen darf; s. Kap. I, (25), (25a). Die dOrt 
behandelten Fälle: Kugel, Ellipsoid, Hohlkugel im gleichför­
migen Feld, hatten zur Voraussetzung, daß bis auf sehr große 
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Entfernungen von dem betrachteten Körper sich ein homogener 
Isolator erstrecke. Das ist tatsächlich nicht ausführbar, da man 
ein gleichförmiges elektrisches Feld nur zwischen einander nahen 
Leitern herstellen kann. Im Gegensatz dazu können wir durch 
Ströme ein starkes gleichförmiges magnetisches Feld herstellen, 
ohne die Bedingung eines im Außenraum homogenen Mediums 
zu verletzen. Andrerseits aber wurde in dem Körper selbst 8 

als konstant vorausgesetzt, während fl in Eisen nicht konstant 
ist. Nach dem soeben Gesagten können wir gleichwohl die Er­
gebnisse für Kugel und Ellipsoid übertragen, - die für die Hohl­
R"Ugel erhaltenen aber nur unter der Voraussetzung eines schwa­
chen äußeren Feldes, wie es z. B. das Erdfeld ist. 

Für ein Ellipsoid im homogenen Feld gilt, wenn wir noch 

setzen: 

ß-ßo=u 
Po 

(95) 

(96) 

wo A, B, C die in Kap. I (24b) behandelten Konstanten bedeuten 
[so Kap. I (28a, b)]. Daraus findet sich bei gegebenem S:?O der Be­
trag H = F (fl). Hierzu kommt die das Material kennzeichnende 
Gleichung fl = f (H). Beide zusammen bestimmen fl, und dann 
folgen aus (95), (96) die Komponenten von .\>. Umgekehrt er­
geben sich aus unsern Gleichungen die Mittel zur experimentellen 
Bestimmung der Funktion f (H). Die induzierte Magnetisierung ist 

00 =~~o~ 
[11 X 1 ' 

--+A 
~ 

ffi = ßo~~ 
z 1 ' 

--+C 
~ 

(97) 

und aus ihr ergeben sich in einfacher Weise sowohl die Fern­
wirkungen des polarisierten Ellipsoids, wie die Drehkräfte, die 
es in einem gleichförmigen Felde erfährt [so oben Gleichung (93) 
bzw. am Ende dieses Abschnitts Gleichung (104)]. Indem man 
die einen oder die andern bei gegebenem .\>0 beobachtet, erhält 
man u oder fl zunächst als Funktion von Ho [in (104) mit H 
bezeichnet], und somit nach (96) als Funktion von H. 

Die Zahl 4~n wird als magnetisches Aufnahmevermögen 

(Suszeptibilität) bezeichnet; sie ist positiv für paramagne­
tische, negativ für diamagnetische Körper. - Falls S) parallel 
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S)O wird, so heißt die durch die Gleichung 

Ho = H (1 + xl) 

139 

(98) 

definierte Größe 4nl Entmagnetisierungsfaktor. Es ist 
danach 1=0 im Fall des Ringkörpers (und in den beiden Fällen 
der endlosen Zylinder), 1= A (oder 0) im Fall eines Ellipsoids, 
wenn es mit seiner größten (oder kleinsten) Achse parallel der 
Feldrichtung liegt. Für Eisenkörper ist x eine große Zahl; es 
wird daher im allgemeinen bei gegebenem äußeren Felde die 
induzierte Magnetisierung ffi = xflo S) sehr nahe proportional 

j, und unabhängig von x; nur bei Körperformen, für welche f 
nahezu Null ist, wird ffi annähernd proportional x. Nur bei 
solchen Formen also kann man aus dem beobachteten Wert 

der induzierten Magnetisierung auf den Wert von x oder J!... 
1'0 

schließen. Unter diesen scheidet der Ringkörper aus; seine in-
duzierte Magnetisierung hat keine Divergenz, und er erzeugt 
daher überhaupt kein Zusatzfeld .8 (vgl. Kap. UI § 5 B). 

Wir sind deshalb auf das Ellipsoid angewiesen. Nun folgt 
aus den Eigenschaften der Konstanten A, B, 0, daß I nur dann 
klein ist, wenn S)O der größten Achse parallel ist, und wenn 
diese sehr groß ist mindestens gegen eine der andern Achsen. 
Qualitativ ergibt sich also: Um bei gegebenem äußerm Feld und 
großer Durchlässigkeit einen temporären Magneten von großer 
Fernwirkung zu erhalten, muß man dem Körper gestreckte 
Form geben und das· Feld in der Längsrichtung wirken lassen. 

Soll aus der Fernwirkung auf den Wert von J!... geschlossen 
1'0 

werden, so muß diese Form ein Ellipsoid sein. 
Für eine Hohlkugel aus Eisen in einem gleichförmigen und 

schwachen Feld gilt: das Feld im Hohlraum bleibt gleichförmig, 
ist aber geschwächt im Verhältnis 

1 2 (p,-p,o)Z{ (a1)3} 1 : --, wo q = 1 + ----- 1- - , 
q 9 1'·1'0 az 

wo a 1 und a2 die Kugelradien bedeuten. Ähnliches gilt für das 
Innere eines polarisierten Hohlzylinders. Man benutzt beide 
Anordnungen, um den Innenraum gegen die Einwirkung des 
Erdfeldes zu schützen (Panzerung eines Galvanometers). 
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Die Ausdrücke ändern sich nicht, wenn fh und fho vertauscht 
werden (s. die vorstehende Formel). Auch ein Eisenzylinder 
wird durch einen Luftring gegen ein Feld im ihn umgebenden 
Eisen abgeschirmt. In den Dynamomaschinen muß diese un­
erwünschte Wirkung durch möglichst geringen Abstand zwischen 
Magnetgestell und Anker herabgedrückt werden. (Der Satz: 
"der magnetische Widerstand des Kreises muß möglichst gering 
gemacht werden", ist ein andrer Ausdruck für die gleiche Sache.) 

Eine genäherte Lösung der Feldgleichungen kann man 
stets erhalten, sobald fh sehr wenig von fho verschieden ist, also 
für alle nicht ferromagnetischen Körper. Es ist dann auch ~ 
wenig von ~o verschieden, und in erster Näherung also 

9t = (fl- fho) ~o, (99) 

d. h. die induzierte Magnetisierung ist einzig durch das äußere 
Feld bestimmt, unabhängig von der Körperform. 

B. Die bisher behandelten Lösungen der Gleichungen (87) 
hatten das Gemeinsame, daß der Körper, in dem wir fl =+= fho 
anzunehmen hatten, keine permanente Magnetisierung besaß. 
Geben wir diese Einschränkung auf, so dürfen wir die Glei­
chungen (86), (87) nicht mehr so verstehen, daß sie zwei Felder 
bestimmen, die durch eine tatsächliche Veränderung aus­
einander hervorgehen können; denn wir können nicht zwei 
Magnete mit den Durchlässigkeiten fho und fh und mit der gleichen 
Magnetisierung im herstellen. Die Gleichungen (87) allein stellen 
einen wirklichen Fall dar. Die Gleichungen (86) bestimmen 
lediglich das Feld, das bestehen würde, wenn u. a. auch der 
Magnet die Durchlässigkeit flo besäße. Sind die Gleichungen (87) 
gelöst, so bedeutet 9t = (fh - flo) ~ die induzierte Magneti­
sierung, die man zu der permanenten im hinzufügen muß, um die 
sog. freie Magnetisierung im! zu erhalten. Dieses 

im! = im + (fh - fho) ~ (WO) 

ist diejenige Magnetisierung, aus der man das Feld richtig erhält, 
wenn man dem Magneten die Durchlässigkeit fho zuschreibt. 

Im besonderen also: Was wir aus den Fernwirkungen des Magne­
ten nach den Gleichungen von § 8, B berechnen, das ist tatsächlich 
nicht das im unsrer allgemeinen Gleichungen, sondern die freie 
Magnetisierung im! des Magneten in einem Felde ~', das nur 
von ihm selbst herrührt {und das durch keine Eisenkörper be-
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einflußt ist). Dieses Feld ist bestimmt durch die Gleichungen 

rot ~' = 0; div.u ~' = - div im. (101) 

Vergleichen wir hiermit die Gleichungen (94), die das Zusatzfeld 
eines polarisierbaren, aber nicht permanent magnetischen Körpers 
bestimmen, so zeigt sich: bei gleichem rund .u folgt das ~' 

der Gleichungen (101) aus dem .3 der Gleichungen (94) und (90), 
wenn wir 

(.u - .uo) ~o durch im, und ffi = (.u - .uo) ~ durch im!, 

also !'" durch ~'" usw. 
~Oa: ~Jt.a: 

ersetzen. Für ein gleichförmig permanent magnetisiertes Ellip­
soid erhält man daher durch Übertragung von (96): 

~ ~ ~ ~ ~ ~ (102) 
::>.J~!", = 1 +::;r;:e, ::>.J~!y = 1 +B",' ::>.J~lZ = 1 +0",· 

Einer bestimmten Stahlsorte läßt sich eine bestimmte maxi­
male wirkliche Magnetisierung im aufzwingen. Die scheinbare 
Magnetisierung im!, die in dem erzeugten äußern Felde zur 
Geltung kommt, ist jener nahezu gleich bei einem gestreckten 
längsmagnetisierten Ellipsoid, - aber nur ein kleiner Bruchteil 
von ihr bei einem flachen quermagnetisierten. Qualitativ das 
gleiche findet allgemein statt bei gestreckten bzw. flachen Formen. 

Dieser selbstinduzierten Magnetisierung überlagert sich eine 
weitere in jedem fremden Feld. Diese entspricht für die Be­
obachtung dem, was wir bei unmagnetischem weichem Eisen als 
die indq.yierte Magnetisierung schlechthin messen, und kann also 
aus Fernwirkungen - magnetometrisch - bestimmt werden. 
So ergibt sich z. B. bei Ellipsoidgestalt und gleichförmigem 
fremden Feld der Wert von.u. Bei der am Ende von § 8 be­
sprochenen Gaußschen Methode liegt die Achse des - ge­
streckten und längs magnetisierten - Magneten sehr nahe parallel 
dem Erdfeld H bei den Schwingungsbeobachtungen, die K· H 
bestimmen, dagegen normal zu H bei den Ablenkungsbeobach-

tungen, aus denen! berechnet wird. K bedeutet daher in den 

beiden Ausdrücken tatsächlich nicht das gleiche. Die Korrektion 
kann ausgeführt werden, sobald für beide Lagen die durch ein 
bekanntes Feld induzierte Magnetisierung experimentell gefunden 
ist. (Näher ausgeführt z. B. Elm. Feld 1., S.217ff.) 
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c. Kräfte auf starre Körper. Bei der soeben nochmals er­
wähnten Gaußschen Methode haben wir in § 8, C die Kräfte auf 
den Magneten so berechnet, als ob sein P gleich dem der um­
gebenden Luft und seine scheinbare Magnetisierung die wahre 
wäre. Daß dieser zunächst unbegründete Ansatz zum richtigen 
Ergebnis führt, soll jetzt in allgemeinerer Form gezeigt werden. 

Es ist div WC = - div p~, also nach (100): 

div WC 1 = - div Po~' 
Der Ausdruck für die Kraft auf die Volumeinheit war unter den 
Bedingungen des § 8 [so (53)]: 

f 1 = [~ Po ~ ] + eun ~, wo el m = - div WC1 = div Po ~ . 
Die dort vorausgesetzten Bedingungen sind im allgemeinen nicht 
erfüllt, insbesondere gelten sie tatsächlich nicht für Magnete. 
Der richtige Ausdruck ist allgemein nach (36): 

f = [~- P ~J + em~-SV WH ·dH, wo em =-divWC = div p~. 
Wir bilden 

f' = f - fl = [-~ (p-Po) ~ ] + div ((p-Po)~)-f V(p-Po)H.dH 

(da V Po = 0) . 
f' unterscheidet sich von f nur dadurch, daß p - Po an die 
Stelle von fl getreten ist. Es läßt sich daher in der Form 

o 'z 0 'y 0 '. 
f' = -~+~!'.-+~=-- usw. 

:I! OX oy oz 
durch Spannungen p' darstellen, die aus den p der Gleichun­
gen (38a) durch die gleiche Vertauschung hervorgehen. Die p' 
enthalten alle den Faktor p-Po und verschwinden folglich an 
der Oberfläche der polarisierten Körper. D. h. (vgl. Kap. I, § 5 
am Ende): starre polarisierbare Körper, insbesondere Magnete, 
bewegen sich unter dem Einfluß der Kräfte f 1 ebenso wie unter 
dem der Kräfte f. 

Die Arbeit bei der Verschiebung eines stromlosen, aber be­
liebig permanent oder (und) temporär magnetisierten starren 
Körpers in einem fremden Feld ~a ist demnach gemäß (76): 

Am = - J b1Jla' dmi = J b~a ·WC1·d-r, (103) 
( aber nicht ,entsprechend (77), 

=-bJ 1Jla· dm l =bJ ~aWCJ·d-r; 
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denn nur die mund ID1 sind konstante, die m 1 und ID1 1 aber 
vom Feld ~a abhängige Größen). 

Wir betrachten im einzelnen noch die Kräfte auf starre po­
larisier bare, aber ni c h t per man e nt magnetisierte Körper. Es ist 
dann 'iJfi1 identisch mit ffi, und das fremde Feld ~a identisch 
mit dem Feld, das ohne die induzierte Magnetisierung besteht, 
d. h. mit demjenigen, das unter A. mit ~o bezeichnet wurde. 
Also ist für ein Ellipsoid im gleichförmigen Feld nach (97): 

ID1 =Ilo~az •.• 
1'" I ' --+A 

" Ist etwa das Ellipsoid drehbar um seine c-Achse, und 

~a", = H· cosf}, ~all = H· sinf}, 
so wird das Drehmoment zu wachsenden f}: 

e=iJ~ax·9.Rh-:/~.~ 9.Rlv'T=_~OH2-r( ~~A 1)Sin2f}. (104) 
B+- A+-

" " 
Die Gleichung hätte aus Kap. I (46) übertragen werden können 
durch einfache Vertauschung von e und fl; sie ist hier auf an­
deremWege gewonnen. Sie zeigt, daß stets die längere Achse 
in die Feldrichtung getrieben wird, gleichviel ob fl größer oder 

kleiner als flo ist. Ist aber!!.. wenig von Eins verschieden, also 
Ilo 

u sehr klein, so wird e proportional mit u 2• Daher erfahren dia-
magnetische und paramagnetische, aber nicht der Eisenklasse 
angehörende Körper in einem gleichförmigen Feld überhaupt 
keine wahrnehmbaren Richtkräfte. Zum Nachweis ihrer -
negativen oder positiven - u-Werte dienen ausschließlich nicht­
gleichförmige Felder. 

Erstens: für Kugelgestalt und beliebiges u ergibt sich [vgl. 
Kap. I (44)] die Kraft 

iJ = 3Ilo..!:~_-Il~-r. V (H2 ). (105) 
2 Il + 21'0 a 

Der Körper wird daher ins Feld oder aus dem Feld getrieben, 
je nachdem 

fl > flo (u> 0), oder fl <Po (u < 0) ist. 

Zweitens: Ist u<l, so folgt aus (103) mit ID11 =ffi=(fl-,Uo)~a: 

Am = f !!~l'o. 15 (~~). d-r , 
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d. h. auf jede Volumeinheit wirkt, unabhängig von der Gestalt 
des Körpers, eine Kraft 

(106) 

Sie ist proportional mit der ersten Potenz von u, und kann in 
Feldern von starkem Gefälle auch für sehr kleine u-Werte wahr­
nehmbar und meßbar gemacht werden. Der einzige allgemein­
gültige Inhalt von (106) ist, daß jedes Teilchen des Körpers zu 
Stellen größerer oder kleinerer Feldstärke getrieben wird, je 
nachdem u positiv oder negativ ist. Wie sich ein länglicher dreh­
barer Körper einstellt, hängt von der Gestalt des Feldes ab. 
Irrig ist die vielfach aufgestellte Behauptung, ein paramagneti­
scher Stab stelle sich in die Richtung der Kraftlinien, ein dia­
magnetischer normal zu ihnen. Das gilt tatsächlich nur für die 
besondere Gestalt, die das Feld zwischen zwei zugespitzten Polen 
besitzt. 

Drittes Kapitel. 

Das quasi stationäre elektromagnetische Feld. 

§ 1. Das Faradaysche Induktionsgesetz. 
Das quasistationäre Feld und seine Energie. 

Wir haben bisher nur unveränderliche Zustände in ruhenden 
Körpern betrachtet. Wenn wir einmal Veränderungen der 
elektrischen Verteilung, der Strömung, der Lage von Körpern 
einführten, so waren dies stets Änderungen, die wir als unend­
lich klein und unendlich langsam verlaufend voraussetzen 
durften. Unter diesen Bedingungen sind elektrische Ströme nur 
in Körpern mit inneren (eingeprägten) elektromotorischen Kräften 
möglich. Faraday hat gefunden, daß auch in durchweg homo­
genen Körpern Ströme entstehen können. In einem geschlossenen 
linearen Leiter entsteht ein Strom, wenn in benachbarten Leitern 
der Strom sich ändert, oder wenn benachbarte stromführende 
Leiter oder Magnete ihre Lage gegen ihn ändern. Das gemeinsame 
aller Fälle ist, daß der magnetische Induktionsfluß Q, welcher 
die Stromkurve durchsetzt,sich ändert. Man nennt einen so ent­
standenen Strom Induktionsstrom. Seine Stärke ist in jedem 
Zeitpunkt der Änderungsgeschwindigkeit von Q direkt und dem 
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Widerstand w des Leiters umgekehrt proportional; von anderen 
Größen hängt "je }lieht ab. Es ist nämlich 

I/'i=-~ ~~, (1) 

wo 

Q=jBN·dS 

ist, und c die bereits in Kap. II eingeführte allgemeine Konstante 
bezeichnet. Durch die Wahl von + N ist in der Stromkurve die 
Richtuug der wachsenden 8 festgelegt; das Minuszeichen be­
deutet, daß i in der Richtung der abnehmenden 8 fließt, 
wenn Q zunimmt. Gleichung (1) hat die Form des Ohmschen 
Gesetze,;; für die innere elektromotorische Kraft E ist die Größe 

1 dQ 

c dt 

eingetreten. ltlt ill dem Kreise ein E vorhanden, so tritt an Stelle 
von (1): 

(la) 

In der Stromgleichung erscheint also die Induktionsänderung als 
etwas der elektromotorischen Kraft gleichwertiges; man be­
zeichnet daher allgemein 

1 dQ 
---~ --~~-

c dt 

als ind uzierte elektromotorische Kraft. Gleichwohl trifft 
diese Bezeichnung das Wesen der Sache nicht. 

Wir wollen auf die Elementarform des Ohmschen Gesetzes 
zurückgehen. Rie lautet [siehe Kap. I, (66)]: 

.3' = a (Q: - Sf) 

oder für einen linearen Leiter mit dem Strom ~, der Leitlinie 8 

und dem Querschnitt q: 

t=Q:_Sf 
qa S S' 

Diese Beziehung zwischen Strömung und Feldstärke besteht nicht 
nur für stationäre Zustände, sondern gilt ganz allgemein. [Daß 
sie eine Beziehung zwischen Größen darstellt, die unabhängig von­
einander meßbar ,ünd, ist in Kap. I ausgeführt, s. S. 65f.] Sind 
1)1 und P2 zwei Punkte auf der Stromkurve 8, und setzen wir 

CohlJ, Das el,'ktromagnetische Feld, 2, A. 10 
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wieder [vgl. Kap. I (78) und (72)] 
P2 

s~=u. (J q , 
Pi p, 

RO ergibt sich wie früher: 
pz 

wi=E+fCfs·ds 
p, 

und für eine geschlossene Kurve: 

wi=E+fCfs·ds. 
D 
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(2) 

(3) 

Nun galt für stationäre Zustände und ruhende Körper die grund­
legende Beziehung: 

So ergab sich für den vollständigen geschlossenen Kreis: 
wi = E [Kap. I (76a)]. An Stelle dieser Gleichung ist jetzt die 
Gleichung (1 a) getreten. Beide stimmen tatsächlich überein, 

sobald ~~ = 0 ist. Allgemein aber sind der Ohmsche und der 

Faradaysche Erfahrungssatz nur dann verträglich, wenn man 
annimmt, daß 

f (§; .ds=_~dQ 
S c dt 

D 

(4) 

ist: Die Umlaufsspannung des elektrischen Feldes ist gleich 
der Abnahme des magnetischen Induktionsflusses durch den 
Umlauf in der Zeiteinheit, geteilt durch c. 

Das ist die zweite Fassung des Induktionsgesetzes ; sie ist 
zugleich einwandfreier und umfassender als die erste. Einwand­
freier: die in n e re elektromotorische Kraft ist eine bestimmte 
Größe für jeden einzelnen Abschnitt des Leiters. Die sog. in­
duzierte elektromotorische Kraft kann nur für den vollen Um­
lauf angegeben werden; sie ist gleich der Umlaufspannung. -
Umfassender: Die Gleichung (1 a) hat nur für einen linearen 
leitenden Kreis und nur für die Strömung in ihm einen Inhalt. 
Die Gleichung (4) dagegen drückt eine Eigenschaft des Feldes 
aus. - Wir geben ihr einen erweiterten, von der Erfahrung 
bestätigten Inhalt, indem wir annehmen: sie gilt für jede ge­
schlossene Kurve, mag diese nun in beliebig geformten Leitern, 
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oder mag sie ganz oder zum Teil in Isolatoren verlaufen. Wir 
können sie für ruhende Körper gemäß der Bedeutung von Q 
auch schreiben: 

058 
C· rot~=-at. (4a) 

Für den Fall der Bewegung ist der geschlossene Weg 8 der Glei­
chung (4) eine durch feste substantielle Punkte gehende 
Kurve, und wir müssen folglich unter S eine substantielle 
Fläche verstehen. Die Verallgemeinerung lautet daher jetzt, nach 
(v') und unter Berücksichtigung von div)B = 0: 

d'58 058 
C· rot~ = -Tt = - ot + rot [ttJ)B], (4b) 

wenn ttJ die Geschwindigkeit der Materie bezeichnet. 
Gleichung (4) genügt zur Bestimmung des linearen Stromes i 

der Gleichung (3). Bei der Ableitung von (3) wurde angenommen, 
daß i längs der Kurve 8 konstant sei. Das mußte der Fall sein, 
so lange wir den Zustand als stationär voraussetzten [vgl. Kap. I, 
(70), (73)]. Jetzt aber liegt in dieser Annahme eine Beschränkung. 
Sie lautet, in allgemeinster Form ausgesprochen: Die Strömung 
soll keine Divergenz haben. Eine Strömung, welche nicht statio­
när ist, aber diese Eigenschaft mit der stationären Strömung teilt, 
nennen wir q uasis tationär. Die Vereinigung der drei Gleichun­
gen: 

3< = (J (~ - Sf) (Ohmsches Gesetz), 

div 3< = 0 (quasistationäre Strömung), 
d' 58 

c . rot ~ = - Tt (Induktionsgesetz) 

ergibt in bekannter Weise: Die Strömung 3< ist eindeutig bestimmt, 
sobald neben den Körperkonstanten (J und sr jederzeit der 
Vektor)B (und die Bewegung der Körper) bekannt ist. 

Wir setzen nun weiter voraus, daß das Feld S;) und die In­
duktion )B in jedem Zeitpunkt überall die Werte haben, die der 
gegenwärtigen Lage der Stromträger und Magnete und den gegen­
wärtigen Werten der Strömung entsprechen, geradeso, wie wenn 
dieser Zustand stationär wäre. D. h. nach Kap. II, (15), (5), 
(20): wir nehmen als gültig an: 

rot S;) = ~; div )B = 0 ; )B = ,u S;) + IDL 

10* 
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Wir setzen endlich voraus, daß die mechanischen Kräfte magne­
tischen Ursprungs sich aus diesem Felde so berechnen, wie es 
uns für ein stationäres Feld bekannt ist. 

Auch das elektrische Feld ist uns bisher nur bekannt, soweit 
es stationär ist und alle Körper ruhen. Dann ist rot ~ = 0, es 
gibt keine geschlossenen elektrischen Kraftlinien, und aus dieser 
Eigenschaft folgt, daß das Feld durch die Endpunkte der Kraft­
linien, die Elektrizitätsmengen, eindeutig bestimmt ist. Diese 

Eigenschaft besteht nicht mehr, sobald ~~ =F 0 ist. Es überlagert 

sich dann einem System elektrischer Kraftlinien, welche in Elek­
trizitätsmengen enden, ein zweites System geschlossener Kraft­
linien (s. die Bemerkung in Kap. I, S. 9f.). 

Wir wollen aber die zeitlichen Änderungen als so langsam 
voraussetzen, daß die Energie noch mit hinlänglicher Genauigkeit 
durch den ersten Anteil bestimmt ist. Wir wollen ferner annehmen, 
daß auch die Kräfte elektrischen Ursprungs die gleichen sind wie 
im stationären Feld. 

Sofern die hier zusammengestellten Annahmen erlaubt sind, 
sprechen wir von einem q uasistationären elektromagne­
tischen Feld. Den Grad der durch sie erreichten Näherung 
können wir erst beurteilen, wenn wir die streng gültigen Glei­
chungen für Feld und Kräfte kennen (Kap. IV, § 1 bzw. IV, § 9 
und V, § 4 Cl. 

Von der Energie des magnetischen Feldes ist bisher nicht 
die Rede gewesen. Wir können sie angeben, sobald wir zu den bis­
herigen Annahmen noch die folgenden, in aller Strenge bewährten 
hinzufügen: die Gesamtenergie des Feldes setzt sich additiv 
aus der bereits bekannten elektrischen 

W =f~~~·d7: e 2 

und der magnetischen W m zusammen; die chemisch-thermische 
Leistung hat allgemein den Wert 

p =J~:J.d7:; 
sie ist bei ruhenden Körpern die einzige Energieabgabe. 

Die Feldgleichungen für ruhende Körper lauten: 

3=c·rot~, 
am 
7ft = -c·rot ~. 
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Wir multiplizieren die erste mit ~. dr, die zweite mit ~ . dr, 
addieren, integrieren über den Raum r und erhalten mittels 
(0') : 

P + 5 dr·~ aa~ =-5 C[~~]N·dS, 
o 

folglich für das vollständige Feld: 

P·dt + f dr·~·dm = o. 
Das erste Glied stellt die in dt nach außen abgegebene Energie 
dar; das zweite muß daher die Zunahme der inneren Energie des· 
Feldes sein. Die elektrische Energie ändert sich bei ruhenden 
Körpern nicht, da - wegen div 3 = 0 - die Verteilung der Elek­
trizität sich nicht ändert. Also kommt die Zunahme ausschließ­
lich auf Rechnung der magnetischen Energie. Diese haben 
wir daher zu setzen: 

W m = f dr f ~ . diB (5) 

oder, da W1 ein konstanter Vektor, 

=fdrf~·d(f-t~). 

Als untere Grenze des Integrals nehmen wir ~ = O. 
Jetzt mägen unendlich kleine Verschiebungen der Körper­

elemente stattfinden; dann sind die Feldgleichungen : 

3=c·rot~, 
d'5S 
-=-c'rot~ 
dt ' 

und aus ihnen folgt für das vollständige Feld: 

P·dt=- fdr.~.d'\8. 
Fügen wir hinzu 

dW m= d {f drf~·d\8} 
nach (5), und die Arbeit der magnetischen Kräfte 

Am=fdr.~.d'm-d{fdrf~·dm} 
nach Kap. II (37), so ergibt sich: 

P·dt+Am+dWm=O. (6) 

Es ist ferner, gemäß unsern obigen Annahmen, A. + dW. = 0, 
wo A. die Arbeit der elektrischen Kräfte bedeutet; und somit, 
wenn wir mit A = A. + Am die gesamte geleistete Arbeit, und 
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mit W= We + Wm 

die gesamte elektromagnetische Energie bezeichnen, 

tp. dt + A + dW = O. 

(7) 

(8) 

Unsere Annahmen im Verein befriedigen also das Energie­
prinzip [vgl. Kap. II, bei Gleichung (21)]. 

[Am Ende des Kapitel I wurde abgeleitet, daß 

tp. dt + A e + dW. = 0 

ist. Hält man diese Gleichung mit der vorstehenden Gleichung (6) 
zusammen, so kann es scheinen, als ob der Betrag tp. d t zweimal 
in die Energiebilanz aufgenommen sei. Das trifft jedoch nicht 
zu: Der Posten in Kap. I bezieht sich ausschließlich auf un­
geschlossene Ströme, die durch Bewegung von Leitern ent­
stehen, der Posten in Gleichung (6) bezieht sich ausschließlich auf 
geschlossene Ströme.] 

In (6) ist [siehe Kap. II (21), (22)J 

Am = dU, U = J d7: J m . d ~ 

(a. a. O. die bei der Bildung von dU zu beachtenden Bedingungen). 
Zwischen den Funktionen U und W m besteht eine bemerkens­

werte allgemeine Beziehung. Es ist zunächst 

(9) 

Man setze m = rot 9t, forme das Integral um nach (0'), und 
benutze, daß 

rot~ =1l c 

ist; dann kommt (vgl. Kap. II, § 3 S. 90 bei X): 

U+ W =fdi Q 
m c ' 

wo Q den Induktionsfluß durch die Schleife von di bezeichnet. 
Oder in andrer Schreibweise (Zusammenfassung der Strom­
fäden in eine endliche Anzahl linearer Ströme i k ): 

nik 
U+Wm=~cQk· 

Dies ist nach Kap. II (29): 
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Also (10) 

Diese Gleichung entspricht vollkommen einer allgemeinen Be­
ziehung der Mechanik. Versteht man unter den i k die verall­
gemeinerten Ge,;chwindigkeitskomponenten - d. h. die nach 
der Zeit genommenen Differentialquotienten derjenigen geome­
trischen Größen, dip die Lage des Systems bestimmen -, unter 
W m die Energip deI' mechanischen Systems, so ist U die sog. 
Lagrangesehe Funktion (bei Helmholtz heißt ihr negativ 
genommener Wert das kinetische Potential). 

Zwei SondC'Tfälle treten hervor: 1. Das Feld rühre ausschließ­
lich von ~faglleten her. Dann ist nach (10) W m = - U. Also 
wird A In = ~- d lr", (dasselbe kann auch unmittelbar aus (6) 
abgelesen werden: tp ist Null). Die Arbeit wird auf Kosten der 
magnetischen Energie geleistet. - 2. Das Feld rühre ausschließ­
lich von Strömen her. Es ist 

~JC = 0, also )B = fl ~ ; 

daher U = J dr J fl~·d~, während W m = J dr J ~·d(flSj) 
ist. Ist aber weiter ,Il von H unabhängig, so wird 

F = W m = JdT' -; flSj2 und folglich Am = + dW m' 

[Ebentlo aus (10): U ist homogene quadratische Funktion der 1:; 
folglich na eh dem Eulerschen Satz 

". dU _ 2[1" L.; 1A- ri k - " 

Die Arbeit ist gleich der Zunahme der Energie. 
Nun ist die Lagrangesehe }i"unktion gleich kinetische minus po­

tentielle Energie. Hält man die Übertragung der mechanischen Be­
griffe auf das magnetische Feld für zulässig, so folgt also: Ist 
die gesamte Energie potentiell, so ist dU = - d W m' Ist die 
gesamte Energie kinetisch, so ist dU = + d W m' Aus der 
Gegenüberstellung der beiden Fälle kann man versucht sein zu 
folgern, daß die verschiedenen Auffassungen über permanente 
Magnete, die nach dem Äquivalenzsatz möglich sind, bedingt 
seien durch die Auffassung der Energie ihres Feldes, sei es als 
potentieller, sei es als kinetischer Energie. Dabei würde man 
aber allßer acht la;;8en, daß der Satz unter 2. nur unter der Be-
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dingung fJ, = constH gilt, und daß diese Bedingung nicht erfüllt 
ist" sobald sich Eisenkörper im Felde befinden. 

In diesem Kapitel wird uns vorzugsweise die Strömung, 
also das elektrische Feld in den Leitern, beschäftigen. Das all­
gemeine hierüber ist bereits gesagt. Ehe wir auf Einzelfälle ein­
gehen, sei das elektrische Feld im Isolator kurz besprochen 
(vgl. den Sonderfall des stationären Feldes in Kap. I, § 6 B). 
Nehmen wir an, das Feld in den Leitern sei bekannt. Dann kennt 
man auch die tangentiale Komponente des Feldes an den Leiter­
oberflächen. Damit ist sogleich die tangentiale Komponente 
auf der Seite des Isolators gegeben. Denn nach (4b) ist 

rot {~-+ [ttl )ß]} eine endliche Größe, also die tangentiale Kom-

ponente von ~ - ~ [ttI)ß] durchweg stetig. (Für ruhende 

Körper einfach nach (4a): ~s setzt sich stetig durch die Ober­
fläche fort.) Gegeben sind ferner die Gesamtelektrizitätsmenge 
jedes Leiters und eine etwaige Elektrizitätsverteilung im Iso­
lator; gegeben ist ferner überall die Dielektrizitätskonstante des 
Isolators. Durch diese Daten aber und durch die Gleichung (4b) 

ist das Feld im IflOlator bestimmt, sobald wir d~~ als bekannt 

voraussetzen dürfen. 
Die magnetische Induktion )ß hat keine Divergenz; sie ist 

quellenfrei. Der einfachste Fall, und zugleich ein sehr 
wichtiger, liegt vor, wenn die m-Linien ein einziges Ring­
gebiet erfüllen; vgl. Kap. II, § 5. Dann ist außerhalb des 
Ringes der Wirbel von ~ gleich Null, nicht aber ~ selbst. 
- In dem besonderen Fall, wo das Ringgebiet axiale Sym­
metrie, besitzt, (dünner Kreisring, unendlich langer Kreis­
zylinder), ist in der Achse ~ = o. - Allgemein: Nicht das 
elektrische Feld, sondern sein Wirbel ist an das Vorhandensein 
veränderlicher magnetischer Induktion geknüpft. Das elek-

trische Feld selbst kann stark sein, wo ~~~ = 0 ist; es kann Null 
d'~ sein, wo fit große Werte hat. 

[Der Zusammenhang zwischen - ~ und dd'~ ist genau der 
, t 

gleiche, wie der zwischen dem stationären magnetischen Feld ~ 
und der stationären Strömung 3, der in Kap. II behandelt ist. 
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Der soeben angeführte Sonderfall entspricht der Strömung im 
unendlich langen Draht. Während aber keine Darstellung einen 
Zweifel darüber läßt, daß das magnetische Feld auch außerhalb 
der durchströmten Leiter vorhanden ist, verleitet die Behandlung 
der "induzierten elektrornotorischen Kraft" vielfach zu der Vor­
stellung, das induzierte Feld (nicht sein Wirbel) sei an eine am 
gleichen Ort stattfindende Induktionsschwankung gebunden.] 

§ 2. Ruhende Körper. 
Wir setzen eine beliebige Zahl ruhender linearer Stromkreise 

voraus. Für jeden von ihnen gilt eine Gleichung von der Form (1 a):. 

. E 1 aQk 
Wk~k= k-cat' 

Multipliziert man mit i k und addiert, so folgt die Energiegleichung 
(für die Zeiteinheit): 

(11) 

Dies ist, auf unsern Fall angewandt, die Gleichung (6). Am ist 
= O. Die linke Seite ist nach Kap. I, (77) = -lJ', d. h. gleich 
dem Überschuß der von den Stromquellen gelieferten über die als 
Joulesehe Wärme verbrauchte Energie. Die rechte Seite ist, wie 

sich durch die bekannten Umformungen leicht ergibt, = a ~ m 

1. Es sei zunächst ein Stromkreis vorhanden. Dann ist 

1 aQ_ 1 aQai _Lai 
cat-c8[ai- at' 

also 
. E Lai 

W~= - at' (12) 

List [so Kap. II (34)] eine positive Größe, bei Gegenwart 
von Eisenkörpern eine Funktion von i, sonst eme Konstante. 
Die Energiegleichung wird: 

E'- ·2_L· ai _ aW", 
~ W~ - ~ at - at . (13) 

a) Der bisher offene Stromkreis werde zur Zeit t = 0 geschlos­

sen. Dann ist nach (12) ~; ~ 0, solange i < ! ist. Der Strom 

steigt also von 0 zu seinem stationären Endwert i] =! an. 
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Während des Anstiegs entsteht die magnetische Energie W m ; 

die Elemente haben sie neben der Jouleschen Wärme zu liefern. 
b) In dem Stromkreis mit dem stationären Strom i 1 werde zur 

Zeit t = 0 die Stromquelle mit der elektromotorischen Kraft E 
ausgeilChaltet. Die Stromgleichung wird 

. L oi 
Wt =- ct 

mit der Bedingung: i = i 1 für t = O. Der Strom sinkt von i 1 

zu 0 ab. Dabei verschwindet die magnetische Energie, indem 
sie sich in Joulesche Wärme verwandelt. 

Wir setzen L = const, so daß W m = t Li2 wird. Dann ist 
das Integral von (12) im Fall a): 

E ( -~~) i=- l-e L 
w ' 

im Fall b)': 
wt 

i=i1 e --j, . 

Die Konstante L , die jedesmal den zeitlichen Verlauf bestimmt, 
w 

heißt die Zeitkonstante des Stromkreises; sie hat die Dimension 
einer Zeit. 

2. Man denke sich einen (ersten) Strom, welcher zwei gleich große, 
parallele und unmittelbar benachbarte Flächen von geringer Aus­
dehnung in entgegengesetzter Richtung umfließt. Der Induktions­
fluß, welchen ein zweiter Strom durch die Stromkurve des ersten 
hindurchsendet, ist dann verschwindend klein, und dasselbe gilt (da 
L 12 = L 21 ) für den Induktionsfluß, den der erste Strom durch die 
Kurve des zweiten sendet. Eine verdrillte Hin- und Rückleitung 
kann angesehen werden als aus Stromschleüen der gedachten 
Art zusammengefügt. Indem man zwei entfernte aufgeschnittene 
Stromschleüen 1 und 11 durch zwei verdrillte Drähte miteinander 
verbindet, erreicht man, daß der Induktionsfluß Q durch die 
gesamte Strombahn in zwei Anteile Q' und Q" zerfällt, die 
durch zwei sich nicht durchdringende Felder bestimmt sind. Wir 
teilen die ganze Strombahn in zwei Stücke - im folgenden durch 
die oberen Indizes unterschieden - von denen (siehe Abb.26) 
das eine, die Schleife 11 umfassende, im Punkt a beginnen und 
in dem unmittelbar benachbarten Punkt b enden möge. Die 
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Gleichung (1 a) kann dann geschrieben werden 

- (w'i-E' + -~ iJQ'\ = -+- (w"i-E" + ~~Q~) = V. (14) 
c iJt) , c iJt 

Die durch diese Gleichung definierte Größe V heißt die 
an den Kreis 11 angelegte elektrische Spannung. Sie verhält sich 
für diesen Kreis wie eine in der 
Stromrichtung wirkende elektro­
motorische Kraft (und für den 
Kreis 1 wie eine ge ge n die Strom­
richtung wirkende). Ihre Kennt­

Abb.26. 

nis ersetzt für 11 alle Kenntnisse über die Größen, die den Rest 
des Stromkreises kennzeichnen. - Es ist nach dem Ohmschen 
Gesetz 

" . E" Ja 'I oe; d '11) 1, - :=--.-: - g" \2-8· 8, 

und nach dem Faradayschen Gesetz 

1 iJQ" fb I 
-c-Tt= + ~"I ~s·d8, 

also nach (14): "f) 

b 

V=J~s·d8, (15) 
a 

wo als Integrationsweg die gerade Verbindung der beiden un­
mittelbar benachbarten Punkte zu verstehen ist. Diese zweite 
Bedeutung der Spannung kennzeichnet sie gegenüber dem Isolator; 
sie darf dessen Durchschlagsfestigkeit nicht übersteigen. 

Multiplizieren wir (14) mit i, so entsteht 

- (1[1'+ iJ~~) = + (1[1"+ ~~:':) = i V. (16) 

Hiernach ist i V die Energie, die in der Zeiteinheit von 1 nach 11 
übertragen wird. 

In der hier behandelten Art einen Stromkreis zu zerlegen, 
sind wir häufig genötigt: Bei der Ausführung von Messungen 
müssen wir den unveränderlichen Stromkreis des Meßgeräts 
von dem Induktionsfluß des wechselnden äußeren Stromkreises 
frei halten. - Wenn wir eine von uns zu benutzende Leitung 
an das Netz einer elektrischen Zentrale anschließen, so kennen 
wir die bestimmenden Größen in der Zentrale und der Zuleitung 
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nicht; gegeben ist uns nichts weiter als die Spannung zwischen 
den Enden der Zuleitung. 

Für praktische Zwecke genügt es meist, die Verbindungs­
drähte unverdrillt nahe nebeneinander zu führen. 

Von einer elektrischen Spannung zwischen zwei in endlicher 
Entfernung liegenden Punkten kann man im allgemeinen nicht 
reden; denn da die Umlaufsspannung bei veränderlichen Zu­
ständen nicht Null ist, so hängt das Linienintegral der Gleichung 
(15) vom Wege ab. Ist aber in 11 eine enggewickelte, etwa noch 
mit Eisen gefüllte, Spule enthalten, so ist Q" und somit V auch 
dann noch mit praktisch ausreichender Schärfe definiert, wenn 
die Punkte a und b nicht in unmittelbarer Nähe liegen. Denn 
die ver h ä I t n i sm ä ß i g e Änderung von Q" bleibt sehr gering 
bei Verlagerung des Verbindungsweges ab, solange dieser nur nicht 
in die Spule eindringt. In diesem Sinn spricht man von den 
wechselseitigen und dem Selbstinduktionskoeffizienten einer 
offenen Spule, und von der Spannung zwischen ihren Enden. 

3. Im folgenden lassen wir den Index " fort und setzen den 
Leiter als homogen voraus (E = 0). Es sei V als einfach harmo­
nische Funktion der Zeit von der (Kreis-)Frequenz y oder 

v 
der Wechselzahl - gegeben: 

:rr; 

V = Vo sin (yt-iX), 
so daß 

wi + L~ = Vo sin (yt-iX) (17) 

wird. Wir nehmen zunächst L = const an. Ist dann für t = 0: i = 0 
vorgeschrieben, so ist das vollständige Integral: 

wt 

i = :~- { sin (cd-<p)' e - L + sin (yt - (0( + <p)) } , 

wo (18) 

w' = yw2 -+ (YL)2, 

i setzt sich zusammen aus einem Glied, das mit wachsender Zeit 
zu Null abklingt, und einem rein periodischen, das den Beharrungs­
zustand darstellt. Wir betrachten zuerst dieses, nehmen also 

(19) 
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an. Die Energiegleichung 
T T T 

wJ i 2 ·dt+ J Li·di= J Vi·dt (20) 
000 

liefert, wenn wir für T ein ganzes Vielfaches der Periode 2 n 
v 

(oder eine beliebige, aber gegen die Periode sehr große Zeit) 
wählen: 

W ii. T = Voiocos'P . T 
2 2 . (20a) 

Die rechte Seite gibt die dem Leiter von außen zugeführte 
Energie, die linke die daraus entstandene J oulesche Wärme an. 
Die magnetische Energie hat als periodische Funktion der Zeit 
keinen (oder einen verschwindenden) Anteil an der Energie. 
bilanz. Während also das Verhältnis von Spannungsamplitude 
zu Stromamplitude durch den Scheinwiderstand (die Impe­
danz) w' ausgedrückt wird, entscheidet über den Energiever­
brauch der Ohmsehe oder Wirkwiderstand w, den wir weiter 
wie bisher als Widerstand schlechthin bezeichnen werden. Für 
eine Spule mit Eisenkern - Drosselspule, siehe Kap. II, § 5-
ist bei den in der Technik benutzten Wechselzahlen 

w 
vL~l, also 

sie setzt die Stromstärke herab, wie ein großer Widerstand es tun 
würde, aber ohne dessen Energieverbrauch. - Fassen wir jetzt 
den Ausgleichsvorgang ins Auge, der vom Stromschluß 
(t = 0) zum Beharrungszustand hinüberleitet. Es sei wieder 

w 
vL~l. 

Dann ergibt (18) für die ersten Schwingungsperioden: 

(t '" ~, ~ ~ 1) : 
i = :1 {cos IX- cos (vt-IX)}, 

während der Beharrungszustand gegeben ist durch 

. Vo ( ) ~ =- vL cos vt-IX . 

Für 
n 

IX = 2" schwingt daher i zuerst zwischen 

(21) 

(22) 

+ Vo für 
- vL' 
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rJ. = 0 aber zwischen 0 und 2 :l, während es im Beharrungs­

zustand stets im Intervall ± :lliegt. Da der Wert von rJ., d. h. 

die Spannungsphase im Zeitpunkt des Stromschlusses, dem Zu­
fall überlassen ist, muß daher die Leitung für eine größere, als 
die dauernd beabsichtigte Stromstärke bemessen sein. 

Dies gilt in erhöhtem Maß, wenn man die Eigenschaften des 
Eisens berücksichtigt, denen zufolge L eine Funktion von i ist. 
Die verschiedene Größenordnung von w und v L machte sich 
unter unsern bisherigen Annahmen dadurch geltend, daß wi ver­
schwand gegenüber 

denn (21) ist die strenge Lösung der Gleichung 

L~i = V sl·n(vt-- N ) dt oe "'-, (l7a) 

die aus (17) durch diese Vernachlässigung entsteht. Das Größen­
ordnungsverhältnis besteht auch jetzt noch. Wenn wir dem­
gemäß als gültig für die ersten Schwingungen ansetzen: 

1 dQ V . ( ) cdt= osm vt-rJ. , (17b) 

und beachten, daß für i = 0 auch Q = 0 is.t, so ergibt sich 
zunächst 

~ = ~O{cosrJ.-cos(vt-rJ.)}. (23) 

Je nach der Phase von V, in welcher der Stromschluß erfolgt, 

schwankt also der Höchstwert von I~I zwischen Vo und 2 Vo . 
c v v 

Denken wir uns nun, um übersichtliche Verhältnisse zu haben, 
wieder wie in Kap. II, § 5 einen gleichmäßig bewickelten dünnen 
Eisenring. Dann ist mit den dortigen Bezeichnungen 

lH=~i, Q=NBS, B=pH, folglich Q=p ~ N:i . 

Also ist, bei entsprechend gewähltem Maßstab, die Q, i-Kurve 
identisch mit der B, H-Kurve des Eisens, aus dem der Ring be­
steht. Sie wird etwa durch Abb. 27 dargestellt. Man entnimmt 
aus ihr, daß, wenn Q auf den doppelten Wert wächst, i auf ein 
hohes Vielfaches steigen kann. [Da wir die Vernachlässigung 
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von w bereits in die Differentialgleichung eingeführt haben, läßt 
sich natürlich der (+rad der Annäherung für ein bestimmtes, 
wenn aurh lwliebig kleineR 11' aUR unsrer Darstellung nicht ent­
nehmen.] 

Wa" dell ]) a u t' l' Z U s t an d bei eisengefüllten Spulen betrifft, 
so läßt sich allgemein nur sagen: der Strom ist. auch jetzt ein 
rein periodiRcher Wf'chselstrom, e 
aber kein einfa('h harmonischer, - oder 
gemäß der FourierHchen Entwicklung 
einer helie bigell periodischen Funk-
tion: (kr Grundschwingung sind harmo-
nische Oben;chwingungen überlagert. 

Wir habeIl bisher angenommen, Abb.27. 

daß B eindelltig!' Funktion von H, 
also Q oder ~ eindeutige Funktion von i ist. Dann ist in 

(20) Li· d i _. ;. d(J das vollständige Differential einer Funktion 

von i,- der magnetisehen Energie. Diese hat nach Ablauf einer 
Periode wie(lpl' den Anfangswert. Berücksichtigen wir aber die 
Hysteresis (R. Kap. TI, § 2), so gilt dies nicht. Allgemein ist 

i_dQ=J d't·~·d)s 
r 

T 

(und in dem soeben betrachteten Sonderfall einfach = 'l'.\) . d58). 
Von der dcm Stromkreis zugeführten und nicht in J oulesche Wärme 
umgesetzten Energie 

T 

J Li·di 
o 

entfällt also auf die Volumeinheit der Betrag 
T 

J ~·d)s. 
o 

Dies ist, wenn wir für T eine volle Periode nehmen, der Flächen­
inhalt der Hysteresisschleife der Abb. 14. Diese Energie tritt als 
Wärme auf; sie ist im teehnischen Sinn vergeudet. Der Satz ist 
VOll Warburg gefundenJ ). Er bezieht sich auf einen vollen Kreis­
prozeß; welcher Betrag von Wärme bei den einzelnen Verände­
rungen d B auftritt, ist unbekannt. 

1) WiedplllannH Ann. Bd. 13. 1881. 

i 
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Wir haben ferner angenommen, daß nur in unserm linearen 
Leiter ein Strom (i) auftritt. Auch das trifft nicht zu, wenn eine 
stromführende Spule mit Eisen gefüllt ist. Denn die magnetischen 
Kraftlinien des von i erzeugten Feldes durchsetzen das Eisen, 
und indem die Feldstärke sich ändert, entstehen im Eisen Induk­
tionsströme entsprechend Gleichung (4). Man schränkt die mög­
lichen Bahnen für diese Wir belströme ein, indem man das Eisen 
un terteil t, d. h. es aus dünnen Blättern schichtet, in denen die 
Kraftlinien verlaufen; - und man vermindert ihre Stärke, indem 
man Eisen von niedrigem elektrischen Leitvermögen - bei gleich­
zeitiger hoher magnetischer Durchlässigkeit und geringer Hystere­
sis - wählt. (Eisen mit Siliziumzusatz, sog. legiertes Eisen.) 
Auch die Joulesehe Wärme der Wirbelströme ist vergeudete 
Energie. 

Hysteresiswärme und Wirbelstromwärme zusammen werden 
in der Technik als Eisenverluste bezeichnet. 

4. Wechselstromtransformator. (Vgl. Kap. H, § 5). Zwei 
Spulen (Windungszahlen N J und N 2, Widerstände w1 und w2 ) 

seien eng und gleichmäßig auf einen Ringkörper (Querschnitt S, 
mittlere Umfanglinie l) aus unterteiltem Eisen (Durchlässig­
keit 1') gewickelt. An den Enden der einen, der primären, liege 
die gegebene Wechselspannung 

(24) 

Die andere, sekundäre, sei durch eine gegebene Nutzleitung 
geschlossen. Gefragt wird nach dem Induktionsfluß q durch den 
Ringquerschnitt, dem primären Strom i 1, dem sekundären Strom 
i2, der sekundären Spannung V2 an den Enden der Nutzleitung. 
i 1 und i 2 sollen im gleichen Umlaufssinn positiv gerechnet werden, 
V 1 soll einer positiven elektromotorischen Kraft in der primä­
ren Spule, V2 einer solchen in der Nutzleitung gleichwertig 
sein. Durch die zu Anfang hervorgehobenen Voraussetzungen 
sollen einerseits Streuung, andrerseits Wirbelströme als aus­
geschlossen gelten. Dann ist (s. für das folgende Kap. H, § 5): 

! (N1id-Nli2)=Rq, wo q=flHS, R=p,~-' (25) 

(Hier ist der Ausschluß der Wirbelströme zur Geltung ge­
kommen.) 
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Ferner nach (14) gemäß unsern Richtungsfestsetzungen: 

V . NI aq I 1 =Wl~l + eßt 

V . N 2 aq 
2=-w2~2-eßt· 

(25) 

Endlich, wenn wund L sich auf die Nutzleitung beziehen: 

V . +L aiz 
2=W~2 at· (25) 

Aus den drei ersten Gleichungen folgt: 

--;- --;-_ --'2 -'2 a q 
VI ~l-- V2~2- W1 ~l + W2~2 + Rq ßt ' (26) 

wo die Striche zeitliche Mittelwerte bedeuten sollen. 
VIii ist die der primären Spule zugeführte, V 2 i 2 die an die 

Nutzleitung abgegebene Leistung, die rechte Seite also der Eigen­
verbrauch des Transformators. Er besteht aus der Jouleschen 
Wärme in den beiden Spulen und der Hysteresiswärme , 

( . -ag -ajB) 
denn es 1st R q ß"t = 1 S ~ at . 

Die Wirbelstromwärme ist durch den Ansatz bereits ausgeschlossen. 
Zur Abschätzung der Größenordnungsverhältnisse nehmen wir 

fl als konstant an, und dementsprechend auch L. Dann werden 
die Gleichungen (25) linear-homogen; q, V2, i 1, i 2 werden Sinus­
Funktionen der Zeit. 

In solchen Fällen, die uns noch häufig begegnen werden, ist 
es rechnerisch bequem, alle Größen in der Form f' e,vt anzusetzen 

(t = -y - 1), wo die f dann unabhängig von t, - im allgemeinsten 
Fall reine Funktionen der Koordinaten sind. Hat man diese ge­
funden, so bilden alle reellen - und ebenso alle imaginären -
Anteile der f· ewt eine Lösung der Aufgabe. Wir werden in Zu­
kunft oft so verfahren. Bei hingeschriebenen komplexen Aus­
drücken sind dann stets ihre reellen (oder imaginären) Anteile ge­
meint. Ergibt sich also irgend eine Größe in der Form A e,(vt-r), 

wo A und Cf reelle Funktionen der Koordinaten bezeichnen sollen, 
so bedeutet das eine Amplitude A und eine Phase Cf. - Es ist 
aber zu beachten, daß dieses Verfahren nur bei solchen Gleichungen 
möglich ist, in denen die abhängig Veränderlichen linear-homogen 
enthalten sind. Für uns bedeutet das, daß wir es nur auf die Feld­
gleichungen, nicht auf die Energiegleichung anwenden dürfen, 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 11 
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und auch auf die Feldgleichungen nur, sofern wir f1, als konstant 
behandeln. 

Hier setzen wir an: VI = const e,vt, und erhalten dann: 

NI N~ 
wo R=const=~L =2L-' c 11 C 22 

V . +NI 
1 = W1 ~l c- IVq , (25a) 

V . N 2 
2 = -W2t 2 - c IVq 

V2 = (W + IvL)i2 • 

(Die Funktion f(x) der Gleichung Kap. II (40) ist = c~). 
Nun ist zunächst bei jedem technischen Transformator nach 

seiner Bauart 
W1 <:;vLn (a) (und w2 4;vL22 ) .• 

Der Transformator kann ferner nicht nützlich verwandt werden 
bei zu hohem Widerstand der Nutzleitung (Grenzfall: offene 
Sekundärspule ), und ebensowenig bei zu niedrigem (Grenzfall: 
Kurzschluß der Sekundärspule); in den beiden Grenzfällen 
würde die gesamte zugeführte Leistung im Transformator selbst 
verbraucht werden. Das Gebiet bester Ausnutzung ist dadurch 
abgegrenzt, daß einerseits 

andrerseits 
Iw + IvL l4{:.vL22 (b), 

I I N~ d I W + IvL ::?> w2 (c); und::?> w1 N" .() 
1 

ist. Diese Bedingungen seien erfüllt. Dann ergeben die Glei· 
chungen (25a), daß 

I C W 2 i 2 1 I C WI i Ij
i I eR q I 

iN2vql' INI-vq ' IN2i 2 

sehr klein gegen Eins sind. Man erhält also, von kleinen Korrek· 
tionen abgesehen, für den gekennzeichneten Nutzungsbereich des 
Transformators: NI Bq 

V1 = c Bt' 

V2 =- ~2 ~~ , 1 (25b) 
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Daß heißt: 1. Durch das vorgeschriebene V I ist unmittelbar 
unabhängig YOll der Belastung des Transformators (den 

Werten von U' und L) - der Induktionsfluß q und die sekundäre 
Spannung 1'2 bestimmt. Die beiden Stromstärken und die 
Leistung richtl'Jl sieh nach der Belastung. 2. Die beiden Spannun­
gen verhalten sieh wie die WindungszahleIl. 3. Die beiden Strom­
stärken verhalten sich umgekehrt wie die Windungszahlen. 4. Von 
den geringen Eisenverlusten und der noch geringeren Jouleschen 
Wärme in deli Drahtwicklungen abgesehen, verwandelt daher 
der Transformator lediglich die zugeführte Energie, und zwar 

derart, daß nicht 111lf, wie (26) zeigt, VIiI = V2i2, sondern auch 
in jedpm Augenhlick 

V2 i 1 N 2 

VI i 2 NI 

ist. Man übersieht nun leicht, was die Abgrenzungen (b), (c), (d) 
physikalisch bedeuten. Es ist nach (25b): 

. ' (N., \)2 
11(W -+- ll'L) = N: VI' 

Bei offener Sekundärleitung aber ist der Leerlaufstrom (i1) 

gegeben durch: 

oder: 

Die Ungleichung (b) bedeutet also, daß der Leerlaufstrom sehr 
klein ist gegen den Primärstrom bei normaler Inanspruchnahme 
des Transformator". -- (c) sagt für den Sekundärkreis aus, daß 
bei normaler Inanspruchnahme die Klemmspannung V2 

sehr groß ist gegen den Ohmsehen Spannungsverlust w 2i2 

im Transformator. - (d) besagt das gleiche für den Primärkreis. 
Die VOll uns vernachlässigten Wirbelströme wirken wie ein 

Nebenschluß der Sekundärleitung, - die Streuung wie ein 
Nebenschluß des Induktionsflusses. 

5. Betrachten wir jetzt ein Netzwerk von N linearen Leitern 
(vgl. Kap. I, § 6 A). Für jeden Zweig k haben wir wieder als Aus­
druck des Ohms(~hen Gesetzes: 

wkik ---Ek = f Q:s ·ds. 
(k) 

Addieren wir alle diejenigen Gleichungen, die sich auf eine Schleife 
ll* 
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h beziehen, so erhalten wir: 

.I)(wkik-Ek)=- ~ ;~'!. (27a) 
h 

Dazu kommen die Gleichungen, die für die p Verzweigungs­
punkte aussagen, daß die Summe der dort zufließenden Ströme 
Null ist: 

(27b) 

Kirchhoff hat gezeigt!), daß es p -1 unabhängige Glei­
chungen (27b) und N - (p - 1) unabhängige Gleichungen (27 a) 
gibt. Die Gleichungen (27 b) drücken also alle N Größen i aus 
als Summe einer Anzahl n = N - (p-l) von Strömen 'i', die 
in geschlossenen Bahnen fließen, und sich in den einzelnen 
Zweigen überlagern. Man führe auf der linken Seite von (27 a) 
diese i' ein. Auch die Qh drücken sich durch die i' aus, und zwar 
für fl = const linear. Man hat also n (lineare) Gleichungen für 
die n Größen i'. - So ist die Aufgabe allgemein zu lösen 
(HeImholtz 2)). Praktisch gestaltet sie sich in der Regel einfacher. 
Enthalten einzelne Zweige eng gewundene, und etwa noch mit 
Eisen gefüllte, Spulen, so sind (s. unter 2.) die Qh im wesentlichen 
durch Form und gegenseitige Lage dieser Spulen und durch die 
Stromstärken in ihnen bestimmt. Die Gleichungen (27 a) nehmen 
dann die Form an: 

~(. I8 Qk ) 1; Wk~k-Ek+cat =0, (27 c) 

wo Q keine - für fl = const lineare - Funktion der i k ist. Die 
Gleichungen (27b, c) haben die Form der Kirchhoffschen Sätze 
für stationäre Ströme, siehe Kap. I (79a, b). Findet insbesondere 
eine wechselseitige Induktion zwischen den Spulen nicht statt, 
so ist 

wo Lu die Selbstinduktivität. Sei z. B. ein Strom i in zwei 
Leiter mit Selbstinduktion, aber ohne wechselseitige Induktion 

1) Poggendorfs Ann. Bd.72. 1847; auch Ges. Abhdlgn. S.22. 
2) Poggendorfs Ann. Bd. 83. 1851; auch Wiss. Abhdlgn. Bd. 1, S. 435. 
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und ohne innere elektromotorische Kräfte, verzweigt; dann ist 

i) +i2 = i, } 
. + L d i 1 • L d i 2 

WIll lldt=W2~2+ 22dt· 
(28) 

Ist i "-' 8,vt, so wird 

i 1 (w 1 + (vLu ) = i 2 (w2 + (VL22 )· (28a) 

Die Stromstärken stehen also im umgekehrten Verhältnis der 
Schein widerstän de, nicht der Ohmschen Widerstände. 

§ 3. Induktion durch Bewegung. 
Wir wollen jetzt Induktionsströme betrachten, die durch Be­

wegung entstehen. Zunächst: gegen ein unveränderliches 
Feld bewege sich ein homogener Leiter. Es sei also innerhalb 
des Leiters erstens, bezogen auf ein ruhendes Koordinat.en-
system, 

zweitem; 

Dann ist nach (4 b): 
C tu 1 

rot ~ = rot i c ~j , 

a){J 
at'=O, 

also 

wo tu die Geschwindigkeit. und q; eine einwertige Ortsfunktion 
bedeutet. In dem Leiter soll keine permanente Magnetisierung 
vorhanden sein, und er soll sich bezüglich seiner Durchlässigkeit 
von seiner Umgebung nicht unterscheiden (etwa Kupfer in Luft). 
Dann iRt, nach Kap. TI. (36) die Kraft auf die Volumeinheit 

f=10~'. 
I. c I 

AhlO wird in der Zeiteinheit eine Arbeit geleistet 

A=fIU I. 3 ~ II dr: = -f~ r tu ~J dT. 
rn '.e. 'VLe. 

Da div 3 = 0 ist, ist 

J 3·17 q; ·dr: = (), folglich 

d. h. stets eine negativf' Größe. Unsere Voraussetzungen be­
sagen, daß einerseits die Kräfte nur von der Strömung herrühren, 
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und daß andrerseits die Strömung nur durch die Bewegung ent­
steht. Wir haben also den Satz: Wenn durch Bewegung von Leitern 
in ihnen Induktionsströme entstehen, so entstehen zugleich 
Kräfte auf den durchströmten Leiter, welche der Bewegung ent­
gegenwirken. (Lenzsche Regel.) Nach dem Grundgesetz 
der Induktion (4) kommt es nur auf die relative Bewegung von 
Feld und Leiter an; ob das unveränderliche Feld (das oben als 
ruhend bezeichnete Koordinatensystem) gegen die Erde ruht 
oder eine beliebige Bewegung hat, ist ohne Bedeutung. - Auf 
einen linearen Stromkreis angewandt, lautet der Satz: Die 
Richtung des Induktionsstroms ist stets so, daß die Kräfte auf 
den Stromträger seine Bewegung hemmen. 

Bezeichnen wir die in einem geschlossenen linearen Leiter indu­
zierte elektromotorische Kraft mit E', so ist allgemein nach (4): 

E,=_J..dQ 
c dt' 

Q ändert sich periodisch, wenn eine Leiterschleife sich in einem 
Magnetfeld um eine feste Achse dreht. Durch diese Drehung 
wird daher ein Wechselstrom in der Schleife erzeugt, und somit 
auch in einem äußeren Leiter, der ohne Kommutator mit ihr 
verbunden ist: Wechselstromgenerator. 

Bewegt sich ein Leiter mit konstantem Strom gegen em 
unveränderliches Feld, und ist seine jeweilige Lage durch den 
Wert von {} bestimmt, so wird 

1]1' __ ~ ßQ df} 
1'.1 - c ßf} dt . 

Zugleich ist nach Kap. H, (35a) die Kraftkomponente 0, die zur 
Koordinate {} gehört, gegeben durch: 

Q=~ßQ 
\7 c ßf}' 

Wir können also für diesen Fall die Ergebnisse von Kap. H über­
tragen. So folgt: Jeder Gleichstrommotor kann auch als Gleich­
stromgenerator dienen. Eine Maschine, die, mit dem Strom i 
gespeist, dem Anker das konstante Drehmoment 

g = kitfJ (29a) 

erteilt [so Kap. H (42a)], ergibt umgekehrt, durch mechanische 
Kraft angetrieben, im Anker die elektromotorische Kraft 

E' = - ktfJOJ, (29b) 
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wo 
df} 

(J) = dt 
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die als konstant vorausgesetzte Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. 
Der hingeschriebene Wert von e ist tatsächlich ein Mittelwert; 
um dieHcn finden R('hwankungen statt mit der Periode: Winkel­
abstand der Rplllen geteilt durch w. Das gleiche gilt für E'. Nur 
bei der Unipolarmailehine ist g und ebenso E' konstant. 

Die SehwankungeJ1 von e und E' kommen dadurch zustande, 
daß jeweils eirw Ankerspule aus dem einen Schließungsbogen des 
äußeren Stromkl'ei;.;p,,; in kürzester Zeit in den andern übergeht. 
Während de,,; Übergangs ist sie durch den Kommutator kurz ge­
schlossen. Damit nicht in ihr ein starker Induktionsstrom ent­
steht, der zu Funk('n oder Flammenbogen zwischen Bürflte und 
Kommutator führen würde, muß die Wirkung der Selbfltinduktion 
durch ein äußereR Feld herabgedrückt werden, welches die Spule 
im Augenbliek de,; Kurzschlusses durchschreitet. Die~es Feld 
erzeugen Welldepo[e, welche, ebenso wie die Kompensations­
spulen (siehe Kap. U, § 6 A), an dem festen Gestell angebracht 
Hiwi und dun·h dt'll Ankerstrom erregt werden. 

Es sei 10 (ler Widerstand der Ankerleitung, V die Spannung 
zwischen ihren Enden, so gerechnet, daß i V die dem Anker 
zugeführtf' dektrische Leistung ist. Dann tritt zu (29a, b) 
hinzu: 

wi-E' = V (29c) 

[wegen des Vorzeichens s. bei (14) und (16).] 
(29 a, b, c) sind die Gleichungen, welche die Wirkungsweise 

der Gleichstrommaschine bestimmen. Sie bestehen gleichzeitig; 
man kann willkürlich den Strom als Ursache, die mechanische 
Kraft als Folge am;ehcn, oder umgekehrt. 

10 i:J ist die im Anker verbrauchte Wärme, gw = kifJiw = - E'i 
die ab ge ge ht, ne nwchanische Leistung. Die Energiegleichung ist: 

i2 10 = iV + iE'. 

Wir wollen unter i stets den absoluten Betrag verstehen. 
Dann ist 

für den Motor: V> 0, E' < 0, IV] > jE'I; 
für den Generator: V< 0, E' > ° lVI< jE'!. 

Die Maschine arbeitet zweckmäßig nur dann, wenn die Joulesehe 
Wärme sehr klein ist gegen die aufgenommene oder abgegebene 



168 Kapitel Ur. § 3. 

Leistung, also wenn iw ~ IE'I ist. Im Beharrungszustand ist e 
eine vorgeschriebene Größe: das zu überwindende bzw. das an­
treibende Drehmoment der äußeren Kräfte. Der Induktions­
fluß tP kann unmittelbar gegeben sein: Fremderregung des 
Magnetfeldes; - oder durch den Strom i selbst hervorgerufen 
werden, der Anker- und Magnetwicklungen hintereinander durch­
fließt: Hauptschlußmaschine; - oder durch einen Zweig­
strom von i: Nebenschlußmaschine. 

Die Maschine laufe als Motor. rp sei fest gegeben (Fremd­
erregung). Eine bestimmte Spannung V werde aufrecht er­
halten. Die Belastung e werde geändert, doch so, daß die Gren­
zen guter Ausnutzung der Maschine gewahrt bleiben. Dann ist 
nach (29c): w·(Ji=(JE', und zugleich 

. IE'I WZ~I , 

Nach (29a) aber ist: 

oi oe 
e' 

oder nach (29b): 'IOil 1000
1 T ::» Iw . 

Somit: 1000/ /oel 
1
_<--· 
00' e , , 

Große verhältnismäßige Änderungen der Belastung bringen also 
nur kleine verhältnismäßige Änderungen der Umlaufsgeschwindig­
keit hervor. Das gleiche gilt für die Nebenschlußmaschine, -
nicht aber für die Hauptschlußmaschine. 

Die Gegenüberstellung der Gleichungen (29a) und (29b) er­
gibt noch: da die Versenkung der Ankerdrähte in Nuten das 
Drehmoment nicht ändert, so ändert sie auch die induzierte 
elektromotorische Kraft nicht. 

Aus wirtschaftlichen Gründen ist es angezeigt, eine große 
Zahl von Stromverbrauchern aus einer Zentrale zu versorgen. 
Ist der Strom i, die Spannung an der Zentrale Vo, an der Ver­
brauchsstelle V, der Widerstand der Zuleitung w, so ist Voi die 
erzeugte, Vi die genutzte, Voi - Vi = wi2 die vergeudete 
Leistung. Um diese unter einer bestimmten Grenze zu halten bei 
vorgeschriebener Nutzleistung und vorgeschriebener Kupfermenge 
der Zuleitung, also gegebenem w, muß i unter, und demnach 
V über einer bestimmten Grenze gehalten werden. Da aber die 
wirkliche Verbrauchsspannung aus Gründen der Betriebssicher­
heit ein gewisses Höchstmaß VI nicht überschreiten darf, so muß 
V auf VI herabgesetzt werden. Das kann auch bei Gleichstrom 
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geschehen, indem der ankommende Strom einen Motor treibt, der 
in einem - auf der gleichen Welle sitzenden - Generator den 
Strom von der Spannung VI erzeugt: rotierender Umformer. 
Das gleiche Ziel läßt sich bei Wechselstrom durch einen ruhenden 
Transforma tor f'rreichen, der keiner Wartung bedarf (s. § 2). 
Nolange der Energieverbrauch selbst in ruhenden Körpern statt­
findet -- Beleuchtung -, ist daher die Energieübertragung 
durch Wechselstrom derjenigen durch Gleichstrom überlegen. 
-- Soll aber an der Verhrauchsstelle durch Wechselstrom mecha­
nische Arbeit geleistet, d. h. ein Elektromotor angetrieben werden, 
HO verlangt dies nach Kap. II, § 6, A. eine bestimmte Umlaufs­
geschwindigkeit. Der Synchronmotor geht nicht von selbst 
an; wenn er einmal durch plötzliche Veränderung der Belastung 
außer Tritt geraten ist, so entstehen Drehmomente von wechselnder 
Richtung, und es kommt zum Stillstand. 

Wir verweisen für die Theorie der Synchronmotoren auf die 
Lehrbücher der Elektrotechnik und behandeln nur noch kurz 
den asynchronen Wechselstrommotor oder Induktions­
motor. Er Üit, allgemein dadurch gekennzeichnet, daß die rotie­
rende Anker leitung nicht mit der Fernleitung verbunden, son­
df'I'll in sich geschlossen ist (Kurzschlußanker). 

Eine bewegliche lineare geschlossene Strombahn 82 möge sich 
in einem ruhendeIl \Vechselfeld befinden. Das Wechselfeld werde 
durch die Spannung Vo cos vt erzeugt, die zwischen den Enden 
einer benachbarten Leitung 81 wirksam ist. Die Stromgleichun­
gen sind dann mit den stets benutzten Bezeichnungen: 

" l.r(Llli1) ,G(L12 i 2)_V 
1/ 1 / 1 '~ -iit, 8-t - - 0 cos vt, 

11 ' " t· ()(!:'22i2~-i- B (L12 i 1) = 0 
'22 rt I Bt . 

Wir wollen die Durchlässigkeiten aller Körper als Konstanten 
/1' 

behandeln und -LI -t:: 1 annehmen. Dann folgt bei Ruhe des 
v 11 

beweglichen Leiters: 

. (L L 1"2 ) i:J i 2 L 12 V w2 t 2 -L 22 - -L 0t = - L- 0 cos v t , 
\ 11 u 11 

oder. mit Fortlassung des Index 2 und kürzer geschrieben: 

1/'t =- ~. ~~, wo ~ =L i + q. Rin vt 
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ist, und L und q abhängig von der Lage des Leiters, aber 
unabhängig von i sind. Die (stationäre) Lösung unserer Diffe­
rentialgeichung ist [vgl. (17) (18)]: 

. vq ( ) I.=----cos vt-m w' I , 

. vL 
i:imcp =;~j, 

n 
O<CP<-2-' 

Die Lage des Leiters sei durch die allgemeinen Koordinaten 
{}, A ... bestimmt; die entsprechenden Komponenten der auf 
ihn wirkenden Kräfte seien e, A ... , d. h. die Arbeit: 

A=e·d{}+A·d}.+ ... 
Dann iflt nach Kap. II (35): 

8e 1 8Q 
8i C 8f} , 

und e = 0 für i = 0; folglich 
8L i 2 • 8q e = [j{)- 2" + sm v t [ja.'? 

und der zeitliche Mittelwert: 
,- 8L V 2 q2 8q v 2qL e=--------,= b-a 8f} 4W'2 8f} 2W'2 . 

v sei so groß, daß die Bewegung des Leiters nur von den Zeit­

mitteln e, A, ... abhängt. Es ist 

9b' --1,~ .!..~ .. . a - L of} . q of} . 

b kann also gegen a vernachlässigt werden, wenn bei den mög­
lichen Bewegungen die verhältnismäßige Änderung von L ver­
schwindend klein ist gegen diejenige von q. Diese Bedingung 
wird dadurch erfüllt, daß der Stromleiter bei den möglichen Be­
wegungen stets in gleicher Weise von Eisen umgeben bleibt. [Bei 
den bekannten Vorlesungsversuchen : Verschiebung längs der Achse 
eines Eisendrahtbündels ; Drehung im Schlitz eines nahezu ge­
schlossenen Eisenringkörpers, vgl. die Bemerkung bei Kap. II 
(75)]. Setzen wir dementsprechend 

- v 2 L O(q2) 
f)=-4U127Jf}- , 

so folgt: der Leiter ist im stabilen Gleichgewicht, wenn q2, d. h. 
Iql ein Minimum ist. Ein frei verschiebbarer Leiter wird also 
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aus dem Feld her aus getrieben, ein drehbarer stellt sich im 
gleichförmigen Feld mit seiner Fläche parallel zu den Kraft­
linien. 

Nun bestehe der drehbare Leiter aus drei unter 60 Grad 
gegeneinander geneigten Spulen; von denen werde selbsttätig 
stets eine kurz geschlossen, nämlich diejenige, die für einen 
bestimmten Drehungssinn (der positiv heißen soll) innerhalb 
eines Winkels von 60 Grad vor der Parallelstellung mit dem 
Felde sich befindet. Dann muß sich der Anker in positivem 
Sinn drehen. Einfachste Form eines Repulsionsmotors. 

Auch ein einzelner dauernd geschlossener Stromkreis dreht 
sich in einem Wechselfeld dauernd im gleichen Sinn, wenn ihm 
einmal eine gewisse Drehgeschwindigkeit erteilt ist. Es sei 
etwa das äußere Feld gleichförmig, und in ihm rotiere der 

Leiter mit der Winkelgeschwindigkeit w = ~.. Es sei, wie soeben, 

vorausgesetzt, daß L weder von i noch von {} merklich ab­
hängt. Dann ist 

Cl. = Li + 2 A sin vt· cos {} . 
c 

Also einerseits: 

. 1 dQ di { 
W~=-cdt=-Ldt-A (v-w)cos(v-w)t+(v+w)cos(v+w)t}, 

folglich im stationären Zustand: 

. {V - W (( ') v + W (( ")} ~ = - A ---u;;- cos v - w) t - qJ + ---:w" cos v + w) t - qJ , 

wo 

Andrerseits: 

folglich: 

fW'2 =w2+(V-W)2L2 

lW"2=W2+(v+w)2 L 2 

, w 
cos qJ = w', 

'/ to 
cos qJ = w,i . 

ae 1 aQ 2 A . . {} .. _=--=- Slnvt·sm ai c ai} , 

e = - A { cos (v - w) t - cos (v +w) t} . i . 

Somit der Mittelwert: 

e=-- -_·-cos m ---cos m =-- ------ . 
. __ . A 2 {V - W , v + W ,,} A 2 W {v - W v + w} 

2 w' T w" T 2 W'2 10"2 
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8 ist positiv, und die Anordnung wirkt also als Motor, solange 

o < (Q») 2 < 1 _ ( _w _)' 2 
11 \1IL 

ist. Asynchroner Einphasenmotor. 
Die meistbenutzte Form des Induktionsmotors ist der Drei­

phasen- oderDrehstrommotor. Ein aus Eisenscheiben geschich­
teter Hohlzylinder, der Ständer, trägt, gleichmäßig über den 
Umfang der Innenfläche verteilt, drei zur Fläche parallele Draht­
wicklungen, deren Winkelabstand mit cp bezeichnet sei. In jeder 
von ihnen fließe der gleiche Wechselstrom, jedoch zeitlich um je 
ein Drittel der Periode verschoben. Dann besteht nach einem 
Drittel der Periode das gleiche Feld wie zu Anfang, nur um den 
Winkel cp gedreht. Die Wicklungen und die Eisenrnassen sind 
so angeordnet, daß das Feld auch in den Zwischenlagen an­
nähernd seine Gestalt bewahrt, d. h. also mit konstanter Winkel­
geschwindigkeit - sie heiße w - sich um die Zylinderachse 
dreht. Im Innern des Ständers befindet sich der Läufer; er 
ist ein, ebenfalls geblätterter, Eisenzylinder und trägt eine be­
liebige Zahl in sich geschlossener Drahtwindungen, die je in 
einer zur Achse parallelen Ebene verlaufen. In jeder schwankt der 
Induktionsfluß und entsteht sonach ein Strom, und auf die Win­
dungen wirken nach der Lenzschen Regel Kräfte, welche die 
relative Bewegung von Feld und Stromleiter zu hemmen suchen. 
Mit andern Worten: es wirkt auf den Läufer ein Drehmoment im 
Sinn des rotierenden Feldes; dieses Drehmoment wird erst Null, 
wenn der Läufer synchron mit dem Felde rotiert. 

Der Läufer habe die konstante Winkelgeschwindigkeit lI.. 

Die auf die Wicklung wirkenden Kräfte sind durch das Feld ein­
deutig bestimmt. Man denke sich nun das umlaufende Feld durch 
ein mit der Geschwindigkeit w umlaufendes Magnetsystem her­
vorgebracht. Dann sind die Kräfte auf den Magneten den ge­
suchten Kräften entgegengesetzt gleich. Sei, auf die Zeiteinheit 
bezogen, Al die dem Läufer zugeführte, A die vom Läufer ab­
gegebene Arbeit. Dann drückt sich das Drehmoment, d. h. die 
auf die Winkeleinheit bezogene Arbeit aus als 

8=A1 =~. 
W CI: 

Es ist aber Al - A gleich der im Läufer verbrauchten Energie V. 
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So folgt: 

die in der Läuferwicklung vergeudete Energie verhält sich zur 
genutzten Energie, wie die Schlüpfung w -ot zur Läufer­
geschwindigkeit ot. - Der Betrag der Leistung selbst alß Funk­
tion der Drehgeßchwindigkeit ergibt ßich erßt aus einer ein­
gehenden Behandlung des tatsächlichen Vorgangs. AUß ihr 
folgt u. a., daß daß Drehmoment bei ßtillstehendem Läufer nur 
ein kleiner Bruchteil des maximalen Drehmomentß ißt. Zum 
Anlassen des Motors muß deshalb bei größeren Motoren in den 
Kreis der Läuferwicklung vorübergehend ein Widerstand ein­
geschaltet werden. 

Drehstromgenerator. Um die zur Herstellung des Dreh­
feldes erforderlichen phasenverschobenen Ströme zu er­
zeugen, können zwei Arten von Maschinen dienen. Erstens: 
Der Ständer ist dem des Drehstrommotors genau gleich; 
den Läufer bildet ein Magnetsystem, dessen abwechselnde Pole 

den Winkelabstand 32'P haben. Während der Läufer sich um 

3 cp dreht, hat dann der Induktionsfluß in jeder Wicklung des 
Ständers eine volle Periode durchlaufen, und die in den Wick­
lungen induzierten elektromotorischen Kräfte sind um je ein 
Drittel der Periode gegeneinander verschoben. Der gewünschte 
Drehstrom im Ständer des Motors wird also erzielt, wenn je 
eine Wicklung des Generator-Ständers mit einer des Motors zu 
einem geschlossenen Stromkreis verbunden wird. - Zweitens: 
Wir denken uns zunächst einen nicht völlig geschlossenen magne­
tischen Kreis, wie wir ihn in Kap. II, § 5 betrachtet haben. 
Die Induktion, die durch gegebene (primäre) Stromwindungen 
im Kreise erzeugt wird, hängt wesentlich von der Weite des Luft­
spalts ab. Wird also durch diesen ein Eisenstück hindurch­
geführt, so wird in einer zweiten (sekundären) um den Eisen­
ring geschlungenen Spule eine elektromotorische Kraft induziert, 
die ihre Richtung wechselt, während das Eisenstück den Spalt 
zunächst schließt, dann wieder freigibt. Befinden sich drei gleiche 
magnetische Kreise nebeneinander, so wird das durch die drei 
Schlitze hindurchgeführte Eisenstück in den drei sekundären 
Spulen die gleichen elektromotorischen Kräfte nacheinander er­
zeugen. Die Anordnung sei n-mallängs einer Kreislinie wiederholt, 
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die 1., 4., 7. Sekundärwicklung, ebenso die 2., 5., 8 .... , ebenso 
die 3., 6., 9 .... zu einer Leitung verbunden; dann entstehen 
die phasenverschobenen Wechselströme wie oben. Es ist diesem 
Generator eigentümlich, daß - ebenso wie bei dem zugehörigen 
Motor - der rotierende Teil keine elektrische Verbindung mit dem 
feststehenden hat. Beide Maschinen bedürfen daher keiner 
Schleifkontakte (s. aber bezüglich des Motors die Schlußbe­
merkung). 

§ 4. Kondensatorkreis. 
Bisher war ausschließlich von Strömen die Rede, die in ge­

schlossenen Bahnen verlaufen. Wir betrachten jetzt eine lineare 
offene Bahn, die in zwei einander nahe gegenüberstehenden 
Leitern, einem Kondensator, endet. Wir wollen nach wie vor 
voraussetzen, daß in jedem Zeitpunkt die Stromstärke längs der 
ganzen linearen Bahn 8 denselben Wert i hat. Sind eI , e2 (vgl. 

C Abb.28) die Elektrizitätsmengen auf den bei­

i 

Abb.28. 

den Leitern, so ist gemäß der Kontinuitäts­
gleichung [Kap. I, (65)] 

(30) 

Wir wollen die Energiegleichung aufstellen. 
Sind, wie wir annehmen wollen, innere elek­
tromotorische Kräfte in der Strombahn nicht 
vorhanden und finden keine Bewegungen statt, 

so lautet sie: die Abnahme der elektromagnetischen Energie ist 
gleich der Jouleschen Wärme. Bezüglich der elektrischen Energie 
haben wir bereits in § 1 die Annahme gemacht, daß sie sich in 
jedem Augenblick aus der vorhandenen Elektrizitätsverteilung 
so berechnet, wie wenn diese stationär wäre. Veränderlich sind 
in unser m Fall ausschließlich die Elektrizitätsmengen auf den 
Kondensatorplatten. Der veränderliche Teil der elektrischen 
Energie ist also: 

wo 0 die Kapazität des Kondensators bedeutet. - Die magne­
tische Energie ist bisher nur für geschlossene Stromlinien defi­
niert, da das magnetische Fe 1 d nur für solche bestimmt ist; sie ist 
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allgemein: 

Rührt das Feld von einem Strom i her, und ist fl unabhängig 
von H, so ist 

und diese Größe können wir im Fall fl = flo gemäß Kap. II, 
(12) in der Form 

schreiben. Demnach kann man versuchsweise W m in gleicher 
Art auch für unsern Fall berechnen, indem man entweder nur 
die Strömung im leitenden Draht in Rechnung zieht, oder diese 
in irgendeiner Weise durch den Kondensator hindurch zur ge­
schlossenen ergänzt. Es hat sich nun gezeigt, daß eine experi­
mentelle Entscheidung zwischen den verschiedenen Ansätzen 
nicht gefunden werden kann. Wir erweitern dies auf den Fall 
beliebig verteilter, aber von H unabhängiger fl-Werte, und 
können dann sagen: Wenn wir 

W m= ! Li2 

setzen, so ist L auch in unserm Fall eine ausreichend scharf defi­
nierte Konstante. 

Die Energiegleichung lautet also: 

Es folgt mit Benutzung von (30): 

und weiter: 

Die Lösung ist: 

I 
wenn Lrx2 +wrx+(f=0, 

(31) 

(32) 
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Ist 4 L < Cw2, so ist i aperiodisch. Ist insbesondere 4 L « Cw2, 

so wird a.:] =- dw' a.:2 =- ~, [a.: I [«1a.:2i, 
und folglich nach gewisser Zeit 

t 
i=ae-ow 

Von demselben Zeitpunkt an wird 

Wm«We, 

und die Energiegleichung vereinfacht sich zu 

'2 __ oW. 
w~ - at' 

TRt 4 L > Cw\ so wird 

(33a) 

i = ae-/1 t sin ('Vot-tp), wo ß=it, 'V5+ß2=O~' (:~Bb) 

während a und tp von den Anfangsbedingungen abhängen. Die 
Gleichung stellt eine gedämpfte Schwingung von der Frequenz '1'0 

dar. Die Zeit zwischen zwei gleichsinnigen Durchgängen durch 
den Nullwert, oder zwischen zwei Extremwerten von gleichem 
Vorzeichen ist 2n 

i=-' 
')10 ' 

das Verhältnis dieser Extremwerte ist 
ß21< 

e Wo 

oder - was dasselbe bedeutet - das logarithimsche Dekrement 
ist 

b=ß2n. 
')10 

Die Periode 1" heiße die Eigenperiode des Kondensatorkreises, 
'1'0 seine Eigenfrequenz. 

Ist insbesondere 4 L ~ Cw2, so wird ß «'1'0' d. h. die Schwin­
gungen werden merklich ungedämpft. Aber schon bei mäßiger 

G ß 4L. d kli h ,-rö e von C w 2 Wlr mer c 

(sog. Thomsonsche Formel). 

2 _ 1 
'1'0 - CL (3:30 ) 

Für ein Netzwerk linearer Leiter, deren einige durch Kon­
densatoren (Kapazität Ck ) unterbrochen sind, erhält man durch 
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die gleichen Überlegungen, die zu (27 c) geführt haben, für jeden 
Umlauf: 

wo (34) 

Insbesondere also, wenn nur Selbstinduktion in Betracht kommt, 
die E k = 0, und die Ströme proportional mit e,,.t sind: 

\ l' ( ,+ L + -.l_) - ° ( _t" U k lV k ~VOk - • 34a) 

Es gelten dann also die Kirchhoffschen Regeln; nur tritt an 
Stelle des Ohms ehen Widerstandes W'e jetzt der Scheinwiderstand 

11';.= VW~+(VLk-;~J. 
Bei endlichem Ck wird w~ = 00 für v = 0, während für sehr 
großes v der Kondensator sehr geringen Einfluß auf w~ hat. 
Bei großem LI. wird w~ groß für großes v, während für v = 0 
die Selbstinduktion keinen Einfluß hat. Eine Verzweigung zwi­
schen Kondensator und Drosselspule läßt also konstanten Strom 
ausschließlich durch die eine, schnell oszillierenden Strom so gut 
wie ausschließlich durch die andre Leitung gehen. 

Wir denken uns jetzt einen aufgeschnittenen Kondensatorkreis, 
zwischen dessen Enden eine gegebene Spannung 

V == Vo sin vt 

besteht (vgl. § 2 unter 3). Es wird jetzt 

oder 
0 2 i oi 1. 

L r.J t2 + W 0 t + 7J ~ = v Vo cos v t. 

Der stationäre Teil der Lösung ist 

wo 
. Yo 
.~ - .. 
0- w" 

Bei Veränderung 

i = i o sin (v t - ljJ) , 

W'2 = w2 + (vL __ 1_)2 
vO ' 

1 
vL-­

vO 
tgljJ=---

10 

von verhält i o seinen Höchstwert Vo für 
w 

v2 = _1_ = v2 + ß2 LO 0 , 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 12 

(35) 

(36) 



178 Kapitel IU. § 4. 

d. h. wenn die aufgezwungene Periode übereinstimmt mit der 
Eigenperiode, die dem Kondensatorkreis bei verschwindender 
Dämpfung (verschwindendem Widerstand) zukommen würde: 
Resonanz. In allen Fällen ausgeprägter Resonanz ist das 
logarithmische Dekrement so klein, daß die Resonanzbedingung 
praktisch lautet: 

v=vo· 

Bisher haben wir L als Konstante betrachtet, also einen eisen­
freien Kreis vorausgesetzt. Möge der Kreis jetzt einen gleich­
mäßig bewickelten Eisenring enthalten. Es tritt dann an Stelle 
von Li die Summe aus dem Induktionsfluß im Ring Q, geteilt 
durch C, und einem Betrage Lo i, der sich auf den übrigen Teil 
des Kreises bezieht. Q ist proportional mit B, i ist proportional 
mit H, und somit die Q, i-Kurve bei entsprechenden Maßstäben 
identisch mit der B, H-Kurve des Ringmaterials. Diese läßt sich 
für hysteresisfreies Eisen - das hier einzig in Betracht kommt -
durch empirische Formeln gut darstellen. Wir wollen uns auf 
eine qualitative Darstellung beschränkenI). Die stationäre Strom­
stärke wird auch jetzt eine periodische Funktion der Zeit mit 
der Frequenz v. Sie läßt sich also durch eine Fouriersche Reihe 
darstellen, die nach sin und cos der Vielfachen von v t fortschreitet. 
Liegt nun v nahe an der Eigenfrequenz vo, die einem mittleren 
konstanten Wert von L entsprechen würde, so werden die Ampli­
tuden aller Oberschwingungen sehr klein gegen die der Grund­
schwingung. Man erhält deshalb eine gute Näherung, wenn man 
auch jetzt i in der Form i o sin v t ansetzt. Dann ergibt sich io 
wieder in der Form (36), nur ist darin L keine Konstante, son· 
dern eine Funktion von i o. Und zwar ist, da B verlangsamt 
mit H wächst (vgl. Abb. 15b), L offenbar um so kleiner, ein je 
größerer Bereich von B·Werten bei der Schwingung durchlaufen 
wird, d. h.: L nimmt ab mit wachsendem i o. Wenn also bei 
sehr kleinen Stromamplituden 

1 
v1L--O=O, 

'1'1 

und folglich :: ein Maximum wird für v = v v so tritt das gleiche 

für größeres i o ein bei v > VI: die Resonanzfrequenz hängt von der 

1) Ausführlicher bei Sch unck und Zenneck: Jahrb. f. drahtlose Tel. 
Bd. 19. 1922. 
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Stromstärke ab. Weiter: Bri festgehaltenem v (> VI) ist Vo = ° für 
io = 0, und Vo =wio für dasjenige io, zu welchem V als Resonanz­
frequenz gehört. Im übrigen liegt die Vo, io-Kurve oberhalb 
der durch dieRe heidell Punkte gehen- Va 

den Geraden; SÜ' iRt hei l'ntsprechen­
den Daten deI' Stromkreises von der 
Art der Abb. 29. Dip Str('eke bc, auf 
der der Strom Kteigt hri abnehmender 
Spannung, strllt lahile und daher 
nicht herstrllhl1f(' Zm;tände dar. 
Wenn daher die Spannungsampli­

B' ---

C' a 

o 11 B o 
Abb.29. 

tude Vo aufsteigend firn Wert 0 B' überschreitet, so springt die 
Stromamplitudr VOll 0 B auf OD. Wenn Vo sinkend den 
Wert 0(" unt.Pn;chrritrt, so springt io von oe auf OA: Kipp-
erseheinung. 

§ 5. 3leHmethoden. - Maßsysteme. 
Wir kehren noch einmal zur Ausgangsgleichung dieses Kapitels 

zurück. Es liege ein geschlossener linearer Leiter mit der Leit­
kurve 8 ohne innere elektromotorische Kräfte vor. Dann gilt 
für ihn: 

und daraus folgt: 

. 1 dQ 
Wt == -. -- ---­

c dt ' 

t 

J=Ji·dt. (37) 
o 

Bis zur Zeit t -= ° mögen nun alle Körper ruhen, und alle 
Ströme stationär, insbesondere unser i gleich Null sein. Dann 
mögen während eines gewissen Zeitabschnitts beliebige Ver­
änderungen in der Lage der Körper, den Widerständen und den 
elektromotorischen Kräften der Stromkreise stattfinden, danach 
aber wieder neue stationäre Bedingungen eintreten. Streng nach 
unendlicher Zeit, und mit jeder gewünschten Annäherung von 
einem bestimmten Zeitpunkt t = i an, werden dann alle Ströme 
ihre neuen Rtationären Werte angenommen haben, und ms­
besondere i wiedrr den Wert Null. Der Integralstrom 

T 

J=Ji.dt (38) 
o 

12* 
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mißt also die Gesamtänderung, welche der Induktionsfluß des 
äußeren Feldes durch 8 erfahren hat, - während natürlich der 
zeitliche Verlauf von i wesentlich auch durch das Eigenfeld 
von i beeinflußt wird. 

Es möge nun der Integralstrom - oder der Stromstoß, wie er 
unter diesen Verhältnissen auch genannt wird - durch ein Gal­
vanometer fließen, dessen Schwingungsdauer T sehr groß ist 
gegen T. Dann befindet sich der bewegliche Teil (Drehspule 
bzw. Magnetnadel, s. Kap. II, § 6, A und § 8, C) während der ganzen 
Zeit des Stromstoßes in der Ruhelage. Das Drehmoment der 
elektromagnetischen Kräfte ist proportional mit i; es sei in der 
Ruhelage, und ist dann auch für alle nahe benachbarten La-

gen, Ai; das Trägheitsmoment sei D, der Drehwinkel {}. Dann 
c 

gilt während T: 
d2 {} i 

D-~=A~' 
dt2 c ' 

also erhält der Körper eine Winkelgeschwindigkeit 

JA 
w=~-

cD' 

Das rücktreibende Drehmoment (herrührend von der Torsion der 
Aufhängung bzw. dem Erdfeld) ist für kleine {} bei beiden Arten 
von Instrumenten proportional mit {}; es sei D p2 {}. Dazu 

kommt ein mit ~~ proportionales Glied; es rührt bei offenem 

Leiterkreis von mechanischen dämpfenden Kräften her, bei ge­
schlossenem Kreis außerdem von den Kräften, welche der Lenz­
schen Regel gemäß die durch die Bewegung induzierten Ströme 

b l · . D2 d{} eg eIten; es SeI q dt . 

Dann ist die Bewegungsgleichung : 
d2 {} d{} 
dt2~ = - p2{} - 2q dt 

mit den Bedingungen: 

für t=T: 
d{} 

{} =ü, ~w dt~ . 

Die Lösung ist, wenn q2 < p2 : 

{} Tro -~(t-,) • n(t-T) 
=- e ~ 8ill--~-

n T ' 



Kapitel IH. § ii. 181 

Daraus folgt die (kleine) Schwingungsweite {} max als: 

Tw -" arctg " 
7.=-~-==··e:r< " 1n2+ ,,2 

Fließt durch dasselbe Instrument ein konstanter Strom ~, 

HO erfolgt eine (kleine) Ablenkung ß, die gegeben ist durch: 

:. A =Dp2ß. 

Folglich 
- w. (J. T "arctg". J = -- ~ = _. -.=..-== e ;r " • t . 

p2 ß ß tn2+ ,,2 
(39) 

Die Messung von Stromstößen ist also auf die Messung kon­
stanter Ströme am gleichen Instrument zurückgeführt; es bedarf 
noch der Beobachtung der Sch"ingungsdauer und des Dekrements, 
sowie der Vergleichung zweier Ablenkungen. Für ein Nadelgal­
vanometer mit der Konstante g im Erdfeld H ist nach Kap. Ir, 
(83a) : 

also 

i rJ 
ß=cH' 

J- Hl" T" t '" T I = __ ~ __ ._ en are g;;- • (40) -r- = IX rJ n' wo tn2 +-,,2 

Die Augenblickswerte wechselnder Stromstärken können 
mit Vorrichtungen nach der Art des Saitengalvanometers (s. 
Kap. Ir, § 6 A) -- Oszillographen - beobachtet werden. Diese 
Apparate versagen bei zunehmender Frequenz des Stromes. Ein 
viel weiter reichendes Beobachtungsmittel liefern infolge ihrer 
äußerst geringen Trägheit die freien Elektronen der Kathoden­
strahlröhren ; Kie können erst an späterer Stelle behandelt 
werden (s. Kap. V, § 1 Cl. 

Bei periodischen I::;trömen besitzt die größte praktische Be­
deutung das mittlere Stromstärkenquadrat : 

T 

i2==-~fi2'dt. 
o 

Von ihm hängt der innere Energieverbrauch, die J oulesche Wärme, 
ab. Er wird auc,h vorffiegend durch diese gemessen: Hitzdraht­
instrumente, Bolometer, Thermoelemente. Daneben 
kommen die Elektrodynamometer (Kap. Ir, § 8, C) in Be­
tracht; da diese aber notwendig beträchtliche Selbstinduktion be· 



182 Kapitel IH. § 5. 

sitzen, so schwächen sie einen Strom von hoher Wechselzahl in 
einem Maß, der ihre Verwendbarkeit ausschließen kann. - Die 

Quadratwurzel aus i 2 heißt eH ekti ve Stromstärke; für sinus­
förmigen Wechselstrom i = io sin v t ist 

. !o 
teff = --=. 

t2 
Spannung (vgl. § 2). Für einen stationären Strom ist die 

elektrische Spannung von b nach a eine eindeutig bestimmte 
Größe, nämlich die Differenz Pb - rp a' wo rp das - einwertige -
Potential des Feldes bedeutet. Als das Linienintegral 

a 

f IJ5s ·ds 
b 

längs der Stromkurve s berechnet sie sich nach dem Ohmschen 
Gesetz zu wi - E (s. Kap. I, § 6). Den gleichen Wert besitzt 
das Integral für jede von b nach a führende Kurve. - Haben 
wir es nun aber mit nicht-stationärem Felde zu tun, so gilt 
das nicht mehr. Das Linienintegral längs 8 ist noch immer 
Vs = wi - E. Das Integral VI längs des äußeren Weges l aber 
ist dadurch bestimmt, daß 

V - V =-~dQ= __ L~fIJjN·dS 
SIe dt c dt 

ist, wo S die von sund - l zusammen berandete Fläche bedeutet. 
VI ist praktisch von der Wahl des äußeren Weges unabhängig 
unter den in § 2 unter 2. besprochenen Bedingungen. Das negativ 
genommene Vz - welches im folgenden wieder wie in § 2 die 
Spannung zwischen a und b heißen und mit V bezeichnet werden 
soll- ist es, was über alle Vorgänge in den äußeren Strombahnen 
entscheidet, die mit. 8 die Endpunkte a und b gemein haben. 
Wenn Q lediglich von Selbstinduktion herrührt, ist 

V=E-wi-L~~. 
Für E = 0 und etwa eine Drosselspule in s (v L ~ w) gilt also: 
die äußere Spannung V hängt wesentlich von dem L der Drossel­
spule ab, die Verteilung der Spannung längs de~ Strombahn 8 

selbst aber hängt nur von der Verteilung der w ab; auf die Drossel­
spule wird unter den gewöhnlichen Bedingungen nur ein ver­
schwindend kleiner Anteil entfallen. 
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Zur Messung von V dient, wie bei stationärem Strom, eine 
zwischen a und b angebrachte Abzweigung, die entweder einen 
Strommesser oder ein Elektrometer enthält (s. 
Abb. 30). Das [n~trument muß in einer Leitung b i 1 

von der in § 2 unter 2. geforderten Beschaffen- TI) 

heit enthalten sein. Die Konstanten dieser Lei- i S 

tung mögen /0 1 L 1 Cl heißen, der Strom in ihr i l' 
If 

und gegebenenfalls die Spannung zwischen den 
Elektrometerteilen VI (bei Strommessung ist a. Tl)1!E1 

Cl = Cf:; zu set.zen). Es sei wieder E = 0 und 

2. = Li. Wir wollell ferner i und somit auch V, 
c 

Abb.30. 

i 1 und VI als sinusförmig voraussetzen, und die Amplituden 
durch den Index () bezeichnen. Gesucht ist dann 

Es ist 

wo 
, '2 _ 2 + (L 1 ')2 
/1)1 -W1 ,11 I- V0 1 . 

Die Messung vonii ist soeben besprochen; Vi wird in der 
sog. Doppelschaltung des Elektrometers bestimmt, s. Kap. I, (34 b). 
Damit als V die Spannung gemessen werde, die vor Anlegung 
des Instruments bestand, muß i merklich gleich dem unver­
zweigten Strom. d. h, 

sem. - Bei Pie ktrometrischer Messung wird praktisch stets 

w' = ---~ , also V2= y2 sein - Da ein Strommesser un-
I v 01 " l' 

mittelbar die Werte von i anzeigt, wi aber von 11 abhängt, so 
gilt die S pan nun g s skala eines solchen Instruments nur für eine 
bestimmte Frequenz. Der Einfluß der Frequenz bei sinusförmigem 
Strom, und damit allgemein die Abhängigkeit von der Strom­
form, kann aber beliebig vermindert werden durch Einschaltung 
eines großen ind uktionsfreien Widerstandes vor dem Strom­
messer. 

Die von dem Leiter 8 abgegebene Leistung ist i V. Sie kann 
gemesKen werden. indem der Strom i durch die eine, der Strom i 1 
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durch die andre Spule eines Elektrodynamometers geleitet wird. 
Das Drehmoment, das auf die bewegliche Spule wirkt, ist (s. 

Kap. H, § 8, C) bei kleinen Ausschlägen proportional mit ii1 , 

und diese Größe ist bei Sinusstrom und gegebenem y ihrerseits 

proportional mit i V. Die Vorschaltung eines induktionsfreien 
Widerstandes vor die Spannungsspule hat wieder die soeben 
besprochenen Wirkungen. 

Wir wollen nun eine Übersicht der hauptsächlichsten Methoden 
geben, nach denen die in Kap. Hund III auftretenden Größen 
gemessen werden können. 

A. Vergleichende Messungen. Widerstände werden ver­
glichen mit der Anordnung der Wheatstoneschen Brücke, die in 
Kap. I, § 6 besprochen ist [GI. (81)]. Als Nullinstrument dient 
nur bei sehr großen Widerständen das Elektroskop, sonst ein 
Stromanzeiger. Als fester Vergleichswert (Normale) kann der 
Widerstand der Siemens-Einheit Ws dienen. Definition bei Kap. I, 
(83). Ein Widerstandssatz sei hiernach hergestellt. 

Ein Galvanometer wird mittels konstanten Stroms geeicht, 
indem der Strom gleichzeitig durch eine Zersetzungszelle geleitet 
wird; Faradays Gesetz, Kap. I, (69). Als Normale dient demnach 
der Strom, der in 1 Sekunde ein Gramm-Aquivalent ausscheiden 
würde, die elektrochemische Stromeinheit. Mittels eines 
geeichten Instruments kann jeder andere Strommesser geeicht 
werden, indem er - bei gleichem Meßbereich unmittelbar, bei 
ungleichem Meßbereich unter Abzweigung - in den gleichen 
Stromkreis mit jenem eingeführt wird. Im zweiten Fall wird eine 
Widerstandsvergleichung erfordert. 

Spannungen und elektromotorische Kräfte können ent­
weder nach Kap. I unmittelbar - elektrometrisch - oder mittels 
konstanten Stroms als Produkte aus Stromstärke und Wider­
stand - galvanometrisch - verglichen werden. Als Normale 
kann die elektromotorische Kraft des Weston-Elements [so Kap. I, 
bei (82)] dienen. 

Induktionsflüsse werden nach (37) und (39) verglichen 

mittels Widerstand- und Stromvergleichung. Die Normale für f 
ist durch die Normalen von wund i mitgegeben. 

Aus den· Q und den Stromstärken folgen - für fl = consta -
definitionsmäßig die konstanten Induktivitäten L; s. Kap. H, 
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(31a) S.1l5. Die Vergleichung zweier L kann aber genauer durch 
Nullmethoden nach Art der Wheatstoneschen Brücke (Abb. 9) aus­
geführt werden. Als B.~ispiel die Vergleichung zweier Selbst­
induktivitäten: Die Zweige 1 und 2 der Anordnung mögen 
Spulen mit den Koeffizienten Lu und L 22 enthalten, während 
die Selbstinduktivitäten der Zweige 3 und 4, und ebenso 
die Gegeninduktivitäten der verschiedenen Zweige zu vernach­
lässigen seien. Dann sind die Bedingungen für Stromlosig­
keit der Brücke: 

Zeigt sich also die Brücke stromlos sowohl für stationären wie 
für veränderlichen Strom, so ist 

Lu Wl W a 
L 22 W 2 W4 

(41) 

In genau derselben Weise lassen sich Kapazitäten C ver­
gleichen. 

Da für fi = fio die L durch die Gestalt (und gegen­
seitige Lage) der linearen Leiter bestimmt sind, lassen sich ver­
vielfältigungsfähige Normalen für sie herstellen. Das gleiche gilt 
für 8 = 80 bezüglich der C. - Hinsichtlich der Selbstinduktivi­
täten ist aber zu beachten, daß ihr Wert von der Verteilung 
der Stromfäden abhängt. Diese ist in einem Draht bei stationärem 
Strom gleichförmig über den Drahtquerschnitt, und unter dieser 
Voraussetzung ist z. B. das L der Gleichungen Kap. II (69) und 
(70) berechnet. Bei veränderlichem Strom aber ist die Verteilung 
ungleichförmig, und der Wert von L daher ein andrer. Das 
gleiche gilt in noch weit höherem Grade bezüglich der w. (S. den 
folgenden Paragraphen). In (41) sind genügend langsame 
Stromänderungen vorausgesetzt. 

Auch die Vergleichung von Durchlässigkeiten fi läßt sich 
auf die Vergleichung von Induktionsflüssen Q zurückführen: Im 
Innern einer langen vom Strom i durchflossenen Spule mit 
n Windungen auf der Längeneinheit besteht, wenn durchweg 
fi = fio ist [so Kap.II (65)], ein gleichförmiges Feld von der Stärke 

H _ni 
0- c . 
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In dieses werde ein Ellipsoid (abcfl) gebracht; die a-Achse liege 
parallel zum Feld. Dann ist [so Kap. II (96)] in seinem Innern 

11 
ni 1 

,\) ,\)0 und H=---
c 1 + A P - Po 

Po 

Folglich für eine Drahtschleife, die den Querschnitt S des Ellipsoids 
umschlingt, 

Q_ ni pS 

-c 1 +A~-P~· 
Po 

Ohne das Ellipsoid ist der Induktionsfluß 

Also, wenn wir 
go = (Q), :0 = (fl) 

( ) =(Q)(l-A) 
fl l-(Q)A . 

schreiben, 
(42) 

Der so gefundene Wert von (fl) gilt für die Feldstärke H. A ist 
durch die Achsenverhältnisse des Ellipsoids bestimmt und für 
ein sehr gestrecktes Ellipsoid sehr klein gegen Eins. - Es gilt 
in Strenge Q 

Po Qo 

für eine gleichmäßig gewickelte, VOll einem homogenen Körper 
ausgefüllte Ringspule. Hier aber läßt sich offenbar Qo nicht 
experimentell ermitteln. 

lnd uktion)S. Ein linearer Leiter umrande eine hinreichend 
kleine Fläche, deren Maximalprojektion S sei; er werde schnell 
aus dem Felde herausgezogen (oder in ihm um 180 0 gedreht). 
Dann ist 

Es kann also die Richtung von)S bestimmt und B mit Hilfe 
der Strom- und Widerstandsnormalen in unveränderlichem Maß 
ausgedrückt werden. - Als Anwendung der Erdinduktor: Der 
Leiter befinde sich im Erdfelde mit der 

f horizontalen} {H} 1 vertikalen Komponente Z . 

Er werde um 180 0 gedreht, und zwar so, daß die Normale von S 

aus der Richtung von {~} in die entgegengesetzte übergeht. 



Kapitel IU. § 5. A. 

Dann ist 

(bQ)! .cC---2f1o EIS. 

also 
(bQh 
(bQh 

Z 
ii=tg~. 

187 

(43) 

'X ist die erdmagnetische Inklination, die also auf diese Weise 
bestimmt werden kann. --- Die IB-Werte können ferner bei kon­
stantem ,il = ,u 0 mittels der Drehmomente verglichen werden, die 
auf durchströmte Leiter yon kleiner Fläche wirken; s. Kap. II (79). 

Dieselben Methoden liefern bei konstantem fl = flo zugleich 
die Verhältnisse von Fcldstärken ~. 

Magnetische Spannung. II = f~ I ~sd8. Ein dünner bieg­

samer Streifen von der Länge Z und dem konstanten Querschnitt S 
ist eng und gleichmäßig mit einer Spule umwickelt, die n Win­
dungen auf der Längeneinheit hat. (Spannungsmesser). Liegt 
er in der Kurvl' l (ill Luft), so ist der Induktionsfluß in der Spule: 

Q=ponSII. 
Jede Änderung von Q und somit jedes entstehende II kann durch 
den Ausschlag eines Galvanometers, das mit den Enden der 
Spule verbunden ist, in willkürlichem, aber - bei gegebener 
Meßvorrichtullg - unveränderlichem Maß gemessen werden. 
a) Es sei Z pine geschlossene Kurve Zo; sie umschlinge No mal 
einen Leiter mit dem Rtrom i o. Dann ist 

IIo = No i o . 
c 

b) Es sei l eme offene Kurve ll: dann kann der zugehörige 

Wert II 1 als ein bestimmtes Vielfaches von N 0 ~ gemessen werden. e 
c) Es möge II zusammen mit einer Kurve l2' die zwischen zwei 
PunktC'n auf der Oberfläche eines Eisenkörpers - Transformator, 
DynamomaHchine - verläuft, eine geschlossene Kurve bilden. 
Diese umschlinge in positiver Richtung N Windungen eines 
Magnetisierungsstromes i. Dann ist 

lI2=~ -II1• 
e 

Da das Verhältnis NNi. angegeben werden kann, so erhält man 
oto 

aus a), b), c) das Verhältnis ~~ der Spannungen auf dem Eisen­

wegp und auf dem Luftwege. 
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Bezüglich der Messung von magnetischen Momenten, sowie 
der Feldmessungen mit Hilfe von permamenten Magneten sei 
auf Kap. II, § 8, C verwiesen. 

B. Absolute Messungen. Eine Maßeinheit ist absolut, 
wenn sie in einer von Ort und Zeit unabhängigen Weise definiert ist. 
So sind die Siemens-Einheit des Widerstandes, die elektrochemische 
Stromeinheit, die elektromotorische Kraft des Weston-Elements 
absolute Einheiten. Ihre Definitionen sind an bestimmte Stoffe 
geknüpft: das Quecksilber für die Siemens-Einheit, - den Sauer­
stoff (Äquivalentgewicht = 8) für die elektrochemische Strom­
einheit, - die Substanzenfolge im Weston-Element. - Für jede 
Art physikalischer Größen ist eine besondere, unabhängige ab­
solute Einheit zulässig. Zweckmäßig aber sind nur solche Ver­
bindungen von Einheiten, durch welche die Beziehungen zwischen 
den verschiedenen Größen nach Möglichkeit von Zahlenfaktoren 
frei werden. Da elektromagnetische Vorgänge sich auch im 
Vakuum abspielen, ist es möglich, die Definitionen von der Bezug­
nahme auf willkürlich gewählte Stoffe frei zu halten. - In den 
Gleichungen von Kap. II und III, welche Beziehungen der elektro­
magnetischen Größen untereinander und - in der Kräftefunktion 
- zu mechanischen Größen enthalten, treten zwei Konstanten 
auf, über die bisher nicht verfügt ist: flo und c. Durch sie und 
durch Längen, Zeiten und Kräfte müssen sich daher die Normalen 
ausdrücken lassen. 

Wert der elektrochemischen Stromeinheit. Bereits in 
Kap. II ist gezeigt worden, wie für einen bestimmten Strom i 

'2 

die Größe P02~ als eine Kraft gemessen werden kann, Wenn 
c 

dies einmal für einen Strom geschehen ist, der zugleich eine ge­
messene Silbermenge in gemessener Zeit ausgeschieden hat, kann 

YIloi. für die elektrochemische Stromeinheit festgelegt werden. Es 
c 

hat sich ergeben: für den Strom ich, der in 1 Sekunde 1 Gramm­
äquivalent ausscheidet, ist 

iChf4nllO 9650 l' '/ -1 4m;- = cm /2 gr 2 sec 

(ich = 96500 Ampere) 
oder umgekehrt: es ist 

(44) 
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für den Strom, der 1,036 . 10-4 Grammäquivalent oder 1,118 . 10-2 

Gramm Silber in 1 Sekunde ausscheidet (10 Ampere)!). 
Wert der Siemens-Einheit. Der Erdinduktor werde aus 

der Lage im magnetischen Meridian um 180 0 um eine vertikale 
Achse gedreht; dann entsteht in der Leitung ein Stromstoß J, 
der nach (37) und (43) gegeben ist durch: 

Jw=1-'02HS. 
c 

Er werde durch ein Galvanometer von der Konstante g geleitet; 
dann ist nach (40): 

J H T' 
-=-00- . 
C g 7& 

Es folgt: 
c2 w 27&Sg 
1-'0 rxT'· 

(45) 

g ist eine meßbare reziproke Länge, S eine Fläche, T' eine Zeit, 
2 

IX eine reine Zahl; also wird ~ als eine Geschwindigkeit ge-
1-'0 

messen. Wenn dies für einen beliebigen Widerstand einmal ge-
schehen ist, kann dieselbe Größe für die Siemens-Einheit fest­
gelegt werden. Es hat sich ergeben: 

(!7&C)2WB=~ cm (w = __ 1_ Ohm) (46) 
47&1-'0 1,063 sec s 1,063 

oder, was dasselbe bedeutet: 

47&1-'0 _ 1 063 10- 5 sec 2) 
~(4 )2(JHg-, • --2· .7&C cm 

(46a) 

Es möge nun während t Sekunden der Strom i in einem homogenen 
Leiter vom Widerstand w fließen. 

Es sei gemessen 
2 ·2 

C W cm und I-'o~= b2 erg. 
--;;; = a sec c2 cm 

Dann folgt, wenn t in Sekunden gemessen wird: 

wi2 t = ab2 t erg. 

Es kann aber zugleich wi2 t = Jt als eine Wärmemenge in Ka­
lorien gemessen werden. Der Vergleich ergibt somit das mecha­
nische Wärmeäquivalent. 

1) Die zurZeit wahrscheinlichsten Zahlen sind: 9649,4; 1,0363; 1,1180. 
2) Die zur Zeit wahrscheinlichste Zahl ist 1,06246. 
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Weiter folgt aus dem Ohmschen Gesetz: 
e2 • e2 erg cm 
_~2W2 =-(m -m )2=a2b2 --. 
Po Po TC Ta sec2 

Es werde nun zugleich cP e -:- cP a mit der elektromotorischen Kraft 
eines Weston-Elements [so Kap. I, (82)] verglichen; dann findet 
man: 

80 (CPe - CPa)2 = d2 :~ . 
Der Vergleich ergibt: a2 b2 cm2 

(i2sec2 • 

e 
Es ist also eine bestimmte Geschwindigkeit, die in der an-

tsoPo 
gegebenen Weise festgelegt werden kann. Sie ist tatsächlich nach 
einer großen Zahl verschiedener Methoden gemessen worden, zuerst 
von W. We ber und R. KohlrauschI). Es hat sich ergeben, daß sie 
genau gleich der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum ist: 

e cm --== = ao = 3.1010 - 2) 
tsoPo sec . 

(47) 

Die Feststellung dieser Gleichheit ist von entscheidendem Einfluß 
auf die Entwicklung der Elektrizitätslehre gewesen. 

Eisenuntersuchung. Ein dünner Eisenring (Umfang l, 
Querschnitt S) sei von einer gleichmäßigen engen Drahtwicklung 
von N Windungen umgeben, in der der Strom i hergestellt werden 
kann. Den Ring umschließe ferner an beliebiger Stelle eng eine 
Spule von NI Windungen, die mit einem Galvanometer ver­
bunden sei; der Widerstand dieses Meßkreises sei w1 • Das Feld 
im Ring ist: 

H =Ni 
le . 

Der Induktionsfluß durch den Meßkreis ist: 

Q = N 1 BB; 

folglich entsteht bei Änderung von i in ihm ein Stromstoß 
1 J =--N B·bB. 

1 WIe 1 

Also ist oB C2 W 1 J 1 

Po·oH - Po N N 1 S oi . 

1) Poggendorfs Ann. Bd. 99. 1856; auch in Ostwaids Klassiker Nr. 142. 
2) Die zur Zeit wahrscheinlichste Zahl ist 2,9986 . 1010• 
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f-lo 
ist nach (46) eine meßbare Geschwindigkeit, ~~ nach (39) 

eine me ßban> Zeit, ;~ eine reziproke Länge; also ergibt sich 

o&~fI) als rei]}e Zahl. Indem man den Magnetisierungstrom i 

Ktufenweise yerfitärkt oder schwächt, würde man also, von einem 
bekannten Wertepaar ausgehend, B als Funktion von floH erhal­
ten. --- Es bleibt aber bei dieser Anordnung der Ausgangswert von B 
notwendig unbekannt. Hat jedoch der Eisenkörper Stabform, so 
kann man magnetometrisch feststellen, daß dem Anfangswert 
i = 0 auch der Anfangswert B = 0 entspricht. Bei einem tech­
nisch Yielfach verwendeten Verfahren wird das von den Win­
dungen des Meßkreises umschlungene Probestück als dünner Stab 
einemlllagnetischen Kreise eingefügt, dessen übriger Teil aus einem 
gedrungenen Eisenstück von viel größerem Querschnitt besteht. 
Dann liegt der magnetische Widerstand des Kreises noch immer 
zum ganz ü herwiegenden Teil in dem Probestück [so Kap. H, 
(39 h n und ([pr Wert von H im Probestück kann daher mit 
praktisch ausreichender Genauigkeit abgeschätzt werden. - Das 
einzige für gPJlaue Berechnung taugliche Verfahren beruht auf 
der Verwendung gestreckter Ellipsoide. 

C. Absolute Maßsysteme. Um ein einheitliches Maßsystem 
für das Gesamtgebiet der elektromagnetischen Erscheinungen fest­
zulegen, muß schließlich noch über zwei der Größen co flo c ver­
fügt werden: die dritte ist dann durch Gleichung (47) bestimmt. 
Man wird die Verfügung so zu treffen haben, daß die grund­
legenden Beziehungen zwischen elektrischen, magnetischen und 
mechanischen Größen eine möglichst einfache Form erhalten. Wir 
erfüllen die Forderung, indem wir Co = 1, flo = 1, c = ao Betzen. 
Dieses Maßsystem, welches die mathematische Enzyklopädie an­
genommen hat, wollen wir als das rationelle bezeichnen. Wir 
haben es ohne weiteres in unsern Gleichungen, wenn wir unter 
c und fl die relativen auf das Vakuum bezogenen Werte ver­
stehen, und unter c die Lichtgeschwindigkeit. - Die Gleichungen, 
die wir jetzt als die umfassendsten und deshalb wichtigsten 
erkennen, sind aber erst gefunden worden, nachdem bereits eine 
Reihe anderer absoluter Systeme entwickelt und benutzt waren; 
an dieser Überfülle kranken Physik und Technik. Zunächst galten 
als Grundlage der Theorie die elementaren Punktgesetze für 
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s= So und für fl = flo: das elektrostatische [Kap. I, (1)], das ma­
gnetische [Kap. II, (58)], das elektromagnetische [Kap. II, (56), 
(57)], das elektrodynamische [Kap. II, (55)]. Das hat zu folgenden 
Festsetzungen geführt: 

l. elektrisches (elektrostatisches) System: 

4nso= 1, 4nc = 1, 
1 

und folglich 4n flo = 2 ; ao 

2. magnetisches (elektromagnetisches) System: 

4nflo= 1, 4nc = 1, und folglich 

3. symmetrisches (Gaußsches) System: 

4nso = 1, 4nflo = 1, und folglich 4nc = ao' 

Das System 1. hat nur für einen Teil der älteren Literatur Be­
deutung. Des Systems 3. haben sich Helmholtz und H. Hertz 
bedient. Als die elektrodynamischen Erscheinungen im Gegensatz 
zu den elektrostatischen mehr und mehr Bedeutung fanden, ge­
wann das System 2. nahezu die Alleinherrschaft; mit den geome­
trisch-mechanischen Einheiten Zentimeter, Gramm, Sekunde, 
wird es kurz als c-g-s-System bezeichnet (Es heißt aber nicht \.B, 
sondern 

"Induktion".) 

\.B' = 4n \.B = !!.- ~ + 4n 9)c 
Po 

N h (46) . t d' E' h 't d W'd d 1,063 ac IS le c-g-s- m Cl es 1 erstan es = 109 Ws' 

Nach (44) scheidet die c-g-s-Einheit des Stromes in 1 Sek.: 

96150 Grammäquivalente oder 1,118' 10-2 Gramm Silber aus. 

Nach Kap. I, (82) und III, (47) ist die c-g-s-Einheit der elektrischen 

Spannung = I~OO;~ Ew• Zwei dieser drei Angaben genügen, um die 

Einheiten aller Größen experimentell festzulegen, wie im vori­
gen Abschnitt besprochen wurde. 

Unter dem Einfluß der Elektrotechnik hat sich aus dem c-g-s­
System zunächst eine Abart entwickelt, die wir als das ursprüng-
1iche technische Maßsystem bezeichnen wollen. Seine Ein­
heiten sind: 
für die Stromstärke: 
für den Widerstand: 
für die elektromotorische Kraft: 

1 Ampere 
1 Ohm 
1 Volt 

= 10-1 c-g-s-Einheiten 
=109 

=108 
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für die Elektrizitätsnwnge: 
für die Kapazität: 

1 Coulomb 
1 Farad 

= 10-1 c-g-s-Einheiten 

für die Induktivität: 
für die magnetische Feldstärke: 
für den magnetischen Indllktionsfluß: 
für die Energie: 
für die Leistung: 
für die Länge: 
für die Zeit: 

= 10-9 " 

1 Henry 
1 Gauß 
1 Maxwell 
1 Joule 
1 Watt 

=109 

=1 
=1 
=107 

=10 7 

1 Zentimeter = 1 
1 Sekunde =1 

" 
In (liesem System nehmen die wichtigsten Gleichungen die 

folgend!' Form an: 

"- 4n .",­
rot w· iO ~\, 

_ d'\)j 
_. rot lr ~- 10 8 -

dt ' 

Wc. - l·-·fdrf"-·dlB 
'In 4n . 107 41 , 

lB=p~+4nWc, 

1 
E =-­
o 4na~' 

110 = 1. 

Da die magnetischen Feldvektoren, sofern man von den perma­
nenten Magneten absieht, g~genüber der Beobachtung lediglich 
Rechnungsgrößen sind, die durch das Durchflutungsgesetz Kap. H, 
(16) und das Induktionsgesetz Kap. IH, (4) mit elektrischen Grö­
ßen verknüpft sind, so hat man dann begonnen, magnetische Feld­
stärken in Ampere/Zentimeter = 0,4' n Gauß, und Induktionsflüsse 
in V olt- Sekunden = 10 8 Maxwell zu messen. Ferner hat man in 
verschiedener Weise andere Einheiten der Länge, Zeit und Energie 
vorgeschlagen. Eine Einigung ist bisher nicht erfolgt. 

Den Bedürfnissen der Praxis entsprechend, hat man endlich in 
internationalem Übereinkommen nicht die Werte von Po und c, 
sondern die Einheiten des Stroms und des Widerstands gesetzlich 
festgelegt. Es ist ein internationales Ampere = dem Strom, der 
in 1 Sc kunde 1,118 Milligramm Silber aus:;;cheidet, und ein inter­
nationale:;; Ohm c~, dem Widerstand einer Quecksilbersäule von 
1 qmm Querschnitt und 106,3 cm Länge bei 0° C. Nach diesen 
Festsetzungen. auf denen sich das heutige technische Maß­
system grundsätzlich aufbaut, müssen mit fortschreitender Meß­
genauigkeit die Werte von Po' c und a~ Eo geändert werden. Den 

COllll, Das dektrolllagnetische Feld. 2. A. 13 
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Anforderungen der theoretischen Physik genügt schon das ur­
sprüngliche technische Maßsystem nicht, - noch weniger das 
heutige. 

Es ist noch zu bemerken: Durch die :Festsetzung 

flo = 1 (oder 4nflo = 1) 

erscheinen magnetische :Feldstärke und Induktion als Größen 
gleicher Art; insbesondere erweckt die häufig anzutreffende Be­
merkung, im Vakuum seien Feldstärke und Induktion identisch, 
diese Vorstellung. Sie ist so wenig zutreffend, wie etwa die Ent­
fernung zweier Sterne dadurch zu einer Zeit wird, daß man sie 
in Lichtjahren ausdrückt. 

Die Wesensverschiedenheit der beiden Größen zeigt sich darin, 

daß man ~ nicht durch vergleichende, sondern nur durch ab­

solute Messungen ermitteln kann (s. oben "Eisenuntersuchung"). 
Die soeben erwähnten neueren Einheiten für Bund H geben 
diesem Tatbestand Ausdruck. 

§ 6. Strom verdrängung. 
In diesem Kapitel haben wir bisher die Verteilung der Strömung 

als etwas Gegebenes behandelt. Die Verteilung im stationären 
Zustand ist in Kap. I zur Sprache gekommen. Es wird sich aber 
zeigen, daß die Verteilung veränderlicher - auch quasistationärer 
- Strömung eine andere ist. Die Abweichungen bezeichnet man 
als Hautwirkung oder als Strom verdrängung. Wir er­
halten sie aus den Hauptgleichungen : 

0)8 
c· rot ~ = 3 ; - c· rot ~ = Tt . 

Die Gleichungen sollen angewendet werden auf einen homogenen 
Leiter, dessen fl wir als unabhängig von H annehmen werden. 
Dann lauten sie: 

c·rot~=3; 
~ o~ -c·rot _-r =(J 11.-' 
'V " (J t ' 

(48) 

wo (J und fl nicht von den Koordinaten abhängen. Aus beiden 
Gleichungen folgt: 

() ():;J 
- c2 • rot rot 3 = (J 11. -- (c . rot ~) = (J 11. -

" iJt " ot ' 
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und aus der ('J"sten ferner: div 3 = O. Daher nach (a): 

2 A co,. o~ 
C • LI <\5 = a fl7ft . (49) 

Wir denken uns als Leiter zunächst einen unendlich aus­
gedehnten, llllf durch die Ebene x = 0 begrenzten Körper, und 
in ihm eine Strömling von überall gleicher, zu x normaler Richtung. 
Diese llehnwn wir alf.: :::-Richtung. 3z soll nur Funktion von x 
sein. Die Rtrölllung ist dann quasistationär. Aus (48) (49) wird 
jetzt Is. (xl)l: 

~"'~~ ~,,=--(I. 
'~ oC>! 

aa~· =c ~ (48a) /''" ot OX' 

(49a) 

gültig für x? o. 
0z (0) sei eine gegebene Funktion der Zeit. Wir setzen sie als 

sinusförmig yoraus; dann wird 0z (x) allgemein eine Sinus­
funktion von t. (Da die Gleichungen linear-homogen sind, können 
wir eine beliebige periodische Zeitfunktion 3z (0) in eine 
Fourierschc Reihe entwickeln, und die 3z (x), die den einzelnen 
Gliedern der Reihe entsprechen, addieren.) Schreiben wir 
3z(x) = f(x)· e"', so folgt aus (49a): 

i" (::r)= m. 2 • f (::r) . 2 t V f-lrJ m = ---' 
('2 ' 

also f(x) =a· emrt , 

oder in n'ellpT' :Form : 

Vf-lrJ V-P= 2;;2; (50) 

wo, da 3. für .1:= Cf) nicht unendlich werden darf, die positive 
Wurzel zu nehmen ist. 

Sei jetzt der Leiter eine unendlich ausgedehnte Platte von der 
Dicke 2l, und die Strömung symmetrisch zur Mittelebene x = O. 
Die Gleichungen (48a), (49a) gelten dann für -l < x < + l und 
zu ihnen t.ritt hinzu: 

3z(x) = 3z(- x). 

Es wird: 

13* 
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oder in reeller Form: 

3z(x)=~ {efl:l:sin(vt+px) +e-p:l:sin (vt-px)} 

V-'V IM] 
WO p= 2c2-. 
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(-Z<x<Z)'1 
(50') 

A bedeutet die Stromamplitude in der Mittelebene. 
~ folgt aus (48a); es ist parallel zuy, und hat in den beiden 

Hälften der Platte entgegengesetztes Vorzeichen; in der Mittel­
ebene ist es stets Null. 

Wenn pI< 1, so ist die Stromdichte bezüglich Amplitude und 
Phase gleichförmig über die Plattendicke verbreitet. Ist dagegen 
pI?> 1, so ist 3.(0) < 3. (I) ; ferner in einer Tiefe 15 = l- x 
unter der Oberfläche, die klein gegen list: 

3z (l-!5) = ~ eP(l- '\lsin(vt+ p (l- 15)), 

also: 

Kann man 15 so wählen, daß p!5?> 1 und ~ <{:: l, so ist die 
Strömung, und damit auch das magnetische Feld, auf eine gegen­
über der Plattendicke sehr dünne Oberflächenschicht beschränkt; 
und es ist für jedes x: 

3z (x) = const· ep1z1 sin (vt + plxl) . (50a) 

Diese Ergebnisse lassen sich auf einen Draht vom Radius R 
übertragen, der entweder gerade gestreckt, oder doch so gebogen 
ist, daß der Krümmungsradius überall sehr groß gegen Rist. 
Die Strömung ist dann parallel zur Drahtachse ; das magnetische 
Feld verläuft in Kreisen um die Achse; die Beträge I, H beider 
Vektoren sind nur abhängig von der Entfernung e von der Achse. 
Ferner: 1. Wenn pR <{:: 1 ist, so ist die Strömung gleichförmig 
über den Querschnitt verbreitet. - 2. Wenn pR?> 1 ist, ist 
die Strömung in der Achse verschwindend klein gegen diejenige 
auf der Oberfläche. - 3. Kann man 15 so wählen, daß 15 < R 
und trotzdem p!5?> 1 ist, so ist die Strömung auf eine Ober­
flächenhaut beschränkt, die man in eine ebene Platte abwickeln 
kann, und in der deshalb dasselbe Verteilungsgesetz gilt, wie in 
dieser; d. h. dann ist in der Tiefe ~ die Strömungsamplitude : 

131 = 13(R)je- pb 
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und es gilt für jedes e: 
~ (e) = const· eP!' sin (vt + pe). (50b) 

Diese Überlegung wird durch die vollständige Behandlung der 
Aufgabe bestätigt. Unter den jetzigen Symmetrieverhältnissen 
sind ~ und SJ nur abhängig von e und t. Stellen wir das Feld 
mittels Zylinderkoordinaten x, e, IX dar, so nehmen daher [so 
(x 2 )] die Gleichungen (48) die Form an: 

CaSm=aflO~'!.. 
O(! ot ' 

-c~~(o~ )=afl~~-"-
(! o(! '" a ot 

(48b) 

~e=O' 

Die beiden Wertesysteme ~re' SJa und ~a, SJre sind völlig 
unabhängig voneinander. Das erste stellt eine zur Drahtachse 
parallele Strömung dar, das zweite eine solche, die in Kreisen um 
die Drahtachse verläuft. Die Werte der ersten Zeile sind die von 
uns gesuchten. Wir erhalten durch Elimination von SJa: 

('2(~OS~+02S"')=a oSm 
. \ (! C (! 0 (!2 fl 0 t ' 

Setzen wir hierin 3re = /(1]) • e,vt, so erhalten wir für 

und wenn wir 

schreiben: 

iJ2f((!) liJ!«(!) V/-'(J 
(ifJ2- + e 8e- - t "Cil- / (I]) = 0 

?I = I] 1/ -- t v ~(J = (t - 1) PI] 

c 2 ! +!~ +1=0 
ay2 y iJy . 

(49b) 

f(e): 

(51) 

Dies ist die Differentialgleichung der Besselschen Funktionen 
von der Ordnung Null für das Argument y. Ein partikuläres 
Integral ist die Besselsehe Funktion erster Art Jo(y), welche 
für jedes endliche y endlich ist, aber für unendliches, nicht 
reelles y unendlich wird. Ein weiteres partikuläres Integral bildet 
die Besselsche Funktion z w e i t e r Art K 0 (y), welche für y = 0 
unendlich wird, hingegen für unendliches y gegen Null kon­
vergiert. Aus beiden Retzt sich das vollständige Integral von (51) 
zusammen alR 
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Wir brauchen hier die Funktion im Geltungsbereich von e = 0 
bis e = R, und in diesem Bereich muß sie endlich sein. Daher 
ist die für uns allgemeinste Lösung von (51): 

!(e)=A·Jo(y), und es wird Sx=A·Jo((t-l)pe)·8'Pt. (52) 

Aus den Werten von Jo(Y) für große und kleine Werte von I y I 
ergibt sich das oben Gesagte 1). 

Die übliche Wechselzahl der Starkstromtechnik:!.. = WO/sec 
n 

ergibt für Kupfer: pR::. l/cm; wenn also R beträchtlich kleiner 
als 1 cm ist, liegt der Fall 1. vor. Für R = 1 mm wird, wie 
die durchgeführte Rechnung zeigt, der verhältnismäßige Unter­
schied zwischen Achse und Rand kleiner als 10-5• - Für die 

Wechselzahl :!.. = 106/sec (Schwingungen in Kondensatorkreisen) n 
aber folgt: pR::. 100/cm, also bei R = 1 cm: pR R::. 100, so daß 
der Fall 3. vorliegt; die Stromamplitude ist in einer Tiefe von 
etwa 1/2 cm auf 1/100 des Oberflächenwertes gesunken. - Für Eisen 
ist zwar a kleiner, aber fl sehr viel größer als für Kupfer; bei 
gleicher Frequenz und gleichem Drahtradius ist daher die Strom­
verteilung im Eisen ungleichförmiger als im Kupfer. - Für 
Elektrolyte aber ist a so klein, daß in einem Zylinder von 1 cm 
Radius Abweichungen von der gleichförmigen Verteilung selbst 
bei 106 Stromwechseln in der Sekunde nicht merkbar werden. 

Außer der Amplitude ist auch die Phase von S eine Funktion 
von e, d. h. die Verteilung der Strömung über den Querschnitt 
ist einem periodischen Wechsel unterworfen. Das gleiche gilt für 
~; die Phase von ~ ist gegen die von .s: (also auch von Q:) ver­
schoben. Nun waren der Widerstand w und die Selbstinduk­
tivität L eines Leiters durch folgende Beziehungen definiert: 

a) J = wi 2 ist die in der Zeiteinheit entwickelte Joulesche 
Wärme; 

b) W m = ~ Li2 ist die magnetische Energie des zum Strom i 

gehörenden magnetischen Feldes. 

1) SieheHeine:Handbuchder Kugelfunktionen;H.W eber: Zur Theorie 
der Besselschen Funktionen, Math. Ann. Bd.37. 1890. Eine Zusammen­
stellung der Näherungsformeln nebst Fehlereingrenzung bei Sommerfeld: 
Wiedemanns Ann. Bd. 67. 1899. Ferner: Jahnke u. Emde: Funktionen­
tafeln, S.92 u. 101. 



Kapitel Ur. § 6. 199 

Aus diesen Definitionen ergeben sich aber wund L als kon­
stante Größen nur dann, wenn die Verteilung der Strömung über 
den Querschnitt unveränderlich ist. Die Definitionen werden in 
dem jetzt behandelten Fall unbrauchbar; denn es ist, wenn 1 
die Drahtlängr bezeichnet: 

R R 

J= - dr= J2·2no·do f12 l J' 
(J a , '"' ... ' 

i2={fJ·dQ}2={fI.2ne·de}2 ; 
IJ o 

R 

W = 1 L i 2 = lfJ'IIH2.2nn.dn 
m.1 2 1 2 ," 0: 0: 

o 
= Energie des vom Leiter erfüllten Raums, 

W =c 1 Li2 = Energie des Außenraums. m2 2 2 

Neben den Beziehungen a) und b), welche wund L un­
abhängig voneinander definieren, bestand aber noch eine solche, 
in der sie gemeinsam auftreten: Es war 

. ci 1 oQa 
IlJL+L· =----

. iJ t c at ' e) 

wo Qa den Induktionsfluß des äußeren, nicht vom Strom selbst 
herrührenden Feldes bezeichnet. Damit diese Größe eine bestimmte 
Bedeutung habe, muß der Leiter dem äußeren Felde gegenüber 
als linear betrachtet werden dürfen, d. h. es muß für den Wert 
von Qa ohne Belang sein, wo die Fläche So, für welche Qa be­
stimmt wird, im Leiter oder an seiner Oberfläche ihre Randkurve 
hat. Dies sei vorausgesetzt. Dann wollen wir den Widerstand w' 
und die Selbstinduktivität L' für Felder, welche Sinus-Funk­
tionen der Zeit sind, aus der Gleichung c) definieren. Das ist 
stets möglich: denn die allgemeinsten Ausdrücke für Qa und i sind 
jetzt von der Form: 

(i" ~. X' sin v t ; i = ß . sin v t + y . cos v t ; 

also gibt e:,; stets konstante reelle Größen w'L', durch welche die 
Gleichung 

,. L,oi 18Qa 
'UJ ~+ --=----. at c at, (53) 

befriedigt wird. 
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Es ist aber die an der Oberfläche des Drahts gebildete Umlauf-
spannung 

f~(R) .d8=-~-oQ=-~oQ~-~~fm(i)N·dS . 
s C ot C ot C ot 0 

-() 

Das Stromfeld m (i) ist - vgl. für das folgende Kap. H, § 8, A 
S. 126f. - an der dem Leiter angehefteten Fläche So unab­
hängig von der Stromverteilung, sofern sie nur axiale Symme-

trie besitzt. Das letzte Glied ist daher gleich - L 2 ~;-, wo L z 

eine Konstante bedeutet, deren Wert gleich dem Wert für statio­
näre Strömung ist. Dieser kann dadurch definiert werden, daß 

~ L 2 i 2 = W CS')2 (54) 

die magnetische Energie des stationären Stromfeldes für den 
Außenraum Tz bedeutet. Also nach (53): 

f ~(R)s·d8 = w' i + (L' -L2) ~; • (55) 

L z ergibt sich aus der Form der Drahtkurve. Die linke Seite 
der Gleichung ist, wenn l die Drahtlänge bezeichnet: 

lI(R) . 
(J 

i kann durch 1 (R) ausgedrückt werden. So erhält man w' und 
L'. Beispiele werden alsbald folgen. Zunächst aber sollen die 
unabhängigen Begriffsbestimmungen von w' und L', die auch 
jetzt möglich sind, abgeleitet werden. 

Wir multiplizieren erstens die Hauptgleichungen 

c . rot ~ = 3 und - c . rot ~ = 0 ~ 
Bt 

bzw. mit ~ und ~ und addieren; dann kommt nach (0): 

~3+ ~ 8o~ =c{~. rot~-~· rot ~}=-c. div[~~]. 

Mit dT multipliziert und über das Volumen Tl des Leiters inte­
griert, gibt das: 

J + :tf! f1{)2·dT= f c[~{)]n·dS. 
Tl 0 

Nun liegt ~ in der Stromrichtung, ~ normal zu ~ in der Ober. 
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fläche, und zwar so, daß ~.\) nein Rechtssystem bilden; ferner ist 

dS=2'JT,R·ds und c2'JT,R·H=i. 

Folglich ist die rechte Seite = i f ~ (R).· ds. Multiplizieren wir 
'Ü 

also (55) mit i, so folgt 

J + ft S ~ fl.\)2. d. = w' i 2 + (L' ~ L 2) i :; . 

Bilden wir die Mittelwerte für eine Periode, die durch wagerechte 
Striche bezeichnet werden sollen, so erhalten wir 

J=w' i 2• (56) 

Wir multiplizieren zweitens die nach t differenzierte erste 

Hauptgleichung mit ~, die zweite Hauptgleichung mit °o~ und ad­

dieren; dann kommt: 

~ °o~ + °o~ °o~ = c { ~ . rot °o~ - °o~ . rot ~ } = - c . div [ ~ °o~ J . 
Daraus wie oben: 

f (O~)2 , (Oi)2 
fl ai ·d.= (L -L2) fit . 

Es ist aber: 

also 

Es ist ferner für den Raum .1 des linearen Stromes bis auf 
verschwindende Bruchteile: 

gleich der mittleren Energie des Stromfeldes für den Raum .1' 
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welche wir W(3)l schreiben wollen; also nach (54) 
1 - 1 -----­

-2- L 2 i 2 + -f (L' - L 2) i 2 = W (3)2 + W (3)1 

oder 

wo W m (3) die Gesamtenergie des Stromfeldes bezeichnet. 

(57) 

Nach (56) und (57) haben die durch (53) definierten Größen w' 
und L' für einfach-harmonische Wechselfelder im zeitlichen Mittel 
die gleiche energetische Bedeutung, die Widerstand und Selbst­
induktivität für stationäre Felder besitzen. Sie heißen daher 
Wechselstrom- Widerstand und -Induktivität. 

Zur Berechnung beider Größen liefert (55), wenn I '" e'~t ge­
setzt wird: 

Z·l(R) (' (L' L)' -a- . = w + lV - 2) ~, 

Nun folgt aus (49b): 

daher: 

Also ergibt (58) nach (52): 

R 

wo i = J I 2 Tl (] • d (] 
o 

(58) 

w' lv(L'-L =0'.f1:(~) =tlvll_( Jo(YL) (59) + 2) 2nc2 (! ()] 2nc2 y.J~ (y) y=(,-l)pR' 

O(! e=R 

Zur Auswertung des Klammerausdrucks s. Sommerfeld a. a. O. 
S. 247; J ahnke u. Emde, a. a. O. S. 144. Wir wollen die Rech­
nung nur für den Fall sehr schneller Stromwechsel durchführen, der 
oben unter 3. aufgeführt ist: eS sei p (j ~ 1 für (j ~ R, und daher 
nach (50b): 

I((])=a'8'~t+(t+l)P[! mit p=d~E~ 
V 2 C· 

Das ergibt: 

also 

w' + lV (L' -L2) = (1 + l) 2:R~" 

w' = v (L' - L ) = _p_ _l 
2 2nR (J 
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oder: 

wo 
1 

w=:nR2U 

den Widerstand für stationären Strom bedeutet, und 

L'-L =L' =-'L_l _= V ~ ._l_ 
2 1 'VU 2:nR. 2'VU()2 2:nR 

203 

(60) 

(61) 

Mit zunehmender Frequenz v wächst der Widerstand w' über 
alle Grenzen, während die Selbstinduktivität L' sich der festen 
Grenze L 2 nähert. Es muß so sein, da die Strömung sich schließ­
lich auf eine Oberflächenschicht von verschwindender Dicke, und 
das magnetische Feld auf den Außenraum beschränkt. - In 
Kap. II~ § 8, A ist L 2 für zwei Sonderfälle gefunden; es ist 

'2 

jedesmal der Faktor von t2 im Ausdruck von U 2 = W 2 cm ; 
also 

Le = ~ h 19 d--:~ 
~ :nc2 R 

für die Länge h zweier Paralleldrähte im Abstand d; 

L _P2 A{l 8A 21 
2- C2 gR- f 

für den Draht, der zum Kreise vom Radius A gebogen ist. 
Wir betrachten noch die quasistationäre Strömung in einem 

unendlich ausgedehnten Hohlzylinder vom innern Radius R. 
Auch jetzt gelten die Gleichungen (48b) und als Folge davon (49b) 
bis (51), d. h. 

3" = 1(12)' e'vt, 
Aber jetzt ist 

wo 02
/ ·.L!~+I-O y=(t-l)pn. oy2 I yoy -, " 

<X) 

l(e)=B·Ko(y), und in (58) ist i=J 12n(2·d(!. 

Das ergibt 

und 
( (1) 'VUI' . 
0- =-t-_·~ 
~ 012 e=R 2:nc2 

R 

l·1 (R) ~ = w' + tv (L' -L) = _d'V~ (J!.o(YL) . 
U t 2 2:nc2 y.K~(y) y=(t-l)pR 

Für große Werte von p (! nähert sich K 0 (t - 1) P (! 
Wert e-(l+,)pe 

const----
}Pe' 

(62) 

dem 
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und es wird folglich 

I I ) ( lp 
w + tv (L - L 2 = t + 1) 2'JT,(J R' 

Das ist derselbe Wert, den wir auch für einen Vollzylinder 
vom Radius R gefunden haben. So muß es offenbar sein, wenn 
die Strömung sich auf eine dünne Oberflächenhaut beschränkt. 

Viertes Kapitel. 

Die Ausbreitung des Feldes. 
§ 1. Die Maxwellschen Gleichungen. 

Die Feldgleichungen, welche bisher die Grundlage unserer 
Betrachtungen bildeten, setzen voraus, daß die Strömung in 
geschlossenen Bahnen verläuft. Denn aus 

folgt: 

C· rot ~ = S 

divS = 0 

(a) 

(b) 

Schon im Kondensatorkreis hatten wir eine Anordnung, für welche 
diese Bedingung nicht erfüllt ist; wir konnten sie nur mittels 
einer wilkürlichen und nicht scharf definierbaren Nebenannahme 
der mathematischen Behandlung unterwerfen. - Bis vor etwa 
einem halben Jahrhundert wurde die Frage gestellt: "Welches 
ist - unter der Voraussetzung, daß keine magnetisch polarisier­
baren Körper vorhanden sind - das magnetische Feld eines 
Stromelements ? Es muß so beschaffen sein, daß es für jede 
geschlossene Stromkurve zu demselben Feld führt, wie das 
Biot-Savartsche Gesetz. Es kann sich von dem Elementarfeld 
dieses Gesetzes also nur um ein Glied unterscheiden, das bei 
Integration über eine beliebige geschlossene Kurve den Wert 
Null ergibt. Welches ist dieses Zusatzglied ?" - Die Lösung war 
schließlich diese: Ungeschlossene Ströme sind nur bei veränder­
lichen Zuständen möglich; das veränderliche magnetische Feld 
aber läßt sich überhaupt nicht durch die gegenwärtige Strö­
mung darstellen. - Zu dieser Lösung hat die Maxwellsche 
Fragestellung geführt: welches ist die allgemeine Differential­
gleichung, die für beliebige nicht-stationäre Zustände an die 
Stelle von (a) tritt? Die Antwort ist: (b) bedeutet eine Sonder-
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forderung, die für stationäre Strömung erfüllt sein muß, für nicht­
stationäre erfüllt sein kann. Allgemein aber gilt: 

div3=-:tdiv:tJ, oder: div(S+oo~)=o. 
Allgemein möglich ist also: 

c.rot~=3+~~ (1) oder: cf~s'd8= f(SN+o~N)dS. (la) 
-() 

Maxwells Ansatz lautet: (1) gilt tatsächlich allgemein für 
ruhende Körper. Wir können diesen Ansatz auf folgende Weise 
der Vorstellung näher bringen: Denken wir uns einen homogenen 
Leiter, der einen Teil eines stationären Stromkreises bildet, und 
in dem so - mittels dauernder Energiezufuhr aus den Elementen 
- ein stationäres elektrisches Feld aufrecht erhalten wird. Er 
werde von dem äußeren Stromkreis abgetrennt. Dann bricht 
das Feld in ihm zusammen; es ist erfahrungsmäßig 

CIi_ _ o~ _ o'IJ 
o\5-O'~--eßt--ßt . 

(vgl. Kap. I am Ende). Dieses ist das Verhalten eines Leiters, dem 
von außen Energie nicht zugeführt wird, - der sich selbst über­
lassen ist. Man kann annehmen: Dieses ist das allgemein kenn­
zeichnende Verhalten eines Leiters; der Zusammenbruch der 
Kraftlinien ist das Wesen der Strömung, die Vernichtung elek­
trischer Energie die Quelle der J oulesch~n Wärme; - wenn in 
einem Leiter ein stationäres Feld besteht, so kommt das dadurch 
zustande, daß die zusammenbrechenden Kraftlinien durch 
Energiezufuhr von außen dauernd ersetzt werden; - die Ver­
knüpfung mit dem magnetischen Feld aber besteht darin, daß 
die, mit c multiplizierte, magnetische Umlaufs spannung 

cf ~8·d8 
-() 

gleich der Zahl der in der Zeiteinheit in den Umlauf neu ein­
tretenden Kraftlinien ist. Diese ist im stationären Zustand 
gleich der Zahl der zerfallenden, d. h. gleich der Durchflutung des 
Umlaufs 

fSN·ds; 
im allgemeinen ist sie (da Zunahme = neu entstehende minus 
zerfallende) gleich der Summe aus der tatsächlichen Zunahme der 
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Kraftlinienzahl ~f'1)N·dS at 
und der Zahl der zerfallenden 

f3N·dS. 

Kapitel IV. § l. 

Zu der Gleichung (1) tritt als zweite Hauptgleichung für 
ruhende Körper die uns bekannte: 

- c . rot Q; = ~~ (2), oder: - cf Q;s·ds = *if ~N" dS. (2a) 
-0 

Wir betrachten sie als allgemeingültig, mag sich an der be­
treffenden Raumstelle ein Leiter oder ein Isolator befinden. Als 
Energie des Feldes T nehmen wir allgemein an: 

W=We+W m, We=fdTfQ;·d'1) , Wm=fdTfSJ·d~. (3) 
@=o ~=o 

In den Grundgleichungen (1), (2), (3) sind 3 und '1) Funktionen 
von Q;, ~ eine Funktion von SJ. Die Parameter dieser Funk­
tionen sind durch die an der betreffenden Raumstelle befindliche 
Substanz bestimmt. Wir setzen für isotrope Körper wie bisher: 

(4) 

(Über 0', sr, eS. Kap. I, über fJ, im s. Kap. II.) 
Die Gleichungen (1) bis (4) sind, wenn auch nicht der Form, 

so doch dem Inhalt naqh von J. Clerk Maxwell aufgestelltl) ; sie 
bilden die vollständige Grundlage für eine Theorie des elektro­
magnetischen Feldes in ruhenden isotropen Körpern, die wir 
demgemäß die Maxwellsche Theorie nennen. 

Die Gleichungen (1) und (2) beanspruchen Gültigkeit an jeder 
Raumstelle ; auch an Flächen S, wo die Raumerfüllung sich un­
stetig ändert, sollen sie Beziehungen zwischen endlichen Größen 
ausdrücken. Wenden wir nun (la) an auf einen Umlauf, der sich 
einer in S liegenden Linie sauf beiden Seiten von Sanschmiegt, 
so ist die rechte Seite unendlich klein; damit auch die linke Seite 
es sei, muß das (in gleicher Richtung genommene) Integral 
fSJs' ds auf beiden Seiten von S den gleichen Wert haben. 
Und da dies für jede Kurve sauf S gilt, muß jede tangentiale 

1) On physicallines of force. Phil. Mag. IV., Bd.21 u. 23. 1861-2; 
auch Ostwaids Klassiker Nr. 102. - A dynamical theory of the electro­
magnetic field. Transact. of the Roy. 80c. of London Bd. 155, 1865. 
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KomponentE' von.\) an jeder Stelle von S stetig sein. Wir wollen 
dies ansdrückf'1l durch 

·\JS 1 = .\JS2 . 
:Ebenso folgt <LllS (2a): 

(!Sl = Q:S2. 
Die Gleichung: 

. (~ iJ:I)\ 
dIV v + -iJ-{) = 0 

führt an Unstetigkeitsflächen S zu der Forderung: 

r (("\.,o:I)) 0 
I IVS , \~ I rt- = 

oder 

(5a) 

(5b) 

(6) 

Aus (la) und (4) folgt: Wenn an der geschlossenen Fläche S 
durchweg a ~. 0 (also 3 = 0) ist, so ist J'1)N" dS eine un-

o 
veränderliche (iröße. Nennt man dieses Integral allgemein die 
von S umschlossene Elektrizitätsmenge, so ist also die Elektrizi­
tätsmenge für jedes Volumelement eines Isolators, und für jeden 
vollständigen (von Isolatoren umgebenen) Leiter unveränderlich. 

Am; (2a) folgt" daß JIB;v' dS eine unveränderliche Größe 
o 

ist. Nach (4) folgt, da im unveränderlich ist, das gleiche für 
Jll.\JN "dS. Dieses Integral wird bezeichnet als die Summe der 
o 
VOll S umHchloRRenen magnetischen Mengen. Der konstante 
Vektor im kanll ferner HO gewählt werden und wird so gewählt, 
daß -- über den Inhalt von (2a) hinausgehend -

I~iN·d8=0 oder div ~ =0 (7) 

wird. In alle11 !lieht ferromagnetischen Körpern ist im = 0 zu 
setzen. 

Gleichung (7) lautet an Unstetigkeitsflächen 

Ilivs ~ =c 0, oder ~N stetig. (7 a) 

Netzen wir in (2) und (1) durchweg ~- = 0, so erhalten wir 

Ilie Ornndgleichungen für stationäl'P Felder. Sie stimmen 
überein mit den Grnndgleichungen von Kap. I bzw. Kap. 11. 
Ocr Inhalt dipseI' Kapitel läßt sich also als Folgerung aus den 
Maxwdlfwhell (lleichungen darstellen. 
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In Kap. In haben wir eine gewisse Gruppe nicht-stationärer 
Zustände behandelt, die wir als quasistationäre bezeichneten. 
Sehen wir ab von dem elektrischen Feld im Isolator, so lassen 
sich die Grundannahmen von Kap. In so kennzeichnen: Wir 

haben in (1) aa~ = 0 gesetzt, (2) haben wir in unveränderter 

Form benutzt. Wir wollen jetzt untersuchen, inwieweit dieser 
Ansatz einen nach den Maxwellsehen Gleichungen möglichen 
Zustand darstellt. 

Im Innern der Leiter bedeutet der Ansatz, daß wir e ~~ 
gegenüber a Q: vernachlässigt haben. Soll dies gestattet sein für 

Felder, die proportional mit sin 11 t sind, so muß ~ < 1 sein. 
a 

Nun ist, wenn sich a1 auf Quecksilber bezieht, 

[so Kap. I (83b)]. 

a ist für jeden Leiter eine meßbare Größe. ~ kann nach den 
al Eo 
Methoden, die wir teils in Kap. I kennen gelernt haben, teils im 
folgenden kennen lernen werden, für Leiter von kleinem a ge­
messen werden. Zu ihnen gehören u. a. schwache wässerige Lö-

sungen, für welche ~ R:! 80 ist. So ergibt sich z. B. für Meer-
Eo 

wasser und für Elektrolyte von ähnlicher Konzentration 

~ R:! 2.10-10 sec· 
a ' 

so lange also die Wechselzahl !... sehr klein gegen 109/sec ist, sind 
:TI: 

die Ansätze von Kap. In, § 6 zulässig; wir haben die Strömung 
und das innere magnetische Feld dort richtig berechnet. 

Für metallische Leiter versagen die Methoden zur Bestim-

mung von ~; es gibt keine Beobachtungen, in denen neben der 
EO 

Strömung aQ: die Änderung der Erregung e aa~ sich bemerkbar ge­

macht hätte. Die höchsten Frequenzen, die hier in Betracht kom­

men, liegen bei 11 R:! 1014~ (s. §7, am Ende). Es ist aber für 
sec 

feste reine Metalle ~ R:! 10, also ~- R:! 10-18 ; daher für diese 
a 1 a 

Frequenz VEo R:! 10- 4• Das Ergebnis der Versuche ist demnach: 
a 
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Es liegt, wenn es sich um metallisch leitende Körper handelt, 
keine Notwendigkeit vor, die Gleichung c· rot ~ = 3 durch 

das Maxwellsrhe Zusatzglied aa~ zu ergänzen; es liegt aber 

ebensowenig die Notwendigkeit vor, für Metalle S = 0 zu setzen; 
man darf vielmehr, ohne mit den Tatsachen in Widerspruch zu 
kommen, für ihre Dielektrizitätskonstante einen beliebigen 
Wert yon der Größenordnung von So setzen. Von dieser 
Befugnis werden wir im folgenden Gebrauch machen. [Wir 
werden später f'ehen (§ 7, am Ende), daß die Anwendbarkeit 
der Mnxwellschen Gleichungen allgemein ihre Grenze findet in 
der Schnelligkeit, mit welcher dns Feld sich ändert. Das Vor­
stehende gilt. t-\oweit überhaupt die Gültigkeit dieser Gleichungen 
reicht. J 

Es sei nun irgend eine Strömung in metallischen Leitern ge­
geben, die den Gleichungen des Kap. III genügt. Wir fragen 
nach dem elektromagnetischen Feld im Außenraum, das 
dieser Strömung entspricht. Es mögen alle Körper frei von 
permanenter Mngnetisierung und magnetisch unpolarisierbar sein, 
und der Isolator homogen. Dann dürfen wir nach dem soeben 
Gesngten im ganzen Rnum sund fl (= flo) als konstant an­
nehmen. Am; (7) folgt nach (1'): 

IS = fl ~ = rot W (8) 
und hiermit nus (2): 

folglich 

1 am: 
rot 0; = - - rot - -

c at ' 

~=_]_am:_I7IP. 
c at 

Die Werte (8) und (9) in (1) eingesetzt ergeben: 
p. C\! EP. aq; EP. a2m: rotrotm=-·-<--I7---- . c 'V c at c2 a 12 

(9) 

Durch (8) ist die Rotation von ~{ festgelegt. Dadurch ist m 
selbst noch nicht bestimmt. Es wird bestimmt, wenn wir noch 
Heine Divergenz vorschreiben. Wir setzen: 

div ~(= - EP. ?.!t (10) 
c at 

Dann mgibt die vorige Gleichung mittels (a), wenn wir noch 

~=a2 
EP. 

Cohn. Das elektromagnetische Feld. 2. A. 

(11) 

14 
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schreiben: (12) 

Für jede Komponente von m gilt also eine Gleichung von der 
Form: 

I a2 q 
Ll q - a2 a t2 = - Q . (13) 

Eine Lösung dieser Gleichung ist 

(14) 

wo r die Entfernung zwischen dT und dem Feldpunkt p be­

zeichnet, und der Index t -!: bedeutet, daß der Wert von Q 
a 

r 
in dT für einen um - zurückliegenden Zeitpunkt zu nehmen 

a 

ist. Beweis: Wir zerlegen den unendlichen Raum in ein sehr 
kleines Gebiet T l' welches den Punkt p einschließt, und den 
Rest 1'2' Es wird dann für verschwindendes Tl: 

lim ql = 0, also q = q2' 

Ferner ist nach (C 3 ): 

und nach Kap. I (22a, b): 

Llq1 = 4ln Ll S~t dTj =-Q1J,t· 

Folglich 
d. h. (13). 

q hat die Form der Newtonschen Potentialfunktion und wird als 

verzögertes Potential bezeichnet, die Zeit !.-- als Latenzzeit. 
a 

Ist q' eine zweite Lösung von (13), so ist qo = q' - q eine 
Lösung der Gleichung 

I a2 q 
LI qo -- a 2 ßt20 = 0 . (15) 

Mit dieser Gleichung, der sogenannten Wellengleich ung, 
werden wir uns später noch zu beschäftigen haben. Wir nehmen 
hier voraus: Wenn (15) in dem Raum T mit der Oberfläche S 
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gilt, so stellt sich go, P, t !TI T durch Werte dar, die qo in den 
r 

Punkkn p' VOll S zu Zeiten t - . besaß. wo r den Abstand 
a 

pp' bezeichnet. Wenn also (13) [und somit (15)] für den ganzen 
unendlichen Raum gilt, und wenn q [und somit qo] bis zu einer 
gewissen Zeit to dur('hweg Null war, dann bleibt qo = 0 überall 
und für a11!' Zeit. D('nn wir können dann für jeden Punkt p 
und für jedp Zpit t die Fläche S so weit hinausrücken, daß 

r t--- < to a 

wird. D. h.: Wenn das Feld q der Gleichung (13) zu endlicher 
Zeit entstanden ist. so ist es für alle Folgezeit eindeutig durch 
(14) bestimmt. 

Es wird also nach (12): 

fSt --"-
9I = JI_ __(/,_ dr. 

p.t 4nc r (16) 

Nachdem der Vektor 9l gefunden ist, ergibt sich .\) aus (8), 
und (bis auf einen zeitlich konstanten Betrag) rp aus (10) und 
~ aus (9). 

Ist die Strömung stationär, so gehen diese Gleichungen 
über in: 

fh.\) = rot W . 

d. h. in die Gleichungen von Kap. II und I, wie es sein muß. 
Für ni c h t - stationäre Ströme treten also folgende Veränderungen 
ein: Das Vektorpotential \ll hängt von den früheren Werten 
der Strömung ab; der Beitrag jedes Stromelements breitet sich 
mit der Geschwindigkeit a nach allen Seiten aus. Aus diesem 
verzögerten Vektorpotential leitet sich das magnetische Feld in 
der gleichen Weise ab wie im stationären Zustand. Ist also die 
Strömung proportional mit sin v t, so ist das magnetische Feld 
quasistationär für alle Entfernungen r von den stromführenden 

Leitern, für welche vr ~ 1 ist. Für Kondensatorentladungen 
a 

(~ ~ 1_~6 \ (Cill)' ~ ) und I"uft als Isolator a = 3· 1010 - bedeutet das: 
\ n sec I sec 
r« 100 m. 

14* 



212 Kapitel IV. § 1. 

Für einen linearen Stromkreis mit dem Bahnelement dl 
geht (16) über in 

(16a) 

Der Strom sei quasistationär, d. h. i = const längs der Strom­
bahn für konstantes t, und die Abmessungen l der Strom-

bahn seien klein gegen ~; dann kann das Argument von i durch 
v 

einen mittleren Wert to = t- ro ersetzt werden, und i hat einen 
a 

längs der Leitung konstanten Wert it,,; es ergibt sich 

In einer gegenüber l sehr großen Entfernung ro wird 

m = _# - i t • Sdl. 
4nc ro 

(16b) 

(16c) 

Handelt es sich um einen geschlossenen Stromkreis, so 
ist das Integral gleich Null (df ist ein Vektor); d. h. das magne­
tische Feld eines geschlossenen Stromes wird in einer gegen 
seine Abmessungen sehr großen Entfernung Null bei genügend 
kleiner Frequenz. Endet die Strombahn in einem Kon­
densator, so wird das Integral gleich der Strecke, die vom 
Anfangs- zum Endpunkt der Strombahn führt. Unter den­
selben beiden Voraussetzungen, die soeben gemacht wurden, 
scheint also das Feld auszugehen von der im Kondensator liegen­
den Lücke des Stromkreises. 

Bezüglich des elektrischen Feldes im Außenraum gilt fol­
gendes: Setzt die Strömung im Zeitpunkt t = 0 ein, so ist 
bis dahin durchweg m = 0, also ~ = - r Cf!. Das elektrosta­
tische Potential Cf! aber ist durch die Elektrizitätsverteilung 
bestimmt. Von t = 0 an ist die Änderung von Cf! bestimmt 
durch die aus (12) und (10) folgende Gleichung 

{LI la2}arp_ld'~ 
- a2 8/,2 8t - S IV ~ . 

Aus ihr folgt [vgl. (13), (14)]: 

arp = __ 1 _ __ t-r; dr: fdiV ~ r 

at 4ne r 
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oder, da div~=-~~: 

(
'n r e r 

()cp d "~~--,; dT = ~); ~--;; 
iJt dt, 4nc·r iJt 4nc·r· 

(17) 

Indem durch dip Strömung sich die Elektrizitätsverteilung 
ändert, ändern sich nach Ablauf der Latenzzeit die Beiträge zum 
Potential. Aus dem verzögerten Vektorpotential m: und dem 
verzögerten skalaren Potential cp ergibt sich Q; nach (9). Bei 

einer geschlossenen Strömung ist ~iJ~- = 0; der zweite Anteil 

von (S; bleibt. dauernd gleich dem ursprünglichen elektrosta­
tischen Feld. 

~ 2. Der Poyntingsche Satz. 
Wir multiplizieren (1) skalar mit Q;, (2) mit ~, addieren und 

integrieren über einen beliebigen Raum T. Dann entsteht naoh 
(3) und (0): 

-fc div [(S;~] dT = f Q;3 ·dT + iJa~ 
oder, wenn WH 

und wie früher 

schreiben, 
iJW 
fit 

c[Q;~] = 6 (18) 

(19) 

(20) 

wo wie stettl 8 die Oberfläche von T und n die innere Normale 
von dS bedeutet. 

Es werde nun zunächst unter T ein vollständiges Feld ver­
standen. Dann wird aus (20): 

rJf~ =-lJI rJ t .. . 

Es muß also nach dem Energieprinzip lJI die gesamte in der 
Zeiteinheit in nicht-elektromagnetischer Form freiwerdende 
Energie darstellen. Dies bestätigt die Erfahrung. 

Es sei jetzt T ein beliebiger Raum. Dann folgt aus (20): Die 
Vermehrung der elektromagnetischen Energie des Raumes T zer­
fällt in zwei Tpile. Den ersten Anteil bildet der negativ genommene 
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Verbrauch im Innern (chemisch-thermische Leistung) : - P. Hierzu 
kommt aber ein zweiter Anteil Q, welcher sich darstellen läßt 
als eine über die Oberfläche S erstreckte Summe; und zwar 
liefert das Element dS den Beitrag 6 n • dS. Wir erhalten also 
diesen Anteil richtig, wenn wir annehmen, daß die Energie durch 
die Oberfläche einströmt, und zwar in der Zeiteinheit durch 
dS im Betrage 6 n • dS; oder: daß überall eine Energieströmung 
stattfindet in der Richtung von 6 und im Betrage von 6, be­
rechnet für die Zeiteinheit und die zu 6 normale Flächeneinheit. 
6 heißt die elektromagnetische Strahlung. Die Strahlung 
erfolgt also normal zu den beiden Feldstärken ; sie ist gleich 
deren mit c multipliziertem Vektorprodukt. 

Die Gleichung (20) ist von Poynting gefunden und so, wie 
soeben geschehen, gedeutet worden l ). Die Deutung ist eine mög­
liche, keine notwendige. Sie schreibt zunächst einem beliebig be­
grenzten Teil des Feldes einen bestimmten Energiebetrag zu. Daß 
diese Lokalisierung der Energie der experimentellen Prüfung nicht 
zugänglich ist, wurde bereits früher hervorgehoben. Sie zerlegt fer­
ner das Oberflächenintegral in bestimmter Weise in die Beiträge 
der einzelnen Flächenelemente. Auch diese Zerlegung kann nicht 
experimentell erhärtet werden; denn die Gleichung (20) bezieht 
sich ausschließlich auf geschlossene Flächen, sie kann daher 
nur über die Divergenz von 6, nicht über den Vektor e; selbst 
etwas aussagen. Mit anderen Worten: Der von Poynting an­
genommenen Energieströmung e; darf man eine in geschlossenen 
Bahnen verlaufende, im übrigen ganz willkürliche Strömung 
überlagern; der resultierende Vektor würde ebenso wie 6 der 
Gleichung (20) genügen, und dürfte ebensowohl wie e; als Maß der 
Energieströmung betrachtet werden. Der Wert der Poynting­
sehen Deutung liegt darin, daß sie eine große Zahl von Einzel­
erkenntnissen zu einem Bilde vereinigt, und daß sie als Weg­
weiser gedient hat zu neuer und fruchtbarer Forschung. An 
dieser Stelle wollen wir zunächst einige uns bereits bekannte 
Erscheinungen im Licht der Poyntingschen Auffassung nochmals 
betrachten. 

Es sei erstens ein stationäres Feld gegeben. Dann ist für 
jedes Volumelement W = const und folglich P = Q. Für 

1) Transact. of the Roy. Soc. of London Bd. 175. 1884. 
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jedes Volumelement einel:l Isolators ist ferner lJ' = 0, . und 
folglich auch Q" 0; durch die Isolatoren strömt also die 
Energie lediglich hindurch; sie kann daher nur von Leiterteilen 
zu Leiterteilen strömen. Weiter: An der Oberfläche jedes Leiters 
ist oS 11 0: im Innern ist div 3' = ° und rot cr = 0, und 
daraus folgt narh (,u, fJ), daß schon für den Raum eines einzelnen, 
rings von Isolatoren umgebenen, Leiters gilt: lJ' = 0. Also gilt 
auch für den gleichen Raum: Q = 0; der Energieaustausch 
findet demnach nur zwischen den Teilen desselben zusammen­
hängenden Leiten; statt. Im einzelnen ferner: dlJ' = cr3" dr 
kann negatin Werte nur an solchen Stellen haben, wo Größen 
sr vorhanden sind, der Leiter inhomogen ist, - in den sogenannten 
galvanischen Elementen. Auch dort muß dies nicht notwendig 
der Fall sein. Wo es zutrifft, da ist auch Q negativ, dort wandert 
also Energie aus. In alle anderen Teile des Stromkreises, ins­
besondere also in alle homogenen Leiterteile, wandert sie ein. 

Betrachten wir genauer die Einwanderung in ein Stück eines 
geradlinigen Drahtes vom Radius R. Wir schneiden aus ihm 
einen Zylinder vom Radius e und der Länge l heraus. 3' und 

ebenso cr = ~ ist überall parallel der Achse, und von konstanter 
(J 

Größe. .p verläuft in Kreislinien um die Achse, und zwar im 

Sinn einer positiven Drehung um (;\;; sein Betrag ist ~~ e [vgl. 

Kap. II (63) J. Folglich ist auf den Grundflächen des Zylinders 
~n =, 0. Auf der Mantelfläche aber ist (vgl. wegen 
deR Vorzeichens Abb. :n) 

6 n -ce c ! cr IIS> I = ~2 -~- • 

Das ergibt für den ganzen Zylinder die Einströmung "-:r--

und dies it,;t in der Tat die in dem Zylinder auf­
tretende Joulesche Wärme. Gibt man e nach­

J' 

Abb.31. 

einander alle Werte von R bis 0, so folgt: Die Energie tritt 
normal in die Drahtoberfläche ein und wird, indem sie gegen 
die Drahtachse vordringt, schrittweise in Wärme verwandelt. Als 
dal:l Medium, in dem die Energie sich ausbreitet, erscheint also 
wesentlich dpl' den Stromleiter umgebende Isolator; de~ lei-
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tenden Draht hingegen fällt es zu, die elektromagnetische Energie 
in andere Formen überzuführen. 

Es finde jetzt in dem Draht eine periodisch veränderliche 
Strömung statt, die aber ebenfalls symmetrisch um die Draht­
achse und dieser parallel sei. Dann gilt für den soeben betrach­
teten Zylinder die Gleichung (20) mit folgenden Werten der ein· 
zeInen Glieder: 

I! 

We = + l f B~2 2n (!. de , 
o 

W m = i l IU~22n(! .de, 
o 

(J 

lJI = lf a~22n(!·d(!, 
o 

iJW 
Nach dem in § 1 Gesagten dürfen wir ___ e neben lJI stets 

iJt 
vernachlässigen, und erhalten demnach: 

iJWm+lJI=n 
i) t ;),,: . 

Die einströmende Energie wird jetzt nicht mehr vollständig in 
Wärme verwandelt, sondern zum Teil als magnetische Energie 
aufgespeichert. Aber dies geschieht nur vorübergehend. In 
Kap. III, § 6 fanden wir, daß I Q; i und !~: nicht die gleiche Phase 
haben; Q hat daher wechselndes Vorzeichen, und es findet also 
nicht während der ganzen Dauer der Periode ein Einströmen, 
sondern zeitweise ein Ausströmen der Energie statt. Nach Ab­
lauf einer Periode hat W m wieder seinen Anfangswert und die 
algebraische Summe der eingeströmten Energie ist in Wärme 
übergegangen. Weiter aber: Dieser Vorgang erstreckt sich nicht 
gleichmäßig über den Drahtquerschnitt ; er beschränkt sich auf 
eine um so dünnere Oberflächenschicht, je schneller die Strom­
wechsei erfolgen. 

Wir betrachten ferner die Entladung eines Kondensators 
von der Kapazität C durch einen Leiterkreis vom Widerstand w 
und von der Selbstinduktivität L. Hierbei setzt sich die elektrische 
Energie endgültig in Joulesche Wärme um, nachdem sie im all· 
gemeinen die Zwischenform magnetischer Energie durchlaufen 
hat (vgl. Kap.III, § 4). Der Vorgang wird aber besonders ein-

fach, wenn C~2 eine sehr kleine Zahl ist; er besteht dann we­

sentlich aus einer unmittelbaren Umwandlung der elektrischen 
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Energie in Wärme; der ~trom und mit ihm die Feldstärke sind 
dabei in ihrem zeitlichen Verlauf durch Ausdrücke von der Form 

t 
const e .. Gw darget;tellt. 

Dip Gleichung 
(j~ 

(··rot~ =3+Tt 

ergibt in diet;em Pali im Draht: 

C • rot Sj = a ~, 
im Isolator: 

Der Wirbel von .\) fällt also im Draht mit der Richtung von ~ 
zusammen (wie im stationären Zustand), im Isolator hat er die 
zu ~ entgegengesetzte Richtung. Da in der Nähe des Drahtes 
dip Drahtachse Symmetrieachse des magnetischen Feldes ist, 
so bedeutet dies, wie oben, eine 
Einwanderung der Energie gegen 
die Drahtaelule hin. Es besitze 
nun ~tUch das Feld im Konden­
sator eine Symmetrieachse; der­
selbe besteht' ptwa aus zwei 
parallelen kreisförtnigen Platten. 
Dann wauuert (vgl. Abb. 32) 
uie Energie von der Mittelnor­
male her parallel zu den Platten 

+ I 

f;,i 

Abb.32. 

und gleichförmig nach allen Seiten aus dem Kondensator aus. 
Indem sie den gemeinsamen Normalen von ~ und Sj folgt, 
erreicht sie die Drahtoberfläche. 

Endlich wenden wir uns nochmals zu dem am Schluß von 
Kap. J behandelten Fall des erlöschenden elektrischen Feldes. 
Es handelt Hich dabei um folgende Lösung der Maxwellsehen 
Gleichungen: 

at 

.\;) ~= constt, rot ~ = 0 ; ~ = (to' e E rot ~o = 0 . 

Aus ihnen folgt für jedes einzelne Volumelement: 

Qcc,o, (jWm=O _aw.=p 
(jt ' (jt . 

In Worten: Kein Volumelement erhält Energie von außen zu-
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geführt; seine etwaige - von permanenten Magneten herrührende 
- magnetische Energie bleibt unverändert; seine elektrische 
Energie setzt sich an Ort und Stelle in J oulesche Wärme um. 
Der Vorgang erscheint also auch in der Poyntingschen Auf­
fassung als das, was er für die Maxwellsche Theorie ist: als der 
begrifflich einfachste Vorgang, der in einem elektromagnetischen 
Felde möglich ist. 

Wertlos erscheint die Poyntingsche Vorstellung für die Be­
handlung statischer Felder. Handelt es sich a) um das Feld 
ruhender Elektrizität, oder b) um das Feld ruhender Magnete, 
so ist a) ~ = 0, oder b) ~ = 0, und jede dieser Voraus­
setzungen ergibt (5 = 0; die Energie ist nicht in Bewegung. 
Überlagern sich aber diese beiden, völlig voneinander un­
abhängigen, statischen Felder, so ist zwar rot ~ = ° und 
rot ~ = 0, und folglich auch Q = 0 für jedes Volumteilchen; 
aber (5 ist im allgemeinen von Null verschieden. Man hätte 
sich also nach Poynting vorzustellen, daß die Energie in Be­
wegung ist, aber durchweg in geschlossenen Bahnen, so daß der 
Energieinhalt jedes Raumelements trotz der Bewegung un­
verändert bleibt. Diese Auffassung erscheint im Licht der 
Maxwellschen Theorie gewaltsam; s. aber Kap. V, § 4 C, am 
Ende. 

Im engsten Zusammenhang mit der Poyntingschen Glei­
chung stehen die folgenden Sätze: 

1. In einem Raum T sei a) die eingeprägte elektrische Feld­
stärke = 0 durchweg, b) zur Zeit t = 0: ~ = 0, s;, = 0 durch­
weg, c) an der Oberfläche S zu jeder Zeit entweder ~s = ° 
oder ~s = 0 durchweg. Dann ist in T durchweg und zu jeder 
Zeit ~ = ° und ~ = 0. 

Beweis : Nach a) ist 

lJI = f a~2·dT, 
und nach c) ist Q = O. Also wird die Gleichung (20): 

aw f Jt-+ a~2·dT=0. 

Daraus folgt durch Integration von 0 bis t und unter Berück­
sichtigung von b): 

(i!; .\l t 

[J dT {f @;. d(e<~) + f ~. d(,u s;, )}] + f dt f a();2. dT = 0 (21) 
(j;=O .\l~O t 0 
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für jeden Wert von t: also, da die Summe ausschließlich aus 
positiven Gliedern besteht: Q: = 0 und ~ = 0 für jeden Punkt 
in T und für jedeR t. 

2. Für einen Raum ~ sei Q: und ~ zur Zeit t = 0 gegeben, 
und an der Oberfläche S sei zu jeder Zeit Q:s oder ~s gegeben. 
Dann iKt Q: lind .\j für jeden Punkt in T zu jeder späteren Zeit 
bestimmt. - Bewpitl: Wenn es zwei Felder Q:, ~ gäbe, welche 
diesen Bedingungen und zugleich den Maxwellschen Gleichungen 
genügt,'n, so würde für das Differenzfeld die Gleichung (21) 
gelten, es würde also überall und stets = 0 sein. 

Daraus ergibt "ich: Wenn wir ein Feld Q:, ~ gefunden haben, 
welche::; die Maxwellschell Gleichungen befriedigt, und aus unserer 
Lösung die Anfangswerte Q:o und ~o für einen bestimmten 
Raum T und die Grenzwerte Q:s (oder statt dessen ~s) an seiner 
Oberfläche entnehmen, so haben wir damit die Aufgabe gelöst, 
das Feld Q:, ~ zu finden, welches diesen Anfangswerten in T 

und dicKen Gwnzwerten Q:s (bzw, ~s) entspricht. 
Die Maxwellschen Gleichungen erlauben, die zeitlichen Ände­

rungen der beiden Feldstärken während eines Zeitelements zu 
berechnen, wpnn das Feld im Beginn des Zeitelements überall 
gegeben ist: damit also das Feld überall und jederzeit be­
stimmt seL muß eH überall zu einer Zeit bekannt sein. - Zer­
fällt aber der ganze Raum in Tl und '2' und hat nur das Feld 
in Tl für linK Bedeutung, so wird uns, wie soeben gezeigt wurde, 
alle KenntniK der Vorgänge in '2 vollkommen ersetzt durch die 
Kenntnis gewisser Größen an der Trennungsfläche. Das 
heißt: das Feld in '2 kann das Feld in '1 nur beeinflussen, in­
dem etl zunächst das Feld zwischen '2 und '1 beeinflußt; das 
elektromagnctische Feld breitet sich kontinuierlich 
durch den Raum aus. Von den Gesetzen dieser Ausbreitung 
handelt da::, Folgende, 

§ 3. Ausbreitung im homogenen Medium. 
A. Wir betrachten zunächst ein unbegrenztes homogenes, nicht 

ferromagnetisches Medium, d, h, wir setzen voraus, daß sr = 0, 
WC = 0, und G, e, !l unabhängig von den Koordinaten sind, 
Aus (1) folgt: 

(22) 
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und 
at 

( a + 8 :t) div ~ = 0 

Aus (2) folgt: 

also div ~ = const· e - -; . (23) 

- c . rot rot ~ = ,n rot ßß ~ , 

aus (7): div ~ = O. 

(24) 

(25) 

Nach (23) wird, wenn es sich um einen Leiter handelt, nach ge· 
nügend langer Zeit stets div ~ = 0; in einem Isolator ist div ~ 
unveränderlich; indem wir es = 0 setzen, schließen wir lediglich 
das stationäre Feld etwaiger elektrischer Ladungen von der Be· 
trachtung aus. Wir setzen demnach allgemein 

div ~ = O. (26) 

Aus (22) und (24) folgt: 

ß@:+ ß2Q;_ 2 t t(~ a ft fit 8 ft7fi2 - - c ro· ro ~, 

und in gleicher Weise erhält man: 
oS') 02S') _ 2 h 

a ft fit + 811- 0 t2 - - c rot rot 4' . 

Infolge von (25) und (26) wird hieraus nach (a): 
oq ß2 q _ 2 A 

a ft Tt + 8ft ßt2 - c LJ q , (27) 

wo q eine beliebige der Größen ~a:, ~1I' ~.' ~a:, ~1I' ~. bedeutet. 
Aus (27) folgt eindeutig der Wert von q für alle Zeit, wenn 

q und ~ willkürlich für einen bestimmten Zeitpunkt t = 0 

gegeben sind und wenn verlangt wird, daß q im Unendlichen 
= 0 ist. - Wir nehmen zunächst an, es sei für t = 0: q -- 0 

und : i -- 0, und zeigen, daß dann q 0 ist für alle Zeit. 

Daraus folgt dann in bekannter Art der zu beweisende Satz. 

Wir multiplizieren (27) mit ~7 dr: und integrieren über den 

unendlichen Raum. Das ergibt: 

f{Ae~t +B~~ ~:;-Llq%~}dr:=O, 
00 

wo A und B positive Größen bedeuten. 
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Das dritte Glied integrieren wir partiell nach (t) und be­
nutzen, daß daR Oberflächenintegral verschwindet und daß 

(rq) (V~'7) = ! tt(Vq)2 

ist. So erhalten wir: 

Wir multiplizieren mit dt, integrieren von 0 bis t, und benutzen, 

daß für t = 0 sowohl ~~ wie V q überall = 0 ist. So kommt: 
t 

f dtJA e~?)2.di+ [f{! (~;,)2 + ! (Vq)2}di]t =0. 
o % ~ 

Also ist q zeitlich und räumlich konstant, und da es im Unend­
lichen Null ist, so ist es durchweg Null. 

Die Anfangswerte von q und ~~ sind willkürlich gegenüber 

der Gleichung (27). Aber zwischen den 12 Wertesystemen der 

li;", ... ~z , °o~a: ... °a~z 
bestehen die Gleichungen (1), (2), (25), (26). Sie lauten aus­
geschrieben in kartesischen Koordinaten: 

f, ( °7.\1z _ ~~y) = 0' ~ + s 0 ~a: 
\ iJy OZ '" ot ' 

r: (~.\1a:_ o.\1z) =O'~ + s o~-" (28) 
OZ OX y ot ' 

r:(o.\1y_~.\1a:)=O'~ +so~. 
\ fJa- <7y Z ot . 

- c (~~z - °D~) = ft °o~a: , 
___ r: (? ~a: _ ~~)\ = Il o.\1Y (29) 

OZ OX ,. ot ' 

- c ( ~~Y - ~7 ~a: ) = ft ?a~z . 
o_~+oj1y+~j1zc-O. (30) ?~a:+o~y+o~z=O. (31) 
OX oy (lz OX oy OZ 

Anfangswerte der ~x· .• °o~'-, welche den Gleichungen (28) bis 

(31) genügen, sollen mögliche Anfangswerte heißen. Wir wollen 
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zeigen, daß jedes System ~x .•. ~z von Lösungen der Glei­
chung (27), welches möglichen Anfangswerten entspricht, auch 
dauernd den Gleichungen (28) bis (31) - d. h. den Gleichun­
gen (1), (2), (25), (26) - genügt. 

Wir schreiben zur Abkürzung die Gleichung (27): f (q) = O. 
Dann ist bewiesen: 

q_O, wenn f(q)=O, qo=O, (:i)o=O' (x) 

und es wird vorausgesetzt einerseits: 

f(~) = 0 (al)' f(~) = 0 (a2); 

andererseits: 

(div~)o=O; (bI) (div~)o=O; (b2) 

{crot~ - (a~+ I> ~~) L= 0; (b3 ) 

{ c rot ~ + .u °o~ L= o. (b4) 

Aus (al)' (a2) folgt, da div f (~) = f (div~) usw.: 

j(div~)=O; (c1) j(div.\)=0; (c2) 

j {c rot.\) - (a~ + <!~)} = 0; (ca) 

f{crotQ; +.u~~}=0. (c4 ) 

Aus (bI) und (b3) folgt nach (Al): 

Ut(divQ;)L=o. (dl ) 

Aus (Cl)' (bI)' (dl ) und (x) folgt: div ~ = 0 für alle Zeit. - In 
der gleichen Weise ergibt sich: div ~ = 0 für alle Zeit. 

Weiter: Aus (b4 ) und (bI) folgt nach (a): 

{-cLl~+.u ;trot~L=o; 
aus dieser Gleichung und (al): 

{:J c rot ~ - (a Q; + e °o~) ) L = o. (d3 ) 

Aus (ca), (b3 ), (d3) und (x) folgt: crot~-(aQ;+I>~~) = 0 für 

alle Zeit. Ebenso ergibt sich schließlich: 

c rot Q; + .u °o~ = 0 für alle Zeit. 
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Hiernach handelt es sich in erster Linie um die Lösung der 
Gleichung (27) bei gegebenen Anfangswerten. Ihr allgemeines 
Integral ist von Birkeland gefundenl ). Wir wollen hier nur 
zwei Grenzfälle durchführen: 

1. Es handle sich um einen Isolator. Dann wird aus (27): 
~q ~ 
iW=a2 L1q, a2 =sp.. (27a) 

Das von Poisson gefundene Integral dieser Gleichung ist 

qvt = t(~it+ iJ~ (t qo)· (32) 

Hier bedeutet qo den Wert von q für t = 0, und io den Mittel­
wert von qo auf einer Kugelfläche K mit dem Mittelpunkt p 

und dem Radius e = at. Entsprechend (:it Um die Lösung 

als richtig zu erweisen, haben wir zu zeigen, daß sie a) der Glei­
chung (27a) genügt, b) im Unendlichen verschwindet, c) für 
t = 0 liefert: 

d iJq",t (iJ q'). qvt='1o in p, un Tt= fit orop. 

a) Es ist, wenn xyz die Koordinaten von p, und x' = x + ;, 
y' = y + 'Yj, z' = z + C diejenigen eines Punktes p' auf der 
Kugelfläche bezeichnen, (so daß e2 = ;2 + 'Yj2 + C2 ist), qo 
Funktion von x' y' z', d. h. von xyz;r; C, qo aber ausschließlich 
Funktion von xyz und e. Daher: 

LI (tq) = t. LI q = t (iJ2q. + iJ2~ + iJ2q.) = t (iJ2q. + iJ2q. + iJ2q.) 
o 0 \iJx2 iJ y2 iJ z2 iJ~2 iJ'f}2 iJ(? 

oder nach (C3 ) und wegen e = at: 
1 iJ2 _ 1 iJ2 _ 

=te- iJ(!2 (eqo) = a2 iJt2 (tqo); 

d. h. tqo genügt der Gleichung (27a); folglich auch iJ~ (tqo). Ebenso 

t (: i \; und folglich qv t. - b) Die Anfangswerte von q und ~ ~ 
sind nur in einem endlichen Gebiet von Null verschieden; wenn 
also p im Unendlichen liegt, so ist auf K für endliches t durch-

weg qo und (:i)ogleichNull. - c) Für t = 0 wird qvt gleich dem 

1) Archives de Ckneve Bd. 34, 1895; s. auch H. Weher: Partielle Diffe­
rentialgleichullgen Bd. 2, 5. Auf 1., § 128. 
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Wert von q;, für (! = 0, d. h. = qo in p. Ferner ist für t= 0: 

Oq'Jll (aq) + 02 (-) -ot = \8t 0 ot2 tqo , 

also, da das zweite Glied = a2 t . LI q;, ist: 

oq'JlJ = (Oq) für (! = 0 , ot ot 0 

d.h. (Oq) . 
= .ot 0 m p. 

2. Es handle sich um einen Leiter; wir wollen annehmen, daß 
es gestattet sei, die Änderung der elektrischen Erregung gegen­
über der Strömung zu vernachlässigen (vgl. § 1 und unten 
S. 226). Dann wird aus (27): 

oq 
-= b2 .Llq ot ' (27b) 

q ist, wie man leicht einsieht, eindeutig bestimmt, wenn für 
t = 0 die Werte qo willkürlich vorgeschrieben sind, und verlangt 
wird, daß q im Unendlichen Null ist. Die Lösung, die von Fourier 
gefunden ist, lautet 

e- 4 b't f ,.. 
q']Jt= qO (-;4b2t)3/2 M , 

wo r den Abstand zwischen p und d. bezeichnet. 
Wir bestätigen sie, wie soeben. a) Wir schreiben: 

Dann ist nach (Ca) 

r' 
e • 
--'1 =u, 

8 2 

Llu = ~-~ (r20U) = 4U(C _~) = ~ ou. 
r2 0 r or 8 2 28 b2 0 t ' 

(33) 

d. h. u genügt der Gleichung (27b), und folglich auch q. -
b) Wenn p im Unendlichen liegt, aber nur in einem endlichen Gebiet 
qo =l= 0 ist, so wird qpt = 0 für jedes endliche t. - c) Wir können 
schreiben 

00 _~ 

-fd.4 2 q;; ~ qpt - r nr 31 3/ ' 
11: 2 8. 2 

o 

wo fio = f (r) den Mittelwert von qo auf der um p mit dem 
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Radius r beschriehenen Kugelfläche bedeutet. Oder 

CJJ 

qpt·~· __ .- dx·x2e-(llfx~8). 4 f 2 ( ;-

In 
o 

Für t = 0 wird ahm 

225 

Das Integral hat den Wert t:_; demnach ist die rechte Seite 

= f (0), d. h. gleich dem Wert von qo im Punkte p. 
Jedesmal also breitet sich die Störung - d. h. die von Null 

verschiedenen q-Werte - von dem ursprünglichen Störungsgebiet 
in den Raum aus. Die Art der Ausbreitung aber ist in den beiden 
hetrachteten Sonderfällen völlig verschieden. 

[m Fall 1. liefern zu qIit nur diejenigen Punkte des ursprüng­
lichen Störungsgebiets 0 Beiträge, die auf einer um den Punkt p 
mit dem Radius a,t beschriebenen Kugelfläche liegen. Sei also 
Tl = atl der kleinste, r 2 = at2 der größte der Abstände zwischen 
p und den versc.hiedenen Punkten p' von O. Dann beginnt die 
Störung in p zur Zeit tl> und sie endet zur Zeit t2• Ein be­
stimmter Punkt p' liefert zur Störung in p nur in dem bestimmten 

Z 't k pp'. B . m pun t t·",· emen mtrag. 
a 

Die Störung breitet sich von 

p' mit der Ueschwindigkeit a aus. [Dies ist die Form, in welcher 

elastische Vl'fschiebungen sich ausbreiten; hier ist a2 =!.., 
(! 

wo eden Elastizitätskoeffizienten, e die Dichte bedeutet.] 
Im Fall 2. liefern zu qpt alle Punkte p' des Gebiets 0 Bei-

träge, pp' mag so groß und t so klein sein, wie man will. Nur 
das Gewicht u dieser Beiträge hängt von der Entfernung und 
der Zeit ab. Es iRt Null lediglich für t = 0 und für t = 00; 

eH wird ein Maximum für t = 6~22' und dieses Maximum ist 

proportional mit 13 , Je größer also der Abstand r ist, um so 
r 

kleiner ist der Maximalbeitrag, den p' zur Störung in p liefert, 
und um so später trifft er ein. Die Zeit aber, nach welcher er 
eintrifft, ist proportional nieht mit r, sondern mit r 2• Von einer 

rohn, !Jas Piektromagnetischp Feld. 2. A. 15 
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bestimmten Ausbreitungsgeschwindigkeit kann also in keinem 
Sinn gesprochen werden. - Sind in zwei verschiedenen Medien die 
gleichen Anfangsstörungen gegeben, so durchlaufen beide dieselbe 
Folge von Zuständen. Der Zustand ist der gleiche in je zwei 
Zeitpunkten tl und t2• für welche 8 den gleichen Wert hat, 

1 h tl GI PI . t [D' . t d' F . I h S" (. . wenn t -= -- IS. leS IS le orm, m we c er to-
2 G2 P2 

rungen des Temperaturgleichgewichts sich durch Wärme-

leitung ausbreiten. Hier ist b2 =~, wo k das Wärmeleit-ce 
vermögen, c die spezifische Wärme, e die Dichte bedeutet. 
Dem elektrischen Leitvermögen entspricht also das Reziproke 
des Wärmeleitvermögens.] 

Im allgemeinen Fall der Gleichung (27) ergibt sich folgendes 1) : 
Die Störung in p setzt sich aus zwei Anteilen von verschiedenem 
Bildungsgesetz zusammen. Der erste rührt her von allen Punkten, 
die auf einer um p mit dem Radius at beschriebenen Kugel­
fläche liegen, - der zweite rührt her von allen Punkten inner­
halb dieser Kugelfläche. Die Störung beginnt daher in dem 
bestimmten Zeitpunkt t}l der dadurch gegeben ist, daß r l = at l 

den kleinsten Abstand zwischen p und 0 darstellt (wie im Fall 1). 
Aber die Störung endet nicht in einem bestimmten Augenblick, 
sondern klingt erst nach unendlicher Zeit zu Null ab (wie im 
Fall 2). Der mathematische Ausdruck für qpt ist wenig durch­
sichtig. Er geht aber in einen einfachen Ausdruck von der 

Form (33) über, sobald a) t ~ ~ ist und b) für die Entfernung 
G 

von allen Punkten in 0 gilt: r <. a t. 
Was diese Begrenzungen bedeuten, mag an einigen Beispielen 

erläutert werden [vgl. § 1 und Kap. III (47)]. Für Meerwasser ist 

und 

~ R:j 2.10-10 sec 
G 

a=a 1/eOP!l=3.1010 cm. 
°Vep 180 sec 

Die Bedingung a) ist also schon nach unmeßbar kleinen Zeiten 
erfüllt, und nach 1 sec erstreckt sich der Geltungsbereich von 
(33) schon auf 1000 km Entfernung von dem ursprünglichen 

1) S. die Diskussion der Birkelandsehen Lösung in Elm. Feld 1, S. 419 f f. 
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Störungr:;gebiet. -- Für vollkommen reines Wasser hat c und f/" 
folglich auch a den gleichen Wert, rJ den lO-s-fachen. Nach 
einer Sekunde gilt also selbst für diesen sehr schlechten Leiter 
innerhalb 1000 km Entfernung das Ausbreitungsgesetz der Glei­
chung (33). -- Für Metalle lassen sich untere Zeitgrenzen und 
obere Entfernungsgrenzen für die Gültigkeit dieses Gesetzes 
üherhaupt nicht angeben. 

Wir wollen den Sonderfall des Iso la tor s weiter verfolgen. 
Zunächst: t 0-=: 0 ist ein willkürlicher Zeitpunkt; bezeichnen wir 
ihn jetzt als t = to, so haben wir in unseren Formeln t durch 
t -- to zn ersetzen. Aus (32) wird: 

qpt -==- (t--to) (~i)t,o + e~ ((t-to) qto) , 
wo die Mittelwerte für die Punkte p' auf einer um p mit dem 
Radius e = a (t - to) beschriebenen Kugelfläche zu bilden sind. 
qp kann hiernach für alle Zeiten t berechnet werden, wenn 

die qp, und (:i)p'= a (::\' 

für alle Zeiten to = t - _fL auf einer festen Kugelfläche 
a 

gegeben sind. 
Der Satz läßt sich erweitern: Eine Funktion q, die in dem 

Raum T der Wellen gleichung (27a) genügt, läßt sich in allen 

Punkten p von T darstellen durch die Werte, die q und ;! auf 

der Oberfläche S von T besitzen. 
Daß eine solche Darstellung möglich ist, wird herkömmlich 

als Huygenssches Prinzip bezeichnet. Die Darstellung ist 
aber erst von G. Kirchhoff gegeben!). Sie lautet: 

{ ~l Bq r } (11er t-- 1 eq 4n - dS r _____ a ___ _ 
qpt - f on qt-!... a1' on ot l' CJt-!... ' o a a 

(34) 

wo r die Entfernung zwischen dS und p bezeichnet. Es seien 
die Werte auf S als einfach-harmonische Funktionen der Zeit 
gegeben, und demnach auch q eine solche. Wir denken sie in der 
Form q=e,vtU (35) 

1) Zur Theorie der Lichtstrahlen. Wiedemanns ,Ann. Bd. 18, 1883. 
S. auch Vorlesungen über mathematische Optik, Vor!. 1 und 2. 

15* 
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geschrieben, wo dann U nur Funktion der Koordinaten ist. Dann 
wird aus (27a): 

'112 )'2 - a2 - q = Llq, oder -0,2- U =.!'JU (36) 

und aus (34): 

4nq =-fdS. e-',!- {( ~ +~) 8r q + _~ 8q } (37) 
2J \ r2 ar 8 n r 8 n ' 

o 
wo jetzt auf beiden Seiten der Gleichung derseI be Zeitpunkt t 
gilt. Wir beschränken uns darauf, (37) aus (35), (36) abzuleiten. 
[Für eine beliebige Funktion ergibt sich dann (34) durch Ent­
wicklung in eine Fouriersche Reihe.] Dazu benutzen wir den 
Greenschen Satz [so (l)]: 

f(U.LlV-V.LlU)do= f(-U~: +V~~)d17, 
o 

wo diesmal die Oberfläche von 0 durch 17 bezeichnet ist. Er 
gilt, wenn U und V nebst ihren ersten Ableitungen im Raum T 

einwertig und stetig sind. Unter U sei die Funktion in der 
Gleichung (35) verstanden. Für V setzen wir 

V=e- ~ 
r ' 

(38) 

wo r den Abstand vom Punkte p bedeuten soll. Diese Funktion 
genügt der Stetigkeitsforderung überall außer in p. Wir schließen 
deshalb diesen Punkt durch eine Kugelfläche K mit dem kleinen 
Radius ro von dem Raum 0 aus, so daß dessen Oberfläche 17 
aus zwei Teilen besteht: K und der äußeren Begrenzung S, auf 

welcher die q- und aq-Werte vorgeschrieben sind. Es ist [so (Ca)]: on 
LlV = -~ 82 (rV) =-~ V 

r 8r2 a2 

überall in o. Also wird nach (36) das Volumintegral der Green­
schen Gleichung = 0, und es folgt: 

J =-f. 
K S 

Es ist aber, wenn wir dK = r~· dw schreiben, 

f=f{- U -~ (e-'-:~) + e-':~ au} r~.dw 
ar r r or r=To 

K 

f{ '-"!Q ( 'v 1 ) 'W_Tg 1 oU} = Ue- a -+2 +e- a --- r~·dw. 
uro ro ro ar 
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Für verschwindendes ro wird dies: 

f =fU.dw=U p ' f dw=4nUv' 
Ii 

Also 

oder, mit etrt multipliziert: 

4nq =--fdS{-qOV +V~} 
P on on' 

S 

was nach (38) den Ausdruck (37) liefert. 

B. Wir suchen einfachste Lösungen der Maxwellschen Feld­
gleichungen für ein homogenes nichtleitendes Medium. Jede der 
Komponenten ~;r ... ,\)z muß der Wellengleichung (27a) 

2 j iJ2 q 
a q = 2t2 

genügen. Wie es für die Laplacesche Gleichung L1 cP = ° eine 
einfachste Grundlösung 

const 
CP=--­

r 

gibt, die nur einen einzigen Unstetigkeitspunkt r = ° besitzt, 
so ist hier die GrundlöFmng: 

I(r-at) 
q = --r- . , (39) 

wo feine heliebige Funktion seines Arguments bedeutet. Denn 
es ist. 

1 il 2(rq) I" 1 o2q Iq=------- =--=--
r rr2 r a2 iJ t2 

überall außer im Punkte r = O. Würden wir aber für eine der 
6 Feldkomponenten einen Ausdruck von der Form (39) wählen, 
so würden wir den Gleichungen (28) bis (31) nicht durch ein Feld 
von einfachen geometrischen Eigenschaften genügen können. Ein 
solches erhalten wir vielmehr, indem wir die Feldgrößen aus 
einer gemeinsamen Stammfunktion ableiten, und für diese den 
einfachsten Ausdruck suchen. Diesen Weg hat zuerst H. Hertz 
eingeschlagenl ). Unter uns ern Voraussetzungen: (J = 0, 8 und 

1) Die Kräfte elektrischer Schwingungen in der Maxwellschen Theorie 
Wiedemanns Ann. Bd.36. 1888; auch Ges. Werke Bd.2. 
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fl = const, genügen wir den Gleichungen (1), (25), (26), indem wir 
- - 1 (j c y d~ = rot rot ~ , V fl ~ = a- 8T rot ~, a = ---= (40) 

ts ft 
setzen, wo ~ eine beliebige Funktion der Zeit und der Koordi­
naten bedeutet. 

(2) ist erfüllt, wenn 
. (j2$) 

rot (a 2 rot rot ~ + 7ii2 = 0 

ist, also nach (0') und (t-t), wenn wir für ~ eme Lösung der 
Wellengleichung 

wählen. - Wir nehmen für ~ die Grundlösung 

f(t--~) 
~ = ------ . 

r 

(41) 

Das Feld, welches wir dann erhalten, ist dasjenige eines Strom­
elements il, welches die Richtung von ~ hat; die Elektrizitäts­
mengen ± e an seinem End- und Anfangspunkt sind gegeben 

durch i = ~~. Dies ergibt sich aus den Gleichungen (8), (9), 

(10), (16a). Schreiben wir nämlich: er =~, so folgt aus (16a): 

weiter aus (10): 

aus (9): 

oder, da 
~t-!.. 

a 

r 

aus (8) folgt: 

( V r) -1. t-ti 
cp=-dlV -- . 

4ns r' 

(V r) 1 . 1 (j2 t--; ~= -{V dlV---} --4ns a2 (jt 2 r' 

der Wellengleichung (27a) genügt, nach (0'): 

(V r) 1 t--; 
~=-rot rot ---- . 

4ns r' 

1 (j t-ti (V r) 
~= 4nc&t rot ,-r- . 
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(Die Integrationskonstante in cp ist Null, wenn - wie wir for­
dern müssen - bis zu ein und demselben Zeitpunkt zugleich 
e = 0 und ~:::~ 0 sein soll.) Die Werte von ~ und ~ stimmen 
mit denjenigen in (40) überein, wenn man das elektrische Moment 

er = \.1 = 4n l~' f setzt. 
Wir machen die weitere vereinfachende Annahme, daß S.ß 

konstante Richtung haben soll und bezeichnen seinen Betrag 
durch ( r) /1 t--

II __ _ \ __ a_, 
- . 

r 
(42) 

II wird als Hertzsche Funktion bezeichnet. Das Feld hat 
axiale Symmetrie; es wird also übersichtlich dargestellt mittels 
Polarkoordinaten r, {} (Polarwinkel), ('J. (Längenwinkel). Es ist 

~r c_-= II eos fj, S.ßß = -- II sin 1? , \,ß" = 0 , 

und die Ausführung von (40) ergibt nach (ua): 

I!~ ~ ."' __ ~()()_s.tr. (J II = 2 cos {} (C_ + 1 \) 
I) r (J r a r2 r3 ' 

·lr8 ~ } =-~ s~fl:& .. ~. (r (J II) = sin {} (1".. + L + 1.) 
I /' (J r (Jr a 2 r a r 2 r 3 , 

(5;" = 0: (43) 
; sin& (J2II • ( t" t' \ 
~ ,u~a ~~ ---u (Jt .(Jr = sm {} a2r + ar2-) , 

SJ r = O. 

'~ß=O. 

Die elektrischen Kraftlinien liegen also in den Meridianebenen, 
die magnetischen folgen den Parallelkreisen. Wir nehmen II 
als einfach-harmonische Zeitfunktion an: 

A sinv (t-~) 
17 =--_ .. _--

r ' 
(44) 

(also f (x) = A sin vx). Für diesen Fall hat Hertz a. a. O. die 
Gestalt des Feldes und ihre zeitlichen Veränderungen eingehend 
besprochen und durch Zeichnungen dargestellt. Wir beschränken 
uns auf zwei Grenzfälle: Es wird 

! 1 i : I ~ I' I: I~; f" I = 1 : ~ : (~) 2 , 
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rv 
In den Raumgebieten also, für welche a) - ~ 1 ist, wird das 

a 
Feld dargestellt durch 

,r- ~ ,/- c; sin oßo j" 
ye {} = yp'4/a. = a2 r ' (43a) 

während die übrigen Feldkomponenten verschwinden. Das Feld 
breitet sich in der Richtung der Leitstrahlen t aus, die beiden 
Feldvektoren aber sind normal zu t. Die Ausbreitung erfolgt in 
transversalen Wellen. Die Strahlung 

6=c[~~] 

hat die Richtung der Ausbreitung und den Betrag 

a (sinß 1")2 
a2 r ' 

während die elektrische und magnetische Energie der Volum-
einheit je 

ist. Jede dieser Größen nimmt also mit dem Quadrat der Ent­
fernung r ab, und hat für festes r ihren Höchstwert in der 
Äquatorebene, während sie in der Polarachse Null ist. Das Gebiet, 
das durch die Bedingung a) gekennzeichnet ist, heißt die Wellen­
zone. - Da wir a = 0 gesetzt haben, so ist nach (20): 

f aw 
6 n ·dS=ßt 

o 

für einen Raum, in dem unsere Gleichungen gelten, und seine 
vollständige Oberfläche S. Ein solcher Raum ist jeder, der den 
Punkt r = 0 nicht enthält, also jede Schale zwischen zwei be­
liebigen den Punkt r = 0 umschließenden Flächen. W ist 

periodisch nach t mit der Periode _1! • Es ist folglich 
v 

v 

J dt J 6 n • dS = 0 . 
o 0 

Demnach hat die Gesamtausstrahlung für eine Periode 
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denselben Wert für jede Fläche, die den Punkt r = 0 umschließt. 
Zur Berechnung wählen wir am bequemsten eine Kugelfläche 
r = const in der Wellenzone. Es wird die Ausstrahlung während 
emer Periode 

. ~ 

y. ~~ .'1 2 ~:J sin21' (t-~) ·dt J 2n sin3ß·dß = A 2 4;2 (~y . 
11 0 

Sie ist umgekehrt proportional mit der dritten Potenz derjenigen 
Strecke , 2na 

).·=-v-' 

welche die r ä u mli c h e Periode der Schwingungsphasen bildet, 
der Wellenlänge. 

Wir lernen hier den Energieverlust kennen, den das Feld 
durch Ausstrahlung in den unendlichen Raum erleidet. Er ist kenn­
zeichnend für die allgemeinen Maxwellschen Gleichungen gegen­
über denjenigen, die die quasistationären Zustände darstellen; denn 
nach den Gleichungen des Kap. III verschwinden (;r und .\) im 

1 
Unendlichen wie (2 • 

In dem Raumgebiet, in welchem b) ~_v ~ 1 ist, wird 
a 

! . ( A sin v t ,- . A sin v t 
~E (;rr = 2 COR d-r~' . t E ~,~ = sm ß -r3-' (;ra = 0, 

;- c;. sin {} A v cos v t 
.\),.~- 0 . oS),., = 0 . lJU ·)Ja = C;:-r2- • 

Daraus nach (Y3): 

(J = -- V rp . wo 

oder (s. Abb. :l3): 

cos {} A sin v t 
m=···_····_-. . _-
r r2 y~ 

I (43b) 

crAsiuvt Abb.33. 

rp =iz - t~ 

Oder, wenn gemäß dem obigen I P I = el = 4n V~ A sin l't ge­
setzt wird: 
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Mit derselben Bezeichnung und i = ~ wird at 
c:. =~sin~ 
'1,Ia 4nc r2 . 
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Im Gebiet b) ist also das elektrische Feld durch das Coulombsche 
Gesetz, das magnetische Feld durch das Biot-Savartsche Gesetz 
gegeben. 

Betrachten wir in der Wellenzone einen Raum, dessen Ab­
messungen klein gegen r sind, so wird die Fortpflanzungsrichtung 
eine feste Richtung, die wir als x-Achse wählen wollen, und alle 
Feldkomponenten hängen nur von dieser einen Koordinate ab. 
Alles verhält sich so, als ob die Strahlungsquelle im Unendlichen 
(bei x = - (0) läge. Solche ebene Wellen wollen wir jetzt 
für den allgemeinen Fall eines leitenden Körpers behandeln. 
Wir erhalten sie, indem wir in den Gleichungen (27) bis (31) 

durchweg a~ und :z = 0 setzen und für solche Größen, die 

sich als unabhängig auch von x und t ergeben, den Wert Null 
nehmen. Es folgt zunächst als Sonderform von (27) für jede der 
6 Feldkomponenten : 

(44) 

ferner: 

(45) 

Die Welle erweist sich also wieder als reine Transversalwelle. 
Diese zerfällt in zwei völlig voneinander unabhängige Anteile, 
die einerseits von ~11 und .\1z' andrerseits von ~ z und .\111 ge­
bildet werden. In jeder dieser beiden Wellen hat ~ wie .\1 eine 
feste Richtung und die Richtungen sind normal zueinander. 
Es genügt, eine dieser geradlinig polarisierten ebenen Wellen 
zu betrachten, etwa die durch die zweite Zeile von (45) dar­
gestellte. 

Nehmen wir zunächst wieder Cf = 0 an, so wird (44): 
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Eine Lösung ist q = f (x - at), 

wo feine beliebige Funktion bezeichnet; denn es ist 

82 f _ 2 I" _ 2 82 f 
8t2 - a - a 8x2 ' 

235 

Die Werte der Feldkomponenten bewegen sich als unverzerrte 
Welle mit der Geschwindigkeit a in der Richtung der wachsen­
den x. Die beiden Gleichungen in (45) ergeben übereinstimmend: 

fP·iJz= V-;·~y, 
und somit 6 nach + x gerichtet und 

I el = a' i (e~2 + f-tiJ2) . 
D. h. die magnetische und die elektrische Energie sind in jedem 
Volumelement und in jedem Zeitpunkt einander gleich. Die 
Strahlung hat die Richtung der Wellenfortpflanzung, und ihr 
Betrag ist das Produkt aus Fortpflanzungsgeschwindigkeit und 
Energie der Volumeinheit (vgl. oben). Damit sind die mögI:chen 
ebenen Wellen in nicht-leitenden Medien vollständig beschrieben. 

Es sei jetzt (] =l= O. Wir setzen die Feldkomponenten als 
einfach-harmonische Zeitfunktionen voraus und schreiben diese 
in der Form: 

I(x)· e'"t. 
Dann wird (44): 

also 
q= const e,("t-m:l:), 

wo 

Schreibt man m = n - t p, also in reeller Form: 

q = const e-2>Z sin (vt-nx + const) , 
so wird 

und daraus: 

verp 
2np=-2-

c 

P:} = ~{+ 1 + Vi+(er )2} = ~per{_ VB + V(VB)2+r}. n 2a2 VB 2c2 + er er 
Die hingeschriebenen Wurzeln sind positiv zu nehmen; unter n 
soll die positive Wurzel verstanden werden; dann ist auch p positiv 
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zu wählen. Die Welle pflanzt sich mit abnehmender Schwingungs­
weite nach -1- x fort. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 

Phasen ist!:., der Absorptionskoeffizient für die Feldstärken ist p. n 
Die Gleichungen in (45) ergeben: 

cmCJ:y = flvf{Jz· 
Daraus: 

y~ ~ =!: (n - tp) =!: Vn2 + p2 • e-tO = VI + ( 11 )2 . e-'o 
f e(~v V V VE' 

wo tgb=~. 
n 

CJ:y und f{Jz sind also in der Phase gegeneinander verschoben, 
und ihr Produkt hat somit wechselndes Vorzeichen. Die Strah­
lung erfolgt daher abwechselnd in der Richtung x, in der die 
Welle sich fortpflanzt, und in der entgegengesetzten. Da jedoch 
das Produkt 

sin (v t + c) . sin (v t + c - 15) 
den zeitlichen Mittelwert 1 -- cos fJ 

2 

besitzt, und cos 15 positiv ist, so folgt: Die Gesamtstrahlung hat 
stets die Richtung x, in welcher die Wellen fortschreiten. Sie ist 
proportional mit e- 221 :1:; für die Strahlung ist also 2p der Ab­
sorptionskoeffizient. Die magnetische Energie der Volumeinheit 

~ f{J2 
2 z 

ist im zeitlichen Mittel stets größer als die elektrische 

E fC;2 
2 I:!-y. 

Die Abweichungen, welche die Wellenausbreitung im Leiter 
gegenüber der im Isolator zeigt, hängen von dem Wert der einen 

Größe .. ~ ab. Sie verschwinden mit dieser. Aber wie wir in 
EV 

§ 1 gesehen haben, ist bereits für sehr schlechte Leiter und noch 

für sehr hohe Frequenzen .!!.-- vielmehr eine sehr große Zahl, 
EV 

und für Metalle verhält sich alles so, als ob sie unendlich wäre. 
In diesem Fall nun wird 

. VI1IL V--p=n= 2c2 . 
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Die Amplituden der Feldstärken sinken daher auf der Strecke 

2 ~1r-, auf der gleichzeitig alle Schwingungsphasen vorhanden sind, 
n 

und die man auch hier noch eine Wellenlänge zu nennen pflegt, 
auf e- 2.T ihres Betrages. Dies ist die stärkste nach unserer 
Theorip mögliche Absorption. 

Retzt mall mit dem Vektor 

li" .~ 9{e-p :l: sin (vt - nx +'l.) 
den Vektor 

li c-c ~ e~~ 21'" sin (vt - nx + ß) 

der normal zur en;ten polarisierten Welle zusammen, so entsteht 
ein transversaler Vektor a:, der, wie die Elimination von t ergibt, 

im allgemeinen während der Zeit 2n die Windrose durch-
'JI 

läuft und dessen Endpunkt dabei eine Ellipse beschreibt; nur 
für rJ.-- ß ~"o oder = n ergibt sich wieder eine Gerade. Das 
gleiche gilt für die Resultante ~ von ~z und ~y, welche dabei 
stets normal zu (f bleibt. Die allgemeinste Form der einfach­
harmonischen ebenen Welle heißt daher elliptisch polarisiert. 

Die Größen n und p hängen nicht nur von den Konstanten 
des Mediums, sondern auch von der Schwingungszahl ab. Die 
Absorption wächst mit wachsendem v. Ist in einer bestimmten 
Ebene x == 0 da,; Feld für eine willkürlich begrenzte Zeit als 
belie bige Zeitfunktion gegeben, so können wir uns diese in 
eine Fourien;che Reihe entwickelt denken. Jedem Glied der 
Reihe entspricht ein bestimmter Wert der Feldgrößen in der 
willkürlichen Ebene x, und die Summe dieser Werte gibt das 
tatsächliche Feld in der Ebene x. Aber je höher die Ordnungszahl 
eines GliedeR ist, um so stärker ist seine Absorption. Mit wach­
sender Entfernung x treten also die höheren Partialschwingungen 
mehr und mehr gegen die niederen zurück; die Welle ändert 
mehr und mehr ihre Gestalt. 

§ 4. Reflexion und Brechung. 
Wir wollen jetzt untersuchen, ob bzw. in welcher. Art sich 

ebene Wellen in einem Raum ausbreiten können, der von zwei 
verschiedenen. in einer Ebene .c - 0 zusammenstoßenden 
Medien erfüllt iRt. 

Zu diesem Zweck gehen wir von einer Lösung der Gleichungen 
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(28) bis (31) aus, die etwas allgemeiner ist als die bisher be­
handelte. Wir setzen an: 

wo 

und 

A 
~ = _=8" ,7 

" te 
c:. =_Aas 8, /1 

Wo: fp'V ' 
Aar c:. =_-8,,7 

Wz t p 'V ' 

.f;>y = ~ (1-~) 8"17 , I 
~ f,u ve 

B as 
~ = __ 8 '19 

0: y; 'V ' 

~ =_ Bar 8,f} 
z y; 'V ' 

{} = vt-(rx + 8Z) 

(46p) 

(46s) 

(47) 

Daß diese Ausdrücke tatsächlich eine Lösung bilden, ist leicht 

zu bewahrheiten. Ist der Bruch ~ reell, so entstehen sie aus den 
s 

früheren durch einfache Koordinatentransformation ; sie stellen 
dann ebene Wellen dar, deren Normale beliebig in der xz-Ebene 

liegt. Ist hingegen ~ nicht reell, so stellen die Ausdrücke eine 

Ausbreitungsform dar, die bisher nicht behandelt ist. 
Die Gleichungen (46) und (47) gelten mit gewissen Werten 

der Konstanten für negative x, mit anderen Werten für po­
sitive x. Alle Größen, die sich auf das Medium zur Seite der 
negativen (positiven) x beziehen, sollen den Index 1 (2) erhalten. 
Für x = 0 müssen die Stetigkeitsbedingungen (5) erfüllt sein, 
d. h.: 

~Yl _ ~1I2' } (48p) 
~zl -~z2' 

(48s) 

Die Normale x der Grenzebene heißt Einfallslot, die 
xz-Ebene, welche dieses und zugleich die Wellennormale enthält, 
heißt Einfallsebene einer jeden ebenen Welle, die durch unsere 
Gleichungen dargestellt wird. Die Gleichungen (p) beziehen sich 
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auf Wellen, in dellen daH magnetische Feld parallel zur Ein­
fallRebenc, die Gleichungen (s) auf Wellen, in denen es senkrecht 
,.;ur EinfaHRe bell(' gerichtet ist. Zwischen den WeHen der einen 
lind der (lmlern Art bestehen keine Beziehungen; mögliche Wellen 
der einen und dcr andern Art können sich beliebig überlagern, 
und ergeben so (lic unter den vorausgesetzten geometrischen Ver­
hältnissell allgt·mE'inste Form. 

Da (lie GleiehungPll (48) für x = 0 und beliebige Werte von 
t und .: beskhell Hollen, so folgt zunächst, daß v für alle 
zusamlllPllgehörigell Wellen gleiche Werte haben muß, und 
ebenso 8. Di('I';(' nphmen wir als gegebene reelle positive Werte 
an; dann folgen <lUK (47) je zwei Werte für r l und r2 gemäß 
den GkiehungPll 

(49) 

Wir bezeichnen mit + rl und + r2 die Werte mit positivem 
reellem Anteil. Dann ergeben + r1 und - r2 Wellen, in denen 
die Phase und somit auch die Strahlung aus unendlicher Ent­
fernung gegell die Grenze vorschreitet, - r l und + r 2 hingegen 
eine Strahlung von der Grenze aus in das erste bzw. zweite Me­
dium hinein. Würden wir nun in jedem Medium eine Welle 
annehmen, etwa nm der Art (p), so wären in den Ausdrücken 
(46p) zwei Konstanten Al und A 2 zur Verfügung, und mit 
diesen hätten wir die zwei in Al und A 2 homogenen Gleichungen 
(48p) zu befriedigen. Das ist im allgemeinen nicht möglich. 
Wenn wir dagegen lediglich vorschreiben, daß sich keine Strah­
lungsquelle im zweiten Medium befinden soll, so scheidet nur 
die zu - r 2 gehörende Welle aus, und wir behalten drei Wellen: 
die einfallende (+ r l ), die reflektierte (- r 1) und die ge­
brochene (+ r2). Durch die Konstanten A, B dieser drei 
Wellen können wir den Grenzbedingungen genügen. Wir be­
trachten die einfallende Welle als gegeben und bezeichnen die 
Konstanten A ! B i {} 

fiir die einfallende Welle durch: 1 1 {} 
" reflektierte 

gebrochene 
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Im ersten Medium überlagern sich einfallende und reflektierte 
Welle, so daß z. B. wird: 

1 R 
(t1l1 = ---= e"~ + " e' {}r , 

fe1 Ye1 

Für x = 0 wird 
{} = {}r = 'I~d' 

und die Gleichungen (48) ergeben: 
1 1 

--;=(l+Rp)=-=.Dp, l 
l e1 te2 

a!~(l_ R ) = a2 r2 D r 
y /1; p t ft2 P , 

l_tal 1- '112 1 
-- ve1 (l + Rs) = . __ ~e2 D., 

fft1 }ft2 f 
~?:!. (l-Rs) = a2~ D s . 
Vel }e2 

usw. 

(flOp) 

Die Glei{)hungen (49) enthalten das Gesetz für den Verlauf 
der Strahlung in den beiden Medien: das geometrische Re­
flexions- und Brechungsgesetz. Aus (50) folgen die Amplituden­
verhältnisse der drei Wellen, d. h. die In tensi tä ts verhältnisse 
der Strahlungen. - Wir wollen drei Sonderfälle durchrechnen: 

a) Beide Medien seien Nichtleiter, also <Tl = <T 2 = 0, und es 
sei ferner 

gewählt. Dann ist nach (49) Tl reell. 
a l ) Es sei zugleich 

(Das ist ohne weiteres der Fall, wenn a2 < a 1 ist; es enthält eine 
neue Bedingung, wenn a2 > a l ist.) Dann ist auch T2 reell, 
und weiter folgen aus (50) die Rund D als reelle Größen. Schrei­
ben wir also die Feldgrößen in reeller Form, so enthalten 
diejenigen der einfallenden Welle den Faktor: 

sin 1J = sin {vt - (rl x + 8Z)}, 

diejenigen der reflektierten Welle den Faktor: 

sin {}r = sin {vt- (-rl x + 8Z)}, 



Kapitel IV. § 4. 241 

diejenigen der gebrochenen Welle den Faktor: 

Hin l~ d =, sin {vt - hx + 8Z)} , 

jedesmal multipliziert mit einem Amplitudenfaktor. Gemäß (49) 
und unseren Annahmen über 8 lassen sich reelle Winkel Cf!, Cf!n Cf!a 
definieren dUf(~h die Gleichungen: 

. al 8 

smCf!r=v' I 
. az8 

sm Cf!a= v-
und mit Benutzung dieser Zeichen wird: 

t'l ".~ v { t - ~~l (cos Cf! . x + sin Cf! . z) }; 

{}r = v{t-~ (cos Cf!r'x + sin Cf!.r·z) }; 

,'f d~~ v { t - ~; (cos Cf! d • X + sin Cf! d • z) } . 

(51) 

Das heißt aber (vgl. Abb. 34): Die Normalen der einfallenden, 
reflektierten und gebrochenen Welle liegen alle in der gleichen 
durch das Einfallslot (x) gelegten Ebene z 
(xz), und bilden mit ihm die durch (51) 

definierten Winkel Cf!, Ifn Cf!,t. Es ist 2 

n~-Cf!r= If· 
sin!p a l 

sin!pd a2 ' 
(52) 

d. h. der Reflexionswinkel ist gleich 
dem Einfallswinkel; die Sinus von Bre­
chungswinkel und Einfallswinkel 
stehen im Verhältnis der Fortpflanzungs­
geschwindigkeiten a beider Medien. 

Abb.34. 

al~ heißt relativer Brechungsexponent des zweiten gegen das erste 
U2 

Medium; Brechungsexponent schlechthin, wenn 1 sich auf das 
Vakuum bezieht. Schreiben wir nunmehr Cf!l für Cf! und (n - Cf!r), 
und Cf!2 für C{d' so lautet (50): 

Cohn. DaR elekt.romagnetische Feld. 2. A. 16 
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1 1 
--=(l+Rp )=--=Dp , ) leI te2 

co~-1 (1- R p ) = cos 'f:z, D'[l' 
t 111 1112 

(53p) 

1 1 
y~ (1 + Rs) = l,l~ Ds , 1 

cos tpJ: (1- R s) = ~o~:z, Ds . f 
f el te2 

(53s) 

Die beiden Gleichungsgruppen sind vollkommen symmetrisch 
gebildet; es sind lediglich sund fl vertauscht. Trotzdem be­
sitzen die Lösungen R", D'[l und R s, D s wesentlich verschiedene 
Eigenschaften infolge des Umstandes, daß sich die fl- Werte aller 
Nichtleiter nur um kaum meßbare Größen unterscheiden. 

Setzen wir PI = fl2' so wird 

und somit 

Daraus: 

1 /e;, a1 sin tp I 
V ;;- = a2 = sin tp; , 

sin fPl (1 + R p ) = sin fPz·D p , 

cos fPl (1- R'[l) = cos fPz' D p , 

l+Rs =Ds , 

sin fPl' COS fPl (l - Rs) = sin fP2' cos fP2" Ds · 

R = - sin (tpl - tp2) I 
p sin (tpl + tp2) , 

D = 2sin tpl"COS tpl 
p sin (tpl + tp2) " 

R = tg (tpl-=-''f:z,) I 
s tg (tpl + tp2) , 

2 sin tpl • COS f{J_l __ 

Ds = sin (f{J1 + tp2) COS (tpl -tp2) " 

(54p) 

(54s) 

Rp kann niemals Null werden; R s aber wird gleich Null, wenn 

oder 
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oder (55) 

ist. Wenn also eine Welle, in der das magnetische Feld normal 
zur Einfallsebene - und folglich das elektrische Feld in der 
Einfallsebene - liegt, unter diesem Winkel fPl einfällt, so ent­
~teht keine reflektierte Welle. - Eine belie big polarisierte Welle 
kann stets in eine p-Welle und eine 8-Welle zerlegt werden. Ist 

der Einfallswinkel arc tg ~l, so ist in der reflektierten Welle 
a2 

kein 8-Anteil mehr enthalten; sie ist geradlinig polarisiert, und 
zwar liegt das magnetische Feld in der Einfallsebene. Der Winkel 

arc tg al heißt deshalb Polarisationswinkel. 
a2 

Ist 

so wird für jeden Einfallswinkel R s = - R p = l. 
Die auf die Grenzfläche auffallende bzw. von ihr ausgehende 

Strahlung ist in jeder der drei Wellen: 

± 6",= ± c(~Y'\\-~y~z). 
Also verhält sich nach (46) 

61· I.~ i 'I~ 1 =~1~. ~~R2. ~r2 D2 I"~r' 'Vd -. - . - , 
tel 1'1 tell'l .e21'2 

oder da nach (51) 

im Fall (p): 

a2 ~ . t~~el_ = sin 11'2' COS tpz 
fez I'z (l;1 r t sin 11'1' cos 11'1 

ist, aus (54) 

161· 16 ' . i6 ! = l' ~in2 (tpcy~. sin2 tpl· sin2 tpz 
• '! rl·· dl • sin2 (11'1 + 11'2)' sinz (11'1 + 11'2) , 

im Fall (8): 

61' 16 I· 16 = l' tg2 (11'\ -11'2) . . ~ .... _~~n_2_tpJ .sin2~ __ _ 
I', r' d 'tg2(tpl+tp2)' sin2(tpl+ tp2)'COS2 (11'1-11'2) " 

Es seien jetzt wie bisher beide Medien Nichtleiter und 
11 2 

8 2 <2; 

es sei aber a2 > a 1 und 

a2) 

a 1 

Dann ist r 1 reell wie zuvor, r 2 hingegen rein imaginär. 
16* 

(56p) 

(56s) 
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Daraus ergibt sich bezüglich des ersten Mediums: Es lassen 
sich wieder reelle Winkel rp und rpr durch die Gleichungen (51) 
bestimmen, und es bestehen folglich eine einfallende und eine 
reflektierte ebene Welle, deren Normalen gleiche Winkel mit 
dem Einfallslot einschließen. Aus den Gleichungen (50) aber 
folgt jetzt, wenn wir wieder PI = P2 setzen: 

I-R", r2 Q I-RB a~r2 
1+ R", = -r~ = t p' i+ R. = airl = tQs, 

wo Qp und Q s reelle Zahlen sind. Daraus 

wo 

Das bedeutet für die einfallende Welle: 

~y= ~ sin{vt-(r1 x+8z)}, 
Ye l 

für die reflektierte Welle: 

@;y= ~sin{vt-(-rlx+8z+(jp)} usw. 
tel 

Die Amplitude der reflektierten Welle ist also gleich derjenigen 
der einfallenden Welle, aber sie hat in der Grenzfläche eine um 
(jp bzw. um (j s verzögerte Phase. Die Phasenverzögerungen sind 
verschieden für die p-Welle und die 8-Welle; die Phasendifferenz 
zwischen beiden wird also + 0 in der reflektierten Welle, wenn 
sie = 0 in der einfallenden war. D. h. aus einer einfallenden 
geradlinig polarisierten Welle geht im allgemeinen eine elliptisch 
polarisierte reflektierte hervor. 

Bezüglich des zweiten Mediums folgt: Wir können schreiben: 
r 2 = - t(!, wo 

reell ist. Daher haben alle Feldgrößen 1m zweiten Medium 
die Form: 

const· sin (vt- 8Z + const) e-ax . 

Die Phasen breiten sich also in der Richtung + z, d. h. 
parallel der Grenzebene aus, die Amplituden nehmen dagegen 
normal zur Grenzebeneab. Von einer ebenen Welle kann daher 
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im zweiten Medium nicht gesprochen werden. Wohl aber dringt 
das Feld in das zweite Medium ein, und dies kann bis zu belie­
bigen Tiefen stattfinden, denn e kann beliebig klein sein. -
Dem scheint zu widersprechen, daß sich die gesamte Strahlung 
der einfallendcJI Welle in der reflektierten wiederfindet. Wir 
wollen deshalb dip in das zweite Medium eindringende Strahlung 
berechnen. E" ist nach (46) für x = 0: 

und ebenso 
(t ,':: 
--"=e 2 8 
~v 

wo P und S reelle Größen sind. Wenn also Q;y den Faktor 
sin (vt IX) enthält, so enthält ~z den Faktor 

sin ( v t + IX + ~) , 
und es ist daher der für eine Schwingungsdauer genommene 
Mittelwert des Produkts Q;y ~z gleich Null. Das gleiche gilt für 
Q;z ~y lind folglich auch für die eindringende Strahlung 

8 x = c (Q;y ~z - Q;z ~y). 

Die Energie pendelt lediglich durch die Grenzfläche hin und her; 
es bleibt nichts von ihr im zweiten Medium. 

Der soeben unter a2) besprochene Vorgang heißt Total­
reflexion. Im Gegensatz hierzu wird die unter a l ) behandelte 
Erscheinung als partielle Reflexion bezeichnet. 

b) Es möge wip bisher das erste Medium ein Nichtleiter sein 
und 

Das zweite Medium aber sei jetzt ein Leiter. Aus (51) folgt 
dann wieder, daß im ersten Medium eine einfallende und eine 
reflektierte ebene Welle besteht, und daß deren Normalen gleiche 
Winkel mit dem Einfallslot bilden. Aber r 2 ergibt sieh aus (49) 
als komplexe Größe. Schreiben wir r2 = n-Lp, so ist 

.) va2 1 .. ;;;. np = --- --z- positIV 
8 2 a~ , 

also 1) zugleich mit n positiv, und die Feldgrößen werden im 
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zweiten Medium proportional mit 

sin{ vt- (nx + 8Z) + const} e-pre • 

Dieser Ausdruck zeigt eine Absorption der Strahlung im 
zweiten Medium an. Im einzelnen: Es besteht keine ebene Welle, 
vielmehr nehmen die Amplituden in der Richtung des Einfalls­
lots ab, während die Phasen sich in einer dazu geneigten Rich­
tung ausbreiten. Da ferner n 2 + 82 nicht konstant ist, so ist 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Phasen abhängig von der 
Fortpflanzungsrichtung, und diese Richtung ist nicht durch 
einen konstanten Brechungsexponenten bestimmt. - Es folgen 
weiter aus (50) komplexe Werte der Konstanten R (und D), 
d. h. in der Grenzebene findet beim Übergang von der einfallen­
den zur reflektierten (und gebrochenen) Welle eine plötzliche 
Änderung der Phase statt. Da Rp und R s verschiedene Phasen 
besitzen, so entsteht bei der Reflexion im allgemeinen aus gerad­
linig polarisierter Strahlung elliptisch polarisierte. 

b1) Ein Sonderfall soll weiter ausgeführt werden. Es sei das 
zweite Medium ein Metall. Dann ist die beobachtbare Größe 

VB I sehr klein für alle erreichbaren Schwingungszahlen, und das 
(12 

gleiche haben wir nach § 1 (Seite 208) für VB 2 anzunehmen. Für 
(12 

die Reflexion an Metallen erhalten wir also aus (51) und (49): 

airi = v2 • cos2 'PI ; 

Daraus 
8 2 1-'1 VB1 • 

-2--2 = t- - 8m2 'PI' 
f 2 +8 1-'2 (12 

Das ist, da f.ll < f.l2' eme verschwindend kleine Größe. Wir 
dürfen daher setzen: 

und 

Mit diesem Wert aber folgt aus (50): 

l+R~ 1-'2ft r YI-'2VB1_( --=--=Vtcos'P -- = l+t)1]p. 
1 - R p 1-'1 r 2 I 1-'1 (12 

(57p) 

(57 s) 
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Da fl~ im ungünstigsten Fall einige Tausende betragen kann, so 
fll 

ist 'YJp stets eine sehr kleine Zahl, und ebenso 'YJs' außer im Fall 
streifenden Einfalls. AUR: 

l+x 
i=-X = (l + l) 'YJ , 

wo 'YJ klein, folgt aber 

.e = - (1- 2'YJ) + t2'YJ. 

Also ist sehr nahe (58) 

Die Gleichungen (.58) sagen aus: die reflektierte Welle hat stets 
die gleiche Amplitude wie die auffallende und ist stets geradlinig 
polarisiert, wenn die auffallende es war. Beides trifft also sehr 
nahe zu. 

Genauer wollen wir die reflektierte Intensität für den Fall 
normalen Einfalls hinschreiben. Für f{J1 = 0 ergibt (57): 

wo 

also 

(58a) 

Ferner ist für beliebigen Einfallswinkel 

= J /va-;fl-; . p / 2c2 , 

die Feldgrößen im Metall werden nach (46) proportional mit 

sin {vi _. (sz -+- px)}. e-p(I), 

und hier ist s sehr klein gegen p. Die Phasen breiten sich also 
sehr nahe senkrecht zur Grenzebene aus, welches auch der Ein­
fallswinkel sein mag. Auch die Energie strömt in dieser Rich­
tung. Es ist nämlich im Fall (8): 

also verschwindend klein; d. h. ~ ist sehr nahe parallel zur 
Grenzebene ; von .\) aber gilt dies streng. Im Fall (p) gilt das 
gleiche unter Vertauschung von ~ und ~. Die Energieströmung 6 
aber ist normal zu ~ und .\J. 
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Bisher haben wir die einfallende und die reflektierte Welle 
gesondert betrachtet. Wir wollen jetzt das Gesamtfeld ins Auge 
fassen, das durch die Überlagerung dieser beiden Wellen im 
ersten Medium entsteht. Es handle sich um die Reflexion in 
einem Nichtleiter an der Grenze entweder eines metallischen 
Leiters oder eines Nichtleiters von sehr viel größerer Dielektri­
zitätskonstante. Im einen wie im andern Fall dürfen wir mit 
guter Annäherung R s = 1 = - R p setzen und erhalten aus 
(46p) und (51), indem wir zur reellen Form übergehen und den 
Index 1 fortlassen: 

~'!I=- ~sinrx'cos(vt-sz); re 
~x = V~ sin q;. sin rx· cos (vt - sz); 

~z = V~ cos q;. cos rx· sin (vt - sz). 

Falle zunächst die Strahlung normal auf die Grenzfläche, dann ist 

(;l; = 0 in allen Ebenen, für welche r x = 2_~~ , 

~=O" " " " 
(2k+ l)n 

" rx = ---2--' 

wo k eine ganze Zahl bedeutet. D. h. sowohl für das elektrische 
wie für das magnetische Feld besteht eine stehende Welle. 
Die Knoten der einen fallen mit den Bäuchen der anderen zu­
sammen. Der Knotenabstand ist 

n na 
r v 

In der Grenzebene selbst liegt ein Knoten des elektrischen Feldes. 
Ist hingegen q; =l= 0, so gilt das Gesagte zwar noch für ~, 

aber ~ ist nirgends Null. Fällt insbesondere die Welle unter 
45° auf die Grenzebene, so wird 

~x = A sinrx' cos (vt-sz); ~z = A cos rx' sin (vt-sz), 

und daher der zeitliche Mittelwert von ~2: 
---- -- - A2 
~2=~;+~;=2 

unabhängig von x. 
Es besteht eine stehende Welle nur für das elektrische Feld; 

das magnetische ist, im zeitlichen Mittel, gleichförmig über den 
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Raum \'erbreitet.. - DicH gilt im Fall (p), d. h. wenn daH magne­
tische ~~eld in der Einfallsehene liegt. Für den Fall (8), wo das 
Plektrische Feld in der Einfallsehene liegt, erhalten wir um­
gekehrt eine Htchellde Welle bezüglich des magnetischen Feldes, 
aber gleichförmige Verteilung des elektrischen. 

Endlich wollen wir noch das Gesamtfeld an der Grenz­
fläche betrachten für den l!'all, daß das erste Medium ein Nicht­
leiter, der zweite ('in ganz beliebiger Körper ist, die Strahlung 
aber normal auf die Grenzfläche auftrifft. Sei die einfallende 
Welle für x =oc () dargestellt durch: 

I,\~ ~ x t \:Ce ,- -, cos V . , 
I . Ci. 
I~el= --.::cosvt; 

t s 1ft 
dann gilt für daH Gesamtfeld : 

~ CC~ ~J.cosvt + iRicos{vt +<5)}, I e ) . , 

~~ I~ {cos vt - ! R i cos (vt + <5)}. 

Daraus folgt für die Energie der Volumeinheit im zeitlichen 
Mittel: 

Die auffallemle Strahlung aber ist im zeitlichen Mittel: 
----c Ci. 2 C Ci. 2 

C Q:e 'I~e! = -2- rs~ =:2 a. 

Also ergibt sich: 
.. _ 1 + I R21 --
'W = -.. --~ ® (59) a e' 

wo I R2! das sog. Reflexionsvermögen (für normal einfallende 
Strahlung) ist. Von dieser Beziehung werden wir später Ge­
brauch machen. 

§ 5. Ausbreitung an zylindrischen Leitern. 
Wir wollen jetzt die elektromagnetische Strahlung unter­

suchen, welche entlang geradlinig gestreckten Leitern von kon­
stantem Querschnitt - Zylindern im weiteren Sinn des Wortes -
stattfindet. Diese Untersuchung besitzt große praktische Be­
deutung, im;ofern sie den Fall der Telegraphendrähte und -kabel 
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umfaßtl); für uns ist sie vor allem deshalb wichtig, weil zur 
quantitativen Prüfung der Maxwellsehen Theorie wesentlich 
Anordnungen dieser Art benutzt sind. In beiden Fällen handelt 
es sich darum, elektromagnetische Energie auf möglichst große 
Entfernungen möglichst ungeschwächt fortzuleiten. Die zwei 
parallelen Leiter leisten dies dadurch, daß das Feld in ihrer näch­
sten Nachbarschaft zusammengedrängt wird, ähnlich wie wir 
dies für stationäre Felder bereits kennen gelernt haben. 

Die tatsächlich benutzten Anordnungen sind hauptsächlich: 
ein drahtförmiger Leiter, parallel zu einem eben begrenzten, nach 
der Tiefe unendlich ausgedehnten Leiter (oberirdischer Telegraph) ; 
- zwei koaxiale Zylinder, der äußere unendlich ausgedehnt 
(Kabel); - zwei gleiche parallele Drähte (Laboratoriumsver­
suche). Die beiden letztgenannten Fälle sind theoretisch ein­
gehend untersucht worden. Die Stetigkeitsbedingungen, die an 
den zylindrischen Leiteroberflächen zu erfüllen sind, führen zu 
Gleichungen zwischen Besselschen Funktionen, in denen die 
Argumente der Funktionen als Unbekannte auftreten, und die in 
ihrer allgemeinen Form nicht mehr diskutierbar sind. Über­
sichtliche Verhältnisse erhält man nur für Grenzfälle; aber gerade 
diese Grenzfälle liegen bei den Anwendungen fast stets vor. Wir 
wollen versuchen, sie von vornherein auszusondern. Dazu gehen 
wir von einfacheren Anordnungen aus. 

Zunächst sei ein unendlicher Isolator und ein unendlicher 
Leiter gegeben, welche in der Ebene x = 0 aneinander stoßen. 
In beiden Medien soll eine Strahlung vorausgesetzt werden, 
welche normal zu y fortschreitet, von y unabhängig und einfach 
harmonische Funktion von t ist. Von den beiden Feldern dieser 
Art, welche völlig unabhängig voneinander bestehen können, 
wählen wir dasjenige aus, für welches die Strömung normal zu y 
verläuft. Die Maxwellsehen Gleichungen nehmen dann wieder die 
Form (46s), (47), (48s) des §4 an, mit dem wesentlichen Unterschied 
jedoch gegenüber der dort behandelten Aufgabe, daß wir jetzt 
wie im Metall so auch im Isolator nur eine Welle anzunehmen 
haben, und daß 8 nicht als reelle Größe gegeben, sondern als 
irgend eine, auch komplexe, Größe gesucht ist. Der Isolator 
mag den Raum x < 0 einnehmen; alle Größen, die sich auf 

1) Auch den Fall der Arbeitsübertragung durch Wechselstrom auf 
große Entfernungen, auf den hier nicht eingegangen wird. 
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ihn beziehen, ::lollen den Index 0 erhalten, die auf den Leiter 
bezüglichen ohne J ndex bleiben. Es wird dann [vgl. § 4 unter b1] : 

für x> 0: 
Sjy = e-<rz. f, 

für x<Ü: 

~Oy=e<rox'f, 

cro @; = __ - e,rox./, 
Oz eoV 

- t er /= const e'·("t -SZ), (60) @; =_ - - e-trz ./ 
Z a ' 

(C'. C8 , 
\2. = -- e' fo X • J 

o x e oV ' 
I<; t C8 / I:l; = -- e-t,x. 

x a ' 
wo 

2+ 2 vaft_ 
r 8 = - t-il - -- - tlX; 

C I (61) Veo 
ro=-t a-r -.-tqr. 

Sj"" ~z, a;y = 0 überall. 

[Von den Grenz bedingungen: ,,~y und a;z stetig für x = 0" ist 
die erste bereits durch den Ansatz (60), die zweite durch die 
letzte der Gleichungen (61) erfüllt,] - Für 8 solldie Wurzel mit 
positivem reellem Anteil genommen werden; die Ausdrücke, in 
reeller Form geschrieben, stellen dann Wellen dar, die sich par­
allel der Grenzfläche nach + z ausbreiten. Die Lösungen sind 
zulässig, falls die imaginären Anteile von 8, ro und r negativ, 
also die Feldgrößen für z = +00, und für x = ± 00 Null werden. 
(z = -- 00 gehört als Ort der Strahlungsquelle dem Gültig­
keitsbereich unserer Gleichungen nicht an,) 

Den folgenden Größenabschätzungen legen wir die für Luft 
einerseits und für feste reine Metalle andererseits geltenden Werte 

zugrunde (Kap, UI (46a), (47) und _a._ R:j 10): 
aH~ 

eofto _1 _ see2 • 
c2 9,102° cm2' 

~ R:j 10-18 sec. 
a 

Aus (61) folgt, wenn wir beachten, daß q stets eine verschwin­
dend kleine Zahl ist: 

8= v (l-t !l.J!..), 
ao \ 2fto/ 

ro=-qVf(l--;t), 
;-

r = V;(l-t). 
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Diese Gleichungen sagen aus: In keinem der beiden Medien be­
steht eine ebene Welle; es besteht in jedem ein System von Ebenen 
gleicher Phase und ein System von Ebenen gleicher Amplitude, 
aber beide fallen nicht (bzw. nicht genau) zusammen. Die Phasen 
breiten sich in der Luft merklich parallel der Grenzebene, 1m 
Metall merklich normal zu ihr aus; denn es ist einerseits 

andrerseits 

:roi,-v aoq(~ Irli I 
8-1 ~ -jJ- = V qio ~ , 

8' jJ /-

R:j --= = 1/ q f!o <iS: 1. 
r a o t rJ. fl 

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Phasen parallel der Grenz­

ebene ~ ist in beiden Medien bis auf verschwindende Bruchteile 
8 

= ao. Zugleich findet in dieser Richtung eine sehr langsame Ab-

nahme der Amplituden statt; auf der Strecke 2;Tl; ao, einer Wellen­
jJ 

I' 

länge, sinken sie von 1 auf e -:r: q ,-;;;,. Normal zur Grenzebene 

nehmen die Amplituden im Metall wie e - V~'" ab [vgl. Kap. III, 
(50)]. Im Isolator ist die Abnahme normal zur Grenzebene äußerst 
langsam: für die gebräuchliche Frequenz der Starkstromtechnik: 

für die Frequenzen der Hertzsehen Versuche, die bei 'J! = n . 108 ~ sec 
lagen, wird 

Neben einem nicht ferromagnetischen Leiter sinkt also die Ampli­
tude bei der technischen Frequenz erst in einem Abstand von 

R:: 1016 cm auf ! ihres Betrages, bei der Hertzsehen Frequenz 
e 

im Abstand von R:: 107 cm. - Die Richtung des elektrischen 
Feldes ist im Isolator merklich normal zur Grenzfläche, im Metall 
merklich parallel zu ihr; denn es ist einerseits 

I ro I _ 1 /-,;, 
181- V qflo ' 

I 8 I, 1 /-,;;, 
1-;= Vqi.t 

andrerseits 
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eine verschwindend kleine Zahl. Da nun das magnetische Feld 
durchweg parallel zur Grenzfläche liegt, so folgt endlich: Die 
Strahlung breitet sich im Isolator parallel zur Grenzfläche aus und 
erleidet dabei eine sehr langsame Abnahme; an der Grenzfläche 
erfährt sie eine Knickung, dringt normal in den Leiter ein und 
erfährt in ihm die Absorption, die wir schon für quasistationäre 
Felder gefunden haben. 

(Für die Zwecke der drahtlosen Telegraphie hat Zenneck 1) 

den allgemeineren Fall: (j 0 =+= 0) C =+= 0 durchgerechnet und die 
Ergebnisse diskutiert.) 

Wir wollen jetzt einen weiteren Schritt zur Annäherung an 
die im Anfang erwähnten Versuchsanordnungen tun. Der Iso­
lator soll eine unendlich große planparallele Platte von der Dicke 
2 k sein, beiderseits an unendlich ausgedehnte Leiter grenzend, 
die aus dem gleichen Material bestehen mögen. Die Mittelebene 
der Platte soll jetzt als yz-Ebene gewählt werden. Sie sei Sym­
metrieebene des Feldes in der Weise, daß zu gegebener Zeit für 
gegebenes z der Strom stets nach + z in dem einen, nach - z 
in dem andern Leiter geht. Wir setzen demgemäß folgende Lö­
sung der Maxwellschen Gleichungen an: 

für -k<x < +k: 
~O'll = (e,ro'" + e-,rox). j, 

Q; =crO(e,roX_e-,rox).j 
Oz 'IIEO ' 

für x>k: 
~'II=Ae-,rx.j, 

Q; =-t~Ae-,rx.j 
z CI ' 

C8 
Q; =t- A·e-'rx'j 

x CI ' 

wo j = const. e,(vt-sz), 

~m, ~z, Q;'11 = 0 überall. 

für x <-k: 1 
das gleiche, 

nur +"'att-,, r2) 

(63) 

Die Stetigkeit von ~'11 und Q;z in den Ebenen x = ± k verlangt: 

e'rok + e-,rok= Ae-'rk, 

!!L (e,rok - e-,rok) = - ~ A e-,rk. 
'IIEo CI 

} (64) 

1) Ann. d. Physik IV, Bd.23, 1907. 
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Nach den Ergebnissen der bisherigen Rechnung können wir 
erwarten, daß sich für alle tatsächlich vorkommenden Werte 
von v und k ergeben wird: 

1821 <ex; (a) !krol < 1. (b) 

Wir machen diese beiden Annahmen, deren Berechtigung dann 
an den gefundenen Werten nachgeprüft werden muß. Die An· 
nahme (a) ergibt nach (632): 

r2 = -lex, 

die Annahme (b) nach (64): 

k 2 '/160_ rO=(ir=c--qr (und A = 2etrk ). 

Beide zusammen also: 

oder 8 2 (flO 1- 1 ) --=q -+l-l--=- . 
01: fl k V 01: 

Nun ist für die Frequenz 
1 

v = 'Jt.108-: 
sec 

q '~R:2'1O-71/~_1 . 
V ex. Vflo cm ' 

~ R: 5·1O-13 1/flo cm. 
lOl: V ft 

Es ist also q< 1, und für '" = Po: 

kq V;< 1, wemi k<5·106 cm; 

J_< 1, wenn k>5·1O-13 cm. 
kl/ 01: 

Demnach führt der Ansatz (a), (b) zu richtigen 
so lange 

5.10-13 cm <k<5·106 cm 

Ergebnissen, 

ist. Bei abnehmendem v erweitern sich diese Grenzen. Also 
ergibt sich: Sofern die Frequenz diejenige der Hertzschen Ver­
suche nicht weit übersteigt, ist es praktisch unmöglich, die 
Forderungen (a), (b) zu verletzen. 

Wir setzen also an Stelle von (632): 

r2 = -lex, 
und führen in (62) ein: 

Iroxl< 1, 
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u. a. wird dann: 

(§ = -~: e-'r(x-k). 2/. 
Z CI 

Sei nun j der Gesamtstrom, der in einem Streifen von der 
Breite b y = 1 auf der Seite der positiven x (künftig mit 1 be­
zeichnet) nach + z, und auf der Seite der negativen x (künftig 
mit 2 bezeichnet) nach - z fließt. Es ist 

00 

j= f a@;z·dx=-c·2/. 
k 

Mit Einführung dieser Größe erhalten wir 

für -k<x<k: 

~Oy=- : ' 

für x>k: für x< k: 

c; = - e-,r(x-k)i - r statt + r, 
'1,11/ c' 

2 @; __ ,rox. 
0' - Veo 1, 

@; = ~ e-tr(x-k),j 
7 (] J' 

@; --~. 
ore- veo1, @;re = - '; e-,r(x-k)j, (65) 

wo i = const e'(~t-8Z), 

r=(l-t) V;, kr~=-qr, 1~1~1, 

Aus diesen Werten ergibt sich zunächst 

I ~ I I r2x llr2kl V-li ~ = ~ < ~ I< q---, also ~1; 
~o", 8 i 8 : Po 

Das elektrische Feld ist also im Isolator normal zur Platte, in 
den Leitern parallel zu ihr gerichtet. 

Es bleibt das Feld ~I/' @;z und ~ol/@;ore zu beRtimmen, 
A. bezüglich seiner Verteilung in einem Querschnitt z = const, 
B. bezüglich seiner Abhängigkeit von z. 
A. Für jeden Querschnitt z = Zl läßt sich das Feld voll­

standig durch die Aussage beschreiben: es ist das Feld eines 
quasistationären Stromes j (z) = i (Zl) = const. und einer statio­
nären Oberflächenladung w (z) = W (Zl) = const. In der Tat: 
Im Leiter geben die Gleichungen (65) dieses Feld an, wie ein 
Vergleich mit Kap.III §6zeigt. (Es ist IX = 2 p 2, alsotr = (t+ 1) p 



256 Kapitel IV. § 5. 

zu setzen.) - Im Isolator gilt für das quasistationäre ma­
gnetische Feld: 

und somit, da allgemein OOy = 0 ist, 

o~ov=O' 
OX ' 

für x = k aber fordert die Stetigkeit: 

~O!l=~!1=- ~ . 

Demnach ist allgemein 

~oy=-f, wie oben. 

Das elektrische Feld im Isolator ist nach dem Ansatz in jedem 
Querschnitt dasjenige einer stationären elektrischen Verteilung, 
die mit der gleichförmigen Dichte 

0>1 = -eo~o", (k) = -0>2 

über die beiden Leiteroberflächen verteilt ist. Es ist nach x 
gerichtet, hat konstanten Betrag, und ist also: 

~o",=- w1 • 
Bo 

Den Wert von 0>1 aber erhalten wir aus der Kontinuitätsgleichung 

~: =-S3N·dS, 
o 

die eine Folgerung aus der Maxwellschen Gleichung (la) ist. 
Bezogen auf ein durch den Leiter sich erstreckendes Prisma mit 
den Kanten (j y = (jz = I, liefert sie: 

oder 

Also folgt: 
~ ___ 8_. wie oben. 
Ox- VBo J, 

B. Die Abhängigkeit der Feldgrößen von z, d. h. den Wert 
von 8 erhalten wir, indem wir die Maxwellsche Gleichung (2a), 
d. h. das Induktionsgesetz, anwenden auf einen durch den Isolator 
sich erstreckenden rechteckigen Streifen mit den Kanten (j z = 1 
und 2k (s. Abb.35). Wir erhalten: 
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k k 

flo :tf .\)Oy· dx = --- c {- Q;z(k) + Q;z (- k) + :z f ~o"'dx} , 
-k -k 

oder mit den Werten in (65): 

2k i {2tr . L 2k 8 .} 
-.uo tv c=-C -a- JTt8 Ve;J 

z 
~ 

also: 
2 1 

Ny 
/, oder: 

+1( 

Abb.35. 

wie oben. 
Die Bedingungen aber, unter denen unser Ansatz A, B das 

Feld richtig ergibt, sind: 

8 2 <,(1X., (a) (b) 

Das Anwenduugsgebiet dieses Verfahrens läßt sich erweitern. 
Die mit z parallelen Grenzflächen sollen nicht mehr Ebenen sein, 
sondern zunächst koaxiale Zylinderflächen. Der Isolator soll einen 
Hohlzylinder mit den Radien Rio R 2 bilden, dessen Inneres von 
einem Leiter 1, dessen unendlich ausgedehnte Umgebung von einem 
Leiter 2 erfüllt ist (Kabel). Das Feld besitzt jetzt Umdrehungs­
symmetrie bezüglich der Zylinderachse, die wir zur z-Achse wählen. 
Ist (! der Abstand von ihr, IX. der Längenwinkel, so sind also 
alle Feldgrößen nur Funktionen von z, (1, t. Daher ergeben die 
Maxwellschen Grundgleichungen (1), (2) nach (:>c2): 

fJ.\)a -c-­
fJz 

_ C (8rgl! _ 8ft.) =.u f).\)'!: 
fJz 8e 8t ' 

fJfta c­
fJz 

Die Feldkomponenten zerfallen also wieder in zwei völlig 
voneinander unabhängige Gruppen: 

Q;z, Q;e,.\)a und .\)z, .\'ll!' Q;a. 
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 17 

x 
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(Dasselbe tritt jedesmal ein, wenn, bei Verwendung eines be­
lie bigen Systems orthogonaler Koordinaten, die Feldgrößen nur 
von zwei Koordinaten abhängen.) Wir behandeln ein Feld der 
ersten Art, in welchem also Q; in der Meridianebene, ~ normal 
zu ihr liegt. Zur Darstellung benutzen wir jetzt wieder karte­
sische Koordinaten. 

Wir setzen wieder an: Alle Feldgrößen proportional 

e,(vt-sz) (66) 
und haben allgemein: 

~z = o. (67) 

Gefragt wird: 1. wann ist die Annahme gestattet, das Quer­
feld sei in jeder zu z normalen Ebene quasistationär verteilt? 
2. wie erhält man unter dieser Annahme s? 

Zu 1.: Im Leiter gilt für jede Feldkomponente die Glei­
chung (27b): 

a/tßq 
Llq=C2Tt; 

das bedeutet für unser Feld nach (66): 

ß2 q + ß2q =(tva/t_+s2\ . 
ßx2 ß~ ~ )q 

Das Feld ist also für z = const von einem quasistationären nicht 
unterscheidbar, wenn I S2 I <{;; rJ. ist. Das ist unsere Bedin­
gung (a). 

Im Isolator nehmen die Maxwellschen Gleichungen (28), (29) 
nach (66), (67) die Form an: 

CS~y=YSoQ;"" 

- cs~", = YSoQ;y, 

a fiv _ ß fix = 0 
ßx ßy , 

- c ß~fi. - clSQ;y = lY flo~"', 1 
ay 

cßß~~+ctsQ;",=tYflo~y, I 
tYS Q; =c(ß.\1. - ~~~) . 

o Z ßx ßy 

Die drei ersten Gleichungen lassen sich schreiben: 

ßrp ßrp \ Q';"'=-ßx' CS~y=-Yl:oax' 

rc; ßrp CSc:..
M 
= YI: ß rp_ 

~y=- ßy-' 'l,Iw 0 ßy 

(68) 

(68a) 

Einsetzen dieser Werte in die drei letzten Gleichungen ergibt 
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nach Elimination von @:.: 

8 2 rp + 82 ce = (82 _ V 2 6 0 /10) 
8x2 8 y2 C2 qJ • (69) 

Es ist aber qJ 

lich wird: 
nur Funktion von e, wo e2 = x 2 + y2. Folg-

oder 
1 8rp 82rp 
T in. + 8 A2 + qJ = 0 , 

Daraus folgt [so Kap. IH, (51)]: 

qJ = A . J o (2) + B· K o (J.). 

Ist nun 122 1 <f{; 1, so wird [so die Literatur bei Kap. IH, (52)]: 

J o (2) = 1, K o (21 = const -lg)., also qJ = a + b 19 2. 

Dies aber ist die strenge Lösung für das Potential des statio­
nären Feldes, für welches gelten würde; 

82 rp + &2rp =..!.. ~ (0 8 rp) = 0 
8 x2 8 y2 e 8 e ," 8 e . 

Demnach tritt an Stelle der früheren Bedingung (b) diesmal: 

Entscheidend ist, wie man sieht, jedesmal, daß 

[' V2 i 
h2 8 2 - -I' <f{; 1 

I a~ 

ist, wo h die größte der Abmessungen bedeutet, die die 
des Isolator- Querschnitts bestimmen. 

Zu 2. Wir wenden die Maxwellsche Gleichung 

~ :tf ,u~N·dS=- f@:8· d8 
-0 

(b') 

(h") 

Gestal 

auf ein Band von der unendlich kleinen Breite <5 z = 1 an, das 
in einem zu z normalen Schnitt zwischen den beiden Leitern 
verläuft. Nach den Symmetrieeigenschaften des Feldes sind die 
beiden Seiten der Gleichung abhängig von z, aber unabhängig 
davon, an welchen Stellen der Randlinien das Band an beide 

17* 
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Leiter angeheftet ist. Die zusammengehörenden Richtungen von 
N und s sind in Abb. 36 angegeben. Es wird: 

1 1 

! gtf flo~N·dl = - a~ f~!' dl + ~z(1) - ~z(2) 
2 

oder nach (66): 
1 1 

(70) 

0';0 f ~N·dl = ts f ~!·dl + ~z(1) - ~z(2), (70a) 
2 2 

wo die beiden letzten Größen sich auf die Oberflächen der beiden 
Leiter beziehen und die Richtung von 1 in der Abbildung an-
" gegeben ist. Da lN liegen wie x y, so ist 

~ sitz nach (68): 
i!~ NX CS~N=VBo~l' (71) 

f i 
2 

Abb.36. 

Es ist ferner, wenn e (- e) die Elektrizitäts­
menge auf der Längeneinheit der Leiterober­
fläche 1 (2), G die Kapazität für die Län­

geneinheit der Doppelleitung, i (- i) den Gesamtstrom nach 
der Richtung + z im Leiter 1 (2) bezeichnet: 

1 

f ~z·dl= -(fPl- fPz) =-~. 
2 

und gemäß der Kontinuitätsgleichung: 
Be Bi 
Bt -az' 

oder ve = si. 

Nach (71) und (72) ist: 
1 

.!.f 11. C'-.Ndl = - Sol!!! j}(',-. 
C /"'"O%' c2 sC 

2 

Dieses alles in (70a) eingesetzt ergibt: 
')12 Q:. (1) - C!:.(2) 

S2_·2 =-tCv---;-- . -. 
a o t 

(72) 

(73) 

(73a) 

(74) 

(75) 

Dieser Gleichung läßt sich eine andre Form geben. Die linke 
Seite von (70) ist 



Kapitel IV. § 5. 261 

wo La die äußere Selbstinduktivität, berechnet für die Längen­
einheit der Doppelleitung bedeutet. (Nach der Abbildung gehört 
N zu einem negativen Umlauf um i.) Das erste Glied der 

rechten Seite ist nach (72): ~.:~. Wir können ferner, da so­

wohl i wie ~z(l) '" 8,v t ist, setzen: 

(76a) 

wo w~ und L~ reelle Größen sind. Mittels der Überlegung in Kap. IIr, 
§ 6 [so dort (56), (57)] ergibt sich dann, daß der zeitliche Mittelwert 
von w~ i 2 die Joulesche Wärme und der zeitliche Mittelwert von 

-~ L~ i 2 die mittlere magnetische Energie des Leiterinnern be­

deutet, beide für die Längeneinheit des Leiters 1 berechnet. 
Entsprechendes gilt für w~ und L~, wenn wir 

-~z(2)=(w;+tvL;)i=w;i+L;:; (76b) 

setzen. Wir schreiben noch: 

w~ + w~ = w'; L~ + L~ = L;. (76c) 

Es sind dann w' der Widerstand, L/ die innere Selbstinduktivität 
der Längeneinheit der Doppelleitung für die Frequenz v. 
Durch Einführung dieser Zeichen wird aus (75): 

(75a) 

und aus (70): 
(L L') oi ,. 1 oe 

a+ i at+w~=-cäz· 

Wir differenzieren nach t und erhalten mittels (73): 
f)2· f)2· f). 

f)z~ = C(L~ + L~) ot~ + Cw' ä~i· (77) 

Oder nach (66): 
S2=v2CL'-tvCw', ) 
L'=La+L;. f (77a) 

Diese Gleichung sagt nichts anderes aus, als die Gleichung (75); 
denn die Größen w' und L; sind keine Konstanten, sondern 
Funktionen von v, die gemäß ihren Definitionsgleichungen (76) 
zu berechnen sind. Nur La und C sind Kom;tanten, und die 



262 Kapitel IV. § 5. 

Definitionsgleichung : 1 

Lai =-~ f PoSJN·dl 
2 

ergibt zusammen mit (74) und (73a): 

(78) 

[Als Telegraphengleichung wird eine Gleichung bezeich­
net, die die gleiche Form besitzt wie (77), in der aber die Faktoren 

(J' 82 . 

von 8; und ot: als Konstanten behandelt werden. Diese 

Gleichung, die in der Technik vielfach als maßgebend für die 
Übertragung elektrischer Zeichen durch Fernleitungen betrachtet 
wird, ist demnach - von den Werten der Konstanten abge­
sehen - nichts anderes als die Gleichung (44), die für die 
Fortpflanzung ebener Wellen in einem unbegrenzten lei­
tenden Medium gilt. Ihre allgemeine Lösung bei gegebenem 
Anfangszustand findet sich bei H. Weber: Partielle Differential­
gleichungen der math. Physikl ).] 

Ehe wir zur Ausrechnung von 8 schreiten, wollen wir eine 
weitere Anordnung betrachten: Die beiden stromführenden Leiter 
seien gleiche parallele Drähte in einem gegen ihren Radius sehr 
großen Abstand. Das Feld jedes einzelnen der beiden Ströme 
würde dann die Symmetrie des soeben behandelten Feldes be­
sitzen. Diese beiden Felder überlagern sich einfach; denn da an 
der Oberfläche von 1 das Feld 2 sehr klein ist gegen das Feld 1, 
und umgekehrt, so werden auf diese Weise die Stetigkeitsbedin­
gungen erfüllt. Innerhalb jedes der beiden Leiter besitzt ferner 
das Feld Umdrehungssymmetrie aus dem gleichen Grunde. Daher 
läßt sich die ganze vorige Rechnung auf diesen Fall übertragen. Die 
Größe h der Bedingung (b") ist jetzt der Abstand der Drähte. 

Bei beiden Anordnungen liegen für die Leiter die geometrischen 
Verhältnisse vor, die wir in Kap. III § 6, Gleichungen (48b) und 
folgende vorausgesetzt haben. Wir können daher die Werte der 
w' und L' von dort aus (59) und (62) entnehmen 2). 

1) Bd. 2, § 125-127. S. auch W. Wagner; ETZ. Bd. 31. 1910. 
Seite 163 u. 192. 

2) Die hier durch w' und Li bezeichneten Größen sind die dort durch 

.v! und L' - L2 «:(1) = !... «:(2) = _ !... l l bezeichneten; OG ist 0= 2 p2, '" ~ - r1 ' "'. - r1' 
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Für das Kabel ist, wenn R 1 und R 2 > R 1 die Radien be­
zeichnen, 

Q';.(!) = w' + l'VL~ = ~~ (~o(x~) 
i-I '1.1 2nO'l XIJ~(Xl) Xl=V=~.R/ 

=Q';.~2)=W;+lVL~2=-'0(2(~O}~)\ , __ , 
t 2n0'2 ,x2K o (x2) "2=Y--ta2·R, 

Dazu 

[so Kap. I, (20)]. Also 

82 = V2{ 1 +-~ [1'1 ~XQ_=1'2 Ko(;t;.!L]} (79) 
a~ 19~~ I'OX1J~(Xl) l'oX2K 6(X2) • 

Dieselbe Gleichung leitet J. J. Thomson1) ab, indem er zunächst 
die Maxwellschen Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
in strenggültiger Form einführt, dann aber in der nicht mehr 
diskutierbaren Schlußgleichung dieselben Annahmen (a) und (b') 
macht, die wir von vornherein eingeführt haben. 

Für die parallelen Drähte wird, wenn R den Radius, 
d den Abstand bezeichnet, 

[so Kap. I (20b)]. Also 

82 = ~~ {I + .~ _1 (~~)} 
a~ 1'0 19 ~ x J6 (x) . 

C= neo 
d 

19-
R 

(80) 

Dieser Fall ist von G. Mie vollständig behandelt worden 2) unter 

Berücksichtigung des Umstandes, daß, so lange ~. nicht ver­

nachlässigt wird, das Feld sich in Strenge nicht als Überlagerung 
der beiden axial-symmetrischen Einzelfelder darstellen läßt. Es 
ergibt sich aber unser Wert von 8, wenn man nur die zweite 

Potenz von : vernachlässigt [a. a. O. Gleichung (63)], und dieser 

Wert ist bereits für d = 10 . Rauf 1/2% genau. 

1) Recent researches etc., Oxford, 1893, § 263, GI. (17). 
2) Ann. d. Physik IV, Bd. 2, 1900, 
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Die verschiedenen Darstellungen der Funktionen J o und K o 
gestatten, 8 aus (79) und (80) für beliebige Werte der Argu­
mente x mit ausreichender Genauigkeit zu berechnen. Das Wesent­
liche ergibt sich aber bereits, wenn man die Grenzfälle durchführt. 
Das ist in der Hauptsache schon in Kap. III, § 6 geschehen. 

1. Es sei ')I so klein, daß R~ CI. ~ 1 ist. Die w' und L~ sind 

dann die von ')I unabhängigen Größen w und Li' die für sta­
tionären Strom gelten. Daher ergibt (75a) in erster Näherung: 

oder ( VVGW 
8= I-t) _. 

, 2' (81) 

d. h. alle Feldgrößen haben die Form 

Ae-Pz sin (')It - pz + ft), wo p=V~~~ 
ist und A und ft nur Funktionen von x und y sind. Beim 
Kabel setzt sich w zusammen aus dem verschwindenden Wider­
stand des umgebenden unendlich ausgedehnten Leiters und dem 
Widerstand des Drahtes: 

I 
W=--

:n;Rial . 

Für die parallelen Drähte ist 

2 
w= :n;R 2a. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Phasen ist 

~ =V~:, 
also für das Kabel 

2. Es sei ')I so groß, daß 

Rlf~?> I 
ist. Dann wird (vgl. S. 202 unten) 

, ,(l+t)Vi 
W 1 + [')I Li! = -2 -R - , 

:n; laI 

usw. Also für das Kabel: 
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82 =:;{1+(1-t)21]}, oder 8=~{1+1]-t1]}, 
wo 1] = _1_ {I'I _1_ + 1'2 _1_} 

2lg E2 1'0 EI f2or.l 1'0 E2 t2 or.2 

EI 

eine kleine Zahl ist. 
Die Phasengeschwindigkeit ist 

ao 
1+1J ' 

der Absorptionskoeffizient ist 

P ='V'YJ· 
ao ' 

265 

(82) 

er ist 1 wie im Fall 1., proportional mit yI;' Da stets a 2 -< a J 

ist, so wird der Wert von 1] und somit von pausschließlich 

durch die Konstante .':2 der Umgebung (etwa des Meer-
f 0'2 

wassers) bestimmt. Das Material des Kerns ist ebenso unwesent-
lich wie das der Isolierschicht. 

Für die parallelen Drähte ist: 

I' ~1 __ 
1]= 1'0'lg(~)2RY2or. • (82a) 

Um eine Vorstellung von dem Geltungsbereich unserer Glei­
chungen zu erhalten, wollen wir die Zahlenrechnung durchführen 
für zwei Kupferdrähte von I mm Radius, die sich in 10 cm Ab­
stand in Luft gegenüberstehen. Es soll also sein: 

cm 
R=O I cm' d = lOcm' a = 3.1010 -' 11.= 11.' a =50aHg, " '0 sec ' .~ ,"0 , 

a 1 
daher nach Kap.I (83b): -~2n·1018-. 

eo sec 

Sei dann (1.) v = n. lOO . Dann ist 
sec 

1 
1X~2-

cm2 ' 

es liegt also der Fall 1. vor. In (81) ist: 

C :neo 
=lglOO; also 
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Daher sind sowohl 

WIe 

verschwindend klein gegen l. Die Bedingungen (a) und (b") 
sind also vollauf erfüllt. 

108 
Es sei (2.) y = :7t. ---- . Dann wird 

sec 

1 
IX R:3 2· 106 -' 

cm2 ' 
Rl/~R:3100' 

V 2 ' 

es liegt also der Fall 2. vor. In (82a) wird 

1 
1) R:3 2000 

Daher: 

Wiederum sind also (a) und (b") vollauf erfüllt. 
Die Vorgänge, die wir hier behandelt haben, wurden in früherer 

Zeit als Fortpflanzung "der Elektrizität"l) in Drähten bezeichnet, 
und es wurde nach der Geschwindigkeit dieses Vorgangs gefragt. 
Das Vorstehende zeigt, daß Name und Fragestellung verfehlt sind. 
Was sich abspielt, ist stets ein Ausbreitungsvorgang in der 
Umge bung der Leiter, der bei genügend kleiner Frequenz auf 
die Leiter übergreift, während ihm bei hohen Frequenzen die 
Leiter lediglich als Führung dienen, an der er entlang gleitet. 
Dem entspricht, daß bei kleiner Frequenz die Konstanten beider 
Körper die Form der Ausbreitung bestimmen, während diese bei 
hoher Frequenz mehr und mehr der Ausbreitung im unbegrenzten 
Isolator gleich wird. - Die Ausbreitungsgeschwindigkeit strebt nur 
für sehr hohe Frequenzen einem festen Grenzwert zu. Diesen 
zu bestimmen, war das Ziel wissenschaftlicher Untersuchungen, 
die mit der Anordnung der parallelen Drähte und mit möglichst 
reinen Sinuswellen ausgeführt wurden. - Anders etwa beim Ozean­
kabel : Hier ist die Frage nach der Fortpflanzung eines einzelnen 
Impulses auf große Entfernungen von Bedeutung. Einen 
solchen Impuls können wir an der Ursprungsstelle (z = 0) für ein 
beliebiges Zeitintervall in eine Fouriersche Reihe entwickelt denken. 

1) Gemeint ist: des Feldes, also der Oberflächen-Ladungen. 
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Jedem Glied der Reihe entspricht eine Sinuswelle, die sich nach 
den soeben entwickelten Gesetzen ausbreitet; und da die Dif­
ferentialgleichungen und Grenzbedingungen linear-homogen sind, 
so gibt dann die Summe der so gefundenen Felder für jedes z 
das tatsächliche Feld. Nun zeigen unsere Gleichungen, daß mit 
wachsender Frequenz die Absorption zunimmt. Mit wachsender 
Entfernung werden also in der Summe die Glieder mit den 
kleinsten v-Werten (niedrigsten Ordnungszahlen) mehr und mehr 
ausschlaggebend (vgl. die Ausbreitung ebener Wellen in un­
begrenzten Leitern am Ende von § 3). Für diese aber hat 8 2 den 
Wert (81), den man unmittelbar erhält, wenn man in der 

Gleichung (77) das Glied mit ~:: streicht und für w' die 

konstante Größe w setzt. Und da alle Feldgrößen in gleicher 
Weise von z und t abhängen, so heißt dies: sie genügen alle 
der Differentialgleichung 

(83) 

(Dieselbe Form hat die Gleichung, die für den Verlauf der Tem­
peratur in einem gegen seitliche Wärmeabgabe geschützten, un­
endlich langen Stabe gilt.) Durch sie ist q für alle Folgezeit be­
stimmt, wenn es für einen Zeitpunkt t = 0 willkürlich vor­
geschrieben wird. Es ist: 

00 

o w - (z - z')" -'" I V--f 0 
qzt= n4t qz'o·e 4tdz. (84) 

-00 

Daß der Wert in (84) der Gleichung (83) genügt und für t = 0 
in q.o übergeht, und daß es nur eine solche Funktion gibt, wird 
in gleicher Art bewiesen, wie es bei den Gleichungen (27b), (33) 
geschehen ist. Ist nun für t = 0 der Wert von q nur für z = 0 
von Null verschieden, so wird 

V· -- Owzi 
Ow ---

q = const ---. e 4t, zt 4t (84a) 

d. h. q steigt, sofort im Zeitpunkt t = 0 beginnend, stetig zu 
einem Maximum an, das es zur Zeit 

Ow 
t=-Z2 

2 
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erreicht, um dann asymptotisch wieder zu Null abzufallen. Dieses 
also ist die Art, in der ein elektrisches Signal sich in großer Ent­
fernung von der Ursprungsstelle geltend macht. Von einer be­
stimmten Ausbreitungsgeschwindigkeit kann man nicht sprechen; 
die Zeit, nach welcher ein bestimmter Apparat im Punkte z die 
Welle anzeigt, hängt von der Empfindlichkeit des Apparats ab. 

§ 6. Stf'hende Wellen. 
Die Untersuchungen des vorangehenden Paragraphen be­

ziehen sich auf endlose Zylinder. Betrachten wir jetzt zwei 
parallele Drähte von endlicher Länge. Sie mögen entweder frei 
enden, oder durch einen Querleiter - Brücke - verbunden sein, 
oder in einen Kondensator münden. Keiner dieser Fälle ist bisher 
einer strengen Behandlung zugänglich gewesen. Man hat aber 
mit praktischem Erfolg folgende, jedenfalls nur annähernd zu­
treffende Annahme gemacht: Das Feld behält bis zum Ende die 
für endlose Leitung gefundene Form; dort entsteht eine reflek­
tierte Welle von gleicher Form, die sich der anlaufenden über­
lagert. Am freien Ende ist notwendig der Strom Null; das 
bedingt, daß dort ~ = 0 ist. An der Brücke wäre notwendig 
die Spannung CPl - CP2 und damit ~ Null, wenn die Brücke un­
endliches Leitvermögen besäße; ihrem Widerstand kann man 
Rechnung tragen, indem man der tatsächlichen Drahtlänge -
die stets groß gegen den Drahtabstand sein soll - einen Betrag 
hinzufügt, der sie verhältnismäßig sehr wenig verändert, und der 
im übrigen empirisch bestimmt werden kann. Eine mittlere 
Stellung nimmt der Kondensator ein; wir wollen ihn uns zu­
nächst als Kreisplatten-Kondensator denken, der symmetrisch 
dem System der Paralleldrähte angefügt ist; dann wird im Mittel­
punkt der Platten die Strömung und folglich in der Achse das 
Magnetfeld Null sein müssen. - Jedesmal bilden anlaufende und 
reflektierte Welle in der Nachbarschaft des Endes eine stehende 
Welle ; die angenommenen Endbedingungen haben zur Folge, 
daß durch die zu den Drähten normale Endfläche bzw. durch 
die Kondensatorachse, keine Strahlung hindurch tritt. - Sei 
nun die Leitung an beiden Enden in der angegebenen Weise 
begrenzt. Dann entsteht nach einmaliger Anregung eine stehende 
Welle, die keine Strahlung aussendet (denn die fJeitlichc Aus-
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strahlung ist an jeder Stelle Null). Die Welle würde also, wenn 
wir von der Stromwärme absehen dürften, unbegrenzt fortdauern. 
Die Frequenzen dieser Eigenschwingungen wollen wir be­
rechnen. Die Länge jedes Drahtes sei 1, wobei die Brücken­
korrektion bereits berücksichtigt sein soll. Bei Z = 0 befinde 
sich eine Brücke; bei z = 1 ein Kondensator von der elektro­
statischen Kapazität C. (Es wird sich zeigen, daß in dieser An­
nahme die beiden anderen als Sonderfälle enthalten sind.) Wir 
haben dann 

\ 

i = Ae,(vt+sz) + Bet(vt-Sz), (a) 

vi oe 
O<z<l: oz=-ot' e=C(fPl-fP~), (b) 

8 2 =-lllC(W' +lllL'), woL'=La+Li, (c) 

für 

für z = 0: fPl- fP2= 0; folglich :: = O. (d) 

Für z = 1 setzen wir: 

fPl-1P2=t" i=~e;, folglich ~~=-g,i.(e) 
Den Ansatz (e) zu rechtfertigen, behalten wir uns vor. 

(d) in (a) eingeführt, gibt A = B, also 

und (e) gibt dann: 

Sei zunächst 

i = const . cos llt . cos 8Z 

lO 
81·tg (81) = cf'. 

(85) 

(86) 

(87) 

(88a) 

d. h. die Gesamtkapazität der Drahtleitung klein gegen die Ka­
pazität des Endkondensators. Dann erhalten wir als eine mög­
liche Lösung von (87): 

lO 
(81)2 = 0,«;.1, 

also 8z«;.1 für jedes z, folglich 

i = const· cos vt, 
wo nach (85c): 

(88b) 

(88c) 

Dies ist die Gleichung, die wir in Kap. III, (33) für den Kon­
densatorkreis unter der Voraussetzung quasistationären Stro-
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mes fanden. (Die dortigen L, w, C, IX sind hier mit lL', lw', C', LV 

bezeichnet.) Sie führt, wenn C' (l w') 2 <;:: 41 L' ist, zur sog. 
Thomsonschen Formel: 

1'2----__ _ 
0- C'.lL' (88d) 

[vgl. Kap.III (33c)]. 
Als Bedingung für quasistationären Strom erweist sich 

jetzt bei unsrer Form der Strombahn die Beziehung (88a). Bei 
belie biger Form der Strombahn ist lC keine definierbare Größe. 
Es ist aber nach (78): 

und angenähert La = L'. Daher läßt sich (88a) schreiben: 

12 <;:: C' ·lL'· a~. 
oder nach (88d): 

Man denke sich nun eine ebene Welle von der Frequenz 1'0' die 
sich frei im Isolator ausbreitet. Ihre Wellenlänge ist 

, ao 
/1.0 = 2n--. 

'1'0 

Daraus darf man schließen, daß die Thomsonsche Formel bei 
beliebiger Form des Kondensatorkreises gültig ist, wenn die 
Drahtlänge, und dann um so sicherer die Abmessungen des 
Stromkreises, sehr klein sind gegen die Wellenlänge der zu 1'0 ge­
hörenden freien Welle. 

Allgemein ist 8 aus (87) zu berechnen, und mit dem Wert 
von 8 ist dann l' aus (85c) zu finden. Der Übersichtlichkeit 
halber betrachten wir die beiden Grenzfälle: An Stelle der 
Bedingung (e) tritt, wenn die Drahtenden metallisch ver­
bunden sind: 

Bi 
-- = 0 oder C' = 00 ; Bz 

wenn die Drähte frei enden: 

i = 0 oder C' = o. 
Das gibt als Lösung von (87) im ersten Fall: 

sl=2k· n 
2 ' 
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im zweiten Fall: n 
sl= (2k -+-1) 2 ' 

wo k pine bdie bige ganze Zahl bedeutet. Diese Werte von s 
Rind in (85c) pinzUfwtzen. Hier sind L' und w' Funktionen von l' 

(s. S.264f.). 
IRt I. R2 af-!~ ~ 1 

f2 , 

so sind L' lind w' die Werte L und w für stationären Strom. 
1st 2. 

so wird Hehr nahe l' = aos. Es ist versuchsweise mit dem einen 
oder anclern Ansatz zu rechnen und aus dem Ergebnis zu ent­
nehmen, ob er berechtigt war. Hat man unter Benutzung der 
stationären Werte J'=cn 100/sec gefunden, so ergibt sich für Kupfer­
draht von 1 mm RadiuH in Luft, daß die Ungleichung 1. erfüllt 
ist, und daß man aJ80 richtig gerechnet hat. Aber schon bei den 

Frequenzen, die die drahtlose Telegraphie benutzt (1' ~ 107
) liegt 

sec 
der zweite Fall vor. -- Nehmen wir, im Anschluß an gewisse 
Ver8uchsanordnungen, zwei parallele Drähte dieser Art von 
der Länge 1 ce 1 m an, die etwa an beiden Enden überbrückt 
Reien: danl1 wird für dit; Grundschwingung k = I: 

n 
S = ------

100 cm' 

und Romit unkr Voraussetzung von 2.: 

108 
1'=3n-. 

sec 

Die Voraussetzung war daher berechtigt. Um so mehr trifft 
dies für die übrigen Werte von k zu. Man erhält also 
ein System harmonischer Oberschwingungen mit den Fre­
quenzen 

k nao 
l 

Entsprechendes gilt für den Fall der an einer Seite frei endenden 
Drähte; hier treten nur die ungeradzahligen Oberschwingungen auf. 

[Zur Grenzbedingung am Kondensator [so (85) (e)]. Das 
Feld im Kondensator hat Umdrehungssymmetrie um die Platten-
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achse. Wir wollen es weiter (wie in dem entsprechenden Fall 
in Kap. I) so berechnen, als ob die Oberflächen unendlichen 
Ebenen angehörten. Dann ist es ausschließlich abhängig von dem 
normalen Abstand e von der Achse, und Q: liegt in der Richtung 
der Plattennormale (x). Die Maxwellschen Gleichungen werden 
nnter diesen Bedingungen (s. (u2)): 

o ~" 0 ( h 0 ~a a~" eEo7fi =ca"C! ewa ); float=C ae · 
Setzen wir: 

Q: =/(0)081 • t re _ , 

so folgt: 

und 
02 j 1 oj v2 

oe2 +e-ae-+ a8 1=0. 

Also ist, wenn wir mit Jo wieder die Besselsche Funktion be­
zeichnen: 

I(e) = Jo (~e) = l-~ (V e)2+ 0_' • 0 

ao 4 ao 

Das elektrische Feld ist demnach von einem elektrostatischen 
- Q:x unabhängig von e - nicht merkbar verschieden, wenn 
für den größten Wert von e noch 

1 (~e)2~ 1 
4 ao 

ist. Das also ist oben vorausgesetzt. (Für die zuletzt angenom­
mene hohe Frequenz 

108 
y=3n o -

sec 

und einen Plattenradius von 5 cm erreicht das Zusatzglied einen 
höchsten Wert 1/160.) - Wir können schließen, daß bei einem 
Kondensator von beliebiger Form mit der elektrostatischen 
Kapazität gerechnet werden darf, wenn die vorstehende Be­
ziehung für die größten Ausmaße seiner Oberflächen erfüllt ist. 
Über die Zuführungen von den Enden der parallelen Drähte 
zum Kondensator ist dasselbe zu bemerken, wie oben bei der 
"Brücke" . ] 

Wir richten unsere Aufmerksamkeit noch einmal auf die 
Richtung, die das elektrische Feld im Isolator an der Oberfläche 
eines metallischen Leiters besitzt. Die Rechnung wurde durch-
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geführt für pinpll eben begrenzten, unendlich ausgedehnten 
Isolator \lud für pinp unendlich ausgedehnte planparallele Platte. 
DaR Verhältni" dpr tangentialen zur normalen Komponente ergab 
~ich im ('rHÜ'll Fall (,.;iehe H.2:,)2) 

~ '/ /vco. 11.' 
r; 110' 

1m zweiten Fall (HiE'he H. 255) 

. I /v;o. ;0 . 
Es steigt also wohl mit der Frequenz, bleibt aber selbst für die 
Frequenzen HertzRcher Schwingungen eine sehr kleine Zahl. 
Man hat daher vielfach den vollkommenen Leiter in die 
Theorie eingeführt. dem man ein unendlich großes a zuschreibt, 
und für den dann die Tangentialkomponente in Strenge Null 
ist. lkr J{alllll, den der Leiter erfüllt, scheidet damit für 
die Berechnung des äußeren Feldes aus, und es entsteht 
folgendp Aufgabe: Innerhalb eines homogenen Isolators 
ist einp gmwhlostlPne Fläche 8 gegeben (die Oberfläche des 
Leiters): PR w('nkll Lösungen der Maxwellschen Gleichungen 
gesucht, für welcht' 0':", = 0 ist. Setzt man die Feldgrößen 
"" 8"'/ an, HO iKt (wie tmeben) 'jJ eine zu bestimmende Größe. 
Fimlpt Hip Kieh in der Form v = ß -1 tU, so ist ß die Frequenz 

I 2JlK I l . h . h D k d E' h' um 1I (~tK ogant n11SC e e rement er Igensc WIn-

gungen für dieHP Gestalt des Isolators. Die Aufgabe ist für 
einige Fonm'll der Grenzfläche gelöst; die Literatur findet sieh 
in der Enzyklopädip dpr mathematischen Wissenschaften V. 18 
(VerfasHer M. A hraham). Ist der Isolator durch 8 einge­
Kch10",;en, ";0 miiK"pn die Schwingungen notwendig ungedämpft 
Kein; (h~lln p,.; gpht Energie weder in seinem Innern, noch nach 
VorauKHPtzullg durch Keine Oberfläche verloren. Der wichtigere 
Fall i"t der ('ineH die Fläche 8 umgebenden, ins Unendliche 
sich l'l'"tr('('kp]](!pn Isolator,;. Hier geht Energie durch Strah­
lung in dpn Ralllll hinauR, und dip Schwingungen sind daher 
gedämpft. Für ('in "phI' gestrecktes Rotationsellipsoid - und 
damit praktiReh für eim'll sehr gestreckten Stab - hatAbraham 
die Aufgabp gelöKt1 ). Dip Ergebnisse der Ktrengen Behandlung 

I) Wit'delllHlllls Arm. Kd. 6li. 1898. 
('ohfl. na~ t'lektrollUlgupt.isclw Ff'ld. ~. _\. 18 
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sind in guter Übereinstimmung mit den Folgerungen aus folgen­
dem einfachem Ansatz l ): "Die möglichen Schwingungen bestehen 
in einer unendlichen Zahl gedämpfter harmonischer Teil­
schwingungen, die alle an den Stabenden Knotenstellen des 
magnetischen Feldes besitzen. Die Frequenz ßl der Grund­
schwingung ergibt sich daraus, daß die Wellenlänge 

A = 2nao 
1 ßi 

gleich der doppelten Stablänge ist. Für jede Teilschwingung läßt 
sich die magnetische Energie berechnen als diejenige einer statio­
nären Oberflächenströmung, die mit der mittleren effektiven 
Stromstärke gleichmäßig über die ganze Stablänge verteilt ist. 
Die elektrische Energie ist gleich der magnetischen." - Dieser 
Ansatz aber ergibt mit Benutzung des Poyntingschen Satzes: 
Für die Wellenzone - d. h. für Entfernungen, die groß gegen 
die doppelte Stablänge, und somit gegen alle Wellenlängen An 
sind - hat das Feld der Grundschwingung ganz die Form, 
die wir für ein einfaches Stromelement kennen gelernt haben 
[so (43a)]; es ist Null in der Stab achse und hat seine Maximal­
werte in der Äquatorebene. Für die ungeradzahligen Teilschwin­
gungen - und nur diese kommen unter den tatsächlichen An­
fangsbedingungen in Betracht - schieben sich zwischen Pol und 
Äquatorebene weitere Knotenflächen in wachsender Zahl ein. 
Die verhältnismäßige Ausstrahlung der Energie während einer 
Schwingung hängt nur ab von dem Achsenverhältnis des 
Ellipsoids oder dem Verhältnis StabradiusjStablänge. Sie nimmt 
mit diesem unbegrenzt ab; aber selbst wenn dieses Verhältnis 

1 
nur 2.105 beträgt, sinken die Feldamplituden der Grundschwin-

gung bereits nach 5 Schwingungen auf -~ ihres Wertes 2). 

§ 7. Theorie und Erfahrung. 
In diesem Kapitel sind wir nicht von Erfahrungstatsachen 

ausgegangen, sondern haben theoretische Ansätze an die Rpitze 

1) Abraham: Physikalische Zeitschrift Bd.2, 1901. 
2) In den §§ 5 und 6 sind nur die physikalisch wichtigsten Fälle der 

unbegrenzt fortschreitenden und der stehenden Welle behandelt; das 
Medium zwischen den guten Leitern ist als vollkommen isolierend voraus­
gesetzt. Das sind nur Grenzfälle gegenüber rlen Anorrlnungen, die für die 
Technik wichtig sind. 
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gestellt. Das t'lüspricht dem geschichtlichen Verlauf: der Inhalt 
dcr Maxwellsehen Gleichungen wurde - soweit er über das in 
Kap. I hiH 1I1 Dargestellte hinausgeht - erst ein Vierteljahr­
hundert nach ihn'!' Aufstellung experimentell bestätigt. Dies 
geschah grundlegend durch die Arbeiten von Heinrich Hertz 1887 
bis 188H 1). W a~ er und Keine Nachfolger gefunden haben, soll 
jt'tzt in kurz('!' Ü]wrsicht berichtet werden. 

Dip Orundtat:-;aehe ist: das elektromagnetische Feld breitet 
sich im freieIl Luftraum mit endlicher Geschwindigkeit aus. Der 
Satz lautet für Feld{'/'. die sinusförmige Funktionen der Zeit sind: 
die PhaHen hreiten ~.;ich mit endlicher Geschwindigkeit aus. Er 
wurde bewie~ell. wie der gleiche Satz für einfach-harmonische 
akustiHche t-\chwingungen bewiesen wird: durch den Nachweis 
sei es "tehender Wellen, sei es der Interferenz fortschreitender 
Wellen .. h'de dpr heiden Methoden liefert zugleich die Wellen­
länge für die betreffende Schwingung. (In der Akustik: Methode 
der KundtschpIl Ntaubfiguren bzw. Quinckesche Interferrenz­
methode.) -~ Es zl'igtc ~ich ferner, daß bei ebenen Wellen sowohl 
elektrif.whe wie magnetische Feldstärke in der Wellenebene liegen; 
m. a. ''\'.: daß es sich ]wzüglich beider Feldstärken um trans­
versale Wellen handelt. Es entsteht nämlich ein oszillierender 
Strom sowohl in einem leitenden Stab, der in passender Rich­
tung in der Wellenehene liegt, wie in einer kleinen Schleife, die 
in pasi-lender EbellP normal zur Wellenebene liegt. - Es wurde 
ferner gezeigt, daß Metalle für schnelle Schwingungen schon in 
dünnRt<'n Sehichten undurchlässig sind, und daß sie die Wellen 
sehr yollkommen reflektieren. Bei Isolatoren wurden die EI'­
scheiIllUlgen der Reflexion und Brechung nachgewiesen. 

In quantitativer Beziehung ist das Hauptergebnis: in der 
Luft breitc'll Kieh die Wellen, wie die Theorie es fordert, mit der 
GeHeh windigkPit 

v== ~('~ 
,/eol1o 

am'. Wie mall den W!'rt 
c 

, 'co==ao 
, eo 110 

I) Zusammengestellt in den" Untersuchungen über die Ausbreitung der 
ell'ktrischen Kraft". Ges. 'IVerke Bd.2. 

18* 
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erhält, ist in Kap. III, § 5 B dargelegt. Die Methoden, nach denen 
er bestimmt wurde, haben mit der Ausbreitung des Feldes 
nicht das mindeste zu schaffen. V aber wurde folgendermaßen 
in zwei Schritten festgelegt: Erstens wurde eine Welle von ge­
messener hoher Frequenz v an zwei parallelen Drähten fort- und 

A 
zurückgeleitet, und an ihnen der Knotenabstand 2 gemessen. 

Dann folgt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Sie wurde = ao gefunden. Zweitens wurde nachgewiesen, daß 
- wie die Theorie es voraussieht - die Wellen sich mit der­
selben Geschwindigkeit im freien Luftraum und entlang den 
Drähten fortpflanzen. 

Es wurde ferner für eine Reihe isolierender oder schwach 
leitender Flüssigkeiten mit der Methode der Paralleldrähte ge­
zeigt, daß die Knotenabstände ein und desselben Wellenzuges 
in Luft und Flüssigkeit sich verhalten, wie f f- zu fBo. Also 
ist auch 

wie es die Theorie bei gleichen ,u-Werten fordert. Für hohe 
Frequenzen ist aber bei manchen Flüssigkeiten die Gleichung 
nicht erfüllt (s. unten). 

Das Bisherige betrifft Schwingungen, die mit elektrischen 
Hilfsmitteln erzeugt und Messungen, die mit elektrischen Hilfs­
mitteln ausgeführt sind. Die Bedeutung der Maxwellschen 
Theorie und der Hertzschen Versuche aber liegt vor allem darin, 
daß sie die Brücke schlagen zu einem andern Gebiet der Physik: 
was für die Ausbreitung periodischer elektromagnetischer Stö­
rungen Maxwells Theorie forderte und Hertz' Versuche nach­
wiesen, das sind zugleich die Gesetze, nach denen das Licht 
sich ausbreitet. Es entspricht der Isolator dem durchsichtigen 
Körper, - der Leiter dem Licht absorbierenden Körper, - die 
Ebene durch Wellennormale und magnetische Feldstärke der 
Polarisationsebene. 

Die Übereinstimmung der Maxwellsehen Theorie und der 
optischen Erfahrung umfaßt folgende Punkte: Für durchsichtige 
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Körper dati allgeuH'illtite Gesetz der Lichtausbreitung, welches 
auch dip Bl'ugungticrscheinungen einschließt: das Huygenssche 
Prinzip, -- Für sinusförmige ebene Wellen in beliebigen iso­
tropen homogenen Körpern: Ausbreitung mit konstanter Ge­
schwindigkeit (ohnc bzw, mit Abnahme der Amplituden), -
Tramwenmlitiit de,; pE'riodi:,;chen Vektors, - An der Grenze 
zweier ,;olchE'l' Körper: Weichheit deH Einfalls- und Reflexions­
winkE'ls, - kOllHtallte,; Sinus-Verhältnis des Einfalls- und Bre­
chungtlwinkelN im Fall zweier durchsichtiger Körper, - Ab­
hängigkeit dpl' Amplitudc und Phase der reflektierten Welle 
vom Einfalh;winkE'l un(l Polarisationszustand der auffallenden 
Welle, :,;owohl im Fall der partiellen wie der totalen Re­
flcxion, -- Sie Illnfaßt fE'rncr, wie wir vorweg bemerken wollen 
(s. den folgendell Pltragraphen), auch die Gesetze der Doppel­
brechung in K ri,;ütlll'll, ~ Endlich: in dE'm einzigen Medium, in 
welchem HJll (' i n (' r Iw stimmten Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
deH Lichts gesprochen werden kann, im Vakuum, ist diese Ge­
schwindigkeit idelltiKch mit der Geschwindigkeit elektromagne­
tischer WE'llen. 

HiE'rau~ hat Maxwpll bcreits im Jahre 1864 den Schluß ge­
zogen: Die .-\u~breitung des Lichts ist eine elektro­
magndir:;cht' El'tlchpinung 1), 

UIll dip Be'deutung der Maxwellsehen Theorie für die Optik 
klarzlHltelkn, HPi (laran E'rÜmpft, wie man vor ihr die optischen 
Erscheinungen deutete, Die Lichtausbreitung wurde aufgefaßt 
als Ausbreitung dastischer Gleichgewichtsstörungen in einem 
Medium, das alle :\Iaterie durchdringen und auch im leeren Raum 
vorhanden ,;ein ~()lltp, dem Äther. Diese elastische Licht­
theorie hat E'iJH' geschlossene Dan;tellung in den Vorlesun­
gE'1l über mathematülche Optik von G. Kirchhoff gefunden, 
Sie wurden zuletzt im Jahr 1883 gehalten. Wir dürfen sie als 
Maßstab für die LeiHtungsfähigkeit der elastischen Theorie be­
trachten. Für daH folgende beziehen wir uns insbesondere auf die 
8. Yoriesullg. lind fCfIlE'r auf Heimholtz, Vorlesungen über 
theoretischp Phy,lik, Bel. 1I, § 27-31. Vorausgesetzt werden 
vollkommen dnrch"ichtige Körper. Der Äther in ihnen wird als 

1) A dyn<llllical theory of the electromagnetic field. Transact. of the 
}{oy, :-)oc, of Lonelon Bel. 155. 1865. 
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vollkommen elastischer Körper vorgestellt. Seine Dichte 
sei e, seine Verschiebung u. Seine Energie besteht dann aus 
der kinetischen und der potentiellen Energie. Auf die Volum­
einheit berechnet, ist die erste 

1 (OU)2 
2 e Ti ; (a) 

die zweite (cp) wird als homogene quadratische Funktion der 
Deformationskomponenten angenommen. Die Deformation 
ist bestimmt durch die 6 Größen: 

OUy dUz _(i~ .. + cu. 
dY' ?z' ry oz' 

DUx + cUz 
rz ?x' 

OUy + cu" 
ox GY' 

Damit das Gleichgewicht beim Fehlen äußerer Kräfte stabil sei, 
muß cp eine posi ti ve quadratische Funktion dieser 6 Größen 
sein. Für isotrope Körper folgt aus Symmetriegründen, daß 
sie dieselben nur in 2 Verbindungen enthalten kann, und sich 
in der Form 

=K(oux + oUy + OUz )2 
cp 2 OX oy (1z 

+ K {(~_ OUz )2 +. +. +..:3_(( oUz + OU!.)2 +. +.)} (b) 
3 oy OZ 2 ,ry oz 

schreiben läßt, wo dann der Volummodul H und der Form­
modul K positive Konstanten sein müssen. - Die bei den Ver­
schiebungen u geleistete Arbeit drückt sich aus als: 

A=-b!cp·dr. (c) 

Andererseits läßt sie sich [vgl. Kap. I (41)] in der Form: 

A =-fdr{p11' b (aux ) +. +. + zr.. b (au z + aUYl +.+.1 (d) 11 ax 11 ay az/ J 

darstellen, wenn die p~ die Spannungen bezeichnen. Aus der 
Vergleichung von (c), (b) mit (d) können die p~ abgelesen werden. 
Als Bewegungsgleichungen ergeben sich dann: 

ß2 ux f a~ ap~ a~ e 8t2- = x = Tx + ay + Tz ' usw. 

In diese Gleichungen führen wir noch ein: 

K H+.i.K 
a2 =_ b2 = __ 3_ 

e ' e 
(e) 
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Dann lauten sie: 

Wir fragen nach den möglichen ebenen Wellen. Setzen wir 

_0~=~=0 
oy OZ ' 

so ergibt (f): 

133 = b2 ~2 u~ ot2 ox2 , 

02 U. 202 u. 
8[2= a Tix2 

279 

(f) 

D. h. es gibt longitudinale Wellen, die sich mit der Geschwin­
digkeit b, und transversale, die sich mit der Geschwindigkeit a 
fortpflanzen. Nun hängt in f{! der Faktor von H nur von der 
Volumänderung, nicht von der Formänderung (Scherung) ab, 
der Faktor von K dagegen nur von den Scherungen, nicht von 
der Volumänderung. In Flüssigkeiten, die bloßen Formänderun­
gen ohne Volumänderung keinen Widerstand entgegensetzen, ist 
also K notwendig = 0, und somit auch a. Es gibt daher in 
ihnen keine Transversalwellen. Da das Licht sich aber in Trans­
versalwellen ausbreitet, so müssen dem Äther notwendig die 
Eigenschaften eines fes t e n elastischen Körpers beigelegt werden. 

Das Licht breitet sich aber auch ausschließlich in Trans­
versalwellen aus. Dies darauf zurückzuführen, daß b2 = 0 ist, 
geht nicht an; denn dann wäre H negativ. Es bleibt nur die 
Möglichkeit, ohne Begründung anzunehmen, daß div u = 0 ist. 

Dadurch entsteht aus (f): 

02 U 
W = a2 LI u = - a2 • rot rot u . 

Führt man hier die Geschwindigkeit 

ou 
\tJ = Tt 

ein, so kann man schreiben: 

oro 
-=-a2 'rot lU ot "+' , 

8\13 fit = rot \tJ, 
K 

a2 =-. e 
(g) 

Diese Gleichungen werden mit den Maxwellschen Grundglei­
chungen identisch und stellen somit die Tatsachen richtig dar, 
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wenn man setzt: 

K = ~, und ttJ entweder mit ~ oder mit Q; parallel, d. h. } e ep, 
entweder in der Polarisationsebene oder normal zu ihr 

annimmt. 

(h) 

Soweit die Ausbreitung im homogenen Medium. Betrachten 
wir jetzt Reflexion und Brechung. Die Elastizitätstheorie ver­
langt an der Grenzfläche (x = 0) l. Stetigkeit der Verschie­
bungen ux' Uy, Uz (kein Zerreißen), - 2. Stetigkeit der Span­
nungen p;, p;, pr; (keine endlichen Kräfte auf eine unendlich 
dünne Schicht). Das sind zusammen 6 Bedingungen, denen -
weil wir longitudinale Wellen ausschließen - nur 4 verfügbare 
Konstanten gegenüber stehen, [die R p , R s , Dp , D s unserer 
Gleichungen]. Die Grenzbedingungen werden miteinander ver­
träglich und führen auf unsre, von der Erfahrung bestätigten 
Gleichungen (54), wenn wir die Forderung 2. dahin ermäßigen, 
daß die Differenz der p~ zu beiden Seiten, d. h. die auf die Grenz­
schicht wirkende Kraft, bei den Verschiebungen u keine Ar­
beit leistet, - und ferner die in (h) offen gebliebene Frage 
so beantworten: es muß notwendig entweder (! oder K für alle 
(durchsichtigen) Körper gleich sein; trifft das erste zu, so liegt ttJ 

in der Polarisationsebene, trifft das zweite zu, so liegt es normal 
zu ihr. Die Kristalloptik entscheidet eindeutig für die erste 
Möglichkeit (s. den folgenden Paragraphen). 

Zu den mannigfaltigen Verlegenheiten der elastischen Licht­
theorie, die im vorstehenden offenbar werden, tritt eine Un­
bestimmtheit: im Vakuum - hier dem reinen Äther - hängt 
die Lichtgeschwindigkeit von zwei Konstanten, der Dichte (! 

und dem Formmodul K, ab, über die keine sonstige Erfahrung 
etwas aussagt, - während die Konstanten der elektromagne­
tischen Theorie bekannte Größen sind. 

Für die Lichtgeschwindigkeit in wägbaren Körpern trifft 
das gleiche zu. Hier aber haben beide Theorien eine gemeinsame 
Unvollkommenheit. Beide verlangen für nichtleitende (vollkommen 
durchsichtige) Körper eine konstante, von der Frequenz unabhän­
gige, Ausbreitungsgeschwindigkeit. Das entspricht bekanntlich 
nicht der Erfahrung. Ebensowenig ist bei Leitern der in der elektro­
magnetischen Theorie durch zwei Konstanten bestimmte Gang von 
Ausbreitungsgeschwindigkeit und Absorption tatsächlich vorhan-
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den. Vielmehr betlteht Absorption für alle Körper und beide Grö­
ßen hängen VOll der Frequenz in einer Weise ab, die durch kein 
gemeinsame" Oesetz geregelt ist. Schon die elastische Theorie 
suchte dieser ~('hwit'rigkeit dadurch zu begegnen, daß sie jeder 
Substanz t'im' oder mehrere ihr eigentümliche Frequenzen 
zuschrü'h, dit' durch die auftreffende Welle angeregt werden und 
auf sie zurückwirkPn, Da aber ein unbegrenztes Kontinuum keine 
Eigenfrequenz{'n lH'"itzen kann, so mußte der Substanz not­
wendig eirw ~t r ukt ur zugeschrieben werden. Was so als Aus­
hilfe für die ('!m;tü;ehe Theorie gedient hatte, ließ sich auf die 
elektromagnetiBc he Theorie übertragen. Hier liegen die Keime 
für eüH' atoJllistisehe Theorie der Lichtausbreitung. Von ihr 
wird im folgt'tHlen Kapitel (in § 2) die Rede sein. 

An dieser i'Hellt, :-;oll nur noch kurz angegeben werden, in 
welcht'tl Fn'<!nenzhereichen die Grenzen für die Gültigkeit der 
Maxwellschl'n Oleiehungen liegen. Zunächst: von den Lichtwellen, 
deren Frt'qlH'llZPtl hi" zu etwa 

v = n. 7 .1014 1. 
sec 

hinabgehen, ,;cheiden sich die mit elektrischen Hilfsmitteln her­
gestellten utld untersuchten Schwingungen, deren Frequenzen 
unterhalb ptwa 

1 
'V = n .1011 

sec 

liegen. Für die 1711ter:mchung des Zwischellgebiets haben we­
sentlich Wärmewirkullgen gedient. Daß diese Wärmestrahlen 
,"ollkommen wesPIlHgleich mit Lichtstrahlen sind, daß die Licht­
Htrahletl nur durch die 'Wirkung auf das menschliche Auge unter 
ihnen her\"ortrptt'n, ü;t Reit lange bekannt. "Vir wollen, um eine 
kurze Bezeichnung zu haben, hier nach dem äußerlichen Kenn­
zeichen der ('nterRllchllngsmittel elektromagnetische Strahlung 
und Wärmei'ltrahlung llnterscheiden. Dann kann man sagen: 
Bei einigen ~lIbstanzel\ wrsagen die Maxwellschen Gleichungen 
SChOll im C(' biet der elektromagnetischen Strahlung; so bei 
Äthylalkohol für 

Für <Lllden' :-lubstallzell reicht ihre Gültigkeit bis in das Gebiet 
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der Wärmestrahlung hinein; so für Quarz bis 
v 1 
-= 1012 _. 

:TI: sec 

Am weitesten sind die Grenzen bei Metallen gesteckt; sie liegen 
hier (mit 13 ~ 0 , s. § 1) bei etwa 

v 1 --=6.1013 - . 
:TI: sec' 

für diese und kleinere Wechselzahlen bleiben die Differenzen 
zwischen Theorie und Beobachtung im Mittel innerhalb 10°101). 

(Für die gelbe Natrium-Linie ist _1'- = 1015~ .) 
, :;r see 

§ 8. Anisotrope Körper. 
Alles bisherige gilt unter der einschränkenden Voraussetzung, 

daß die Körper isotrop seien. Um die anisotropen Körper ein­
zubeziehen, bedarf es nur einer Änderung in den Maxwellsehen 
Grundgleichungen. Die Wechselbeziehungen (1) und (2) zwischen 
den elektrischen und den magnetischen Vektoren bleiben be­
stehen, ebenso der Wert der Energie in (3). Nur die Beziehungen 
(4) ändern sich. Sie bleiben - unter der Voraussetzung, daß 
keine Eisenkörper vorhanden sind - auch jetzt noch linear­
homogen, aber die zusammengehörigen Vektoren sind nicht 
mehr parallel. Wir wollen nur Nichtleiter behandeln; dann 
ist in (1): 3 = 0 zu setzen, und an Stelle von (4) tritt: 

'!I", = 13 11 ~'" + 1312~Y + 1313~Z' 58 x = ,ull~"'+ ,u12~Y+ ,u13~Z' I 
'!Iy = 1321 ~'" + 1322 ~y + 1323 ~z , 58 y : ,u21 ~'" + ,u22~Y + ,u23~Z' (4a) 

'!Iz = 1331 ~'" + 1332 ~y + 1333 ~z, 58. - ,u3l ~'" + ,U32~1I + ,u33 ~z , 

wo die 13ik und ,uik solche Werte haben, daß 

w c = J ~ . d'!l = } ~ '!I und W m = J ~ . d 58 = !-~ >B (4 b) 

positiv sind für beliebige Werte der ~",~y~Z' ~",~y~z' Das Be­
stehen der Gleichungen (4 b) bedingt, daß 

1) Hagen und Ru bens: Ann. d. Physik IV, Bd.ll, 1903. Prüfung der 
Gleichung (58a). 
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i!3t. Die Forderung, daß W e und W m positiv sein sollen, hat 
zur Folge, daß ~'Il und ebenso ~)8 durch Koordinatentransfor­
mation in eine Summe von 3 Quadraten verwandelt werden 
kann, daß also für gewisse Richtungen x' y' z' 

'Il",'=81~"'" 'Ily'=82~Y" 'Ilz'=c3~z', I 
und für gewisse Richtungen x" y" z" 

)8",,, = fll~X'" )811" = fl2~Y'" )8z" = fla~z" 

(4c) 

wird, wo 81 82 83 und fl1 #2 fla positive Größen bezeichnen. In 
einem homogenen anisotropen Körper, einem Kristall, sind 
die 8ik und flik nicht vom Ort abhängig; dasselbe gilt also für 
die 81 " #1" und für die Richtungen x' .. , x" ... 

Aus dem Ansatz (1), (2), (3), (4a, b, c) wollen wir Folgerungen 
nach zwei Richtungen ziehen. Zunächst bezüglich der statio­
nären Felder in elektrisch nicht geladenen Kristallen, wobei wir 
außerhalb des Kristalls eine beliebige elektrische Verteilung 
(2, e, beliebige Strömung S und auch permanente Magnetisierung 
im zulassen. Es folgt genau wie in Kap. I und Ir, daß das elektrische 
Feld durch die (2, e, das magnetische durch die S und im ein­
deutig bestimmt ist. Es folgt ferner wieder: 

~ = -VffJ, 
und damit: 

Wo = f {- ffJ ·div 'Il·dr. 

Man bringe nun in ein gegebenes Feld 

~o ('IloffJo(20 WeO ) 

an Stelle von Luft (80) einen (ungeladenen) Kristall (818283)' 
Es entsteht dann ein neues Feld 

~ ('Il ffJ (2 W e) ; wo div'Il = (2 = (20 = div'Ilo 
ist. Aus 

wird also: 

We = f -~- ffJ(2·dr = f ! ~'Ilo·dr. 
Bei einer Verschiebung des Kristalls wird die Arbeit 

A = - ClWe = - Cl (We - Weo) = Cl f ! (~o 'Il- ~'Ilo) dr 

geleistet. 
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Durch Einführung der elektrischen Symmetrieachsen x' y' z' 

wird dies: 

A = t5 SH (Cl-cO) G\", (to m' + (C2- CO) ery,erOY' + (C3- CO) erz,eroz, } di (89) 

[vgl. Kap. I, (43)]. Der Kristall habe Kugelform und werde in das 
gleichförmige, zu x' parallele Feld (to",' , gebracht. Dann ergibt 
sich genau wie in Kap. I (26), daß das Feld in der Kugel 

(t""=_+3c2
0_(to,,,', (ty'=O, (tz'=O, (90a) 

Cl co 

wird. Ebenso entsteht aus (tOY': 

(ty' = __ +3 c2° (to y', erz, = 0, (tu:, = ° , (90 b) 
C2 co 

und aus (toz': 

(tz' = ·-+~~2o-- eroz' , (tx' = 0, (ty' == 0. (90c) 
C3 Co 

Wird die Kristallkugel in ein gleichförmiges Feld (to mit den 
Komponenten (to",' , (tOY" (toz' gebracht, so entsteht ein Feld 
(t, das der Überlagerung von (90a, b, c) entspricht. 

Aus unsern Gleichungen ergeben sich zwei Messungsverfahren. 
Wie in Kap. I § 4 C schließen wir: ist das Feld (to nicht in Strenge 
gleichförmig, so wirkt auf die Kugel in der ersten Lage eine Kraft 

'1: 3 co Cl - So 0 (!;~ u = .. ---i-
'" 2 c1+2s0 OX 

(91) 

Beobachtet man dann noch die Kraft, die eine leitende Kugel 
im gleichen Felde (to erfährt, so erhält man 

[so Kap. I (45)]. Entsprechend 

Auf diesem Wege hat Boltzmann1) die drei Hauptdielektrizi­
tätskonstanten des Schwefels bestimmt zu 3,8; 4,0; 4,8· co. 

Bringt man ferner die Kugel in ein gleichförmiges horizontales 
Feld H, so daß sie sich um ihre vertikale z'-Achse drehen kann, 
und bildet in einer bestimmten Lage die x'-Achse mit der Richtung 
von H den Winkel {}; dann ist nach (89) und (90a, b) das Dreh-

1) Wiener Berichte (2), Bd. 70. 1874. 
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moment zu wachsenden {}: 

I (92) 

Unter übrigens gleichen Bedingungen erhält man in einem mag n e­
tischen Feld H das Drehmoment: 

(93) 

Da 
I!l~ P~ und pz - Po 

Po Po 
stets sehr kleine Zahlen sind, so kann man hierfür auch schreiben: 

sin2D 
@=(fk2-fkl)H2 r - 2-·(93a) 

fkOH2 kann in absolutem mechanischen Maß bestimmt werden; 
das Verfahren liefert also den Zahlenwert 

pz - p! 
Po 

Stenger l ) fand ihn für Kalkspat ~ 10-6 • 

Weiter wollen wir die Ausbreitung ebener Wellen in einem 
Kristall untersuchen. Dazu soll zunächst festgestellt werden, 
was über die Lage der x' .. und x".. ausgesagt werden kann. 
Nach (3), (4b, c) wird 

We=Jwedr, wo 

Wm=fwmdr, wo 

ist. Besitzt nun ein Kristall eine Symmetrieebene G und ist v 
eine Normale von G, so dürfen sich die Werte von W e und W m 

nicht ändern, wenn v mit - v vertauscht wird; es ist daher v 
Achse eines möglichen x'. - und eines möglichen x" .. -Systems. 
Schneiden sich ferner in einer Achse v mehrere gleichwertige 
Symmetrieebenen unter einem Winkel {}, so darf sich der Wert 
von W e nicht ändern, wenn der Vektor ~ um v um den Winkel 
{} gedreht wird; entsprechend für W m und s;>. Wählen wir also 

1) Wiedemanns Ann. Bd. 35. 1888. 
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v als Achse der x' und x", so wird E2 = E a und fl2 = ,Ua , Gibt 
es endlich mehrere Achsen, in deren jeder sich mehrere gleich­
wertige Symmetrieebenen schneiden, so ist EI = E2 = E3 und 

!LI = fl2 = fla' 

1. Die Kristalle des asymmetrischen (triklinen) Systems be­
sitzen keine kristallographische Symmetrieebene. Sie besitzen 
gleichwohl drei zueinander normale Symmetrieebenen der elek­
trischen, und drei der magnetischen Energie. Diese beiden 
Gruppen haben jedoch keine notwendige Beziehung weder zu­
einander, noch zur Kristallform. 

2. Im monosymmetrischen (monoklinen) System gibt es 
eine kristallographische Symmetrieebene. Die Normale v der­
selben gehört notwendig dem System der elektrischen, wie der 
magnetischen Symmetrieachsen an. Sie sei = x' = x", dann 
sind y' Z' und y" Z" zu v normale, im übrigen aber willkürliche 
und voneinander unabhängige Richtungen. 

3. Im rhombischen System sind drei zueinander normale 
Symmetrieebenen vorhanden. Mit ihnen fallen notwendig die 
Ebenen des elektrischen x' y' Z'- wie des magnetischen x" y" Z"­

Systems zusammen. Die beiden Achsensysteme sind also identisch. 
Wählel1 wir sie als xyz-Achsen, so wird 

;t!x=E1 a:X , ;t!y=E~a:y, ;t!z=Eaa:z ; 1 
\Ex = fll~X' \Ey = fl2~Y' \Ez = /13~Z' r 

(4d) 

4. und 5. Im tetragonalen und hexagonalen System besteht 
eine ausgezeichnete Symmetrieebene; in deren Normale, 
der kristallographischen Hauptachse, schneiden sich zwei, bzw. 
drei unter sich gleichwertige Symmetrieebenen. Wählen wir also 
die Hauptachse zur x-Achse, so wird 

E2 = E3 , /12 = /13' 

6. In regulären Kristallen gibt es drei zueinander normale 
und unter sich gleich wertige Symmetrieebenen. Also ist 

EI = E2 = E3, /11 = /12 = /13' 

Ein regulärer Kristall verhält sich folglich in elektromagne­
tischer Beziehung wie ein isotroper Körper. 

So für willkürliche Zahlwerte der EI E 2 E3 fll /12 /13' Nun sind 
aber tatsächlich die Unterschiede der /1-Werte so klein, daß man 
- soweit es sich um die Ausbreitungsform von Wellen handelt-
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eine weit über die Meßgenauigkeit hinaus genügende Näherung 
erhält, wenn man 

f/1 = f/2 = f/3 == f/ 
setzt. Tut man das, so gibt es stets drei zugleich elektrische und 
magnetische Symmetrieebenen, für welche gilt: 

'1)",: E1 Q;"" ~'I/: E2 Q;y, ~.: E3 Q;z , } (4e) 

)3", - f/fiJ", )3'1/ - f/fiJ'I/' )3z - f/ fiJz· 

Die Kristallsysteme 1, 2 und 3 bilden jetzt elektromagnetisch 
eine einzige Gruppe, die gegenüber den Systemen 4, 5, und dem 
System 6 dadurch gekennzeichnet ist, daß E1 c2 Ca drei verschiedene 
Werte haben. Untereinander unterscheiden sie sich nur dadurch, 
daß keine, - oder eine, - oder drei der Achsen xyz durch die 
Kristallform festgelegt sind. 

Wir suchen jetzt Lösungen der Maxwellschen Gleichungen, 
welche ebene Wellen darstellen, d. h. wir setzen Q;~ fiJ)3 pro­
portional mit F (n r - V t) an, wo r den Fahrstrahl nach einem 
veränderlichen Punkt, n einen konstanten Einheitsvektor , V 
einen konstanten Skalar und F eine willkürliche Funktion des 
beigeschriebenen Arguments bedeuten soll. Die Richtung von 
n ist dann die Normalenrichtung der ebenen Welle, V die Ge­
schwindigkeit, mit der sich die Feldgrößen in dieser Richtung 
ausbreiten, die Wellengeschwindigkeit. Wir betrachten n 
als gegeben, und fragen nach V, sowie nach den Richtungen der 
elektrischen und magnetischen Feldvektoren und dem Verhält­
nis ihrer Beträge. Unser Ansatz Q; = F· Q;o' ~ = F· ~o usw. 
ergibt: 

ferner nach (e): 

rot Q; = [17 F . Q;o], und da V F = V (n r) . F' = n F' : 

rot Q; = [nQ;o] F' ; also: 

rot Q;. F = [n Q;] . F' , v'I) .F=- V~.F' vt ' 

rotfiJ·F = [nfiJ]·F', vv~ ·F = - VIE·F' . 

Also wird aus (1), (2): 
-c[nfiJ] = V~, l 
+ c[nQ;] = V)3. J 

(94) 
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Daraus folgt: 

CZ)1-n, CZ)1-,\), lS1-n, ISJ_@;. 

Hierzu kommt der Poyntingsche Satz, der wie früher aus den 
unverändert gebliebenen Gleichungen (1), (2), (3) folgt: die 
Energieströmung oder Strahlung ist 

6=c[@:,\)]. (18) 

Jeder der 6 Vektoren ist mithin normal zu zweien der übrigen; 
aber im allgemeinen (für beliebige Werte der Sik, fli/: und beliebiges 
n) bilden keine drei von ihnen ein rechtwinkliges Achsenkreuz. 
Insbesondere: Strahlung und Wellennormale haben nicht dieselbe 
Richtung; CZ) und IS (aber nicht @: und ,\)) liegen in der Wellen­
ebene ; @: und,\) (aber nicht CZ) und IS) liegen normal zur Strahlung. 

Weiter folgt aus (94): 

nc[@:,\)]= V@:CZ) = V,\)IS 
oder: I 

we =wm =2- w , (95) 

wo w die Gesamtenergie der Volumeinheit bezeichnet, und 

n 6 = 6 n = V w . (96) 

Durch (94), (95) ist die Aufgabe auf die Beantwortung zweier 
Fragen zurückgeführt: welches ist - bei gegebener Richtung 
der Wellennormale n - der Wert der Wellengeschwindigkeit V ? 
und welches ist die Lage eines Vektors? Denn ist z. B. die Rich­
tung von @: gefunden, so ergibt sich die Richtung von IS als die 
der gemeinsamen Normalen von @: und n; die Richtungen von 
CZ) und,\) folgen aus (4a); die Richtung von 6 ist die der gemein­
samen Normalen von @: und,\). Die Beträge der elektrischen 
Vektoren aber verhalten sich zu denen der magnetischen so, daß 
die beiden Energieanteile zu jeder Zeit und an jeder Stelle einander 
gleich sind. 

Der Gleichung (96)läßt sich eine anschauliche Deutung geben: 
Wir bilden den Vektor 

(97) 

so daß 
nU = Un = V (98) 

wird. Der Betrag U von U ist dann offenbar die Geschwindig­
keit, mit der die Energie (in der Richtung von 6) sich aus-
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breitet. Der Vektor U heißt daher die Strahlgesch windigkei t. 
Seien nun (Abb.37) Go und GI Wellenebenen; seien die Werte 
("Phasen") der Feldvektoren, die zur Zeit 4-V (J" 

o auf Go herrschen, zur Zeit 1 auf GI zu 
finden. Dann ist dersenkrechteAbstand (J1 

beider Ebenen V, in der Richtung von 6 
ist er [T. 

Gehen wir nun zu einer unendlich be-
--'"""------(Jo 

nachbarten Normalenrichtung über, zu der Abb.37. 

die Werte n -+ dn, V + d V, U + d U, ~ + d~ usw. gehören 
mögen. Aus (94) folgt: 

nc[d~·.\">]= V~'d~; nc[~·d.\">]= V)S·d.\">, 

und durch Addition, da 
1 

'1). d~ =~2 d((f ~ )~= ~. d'1) 

ist: 

und 

nc·d[~.\">]=V(~·d'1)+.\">·d)s) oder n·d6=V·dw. 

Aus (96) aber folgt: 

il"·d6+ 6·dn= V·dw+w·dV. 

Also ist auch 

e . dn = w . d V oder U' dn = d V, 

was zusammen mit. (98) ergibt: 

n . dU = 0 oder n (U + dU) = V • (99) 

D. h.: auch für alle unendlich benachbarten Strahlrichtungen 
liegen die Endpunkte von U auf der Ebene GI' Denken wir uns 
nun von einem Punkte aus nach allen Richtungen Strecken 
r = U abgegrenzt, wo I U I den Wert bedeutet, der für die Rich­
tung von r gilt. Die durch die Endpunkte gebildete Fläche heißt 
dil'l Strahlenfläche (früher meistens Wellenfläche genannt). 
Sifl liege vor. Dann sagt die Gleichung (99) aus: Für irgend eine 
vorgeschriebene Richtung n der Wellennormale konstruiere man 
die zu n senkrechten Berührungsebenen an die Strahlenfläche 
(es wird sich zeigen, daß es im allgemeinen zwei solche Ebenen 
gibt); die Normalen vom Anfangspunkt auf diese Ebenen sind 
dann die Werte der Wellengeschwindigkeit V; die Vektoren, 
welche den Anfangspunkt mit den Berührungspunkten verbinden, 

Cobn, Das dektromagnrtiscbe Feld. 2. A. 19 
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geben nach Größe und Richtung je die zugehörige Strahlgeschwin­
digkeit U. 

Bisher sind die Gleichungen (4a) nicht benutzt. Was wir 
gefunden haben, gilt daher für beliebige Werte der eik und 
flik' Die Auflösung der Gleichungen (94) läßt sich vollständig 
geben, sobald man nur voraussetzt, daß die elektrischen Symme­
trieebenen mit den magnetischen zusammenfallen, d. h. unter 
Annahme der Gleichungen (4d), in aller Strenge also für die 
Kristallsysteme 3 bis 61). Wir wollen aber, entsprechend der er­
reichbaren Meßgenauigkeit, die Gleichungen (4e) als gültig an­
nehmen. Dann wird für alle Kristallsysteme aus (94): 

- c[n~] = V~, } (94a) 
c[n~] = V fl~' 

Jetzt ist die Richtung von ~ gemeinsame Achse zweier recht­
winkligen Achsenkreuze: ~~n und ~ ~ S. 

Wir wollen den Wert von V und die Richtung von ~ be­
stimmen. Elimination von ~ aus (94a) ergibt mittels (ß): 

V 2 ~ = - ~. Ln [n ~]] = .~. { ~ - n (n~) } ; 
dazu: 

n~ =0. 

Wenn wir nun die xyz der Gleichungen (4e) zu Koordinaten­
achsen wählen, die Komponenten von n, d. h. die Richtungs­
kosinus der Wellennormalen, mit l mn bezeichnen, und zur Ab­
kürzung schreiben: 

2 2 
~C~=A2 ~C~=B2 
1' 81 '1'82 ' 

so lauten diese Gleichungen: 

(A2- V2)~x=ul, 

(B2- V2)~y=um, 

(02 - V2)~z = un, 

l~x+m~y+n~z=O. 

Die drei ersten Gleichungen bzw. mit 

c2 
-(n~) = u, (100) 

I' 

(l01) 

1 m n 
B2- V2 , 0 2 - V2 

1) Siehe z. B. Elm. Feld 1, S.570. 
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multipliziert und addiert, ergeben unter Berücksichtigung der 
letzten Gleir h \lllg : 

(102) 

Diese Gleichung i"t quadratisch in V2; sie gibt daher für jede 
Richtung lmn der Wellennormale n im allgemeinen zwei Werte 
für die Wellengeschwindigkeit V. Für jede dieser Wellen gibt dann 
(101) die Verhältnisse ':t:x: ':t:y:':t:z, d. h. die Richtung von ':t:. Die 
gemeinsame Normale von n und Il'J ist die Richtung der magne­
tischen Vektoren ~ und \8. Für eine Welle von gegebener Fort­
pflanzungsrichtung sind also im allgemeinen nur zwei ganz be­
stimmte Polarisationszustände möglich. Die beiden Lösungen 
von (101) mögen durch die Indizes 1 und 2 bezeichnet sein; 
also: 

'A2 -- V2)~ - l . ( 1 "'"'IX -- "'1 ' Ut;w., 

l~u. +m1: 1y +nll'J)Z=0, l':t:2X+m':t:2y+n':t:2Z=0. 

Man multipliziere die drei ersten Gleichungen der Gruppe 1 mit 
Il'J 2x usw. und addiere; dann kommt wegen der letzten Gleichung 
der Gruppe 2; 

(AL- Vi)~lx ':t:2X + (B2- Vi)':t:Iy':t:zy +(02 - VI)'Il 1Z 'Il2Z = O. 

Ebenso rrhält man: 

(A 2_ V~)'Il2X'Il1X +. +. = O. 

Also durch Subt,raktion: 

I VI - V~)('tIlx ':t:2X + 'tI lY ':t:2y + ':t: lZ ':t:2Z) = 0 . 

D. h.: die beiden möglichen Richtungen von ':t: sind normal zu­
einander; oder: in den beiden Wellen von gleicher Fortpflanzungs­
richtung sind die Richtungen von 'Il und \8 vertauscht. 

Die Gleichungell (102) und (101) sind identisch mit denjenigen, 
welche für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ebener Licht­
wellen in Kristallen, bzw. für die Richtung des zur Polarisations­
ebene senkrechten Vektors von Fresnel aufgestellt und durch 
die Erfahrung bestätigt sind. Die Richtung von ~ wird also 
identisc:h mit der Schnittlinie von Wellenebene und Polarisations­
ebene. Die Beziehung zwischen Strahlgeschwindigkeit und Wellen­
geschwindigkeit wird in der Kristalloptik entsprechend unsrer 
Gleichung (99) festgelegt. Es lassen sich daher alle weiteren 

19* 
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Folgerungen aus der Kristalloptik herübernehmen, auf welche 
im allgemeinen nur verwiesen seil). Angeführt sei noch die 
Gleichung der Strahlenfläche , d. h. der von den Ebenen 
lx + my + nz = V eingehüllten Fläche. Sie lautet: 

A 2 U2 B2U9 02U2 
A:C~lf2 + w=tt2 + 02 ~1t2 = O. 

Diese zweischalige Fläche besitzt, wenn alle drei c -Werte ungleich 
sind, zwei Paare von zwei je diametral liegenden Doppelpunkten, 
und somit zwei zu ihnen hinführende ausgezeichnete Durchmesser. 
Wenn zwei c- Werte gleich sind, zerfällt sie in ein Umdrehungs­
ellipsoid und eine Kugel, und hat somit einen ausgezeichneten 
Durchmesser. Sind endlich alle c -Werte gleich, so fallen diese 
beiden Flächenteile in eine Kugel zusammen. Daher heißen die 
Kristalle der Systeme 1, 2, 3 optisch zweiachsig, die der Systeme 
4, 5 optisch einachsig, die des Systems 6 optisch isotrop. - Ab­
schließend haben wir noch hinzuzufügen, daß für Kristalle ebenso 
wie für isotrope Körper gilt: Die geometrischen Verhältnisse der 
Lichtausbreitung werden durch die Maxwellschen Gleichungen 
vollkommen dargestellt; aber von den Werten der Konstanten 
bei hoher Frequenz gibt die Theorie keine Rechenschaft. 

Wir fügen auch hier an, was die elastische Theorie für aniso­
trope Körper ergibt 2). Gegenüber den isotropen Körpern ändert 
sich an ihren Grundannahmen nur eines: der Wert des elastischen 
Potentials cp. Im allgemeinsten Fall, d. h. wenn durch die Kristall­
form keine Symmetrieeigenschaften vorgeschrieben sind, ent­
hält cp als homogene quadratische Funktion von 6 Veränderlichen 
21 Konstanten. In dem durch sie definierten elastischen Körper 
können sich ebene Wellen in folgender Weise fortpflanzen: Für 
jede vorgeschriebene Fortpflanzungsrichtung bestehen drei mög­
liche Richtungen der Verschiebung u (oder Geschwindigkeit \tJ); 
sie bilden ein rechtwinkliges Achsenkreuz; dieses liegt sc h i e f 
zur Wellennormale. Will man statt dessen, in Übereinstimmung 
mit der Erfahrung, zwei mögliche Richtungen erhalten, die 

1) Vgl. z. B. Kirchhoff: Vorlesungen über mathematische Optik, 
11. Vorlesung. 

Unser ii I g) I ~ I 15 

hat dort die Richtungskosinus lmn I abc aßy I hC 
2) Vgl. zum folgenden G. Kirchhoff: a. a. 0.11. Vorlesung, § 1 und 2. 
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normal zur Fortpflanzungsrichtung liegen, so muß man, wie bei 
isotropen Körpern, annehmen, daß stets div u = 0 ist, ferner 
aber die Funktion q; so spezialisieren, daß sie außer einem mit 
div u multiplizierten Glied nur 6 bestimmte Zusammenfas'mngen 
der Deformationskomponenten und somit 6 Konstanten enthält. 
Diese Form ist bereits lange vor der Aufstellung der elektro­
magnetischen Theorie von Green gefunden worden. Nimmt man 
sie an, so erhält man als Richtung von u diejenige, die wir für die 
magnetische Feldstärke gefunden haben. Hier ist die Beziehung 
eindeutig. Das liegt daran, daß wir einen .u-Wert und 6 ver­
schiedene eik haben, -und daß es andrerseits nur eine Dichte e 
geben kann, der 6 Elastizitätsmoduln gegenüberstehen. 

§ 9. Bewegte Körper. 
Die Gleichungen für bewegte Körper haben wir bereits auf­

gestellt und benutzt, soweit es sich um quasistationäre Felder 
handelt. Es wurde in Kap. III angenommen, daß das Faraday-

sche Induktionsgesetz : "Elektrische Umlaufsspannung =~. Ab-
C) 

nahme des magnetischen Induktionsflusses in der Zeiteinheit" 
allgemein gilt, unabhängig davon, wie die Änderung des Induktions­
flusses entsteht. Es mag das magnetische Feld sich ändern, oder 
der Leiter, in dem die Umlaufsspannung zu bestimmen ist, sich 
gegen das unveränderte Feld bewegen. Dieses Gesetz ist die 
Grundlage für alle Berechnungen von Dynamomaschinen; an 
seiner Gültigkeit für quasistationäre Felder kann kein Zweifel 
sein. Andrerseits hat sich für beliebig veränderliche Felder 
in beliebigen Körpern, Leitern wie Isolatoren, dieselbe Gleichung 
bewährt, soweit es sich um ruhende Körper handelt. Es 
ist die Grundgleichung (2a) des vorliegenden Kap. IV. Das 
nächstliegende ist, anzunehmen, daß diese Gleichung allgemein 
gilt, sofern man sie anwendet auf Kurven und von ihnen be­
randete Flächen, die dauernd durch die gleichen materiellen 
Teilchen gehen, - auf substantielle Kurven und Flächen, 
wie wir kurz sagen wollen. Und es liegt dann ferner nahe, auch 
der Grundgleichung (1) die entsprechende erweiterte Geltung 
zuzuschreiben. Wir nehmen also an: 

cfSjs·ds'= f3N·dS'+:J~N·dS', (I' a) 
v 
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-cSQ; ·ds' =~SiEN·dS' 
S dt ' (2'a) 

'Ü 

wo S' eine durch s' berandete substantielle Fläche bezeichnen 
soll. Als Differentialgleichungen geschrieben, nehmen die Glei­
chungen folgende Form an: Es. (v)] 

d'a-. 
t c;. ~ + ,v 11') c· ro 4' = 0' dt ' \ 

d'lS 
- c· rot er = dt . (2') 

Neben diesen sollen die Gleichungen (3) und (4) in unveränderter 
Form gelten, also 

W = f drf Q;·d'l) + f dr f.\1·diE, (3) 
(!;=o 0\:1=0 

3=()'(Q;-~), ~=BQ;, 5E=.u~+9J(. (4) 

Es sei daran erinnert, daß in ruhenden Körpern ID~ ein kon­
stanter Vektor, und daß bei Bewegungen· 

d'Wl 
--;zt=O 

sein soll. Wir dürfen daher sowohl in (2') wie in (3) 5E durch 
.u ~ ersetzen. Es ist ferner div5E = O. Also lauten (1') und (2') 
ausgeschrieben nach (v'): 

c.rot~=3+a8~ +div~·tu-rot[tu'l)J I 
(l'b) 

8(e@) . ) = 3 + -aT + dlV (BQ; . tu - rot [tu 'BQ;], 

-c.rotQ;=88~ -rot [tum] I 
8 (p. ~) • ) (2' b) 

= 8e- + dlv (.u~ . tu - rot [tu· .u.\1J 
oder nach (v"): 

c . rot .\1 = 3 + d ~ t~) + di v tu . B Q; - (e Q; . 17) tu , (1' c) 

d (p.~) • , 
-c·rot <r =-dt + dlv tu· .u.\1-(.u.\1' 17) tu, (2 c) 

wo tu die Geschwindigkeit der Materie, :t die Änderung im 

festen Raumpunkt, ;lt die Änderung im festen substantiellen 

Punkt bezeichnet. 
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Das hier zusammengestellte Gleichungssystem wird als das 
Maxwell-Hertzsche bezeichnet. Wir wollen die wichtigsten 
Folgerungen ami diesem Ansatz entwickeln. 

I. Von grundsätzlicher Bedeutung ist dieses: Die Gleichungen 
geIten in (krselhell Form für alle Koordinatensysteme. Oder: 
Ein HYHtem von Körpern werde in eine gemeinsame Bewegung 
der Art versetzt, wie sie ein starrer Körper annehmen kann. 
Hei dieHP Bewegung nun eine gleichförmige oder ungleichförmige, 
fortschreitende odf'r drehende: es ändert sich dadurch nichts in den 
Gleichungen, \H'nn wir sie nur immer auf Kurven und Flächen 
heziehen, die der :\laterie anhaften. Insbesondere: ruhen die 
Körper de::; Sy::;term; gegeneinander, - sind sie, wie wir künftig 
sagen wollen, in rplativer Ruhe -, so gelten in ihnen die Glei­
chungen (1). (2) für ruhende Körper. - Für die Mechanik be­
Hteht bekanntlich der Ratz: in allen geradlinig gleichförmig 
gegenpinaJ1(lpl' h!'\vegten Bezugssystemen gelten dieselben 
Gleichungen. Hier aber haben wir ein Relativitätsprinzip, 
das weit über dfLS der Mpchanik hinausgeht. - Für die Mechanik 
ist ein Systpm. das wir als ruhend betrachten dürfen, das Fix­
Hternsystem. Da:-; gleiche wollen wir für die Elektro­
dynamik annehmpll. In der Mechanik folgt daraus, daß für 
ein in (ler rotierenden Erde verankertes Bezugssystem nich t die­
selben (ileichungen gelten, wie für ein ruhendes; man muß den 
Bewegungsgleic:hungen die bekannten Zusatzglieder : Zentrifugal­
und (joriolii'i-Kräfte einfügen; aus ihnen ergibt sich u. a. die 
Drehung de" FoueaultRchen Pendels. Unser Ansatz aber sagt 
aus, daß auch für die rotierende Erde dieselben Gleichungen 
gelten wie für daR FixHternsystem. 

2. Die bi;.;herigPll Bemerkungen betrafen das, was ein dem 
t5y::;tem angf'hörigf'r -- mit ihm bewegter - Beobachter wahr­
nimmt. Denken wir unR nun einen außenstehenden Beobachter, 
so ergibt sieh: um Heine Wahrnehmungen darzustellen, können 
wir mit gleieht,m Ergebnis ihn und sein Bezugssystem als ruhend, 
das Körpenlystern als bewegt betrachten, oder umgekehrt; nur 
die relativ!' Bewegung der beiden starren Systeme geht in unsre 
Grundgleichungen ein. 

Wir betrachten im einzelnen die Glieder der rechten Seite 
von (1' b). Die bei den ersten für sich ergeben die uns bekannte 
Gleichung für rllhende Körper, die beiden letzten geben den 
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Einfluß der Bewegung wieder. Das dritte Glied 

div~· tu = etu 

ist die durch Bewegung der Elektrizitätsträger hervorgerufene 
Elektrizitätsströmung ; sein Auftreten in der Gleichung bedeutet 
also: 

3. Bezüglich des erzeugten magnetischen Feldes ist ein elek­
trischer Konvektionsstrom dem Leitungsstrom gleichwertig. 

4. Das letzte Glied bringt einen weiteren dem Leitungsstrom 
gleich wertigen Vektor: 

- rot [tu~], 

nach seinem Entdecker Röntgenstrom genannt. [Er ist für 
die Theorie wichtig geworden und wird in Kap. V besprochen 
werden.] 

Die Gleichung (2'b) ist gemäß ihrer Herleitung nur die all­
gemeinste Fassung uns bereits bekannter Gesetze. 

Wir stellen jetzt die Energiegleichung auf, indem wir wie 
früher (1') mit @;, (2') mit ~ multiplizieren, addieren und über 
ein Volumen r' integrieren. Wenn wir dabei die Form (1' cl, (2' c) 
benutzen, so dürfen wir 

d~= dlt =0 
dt dt 

setzen, müssen aber beachten, daß [vgl. (cp)] 

d(d't") = div tu. dr' 
dt ' 

und folglich 

dd~ = f dr' {@; d(~~) + ~ d(~~) + div tu -f (Q:. d (eQ;) + ~ 'd(fl~)) } 
ist. So ergibt sich: 

f~ ·dS' = lJf -+- dW 1 On ' dt 
o 

+ f dr' {(Q;.eQ;- !Q;.d(eQ;)+~·fl~-!~'d(fl~))divtuJ(l03 
-Q;.(eQ;·I7)tu-~. (fl~'I7) tu} 

Hier ist r' ein bestimmtes Körpervolumen, S' seine Ober­
fläche, 

e; = c[Q:~] , lJf =!@;S·dr', 

W die elektromagnetische Energie in r'. Das dritte, von tu ab-



Kapitel IV. §!). 297 

hängige Glied der rechten Seite stellt die in der Zeiteinheit ge­
leistete Arbeit dar. Diese läßt sich schreiben: 

wo 

Ac _fdT,l.x Jtu,,+ yO,ttJy+ zottJ~+ y(ottJ.+~tu. ')'1 .J IPrl' rl,r Py oy pz 8z ,pz OZ 8y . 

'0 a) (~ a) (104) 
j p;! at + -o~ + p~ ':atu; + -a~· ' 

p; = Jc:If. dlf + E(f; - I,u~' d~ + ,u~;; 
P: == oS (fy {fz + ,u~y~Z; . . 

} (I05) 

Das ist [vgl. Kap. I, (41)J die Arbeit von Spannungen pt = pt. 
Daß sie sich in dieHer Form ausdrücken läßt, sagt aus, daß die 
Kräfte dem dritten Newtonschen Axiom - Gleichheit von Wir­
kung und Gegenwirkung - gehorchen, und daß sie am starren 
Körper durch die Spannungen pN an seiner Oberfläche ersetzt 
werden können [so Kap. I, bei (41 a)]. Die Kräfte berechnen sich 
für die Volmeinheit als 

ar;rJJ apy all: 
f =----"'+ ~+-w usw. 

x ax iJy iJz 

Es ergibt sich: 

f = div (E(f)· (f - Iv si (f 11 d(f 1- [E(f'rot(f] 

~ div (,u.\1) . .\1- f V,u 1.\11 ! d.\1 ! - [,u.\1. rot ~] . 
} (106) 

Wir hätten diese Kräfte unmittelbar erhalten, wenn wir die Form 
(l'b), (2'b) benutzt und dann über das ganze Feld integriert 
hätten. Bei (ler Rechnung wäre 

dafür aber 

os 
BI -"- tu ·Vs, 

~(dT~= 0 
at 

zu setzen gewesen. 
Aus (106) erhalten wir die Kräfte auf relativ ruhende Körper, 

indem wir die für diesen Fall (tu = 0) gültigen Werte von rot @; 

und rot .\1 einsetzen. Es wird: 

f = eeG:- ~_(f2.pl' +em .\1-fV,u 1.\111 d.\11 + [? ,u.\1] +f', (07) 

wo 

f= , IE -.,u.\1/+ E@;',u- . ,lieaet " r a~]} 
( I.. iJt ,_ at 
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Die ersten fünf Glieder in (107) geben die uns bekannten Kräfte 
des stationären Feldes an. Zu ihnen tritt für veränderliche Zu-
stände hinzu: 

f' = I!.!! ße; 
c2 ßt . (108) 

5. Aus (107) folgern wir: es liege ein ruhender, seiner Um­
gebung gleichartiger, weder elektrisch geladener, noch durch­
strömter, noch permanent magnetisierter Körper vor. Dann 
wirkt keine Kraft auf ihn, wenn das Feld stationär ist; im ver­
änderlichen Feld aber erfährt die Volumeinheit eine Kraft 

f = f' = ~!l ße; (l09) 
c2 ßt 

6. Aus dem Ausdruck (105) der Spannungen ziehen wir 
zwei Folgerungen. Zunächst: eine ebene, nach + x fortschreitende 
Welle falle normal auf die Oberfläche eines starren Körpers; sie 
werde, soweit sie nicht reflektiert wird, vom Körper vollständig 
absorbiert, so daß keine Strahlung den Körper durch andere 
Oberflächenteile verläßt. (Das ist durch genügende Dicke des 
Körpers stets zu erreichen.) Dann sind die Oberflächenspannungen 
pN nur vorhanden, wo die Welle auffällt. Dort ist 

~,,=~,,=O, folglich p;=p~=O, 
1 

und (für ,u = const H) P: = -2- (E~2 + ,u~2) . 
Es wirkt also auf die Einheit der Fläche ein normaler Druck 
vom Betrage W e + W m = w. Dieser drückt sich nach (59) im 
zeitlichen Mittel durch die auffallende Strahlung e aus als 

p= 1 + IR-=-I e . (llO) 
a 

Ferner: In einem Raum, der von vollkommen spiegelnden 
(also für Strahlung undurchlässigen) Wänden eingeschlossen ist, 
habe sich ein stationärer Strahlungszustand hergestellt. 
Diese sog. schwarze Strahlung ist, wie Kirchhoff gezeigt hat, 
statistisch gleichförmig im Hohlraum verteilt und gleichförmig 
über alle Richtungen verteilt. D. h. es ist im Mittel beliebig kleiner, 
aber der Messung noch zugänglicher Zeiten: 
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Daher: 

Es ist also, wenn wir das Volumen des Hohlraums mit V bezeich­
nen, die (mittlere) Energie des Systems: 

W=3pV. 

Hier bedeutet p einen stets zur Fläche normalen, von der Stellung 
der Fläche unabhängigen, also sog. hydrostatischen Druck. 
Oder: bei einer Veränderung von V wird eine Arbeit A = p - d V 
geleistet. Nun sagt unsre Voraussetzung: der Zustand des ab­
geschlossenen Systems sei stationär geworden, - in der Sprache 
der Thermodynamik aus: es herrsche in ihm Temperatur­
gleichgewich t. Und eine Grundgleichung der Thermodynamik 
für solche Gleichgewichtszustände lautet: 

dW+p-dV=T-dS, 

wo T die absolute Temperatur und dS ein vollständiges Differen­
tial (das der sog. Entropie) bezeichnet. Setzen wir hier, indem 
wir die Energiedichte (bisher w) mit 1p bezeichnen, 

so kommt: 

oder 

W=1pV, p=t, 

d(1pV)+~dV 
--=T- =dS 

4 1p V 
-3-P dV + -pd1p=dS; 

wo 
01p 

d1p = oT d T, da 1p nicht von V abhängt; folglich: 

1p = const. T4. (lU) 

Die Energie der stationären Hohlraumstrahlung (schwarzen 
Strahlung) ist der vierten Potenz der absoluten Temperatur pro­
portional. 

Diesen Folgerungen aus den Maxwell-Hertzschen Gleichungen 
wollen wir jetzt gegenüberstellen, was die Erfahrung ergibt. 
Dabei sollen die Beobachtungen nur kurz angeführt werden; an 
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späterer Stelle (Kap. V, § 4 D) kommen wir eingehender auf sie 
zurück. Zunächst: wie es der Forderung unter 1. entspricht, 
scheint in keiner elektromagnetischen Erscheinung, die sich an 
der Erdoberfläche abspielt, die Bewegung der Erde zur Geltung 
zu kommen. Es hat sich aber gezeigt, daß dies in Strenge nur für 
die Bewegung des Erdmittelpunkts relativ zu den Fixsternen, 
nicht aber für die Drehung der Erde um ihre Achse gilt. Diese 
hat vielmehr denselben Einfluß, der sich in der Mechanik durch 
die Drehung des Foucaultschen Pendels bemerkbar macht. Er 
ist freilich so klein, daß er erst in neuester Zeit festgestellt werden 
konnte. - Zu 2. Die Fixsterne betrachten wir als ruhende Körper, 
welche Lichtwellen nach allen Richtungen mit der Geschwindig­
keit ao aussenden. Durch dieses Strahlungsfeld bewegt sich die 
Erde mit einer Geschwindigkeit tu, die während eines Jahres 
alle Richtungen einer Ebene durchläuft. Eine elementare Be­
trachtung ergibt dann eine im allgemeinen nach Richtung und 
Größe wechselnde Verlagerung der Visierlinie Beobachter-Stern, 
die mit der beobachteten Aberration übereinstimmt. - Auch bei 
der Lichtausbreitung in einem an der Erdoberfläche sich bewegen­
den Körper dürfen wir nach der Theorie den Körper als ruhend 
betrachten. Um die Ausbreitungsgeschwindigkeit zu erhalten, die 
wir beobachten, müssen wir dann zur Ausbreitungsgeschwindig­
keit im ruhenden Körper die Geschwindigkeit des Körpers selbst 
vektoriell hinzusetzen. Hier zeigt aber die Erfahrung etwas 
anderes: nur ein Bruchteil der Körpergeschwindigkeit kommt 
hinzu, der vom Brechungsexponenten abhängt. Für Luft ist 
dieser Bruchteil Null. - Betrachten wir den Beobachter als 
ruhend, so geben uns die in 3. und 4. angeführten Größen den 
Einfluß der Körpergeschwindigkeit an. Es hat sich gezeigt, daß 
der Konvektionsstrom der Theorie eine Erfahrungstatsache 
darstellt. Der Röntgenstrom aber wird nur nach dem Bil­
duvgsgesetz, nicht nach der Größe von der Theorie richtig wieder­
gegeben; für Luft ist er Null. 

Gehen wir zu den Kräften über. Zu 6. Den Strahlungsdruck 
einseitig auffallender Wellen hat zuerst Lebedew1) festgestellt 
und in quantitativer Übereinstimmung mit (llO) gefunden. -
Daß die Energiedichte der stationären Hohlraumstrahlung der 

1) Ann. d. Physik IV, Bd.6, 1901. 
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Gleichung (111) genügt, ist ein als Stefan-Boltzmannsches 
Gesetz bekanntes Grundgesetz in der Theorie der Strahlung. 
Da die Gleichung auf der Beziehung zwischen Energiedichte und 
Druck beruht, stützt die Erfahrung unsern Wert der Druckkräfte. 

Zu 5. Die Kraft (109) besteht auch im Vakuum. Das ist ein 
Satz ohne Rinll. solange man nicht im leeren Raum etwas auf­
weist, das sieh bewegen kann, - m. a. W.: das sich in seinen 
einzeln!:'n Teilen durch Raum und Zeit verfolgen läßt. 

Überblickpll wir die Fälle, in denen die Maxwell-Hertzschen 
Gleichungen versagen, so zeigt sich, daß gerade im Vakuum 
(oder der in ihren Konstanten vom Vakuum kaum unterscheid­
baren Luft) die Fnvereinbarkeit von Theorie und Erfahrung 
am deutlichsten wird. -- im vollen Gegensatz zu den Fällen, wo 
die Gleichungen für ruhende Körper sich als unzulänglich er­
wiesen. Diese betrafen ausschließlich gewisse Vorgänge in wäg­
baren Körpern, und deuteten mehr auf eine Unvollständigkeit 
als auf einen Fehler der Theorie. Jene aber rühren an die Grund­
lagen der Theorie; das zeigt sich in schärfster Form an der zuletzt 
besprochenen Kraft. Hertz sagt am Schluß seines Aufsatzes 
"Über die Grundgleichungen der Elektrodynamik für bewegte 
Körper": "Die richtige Theorie dürfte eine solche sein, welche 
in jedem Punkte die Zustände des Äthers von denen der ein­
gebetteten Materie unterscheidet." Die Entwicklung der Elektro­
dynamik nach Hertz stellt sich als Ausführung des hier auf­
gestellten Programms dar. Diese Entwicklungsreihe darzustellen, 
soll im folgendpn unsre Aufgabe sein. 

Fünftes Kapitel. 

Weitere Entwicklung der Maxwellschen Theorie. 

§. 1 Die G-rundlngen der Lorentzsehen Elektronentheorie. 
A. Unter den Versuchen, die Mängel der Maxwellschen Theorie 

zu beseitigen, nimmt die Theorie von H. A. Lorentz eine hervor­
ragende Stelle ein1 ). ] hre Grundlagen sind von zweierlei Art: 
1. Träger des elektromagnetischen Feldes ist ein überall vorhande­
ner, in absoluter Ruhe verharrender Äther; er tritt in Wechsel-

J) Zusammenfassende Darstellungen von H. A. Lorentz: Enzyklopädie 
der mathem. Wissenseh. V, 14, 1903, und Theory of electrons 1906. 
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wirkung mit der Materie ausschließlich durch deren elektrische 
Ladungen. 2. Die Elektrizität hat atomistische Struktur. - Die 
zweite Annahme hat der Theorie den Namen Elektronentheorie 
verschafft. Sie kommt aber nicht in Betracht für ein großes An­
wendungsgebiet, welches vielmehr Folgerungen aus der ersten, 
noch näher auszuführenden Annahme enthält. Gerade diese 
Folgerungen werden uns vorzugsweise beschäftigen. Die An­
nahmen zu 1. sind die folgenden 1) : 

a) Im reinen Äther sind die Grundgleichungen dieselben, welche 
auch nach Maxwell im leeren Raum gelten: Das Feld wird durch 
zwei Vektoren (;l; und ~ 1 dargestellt; zwischen ihnen bestehen 
die Wechselbeziehungen . 

iJ~ 
c'rot ~l = 80Bt ' (la) (2) 

durch sie drückt sich die Energie des Äther-Feldes aus als 

W1=Jw1·dT; Wl=~8o(;l;2+~~f.to~i. (3) 

Nach (la) und (2) breiten sich elektromagnetische Felder im 
Äther als Transversalwellen mit der Geschwindigkeit 

aus. 

c 
ao=-,~ 

V 1'0 6 0 

b) Die einzige Veränderung in diesen Gleichungen, welche der 
Anwesenheit von Materie entspringt, besteht darin, daß auf der 
rechten Seite von (la) der Konvektionsstrom bewegter elektri­
scher Ladungen hinzutritt. Ihre Dichte sei (!l> ihre Geschwindig­
keit tJ; dann tritt an Stelle von (1 a) die allgemeingültige 
Gleichung 

(1) 

Aus der Bedeutung von Ih und tJ folgt, daß 

~f (!l,d-c=-f (!ltJN·dS oder ~~=-div(lhtJ) (4) 
o 

ist; denn jede Seite der ersten Gleichung drückt die Zunahme des 
Elektrizitätsinhalts des Raumes -c in der Zeiteinheit aus (Konti-

1) Entsprechende Größen der beiden Theorien sind durch gleiche 
Buchstaben bezeichnet; ist die Bedeutung nicht gleich, sondern nur 
ähnlich, so ist dies durch den Index 1 angedeutet. 
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nuitätsgleichung). Nach (1) ist aber 

div (121 b) = ~t- div (Eo 0::) . 

DementRprechend wird gesetzt: 

div (Eo~) = 121 

und ebenso, in Übereinstimmung mit (2): 

div (,uo .\l1) = O. 

303 

(5) 

(6) 

Gleichung (1) ::;tellt die Wirkung dar, welche die Materie im Äther 
hervor bringt. 

c) Die Wirkung, welche sie erleidet, besteht darin, daß der 
Äther auf ein Teilchen, welches die Ladung 121' dr trägt, die 
Kraft f I . dr ausübt, wo 

f1 '=e1{~+ [~,uO.\lll} (7) 

ist. 
Hiermit sind die Grundannahmen erschöpft. Wir ziehen 

einige allgemeine Folgerungen. 
Die Ar bei t der Kräfte f l' für die Zeiteinheit und den Raum r 

ben~chnd" j"t 

Bildet man aber 
,1 1 = J f 1 b . dr = J 121 ~ b . dr. 

(1) . ~ • dr + (2) • .\l1 . dr, 

und integriert über r, so ergibt sich nach (0') und (3): 

JiS1N.dS= 0:1 + Je1b~.dr, 
(' 

wo 

Also j"j, 

j' (IW1 
Al t- SlN·dS occc -- Tt-· 

o 

(8) 

(!J) 

Baßt mau das ganze l!'eld ins Auge, so verschwindet das Ober­
flächenintegral, und (9) sagt aus, daß die Arbeit der Kräfte f 1 aus 
der Energie W 1 des Äthers geschöpft wird. Zwischen zwei Teilen 
des Feldes aber, die durch die Fläche S geschieden sind, findet 
weiter ein Energil'austausch statt durch die Energieströ­
l1l ung !SI' 
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Um die resultierende Kraft 

zu erhalten, bilden wir 

und erhalten: 

[so rot ~. ~] + So div ~. ~ + [/to rot S)1 . S)1] + .uo div S)1 . S)1 

=~:o {[~~ S)1]_[8~l ~J}+e1{ ~+r: /tOS)lJ} 
I 061 f 

= ag Tt+ l' 
Eine beliebige Komponente der linken Gleichungsseite läßt sich 
in ihrem elektrischen Anteil auf die Form von Kap. I, (38), (39) 
bringen, und entsprechend in ihrem magnetischen Anteil. Die 
Integration über r ergibt dann nach dem Muster von Kap. I, 
(41 b), (39a): 

~1 = Sk dr=- :tS ;; dr+ Spf·dS, (0) 
o 

pf=-! (cOQ';2 +/toS)i)n+ cOQ';N'Q'; +/tOS)lN'S)l , (11) 

wo n den Einheitsvektor in der Richtung von N bezeichnet. 
Ebenso ergibt sich das resultierende Drehmoment. 

o [. 6'1 9(1= S[tfl]·dr=-ßTf.t aLdr+S[tpf]dS. (2) 
o 

Für das vollständige Feld verschwinden die Oberflächen­
integrale in (10) und (12); aber trI und 9(1 werden nicht Null. 
In anderer Fassung: zerlegt man das vollständige Feld durch eine 
Fläche S, so werden die beiden resultierenden Kräfte und Dreh­
momente nicht entgegengesetzt gleich; die Kräfte f 1 gehorchen 
nicht dem Newtonschen Gegenwirkungsprinzip. (Es sind Kräfte, 
die der Äther auf die Materie ausübt; auf den Äther aber wirken 
keine Kräfte.) 

Bezeichnen wir der Kürze wegen 

(3) 
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so haben wir: 

iJ1 = - O~l + fpf ·dS, S)(l = - aiJ~l + f[rpf] dS (14) 
o 0 

und für das vollständige Feld: 

Cl: __ iJ@l(15a)·,m iJ IDl(15b) 
'01 - iJt ~tl = - iit . 

Nun ist nach mechanischen Prinzipien die resultierende Kraft 
gleich der Zunahme des Impulses (oder der Bewegungsgröße) 

@o ~ L'(mb), 

und das resultierende Drehmoment gleich der Zunahme des 
Impulsmoments oder Drehimpulses 

IDo = L' [r mb] 

in der Zeiteinheit, wo die m Massen bezeichnen: 

iJ1 = ~~o , S)(1 = °iJ~o . 

Beide Zunahmen sind Null für ein vollständiges System. Unser 
System, das aus Äther (Feld) und Materie besteht, läßt sich 
daher dem Schema der Mechanik einordnen, wenn man dem 
elektromagnetischen Feld neben einer Energie W 1 auch einen 
Impuls @1 und einen Drehimpuls IDI zuschreibt. Denn es ist 

Zur Veranschaulichung diene folgendes Beispiel: Zwei parallele 
Platten A und B von der Fläche L' stehen sich in einem Abstand b 
gegenüber. Von A gehe normal in der Richtung nach 
unveränderliche Strahlung 6 1 aus, 
und zwar während der Zeit von 
t = 0 bis t = t1 , wo 

b 
t <-I ao 

sein soll. Zu einer Zeit t, welche 
diesem Intervall angehört, be­
findet sich die Strahlung voll­
ständig innerhalb eines Raumes 7:, 

s 
Abb.38. 

Beine 

der A einschließt und Bausschließt (s. Abb.38). Da auf den 
Äther keine Kräfte wirken, können wir iY1 als die Kraft berech-

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 20 
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nen, die auf A wirkt. Da der Zustand von Aals unveränder. 
lich voraußgeßetzt wird, und ein Feld nur auf der Vorderßeite 
von A vorhanden sein ßoll, ißt nach (10) 61 = P~ E, und da die 
Strahlung als Tranßverßalwelle fortßchreitet, ist nach (11) p~ 
nach - x gerichtet und vom Betrag 

Also: 

61=- eil E. 
ao 

Die elektromagnetische Bewegungsgröße @1 nimmt aber in der 
Zeit 1 zu um den Beitrag eines Zylinders von der Grundfläche E und 

der Höhe ao; d. h. ao~l ist nach + x gerichtet und hat den Betrag 

'ei ' , ei ' 
~-2Jj. ao}; = i ~. }; • 
ao ao 

So ist Gleichung (I5a) erfüllt. Während der Zeit von t = t1 

bis t =}1_ befindet sich die Strahlung zwischen A und B; 
ao 

keine der heiden Platten erfährt eine Kraft; die Strahlung ändert 
ihren Platz, aber nicht ihr Volumen; @1 bleibt unverändert; 

(I5a) nimmt die Form 0 = 0 an. Während der Zeit von t =. b. 
rto 

bis t = .!. + t1 verschwindet die Strahlung in der, als vollständig 
rto 

absorbierend vorausgesetzten, Platte B. Auf B wirkt eine Kraft 

~l=+§E 
rto 

und zugleich ist 

B. Wenn wir remanente Magnetisierung ausschließen, lauten 
die Maxwellschen Gleichungen: 

a~ 
c'rot~ = e -aT +,3 

- c . rot (t =.u ~~. 
ot 

div (e Cl:) = (! , 

div (.u~) = 0 

und der Vergleich mit (1), (2), (5), (6) zeigt: die Lorentzschen 
Gleichungen gehen formal aus den Maxwellschen hervor, wenn 
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man in diesen 

8 = 80, # = #0' ~ = ~l> ,S' = 1?!1J, (2 = (21 

setzt. Wird daher die Aufgabe gestellt, aus gegebener Verteilung 
und Bewegung der Elektrizität das Feld abzuleiten, so können wir 
die allgemeine Lösung unmittelbar aus den Formeln (8) (9) (11) 
(16) (17) des Kap. IV, § 1 ablesen, bei deren Herleitung, wie hier, 
8 und # als konstant im ganzen Raum vorausgesetzt ist. So er­
halten wir: Das Feld leitet sich aus den verzögerten Potentialen 
~ und f{! ab gemäß den Gleichungen: 

1 8& 
~=-c8t-J7f{!, 

1 
~=~~f(!?1b)t=_~u'd7:, ~=~f((h)t-U.~'d7:, ao= -=~-=c J(16) 

4nc r ot ot 4nso r 1/8 0,",0 • 

Daß dort a, hier aber ao als Ausbreitungsgeschwindigkeit 
erscheint, liegt daran, daß dort (2 und ,S', hier (21 und (21 1> als ge­
geben betrachtet wird. Tatsächlich gegeben sind die erstge­
nannten Größen; die (21-Werte dagegen sind erst durch das sich aus­
breitende Feld bestimmt gemäß Gleichung (5). Die vorstehenden 
Gleichungen enthalten daher nur eine Scheinlösung. Andrerseits: 
die Formeln des Kap. IV setzen voraus, daß der stationäre Wert 
SD = 8 ~ auch für beliebig schnell veränderliche Felder richtig 
ist. Daß dies nicht zutrifft, wurde bereits in Kap. IV, § 7 aus­
gesprochen. Nur in dem Fall, wo die beiden Theorien identisch 
werden, sind die Lösungen ihrer Grundgleichungen zugleich 
richtig und ausreichend; das ist der Fall der Ausbreitung im leeren 
Raum. 

c. Das soeben Besprochene betrifft die Frage nach dem Feld 
bei gegebener Bewegung der Elektrizitätsträger. Das Gegenstück 
bildet die Frage: Wie bewegt sich ein Elektrizitätsträger in einem 
gegebenen Feld? Wir betrachten an dieser Stelle solche Träger, 
die aus dem Verband ausgedehnter Körper gelöst sind. Sie 
finden sich tatsächlich in hochevakuierten Räumen, mit nega­
tiven Ladungen in den Kathodenstrahlen, mit positiven in den 
sog. Kanalstrahlen; ferner mit beiderlei Ladungen in der Um­
gebung radioaktiver Körper als ß- bzw. oe-Strahlen. 

a) Ein Teilchen mit der Ladung e1 , der Masse m und der an­
fänglichen Geschwindigkeit IJ parallel zu x bewege sich in einem 

20* 
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gleichförmigen elektrischen Feld @:o, das parallel zu y sei. Die 
Bewegungsgleichung ist: 

db 
md(=el~O . 

Die Bewegung ist die eines im Schwerefeld horizontal geschleu­
derten Körpers. Die Bahn ist eine Parabel mit der Gleichung 

2 m 
x 2 = ~I ~ - v2 • Y . 

1(\;01 e1 

b) Das Teilchen bewege sich in einem gleichförmigen, zu y 
parallelen magnetischen Feld ~o. Die Bewegungsgleichung ist: 

db [b J" m dt = e1 o-cP,o ~o . 

Die Beschleunigung ist also normal zur Bewegungsrichtung und 
zum Felde. Daher ist erstens der Betrag der Geschwindigkeit 
konstant, und erfährt zweitens die zu ~o parallele Geschwindig­
keitskomponente keine Veränderung. Sei der Einfachheit wegen 
die Anfangsgeschwindigkeit normal zu ~o (parallel zu x). Dann 
bleibt \.J y = O. Der Träger durchläuft eine Bahn in der xz­

Ebene mit konstanter Geschwindigkeit. Die Bahn ist dadurch 

gegeben, daß die Zentripetalbeschleunigung ~ (r der Krümmungs-
r 

radius) den Wert 

hat. Also ist sie ein Kreis mit dem Radius 

c m 
r= -------v Po l.\lol e1 . 

Die beiden Bahngleichungen enthalten einerseits~v2,andrer­
e1 

seits m v. Werden bekannte elektrische und magnetische Felder e1 

gleichzeitig erregt, so ergibt die Beobachtung ~ und v. 
m 

Bisher haben wir die Kraft, die jetzt ~o heißen mag, lediglich 
aus dem äußeren Feld ~o bzw . .tJo berechnet. Wir haben aber 
oben [Gleichung (13), (15a)] gesehen, daß das Eigenfeld des elek­
trisch geladenen Teilchens auf dieses eine resultierende Kraft 

~l =-_iJiJ~!=-~f~; dr 
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ausübt, so daß die Bewegungsgleichung in Wahrheit lautet: 

o 
at (mb + (1) = tyo. 

Die Größe @1 hat Abraham1) für ein kugelförmiges Teilchen 
mit gleichförmiger, sei es räumlicher, sei es oberflächlicher Ladung 
und gleichförmiger Geschwindigkeit berechnet. Er fand, daß 
@1 allgemein parallel zu b ist, daß es ferner für Geschwindig­
keiten, die klein gegen ao sind, proportional mit v ist, dann 
aber schneller wächst als v, und zwar in verschiedener Weise, 
wenn die Beschleunigung tangential zur Bahn, und wenn sie 
normal zu ihr ist. Schreibt man also 

( I du ~ 
m+m)a:t=uo, 

so ist für transversale Beschleunigungen, wie sie in den soeben be­
sprochenen Versuchen vorkommen, m' eine bestimmte Funktion 
von v, die für v ~ a o in eine Konstante übergeht. Die Versuche 
sind von W. Kaufmann an ß-Strahlen angestellt2). Er fand, 

daß der Faktor von !~ tatsächlich keine Konstante ist, und daß 

er durch die Abrahamsche Formel dargestellt wird, wenn man 
m = 0 setzt, d. h. wenn man annimmt, daß die Träger der nega­
tiven Ladung nur eine elektromagnetische Masse, aber neben 
dieser keine "wahre" Masse besitzen. Wir führen die Rechnung 
nicht durch, da spätere Messungen gezeigt haben, daß die Lorentz­
sche Theorie und die aus ihr abgeleitete Abrahamsche Formel 
den Tatsachen nicht vollkommen gerecht werden (s. § 3, 4). Auch 
in der berichtigten Theorie behält aber der untere Grenzwert von 
m + m', die Ruh m ass e mo, seine Bedeutung. Bei allen freien 
Trägern negativer Ladungen hat sich der Wert 

e =1766.107 
m o ' 

in c. g. s.-Einheiten ergeben. (Für e1 ist hier und im folgenden e 
geschrieben. ) 

Die Methoden, nach denen die Größen e und mo einzeln 
bestimmt wurden, können hier nur angedeutet werden. An 
negativ geladenen Nebeltröpfchen, die unter der gemeinsamen 

1) Ann. d. Physik, IV, Bd. 10. 1903. 
2) Göttinger Nachrichten 1903, Heft 3. 
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Wirkung der Schwere und eines vertikalen elektrischen Feldes 
fallen oder steigen, kann ihre Ladung bestimmt werden. Sie 
erwies sich stets als ganzzahliges Vielfaches der Elementar­
ladung 

e = - 1,592 . 10-20 C. g. s. 

Bezeichnet man ferner mit L die Loschmidtsche Zahl, 
d. h. die Anzahl tatsächlicher Atome, die in einem Gramm­
atom, - etwa die Anzahl H-Atome, die in 1,008 Gramm Wa!3ser­
stoff enthalten i!3t, und mit e die Ladung eines einwertigen Atoms, 
so ergibt die Elektrolyse [vgl. Kap. IH, (44)]: 

L!el = 9649,4 c. g. s. 

Setzt man hierin für lei den obigen Wert, 130 folgt 

I - = 1650.10-24 g L' , 

und die!3 i!3t in guter Übereinstimmung mit den Werten, die aus 
einer Reihe anderer Er!3cheinungen abgeleitet sind. Man nimmt 
an, daß die obige Elementarladung allgemein die kleinste 
Elektrizitätsmenge il3t, und nennt das negative e ein Elektron.-

e 
Aus - und e folgt: 

m o 

Aus: 
mo = 0,9016' 10-27 g , 

le 9649 
mH = 1,008 und e = 1 766.107 

m,o ' 
folgt: 

'!"'H = 1845. 
m o 

Die Masse eines Elektrons ist also sehr klein gegen die Masse irgend 
eines Atoms. - Die seitliche Ablenkung der Kathodenstrahlen 
bildet das weitestreichende Mittel zum Nachweis sehr schnell 
wechselnder Felder. 

Als einfachstes Modell einer punktförmigen monochroma­
tischen Lich tq uelle erscheint jetzt ein einzelnes Elektron, das 
pendelartige Schwingungen gemäß der Gleichung 

t = ~{ . sin v 0 t 

ausführt. Damit solche zustande kommen, muß eine Kraft vor­
handen sein, die in der Art elastischer Kräfte das Elektron in eine 
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bestimmte Ruhelage treibt; d. h. die Bewegungsgleichung muß 
sein: 

a 2 

wo - =v~. 
m 

[Die Bewegungen werden als hinlänglich langsam vorausgesetzt, 
so daß m eine Konstante (= mol ist.] Über die Herkunft der Kraft, 
die als quasielastische bezeichnet wird, gibt die Theorie keine 
Rechenschaft. Sie muß also die Schwingungsbewegung als ge­
geben hinnehmen; wohl aber kann sie über die Änderung der 
Bewegung unter gewissen Bedingungen Auskunft geben: Das 
Elektron werde in ein gleichförmiges äußeres magnetisches Feld 
~o gebracht. Dann verwandelt sich die Bewegungsgleichung in: 

dt 
wo tJ = dt. 

Sei ~o parallel zu z, und werde zur Abkürzung 

ejtoS'Jo. = b 
cm 

gesetzt; dann haben wir also: 

d 2 x _ 2 dy. 
dt2 --vox+ b dt' 

Die Integration ergibt: 

x = A cos (v j t + IX) + B cos (v2t + ß), 

y = - A sin (v1 t + IX) + B sin (v2t + ß), 

z = C cos (vot+ y), 

wo 

während ABCIXßy willkürliche Konstanten sind. 
Das bedeutet: eine geradlinige Schwingung parallel zum 

Felde ~o mit der ursprünglichen Frequenz vo; zwei entgegen­
gesetzt zirkulare in der zu ~o normalen Ebene mit den Frequenzen 
VI und v2• Es sei ~o. positiv; da e negativ ist, so ist dann b ne­
gativ, also VI die kleinere, v2 die größere Frequenz. Die Kreis­
bahn mit der Frequenz VI wird aber in der Richtung von + y 
nach + x, also im negativen Umlaufssinn bezüglich + z durch­
laufen, die Bahn von der Frequenz V 2 im positiven. Zusammen-
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gefaßt: die zirkulare Bewegung mit der Frequenz VI < Vo ver­
läuft im negativen Sinn um s)o, diejenige mit der Frequenz 
v2 > Vo im positiven Sinn. Da stets b <{:: Vo ist, so ist mit genügen­
der Annäherung: 

Das Feld, welches diese Schwingungen erzeugen, kennen wir 
bereits: jeder einzelnen ihrer rechtwinkligen Komponenten ent­
spricht ein Feld der Art, wie es in Kap. IV (43) u.folg. angegeben ist. 
Wir haben uns lediglich unter dem Stromelement (dort iI) jetzt 
ein Elektron e zu denken, das sich auf der kleinen Strecke I hin 
und her bewegt. Das Feld breitet sich in großen Entfernungen 
(groß gegen die Wellenlänge) als transversale Welle aus 
(a. a. O. unter a). Daher kommen für das, was man von + z 
aus beobachtet, nur die Schwingungen parallel zu x und y in 
Betracht. Licht von der ursprünglichen Frequenz Vo erscheint 
also aufgespalten in rechts-zirkulares von der nach rot verschobe­
nen Frequenz VI und linkszirkulares von der nach violett ver­
schobenen Frequenz v2• - Normal zu ~o (etwa in der Richtung 
x) gesehen aber, erscheint es aufgespalten in drei geradlinig pola­
risierte Ailteile: einen von der Frequenz vo, für welchen der elek­
trische Vektor in der Richtung von ~o liegt, und zwei von den 
Frequenzen VI und V 2 , für welche er normal zu ~o liegt (in der 
Richtung y). - Alles dies ist von Zeeman an den D-Linien des 
leuchtenden Natriumdampfs entdeckt worden. Der aus den 

Beobachtungen abgeleitete Wert von -~ war ferner in genügender 
m 

Übereinstimmung mit dem oben angeführteni). - Weitere Unter­
suchungen haben aber gezeigt, daß im allgemeinen (u. a. auch 
beim Natriumdampf) eine Aufspaltung der Spektrallinien in 
mehr - häufig viel mehr - als drei Linien erfolgt. Diesen Tat­
sachen gegenüber versagt nicht nur das einfachste Bild, das 
unsern Rechnungen zugrunde lag: ein einziges Elektron, un­
beeinflußt von anderen Ladungen. Auch durch irgend welche 
allgemeinere Annahmen hat die Lorentzsche Theorie die Gesetz­
mäßigkeiten, welche die Liniengruppen aufweisen, nicht erklären 
können. 

1) Phil. Mag. V, Bd.43-45, 1897}8. 
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~ 2. LOl'eutzsche uud ~Iaxwellsche Theorie 
für ruhende Körper. 

313 

A. Vergleiehell wir die Grundlagen der Lorentzflchen Theorie 
nun mit den Max\\dl~chen Gleichungen, und zwar zunächst 
für den Fall, daß nirgend:,; Bewegungen ausgedehnter greifbarer 
Körper vorhanden Kind. Dafl tJ unserer Gleichungen bedeutet 
dann die Get>ehwindigkeit der Elektrizitätsträger gegen die als 
ganzes ruhende Mat81'ie. Die Gleichungen für den leeren Raum 
zeigen, daß dort ~ und S) I mit den Max\vellschen Feldstärken ~ 
und SJ gleichlH'deutend sind. Diese Gleichsetzung können wir 
auch im Mat!'rie-prfüllten Raum aufrecht erhalten, solange ei-! 
Rich um Körper handelt, die weder temporäre, noch permanente 
Magnetü;ierung l)('~;itzen. Die Gleichung (1) zeigt dann, daß in 
dem KOllvpktions8trom el tJ der Leitungsstrom 3 und die zeit-

lich!' Ändenlllg der elektrischen Polarisation aa~ zusammenge-

faßt sind. wo 
(17) 

[Kap. L §;) (,)7)]. Gleichung (5) zeigt, daß el nicht die Dichte 
der wahren, :-mndern die der freien Elektrizität ist; s. Kap. I, 
(49) his (51). -- Lassen wir magnetisch polarisier hare und 
(oder) permam'nt magnetische Körper zu, so nötigt uns Gleichung 
(6). allgemein unter 110.\)1 die Induktion zu verstehen, also 

110~1 =~~ =f1o~ + 9)(1 (18) 

zu setzen, wo l wie in Kap. II, § 9 B], 9)(1 die freie Magnetisierung 
hezeichnet. Führpt1 wir (18) in (1) ein, so ergibt sich: 

_ a~ C \lH 
('. I'Ot.p = Eo -at + el tJ - flo rot ;JJ~I' (19) 

Damit dies mit der Maxwellschen Grundgleichung übereinstimmt, 
muß der allgemeiImte Ausdruck des Konvektionsstroms in ruhen­
den Körpern sein: 

_ ~ a~. + c \n~ !h U -- c\5 +tit flo rot ;1J~1 • (20) 

Zm;ammengefaßt: der Lorentzsche Ansatz (1), (2) läßt sich in die 
Maxwcllsche Form: 

c; _ ~ + a~ (21) c . rot 4' - c\5' 7ft ' 

alS --- c·rot ~ = ~ at (22) 
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bringen, wenn man zwischen beiden Gleichungsgruppen die Be­
ziehungen (17), (18) (20) annimmt. Von diesen sind (17) und (18) 
bloße Definitionen; (20) wird zu rechtfertigen sein. 

Die Größen 

und 
. I ,\1 

el tJ = hm -.- L.; el tJ , 

auf die aus den Beobachtungen geschlossen werden kann, be­
trachten wir als Mittelwerte, gebildet für einen sehr kleinen 
Raum T, in welchem aber noch sehr viele Teilchen (Molekein) 
enthalten sind. So sind wir bereits in Kap. I, § 5 verfahren, um 
uns die elektrische Polarisation zu veranschaulichen. Auf die 
dortige Darstellung nehmen wir für das folgende Bezug. - Der 
Mittelwert q einer Größe q, die für jede einzelne Molekel einen von 
Null verschiedenen Wert hat, stellt sich einfach dar als die durch T 

dividierte Summe der q-Werte für alle in T vorhandenen Molekein : 

- I" q =T L.;q, oder kürzer geschrieben: q = }; q . 
r 1 

Bei einer Größe q aber, die sich für jede einzelne Molekel aus ent­
gegengesetzt gleichen Beiträgen zusammensetzt, entsteht q ledig­
lich aus den Anteilen der die Oberfläche von T schneidenden 
Molekeln, und es ist - s. Kap. I, (55), (56) - für ein skalares q: 

q =-div ~'(qt). 
1 

Bei unserer Aufgabe liegen nun drei Möglichkeiten vor: 
a) Für jede Molekel ist 

Dann ist 
.E el =1= 0 , .E el tJ =1= 0 . 

Ih a = 2 el == e ; 
1 

(eI tJ )a = 2.' el tJ == S . 
1 

b) Für jede Molekel ist 

Dann ist 
.E el = 0 , 1.' el tJ =1= 0 . 

elb = - div.2) el t = - div ~ ; 
I 

( ) ,\"1 8\ß 
!h tJ b = ..::... el tJ = Bi . 

1 

(23) 

(24) 

(25) 
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c) Für jede Molekel ist 

17 e1 = 0 , 17 e1 tJ = 0 . 

In diesem Fall soll weiter vorausgesetzt werden, - wie es etwa 
für zwei entgegengesetzt geladene, axial-symmetrische Schalen 
zutrifft, die gegen einander rotieren -: 

17 e1 t = 0; 17 e1 x 2 , 17 e1 x Y , . . . unabhängig von der Zeit. 

Dann ist also: 

17 e1 xtJ", = 0; 17 e1xtJy + 17 e1y tJ", = 0; 17e1xtJz + 17e1ztJ",=0; ... 

Diese Annahmen ergeben: 

eIe = - div 17 e1 t = 0, 
1 

(eI tJ",)e = - div 17 e! tJ",t 
1 

=-{8: 1.,;'e1 tJ",x + 8~ 2)e1 tJ",y + ;z2)e1 tJ",z} 
1 ] 1 

81" 81" = 82-.L.J (eI xtJ lI - e1ytJ",) - 8z "2.L.J (eIztJ",- e1 xtJ z). 
y 1 1 

Dies kann geschrieben werden: 

und also allgemein: 

(eI tJ)e = ~ rot ~JRl' 
110 

gesetzt wird. 

= ~- (rot 9)(:1)'" , 
110 

wenn 

Faßt man alle Beiträge zusammen, so ergibt sich: 

el=e-div~, also e=div(eo@;+~)=div~; 

e1 tJ = S + 88~- + ~ rot 9)(:1' d. h. (20) . 
110 

(26) 

Demnach bedeutet die durch (23) definierte Größe e die wahre 
elektrische Dichte; das durch (24) definierte S den Leitungsstrom ; 
das durch (25) definierte ~ die elektrische Polarisation; das durch 
(26) definierte 9)(:1 die freie Magnetisierung. Die Molekeln mögen 
danach heißen: a) Leitungsmolekein, b) Polarisationsmolekein, 
c) Magnetisierungsmolekein. 

Die Bewegung der Elektrizitätsträger, und damit nach (20) 
die S, ~ und 9)(:1 müssen wir uns als Wirkung der Kräfte h vor-
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stellen. Die Kraft auf die freie Elektrizität e1 ist nach (7) und (18): 

{ [" ~) 

el~+l-~)Blf' 
Zunächst eine Bemerkung bezüglich der Größenordnung der 

beiden Glieder. Im allgemeinen werden sich in Isolatoren elek­
trische und magnetische Energie an jeder RaumsteIle als von 
gleicher Größenordnung erweisen, was wir bezeichnen wollen 
durch: 

Dann ist 'lU! 
'~I,.....,L:{)~ .. 

c ' 
also 

b )!l 
~ ~, . sobald I \.l ! ~ ao c 

ist. - Wo im folgenden Größenordnungen abzuschätzen sind, 
werden Geschwindigkeiten \.l (oder tu) stets, wie hier, in der Ver-

bindung ~ (oder ~) auftreten, und es wird sich stets um das 

Verhältnis von b (tu) zur Lichtgeschwindigkeit handeln. 
Wenn wir später der Kürze wegen von großen oder kleinen 
Geschwindigkeiten sprechen, so ist dieses Verhältnis gemeint. 

Wir wollen nun die einfachsten möglichen Annahmen machen: 
a) Die Geschwindigkeit \.l der Leitungsmolekein soll erstens sehr 

klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sein und zweitens der Kraft 
proportional, - womit reibungsartige Gegenkräfte und Behar­
rungszustand vorausgesetzt sind. Dann wird erstens die Kraft 
= e1 ~, und zweitens 3 proportional mit ~. Wir schreiben: 

3 = a~. (27) 

b) In den Polarisationsmolekein bringen, da 1: e1 = 0 ist, die 
Kräfte fl keine Gesamtbewegung hervor. Die Polarisation können 
wir nach Kap. I, (54), (55) schreiben: 

~ = 17l e1 1 1. 
1 

Wir nehmen sie als langsam veränderlich an, so daß die Kraft 
wieder e1 Q; wird, und setzen die Abstände 1 der ± e proportional 
der Kraft, - womit elastische Gegenkräfte und quasistationärer 
Zustand vorausgesetzt sind. Dann wird ~ proportional mit Q;. 

Wir schreiben: 
(28) 
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c) In den Magnetisierungsmolekein wollen wir, - ohne daß 
uns die Theorie dafür einen ausreichenden Anlaß gibt, - die freie 
Magnetisierung im! proportional mit 58 annehmen. Dann wird 
nach (18) ~ proportional mit ~. Wir schreiben: 

58 = ft ~ . (29) 

Führt man die Annahmen (27), (28), (29) in (1), (2), (20), (17), 
(18) ein, so werden die Feldgleichungen identisch mit den Max­
wellschen Gleichungen für nicht-ferromagnetische Körper in der 
bisher von uns benutzten Form. Wir haben aber in der un­
bestimmteren Form (21), (22) einen elastischen Rahmen, dem wir 
durch allgemeinere Beziehungen zwischen 

S, I,ß = ~ -eo~, im! =58 -fto~ 
einerseits und ~, ~ andrerseits einen vermehrten Inhalt geben 
können. 

Hierbei ist zu bemerken, daß die Art, in welcher der Vektor 
im! in die Lorentzschen Gleichungen eingeht, der Durchführung 
der Lorentzschen Theorie Schwierigkeiten bereitet hat. Es hängt 
dies damit zusammen, daß, sobald im! =1= 0 ist, die Gleichungen 
nicht mehr symmetrisch sind bezüglich der elektrischen und der 
magnetischen Vektoren. Dieser Umstand erschwert zugleich den 
Vergleich mit den Maxwellschen Gleichungen. Wir werden uns 
daher hier auf die Behandlung des Falls im! = 0 beschränken, 
d. h. tatsächlich auf Körper ohne temporäre oder permanente 
Magnetisierung, theoretisch auf Leitungs- und Polarisations­
molekein. 

Man macht die allgemeine Annahme: in einer Molekel sind 
stets die Elektronen - I e I vorhanden, welche die Kathoden- und 
ß-Strahlen bilden; außerdem Atome, beladen mit beliebigen Viel­
fachen von ± e. Man spricht von Leitungs-, Polarisations-, 
Magnetisierungselektronen, wo wir bisher von Leitungs­
Molekein sprachen. 

B. Gemäß dem in Kap. IV, § 1 Ausgeführten und unsrer Ein­
schränkung haben wir in allen auch nur mäßig guten Leitern, 
besonders aber in den Metallen ausschließlich Leitungselek­
tronen anzunehmen. Sie sollen durch elektrische Kräfte eine 
geordnete Bewegung erhalten, die sich ihrer ungeordneten Wärme­
bewegung überlagert. Diese ungeordnete Bewegung soll von der 
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Art sein, wie sie in der kinetischen Gastheorie angenommen wird. 
Ob die geradlinigen Bahnen wesentlich durch Zusammenstöße 
mit Metallatomen oder durch solche mit anderen Elektronen 
begrenzt werden, ist für das Folgende gleichgültig. Die Atome 
dürfen wegen ihrer viel größeren Masse (s. § 1) als ruhend be­
trachtet werden. Seien also N Elektronen in der Volumeinheit 
vorhanden, und sei tJ ihre mittlere Geschwindigkeit. Dann ist 

Die 
alle 
den 

3 = !h tJ = NetJ. 

mittlere Geschwindigkeit 
Richtungen gleichmäßig 

Betrag u; die Weglänge 

der ungeordneten, 
verteilten Bewegung 

und die Zeit zwischen 

über 
habe 
zwei 

Zusammenstößen seien l und t, so daß u = + ist. Das elek­

trische Feld und somit ~ sei parallel mit x, also tJ parallel mit x, 

die x-Komponente der Beschleunigung = e(Ex , und im Mittel für 
m 

jeden Weg zwischen zwei Zusammenstößen 

\) =_~.e(Ez= le~ l\:. 
x 2 m 2 m u x' 

folglich das durch 3 = al\: definierte elektrische Leitvermögen: 
1 e2 Nl 

a=2mu· 

Es kann nun mu2 aus folgender Annahme berechnet werden: die 
Bewegung eines Elektrons besitzt 3 Freiheitsgrade (wie die einer 
starren Kugel), und die Gesamtheit der Elektronen ist bei gleicher 
Temperatur im statistischen Gleichgewicht mit jeder anderen 
Gesamtheit. D. h. die mittlere kinetische Energie ihrer Bewegung 
ist gleich der mittleren kinetischen Energie der fortschreitenden 
Bewegung von Gasmolekeln, (die ebenfalls 3 Freiheitsgrade be­
sitzt). Das ergibt: 

1 3 
-mu2 =--kT 

2 2' 

wo T die absolute Temperatur und k die Boltzmannsche 
R 

Konstante (k = L = allgemeine Gaskonstante geteilt durch 

Loschmidtsche Zahl) bedeutet. Also wird 
e2 Nlu 

a= 6kT-. 
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Nimmt man nun weiter an, daß auch die Wärmeleitung eines 
Metalls in der Übertragung der Energie der Elektronenbewegung 
besteht, so ergibt sich, wie in der kinetischen Gastheorie, das 
Wärmeleitvermögen " als 

Demnach wird 

k 
x=2 Nlu . 

(30) 

also unabhängig von der besonderen Wahl des Metalls und pro­
portional der absoluten Temperatur (Wiedemann-Franzsches 

Gesetz). Der Faktor (~Y= C~y ist eine genau angebbare 

Größe1). Die Erfahrung stimmt recht gut mit dem Ergebnis 
der vorstehenden Rechnung. Diese leidet jedoch an manchen 
Ungenauigkeiten in der Einführung der Mittelwerte; die Ver­
besserung der Rechnung verschlechtert die Übereinstimmung 
mit der Erfahrung (Lorentz). Der Gegenstand ist sehr voll­
ständig behandelt in der Enzyklopädie der mathem. Wissenseh. V, 
20: Seeliger, Elektronentheorie der Metalle. 

Wir wollen noch untersuchen, ob die in Kap. IV, § 7 erwähnten 
Versuche von Hagen und Rubens mit der Elektronentheorie 
in Einklang sind. Reinganum hat diese Frage mit Hilfe der 
soeben benutzten Vorstellung der Zusammenstöße beantwortet 2). 
Es ist aber nicht nötig, das Bild so weit auszuführen; es genügt 
vielmehr die folgende Annahme: Das Metall verhält sich wie 
ein Elektrolyt, in welchem die Metallatome das Kation, die 
Elektronen das Anion bilden, und bei dem die Wanderungs­
geschwindigkeit des ersten verschwindend klein ist gegen die des 
zweiten. Es ist hiernach: 

~=Neb; 

und wenn d die Dichte, A 
bezeichnet: 

e 
= 1,77.107 c. g. s. , 

m 

das Äquivalentgewicht des Metalls 

d 
Ne = 9650 • A c. g. s. 

1) Das Vorstehende enthält den Gedankengang der Arbeiten von 
Drude: Ann. d. Physik IV, Bd.l, 1900 und von Reinganum: ebenda, 
Bd.2. 

2) Ann. d. Physik IV, Bd. 16. 1905. 
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Dazu kommt, was die Erfahrung an stationären Strömen 
aussagt: 

wo ~ der Kraft proportional und (J eine Konstante ist. Damit 
die stationäre Geschwindigkeit diesem Gesetz folge, muß neben 
der konstanten Kraft noch ein der Geschwindigkeit proportio­
naler Widerstand vorhanden sein. Die Bewegungsgleichung 
lautet also: 

Sie hat die Lösung: 
e~ _~ 

1:J=~+ae m· 
y 

Der stationäre Endwert ist 

Ne2~ 

I:J =e~ 
1 y 

Ne 2 

was 3=--­y 
und y=~ 

a 

ergibt. Damit dieser stationäre Wert merklich auch für veränder­
liche Felder gelte, die proportional sin 'Pt verlaufen, muß offenbar 

die Zeit zwischen zwei Vorzeichenwechseln groß gegen 

d. h. 
v Ne 2 
--~-
:TC ma 

m 
y' 

sein. Das gibt z. B. für Kupfer mit den obigen Zahlen und d = 8,9; 
A = 31,7; (J = 57.10- 5 die Bedingung: 

v 1014 

.:TC.~ sec' 

in guter Übereinstimmung mit der Beobachtung. 
C. In einem Isolator, -von dessen magnetischer Polarisier­

barkeit stets abgesehen werden darf, - haben wir ausschließlich 
Polarisationselektronen anzunehmen. Ihre Ruhelage ist durch 
das Gleichgewicht zwischen elektrischer Kraft U:l und quasi­
elastischer Kraft gegeben. Ihre Bewegung erhalten wir aus 
Gleichungen von der Form: 

d2 r dr 
m dt2 = U:1-a2r- b dt ' (31) 

wo das letzte Glied eine die Bewegung dämpfende Kraft darstellt. 
Die beiden letzten Glieder bedeuten Kräfte, die außerhalb der 
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Elektronentheorie liegen; ihre Konstanten sind willkürlich. 
Durch Summation über alle Elektronen der Volumeinheit - für 
welche wir hier zunächst gleiche Werte der Konstanten an­
nehmen - gelangt man gemäß der Definition von I.ß zu einer 
Gleichung von der Form: 

d2 jß _. djß 
dt2 - ~Q; - ßI.ß - y at' (32) 

Hier ist in ~l das Glied mit )S fortgelassen, was bei den jetzt zu 
behandelnden, gegen die Lichtgeschwindigkeit verschwindend 
kleinen Elektronengeschwindigkeiten stets gestattet ist. Be­
findet sich aber der Körper in einem genügend starken fremden 
Feld )So, so kommt zu der rechten Seite von (31) ein Glied 

e l-dr ] ·e· dt )So 

hinzu, so daß an die Stelle von (32) tritt: 

d2 jß d jß [d jß ] dt2 = ~ Q; - ß I.ß - Y dT + ~ dt)So . (33) 

Setzt man die Feldgrößen proportional mit e, .. t an, so wird aus 
(33): 

('1'2 - ß - tvy) I.ß + tV~ [I.ß lBo] = - ~Q;. (34) 

Nehmen wir zunächst )So = 0 an. Die Gleichung (34) zusammen 
mit 'II = So Q; + I.ß ergibt dann: 

'II = (s) Q; , (35) 

wo (s) eine von v abhängige komplexe Größe ist. Die Gleichung 
(35) zusammen mit 3 = 0 und )S = #o,\) bildet jetzt die not­
wendige Ergänzung der Grundgleichungen (21), (22). Sie ist die 
Verallgemeinerung der Maxwellschen Gleichung: 

'II=sQ;, 

wo s eine reelle und konstante Größe bedeutet. Durch die An­
nahme von mehreren verschiedenen Arten polarisierbarer Teil­
chen kann die Verallgemeinerung noch weiter getrieben werden. 
Während der Maxwellsche Ansatz für alle ebenen Wellen eine 
Fortpflanzung mit gleicher Geschwindigkeit und ohne Absorption 
ergibt, erhalten wir jetzt eine von der Frequenz abhängige Ge­
schwindigkeit, und zugleich Absorption. Jede Art von Teilchen 
besitzt eine Eigenfre q uenz, die durch die Gleichung: 

d2 jß" 
(W. = - ßn I.ßn 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 21 
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als l' ßn gegeben ist. Diese Eigenfrequenzen bestimmen den Ver­
lauf der Dispersion und Absorption; die Absorptionsmaxima 
fallen mit den Eigenfrequenzen zusammen. 

Tatsächlich steht der allgemeine Verlauf der Dispersion als 
Funktion von v in engem Zusammenhang mit der Lage der Ab­
sorptionsmaxima. Dieser Zusammenhang wird durch die Theorie 
gut wiedergegeben. Zur Anpassung im einzelnen stehen die will­
kürlichen Konstanten unseres Ansatzes zur Verfügung. 

Bisher sind wir von der Gleichung (32) ausgegangen. Dieser An­
satz ist eine genaue Übertragung der atomistischen Annahmen, die 
bereits in die elastische Theorie mit dem gleichen Erfolg ein­
geführt waren. - Etwas neues entsteht aber im Fall eines äußeren 
Magnetfeldes 580 , Unsere Gleichungen ergeben dann erstens, daß 
sich in Richtung des Feldes nur zirkular polarisierte Wellen 
unverzerrt fortpflanzen, und zwar mit einer für die beiden Um­
laufsrichtungen verschiedenen Geschwindigkeit. D. h. sie liefern 
die von Faraday entdeckte magnetische Drehung der Polarisa­
tionsebene. Sie ergeben ferner, daß die Absorptionslinien auf­
gespalten werden in der gleichen Weise, wie wir es für die Emissions­
linien abgeleitet haben. Das ist der sog. inverse Zeeman­
Effekt, den Zeeman ebenfalls entdeckt hatI). 

Nach dem bisher erwähnten erscheinen unsere atomistischen 
Annahmen im wesentlichen als richtig, - freilich als unvollständig, 
insofern sie Kräfte einführen, von denen sie keine Rechenschaft 
geben. In Wahrheit aber steht es ungünstiger für die Theorie. 
Die Linienspektra glühender Gase und Dämpfe zeigen in ihren 
Serien strenge Gesetzmäßigkeiten; die Schwingungszahlen der 
einzelnen Linien erweisen sich als Differenzen ganzzahlig gebilde­
ter Terme. Das gleiche gilt von den magnetischen Aufspaltungen 
der Spektrallinien. Die Begründung dieser Gesetzmäßigkeiten 
entzieht sich jeder Theorie, die auf der Mechanik schwingungs­
fähiger Gebilde aufgebaut ist, und somit auch der Lorentzschen 
Elektronentheorie. Hier setzt grundstürzend die Quanten­
theorie ein. Sie steht noch in voller Entwicklung 2). 

D. Wir wollen noch klarstellen, wie sich die Kräfte f 1 der 
Lorentzschen Theorie zu den f der Maxwellschen Theorie ver-

1) Nähere Ausführungen bei Lorentz: Theory of Electrons, Chapter IV. 
") Siehe Sommerfeld: Atombau und Spektrallinien. 
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haltml. Dazu betrachtell wir einen Fall, in welchem einerseits 
die Maxwellschell Kräfte zweifelfrei den Ausdruck der Erfahrung 
bilden, und anderenmits für die Lorentzsehe Theorie die oben 
erwähnte RchwierigkPit nicht in Frage kommt: das Feld soll 
stationär sein, und die Körper frei von permanenter und indu­
zierter Magnet.i;üpI'llllg. E:-; wird dann: 

L (?! Q: + [ ~ ,uoS)j. 

Diese Kräfte sind, wie sich aus Kap. I, § 5 und Kap. II, § 1 ergibt, 
den Maxwellsehen Kräften dann, aber auch nur dann gleichwertig, 
wenn es sich um starre Körper handelt, die von Vakuum um­
geben sind. Der Unterschied zwischen den Lorentzsehen Kräften 
f 1 und den Maxwellschen f beruht grundsätzlich darauf, daß jene 
Arbeit leisten, wo freie Elektrizität sich bewegt, - also auch beim 
Bestehen einpr Htrömung, beim Entstehen elektrischer Polari­
sation (und im allgemeinen Fall beim Bestehen einer Magneti­
sierung) -; daß diese dagegen nur Arbeit leisten, wo Materie sich 
bewegt. Die Arbeit. der f 1 wird aus der Energie W 1 des Äthers, die 
der f am; der (:l-et-lamtenergie W bestritten. (Die Energieabgabe, 
die der Strömung entspricht, entfällt auf W1, wie auf W; 
dort zunächst ab Arlwit, hier sogleich als Wärme gedeutet.) 

§ 3. Di(' Lorentzsehe Theorie für bewegte Körper. 
A. Die Aufgabe, aus der ursprünglich die Elektronentheorie er­

wachsen iHt, war durch die Unzulänglichkeit der Maxwel1-Hertz­
sehen CHeichllngen für bewegte Körper gestellt. Die Lösung, 
die sie biekt, ist durch die Gleichungen (1) bis (7) vollständig 
bestimmt. Es darf in die:;en Gleichungen (Jl eine beliebige Funk­
tion des Orts ,;('in; die Annahme, daß die Elektrizität atomistisch, 
aus Elektronen, aufgebaut sei, spielt in den folgenden Über­
legungen kPine Rolle mehr. 

Die Bewegung der Materie kommt in den Grundgleichungen 
dadurrh zur Geltung, daß (1) und (7) die absolute Geschwindig­
keit tl der Elektrizitätsträger enthalten. Sei nun tu die Ge­
~chwiJldigkeit. <1('1' i\faterie, \)' die Geschwindigkeit der Elektrizi­
tätstrii.gpr rplativ Zlll' Materie, dann ist 

t1 ~ Itl + \)'. 
21* 
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Hierin ist \t) eine Ortsfunktion, die wir als konstant betrachten 
dürfen, wenn wir für Raumelemente Mittelwerte bilden. Es ist 
daher mit den in § 2 benutzten Bezeichnungen: 

ei b = 1;(eI )·\1.J + 1;(tlI b'). 
1 1 

Unter der Strömung S und der Polarisation S-ß verstehen wir Ver­
schiebungen gegen die Materie. Von freier Magnetisierung 
sehen wir zunächst ab, setzen also: 

Dann ist 
~ = Po ~ oder ~l = ~ . (29a) 

\' (b') ~ + d' \ß 
~ el =~ dt' 
I 

wo, wie früher, d'S-ß die Änderung bedeutet, welche die eine sub­
stan tielle Flächeneinheit durchsetzende Polarisation erfährt. 
Also, da 

ist: 

el b = div (coQ;)· ltJ + S' + d~T· (36) 

Nach (v') ist 

d' \l3 = ?~ + div In • ltJ - rot [1tJ ~] dt at +' . 

Führt man dies nebst (29a) und (36) in (1) ein, und schreibt wieder, 
wie in (17): 

so kommt: 

c·rot~ = S + aa~ + div 'l). ltJ - rot [1tJ~]. (37) 

Dazu kommt wieder die Gleichung (2): 
aIB 

-c·rotQ;=ai. (38) 

Ersetzt man in (37) [1tJ S-ß] durch: [1tJ'l)] - [1tJ Co Q;], 

und beachtet in (38), daß div~ = 0 ist, so lassen sich diese 
Gleichungen schreiben: 

c· rot J ~ -I ~ B Q;] l = S + d' CSJ ( 37 a.) l .c 0 J dt ' 

{ 1 

ttJ l ) d' IB 
- c· rot (g + - 11. c; J ~ = --c ,"Q"1,I J dt· (38a) 
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Wie die entsprechenden Gleichungen für ruhende Körper, 
so bilden auch die jetzigen nur einen leeren Rahmen, der erst 
durch 3 Beziehungen zwischen den 5 Vektoren a; ~ S ~ )B 
einen Inhalt erhält. Die eine haben wir bereits festgelegt: 
es soll 

)B = /ko ~ 

sein. Die beiden fehlenden können wir eben so wenig allgemein­
gültig angeben, wie dies für ruhende Körper möglich war. Aber 
wir können die Frage beantworten: welches sind die Beziehungen 
für eine beliebige Geschwindigkeit tu, wenn sie für tu = 0 gegeben 
sind 1 Wohlbekannt sind sie im Fall tu = 0 für stationäre 
Felder in homogenen isotropen Körpern. Sie lauten dann: 

S = er a; , ~ = 8 a; ( oder I,ß = (c - 80) a;) , 

wo er und 8 Körperkonstanten bedeuten. Die gleichen Werte 
gelten für nicht allzuschnell veränderliche Felder. Wir fragen, 
was im gleichen Geltungsbereich für belie bige tu -Werte an Stelle 
dieser Gleichungen tritt. Die Verschiebungen der Elektrizitäts­
träger gegen die Materie, und damit die Werte von Sund I,ß, sind 
bei stationärem Zustand dadurch bestimmt, daß den elektro­
magnetischen Kräften f 1 das Gleichgewicht gehalten wird von 
Kräften, die zwischen den Elektrizitätsträgern und der Materie 
wirken. Sund I,ß werden also eindeutig bestimmt sein durch den 
Wert von fl' welches auch der Wert von tu sei. Das heißt aber 
nach (7): sie sind nur abhängig von dem einen Argument 

a;+[~)BJ. 
Dieses ist bei absoluter Ruhe der Elektrizitätsträger = a;, 
bei relativer Ruhe 

Also wird 

Und ebenso: 

I,ß = (8 - 80) {a; + [~ )BJ} . 

S = er { a; + [~ )BJ} . 

Gleichbedeutend mit (39) ist: 

~=80a;+(8-80){a;+ [~)BJ} 

(39) 

(40) 
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oder 

(39a) 

Die Gleichungen (37 a), (38a), (39a), (29), (40) wollen wir nun 
so verallgemeinern, daß sie sowohl für 

ttJ = 0 und beliebiges 9)(1' 

wie für 

9)(1 = 0 und beliebiges ttJ 

die bisherige Form behalten, für beliebiges ttJ und beliebige 
Magnetisierung aber symmetrisch bleiben. Damit weichen 
wir freilich von der Lorentzsehen Theorie ab, aber an einer Stelle, 
wo ihre Aussagen schon für ruhende Körper nicht bestimmt sind 
(s. Seite 317). Wir setzen also an: 

d'~ 
C'rot~l=3'+(rt- ) 

d'~ (41) 
-c'rot(S; =-

1 dt 

~= S(S;1 -EOflO[~~n 

)B = fl~1 + coflo [~(S;J f 
3' = a(S;l 

(42) 

(43) 

Die Gleichungen setzen voraus, daß weder eingeprägte elektro. 
motorische Kräfte, noch permanente Magnetisierung vor­
handen sind. 

Es wäre nun noch die Energiegleichung aufzustellen, und aus 
ihr das System der Kräfte abzuleiten. Es wären diese Kräfte 
und ebenso der Inhalt der Gleichungen (41), (42), (43) mit dem 
zu vergleichen, was in Kap. IV, § 9 als Inhalt der Maxwell-Hertz­
sehen Gleichungen und als Ergebnis der Beobachtungen besprochen 
ist. Dabei würde sich ergeben, daß die dort aufgeführten Wider­
sprüche zwischen Theorie und Erfahrung jetzt durchweg ver­
schwunden sind. Wir schieben jedoch dies alles hinaus. Denn 
an Stelle der beseitigten Widersprüche hat sich jetzt ein neuer 
erhoben, - und dieser trifft die Grundlage der Lorentzsehen 
Theorie. 

B. Nach der Maxwell-Hertzschen Theorie (vgl. a. a. O. unter 1) 
ist jedes starre Bezugssystem jedem andern gleichwertig. Nach 
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der LorentzilelH'll Theorie gibt es ein einziges ausgezeichnetes 
BezugssYRtem, in dem unsere Gleichungen gelten. Es ist dasjenige, 
welches wir ab ruhend bezeichnet haben. [Genau das gleiche 
bedeutet die Aussage: es ist der Äther. Denn in dem unendlich 
ausgedehnten. iiberall gleichen Äther können wir einzelne Teile 
Hicht wiedererkl'nnen: von ihrer Bewegung zu sprechen, hat keinen 
~inn. Der, ,ruhende Äther" ist nichts anderes als ein starres Bezugs­
system J. Diese Urundannahme kommt naturgemäß in den soeben 
abgeleiteten Kontinuumsgleichungen zum Ausdruck. Sie kann 
auf ihn' Zulä"sigkeit geprüft werden, indem diese mit der 
Erfahrung wrg!ichpn werden. Das ist auf vielerlei Weise ge­
schehen. VOll ent8cheidender Bedeutung für die Weiter­
pntwicklung dp1' Theorie war ein Versuch: der Michel­
HOll- Morley~dH' 11lterferenzversnch. Es liegt dies nicht 
nur an Keiner Uenauigkeit, tlon- C 

dern bet>onderK darl1ll, daß es sich 
um die Aushreitung eleH Lichts in 2 

Luft han(lelt. Hier sind 0', I,ß p 11 

und ~m1 gleich Null zu setzen, und '-<-<'------'-'-;Jf.--1",......--I B 

die besonden'll Annahmen, die wir 
über dit, Wert<~ dip"n Größen ge­
macht hahen, fallcn daher außer 
Betracht. Dt'r Vl'nmch hat es un-

f! 
Abb.39. 

mi tte I haI' mit den Grundannahmen der Lorentzschen Theorie zu 
tun. Die oft heschriebenc Anordnung ist, schematisiert, die fol­
gende (Abb. :m): Ein von Q herkommendes Parallelstrahlen­
bündel fällt unter 450 auf einen halbdurchsichtigen Spiegel A. 
Es wir(l in zwpi Anteile 1 und 2 zerlegt, die, in Bund 0 unter 00 
gespiegelt un(1 durch A wieder vereinigt, nach P ins Fernrohr 
gelangen und dort gemäß ihrem Gangunterschied interferieren. 
Die, Kchr nahe gleichen, Strecken von Spiegel zu Spiegel seien 11 

und l2' Dil' ErdgeHchwindigkeit sei 1tJ, die Lichtgeschwindig­
keit II (mit dem Betrage ao); die Geschwindigkeit der Licht­
l1usbreitung relativ znr Erde ist dann 

u' = U -- ltJ , 

die Zeit für die ~trecke 1 ü,t 

!lt'1 ' 
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der vom Licht zurückgelegte Weg: 
aol 

L= lu'j' 

Bewege sich nun die Erde in der Richtung AB; dann ist der vom 
Anteil 1 zurückgelegte Weg: 

L B = ~_l~ + _ aoL = ~~, 
ao-w ao+w 1-~ 

aö 

der vom Anteil 2 zurückgelegte, da hier u' -.l tu ist: 

L c = l7~2=-~2' 
I ag 

der Gangunterschied: 

!l=Lc-LB=-~---~-u r---- 2' l' W2 w '1--- - 1- 2 
I aö ao 

Jetzt werde der Apparat um 90° gedreht, so daß nun A 0 in die 
Richtung der Erdgeschwindigkeit fällt. Dann wird der Gang­
unterschied: 

Also ist die Veränderung des Gangunterschieds: 

Nun ist 

L1=t5f-t5=2(Zi+l2)j __ l -2-- 1-=1· 
1 - ~ 1/1 w 2 J-

a~ V - a~ 

w 
-~ 10-4 ao r'--_ • 

Vernachlässigt man die vierte Potenz dieser Größe, so wird 

L1 = (Zl + l2) (~)2 . 
Ist A die Wellenlänge des benutzten Lichts, so ist ~ die in 

Streifenbreiten ausgedrückte Verschiebung, welche das Inter­
ferenzbild durch die Drehung erfährt. - Der Apparat wird tat­
sächlich um eine vertikale Achse gedreht. Es tritt also nicht 
tu, sondern die horizontale Komponente von tu in den Gleichungen 



Kapitel V. * 3. B. 329 

auf. Ihr Betrag lind ihre Lage im Horizont wechselt mit der 
Sternzeit. Ferner tritt zu einem im Jahreslauf veränderlichen 
tu die kOllst'1nte Eigengeschwindigkeit der Sonne. - So die 
Theorie. DaR ErgebniR aller Versuche und ihrer kritischen Durch­
musterung ist, daß k!'ine Verschiebung eintrat, die auch nur 
einem Zehntel <1pr El'dgoschwindigkeit entsprochen hätte, und 
daß in den tatsächlich beobachteten Verschiebungen keine der 
zu erwartenden Gesetzmäßigkeiten zu erkennen ist. Kurz: die 
BeobachtungPll zeigen, daß das Licht sich gleichmäßig gegen­
über der Erde au"hreitet. 

Die Bew('gung der Erde setzt sich zusammen aus der Be­
wegung ihres ~1ittrlpunkts (als deren Geschwindigkeit oben tu 
gedeutet ist), lind der Drehung um ihre Achse. Der zweite Anteil 
kommt, wie wir sehen werden, bei dem Michelson-Morley­
schen Versuch deshalb nicht in Betracht, weil die beiden Licht­
wege keine Fläche !'inschlieHen: es besteht ja bereits jeder für sich 
aus einem Hin- lind l{ücklauf über dieselbe Strecke. Wir müssen 
<1180 genauer "agen: die Beobachtungen beweisen, daß das Licht 
sich gleichmäßig aw.;breitct gegenüber einem System, das die 
Translatiolll'hp\n'gung der Erde teilt. 

Das gleic'he lehrcll, wenn auch mit geringerer Genauigkeit, 
alle optischen Vorgänge, die sich vollständig an der Erdoberfläche 
(in gegen dip Erck ruhenden Körpern) abspielen. Ihnen steht 
die TatsacllP der Aberration gegenüber; wir schließen aus ihr 
(vgl. Kap. IV. ~!-l), daß das Licht sich gleichförmig relativ zu 
den :Fixsternen ausbreitet. 

Mall kann zuniü;hst denken, daß der Unterschied in den 
Lichtq uellen begründet ist: dort solche, die die Bewegung der 
Erde tpilpll. IÜ!T ,.;o\che, die sie nicht teilen. Man könnte an­
nehmen -- und W. Ritz l ) hat dies getan -, daß eine bewegte 
Lichtquelle da" Licht aUi'lsendet, wie ein bewegtes Geschütz 
sein Geschoß. Das Licht, das von Doppelsternen kommt, be­
weist aber die Unzulässigkeit dieser Annahme. Nach ihr müßte 
der Teil der Vmlaufszeit vom Punkt der schnellsten Annäherung 
an die Erde bi::; zum Punkt der schnellsten Entfernung stets länger 
erscheinon, als dpr andre Teil des Umlaufs; d. h. die Spektral­
linien müßten sieh, der Beobachtung zuwider, langsam von 

') Arm. chirn. phy~. Bd. 13. 1908. 
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violett zu rot, schnell von rot zu violett verschieben 1). Ferner haben 
Beobachtungen von Tomaschek 2) gezeigt, daß es für das Er­
gebnis des Michelson-Morleyschen Versuchs gleichgültig ist, 
ob das Licht von einer irdischen Lichtquelle oder von einem Fix­
stern herrührt. 

Man kann ferner versuchen, die Aberration anders zu deuten. 
Man kann mit Stokes die Annahme machen, daß das Licht sich 
gleichmäßig fortpflanzt in einem Medium, das an der Oberfläche 
jedes Himmelskörpers, des Fixsternes wie der Erde, haftet, während 
im Zwischenraum ein stetiger Übergang des Bewegungszustands 
stattfindet. Damit sich unter dieser Voraussetzung die Aberration 
richtig ergibt, muß man dann weiter annehmen, daß die Geschwin­
digkeit \.1 dieses Mediums ein Potential besitzt (rot \.1 = 0 ist). 
Alle diese Annahmen sind aber nicht miteinander verträglich bei 
einem Medium von unveränderlicher Dichte; man muß ihm viel­
mehr an der Oberfläche der Erde eine ungeheure Verdichtung 
zuschreiben, während man zugleich die Lichtgeschwindigkeit als 
unabhängig von dieser Verdichtung annimmP). 

Es bleibt noch eine letzte Möglichkeit, die Aberration mit dem 
Michelson-Morley- Versuch in Einklang zu bringen: Der Ver­
such ist in Luft angestellt, die die Bewegung der Erde teilt; es 
wäre denkbar - und diese Annahme liegt einem Ansatz des Ver­
fassers zugrunde -, daß er im Vakuum zu einem andern Ergebnis 
führte. Eine solche Annahme wird zwar nicht ausgeschlossen, 
wohl aber sehr unwahrscheinlich gemacht durch die Tatsache, 
daß die elektromagnetischen Konstanten (e und fl) der Gase sehr 
wenig von denen des Vakuums verschieden sind, und mit zu­
nehmender Verdünnung stetig in diese übergehen4). 

Lehnen wir alle diese Vermittlungsversuche ab, so kommen 
wir schließlich zu dem paradoxen Satz: Dieselbe Lichtaus­
breitung im Vakuum, die gleichförmig ist relativ zu 
den Fixsternen, ist auch gleichförmig relativ zur 
Erde. 

Hier ist (s. oben) unter "Erde" ein Bezugssystem verstanden, 
das bei unveränderter Achsenrichtung die Bewegung des Erd-

1) Siehe de Sitter: Physika!. Zeitschr. Bd. 14, S.429 und 1267. 1913. 
2) Ann. d. Physik, IV, Bd.73. 1924. 
3) Lorentz: Theory of electrons, Nr. 147ff. 
4) E. Cohn: Berliner Berichte, 1904. S. 1294. 
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mittelpunktH be,;itzt. Nun ist die Beschleunigung des Erdmittel­
punkts gegen die SOllne nur rund 0,6 cmjsec2, die Bewegung der 
Ronne selbst aher ist aIR unbeschleunigt zu betrachten. Der Satz 
lautet also - mit einer Verallgemeinerung, an deren Zulässigkeit 
kein Zweifel t';pill kann -: Die Lichtausbreitung im Vakuum ist 
gleichförmig relatiY zu den Fixsternen, und sie ist ebenfalls gleich­
förmig rrlativ zu jedem System, das gegenüber den Fixsternen 
eine nach Größe und Riehtung konstante Geschwindigkeit besitzt. 

Um zu erkl'll11en, daß dieser Satz, dem Anschein zuwider, 
k e i Jl p 11 innel'll Widprspruch enthält, beachten wir folgendes. 
Um eüw UeHch\Yindigkeit relativ zur Erde zu bestimmen, müssen 
wir die Diffprcllz zweier Zeiten an verschiedenen Orten der Erde 
meSi'len, llIÜSKPIl ,t!I-iO zunächst festlegen, wal-i gleiche Zeitpunkte 
in versehiedelH'n RaUmpll11kten ::lind. Dazu d.ienen im allgemeinen 
Lichhlignale. ~:8 genügt für die meisten Zwecke, die Übermittlung 
dieser RignaJe ab zeitloK anzusehen. Handelt eK sich aber um 
Geschwindigkeiten, die mit der Lichtgeschwindigkeit vergleich­
bar Kind, so muH dip Ausbreitungszeit des Lichtsignals in Rech­
llung gezogen werdl'll. Wir nehmen dabei an, daß das Licht sich 
nach allen Richtungen gleichförmig ausbreitet. D. h. wir defi­
niere 11 Gkiehzeitigkeit an verschiedenen Orten durch dieses 
Postulat. Dil' Erfahrung lehrt uns nur, daß eine solche Definition 
mögli('h iKt. d. h. daß wir zum gleichen Ergebnis gelangen, oh 
wir nUll die Zeit im Punkt A mit der Zeit im Punkt Z unmittelbar 
vergleichen. oder ob wir dieK auf einem beliebigen Umweg über 
Pllnktp B, C ... t\ln. Indem wir ein physikalisches Gesetz aus­
Kprechell, Hetzen wir Ktillschweigend voraus, daß Geschwindig­
keiten, Bei'lchleunigungen, ... in Übereinstimmung mit dieser 
Zeitdefinitioll geme::lsen sind. In diesem Sinn wollen wir von irdi­
::lcher Zeit und irdiKchel' Physik sprechen. - Ist es nun möglich, 
daß dai'li'\elbe <1ei'\etz der Lichtausbreitung und allgemein dieselbe 
PhYi'\ik auch gelt('Jl in einem System, das sich mit konstanter 
GeHchwindigkeit gegen die Erde bewegt? Wir wollen es fordern, 
lind ;;ehen, zu wdcheu Folgerungen das führt. Es wird sich 
zeigen: dip Forderung ist durchführbar, sobald man sich nur von 
der Yonltellung freimacht, daß Gleichzeitigkeit an verschiedenen 
OrteIl ohne Bezugnahme ituf physikalische Vorgänge definiert 
werden kann. :-;ehon die eine Forderung: "Wenn das Licht sich 
gleichförmig mit der Geschwindigkeit ao in einem System E aus-
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breitet, dann gilt das gleiche auch für ein System E', das sich 
mit der konstanten Geschwindigkeit ltJ gegen E bewegt", - ge­
nügt, um die Beziehungen festzulegen, die zwischen den Koordi­
naten und Zeiten der beiden Systeme (xyzt und X'y'z't' ) be­
stehen müssen. Ist uns dann die Physik des Systems E bekannt, 
d. h. das, was ein Beobachter B in E als Funktion von xyzt 
wahrnimmt, so haben wir damit zugleich die Physik des Systems 
E', d. h. das, was ein Beobachter B' in E' als Funktion von 
x' y' Z' t' wahrnimmt. Um aber zu erfahren, wie der Beobachter B 
diese Vorgänge wahrnimmt, haben wir lediglich von x' y' Z' t' 
auf xyzt zu transformieren. Die Durchführung dieses Programms 
bildet den Inhalt der Theorie, die gegenwärtig spezielle Relati­
vitätstheorie heißt. Hier soll es soweit entwickelt werden, 
wie es die Gesetze de,r Elektrodynamik für bewegte Körper liefert. 

§ 4. Relativitätstheorie. 
A. Wir wählen die Richtung von ltJ als gemeimsame x- und 

x'-Richtung; es sind dann alle zu x normalen Richtungen unter 
sich gleichwertig. Wir wählen weiter y' und z' parallel zu y 
bzw. z. Da kein Raumpunkt oder Zeitpunkt vor dem andern 
ausgezeichnet ist, müssen die Beziehungen zwischen xyzt und 
x' y' Z' t' linear sein. Wir können und wollen ferner die Festsetzung 
treffen, daß für x = y = z = t = 0 auch x' = y' = Z' = t' = 0 
sein soll; dann sind diese linearen Gleichungen homogen. Es gilt, 
ihre Koeffizienten zu bestimmen. 

Eine ebene Welle pflanze sich in E nach + x fort. Die 
Feldgrößen sind dann nur Funktionen von x - aot. Unsere Forde­
rung lautet, daß sie in E' nur Funktionen von x' - aot' sind. 
Es muß also x - aot eine Funktion von x' - aot' sein, und 
zwar nach dem vorstehenden: 

x' - aot' = A(X - aot) (A unabhängig von xyzt). (a) 

Eine ebene Welle pflanze sich in E nach - x fort. In diesem 
Fall ist 

(b) 

Die Welle in (a) schreitet in E in der Bewegungsrichtung 
von E' (gegen E) fort. Es ist aber zugleich eine Welle, die in E' 
entgegen der Bewegungsrichtung von E (gegen E') fortschreitet. 
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Es muß also, da in 1: und 1:' dieselben Gesetze gelten, nach 
(b) sein: 

- x + ao t = tt (- x' + ao t') . 

Aus (a) und (c) folgt: 
Ap = 1. 

Schreibt man: 
A+tt=2k, A-tt=2l, 

so ergibt (a), (b), (d): 

(c) 

(d) 

x' = k x -l ao t; t' = k t - _l __ x ; k2 -l2 = L (e) 
a o 

Es soll sich aber 1:' in 1: mit der Geschwindigkeit w nach 
+ x verschieben, d. h. es ist x' = 0, wenn x = wt ist; folglich 
ist x' proportional mit x - wt. Also nach der ersten Glei­
chung (e): 

Somit wird aus (e): 

x' = k (x - wt); 

lao 
-k-=w. 

t'=k(t-~x)' ag , 

Da für w = ° beide Bezugssysteme zusammenfallen müssen, ist 
für k die positive Wurzel zu nehmen. 

Eine ebene Welle pflanze sich in 1: nach + y fort. Die Feld­
größen sollen also nur Funktionen von y - aot sein. Dann sind 
sie in 1:' nur Funktionen von y' - aot'. Also ist 

(g) 

Aber da alle zu x normalen Richtungen, und also auch + y 
und - y, gleichwertig sind, ist ebenso für eine nach - y fort­
schreitende Welle: 

(h) 

Andrerseits: da - y zur Bewegungsrichtung von 1: (gegen 1:') 
liegt, wie + y zur Bewegungsrichtung von 1:' (gegen 1:), so 
muß (h) gelten unter Vertauschung von - y, t mit + y', t'; 
also: 

y - aot = 'V (y' - aof'). (i) 

Aus (g) und (i) folgt: 

'V = 1, y' = y, t' = t. 
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Ebenso transformiert sich eine nur von z - aot abhängige Größe 
gemäß den Gleichungen: 

z' = z, t' = t. 

Wir umfassen alle hier behandelten Einzelfälle, wenn wir 
als Transformationsgleichungen nehmen: 

X' = k (x - wt); y' = y; Z' = z; I ( w) t = k t- o x . 
a" , o 

(44) 1 
k= . _ . 

/ 
W2 

J 1- ---. a5 

Diese Gleichungen ergeben aber allgemein, daß Wellenaus­
breitung mit der Geschwindigkeit ao in 1: den gleichen Vorgang 
in 1:' bedeutet. Beweis: Das allgemeinste Gesetz dieser Aus· 
breitung ist die Wellengleichung: 

(j2cp _ 2 ( (j2 cp 82 cp 02 cp ) 
7it2 -ao ox2 + oy2 + OZ2 . (k) 

Es folgt aber aus (44): 
(j2 p 02 p 2k2w (j2 p k2w2 02cp 
ox2-=k2 (jX'2--ag ox'.it'+--ar- ot'2; 

fi2 cp _ 2 2 02 ~ _ 2 _(j2 CP_ 2 02 cp . 
ot2 -k W iJx'2 2k w iJx'.ot' + k at'2' 

und durch Einsetzen dieser Werte in (k): 

~cp (~cp ~cp ~cp) 
-Bt!2 = a& a;?2 + iJ y'2 + -iJ-z'2 • 

D. h. das Bestehen der Wellengleichung für 1: hat die Wellen­
gleichung für 1:' zur Folge. 

Die Auflösung von (44) nach xyzt liefert: 

x=k(:.r'+wt'); 

d. h. die Gleichungen, die aus (44) durch Vertauschung von 
xyzt, w mit x'y'z't', -w entstehen, wie es sein muß. 

Die Gleichungen (44) heißen die Lorentz-Transformation. 
SiE' sind von H. A. Lorentz gefunden und benutzt worden aIR ein 
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wertvolles mathematisches Hilfsmittel. Ihre Bedeutung für die 
grundlegenden Begriffsbildungen der Physik hat A. Einstein er­
kannt und zur Geltung gebracht. Er ist dadurch zum Schöpfer 
der Relativitätstheorie geworden. Wir schließen uns im folgenden 
wesentlich seinen Ausführungen an 1). 

Kinematische Folgerungen. Aus den Gleichungen (44) ist 
zunächst ersichtlich, daß ein!:) Relativgeschwindigkeit w > ao 
zweier Systeme unmöglich ist, da sie k imaginär ergeben würde. 
Es scheint so, als ob man durch Überlagerung von Relativ­
geschwindigkeiten 

W 12 < a o, W 23 < ao , ... 

zu einer Relativgeschwindigkeit 
w1n > a o 

müsse gelangen können. Daß dies nicht zutrüft, wird alsbald ge­
zeigt werden. 

a) Für zwei Punkte 1 und 2 folgt aus (44' 4 ) : Wenn t1 - t2 = 0 
ist, so ist 

I I W (' ') t1 - t2 = 2 x2 - Xl . ao 

Also: Gleichzeitigkeit in E ist nicht auch Gleichzeitigkeit in E'. 
b) Aus (441) folgt: Für t l = t2 ist x~ - x~ = k (x2 - Xl). 

Nun ist t die Zeit des Beobachters Bin E. Um eine zu X parallele 
Strecke im vorübergleitenden System E' zu messen, muß er ihre 
Endpunkte gleichzeitig an einem in E ruhenden Maßstab ab­
lesen. Diese von B abgelesene Länge ist x2 - Xl; die vom Be­
obachter B' in E' gemessene "wirkliche" Länge aber ist x~ - x~. 
Also sagt die Gleichung aus (da k> 1): von E aus beobachtet, 
erscheinen alle zu tu parallelen Strecken in E' verkürzt im Ver­
hältnis k. Für Strecken, die normal zu tu sind, gilt das nicht. 
Eine Kugel in 1:' erscheint, von E aus beobachtet, in der tu-Rich­
tung abgeplattet. 

b' ) Aus (44' 1 ) folgt ebenso: Von E' aus beobachtet, er­
scheinen alle zu tu parallelen Strecken in E verkürzt im Ver­
hältnis k; usw. 

1) Einstein: Jahrb. d. Radioaktivität und Elektronik Bd.4. 1907; 
Einstein und Laub: Ann. d. Physik, IV, Bd. 26. 1908. Darstellun­
gen der gesamten Relativitätstheorie bieten: Einstein: Vier Vorlesungen 
über Relativitätstheorie, 1922; Laue: Das Relativitätsprinzip. 
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c) Aus (44'4) folgt: Für x~ = x~, ist t2 - t1 = k (t~ - t~). 
D. h. die Zeitdauer eines Vorgangs, der in einem bestimmten 
Punkt von 1.:' stattfindet, erscheint von E aus größer, als sie 
"wirklich" (in E' selbst gemessen) ist. 

c') Aus (444) folgt ebenso: Die Dauer eines Vorgangs, der in 
einem Punkt von E stattfindet, erscheint, von E' aus beobachtet, 
größer, als ihre Messung in E selbst ergibt. 

Es ist zu bemerken: Die Verschiebung des Zeitmaßstabes 

in a) ist der er s t e n Potenz von '11)_ proportional. Die Ver­
ao 

zerrungen der Längen- und Zeitmaße in b) und c) sind in erster 

Näherung der zweiten Potenz von w_ proportional. 
ao 

Aus b), b') folgt: Ein Körpervolumen sei Vo, wenn es von 
einem Beobachter ausgemessen ist, gegen den es ruht. Dann be­
stimmt ein Beobachter, gegen den es die Geschwindigkeit w hat, 
ein Volumen 

(45) 

Ein materieller Punkt habe im System E die Geschwindigkeit tJ 
mit den Komponenten 

ox 
tJ",=~ ., 

1m System 1:' die Geschwindigkeit b' mit den Komponenten 

, ox' tJ = ---
a: 0 t' ., 

Aus (44') folgt: 

ox' + w·ot' 
tJ", = -- ---w--, usw. 

ot' +-ox' a5 
oder: 

tJ' + w tJ =_a: ___ . 
x wtJ" 

1 +--l-au 

Die Gleichungen sagen aus, daß sich die Geschwindigkeit \tJ 

von 1:' gegen E, und die Geschwindigkeit tJ' eines Punktes 
gegen E' nicht vektormäßig zusammensetzen zu der Geschwin-
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digkeit tl des Punktes gegen E. Das trifft nur zu, solange man 

und 

gegen Eins vernachlässigt. 

WlJ' 

a~ 

Dieses Additionstheorem der Geschwindigkeiten, das 
Einsteins Vorgängern fehlte, ist entscheidend für den wider­
spruchsfreien Aufbau der Elektrodynamik; denn, wie wir sogleich 
sehen werden, bedarf es seiner, um die Grundlagen der Lorentz­
schen Theorie mit dem Relativitätsprinzip zu versöhnen. 

Es habe tl' die Richtung von \t); dann wird nach (46\: 

v= 

Dies läßt sich schreiben: 

v'+w 
wv' . 

1+­ag 

v'+w 
v = ao (ao _ v') (ao - w) 

v' + w+ 

Ist nun w < ao, v' < ao, so ist auch v < ao. 
Es sei tl' normal zu \t); dann wird nach (46): 

V2=W2+ ~: =a~{( ;J2 + (::t - (:Y (:: y} 
und dies gibt, wenn w < ao und v' < ao, wiederum: v < ao. 
Das heißt: durch die Überlagerung von zwei beliebigen Unter­
lichtgeschwindigkeiten entsteht stets wieder eine Unterlicht­
geschwindigkeit. Die Lichtgeschwindigkeit selbst aber gibt, mit 
einer beliebigen Unterlichtgeschwindigkeit zusammengesetzt, stets 
wieder die Lichtgeschwindigkeit. (Das war der Ausgangs­
punkt unsrer Rechnungen.) Die Lichtgeschwindigkeit bildet also 
nach dem Relativitätsprinzip die Grenze der erreichbaren Ge­
schwindigkeiten. 

Wie (46) aus (44') folgt, so folgt aus (44): 

tl' _ lJ", - w . 
"'- WlJ",' 

1--
a2 o 

Multiplikation der zweiten Gleichungen in (46) und (46') ergibt: 

k2 ( 1 + _Wa~~) ( 1- w;",-) = 1 . 
o 0 

(47) 

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 22 
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B. Die Lorentzßchen Grundgleichungeil. In die Glei, 
chungen (1), (2), (4), (5), (6) (in denen jetzt der untere Index 1 
durchweg fortgelassen sei) führe man statt der unabhängigen 
Veränderlichen x .. t mittels (44): x' .. t' ein, und bezeichne 
durch rot' und div' die Operationen, die formal aus rot und 
div entstehen, wenn x .. t durch x' .. t' ersetzt wird. Dann 
entsteht: 

wo 0' 

'c;' il(l;' + ' , c, rot <],I = co at' (2 0 , 

. " o~' 
- C· rot ~ = fto ot' , 

oe' d' '( , , '8t'- = - IV (2 tl ) , 

div' (co ~') = (2' , 

div' (fto~') = 0, 

durch (46') definiert ist, und weiter gesetzt ist: 

~~=~'" ~~=~'" ) 
~' =k(~ _ Wl'o c;) 

IJ !I C <],Iz ~~ = k ( ~y + w:o ~z) 
~' = k ( ~_ + W 1'0 c; ) 

z ," c <],Iy 
~~ = k ( ~z __ w:o ~y) 

(1') 

(2') 

(4') 

(5') 

(6') 

(48) 

(49) 

[Indem man (46'), (48), (49) in (I') ... (6') einsetzt, dieDifferen­
tiationen nach x' .. t' gemäß (44') durch solche nach x .. t 
ersetzt, und die Beziehungen 

a~ co fto = c2 und k2 (1- :; ) = 1 
beachtet, sieht man, daß die Gleichungen (I') ... (6') erfüllt sind, 
wenn die Gleichungen (1) ... (6) bestehen.] 

Bezeichnen wir mit dr' ein in E' ruhendes Volumelement, 
mit S' die Oberfläche von r' und schreiben wir 

f (2' • dr' = e' , 
so folgt aus (4'): 

oe' f ' , dS' 7=- e tlN' , 

o 
d. h.: e' ist eine Größe, die an den mit der Geschwindigkeit 0' 
bewegten Teilchen fest haftet. Wir können sie berechnen als den 
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Wert, den i·üe besitzt, welln \)' -= 0 ist imwrhalb r'. Nun folgt 
aus (49) mitte1:-; (47): 

I! = k (1 + ~~) r/ . (49') ao 
Für \)' = 0 wird also: 

zugleich wird nach (45): 

folglich 

12 = ke', 

d.' 
dr=-' 

k ' 

12' • dr' = 12 • dr und e' = e. (50) 

Zusammengefaßt: die tJ' und 12' der Gleichungen (4') und (5') 
sind die in 1:' gemessene Geschwindigkeit und Dichte der gleichen 
Elektrizitätsverteilung e, deren Geschwindigkeit und Dichte in .J: 
durch \) und 12 bezeichnet wurde. - Das Feld dieser Elektrizitäts­
verteilung stellt "ich, nach den Gleichungen (1'), (2'), (5'), (6') 
einerseits und (1), (2), (5), (6) andrerseits, in 1:' in der gleichen 
Form dar wie in .J:: Die Lorentzsehen Grundgleichungen 
erfüllen das Postulat der Relativität. - Die Vektoren ~' 
und ~' haben für einen in 1:' ruhenden Beobachter B' die gleiche 
Bedeutung, die ~ und ~ für den Beobachter B in .J: haben. 
Wir nennen dementsprechend ~'~' die Feldstärken in };', wie 
~ ~ die Feldstärken in };. - Man erhält Q; und ~ aus Q;' und ~', 
indem man in (48) die gestrichenen mit den ungestrichenen Buch­
staben, und gleichzeitig w mit - w vertauscht. [Von der Richtig­
keit der so entstehenden Gleichungen überzeugt man sich, indem 
man in ihnen Q;' .\"l' aus (48) einsetzt.] 

Dynamik des Elektrons. Die Gleichungen der auf Galilei 
und Newton zurückgehenden Dynamik, die heute die klaßßische 
heißt, bleiben unverändert, wenn man von einem System .J:, in 
dem sie gelten, _.- einem Inertialsystem - zu einem System };' 
übergeht, das gegen}; die nach Größe und Richtung konstante, 
im übrigen beliebige Geschwindigkeit \tJ besitzt. Der Übergang 
wird, W{'llll lU parallel zu x iRt, ausgeführt durch die Galilei­
Transfor ma ti on : 

x' = x-wt; y' = y; z' = z; t' = t. (51) 

Diese Gleichungen entstehen aus den Gleichungen (44) der 
Lorentz-Transformation, wenn w gegenüber ao verschwindet. 

22* 
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In diesem Grenzfall stimmt das Relativitätsprinzip der klassischen 
Mechanik mit dem der Elektrodynamik überein. Da, mit Aus­
nahme der Bewegungen freier Elektronen, alle relativen Körper­
geschwindigkeiten sehr klein gegen ao sind, so konnte es bis vor 
wenigen Jahrzehnten durch keine Beobachtung bemerkbar werden, 
wenn tatsächlich statt des Galilei-Newtonschen das Lorentz­
Einsteinsche Relativitätsprinzip auch in der Mechanik gilt. Die 
Forderung, daß es gelte, müssen wir aber stellen, wenn wir nicht 
auf eine einheitliche Physik verzichten wollen. 

Wir wollen das Bewegungsgesetz eines Teilchens mit der 
Elektrizitätsmenge e und der Masse mo aufstellen, das sich in 
einem gegebenen elektromagnetischen Feld befindetl). Wir 
nehmen an, daß für verschwindende Geschwindigkeit dieses 
Gesetz die überlieferte Form habe: 

d 
Ü(motl) = ~, 

wo ~ die wirkende Kraft bezeichnet. Das System, auf das wir 
die Bewegung beziehen wollen, sei 1:. In einem Augenblick, in 
dem das Elektron die Geschwindigkeit tl parallel zu x hat, ruht 
es in dem System 1:', falls wir w ~ tl", wählen. In diesem Augen­
blick soll also gelten: 

d ( , rc.' dt' mo tl ) = e \i . (52) 

Gleichung (52) transformieren wir auf das System 1:. Es ist 
nach (46') und (44): 

~~~=I~~+ ~8(U~-w)dUzl 1 . 

dt' 1_~~X (1-~~Zr Jk(I-:~Z)dt' 
o 0 0 

~~;~l~ (1~::.)1 k ~ ~w:::i'). (l-~')dt; 
o 0 0 

dU: 
ebenso rit'. 

Diese Werte sind zu bilden für 

tl", = w, tl y = 0, tl z = 0; 

1) s. Planck: Verhdlgn. der D. Physikal. Ges., 1906. 
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also: 
db~=k3db~. 
dt' dt ' 

~~; = k 2dbv . 
dt' d t ' 

~~=k2db •. 
d t' dt ' k2=~2 (53) 

1--
a~ 

Auf der rechten Seite von (52) sind die Werte aus (48) einzu­
setzen. So ergibt sich: 

k ~b~- n;: (1-!~). k db._ (ff _b~P,oc;.). 
m o dt - e~", a5' m o dt - e ,~'JI c 4'z, 

kdbz (oe; + b~p'o c;. ) mo dt = e ~z -c-4'Y; 

oder, von der Beziehung auf Koordinatenachsen befreit: 

mok db = e{@;-~(~@;) + [bP,0.\1]}. (54) 
dt ao ao c 

Daraus: 

oder 

Es ist aber dk k 3 db 
Yt=a2tl dt; o 

also kann (55) geschrieben werden: 
dk e 

m o d t = a~ tl @; . 

(55) 

Diese Gleichung mit tl multipliziert und zu (54) addiert, ergibt: 

:t (moktl) = e {@; + [b~0.\1 J} , 
d. h. nach (7): 

(56) 

Dies ist die gesuchte Verallgemeinerung des Newtonschen Be­
wegungsgesetzes: Die Bewegungsgröße (der Impuls) des Elektrons 
ist: @ = moktl; sie hat den Newtonschen Wert motl zum 
Grenzwert. 

Der Satz läßt sich anders aussprechen: Bezeichnet 1 den 

zur Bahntangente parallelen ~inheitsvektor, so ist ~ ein nach 

dem Krümmungsmittelpunkt hin gerichteter Vektor. Nun ist 

tl=v.f, @=0·1, 
wo 0 = mokv. Folglich 

db dv- dl 
dt=;rt 1+ v dt' 

d @ =~!2 d~ T --L 0 ~l 
dt dv dt I dt· (57) 
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Da ~ ~ nicht parallel mit ~~ ist, so gibt es keine skalare 

Größe m, die allgemein der Gleichung 

~=~~=m~~ 
genügt. Aber eine solche Beziehung besteht in jedem der zwei 
Sonderfälle, aus denen sich der allgemeine Fall zusammensetzt. 
Die Gleichung (56) ergibt, wenn die Indices 8 und n zur Bahn 
tangentiale (longitudinale) und zur Bahn normale (transversale) 
Komponenten bezeichnen: 

(d @) <y (d @) <y 

dt s = U's ; dt n = U'n . 
Also ist nach (57): 

~~(:~)s=~s; ~-(~~t=~n. 
Man nennt 

dG 
dv==ms 

die longitudinale Masse, 
G 
-v ==mn 

die transversale Masse. Es ist 

(58) 

Bei den Ablenkungen der Kathoden- und ß-Strahlen durch 
elektrische und magnetische Felder (s. § 1) wird die Abhängigkeit 
des m n von v bestimmt. Die Beobachtungen sind in guter Über­
einstimmung mit der Theorie. 

C. Die Feldgleichungen für bewegte Körper. Gegeben 
seien die Maxwellschen Gleichungen für einen ruhenden Körper; 
sie werden gesucht für einen gleichmäßig bewegten Körper. 
Ruhe und Bewegung seien bezogen auf das System 2:. Der 
bewegte Körper habe die Geschwindigkeit w in der x-Richtung. 
Dann ruht er in 2:'. Es gelten folglich nach dem Relativitäts­
prinzip in ihm die Maxwellschen Qleichungen in folgender Form: 
Erstens ist 

a 'J)' 
c . rot'~' = iH' + 3' 

'fC:.' am' -c·rot ~ =-at' 

(59) 
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und zweitem; beHtehen zwil:lchen 1)'3'~' einerHeits und ~'Q;' 

andrerseits die Beziehungen, die für ruhende Körper gelten. Die 
Form dieser Beziehungen hängt von der Beschaffenheit des Körpers 
an der betrachteten Stelle und vom zeitlichen Verlauf des Feldes 
ab. Wir wollen diejenigen Beziehungen voraussetzen, die sich 
für isotrope, nicht ferromagnetische Körper ohne eingeprägte 
elektromotorische Kräfte bei nicht allzu schnell veränderlichen 
Zuständen bewährt haben, nämlich: 

1)' = 8Q;', SIe, a(l;', ~'= f-l~' (8, a, f-l Körperkonstanten). (60) 

Es soll also in 1." gelten: 

(ß,i): _ D~~) _ aQ;~ {'C:., 

C '\ D y' D z' - E -ß t' + a ~'" , 
~ (ß,i)~ _ D~:\ __ a~~ , 
(\Dz' ßx,)--E Dt' +a(l;v' 

(D,~~_ ß~~) __ ,DQ;~ {'C:., 

C \D"' Dy' -- E Dt' + a~. , 
iit, (f-l ~~) + -/yi (f-l ~~) + D~' (f-l~;) = 0 . (61) 

(ß~' DQ;') ß~' 
-- C \ß y~- D/ = Jl iit'aJ , 

_ C (D(l'~ _ DQ;;) = 'l a~~ 
oz' ox' ~ ot' , 

_ C (aIJ:~ _ aQ;~) == Df)~ 
ox' ay' Jl Dt' , 

Diese Gleichungen transformieren wir mittels der Substitution 
(44') auf 1:. Dann ergibt sich: 

C aa~= - ?j~) == ';Sec + D~x + w (Da~x + aa~Y + aa~'), 
C (D~x __ ?_~') = ~ + a~. 

ßz ax I o\5v at' 
C (ß~._ a~,,\= ~ +ß~z 

\ ßx (!y/ 0\52 Dt' 

- c (DßQ;;_- °ß~!· ? ~x , 
(ßQ;m OIJ:. 

-C\\7Tz - dx.· 

(DQ;71 d~ i = ?~z 
- C \,JJ:- d 11 ' at' 

(62) 
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wo 

(5;",=@:~, 

a:y = k (a:~ +~- fl~~), 
a: =k(a:' _W_II~') z z c,~Y' 

'!Ix = Ea:~, 

~x=~~, 

'" -k("" -~ a;") 4/y - 4'y c E z , 

~z = k (~~ + -~. E er;) , 
~x= fl~~, 

'!Iy = k ( E a:~ + ~. Eoflo~~) , cu _ k ( ",' _ W (If/) 
ilJ y - \fl4/y c Eo,Uo ~z , 

'!Iz = k (Ea:~ - ~ Eoflo~;)' 
~ _ I fi:' 
,vx - -k -a~re' 

3v = aa;~, 

3z = aa:~. 
[Man führe (63) in (62) ein und setze gemäß (44'): 

iJ iJ iJ iJ 
iJy iJy" iJ z iJ z' , 

dann entstehen die Gleichungen (61).] 

(63) 

Aus (63) ergeben sich folgende Beziehungen zwischen den 
Feldkomponenten in 1:: 

'!Ix = Ea:", 
'!Iy - ~ Eoflo~z = E ( a:y - -~- ~z) , 
'!Iz + ~ Eoflo~'Y = E ( a:z + -: ~y) , 
~",=fl~", 

~y + : Eofloa;z = fl (~y + : '!Iz), 

~z - ~ Eoflo a:y =,u (~z -~ '!I.y) , 

I (64) 
3" =f a(5;re, 

3y = ka( a:y-~ ~z), 
\ c 

3z=ka(a:z + ~~y). 

Die Gleichungen (62) und (64) lassen sich, befreit von der 
Bezugnahme auf ein bestimmtes Koordinatensystem, in folgender 
Form schreiben: 
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wo 

c.rotSJ=S'+aa~ + tu-div'Il , \ 
am 

-c-rotCl:=-at ' 
div)S =0, 

'Il = sCl:1 - [~ so,uoSJJ ' 

)S = ,uSJ1 + [~ so,uo Cl:] , 

t<,~<!+l'.:'>8J, I 
SJ 1 = SJ - [~ 'IlJ, I 

S'=ka{Cl:1 -s0 ,uo ~ (~~Cl:l)}. 
Gleichbedeutend mit (65) ist nach (v'): 

d'T! 1 c·rotSJ1 = S' + dt' 
d'm 

- c . rot Cl:1 = Ti 

div )S=O. 
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(65) 

(66 ) 

(67) 

Die Gleichungen (67) nehmen Bezug auf Flächen, die in der 
bewegten Materie festliegen. Nach der Ableitung gelten sie für 
jedes in das Vakuum eingebettete Stück Materie, das eine zeit­
lich und räumlich gleichförmige Translationsbewegung besitzt. 
Wir nehmen im folgenden an, daß sie allgemein gelten_ Mit 
anderen Worten: wir nehmen an, daß jedes Raumelement jedes 
irgendwie gegen E bewegten Körpers in jedem Zeitelement ein 
System E' bildet, für das die Transformationsgleichungen (44) 
gelten. Diese Annahme wird eine ausreichende Näherung liefern, 
solange die Geschwindigkeiten sich räumlich und zeitlich genügend 
langsam ändern. 

Energie und Kräfte. Multiplizieren wir die erste der Glei­
chungen (65) mit Cl: , die zweite mit SJ, und addieren, so entsteht: 

- c· div [~SJ] = S'Cl: + Cl: aa~ + SJ aiJ~ + div 'Il. (tu Cl:)_ (68) 

Läßt sich die rechte Seite auf die Form bringen: 

o'lj! 32 

8T+a+ tu f, 
so ist 

c [Cl: SJ] = ~ 

(69) 

(70) 
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die Strahlung, und - je auf die Volumeinheit berechnet - "P 
n,2 

die Energie, iL die Joulesche Wärme, f die Kraft. Die Rech-
a 

nung ist von Abraham l ) vollständig durchgeführt. Wir dürfen 
uns eine Vereinfachung gestatten. Es geht uns um die Kräfte. 
Die freien Elektronen sind bereits behandelt. Sehen wir jetzt 
von ihnen ab und betrachten wir nur ausgedehnte Körper. In 
unsern Versuchen beobachten wir Bewegungen relativ zur Erde. 
Die Geschwindigkeiten der Versuchskörper gegen die Erde sind so 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, daß Bruchteile von der 
Größenordnung dieses Verhältnisses in unsern Kraftmessungen 
nicht zur Geltung kommen. Wir dürfen also in f alle Glieder 
mit \1:) und folglich in (68) alle Gleder mit \1:)2 vernachlässigen. 
Mit dieser Näherung aber erhalten wir das Ergebnis auch, wenn 
wir (66) ersetzen durch: 

Dann wird: 

und folglich, da 

'" ~ dH ('I' - ",a,) [! $1J, I 
lJj = ftS'J - (sft - softo) b- ~] , I 
S =<1 {~+ [~ftS'J]}. 

oe 01-' ät = -\1:) ·Ih, 87= -\1:). 17ft, 
ist: 

(66a) 

f = div '!l. ~-~ ~2. 178 - ~S'J2. 1711 + [~ 11S'J] + e{1--Bo{1-o 06. (72) 
2 2 r er c2 ot 

Dieser Wert von f gilt in Strenge für ruhende Körper. 

1) Rendiconti deI circolo matematico di Palermo Bd. 28. 1909. 
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Bezeichnen wir ihn jetzt mit fE' den für den Fall der Ruhe 
geltenden Wert der Maxwell-Hertzschen Theorie [Kap. IV, (107), 

(l08)] mit fH' so ist 
_ _ 1 iJ6 
TE = TH-- agat; 

uenn alle Feldvektoren haben im Fall der Ruhe die gleiche Be­
deutung in beiden Theorien. Dieselbe Umformung, die a. a. O. 
vorgenommen wurdp, ergibt daher jetzt als resultierende Kraft: 

JfE'dT= JpN'dS- Af~dT. 
o 

Die pN sinu hil'r dieselben Größen wie dort; die p~ sind 
auch hier die Größen der Gleichungen Kap. IV, (105), und es 
ergeben sich also wieder die Folgerungen, die dort unter 6. ge­
zogen sind. Aber für das vollständige Feld ist 

JfE·dT==- :iS~di. 
D. h. (vgl. § 1 A): das Gegenwirkungsprinzip läßt sich aufrecht 
erhalten, wenn man dem Feld eine Bewegungsgröße zuschreibt, 

von der auf die Volumeinheit der Betrag ~ entfällt. ao 
Man kann also eine träge Masse von der Dichte (l und der 

(kleinl'n) Gei'whwindigkeit i.J durch die Gleichung 
IS ··-.,=oi.J (Lü I.;;: 

einführen. Dann folgt aus der Kontinuitätsgleichung 

J (li.Jn·dS= :tJ (l·di 
o 

die Beziehung: JlSn d J dm 
a~dS=dt (l.di=dT' 

o 0 

wo m die Masse innerhalb S bedeutet. Andrerseits ist 

J 6 n·dS= ~~, 
o 

wo C die gesamte Energie innerhalb S bezeichnet. Also ist mit 
jeder Zufuhr von Energie eine Vermehrung der trägen Ruhmasse 
gemäß der Gleichung 1 

CJm= -;; CJC 
au 
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verknüpft. Die Energie besitzt Trägheit. - Die doppelte 
Bedeutung von S in der Relativitätstheorie entspricht als Er­
weiterung der doppelten Bedeutung von SI in der Elektronen­
theorie. 

Jetzt, im Licht der Lorentz-Einsteinschen Theorie, gewinnt 
auch der Satz von der dauernd kreisenden Energie (Kap. IV, § 2), 
der im Sinn der Maxwellschen Theorie inhaltslos erschien, einen 
physikalischen Inhalt. Man denke sich einen permanenten Magne­
ten und einen Kondensator, dessen elektrische Kraftlinien von 
den magnetischen Kraftlinien geschnitten werden. Solange der 
Kondensator ungeladen ist, besteht kein elektrisches Feld, folglich 
keine Energieströmung und kein Impuls. Während der Konden­
sator geladen wird, besteht ein Strom und bestehen mechanische 
Kräfte magnetischen Ursprungs am Stromleiter ; es entsteht im 
allgemeinen ein mechanischer Impuls und Drehimpuls. Zugleich 
entsteht ein elektromagnetischer Impuls und Drehimpuls, der ihm 
entgegengesetzt gleich ist. Sobald die Ladung be endet ist, hören 
mit der Strömung auch die Kräfte auf. Der mechanische Impuls -
der unmeßbar klein ist - wird durch reibungs artige Kräfte ver­
zehrt. Das elektromagnetische Feld und sein Impuls dauern an. 
Nach eingetretenem statischen Zustand stehen die elektrischen 
Kraftlinien normal auf den Leiteroberflächen; es dringt also keine 
Strahlung in die Leiter ein. Die Energie strömt dauernd im Kreis­
lauf, indem sie an den Leiteroberflächen entlang gleitetl). 

D. Theorie und Erfahrung. Es bleibt uns übrig, den Aus­
sagen der Relativitätstheorie, die in den Gleichungen (44), (46) 
und (65), (66), (72) ihren Ausdruck finden, die Erfahrung gegen­
überzustellen. Zuvor wollen wir noch einmal aussprechen, was 
die drei von uns behandelten Theorien - die Maxwell-Hertzsche, 
die Lorentzsche, die Einsteinsche - grundsätzlich unterscheidet. 
In der Maxwell-Hertzschen Elektrodynamik sind alle starren 
Bezugssysteme gleichwertig. In der Lorentzschen Elektrodynamik 
ist ein Bezugssystem ausgezeichnet, das des Äthers 2), - er­
fahrungsgemäß dasjenige, welches in den Fixsternen verankert 
ist; es mag das Fixstern- System heißen. In der Einsteinschen 
speziellen Relativitätstheorie sind für die gesamte Physik alle 

1) W. Kaufmann, nach brieflicher Mitteilung. 
2) Vgl. die abschließenden Sätze bei Lorentz: Theory of electrons, 

Seite 230. 



KapitBl \'. ~ 4. ll. 349 

Bezugs~ysteme gleichwertig, die gegeneinander eine konstante 
Geschwindigkeit besitzen; ausgezeichnet ist diejenige System­
gr u p pe. zu der daH Fixstern- System gehört. 

Die Maxwell-Hertzsche Theorie wird durch die Erfahrungen 
widerlegt, die am Rchluß des Kap. IV besprochen sind. - Die 
Lorentz8che Theorie verRagt gegenüber dem Michelson-Morley­
Hchen Versueh. Hilfshypothesen, die Lorentz ihr eingefügt hat 
(sie sind hier nicht besprochen), nähern sie der Relativitäts­
theorie an, ohlll' vollständige Übereinstimmung herbeizuführen 1). 

U' 
Datl Verhältni:-: (/I' Körpergeschwindigkeit, ao Lichtgeschwin-

f{o 

digkeit) ist, welln e:-: ,,jch um die Erde in ihrer Bahn um die Sonne 
handelt, gleieh 10- 4 . Alle kosmischen Geschwindigkeiten sind 
von gleicher (lriißpllordllllng;. alle irdischen Geschwindigkeiten 

sind wPHentlieh kleiner. Allgemein mögen Größen, die (~ t 
als Faktor enthalten, Größen k-ter Ordnung heißen. Dann zeigt 
der Vergleich von (41), (43), (42) (Lorentz) mit (67), (66) (Ein­
stein), daß dip AUKRagen beider Theorien sich nur in den Größen 
zweiter und höherpr Ordnung unterscheiden. Das Ergebnis des 
Michelson-Morleytlchpn Versuchs ist in Übereinstimmung mit der 
Einsteintlchen Theorie: es weicht von der Lorentzsehen in Größen 
zweiter Ordnung ab. Alle im folgenden zu besprechenden Versuche 
geben nur übel' dip Größen erster Ordnung Auskunft. Wir 
werden Hehen, daß die Einsteinsehe Theorie von ihnen Rechen­
schaft gibt. DaH glpicllP gilt also auch von der Lorentzsehen 
Theorip. 

1m folgenden hl'zeichnen 1: und 1:' stets Systeme, welche 
zur Gruppe dPK Fixsternsystems gehören; 1:' hat gegen 1: die 
Geschwindigkeit tu parallel zu x. 

Eine Reihe \'on ~ätzeJl folgt bereits aus der einen Tatsache, 
daß dip Konstante ((0 der Transformationsgleichungen (44) die 
LichtgeKchwindigkeit im leeren Raum ist. Eine ebene Welle breite 
sich im Vakuum aUR: die Feldgrößen seien, auf 1: bezogen, pro­
portional mit 

. (f lx+my+nz)\ 
KlIl/' t - , 

ao 
wo 

1) VgL Loren tz: a. a. O. S. 230 u. 328. 
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Nach (44') wird dies 

• I ( l' x' + m' y' + n' Z') 
=SlllV t!-

ao ' 
wo 

v'=kY(l-::), 
v'l' = kv (l-:) ; v' m' = vm ; v' n' = j1n, (73) 
• 0 

l'2+ m'2+ n'2=1. 

Aus (731) folgt: Die unendlich ferne Lichtquelle von der 
Frequenz v ruhe in E, der Beobachter in 1:'. Die Verbindungs­
linie Lichtquelle-Beobachter bilde mit der Bewegungsrichtung 
von E' (gegen E) den Winkel cp (cos cp = l). Dann ist 

w 
l--coscp 

v' = v --:--V ~-w 2 . 

1-­
a8 

(74) 

die Frequenz, die der Beobachter wahrnimmt. Dopplersches 
Prinzip. 

m' m 
Aus (733 4) folgt: I = -- , d. h. die Ebene durch Bewegungs-, n n 

richtung und Wellennormale ist in 1:' die gleiche wie in E. 
Bildet ferner die Richtung der Relativbewegung von E' gegen E 
mit der Wellennormale in E den Winkel cp, mit der Wellen­
normale in E' den Winkel cp' 

(cos cp = l, cos cp' = l'), 
so ist nach (73 1,2): 

w 
cos cp--

I ao cos cp = -U;._- , 
1--coscp 

ao 

Das ist das Gesetz der Aberration. Ist insbesondere 

und wird 

(75) 

gesetzt, durch welche Gleichung der Aberrationswinkel rt. 
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definiert ist; dann folgt: 
. w 

RlnrJ. = --'-. 
ao 

351 

(Die elementare Darstellung ergibt in Übereinstimmung mit der 
Maxwell-Hertzsehen Theorie: 

W 
tgrJ.=-ao ' 

was in den angenommenen Genauigkeitsgrenzen dasselbe be­
deutet.) - Bisher ist nur eine im Vakuum liegende Wellenebene 
des Systems 1.:' bestimmt. Die weitere Ausbreitung der Welle 
in 1.:' erfolgt aber nach dem Relativitätsprinzip unabhängig von 
der Bewegung gegen E, d. h. unabhängig von der Herkunft der 
Welle, - genau so, wie wenn die Lichtquelle in 1.:' ruhte. Die 
Beobachtungsmittel --- die Gläser des Fernrohrs - ändern nichts 
am Betrage des Aberrationswinkels. 

In einem Körper vom Brechungsexponenten n, der in E' 
ruht, pflanze sich Lieht in der Riehtung x mit der Geschwindigkeit 

ao a=-­
n 

fort. Nach (46) ist dann seine Fortpflanzungsgeschwindigkeit für 
emen m E ruhenden Beobachter: 

a,o - +w 
n v=-----­w' 1+-

nao 

oder bei Vernachlässigung von (~)2: 

v=~~--d l-~)w. 
n \ n2 

(76) 

Das ergaben tatsächlich die Versuche von Fizeau und seinen 
Nachfolgern. Die Auswertung der Beobachtungen erfordert bei 
den verschiedenen Versuchsanordnungen noch je eine eingehende 
Überlegung 1 ) . 

In einem gegen E rotierenden Körper mögen zwei aus 
gleicher Quelle stammende Strahlenbündel die gleiche in sich 

1) Siehe hierzu Lorentz: Theory of electrons, S. 316; Zeeman: 
Proc. Amsterdam Bd.22, 1920; Zeeman und Snethlage: ebenda. 
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zurückkehrende Bahn in entgegengesetztem Sinn durchlaufen -
nach dem Schema der Abb. 40, in der A, B, C Spiegel, Deine 

B r: auf der einen Seite halbdurchlässig versilberte Glas­
platte bezeichnen sollen. Die Strahlenbündel inter­
ferieren nach ihrer Wiedervereinigung. Wir be­
zeichnen ein Wegelernent, bezogen auf 1: mit ds, 
- bezogen auf den rotierenden Körper mit ds'. 

11 D Es sei ltJ die Geschwindigkeit des Körperteilchens 
an der betrachteten Stelle. Wir wenden gemäß 

Abb.40. unserer Annahme Es. den Text nach GI. (67)] auf ds 
die Gleichungen (44') an. Die drei ersten ergeben, 

wenn wir (: t vernachlässigen, also k = 1 setzen: 

ds = ds' + ItJs' . dt' 

(d. h. die Transformation der gewohnten - klassischen - Kine­
matik). Es handle sich um die Ausbreitung des Lichts in Luft 
(Vakuum); dann ist 

dt' = ~~ also ds = ds' + ~8' ds' . 
ao ' ao 

Für eine in 1:' geschlossene Bahn, die die ebene Fläche S' 
mit der Normale N' positiv umkreist, wird [so (A)] 

S ds = S ds' -+ prota7)NI . dS' . 
D 

Nun sei w die konstante Winkelgeschwindigkeit, mit der der 
Körper um die feste Achse m rotiert, und es sei u der Vektor 
von der Richtung m und dem Betrage w. Dann ist, wenn Xe!l(. 

die Zylinderkoordinaten des betrachteten Punkts bezeichnen, 
ltJ a = ± eu, ItJc = 1tJ", = 0; daher nach ("'2): 

rotltJ = + 2 u. 
Also wird 

wo {} den Winkel zwischen Flächennormale und Drehachse be­
zeichnet. Laufen nun zwei Strahlen in entgegengesetztem Sinn 
um S', so erhalten sie einen in Wellenlängen A ausgedrückten 
Gangunterschied 
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Um LI Streifenbreiten muß sich das Interferenzbild verschieben 
beim Übergang von der Ruhe zur Drehgeschwindigkeit 0). 

Der Versuch i8t von Sag na c ausgeführt mit dem von der Theorie 
geforderten Ergebnis!). - Ferner ist von Michelson und Gale 
nach der gleichen Methode der Einfluß der Erddrehung auf die 
Ausbreitung des Lichttl untersucht worden. Die Messung bestand, 
da 0) hier vorgeschrieben ist, in dem Vergleich der Interferenz­
bilder beim Umlauf um eine sehr große und um eine kleine horizon­
tale Fläche. ({) i:-;t also das Komplement der geographischen Breite.) 
Theorie und Beobachtung waren in voller Übereinstimmung 2). 
Es mag bemerkt werden, daß sich für ein Quadrat von 100 m 
Seitenlänge in der Breite von 45° bei Benutzung von Natrium­
licht LI Zll rund 1': 100 ergibt. Die Erdrotation kommt daher bei 
keinem der übrigen \Tprsuehe in Betracht. 

Die bisherigen Ableitungen betrafen rein kinematische Be· 
ziehungen; dabei bedurften wir der Feldgleichungen (65), (66) 
nicht. Ziehen wir diese jetzt heran. Wir vernachlässigen w2 

und ersetzen demgemäß (66) durch (66a). Wir betrachten zwei 
Sonderfälk : 

1. Es "ei das Feld, auf 1: bezogen, stationär (:t = 0), keine 

Strömung vorhanden (0 = 0), und keine magnetisch polarisier­
baren Körper Cu = ,uo)' Dann wird aus (65): 

c . rot Sj = \1) • di v 'Il , f 
fot Q: = 0, 

di\' Po (Sj -- [~- ('Il - coQ:)]} = 0 . 

(Ti) 

Für \u = 0 wird Sj = O. Für \1) =1= 0 ist Sj klein von erster 
Ordnung, also ! IU! ! Sj! zu vernachlässigen. Das ergibt nach (66a) 
als viertf> Gleichung: 

(77) 

Die zweite und vierte Gleichung sagen aus, daß das elektrische 
Feld durch die Elektrizitätsverteilung in derselben Weise be­
stimmt ist, wip im Fall der Ruhe. Wir nehmen es als bekannt 

1) Comptes l'endus Hd. 157. 1913. 
2) Astropbysical Journal Bd. 61, 1925. 

flohn, nn,;; ('lp,ldrnmagnnti:,ehp. Ff\ljl. 2 .. \. 23 
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an. Schreiben wir dann 

(78) 

so werden die erste und dritte Gleichung: 

c· rot!? = tu· div ~ - rot [tu (e - eo)@;], } (79) 
div (,uo!?) = 0 . 

D. h. das Feld !? ist dasjenige einer Strömung 

S' = tu . div ~ - rot [\1) (e -eo) Q;]. 

Das Feld wird durch einen Magneten außerhalb der bewegten 
Körper gemessen, an Stellen also, wo !? = SJ ist. - Die Strö­
mung 3' besteht aus zwei Teilen; sie sind einzeln und ver­
einigt untersucht worden. 

a) Eine isolierende Kreisscheibe ist an ihrem Rande beider­
seitig mit einem ringförmigen (an einer Stelle aufgeschnittenen) 
leitenden Streifen bedeckt. Sie ist von einer flachen metallischen 
Schachtel umgeben, mit der der Streifen einen Kondensator von 
der Kapazität 0 bildet. Sie rotiert mit n Umdrehungen in der 
Sekunde, während der Streifen auf das Potential V gegen die 
Hülle geladen ist. In der Scheibe ist @; = 0, außen ist tu = 0; 
das zweite Glied von 3' ist also = O. Das erste Glied gibt für 
den Gesamtstrom: i' = VOn. Nun wird der Streifen bei still­
stehender Scheibe nI-mal in der Sekunde auf das Potential V I 
geladen. Das bedeutet einen Strom i l = V I 0 n l , der an einem 
Galvanometer gemessen werden kann. Dadurch ist 0 bestimmt, 
und somit i'. Bei feststehender Scheibe wird ferner ein kon­
stanter Strom i durch den Streifen geleitet. An einem Magneto­
meter werden die Ablenkungen durch i' und durch i verglichen. 
Es zeigt sich, daß i' den von der Theorie geforderten Wert hat. 
Dieser Konvektionsstrom ist zuerst von Rowland gemessen 
worden. Die hier besprochene Anordnung hat Eichenwald ge­
troffen l ). 

b) Eine kreisförmige isolierende Scheibe rotiert zwischen zwei 
feststehenden zu ihr parallelen Metallscheiben, zwischen denen 
eine bekannte Potentialdifferenz hergestellt ist. Durch Schutz-

1) Ann. d. Physik IV, Bd. 11, S. 1. 1903; dort auch die gesamte 
Literatur. 



Kapitel V. § 4. D. 355 

ringe ist dafür gesorgt, daß das elektrische Feld gleichförmig ist. 
Hier ist im Metall 

tu c= 0, 
im Zwisehenraulll 

div~ = 0; 

also vers eh windet das erste Glied in S'. ZU dem zweiten Glied 
liefert das Innere der rotierenden Scheibe keinen Beitrag; denn 
der Vektor [1tJ Q:] ist radial gerichtet, und sein Betrag hängt nur 
vom Achscnabstand ab; seine Rotation ist also = O. [vgl. (u 2 )]. 

Wohl aber ergibt die Grenzfläche Scheibe - Luft den Flächenwirbel 

;tu! (c '-co) I Q: I 

in tangentialer Richtung [vgl. (u4 )]. Man hat also eine Ober­
flächenströmung von diesem Betrage. Q: bedeutet die Feldstärke 
in der dielektrischen Scheibe. Sie kann aus der Potential­
differenz zwischen den Metallplatten und der Dicke der dielektri­
schen Scheibe und der Luftzwischenräume berechnet werden (s. 
Kap. I, § 3, A unter 4). Die Strömung ist also bei gegebener 
Umdrehungszahl und Potentialdifferenz in ihrem absoluten Be­
trage bekannt. Ihr magnetisches Feld kann mit demjenigen eines 
ebenso verteilten Leitungsstroms verglichen werden. Dieser Strom­
anteil ist zuerst von Röntgen beobachtet worden und heißt daher 
Röntgenstrom. Die genauestenMessungenrühren von Eichen· 
wald her; sie bestätigen quantitativ den theoretischen Ansatz. 

c) Die Anordnung ist wie bei b); aber der ganze Kondensator­
die dielektrische Scheibe mit den unmittelbar anliegenden Metall. 
belegungen - rotiert einheitlich. Die beiden Glieder von S' ver­
einigen sich. Da,; Ergebnis übersieht man am einfachsten, wenn 
man (79) in der Form schreibt: 

C • rot !? =~ rot [ltJco Q:]. 

[Es ist bei der vorliegenden Versuchsanordnung sowohl 

d'''iJ wie a"iJ. = 0 
(iIf' at 

also nach (v'): 

lU' div'3) = rot [1tJ'3)]. 

Dasselbe unmittelbar aus (67), (78)]. 
Die Strömung S' ist also unabhängig vom Material des Di­

elektrikums; sie ist die gleiche, wie wenn der Zwischenraum von 
Luft erfüllt wäre, und die Platten allein rotierten. Auch dies 

23* 
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konnte Eichen wald bestätigenl ). Die Hertzsche Theorie würde 
in diesem Fall ~'= 0 ergeben. 

2. Versuch von H. A. Wilson 2). Vgl. Abb. 41. Ein Zylinder­
kondensator (äußerer Radius a, innerer b, Dielektrizitätskonstante 

I R 

rxfl 

Abb.41. 

des Zwischenmediums s) rotiert 
mit konstanter Geschwindigkeit 
in einem gleichförmigen Magnet­
feld, dessen Richtung seiner Achse 
parallel ist (Drehgeschwindig­
keit u, lul =w). Die beiden Be­
legungen IX, ß sind durch Schleif­
federn mit den Teilen y, 15 eines 

Elektrometers verbunden; 15 ist zur Erde abgeleitet. Der Konden­
sator soll als geschlossener behandelt werden. Seine Kapazität sei 
0; die der äußeren Belegung IX, des Elektrometerteils r und der 
Zuleitung zusammengenommen gegen Erde sei 0'. Das ganze 
System sei in der Ruhe ungeladen; die gesamte Elektrizitäts-

, menge des isolierten Teils von IX bis y bleibt dann auch während 
der Bewegung Null. Der Zustand ist stationär; also ist erstens 
nach (65): 

rot ~ = 0 oder ~ = - V cP ; 

und zweitens sind die Leitungen IX y und ß 15 stromlml, also, da 
auf ihnen ltJ = 0 ist, nach (66a): ~ = O. Am Elektrometer wird 
daher ffJa - CPp gemessen. - Der Vektor [1tJ~] ist radial- bei 
dem Umlaufssinn der Abbildung von der Achse fort, bei entgegen­
gesetztem Umlaufs sinn nach ihr hin gerichtet; sein Betrag im 
Abstand R von der Achse ist: 

wRI~!; 
also wird nach (66a): 

~ = -S· V ffJ', wo cp' = cP - kR2, k =± ~_::-8foJlo. ~~~ i , 

Durch den Wert der Konstanten cp'p-CPa und die Bedin­
gung: div ~ = 0 ist ~ innerhalb des Kondensaters bestimmt. 
Nach Definition von 0 ist die Ladung e = f~N·dS der inneren 

ß 

1) Zu b) und c) siehe Eichenwald: Ann. d. Physik IV, Bd.ll, 8.421. 
1903 und Bd. 13, 8. 919. 1904. 

2) Transact. of the Roy. 80c. of London. Bd. 204, 1905. 
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Belegung im Fall w = 0 : 

e = C (cpß- rp,J. 
Also ist allgemein: 

e =0 C (q;;;- CP:) = C [cpß - CPa + k (a 2 - b2)}. 

Die Ladung ~- e befindet sich auf der Innenseite der äußeren 
Belegung; ahw + e auf der Außenseite und den mit ihr ver· 
bundenen Leitern; d. h. 

e = Cf (CPa ~- f{Jß) • 

Beide Gleichungen zusammen ergeben: 
C 

(Px-- cpß = C + Ci k(a 2 - b2) • 

Praktisch ist ::;tets ,ll = [10' also 

(80a) 

k = + 10::- So • Q)flL'~ : . (80 b) 
- S 2c 

Die Met;tmngen von Wibon haben die Beziehung (80) bestätigt. 
Für einen Luft~Kolldensator folgt aus ihr k = O. Die Hertzsche 
Theorie würde, unabhängig von der Natur des Isolators, 

k = + Wtto§1_ 
- 2c 

ergeben. rBei der Auswertung der Versuche ist für .\) das Feld 
genommen, welche,.; bei ruhendem Kondensator herrscht. Das 
ist berechtigt; denn ~ und '!J sind von der Ordnung w; die 
Feldgleichungen blC'iben daher mit der hier benutzten Annäherung 
auch im Fall d('r Bewegung: 

C • rot .\) = S; div,u.\) = 0.] 

Es ist noch nach den mechanischen ~Wirkungen des :Feldes 
zu frage!!. Die Werte der Spannungen sind, wie ausgeführt wurde, 
die gleichen wie in der Hertzschen Theorie; sie werden durch 
die Erfahrung bestätigt. Das gleiche gilt von den vier ersten 
Gliedern im Ausdruck der Kräfte in (72), welche zusammen die 
Kräfte deH Htatiollären Feldes ausmachen. Im Fall veränder­
licher Zustände tritt ZlI ihnen ein Glied, welches sich als Diffe­
rentialquotient nach der Zeit darstellt. Dieser Umstand schließt 
die Möglichkeit aus, die Augenblickswirkungen periodischer Vor­
gänge beliebig zu summieren. Die Strahlung IS aber ist in ihm 
mit einem Faktor behaftet, der für alle leicht beweglichen Körper 
(Gase) "ehr klein ist, und mit zunehmender Verdünnung zur Grenze 
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Null geht. Diese Zusatzlrraft des veränderlichen Feldes entzieht 
sich daher der Beobachtung. - Wesentlich ist, daß im leeren 
Raum jedes Glied von f einzeln verschwindet. Der Widersinn 
einer im Vakuum wirkenden Kraft, der der Maxwell-Hertzschen 
Theorie anhaftet, ist der Relativitätstheorie - wie auch der 
Lorentzsehen Theorie - fremd. 

Zusammengefaßt: Alles, was die Relativitätstheorie über den 
Einfluß der Bewegung auf das Feld und über die mechanischen 
Kräfte aussagt, ist in voller Übereinstimmung mit der Erfahrung. 

Dem Relativitätsprinzip, von dem hier nur die elektrodynami­
schen Folgerungen entwickelt wurden, fällt die Aufgabe zu, auch 
die Mechanik und Thermodynamik in ihren Bereich zu ziehen. 
Ist diese Aufgabe gelöst, so gilt nun für die gesamte Physik, 
was vorher für die Mechanik galt: Ihre Gesetze haben die gleiche 
Form für die Gruppe aller Bezugssysteme, die gegen einander 
eine nach Größe und Richtung konstante Geschwindigkeit be­
sitzen. Unter allen Gruppen aber ist eine ausgezeichnet: die­
jenige, zu welcher das in den Fixsternen verankerte Bezugssystem 
gehört. -Es entstehen dann die Fragen: Welches sind die physi­
kalischen Merkmale, welche dieser Gruppe ihre Vorzugs stellung 
verschaffen? - und: Gibt es eine Fassung der physikalischen Ge­
setze, welche diese Ausnahmestellung aufhebt? Eine Antwort 
gibt die allgemeine Relativitätstheorie, die ebenso wie die 
spezielle von Einstein begründet ist. Gleich der Quanten­
theorie steht sie noch in der Entwicklung. Vereint mit dieser ist 
sie am Werk, das Lehrgebäude der Physik in seinen Grundmauern 
zu erschüttern. Eine neue Physik ist im Werden, die in viel 
weiterem Sinn, als die bisherige Atomistik der Materie und der 
Elektrizität, eine Physik der Unstetigkeiten ist. - In vollem 
Gegensatz hierzu steht die Elektrodynamik, die dieses Buch dar­
stellt. Ihr mathematisches Bild ist das in Zeit und Raum 
stetige elektromagnetische Feld. Es ist außer Zweüel, daß 
dieses Bild die Erscheinungen nur in ihren gröberen Zügen wieder­
gibt. Auch den Meistern, die es schufen, galt es nur in diesem 
Sinn für treu. Aber man darf vertrauen, daß es - beständiger, 
als die in feinsten Einzelheiten ausgeführten Zeichnungen - den 
bescheidenen Platz, den es beansprucht, auch in Zukunft be­
haupten wird. 



Anhang. 
Durchgehende Bezeichnungen. 

Deutsche Buchstaben bedeuten Vektoren; außerdem ist pN ein Vektor. 
Der Betrag von 2( ist durch :2(! oder A bezeichnet; die Komponente nach 
der Richtung l durch 2(1' 

r Ortsvektor (Fahrstrahl). 
r Raum. 
S Fläche (allch L). 
~ Linie (auch l). ds = I dr i 

rEinheitsvektor in der Richtung von r. 
TI Einheitsvektor in der Richtung von n (oder in der Richtung der 

Normalen n oder N laut Text). 
Die Zuordnung von Fortschreitung und Drehung entspricht stets einer 

Rechtsschraube. --- Die kartesischen Koordinaten xyz, die Zylinder­
koordinaten xe a;, die Polarkoordinaten r {Ja; bilden in der hingeschriebenen 
Folge stets ein Rechtssystem. 

In J ... dS iRt .8 eine geschlossene Fläche; in J ... d 8 ist 8 eine 
o ~ 

geschlossene Linie. 

Stehen J ... clr und f ... dS in derselben Gleichung, so ist S die 
o 

vollständige Begrenzung von rund N die äußere, n die innere Normale 
von dS. 

Stehen J ... dS und. J ... ds in derselben Gleichung, so ist s die 
-0 

vollständige Begrenzung von S, und 8 ein positiver Umlauf um die positive 
Normale N von dS. 

f Kraft; B- resultierende Kraft; W resultierendes Drehmoment; pN, 

p~ Spannungen; A Arbeit. 
er, '1), 0 elektrische Feldstärke, Erregung, Stromdichte; i Gesamtstrom, 

q:: elektrisches Potential. 
- sr, E eingeprägte elektro Feldstärke, elektromotorische Kraft. 
SJ, )ß magnetische Feldstärke, Induktion; IJJC Magnetisierung; 1\ magne­

tisches Moment. 
21 Strahlung. 
Q Induktionsfluß; L Induktivität; G elektrische Kapazität; w Wider­

stand. 
We , W m elektrische, magnetische Energie. 
e Dielektrizitätskonstante, (J elektro Leitvermögen; fl magnet. Durch­

lässigkeit (Permeabilität). 
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Die eckige Klammer [] dient ausschließlich zur Bezeichnung des 
Vektorprodukts. Runde Klammern und Punkt sind zur Zusammenfassung 
und Trennung in gleicher Weise bei Skalaren und Vektoren verwandt. 

In den Abbildungen bedeutet {~} einen zur Zeichnungsebene normalen, 

{vorn} {hinten}. von hinten nach vorn gerlChteten Vektor. 

Benutzt und unter den hier beigefügten griechischen Buchstaben an­
geführt sind folgende 

Formeln: 
W2=A2; W·dW=A ·dA 

[W5S][ = [5S[]W = [[W]5S = - [5SW][ 

= Volumen des Parallelepipeds, dessen Kanten W5S [ sich in dieser Folge 
auf ein Rechtssystem projizieren. 

[W[5S []] = (W[)5S - (W5S)[. (ß) 

Der Vektor W = J7 U ist definiert durch: 
oU 

W' =8T. 

Die Komponenten ~ von W = J7 U sind 

. k . K d· 'w oU Gi oU In artesIschen oor ma ten: u~ = 0 x ' U. = 0 y , 
oU 

W.=~, oz 

" Zylinder-Koordinaten: oU "'a ___ 1 DU, We=--, u . 
oe e ort. 

()' ) 

" Polar-Koordinaten: 
DU 

Wr=~, or 
1 8U 1 DU 

~i1=--, Wa=-.---·(Ya) r8ff r·smffort. 
Der Vektor [ = (W J7)5S kann definiert werden durch: 

[~ = ~ . J75S~, [. = W . J75S., [. = W . J75S.. (t5) 

Der Skalar div ~ ist definiert durch: 

Es ist: 

div ~ = lim {!fWN·dS}. (EI 
,= 0 ' 

o 

div ~{= ~W~ + o~. + 0 W. (sI) in kartesischen Koordinaten, 
ox oy OZ 

__ oW~+~ (J (eWI.')+~ oWa - (S2) in Zylinder-Koordinaten, 
ox e oe e ort. 

= J_ ~2Wr) ~l_ ~sinff~~ _1 __ oWa 
r2 or + r·sinff off + r sinff ort. 

(sa) in Polar-Koordinaten. 

An Unstetigkeitsflächen: divs ~( = Wn , + Wn2 = W1 n1 + W2 lt2 • (c4) 



Anhang. 

Aus (y) (e): Der Skalar LI U = div VU ist definiert durch: 

LI U = lim {~f ~NU dS}. 
T = 0 7: 0 

o 

Es ist in kartesischen Koordinaten: 

('2U 02U 82U 
LlU =_ .. +--+-

C x 2 iJ y2 iJ Z2 • 

Wenn U nur /(12) (unabhängig von x und Cl) ist: 

LI U = -~ (': ( e ~i) . 
Wenn U nur /(r) (unabhängig von {} und Cl) ist: 

LI U = 1 0 (r 20U ) = ~ ~2J1:U) 
. r2 or cr r or2 • 

Der Vektor j ~( kann definiert werden durch: 

( LI ~Ox = LI ~x , usw. 
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fdiv~'dT=J~N ·dS, wenn ~l stetig in T. (Gauß). (11) 
o 

Jdiv2r'dT+SJdiv8~('d812=f~N'd8 allgemein. (111) 
o 

Die 8 12 bedeuten Unstetigkeitsflächen. Statt (rl1) ist in der Regel (Ti) 
geschrieben; die divs ~ werden als Grenzfälle betrachtet. Entsprechend 
in ({}) und (t). 

-JVU'~'dT~~JU'div){3'dT+JU){3n'd8, (j) 
o 

wenn U einwertig und stetig in T. 

-SC!!!: ß·dT =S/ß dT +SClßcos(nx)dS, 
(iX cx 

o 
wenn Cl und ß stetig in T. 

- S VU· V Y·dT = Su. LI Y·dT + fU~:.dS 
o 

= SY.LlU.dT+ SY:~.dS, 
o 

wenn U, Y, VU, VY einwertig und stetig in T. (Green) 

Der Vektor ~ = rot ~ ist definiert durch: 

(l} ) 

l ( t) 

(x) 
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Die Komponenten von m = rot m sind: 

in kartesischen Koordinaten: 

In _~mz _iJm. 
;u~- iJy iJz' 

m _ iJW~ _ iJWz 

.- oz ox' 
m _ a W. _ iJ m". . 

z-iJx oy' 
in Zylinder-Koordinaten: 

in Polar-Koordinaten: 

m~= ~ {oiJe (ema) - 80~~}' 
me=~- iJm~ _ oma, 

e OIX ox 
ma= cWe _ 8m~ ; 

ox oe 

1 { 0 .' oW,?,} 
mr=rsin& iJ& (sm&.ma)-ijOC , 

5So= -?- {am, -~ (r Sin&'Wa)}, r sm & e IX er, 

ma=~ {~(r.mO)- iJm!.}; 
r or 0& 

an Unstetigkeitsflächen : rots W = [nI WI] + [n2 W2]. 

Wenn m = rot W, so ist 

JmN . dS = JW, . ds (Stokes) 
f) 

und divm = o. 
Wenn m = V U, so rot m = 0 und umgekehrt. 

Anhang. 

Aus (p,) und (&): Wenn in einem vollständigen einfach zusammenhängen­
den Feld.: 

rot m = 0 und div m = 0, so ist Jmm.d. = o. (p" &) 

Wenn div m = 0, so m = rot W, W = mo + V U, wo U willkürlich. (1') 

Wenn rot W = 0 in einem (n + 1) fach zusammenhängenden Raum ., 
so ist in .: 

n 
J~(,' ds = Z kipi' wo ki jede ganze Zahl sein kann. (~) 
f) i=l 

m'rotW-W'rotm =div[Wm]. (0) 

Jm . rot W . d. - Jm . rot m • d. = ,[[W\l)]N ' dS. (0') 
o 
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div (oe~() = Voe' m: + oe' div m:. 

rot (oe m:) = [Voe·~] + oe·rot m. 
rot (rot m:) = V (div m:) - LI m:. 
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(n) 

(Q) 

(0') 

Es sei u die unendlich kleine Verschiebung der Materie, a Änderung 
im festen Raumpunkt, d Anderung im festen substantiellen Punkt. Dann ist 

dU = 0 U + u . 17 U, Cr) 

d~ = am + (uV) m:. (Tl) 

Es sei S' eine substantielle Fläche; dann ist die Gesamtänderung von 
Jm:N'dS': 

wo 

dJmN . dS' = J (d'm:)N • dS, 

d/~r = d~ + U • div m: - rot [um:] , 

= dm: + m: . div u - (m: V) u. 

(v) 

( v') 

( v") 

Es sei dT' ein substantielles Volumen; seine Änderung durch die Ver­
schiebungen ist: 

O(dT') == divu·dT'. ( tp) 
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Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. Eine Einführung 
in diE' Theorie von Dr.-Ing. Franz Ollendorß', Charlottenburg. Mit 
379 Abb im Tpxt und 3 Tafeln. XVI, 640 S. 1926. Gebunden RM 36.-

Die Grundlagen der Hochvaknnmtechnik. Von Dr. Saul Dush· 
man. Deutsch von Dr. phi!. R. G. Berthold und Dipl.-Ing. E. Rei. 
manu. Mit 110 Abb. im Text u. 52 Tab. XII, 298 S. 1926. Geb. RM 22.50 

Di(' elektrische Kraftübertragung. Von Oberingenieur Dipl.-Ing. 
Herbert Ilyspr. In:{ Bänden. 
ErstPr Band: Die Motoren, Umformer und Transformatoren. Ihre 

Arbeitsweis(', Schaltung, Anwendung und Ausführung. Zweite, um­
gearbeitete und E'rWeitelte Auflage. Mit 305 Textfiguren und 6 Tafeln. 
X\', 417 Seiten. 1920. Unv. Neudruck. 1923. Gebunden RM 15.-

Zweiter Band: ))je Niederspannungs- und Hochspannungs.Leltuugs· 
anlagpn. Ihre Pl'ojektieI'Ung, Berechnung, elektrische und mecha­
nisl'he Ausführung und Unterhaltung. Zweite, umgearbeitete und 
erweiterte Auflage. Mit 319 Textfiguren und 44 Tabellen. VIII, 
40:, Seit en. 1921. lT nveränderter Neudruck. 1923. Gebunden RM 15.-

Dritter Band: nie maschinellen und elektrischen Einrichtungen 
des Kraftwerkes und die wirtschaftlichen Gpslchtspunkte mr 
dip Projektierung. Zweite, umgearbeitete und erweiterte Auflage. 
Mit !i65 Tf'xtfig .. :! Taf. und 87 Tab. XII, 930 S. 1923. Geb. RM 28.-



Verlag von Julius Springer in Berlin W9 

Elektrische Schaltvorgä.nge und verwandte Störungser­
scheinungen in Starkstromanlagen. Von Prof. Dr.-Ing. und Dr.­
Ing. e. h. Reinhold Rüdenherg. Privatdozent, Berlin. Zweite, be­
richtigte Auflage. Mit 477 Abbildungen im Text und 1 Tafel. VIII, 
510 Seiten. 1926. Gebunden RM 24.-

Elektrische 1\laschinen. Von Prof. Rudolf Richter, DiIektor des 
Elektrotechnischen Instituts Karlsruhe. In zwei Bänden. 
Erster Band: Allgemeine Berechnungselemente. Die Gleichstrom· 

maschinen. Mit 453 Textabbildungen. X, 630 Seiten. 1924. 
Gebunden RM 27.-

Elektromaschinenbau. Berechnung elektrischer Maschinen in Theorie 
und Praxis. Von Dr.-Ing. P. B. Arthur Linker, Hannover. Mit 128 Text­
figuren und 14 Anlagen. VIII, 304 Seiten. 1925. Gebunden RM 24.-

Elektrische Festigkeitslehre. Von Prof. Dr.-Ing. A. SChwaiger, 
München. Z w e i t e, vollständig umgearbeitete und erweiterte Auflage 
des "Lehrbuchs der elektrischen Festigkeit der Isoliermaterialien". Mit 
448 Textabbildungen, 9 Tafeln und 10 Tabellen. VIII, 474 Seiten. 
19:25. Gebunden RM 27.-

Dieleldrisches Material. Beeinflussung durch das elektrische Feld. 
Eigenschaften, Prüfung, Herstellung. Von Dr.-Ing. A. Bültemann, 
Dresden. Mit 17 Text abbildungen. VI, 160 Seiten. 1926. 

RM 10.50; gebunden RM 12.-

Die Eigenschaften elektrotechnischer Isoliermaterialien in 
graphischen Darstellungen. Eine Sammlung von Versuchser­
gebnissen aus Technik und Wissenschaft von Dr. U. Retzow, Abtei­
lungsleiter der AE G Fabrik für elektrische Meßinstrumente, Berlin. 
Mit 330 Abbildungen. VI, 250 Seiten. 1927. Gebunden RM 24.-

Die Isolierstoffe der Elektrotechnik. Vortragsreihe, veranstaltet 
von dem Elektrotechnischen Verein E. V. und der Technischen Hoch­
schule Berlin. Herausgegeben im Auftrage des Elektrotechnischen Ver­
eins E. V. von Prof. Dr. H. Schering. Mit 197 Abbildungen im Text. 
IV, 392 Seiten. 1924. Gebunden RM 16.-

Die Materialprüfung der Isolierstoffe der Elektrotechnik. 
Heraus!!egeben von Walter Demuth, Oberingenieur, Vorstand des. 
Mech.-Techn. Laboratoriums der Porzellanfabrik Hermsdorf i. Th., unter 
Mitwirkung der Oberingenieure Hermann ]<'ranz und Kurt Bergk. 
Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 132 Abbildungen im 
Text. VIII, 254 Seiten. 1923. Gebunden RM 12.-
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