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Das vorliegende Buch ist eine freie Bearbeitung meiner im
Jahre 1900 erschienenen Schrift ,,Das elektromagnetische Feld.
Vorlesungen iiber die Maxwellsche Theorie. Diese erste Auflage
ist an einigen NStellen als ,,Elm. Feld 1 angefiihrt.

Herr Professor Emde hat seine Freundschaft fiir das alte
Buch auf das werdende neue iibertragen; ich verdanke ihm
eine grole Zahl wertvoller Hinweise. Die Herren Dr. Rossmann
und Dipl.-Ing. Kiimmich haben vollstindige Korrekturen ge-
lesen. Herr cand. rer. nat. Schotzky hat die Vorlagen fiir die
Abbildungen gezeichnet. Thnen allen auch an dieser Stelle meinen
Dank aussprechen zu konnen, ist mir eine Freude.

Freiburg im Breisgau, Weihnachten 1926,
E. Cohn.
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Ein Riickblick auf die bisherige Entwicklung der Elektrizitats-
lehre liBt drei deutlich getrennte Abschnitte erkennen. Der
erste schlieBt mit den Arbeiten von Wilhelm Weber und Franz
Neumann; der zweite mit den Entdeckungen von Heinrich
Hertz:; dem dritten gehort noch die Forschung der Gegenwart
an. Sie lassen sich kurz so kennzeichnen: Auf der ersten Stufe
erscheinen alle Vorginge bestimmt durch Lage und Bewegung
von Elektrizititsmengen; von diesen gehen die Wirkungen zeit-
los aus. Auf der zweiten wird jedes Geschehen in einem bestimmten
Raum- und Zeitpunkt abgeleitet aus dem Zustand in unendlich
benachbarten Raum- und Zeitpunkten; die Elektrizitatsmengen
sind zu mathematischen Symbolen von untergeordneter Bedeu-
tung herabgesunken. Auf der dritten Stufe sind sie wieder in die
Grundlagen des Lehrgebdudes aufgenommen ; aber die Wirkungen
breiten sich von ihnen mit endlicher Geschwindigkeit aus. — Die
Grundannahmen des ersten Zeitabschnitts diirfen wir als endgiiltig
widerlegt ansehen. Die dritte Entwicklungsstufe hat als Elektronen-
theorie und Quantentheorie wesentlich atomistische Form ange-
nommen. In diesem Lehrbuch sollen die Tatsachen dargestellt
werden, die sich aux den Grundannahmen der zweiten Periode —
der Maxwell-Hertzschen Theorie des kontinuierlichen elektro-
magnetischen Feldes — ableiten lassen. Es soll dann aufgezeigt
werden, wo diese Theorie versagt, und es soll die weitere Ent-
wicklung in derjenigen Richtung verfolgt werden, in welcher sie
eine Fortbildung der Kontinuumstheorie bildet.

,,Die Maxwellsche Theorie ist das System der Maxwellschen
Gleichungen‘* nach einem Ausspruch von Heinrich Hertz. Es
kann demnach fiir eine geordnete Darstellung dieser Theorie
kein besserer Weg gefunden werden, als der der Ableitung aus
den Maxwellschen Gleichungen. Aber diese Gleichungen sind ge-
schichtlich das Ergebnis weitgehender Abstraktion, und die an-
gedeutete Behandlung wiirde daher bei dem Leser eine Fiille von
Vorkenntnissen verlangen, die hier nicht vorausgesetzt werden
soll. Es werden deshalb im folgenden die Begriffe, deren sich die
Maxwellsche Theorie bedient, aus den Erfahrungen abgeleitet
werden, die tatsichlich zu ihrer Ausbildung gefithrt haben.

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 1



Erstes Kapitel.

Das stationiire elektrische Feld.
§ 1. Das Coulombsche Gesetz.

Auf mannigfache Weise — durch Reibung, durch Beriihrung
mit den Polen einer galvanischen Kette — lassen sich Kérper in
einen Zustand versetzen, in dem man sie als elektrisiert bezeichnet.
Das MaB solcher Elektrisierung sind die Elektrizitdtsmengen, die
man ihnen — genauer: ihren einzelnen Teilchen — zuschreibt.
Das Messungsmittel haben zuerst die mechanischen Krifte ge-
bildet, die von ihnen ausgehen, und die sie erleiden. Von diesen
sagt das Coulombsche Gesetz aus: Zwei elektrisierte Korper
stoBen sich ab oder ziehen sich an mit einer Kraft, die dem Pro-
dukt der beiden Elektrizititsmengen direkt und dem Quadrat
der Entfernung umgekehrt proportional ist; es gilt das erste
oder zweite, je nachdem die Elektrizitdtsmengen gleichartig oder
ungleichartig sind. Wir wollen den Inhalt dieses Gesetzes erlautern.
Vorausgesetzt ist zundchst, dafl die Korper ruhen, und dafl der
elektrische Zustand unverandert bleibt ohne duflere Einwirkung.
Man spricht dann von einem elektrostatischen Zustand. Es
bleibt nun tatsdchlich die gesamte Elektrizitditsmenge eines
Koérpers unveréandert, wenn er vollstandig von einem Isolator um-
geben ist. Ein Isolator ist u. a. das Vakuum und — mit gewissen
Einschrankungen, auf die hier nicht eingegangen werden soll —
die atmosphérische Luft. Den Gegensatz bilden die Leiter der
Elektrizitit. Von einem Isolator also sollen die elektrisierten
Korper umgeben sein; bei Coulombs Versuchen war es Luft. Die
elektrisierten Korper selbst konnten an sich Leiter oder Isolatoren
sein. Im Isolator wiirde aber eine einmal willkiirlich hervor-
gerufene Elektrisierung seiner einzelnen Teilchen unverdndert
fortbestehen ; im Leiter besteht nur die gesamte Elektrizitatsmenge
fort, ihre Verteilung im Beharrungszustand ist durch ein Gesetz,
das wir kennenlernen werden, geregelt. Die Elektrisierung des
Leiters ist also durch eine Grofle gekennzeichnet; er ist da-



Kapitel 1. § 1. 3

durch der geeignetere Versuchsgegenstand. Damit ferner das
Coulombsche Gesetz etwas Bestimmtes aussage, mul die Ent-
fernung der Elektrizitdtsmengen grof sein gegen die Ausmessungen
des Raumes, in dem jede von ihnen verbreitet ist. Dies trifft
allgemein zu, wenn wir das Gesetz als Elementargesetz fiir die
Elektrizitatsmengen unendlich kleiner Korperelemente betrachten,
aus welchem die heobachtbaren Kréifte auf ausgedehnte Kérper
nach den Gesetzen der Statik abgeleitet werden konnen. So
wollen wir es also verstehen. — Das Coulombsche Gesetz, soweit
es bisher besprochen wurde, wiirde uns beféhigen, anzugeben, wie
sich die Kriifte zwischen zwei kleinen durch Luft voneinander
isolierten elektrisierten Kérpern dndern, wenn wir ihren Abstand
andern, und ex wiirde uns ferner — indem wir etwa den einen
Versuchskorper unverindert aufbewahrt denken — ein relatives
MaB fiir dic Elektrizitdtsmenge des jeweils zweiten Versuchs-
korpers liefern. - Der volle Inhalt des Gesetzes aber ergibt sich
erst, wenn wir in solcher Weise die Elektrizitdtsmengen von Kor-
pern bestimmen zu verschiedenen Zeitpunkten, zwischen welchen
sie nicht dauernd isoliert waren. Wir bezeichnen die Elektrizi-
tatsmenge eines willkiirlich herausgegriffenen elektrisierten Kor-
pers als positiv - man wihlt herkémmlich ein mit Harz gerie-
benes Glasstiick oder gleichwertig einen mit dem Kupferpol eines
Daniellschen Elements in Beriihrung gebrachten Leiter —; wir
nennen gleicherweise positiv geladen alle Kérper, die sich nach
Definition des (‘oulombschen Gesetzes als gleichartig, negativ
geladen alle Kérper, die sich als ungleichartig mit dem ersten
erweisen. Dann zeigt der Versuch: wie immer sich die Elektrizi-
titsmengen von Korpern #ndern moégen, — die algebraische
Summe der Elektrizititsmengen aller beteiligten Korper bleibt
stets unverindert. Insbesondere also: wie immer Elektrisierung
hervorgerufen wird, — es entstehen dabei stets entgegengesetzt
gleiche Elektrizititsmengen. Den GréBen, von denen das Coulomb-
sche Gesetz als Elektrizititsmengen spricht, kommt somit als
Grundeigenschaft Unzerstorbarkeit zu.

Im vorstehenden ist das Gesetz zergliedert, und es sind Be-
dingungen fiir seine Giiltigkeit angegeben. Eine wesentliche Be-
dingung fehlt noch : denken wir uns geladene Leiter einmal in Luft,
dann, mit unverinderten Ladungen, in einem andern Isolator
einander gegeniiber gestellt; dann haben sich alle Krifte im

1*



4 Kapitel I. §1.

gleichen Verhéltnis gedndert. Wurde aber nur in einem Teil des
umgebenden Raumes ein Isolator mit einem andern vertauscht,
dann gilt ein Kraftgesetz von der Form des Coulombschen iiber
haupt nicht mehr. — Wir fassen zusammen: in dem ganzen in
Betracht kommenden Raum befinde sich aufler Leitern ein ein-
ziger homogener Isolator; dann wirkt zwischen je zwei Kdérper-
elementen im Abstand r, auf denen sich die Elektrizitdtsmengen
e, und e, befinden, eine abstoBende Kraft vom Betrage
ere,

f=tne 2 (1)
Hier bezeichnet ¢ eine positive Konstante, die durch das Mate-
rial des Isolators bestimmt ist und dessen Dielektrizitdts-
konstante heiit.

GeméifB (1) kann durch Messungen das Verhéltnis zweier e
oder zweier ¢ festgestellt werden. Da ferner f in absolutem
mechanischem Maf bestimmt werden kann, so ergibt sich das
gleiche fiir e (und, wie sich zeigen wird, fiir alle noch einzufiihrenden
elektrischen GréBen), sobald iiber den Wert, den man der Dielek-
trizititskonstante ¢, des Vakuums (praktisch gleichbedeutend:
der Luft) beilegen will, eine Verfiigung getroffen ist. Erlaubt
ist jede Verfiigung, und in den verschiedenen sog.absoluten
MafBsystemen sind verschiedene getroffen worden. Wir wollen
hier und kiinftig unsere Formeln so allgemein halten, daf je nach
Bedarf jedes absolute MafBsystem in sie eingefithrt werden
kann. Eine zusammenfassende Ubersicht wird in Kap. III, § 5

1 .. .
gegeben werden. Der Faktor in’ den wir in unsere Formel ein-

gefithrt haben, erscheint hier als Ballast; tatsichlich vereinfachen
sich hierdurch andere und wichtigere Gleichungen.

Wir haben eine Reihe von Folgerungen aus dem Kraftgesetz (1)
zu entwickeln. Zunichst fragen wir nach der Kraft, welche auf
den Triger einer Elektrizititsmenge e von der Gesamtheit der
iibrigen ausgeiibt wird, von denen eine willkiirliche e, sei im Ab-
stande r, von e. Wir schreiben diese resultierende Kraft

f=eC. (1a)
Es ist dann offenbar € die Kraft, welche auf den Trager
einer an der gleichen Stelle gedachten Elektrizititsmenge Eins
ausgeiibt werden wiirde. € heifit die elektrische Feldstirke
in dem betrachteten Punkt p.
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Ist v der Radiusvektor von p, t; der Vektor, der von p;
nach p fiithrt, und v, der Einheitsvektor in gleicher Richtung,
so wird

G N6, G =

= (1b)

Fiir diesen Wert finden wir eine andre Darstellung, indem wir
bilden (vgl. Abb. 1)

Crdl =G dr = (G- dv)= Y(|G;|-dr;)=—d {24;‘2}
oder
wo
€
= 2 iaer, )
V' bedeutet: Gradient. Gleichbedeutend mit (2) ist [s. (y)]:
6= 7. (2) o & p e
pheillt das elektrostatische
Potential der Elektrizitdtsmen-
gen ¢, im Punkt (Feldpunkt) p.
(Vielfach Aufpunkt genannt).
Es stellt sich dar als Funktion der Koordinaten des Feldpunkts.
Sein GGefalle ist die Feldstirke €. Das bedeutet: € ist normal
zu den Flichen ¢ = const und weist zu abnehmenden ¢; sein
Betrag ist gleich der Abnahme von ¢ auf der Lingeneinheit der
Flachennormale.

Aus (2/) folgt:

Abb. 1.

”
[6dl=g(p)—o@). (2a)
b

Die linke Seite ist das Linienintegral der elektrischen Feldstirke
iiber den Weg I. Man bezeichnet dieses allgemein als die elektri-
sche Spannung auf dem Wege L

Die Gleichung (2a) nun sagt aus, daf} diese Spannung in unserm
Fall nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges abhiingt, nim-
lich der Potentialdifferenz zwischen Anfangs- und Endpunkt
gleich ist.

Physikalisch bedeutet die linke Seite die Arbeit, welche die
Kraft & bei der Verschiebung ihres Angriffspunkts von p iiber
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den Weg 1 nach p" leistet. Es ist somit ¢ (p) — ¢ (p’) die Ar-
beit, welche die elektrischen Krifte leisten, wenn im Felde der
Elektrizitatsverteilung e; der Trager einer Elektrizitdtsmenge
Eins aus dem Punkte p zum Punkte p” verschoben wird. Der Weg,
auf welchem die Uberfiihrung erfolgt, ist dabei gleichgiiltig. Ist
im besondern im Punkt p’ das Potential Null, so bedeutet das
Potential in einem beliebigen Punkt p die Arbeit bei der Uber-
fithrung von p nach jenem Punkt p’.

Es mogen nun die Trager aller Elektrizitdtsmengen, — von
denen e; und e, zwei beliebige bezeichnen sollen —, beliebige
unendlich kleine Verschiebungen erfahren. Die Arbeit, die hier-
bei geleistet wird, ist

4,= 3(-dy——3af |

dme 14|’

wo die Summe iiber alle Kombinationen zweier verschiedener e
zu erstrecken ist.
Oder
A,=—dW,,

o een 1 7 J €&
W,= 21.‘7‘!‘6‘ Tin > €n <% dze- r‘,,) (4)
oder
1
Wezg’.gehwh- (4a)

W, ist eine GroBe, die durch die Elektrizitatsverteilung ein-
deutig bestimmt ist. Diese moge jedesmal eine elektrostatische
sein in zwei verschiedenen Lagen der Korper, d. h. sie moge der-
artig sein, daf} sie dauernd bestehen kann ohne &dufieren Eingriff,
oder wie wir jetzt genauer sagen wollen, ohne Energiezufuhr von
auBen. Auch die Uberfiilhrung aus der ersten in die zweite Lage
moge so geschehen, daBl der Zustand einem elektrostatischen
zum mindesten stets unendlich nahe bleibt. Dann gibt das System
nach auflen Energie nur in der Form mechanischer Arbeit ab,
und diese Arbeit stellt sich dar als die Abnahme der Funktion W,.
Es wird deshalb W, als die elektrostatische Energie des
Systems bezeichnet.

¢, ¢, W, wiren nach (2), (3), (4) zu berechnen, wenn
die e; durchweg gegeben wéren. Aber fiir einen Leiter kann nur
die gesamte Elektrizititsmenge e, vorgeschrieben werden, ihre Ver-
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teilung tiber den Leiter ist bestimmt durch die Gleichgewichts-
bedingung. Diese lautet: innerhalb jedes homogenen Leiters ist

E =0 oder ¢ = const. (8a)

Mit den so entstehenden Aufgaben beschiftigt sich die Poten-
tialtheorie. Diese Theorie kehrt zunschst die Aufgabe um; sie
lehrt die Elektrizitatsverteilung aus € (oder ¢) berechnen. In-
dem wir diesem Vorgehen folgen, gelangen wir gleichzeitig zu
Gleichungen, die einen viel weiteren Giiltigkeitsbereich haben
als das Coulombsche Gesetz.

§ 2. Die Differentialgleichungen des elektrostatischen
Feldes.

Wir bilden das Oberflichenintegral
J sCy-dS

itber die vollstandige Begrenzung eines beliebigen Raumes 7.
(N die duflere Normale) Es ist (vgl. Abb. 2)

1 . 1
eCy-dS= I;Z:—é'cos (6, N)dS =+ 1~;Zeh-dtxh,

wenn do; den korperlichen Winkel bezeichnet, unter dem das
Flachenelement dS vom Ort p, der Elektrizitdtsmenge e, aus
erscheint, und - (—) gilt, wo der Leitstrahl v, aus 7 austritt
(in 7 eintritt). Nun ist aber

[+ da,—4n oder =0,
je nachdem p, innerhalb oder auBlerhalb 7 liegt. Demnach ist
das vorgelegte Integral gleich der algebraischen Summe aller

von der Flache S eingeschlos-
senen Elektrizitat >e.

Oder: /ﬂ s,

wo P=:C 6) ™~ P
die sog. elektrische Erre- Abb. 2.
gung bezeichnet.

Die Ableitung von (5) setzt voraus, dafl keine Elektrizitats-
menge e, einem Element von S unendlich nahe liegt. Diese Be-
dingung miiBte tatsichlich gestellt werden, wenn, unserer Be-
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zeichnung entsprechend, endliche Elektrizitatsmengen in Punkten
zusammengedringt wiren. In Wirklichkeit kennen wir hingegen
nur Elektrizititsverteilungen mit endlicher Raumdichte ¢ oder
endlicher Flichendichte . Dann aber ist, wie in der Potential-
theorie gezeigt wird, & iiberall endlich, und das vorliegende
Integral hat daher stets einen bestimmten endlichen Wert, auch
wenn die Flache S dieser Verteilung unendlich nahe kommt?).

Wenden wir nun (5) an auf eine Flache, innerhalb deren die un-
endlich kleine Elektrizitdtsmenge de = g+ dt oder de =w-dS
liegt, so ergibt sich [vgl. (¢)]

tim [ [ Dy-d8l =div D =, (5a)
7=OII O J

%nl+@n2:divs®:w. (5b)
Zu (5b) vgl. Abb. 3 und (¢,).

Aus dem Coulombschen Gesetz folgt also,
dafl die elektrische Dichte gleich der Divergenz
der elektrischen Erregung ist.

Wir kénnen und werden die Verteilung eines
L% n; Vektors ¥ im Raum — ein Vektorfeld 6 —

geometrisch in folgender Weise darstellen:

Wir ziehen Kurven, deren Tangenten iiberall

S die Richtung von B haben — B-Linien —,

und zwar in solcher Dichte, daffi !B|-dX
Linien durch ein zu B normales Flachen-
element d2' gehen. Dann folgt schrittweise: Durch ein be-
liebiges Fldachenelement dS mit der positiven Normalen .V
gehen in positiver Richtung B, - dS Linien. Durch eine beliebige
Flache S gehen f By - d8 Linien. Fir eine geschlossene Fliche
mit der duBeren Normalen N gibt [®y:dS den UberschuB

o

7\ 2

Abb. 3.

der austretenden iiber die eintretenden Linien an. div® ist,
positiv

wenn .
negativ

} , dem Betrage nach die Anzahl von Linien, die in
entspringen
miinden

der (unendlich kleinen) Volumeneinheit { }, div, B die

1) Zum Wert des Potentials im Punkte p liefern die zu p unendlich
benachbarten Elektrizitdtsmengen nicht nur keinen unendlich grofen, son-
dern vielmehr einen unendlich kleinen Beitrag.
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gleiche Anzahl fiir die (unendlich kleine) Flédcheneinheit. Wo
div® = 0 ist, konnen wohl B-Linien bestehen, aber sie konnen
dort keine Endpunkte besitzen. — Ein Vektor B, fiir den
durchweg div® = 0 ist, heiit quellenfrei.

Die Linien, welche unsern Vektor ® darstellen, werden her-
kémmlich, wenn auch nicht ganz zutreffend, als elektrische
Kraftlinien bezeichnet.

Wir haben demnach: f Dy-dS=e gibt den Uberschuf der

@]

aus § austretenden iber die eintretenden Kraftlinien an. Oder:
Jede elektrische Kraftlinie entspringt (miindet) am Ort einer
positiven (negativen) Elektrizititsmenge Eins. — Bezeichnen
wir ferner mit e¢; die gesamte Elektrizititsmenge eines Leiters,
mit S eine Flache, die sich seiner Oberfliche von aullen an-
schmiegt (also die Elektrizitiat auf seiner Oberfliche mit umfafit),
unter .V deren auliere Normale, so ergibt (5):

'I‘(DN'dSL =ey. (50)
]

In der Beziehung zwischen Feld (Erregung) und Elektrizitéts-
verteilung, die wir soeben besprochen haben, ist auf das Potential
kein Bezug genommen. Auch dem Inbalt der Gleichung (2a)
kénnen wir eine entsprechende Fassung geben. Sie sagt aus, daf
das Linienintegral von € Null ist, wenn Anfangs- und Endpunkt
des Weges zusammenfallen, also fiir jeden in sich zuriicklaufenden
Weg. Das wollen wir bezeichnen durch

[6dl=0. (7)

Die Gleichung (7) gilt unabhéngig von dem Wert der Funktion
@, unter der einzigen Bedingung, dal ¢ einwertige Funktion
der Lage von p ist.

Folgen wir einer elektrischen Kraftlinie in der Richtung vom
Ursprung zur Miindung, so ist ®©,, also auch €, stindig positiv;
das Linienintegral, tiber ein beliebiges Stiick der Kraftlinie er-
streckt, kann also niemals den Betrag Null ergeben. Aus (7) folgt
daher, daB es in einem elektrostatischen Felde keine in sich zuriick-
laufenden Kraftlinien geben kann.

Es kann auch keine Kraftlinie, ohne sich zu schlieflen, endlos
einen begrenzten Raum durchlaufen. Denn dann wiirde sie, ge-
niigend lange verfolgt, ihrem Ausgangspunkt wieder beliebig
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nahe kommen; es miilte also das Linienintegral, iiber eine be-
liebig kurze Strecke genommen, einen beliebig groBen positiven
Wert zu Null ergéinzen; d. h. die Feldstirke miiite an der betrach-
teten Stelle unendlich sein. Es soll daher kiinftig nur zwischen
Kraftlinien mit Endpunkten, geschlossenen Kraftlinien und sich
ins Unendliche erstreckenden Kraftlinien unterschieden werden.

Betrachten wir ferner eine beliebige Flache S, legen wir den
Weg [ beliebig entlang der Fliche auf ihrer einen Seite, und
zuriick langs der gleichen Linie auf der andern Seite, so folgt aus
(7): beim Durchgang durch eine beliebige Fldche kann sich die
tangentiale Komponente von € nie sprungweise éndern.

Die Gleichungen (5), (6), (7) haben wir abgeleitet aus den
Gleichungen (2), (3). Bedingung fiir die Giiltigkeit der Gleichungs-
gruppe (2), (3) war, dafl nur ein homogener Isolator vorhanden
sei, und somit ¢ ein und denselben Wert iiberall habe. Die neuen
Gleichungen (5), (6), (7) aber gelten tatsdchlich allgemein, wie auch
die Isolatoren und somit die ¢-Werte im Raum verteilt sein
mogen. Vorausgesetzt bleibt lediglich — fiir die Giiltigkeit von
(6) —, daB die Isolatoren isotrop sind.

Auch die Leiter mogen jetzt beliebig inhomogen sein. Dann
bedarf die Gleichgewichtsbedingung, die im Leiter erfiillt sein
muB, einer Erweiterung. Bilden wir einen zusammenhéngenden
Leiter aus Schichten verschiedener Substanzen, wie in den gal-
vanischen Elementen oder Ketten von solchen, dann zeigt die Er-
fahrung, daB das Potential in den beiden Endschichten ver-
schiedene Werte besitzt. Es muB also das Linienintegral von
€, durch eine Trennungsschicht hindurch erstreckt, einen von
Null verschiedenen Wert haben; oder: es muf} innerhalb einer ge-
wissen diinnen Ubergangsschicht & von Null verschieden und
normal zur Trennungsfliche gerichtet sein. Es liegt nahe, den
Satz dahin zu erweitern, daf3 iiberall, wo die Eigenschaften eines
Leiters sich ortlich @ndern, € einem vorgeschriebenen Vektor
K/ gleich sei:

C=48. (8)

Wo von einer bestimmten Schichtung nicht gesprochen werden
kann — man denke etwa an eine Salzlosung, in der die Flichen
gleicher Konzentration nicht zusammenfallen mit den Fléchen
gleicher Temperatur — da laBt sich iber die Richtung von &
von vornherein nichts aussagen. Den Vektor —§& bezeichnet
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man als eingeprigte elektrische Feldstirke. Fir einen
homogenen Leiter geht (8) in die frither aufgestellte Bedingung
(8a): € =0 iiber.

Den Gleichungen (5), (6), (7) schreiben wir Giiltigkeit auch
innerhalb der Leiter zu. Es folgt dann aus (7) und (8), daB in einem
elektrischen Felde Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn

[ Rpdi=0

P l 9)

wo y eine einwertige Ortsfunktion.

ist, oder

Dies ist eine Bedingung fiir die Verteilung der &; sie ist stets
erfiillt, wenn jeder Weg, der im Leiter von p nach p’ verliuft,
geometrisch notwendig die gleichen Schichten durchsetzt.

Es folgt ferner aus (5), (6). (8) fiir jede geschlossene Fliche,
die im Innern des Leiters verlauft,

fefy-dS = Se.
O r

Fiir einen homogenen Leiter, in welchem § = € = 0 ist,
bedeutet das. dafl sein Inneres frei von Elektrizitdt ist. Eine ihm
mitgeteilte Ladung kann sich demnach im statischen Zustand
nur auf seiner Oberfliche befinden. Bei diesem Schluf} ist freilich
vorausgesetzt. dafl das ¢ des Leiters eine endliche GroBe ist,
wihrend man doch — weil dieses & nur mit dem Faktor € =0
in den Gleichungen auftritt — aus elektrostatischen Messungen
nichts iiber seinen Wert erfahren kann. Es ist aber durch Be-
obachtung verdnderlicher Zustinde moglich gewesen, die
Dielektrizititskonstanten mancher Leiter zu bestimmen. (Die
Methoden sind in § 6 B. C und in Kap. IV § 7 besprochen.) Da-
bei haben sich stets endliche Werte ergeben, und als endlich wer-
den wir sie daher allgemein voraussetzen. — Ein inhomogener
Leiter enthélt im statischen Zustand Elektrizitdt auch in seinem
Innern. [hre Verteilung kann angegeben werden, sofern man
die §t- und die &- Werte der Leiterelemente kennt. Handle es sich
im hesondern um die sehr diinne Ubergangsschicht zwischen
den homogenen Leitern 7 und 2, und sei das durch die Schicht
erstreckte Integral

S dl=o.

1



12 Kapitel I. §2.

AuBerhalb der Ubergangsschicht ist auf beiden Seiten § = 0.
Andrerseits ist, wenn wir etwa die Schichtnormale, von I nach 2
gerechnet, zur x-Achse nehmen, fiir die Gesamtdicke der Schicht
nach (g,):

; fo(e)

f@-dx=f757'dx=52@2z"‘31-@1w» also =0.

i i
Die Verteilung von ¢ und & iiber die Schichtdicke ist nicht er-
kennbar. Das einfachste Bild gibt die Annahme zweier entgegen-
gesetzt gleicher Flichenladungen von der Dichte w im kleinen
Abstand d, mit einer Zwischenschicht von gleichméBiger Di-
elektrizitdtskonstante ¢. Da in der Schicht

G —n"r_2

“ d d
ist, so muf} nach (5b) &
w=*t¢&; (5d)

sein. Die angenommene Elektrizitatsverteilung heilt elektrische
Doppelschicht, @ ihr Moment oder ihre Stirke. Uber die
Werte ¢, d, w konnen, sofern sie nur der Gleichung (5d) ge-
niigen, willkiirliche Annahmen gemacht werden. Unzuldssig aber
ist es, d = 0 zu setzen und @ als Potentialsprung im strengen
Wortsinn zu betrachten. Denn, wie wir sehen werden [Glei-
chung (11)], entfallt auf ein Stiick der Ubergangsschicht vom
Querschnitt Eins ein Energiebetrag

er wiirde also fiir ¢ = 0 unendlich werden.

Im vorstehenden sind die allgemeinsten Annahmen fir ein
elektrostatisches Feld enthalten. Wir bezeichnen als vollstan-
diges Feld ein Feld, durch dessen Grenzen keine Kraftlinien
hindurchtreten. Ein solches kann sich ins Unendliche erstrecken;
es wird aber bei allen messenden Versuchen durch Umbhiillung
mit einem homogenen Leiter nach auBlen abgegrenzt. Soll diese
Art der Begrenzung hervorgehoben werden, so wollen wir von
einem geschlossenen Feld sprechen. Bei einem geschlossenen
Feld ist notwendig auch die Gesamtzahl der durch die (hier
endliche) Grenzfliche hindurchtretenden Kraftlinien, oder nach
(5) die gesamte in ihm enthaltene Elektrizititsmenge Null. — Es
ist ferner das Linienintegral von €, erstreckt iiber eine beliebige
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Linie auf der endlichen dufleren Grenzfliche, gleich Null — oder:
das Potential ist auf der ganzen Grenzfliche konstant.

Beide Sitze sind bei unendlich ausgedehnter Grenzfldche nicht
selbstverstindlich; wir wollen sie aber auch fiir diesen Fall, und
somit fiir jedes vollstandige Feld als giiltig ansehen. Es ist héufig
bequem, den konstanten Wert des Potentials auf der &ufleren
Grenzfliche des Feldes Null zu setzen, und wir werden dies, wie
iiblich, im allgemeinen tun. Da nur Potential-Differenzen
eine physikalische Bedeutung zukommt, so ist diese willkiir-
liche Festsetzung durchaus unbedenklich.

Es gilt nun der Satz: Bei gegebenen Korpern (und folglich
gegebenen ¢- und §-Werten) ist jedes vollstindige elektro-
statische Feld durch seine Elektrizitdtsverteilung eindeutig be-
stimmt. Eindeutigkeitssitze von mathematisch gleicher Wesens-
art werden uns wiederholt begegnen. Der Beweis soll nur dieses
eine Mal ausfithrlich gegeben werden.

Unser Satz folgt aus dem andern, den er als Sonderfall ein-
schliefit: Ein vollstandiges elektrostatisches Feld ohne Elektrizi-
tatsverteilung und ohne inhomogene Leiter ist durchweg Null.
Denken wir uns zunéchst, es seien im Feld nur Isolatoren vor-
handen, und demnach die Lage jeder einzelnen unendlich kleinen
Elektrizitatsmenge gegeben. Sind diese Mengen durchweg Null,
so gibt es also nirgends im Felde Endpunkte von Kraftlinien.
Jede vorhandene Kraftlinie mufl also entweder in sich zuriick-
laufen, oder aus dem Felde heraustreten. Das erste ist ausgeschlos-
sen in einem elektrostatischen, das zweite in einem vollstindigen
Felde. Es kann also keine Kraftlinien in unserm Raum geben.

Sind auch Leiter im Felde vorhanden, so hat jeder vonihnen,
da er homogen ist, in seiner ganzen Ausdehnung ein konstantes
Potential. Sei L, derjenige, dessen Potential von allen einschlief-
lich der Hiille den groften Wert hat. Dann kénnen auf S; nur
Kraftlinien entspringen, nicht miinden. Es wére dann e; positiv,
wihrend es Null sein soll. Auf §; befinden sich also itberhaupt
keine Endpunkte von Kraftlinien. Das gleiche folgt jetzt fiir
den Leiter L,, dessen Potential das zweithochste ist, und so fort
bis zum letzten. Es gibt also auch jetzt nirgends Endpunkte
von Kraftlinien, und wir schlieflen wie zuvor.

Rechnerisch ergibt sich der Beweis so: Es ist, wenn U ein-
wertig und stetig,



14 Kapitel I. §2.

—fVvU-B-dv=[U-divB-dr+ [ U (8B, + B,,)d8,
+[U®,-da8
O

[siehe (?), mit Erginzung fiir Unstetigkeiten von ¥B].

Nimmt man nun fiir v den Raum des Isolators, so wird S von
den Oberflichen S; der Leiter des Feldes und von der Innenfliche
Sy der Hiille gebildet, und » ist identisch mit der &uBeren Nor-
male N dieser Leiter. Setzen wir weiter

U=¢, B=9,

so kommt:

Eff.d-;:f@@.dr:~fV¢-‘D-d1:J‘¢-diV‘D-dT

+ [0 @n+ Du) a8+ X[, 0, 48, + [pu D, a8
8, S

H

(10)

und hierin ist
div®=9p=0, D, +D,,=w=0,
g,=const und  [D,dS;=e=0,
S’i

¢r =0, &positiv.

D=z 0.

[In Wahrheit ist die Hiillenoberfliche vor den iibrigen Leiter-

flichen nicht ausgezeichnet: es ist auf ihr lediglich ¢z = const,

dafir aber [D,-d Sy = ey =0, weil einerseits Ye; + ez =0 ist
N

Folglich

jis
(vollstindiges Feld), andrerseits aber jedes e, = 0 sein soll.
Hier liegt ein Beispiel fiir die Bequemlichkeit der Festsetzung
¢z = 0 vor.]

Sei nun die Elektrizitatsverteilung gegeben: in 7 die g, w;
auf den 3, die e;; ferner im Isolator die ¢-Werte, in den Leitern
die §-Werte. Dann ist, wenn ¢, sich auf einen variablen, g¢,,
auf einen festen Punkt eines Leiters bezieht,

(pi:¢i0+6’
Y4
d=—[ 8, dl
Do

eine gegebene Grofle bezeichnet. Es mogen nun diesen Bedin-
gungen zwei Felder mit den Werten ®’, ¢’ bzw. ®”, ¢’* geniigen.
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Wir bilden dann ' —®"” =9, ¢’ —¢’' = ¢, und erhalten wiederum
die Gleichung (10) mit den gleichen Bedingungen wie oben, also
wiederum ®=0. Die beiden als verschieden angenommenen
Felder sind also tatsiichlich identisch, das Feld ist eindeutig be-
stimmt. Das gleiche folgt, wenn an Stelle der e; auf jedem Leiter
der Potentialwert ¢;, eines Punktes (fiir homogene Leiter ein-
facher: das Potential ¢; des Leiters) gegeben ist. Und endlich
auch, wenn fiir jeden Leiter entweder e; oder ¢;, gegeben ist.
Bei den Coulombschen Versuchen waren die e; gegeben. Im
allgemeinen aber handelt es sich bei Messungen um einen zusam-
menhéngenden Leiter (von dem auch die Hiille einen Teil bildet),
so daf also die ¢, jedes Leiterstiicks gegeben sind.

Wir schreiben kiinftig statt (10) kiirzer: fiir ein vollstén-
diges Feld ist

[6D-dr= Ype; (10a)
fir ein beliebiges Feld ist
J€D-dr=Sge+ [¢D,-dsS; (10b)
)

wo jedes Summenglied durch ein Element des Isolators oder durch
ein homogenes Stiick der Leiteroberflachen gebildet wird.

Die Grundlage dieser Beweise bildet der noch héufig zu be-
nutzende Satz: Wenn in einem vollstindigen Felde 7 fiir jede ge-
schlossene Kurve s:

f?ls-ds =0,
o

und fiir jede geschlossene Fliche S:
[ By -d8s=0
o

ist, so ist fus.-dr=o0.

Er ist in anderer Schreibweise im Anhang unter (u, ©) aufgefiihrt.

Es mégen ferner zu einem Felde €, die Wertesysteme e, und
®, und zu einem Felde &, die Wertesysteme ¢, und £, gehéren.
Dann gehért zu dem Felde € = €, 4 €, das Wertesystem
e=¢ +e, =8 + & Also nach dem Eindeutigkeitssatz
auch umgekehrt: Uberlagert man zwei Elektrizititsverteilungen
und eingeprigte Feldstirken, so iiberlagern sich die zugehérigen
Felder. Zu beachten ist, daB zu der Elektrizitdtsverteilung, die
ein geschlossenes Feld bestimmt, die Elektrizitdtsmenge der lei-
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tenden Hiille ebensowenig gehért, wie die etwaigen Ladungen
auBerhalb gelegener Korper. Wir setzen der Einfachheit wegen
diese Hiille als homogen voraus; dann ist Elektrizitit nur auf
ihrer inneren und #uBleren Oberfliche vorhanden. Die Ladung
der Innenfliche gehért zum Felde; aber sie ist durch die Ladungen
der eingeschlossenen Kdorper, die sie zu Null ergéinzen muB, be-
reits mitgegeben. Der Rest der willkiirlich bestimmten Gesamt-
ladung befindet sich auf der Auflenfliche; aber diese gehort
nicht dem geschlossenen Felde, sondern einem davon véllig un-
abhingigen dulleren Felde an. Die Ladung der AuBlenfliche aber
ist offenbar gleich der algebraischen Summe der Elektrizitéts-
mengen der Hiille und aller von ihr eingeschlossener Korper.
So ergeben sich die beiden folgenden Sétze:

Einerseits: Durch eine leitende Hiille wird der Innenraum
vollstindig geschiitzt gegen die elektrostatischen Wirkungen
irgendwelcher im AufBlenraum vorhandenen Kérper. — Andrer-
seits: Fir den AuBlenraum kommt nur die Gesamtelektrizitits-
menge von Hiille und eingeschlossenen Kérpern in Betracht, ihre
Verteilung auf alle diese Korper ist vollkommen gleichgiiltig. Das
guBere Feld ist also stets dasselbe, als wenn sich die gesamte
Elektrizititsmenge auf der Hiille befdinde. Tatsache ist nun, dafl
das duBlere Feld durch keinerlei Vorgénge, die innerhalb der
Hiille verlaufen, dauernd verdndert wird, und hierin liegt der
Beweis fiir den frither angefiihrten Satz, dafl wir nur die Elek-
trizititsverteilung, niemals aber die Gesamtmenge der Elek-
trizitdt verdndern kénnen.

Wir werden im folgenden Paragraphen fiir einige wichtige Félle
das Feld aus seinen Bestimmungsstiicken tatséchlich ableiten.

Die physikalische Bedeutung der Feldstirke € beruht nach
dem bisher Besprochenen ausschlieflich darauf, dafl sich aus ihr
die mechanischen Krifte ableiten lassen. Der Zusammenhang ist,
unter Voraussetzung des Coulombschen Gesetzes, gleich-
wertig durch den Kraftausdruck (la) oder durch den Energie-
ausdruck (4a) [mit (2)] gegeben. Wir wollen annehmen, daf
unter unsern jetzigen allgemeineren Voraussetzungen
der Ausdruck (4a)

We=1%2ep

nach wie vor die elektrostatische Energie angibt, d. h. die
GréBe, deren Abnahme die bei einer Verschiebung geleistete Arbeit
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bedeutet. Es wird sich zeigen, dafl die Krafte dann nicht mehr
allgemein durch (1a) dargestellt werden. Dies wird in § 4 B aus-
gefithrt werden. Hier soll noch ein zweiter Ausdruck fir W,
abgeleitet werden. W, hat eine Bedeutung nur fiir ein voll-
standiges Feld: fiir ein solches aber folgt aus (10a) unmittelbar:

W,—=[16D dr. 11

Wir werden spiter elektrische Felder kennenlernen, die kein
Potential besitzen und nicht durch Elektrizitdtsmengen bestimmt
sind, und fir die also der Energieausdruck (4a) nicht bestehen
kann; der Ausdruck (11) aber bleibt auch fiir diese Felder giiltig.
In ihm erscheint die Energie als eine Summe, zu der jedes Volum-
element des Feldes einen bestimmten Beitrag liefert, so dafl auch
einem beliebigen Raum, der kein vollstéindiges Feld bildet, ein
bestimmter Energiewert zugeschrieben werden kann. Es wird
sich zeigen, dal} dieser, zunédchst rein mathematischen, Zerlegung
eine physikalische Bedeutung zukommt.

Es seien ferner in demselben Raum, also bei vorgeschrie-
benen ¢-Werten, zwei vollstindige Felder gegeben mit den
Werten ,8, T, ¢, W, bzw. ,6,D,p, W,. Dann ist [vgl. (10a)]

R _=[e66, dv=[62, dr=[,D,-dv="e,0,= e, p,. (12)

Besteht das System 1 aus einer Elektrizitdtsmenge e; = 1
im Punkte p; oder auf dem Leiter L,, und das System2 aus einer
Elektrizitdtsmenge e, = 1 im Punkte p, oder auf dem Leiter L,,
so folgt

91 (p) = @ (1)
D. h.: Eine Elektrizitdtsmenge 1 im Punkt p; (auf dem Leiter L,)
rufe im Punkt p, (auf dem Leiter L,) das Potential o hervor;
dann ruft auch die Elektrizitdtsmenge 1 im Punkt p, (auf dem
Leiter L,) im Punkt p; (auf dem Leiter L,) das Potential o
hervor. (Das Potential 0 und die Elektrizititsmenge —1 be-
finden sich jedesmal auf der duBeren Grenze.)

Sei ferner

e, =e, ea=c¢ -+ de;
dann ist
Jetde) p = Ye(p+dg),
also
NMNe-de= de-dg.
Cohn, Das clektromagnetische Feld. 2. A. 2
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Weiter ist die Energieéinderung:
OW,=3${Z(e+0¢)(p+d9)— Teg)

und daraus fiir unendlich kleine de und folglich auch unendlich
kleine ¢ nach der vorstehenden Gleichung:

AW, =3{Yg-de+ Je-do}=g-de= Se-dp. (13)
Es folgt, wenn wir W, als Funktion der e ausgedriickt denken,
oW, _

e, ~ Vi (14a)
und wenn W, als Funktion der ¢ ausgedriickt ist,

ow,

G = (14b)

Nach (14a) ist ¢, die Energie, die dem Felde zugefiihrt
werden mufl, um dem Punkte p, (dem Leiter L) die Elektrizi-
tatsmenge Eins von der Grenze des Feldes her zuzufiihren. Aber
es ist nicht mehr die mechanische Arbeit, die zur Uberfiihrung
eines Kérpers mit der Ladung Eins aufzuwenden ist. Dem
ersten Teil des Satzes entspricht es, wenn € = — /¢ als die
Kraft auf die Elektrizitdtsmenge Eins bezeichnet wird;
aber e@ ist nicht mehr allgemein die mechanische Kraft auf
den Trager der Elektrizitdtsmenge e; denn dieser kann jetzt im
allgemeinen nicht mehr verschoben werden, ohne daff die Ver-
teilung der & sich éndert (siehe § 4 B).

Die physikalische Bedeutung von R ergibt sich, wenn wir uns
in 7 zunichst die Felder ¢, und €, (Energie W, bzw. W,)
einzeln, und dann das Feld € = €, + €, mit der Energie W,
denken. Es ist dann

W=y J 6+ ) (D, + D)dr=W,+ W, +R. (1)

Die Abnahme von W, (W, W,) ergibt die Arbeit der innern
Krifte des Feldes 1 (des Feldes 2, des Gesamtfeldes). Die Ab-
nahme von R ist also die Arbeit der wechselseitigen Kréfte von
1 und 2. R soll dementsprechend die wechselseitige Energie der
Felder 1 und 2 heiBen.

§ 3. Das Feld in besonderen Fillen.

A. Bei allen Anordnungen, die zu Messungen dienen, befindet
sich Elektrizitit nicht im Innern des Isolators, sondern aus-
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schlieflich auf den Leitern. Diese modgen bestehen aus einer
endlichen Zahl in sich homogener Leiterstiicke, die zum Teil unter
sich und mit der Hille verbunden sein kénnen. Die Potentiale
der einzelnen Stiicke seien g;, ihre Elektrizititsmengen e;.
Wir wissen bereits, dal das Feld eindeutig bestimmt ist,
sobald fir jedes Stiick entweder ¢; oder e; gegeben ist. Wir
wissen ferner, daf die Felder und somit die Leiterpotentiale ¢,
die verschiedenen gegebenen e;-Systemen zugehéren, sich zu-
gleich mit diesen iiberlagern. Das heiflt aber: die ¢, sind linear-
homogene Funktionen der e;, also auch umgekehrt. Wir schreiben

"v':"li1¢1+“z‘2‘772+'"’IL“in‘Pn' (16)

Die Werte der a;, sind durch die Gestalt der Koérper — Leiter
und Isolatoren — bestimmt. In (16) ist nach (14b):
_de,  0FW,  Oep
T e T D dgn g Bk (17)
Die Energie ist
1 hi 1 2 1
We = 2 _’\/ (p'l %y Pr— 9 o, P1 + %P1 9. +eee Eann(pg (18)
Die Verwertung der Messungen beruht auf der Kenntnis der
Koeffizienten «;,.
Statt (16) kann man auch schreiben, indem man das Potential
der Hille (bisher = 0 gesetzt) mit ¢, bezeichnet:

¢, =0 (P, — Qo) + 41 (@i — @)+ + @i (@i — @),

wo n . (16a
90 :L::'\f“““ 9= Wy (k=+0,k31). )

In (16a) hat jedes Summenglied eine anschauliche Bedeutung.
Es sei erstens ¢, > @, aber jedes @, = gy (k=+1). Dann ist
€= G0+ i1+ +in) (ps— o) und €3=—g;; (p;—@,). Es
entspringen aber in diesem: Fall alle Kraftlinien auf L, und
sie miinden auf den tibrigen Leitern einschlieBlich der Hiille;
d.h. ¢, ist positiv, alle e, sind negativ. Also: alle ¢ sind positive
Groéflen und nach (16a), (17)

Qi = Qi (17a)

Ferner: ¢, (g, — @) ist die Zahl der Kraftlinien, die unter
den obigen Voraussetzungen von L; nach L, fithren. — Ist jetzt

2%
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zweitens nur @ == @,, so gehen g¢;, (p; — @,) Kraftlinien von
L;nach L;.—TUnd ist endlich nur ¢, == @,, wo h==1, b=k, so
verlaufen keine Kraftlinien zwischen L; und L,. Uberlagern
wir alle diese Felder (b soll alle zuldssigen Werte durchlaufen),
so entsteht das allgemeinste Feld, dem die Gleichungen (16a) ent-
sprechen, und in diesem laufen von L; nach L;:

%1 (Pi — Po) — Lix (P — Po) = Lir (s — 1)

Kraftlinien. Somit ist jedes Summenglied in (16a) geometrisch
gedeutet.

Unter den Gleichungen (16a) denke man auch den Wert von
eo hingeschrieben, welcher die Ladung auf der Innenseite der
Hiille bedeuten soll. Sie ergeben dann

wie es sein muf}, und

n
1 1
We='§_§6i¢i:?§qik((pi_(pk)z> (18a)

also wesentlich positiv, wie es nach der Form (11) ebenfalls
sein muf. Die Vergleichung von (16) und (16a) ergibt noch,
daB

% =G0t i1+t Cin

stets positiv und
i =—0x (b0, k=1)

stets negativ ist. a;; ist nach (16) die Elektrizitdtsmenge, die man
dem Leiter L; zufithren muB, damit sein Potential um Eins steigt,
wihrend die Potentiale der iibrigen Leiter unverindert bleiben.
a;; wird demgemifl als elektrostatische Kapazitdt von
L; bezeichnet; es ist aber zu beachten, daB «,, von Form und
Material des Isolators, nicht aber vom Material von L, abhingt.
Die einzelnen Glieder, deren Summe «,, ist, und deren geometri-
sche Bedeutung soeben erlautert wurde, heilen die Teilkapazi-
taten von L,.

Die Bedingungen fiir das Feld € lauten in unserm Fall:
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allgemein

.J‘. (&l ¢ dl == 0;
f e€y - dS = 0, wenn sich innerhalb § nur Isolatoren

o

befinden;

’ 19
fe@N-dSi:ei, (19)
L;

€ =0 im homogenen Leiter; € endlich; und in der

Grenziliche = 0.

Die erste Gleichung liefert

€=—Vgp, wo ¢ -einwertig (19a)
und die iibrigen Gleichungen liefern als Bedingungen fiir ¢:

Of e as=0,
wenn sich innerhalb 8 nur Isolatoren befinden;

e
- > — S‘: .
Jelgasi=e, (19%)
Ly
@ = @; = const fir jeden homogenen Leiter; ¢ stetig,
und in der Grenzfliche gleich einer Konstanten, die wir

= ( setzen.

Die Leiter mogen unter sich und mit der Hiille zusammen-
héngen; dann sind die ¢; gegeben; — oder sie mégen voneinander
isoliert und homogen sein; dann seien die e; gegeben. Im einen
wie im andern Fall ist das Feld, wie oben gezeigt, eindeutig be-
stimmt. Allgemein kann man bemerken: wenn der Isolator
homogen ist, so fiallt bei gegebenen ¢, der konstante Wert ¢ seiner
Dielektrizitdtskonstante aus den Bestimmungsgleichungen des
Feldes heraus, und somit wird jedes e; proportional mit ; d. h.
alle Koeffizienten o« und ¢ sind in diesem Fall proportional mit
&. — Aus den Gleichungen (19) folgt, daf fiir jede Fliche, welche
L;, aber keinen andern Leiter einschlief3t,

fs(EN-dS:e,; (19¢)
ist. ©
Betrachten wir insbesondere ein geschlossenes Feld, das in
der Hiille nur einen Leiter enthdlt. Dann haben wir eine Glei-
chung von der Form (16a) mit einem Koeffizienten. Sie werde

e = C (g1 — @)
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geschrieben. Hierin ist
0
a=[Byasy  wd  p—ge= | Ma
1

Als Beispiele wihlen wir einige praktisch wichtige Falle; in
den drei ersten soll der Isolator homogen sein.

1. Kugel vom Radius r,, Potential p,, Ladung e, in Hiille
vom innern Radius r,. Die Entfernung eines willkiirlichen
Punkts vom Mittelpunkt sei r. Esist dann aus Symmetriegriinden
von vornherein klar, dal ¢ nur Funktion von r ist. Wahlen wir
als Fliche 8 der Gleichung (19¢) eine konzentrische Kugel-
flache, so kommt
op
o
fiir jedes r zwischem r; und r,. Demnach

= a_
P~ dner

—e dnri=e,

-+ const,

und wenn das Potential der Hillle = 0 gesetzt wird,

e; /1 1
P17 g <z—72> :

Es ist
71
ro—ry
C wird sehr groB, wenn der Abstand der Leiterflichen sehr
klein wird. Eine solche Anordnung heifit ein Kondensator,
C seine Kapazitit. Die gleichen Bezeichnungen sind auch iblich
im Fall von zwei Leitern von kleinem Abstand und groB8er Ober-
fliche, von denen nicht einer die Hiille des andern ist. Es liegt
dann ein drei-Leiter-Problem vor, bei dem jedesmal vorausgesetzt
wird, daB die Koeffizienten ¢,y und g,, sehr klein sind gegen
g¢1o = C. (Den dritten Leiter bildet die gemeinsame Hiille,
bzw. eine im Unendlichen gedachte Fliche.) Im Gegensatz zu
solchen, bei fehlender Hiille schlecht definierten, Kondensatoren
soll der zuerst genannte ein geschlossener heilen. (Bei einem
geschlossenen Kondensator ist notwendig der innere Leiter un-
zuginglich; den experimentellen Ausweg zeigt das Beispiel 2.)

Wichst in unserem Beispiel umgekehrt der duflere Radius un-
begrenzt, so wird die Kapazitit: Cy = 47mer;. Von diesem

C=dne¢
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untern Grenzwert ist C' durch ein sehr kleines, angebbares Inter-
vall getrennt, wenn r, einen bestimmten sehr grolen Wert hat.
Nun kann man allgemein zeigen, dall die Kapazitit eines Konden-
sators sich vergroflert, wenn irgend ein Teil des Feldes durch
einen ungeladenen Leiter ausgefullt wird. Es mogen also aufler
der Kugel vom Radius r, irgendwelche willkiirlich geformten
Leiter vorhanden sein. Ihre Ladungen seien Null, die Ladung
der Kugel sei (V¢,. LaBt sich dann um die Kugel eine zweite
vom Radius r, legen, welche alle sonst vorhandenen Leiter aus-
schlieBt, so liegt C” zwischen (' und C,. Es hat demnach einen
guten Sinn, von der Kapazitit einer einzelnen Kugel zu sprechen.

Den benutzten Hilfssatz kann man sich in folgender Weise
klarmachen: Besteht die Oberfliche des eingebrachten Leiters
aus Aquipotentialflichen des Feldes, so wird in dem vom Leiter
eingenommenen Raum € =0, auBlen aber bleibt das Feld
unverandert, da die ihm neu auferlegte Bedingung bereits erfillt
ist. Die Energie hat sich um den Betrag vermindert, der auf
den Leiterraum entfiel. Besteht die Leiteroberfliche nicht
aus Aquipotentialflichen, so geniigt auch das duBere Feld nicht
den Bedingungen des Gleichgewichts. Dieses stellt sich her
durch eine Neuverteilung der Ladung auf der Leiteroberfliche,
d. h. durch elektrische Stromung, und diese verbraucht Warme.
Die Energie sinkt um einen weiteren Betrag. Nun ist in unserm
Fall | L e

W, =g baP1= 72_'%1_ :

Da W, bei festgehaltenem e, gesunken ist, so ist C' gestiegen.

2. Unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R, und La-
dung e; auf der Langeneinheit, in koaxialer zylindrischer Hiille
mit dem Innenradius R,. ¢ kann nur Funktion des Abstandes
R von der Achse A sein. Als Fliche S der Gleichung (19¢)
nehmen wir die Oberfliche eines Zylinders vom Radius R und
der Hohe Eins. Die Grundfldchen tragen nichts zum Integral bei;
die Mantelfléiche ergibt

2aReSE=e  fir B, <R <R,
tolglich
2me

=27 e @ =¢lg R+ const; ¢ AN

g \17)
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Also ist
2n¢

o 27E (20)
" (E)

die Kapazitdt der Langeneinheit. Fiir einen endlichen Zylinder
variiert ¢ in der Nahe der Enden auch mit dem Abstand von
diesen; der gefundene Wert gilt also nur in den von den Enden
weit entfernten Raumteilen, und die physikalische Bedeutung
von y ist demnach: der Betrag, um den die Kapazitit eines bereits
sehr langen Zylinderkondensators wéchst, wenn seine Lange um
Eins zunimmt. — Fir unbegrenzt wachsendes R, wird ¢, = oo.
Von dem Felde eines einzelnen geladenen Zylinders kann man
daher nicht sprechen. Fiir die Kapazitat eines von unregelmafig
geformten Korpern umgebenen Zylinders 148t sich nur eine obere,
aber keine untere Grenze angeben; er kann bei gegebener Ladung
ein unberechenbar hohes Potential besitzen.

3. Wir bezeichnen mit R’ den Abstand von einer zweiten,
zu A parallelen Achse A’, setzen

+2meq¢’ = e, lg R’ 4 const

und bilden

’

, R
¢:¢+¢ = ! ]gf.

27
Es gilt immer noch

fs %;; dS=0
o}
fir jede Fliche, welche keine der beiden Achsen umschliefit,
denn das gilt fiir jeden der beiden Summanden. Fiir eine zylin-
drische Fliche von beliebiger Basiskurve und der Hohe Eins,
die 4 von A’ trennt, wird das Integral = — e;, wenn N in der Rich-
tung von 4 nach A4’ weist. @ ist endlich und stetig iiberall, aufer
in den Achsen 4 und A4’. Im Unendlichen wird
. a
D=0 wie B
wenn 2¢ der Abstand der Achsen ist. Wihlt man also eine Fliche
S;, auf der
RI
E=h= const,
und eine Fliche S,, auf der

RI
== const
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ist, als Leiteroberflichen mit den Ladungen - ¢ bzw. —e auf
der Langeneinheit, so geniigt @ auf ihnen und im Zwischenraum
allen Bedingungen, und es ist folglich das Potential fiir diese An-
ordnung.

Es sei auf S;:
auf S,:

Dann ist
€ €
D =52 1gg; Py=3"1lgq,;
also die Kapazitit der Langeneinheit
y=- e 2me y
"y

%2
Nun ist der Querschnitt jeder R W'
Flache 23 a .

R A A
B const

ein Kreis, der die Spuren der
Achsen A und A4’ harmonisch trennt. Rechnerisch: Bei der
Koordinatenwahl der Abb. 4 ist

R
2%

Abb. 4.

gleichbedeutend mit:
(@—ap+y*=g{(v+a)p+y?), oder: (z+Mm)+y*=0f,

2 -
wo h1=a%ii, ol=nhi—a?.
Entsprechend fiir die Fliche :
RI
T4

Wir wollen nur den Fall zweier gleicher Zylinder durchrechnen.
Es mufi dann die Flache 8, zu A’ liegen wie 8; zu 4, d. h.es

mufl
=1
. 9z ry
sein.
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Demnach
hy = —hy; 93 = Q?-
Der Achsenabstand der beiden Leiter wird also

2h =2a

und der Radius ¢, wo g2 = h2—a?. Nun sind tatsichlich A
und ¢ die gegebenen GréBen. Aus ihnen berechnet sich

o_hta e? (h+a)®
2 _ p2__ 2. - .
a?=h oY = h—a (h—a)2 0t °

weiter
9 h+(l
lgB=1gg =21g" %
g, =80 Ig o
also ist
__ 7
7 lgh+y7i‘2—gz (20a)
0

die Kapazitit der Léngeneinheit fiir zwei entgegengesetzt geladene
parallele Kreiszylinder vom Radius g und dem Achsenabstand 2 4.
Ist 9 < h, so wird

V= oh (20b)

3a. Die Mittelebene zwischen den beiden Drihten ist eine
Flache von konstantem Potential
@, — _liffiz
Wird diese statt der zweiten Zylinderfliche zur Leiteroberfliche
gemacht, so bleibt, bei unverindertem e, das Feld zwischen
ihr und der ersten Zylinderfliche unveridndert. Es ist aber

D, — D, = 27?2;
folglich ist
—__ 2a&
g g (200)
4
bzw.
_ 27:e
Y= 2k (20d)
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die Kapazitidt der Langeneinheit fiir einen Draht vom Radius p,
der im Abstand % einem unendlich ausgedehnten ebenen Leiter
gegeniibersteht.
Das in 3. eingeschlagene Verfahren ist vielfacher Anwendung
fahig. Die Gleichung (19b):
cp .

‘J‘é‘ FRY dS=0 s

o
welche fiir jedes Volumelement des Isolators gilt, ist fiir ¢ = const
gleichbedeutend mit:

Ag =0.

Zu irgend einer Losung dieser Differentialgleichung bestimmt
man Flichen ¢ = const = ¢;, welche S, heiflen mégen, und
zugleich die Werte

- .% e
—[eEds, e,

Die Fliachen S;, zu Leiteroberflachen gemacht, und mit den Elek-
trizititsmengen e, geladen, ergeben ein Feld mit dem Potential ¢,
und insbesondere den Leiterpotentialen ¢;. Man erhilt also fiir
diese Leiteranordnung die Losung der elektrostatischen Aufgabe.
— Im besonderen: Losungen von A¢ = 0, die (wie die unsrige
in 3.) nur von zwei Koordinaten « und y abhéngen, erhélt man,
indem man von einer beliebigen Funktion w = » -+ (v der kom-
plexen Variablen z = v+ 1y (1 = ]; 1) den reellen oder den
imagindren Teil nimmt. Die Linien % = const stehen senkrecht
auf den Linien v = const. Sind also die einen als Linien konstan-
ten Potentials gewihlt, so ergeben die andern die Kraftlinien.

4. Zwei unendlich ausgedehnte ebene parallele Leiterflichen,
zwischen denen sich in planparallelen Schichten von den Dicken d;
Isolatoren von den Konstanten ¢; befinden. Das Feld ist im
Endlichen offenbar normal zu den Schichten. Heifle es €; in
einer Schicht, so ist

¢ — ¢y = €,d;

und zugleich
o, =g ¢ =¢ € :“wz:%,
wenn ¢, die Ladung auf der Flache S bezeichnet. Also
ey = C(g1— @),
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wo C= . s
dl _}_@2
& &
Fiir eine Schicht ist
c=°7. (21)

Wird in einen Luftkondensator (¢,) von der Dicke d eine Platte
von der Konstante ¢ und der Dicke d, eingeschoben, so steigt
die Kapazitit von
&8 _ S
OO = —d' auf C= d_ d d1

&o &
Wird ein Leiter von der Dicke d, eingeschoben, so steigt sie auf
Cl SOS

Ta—d,-
Der Leiter verhalt sich also wie ein Isolator von der Konstante co.
(s. unter C.)

B. Spiterer Anwendungen wegen betrachten wir folgenden
Fall: Es sei der ganze unendliche Raum von einem homogenen
Isolator mit der Konstante ¢ erfiillt. In ihm befinde sich Elektri-
zitét von der Dichte ¢, w. Dann ist im Punkte p das Potential

- jj‘o dr _}_fw dS} (22a)

wo 7 den Abstand zwischen p und dv, bzw. p und 48 bezeich-
net. Dies a8t sich unmittelbar aus (3) ablesen. Von unserm jetzi-
gen Standpunkt aus aber ist der Wert von ¢ so begriindet. Es
muf sein: €=—V ¢, und ediv€ =9, ediv,€E=0w, € end-
lich, und = 0 im Unendlichen.
Also gilt fiir ¢ :
Aoy — o9

edp=—c, 6(0n1+0n»>_-w’ (221)

@ stetig, und = const =0 im Unendlichen,

und diese Bedingungen bestimmen ¢ eindeutig. Der hingeschrie-
bene Wert aber geniigt ihnen, wie die Ableitungen am Anfang des
§ 2 zeigen. [Man setze in (5a, b), (6) ein: € =—V ¢ nach (2).]
Zur Berechnung kénnen nach Willkiir der Integralausdruck oder
die Gleichungen (22b) dienen.
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Es sei nun durchweg w = 0; im Raum 7: ¢ = & = const,
auBerhalb: o =0. ¢ sei in diesem Fall =g gesetzt und als
Newtonsches Potential des Raumes 7 bezeichnet. Es wird

d
9= > (23)
und dieses g ist bestimmt durch die Bedingungen:
Nag— {—— 1 innerhalb 7
9=\ 0auBerhalb z’
g stetig, Vg stetig, g, = 0.

Ist 7 eine Kugel vom Radius a, so ist g offenbar nur Funk-

tion des Abstandes 7, vom Mittelpunkt, und es wird nach ({3):

~L6(9ﬂ>_ =1 <a:
Ag—y3 3\ ) =1 0 fir rosSa;

g und %q« stetig tiberall, auch fir ro=a; g,=0.
1}

Also firrg<a:

Togr, 3 1O
wo ¢=0 sein muB}, damit ¢ fiir r =0 endlich bleibt; folglich
ag T . 3 .
a3 9T T T
firry>a:
zag . Co
70, = 02 folglich gz——»r-o—l—c3, wo ¢;=0 wegen g, =0.
Die Bedingungen fiir 7, = a ergeben:
2
_%:% , und —%+61:_%-
Also ist:
s _ a® 1} . a3
fiir roxa:gzg——ﬁﬂ; fir re>ai g=g- (24a)

Fir das Newtonsche Potential des Ellipsoids sei auf die
Lehrbiicher der Potentialtheorie (auch Elm. Feld 1., S. 50ff.)
verwiesen. Hier soll lediglich der Wert von g im Innern des

Ellipsoids ohne Beweis angegeben werden. Sei die Gleichung der
Oberflache:

2 2 2
Eg—i—g—z—{—%z—:l, woa>b>c.
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Dann ist innerhalb
g = const —% (Aa2+ By?+ Cz?),

wo A, B, C Konstanten bezeichnen, die von den Achsenverhalt-
nissen abhangen, und fiir die allgemein gilt:

0<A<B<(C<l; A4+B+0=1;

A=0, Wenn%fr\\JO; C~1, Wenn—z—NO.

Im besonderen: wenn
(4]

N J1 —e?
(abgeflachtes Rotationsellipsoid), so ist
, (24b)
11 —e2 . 1—e2
A:B:§l~-3—arcsme—~—;f}, C=1—24;
[ e e

7

wenn
b=c=a}l—e
(verlingertes Rotationsellipsoid), so ist

1—e2 /1, 14e 1
A=15"(G e —1),  B=0=5(1—4).
(Fiir e = 0 ergeben die einen, wie die andern Ausdriicke:

1
A:B:C:?,

in Ubereinstimmung mit (24a).

C. Es liegt hiufig folgende Aufgabe vor: Ein Feld €, ist
gegeben. In dieses wird entweder a) ein homogener ungeladener
Isolator von der Dielektrizititskonstante ¢; oder b) ein ungelade-
ner Leiter gebracht. Gefragt wird nach dem neuen Feld €, oder
gleichbedeutend nach dem Zusatzfeld

3 =€—@¢, oder
B8=—VL C=p—go
Der Fall b) 146t sich allgemein auf den Fall a) zuriickfiihren.
Der eingebrachte Korper erfiille den Raum 7 mit der Oberfldche S,
den Normalen » nach innen, N nach aullen. Das Feld € ist
dann bestimmt durch folgende Bedingungen, wenn ¢ die Di-
elektrizitatskonstante auf der Auflenseite von S bezeichnet.
Im Fall a) in7: div€ =0, an §: ,E, + ¢€y =0,
im Fall b) in 7: € =0, anS:fs@N-dS =0,
(e

(25)
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wozu beiden Fillen gemeinsam die Daten im Auflenraum ent-
sprechend den dort gegebenen p, w, ¢z, und die Bedingung

J€,-dl=0
©

kommen.
Aus den Bedingungen unter a) folgt nach (#,):

JeCy-dS=0.
e}

Setzt man nun
&

"*:O,

&1
so folgt weiter aus der zweiten Gleichung:
@n =0,
und hieraus zusammen mit der ersten Gleichung nach (10b):
f e€?-dr = 0, folglich in 7: € = 0, — also die Gleichungen des
Falles b).

Somit ergibt sich: Ist das Feld gefunden fiir den Fall, daB t
von einem homogenen Isolator erfiillt ist, so erhilt man das Feld
fiir den Fall, dal 7 von einem homogenen Leiter erfiillt ist, indem
man .

1

€
setzt.

Entsprechend den Verhaltnissen, die bei den Versuchen
vorausgesetzt werden (vgl. § 5 und Kap. IT, §9, A), nehmen wir
an, es sei bis auf grofle Entfernungen von dem Raum 7, und somit
iiberall da, wo 3 von merklichem Betrage ist, der gleiche homo-
gene Isolator von der Dielektrizitdtskonstante &, vorhanden,
der zuvor auch den Raum 7 ausfillte. Dannistin :

div€ =0; divE€,=0.
Im Auflenraum, soweit er fiir 3 in Betracht kommt:
g div € = ¢, div €, = p.
An der Oberfliche S von 7:
80, +6Cy=0; €, +CEx=0.
Daraus folgt fiir 3:

innen wie auflen: div 3 = 0; im Unendlichen: 8 = 0;
an St g8, + o8y = (&) Con

} (25a)
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oder fiir {:

innen wie auBen: A = 0; im Unendlichen: =0

9¢ 9¢

(25D
an Stey 5> e gy =—(e1—¢2) Con- } )

Wir geben die Losung fir einige Félle. Jedesmal soll das ur-
springliche Feld im Raum 7 gleichférmig, d.h.konstant
nach Gréfe und Richtung sein, so daf in der Gleichung

€y = €y -cos (N ) + €y, cos (Ny) + €,,-cos(Nz) (25¢)

die Grofen €, €,,, €,, Konstanten bedeuten. In dieses Feld
werde

1. eine Kugel vom Radius a gebracht. Wir nehmen die

Feldrichtung zur az-Achse, nennen ¢ den Winkel (¥ z), und be-
trachten die Funktion

wo

dr

damr

das Newtonsche Potential der Kugel bezeichnen soll. Dann ist
nach (24a):

innen: ng———;:x z—%ro-cosﬂ
(ro = Abstand vom Mittelpunkt);
auflen: g,c:—%x (—%)3:—%&: cos &
also an S:
% gf“ %coeﬁ gl’:%:%cosﬁ,

und innen wie auBen: ‘

Ag, =0,
im Unendlichen:

9, = 0.

Wir kénnen daher den Bedingungen (25b) geniigen, indem wir
¢ =cg, setzen. Die Konstante ¢ ergibt sich durch Einsetzen
in die letzte der Gleichungen (25b) als ‘

— &
el—L2s(, 0z -

c=—3"
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Im Innern der Kugel wird

0g, £ — &
.Sy:Bz:O, w:_(’.%:_sll_’_ﬁ@ow:

also
3g

&1+ 2¢p
Das neue Feld bleibt in der Kugel gleichformig und dem ur-
spriinglichen gleichgerichtet, ist aber, wenn das umgebende
Medium Luft ist, geschwicht.
Wir betrachten jetzt die Funktion g, fiir einen beliebigen
Raum 7. Es ist, wenn 2’y’z’ laufende Koordinaten in 7 be-
zeichnen,

2 1 2 1
T dr 7 dz cos (N x)
g”:f ox EZ‘J‘ o G:—f dnr dS  mach (),
e}
d.h. g, ist das Potential einer Oberflichenverteilung von der
Dichte @ = — cos (Nx). Es ist demnach:

¢,=6,=0, G = Gy - (26)

innen wie auBlen Ag, = 0; im Unendlichen: g, =0;

an S: %%“—i—a—g—’?—cos(Nw).

} (27)
oN

Dies gilt allgemein; ist aber 7 eine Kugel, so ist jede der
beiden Grofen
0g. 99,
an W Gy
-fiir sich proportional mit cos(Nx). Eben deshalb befriedigt
eine in g, lineare Funktion ¢ auch die Gleichungen (25b, c).
DaB} aber

% (und folglich auch g—g;)

diese Eigenschaft hat, ist dadurch bedingt, daB g, im Innern
der Kugel lineare, g quadratische Funktion von =z ist.
Wir fithren noch ein

og

)
g”:W und =29

PR

deren bestimmende Eigenschaften aus (27) unmittelbar abgelesen

werden konnen, und erkennen: wenn fiir einen bestimmten Raum

7 das Potential ¢ im Innern quadratische Funktion von =, ¥, z ist,
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 3
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so geniigt man den Gleichungen (25b,c), indem man fiir { einen
in g, g,, 9, linearen Ausdruck nimmt.
Einen solchen Raum bildet
2. das Ellipsoid, fiir welches die Funktion g im Innenraum
in (24b) angegeben ist. Es folgt aus ihrem Wert:
§o=—Auw, 9, = — By, 9, =—Cxz,
also

%% = A cos (N ) usw.,

und folglich nach (27):

g%“; = (1— A)cos(Nz) usw.
Setzen wir also an:
{=og:+ B9+ 79,

so wird

2 4 4c0s(Na)+ BB oos(Ny)+7C cos (N2),

und

00— o (1= 4) cos (N &)+ B(1— B) cos (Ny) + y (1— C) cos (N2).

Mit diesen Werten wird (25b, c) erfiillt, wenn
gt A+ egu (1—A) = —(&; — &) €
ist, usw. Setzt man noch zur Abkiirzung

n B, (28a)

€0
s0 ergibt sich nach (25): im Innern ist
T = G — G -
@a"_l—}—An, @y—‘l_l_Bn’ @z_l_l_cn' (28b)
Das Feld im Innern bleibt also auch hier gleichformig, es ist
aber im allgemeinen gegen das urspriingliche Feld gedreht.
Das Zusatzpotential ist im ganzen Raum:

Un einfache Ausdriicke zu erhalten, nehmen wir €, parallel zu
2 an, und betrachten eine Stelle auf der verlingerten a-Achse
in groem Abstand r, von 7.
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Dort ist 1
_ N TR
g d7ry’ A+l 47 dx ’
8 parallel zu z, und
8 . ___% . ®0w T
= =TT 9.
0 4 % 277

Aus der Beobachtung dieser Feldénderung laBt sich also
d. h.
2l
o
finden, aber bei grollen Werten von ? nur dann, wenn A sehr
0

klein, also die Achse 2a sehr grof} gegen wenigstens eine der ande-
ren Achsen ist.

3. Hohlkugel mit den Radien @; und a,> a; im gleich-
formigen Feld €, dessen Richtung wir wieder als - Achse nehmen.
Die letzte der Bedingungen (25b) liefert jetzt zwei Gleichungen,
namlich, wenn wir die Werte von {im Hohlraum, in der Kugel-
schale, im Auflenraum bzw. mit {;, {;, {, bezeichnen und wieder
(N x) = § setzen,

. 28&; 2

fir ry=a,: -—608—%7%815%::+(e,—eo)@oxcos ?,
d 08,

fir rg=a,: "“816—%4‘80 ai(]:—(sl—-eo) Gy cos O

Die Rechnung unter 1. zeigt, da man allen Bedingungen
(25b, c) gentigen kann durch einen Ansatz von der Form:

{ =101+ €0,,
wo fir ry <ay: {;=rycos g, fiir 7y <ay: §y = rocos g
3

3

" - _a " a

fiir ry> a2 = ycosd,  fiirr,>ay §=—;cosd.
0 0

Einsetzen in die vorangehenden Gleichungen ergibt zur Bestim-
mung von ¢, und c,:

— g (€4 ¢,) + & (—2¢,+¢,) :+(6‘1_€o) Cous
— &, (—2¢,B+¢,) + gy (—2¢,—2¢) = — (&, —&) Cyes

wo ﬂ:(a—1>3.

,

3*
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Wir wollen nur das Feld im Hohlraum hinschreiben ; es ist dort
§=2{;=(cy+ ¢y) 1 cOs? = (¢; + ¢5) @,
also 3 parallel , und
Be=—1(ci+ ¢);
weiter € parallel z, und
€, = Cou—(c1 + ca).

Das ergibt:
@w al\3
@x-—-_.__,, Y ] ﬁ— <_) . (29)
2 (&,—8yp)? ay
1+ N _él_s_o_ 1—p

Das Feld im Hohlraum ist also auf einen bestimmten Bruchteil
abgeschwicht. Dieser hingt bei gegebener Form von dem Ver-
hiltnis c
1
-
ab, und hat bei gegebenem Wert dieses Quotienten eine bestimmte
untere Grenze. Null wird das Feld nur fiir
&1
S =00 R
€o

dann aber bei beliebig diinner Kugelschale. Dies ist das bekannte
Verhalten im Hohlraum eines Leiters.

§ 4. Die mechanischen Krifte im elektrostatischen Feld.

A. Wir betrachten zunichst ein Feld, in welchem sich Elektrizi-
tit ausschliefllich auf Leitern befindet. Die Krifte, welche auf
die Leiter wirken, konnen dann angegeben werden, sobald
die Koeffizienten o der Gleichungen (16) [oder die ¢ der Glei-
chungen (16a)] bekannt sind. Wir erhalten namlich den all-
gemeinsten Ausdruck der Kréfte, wenn wir die Arbeit 4, berech-
nen konnen, welche von ihnen bei beliebigen virtuellen Lagen-
und Forménderungen der Leiter geleistet wird. Wie wir in §6
(S.68) zeigen werden, fordert das Energieprinzip, die Arbeit
gleich der Abnahme zu setzen, welche bei diesen Anderungen der
Wert von W, erleidet, berechnet unter der Annahme, daf8 jeder
homogene Leiter L; seine Ladung e, behilt.

[Diese Annahme trifft bei tatsichlichen Verschiebungen nicht
immer zu: sind mehrere solche L; miteinander verbunden, so be-
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bestehen zwischen ihnen Potentialdifferenzen, die durch die Art
der Verbindung gegeben sind; diese bleiben bei den Verschie-
bungen erbalten, die ¢, aber éndern sich. In solchem Fall aber
ist die Arbeit 4, nicht die einzige abgegebene Energie; es finden
andere Energieumsetzungen von gleicher GréBenordnung statt,
die mit der Anderung der Elektrizititsverteilung auf den Leitern
(der Stromung) verkniipft sind.]

Denken wir also die Gleichungen (16) nach den @, aufgelost:

@i =Pisert Piseat -+ Binen (30)

wo
Bix = Brs- (31)

Dann ist
1

W,,=—;—ﬁuef—l—ﬂmelez+---+?ﬂ,me,2, (32)

und
A"Z_{é—ef'aﬁu"}‘%eg'éﬂlz"*‘ i } (33)

Gewohnlich sind nicht die e; und f;;, sondern die ¢, und o
(oder g;;) unmittelbar gegeben. Mittels (16) und (30) kann man
diese in (33) einfithren. Es ergibt sich zunichst durch zweimalige
Benutzung von (30):

1 1
Ay=—5 D e 09+ D) pide. (33a)
Weiter durch zweimalige Benutzung von (16):
1
Ae:"*‘{?‘p%'a“n'{” ¢1¢2-(3a12+-'-}, (33b)
oder:
1 p
A= 5 D)9, — 902 84us. (33¢)
i,k

Die Ausdriicke (33) bis (33c) sind, wie die Herleitung zeigt,
identisch gleich; jeder von ihnen ist giiltig, gleichviel ob bei
den tatséichlichen Verschiebungen die ¢, oder die e; sich &ndern.
Fiir den einfachsten Fall eines Leiters ist
1

€ =0y P15 1= Puer, wo ﬂll:oc—u’

1 1 1
We:?/gne%z‘g% ‘p1=‘2—°‘u‘7712,

1 1 1 1
Ae=—?e%-6ﬂ11=—§el-6tpl—{——2—(])1-661=~2—(p%-6ocn .



38 Kapitel I. §4. A.

Vorrichtungen, durch welche elektrostatische Kréifte gemessen,
und damit Potentialdifferenzen bestimmt werden, heifen Elektro-
meter. Hier einige Formen.

Zylinderelektrometer. Ein Zylinder vom Radius R, und
Potential ¢, sei umgeben von zwei koaxialen Zylindern vom glei-
chen Radius B, und den Potentialen ¢, und ¢;. Seine Enden seien
von den Enden der duBleren Zylinder sehr weit entfernt (im Verhélt-
nis zum Abstand R, — R,). Das ganze mdge von einer leitenden
Hiille (Potential g,) umgeben sein. Es gilt dann der Wert p der Glei-
chung (20) tiir die von den Enden weit entfernten Teile der Zylinder-
paare I, 2 und 1, 3 (s. Abb. 5). An den Enden ist die Verteilung

der Kraftlinien nicht be-

= z kannt; ebensowenig der
1 ~——>x Verlauf der Kraftlinien

3 3 zwischen 2 und 3, und
Abb. 5. zwischen 1, 2, 3 und der

Hiille. Aber alle diese un-
bekannten Kraftlinien bleibéen offenbar unverindert bei einer
Parallelverschiebung d« des inneren Zylinders, wihrend

0qi3=—0g,,=y 0z
ist. Es wirkt also auf ihn eine Kraft

fm=*;*7{(%—¢3)2~(991_‘1’2)2}: 7:"_‘]73; (34)

Aus dieser Anordnung entsteht der Quadrantelektrometer
durch folgende Anderungen: Man denke das gestreckte Leiter-
system der Abb. 5 zum Halbkreis gebogen, durch ein gleiches zur
kreisférmigen Anordnung erginzt, je zwei diametral gegen-
itberliegende Leiter leitend verbunden, endlich die Form der Leiter
verandert unter Aufrechterhaltung der Symmetrieverhiltnisse
und der Bedingung beziiglich der Rinder. Es wirkt dann auf den
innern Leiter 1, die Nadel des Quadrantelektrometers, ein Dreh-
moment im Sinn der von & nach 3 wachsenden Winkel :

1
® :?k{((pl_%)z*(%_‘%)z}: (34a)
wo

L= O _ _ 0o
09 o0

eine experimentell zu ermittelnde positive Konstante bedeutet.
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Wird, durch Verbindung mittels eines homogenen Leiters, ¢, = ¢,
gemacht, (Doppelschaltung), so hat man

R (34b)

Wird dagegen, etwa mittels einer vielgliedrigen galvanischen
Kette,

Pr— P2 =0
konstant gehalten und sehr groB gegen das zu messende
Yo — @3 =&,
so hat man
O =kax. (34c)

k enthilt neben geometrischen Daten als Faktor die Dielek-
trizitdtskonstante des Isolators, der das Elektrometer erfiillt.
Es konnen also durch Kraftmessungen die Dielektrizitatskonstan-
ten verschiedener Flissigkeiten und Gase verglichen werden.
Nach (34b) mifit man ¢, — ¢, in einem willkirlichen, aber
fir das Instrument unverdnderlichen Ma. Nach (34c) ist die
Empfindlichkeit abhéngig von der willkiirlichen Hilfsspannunga.
Dafiir aber ist sie bei dieser Schaltung unabhangig von der
zu messenden Spannung, wihrend sie in der Schaltung von
(34Db) zugleich mit dieser sich dem Wert Null nihert. Nach (34)
kann ferner am Zylinderelektrometer in Doppelschaltung die GréBe
€ (py, — @g)? in absolutem mechanischem Mafl gemessen werden,
also ¢, — @3 in unverinderlichem MaB, sobald man fiir das ¢, der
Luft einen bestimmten Wert willkiirlich festsetzt. (Im sog. ah-
soluten elektrostatischen MaBsystem setzt man

1
TR
dieses MaBsystem hat aber nur noch geschichtliche Bedeutung.
Weiteres in Kap. III, §5.)

Die absoluten Messungen werden tatsichlich fast stets mittels
des Schutzringelektrometers ausgefithrt. Zwei ebene parallele
Leiter sind durch eine Luftschicht von der Dicke d getrennt.
Aus dem einen Leiter ist ein vom Rande weit entferntes Stiick
von der Flache S8 durch einen sehr engen Schnitt von dem Rest
abgetrennt. Die Kraft, welche auf dieses bewegliche Stiick wirkt
und die Richtung nach der gegeniiberstehenden Platte hat, kann
auf dem hier angegebenen Wege nicht einwandfrei berechnet

o
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werden. Aus deri in B zu entwickelnden Satzen aber folgt, dafB3
sie den Wert

f:f%ao@z-ds

hat, und dies ist, sofern man das Feld fiir die ganze Ausdehnung
von § als gleichférmig betrachten darf:

f= % (p1—@)*- %%0 1. (35)

Goldblattelektroskop. Indem bei der bekannten Anord-
nung die Blattchen sich spreizen, néhern sie sich der Hiille, und
wichst somit ihre Kapazitat. Sie spreizen sich also tatsdchlich,
entgegen der Schwerkraft, um so stirker, je groBer die Potential-
differenz zwischen Blattchen und Hiille ist. Das Instrument kann
empirisch geeicht und so zu einem absoluten Elektrometer gemacht
werden. (Abgeinderte Formen von Exner und Braun.) Aber die
Lage der Hiille ist wesentlich, und beim Fehlen einer leitenden
Hiille sind die Angaben des Instruments ohne Bedeutung. Es ist
irrefithrend, wenn die Wirkung auf eine gegenseitige AbstoBung
der Blittchen zuriickgefithrt wird; denn in dem Raum zwischen
den Bliattchen ist kein Feld vorhanden.

Die wirksamen Teile eines Elektrometers bestehen aus dem
gleichen Metall. Verbindet man mit ihnen die beiden Teile eines
Kondensators, die ebenfalls aus gleichem Metall bestehen mogen,
so ist zwischen diesen dieselbe Potentialdifferenz vorhanden, die am
Elektrometer gemessen wird. Das gleiche gilt beziiglich der aus
gleichen Metallen bestehenden Endglieder einer galva-
nischen Kette. Von der Messung der Potentialdifferenz zwischen
verschiedenen Leitern soll spater die Rede sein.

In zweiter Linie kann das Elektrometer zur Vergleichung von
Kapazititen C; und C, und somit wiederum von Dielektrizitéats-
konstanten dienen: Das Elektrometer werde mittels einer unver-
anderlichen galvanischen Kette von der Spannung V, zunichst
unmittelbar geladen. In einem zweiten Versuch werde die gleiche
Spannung an einen Kondensator (C) angelegt, der dadurch die
Ladung e = C; V, erhilt. Trennt man den Kondensator nun von
der Kette ab und verbindet ihn mit dem vorher ungeladenen Elek-

1) Die Korrektion wegen des Schlitzes bei G. Kirchhoff, Ges.
Abhdlgn., Seite 113.
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trometer, so erhilt dieses eine Spannung ¥V ,, die gegeben ist durch
e=(C;+ Cy) Vi, wo C, die Kapazitit des Elektrometers be-

deutet. Indem man v
1

Vo
mifBt, bestimmt man also
c
a; s
und mittels einer weiteren Messung
%!
C, "

B. Es sollen jetzt die Elementarkrifte in einem elektrosta-
tischen Feld allgemein abgeleitet werden. Die Grundlage bildet
der Ansatz, daB die Arbeit dieser Krifte bei irgend welchen un-
endlich kleinen Verschiebungen der Korperelemente gleich der
Abnahme ist, welche die Energie W, bei diesen Verschiebungen
erfahrt unter der Annahme, dafl sowohl die Dielektrizititskon-
stanten wie die elementaren Elektrizitdtsmengen an den Korper-
elementen haften. Die erste dieser Annahmen 146t die kleinen
Anderungen auBer Acht, welche die Dielektrizititskonstante
durch Formanderungen des Mediums erfahrt. Beziiglich der zwei-
ten Annahme vgl. S.36 und S.68. Wenn die Elektrizitdtsverteilung
und iiberall der Wert von & gegeben ist, so ist dadurch das Feld
und somit auch W, bestimmt. Wir haben zu berechnen, wie sich
W, verandert durch willkiirlich vorgeschriebene unendlich kleine
Verschiebungen der Kérperelemente, die ihre de und ihre & mit
sich tragen. Wir werden zunichst voraussetzen, daB die Uber-
ginge zwischen den Koérpern und ebenso diejenigen der elektri-
schen Dichte p durchweg stetig sind, d. h. wir setzen

de
¢ und o= iz
als stetige Funktionen der Koordinaten voraus (wodurch zugleich
Elektriztidtsverteilung mit endlicher Flichendichte ausgeschlos-
sen ist). Wir sind dann sicher, dafl unendlich kleine Verschie-
bungen der Materie in einem bestimmten Raumpunkt stets nur
unendlich kleine Anderungen d¢ und ¢ hervorbringen, und daB
die Veranderungen von W, welche den dp einerseits und den
d¢& andrerseits entsprechen, sich einfach iiberlagern; also

SW,=8,W,+06.W,.
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Es seien nun in einem vollstandigen Felde a) zwei unendlich wenig
verschiedene Elektrizitatsverteilungen e und e - de bei gleicher
Verteilung der ¢ gegeben. Es ist dann nach Gleichung (13):

0 W,=[@-00-dv.
Es seien  b) zwei verschiedene Verteilungen ¢ und ¢, der Dielek-

trizitdtskonstanten gegeben bei gleicher Verteilung der e. Es
ist dann

Wo=[goedr,  Wo=[;eedr,
WO
C=—Vyo, C=—Vg,, o=div(e€)=div(gC);
also nach (10a)

Wo=[5CeCrdr, W= 66 dr,
We—Ww:—j—;— (6 — &) GG, - dz. (36)

Sind nun die ¢ und ¢, und somit auch € und €, unendlich
wenig verschieden, so wird daraus:

8. Wo=— 5 be-G2.dr.
Unser Ansatz:
1
AezﬂéWe:—éeWemé.przj‘{—tp-ég—%éf@m-ée}dr

verlangt nun, die ¢ und de¢ durch die unendlich kleinen Ver-
schiebungen u ihrer materiellen Tréager auszudriicken. Die Ver-
schiebung u fithrt durch ein Flichenelement d.§ mit der Normalen N
diejenige Elektrizitatsmenge in der Richtung der positiven N,
die in einem Parallelepiped von der Grundfliche dS und der
Hohe uy enthalten ist, d.h. guy-dS. Somit ist, wenn ¢ die
Elektrizitdtsmenge in 7 bezeichnet, nach (x):

-—fég-dr:ﬁ6e=fguN-dS=fdiv (ow)-dt.
o]
Also
—dp =div (pou) .
Fiihre die Verschiebung 1 vom Punkte p’ zum Punkte p; seien

¢ und & die Werte in p’ und p vor der Verschiebung. Dann be-
steht nach der Verschiebung in p der Wert ¢/ = ¢ | d¢. Also ist,



Kapitel I. §4. B. 43
wenn ! die Richtung von u bezeichnet:
o¢
de=c¢(p) —e(p) =—ﬁ|u\

oder nach (y):
de=—Veu [vgl. auch (7)].
Somit wird

Afzf{wwﬁv@u%—%—GmVeQ*dt
und nach (¥#), da das Oberflichenintegral verschwindet?):
Aezj{(&-gu—% @2-Ve-u}dr

oder:
Aeszu-dr,
wo

f=06— 62Vs. (37)

Nach Ausweis der vorangehenden Gleichung ist dieses | die
Kraft, welche auf die Materie in der Volumeinheit wirkt.

Sie ist an allen Stellen, wo die Dielektrizitidtskonstante sich
rdumlich nicht &ndert, = ¢€; an solchen Stellen also hat die
Feldstarke noch die urspriingliche Bedeutung der Kraft auf den
Trager der Elektrizitatsmenge Eins. Im allgemeinen aber hat die
mechanische Kraft noch einen zweiten Bestandteil; sie treibt
auch ein ungeladenes Teilchen in der Richtung abnehmender
&-Werte.

Der Ausdruck (37) wird unbrauchbar an allen Stellen, wo &
sich sprunghaft dndert oder Elektrizitit mit Flichendichte ver-
breitet ist, somit fiir die Oberflichen von Isolatoren sowohl wie
von Leitern. Wir wollen ihn umformen. Die rechtwinkligen
Komponenten von f§ sind

fo e@— a—a

wo
_90 (8 @m)

6(8@v)+ 0(8@

+ , G=E e

1) Wie stets, wenn es sich um ein vollstindiges Feld handelt. Es
wird bei den noch vielfach wiederkehrenden Umformungen von Raum-
integralen im allgemeinen nicht mehr erwiahnt werden.
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Das 146t sich schreiben, da
06, d*¢ _ 06,
dy ~ dz-dy O

ist: . :
A
7 9z ' dy @ 09z
7 17} 7}
nebst f,= p” 5 ory —|— p” (38)
6pz ap, 8pz
Tzz dx + +—
pi—pu (38a)
wo

= — g e€+ e, pi=pl=cG,C,

p=—y e62+ 56, pf=pi=2G,G, (39)
pi=— g eC+e@, p=p—¢GC,C,
Aus den 9 bilden wir noch :
Py = pg cos (N ) + pl cos (Ny) + pj cos (Nz)
pyN:pz 29 +qu T} +p:, T} . (40)

p=pf , +p . +#
Dies sind, wie die Bezeichnungen andeuten und wie sich leicht zei-
gen laBt, die Komponenten eines vom gewihlten Koordinaten-
system unabhingigen Vektors p~.

Die physikalische Bedeutung der pf und p“ ergibt sich aus
folgendem: Man bilde die Arbeit der Kréifte §, die an einem be-
liebigen Volumen angreifen, bei den unendlich kleinen Verschie-
bungen u. Sie ist

A:f{fmum+ fy’-uy—{— fz'uz}dr-
Setzt man die Werte aus (38) ein und beriicksichtigt (38a), (40),
so folgt durch partielle Integration mittels (#,):

A__f{pwaau; vaaug; pzaau;+py<%1;+aalz>l
(G G o (G ) Jar | m
+ [{PYu,+p)u, + ol .} 8.

o
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Die Faktoren der p, im Raumintegral sind die 6 Gréfen, welche
die Deformation (Forménderung) des Korpers bestimmen.
Nimmt man fir 7 das ganze Feld, so verschwindet das Ober-
flachenintegral, und es zeigt sich: Wenn die Krifte in der
Form (38), (38a) dargestellt sind, so hangt die Gesamtarbeit
lediglich von den Deformationen ab; die Spannungskompo-
nenten ¢, sind die Faktoren der Deformationskomponenten
im Ausdruck der (fiir das Volumen Eins berechneten) Arbeit. —
Andrerseits: es sei 7 ein beliebiger Raum; dieser aber sei von
einem starren Korper erfillt. Dann sind alle Deformations-
grofen Null; die Arbeit driickt sich also durch das Oberflichen-
integral allein aus. Sie ist, wenn wir noch den Vektor p" ein-
tithren, dessen Komponenten pY, pY¥, pY sind:

A= [pu-ds. (41a)
&

D. h.: an einem beliebigen starren Korper leisten die Ober-
flichenkrifte p* und die Volumkrifte f die gleiche Arbeit.
Mit anderen Worten: Fiir ein beliebig begrenztes Volumen liefern
die beiden Kraftsysteme dieselbe resultierende Kraft § wund
dasselbe resultierende Drehmoment . (Man kann auch unmittel-
bar zeigen, dal3

¥ =ff-d1:fp“‘~dS und E)lzf[rf]drz_f[rpN]dS (41Db)
5

ist.) Also: Wenn die Kréfte in der Form (38), (38a) dargestellt
sind, so sind fiir das vollstindige System Impuls und Impuls-
moment unverdnderlich. Zerlegt man das vollstindige System
durch eine beliebige Flache in zwei Teile, so lassen sich Impuls
und Impulsmoment der beiden auffassen als GréBen, welche sie
durch die Elemente der Trennungsfliche hindurch in angebbarer
Weise austauschen.

Bestimmten Verzerrungen eines im Gleichgewicht befindlichen
elastischen Korpers entsprechen bestimmte Oberflichenkrifte p¥
mit den durch (40), (38a) ausgedriickten Eigenschaften. Sie
heifen-elastische Spannungen. Man hat die Bezeichnung
Spannungen dann auf alle Oberflichenkrifte iibertragen, die den
gleichen Bildungsgesetzen folgen. Man darf sich aber durch diese
Bezeichnung nicht zu der Annahme verleiten lassen, daB irgend
welche Spannungen — etwa die unsrigen — die Gleichgewichts-
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figur des elastischen Korpers bestimmen, auf den sie wirken.
Vielmehr: die elastischen Spannungen sind dadurch bestimmt,
daB ihre Resultante zusammen mit der Resultante | unsrer p¥
(und etwaiger sonstiger Krifte) an jedem Volumteilchen Gleich-
gewicht ergibt; die so gefundenen elastischen Spannungen
bestimmen dann die Verzerrungen. Um das angefiihrte Mifiver-
y o standnis auszuschlieBen, werden nicht-
elastische p¥ vielfach als fiktive Span-
4 nungen bezeichnet.

Allgemein ist gemifl der Ableitung

% Nz von (41) p¥ die, fiir die Fliche Eins be-

rechnete, Kraft an einem Oberflichenele-

S ment mit der Normale N; genauer: die

ADD- 6. Kraft, welche der Koérper zur Seite der

positiven N auf den Kérper zur Seite der negativen N ausiibt.

Ein positives pY¥ bedeutet also einen Zug, ein negatives einen
Druck.

Die besonderen Spannungen (39) unseres Feldes, welche von
Maxwell angegeben sind und nach ihm benannt werden, lassen
sich einfach beschreiben (vgl. Abb. 6): Der Winkel zwischen dem
Feld € und der Flichennormale N sei 9. Man nehme voriiber-
gehend die Richtung von N zur x-Achse, die Ebene NG zur
2y-Ebene. Dann wird

p;:——é—a@z—ke@z - cos? _—_%3@2-00320;

p$j=a@zcosﬂ-sinﬁz»%s@2-sm2ﬁ;

p;=0.
D. h. die Spannung p¥ hat an jeder beliebig gestellten Fliche
den gleichen Betrag —;—3@2; sie liegt in der Ebene NG und ihr
Pfeil bildet das Spiegelbild von N beziiglich des €-Pfeils. —

21
2
den Kraftlinien normale Flacheneinheit wirkt ein normaler Zug

Indem man ¢ =0 und @& = -setzt, erhdlt man: auf jede zu

%s(&z, und auf jede zu den Kraftlinien parallele Flacheneinheit

ein normaler Druck von gleichem Betrage. Durch diese Angabe
sind zugleich die Spannungen an einer beliebig gestellten Flachen-
einheit bestimmt gemaf (40).
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Rechnerisch ergibt sich aus (39) und (40):
p: = ; 8@2'Rx+ E@m (@zﬁz+ @yﬁy+ @z'ﬁz) 3

wo durch 1 der Vektor mit den Komponenten 11, = cos (Nz), ...
d. h. der Einheitsvektor in der Richtung von N bezeichnet ist.
Also driicken sich die Spannungen, frei von der Bezugnahme auf
ein Koordinatensystem aus:

Py = — 5 £ 62T + (6T) ¢C. (39a)

Die Spannungskomponenten (39) enthalten die Differential-
quotienten von ¢ und € nicht mehr; sie sind daher geeignet, uns
auch an Unstetigkeitsflichen die Krifte zu liefern. Sei 7 in (41b)
ein unendlich flacher Zylinder mit den Grundflichen dS§, = dS,
(=dS), und weise N normal von §; nach S, Dann wird

& = (p —p)-as.

Nunliegein dem Zylinder parallel zur Grundfléache das Element
d8 einer Unstetigkeitsfliche, und zwar zunéchst der Oberfliche
eines homogenen Leiters. Dann ist auf der Innenseite € =0,
also alle pj, = 0. Auf der AuBenseite ist € parallel der Normale,
also p¥ normal nach auBen gerichtet und = %8@2. Dieser nor-

male Zug wirkt an jeder Oberflicheneinheit eines Leiters.

Betrachten wir weiter einen ungeladenen homogenen Isolator,
fir den also ¢ =0, w=0, & =¢, = const ist. Im Innern ist
nach (37): f = 0. Fir die Oberfliche gilt, wenn aullen ¢ =e¢,
ist, und wir  normal nach aulen wihlen [s. (6b) und S. 10]:

&€ =660 =Dy; €,=6,=€,; €,=6,=¢C;
also
Ty =15 D= Pis
folglich
&y =3.=0.

Die Kraft ist also wiederum normal zur Flache, und zwar ist

o= (p5,— Pz dS—‘2{62 c§2y G‘Z.’.z)'—al (@%m—@%v— iqz)}ds

1 {@z(ﬁ _1)+( — &) (@2+@2)}

&
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oder, unabhiingig von der Koordinatenwahl: auf den Kérper
wirkt normal nach aulen eine Kraft

By =251 | =250 6,6,, (42)

€18

wo €g die in der Flache S liegende Komponente bedeutet.

C. Wir wollen noch die Kréfte auf einen ungeladenen Korper
berechnen, der in ein gegebenes Feld €, eingebracht wird, und
dieses Feld in € verwandelt. Sei zunéchst der Korper ein Isolator.
Nach Gleichung (36) dndert sich durch seine Einfithrung die
Energie um

W,—W,, = f2 o) GG, -dr.

Bei einer virtuellen Verschiebung des Korpers wird also eine

i+ velei
Arbeit geleistet iy { f2 ) GG, dr} (43)

In diesem Ausdruck kommt das Feld nur in dem Raum vor, den
der eingebrachte Korper erfiillt; denn nur dort ist & — g, 0.
Ist der Korper ein Leiter, so erhalt man nach dem Satz in
§ 3C, S.31 das Feld € und somit auch die Energie und die
Krafte, indem man .
£ =00

&9
setzt. Aus dieser blofen Rechnungsregel ist die irrige Meinung
entstanden, die Dielektrizititskonstante eines Leiters sei unend-
lich. Wir wenden (43) auf die in § 3 C behandelten Fille der Kugel

und des Ellipsoids an.

1. Kugel. Die Gleichungen (26) gelten gendhert, wenn
E, sich in der Kugel sehr langsam #&ndert. Bezeichnet dann &,
etwa den Wert im Mittelpunkt, so ergibt sich als Kraft auf die
Kugel (Konstante ;) genéhert:
3ep & —

%_ 2 81+2€0

T-V(E5). (44)

Es wird also die Kugel zu Stellen stiarkeren oder schwicheren
Feldes (groBerer oder kleinerer Kraftliniendichte) getrieben, je
nachdem &, groBer oder kleiner als ¢, ist. Die Kraft &, auf eine
gleich grofe ungeladene leitende Kugel erhalten wir nach dem
angefiihrten Satz, indem wir

&
a=
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setzen. Es wird daher das Verhiltnis
B e
1718, ~ a1 128"

WOoraus
g 1 + Zq =
& 1—q’ (43)
So hat Boltzmann Dielektrizititskonstanten fester Korper ge-
messen, d.h.mit der Dielektrizitdtskonstante der Luft ver-
glichen. — Besitzt die Kugel die Ladung e, so tritt zu & die Kraft
¥, = €€, hinzu. Sie ist allein vorhanden, wenn das Feld in
Strenge gleichférmig ist, und sie iiberwiegt stets bei geniigend
groBer Ladung und geniigend kleinem Volumen der Kugel.
2. KEllipsoid. Es wird nach (28a, b)

&7/ Cfa €3y €.

A é{ - (A+»l B+1+ 0+l)}‘

Y] Ui -
Da A< B < (, so hat die KlammergréBe ihren gréften Wert,
wenn die 2-Achse, d. h. die grofte Achse des Ellipsoids, parallel
zum Felde liegt. Dieser Stellung also strebt es zu bei freier Be-
weglichkeit. Ist es drehbar nur um die, vertikal gedachte, c-Achse,
ist H die Horizontalkomponente von &, und (Hx) =4, so wird

A=0| ﬂl—”l' — —17 cos? 9 - const |
Ade, Bt |

'801

|

d. h. das Drehmoment zu wachsenden ¢ ist:

B—
O——"Tme 4 yjsin2d. (46)
‘A+ 7;)< 1]/

Dieses O ist fiir spitze Winkel ¢ stets negativ, es treibt also stets
die lingere Achse in die Feldrichtung, gleichviel ob &, gréfler
oder kleiner als ¢, ist. Aus Messungen von @ an sehr gestreckten
Ellipsoiden wiirde man wieder

€1

2
bestimmen kénnen, wenn man ein gleichférmiges Feld von ge-
niigender Ausdehnung herstellen konnte, ohne die Bedingungen
unsres Ansatzes: ,alle Leiter sehr entfernt von dem Kérper in
7*“ zu verletzen.

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 4
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Allgemein kann man noch bemerken: wenn
&1
€
sehr wenig von Eins verschieden ist, dann ist auch € sehr wenig
von @, verschieden, und man erhalt statt (43) als brauchbare
Néherung

4,= a{j%(al—so) @g-dr}. (47)
Dieses A, ist die Arbeit von Elementarkraften f-dz, wo

f:'l;:s"V( 2). (48)
Es wird daher in diesem Fall jedes Volumteilchen fiir sich —
unabhingig von der Korperform — zu Stellen stérkeren oder
schwiicheren Feldes getrieben, je nachdem &; grofer oder kleiner
als g, ist.

§ 5. Andere Darstellung von Feld und Kriften.

Wir haben im Anfang den einfachen Fall eines einzigen homo-
genen Isolators behandelt, und die Gleichungen fiir Feld und Krifte
in zwei Formen aufgestellt, die wir als Fernwirkungs- und Nah-
wirkungsgleichungen bezeichnen kénnen. In §2 erweiterten
wir dann, dem Gedankengang der Maxwellschen Theorie folgend,
die Bedeutung der Nahwirkungsgleichungen auf den Fall beliebig
verteilter Isolatoren. Die altere Theorie verfuhr anders: sie blieb
auch fiir diesen allgemeinen Fall bei der Form der Fernwirkungs-
gleichungen, die Feld und Kréafte durch die Lage der Elektrizitats-
mengen bestimmen; und die neue Elektronentheorie hat an
diese Form wieder angekniipft. Dafl auf dem bisher behandelten
Gebiet die Maxwellsche Theorie die Tatsachen richtig wiedergibt,
ist auBer Zweifel. Es mull also untersucht werden, ob oder
wie weit die andere Theorie mit der Maxwellschen iibereinstimmt.

Zunichst das Feld. Wir verlangen jetzt, daf allgemein die
folgenden Gleichungen gelten:

C=—Veg, (49)
wo

1 e 1 01-dT w;-d8
@ —  oder (p—4mo{f ; —{—f ; } (50)

T 4me, r

Hierin bedeutet ¢, eine Konstante, deren Wert unwesentlich ist,
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aber das MaBsystem bestimmt. Wir nehmen andrerseits als er-
wiesen an, dafl unsre bisherigen Gleichungen gelten :

f(&l-dl=0 (7), oder: €E=—V¢, @ einwertig (2)
S
fe@y-d8=26 (5), oder: div(e€)=yp; div,(¢€)=w. (5a)
O T

Als beiden Theorien gemeinsame Forderung kommt hinzu, daB in
einem Leiter das Feld einen vorgeschriebenen Wert, in homo-
genen Leitern den Wert Null habe.

Offenbar sind die e;0,0, der Gleichungen (50) verschieden
von den epw der Gleichungen (5), (5a). Wir nennen sie freie
Elektrizitat (Dichte), und, sofern es zur Unterscheidung nétig
ist, die egp w jetzt wahre Elektrizitit (Dichte). Es handelt sich
darum; welche Bedeutung den e; zukommt. Aus (49), (50) folgt,
wie in § 1 gezeigt wurde, div (¢€) = p,, also in Verbindung

mit (5a):
er=¢+ 0, (51)
e ¢/ = —div (e —e) (52)
und, entsprechend definiert,
W =— {(81_ €0) @nl + (&2 — &) (Eng} . (52a)

Die freie Elektrizitit e, setzt sich nach (51) zusammen aus
der wahren Elektrizitit e¢ und der induzierten Elektrizitat
¢/, deren Dichte in (52), (52a) dargestellt ist. Dieses p’w’ kann
nur vorhanden sein in Medien, fiir welche ¢ 3= ¢, ist. Als Normal-
medium mit der Konstante ¢, wahlt man das Vakuum ; dann kann
es induzierte Elektrizitdit nur in ponderablen Kérpern geben.
Wir betrachten einen beliebigen (auch beliebig zusammengesetzten)
Korper, der von Vakuum umgeben ist. Fiir den ganzen Korper
ergibt sich nach (7,):

¢=[og dr+ [ -dS,=—[(e—e)Cy-dS=0, (53)

da ja an der AuBlenseite von S bereits ¢ = ¢, sein soll.
Gleichungen (52) und (53) sagen aus: Die induzierte Elektrizi-

tédt hingt vom Felde ab. Sie kann in jedem ponderablen Isola-

tor erzeugt werden ; aber auch in dem kleinsten Stiick eines solchen,

das wir von der iibrigen Materie abtrennen, ist sie stets im Gesamt-

betrage Null vorhanden. Das fithrt zu folgender Vorstellung:

Ein von wahrer Elektrizitét freier Isolator enthilt elektrisch

4%
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polarisierte Teilchen, deren jedes zwei entgegengesetzt gleiche
Mengen induzierter Elektrizitat besitzt. Ein beliebiges Teilchen
moége die Mengen +- |e;/| haben; I, sei der Vektor, der von — |e;’|
zu - | ¢/ | tiihrt; es werde

G+l 61, =|e|L =0, (54)

gesetzt, und es mégen z; Teilchen dieser Art ihren Mittelpunkt in
der Volumeinheit haben. Wir fragen nach der Gesamtmenge der
¢/;, die sich innerhalb einer geschlossenen (mathematischen)
Flache befinden. Sie rithrt nur her von den Teilchen, die S
schneiden. Jedes Teilchen der ¢-Gruppe, welches S schneidet,

.liefert den Beitrag T |ei|, wenn der Winkel ([;N) {:f:;rzlpf}
ist. Durch d8 treten hindurch -4z, cos ([, N)-dS Teilchen,
wenn ([;N) Spitz } ist. Die i-Gruppe liefert also durch das
stumpf
Flachenelement d.S den Beitrag — 2,0,y * dS.
Sezten wir

Dem)=o=1 =5, (55)
=1 T

so wird der Gesamtbeitrag von dS: — By - dS; also die inner-
halb § vorhandene induzierte Elektrizitét:

e’=~£§BN-d;S’ oder: ¢ =—divP, o'=—div,P. (56)

Wir erhalten Ubereinstimmung mit (52), indem wir

PB=(e—¢g) € (57)
setzen.

Das ergibt folgendes Bild: Durch das Feld € werden in
jedem Teilchen freie Elektrizititen e’ geschieden, so daB ein solches
Teilchen nun polarisiert ist mit dem elektrischen Moment p;
oder auch: bereits als solche vorhandene, aber unregelmifig ohne
Vorzugsrichtung polarisierte Teilchen werden gerichtet; so
in jedem Fall, daf das resultierende Moment der Volumeinheit,
oder kiirzer die elektrische Polarisation P, dem Felde €
parallel und proportional ist.

Es sei nun ein homogener Isolator von der Konstante ¢,
gegeben, der frei von wahrer Elektrizitit sei. Dann ist in ihm
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o=2¢,-divE=0 und o =—(¢g—¢g)divE,
also auch 0'=0. (58)

Die freie Elektrizitdt befindet sich also ausschlieBlich auf der
Oberflache, wo
o =—P,=—(e;—¢g)C, (68a)

ihre Flachendichte ist.
Wir kénnen ¢ zerlegen in den Anteil

Po= fam D (59)
der der wahren Elektrizitdt entspricht, und der der tatséchliche
Potentialwert wire, wenn nirgends sich polarisierbare Korper
befinden, und den Anteil

’ 1 e’
der der induzierten Elektrizitdt oder der Polarisation der Isola-
toren entspricht: ¢ = ¢, -+ ¢’. Das Teilpotential ¢’ der Glei-
chung (60) ist identisch mit dem Zusatzpotential { der Gleichung
(25), wenn wir einerseits { bilden fiir die Gesamtheit der Kérper,
deren ¢ von dem normalen Wert ¢, verschieden ist, und wenn
andrerseits die e¢ der Gleichung (59) sich ausschliefllich an fest
gegebenen Orten, also nicht auf Leiteroberflichen, in einem
Medium von der Konstante ¢, befinden. Das sind Bedingungen,
die sich in Strenge nicht erfiillen lassen, die wir aber in den Bei-
spielen des §3, C als ausreichend erfiilllt angenommen haben
(s. S. 31

Die Ausfithrung von (60) ergibt mittels (56):

sri = [ g [Bagg, (612)
O

wo etwaige ' im Innern in den div ® einbegriffen sein sollen,
die @ der Oberfliche aber das zweite Integral liefern. Oder
nach (9):

ywo-tp'::fsB-V’ (H dr, (61Db)

\r/
wo durch V'’ angedeutet werden soll, daB bei der Bildung von
V ( :/‘ nicht der Feldpunkt p, fiir welchen ¢’ gesucht wird, sondern

der Punkt p’ des Integrationsraums als verdinderlich gedacht ist.
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Fiir einen homogenen Isolator ist nach (58) ganz allgemein
divg =0, also
e (B
dmey ¢/ =—[1ds. (62)
o

Aus dieser Gleichung folgt:
Ag¢’ = Oiiberall, auBler an S; im unendlichen ¢" = 0; l

o | a9 (63)
an S: 60<79%+a%>:‘13n. l
Das sind, da
. e’ dg¢’
Bno=(e;—&) €, und @nz@on—%'Z“@oN—%

ist, in andrer Schreibweise die Gleichungen (25b) fiir £.

Bisher war nur von dem Felde die Rede; wir fanden fiir dieses
eine neue, auf bestimmten molekularen Vorstellungen beruhende,
aber der fritheren mathematisch véllig gleichwertige Darstellung.
Wir fragen jetzt nach einer entsprechenden Darstellung der
Krifte. Setzen wir auch jetzt die Arbeit gleich der Abnahme
der Funktion W,, so erhalten wir natiirlich das gleiche, wie oben
in § 4, nur kénnen wir .

W=+ 2 eqQ

jetzt in andrer Form schreiben, ndamlich
1 Y e
=g (0 %) (64)
Es entsteht aber die Frage, ob etwa die Kréfte sich allgemein
durch die freie Elektrizitdt so ausdriicken lassen, wie sie im

Sonderfall ¢ = const sich durch die wahre Elektrizitit aus-
driicken, alse ob etwa allgemein die Kraft auf die Volumeinheit

fi=0.€
ist. Wir vergleichen damit die tatséchliche Kraft, die nach (37):

f= oG —y G2.Ve
ist, indem wir die Differenz bilden. Es wird
’ e 1
f=f—fi=—0C—5C Ve
oder, da g, = const, auch

=div{(e—e)C}" @——';"(Sz-V(s—ao).
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Dies kann genau wie Gleichung (37) umgeformt werden in

=P O O

wo die 9’ sich von den p der Gleichungen (39) nur dadurch unter-
scheiden, daBl ¢ durch &-—g¢, ersetzt ist. Es ergeben sich daher
aus den {’ die resultierenden Kréfte und Drehmomente

§=[p¥as8, W=[[tp]ds,
O (o]

in denen jedes p’¥ den Faktor &¢—e¢, enthilt. §’ und N’ sind
also Null, wenn die Fliche 8 im Vakuum verlduft. D. h.: die
Bewegung eines starren Korpers, der von Vakuum (praktisch
gleichbedeutend : von Luft) umgeben ist, erfolgt unter der Wirkung
der Krifte §, genau so, wie unter der Wirkung der Krifte f.
In diesem Umfang also sind die f, den { gleichwertig, oder,
was dasselbe bedeutet, sind sie richtig. — Das einfachste Gegen-
beispiel bildet ein System von Leitern, eingebettet in eine homogene
isolierende Fliissigkeit von der Konstante ;. Hier stehen Lei ge-
gebenen Leiterpotentialen die e; zu den e in dem Verhéltnis ¢, zu
£,, wahrend die Felder die gleichen sind ; also ist

Bl _

13

§ 6. Elektrische Stromung.

Als elektrische Stromung bezeichnet man die Erscheinungen,
die in einem Leiter auftreten, wenn dort die Bedingung des Gleich-
gewichts, Gleichung (8), verletzt ist. Die Strémung laft sich dar-
stellen durch einen Vektor, den wir als Stromdichte I bezeich-
nen wollen. Es gilt von ihr ganz allgemein:

1. Zwischen dem ZElektrizitdtsinhalt e eines Raumes 7 und
der elektrischen Strémung durch seine Oberflache § besteht die-
selbe Beziehung, welche auch zwischen dem Fliissigkeitsinhalt
und der Fliissigkeitsstromung besteht und als Kontinuitéts-
gleichung bezeichnet wird. Also

de
jSN‘dS =Tt (65)
O
oder
divy——J¢__2div® (652)

ot at
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Durch diese Beziehung ist die Messung der § grundsétzlich
an die Messung der e angeschlossen. Von der so definierten Strom-
dichte gilt weiter:

2. Sie ist an jeder Stelle proportional dem UberschuB der
Feldstarke tiber ihren Gleichgewichtswert. Also

I=0(E—8§), (66)

wo ¢ eine positive Konstante b zeichnet, die das Leitermaterial
kennzeichnet und sein (spezifi ches) elektrisches Leitver-
mdgen heilt. In homogenen Leitern wird

3 = ¢G. (662)

In Isolatoren ist ¢ = 0. Gleichung (66) ist das Ohmsche Ge-
setz in seiner umfassendsten Form. (Dabei ist vorausgesetzt, daf
der Leiter isotrop sei.)

3. In dem Leiter entsteht Energie in der Form von Warme und
chemischer Energie, und zwar in der Zeiteinheit im Betrage

Y- [E3 dv. (67)
Bs entfallt also auf dt der Beitrag
d¥Y =dJ+dP,

wo (68)

2
dJ ="-dr, dP =38 dr.
Das erste Glied ist wesentlich positiv; es bedeutet stets ent-
standene Wérme und wird als Joulesche Warme bezeichnet.
Das Vorzeichen des zweiten Glieds wechselt mit der Richtung der
Stromung; es tritt auf, wo der Leiter inhomogen ist. Handelt
es sich um Metalle, so bedeutet es entstandene oder verschwundene
Wirme, Peltiersche Wirme genannt. Handelt es sich um
Elektrolyte oder die Grenze zwischen Elektrolyten und Metallen,
so enthélt es — im allgemeinen neben Wirme — entstandene
oder verschwundene chemische Energie.
4. An einer Fliche S, welche die Grenze eines Elektrolyten
bildet, wird in der Zeit ¢ die Masse

M=tyo[Jy-dS (69)

eines Ions ausgeschieden, wo « das Aquivalentgewicht des Ions
und 7 eine konstante, lediglich von der Wahl der MaBeinheiten
abhéingige Zahl bedeutet (Faradays Gesetz).
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A. Das bisherige gilt fiir jede Stromung. Im folgenden be-
handeln wir Vorgénge, bei denen der elektrische Zustand zeitlich
unverdnderlich, stationér ist, und alle Korper in unverénder-
licher Lage sind. Aus der ersten Voraussetzung folgt, daf in
Gleichung (65) die rechte Seite Null ist; es mulfl also allgemein sein

~fSN-alSzo (70)
o
oder divg=0. (70a)
Fir die Grenzfliche zweier Leiter nimmt dies die Form an:
S‘nl + ‘\C}ng =0 (7Ob)
und fiir die Grenzfliche eines Leiters gegen einen Isolator:
Sn =0, (70c)

wo % in den Leiter weist.

Wir werden alsbald sehen, dal} wie im statischen Feld, so auch
hier die tangentialen Komponenten von € sich an jeder Fliche
stetig 4ndern. Nach (66a) gilt an der Grenzfliche zweier homo-

gener Leiter das gleiche fiir ;‘I—s Nach (70b) aber ist die normale

Komponente von J stetig. Das ergibt das Brechungsgesetz der
Stromlinien: sie liegen zu beiden Seiten in der gleichen Ebene
mit der Flichennormale, und die Tangenten ihrer Winkel mit der
Normalen verhalten sich wie die Leitvermégen. Ist also o; > o,
so verlaufen die Stromlinien entweder in dem ersten Leiter merk-
lich tangential, oder in dem zweiten Leiter merklich normal zur
Grenzfliche. — Ist der zweite Korper ein vollkommener Nicht-
leiter, so bleibt nur die erste Moglichkeit; dies spricht Glei-
chung (70c¢) aus.

Da der elektrische Zustand stationir sein soll, so muf weiter
auch die Energie des Feldes konstant, die gesamte Energieabgabe
also Null sein. Aus der zweiten Voraussetzung (Ruhe) aber
folgt, dall keine mechanische Arbeit geleistet wird, und dann ist
die gesamte Leistung durch die GroBle ¥ der Gleichung (67)
gegeben. Diese also muB, fiir das vollstindige Stromgebiet be-
rechnet, den Betrag Null ergeben. Dies trifft tatsdchlich zu
dank der folgenden Beziehung: Es ist allgemein fiir jedes statio-
néire Feld ebenso, wie wir dies fiir statische Felder bereits wissen,

[6,-di=0, (7)
O
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so daB} also auch hier stets eine einwertige Ortsfunktion ¢ existiert
it der Ei haft
mit der Eigenscha: C——Vop. @)

Fiithren wir dies und (70a) in (67) ein, und beachten, dal an
der Oberfliche des Gebietes (70¢) gilt, so folgt nach (#): ¥ = 0.

[Aus (7) folgt wieder, wie S. 10, was oben benutzt wurde:
€, stetig.]

Ist 7 ein beliebiger von Leitern erfiillter Raum, S, der Teil
seiner Oberfliche, der an Isolatoren grenzt, so erhalten wir aus
der Vereinigung von (66) mit (7) und aus (70a, c) folgendes
Gleichungssystem fiir §:

in 7 %’—dlz—f@l-dl, divd=0; an S,: §,=0. (71)
© <

Sei nun S, die vollstdndige Begrenzung von t; dann folgt in
bekannter Weise (siche das Muster S. 14): wenn die Anordnung
der Leiter derartig ist, daB fiir jede in ihnen verlaufende Kurve

[ &,-d1=0

ist, so ist § = 0 durchweg, d. h. das Feld ist statisch. (Als not-
wendige Bedingung des statischen Feldes haben wir die vor-
stehende Gleichung fiir & schon in §2 Gleichung (9) kennen ge-
lernt.) Und weiter: wenn

[ &-dl

A

fiir jede geschlossene Kurve im Leiter gegeben ist, so ist dadurch
die Stromung eindeutig bestimmt.

Von Bedeutung ist wesentlich nur der Fall, daf§ die Leiter,
soweit sie nicht homogen sind, in eine Folge von Schichten von je
gleichartiger Beschaffenheit sich zerlegen lassen. Wir sprechen
dann von galvanischen Elementen, und zwar von solchen im
engeren Sinn, wenn sie zersetzbare Leiter (Elektrolyte) ent-
halten; von Thermoelementen, wenn sie nur metallische Leiter
enthalten. Das Integral

—[&,-dl=E, (72)
durch die Reihenfolge der Schichten in bestimmter Richtung er-
streckt, heiflt die (eingeprégte) elektromotorische Kraft der
Kombination, der Kette. Handelt es sich um eine Folge von
Metallen von gleichmaBiger Temperatur, so ist nach dem Gesetz
der Spannungsreihe stets £ = 0, sobald die Endglieder der
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Reihe identisch sind; eine wirksame rein-metallische Kette be-
sitzt daher stets ungleichméifige Temperatur.

Der Raum 7 soll eine Folge von Schichten enthalten, die mit
zwei homogenen Schichten in S, und §, endigt. Dann durch-
lsuft jede geschlossene Kurve in 7 notwendig dieselben Schichten
zweimal in entgegengesetzter Richtung, und es ist daher

f@l-dl stets = 0.
S

Wenn also 7 iiberall an Isolatoren grenzte, so konnte in ihm kein
Strom zustande kommen. Wir nehmen daher an, da 7 nur
einen Teil eines Leitersystems bildet (Abb. 7): nur an S, sollen
Isolatoren grenzen, an S, und S, aber

Leiter. Uber den Rest des Leitersystems So
machen wir nur die eine Voraussetzung, g,
daB die Strémung durch 8, und 8, nor-
mal in 7 eintritt, bzw. aus 7 austritt; das X3

P . . . o
kénnen wir durch groBes Leitvermogen Abb. 7

der zunichst anliegenden Leiterteile er-
reichen. Fiihren wir durch 7 zwei beliebige Querschnitte S
und §’, und wenden wir (70) auf das zwischen ihnen liegende
Leiterstiick an, so folgt, daf3

[&y-ds=1i (73)

(wo N stets von S, nach S, weisen soll) einen von der besonderen
Wahl des Querschnitts unabhéngigen Wert *hat. Wir nennen
ihn den Strom von S, nach S, . Da auf diesen beiden Flichen
sowohl & wie § normal ist, so gilt das nach (66) auch fir €; es
hat also auf ihnen das Potential je einen konstanten Wert: ¢,
und ¢,, so daB

a
f @l'dl: Pe— Po -
€
Auch § 148t sich [ebenso wie in (9)] fiir unsern Raum 7 darstellen

als § =—Vy, wodann g, —y, =— E ist.
Wir haben daher fiir § das Gleichungssystem :

In 7:divy=0|an §,:J,=0 von S, nach §,:

a
f%ldl=0 an S, und S,: §,=0 J.%Edl:(pe_(pa_*_E (74)
© e

Sz
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Wir erhalten ferner fiir die thermisch-chemische Leistung und
ibhre Teile mittels (#):

T:f@s-dr:gqosn-ds:m—%)i,

P:f@s-drzbfxsn-ds:(xe—xa)iz—m,

(75)

J:T—sz%z—drz(zpa—tpﬁ—lf])i.

Die letzte dieser Gleichungen zeigt, daf §=—0 ist, wenn
Qe — Qo+ B = 0 ist, und aus (74) folgt dann, daB J, und somit
nach (73) auch 4 proportional ist mit ¢, — ¢,-+ E. Wir haben
also
iwz(pe—'(pa"i—Ea (76)
wo w eine Grofe bezeichnet, die nur von der Form des Leiters und
den Werten von ¢ abhéngt, und fiir einen homogenen Leiter
(0 = const) mit ¢ umgekehrt proportional ist. w heiit der
Widerstand des Leiters. Die Gleichung spricht das Ohmsche
Gesetz in der iiblichen Fassung aus. Es ist dabei vorausgesetzt,
dafl der Leiter aus einer einfachen Schichtenfolge besteht (oder
im Sonderfall homogen ist): nur dann hat E eine bestimmte Be-
deutung; — und daB seine Oberfliche zerfallt in zwei Stiicke von
je gleichformiger Beschaffenheit, durch welche der Strom normal
ein- und austritt, und ein drittes Stiick, welches an Isolatoren
grenzt: nur dann hat w einen bestimmten Sinn.

Die Joulesche Wirme ergibt sich aus (75), (76):
J=1*w,  die Gesamtleistung: ¥ = i2w—iE (77)

Denken wir nun den Leiter zum Ring gebogen derartig, dall die
Flachen S, und S, zusammenfallen, dann ist ¢, = ¢,; folglich
erhalten wir

tw=~8 (76a)

als Ausdruck des Ohmschen Gesetzes fiir einen vollstandigen
Stromkreis. Es bleibt die Bedingung, daBl der Leiter einfach ge-
schichtet sei.

Der andere Sonderfall eines Leiterstiicks ohne innere
elektromotorische Krafte ergibt

W= @, — Qq. (76D)
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Sind endlich S, und S, weder untereinander, noch mit ande-
ren Leitern in Beriithrung, ist die Kette offen, so ist ¢ =0, also

o — ¢ = E. (760)

Wir behandeln zwei einfache Beispiele:

1. Ein aus homogenen Scheiben geschichteter Zylinder von
der Grundfliche ¢ und der Héhe I, lings des Mantels von Isola-
toren begrenzt. Wir geniigen allen Bedingungen in (74), wenn
wir & parallel der Erzeugenden und konstant ansetzen, und seinen
Betrag I bestimmen aus:

.
dz
IJ‘(;: (pe——(pa+E'
0
Da zugleich ¢ = I, so wird

dz

q 0'
0

2. Ein Hohlzylinder von der Hohe % aus koaxialen zylindrischen
Schichten, mit den Grundfldchen an Isolatoren grenzend. Setzen
wir an: § radial und 227 RI = ¢ = const (B Abstand von der
Achse), und bestimmen die Konstante aus:

a
f%’dR::‘Pe_‘Pa+E,

e
80 ist allen Bedingungen genﬁgt Es folgt'
1 R
2nh' J” g R2 K
wo mit R; und R, je der innere und auBlere Radius'einer Schicht
bezeichnet und iiber alle Schichten zu summieren ist.

Wir kniipfen daran zwei Bemerkungen. An Stelle des Zylinders
in 1. denken wir uns einen Leiter, der durch Deformation aus ihm
hervorgegangen ist, aber noch solche Form besitzt, dall man
iiberall von einem bestimmten Querschnitt ¢ und einem bestimm-
ten Abstand dl zweier benachbarter Querschnitte mit ausreichen-
der Genauigkeit sprechen kann. Es ist dann den vier ersten
Bedingungen geniigt durch den Ansatz: § normal zum Quer-
schnitt und ¢ -= ¢/ = constans, und der letzten durch:

w =

dl
ag:‘Pe_‘Pa‘*‘E:
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was ergibt: — (4 )

qo

Diese Behandlung verzichtet auf die Angabe der Stromung im

einzelnen; sie hat Wert, wo nur der Gesamtstrom ¢ in Frage

kommt. Man spricht in solchen Fillen von einem linearen

Leiter und Strom. Fiir einen Draht aus homogenem Material
wird !

=40

Ferner: Mit der Strémungsaufgabe in 2. vergleichen wir die

elektrostatische Aufgabe, die in Gleichung (20) gel6st ist. Man

erhilt Erregung ®, Elektrizitdtsmenge e, Kapazitit C, bzw.

aus Stromdichte §, Strom 4, reziproken Widerstand l, indem
w

(78)

man das Leitvermégen ¢ durch die Dielektrizitatskonstante ¢
ersetzt. Das gilt allgemein; ein elektrostatisches Feld und ein
Stromungsfeld moégen geometrisch identisch sein, so dal den
Leiteroberflichen des ersten die Stromeintrittsflichen S, und

S, des zweiten entsprechen, und es moge durchweg ¢ = k¢ sein,

wo k eine Konstante bedeutet, dann ist Cw = %.

Der Fall 1a8t sich freilich streng nie verwirklichen. Es gibt
keine Korper, fiir die ¢ = 0 ist, und es fehlt daher das elektro-
statische Gegenstiick zu den Flachen S, des Stromfeldes. Dem ent-
spricht, dafl bei dem Zylinderkondensator die Endflichen sehr
fern von den betrachteten Feldteil angenommen werden muBten.
Vollstindige Ubereinstimmung ist also nur zu erreichen, indem
man S, und §, zur vollstdndigen Begrenzung macht, was
in Strenge nicht ausfithrbar ist.

Verzweigung. Es mogen jetzt Leiter der bisher betrachteten
Art zu einem Netzwerk vereinigt sein, in der Weise, dafl — bei
im ibrigen beliebiger Leitergestalt — die Verbindungen durch
lineare Leiter (Drahte) hergestellt sind, so daff man von Knoten-
punkten und Umldufen als wohldefinierten Begriffen sprechen
kann. Dann gelten die folgenden beiden Kirchhoffschen
Satze:

a) nach (70) ist fiir jeden Knotenpunkt

Si=0, (79a)
wobei die zufliefenden und die abflieBenden Strome mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen zu nehmen sind;
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b) nach (76) ist firr jeden Umlauf
Sliw=E, (79D)
wobei die in verschiedenem Umlaufsinn gerechneten ¢ und E
mit entgegengesetztem Vorzeichen zu neh- i

men sind. 4 y
Hiervon zwei Anwendungen: Eine '

Leitung sei verzweigt nach Abb. 8; in k2
den Zweigen 1 und 2 sollen sich keine ADb. 8.
elektromotorischen Krifte befinden. Dann ist
nach a) 4, +1,=1

und } (80)
nach b) 4, w; =1,w,.

Abb. 9 zeigt die Anordnung der Wheatstoneschen Briicke;
eine elektromotorische Kraft ist nur an a
der eingezeichneten Stelle vorhanden. :
Damit ¢,— ¢, =0 oder iy =0 sei, mull
a) i, =1y, 43 =1,, und b) ¢, w; = 3w,
Wy = 14y,
also Wy __ W (81)

Wy Wy

sein.
B. Messungen. Indem man die Po-
tentialdifferenz zwischen den Polen einer offenen Kette miBt,
bestimmt man nach (76¢) deren elektromotorische Kraft. Die
Ausfiihrung der Messung ist in § 4 A besprochen. Es kann so die
elektromotorische Kraft einer gut definierten Anordnung ein fiir
allemal in absolutem Maf3 bestimmt werden, und dann durch
bloBe Vergleichung diejenige eines beliebigen andern Elements.
Als Normale ist gegenwirtig in Anwendung das Weston-Ele-
ment (Hg, Hg,80,, CdSO,, CdAmalgam, Hg). Seine elektro-

motorische Kraft E,, ist bei 20° C gegeben durch
— 1,0184

Abb. 9.

E, Vane,=~ 300 gr'’zcm'z sec 1. (82)
Das gleiche bedeutet (s. Kap. III, § 5 C) die Aussage: es ist
E, = 1,0184 Volt. (82a)

Was man in solcher Weise bestimmt, das ist stets das E einer
Schichtenfolge, deren beide Endglieder identisch sind. Es sind
auch ausschlieBflich solche E, welche die Strémung bestimmen
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denn diese hangt nach (71) nur von den Werten der f !, dl tiber
geschlossene Kurven ab. Das einzelne Summenglied, etwa die
sog. elektrische Differenz

2
[8pdi=0
1

zwischen zwei sich beriihrenden homogenen Leitern tritt ledig-
lich in dem umkehrbaren Anteil der hier erzeugten Leistung zu-
tage. Dieser ist: P = +¢®. Die elektrischen Differenzen
zwischen Metallen sind in solcher Weise tatsichlich bestimmt
worden. Sie betragen der GréBenordnung nach einige Tausendstel
des oben angegebenen E,. — Ganz andere Werte, von der GréBen-
ordnung des E,, selbst, hat man durch eine besondere Art elektro-
metrischer Messungen gefunden, und als elektrische Differenzen
E,, zwischen den Metallen, etwa Kupfer und Zink, angesprochen.
Die Messungen sind, mit gleichem Ergebnis, in zwei Formen aus-
gefiihrt:

1. Sogenannter Voltascher Fundamentalversuch. Ein
Kondensator ist gebildet aus einer Kupfer- und einer Zink-
platte. Sie sind durch einen Kupferdraht verbunden und haben
eine Ladung + CE,,. Jede ist mit einem Teil eines Elektrometers
verbunden. Dann wird die Verbindung zwischen den Platten auf-
gehoben ; die Platten werden in grofilere Entfernung voneinander
gebracht: die Kapazitit sinkt, die Potentialdifferenz steigt also,
und das Elektrometer zeigt einen mit dem urspriinglichen Wert
E,, proportionalen Ausschlag. Der Versuch wird wiederholt,
indem jetzt in die Verbindung der Kondensatorplatten etwa noch
ein Weston-Element eingeschaltet wird, so daB an Stelle von
E, jetzt E,-+ E, tritt. Beide Versuche zusammen geben

Em
B,

2. Lord Kelvins Anordnung. Der Kondensator ist in das
Elektrometer selbst verlegt, in welchem zwei Teile — etwa die
beiden Quadrantenpaare eines Quadrantelektrometers — aus
Kupfer und aus Zink bestehen. Wenn die Nadel auf eine bestimmte
Potentialdifferenz gegen das erste Paar geladen wird, erfahrt sie
einen mit E, proportionalen Ausschlag. Wieder wird der Ver-
such wiederholt, nachdem E, durch E, -+ E, ersetzt ist.

Der Widerspruch zwischen dem Ergebnis dieser Versuche und
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der Folgerung aus den Peltierschen Warmen verschwindet, sobald
man annimmt, dal} in der Schichtenfolge: Luft, Zink, Kupfer,
Luft auch an den Grenzen Luft—Zink und Kupfer—Luft elek-
trische Differenzen vorhanden sind, und daf} sie die gesuchte
Differenz Zink-—Kupfer weit iibertreffen. Denn nur das Feld
in der Luft und seine Verianderungen bilden bei beiden Methoden
das Messungsobjekt. Die Annahme wird durch alle sonstigen
Erfahrungen bestétigt.

Ferner: An den Stellen e und a eines stromdurchflossenen
Leiters moge sich die gleiche Substanz befinden (wihrend zwischen
ihnen eine willkiirliche Schichtenfolge mit beliebigem E liegen
mag). Von ihnen aus fithre man Drahte aus homogenem Material
zum Elektrometer. Da in diesen Drahten kein Strom flieit, so
miBt man als Potentialdifferenz der beiden Elektrometerteile
zugleich ¢, — ¢ ,.

Bei der Messung der E und der ¢, — ¢, sind die Gesetze der
Stromung nicht zur Anwendung gekommen. Die genauesten
Messungen der ibrigen Gréfen beruhen auf Beobachtungen an
stationdren Stromen. Hier aber versagt die definierende
Gleichung (65):

sie liefert nur noch (70):
[Sy-dS=0.
o}

Trotzdem fiihrt die Kontinuitdtsgleichung zum Ziel: Der Strom 1
wird verzweigt in ¢, und 4, Die Kontinuitédtsgleichung liefert:
b=y + 1y
In alle drei Zweige werden Voltameter eingefithrt; sie mogen die

Mengen
uooMm My

o’ ay o

ausgeschiedener Aquivalente liefern. Der Versuch zeigt, daB
w_ My My

4 o oy
ist. Also sind die ¢ den %[ proportional. Damit ist auch das

stationdre ¢ zu einer mefbaren GroBle geworden. Es kann also
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 5
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durch den Versuch erhdrtet werden, daf} in der Gleichung (76):
w=@,—@¢, T E
die Grofle w eine Konstante fiir den Leiter ist.
Nachdem dies feststeht, konnen gemifl (76b):
iw= Pe— Pu

einerseits Stromstérken ¢ verglichen werden, indem man denselben
homogenen Leiter in verschiedene Stromkreise einfiigt und seine
Enden jedesmal mit dem Elektrometer verbindet, — andrerseits
Widerstande homogener Leiter, indem man diese in den gleichen
Stromkreis einfiigt. — Ist nach dieser Methode ein Widerstands-
satz einmal hergestellt, so kann man nun z. B. mit der Null-
methode der Wheatstoneschen Briicke Widerstinde mittels eines
bloBen Elektroskops vergleichen.

Indem man zugleich die Joulesche Wéarme J in mechanischem
MaB und ¢, — ¢, in absolutem elektrischem Mafl mift, kénnte
man mittels

(77): J=1*w und (76b): w=¢,—@,

einen Widerstand absolut bestimmen. Durch bloe Vergleichung
kénnte dann spéter jeder Widerstand in absolutem Maf bestimmt
werden. Liele man ferner den Strom, fiir welchen J und ¢, — ¢,
gemessen wurden, zugleich durch ein Voltameter gehen, so erhielte
man ein fiir allemal die Konstante 1 des Faradayschen Gesetzes
in absolutem elektrischem MaB, und von da an jedes 7 absolut
mit Hilfe des Voltameters. Tatséchlich sind diese beiden Grund-
lagen fiir absolute Messungen auf einem andern Weg gewonnen
worden.

Es hat sich ergeben: der Widerstand einer Quecksilbersiule
von 100 cm Lange und 1 gmm Querschnitt bei 0° C, die Siemens-

Einheit, ist: 1
Das bedeutet (s. Kap. III, § 5 C): es ist
10° 1 sec
st 4760 = 1 563910 om (832)

oder: das Leitvermogen des Quecksilbers bei 0° C ist
Opg =47¢,-1,063-10-5-9-1020gec™1 . (83b)
Ferner: 1 Grammiquivalent eines Ions wird ausgeschieden

durch 96500 = Coulomb.

1
0,00001036
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Dag bedeutet: die Konstante 7 des Faradayschen Gesetzes ist
gegeben durch:

«-n- Yame, = ‘%‘%@Q gr'zcm "2 sec’, (84)
wobei fir Sauerstoff o = 8 gesetzt ist (oder fiir Wasserstoff
o = 1,008). Die Faktoren weisen auf die Einzelmessungen hin;
s. Kap. ITI, Gleichungen (46), (44), (47).

Das duBere Feld. Wir haben gesehen, dafl allgemein die
Stromdichte § durch die Koérperkonstanten o, & bestimmt ist.
Aus ihr folgt sofort das elektrische Feld im Leiter nach dem
Ohmschen Gesetz (66):

(o3
C=8+2.
Die Tangentialkomponenten €, von € sind durchweg stetig.
Also sind auch fiir den Auflenraum (den Isolator) die &, an der
ganzen Oberfliche bestimmt. Diese Werte zusammen mit den
Koérperkonstanten ¢ und der Elektrizitatsverteilung im AuBen-

raum bestimmen das duBere Feld, — wie sich in bekannter Weise
ergibt.

Wir haben bisher angenommen, dafl alle Leiter ruhen, und dafl
der elektrische Zustand stationdr ist. Jetzt moge er sich verdndern
durch Bewegung der Leiter; es mogen aber die Verschiebungen
8o klein sein und so langsam erfolgen, dal der Zustand einem
stationéren stets unendlich nahe bleibt. Dann gilt noch in jedem
Augenblick

JG, di=0 oder E=—Vg;
©

nur dndert sich die Funktion ¢ langsam um sehr kleine Betrige,
und das gleiche gilt von der Elektrizititsverteilung. Es ist daher
die thermisch-chemische Leistung

( . 0 de
T:f@i%-dt=‘J‘¢p-d1v3*-dr=——fgv5§d1=——2q) TR
oder die wiahrend dt¢ entstandene Wirme und chemische Energie:

VYV.dt=—2¢-de.
Die Vermehrung der elektrischen Energie W, =% 2 ge ist:

dWe=%2¢p-de+%Ze-dqo.

o*
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Das Energieprinzip verlangt, wenn wir mit 4, die bei den Ver-
schiebungen geleistete Arbeit bezeichnen:

A, +¥-dt=—dw,.
Also ist: 1 v 1
: Ae=§2/(p-de~—2—26-dtp.

Das ist der gleiche Ausdruck, den wir in (33a) fanden.

Dadurch rechtfertigt sich zunéchst der Ansatz, den wir am An-
fang des § 4 bei der Berechnung der Arbeit gemacht haben. Dort
lag die besondere Annahme zugrunde, dafl das Feld bei ruhenden
Koérpern statisch sei. Das einfachste Beispiel ist ein durch eine
Kette dauernd auf die Potentialdifferenz ¢, geladener Konden-
sator, dessen Platten gendhert werden : die Kapazitiat wichstum d C,
und damit die elektrische Energie um {¢?2: dC; Arbeit wird
abgegeben im gleichen Betrage, vgl.a.a.O.; die Summe ¢, - de
= ¢%+ dC wird von der Kette geliefert.

Bei der Ableitung der Elementarkrafte des elektrostatischen
Feldes in § 4 B haben wir eine weitergehende Vorschrift gemacht:
es soll 4, = — 0W, so berechnet werden, als wenn nicht nur jedes
Leiterstiick von konstantem ¢-Wert als Ganzes, sondern jedes
Leiterelement (und somit allgemein jedes Korperelement) bei
der Verschiebung seine Elektrizitdtsmenge mit sich fithrte. Tat-
sdchlich wiirde dies nach eingetretener unendlich kleiner Ver-
schiebung keine neue Gleichgewichtsverteilung ergeben. Aber das
Gleichgewicht wiirde sich herstellen durch eine Strémung, bei der
unendlich kleine Elektrizititsmengen einen unendlich kleinen
Potentialfall durchlaufen. Diesem Vorgang entspricht eine
Energieabgabe, die noch gegeniiber der in Rechnung gezogenen
unendlich klein ist.

Unsere Betrachtung zeigt aber weiter, dafl wir auch beidurch-
stréomtenLeiterndie Arbeitderelektrischen Kréifte aus (33 a)richtig
erhalten. Es sei nun ein Elektrometer mit einer leitenden Fliissig-
keit gefiillt, deren Leitvermogen aber verschwindend klein sei
gegenitber dem der metallischen Elektrometerteile. Dann ist
das Potential jedes Elektrometerteils eine Konstante; es gelten
die Beziehungen (16) und (30) zwischen Elektrizitdtsmengen und
Potentialen, und es folgt wie a.a. O. aus (33a) rein rechnerisch
die Gleichung (33c):

1
AeZEZ((pi'— ?1)% 04 »
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die wir in §4 A fir die elektrometrischen Kraftmessungen benutzt
haben. D.h. man mift am Elektrometer Potentialdifferenzen
und Dielektrizititskonstanten der das Elektrometer fiillenden
Fliissigkeit in der gleichen Weise, ob diese Flissigkeit nun ein
Isolator oder ein Leiter ist. So sind tatséchlich zuerst Dielektrizi-
tatskonstanten leitender Flissigkeiten bestimmt worden?). Voraus-
gesetzt ist lediglich, daf die in Kap. II zu besprechenden magne-
tischen Krafte gegeniiber den elektrischen nicht ins Gewicht
fallen.

C. Zerfallendes Feld. Ineinem ruhenden stationdren Strom-
kreis ist, wie wir sahen, die gesamte Leistung Null. In den Ele-
menten wird Energie zugefithrt; in den iibrigen Teilen der Strom-
bahn wird sie verausgabt. Der elektrische Strom erscheint also als
ein Mittel, Energie von Ort zu Ort zu schaffen. Uber die Einzel-
heiten dieser Energieiibertragung werden wir in Kapitel IV Auf-
schluf erhalten. Hier soll noch ein Fall nicht-stationdrer
Stromung behandelt werden, bei dem die Energieumsetzungen
einfacher verlaufen. Zwischen den Belegungen eines Konden-
sators sei durch eine Kette die Potentialdifferenz ¢, hergestellt;
dann werde die Verbindung zwischen Kette und Kondensator
unterbrochen. Ist das Zwischenmedium des Kondensators ein
vollkommener Isolator, so bleibt die Spannung ¢, die Ladung e,
und die Energie

W, = f%a@z-di’:%e(pl

unverindert bestehen. Es sei nun aber das Medium ein homo-
gener Leiter. Dann entsteht, da € ==0, Strémung. Ihr ent-
spricht eine Leistung, die, weil Energiezufuhr von auflen nicht
moglich ist, nur auf Kosten der Energie des Feldes geschehen
kann. Also ist
Ve ”(Ei" WO !Z’:af(&iZ-dr = —281 w,.
Daraus folgt:

20t

W,=W,e °

wo € die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet. Die
Energie muB also im ganzen exponentiell zu Null abfallen. Es

Y E. Cohn und L. Arons; Wiedemanns Ann. Bd. 33. 1888.
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zeigt sich aber ferner, daBl dabei das Feld sich ahnlich bleibt,
d. h. dauernd die Gestalt eines stationidren Feldes behdlt. Es
ist also dauernd
w-Lopm=12
TP YT 3T
und somit dndern sich die Elektrizitdtsmenge e, die Spannung ¢
ot

und das Feld an jeder Stelle proportional mit € -
Der Quotient

&
LT, (85)

der als Relaxationszeit der Substanz bezeichnet wird, kann
gemessen werden, indem man etwa an einem Elektrometer den
zeitlichen Abfall von ¢; verfolgt. Das ist moglich gewesen fiir
Leiter, deren 7'-Werte bis zu etwa 1075 sec herabgehen. Da man

das Leitvermdgen o, oder genauer gesprochen [s. oben (83Db)] g
0

stets bestimmen kann, so erhélt man also fiir Leiter dieser Art SV .

0

Die Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit denen der frither
erwahnten Kraftmessungen.

Das soeben dargelegte zeigt anschaulich das, was eine Grund-
vorstellung der Maxwellschen Theorie bildet: Im Leiter ist eben-
sowohl wie im Isolator eine elektrische Erregung méglich, beide
sind Dielektrika; der Unterschied besteht darin, daB im Iso-
lator die einmal erzeugten Kraftlinien unbegrenzt fortbestehen
ohne andauernde Energiezufuhr, wihrend sie im Leiter ohne
duleres Zutun zerfallen; dieser Zerfall ist elektrische Strémung.
Es dréngt sich dann die Vorstellung auf, die stationédre Stromung
komme dadurch zustande, dafl die von sich aus zerfallenden
Kraftlinien dauernd durch neu entstehende ersetzt werden. Wir
werden auf diese Vorstellung in Kapitel IV zuriickkommen.

Zweites Kapitel.
Das stationiire magnetische Feld.
§ 1. Das Biot-Savartsche Gesetz.

Dem Coulombschen Gesetz fiir die Krafte zwischen den
Triagern ruhender Elektrizitit kann man ein zweites Elementar-
gesetz gegeniiberstellen, welches die Krafte zwischen den Triagern
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bewegter Elektrizitdt oder elektrischer Stréme angibt. Dieses
erhilt eine fiibersichtliche Form, wenn man wiederum einen
Hilfsvektor einfiihrt, der einerseits in jedem Feldpunkt durch
das erste Stromelement bestimmt wird, und andererseits die
Wirkung auf ein in diesem Feldpunkt befindliches zweites Strom-
element bestimmt. Der geschichtlichen Entwicklung entsprechend
heiBt das Feld ein magnetisches Feld und der Vektor die
magnetische Induktion. Wir werden ihn durch 8 bezeichnen.
Das Biot-Savartsche Gesetz sagt nun aus, dafl das Element dt’
eines stationédren linearen Stromes +” im Abstand r eine elementare
Induktion d % erzeugt, welche dem Vektorprodukt aus ¢ - dt” und
dem vom Ort p’ des Stromelements nach dem Feldpunkt p”
weisenden Einheitsvektor t direkt, und dem Quadrat des Ab-
stands 7 umgekehrt proportional ist. Wir schreiben:
-av 1)

—F
d%—4n [ c 72

(1)

Hierin ist u, eine Korperkonstante, von deren Bedeutung als-
bald die Rede sein wird. Unter ¢ ist eine allgemeine Konstante
verstanden, deren Einfilhrung neben u, dazu dient, die Wahl
der beiden Einheiten fiir ¥ und fiir ¢ offen zu halten. Ist die
Induktion in p” nach (1) bestimmt, so erhédlt man die Kraft df
auf ein in p” befindliches Stromelement ¢/dt” als das durch
¢ geteilte Vektorprodukt beider GréBSen:
3" .dx”

ai= """ g]. 2)
Die Kraft heifit elektrodynamische Kraft oder Kraft magne-
tischen Ursprungs. Sie treibt das stromfiihrende Element quer
durch die Induktionslinien.

Wir vergleichen (1) und (2) mit dem Ausdruck des Coulomb-
schen Gesetzes Kap.I (1b, 1a). Auf elementare Elektrizitéts-
mengen de’, de’’ bezogen, lauten diese Gleichungen:
de -t
dmer®’

d€= df=de -C.

Die beiden Gleichungsgruppen entsprechen sich vollkommen;
es sind, abgesehen von den Lkonstanten Faktoren, lediglich
an Stelle der gewdhnlichen Produkte, welche die Elektrizitits-
mengen als Faktor enthalten, die Vektorprodukte mit den Strom-
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elementen als Faktor getreten. Durch einen Skalar (de’ bzw. de”’)
und einen Vektor (r bzw. ) ist einzig eine Richtung geome-
trisch bestimmt, die Richtung des Vektors; durch einen Vektor
(¢ -dt’ bzw. ¢ - dt”) und einen zweiten (r bzw. B) einzig eine
Ebene (und somit deren Normale). Auch gilt das Gesetz (1)
nur unter einer Bedingung, die ganz gleichartig derjenigen ist,
die die Giiltigkeit des Coulombschen Gesetzes eingrenzt; das den
Raum erfilllende Medium muB, wie dort in elektrischer, so hier
in magnetischer Beziehung homogen sein. Durch die
Wahl des Mediums ist der Wert der Konstanten y bestimmt,
welche magnetische Durchlassigkeit oder Permeabilitat
heifit. Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daf sich nur solche
Korper im Felde befinden, deren y-Wert von dem des Vakuums
(o) nicht merklich verschieden ist.

Ein wesentlicher Unterschied aber besteht zwischen den
beiden Elementargesetzen. Eine einzelne Elektrizititsmenge —
zusammen mit einer zweiten, die sich in sehr groBer Entfernung
befinden kann und dann nicht in Betracht kommt — ist etwas
physikalisch mégliches. Ein einzelnes Stromelement aber ist
nicht mdoglich bei stationdrem Strom; denn die Strombahnen
miissen notwendig geschlossen sein. Die Bedeutung des Ge-
setzes (1) kann also nur sein, daB es die richtigen Integral-
werte 9B fiir jede geschlossene Strombahn liefert; — und offenbar
gibt es dann andere Elementargesetze, die dasselbe leisten. Dem
entspricht geschichtlich, dafl das Coulombsche Gesetz unmittel-
bares Versuchsergebnis war, wihrend das Biot-Savartsche Gesetz
erst durch Nebenannahmen gefolgert werden konnte.

Von der mathematischen Abstraktion des linearen Stromes ¢
gehen wir {iber zu dem, was physikalisch stets vorliegt: der
rdumlichen Stromung §. Es ist

Vedt =g - dr
und somit
ap="o S (), ai=3"%"g @)

¢ 72

Aus (1’) erhalten wir fiir die gesamte Induktlon, da Vr=rx:

atzt- T ()l

oder nach (g), da 8’ von der Lage des Feldpunkts unabhingig
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und folglich rotQ{” =0 ist:
R S.q0.
HJ'rot (T) -d1 = rotJ‘T-dr ;

oder B=rot A, (3)
_ M (Y,
A=t (S.qv. 4)

Der Vektor U ist aus der rdumlichen Verteilung des Vektors &', der
Stromdichte, abgeleitet, wie das skalare Newtonsche Potential
aus der Verteilung der skalaren Dichte. Er heifit daher das
Vektorpotential (der Stromung). Als Rotation oder Wirbel
dieses Vektorpotentials also 148t sich die Induktion B darstellen,
und aus dieser Form folgt nach (4,) sofort:

div®8=0. (5)
Aus den Kriften df 148t sich die Arbeit 4,, berechnen, die

sie bei einer Verschiebung der durchstrémten Leiter leisten. Die
Verschiebungen 1 seien unendlich klein; dann ist

A, =[u-df.
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