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Allgemeine physikalische Konstanten
(September 1926) 1).

a) Mechanische Konstanten.

Gravitationskonstante . .

Normale Schwercbeschleumgung .
Schwerebeschleunigung bei 45° Brelte

1 Meterkilogramm (mkg).

Normale Atmosphire (atm)

Technische Atmosphare . . .

Maximale Dichte des Wassers bel 1 atm
Normales spezifisches Gewicht des Quecksﬂbers

6,65 -10-8dyn - cm? -
980,665 cm - sec ™2
980,616 cm - sec ~ 2
0,980665 - 108 erg
1,01325, - 10 dyn . cm — 2
0,980665 - 108 dyn . cm — 2
0,999973 g - cm ~3
13,5955

[¢]

b) Thermische Konstanten.

Absolute Temperatur des Eispunktes .
Normales Litergewicht des Sauerstoffes .
Normales Molvolumen idealer Gase .

Gaskonstante fiir cin Mol .

Encrgieaquivalent der 15°-Kalorie (cal) .

273,20°

1,42900 g - 11

22,4145 - 10 cm3

0,8204; - 102 cm3-atm - grad — !
0,8313, - 108 erg - grad —!
0,8309, - 10! int joule - grad ~!
1,9854 cal - grad ~1!

4,184, int joule

1,1623 - 10~ % int k-watt-st
4,1865 - 107 erg

4,268g - 10~ ! mkg

c) Elektrische Konstanten.

1 internationales Ampere (int amp) .

1 internationales Ohm (int ohm) ..
Llektrochemisches Aquivalent des Silbers .
I'araday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1 .
Ionisier.-Energie/Ionisier.-Spannung .

1,0000, abs amp

1,0005, abs ohm

1,41800 - 10~3 g - int coul = !
0,9649, - 10° int coul

0,9649, - 105 int joule - int volt—1

d) Atom- und Elektronenkonstanten.

Atomgewicht des Sauerstoffs .
Atomgewicht des Silbers.
LoscumipTsche Zahl (fur 1 Mol)
BortzmanNsche Konstante &. .
1/, der Masse des Sauerstoffatoms .

Elektrisches Elementarquantum e

Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m .

Masse des ruhenden Elektrons m . . .
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Atomgewicht des Elektrons .

16,000

107,88

6,06 - 102

1,372 -10" 1% erg . grad !
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1,592 - 10~ 1% int coul
4,77, - 10710 dyn'/z - cm
1,76¢ - 108 int coul - g~!
9,02-10-% g

5,945 - 107 cm - sec ~!
5,46 -10~*

e) Optische und Strahlungskonstanten.

Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . .
Wellenlinge der roten Cd-Linie (1 atm, 15 C).

RypBERGsche Konstante fiir unendl. Kernmassc .

SomMERFELDsche Konstante der Feinstruktur .

STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante o . {

Konstante des WieNschen Verschiebungsgesctzes .

WieN-PLaNcKsche Strahlungskonstante ¢, .

2,9985 - 10 cm - sec~ !
6438,470, - 10~ cm
109737,1 cm !

0,729 - 10~

5,75 - 1072 intwatt .cm =% .
1,374 1072 cal .cm~2 . sec 1!
0,288 cm - grad

1,43 cm - grad

grad —4

f) Quantenkonstanten.

Prancksches Wirkungsquantum 7 ..
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0,529 - 10~ % cm

1) Erlauterungen und Begriindungen s. Bd. II d. Handb. Kap. 10, S. 487—518.
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Kapitel 1.

Geometrische Optik.

Mit 162 Abbildungen.

A. Allgemeines iiber Strahlen und
Strahlensysteme.

Von

W. MERTE, Jena.

a) Grundgesetze der geometrischen Optik.

1. Ausbreitung des Lichtes. Die Wahrnehmungen in der Umwelt, die
mit Hilfe des Auges gemacht werden, beruhen im Regelfalle auf der Reizung
der Netzhaut durch das Licht. Wir schen also die Gegenstinde und Erschei-
nungen unserer Umgebung durch das von ihnen ausgehende Licht; bei dessen
volligem Fehlen wiirden jene durchaus unsichtbar sein; dabei konnen sie selb-
stindig Licht aussenden, Lichtquellen sein, oder erst durch die Beleuchtung
mit solchen Lichtquellen sichtbar werden. Es ist nicht verwunderlich, daB diese
optischen Erscheinungen, die so wichtig fir unsere Orientierung in der viel-
gestaltigen Umwelt sind, schon frithzeitig die wissenschaftliche Beobachtung
anzogen. Daher kénnen ecinige der ecinfachen optischen Grundgesetze zu
den ersten physikalischen Erkenntnissen der Menschen gerechnet werden.

Bringt man zwischen Lichtquelle und Auge cinen undurchsichtigen Kérper,
so sehen wir die Lichtquelle nicht mehr, sofern der Kérper von der geradlinigen
Verbindung zwischen Lichtquelle und Auge durchstoBen wird und nicht zu klein
ist. Aus dieser Erfahrung wurde der SchluB gezogen: Das Licht pflanzt sich
geradlinig fort. Einc immer wieder beobachtbare Bestitigung dieser Grund-
regel wurde z. B. in den Erscheinungen der Schattenbildungen und des durch
kleinere Offnungen lichtdurchlassiger Schirme durchtretenden Lichtes gefunden.
Aus dem gleichen Erscheinungskomplex leitete man sich die weitere Grundregel
von der Unabhingigkeit der Teile eines Lichtbiindels voncinander
ab; ihre Begriindung wird z. B. in der Tatsache gefunden, daf cin in das Licht-
biindel gebrachter undurchsichtiger Korper dem Augenschein nach entsprechend
seiner Gestalt einen Schatten wirft, auf die auBerhalb seines Schattens befind-
lichen Teile des Lichtbiindels aber ohne Einwirkung bleibt.

Ein kosmisches Beispicl fiir die geradlinige Ausbreitung des Lichtes kann
in den Erscheinungen der Sonnen- und Mondfinsternisse erblickt werden. Be-
deuten in der schematischen Abb. 1 S die Sonne und M den Mond, so hat man
hier zwei deutlich trennbare Schattengebiete im Gegensatz zu dem ecinfachen
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2 Kap. 1, A. W.MEgrTE: Allgemeines iiber Strahlen und Strahlensysteme. Ziff. 2.

Schatten, den eine punktférmige Lichtquelle von einem undurchsichtigen Kérper
entwirft. Zwischen dem véllig lichtlosen Gebiet, dem kegelférmigen Kernschatten,
und dem iiberhaupt nicht beschatteten Teile des Raumes, befindet sich der
Halbschatten. Bewegt sich die Erde auf ihrer Bahn durch den Mondschatten,
so haben die Erdorte, die in den Kernschatten zu liegen kommen, eine totale
Sonnenfinsternis, da zu ihnen gar kein Sonnenlicht gelangt, die in den Halb-
schatten fallenden Erdorte dagegen eine partielle Sonnenfinsternis, da gewisse
Teile der Sonne diesen Orten Licht zusenden. In gleicher Weise sind die Mond-
finsternisse zu erkliren, dic eintreten, wenn die Erde, zwischen Sonne und Mond
B} befindlich, letzteren beschat-
tet. Die Ubcreinstimmung der
Beobachtungen mit den auf
Grund der Annahme gerad-
liniger Ausbreitung desLichtes
zu crwartenden Schattener-
Abb. 1. Beleuchtung des Mondes M durch die Sonne S.  scheinungen ist ein Beweis fiir
Der schwarz gezeichnete kegelformige, vollig lichtlose  die Richtigkeit dieser An-
Kernschatten wird von den ginzlich unbeschatteten nahme.

Teilen des Raumes durch das durch Striche kenntlich
gemachte Gebiet des Halbschattens getrennt.

Auch die Grundvoraus-
setzung der Photometrie, daB
die Intensitdt der von einem Punkt ausgehenden Lichtstrahlung in einem
nicht absorbierenden, homogenen und isotropen Medium in umgekehrtem Ver-
héltnis zum Quadrate der Entfernung von diesem Punkte steht, beruht auf
der Vorstellung geradliniger Ausbreitung des Lichtes und gibt mit ihrer experi-
mentellen Bestdtigung daher auch einen Beleg fiir diese Vorstellung.

Im Zusammenhang mit der Annahme geradliniger Fortpflanzung des Lichtes,
die also von einem Lichtpunkt ausgehendes Licht ldngs einer geraden Linie zu
irgendeinem Punkte des Raumes gelangen 148t, bildeten sich die geometrischen
Abstraktionen des Lichtpunktes und Lichtstrahles heraus, die, zwar
jeder physikalischen Wirklichkeit bar, doch fiir unsere hier zu behandelnde
Theorie von grundlegender Bedeutung sind.

Nimmt man zu den beiden oben angegcbenen Grundregeln noch weiter
hinzu das Reflexionsgesetz und das Brechungsgesetz, so hat man
in diesen vier Grundannahmen das Fundament, auf welches sich die geome-
trische Optik aufbauen 148t. Diese Disziplin unternimmt es also nicht, auf
die Wesensart des Lichtes einzugehen, sie begniigt sich damit, die Lichtausbreitung
festzustellen und die hiermit zusammenhingenden geometrischen Beziehungen.
Trotz dieser Beschrankung kann man wohl kaum den Wert der geometrischen Op-
tik tiberschitzen, hat sie doch auf den verschiedensten Gebieten, es sei nur an die
optischen Instrumente erinnert, héchste Triumphe gefciert. Immerhin soll hier
nicht vergessen werden, hervorzuheben, daB von dem Standpunkte der physi-
kalischen Optik aus, die der cigentlichen Art des Lichtes niherzukommen sucht,
jene geometrischen Abstraktionen nur (im Regelfall allerdings weitgehende)
Anndherungen an die tatsichlichen Verhiltnisse bedeuten kénnen.

2. Brechung und Spiegelung des Lichtes. Dic geradlinige Fortpflanzung
des Lichtes, die jeder iiberall zu jeder Zeit beobachtet und die deswegen gern
zu den Grunderkenntnissen unseres cmpirischen Wissensschatzes gerechnet zu
werden pflegt, erfolgt nun im allgemeinen nur, solange wie sich das Licht in
ein und demselben homogenen Medium bewegt. Wird dagegen dic Homogenitit
gestort etwa dadurch, daBl das Licht auf seinem Weg auf ein zweites Medium
andcrer optischer Beschaffenheit auftrifft, wie etwa das aus Luft in eine Glas-
linse eintretende Licht, so sind an der Grenzfliche der beiden Medien ganz un-



Ziff. 2. Brechung und Spiegelung des Lichtes. . 3

vermittelt auftretende, gesetzmifige Richtungsinderungen der Lichtstrahlen
feststellbar. Der Lichtstrahl wird gewissermaBen in zwei Teile aufgespalten,
in einen gespiegelten und einen gebrochenen Strahl. Der gespiegelte Strahl
verbleibt im ersten Medium, der gebrochene tritt in das zweite ein. Ist die
Grenzfliche nicht so glatt und regelmiBig wie die Fliche einer Linse, sondern
rauh, so werden die Lichtstrahlen in alle méglichen Richtungen zuriickgeworfen
(diffuse Reflexion) und gebrochen. Dic diffuse Reflexion an der mehr oder
weniger rauhen Oberfliche eines nicht selbst leuchtenden Kérpers macht iiber-
haupt diesen dem Auge erst sichtbar; wirkt dagegen die Oberflidche eines Korpers
als idealer Spicgel, so wird sie gar nicht wahrgenommen, sondern man kann
nur die von ihr regelmiBig reflektierten Strahlen auBerhalb von ihr liegender,
lichtaussendender Koérper sehen, d. h. diese selbst.

Das Gesctz, nach dem die regelmiBige Zuriickwerfung (Spiegelung)
erfolgt, war schon den Alten bekannt und sei an Hand nebenstehender Abb. 2 wie
folgt formuliert: Ist 7 die Tangentialebene in dem Punkt B der Spiegelflache, auf

-
Abb. 2. Der im Punkte B auf eine Abb. 3. Mit dem um dic Achse a cines Hohen-
spiegelnde Flache treffende Licht- kreises beweglichen Fernrohre wird nach dem Stern
strahl AB wird in die Richtung s und seinem durch cinen horizontalen Spiegel ent-
BA’ abgelenkt, wobei 4 B und B4’ worfenen Bilde s’ visiert; dabei werden die Visier-
mit der Flichennormalen BN in winkel 7 und v gegen die Horizontale 2a am Teil-
ciner Ebene liegen, und der Ein- kreis als entgegengesetzt gleich abgelesen; dieselbe
fallswinkel ¢ und der Zuriick- Beziehung gilt daher auch fiir den Einfallswinkel
werfungswinkel ¢/ der GroBe nach ¢ und den Zuriickwerfungswinkel /.

gleich sind.

den der Lichtstrahl 4 B trifft, BN die zugehorige Flachennormale (das Ein-
fallslot) und BA’ der zuriickgeworfene Strahl, so verlduft dieser in der
durch den einfallenden Strahl 4B und das Einfallslot BN bestimmten Ebene
(Einfallsebene) auf der entgegengesetzten Scite des Einfallslotes und schlieBBt
mit dem Einfallslot den gleichen Winkel ein wic der einfallende Strahl. Be-
zeichnet man mit 2 den Einfallswinkel und mit :'denZuriickwerfungs-
winkel, so ist 1+ = —1'.

Eine recht genaue Bestitigung des Reflexionsgesetzes kann mit Hilfe des
kiinstlichen Horizontes in nebenstehend skizzierter Anordnung gewonnen werden
(Abb. 3). Visiert man mit einem um die Achse a eines Hohenkreises beweglichen
Fernrohre nach einem Stern s und mift 2 als Winkel der Visierlinie gegen die
Horizontale 2a und visiert dann nach dem Spiegelbild s’ des Sternes, das von
einem horizontal gelagerten ebenen Spiegel entworfen wird, der z. B. aus ciner
gewissen Menge Quecksilber oder einer anderen geeigneten Fliissigkeit in einer
flachen Schale gebildet wird, so wird gegen die Horizontale /24 der weitere Visier-
winkel v als entgegengesetzt gleich dem Visierwinkel # gefunden. Da nun aber
i =u und ¢ = v ist, so folgt, vom Vorzeichen abgesehen, z = 7'

Auch die Tatsache der Brechung des Lichtes beim Austritt aus cinem Medium
in ein zweites anderer optischer Eigenschaften war im Altertum bekannt, da
z.B. die jederzeit zu beobachtende scheinbare Knickung cines teils in Luft, teils
in Wasser befindlichen geraden Stockes sich nur durch cine Richtungsidnderung

1*



4 Kap.1, A. W.MEeRTE: Allgemeines uber Strahlen und Strahlensysteme.

Ziff. 2.

des Lichtes an der Grenzfliche zweier Medien erkliren lieB. Die Formulierung
des Brechungsgesetzes, wie es dem heutigen Stand unserer Kenntnis ent-

N

Abb. 4. Der in Punkt B auf
eine 2 Medien mit der relativen
Brechungszahl #,, trennende
Flache treffende Lichtstrahl
AB wird im 2. Medium in die
Richtung BA’ abgelenkt, wo-
bei AB und B4’ mit der
Flichennormalen BN ineiner
Ebene liegen und fiir den Ein-
fallswinkel/und denBrechungs-
winkel  die Beziehung sin:
= 1,5+ sin?’ besteht.

Abb. 5. Ein durch den in der
lichtundurchlidssigen Platte 22
befindlichen Spalt S in das
bis etwa zur halben Hoéhe mit
Wasser gefiillte Gefall G ein-
tretendes Parallelstrahlenbiin-
del geht in seinem oberen Teil
in gleicher Richtung weiter,
wird dagegen im unteren Teile
gebrochen. An eciner Teilung
der GefaBwand kann man Ein-
falls- und Brechungswinkel ab-
lesen und so die Giiltigkeit des
Brechungsgesetzes  fiir  Luft
und Wasser nachpriifen.

spricht, wird allerdings erst auf SNELL und
DEscARTES zuriickgefithrt. Bedeuten in Abb. 4 T
dic Tangentialebene in dem Punkte B der Grenz-
fliche zweier Medien, auf den der Lichtstrahl A B
trifft, BN die zugchorige Flachennormale (das
Einfallslot) und BA’ den gebrochenen Strahl,
so verlduft dieser in der durch den einfallenden
Strahl A B und das Einfallslot BN bestimmten
Ebcne (Einfallsebene) im zweiten' Medium
auf der entgegengesctzten Seite des Einfalls-
lotes und schlieBt mit diesem einen Winkel
(Brechungswinkel) ein, dessen Sinus dem
Sinus des Winkels des einfallenden Strahles mit
dem Einfallslot (Einfallswinkel) proportional
ist. Bezeichnet man mit ¢ den Einfallswinkel
und mit 2 den Brechungswinkel, so ist also
sini =#u,-sin¢’, worin der konstante Proportio-
nalitdtsfaktor #,, Brechungsindex, Brechungs-
quotient, Brechungsexponent, Brechungsverhaltnis
usw. genannt wird. Hier soll er stets mit
Brechungsverhiltnis oder auch Brechungszahl be-
zeichnet werden.

Eine einfache Nachpriffung des Brechungs-
gesetzes ist mit der nebenstehend abgebildeten
Anordnung moglich (s. Abb. 5). Das halbkreis-
formige, mit einer Teilung versehene Gefifl G ist
durch cine planparallele Glasplatte P, die bis
auf ecinen in ihrer Mitte befindlichen schmalen
vertikalen Spalt S lichtdicht, z. B. durch schwarzen
Anstrich, abgedeckt ist, geschlossen und zur Halfte
mit Wasser gefiillt, so dal} ein in beliebiger Richtung
auf den Spalt fallendes paralleles Strahlenbiindel
nach Passieren des Spaltes in seinem oberen Teil
unverdndert bleibt, in scinem unteren Teil aber
im Wasser gebrochen wird. Steht die Verbindungs-
linic des Nullstriches der Teilung mit dem Spalt S
senkrecht auf P, so kann man ohne weiteres Ein-
falls- und Brechungswinkel an der Teilung ab-
lesen. Bildet man fiir verschiecdene Einfallswinkel
den Ausdruck sini/sini’, so findet man diesen kon-
stant; er ist das Brechungsverhiltnis des Wassers
gegen Luft.

Bei der Berechnung von Linsenfolgen werden
sehr genauc Messungen der Brechungszahlen der
verwandten Glasarten benétigt. Diese Messungen,
ausgefiihrt fiir verschiedenste Einfallswinkel, kon-

nen als cine zuverldssige Bestdtigung der Giiltigkeit des Brechungsgesetzes

gewertet werden.

Die Brechungszahl n;, hingt von der Natur der beiden durchsichtigen
Koérper ab, die der gebrochene Lichtstrahl durchlauft. Tritt der Lichtstrahl
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aus dem luftleeren Raum in den durchsichtigen Kérper, so nennt man #,, die
absolute Brechungszahl oder Brechungszahl schlechthin. Da aber
diese Zahl sich wenig andert, wenn das Vakuum, dem die Brechungszahl 1
zugeordnet ist, durch den lufterfiillten Raum ersetzt wird, so geniigt es in vielen
Fillen fiir diesen die Brechungszahlen der einzelnen Medien zu bestimmen.

Da durch Messungen festgestellt ist, daB fiir die,,relativen‘ Brechungsver-
hiltnisse dreier Medien 1, 2 und 3, die sinngemaB mit #,,, #,3 und #,3 bezeichnet
seien, die Beziehung #,, = #3115 besteht, so folgt hieraus, wenn man als Me-
dium 3 das Vakuum (oder auch den lufterfiillten Raum) annimmt, daB3 das relative
Brechungsverhiltnis der Medien 1 und 2 gleich dem Verhiltnis ihrer absoluten
Brechungszahlen ist oder ihrer Brechungszahlen schlechthin. Wiéhlt man fur
das Medium vor der Brechung als Brechungszahl # und firr das zweite Medium,
in das der Strahl nach der Brechung eintritt, #’, so laBt sich das Brechungs-
gesetz auch ausdriicken durch die Form

n.sint = #n'-sin?’, (1)

oder in Worten: Das Produkt aus Brechungszahl und Sinus des
Winkels zwischen Lichtstrahl und zugehoériger Flichen-
normale ist konstant. Es ist demnach eine optische Invariante. Iir alle
gut lichtdurchlassigen Stoffe ist die Brechungszahl groBer als 1, sie heien daher
,,optisch dichter” als das Vakuum. :

Der Verlauf eines nach dem Brechungsgesetz an der Grenzfliche zweier
optisch verschieden dichter Medien gebrochenen Strahls ist umkehrbar,
d. h. gehért zu ihm in der einen Richtung der Einfallswinkel 7, dem auf Grund
des Brechungsgesetzes (1) der Brechungswinkel ¢ zugeordnet ist, so ent-
spricht beim umgekehrten Verlauf des Lichtes dem Einfallswinkel ¢' der
Brechungswinkel . Das Spiegelgesetz 1aBt sich als Sonderfall des Brechungs-
gesetzes betrachten, wobei #n = —n' ist.

Fillt demnach ein Lichtstrahl senkrecht auf das Spiegelelement, so wird
er senkrecht in sich zuriickgeworfen, fillt er aber senkrecht auf ein Flachen-
element, das zwei durchsichtige, optisch verschieden dichte Medien trennt, so
lduft er ungebrochen weiter. Erleidet ein von dem Lichtpunkt P ausgehender
Strahl belicbig viele Brechungen und Spiegelungen und gelangt zu dem Punkt P,
so wiirde ein von P’ ausgehender Strahl auf dem gleichen Wege, aber in umge-
kehrter Richtung zu P gelangen konnen. Fillt ein Lichtstrahl auf die Grenz-
fliche zweier verschiedener Medien gleicher Brechungszahl, so erfolgt keine
Brechung. Aus diesem Grunde sehen wir z. B. ein Stiick Glas in einer durch-
sichtigen Fliissigkeit, die die gleiche Brechungszahl wie dieses Glas hat, nicht,
wohl aber eine Luftblase im Glase oder in der Fliissigkeit.

3. Totalreflexion. Befindet sich der einfallende Strahl, der auf die Grenz-
fliche zweier Medien verschiedener Brechungszahlen trifft, im optisch dichteren
Mittel, ist also # > #’, so gibt es nach dem Brechungsgesetz zu dem cinfallenden
Lichtstrahl nur dann einen gebrochenen Lichtstrahl, solange sini = #'[n ist.
Fiir sin¢ > #’/n wird ja sins’ > 1, d. h. es gibt keinen reellen Brechungswinkel.
Wihrend im allgemeinen Falle beim Auftreffen eines Lichtstrahles auf die Grenz-
fliche zweier optisch verschiedener Medien sowohl cine Reflexion als auch eine
Brechung eintritt, wird hier fiir sins > #’/n die Intensitat des gebrochencen Strahles
gewissermaBen 0, und im reflektierten Strahl befindet sich fast die ganze Inten-
sitit des einfallenden Strahles. Daher nennt man diesen Vorgang Total-
reflexion.

In welchem Verhiltnis sich in den sonstigen Fillen der partiellen Reflexion
die Intensitit des cinfallenden Strahles auf die beiden Strahlen, nimlich den ge-



6 Kap. 1, A. W.MEgRTE: Allgemeines iiber Strahlen und Strahlensysteme. Ziff. 4.

spiegelten und den gebrochenen Strahl, verteilt, stellt die physikalische Optik fest.
Es sei nur noch bemerkt, daBl im allgemeinen bei durchsichtigen Kérpern der
gebrochene Strahl die groBere Lichtwirkung erhélt, dabei ist die Verteilung
aber noch abhingig vom Einfallswinkel. So betrédgt z. B. bei senkrechtem Einfall
die Menge des an Luft/Glas zuriickgespiegelten Lichtes ungefahr 4 bis 59, um
mit groBer werdendem Einfallswinkel erst langsam und dann schneller zu steigen.

Bei Metallen befindet sich im reflektierten Strahl die weit tiberwiegende
Lichtmenge. Es sei noch darauf hingewiesen, daB bei so wenig durchsichtigen
Stoffen, wie die Metalle es sind, das Brechungsgesetz in der hier besprochenen
einfachen Form nicht mehr giiltig bleibt.

Den Winkel, mit dem die Totalreflexion beginnt (streifender Austritt), nennt
man den Grenzwinkel der Totalreflexion; er ist bestimmt durch die
Gleichung

’

. . n
—_ 2
sing = - . (2)

4. Dispersion. Die Brechungszahl, die nach unserer Darstellung nur von
der Natur der Stoffe abhéngt, so z. B. auch in gewissem MaBe von deren Zustand,
soweit dieser etwa durch Temperatur und Druck bestimmt wird, ist nun fir
ein und denselben Stoff verschieden je nach der Art des Lichtes, und zwar wachst
sie im allgemeinen mit abnehmender Wellenlinge. Diese Erscheinung nennt
man Dispersion.

Schr weitgehende und auBerordentlich sinnreich angelegte Untersuchungen
iiber die verschiedene Brechbarkeit der cinzelnen Strahlenarten fithrte schon
NeEwTON durch. Es sei hier nur ciner seiner Versuche geschildert. In einem
verdunkelten Raume lieB NEWTON ein Sonnenstrahlenbiindel durch eine kleine
Offnung im Fensterladen auf die gegeniiberliegende Wand fallen, wo es einen
kleinen weiBen kreisférmigen Fleck bildete. Brachte er nun in gecigneter Weise
in den Strahlengang ein dreiseitiges Glasprisma, mit seiner brechenden Kante
nach unten und rechtwinklig zur Strahlenrichtung, so verwandelte sich der kreis-
formige weiBe Fleck in ein in verschiedenen Farben lcuchtendes Band, das
bekannte Spektrum von Rot, Orange, Gelb, Griin, Blau, Indigo, Violett. Dabei
sind die Uberginge von ciner zur anderen Farbe unmerklich fein. Die sieben
aufgezahlten, von NEwWTON unterschiedenen ,,primédren‘ Farben koénnen daher
nur als ungefihre Anhaltspunkte dienen, um gewisse Bereiche des Spektrums
festzulegen.

Die verschiedenen Versuche NEwTons und seiner Nachfolger fithrten zu
dem Ergebnis: Das weile Sonnenlicht ist kein einfaches Licht, sondern es ist
ein Mischlicht, zusammengesetzt aus verschiedenfarbigen Strahlen, die auch
fiir unser Auge verschieden hell wirken. Bei einer Brechung des Sonnenlichtes
oder jedes anderen Mischlichtes findet in der Regel eine Zerlegung oder Dispersion
des zusammengesctzten Lichtes statt, weil die einzelnen farbigen Bestandteile
verschieden stark abgelenkt werden, und zwar, wie bereits bemerkt, derart, daB3
im allgemeinen mit kiirzer werdender Wellenlinge die Ablenkung zunimmt.
Wihlt man die Versuchsanordnung so, daB3 das zerlegte farbige Licht wieder
vereinigt wird, so erhdlt man das urspriingliche Mischlicht. Licht nicht aus
samtlichen Farben des Spektrums gemischt, ist in der Regel gefarbt und kann fiir
unser Auge z. B. einer Spektralfarbe gleich erscheinen, sodal man es erst durch
Untersuchung etwa mit dem Prisma als Mischlicht nachzuweisen vermag.

AuBer durch die Gesamtheit aller Spektralfarben kann auch durch die
Mischung nur zweier Farbténe dem Auge der Eindruck des reinen Weill erweckt
werden; zwel Farben, die in einer solchen Beziehung stehen, heiBen Komple-
mentdrfarben; ein komplementires Farbpaar ist z. B. rot und griin. Ein und
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dieselbe Farbe kann also auf verschiedenste Weise zustande kommen, ohne daf3
das Auge einen Unterschied feststellen kann; um die Zusammensetzung des
Lichtes genau zu analysieren, benutzt man daher bekanntlich besondere optischie
Vorrichtungen, die Spektralapparate. Auch die unserem Auge nicht mehr
bemerkbaren Strahlen, die ultraroten, thermisch wirksamen, und die ultra-
violetten, chemisch wirksamen Strahlen sind im Regelfall den hier als Grund-
lagen fiir die geometrische Optik vorgetragenen Gesetzen unterworfen.

5. Darstellung des Brechungsgesetzes in rdumlichen Koordinaten und
daraus gezogene Folgerungen. Um aus den vorgetragencn Grundgesetzen weitere
Erkenntnisse zu entwickeln, ist es zweckmiBig, das Brechungsgesetz auch fiir
rdaumliche Koordinaten auszudriicken. Trifft der einfallende Strahl mit den
Richtungskosinus &, £, 7, im
Punkte x, v, z auf eine brechen-
de Fliache (s. Abb. 6), so kann (\a,b,c
man seine Koordinaten &, 4,

{, darstellen durch dic Para-  «,,@, 7,
metergleichungen

51 =x + oy [1 ’

m=y+pih, (3)

Li=z+nth,
worin also dann der Parameter
t, die Entfernung irgendeines
Punktes &, 1,, &, des Strahles
von dem Flachenpunkt x, y, z
bedeutet. In analoger Weise
kann weiter der gebrochene
Strahl, kenntlich gemacht

durch den Index 2, dargestellt
werden durch

fy=1x+ oty

\"‘2»1@20’2

)
1y =V + faly, (4)  Abb.6. Der Strahl mit den Richtungskosinus «,,
S o=zt fy, y; trifft die brechende Flache im Punkte x,y,z
s = V2 ly -

und hat nach der Brechung die Richtungskosinus
Danach ist er festgelegt, wenn  %s, fa, y2- #y und w, sind die \N’inl;el, ) die d?r ein-
seine Richtungskosinusaz, ﬁz: fallende bzw. gebrochene Strahl mit einer Flachen-

X 2 .. tangente in x, y, z einschlieft, w;, und w, sind die
7o bestimmt sind. Fihrt man Winkel, die der einfallende bzw. gebrochene Strahl mit

noch die Richtungskosinus 4, einer durch die Flachennormale mit den Richtungs-
b, ¢ der Flichennormale im kosinus a, b, ¢ gelegten Ebene bildet.
Punkte x, y, z ein, mit der

der einfallende Strahl den Winkel ¢ einschlieBen mdoge, so lassen sich unter
Benutzung der Beziehung (1) die gesuchten Richtungskosinus leicht berechnen,
wenn man noch beriicksichtigt, daB alle drei Geraden, Flichennormale, ein-
fallender und gebrochener Strahl in einer Ebene liegen. Es wird

__an’cos(t — ) —an + &;ncost __ bn’cos(t — ') — bn + fyncost
%2 = w’cost Po=—"""" st 5)
Y ‘c{zjgo_s(i —¥) —cntpn cost
2 n’ cost )

Setzt man diese Werte (5) in (4) ein, so geben dic Gleichungen (4) die analytische
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Formulierung des Brechungsgesetzes fiir den Raum, d. h. den zu dem einfallenden
Strahl (3) gehérigen gebrochenen Strahl (4).

Aus dieser Darstellung des Brechungsgesetzes sind mit den Hilfsmitteln
der analytischen Geometrie einige Folgerungen zu ziechen, deren Benutzung ge-
legentlich vorteilhaft sein kann. Die Gleichungen

= x4+ At, n =y + Bt, =24 Ct (6)
stellen eine beliebige Flichentangente im Einfallspunkt x, y, z.dar, wenn
Aa+Bb+Cc=0 (7)

ist. Bildet diese Tangente mit dem einfallenden Strahl den Winkel g, und mit
dem gebrochenen Strahl den Winkel u,, so folgt

x4+ B+ 3,C = cosu,, (8)
an’cos(t — ') — an + &;ncost 14 bn’cos (i — ') — bn + fyncost B
n’ cost ‘ n’ cost ©)
yoemeoslE =) —en Hpneost o o,
n’cQsi 2

Dicse beiden Gleichungen (8) und (9) fithren unter Beriicksichtigung von (7)
sofort auf
711" = COS lly: COS Uy, (10)

oder in Worten: Dic Kosinus der Winkel, dic einfallender und gebrochener
Strahl mit einer Tangente der brechenden Fliche in dem Flachenpunkte, auf
den der einfallende Strahl trifft, bilden, stehen in umgekehrtem Verhiltnis der
Brechungszahlen. Fiir den Fall der Spiegelung z. B. 1af3t sich dieser Satz auch
so aussprechen: Einfallender und zuriickgeworfcner Strahl bilden mit jeder
Tangente der spiegelnden Flache im Einfallspunkte gleiche Winkel.

Das Ebenenbiischel, das durch die Flichennormale geht, hat die Gleichung

E(b+ uc) —ya—Suwa—[xb—ya+ u(xc — za)] =0, (11)

wobei # der Parameter des Biischels ist und &, 9, ¢ die laufenden Koordinaten
einer Biischelebene sind. Bezeichnet man mit w; und w, dic Winkel, die der
einfallende bzw. der gebrochene Strahl mit einer Ebenc dieses Biischels ein-
schlief3t, so ist

. bxy —ap, +u(co, —ay,) . by —afly + ulcay, — ays, (12)
sin, = —  SINW, = — ——t = 2)
! } (6 + uc)? + a® + u2a® 2 1 (6 + uc)® + a? + ua® ’
woraus folgt
sinw, _ (y +uf)-sini _ »’ (13)
sinmy, ~ (y + up)-sind’. ~ n’ 3

wenn man die aus der analytischen Geometric bekannten Beziehungen
boy, — affy = y-sint, cxy, — ay, = f-sini,
bay — affy = y-sint’, Coy — ay, = f-sinit’

benutzt, in denen f# und y die Richtungskosinus der Normalen der Einfallsebene
(oder Brechungsebene) gegen die y- bzw. z-Achse bedeuten. Gleichung (13)
sagt also aus, daBl die Sinus der Winkel, die der einfallende und gebrochenc
Strahl mit irgendeiner durch die Flachennormale gelegten Ebene bilden, sich
umgekehrt wic die Brechungszahlen verhalten.

SchlieBlich sei hier noch eine drittec Folgerung aus der rdumlichen Form
des Brechungsgesetzes kurz erwihnt, die sich, wie die beiden vorausgehenden



Ziff. 6. Strahlenkongruenzen. 9

Sitze, mit einfachen Beziehungen aus der analytischen Geometrie beweisen
laBt. Sie lautet
sing, : sinoy, = %’ COS W, : #COS W, . (14)

Darin sind ¢, und o, die beziiglichen Winkel, die die Projektionen des einfallenden
und gebrochenen Strahls in eine durch die Flichennormale gehende Ebene mit
dieser Flachennormalen bilden; d.h. also in Worten: die Sinus der Winkel
zwischen dem Einfallslot und den Projektionen des einfallenden und gebrochenen
Strahles in eine durch das Einfallslot gelegte Ebene verhalten sich umgekehrt
wie die mit der zugehorigen Brechungszahl multiplizierten Kosinus der Winkel,
die die beiden Strahlen mit der genannten Ebene bilden.

b) Allgemeine Theoreme iiber Brechung und Spiegelung.

6. Strahlenkongruenzen. Zu den wichtigsten Aufgaben der geometrischen
Optik gehort die Betrachtung der von einem Lichtpunkt ausgehenden Strahlen,
die an einer oder mehreren Flichen gespiegelt oder gebrochen werden. Zunéichst
bilden die Strahlen ein Biindel mit dem Lichtpunkt als Mittelpunkt; simtliche
zu diesem konzentrische Kugelflichen werden daher von den Lichtstrahlen
senkrecht durchsetzt. In Ubereinstimmung mit der Ausdrucksweise der Wellen-
lehre vom Licht werden diese Kugelflichen auch in der geometrischen Optik
als Wellenflachen bezcichnet, und die Strahlen des Biindels selbst kénnen
als ein cinfachstes Normalensystem angesprochen werden. Treffen diese
Strahlen nun auf eine brechende oder spiegelnde Fliche, so wird das gebrochene
oder gespiegelte Strahlensystem im Regelfall nicht mehr ein Strahlenbiindel mit
einem Mittelpunkt sein.

Um dic GesetzmiBigkeiten, die dann fiir die Strahlen gelten, zu bestimmen,
seien hier einige Begriffe der Flachenthcorie eingefithrt. Diese definiert als
Strahlensystem oder Strahlenkongruenz eine zweifach unendliche Mannigfaltig-
keit von Strahlen im Raum, die so angeordnet sind, da3 (abgesehen von etwaigen
besonderen Punkten) durch jeden Raumpunkt ein Strahl oder cine endliche
Anzahl von Strahlen mit einer bestimmten, im allgemeinen von Strahl zu Strahl
sich stetig dndernden Richtung hindurchgeht. Hauptsdchlich geférdert wurde
dic Geometric der Strahlensysteme von KUMMER?).

ZweckmaBig wird eine Strahlenkongruenz analytisch dargestellt durch dic
Gleichungen

E=x+at, n=y+ ft, C=1z+yt. (15)

Darin bedeutet ¢ den Parameter des Strahls, d. h. die Entfernung des Strahl-
punktes &, », { von dem Strahlpunkt x,y, 2. «, f§, y sowohl wie x, y, z sind ent-
sprechend der zweifach unendlichen Mannigfaltigkeit der Strahlen als Funktionen
zweler unabhidngiger Variablen, z. B. # und v, zu denken. Fiir £ = 0 erhdlt man
also aus (15) die Darstellung einer Flache, die von allen Strahlen getroffen wird,
sic heiBt Leitflache des Systems. «, ff, y sind die Richtungskosinus des
Strahles (oder auch der Strahlen, sofern «, ff, y mehrdeutige Funktionen von
u, v sind) im Fldchenpunkte u, v. Bei festgehaltenem %, v und veranderlichem ¢
durchléduft &, 9, { die Punkte cines Strahles. Besteht zwischen den Variablen #, v
eine Beziehung, ctwa ¢ (%, v) =0, so schriankt sich diec zweifach unendliche
Mannigfaltigkeit von Strahlen auf eine einfache ein. Es werden aus dem Strahlen-
system die Strahlen herausgegriffen, die die Leitfliche lings der auf der Leit-
fliche liegenden Kurve ¢ (i, v) = O treffen.

1) E.E. KumMER: Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme in Crelles Journ.
Bd. 57, S. 189—230. 1860.
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7. Normalensysteme und Satz von Marus. Wir sahen vorhin, daB die
von cinem Lichtpunkt ausgehenden Strahlen als Normalensystem betrachtet
werden konnen. Als allgemeines Normalensystem definieren wir die Strahlen-
systeme, fiir die eine Flache angegeben werden kann, zu der die Strahlen des
Systems die Flachennormalen sind. Wir suchen jetzt im AnschluB an Biancur?)
die Bedingung dafiir auf, daB (15) ein Normalensystem darstellt. Es muB ¢ als
Funktion von # und v, etwa { = y(#, v), so gefunden werden kénnen, daB3 nach
Einsetzen von f= y(u,v) in (15) &, 5, ¢ die Koordinaten einer Orthogonal-
flache des Strahlensystems (15) sind.

&, f, v sind dann dic Richtungskosinus der Normalen dieser Orthogonal-
fliche, und daraus folgt

&dE+ fdy+ ydi=0

oder
adx + fdy +ydz4 dt(a2+ 24 y2) +t(ada + pdf + ydy)
=oadx+ fdy+ ydz+dt=0
oder
v Ox Ay .
dt = — l cu+ﬂou+’0u]d” ‘ 91)+ﬂ("n- + (16)
Da dt ein totales Differential ist, so folgt
0 ¢y N < cx oy vaz
60{ 0u+ﬂ(u+ czt}_?;{aé@'+/jo“t' ’(71/}
oder auch
fx Cx | éf dy | Qy ¢z _ (x éx | éf dy ¢y Cz -
v Cu + ¢v ou + év du cuév T du v + du v (17)

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf3 (15) ein Normalensystem
darstellt. Ist also (17) erfiillt, so gibt es eine Schar von zum Strahlensystem (15)
orthogonalen TFldchen, deren Parametergleichungen dadurch bestimmt sind,
daB in (15)

¢t = konst. ——ﬂ( ou —i—ﬁ(y + 7 ,‘_) du + (
cingesetzt wird.

Greifen wir jetzt wieder auf die Gleichungen (3) und (4) zurick, die also
einen im Flachenpunkt x, y, z einfallenden und gebrochenen Strahl darstellen,
und denken uns &y, By, ¥, &s, f2, 72, ¢ und damit auch ¢’ als Funktionen der
unabhdngigen Variablen #, v, so kénnen die Gleichungen (3) und (4) als Dar-
stellung zweier Strahlenkongruenzen gedeutet werden, deren Leitfliche die
brechende Fliche x, y, z selbst ist. Wir nchmen an, daf3 dic cinfallende Strahlen-
kongruenz irgendein Normalensystem ist, so daB also fiir sie die Bedingung (17)
besteht. Dieses Normalensystem erleidet an der Leitfliche, die nicht etwa
eine sciner Orthogonalflichen sei, eine Brechung und geht in Ubereinstimmung
mit (4) und (5) iber in das Strahlensystem

52=x+(u0+0¢1 Z/)lzr 1/2=y+(bo+/>’1%,)tz.

, (19)
n
Lo=12z+ (CO + 7 ‘n‘/)fz ,
worin
n cos(z —7)—n __ wn'cos? —ncosi
7 cos i n’

1) L. BiancH1, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, S.274. Leipzig u. Berlin:
B. G. Teubner 1910.
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zur Abkiirzung eingefithrt ist. Zwischen den Richtungskosinus a,, f;, 7, eines
Strahles des cinfallenden Strahlensystems, den Richtungskosinus a, b, ¢ der
zugehorigen Normale der brechenden Leitfliche und den Richtungskosinus oy, f35, 75
des zugehorigen Strahles des gebrochenen Strahlensystems bestehen demnach

die Beziehungen
n

ﬁ/ 71 (20)

n

n
ac = 0o — 1, Zmzﬁz—'n_/ﬁl: €O =72 —

Diesc Gleichungen particll differenziert, und zwar einmal nach # und dann nach v,
fuhren auf

ac70+ da _ 0x, n Cx b60+66b_é’ e n 0p,
du du  Cu W ou’ ou du cu n ou’
. . N (21)
c 0 +o oc __ Cpe n oyy
cu 0 cu n Jdu
290 +n€a oy n oy b(}n cb ap, n 0f,
01 v ct n v’ dv dv ~ dv n v’
- - 22
o r_cc_a;l n 0y (22)
v " %¢u T éu n Qv
Multipliziert man die Ausdriicke (21) und (22) der Reihe nach je mit
ox dy cz cx dy und cz
cv’ cv’ cv’ u’ du Ju

und addiert in leicht ersichtlicher Weise, so findet man unter Beriicksichtigung,
daB

- a
cx cy Cz
a—— b= c=— =20 2
cuv + cv + (&} (23)
ist, aus (21)
g & b A LR LYV )
5|2 .0% L €b Oy | fc 8z) 0x lay \ Oy Oy | 02 Oy
du cv cu cv cu ¢v cv du dv du dv Cu
5 2
njéx Coy +6y ap, 4 ¢z Cy, (24)
W lév Cu cv Cu cv Cu
und unter Beriicksichtigung, daB
a9 b9 197 (25)
01 du cu
ist, aus (22)
€a Cx +€'b €y+ dc €z Cx Cxy +@y 9By | 0z Cpp
O | = _— = = - = E N e mA—
ou v Cu cu ¢u év cu dv du cvu 6
. 2
n{éx O0x, 0y 0f ¢z én (26)
wléu cu cu cv cu Jv

Differenziert man (23) partiell nach # und (25) partiell nach v, so kann man aus
den beiden sich dann ergebenden Gleichungen leicht erhalten:

da éx | 0b Oy +_(_c ¢z _ Ca 19 0b dy , dc 0z (27)

du'dv " du dv du'dv  év éu 50-.3u+0v ou’
Das Bestchen der Beziehung (27) zeigt, daB die linken Seiten der Gleichungen (24)
und (26) gleich sind und damit auch ihre rechten Seiten. Setzt man diese daher
einander gleich und beriicksichtigt, daB infolge unserer Voraussetzung, da das
einfallende Strahlensystem ein Normalensystem sein soll, fiir die Richtungs-
kosinus «&,, f3;, y; die Bedingung (17) erfiillt sein muB, so folgt

Oy Ox | 0Py 0y | Ors 02 __0Jay 0% 0By 9y | Oy, 0z
ou Qv + ou dv Ou v 0u+ v ou+ v " oun’ (28)
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d. h. auch firr das gebrochene Strahlensystem ist die Bedingung (17) erfiillt.
Damit ist einer der wichtigsten Sitze der geometrischen Optik bewiesen. Er
wird nach E. L. MALUS genannt, der ihn im Jahre 1807 bewies, allerdings blo
fir den Spezialfall nur zweier Medien und der Voraussetzung, daB im ersten
Medium ein leuchtender Punkt, also ein Strahlenbiindel mit Mittelpunkt, vor-
liege. In voller Allgemeinheit, wie er hier erwiesen wurde, kann der Satz aus-
gesprochen werden: Wird ein von Lichtstrahlen gebildetes Normalensystem
von beliebig vielen Fliachen gebrochen oder gespiegelt (die Reflexion kann ja
als Sonderfall der Refraktion betrachtet werden), so bleibt es stets ein Normalen-
system.

8. Folgerungen aus dem Satze von Maius. Die Flichen, die das gebrochene
Strahlensystem orthogonal schneidet, findet man durch beziigliches Einsetzen
von &, fi5, 7, in (18) und durch Einfithrung des sich so ergebenden Ausdruckes

von ¢ in (19) statt #,. Fir je-
den Wert der Integrations-
konstante ergibt sich eine
Orthogonalflache; greift man
z. B. zwei dieser Flachen, die
den Konstanten ¢, und ¢, ent-
sprechen moégen, heraus, so
erkennt man, daB ihre gegen-
seitige Entfernung, auf jedem
Lichtstrahl gemessen, stets
¢, — €, ist; sie sind Parallel-
flichen. Wie dieser Satz, so
sind durch eingehende flichen-
theoretische Untersuchungen
zahlreiche andere Eigenschaf-
ten der Normalensysteme be-
kannt. Alle diese Kenntnisse
konnen ohne weiteres auf
Lichtstrahlensysteme, sofern
diese nur orthotomisch sind,
auf Grund des Satzes von
Marus ibertragen werden,
und darin beruht seine grund-
legende Bedeutung. Demnach
gehoren z. B. dahin alle Licht-
strahlenkongruenzen, die von
cinem Lichtpunkt ihren Aus-
Apb. 7. Sch.ematis'cl_?c l)arstcl'lu'ng der \\'cllenfléich.c W gangnehmen und Spiegelungen
mit den beiden I\mmmungslmlenscha'ren, den bglc!en and Brcchungen erleiden an
durch den Wellenpunkt /> gehenden Kriimmungslinien . L. . .
ky und k,, den Hauptkriummungsradien P, und PM,, beliebigen Flichen, die homo-
den zu k, und k, gehérigen Rickkehrkanten k, und R, gene und isotrope Medien
und den beiden Manteln C; und C, der Zentraflache. trennen. Der in diesem Vor-
gang umfafite Komplex von
Erscheinungen macht eigentlich den Hauptinhalt der geometrischen Optik aus.

Einige Eigentiimlichkeiten der Normalensysteme sollen hier noch erwihnt
werden. Es 1aBt sich zeigen, daB3 die Lichtstrahlen so angeordnet werden konnen,
daf sic langs einer Kurve der Wellenfldche (einer Kriitmmungslinie dieser Fliche)
eine abwickelbare Flache bilden, und zwar gibt es zwei Scharen solcher Kurven
und damit auch zwei Scharen von Rickkehrkanten der abwickelbaren Flichen.
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Der Ort dieser Riickkehrkanten sind die beiden Méntel der Zentrafliche der
Wellenflichenschar. Man nennt jene Riickkehrkanten in der geometrischen
Optik Brennlinien, Kaustiken und die Zentrafliche kaustische
Fldache oder Brennfldache, da sich dort gewisse benachbarte Strahlen
schneiden und somit in ihnen Verdichtungen des Lichtes eintreten. Die dabei
auftretenden Verhiltnisse!) sind schematisch in Abb. 7 zur Anschauung gebracht.
Die Fliche W soll die Wellenfliche darstellen; sie ist mit einem Kurvennetz
tiberzogen, das durch die beiden Kriimmungslinienscharen gebildet wird. Langs
zweier durch den Punkt P gehenden Kriimmungslinien %, und %, sind die
Flachennormalen -gezeichnet mit den zugehoérigen Riickkehrkanten R, und R, .
Die beiden zu ihnen gehérigen Midntel der Zentrafliche C, und C, sind schema-
tisch angedeutet. Die beiden Hauptkrimmungsradien des Flachenpunktes P
sind PM; und PJM,, sie haben verschiedenes Vorzeichen; P ist cin hyper-
bolischer Flichenpunkt. Solange das Strahlenbiindel nicht zu sehr von der
Homozentrizitdt abweicht, werden die Wellenflachen vorwiegend aus elliptischen
Punkten bestehen; fiir solche wiirden A, und A{, auf derselben Seite von
W liegen.

9. Das Strahlenbiindel, das, von einem Punkt der Rotationsachse kom-
mend, durch ein drehungssymmetrisches Flichensystem hindurchgeht. Die
Kaustik der von einem leuchtenden Punkt ausgehenden Strahlen, die an
einer Kugel oder bei besonderer Lage .des Lichtpunktes auch an einer
belicbigen Rotationsfliche gebrochen werden, 1aBt sich allgemein bestimmen.
Um diese Bestimmung hier mit gleichzeitiger Feststellung der allgemeinen
Eigenschaften solcher Kaustiken kurz durchzufithren, gehen wir im Anschluf3
an eine Schrift?) des Verfassers vor. Man denke sich, wenn die brechende Flache
cine Kugel ist, den leuchtenden Punkt mit dem Mittelpunkt der Kugel ver-
bunden; diese Verbindungslinie sei dic Achse. Die folgenden Uberlegungen
bleiben auch dann noch richtig, wenn die brechende Fliche eine beliebige Rota-
tionsflache oder sogar eine Folge von solchen Rotationsflichen ist, die alle die-
sclbe Rotationsachse haben, nur muB dann der leuchtende Punkt irgendwo
auf dieser Rotationsachse liegen; aulerdem sei angenommen, daBl die Rotations-
flaichen des optischen Systems von der Achse in reguliren Fliachenpunkten
durchstofen werden, d.h. also, daf3 ihre Meridiankurven im Durchstofungs-
punkt senkrecht auf der Achse stchen; wir wollen diese Rotationsflichen
zentriert nennen.

Dic Wellenflichen der Bildstrahlen, das sind die Strahlen, die die Kugel-
flache oder das System von brechenden Rotationsflichen mit gemeinschaftlicher
Achse durchsetzt haben, sind dann cbenfalls Rotationsflichen mit jener Achse
als Rotationsachse. Die Achse selbst ist gleichzeitig Ding- und Bildstrahl und
geht durch die Rotationspole der Wellenflichen. Die Zentrafliche dieser Wellen-
flichen besteht bekanntlich aus der Drchungsachse und der Rotationsfliche,
dic durch Drehung der Evolute der Meridiankurve irgendeiner Wellenflache
entsteht. Da ein Rotationspol als Kreispunkt aufzufassen ist, und zwar als ein
solcher unendlich hoher Ordnung, hat dic Evolute in dem dem Rotationspol
entsprechenden Punkte eine Spitze. Diese ist identisch mit dem GaAvuss-
schen Bildpunkt, von dem spiter gesprochen werden wird.

Denkt man sich den Gaussschen Bildpunkt als Anfang eines rechtwinkligen
Koordinatenkreuzes &, 1, dessen &-Achse mit der Drehungsachse zusammen-
falle, so kann cin Bildstrahl, der ja nach unsern Voraussetzungen diec Achse

1) G. ScHEFFERS, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie
Bd. II, S. 518ff. Leipzig: Veit & Comp. 1913.
3) W. MerTE, Uber die Kaustik axialer Dingpunkte. ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 533 {f. 1923.
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schneiden, d. h. in einer Meridianebene verlaufen muB, durch

Eu—n—up) =0 (29)
dargestellt werden, wenn #» die trigonometrische Tangente des Neigungswiqkels
des Bildstrahles gegen die Achse und ¢(#) die Entfernung seines Schnittes
mit der Achse vom Gaussschen Bildpunkt bedeutet. Aus drehungssymmetrischen
Griinden muB ¢(u) eine gerade Funktion von u sein; ¢(u) ist die ebenfalls

spiter zu besprechende ,,spharische Langsabweichung'?).
Definiert man die Kaustik als Hiillfliche der Bildstrahlen, diese ist der eine
Mantel der Zentrafliche, so braucht man nur aus (29) und aus der nach « diffe-

renzierten Gleichung (29)

§— o) —uq'() =0

& und % zu bestimmen, was ergibt

E = (p(u) + “‘P'(”) } (30)

= ue'(u),

um in (30) eine Paramecterdarstellung der Meridiankurve der Kaustiken zu
haben. Diese Darstellung erlaubt cs, Punkt fiir Punkt die Kaustik zu bestimmen

’%f’//ﬁ?’

Abb. 8. Von P ausgehende Strahlen treffen auf
die im Abstand I befindliche Ebene E, die 2 Me-
dien mit den Brechungszahlen I und » > 1 trennt.
Nach der Brechung gehen die Strahlen mit un-
endlich kleiner Neigung gegen das von P’ auf E
gefallte Lot simtlich durch G, den Gaussschen
Bildpunkt von P; die endlich gegen das genannte
Lot geneigten Strahlen hingegen treffen dieses
nach der Brechung in Punkten, deren Lage von
der Neigung des Strahles gegen das Lot abhingt.
Der zu P°() gehorige gebrochene Strahl Q R’
schneidet z. B. das mehrfach genannte Lot mit
seiner riickwartigen Verlingerung in P’. G I’ ist

also ¢ (1), wobei tang R’P’P = 1 ist.

und alle kennzeichnenden Eigen-
schaften mit den tblichen Mitteln
der Differentialgeometrie festzu-
stellen.

Ein einfachstes Beispicl einer
solchen Kaustik (vgl. Abb. 8) er-
gibt die Brechung der von einem
lcuchtenden Punkt kommenden
Strahlen an einer Planfliche, die
die Medien der Brechungszahlen 1
und # trennt. Es wird dann, wie
man sich leicht iiberzeugt
n
PO = e "
wenn man den Abstand des Ding-
punktes von der brechenden Fliche
als Einheit wihlt.

Nebenbei sei noch bemerkt,
daB sich tibrigens auch die Meri-
diankurven der Wellenflichen in
unserem Falle stets bestimmen
lassen. Definieren wir diese Kur-
ven hier als orthogonale Trajek-

torien der Geradenschar (29), so hat man in (29) # durch die Bezichung
dnjd& = 1’ = — 1/u zu eliminieren, um deren Differentialgleichung zu erhalten.

Das fiithrt auf

E-}—)})/'—(p<]~

1

=0

1) S. Ziff. 54. Zu beachten andere Bedeutung von u !
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oder integriert

’

_ (, (1>(z’)7d,],+c),

IECRUTENE

ure

1 - eon e ) (31)
_ PO g ) Sl

1= e Uy @)+

wobei zur Abkiirzung

)
(1)(77,) == d’]_,'_
gesetzt ist. (31) ist also eine Paramcterdarstellung der Meridiankurven der
Wellenfldchen, und zwar ist dabei die Integrationskonstante ¢ der Parameter
der Schar und #’ der Paramecter der Kurve.

Durch die Gleichungen (30) ist der Verlauf der Bildstrahlen geniigend
gekennzeichnet; dabei kann das Dingstrahlenbiindel beliebig weit gedffnet sein,
wofern nur das Biindel an einer einzelnen Kugelfliche gebrochen wird oder auch
durch ein System zentrierter Rotationsflichen hindurchgeht. Im letzteren Falle
miiBte allerdings der Mittelpunkt des Dingstrahlenbiindels auf der Achse licgen.

10. Das Strahlenbiindel, von einem aufBlerhalb der Rotationsachse gelege-
nen Punkt kommend, geht durch ein zentriertes Flachensystem hindurch.
Liegt der Dingpunkt nicht auf der Achse, so ist die Kaustik, die die Licht-
strahlen, nachdem sie dic zentrierte Flichenfolge durchsetzt haben, bilden,
im allgemcinen keine Rotationsfliche mehr, sondern nur noch eine Fliche,
die zu der durch den leuchtenden Punkt und die optische Achse gelegten Ebene,
der Meridian- oder Tangentialebene, symmetrisch angeordnet ist. Diese gleiche
Eigenschaft hat dann selbstverstindlich auch die Wellenflache. Alle vom leuch-
tenden Dingpunkt ausgehenden, in der Meridianebene verlaufenden Strahlen
verbleiben bei jeder Spiegelung oder Brechung in dieser, also verlaufen die zu
dem ebenen ,,meridionalen’* oder ,,tangentialen’ Dingstrahlenbiischel (alle in
einer Ebene verlaufenden Strahlen durch einen Punkt werden hier und im folgen-
den Biischel genannt, die rdumliche, zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von
Strahlen durch cinen Punkt dagegen Biindel) gehorigen meridionalen oder
tangentialen Bildstrahlen in der Meridianebene; sie schneiden sich demnach
samtlich untereinander.

In der rechnenden Optik wird sehr hiufig dic Abbildung eines nicht auf
der Achse gelegenen Dingpunktes durch wenig gedffnete Strahlenbiindel, die
Offnung des Biindels wird als unendlich klein von erster Ordnung angenommen,
untersucht. Ein Strahl wird als Trager des engen Biindels herausgegriffen und
meist als Hauptstrahl bezeichnet. Da sich die in der Meridianebene verlaufenden
Bildstrahlen simtlich schneiden, so schneiden auch die in der Mecridiancbene
gelegenen Strahlen des engen Biindels den selbst in dieser Ebene verlaufenden
Hauptstrahl. Der Schnittpunkt wird meridionaler oder tangentialer
Bildpunkt genannt.

Als Normale einer Wellenfliche aufgefaBt, muB3 der Hauptstrahl noch von
den benachbarten Normalen lings einer zweiten Kriimmungslinie auf dieser
Wellenfliche getroffen werden. Man nennt diesen Treffpunkt den sagittalen
Bildpunkt. Diese zweite Gruppe von Strahlen, die auf dem Hauptstrahl
einen Bildpunkt bestimmen, verlaufen in der zur Meridianebene senkrechten
Ebenc durch den Hauptstrahl, der Sagittalebenc.

Decfiniert man als Bildpunkt einen solchen Punkt, durch den simtliche
vom Dingpunkt ausgchende Strahlen nach deren Brechung oder Brechungen,
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wenn es sich um ein vielflichiges optisches System handelt, hindurchgehen,
so kann schon bei Abbildung durch unendlich enge Biindel im allgemeinen
Falle von einem Bildpunkte nicht mehr die Rede sein, sondern nur dann, wenn
der sagittale und tangentiale ,,Bildpunkt” zusammenfallen, d. h. der zugehérige
Punkt der Wellenflache ein Kreispunkt ist. Von diesem Sonderfall abgesehen ist
die Abbildung ,,astigmatisch®, und die Entfernung des tangentialen ,,Bild-
punktes® vom sagittalen ist ein Mal fiir den ,,Astigmatismus‘. Dieser Tat-
bestand hindert allerdings nicht, daBl trotz Astigmatismus durch enge Biindel
deutliche Bilder erzeugt werden konnen. Ein Beispiel fiir eine derartige Abbildung
findet sich am SchluB des Abschnittes Ca), f). Dort?) wird gezeigt, daB konzen-
trische Kreise, deren Ebene senkrecht zur Achse eines sphirischen zentrierten
Linsensystems steht und deren gemeinsamer Mittelpunkt auf der Achse liegt,
scharf auf die tangentiale Bildschale abgebildet werden, wihrend die Kreisdurch-
messer deutlich auf die sagittale Schale abgebildet werden. In einem solchen
Falle des Astigmatismus wird man also mit A. GULLSTRAND?2) von abbildbaren
Linien sprechen.

11. Satz von Fermar. Dem Marusschen Satz hinsichtlich seiner Allgemein-
heit und Bedeutung fiir die geometrische Optik dhnlich ist der Satz von FERMAT:
Erleidet ein Strahl beim Verlauf von einem Punkt
P zu einem Punkt P’ eine beliebige Anzahl von
Spiegelungen und Brechungen, so ist die Summe der
optischen Weglidngen ein Grenzwert. Unter optischer
Weglidnge (auch Lichtweg oder reduzierter Weg ge-
nannt) in einem Medium versteht man das Produkt
n-l, worin n die Brechungszahl dieses Mediums und
[ die darin von dem Lichtstrahl durchlaufene Strecke
bedeuten. Es ist also nach dem FermATschen Satz
der Ausdruck an ein Grenzwert, d. h. diese Summe
der optischen Weglingen siamtlicher tatsichlich
durchlaufener Medien ist bis auf unendlich kleine
Grofen hoherer als erster Ordnung gleich allen mog-
lichen Summen, die fiir irgendeinen dem tatsichlichen
Weg unendlich benachbarten Weg gebildet werden;
demnach ist

o> n-l=0.

(32)
Umgekehrt gilt auch, dall bei Bestehen von (32) fiir

Abb.9. Zum Beweis des
FErMATschen Satzes far
eine einzige Brechung. Der
Strahl PA trifft in A auf
eine brechende Fliache und
lauft nach der Brechung
zum Punkt P’. B ist ein 4
benachbarter Punkt jener2
Medien trennenden Fliache,
so daB3 4B unendlich klein
von erster Ordnung ist.

den Weg eines Strahles von P nach P’ durch ver-
schiedene Medien der Strahlengang nach den Gesetzen
der Spiegelung und Brechung erfolgen muB3. Liuft
der Strahl von P nach P’ zunichst nur durch ein
einziges Medium (#» = konst.), so ist der Satz trivial;
denn die geradlinige Fortpflanzung des Lichtes for-
dert, daB in diesem Falle der Lichtweg der kiirzeste
Weg zwischen P und P’, also dnl = 0 sei.

Weiter beweisen wir die Richtigkeit des Satzes
fiir eine einzige Brechung in Anlehnung an Abb. 9.

Der von P ausgehende Strahl trifft in 4 auf die Grenzfliche der beiden

Medien und l4uft nach der Brechung zu P

1) S, Ziff. 50.

Ein zweiter, dem ersten

2) A.GULLSTRAND, Die reelle optische Abbildung, S. 34 —37. Upsala u. Stockholm 1906.
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benachbarter von P ausgehender Strahl trifft in B auf die Grenzfliche, wobei AB
unendlich klein von erster Ordnung sein mag und B nicht in der Einfallsebene
von PA zu liegen braucht. Schligt man um P in der durch die beiden
Strahlen PA und PB bestimmten Ebene mit PA als Radius einen Kreis, so
schneidet dieser PB in C, und es kann bis auf kleine GroBen zweiter Ordnung
gesetzt werden:

PB = PA — AB-cos PAB.
Ebenso ist .

BP" = AP' — AB-cosP'AB

oder
n-PB+n'-BP'—n-PA —n'AP'=—AB(ncosPAB +n'cosP’AB). (33)
Nach (10) gilt
n:n' = cos(w — P'ﬁB): cosPAB = —cosP’AB:cosPAB,
so daB also die rechte Seite von (33) verschwindet oder
n-PB-+n-BP =mn-PA-+n- AP’

wird. Unter Vernachlissigung kleiner GréBen von héherer als erster Ordnung
sind also die Lichtwege von P nach P’ gleich, mdgen sie nun iiber 4, B oder
einen andern Punkt der
Grenzfliche, der A benach- z Y
bart ist, gehen. Es ist also in. )
der Tat d(n- PA +un'- AP')
=0, womit der FERMATsche
Satz fiir eine Brechung be-
wiesen ist. Da nun fir die
Reflexion nur #=—n' zu
setzen ist, so ist der Beweis g
des FERMATschen Satzes hier-
mit auch fiir eine spiegelnde
Flache erbracht.

Nimmt man nun an, daB

bei dem Verlauf/ de.s Strah.leS Abb. 10. Der von Punkt P zu Punkt P’ laufende
von P nach P’ dieser eine  [jchtstrahl wird in Punkt A einer Ebene, die 2 Me-
beliebige Anzahl von Re- dien mit den Brechungszahlen # und #»’ voneinander

flexionen und Brechungen er- trennt, gebrochen. Als Brechungsebene ist die x, y-
leidet. und sei in Uberein— Ebene, als brechende Ebene die x, z-Ebene genommen.
’

. . . Der Lichtweg von P(a, b, 0) zu P/(a’, ¥/, 0) ist ein
stimmung mit unseren obigen A

Minimum.

Festsetzungen I die Weglange
in irgend einem Medium der Brechungszahl #, so wird, nachdem fiir eine
einzelne Brechung oder Spiegelung >'nl als Grenzwert fiir die Verschiebung
der Einfallspunkte auf der Grenzfliche der beiden Nachbarmedien erwiesen ist,
nach dem Grundsatz der Superposition kleiner Variationen »'nl auch dann ein
Grenzwert sein, wenn der zwei Punkte verbindende Strahl beliebig viele
Brechungen und Spiegelungen auf seinem Wege erfihrt. Es ist also in der Tat
0 >'nl=0. Findet eine stetige Veridnderung der von dem Strahl durchlaufenen
Medien statt, so gilt der FERmATsche Satz ebenfalls, und es wird der Aus-
druck [ndl ein Grenzwert oder f ndl=0. ‘

Die hdufige Formulierung des FErMATschen Satzes, daB die Summe der
Lichtwege ein Minimum sei, ist ungenau, da der FERMATsche Satz nur behauptet,

Handbuch der Physik. XVIII. 2
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daB die erste Variation jener Summe verschwindet, iiber die Werte der zweiten
und héheren Differentiale, die entscheidend fiir das etwaige Vorliegen von Extrem-
werten und deren Art sind, aber nichts ausgesagt wird. Was im einzelnen Fall
vorliegt, Minimum, Maximum oder auch keins von beiden, ist durch besondere
Betrachtungen, oft ohne Schwierigkeit, festzustellen.

Nimmt man z. B. die Brechung an einer Ebene, und sei als Brechungsebene
des von P nach P’laufenden Strahles die », y-Ebene eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems gewahlt, und die x, z-Ebene als brechende Ebene (Abb. 10), also
der Einfallspunkt A ein Punkt der x-Achse, so wird, wenn die Brechungszahl
vor der Brechung # und nach ihr #’ ist und die Koordinaten von P bzw.P’a,b,0
bzw.a’, b’,0sind, n- PA+n'- AP’ = nV (x —a)2+ b2+ n'V(x—a)2+b'2=f(x),
wobei die Wurzelzeichen eindeutig positiv bezeichnet zu denken seien. Dann

muB sein:
y n (¥ — a) n'(x — a’)
M= e Ne e 64
Esist ferner ohne weiteres zu finden, daf3 die zweite Ableitung f”(x) fir die Wurzeln
dieser Gleichung (34) einen positiven Wert hat, also c¢in Minimum vorliegt.
(34) 1aBt sich ubrigens auch umformen in
™ oder  m
2 /2 1 4+ cot?: 1 + cot?7’
oder o .
nsint = n’-sint’.
Die Erfilllung des Brechungsgesetzes ist also eine Folge des Verschwindens
von f(x).

12. Zusammenhang zwischen Brechungsgesetz, Satz von Fermar, Satz
von Marus. Durch Einfithrung des Begriffes der optischen Weglinge oder
des Lichtweges kann man die oben gegebene Formulierung des Satzes von MaLUs
noch ergianzen. Wir hatten ihn zunichst nur so ausgesprochen, daf ein Normalen-
biindel beim Erleiden von beliebig vielen Spiegelungen und Brechungen stets
ein solches bleibt. Weiter wurde erwihnt, da3 die Abstinde zwischen zwei
Parallelflichen gemessen auf dem zugehérigen Normalstrahl fiir siamtliche
Punkte dieser beiden Flichen gleich sei. Es laBt sich dieser letzte Satz, der also
zunidchst nur von zwei Wellenflichen in ein und demselben Medium gilt, dahin
erweitern, dafB3 der Lichtweg zwischen irgend zwei Wellenfldchen cines Normalen-
systems, das beliebig viele Brechungen und Spiegelungen erleidet, fiir alle Strahlen
des Systems der gleiche ist, so daBB der MaLussche Satz zweckmiBig auch so aus-
gesprochen werden kann: Die Orthotomie einer Strahlenkongruenz
bleibt durch Spiegelungen und Brechungen ungedndert; der
Lichtweg zwischen zwei Orthogonalfldchen ist fiir jeden Strahl
derselbe.

Wie man aus dem FErRMATschen Satz das Brechungsgesetz herleiten kann,
so kann dies auch aus dem MaLusschen Satz in der eben ausgesprochenen er-
ginzten Formulierung geschehen. Die drei Sitze, das Grundgesetz der Spiegelung
und Brechung, der FERMATsche Satz und der MaLussche Satz hdngen demnach
so voneinander ab, daB, wenn der eine gilt, die beiden andern notwendig aus
ihm folgen.

13. Aberrationsfreie Flachen. Eine Fliche, die von einem Punkt ausgehende
Strahlen durch Spiegelung oder Brechung wieder in einem Punkte zusammen-
fithrt, also ein homozentrisches Strahlenbiindecl wieder in ein solches abbildet,
pflegt man aberrationsfrei zu nennen. Sollen z. B. nach Abb. 11 dic von dem
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Punkte P kommenden Strahlen nach Reflexion an einer Flache F wieder in
einem Punkte P’ zusammentreffen, so mufl fiir alle mdéglichen Strahlenwege

PQ + QP = konst. (35)

sein. Fiir alle in der Ebene PQP’ verlaufenden Strahlen gilt die Bedingung (35);
der Schnitt der gesuchten Fliche mit dieser Ebene ist daher eine Ellipse mit
den Brennpunkten P und P’ und die gesuchte Fliche das Rotationsellipsoid
mit P P’ als Drehungsachse. Fillt der Punkt P mit P’ zusammen, so geht die
Ellipse in einen Kreis iber, dessen Mittelpunkt dann sogleich Ding- und
Bildpunkt ist. Liegt P im Unendlichen, so wird die Spiegelfliche ein Rotations-
paraboloid. Die von dem unendlich fernen Punkt kommenden Strahlen laufen
parallel zur Rotationsachse des Paraboloids und werden in dessen Brennpunkt P’
wieder zur Vereinigung gebracht. Neben diesen Flichen und dem trivialen
Fall des ebenen Spiegels kommt als aberrationsfreic Spiegelfliche noch das

Q/ P
P
F
Abb. 11. Dic vom Brennpunkt P einer Abb. 12. Die vom Brennpunkt P eines brechen-
spiegelnden Ellipse [ ausgchenden den kartesischen Ovals F ausgehenden Strahlen
Strahlen PQ gehen samtlich durch den PQ gehen samtlich durch den Brennpunkt P/
2. Brennpunkt P’ der Ellipse F. des Ovals F.

Hyperboloid vor, das dic von cinem Brennpunkt ausgehenden Strahlen nach
ihrer Spiegelung mit ihren riickwirtigen Verlingerungen (d.h. virtuell) im
zweiten Brennpunkt zur Vereinigung bringt.

Ist die Flache F die Grenzflache zweier verschicdener Medien, wie in Abb. 12
angenommen ist, und sind # und #»’ die Brechungszahlen vor und nach der Bre-
chung, so wird

nPQ + n'QP’ = konst. (36)

(36) wird fir simtliche in der Ebene PQ P’ verlaufende Strahlen durch eine
Kurve vierter Ordnung befriedigt, die als kartesisches Oval bezeichnet wird,
und deren Brennpunkte P und P’ sind. Samtliche in allen méglichen Meridian-
schnitten verlaufenden, von P kommenden Strahlen werden dann nach Brechung
an F in P’ zur Vereinigung gelangen, wenn F die Rotationsfldche des kartesischen
Ovals mit PP’ als Rotationsachse ist. Fallt P wieder ins Unendliche, so geht
auch hier die Meridiankurve in einen Kegelschnitt iiber.

14. Verschiedene Darstellungsmoglichkeiten der geometrischen Optik;
charakteristische Funktion und Eikonal. Die Darstellung der geometrischen
Optik, d.h. im wesentlichen der Folgerungen aus dem Brechungsgesetz oder
dem FERrRMATschen oder dem Marusschen Satz, ist auf verschiedene Weise
moglich. Diejenige Methode, die den Anforderungen der Praxis am besten ent-
spricht, erblickt ihre Hauptaufgabe in der Entwicklung einer Theorie der Spiegel-
und Linsensysteme. Indem dabei von vornherein gewisse Einschriankungen
infolge der bestimmten Art der Mittel, durch die die Abbildung bewerkstelligt
wird, gemacht werden, kann bei einem solchen Verfahren leicht der Zusammen-
hang mit den GesetzmiBigkeiten allgemeiner Natur, wie sie sich durch die bloBe
Voraussetzung strahlenweiser Abbildung und der Giiltigkeit cines jener Grund-
gesetze ergeben, zu sehr in den Hintergrund treten. Immerhin wird das Verfahren

2%
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der direkten Untersuchung optischer Flichenfolgen als das wichtigste der geo-
metrischen Optik anzusprechen sein; einmal gibt es die Mittel, die Linsenfolgen,
die gewisse optische Bilder erzeugen sollen, zu errechnen, und dann hat diese
Methode trotz ihrer spezielleren Fragestellung durch Verallgemeinerung ihrer
Ergebnisse zweifellos erst hiufig die zugrunde liegende allgemeinere Gesetz-
maBigkeit auffinden lassen.

So fand man beispielsweise die allgemeinen Sitze paramaler Abbildung,
d. h. der Abbildung von Achsenpunkten oder von unendlich wenig von der Achse
entfernten Punkten durch enge, gegen die Achse wenig geneigte Strahlenbiindel,
natiirlich durch Losung der speziellen Aufgabe, zu einem Achsendingpunkte
den Bildpunkt zu bestimmen, und zwar zunichst fiir eine brechende Fliche,
dann fiir eine beliebig vielflichige zentrierte Folge. Dann trat die weitere For-
derung nach Abbildung eines auBerhalb der Achse gelegenen Dingpunktes hinzu,
bis schlieBlich alle Teilergebnisse in den uns heute geldufigen, allgemeinen Gesetz-
maBigkeiten paraxialer Abbildung (Kollineation) ihren zusammenfassenden
Rahmen erhielten. Das so wichtige Verfahren der direkten Untersuchung opti-
scher Flichenfolgen macht im wesentlichen den Inhalt des Abschnittes C aus.

Man kann beim Aufbau der geometrischen Optik gewissermafBen auch den
umgekehrten Weg einschlagen, indem man die Moglichkeit der physikalischen
Verwirklichung der optischen Abbildung etwa durch Linsen- und Spiegelsysteme
zundchst dahingestellt sein 14Bt, vielmehr fiir die Abbildung nur die Annahme
macht, daB fir sie der FERmATsche bzw. Marussche Satz gilt.

Ausgehend von der Konstanz der optischen Weglange zwischen zwei Wellen-
flichen hat W. R. HamiLToN den Begriff der charakteristischen Funktion ein-
gefithrt. Setzt man

z, Y, 2 z, Y,z
2nl=V(xy,2) oder auch fn al="V(x,v,2),
[ Zoy Yos 20

wobei von der urspriinglichen oder von einer beliebig ausgewihlten Wellen-
fliche auszugehen ist, so wird die optische Weglinge zwischen zwei Punkten
auf ecinem Strahle durch die Differenz der V-Werte erhalten. ¥ heiflt die cha-
rakteristische Funktion.

Kennt man V als Funktion von ¥, , z, so ist auch die Richtung des Strahles
inirgendeinem Punkte bekannt. Erist bei einfach brechendem Mittel die Normale
der durch den Punkt gehenden Wellenfliche. Seine Richtungskosinus «, f, y
bestimmen sich, da V' die optische Weglz’inge bedeutet, aus

¢V ov
na = 5 n/3—~ oy ny =&,

V2 ev vy,
(('x) + (cy) + (\Af}‘z_) ="
ist. &, f und y sind also zu bestimmen, wenn V bekannt ist.

Fir ein von einem Punkte x,, vy, 2, ausgehendes Strahlenbiindel in einem
homogenen isotropen Medium ist

V=Vl — 0%+ (o — )2 + (2 — 2)°.
Meist aber ist V' unbekannt und nur durch Reihenentwicklung bestimmbar.
Einen Uberblick iiber die Hamirtonschen Arbeiten und Entwicklungen

gibt BOEGEHOLD!); auch die wichtigsten Untersuchungen &hnlicher Art von
spiteren Autoren werden von BOEGEHOLD kurz dargestellt oder erwihnt.

’

wobei

1) H. BoEGEHOLD in CzaPsSKI-EPPENSTEIN, S. 220ff., Grundziige der Theorie der opti-
schen Instrumente. Leipzig: J. A. Barth 1924.
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Hier moge es geniigen, einiges aus der Abhandlung ,,Das Eikonal*!) von
H. BRUNS mitzuteilen. BRUNS nimmt als Ausgangspunkt seiner Entwicklung
der geometrischen Theorie der optischen Abbildung die beiden Voraussetzungen,
daB Ding- und Bildraum durch Strahlen aufeinander abgebildet werden, und
daB ferner der MaLussche Satz fiir die Abbildung gilt.

Bestimmt man die Strahlen ¢ des Dingraumes w durch dic auf ein beliebig
gewihltes rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z bezogenen Strahlenkoordi-
naten %, k, p, g, wobei die &, k die y- bzw. z-Koordinaten des Schnittpunktes
der Ebene x = 0 mit ¢ sind und die p, ¢ die Richtungskosinus des ¢ gegen die
beiden genannten Achsen, und sind H, K, P, Q fiir die Strahlen 2'des Bildraumes Q
die Strahlenkoordinaten, die ganz entsprechend der Festlegung des ¢ auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem X, Y, Z im Bildraum bezogen werden, so
wird durch

H= Ak pq)
K =Bk p, 9
P=C(hk p,q) (37)
Q=D k pq)

cine beliebige strahlenweisc Abbildung von @ in £ vermittelt.

Dabei kénnen, solange nur von einer strahlenweisen Abbildung die Rede ist,
A, B, C und D irgendwelche Funktionen der 7, &, p und ¢ sein, mit der Einschréin-
kung allerdings, da3 die Funktionaldeterminante fiir 4, B, C und D gebildet
nach den %, k, p und ¢ nicht identisch verschwindet, da ja auch jedes 2 eino
bestimmen soll.

Spezialisiert man die Abbildung nun dahin, da der Marussche Satz fiir
sie gilt, so heiBt das, daB ciner flichennormalen Strahlenkongruenz in w auch
cine solche in © als Bild entspricht. Betrachtet man die p, ¢ als dic unabhédngigen
Variabeln der Strahlenkongruenz, die /&, & sind also Funktionen der p, g, so
findet das Bestchen des Marusschen Satzes seinen analytischen Ausdruck in
der Forderung, daB H-.-dP -+ K-d(Q ein totales Differential sei, wenn es
h-dp + k-dg ist. Durch Hinzunahme dieser letzten Bedingung zu (37) werden
dic gesuchten Abbildungen dargestellt.

Um aber den Abbildungsgleichungen von vornherein eine Gestalt zu geben,
bei der die MaLussche Bedingung von seltst erfiillt ist, wird eine Eikonal ge-
nannte Funktion E(h, k, P, Q) eingefiihrt; es ist dann das Bestehen von

33

OF cE - (L2
nep= ((]/:, ng = :;, N-H=_. NK = °© )

P’ Q0

N

hinreichende Bedingung fiir eine den MaLusschen Satz crfiillende Abbildung.

Den Zusammenhang zwischen der HaMiLToNschen charakteristischen Funk-
tion und dem Bruxsschen Eikonal hat KrLEIN®) aufgezeigt: Dic Eikonale
E(h, k, H, K) sind dic optischen Lingen zwischen den Punkten der Koor-
dinatenebenen x =0 und X = 0.

Von den allgemeinen Ergebnissen der Bruxsschen Abhandlung seien hier
noch einige mitgeteilt. Der MaLUssche Satz 148t cine Abbildung,
bei der alle Strahlen, die von einem beliebigen Punkte des
Dingraumes ausgehen, wieder in cinem Punkte des Bild-

1) H. Bruxs, Leipziger Abhandlgn. Bd. 21, S. 325ff. Leipzig 1895.
2) Im Falle der Optik sind # bzw. N die Brechungszahlen des Ding- bzw. Bildraumes.
%) F. KLeiN, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 46, S. 372ff. 1901.
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raumes vereinigt werden, nur in dem Falle zu, wo die punkt-
wcise Abbildung die Form

X=+4pux, Y =+ puy, Z=+4puz

besitzt, also eine geometrisch dhnliche ist. Dabei ist der Modul
der Ahnlichkeitstransformation u = #/N, wenn # bzw. N die Brechungszahlen
des Ding- bzw. Bildraumes sind. Diese Abbildung wird z. B. in dem trivialen
Fall der Spiegelung an einer Ebene verwirklicht.

Ein weiterer von BRUNS abgeleiteter Satz sagt, daB bei genaucr Abbildung
zweler Fliachenelemente ineinander eine Kurve in der Dingfliche mit einem
beliebigen abbildenden Strahl ¢ einen Winkel einschlie8t, dessen Kosinus zu
dem Kosinus des entsprechenden bildseitigen Winkels (Winkel zwischen 2
und Bildkurve) im festen Verhiltnis steht. BRUNS weist darauf hin, daB der
ABBEsche Sinussatz ein Grenzfall dieses Kosinussatzes ist.

So wichtig die Untersuchungsmethoden, die von den Grundannahmen der
geometrischen Optik ohne sonstige weitere Voraussctzungen ausgehen, fiir die
Kldarung allgemeiner Zusammenhinge bzw. GesetzmiBigkeiten sind, so wenig
geeignet sind sie im allgemeinen zur Feststellung der Eigenschaften eines be-
stimmten Linsen- oder Spiegelsystems. Die Aufsuchung der charakteristischen
Funktion oder des Eikonals ist in der Mehrzahl der praktisch wichtigen Fille
ein schwicriges Unterfangen und meist nur durch Reihenentwicklungen mdglich,
die ganz abgesehen von den mit ihrer Benutzung etwa verkniipften Unbequemlich-
keiten immer wieder die Feststellung ihres Giiltigkeitsbereiches erfordern. Gewi3
wird auch bei den Anséitzen des Abschnittes C, die ja in erster Linie fiir die An-
wendung in Frage kommen, mitunter die Reihenentwicklung benutzt; sie ist
aber stets nur als ein gewisser Behelf zu bewerten und am besten durch genaue
Verfahren zu iiberpriifen (s. z. B. die Abb. 88—90 und 91—93). .

Auch bei den Betrachtungen des Abschnittes C, a), die sich mit Abbildungen
durch enge Biindel befassen, ist stets im Auge zu behalten, daB die Annahme
unendlich enger Biindel zundchst nur eine mathematische Fiktion ist, deren
genaue physikalische Verwirklichung sogar im schirfsten Widerspruch zur Natur
des Lichtes steht. Als mathematische Theorie hingegen sind diese Betrach-
tungen durchaus einwandfrei, als physikalische Arbeitshypothese in der
Theorie der optischen Instrumente nach dem heutigen Stand iiberhaupt nicht
zu entbchren.

Ahnlich steht es mit der geometrischen Theorie der optischen Abbildung, die
den Inhalt des Abschnittes B ausmacht. Sie baut sich auf der Forderung auf,
daB Ding- und Bildraum sowohl strahlen- wie punktweise aufeinander abgebildet
werden, d. h. daf allen von einem Dingpunkt ausgehenden Strahlen im Bildraum
Strahlen entsprechen, die durch einen einzigen Punkt, den Bildpunkt, gehen.
Eine solche Zuordnung der beiden Riume besteht in Wirklichkeit nur fiir den
fadenformigen Raum um die Achse oder bei streng dhnlicher Abbildung; im all-
gemeinen Falle ist sie, wie das BRUNS zeigt, mit der Forderung optischer Ab-
bildung, wenn man darunter eine strahlenweise, dem MaLUsschen Satze gentigende
Abbildung versteht, nicht vereinbar. Diese geometrische Theorie der optischen
Abbildung, losgelést von jeder Riicksicht auf ihre optisch-physikalische Ver-
wirklichung, ist in vollkommener Allgemeinheit zuerst von E. ABBE in scinen
Universitdtsvorlesungen behandelt worden. Bei ihr werden die GesetzmaBig-
keiten der paraxialen Abbildung auf den ganzen Raum ausgedehnt. Sie stellt
gewissermaBen den Idealfall der Abbildung dar, der aber in Wirklichkeit nur
in trivialen Fillen vorkommen kann, da er ja im allgemeinen dem MaLrusschen
Satz widerspricht. Trotzdem sind die Bezichungen, die diese Theorie liefert,
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nicht zu entbehren, weil sie den Abbildungsvorgang in erster Anndherung dar-
stellen und als Grundlage der Bestimmung einer jeden Abbildung benutzt zu
werden pflegen.

Die Abweichungen der Bildstrahlenvereinigung beim Gebrauch von Linsen-
oder Spiegelsystemen von der idealen Abbildung ist man gewohnt, als Bildfehler
zu bezeichen. Die Beseitigung oder vielmehr moglichste Verringerung dieser
Fehler ist die Hauptaufgabe der rechnenden Optik.

B. Allgemeine geometrische Abbildungsgesetze.
Von
W. MERTE, Jena.

Die 1deale Abbildung, die auch hdufig als G Ausssche Abbildung bezeichnet
wird — Gauss hat sie zuerst zu einem gewissen AbschluB3 gebracht —, ist an
sich weiter nichts als eine rein geometrische Theoric und kann als solche syn-
thetisch?) entwickelt werden; die MaBverhiltnisse dieser Abbildung sind dann
aus besonderen Lagecbeziehungen zu ermitteln.

Andererseitskann man aber auchreinanalytisch vorgehen. Die Zuordnung
der Punkte des Raumes zueinander, die durch die Gausssche Abbildung bewirkt
wird, ist die vieluntersuchte Kollineation; sie wird bekanntlich vermittelt
durch cine gebrochene lincare Substitution. Die rein analytische Diskussion
dieser Substitution ist fiir die Optik wenig zweckmaBig, vielmehr ist der Mittel-
weg, dic Substitution mit Hilfe geometrischer Vorstellungen zu untersuchen,
zu bevorzugen, da sich so die Entwicklungen vereinfachen; gleichzeitig erhdlt
man aber auch unmittelbar die fiir den Gebrauch des Physikers notwendigen
MaBverhiltnisse. Dieser Mittelweg ist beschritten worden von den verschiedenen
Vertretern?) der ABBEschen Schule. Ihren Darstellungen schlicBen sich die folgen-
den Entwicklungen an.

15. Die allgemeinen Abbildungsgleichungen und Folgerungen aus ihnen.
Die Punkte zweier Riume, die in der geschilderten Verwandtschaft stehen,
lassen sich stets durch das Gleichungstripel

’ Ey
==, v=1,2,3 (1)
zueinander in Beziehung setzen. Darin sind
3
£ = Auy + D Wo %, (2)
o=1
und
3—:
¢ =a, +2_iag %, (3)
e=

die x die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte des einen Raumes und die
x’ die der Punkte des andern. Man kann, um die beiden R4iume voneinander zu
unterscheiden, den cinen den Ding- und den andern den Bildraum nennen,
und zwar mogen hier die ungestrichenen x dic Punkte des Dingraums festlegen,
die gestrichenen die entsprechenden des Bildraumes.

1) R. B6GER, Dic optische Verwandtschaft in projektiver Darstellung. Hamburg:
M. Baumann 1907; R. BOGER, Optische Geometrie. ZS. f. math. u. naturw. Unterr. Bd. 51,
S.110—118 u. 148—164. 1920.

2) S. z. B. Czapski1-EPPENSTEIN, S. 33 {f., Grundziige der Theorie der optischen Instru-
mente. Leipzig: J. A. Barth. 1924.
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Die durch (1) ausgedriickte Verwandtschaft ist scheinbar von 15 Koeffizienten
— man mag von den urspriinglichen 16 Koeffizienten durch Kiirzung einen
z. B. auf 1 bringen — abhingig; es 148t sich jedoch die Zahl der Koeffizienten,
um die Eigenschaften der Verwandtschaft oder Abbildung der beiden Rédume
zu untersuchen, betrichtlich reduzieren, wenn man durch geeignete Wahl der
Koordinatensysteme die fiir die Art der Abbildung unwesentlichen Koeffizienten
ausmerzt.

Zunichst lehrt (1), daB im allgemeinen zu endlichen x auch solche x’ ge-
héren. Wegen der Umkehrbarkeit der Beziehungen gilt natiirlich auch das
Umgekehrte. Eine Ausnahme bilden die Punkte der Ebenc ¢ = 0. Sie werden
samtlich ins Unendliche abgebildet, ihr entspricht die unendliche ferne Ebene
des Bildraumes. Wieder aus der Umkehrbarkeit der Beziehungen folgt, da@3
auch im Bildraum eine im allgemeinen Falle im Endlichen gelegene Ebene etwa
¢’ = 0 existiert, der die unendlich ferne Ebene des Dingraumes entspricht. Dabei
kann

3
¢ =ay+ Da,x, (4)

o=1

gesetzt werden; analog (1) und (2) sci
£y -
x,,:;,", v=1, 2»3 ())
3

g =a,,+>a,x,. (6)

o=1

Durch (5) wird die Abbildung des Bildraumes in den Dingraum vermittelt;
die 16 Koeffizienten a}, a,,, a, und a;, sind ausdriickbar als Funktionen der
a4, ay4, a,und a,,. Die beiden Unstetigkeitsebenen (es sind dic cinzigen) & = 0,
die Unstetigkeitsebene des Dingraumes, und ¢ =0, dic Unstetigkeitsebenc des
Bildraumes (es moge hier ausdriicklich betont werden, daB sich ¢ =0 und & =0
im allgemeinen nicht etwa als Ding und Bild entsprechen; dic Festsetzung,
das Verhiltnis des gegenseitigen Entsprechens als Ding und Bild durch ge-
strichene und ungestrichene Werte darzustellen, bezieht sich nur auf die Punkt-
koordinaten x bzw. x’, nicht auf die Abkiirzungen ¢ und ¢’) werden Brenn-
ebenen genannt.

In einem Sonderfall der Abbildung verschwindet dic Ausnahmestellung
der Ebenen ¢ = 0 und ¢ = 0; es werden dann vielmehr stets im Endlichen
gelegene Ebenen in cbensolche abgebildet; dabei ist

a,=0, o=1,2,3. (7)

Die unendlich fernen Ebenen der beiden Raume entsprechen einander. Man kann
sagen, daB dann die beiden Brennebenen im Unendlichen liegen. Diese Art
der Abbildung wird teleskopisch genannt, da sie beim Iernrohr vorkommt.
Bei der Suche nach einem geeigneten Koordinatensystem, um die Eigenschaften
der Abbildung leichter diskutieren zu konnen, schlieBen wir zunéchst die telesko-
pische Abbildung aus; d. h. wir setzen voraus, daf die a,, a,, a3 nicht alle drei
gleichzeitig verschwinden.
Denkt man sich nun durch

3
E'=A414>A4,x,=0 (8)
o=1
irgendeine Ebene im Bildraum in der sog. Normalform dargestellt, so wird
dieser nach (1) im Dingraum ecine Ebene

3
E=4d%a, + Ajay + Ajag + Ajay, ‘!‘ZA/‘-'W =0 (9)
s
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entsprechen, deren Koeffizienten 4; sich berechnen lassen aus

3
Ay =Aja + > Ay a,; . (10)
=1
Die A;, aus denen sich die Richtungskosinus der Normalen der Ebene E be-
stimmen lassen, hdngen also nicht nur von den A4}, die nach der angenommenen
Darstellungsform E’ = 0 gleich den Richtungskosinus der Normalen der Ebene
E'= 0 sind, ab, sondern auch von Aj, das die Entfernung der Ebene E'= 0
vom Koordinatenanfang des Bildraumes angibt. Einem Biischel von parallelen
Ebencn E’' = 0im Bildraum, das man also durch Festhalten der 4, bei Variierung
von Aj erhilt, entspricht im Dingraum im allgemeinen eine Schar von nicht
untereinander parallelen Ebenen.

Werden dagegen simtliche a; =0, 1 =1, 2, 3, d. h. es liegt die hier zu-
nichst auBer acht bleibende teleskopische Abbildung [s. (7)] vor, entspricht
jeder Schar von Parallelebenen eine ebensolche im Dingraum, da dann die 4;
nur noch von den Richtungskosinus 4, abhingig sind.

16. Vereinfachung der Abbildungsgleichungen durch besondere Wahl der
Koordinatensysteme. Wird weiter im allgemeinen Falle 4,: 4,: A3 = a,:4a,:a3,
d. h. dic Ebenenschar des Dingraumes ist parallel der Brennebene des Ding-
raumes, so kann man dafiir auch schreiben

3 3 3
' 4/ . A . . .
(,S 441,01,1) : (l A ai,z) : (S’A;ai,s) — gy,

o=1 o=1 o=1

und es laBt sich damit weiter zeigen, daB3 auch dic entsprechende Ebenenschar
im Bildraum parallel der Brennebene des Bildraumes ist. Die Ebenen-
scharen parallel ihrer zugchoérigen Brennebene sind also im
allgemcinen das einzige Paar konjugierter, d. h. als Ding und
Bild einander entsprechender Parallelebenenscharen. Nimmt
man je eine Ebene dicser beiden Scharen zu Koordinatenebenen x,, x, bzw. x5, x5,
so wird durch die Senkrechte auf der Brennebene des Ding- bzw. Bildraumes
die Richtung der x,- bzw. x{-Achse festgelegt; dann muB nach dem Gesagten die
Ebene x; = konst. = cineine ebensolche x{ = konst. = ¢’ abgebildet werden, d. h.
%7 mu} unabhingig von x,, x; sein, demnach ist in (1) @;3= ;3= a,=a;=0
zu setzen.

Dem Normalenbiindel der dingseitigen Brennebene entspricht ein homo-
zentrisches Bildstrahlenbiindel, dessen Tréiger ein Punkt der bildseitigen Brenn-
cbene ¢ = 0 ist. Der zur Ebene ¢ = 0 senkrechte Strahl dicses Bildstrahlen-
biindels werde x{-Achse, der ihm entsprechende Strahl aus dem Normalen-
biindel der dingseitigen Brenncbene x;-Achse; d. h. es werde mit x5 = x3 =0
auch x, und x; zu Null, also ist in (1) @y = a4, = a5, = a3, = 0 zu setzen. Dicse
beiden Strahlen, die beide auf ihrer Brennebene senkrecht stehen und sich
gegenseitig entsprechen und hier zur x- bzw. x'-Achse gewihlt wurden, pflegt
man dic Hauptachsen der Abbildung zu necnnen. '

Weiter kann man die Darstellung der Abbildungsgleichungen (1) verein-
fachen, wenn man bedenkt, daB nach den Gesetzen der Kollineation dem Ebenen-
biischel mit der x;-Achse als Tréger als Bild ein Ebenenbiischel mit der x{-Achse
als Tréger entspricht, und daf} im allgemeinen in jedem der beiden Biischel stets
ein, aber auch nur ein Paar von aufeinander senkrechten Ebenen existicrt, dic
sich als Ding und Bild entsprechen. Wihlt man das im Dingraum gelegene,
also durch die x;-Achse gehende aufeinander senkrechte Paar als x;, x,-Ebene
und #x,, x3-Ebene, so sollen deren Bilder die #{, x}-Ebene und x;, x/-Ebene
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sein; dann muB fiir ¥, = 0 auch %} = 0 und fiir x; = 0 auch xj = 0 sein, oder
in (1) wird a,3 = a5, = 0.

Es bleibt nur noch iibrig, den Anfangspunkt zu bestimmen, von dem aus
die x,- bzw. x{-Koordinaten gezdhlt werden sollen. Zwei Festsetzungen zeigen
sich als besonders brauchbar; die nachstliegende vielleicht ist erstens die Wahl
der Unstetigkeitsebenen, der Brennebenen ¢ = 0 und ¢ = 0, als Anfangs-
ebenen. Es wird dann fiir x, = 0 *{ = oo und umgekehrt fiir x; = 00 x{ = 0.
Das hat zur Folge ¢, = 4;; = 0. Damit sind dann die beiden rechtwinkligen
Koordinatensysteme des Ding- und Bildraumes vollig festgelegt, und die Ab-
bildungsgleichungen (1) nehmen die einfache Form an

214 s __ Qo X2 ;) __ 33 X3
T awm MTawme BT a un
ohne daB die Allgemeinheit der kollinearen Abbildung irgendwie beeintrichtigt ist.

Wihlt man zweitens zwei konjugierte Ebenen zu Anfangsebenen,
so wird fiir #, = 0 auch x{ = 0, d. h. a;; = 0. Die Abbildungsgleichungen werden
dann zu

s anx Qo ,__ Q333
N etan 2T atan ST atan 12
wieder unbeschadet ihres allgemeinen Charakters.

Dic allgemeine Abbildung ist also durch drei wesentliche Konstante ge-
kennzeichnet; denn die vier Koeffizienten der Darstellung (11) lassen sich durch
Kiirzung auf drei zuriickfithren, und von den fiinf Koeffizienten der Dar-
stellung (12) sind ebenfalls nur drei wesentlich, da einer durch Kiirzung und
ein zweiter durch die besondere Wahl der beiden konjugierten Anfangsebenen
ausgeschieden werden kann.

Die durch die Substitutionen (11) oder (12) vermittelte Abbildung ist wohl
bekannt. In jedem zur Hauptachse (x,- bzw. x{-Achse) senkrechten konjugierten
Ebenenpaar herrscht Affinitdt, d. h. die VergréBerung in Richtung der beiden
Nebenachsen (x,-, x3- bzw. x5-, x5-Achsen) ist fiir ein solches Ebenenpaar konstant,
aber fiir jedes Ebenenpaar im allgemeinen verschieden, da sie von x, abhingt.
Es sei noch ausdriicklich bemerkt, daB tiber die Lage der beiden Raume zuein-
ander bei unscren Ableitungen nichts vorausgesetzt ist, sie also zundchst ganz
willkiirlich ist.

Es 148t sich weiter leicht zeigen, daB der hier bisher ausgeschlossene Fall
teleskopischer Abbildung durch die Beziehungen (12) dargestellt werden kann,
wenn a4, = 0 gesetzt wird (a, und a4 sind es bereits). Die Abbildungsgleichungen
lauten dann:

xi=a—4x1: x{z:%?xzr x§=aa_?x3- (13)
Bei teleskopischer Abbildung stehen also beide Ridume in affinem Verhiltnis.
Endlichem ist Endliches, unendlich Fernem unendlich Fernes zugcordnet.
Die Vergroferung in jeder Richtung ist konstant. Die Sonderstellung der x,-Achse
fallt fort; jeder Schar paralleler Ebenen in einem Raume entspricht eine eben-
solche im anderen. Bei der Darstellung (13) sind die Koordinatenachsen dadurch
festgelegt, daB bei teleskopischer Abbildung im allgemeinen nur einmal drei
zueinander rechtwinklige Richtungen existieren, die wieder in ebensolche ab-
gebildet werden, und daB diese ausgezeichneten Richtungen als Achsenrichtungen
gewdhlt sind.

17. Die verschiedenen Arten von Abbildungen entsprechend den Werten
der Abbildungskonstanten. Um nun den Charakter der Abbildung fiir die ver-
schiedenen Werte der Konstanten zu untersuchen, gehen wir zunichst von der
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Darstellung (11) aus, und indem zur Abkiirzung «; = a,,/a,, &, = ay/a,,
&3 = agfa, gesetzt wird, crhalten wir
% Ao , A3

X = - Xy = Oqy- X, = & .
1= 2 LI 3 37,

(11a)
Erinnern wir uns des Gesetzes der kollinearen Verwandtschaft, daBl in jedem
homozentrischen Dingstrahlenbiindel drei aufeinander senkrechte Strahlen vor-
handen sind, deren Bilder in dem zugehorigen Bildstrahlenbiindel ebenfalls
aufeinander senkrecht stehen, so heit das, daB eine rechtwinklige Ecke eines
solchen rdaumlichen Strahlenkreuzes in eine ebensolche abgebildet wird. Dabei
kénnen zwei Fille eintreten. Bringt man zwei entsprechende Kantenpaare
von Ding und Bild zur Deckung, so kann entweder das dritte Kantenpaar auch
zusammenfallen, man spricht dann von rechtwendiger Abbildung, oder die eine
Eckenkante bildet die Verlingerung der anderen; die Abbildung heiBt dann
rickwendig. Aus Stetigkeitsgriinden gilt fiir den ganzen Abbildungsbereich,
daB entweder iiberall nur rechtwendige oder nur riickwendige Abbildung vor-
kommt; denn es 1aBt sich leicht zeigen, daB auch an den Unstetigkeitsstellen,
den Brennebenen, eine Anderung des Abbildungscharakters nicht eintritt. Nimmt
man z. B. an, daf} die VergréBerung nach allen Richtungen hin gleich 1 ist, so
sind bei rechtwendiger Abbildung Ding und Bild kongruent, bei riickwendiger
dagegen symmetrisch. Eine Abbildung der ersten Art tritt ein, wenn das Ding
eine gerade Anzahl mal an ebenen Spicgeln gespiegelt wird, der zweiten Art
bei ungerader Anzahl von Spiegelungen an ebenen Flichen, oder auch allgemeiner:
durch beliebig viele Brechungen oder eine gerade Anzahl von Spiegelungen oder
durch diese beiden Vorginge kommt stets eine rechtwendige Abbildung zustande;
eine riickwendige dagegen durch eine ungerade Anzahl von Spiegelungen, ob
nun dabei auch noch Brechungen vorkommen oder nicht.

Es bleibt nun noch iibrig, gewisse Lage- und Richtungsbeziehungen fest-
zustellen, indem den Achsen eine bestimmte positive bzw. negative Richtung
zugewiesen wird. Setzt man zunéchst als positiven Richtungssinn auf den Haupt-
achsen die Fortschreitungsrichtung des Lichtes fest, solassen sich fiir die Abbildung
zwel weitere Unterfille feststellen: Entweder wichst x{ mit x;, d. h. wenn das
Ding im Sinne der Lichtrichtung verschoben wird, so bewegt sich das Bild gleich-
falls in dieser Richtung; die Abbildung wird dann rechtldufig genannt; oder aber
die Bewegungen von Ding und Bild erfolgen entgegengesetzt, bezogen auf die
Lichtrichtung; die Abbildung heift dann riicklaufig. Bei rechtlaufiger Abbildung
ist also

dx
axr

bei riicklaufiger Abbildung dagegen wird
%, >0. - (149)

= ii >0 oder «,<O0, (14)
1

Diese zweite Art der Abbildung kann weiterhin hier unberiicksichtigt bleiben,
da sie bei ununterbrochener Abbildung durch Spiegelung und Brechung an
Grenzflichen homogener Kérper nicht vorkommt.

Die Zuordnung von Ding- und Bildpunkt auf den Hauptachsen erfolgt
dann durch x, - #{ = &; << 0 stets so, daB zu einem positiven x, cin negatives x|
gehort, und umgekehrt.

Um fiir die weitere Darstellung zu bequemen Festsetzungen des Richtungs-
sinnes auf den Nebenachsen zu kommen, kann man die x,- und #,-Richtung
gleichméBig behandeln, damit bei den wichtigsten optischen Abbildungen, nim-
lich den zur x;-Achse drehungssymmetrischen, fiir die beiden Nebenachsen
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identische Verhiltnisse erhaltend. In Beriicksichtigung dessen, daB3 eine Punkt-
reihe auf irgendeiner Geraden rechtliufig abgebildet wird, wenn diese Ab-
bildung fiir die Hauptachse gilt, setzen wir hier fest ay >0, a3 > 0. Hierbei
tritt der Unterschied zwischen den beiden wesentlich verschiedenen Arten der
Abbildung, der rechtwendigen und der riickwendigen, in den Konstanten nicht
zutage. Dieser Nachteil unserer Festsetzung wird aufgewogen durch Ersparnis
von weitldufigen Vorzeichenbestimmungen bei Betrachtung achsensymmetrischer
Abbildungen, denen wir uns nunmehr zuwenden. Auszugehen ist von den Glei-
chungen (11a), in denen infolge der Festsetzung der Koordinatenrichtungen
fiir alle rechtldufigen Abbildungen ein fiir allemal

a6, <0, a, >0, &3>0 (15)

ist; bei rechtwendiger Abbildung konnen die Kanten der beiden ké&rperlichen
Ecken, gebildet aus den positiven Teilen der Koordinatenachsen, des Ding-
bzw. Bildraumes zur entsprechenden Deckung gebracht werden, bei riick-
wendiger Abbildung dagegen nicht. Setzt man speziell &, = &,;, so erkennt
man aus (11a), daB fiir beide Nebenachsen véllig gleiche Verhiltnisse vorliegen,
daB iiberhaupt jedes zucinander senkrechte Meridianebencnpaar in ein ebensolches
abgebildet wird, und damit dic Wahl der Nebenachsen willkiirlich wird. Auch
geniigt daher statt der Betrachtung von x, und #; die von x, oder %3, wir wihlen
hier «,.

18. Die linearen VergroBerungen. Eine wichtige Wirkung optischer Ab-
bildung ist die Anderung der GréBe einer Dingstrecke ; man nennt das Verhiltnis
der Dingstrecke zur Bildstrecke die VergroBerung.

1. Fallen diese Strecken in dic Hauptachse, so spricht man insbesondere
von ILongitudinal-, Axial- oder Ticfenvergroferung. Dann wird, wenn x; und x,
bzw. x{ und x{ die Abszissen der Endpunktc der Ding- bzw. Bildstrecke sind,
die AxialvergroBerung gegeben durch

_\'1’ — ,\’1’ . & ,r{ ,?1'

i?, —x, - P o (16)
Wird die abzubildende Strecke infinitesimal, und fithrt man die GréBe « ein,
so wird :

vy & xf®

dx, &= x: Xy (17)
Da a; < 0 festgesetzt ist, bleibt immer o > 0.

2. Die VergroBerung von Strecken senkrecht zur Hauptachse wird Lateral-
vergroBerung oder auch Vergroflerung schlechthin genannt. Sie ist fiir jedes be-
stimmte x;, durch das ja die L.age der achsensenkrechten Ebene, in der die Ding-
strecke verlduft, festgelegt ist, konstant, wic grol die Dingstrecke auch sei.
Bezeichnet man die LateralvergroBerung mit f#, so wird also

,Vzl ac_;A Ko

ﬁ = E,rz = Xy = oc: % - (18)
Eine in der achsensenkrechten Ebene x; = konst. = ¢ gelegene Zeichnung wird
demnach in die Ebene %] = «,/c dhnlich abgebildet mit der VergréBerung o,/c.
Nicht ganz so einfach ist die Abbildung einer Figur oder Kurve in einer
Meridianebene. Sei dic Dingkurve gegeben durch x, = f(x,), so ist ihr Bild

. . g 24 (2.4 . . -
in der entsprechenden Meridianebene x5 = sz{ / (7’1) . Ist f eine lineare Funktion,
1 1

d.h. x, = f(x;) stellt cine Gerade dar, so ist auch das Bild eine Gerade;
stellt z. B. weiter x, = f(x;) einen Kreis mit dem Radius » um den dingseitigen
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Brennpunkt dar, so wird x5 = V(x,7/x,)2 %12 — o3; das Bild des Kreises ist dem-
nach eine Hyperbel, die fiir » = a,/«, gleichseitig ist.

Aus (17) und (18) 14Bt sich bilden f$2%/& = —a&j/x,. Fiur eine durch die
Konstanten &, und o, gegebene Abbildung ist also an jeder Stelle des Raumes
das Verhiltnis des Quadrates der IateralvergroBerung zur TiefenvergroBerung
das gleiche.

19. Die Abbildungsgleichungen auf die Brennebenen bezogen. Betrach-
ten wir jetzt einen belicbigen Strahl im Dingraum, der im allgemeinen Fall
windschief zur x,-Achse ist; er mége durch

%, = h, — x, tangu,, ry=2,13, (19)

seine beiden Spuren in der x,, x,- bzw. x,;, x;-Ebene festgelegt sein. Dabei
sind in bekannter Weise A, bzw. #; die Abschnitte der Spurgeraden auf der
%o-bzw. x3-Achse; u,und u, die Neigungswinkel dieser Geraden gegen die x,-Achse;
die Vorzeichen der #, und #, sind allerdings hier nicht in Ubereinstimmung
mit den Festsetzungen der analytischen Geometrie; sie sollen hier stets kleiner
als 90° angenommen sein und dann als positiv gelten, wenn die Spur fiir positives
%, bzw. x5 auf die x,-Achse zulduft. Die Spuren des Strahles im Bildraum
sind analog:

%, = I, — x| tangu, = g? %1 h, — o, tangu,, y =273, (20)
1
so daB folgt
l, = — o, tangu,, y=23, (21)
tangu, = — gg hy, ry=2,13. (22)

1
Ist # bzw. #’ der Winkel, den der Strahl im Dingraum mit der x,-Achsc bzw.
im Bildraum mit der x1-Achse einschlieBt, und % bzw. %’ die Entfernung des
DurchstoBungspunktes des Ding- bzw. Bildstrahles in der x,%;- bzw. x5 x;-Ebene
vom Koordinatenanfang, so ist

tang?# = tang®wu, + tang®w, bzw. tang?u’ = tang2u} + tang®uj, (23)
h*= 1+ h  bzw. N = N2 4 hl2, (24)
so daB man unter Benutzung von (22) erhilt:
’ (+) 2
tangu = Zf'— <. (25)

1

Samtliche Dingstrahlen also, die die x,, x;-Ebenc in Punkten des Kreises
%3 + «% = h? x, = 0 durchstoBen, bilden nach der Abbildung mit der Haupt-
achse des Bildraumes ein und densclben Winkel '
Aus (24), (21) und (23) folgt:
(+)

I = ‘a,tangu. (20)

Dingstrahlen, die mit der x,-Achse den gleichen Winkel einschlieSen, entsprechen
im Bildraume Strahlen, die dic %}, xi-Ebenc in Punkten treffen, die vom Koordi-
natenanfang des Bildraumes um die Strecke /4’ entfernt liegen. Das doppelte
Vorzeichen in (25) und (26) ist nur von formaler Bedeutung; fiir den Fall, daf3
der Dingstrahl die Achse schneidet, indem also z. B. # = u, und % = h, wird,
sind die Formeln (21) und (22) unmittelbar anwendbar; man hat demnach
in (25) und (26) das negative Vorzcichen zu wihlen.

Aus (25) und (20) erhellt auch die geometrische Bedeutung der beiden
fiir unserc Abbildung maBgebenden Konstanten &, und a,; x, entspricht einer
Strecke und «; dem Quadrat einer solchen; um gleichartige Konstanten der
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Abbildung zu erhalten, fithren wir die GréBen f und / ein, indem gesetzt wird:

o, =—/ und %‘-—--—f’. (27)
2

Auf Grund unserer Festsetzungen a, <0, &, > 0 ist stets f << 0 und /'>0.

Die Werte f bzw. /' kennzeichnen nunmehr statt «; und «, die Abbildung und

werden Brennweiten, die Unstetigkeitsebenen x; = 0 bzw. x{ = 0 Brennebene

des Ding- bzw. Bildraumes genannt. Die Abbildungsgleichungen (11a) nehmen

die Form an

VAT S (11b)
x X
woraus fir a und f folgt
a=—"171, (172)
X3
__t__~x
P=—w="r (18a)
f und /' selbst sind nach (25), (26) und (27) definiert durch
/4 , _h
1= tange 4 = g (272)

worin 4’ die Entfernung eines Punktes in der Brennebene von der Hauptachse
im Bildraum und % der Neigungswinkel gegen die Hauptachse im Dingraum
ist, der die Richtung nach dem

4 jenem Punkte in der bildseiti-

N gen Brennebene entsprechen-
den Punkte in der unendlich

/
o h fernen Ebene des Dingraumes
u [ angibt; analoge Bedeutung
o T7—="N O'l<——x;——=" haben % und u'.
Abb. 13. Ein im Dingraum gelegener Strahl schneidet Ein die Hauptachse

die Hauptachse in dem vom Brennpunkte O um x, : : :

entfernten Punkte, bildet mit der Hauptachse den sghneldender Strafhl wird .m

Winkel % und trifft die Brennebene in einem von 0 €lN€n Strahl abgeblldgt, derim

um % entfernten Punkte. Die entsprechenden Be- Bildraumeebenfallsdie Haupt-

stimmungsstiicke des zugehérigen Bildstrahles sind  gzchse schneidet. Sind die Ab-

%}, w’, B’. O’ ist Brennpunkt des Bildraumes. szissen dieser Schnittpunkte

%, bzw. x{ und benutzt man

in wohl nicht miBzuverstehender Weise die GroBen #, «’, & und %', so wird nach
Abb. 13 h = x, - tang u,
h' = x{ - tangu’

oder unter Benutzung der Definitionsgleichungen (27a) der Brennweiten

tangu’ 1 f
tangu ~ f x4 7 (28)
7 heiBt das Konvergenzverhiltnis oder die WinkelvergréBerung und ist konstant
fiir zwei konjugierte, durch x; bzw. x{ gegebene Achsenpunkte, also unabhéngig
von den Neigungswinkeln # und «’.
Zwischen den drei VergroBerungswerten o, f und y bestehen folgende
leicht zu verifizierende Zusammenhéinge:

i1 f 1 o

o t
N = — — N

7. o__ s 1 - _
7 P B f p v’ B? f’

ﬂ-;):—-?f;, a;l'-:j,
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Damit ist die durch die Gleichungen (11a) vermittelte Abbildung hinlinglich
diskutiert; es bleibt nur noch iibrig, im AnschluB an die auf konjugierte Ebenen
bezogenen Abbildungsgleichungen die bisher von der Betrachtung ausgeschlossene
teleskopische Abbildung zu untersuchen; dabei leiten wir auch die fiir die nicht-
teleskopische Abbildung giiltigen Gleichungen ab, die an sich natiirlich nichts
Neues bringen, aber die bekannten Ergebnisse in einer Form darstellen, die fiir
viele Aufgaben der geometrischen Optik zweckmiBig zu gebrauchen ist. Wir
beschranken uns auch hier auf achsensymmetrische Abbildungen.

20. Die Abbildungsgleichungen auf konjugierte Ebenen bezogen. Die
teleskopische Abbildung. Den Ausgang hitten die Gleichungen (12) zu bilden,
und man hitte zundchst wieder die die Abbildung kennzeichnenden Eigenschaften
und Beziehungen aufzusuchen; wir benutzen aber hier der Einfachheit halber
die schon gewonnenen Einsichten und verlegen nur durch Parallelverschiebung
lings der Hauptachse unsere x,, x;- bzw. xj, x5-Ebene an eine solche im End-
lichen gelegene Stelle, daB die eine Ebene das Bild der anderen ist. Die x,- bzw.
x;-Werte bleiben dann erhalten, fiir die x,- bzw. x;-Werte ergeben sich die Trans-
formationsformeln

X, =% —a und x=x—a’. (30)

Wir wollen uns hier zunéchst fiir die nichtteleskopische Abbildung auf spezielle
Werte von a bzw. a’ beschrinken, indem wir setzen a = —f und a’'=—f';
die Beziehungen werden dann besonders einfach; die Ebenen x, = 0 bzw. ] = 0
heilen dann Hauptebenen, iiber deren Bedeutung spiter noch gesprochen werden
wird. DaB diese Wahl von a und a’ erlaubt ist, erhellt daraus, daB a-a" = f- f”
ist, also in der Tat dic Abbildungsgleichung (11b) erfiillt wird; die zu @ und a”
gehorigen Ebenen sind demnach konjugiert. Es wird nunmehr unter Benutzung
der Gleichung (11b) (%, — /) (¥; — /') = /' oder

/ I
und weiter )
_ =
[" - f_ ’?1 - ,f/ (18b)
und
N Rl AN B
/T f/ - ",{ _ f/ . (283)

Um bei der teleskopischen Abbildung, fiir die, wie wir sehen werden, die Brenn-
weiten unendlich groB sind, den Grenzwert bilden zu koénnen, ist die spezielle
Wahl @ =—/ und a'= —{ nicht angidngig. Geht man wieder von (30) aus
und fithrt die in den konjugierten Achsenpunkten a,a’ herrschende Ver-
gréBerung f3, ein, so ist

a=—1 und a'=—f-f,

Bo

und es wird
wed =5 =) @—pe =1 oder LBl gy
_ 1Be Bl —

ﬁ - f__ 36115)0 - f’ (180)
und

b=t .

T bt T WA (281)
Schreibt man (32) ?ﬁ + é"}# = /jf' -x; und vergleicht diese Beziehung mit (13),

A1
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an

so erkennt man, daB3 fir die teleskopische Abbildung1// =0 und f'/f =—~ vy
4 0

werden, d. h. f und /' sind unendlich groB, ihr Verhiltnis aber endlich; die fiir
die teleskopische Abbildung mafBgebenden Gleichungen lauten also

7 s I x _ x f
;“E:_G'?’ ﬁzx_zz_:"ﬁo: 7':_'30_//:?'0' (33)
Wenn man ein unendlich fernes Ding in ein unendlich fernes Bild abbildet, kann
natiirlich nur noch von der WinkelvergréBerung gesprochen werden.

Die rechte Seite der ersten Gleichung von (33) gibt unmittelbar das Ver-
hiltnis konjugierter Abszissen, also, da

—p=_ 1
. ﬁ B ﬂo o Yo f
1st,
a=—=l=a (34)
Toner
Fir alle drei VergréBerungen wird auch hier
=1, (35)

Der Index 0 ist hier und im Vorhergehenden gesetzt, weil die VergroBerungen
konstant sind.

21. Die Grundpunkte und Grundebenen eines optischen Systems. Aus
den Gleichungen fiir &, # und y erkennt man, daB bei beliebiger Anderung
des durch (11b) miteinander verkniipften x;, und %{ f und y jeden zwischen
+ 0o und — oo liegenden Wert annehmen kénnen, « hingegen kann infolge
der Beschrinkung auf rechtliufige Abbildung nur positiv sein, die a-Werte
liegen daher zwischen 0 und + oco. ’

Dort, wo die VergroBerungen Grenzwerte annehmen oder auch 41 werden,
sind die zugehorigen Achsenpunkte bzw. die achsensenkrechten Ebenen in diesen
besonders geeignet, den Abbildungsvorgang cines optischen Systems zu kenn-
zeichnen.

Fir o = oo wird f =00, y =0, %; = 0 und #{ = oo, und fiir & = 0 ergibt
sich # =0, y=o00, x4, =00 und #{ = 0. Im ersten Fall wird die Brennebene
des Dingraumes in die unendlich ferne Ebene des Bildraumes abgebildet, im
zweiten Falle die unendlich ferne Ebene des Dingraumes in die Brennebene des
Bildraumes. Fiir & = 1 lasscn sich, wie aus (17a) zu erkennen, zwei Werte x,;
finden. Es gibt demnach fir jede Abbildung zwei Paare konjugiertec Achsen-
punkte, in denen bei einer kleinen Verschicbung des Dings langs der Hauptachse
auch das Bild sich um denselben Betrag lings der Hauptachse verschiebt.

Die zu 8 = +1 gehorigen Achsenpunkte bzw. achsensenkrechten Ebenen
werden nach Gauss Hauptpunkte bzw. Hauptebenen genannt. Diese beiden
Ebenen werden aufrecht und gleich groB ineinander abgebildet. Die auf sie
bezogenen Abbildungsgleichungen sind unter (31) angegeben. (31) wird hiufig
in der Form

1 1 1
a + D = f (36)
fiir ecine unendlich diinne Linse benutzt, nachdem der Abstand eines Gegen-
standes vor der Linse @ = —%,;, der des Bildes hinter der Linse b = ] und
/= —/ gesetzt ist. Fir die Hauptpunkte wird o = —f/f und y = —f/f".
Die f = —1 cntsprechenden Punkte bzw. Ebenen werden nach A. TOPLER

als die negativen Hauptpunkte und negativen Hauptebenen definiert. Letztere
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werden in gleicher GroBe, aber verkehrt ineinander abgebildet. Es wird
a=_§, 7:%” X =1, X =7

SchlieBlich bleibt noch iibrig y = 41 oder y = —1. Die zu diesem y gehérigen

Achsenpunkte zeichnen sich also dadurch aus, daB ein von einem solchen Achsen-

punkt ausgehender Dingstrahl mit der Hauptachse den gleichen oder entgegen-

gesetzt gleichen Winkel einschlieBt wie sein Bildstrahl mit der Hauptachse des

Bildraumes. Die Punkte mit y = 41 heiBen nach J. B. LisTiNG Knotenpunkte,

die mit y = —1 nach A. TOPLER negative Knotenpunkte. Fir y = 41 wird

oc=—%=/3,xl=f’ und x=f,

und fiir y = —1 erhdlt man
“z_%: ﬁ:';/sxlz_f, und ;\,i:——f,

Von den hier genannten Punktepaaren (es steht iibrigens nichts im Wege, bei
besonderen Untersuchungen sich auf andere Punkte, die fiir den Sonderfall
vielleicht geeigneter sind, zu beziehen) werden fiir die Kennzeichnung der Ab-
bildung am hiufigsten als Bezugspunkte die Hauptpunkte und dic Brennpunkte
gewahlt. Die angegebenen Bezeichnungen, wie Hauptpunkte usw. sind bei ihrer
Einfithrung zunichst fiir Linsenfolgen bestimmt gewesen; man hat sich daran
gewohnt, sie auch bei der allgemeinen optischen Abbildung zu verwenden.

Durch (33) bzw. durch (32) oder (11 b) sind die charakteristischen Beziehungen
der achsensymmetrischen Abbildung festgelegt, sei sic teleskopisch oder nicht.
Man ist also mit ihrer Hilfe in der Lage, in jedem Falle den Abbildungsvorgang
erschopfend zu untersuchen.

22. Die Lagebeziehung der Abbildungsraume. Uber die Lage des Ding-
und Bildraumes zueinander ist bisher keine Annahme gemacht. Die in der
Praxis meist erfiillte ist die, daB die beiden Hauptachsen in ciner Geraden liegen.
Ihre physikalische Verwirklichung findet diese Abbildung z. B. durch zentrierte
brechende oder auch spiegelnde Kugelflichen oder allgemeiner durch zentrierte
Rotationsflichen. Setzt man also voraus, daB die Hauptachsen der einzelnen
Abbildungsrdume weder versetzt noch geneigt zueinander sind, so ist klar, daB
cine die Hauptachse enthaltende Ebene, eine Meridianebene, mit der ihr kon-
jugierten zusammenfillt, insbesondere also die x;, x,-Ebene mit der #{, }-Ebene,
und die x,-Achse wird parallel der xj-Achse. Dasselbe ist selbstverstindlich
von der x3- und xj-Achse zu sagen. Es sind dann folgende beiden Fille unter-
scheidbar:

1. Die Seitcnachsen des Ding- und Bildraumes sind nicht nur parallel,
sondern auch gleichgerichtet.

2. Die Seitenachsen des Ding- und Bildraumes sind wohl parallel, aber
cntgegengesetzt gerichtet.

Im ersten Falle spricht man von einem kollektiven System; die durch
%, > 0 bestimmte Hilfte des Dingraumes wird aufrecht (8> 0), die andere
durch x; < 0 gekennzeichnete Hilfte des Dingraumes wird verkehrt (8 << 0) abge-
bildet.

Im zweiten Falle heit das System dispansiv; auch hier wird fiir x; > 0
f > 0 und fiir x, <<0 f < 0; da aber jetzt dic Richtung der xj-Achse der der
%,-Achse entgegengesetzt ist, so wird der Dingraumteil mit x; >0 verkehrt
und der andere zu x, << 0 gehorige Teil des Dingraumes aufrecht abgebildet.

Beriicksichtigt man weiter, daB in beiden Fillen die Abbildung rechtwendig
oder riickwendig sein kann, so werden in Ubereinstimmung mit dem auf S. 27

Handbuch der Physik. XVIII. 3
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Gesagten fiir kollektive wie dispansive Systeme bei rechtwendiger Abbildung
die x;-Achsec und die x{-Achse gleichgerichtet, bei riickwendiger Abbildung
aber entgegengesetzt gerichtet sein. Nur bei rechtwendiger Abbildung vermittels
eines kollektiven Systems sind also die drei Koordinatenachsen des Ding- und
Bildraumes gleichgerichtet; will man zu Koordinatenachsen gelangen, dic bei
jeder Abbildung im Ding- und Bildraum gleichgerichtet sind, so ist unscre
urspriingliche Festsetzung &; << 0, &, = &3 > 0 aufzugeben. Es ergibt sich dann
fiir die drei Konstanten folgendes Schema von Ungleichungen: Fiir kollektive
Systeme ist &, = &3> 0, fiir dispansive Systeme ist &, = &; < 0; auBerdem
ist fiir rechtwendige Abbildung «, < 0, bei riickwendiger &; > 0. Unter Beriick-
sichtigung von &, = f-f, &, = a3 = —f sind dann hinsichtlich der Vorzeichen
der Brennweiten folgende Fille unterscheidbar: Es ist

1. bei rechtwendiger Abbildung durch
a) kollektive Anordnungen f<<0, [ >0,
b) dispansive Anordnungen >0, [ <O0;
2. bei riickwendiger Abbildung durch
a) kollektive Anordnungen f <0, [ <0,
b) dispansive Anordnungen f >0, f >0.

Im iibrigen ist hier darauf zu verweisen, da die Vorzeichen der Brennweiten
von anderen Autoren auch anders festgelegt werden, worauf also bei Benutzung
andercr Biicher zu achten ist.

Es sei bemerkt, daB3 die Abbildungsgleichungen (11b) auch jetzt, also wenn
sie bezogen werden auf Koordinatensysteme, deren sich entsprechende Achsen
in beiden Riaumen parallel und gleichgerichtet sind, giiltig bleiben, und zwar
auch hinsichtlich des Vorzeichens.

23. Graphische Bildbestimmung. Jede Abbildung ist charakterisicrt durch
vier Bestimmungsstiicke, z. B. durch die Lage der Brennebenen und die GroBe
der Brennweiten, oder durch die Lage der Haupt- und Brennebenen, oder durch
zwei andere Paare von Grundebenen oder Grundpunkten. Mit Hilfe der Grund-
punkte bzw. der Grundebenen kann man leicht zu einem Dingpunkt oder Ding-
strahl den Bildpunkt oder Bildstrahl durch Zeichnung finden. Meist werden die

Brennpunkte und Haupt-

punkte zum Ausgang der

Zeichnung genommen. In

Abb. 30 ist die zeichnerische

Auffindung des Bildpunktes

P’ zu Dingpunkt P mit Hilfe

der genannten Punkte darge-

stellt. I bzw. H sind die

dingseitigen, F’ bzw. H’ die

bildseitigen ~ Brenn-  bzw.

Hauptpunkte. LaBt man nun

von P zwei Strahlen ausgehen,

AL D b, St it o, B cien, or. dunl I gt und

s nkte , : :

I1)3 in den unendlich fernrtzn P?ur?ktr;n;”un;den uncncllli:h einen zweiten, de,lj parallel zur
fernen Punkt Q in den Punkt Q7 ab. Hauptachse verlduft, so wer-

den diese die dingseitige durch

H gehende Hauptcbene in zwei Punkten Q und R treffen und nach Durch-
setzung der optischen Anordnung durch die in der bildseitigen Hauptebene ge-
legenen Punkte R’ und Q’gehen, R'P’ ist dann das Bild von P R, und die Parallele
zur Hauptachse durch Q” ist das Bild von PQ; der Schnitt beider Bildgeraden in
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P’ ist das gesuchte Bild zu P. In Abb. 14 ist schematisch die Abbildung des
Brennebenenpunktes in den unendlich fernen Punkt P’ und des unendlich fernen
Punktes Q in den Brennebenenpunkt Q' gezeigt. Physikalische Beispicle fiir
die Zeichenverfahren finden sich in Ziff. 39.

24. Die Zusammensetzung von Abbildungen zweier endlicher Linsenfolgen.
Dic abbildenden Systemc bestehen meist aus einer Mehrzahl von brechenden,
mitunter auch spiegelnden Flichen. Der durch sie bewirkte Gesamtabbildungs-
vorgang kann oft mit Vorteil in Teilabbildungen zerlegt werden, etwa so, daB
das Ding zunichst von der ersten Fliche abgebildet wird und das so erzeugte
Bild, fiir die zweite Flache als Ding betrachtet, durch diese erneut abgebildet

F kK Ak g F!

<

S

<—A —

Y Achse

Abb. 15. 2 Tolgen mit im Endlichen gelegenen Brennebenen F,und F] bzw. F, und F}

und mit gemeinschaftlicher Achse bilden cine Folge mit gleicher Achse und den Brenn-

ebenen F und F’. 4 ist der optische Abstand. Der im Abstand % parallel zur Achse

einfallende Strahl geht durch den bildseitigen Brennpunkt der ersten Folge, mit der Achse

den Winkel u/ einschlieBend, und durch den bildseitigen Brennpunkt der Gesamtfolge, mit
der Achse den Winkel #” bildend.

wird, fiir die dritte Flache wiederholt sich der gleiche Vorgang, und so geht
cs weiter, bis schlieBlich das von der vorletzten Fliche entworfene Bild durch
die letzte Flache in das endgiiltige, von der ganzen Flichenfolge erzeugte Bild
des urspriinglichen Dinges abgebildet wird. Ebenso wie man oft eine Abbildung
in einc Reihe von Einzelabbildungen zerlegen kann, ist es héufig auch not-
wendig, umgekehrt eine Reihe von Teilabbildungen zu einer einzigen zusammen-
zusetzen. Wice man dabei vorgchen kann, sei hier an den Sonderfillen der Zu-
sammensetzung zweier belicbiger Einzelfolgen und der Zusammensctzung be-
licbig vicler nicht teleskopischer Einzelfolgen erértert. Die in den letzten Be-
trachtungen gemachten Voraussetzungen achsensymmetrischer Abbildung und
des Zusammenfallens der Hauptachsen des Ding- und Bildraumes sollen aufrecht-
erhalten bleiben, und zwar sowohl fiir die Einzelfolgen als auch fiir die Gesamtfolge.
Wir betrachten zunéchst die Zusammensctzung zweier nicht teleskopischen
Abbildungen zu einer Gesamtabbildung. Es soll also, wic aus Abb. 15 ersichtlich,
zu zwei Einzelfolgen, die durch ihre Brennebenen F; und Fj bzw. F, und Fj
und ihre Brennweiten f, und f{ bzw. f, und f; gegeben sind, die Gesamtfolge
bestimmt werden, wenn die Lage der beiden Einzelfolgen zueinander durch
den sog. optischen Abstand 4 festgelegt ist; 4 ist definiert als Abstand der
dingseitigen Brenncbene der zweiten Folge von der bildseitigen Brennebene
der ersten Folge, demnach ist 4 = IF{ F,. Die Aufgabe ist gelést, wenn die Brenn-
cbenen F und F’ und die Brennweiten f und f* der Gesamtfolge gefunden sind.
Setzt man Fy ' = & und I}, F =&, so wird offenbar nach (11b) &« (—4) = f,- /3,
da ja F' das Bild von IF{ entworfen durch dic zweite Folge sein mul, oder

=Lk (37)
3*

vre
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Betrachtet man F als Bild von F, entworfen durch die erste Folge, so ergibt
sich analog

A-&=h-fi  oder & ="11 38)
Durch ¢, und £ ist dic Lage der beiden Brennebenen F und F’ bestimmt.

Es bleibt noch iibrig, f und / zu berechnen. Zur Bestimmung von f’, das
ja durch f" = h/tangu’ definiert wird, denke man sich einen im Dingraum parallel
zur Hauptachse im Abstand % von dieser verlaufenden Strahl; nach Durch-
schreiten der ersten Folge geht er durch den Schnittpunkt der Brennebene Fj
und der Hauptachse, mit dieser etwa den Winkel #] einschliefend, wobei
tang u; = h/f; ist. Dieser Strahl im Bildraum der ersten Folge wird durch die
zweite Folge so abgebildet, daB er durch den Schnitt der Brennebene F’ und
der Hauptachse geht, mit dieser den Winkel #’ bildend. Nun ist nach (28)

tangw’ A4 fi . _h-fs
=5 oder = T (39)

tangu,  f
Ebenso findet man durch riickwirtige Verfolgung eines Strahles, der in dem
Bildraume der Gesamtfolge achsenparallel verlduft:

=t (40)
Durch (37), (38), (39) und (40) ist die Abbildung der Gesamtfolge erschopfend
gekennzeichnet. Durch Variierung des optischen Abstandes 4 kann man dem-
nach der Brennweite der Gesamtfolge jeden belicbigen Wert geben. Gebrauch
gemacht wird von dieser Eigenschaft z. B. bei solchen photographischen Tele-
objektiven, die, aus cinem sammelnden Vorderglied und einem zerstreuenden
Hinterglied, so gebildet werden, daB der Abstand zwischen beiden Gliedern
verdandert werden kann.

In dem besonderen TFalle, daB 4 = 0 wird, d. h. daB die hintere Brenn-
ebene der ersten Folge mit der vorderen der zweiten Folge zusammenfillt, werden
f und /" unendlich, die Abbildung also teleskopisch. Das Verhéltnis der Brenn-
weiten f und f° wird fiir lim 4 = 0:

7 fi-fz
F= " hh “1)

Erinnert man sich, daBl f = xj/x, ist, und 14Bt daher von einem Punkte des
Dingraumes, der von der Hauptachse um die Strecke x, entfernt ist, einen achsen-
parallelen Strahl ausgehen, so gcht dieser durch den Schnittpunkt der Brenn-
ebene F{ bzw. F, und der Hauptachse mit dieser etwa den Winkel w bildend
und verldBt schlieBlich die Gesamtfolge als Bildstrahl, der im Abstand «} parallel
zur Achse verlduft. Es ist demnach

X Xy A _ ﬁ .
fi= ¥, tangw tangw  f, fo - (42)
Nach (33) und (41) wird

h

7=T0="5 (43)
Dic Zuordnung konjugierter Achsenpunkte erfolgt nach (33) und (41) durch

w ek

Y1 fue £’ (44)

wobei x; und x| von konjugicrten Punkten aus zu rechnen sind; ein Paar solcher
konjugierter Achsenpunktc der Gesamtfolge sind der vordere Brennpunkt I
der crsten und der hintcre Brennpunkt I} der zweiten Folge.
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25. Die Zusammensetzung von Abbildungen zweier Folgen, von denen
mindestens eine teleskopisch ist. Nehmen wir zundchst an, eine der beiden
Folgen sei tcleskopisch, etwa die erste. Dann fillt der hintere Brennpunkt
der Gesamtfolge mit dem hinteren Brennpunkt der zweiten Folge zusammen.
Der vordere Brennpunkt der Gesamtfolge ist das Bild des vorderen Brennpunktes
der zweiten Folge, das durch die teleskopische erste Folge in den Dingraum
entworfen wird. Um dieses Bild zu finden, nehme man an, daB es von einem
Achsenpunkt P im Dingraum der tcleskopischen Folge den Abstand a4 habe; wird
P durch diese erste Folge in P’ abgebildet, so sei die Lage der zweiten zur ersten
Tolge durch ¢, den Abstand der vorderen Brennebene der zweiten Folge von P’
festgelegt; das Verhiltnis der unendlich groBen Brennweiten der ersten Folge sei
vy = f1/f;- Dann ist, wenn fiir die erste Folge die LateralvergréBerung mit f,
und die WinkelvergréBerung mit y, bezeichnet wird, nach (33)

a=— g, =—cnu, (45)
wodurch also auch die vordere Brennebene der Gesamtfolge festgelegt ist. De-
finiert man die Brennweite der Gesamtfolge im Bildraum, wie iiblich, durch
/" = hjtangu’, so ergibt sich

’

f'=—unnhk= 'ﬂ; . (46)
Analog wird fiir die dingseitige Brennweite der Gesamtfolge:
E A = — f2
f_“/l fz— vl'ﬂl. (47)

Damit ist auch die Gesamtfolge festgelegt. Wire dic zweite Folge teleskopisch
und hitte die erste Folge endliche Brennweiten, so sind die charakteristischen
GréBen sinngemdB umgekehrt zu bestimmen.

Der letzte mogliche Fall bei der Zusammensetzung zweier Folgen ist der,
daB beide Folgen teleskopisch sind; dann ist es auch die Gesamtfolge. Sind die
beiden Folgen beziiglich festgelegt durch die Werte 8, bzw. f3,, 7, bzw. y,, v, =71/},
bzw. v, = fi/f,, durch die Lage je eines Paares konjugierter Punkte P,, P|
bzw. P,, Pj;, und ist die Lage der beiden Folgen zueinander durch den Abstand
PP, = ¢ gegeben, so wird fiir die Gesamtfolge:

p=prpa und V=071 72 (48)

Von in bezug auf die Gesamtfolge konjugierten Punkten lassen sich leicht sogar
zwel Paarc angeben. Der Punkt P, wird ndmlich durch die Gesamtfolge in
cinen Punkt abgebildet, der von P um a] = — v,eff entfernt ist, ebenso wird
P} durch die Gesamtfolge in umgekehrter Richtung in einen Punkt abgebildet,

der von P um a, = — L—e/),— entfernt liegt.

171

Damit sind alle Méglichkeiten, die bei der Zusammensetzung zweier Teil-
folgen vorkommen koénnen, erschopft. Man kann das gefundene Ergebnis um-
kehren und jede nichtteleskopische Abbildung in zwei nichtteleskopische oder
in cine nichtteleskopische und eine teleskopische zcrlegen; ebenso 1aBt sich eine
teleskopische Abbildung in zwei tcleskopische aufteilen oder auch in zwei nicht-
teleskopische, deren optischer Abstand 4 = 0 wird.

26. Die Zusammensetzung der Abbildungen beliebig vieler, endlicher
Folgen. Wendet man die angestellten Betrachtungen auf beliebig vicle, etwa
k Folgen, die der Einfachheit halber hier simtlich als nichtteleskopisch an-
genommen scien, an, so erhilt man als &, das den Abstand der vorderen Brenn-
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ebene der Gesamtfolge von der vorderen Brennebene der ersten Folge angibt

e _ hh
41—A1+

_hfe
Ay + i , (49)

und als & den Abstand der hinteren Brennebene der Gesamtfolge von der hinteren
Brennebene der letzten Einzelfolge:

2 fifi ,
1= Jkilk+ Fe-1fe-1

i+ (50)

Darin sind dic f, bzw. f, die vorderen bzw. hinteren Brennweiten der »-ten Einzel-
folge und die 4, sind die Abstinde des hinteren Brennpunktes dieser Folge
und des vorderen Brennpunktes der (v + 1)-ten Einzelfolge.

Die bildseitige Brennweite ' der Gesamtfolge — die dingseitige ist ganz
entsprechend ausdriickbar — wird

k
Il
f=(—prt T (51)

I (4e=0)

o=1

worin ¢, als Abstand der hinteren Brennebene des aus den ersten o Folgen
gebildeten Abbildungssystems von der hinteren Brennebene der p-ten Folge
definiert ist, so daB

_ fet1fer1 (52)

’
O, = =
o+l Adp—op

ist. of wird dabei selbstverstindlich gleich 0, da in dem Falle o = 1 die o-te
Folge und das aus den ersten g Teilfolgen zusammengesctzte Abbildungssystem
identisch sind und daher auch ihre hinteren Brenncbenen zusammenfallen.
Damit sind dic zur Kennzeichnung der aus % nichtteleskopischen Folgen zu-
sammengesetzten Gesamtfolge notwendigen GroBien &, & f* und f bestimmt.-

27. Die Zusammensetzung der Abbildung durch Folgen, die keine gemein-
same Achse haben. Nicht selten kommt es in der Praxis vor, dal} sich Zu-
sammensetzungen von Teilfolgen notwendig machen, deren Achsen nicht in einer
Geraden liegen, sondern z. B. durch Spiegelungen geknickt werden (Prismen-
fernrohre usw.). In allen diesen Fillen erscheint es vielleicht am zweckmiBigsten,
um den Abbildungsvorgang zu untersuchen, auf die Abbildungsgleichungen (11 b)
zuriickzugreifen, die ja fiir ganz beliebige Lage der Abbildungsraume zueinander
giiltig sind. Bei Anwendung dieser Gleichungen ist stets f << 0 und /' > 0. Wenn
daher z. B. bei der Zusammensetzung Tecilfolgen dabei sind, die etwa wie die
hier zuletzt behandelten Abbildungsvorginge mit gemeinsamer Achse auf Koordi-
natensysteme bezogen sind, deren Achsen in den verschiedenen R&umen fiir
jede beliebige Art der Folge entsprechend parallel und gleichgerichtet sind,
so ist es unbedingt notwendig, die Vorzeichen der Brennweiten, wic sie sich fiir
die verschiedenen Koordinatensysteme ergeben, miteinander in Einklang zu
bringen, damit keine Fehler entstehen. Ob man dabei an den hier gewihlten
Vorzeichen festhilt oder eine andere Wahl fiir zweckmaBiger crachtet, ist nicht
erheblich.
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C. Realisierung der Abbildung durch
Kugelflachen.

Von
W. MERTE, Jena.

Einleitung.

Die allgemeinen Theorien, die in den vorhergehenden Abschnitten betrachtet
wurden, sind wesentlich geférdert worden durch den Bau der optischen Werk-
zeuge, denn einmal sind diese wichtige Einrichtungen zur Priifung jener Theorien,
in erster Linie aber war die Entwicklung der theoretischen Kenntnisse notwendig,
um die fortschreitende Vervollkommnung der mannigfaltigen optischen Instru-
mente iberhaupt erst herbeizufithren. Waren es vorher einzelne hervorragende
Gelehrte wie GAUSS, SEIDEL usw., die rechnend die beim Bau optischer Anord-
nungen auftretenden Probleme zu meistern suchten, so werden in dem letzten
Entwicklungsabschnitt des optischen Werkzeugbaues, zu dem auch unsere Zeit
zu zdhlen ist, besonders durch die glinzenden rechnerischen Erfolge ABBES
angeregt, iberall in der Welt, wo optische Instrumente gefertigt werden, rech-
nerische Untersuchungen zur Grundlage der Herstellung von Fernrohren, Mikro-
skopen, Brillen, photographischen Objektiven usw. angestellt. Die Zeiten, wo
man nur durch empirisches Tatonnement beste optische Leistung zu erzielen
strebte, sind endgiiltig vorbei. Allerdings ist auch heute noch die nachtrigliche
Uberpriifung des theorctisch erwarteten Erfolges durchaus notwendig und mit-
unter das Ergebnis nicht ganz jencr Erwartung entsprechend, da es meist in
der Natur des zu lésenden Problems liegt, mit unseren heutigen rechnerischen
Hilfsmitteln nicht sdmtliche notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die gewiinschte Giite der Abbildung finden zu kénnen.

Die cinzelnen Abbildungsfehler, wie sphirische Aberrationen, Koma usw.,
sind moglichst auf solche Werte herabzudriicken, daB sie fiir die zu fordernde
optische Leistung nicht stérend werden. Dabei kommt es selbstverstindlich
ganz auf diese selbst an, welches Kompromifl zwischen den verschiedenen Ab-
bildungsfchlern das giinstigste ist. In der Regel handelt es sich um die Abbildung
von einer Ebene in eine Ebene ctwa so, daBB man fiir ein Fernrohr die unendlich
ferne Ebene des Dingraumes in die unendlich ferne Ebene des Bildraumes ab-
bildet, fiir ein Mikroskop einc cndliche Ebene des Dingraumes in die unendlich
ferne Ebene des Bildraumes, fiir ein photographisches Objektiv die unendlich
ferne Ebene des Dingraumes in cine cndliche Ebene (Brennebene) des Bildraumes
usw. Das sind natiirlich keineswegs die verschiedenen Moglichkeiten aus-
schopfende Beispiele; dic zur Abbildung gelangenden Flachen konnen auch ge-
kriimmt sein oder z. B. ein photographisches Objektiv fiir die Abbildung zweier
endlich entfernter Ebenen in einander korrigiert sein.

Fir die groBe Fiille der verschiedenen optischen Aufgaben sind durch
die Kunst des rechnenden Optikers in mithsamer Arbeit zahlreiche Folgen von
brechenden und spiegelnden Flichen gefunden worden, die jene Aufgaben mit
hinreichender Abbildungsgiite 16sen. Ganz iiberwiegend werden als spiegelnde
oder brechende Flachen Kugelflichen gewdhlt, da ihre einwandfreie Herstellung
verhéltnismaBig leicht ist. Wir beschrinken uns daher hier im wesentlichen
auf Betrachtung der Abbildung durch Kugelflichen, spiter soll auch in einem
kurzen Abschnitt auf die Abbildung durch nicht sphirische Ilachen?!) ein-
gegangen werden.

1) S. H. BoegEHOLD in Kap. 1, d) S. 156.
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Auller den Abbildungsfehlern, die durch den jeweilig gewdhlten Korrektions-
zustand bedingt sind, kommen bei der Leistung eines optischen Instrumentes
noch Fehler der Ausfithrung in Frage, wie Flichengenauigkeit, Ausrichtung
der TFlichen gegeneinander, Glasbeschaffenheit der Linsen usw. Es soll hier
geniigen, an solche technologischen Probleme erinnert zu haben.

Das Material, aus dem die optischen Flachen herausgearbeitet werden, ist,
wenn man von den spiegelnden Flachen, die haufig aus Metall gebildet werden,
absieht, Glas, und zwar vorwiegend optisches Glas, dessen optische Eigenschaften
festgelegt werden durch seine Brechungszahl und seine Dispersion. Fiir besondere
Zwecke kommen auch Linsen aus anderen Stoffen vor, z. B. aus Quarz, wenn es
sich etwa darum handelt, dal moglichst viel kurzwelliges Licht von den Linsen
hindurchgelassen wird. Das zur Verwendung kommende Glas muB} frei von
Schlieren und Spannungen sein, damit nicht durch mangelnde Homogenitdt
und Isotropie der Strahlengang stérend beeinfluBt wird. Dagegen sind kleine
Blaschen und Steinchen in den Linsen oft belanglos, da durch diese in der Regel
nichts weiter als ein geringfiigiger Lichtverlust bewirkt wird.

a) Abbildung durch diinne Biindel.

28. Bestimmung der sagittalen und tangentialen Schnittweiten an einer
brechenden Kugelfldche. Lassen wir, wic in nebenstehender Abb. 16 skizziert
von Punkt P ausgchend, einen Lichtstrahl auf dic brechende Fliache F, die zwei
Medien mit den Brechungszahlen # und #’ trennt, fallen, so wird nach Durch-
gang durch A4 der Lichtstrahl in der Richtung 4 P’ weiter verlaufen und der ge-
samte optischc Weg von P nach P’ nl + #’'l’ betragen. Verschiebt man den
Einfallspunkt von 4 aus auf der Fliche F um den kleinen Wert ds, so mul3
nach dem Satz von FERMAT die Variation des optischen Weges d(nl + n'l’)
verschwinden. Nun mag gesetzt werden

' (1)
o1 d*(ni + n'l)

a | ,dr
nds-—l—n ds = 0.
Fillt man von 4 auf den / benachbarten
Strahl das Lot, so ecrgibt sich aus der
Abb.16 dl/ds = sini. Ebenso findet man
al'{ds = — sin+’, so daBB man auch erhilt

nsint — #n'siny’ = 0, (2)

Abb. 16. Ein von P ausgehender : o . o
Strahl 2 fallt in A auf cine Fliche F, was also nichts weiter als das frither mit

dic 2 Medien der Brechungszahlen geteilte Brechungsgesetz ist. Ebenso kénnte
nund n/ trennt. Bei Verschieben des man aus dem Bestehen des FERMATschen
Einfallspunktes 4 um den kleinen Satzes auch das Reflexionsgesetz ab-
Wert ds andert sich der optische joiten das ja iibrigens aus (2) sowieso durch
Weg nach TIermat nur um kieine Einfiih > " oh . s be

GroBen hoherer Ordnung. ‘infithrung von n = — »" ohne weiteres be-

stimmbar ist.

Solange also der FERMATsche Satz gilt, verschwindet in der Entwicklung (1)
der Koeffizient von ds. Wahlen wir jetzt speziell Fliche F als Kugel mit dem
Radius » und dem Mittelpunkt A/ und betrachten das enge von P ausgchende
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und in der durch P A M (vgl. Abb. 17) gelegten Ebene, also einer Meridianebene,
verlaufende Biischel, so soll der Punkt P’ gefunden werden, fiir den auch der

Abb. 17. Bestimmung der tangentialen Schnittweite an einer brechenden Kugelfliche.

F ist eine 2 Medien mit den Brechungszahlen 7 und »’ trennende Kugelfliche um den

Mittelpunkt M mit dem Radius ». Punkt P wird durch ein enges, von ihm ausgehendes

und in der Meridianebene verlaufendes Strahlenbiischel nach der Brechung an F in den
tangentialen Bildpunkt P’ abgebildet.

zweite Koeffizient der Potenzentwicklung (1) verschwindet; P’ heiflc dann
Bildpunkt fiir das meridionale Biuschel. Es soll also sein

oder

i, Ldi
.08t - — m'cost’ 7= = 0. (3a)
Nunist ¢ =u# 4+ @ und ' =7z — (y + ), d. h. es wird fiir cine Verschiebung
des Punktes 4 auf F
aiv dy add

ai du ay
as—ds Tas ™ =y T as

ferner bleibt ¢ + 5 konstant, so daB also d¢/ds = —dn/ds ist. Diese Werte in
(3a) eingesetzt ergeben:

du ) asd drp) _
ncosz(ds—{— -+ n' cost (ds ds =0.

(4)
Fillen wir von A auf einen benachbarten Einfallsstrahl das ILot, so sieht
man, daB cosi = PA4-du/ds gesetzt werden darf. Ebenso 1t sich finden
coss’ = AP’- d¥/ds. Ferner kann man sctzen ds = 7- de. Mit Hilfe dieser Be-
zichungen kann (4) {ibergefithrt werden in:

n cos~ # COS? n’ cos®7’ n’ cos?’

Sctzt man weiter P4 = —fund AP’ = ¢, so kann (5) auch geschrieben werden:
n’ cost’ — 1 cost 7 cos*1 n’ cos®s’
e g A ©

Mit dieser Gleichung (6) kann man demnach, wenn die Entfernung ¢ des Punktes P
von der Kugelfliche F, gemessen auf Strahl P4, gegeben ist, die Entfernung ¢’
des ,,meridionalen’ oder ,,tangentialen‘ Bildpunktes P’ von der Kugelfldche I,
gemessen auf Strahl 4 P’, berechnen. Man pflegt ¢ bzw. ¢’ die meridionale oder
tangentiale Schnittweite des Dingpunlktes P bzw. des tangentialen Bildpunktes P’
zu nennen.
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Aus der Tatsache, daB ein von P ausgehendes endliches Strahlenbiindel
nach seiner Brechung an Fliche F ein Normalensystem ist, geht nun weiter
hervor, dafl beim Herausgreifen eines belicbigen Strahles des Biindels dieser
mit benachbarten Strahlen nicht nur eine Stelle, sondern deren zwei hat, wo
benachbarte Strahlen und damit das Licht besonders eng zusammengedringt
werden. Diese Stelle auf jenem beliebig herausgewihlten Strahle, der mit dieser
Wahl zum Triger des unendlich engen Strahlenbiindels wird, pflegt man den
sagittalen Bildpunkt zu nennen, da er bestimmt wird durch in zur Meri-
dianebene senkrecht stchenden Ebenen, nimlich den Sagittalschnitten des ein-
fallenden und gebrochenen Biindeltrigers, verlaufende Strahlen.

Zur Bestimmung der
Lage des sagittalen Bild-
punktes sei darauf hinge-
wiesen, da aus drehungs-
symmetrischen  Griinden
nicht nur die einfallenden
Wellenflichen, sondern
auch die gebrochenen Ro-
tationsflichen sind, und
zwar ist die Verbindungs-

linic des Dingpunktes P
ADb. 18. Bestimmung der sagittalen Schnittweite an einer ynd des Kugelmittelpunk-
brechenden Kugelfliche. F ist eine 2 Medien mit den tes M ihre Drehungsachse.
Brechungszahlen 2 und 7’ trennende Kugelfliche um . flich d
den Mittelpunkt M mit dem Radius ». Punkt P wird DIC Zentra dache  oder
durch ein enges, von ihm ausgehendes sagittales Strahlen-  Brennfliche  dieser ge-
biischel nach der Brechung an F in den sagittalen Bild- brochenen Wellenflichen

punkt P” abgebildet. wird einmal gebildet durch
Drchung der Evolute der
Meridiankurven der gebrochenen Wellenflichenschar um jene Drehungsachse
und durch dic Drehungsachse selbst. Die bereits bestimmten tangentialen Bild-
punkte sind Punkte der Evoluten-Rotationsfliche; dic sagittalen Bildpunkte
miissen daher auf der Drehungsachse, der Verbindungslinie von Dingpunkt und
Kugelmittelpunkt, liegen. LaBt man also von einem Dingpunkt P ein enges
Strahlenbiindel ausgehen und auf eine brechende Kugelfliche F um M fallen,
so liegt der sagittale Bildpunkt P’ im Schnittpunkt des gebrochenen Biindel-
tragers mit der Verbindungslinie des Dingpunktes P und des Kugelmittel-
punktes M.
Ist M A wieder die Kugelnormale im Einfallspunkt des dingseitigen Biindel-
tragers und féllen wir auf sic die Lote PL und P”L’, so folgt aus Abb. 18
PL:P"L'=LM:ML' oder auch

PA -sini:AP" - sini’ =(PA cosi + 7): (AP - cosi'— 7)
oder ctwas umgeformt unter Benutzung von siné/sini’ = % ,

n’ cosi’ —m-cosi | n n’

— -+ ts=s @
wenn man noch P4 =—S und AP =S setzte. Man nennt S die ding-
seitige und S die bildseitige sagittale Schnittweite. Ist die brechende Fliche
durch 7, # und #" gegeben und ist 7 der Einfalls- und ¢ der Brechungswinkel,
so kann man fiir irgendeinen Dingpunkt mit der dingseitigen sagittalen Schnitt-
weite S die Schnittweite S’ seines sagittalen Bildes mit Hilfe der Gleichung (7)
ermitteln. In Ubereinstimmung mit dem friiher allgemein iiber Normalensysteme
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Gesagten lassen sich also nach der Brechung eines engen Strahlenbiindels an ciner
Kugelflache zwei verschiedene Stellen angeben, die wir als Bilder des dingseitigen
Biindelmittelpunktes bezeichnet haben. Die Wellenfliche ist in diesem Falle
nach der Brechung keine Kugelfliche mehr.

o) Der Hauptstrahl des engen Biindels fillt mit der optischen Achse
zusammen.

29. Bestimmung der paraxialen Schnittweiten einer brechenden Kugel-
flache. In dem Falle, da3 die Winkel 7 und ¢’ sich dem Grenzwert Null beliebig
ndhern, wenn also der Biindeltriger senkrecht auf die brechende Kugelfliche
fallt (vgl. Abb. 19), wird, wie man aus (6) und (7) ersieht, fiir S = ¢ auch S’ = ¢/,
die Bezichung zwischen Dingpunkt und Bild im engen Biindel wird einein-
deutig, da sagittales und tangentiales Bild zusammenfallen; die Wellen-
fliche hat an der entsprechenden

Stelle einen Kreis- oder Nabelpunkt.
Sagittale und tangentiale Schnitt-
weiten sollen in diesem Falle, wo s "

- . . . . ~— —= = ' =y

sie also identisch sind, mit s und s’ o r

bezeichnet werden und ihre gegen- n\ 7'

seitige Abhingigkeit 1Bt sich aus F

driicken durch Abb. 19. P auf der Achse PM vom Kugel-

scheitel S um die Schnittweite s entfernt wird

n  n_n—n ) durch Nullstrahlen in den Achsenpunkt P’ mit
s’ s 7 der Schnittweite s/ abgebildet.

oder auch durch

1 1 /(1 1

n( =5 =G5 ®2)

In der letzten Form nennt man dic Bezichung zwischen s und s’ auch Null-
invariante; die Strahlen sclbst, dic also in unmittelbarer Umgebung eines
Biindeltragers verlaufen, der durch den Kugelmittelpunkt geht, nennt man
Nullstrahlen oder Paraxialstrahlen und den Biindeltriger selbst die
Achse. Schreibt man (8) in der Form

, wrs

SE e = ©)
so erkennt man, daBl durch diesc Bezichung den durch s bestimmten Ding-
punkten die Bildpunkte derart zugeordnet werden, da8 die Reihe der Bildpunkte
projektiv oder kollinear zu den Punkten der Dingpunktreihe ist. Die
Decterminante der Substitution (9) ist #2. #n’ und kann, da % und #’ ihrer physi-
kalischen Bedeutung nach nicht Null werden kénnen und auch der Fall » = 0
physikalisch nicht zu verwirklichen ist, nicht verschwinden, so daB also durch (9)
stets eine cchte Kollineation, also eine eincindeutige Abbildung der Achsen-
punkte vermittelt wird.

Aus unscrer Festsetzung iiber die GréB8enordnung der ¢ und 4’ erkennt man,
daB innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der kollinearen durch (9) vermittelten
Abbildung im fadenférmigen Raume um die Achse herum statt des Sinus
und Tangens der Einfalls- und Brechungswinkel und auch der Neigungswinkel
der Strahlen gegen dic Achse die Winkel selbst genommen werden diirfen. Man
sagt daher auch, daf3 die im paraxialen Raum stattfindende Abbildung durch
die Vernachlissigung der Glieder zweiter und héherer Ordnung erzielt werde.

Durch die iibliche Festsetzung, daB die Lichtbewegung von links
nach rechts als positiv gerechnet wird, daB der Radius der brechenden
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Kugelflache als positiv oder negativ zu bezeichnen ist, je nachdem die ge-
wolbte oder hohle Seite der Kugel vom einfallenden Strahl getroffen wird und
daB die Schnittweiten s, s’ als positiv zu zihlen sind, wenn ihre zugehorigen
Strahlenvereinigungspunkte, die Ding- bzw. Bildpunkte, rechts vom Scheitel
der Kugelflache, dem DurchstoBungspunkte der Achse, liegen, im anderen Falle
dagegen als negativ zu betrachten sind, kann man mit Hilfe der Beziehung (9)
das zu s gehorige s” auch vorzeichenrichtig bestimmen.

30. Abbildung eines kleinen achsensenkrechten Dinges vermittels enger,
gegen die Achse wenig geneigter Biindel durch eine brechende Kugelfliche;
LateralvergroBerung. Betrachtet man im Dingraum einen weiteren Punkt P,
der von dem Kugelmittelpunkt um denselben Betrag wie P entfernt ist und
denkt sich P,M als Achse, so ist klar, daB fiir diese paraxiale Abbildung Pj
der Bildpunkt ist, wobei M P{ = M P’ ist. Liegen also die Dingpunkte auf einer
zur brechenden Fliche konzentrischen Kugelfliche, so liegen bei der Abbildung
durch enge Biindel, deren Tréger simtlich durch den Mittelpunkt der brechenden
Flache gehen, auch die Bildpunkte auf einer solchen Kugelfliche. Nimmt man
nun weiter an, da3 PP, sehr klein sei, so daB also P, in den paraxialen Raum
der Achse PM fillt, so
kénnen P, mit p und P;’
mit p’ innerhalb der fiir
paraxiale Abbildung in
Frage kommenden GréBen-

rA

P I ) ordnung als zusammen-
n\n \/flp fallend betrachtet werden.
Fiir den rings um die Achse

Abb.20. P bzw. Pj, beide um s —» von M entfernt, gelegenen fadenformigen
et e sl st A B b, Bl o o o Sat e
i ZW. — v Vv 1 .
entfernt, eabggbilde‘c. Riickt fll, uncndliuclh nahe ag die sprochen werden: Achsen-
Achse PM heran, so kénnen die Kreisbogen PP; bzw. senkrechte X Ebenen
1P, durch die Lote Pp bzw. P’p’ ersetzt werden; dann werden stetsinachsen-

ist also P’Pl das Bild von Pp. senkrechte Ebenen ab-
gebildet. Die Verbin-
dungslinic zweier konjugierter in zwei konjugierten Ebenen licgender Punkte
gcht durch den Kugelmittelpunkt. Man pflegt die DinggréBe Pp mit y und die
zugehorige BildgroBe P’p’ mit 9’ zu bezeichnen, wobei diese Grofen oberhalb
der Achse liegend als positiv, im entgegengesetzten Falle als ncgativ be-
zcichnet werden moégen. Aus der Abb. 20 liest sich dann ohne weiteres ab:
Yy = (s —7):i(s —7) (10)
Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Bezichung fiir jede Lage von P und P’
und sowohl fiir eine erhabene wie hohle brechende Kugelfliche gilt. Schreibt
man (8) in der Form
n n

s =1 =5

s'—7)
so kann man damit (10) auch schreiben
y_n. s 1
y o W s (1)
Es ist also dieser Quotient y’/y, den man aus naheliegenden Griinden die Lateral-
vergroBerung zu nennen pflegt, nur von der durch s und s’ gegebenen Lage
des Ding- und Bildpunktes abhingig, nicht aber von y der ,,GroBe des Dinges.
Bezeichnet man die LateralvergroBerung, die man oft auch VergroBerung schlecht-
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hin nennt, mit f#, so kann man sagen: Fir die paraxiale Abbildung durch eine
brechende Kugelfliche ist die LateralvergréBerung S in konjugierten Ebenen-
paarcn konstant. Nach unseren Festsetzungen sind aufrechte (P’p’ liegt auf
derselben Seite der Achse wie Pp) und umgekehrte (P'p’ liegt auf der entgegen-
gesetzten Seite der Achse wie Pp) Bilder eines achsensenkrechten kleinen Gegen-
standes dadurch gekennzeichnet, daBl f fiir ein aufrechtes Bild positiv, fiir ein
umgekehrtes dagegen negativ sein mufl. Haben demnach s und s’ gleiches Vor-
zeichen und sind »# und »’ positiv, so ist das Bild aufrecht, fiir entgegengesetzt
bezeichnete Schnittweiten dagegen umgekehrt. Fiir eine brechende Fliche kann
man also fiir die Lage von Ding und Bild folgende Zusammenstellung angeben:

. Der Gegenstand licgt in bezug | Das Bild liegt in bezug auf a3 s
s s auf die brechende Fliche |  die brechende Flache Das Bild ist
<0 | <0 & davor : davor aufrecht
>0 : >0 | dahinter : dahinter aufrecht
<0 >0 davor i dahinter umgekehrt
>0 <0 | dahinter . davor umgekchrt

31. Konvergenzverhiltnis und Brennweiten bei paraxialer Abbildung
durch eine brechende Kugelfiache. Betrachten wir jetzt, die bis auf den Strahlen-
zug PB P’ und die fehlenden Kreisbégen P P; und P’ P{ mit der vorhergehenden
Abbildung tibereinstimmende Abb. 21, so soll P B ein im Paraxialraum verlaufen-
der Dingstrahl sein, der also nach der Brechung durch den Bildpunkt P’ gchen
muB. Die Nei-
gungswinkel des P)

Ding- bzw. Bild- { q\'
strahles sind mit = I e
M —
n\n \J'

r
» und »’ bezeich- 5
net. Fir diese
Winkel sei festge-
sctzt, daf3 sie als

’

j/

Abb. 21. Das auf der Achse PSM senkrechte Lot Pp wird durch
0 Paraxialstrahlen in das Achsenlot P’p’ abgebildet. Der gegen PA
positiv zu gelten unter dem Winkel 2 geneigte, zum Paraxialraum gehorende Strahl
haben, wenn ihr PB geht nach der Brechung unter dem Winkel «’ gegen die Achse

zugehoriger Strahl geneigt durch P’.
oberhalb derAchse
konvergiert, dagegen als negativ bei Divergenz ihres zugchérigen Strahles. In
Abb. 21 ist daher » negativ und #' positiv. Es ist nun fir unseren Ab-
bildungsbereich
tangu = BS  und tangu’ = B ,S oder tangw’ = (12)
s s tangu s

Den Quotienten tangu’/tangu, der also von den Winkeln # und %’ unabhingig
und konstant fiir ein Paar durch s und s’ festgelegter konjugierter Achsenpunkte
ist, nennt man WinkelvergroB8erung oder Konvergenzverhidltnis
und bezeichnet ihn mit y. Mit Benutzung der Gleichung (11) kann man die
letzte Beziehung auch umformen in

,— tangw _m y

£ tangu (13)
oder auch, wenn man noch bedenkt, daf alle diese Ableitungen unter Voraus-
sctzung paraxialer Abbildung gemacht wurden:

yoen' -u=y.-n-u. (14)

Bei der Brechung an einer Kugelfldche ist demnach das Produkt aus Gegenstands-
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groBe, dingscitiger Brechungszahl und Neigungswinkel eines belicbigen, vom
Dingpunkt ausgehenden Strahles gleich dem Produkt aus den .cntsprechenden
GroBen nach der Brechung.
Schreibt man (13) in der Form
n

ﬁ';’z*/’ (15)

n

so kann man auch sagen: Das Produkt aus Lateralvergréerung und Konvergenz-
verhéltnis ist bei Brechung an einer Flache konstant, und zwar gleich dem Ver-
héltnis der Brechungszahlen der Medien vor und hinter der brechenden Fliche.

Gehen wir wieder auf dic Gleichung

fm WS
$ = ny 4+ (W' —mn) -s 9)
zuriick und nehmen als Dingpunkt den unendlich fernen Achsenpunkt, so wird
(9) zu
="
S'= (16)
s’, das in dicsem Falle mit sp, bezeichnet werde, gibt also den Scheitelabstand
des bildseitigen Brennpunktes an.

Denkt man sich jetzt entgegen unserer sonstigen ein fiir allemal gemachten
Annahme das Licht von rechts nach links cinfallend, macht also den bisherigen
Bildraum zum Dingraum und den bisherigen Dingraum zum Bildraum und sctzt
in (9) nunmehr s’=o0, so folgt

s=—2—.r, (17)

das hier mit sy bezeichnet werde. spist dann der Scheitelabstand des ding-
seitigen Brennpunktes.

Fallen dic achsenparallelen Strahlen wie iiblich von links nach rechts fort-
schreitend auf die brechende Flache und ist das zugehérige sy positiv, so schneiden
sich die bildseitigen Strahlen wirklich, man nennt die brechende Flache sammelnd;
wird dagegen sp negativ, so heiflt die brechende Fliche zerstreuend. sp wird,
wie man sieht, positiv, wenn 7 und (n’'— ) gleiche Vorzcichen haben. Eine
brechende Fliche ist also sammeclnd, wenn ihr Mittelpunkt im stirker brechenden
Medium liegt, gleichvicl, ob das achsenparallele Licht auf eine hohle oder cr-
habene Kugelfliche trifft.

Man definiert nun allgemein als bildseitige Brennweite einer optischen An-
ordnung das Verhiltnis des Abstandes cines achscnparallel cinfallenden Strahles
von der Achse zur Tangente scines Neigungswinkels gegen die Achse nach der
Brechung. Im Talle unscrer paraxialen Abbildung an einer brechenden Fliche
werden dic Brennweiten f* bzw. f des Bild- bzw. Dingraumes, wic leicht ein-
zusehen, gleich den Abstidnden sp bzw. sp also

7

= n/nfn -7 (18)
f=——"—.r. (19)
Es wird demnach
f__n

// = - W
Die Brennweiten einer brechenden Fliache haben also stets entgegengesetztes
Vorzeichen, und ihr Verhiltnis ist bis auf das Vorzeichen gleich dem Verhiltnis
der Brechungszahlen ihrer Medien.
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32. Die Beziehungen des Bild- und Dingraumes bei paraxialer Abbildung
durch ein System zentrierter brechender Kugelflichen. Die in der Praxis vor-
kommenden optischen Anordnungen werden in der Regel nicht aus nur einer
Flache bestehen; bei Spiegeln kann man allerdings in vielen Fillen mit der durch
einc spiegelnde Flache hervorgerufenen optischen Wirkung sein Auskommen
finden; wir wollen aber die einfachen Spiegel, fiir die sich die eben fiir eine bre-
chende Flache abgeleiteten Ergebnisse nur modifizieren, als praktische Bei-
spiele dicser Ergebnisse erst weiter unten behandeln und zunichst unsere Be-
trachtungen auf Anordnungen mit mehr als einer optisch wirksamen Flidche
ausdehnen. Kommt nur Brechung vor, so ist fast bei jedem optischen Werk-
zeug eine Folge von mindestens zwei brechenden Flichen vorhanden. Die bre-
chenden TIlachen sind dem derzeitigen Stand der Technik entsprechend ganz
iberwicgend Kugelflachen, zu denen brechende Ebenen als Grenzfall zu rechnen
sind. Die brechenden Kugelflichen sind weiter in der groB8en Mchrheit der
Fille zentriert, d. h. so zueinander ausgerichtet, daB ihre Mittelpunkte auf einer
Geraden liegen, der optischen Achse
des zentrierten Systems. Fiir solche
Flachenfolgen also, dic aus zentrierten,

brechenden Kugelflichen bestehen,
wollen wir jetzt dic Abbildung im
fadenférmigen Raum lings der Achse
untersuchen.

Denken wir uns entsprechend
nebenstehender Abb. 22 cine Folge
von £ zentrierten brechenden Flichen,
so sollen dic Flichen sclbst und ihre
Kriimmungsradien » durch die Indizes
1...k, die Brechungszahlen vor der
Brechung durch die Werte #, ... %

A
ISAA

7 2 3 v L 2 A

]

5
NS

Abb. 22. Schema eines Systems von k& zen-
trierten brechenden Kugelflachen. S, S,, S
.S, 1 Sy Sp41 - - - Si osind die Kugel-
scheitel. 2, ist die Brechungszahl des Me-
diums vor der »-ten brechenden Fliche,
n, die Brechungszahl des Mediums hinter
dieser Flache. Es ist n) = sy,

und die Brechungszahlen nach der

Brechung durch die Werte #f...#} kenntlich gemacht werden. Es ist dann
also z.B. #, =mn,,,; n, ist die Brechungszahl des Dingraumes und #j die
des Bildraumes.

Geht dann von einem auf der Achse gelegenen Dingpunkt P, ein enges,
gegen die Achsc wenig geneigtes Strahlenbiindel aus, so fdllt dieses zunachst
auf die erste brechende Fliche und wird durch diese so gebrochen, daf simt-
liche Strahlen des Biindels im Bildpunkt P{ vercinigt werden, dieser Bildpunkt
P, sendet gleichsam als Dingpunkt P, die ihn durchsetzenden Strahlen auf die
Fliache 2, die diesclben im Bildpunkt P; zum Zusammentreffen bringt; P; wird
dann weiter zum Dingpunkt P;, und so wiederholt sich immer wieder das gleiche
Spiel, bis das ganze System von Fliche zu Fliche durchlaufen ist. Dic Punkte
P,, P{ = P, usw. liegen selbstverstindlich simtlich auf der Achse.

Unsere Uberlegungen bleiben aber auch noch fiir Punkte, die nur wenig
von der Achse entfernt liegen und enge, gegen die Achse gering geneigte Strahlen-
biindel entsenden, anwendbar. Zur Verdeutlichung dienc die aus zwei brechenden
Flachen bestehende Anordnung der Abb. 23. Alle von p, ausgehenden Strahlen
werden nach Brechung an Flache 1 in cinem Punkte p] vereinigt, der auf der
Kugelzentralen p, A, liegt. Betrachtet man nunmehr ${ als Dingpunkt ¢,
fiir die zweite brechende Fliche, so kann man die von p, ausgehenden Strahlen
als einen Teil des engen Biindels auffassen, dessen Achse die Kugelzentrale p,M,
ist. Der Vcreinigungspunkt samtlicher Strahlen dieses Biindels und damit auch
der des genannten Teiles liegt auf p, 37, ctwa in 5. Bestcht die Folge aus mehr
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als zwei Flachen, so kann man diese Betrachtung von Fliche zu Fliche in gleicher
Weise fortsetzen. Ein dem fadenformigen Raume ldngs der Achse eines aus
zentrierten Kugelflichen bestehenden Systems angehériges homozentrisches
Strahlenbiindel ist iiberall homozentrisch; insbesondere ist ein im ersten Medium,
im Dingraum homozentrisches Strahlensystem, ob es nun von einem Achsen-
punkt oder einem der Achse benachbarten Punkte ausgeht, nach Durchschreitung
der ganzen Folge von brechenden Fliachen auch im letzten Medium, im Bildraum,
homozentrisch. Es besteht demnach eine eindeutige Abbildung der beiden
Réaume, des Ding- und des Bildraumes. Desgleichen werden auch achsensenk-
rechte Linien oder Ebenenstiicke des Dingraumes in ebensolche durch jede ein-
zclne Flache nacheinander und schlieBlich in achsensenkrechte Linien oder
Ebenenstiicke des Bildraumes der ganzen Flichenfolge abgebildet.

Abb. 23. Der auBerhalb, aber in Nachbarschaft der Achse der beiden zentrierten brechen-

den Kugelflachen 1 und 2 mit den Mittelpunkten M, und M, liegende Punkt p, wird

durch Flache 1 durch ein enges, gegen die Achse M, M, wenig geneigtes Biindel in p{ ab-
gebildet und in analoger Weise p} = p, durch Flache 2 in pj.

Aus dem fir die einzelne brechende Fliche geltenden Ausdruck fiir die
LateralvergroBerung kann man diese fiir die gesamte Folge von k& brechenden
Flichen in nicht miBzuverstehender Weise bestimmen als

Yi Y ¥ Vi Ny -S|, Ny Sh Ny Sk
/3= ;l= I-;@-...;;:ﬁl-ﬁz...ﬂk—_—;’li--si-m... ;;\-.Sk
Ny Sy Sh... Sk (20)
Tom s s s
Ebenso wird fiir das Konvergenzverhiltnis
I o S5 TS 5 T SRNISE 7Y
VT Ty T R T Ty oy Wy
_ S1tSp... Sk (21)
Sy e Sheoost”
Durch Multiplikation folgt aus (20) und (21)
Brr=rs (22)
oder auch
Bry=(=17- 1, (222)

wenn die k-flichige Folge p spiegelnde Flachen enthilt. Fiihrt man in (22)

B =9'[y ein, indem y" dem bei unseren Ableitungen benutzten yj; und y dem y,

entspricht, und weiter y = #'/u, wobei analog #’ dem bisherigen #} und # dem

u, gleichgesetzt sind, so folgt, wenn noch weiter #, = # und #; = n’ gewihlt
vird :

Wit nyu = n'y u'. (23)
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Diese wichtige Beziehung zwischen Brechungszahl, Dinggrolle und Strahlen-
neigungswinkel im Dingraum und den entsprechenden Werten des Bildraumes
findet man nach HELMHOLTZ und anderen Physikern wie HUYGENS, LAGRANGE
und SMITH bezeichnet.

Die Brennweite cines vielflichigen zentrierten Systems 1d8t sich leicht
bestimmen, wenn man die Definitionsgleichung der Brennweite, namlich:

Bildhoéhe in der Brennebene

Trigonometrische Tangente des Neigungswinkels des einfallenden
Parallelstrahlenbiindels gegen die Achse

Brennweite =

benutzt.

Denkt man sich von dem im Bildraume gelegenen Brennpunkt einen Strahl,
der mit der Achse den Winkel #}, cinschlicBt, ausgehen und das &-flichige System
in der Richtung auf den Dingraum durchsetzen, so wird dieser Strahl im Ding-
raum parallel zur Achse im Abstand /, verlaufen, und es besteht die Gleichung

f’ _ Iy
" tangu) °
Das 148t sich auch schreiben
f= hy o T
T hy Ry tang u} ’

wobei die % die Einfallshéhen an den verschiedenen Flichen bedeuten, die fiir
unseren Abbildungsbercich auch
durch die entsprechenden Kreis-
bogen vom Scheitel S bis zur
DurchstoBung des Strahles mit
der betreffenden Fliache ersetzbar
sind. Aus der nebenstehenden

5,;_1; 5;,' Sy ]
<

schematischen Abb. 24 liecst man
ohneweiteresab /i, _1/h, = s, _1/s,,
wobei die brechende Flache mit
dem Scheitel S, beliebig heraus-
gegriffen ist, so daB diese Bezie-

Sy

Abb. 24. Der Paraxialstrahl mit dem Neigungs-
winkel #, gegen die Achse hat an der »-ten Kugel-
flache, deren Scheitel S, ist, die Einfallshéhe 7,
an der vorhergehenden mit dem Scheitel S, _,; die
Einfallshohe h, _,; s)_, ist die Schnittweite nach

hung natiirlich fir jede andere
der  brechenden Fldachen gilt.
IEbenso iiberzeugt manssichleicht,

der (» — 1)ten Flache, s, die Schnittweite vor der
r-ten Flache.

daB fiir die letzte Fliche k& der ganzen optischen TIlichenfolge gilt
Jy, = s}, - tanguj,. Wir erhalten also:
s sitengw 4 s .
f= Sy S3 _‘calig,ru’k_'——s1 Sa sk (24)

Nach den Gesetzen der vorliegenden kollinearen Abbildungen gilt nun ganz
allgemein f-y =—f/f' [s. (29) in Ziff. 19], so daB also unter Bertcksichtigung
von (22) die Brennweiten des Ding- und Bildraumes in die Beziehung

f=-1 (25)

o

zueinander gebracht werden kénnen oder auch

L= =10, (252)

wenn unter den k TFlichen p spiegelnde Flachen vorhanden sind.

Handbuch der Physik. XVIII. 4
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33. Zwei brechende Flichen als Linse. Es sollen nun jetzt an einer Reihe
von Beispielen die bisher entwickelten allgemeinen Beziehungen erldutert werden.
Die auf Brechung des Lichtes beruhende Wirkung optischer Werkzeuge wird
ganz iiberwiegend erzielt durch die Benutzung von Linsen und Systemen solcher
Lipsen. Man kann daher die Linse gewissermaBen als ein Grundelement jeder
dioptrischen Anordnung betrachten; auch 148t sich jede Folge von Linsen fir
den paraxialen Abbildungsbereich durch eine einzige Linse ersetzen, wenn diese
gleiche Brenn- und Hauptpunkte wie die Linsenfolge hat.

Die Linse wird physikalisch gebildet aus einem durchsichtigen Stoff, der von
zwei meist regelmidBigen Flachen begrenzt wird. Wir schrinken hier unsere
Betrachtungen auf solche Linsen ein, die aus einem homogenen isotropen Ma-
terial bestehen, das zwei Kugelflichen einschlieBen. Je nach der Kriimmung
dieser Grenzflichen nach auBen unterscheidet man, wie auch nebenstehende

Abb. 25 schematisch zeigt: bi-

konkave, plankonkave, konvex-

/] /] /.\ konkave, konkavkonvexe, plan-

konvexe und bikonvexe Linsen.

\& \“ U Bezeichnen wir jetzt die
dem einfallenden Lichte zulie-

Abb. 25. Querschnitte je einer bikonkaven, plan- gende Linsenﬂﬁ‘:he mit dem
konkaven, konvexkonkaven, konkavkonvexen, Index 1 und die andere Fliche

plankonvexen und bikonvexen Linse. mit dem Index 2 und nehmen

an, daf3 die Linse sich in Luft,

also in einem Medium ciner Brechungszahl, die dem Werte 1 sehr nahekommt,

befindet, so soll gesetzt werden #, = 1, #{ = n, = %, wobei » die Brechungszahl

des Linsenstoffes ist, und #j; =1.

Lassen wir nun vom unendlich fernen Punkt der Achse einen paraxialen

Strahl auf die Linse fallen, so schneidet dieser nach der Brechung an Fliche 1
die Achse in dem Bildpunkt, der die Schnittweite

’
nh
’

ny — Ny

5 = (26)
hat, was sich mit Beriicksichtigung der Formel (9) unter Verwendung von s, = oo
ergibt. Ist 4 die Entfernung der Scheitel der beiden brechenden Kugelflichen,
die ,,Linsendicke®, so wird s, = s; — d. Benutzt man diesen Wert wieder in
der Formel (9), so folgt

ny v
inin -
’ n—m
2= ) nyv
Na¥y + (nh — n -(-~’1 —d)
272 + (13 2) n, — n,
oder nach unseren eben getroffenen Festsetzungen fiir die Brechungszahlen
nry¥, — ved(n — 1
Sé — 271 2 ( ) (27)

=)y —7) + m —1)-d]
s ist die Schnittweite des bildseitigen Brennpunktes und sei als solche auch sp
genannt. Den Brennweitenwert selbst erhdlt man unter Benutzung von (24)
aus f'= s{-sj/s, nach Einsetzen der-eben bestimmten Werte s{,s, und s}
und nach einigen Umformungen als

’ Ny ¥y

= e ——— e — — 2

P = ST =) £ 0 = (28)
Die Differenz zwischen der Brennpunktschnittweite und der Brennweite ergibt
die Hauptpunktschnittweite, also hier dic Entfernung des hinteren Haupt-
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punktes H’ vom letzten Linsenscheitel S,, und es ist also:
vy d
. 2
nrg—rn)+ m—1)42 (29)
Die entsprechenden Werte des Dingraumes kann man durch umgekehrtes Durch-
rechnen der Linse erhalten. Es ergibt sich dann

S,H = —

—nry¥y — 1 d(n — 1)

Sp = (""’1)'["(72“71)+(n—-1)d]’ (273)
ebenfalls durch Rechnung oder auch nach (25)
f=—f (28a)
und
_ 7a .
SIH—_"(’2—71)+(W—1)-d (292)

Aus (29) und (29a) folgt, daB3 die Abstinde der Hauptpunkte von den Flichen-
scheiteln sich wic die Kriitmmungsradien der zugehérigen Flichen verhalten.
Der Abstand % der Hauptpunkte voneinander ist
_ ’_ m—1)-(@+7r—n)

h=HH =HS,+ S,S;+ S;H' =d- W) F = 1)d’ (30)
Fiir den Fall, daB dic Dicke d gegen die Kriimmungsradien #; und 7, so klein
ist, daB man mit geniigender Genauigkeit hohere Potenzen von d vernachldssigen
kann, lassen sich die ebengenannten Formeln (27) blS (29) unter Verwendung
der Beziehung

I 1 (1 _ n—1 d)
n(y—v)+ m—1)-4d n(ry — 7y) n(ry — ;)
auch schreiben :

’r__ 14 71 (£

sz_rg—zrl(n—1_n(rz—yl)'d)’ (27b)
’ Y172 _ n _“1 d
/ (n—1) (ry — 7) (1 n(ry — 7y) )’ (28D)
’ —1’2 a

SgH 11(1'2 i 71) (29b)

Entsprechend formen sich fiir kleine ¢ die Gleichungen (27a), (28a) und (29a)
um. Aus (30) wird dann
—1

r=2="14. (30b)

34. Verschiedene Linsenformen. Bei der Wichtigkeit der einzelnen Linse
als Grundelement der meisten dioptrischen Anordnungen sollen jetzt diese Be-
ziehungen (27) bis (30), die ja infolge ihrer Allgemeingiiltigkeit die fiir dic Ab-
bildung maBgebende Lage der Haupt- und Brennpunkte und die GréBe der
dabei eine Rolle spiclenden Strecken wie Brennweiten, Schnittweiten usw. in
jedem Falle ohne weiteres zu bestimmen gestatten, fiir verschiedene charak-
teristische Linsenformen ausfiihrlich betrachtet werden. Nach dem Vorzeichen
der Kriimmungsradien kann man drei Fille unterscheiden:

1. Beide Kriimmungsradien haben gleiches Vorzeichen; es geniigt die An-
nahme 7, und 7, > 0; denn wenn beide Radien negativ sind, so kann man die
Ergebnisse des Falles zweier positiver Radien unmittelbar anwenden, sofern
man sich die Strahlenrichtung nur umgeckehrt denkt. Setzen wir zunichst voraus:

a) 7,=r,;. Man sieht aus (28) und (30), daB /" und A stets positiv sind;
aus (29) und (29a) ergibt sich S; H und S,H’ stets negativ. Die Linse ist also
immer sammelnd, und dic vier Grundpunkte folgen stets in der Anordnung

4*
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F, H, H', I’ aufeinander. I’ und H liegen immer vor der Linse, H’ immer vor
dem Linsenscheitel S,, und zwar in der Linse oder hochstens auf S;, solange

d= 7—‘“3—_—:}121——7—1) . Ist d kleiner als dieser Ausdruck, so liegt auch H’ vor der
Linse. Fir kleine d liegt I hinter der Linse, wie aus (27) ersichtlich; fiir
d = """ fallt F'omit S, zusammen.

n—1
b) 7, <7,. Solange d<n—7i—1 (ry — 7y) ist, zerstreut die Linse. Beide

Hauptpunkte liegen hinter ihrem zugehorigen Linsenscheitel. Die Linse ist in
der Mitte diinner als am Rande. Fir d =7, — 7, sind die beiden brechenden
Kugelflichen konzentrisch; % verschwindet, die Hauptpunkte fallen also zu-
sammen, und zwar in dem gemeinsamen Kriimmungsmittelpunkte der Linsen-
flachen. Die Linse zerstreut, um allerdings fiir beliebig nahe zusammenfallende
Werte von 7, und 7, zu einer ganz diinnen Kugelschale mit beinahe teleskopischer
Wirkung zu werden. Bei hinrcichendem Unterschied zwischen 7, und 7, wird die
Linse erst teleskopisch, wenn d = ;?i——{ (r; — 7). Die beiden Hauptpunkte
riicken mit zunehmender Linsendicke immer weiter von der Linse im Sinne
der Lichtbewegung fort, und zwar liegt zunichst der erste Hauptpunkt vor dem
zweiten; von der Stelle an, wo 4 = »; — 7, wird, wechselt aber die Reihenfolge

n

der beiden Hauptpunkte; fiir d = e (ry — 7,) fallen dann beide ins Unend-

liche. Wird schlieBlich d>7 — (r, —7,), so wird die Linse sammelnd; beide

n
1 — 1

Hauptpunkte liegen vor ihrem zugehdrigen Linsenscheitel.

2. Die Kriimmungsradien haben verschiedenes Vorzeichen, und zwar ist
7,>0 und#,<<0. Die Linse ist also bikonvex. IFiir einc kleine Linsendicke 4 sam-
melt die Linsc, und es liegen die Hauptpunkte im Innern der Linse, und zwar der
vordere vor dem hintercn. Die Brennpunkte I' bzw. F’ befinden sich vor bzw.
hinter der Linse. Mit wachsendem 4 riicken die Hauptpunkte einander niher,
um zusammenzufallen (& = 0), wenn d = — (v, —#;) wird; dann fallen auch
die Krimmungsmittelpunkte beider Flichen zusammen, und in ihnen licgen
eben auch dic beiden Hauptpunkte. Mit weiter wachsendem d riicken die Haupt-
punkte wieder auscinander, nunmehr aber in umgekehrter Reihenfolge liegend,
so dal der vordere Hauptpunkt hinter dem hinteren liegt. Fiir d = _n_n;
verschwindet nach (27a) sp; I fillt also in seinen zugehdrigen Linsenscheitel S, .
Fir d =n7,/(n — 1) verschwindet nach (27) s, d.h. F'und S, fallen zusammen.
Wird d = —#n(r, — 1,)/(n — 1), so wird die Linse teleskopisch; die Haupt- und
Brennpunkte fallen ins Unendliche. Wird die Dicke noch gréfer, also
d> —n(ry —7y)/(n — 1), so wird die Linse zerstrcuend, trotzdem liegt der vordere
Brennpunkt F immer vor der Linse und der hintere Brennpunkt 7’ immer hinter
der - Linse; allerdings licgen die Hauptpunkte noch weiter von der Linse ab,
so daB die Reihenfolge der vier Grundpunkte H, F, F’, H' ist.

Einige hierhergehorige Sonderfdlle mogen noch betrachtet werden. Ist
eine Fliche plan, also z. B. 7, =00, so ist die Linse plankonvex, und es wird
f=mr/(n — 1), H fillt auf S}, und H’' licgt in der Linse von S; um (n — 1)d/n
entfernt.

Ist », =—7, und d = 27,, so ist die Linse eine Kugellinse. Die beiden
Hauptpunkte fallen mit dem Kriimmungsmittelpunkt zusammen. Dic Brennweite
wird j = n7/2(n — 1) und dic Schnittweite sp = (2 —n)7;/2(n —1). Aus
Symmetricgriinden ist die Schnittweite des im Dingraum gelegenen Brenn-
punktes bis auf das Vorzeichen die gleiche.

4
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3. Die beiden Kriimmungsradien haben verschiedenes Vorzeichen, und zwar
ist7; < Ound#, > 0. Die Linse heiBt bikonkav. Die Linse ist immer zerstreuend.
Die Hauptpunkte liegen stets im Innern der Linse und zwar H immer vor H’;
in jedem Falle liegt F hinter S; und F’ vor S,. Wird eine Fliche plan, also z. B.
#5 = 00, so ist die Linse plankonkav und es wird f' = 7,/(n — 1). H fallt auf
Sy, und H'licgt in der Linse von S; um (n — 1) - d/n entfernt.

35. Verschwindend diinne Linsen. Fiir verschwindend diinne Linsen, als
solche definieren wir Linsen mit d = 0, werden die Beziehungen zur Aufsuchung
der fiir den Abbildungsvorgang wichtigen Punkte besonders einfach. Es ergibt
sich dann fiir die Brennweite

S nry

p—1)(rg—7)"
Diesem Werte gleich werden dic Ausdriicke fiir sz und sp, die Hauptpunkte
fallen demnach zusammen in dem gemeinsamen Flachenscheitel. \Venn. sqlche
diinne Linsen auch praktisch nicht existieren kénnen, so ist die Kenntnis ihrer
Eigenschaften doch wichtig, da man durch ihre Verwendung in vielen Féllen
mit verhiltnismidBig einfacher Rechnung einen Abbildungsvorgang geniigend
angendhert kennzeichnen kann. Diescr ist wie bei einzelnen brechenden Flachen
auch bei der diinnen Linse schon durch drei Punkte bestimmbar, nimlich durch
die beiden Brennpunkte und den Linsenscheitel, in dem dic Hauptpunkte und
Knotenpunkte liegen. Dabei besteht gegeniiber der einzelnen brechenden Flache
noch die weitere Vereinfachung, daB f und / dem absoluten Betrage nach einander
gleich sind. Unsere fritheren Betrachtungen iiber aufrechte bzw. umgekehrte
Bilder und ihre Lage bei einer einzelnen brechenden Fliche bleiben auch fiir d;e
verschwindend diinne Linsc giiltig, wenn man jene durch dicse ersetzt. Die
Knotenpunkte fallen allerdings bei der diinnen Linse in den gemeinsamen Scheitel.
Die verschiedenen diinnen Linsen unterscheiden sich nur durch die Aufeinander-
folge der genannten drei charakteristischen Punkte F, F' und S (=H =H’),
und zwar gibt es nur die beiden Méglichkeiten F, S, F’ und F’, S, I'. Im ersten
Falle sammelt dic Linse, im zweiten zerstreut sic. Man iiberzeugt sich leicht,
daB3 die bikonvexen und plankonvexen Linsen stets sammelnde, die bikonkaven
und plankonkaven stets zerstreuende Linsen sind. Fiir die Menisken, Linsen
mit gleich bezeichneten Kriimmungsradien, gilt hier streng der Satz: Nach dem
Rande zu diinner werdende Linsen sind Sammellinsen, nach dem Rande zu

dicker werdende Linsen sind Zerstreuungslinsen.

Fiir die Entfernungen vom Linsenscheitel zweier konjugierter Punkte, die
Entfernung des Dingpunktes sei mit s, und die des Bildpunktes mit s} bezeichnet,
besteht, wie z. B. durch Durchrechnung leicht nachweisbar, die Beziehung

1 1 1

SRS B1)

Es wird mit Benutzung der entsprechenden Formeln fiir die einzelne brechende
Flache:

S2

/g:— und Y=

S1

$1
2, 62)
Dic Gleichungen (31) bis (32) gelten iibrigens auch fiir die dicke Linse, wenn man
s; vom dingseitigen Hauptpunkt und s; vom bildseitigen Hauptpunkt aus rechnet.
36. Folgen aus zwei (und mehr) Linsen. Nur in den Fallen, wo
ganz Dbescheidene Forderungen an die Leistung cines optischen Werkzeuges
gestellt werden, besteht dieses aus nur ciner Linse, vielmehr setzt cs sich meist
aus eincr ganzen Reihe von Linsen zusammen. Man kann sich oft mit Vorteil
fur tiberschligliche Rechnungen diese Linsen alle verschwindend diinn denken
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und, um den Abbildungsvorgang fiir eine Folge solcher Linsen kennenzulernen, sich
die Brenn- und Schnittweiten der Gesamtanlage durch sukzessive Durchrechnung
vor und riickwérts mit Benutzung der Formeln (9), (24) und (25) bestimmen.
Die einfachste Kombination ist die von zwei Linsen (vgl. Abb. 26). Beide
mogen sich in Luft befinden. Bezeichnet man die Brennweite der ersten diinnen
Linse L; mit f{ und die der zweiten
diinnen Linse L, mit f;, und ist der
g , Abstand der beiden Linsen voneinander
12 > - ﬁz_", J, so 1dBt sich die Gesamtbrennweite
= Ha o faz fi2des Systems aus zwei Linsen in der
angegebenen Weise berechnen als

b L = L 33)

A+ fi—s
Abb 26. Schematische Darstellung der IXom- fitfa
bination aus 2 zentrierten dinnen Linsen Die Schnittweite des Brennpunktes F7,,

L,und L, mit dem Abstand § voncinander. - ; ;
Fly und 'Fj, brw. Hy, und Hi, sind die gerechnet von L, ab, bestimmt sich als

Brenn- bzw. Hauptpunkte der Kombination, fi(fi — 9)
f12 und f;, deren Brennweiten. Sp, = FARy ATy (34)

Aus der Differenz spr,— [1z folgt als Entfernung des hinteren Hauptpunktes Hj,

des Gesamtsystems von L, die Gleichung
] (2
L2H12 . ﬂ+f'g—6. (35)
Durch Durchrechnen in umgekehrter Reihenfolge 148t sich die Lage von Fj,
und H,, bestimmen. Es wird dann, nachdem wieder die Vorzeichen in iiblicher

Weise gewahlt sind, o flltd) _ filf—9) (34)
' S AR A fi+fi=?9
(sp, wird von L, aus gerechnet) und
) = Oh O
L=y s = vn—o B52)

Damit sind fiir die Kombination aus zwei diinnen Linsen wieder die fiir den
paraxialen Abbildungsvorgang charakteristischen vier Punkte F,,, H;,, Hj, und
F}, bestimmt. Man kann sich die beiden Linsen dann dquivalent einer einzigen
Linse denken, die die gleichen Haupt- und Brennpunkte hat. Da bei dieser
Aquivalentlinse die Hauptpunkte im allgemeinen nicht zusammenfallen, ist
die Aquivalentlinse in der Regel nicht als diinne Linse darstellbar.

Ubrigens iiberzeugt man sich in ganz analoger Weise, wic hier fiir zwei diinne
Linsen geschehen, daf die eben abgeleiteten Formeln, deren Giiltigkeit zunichst
fiir zwei diinne Linsen bestand, auch fiir die Kombination zweier Linsen endlicher
Dicke benutzbar bleiben, wenn folgende Festsetzungen beriicksichtigt werden
(vgl. Abb. 27). Bedeutet ¢ den Abstand der zugekehrten Hautpunkte zweier
merklich dicker Linsen, also z. B. § = H{H,, so ist die Brennweite f,, ent-
sprechend (33) gegeben durch n

/1‘3 = f’l +"fé"_ F} (33 a)

und dic Lage der Hauptpunkte der Kombination der beiden Linsen endlicher
Dicke Hy, und Hj; findet man, indem man entsprechend (35) und (35a)

7: L)
und H:Hie fitfi—29 (35b)
oft
H\H,, = J - (35¢)

)
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setzt. Ein einfaches Zahlenbeispiel erldutert diese Verhédltnisse: Zwei plan-
konvexe Linsen mit gemeinschaftlicher Achse haben ihre gekriimmten Flichen,
deren Kraimmungsradius 50 sei, einander zugekehrt. Die Brechungszahlen seien
fiir beide Linsen 1,5 und der Abstand der Scheitel der gekriimmten Flichen
voneinander sei 50. Die Dicke der ersten Linse sei d; und die der zweiten d,,

und zwar sollen die beiden Fille unterschieden werden:

2. dy = d, = 10 (vgl. Abb. 28).
Zu 1. Es wird
8=50, fo=1240,

Zu 2.

6=50) f;?z_lgﬂ’

Durch sukzessive Anwendung der
Formeln (33 a), (35 b) und (35c) ist
man in der Lage, fiir jede Kom-
bination aus beliebig vielen Lin-
sen verschwindender oder end-
licher Dicke die charakteristi-
schen Punkte ihrer Aquivalent-
linse zu bestimmen.

Kehren wir noch einmal zu
dem Fall zweicr Linsen zuriick
und diskutieren die verschiedenen
moglichen Werte der Gesamt-
brennweite f{,. Fir f{ 4+ f, =26
wird dic zweilinsige Folge tele-
skopisch. Das kann eintreten,
wennf; >0, /s> 0ist (Grundtypus
des terrestrischen Fernrohres)
oder wenn /{ und f; verschieden
bezeichnet sind und f{ 4+ f4> 0
ist (Grundtypus des hollindischen
Fernrohres) ; dabei ist § stets als
positiv zu nehmen.

Sind /{ <0 und f; <0, so
ist die Brennweite f{, stets nega-
tiv und erreicht ihren kleinsten
(absolut gréBten) Wert fiir 6 = 0.
Mit wachsendem 4 wird f, immer
groBer, bleibt aber negativ. Sind
fi>0 und f; > 0, so ist es auch

fio fur 6 <fi + fi; wird 6> fi + f3,

1. d, = dy = 0 und

S,Fjy =192, S Hjy= —190,
S 1:12——l 51H12=J‘%£*
Sy Flo = 3§ SHj; = —40,
S,F12=——~“>3°-, S,Hy, = 40
/-/7 - /-/IZ H7Z /7[2,
J—1—> ,
! Jrz < Srz——=
Fr Frz
Hy Hp

Abb.27. Schematische Darstellung der Kombination
aus 2 zentrierten Linsen endlicher Dicke. H; und
H% bzw. H, und H{ sind die Hauptebenen der 1.
bzw. 2. Linsc. ¢ ist der Abstand der zugekehrten
Hauptebenen der beiden Linsen. I, und F, sind
die Brennpunkte, H,, und Hf, dic Hduptcbenen
der Kombination, f,, und f, deren Brennweiten.

H, ” H;Z HZ\ .

Ly L,
Abb. 28. Schematische Darstellung der Lage der
Hauptpunkte H,, und H’, und der Brennpunkte
F, und [}, einer Kombination aus 2 dicken plan-
konvexen Linsen L, und L, mit dem Luftabstand 4.
H, und Hj sind die Hauptpunkte von L,, H, und
HY die von L, (vgl. nebenstehendes Zahlenbeispiel
Fall 2).

so wird f{, negativ, ndhert sich aber mit

beliebig weiter wachsendem ¢ belicbig der Null.

Sind f{ und f verschieden bezeichnet,
f12 negativ, solange & < f{ + f; ist, wird aber 6 > f; + /5,
und durchlduft mit wachsendem ¢ abnehmende positive Werte.
so wird fj, stets positiv. Scinen groBten positiven Wert hat

2. i+ k<o,
dann f{, fir d = 0.

so ist, wenn 1. f{ + f;> 0 ist,
so wird f}, positiv

Ist dagegen

37. Folge aus zwei diinnen Linsen endlichen Abstandes von einander mit
vorgeschriebener Gesamtlinge. Wenn ein fiir bestimmte Zwecke erforderliches



56 Kap. 1, C. 'W.MEgRrTE: Realisierung der Abbildung durch Kugelflichen. Ziff. 37.

Linsensystem an vorgeschriebene Abmessungen etwa hinsichtlich seiner Linge,
Schnitt- und Brennweite gebunden ist, kann man, sofern die Linsenfolge mit
geniigender Anndherung in zwei Teilsysteme zerlegt werden darf, mit den Formeln
(33a), (35b) und (35¢) sich eine gute Ubersicht iiber die moglichen Werte jener
GroBen verschaffen. Im AnschluB an einen Aufsatz des Verfassers?!) zeigen wir,
wie man dabei vorgehen kann, und zwar wird den Betrachtungen eine Folge
zugrunde gelegt, bei der die beiden Teilsysteme als unendlich diinn mit einem
endlichen Abstand voneinander angenommen sind, also fiir eine Folge der Abb. 26.
Setzt man dann in den Formeln (33) bis (35) /i ==x, fs =2, 6 = y die Objektiv-
lange, und fiithrt auBerdem die Gesamtldnge /, das sei die Entfernung vom vor-
deren Teilsystem bis zur hinteren Brennebene der Gesamtfolge, ein und weiter
den Zahlenwert u, der durch # = I/f{, definiert sei, so kann fiir die Gesamt-
lange [ gesetzt werden:

. xz S A | xz
l_ux—!-z—y y x+z—y+x+z—y (36)

Nimmt man hierzu noch die MaBstabsgleichung

Xz

74‘2—3;:1’ 37)
so bedeutet diese weitere Bedingung keine Einengung unseres Problems, sondern
nur, daB die vorkommenden Strecken in einem MaBstabe gewihlt sind, dessen
Einheit die Brennweite des Gesamtsystems ist. Infolge des Bestehens von (36)
und (37) kann von den drei GréBen x,y, z nur noch eine willkiirlich gew&hlt
werden, die beiden anderen sind dann zwangldufig zugeordnet, und zwar 146t
sich dieser Zusammenhang ausdriicken durch

x:_z_:i/, y2—uy —z(1 —u) =0 . (38)
oder durch

y=x+2z—xz, Z2(x —1)2—x(x —u) =0 (39)
oder durch

z=——f§:¥, yx —y+ (1 —u)-x=0. (40)

Durch jedes Gleichungspaar (38) oder (39) oder (40) wird selbstverstdndlich iiber
die Werte x, y, z dasselbe ausgesagt; je nachdem aber x, y oder z als unabhéngige
Verédnderliche gewahlt wird, um etwa dieser einen erwiinschten Wert zu geben,
kann es vorteilhafter sein, eines der drei Gleichungspaare fiir die Anwendung
zu bevorzugen.

Die Kurve (38) ist eine Parabel mit dem Parameter p = (1 — %)/2, den Scheitel-
koordinaten y, = %/2, 2z, = —u?/4(1 —u), und der Achsengleichung y = u/2.
Die Kurve (39) ist von dritter Ordnung mit einem Extremum fir x = #/(2 — ),
das fiir # << 1 cin Minimum, fiir # > 1 ein Maximum ist, mit einem Wendepunkt
fiir x = (24 — 1) /(2 — ) und den durch z = 1 und (x — 1)2 = 0 gegebcnen Asym-
ptoten.

Kurve (40) schlieBlich ist eine gleichseitige Hyperbel mit den Mittel-
punktskoordinaten %, =1, ¥, =u —1, den Halbachsen I, = ]/5(1 —u),
l, =1Y2(1 — u), den Achsengleichungen ¥ +y —u =0undx —y — (2 — %) = 0
und den Asymptotengleichungen x =1, y = u — 1.

Fiir den Wert # = 1, fiir den Gesamtldnge und Brennweite gleich werden,
zerfallen die Kegelschnitte in gerade Linien, die Kurve dritter Ordnung ist eine
Gerade und eine gleichseitige Hyperbel. In diesem Sonderfall wird z. B. (40)

1) Central-Ztg. f. Opt. u. Mech. 1919, S. 187-—190.
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zu y(x —1) =0, d. h. entweder fallen Vorder- und Hinterglied zusammen
(y = 0), ihre Brennweiten ¥ und z kénnen alle beliebigen Werte annehmen,
aber jedes Brennweitenpaar muB der Gleichung xz/(x 4 z) = 1 geniigen, oder
es wird die Brennweite des Vordergliedes gleich der Gesamtbrennweite (x = 1);
dann kann einmal auch ¥ = 1, also ebenfalls gleich der Gesamtbrennweite wer-
den, d.h. das Hinterglied beliebiger Brennweite stcht im Brennpunkt des Vor-
dergliedes, oder aber es ist y beliebig, und es wird z = oco; das Hinterglied
hat demnach dann z. B. etwa die Wirkung einer diinnen planparallelen Glas-
platte.

Es 1aBt sich jedenfalls durch die Bezichungen (38) oder (39) oder (40) der Zu-
sammenhang zwischen Gesamtlidnge, Einzelbrennweiten der beiden diinnen Teil-
systeme und Gesamtbrennweite véllig {ibersehen; durch sinngemiBe Modi-
fizierungen lassen sich dhnliche Beziehungen aufstellen, wenn die Teilsysteme
endlicher Dicke sind; ebenso kann man z. B. auch die Aufgabe, eine im End-
lichen gelegene achsensenkrechte Ebene durch eine zweiteilige Folge in eine
endliche achsensenkrechte Ebene vorgeschriebener Lage abzubilden, durch
entsprechende Modifikation der Gleichung (36) 16sen.

Zur Verdeutlichung der Benutzbarkeit unserer allgemeinen Formeln diene

ein einfaches Beispiel. Ein photographisches Teleobjektiv, bestehend aus sam-
melndem Vorder- und zerstreuendem Hinterglied, soll eine Gesamtldnge von
0,23 der Gesamtbrennweite
erhalten; fiir diesen verhiltnis- Z
méBig recht kleinen Wert 5
# = 0,23 wird der Wertebe-
reich, aus dem die Brennweite
z des necgativen Hintergliedes
ausgewahlt werden kann, sehr
eng. Es ist daher zweck- z
maBig, z als unabhingige Ver-
anderliche zu wihlen. Dabei .
1aBt sich die Untersuchung am
bequemsten an Hand der
Kurve (39) fithren. Man sicht,
daB nur fiir den Bereich
0 < x < 0,23 negative Werte Abb.29. Zahlenbeispiel zu Ziff. 37.
von z vorkommen kénnen.
Diese Werte sind ihrem absoluten Betrage nach sehr klein, er erreicht fiir
x=10,23/(2 — 0,23) = 0,129945 seinen maximalenWert, nimlich ]zmxl =0,017176.
Man hat also, um ein brauchbares Objektiv zu erhalten, den Extremwert oder
einen diescm wenigstens naheliegenden Wert von z zu nehmen; x und y be-
stimmen sich dann aus den beiden Gleichungen (39); die Abhidngigkeit zwischen
x und zist in Abb. 29 gezeigt.

38. Brechkraft diinner Linsen. Denken wir uns wieder zwei diinne Linsen
kombiniert und bilden den reziproken Wert ¢,, ihrer Aquivalentbrennweite,
den reziproken Wert der Brennweite einer Linse oder eines Linsensystems pflegt
man dic Brechkraft der Linse oder des Linsensystems zu nennen, so 148t sich

(33) schreiben: Pra= @1+ Qs — 0P, 02, (41)

wenn ¢, bzw. ¢, die Brechkraft von L, bzw. L, bedcuten. Berithren sich beide
Linsenpaare, so wird 6 = 0. Die sich dann vereinfachende Formel (41) 1iBt
sich ohne weiteres auf drei oder mehr diinne in Berithrung befindliche Linsen
anwenden, so daB} fiir ein solches System aus % Linsen dessen Brechkraft @
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angegeben werden kann durch

DP=g¢,+ @+ @3+ - + @ (42)

Bemerkt sei noch, daB als Einheit der Brechkraft hiufig die Dioptrie gewéhlt
wird. Eine Linse mit der Brennweite von 1 m hat die Brechkraft von einer Dioptrie,
wihrend eine Linse von 2m bzw. 1/, m Brennweite eine Brechkraft einer 1/,
bzw. 4 Dioptrien hat. Die Definition der Dioptrie hat zur Folge, daB3 bei An-
wendung der Dioptrierechnung als Langeneinheit stets 1 m zu wahlen ist.

39. Aufsuchung des Bildes, analytisch und graphisch an einigen Bei-
spielen gezeigt. Die Linsen, wie wohl alle optischen Systeme, haben in der Regel
die Aufgabe, Bilder zu entwerfen, z. B. ein von einem Dingpunkt ausgehendes
Strahlenbiindel so zu beeinflussen, daB nach dessen Durchgang durch eine Linse
oder eine Linsenfolge ein konvergentes Strahlenbiindel zustande kommt oder
auch ein divergentes, dessen Strahlen aber riickwirts verlangert gedacht von
einem einzigen Punkte herzukommen scheinen. Mit anderen Worten, es soll
ein homozentrisches Strahlenbiindel wieder in ein solches verwandelt werden.
Die Triger dieser beiden homozentrischen Strahlenbiindel sind dann der Ding-
bzw. Bildpunkt; denn fiir den paraxialen Raum findet ja eine strenge Ab-
bildung statt. Mit Hilfec der im vorangehenden gegebenen Formeln kann man
nun fiir eine einzelne brechende Fliche, fiir viele brechende Flichen, fiir diinne
und dicke Linsen und Kombinationen aus solchen, sofern sie nur alle eine gemein-
same Achse haben, die beiden Haupt- und Brennpunkte bestimmen. Die Kenntnis
der Lage dieser vier Punkte geniigt dann stets, um zu einem beliebig gelegenen
Ding scin Bild zu finden, solange der Abbildungsbereich den fadenférmigen Raum
um die Achse nicht iiberschreitet.

Bezeichnet man mit s (die Dingweite) die Entfernung eines auf der Achse
gelegenen Dingpunktes vom dingseitigen Hauptpunkt H und mit s’ (die Bild-
weite) die des konjugierten Bildpunktes vom bildseitigen Hauptpunkt H’, und
ist /' die bildseitige Brennweite, so gilt in Ubereinstimmung mit (31) und den
daran gekniipften Bemerkungen fiir jedes beliebige System, fiir dessen Ding-
und Bildraum die optischen Medicn gleich, z. B. Luft, sind, die Beziehung

1 1 1

s s (43)
und dic laterale VergroBerung ist gleich dem Verhiltnis der Bildweite zur Ding-
weite. Dabei wird ecin kleines achsensenkrechtes Linien- oder Ebenenstiick in
ein ebensolches abgebildet.

Schreibt man (43) in der Form

’ S f,

S=17 (43 a)

i
l\\

y
P

Abb. 30. Graphische Aufsuchung des von PL durch cine bikonvexe
Linsc mit den Brennpunkten F, F’ und den Hauptpunkten H, H’
entworfenen Bildes P/L’.

so erkennt man einmal, daB fiir s = 0 auch s’= 0 wird, also der dingseitige
Hauptpunkt (bzw. auch die dingseitige Hauptebene) in den bildseitigen Haupt-
punkt (bzw. auch in dic bildscitige Hauptebene) abgebildet wird. Die laterale
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VergroBerung s’'/s = ['/(s + /) wird in diesem Falle 1. Durch Benutzung dieser
Beziehungen und der ebenfalls aus (43) ableitbaren Tatsache, daB dingseitiger
Brennpunkt bzw. die in diesem senkrechte Ebene, die Brennebene, im Bildraum
ins Unendliche abgebildet werden, und daB umgekehrt dem bildseitigen Brenn-
punkt bzw. der bildseitigen Brennebene der unendlich ferne Achsenpunkt bzw.
die unendlich ferne Ebene im Dingraum entsprechen, kann man leicht zu jedem
Ding auch das Bild durch Zeichnung finden. In vorstehender Abb. 30 wird
beispielsweise die Bestimmung des Bildpunktes P’ zum Dingpunkt P gezeigt,
wenn die von P ausgehenden Strahlen eine bikonvexe Sammellinse durchsetzen,
deren Brennpunkte F und F’ sind und deren Hauptebenen in H und H' die
Linsenachse treffen. Vom Dingpunkt P zieht man zunichst einen achsenparallelen
Strahl bis zum Schnitt R’ mit der bildseitigen, durch H’ gehenden Hauptebene.
Zieht man weiter PF bis zum Schnitt Q mit der dingseitigen, durch H gchenden
Hauptebene und legt durch Q den achsenparallelen Strahl QQ’, so ist der Schnitt
von R'F' mit QQ’ der zu P konjugierte Bildpunkt P’. Die von P und P’ auf die
Achse gefillten Lote PL und P’L’ sind Ding und Bild, und der Quotient L'P’/L P
gibt die laterale VergroBerung an. Sie ist hier negativ.

Ganz analog gestaltet sich die Aufsuchung des Bildpunktes, wenn die Ab-
bildung ctwa wie in Abb. 31 durch eine bikonkave Linsc erfolgt. Vom Ding-
punkt P zieht man wie-

der einen achsenparallelen P \ |4

Strahl bis zum Schnitt R || Jo

mit der bildscitigen Haupt- e ' - F
cbene. Dann zieht man weiter L L HIH

Strahl PF, der die dingseitige i

Hauptebene in Q trifft. Der L !

aqhsenparallele Strahl Q@ App, 31. Graphische Aufsuchung des von PL durch
wird dann von RF’ in dem eine bikonkave Linse mit den Brennpunkten F, F’ und
Bildpunkt P’ getroffen. Die den Hauptpunkten H, H’ entworfenen Bildes P’L’.
Achsenlote PL und P'L’

sind Ding und Bild, und die laterale VergréBerung ist durch den Quotienten
L'P’|L P gegeben; sie ist hier positiv.

Ubrigens nicht nur zu achsensenkrechten Geraden, sondern auch zu solchen,
die die Achse unter einem beliebigen Winkel schneiden, lassen sich mit Hilfe der
Haupt- und Brenn-
punkte bzw. der in
diesen  befindlichen

achsensenkrechten
Ebenen die Bildgera-
den bestimmen. Seien
F, H, H', F' in der
nebenstehenden Abb.

32 wieder die Brenn- Abb. 32. Graphische Aufsuchung des Bildes ciner Dinggeraden,
bzw. Hauptpunkte  4a5 von ciner optischen Anordnung mit den Brennpunkten
cines Systems, dessen F, F’ und den Hauptpunkten H, H’ entworfen wird.
Ding- und Bildraum

optisch gleiche Medien haben. Da dann die Hauptpunkte auch Knoten-
punkte sind, so geht der zur Dinggeraden parallele Strahl durch den ding-
seitigen Hauptpunkt H nach Durchschreiten des ganzen Systems durch den bild-
seitigen Hauptpunkt H’ in unverinderter Richtung weiter und trifft die bild-
seitige Brennebene in einem Punkt Pj, der das Bild des unendlich fernen Punk-
tes der Dinggeraden ist. AuBerdem ist das Bild P’ des Schnittes P der Ding-
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geraden mit der dingseitigen Hauptebene leicht zu finden als Schnittpunkt
des durch P zur Achse parallel gezogenen Strahles und der bildseitigen Haupt-
cbene. P’Pj ist dann das Bild der Dinggeraden; z.B. ist auch P; das Bild
von P,. Beachten wir, daB hier nur von zentrierten Systemen die Rede ist, so
folgt, daB der ganze Raum eines Kreisdoppelkegels, dessen Achse die optische
Achse ist, wieder in einen solchen Kegelraum abgebildet wird, solange die
Abbildungsgesetze des paraxialen Raumes giiltig sind.

£ F wl\w
vV
a)
S PR
b)
P/’ H\A/Hl FI P’ - L -7 P/r H\/\/H’ f_l
- ’ 7T — '
V F P
c) d)
£ H.{\H‘ WP P i H\AH' -~ L
T V /'} 5 M V P P
e) f)

Abb. 33. Der Achsenpunkt P wird durch cine bikonvexe Linse mit den Brennpunkten

F, F’ und den Hauptpunkten H, H’ in den Punkt P’ abgebildet. Die ausgezogenen Strahlen

gehen wirklich durch ihren zugehsrigen Punkt P oder P’; die gestrichelten laufen nur auf

ihren zugchorigen Punkt zu oder scheinen von ihm herzukommen, ohne durch ihn hin-
durchzugehen.

a) P liegt links von der Linsc im Unendlichen, b) P liegt links von der Linse um 2 Brennweiten von H entfernt,
¢) P fillt mit F zusammen, d) P liegt zwischen F und H, ¢) P liegt zwischen H” und F, f) P liegt rechts von F’.

Einige spezielle Zahlenbcispiele sollen noch dic Anwendung einiger Formeln
dieses Abschnittes fir dic Zahlenrechnung zeigen. Zunichst wihlen wir eine
gleichschenklige bikonvexe Linse von der Dicke 10 und aus Glas, desscn Bre-
chungszahl 1,5 sei. Soll dann die Brennweite einer solchen Linse 100 sein, so
folgt aus (28) zur Bestimmung von 7, = —7, die Gleichung

71— 1007, + 242 =0 oder 7, =983.

In vorstehender Abb. 33 ist diese Linse gezeichnet, und es sind fiir verschiedene
Dingweiten die Bildweiten bestimmt; damit ist ja dann auch die in den einzelnen
Fillen jeweilig vorlicgende VergroBerung, iiberhaupt die eindeutige Abbildung
aller Punkte der achsensenkrechten Ebene durch den Dingpunkt in ihre kon-
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jugierte Bildebene bekannt. In den” Fillen, in denen der Dingpunkt rechts
der Linsc angenommen ist, kann man sich diesen als ein von irgendeiner Linsen-

P PP "/\l 2/7’ ' F
—_—— ==

A

i HJ év/f,/’/’ i

c)

Abb. 34. Der Achsenpunkt P wird durch eine
plankonkave Linsc mit den Brennpunkten F, F’
und den Hauptpunkten H, H’ in den Punkt P’
abgebildet. Von den ausgezogenen und gestrichel-
ten Strahlen gilt das hieriiber zu Abb. 33 Gesagte.
a) P liegt links von der Linse im Unendlichen, b) P liegt links
von F’, ¢) P fallt mit F’ zusammen, d) P liegt zwischen F’ und
der Linse, e) P liegt zwischen der Linse und F, und zwar ziem-
lich nahe der Linse, f) P liegt zwischen der Linse und F nahe
bei F, g) P liegt rechts von F,

0\/\

F/

anordnung entworfenecs reelles Bild denken, die seine Lichtstrahlen passieren,

che sie auf unsere betrachtete Linse fallen.



62 Kap. 1,C. W.MEeRTE: Realisierung der Abbildung durch Kugelflichen. Ziff. 40,41.

Fiir eins von diesen in Abb. 33 dargestellten Beispielen, ndmlich das der
Abb.33 Db, geben wir noch die Zahlenrechnung in extenso an:

s; = —196,6,
, 1,5 _
s)= 1 os =00,
196,6 98,3

= 196,6.

In Abb. 34 findet sich fiir verschiedene Lagen des Achsendingspunktes P
der von einer plankonkaven Linse entworfene Bildpunkt P’ angegeben.

40. Die Planparallelplatte. Als letztes Beispiel einer dioptrischen Abbildung
im Paraxialraum sei die Abbildung durch dic planparallele Platte gewahlt. Fiir
eine brechende Ebene vereinfacht sich, da ja dann 7 = oo ist, die Beziehung (9)
zu s’ = '+ s/n, Ding- und Bildweite sind demnach in diesem Fall einander
proportional. Das Konvergenzverhiltnis y wird nach (12) zu y = »/»’ und dic
LateralvergréBerung f nach (11) zu f = 1. Die planparallele Platte als Folge
zweier ebener brechender Flichen kann folgendermaBen durchgerechnet werden,
wenn der Abstand der beiden Ebenen, die Dicke der Platte, mit 4 bezeichnet
und beriicksichtigt wird, daB #n, = n, ist:

ny n
sp= .5y, So=—5,—4d und sp=—"s5— —=.4d.

Es wird also unter Verwendung von (20) § = 1 und unter Verwendung von (21)

nis, —nd n
Y= W
L2 5, —nid 2
My

Nimmt man den Sonderfall an, daB sich die Planplatte in Luft befindet, so daf3
also gesetzt werden kann 7, = #nj =1 und #{ = n, so vereinfachen sich bis
auf das unveridndert bleibende S die obigen Beziehungen zu s{=mn-s,,
So=mns$; —d, S5 =8, —adn

y=1.

Aus dem Ausdruck fiir s erkennt man, daB3 die Planparallelplatte wie eine Luft-
platte von der Dicke d/n wirkt, und weiter ist aus s; +d —s,=d(n —1)[n =¢
zu ersehen, daBl die durch die Zwischenschaltung einer Planparallelplatte er-
zeugte Verlagerung ¢ eines Lichtstrahlen aussendenden Punktes stets kleiner
als d ist; nur fir einen unendlich groBen Wert der Brechungszahl #» konnte &
den Wert d selbst erreichen.

In optischen Werkzcugen befinden sich haufig Prismen oder Planparallel-
platten, deren ,,Glasweg man mit Verwendung der eben abgeleiteten Bezieh-
ungen ,,auf Luft umrechnen‘‘ kann; man hat ja nur die Dicke eines solchen Glas-
korpers durch seine Brechungszahl zu dividieren, um den entsprechenden Luft-
weg zu erhalten.

41. Konkav- und Konvexspiegel. Bei allen Ableitungen dieses Abschnittes
war bisher immer nur von der Brechung die Rede; aus den fritheren Betrachtungen
aber wird klar, daBl man die aus dem Brechungsgesetz gezogenen Folgerungen
auch fiir den Sonderfall der Spiegelung verwenden darf, wofern man nur speziell
n'[n = —1 sctzt.
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Ist die spiegelnde Fliche eine Kugel, so wird aus (9)

g7
T 2s—7
oder auch
1 12
Fiir s =00 bzw. s’ = oo ergibt sich als Brennweite
f=f=3; (45)
weiter ist nach (11)
g = _S?. (46)
Fithrt man durch
x=5—— = — L
- 2’ ¥=s5s—-3

die Entfernungen des Ding- bzw. Bildpunktes vom Brennpunkt aus gemessen

in (44) ein, so erhdlt man
’ 72

XX ’-_—-"T. (47)

In Ubercinstimmung mit frither getroffenen Festsetzungen ist fiir den Hohl-
oder Sammelspiegel » < 0, dagegen ist # > 0 fiir den Konvex- oder Zerstreuungs-
spiegel. Fir beide Spiegelarten ist nach (47) die Zuordnung von x zu x’ véllig
gleich. x und " haben danach stets dasselbe Vorzeichen; Ding- und Bildpunkt
liegen bei der paraxialen Abbildung durch einen Kugelspiegel immer auf der
gleichen Seite des Brennpunktes. AuBerdem folgt aus der Konstanz des Pro-
duktes xx’, daB Ding und Bild einander entgegengesetzt wandern, da ja einem
groBen Wert von x ein kleines ' entspricht und umgekehrt; die Abbildung ist
aber nur scheinbar riicklaufig?).

Wir betrachten zunichst den Fall » << 0. Die achsenparallel einfallenden
Strahlen vereinigen sich wirklich
im Brennpunkt F, der in der Mitte
zwischen dem Mittelpunkt M und 7
dem Scheitel S des Hohlspiegels liegt
(s. Abb. 35). Die graphische Auffin-
dung des Bildes ' P’ zu dem achsen-
senkrechten Ding P geht unmittel-
bar aus der Abb. 35 hervor.

Die rechnerische Feststellung

der Lage, GroBe und Richtung des ébhb" 3155 (li)er \1}93(161 Klll{ge]lépieggld mitB dem
: : : cheite , dem Mittelpunkt un em Brenn-

Blldeil’ wenIr} dasl.]?lmg von links punkt F = F’ entwirft von dem Achsenlot pP

aus dem nendlichen kommend das achsensenkrechte reelle Bild p/P’.

nach rechts bis zum Linsenscheitel
vorschreitet, erfolgt leicht nach den Beziehungen (46) und (47), wobei (46) besser
in der Umformung

v
p=— o (464a)
benutzt wird. Eine gewisse Ubersicht iiber die verschiedenen méglichen Fille

1) Siehe E. WANDERSLEB, in ,,Die Theorie der optischen Instrumente, herausgeg. von
M. v. RoHR, Bd. 1, S. 96. Berlin: Julius Springer 1904.
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der Bildlage usw. gibt die folgende Zusammenstellung, in der p den absoluten
Betrag des Spicgelradius bedeutet:

s

x | x

< o/2
=0

negativund demabso- > of2 negativund demabso-
> /2

= 9/2
luten Betrage nach < o2 luten Betrage nach

0 oo
positiv und dem abso-{ < o/2 positiv und dem abso-{ > p/2

negativ und dem abso- < <t

=1
luten Betrage nach -1

[ .°]

positiv und dem abso- [ > 1
luten Betrage nach =1

|
|
|
|

luten Betrage nach | = o/2 . luten Betrage nach | = g/2

FaBt man diese Zusammenstellung in Worte, so kann man sagen: Wandert ein
achsensenkrechtes Ding von links dus dem Unendlichen kommend nach rechts
zum Kriimmungsmittelpunkt, so lduft sein verkleinertes reelles und umgekchrtes
Bild vom Brennpunkt nach links ebenfalls zum Kriimmungsmittelpunkt; in
dicsem selbst fallen Ding und Bild zusammen, sind gleich gro8, aber entgegen-
gesetzt gerichtet. Wandert das Ding in gleicher Richtung noch weiter bis zum
Brennpunkt, so liuft sein vergroBertes verkehrtes und reelles Bild vom Kriim-
mungsmittelpunkt nach links ins Unendliche. Wandert schlieBlich das Ding
vom Brennpunkt bis zum Spiegelscheitel, so lduft sein vergréBertes virtuelles
und aufrechtes Bild von rechts aus dem Unendlichen nach links gleichfalls
zum Scheitel. In diesem fallen Dihg und Bild, in GréBe und Richtung gleich,
zusammen.
Im zweiten Falle, wo also » > 0 ist, hat man einen Konvex- oder Zer-
streuungsspiegel; f = r/2 ist also positiv. Die von links achsenparallel ein-
fallenden Strahlen scheinen sich
rechts hinter dem Spiegel in dem
virtuellen Brennpunkt F’ zu ver-

P / einigen. Die graphische Auffindung
\ des zu einem achsensenkrechten

) —<\D’ Ding pP gehoérigen Bildes p'P’ ist

v S /”“\;’\\M aus nebenstchender Abb. 36 wieder

leicht ersichtlich. Die rechnerische
Feststellung der Lage, GréBe und
Richtung des zu einem vorgegebenen
\bb. 36 D habene Kuaclsoicnel mi achsensenkrechten Ding gehérigen
Seheitel S, dem Mittelpunkt A7 und dem Brenn. D¢ ist wieder mit den Bezichun-
punkt I entwirft von dem Achsenlot pP das gen (46a) und (47) mdglich.  Lagt
achsensenkrechte virtuelle Bild p/P’. man z. B. das Ding aus dem Un-
endlichen kommend sich von links
nach rechts bis zum Spiegelscheitel S hin bewegen, so lduft sein verkleinertes
aufrechtes und virtuelles Bild vom Brennpunkte in entgegengesetzter Richtung
ebenfalls zum Spicgelscheitel; in diesem fallen Ding.und Bild, in GréBe und
Richtung gleich, zusammen.
42. Ebene Spiegel. Als Sonderfall beider Kugelspiegel kann der ebene
Spicgel aufgefalt werden. Es wird (44) zu

s=—¢, (44 a)

da ja v = oo ist; ferner f = 1. Das von cinem ebenen Spiegel entworfene Bild
cines leuchtenden Punktes licgt demnach ebenso weit hinter dem Spicgel wie
der leuchtende Punkt vor diesem. Die Verbindungslinic beider Punkte stcht
senkrecht zur Spicgelebene, und an jeder Stelle des Bildraumes herrscht die
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VergroBerung 1. Man iiberzeugt sich iibrigens leicht, da man hier unsere Be-
schrankung auf den paraxialen Abbildungsbereich — das wire also der faden-
formige Raum um irgendeine Spiegelnormale herum — aufgeben kann. Nach
dem Reflexionsgesetz werden, wie man sich an untenstehender Abb. 37 ohne
weiteres klarmachen kann, die vom leuchtenden Punkt P ausgehenden Strahlen
alle so an dem ebenen Spiegel R reflektiert, daB sie vom virtuellen Bildpunkt P’
herzukommen scheinen. Es gilt, wie man sieht, fiir jedes beliebige, also auch
endliche ¢ stets

tangi =", tang(—i)=2=_2, (48)
also bleibt auch fiir Biindel endlicher Offnung die Bezichung (44a) richtig.
Was fiir den Punkt P gilt, ist
fir alle Punkte des Raumes giiltig.
So ist z. B. in der nichsten Abb. 38
die Abbildung der Strecke PP, P,
in P’P{Pj durch den ebenen Spiegel

Abb. 37. Die von dem Punkte P, dessen Ab- Abb. 38. Abbildung der Strecke PP, P,
stand von der spiegelnden Ebene R gleich s durch die spiegelnde Ebene RR; in
ist, ausgehenden Strahlen werden an R so das virtuelle Bild P’P,P} .

zuriickgeworfen, daB sie simtlich von dem
Punkte P, der hinter R auf dem Lote PS von RR, in wohl nicht miBzuverstehen-
S um s’ entfernt liegt, herzukommen scheinen. der Weise gezeigt. Die endliche Aus-
dehnung des Spiegels 146t nur einen
Teil der von einem Lichtpunkte, z.B. P,, ausgehenden Strahlen wirksam
werden. Der Spiegel RR, wirkt wie die Offnung einer Blende. Um die
Zeichnung nicht unuber51chthch zu machen, sind nur Strahlen gezeichnet, die
in der durch PP, P, senkrecht zur Spiegelebene gelegten Ebene verlaufen;
selbstverstindlich gehen nach dem im AnschluB8 an Gleichung (48), die ja fiir
jeden beliebigen von P ausgehenden Strahl gilt, Gesagten alle beliebig im Raum
verlaufenden Strahlen, sofern sie nur von einem einzigen Punkt, dem Dingpunkt,
ausgehen, nach Reflexion an der Spiegelebene mit ihren riickwirtigen Verlinge-
rungen durch einen einzigen Punkt, den Bildpunkt. Die Abbildung durch einen
cbenen Spiegel ordnet also Ding- und Bildraum ohne irgendeine Einschrinkung
der Offnung der abbildenden Strahlenbiindel Punkt fiir Punkt einander zu.
Dabei herrscht iiberall die VergréBerung 1; Ding und Bild, die beliebig raumlich
angeordnet und gestaltet sein koénnen, sind gleich groB und liegen gleich weit
von der Spiegelebene entfernt, die Symmetrieebene fiir beide ist. Riickt das

Handbuch der Physik. XVIII, 5
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Ding auf den Spiegel zu, so auch in gleicher Weise, aber in umgekehrter Richtung
das Bild. Das durch einen ebenen Spiegel von einem Raumding entworfenc
rdumliche Bild kann aber in keinerlei Weise mit dem Raumding zur Deckung
gebracht werden. Die Abbildung wird erst dann zu einem kongruenten Bild
fithren, wenn eine nochmalige Spiegelung stattgefunden hat.

Allgemein 148t sich sagen: Wird ein Raumding eine gerade Anzahl mal
an ebenen Flichen gespiegelt, so wird es in ein kongruentes Bild tibergefiihrt,
das sich vom Raumding nur durch seine Lage unterscheiden und durch Bewegung
in das Raumding tibergefithrt werden kann. Wird ein Raumding einc ungerade
Anzahl mal an ebenen Flichen gespiegelt, so zeigt das Bild die gleiche Gestalts-
dnderung, wie bei einer einzigen Spiegelung, das Bild ist dem Raumding nicht
kongruent, sondern nur symmetrisch, d. h. man kann Raumding und Bild durch
Bewegung so zu ciner Ebene orientieren, da3 diese die Verbindungslinien simt-
licher als Ding und Bild einander entsprechender Punktepaare halbiert; sie ist
also Symmetrieebene. So bildet z. B. ein ebener Spiegel eine rechtec Hand in
einc linke ab; man kann aber niemals eine rechte und cine linke Hand zu kon-
gruenter Deckung bringen.

43. Sonderfille der Abbildung durch ebene Spiegel. Die Anwendung des
ebenen Spiegels im tédglichen Leben wie in der Wissenschaft ist vielfdltig; einige
Sonderfille seien hier noch kurz besprochen. Befindet sich ein leuchtender

Punkt zwischen zwei zu einander geneig-
ten ebenen Spicgeln, so gibt es cine end-
liche Anzahl Spicgelbilder des Punktes.
Ist in Abb.39 P der leuchtende Punkt
und als Ebene der Zeichnung, die durch
P senkrecht zur Schnittkante der beiden
Spiegel gelegte Ebene gewihlt, so sind
MS, und MS, die Schnittlinien dieser
Ebene mit den beiden Spiegeln. Das durch
den Spiegel MS, von P cntworfenc Bild
ist dann p,, p, wird von Spiegel M S, in
P, abgebildet usw.
Ganz analog gibt cs eine zweite Reihe
von Bildern, wenn man P durch MS, in
Abb. 39. Der in dem Winkelspiegel P, abbildet, P; durch MS; in P, usw.
Sy M S, befindliche leuchtende Punkt P goha1q eins der Bilder einer dieser Reihen
wird in 2 Reihen von Punkten abge- . . .
bildet, namlich P,, P,, P, ... und 10 den Scheitelraum von S,MS, fillt,
Dis bas Pa - - findet keine weitere Spiegelung statt; die
Anzahl der Spiegelbilder ist daher be-
schrinkt; simtliche Bilder liegen auf dem durch P gechenden Kreis um M. Ist
Slzﬁsz =1, SlﬂZ’Pz gund PMS, = vy, also ¢ +y =1, so gibt es, solange
79 einc ganze Zahl, ctwa m ist, stets (2m — 1) Spiegelbilder?). Ist dagegen
7/0 keine ganze Zahl, demnach n/$ = m + y/¥, worin m eine ganze Zahl
und y << & ist, so lassen sich folgende Unterfille unterscheiden: Ist

1. x> 9/2, so gibt es 2m 4 2 Spiegelbilder,

2. y=19/2, so gibt es 2m + 1 Spiegelbilder,

3. 3/2> 5 > ¢, so gibt cs 2m + 1 Spiegelbilder,
4. y >y < @, so gibt es 2m Spiegelbilder.

Wird ¢ = 0, d. h. die beiden Spiegel sind cinander parallel, so gibt es unendlich

1) A. Kunzek, Studien aus der hoheren Physik, S. 369ff. Wien 1856.
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viele Spicgelbilder; in Wirklichkeit werden die Bilder immer lichtschwacher
und wiirden von einem gewissen Bilde ab nicht mehr erkennbar sein. In Abb. 40
ist die Anordnung zweier paralleler Planspiegel S;S] und S,S} gezeichnet, zwi-
schen denen sich der leuchtende Punkt P
befindet, der nebst seinen Spiegelbildern
P,P",P”... und ¢, p",p" --- vom Auge 4
betrachtet wird.
Zwei Spiegel in den eben besprochenen
Anordnungen heiBen Winkelspiegel; oft
kann ihr Winkel ¢ zu Messungszwecken ge-
andert werden (Spiegclsextant). Ein im
Hauptschnitt des Winkelspiegels, d. h. in der
zur Schnittlinie beider Spiegelebenen senk-
rechten Ebene, verlaufender Strahl erfihrt
nach Durchlaufung des Winkelspiegels eine
Ablenkung o, die sich aus Abb. 41 leicht
zu 0 = 29 ergibt. Darin sind S;S{und S, S}
die beiden Spicgel und RQ, der in den
Winkelspiegel eintretende, und Q, R’ der
den Winkelspiegel verlassende Strahl. Ver-
laBt der Strahl erst nach mehrmaliger
Spicgelung an dcr,l beiden Spl'egelflii?hen, Abb. 40. Von dem leuchtenden Punkt P
ctwa nach m-maliger, den Winkelspiegel, gelangen zu dem Punkt 4 (z. B. einem
so wird d =2md. betrachtenden Auge) — P und 4 licgen
Haufige Anwendung -als Winkelspiegel :;‘l';z‘f;fﬂsi"i:b:;;eﬂg ?,1 lfxili(llaﬂg}eg,m-
finden in optischen Werkzeugen dic Spleggl- gespiegeltepséahlcn,ldile von do Bild-
prismen, bei dencn, je nachdem die Ein- punkten p/, p”, p” ... und P’, P”,
und Austrittsfliche senkrecht durchsetzt ~— P ... herzukommen scheinen.
werden oder nicht, die Wirkung des Winkel-
spiegels allein in Erscheinung tritt oder noch die Wirkung brechender Flichen
hinzukommt. Ein Beispiel cines Spicgelprismas, bei dem ¢ = 0 ist, der Strahl
durch dic Spiegelung also keine Ablenkung, sondern nur cinc Versetzung er-
leidet, ist das rhombische Prisma in Abb. 42.
Oft benutzt wird
auch der  cbene
Spiegel in drehbarer
Anordnung,  wobei
von dem aus Ab-
bildung 43 unmittel-
bar abzulesenden

Satzc Gebrauch ge- Abb. 41. In den von den Planspicgeln S; S| und S, S} gebildeten
macht wird: Dreht Ll ol mit dem Winkel § trite dor Strahl RO, and verlagt
sich ein ebener Spic-  jach Spiegelung an S, S, und S,S] den Winkelspiogel als Q, R,
gel um eine zur Ein-  Die Richtungen RQ, und @, R’ schlieBen den Winkel 29 ein.
fallsebenc senkrechte

Achse um den Winkel «, so dreht sich der gespiegelte Strahl um den Winkel 2«.
Die Ebene der Zeichnung, in der der Lichtstrahl RQ R’ bzw. R Q R" verlauft,
ist senkrecht zur Drehungsachse angenommen. QN und Q N’ sind die Spiegel-
normalen im Einfallspunkt Q, der mit dem Schnitt durch dic Drehungsachse
zusammenfallt. Dieser Satz wird z. B. benutzt bei der bekannten Spiegel-
anordnung nach GAUSs-POGGENDORF, dic zur Ablesung von kleinen Drehungs-
winkeln dient.

5*
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Im Prinzip?) dhnlich ist auch der optische Ausgleich der kontinuierlichen
Filmbewegung im Kinematographen durch einen rotierenden Spiegelkranz. In
Abb. 44 ist eine solche Anordnung schematisch dargestellt. F ist eine prismatische
Linsentrommel, deren Seitenflichen von Planspiegeln gebildet werden. Der

P ™\

‘ R
Abb. 42. Der in das rhombische Prisma Abb. 43, Der in Q den Planspiegel S;S,
einfallende Strahl R verlaBt dieses nach treffende Strahl RQ wird nach R’reflek-
2 maliger Spiegelung in gleicher Richtung, tiert. Der um den WinkelxindieLage S| S}
aber um die nicht spiegelnde Seitenlinge gedrehte Spiegel wirft nunmehr RQ nach
des Prismas versetzt. R”. QR’ und QR” bilden den Winkel 2.

Film bewegt sich mit gleichformiger Geschwindigkeit durch das Bildfenster
des kinematographischen Aufnahme- oder Wiedergabeapparates; durch die
Spiegel der stetig gedrehten Trommel F wird das wandernde Bild stationdr
gemacht. Cbzw. C’ sind der obere

bzw. unterc Rand des Tilm-

O _ fensters. E ist das Objektiv, G der
dem Film zugekchrte Hauptpunkt,

D die Mitte eines Filmbildes, das
I sich in der Zeichnung gerade in
£ der Stellung befindet, daB D von

0 ﬂ der optischen Achse des Objektivs

G E getroffen wird. Der Querschnitt
[ Ic’ der Trommel ist ein regelmaBiges

F Vicleck. Bei der Bewegung des
v TFilmes und der Trommel tritt

stets je ein TFilmbild und ein
\\ Trommelspiegel mitcinander in
cine Wechselbeziehung, um immer

Abb. 44. Lauft der Film durch das Fenster Cc/  von der nichsten Bild-Spiegel-
mit gleichférmiger Geschwindigkeit, so wird sein konﬁguration abgelést zu werden.

von dem Objektiv E entworfenes wanderndes ; i ic
Bild dadurch ,,stationir gemacht, da8 das vom Bezcichnet man G D mit f und die

Film kommende Licht nach Durchschreitung des halbe‘Bildhbhe mit /= D C=DC',
Objektivs E an einem Seitenspiegel der sich dre- so sei der Bildhohenwinkel w ge-

henden prismatischen Trommel F gespiegelt wird. geben durch tangw = hlf. Bewegt

Die Drchgeschwindigkeit laBt sich so wahlen, ; : ;

daB die Wanderung des Bildes des Filmes ge- sich ein Punkt des ‘Fllmes vom
rade ausgeglichen wird. oberen Fensterrand bis zum unte-

ren, d. h. um zwei Bildh6hen
durch das Filmfenster hindurch, so darf sich (die Verschiebung des Spiegels
wird auBer Betracht gelassen) nach dem eben besprochenen Satz der Spiegel
nur um den Winkel w drehen. w ist demnach gleich dem Zentriwinkel des Viel-
ecks. Die Anzahl z der Spiegel ergibt sich also zu z = 360°/w.

1) H. LP;HMANN, Uber neue kinematographische Theorien und Apparate. Photogr.
Korresp. 1916, S. 2711f.
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f) Der Hauptstrahl des engen Biindels hat endliche Neigung gegen die
optische Achse.

Wir greifen zuriick auf die Beziehungen (6) und (7) in 28, die die sagittale bzw.
tangentiale Schnittweite liefern fiir ein enges Strahlenbiindel (Elementarbiindel),
das von einem auf dem Hauptstrahl des Biindels gelegenen Dingpunkt ausgeht.
Als Hauptstrahl konnte ein beliebiger Strahl gewidhlt sein, der die Achse eines
zentrierten Systems schneiden oder auch windschief zu ihr sein mag. Im Regelfall,
und auf ihn wollen wir uns hier im wesentlichen beschrinken, schneidet der
Hauptstrahl, im allgemecinen endlich gegen die Achse geneigt, diese selbst und
tritt z. B. durch die Mitte der Eintrittspupille, die in der an spiterer Stelle zu
behandelnden Strahlenbegrenzung?) eine wichtige Rolle spielt, in das optische
System ein. Die Verfolgung des Hauptstrahles bei seinem Verlaufe durch die
Flachenfolge hindurch bis zu seinem Eintritt in den Bildraum ist unter den ge-
machten Voraussetzungen ermoglicht durch die Beziehungen (1) bis (12) in
Ziff. 51.

Wir nehmen den Hauptstrahl hier als mit allen scinen Bestimmungsstiicken
und scinen Bezichungen zu den etwaigen spiegelnden und brechenden Flichen
bekannt an. Die durch die tangentialen bzw. sagittalen Schnittweiten auf den
Hauptstrahl festgelegten Stellen besonderer Strahlenzusammendrdngung des
Elementarbiindels betrachten wir hier als sagittale bzw. tangentiale Bildpunkte,
ohne weiter darauf einzugehen, inwieweit diese singuldren Stellen im un-
endlich engen Strahlenbiindel cinen solchen Namen eigentlich verdienen.

44. Analytische und graphischeAufsuchung des sagittalen bzw.tangentialen
Bildpunktes bei einer brechenden Flache. Will man die bildseitige sagittale
bzw. tangentiale Schnittweite direkt bestimmen, so schreibt man zweckmiBig
(6) und (7) in Ziff. 28 in der Form

— L, ST (1)
T (w'cost’ — ncosi)S + nry
und
T Trn’ cos®e 2)

~ (wcos?’ — ncost) T + nrcosts

Es bedcuten, um es an dieser Stelle noch einmal festzulegen, hierin S bzw. T
die sagittale bzw. tangentiale Schnittweite vor der Brechung, wobeiim allgemeinen
S = T ist, wenn der Raum vor der Brechung der urspriingliche Dingraum ist,
7 den Kriimmungsradius der brechenden Kugelfliche, » die Brechungszahl des
Mediums vor der Kugelfliche, »’ die Brechungszahl des Mediums hinter dicser
Flache, ¢ den Winkel, den der Hauptstrahl mit der zugehérigen Flachennormale
vor der Brechung bildet, " den entsprechenden Brechungswinkel nach der Bre-
chung und S’ bzw. T’ dic Schnittweite des sagittalen bzw. tangentialen Bild-
punktes nach der Brechung.

Es crfahren, wie man aus (1) und (2) ersicht, die S und S’ bzw. die T und 7"
durch diese Gleichungen einc kollineare Zuordnung.

Die zunichst nur fiir die rechnerische Ermittlung der sagittalen und tan-
gentialen Bildpunkte hergeleiteten Ausdriicke (1) und (2) geben auch gleich-
zeitig einen Hinweis fiir deren zeichnerische Auffindung. Denn man sieht aus
ihnen, daB fiir S = 0 auch S’ = 0 bzw. fiir T = 0 auch T’ = 0 wird, d. h. also,
daB die durch (1) bzw. (2) gegebenen Punktreihen sagittaler bzw. tangentialer
Ding- und Bildpunkte perspektiv zuecinander liegen; denn im Schnittpunkt
der beiden Punktreihentrdger (des an der Fliche ein- und austretenden Haupt-
strahls) fallen einander entsprechende Punkte je einer Reihe zusammen. Man

1) Siehe O.EpPENSTEIN, Kap.1 €) S. 168.
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hat also nur dic Perspektivititszentren aufzusuchen, um zu irgendeinem Punkte
auf dem einfallenden Hauptstrahl den entsprechenden Punkt auf dem gebrochenen
Strahl zu finden.

Besonders einfach bestimmbar ist das Perspektivititszentrum fir die
sagittalen Punktreihen; es ist nimlich der Kriimmungsmittelpunkt der brechenden
Kugelfliache. Ist dann zu dem cinfallenden Hauptstrahl RQ der gebrochene Q R’
nach Konstruktion (s. Abb. 64) gefunden, so bestimmt sich zu dem Punkte Pg
auf dem einfallenden Hauptstrahl RQ der sagittale Bildpunkt Pg auf dem ge-
brochenen Hauptstrahl Q R’ als Schnitt von Q R’ mit PsM, wobei M der Mittel-
punkt der brechenden Kugel
ist (vgl. Abb. 45). DaB das
richtig ist, sieht man leicht
ein, wenn man bedenkt, daQ3
samtliche von Pg ausgehende
Strahlen, die die Kugel in
Punkten des durch den Kugel-
winkel ¢ bestimmten Parallel-

- - /
Abb. 45. Der einfallende Strahl R Q- trifft die bre- krelbes. tTCfan' dur.Ch P'S
chende Kugelflache mit dem Mittelpunkt M in Q und ~ gchen; es werden dies also
wird dort in die Lage QR’ gebrochen. Dem Ding- auch die Strahlen tun, die
punkt Py entspricht P, der Schnitt von QR’ und von Pg ausgehen und jenen
PsM, als sagittaler Bildpunkt. Parallelkreis in @ unendlich
benachbarten Punkten treffen.
Da dies unendlich kleinc Parallelkreisstiickchen senkrecht auf der Meridian-
cbene, der Brechungscbene des Hauptstrahls, steht, sind die eben beschric-
benen, von Pg ausgchenden Strahlen, tatsdchlich Strahlen des sagittalen
,,Strahlenfiachers‘
und Py ist in der
Tat der sagittale Bild-

punkt von Pg.

Die Auffindung
des Perspektivitits-
zentrums fur die tan-
gentiale Ding- und

Abb. 46. Der einfallende Strahl RQ trifft die brechende Kugel- Blldpunkt'relhe Ist
flache F mit dem Mittelpunkt 3/ in Q und wird dort in die “eniger einfach (vgl.
Lage QR gebrochen. Die Verbindungslinic der FuBpunkte L und ~ Abb. 406).  Zunéchst
L’ der Lote von M auf den einfallenden und gebrochenen wird wieder die Be-
St S Yo ey sy e smmung des i
- , dem rspe i
der tangentialen Ding- und Biltdpunktreiehe.pLDgn aD?leeg;urrllll?; fallenden und  ge-
P, entspricht P}, der Schnitt von QR’ und P,3I,, als tangen- brochenen  Strahles
tialer Bildpunkt. nach Konstruktion
(s. Abb. 64) voraus-
gesetzt. Fillt man dann vom Kugelmittelpunkt auf den einfallenden Strahl
R Q das Lot M L und auf den gebrochenen Strahl Q R' das Lot M L', so ist M,,
der Schnitt von L L’ mit M P das Perspektivititszentrum der tangentialen
Punktrecihen. Es bestimmt sich z.B. zu dem Punkte P, auf dem ein-
fallenden Hauptstrahl RQ der tangentiale Bildpunkt P; auf dem gebrochenen
Hauptstrahl Q R” als Schnitt von QR mit P,M,.
Der Beweis dafiir, dafl A, wirklich das gewiinschte Perspektivititszentrum
der beiden tangentialen Punktreihen ist, 148t sich so erbringen. Pund P’ miissen als
aplanatische Punkte (vgl. Ziff. 55) auch durch tangentiale enge Biischel ineinander
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abgebildet werden, also auch als tangentialer Ding- bzw. Bildpunkt betrachtet
werden konnen, demnach mufl ihre Verbindungslinie durch das Perspektivitits-
zentrum gehen. Betrachtet man andererseits L als tangentialen Dingpunkt,
so liest man, wenn Q L = T, gesetzt wird, aus der Abb. 46 T, = 7 cosz ab. Be-
zeichnet man dic zu 7, als tangentialer Dingschnittweite zugehoérige tangentiale
Bildschnittweite mit 77, so folgt aus (2) 77 = r-cosi’. Es ist also, wie man
sich an Hand der Abbildung leicht iiberzeugt, 7; = Q L', und demnach ist L’
der tangentiale Bildpunkt zu dem Dingpunkt L; die Verbindunglinie der Punkte
L und L’ geht infolgedessen auch durch das Perspektivitdtszentrum; der Schnitt
der Geraden PP’ und L L', das ist M,, ist Perspektivititszentrum der beiden
tangentialen Punktreihen, namlich der durch T gegebenen Dingpunktreihen
und der durch T’ gegebenen Bildpunktreihen.

Wie sich also durch (1) und (2) die rechnerische Ermittlung eines sagittalen
bzw. tangentialen Bildpunktes zu irgendeinem Dingpunkte fiir eine brechende
Fldche bewerkstelligen 14Bt, wenn der Hauptstrahl bekannt ist, so 14Bt sich das
gleiche zcichnerisch mit Hilfe der beiden Perspektivitdtszentren M bzw. M,
durchfiithren.

Auf cinige MaBbezichungen, deren Kenntnis bei Benutzung des Zeichen-
verfahrens mitunter niitzlich sein kann, sei hier noch hingewiesen. L'M, steht
senkrecht M P; der Abstand ! der beiden Perspektivitdtszentren ist

MM,=1=rsinisin?’ (3)
und weiter ist
Apr_ MM,sin(@+1)  sin¢sine’sin (i + 7)
tang MQ M = v+ MM,cos(i + ) 14 sinisins’ cos(i +7/)° “)

Dieser Winkel hdngt also nicht von der Kriimmung der Kugelfliche, sondern
nur vom Einfalls- und Brechungswinkel des Hauptstrahls ab.

Zur Bestimmung der Abszissen auf dem Hauptstrahl der ding- oder bild-
seitigen sagittalen bzw. tangentialen Brennpunkte Fg oder F§ bzw. F, oder Fj,
die dadurch definicrt seien, dafB3 sie je dem unendlich fernen Punkte der bild-
oder dingseitigen sagittalen bzw. tangentialen Punktreihe perspektiv zugeordnet
scin sollen, setzt man der Reihe nach S"=o00, S =00, T"=00 und T =

und crhilt aus (1) bzw. (2):
ny

QFs= Sp=— W cost — ncost ’ ©)
QFs= Sp = ;@p’n—y%ss? ©
Q= Tp=— ;chzzc_o—“?&g (@
OF) = Tjp — —_1reosy (®)

n/cost’ — n - CoSt

Unter Verwendung dieser Werte 148t sich (1) und (2) in der eleganten Form
schreiben:

S, Sp
< T TS“ =1, (1a)
T/ + (2 8.)

so daB also dic zwischen S und S” bzw. T und T’ bestehende Abhingigkeit durch
einc gleichseitige Hyperbel ausgedriickt ist, wenn man S und S’ bzw. T und 7"
als Koordinaten cines ebenen rechtwinkligen Koordinatenkreuzes deutet.
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Auf den Sonderfall der brechenden Ebene sei noch kurz eingegangen; es

wird dann 7 = oo, also

n/
S’ —_ Z' . S
und
, n  cos??’
T'= i’ T

)

(10)

Die dingseitigen sagittalen bzw. tangentialen Schnittweiten sind zu den
entsprechenden bildseitigen Schnittweiten proportional; die sagittalen bzw.
tangentialen Ding- und Bildpunkte bilden 4hnliche Punktreihen.

Abb. 47. Der in Q auf die brechende Ebene I treffende
Strahl R¢) wird in die Lage QR’ gebrochen. Den Ding-
punkten P;g, P,g, Pgg ... auf RQ entsprechen als
sagittale Bildpunkte die Punkte Pjg, Pjs, P}g... auf
QR’, dic sich als Schnitte von QR’ mit den beziiglichen
Loten durch P54, P,g, Pgg ... auf F bestimmen.

mit den Loten P,5L,, PygL,, P3sLs ...

Die zeichnerische Zu-
ordnung der sagittalen
Ding- und Bildpunkte er-
folgt durch die Normalen
der brechenden Ebenc. Be-
stimmt man z. B. den zu
dem einfallenden Haupt-
strahl RQ gehorigen ge-
brochenen Strahl Q R’ nach
(Abb. 65), so findet man,
wie in Abb. 47 zu sehen,
zu den Dingpunkten P, g,
P,g, Pys. .. die sagittalen
Bildpunkte Pig, P3s, Pis

als Schnitte des ge-
brochenen  Hauptstrahles

auf dic brechende Ebene F. Es

ist ndmlich nach Konstruktion QP’/QP = #'/»n und damit auch

OPi _QPis _ QPis_
QPIS QPZS QP3S
also wird in der Tat (9) erfiillt.

Abb. 48. Der in Q auf die brechende Ebene F treffende
Strahl RQ wird in die Lage QR’ gebrochen. Fallt man
von P, dem Schnitte von RQ mit Kreis k,, auf das
Einfallslot in Q die Senkrechte PL und weiter Lp | RQ
und fallt man von P’, dem Schnitte von QR’ mit Kreis
k,, auf das Einfallslot in Q dic Senkrechte P/L’ und
weiter L’p’ | QR’/, so geben dic beziiglichen Schnitte
der Parallelen zu pp’ durch die Punkte P,,, P,,, P3, ...
mit QR’ die tangentialen Bildpunkte P{,, Pj,, P, ...

Qp=0QP-cos?i,
n' -QP = nQ P ist, so folgt

und da

Zur zeichnerischen Be-
stimmung der tangentialen
Bildpunkte hat man (vgl.
Abb. 48), nachdem wieder
einfallender =~ Hauptstrahl
RQ und gebrochener RQ’
nach Abb. 65 als gefunden
angenommen wird, auf das
Einfallslot in Q die Lote
PL und P’'L’ zu fillen,
ferner L auf den einfallen-
den und L'p’ auf den ge-
brochenen Strahl. Es ent-
spricht dann p’dem Punkte
p als tangentialer Bild-
punkt. Es ist nimlich

Qp' = QP -cos?,
Qp _ w'-cos’t’
Qp  mn-costi’
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d. h. (10) ist in der Tat fiir Qp’ und Q erfiillt, also p’ tangentialer Bildpunkt
von p. Zu den Punkten P,,, P,;, Py, ... findet man nunmehr die tangentialen
Bildpunkte Pj,, Pj;, Pj; ..., da ja dhnliche Punktreihen vorliegen, als Schnitte
des gebrochenen Strahles mit den durch P, Py, Py, ... zu pp’ gezogenen
Parallelen.

45. Konvergenzverhiltnis und sagittale bzw. tangentiale Brennweite bei
einer brechenden Fliche. In Anlehnung an den bei Behandlung des Strahlen-
verlaufes der allgemeinen kollinecaren Abbildung geprigten Begriff des Kon-
vergenzverhdltnisses de-
finiert man auch hier bei
der Abbildung durch enge dg
Biindel, deren Tréager -
(Hauptstrahl) gegen dic
Achse eines aus zentrier-
ten Kugelflichen beste- Abb. 49. Der in Q auf cinc brechende Kugelfliche mit
henden Systems endliche céelrél, B'Ieitt)tzlc;;]t:enkt éW zreféende Sftra;ehcl) RQ1 wird inPdiekIt,a‘gPe

: : T n. von dem au elcgenen u
iglsgtggcgl \(’l())flwc‘liggci'l)lcl}:;g ausge%‘nende, im Sagittalschnitt verlatrfegde gund RQ t?cnachf

: barte Strahlen treffen die Kugelfliche in A und A’ und
alssagittales Konvergenz- laufen nach der Brechung zu dem zu P gehérigen sagit-

N

— 14 ——

verhiltnis talen Bildpunkt P5. do ist der Neigungswinkel von PgA
do’ gegen den Hauptstrahl RQ, und d¢’ ist der Neigungswinkel
s = _di , (11) von APg gegen den Hauptstrahl QR’.
o

als tangentiales Konvergenzverhiltnis
. ar
Ve= g (12)

Die dabei auftretenden Groflen o, ¢/, 7, 7 sind aus den Abb. 49 und 50
unmittelbar zu erschen. Aus Abb. 49 liest man ab

y , do’ S
QA =S-do="5-dd, also ys= . =7, (11a)

Abb. 50. Der in Q auf cinc brechende Kugelflache F mit dem Scheitel S und dem Mittel-
punkt M treffende Strahl RQ wird in die Lage QR’ gebrochen. Der zu dem auf RQ ge-
legenen Punkte P, gchorige tangentiale Bildpunkt P/ ist der Schnitt von QR’ mit der
Verbindungslinie von P, und dem Perspektivitatszentrum M,. P,Q, liegt im Meridian-
schnitt, schlieBt mit RQ den klcinen Winkel dz ein und geht nach der Brechung in Q,
durch P;, mit QR’ den Winkel d7’ cinschlieBend. QL bzw. QL’ sind die Lote von Q

auf P,Q, bzw. Q,P,. Esist SNIQ=¢, QMQ,=dq, RON =i, MOR =7

aus Abb. 50 folgt QQ, =7-dg, QL = QQ,-cosi und Q L' = QQ,- cos:’ bis auf
kleine GroBen erster Ordnung genau oder auch: Tdt = rdep cosi und T'd7’
=7-d¢g-cost’. Es wird demnach

a7 _ T-cost’

"= g¢ T T cosi” (122)
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Definieren wir weiter als sagittale bzw. tangentiale Brennweite den Quotienten
aus dem Abstand eines dem einfallenden Hauptstrahl unendlich benachbarten
und zu ihm parallel im Sagittal- bzw. Tangentialschnitt laufenden Strahles
dividiert durch die trigonometrische Tangente des Winkels, unter welchen
der parallel einfallende Strahl nach der Brechung den gebrochenen Hauptstrahl
schneidet, so iiberzeugt man sich leicht, daB, wie im paraxialen Abbildungs-
bereich, die sagittalen Brennweiten einer brechenden Fliche gleich den ent-
sprechenden Schnittweiten sind. Bezeichnet man die dingseitige Brennweite
mit fg, die bildseitige mit fg5, so wird nach (5) und (6):

fs= o nev . 7. sin?’ (5a)
ST T wcosi’ —mcosi  sin(i—7)’
n-r 7 - sint
’
(== g o = - . a
Is n’ - cost’ — 1 cost (6a)

sin (i — )

Zur Ableitung der tangentialen
Brennweite f; = h,/d7’ wird Abb. 51
benutzt, die aus Abb. 50 fiir dz =
hervorgeht. Es ist wieder
QL=0QQ, cosi =v-dg-cost,

de="" dg - cos?’

ds /_»ﬁl

R
also
v COST
fi=1 0,
cosi
und weiter, da hier 77"=Q I} ist,
mit Benutzung von (8):

Abb. 51. Sonderfall der Abb. 50 fiir d7 — 0.

n’ v cost’ cost

P = 8
= . . a
fi 1’ cos?’ — n cosi (8a)
Ebcnso findet man die dingseitige tangentiale Brennweite
7 ¥ Ccost cost’
- — R a
fi 1 cost’ — n cost (7a)

Wic man sieht, besteht auch fiir die sagittalen bzw. tangentialen Brennweiten
einer brechenden Flache das bei der allgemeinen kollinearen Abbildung gefundene
Verhiltnis:

f
7
1
fs

"
n
n’
n

46. Ermittlung des sagittalen bzw. tangentialen Bildpunktes und der
sagittalen bezw. tangentialen Brennweite bei einer vielflichigen sphirischen
zentrierten Folge. Hat man nun nicht nur eine brechende Kugelfliche, sondern
deren cine Mehrzahl, und licgen dic Mittelpunkte dieser Kugelflichen alle auf
ciner Geraden, der Achse der Flichenfolge, so hat man fiir dic rechnerische
Ermittlung des sagittalen bzw. tangentialen Bildpunktes zu cinem auf dem
dingseitigen, die Achse schneidenden Hauptstrahle gelegenen Dingpunkte die
Beziehungen (1) bzw. (2) nacheinander Fliche fiir Fliche anzuwenden, nachdem
vorher der Verlauf des stets in einem und demselben Meridianschnitt liegenden
Hauptstrahles mit Hilfe der ebenfalls sukzessive Flache fiir Fliche anzuwendenden
Formeln (1) bis (12) in Ziff. 51 festgelegt ist. Dabei bleibt auch dic
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Meridianebene, in der die tangentialen Elementarbiischel liegen, immer die
gleiche. Sie ist ndmlich mit der Brechungsebene des Hauptstrahles identisch.
Die Ebene des engen sagittalen Strahlenfichers wechselt dagegen von Flache
zu Flache, jedoch immer derart eindeutig festgelegt, daB sie durch den jeweiligen
Hauptstrahlteil geht und auf seiner Meridianebene senkrecht steht. Nimmt man
z. B. an, daB3 das optische System aus % zentrierten Kugelflaichen besteht und
daB durch S, bzw. T, die sagittale bzw. tangentiale Schnittweite vor der Bre-
chung an der »-ten Fliche bezeichnet wird, durch S; bzw. T, die beziiglichen
Schnittweiten nach der Brechung an dieser Flache, so kann man, wenn als Ding-
punkt im ersten Medium der unendlich ferne Punkt des in das System einfallenden
Hauptstrahles gewdhlt ist, durch Bestimmung simtlicher S, und S, bzw. T,
und T, schlieBlich S} bzw. T} finden, d.h. die Schnittweite des sagittalen bzw.
tangentialen Brennpunktes auf dem Hauptstrahle im Bildraum.
Ganz analog wie die Brennweite des Paraxialraumes findet man als sagittale
Bildbrennweite fs nach der Definition fg = h,s/d o},
. S-Si...S;
/S = '5?—5-3—3; . (6 b)
Zur Bestimmung der tangentialen Bildbrennweite /i greifen wir auf
QL =QQ,-cosiund QL' = Q Q,cos?’ in Ziff. 45 zuriick, woraus folgt,daBQ L /Q L’
= cosi/cosi’ ist, oder allgemein h,/h,, = cosi,/cosi,. Beriicksichtigt man
weiter /i, _q) ¢/t 1 = ly/t., so wird aus der Definitionsgleichung f;= h,,/d 1},
schliefllich
/= CoS?; COS¥  COSix 4 ot ty

cosi 4 B G B . (8b)

" cost/ cost} cos} ly Iy t

f — e

Will man die auf dem Hauptstrahl gelegenen Brennpunkte und die Brennweiten
im Dingraume finden, so kénnte man je einen zum bildseitigen Hauptstrahl

Abb. 52. Der Hauptstrahl R Q, trifft in Q, auf eine bikonvexe Linse, wird in die Lage

‘0, Q, gebrochen und erhilt nach Brechung in Q, die Lage Q, R/. Durch wiederholte An-

wendung der in Ziff. 44 erliuterten Zeichenverfahren lassen sich zu dem auf R Q, gelegenen

Dingpunkt P’P/, und I’, als sagittaler bzw. tangentialer Bildpunkt von P, entworfen
durch diec Linse, bestimmen.

parallclen und benachbarten Strahl im sagittalen bzw. tangentialen Schnitt
in umgekehrter Richtung durch die ganze Flachenfolge hindurch verfolgen.

Einfacher ist die Bercchnung der dingseitigen Brennweiten, nachdem die
bildscitigen bestimmt sind, wenn man die auch fiir ein System von beliebig
viclen Fliachen geltenden Beziehungen

s _ 1 _
fs f
benutzt, in dencn o die Anzahl der spiegelnden Flichen angibt.

Dic zeichnerische Bestimmung des sagittalen bzw. tangentialen Bildpunktes
erfolgt durch dic an jeder Fliche wiederholte Anwendung der in den Abb. 45
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und 47 bzw. 46 und 48 dargestellten Verfahren. Fiir eine bikonvexe Linse ist
das in Abb. 52 gezeigt.

47. Astigmatismus und Bildfeldw6lbung. Aus allen unseren Ableitungen
geht also das Folgende hervor: Wird ein in endlicher Entfernung von der
Achse einer zentrierten Kugelflichenfolge gelegener Dingpunkt vermittelst eines
unendlich engen Strahlenbiindels abgebildet, so lassen sich im allgemeinen im
Bildraum zwei Stellen besondcrer Strahlenvereinigung finden, die man sagit-
talen und tangentialen Bild-

Oingebene .
57| L \ Goubische fiidesene  PUNKtnennt. Die Entfernung
i /\ \ sagitale Gildschale  zwischen diesen beiden Punk-
2) | derse ten bezcichnet man als
\ v / Astigmatismus.
11 . .
;a;;ymw/e g Denkt man sich z. B. die
' i1dschale . :
s Punkte einer achsensenk-
Dingetene rechten Ebene durch cnge

i rangentiale \, ' . .
i stehender Abb. 53 ist dieser

Bildschale \,
b) “/ Achse Vorgang gezeigt; als abbil-

dendes System ist eine bi-

: /L\ sag/#a/eu,\;&'ou(]x&cﬁeﬁi/deéeﬂe Biindel abgebildet (in bei-
v konvexe Sammellinse L ge-

Dingebere L sagitt u tangent. Bild- zeichnet; nat?irlich ist 'das
schale u.GouBische nur schematisch gemeint;

Graesene denn der Abbild organ
o ke enn der ildungsvorgang

. v c) z. B. 1a63t sich durch cine
| einfache Sammellinse iiber-
Abb. 53. Schematische Darstellung der reellen Ab- haupﬁ mc}.lt Vererkllchen),
bildung einer endlich ausgedchnten, achsensenkrechten SO Wird die Abbildung der
Dingebene durch das optische System L. a) Die Ding- Punkte der Dingcbene cinen
ebene wird in 2 Bildschalen abgebildet, namlich in mit dem Abstand dieser
inc sagittal i a iale. ie ! i
Zlcrclisbegnzt?sct furgidvcc:rl;l CA';:inggr:lZ:isn?us,bc)lals)lgilz}:ell)clll daubrzf' Punkte von"dcr Achse WCCh.—
gekrimmt. c) Das Bild der Ebene ist anastigmatisch sclnden, gréBeren oder klei-
gecbnet. neren Astigmatismus zcigen.
Fir den Schnittpunkt der
Dingebenc mit der Achse oder auch fiir solche Dingpunkte, deren Abstand
von der Achse unendlich klein ist (d. h. also fiir einc Abbildung des
Paraxialraumes, da ja hier die Offnung der abbildenden Biindel als unendlich
eng vorausgesetzt ist) verschwindet der Astigmatismus; dem Dingpunkt ent-
spricht dann nur ein einziger Bildpunkt, ein ,,GAussscher** Bildpunkt. Analytisch
driickt sich dieser Tatbestand dadurch aus, daB fiir unendlich kleine Winkel %
bzw. ¢’ die Ausdriicke (1) und (2) nur um unendlich kleine GroBen hoherer Ord-
nung voncinander abweichen kénnen, wofern S = T ist.

Werden nun in der hier angenommenen Weise simtliche Punkte der Ding-
ebene abgebildet, so besteht im Regelfall das Bild der Dingebene in zwei
Flichen, der sagittalen und tangentialen Bildschale. Diese Bildschalen sind
selbstverstandlich Drehungsflichen mit der optischen Achse als Drehungs-
achse und beriihren sich in ihren Rotationspolen (s. Abb. 53a).

Dort fallt ihre gemcinsame Tangentialebene mit der der Dingebene ent-
sprechenden Gaussschen Bildebene zusammen.

Die Bescitigung oder Verringerung des Astigmatismus auf nichtstérende
Betrige ist eine bei vielen optischen Anordnungen zu erfiillende For-
derung. So sind z. B. moderne Brillengliser (Menisken nach OSTWALT
oder WoLLAsTON) fiir ein Gesichtsfeld von etwa 60° so gut wie frei von
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Astigmatismus. Es fallen also bei ihnen die beiden Bildschalen fast zu-
sammen (vgl. Abb. 53b).

Hiufig kommt es aber vor, daB es mit dem Zusammenfallen der sagittalen und
tangentialen Bildschale noch nicht getan ist, sondern daB fiir diese eine bestimmte
Gestalt gefordert wird, z. B. eine solche, daB die beiden zusammenfallenden Bild-
schalen sich nicht nur im Schnitt mit der Achse, sondern méglichst fiir das ganze
benétigte Bildfeld der Gaussschen Bildebene anschmiegen. Es wird demnach
fiir die Abbildung nicht nur Beseitigung des Astigmatismus, d. h. gleiche Betrége
der sagittalen und tangentialen Bildfeldwélbung oder Bildkriimmung, worunter
man die Entfernung der sa-
gittalen bzw. tangentialen
Bildpunkte von der Gauss-

schen Bildebene versteht, c
verlangt, sondern noch wei- Goubische
ter, daB diesc gleichen Be- (Bildebene
trage moglichst nahe gleich ’x

A E :
Null sind, d. h. daB3 das ana- Z ] 7
stigmatische Bildfeld auch

geebnet ist (s. Abb. 53¢). Abb. 54. AQ ist ein im Bildraum einer A-flichigen

In besonderen Fillen Folge gelegener Hauptstrahl, der mit der optischen
kommen natiirlich als Ding  Achse den Winkel wf einschlieSt. Pjs und P}, sind
auch gekriimmte Flachen sagittaler bzw. tangentialer Bildpunkt eines Punktes,

_ der auf dem zu 4 Q gehorigen dingseitigen Haupt-
\TOE, Odcr. es werden ge strahl und auf jener achsensenkrechten Dingebene
krimmte Bildfelder verlangt.  jiegt, die bei idealer Abbildung in die Gausssche
Hier soll jedenfalls unter Bildebene I’C D abgebildet wiirde.

sagittaler und tangentialer

Bildkriimmung immer die Entfernung der sagittalen bzw. tangentialen Bild-

punkte von der Gaussschen Bildebene verstanden werden, wobei die konjugier-

ten Dingpunkte auf einer achsensenkrechten Dingebene angenommen sind.
Bezcichnen wir den Astigmatismus mit A und die sagittale bzw. tangentiale

Bildkriimmung mit K; bzw. K;, so wird, wenn wieder eine Folge von k-Flichen

vorliegt, nach unseren Festsetzungen in Anlehnung an obenstehende Abb. 54:

4=T,—S; (13)
K, = S} - cosup, — BP’ (14)
K, = T} - cosuj, — BP', (15)

Dabei sind in Abb. 54 AQ der gegen die Achse unter dem Winkel #’ geneigte,
die k-flichige Folge verlasscnde Hauptstrahl und Pj, bzw. P;, der sagittale
bzw. tangentiale Bildpunkt eines bestimmten Punktes des dingscitigen Haupt-
strahles; das von diesem Dingpunkt auf die Achse gefillte Lot trifft sie in einem
Punkt, dessen Gaussscher Bildpunkt P’ ist. QB ist die Austrittshéhe des Haupt-
strahles und S;B die zugehérige Pfeilhohe [vgl. Ziff. 51, (8), (9)].

48. Abhiangigkeit des Astigmatismus und der Bildfeldwolbung von der Ding-
weite. Die Ausdriicke 4, K, und K, sind natiirlich nicht nur verschieden fiir
die verschiedenen Hauptstrahlen einer optischen Fliachenfolge, sondern auch
von der Lage des Dingpunktes auf einem bestimmten Hauptstrahl abhingig.
Die Untersuchung dieser Abhingigkeit des Astigmatismus und der Bildkriimmung
von der Dingweite 148t sich leicht und tibersichtlich im Anschlu an einen Auf-
satz!) des Verfassers durchfithren. Greift man wieder auf (1) bzw. (2) zuriick,
so ist die zwischen S und S’ bzw. T und 7" bestehende Zuordnung eineindeutig,

1) W. MerTE, ZS. f. Phys. Bd. 2, S.174. 1920.
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solange die Determinante der Substitution nicht verschwindet. Es 1iBt sich
zeigen,’ daB3 in physikalisch zu verwirklichenden Féllen diese Determinante
fiir die Zuordnung (1) der sagittalen Schnittweiten stets von Null verschieden
ist; die Zuordnung der tangentialen Schnittweiten, vermittelt durch (2), dagegen
ist nicht mehr eineindeutig, wenn cos? oder cos¢’ verschwindet, d. h. bei streifen-
dem Ein- oder Austritt des Hauptstrahles. SchlieBt man diesen Grenzfall von
der Betrachtung ausdriicklich aus, so erkennt man also, daB fiir jedes viel-
flichige optische System auf Grund der Gruppeneigenschaft der linearen Sub-
stitution die durch S; bzw. T, auf den in das System cintretenden Hauptstrahl
definierten Dingpunktreihen projektiv zu den sagittalen bzw. tangentialen Bild-
punktreihen sind, die durch S} bzw. T} bestimmt sein mogen, wobei also % die
Anzahl der Flachen des optischen Systems angibt.

Schematisch ist dieser Sachverhalt in untenstehender Abb. 55 gezeigt.
A B ist die Achse eines zentrierten sphérischen, k-flichigen Linsensystems, aus

O 5 A
4 liﬂ;//?/i/ 0\ 8
2 EF K:, A 7 /—"] £
i 0
7 k

Abb. 55. Der auf dem Hauptstrahl P, Q; und der achsensenkrechten Ebene P’E ge-

legene Punkt P wird durch enge Biindel in den sagittalen Bildpunkt P} und in den

tangentialen Bildpunkt P/ abgebildet. P’E’ ist das Gausssche Bild von PE. Zur weiteren
Erlauterung der Abb. 55 siehe Text.

dessen Front- bzw. Riickfliche durch dic Brechungsebene des die Achse schneiden-
den Hauptstrahles P,Q, P;.Q; die Kreisstiicke 1 bzw. & ausgeschnitten werden;
14, ist der Neigungswinkel des eintretenden Hauptstrahles P,Q, gegen die Achse
und #4 der cntsprechende Winkel des austretenden Strahles PipQ;. F ist der
dingseitige, F’ der bildseitige Gausssche Brennpunkt der Gesamtflichenfolge.
F; bzw. F, ist der dingscitige sagittale bzw. tangentiale, F; und F; der bild-
scitige sagittale bzw. tangentiale Brennpunkt fiir den Hauptstrahl P,Q, PrQ;.
Dic Punkte P des Hauptstrahles P;(Q, gelten als Dingpunktreihen und seien frei
von Astigmatismus; durch Pj bzw. P; werden dic entsprechenden sagittalen
bzw. tangentialen Bildpunkte auf Pj(Q; bezeichnet. Dann ist also der Punkt-
reihe P, deren Punkte durch die Schnittweiten Q, P = S; = T, festgelegt sind,
die Punktreihe P; bzw. P; projektiv zugeordnet, und zwar sind die Punkte Pg
durch die Schnittweiten Q P; = Sj und die Punkte P; durch die Schnittweiten
Qp Py = T} bestimmt. Es cntspricht F, der unendlich ferne Punkt der Reihe
P}, F, der unendliche ferne Punkt der Reihe P}, und umgekehrt entspricht F}
bzw. F; der unendlich ferne Punkt der Reihe P.

Sind S; bzw. S} die Schnittweiten des ding- bzw. bildseitigen sagittalen
Brennpunktes und 7 bzw. T} dic analogen Werte der tangentialen Brennpunkte,
so kann man sctzen

(S; — Sp) - (St — S)) = const = — g (16}
und
(T, — T)- (T} — T)) = const = — /i, (17)
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woraus sich nach einfacher Zwischenrechnung unter Benutzung der Gaussschen
Brennweite f des Gesamtsystems und des AbbildungsmaBstabes 1/m, der an Hand
der Abb. 55 durch FE = — m- f definiert sei, und Einfithrung des Wertes
0 = G, F crgibt: :

f2.cosu 4 S, S;-cosu — S 6

m - Sy + 7
Sk = S,cosu — o " (18)
=7 ; —4+m
" T’+ﬁcosu+T’f'T,-cosu—T’,-é
c Ly
/
’ -
T = T, cosu — & (19)
e + m

Damit sind S}, und T} in ihrer Abhédngigkeit von # und damit auch von der
jewciligen Lage des Punktes P bestimmt.

Dic zwischen S} und m bzw. T}, und m bestehenden Beziehungen sind dar-
stellbar durch gleichseitige Hyperbeln, deren Asymptoten parallel zu den recht-
winkligen Koordinatenachsen # und Sj, bzw. m und T laufen. Mit Hilfe dieser
beiden Hyperbeln 148t sich analytisch zeigen, daB sich auf jedem Hauptstrahl
im allgemeinen zwei Dingpunkte auffinden lassen, deren Bilder anastigmatisch
sind, fiir die also S = T wird. Gibt es mehr als zwei Dingpunkte, die anastig-
matisch abgebildet werden, so sind die Bilder aller Dingpunkte anastigmatisch.
Ein solcher Fall liegt vor, wenn der Hauptstrahl alle Flichen des Systems senk-
recht trifft, d. h. bei unserer Voraussetzung zentrierter Kugeclflichen mit der
Achse zusammenfillt.

Auch ohne Rechnung ist der angegebene Sachverhalt ohne weiteres ein-
lecuchtend. Da die Punktreihen P; bzw. Pj cin und dersclben Punktreihe P
projektiv zugeordnet sind, so sind sic auch unter sich projektiv. Weil ferner
in zwei projektiven Punktreihen auf ein und derselben Geraden, in unserem Falle
auf dem austretenden Hauptstrahle, es zwei und nur zwei sich selbst entsprechende
Punkte geben kann, wofern nicht alle zusammenfallen, so folgt, daB es zwei
und nur zwei Dingpunkte auf einem Hauptstrahl gibt, die anastigmatisch ab-
gebildet werden. Sind die beiden zusammenfallenden Punkte der beiden Punkt-
rcihen Pg und Pj reell, so heiflt dic projektive Zuordnung dicser Punktreihen
bekanntlich hyperbolisch, sind sic imagindr, so heillt sic elliptisch, und fallen
sic zusammen, so heiBt sie parabolisch.

Nach (13) berechnet sich als Astigmatismus:

Them+ A4, Spem 4 A,

A= Tk — Sk—': —’n'+ B, - m+ B, (20)

worin die Bedeutung der Abkiirzungen A4;, 4,, B; und B, aus (18) und (19)
unmittelbar klar wird.

Dic zwischen 4 und m bestchenden Bezichungen sind also darstellbar
durch cine Kurve dritten Grades. Es ldBt sich demnach fiir jedes beliebige ,
d. h. fir jede beliebige Lage des Dingpunktes P aus (20) der Astigmatismus A4
bestimmen, ecs ist also damit seine Abhédngigkeit von der Dingweite festgelegt.
Durch die Diskussion der in (20) gegebenen Kurve dritten Grades ist eine genaue
Untersuchung dieser Abhingigkeit moglich.

In ganz dhnlicher Weise 146t sich auch die Abhéngigkeit der Bildkriimmungen
von der Dingweite ermitteln. Analog dem obigen Satz tiber Anastigmasie lassen
sich folgende Ergebnissc finden: Es gibt auf jedem Hauptstrahl zwei Dingpunkte,
deren sagittale Bildpunkte in dic zugehorigen Gaussschen Bildebenen fallen.
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Gibt es deren mehr, so fallen simtliche sagittalen Bildpunkte in die zugehérigen
Gaussschen Bildebenen. Ein entsprechender Satz gilt selbstverstdndlich auch
fiir die tangentialen Bildpunkte.

Ein einfaches Zahlenbeispiel fiir die Abhangigkeit des Astigmatismus von
der Dingweite mag zeigen, wie sich auch rechnerisch leicht mit Hilfe der ab-
geleiteten Formeln ein Uberblick iiber diese Abhingigkeit gewinnen laBt. Als
Flachenfolge sei eine gleichschenklige bikonvexe Linse der Brechungszahl 1,5,
der Dicke 10 mm, der Kriimmungsradien 7, = —#, = 98,3 mm gegeben; auf
sie falle ein Hauptstrahl, der die Achse 25 mm vor dem vorderen Linsenscheitel
trifft, und mit ihr einen Winkel von 20° einschlie3t. Dann wird mit der Genauig-
keit, die fiinfstellige Logarithmen geben, in mm

, _ 93,184 m + 95,930 -
Se== + 0,09303 und Is=

oder in graphischer Darstellung in Abb. 56 und 57.

87,832m + 89,858

m + 0,226 995

S z
750 750
125 125
100 } 700
- 75 75
50 50
25 25
‘ 0 m =50 0. +50
-50 50 m

Abb. 56. Abhiangigkeit der sagit-

talen Schnittweite S, von dem

AbbildungsmafBstab 1/m fir das
Zahlenbeispiel des Textes.

Abb. §57. Abhangigkeit der tan-

gentialen Schnittweite T von dem

AbbildungsmaBstab 1/m fir das
Zahlenbeispiel des Textes.

Um den Astigmatismus fiir einen bestimmten AbbildungsmaBstab 1/# zu
erhalten, hat man nur fiir diesen #-Wert die Differenz der Ordinaten der Kurve 57
(Verlauf der tangentialen Schnittweite) und der Kurve 56 (Verlauf der sagittalen
Schnittweite) zu bilden.

49. Die Abbildung durch enge Biindel in einigen Sonderfillen. Fiir einige
wichtige Sonderfille mogen die allgemeinen Ableitungen dieses Abschnittes noch
umgeformt werden. Die Berechnung der sagittalen bzw. tangentialen Schnitt-
weite und die zeichnerische Auffindung des sagittalen bzw. tangentialen Bild-
punktes fiir eine brechende Ebene ist schon weiter oben in Ziff. 44 gegeben
worden. Hier sei nur noch nachgetragen, daB dann

S n

. _ d 7 COS?
T Ty W re

~ w’cos?’

(21)
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wird. Wenn f; bzw. 8, die sagittale bzw. tangentiale LateralvergréBerung ist,
so wird

cos’
fr=1 —und B=T-. (22)

Die Vergroferung ist also im allgemeinen in den beiden Schnitten verschieden.
Fiir eine Planparallelplatte, deren Brechungszahl in bezug auf das sie um-
gebende Medium # sei, sind die fiir die einfache brechende  Ebene geltenden
Beziehungen zweimal nacheinander anzuwenden. Ist 4 die Dicke der Platte

und wird #{/n, = n,/ns = n gesetzt, so findet man
S;=5,— 2 wnd Ti=T,—

7 cost]

d cos?iy
n cos®z]’

(23)

Ist S, = T,, so wird der von Astigmatismus freie Dingpunkt durch die Platte
in zwei Punkte abgebildet, deren astigmatische Differenz durch

d ( _ coszz'l)
7 COS%] cos?i]

Ty — Sj= (24)
gegeben wird. Diese ist demnach von der Lage
des Mittelpunktes des homozentrischen Ding-
strahlenbiindels unabhingig, bleibt daher also
auch bestehen, wenn dessen Mittelpunkt im Un-
endlichen liegt, d.h. also fiir ein auf die Platte
fallendes Parallelstrahlenbiindel.  Dann wird
aber nach (23) auch S} und 7% unendlich, und
demnach ist die astigmatische Differenz zu ver-
nachldssigen. Deswegen fithrt z.B. eine Platte,
auch crbeblicher Dicke, vor ein photographisches
Objektiv gebracht, mit dem ein sehr entfernter
Gegenstand aufgenommen wird, keinen merk-
baren Astigmatismus in die Abbildung ein.
Beim Durchgang des Lichtes durch eine
Planparallelplatte bleiben VergréBerung und

5o . Abb. 58. PQ ist ein in Q auf
Konvergenzverhaltms ungeandert. cinen hohlen Kugelspiegel mit

Auch fir die Auffindung des sagittalen oder dem Mittelpunkt M treffender
tangentialen Bildpunktes bei Abbildung durch Hauptstrahl, der in die Lage

Q R’ gespiegelt wird. P; ist tan-

cine spiegelnde Kugelfliche sind die Beziehun-
Pice g ¢ gentialer, Py sagittaler Bild-

gen (1) und (2) ohne weiteres verwendbar ; es wird

, ¢ v kt von P.
dann # = — #" und cos? = cos?’ und damit punit von
; S-v 1 1 2cost
S=35Tesi=y oM st =——, (25)
v_ T -7r-.cost 1 1 2
=y coss  Oder T+ 7T = e (20)

Die zeichnerische Aufsuchung des sagittalen Bildpunktes geschieht analog dem
in Abb. 45 gezeigten Verfahren;ist P der Dingpunkt, so ist demnach der sagittale
Bildpunkt P; gleich dem Schnitt des reflektierten Hauptstrahles Q R mit der
Zentralen PM (s. Abb. 58).

Dagegen ist fiir die zeichnerische Bestimmung des tangentialen Bildpunktes P
das in Abb. 46 angewandte Verfahren abzudndern (s. Abb. 58). Man hat von M
auf den einfallenden Hauptstrahl PQ das Lot M L zu fillen und von L auf dic
Spicgelnormale Q M das Lot L L’; dann ist L’ das Perspektivititszentrum fiir die
Zuordnung der tangentialen Bildpunkte auf Q R’ zu den Dingpunkten des Strahles

Handbuch der Physik, XVIII, 6
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PQ. In unserem Falle schneidet also die Gerade PL’ den gebrochenen
Hauptstrahl Q R’ in dem P entsprechenden tangentialen Bildpunkt P;. Wihrend
fur lims = 0, d. h. bei paraxialen Abbildungen, und S = s, <<#/2 P virtuell
abgebildet wird, wie frither gezeigt ist, kann P, auch wenn seine Entfernung
von der Spiegelfliche kleiner als 7/2 ist, bei endlicher Hauptstrahlenneigung
und Abbildung durch enge Biindel einen reellen sagittalen bzw. tangentialen
Bildpunkt haben. Bei Drehung der ganzen geometrischen Konfiguration der
Abb. 58 um die Achse PM beschreibt P; einen Kreis, den man als SCHELLBACH-
schen Kreis bezeichnet findet und der als eine Art Bild des Punktes P betrachtet
werden kann.

Um einen Anhalt dafiir zu geben, in welchem MaBe die Bildfeldkriimmung
und der Astigmatismus bei der Abbildung durch eine Linse sich mit der Gestalt
dieser dndert, sind in der Tafel 1 fiir den unendlich fernen Dingpunkt, der durch
die Neigung von 20° des Hauptstrahls gegen die Achse festgelegt ist, die Betrége
dieser Bildfehler fiir einige Linsenformen angegeben. Dabei ist angenommen,
daB der Hauptstrahl 10 mm vor der ersten Linsenfliche die Achse schneidet,
und daB in jedem Falle die Brechungszahl der Linse 1,5, ihre Dicke 10 mm und
ihre Brennweite 100 mm ist.

In einer weitcren Tafel 2 sind die Werte der gleichen Bildfehler fiir die
Linse r, = — 140, 7, = — 37,72, d = 10, »n = 1,5 fir verschiedene Blenden-
lagen b angegeben. b ist die Entfernung des Schnittpunktes des dingseitigen
Hauptstrahles mit der Achse vom vorderen Linsenscheitel. Der Astigmatis-
mus wird fir zwei b-Werte, die nahe bei b = 10 und b = 27 liegen, zu Null.

+1000 | —52,46 ;| —3,19 i —5,53

Tabelle 1. Tabelle 2.

n 7 Ay Ky | K b A Kyt K
— 100 | —34,44 | +0,97 | —3,35 | — 2,41 3 —3,48 | —5,56 | —8,89
— 140 | —37,72 | —0,001 | —3,88 | — 3,89 g —2,30 | —4,98 | —7,17
— 200 | —40,7 | —0,80 | —4,28 | — 5,05 7 —1,26 | —4,47 | —5,68
— 500 | —45,76 | —1,97 | —4.80 | — 6,78 85 | —0.60 | —414 | —a71
—1000 | —47,77 | —2,37 j —5,10 | — 7,37 10 —0,01 | —3,88 | —3,89

+ 500 | —55,19 . —3,60 —5,77 9,22 15 “+1,27 —3,26 —2,04
4+ 200 | —65,56 —4,88 | —6,43 11,10 20 +1,50 | —3,16 | —1,70
25 +0,72 | —3,53 | —2,84

1) 4, K, und K, sind in Ziff. 47 definiert. 27 40,12 | —3,82 | —3,70
30 —1,07 | —4,40 | —5,44

|
1
|
|
8,59 12 i+0'63 —3,58 | —2,98
i
|

50. Einwirkung des Astigmatismus und der Bildfeldw6lbung auf die Bild-
eigenschaften. Um sich eine Vorstellung von der Wirkung des Astigmatismus
bzw. der Bildkriimmung auf das durch zentrierte Folgen entworfene Bild zu
verschaffen, kann man dic einer von RoHRschen!) Darstellung entnommene
Abb. 59 benutzen. In ihr befindet sich am weitesten links eine enge Blende,
durch deren Mitte der dick ausgezogene, gegen die strichpunktierte Achsc ge-
neigte Hauptstrahl geht. Nach Durchschreitung der Blende féllt das enge Biindel
auf eine Linse. Von dem Biindel sind auBer dem Hauptstrahl vier weitere Strahlen
gezeichnet, die der duBeren Kontur des Biindels angchéren, und zwar zwei im
Meridianschnitt des Hauptstrahles gelegene Strahlen (in der Abbildung der
oberste und unterste der gezeichneten einfallenden Strahlen), wihrend die beiden
iibrigen Strahlen dem Sagittalschnitt des Hauptstrahles angehéren sollen.

Im Bildraum sind Schnitte des Biindels nach Durchgang durch die Linse
mit zum Hauptstrahl senkrechten Ebenen verschiedener Lage gezeichnet; dar-

1) M. v. RoHR, Die Naturwissenschaften, 1913: Die modernen Brillenglaser und ihre
Stellung in der technischen Optik.
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unter befinden sich auch die Ebenen, in denen die Schnitte zu Linien, den
Brennlinien, entarten, deren Schnittpunkte mit dem Hauptstrahl der tangentiale
bzw. sagittale Bildpunkt unserer Definition S. 69 sind?).

Denkt man sich nun etwa eine beliebig gerichtete Linie durch enge Biindel
abgebildet, so erhdlt man im allgemeinen sowohl in der tangentialen als auch
in der sagittalen Bildschale ein undeutliches Bild jener Linie, da jeder Punkt
der Linie in zwei Brennlinienstiickchen auseinandergezogen ‘wird.

Aus der Abbildung erkennt man, daB die Brennlinie der tangentialen Biischel
senkrecht auf der Meridianebene des Hauptstrahles steht, so daB bei Drehung
der geometrischen Konfiguration der Abb. 59 um die Achse diese Brennlinie
einen achsensenkrechten Kreis umhiillt. Die Brennlinie der sagittalen Biischel
dagegen liegt in dem Meridianschnitt des Hauptstrahles und ist nach der Achse

Abb. 59. Die astigmatische Deformation eines urspriinglich homozentrischen Biindels in-
folge schiefen Durchgangs durch die zentrisch benutzte Linse. Die beiden Hauptschnitte,
die Brennlinien und der sagittale und tangentiale Bildpunkt sind kenntlich gemacht.

zu gerichtet. Nur dann, wenn sich die Brennlinien des tangentialen bzw. sagittalen
Biischels fiir die einzelnen Punkte der Dinglinie iibereinander lagern, kommt
gewisscrmaflen eine Abbildung dieser Linien zustande. Auf die Bildschale der
tangentialen Biischel werden daher alle Kreise, die auf der durch ihren Mittel-
punkt gehenden Achse senkrecht stehen, dem Anschein nach deutlich abge-
bildet. Auf die Schale der sagittalen Biischel dagegen werden alle die Geraden,
die in der achsensenkrechten Dingebene, zu der die sagittale Bildschale gehért,
liegen und durch den Schnittpunkt der Dingebene mit der Achse selbst oder
in ihren Verlingerungen gehen, gut abgebildet. Wird eine Schar achsen-
senkrechter konzentrischer Kreise mit dem Achsenschnittpunkt als Mittelpunkt
durch ein astigmatisches System abgebildet, so werden daher die Kreise auf
der tangentialen Bildschale scharf erscheinen, die Radien dieser Kreise dagegen
auf der sagittalen Bildschale. Nur dic Kreise mit uncndlich kleinen Radien
und diese Radien selbst werden gleichzeitig scharf abgebildet, ndmlich in die
Gausssche Bildebene, die gemeinsame Tangentialebene an die beiden Bild-
schalen im Achsenschnittpunkt.

Von einem Dingkreuz also, dessen Mittelpunkt sich in endlichem Abstande
von der Achse befindet, konnen seine beiden Balken durch eine astigmatische
Folge niemals gleichzeitig gut auf eine Fliche abgebildet werden. Ist die

1) J. C. Sturym, Liouville Journ. 1838, Bd. 3, S. 357-—384; A. GULLSTRAND, Skand.
Arch. f. Physiol. 1890, Bd. 2, S. 269—359.

6*
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Ebene des Kreuzes achsensenkrecht, und trifft der eine Balken oder seine Ver-
langerung die Achse in O, so wird dieser auf der sagittalen Bildschale in seiner
ganzen Ausdehnung gut abgebildet. Der zu ihm senkrechte Balken wird,
wenigstens zu einem Stiick, auf die tangentiale Bildschale deutlich abgebildet.

Dieser Sachverhalt wird anschaulich gezeigt in Abb. 60.
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Abb. 60. Zur Erscheinungsform des
Astigmatismus schiefer Biindel. In a)
ist das aus einer radialen und einer
peripheren Linie bestchende Ding-
kreuz dargestellt, in b) das Bild kreuz,
wenn das Bild in der Schale der tan-
gentialen, in c) das Bild kreuz, wenn
das Bild in der Schale der sagittalen
Biischel aufgefangen wird.

Beseitigung des Astlgmatlsmus und
der Bildkriitmmung wird im allgemeinen
von fir die Photographie bestimmten
Flachenfolgen zu fordern sein. Bei opti-
schen Werkzeugen, die hingegen fiir den
Gebrauch mit dem Auge in Frage kom-
men, ist die Beseitigung des Astigmatis-
mus das wesentlichste Erfordernis. Die
iibrigbleibende, von der Kriimmung der
Netzhaut abweichende Bildfeldwélbung
1aBt sich meist durch Akkommodation aus-
gleichen oder auch dort, wo eine verander-
liche Okulareinstellung vorhanden ist,
durch diese bei Betrachtung verschie-
dener Teile des Bildfeldes kompensieren.
Handelt es sich darum, Striche (etwa

Teilstriche von Skalen, Spcktrallinien
usw.) abzubilden, so ist die Hebung des
Astigmatismus nicht notwendig; sind die Striche z. B. in der Dingebene
peripher angeordnet, so werden sie scharf auf die tangentiale Bildschale ab-
gebildet; deren Ebnung ist dann z. B. bei Aufnahmen auf die photographische
Platte notwendig.

b) Abbildung durch weite und miBig gedfinete Biindel.
(Sphérische Abweichungen.)

Fir die durch zentrierte brechende oder spiegelnde Kugelflichen bewirkten
Abblldungsvorgange des letzten Abschnittes sind als Triger der Abbildung
immer unendlich enge Strahlenbiindel vorausgesetzt, bis auf dic einc Ausnahme
der Spiegelung an ebenen Flichen, bei der allerdings die Abbildung eines be-
liebig groBen Raumes durch bcheblg weit geoffnetc Biindel als moglich erkannt
wurde. Die optische Wirkung kann in dicsem Falle aber bloB ein Bild ergeben,
das sich von seinem Raumding nur durch eine andere Anordnung im Raume
unterscheidet. .

Selbst bei der Annahme unendlich enger Biindel gelingt, wie wir sahen,
nur fiir den Fall paraxialer Abbildung, der Gaussschen Abbildung also, eine ein-
emdeutlgc Luordnung der Punkte des Ding- und Bildraumes. Die Strahlen-
vereinigung ist dabei von zweiter Ordnung. Bei schiefem Einfall des Trigers
des Elementarbiindels hort bereits die eineindeutige Zuordnung von Ding- und
Bildpunkten auf; eine Abbildung, bei der simtliche raumlich angeordnete
Strahlen des engen Biindels zur Vereinigung gelangen, existiert hier nicht; viel-
mchr kann man von einer Abbildung nur fiir zwei bestimmte ebene Biischel,
die aus dem Biindel als tangentiales bzw. sagittales Biischel herauszugrelfen
sind, sprechen. Dabeci ist die Strahlenvercinigung fiir das tangentiale Biischel
nur von erster Ordnung.

Schon vom Standpunkte der reinen geometrischen Optik ist dic paraxiale
Abbildung, wenn man auf diese beschriinkt bleiben miiGte, wenig leistungsfahig.
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Ihr Ergebnis kann die Abbildung nur eines unendlich kleinen Teils eines Dinges
sein, und dabei wiirde infolge der geringen Biindelsffnung diesesin der Ausdehnung
unzuldngliche Bild auch noch unendlich lichtschwach sein. In Wirklichkeit
gilt ja aber fur eine derartige Abbildung die geometrische Optik auch nicht als
Anndherung, sondern die bei solch engen Biindeln voll ins Gewicht fallende
Beugungswirkung wiirde die Existenz eines Bildpunktes illusorisch machen.
Denn die Wellenlehre verlangt, daB dic Wellenfliche des Bildraumes nicht
nur eine Kugel sei, sondern auch, daf3 das die Abbildung bewirkende Strahlen-
biindel moglichst weit gedffnet sei, damit sich die Lichtwirkung der Kugel
nahezu auf einen Punkt konzentriert. Um Bilder von ertriglicher Helligkeit zu
erhalten, fordert aber bereits die geometrische Optik, durch Steigerung der
Biindeloffnung die Grenzen der Gaussschen Abbildung zu iiberschreiten. Wie
man die damit zwangsldufig verbundene unvollkommenere
Strahlenvereinigung mdoglichst unschadlich zu machen hat, soll im fol-
genden gezeigt werden.

Flichen, die fur gewisse Lagen des Dingpunktes auch ein weit gedffnetes,
von diesem ausgchendes Strahlenbiindel nach der Brechung oder Spicgelung
wieder in einem Bildpunkte zu homozentrischer Vereinigung bringen, also jenen
Dingpunkt aberrationsfrei abbilden, sind seit langem bekannt. Man nennt
sie oft kartesische Flichen, da DESCARTES sich eingehend mit den aberrationsfreie
Abbildung vermittelnden Flichen beschiftigt hat; ein LErgebnis sciner Unter-
suchungen war die Auffindung der kartesischen Ovale, Drehungsflichen,
deren Meridiankurven im allgemeinen von vierter Ordnung sind, in Sonder-
fallen aber in Kegelschnitte iibergchen (vgl. S. 19).

Far die praktische Optik haben die kartesischen Flachen keine gréBcre
Bedcutung gewonnen, schon deswegen nicht, weil fiir jeden anderen Dingpunkt,
der nicht in einem ,,Brennpunkt’ einer solchen Fldche liegt, in der Regel die
Vercinigung seiner Bildstrahlen so ungiinstig ist, daB schon dem Brennpunkt
unmittelbar benachbarte Punkte nur schr unvollkommen abgebildet werden.
Das Gesichtsfeld bleibt also bei diesen Abbildungen fiir die meisten Fille un-
geniigend klein, wenn auch die Biindel6ffnung nichts zu wiinschen iibrig 148t.
Immerhin gibt es natiirlich in der Praxis Anwendungsgebiete, wo die Benutzung
solcher Flachen lohnt. Es sei an die Scheinwerferspiegel erinnert, bei denen z. B..
das von ciner méglichst punktférmigen Lichtquelle ausgehende Licht in einem
anderen Punkte vereinigt werden soll.

Um fir dic wichtigsten Aufgaben der optischen Werkzeuge befriedigende
Losungen zu finden, ist man aber andere Wege gegangen. Es gibt heute eine
ganze Reihe von optischen Anordnungen, die sowohl hinsichtlich Offnung der
abbildenden Strahlenbiindel, also hinsichtlich der Lichtstirke, als auch in bezug
auf Ausdehnung des Gesichtsfeldes ganz gewaltig iiber den Bereich der Gaussschen
Abbildung hinausgehen. Das Mittel, diesen Erfolg zu erreichen, wurde gefunden
in der geeigneten Kombination brechender Fliachen, meist sphérisch begrenzter
Linsen mitunter in Zusammenwirkung mit Spiegeln. Durch solche passende
Anordnungen von Linsen gelingt es, die Strahlenvereinigung der Bildpunkte
so weit zu treiben, daB das Bild wirklich scharf erscheint.

Denn noch cin Weiteres ist hier zu bedenken. Alle Bilder, die von optischen
Werkzeugen entworfen werden, sind fiir dic Betrachtung durch das mensch-
liche Auge bestimmt, das, selbst wie einc Linsenfolge wirkend, durchaus nicht
frei von Abbildungsfehlern ist. Das optische Auflésungsvermégen des Auges,
seine Schschirfe, wesentlich abhingig vom Gefiige der Netzhaut, ist zwar fiir
die verschiedenen Menschen verschicden, aber doch immer so, daB3 ctwa zwei
Dingpunkte, in Wirklichkeit getrennt voneinander, dem Auge nicht mehr unter-
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scheidbar sind, sondern wie ein einziger Punkt wahrgenommen werden, wenn
sie unter einem Sehwinkel erscheinen, der eine gewisse GréBe (im Durchschnitt
ungefdhr eine Winkelminute) unterschreitet. Sollen daher die Gegensté'mde
ebenso scharf erscheinen bei Benutzung optischer Werkzeuge, wie sonst das
bloBe Auge seine Umwelt zu erblicken pflegt, so geniigt es offenbar vollkommen,
wenn ein Dingpunkt in einen kleinen Fleck abgebildet wird, der seiner Aus-
dehnung nach unter der Grenze der Sehschirfe liegt.

Ganz dhnlich liegen auch die Verhiltnisse bei solchen optischen Instrumenten,
bei denen die Bilder zunéchst nicht dem Auge dargeboten werden, sondern, z. B.
wie in der Photographie auf einer lichtempfindlichen Schicht festgehalten werden.
Die Struktur dieser Schicht ist, ganz entsprechend dem Gefiige der Netzhaut,
wesentlich maBgebend fiir die Trennung von Einzelheiten im Bilde. Das Auf-
16sungsvermogen der photographischen Objektive geht in der Regel, wenigstens
was die mittleren Tecile des Bildfeldes betrifft, erheblich iiber die Wiedergabe-
fahigkeit der fir allgemeinen Gebrauch bestimmten Trockenplatten hinaus.
Das Plattenkorn ist zu ,,grob* fiir die ,,Feinheit der durch das Objektiv ver-
mittelten Abbildungen.

Uber die Anforderungen, die an ein optisches System zu stellen sind, ent-
scheidet der Verwendungszweck. Zu der einfachsten Folge brechender Fliachen
gehort die Brille. Sie ist entsprechend der starken Abblendung der abbildenden
Strahlenbiindel beim Sehvorgang durch die Iris nur fiir enge Biindel korrigiert,
hat aber, damit die Beweglichkeit des Auges voll ausnutzbar bleibt, fiir das
groBe Gesichtsfeld von etwa 60° scharfe Abbildung zu gewédhrleisten.

Ahnliche Anforderungen werden hinsichtlich Biindelséffnung und Gesichts-
feld an Okulare gestellt; diese sind allerdings meist komplizierter gebaut, da
hiufig noch weitere Korrektionsforderungen, wie das Verlangen nach Farben-
reinheit des Bildes usw., zu befriedigen sind.

Hingegen sind bei Fernrohr- und Mikroskopobjektiven die zu erfiillenden
Wiinsche gerade umgekehrt. Bei ihnen kommt es nicht auf ein weit ausgedehntes
Gesichtsfeld an; ein solches von etwa 10° kann schon als verhiltnismaBig gro8
fiir ein einfaches Fernrohrobjektiv gelten. Dafiir miissen die Offnungen der ab-
bildenden Biindel grof sein. Das ist in noch hoherem MaBe bei Mikroskop-
objcktiven der Fall; bei ihnen kommen Offnungswmkel des von einem Ding-
punkt ausgehenden Strahlenbiindels bis itber 140° vor.

Beide Forderungen, groe Biindel6ffnung und groBes Gesichtsfeld, sind fiir
dic lichtstarken photographischen Universalobjektive zu erfiillen. Eine solche
Lichtbildlinse pflegt bei cinem Offnungsverhiltnis von etwa 1:4,5 (das Offnungs-

Durchmesser der Emtnttspupllle)
Objektivbrennweite ’
in der Brennebene ein Bildfeld scharf auszuzeichnen, dessen Durchmesser der
Brennweite gleichkommt. Die hier aufgestellten Korrektionsforderungen fir
verschiedene optische Anordnungen sollen natiirlich nur roh und beispielsweise
skizzieren, was von den einzelnen Linsensystemen verlangt wird; im Einzelfall
ist selbstverstdndlich die Problemstellung immer wieder modifiziert.

In unseren weiteren Ausfithrungen sollen nun die Mittel gezeigt werden,
wie man zu Linscnfolgen gelangt, die in ihren Leistungen so erstaunlich weit
itber den Bereich der Gaussschen Abbildung hinausgehen. Dabei sollen unsere
Betrachtungen auch an dieser Stelle wieder nur auf sphérische und zentrierte
Flachenfolgen erstreckt werden, und Fragen, die sich aus der physikalischen
Beschaffenheit des Lichtes ergeben, unbeachtet bleiben. Es soll uns hier nur
auf den Verlauf der abbildenden Strahlen und ihre Zusammendringung an ge-
wissermallen singuldren Stellen, den Bildorten, in rein geometrischem Sinne

verhdltnis ist definiert durch den Quotienten
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ankommen. Uber die fiir die Vollkommenheit der Abbildung natiirlich grund-
legende Wichtigkeit der Lichtverteilung in diesen Stellen wird dagegen hier nicht
gesprochen. Die Tatsache des Bestehens leistungsfihigster optischer Anordnungen,
die fast ausschlieBlich nur mit Hilfe der Methoden der geometrischen Optik
aufgefunden sind, zeigt, wie weitgehend die von dieser Disziplin gelieferten
Ergebnisse, trotzdem sie nur Anndherungen sind, der Praxis geniigen kénnen.

Die Untersuchung des Verlaufs von Strahlen und Strahlenbiindeln soll
nun in zweifacher Weise gefithrt werden. Es werden einmal ein oder mehrere
Strahlen endlicher Neigung in ihrem Verlauf durch das ganze optische System
bis zum Bildraum verfolgt werden; man bekommt so eine véllig exakte Bestim-
mung der einzelnen Strahlen. Dann aber soll auch, dhnlich wie bei der GAussschen
Abbildung, ein ganzer Bereich strahlenweiser Abbildung untersucht werden,
indem gewissermaBen die Gausssche Abbildung als eine Anndherung erster
Ordnung durch Zusatzglieder auf eine Anniherung héherer Ordnung erweitert
wird. Beide Methoden haben fiir den rechnenden Optiker von Fall zu Fall ihre
Bedeutung. Erhilt man auf dem ersten Wege exakte Ergebnisse, so gibt
dieser aber nur Einzelresultate und 148t gut korrigierte Systeme blo8 durch
mithsames rechnerisches Tatonnement auffinden.

Auf dem zweiten Weg erhilt man Aussagen iber einen ganzen Ab-
bildungsbereich und man kann, wie wir sehen werden, durch algebraische
Beziehungen manche optische Systeme zwangsldufig errechnen, die gewisse Ab-
bildungsforderungen erfiillen. Die so gewonnenen Ergebnisse haben aber in-
folge ihres approximativen Charakters meist nur bedingten Wert und be-
diirfen hiufig der Vervollkommnung durch die exakte Durchrechnung. Zur
,,Vorrechnung‘‘ also, d.h. zur Aufsuchung von Systemen bestimmter Eigen-
schaften, ist dic zweite Methode oft recht wertvoll.

51. Aufsuchung des Bildstrahles zu einem beliebigen auf eine brechende
(oder spiegelnde) Kugelfliche treffenden Dingstrahl durch trigonometrische
Rechnung. In der umstehenden Abb. 61 ist als Ebene der Zeichnung die
durch den Kugelmittelpunkt und den einfallenden und gebrochenen Strahl be-
stimmte Ebene gewdhlt und es bedeutet RQ einen auf die brechende Kugel-
fliche F mit dem Kriimmungsradius 7, dem Mittelpunkt M und dem Scheitel S,
die zwei Medien der Brechungszahlen # bzw. »’ trennt, treffenden Dingstrahl,
der, wenn ecr nicht gebrochen wiirde, die Achse SM in P durchsetzte. Es ist
dann ¢ der Einfallswinkel, % der dingseitige Offnungswinkel oder der Neigungs-
winkel des einfallenden Strahles gegen die Achse. Das Achsenlot QL, die Einfalls-
hohe, heiBe %, die positiv gerechnet werde, wenn sie oberhalb der Achse ver-
lauft; SP ist die dingseitige Schnittweite!) s und M P die dingseitige Mittelpunkts-
entfernung c. Beide, s und ¢, gelten als positiv, wenn P im Sinne der Licht-
richtung, die wieder wie frither von links nach rechts fortschreitend angenommen
wird, rechts von den cntsprechenden Bezugspunkten, namlich von S bzw. M,
liegt. Auch die Pfeilhéhe SL = ¢ sei positiv, wenn der FuBpunkt L der Einfalls-
héhe rechts von S liegt. Ebenfalls in Ubercinstimmung mit fritheren Fest-
setzungen wird Q M = 7 als positiv gerechnet, wenn die Kugelfliche dem ein-
fallenden Licht ihre gewdlbte Seite zukehrt. Verlaufen die Strecken im umge-
kehrten Sinne wie hier angenommen und in der Abb. 61 gezeichnet, so sind sic
negativ.

Die gleichen Festsetzungen gelten fiir die Vorzeichen der zum gebrochenen
Strahl Q P’ gehorigen Strecken, ndmlich SP’= s’ der bildseitigen Schnittweite

1) Zur Unterscheidung dieses Wertes von der paraxialen Schnittweite siehe die an
Gleichung (13) gekniipften Bemerkungen.
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und M P’ =¢" der bildseitigen Mittelpunktsentfernung. Das Vorzeichen von
# bestimmt sich aus der Gleichung

h
tangu. = pp (1)
Wird an allen diesen Festsetzungen ein fiir allemal festgehalten, so gelten die
nun zu entwickelnden Beziehungen ganz allgemein; auch die Vorzeichen der
Einfalls- und Brechungswinkel ¢ und +’ und des bildseitigen Offnungswinkels %’
sind dann eindeutig bestimmt.

Aus dem 4 QM P folgt

c-sinu
. )

MP:MQ = sint:sinu oder sing = —

wobei also

c=s—7 3)
ist. Nunmehr 148t sich mit
Hilfe des Brechungsgesetzes

i’ aus
‘ nsing = #’ sin?’ (4)

bestimmen. Weiter ist aus der
F Abb. 61 abzulesen, wenn der

Abb. 61. Zur trigonometrischen Durchrechnung des i1 V7 : -
auf eine brechende Kugelfliche F treffenden Strahles Kugelwinkel SMQ mit ¢ be

RQ, derin Q in die Lage Q P’ gebrochen wird. Es sind zeichnet wird:

SP und SP’ ding- bzw. bildseitige Schnittweite, « und S S -
2/ ding- bzw. bildseitiger Neigungswinkel gegen die ¥ ut w e
Achse SM, M Q = » Kugelradius, Q L Einfallshohe, oder (5)

S L Pfcithéhe, ¢ und ¢ Einfalls- bzw. Brechungs- , . .
winkel, ¢ = SA/TIQ, 2 und 7’ Brechungszahl des Me- w=u+(—1)

diums vor bzw. hinter I7. Es soll nun zu dem einfallen-

den Strahl RQ, der durch s

und % gegeben sci, der gebrochene Strahl QP’ durch Bestimmung von s’

und #’ gefunden werden.
Aus 4 QM P’ folgt

MP': MQ = siné’: sinv/ oder c

Nimmt man hierzu noch

s ¥esind
siny’ °

(0)

S =c +7 (7)

so 1aBt sich also fiir ein vorgegebenes Wertepaar s, « mit Hilfe der Beziehungen (2)
bis (7) das zugehdrige Wertepaar s, «’, d. h. der gebrochene Strahl, finden.
Die Einfallshohe laBt sich berechnen aus

h=r-sing, (8)
die Pfeilhohe aus
. s 0@
p=r(1 = cosg) = 27sin® . 9)
Dic eben abgeleiteten Formeln versagen in dem Sonderfall, daB » = oo wird,
die brechende Fliche also cine achsensenkrechte Ebene ist. In nebenstehender

Abb. 62 ist dann wieder der einfallende Strahl R(Q gegeben durch Winkel # und
SP=s. Esist
, tangu

QS = s-tangu = ¢ tangu’ oder §=s=0—, (10)
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Weiter ist
wt+i=u 4+1=0 (11)
und wieder
nsint = n'-sine’.
Unter Benutzung der Bezichungen (10) und (11) 148t sich also s’ und #’ aus
s und # und damit der zu dem einfallenden Strahl Q P gehérige gebrochene
Strahl QP bestimmen, wenn 7 = oo ist.

Fiir den Fall, daB der Dingstrahl achsenparallel einfillt, wo also # = 0
und s = ¢ = oo werden, versagt die Gleichung zur Bestimmung fiir 7. Der ein-
fallende Strahl ist dann durch R
die Einfallshhe 7% festzulegen
und es wird ¥ \ﬁ

sins = —]:—, (12) S
die andern Beziehungen zur n
Auffindung des gebrochenen F
Strahles bleiben (s. Abb. 63) Abb. 62. Sonderfall der Abb. 61 fir 7 = co.
benutzbar. :

Nebenbei sei hier bemerkt, daB die in Ziff. 29 auf andere Weise abgeleiteten
Beziehungen zwischen den Schnittweiten cines Ding- und Bildpunktes des
paraxialen Abbildungsberciches auch aus den Formeln (2), (5) und (6) bestimmt
werden kénnen, wenn man nur dann #, #’, < und ¢’ als unendlich kleinec Groen
erster Ordnung betrachtet. Unter dieser Voraussetzung wird (2) zu

ri=(s—ru (2a)
und (6) zu

i = (s—7r) o (6a)
und das Brechungsgesetz nimmt die
Form nt =n'i’ an; dagegen bleibt (5)
unverdndert und kann nunmehr ge-
schrieben werden

’ N n S—v
w=ul-—" ).
v n v

Setzt man diesen Ausdruck in den
Quotienten von (6a) und (2a) ein, so Abb. 63. Sonderfallder Abb. 61 fiar 2 = 0.
folgt

4

ofor(s_mamn_n (13)

7 s—7v \7 n v n’’

woraus dann sich die Beziehungen (8) und (8a) in Ziff. 29 durch Umformung ge-
winnen lassen. Um bei kiinftigen!) Untersuchungen die paraxialen Schnitt-
weiten von denen der Strahlen auBerhalb des Paraxialraumes unterscheiden
zu konnen, sollen jene durch den Index 0 kenntlich gemacht werden, so da3
z. B. aus (13) abgeleitet wird

so = T S (14)

So 4

Die Formeln (1) bis (12) gestatten in jedem Falle zu dem gegebenen cinfallenden
Strahl die Bestimmungsstiicke des gebrochenen Strahles in fiir die logarithmische

fortgelassen werden.
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Rechnung geeigneter Form zu finden. Nur sei noch bemerkt, daB, wenn der
Radius der brechenden Fliche verhiltnismiBig lang ist, und damit die Be-
stimmung von s’ aus (7) an Genauigkeit zu wiinschen iibrig 148t, es zweckmaBiger
ist, die Beziehung
. h __ 7sing
= tang ti= tang

+275in2§ (15)

zu benutzen oder (6) umzuformen in S
7 sin# = sin#’ - sins’,

e p
i z)‘x.\
-/ 4, woraus folgt:
. 27sin? - cost =
. /Pr , ’ 2 2 (16)
‘ 7 = sinu’/ ’
4

Auch durch Zeichnung 148t sich fiir
den auf eine Kugelfliche F, die
zwei' Medien der Brechungszahlen
nund #' trennt, treffenden Strahl der
gebrochene Strahl finden (s. Abb. 64).
Ist RQ wieder der einfallende

. Strahl, » der Radius und M der
Abb. 64. Zeichnerische Aufsuchung des zu dem

einfallenden Strahle RQ gehorigen, an der Mittelpunkt von F, so wihle man

Flache F mit dem Radius MQ =7 gebrochenen ~di¢ durch RQM bestimmte Ebene
Strahles QR’. Beschreibung der Konstruktion als Zeichenebene und schlage um M

siche Text. mit o, = »’7/n den Kreis k, und
mit o, = n7/n’ den Kreis k,. RQ
schneidet %, in P und PM trifft &, in P’; dann ist Q P’ der gesuchte gebrochene
Strahl. Zum Beweise dieser Konstruktion ziehe man noch das Einfallslot M QN.
Die Dreiecke M Q P und M P’Q sind dann einander #hnlich, da sie bei M einen
gemeinsamen Winkel haben und MP/M Q = »'/n = M Q/M P’ ist. Demnach
ist RON =4 =MQP = MP'Q und MOP =i =QPM; also ist sini:sins’
=MP:QM=QM: MP' =n":n,
wie verlangt.

Wird » = oo, ist also die die
beiden Medien trennende Fliche F
eine Ebene, so versagt die eben ge-
gebene Konstruktion. Man verfdhrt
dann wie in nebenstehender Abb. 65
veranschaulicht. Um den Punkt Q,
Abb. 65. Sonderfall der Abb. 64 fir » —oco. 1D dem der einfallende Strahl RQ
Beschreibung der Konstruktion siehe Text. die brechende Ebene F trifft, be-
schreibt man zwei Kreise &, und &,,
deren Radien, an sich beliebig, sich wie #’:#% verhalten. RQ schneidet %,
in P; die durch P zum Einfallslot Q N gezogene Parallele trifft 2, in P’. Dann
ist P'Q in seiner Verlingerung iiber Q hinaus der gesuchte gebrochene Strahl.
Zum Beweis dieses Zeichenverfahrens nenne man den Abstand des Punktes P
bzw. P’ vom Einfallslot QN I; dann ist sini =1/QP und sin:'= I/QP’ oder

sinsfsini’ = QP’/Q P = n'[n; also ist das Brechungsgesetz befriedigt.

52. Aufsuchung des Bildstrahles zu einem in der Meridianebene eines
zentrierten sphirischen Linsensystems verlaufenden Dingstrahl durch tri-
gonometrische Rechnung und Zeichnung. Besteht die optische Anordnung,
wie meist, aus einer Reihe von brechenden Flichen, die alle zentriert sind, so
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sind die Gleichungen fiir die trigonometrische Durchrechnung eines ein solches
System durchlaufenden Lichtstrahles nur dann verwendbar, wenn dieser in einer
die Achse des Systems enthaltenden Ebene, in einer Meridianebene also, verlduft.
Ist der Strahl dagegen windschief zur Achse der Flichenfolge, so gestaltet sich
seine Durchrechnung weniger einfach, wie wir spiter sehen werden.

Denken wir uns also ein zentriertes Linsensystem von % brechenden Kugel-
flachen, deren Scheitel S;, S, ... S; sein mogen, so nennt man die Abstande
zweier aufeinanderfolgender Scheitel, etwa S, _;S,, die axiale Linsendicke oder
die Linsendicke schlechthin und bezeichnet diese mit 4,_,. Es ist also z. B.
dy =S,S, und d;_; = S;_,S; die Dicke der ersten bzw. letzten Linse des
Systems. Die rechnerische Verfolgung eines in der Meridianebene der Linsen-
folge verlaufenden Lichtstrahles geschieht dann durch fiir jede einzelne Flache
sukzessiv wiederholte Anwendung der jeweilig benétigten Beziehungen aus den
Formeln (1) bis (12). Der Ubergang von einer Fliche F,_, zur nichsten F, er-
folgt dann durch die Beziehungen:

Sy =8,_1—dy_y 172)
Uy = Uy g . (18)

53. Optischer Mittelpunkt einer Linse. Ein paar Bemerkungen iiber den
optischen Mittelpunkt einer Linse mogen hier noch Platz finden. Nimmt man
aus der vierfach unendlichen
Mannigfaltigkeit der Ding-
strahlen die Strahlen heraus,
dic die Achse schneiden, so
erhdlt man eine dreifache
Mannigfaltigkeit die Achse
schneidender Strahlen und
kann aus dieser eine zweifache
Mannigfaltigkeit von Ding-
strahlen wihlen, die nach
Durchsetzung -der Linse in
Bildstrahlen {ibergehen, die

parallel zu ihren zugehorigen
Dingstrahlen verlaufen. Will Abb. 66. O ist der optische Mittelpunkt der im Quer-

: schnitt gezeichneten Linse. Ein durch O gehender
man d.leSC“ letztgenannten Strahl hat vor Eintritt in die Linse die Lage RQ;
Strahlen ndher untersuchen, pach Durchschreiten der Linse lauit er in der

so geniigt es, aus drehungs- Richtung Q’R’ weiter, wobei Q’R’[|RQ ist.
symmetrischen Griinden von

ihnen nur eine einfache Mannigfaltigkeit, nimlich die in ciner Achscnebene ver-
laufenden Strahlen zu betrachten.

Ist in Abb. 66 RQOQ’'R’ ein solcher Strahl, es ist also RQ||Q'R’, und zieht
man die Kugelnormalen M,Q und M,Q’, so findet man leicht an Hand der
Abb. 66, daB 7, = 45 und 7] = 7, sind, weil %, = u} ist und daB die Dreiecke
QOM, und Q'OM, cinander ihnlich sein miissen. Nun ist fiir beliebiges #,

My

M,0:M,0 =7y:1,, (19)

d. h. jeder beliebige Dingstrahl, der eine Linse, die beiderseits von Luft
umgeben ist, derart durchsetzt, daB er im Bildraum zu seiner Einfallsrich-
tung parallel weiterlduft, geht stets durch ein und denselben Achsenpunkt O;
diesen nennt man den optischen Mittelpunkt der Linse. Strahlen, die durch
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den optischen Mittelpunkt gehen, erfahren daher durch die Linse keine Ab-
lenkung, sondern nur eine Parallelverschiebung. Schreibt man die Gleichung (19)

(g + M,0): (7, + M,0) =7,:7,
und nennt
: M,0 4 7, = 0a,, 7+ M,0 =gy,
so findet man aus
0,75 — 0,7, =0

und 0, — 06, —d=0
die beziiglichen Absténde des optischen Mittelpunktes O von den Linsenscheiteln S;
und S, als

dry

dvy
2

6, =
Oy =
Im Grenzfall 7; = 90°, also bei streifendem Eintritt des Dingstrahles, wird

., 1
sinu{ = — ———-——

womit sich der Winkel %, des einfallenden (bzw. des aus der Linse austretenden)
Strahles gegen die Achse unter Verwendung von (4) und (5) bestimmen 148t.

54. Sphirische Abweichung eines Achsenpunktes. Lit man z. B. von dem
Achsenpunkt, dessen paraxialer Bildpunkt am SchluB von Ziff. 39 aufgesucht
wurde, cinen Strahl, der gegen die Achse unter 5° geneigt ist, ausgehen, und
jene Linse durchsetzen, so wire zunichst s; = —196,6 und %, = —5°. Aus
(2) bis (7) ergibt sich s{ = 8383 -3, dann wird nach (17) ¢, = 8471 - 6 und durch
erneute Anwendung von (2) bis (7) wird gefunden s; = 183,125. Da sj = 196,6
ist, so geht demnach der unter 5° gegen die Achse geneigte Strahl nicht durch
den paraxialen Bildpunkt, obwohl er auch von dessen zugehérigem Dingpunkt
ausgeht. Die geschilderte Abbildung ist nicht frei von ,,sphérischer Abwei-
chung''?), deren Betrag in unscrem Falle durch sj — sg = —13,475 gemessen
werden konnte.

TFur die zeichnerische Verfolgung cines in der Meridianebene verlaufenden
Strahles ergeben sich beim Vorliegen eines Systems aus mehreren Flachen gegen-
itber der einzelnen Fliche keine neuen Gesichtspunkte. Das hierfiir angegebene
Verfahren ist nur von Fliache zu Flache zu wiederholen.

Fir die trigonometrische Durchrechnung eines in der Meridianebene ver-
laufenden Lichtstrahles sind auch andere Formeln als (1) bis (12) bekannt;
solche findet man z. B. von H. ERFLE?) angegeben. Wir benétigen fiir unsere
weiteren Entwicklungen noch eine Darstellung des Strahles nicht durch Achsen-
schnittweite und Neigungswinkel gegen die Achse, sondern durch die Strecke Q P
(vgl. Abb. 61), die ,,Weglinge" a, und den Neigungswinkel #; der gebrochene
Strahl soll dann bestimmt werden durch Q P’, die Wegldnge a’, und den Neigungs-
winkel #'. a und a’ gelten als positiv, wenn man, um von @ nach P bzw. P’

1) Zum TUnterschied von den sphirischen Abweichungen bei der Abbildung cines be-
liebigen Punktes durch weit gedffnete Biindel vermittelst einer sphirischen Flachenfolge
werden die bei der Abbildung eines Achsenpunktes auftretenden Abweichungen sphirische
Langsabweichungen genannt, sonst aber auch sphirische Abweichungen schlechthin.

%) H. ErrLE, Czapski-Eppenstein S. 77—78. Ein Durchrechnungsverfahren mit gra-
phischen Hilfsmitteln von M. G. SLUSSAREFF findet sich in Revue d’Optique, 1924,
S. 441---458 angegcben.
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zu gelangen, im Sinne der Lichtrichtung fortzuschreiten hat. Aus der Abb. 61
liest man ohne weiteres ab:

h=a'ssinu'=a-sinu. (20)
Nun folgt aber aus (2) und (3)
. 7 -sin¢
sing = —-— -~ (21)
S —7v
und aus (6) und (7) o
sing'= ~ ',Slm . (22)
S—7v

Mit Benutzung des Brechungsgesetzes und der Beziehungen (21) und (22) 148t
sich (20) umformen in
, S’—7 s—7

We—jm =N (23)
Aus Abb. 61 laBt sich weiter ablesen
a?=7r2+4 (s —7)2+ 27(s —7)-cosgp (24)
und
a'?=7r24 (s"—#)2 4 27(s'— 7). cosg, (25)
was in (23) cingesetzt crgibt:
n(s’— ) n(s — 7)

= (26)

V#* + (s— #)2 + 27 (s’— #) cosg Vot + (s =72+ 2r(s —7)cosep

Aus dieser Darstcllung ersieht man, daB bei festgehaltenem s, also bei einem
bestimmten Achsendingpunkt, und variiertem ¢, also fiir Dingstrahlen ver-
schiedener Einfallshchen, im allgemeinen verschiedene s’ erhalten werden,
die Abbildung also sphirische Lingsabweichungen zeigt.

55. Die aplanatischen Punkte einer brechenden Kugelfliche. Nur fir
gewisse Sonderfdlle ist dies nicht der Fall, ndmlich einmal, wenn beide Zihler
verschwinden oder dann, wenn die beiden Nenner sich nur durch einen konstanten,
von ¢ unabhingigen I'aktor unterscheiden.

Die erste Annahme fithrt auf

s=s=v, (27)

wofiir auch tatsichlich (26) erfiillt wird, so daB also (27) wirklich einen Ding-
und Bildpunkt bestimmen, die hier in den Kritmmungsmittelpunkt der brechenden
I'liche zusammenfallen. ' -

Die zweite Annahme fithrt, wenn jener konstante Faktor mit ]/l bezeichnet
sei, auf

724 (" — )24 2r(s' —¥)cosp = Ar: 4+ A(s —#)2 4+ 247(s —7) - cosp, (28)

was fiir jedes belicbige ¢ gelten miiBte und daher auf Befriedigung der beiden
Bedingungen
sS'—r=1~4i(s—7) (29)
und

r2(s’ —7)2i=Ar2 4 2(s — 7)? (30)

hinauslduft. Da (29) und (30) fir beliebige ¢ erfiillt sein sollen, so gelten sie
auch fiur dic ¢-Werte des Paraxialraumes, d.h. es muB (14) firr s und s’ be-
stehen!); es kann also zu (29) und (30) auch noch

—_— 4 pR—
ﬂ S-; ‘? S 71/ _3_5/_7_ (31)

1) Also nicht nur fir sg, s{.
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hinzugezogen werden. Bestimmt man aus diesem Gleichungentripel 4, s und s’,
so findet man als Schnittweiten solcher Punktepaare, fiir die eine exakte von
@ unabhingige Strahlenvereinigung, d.h. eine durch beliebig weit geodffnete
Biindel bewirkte fehlerfreie Abbildung, zustande kommt, das Wertepaar

s=s5=0 (32)

Ding- und Bildpunkt fallen also in den Kugelscheitel.
Und das Wertepaar

’

n
S=v —7
+7l

- 33)
S'=7r+4 7

man nennt die durch (33) bestimmten Punkte die beiden aplanatischen Punkte

der Kugelfliche.

Die zeichnerische Auffindung des aplanatischen Punktepaares ist leicht;
in der Abb. 64 ist P und P’ ein solches Paar; simtliche nach P zielenden auf
dic brechende Kugelflache F treffenden Strahlen gehen nach der Brechung an FF
durch P’. Da es natiirlich auf jeder Kugelzentralen ein solches aplanatisches
Punktepaar gibt, so erkennt man, daB durch Brechung an der Flache F Kreis &,
durch weitgesifnete Biindel fehlerfrei in Kreis k, abgebildet wird. Von diesen
eben besprochenen Ausnahmefillen abgesehen variiert s’ mit ¢.

56. Die Bestimmung des ersten Gliedes der Reihenentwicklung fiir die
sphérische Langsaberration. L48t man ¢ unendlich klein von erster Ordnung
werden, so wird cose bis auf kleine GroBen zweiter Ordnung konstant, ndmlich
gleich Eins. Soweit diese GroBen vernachlissigt werden diirfen, findet eine
fehlerfreie Abbildung statt; fiir lime = 0 wird dann (26) iibergefiihrt in die
Nullinvariante der Gaussschen Abbildung.

Denkt man sich cosg in eine Potenzreihe entwickelt, so kann man durch
Hinzuziehung immer héherer Potenzen von ¢ diesen Abbildungsbereich immer
mehr erweitern. Da nun s’ als Funktion von ¢ ausgedriickt, aus drehungs-
symmetrischen Griinden fiir positive und negative Werte gleichen absoluten
Betrages von ¢, dieselben Betrdge annehmen muB, s’ also eine gerade Funktion
von g ist, und fiir ¢ = 0 zu sy wird, so muB} s’ darstellbar sein durch die Potenz-
reihe:

' =g+ @@+ Aot + aggt + - (34)

Die Koeffizienten a5, dieser Reihe sind abhingig von den optischen Daten
der brechenden Fliche, d. h. von #, #' und . Dic Berechnung der Koeffizienten a3,
ist fiir groBere » recht langwierig; fiir » = 1 noch ziemlich einfach soll sie hier
gegeben werden. IFFiir » = 2 findet sich der Koeffizient a3, angegeben bei v. ROHR?).
Es moge also von einem Achsendingpunkt ecin Strahlenbiindel ausgehen, das
ein System von % zentrierten brechenden Kugelflichen durchsetzt. Die Schnitt-
weite irgendeines Strahles dieses Biindels vor der Brechung an irgendeiner
Flache der Linsenfolge, etwa der u-ten, sei s, nach der Brechung s, und ebenso
seien die Weglingen mit a, und a;, bezeichnet. Den Index w zum Kennzeichen,
daB dicse Werte fiir die u-te Fliche gelten, lassen wir der Einfachheit halber
hier und in den folgenden Entwicklungen zunichst fort. Dann sind nach (23)
durch

’ ’
Nu (5;1 — 'V.u) — Nu (Sic - 1’1:) oder A
Au * Yu Qe ¥y

n(s -7 _ n’»(s’“— 7)

Pl )

a-r

1) Die Theorie der optischen Instrumente, Berlin, Julius Springer 1904, S. 237.
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die Beziehungen zwischen Schnittweiten und Weglingen vor und nach der
Brechung an der gerade betrachteten Fliche gegeben. Da Schnittweite wie Weg-
linge von der Einfallshéhe oder auch vom Winkel ¢ abhingen, muBl diese In-
variante, sie sei mit Q, bezeichnet, durch eine gleichfalls nach geradzahligen
Potenzen von ¢ fortschreitende Entwicklung darstellbar sein. Es sei also:

O =0s+ P+ @'+ =00+ G+ aot+- (35)
Fir ¢ = 0 wird man auf die Nullinvariante Q;, gefithrt, also auf:
1 1) /(1 1\
=y —3) =7} —5) = (36)

Da (35) fiir jedes beliebige ¢ gilt, so folgt ganz allgemein ¢,, = ¢5,. Zur Be-
rechnung dieses Ausdruckes fiir » =1 nimmt man (23) in der Form

08
Q=nop=3) =3 (-3 = 67
und erhdlt mit Hilfe von (24) unter Vernachldssigung hoherer als der zweiten
Potenzen von ¢
2
a:s(1 ..__7A _Qiﬂ__.qﬁ)’

2 n-$S

was sich mit der gleichen Beschrinkung auf die zweite Potenz von ¢ umformen
1aBt in

Qi 2
=145 f LA
Ganz analog wird
7 Qy
=1+ 3w
Nach (34) 148t sich bis auf dle zweiten Potenzen von ¢ schreiben
1_1_a »
s sy, sl?
und ebenso
11 _ G 0
s sy sk

Es wird also nach einiger Umformung

72 Q5
Qszgsn‘*‘(—z”n s + ) 2

und ebenso

, 72 Q’° n ay
GOt (e + ) o,
und daraus folgt

2 ;
3 nes, TS :_2_'7177_+-332 ) (39)
woraus sich der Koeffizient a} berechnen 148t.
Um in Ubereinstimmung mit der einschligigen Literatur zu bleiben, denken
wir uns die Potenzentwicklungen fiir s und s’ nicht nach ¢, sondern nach dem
Neigungswinkel # bzw. %' durchgefiihrt, in dem etwa gesetzt werde

s =Sy+ xpud+ xyut+4 .- (39)

und s’: 36+ 0‘;2‘/2_{_ asuhl_*_ . (40)
Aus

. v .
Sinu = ; - sSIe



96 Kap. 1, .C. W.MEerTE: Realisierung der Abbildung durch Kugelflichen. Ziff. 56.

folgt unter Vernachldssigung der dritten und hoheren Potenzen der Sinusreihe
u = .t; . ¢

und mit Unterdriickung aller Glieder mit Exponenten iiber zwei:

»2

Mz = —— . wz
sE :
Analog wird:
w?= 5%22 @2.
Vergleicht man (34) und (40), so ergibt sich
/ ’ 72
Ay = &Ky » S:,_z )
und ebenso 148t sich finden:
72

Ay = Ky+ — .
2 83

Demnach kann (38) nach Kiirzung von 72 auch geschrieben werden:

2 2
D M Oy W (41)
21 S, o 2n’s) spr

Fiir eine Fliche ist damit aus der vor der Brechung herrschenden sphérischen
Aberration, die durch &, gekennzeichnet wird, und aus den Elementen der Null-
strahlrechnung die sphirische Aberration nach der Brechung, bestimmt durch
o}, gefunden. Abkiirzend findet man Gleichung (41) auch durch

200, 2 1
A=—2= —02 4 — 2
Se qu NS, (42)
angegeben, wobei demnach
2N X, 20 ) 2Ny
4 re o 1
So So So
und
1 1 1

nsy, wn's§ ns,

sind. Die cben entwickelten Ausdriicke beziehen sich auf irgendeine Fliche
des k-flichigen Systems. Um die sphédrische Aberration fiir die ganze Flachen-
folge zu erhalten, d. h. den Koeffizienten «%; als Funktion von den bei der rech-
nerischen Aufsuchung des Gaussschen Bildpunktes auftretenden Grofen und
damit als Funktion der optischen Daten des ganzen Systems zu bestimmen,
ist von der rekurrierenden Eigenschaft der Darstellung (42) Gebrauch zu machen;
man erhilt schlieBlich

k
Al — - St')z . zj(lz_.! 4Qg A 1 (43)
2k 211”k hnk {50 E) "

=1

womit die sphédrische Lingsabweichung
St — Sor = Oy’ (44)

gefunden ist. Die in (43) auftretenden GroBen sind alle unmittelbar der Null-
strahlrechnung zu entnehmen, denn nach Ziff. 32 (s. Abb. 24) ist

’
hor i Shos

’

Iy So
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4 ’
also auch how S0 Sow+l SOk -1
Bo Sop+1 Sop+2 Sok

ohne weiteres durch die paraxialen Schnittweiten bestimmt.

57. Die Brauchbarkeit der Reihénentwicklung der sphéarischen Langsaber-
ration bis zum ersten Gliede. An einem einfachen Beispiele sei die Verwendbar-
keit des Ausdruckes a},252 gezeigt. In den nebenstehenden beiden Tabellen 1 und 2
sind unter Annahme des unendlich fernen Achsenpunktes als Ding fiir eine
Sammellinse der Brennweite f = 100, der Dicke 9 und der Brechungszahl 1,61
die Ausdriicke s; — sp, angegeben, und zwar sind sie einmal unter Benutzung
der Formeln (1) bis (7) und (12) exakt ausgerechnet und dann mit Verwendung
von (44) angendhert bestimmt:

Tabelle 1.
;o . Differenz zwischen genauem und
Flachenkriimmungsradien sy, ~Sq, nach trigo- Niherungswert genahertem Wert der spharischen
nom. Durchrechnung sh—sho=al, 2 Lingsaberration in Prozenten
n | s fir 1:10 ‘ Boresm e von dieser
28 ‘ 45,46 —1,35 | -4 i +4.5%
30 52,32 —1,10 i —1,14 | +2.7%
55 ‘ 524 022 ‘ —0.22 0
65 —939 —0,20 | —0,20 0 %
—52,32 ‘ — 30 —3,80 3 —4,02 +5.8%
—45,46 — 28 —4,48 ! —4,79 +6,9%
Tabelle 2.
l r . Differenz zwischen genauem und
Flichenkrimmungsradien s, — s nach trigo- Naherungswert genihertem Wert der sphirischen
| nom. Durchrechnung ; Sl —Sho=ahoty? Lingsaberration in Prozenten

" i 7. ‘ fir 1:2 (bzw. 1:2,5) , °“¥ “e2TTe2ne von dieser
28 | 45,46 —33,76 —126,13 273,6%
30 ' 52,32 —27,71 — 76,17 174.9%
55 524 — 5,01 i — 6,56 'TRRA
60 3448 - 543 | - 58 7.9%
61 0o — 539 o= 578 7.2%
65 —939 — 529 b — 561 6 %
110 Co—132,7 — 8,26 o~ 862 i 4,4%
120,25 - —120,2 — 9,06 : — 9,51 , 5 %
939 — 65 —21,46 ; — 26,50 23,5%
—3448 — 60 —24,81 . — 32,36 30,4%
— 524 — 35 —29,26 L~ 41,26 41,0%
— 52,32 — 30 —067,29%) —256,28 | 280,9%
— 45,46 — 28 —83,54%) ! — 558,64 568,7%

Man sieht aus den Tabellen 1 und 2, daB die Ubereinstimmung des ange-
nidherten und exakten Ausdruckes schr weitgehend von der Durchbiegung
der Linse abhidngt. Dabei sci hier bemerkt, daB unter Durchbicgung einer
Linse die Variierung ihrer Kriimmung unter Aufrechterhaltung ihrer Brenn-
weite, Brechungszahl und Dicke zu verstchen ist; das Durchbiegen der Linsen
ist ein viel benutztes Mittel, um ihre Bildfehler in erwiinschter Weise zu ver-
indern. Die exakten Durchrechnungen — sidmtliche hier vorkommenden Rech-
nungen sind mit fiinfstelligen Logarithmen durchgefithrt und die SchluBergebnisse
auf Hundertstel abgerundet — sind in Tabelle 1 bestimmt fiir cinc Einfallshohe
des achsenparallelen Dingstrahls, die 1/,, der Brennweite betrdgt, und in Tabelle 2
fiir eine fiinfmal so groBe Einfallshéhe. Die Ubereinstimmung der wirklichen
Werte mit den Niherungswerten ist fiir das Offnungsverhdltnis 1:10 recht

. e Doppelte Einfallshéhe
gut (Offnungsverhaltms = Brennweite

suchten Durchbicgungen nirgends 79, der Abweichung. Man kann aus den

) ; sie iibersteigt fiir die unter-

Handbuch der Physik, XVIII, 7
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wenigen Werten der Tabelle 1 wohl ohne weiteres den SchlufB3 ziehen, daB fiir
ein miBiges Offnungsverhiltnis, wie es 1:10 ist, fiir die Linsenform geringster
sphéirischer Abweichung auch die Ubereinstimmung zwischen wirklichem
und gendhertem Werte besonders gut ist.

Fir das groBe Offnungsverhiltnis 1:2 dagegen ist ja keine gute Uber-
einstimmung der wirklichen und gendherten Werte zu erwarten. Immerhin
zeigt sich fiir manche Durchbiegungen noch eine ziemlich weitgehende Uberein-
stimmung. Fir die stirker durchgebogenen Formen, das sind die Linsen mit
stark gekriimmten AuBenflichen, versagt die Ndherung vollkommen; um zu
besseren Ergebnissen zu gelangen, miiiten noch Glieder héherer Ordnung be-
riicksichtigt werden. Allerdings kommt es wohl auch vor, daB3 die Reihen diver-
gieren und damit die Reihenentwicklung génzlich versagt. Die in Tabelle 2
mit *) versehenen Werte sind tibrigens fiir das Offnungsverhéltnis 1:2,5 berechnet,
da fiir ein Offnungsverhiltnis von 1:2 in diesen Fillen infolge Totalreflexion
der Lichtstrahl von der zweiten Fliche wieder in die Linse zuriickgeworfen wird.

Zusammenfassend kann man aber wohl sagen, daf fiir klcinere Offnungs-
verhiltnisse die Naherung durch (44) meist gut verwendbar ist, und man kann
hiermit die Abhéingigkeit der sphirischen Abweichung aus den Elementen des
abbildenden Systems in geschlossener algebraischer Form darstellen und diese
Elemente etwa so bestimmen, daf die spharische Aberration gewisse vorgeschrie-
bene Werte annimmt, wihrend die genaue trigonometrische Rechnung nur
durch Probieren zum Ziele fithren kann.

So iiberzeugt man sich z. B. leicht, daB eine diinne Sammellinse fiir den
unendlich entfernten Achsenpunkt als Ding stets sphédrisch unterkorri-

Abb. 67. Spharische Unterkorrcktion bei einer Abb. 68. Sphirische Uberkorrektion bei

einfachen Sammellinse. Pj Gaussscher Brenn- einer einfachen Zerstreuungslinse. P}
punkt. P} und Pj- Achsen-Schnittpunkte von Gaussscher Brennpunkt. P] und P}
bildseitigen Strahlen, die zu den achsen- Achsen-Schnittpunkte der ruackwartigen
parallel einfallenden Strahlen der endlichen Verlangerungen von bildseitigen Strahlen,

Einfallshéhen 7; bzw. h, gehoren. die zu den achsenparallel einfallenden

Strahlen der endlichen Einfallshéhen £,
bzw. /i, gehoéren.

giert ist, d.h. die Dingstrahlen mit gré8eren Einfallshohen vereinigen sich
im Bildraum auf der Achse ndher nach der Linse zu als die entsprechenden
Strahlen des Paraxialraumes, dic Schnittweiten werden also kleiner. Fiir eine
diinne Zerstreuungslinse liegen die Verhiltnisse umgekehrt; die virtuellen
Schnittweiten wachsen mit den Einfallshéhen; ihre absoluten Betrdge werden
allerdings ebenfalls kleiner: man spricht dann von sphérischer Uber-
korrektion. Anschaulich sind die geschilderten Verhdltnisse fiir den un-
endlich fernen Achsenpunkt als Ding in den Abb. 67 und 68 gezeigt.

Hat man dagegen cine im allgemeinen aus mchreren Linsen zusammen-
gesetzte Anordnung, so konnen dic von einem Achsendingpunkt ausgehenden
Paraxialstrahlen und die Strahlen einer endlichen Einfallshéhe einen gemeinsamen
Vereinigungspunkt im Bildraum haben. Das optische System mag dann fir
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jene endliche Einfallshohe sphéarisch korrigiert genannt werden; der zu ihr
gehorige Strahl ist oft der Strahl, der gerade noch am Rande der Eintritts-
pupille vorbeigeht; er heiBt daher auch Randstrahl. Die Strahlen, die mit ciner
kleineren, aber endlichen Einfallshéhe auf die Linsenfolge treffen, die also im
Dingraum zwischen Null- und Randstrahl liegen, haben im Bildraum im all-
gemeinen andere Schnittweiten als die Null- und Randstrahlen des sphirisch
korrigierten Systems; die sich so ergebenden Differenzen der Schnittweiten
dieser Strahlen und der Schnittweite des Null- bzw. Randstrahles nennt man
Reste der sphérischen Aberration oder auch sphirische Zonen; oft bezeichnet
man auch den Extremwert dieser Schnittweitendifferenzen als sphirische Zone
schlechthin. Wie durch Zusammenwirken
einer Sammel- und Zerstreuungslinse sphéri-
sche Korrektion eintreten kann, ist an-
schaulich in Abb. 69 gezeigt. Als Ding ist
wieder der unendlich ferne Achsenpunkt
angenommen; PjP;bedeutet einen Restwert
der sphirischen Lingsaberration.

Es ist klar, daB man durch eine Nihe-
rung fiir s’— s, die bei der zweiten Potenz ~ Abb. 69. Spharische Korrektion fir
abbricht, den Verlauf der sphirischen Ab- die Offnung 24,. Gaussscher Brenn-

: " . s - punkt P} und Achsenschnittpunkt
weichungen fiir ein sphirisch korrigiertes

. . >’ P, des zu dem achsenparallel ein-
System in keinem Falle mchr geniigend fallenden Strahle mit der endlichen

genau darstellen kann, denn s, — sf, = &4, #,> Einfallshche /, gehorigen Bildstrahles
nimmt mit %, monoton zu bzw. ab. Es fallen zusammen. Der zu dem aqhsen-
.. . s ; parallel einfallenden Strahle mit der
muBte v1.e]mehr noch die v1er.te Potenz, also Einfallshéhe 4, gehorige Bildstrahl
die Bestimmung von «j}, hinzugenommen schneidet dic Achse in PJ.
werden, dic, wie bereits bemerkt, auch fiir
einfachere Flachenfolgen schon recht langwierig wird. Deswegen sind Vorrech-
nungen, bei denen die nidherungsweise Darstellung der sphirischen Abweichun-
gen in geschlossener Form als algebraische Funktion der Elemente des abbilden-
den Systems verwandt wird, fiir weniger einfache Flichenfolgen bei Mitnahme
auch der vierten Potenz in der Reihenentwicklung der sphirischen Lings-
aberration oft nicht zu empfehlen, sondern das Probieren mit trigonometrischen
Durchrechnungen wird héufig schneller zum Erfolge fiihren.

58. Die Kaustik axialer Dingpunkte. Geniigt zur Untersuchung der sphi-
rischen Langsaberrationen und iiberhaupt des Verlaufs der Bildstrahlen, die
von einem Achsendingpunkt ausgehen, die durch (44) gegebene Niherung nicht,
so kann im Anschlul an die bereits erwihnte Schrift des Verfassers?) s, — sj,
durch eine Funktion ¢(u;) dargestellt werden. Rechnet man nidmlich eine
gewisse Anzahl vom Dingpunkt ausgehender Strahlen trigonometrisch durch,
so kann man dic sphirischen Lingsaberrationen ¢ (u}) analytisch interpolieren.
Die interpolatorische Bestimmung von ¢ (u}) bleibt auch fiir gréBte Offnungen
verwendbar, da sich stets eine ausreichende Genauigkeit erreichen 14Bt, wenn
man nur eine geniigende Anzahl geeigneter sphirischer Langsaberrationen durch
die trigonometrische Durchrechnung ermittelt. Benutzt man zur Interpolation
die ganze rationale Funktion, so kann gesetzt werden:

P ) = D02 (45)
i=1

Sind dann auBer dem Nullstrahl ¢ Strahlen endlicher Einfallshthe bzw. end-

1) W. MertE, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 533. 1925.
7*
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lichen Offnungswinkels trigonometrisch durchgerechnet, so sind die zugehérigen
o Werte von @ (u;) der trigonometrischen Rechnung unmittelbar zu entnehmen,
und man kann aus dem linearen Gleichungssystem
o .
@ (1) =Z’cz,_u;.%’~, l=1...0, (46)
i=1
die o Koeffizienten co; bestimmen, womit ¢ (#) in der Form (45) darstellbar ist.
Die Ausdriicke (30) in Ziff. 9 fiir die Meridiankurve der Kaustik werden
nach dem dortigen # entsprechender Anderung des #; und ¢, ;

o
§= DA+ ey, 0,

L=1

[
n = E Py NN TALER
=1

Sic ist also bei dieser Darstellung eine Unikursalkurve vom Grade (20 + 1),
und die Anzahl ihrer Doppelpunkte und Spitzen ist ¢ (20 — 1). Einen hoheren
Wert als etwa ¢ = 3 braucht man in der Praxis duBerst selten. Iiir o = 3 wird

@ (1) = ey + cauit + cg

(47)

Setzt man dann
p() =0, @) =0 und ¢"(u) =0

und schliet das Verschwinden auch nur eines der Koeffizienten ¢,, ¢, und cq,
das zu einfachen Modifikationen fithren wiirde, aus, so liefern diesc drei Glei-
chungen in entsprechender Reihenfolge die Wurzeln:

/,'——/T—__.T

w? — W = J—cg £ Vei —4cecq

k — Yy k) T T AT T
2c¢q

/—=Ca£}Ci— 3620

u, =0 u, =
) 3 66

’

, _'1:354:i: Voci — i5025(;
W (S PeNT Sy
LaBt man die Losungen u; = 0 als trivial unbesprochen, so kann man iiber die
iibrigen Wurzeln folgendes sagen: Sind sidmtliche Koeffizienten c¢,, ¢, und ¢4

w w
wlu) Pl
Abb. 70. Verlauf der spharischen Langs- Abb. 71. Verlauf der spharischen Langs-
aberration ¢(u) bei volliger Unterkorrek- aberration () bei gewohnlicher IKor-
tion. u entspricht u} im Text. rektion mit uberkorrigierter Zone. u ent-

spricht 1} im Text.

gleich bezeichnet, so sind simtliche Wurzeln imaginir. Diesem Falle entspricht
vollige Unkorrektion der Lingsaberrationen. Er ist schematisch fiir Unter-
korrektion in Abb. 70 dargestellt.
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Sind nur ¢, und ¢, oder nur ¢, und ¢g gleich bezeichnet, so gibt es je eine
reelle Losung (zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln sind hier als eine gezdhlt).
Diesem Fall entspricht die gewohnliche Korrektion der spharischen Langsaber-
ration; er wird schematisch mit iiberkorrigierter Zone durch die Kurve der
Abb. 71 veranschaulicht.

w F u
73
Pl pre wlu

_— > ——
Abb. 72. Verlauf dersphari-  Abb. 73. Die Kurve der Abb. 74. Die Kurve der spha-
schen Langsaberration ¢(u)  sphirischen Léangsaberra- rischen Lingsaberration ¢(u)
mit doppelter Korrektion, tion g¢(x) hat 2 Extrema hat 2 Wendepunkte. 1w ent-
u entspricht u} im Text. und 2 Wendepunkte. # ent- spricht u} im Text.

spricht #f im Text.

Sind dagegen die Vorzeichen der Koeffizienten der zweiten und sechsten
Potenz cinander gleich, so ergeben sich je zwei reelle Losungen (auch hier sind
zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln als eine gezdhlt), wenn die beziiglichen
Ausdriicke:

€3 — 4cyc>0: s. Abb. 72,

€3 —3cyc>0: s. Abb. 73,
¢} — jcyce>0: 5. Abb. 74,

sind, und zwar hat die Kurve der sphirischen Langsaberrationen bei Erfiillung
der ersten Ungleichung zwei reclle Schnittpunkte mit der Ordinatenachse, zwel
Extrema und zwei Wendepunkte, bei Bestehen der zweiten Ungleichung zwei
7 7

£
=< s ¢

Abb. 75. Meridiankurve der Kaustik Abb. 76. Meridiankurve der Kaustik
cines Systemes gewoéhnlicher spharischer eines Systems, dessen spharische Léngs-
Korrektion mit unterkorrigierter Zone, aberration ¢(x) vom Typus der Abb. 73
Die &-Achse ist optische Achse und ist. Die &-Achse ist die optische Achse
der Koordinatenanfang entspricht dem und der Koordinatenanfang entspricht
Gaussschen Bildpunkte. dem Gaussschen Bildpunkte.

reclle Extrema und zwei Wendepunkte, bei Befricdigung der dritten Ungleichung
zwei reelle Wendepunkte.

Oft kann man den Verlauf der sphirischen Langsaberrationen bei volliger
Unkorrektion schon durch die Wahl ¢ = 1 und den der gewdhnlichen Korrektion
durch p = 2 geniigend gut darstellen; nur bei Kurven vom Typus der Abb. 72 bis 74
miissen mindestens drei Kocffizienten c,; bestimmt werden; dic hicr angestellten
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Uberlegungen behalten iibrigens auch ihre Giiltigkeit, wenn die Darstellung (45)
als geniherte Potenzentwicklung, die bei der 2p-ten Potenz abgebrochen ist,
aufgefaBBt wird; es ist dann eben ¢y = &gy -

In umstehenden Abb. 75 und 76 sind die Meridiankurven zweier Kaustiken
schematisch dargestellt, und zwar entspricht die erste einem System gewdhnlicher
sphérischer Korrektion mit unterkorrigierter Zone und die zweite einer Flichen-
folge, deren sphirische Lingsaberrationen vom Typus der Abb. 73 sind. Dort,
wo die Meridiankurven der Kaustiken die &-Achse schneiden, nehmen die zu-
gehorigen Betrige der sphirischen Langsaberrationen Extremwerte an, und
die zugehorigen Parallelkreise der Wellenflichen bestehen aus Kreispunkten.
Fiir die ausgezeichneten Punkte der Kaustik vom Typus der Abb. 75 stellen
wir hier noch iibersichtlich die Koordinaten zusammen:

1. £ = 5 = 0: Spitze im Gaussschen Bildpunkt;

2 2¢c2 / Cs . .
2. f=—-"-, p=4—""—.1/—": zwei auBeraxiale Doppelpunkte;
£ s 1= o a ]‘, o ppelp
3. &= —- 45_2" 7 = 0: ein axialer Doppelpunkt;
4
Y S - B o O fale Spi
4. E= 2060 1= + 250, l//1064 : zwei auBeraxiale Spitzen.

Erwihnt sei hier noch, daB3 es ganze Gruppen von Abbildungen gibt, bei denen
die Kaustik der von einem Dingpunkt kommenden Strahlen in geschlossener
_ Form bestimmbar ist. So existiert

7 z. B. fiir den Fall, daB der Dingpunkt
im Unendlichen liegt, die einfallenden

Strahlen also parallel sind, folgender

:x schéne allgemeine Satzl): Ist Q ein

R )zqg Punkt einer spiegelnden ebenen
Kurve und M der zugehorige Kriim-

mungsmittelpunkt, so findet man den

¢ \ entsprechenden Punkt Q' der Kaustik

2 fiir parallele Strahlen in der Kurven-

i bz s £ ebene, indem man vom Mittelpunkt
\ C des Kriitmmungsradius M Q das Lot

CQ’ auf den reflektierten Strahl fallt.
Zur Verdeutlichung dieses Satzes
sei als reflektierende Kurve der Kreis

£ 42 =2

gewihlt (s. Abb. 77). RQ sei der ein-
fallende Strahl, Q R’ der reflekticrte.
Abb.77. Hollkurveeinesaufeinen hohlen Kugel Halbiert man dann M Q durch C und
. . urveei aulemennonlen isugel- A ’ ’ : [

spi(/:gel fallenden Parallelstrahlcnbiischelg flilalll't IgaQtail;f.lgi{f ’d:: IIS(tI‘tesgén ]I;Tl?i{l‘f
Wiederholung dieser Operation kann

man die ganze Katakaustik des Kreises Punkt fiir Punkt finden. Sie ist iibrigens
eine Epizykloide, die entsteht, wenn ein Kreis mit dem Radius 7/4 auf einem an-

I

1) P. Loria, Spezielle transzendente ebene Kurven. S. 665. Leipzig: B. G. Teubner 1902.



Ziff. 59. Die Wirkung der sphirischen Lingsaberration auf das Bild. 103

deren mit dem Radius 7/2 abrollt. Ihre Gleichung ist
§=%(3cosﬂ—cos30), 7;=§(3sim$-—sin319),

worin ¢ den Winkel bedeutet, den die Verbindungslinie von M und einem Punkt
der Katakaustik mit der &-Achse einschlie8t. L48t man die Epizykloide um die
&-Achse rotieren, so ist die entstehende Rotationsfliche die Hiillfliche der simt-
lichen reflektierten Strahlen, die vor der Reflexion achsenparallel auf den Kugel-
spiegel einfallen. Fir allgemeine Lage des Dingpunktes findet sich die Katakaustik
des Kreises von R.S. HEATH!) behandelt.

59. Die Wirkung der sphirischen Lingsaberration auf das Bild. Diec Tat-
sache der sphirischen Aberration, daB also dic von einem Achsendingpunkt
ausgehenden Strahlen im Bildraum nicht in einem einzigen Punkte zusammen-
treffen, wirft zunichst die Frage auf, was eigentlich als Bild des Achsending-
punktes zu betrachten sei. Bei der Beantwortung dieser Frage kénnen die hier
abgeleiteten Beziehungen manchen Dienst leisten. So kann durch die Kenntnis
der bildseitigen Strahlenkongruenz, insbesondere ihrer Kaustik, soweit die geo-
metrische -Optik iberhaupt dazu ausrcicht, festgestellt werden, welcher Teil
des Raumes Licht erhilt, und wo im groBen und ganzen die Stellen besonderer
Lichtzusammendrangung liegen. Dabei spielt natiirlich auch die verschiedene
Gestalt und Lage der Kaustik fiir die verschiedenen Farben, wenn vom Ding-
punkt Mischlicht ausgesandt wird, eine wesentliche Rolle, doch geniigt fiir viele
Fille die Bestimmung der Strahlenkongruenz fiir einige wenige Farben; auf
diese Komplikation sei hier im iibrigen weiter nicht eingegangen und etwa ein-
farbiges Licht vorausgesetzt. Dient z.B. als Bildauffangfliche eine achsen-
senkrechte Ebene, so ist bei Unkorrektion sowohl wie bei Korrektion der
sphérischen Lingsaberration, sofern wenigstens noch Reste der sphirischen
Abweichung vorhanden sind, als Bild des Achsendingpunktes ein Zer-
streuungskreis anzusprechen. Der Halbmesser dieses Zerstreuungskreises, den
man als MaB der sphirischen Seitenaberration bezeichnen kann, ist bei
Kenntnis des Verlaufes der sphirischen Lingsaberration, also z.B. nach
Bestimmung von ¢ (u}), stets feststellbar, wenn die Lage der Auffangebene
gegeben ist.

Das eigentliche Problem ist die richtige Angabe der Auffangebene. Seine
allgemeine einwandfreie Lésung stcht noch aus. Es hat neben der geometrischen
und physikalischen Scite, die fiir den Aufbau des Bildes an sich maBgebend ist,
auch noch eine physiologische, wenn man die Betrachtung des Bildes durch das
Auge in Betracht zieht, oft auch z. B. eine physikalisch-chemische, sofern das
Bild wie in der Photographie in einer lichtempfindlichen Schicht fixiert wird.
Einige Regeln, die fiir die Auffindung der Einstellebene bester Schirfe gegeben
worden sind, seien hier mitgeteilt.

Die ziemlich oberflichliche Annahme, daB das Bild an die Stelle engster
Einschniirung der Strahlenkongruenz zu verlegen sei, ist fiir manche Betrach-
tungen wohl recht bequem, findet aber anscheinend nicht hiufig ihre experi-
mentelle Bestitigung.

Trotzdem, daBl die physikalischen Eigenschaften des Lichtes sicher einen
entscheidenden EinfluBl auf die eigentliche Lage des Bildes ausiiben, sind aus
rein geometrisch optischen Uberlegungen Regeln iiber die optimale Einstellung
gefunden worden, die mit Kontrollversuchen gute Ubereinstimmungen ergeben

) Lehrb. d. geometr. Optik von R.S. HEaTH, S. 120ff. Berlin: Julius Springer 1394.
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haben. So gibt KoHLRAUSCH?!) an, daB bei 30 von ihm untersuchten photo-
graphischen Objektiven die visuelle optimale Einstellung praktisch geniigend
genau mit den nach Gauss berechneten Werten iibereinstimmt, wihrend der
Ort der engsten Einschniirung Abweichungen von der optimalen Einstellung
zeigt, die nicht durch MeBungenauigkeiten zu erkliren sind. Die von GAUSS
aufgestellte Regel 14Bt dort die beste Schéirfe erwarten, wo f 727ds zu einem
Minimum wird, dabei ist ds das Ringelement des Zerstreuungskreises im Abstand »
von der Achse und ¢ die Intensitdt der Strahlen in jenem Flachenclement.

Es gibt iibrigens auch optische Anordnungen, bei denen man mehrere
Einstellebenen besonders guter, fast gleichwertiger Schirfe feststellen kann. Die
groBe Mannigfaltigkeit der durch Versuche gewonnenen Ergebnisse darf nicht
iiberraschen, wenn man an die verschiedenen Méglichkeiten des Verlaufs der
sphérischen Langsaberrationen, von denen die Abb. 70 bis 74 Beispiele geben,
denkt, ganz zu schweigen von den oben angedeuteten anderen Faktoren, die
noch auf die Erscheinung einwirken.

Neuerdings ist angegeben worden, daB3 die beste Einstellung fiir optische
Systeme mit gewohnlicher sphirischer Korrektion in der achsensenkrechten
Ebene liegt, dic durch die beiden auBicrhalb der Achse gelegenen Doppelpunkte
der Kaustik in Abb. 75 geht; der Quotient aus Abstand dieser beiden Punkte
dividiert durch die Brennweite koénnte dann als ein MaB fur die Giite des Sy-
stems hinsichtlich seines sphirischen Korrektionszustandes sein. Geniigende
Versuchsergebnisse, die diese Regel stiitzen, sind wohl noch nicht bekannt.
Jedenfalls ist cin allgemeines Gesetz, das fiir alle Arten der Abbildung dic beste
Einstellung festzulegen gestattet, bei der Fiille der in Frage kommenden Fak-
toren, wie Korrektion des Systems, Gestalt und Lichtverteilung im Gegenstand,
Zustandekommen des Bildes im Auge oder auf einer photographischen Schicht
usw., nicht leicht zu finden, auch wenn weitergreifende, iiber den Rahmen der
geometrischen Optik hinausgehende Untersuchungen angestellt werden.

Neben der Bestimmung der besten Einstellung und der Beurteilung der
Bildgiite aus dem Verlauf der sphirischen Lingsaberrationen hat man auch
versucht, aus diesem auf die beste Korrektion einer Flidchenfolge bestimmter
Bauart zu schlieBen; d. h. ob cs richtiger ist, z. B. ein photographisches Objektiv
fiir die Randstrahlen sphirisch genau auszukorrigieren oder etwas Uber- oder
Unterkorrektion zuzulassen.

Auch die in der heutigen Liebhaberphotographie cine gewisse Rolle spie-
lende Frage nach der sog. Erhchung der Tiefenschirfe hat man durch die Unter-
suchung der bildseitigen achsensymmetrischen Strahlenkongruenz zu kliren
unternommen. Es licBen sich leicht noch weitere Probleme aufzidhlen, bei deren
Untersuchung unsere Ausdriicke fiir die spharische Lingsaberration, die Kaustik
usw. benutzt zu werden pflegen; es mag aber mit dem bereits Gegebenen hier
sein Bewenden haben, da die Anwendungsart und der Geltungsbereich dieser
Ausdriicke schon damit geniigend klargestellt erscheint.

60. Die Bildverschlechterung durch die sphirische Lingsabweichung,
wenn die Bildebene durch den Gaussschen Bildpunkt gehend angenommen
wird. Nur einige wichtige Einzelfille seien noch als Anwendungsbeispicle er-
wihnt. Wiahlt man als Einstellebene die durch den Gaussschen Bildpunkt
gehende achsensenkrechte Ebene, so weil man aus den vorhergehenden Dar-

1) K. W. F. KorLrauscH, Uber die sphirische Korrektion photographischer Objcktive.
Wiener Ber. (2a) Bd. 129, H. 6, S. 609—631. 1920. S. auch: E. Linotzky, Central-Ztg. f.
Opt. und Mech. 45. Jahrg. S. 207—208, 210, 1924. J. FLUGGE, ZS. f. Instrkde, 46. Jhrg.
S. 333—354 und 389—415, 1926. R. RicHTER, ZS. f. Instrkde, 45. Jhrg. S. 1—15, 1925
(Untersuchungen auf beugungsthcoretischer Grundlage).
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legungen, daB diese Einstellebenc nur in roher Anndherung als Lage des Bildes
betrachtet werden darf. Nimmt man dann mit diesem Vorbehalt den aus dem
bildseitigen Winkel durch jene Ebene ausgeschnittenen Zerstreuungskreis als Maf3
fiir die Abweichungen und nennt seinen Radius /., so wird l;, = (s, — s¢,) - tang u},
oder mit der Genauigkeit unserer Reihenentwicklung (44):

Sok how\4 qe 1)
U= oh ud=— 2 .y} E ( 0 ) : (A —)
K 2k Tk 2n} k hox Qeso 7 Solu

u=1

S () 2" () gs(a=L)
— 2nh F gy gy ! CENT syt

n=1

(48)

Wichtiger als die GroBe des Zerstreuungskreises selbst ist oft seine Einwirkung
auf die Unterscheidbarkeit von Einzelheiten im Gegenstand. Man kann den
Zerstreuungskreis durch die Fliachenfolge entgegen der Lichtrichtung in den
Gegenstand abweichungsfrei abbilden; die GréBe dieses dingseitigen Zerstreuungs-
kreises dient dann, natiirlich wieder mit dem nétigen Vorbehalt, als MaB fiir die
Erkennbarkeit von Einzelheiten im Objekt. Nach (23) in Ziff. 32 ist fiir kleine
Winkel %4}l = nyu,l;, wenn I, der Radius des dingseitigen Zerstreuungs-
kreises ist; daraus folgt:

no wo,
ll.:- -._-lk:

k
4 4 4
— 51“‘-1&/4((’.@.}) Z (’Lo!_‘) 02 (A _?_)
Ny Uy 2ny 1ty * \lox hoo ! TSN\ msy/

=1 '

= S ()8 Ek (h"'"yQ'2 (A L )
2nf V1T / hor/ TR\ mse/
=

Mit Hilfe des von E. ABBE numerische Apertur genannten Ausdruckes 4 = #;sinu,
kann man in Riicksicht auf die hier in Frage kommende Gré8cnordnung des u,

auch schreiben:
13
_ S 43 how\' e A
h 20t 4 2(/;0 ,) Quuse (A 115(,).,‘ . (50)

n=1

(49)

I, wiachst demnach mit der dritten Potenz der numerischen Apertur des cinfallen-
den Biindels.

Fir cinen unendlich entfernten Gegenstand, also sy, =oo0, wird, wenn
#; = 1 angenommen ist, unter Beriicksichtigung von u,sy; = %y, als Winkel-
maB 2; des Radius des in der unendlich fernen Ebene des Dingraumes liegenden
Zcrstreuungskreises erhalten:

k
/ hy Y (Do i\ A 1
Jo— ‘1 __a Z (,g.'_l) 2 ( B ) 5
17 501 2 Irgq Queso Jnso o (51)

=1

d. h. die Wirkung der sphirischen Abweichung ist bei unendlich entferntem
Gegenstand der dritten Potenz der linearcn Offnung der Flachenfolge proportional.
Nun muB} diec Summe der rechten Seite fiir geometrisch dhnliche Linsenfolgen
cndlicher Brennweite der dritten Potenz dieser Brennweite, sic sei /', umgekehrt
proportional sein, so daf sich (51) auch schreiben 148t:

1

dy= — (—)”p, (52)

&

wenn 1/e = 2%,/ das Offnungsverhiltnis der Folge und 16 p der Wert jener
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Summe in (51) fiir die Brennweite /' = 1 ist. Die Verundeutlichung eines unend-
lich entfernten Gegenstandes ist demnach bei Beriicksichtigung nur des ersten
Gliedes der Reihenentwicklung fiir die sphirische Abweichung proportional
der dritten Potenz des Offnungsverhiltnisses. Der Proportionalititsfaktor #
hangt nur ab von der Bauart der Flachenfolge, nicht aber von deren Brenn-
weite. Der Winkelwert 4, ist demnach fiir geometrisch dhnliche Linsenfolgen
beliebiger Brennweite immer der gleiche.

61. Die sphédrische Lingsabweichung in einigen Sonderfillen. Um beispiels-
weise Gleichung (51) fiir eine bestimmte Folge zu diskutieren, sei eine unendlich
diinne, in Luft befindliche Linse, deren Brechungszahl » sei, als diese Folge
gewdhlt. Dann wird, da #; = #n5 =1 und Ay, = Ay, ist, vom Vorzeichen ab-
gesehen:

_him4+2 5 2n41
T2l n S

Z

2
vo+ (2=, (53)
wenn mit g; die Kriimmung der ersten, mit g, die Krimmung der zweiten Fliache
und mit ¢ = (# — 1) (0, — 0,) die Brechkraft oder Stirke der diinnen Linse
bezeichnet wird. Beim Durchbiegen der Linse, d. h. bei festgehaltener Brechungs-
zahl und Stdrke, was letzteres sich dann durch g, — g, = konst. analytisch
ausdriicken 148t, ergibt sich ein Minimum fiir 4;, wenn von den beiden Kriim-
mungen die der ersten Flidche als unabhidngige Variable betrachtet wird, aus
der Gleichung

oh _
. . 091 ’
woraus sich bestimmt:
_n 21 4+ 1 -
N s S ZD (54)

Der Minimalwert 4, wird demnach:
T (hy19)\3 n@4n — 1)
}‘l'— ( 2 ) .(n—1)2(n +'2_) (55)

In der folgenden Zusammenstellung!) sind fiir einige Linsenformen und die
Brechungszahlen# = 1,5, # = 2,0 und » = 2,424 (Diamant) die Wertc 2,/(%,, ¢)?
angegeben:

Tabelle 3.
n=1,5 n=2,0 n=2,424
0 . T
: o1 | e 24 0 e 24 01 g | 22
Gestalt der Linse. | =' | =2 Ll =2 =2 =1 Sl e e
» @ (a9l ¢ ¢ @ [(ha19)’] ¢ ® (b1 9)®
Ebene Vorderfliche| 40 -2 +9 +0 —1 +4 40 —0,702 |+ 2,898
. - . ! ! 1 1 1
Gleichseitige Linse +1 “ —1 -+ —49 + 31T +2 140,351, —0,351! 41,680
3 : ,
Ebene Hinterfliche | 42 l 40 % 1 +0 +1 |+0,702. 40 +0,914
. 12 2 |
Gunstigste Form | +22 | — 2| 4235 | 430 4 | £7 4442540423 +0,587
(Aberration = Minimum) 7 7 7 4 4 8

Man ersieht aus dieser Tafel, da3 unter sonst gleichen Umstanden 22,/(%,, )3
mit wachsender Brechungszahl abnimmt.

In den folgenden beiden weiteren Zusammenstellungen sind fiir verschiedene
Formen der Linse mit der endlichen Dicke 4 =9, der Brechungszahl # = 1,61
und der Brennweite f/'= 100 die spharischen, durch trigonometrische Rechnung

1) Entnommen CzAPSKI-EPPENSTEIN S. 243.
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Fir den AbbildungsmaBstab 1 : 00 ist:
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nach (1) bis (12) bestimmten Lingsabweichungen
angegeben, und zwar einmal fiir einen unendlich
entfernten Gegenstand und dann fiir die Abbil-
dung, bei der Ding und Bild umgekehrt und gleich
groB sind; die fiir die Durchrechnung benutzte
Einfallshohe ist stets 4, = 15,71, so daB im Falle
des unendlich entfernten Dinges das Offnungs-
verhdltnis 24,/f = 1/3,2 ist.

In Abb. 78 sind die Werte der beiden letz-
ten Tafeln durch Schaulinien dargestellt; ein
Minimum der Ab-
weichungen liegt fiir
den MaBstab 1:00
zwischen den Werten
60 und 70 fiir den
Frontradius, fiir den
MaBstab 1:1  bei
7, = 120,25, d. h. die
Linse hat entgegen-
gesetzt gleiche Kriim-
mungsradien.

62. Apses Sinus-
bedingung. Das Be-
stehen  sphérischer
Aberrationen macht
sich nach zwei Rich-
tungen hin bemerk-
bar, einmal ist sie
der Grund dafiir, daB
die Schirfe in dem
Punkt, in welchem
die Bildebene von der
Achse getroffen wird,
geringer ist, als wie
sie bei vollig fehler-
freier Abbildung sein
wiirde, und dann gibt
sie AnlaB zur Ein-
stelldifferenz, d.h. die
optimale Einstellung

Aberrationen

a S Y T N S B S
50 60 70 80 90 100 #10 120 730 740
Frontradius

Abb. 78. Abhangigkeit der
spharischen Langsaberrationen
ciner Sammellinse der Brenn-
weite f = 100 und der Dicke
d = 9 fiir verschienene Durch-
biegungen und zwar einmal
fir einen unendlich entfernten

far den Achsenpunkt
verlagert sich mit der
Anderung der Off-
nung der abbildenden

Gegenstand und dann fiir den
Fall der Bildgleichheit. Als
Brechungszahl der Linse ist
stets n = 1,61 und als Offnungs-
verhiltnis 1/3,2 angenommen.

Biindel, diez.B.durch
mehr oder weniger weites Offnen einer Irisblende be-
wirkt werden kann. Wére die sphirische Aberration
vollig gehoben, so wiirden auch fiir Linsenfolgen
sehr groBen Ausmales diese Unvollkommenheiten
der Abbildung nicht in Erscheinung treten kénnen.
Uber die Giite der Abbildung eines dem fchler-
frei abgebildeten Achsenpunkte seitlich benach-
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barten Punktes wiirde im allgemeinen zu sagen sein, daB sie hinter der des
Achsenpunktes zuriicksteht, und zwar bei erheblicher Biindeléffnung derart,
daBl die Abweichungen von der GroBenordnung der Entfernung dieses seitlich
der Achse gelegenen Punktes von der Achse sind, d.h. daBl von einer eigent-
lichen Abbildung nicht gesprochen werden koénnte. Es bedarf also, damit
bei fehlerfreier Abbildung des Achsenpunktes auch das achsensenkrechte
Flachenstiickchen durch diesen Achsenpunkt genau abgebildet wird, neben der
Hebung der spharischen Aberration noch weiterer besonderer Eigenschaften
der abbildenden Strahlenbiindel. Diese finden ihren Ausdruck in der ABBEschen
Sinusbedingung.

Eine Abbildung, bei der ein Achsenpunkt und das in ihm achsensenk-
rechte Flachenelement durch weit geéffnete Biindel fehlerfrei abgebildet
wird, haben wir Dbereits kennen-
gelernt. Der geometrische Ort der
aplanatischen Punktepaare einer
brechenden Kugelfliche, die beiden
Kreisc £, und &, der Abb. 64 werden,
wie wir sahen, durch weit getffnete
Biindel fchlerfrei ineinander abge-
bildet. Sind diese Kreise, wieder mit
k, und k, bezeichnet, in Abb. 79 fiir
Abb. 79. Die Kreise %k, und %, sind fir die di? brechende Kugelfliche F' mit d?m
Ebene der Zeichnung lder geometrische Ort Mlttelpunkt M dargestellt und wird
der aplanatischen Punktepaare der brechenden derinQaufF treffende Strahl PQ nach
Kugelflache F mit dem Mittelpunkt M. Das QP’ gebrochen, so liegt nach dem
zur Achse P senkrechte Flachenelement PP, Fritheren P’ auf der Zentrale MP

wird streng durch weitgedffnete Biindel in : : . _
das achsensenkrechte Flichenelement P’P] ab- und ist als Blldpun]xt zu P anzu

gebildet. sprechen. o
Allgemein gilt fiir die ding- und
bildseitigen Mittelpunktentfernungen nach (2) und (6)

¢ _ sin? sinw/ n’ - sinu’

¢ siny sins’ ~ n-sinwu °

Bei der Abbildung von Pin P’ wird, da diese ja frei von sphirischer Aberration
ist, n'sinu’/(n - sinu) = konst.

Betrachtet man nun auf %k, den von P um das unendlich kleine Liniencle-
ment P P; entfernten Punkt Py, so ist der Schnitt von M P, mit k, dessen Bild-
punkt P{. Dann ist

¢:c=PP;:PP, oder P'P,=Ppp,. 50"
. NS
Da P'P{ unendlich klein von erster Ordnung ist und exakt durch weit gesfinete
Biindel abgebildet wird, so wird es das auch erst recht durch unendlich enge,
wenig gegen die Achse geneigte Biindel, d. h. also es bestehen fiir dicse Abbil-
dungen auch die Abbildungsgesetze des Paraxialraumes. Es kann also nach
(11) in Ziff. 30 gesetzt werden:
PP,

sinu’ n 1
pp, =P oder o= (56)
Wenn demnach ein achsensenkrechtes Flichenstiickchen durch eine brechende
Kugelfldche in ein ebensolches Flachenstiickchen streng abgebildet wird, so
ist dic Bedingung (56) crfiillt.

Wird nunmehr ein Achsenpunkt durch cine zentrierte Flichenfolge vollig
fehlerfrei abgebildet, so ist fiir die gesamte Flachenfolge, die Erfiillung von
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(56) d. h. der sog. Sinusbedingung, notwendig und hinreichend dafiir, daB auch
ein ganzes achsensenkrechtes Flichenstiickchen in diesem Achsenpunkte durch
die Flichenfolge vermittels weit geoffneter Biindel in ein achsensenkrechtes
Flachenstiickchen genau abgebildet wird.

Fiir den Beweis dicser Behauptung beschridnken wir uns hier auf Strahlen
in einem Meridianschnitt, es sei aber ausdriicklich betont, daB3 bei Hebung der
sphérischen Aberrationen und Erfiillung der Sinusbedingung fiir einen Achsen-
punkt simtliche, also auch auBerhalb eines Meridianschnittes verlaufende Strahlen,
dic von irgendeinem Punkte des dingseitigen achsensenkrechten Flachenelementes
herkommen in dem entsprechenden Bildpunkte zur Vereinigung gelangen. In
Abb. 80 seien P und P’ zwel
konjugierte Achsenpunkte, deren
Abbildung  ineinander vollig
streng sei. Durch PP; sel
ein achsensenkrechtes Fliachen-
element in P kenntlich gemacht,
und es sei angenommen, dal} es
streng durch weit gesffnete Biin-
del in P'P{, das cbenfalls
ein achsensenkrechtes Flichen-

Abb. 80. Zum Beweis der ABBEschen Sinusbe-
dingung fur Strahlen im Meridianschnitt. Das

element darstellen soll, abge-
bildet werde; d.h. es sollen
also nicht nur alle von P kom-
menden Strahlen in P’, sondern
z. B. auch alle von P; kommen-
den Strahlen in P; zur Vereini-

Flachenelement PP, wird durch die Flachenfolge
1 k vermittelst weit geodffneter Strahlenbiindel
streng in P’P| abgebildet. Ein von P ausgchen-
der Strahl mit dem Neigungswinkel u« geht im
Bildraum durch P’ mit der Achse den Winkel
u’ bildend. Ein von P, ausgehender Strahl P, R,
mit dem Neigungswinkel # geht nach Durch-

. o schreitung der Folge cbenso wie der von P; aus-
gung gelangen. Dic Erfiillung gehende achsenparallele Strahl P, R, durch Pj.

der ersten Forderung bedeutet

vollige Beseitigung der spharischen Abweichungen. Die Bedingung zur Be-
friedigung der zweiten Forderung ist noch aufzusuchen. Zu diesem Zwecke be-
trachten wir je zwei von P bzw. P, ausgehende Strahlen, die sich entsprechend
parallel scien, und zwar moge von P aus cin Strahlliangs der Achse und der zweite
mit einem Neigungswinkel # gegen dic Achse verlaufen; dann sind dic durch P,
gehenden Strahlen P, R; und P, R,. Die Schnittpunkte der im Dingraum parallelen

Strahlen seien im Bildraum A; bzw. A2 Infolgc der strengen Abblldung von

P in P’sind die optischen Wege P. 4 P und P4, P (es bedeutet also z. B. PA P’
die Summe der mit den Brechungvahlen der ]ewelhgen Medien multlphzlcrten
Teilstrecken eines von P iiber 4, nach P’ laufenden Strahles) einander gleich.
Nun soll aber auch P, in Pj fehlerfrei abgebildet werden, d.h. die opt1<chen

Wege P, 4, P{und P A, Pisind cbenfalls einander gleich. Also ist P4, P— PA P
und P, 4,P] = P A, P{ oder durch Subtraktion:

P A, P, — PA,P'= P, 4, P, — PA,P'=P, 4, + A, P, — PA, — 4, P.

Da weiter EAI = E:l: ist, weil P und P, auf einer Wellenfliche fiir achsen-
parallele, sich im weiteren Verlauf in A4, schneidende Strahlen liegen, so wird:

Py + 4, P, — PA, — A, P — A, P, — A, P -
oder N s (57)
Pidy — PAy + A,P, — 4,P'—4,P, — 1,P.

Fallt man PB L PR, und P'B’' L A, P}, so wird BA, — P4,, weil B und P



110 Kap.1, C. W.MerTE: Realisierung der Abbildung durch Kugelflichen.  Ziff. 62.

auf einer Wellenfliche liegen, deren durch P und B gehende Normalen sich
im weiteren Verlauf in A4, schneiden. Es ist nun

BA, — BP, = P,A, = PA, — BP,;

also wird aus (57)

— S
—BP, + BP,—4,P, — A, P, (58)
da noch Azpi — A2P/ + BIP;

—_ —
ist. Da P’ P{ unendlich klein von erster Ordnung ist, so ist 4, P — 4, P’ klein
—— —

von zweiter Ordnung, und daher kann gesetzt werden B P, = B’Pj{, oder wenn
»n bzw. n’ die Brechungszahlen des Ding- bzw. Bildraumes sind

n+ PP, sinu = n'- P'P{-sinu/,
was auch geschrieben werden kann:

sinu/ n 1

sinu | w ',5" : (59)

Damit ist die Erfiillung der Sinusbedingung in dem angekiindigten Umfang
als notwendig dafiir erwiesen, daB achsensenkrechte Flichenelemente in aber-
rationsfreien Achsenpunkten durch weit gedffnete Biindel streng ineinander ab-
gebildet werden.

Die Sinusbedingung ist zuerst von ABBE aufgestellt worden. Sie ist fiir den
mehrfach erwihnten Abbildungsvorgang, daB ndmlich ein achsensenkrechtes
Flichenelement in einem aberrationsfreien Achsenpunkte in ein ebensolches
durch weit geoffnete Biindel fehlerfrei abgebildet werde, notwendig und hin-
reichend. ABBE hat vorgeschlagen, die frither éibliche Bezeichnung eines apla-
natischen Punktepaares fiir incinander ohne Abweichungen abgebildete
Achsenpunkte nur noch auf solche Punkte anzuwenden, fiir die auller der He-
bung der sphérischen Lingsaberration auch noch die Sinusbedingung erfiillt sei.
So sind z. B. die frither von uns bestimmten Ding- und Bildpunkte einer brechen-

den Kugelfliche, die im

Scheitel-oderMittelpunkt zu-
“““““““““““ . sammenfallen, oder dic durch
p % A, T =%  c=a"7[n und ¢ = ru/a

~——a&— i / u; 7 gegebenwerden (vgl. Ziff. 55),

aplanatische = Punkte im

\ ABBEschen Sinne, nicht

k aber  beispielsweise  die

ADD. 81. Zur Formulierung der Sinusbedingung, wenn  Brennpunkte eines spiegeln-
das eine der bCldCP kpnjugwrter} achsenscnkrechﬁen den Rotationsellipsoids.
Flachenelemente, namlich das ding- oder das bild- 1

scitige, im TUnendlichen liegt. Fir das dingseitige ABBE konnte iibrigens

Flichenelement im Unendlichen z. B. wird ¢, = g, = 00. nachweisen, daB auch die

vor der Entdeckung der

nach ihm genannten Sinusbedingung hergestellten Mikroskopobjektive groBer

Offnung eine recht gute Erfiillung dieser Bedingung erkennen lieBen, ein Zeichen

dafiir, wie wichtig ihre Befriedigung fiir Mikroskopobjektive ist, da also auch

das empirische ,, Tatonnement* bereits zu ihrer unbewuisten Erfiillung gefiihrt

hatte.

Die Sinusbedingung vereinfacht sich, wenn der Triger des achsensenkrechten
Flichenelements, der Achsending- oder Achsenbildpunkt im Unendlichen liegt.
Bezeichnet man mit ¢, die Entfernung eines Achsendingpunktes von dem FuB-
punkt der zu dem Winkel %, gehérigen Einfallshohe /; und mit o, die Entfernung



Ziff. 62. ABBEs Sinusbedingung. 111

des gleichen Achsenpunktes von dem FuBpunkt der zu dem Winkel %, gehorigen
Einfallshohe #4,, so wird nach Abb. 81

M
Vit o
Bei Erfillung der Sinusbedingung ist

sinu, = und sinu, =

ke
ETa

sinu sinu;

——21 =21 — konst.

sinu,  sinu}
Fiirlimo, = 6, = - - - cowird sinu, [sinu, = %,/h,, also nimmt die Sinusbedingung
die Form an:

= a—— = konst. = —_—. (60)
4 sinu
Da fiir die »-Werte der paraxialen Abbildung h/sinu’ = hjtangu’ =}’ gilt, so
kann man schlieBlich die Sinusbedingung schreiben
h I
sinw sinw [’ (60a)

I oder

je nachdem der Ding- oder Bildpunkt im Unendlichen liegt; darin bedeuten,
um es noch einmal festzulegen, 4 bzw. 4’ die Einfallshéhen von achsenparallel
einfallenden bzw. austrctenden

Strahlen, #» und %’ die Neigungs-
winkel der ihnen entsprechenden [ _Z_______—___—___:______
Strahlen und f bzw. ' die Gauss- by he [ _

schen Brennweiten. \ Uy

Aus Abb. 82 liest man ohne
weiteres ab: Die Schnittpunkte der
verlangerten achsenparallelen Ein- 7 k
fallsstrahlen mit ihren konjugierten  Apb. 82. Der bildscitige Brennpunkt F’ und
Bildstrahlen liegen auf einer Kugel- der unendlich ferne Achsenpunkt des Ding-
fliche, deren Mittelpunkt der raumes bilden ein aplanatisches Punktepaar.

’ .. Die achsenparallel ecinfallenden Dingstrahlen
Brennpunkt F’ und dercn Radius schneiden gehorig verlangert ihre zugehérigen

gle.iCh der Gaussschen B?ennweite Bildstrahlen in Punkten einer Kugeclfliche mit
/’ ist, wenn F’und unendlich ferner = dem Mittelpunkt F’ und dem Krimmungs-

Achsenpunkt ein aplanatisches radius f'.
Punktcpaar sind.

Im allgemeinen ist nun die Abbildung eines Achsenpunktes in einen anderen
mit sphédrischen Aberrationen behaftet; selbst wenn sphdrische Korrektion vor-
liegt, also Null- und Randstrahl im Bildraum gleiche Schnittweite haben, so ist
das kein Hinderungsgrund fir das Vorhandensein von Resten der sphirischen
Aberration. Nach der Voraussetzung, dic der Aufstellung der Sinusbedingung
zugrunde liegt, ndmlich der fehlerfreien Abbildung der Achsenschnittpunkte
der incinander abgebildeten Ilichenclemente, erscheint der Wert der Sinus-
bedingung, wenn nicht die sphirischen Abweichungen voéllig beseitigt sind,
zundchst fraglich. Um auch bei vorhandenen sphérischen Aberrationen fiir die
Abbildung achsensenkrechter Flachenclemente keine weitere Verschlechterung
der Schirfe gegeniiber der des Achsenbildpunktes zu erhalten, ist die Forderung,
daB die Kaustik des Achsenpunktes kongruent der Kaustik eines nicht auf der
Achse gelegenen Punktes des Flachenelementes sei, zu erfiillen. Ihre analytische
Formulierung ist letzthin von LiHOTZKY!) und STAEBLE?) aufgestellt worden.

1) E. LinoTzky, Wiener Ber. Bd. 128, S. 85—90. 1919.
2) F. StaEBLE, Minchener Ber. 1919, S. 163—196.
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Bei sehr vielen optischen Systemen, die z. B. in iiblicher Weise, d. h. mit
Zonen behaftet, sphirisch korrigiert sind,. gibt die nahezu erfiillte einfache
von ABBE aufgestellte Sinusbedingung einen Anhalt dafiir, daB auch in der seit-
lichen Nachbarschaft der abgebildeten Achsenpunkte ausreichende Schirfe zu
erwarten ist. Bel einem aplanatischen Punktepaar wird also der Achsenpunkt
sowohl wie seine seitliche unmittelbare Umgebung, soweit sie wenigstens auf
der durch ihn gehenden achsensenkrechten Ebene angeordnet ist, genau ab-
gebildet.

63. Die Herscuersche Bedingung und die Sinusbedingung. Die Frage,
ob auch die dem aplanatischen Punktpaare benachbarten Teile der Achse
genau abgebildet werden, ist im allgemeinen zu verneinen. Es 148t sich ndmlich
fiir die von sphirischer Aberration freie Abbildung zweier benachbarter Achsen-
punkte x, und x, + dx, in die cbenfalls benachbarten Achsenbildpunkte x{ und
%1 + dx{ die zuerst von HERSCHEL ausgesprochene Forderung finden:

’

n-sin® © sin 2. S
dx’ 2 2 "n
== = oder =1".1 = konst., (61)
dx, PR LU no X
no . s — sin —
2 2

was mit Riicksicht auf & = »’- f%/n [s. (29) Ziff. 19] geschrieben werden kann:

sin—2— o

u = n"ﬂ' (618')
sin-_-

2

Werden also zwei benachbarte Achsenpunkte genau abgebildet, so ist die Sinus-
bedingung, gebildet fiir die halben Offnungswinkel, erfiillt. Im allgemeinen ist
die HErscHELsche Forderung fiir endliche # nicht vereinbar mit der ABBEschen
Sinusbedingung. Nur wenn fiir alle # % = »’ ist, lassen sich (59) und (61a)
gleichzeitig erfilllen; dann wird f = #n/n’ = &, was im Endlichen nur fir die
Knotenpunkte moglich ist, wenn nicht {iberhaupt die VergréBerung fiir die
Abbildung des ganzen Raumes allgemein #/n’ ist.

Auch bei teleskopischer Abbildung kann die ABBEsche Sinusbedingung
und die HErscHELsche Forderung gleichzeitig erfiillt werden; fir limu = »' = 0
liegen dabei Bild und Ding beide im Unendlichen.

In allen anderen Féllen werden die dem aplanatischen Punktepaar benach-
barten Achsenpunkte mit sphirischen Abweichungen behaftet abgebildet, deren
Betrag durch dx; — dx] , gegeben sei; der Index 0 soll anzcigen, daB der damit
verschene Wert sich auf paraxiale Abbildung bezieht. Aus Abb. 80 liest man
unmittelbar ab

dx, =dx,-tang u

und unter Beriicksichtigung, daB der Winkel zwischen Achse und 4, P{ nur um
einen unendlich kleinen Betrag von #’ verschieden ist,

dxy = dx{-tangu’,

wenn PP, = dx, und P'P] = dx} gesetzt werden und weiter das Achsenstiick-
chen vom Schnittpunkt der riickwirtigen Verlingerung des Strahles P, R, mit
der Achse bis zu P dx, genannt wird und das entsprechende bildseitige vom
Schnittpunkt des Strahles 4, P{ mit der Achse bis zu P’ dx{. Daraus folgt,
wenn «, £ hier fiir Strahlen eciner bestimmten endlichen Offnung gelten,

dxy dxy tangu tangu

an T T dx tangw T P angw
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Ist nun B . n - sinu
f = konst. = f, = nsinw ’
so wird
n cosu
&=ff—-——.
/39 cosu
Beriicksichtigt man ay = n'fi/n, so folgt weiter
cosu
ax — dxfy =(& — &) -doy = A= B2 (SBY _4)qy,,
was sich unter Verwendung der Beziehung
cosu’ cos®u’—cos’u  sinu — sin®w’
cosu " cosu (cosu’+ cosu)  cosu(cosu’ + cosu)
sin?u’ sinu \2
= 7 . ( . __,) - 1]
cosu (cosu’ + cosu) sinu
umformen 1aBt zu:
. n'?
, sin® u’ (—2,83— 1)
A=2.p " vdx (62)
n "0 cosu(cosu’ 4 cosu) 1

Damit ist die sphérische Aberration 4 eines einem aplanatischen Punkte benach-
barten Achsenpunktes bestimmt; 4 wichst demnach mit der VergroBerung f,,
um fiir groBe Betrdge von £, mit der vierten Potenz dieses Wertes zuzunehmen.

Ist andererseits fiir einen aberrationsfreien Achsenpunkt die HERSCHELsche
Gleichung erfiillt, so macht sich die dann im allgemeinen nicht mégliche Erfiillung
der Sinusbedingung dadurch bemerkbar, daf3 ein achsensenkrechtes Linienelement
in jedem Achsenpunkt durch tangentiale Biischel mit anderer VergréBSerung
abgebildet wird als durch sagittale Biischel.

64. Bestimmung der schiefen Dicke. Recht verwickelt liegen die geo-
metrischen Verhéltnisse bei der Abbildung von Punkten, die nicht auf der Achse
oder in deren unmittelbarer Nachbarschaft liegen. Einfach bleiben die dabei
auftretenden Beziehungen nur, solange
die Abbildung durch Elementarbiindecl
erfolgt; dann 148t sich der ganze Ab-
bildungsvorgang, wie in Kap.1, Ca)
gezeigt ist, restlos geometrisch und ana-
lytisch erfassen. Es sind z. B. durch die
Formeln (1) bis (12), (17) und (18) die
Trdger der engen Biindel, die Haupt-
strahlen, und durch die Bezichungen (6)
und (7) in Ziff. 28 zu irgendeinem Punkt
auf cinem solchen Hauptstrahl die sagit-

Abb. 83. Ein durch ein mehrflichiges
System gehender Hauptstrahl verlaBt die
v-te Fliche mit dem Neigungswinkel ),

talen und tangentialen Bildpunkte zu
bestimmen, und zwar fiir ein bcliebig
flachiges System, wenn man noch die
schiefen Dicken benutzt, deren Defini-
tion aus nebenstehender Abb. 83 er-
sichtlich ist. Dabei sind, wenn durch »
und »+1 zwei aufeinanderfolgende
Flachen cines zentrierten Kugelflichen-

gegen die Achse als Q R/ und trifft die
(» + ) te Flache in Q,+1, wo er durch
diese in die Lage Q, ,; R, , gebrochen
wird. QyQy+1 ist die schiefe Dicke des
Hauptstrahles zwischen der »-ten und
(» 4 1)-ten Flache; A, und hy+1 sind seine
Einfallshéhen an der »-ten bzw. (v4-1)-ten
Flache.

systems bezcichnet sind, Q, R, der an }‘lache v und Q,,;R; ;1 der an Fliche
v 41 gebrochene Hauptstrahl dessen schicfe Dicke d,, ., = Q,Q, .1 ist. Aus
der Abb. 83 liest man, wenn in Ubereinstimmung mit fritheren Festsetzungen
h, bzw. k,,, die Einfallshchen des Hauptstrahles an den Flichen » und » +1

Handbuch der Physik. XVIII. 8
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und %, sein Neigungswinkel gegen die Achse nach der Brechung an Fliche »
sind, ohne weiteres ab:

h — ]lv
Orpir = o7 (63)

und es wird fiir die sagittalen bzw. tangentialen Schnittweiten der Ubergang
von der »-ten zur (v 4 1)-ten Flache vermittelt durch die Beziehungen:

Sy — 8,001 =S,41 und ebenso Ty — 6pi1=Thy- (64)

65. Aufsuchung der sagittalen und tangentialen Bildpunkte nach M. Lance.

In diesem Zusammenhange sei (obwohl dieser Abschnitt cigentlich nur die
Abbildung durch weiter gedffnete Biindel zu behandeln hat) noch ein zweites
Gleichungspaar zur

s Aufsuchung der sa-
gittalen und tangen-
tialen  Bildpunkte
[ 20, 4,0 gegeben, da es gegen-
iiber denBeziehungen
uy o0 L7 (1) und (2) in Ziff. 44

Cy Bp— x in mancher Hinsicht
m Vorziige hat. Die Ab-
leitungen erfolgen im
AnschluB an die
Dissertation von

% y .
Abb. 84. Schematische Skizze zur Aufsuchung des sagittalen M. LANGEY). Die
Bildpunktes nach M.LaNGe. Der dick gezeichnete Hauptstrahl Brechungsebene des
wird von der Kugelflache » im Punkte x,, ¥,, 0 gebrochen, so da3 Hauptstrahles sel zur
sein Neigungswinkel gegen die Achse u, iibergeht in u,4+31. Vom xy-Ebene genommen

Hauptstrahlpunkt X,, Y,, 0 (im Text Q, genannt) geht ein dem . . .
Hauptstrahl benachbarter und in dessen sagittalen Strahlenficher S. Abb' 84; cr schnei-
de die »-te Kugel-

verlaufender Strahl aus, der die Kugel in x,, ¥,, dz, (im Text Q:r - g
genannt) trifft und nach seiner Brechung den gebrochenenen Haupt- fliche im Punkte x,,

strahl inX:v,Y:nO,de sagittalen Bildpunkt von X, Y5} 0, schnei- Yy, 0; auf diesem
det. Die Verbindungslinie von X, ,Y,, ound X}, Y,, 0geht durch Hauptstrahle liege
den Koordinatenanfang 0, den Mittelpunkt der Kugelflache ». der Punkt 0, (X,,

Y,, 0), von dem
aus, mit dem Hauptstrahl cinen unendlich kleinen Winkel einschlieBend, ein
weiterer Strahl ausgeht und die Kugelfliche im Punkte Q, (., ¥, d%,) trifft.
Es ist dieser Strahl also ein Strahl im sagittalen Strahlenficher des Punktes
Q, und bildet mit seinem Einfallslot, wenn der Mittelpunkt der »-ten Kugel-
fliche zum Koordinatenanfangspunkt gewihlt ist, die durch die drei Punkte
(X,, Y,, 0), (x,, ¥, d2,) und (0, 0, 0) gechende Ebenc, in der er selbstverstind-
lich auch nach der Brechung verbleibt. Dic Gleichung dieser Ebene ist

Y, dz,-x—X,-dz,-y+ (X,y, — Y,x,)-2=0. (65)

LYy, dzy

Ihre Schnittgerade mit der Meridianebene des Hauptstrahles, der x, y-Ebene,
ist dann gegeben durch
Y, dz,-x — X,dz,-y=0,
(66)
z2=0,
geht also durch den Dingpunkt Q, und den Kugelmittelpunkt. Die Gleichung

1) M. I.anGE, Vereinfachte Formeln fiir die trigonometrische Durchrechnung optischer
Systeme, S. 20—23. Dissertation, Rostock.
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des gebrochenen Hauptstrahles ist
v = —x tangu, ., + ¢, - tangu, ., (67)

(#y,, hat das Vorzeichen nach der Festsetzung S. 88). Der Schnitt von (66)
und (67) ergibt den gesuchten Grenzwert, den sagittalen Bildpunkt. Seine
Koordinaten sind also:

’
»

7 !
X7 — X, - ¢, tangu, 41
X, =2

’
Y, c, tangu,
Y, + X, tangu, .,

— o tangyey (68)
Y, + X, tangu, .,

Da Q, auf dem einfallenden Hauptstrahl liegt, also X,, Y,, 0 dessen Gleichung
y = —x tangu, + ¢, tangu, (69)

erfiilllen miissen, so kann man die Ordinate Y, auch schreiben:

Cy

) (/0
> Cy (70)
cotgu, ., — cotgu, + —
Y,
was dasselbe wie
c, c, ,
v = 7’1' — cotgu, + cotgu, (71)

ist, woraus man auch ersieht, daB ¢,/Y, — cotgu, eine optische Invariante ist.
Es gentigt, nur dic Ordinate Y, fiir die Festlegung des sagittalen Bild-
punktes zu bestimmen, da ja dieser auch noch auf dem gebrochenen Haupt-
strahle liegt. Setzt man nun noch die Werte fiir ¢, und ¢, in (71) ein, so folgt

nach Division mit #,7, sin?,
1 1 cotgu, — cotgu,

o Y s n. Y. Sin. P (72)
n, Y, sinw, n, Y, siny, n, v, sint,
Da weiter #), = #,,,, #, = #,,, und Y, =7Y,,, ist, so kann man (72) mit
Beriicksichtigung von u, — #, = i, — 7, umformen in
1 1 sin (2, — 7,)
Nypp1YyppSinu, ., m, Y, sinw, ' n,7,sind, sinu, sinu, ., ’

(73)

womit eine Rekursionsformel fiir Y,,, gefunden ist. Es wird also durch
Summation:

1 1 sin (5 — 7o)
n,,_:l_ Y,,H sin, 4+, = hl_Yl sin s, Zn_gr@ sini, siﬁz,' gin”u;}: : (74)
Diese Formel ist fiir die Zahlenrechnung etwas einfacher als (7) in Ziff. 28, da
sie nur solche Werte enthalt, die bei der Durchrechnung des Hauptstrahls bereits
bestimmt sind; aufBlerdem ist bei Verwendung von (74) bei eincm etwaigen
Fehler dieser zu berichtigen, ohne daB sich eine wiederholte Berechnung sagittaler
Bildpunkte fiir weitere Flichen nétig macht, wie das bei Benutzung von (7)
in Ziff. 28 die Regel sein wiirde.
Zur Bestimmung der sagittalen Bildkrimmung K; verwendet man Abb. 54
und (14) in Ziff. 47 und erhilt, wenn wie dort ein A-flichiges System, also
» = k angenommen wird:

K, = Y, cotguy,, — AP, (75)
da ja LP,;= Y, ist.

8*
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Liegt der Dingpunkt wie hiufig im Unendlichen, so wird auch, wenn wir
hier vom unendlich fernen Achsenpunkt und seiner unmittelbaren Nachbarschaft

absehen, stets Y; =o0. Es wird dann also

Yiyy - cotgu,, =

cotgusy,

sin (15 — 7o)

(76)

Mpgy * SINU 4, - — -
ke K anresngsmu&,smugu

g:]

=X

&

N
A
I\
Qﬁ
L—|
a
Y _____

Abb. 85. Die Ebene der Zeichnung ist die Meridianebene
des dick gezeichneten Hauptstrahles und zur #, y-Ebene
gewdhlt, deren x-Richtung mit der durch den Mittel-
punkt C, der brechenden Kugelflache » gehenden optischen
Achse zusammenfallt. Auf dem Hauptstrahl, dessen
Neigungswinkel gegen die Achse vor bzw. nach der

Brechung u, bzw. uy und dessen Einfalls- und Brechungs-

winkel iy bzw. i, sind, liegt der Dingpunkt festgelegt

durch die Ordinate Y, und der tangentiale Bildpunkt

festgelegt durch die Ordinate Yy = Yy4+1. Ein vom Ding-

punkt ausgehender, mit dem Hauptstrahl den kleinen

Winkel du, einschlieBender und in der Meridianebene ver-

laufender Strah lauft nach der Brechung von Flache »
zum tangentialen Bildpunkt.

worin, wenn das letzte
Medium Luft ist, noch
gy, =1 zu setzen ist.
Zur Feststellung des
entsprechenden Grenz-
wertes in der Merdian-
ebene, des also durch die-
sen bestimmten tangen-
tialen Bildpunktes, be-
nutzen wir Abb. 85. Esist
wieder eine Meridianebene,
die Brechungsebene des
Hauptstrahles, als x, y-
Ebene angenommen und
der Dingpunkt auf dem
Hauptstrahl durch die
Ordinate Y, festgelegt, Y,
sei jetzt die Ordinate des
tangentialen Bildpunktes.
Differenziert man der
Reihe nach die Formeln
(2), (4), (5) und (6), so cr-
gibt sich, teilweise nach
geringer Umformung:

cotgi, - di, = %—C’f -+ cotgu, - du,, (77)
cotgi, - di, = cotgi, - di,, (78)
du, = du, + di, — dz,, (79)
cotgiy - di, = dcc" + cotgu, - du, . (80)
Aus Abb. 85 kann man ablesen:
_ dcy . ?
Y, = Zu, " S0 (81)
Aus (77) folgt:
de d ‘r . \
du = (dlu; cotgi, — cotgu.,) = M, - cotgu, (82)

so daB also die necu eingefithrte GréBe M, durch (82) definiert ist. Beriicksichtigt
man weiter, daB d¢, = dc,,, und %, = u,,, ist, so folgt aus der Definitions-

gleichung
’ dcy ’
M, = 2 tangu,
auch die Beziehung '
M,=M r4+1

(83)

(84)
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Nun ist nach (80):;;;”— =, <;:; cotgi, — cotguﬁ), so daB sich (84) auch
schreiben 148t:
, diy cotgiy
=M, =c ——2 — 1], 8
Moy =M, = (du’y cotguy 1) (85)

Aus (82) folgt: di,/du, = (M, + c,) - cotgu,/(c, - cotgs,), was unter Beriick-
sichtigung von (78) und (85) auf
, @7, du, cotgi, M, +c, cotgu, du,

"du, du, cotguw, ' ¢, cotgu, du,’
v v »

M, +c,=c (86)
fihrt. Mit Benutzung von (79) und einiger der eben abgeleiteten Beziehungen
gelangt man zu du,/du, =1 4 (M, 4+ ¢,) sin (4, — 4}) - cot u,/c, cos4, cosi, und
erhilt aus (86) schlieBlich:

, ¢, (M, + c¢,)cosi, cos?, tang u., Z,
M, + ¢, = er (M, + ¢,)cosi, 8% = (87)
c,cosz, cosiy tangu, + (M, + ¢,)sin(z, — 7)) N,
oder
’ Z‘V ’
M,,,=M,==-"—¢,. (88)

v

Durch (87) und (88) ist eine Rekursionsformel fiir M,,, gefunden und damit
auch fiir die Ordinate Y, ,, des tangentialen Bildpunktes; denn es ist analog (81):

e, . .
Y,pr =Y, = o+ Sin2 e =M, sinu, ; COSUy ;. (89)
Fir den Dingpunkt, dann ist also » = 1, folgt:
W
M, = cos?u, (90)

Mit Benutzung von (90) und (88) kann man demnach M, und M,,, fiir be-
liebige » berechnen und daher auch mit Hilfe von (81) bzw. (89)

Y, bzw. Y;H oder z. B. auch Py bzw. p, = M, - cos?,. (91)

Im Sonderfall der brechenden Ebene, wenn also 7, = oo wird, kann man sich,
ganz dhnlich wie fiir 7, < oo, die Rekursionsformel

My,=M,,, = 2:— M, + s,(tang®, — tang?u, ,,) . (92)

ableiten.

66. Abbildung beliebig weit von der optischen Achse entfernter Punkte
durch weit gedffnete Biindel. Nehmen wir nunmehr an, daB der seitlich der
Achse in merklicher Entfernung von ihr gelegene Dingpunkt durch ein weit
geoffnetes Biindel abgebildet wird. Irgendein Strahl dieses Biindels kénnte dann
auch als Hauptstrahl ausgewihlt werden, z. B. ein Strahl, der die Achse der
zentrierten Linsenfolge schneidet und durch die Mitte einer etwa vorhandenen,
zur optischen Achse senkrechten und konzentrischen Blende geht, so daB er
also dingseitig als Achse eines schiefen, das gesamte Strahlenbiindel umfassenden
Kreiskegels erscheint, dessen Spitze der Dingpunkt und dessen Grundifliche
dic Eintrittspupille, d. h. die kreisférmige Blende bzw. deren Bild im Ding-
raum, ist. Es herrscht dann nach Durchgang des Biindels durch das optische
System in der bildseitigen Strahlenkongruenz sclbstverstindlich keine Symmetrie
in bezug auf dic optische Achse, wie sie bei Abbildung eines auf der Achse ge-
legenen Dingpunktes vorliegt; aber selbst hinsichtlich des Hauptstrahles des
Biindels ist in der Regel Symmetrie nicht vorhanden ; es sei denn, der betreffende
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Dingpunkt werde z. B. vollkommen streng abgebildet, und das abbildende System
zeige fiir die in Frage kommende Biindelneigung keine Vignettierung. Im
allgemeinen Falle jedenfalls ist die Symmetrie um den Hauptstrahl herum ge-
stort, und zwar gerade im Meridianschnitt, in dem der Hauptstrahl verlduft;
natiirlich ist diese Ebene selbst, die also auch Dingpunkt und optische Achse
enthalt, Symmetrieebene fiir die Strahlenkongruenz.

Die Abweichungen von der strengen Vereinigung der bildseitigen Strahlen
in einem Punkte hat man sphirische Abweichungen genannt; die bereits be-
sprochenen sphérischen Abweichungen eines auf der optischen Achse gelegenen
Bildpunktes, die sphédrischen Abweichungen schlechthin, erscheinen dann als
einfachster Spezialfall. Zur Unterscheidung von ihm kann man gewisse unsym-
metrische Abbildungsfehler eines auBerhalb der Achse gelegenen Bildpunktes
unter dem Sammelnamen Koma zusammenfassen. Dieser Name hingt mit
dem Aussehen der Zerstreuungsfiguren zusammen.

Bringt man ndmlich eine achsensenkrechte ebene Auffangfliche zum Schnitt
mit der Kaustik eines auBlerhalb der Achse gelegenen Dingpunktes, so erhdlt man
in Ubereinstimmung mit unseren Erérterungen Durchschnittsfiguren, dic in
Richtung der Schnittlinie der Meridianebene und der Auffangebene unsymmetrisch
geformt sind, in bezug auf diese Schnittlinie selbst aber symmetrisch sind. Da
diese Figuren infolge der ,radialen” Unsymmetrie oft einen kometenschweif-
artigen Anblick gewihren, ist man zu der obigen Bezeichnung gekommen, wobei
man mitunter auch noch innere und 4uBere Koma unterschieden findet, je
nachdem der Schweif der Achse zu- oder abgekehrt ist.

Um sich ein Bild von den wirklich vorliegenden Verhidltnissen im Einzel-
fall zu machen, bleibt bei erheblicher Biindel6ffnung und Hauptstrahlenneigung
gegen die Achse nur die exakte trigonometrische Durchrechnung einer geniigenden
Anzahl von passenden Strahlen iibrig. Fiir maBige Biindel6ffnungen und Haupt-
strahlenneigungen ist die Lage allerdings giinstiger, man kann dann, wie noch
gezeigtl) werden wird, geschlossene algebraische Ausdriicke finden, die die
Abweichungen von der idealen Strahlenvereinigung angeben.

67. Meridionale Koma. Bei der trigonometrischen Durchrechnung begniigt
man sich hdufig mit solchen Strahlen des Biindels, die in der Meridianebene des
Dingpunktes verlaufen; man stellt nur die ,,meridionale’ Koma fest. Da dann
samtliche untersuchten Strahlen im Meridianschnitt liegen, kann man fiir ihre
Durchrechnung mit den Formeln (1) bis (12) sein Auskommen finden. Besondere
Formeln fiir den hier betrachteten Fall, in denen die Bestimmungsstiicke der
Strahlen aus dem meridionalen Biischel auf den gegen die Achse geneigten
Hauptstrahl bezogen sind, finden sich bei CzaAPSkI-EPPENSTEIN, Grundziige
der Theorie der optischen Instrumente, 3. Aufl., S. 81ff., angegeben. Hat man
dic verschiedenen Strahlen, die vom Dingpunkt ausgehen, durch das Flachen-
system hindurch verfolgt, so kann man, dhnlich wie die sphirischen Langs-
aberrationen als Abstinde der Schnittpunkte der Strahlen verschiedener Ein-
fallshohen oder Offnungswinkel mit der Achse vom Gaussschen Bildpunkt
festgelegt sind, im Bildraum die Entfernungen der Schnittpunkte der cinzelnen
Strahlen des meridionalen Biischels mit den Hauptstrahlen vom tangentialen
Bildpunkt als ein MaB fiir die meridionale Koma bestimmen.

Nimmt man ndmlich ein kflachiges System als vorliegend an, und ist im
Bildraum der Hauptstrahl durch s;,, #;,, irgendein anderer Strahl des meri-
dionalen Biischels durch s, #;, bestimmt, so ergibt sich an Hand nebenstehender
Abb. 86 fiir dic Entfernung e des Schnittpunktes C;, des Strahles sj, #; mit dem

1) Ziff. 71.
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Hauptstrahl vom tangentialen Bildpunkt P; als:

w — (Th— ap). (93)

Darin ist dsi = s; — sy, 44 = u} — u},, T; die Schnittweite des tangen-
tialen Bildpunktes P; gemessen auf dem Hauptstrahle von Qy an und aj, = Q; P;..
Alle diese Werte sind aus den Bestimmungsstiicken des Hauptstrahles und des
betreffenden meridionalen Biischelstrahles ohne weiteres zu berechnen.

Abb. 86. Zur Bestimmung der meridionalen Koma ¢. Pj Q, ist ein Hauptstrahl im Bild-

raume eincs k-flichigen Systemecs, dessen Endfliche den Scheitel S, hat. Der durch Cj

gehende Strahl mit dem Neigungswinkel u} gegen die Achse kommt von denselben Ding-
punkt, zu dem auch der tangentiale Bildpunkt P; gehért.

Ein Zahlenbeispiel fiir meridionale Koma ist in Abb. 87 dargestellt. Die ab-
bildende Flachenfolge ist das durch die Kriimmungsradien:

7 = 25,368, 7y = — 156,700, 73 = —56,819, vy = 25,921,

vs = —42,511, 7= —51,842, r, = —210,824, 7y = —36,082;
dic Dicken:
dy = 3,525, dy = 1,935, dy = 1,244 dy=b+b=3525 3,525,
d; = 1,935, dg = 0,069, dy = 2,143

und die Brechungszahlen:
Ny =My = N5 =1y = nf=1, ny = 1,61001, 1, = 1,57521, ng = 1,57521, ng = 1,61091

bestimmte photographische Objektiv (ZeiB-Unar).

Von dem in der Meridianebene verlaufenden und mit der Achse cinen
Winkel von 14,6371 ° bildenden Parallelstrahlenbiischel, das an der ersten Fliche
in das Objektiv eintritt, sind 7 Strahlen ausgewdhlt und ihr Weg durch die
Linsenfolge hindurch mit Hilfe der Gleichungen (1) bis (7) berechnet. Strahl 0
geht zwischen Fliche 4 und § durch die Mitte der Blende hindurch und ist als
Hauptstrahl des Biischels zu betrachten. Im Dingraum haben die Strahlen I
und —I vom Hauptstrahl cinen achsensenkrechten Abstand von 4,590, dic
entsprechenden Werte fir II und —II bzw. III und —III sind 6,498 bzw.
7,955. Unterhalb des Objektivsquerschnittes ist in 50facher VergréBerung gegen-
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iiber dem MaBstab des Objektivquerschnittes die Konfiguration der 7 aus-
gewdhlten Strahlen in der Nihe der Gaussschen Bildebene gezeichnet; durch
die Zahlen +III, 4-II, 41, 0, —I, —II, —III sind die DurchstoBungspunkte
dieser 7 Strahlen in der genannten Ebene kenntlich gemacht. Die Punkte
+III, +1I, 41, —I, —II, —III auf dem Hauptstrahle sind die Schnittpunkte

Goubische.

10

Abb. 87. Der obere Teil der Abbildung zeigt den Quer-
schnitt eines ZeiB-Unars mit 7 gegen die Achse geneigten
dingseitigen parallelen Strahlen und deren weiteren Ver-
lauf durch das Unar hindurch in den Bildraum hinein.
Strahl 0 ist der durch die Blendenmitte gehende Haupt-
strahl. Der untere Teil der Abbildung zeigt den Verlauf
jener 7 Strahlen in der Nahe der Gaussschen Brennebene
in 50 facher VergroBerung gegeniiber dem MaBstab des
Objektivquerschnitts. Durch die Zahlen in der Gauss-
schen Brennebene werden die DurchstoBungspunkte der
Strahlen mit der entsprechenden Zahl kenntlich gemacht,
durch die Zahlen auf dem Hauptstrahl die Schnittpunkte
jener Strahlen mit dem Hauptstrahl, wiahrend der Punkt 0

dieses Strahles mit dem
jeweilig  entsprechenden
Strahle des Biischels; der
Punkt 0, auf dem Haupt-
strahl zwischen den Punk-
ten —ITund —III liegend,
ist der tangentiale Bild-
punkt. Die Brennweite des
Unars ist /"= 100. Die
Entfernungen der Punkte
+III, +11, +1, —1I, —1I1I,
—III auf dem Haupt-
strahl von dem tangentialen
Bildpunkte O sind in ent-
sprechender  Reihenfolge
—0,684, —0,394, —0,111,
—0,193, —0,090, +0,449.
Diesc Werte sind also die
Betrage der meridionalen
Koma. Die Entfernungen
der DurchstoBungspunkte
+III, 411, 41, —1I, —1I1I,

—III in der Gaussschen
Bildebene von dem Durch-
stoBungspunkte 0  des
—0,111, —0,073, —0,040,

auf dem Hauptstrahl den tangentialen Bildpunkt angibt.
Die einzelnen numerischen Werte siehe Text.

Hauptstrahles sind in entsprechender Reihenfolge:
+0,043, 40,055, +0,025.

68. Die Durchrechnung gegen die optische Achse windschiefer Strahlen.
Um sich, wenn nétig, noch einen weiteren Anhalt fiir die Kenntnis der Strahlen-
vereinigung im Bild eines von der Achse in erheblicher Entfernung liegenden
Dingpunktes zu verschaffen, ist die Betrachtung auch auf den Verlauf wind-
schiefer Strahlen durch die optische Flachenfolge hindurch auszudehnen, d. h.
auf Strahlen, die nicht in einer Achsenebene liegen, vielmehr gegen die durch
Dingpunkt und Achse bestimmte Meridianebene endlich geneigt sind.

Die analytische Festlegung eines solchen Strahlenverlaufs ist grundsitzlich
einfach. Denkt man sich ndmlich einen windschiefen Dingstrahl, z. B. auf die
Vorderflache eines optischen Systems fallen, so verlduft die Brechung des Ding-
strahls in der durch ihn und das zugehérige Flicheneinfallslot bestimmten
Brechungsebene in bekannter Weise; der gebrochene Strahl fillt dann auf die
zweite Fliache, und es wiederholt sich derselbe Vorgang wie an der ersten Fliche,
und so geht es fort, bis das ganze System durchlaufen ist und der Dingstrahl
in den Bildraum gelangt. Der Unterschied gegeniiber den in einem Meridian-
schnitt verlaufenden Strahlen besteht nur darin, daB bei windschiefen Strahlen
die Brechungsebene von Fliche zu Fliche wechselt; es sind also stets erncut
fiir jede Flache gewisse Bezugsstiicke zu berechnen, die die jeweilige Brechungs-
ebene oder den in ihr verlaufenden Strahl festzulegen gestatten. Dadurch
wird die zahlenmiBige Durchrechnung solcher Strahlen sehr langwierig
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und deswegen nur in solchen Fillen, wo es unbedingt notwendig erscheint,
angewandt.

Es sind sehr viele und recht verschiedene Formelsysteme fiir die strenge
Durchrechnung windschiefer Strahlen hauptsichlich aus dem Bestreben heraus
angegeben?) worden, die Rechenarbeit zu mindern. Sie bleibt aus dem erwihnten
Grunde immer erheblich.

Hier soll im AnschluB an unsere Beziehungen (3) bis (5) in Ziff. 5 ein Formel-
schema fiir die Brechung eines windschiefen Strahles an einer Fliche und den
Ubergang zur nichsten Fliche abgeleitet werden. Diese brechende Fliche sei
die »-te eines beliebig vielflichigen Systems und durch

(@—m)?+y2+22—r;=0 (94)

dargestellt; die optische Achse wird mit der x-Achse zusammenfallend angenom-
men. In Ubereinstimmung mit (3) in Ziff. 5 wird durch:

$1=xv-1+0‘v't; 771=y.,-1+/37t, Clzzv—l‘i‘“/vt (95)

der an der »-ten Fliche einfallende Strahl dargestellt; darin bedecutet x,_,,
Yy_1, 2»_1 den Durchsetzungspunkt des betrachteten Strahles auf der (v — 1)-ten
Flache. Dic »-te Flache treffe er in dem Punkte %,, ¥,, z,; dann muB also in (94) ¢
durch ein gewisses ¢, ersetzt werden, so daf3 dann &, = x,, 9, =9y, und {; = z,
werden und der Gleichung (94) geniigen, was auf:

Bt 26F 8+ Yoy Pot 2oy F BV A, — =0 (96)

fuhrt, wenn noch zur Abkiirzung (¥,_, — m,) = x,_, gesetzt wird. Aus (96)
folgt sofort
t, = _(§r—1 &, + yv—lﬂv + 2y _1 yv)
j:.'/(%"‘l Ky + y”-l ﬁ" + z"—l 71’)2 - E‘i—] - j\’z—l - ZE_I + 73:

und damit ist x,, ¥,, 2, bestimmt.
Multipliziert man der Reihe nach die Koordinaten des Einfallpunktes auf
der »-ten Fliche mit «,, £, und y,, so folgt:

(97)

2 2 2
xvo‘v=xv—1av+(xrtv: yvﬁv:yv—lﬁv"i—ﬁ;tv, zv}/v:‘zv—l;’v'l-;’vtvy
was durch Summation auf

Xy &y + yvﬁv + 2y Yy = Xy_1 Ky + yv—lﬁv"*_ 2y_1Yv + ty

fihrt. Subtrahiert man auf beiden Seiten dieser Gleichung m, &, und beriick-
sichtigt, daB die Richtungskosinus des Einfallslotes:

Xy — My
(£%

> bv = ad > Cy = =i (98)

Yy Yy

a, =
sind, so ergibt sich:
7y COSTy =Xy _1 0y + Y1 o+ 217w + 1
= iV(}V—l %+ Yyo1 Byt 21 70)? — 5‘3—1 - y?'—l - Zi—l +7

(99)

1) M. v. Ronr, Die Bilderzeugung in optischen Instrumenten, Berlin 1904, Julius
Springer. S. 52—73; F. STAEBLE, Central-Ztg. f. Opt. u. Mech., 45. Jhrg. 1924, S. 149—151,
163—164, 166, 177—179; K. ScuwarzscHiLp, Uber Differenzformeln zur Durchrechnung
optischer Systeme, Goéttinger Nachr. d. Math.-phys. Klasse, 20. Juli 1907. M. HErz-
BERGER, Central-Ztg. f. Opt. u. Mech., 46. Jhrg., S. 100—105, 1925.
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Nun 148t sich nach (3) bis (5) in Ziff. 5 die Gleichung des gesuchten gebroche-
nen Strahles schreiben:

Gy =%y + oty + 72,
Ne=Yu_1+ Brts + Bt (100)
Cz = 2y + 7viv + 7;’

Darin sind %, _y, ¥»_1, Z -1, &, fy, ¥, bekannt als die Bestimmungsstiicke des
gegebenen einfallenden Strahles, ¢, ist bestimmbar aus (97), und nach (5) oder (19)
in Ziff. § bzw. 7 ist:

, .y . ' . .
’ Ny COS 2y — My COSZy Ny , Ny COS 2y — Ny » COSZy Ny
o =a, SLSLLETLAN 2 ; + 8.7,
Ny Ny Ny Ny
o, . (101)
’ Ny COS 2y — Ny COSZy Ny
), = S
L ’ v .
) e Ny 4 711:

Auch diese Werte sind nunmehr alle bestimmbar; denn a,, b,, ¢, ergeben sich
aus (98), cosi, aus (99) und dann cosz, mit Hilfe des Brechungsgesetzes. Der
gebrochene Strahl ist also véllig festgelegt. Ist demnach der an der »-ten Flache
cinfallende Strahl durch seine Richtungskosinus «,, f,, y, und seinen Einfalls-
punkt x,_;, ¥»_;, % _; an der (v — 1)-ten Fliche gegeben, so wird der gebrochene
Strahl durch seinc Richtungskosinus «;, 5, y» und seinen Einfallspunkt an der
v-ten Ildche:

Xy = Xy_4 + (o 2% tv » Yo = VYr-1 + ﬁr tv ) 2y = 2y + Vv tr (102)

bestimmt; dieser gebrochene Strahl wird nunmehr fir die (v 4 1)-te Flache
zum einfallenden Strahl, zu dem in ganz gleicher Weise der gebrochene Strahl
auffindbar ist.

Fiir die cinfache Zahlenrechnung kann man sich natiirlich die hier ab-
geleiteten Bezichungen noch logarithmisch geschickter machen. Die Zwei-
deutigkeit fiir ¢, und cosi, 1dBt sich folgendermaBen beseitigen. Bei der An-
wendung kommt fiir den einfallenden Strahl nur cin DurchstoBungspunkt mit
der brechenden Kugelfliche in Betracht, und zwar der zuerst vom Strahl ge-
troffene, so daB also fiir ¢, der kleinere Wert zu nehmen ist, wenn diec brechende
Fliche dem einfallenden Lichte eine erhabene Seite zukehrt, im anderen Falle
ist fiir ¢, der gréBere Wert zu wihlen; cost, ist positiv zu nchmen, wenn die
brechende Fliche ihre hohle Seite dem einfallenden Lichte zukehrt, sonst negativ.
7, ist fiir die hier gegebene Durchrechnung in jedem Falle als positiv zu be-
trachten.

69. Beispiele von Zerstreuungsfiguren bei Abbildung durch weit gedffnete,
gegen die optische Achse endlich geneigte Strahlenbiindel. Einige Beispiele
fiir das Aussehen der Zerstreuungsfiguren, die bei der Abbildung ecines seitlich
der Achse gelegenen Punktes durch Biindel endlicher Offnung auftreten, geben
dic Abb. 88, 89 und 90.

Der linke Tecil der Abb. 88, cin System von drei konzentrischen Kreisen,
soll den Schnitt eines gegen die Hauptachse im Dingraum unter dem Winkel
von 14,6371° geneigten Parallelstrahlenbiindels mit der Ebene der Eintritts-
pupille — diese sei hier die achsensenkrechte Ebene im Schnittpunkt des ein-
fallenden Hauptstrahles mit der Achse (er liegt um 10,287 hinter dem ersten
Linsenscheitel) — des auf Scite 119 angegebenen ZeiB3-Unars darstellen, und zwar
entspricht der innerc Kreis Strahlen, deren DurchstoBungspunkte in der Ebene
der Eintrittspupille, von deren Mitte einen Abstand von 4,590 haben, der mittlere
Kreis entspricht Strahlen, bei denen der genannte Abstand 6,498 ist und der
dritte Kreis Strahlen mit einem Abstand von 7,955. Von jedem dieser drei ding-
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seitigen Strahlenzylinder sind acht Strahlen durch ihre mit Nummern be-
zeichneten DurchstoBungspunkte in der Eintrittspupille kenntlich gemacht.
Die zu 7, 8, 9, 19, 20 und 21 gehérigen Strahlen liegen im Meridianschnitt des
Hauptstrahles, die zu 1, 2, 3, 13, 14 und 15 gehorigen verlaufen im Sagittal-
schnitt des Haupt-
strahles, die iibrigen
Strahlen mit den
DurchstoBungspunk-
ten 4, 5, 6, 16, 17,
18 und 10, 11, 12,
22, 23, 24 liegen je
in einer der beiden
Ebenen, die die
Winkelrdume  zwi-
schen der Meridian-
ebene und der Sagit-
talebene halbieren.
Der rechte Teil der
Abb. 88 stellt dic
DurchstoBungsfigu-
ren (Zerstrecuungs-
figuren) der drei
Strahlenzylinder
nach der zweiten  Aph 83, Der linke Teil der Abbildung zeigt die Durchschnitts-
Flache, d. h. nach figuren 3er Parallelstrahlenzylinder und den Durchschnittspunkt
Durchgang derStrah- 0 des Hauptstrahles in der Eintrittspupille des auf S.119 an-
TR _ gegebenen Unars. Von jedem dieser 3 Strahlenzylinder sind
l.en dur‘ChT dic 1.r0nt 8 Strahlen durch ihre mit Zahlen bezeichneten DurchstoBungs-
linse desLngrs, in der punkte in der Eintrittspupille kenntlich gemacht. Die zu 7, 8, 9,
dem unendlich fernen 19, 20, 21 gehorigen Strahlen liegen in der Meridianebene des
Achsenpunkt ent- Hauptstrahles, dic zu 1, 2, 3, 13, 14, 15 gehorigen in seiner Sagittal-
sprechenden GAUSS- ebene und die zu 4, 3, 6, 16, 17, 18 bzw. 10, 11, 12, 22, 23, 24 gec-
p . ) hérigen in je einer der beiden den Winkelraum zwischen Meridian-
schen Bllqucne dar. cbene und Sagittalebene halbicrenden Ebenen; die Schnittgeraden
Die in Abb. 89 dieser 4 zuletzt genannten Ebenen mit der Ebene der Eintritts-
gCZCigte Zerstrecu-  pupille sind gestrichelt. Der rechte Teil der Abbildung zeigt die
; : _ Zerstreuungsfiguren der 3 genannten Strahlenzylinder in der
ungsﬁgur wird erhal bildseitigen Gaussschen Brennebene der 1. Linse des Unars. Der
ten, wenn man St.att DurchstoBungspunkt des Hauptstrahles in dieser Ebene ist
der GAussschen Bild-  als Koordinatenanfang gewihlt, ihr Schnitt mit der Meridian-
cbene, die durch den ebene des Hauptstrahles als y-Achse. Die Zuordnung ent-
; ; :14.  sprechender Punkte und Linien im Ding- und Bildraum ist
tdngentl‘?lcn }]fl{d durch die Zahlen festgelegt. Der rechte Teil der Abbildung ist
punkt gelegte ac‘ SCN-  gegenitber dem linken 10 mal vergréBert. Die GréBenverhalt-
senkrechte Ebenc nisse sind durch den beigegebenen MaBstab feststellbar, dessen
zum Schnitt mit der ©obere Zahlen fiir den linken, dessen untere Zahlen fiir den
Strahlenkongrunz rechten Teil der Abbildung gelten. Die cinzelnen numerischen

bl‘il’lgt und zwar ist Werte s. Text und Tabelle 4.

hier nur die Schnittfigur, dic dem duBersten jener drei Strahlenzylinder entspricht,
gezeichnet. Die mit Nummern versehenen Punkte der DurchstoBungsfiguren
sind berechnet; sie entsprechen den zur gleichen Nummer in der Eintrittspupille
gehorigen Strahlen; die tibrigen Teile der Zerstreuungsfiguren sind zeichnerisch
interpoliert. Die eigentlichen Zahlenwerte der Koordinaten der berechneten
Kurvenpunkte finden sich in den beiden folgenden Tafeln 4 und 5, bei deren
Zahlenangaben fiir cin rechtwinkliges Koordinatenkreuz y, z der zu dem Haupt-
strahl gehorige DurchstoBungspunkt, das ist z. B. fiir dic Tafel 5 der tangentiale
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Bildpunkt, als Koordinatenanfangspunkt angenommen und als y-Achse der Schnitt
der Ebene der DurchstoBungsfiguren mit der Meridianebene des Hauptstrahles
gewadhlt ist.

Y
/
21
24 %78
9
75 J
7 6
0 > 7
0 01 0z 03 0% 05 70
L | 1 ! 1

Abb. 89. Zerstreuungsfigur des duBeren Strahlenzylinders der Abbildung 88 nach Durch-
schreitung der ersten Linse des auf S. 119 angegebenen Unars in der achsensenkrechten
Ebene durch den bildseitigen tangentialen Brennpunkt auf dem Hauptstrahl. Der Schnitt
dieser Ebene mit der Meridianebene ist y-Achse, der tangentiale Brennpunkt ist Koor-
dinatenanfang. Die GroBenverhaltnisse der Zertreuungsfigur sind durch den beigegebenen
MaBstab feststellbar. Die einzelnen numerischen Werte s. Text und Tabelle 5.

In der weiteren Tafel 6, deren Werte sich auf ein ganz entsprechendes
Koordinatensystem, wie das der Tafel 1 und 2, beziehen, sind die Koordinaten{y, z
der DurchstoBungspunkte des Hauptstrahles und der je acht Strahlen unserer
drei Strahlenzylinder in der Gaussschen Brennebene der Gesamtflichenfolge
angegeben; in Abb. 90 sind dann die den drei Strahlenzylindern entsprechenden
Zerstreuungsfiguren mit Hilfe dieser DurchstoBungspunkte zeichnerisch inter-
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poliert; diese Figuren sind also die drei Zerstreuungsfiguren in der Gaussschen
Brennebene des Unars, die dem unendlich fernen Punkte, der durch die Haupt-
strahlrichtung gegen die Achse von 14,6371° im Dingraum festgelegt ist, ent-
sprechen, je nach dem dieser von einem Strahlenbiindel mit der in der Eintritts-
pupille gemessenen Offnung von 4,590 bzw. 6,498 bzw. 7,955 abgebildet wird.

Tabelle 4. Tabelle 5.
Punkt y z Punkt y z Punkt ¥y |[ z
0 0 ; 0 13 | 4+ 0,066 — 0,371 0 0 | 0
1 | 4+ 0066 |+ 0371 | 14 |+ 0,138 | — 0,631 3 |+ 0197 | + 0,321
2 | +0138 4+ 0631 15 |+ 0214 = —0,920 6 |+ 0,144 + 0,417
3 |+ 0214 , +0920| 16 |+ 0,736 | — 0,341 9 | + 0,238 | 0
4 | —0427 4+ 0,191 | 17 |+ 1,255 — 0,621 12 | + 0,144 | — 0,417
5 | —0,598 +0,301] 18 |+ 1,770 | — 0,924 15 | + 0,197 ; — 0,321
6 — 0,748 | + 0,421 19 =+ 1,070 0 18 + 0,748 | + 0,003
7 | — 0,587 0 20 |+ 1,830 | 0 21 | + 1,153 0
8 | — 0,808 0 21 | + 2,620 0 24 | + 0,748 | — 0,003
9 | — 1,009 0 22 |+ 0,736 . + 0,341
10 | — 0,427 | — 0,191 | 23 |+ 1,255  + 0,621
11 | — 0,598 , — 0,301 | 24 |+ 1,770 © + 0,924
12 | — 0,748 | — 0,421 |
Y
A
0 005 o a75 020
I AR | |

Abb. 90. Zerstreuungsfiguren der 3-Strahlenzylinder der Abbildung 88 nach Durch-

schreitung des auf S. 119 angegebenen Unars in dessen bildseitiger Gaussscher Brennebene.

Der Schnittpunkt dieser Ebene mit dem Hauptstrahl ist Koordinatenanfang, ihre Schnitt-

gerade mit der Meridianebene des Hauptstrahles ist y-Achse. Die GroBenverhiltnisse der

Zerstreuungsfiguren sind durch den beigegebenen MaBstab feststellbar. Die einzelnen
numerischen Werte s. Text und Tabelle 6.
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Tabelle 6.

Punkt y 2 Punkt ¥ ' z Punkt y z
0 0 0 9 — 0,111 0 17 + 0,046 + 0,064
1 -+ 0,003 — 0,063 10 — 0,026 + 0,055 18 + 0,032 + 0,065
2 -+ 0,002 — 0,102 11 — 0,052 + 0,073 19 + 0,044 0
3 — 0,003 — 0,126 12 - 0,077 + 0,101 20 + 0,056 0
4 — 0,026 — 0,055 13 + 0,003 -+ 0,063 21 + 0,026 0
5 — 0,052 — 0,073 14 -+ 0,002 + 0,102 22 + 0,035 — 0,045
6 — 0,077 — 0,101 15 — 0,003 -+ 0,126 23 + 0,046 — 0,064
7 — 0,039 0 16 -+ 0,035 -+ 0,045 24 + 0,032 — 0,065
8 — 0,073 0

70. Erweiterung des Gaussschen Abbildungsbereiches durch Hinzunahme
der Glieder 3. Ordnung. Die schr langwierigen Durchrechnungen der wind-
schiefen Strahlen sind gerade wegen des benétigten groBen rechnerischen Auf-
wandes fiir das Auffinden von Systemen gewiinschter Korrektion der schiefen
Biindel durch Probieren denkbar ungecignet. In vielen Fillen findet man aber
sein Auskommen mit Ndherungsformeln, die durch algebraische Funktionen der
Konstanten eines Systems, d. h. der Kriimmungsradien, Dicken und Brechungs-
zahlen, den Verlauf der bildseitigen Strahlen angeben und daher wohl gecignet
sind, ein gewissen vorgeschriebenen Anforderungen geniigendes System zu be-
rechnen.

Auch in dem anderen Falle, die Wirkung einer schon vorhandenen optischen
Anordnung zu untersuchen, leisten jene Ndherungen oft gute Dicnste.

Die in Abschnitt B bchandelte Gausssche Theoric geht von der Annahme
aus, daB alle Strahlen unendlich wenig geneigt gegen die Achse sind (bzw. im
Sonderfall des achsenparallelen Strahles, dal dieser der Achse unendlich be-
nachbart ist), so daBl die dritten und héheren Potenzen der Neigungswinkel der
Strahlen gegen die Achse vernachldssigt werden konnen. An fritherer Stelle
ist schon darauf hfngewiesen worden, daB die Bilder dieses Abbildungsbereiches
nur unendlich lichtschwach und unendlich wenig ausgedehnt sein konnen. Eine
Erweiterung des paraxialen Abbildungsgebictes ist von SEIDEL, vor dem sich
auch PETZvAL mit diesem Problem beschiftigt hat, auf uns iberkommen. An-
schlieend an die Gausssche Reihenentwicklung hat er diese auf Glieder dritter
Ordnung erweitert, so daB, da sich zeigen 148t, daB Glieder vierten Grades nicht
auftreten, die von ihm bestimmten Ausdriicke bis auf Glieder fiinfter Ordnung
genau sind. Sie sind daher ausreichend fiir die Untersuchung optischer Systeme
miBiger Offnung und miBigen Gesichtsfeldes.

Es sollen hier im engen AnschluB3 an die grundlegende Arbeit von SEIDEL!):
,,Uber die Entwicklung der Glieder dritter Ordnung, welche den Weg cines auBer-
halb der Ebenc der Achse gelegenen Lichtstrahles durch ein System brechender
Medien bestimmen*, die Gedankenginge, die zur L.osung des Problems fiihren,
kurz skizziert und diese selbst angegeben werden.

71. Die SeipeLsche Bestimmung der Glieder dritter Ordnung. Abweichend
von unserer bisherigen Bezeichnungsweise mogen fiir die folgenden Betrachtungen
alle auf die Fliache eines Systems beziiglichen GréBen, wie Einfallshéhen, Kriim-
mungsradien, durch geraden Index kenntlich gemacht werden ; alle auf die Medien
beziiglichen GroBen, wie Dicken, Neigungswinkel, Schnittweiten und Brechungs-
zahlen durch ungeraden Index, derart, da3 die Zdhlung mit O entsprechend der
ersten Fliche begonnen wird, die dann dic Medien der Brechungszahlen #_,
und %, trennt.

1) L. SEipEL, Astron. Nachr. Bd. 43, Nr. 1027/29. 1856.
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LaBt man nun einen Strahl auf eine optische Anordnung fallen und diese
durchsetzen, so kann man sich den Strahl in jedem jeweiligen Medium durch
die beiden Schnittpunkte, die er mit zwei in jenem Medium gelegenen Ebenen
hat, festgelegt denken. Diese zunidchst ganz willkiirlichen Ebenen werden zweck-
miaBig so gewdhlt, daB sie achsensenkrecht und die Gaussschen Bilder zweier
im Dingraum gelegenen achsensenkrechten Ebenen sind; letztere seien 4 _; und
B_, genannt, und zwar moge A _, das abzubildende Ding sein; als B_, wird man
hdufig die Ebene der Eintrittspupille, so wie sie sich nach den Gesetzen par-
axialer Abbildung bestimmt, mit Vorteil wihlen.

An Stelle der eigentlichen optischen Konstanten, der 7, 4 und %, verwendet
SeIDEL die von diesen abhidngigen GréBen 4, 6, v, wobei % die Einfallshéhe und o
die Neigung cines Paraxialstrahles ist, wie sie durch Abb. 24 definiert sind, so
daBl dem dortigen 4, etwa /y; und dem dortigen u, die GréBe o,;_, entspriche.
Es ist dann z.B. die Mittendicke zwischen (2¢ — 2)-ter und 2:-ter Fliche

hoi_o— hy;

dyy = AT (103)
2i-1
v ist der reziproke Wert der Brechungszahl, also
1
Voi-q == P (104)
Schreibt man noch zur Abkiirzung

Noy= vy 1= Vi1 (104a)

so 1aBt sich aus der Nullstrahlinvariante finden
Naiho; c
Voi = - SDeite (105)

2i4+102i-1

Voi-102i+1 — ¥

Durch (103) bis (105) kann man also ein durch die Elemente eines Paraxial-
strahles 7, o, » bestimmtes System wieder durch die sonst iiblichen GréBen 7, d, »
kennzeichnen.

Die Orientierung im Raum geschieht durch ein rechtwinkliges Koordinaten-
kreuz &, », ¢, dessen &-Achse mit der optischen Achse zusammenfalle; die Orien-
tierung in einer Ebene A4,;_, durch das den %-, {-Achsen parallele ebene Koordi-
natenkreuz #y;_,, {p;-, und entsprechend fiir eine Ebene B,;_; durch das
Koordinatensystem #g;_,, {3;-y; auch die o, A, die zu der Ebenenfolge.B_j,
B,, B;... gehoren, werden durch Striche kenntlich gemacht. Der Abstand
der beiden Ebenen A4,;_; und B,;_, ist dann also gegeben durch

RCTI f‘éf__:’ii—z_ Paive, (106)
Ogi_1 O2i-1 Og2i-1 O2i-1
Da sowohl durch %, ¢, » als auch durch 7/, ¢’, » die Konstanten der Flichenfolge,
namlich 7, 4 und %, bestimmbar sind, sind die Wertesysteme %, 6, v und %', ¢’, »
nicht unabhingig voneinander. Eine solche Abhingigkeit findet SEIDEL im Be-
stehen der fortlaufenden Gleichungen:

hoo' | —hho.y oo —hioy  hyol — hiey  hyol — hfog
T B " - " B 10
— hoiohiq — Bhiogi_y _ hoi0bivy — M 0ai4y __ =T ( 7)
Vai-1 Y2i+1 o T

worin T cine Konstante ist. Einen Strahl in dem Medium 27 — 1 legt man
dann fest durch den Punkt #,;_, + 4%yi_y, Coiq + A4&;_; in der Ebene
Ag;_y und durch den Punkt w5, + 49—y, iy + AL, in der Ebene
By;_;. Dabei bezeichnen die ersten Glieder dieser zweiteiligen Ausdriicke
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die Naherungswerte, die man bei Vernachldssigung der Glieder dritter Ordnung
erhalten wiirde; sie sind demnach mit den Gleichungen der Gaussschen Abbildung
zu berechnen; die zweiten Glieder stellen also ZusatzgréBen dar, durch die auch
die Glieder dritter Ordnung beriicksichtigt werden. Es ist dann nach (23) in
Abschnitt C, a, «):

O aN-1 _ %" __ _ Oi—17M2i-1 __ .
1= AN, = 2o el = H,
Yo "1 . Vai-1
’ ’ %4 ’ ’

O M- __ 01N __ _%i-1M2i-1 - H

=S t= = = = ,

-1 Y1 Vei-1 (108)
-

o218, _ 0l _ O2i1bpio1 _ =7

” R - Vi - -
-1 1 2i-1
’ =1 Y4 / A

LT T S TR L T S

"1 "1 Vei-1

SEIDEL schligt daher vor, die GréBen H, Z und H’, Z' die reduzierten Koordinaten
des gendherten Durchschnittspunktes des Strahles mit der jeweiligen Ebene
A,; bzw. B,; zu nennen, weil man bei der Wahl von passenden MaBstdben zur
Messung der Koordinaten in den A- bzw. B-Ebencn die Koordinaten jenes ge-
niherten Durchschnittspunktes in allen Ebenen A durch die Koordinaten H, Z
bzw. in allen Ebenen B durch die Koordinaten H’, Z’ ausdriicken kann. Dann
sind auch die Korrektionsglieder, die, zu den reduzierten Koordinaten hinzugefiigt,
die Koordinaten des wirklichen Durchschnittspunktes (bei dessen Festlegung
also noch die Glieder dritter Ordnung berticksichtigt sind) ergeben, in den von
Ebene zu Ebene verschiedenen MaBstiben zu messen, so daB allgemein gilt:

21 (H + AHyioy) = 0gimq + Agiy

0241
BNZ A2y = Caier + Ay
‘- (109)

D2UVH A AH ) = iy + Arhiy

O2i-1

o N2 AZg) = B+ A
Im weiteren Verlauf der SEiDELschen Ableitung stellt sich dann die Einfithrung
von Polarkoordinaten in den A- und B-Ebenen als zweckmiBig heraus. Als
Pole werden die Schnittpunkte jener Ebenen mit der Achse gewiahlt und als
Polarachsen die #- bzw. %’-Achsen. Bezeichnet man den Fahrstrahl mit 7 bzw. #’
und das Argument mit v bzw. v’, so wird der wirkliche DurchstoBungspunkt
z. B. in der Ebene 4,;_, gegeben durch 7,;_,, v5;-,, und es bestehen, wenn man
den Fahrstrahl in denselben MafBeinheiten wie die reduzierten Koordinaten mif3t,
die Beziehungen (#,;_, durch Index von Flichenradius unterscheidbar):

SR+ ARy) = ryia + Ay
o (110)
(%::1 (R + ARgi-q) = thi-y + A755-4.
Die zugehorigen Neigungswinkel des Fahrstrahles gegen die Polarachse sind
Vgi_q + Avgi—y bzw. vh;_; + Avy;_; und der Ubergang zu den reduzierten

Koordinaten wird vermittelt durch:
H = R-cosv, Z = R-.sinv

111
H = R -cosv', Z' = R'-sinv’. (111)
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SEpEL findet nun die Korrektionsinderung AH,;y; — AH,y;—, bei der
Brechung des betrachteten Strahles an der 2¢-ten Fliche als:

1 H(o}i_y — 0hiy1) — H'(05:_1 — 03it1)
4H2i+1—AH2i—1=§ N, IT°
Voit10hi41 — Vai—105i-1 ]
. IRz N, : "2 i (055—1 — O5i41) + (Vaip102i-1 — Vgi-10%i41) TJ
13
. (112)
+ R® hg_i(”Zi—l — 09i41)
) Na: (Vai+102i41 — Vai-102i-1)
hy s
—2RFK ﬁj (Vai-102i-1 — Vais102i41) (0hipq — O2iy) - COS(V" — v)}
L3

AZy;pq — AZy;_, ist gleich der rechten Seite der letzten Gleichung, wenn darin
H bzw. H' durch Z bzw. Z' ersetzt werden. Aus (111) folgt:

AR = AH .cosv + AZ -sinv (113)
R-Adv= —AHsinv + AZ-cosv. 3
Man hat also:

ARgiry — ARyi_y = (AHyipy — AHyyy) - cosv + (423500 — A4Zy;y) - sinv
R(Avyipq — Avyi_y) = — (AHyiyy — AHyi_y) »sinv + (A Zyi — AZy;-4) - COSO.
Dann wird unter Beriicksichtigung von (112) und des entsprechenden Aus-
druckes fiir 4Z,;,, — 4Z,;_, nach Umformung gefunden;

2i-1— O 2
2T3(ARyi4y — ARy y) = R'3cos (v —v) - by (?ﬁ—lﬁﬂ) (¥9i-109i-1 — V2i+102i+1)
— R'2R[1 + 2cos?(v' — )]

(03i—1— Oai41) * (0hs-y — Ohit1
< By N N.. (Vgi-109i-1 — V2i+102i+1)
: :

6hi_1— 0his1\2
' P2 ’ 2i—-1 2i+1 ) ) )
+ R'R*-cos (v — v) [2]721‘(_—1\72—, ) (Vgi-10i-1— Vai+102i+1)
L3

(05i—1 — 6i41) (01 — 0hit1) (“4)
R Ny L : Nz-z (Vgi-105i-1 — V2i4105i41)
T i

T
+ N (0gi-1 — Ogi41) (Pai-100541 — V2i+1°§i—1)}
“¥2:

3| 7 {“éiq““éiﬂ 2 ’
— R i\ TN (Vai-105 -1 — V2i410%i41)
20

T
+ Nas (05:-1 — 0%i41) (Vgi-10%541 — V2i+10{_>i—1)]
2

und
2RT3(Avy54 — dvgi-y)
‘s ' R2 92i-1— O2i+1)2
= R'sin(v' — v) - 2 Na: (Vai-102i-1 — V2i4102i+1)
— 2RR'cos(v' — v)

(115)

(0gi-1— 0pi41) ~ (0hio1 — Ohi41)
“ hyi N - Ny (2i-102i-1 — Yai+102i+1)
;
(026-1 — Oai41) - (051 — 0Lis1) ’
+ R2 V’zi N.. N, (Vgi-105i-1— Vaitq O2it1)
2 .

T
+ Ny (0911 — Oai+1) * (Voio1 0541 — Vaisr Oéi-l)]}-
i
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Damit ist die Anderung der beiden Korrektionsglieder AR und 4v infolge der
Brechung an der 2i-ten Fliche festgestellt. Fiir eine Folge von & + 1 Flachen,
7 lduft von 0 bis &, ergibt sich dann durch Summation fiir die linke Seite der
Beziehungen (114) bzw. (115) 2734R,;,, bzw. 2T3RA4v,;,,, wenn die Aus-
gangswerte 4 R_, bzw. Av_; als 0 angenommen sind, wahrend auf der rechten
Seite die von R, R’, v, v’ abhingigen Ausdriicke unverdndert bleiben, diese Aus-
driicke selbst aber nicht mehr mit nur won den A,;, 65;_;, Opis1, O5i—15 Ois1,
Voi_1s Vei4; abhidngigen GroBen zu multiplizieren sind, sondern mit den fiir alle
Flachen gebildeten Summen dieser GréBen.

Um die Lage der bildseitigen Strahlen vollstindig zu kennen, wiren noch
die ZusatzgroBen 4 Rj;,, und Avj;,, zu berechnen, die dann die Abweichungen
des wirklichen DurchstoBungspunktes von den nach den Gaussischen Formeln
nur gendhert berechneten DurchstoBungspunkt eines bildseitigen Strahles in
der Ebene B,;,, bestimmen. Es ist klar, daB man, um 4 Rj;,, bzw. 4v5; .,
zu erhalten, in den eben beschriebenen Ausdriicken fiir AR,;,, und Advy;,,
nur umzutauschen hat

R und 4R mit R und 4R

’

v und Adv mit v und A4v’
h mit A

’

¢ mit o
T mit —T.

Nach (110) ist dann durch vy, (R 4+ ARyp41)/00ks1 = Yoks1 + A7or11»
Vpksq + AVyry, der wirkliche DurchstoBungspunkt in A,;,, und durch
Vorsr (R + ARGty 1)[02k 10 = Tokey + A%3k41,  Voryy + Aoy, der wirkliche
DurchstoBungspunkt in B,;,, cines bildseitigen Strahles gegeben und damit
dieser Strahl selbst.

Es ist also die gestellte Aufgabe, den Strahlenverlauf durch eine zentrierte
Kugelflachenfolge vom Dingraum in den Bildraum unter Beriicksichtigung der
dritten Potenzen der Strahlenneigungswinkel gegen dic Achse zu bestimmen,
gelost.

Mit den hier gegebenen Entwicklungen ist fiir jedes fertig vorliegende
zentrierte optische System die Feststellung der Abbildungsfehler fiir den SEIDEL-
schen Bereich durchfithrbar; dagegen mag es fiir die Berechnung erst noch zu
findender optischer Anlagen bestimmter Abbildungseigenschaften stérend sein,
daB die eigentlichen optischen Konstanten, die #, 4 und #, sowohl durch das
Wertesystem 4, ¢, » wie durch das Wertesystem 4’, ¢, » ausgedriickt sind. Man
wird das eine Wertesystem, etwa %', o', eliminieren, was durch die von SEIDEL
angegebenen Bezichungen:

i TN,;
O3i-1 — Ohity = (Opioq — Oaiyy) * (X - TZ) + _h;fz ’

3
/ —
Voi—109i-1 — Vai+108i41 = (V2i-102i-1 — Vait102i41) ° (Z - TZ)

2T Ny py; (116)
hos ’

D
’ /’ J— AL v
Vig_105i41 — Vai+102i-1 = (Vai—10gi41 — V2is102i-1) ° (/. TZ;) >

s = ey — Tz) :

[fiir 4 = 0 fallen die Summen >’ zur Rechten ganz weg].
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moglich wird, in denen abkiirzend gesetzt ist:

g _ _ Yep-1%2p-1 14251
h_o—x: Voio1 T Yair1 = 2 tai, E E Thay_2hay

Es wird dann schliefllich gefunden:

igr) R2R-[1 + 2cos?(v’

3725(1) +6xTS(2) + T2[2533) + SM)]

g 250 +T-SQ)

AR,y 1 = R'3cos(v'— v) 27

+ R'R2cos (v'— v) 27T (117)
_ s 2°S0) +322TS@) +2T2[250) + SW] + T°5(5)
273
und
RAvyy,, = R'sin(v'— ) - [R’z W 2R'Reos(v'— ) L5+ T30
, (118)
4 RS+ 212TT53(2) + T25(4_>] ,
worin ist:
3 E
. — . 2
S(1) = thi (O—Zl—_‘lngz"‘tl) (V2i-102i-1 — Vai4102i41) = 2(1)»
=0 1=0
k k
S@ =D Uu= D0,
i=0 =0
k
SB) =D U= D),
=0 i=0
k (119)
N 1
sw= D6 -2 = S,
i=0 i=0
k
S6) = D) Vs,
i=0
dabei ist U,; definiert durch: .
U N 71
Uzl T hai Oai_1 — Opiga 2 hop_zhep
p:

(fur ¢ = 0 fallt rechts die Summe weg).

Die GroBen 7 und d sind der einfacheren Schreibweise wegen neben 4, o,
durch die sie sich nach Gleichung (103) bis (105) ausdriicken lassen, mitverwandt
worden.

72. Folgerungen aus den SempeLschen Ausdriicken. Hilt man an der Fest-
setzung fest, daB A _, das Ding und B_, die Eintrittspupille ist, so ist also R
maBgebend fiir die GréBe des Ge51chtsfeldes und R’ fiir die Offnung des ab-
bildenden Biindels. Das Verschwinden der vier Summen S(1), S(2), 25(3) + S(4)
und S(5) vernichtet alle Fehler dritter Ordnung in Richtung des Fahrstrahles,
und das Verschwinden von S(1), S(2) und S(4) die Fehler gleicher Ordnung senk-
recht zum Fahrstrahl. Verschwinden simtliche Summen S(1), S(2), S(3), S(4)
und S(5), so ist das Bild bis auf Fehler fiinfter Ordnung genau.

9*
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Nimmt man R = 0, d. h. ein Achsenpunkt kommt zur Abbildung, so wird
diese im SEIDELschen Bereich fehlerfrei, die sphéirischen Aberrationen sind also
beseitigt, wenn S(1) =0 wird.

Konnen die durch den Schnittpunkt der Ebene B_; mit der Achse gehenden
Strahlen, sie sind bestimmt durch R’ = 0, als Trdger der abbildenden Licht-
strahlenbiindel und ihre DurchstoBungspunkte mit der Gaussschen Ebene
A,p4q1 als-die Orte der Bildpunkte betrachtet werden, so ist dann das Ver-
schwinden des Koeffizienten von R® in (117) die Forderung unverzerrter Ab-
bildung; d.h. also ¥3S(1) + 32T S(2) + xT2[2S(3) + S(4)] 4+ T3S(5) = 0. Ver-
schwindet jener Koeffizient nicht, so ist er mit R® multipliziert ein Ma8 fiir die
Verzeichnung.

Die Gleichungen (117) und (118) geben zunichst nur die Abweichungen in
der Ebene 4,;,,, sind aber schon allein geeignet, auch die Verhéltnisse in einer
A,y unmittelbar benachbarten Ebene zu untersuchen, solange wenigstens deren
Abstand von A,;,, geniigend klein ist gegeniiber ihrem Abstand von By,,.
Dann reicht es aus, sich den bildseitigen Strahl unter Vernachldssigung von
ARj ., und Avhy,, festgelegt zu denken durch R’, v" und R+ 4Ry,
v 4+ Avyp,,. SEIDEL kommt auf diesem Wege zu folgenden Ergebnissen: Wird,
wenn die sphidrische Abweichung gehoben ist, auch S(2) =0, so gibt es eine
Stelle im Bildraum (in der N&ihe von A4,14,), in der ecin seitlich der Achse ge-
legener Dingpunkt ohne radiale Fehler abgebildet wird, und einc zweite Stelle,
wo er ohne seitliche Fehler abgebildet wird. LidBt man R variieren, d. h. der
Abstand des Dingpunktes von der Achse wird gedndert, so dndert sich auch
der Abstand der beiden Brennlinien von der Ebene A, ,; ein achsensenkrechtes
Ebenenstiick von der GroBe, wie sie dem SEIDELschen Bereich entspricht, wird
gewissermaBen auf zwei Rotationsflichen F und F’ abgebildet, die sich im Schnitt
mit der Achse berithren, wo das prizise Bild der Mitte des Gegenstandes liegt.
Auf F werden alle Punkte des Gegenstandes durch laterale, auf F’ durch radiale
kurze Bildstriche abgebildet.

Ist R klein von zweiter Ordnung, so koénnenin (117) und (118) die mit R?und R3
multiplizierten Glieder fir den SEIDELschen Bereich vernachldssigt werden,
und es findet dann fiir S(1) = S(2) = 0 eine genaue Abbildung des Achsenpunktes
und seiner unmittelbaren Umgebung, wie diese durch die GroBe von R festgelegt
ist, statt; die Bedingung S(1) = 0 ist gewissermaBen cine Spezialisierung des
ABBEschen Sinussatzes auf den SEIDELschen Abbildungsbereich. SEIDEL schligt
vor, sie nach FRAUNHOFER zu nennen, da sie in dessen bekanntem Konigsberger
Heliometerobjektive schon nahezu erfiillt war.

Verschwindet aufler S(1) und S(2) auch noch S(3), sofallen Fund ' zusammen;
die iibrigbleibendc eine Rotationsfliche ist als Bild des ausgedehnten Gegen-
standes zu betrachten, und nur wenn die drei Gleichungen S(1) = S(2) =S(3) =0
erfiillt sind, kann itiberhaupt von einem eigentlichen Bilde des ausgedehnten
Gegenstandes gesprochen werden.

Verschwindet auch noch dic Summe S(4), so wird nach (118) 4v,;,, =0 und
nach (117) 4R,;,, unabhingig von R’, d. h. also die von einem bestimmten,
durch R, v gegebenen Dingpunkte herkommenden Strahlen gehen in der Ebene
A,p4q alle durch einen und denselben Punkt. Diese Ebene ist also das bis auf
GroBen finfter Ordnung genaue Bild der Ebene A4 _;; der einzigen Fehler dritter
Ordnung, den es noch enthalten kann, ist einec Verzerrung der duBeren Teile,
die Verzeichnung, zu deren Aufhebung auch noch S(5) =0 zu machen wire.

Es 148t sich noch leicht die Kriitmmung des Bildes,wenn S(1) = S(2) = S(3) =0
ist, bestimmen. Diese kann durch die Kriimmung der Schmiegungskugel im
Rotationspol gemessen werden; denn die Abweichung beider Flichen von-
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einander féllt in GroBenordnungen, die hier vernachlissigt sind. Ist gyz,, der
Radius jener Kugel, so 148t dieser sich leicht finden durch die Gleichung:

k
Yor+1 N,;
— 2k+1 —2 2
B2r+1 ;07 Vi (120)
Fiir die Ebnung des Bildes wird aus (120) gefunden:
k
E N _ g , (121)
¥2:

©=0

eine Bedingung, die nach PETzvaLl), der sie 1843 aufstellte, genannt wird.
Mit der sonst von uns benutzten Bezeichnungsweise 14Bt sie sich schreiben:

k+1 (/1 . k+11 . k+1
1 1 1 1
S-i) =S akmom S (-0 - (- 1)
Yo \No No Yo Mg Yo \ Mot Yo \ Mg
e=1 o=1 0o=1

k+1 k

. 2?[1 1 — Moy, 11 —=mp] 1 —Mys 2“1 1 1 —n
n Ve Mo +1 Yo Mg | Rt Vk+1 n Mo +1fe mrn
o=

wobei dann f, die Brennweite der diinnen, von Flichen mit den Kriimmungs-
radien 7, und 7,,; begrenzten Linsen, deren Material die Brechungszahl #,
hat, ist.

Befindet sich die Linsenfolge in Luft, d. h. #; = n;,., = 1, so 1Bt sich die

Petzvalbedingung schreiben:

'
E »nl—o, (121a)

A=1

wenn hierin #; die Brechungszahl und ¢, die Stdrke der A-ten diinnen Linse
und m die Anzahl der Linsen in der ganzen Linsenfolge ist.

Weiter zeigt SEIDEL, daB es unmoglich ist, ein optisches System, dessen
Wirkung nicht die eines ebenen Spiegels oder einer unendlich dinnen Plan-
platte ist, aus belicbig vielen unendlich diinnen einander beriithrenden Linsen
anzugeben, das innerhalb unseres Bereiches eine Ebene genau in eine Ebene
abbildet, vielmehr muB fiir die Ermoglichung einer solchen Abbildung wenigstens
einigen der brechenden Fliachen ein merklicher Abstand voneinander gegeben
werden.

Entsprechend der auf S. 112 gezeigten Unvercinbarkeit der HERSCHELschen
Bedingung mit dem Sinusgesetz weist SEIDEL bereits darauf hin, daB die
FrauNHOFERsche und HERsCHELsche Bedingung nur gleichzeitig nebeneinander
bestehen konnen, wenn o%, = o2, ist, d.h. in den eigentlichen und in den
negativen Knotenpunkten und bei teleskopischer Abbildung.

Im AnschluBl an die SEIDELsche Arbeit hat S. FINSTERWALDER?) die von
optischen Systemen groBerer Offnung und groBeren Gesichtsfeldes erzeugten
Bilder, die Gestalt der Brennflichen und ebene Schnitte durch diese und die
Lichtverteilung in den in diesen Schnitten entstehenden Zerstreuungsfiguren
untersucht.

1) Naheres s. bei A. GULLSTRAND, Zur Wirdigung der Petzvalschen Bedingung. ZS. f.
Instrkde. Bd. 4, S.971{f. 1910.

%) S. FINSTERWALDER, Abhandlgn. d. k. bayr. Akad. d. Wiss., II. K1, Bd. 17, 3. Abt.,
S. 519—587. Minchen 1891.
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Abb. 91. Zerstreuungsfiguren entsprechend den Zerstreuungsfiguren der rechten Seite der
Abb. 88, aber nur gendhert mit den SeiDELschen Ausdriicken berechnet. y-Achse
ist wieder die Schnittgerade der Ebene der Zerstreuungsfiguren mit der Meridianebene des
Hauptstrahles, Koordinatenanfang ist nicht der hier mit P, bezeichnete DurchstoBungs-
punkt des Hauptstrahles, sondern ein um —0,771 von P, auf der y-Achse entfernt liegen-
der Punkt. Die GroBenverhiltnisse der Zerstreuungsfiguren sind durch den beigegebenen
MaBstab feststellbar. Die einzelnen numerischen Werte siehe Text und Tabelle 7.
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K. ScuwARzsCHILDY) hat in seinen ,,Untersuchungen zur geometrischen
Optik‘‘ die SeipeErschen Bildfehler?) aus dem Eikonal entwickelt, und zwar
gleichzeitig unter Ausdehnung seiner Betrachtungen auf achsensymmetrische,
deformierte Systeme. Auch die Fehler fiinfter Ordnung sind von dem gleichen

0 07 0z g3 0% 05 1,0
I I ! ! | I |
Abb. 92. Zerstreuungsfigur entsprechend der Zerstrecuungsfigur der Abb. 89, aber
nur genihert mit den SeIDELschen Ausdriicken berechnet. y-Achse ist wieder die
Schnittgerade der Ebene der Zerstreuungsfigur und der Meridianebene des Hauptstrahles,
Koordinatenanfang ist nicht der hier mit P, bezeichnete DurchstoBungspunkt des Haupt-
strahles, sondern ein um 0,0819 von P, auf der y-Achse entfernt liegender Punkt. Die
GroBenverhaltnisse der Zerstreuungsfigur sind durch den beigegebenen MaBstab feststellbar.
Die einzelnen numerischen Werte siche Text und Tabelle 8.

1) I und II a. d. Abhandlgn. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, math.-phys. Kl., N. F.
Bd. 4, Nr.1 u. 2. 1905; III Berlin: Weidmannsche Buchhandlung 1905.

2) A. KERBER, Entwicklung der Formeln fiir die Abweichungen dritter Ordnung nach
Lupwic SEIpEL. ZS. f. Instrkde. Bd. 41, S.289—299, 324—332, 337—348. 1921.
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Verfasser untersucht worden; weiter hat er seine allgemeinen Ergebnisse an-
gewandt auf die Theorie der Spiegelteleskope und die Untersuchung astro-
photographischer Objektive verschiedenen Baues.

Auch die numerische Berechnung der Bildfehler innerhalb des SEIDELschen
Abbildungsbereiches vermittels der fiinf Summenausdriicke S(1)...5(5) ist
verhiltnismiBig einfach, da ja diese nur aus Elementen der Nullstrahlrechnung
aufgebaut sind. Zum Vergleich mit den in Abb. 88, 89 und 90 dargestellten

Zerstreuungsfiguren, die

4 mit Hilfe von der Achse

endlich entfernter und
zu ihr endlich geneigter,
£, d. h. zur Achse wind-
schiefer ~ Strahlen be-
stimmt sind, werden in

Abb. 91, 92 und 93 Zer-

streuungsfiguren gezeigt,

welche ganz dem gleichen
dingseitigen Parallel-
strahlenbiindel wie jene
entsprechen, aber nur
niherungsweise unter Be-
z  nutzung der SEIDELschen
Ausdriicke berechnet sind.
Eswirdalso angenommen,

0 0gos 910 075 970 05 030 o085 940 915 030

[REEEY|

A £, daB ein unter 14,6371°
gegen die Achse geneigtes
£, Parallelstrahlenbiindel
auf das Seite 119 ange-
£ gebene Unar fillt. Aus

Abb. 93. Zerstreuungsfiguren entsprechend den Zer- diesem  Strahlenbiindel

streuungsfiguren der Abb. 90, aber nur genahert mit sind drei Strahlenzylinder
den SEiDELschen Ausdriicken berechnet. y-Achse ist wieder 3 3
die Schnittgerade der Ebene der Zerstreuungsfiguren und alliliskg)eSOEdecrlt, If:l.le .dle
der Meridianebene des Hauptstrahles, Koordinatenanfang »»--D¢N€ er ,mtnt.ts'
ist nicht der hier mit P, bezeichnete DurchstoBungspunkt pupille — sie liegt im
des Hauptstrahles, sondern ein um —0,0211 von Pjauf der Sinne der Lichtrichtuhg
y-Achse entfernt licgender Punkt. Die GréBenverhaltnisse hi
der Zerstreuungsfiguren sind durch den beigegebenen MaB- um 10’12?7 n}'iel: ldem
stab feststellbar. Die einzelnen numerischen Werte siehe grsten Linsensc elte L
Text und Tabelle 9. in drei zu ihrer Mitte

konzentrischen  Kreisen
schneiden, deren Radien der Reihe nach #; = 4,590, #7; = 6,498, #};; = 7,955
sind. Die cinzelnen Punkte dieser Kreise werden dann gegeben durch die ver-
schiedenen v’, das sind die Neigungswinkel des Radiusvektors gegen die %”,-Achse,
wie das in Abb. 94 gezeigt ist. Der DurchstoBungspunkt des Hauptstrahles in
den einzelnen Ebenen, ndmlich der Gaussschen Brennebene der Frontlinse
des Unars, der achsensenkrechten Ebene durch den tangentialen Bild-
punkt des meridionalen Biischels nach Fliche 2 und schlieBlich der Gauss-
schen Brennebene des Gesamtobjektivs, ist jeweilig mit P; bezeichnet und
abweichend von den Abb. 88, 89 und 90 nicht als Koordinatenanfangs-
punkt gewihlt, sondern als auBerhalb der z-Achse auf der y-Achse liegender
Punkt; die y-Achse ist wieder der Schnitt der Meridianebene des Haupt-
strahls und.der Ebene der Zerstreuungsfiguren. Die zu den Koordinaten y, z der
einzelnen Punkte der DurchstoBungsfiguren, wie E;, P, usw., in der Ebene



Ziff. 72. TFolgerungen aus den SEIDELschen Ausdriicken. 137

der Eintrittspupille gehorigen - und v’-Werte sind aus den Tabellen 7, 8
und 9 zu ersehen.

Tabelle 7.
Punkt v’ i y z [Punkt v’ l 3 ' z Punkt v’ ' ¥ I z
E, 0° i—-0,440 0,000| E, 0° E—0,252 0,000| E, 0° |—0.0325! 0,000
P, 60° + 0,046 |—0,559| P, 60° |40,140|—0,405| P, 60° 140,250 —0,254
P, [120° |+1,526!—0,852| P, |120° |+ 1,263|—0,600| P, |120° '+0,984 |—0,352
E, [180° +4-2,520| 0,000| E, |180° i+ 1,994 0,000| E, |180° + 1,436 0,000
_E, |109,05%+1,221|—0873| E, [108,21°+1,019 —0,618| E, |105,88°--0,798 —0,366
Y1 97 v
/‘-,
S-1
Tabelle 8.
Punkt v’ y | z
E, | 0° '+0,060 ! 0,000 P
P, | 30° 40,0276 | + 0,284 r
W, | 45,02° - 0,0055 | --0,363 O ,
E, | 54,70° --0,0007 | + 0,384 7 7,
E} | 57,83° +0,0007 | + 0,385
W, | 69,04° 40,0159 | + 0,370
P, | 90° .+0,113 | -+ 0,275
Py 1120°  |4+0,392 | 40,0918
E7 1159,92°1+0,777 | —0,0145
E; [180° 140,841 0,000 ) .
p - Abb. 94. Das rechtwinklige Koordi-
u natenkreuz #”.,, {_; und das Polar-
koordinatensystem #/, v’ (in der Ab-
bildung versehentlichv bezeichnet) in
der Eintrittspupille des ZeiB-Unars.
Tabelle 9.
Punkt v ’ y | z Punkt v ¥y l z Punkt] o’ | y 1 z
E, | o° I—0177 | o000|E, | 0° i—o0,120/ 0,000 E, | 0° ’—0,067 ] 0,000

P, | 60° :--0,0816 |—0,198| P, |60° |—0,053 —0,140| P; |60° |—0,026 '—0,0836
P, | 120° | +0,144 |—0,218| P, [120° |4+0,105:—0,153| P, [120° |4 0,067 |—0,0904
E, | 180° !+0,275 0,000 E, |180° {4+0,196! 0,000| E, [180° ’+0,119 L 0,000
E, |95.37°140,0477 |—0,240| E, |95,08°+ 0,037 —0,169| E, [94,29° 40,0255 --0,101

’ ’ /
L477; Yu 14}

Dic berechneten, in den Tafeln angegebenen Kurvenpunkte sind in der yz-Ebene
genau eingetragen, die iibrigen Teile der Zerstreuungsfiguren sind zeichnerisch
interpoliert. Der Vergleich der genédherten Zerstreuungsfiguren mit denen
genauer Durchrechnung in Abb. 88, 89 und 90 zeigt im allgemeinen Bau
der Kurven eine verhiltnismiBig recht gute Ubereinstimmung. Der quanti-
tative Vergleich wird erméglicht durch die simtlichen Zerstrcuungsfiguren bei-
gegebenen MaBstibe. Die numerischen Abweichungen sind zum Teil nicht
uncrheblich. Dort, wo iiberhaupt von einer Korrektion der Bildfehler nicht ge-
sprochen werden kann, das ist bei den Zerstreuungsfiguren nach der zweiten
Fliche des Unars der Fall, sind die gendherten Abweichungen Kkleiner als die
genauen. Dic Zerstreuungsfiguren in der Brennebene des Unars zeigen dagegen
das umgekehrte Verhalten. Die SEIDELsche Néherung gibt hier zu ungiinstige
Werte, weil offenbar, wie man das auch aus Abb. 90 schlieBen kann, dic Glieder
hoéherer Ordnung zur Verminderung der Koma beitragen. '



138 Kap.1, C. W.MerTE: Realisierung der Abbildung durch Kugelflachen Ziff. 73.

c) Farbenabweichungen.

73. Die Farbfehler und ihre Einteilung in zwei Gruppen. Die beiden
Grundvoraussetzungen, auf denen sich im wesentlichen unsere bisherigen Ent-
wicklungen stiitzen, sind die Annahme geradliniger Ausbreitung des Lichtes,
aus der der Begriff des Lichtstrahles zu abstrahieren ist, und des Bestehens des
Brechungsgesetzes. Aus dem letzteren folgt, da die Lage des gebrochenen zum
einfallenden Strahl abhéngig ist von der Brechungszahl; nur wenn der Einfalls-
winkel und damit auch der Brechungswinkel Null ist, besteht diese Abhingigkeit
nicht; es findet dann niemals, welches auch die Brechungszahlen der beiden
aneinanderstoBenden Medien seien, eine Brechung statt, sondern der Strahl
lauft ohne Richtungsinderung weiter.

Wie der Fall + =:¢ = 0 also eine Ausnahme darstellt, so bietet auch die
Spezialisierung des Brechungsgesetzes auf die Spiegelung, bei der #n = — »’
wird, insofern cine Besonderheit, als auch hier eigentlich nicht mehr von einer
Abhiangigkeit des Strahlenverlaufes von der Brechungszahl gesprochen werden
kann. LdBt man aber diese beiden Sonderfille, nimlich den senkrechten Durch-
trittes des Strahles durch die brechende Fliche und den der Spiegelung, hier
aufler acht, so dndert sich der Verlauf eines bestimmten Lichtstrahles unter sonst
gleichen Umstdnden mit der Brechungszahl.

Denkt man nun daran, dal3 das Licht, welches die Abbildungsvorginge ver-
mittelt, in den weitaus meisten Féllen Mischlicht ist, so ergibt sich fiir die Ab-
bildung durch dioptrische Systeme einc wesentliche Komplikation des Ab-
bildungsvorganges. Von einem Gegenstand, der nicht monochromatisches Licht
aussendet, werden ndmlich entsprechend den verschiedenen Farben seines Lichtes
durch cine dioptrische Anordnung ebenso viele verschiedene farbige Bilder, deren
Zahl z. B. bei natiirlichem Sonnenlicht eigentlich unendlich gro8 ist, entworfen.
Wenn daher dic Bildfehler einer Linsenfolge nur fiir eine bestimmte Farbe be-
seitigt oder auf nicht merkbare Betrige herabgedriickt sind, so wird doch eine
solche Linsenanordnung unbrauchbar sein, wenn die vor- bzw. hinter- und mog-
licherweise aufeinanderliegenden Bilder der verschiedenen Farben sich gegen-
seitig so stéren, daB ein eigentlicher Bildeindruck, sci es bei subjektiver Be-
trachtung, sei es bei objektiver Fixierung des Bildes auf einer lichtempfindlichen
Schicht nicht zustande kommen kann. Um ein farbenreines Bild zu erhalten,
sind daher dic Farbfehler zu beseitigen oder geniigend zu verringern. In welchem
MafBe dieses zu geschehen hat, wird ganz von den Anwendungsgebieten, fiir die
die betreffende Linsenfolge bestimmt ist, abhidngen.

Dic einzelnen Farbfehler, die Farbenabweichungen oder chromatischen
Aberrationen, unterteilt man, um sich einen Uberblick iiber sie zu verschaffen,
zweckmifig in zwei Gruppen, nimlich einmal in die Abweichung der einzelnen
Farbbilder voneinander, soweit diese durch die Gesetze des Gaussschen Be-
reiches bestimmt werden, und dann in die Farbenabweichungen der einzelnen
Bildfehler. Die Farbenabweichungen der ersten Gruppe sind im allgemeinen fiir
die Farbenreinheit des Bildes am schidlichsten; sind siec nicht gehoben, so sind
ja Lage und GroBe der Bilder fiir verschiedene Farben bereits in der ersten An-
nidherung voneinander abweichend.

Fiir die Bestimmung der Farbfehler beider Gruppen sind in den vorangehen-
den Abschnitten alle notwendigen Hilfsmittel bereitgestellt; es brauchen ja nur
die Werte der Schnittweite, VergréBerung und der Bildfehler fiir die den ver-
schiedenen Farben entsprechenden Brechungszahlen bestimmt zu werden, um
dic Abweichungen dieser fir den Charakter der Abbildung maBgebenden GréBen
voneinander durch Unterschiedsbildung fiir die einzelnen Farben zu erhalten.
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Derartige Untersuchungen werden im wesentlichen den Inhalt dieses Abschnittes
ausmachen.

Sind fir zwei verschiedene Wellenldngen die Farbenabweichungen der Lage
oder GroBe oder irgendeines Fehlerrestes des Bildes gehoben, so spricht man von
Achromatisierung der Linsenfolge fiir den betreffenden Abbildungswert,
und die optische Anordnung selbst wird als achromatisch hinsichtlich jener
GroBe bezeichnet; auch nennt man wohl das Linsensystem schlechthin achro-
matisch, wenn wenigstens der fiir seine Anwendungszwecke stérendste Farb-
fehler gehoben ist.

T4. Optische Eigenschaften des Glases. Bei der verhiltnismiBig groBen
Auswahl optischen Glases, das heute dem Erbauer optischer Werkzeuge zur
Verfiigung steht, ist es hdufig nicht allzu schwierig, Achromasie einer Linsenfolge
herbeizufithren; ja, es ist oft mdglich, ein System erst fiir monochromatisches
Licht von Bildfehlern in wiinschenswerter Weise zu befreien und dann nach-
traglich durch geeignete Glasarten zu achromatisieren, ohne daf es sich nétig
macht, das System wesentlich oder {iberhaupt zu 4ndern. Es gibt ndmlich eine
ganze Reihe von Glasarten, die bei einer gleichen oder nahezu gleichen mittleren
Brechungszahl erheblich voneinander abweichende Dispersionen haben, und
daher kann durch gecignete Auswahl des Glases fiir dic einzelnen Linsen das
System mitunter nachtriglich achromatisiert werden, ohne daB bei seiner
urspriinglichen Anlage Riicksicht auf Farbabweichungen genommen wird.

Um dic optischen Eigenschaften einer Glasart zu kennzeichnen, benutzt
man nach ABBE die fiinf Linien 4’, C, D, F und G’ des Spektrums, die sich
durch kiinstliche Lichtquellen jederzeit leicht herstellen lassen. In dem neuesten?)
Verzeichnis der optischen Glasarten des Glaswerks Schott & Gen. sind auch
noch fiir einige andere Spektrallinicn die Brechungszahlen angegeben, so daB3
man diese fiir folgende Linien, denen gleichzeitig Element und Wellenlinge
beigeschrieben sind, dort finden kann:

Farbe Rot Gelb Griin i Blau Violett
Zeichen . . A’ e D a e i F ¢ G h
Mitte d. Doppell. | Mitte d. Doppell. | helle Linie
Element . . K H Na He | Hg : H ‘ Hg | H Hg
‘Wellenlange , I
in . . 768,5 656,3 589,3 587,6 ; 546,1 ‘ 486,1 | 4359 | 434.1| 404,7

Um cine Glasart festzustellen, geniigt die Kenntnis ihrer mittleren
Brechung, das ist dic Brechungszahl fiir die d-Linie, und der ABBEschen Zahl

vo= die man wohl auch als reziproken Wert der relativen mittleren
r C

Dispersion bezeichnet. Den Gang der Farbenzerstreuung kann man aus den
fiinf partiellen Dispersionen 4’ — C, C —¢, e — F, F — g und g — / entnehmen.
In der folgenden Tabelle 1 sind fiir eine Reihe von Glasschmelzungen des Jenacr
Glaswerkes, die durch Nummern bezeichnet sind, einige Brechungszahlen und
Dispersionen angegeben. :

«) Farbenabweichungen innerhalb des Gaussischen Abbildungsbereiches.

75. Achromasie einer einfachen Linse. Einc teilweise Achromasic 1ift
schon eine einfache Linse zu. Entweder kann man nimlich die Bilder zweier
verschiedener Farben in ein und dicselbe Ebene fallen lassen, oder man kann

1) Etwa 1924 erschienen.



Ziff. 75.

Kap. 1, C. W.MEeRrTE: Realisierung der Abbildung durch Kugelflachen.

140

8611 €81 1 8L1Y €L1) 1191 20 2RI VARY €L 6E¥E
69.°1 S69°y 979y | TSt 8LY'L 1 985t Loz gLl
(41N 4 9tz | €fTv'c | Sooe $S81 ; 850C ZESS pun gLt
:uoA usuolsiadsIpIIo] I0p SIUI[BYISA
vy TELYY'L | TO9E9‘L | TE800'0 | 9ZOLOD | TZ8OO0 | 826000 i 855000 | 05100 | LSE | 01429t | 9166
“ozd 6vTv9’l | 01ZE9Y | TY8000 | S6600°0 | 008000 | 906000 ;| S¥SO00 | 904100 | €9E | $0029‘t | €01
B 4 2T9€9°L | 60929V | LESOO0 | 996000 | 184000 | £8800‘0 _ TES00°0 | $9910°0 , 6°9€ | 6I¥I9‘L | $96¢€
A €LVE9Y | ¥9Y29‘L | LEBOOO | 99600°0 | 64L00‘0 | 088000 - TESO00 | 659100 | O'LE | €6219°t | 811
g 8 4 8LLI9'V | $6L09°F | 9S400‘0 | LL80OOO | S1L0O0O |, ¥1800°0 | T6+00°0 | 6TSIO0 | 16E | $0L6S‘V | 66L01
Ul I-1oMY0S-341Rg | . SPG L1591 | SSSE€9°1 | 008000 | £2600°0 | 9%£00°0 | L+800°0 . €1500°0 | €6S10°0 | T6E | 81ve9y | €L
jurI-34reg v Jvg TSTTIL | 9EVI9L | €4900°0 | L8LOO'O | 1¥900°0 @ 9€L00°0 ! 0S+00°0 | LL£10‘0 | 6°CH | LSv09‘L | SSE€e
“ “oTgey POIYSL | €1SESY | €4%00°0 | €9500°0 | 0L¥00'0 | SSS00°0 , €SE000 | STOVOO | 94§ | 06425t | 6E¥€
Ul J-zIn3] T 23 Yonuye ; L6EESVL | 0T8TS) - — — — “ - 900100 | 8IS | Ories‘l | 1002
uoIs[-10MYdS | 7 S Y1529V | S6819°F | €6¥00°0 | T6500°0 | 964000 | ¥8S000 | 69E000 | 08010‘0 | €95 | TEVI9L | 9bO€E
uorny-jhreg | yyvg LESSS Y | €964S°V | ¥SY00‘0 | S+¥S00°0 | 094000 | £¥S000 | 1¥£00°0 | £0010‘0 | 14S | +STlSy | 6€0¢€
“ “  $¥S T9vT9‘L | 0L819°Y | €4¥00°0 | 04S00°0 | 84+00°'0 | £9S00°0 | 09€000 | S¥O10‘0 | ¥'8S | €119} | SLoz
UOIY-10MYIS + 31 § Y19T9'V | 12029‘L | €4%00°0 | 0LS00‘0 | 64%00°0 | £9500°0 | 09€00‘0 | 9¥010°0 | 9‘8S ' €6219't | 1lo¢
uoIy[ -3y I-34reg | 37 709 868€S‘L | YOVES'L | S6£00°0 | 9L+00°0 | 66£00°0 | £L+00°0 | +0£00°0 | zL800‘0 | 209 | 0642 | g€t
UoII-19MYIS § 7 S S9Y09°L | 8166S°F | 1EH00'0 | 0ZS000 | £4+4000 | 8TSO0'0 | 9€€00°0 | 1£600°0 | 019 | +€T6S‘V | 95951
“v g 890TS‘L | L191S‘Y | LSE00‘0 | €€400°0 | 99€00°0 | 6£+00°0 | $8T000 | 08000 | ¥€9 | 25015t | ¥€0TH
“Lyg i WP9TSE | 1612SE | 9S€00°0 | TEH00'0 | L9E000 | GEFO00 | L8ZOOO ! 908000 | 049 | ££9151 | TEQ¢E
uoryf-1og €3 g YONuy® __ 0805}V | +T+0S‘1 - - — — — 6¥L00°0 | 999 06641 | 962¢
110008 goeu Sunugorazog | D J y-0 b~ d-2 2-0 0=V A-0 “ a aw wo__w_aﬂwcw
‘b afreqey



Ziff. 76. Farbenfehler dinner Linsen und Linsensysteme. 141

die Brennweiten fiir beide Farben gleichmachen. Setzen wir z. B. fir die
Brennweite F der Linse in Ubereinstimmung mit (28) in Ziff. 33:
Ny 7,

F = = m -+ 0 =04 ()

und fithren zur Abkiirzung:
1 F(ry— )+ 2dF + vy7,
A=+ ()
2 F(r,—n) + Fd

ein, so erhilt man bei einem bestimmten F fiir # die beiden Werte:

n—A:i:V;lz _71+d, (3)

fiir die demnach die Brennweite achromatisiert ist. # kann fiir zwei verschiedene
Farben nicht erheblich voneinander abweichende Werte haben; daher muf3
der Wurzelausdruck klein sein, d. h. d/(r, — 7, 4+ d) darf von 4?2 nicht erheblich
abweichen, und A4 selbst muB einer mittleren Brechungszahl entsprechen. Bei
der verhdltnismdBig begrenzten Auswahl fiir 4, es miiBte etwa zwischen 1,45
und 1,75 liegen, kann man leicht tibersehen, in welcher GréBe 7y, 7, und 4 zu
wihlen sind, um iberhaupt ausfithrbare Linsen zu erhalten; infolge der fir die
praktische Ausfithrung sich ergebenden ungiinstigen Formen, die auBerdem mit
anderen Aberrationen besonders stark behaftet sind, haben die teilweise achro-
matisierten einfachen Linsen keine groBe Bedeutung; es ist im allgemeinen in
jeder Hinsicht giinstiger, die Achromasie lieber durch zwei Linsen herbeizufiithren.

76. Farbenfehler diinner Linsen und Linsensysteme. Nimmt man z. B.
zwel diinne, in Luft befindliche Linsen, die sich berithren, und deren Brech-

krifte: Py = (my — 1) ~my, (4)

Pp = (g — 1) - m, (5)
seien, worin #, und #, die entsprechenden Brechungszahlen und m, und wm,
die entsprechenden Differenzen der reziproken Kriimmungsradien der beiden
Linsenflichen sind, so ist dann die Gesamtbrechkraft:

D=q, + @,. (6)
n, und 7, gelten fiir eine bestimmte Wellenldange 2; 1d8t man A um eine beliebige
endliche oder unendlich kleine Gr6Be variieren und entspriache dieser Variation
des 2 eine Dispersion von 4; und 4, und eine Verdnderung A® der Gesamt-

brechkraft, so wird:
AD = A, -m, + Ay m,, (7)

was sich auf beliebig vicle, etwa k£ diinne und einander berithrende Linsen aus-
dchnen 148t, so daB allgemein gilt'

A = ZAL =2 (72)

wenn noch uy = (n; — 1)/dy gesetzt wird.

Wird 4@ = 0, so bedeutet das, daB fiir dic betreffenden zwei Farben die
Brennweiten und, da Linsen und Linsensystem als unendlich diinn angenommen
sind, auch dic Schnittweiten einander gleich sind; man spricht dann im Hinblick
auf die achromatisierte Brennweite von der Hebung der chromatischen
VergroBerungsdifferenz, und im Hinsehen auf die gehobenen Farben-
abweichungen der Schnittweiten von der Korrektion der Farbenldngs-
abweichungen. Wenn also iitberhaupt einer von diesen beiden Farbenfehlern
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beseitigt ist, so ist es bei diinnen Systemen von Linsen auch der andere, und
zwar wie leicht einzusehen, fiir alle moglichen Dinglagen. Dabei ist es auch
ganz gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die einzelnen Linsen angeordnet sind.

Auch bei Nichtbeseitigung der Farbenabweichung der Brennweite 148t sich
durch deren Wert 49 die chromatische Lingsaberration ausdriicken. Nennt
man nimlich die Dingentfernung von dem diinnen, A-linsigen System s,, die
Bildweite s, und die bildseitige Brennweite des ganzen Systems f;, so ist

entsprechend (31) in Ziff. 35
1 1 1
TS T ®)
fiir eine bestimmte Farbe; fiir eine zweite Farbe wird dann:
1 1 1

FR R N A
Durch Subtraktion folgt:

1 1 Aty
L A7 T g T T s L a4 — A¢ »
P AR AR A AT A ©)
woraus 4s;, die Farbenlingsabweichung, zu berechnen ist; kénnen die Diffe-
renzen als klein von erster Ordnung betrachtet werden, sie seien dann durch das

Symbol ¢ kenntlich gemacht, so folgt:
s, = — 52090 (9a)

Nimmt man nun in (7a) 2 = 2, so besteht bei Beseitigung der chromatischen
Langsabweichung und VergréBerungsdifferenz neben (6) noch

P1 P2
" + Uy =0, (10)
so daB also wird:
faet o
Pr= P, Pe= 2, (11)
oder auch:
. D . D
"= (g —ug) 4y 7 My = (g —py) 4y~ (“ a)

Bei positivem Werte von u, und u, haben ¢, und ¢, entgegengesetztes Vorzeichen
und sind um so groBer, je groBer die u-Werte und je kleiner ihre Differenz ist.
Wiirde man fordern, daf3 die Schnittweiten und Brennweiten fiir drei Farben

zusammenfallen, so wiirde, wenn die pu-Werte und die Dispersionen fiir diese
weiteren Farben durch Striche kenntlich gemacht wiirden, noch die Gleichung
zu erfiillen sein:

¢ P2

o + = 0, (10a)
was in Verbindung mit (10) auf die Bedingung u,/u] = u,/ps oder, wenn man
die Definition der u-Werte benutzt, auf 47/4, = 44/d, fihrt. Damit also
das System aus zwei diinnen, einander berithrenden Linsen fiir drei Farben,
deren Brechungszahlen #,, n, + 4,, n, + 4] bzw. n,, n, + 4,, n, + 44 sind,
gleiche Schnitt- und Brennweiten hat, miissen die beiden in Frage kommenden
Dispersionen der einen Glasart den beiden Dispersionen der anderen Glasart
proportional sein, d. h. wenn man die Beseitigung der Farbenldngsabweichungen
und der chromatischen VergroBerungsdifferenz fiirr alle Farben des Spektrums
fordert, dal die Spektra der beiden Glasarten im geometrischen Sinne einander
streng dhnlich sein miissen.
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77. Farbenabweichungen zweier diinner Linsen mit endlichem Abstand
voneinander. Nimmt man nun an, daB die betrachteten beiden diinnen Linsen,
deren Brennweiten f, und f, seien, sich nicht mehr beriihren, sondern einen end-
lichen Abstand, der d sein moge, voneinander haben, so erinnern wir uns, um die
Achromatisierung der Brennweite dieses Systems zu untersuchen, der Be-
ziehungen (35) und (35a) in Ziff. 36:

__ oh
bt =37, =5
und
’ _6f2
Lo =775

aus denen sich die Lage der Hauptpunkte H,, und Hj, unserer Anlage bestimmt.
Die Brennweite ist nach (33) in Ziff. 36:
fl * /2
fn_l‘l'l‘fz'“‘s. (12)

Aus diesen Beziehungen sieht man sofort, daB, wenn ein Hauptpunkt, sagen
wir H,,, durch geeignete Wahl von J fiir zwei belicbige Farben den gleichen Ort
hat, also frei von chromatischen Langsaberrationen ist, dann f,/(f, + f, — d) fiir
diese beiden Farben den gleichen Wert haben mu8; es ist also daher, wie aus (12)
folgt, nicht moglich, daB auch f,, fiir die betreffenden beiden Farben den gleichen
Wert annimmt, es sei denn, f, wire selbst dafiir achromatisiert. Zum gleichen
Ergebnis kommt man fiir f,, wenn man vom zweiten Hauptpunkt ausgeht. Es
i1st demnach unmoglich, ein System aus zwei unendlich diinnen Einzellinsen in
endlicher Entfernung voneinander vollstindig zu achromatisieren, selbst wenn
sie aus verschiedenem Material hergestellt sind. Vollkommene Achromasie ist
nur zu erlangen, wenn jede der beiden diinnen Linsen schon fiir sich achromati-
siert ist, d. h. es miiBte jede von ihnen mindestens aus zwei diinnen einander
berithrenden Linsen bestehen.

Eine teilweise Achromasie des Systems aus zwei diinnen merklich getrennten
Linsen ist aber schon lediglich durch passende Wahl von & zu erreichen. Soll
z. B. die Brennweite fiir zwei Farben die gleiche sein, so muf3 offenbar

his R _A([l +~_Af1) - (f + Afzﬂ)_A (13)
fitf—29 htdfh+fot+ Afs—96
werden, worin f, und f, die Brennweiten der Einzelglieder fiir die eine Farbe
und f; 4+ 4f,, [, + 4f, die Brennweiten fiir diec zweite Farbe sind. Aus (13)
berechnet sich, wenn 4/, und 4f, als so klein betrachtet werden, daB8 Produkte
von ihnen vernachldssigbar sind,

_ah+1idf

_— = hdhthih (14)
un ist:
o dh . nn
h= (= 1) (ra — 1)’ daher dny (my — 1) (g — 1) (12— 7))
oder fi»/‘- = —%ﬁ'] = -—j— und ebenso % - -1
1 1 n 2 2
Es wird demnach aus (14):
d d
Pl g, 2 ]
o = h /‘2_ — Mty e fs (15)
ah Aty ot
h " h

woraus also ¢ fiir jede Kombination von zwei diinnen Einzellinsen, deren
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Aquivalentbrennweiten fiir die betreffenden Farben gleich groB sind, zu be-
stimmen ist.

Sind z. B. beide Linsen aus derselben Glasart, so ist p; = u,, und es wird

6 — fl : /2 (,1 5 a)
die Bedingung fiir Achromasie der Brennweite, und zwar in diesem Falle selbst-
verstdndlich fiir alle Farben des Spektrums. Solchen Linsenanordnungen ent-
sprechen weitgehend manche Okulare. So besteht das Okular von HUYGENS
in seiner urspriinglichen Bauart aus zwei einfachen Sammellinsen mit den Brenn-
weiten f, und f,, wobei f, = 3/, und der Abstand der beiden Linsen voneinander
0 = 2f, ist; in einer spdteren Ausfithrungsform ist hiufig ein Okular benutzt
worden, bei dem f, = 2f, und 0 = §f, ist. Fir beide Formen ist (15a) erfiillt
und damit die Unabhdngigkeit der Okularbrennweite von der Farbe gewihr-
leistet. Man kann dann noch bei solchen Okularen durch die Durchbiegung der
beiden Linsen fiir ein nicht zu groBes Gesichtsfeld stérende Bildfehler beseitigen.
Auch bei der Urform des RaMSDENschen Okulars, bei der /, = f, = dist, wird (15a)
befricdigt.

78. Farbenldngsabweichung und chromatische VergroBerungsdifferenz
einer beliebigen zentrierten Flachenfolge. LaBt man die Voraussetzung diinner
Linsen fallen, und sucht ganz allgemein die chromatische Langsabweichung und
VergroBerungsdifferenz fiir ein beliebiges, aus £ Kugelflichen bestehendes zen-
triertes dioptrisches System, so geht man zweckmiBig von der Nullstrahlin-

variante (vgl. S. 43):
(e =)=l =)

QSQ =

aus, in der abweichend von (36) in Ziff. 56 der Index 0 der Einfachheit halber
fortgelassen ist, und auch im folgenden immer fortgelassen werden wird, solange
keine MiBverstindnisse zu befiirchten sind. Nimmt man dazu noch die Be-
ziehung:

r:

Sp — So41 = do,
so folgt durch infinitesimale Variation:

ds ds,
0 o
No——= — Ny —5 = Qse

2 0 r2
13 sg

Snl )
( e _ -_”£> und 85, = 85,41. (16)

3 Mo

Dabei bezeichnen dic einzelnen Variationen die mit einer bestimmten Anderung
der Wellenldnge verbundenen Anderungen der betreffenden Werte. Die Varia-
tionen sind als klein angenommen, weil diese Annahme in den meisten Fillen
der Praxis geniigt und die strengen Differenzenformeln etwas schwerfélliger
sind. Ist also der betrachtete Spektralbereich geniigend klein, so werden die
Ergebnisse genau, im anderen Falle sind sic als Néherungen zu werten.

Multipliziert man (16) mit A; und berticksichtigt 7, q/hy = Sp41/Se (VgL
Abb. 24,) so wird

ho\2 , thoyn2 dn,  dn,
My (—s_:) - 0s,— ""g( ‘+'1') 08p41= 15 Oso (“"f' - _;) (17)
o So+1 %o no

Summiert man unter Benutzung von #, = n,,, iiber simtliche 2 Flichen
des Systems, so folgt

k
hiye hi\2 ] sn,  dne
7, (S—:) ds, — (s—;> RAES E s sg(ah,‘v — —7;>. (18)
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Nimmt man das Ding als frei von chromatischen Langsabweichungen an, d. h.
ds; = 0, dann ist die Bedingung ihrer Beseitigung fiir das Bild

85, =0 — Zh Ore (a—" %) (18a)

Neben der Beseitigung des Farbfehlers der Lage tritt natiirlich auch hier bei
dem allgemeinen k-flichigen System weiter die Forderung nach Hebung der
chromatischen VergroBerungsdifferenz auf, wenn man ein véllig farbireies Bild
im Bereiche der Gaussschen Dioptrik verlangt. Die VergréBerung zwischen
Bild und Objekt ist nach (20) in Ziff. 32:

_my S,esh.. . sk
N Sp+Sy. .. Sk

Daraus folgt durch logarithmische Variation:

6_/_9 6n{ 6n,‘ (_‘?5‘1_ 650). (19)

B

Damit ist bereits die Abweichung 44 bestlmmt, allerdings zunéchst in Abhéngig-
keit von den chromatischen Lingsabweichungen an den einzelnen Flichen. Fir
viele Untersuchungen ist es aber bequemer, 44 in einer anderen Form, in der es
auch gleich unmittelbar als Funktion der Anderungen der Brechungszahl er-
scheint, zu benutzen. Dazu formt man (19) um zu

88 on on, RY ds 4
_:_;_z___,'f_,__*__‘_ Ed"l’ . (20)

B ny Nk Se -1 %

Zur weiteren Umgestaltung des letzten Summenausdruckes definieren wir den
Ausdruck:
o-1

=L+ > —=

= Ry gy bv By gy

Zd,, ls,‘”ﬂ’”=2k’(ze lo-1) my (52) 35,

1 =2

(21)

dann wird:

oder, wenn man nach den /, ordnet, nach (16) und (17):

k

dso 9 6”’) 6&
de-lgjfs; = —ny () 105, + mn (2 ) és‘+219hz,{)sy(n—£— e )
Es wird also 0/ als Funktion der Anderungen 67 der Brechungszahlen:

J on dnj §s! ds hi\? hi\2
o _om RN g >—l +n (—l> lyds) — m; (;:) ks
$1 k

B ’nl Ny Sk

A Jnn
21 hHQ"‘E’(n’ )

0

(19a)

Meist wird sich dieser Ausdruck fiir 0 8/ vercinfachen; wenn das optische System
nur an ein Medium, d. h. #n; = #}, grenzt, so wird natiirlich d#,/n, — d#n}/n, = 0;

Handbuch der Physik. XVIII, 10
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desgleichen wird man fiir das Ding Farbenfreiheit voraussetzend, in der Regel
ds, = 0 setzen diirfen. Dann ergibt sich

=)o Snen(E-) o

Zur Bestimmung der durch (21) deflnlerten l, sei noch bemerkt, daB /, willkiirlich
angenommen werden kann; bei Bildfehlerberechnungen ist es oft zweckmaiBig,
5, = & (s, — &)/s; zusetzen, worin &, den Abstand der Eintrittspupille des Systems
vom Scheitel der ersten brechenden Fliache bedeutet. Ist die Bedingung fiir die
Beseitigung der chromatischen Lingsaberrationen erfiillt, also ds; = 0, so nimmt
die Forderung nach gleicher VergroBerung fiir zwei Farben, also 68 =0, die

Gestalt an _
k dn' dn
E A (;;,Q - —nf‘) =0, (19¢)
e=1 ¢ )

wird demnach der Bedingung fiir farbfreie Lage des Bildes im Aufbau sehr dhn-

lich, was fiir Berechnung solcher Systeme, bei denen beide Korrektionen herbei-

gefiihrt werden sollen, eine Erleichterung ist. Die beiden chromatischen Be-

dingungen (18a) und (19c), die hier der Einfachheit halber als erste und zweite

bezeichnet sein mégen, sind von SEIDEL in einer anderen auch oft recht brauch-

baren Form angegeben worden, die man aus der unsrigen findet, wenn man aus
hot1  So+1 do ho So

=21 =1 -2 und =
ho Sp s! ho_y So+do_y

s, und s, bestimmt und in Q,, einsetzt. Nach kurzer Rechnung wird alsdann

h h, —h ) (h ho — ho_ )
— g (e 4 Pevr— o) (e | Mo — oy
. he. Cre = ne("t’ + de "e\7, + do_y /I’
woraus sich weiter
1 1 ) hg—he_l h9+1—-119

—here<;; e

folgern 1aBt. Man kann diese Formel ganz allgemein gelten lassen, wenn man noch
die fiir o =1 bzw. o = %k auftretenden GroBen %, =0 und d, = —s, bzw.
ki = 0 und 4 = s} festsetzt. Fihrt man weiter die GroBe

T doy do

’
omy _dmg
n! Mo
M, 2
e 1 1
n' Mo

ein, so folgt:
Sn, Gnn ho — hp_ h +1 — h
—-hZ,-Qw<—,9 ——*») = [ e —Te-1_ el "] hoM,.

", Mo do_, do

Wenn man diesen Ausdruck fiir simtliche k& Flichen bildet und addiert, so erhilt
man schlieBlich unter Beriicksichtigung von %y = #;,, =0

_on h M. hi M
‘Z Hue = ) = M+ 1

k-1
hoyyr — R
+ 2%(%“]‘@“— hyMg) =0,

(18b)
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als erste chromatische Bedingung und

RM L | M | by — h
;d};g T Ld% + 2_%“79__9 (ho+1Mosrlosr — heM,le) = 0, (194)

o=1
als zweite chromatische Bedingung.
Ein wichtiges Ergebnis 1Bt sich sofort aus (18b) ablesen. LaBt man Luft
und die gleiche Glasart immer abwechseln, so werden simtliche M einander
gleich, und (18b) kann geschrieben werden:

k-1
B R (hot1 — ho)® _
atat 2T O (22)
o=1
Da die Dicken d, bis di_, des Systems positiv sind, so ist diese Gleichung nur
zu erfiillen, wenn dy = —s; und d; = s} entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Nimmt man also z. B. s; als negativ an, d.h. nach unseren Festsctzungen am
SchluB von Ziff. 29, daB der Gegenstand vor der Linsenfolge liegt, so muB3 auch
s; negativ sein, wenn (22) erfiillt sein soll; das Bild des Gegenstandes ist dem-
nach nicht hinter der Linsenfolge auffangbar; eine solche Linsenanordnung
daher z. B. nicht als photographisches Objektiv brauchbar, wohl aber z. B. als
Okular mit virtuellem Bild.

79. Wirkung der Farbenlingsabweichung und chromatischen VergroBe-
rungsdifferenz auf das Bild. Hebung dieser Fehler je nach dem Verwen-
dungszwecke der Linsenfolge. Die Frage nach der Bildverschlechterung durch
Farbfehler, nach der besten chromatischen Korrektion, nach der besten Ein-
stellung unter Berticksichtigung der Farbenerscheinungen usw., sind wie die
ahnlichen Fragen, die infolge sphirischer Aberrationen auftreten (vgl. Ziff. 59), hin-
sichtlich ihrer letzten Entscheidung der physikalischen Optik zu iiberlassen. Es
ist daher nur als rohe Anniherung an die tatsichlichen Verhéltnisse aufzufassen,
wenn man z. B. als Farbenseitenabweichung ¢, den Radius des Zerstreuungskreises
definiert, in dem das aus Strahlen der zweiten Farbe bestehende, von einem
Achsendingpunkt stammende Biindel von der im Bildort der ersten Farbe
achsensenkrechten Ebene geschnitten wird. Es ist daher

cp = - 05 (23)

worin %, der halbe bildseitige Offnungswinkel ist.

Ist das optische System nur teilweise achromatisierbar, d. h. ist nur (18)
oder nur (19) erfiillbar, so kommt es selbstverstindlich ganz auf den Verwendungs-
zweck an, welche Achromasie vorzuziehen ist. Liegt z. B. der Gegenstand ge-
niigend genau im vorderen Brennpunkt (fiir die beiden in Frage kommenden
Farben wird dieser im allgemeinen nicht ganz an derselben Stelle liegen), so wird,
wenn die Brennweiten achromatisiert sind, wegen der fiir beide Farben geltenden
Beziehung Z/tangu’ = f ' fir beide Farben so gut wie gleich sein. Es erscheinen
demnach bei visuellem Gebrauche des Instrumentes die verschiedenfarbigen
Bilder unter gleichem Sehwinkel, sie kommen also beim Betrachten mit dem Auge
zur Deckung. Daher kénnen Okulare oder Lupen, auch wenn die Bildlagen fiir
verschiedene Farben nicht zusammenfallen, praktisch farbfreie Bilder liefern.

Wenn vollstandige Achromasie herbeigefiihrt ist, so daB Bildlage und Gro8e
gleich werden, so besteht diese Achromasie selbstverstindlich zunichst nur fiir
eine ganz bestimmte Lage bzw. VergréBerung; mit dem Wandern des Gegen-
standes wird im allgemeinen die Beseitigung der Farbfehler wieder hinfallig; nur
wenn, das verlangen offenbar die in Abschnitt B dargelegten GesetzmiBigkeiten
der Gaussschen Abbildung, deren vier Grundpunkte, das sind die beiden Brenn-

10*
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punkte und Hauptpunkte, fiir zwei Farben simtlich zusammenliegen, ist fiir
jede Lage des Dinges vollige Achromasie des Bildes gewihrleistet; man nennt
dann die Linsenfolge stabil achromatisch.

Um die bisher gefundenen allgemeinen Ergebnisse auch durch wirklich vor-
kommende Zahlenwerte zu erldutern, wird die folgende Zusammenstellung in
Tafel 2 gegeben, zu deren niherem Verstindnis zunichst noch kurz auf die
Bedeutung der durch u definierten Werte eingegangen sei. Bei der Kombination
aus zwei diinnen, sich berithrenden Linsen sahen wir oben, daB fiir positive
pu-Werte zur Achromasie die Brechkrifte der beiden Einzellinsen entgegen-
gesetztes Vorzeichen haben miissen und wir sahen weiter, daB im allgemeinen
bei Hebung der Farbfehler fiir zwei Farben diese nicht auch fiir simtliche iibrige
Farben des Spektrums gehoben sind; dazu miiBten namlich die Spektren der
beiden Glasarten einander geometrisch dhnlich sein; in Wirklichkeit besteht im
allgemeinen ein verwickelterer Zusammenhang zwischen den Dispersionen zweier
Glasarten. Der Regelfall ist*demnach vielmehr der, daB alle Strahlen anderer
Wellenlidnge als die beiden, die fiir die Farbenkorrektion ausgewahlt sind, andere
Schnitt- und Brennweiten haben; diese Erscheinung nennt man sekundires
Spektrum, iber das noch gesprochen werden wird.

06 8 77

4oL -

Abb. 95. Schnittweitenverlauf des bildseitigen Gaussschen Brennpunktes der achroma-

tischen Flachenfolgen 6, 8 und 11 in Tabelle 2 fir verschiedene Farben. Die Wellen-

langen sind als Ordinaten aufgetragen, die Abweichungen der Schnittweiten von der
Schnittweite fir das Licht der D-Linie als Abszissen.

Es ist nun notwendig, je nach dem Verwendungszweck des optischen In-
strumentes das Farbenpaar, fiir das achromatisiert werden soll, auszuwihlen.
Die fiir das Auge wirksamsten Strahlen licgen etwa in dem durch die FRAUN-
HOFERschen Linien C und F begrenzten Gebiet des Spektrums. Um also fiir
die diesem Bereich entsprechenden Strahlen moglichst nahe beieinander liegende
Bilder zu erhalten, kann man fiir C und F achromatisieren: die dazwischen
liegenden Farbbilder weichen dann regelmiBig auch nicht sehr voneinander ab,
besonders wenn gerade, wie in Abb. 95 bei Kurve 6 ersichtlich, ein flachver-
laufender Extremwert der Schnittweiten zwischen C und F eintritt. Um also in
unserem Falle zu achromatisieren, miiite 4 = (ng — 1)/(ny — n¢) gesetzt werden.
Dieser Wert ist der an fritherer Stelle erwihnten ABBEschen Zahl » sehr nahe
gleich und daher findet man in der einschligigen Literatur meist » statt u
verwandt.

Die zum Bau fiir optische Instrumente zur Verfiigung stehenden Glasarten
haben v-Werte etwa zwischen 25 und 70, ohne daB dieser Bereich liickenlos
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erfiillt ist. Durch Bildung einer Linse aus mehreren Teillinsen ist natiirlich die
Moglichkeit gegeben, sowohl solche Liicken auszufiillen, als auch iiber die an-
gegebenen Grenzen hinauszukommen, insbesondere sich auch Linsen mit nega-
tiven »-Werten zu verschaffen. So werden z. B. Linsen verwandt, die aus zwei
Teillinsen bestehen, deren mittlere Brechungszahlen #, gleich oder nahezu fast
gleich sind. Eine solche zusammengesetzte Linse hat die gleiche Wirkung, ins-
besondere dieselben Bildfehler, fiir die mittlere Brechungszahl wie die Einzel-
linse gleicher Gestalt und gleicher mittlerer Brechungszahl. Durch eine der-
artige Kombination zweier Glasarten kann man z. B. den positiven Bestandteil

Tabelle 2.
l Bild-Schnittweiten fiir unendlich entfernten
Nr. Linsensystem | A_c_hfcndiﬂgp@{(t e
| ¢ | » A R
n= 1018 d, =10 ngo=nf= 1 |
1{ vy = —101.8 ny— 3832y| 9738, 9690 | 9586 | 9503
= 121  d; =10 0, =nf = 1 ] 5
2{ vy — —121 ng— 118y | 9792 9713 9529 | 93,76
Jln=—126 4 =10 ny = nh = 1 '
Awm = 126 ny— 103} —103,96 | —103,12 | —101,17 | — 99,56
|
= 121 d, =9 ny = n, = 1 i
4l7, = — 50 dy == 1 ny = 118" 98,11 © 97,13 94,82 | 92,87
¥y = —121 ng = 2071%) :
= 121 d, =9 ny =n} = 1 ‘I
51|72 = — 10 dy= 1 ny = 118} 99,45 97,13 91,71 87,27
vy = —121 ng = 2071%)
7= 104 dy= 9 ny = n} = 1 \
6|72 =— 825 dy= 1 ny, = 1387) 96,85 | 96,84 96,85 96,96
3 = —104 ng = 3439!) i
rn=— 589 d;= 33 ny = ny = 1 ’
7V|7e = 47,68 dy= 9,2 ny, = 3039')| —107,30 , —107,08 | —106,65 | —106,39
73 = 501,67 ny = 3964%) !
7, = 48,49 d,= 3,70 Ny =Ny = ny= 1l
7y = — 34,06 d,= 1,06 n, = 120341) !
8l7 = — 3500 &= 157 W ia73gy,  9M1T 9406 | 9395 | 93,98
7y = —210,52 ;
7 = 0o dy= 1 ny =n} = 1 1
9|7 = 10 dy= 9 n, = 2071') | —5887,9 oo 2251,8 1158,6
¥y = oo ny, = 1181 ‘ !
vy = 21,52 d, = 3,34 Hy=Ng=ny=n})=
vy = 0o dy = 1,85 1, = 2075 ‘
73 = — 7419 dy= 1,11 ny = 23551 i
104 », = 20,77 dy= 5,93 ng = 2001%) 91,55 | 91,49 91,38 91,45
75 = —111,29 dy = 1,11 n; = 30461) i
Ve = 25,23 dg= 2,97
7, = — 36,73 ;
n= 18,09 d = 333 m=mg=ny—nl=1 3
Vg = — 38,83 dz = 0,13 Ny = 156561)
73 = — 36,68 dy= 0,83 ny = 10799') :
tel7rg = 3874 dy=2391 ng = 5916')| 49,79 | 49,65 49,50 49,61
7s = — 10,40 Zs = 1,89 n, = 32961) .
ve = — 943 dy= 0,75 I
7y = — 17,13 i

) Diese Zahlen sind die Schmelznummern von optischen Glasern, deren Brechungs-
zahlen aus Tabelle 1 in Ziff. 74 feststellbar sind.
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einer positiven Doppellinse aus einer Glasart herstellen, deren Dispersion starker
ist als die Dispersion des Glases des negativen Gliedes; man kann auf diese Weise
gewissermaBen »-Werte, die kleiner als 25 sind, erhalten. Eine Doppellinse der
geschilderten Art nennt man hyperchromatisch.

Die Linse (1) unserer Zusammenstellung heiBt chromatisch unterkorrigiert;
iiberhaupt werden alle optischen Systeme, deren paraxialen Schnittweitenwerte
fiir die verschiedenen Farben den gleichsinnigen Gang wie die Schnittweiten
einer diinnen Sammellinse haben, als chromatisch unterkorrigiert bezeichnet,
wihrend Linsenfolgen mit entgegengesetztem Verlauf der Schnittweiten chro-
matisch iiberkorrigiert heiBen.

Linse (2) ist ebenfalls chromatisch unterkorrigiert, aber in erheblich htherem
MaBe wie Linse (1); das beruht auf Verwendung des Flintglases 118, das, wie
man aus der Tafel 1 ersieht, eine wesentlich gréBere Dispersion hat, als das in
Linse (1) benutzte Borkron 3832.

Linse (3) ist ein Beispiel fiir chromatische Uberkorrektion. Linsenfolgen (4)
und (5) sind als hyperchromatisch zu bezeichnen, und zwar (5) in besonders

hohem Grade. Den Schnittweitenverlauf
L 7004400 der vier Folgen (1), (2), (4) und (5) fir
cLi24__s die verschiedenen Farben ersieht man aus
beistehender Abb. 96.
oo (6) ist eine Zweilinsenfolge, die fiir
C und F chromatisch korrigiert ist, also
,,optisch achromatisiert”; (7) ist eineim

10,0 50 40 30 2,0 10

500 . L.
""""""" - Verhiltnis zu (3) schwach iiberkorrigierte
P T — D Lo g’ Anordnung.
- 0oL Die Systeme (8), (10) und (11) zeigen

Abb.96. Schnittweitenverlauf des bild- Photographische oder aktinische Achro-
seitigen Gaussschen Brennpunktes der masie; die Schnittweiten fiir D und G’
chr(é matis 19 l;;el? F;éfC}lenfolge}I:. :1 » 2, fallen nahezu zusammen. Bei photo-
‘lt?al;rlien.s ll;lie {?\’eﬁle(;léingl;; :?;flcalles t(f)n: graphlsc}}en Aufnahmen . erd in der
dinaten aufgetragen, die Abweichungen 1egel mit dem Mattscheibenbild scharf
der Schnittweiten von der Schnittweite eingestellt; es ist also dafiir Sorge zu
fiir das Licht der D-Linie als Abszissen. tragen, daB3 das Bild der optisch wirk-

samsten Strahlen und das Bild der Strah-
len, fiir die die photographische Emulsion besonders empfindlich ist, an der
gleichen Stelle liegen, und das wird eben mit der Achromatisierung fiir D und
G’ erreicht. Die optische Korrektion fiir C und F oder die photographische fiir D
und G’ sind also die fiir optische Werkzeuge hauptsichlich in Betracht kommen-
den Korrektionslagen.

Fir besondere Zwecke wird man gelegentlich auch die Bilder anderer
Farben zusammenlegen. Bei astrophotographischen Instrumenten z. B. erhilt
man ecin besonders starkes Zusammendringen der Bilder der chemisch wirk-
samsten Strahlen, in dem etwa die Schnittweiten fiir F und Hg gleichgemacht
werden. Scharfeinstellung mit der Mattscheibe ist fiir solche Instrumente
nicht nétig, da ja die einmalige richtige Ermittlung der Lage der Brennebene
geniigt, im Hinblick auf die stets unendlich entfernten Sterne. Eine solche
ganz reinaktinisch korrigierte Anordnung wirde bei visuellem Gebrauch
ein recht farbiges Bild geben. Durch Einfiilgung eines mehr oder weniger
strengen Filters in den Strahlengang kénnte ein mehr oder weniger der Ein-
farbigkeit sich ndherndes und damit deutliches Bild erhalten werden.

Die Folge (9) unserer Zusammenstellung ist gewissermafen eine chromatische
Planparallelplatte; fiir Licht der D-Linie ist sie afokal, wihrend sie fiir andere
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Farben Brechkrifte besitzt, z. B. fiir G’ schon etwa + 0,9 Dioptrie. Das Prinzip
der schon frither bekannten chromatischen Planparallelplatte ist neuerdings
bei den Gorz-Mollarlinsen verwandt worden. Diese Linsen werden vor ein photo-
graphisch korrigiertes Objektiv, das auf den Aufnahmegegenstand scharf ein-
gestellt ist, nachtrdglich angebracht. Ist die Mollarlinse etwa fiir G’ afokal,
so wird durch ihr Hinzufiigen zum richtig eingestellten Objektiv das Bild der
photographisch wirksamsten Strahlen unverindert liegen bleiben; fiir die tibrigen
Farben werden aber ziemlich erhebliche Abweichungen eingefithrt. Die mit
einer solchen Anordnung: Mollarlinse 4 photographisches Objektiv gewonnenen
Bilder zeigen infolgedessen keine genaue Schirfe, sondern vielmehr eine sog.
,,kiinstlerische Unscharfe mit erhéhter Tiefenerstreckung des Bildes‘.

80. Das sekunddre Spektrum. Die Hebung der Farbenabweichungen fir
zwei verschiedene Farben hat, wie wir bereits sahen, nicht die Beseitigung der
betreffenden Abweichungen fiir andere Farben zur Folge; es bleiben im Regel-
fall chromatische Restfehler, sekundidres Spektrum genannt. Seine Untersuchung
mag hier allgemein fiir den praktisch wichtigsten Fall der Lingsabweichung
durchgefithrt werden. Sind # und # 4+ d# die Brechungszahlen der beiden Farben,
fir die Achromasie besteht, so pflegt man d# die Grunddispersion zu nennen.
Bezeichnet # + dn die Brechungszahl einer dritten Farbe, deren sekundire
Farbenldngsabweichung zu bestimmen ist, so wird d# die Teildispersion genannt.
Ist weiter (n—1)/0n =, so wird u = (n—1)/0n = p/¥, wenn & = dn/on
als relative Teildispersion eingefithrt wird. Ist s, die bildseitige Schnittweite
der beiden Farben, fiir die Achromasie besteht, so sei s; die entsprechende GroBe
fiir die Brechungszahl #» 4+ 6%#. Wenn nun der Achsendingpunkt farbfrei und
erstes und letztes Medium Luft, also #; = %}, = 1 ist, so erhilt man das sekundire
Spektrum ds; nach (18) und (18b):

k
= sk \2 9 véﬁ’ 61_'19
5= () e (5 = 3)
; };_ hi £l h 9
-\ 2 = — — — —
4 e S =00
e:

fiir eine aus % zentrierten Kugelflichen bestehende Folge; dabei ist:

ds; verschwindet mit ds;, d.h. das sekundire Spektrum ist gehoben, wenn die
relativen Teildispersionen 4, fiir simtliche Linsen dieselben sind, was wir bereits
im Sonderfall zweier diinner, einander beriihrender Linsen oben sahen. Es erhebt
sich nun dic Frage, wann das sekundire Spektrum zu beseitigen ist, da die eben
aufgestellte Forderung

0ty =9+ 0n,,

worin ¢ eine Konstante ist, im allgemeinen nicht erfiillt ist. Zu ihrer Beant-
wortung nehmen wir hier an, daB #, bzw. #n + d#n, die Brechungszahlen der
C- bzw. F-Linic sind, #n, + 07, sei die Brechungszahl der G’-Linie. Fiir die
adlteren Glasarten, vorwiegend Silikatgliser, gilt die geniherte Beziehung:

87ty = 1,674 8m, — 0,0018 (11, — 1) (25)
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wahrend es neuere Borosilikatglaser gibt, fiir die sich die gendherte Gleichung:
0n, = 1,667 dn, — 0,0018 (1, — 1) (25a)

aufstellen 1aBt. Untersucht man bei einer beliebigen dioptrischen Folge, die nur
aus Glasarten, fiir die z. B. (25) gilt, besteht, das sekundire Spektrum, so erhilt
man dieses aus (24) innerhalb des Giiltigkeitsbereiches unserer Differenzial-

ausdriicke unter Benutzung von Mg = 1,674 M, 4 0,0018 als

k-1
-, Sk \2 hi hi h — ho
0§, = (i) .[1,674[70 M, + -d—:Mk + E %J; (Bos1Myi1 — hyMy)
e=1

k-1
S (ho+1 — ho)®
+o,0018[d; + 3+ _El I

Die erste eckige Klammer verschwindet, wenn fiir C und F Achromasie besteht;
die zweite mit 0,0018 multipliziert, gibt dann das sekundire Spektrum. Benutzt
man weiter die an Gleichung (22) gekniipften Bemerkungen, so ergibt sich, da3
eine belicbige Linsenfolge aus alten Glasarten, oder iiberhaupt aus lauter Glas-

arten, firr die die Beziehung M, = AM, + B, worin A und B Konstante sind,
gilt, von einem greifbaren Ding niemals ein greifbares Bild erzeugen kann, bei
dem das sekundire Spcktrum verschwindet; um Abbildungssysteme mit greif-
barem Ding und Bild ohne sekundires Spektrum zu erhalten, diirfen die ver-
wandten Glasarten, dargestellt durch die Punkte einer Ebene, die auf ein ebenes
rechtwinkliges Koordinatenkreuz bezogen sind, dessen Achsen den »- und ¢-Werten
entsprechen, nicht simtlich auf einer Geraden liegen?). Schreibt man ndamlich (25)
allgemein: 07, = adn, + B(n, — 1), wobei &« und f Konstante sind, so folgt
gZ’ — 9, =&+ fr,
da ja (n, — 1)/0n, nach unseren Festsetzungen mit » nahezu iibereinstimmt.

Die Kurven der Abb. 95 zeigen den Verlauf des sekunddren Spektrums;
Linsenfolge (6) ist fiir C und F achromatisiert, (8) und (11) sind fiir photo-
graphische Zwecke bestimmt, fiir die ja die D- und G’-Bilder zusammengelegt
werden sollen; das ist bei (8) und (11) nicht genau geschehen, vielmehr erkennt
man durch Extrapolation der Kurvenwerte, daf die Schnittweiten fiir D und eine
ctwas kleinere Wellenldnge als G’ gleich sein werden.

Die Folge (6) hat in dem Bereich C — F, fiir dessen Grenzen es achromatisiert
ist, so gut wie gar kein sckundires Spektrum; das hat seinen Grund darin, daf3
die relativen Teildispersionen der in Linsenfolge (6) befindlichen beiden Glasarten
in dem genannten Bereich fast gleich sind, wie aus der Tabelle 1 (letzte Zeile)
zu ersehen ist; man konnte also bei dieser fiir C und F achromatisierten Linsen-
folge von gehobenem oder wenigstens stark vermindertem sekundédren Spektrum
sprechen.

Damit sind die Erscheinungen der Farbenabweichungen, soweit sie
von der GAussschen Abbildungstheorie umfaBt werden, kurz skizziert und
Methoden gezeigt, wie sie zu untersuchen sind. Nochmals sei darauf hingewiesen,
daB dort, wo Differenzenausdriicke verwendet sind, die Ergebnisse genau sind;
dort, wo man Differentiale benutzt, kann in der Regel nur von Naherungen ge-
sprochen werden. Diese geben aber meist iiber die verschiedenen Moglichkeiten
eine gute Ubersicht. Die eigentliche genaue Bestimmung der Farbfchler geschieht

1) A. Ko6niG in ,,Die Theorie der optischen Instrumente’, herausgeg. von M. v. RoHR,
S. 359ff. Berlin: Julius Springer 1904.
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ja in der Praxis sowieso vorwiegend durch numerische Durchrechnung unter
sukzessiver, von Fliache zu Fliche erfolgender Verwendung der Nullstrahl-
beziehung

’ n
R —
=+

So v

fiir die einzelnen Farben.

f) Die chromatischen Variationen der sphirischen Abweichungen.

Wie die Abbildung des fadenférmigen Raumes um die Achse von den
Brechungszahlen der Linsen, d. h. also auch von den Farben der Lichtstrahlen
abhidngt, so gilt das natiirlich auch von der Erweiterung des genannten Ab-
bildungsbereiches, die durch die SEipELschen Entwicklungen gegeben wird.
Solange man sich aber iiberhaupt auf Fehler dritter Ordnung beschrankt, geniigt
es natiirlich im allgemeinen vollkommen, die Farbenabweichungen nur soweit
zu beriicksichtigen, als sie durch die Formeln der Gaussschen Dioptrik, die den
Bezichungen des vorhergechenden Abschnittes «) zugrunde liegen, berechnet
werden; denn in der Regel sind dic mit der Anderung der Lichtwellenlinge ver-
bundenen Variationen der SEIDELschen Fehlerausdriicke klein gegen ihre eigenen
Betrdge, sind also zu vernachldssigen, solange wenigstens ein Abbildungsvorgang
durch die SEIDELsche Anndherung ausreichend dargestellt wird. Anders liegen
dagegen die Verhiltnisse, wenn die Abbildung durch weit gedffnete Biindel er-
folgt oder ein ausgedehntes Bildfeld umfafBt.

Ehe wir einiges iiber die dabei auftretenden Farbenabweichungen sagen,
moge aber noch eine kurze Bemerkung iiber die Seite 133 aus den SEIDELschen
Ausdriicken abgeleitete Petzvalbedingung und die Erfiillung der fiir dilnne Linsen
giiltigen Achromasiebedingung (7a) des vorigen Abschnittes &) gemacht werden.
Schreibt man fiir diinne Linsen dic crstere > @/n = 0 und die zweite > ¢/v =0,
wobei die Summe also iiber die Anzahl der Linsen zu erstrecken ist, so erkennt
man, daB die gleichzeitige Befriedigung beider Bedingungen von den #- und
»-Werten der Glasarten des Systems abhingt. Man kann z. B. fiir zweiteilige
Fernrohrobjektive dic Werte der Funktion > ¢/ fiir verschiedene Glassorten von
HArTINGY) angegebenen Tafeln entnehmen.

81. Chromatische Differenz der sphirischen Aberrationen. Wenden wir
uns nun den Farbfehlern zu, die bei iiber dic Grenzen der Gaussschen und SEIDEL-
schen Abbildung hinausgchenden Biindeléffnungen oder Biindelneigungen vor-
kommen, so wiren also
hier die chromatischen
Variationen der sphéri-
schen  Abweichungen,
der Koma, des Astigma-
tls"mus bzw. der Bildfeld- Abb. 97. Die von einem links auf der Achse liegenden Ding-
wolbung und der Ver- punkt ausgehenden Strahlen, namlich je ein Paraxialstrahl
zeichnung, zu unter- wund ein Randstrahl langwelligen (ausgezogen gezeichnet)
suchen. und vkurzwglligenﬂ (gestrichelt g,.ezcich;letg lg_iclllltizi cll;.;ll'(cllel;

Wirbeschrénkenuns ;fy:g;;envef;?niglzlrjczgzcnhﬁ)liie'einlzlrz fzh::nZuglite, wihrend

h%cr m Wes?ntli(:hen auf die Randstrahlen verschiedene Schnittweiten haben.
die erste dieser Farben-

abweichungen; man nennt sie chromatische Differenz der spharischen Aber-
rationen. Ist z. B. bei der Abbildung eines Achsenpunktes fiir eine bestimmte

1) H. HarTING, ZS. f. Instrkde. Bd. 5, S. 140—141. 1899.
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Farbe spharische Korrektion herbeigefithrt, so besteht in der Regel fiir eine
Farbe groBerer Wellenlinge Unter- und fiir eine solche kleinerer Wellenlidnge
Uberkorrektion.

In Abb. 97 ist eine Linsenfolge gezeigt, bei der die Nullstrahl-
schnittweiten fiir Rot und Blau gleich sind; dabei liegt der Schnittpunkt des
Randstrahles mit der Achse fiir Rot niaher nach der Linse zu, der fiir Blau hin-

gegen weiter fort. In
Abb. 98 haben die
Randstrahlen fiir

Abb. 98. Die von einem links auf der Achse liegenden Ding-
punkt ausgehenden Strahlen, namlich je ein Paraxialstrahl und
cin Randstrahl langwelligen (ausgezogen gezeichnet) und kurz-
(gestrichelt gezeichnet) Lichtes durchschreiten die
Die Paraxialstrahlen beider Farben haben ver-
wahrend die Randstrahlen sich in
einem Achsenpunkte vereinigen.

welligen
Flachenfolge.
schiedene Schnittweiten,

100 *0 +400
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Abb. 99. Darstellung der chromati-
schen Differenz der spharischen
Aberrationen nach M. v. RoHR!) fiir
ein PETzvaLsches Portritobjektiv,
1:3,4/po = 100 mm. Die Abszissen
ergeben die Wellenliangen, gekenn-
zeichnet durch die FRAUNHOFER-
schen Linien C, D, F, G’. Die Or-
dinaten sind die 4fach vergroBerten
Einfallshéhen.  Isoplethendarstel-
lung fiir dieSchnittweitendifferenzen
gegen sp, in tausendstel Milli-
meter von 0,050 zu 0,050 mm fort-
schreitend.

Blau und Rot gleiche
Schnittweiten; der
Bildpunkt des Null-
strahles liegt fiir Blau
niher an der Folge
und der fiir Rot wei-
ter von ihr entfernt.

Um sich ein an-

schauliches Bild iiber
den sphdrochromati-
schen Zustand eines Systems zu ver-
schaffen, kann man etwa entsprechend

den Abb. 70 bis 74 den Verlauf der sphi-
rischen Aberrationen fiir verschiedene Far-
ben auf ein und dasselbe Koordinatenkreuz
beziehen; cinen besseren Einblick erhdlt man
aber, wenn man die fiir die Darstellung
der sphidrochromatischen Abweichung von
v.RoHR?Y) eingefithrte Isoplethenmethode be-
nutzt. Ist s;, die Schnittweite, die zu der
Wellenlinge 4 und der Einfallshéhe % gehort,
soist offenbars; , = @ (4, %) eine gewisse Funk-
tion von 4 und % fir eine bestimmte Linsen-
folge. Hat diese fiir eine Wellenldnge, es sei
z. B. die der D-Linie entsprechende gewihlt,
dic Nullstrahlbrennweite fp, = 100mm und
die Nullstrahlschnittweite sp o, soist auch die
Differenz d; , = sy, — Sp,0 = @ (4, h) —sp o eine
solche Funktion, deren Werte geometrisch
durch eine Fliche dargestellt werden. Fiir
d, » = konst. erhdlt man ebene, zur 4, h-Ebene
parallele Schnitte durch diese Fliche. Proji-
ziert man diese in die 4,4-Ebene, so bekommt
man fiir je einen ausgewihlten d; ,-Wert je
eine Kurve. In Abb. 99 ist die v. RoHRsche
Darstellung der chromatischen Differenz der
sphirischen Aberrationen eines PETzvALschen
Portratobjektivs 1:3, 4, fp, = 100 mm ange-
geben. Die an die Kurven geschriebenen
Zahlen sind die zugehorigen d;;-Werte in

1) M. v. RoHR, Theorie und Geschichte des photographischen Objektivs, S. 66ff.

Berlin: Julius Springer 1899.
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tausendstel Millimetern. Die Haufung der Kurven nach dem violetten Ende
des Spektrums hin ist ein Zeichen dafiir, daB dort die sphérische und
chromatische Korrcktion schlechter wird.

Fiir welche Farbe sphirisch und fiir welche Zone chromatisch zu korrigieren
ist, hingt von dem Verwendungszweck der Linsenfolge ab und ist endgiiltig
nur auf dem physikalischen Boden der Optik zu entscheiden?).

Die chromatische Differenz der sphérischen Aberrationen spielt bei Mikro-
skopobjektiven wegen deren groBer wirksamer Apertur eine besondere Rolle;
bei Fernrohrobjektiven hingegen, ein solches mit Korrcktion der sphirochro-
matischen Abweichungen ist zuerst von Gauss?) angegeben worden, wird die
Erfillung der GauBbedingung als weniger wichtig betrachtet; bei diesen Linsen-
folgen ist es wesentlicher, das sekundére Spektrum zu vermindern. Bei Mikroskop-
objektiven beseitigt man meist die chromatische Differenz der sphirischen Aber-
rationen fiir eine Zone zwischen Mitte und Rand. Ebenso wird nur bei starken
Mikroskopobjektiven die Farbenabweichung des Sinusverhiltnisses von Be-
deutung. ABBE hat eine Linsenfolge, die fiir zwei Farben aplanatisch ist, und ein
gehobenes sekundires Spektrum hat, als apochromatisch bezeichnet. Der
Begriff des Aprochromaten wird allerdings oft erweitert benutzt; so findet man
z. B. Linsenfolgen mit gehobenem oder vermindertem sekundiren Spektrum
ebenfalls als Apochromate bezeichnet. In der Photographic werden z. B. fir
Reproduktionen (Dreifarbendrucke) Apochromatobjektive benutzt, die in der
Regel auch nicht der strengen ABBEschen Begriffsbestimmung voll geniigen.

82. Die Farbenabweichung der Bildgrofe. Nimmt man z. B. eine stabil
achromatische Folge als vorliegend an, bei der also die Haupt- und Brennpunkte
der Gaussschen Dioptrik fiir dic beiden Farben, fiir die Achromasie besteht,
zusammenfallen, so kann durch die ‘Variation der Verzeichnung mit der Farbe
bei ausgedehnterem Bildfeld die fiir dic einzelnen Farben verschiedene Bildgré8e
stérend werden. Es empfiehlt sich dann, die Verzeichnung fiir die beiden Farben
so zu bemessen, daB die BildgréBenunterschiede iiber das benétigte Bildfeld
hin moglichst klein bleiben, fiir einen mittleren Bildwinkel sogar verschwinden.

Beispielsweise sei hier besonders auf die Wirkung einer Planparallelplatte
in konvergentem oder divergentem Strahlengang aufmerksam gemacht; sie
kann bei erheblicher Schiefe der abbildenden Biindel, d. h. der Hauptstrahlen,
gegen die Achse recht merkliche Verzeichnungsbetrige einfithren. Ist ndmlich
d die Dicke und # die Brechungszahl der Platte und ¢ der Neigungswinkel
eines Hauptstrahles gegen die Achse, so betrigt dessen Parallelverschicbung v,

wenn die Platte achsensenkrecht angeordnet ist, v = d(tan? — tan?’), wobei
sinz .

Sin’i, = T 1st.

Bei Benutzung von Farbfilterkiivetten z. B., die ja meist eine durchaus
nicht unbedeutende Dicke haben, ist fiir dic Herstellung von Dreifarbenreproduk-
tionen, bei denen eine gut iibereinstimmende GréBe der drei Farbbilder nétig
ist, darauf zu achten, daB jener Betrag v natiirlich mit der Farbe variiert.

) K. StrREHL, ZS. f. Instrkde. 1897, S. 50ff., 77ff., 168ff.; 1903, S. 210ff.
) C. F. Gauss, Werke Bd. V, S. 504—508, 2. Abdruck, Géttingen 1877.

1
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d) Linsenfolgen mit nichtspharischen Fldchen.
Von
H. BOEGEHOLD, Jena.

83. Achsensymmetrische Flichenfolgen. Die Gausssche Theorie der Ab-
bildung ist vollig die ndmliche wie bei Kugelflichen, statt der Halbmesser der
einzelnen Flichen sind ihre Kriimmungshalbmesser in der Achse einzusetzen.
Die Durchrechnungsformeln bei der trigonometrischen Rechnung, sowohl wie die
Summenformeln bei der Theorie nach SEIDEL, KERBER, SCHWARZSCHILD sind
durch Zusatzglieder zu dndern. Die Durchrechnungsformeln sind allgemein
schon von J.F. W. HERSCHEL!) angegeben worden. Es ist die Gleichung der
Meridiankurve einer Fldche

y=1(, (1)
wo die Achse der Folge als X-Achse gewihlt sei, oder in Polarkoordinaten
R={(p); (1a)

hier ist ¢ der Winkel des Fahrstrahls mit der Achse (die Anomalie), R der zu-
gehorige Radiusvektor. Wie man auch den Koordinatenanfang wihlen mag,
die Gleichung des durch # und s gegebenen ein-

8 fallenden Strahles wird (Abb. 100)
V= —(x —x,—8)tgu, (2)
AN P wo %, die Koordinate des Flichenscheitels ist;
K c ¢ 0 oder in Polarkoordinaten

Abb. 100 Zur Brechungan einer
nichtspharischen Umdrchungs-
flache. SO ist die Achse, BO der

R = (s 4 x,) sinu/sin (¢ — u). (2a)

einfallende Strahl, C der (will-

kiirliche) Koordinatenanfang,

B(C’ die Normale im Fliachen-

punkte B. BC =R,SO =3,

CS = x, (in der Zeichnung ne-

gativ). Der gebrochene Strahl
ist nicht gezeichnet.

Aus (1) und (2) oder (1a) und (2a) ist durch alge-
braische Auflgsung oder durch ein Niherungs-
verfahren x, y; ¢, R fiir den Einfallspunkt B zu
bestimmen. Sodann ist der Winkel v, den die
Flachennormale in B mit der Achse bildet, gegeben
durch

tgy = —dx/dy (3)

oder tg(y — ¢) = —R'/R, (3a)
wo R = dR[dp ist. Weiter wird

=y —1u, (4

)
sint’= nsini/n’, (5)
W=y —1, (6)
s'=x — x5 + yctgw (7)
oder , . o,
s'= —xy + Rsin(p — ')/sinu’. (7a)

Hiermit ist die sphérische Abweichung und durch sinu’/sin# die Abweichung
von der Sinusbedingung festzustellen. Bei einer Folge mehrerer Flichen hat
man diese Formeln fiir jede anzuwenden oder, wenn ein Teil Kugelflichen sind,
zwischen ihnen und (2) bis (7) Ziff. 51 entsprechend zu wechseln, der
Ubergang von einer Fliche zur anderen bietet keine besonderen Schwierigkeiten.

1) J. F. W, HErscHEL, Vom Licht. Stuttgart und Tiibingen: Cotta 1831, Nr. 109 (das
englische Werk 1828 und 1849, genauer Titel s. bei CzapskI-EPPENSTEIN).
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Fiir die Berechnung des Astigmatismus ist vom Blendenorte auszugehen,
und die Hauptstrahlen sind, wie eben angegeben, zu rechnen.

Fiir jeden Punkt auBerhalb der Achse folgt aus Symmetriegriinden, daB
die beiden Hauptkriimmungshalbmesser der brechenden Fliche zum Meridian-
schnitte und dem dazu senkrechten Schnitte gehéren, und daB fir den letzt-
genannten, den Sagittalschnitt, gilt:

7= B (' = Rsing/siny . (8)

Fiir den meridionalen oder tangentialen Krimmungsradius ergeben die Lehr-
biicher der Geometrie

7 = (R* + R®)}/(R* + 2R* — RR"), ©)

wo R” = d?Rjd ¢?ist.
An die Stelle der Formeln (6) und (7) Ziff. 28 tritt sodann

W[ =n|[ + (0 cosi’ —n cosi)|r;. (10)
n cos??' [ = ncos?i[t + (n cosi’ — n cosi)/r,. (11)

Da auch die Ubergangsformeln dieselben sind wie bei einer Folge von Kugel-
flichen, so ist hiermit die Rechnung erledigt.

Fiir die Bestimmung der Verzeichnung ist das Verfahren bei Kugelflichen
ohne weiteres anzuwenden.

Man wird versuchen, durch passende Wahl des Anfangspunktes C die Rech-
nung zu vereinfachen. Ist der Radiusvektor der Meridiankurve (1a) durch eine
TavLorsche Reihe darstellbar, so folgt aus der Symmetrie ohne weiteres, daB
diese die Form hat

R=7r+7n9"+7¢*+7¢°+ .-

Legt man nun den Pol C in den zum Scheitel S gehérenden Kriimmungs-
mittelpunkt, so wird »r = SC, 7, = 0. Statt nach ¢ pflegt man die Reihe
nach dem Bogen des Kriimmungskreises

l=re
fortschreiten zu lassen und setztl)
R=r4+o=r+xB4+ 21084 ... (12)
In der Gleichung (2a) ist jetzt xy = —7 zu setzen; die Formeln fiir die Auflésung

durch Niherung, wie die Gleichungen fiir die Kriimmungshalbmesser verein-
fachen sich mehr oder weniger, wenn man sich mit einer oder mit zwei Defor-
mationskonstanten #x, 4 zufrieden geben kann. Eine andere Art der Vereinfachung
bietet der Fall, daB3 simtliche Flichen Kegelschnitte zu Meridiankurven haben?).

Fiir die Durchrechnung windschiefer Strahlen vgl. man die Arbeit von
LINNEMANNS3),

Die Reihenentwicklungen fiir Vorrechnungen lassen sich ebenso ableiten
wie bei Folgen von Kugelflichen. Z. B. tritt an die Stelle der Formel (43), Ziff. 56

1) M. v. RoHR, Die Theoric der optischen Instrumente, S. 26, etwas abweichend S. 323.
Berlin: Julius Springer 1904.

2) M. LanNGE, Durchrechnungsformeln fiir die Lichtbrechung an Kegelschnitten. ZS.
f. Instrkde. Bd. 34, S.273—281. 1914.

3) M. LinnemanN, Uber nicht-spharische Objektive, §6. Dissert. Gottingen 1905.
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fiir die sphérische Abweichung nach der k-ten Fliche

wum = Sl ).

n=

und in dhnlicher Weise sind die Formeln in Ziff. 71 zu dndern?).

In einfacheren Fillen kann man die Meridiankurver einer Fliache (oder
mehrerer) zeichnen oder berechnen, wenn gewisse Anforderungen gestellt sind.
Schon DESCARTES?) zeichnete Flichen, die einen Punkt scharf abbilden, und
HuvGEeNs?) verallgemeinerte dies dahin, daB er Linsen angab, deren eine Fliche
beliebig war, wiahrend die zweite so konstruiert wurde, daB die scharfe Abbildung
eines Punktes zustande kam. Uber die Anwendung auf Spiegelung vgl. man
Kap. 2, Ziff. 113 und die dort angefiihrten Abhandlungen.

Nach ABBEs Entdeckung der Sinusbedingung war die Aufgabe gestellt,
daB nicht nur ein Achsenpunkt scharf abzubilden war, sondern auch die Sinus-
bedingung zu erfiilllen. Die Losung fiir eine Linse mit zwei nichtsphérischen
Flichen gab LiNNEMANNY). R. STRAUBEL®) hat die Aufgabe in praktisch aus-
reichender Weise fiir eine Linse mit einer Kugelfliche und einer nichtspharischen
Fliche gelost. Die Anwendung auf zwei spiegelnde Flachen — CASSEGRAINsches
oder GREGORYsches Fernrohr — findet man bei K. SCHWARzSCHILDS®), auch
bei H. CHRETIEN?). Die Benutzung nichtspharischer Flichen zur Erreichung
eines groflen, von Astlgmatlsmus freien Bildfeldes ist bei starken Brillen (Katral-
glisern) iiblich (s. Kap. 2, Ziff. 85).

84. Zweifach symmetrische Flichenfolgen. Ubersicht. Die Mittel sind
durch zweifach symmetrische Flichen voneinander getrennt, die beiden auf-
einander senkrechten Symmetriecbenen sind fiir alle Flichen dieselben; ein
Teil der Grenzflichen kann auch achsensymmetrisch sein. Die Symmetrie-
ebenen schneiden einander in einer Geraden, der Achse der Folge, die wohl von
den im folgenden aufgefithrten Achsen einzelner Flichen zu unterscheiden ist.
Als Begrenzungsflichen kommen vor allem in Frage:

Zylinderflichen. Die Zylinderachse steht zur Achse der Folge senkrecht.
Werden mehrere Zylinder verwandt, so miissen ihre Achsenrichtungen entweder
alle zusammenfallen, oder zwei zucinander senkrechte Lagen haben.

Torische Flachen (s. Kap. 2, Ziff. 86), die durch Umdrehung eines Kreises
um cinc in seiner Ebene liegende, aber nicht durch den Mittelpunkt gehende
Achse entstehen. Eine solche Fliche ist gekennzeichnet durch den Halbmesser
des Kreises (Meridianradius #,) und den Abstand der Drehachse vem Scheitel
(Rotationsradius, Aquatorialradius 7,). Soll die aus solchen Flichen zusammen-
gesetzte Folge zweifach symmetrisch (nicht aber achsensymmetrisch) sein, so

1) Die gesamten Gleichungen gibt M. v. RoHR, Die Theorie der optischen Instrumente
(Berlin: Julius Springer 1904) auf S. 326; es ist zu beachten, da x dort den 4fachen Wert
des hier im Texte gegebenen hat.

?2) R, Descart1Es, (Euvres de Descartes VI. La dioptrique (79/228) 179/81; La géométrie
(367/485) 424/40.

3) CHR. HuvGeNs, Traité de la lumiére. 1690. Deutsch: Abhandlung iiber das Licht:
E. LoMmMEL. Ostwalds Klassiker Nr. 20, 3. Aufl.,, Kap. VI. 1913.

) M. LinNeMANN, Uber nicht-sphirische Objektive. Dissert. Géttingen 1905.

5) C. Ze1ss, Improvements in collective lenses with a deformed surface. E.P. 7144/09
v. 25. II1. 09; acc. 27. V. 09.

6) K. ScHwaRzscHILD, Untersuchungen zur geometrischen Optik. II. Theorie der
Spiegelteleskope. Gottinger Abh. 1905, N. F. Bd. 4, Nr. 2.

7) H. CHRETIEN, Le télescope de Newton et le télescope aplanétique. Rev. d’opt.
Bd. 1, S. 13/22, 49/64, 1922. Bespr. von H. BoEGEHOLD, Central-Ztg. f. Opt. u. Mech.
Bd. 43, S. 227—228. 1922.
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miissen die Drehachsen zur Achse der Folge senkrecht stehen, ihre Richtungen
aber entweder zusammenfallen oder zwei zueinander senkrechte Lagen haben.

Dreiachsige Fliachen zweiter Ordnung. Fiir alle Flichen mul eine
Achse mit der Achse der Folge zusammenfallen, auch die beiden anderen Achsen-
richtungen miissen fiir alle Flachen dieselben sein.

Wie bei achsensymmetrischen Folgen kann auch hier zunichst ein Raum
um die Achse der Folge untersucht werden, die Schnittpunkte mit ihr seien als
Scheitel bezeichnet. Ferner sei vorausgesetzt, dal keiner der Scheitel auf eine
Kante oder Spitze fillt.

Unter dieser Annahme ist die Achse der Folge im Scheitel iiberall die Flachen-
normale (folgt aus der Symmetrie). Man lege durch die Achse ein Ebenenbiischel,
das Biischel der Normalschnitte firr simtliche Flachenscheitel. Die Krimmungs-
halbmesser der Schnittkurven werden sich von Ebenc zu Ebene idndern, fir
jede Fliche aber werden der lingste und der kiirzeste Halbmesser, die beiden
Hauptkriimmungsradien, zu den Symmetrieebenen gehoéren. Fiir eine Zylinder-
fliche sind sie oo und 7 (Zylinderradius), fiir eine torische Fliche 7, und 7,.

Der bequemeren Ausdrucksweise halber sollen im folgenden die Symmetrie-
ebenen als wagerecht und senkrecht angenommen werden.

85. Die abbildbaren Linien und die Bildlinien. Strahlen, die in einer
Symmetrieebene verlaufen, werden auch nach der Brechung in ihr verbleiben.

Geht man von einem Achsenpunkte O aus und betrachtet zunichst nur das
in einer wagerechten Ebene verlaufende Biischel, so wird dieses offenbar ebenso
gebrochen werden, als hdtte man eine achsensymmetrische Folge, deren Flachen-
radien mit den Hauptkriimmungshalbmessern des wagerechten Schnittes
7y, 7. . .7 Ubereinstimmen. Das Entsprechende gilt von dem in senkrechter
Ebene verlaufenden Biischel, fiir das die Hauptkrimmungsradien des senk-
rechten Schnittes R,, R, ... R; in Frage kommen. Die beiden astigmatischen
Bildpunkte O’ und 0" (vgl. Ziff. 28 und 90) sind also nach der Gaussschen Theorie
zu erhalten, die Begriffe der Brennpunkte, Hauptpunkte ... Brennweiten
lassen sich ohne weiteres auf den vorliegenden Fall anwenden, nur daB jeder
doppelt, fir das wagerechte und fiir das senkrechte Biischel, vorkommt. Strahlen,
die von O, nicht in einer Symmetrieebene verlaufend, ausgehen, werden im
allgemeinen die Achse nach der Brechung nicht schneiden. Wohl aber werden
in diesem Falle, wie aus Ziff. 87 fiir [ = L = 0 abzuleiten ist, alle Strahlen des
astigmatischen Biindels bis auf GroBen dritter Ordnung durch zwei auf der Achse
und aufeinander senkrechte Gerade gehen; die eine geht durch O’ und ist senk-
recht, die andere geht durch 0" und ist wagerecht.

Denkt man sich nun durch O eine Dingfliche, beispielsweise eine achsen-
senkrechte Ebene, gelegt, so entsprechen jedem ihrer Punkte zwei Bildpunkte,
der Ebenc also zwei Bildflichen bei O’ und O"’; die Beriihrungsebenen in 0’ und 0"’
stehen auf der Achse senkrecht. Nach GULLSTRAND gehen durch O zwei abbildbare
Linien (vgl. Ziff. 90), eine Betrachtung der Symmetrieverhiltnisse oder auch eine
analytische Untersuchung der Strahlenbiindel zeigt, daB sie in den Symmetrie-
ebenen liegen miissen. Einer senkrechten Geraden OO, entspricht also bis auf
GroBen hoherer Ordnung eine senkrechte Linie auf der Bildfliche der wage-
rechten Biischel bei O'.

Der Gegenstand sei eine in wagerechter Richtung von O aus verlaufende
Teilung, deren Teilstriche demnach senkrecht sind wie 00,. Wieder folgt aus der
Symmetrie, daB die ndchsten Teilstriche auf derselben Bildfliche durch Linien ab-
gebildet werden, deren Tangenten in den Schnittpunkten mit der wagerechten Sym-
metrieebene senkrecht sind. Die VergroBerung des Teilungsabstandes aber wird
nur durch das in der wagerechten Ebene verlaufende Biischel bestimmt, d. h. also,
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die Abbildung der Teilung erfolgt ebenso, als hdtte man eine achsensymmetrische
Folge mit den Halbmessern 7#,, 7, . . . 7;, abgesehen davon, daB allgemein nichts
dariiber gesagt werden kann, wie die verschiedenen Teile eines Teilstrichs auf
seinem Bilde wiedergegeben werden und wie lang der einzelne Teilstrich erscheint.

86. Die verzerrte Abbildung. Es ist nun zu untersuchen, was eintrifft,
wenn die Punkte O’ und O zusammenfallen. Jetzt wird O mit gleicher Giite
abgebildet wie bei der achsensymmetrischen Folge. Dehnt man die Abbildung
nun in dhnlicher Weise wie in Abschnitt B auf ein enges Gebiet um die Achse
aus, so konnte etwas Neues insofern eintreten, als die VergroBerung nicht rings
um die Achse dieselbe zu sein brauchte, sondern wechselte; aus der Projektivitit
der Abbildung 148t sich ableiten, daB sie jedenfalls in den beiden Symmetrie-
ebenen das Maximum und Minimum erreicht.

Es seien die Groflen fiir die Abbildung durch wagerechte, von denen durch
senkrechte Biischel durch Zeiger # und v unterschieden; so sind beide Ab-
bildungen durch die Brennpunkte und Brennweiten

%h’ Fl:; fhr f;u %}v: F;’ /vr f;
gekennzeichnet. Sind aber die Brechungsverhiltnisse in Ding -und Bildraum #
und #’, so wird

filfv = Folf = —n'|n. (14)
1. Wenn {, und §,, F; und F, zusammenfallen, auBerdem f, = f,, also
auch f, = f; ist, so ist fiir jeden Punkt O der Brennpunktabstand im Ding-

raume
Fr0 = F0 =1t = &y,

= Ialilen = b L =1,

F,0,=F,0,=z1,=1,
und auch O; und O fallen zusammen. Man hat fiir die ganze Achse eine Ab-
bildung; da aber auch fiir jeden Punkt die VergroBerungen

ﬁh= —fh/gh: ﬁv='—fv/gv (15)

sind, so wird auch die VergréBerung in beiden Symmetriecbenen dieselbe sein,
das Bild wird nicht verzerrt erscheinen.

2. Im allgemeinen Falle sctze man $,§, = a, F,F, = a’, so werden die
Abbildungsgleichungen:

also fiir den Bildpunkt

i = hiis (16)
Tolo = fof, oder (xn— a) (x;, — @) = 1., (16a)

aus beiden Gleichungen folgt fiir ein Punktpaar 00’, das einander fiir die Ab-
bildung durch beide Biischel entspricht:

dtn+at; = fufi — f; + ad. (16b)
Setzt man hierin fiir ¢, den Wert aus (16) ein, so erhdlt man fiir g, eine qua-
dratische Gleichung, deren Loésung sich so schreiben 1a8t:

="t — Lii+ad Vil — oy + ad)?— 4ad [ ;)24 (17)
L= {hil — hof; — ad £ Vit — f, + ad)?— 4ad hifi}j2a’,  (173)
wofiir zur Abkiirzung

2&1,2;‘ = Ch:*: ]/B, 2a’ Ly = Cv :t ]F]j
geschrieben sein mag.

und
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Fiir den Wurzelausdruck kann man auch schreiben

D = (hufi + fo1l — ad)?— 4}ufi fof7
oder (17b)

D= (fhf/: - fﬂfl, - a“/)2_‘ 4aa,fvf;'

Im allgemeinen liegen also auf der Achse zwei Punkte Oy und Oy, die auf die
entsprechenden Punkte O und O}, anastigmatisch abgebildet werden. Diese
Abbildung kann man sich auf kleine achsensenkrechte Ebenenstiicke ausgedehnt
denken. Die Giite der Abbildung hingt von Gliedern hoéherer Ordnung ab.
Oy, O;; kénnen indessen imagindr sein oder in einen Punkt zusammenfallen.
Dies tritt ein fiir D = 0, das gibt aber nach (17), (17a) und (17b)

w="Vad [ifila, (18)
r="VYad f,fila. (18a)
Aus (15) folgt aber in diesem Falle
po=—Vad hjaf; = —)—ndna, (18b)
B.=—1Ya fv/ﬂf — I':;zna_'/n’é—. (18c¢)

Die VergroBerung ist auch hier in beiden Symmetricebenen dicselbe, es findet
keine Verzerrung statt.

Dagegen tritt eine solche ein, wenn die beiden Punkte O; und Op nicht
zusammenfallen. Unterscheidet man die beiden Werte fiir g, und g, durch
Zeiger, so wird

Brr= —Ixnrs  Prrr = —Iultrn, (19)

Bor = —fofter,  Porr = —folYonr - (19a)

Bildet man jetzt mit Hilfe von (17) und (17a) die GroBe Bur+ Briz/Por forr und
beriicksichtigt (17b) und (14), so erhilt man

Bt BrulPor + Porr =1 (20)
BuatlBorr = Bor/Bur - (20a)

Wird also in O; cin Quadrat als Rechteck mit lingerer senkrechter Seite ab-
gebildet, so in Oj; als Rechteck mit lingerer wagerechter Seite.

Ist auBer den Kugelflichen nur cine einzige doppeltsymmetrische Flache
vorhanden, so wird durch sie der Scheitel S in sich selbst, in beiden Symmetrie-
chenen aber mit der VergréBerung 1 abgebildet. Durch die nach der Dingseite
zu licgenden Kugelflichen moge cin Punkt O in S, durch die nach der Bildscite
zu liegenden S in O’ abgebildet werden. Dann ist O” anastigmatischer Bildpunkt
von O, aber es ist f, = f,, und daraus folgt, daB eine verzerrte Abbildung so
nicht entsteht. Das gleiche gilt, wenn bei S beliebig viele unendlich nahe be-
nachbarte Flichenscheitel liegen. Das Ergebnis kommt entweder auf Fall (1)
oder auf (18) bis (18c) heraus.

Zur Geschichte und Verwendung der verzerrten (nicht gliicklich als ana-
morphotisch bezeichneten) Abbildung vergleiche man die unten angegebenen
Stellen?), hier sei nur cin Beispicl von P. RupoLpH nach der ABBEschen Patent-

oder

1) E. ABBE (C. ZE1ss), Anamorphotisches Linsensystem. D.R.P. 99722 v. 30. XI.97,
ausgeg. 25. X. 98, abgedr. Ges. Abh. Bd. II, S. 283--295; CzAPSKI-EPPENSTEIN S. 138—140,
wo einige weitere Stellen erwihnt sind. Uber den Namen Anamorphose ebenda S. 141

Handbuch der Physik. ‘\\'IH. 11
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schrift gegeben (Abb. 101). Es besteht aus zwei diinnen Planzylinderlinsen, bei
denen dic eine Zylinderachse senkrecht, die andere wagerecht steht. Nennt man
die Brennweiten der Einzellinsen /{ und /5, so
sind im berechneten Beispiel

fio=fon = o0, fin=85mm,

)

1, = 16,5 mm .

{ s e |
S

1 2 Ist der Linsenabstand 4 = 11,3 mm, weiter

A" (Bild) s = — 9,4 mm, s’ = 82,6 mm, so wird

4 O in O’ abgebildet, dabei ist aber S, = —10,
71 5 f» = —4. Dies 14Bt sich durch eine Durch-
I V 47 rechnung bestdtigen. Setzt man vor ein

L La astigmatisches Auge eine passende Brille

Abb. 101. Eine verzerrende Folge von  (Kap. 2, Ziff. 7), so wird auf der Netzhaut eine
zwei Zylinderlinsen (schematisch, die  Appilqung entstehen. Im allgemeinen wird
Ma@e stimmen nicht genau mit den . . . .
im Texte gegebenen). Oben ein wage- ~ Si¢ cbenfalls verzerrt sein, freilich eine un-
rechter, unten einsenkrechter Durch-  erwiinschte Wirkung?).
schnitt. O 4 ist oben cin wagerechtes, Es sei endlich noch darauf hingewiesen,
i sin S LINenstle datbe leichem Vorscichen von and ., £y und
1, stets dasselbe Zeichen haben, dagegen kon-
nen f, und f, sehr wohl entgegengesetztes Vor-
zeichen bekommen n; dann wird dasselbe von f, und f, gelten, man bekommt
eine Abbildung, die aufler der Vor/crrung noch cine Anderung nach Art der
Spiegelverkehrung hat, ohne dall eine Spiegelung cingetreten wire.

87. Die Abweichungen. Dic Linienabbildung wie auch die eben behandelte
verzerrte Punktabbildung wird im allgemeinen nicht scharf sein, und ihre Aus-
dehnung vom Achsenpunkte auf ein kleines Flichenstiick wird mit weiteren
Fehlern behaftet sein. Fiir den Achsenpunkt kénnte man die sphirischen Ab-
weichungen in beiden Symmetrieebenen besonders untersuchen, indem man
durchrechnet oder Reihenentwicklungen vornimmt. Man erfahrt aus ihnen aber
noch nichts iiber dic Abweichungen von Strahlen auBlerhalb der Symmetrieebenen,
fiir die freilich eine Durchrechnung auch méglich ist. — Einen Uberblick iiber dic
Abweichungen niederster Ordnung kann man sich so verschaffen: Die Strahlen
im Dingraume seien gekennzeichnet durch die Koordinaten der Schnittpunkte
mit zwei Ebcnen (Dingebene und Eintrittspupille) I, L; m, M; so seien dic
Koordinaten der Schnittpunkte I/, L’ mit einer belicbigen Ebene im Bildraum
durch Reihenentwicklungen ausgedriickt. Aus der Symmetric folgt, dal3 die
Entwicklung von /" in [, m ungerader, in L, M gerader Ordnung sein mul3, wéhrend
fir L’ das Umgekehrte gilt. Beschrinkt man sich also auf die Glieder bis zur
dritten Ordnung, so lauten die Entwicklungen:

U'=eym+ pyl+ Aym® + Bym M? 4 Clm* + Dy IM? + Ey Lm M | (21)
+ F, w4+ GILM+H L*m+ J, B+ K 1L, | -

L'=¢&M+ ,L + A, M?+ Bym2M + Cy L M2 + D, Lm? + E, lli (21a)
+ Fo LM + Gyl Lm + HyBM + J,13 + K, 2 L |

Man kann nun fiir dic Bestimmung von / und L’ auch zwei verschicdene Ebenen
nehmen, ndmlich im allgemeinen Falle die Tangentialebenen der beiden astig-

1) Vgl. H. BoeGenoLD, BildgroBe und Sehschirfe beim brillenbewaffneten Auge. Ein
Abschnitt aus der Geschichte der Lehre von der Brille. ZS. f. ophthalm. Opt. Bd. 10, S. 129
bis 144, 161 —174. 1922. Der SchluB der Abhandlung kommt in Irage.
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matischen Bildflichen wihlen (fiir die verzerrte Punktabbildung fallen sie zu-
sammen), und dann wird & = ¢, = 0, f; = S, f = f,. In den Entwicklungen
sind 4, und A, die nicdrigsten Glieder der sphirischen Abweichung in beiden
Symmetrieebenen. Die mit B bezeichneten Glieder driicken die Abweichung
in schief verlaufenden Schnitten aus, infolge des Satzes von MALUS sind sie aber
nicht unabhdngig voneinander. In dem besonders wichtigen Falle einer Punkt-
abbildung ist fiir B; = 0 auch B, = 0 und umgekehrt; die einzige hier in Frage
kommende GroBe ist von GULLSTRAND als Diagonalastigmatismus der Aberration
bezeichnet worden. Auch fiir die Koma in der Nihe des Scheitels sind nicht
sechs (CbisE), sondern nur vier unabhingige Glieder vorhanden. Die mit F und H
bezeichneten GréBen driicken die Kriimmungen der Bildflichen im Scheitel aus,
dic G genannten den Verlauf der Bildlinien in dessen Néhe, G, und G, sind aber
wieder auf eine GroBe zuriickzufithren. Die GréBen J und K endlich kennzeich-
nen die Verzeichnung, auch hier sind die K abhingig voneinander.

Genauere Angaben iiber die einzelnen, dic Abweichungen kennzeichnenden
GroBen und dic Summenformeln fiir ihre Ableitung aus den Radien und ihren
Differentialquotienten am Scheitel findet man bei GULLSTRAND?).

Wird ein Achsenpunkt und zwei durch ihn achsensenkrecht in beiden
Symmetricebenen verlaufende Linienstiickchen Punkt fir Punkt durch ein
Biindel endlicher Offnung scharf abgebildet, so gilt dasselbe von einem achsen-
senkrechten Ebenenstiickchen, es folgt dies aus dem Kosinussatz (s. Ziff. 91).

Die Giite der Abbildung weit auBerhalb der Achse ist bei Brillen fiir astig-
matische Augen von Wichtigkeit, freilich kommt nur das in der Offnung niedrigste
Glied (der Astigmatismus) in Frage. Man hat sich auf eine Untersuchung der
in beiden Symmetrieebenen liegenden Punkte beschriankt (s. Kap. 2, Abb. 129),
auBerhalb kénnte man die Rechnung durch Anwendung der STurMschen Formeln
(Ziff. 90, 22—24) durchfiithren.

88. Die optische Projektion. Bisher ist angenommen worden, daB ein Bild
irgendwelcher Art beobachtet wird. Die optischen Erscheinungen sind damit
noch nicht vollstindig behandelt. Eine Lochkammer gibt ohne optische Abbil-
dung eine Darstellung des Gegenstandes, diese bleibt auch bestehen, wenn man
eine Flichenfolge mit der engen Offnung verbindet; dic Strahlen verlaufen aber
jetzt nicht mehr geradlinig, und daher wird die Wiedergabe auf dem Auffang-
schirm verzerrt sein. Da unser Auge mit Pupille und Netzhaut die Lochkammer
vertreten kann, so ist auch eine subjektive, wenn auch unscharfe Beobachtung
durch eine Flachenfolge moglich, ohne dal auf der Netzhaut ein Bild zustande
kame. Diese Erscheinungen werden von A. GULLSTRAND?) optische Projektion
genannt, ihre Gesetze sind durch Durchrechnung der Strahlen, Naherungswerte
auch durch die Summenformeln abzuleiten, sie sind vom Orte der Blende und
von der Auffangfliche (Einstellfliche) abhingig; bei Beobachtung mit bewegtem
Auge tritt an die Stelle der Austrittspupille der Augendrehpunkt.

Zweifach symmetrische Folgen geben die Gegenstdnde so wieder, daB die
VergroBerung symmetrisch zu den Symmetrieebenen dieselbe ist. Es kommen
hier die haufig beobachteten ,,Bilder” (richtiger Scheinbilder) in zylindrischen
Spiegeln?®) und durch zylindrische Linsen?) in Frage. Man erhalt im allgemeinen

') A. GULLSTRAND, Die reelle optische Abbildung. Kungl. Svenska Vetenskapsakad.
Handl. Upsala u. Stockholm Bd. 41, Nr.3, S. S4--108. 1906; Tatsachen und Fiktionen
in der Lehre von der optischen Abbildung. Arch. f. Opt. Bd. 1, S. 2—41 u. 81—97. 1907.

%) Z.B.: A. GUuLLSTRAND, Tatsachen und Fiktionen in der I.ehre von der optischen
Abbildung. Arch. f. Opt. Bd. 1, S. 6. 1907.

%) CzapskI-EPPENSTEIN S. 142 -144 und die dort angefithrten Abhandlungen.

4) J. D. van DER Praats, Uber die subjektiven Bilder von Zylinderlinsen und astigma-
tischen Linsen. Ann. d. Phys. (4) Bd. 5, S.772—792. 1901.

11%*
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einen verzerrten Eindruck, kann auch durch Brechung ein spiegelverkehrtes,
durch Spiegelung ein nicht spiegelverkehrtes Scheinbild bekommen.

89. Allgemeine Gesetze iiber Flichenfolgen. Uber dic noch nicht behandelten
Méglichkeiten soll nur zusammenfassend ein Uberblick gegeben werden. Esgehéren
hierher alle Fille, wo Flachen vorkommen, die keine zwei Symmetriecbenen haben.
Aber auch Zusammensetzungen von lauter doppeltsymmetrischen Flichen, bei
denen nur die Symmetriecbenen nicht zusammenfallen, sind hierher zu rechnen.
Ja, dic folgenden Betrachtungen miissen auch bei solchen TFolgen von achsen-
symmetrischen Flichen oder von Kugelflichen verwandt werden, die keine
gemeinsame Achse haben, es ist sclbstverstdndlich, daf3 sich die Formeln hier
und da vereinfachen. AuBer diesen Sonderféllen sind besonders nech folgende
behandelt worden:

1. Die Fldachenfolge hat eine Symmetricebene.

2. Eine Gerade stcht auf allen Flachen der Folge senkrecht (s. im folgenden
das Beispiel, Ziff. 90).

90. Die Abbildung. Man denke sich zunichst, daf cine Blende die Strahlen
so cinengt, dafl man GroBen von der zweiten Potenz der Offnung vernachlissigen
kann. Zu jedem Punkte des Dingraumes gehort ein Hauptstrahl. Nach dem
Satze von MALUS entspricht dem Biindel durch den Dingpunkt auf der Bildscite
ein Biindel, das zu einer Schar von Flichen, den Wellenflachen, senkrecht steht.
In jedem Punkte B einer Wellenfliche gibt es zwei Hauptnormalschnitte, in
ihnen wird dic Normale von den benachbarten Normalen geschnitten, die
Schnittpunkte O’ und O” sind die Krimmungsmittelpunkte der Schnittkurven,
BO' und BO" dic beiden Hauptkritmmungsradien. Ist nun B der Schnittpunkt
des Hauptstrahles mit der letzten brechenden Fliche, BO'0” die Normale zur bild-
seitigen Wellenflache oder der bildscitige Verlauf des Hauptstrahles, so sind 0’, 0"
die sog. astigmatischen Bildpunkte, BO' und 50" die beiden bildseitigen Schnitt-
weiten.

Man mufBl den Hauptstrahl von Fliche zu Flache verfolgen. Dabei wird
im allgemeinen schon von der zweiten Flache ab das einfallende diinne Strahlen-
biindel astigmatisch scin, und scine Hauptschnitte (dic sciner Wellenflache)
kénnen zu denen der brechenden Fliche vollkommen beliebig liegen. Das cin-
fallende Strahlenbiindel ist gekennzeichnet durch die beiden Hauptkriimmungs-
radien 7,, 7, der dingseitigen Wellenfliche (die Schnittweiten, Abstande der
astigmatischen Bildpunktce vor der Brechung an der betrachteten Fldche) und
durch den Winkel &, den der erste (zu 7, gehérende) Hauptschnitt mit der Ein-
fallsebene bildet; ganz ebenso gebildete Grofien kennzeichnen die brechende
Fliche (g, 0,1, @) und das gebrochene Strahlenbiindel (z7, 7{;, 9'): die Aufgabe
ist, aus 7,, 7,,, &; 0;, 011, O, die gegeben sind, 7}, 71,, ¥’ zu bestimmen. Die
Formeln sind von STURM abgeleitet worden?), sie sollen hier nur angefiihrt werden.
Man bilde

R = cos?d[t; + sin?¥/z,,, T = sin?29/t; + cos?d[1y,, l (22)
S = sind cos? (1/1; — 1/74,); ]

7 = cos? Oo, 4 sin? Ofo,,, = sin2@/p; 4 cos? O, , l (222)
s =sin@cos O/(1/0; — 1/011); ] -

1) J. C. SturM, Mémoire sur l'optique. Liouv. Journ. Bd. 3, S. 357—384. 1838.
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so bestehen, wenn 7, ¢* Einfalls- und Brechungswinkel sind, die Gleichungen:
# cost’ (R’ cost’— r) = ncosi(R cosi — 7).
n cosi’ (8" —s) =mcost(S —s), (23)
W (I" — tcosi’) = n(T — tcosi).

Hier sind R’, S’, 17 mit den GréBen nach der Brechung in derselben Beziehung
wie R, S, T vor der Brechung, man kann aus ihnen bestimmen

tg2¥=2S|(R —T); ri=R +S5tgd;; 1y,=T —S'tg?¥. (24)

Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von z, t{;, 9’ gibt das im folgenden
behandelte Beispicl.

Dic GroBen R, S, T usf. sind fiir die Wellenflichen und fiir die brechende
Ilache die EuLERschen Abkiirzungen, sie sind von den sonst in diesem Buche
dhnlich bezeichneten Gréflen wohl zu unterscheiden?). Man kann leicht erkennen,
daf die Gleichungen (10) und (11) Sonderfélle der STurRMschen Gleichungen sind.

Man hat also den Hauptstrahl durch den Dingpunkt zu bestimmen —
nétigenfalls durch ecin Nédherungsverfahren — und durchzurechnen, an jeder
Flache aber dann die SturMschen TFormeln anzuwenden. Die dingseitigen
Schnittweiten fiir die w-te Flache crhélt man aus den bildseitigen Schnittweiten
fir dic u — 1-te Fldche, indem man den auf dem Hauptstrahle gemessenen Ab-
stand beider Fliachen abzicht.

Als besonders einfache Anwendung soll der Fall zweier diinner Zylinder-
linsen behandelt werden, deren Flichen von einer Geraden — dem Hauptstrahl —
senkrecht getroffen werden, deren Achsen aber schief zucinander stehen?). Die
Vorderflichen seien zylindrisch, die Hinterflichen eben. Die Zylinderhalbmesser
scien 1, und 15, das Brechungsverhiltnis beider Linsen #, der Winkel der Zylinder-
achsen p, der Abstand der Linsen d. Der Dingpunkt liege auf dem Hauptstrahl
im Unendlichen. Ist beispielsweise die Achse des ersten Zylinders senkrecht,
so liegen dic Hauptschnitte des durch die erste Linse hindurchgegangenen Biindels
senkrecht und wagerecht, die zugehorigen Schnittweiten sind nach (8) Ziff. 43
oo und 1,/(n — 1). Fiir das auf die zweite Zylinderfliche auffallende Biindel hat
man

T, =00,7T, =1;/(n — 1) —d.

Esist nun ¢ = ¢’ = 0, ferner kann man, wo der cinfallende Strahl mit der Normalen
zusammenfallt, jeden Normalschnitt als Einfallscbene annchmen, beispielsweise
auch den senkrechten; dies gibt fiir (22)

¥ =0, 0=y, R=1[t;=0, T=1/ty,, S=0.

Weiter ist 9, = 00, 9,;, =1,, also in (22a):

7 = sin?y/r,, t = cos?y/1,, s = —siny cosy/t,.
Statt »' ist n, statt # ist 1 zu sctzen. Dann wird (23) zu:
n (R’ — sin?y/r,) = — siny/1,; R = (n — 1) sin?y/nr,.
n (S" 4 siny cosy/r,) = siny cosy/x,; S§'=—(n—1)sinycosy/nr,.
n(T" — cos?y[ry) = 1/t — cos?y/r, . T = 1/nty; + (n — 1) costy/nr,.

!) Die Form der Sturmschen Gleichungen ist hier gegeben nach A. GULLSTRAND, Die
reelle optische Abbildung, S. 11—13. Upsala u. Stockholm 1905. Der Sonderfall, daB einer
der Werte 7;, 7;; verschwindet, ist S. 17 erledigt. Sichc auch Tatsachen und Fiktionen,
S. 83. Archiv fiur Optik, Bd. 1. 1907.

2) Siehe CzAPski-EPPENSTEIN S.137—138 und die dort angefithrten Abhandlungen,
ferner M. v. ROHR, Die Brille als optisches Instrument, S. 162. Berlin: Julius Springer 1921;
O. HENKER, Einfithrung in die Brillenlehre, S. 252. Jena: Optikerschule 1921.
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Aus den (22) entsprechenden Gleichungen fiir R’, S’, 77 kann man ableiten:
R — T = (1/r{ — 1/1};) cos2®¥, 2S'= (1/rj— 1/7};) sin29’;
(/11— 11}t = (R'— T')2+ 452 =1/m27},+ (n — 1)2/n213 + 2(n— 1) cos 2y [MET 0, .

Der Durchgang durch dic letzte Planfliche wird die Abstdnde nur im Verhaltnis
1:n verkleinern, fiir die beiden Schnittweiten of und o7, hat man also:

A2 = (1/o] — 1/o1)2 = 1/1}, + (m — 1)¥[13 + 2 (n — 1) cOS2y/15; 1, .

Weiter ist
sin2d = 25#/A = —(n — 1) sin2y/1, .

1/o] + 1oy = n (1] + 1/1]) = (R +T) = 1)1, + (n — 1)/,
Die besprochene Zusammenstellung wird benutzt, um einc unbekannte Folge
auf Astigmatismus und Brechkrifte zu priifen, indem man durch Wahl der
Zylinderflichen und Verdrehung gegeneinander dafir sorgt, daB die Wirkung
der zu untersuchenden Folge durch die schiefwinklig gekreuzten Zylinder auf-
gehoben wird. Besonders haufig ist dic Verwendung bei Untersuchung astig-
matischer Augen. Man setzt die Zylinder unmittelbar hintercinander (d =0).
Setzt man noch fiir die Stiarken (n — 1)/t; = 1/r;; = D;, (n — 1)[t, = Dy, s0
werden die Formeln

U2 =Di+ D3+ 2D, Dycos2y; 1/oi=(D,+ D,+A)/2; 1/o}y = (D,+ Dy —N)/2;
sin 29 = — D,sin2y/Y.

Nach dem bisher Besprochenen ist fiir einen Dingpunkt im allgemeinen
kein Bild, sondern zwei sog. astigmatische Bildpunkte vorhanden. Geht man
im Dingraume von einem Punkte zum anderen iiber, so entsprechen einer Fliche
im Dingraume zwei Bildflichen.

Dagegen findet nach GULLSTRAND?) ganz allgemein cine Abbildung gewisser
Linien statt. Durch den Dingpunkt und den Hauptstrahl gehen zwei bestimmte
Ebenen, die GuiLsTRAND als dic Ebencn fokaler Projektion bezeichnet. Ein
unendlich kleines Stiickchen, das durch den Schnitt ciner dieser Ebenen mit
der Dingfliche entsteht, wird bis auf Groflen hoherer Ordnung in cin Linien-
stiickchen auf einer der beiden Bildflichen abgebildet. Geht man auf der Ding-
fliche von einem Punkte zum anderen, so dndern die Ebenen fokaler Projektion
ihre Stellung und damit die abbildbaren Linien ihre Richtung. Auf der Ding-
fliche hat man zwei Systeme von abbildbaren Linien, das eine hat die ent-
sprechenden Bildlinien auf der cinen, das andere auf der anderen Bildflache.

Beschrankt man sich auf die Umgebung eines Dingpunktes, so sind dic
Neigungen der Bildflichen, die eincr gegebenen Dingflidche entsprechen, damit
also auch dic Richtungen der Bildlinien, GroBen zweiter Ordnung; dagegen die
der Projektionen auf eine zum Hauptstrahle senkrechte Ebene GroBen erster
Ordnung. GULLSTRAND behandelt daher vor allem diese Projektionen im Ding-
und Bildraum, er bezeichnet sie als Fokallinien.

Im allgemeinen stchen die beiden durch cinen Dingpunkt gchenden Fokal-
linien nicht aufeinander senkrecht, wohl aber die entsprechenden Linien im
Bildraume, die aber nicht durch einen Punkt gehen. Die Beziehung ist umkehr-
bar, im allgemeinen aber nicht zusammensetzbar.

Geht man auf einem Hauptstrahle im Dingraume von Punkt zu Punkt
fort, so dndern die Fokallinien in Ding- und Bildraum ihre Richtung?). Im

1) A. GuLLsTRAND, Die reelle optische Abbildung, S. 25—42. Upsala u. Stochkolm 1906;
Tatsachen und Fiktionen usw., S. 11—19. 1907.

%) Allgemein untersucht von A.GULLSTRAND, Das allgemeine optische Abbildungs-
system. Svenska Vetensk. Handl. Bd. 55, Nr. 1, S. 1—139. 1915.
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allgemeinen gibt cs auf cinem Hauptstrahle keinen Punkt, der anastigmatisch
abgebildet wird, doch kommt dies auch vor.

91. Die Abweichungen. Glieder zweiter Ordnung in der Offnung entsprechen
den Komagliedern, dritter Ordnung den sphérischen Abweichungen ; beriicksichtigt
man auch das Gesichtsfeld, so sind die Neigungen und Kritmmungen der Bildlinien,
endlich die Gesetze der optischen Projektion (s. unten) abzuleiten?).

Es kann ein Punkt O unter Umstinden durch cin Biindel endlicher Offnung
scharf auf einen Punkt O’ abgebildet werden. Im allgemeinen wird dieser Punkt
aber vereinzelt liegen, ein von ihm ausgehendes Linienstiickchen wird nicht
Punkt fiir Punkt abgebildet. Nur wenn fiir alle Strahlen des Biindels die Be-
dingung besteht

ndlcose — w' dl cos¢’ = konst., (25)

wird ein Linicnstiick 00, = dlauf ein anderes 0'0f = dI’ scharf abgebildet. Hier
sind ¢, ¢ die Winkel, die ein Strahl des Biindels mit dem Linienstiick bildet.
Die Gleichung (25) ist ein Sonderfall eines allgemeineren von T.SMITH auf-
gestellten Satzes?). Es bedarf vielleicht keines Hinweises, daBl dicse scharfe
Abbildung eines Linicnstiickchens (Punkt fiir Punkt) nichts mit der GuLrL-
STRANDschen Linienabbildung zu tun hat.

Ist die Gleichung (25) fiir zwei von O ausgehende Linienstiickchen 00,
und 00, erfiillt, so fiir das ganze Ebenenstiickchen 00,0,. Dal sie fiir drei nicht
in einer Ebene liegende und damit fiir den ganzen Raum erfiillt ist, tritt nur in
Punkten mit Knotenpunktseigenschaft ein®), wo die VergréBerung gleich dem Kehr-
wert des Verhiltnisses der Brechzahlen ist. Ja, diesc Knotenpunktseigenschaft
gilt schon dann, wenn ein Flichenstiickchen scharf abgebildet wird, das von
einem Lichtstrahle berithrt wird?). Es ist dies cine Verallgemeinerung der Un-
vercinbarkeit der HERscHELschen Bedingung mit der Sinusbedingung, wie
diese beiden Gesetze sich als Sonderfille der Gleichung (25) auffassen lassen.

92. Die optische Projektion. Wie in Ziff. 88 kann auch fiir den allgemeinsten
Fall die Projektion, d. h. der Schnitt der Hauptstrahlen mit einer Auffang-
flaiche im Bildraume untersucht werden. Fiir die Umgebung eines Dingpunktes
(ein kleines Flachenstiick) gelten in verschiedenen Richtungen verschiedene
VergroBerungen. Die Anderungen dieser Werte (Verzeichnungen) gehéren zu
den Abweichungen. Die hierhergechérenden Iragen sind von GULLSTRAND in
den schon angefithrten Abhandlungen mehr oder minder allgemein untersucht
worden. Die Wicdergabe endlicher Flachenstiicke kann nur durch Durchrechnung
ciner Anzahl von Hauptstrahlen geprift werden.

1) A. GULLSTRAND, Allgemeine Theorie der monochromatischen Aberration und ihre
néachsten Ergebnisse firr die Ophthalmologie. Nova Acta Reg. Soc. Upsal. Bd. 3. 1900. (Die
von der Offnung abha,ngenden Glieder.) — Die reclle optlsche Abbildung, S. 43—83 1906.
(Die Gesetze zweiter Ordnung im Sonderfall der Folgen mit einer Symmetrieebene.) — Optische
Systemgesetze zweiter und dritter Ordnung. Svenska Vetensk. Handl. Bd. 63, Nr. 13. 1924.
(\Veiterfﬁhrung der vorhergehenden Arbeit.)

%) T. SwmitH, The optical cosine law. Trans. Opt. Soc. London Bd. 24, S. 31 —40. 1922/23;
CzApPsKI-EPPENSTEIN S. 230—232 u. 233; H. BoeEGeEHOLD, Zum Kosinussatze von A. E. Con-
rady und T.T. Smith. Central-Ztg. f. Opt. u. Mech. Bd. 45,-S. 107—108. 1925; T. SmiITH,
Note on the cosine law. Trans. Opt. Soc. London Bd. 26, S. 281 —286. 1924/25; H.' BOoEGE-
HoLD, Note on the Staeble and Likotzky (Druckfchler!) condition. Ebenda S. 287 —288.

3) H. BoeGeHOLD, Weitere Bemerkungen zum Kosinussatze. Central-Ztg. f. Opt. u.
Mech. Bd. 45, S.295—296. 1924.

4) C. CARATHEODORY, Uber den Zusammenhang der Theorie der absoluten optischen
Instrumente mit einem Satze der Variationsrechnung. Miinchner Ber. 1926, S.-A. 18 S.,
S.11—15.
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e) Die Wirkung des Auffangschirmes und der
Strahlenbegrenzung in optischen Folgen.

Von
O. EPPENSTEIN, Jena.

93. Der Gegenstand der Untersuchung. Alle Strahlen, dic optische Gerite
durchsetzen, werden zuletzt auf einer Fliache aufgefangen, der sie ihre Energie
abgeben. Wir unterscheiden Projektionssysteme (Bildwerfer), bei denen diese
cine kinstliche ,,Schirmfliche” ist, und vor dem Auge gebrauchte Gerite, bei
denen die Strahlen auf der Netzhaut des Auges endigen. Den Punkten dieser
Flache entspricht im Dingraum das ,,Gesichtsfeld“ des optischen Gerétes, das
wie das Gesichtsfeld des Einzelauges eine zweifache Mannigfaltigkeit von Punkten
ist und eine zusammenhingende Fliche sein kann (z. B. die eines Gemadldes,
cines metallographischen Schliffs), in den meisten Fillen aber nicht ist (z. B.
cine Landschaft vor dem photographischen Objektiv, cin Blutstropfen vor dem
Mikroskop). Der letztere Fall zeigt schon, daB die ,,Darstellung®, die schlieBlich
auf der Auffangfliche entsteht, im allgemeinen etwas anderes ist als die in den
fritheren Kapiteln betrachtcte optische Abbildung eines Flachenstiicks in ein
anderes. Einzelne Teile des Gegenstandes werden freilich durch Wiedervereinigung
der von ihren Punkten ausgehenden Strahlen in Punkte der Auffangflache optisch
abgebildet. Im allgemeinen aber werden die Strahlen, die von irgend cinem Ding-
punkte ausgehen, auf der Auffangfliche nicht vereinigt, entweder weil die Auf-
fangflache sich nicht an dem Orte befindet, wo die optische Vorrichtung ein Bild
des Gegenstandes erzeugt (sic bildet bestenfalls eine Fliche des Gegenstandes
auf die Auffangfliche ab) oder weil diese Strahlenbiischel iiberhaupt an keinem
Punktc des Bildraumes punktweise vereinigt werden.

Trotzdem entsteht bei richtiger Anordnung auf der Auffangfliche eine
,,Zeichnung'* (wie wir sic zum Unterschiede von einem optischen Bilde nennen
konnen) der Gegenstinde. Diese Zeichnung ist geometrisch vollkommen bestimmt
auBler durch die Lage und Kriimmung der brechenden oder spiegelnden Flichen
durch die Begrenzung der auf sic auffallenden Biischel. Sie ist das Ergebnis
einer Projektion, die am klarsten hervortritt, wenn gar keine Brechung oder
Spicgelung stattfindet, im Falle der ,,Lochkamera‘.

Ist in der Vorderwand ecines ge-
schlossenen Kastens ein kleines Loch

I éj gebohrt, so erscheint auf ciner Matt-

= — | scheibe oder einer photographischen
'_’ Platte an der Riickwand eine ziem-
. lich deutliche Zeichnung der vor der
Abb. 102. Dic Lochkamera. Vorderwand befindlichen Gegenstiande

(Abb. 102).

Ein ticferes Verstandnis der Lochkamera ist nur mit den Hilfsmitteln der
Beugungstheorie moglich. Dies weist sogleich darauf hin, dal auch bei An-
wesenheit brechender oder spiegelnder Flichen eine genaucre Untersuchung
der Wirkung ihrer Begrenzung nur mit Hilfe der Beugungslehre durchgefiihrt
werden kann. Trotzdem ist eine fiir viele praktische Fragen erschépfende Be-
handlung der Wirkung der Strahlenbegrenzung auf dem Boden der geometrischen
Optik moglich.

Die von den Dingpunkten ausgehenden Biischel werden mindestens durch
dic Rénder der Linsen oder ihrer Fassungen begrenzt. Bei den vor dem Auge
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benutzten Geraten wirkt aulerdem die Augenpupille als Begrenzung. Andere Be-
grenzungen werden in vielen Fillen durch Lochscheiben, ,,Blenden’’, hinzugefiigt.

In folgendem sei meist eine achsensymmetrische optische Vorrichtung
vorausgesetzt und alle vorkommenden Begrenzungen (allgemein Blenden genannt)
seien kreisformig, konzentrisch zur Achse; die Auffangfliche sei eine zur Achse
senkrechte Ebene.

«) Die Aufsuchung der wirksamen Blenden.

94. Die Begrenzung der Offnung; die ,,Pupillen‘. Die Hauptstrahlen.
Es sei zundchst ein Dingpunkt O auf der Achse gegeben (Abb. 103). Diejenige
Blende, die den Offnungswinkel der abbildenden Biindel wirklich bestimmt,
weil sie ihn mehr beschréinkt als die andern, kann man auf folgende Weise finden.
Man denkt sich alle Blenden, mégen sie nun vor oder hinter den Linsen oder
Spicgeln der abbildenden Folge licgen, oder — im allgemeinen Falle — zwischen
ihnen, durch den vor ihnen
liegenden Teil L, der Folge in
den Dingraum abgebildet (dafl
dies ohne allzu groBe Aberra-
tionen moglich ist, so daB eini-
germallen von einer bestimmten
Lage und GroBe dicses Bildes
gesprochen werden kann, ist
cine Voraussetzung des folgen-
den Kapitels)!). Diese Bilder
konnen reell sein, so dafl man
sie, wenn man auf der Bildseite =~ Abb. 103, Zur Aufsuchung der Offnungsblende. B, I3,
cine_leuchtende  Flache an- % e Offungsblende o ener schaubic e
bringt, auf einem Schirm beob- 0, oder sein Bild 0,0]. P, P, das von L, ent-
achten kann; oder virtuell, so  worfene Bild der Blende, ist dic Eintrittspupille;
daB ein in den Dingpunkt O p{ P, das von L, entwqrfene Bild der Blende, ist
gebrachtes Auge sic bei ent- die Austrittspupille.
sprechender Akkommodation
oder Brille schen kénnte. So sei z. B. die Blende B, B, mit dem Achsenpunkte B ab-
gebildet in P; P, mit dem Achsenpunkte P. Wenn alle Blenden so in den Ding-
raum abgebildet sind, so wird die Offnung der den Punkt O abbildenden Biindel
durch diejenige von ihnen bestimmt, deren Bild von O aus nach vorwiérts oder riick-
wirts unter dem kleinsten Schwinkel erscheint. Sei B, BB, die die Offnung am
meisten beschrinkende Blende und P, P P, dieses am kleinsten erscheinende Blen-
denbild (das nach dem Gesagten im Sonderfalle auch cine korperliche Blende
selbst sein kann). DaB O P, der Strahl des groBten Offnungswinkels ist, ergibt sich
daraus, dal3 dieser Strahl durch den Rand B, der wirksamen Blende B hindurch-
geht, und daB jeder Strahl groBeren Offnungswinkels in der Blende B einen
grofferen Achsenabstand haben miiffite. Dieselbe Blende B kénnen wir durch
den hier nachfolgenden Teil L, der Linsenfolge in den Bildraum abbilden, ihr
Bild P{ P’ P; erscheint dann aus demselben Grunde von dem axialen Bildpunkte O’

1) Da das von O ausgehende Biischel, selbst wenn e¢s in den Bildpunkt O’ punktweise
vercinigt wird, zwischen den Linsen im allgemeinen sphirische Aberratiionen aufweisen
wird, so kann einc zwischen den Linsen licgende Blende Strahlen einer gewissen Neigung
ausschlieBen, ohne stiarker geneigte abzublenden. Dies lehrt der Anblick z. B. von Abb. 67.
Aus dem Biindel werden dann cinige Zonen ausgeschieden. In diesem Falle wollen wir die
Offnung des Biindels bis zu der weitesten Zone rechnen, auferhalb derer alle Strahlen
abgcblendet sind.
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aus unter kleinerem Sehwinkel als die Bilder aller anderen Blenden, die im
Bildraume liegen oder in den Bildraum abgebildet werden.

Der Winkel P,OP, = 2U heiBt der dingseitige Offnungswinkel der
abbildenden Folge. Wenn der Gegenstand im Unendlichen liegt, so wird dic
Offnung des abbildenden Biindels statt durch den Winkel durch die lineare
GroBe P, P, des Blendenbildes angegeben. Der Winkel P{O’ P;=2U" heilt
entsprechend der bildseitige Offnungswinkel. Ist O’ unendlich weit, so
tritt an seine Stelle die lineare GréBe P{ P;. Ist PO = & (positiv, wenn das Licht
von P zu O fortschreitet), P'O’ = &' (positiv, wenn das Licht von P’ zu O’ fort-
schreitet) und

PP,=p, PPy=—p; PPi=p, PP=—1,
so ist (indem POP, = U gesetzt wird)
th=—§; tgU’ = — % 1),

Die wirksame kérperliche Blende B,B, (von ABBE, der alle diese Begriffe
eingefithrt hat, als Iris bezeichnet) wollen wir die Offnungsblende (Apertur-
blende) nennen, ihr dingseitiges Bild P; P, heiit nach ABBE die Eintritts-
pupille, das bildseitige P{P; die Austrittspupille (im folgenden meist
abgekiirzt mit E.P. und A.P.). Diese beiden Pupillen stehen in-bezug auf das
ganze Gerit im Verhiltnis des Gegenstandes zum Bilde. Wenn die Offnungs-
blende einigermaBen aberrationsfrei in sie abgebildet wird, kann jede von ihnen,
wenn man sic korperlich ausgefiihrt denkt, die Offnungsblende ersetzen, da jeder
Strahl, der B,B, trifft, auch durch P; P, und PjP; gegangen sein mul.

Dic E.P. und A.P. sind bis jetzt nur fiir den Gegenstandspunkt O und sein
Bild 0’ aufgesucht worden. Fiir andere Achsenpunkte kénnte eine andere Blende
Offnungsblende sein und deshalb E.P.und A.P.anders liegen. Dieser Fall wiirde,
wie wir unten sehen werden, unter anderem fiir verschiedene Raumteile ver-
schiedene Perspektive ergeben. Er wire auf Grund des folgenden leicht zu
behandeln. Wir schlieBen ihn jedoch aus, indem wir entsprechend der tat-
sichlichen Verwendung der meisten Gerdte uns auf solche Raumstiicke be-
schranken, die eine gemeinsame Offnungsblende, E.P.und A.P., besitzen. Auch
fiir seitliche Punkte in der Ebenc von O, z. B. 0, und 0,, moge zunéchst dieselbe
Offnungsblende und dieselbe Pupille wirksam sein. Dal} dies im allgemeinen
nur fiir einen bestimmten Achsenabstand gilt, werden wir im folgenden schen.

Nicht selbstleuchtende, z. B. durchleuchtete Gegenstdnde miissen von eincr
leuchtenden Fliche (Lichtquelle) aus Strahlen erhalten. Ist diese nicht so grof,
daB sie z. B."einem Punkte O alle Strahlen liefert, die den Ofnnungswinkel P;0P,
erfiillen, so ist statt der im Gerit vorhandenen Blende die Lichtquelle fiir den
Offnungswinkel maBgebend. Allgemein muB die Lichtquelle oder — wenn sic
sich nicht selbst im Bildraum befindet, sondern erst durch Linsen oder Spiegel
dahin abgebildet wird — die ihr im Dingraum konjugierte Fliache, von O aus
betrachtet, mit den Bildern der im Gerit vorhandenen Blenden auf ihre schein-
bare GroBe hin verglichen werden. Erscheint ihr Bild kleiner, so bildet es die E.P.

Die Strahlen, die durch die Mitte der Offnungsblende gehen, heien Haupt-
strahlen. Bei geniigend engen Biischeln, also geniigend enger Offnungsblende,
—])—]D?mit 1 bezeichnetc Winkel von Abb. 103 ist positiv, da P P, und PO beide
negativ. Entsprechend dem in der rechnenden Optik iiblichen Verfahren 148t sich das Vor-
zeichen so bestimmen: Strecken in der Lichtrichtung (von links nach rechts gezeichnet)
und nach oben positiv; bei der Definition des Tangens werden die beiden Katheten vom
Scheitel des rechten Winkels aus durchlaufen. Deshalb bilden Strecken, die in der Licht-
richtung aufsteigen, negative, die in der Lichtrichtung absinken, positive Winkel mit der

Achse. Dic GréBen p und ! sind wesentlich positiv; der Grenzwinkel U ist so gewdhlt,
daB fiir negative &, die fast stets auftreten, die Apertur positiv wird.
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kann man sie zum Zwecke der Ubersicht allein betrachten. Wird die Mitte der
Offnungsblende B aberrationsfrei in den Dingraum und Bildraum abgebildet,
so zielen die Hauptstrahlenim Dingraum cbenfalls auf einen Achsenpunkt,
den Mittelpunkt der E.P., und im Bildraum auf einen Achsenpunkt, den Mittel-
punkt der A.P. Die fast stets vorhandenen Aberrationen bewirken zwar kleine
Verschiebungen des Achsenschnittpunktes der Hauptstrahlen im Dingraum und
im Bildraum, je nach ihrer Neigung, diesc konnen aber fiir die folgenden Be-
trachtungen (mit einer unten folgenden Ausnahme) vernachlissigt werden, so da3
kurz zusammengefat dasHauptstrahlenbiindel im Dingraum im Mittel-
punktder E.P, im Bildraum im Mittelpunktder A.P. zusammentrifft.

Die Winkel der Hauptstrahlen mit der Achse sind in Ubereinstimmung mit
der obigen Bestimmung der Vorzeichen definiert durch 00, =vy; 0'0{ =" und

=7 y
tgw = £ R

95. Die Begrenzung des Gesichtsfeldes, die ,,Luken‘‘. Denken wir uns
die Offnungsblende so eng, daB nur noch die Hauptstrahlen betrachtet zu werden
brauchen, so ist leicht zu erkennen, welche Blende die abzubildenden Gegen-
stinde begrenzt. Denken wir uns alle Blenden wie frither in den Dingraum
und in den Bildraum abgebildet, so bestimmt diejenige, deren dingseitiges Bild
vom Mittelpunkte der E.P., P, aus unter dem kleinsten Sehwinkel erscheint,
den grofiten Winkel, in dem noch Gegenstidnde liegen, die Hauptstrahlen ent-
senden kénnen, die also bei sehr enger Offnungsblende allein noch abgebildet
werden. Dieser Winkel = 2 W heiBt der Gesichtsfeldwinkel, die ihn be-
stimmende korperliche Blende
heit die Gesichtsfeldblen-
de, ihr dingseitiges Bild ist von
M. v. RoHR dic Eintrittsluke
(E.L.) genannt worden. Bild-
seitig entspricht ihr die Aus-
trittsluke (A.L.), in die die
Gesichtsfeldblende und die E. L.
abgebildet werden, und die von
dem Mittelpunkt P’ der A.P.
kleiner als alle anderen Blenden-
bilder erscheint.

Die .”LUken )Vlrkcn n Abb. 104. Die allmahlichc Abblendung der Off-
dem optischen Gerdt so wie nung durch eine Eintrittsluke, die hinter der
eine Luke oder ein Fenster fir Eintrittspupille liegt. PO =&, PL =1, PP, = p,
ein in P oder P’ befindliches PPy=—p, LLi=1I LLy=—I
Auge; mit dem Unterschiede,
daB sie nicht immer zwischen Pupille und Gegenstand (Pupille und Bild) zu licgen
brauchen; sie kénnen auch aufBlerhalb der Strecke PO (im Bildraum P’Q’) liegen
und behalten ihre die Abbildung einschrinkende Wirkung auch, wenn sic von
den Strahlen erst nach Verlingerung iiber P oder O (im Bildraum P’ oder 0’)
hinaus getroffen werden.

Wir rechnen mit dem halben dingseitigen (bildseitigen) Gesichtsfeldwinkel
nach der Definition ‘

4

tgw = —

_LL, 1
Sei nun (Abb. 104) die Offnungsblende von endlicher GroBe, so wird man
doch die Bezeichnung ,,Gesichtsfeldwinkel“ beibehalten, obwohl im allgemeinen
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noch Gegenstinde auBerhalb dieses Winkels abgebildet werden. Er bildet bei
endlicher Blende nur dann die Grenze, wenn nur eine Gegenstandscbene vor-
handen ist und die E.L. in diese hineinfllt.

In jeder Gegenstandsebene, die nicht in die E.L. fillt, beginnt bei ciner
gewissen Entfernung 0O, (Abb. 104) von der Achse die Gesichtsfeldblende dic
Offnung zu beschrinken. Die Verbindung gleichliegender Begrenzungspunkte
der E.P. und E.L., z. B. P,L,, begrenzt den Raumwinkel, in dem nur die E.P.
wirksam ist; jenseits dieses Winkels wird die Fliche der E.P. tcilweise durch
die E.L. verdeckt. Der Querschnitt des von einem solchen Punkte o ausgehenden
Biischels in der Ebene der E.P. wird durch das weile Kreiszweieck von Abb. 105
angegeben; cs entsteht, indem (Abb. 104) die E.L. von o aus auf die Ebenc P
projiziert wird. Entfernt sich o von der Achsc, so riickt die Projcktion der E.L.
gegeniiber der E.P. weiter nach oben. Das Kreiszweieck wird kleiner, die Biischel
werden mehr und mehr abgeschattet (,,vignettiert”). Jenseits des Raumwinkels,
der durch dic Verbindungslinic entgegengesetzt liegender Randpunkte der E.P.
und E.L., z. B. P,L,, gegeben wird, koénnen iiberhaupt keine Strahlen mechr
an der Abbildung teilnehmen. Diese beiden Raumwinkel, w, der Vignetticrungs-
winkel und 2, der AusschluBwinkel, zerfillen den ganzen Raum
in cin Gebict, das mit voller Offnung, cin Gebiet, das mit ab-
nchmender Offnung, und cin Gebict, das gar nicht mehr Strahlen
in dic Linsenfolge entsendet. Werden dic Abstdnde der Ding-
c¢bene O und der E.L., L, vonder E.P., mit & und 7 bezeichnet,
and ist p die halbe Offnuno der E.P., ! dic halbe Offnung der
E.L., die beide nach obcn positiv, nddl unten negativ ge-

A .

2 rechnet werden, so ist
Abb. 105. Der I—p
Querschnitt eines tgom = T
Bindels in der 1
h : n )
Ebene des E. D. th:_lﬁ-/)'

Ui
In der Ebene O bestimmen diese Winkel den Ring 0,0, der allmihlichen Ab-
blendung, dic von innen nach auflen zunimmt. Aus Abb. 104 folgt

00, = —tgw-&§—p=L""te_p
(der Kreis gleichmaBiger ()ffnung),

00, = —tg@¢+p=—LHetp

(der Kreis, der noch an der Abbildung teilnimmt);
also

0,0, =2p"

Das letztere ist dic Breite des Ringes allmihlicher Abblendung. Sie ist also der
Offnung der E.P. proportional und verschwindet mit ihr; cbenso, wenn der Ab-
stand 5 — & zwischen Gegenstand und E.L. zu Null wird.
Von P aus bestimmen die Kreise mit den Radien 00, und 00, dic Winkel
w; und w,, indem
00,
0502 - —tng:

= —tgw,
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w, heiBe der innere, w, der duBlere Gesichtsfeldwinkel.
Gleichungen ergeben durch Division mit —¢&:

Die fritheren

tgw, = tgw — tgU,
tgw, = tg 2 + tgU,

tgo +tg@ ¢
L8 =

tgw, + tgw, = tgW.

5

Werden die Winkel w und Q stets so gewonnen, dafl die beiden Rinder
der E.P. mit dem unteren Rande der E.I. verbunden werden, so gelten die
gewonnenen Gleichungen ohne Vorzeichendnderung auch fiir den Fall, daf3 die
E.P. hinter der E.L. liegt,
gleichgiiltig, ob p <! oder
p > 1 (Abb. 106 u. 107).

Verwirklicht ist der Fall
von Abb. 104 bei ciner photo-
graphischen Linse mit Vor-
derblende. Diese bildet dann
die E.P. Einer der Fassungs-
rander der Linsc (wenn cs
nicht der vorderste Rand ist,
so das dingseitige Bild cines
Randes) bildet dic E.I.. Auch
bei einer starken Lupe tritt der
gleiche Fall auf, wenn 'ihre
Offnung so klein ist, daB3 sic
die Strahlen mehr als die N
Abb. 106. Die allmihllche Abblendung der Offnung

Augenpupille einschriankt. Sie
ist dann die E.P., wihrend das
von der Lupe erzeugte Bild
der Augenpupille die E.L.
liefert.

durch ecine Eintrittsluke, die vor der Eintrittspupille
liegt und groBer als diese ist. PO =&, PL =,
PP1=/7, PP2:‘:—/), ]'1‘2—"“1'

Der Fall von Abb. 106 ist bel ciner

schwicheren Lupe verwirklicht, deren Linsen-
offnung, wie gewohnlich, gréBer ist.  Die
Augenpupille wirkt hier als Offnungsblende,
ihr von der Linse in den Dingraum entwor-
fenes Bild bildet also die E.P. ; ebenso bei einem
hollandischen Fernrohr. Der Fall der Abb. 107
entsteht beim Ubergang aus Bild 106 in
Bild 104, wird also bei der Lupe auftreten.
96. Mehrere Eintrittsluken. Bei photo-
graphischen Objektiven mit mittlerer Blende
wird der Fall von Abb. 106 auftreten koénnen.
Dic E.P. liegt hier nahe der Offnungsblende
zwischen den Linsen; deren Fassungen be- e R, o
grenzen das Gesichtsfeld. Nun sind aber hiu- fiigiizkgégtdfngOﬁlei?crr ]i';: tglt;i
fig mechrere Linsenfassungen so groB3 gemacht, ist. PO =§ PL =y, PP, —p,
daB ihre dingseitigen Bilder vom Mittelpunkt PPy=—p, Ll =—1L
der E.P. gleich groB3 erscheinen. Man hat also
den Fall mehrerer E.L. Abb. 108 zeigt zwei IE.L., [;1l,und L, LL,. Die Dingpunkte
innerhalb des Kegels mit L,P, werden in ihrer Strahlung nur durch die E.P.
begrenzt. Die Punkte aullerhalb des Kegels mit [, L, sind ganz von der Abbildung

Abb. 107. Die allméhliche Abblen-
dung der Offnung durch cine Ein-
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ausgeschlossen. Die zwischen beiden Kegeln liegenden Gebiete werden im
allgemeinen von der E.P. und einer der beiden Luken in ihrer Strahlung begrenzt,
ihre Biindel zeigen also in der Ebene der E.P. ein Kreiszweieck nach Abb. 105.
Die Punkte des in Abb. 108 schraffierten Gebietes werden aber auBler von der E.P.
auch von beiden Luken begrenzt und zeigen einen Querschnitt wie Abb. 109.
Der Gesichtsfeldwinkel W nach
unserer fritheren Definition fallt
mit der Grenze des iiberhaupt
abgebildeten Gesichtsfeldes zu-
sammen; vorher findet eine weit
schnellere Abnahme der Biindel-
breite (und wie wir spiter sehen
werden, der Helligkeit) statt.
Ausfiihrlicher ist dieser Fall von
M. v. Ronr!) behandelt worden.

97. Mitwirkung anderer
Blenden. Auch Blenden, die von
P aus groBer als die E.L. er-
scheinen, konnen die Abbildung
gewisser Raumteile beschrinken. Ebenso konnen fiir gewisse Dingpunkte
mehrere E.P. auftreten. Alle diese Fille sind analog den obigen einfach zu be-
handeln; sie spielen gelegentlich beim Bau verwickelter Gerite eine wichtige
Rolle (z. B. bei Sehrohren, Entfernungsmessern).

Abb. 108. Der Fall zweier Eintrittluken.

B3) Die Bedeutung der Hauptstrahlen.

98. Die Hauptstrahlen als Schwerlinien. Die Zeichnung auf der Auffang-
ebene wird, sofern sie erkennbar ist, durch die Schwerlinie der Biindel bestimmt,
die von den Dingpunkten ausgehen?. Ob und wie vollkommen diese im Bild-

raum in Bildpunkte vereinigt werden, braucht nicht

\ untersucht zu werden, sobald es feststeht, daB3 auf der
Auffangebene iiberhaupt cine Zeichnung erkennbar her-
/ vortritt. DaB die Bildorte gerade durch die Durch-

Abb. 100. Der Quer- stoBungspunkte der Schwerlinien bestimmt sind, ist eine
schnitt eines Biundels annehmbare, der Erfahrung entsprechende Néherung,
aus dem schraffierten die auf dem Boden der geometrischen Optik nicht
Teile der Abb. 108 in  weiter gepriift zu werden braucht.
der Ebene der E.D. Die Schwerlinien der Biindel sind diejenigen Strah-
len, die durch die Mitte der Offnungsblende gehen, also
nach der Definition von Ziff. 92 die Hauptstrahlen. Sie bestimmen also die
Zeichnung auf der Auffangebene durch ihre DurchstoBungspunkte.
Dadurch, daB fiir seitliche Dingpunkte auBer der Offnungsblende auch
andere Blenden einschrinkend wirken konnen, wird fiir solche Punkte offenbar
den Hauptstrahlen die Eigenschaft der Schwerlinien genommen. Die Schwer-
linie solcher Biindel geht dann durch den Schwerpunkt der Kreiszweiecke von
Abb. 105 oder der Kreisvierecke von Abb. 109. Doch kann dieser Unterschied
nur bei feineren Untersuchungen von Bedeutung sein; denn wenn die Zer-

1) M. v. RoHR, Die Bilderzeugung in optischen Instrumenten, S. 488.

2) DaB die Schwerlinien der Bild-Strahlen-Biindel durch dieselben Strahlen gebildet
sind wie die Schwerlinien der Biindel im Dingraum oder in dem Raum irgendeiner Zwischen-
abbildung, trifft immer zu, mit Ausnahme der seltenen Fille, in denen das Biischel ,,zer-
klaftet'" wird (s. oben S. 169).
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streuungsflecke klein genug sind, um als Bildpunkt aufgefat zu werden, so ist
offenbar eine kleine Verlegung ihres Schwerpunktes von geringem Einfluf.
Dicser EinfluB wiirde sich dadurch zeigen, da die Verkleinerung der Offnungs—
blende eine Bewegung des scheinbaren Bildpunktes zur Folge hat. Dies kann in
der Tat beobachtet werden. Man muf deshalb bei Messungen mittels optischer
Bilder (s. unten) die mehrfache Offnungsbeschrinkung vermeciden.

99. Die Perspektive aufgefangener Bilder. Die Einstellungs- und die
Mattscheibenebene. Da nach Ziff. 94 unter meist gcnugcnd zutreffenden Vor-
aussetzungen das Hauptstrahlenbiindel im Dingraum in der Mitte der E.P.,
im Bildraum in der Mitte der A.P. zusammentrifft, so findet bei den meisten
optischen Gerdten cine
perspektivische  Projek-
tion statt, die der der & ,
I.ochkamera vollkommen o, o "
entspricht, nur dafB} die

beiden Projektionsmittel- \FDE\ @.
punkte hier getrennt sind, P P LIl .
2

und daB die Hauptstrah-
lenwinkel in beiden Réiu-
men cinander im allge-
meinen nicht gleich sein
werden. e

Seien in  Abb. 110
0,0,0,0, beliebige Ding-

punkte,Pder'Mittelpant Abb. 110. Die Dingpunkte 0,0,0,0, ergeben eine per-
der E.P.; P’ der . Mittel spektivische Zeichnung (();O;,Ol’,,,%)’,:) z:uf der Mattscheiben-
punkt der A:P" die Auf- cbene (M.E.). Auf der Einstellebene (E.E.) kann das
fangebenc sei durch 0’ge- | dingseitige Abbild (0;0,;0;10,y) dieser Zeichnung kon-
Iegt, wir wollen sie hier struiert werden. P ist das Zentrum der Perspektive im
nach M. v. ROHR in An- Dingraum.

lchnung an die photo-

graphische Kamera Mattscheibenebene nennen und durch M.E. abkiirzen.
Die dingseitigen Hauptstrahlcn sctzen sich von Paus als bildseitige fort und
durchstoBlen die M.E. in 0] 07, 07,0},

Alle Dingpunkte, die z. B. auf dem Hauptstrahle O, P liegen, etwa 0,,
werden in der Zeichnung auf der M.E. durch einen einzigen Punkt dargestellt.
P ist also das Zentrum der Perspektive fiir die Aufnahme. Das Bild auf der M.E.
kann nichts anderes sein als eine Wiedergabe der Projektionsfigur, die auf einer
— zunichst beliebigen — Ebene des Dingraumes durch die dingseitigen Haupt-
strahlen crzeugt wird. Das optische Gerit kann, wenn der Mittelpunkt der E.P.
fest liegt, an dieser Zeichnung nichts dndern; nur der MaBstab der Wiedergabe (der
im allgemeinen auch nicht im ganzen Bilde derselben sein wird) hingt von ihm ab.

Nehmen wir ferner an, daB der Dingpunkt O der zu O’ konjugierte sei, so
nennt man die durch ihn gelegte Ebene nach M. v. Rosr die Einstellungs-
cbene (E.E.). Die Zeichnung 00;040;;;0;y auf der E.E. heit das ,,ding-
seitige Abbild“. Wird, wie es beim photographischen Objektiv annihernd
der Fall ist, die E.E. in die M.E. nach den Gesetzen der Kollineation abgebildet,
so sind 0'0,07,07,0}, die konjugierten Punkte der obigen; dic Aufgabe der
Abbildung eines rdumlichen Stiickes ist zuriickgefithrt auf die der Abbildung
ciner Ebene der E.E., in eine andere, dic M.E.

Werden auch die Nachbarebenen der E.E. ohne allzu groBe Fehler abgebildet,
so sind den Dingpunkten im Bildraum die Punkte 0{050;0; konjugiert, doch

5 o
£r
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konnen diese fiir unsere Untersuchung auBer Betracht bleiben, eben wie die Giite
der Strahlenvereinigung in ihnen.

100. Rdumliche Erscheinung. Die Zeichnung 0’0}07,07;;0%; kann, z. B.
mit Hilfe der Photographie festgelegt, den Eindruck der kérperlichen Gegenstinde
hervorrufen. Dazu ist notwendig, daB sie dem Auge dieselben Hauptstrahlen
vermittelt, die es erhalten hitte, wenn es sich in P befunden hitte; d. h. die
Winkel bei dieser Betrachtung miissen den Hauptstrahlenwinkeln w bei der
Aufnahme gleich sein; z. B. muB3 0’0}, dem Auge erscheinen unter dem Winkel
wy, = OPOy; sonst wire die Deckung von 0,0, unverstiandlich, die Perspektive
gefilscht. Der richtige Betrachtungsabstand ist also

a=0 0} tgw,;
allgemein (ohne Riicksicht auf Vorzeichen)
a=y’:tgw=%»§=ﬂ§=5:h

wenn f die lincare VergroBerung in den beiden konjugierten Ebenen oder
7 = 1:§ der ,,ReduktionsmaBstab‘“ ist. Bei cinem unendlich entfernten Gegen-
stand wird y’':tgw = f’, der Brennweite der abbildenden Linsenfolge. Land-
schaftsaufnahmen miissen also im Abstande der Brennweite der Aufnahmelinse
betrachtet werden. Wird aber im Fernrohr ein Luftbild betrachtet, so bedeutet
diec Forderung, dal3 es unter denselben dingseitigen Winkeln @ erscheinen soll,
nichts andcres, als daB3 die Fernrohrvergroerung 1 sein soll (s. unten), was fast
stets dem eigentlichen Zwecke des Fernrohrs widerspricht. Fernrohre geben also
cine Falschung der Perspektive, die um so stérker ist, je mehr ihre VergrofSerung
von 1 abweicht.

101. Der Scheinersche Versuch. Nehmen wir voriibergchend einmal an,
daBl dic Offnungsblende zwei getrennte in derselben Achsenebene liegende
Offnungen enthalte. Der Versuch 148t sich mit dem Auge machen, wenn man
cin Kartenblatt mit zwei feinen Léchern davorhilt, die beide noch von der
Pupille eingeschlossen werden. So entstehen zwei E.P., also zwei Projektions-
zentren im Dingraum; auf der E.E. liefern sie zwei Zeichnungen, z. B. zwei
Punkte von einem Dingpunkt, dic um so weiter voneinander entfernt sind, je
weiter der Dingpunkt von der E.E. entfernt ist. Es wird also die E.E. sclbst,
das ist die Ebene, auf die das Auge akkommodiert, cinfach, alle anderen doppelt
gesehen werden.

102. Anderung der Perspektive durch Anderung des Strahlenganges.
Beim freien Sehen liegt die Pupille in der Lichtrichtung stets hinter den Gegen-
stinden. Nahere Gegenstdnde erscheinen gréBer; ihre Projektion auf die E.E.
ist groBer als die weiter entfernter Gegenstinde von derselben lincaren Gréfle.

In Abb. 111 ist AB = CD; die Projektion von 4 B
G ist EF, dic von DC ist EG; und EG > EI'. Dic-
ses Lagenverhiltnis zwischen Pupille und Gegen-
F c stinden ist fast stets bei optischen Gerdten vor-
handen, so dal} diec Perspektive dic gewohnte und
\ natiirliche ist. (,,Entozentrischer Strahlengang‘
nach M. v. ROHR.)
£ 4 0 r ABBE hat zuerst fiir MeBzwecke (s. unten)
Abb. 111. Der cntozentrische cinen Strahlengang eingefiihrt, bei dem die E.P.
Strahlengang. — Von zwei im Unendlichen liegt, die Hauptstrahlen im Ding-
gleich grolien Gegenstanden AL raum parallel verlaufen. In Abb. 112 ist cine Ver-
l’;ﬁcfg mffégte(ée]r) Zi“;r(l)‘é?:z wirklichung dicses Strahlenganges angegeben; dic
Projektion LG in der Einstell- Blende P’liege in der hinteren Brennebene ciner
ebenc. Linse. Gleich lange Strecken erscheinen stets gleich
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lang, ob sie niher oder ferner sind. Diese Perspektive kann leicht bei der Lupe
eintreten und ist oft im Mikroskop verwirklicht. Dieser Strahlengang heit nach
ABBE ,telezentrisch’ nach der Dingseite.

Den dritten Fall hat M. v. RoHR entdeckt. Die E.P. kann in der Licht-
richtung vor die Gegenstdnde verlegt werden. Eine Verwirklichung zeigt Abb. 113,
wo die Blende (z. B.
das Auge, genauer

sein Drehpunkt, s. re c
unten) hinter einer /D=°°{
Lupe liegt, so daB

AR EA D VoL
sie im Dingraum vor

den  Gegenstinden

abgebildet wird. Die  ypj, 112, Der telezentrische Strahlengang. Dic gleich groBen
vom Auge entfern- Gegenstinde A I3 und C D ergeben in die Einstellebene projiziert
tere Streckec BA cr- dieselbe Lange EF.

scheint auf der E.E.

als Strecke EF; dic gleich groBe ndhere Strecke DC erscheint als £G; und
EG <EF (,,Hyperzentrischer Strahlengang).

103. Die Perspektive optischer Gerdte in Verbindung mit dem Auge.
Beim Hinzutreten des Auges zu optischen Gerdten bleiben zwar die obigen
Ableitungen in Geltung, die Auffangebene wird dann durch die Netzhaut gebildet.
Es treten aber cinige wesentliche Besonderheiten hinzu:

Abb. 113. Der hyperzentrische Strahlengang. Von zwei gleich groBen Lingen 4 3 und CD
crgibt dic vom Licht spiter errcichte in der Einstellebene die kleinere Projcktion EG.

a) Die Blende des Auges, die Iris, ist veridnderlich. Im ,freien Schen,
ohne optisches Gerit, bildet sie die Offnungsblende und verandert ihren Durch-
messer automatisch der Helligkeit entsprechend. Ihr dingseitiges Bild, die
Augenpupille, schwankt zwischen ctwa 2mm bei Tageslicht und 8 mm bei
Dunkelheit. Beim Sehen durch cin optisches Gerit wiirde die Iris, wenn sic
nicht Offnungsblende ist oder nicht wenigstens ihr Ort in dem der Offnungs-
blende abgebildet wird (d. h. die A.P. am Orte der Augenpupille liegt), Gesichts-
feldblende sein, oder bei geniigender Verengerung werden miissen; dann hinge
das' Gesichtsfeld von der PupillengréBe ab. AuBer in seltenen Fillen (bei sehr
starken Lupen und sehr starken hollindischen Fernrohren) wird dieser Ubelstand
vermieden: Die Augenpupille begrenzt dic Offnung der aus dem Gerdt aus-
tretenden Biindel und liefert somit dem Gerit die A.P.; oder der Ort der Augen-
pupille fillt wenigstens mit dem der A.P., wenn die Augenpupille groBer ist,
zusammen, so daB bei ihrer Verengerung der Kreuzungspunkt der Hauptstrahlen
unverdndert bleibt.

b) Das Gesichtsfeld des ruhenden Auges ist nur in einem Bereiche von
cinigen Winkelminuten zu benutzen, da die Empfindlichkeit auBerhalb des
»gelben Fleckes der Netzhaut sehr gering ist. Das Auge wird jedoch in seiner

Handbuch der Physik. XVIIL 12



178 Kap. 1, C. O. EPPENSTEIN: Realisierung der Abbildung durch Kugelflichen. Ziff. 103.

Hoéhle gedreht und so nacheinander auf Punkte eines groBen Gesichtsfeldes ge-
richtet. Im freien Sehen ist also bei ruhendem Auge seine E.P., also die Augen-
pupille, das Zentrum der Perspektive fiir das Netzhautbild, bei bewegtem,
,,blickendem‘* Auge der Augendrehpunkt, der etwa 10,5 mm hinter der Pupille
iilegt. Das Nacheinander des so entstehenden Bildes kommt bei der Kiirze der
.»Augenblicke’* nicht zum BewufBtsein. Bei ruhendem Auge decken einander
Dingpunkte, die auf demselben Hauptstrahl des Auges (auf derselben Visier-
linie nach der Bezeichnung von HELMHOLTZ) liegen; bei bewegtem Auge, solche,
dic auf derselben Blicklinie liegen, wobei die Blicklinien durch den Augendreh-
punkt gehen. Da man gewdohnt ist, alle Punkte zu ,fixieren*’, anzublicken,
die die Aufmerksamkeit auf sich ziehen, so kommt von selbst nur die Perspektive
der Blicklinien, die ,,Haupt‘‘perspektive zum Be-
wulltsein. (Im Gegensatz dazu heillt die Perspek-
tive des ruhenden Auges , Fiill“perspektive). Im
tibrigen ist der Unterschied in den meisten Fillen
kaum crkennbar, da die beiden Projektionszentren
eng benachbart sind und das wahrgenommene Ge-
sichtsfeld des ruhenden Auges sehr klein ist.
Beim Sehen durch optische Gerite konnen wir
folgende Talle unterscheiden:
Abb. 114. Der Augendreh- 1. Am Orte der Augenpupille befindet sich kein
punkt als Kreuzungspunkt andercs Blendenbild (Brille, Lupe, hollandisches
der Hauptstrahlen. Als Bei-  Fernrohr). Das Auge drcht sich wic beim freien
spicl: Die Brille. Sehen um seinen Kugelmittelpunkt. Zu Haupt-
strahlen des Gerdtes werden die Blicklinien des
Auges; sic schneiden sich im Dingraum in cinem Punkt P, der dem Augen-
drehpunkt P’ konjugiert ist (Abb.114). Die kleinste vom Gerit gelieferte
Blende bestimmt das Gesichtsfeld, wenn sic, wie gewohnlich, grofler als die
Augenpupille ist. Je kleiner diese Blende ist, um so mehr neigt man dazu, den
Kopf gegen das Gerit zu verschieben. (Diese
Verschiebung ist bei der Brille unmdglich, bei
der also der Augendrehpunkt stets streng den
Schnittpunkt der Hauptstrahlen liefert.) Beim
Blicken nach rechts z. B. verschiebt sich der
Kopf nach links, so daB durch die Zusammen-
setzung beider Bewegungen sich eine Drehung
) um cinen Punkt zwischen A.P. des Gerits und
Alb‘s)-“$~ Kleine Blende des Gerats  Augendrehpunkt ergibt. Ist diese Blende schr
e mcben bbb Taen - Klen, wie bei starken Lupen und starken hol
Beispiel: Starke Lupe. lindischen  Fernrohren, wo sie schlieBlich
Offnungsblende wird, so verschiebt sich der
Kopf so stark, daB der Drehpunkt der zusammengesetzten Bewcgung ganz
in das Bild dieser Blende, die A.P. des Gerites, fallt (,,Schliissellochbeob-
achtung*‘ nach M. v. RoHR; Abb. 115).

2. Am Orte der Augenpupille liege cin Blendenbild, dic A.P. des Gerites.
(Dies ist bei allen zusammengesetzten Gerdten mit positivem Okular der Fall.)
Diese ist fast nie so groB, daB sich das Auge bei ruhendem Kopfe um seinen
Mittelpunkt drehen kann, ohne daB die Augenpupille aus der A.P. des Gerites
heraustritt (siec miiBte dazu bei @’ = 20° und 2 mm Augcenpupille einen Durch-
messer von 9,7 mm haben). Bei kleiner A.P. wird wiederum der Kopf verschoben,
so daB sich auch hier ein Drehpunkt ergibt, der niher an der A.P. licgt (Abb.110).
Bei kleiner A.P. und kleiner Augenpupille wird der Drehpunkt ganz in die A.P.
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verlegt. In ihr schneiden sich also die Hauptstrahlen, und das ist bei der Beob-

achtung durch Mikroskope und stirkere Fernrohre (auBer den sog. Nachtglasern,

die sehr groBe A.P. haben) immer anzunehmen. Abb. 117 stellt diesen Fall dar.
104. Die GroBe aufgefangener Bilder. In Ziff. 97 hatten wir die Darstellung

der im Raum verteilten Gegenstidnde auf einer Auffangfliche auf die Darstellung

einer Dingebene in eine Bildebene zuriickgefithrt. Wire diese Aufgabe fiir endliche

ebene Stiicke mit Hilfe der optischen Abbildung, also der Vercinigung der von

cinem Dingpunkte ausgehenden Strahlen in einem

Bildpunkt, streng lésbar, so brauchte man die

wirklichen, das Bild erzeugenden Strahlen nicht

zu betrachten; es wire gleichgiiltig, welche von -

ihnen an der Abbildung teilnehmen. In Wirklichkeit /Q/

ist die Aufgabe nur anndhernd zu loésen. Wir fin-

den in jeder Auffangebene bei endlicher Offnung

Zerstreuungsflecke, die wir als Bildpunkte auffassen.  Abb. 116. GroBe A.P. Der
Freilich wird fiir einen Bereich der Dingebene die g:zﬁlz;]"gﬁle)"t“kztwglsi;;fa}\llig-
Auff_angebene. so gewdhlt werden konnen, gla.B sie und Auggcn drehpunkt.
wenigstens die Punkte bester Strahlenvereinigung

enthdlt. Jedenfalls aber erhalten wir auf ihr, sobald

iiberhaupt ecin Bild erkennbar ist, dic Lage der Bild-

punkte durch die Hauptstrahlen. Wir brauchen im Al

folgenden nicht einmal anzunehmen, daB die beiden PR

Ebenen einander optisch fiir achsennahe Strahlen | ™

konjugiert seien; und werden diese Annahme jedes-

mal hervorheben, wenn wir sie einfithren. Trotzdem  Abb. 117.- Eine kleine A.P.
gebrauchen wir fir die DurchstoBungspunkte der Dbildet den Kreuzungspunkt
bildseitigen Hauptstrahlen, ihre Achscnabstdnde und der Hauptstrahlen.
deren Verhaltnisse der Einfachheit halber die sonst

fiir optische Bilder gebrauchten Zeichen: Die beiden Ebenen seien in O und O’
senkrecht zur Achse errichtet. Of entspricht O,. Die Schnittpunkte der Haupt-
strahlen im Ding- und Bildraum seien P und P’; zunichst brauchen diese Punkte
nicht unabhingig von der Wahl der Punkte O und O, zu sein, da die Mitte der
Offnungsblende nicht ohne Aberrationen nach den beiden Raumen abgebildet
scin wird. Setzt man dann

PO=¢, PO =¢
so ist (Abb. 118)

)

_00, _ _y. ;00 Y
Be=5p =" 5> W=Gp=— (1)
AR U 2
y T tgw g (2)
wo I dic WinkelvergréBerung in den
Pupillen ist und bei aberrationsfreier
Abbildung der Offnungsblende in dic ’
Pupillen durch Iy, den Wert fiir P F_ o
achsennahe Strahlen, crsetzt werden 0 F P > QO’
konnte. Dann ist nach den Regeln Abh 112 Deraiateian e Biaes 00 7
v kolline i p . 118. Der Maflstab des Bildes. =19,
der kollinearen AbElldung auch 00y POt PO FO— v
= 2. F'O =, FP=X, I'P = X' Links
ﬂ T & BO ’ (3) oben ist O durch 0O, zu ersetzen.

wo B, das VergroBerungsverhiltnis in den Pupillen ist.
12%
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Liegen die Pupillen in den Hauptpunkten, so ist B, = 1 und

Dies ist stets annihernd der Fall, wenn dic Linsen eng an der Offnungsblende
stehen.

105. Messung von GegenstandsgroBen durch Messung des Bildes. Mehrere
optische Gerdte dienen dazu, die GroBe eines Gegenstandes durch Ausmessen
seines Bildes festzustellen (MeBmikroskop). Gewdhnlich ist eine Glasplatte
mit einer Teilung (Strichplatte), seltener MeBfiden, fest angebracht, deren
Ebene die Auffangebene bildet. Mit dieser Teilung wird das Bild verglichen.
Den Wert des Teilstriches bestimmt man durch einen Gegenstand bekannter
GroBe, z. B. eine bekannte Teilung. Hierbei ist & stets dasselbe, & dagegen
wird nur dadurch einigermaBen gleichmiBig, daB stets auf Bildscharfe eingestellt
wird. Diese stérende Abhidngigkeit von & ist durch die obige Gleichung gegeben;
sie kann aber nach ABBE durch Einfithrung des auf der Dingseite liegenden
telezentrischen Strahlenganges (Ziff. 100) beseitigt werden.

Sind die auf dic Brennebenen bezogenen Abszissen des Gegenstandes und
der Auffangebene x, x’, der Pupillen X, X', so dal FO = x, ['O’ = &', FP = X,
F'P'= X', so ist

E=x—X; E=x—-X.

Bei kollinearer Abbildung der Pupillen gilt
r,= /S , also ergibt (2)

1 &
b=y ax =i (4)
f wird fir X = oo unabhingig von x, wic auch aus Abb.119 hervorgeht: Bei

parallelen dingseitigen Hauptstrahlen hat dic Verschiebung des Gegenstandes auf
die VergroéBerung des,,Bildes*,

_— das in einer festen Ebene

(T = aufgefangen wird, keinen Ein-

g fluB. Der Reduktionsfaktor

(1:8) eines solchen Mel-

Ra :::Ié,;_"_’_’_ mikroskopes ist also von der
2

Schirfe der Einstellung auf
Abb. 119. Nach der Gegenstandsseite telezentrischer  (ep Gegenstand unabhingig
Strahlengang. Wird der Gegenstand von 0,0, nach 106 M‘ G S
R, Ky verschoben, so verschiebt sich zwar sein Bild -vessung von tregen-
von 0{0; nach R{R}, die Zeichnung in der Auffang- Standsentfernungen durch
cbene bleibt aber gleich groB, weil die DurchstoBungs- Messen des Bildes. Bei der

punkte der Hauptstrahlen dieselben bleiben. Tachymetric ist umgekehrt

die GroBe eines Gegenstandes

bekannt, und es soll ein von einem Fernobjcktiv erzeugtes Bild mit ciner die

Auffangebene bildenden Strichplatte gemessen werden, um  scinen Abstand
kennenzulernen. Hierfiir gilt nach (2)

E=Z.1"; oder auch E:;—,I’O, (5)

fal]is die Pupillen kollinear abgebildet werden. Gewshnlich nimmt man an, daf3

&' jedesmal so eingestellt wird, daB wirklich dic Auffangebene mit der Ebene

des optischen Bildes zusammenfillt. Dann braucht man dic Hauptstrahlen nicht

Ty

!
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zu betrachten und der Abstand des Gegenstandes von der vorderen Brennebene
des Objektives folgt z. B. nach Gleichung (18a), Ziff. 19 aus

x=—f:f.

Setzen wir dagegen in die Gleichung (5) & = 2" — X', so folgt aus I'y = /: X’
__

Dic strengere Betrachtung fithrt also zu einem Pupillenabstand, der sich von
dem Brennpunktabstand der vorigen Formel um cin Korrektionsglied unter-
scheidet, das von #’, d.h. davon abhingt, wohin man die Auffangebene (die
Ebene der Faden) verlegt. Will man diesen EinfluB unschidlich machen, so
kann man X' = oo wihlen, d.h. die E.P. in den vorderen Brennpunkt des
Objektives verlegen. ABBE nannte diesen Strahlengang telezentrisch nach der
Bildseite. Die Hauptstrahlen verlaufen im Bildraum parallel zur Achse (Abb. 120).

ABBE hat auch sogleich darauf hingewicsen, daB sich dieser Strahlengang
in einem Fernrohr verwirklichen 14Bt, ohne dem Objektiv seine gewdhnliche
Benutzungsweise, bei! der sich die
Hauptstrahlen etwa in seiner Mitte
kreuzen, zu nehmen. Es braucht nur
hinter dem Objektiv cine Linsc ange-
bracht zu werden, deren Brennpunkt
ins Objektiv (die E.P.) fallt; liegt sic o )
nahe der Bildebene, so ist sie auch auf Abb: 120. Nach der Bildseite tclezentrischer

. e . Strahlengang. Die Zeichnung auf der Auf-
das Bild sclbst ohne Einfluli, so da8sic  fy0ebene ist dieselbe, ob in O° oder R’ ein-
nicht cinmal achromatisch zu sein gestellt wird.
braucht.

Es kénnte auch der Fall vorkommen, daB bei einem MeBmikroskop sowohl
der Dingabstand als der Abstand der MeBfiden, also & und &', verinderlich ist.
Will man trotzdem den Reduktionsfaktor unverinderlich machen, so kann man
den Strahlengang nach ABBE sowohl nach der Ding- als nach der Bildseite tele-
zentrisch machen. Ein solches Mikroskopobjektiv besteht aus zwei Sammel-
linsen mit gemeinsamem Brennpunkte, in dem sich die Offnungsblende befindet.
Dieses Linsenpaar ist also teleskopisch und seine E.P. und A.P. liegen im Unend-
lichen.

107. Messung scheinbarer Winkel durch Messen des Bildes.  Oft, ins-
besondere bei entfernten Gegenstinden, handelt es sich um die Bestimmung
der scheinbaren GréBe w, aus der BildgréBe y’. Hier ist

)// ‘t_-/ tgjﬂ, ’ Al
tgw ~ ° tgw =&l (7)
bei aberrationsfreien Pupillen:
AR SR (Y PR 4
tgw = T <! f(1 T{/)' (8)

Der durch x” und durch X’ gegebenc EinfluB der Lage der Strichplatte ver-
schwindet sowohl, wenn die Auffangebcne in der Brennebene errichtet ist, fiir
dic " = 0 ist (die wahren optischen Bilder kénnen auch an anderer Stelle liegen)
als auch fir X" =oo, d.h. fiir nach der Bildseite telezentrischen Strahlengang.

108. Messung mit Doppelbildmikrometern. Bei manchen Geriten, die
zu den drei oben beschriebenen MeBzwecken verwendet werden, also zur Be-
stimmung der GegenstandsgréBe, der Gegenstandsentfernung, der scheinbaren
GegenstandsgroBe, fehlen Strichplatte oder MeBfiden. Die Messung kommt
dadurch zustande, daB zwei verschiedenc Linsenfolgen L, und L, so ineinander
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gebaut sind, da der Dingraum oder die Dingebenc und dic Bildebenc beiden
gemeinsam ist. Dann gehéren zwei Bildpunkte zu einem Dingpunkt und zwei
Dingpunkte zu einem Bildpunkt. Die Messung besteht darin, daB die beiden
Linsenfolgen gegeneinander so verschoben werden, daB gerade die Bildpunkte
Of und O; derjenigen Dingpunkte zusammenfallen, deren gegenseitiger Abstand
ermittelt werden soll (Ausmessung eines Gegenstandes), oder deren gegenseitiger
Abstand bekannt ist und zur Ermittlung der Gegenstandsentfernung dienen
soll (MeBlatte in der Tachymetrie), oder deren scheinbarer Winkel festzustellen
ist (Messung der Sonne oder von Sternenabstinden mit dem Heliometer).

Die Auffangebene ist in diesem Falle diejenige, auf die der Augenhinter-
grund durch die optischen Mittel des Auges und das Okular des Mikroskopes
oder Fernrohrs abgebildet wird. Sie ist also verdanderlich bei Anderung der Akkom-
modation des Auges, durch die die Netzhaut verschiedenen Entfernungen konju-
giert wird. Eine solche Verschiebung der Auffangebene wird an Stelle der zu-
sammenfallenden Bildpunkte Of und Oj stets dann Zerstreuungskreise ergeben,
deren Mittelpunkte nicht zusammenfallen, wenn diec Hauptstrahlen, die nach
den zusammenfallenden Bildpunkten gerichtet sind, verschieden sind. So werden
z. B. beim Heliometer die Doppelbilder dadurch erzeugt, daB3 zwei Linsenhélften
gegeneinander verschoben werden. Wenn jede dieser Héilften ihre getrennte
Blende hat, die Blenden also an der Verschicbung teilnehmen, so werden die den
gemeinsamen Bildpunkt erzeugenden Hauptstrahlen in der MeBebene gegen-
cinander gencigt sein. Anderungen der Akkommodation werden bewirken, daB3
das Zusammenfallen zweier Dingpunkte in cinem Bildpunkt aufhéren. ABBE
schlug deshalb vor, die Blende an der Verschiebung der Halblinsen nicht teil-
nehmen zu lassen, dann fallen die Hauptstrahlen oder wenigstens ihre Projek-
tionen auf dic MeBebene zusammen und die Einstellung wird unempfindlich
gegen die Akkommodation. Dassclbe wiirde errcicht werden, wenn die beiden
Blenden der Linsenhilften so angebracht sind, dafB3 in jeder der beiden Hilften
telezentrischer Strahlengang nach der Bildseite entsteht.

Bei einecm Mefmikroskop mit verdnderlichem Dingabstand muf3 hierzu noch
der dingseitige telezentrische Strahlengang hinzutreten. ALB. KONIG!) hat
solche Anordnungen angegeben, die zum Ausmessen von Gegenstinden be-
stimmt sind.

109. Die VergroBerung beim Sehen durch optische Gerdte. Lupen-
vergroBerung, Fernrohrvergr6Berung, AblesevergroBerung. Die Frage nach der
VergroBerung, dic cin optisches Gerdt beim Betrachten eines Gegenstandes
darbietet, hat keinen cindeutigen Sinn. Zwar handelt es sich stets darum, Gegen-
stinde deutlicher oder iiberhaupt sichtbar zu machen, also unter gréBerem
Sehwinkel erscheinen zu lassen, aber der crreichte Vorteil muf3 in verschiedenen
Fallen verschieden bewertet werden.

Beim freien Sehen wire der groere Sehwinkel grundsitzlich stets durch
Annidherung des Auges zu erreichen. Gewohnlich findet diese Annédherung ihre
Grenze in der Beschrinkung der Akkommodation (der Einstellung des Auges
auf dic Ndhe). Man hilft sich dann ctwa mit ciner Lupe oder einem Mikroskop,
die dic Akkommodation ersetzen. Das Mal dieser ,,Lupenvergré8erung
ist das Verhidltnis des Sehwinkels, unter dem ecin Gegenstand durch das Gerit
erscheint, zu dem Sehwinkel, unter dem er bei ertrdglicher Akkommodation
(nach der iiblichen Bemessung bei 250 mm Abstand, der sog. deutlichen Seh-
weite) erscheinen wiirde. Die Lupenvergrélerung ist also zu bestimmen als

N = tgw’: (y/250). 9)

1) ArB. K6N1G, Deutsches Patent Zeiss Nr. 399846 vom 1. April 1923.
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Die Winkel @’ sind hierbei vom bildseitigen Schnittpunkt der Hauptstrahlen-
biindel aus zu rechnen. Dal} dieser verschieden liegen kann, ist oben, (101)
auseinandergesetzt. Wir werden darauf im folgenden keine Riicksicht mehr
nehmen und diesen Punkt kurz als ,,Augenort“ oder mit P’ bezeichnen.

Anders muB3 der Vorteil des optischen Gerdtes bemessen werden, wenn beim
freien Sehen die Anndherung des Auges nicht durch die beschrinkte Akkommo-
dation ihre Grenze findet, sondern in duBeren Umstdnden. Das Gerit soll dann
die Anndherung nicht ermoglichen, sondern ersetzen.

Hier sind noch zwei Félle moglich. Kann man das Auge dem Gegenstande
ebensoviel ndhern, wic auch die E.P. des Gerites!), so besteht die vom Gerit
dargebotene Leistung nur in der Ausbreitung des Hauptstrahlenbiindels auf
einen gréBeren Winkel. Diese ,,FernrohrvergroBerung® bestimmt sich also
durch das Verhéltnis der Tangenten des Winkels, unter dem ein Gegenstand
durch das Gerit erscheint und des Winkels, unter dem er erschiene, wenn man
das Auge an die Stelle der E.P. des Gerites setzt, also als

tgw’
Np= Tw (10)
Diesc Definition behilt ihre Bedeutung auch bei der Betrachtung unendlich
entfernter Gegenstinde.

Der andcre Fall liegt dann vor, wenn das Auge infolge der dulleren Umsténde
sich dem Gegenstande nicht so weit nidhern konnte, wie die E.P. des Gerites es
kann, wie bei der Betrachtung ciner Korperhohle oder eines Rohrinnern durch
Innensehrohre; oder bei der Ablesung ciner Wage. Die Entfernung des Augen-
ortes P’ vom Gegenstande ist dann als fest anzusehen. Um den Vorteil des
Gerits abzuschidtzen, mufl man die scheinbare Grole des Bildes im Gerdt mit
derjenigen vergleichen, dic der Gegenstand besitzen wiirde, wenn das optische
Gerdt zwischen ihm und dem Auge entfernt wiirde, ohne daB sich Gegenstand
und Auge verschieben; d. h. mit dem Winkel, unter dem der Gegenstand von
der A.P. des Gerdtes aus im freien Sehen erscheinen wiirde. Die so bestimmte
,AblescvergroBerung® ist

Ny =tgw': (y/(4 + &), (11)

wenn A = PP’ den Abstand zwischen der E.P. und der A.P. bezeichnet.
ERrrLE?) hat zuerst diese drei Definitionen nebeneinander gestellt und darauf

aufmerksam gemacht, dal bei demselben Abbildungsvorgange die einc oder die

andere zweckmiaBig ist, je nach dem Verwendungszweck des Gerdtes.

Aus den Definitionen folgt:

E N, S
Np=Ny5=Ny ",

Ny= NF(1 + A)

Denken wir uns als Beispiel ein Fernrohr mit fiinffacher VergréBerung mit
positivem Okular, dessen Objcktiv die E.P. ist und 200 mm von der A.P. ent-
fernt liegt und das mit einer Sammellinse von 100 mm Brennweite verbunden
ist, cine Einrichtung, wie sie z. B. zur Betrachtung eines Rohrinnern benutzt
werden koénnte, und die einen Gegenstand in 100 mm Abstand vom Objektiv
scharf erkennen lieBe. Das Gerit leistet folgendes:

1) Man denke sich z. B. vor cinem engen Gitter stchend, in das weder das Auge noch
das Gerat cintreten kann.
%) H. ErrLE, D. Opt. Wochenschr. Bd. 7, S. 345. 1921.
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1. Man erkennt 12,5mal kleinere Einzelheiten als beim Betrachten in
deutlicher Sehweite (250 mm). Die LupenvergréBerung ist also Nz = 12,5.

2. Man erkennt 5mal kleinere Einzelheiten, als wenn man das Auge in die
E.P. bringt. (Dics wire z. B. ohne Akkommodation méglich, wenn man dic
Vorsatzlinse als Lupe verwendet.) Es ist also die FernrohrvergréBerung Ny = §.

3. Man kann 15mal so feine Einzelheiten unterscheiden als mit bloBem Auge
am Rohrende. Es ist also dic AblescvergroBerung N, = 15.

110. Die Assesche ,,VergroBerung*. Man kann die Bestimmung der
LupenvergréBerung von der willkiirlichen Wahl der deutlichen Sehweite befreien,
wenn man sie nach ABBE als den Tangens des Bildwinkels definiert, unter dem
die Langencinheit erscheint. Diese Definition fithrt auf die ABBEsche Lupen-
vergroBerung, die wir auch schlechthin die VergréBerung nennen wollen:

,__ tgw y 1 _ B .

V= =Ty T E,_N,,.ZSO. (12)
Wihrend die obigen Bestimmungen alle auf reine MafBzahlen fithrten, ergibt
diese das Reziproke ciner Linge. Diese Linge ist offenbar der Abstand vom
Augenort, aus dem der Gegenstand unmittelbar angesehen werden miiBte, um
cbenso groB zu erscheinen als durch das optische Gerit.

Nehmen wir nun an (Abb.121), daB in O’ nicht nur dic Auffangebenc, sondern
auch das verzeichnungsfreic Bild der Gegenstandsebene liege, so ist f = flo=—x":/’
und mittels & =" — X’

=21+ %) (13)

Gegen das erste Glied dieses Ausdrucks, den Kehrwert der hinteren Brennweite,
dic Stirke der Linsenfolge, ist das zweite meist sehr klein, da dic benutzte Seh-
weite grof ist gegen den Brennpunktsabstand des Schnittpunktes der bild-
seitigen Hauptstrahlen. Beim zusammen-
gesetzten Mikroskop ist X' gewo6hnlich schr

0' 0, ,I,,F,

! P

75 : klein. Starke Mikroskopobjektive sind so-

gar tclezentrisch, so dall auch fiir das

- ganze Mikroskop X’ = 0 ist. Das Zusatz-

o glied verschwindet ferner vollstdndig, wenn

Abb. 121. Zur I\B’Blfschcl) Vergroe-  das Auge auf oo akkommodiert ist, was fiir

rung. 00, =y, 0°0; =y’ PO =¢%  hormalsichtige Augen stets angestrebt wer-
= e E o e el X densoll. So,bedeutet das Zusatzglied

FFO = x, F’O’ = x’. Die Abb. stimmt en soll. >0 ,,bedeutet das Zusatzglied nur

mit Abb. 118 iiberein bis auf dic umge-

kehrte Lage der A.P. zum Bilde (§” hier

negativ, wie fiir subjektive Beobach-
tung gewohnlich).

eine kleine Korrektion, und diese Korrektion
hdngt nur von der Sehweite und dem
Augenorte ab. Der einfache reziproke Wert
der Brennweite liefert daher in allen

TFillen das geeignete MaB fiir die Ver-
groBerungskraft eines Linsensystems, weil es denjenigen Bestandteil der Ver-
gréBerung ausdriickt, der dem System eigentiimlich ist und der unabhingig
von den mannigfachen Verhéltnissen ist, unter denen es benutzt wird!)“. 1:f'
moge deshalb als das VergréBerungsvermégen der Linsenfolge bezeichnet
werden.

DaB die scheinbare GroBe des Bildes von der Lage des Gegenstandes unab-
hingig ist, falls der Kreuzungspunkt der Hauptstrahlen in die Brennebene der
Bildseite fillt, folgt aus unserer Voraussetzung, daB3 es sich um wirkliche Bilder
handelt nach den allgemeinen Regeln der Kollineationslehre; denn ein Strahl,

1) E ABBE, Journ. Royal Microsc. Soc. (2) Bd. 4. S.
S. 448.

350. 1884; Ges. Abhandlgn. Bd. 1,
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der im Bildraum den Brennpunkt unter dem Winkel w’ gegen die Achse schneidet,
verlduft im Dingraum achsenparallel im Abstande y = f' tgw’. Da ein Gegenstand
der GroBe y stets zwischen dicsem Dingstrahl und der Achse liegt, so missen
alle Bilder y* vom Brennpunkte aus unter demsclben Winkel %’ crscheinen.
Aus dieser Betrachtung ergibt sich auch, wie sich die scheinbare GroBe dndert,
wenn die Bilder nicht mehr vom Brennpunkt aus, sondern von einem davor oder
dahinter gelegenen Achsenpunkte betrachtet werden, wie also von der tele-
zentrischen Perspektive zur ortozentrischen, wo ndhere Gegenstinde gréler
crscheinen und zur hyperzentrischen, wo nihere Gegenstinde kleiner erscheinen,
iibergangen werden kann).
Aus der Definition fiir ¥ folgt auch

NF: I/y‘f. (14)

111. Die Verzeichnung. Da dic VergréBerung aufgefangener und dic schein-

bare VergroBerung geschener Bilder vom Verlauf der Hauptstrahlen gegeben
ist, so muB es auch
dic Verzeichnung sein; —
denn sie ist nichts an- N
deres als die Abhingig-
keit der VergroBerung )
von der Grofle des
Gegenstandes oder
vom Hauptstrahlwin-
kel w. Um die Vor- a b ¢
stellung cindeutig zu  Abb. 122. a) Verzeichnungsfreies Bild eines quadratischen
machen, betrachten Netzes. b) Dasselbe kissenformig verzeichnet.  ¢) Dasselbe
wir zunichst den Fall tonnenformig verzeichnet.
aufgefangener Bilder.
Verzeichnungsfreiheit oder Bildtreue bedeutet hier dic Unverdnderlichkeit von
f = y'y fur beliebige y. Ist sie erreicht, so wird ein quadratisches Netz als
cbensolches abgebildet (Abb. 122a); nimmt die VergréBerung mit dem Achsen-
abstande zu, so wird cine nicht durch die Achse gehende
Gerade nach innen durchgebogen abgebildet (Abb. 122b);
nimmt die VergréBerung mit dem Achsenabstande ab,
so wird sie nach auB8en durchgebogen (Abb. 122¢). Man
spricht in diesen Fillen von kissenformiger und von
tonnenfoérmiger Verzeichnung. Man definiert nach
WAaNDERSLEB?) die Verzeichnung durch

. y'ly B B —F o <
VW=-2"2. _1=.""—tappr="—- 2, Abb. 123. Eine Ding-
O 1) Bo PP f linie, die bei treuer Wie-
f =1+ ). dergabe nach 4 B abge-

bildet wiirde, erscheint

Hicrin bedeuten 3’ wie oben stets die DurchstoBungs- Pel 4B, weil die Ver-

kte der Hauptstrahlen in der Auffangcben d B groflerung sich mit dem

punxte der. Hauptstrahicn an de g e und f {pitande von O andert.
das entsprechende Verhéltnis zu y; der Index O be-

zeichnet dieselben Werte fiir unendlich kleine Strahlenneigung. Dieser Aus-

druck ergibt unmittelbar dic Durchbiegung der Quadratseite in Abb. 123, denn

¢s ist nach obigem 04 = vify =y foll + ),

S OB = y,, = y:fo(1 + ) .
1) E. WanpersLes, ZS. f. Instrkde. Bd. 27, S. 33. 1907.
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Da aber
—o %4 _opn
0C = 0B 0B _OByz’
so ist die Durchbiegung

AC=0C — 04 = y,$y(B, — L) .

Sind die Pupillenmitten frei von sphirischer Aberration, d. h. schneiden sich alle
Hauptstrahlen in dicsen Punkten, so ist dic Unverdnderlichkeit von y":y fir
verschiedene y (oder verschiedene w), da zu allen BildgréBen derselbe Achsen-
punkt des Hauptstrahles, also dasselbe & und &' gehort, nach Gleichung (1)
Ziff. 104 gleichbedeutend mit der Unverdnderlichkeit von tgw’:tgw; es folgt also
tgw’  tgwi ;.
tgw  igw, L0’ @

Dies ist dic von AIRY?) zuerst aufgestellte Bedingung der Verzeichnungsfreiheit,
diec Tangentenbedingung.

Die Hauptstrahlen sind aber fiir die Pupillenmitten, wenn man diese als
Gegenstand und Bild betrachtet, die Strahlen des abbildenden Biindels. Wenn
cin unendlich kleines Flichenelement in ein anderes abgebildet werden soll, so
miissen aufler der Beseitigung der sphidrischen Aberration dic abbildenden
Strahlen ein konstantes Verhiltnis ihrer Sinus besitzen (Sinussatz nach Ziff. 62).
Dic Pupillen kénnen also, wenn die Verzeichnung mittels der Tangentenbedingung
aufgehoben worden ist, nicht ohne starke Bildfehler aufeinander abgebildet sein.

Sind umgckehrt eine Dingebene und eine Bildebene gut aufeinander ab-
gebildet, so ist auler der Hebung der sphirischen Aberration des Achsenpunktes
das Verhiltnis der Sinus der abbildenden Biischel konstant. Verlegt man nun
in diese Ebenen durch Anbringen entsprechender Blenden die E.P. und A.P.,
so mul eine andere Dingebene bei der Abbildung eine im voraus zu bestimmende
Verzeichnung erleiden. Diesen Umstand benutzte ABBE2) zur Priifung der
Mikroskopobjektive auf die Erfiilllung der Sinusbedingung. Eine Schar von
Hyperbeln mit gleichen Mittelpunkten und gleichen Nebenachsen, aber ver-
schieden groBer Hauptachse wurden in der Abbildung als eine Schar von Geraden
gleichen Abstandes wiedergegeben.

Im allgemeinen mul} aber dic Tangentenbedingung wegen der sphéirischen
Aberration der Pupillen durch dic strenge Bedingung ersetzt werden, die auf
ABBE zuriickgeht und zuerst von M. v. RoHR?) aufgestellt wurde. Unmittelbar
aus Gleichung (1) Ziff. 104 folgt '

’ 134 4
Yo E 8 onst,
y § tgw

Ein Strahl sehr kleiner Neigung durch den Mittelpunkt B der Offnungsblende
mége im Dingraum dic Achse in P,, im Bildraum in P§ schneiden (Abb. 124);
Strahlen endlicher Neigung w in P und P’, welche Punkte von Py und Pj um
dic kleinen GréBen 6 und ¢, die Lingsaberration der Hauptstrahlen, entfernt
seien. Dann ist
E=¢&+0; F=&+0;

dic Bedingung der Verzeichnungsfreiheit also

g+ O tgw’

540 w = konst. (II)

) G. B. A1ry, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 3, S. 1—64. 1827.
) E. ABBE, Carls Repert Bd. 16, S. 303. 1880; Ges. Abhandlgn. Bd. 1, S. 213.
) M. v. RoHR, ZS. {. Instrkde. Bd. 17, S.271—277. 1897.

53
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Um diese zu erfiillen, kann man [Bow!) und SutTon?)] zu der Airyschen Tangen-
tenbedingung (I) hinzufiigen
d=0d¢=0. (Ta)

Werden diese beiden Bedingungen erfiillt, so ist die Linsenfolge fiir alle Gegen-
standsentfernungen verzeichnungsfrei.

(IT) enthélt zwei Faktoren, dic beide von w abhingen. Beide weichen nur
wenig von dem fiir sehr kleine w giiltigen Werte ab. M. v. ROHR zeigte durch
einc Reihenentwicklung, daB fiir jede
Linsenfolge ecine Gegenstandsent-
fernung vorhanden ist, bei der in
erster Anndherung fir kleine w die
Veranderung des ersten Faktors durch 0
die des zweiten ausgeglichen wird,
also keine Verzeichnung eintritt. Ver-
zeichnungsfreiheit fiir alle Gegen-
standsentfernungen  erfordert in
erster Annﬁhcrung nur eine Bezic- gy, 124. Die sphirische Abweichung der Pu-
hung zwischen den ersten Koeffi- pillen und ihr EinfluB auf die Verzeichnung.
zienten der beiden Reihen. B dic Offnungsblende; P, und P, ihr ding-

Besonders bei photographischen  5ts nd g Bl o g aapt
Objektiven kommen Linsenfolgen scitiges Bild fiir groBe Hauptstrahlneigung.
vor, die aus zwei Teilen L, und L, P,0=2¢&,, PO/ =¢, PO=&t=E&+4+39,
bestehen, zwischen denen sich eine PO =¢=§+07.
Mittelblende befindet, und bei denen
entweder L, und L, gleich und zur Mittelblende symmetrisch angeordnet sind
oder doch éhnlich und ebenfalls zur Mittelblende bis auf den verschiedenen
Malstab symmetrisch angeordnet. Bei solchen Linsenfolgen trifft ein von
der Blendenmitte aus nach L; und L, verfolgter Strahl offenbar auf
die erste Flichc von L, unter demselben Winkel wie auf die erste Flache
von L,; und dasselbe gilt fiir die zweite, dritte und alle folgenden Flichen beider
Teile. Esist also stets w; = w,. Also sind solche ,,holo- oder hemisymmetrischen®
Objecktive streng verzeichnungsfrei, wenn
£ <! /

- = :::‘% = konst.
ist. Ist nun L, » mal groBer ausgefithrt als L,, so ist 6 = »4’ und die Linsenfolge
ist verzeichnungsfrei fiir beliebige w fur den Dingabstand & = »&'.

Fallen die Pupillen wic bei derartigen photographischen Objektiven in die
Hauptpunkte, so ist

Sre] I

=1

g=V=5-

Hemisymmetrische Objektive zeichnen also streng richtig, wenn Gegenstand

und Bild im sclben Verhiltnis stehen wie die ihnen zugewandten Teile des

Objektives, also holosymmetrische Objektive bei Abbildung in gleicher GroBe.
Fiir Linsenfolgen mit Vorder- oder Hinterblende ist natiirlich 6 oder ¢’ = 0

zu setzen. Ist der Gegenstand unendlich fern, so ist £ =00 und daneben 6 zu

vernachldssigen. Ist in diesem Falle noch eine Hinterblende vorhanden, so geht

die allgemeine Bedingung (II) in die Tangentenbedingung (I) iber.

1) R. H. Bow, Brit. Journ. of Phot. Bd. 8, Nr.155, S.417—419; Nr. 156, S. 440
bis 442. 1861.
2) TH. SurTON, Phot. Notes Bd. 7, Nr. 138, S. 3—5. 1862.
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In der Néherungstheorie der Abbildungsfehler tritt die Verzeichnung als
einer der Bildfehler auf. Es ergeben sich also dort Bedingungen fiir den Wegfall
der Verzeichnung, in denen die Radien, Dicken, Abstinde, Brechungsverhéltnisse
vorkommen [Ziff. 72; Koeffizient von R? in Gleichung (116) Ziff. 71]. Nach
R. H. Bow!) und C. KopPe!) kann man die Verzeichnung in einer photo-
graphischen Aufnahme unschddlich machen, wenn man bei ihrer Betrachtung
oder Ausmessung das zur Herstellung benutzte Objcktiv wieder vorschaltet.

E. WANDERSLEB?) hat die Darstellung der Verzeichnung durch Kurven
cingefithrt und eine Anzahl solcher fiir photographische Objektive veroffentlicht.
Jede Kurve gilt fiir ein bestimmtes VergroBerungsverhdltnis f, oder einen
ReduktionsmaBstab N = — 1:, und zeigt die Abhdngigkecit des ¥ von w.
Eine solche Kurve gilt auch fiir den am hiufigsten vorkommenden Fehler, dal3
N = oo ist, die Auffangebenc in die Brennebene fillt.

StAEBLE3) hat die Abhingigkeit der Verzeichnung vom Abbildungsmalstab
weiter verfolgt und cine einfache Bedingung dafiir abgeleitet, daf3 dic Ver-
zeichnung vom MaBstab unabhingig ist.

112. Die Verzeichnung beim Sehen durch optische Gerdte. Hier ist diec
Verzeichnung als dic Abhingigkeit der Vergr6Berung von der DinggréBe y oder
dem Winkel w am besten aus den Definitionen der VergréBerung abzuleiten,
die wir oben fiir verschiedene Gerdte gegeben haben.

Bei Lupen oder Mikroskopen bedeutet Verzeichnungsfreiheit also Ny, = konst.
oder mit dem ABBEschen MaBe der Vergroferung V = V,. Hierbei ist

. tgw’; tgw’ 1, , 1 ( Xy
V= y o otgw &40 I”—'/’ ‘1 }‘?0)
Die Verzeichnung berechnet sich zu
V-V tgw’ 1 1
N = 0 = —_—— e e = J—
B Vy tgw &0 V, !

und in den schr hidufigen unter Ziff. 110 erérterten Fillen zu

Die Verzeichnung der Brillen ergibt sich (Ziff. 109) zu N 4:(N4)o—1; und
da in der Gleichung fiir N4 die GroBe 4 + &, der Abstand zwischen Ding und
Augendrehpunkt, konstant ist, 146t sich dieser Ausdruck wegen N4 = V(4 -+ &)
durch den obigen fiir Lupen geltenden crsetzen. Hierin ist aber meist (fiir IFern-
brillen stets) & gegen &, zu vernachldssigen.

Die Verzeichnung der Fernrohre ist entsprechend

B =Np:(Np)y—1=tgw: (tgw-I,) — 1.

Fir Fernbrillen und Fernrohre gilt also die AiRysche Bedingung der Ver-
zeichnungsfreiheit.

v) Die Wirkungen der Grofle der Blenden.

Wir haben uns bereits oben mit der Frage der BlendengroBe beschiftigt,
als wir die zusitzlichen Beschrankungen der Offnung durch die E.L. crorter-
ten. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf Wirkungen der GroB3e der
Pupillen allein.

1) Vgl. M. v. RoHR, Theoric und Geschichte des photographischen Objektivs. S. 17.
Berlin 1899.

%) E. WaNDERSLEB, ZS. f. Instrkde. Bd. 27, S. 33—37 u. 75 -85. 1907.
3) F. StaeBLE, ZS. {. Instrkde. Bd. 27, S. 173—178. 1907.
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113. Beziehungen zwischen der VergroBerung in den Pupillen und in den
Bildern. In der kollinearen Abbildung ist die Beziehung zwischen den GroBen
der Pupillen und den GréBen der Bilder gegeben durch die Grundgleichung
[Ziff. 32, Gl (22)]

L " y tgu
By = '’ oder y tgu W
die sich auch schreiben 148t
/ ) n
()’ /V) ( ’ f ) = -1,'1/ )
oder, indem p":p = B n &

< (1

Die obige Grundgleichung gibt in dem fadenférmigen Raume ldngs der Achse,
in dem der Tangens mit dem Winkelivertauscht werden kann, dic Huvcens-
HermuorTzsche Gleichung 23 (Ziff. 32) in der Form

[

nuy =nuy.

Diese Beziehung lafBt sich nach Ziff. 62 fiir endliche Winkel U und U’ erweitern
zu dem Sinussatz, der Bedingung fir die Abbildung ecines unendlich kleinen
Gegenstandes mit endlichen Biischeln bei gehobener sphirischer Aberration
des Achsenpunktes:
nsinUy = n'sinU"y’.

114. Sonderfille. Endlicher dingseitiger, kleiner bildseitiger Offnungs-
winkel (Mikroskop, Projektion): sin U’zu vertauschen mit tg U’ und, wenn man
dic Aberrationen der kleinen A.P. sowie ihre Bildkriimmung gegen ihren Bild-

abstand vernachldssigen kann, = p’/&' zu setzen:
nsinU = n’ ‘b Z = n'{)'tg;pv
nsin U =a ()

heit die dingseitige Apertur.
In Ziff. 110 ist tgw’/y = V berechnet, so dal, da #»' fast stets = 1 ist,

/ X7
a:7‘>’V=f;,(1+ v) (3)
und in den meisten (dort genannten) Fallen
a= /;,' . (3a)

115. Kleiner dingseitiger, endlicher bildseitiger Offnungswinkel (licht-
stdarkere photographische Objektive): sinU zu vertauschen mit tgU und wenn
dic Aberrationen der E.P. sowie ihre Bildkrimmung gegen ihren Dingabstand
zu vernachldssigen sind, = p/& zu sctzen. Also liefert der Sinussatz

P

. y 14
w'sinU" =n"'_ . v 1/) g

y'[tgw ist in Ziff. 107 berechnet zu
f=)=1(-%).
#'sinU’ = a’ (4)
heiit die bildseitige Apertur. Da % hier stets = 1, ist

@=":(1-73). (5)
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Da fast immer der Brennpunktsabstand des Gegenstandes groB ist gegen den
der Pupille:
w=$. (5a)
116. Teleskopische Linsenfolgen (Fernrohre). Auf die Pupillen angewendet,
liefert der HuyGHENS-HELMHOLTZsche Satz Byl, = n:n’; dies gilt natiirlich
wieder nur in dem fadenférmigen Raume um die Achse. Eine andere als die obige
Erweiterung iiber diesen Raum hinaus ergibt sich, wenn ein kleiner, unendlich
ferner Gegenstand in ein kleines, unendlich fernes Bild mit endlichen Biischeln
abgebildet wird. Die Bedingung hierfiir ist (wenn der Achsenpunkt des Bildes
aberrationsfrei ist) die besondere Form des Sinussatzes 4’:h = konst., wo 7
und %’ die Achsenabstinde konjugierter achsenparalleler Strahlen sind. Diese
Strahlen sind bei unendlich entferntem Ding und Bild die Hauptstrahlen fiir
die Abbildung der Pupillen. Also 148t sich, wenn dieser Satz gilt, B, ersetzen
durch B = $’/p, das Verhiltnis endlicher Pupillendurchmesser, wihrend I
das Verhiltnis kleiner Gesichtsfeldwinkel bleibt, das jedoch, falls die Verzeichnung
des Fernrohrs gehoben ist, auf endliche @’ und w erstreckt werden, also durch
I'= tgw'/tgw ersetzt werden kann. So folgt

Bly=",
L= b (©)

Dic Messung von $ und p’ muB hierbei mit parallelen Hauptstrahlen und engen
Biischeln ausgefithrt werden; beim Fernrohr ist also an der Stelle der gemein-
samen Brennebene oder einem ihr konjugierten Orte eine enge Blende anzu-
bringen (wie es beim Dynameter geschicht).

d) Die Unschirfe nicht eingestellter Gegenstdnde.

117. Die Zuriickfithrung der Aufgabe auf eine Konstruktion im Ding-
raum. Bereits in Ziff. 91 wurde ausgesprochen, daB die Gegenstdnde, die durch
optische Gerdte dargestellt werden, im allgemeinen keine zusammenhingende
Fliche bilden, die auf einer
Auffangfliche abgebildet wer-
den koénnte. Wie in Ziff. 97
nachgewiesen wurde, entsteht
auf der Auffangfliche eine
Zeichnung, die den Dingraum
in einer Perspektive mit der
E.P. als Zentrum darstellt.
Auf der Auffangebene, die wir
bei der Betrachtung der Per-
spektive M.E. genannt hatten,
.‘}bb. 125. Die Zerstrell}lngskreise Ilicht abgebildeter fand sich eine Zeichnung vor,
bukte wt e BEEO S5 el dic mur cine Wiedergabe der

abs 0,,0,, — 2z,. Zeichnung auf der ihr kon-
jugierten Einstellebene (E.E.)
des ,,dingseitigen Abbilds* war.

Dingpunkte V oder R auBlerhalb der E.E. (Abb. 125) ergeben auf der M.E.
Zerstreuungskreise, deren Mittelpunkte als Bildpunkte aufgefaBBt werden. Ist
die Abbildung der E.E. in die M.E. cine so vollkommene, dal3 ein Punkt der einen
einem Punkte der anderen entspricht, und frei von Verzeichnung, so sind diese
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Zerstreuungskreise der Lage und GroBe nach nur die Bilder der Kreise, die man
erhdlt, wenn man diese Dingpunkte mit allen Punkten der E.P. verbindet.
Die von einem Punkt ¥ oder R in die E.P. fallenden Strahlen sind nidmlich auch
abbildende Strahlen des Kreises, der um O, oder O, auf der E.E. mit dem Radius
0,0,, oder 0,0,, gezogen ist; ihre konjugierten Strahlen miissen die M.E. in
Kreisen durchstoBen, die dem Kreis um O, oder O, konjugiert sind; unabhingig
davon, wie V oder R selbst abgebildet wird. Auch wenn die Abbildung der E.E.
zwar nicht vollkommen, aber der Giite der Korrektion und Verzeichnung nach
bekannt ist, ist die Aufgabe, die Lage und GréBe der Zerstreuungskreise nicht
cingestellter Punkte auf der M.E. zu finden, offenbar durch die bloBe Kon-
struktion der dingseitigen Zerstreuungskreise auf der E.E. zu ersetzen.

118. Die Unschérfe der Tiefe. In Abb. 125 projiziert sich die E.P., deren stets
positiv gercchneter Halbmesser p sei, vom Punkte V aus auf die E.E. in cinen
Kreis des (stets positiv gerechneten) Halbmessers z,; vom Punkt R in einem
Kreis des Halbmessers z,. Die absoluten Werte der senkrechten Abstinde der
nicht scharf abgebildeten Punkte seien 4, und 4,. Dann gilt fiir alle zwischen
E.P. und E.E. gelegenen Punkte, wenn [£] der absolute Wert des Abstandes
der E.E. von der E.P. ist

2, =pdy: ([§] — 4,); (1)
fiir alle Punkte, dic auf der anderen Seite der E.E. liegen als die E.P.:
2y = i’Ar: ([5] + Ar) . (2)

In dem weitaus haufigsten Fall, daB8 die E.P. im Sinne der Lichtrichtung hinter
der E.E. liegt, ist V gegen die E.E. im Sinne des Lichtes vorwirts, R riickwirts
gelegen. Auf der M.E. sind dic Zerstreuungskreise [f]mal vergréBert, wo [f]
der absolute Wert von f = y’: vy ist. Sind z}, 2 ihre Radien, so ist auch wegen
[tgU) = p: [*1 J

=Pl tels  a=6 5 reu. 6

Entfernt man sich gle1chv1el von der E.E. nach beiden Seiten (4, = 4, = ),
so wird unter sonst gleichen Umstinden der der E.P. ndhere Punkt (meist:
der vorwirts gelegene Punkt) unscharfer abgebildet. Der Unterschied (2, — z7)
ist bei gleichem 4 desto groBer, je kleiner [£] ist; riickt also dic E.P. ins Unend-
liche (telezentrischer Strahlengang, wie z. B. bei den meisten stirkeren Mikroskop-
objektiven), so ist |

z=2 = [ A[tgU]. (4)
Dic Unschirfe wichst mit dem Tangens des Offnungswinkels (nicht genau mit
der Apertur, dic sin# ist).

Um die durch diese Unschirfe erzeugte Verundeutlichung des Bildes fest-
zustellen, muB man das Verhiltnis des von ¥ oder R herrithrenden Zerstreuungs-
kreises auf der M. E. zu der GroBe bilden, unter der ein Gegenstand von der
Liangeneinheit, der sich bei ¥ oder R befmdet auf der M.E. erscheint. Diese ist
aber f&:(§ — .1,) und B&: (& + 4,), also ist die Verundeutlichung z’ auf der M.E.

7 = A[tgU], (5)
gleichgiiltig ob der Punkt vor oder hinter der E.E. liegt; sie ist auch von der
Vergroflerung unabhanglg

Bei Geriten, diein Verbindung mit dem Auge gebraucht werden,
ist statt der linearen GréBe z'des Zerstreuungskreises dessen Winkelwert, von der
A.P. aus gesehen, von Bedeutung; also 2,:[&]=¢, und z,:[§'] = ¢}, wo [&']
der stets positiv genommene Wert des Abstandes zwischen A.P. und Bildebene
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ist. Da nach Ziff. 108 f:6’ = V, der ABBEschen VergréBerung ist, so-folgt

oy 4

und fiir dingscitig telezentrischen Strahlengang
=1 =Vd[tgu]. (7)

Fiir dic Verundeutlichung von nicht eingestellten Gegenstinden muf sich bei
Geriten, die vor dem Auge gebraucht werden, derselbe Ausdruck ergeben, der
in (5) abgeleitet worden ist. Denn dieser war das Verhiltnis des Zerstreuungs-
kreises in der M.E. zur GréBe der Langeneinheit in der M.E. und dndert sich nicht,
wenn beide GréBen statt linear im WinkelmaB, namlich durch [¢] dividiert,
ausgedriickt werden.

119. Die Tiefe der Schirfe. Aus (3) folgt fir den Raum, der mit ciner
gegebenen grofften Unschirfe des Bildes 2 oder der Unschirfe z auf der E.IE.
dargestellt wird, eine Ticfenerstreckung nach der E.P. zu (meist: nach vorn)

PR G LA U L L £ 44 ]
"p+e Blp+d pArE’ |
und von der E.P. fort (meist: nach rickwirts) - l
[ [8= - €] Z _[:]12’
Tp—z [Bp—7  p—rd’
wenn 7 = 1:[f] der stets positiv gerechnete ReduktionsmaBstab ist. Die Tiefe
ist also groBer nach der der E.P. abgekehrten Seite. Die Gesamttiefe ist

(®)

&z 2[&]r2

t=t,+1t = ;[—]_ﬁ = "tg‘é]:‘zf- )

M. v. RoHr?!), der diese Beziehungen zuerst ableitete, machte bereits darauf
aufmerksam, daB3, wenn man ¢:[£] = tg o setzt, dann z:p = tg(«/2) ist. Fiir einen
gegebenen Abstand der E.E. bedcutet also Konstanz der Tiefe Konstanz der
HilfsgroBe o; daher sind die Kurven gleicher Tiefe, wenn z und p als recht-
winklige Koordinaten gewidhlt werden, gerade Linien. Weitere Bezichungen
zwischen diesen GroBen sind in einer spdteren Arbeit M. v. RoHRs?) zu finden.
120. Folgerungen fiir photographische Aufnahmen. Die Gleichungen (8)
ergeben, daB groBe Offnung $ und groBe Tiefe der Schirfe einander ausschlicBen.
Wie spéter nachgewiesen wird, ist aber die Beleuchtungsstirke des Bildes dem
Quadrat der bildseitigen Apertur a’ = #u'sinu’ proportional. Bei engen ding-
seitigen Biischeln konnten wir diese nach Ziff. 115 = p//: (1 — AX'/x), fur entfernte
Gegenstdnde = p:f setzen. Um bei photographischen Aufnahmen Lichtstirke
und Tiefe zu vereinigen, ist es also vorteilhaft, kleine Brennweiten zu verwenden,
auch wenn man schlieBlich die gleiche BildgréBe durch nachtrigliche Ver-
groBerung der kleineren Aufnahmen erzielen will. Man erreicht mit zwei Objek-
tiven desselben p bei demselben & nach Gleichung (1) und (2) dieselben Zer-
streuungskreise auf der E.E.; also auch dieselben im endgiiltigen Bilde, ob dies
nun unmittelbar bei der Aufnahme oder erst durch VergréBerung einer kleineren
Aufnahme entsteht; aber das Objektiv mit kleinerem f ist das lichtstirkere.

) M. v. RoHR, Zur Geschichte und Theorie des photogr. Teleobjcktivs. Weimar
1897. S. 27.

2) M. v. Rour, Uber die Ticfenscharfe optischer Instrumente. [iders Jahrb. Bd. 20,
S. 62—66. 1906.
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Sollen die unendlich entfernten Gegenstinde noch mit der Unschirfe 2’
abgebildet werden (¢, = o0), so folgt aus (8) » = 2, was auch sofort einleuchtet,
und ¢, = }[&]; die vordere Tiefe reicht bis in die Mitte zwischen E.E. und E.P.

Die Bestimmung der zuldssigen Unschidrfe z hingt von der Verwendung
des Bildes ab. Beim unmittelbaren Anschauen einer Photographie sollten nach
Ziff. 100 diec Gegenstdnde unter demselben Winkel erscheinen, wie sie auf der E.E.
von der E.P. bei der Aufnahme erschienen; dann werden auch die Zerstreuungs-
kreise des Bildes unter demselben Winkelwert erscheinen, wie die Zerstreuungs-
kreise der E.E. von der E.P. aus erschienen; namlich unter dem Winkel 2 z: £.
Dieser muB also unmerklich sein, << ¢&’, wo ¢’ der Grenzwinkel der Erkennbarkeit,
in diesem Falle etwa 1’ ist.

Die Halbmesser der Zerstreuungskreise auf der E.E. diirfen also etwa 1/,94,
des Abstandes der E.E. von der E.P. betragen. Oft 148t man aber auch Werte
bis zum Doppelten, ja Vierfachen des angegebenen zu, wenn sie, obwohl merklich,
nicht stéren?!). Sehr oft werden aber photographische Aufnahmen, diec mit
kleiner Brennweite gemacht sind, aus zu groBer Entfernung, also mit falscher
Perspektive, betrachtet. Hierbei ergibt sich natiirlich noch ein besonderer Vorteil
hinsichtlich der Tiefe, da die Unschirfe weniger merklich wird.

Der Vorteil der Verwendung kurzbrennweitiger Objektive mit nachheriger
VergroBerung tritt besonders in der Kinotechnik in Erscheinung, wo Brenn-
weiten von 50 bis herunter zu 35 mm verwendet werden, und wird gerade hier
besonders durch die perspcktivisch unzulissig groBle Entfernung verstirkt,
in der der Beschauer das Bild im Theater betrachtet und, aus anderen Griinden,
betrachten muBl. Er findet seine Grenze im Korn der photographischen Platte,
das die nachtrigliche VergréBerung beschrinkt, praktisch auch oft‘in hohen
Anforderungen an diec Genauigkeit der Einstellung.

Der Vorteil verschwindet, wenn man nicht gleichen Dingabstand &, sondern
gleichen ReduktionsmafBstab 7 vorschreibt, dabei aber an dem richtigen Be-
trachtungsabstand der Photographie festhilt. Dies kann z. B. der Fall sein,
wenn man einen Kopf in einer bestimmten GréBe abbilden will. Der richtige
Betrachtungsabstand bedeutet, daB die zuldssige GroBe von z:& vorgeschrieben
ist. Nach Gleichung (9) ist dann aber bei bestimmter Lichtstdrke (p:£) auch die
Tiefe ¢ gegeben; sie ist dieselbe, ob man die Aufnahme aus groBem Abstand mit
lingerer Brennweite, oder aus kleinem Abstand mit kiirzerer Brennweite macht.
Freilich pflegt man sich bei der Betrachtung mehr nach dem Bildformat als nach
der richtigen Perspektive zu richten; gewohnlich wird das Bild gréBerer Brenn-
weite aus zu geringem, das kleinerer Brennweite aus zu groBem Abstand be-
trachtet, so daB die Tiefenschirfe der kleineren Brennweite wieder gréBer
erscheint.

121. Die dioptrische Tiefe. Ein anderes MaB der Tiefe hat zuerst HARTING?),
spiter GLEICHEN®) benutzt, indem er

1 L =
[ C R Al GRS EN

1) Hans HarTING, Photographische Optik. 2. Aufl,, S. 81. Berlin 1925.

) H. HarTING, Arch. f. Opt. Bd. 1, S. 146. 1908.

A. GLEICHEN, Die Grundgesetze der naturgetrcuen Abbildung. Halle: Knapp 1910;
7S. 1. wiss. Photogr. Bd. 9, S. 241. 1911. GLEICHEN stellt fiir die ,,naturgetreue Abbildung*
iiber dic Forderung richtiger Perspektive hinaus, die auf die in Ziff. 100 abgelcitete Bedingung
fiir den Betrachtungsabstand der Photographie fithrt, die weitergchende Forderung auf,
daB beim Betrachten der Photographien auch die Zerstreuungskreise dieselben sein sollen,
wie sie das Auge erhielte, wenn es den Dingraum vom Orte der E.P. betrachtete und dauernd
auf die E.E. akkommodiert wire. Die Zerstrecuungskreise auf der E.E. wiirden aber, wenn
das Auge in der E.P. lage, durch die Augenpupille bestimmt sein. Da aber die Photographie,

T, =

et
~
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setzt. Aus (8) folgt

z Z
L=wp =T =mms o)
. 2z 27
I=To+ T =19, = @wis- (1)

T,= T, ist die Stirke einer Linse, die den nichsten Punkt der Unschirfe 2’
in die E.E. und gleichzeitig die E.E. im entferntesten Punkte derselben Un-
scharfe abbildet. T ist die Stirke einer Linse, die den nichsten Punkt der Un-
schirfe 2’ in den fernsten Punkt derselben Unschirfe abbildet. Die T,, T,, T
seien als ,,dioptrische’ Tiefe bezeichnet. Nun ist {8 = £&y":y = y':tgw in
Ziff. 115 fiir enge dingseitige Biischel gefunden = p:a’(fur #» =1), wo a’
die bildseitige Apertur = »'sin#’ war. y':tgw ist in Ziff. 107 berechnet zu
(1 —x'[X) = f(1 — X/x); also ‘

2z’a’_22’,( X)_Zz’.( X‘)Z 27

x /

x.]|2

Fiir groBere Gegenstandsentfernungen oder telezentrischen Strahlengang der
Bildseite, praktisch aber bei allen Naturaufnahmen genau genug ist

e (13)
Die dioptrische Tiefe wichst also umgekehrt proportional mit der numerischen
Apertur, also der Wurzel aus der Lichtstirke, wenn die Brennweite konstant
gehalten wird, und ist dabei dem Quadrat der Brennweite umgekehrt proportional.

122. Die Tiefe der Gerdte, die mit dem Auge gebraucht werden. Der
die Tiefe bestimmende Betrag der Unschirfe wird wieder als Winkel 2': & = ¢’
gemessen. Aus (8) folgt, indem wie frither §: & = V gesetzt wird, und V= N:250

f = e _ _[&g-250 fo LB [€]¢7- 250

v VP+C’ NLP+250;/1 T VP""C/ NLP_250:/’
_ _ 2Vplay 28

t=tb+t= Vepr — {2 T VigU — &'2: VplE]®

Das zweite Glied des Nenners verschwindet fiir dingseitig telezentrischen

Strahlengang; es kann aber iiberhaupt bei vergroBernden Geraten vernachlissigt

werden; fiir Lupen und Mikroskope ist also

T:

(14)

2 2.250-¥
= VtgU ~ N, tgU ° (15)
Wegen Ny = &V (Ziff. 110 [Gl. 14]) gilt fur Fernrohre
L 2Neptr 2
b= (N5 p2: &%) — 27 (Npp: &%) — ({2 Npp) ~ (16)
Sehr nahe ist also fiir das Fernrohr
_ e
t= Nop (17)

wenn man sie auf das MaB der Zeichnung auf der E.E. bringt, aus dem Abstande der E.P.
angesehen werden muB, so miissen die Zerstreuungskreise auf der E.E. wirklich durch Auf-
nahme mit einer E.P. entstanden sein, die gleich der Augenpupille ist. Praktisch ist wegen
unzureichender Helligkeit gewohnlich die GLEIcHENsche Forderung nicht erfillbar; die
GreicHENsche Uberlegung zeigt eben, da8 der Eindruck der Photographie auch bei richtiger
Perspektive sich vom natiirlichen im allgemeinen wegen der zu geringen Tiefe des photo-
graphischen Bildes unterscheiden mufB; um so mehr, als beim natiirlichen Betrachten des
Raumes die Akkommodation die Unschirfe in Wahrheit gréBtenteils beseitigen wird, so daB
auch bei Erfiillung der genannten Forderung die Photographie die Tiefe nicht naturgetreu
zu geben vermag.
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Aus (13) folgt fir die ,,dioptrische Tiefe’“ T des Fernrohrs mittels

z 1 2 1

§ TNp ¥ NrC”
2¢
T = N, p°

123. Die Akkommodationstiefe. Das Auge besitzt im freien Sehen dic
Fahigkeit, sich den wechselnden Entfernungen der Gegenstinde anzupassen.
Der Mensch verdndert die Brennweite des Auges beim Wechsel eines ndheren
und entfernteren Gegenstandes und vermag diese nacheinander scharf
abzubilden. Dieser Vorgang ist also ein grundsitzlich anderer als die gleich-
zeitige Darstellung der Tiefe durch noch unmerkliche Zerstreuungskreise.
Doch wird dieser Unterschied nicht merklich, weil das Nacheinander der Akkom-
modation bei der Erfassung der Tiefe kaum zum BewuBtsein kommt. Weil
namlich das Auge nur ein sehr kleines Gesichtsfeld auf einmal scharf iibersieht,
wird ein groleres Gesichtsfeld (vgl. Ziff. 103) schon deshalb nur durch das Nach-
cinander des ,,Blickens‘* erhalten; auch die geistige Erfassung des Gesehenen
beschrinkt sich dementsprechend auf kleine Winkel und erfordert ein zeitliches
Nacheinander zum Durchlaufen eines gréfieren Gesichtsfeldes. Die Umstellung
der Brennweite wird deshalb nur unter besonderen Bedingungen als eine Ver-
zogerung empfunden, wie z. B. beim abwechselnden Betrachten eines Fenster-
rahmens und der Landschaft oder beim abwechselnden Betrachten eines Schleiers
und der dahinter befindlichen Gegenstinde. Jedenfalls aber setzt sich der Bereich
der Sehtiefe aus der durch Akkommodation und der durch das Sehen mit kleinem
Zerstreuungskreise gewonnenen zusammen.

Dieselben Uberlegungen gelten beim Gebrauch optischer Gerite mit dem
Auge fiirr den Bildraum dieser Gerdte. Hierbei ist allerdings die Einschrinkung
zu machen, daB bei starken VergréBerungen (Mikroskopobjektiven) praktisch
nur die unmittelbare Nachbarschaft der E.E. abgebildet wird; andere Ebenen
mit so starken Abbildungsfehlern, daB dic im folgenden errcchnete Akkommo-
dationstiefe nicht mehr ausgenutzt werden kann.

Ist der nachste Punkt, auf den das Auge einstellen kann, der ,,Nahepunkt‘’,
um &, der fernste Punkt, der ,,Fernpunkt um &) von der Pupille entfernt,
so wird nach DoNDERs als Akkommodationsvermogen 1:4 die Stédrke einer
Linse bezeichnet, die, am Orte der Pupille befindlich, den Fernpunkt in den Nah-

punkt abbilden wiirde, also
1 1 1
AT & T e (1)

& &r
In dem am hiufigsten vorkommenden Falle liegt der Fernpunkt im Unend-
lichen, doch kann die Lage des Nahe- und Fernpunktes fiir uns auBer Betracht
bleiben. Die Akkommodation 1:4 ist eine Funktion des Alters. Sie betrigt
bei einem normalen Auge im 10. Jahre (& = oo, & = 70 mm) in Metern
1000/70 = 14 Dioptrien; mit 30 Jahren etwa 7, mit 50 Jahren etwa 2,5 Dioptrien

G —&y=di =& 4.

Bildet das Gerdt mit endlichen Biischeln ebenso ab, wie mit achsennahen, so
entspricht der ,,Akkommodationsbreite’ 4’; in seinem Bildraum eine Strecke
im Dingraum 4, derart, daB3

Ay Ay =" Py Br,

13*
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wo By und fp die VergroBerungen im Nahe- und Fernpunkte bedeuten.

=i ) () @)
Zwischen Nahe- und Fernpunkt liegt ein Punkt M, fir den
| (5= (5l (G )y 5)
dann ist .
=3 7 (g (4)

£:8=~¢y:y =y:tgw waraber frilher = 1:V gesetzt worden (Ziff. 110). V war
die ABBEsche VergroBerung.

n > /2 X7 \2
V dndert sich bei Gerdten, bei denen die A.P. nahe dem hinteren Brennpunkte
liegt, fast gar nicht mit & und ist fast genau = 1:f’, da &}, jedenfalls grof3
gegen X' ist, so dafl dann

A= 25 (AV?) = 7,625000: (AN3). ©)

In welchem MaBe die Akkommodationstiefe 4, und die Tiefe der ertraglichen
Unschirfe zum Erkennen des Raumes beitragen, sei nach ABBE!) am Beispiel
cines Mikroskopes erldutert. Wir denken uns dieses bei festgehaltener Apertur
(U = 30°), also etwa stets demselben Objektiv mit verschiedener VergroBerung Ny,
also etwa verschiedenen Okularen ausgeriistet. Wir setzen ferner eine Akkommo-
dation von 5 Dioptrien voraus, so daBl 4 in mm = 200 ist; ferner » = 1 (Gegen-
stand in Luft) und ¢’ = 2,5". Zum Vergleich mit der Gr6Be des dingseitigen
Gesichtsfeldes 2y setzen wir voraus, daB das bildseitige festgehalten wird; es
ist dann nach Gleichung (12), Ziff. 110 2y =2tgw’:V = 2. 250 tgw':N; tgw’
wird = 0,5 gesetzt. Der Durchmesser der A.P. 2 ¢’ ergibt sich aus Gleichung (3),
Ziff. 114 = 2. 250 a:Ny; fur U =30° n =1 ist a = 0,5; also 2 p’ =250: .
Die Tiefe ¢ der ertriglichen Unschirfe wird durch Gleichung (15), Ziff. 122
geliefert.

VergréBerung | 2p Schirfentiefe Akkommod.- Gesichtsfeld t .-1.1‘
Ny Tiefe 4 4 2y 2y 2y
1
10 25 0,0630 3,31 25 3
i i . 1
30 : 8,3 | 0,0210 0,347 8,3 -
| ! 24,3
. i ]
: \ \ 1
0,006 0,031 2, -
100 2,5 1 0063 3 5 1 30
| | | s
i 1 1
300 0,83 | 0,0021 ' 0,0035 0,83 397 o
i 243
: 1
3000 0,083 0,00063 0,0003 0,025 366
1000 83 0,00021 0,00003 0,083 !
00 0,083 ,0002 ) 3 ,083 2430

1) E. ABBE, Beschreibung eines ncuen stereoskopischen Okulars. ZS. f. Mikrosk. Bd. 2,
S.207. 1880; Carls Repert. f. Experim. Phys. Bd. 17, S. 197. 1881; Ges. Abhandlgn. Bd. 1,
S. 244. Jena 1904.
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Die Akkommodationstiefec nimmt mit hohen VergréBerungen so stark ab, daB
der mit ihrer Hilfe tibersehene Raum ,,bei 10facher VergréBerung ungefahr die Ver-
hiltnisse eines ziemlich dicken Buches zeigt und ,,bei 3000facher VergroBerung
nur noch dem einzelnen Blatt aus diesem Buche gleicht“ (ABBE). Die Schirfen-
tiefe behidlt in der obigen Zusammenstellung stets dasselbe Verhiltnis zum
Gesichtsfelde bei; wir haben aber hierbei die fiir die niederen VergréBerungen
(unter 100) nicht zutreffende Voraussetzung der gleichen Apertur gemacht;
die zweite Spalte zeigt, daB die Augenpupille nicht imstande ist, die hierbei
cntstehenden Biindel aufzunehmen und selbst als A.P. des Gerétes wirken wird,
wodurch die Schirfentiefe etwa im Verhiltnis der Pupillendurchmesser gesteigert
werden wiirde: Hat dic Augenpupille z. B. 2,5 mm Durchmesser, so wird die
Tiefe bei 10facher VergréBerung um das 25:2,5 = 10mal gegeniiber der Tabelle
gesteigert werden.

Der Kehrwert der Tiefe ist die Einstellungsgenauigkeit (Fokussierungs-
empfindlichkeit) = 1:(t 4+ 4); sie kann nach dem Obigen bei gegebener Apertur
durch VergroBerung so gesteigert werden, daB3 4, gegen ¢ vernachldssigt werden
kann; sie wird dann der VergréBerung proportional.

124. Die Akkommodationstiefe des Fernrohrs. Nach den Regeln der
kollinearen Abbildung, wobei S die laterale VergroBerung, y das Konvergenz-
verhiltnis in den Punkten &, & und B und I dieselben GréBen in den Pupillen
sind, folgt ” w
g:&t=" 8B oder E:E’:-h-y['.

bt i p e
g e a " al ( sp,)'
Da bei der teleskopischen Abbildung y unabhingig von ¢ ist und beim Fernrohr
n =mn' =1, wird hier
1 1 11 11
v L = v = N 6
Sy Ep A I? A Ni ( )

nach Gleichung (10) Ziff. 109. Die Akkommodationstiefe des Fernrohrs ist also
gleich der des Auges durch das Quadrat der FernrohrvergréBerung dividiert.
Ist &. = oo, der Fernpunkt im Unendlichen, so ist es auch &, und der Nahe-
punkt ist I"2mal weiter als fiir das bloBe Auge. (6) ergibt, daB3 die Fokussierurigs-
empfindlichkeit auf einen entfernten Gegenstand mit dem Quadrat der Ver-
gréBerung wichst. Besitzt ein Auge cine Akkommodationstiefe von 6 Dioptrien,
so wird sie bei Vorschalten eines 4fachen-Fernrohres auf 6:16 = 3/8 Dioptrien
verringert. Hierauf beruht die Anwendung des ,,Vorsatzfernrohrs zum Priifen
der Konvergenz oder Divergenz von Biindeln, die aus irgendeinem Gerite treten,
z. B. zur Prifung der Richtigkeit der Dioptrienteilung der Okulare.

f) Die Strahlungsvermittlung durch optische Gerite.
Von
O. EPPENSTEIN, Jena.

Eine der wichtigsten Wirkungen der GréBe der Blenden, ihr Einflull auf
den Lichtstrom in den optischen Gerdten, wird in folgendem in einem besonderen
Abschnitt behandelt, weil sic dic Einfithrung von Grundbegriffen verlangt, die
der iibrigen geometrischen Optik fremd sind. Von diesen Begriffen abgeschen,
soll die Grundlage der geometrischen Optik nicht verlassen werden.

‘ 125. Zwei elementare Blenden; Einfiihrung der Bestimmungsgrofen der
Strahlung. Um zu ecinfachen geometrischen Gesetzen zu gelangen, denken wir
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uns (Abb. 126) d/, und df, als die Offnungen sehr kleiner Blenden, vor df, liege
im beliebigen Abstande die sehr groBe strahlende Fliche F; und hinter df, die
Auffangflache F,, beide senkrecht zu der durch die Verbindung von df, und df,
gegebenen Richtung. F, sei von gleicher Beschaffenheit in allen seinen Punkten.
F, sei eine ,,schwarze’ Flache, d. h. eine solche, die alle auftreffende Energie
verschluckt. Wir konnen die durch 4f; und 4f, bestimmte Strahlungsenergie dE
durch die Warme messen, die in F, in der Zeiteinheit abgegeben wird. Wenn
d®, der Winkel ist, den die Normale des ersten, 4, der Winkel, den die Normale
des zweiten Elements mit der Verbindungslinie macht, und » der Abstand beider
Elemente, so ist

dE = idf;df,cosd; cost,:72. (1)

Die strahlende Tlache I/} bestimmt hierbei die Konstante 7. ¢ hingt von der
Temperatur und der Beschaffenheit der Fliache F; ab (und im allgemeinen auch
von dem Winkel, unter dem
die Strahlen die Fliache ver-
- lassen); von dem Abstande
2 von F, ist ¢+ unabhéngig.
Die Gleichung (1) 148t
sich fiir endliche Flachen
integrieren und durch den
Versuch priifen, indem man
die Erwirmung von F,
miBt. (1) besagt im Grunde nichts anderes, als daB jeder ,,Strahl* Trager einer
unverinderlichen Wirkung, einer Energie ist, und daB die Wirkung auf F, der
,»Anzahl der Strahlen’ proportional ist, die diese Fliche erreichen, oder daf
deren Wirkungen sich einfach addieren?). Die Gleichung — das photometrische
Grundgesetz LAMBERTS?) — definiert gewissermaflen das Wesen der strahlenden
Energie, und ihre physikalische Bestitigung ist die Bestdtigung von deren Vor-
handensein. DaB sich die Strahlungen aus verschiedenen Richtungen einfach
addieren, ist die Rechtfertigung der Zerlegung cndlicher Offnungen in Elemente.
Die Gleichung 148t sich auch schreiben

Q-'/;/ » ~Z /
/\L\é‘ S

Abb. 126. Die Strahlung durch zwei Blenden.

dE = i dfycosV,dw,, (2

wobei dw, = df;cosd?;:7% den rdumlichen Winkel bezeichnet, unter dem
df,vondf,auserscheint. dw, ist auch der Flicheninhalt auf der mit dem Radius 1
um df, geschlagenen Kugel, der durch die von 4/, kommenden Strahlen ausge-
schnitten wird. Ebenso ist bei entsprechender Bedeutung von dw,

dE = idf,cosd, dw,. 3)

Der elementare Energiestrom kann also an jeder der beiden ihn bestimmenden
Blenden durch deren senkrecht zu ihm gemessenen Querschnitt und den rdum-
lichen Winkel am Orte dieses Querschnittes gemessen werden; daB3 der Faktor
fiir beide Querschnitte derselbe ist, ist der Ausdruck der Erhaltung der Energie.
1 ist demnach die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt 1 im Raumwinkel 1
stromende Energie und heiflt spezifische Intensitdt der Strahlung. Die

1) Die hier gestreiften grundsatzlichen Fragen behandelt E. MacH, Die Prinzipien der
physikalischcn Optik. S. 22—30. Leipzig 1921.

2) J. H. LaMBERT, Photometria sive de mensura ct gradibus luminis, colorum et umbrac.
Augsburg 1760. Deutsche Ubersetzung von ANDING in Ostwalds Klassikern d. exp. Wiss,
Bd. 31, 32 u. 33. Leipzig 1892.
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Gleichungen (1), (2), (3) setzen voraus, daB zwischen den Flichen F, und F, keine
Zerstreuung, Spaltung der Strahlen und keine Umwandlung der strahlenden
Energie stattfindet. Sie gelten sowohl fiir den gesamten Wellenldngenbereich
als auch fiir jede einzelne Wellenlinge, da eine Umwandlung der Wellenlingen
nicht stattfindet; 7 wird durch die fiir cine bestimmte Wellenldinge 4 geltende
GroBe 1, ersetzt werden konnen.

Zusammenhang mit iiblichen Bezeichnungen der Strahlungstheorie. Wire df,
nicht eine Blende, sondern eine selbstleuchtende Fliche, so bleiben alle obigen Betrachtungen
und die Gleichungen (1) bis (3) unverandert. ¢ wird dann die spezifische Intensitit der
leuchtenden Fliache df;, die zum Ausstrahlungswinkel &, gehoért. Machen wir die Annahme
(die nur fir den schwarzen Korper streng zutrifft), daB die Intensitit vom Ausstrahlungs-
winkel unabhingig ist, so ist die gesamte Strahlung der Flache df, dadurch zu erhalten,
daB man statt mit 4w, mit der halben Flache der Einheitskugel = multipliziert; die Gesamt-
strahlung auf die Einheit der strahlenden Fliche bezogen hei3t bei LUMMER und PRINGSHEIM
das Emissionsvermégen und ist also ¢ = z4; oder ¢, = #¢,. LIEBENTHAL!) bezeichnet

dagegen die GroBe 7 selbst als das Emissionsvermoégen in der Richtung ¢, .

Wir dachten uns bisher die Wirkung auf F, durch die Erwidrmung, also
energetisch, gemessen. Alter aber und gewdhnlich geiibt ist die Messung durch
die auf I, beobachtete Beleuchtung, die photometrische Messung; F, sei hierfiir
diffus reflektierend oder durchlassend angenommen. Sie ergibt nicht den Energie-
strom. Das Photometer gestattet nur, eine Beleuchtung mit einer anderen zu
vergleichen; so laBt sich zeigen, daB die Beleuchtung auf F, immer dieselbe
ist, wenn dw, sich nicht dndert, und daB mit gréBeren dw, die Beleuchtung
wichst. Vom Standpunkt der Photometrie ist es eine Definition, wenn man
nun dic Beleuchtungsstirke proportional dem rdumlichen Winkel ansetzt.
Dadurch gelangt man nun riickwirts zum , Lichtstrom‘, indem man die Be-
leuchtungsstarke als Dichte eines Energiestromes auffaf8t; man erhilt ihn also,
indem man die Beleuchtungsstirke mit der Fliche multipliziert. Die auf F,
erleuchtete Flache ist, wenn F, unmittelbar benachbart zur Blende df, gelegen
ist, df,- costhy, so daB sich fir den Lichtstrom Gleichung (2) ergibt.

Als MaB des Lichtreizes ist hiermit also der Energiestrom festgelegt.
Die Lichtempfindung folgt anderen Gesetzen, sie ist bei gleicher Ener-
giezufuhr unter anderem in. hohem Grade von der Wellenlinge abhingig.
Die photometrischen Gesetze sind deshalb nicht oder nicht streng anwendbar,
wenn Lichter verschiedener Wellenldngen verglichen werden; auch beim Ge-
brauch des Photometers mit gemischtem Licht muB nicht nur die Mischfarbe
gleich (z. B. weiB) erscheinen, sondern es muB3 auch die Zusammensetzung die-
selbe sein.

Bei der photometrischen Methode wird man also eine der zu messenden
Beleuchtung auf F, gleiche Beleuchtung etwa dadurch herstellen, da3 man die
Entfernung einer Lichtquelle und damit den Raumwinkel der von ihr erzeugten
Beleuchtung &ndert. (Die Anderung des Raumwinkels einer Lichtquelle ist
grundsitzlich gleichbedeutend mit dem Ersatz einer Lichtquelle durch mehrere
eng benachbarte schwéchere, untereinander gleiche Lichtquellen, deren Anzahl
so lange gedndert wird, bis die Beleuchtung der zu messenden gleich ist.) Andere
Methoden der Photometrie miissen stets ihre Ubereinstimmung mit dieser durch
Definition festgelegten nachweisen. Man kann eine Beleuchtung auch dadurch
verdndern, daBl man nicht die Zahl der gleichzeitig wirkenden Lichtbiindel ver-
dndert, sondern daBB man cine Lichtquelle in raschem Wechsel wirken und ver-
schwinden 14Bt. Die so erzeugte Beleuchtungsstirke ist nach PrLATEAU und
TaLBoT gleich der durchschnittlichen Beleuchtungsstirke.

1) E. LIEBENTHAL, Praktische Photometrie. S. 32. Braunschweig 1907.
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Die photographische Wirkung des Lichtes hdngt ebenfalls von der Be-
leuchtungsstidrke ab. Auch sie liefert nur einen Vergleich von Beleuchtungs-
starken, aber keine Skala?l).

Da fiir die optischen Gerdte vorzugsweise der auf das Auge wirkende Teil
des Energiestromes in Betracht kommt, soll im folgenden der Energiestrom stets
als Lichtstrom bezeichnet und dE durch dL ersetzt werden. Dementsprechend
wird die Konstante ¢ fiir den Teil der Energie, der auf das Auge wirkt, durch &
bezeichnet. % ist also der Lichtstrom auf die Einheit des Querschnittes und auf
die Einheit des Raumwinkels bezogen und wird die ,,Leuchtkraft genannt.
Diese GroBe fiihrt die offizielle Bezeichnung ,,Flichenhelle, die fiir Licht-
quellen geeignet ist, aber hier, wo wir sie als Eigenschaft eines Strahlenbiindels
einfithren, nicht anschaulich genug ist.

Fiir den Fall der photographischen Wirkung haben wir es zwar auch neben
den sichtbaren mit unsichtbaren Energiestrémen zu tun, behalten aber dieselben
Bezeichnungen.

Es ergibt sich also fiir den Lichtstrom

dL = kdf,df,cosd cost, 72, (1a)
AL = kdf,costydw,, (2a)
dL = kdf,cost dw,. (3a)

Waire die Blende df, mit einer diffus reflektierenden Flache geschlossen, so wiirde
diese mit einer Leuchtkraft 2* aufleuchten. Es gibt Substanzen, bei denen &%,
das z. B. in einer zu df, senkrechten Richtung gemessen werden moge, pro-
portional ist zu dL:df, [orthotrope Substanzen nach BLONDEL?)], und es ist bei
vielen annidhernd der Fall. Deshalb heiflt diese GréBe Beleuchtung oder
Beleuchtungsstirke, ist aber hier nur formal als der durch die Fliachen-
einheit gehende Lichtstrom definiert, da die auf der Flache erzeugte Beleuch-
tung eben von der Wahl der reflektierenden Substanz abhingt. Deshalb kann
dasselbe Verhiltnis auch am Orte der ersten Blende gebildet werden, so daf3
sich crgibt

dB, = kcos ¥, dw, , (4)

dB, = kcosPydw,. (5)

Bei Lichtquellen bezeichnet man den Lichtstrom auf die Einheit des Raum-
winkels bezogen als Lichtstdrke. Demnach hitte dic Blende df, in der Rich-
tung nach df, dic Lichtstirke dL:dw, = kdf, cos?);. Wir werden von diesem
fur Lichtquellen wichtigsten Begriffe hier keinen Gebrauch zu machen haben.

126. Zwei elementare Blenden durch ein optisches Gerdt getrennt. Von
den obigen Gleichungen haben (2), (3) sowie (2a), (3a), (4) und (5) die Besonder-
heit, daB3 sie nur Groen enthalten, die zu einer der beiden Blenden gehéren.
Sie lassen sich also auch fiir den Fall anwenden, daB3 zwischen beiden Blenden
nicht ein leerer Raum, sondern cin beliebiges optisches Gerit liegt, durch das
die Strahlen beliebige stetige und unstetige Verbiegungen erfahren diirfen. Dann
sind die Gleichungen (1) und (1a) nicht mehr anwendbar. Wir kénnen aber auch

1) Der Verfasser hat an anderer Stelle (Czapski1-EPPENSTEIN, Grundziige der Theorie
der optischen Instrumente. 3. Aufl,, S. 177. Leipzig 1924) eine mi3verstandliche Ausdrucks-
weise gewihlt, die hier korrigiert sei. Da die photometrischen oder photographischen Methoden
nur Vergleiche von Beleuchtungsstarken licfern, solange man nicht die Konstanz des Licht-
stromes zugrunde legt, d. h. den auf das Auge oder die Platte wirkenden Lichtstrom als
Energiestrom ansieht, so liefern sie auch keine Definition der GréBe k. Eine solche ist nur
mit Hilfe des Energiebegriffs moglich.

?) E. LIEBENTHAL (s. FuBnote S. 199), S. 79.
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fiir diesen Fall die durch die Gleichungen (2) und (3) oder (2a) und (3 a) gegebenen
Definitionen des Energie- oder Lichtstromes beibehalten, wenn wir nun auch
(den Energiestrom dE oder) den Lichtstrom dL und (die Intensitdt ¢ oder) die
Leuchtkraft £ als dem Orte der Blende eigentiimlich ansehen. Es ist
also der Lichtstrom durch df,
dL, = kydf,cos? dw, ;
der Lichtstrom durch df, (6)
dL, = kydf,cost,dw,.

Der Raumwinkel dw, ist hierbei dadurch bestimmt, dal er alle Strahlen-
kegel eines beliebigen Punktes von df, enthilt, die spater nach den Gesetzen
der Strahlenbrechung die Blende df, durchsetzen; ebenso enthilt dw, die Strahlen
eines Punktes von df,, die df, durchsetzt haben.

Zwischen diesen Raumwinkeln und den Flichen der Blenden besteht nicht
mehr der frithere einfache Zusammenhang; aber an seine Stelle tritt als Folgerung
aus dem MaLusschen Satz die von STRAUBEL!) abgeleitete allgemeine Beziehung,
in der #, der Brechungsindex am Orte der ersten, #, der am Orte der zweiten
Blende ist:

73 cost dw, df, = njcosP,dwydf,.

Nimmt man nun an, daB kein Lichtverlust auf dem Wege von der ersten zur
zweiten Blende stattgefunden hat, so ist dL, = dL,, und es folgt

kyiky=nl:n. (7)
Hat ein Lichtverlust (dL, — dL,) stattgefunden, so gilt

aL, ky:n

dL, kyni® (8)

Liegen die erste und zweite Blende in gleichen Mitteln, so ist, wenn kein Licht-
verlust stattfand,

ky = ke ©)
und im allgemeinen Fall
dL, R
iL, = 7?: = v (Verlustfaktor). (10)

Die Leuchtkraft nimmt also im gleichen Verhiltnis ab wie die Energie.

Der STRAUBELsche Satz verliert seine Anwendbarkeit in einem Sonderfalle,
niamlich wenn die Blende df, durch das optische Gerit auf df, abgebildet wird.
Der Offnungswinkel dw, ist dann nicht mehr durch d/, bestimmt, sondern kann
beliebig gewihlt werden ; dw, ist dann der von den konjugierten Strahlen gebildete
Winkel; df, ist nicht mehr beliebig wihlbar, sondern durch df, bestimmt. Um
dw, und d w, zu bestimmen, wihlen wir in der Offnungsblende dieser Abbildung
ein Element df;, das von den Strahlen durchsetzt wird, diec von einem Punkt
von df, ausgehend den Raumwinkel dw, erfiillt haben, und deren Fortsetzungen
(konjugierte Strahlen), sich in einem Punkte von df, schneidend, den Raumwinkel
d w, erfiillen. Wir kénnen nun sowohl in bezug auf df, und df; als auf df; und @/,
die oben angestellten Betrachtungen wiederholen. Der Lichtstrom durch df,,
df,, df, ist dann wie oben

dL, = kydf, costdw,,
dLy = kydfycosVdw,,
dL, = kyd [, cosPydew,.

1) R. STRAUBEL, Phys. ZS. Bd. 4, S. 114—117. 1902/03.
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Wenden wir den Satz von der Gleichheit des Lichtstromes und den STRAUBEL-
schen Satz auf das Paar 1, 3 und das Paar 3, 2 an, so folgt

ky: ky = nl:nd,

kyt ky = niind,
also kytky=mnlnd.

Der Satz fir die Leuchtkraft gilt also auch an konjugierten Stellen. Der
Beweis ist auch mittels des CLAUSIUSschen Satzes!) zu fithren, der im Falle
konjugierter Elemente an die Stelle des STRAUBELschen tritt. Im Falle des
Lichtverlustes 148t sich ebenso Gleichung (8) ableiten.

Die in den Gleichungen (6) bis (10) gewonnenen Ergebnisse liefern Licht-
strom und Leuchtkraft vorldufig nur fir den Fall, daB ein Lichtstrom durch
zwel unendlich kleine Blenden bestimmt wird, am Orte dieser Blenden.

127. Optische Gerate als Lichtrohren. Einen von Lichtstrahlen begrenzten
und erfiilllten Raum nennen wir eine Lichtréhre. Lichtrébhren werden also durch
Blenden bestimmt. Abb. 127 zeigt eine Lichtréhre, die durch zwei Blenden
bestimmt ist.

Wir verfolgen die Lichtrohre durch den ganzen von den Strahlen durch-
laufenen Raum, also von der leuchtenden Fliche bis zur Auffangfliche. Hierbei
mogen die Strahlen stetige oder unstetige Verbiegungen erfahren koénnen. Es
kénnen also auch beliebige optische Vorrichtungen in ihrem Verlaufe auf sic

einwirken.  Alle Strahlen
aber, die nicht von der
leuchtenden Fliche zur Auf-
fangfliche gelangen kénnen,
weil sie irgendwo von einer
Blende aufgefangen wer-
den, werden auch an keiner
anderen Stelle beriicksich-
tigt, sondern scheiden ganz
aus der Betrachtung aus.
Abb. 127. "Eine von zwei Blenden (0,0, und P, P?) be- Dadurch ergibt sich, daB eine
stimmte Lichtréhre. F und G zwei beliebige andere [ ichtréhre auch durch mehr
Schnitt n. Di 1 rander, die i C inzel : :
Sehnitcbenen, Die Blendenrinder, die n don cvsenen s pwei Blenden bestimmt
sein kann. Ein Beispiel zeigt

Rohre die ebenen Biischel (in der Zeichenebene) begren- . )
zen, sind dort eingeschrieben. Abb.128. Solche Lichtréhren

treten bei allen optischen
Gerdten auf, die nicht nur eine Offnungsblende und eine Gesichtsfeldblende
besitzen.

Die Abb. 127 und 128 zeigen eine von zwei und eine von drei Blenden be-
stimmte Lichtrohre in dem Sonderfall einer achsensymmetrischen Anordnung;
ferner liegen zwischen den Blenden keine Linsen oder Spiegel; die Abbildungen
wiirden sich crgeben, wenn alle wirksamen Blenden geniigend aberrationsfrei etwa
in den Bildraum abgebildet worden wiren. Diese Annahmen erleichtern die An-
schauung, werden aber in den folgenden Betrachtungen nicht zugrunde gelegt.

Wir messen den Lichtstrom in einem Querschnitt 1 einer Lichtréhre, indem
wir diesen in Flichenclemente zerlegen, durch die Summe der Lichtstréme, die
durch die einzelnen Elemente gehen. Den durch ein Element df, gehenden
Lichtstrom bestimmen wir, indem wir an einer beliebigen, durch optische Vor-
richtungen von der ersten getrennten Stelle einen zweiten Querschnitt 2 durch

_1)- R.W(?LAUSIUS, Pogg. Ann. Bd. 121. S. 1—+44. 1864. Dic mech. Wirmetheorie.
3. Aufl. Bd. I. S. 315—324. 1887.
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den Lichtstrom legen und eine durch ihn gehende Fliche in die Elemente 4f,
zerlegen. df, und df, bestimmen eine elementare Lichtroéhre; eine solche
bildete also den Gegenstand der Betrachtungen in Ziff. 125 und 126, in denen
wir den von ihr gefithrten Lichtstrom in den beiden sie bestimmenden Blenden
bestimmt haben. Der Lichtstrom durch df, ist die Summe aller Lichtstréme der
elementaren Lichtrohren, die durch df, gehen.

Es ist aber notwendig, daB durch die Zerlegung in die durch die Elemente
df, und df, bestimmten Elementarréhren alle in einer Lichtréhre vorhandenen
Strahlen und nur diese er-
faBt werden. Dies ist ohne
weiteres einleuchtend, wenn
die Flachen 1 und 2 durch
die Blenden einer Lichtrohre
gelegt werden, die nur durch
diese beiden Blenden be-
stimmt ist. Dann ist fiir je-
den Punkt der Fliche 1 die
ganze Fliche 2 bestimmend  Abb. 128. Eine von den drei Blenden (0]0}, P, P}, Q0%
fiir denraumlichen ()ffnungs- bestimmte Lichtréhre. Die Blendenridnder, die in den
winkel seiner Strahlung; es einzelnen durch Schraffierung unterschiedenen Gebieten

die ebenen Biischel (in der Zeichenebene) begrenzen,

miissen also alle df;, mit sind dort eingeschrieben.

allen df, paarweise zu Ele-

mentarréhren verbunden, alle vorhandenen Strahlen und nur diese liefern ; dies gilt
in Abb. 127 fiir die Blenden 0{0; und P{P;. Zwei andere beliebige Schnitte
durch dieselbe Lichtréhre, z. B. F und G, besitzen diese Eigenschaft nicht; ebenso-
wenig irgendein Paar von Schnitten durch eine Lichtrohre, die wie inAbb. 128
durch mehr als zwei Blenden bestimmt ist. Verbindet man alle Punkte des
Querschnittes I' der Lichtréhre mit allen Punkten eines anderen Querschnittes,
z. B. von G, so erhilt man zwar alle Strahlen der Lichtréhre, aber auch andere,
die der Lichtrohre nicht angehéren. Wenn wir nun aber in geniigend kleine
Teile zerlegen und diejenigen Paare weglassen, deren Verbindungen falsche
Strahlen ergeben, so kénnen wir auch hier die ganze Lichtrohre aus Elementar-
réhren zusammensetzen, deren jede durch zwei Elemente df, und df, bestimmt
ist und bei Unterteilung in geniigend kleine Elemente die Zahl der ,,falschen
Strahlen beliebig verringern. Wir kénnen also einen beliebigen Lichtstrom an
zwei beliebigen Schnitten, die durch ein optisches Gerit getrennt sein kénnen,
als Summe der Lichtstréme aller Elementarréhren auffassen, die durch zweck-
miBige Paarung der Elemente der Schnitte crhalten werden. Also kénnen
wir die oben in den Gleichungen (6), (7), (8), (9) und (10) gewonnenen Ergebnisse
auf zwei beliebige Schnitte durch die ein optisches Geridt durchsetzende Licht-
rohre anwenden. Es folgt also aus Gleichung (7), (8), (9), (10):

1. Eine beliebige durch ein optisches Gerit verfolgte elementare Réhre
(kiirzer: ein durch cin optisches Gerét verfolgter Lichtstrahl) besitzt an beliebigen
Stellen, die in demselben Mittel liegen, dieselbe Leuchtkraft, oder eine im Ver-
héltnis des Lichtverlustes herabgesetzte; wenn die Stellen in verschiedenen
Mitteln liegen, dndert sich die Leuchtkraft im Verhiltnis des Quadrats des
Brechungsexponenten. (Die Leuchtkraft wird an jedem Punkte aber im allge-
meinen eine Funktion der Richtung sein.)

2. Der Lichtstrom durch einen beliebigen Querschnitt einer Lichtréhre,
die durch cin optisches Gerit bestimmt ist, oder der Lichtstrom durch ein optisches
Gerit, in ciner belicbigen E bcnc ge%chnlttcn ist

jdf [kcostdw, (11)
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wobei das erste Integral iiber die Fliche des Querschnittes, das zweite iiber den
ganzen endlichen Raumwinkel zu erstrecken ist, den die Strahlung erfillt, die
zu jedem Punkt des Querschnittes gehort. Die Fliche dw kann man sich auf
der Einheitskugel durch zwei Ebenen, die durch die Normale des Flachenelementes
df gehen, und den Winkel d{ einschlieBen und durch zwei auf der Normalen
senkrechten Ebene herausgeschnitten denken, die zu ¢ und ¥ + d¥ gehdren,
dann ist dw von einem Kreisstiick der Linge sin #d{ und von einem Meridian-
kreisstiick d¥ begrenzt:

dw = sin®d{dd. (12)

Ist die Lichtrohre ein Kreiskegelstumpf mit d/ als Basis und der Normale von d/
als Achse, dessen Offnung 2 @ ist, und % unabhingig von {, so ist der Licht-
strom durch df

€]
a’L=2nd;[kcosz9sim9dz9; (13)
0

und falls 2 auch unabhdngig von # ist,
dL = nkdfsin2@. (14)

Die Verluste am Lichtstrom und an der Leuchtkraft.

128. Der Absorptionsverlust. Alle durchsetzten Mittel verschlucken
(absorbieren) einen Teil des sie durchsetzenden Lichtstromes. (Innerhalb der
optischen Gerdte kann die Schluckung nur im Glase merklich werden.) Vom
urspriinglichen Lichtstrom E, ist nach Zuriicklegung der Linge d (in cm) in
irgendeinem Mittel nur noch der Lichtstrom F, vorhanden, indem (LAMBERT 1760)

E,E,=c¢ *d=gq’.

Nach Gleichung (10) ist auch k,:%, = a¢. Man nennt « den Absorptionskocffi-
zienten und a = ¢~ * den Durchlissigkeitsfaktor; diese Groen hdngen von der
Wellenldnge ab; ist die Abhingigkeit innerhalb des sichtbaren Spektrums stark,
so ist das durchgehende Licht gefirbt. Die folgende Tabelle gibt die Werte a
(fiir 1 cm) fiir einige Glasarten des ScHOTTschen Kataloges an. AuBer fiir cinzelne
Wellenlidngen ist @ auch fiir ,,weiles Licht" (Tageslicht) gegeben.

Benennung Borkron Flint Schwerflint Uviolglas
Glasart . . . . . . . . . .. BK7 F3 SEF 6 UBK §
Frither Nr. . . . . . . . . . 3832 118 198 UV 3199
Hp o v v v e e e e e e 1,516 1,613 1,805 1,504
P v e e e e e e e e e e e 64,0 37,0 25,5 04,8
Farbung . . . . . . . . . . weild weild gelblich weild
a fur p = 644 0 . . L L L 0,990 0,992 0,044 0,988
a ,, =578 ,, . . .. .. 0,995 0,995 0,957 0,988
a = 546 ,, . . . . . . 0,995 0,995 0,991
a ,, =509 ,, . . . . . . 0,993 0,994 0,911
a , =480 ,, . . . . . . 0,990 : 0,992 0,860 0,991
a ,, =436 ,, .« . . . . . 0,987 0,984 0,779 0,982
a ,, =405 ,, . . . . .. 0,99 0,987 0,766 0,977
a , =366 ,, . . . . .. 0,92 0,895 0,754 0,945
a =334 ,, . . . ... 0,71 0,43 0,49 0,895
a ,, =312 ,, . . . . . . 0,171 0,00 0,03 0,52
a , =302 , . . . . .. 0,018 0,00 0,00 0,09
a ,, =296 ,, . . . . . . 0,00 0,00 0,00
a ,, =281 ,, . . . ... 0,00 0,00 0,00 0,00
weil . ... oL o0 oo 0,992 0,993 0,987
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Aus diesen Werten ergibt sich, daB bei Verwendung von Linsen, wie sie in den
gewohnlichen optischen Gerdten vorkommen, der Absorptionsverlust fast zu
vernachlassigen ist, hochstens wenige Prozent ausmacht. Der Unterschied der
Wegldnge, die verschiedene Strahlen in einer Linse zuriicklegen, kann also stets
vernachldssigt werden; es geniigt, mit der Mitteldicke zu rechnen. Etwas mehr
wird dieser Verlust bei Gerdten ausmachen, die groBere Prismenkorper enthalten.
Diese werden meist aus einem Glase dhnlich BK 7 der Tabelle hergestellt,
bei dem bei 100 mm Glasweg fur weiBes Licht ein Verlust von 7 bis 8%, vor-
handen ist.

129. Der Verlust durch Spiegelung bei der Brechung. Die Wellen-
theorie ergibt die folgende Beziehung zwischen der Leuchtkraft £ des auftreffen-
den Lichtes und der Leuchtkraft & des gespiegelten Lichtes

k/

sin® (7 —7) Ty

- tg? (i —7)
T TP sin?(i + 7) tg?

S tg (i + 7)
Hierbei bedeuten ¢ und » Einfalls- und Brechungswinkel; k,:% ist der Anteil
des einfallenden Lichtes, der in der Ein-

= k,m, + kymg.

fallsebene polarisiert ist, k,:%2 derjenige 8 5
Anteil, der senkrecht zur Einfallsebene ] ,/ %
polarisiert ist. Bei natiirlichem ein- S / N
fallenden Lichte ist k, =k, =1k, so  § / 3
daBB k" :k =} (m, -+ m,) ist. Da die Ver- Q5 A 95 8
tauschung von ¢ und 7 an den obigen 's §
Gleichungen nichts dndert, so ist der & / S
reflektierte Betrag derselbe, ob die Re- Q V/ N
flexion in Luft an Glas oder in Glas an (}; /| N
Luft stattfindet. Die Leuchtkraft des E // E
gebrochenen  Lichtes wird gegeben 3 1 3
durchk — k' = K"} K"k —=1—K k. Fir S0t w3

10 77 72 13 4% 75 76 77 78 N

senkrechten Einfall wird 7 =7 = 0; Brechungsquotienten

1:,,7:.7" wenn .n das. Brechungsver- Abb. 129. Der Spiegelungsverlust bei senk-
hiltnis des zweiten Mittels gegen das  rcchtem Einfall in seiner Abhingigkeit

erste ist und vom Brechungsverhaltnis des Glases.
, n—1\2, 0.y 4n_
vik=(G)s K= G 5)

Diese Abhingigkeit von k’: % oder von &":k vom Brechungsindex gegen Luft hat
M. v. Ronr?) in Abb. 129 dargestellt. Fiir die gewoshnlich benutzten Glaser ist
also mit jeder senkrechten Brechung ein Reflexionsverlust von 49, bei Kron-
und 59 bei Flintglas verbunden. Bei Brechungen an Kittflichen kann der
Verlust stets ganz vernachldssigt werden, da der relative Brechungsindex in
Gleichung (15) sich dann nur um wenige Prozente von 1 unterscheidet; selbst
wenn die beiden Mittel um 109, verschiedenen Brechungsexponenten gegen Luft
haben, so ist doch &’:k erst um 0,1% von der Einheit verschieden.

Eine graphische Darstellung der Abhingigkeit von , und m, vom Ein-
fallswinkel stellt fiir einen Brechungsindex von 1,5 Abb. 130 nach demselben
Autor?) dar. Man erkennt, daB vom senkrechten Einfall an m, bis zum Polari-
sationswinkel bestdndig abnimmt und die Zunahme von #, nahezu ausgleicht,
so daB der Mittelwert, der gesamte Reflexionsverlust fiir einfallendes natiirliches

1) M. v. Ronr, Die Strahlungsvermittlung in , Dic Bilderzeugung der optischen
Tnstrumente’‘. S.528. Leipzig 1903.
%) M. v. RoHR, a.a.O. S. 530.
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Licht, von ¢ = 0 bis etwa ¢ = 50° nur geringe Verinderung zeigt. Da aber
groBere Einfallswinkel sehr selten in der praktischen Optik auftreten, so kann
man den Reflexionsverlust praktisch fiir alle Strahlenneigungen gleich dem der
achsennahen Strahlen setzen, nach (15) berechnen und aus Abb. 129 ablesen. Der
Verlust ist derselbe beim Ubergang von
Luft in Glas wie beim Ubergang von

%
N

. R

R T Glas in Luft

~ ! .

R, J 5,,.5 In reinen Linsenfolgen treten nur die

<'§ / ‘f} Absorptions- und Spiegelungsverluste am

8 &  Glase auf.

§‘”’ &N 130. Verluste durch unvollkommene

3 | §  Spiegelung. Spiegelungen lit man in

REY 1 1»§  optischen Geriten moglichst im Glase

S 1 ﬁ P X g

X / §  unter groBeren Winkeln als dem der

s’z" / S  Totalreflexion stattfinden; doch lassen

8" / N ich oft auch Spiegelungen an Silber-

3 ; Sichoo piegelung

5 N/ / S  flichen (gewshnlich auch im Glase)

R4 T 90 & nicht vermeiden. Wegen der geringen

R 1 / §  Haltbarkeit freier Silberflichen miissen

< N . .

Ny I~ 003 da, wo die Reflexion nicht innerhalb
70 20 30w 30 60 70 80 30°

Einfallswinke! des Glases stattfinden kann, anqere

Abb. 130. Der Spiegelungsverlust an Mf:ta'lle herangezogen werden; neuerdings
Glas vom Brechungsverhiltnis 1,5 in hanlg der rostfreie Stahl.

seiner Abhangigkeit vom Einfallswinkel. Das Verhiltnis der Leuchtkraft des

Untere ausgezogene Kurve: m,. Obere  senkrecht einfallenden Lichtes zu der des

ausgezogene Kurve: om,. Mittlere ge-  goqniooelten £': knennt mandas Reflexions-

strichelte Kurve:ﬂ—hﬁ”. vermogen des Metalles; es sei mit R be-

2 zeichnetl). Die Werte des Reflexions-

vermogens fiir einige fiir optische Gerite

wichtige Metalle sind nach Messungen von HAGEN und RUBENS in den Kurven

von Abb. 131 dargestellt?).

Bei schiefem Einfall ergeben sich verwickelte Beziehungen zwischen der
Leuchtkraft des einfallenden und des gespiegelten Lichtes, die P. DRUDE3)
entwickelt hat. M. v. RoHRr?) hat fiir Silber und Stahl die Abhéngigkeit der in
der Einfallsebene und der senkrecht zur Einfallsebene polarisierten Komponente
und ihres Mittelwertes vom Einfallswinkel durch Kurven dargestellt, die in
Abb. 132 wiedergegeben sind. | Der Mittelwert ist die gesamte Leuchtkraft des
gespiegelten Lichtes in dem Falle, daB natiirliches einfillt. Es zeigt sich, daB
sie bis zu 80° fast dieselbe bleibt wie beim senkrechten Einfall, so daB firr die
Berechnung optischer Gerite nur der Wert des Reflexionsvermégens R betrachtet
zu werden braucht.

131. Zusammenfassung aller Verluste. Praktisch geniigt also meist folgende
Rechnung. Sei bei einem optischen Gerdt der Weg innerhalb des Glases 4 cm
lang, seien ferner z, freie Flichen von Kronglas gegen Luft und z, von Flintglas

1) Der Zusammenhang von R mit dem Absorptionskoeffizienten « und dem Brechungs-
vermogen % wird in der theoretischen Optik entwickelt; vgl. z. B. P. DRUDE, Lehrbuch der
Optik. 3. Aufl., Hrsg: von GEHRCKE. S. 346.

2) Nach eciner Mitteilung, die ich Dr. H. KEssLER verdanke, findet dieser bei im Zei8-
werk angestellten Messungen keinen Unterschied zwischen dem Reflexionsverlust an frischem
Silber in der Luft und von demselben in Glas.

3) P. DrRUDE, Wied. Ann. Bd. 35, S. 508. 1888.

4) M.v. RoHR (s. FuBnote 1, S. 205), S. 524.
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gegen Luft vorhanden, und mogen z; Spiegelungen an Silberflichen stattfinden,
dann ist die Leuchtkraft £ in dem lctzten Mittel mit dem Brechungsindex #'
gegeben durch

’2

Bik= 1; (0,99)7 - (0,96)1 « (0,95): + (0,94)%:. (16)

ERFLE?Y) empfiehlt dic etwas genauere Methode,
den mittleren Brechungsindex aller benutzten
Glaser zu bilden und mit diesem und 2, + 2,

Abb. 132. Das an Silber (ausge-
zogene Kurven) und Stahl (ge-
strichelte Kurven) gespiegelte

in eine von ihm berechnete Tabelle einzugehen.

—_ Allgemein Sei
k= :
: —5 U,

(16a)

wo v der auf obige Weise zu berechnende
Verlustfaktor ist oder
' k=mn2x; kB=n2x-v.

- (16b)

Licht in Prozenten des einfallen-
den. In beiden Gruppen: unterste
Kurve der senkrecht zur Einfalls-
ebene polarisierte Anteil; oberste
der in der Einfallsebene polari-
sierte Anteil. Dazwischen: der
Mittelwert zwischen beiden (das
natiirliche Licht .

Die durch optische Gerite erzeugte Beleuchtungsstirke.

132. Untersuchung der geometrischen BestimmungsgrofBen.

chung (11) folgt fiir die Beleuchtungsstirke

B=//kcosz9dw,

Aus Glei-

(17)

und fiir den Fall zentrierter Blenden im Achsenpunkte einer achsensenkrechten

Fliache
)

B = 2n/'k cos?d sind dd.

0

(18)

1) H. ErrLe, D. Opt. Wochenschr. 1919, S. 351355 u. 367—369; 1920, S.3—5 u.

29—30.
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Nachdem nun der nichtgeometrische Faktor £ durch die obigen Betrachtungen,
etwa durch Gleichung (16a), festgestellt ist, bleiben nach Gleichung (17) nur die
Richtungen und Offnungen der ein Flichenstiick beleuchtenden Biindel zur
Bestimmung der Beleuchtungsstirke iibrig. Ist die Lichtquelle gegeben, so kann
die Beleuchtung an einer Stelle in einem gegebenen Mittel nur gesteigert werden,
indem man den Raumwinkel der Biindel dort vergroBert; also mit héchstens
dem gleichen Erfolge, als ob man ohne optische Vorrichtungen die Lichtquelle
dieser Stelle ndherte — was aber praktisch oft nicht moglich ist. ABBE?) hat dies
mit folgenden Worten ausgesprochen: ,,Alle Vorrichtungen zur Verstarkung einer
Beleuchtung, zur sog. Lichtkonzentration, kénnen daher niemals einen anderen
Zweck haben — wenigstens niemals einen anderen wirklich erfiillen — als den:
mit Hilfe einer gegebenen Lichtquelle von beschrinkten Dimensionen oder an
einem entfernten Orte dennoch eine solche Wirkung zu erzielen, wie sie direkt
nur durch eine sonst gleichartige, aber von anderer Ausdehnung oder in anderer
Lage erreichbar wére.*

Der Verlauf der Biindel ist aber im Bildraum jedes Gerédtes an jedem Punkte
durch dic Blenden gegeben. Sind nur zwei bestimmende Blenden vorhanden,
so zecigt der Bildraum eines achsensymmetrischen Gerdtes das Aussehen von
Abb. 127; fiir die Beleuchtung ist es gleichgiiltig, ob wir P{P; als die A.P., O{ O}
als die A.L. auffassen oder umgekehrt.

Das Biindel, das irgend cinen Punkt des Bildraumes erreicht, ist der gemein-
same Teil der beiden Kegel, die diesen Punkt als Spitze und die beiden Blenden
als Basis besitzen. Der ganze Raum wird aber durch A.P. und A.L. in folgender
Weise zerteilt. Die beiden Blenden bestimmen einen Doppelkegel mit der Spitze M
und einen solchen mit der Spitze N. ,,Innerhalb’ dieser Kegel gelegen nennen
wir den Raumteil, der die Achse enthilt. Der innerhalb beider Kegel gelegenc
Raumteil zeichnet sich dadurch aus, da in ihm nur eine Blende wirksam ist.
Der auBerhalb beider Kegel liegende Raumteil erhilt iiberhaupt kein Licht.
Die Punkte des auBerhalb des Doppelkegels M, aber innerhalb des Doppel-
kegels N liegenden Raumteils (in der Abbildung wagerecht schraffiert) erhalten
Biindel, die von beiden Blenden beschrankt werden, und zwar von gleichliegenden
Rindern, also meniskenférmig, so daB3 z. B. in einem Schnitt I die Begrenzung,
die in der Mitte kreisférmig ist, nach den Rédndern zu in ein meniskenférmiges
Kreiszweieck iibergeht, das schlieBlich ganz verschwindet. Die Punkte des inner-
halb des Doppelkegels M, aber auBlerhalb des Kegels N liegenden Raumteils (in
der Zeichnung senkrecht schraffiert) crhalten Biindel, die von entgegengesetzt
liegenden Rédndern der beiden Blenden, also in Form ausgebauchter Kreiszweiecke,
begrenzt werden; in einem Schnitt G ist die Begrenzung der Biindel in der
Mitte kreisférmig und geht allméhlich durch diese Kreiszweiecke in Null tber.

Ist die Leuchtkraft aller Strahlen dieselbe, so ist die stirkste Beleuchtung
in einer achsensenkrechten Ebene bei M vorhanden. Die durchschnittliche
Beleuchtungsstarke wird in der kleineren Blende grofer — in der Abb. 127
also in der A.P. —, was ja unmittelbar aus der Erhaltung des Lichtstromes folgt.

Eine Verwirklichung des Falles zweier Blenden zeigt Abb. 133 in der Ver-
wendung eines Kondensors CC mit einer Lichtquelle OO. Die Linse CC ist
hier die A.P. Das Bild der Lichtquelle ist gleichzeitig die A.L., die hier kleiner
ist als dic A.P. )

Sind drei Blenden wirksam, so ergeben sich verwickeltere Verhiltnisse, die
fiir den Fall, daB die kleinste Blende in der Mitte liegt, durch Abb. 128 dargestellt

1) E. ABBE, Jenaer ZS. f. Med. u. Naturw. Bd. 6, S. 277. 1871; Ges. Abhandlgn. Bd. 1,
S. 29. 1904.
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wird. Hier gibt es zwei (weill gelassene) Riume, wo die Biindel nur von einer
Blende begrenzt werden ; zwei (wagerecht eng schraffierte) Rdume, wo die Biindel
von gleichliegenden Réndern der duBeren Blenden begrenzt sind, vier (wage-
recht weit schraffierte) Rdume, wo die Biindel von gleichliegenden Réandern je
einer duBeren und der mittleren Blende begrenzt werden; vier (senkrecht eng
schraffierte) Riume, wo die
Biindel von entgegengesetzt
liegenden Réindern je zweier
duBeren Blenden begrenzt
werden; vier (senkrecht weit
schraffierte) Rdume, wo die
Bilder von je zwei ent-
gegengesetzt liegenden Rin-
dern einer dulleren und der
mittleren Blende begrenzt
werden.
Ist die Leuchtkraft von
der Richtung unabhingig, so
laBt sich die Beleuchtungs-
stdrke durch Integration von
Gleichung (17) gewinnen. IFir
den  Achsenschnitt  eciner
achsensenkrechten  Auffang-
fliche ergibt (18), wenn der Offnungswinkel der Biindel fiir die Punkte der
Auffangcbene @ ist, B — nksin?@. (19)

Insbesondere gilt in der Ebene des Gegenstandes, wenn wir die Bezeichnungen
von (16b) benutzen und U der dingscitige Offnungswinkel, a die dingscitige
Apertur ist,

B = axn?sin?U = axa?. (20)
Fiir die Ebene des Bildes cbenso:
B' = naxvn'?sin?U’ = axva'?, (21)

wo U’ der bildseitige Offnungswinkel, a’ die bildseitige Apertur ist. Ferner

B':B=v-a?%a? (22)
nach dem Sinussatze = v:f?% also auch
B = axvn?sin?U: f* = axva? 2. (23)

Fiir andere von der Achse entfernte Stellen der achsensenkrechten Auffang-
flache ist die Integration von I. H. LAMBERT!) zuerst ausgefithrt worden. Hier
sei nur das Ergebnis mitgeteilt. Bedient man sich fiir dic in Abb. 134 definierten
GroBen der Abkiirzungen

84yt = _ &+ 4
{)_‘Zyr S 7= 297 >
so ist die Beleuchtung in O,
B="k(1—- =L ) .
2 ( Vgt —1

1) I. H. LamBERT, Wir folgen nach M. v. Ronr, Dic Bilderzeugung. S.517. Berlin
1914 der Darstellung von A. BEER, GrundriB des photometrischen Kalkiils. S. 57. Braun-
schweig 1854. Es handelt sich dort um den formal identischen Fall der Bestrahlung einer
Flache durch ein paralleles auBeraxiales Element, fiir den der Lichtstrom berechnet wird.

Handbuch der Physik. XVIIL 14
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Fihrt man die aus der Abb. 134 verstdndlichen Bezeichnungen fiir die mittlerc
groBte und kleinste Entfernung der Kreispunkte von O, ein: O,P = med, O, P,
= max, 0,P; = min, so wird einfach

— 7 p(y — (med +7) (med —7)
B= 2 k(1 max - min ) (24)

Wegen max?min? = (med? -+ 722 — 472 med? cos?w wird der Klammeraus-
druck unter Vernachldssigung hoherer Potenzen von 7:med als der zweiten zu
2 72 cos?w: med2, also

B = 72akcos?w:med? = 12k costw: £2; (25)

in der Bildebene also:
B' = p2nk costw':&'2. (20)

Die Beleuchtung nimmt also, wenn die Blende klein gegen den Abstand der Auf-
fangebene ist, mit der vierten Potenz des Cosinus des Gesichtsfeldwinkels ab.
So ist z. B. in der Bildebene einer photographischen Platte oder auf der Ebene

eines Projektionsschirmes die Ab-

0y nahme merklich, oft stérend.
® cost w
» 15° 0,87
0 r D | o
/2) 45° 0,25
h 60° 0,0625

Abb. 134. Die Beleuchtung, die ecine Kreisfliche
auf einer parallelen Ebene auBerhalb der Achse Praktisch wird sehr oft die Be-

erzeugt. PO =&: 00, =y; PPy =7, leuchtung seitlicher Bildpunkte

noch wesentlich durch die Ab-

schattung (Vignetticrung) durch die Gesichtsfeldblende gegeniiber den obigen
Werten herabgesetzt (Ziff. 95 und 96).

133. Die Beleuchtungsstirke in den Sonderfillen von Ziff. 114 und 115.
Sind die bildseitigen Biischel eng genug, so daB man sin und tang vertauschen
kann, so wird, wenn ¢’ der Halbmesser der A.P., £ der Abstand der A.P. von der
Bildebene ist, aus Gleichung (21)

B=akp?22=nxon'2p2:82. (27)

Dies gilt z. B. fiir photographische und mikrophotographische VergroBerungen.
Die allgemeine Gleichung (23) liefert im Falle enger bildseitiger Biindel mittels

Gleichung (3), Ziff. 114.
, A% /2 X’\2
B="5" ff,z (1 +%) (28)

oder falls, wie gewshnlich, die A.P. der hinteren Brennebene viel ndher liegt als
dem Bilde, und deshalb Gleichung (3) durch (3a) ersetzt werden kann,

wo ) -

Sind andererseits die dingseitigen Biischel eng, so liefert (21) in Verbindung
mit Gleichung (4) und (5) von Ziff. 115

B'=7zx71p—2:(1—¥»), (30)

£ %
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und da fast stets der Brennpunktsabstand des Gegenstandes grofl sein wird
gegen den der Pupillen,

'=nxv(-1;->2. (31)

Die ,,Lichtstérke® photographischer Objektive wird also bei gewdhnlichen (ver-
kleinernden) Aufnahmen durch das Quadrat des ,,Offnungsverhiltnisses’ :f
gemessen.

Die Helligkeit.

134. Definition der Fliachenhelligkeit. Unsere Definition der Beleuchtungs-
stirke und des Lichtstromes griindete sich auf das Photometer, bei dem stets
diffus reflektierende oder durchlassende Auffangflichen angewendet werden.
Eine Stelle eines Querschnittes einer Lichtréhre besa, wenn die eine Auffang-
fliche des Photometers, dort eingefithrt, dem Auge gleich hell erschien, wie eine
die andere mit einstellbarer Beleuchtung versehene Auffangfliche, die durch die
Teilung des Photometers definierte Belcuchtungsstirke. Die Beleuchtungsstiarke
der im Auge selbst verlaufenden Lichtréhren ist nach dieser Definition diejenige,
die ein zweiter Beobachter auf der Netzhaut des beleuchteten Auges sieht,
also mindestens durch ein Gedankenexperiment bestimmbar.

Ebenso wie wir nun unsere Wahrnehmungen von Form und Farbe durch
dic Form und Farbe der Bilder erkldren, die auf der Netzhaut entstehen (die
ein zweiter Beobachter auf der Netzhaut sehen wiirde, die wir aber selbst nicht
,,sehen®), so erkliren wir die Wahrnehmungen der Helligkeit durch die Be-
leuchtungsstirke der Netzhaut, ;wie sie ein anderer Beobachter sihe. Unter
»Helligkeit eines Fliachenstiickes verstehen wir hierbei den Reiz, der diese
Empfindung erzcugt und setzen sie der Belcuchtungsstirke auf der Netzhaut
gleich. Diese Festsetzung wird der Erfahrung gerecht, wonach meistens gréBere
Belcuchtungsstiarke der Netzhaut stirkere Lichtempfindungen bewirken und
definiert aulerdem eine zweckmiBige Skala dieser Reize. Sie ist auf Flichen-
stiicke zu beschrianken, die groBer als einige Winkelminuten erscheinen (s. weiter
unten).

135. Die Flachenhelligkeit beim freien Sehen. Solange ein kleines Flachen-
stiick die Grenze einiger Winkelminuten nicht unterschreitet, wird es hiernach
einem unverdnderten Auge in jeder Entfernung gleich hell erscheinen; denn die
Beleuchtungsstarke seines Bildes hingt nur von der Lage und GréBe der Augen-
pupille (genauer der A.P. des Auges) und von der Leuchtkraft in seinem Netz-
hautbilde, also nach (16a) nur von der Leuchtkraft des Gegenstandes selbst in
der Richtung der von ihm nach dem Auge ausgehenden Strahlen ab. Der Satz
gilt auch fiir beliebig ausgedehnte Flichen, wenn die Leuchtkraft ihrer Punkte
von der Ausgangsrichtung innerhalb des Winkels unabhingig ist, um den die
Verbindungslinie zwischen Flichenpunkt und Auge beim Wechsel der Ent-
fernung sich dreht. Dabei koénnen die einzelnen Punkte der Fliche verschiedene
Leuchtkraft besitzen.

Da die obige Voraussetzung in den meisten Fillen sehr angenidhert auch
bei nicht selbstleuchtenden Flichen zutrifft, so gilt dieser Satz sehr allgemein.
Er setzt nur die Unverdnderlichkeit der Pupillenoffnung und die Freiheit von
Absorption in den zwischen Auge und Gegenstand befindlichen Mitteln voraus.

Ist dic Leuchtkraft vom Winkel ganz unabhingig, so wird die Fliche auch
beliebig verdreht werden konnen, ohne daB ihre Helligkeit an jeder einzelnen
Stelle sich anderte. Wenn man bei dieser Betrachtung sich auf das direkte
Sehen beschriankt, so kann man geniigend angendhert das Bild jedes Flichen-

14%
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punktes als in der Achse des Auges liegend anschen; die Beleuchtungsstiarke
wird, da es sich stets um enge dingseitige Biischel handelt, durch Gleichung (31)
gegeben; ist p, der Radius der Augenpupille, f, die vordere Brennweite des Auges,
so ist die Helligkeit
P(l
H = zaxv P

136. Die Flachenhelligkeit beim Sehen durch optische Gerdte. Das Auge
bildet in Verbindung mit dem optischen Gerdt wiederum eine Linsenfolge, und
es handelt sich nur darum, die Beleuchtungsstdrke in ihrem endgiiltigen Bilde
zu bestimmen. Hierfiir bleiben also die allgemeinen oben abgeleiteten Satze in
Kraft. Als MaB der Helligkeit wird zweckmiBig die Helligkeit desselben Gegen-
standes beim freien Sehen gewdhlt. Der Vergleich ist aber im allgemeinen nur
moglich unter der Annahme, dall3 die Leuchtkraft des Gegenstandes vom Aus-
strahlungswinkel nicht abhdngt; denn die optischen Gerdte benutzen andere
Biindel als das freie Auge, um denselben Punkt abzubilden; beim Fernrohr wird
der Unterschied des Ausstrahlungswinkels allerdings verschwindend klein.

Die Leuchtkraft wird durch das optische Gerdt von der urspriinglichen %
durch die Lichtverluste im Gerédt auf % . v herabgesetzt werden, die nach Ziff. 131
berechnet werden miissen.

Der Vergleich setzt ferner voraus, daB die Augenpupille im freien Sehen
dieselbe wie beim Gebrauch des Gerdtes ist. Mit dem Gerdt wird sie aber nicht
ausgenutzt werden, falls die A.P. des Gerites kleiner ist. Ist das letztere nicht
der Fall, so wird die Helligkeit im optischen Gerdt nur entsprechend den Licht-
verlusten herabgesetzt sein:

H = Ho v H (32)
wo H, die Heclligkeit des freien Sehens, v entsprechend Gleichung (16a) den
Verlustfaktor des Lichtes bezeichnet.

Ist die A.P. kleiner als die Augenpupille, so gilt
H2: H = vp'2: 4. (33)
Bei Linsenfolgen, die nach Art des Mikroskopes mit engen bildseitigen Busch(,ln
arbeiten, fanden wir in Gleichung (3), Ziff. 114
p'=aV; also gilt fir p'<p,,
va?
H = H, Vz[, = Ho iz (250)%, (34)

wo V die ABBEsche VergréBerung, N die auf die Entfernung 250 bezogene Lupen-
vergroBerung ist (in Ziff. 109 mit N, bezeichnet). Dicjenigen VergroBBerungswerte,
bei denen die A.P. gleich der Augenpupille ist, sind

, a 250a
—_ — N: ..... b
Vo= 1%, Py (35)
Vo, und N, heilen dic NormalvergréBerung. Ist V>V, oder N> N,,
so ist H<<H,, und zwar H:Hy=vV3:V2=ouN3:N. — Ist V:V, oder

N = N,, so gilt (32).

Bei oder unter der NormalvergroBerung ist die Helligkeit nur im Ver-
haltnis des Lichtverlustes herabgesetzt.

Bei hoheren VergréBerungen ist die Helligkeit auBerdem proportional dem
Quadrat der VergréBerung oder proportional der FlichenvergréBerung herab-
gesetzt. Ferner ist bei gegebener VergréBerung, die stirker als die Normal-
vergroBerung ist, die Helligkeit nach (34) dem Quadrat der numerischen Apertur
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proportional. Da p, beim Mikroskop in weiten Grenzen willkiirlich anzusetzen
ist, weil es von der Beleuchtung abhingt und diese dort meist kiinstlich, also
nach Bediirfnis abzuidndern ist, so hat der Begriff der NormalvergréBerung,
‘wie iiberhaupt der Vergleich der Helligkeiten mit und ohne Gerit beim Mikroskop
geringe praktische Bedeutung.

Beim Fernrohr ist [Ziff. 116, Gleichung (6)] fiir n =’ =1

pr=p:T;
also
H=Hy 3l (36)

p:I, die halbe lineare Offnung dividiert durch die FernrohrvergroBerung, spielt
hier also diesclbe Rolle wic beim Mikroskop a: V, die numerische Apertur dividiert
durch die LupenvergréBerung. Die NormalvergroBerung ist Iy = p:p,. Bei
mittlerer Tagesbeleuchtung ist die Augenpupille 2 p, etwa = 2 mm, bei Nacht
= 5mm. Um also bis auf die Lichtverlustc dieselbe Helligkeit im Fernrohr zu
crhalten wie beim freien Schen, mufl man p = p,- I, machen, also am Tage
cbensoviel, bei Nacht 2,5mal soviel Millimeter fiir den Durchmesser der E.P.
wihlen, als man Einheiten der VergréBerung erreichen will.

Die Punkthelligkeit.

137. Die Helligkeit bei kleinem Sehwinkel im freien Sehen. Die Netzhaut
enthdlt ein Mosaik von getrennten lichtempfindlichen Elementen, deren jedes
cine Nervenbahn nach dem Gehirn besitzt, dic Zapfen und die Stibchen. Bei
gewohnlicher Belcuchtung sind die Zapfen weit empfindlicher als die Stidbchen.
Bei Beobachtung im direckten Sehen sind sie allein die aufnehmenden Elemente,
da in der Netzhautgrube, dem gelben Fleck, fast nur Zapfen stehen. Dort kommt
auf durchschnittlich 0,003 mm cin Zapfen, was einem dingseitigen Gesichtsfeld-
winkel von 0,6’ (1 mm auf 5,7 m) entspricht.

Dieser mosaikartige Aufbau der Netzhaut miiBte zur Folge haben, daf3 dic
Helligkeit bei Gesichtsfeldwinkeln der Gegenstidnde, die auf diesen Betrag
herabsinken, nicht mehr durch die Beleuchtungsstirke gegeben werden kann,
denn schlieBlich miilite nur noch ein Zapfen getroffen werden, eine Nerven-
leitung den Eindruck zum Gehirn vermitteln. Eine weitere Verkleinerung des
Winkels miiBte dann unmerklich bleiben, an ihrer Stelle miite Verdunkelung
wahrgenommen werden, da weniger Lichtenergie umgesetzt wird; bei Winkeln
von etwa 1 Minute ab miiBte die Helligkcit vom Lichtstrom abhingen; sie
warc gleich dem Lichtstrom dividiert durch dic Flache cines Elementes zu setzen.

Dic Beobachtung zeigt bereits bei einer Ausdehnung von mehreren Minuten,
dal} die Helligkeit von der scheinbaren GréBe des Gegenstandes abhingt, und
dall die BildgréBe heller Lichter im Auge nicht verringert werden kann, auch
wenn diese noch so kleinen Gesichtsfeldwinkel haben. Die BildgréBe und die
Helligkeit scheinen dann fest miteinander verbunden zu sein und nur vom Licht-
strom abzuhingen; sic bleiben dieselben, wenn bei Konstanz des Lichtstromes
sich der dingseitige Winkel dndert. VOLKMANN, AUBERT, HERING und ASHERY)
zogen aus diesen von ihnen gewonnenen Versuchsergebnissen den SchluB3, daf3
es infolge der Aberrationen unméglich ist, ein Bild auf einen Zapfen zu be-
schranken.

1) Siche TscueErMAK, Uber Kontrast und Irradiation (in Ergebn. d. Physiol. Bd. 2,

Teil 2, S.793. 1903), eine (abgesehen von der Bestimmung der Bildgrenze) erschépfende
Darstellung, wo auch die iibrige hier crwihnte altere Literatur zu finden ist,
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Demnach bleibt die Abhdngigkeit der Punkthelligkeit vom Lichtstrom be-
stehen; nur kann sie nicht in der obigen Weise aus dem Netzhautmosaik allein
abgeleitet werden.

138. Die Bedeutung der Aberrationen fiir die Lichtverteilung auf der Netz-
haut. Das Auge ist chromatisch iiberhaupt nicht korrigiert. Eine Berechnung
der hieraus entstehenden Lichtverteilung hat HELMHOLTZ!) gegeben. Der Ein-
fluB dieses Fehlers wird dadurch sehr vermindert, daB die Kurve der Empfind-
lichkeit fiir eine Farbe (gelbgriin) ein ausgeprigtes Maximum zeigt?).

Die monochromatischen Aberrationen sind durch GULLSTRANDs3) theoretische
Arbeiten geklart und seine Rechnungen durch Versuche bestitigt worden. Hierzu
seiauf die Darstellung M.v. RoHRs (Kap. 2, Ziff. 49u.50) verwiesen. Das Auge ist hier-
nach einem optischen Gerit dhnlich, das , fiir die Einfallshéhe 2 mm spharisch
korrigiert® ist, aber fiir geringere Einfallshthen eine sehr starke ,,Zone der
sphérischen Aberration aufweist; dessen Linsen ferner ,,durch die Fassung
verspannt‘ sind.

Auch bei einer geometrisch vollkommenen Strahlenvereinigung wire im
iibrigen die durch die Beugung an der Pupille entstehende Lichtverteilung zu
erwarten. Diese besteht fiir den Fall eines im Unendlichen liegenden leuchtenden
Punktes aus cinem mittleren Scheibchen, dessen Beleuchtungsstarke nach dem
Rande zu rasch abnimmt, und sehr viel schwicheren, nach auBlen ganz ver-
schwindenden Ringen besteht. Die halbe GréBe des Scheibchens entspricht ding-
seitig fiir gelbgriines Licht 1,22/p, Winkelminuten, wobei p,, der Radius der
Pupille, in Millimeter zu rechnen ist.

Endlich sind die optischen Mittel des Auges nicht vollkommen durchsichtig,
so daB eine merkliche Zerstreuung auftreten diirfte.

Der auffallendste Beweis fiir die Aberrationen im Auge sind nach der heute
geltenden Meinung der Physiologen die Erscheinungen der Irradiation. Sie
bestehen zum groBen Teile in der Hinausschiebung der Grenze zwischen dunkel
und hell ins dunkle Gebiet bei stark wachsender Helligkeit. Der im stromlosen
Zustand kaum sichtbare Faden einer Glithlampe erscheint bei normaler Spannung
stark verbreitert. Die Theorie erklart dies durch das Sichtbarwerden des Lichtes,
das das bei idealer Abbildung entstehende Bild nicht erreicht. Tridgt man iiber
jeden Punkt der Netzhaut die Beleuchtung als Ordinate auf, so ergibt sich die
,,Lichtfliche* MacHs. Einem hellen Kreise, der in Abb. 135 ein ,,ideales* Bild AD
ergdbe, wiirde eine ,,ideale’* Lichtfliche ABCD entsprechen. Infolge der Aber-
rationen aller Art entsteht aber die wahre Lichtfliche aebcfd. Nach dem FEcH-
NERschen psychophysischen Grundgesetz ist der Beleuchtungsunterschied zweier
Stellen, der cben noch wahrnehmbar ist, der Beleuchtung selbst proportional.
Die Unterschiedsempfindlichkeit nimmt also mit wachsender Beleuchtung ab.
Bei stark wachsender Helligkeit kann also etwa der Unterschied zwischen Ae
und AB unmerklich werden und erst die Beleuchtungsstirke Ag als von AB
verschieden erscheinen [HELMHOLTZY), 1860].

Trotz der Unschirfe der im Auge erzeugten Bilder — so sagt die besonders
von HERING ausgebaute Theorie — sieht man eine scharfe Grenze als Wirkung
des Kontrastes. Diese Erscheinung ist schon von AUBERT und MACH aus dem

1) H.v. HELmMHoLTZ, Handb. d. physiol. Opt. Bd. I, 3. Aufl,, S. 153—157. 1911.

?) Der EinfluB der chromatischen Aberration auf die Sehschirfe wird sicher dadurch
sehr herabgesetzt, dal3 der von HELMHOLTZ errechnete Lichtabfall die Bildung ciner schein-
baren Grenze durch den Kontrast (s. unten) besonders begiinstigt (MacH).

3) Eine kurze Ubersicht der Theoric gibt GULLSTRAND in der obengenannten Ausgabe
der HeLmHOLTZschen Physiol. Optik S. 250—258, dic Anwendung S. 353-376.

1) H.v.HevLymuortz, l.c. S.157.
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Bereich der gelegentlichen Sinnestiuschungen herausgehoben und als regelmaBige
physiologische Wirkung erkannt worden. Sie besteht darin, daB jede ortliche
Erregung einer Stelle der Netzhaut die entgegengesetzte Erregung in den Nachbar-
elementen zur Folge hat. WeiB} erzeugt in der Umgebung Schwarz, Schwarz
WeiB (auf den Farbenkontrast gehen wir hier nicht ein), wodurch die urspriingliche
Erregung wiederum verstdrkt wird. Diese Wechselwirkung benachbarter Stellen
,,ibertreibt und schematisiert (MacH) die Reizunterschiede; sie begrenzt die
,, Empfindungsflache’ schirfer als die Lichtfliche und macht so die Unschirfe
des physikalischen Netzhautbildes zum gréBten Teil unmerklich. ,,Die wichtig-
sten Folgen jener Wechselwirkungen duBlern sich gar nicht in Kontrasterschei-
nungen, d. h. in dem vermeintlichen Falsch-

sehen der ,wirklichen® Helligkeiten der AuBen- 8 _b ¢ ¢
dinge. Vielmehr beruht gerade das sog. rich-

tige Sehen dieser Helligkeiten sehr wesentlich

mit auf diesen Wechselwirkungen, und es ist 1 ¢ 4
noch viel wichtiger, die letzteren da zu erfor- / 4

schen, wo wir gar nichts von ihnen zu bemerken o 4 a4~

meinen, als da, wo sie uns als Kontr'asterschei— Abb. 135. Zur Erklirung der Ir-
nungen auffallen. Der Wechselwirkung ... L.4iation. Die, ideale Lichtfliche‘
verdanken wir zu einem wesentlichen Teile ... 4 BCD und die wirkliche, durch
unsere Sehschirfe’ [HERING!)]. Die Lage der dicAberrationen bestimmte abcd.
durch den Kontrast bestimmten ,schein-

baren Grenze'‘ hat MacH?) angegeben; er entdeckte sie an rotierenden Scheiben
mit schwarzen und weiBen Sektoren, mit denen in groBerer Ausdehnung ein
Gebiet herzustellen ist, in dem wie in aeb in Abb. 135 die Beleuchtung stetig nach
einem zu wihlenden Gesetz zu- oder abnimmt. Man empfindet eine Stelle
als hell, wenn die Beleuchtung in ihr groBer als die mittlere Beleuchtung ihrer
Umgebung ist, im umgekehrten Falle als dunkel. Dieser Unterschied gegen die
Umgebung ist aber, wenn die Beleuchtung in einem Punkte x, y B(xy) ist,

&*B 0B
— (5 + ‘ayz‘) =—48B.

Fir positives 4B erscheint xy dunkler, fir negatives heller als die Umgebung.
Linien, in denen /B = 0 ist, bilden scheinbare Grenzen, Linien, wo 4B ein
Maximum ist, sind dunkel, solche, wo 4 B ein Minimum ist, helle Linien. KUHL3)
hat diese Betrachtungen auf die durch Beugung verwaschenen Umrisse der
Bilder optischer Gerite, insbesondere auf astronomische Messungen, angewandt,
nachdem schon SEELIGER?) die MacHschen Entdeckungen unabhingig wieder-
gefunden und damit die scheinbare VergréBerung des Erdschattens bei Sonnen-
finsternissen erklart hatte. KUHL erklirt die scheinbaren Grenzen an rotierenden
Kreisscheiben, mit denen SEELIGER die Lichtverteilung des Beugungsbildes
cines Planeten im groBen nachgebildet hatte, teils als Linien, in denen 4B = 0,
teils als solche, in denen es cin Maximum ist. Bei engen Doppelsternen erklart

1) E. HErING, Grundziige der Lehre vom Lichtsinn aus Graefe-Saemischs Handb. d.
ges. Augenheilkunde. 2. Aufl, I. Teil, 12. Kap., S. 116. Leipzig 1905—1911 u. Berlin 1920.

2) E. MacH, Wiener Ber. Bd. 52, Abt.2, S. 303—322. 1865; Bd. 54, Abt.2, S.393
bis 408. 1866.

3) A. KUHL, Sirius Bd. 52, S.190. 1919; ZS. f. ophthalm. Opt. Bd. 8, S. 129. 1920;
Central-Ztg. f. Opt. u. Mech. Bd. 42, S. 375. 1921; Vierteljschr. d. astron. Ges. Bd. 54, S. 165.
1921: Central-Ztg. f. Opt. u. Mech. Bd. 5, S. 27 u. 265. 1924. Die Reduktion der Fern-
rohrbeobachtungen wegen Kontrastfehlers, in ,,Probleme der Astronomie‘‘, Festschrift fiir
H. v. SEELIGER, Berlin 1924.

1) H. v. SEELIGER, Abhandlgn. d. Miinch. Akad. 1896.
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der Verlauf von 4B die Tatsache des scheinbar zu groB gemessenen Abstandes
sowie deren Umkehrung im photographischen Negativ; die , Tropfenbildung*
beim Voriitergange eines Planeten vor der Sonne. Die Theorie lieB sich unter
anderem mit Erfolg auf das Doppelbild- und das Fadenmikrometer anwenden.
SchlieBlich gelang KUHL der Nachweis, dal die auf der Marsoberflache beob-
achteten Kanile Kontraststreifen sind. Vgl. auch den Abschnitt {iber das Fernrohr.

Man kann nach dem Gesagten starke Aberrationen im Auge als erwiesen
und zugleich die Seltenheit ihres Auffallens als erklart ansehen. So ergibt sich,
daB cine noch so kleine leuchtende Flache ihr Licht ,,auf einen ganzen Komplex
von Zapfen' (HERING, 1. c. S.155) verteilt?). _

Will man nun das Gesetz der Punkthelligkeit unter Beriicksichtigung der
Aberrationen ableiten, so kann man an die Darstellung in Abb. 135 ankniipfen.
Die mittlere Ordinate, die Beleuchtungsstirke im Mittelpunkt des unscharfen
Bildes einer leuchtenden Flache, ist offenbar gleich der des idealen Bildes, so-
lange als dieses grofler ist als der Zerstreuungskreis eines Punktes. Wird der
Gesichtswinkel des Gegenstandes und damit sein Bild kleiner als dieser Zer-
streuungskreis, so 148t sich ohne Annahme iiber die Art der Aberrationen be-
weisen, dal3 die Beleuchtung des Mittelpunktes dem Lichtstrom direkt und der
Flache des Zerstreuungskreises eines Punktes umgekehrt proportional ist?).

Nun hingt aber die GroBe dieses Zerstreuungskreises von der Pupillengro3e
ab; das Beugungsscheibchen ist ihr umgckehrt proportional; die Zerstreuungs-
kreise der monochromatischen und chromatischen Aberration wachsen dagegen
mit der Pupillenéffnung. Dieser Zusammenhang ist also recht verwickelt. Da
sich aber dic Pupillengroe selbst mit dem Lichtstrom &ndert, so ist dic
Abhingigkeit der mittleren Ordinate vom Lichtstrom eine doppelte und fithrt
nicht ohne weitere Annahme zu einem Punktgesetz der Helligkeit. Ein einfaches
Gesetz scheint auch nur fiir den im folgenden betrachteten Schwellenwert zu
bestehen.

139. Der Schwellenwert der Punkthelligkeit. In der Astronomie sowohl als
auch in der Technik (Signale) beschdftigt man sich mit dem Werte der Helligkeit
von kleinen Lichtquellen, bei dem sie eben noch wahrnehmbar sind; dieser
,,ochwellenwert® ist auch von den Physiologen besonders hdufig untersucht
worden?®).

Dieser Wert S ist gleich dem Lichtstrom, den der kleine leuchtende Gegen-
stand in das Auge entsendet, also

S=L,=kowpin=kpawix. (37)

Hierin bedcutet der Index s, daB3 die betreffenden Gré8en im Augenblicke des
Merklichwerdens einer Lichtempfindung gemessen sind; und zwar L; den Licht-
strom, der die Netzhaut crreicht, o, den Raumwinkel, unter dem der Gegenstand

1) Trotzdem kann das Auflésungsvermogen des Auges dem Durchmesser eines Zapfens
entsprechen. Die Lichtflache eines Punktes ist ein Berg mit cinem breiten von der Aber-
ration herrithrenden Sockel; die Lichtflache zweier benachbarter Punkte ein Gebirge mit zwei
Gipfeln, und es gentigt, wenn diese um mehr als einen Zapfen auseinanderstehen, um sie bei
hinreichender Vertiefung zwischen den Gipfeln unterscheiden zu kénnen; diese Vertiefung
wird durch den Kontrast noch iibertrieben.

2) O. EprPENSTEIN, in Czapski-Eppensteins Grundziige der Theorie der optischen
Instrumente. 3. Aufl., S. 313. 1924. Die dort aus dieser Rechnung gezogenen Folgerungen
werden im obigen fiir das Auge aufgegeben; die Anwendung auf den Fall der photogra-
phischen Wirkung von Punkten bestehen geclassen.

3) A.TscHERMAK, L. c. S. 799; NaGer, in Helmholtz’ Handb. d. physiol. Opt. 3. Aufl,,
Bd.II, §S.283. 1911.
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erscheint, %, seine Leuchtkraft und — im Falle eines Kreises — w, den halben
linearen Gesichtswinkel. Die Konstanz des Schwellenwertes bedeutet also z. B.

L, = konst. (38)

oder kswf pg = konst. (39)

Gewohnlich wird die Konstanz von p, vorausgesetzt und die Konstanz
des Produktes k,w? behauptet. Dieses als ,,gegenscitige Erginzung von Gesichts-
winkel und Helligkeit** schon 1857 von R. FOERSTER!) aufgestellte Gesetz wird
jetzt meist nach Ricco?) (1877) genannt, der es zuerst exakt formuliert zu haben
scheint.

Versuche in NAGELs Laboratorium?) haben das Gesetz fiir das direkte
Sehen — die Zapfen — bei dunkeladaptierten Augen bis zu 8,5 scheinbarer
Gegenstandsgrofe bestatigt. Fir das indirckte Sehen (die Stdbchen) fand P1PER?)
die Konstanz von &, - w;, bei Dunkeladaptation. Neuere Versuche von GEHLHOFF
und ScHERING®) fithren fur die Zapfen etwa zur Konstanz von k;w,, fur die
Stdbchen zur Konstanz von k,w?. Doch hat KUHL?Y) gegen diese Auswertung
der Messungen Einspruch erhoben.

Die Messungen KUHLs am Fernrohr, die unten besprochen werden, bestitigen
das Gesetz, das durch (39) ausgedriickt wird, insofern, als bei konstantem &
die Konstanz von w?#] mit groBer Genauigkeit, und zwar bis zu Winkeln von 22/,
nachgewicsen wird. KUHL erhilt die verschicdene Winkelgréfle, indem er durch
Okulare wachsender Stiarke die A.P. seines Fernrohres und damit den benutzten
Teil der Augenpupille verkleinert und die Beugungsscheibchen im selben Ver-
hiltnis vergroBert. Diese UbervergroBerung bewirkt nur die Ausbreitung der
gleichen Lichtmenge auf einen gréBeren Teil der Netzhaut.

Da das Riccosche Gesetz hiernach iiber eincn sehr grofen Winkelbereich
gilt (bei 22’ iiber die ganze Netzhautgrube), so ist nur die Erklarung méglich,
daB gleichzeitige Reizungen benachbarter Netzhautpunkte einander ,,gegen-
seitig iiber die Schwelle heben‘®). Es wire dies das gleiche Verhalten, das beim
Tastsinn beobachtet wird®).

140. Die Helligkeit von Linien. Der Schwellenwert muf3 durch die Gleichung

ky P} w, = Kkonst. (40)

gegeben sein, wenn w; die scheinbare Breite bedeutet.

141. Die durch optische Gerite bei kleinen Sehwinkeln vermittelte Hellig-
keit. Bei Gegenstinden mit kleinem Sehwinkel war oben der Lichtstrom als
fur die Helligkeit mafigebend gefunden worden, der von dem Gegenstande aus-

1) Vgl. H. AuBkerT, Physiologie der Netzhaut. Breslau 18653.

2) Vgl. die oben angefithrten Darstellungen bei TscHErRMAK und HELMHOLTZ.

3) G. GEHLHOFF u. H. ScHERING, ZS. f. Beleuchtungsw. Bd. 26, S. 103. 1920; vgl. ~uch
H. Scuurz, Central-Ztg. f. Opt. u. Mech. Bd. 43, S. 59. 1922.

4) A. KuH1, Central-Ztg. f. Opt. u. Mech. Bd. 44, S. 121. 1923.

5) F. B. HoFMaNN, in Graefe-Saemischs Handb. d. ges. Augenheilkunde 2. Aufl., 1. Teil,
Kap. XIII, S.25 u. 99--100. Berlin 1920.

) Dicse gegenseitige Unterstitzung der Netzhautstellen in bezug auf das Merklich-
werden der Reize ist durchaus nicht identisch mit der Annahme, daB einec Netzhautstelle
in den benachbarten gleichartige Reize hervorruft (was ich gegeniiber meiner oben an-
gefithrten Darstellung [S. 191] hier berichtigen mochte). Infolgedessen steht auch diese Unter-
stiitzung nicht im Gegensatz zu der Erscheinung des Kontrastes, dic man als entgegengesetzte
Erregung benachbarter Netzhautstellen beschreiben kann. Vielmehr erklarti sich sogar die
gegenseitige Unterstiitzung aus dem Kontraste, wenn man — mit HERING — die kontrastive
negative Erregung der Nachbarschaft b einer vom duBleren Reize positiv erregten Stelle a
als mit ciner Steigerung der positiven Erregbarkeit von b verbunden annimmt; so
daB nun eine d4uBerc positive Erregung von b dort gréBere Empfindlichkeit antrifft. In dieser
Uberlegung sind « und b aber vertauschbar.



218 Kap. 1, C. O. EPPENSTEIN: Realisierung der Abbildung durch Kugelflichen. Ziff. 142.

gehend die Netzhaut erreicht. Im Gegensatze zu der fiir gréBere leuchtende
Flichen maBgebenden, auf der Netzhaut erzeugten Beleuchtungsstirke kann
der Lichtstrom durch die Benutzung optischer Gerite gegeniiber dem freien
Sehen gesteigert werden. Das Fernrohr vergroBert ihn im Verhéltnis der Flache
seiner E.P. zur Fliche der Augenpupille ; das Mikroskop im Verhiltnis des Quadrats
seiner Apertur zu der Apertur im freien Sehen, die gleich dem Halbmesser der
Augenpupille dividiert durch den Abstand des Gegenstandes vom Auge ist.

142. Die Grenze der Sichtbarkeit?) bei kleinem Sehwinkel in optischen Ge-
raten. Der Schwellenwert der Helligkeit ist hier fiir das Auge entsprechend
Gleichung (37) durch den Lichtstrom selbst gegebcn, der die Netzhaut erreicht.

Ist die A.P. des Gerites, wiec wir im folgenden immer annehmen wollen,
gleich oder kleiner als die Augenpupille (der andere Fall erledigt sich leicht da-
durch, daB die E.P. so viel verkleinert gedacht wird, da3 die Annahme zutrifft), so
ist der Lichtstrom durch das Gerit im Falle des Mikroskopes, von den Lichtverlusten

abgesehen aksin?U-o = nka%o0:n? = nkf2p'20:n2¢'?,

wenn k die Leuchtkraft, o die senkrecht zur Achse gemessene Fliche des kleinen
Gegenstandes, U den Offnungswinkel, a die dingseitige Apertur und # den
Brechungsindex des Mittels bezeichnet, in dem der Gegenstand liegt; ferner &’
den Abstand des Bildes von der A.P., deren Halbmesser p’ ist.

Diese Gleichung ist auch fiir die Sichtbarkeit ultramikroskopischer Teilchen,
die nur durch ihre Beugungswirkung in Erscheinung treten, maBgebend.

Im freien Sehen wire der Lichtstrom mkpio:n2E'2, wenn der Gegenstand
in derselben Entfernung &' betrachtet wiirde wie das durch das Geridt entworfenc
Bild. Die Erhohung der Sichtbarkeitsgrenze erfolgt also im Verhiltnis

o2 B
Die Sichtbarkeit ist also entsprechend dem Quadrat derjenigen linearen Ver-
groBerung erhéht, die p” = p, macht, also der zu der betreffenden Apertur ge-
horigen NormalvergroBerung; diese Verbesserung wird noch durch die Licht-
verluste herabgesetzt.

Beim Fernrohr ist der bei Normalvergroerung oder hoherer der Netzhaut
zugefithrte Lichtstrom L= Jpta

wenn J die Beleuchtungsstirke bedeutet, die der Gegenstand am Orte der E.P.
erzeugt, also gleich der Leuchtkraft multipliziert mit dem scheinbaren Winkel
ist. Bei Sternen ist J die sog. ,,Helligkeit” oder Intensitit des Sternes. Da bei
Betrachtung mit bloBem Auge der Lichtstrom L, = Jpjn ist, so ist die Sicht-
barkeitsgrenze durch das Gerit heruntergesetzt im Verhiltnis p2:43; es werden
also Sterne sichtbar, deren Helligkeit in diesem Verhiltnis geringer ist.

Bei NormalvergréBerung ist " = p,; die A.P. ebenso groB wie die Augen-
pupille unter gleichen Umstanden (bei der Betrachtung von Sternen mufl man p,
etwa = 5 mm setzen). Die Verbesserung ist dann p2:p'%2 = I'2; oder sie ist
allgemein gleich dem Quadrat derjenigen FFernrohrvergroferung, die nach MaB-
gabe der vorhandenen E.P. die Normalvergréferung darstellt; hohere Ver-
groBerung ist hiernach ohne EinfluB.

In Wirklichkeit erhéht jedoch die héhere VergréBerung die Erkennbarkeit,
wenn der kleine helle Gegenstand oder Stern nicht auf dunklem Hintergrunde
erscheint. Nach dem oben (Ziff. 136) Gesagten wird ndmlich durch die Uber-

1y Hier wird nur das Erkennen kleiner Fliachen behandelt; die Leistung der Gerate
schlieBt auch die Unterscheidung getrennter Punkte und Linien, sowic das Erkennen von
FFormen cin. Vgl. auch den Abschnitt iber das Fernrohr.
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vergroferung die Helligkeit des Hintergrundes proportional mit p’2:4} herab-
gesetzt, so dal der Unterschied zunimmt.

KUHLY), der die Sichtbarkeit der Sterne im Fernrohr theoretisch und messend
untersucht, macht hierfiir folgenden Ansatz: Nach dem FECHNERschen Gesetz
muB der Reiz des Sternenlichtes zum Reiz des Himmelslichtes, gegen das er sich
noch eben sichtbar abhebt, in einem konstanten Verhiltnis s =1 + a (wo «
etwa 1/, oder das Doppelte oder Dreifache betragen wird) stehen. Jener ist
= L = Jp?n, dieser proportional &, - p'2x zu setzen, wo k&, die Leuchtkraft des
Himmelsgrundes ist?). Zu der Erhellung durch den Himmelsgrund tritt noch
die als konstant angesehene Erhellung durch das ,,Eigenlicht” des Auges3),
deren Reiz formal = k,pin gesetzt werden kann, wo p, den konstant an-
genommenen Radius der Augenpupille bei Nacht angibt; so folgt

Jpia
e 711?1@?1?57 = konst. ,
wenn J hier durch den Index s als Schwellenwert gekennzeichnet wird; hieraus
Js= konst.(?—f‘2 ];fg) . (41)

Der Schwellenwert der Lichtstarke nimmt also fiir v6llig dunkeln Himmel
mit dem Quadrat der wachsenden NormalvergroBerung ab; bei hellerem Hinter-
grunde wird er durch ein Glied vergroBert, das dem Quadrat der VergréBerung
selbst umgekehrt proportional ist; da dieses fiir I' = oo verschwindet, setzt KGHL
mittels

Jso = konst. ?'—2
Ry Iy
]s = ]sco(1 + -k’; ["2)'
Diese Gleichung stimmt mit den Beobachtungen. Der Vergleich beruht darauf,
dal nach dem FECHNERschen Gesetz und den Messungen von BABINET?) die
Sternhelligkeit J mit der ,,GréBenklasse’* G zusammenhingt durch
G = konst. — 2,5 log J ; (42)
so daB, wenn die im Fernrohr eben sichtbare GroBenklasse wieder mit dem Index s
und die bei unendlicher UbervergroBerung (d. h. vélliger Verdunkelung des
Himmelsgrundes) eben sichtbare mit s, oo bezeichnet wird
Ry I3
Gm:\: - G,, = 2,5 10g(1 + "'};— —1—,2').

(43)
Diese Gleichung wird von der Messung bestitigts).

1) A. KUHL, Sirius Bd. 51 oder N. F. Bd. 46, S. 101, 133 u. 163. 1918.

2) Das Verhiltnis beider Reize muB dimensionslos sein, um von den gewihlten Ein-
heiten unabhingig zu werden. Es mufB also im Nenner auch ein Lichtstrom stehen; der
Reizwert des Himmelslichtes konnte etwa gleich dem Produkt aus der Beleuchtung der Netz-
haut, die %, p’?x dividiert durch das Quadrat der auf Luft reduzierten Brennweite des Auges £,
ist, und der Netzhautfliche N gesetzt werden, deren Teilchen noch zu dem Helligkeitsver-
gleich mit dem Sternbilde beitragen (wobei die Fliachenteile etwa mit einem mit wachsender
Entfernung vom Sternbilde abnehmenden Faktor anzusetzen wiren); dies entspriche auch
der obigen Annahme der gegenseitigen Unterstiitzung, die ebenso fiir dic Beleuchtung durch
den Grund gelten muB. Die Konstante wére dann sN:f2.

3) H.v. HeLmuorTz, Handb. d. physiol. Opt. 3. Aufl, Bd.II, S. 12 u. 148. 1911.

4) H.v. HELmroLTz, Handb. d. physiol. Opt. 3. Aufl. Bd. IT, S. 148. 1911.

%) Aus (41) folgt fir das freie Auge (I'= I, = 1), wenn J, fir irdische kleine Lichter
vor hellem Hintergrunde = k,w?n gesetzt wird: w, = konst. Jk, + k,:Vk,. Dies entspricht
nicht den Ergebnissen von AUBERT (Physiologie der Netzhaut, S.201. Breslau 1865), der
bei Anderung von k,:k, von 1/, bis 1/, iiberhaupt keine Anderung von w, bemerkte. Der
Gegenstand wurde immer dann sichtbar, wenn sein Bild etwa ciner ZapfengréBe entsprach.
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143. Die Wirkung des Lichts auf die photographische Platte!). Das Licht
macht die Platte entwicklungsfihig. Handelt es sich nicht um sehr kleine be-
leuchtete Fldchenstiicke, so gelten die folgenden Gesetze. Die ,,Schwirzung*
oder ,,Dichte’” D einer Platte des entwickelten Negativs ist der dekadische
Logarithmus des Verhiltnisses zwischen dem von einer unbelichteten Stelle
und der betrachteten Stelle durchgelassenen Lichte?). Die bei einer bestimmten

Entwicklung und Plattensorte erhaltene
/\ Dichte ist eine Funktion der Belichtungszeit
t und der Beleuchtungsstirke B, derart,
daf33)
D = {(B#).

p ist im allgemeinen etwas kleiner als 1, kann
aber auch 1 erreichen. Setzt man Bt = E,
der Belichtung, so crgibt sich die durch
Abb. 136 gekennzeichnete, von HURTER und
DRIFFIELD * (1890) in ihren grundlegenden
Untersuchungen aufgefundene Kurve, in der
/g€ logE als Abszisse und D als Ordinate ge-

Y
/| R Y log £

log 4 wihlt sind%). Die Kurve zeigt ein gerades
Abb. 136. Dic charakteristische Kurve ~ Stuck, das fir die praktische Verwendung
einer lichtempfindlichen Schicht. benutzt wird. Es geniigt der Gleichung
I
D=y-log -
7R E,

log E,, die Tragheit der Platte oder 1/log E,, ihre ,,Empfindlichkeit* ist von der
Art und Lidnge des Entwickelns fast unabhingig, wihrend der ,,Entwicklungs-
faktor’* y mit lingerer Entwicklung zunimmt. Bei sehr langer Entwicklung
nahert sich y einem Grenzwerte, der bei , kontrastreichen‘‘ Platten 2 bis 3 erreicht,
bei sehr kontrastarmen nur ctwa gleich 1 sein kann. y = 1 stellt die ,,normale**
Entwicklung dar. Der Wert von (E,:E,), womit die Ldnge des geradlinigen
Verlaufes charakterisiert werden kann, bezeichnet die Grenzen der erlaubten
,,Unter*- und ,,Uberbelichtung‘; er soll ctwa 16 crreichen. Alle diese Daten
sind wesentlich fir die Wiedergabe der natiirlichen Helligkeitsunterschiede auf
der Platte; und entsprechende Betrachtungen finden bei der Ubertragung auf
das Positiv statt.

Die Herstellung eines Positivs, in dem die Helligkeitsabstufungen der Natur
in moglichst vollkommenem Grade wiedergegeben sind, ist noch mit zahlreichen

1) Es kénnen nur diec mit der Optik zusammenhingenden Fragen in kurzem Abril3
behandelt werden.

2) Die Definition der Dichte kann nur auf die Absorption oder auch auf die Diffusion
der Schicht Riicksicht nehmen und fithrt so zu zwei ctwas verschiedenen Gréf3en, deren erste
von Bedeutung ist, wenn man Kontaktdrucke von einer Platte macht, die zweite, wenn man
projiziert, z. B. vergréBert; vgl. hierzu A. CALLIER, ZS. f. wiss. Photogr. Bd. 7, S. 257. 1909.
Zur Messung dienen Mikrophotometer, von KocH (Ann. d. Phys. Bd. 39, 40, 41 u. 42) objektiv
registrierend gemacht.

3) K. ScuwarzscHILD, Publ. der Kuffnerschen Sternwarte. Bd. V, S. 1. 1900. Nach
I.. A. Jones u. E. Huse Journ. Frankl. Inst. Bd. 197. S.263. 1924; Journ. Opt. Soc. Amer.
Bd. 10. S.284. 1925; Scient. Publicat. Research L.ab. Eastman Kodak Co. Bd. 8. S.22. 1924
ist p von B abhingig; y dagegen bleibt bei sehr starken Anderungen von B unverindert.

4) . HUrTER u. V. C. DRIFFIELD, vgl. Chem. Centralbl. Bd. 2, S. 365. 1890. Eine wort-
getrecue Zusammenstellung der Arbeiten in Photographic Rescarches of Hurter and Driffield
cdited by Ierguson, London 1920. HURTER und DRrI¥rFIELD veranderten die Belichtungszeit
bei konstanter Beleuchtung durch Sektorenriader. Vgl. auch GoLDBERG, LUTHER u. WEIGERT,
ZS. f. wiss. Photogr. Bd. 9, S. 323. 1911; A. ODENCRANTS, cbenda Bd. 16, S. 69 u. 111. 1916;
Bd. 18, S. 209 u. 220. 1919; H. Buissox u. CH. FaBry, Rev. d'opt. Bd. 3, S. 1. 1924.
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optischen und technischen Fragen verbunden?!), deren Erérterung hier nicht
moglich ist.

144. Das photographische Punktgesetz. Nimmt dic GréB8e des belichteten
Flachenstiickes mehr und meéhr ab, so wird wie auf der Netzhaut die Helligkeit,
so auf der Platte die Schwarzung schlieBlich nicht mehr von der Beleuchtungs-
starke, sondern vom Lichtstrom abhingig. Eine Begriindung dieses Verhaltens
durch einen ,,mosaikartigen Aufbau’* der photographischen Schicht analog der
frither fiir das Auge iiblichen (Ziff. 137) ist dadurch ausgeschlossen, daB es sich hier
um eine im Verhiltnis zur KorngréBe dicke Schicht handelt. Diese ist gewohnlich
0,016 mm, es kommen auch ein Drittel so dicke und doppelt so dicke Schichten
vor. Die GréBe der Bromsilberkristalle liegt zwischen ultramiskroskopischer und
ctwa 0,01 mm, aber meist zwischen 0,001
und 0,003 mm; die Zwischenrdume haben
die GroBenordnung der Korner. Das Licht
dringt in die Tiefe ein und wird an den
Bromsilberkristallen gespicgelt, gebrochen
und gebeugt, dadurch seitlich abgelenkt und
ausgebreitet, so dal} cine Einwirkung auf ein
cinzelnes Korn nicht stattfinden kann.

Wenn  auf einer photographischen R . . o
Schicht eine scharfe Grenze zwischen Licht {?lbte)'irfcjj'“?ﬁferﬁ;?:ﬁ;itcﬂi dsezhilgl}fth zt;
und Schatten erzeugt wird (um Aberrationen
optischer Bilder auszuschlieBen durch Auf-
driicken eines durchlochten Bleches oder cines Rasiermessers), so dringt das
Licht mit wechsclnder Schichtticfe mehr und mehr unter den Rand ein [Abb. 1372)].
Man kann nach GOLDBERGs?®) Vorgang die Lichtverteilung dadurch bestimmen,
dall man mit verschicdenen Beleuchtungsstirken (oder verschieden lange) be-
lichtet und entwickelt. Es ergibt sich dieselbe Abnahme der Beleuchtung

unter dem Rande wie in cinem absorbierenden Mittel, B = B(,e—'f, wo x die
Entfernung vom Rande darstellt. § heiB3t der Triibungsfaktor und ist von der
Entwicklung unabhingig (GOLDBERG: l. c. S. 84). Da hicrnach

anderseits oben die Neigung der charakteristischen Kurve, der Entwicklungs-
faktor, definiert war durch iD
dlog B’

so ist y  dD

o~ dx

Diese Abnahmegeschwindigkeit der Dichte von der idealen Schattengrenze an
ist die ,,Schirfe” der Platte, sie ist gleich dem Verhiltnis des Entwicklungs-
faktors zum Tribungsfaktor.

V=
/

1) Eine umfassende Darstellung dieser Aufgabe bei E. GoLDBERG, Der Aufbau des
photographischen Bildes. Teil 1. Helligkeitsdetails. 2. Aufl. Halle 1925;s. auch C.E. K.MEEs,
Scient. Public. Research Lab. Eastman Kodak Co. Bd. VIII, S. 146. 1924. Die Veroffent-
lichungen dieses Laboratoriums enthalten zahlreiche Arbeiten, die fiir die hier nicht niaher
zu behandelnden Fragen des Aufbaues der photographischen Schicht, deren Zusammenhang
mit der charakteristischen Kurve, dem ,,Auflésungsvermogen‘ der Platten, von wesentlicher
Bedeutung sind. Einige andere Literatur bei Czapski-EprpeENSTEIN, Grundziige, 3. Aufl.,
S. 195. 1924.

%) Aus C. E. K. Mees, Communication No. 109 from the Research Laboratory, East-
man Kodak Compagny.

3) E.G. GoLDBERG, ZS. {. wiss. Photogr. Bd. 12, S. 77. 1913.
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AuBer durch diese Zerstrcuung innerhalb der Schicht finden nun noch bei
der Entstehung eines photographischen Bildes die unvermeidlichen Aberrationen
durch die mangelhafte Strahlenvereinigung und die Beugung statt. Alle diese
bewirken, daB den Dingpunkten auf der Platte Lichtflecke entsprechen, deren
Beleuchtungsstiarke von ihrer Mitte aus abnimmt. Wir kénnen sie auch Zer-
streuungskreise nennen, wenn wir auBer dem Falle, daB sie alles vom Dingpunkte
kommende Licht umschlieBen, auch den allgemeineren Fall in unsere Betrachtung
einschlieBen, daB auBerhalb des Zerstreuungskreises die Beleuchtung auf einen
bestimmten Bruchteil der mittleren abgenommen hat, wie es der Zerstreuung
durch triibe Mittel entspricht. Dieser Fall geht in den ersteren iiber, wenn man
diesen Bruchteil so klein wihlt, daB man ihn vernachldssigen kann.

145. Ableitung des Punktgesetzes der Beleuchtung aus der Lichtverteilung
eines unscharfen Bildes. Man kann die Lichtfliche, die auf der Auffangfliche
durch eine kleine Dingfliche F erzeugt wird, aus dem ,,idealen’* Bilde von F, F’
entstanden denken. Jedes der Elemente des idealen Bildes, z. B. dx’, dy’, das
dem Gegenstandselement dx dy entspricht, muB dazu in einen Zerstreuungskreis
vom endlichen?) Radius b verbreitert werden, so daB seine Beleuchtungsstirke
aus dem Werte [B’], den sie bei idealer Abbildung hatte, auf einen unendlich
kleinen Wert abnimmt, der dem Lichtstrom proportional ist, der von dxdy
ausgehend, sich bei idealer Abbildung auf dx’dy’ konzentriert hatte und der
[B'1dx' dy" betrigt. Wir koénnen also die nun auf dx’dy’ verbliebene Be-
leuchtungsstirke = [B']ldx'dy’ ¢ (x'y’) setzen. @(x'y’)dx'dy’ ist also das Ver-
hiltnis der Beleuchtung, die das Element dx'dy’ nach der Ausbreitung in den
Zerstreuungskreis von dx dy empfingt, zu der, die es vorher besal, oder der
Lichtstréme, die es vorher und nachher empfing. ¢ ist also der (endliche) Ver-
teilungsfaktor der Lichtenergie bei der Zerstreuung, oder die die gesamte Aber-
ration darstellende Funktion; auBerhalb des Zerstreuungskreises verschwindet
sie. Integriert man den jetzt durch dx’dy’ flieBenden Lichtstrom, soweit er
von dx dy herriihrt, iiber den ganzen Zerstreuungskreis, so muB sich der gesamte,
bei idealer Abbildung auf dem Element dx’ dy’ vorhandenc Lichtstrom ergeben:

dx'dy'[B] ﬂ p(x'y)dx'dy’ = dx'dy'[B'],
b)
+00

j/¢(x’ y)ax'dy =1 =‘/j¢(x'y’)dx’dy’- (37)
() )

Nach dem oben iiber ¢ Gesagten kann nidmlich das Integral auch iiber die ganze
Ebene erstreckt werden.

Wenn wir den Anfangspunkt der Koordinaten in das betrachtete Element
verlegen, so ist dessen Beleuchtungsstirke dx'dy’[B’) ¢ (0,0). Die Verminderung
gegeniiber der ,,idealen* Beleuchtung wird aber ganz oder zum Teil dadurch
ausgeglichen, daB das Licht von den Nachbarelementen, die ohne Aberration
ebenfalls eine Beleuchtungsstirke [B’] besaBen, nach demselben Gesetze aus-
gebreitet wird und zur Beleuchtung des betrachteten Elements beitrdgt. Der
Beitrag, den ein Element des idealen Bildes mit den Koordinaten xy’ am Anfangs-
punkt der Koordinaten leistet, ist offenbar gleich der Beleuchtungsstirke, die
durch das am Anfangspunkt befindliche Element im Punkte %'y’ hervorgebracht
wird; also = dx'dy’[B']p (x'y’). Die gesamte Beleuchtungsstirke B’, die durch
alle Beitrige am Koordinatenanfang entsteht, wird also durch Integration dieser

1) S. hierzu die Erklarung oben Ziff. 144, S. 222, wonach auch der Fall des stetig
abnehmenden Lichtfleckes eingeschlossen ist.
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GroBe iber die ganze Fliche F’ erhalten, die bei idealer Abbildung dem Gegen-
stande I’ entspriche:

B’ =././[B'](p(x'y') dx'dy’ (38)
(F")
und im Falle gleichmiBiger Beleuchtung des idealen Bildes, was ja meist zu-
treffen wird,
B = [B][[p'y)ax'dy" (39)
("

Ist der betrachtete Punkt so innerhalb des idealen Bildes gelegen, daB sein
Zerstreuungskreis an keiner Stelle iiber den Umfang des idealen Bildes hinaus-
reicht, so ist das Doppelintegral nach (37) = 1, also

B'=[B1].
Die Beleuchtungsstirke ist dann also durch die Aberrationen nicht gedndert.
Dies gilt z. B., wenn der Gegenstand I ein Kreis, der betrachtete Punkt der Mittel-
punkt und der ideale Bildkreis groBer als der Zerstreuungskreis ist.

Erscheint also ein Gegenstand von gleichméBiger Helligkeit unter geniigend
groBem Gesichtswinkel, so wird die Helligkeit keines seiner Punkte durch die
Aberrationen gemindert, abgesehen von einem Randsaum, der dadurch gegeben
ist, daB sein Bild so breit ist wie der Radius des Zerstreuungskreises. Je kleiner
der Gegenstand erscheint, desto mehr Einfluf3 hat die Ausdehnung des Integrals,
d.1i. die scheinbare GréB8e auf die Beleuchtungsstirke eines mittleren Punktes.

Fithren wir statt rechtwinkliger die Polarkoordinaten o’ und v’ ein, wobei o’
den Abstand vom Koordinatenanfang bezeichnet, so wird

B =[B][[pl)edo'dy,
da die Aberrationen als vom Winkel unabhingig angenommen werden diirfen.
Fiir einen Kreis, dessen ideales Bild den Radius 7’ hat, ist

;
B = [B12a[p(¢) ¢ d¢.
0

Die Funktion ¢ wird meistens angenihert dargestellt!) werden durch ¢ = Ce~%2";

—4,69" °
wir wihlen ¢ = Ce ¢ ; dann hat fir o’ =0 die Funktion ¢ ihren héchsten
Wert C und ist fiir o’ = b auf /o, dieses Wertes gesunken; wir konnten & dann
etwa als den Radius des Zerstreuungskreises im Sinne der obigen Ausfiihrungen
Ziff. 144, S. 222 bezeichnen. So wird

T

iﬁe'“ Che -4,60"%|r’
B'=[B]2aCle¢e Y odo =—[B] zi-—[e b } .
J 2.4,6 0
Aus (37) folgt
C = jt’60' )
ab?

—4,67")

B = [B'](1 —e ¥
Falls 4,672 klein gegen 0% ist,

2 2 2
B’=[B’]4,6CI;2=[B,] Y2z Y2

02270t = P] 0.470)%x " (40)

1) Eine anderc Darstellung (Czapski-EPPENSTEIN, Grundziige, S. 189) fithrt zu den-
selben Ergebnissen.
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[B'] v"?nist aber der gesamte, das ideale Bild treffende, also auch der gesamte
vom Gegenstande ausgehende Lichtstrom L. Diesem ist also die Beleuchtungs-
stirke im Mittelpunkte des unscharfen Bildes proportional, falls das ideale Bild
klein gegen die Zerstreuungskreise ist. Sie ist ferner so groB, wie sie bei gleich-
miBiger Verteilung des Lichtes auf einen Kreis von etwa der halben linearen
GroBe des Zerstreuungskreises wire, oder, um von der willkiirlichen Festsetzung
von ¢ frei zu werden, einen Kreis, dessen FlichengréBe zum Zerstreuungskreis
in einem festen, von der Art der Aberration bestimmten Verhiltnis steht. Sei
dieses etwa 1:ax 7, so ist

B.F Brix kRwx p*a
=X T = %
Hierin bedeutet B die Beleuchtungsstirke im Gegenstande, d.h. den Licht-
strom, den er dem Objektiv zusenden wiirde, wenn er die Flidche 1 besile, £
seine Leuchtkraft. Beim Abstande A4 des Gegenstands vom Objektiv ist also
B=rp2n:A% w=r:4 ist der halbe Gesichtsfeldwinkel, unter dem der
Gegenstandskreis erscheint.

146. Dunkle Punkte auf hellem Grunde. Wir benutzen cinen allgemein
geltenden Hilfssatz, der die Beleuchtungsstirke B’ in einem mit Aberrationen
behafteten Bilde eines beliebigen Gegenstands auf die Beleuchtungsstirke B’
in dem mit den gleichen Aberrationen behafteten Bilde eines zweiten Gegen-
standes mit ,,ergdnzender’ Lichtverteilung zuriickfiihrt. ,,Ergdnzende’* Lichtver-
teilung nennen wir eine solche, dic an jedem Orte des ersten Gegenstandes die
dort herrschende Beleuchtungsstirke zu cinem konstanten Werte ergdnzt. Dann
werden auch dic Beleuchtungsstirke [B’] in irgendeinem Punkte des idealen
Bildes des ersten Gegenstandes und die Beleuchtungsstirke [8’] im selben Punkte
des idealen Bildes des zweiten Gegenstandes sich zu einem im ganzen Gesichts-
feld konstanten Werte K erginzen; [B'] + [8'] = K. Fir dic wirklichen Bilder

gilt wic oben
B'=[[[B]g( y)dxdy,
B = [[Wey)dx'dy = [[ (K — [B)e@y)dr dy.
Die Integrale sind tiber die ganze Fliche des jedesmaligen idealen Bildes zu er-
strecken; wir konnen aber [B’] als eine Funktion von x'y’ auffassen, die auBer-

halb des idealen Bildes verschwindet, und die Integration iiber die ganze Ebene
ausdehnen; letzteres gilt auch fiir die aus dem vorigen folgende Gleichung:

B +% = Kff(p(x’y') dx'dy';

B’ 4+ % =K. - (42)
Also die Beleuchtungsstdrken der wirklichen mit Aberrationen behafteten Bilder
,erganzen‘’ einander ebenfalls.
Es folgt also fiir die Beleuchtungsstirke 8’ in einem Punkte des Bildes
ciner dunkeln Fliche F auf hellem Grunde, wenn die Beleuchtungsstirke des
idealen (oder wirklichen) Bildes des Grundes K = [B'] ist,

B =[B]1— B, (43)
worin fir B’ der Wert von (39) einzusetzen ist, d. h. die Beleuchtungsstarke
im gleichen Punkte einer gleichen hellen Fliche I© auf dunklem Grunde, deren
ideales Bild die Beleuchtungsstirke [B’] besitzt. Fii geniigend groBe Flichen
in hinreichendem Abstand vom Rande war oben B’ = [B’] gefunden; es ist also
B’ = 0, der Bildpunkt ist véllig dunkel; nur im Randsaum ist B’ < [B’], ein
Ubergang in den hellen Grund vorhanden. Ist aber die dunkle Fliche ein Kreis,

B =o (41)

= &

%,

und nach (37)
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dessen Bild klein gegen den Zerstreuungskreis ist, so ist fiir den Mittelpunkt B’
nach (41) einzusetzen, und es wird

[B]—% =oa5=all (44)
[B] — %', die Verdunkelung im Mittelpunkte des Bildes einer sehr kleinen
dunkeln Flache auf hellem Grunde, ist also dem Fehlbetrag des Lichtstromes,
der von dem hellen Grunde ausgeht, proportional.

147. Der EinfluB von Offnung und Brennweite auf die photographische
Wirkung von Punkten und Linien. Zur Anwendung von Gleichung (41) auf
photographische Bilder ist fiir eine kleine leuchtende Fliche von der Leucht-
kraft &, dic unter dem Raumwinkel o erscheint,

L=rp’n-w
zu setzen.

b, der Halbmesser des Zerstreuungskreises, ist auer von p auch von der
Brennweite f abhéngig. Soweit die Zerstreuung von sphirischer Aberration
herriithrt, ist 6:f, wenn es sich um ein nicht korrigiertes Objektiv handelt, also
keine Zonen vorliegen, proportional zu $3/f3, soweit von chromatischer Aber-
ration, ist b:/ proportional zu p:f; soweit es sich um Beugung handelt, ist b:f
=1,22- 4:p. Die Zerstreuung in der Platte ist vom Objektiv unabhingig.

Beriicksichtigt man nur die Beugung, so ist firr eine kleine leuchtende

Flache (Punkt) von gegebener Leuchtkraft und Ausdehnung die Beleuchtungs-
starke in der Mitte des Bildes also

B o p2:[2[p2 o~ phi R,

Fiir eine leuchtende Linic ist?)

B]~ p2:b~ p3:f.

148. Der photographische Kontrast gegen den Grund!) wird nach dem oben
Gesagten, wenn die Beleuchtung des Bildes des Grundes B} ist, durch die
Differenz der Logarithmen oder durch das Verhiltnis der Beleuchtungen gegeben.
Da Bj nach Gleichung (31), Ziff. 133, ~ p2: /2 ist, ist der photographische Kon-
trast des Punktes ~ Bj,:B; = p?; der der Linie pf. Es werden also Punkte,

die sich sehr wenig von ihrem Untergrunde abheben, photographisch ent-
sprechend p? deutlicher wirksam, Linien entsprechend - f.

Dies gilt nach unseren obigen Uberlegungen sowohl fiir helle Punkte und
Linien auf dunklem Grunde als fiir dunkle auf hellem Grunde.

D. Ebene Flichen, Prismen.
Von

H. HARTINGER, Jcna.

a) Die Ermittlung des Strahlenverlaufs durch Prismen.

In der gecometrischen Optik wird der Sonderfall, daB die brechenden oder
spiegelnden Flichen Ebenen sind, wegen seiner theoretischen und praktischen
Bedeutung eingehend fiir sich behandelt. Werden die brechenden Mittel von

1) P. G. NuTTING, Astrophys. Journ. Bd. 40, S. 41. 1914. NUTTING gelangt jedoch

zu cinem Unterschied zwischen hellen Details auf dunklem Grunde und dunklen Details
auf hellem.

Handbuch der Physik. XVIII. 15
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parallelen Ebenen begrenzt, so spricht man von planparallelen Platten. Die von
sich schneidenden Ebenen begrenzten brechenden Mittel werden als Prismen

bezeichnet.

149. Brechung an einer Ebene. Die Bestimmung der Richtung des an einer
Ebene gebrochenen einfarbigen oder homogenen Lichtstrahls kann mit dem
fir brechende Kugelflichen angewandten YounGschen Zeichenverfahren er-
folgen. Ist EE die Trennungsebene zweier optischer Mittel von den Brech-
zahlen n bzw. #’, AA der einfallende Strahl und P der Schnittpunkt mit der
brechenden Ebene (s. Abb. 138), so hat man den Kreis mit dem Radius » = PC =1
zu zeichnen, der die Ebencnspur EE
im Punkte Pberiihrt. (Esist voraus-
gesetzt, dal die Zeichenebene den
einfallenden Strahl A4 und die
Ebenennormale PC enthilt.) Die
zum Kreise C(r) konzentrischen
Kreise mit den Radien 7, = #'/n
und 7, = n/n’ ermoglichen dann die
Durchfithrung der  Youxgschen
Konstruktion.  Der nach dem
zweiten Schnittpunkt L des cinfal-
lenden Strahles mit dem Kreis C(#;)
zielende Radius CL schneidet den
Kreis C(7,) im Punkte L'. PL’ ist

£

Abb. 138. Zcichnerische Ermittlung
des an ciner Ebcne gebrochenen
Strahles. Die brechende Ebenc EE trennt
optische Mittel von der Brechzahl » und #»’.
A P ist der einfallende, P4’ der gebrochenc
Strahl und PC das Einfallslot. Es ist PC =1
und C der Mittelpunkt des Kreises C (r;) mit
Radius »; = »//n und des Kreises C (r,) mit
Radius 7, = n/n’. Die Verlangerung des ecin-
fallenden Strahles 4 P scheidet den Kreis C ()
im Punkt L. Die Verbindungsgerade I.C
schneidet den Kreis C (r,) im Punkt L’ des ge-

der gebrochene Strahl.

Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke CPL und CL'P ergibt sich,
daB zwischen dem Einfallswinkel
¢ und dem Brechungswinkel 2" die
das Brechungsgesetz darstellende
Beziehung

nsini = 7/sin?’

besteht.
150. Zeichnerische Ermittlung

des Strahlenverlaufs durch Pris-
men. Die Schnittlinie der beiden
brechenden Ebenen eines Prismas
wird Prismenkante genannt und jede zur Prismenkante senkrechte Ebene als
Hauptschnitt des Prismas bezeichnet. In Abb. 139 sei K der Schnittpunkt der
Prismenkante mit der als Hauptschnitt angenommenen Zeichenekene. Die
brechenden Ebenen sind durch ihre Spuren KL, und KL, gckennzeichnet. Den
von den brechenden Ebenen eingeschlossenen Winkel <2 L, KL, = & nennt
man den brechenden Winkel des Prismas.

Um den Verlauf cines einfarbigen Lichtstrahls durch e¢in Prisma zeichnerisch
zu ermitteln, braucht man nur das oben angegebene Youxgsche Verfahren auf
jede brechende Ebene anzuwenden.

Verlduft der cinfallende Strahl in einem Hauptschnitt des Prismas, so kann
man das folgende vereinfachte Zeichenverfahren nach SNELL und ReuscH be-
nutzen, das fiir den Fall durchgefithrt ist, daB das Prisma beiderseitig an
brechende Mittel derselben Brechzahl #; = #} grenzt. Die Brechzahl des Prismas
sei 71 = n,. Der einfallende Strahl 4K treffc das Prisma in cinem Punkt der
Kante K. Um K als Mittelpunkt zcichnet man nun die Kreise mit den Radien

brochenen Strahles P.4’. (Youngsches Zeichen-
verfahren.)
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vy = KA =1 und r,=mnj/n, =mnyfns. Das Lot durch 4 auf dic brechende
Ebene KL, schneidet den Kreis (7,) in S;, und die Verbindungsgerade S; K gibt
dic Richtung des Lichtstrahls im Prisma an. Diese Richtung trifft den Kreis (r,)
zum zweitenmal im Punkt S’. Das Lot von S} auf die zweite brechende Ebene
KL, schneidet den Kreis (#,) in B. Dic Verbindungsgerade KB stellt dic Richtung
des aus dem Prisma austretenden
Strahles dar. Mit diesem Zeichen-
verfahren laBt sich in einfachster
Weise die Strahlenrichtung nach
der Brechung in einer Reihe von
Prismen gleicher Brechzahlen, die
alle an dasselbe optische Mittel
grenzen, bestimmen.

Der Winkel KAP;, =1, ent-
spricht dem Einfallswinkel des
Strahles AK wund der Winkel
KS;P, =i{ dem Brechungswinkel
fiir die ecrste Prismenfliche KL,.
Aus den Dreiecken AKP; und
KS,P, ergibt sich nun sofort, daB3

nysinzg; = njsini|

ist. In gleicher Weise findet man,
daB fiir die zweite brechende Fliache

KL, das Brechungsgesetz
y $iN 1, = njsini,
verwirklicht ist.

151. Rechnerische Ermittlung
des Strahlenverlaufs durch Pris-
men. Um dic Ablenkung ¢ rechne-
risch ermitteln zu koénnen, dic ein
im  gemeinsamen  Hauptschnitt
mehrerer  Prismen  verlaufender
Strahl A4 (s. Abb. 129) crleidet,
mul} man das Brechungsgesetz

Abb. 139. Zeichnerische Ermittlung
des Strahlenverlaufsdurchein Pris-
ma. KL, und KL, sind die brechenden Ebe-
nen des Prismas mit dem brechenden Winkel o ;
1y = 1y, und 1}y = n,, die Brechzahlen der op-
tischen Mittel. Der im Hauptschnitt (Zeichen-
ebene) verlaufende, einfallende Strahl 4 A treffe
die brechende Kante K. K B ist der gebrochene
Strahl. K ist Mittelpunkt der Kreise K (r,)
mit Radius »; =1 und K (r,) mit Radius
rg == nyiny = ny/ny. Esist AP 1 KL;. AP,
schneidet K (r,) in S, S;K schneidet K (r)
zum zweitenmalin S;. Das Lot S} P, auf KL,
schneidet K (#;) im Punkt B des gcbrochenen
Strahls K 3. S;K S} ist dic Richtung des Strahls
im Prisma. (Zeichenverfahren nach SNELL und

n, 8in4, = n, ., sini,, (1) Rauscn,)
fir jede cinzelne brechende Ebene anwenden. Die Einfallswinkel 4, und die
Brechungswinkel 7, werden positiv gerechnet, wenn man den Strahl durch eine
Rechtsdrehung auf dem kiirzesten Weg mit dem zugehérigen Einfallslot zur
Deckung bringen kann. Ebenso erhalten die brechenden Winkel «, der Prismen
positive Werte, wenn dic Austrittscbene durch cine Rechtsdrehung mit der
Eintrittsebene zur Deckung gebracht wird. Es wird alsdann die Ablenkung e,
positiv, wenn der einfallende Strahl durch eine Rechtsdrehung in den gebrochenen
Strahl ibergeht.

Den Einfallswinkel i, ,, fiir die (» 4 1)-te Fliche erhilt man durch Sub-
traktion des brechenden Winkels «, des »-ten Prismas von dem Brechungs-
winkel i, der »-ten Fliche, also

i)'-i-l = l’,' — &, (2)

Selbstverstdndlich miissen die vorhandenen ,,Luft“-Prismen in gleicher Weise
15%
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beriicksichtigt werden. Die durch die »-te brechende Ebene verursachte Ab-
lenkung ¢, ergibt sich zu

& =1y — 1. (3)
Die durch simtliche Prismen erzeugte Gesamtablenkung berechnet sich dem-
nach zu

k ) k1
g= e =1 — i — 2 Oy (4)
r=1 r=1
& . .
Da nun >'¢, den Winkel o, ; der letzten brechenden Ebene gegen dic crste

r=1
darstellt, so ist der gesamte Ablenkungswinkel
£ =1, — 1 — G- (4a)
Wenn die simtlichen Brechzahlen der optischen Mittel und die brechenden
Winkel der Prismen bekannt sind, so kénnen bei gegebenem ersten Einfalls-
winkel 7, die simtlichen
7 folgenden  Brechungs-
_/—/' und Einfallswinkel der
Reihe nach mittels (1)
und (2) errechnet und
schlieBlich die Gesamt-
ablenkung ¢ mittels (4)
oder (4a) durch Sum-
mation ermittelt wer-
den.

Fir viele Fille ge-
nigt es, die Gesamt-
ablenkung in einem
Abb. 140. ZurrcchnerischenErmittlungdes Ver- geme:msafnen‘ Haul?t'
laufs eines Lichtstrahles im Hauptschnitt schnitt sdmtlicher Pris-
mehrerer Prismen. Die brechenden Kanten der Pris- men und damit die
men it gemeingen, Beaptshnilsnd [, Xt S5 Richtung desaustrcten
Lichtotrahls durch die Priomen’ist gegeben durch AS, 5,5, 4cn Strahles zu bestim-
S, 4. Der Winkel ¢ zwischen eintretendem Strahl A4S, Mco. Will man aber

und austretendem Strahl S, ist dic Gesamtablenkung. auch den Strahlenort
rechnerisch  festlegen,
so mufl man den Ort des Eintrittspunktes S;, also die Strecke S,K;, und
dic gegenseitige Lage der Prismen, also die Strecken K,K,, K,K; usw., kennen.
Es 148t sich alsdann mittels des Sinussatzes der cbenen Trigonometrie leicht die
Strecke K,S,, ferner aus K,S, = K,K, — K,S, die Strecke K,S; usw. bis K; Sz,
berechnen. Die Ermittlung des Strahlenortes ist z. B. fiir die Bestimmung
des wirksamen Querschnittes des einen Prismensatz durchlaufenden Strahlen-
biindels von Bedcutung.

Fiir eine gegebene Prismenfolge mit gemeinsamen Hauptschnitten ist die
Gesamtablenkung cines in einem Hauptschnitt verlaufenden Strahles eine
Funktion des ersten Einfallswinkels 7,, die durch die Beziehungen (4), (4a)
und (1), (2) bestimmt ist. Dic Gesamtablenkung ¢ erreicht also einen extremen
Wert, wenn

) .
é%:o (5)
und gleichzeitig
62
5320 (©6)
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wird. Ist der zweite Differentialquotient 62¢/d¢, positiv, so erleidet der Strahl
durch die Prismenfolge ein Minimum der Ablenkung. Dieser Fall wird u. a. von
GLEICHEN, BURMESTER und KoNEN?Y) behandelt. Hier soll nur auf die erste
Bedingung de/d7; = 0 noch kurz eingegangen werden. Aus der Beziehung (4a)
folgt, daB3

1%
;—Z —1— {11 —o0. (7)
Diese notwendige Bedingung fiir das Minimum der Ablenkung ist erfiillt, wenn
01, = 01}, (7a)
wird. Durch Variation der Beziehungen (1) und (2) erhdlt man
Ol = osa, O ®)
Oty sy = 01, 9)

Multipliziert man die rechte Seite der Gleichung (8) mit dem Ausdruck

1,1 sint,/n, sini, , welcher nach (1) den Wert 1 besitzt, so erhilt die Bezichung (8)
die folgende Form

t 4

8l = N8y (8a)

tang ¢y

und dic Variation des letzten Brechungswinkels ¢; ergibt sich zu

. tangi] tangid tangz; . y=1 .
= — . e e e . =5 .
O tang?, tangi, tangi, h k Oy - (10)
? ’tangz,
v=1

Ein Minimum der Ablenkung kann aber nur vorhanden sein, wenn nach (7a)
d7, = 017; also ist die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Minimums

der Ablenkung
k

k
Htangz} =Htangif,. (11)
v=1 r=1

Uber Einrichtungen, die eine selbsttitige Einstcllung auf das Minimum
der Ablenkung beim Ubergang von einer homogenen Farbe zur andercn er-
moglichen, ist in H. Kaysers Handbuch der Spektroskopie berichtet?).

152. Das einzelne Prisma. Fiir den Sonderfall eines einzelnen Prismas mit
dem brechenden Winkel o, das beiderseits an das gleiche optische Mittel grenzt,
vereinfachen sich die in Ziff. 3 fiir die Errechnung des Strahlenverlaufes im
Hauptschnitt angegebenen Formeln wie folgt:

nsingy = sing,,

Iy =1 — &,
(1)

sing} = nsini,,
E=1,—1y —&.

Es ist dabei n dic Brechzahl des Prismas bezogen auf das umgebende optische

1) A. GLEICHEN, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 34, S. 161. 1889; L. BURMESTER, cbenda
Bd. 40, S. 65—90. 1895; H. KoNeN u. H. KavsgEr, Handb. d. Spektroskopie Bd. I, Kap. 3.,
S. 263 u. 379.

2) H. Kavser, Handb. d. Spektroskopie Bd. I, S. 505, 510, 518. 1900.
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Mittel. Bildet man unter Zuhilfenahme der Beziehungen (1) die Ausdriicke
sini, — sins$ und sin4; + sini#}, so erhilt man nach einfacher trigonometrischer
Umformung die Gleichungen

1)+ 1,
COoS ————
sin® T % = yysin 2 2
2 T2 i, + 7
Ccos
2 \
5
A (2
sin = =
e+« 2
CO$ ——— == 71C0S - * et
2 2
Sin
und nach Divisioen dicser Bezichungen die BioTsche Gleichung?)
i —
tang -—- .-~
¢ £ 4« t o S 2 (3)
ang —— .= tang- -« ————.
& 2 ’ & 2 1y + 1, .
ta

Fiir das einzelne Prisma nimmt die Bedingung Ziff. 3, Gleichung (3) fiir das
Auftreten eines cxtremen Wertes der Ablenkung folgende Form an:
tang?] _ tangi
tang: = tangi)”

@)

Da nach Voraussetzung das Prisma beiderseits an das gleiche Mittel grenzt,
so kann dic Gleichung (4) nur bestehen fir die Werte

iy =i (5)
Es ist aber 7; = ;, das 7] =1, zur
Folge hitte, unmoglich. Wiirde man
nimlich in dem Dreieck K;S;S,
(Abb. 140) die Winkelsumme bilden,
so fithrte das fiir den Fall ¢f = 7, zu
dem Werte « = 0, also zur plan-
parallelen Platte. Tolglich bleibt nur
die Losung

i, = —15 und damit 7 = —1i,. (0)
Eine einfache geometrische Uber-
legung (Abb. 141) zeigt, daB fiir diesen

Abb. 141. Minimum der Prismenab- }‘al'l der ex'trcmen Abch}kung d}c;r
lenkung. Fir ein Prisma in Luft ist das Strahl das Prisma symmetrisch durch-

Minimum der Ablenkung erreicht, wenn der —setzen mul}. Alsowird 1] = —1, =2

Strahl 4S5, S, 4 das Prisma symmetrisch  und 1'1 = E,,,/?. + 06/2, wenn man mit

durchsetzt. Es ist dann &, dic extreme Gesamtablenkung
sin» 7% N (Minimum!) bezeichnet. Das Bre-
s 5T T=msinT, -

chungsgesetz nsin#{ = sins fithrt in
diesem Falle zu folgender Formel:

8"'+a=nsin»-“—, (7)

S 2 D)

die aus der Brechzahl 2 und dem brechenden Winkel « die Ablenkung e, bei
symmetrischem  Strahlendurchgang zu berechnen  gestattet. Die erste der

1) S, Czapskl u. O. EppENSTEIN, Theoric der optischen Instrumente, 3. Aufl, S.325.
1924.
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Gleichung (2) fihrt iibrigens zu dem gleichen Ergebnis. Jede der beidenen Ebenen
trigt denselben Betrag ¢,/2 zur Ablenkung bei. Decn Einfallswinkel #;, der zu
symmetrischem Durchgang fiihrt, berechnet man aus

sin; = nsin % . (8)

Um feststellen zu kénnen, ob die durch Gleichung (7) bestimmte extreme Ab-

lenkung ¢, bei symmetrischem Durchgang ein Minimum ist, mu3 man die

Variation d¢ berechnen. Aus den Gleichungen (3) und (8a) von Ziff. 3 und
aus der Beziehung ¢ = J1, folgt der Wert

— oq (fangn _ tangd

de = o4 (tangz’; tangiz) : ©)

Esist d¢ = 0 fiir den symmetrischen Durchgang auf Grund der Gleichung (4).

Die Werte tangs,/tangs{ und tangis/tangi, nehmen fiir » > 1 mit wachsenden ab-

soluten Betridgen von 7] und 7, stindig zu, was man sofort erkennt, wenn man diese
Werte in folgende Form bringt:

und tangzy /" 1 — sin%7,
1 — n?sin?7) tangi, 1 — n?sin?g,

tangi, /1 —sin?¢]
1=l
tangz, l

(10)

Ist also vom symmetrischen Durchgang 7] = «/2 aus gerechnet d¢{ > 0,
so wird auch der Klammerwert von (9) positiv, und ist d¢{ << 0, so wird ebenso
der Klammerwert negativ. In beiden Fillen bleibt also d¢ positiv, d. h. die Ab-
lenkung des Strahles ist beim symmetrischen Durchgang durch das Prisma ein
Minimum. In ganz dhnlicher Weise 148t sich zeigen, daB auch fiir Werte n <1,
also z. B. bei beiderseits an das gleiche optische Mittel grenzenden Luftprismen,
bei symmetrischem Durchgang ein Minimum der Ablenkung eintritt.

Fir das Extremum der Ablenkung ist jedoch der symmetrische Durchgang
nicht mehr vorhanden, wenn das Prisma nicht beiderseits an das gleiche optische
Mittel grenzt, wenn also #; < # ist. Diesen Fall haben u.a. BURMESTER und
ERFLE?) behandelt.

Den ecrsten Brechungswinkel ¢7,,, der in diesem Fall zu einem Extremum
der Ablenkung fithrt, kann man auf Grund der folgenden Beziehungen berechnen:

tang il — k — cosx
N8hm = ~gna ’ )

B = ]/ﬁ;’zﬁ
Cni—nd’

In der obencrwihnten Arbeit ERFLEs ist auch die Frage beantwortet, wann
im allgemeinen Fall fiir ein Prisma die Ablenkung ¢ den Wert Null annehmen
kann.

Die Betrachtungen iiber das Minimum der Ablenkung bei Prismen, die
beiderseits an das gleiche optische Mittel grenzen, zeigen, daB die gro3te Ablenkung
dann eintreten muB, wenn der erste Einfallswinkel 7, oder der zweite Brechungs-
winkel 23 den Wert- 90° annimmt. Es sind das die Stellungen des streifend ein-
tretenden oder des streifend austretenden Strahles. Aus der Umkehrbarkeit

des Strahlenganges folgt, daB in beiden Fillen die Ablenkungen ¢, gleich grof3
ausfallen miissen. Es ist

£, = 90° — 75 — & bei streifendem Eintritt

und & =1, + 90° — « bei streifendem Austritt.

1) L. BURMESTER, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 40. 1895; H. ErrLE, Central-Ztg. f. Mcch.
u. Opt. Bd. 41, S. 440—441. 1920.
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Aus demselben Grund ergeben sich auch fiir die Fille, wo der Lichtstrahl die
Eintrittsfliche bzw. die Austrittsfliche senkrecht, also ohne dort gebrochen zu
werden, durchsetzt, die gleichen Ablenkungen. Die gesamte Ablenkung findet
nur an einer Fliche statt und ist leicht zu berechnen, weil in dem einen Fall
i, = & und in dem anderen Fall ¢{ = & bekannt sind.

Fiir jedes Prisma, fir das #, = n, gilt, ist also jede mogliche Ablenkung ¢
des Lichtstrahles durch zwei verschiedene Stellungen, die nur im Minimum der
Ablenkung in eine zusammenfallen, méglich.

Fiir ein beiderseits an das gleiche optische Mittel grenzendes Prisma soll
noch der Prismenwinkel «, berechnet werden, fiir den beim streifenden Eintritt
auch streifender Austritt vorhanden ist. Dieser groBte brechende Winkel, fiir
den noch ein einfacher Hindurchtritt durch das Prisma moglich ist, bestimmt
sich aus der Beziehung

n-sin%=1. (12)

Die nachfolgende Tabelle gibt fiir verschiedene Brechzahlen » dic gréften
brechenden Winkel &, und die zugehérigen Ablenkungen ¢, an?).

n 1,3 | 1,4 ’ V2 1,5 1,6 | 1,7 | 18 I 1,9 ‘ 20

i ' i
«, |100°347191°10" | 90° | 83°37" | 77°22"| 72°04"| 67°30"| 63°31" 60°0°
& 79°26"| 88°50" | 90° | 96°23" [102°38"|107°56"|112°30"|116°29" 120°0’

Zum Zwecke der Messung von Brechzahlen (und von Farbenzerstreuungs-
vermogen) sind neben dem Minimum der Ablenkung auch noch andere Prismen-
stellungen verwendet worden. So wird z. B. im ABBEschen Spektrometer die
Autokollimationsmethode und im PurFRricHschen Totalrefraktometer die Total-
reflexionsmethode angewandt.

Fiir ein beiderseits an das gleiche optische Mittel grenzendes Prisma von der
bezogenen Brechzahl # gilt, wenn der brechende Winkel & hinreichend klein ist,
n cos

e=o (“z'o;r —1) 2. (13)

Ist neben dem brechenden Winkel « auch noch der Einfallswinkel 7; hin-

reichend Kklein, so vereinfacht sich die Beziehung (13) weiter in folgender Weise:

e=oa(n—1). (14)

153. Der Strahlenverlauf auBerhalb des Prismenhauptschnittes. Ver-
lauft ein Lichtstrahl zu den Prismenhauptschnitten gencigt, so kann zur zeichne-
rischen Ermittlung des Verlaufes durch das Prisma das sinngemaf auf den Raum
iibertragene Zeichenverfahren von SNELL und REUSCH angewandt werden. Die
in Ziff. 150 gegebene Beschreibung dieses Zeichenverfahrens gilt ohne weiteres
auch fiir den Raum; nur miissen an Stelle der konzentrischen Kreise konzentrische
Kugeln von entsprechenden Halbmessern genommen werden. Die Grundlage
fiir die rechnerische Ermittlung des Strahlenverlaufes ist natiirlich das Brechungs-
gesetz

%, sint, = %, sini, , (1)
unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB der einfallende und gebrochene Strahl
mit dem Einfallslot in einer Ebene liegen. Verlduft ein Lichtstrahl auerhalb
des Prismenhauptschnittes, so sei er bestimmt durch die Winkel 4, , 7, bzw. 9, 9,
dic er mit dem Einfallslot und dem Hauptschnitt einschlieBt, oder durch die

1) Czapski-EPPENSTEIN, Theorie der optischen Instrumente Bd. III, S.328. 1924.
2) Siehe z. B. R. H. HEATH, Lchrb. d. geometr. Optik, S. 32. 1894.
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Winkel 4, , &, bzw. 1,,, 3,, die er mit seinen Projektionen auf eine Ebene durch
das Einfallslot bzw. diese Projektionen mit dem Einfallslot einschlieBen. In
Abb. 142 sei MM die Spur der brechenden Ebene, die senkrecht zur Zeichenebene
steht. Der einfallende Strahl PO,
der unterhalb der Zeichenebene
(Hauptschnitt) verlduft, wird auf
die Zeichenebene nach RO pro-
jiziert. Die Projektion des ober-
halb der Zeichenebene verlaufen-
den gebrochenen Strahles OP’ ist
OR’'. Der einfallende bzw. ge-
brochene Strahl bildet mit dem
Einfallslot QQ’ die Winkel 7, bzw.
7, und mit dem Hauptschnitt oder
der Projcktion auf den Haupt-
schnitt die Winkel 9, bzw. ¥,. Die
Projektionen schliefen mit dem
Einfallslot die Winkel i,, bzw. 1§,
ein.

Macht man nun PO = #, und
P'O =, so ist, da PQ und P'Q’

Abb. 142. Zur Projektion cines Licht-
strahles aufden Hauptschnitt. MA ist
die brechende Ebene, n, n; sind die Brechzahlen
der optischen Mittel und die Zeichenebene sei
der Hauptschnitt. Der einfallende Strahl PO
und der gebfochene Strahl O P’ verlaufen auBer-
halb des Hauptschnittes. RO ist die Projektion

Lote zur Normalen QQ’ sind,

PQ = POsint, = n,sini,
und

des einfallenden und O R’ des gebrochenen Strahles
auf den Hauptschnitt; QQ’ ist das Einfallslot.
7y und z'; sind Einfalls- und Brechungswinkel.

@ und ¥, sind die Winkel des Lichtstrahls mit

scinen Projektionen. o, und i, sind ,,Einfalls-
und Brechungswinkel‘“ der Projektion.

P'Q' = P'Osint, = n,sint,.
Berticksichtigt man noch das Bre-
chungsgesetz, so folgt PQ = P'Q’.
Ebenso ist QR = Q'R’, denn diese Strecken sind die Projektionen der in einer
Ebene (Brechungsebene) liegenden gleichen Strecken PQ und P’Q’ auf den
Hauptschnitt. Daraus folgt aber die Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke
PQR und P'Q'R’ und also die Gleichheit der Projektionslote PR und P'R’.

Es ist PR = POsind, = n,sind,,
P'R' = P'Osind), = #n, sind,.
Also folgen die Winkel ¢, und #; des einfallenden und gebrochenen Strahles

mit seinen Projektionen auf irgendeine Ebene durch das Einfallslot dem
Brechungsgesetz

n, sind, = 7, sind,. (2)
Da auBlerdem
OR
OR = -~ = OP cos?, = n, cos,
sinigy
und 9:4
OR = 2& _ 0P cosd, =, ncosd,,
sinz}»

so ergibt sich fir die Winkel i4,, und %,, die von den Projektionen mit dem
Einfallslot eingeschlossen werden, die Beziehung

n,cosd, siniy, = n, cosd,sinig, . (3)
Beim Ubergang zur nichsten brechenden Ebene ist zu beriicksichtigen, daB
¥, = "9v+1 (4)

und . )
Lorsy = 1; — &y (S)
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ist, wenn alle Prismen gemeinsame Hauptschnitte besitzen und «, die brechenden
Prismenwinkel sind. Mit den Formeln (1) bis (5) kann dann der Strahlenverlauf
errechnet werden.
Es soll noch der Sonderfall eines einzelnen in Luft befindlichen Prismas
von der bezogenen Brechzahl # betrachtet werden. In Abb. 143 ist ein solches
Prisma, der Verlauf eines Licht-
strahles 0, S, S,0,auBerhalb des
Hauptschnittes und der Verlauf
der Projektion Oy Sp;S02002
auf den Hauptschnitt 4, K, B,
dargestellt.
Aus 9] = 9, und den Be-
ziehungen (2) folgt, daB

9, = 5. ©6)

Der in das Prisma cintretende
und der aus dem Prisma aus-
tretende Strahl haben also
gleiche Necigung gegen den
Hauptschnitt. Aus der Bezie-

Abb. 143. Strahlenverlauf auBerhalb des hung (3) folgt ferner, daf3
Hauptschnittes. KABK,4,B, ist die per-

L ; . . | sinzy, sin7),
spektivische Ansicht eines Prismas mit dem brechen- = ="
den Winkel «. K, 4,B, ist ein Hauptschnitt. Der Sin?y;  SlNie: (7
auBerhalb des Hauptschnitts verlaufende Strahl cos ¥ 7)
0,5,5,0, wird auf den Hauptschnitt projiziert. =" sy = Moo-
Die Projektion ist Oy Sg; SgpOpe- Grenzt das Prisma !
beiderseits an cin Mittel von der gleichen Brech- Der Wert
zahl, so ist der Winkel ¢, des einfallenden Strahls cos ¥,
0,5, mit dem Hauptschnitt ebenso gro wie der Mo =N -
Winkel ¢, des austretenden S,0, mit dem Haupt- cosvy (8)
schnitt. _ ]/n2 + (nz —) tgzl‘) )

der von der Brechzahl # des Prismas und von dem Winkel ¢ des Einfallswinkels
gegen den Hauptschnitt abhingig ist, soll kurz als die Brechzahl des Prismas
fur die Projektion bezeichnet werden. Gleichung (7) in Verbindung mit

loy = T — & )
ermoglicht somit die Durchrechnung des projizierten Strahles.

Dic Projektionen aller unter demselben Winkel ¢, gegen den Hauptschnitt
geneigten Strahlen besitzen ein Minimum ¢, der Ablenkung, und zwar tritt
dieses Minimum fiir den TFall ¢4, = «/2 ein. Die Minimalablenkung &y, der
Projcktion berechnet sich aus
cosd, . «
cos9, SN 5 (10)
Da auf Grund der Gleichung (2) fiir # > 1 der Wert cos#di/cos®, > 1 sich er-
geben muB, so ist die minimale Ablenkung ¢,, der Projektion immer groer
als die minimale Ablenkung eines im Hauptschnitt verlaufenden Lichtstrahles.

Aus dem rechtwinkligen Dreikant S;(UVO0,) 148t sich der Einfallswinkel 7,

des wirklichen Strahles.aus dem Einfallswinkel ¢,; der Projektion berechnen.
Es ist

. P
sin O™ - —=myysSin—-=n

cos?; = cost, COSTy . (11)

Fiir den Fall der minimalen Ablenkung der Projektion ist

.. .
singy; = #sin—. (12)
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Unter allen einfallenden Strahlen mit der gleichen Neigung #; gegen den
Hauptschnitt erleidet der die geringste Ablenkung é,, dessen Projektion das
Minimum ¢,,, der Ablenkung besitzt. Zum Beweise zieht man durch den Mittel-

punkt O ciner Kugel (Abb. 144) die Parallele OP zum
einfallenden Strahl und die Parallele OQ zum aus-
tretenden Strahl. Die LEbene 0.4B durch den Kugel-
mittelpunkt ist parallel zum Prismenhauptschnitt.
Da nach Gleichung (6) der e¢intretende und der
austretende Strahl gleiche Neigung 9, =15 zum
Hauptschnitt haben, soist AP = BQ = ,. 04 und
OB sind die Projcktionen des eintretenden und des
austretenden Strahles auf den Hauptschnitt. So-
mit stellt der ¢, (=<9:04B) an der Spitze des
gleichschenklig sphirischen Dreiecks ZPQ die Mini-
mumsablenkung des projizierten Strahles und der
Winkel ¢ (= < OP(Q) die Ablenkung des wirklichen
Strahles dar. Aus der Abb. 144 ist zu cntnehmen,
dal
sin : = sin i" cost (13)

ist. Daraus folgt, dal die Ablenkung des wirklichen
Strahles immer kleiner ist als die der Projektion,
und dafl zum Minimum der Ablenkung ¢, der Pro-
jektion auch das Minimum der Ablenkung ¢, des
wirklichen Strahles gehort. Die Beziehungen (10) und
(13) ermoglichen die Berechnung des Minimums der
Ablenkung ¢, fiir den Strahl auBlerhalb des Haupt-
schnittes; dieses Minimum ist aber immer noch grofer
als das Minimum der Ablenkung cines im Hauptschnitt
verlaufenden Strahles. Den Beweis hierfiir hat ERFLE
gegeben?).

154. Das Herscuersche Doppelprisma. Nach
ARocHoN und J. F. W. HERSsCHEL erhdlt man ein
Prisma mit verinderlichem brechenden Winkel, wenn

Z

Abb.144. Zum Minimum
der Ablenkung cines
zum Hauptschnitt ge-
neigten Strahles. Es
sei O Mittelpunkt der Kugel
0 (ZPQADB). OP ist parallel
dem einfallenden Strahl
und OQ parallel dem aus-
tretenden Strahl. Dic Ebene
OAB sei parallel dem Pris-
menhauptschnitt. Dann ist
AP = BQ =49,. Ls ist
g = < AOB  die Mini-
mumsablenkung des pro-
jizierten Strahls und
¢ = <& POQ die Ablenkung
des wirklichen Lichtstrahls.

man zwel Prismen von

gleicher Brechzahl und mit gleichen brechenden Winkeln um entgegengesetzt

gleiche Betrige um einc
Achse AA dreht, die zu den
einander zugekehrten und
parallelen Scitenflichen der
Prismen  senkrecht steht.
In Abb. 145 sind die extre-
men Stellungen dargestellt,
Abb. 145azeigt die Stellung,
die den groBten brechen-
den Winkel 2« erzielt, und
Abb.145bzeigt die Stellung,
in der die Prismen zu einer
Planparallelplatte sich er-

zwel

Abb. 145. DasHeRrscHELscheDoppelprisma in

extremen Stellungen.

dung (a) zeigt die Stellung, in der sich die Ablenkungen

addieren, und die linke Abbildung (b) zeigt dic Stellung,
in der sich die Ablenkungen aufheben.

Die rechte Abbil-

gdnzen und somit keine Ablenkung ergeben. In den dazwischenliegenden Stel-
ungen ergeben sich alle brechenden Winkel zwischen 2x und 0°. Fir kleine

1) H. ErrLE, ZS. {f. Instrkde. 1918, S. 141 —145.
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Winkel « bleibt. dabei die Lage des Hauptschnittes und der brechenden
Kante nahezu konstant. In der optischen Literatur ist vielfach die falsche Be-
hauptung aufgestellt, daB bei einem solchen Doppelprisma oder Drehkeilpaar
dic resultierende brechende Kante immer die gleiche Richtung besiBe.
H. ERFLE?!) hat zuerst experimentell
300" und H. HARTINGER?) rechnerisch nach-
gewiesen, dal3 dies durchaus nicht zu-
trifft. Wendet man auf die Durch-
| PN rechnung z. B. ecines in Richtung der
240 V4 N Drehachse 44 einfallenden Strahles
\ dic in Ziff. 151 aufgestellten Formeln
an, so findet man, daB die Ablenkung
100" N\ &s dieses Strahles aus dem der Anfangs-
\ lage entsprechenden Hauptschnitt nur
\ Null ist fiir die Drehwinkel y = 0 und
y =090°, d. h. fiir die in Abb. 145aund b
dargestellten Stellungen. Unter y sei
Abb. 146. Die Abhingigkeit des der Winkel verstanden, den der Haupt-
Seitenfehlers & vom Drehungs- schpitt jedes einzelnen Prismas mit
winkel g fur dic Werte &=10"" der Anfangslage einschlieBt. Zwischen
und »n = 1,5. Werden die beiden Pris- €r gslag N ¢
men cines HEeRrRscCHELschen Doppelprismas den Werten y =0 und y = 90° liegt
gegeneinander um gleiche Winkel y ver- ein Drehwinkel, dem ein Maximal-
fifgh&t so ,maC]}:lc‘,leé res?ltgeife“nd:u Haupt-  wert der Ablenkung & entspricht. In
i;:ufmder eggsmsexnnacme lsi:d diengDre‘ﬂ_- A‘pb. 146 ist die Abhanglgkelt. dieses
winkel y» und auf der Ordinatenachse die Scitenfehlers & von dem Drehwinkel 7
Winkel ¢, der Seitenwendung des Haupt- graphisch dargestellt, und zwar fiir die
schnitts (Seitenfehler!) aufgetragen. brechenden Winkel o = 10° und die
Brechzahl # = 1,5.

Man kann nach H. HARTINGER diesen Scitenfehler ¢ fiir alle Drehwinkel y
zum Verschwinden bringen, wenn man das zweite Prisma um den von y ver-
schiedenen Winkel y 4+ 4y dreht, wobei natiirlich .y abhidngig ist von den
brechenden Winkeln « und der Brechzahl der Prismen sowie von dem Drehungs-
winkel y des ersten Prismas. Nach H. ERFLE wird in vielen Fillen der Seiten-
fchler praktisch geniigend klein, wenn die Drchachse nicht auf den zugekehrten
Prismenflichen senkrecht, sondern mit den Senkrechten zu diesen Flichen dauernd
bestimmte Winkel einschlief3t.

Drehkeilpaare werden z. B. als Kompensator der Farbenzerstreuung im
ABBEschen Totalrefraktometer, zur Verschiebung einer der beiden Ziellinien
in Entfernungsmessern und zur Bestimmung von Schielablenkungen in der
Ophthalmologie benutzt.

155. Die Kriimmung der Spektrallinien. Einc unendlich ferne, einfarbige,.
gerade Linie, wie z. B. der durch den Kollimator eines Prismenspektralapparates
ins Unendliche projizierte, mit homogenem Licht erfiillte Spalt, wird durch ein
Prisma wieder in unendlicher Ferne abgebildet, da das von einem unendlich
fernen Punkt kommende parallele Lichtbiindel das Prisma wieder als paralleles
Lichtbiindel verlaBt. Ein hinter das Prisma geschaltetes Objektiv eines Beob-
achtungsfernrohres erzeugt demnach von dieser geraden Linie ein Bild in seiner
Brennebene. Es sei nun angenommen, daf3 die leuchtende Linie senkrecht zum
Hauptschnitt des Prismas oder der Prismenfolge stehe, und daB3 die von den
cinzelnen Punkten der Linie ausgehenden Hauptstrahlen sich im Mittelpunkt.

Y H. ERrLE, ZS. f. Phys. Bd. 1, S. 57—81. 1920.

2) H. HARTINGER, ebenda.

0° 10 20 30 Y0 50 60 70 80 90°
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des Objektives schneiden. In diesem Fall sind die Einfallswinkel 7y, der Projek-
tionen der dingseitigen Hauptstrahlen auf den Hauptschnitt alle gleich gro8,
weil die dingseitigen Hauptstrahlen alle in ciner zum Prismenhauptschnitt senk-
rechten Ebenc liegen. Die das Prisma verlassenden und in das Fernrohrobjektiv
eintretenden Hauptstrahlen konnen aber nicht mehr in einer Ebene liegen,
weil das fiir die Durchrechnung der Projektionen mafBgebende ,,Brechungs-
verhéltnis” ny5 von der Neigung ¢ des wirklichen Hauptstrahles zum Haupt-
schnitt abhidngig ist und somit fiir die verschieden geneigten Hauptstrahlen
verschieden groBe Werte erhilt. Die Brechungswinkel 2§, fiir die Projektionen
der Hauptstrahlen erhalten ebenso wie die Ablenkungen ¢, ganz verschiedene
Werte. Wie die Ausfithrungen in Ziff. 5 zeigen, nimmt die Ablenkung ¢, fiir
den im Hauptschnitt verlaufenden Hauptstrahl 4 = 0 einen kleinsten Wert an.
Fallt dieser Hauptstrahl nach dem Durchtritt durch das Prisma mit der Achse
des Objektives, das verzeichnungsfrei vorausgesetzt und dessen bildseitige
Brennweite /° sei, zusammen, so erhdlt man in der Brennebene als Bild der
Geraden eine durch die folgenden zwei Gleichungen bestimmte Kurve
x = f'tang,

(1)

Die Abszissenachse O\ steht hierbei senkrecht zum Prismenhauptschnitt,
und die Ordinatenachse OY liegt in diesem Hauptschnitt; der Ursprung O des
Koordinatensystems ist der Brennpunkt des Objektivs. Stellt man Adeg, als
Funktion von ¢ dar, und eliminiert man aus den Gleichungen (1) den Wert #,
so ergibt sich — sofern man sich nur auf kleine Werte von ¢ beschrinkt —
folgende Kurvengleichung

y=f-tangde,.

n:—1 Ag 2
V= L . 2
3 2nf Angs o @)

In erster Annédherung ist also das Bild einer geraden Linie, z. B. eincr
Spcktrallinie, eine Parabel, deren Scheitel im Brennpunkt liegt und deren Achse
parallel den Prismenhauptschnitten verlduft.

Die Kriimmung dieser Parabel im Scheitel ist

1 n*—1 dey

Y e e G)

Durchsetzt der Hauptstrahl ) = 0 das Prisma symmetrisch, ist also 2}, = &/2,

so ergibt sich als Wert der Kriitmmung der Spektrallinie folgender Ausdruck:
1 2(n®—1 )
P -_(’:127—) tang vy, .

Es sei noch erwihnt, daf die Kriitmmung der Spektrallinien und die FFarben-
zerstreuung oder Dispersion fiir einen bestimmten Einfallswinkel 2y, gleichzeitig
einen Minimalwert annchmen. Beziiglich eingchender Arbeiten iiber die Kriim-
mung von Spektrallinien sei u.a. auf BRravals, DITSCHEINER, CHRISTIE und
Croval) verwiesen.

156. Der Strahlenverlauf durch Planparallelplatten. Ein von zwei parallelen
Ebcnen im endlichen Abstand begrenztes optisches Mittel bezeichnet man als
eine Planparallelplatte. Der Strahlenverlauf durch eine Planparallelplatte oder
durch cine Folge solcher Platten kann zeichnerisch dadurch leicht ermittelt

1) A. Bravars, Journ. ¢c. polyt. Bd. 18, S.1—280. 1845; L. DITSCHEINER, Wiener
Ber. Bd. 51, S. 368—383. 1865; W.H.)M.CurisTiE, Month. Not. Bd. 34, S. 263—265. 1874;
A. Crova, Ann. chim. phys. Bd. 22, S. 513—543. 1881 u. Acad. Mém. Montpellier Bd. 10,
S.265—288. 13884.
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werden, da3 man z. B. dic in Ziff, 149 angegebene Konstruktion fiir die Strahlen-
brechung an einer Ebene fiir jede einzelne brechende Ebene anwendet.

Da eine Planparallelplatte als ein Prisma mit dem brechenden Winkel
o = 0 aufgefalt werden kann, so ist die rechnerische Ermittlung des Strahlen-
verlaufes durch Planparallelplatten mit Hilfe der in Ziff. 151 fiir das Prisma ge-

gebenen Bezmhungen mogllch Unter Beriicksichtigung, daB fiir eine Folge von

Planparallelplatten Zoc = 0 ist, ergibt sich fiir dic Gesamtablenkung des
r=1
Plattensatzes (der Folge von Planparallelplatten) der Wert

eE=1, — 1. (1)
Da fiir senkrechten Einfall 7, = 0 auf die erste Ebene die sémtlichen folgenden
Brechungs- und Einfallswinkel Null werden, so ist die in Ziff. 151, Gleichung (11)

aufgestellte Bedingung fiir c¢in Minimum der
Y Ablenkung erfiillt. Ein senkrecht auf einen

oTe2 Plattensatz cinfallender Strahl durchsetzt

' diesen ohne Ablenkung.
M Dasselbe gilt ganz allgemein, d. h. fur
iye1 jeden beliebigen Einfallswinkel 7;, wenn das

erste und das letzte optische Mittel die
gleiche Brechzahl # besitzen, also z. B. fir
einen in Luft befindlichen Planparallel-
plattensatz. In dicsen IFillen tritt allerdings-
bei schiefem Einfall eine seitliche Parallel-
verschicbung des austretenden gegen den
cintretenden Strall statt. Wic aus Abb. 147
zu entnehmen ist, besitzt fiir die » Plan-
parallelplatte der Austrittspunkt B,.; des

Abb. 147. Zur scitlichen Ver-
schiebung des Austritts-

punktes gegeniiber dem ecin-
tallenden Strahl bei Plan-
parallelplatten. Die Planpar-
allelplatte von der DBrechzahl i, 2
grenzt an optische Mittel von der
Jrechzahl s, und 72,1 5. Der Austritts-

Strahles von dem in die Platte eintretenden
Strahl B,I* den Abstand e, = B, I, der
von der Dicke d, der Platte, dem Einfalls-
winkel ¢, und dem Brechungswinkel 7, in

punkt B,41 ist von dem einfallenden folgender Weise abhingt
Strahl B3, /-um die Strecke F By 41 =0¢y o sin(i )
entfernt (secitliche Verschiebung). e, = ’_'_<S_lr,}(l" T.._Z"). . (2)
cosi,
Kommt dem ersten und letzten optischen Mittel dieselbe Brechzahl zu, so ist
der zum cintretenden Strahl parallele austretende Strahl gegen diesen um die

Strecke
dy sin(iy — z
b, k—ZlfL— § cosi, 3)
scitlich verschoben. Diese Eigenschaft der Planparallelplatte wird in manchen
optischen Geridten, z. B. in dem HELMmHOLTZSchen Ophthalmometer, angewandt.
157. Die Spiegelung an Ebenen und in Prismen. IFirr die Spicgelung eines
Lichtstrahles an einer ebenen Fliche gilt das allgemeine Reflexionsgesetz. Der
cinfallende und reflektierte Strahl liegen mit dem Einfallslot in einer Ebene, und
der Einfallswinkel J ist gleich dem negativen Reflexionswinkel J’, also

I=- (1)
Dic durch dic Spiegelung erzielte Gesamtablenkung berechnet sich aus
e =2] 4 180°, (2)
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wobei das Zeichen -+ fiir negative J und das Zeichen — {fiir positive J gewdihlt
wird. Uber die Spiegelung an zwei zueinander geneigten oder parallelen ebenen
Spiegeln und ihre praktische Anwendung ist in Kapitel 1, Ziff, 421f. berichtet
worden. Von den zahlreichen Prismen, bei denen neben Brechungen auch
Spicgelungen an ebenen Flachen vorkommen, seien hier nur vier erwdhnt. An-
dere sind bei den Fernrohren (Kapitel 2, G) behandelt,

In Abb. 148 -ist das Abbesche Prisma mit einer inneren Spicgelung
dargestellt. Es erscheint zusammengesetzt aus dem spiegelnden gleichschenkligen
Prisma ABC (spiegelnde Grundfliche AC!) und den beiden brechenden Prismen
ADE und I'G C, mit den dem absoluten Wert nach gleichen brechenden Winkeln o,
und «,. Bestehen simtliche Prismen oder doch mindestens die beiden brechenden
Prismen aus demselben optischen Mittel, so wird fiir den Fall, da3 der im Innern
der Prismen verlaufende Lichtstrahl S;S,S,S,S; die Ebene 4B und damit auch
die Ebene BC senkrecht durchsetzt, dic Gesamtablenkung

e=g,+2] 4+ 180° + &, 3)

und die Ablenkungen ¢, bzw. ¢, an den Ebenen AD bzw. FG werden ent-
gegengesetzt gleich ausfallen:

e=2] 4+ 180°. 3)

T'iir den angefithrten Fall ist die Ablenkung genau so grof3 wic durch das spiegelnde
Prisma allein. Da also die Ablenkung von der Brechzahl des Prismas unabhéngig
ist, so erleiden andersfarbige Lichtstrahlen, denen andere Brechzahlen zukommen,
dicsclbe  Ablenkung, wenn
der Einfallswinkel J an der
spicgelnden Fliche AC der-
selbc bleibt. Diec Wirkung
dieses Prismas — wie auch
anderer Prismen mit Spie-
gelung — wird besonders an-
schaulich, wenn man die auf
die spicgelnde Fliche folgen-
den brechenden und spiegeln-
den Flachen an dieser spic-
gelt. In Abb. 148 ist diese
Spicgelung zcichnerisch
durchgefiihrt. Die Fliche BC
wird in CB und die Fliche
I'G in I'G gespicgelt. Der
gespiegelte Lichtstrahl fallt sy, 148. Das ABBEsche Prisma mit eciner
mit dem cinfallenden in die- inneren Spicgelung. Das Assesche Prisma er-
selbe Richtung. Man er- scheint zusammengesetzt aus dem spie.gelnden, gleich-
kennt, daf3 dic Wirkung des schenkligen Prisma 4 BC und den beiden brechenden

Prismen A DE und FGC. Die Ablenkung ist von der

.chen Pris i .
ABBEschen Prismas auf dic Brechzahl des Prismas unabhingig.

eines gewohnlichen Prismas
mit dem brechenden Winkel &, — «, zuriickgefithrt werden kann, und daB
der betrachtete Strahlenverlauf dem Durchgang im Minimum der Ablenkung
entspricht. Ein einfallender weiBer Lichtstrahl wird also durch das ABBEsche
Prisma in dasselbe Farbenspektrum zerlegt wie beim Durchgang durch ein gewohn-
liches Prisma dersclben Brechzahl und mit dem brechenden Winkel «; — &, .
Wird der Einfallswinkel an der spiegelnden Fliche J = 0, so wird die Ab-
lenkung ¢ = 180°; der Strahl kehrt in sich zurtick. Dic bei verschiedenen
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optischen MeBgeriten angewandte Methode der Autokollimation fithrt durch
senkrechte Spiegelung an einer ebenen Fliche den Lichtstrahl in sich zuriick.

Wie H. ERFLE?) angibt, ist das ABBEsche Prisma von verschiedenen Autoren
versehentlich auf PELLIN und Broca zuriickgefithrt worden. )

Das Amicische Spiegelprisma, das in Abb. 149 dargestellt ist, wird in
der Praxis hdufig angewandt. Der Schnitt durch das Prisma zeigt gewéhnlich
die Trapezform ABDE, doch kann auch ein gewohnliches Prisma ABC als
Awnmicisches Spiegelprisma verwendet werden. Die Ebenen AD bzw. EB sind
die Eintritts- bzw. Austritts-
flichen der Lichtstrahlen;
an der Basisebene 4B findet
die Spiegelung statt. Sind
die Basiswinkel f; und f,
einander gleich, so zeigt die
Spiegelung der brechenden
Ebene EB an der Ebene 4B,
daB die Wirkung des AwnicI-
schen Spiegelprismas auf
die einer Planparallelplatte

(AD parallel BE) zuriickge-
fithrt werden kann. Beil

Abb. 149. Das Amicische Spiegelprisma. Das glelch(“n Basiswinkeln ist
Amicische Spiegelprisma hat gewdhnlich die Form cines  also eine Farbenzerstreuung
Trapezes A BDE; es kann als Teil eines gewohnlichen ausgeschlossen. In diesem
Prismas A BQ angesehen werden.. S”,‘.d die Basiswinkel Fall ist auBerdem der Ein-
B, und f, gleich groB, so kann die Wirkung des AmicI- . . .
schen Prismas auf die einer Planparallelplatte zuriick- fallsw.lnkel h glevlch .dem
gefithrt werden; cine Farbenzerstreuung findet in diesem  negativen  Austrittswinkel
Fall nicht statt. A D und E B sind brechende Ebenen ¢, Dije Ablenkung wird
und A B wirkt als Planspiegel. a-lso

e=2(i;, — i) + 2] — 180°. (4)

Fir den in der Abb. 149 dargestellten Fall, dal die Ablenkung & = 0 ist, be-
rechnet sich der Winkel J aus

J=90°— (i — 1)) = 90° — (i, — 7). (5)
Tritt der Strahl in das Prisma senkrecht ein, ist also 7; — 7{ = O und 7, — 73 = 0,
so ist diec Gesamtablenkung & gleich der Spiegelablenkung 2] — 180°.

Viel angewandt in der praktischen Optik wird auch das in Abb. 150 dar-
gestellte Gouliersche Pentaprisma, das zwei brechende Ebenen AE und AB
sowie zwei spicgelnde Ebenen EF und BF enthilt. Hiufig haben die Winkel
zwischen diesen Ebenen folgende GroBen: & = 45°, 6 = 90°, f# =y = 112,5°.
Fiir diesen Fall tritt ein senkrecht zur Ebene AE einfallender Strahl S; S, durch
dic Ebene 4B wieder senkrecht aus und erleidet die Ablenkung

e =2(180°— & — ff) — 180° + 2(180° — & — p) — 180° = & — 360°,

welche fiir 6 = 90° den Wert —270° oder +90° annimmt.
Fiihrt man die zweifache Spiegelung zeichnerisch durch, so erkennt man,
daB das Pentaprisma — abgesehen von der zweifachen Spicgelung — wic eine

Planparallelplatte AEAB wirkt; alle Strahlen, welche mit eciner zweifachen

1) H. ErrLE in CzapskI-EPPENSTEIN, Theorie der optischen Instrumente, 3. Aufl,,
S. 336. 1924.
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Spiegelung das Prisma durchsetzen, erfahren dieselbe Ablenkung é und erleiden
keine Farbenzerstreuung.

Diese Eigenschaft kommt allen Pentaprismen zu, die in bezug auf ihre
brechende Wirkung einer Planparallelplatte gleichzusetzen sind. Die Bedingung
hierfiir ist auf Grund der Abb. 150:

180° — f + 180° — 3 + 180° — y = 180° oder a = . ©)

Die Winkel # und y brauchen also nicht einander gleich zu sein.
Fiir &« = 90° erhdlt man § = 180°; in diesem Fall artet das Pentaprisma
in ein rechtwinkliges Prisma aus, bei dem die Hypotenusenfliche als Ein- und

Austrittsfliche und die
Kathetenfldchen als spie- TN

gelnde Flichen benutzt s SN T

werden. oS TN
SchlieBlich sei noch der £ p/ . 4

Tripelspiegel von R. \\ i

STRAUBEL!) crwihnt. Die- S U S

ses Riickkehrprisma besitzt 5 Z Sz \ .'

drei zueinander senkrecht ,; \ _}

stehende spiegelnde Ebenen A AN //2‘_ ''''''''' 4

ABC, ABD und ACD \\ S

(s. Abb. 151) und eine . '//

brechende Eintrittsebene }f

B"CD, die mlt deq Spl(‘.g}?l- Abb. 150. Das GouLIERsche Pentaprisma. AB
flichen gleiche Winkel ein-  und A E wirken als brechende und £D und BC als spie-
schlie3t. Der Tripe]spiege]} gelnde Ebenen. Meist ist & = 45° 6 = 90° und g =1y
kann als eine von einem = 112,5°. Abgesehen von der ‘zweifachen Spiegelung
Gl iirfel ab hnittene wirkt das GoUL1ERsche Pentaprisma mit den angegebenen

aswuriel abgesc €NC  Winkeln wie eine Planparallelplatte. Alle Strahlen er-
Ecke aufgefaBt werden. Als  leiden die Ablenkung 90°; eine Farbenzerstreuung findet
Vorgianger des Tripel- nicht statt.

spiegels muf3 der aus drei

zueinander senkrecht stehenden Planspiegeln zusammengesetzte Zentralspiegel

von A.BECK?) genannt werden. '
Jeder durch die Ebene BCD cintretende Lichtstrahl, der an den drei Plan-

spiegeln reflektiert wird, verlait um 180° abgelenkt — also zur Einfallsrichtung

parallel — den Tripelspiegel. Fiihrt man namlich die dreifache Spiegelung zeich-

nerisch durch, so wird der Tripelspiegel ABCD in jedem Fall in den Tripelspiegel

zum wirklichen Tripelspicgel licgt, abgebildet. Die Ebenen BCD und CBD
liegen zueinander parallel, so daB also die ablenkende und farbenzerstreuende
Wirkung der brechenden Ebene BCD aufgehoben wird. )

Ein eintretendes paralleles Lichtbiindel wird aber in 2, 4 oder 6 Teilbiindel
zerlegt, wenn 1, 2 oder 3 der Kantenwinkel des Tripelspiegels von 90° abweichen.

Der Tripelspiegel kann als Signalgerdt verwendet werden, weil er das von
einer entfernten Lichtquelle kommende Licht genau in der Richtung nach -der
Lichtquelle zuriickwirft.

Ein aus einem Tripelspiegel herausgeschnittenes prismatisches Stiick, das
“von jeder der drei spiegelnden Ebenen ein Stiick als Begrenzung enthilt, wird
“als Tripelstreifen bezeichnet. Infolge der Eigenschaft, daB jeder eintretende

1) Siehe die D. R. P. 178708 und 216854 von Carl Zeiss in Jena.
?) A. Beck, ZS. f. Instrkde. Bd. 7, S. 380—389. 1887.

Handbuch der Physik. XVIIL 16
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und an den drei zueinander senkrechten Planspiegeln reflektierte Strahl parallel
zur Einfallsrichtung austritt, macht den Tripelspiegel und die Tripelstreifen
zur Paralleleinstellung der Achsen mehrerer optischer Systeme geeignet.
Uber Spiegelprismen berichten
ausfithrlich C. M. v. BAUERNFEIND
und W. JorRDAN?).

b) Die Abbildung durch
Prismen mittels enger
Biischel.

In dem Abschnitt C, Ziff. 281f.,
wo die Gesetze fiir die Abbildung
durch Kugelflichen mittels enger
Biischel abgeleitet sind, ist die Ab-
bildung durch ebene Flichen als
Sonderfall behandelt. Unter der
folgenden Ziff. 158 wird deshalb nur
das Ergebnis dieser Betrachtungen
nochmals kurz aufgefiihrt.

Abb. 151. Zur Wirkung des Tripel- 158. Die A]?blldung em'?s
spiegels. Der Tripelspiegel besitzt drei zu- Punktes durch eine Ebene. Die
einander senkrechte spiegelnde Ebenen 4 BD,  Abbildung eines Punktes durch eine
/!CI) und .A CB. Die_ Spiegelung an den .drei brechende Ebene mittels weitgo-
I:l?enen zelgt: dle die Wirkung des Tr1ﬂpel- Sffnet Biindel fiihrt B _
spiegels auf dic einer Planparallelplatte zuriick- O"ne er ul:l € u, o zu rgnn
gefithrt werden kann. Jeder Lichtstrahl wird flichen. Die Bestimmung diescr
nach drei Spiegelungen um 180° abgelenkt; Brennflichenhat vorwiegend mathe-
eine Farbenzerstreuung findet nicht statt.  atisches Interesse, weshalb hier
BCD wirkt als brechende Ebene. I . s o .

nur auf einige einschligige Arbeiten

dieser Art hingewiesen werden soll 2).

Die Abbildung eines Punktes durch enge Strahlenbiindel fithrt zu zwei
Bildpunkten, wenn das Biindel bzw. sein Triger oder sein Hauptstrahl einen
endlichen Winkel mit dem Einfallslot einschlieBt. Das in der Einfallsebene
liegende tangentiale Biischel fithrt zu dem cinen und das zur Einfallsebene senk-
recht stehende sagittale Biischel ergibt den anderen Bildpunkt. Die Dingpunkte
auf dem einfallenden Hauptstrahl sind sowohl den tangentialen als auch den
sagittalen Bildpunkten auf dem gebrochenen Strahl projektiv zugeordnet. Da
die unendlich fernen Punkte auf dem einfallenden und gebrochenen Strahl sich
als Ding- und Bildpunkt entsprechen, so bilden die Dingpunkte und dic ent-
sprechenden tangentialen bzw. sagittalen Bildpunkte dhnliche Punktreihen. Die
Abbildung ist also cine teleskopische. Die durch die Ding- und Bildpunkte
bestimmten Punktreihen bleiben auch dhnlich, wenn die Brechung an beliebig
vielen Ebenen erfolgt ist, sofern alle Ebenen auf einer den einfallenden Strahl
enthaltenden Ebene senkrecht stehen bzw. der Prismensatz einen gemeinsamen
Hauptschnitt besitzt, in dem der Hauptstrahl verlduft. Die zeichnerische Er-
mittlung der den Dingpunkten zugeordneten Bildpunkte ist im Abschnitt C,

1) C. M. v. BAUERNFEIND, Elemente der Vermessungskunde, 5. Aufl.,, S.32—46, 101
bis 175. 1876; u. 7. Aufl,, S. 39— 51, 201 —235. 1890; W. JorpAN, Handb. d. Vermessungs-
kunde Bd.II, S. 33—44. 1914.

2) pE LA RIVE, Diss. sur la partie de I'optique qui traite des courbes dites courbiques.
Genf 1823; J. Ritz, Beobachtungen und Berechnungen iiber Brechung homozentrischen
Lichtes an parallelen Ebenen. Progr. d. stidt. Handelsschule Miinchen 1878/79; R. S. HEATH,
Lehrb. d. geometr. Optik. 1894.
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Ziff. 23, durchgefithrt. In Wirklichkeit sind einem Dingpunkt O zwei Brenn-
linien zugeordnet. Im tangentialen ,,Bildpunkt‘ O; steht die Brennlinie senkrecht
zur Einfallsebene, und im sagittalen ,,Bildpunkt‘ O} liegt die Brennlinie in der
Einfallsebene. In Abb. 152 ist die Entstehung dieser Brennlinien angedeutet.
Dem auf dem Hauptstrahl 4 P

liegenden virtuellen Dingpunkt

O entsprechen die beiden Brenn-

linien, die in 07 und O

den gebrochenen Hauptstrahl

schneiden. Von den sdmtlichen

Linienelementen eines im Ding-

punkt O zum Hauptstrahl senk-

rechten Fldchenelements sind

nur die Linienelemente b und

cd, die in der Einfallsebene

liegen bzw. senkrecht zu ihr

stehen, abbildbar. Das Linien-

clement ab wird durch Sagittal-

biischel in die durch den sagit-

talen Bildpunkt O} hindurch- )

gchende Brennlinic und das Abb. 152. Durch Brechung an ciner Ebene

. vermittelte astigmatische Abbildung
Linienelement ¢d durch Tan- eines virtuellen Punktes O. Dem auf den

gentialbiischel in die den tan- Hauptstrahl A P gelegenen virtuellen Dingpunkt O
gentialen Bildpunkt O; enthal- entsprechen die den gebrochenen Hauptstrahl PO]O;
tende Brennlinie abgebildet. in den Punkten O}. und O’ senkrecht schneidenden

In Abschnitt C, Ziff. 281f., Brerll(rtlligien.f \(/10n dfln Li;)itenzla:lemenlten I(llfs ;n;l Dicxlug-
_ . . pun auf dem Hauptstrahl senkrecht stehenden
!]’Smd ?]UCh dlg rorm,etl? lfur dlg Flachenelements sind nur ab und c¢d abbildbar.
erechnung der sagl alen un

der tangentialen Schnittweiten

fiir die Abbildung an einer brechenden Ebene angegeben. Werden mit | und ¢ dic
sagittalen und tangentialen Schnittweiten des Dingpunktes bezeichnet, und zwar
auf dem einfallenden Hauptstrahl vom Einfallspunkt aus gerechnet, und sind §’
und ¢’ die entsprechenden Schnittweiten der Bilder in entsprechender Weisc auf
dem gebrochenen Hauptstrahl bestimmt, so lauten diese Formeln, wenn 7 bzw.
7" der Einfalls- bzw. Brechungswinkel ist, folgendermaBen

’ ’ 2,7
= Z'f und = 25T

n cos?j
Fiir eine spicgelnde Ebenc gilt #'= —# und §'= —j; in diesem Fall
wird also immer {' = —fj und'#'= —¢. Jeder Dingpunkt | = ¢ wird also anastig-

matisch abgebildet, d. h. es wird auch {"= #. Diese homozentrische Abbildung
der spiegelnden Ebene bleibt auch bestehen, wenn die Abbildung durch beliebig
weit geoffnete Biischel geschieht.

159. Die homozentrische Abbildung durch Prismen. Fiir die »-te brechende
Ebenc eines Prismensatzes mit gemeinsamem Hauptschnitt lauten die Gleichungen
fiir die Berechnung der sagittalen und tangentialen Schnittweite

il = Myt i

v
Ny

ey costs W

t, = > I
i ny  cosij U’

16*
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und fiir den Ubergang von der »-ten zur (» + 1)-ten Ebene gelten die Beziehungen

frar =1 —d»,
t1'+1 = t:' - d‘l’ ’

(1)

wenn d, das Stiick des Hauptstrahles zwischen der »-ten und (» + 1)-ten Ebene
darstellt. Die wiederholte Anwendung der Gleichungen (1) und (1’) auf 2 brechende
Ebenen mit gemeinsamem Hauptschnitt fithrt zu folgenden Beziehungen

k-1

hh dy '
n, o m Z"NA ) (2)

r=

I3 ; E-1 k )
B _ 4 [] costsy _ E “ T1] cos* 7 3)
w, M cos?7y Ny, cos?7u|”

v=1 v=1 t=r+1

Gehen von den Punkten einer zum Hauptschnitt senkrechten Ebene sagittale
oder tangentiale Biischel aus, die alle ciner beliebigen durch den Einfallswinkel 7
gegebenen Richtung parallel sind, so sind die sagittalen bezw. tangentialen
Bilder wieder zum Hauptschnitt senkrechte Ebenen. Das erkennt man sofort,
wenn man beachtet, daB auf Grund der Gleichungen (2) und (3) die sagittalen
bzw. tangentialen Bildweiten §; bzw. # fiir konstante Einfallswinkel 7, lineare
Funktionen der Dingweiten j; und #; sind.

Ist ein wirklicher Dingpunkt vorhanden, also das auf die erste brechende
Ebene cinfallende Biischel homozentrisch, so ist {; = #,. Fiir diesen Fall erhalt
man durch Subtraktion der Gleichung (2) von (3) die folgende Beziehung fiir
die astigmatische Schnittweitendifferenz nach der %ten Ebene

K k-1 k
U oy cos?s, dy cos?yy,
72. (. — 1) = 0 LI;I costys T 1] —2[;’: Lll 05 T 1” (4)

Ein Dingpunkt §; = ¢, wird homozentrisch abgebildet, wenn 7 — i =
wird. Setzt man die rechte Seite der Gleichung (4) dem Werte 0 gleich, so kann
man die Schnittweite |, = ¢, des auf dem Hauptstrahl mit dem Einfallswinkel 7,
liecgenden Dingpunktes berechnen, der durch die Prismenfolge homozentrisch
abgebildet wird.

Die homozentrisch abbildbaren Dingpunkte, die auf den zum Hauptstrahl 7,
parallelen Hauptstrahlen liegen, bilden e¢ine zum Hauptschnitt senkrechte
Ebene. Besitzen alle Prismen cine gemeinsame brechende Kante, so geht sowohl
diec homozentrisch abbildbare Ebene als auch ihr Bild durch diese Kante hin-
durch. Die Richtigkeit dieser Sitze erkennt man, wenn man berticksichtigt, daf3
lincaren Anderungen von d; auch lincare Anderungen von d, bis d;. entsprechen,
und daB laut Gleichung (2) und der Null gesetzten rechten Seite von (4) auch f{,
und {; = {; linear von d, abhingig sind. Im Falle einer gemeinsamen Kante ist
fiir d, = 0 auch d, = dy; = --- d;, = 0 und laut (2) muB} also §; = {; = 0 sein;
fiir dicse Werte wird aber die rechte Seite von (4) von selbst gleich Null.

Die den homozentrisch abbildbaren Ebenen parallelen Ebenen werden so
abgebildet, dall die astigmatische Differenz der sagittalen und tangentialen
Bilder fir alle Punkte konstant ist.

Ist fiir einen Hauptstrahl
ﬁ cos*7,
A cos*j !

y=t

so liegt der homozentrisch abbildbare Punkt auf diesem Strahl im Unendlichen,
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es ist also ¢, = §; = oco. Fiir den Fall, dal der Prismensatz auf beiden Seiten
von dem gleichen Medium umgeben ist, bedcutet

II cos?j’,
coszp =1

dic Bedingung fiir den Durchgang des Strahles im Minimum der Ablenkung;
wenn ndamlich #, = %}, so wird die in Ziff. 151 abgelcitcte Bedingung

Htang-i,, = ntangif,
v=1 r=1

mit der cben angefithrten Bezichung identisch. Ist auBerdem d, =d, -+ = di_,
= 0, d. h. geht der Strahl im Minimum der Ablenkung durch dic allen Prismen
gemeinsame brechende Kante hindurch, so tritt fir jeden Wert £, = {; homo-
zentrische Abbildung ein.

Fiir den Sonderfall schlicBlich, daBl &; = oy = -+ &_; = 0 ist, wird die
Bedingung
ko costf,
. costy

v=1

ebenfalls erfiillt, wenn der Planparallelplattensatz vom gleichen Medium #; = #;
cingeschlossen ist. Von einem solchen Plattensatz wird also der unendlich ferne
Punkt jedes beliebig gerichteten Hauptstrahles homozentrisch abgebildet.

BURMESTER?), der dic Fragen der homozentrischen Abbildung durch Prismen-
folgen zuerst geometrisch ausfithrlich behandelt hat, zeigt auch, dal} es sogar
enge Strahlenbiindel gibt, die zum Hauptschnitt geneigt verlaufen und doch
ihre Homozentrizitat beibchalten.

Die unendlichfernen Punkte werden auch von Prl%menfolgen immer homo-
zentrisch abgebildet, wenn die Einfallswinkel 7, nur kleiner als 90° sind. Parallele
Strahlen bleiben bei dem Durchgang durch Prismen immer wieder parallel.
Deshalb benutzt man bei spektroskopischen Untersuchungen das Prisma oder
den Prismensatz immer im parallelen Strahlengang, indem man den leuchtenden
Spalt durch die Kollimatorlinse ins Unendliche abbildet. Befindet sich der
Spalt nicht genau in der dingseitigen Brennebene dieser Linse, so entsteht durch
das Prisma Astigmatismus. In diesem Fall erscheinen im Beobachtungsfernrohr
nicht alle vier Spaltrinder gleichzeitig scharf.

Auf das cinfache Prisma in Luft kénnen die oben angefiihrten Sitze iiber
dic homozentrische Abbildung sinngemdfl angewandt werden.

160. Die Bilddrehung durch Prismen. Wird eine zum gemeinsamen Haupt-
schnitt einer Prismenfolge senkrechte Dingebene durch enge Biischel, deren
Hauptstrahlen zueinander parallel sind, abgebildet, so schlieit im allgemeinen
dic Dingebene mit der dingseitigen Hauptstrahlenrichtung einen anderen Winkel
cin als die Bildebene mit der bildseitigen Hauptstrahlenrichtung: die Abbildung
durch die Prismen fithrt eine Bilddrehung herbei. R. STRAUBEL?) hat diese
Bilddrehung eingehend untersucht.

Bezeichnet man den Winkel zwischen der Dingebene und der Senkrechten
zur Hauptstrahlenrichtung fiir die Tangentialbiischel mit g, und fiir die Sagittal-
biischel mit g; und die Winkel zwischen den Blldcb(mn und den Senkrechten
zur bildseitigen Hauptstrahlenrichtung mit u; bzw. yf, so sei die tangentiale

1) L. BURMESTER, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 40, S. 65—90. 1895.
%) R. STRAUBEL, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 63—80. 1902.
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Bilddrehung durch die Differenz u; — u, und die sagittale Bilddrehung durch
ui — py gegeben. Nach STRAUBEL ist nun fiir ein in Luft befindliches Prisma
mit dem brechenden Winkel «

0sfy cosj; _ (n®—1)sina 1 + siny; singj cos (i + 72)
tangy t’ 0s7} tang s cos;’l " nmcosy; cost, cos?j, cos?7 > (1)
cospy _ cospy _ (n* — 1) sinx
tan g,uf ang f cosf; ~ mocsj{cosf, (2)

Aus diesen Beziehungen ergibt sich, da im allgemeinen sowohl dic Ab-
bildung durch die Tangentialbiischel als auch die Abbildung durch die Sagittal-
biischel zu einer Bilddrehung fithrt. Man kann jedoch fiir beide Biischelarten
und fiir jede dingseitige Hauptstrahlenrichtung ein Paar konjugierter Ebenen
angeben, deren Neigungen ein belicbiges Verhiltnis besitzen. Durchsetzen die
zueinander parallelen Hauptstrahlen das Prisma im Minimum der Ablenkung,
so entsprechen dem Fall gleicher Ding- und Bildneigung Ebenen, die zu den ab-
bildenden Biischeln parallel liegen. Einer zu den dingseitigen Biischeln senk-
rechten Dingebenc entspricht nie eine zu den bildseitigen Biischeln senkrechte
Bildebene.

- Je mnach der GréBe des Unterschiedes zwischen Einfallswinkel 7; und
Brechungswinkel 75 und der GroBe tangpu, bzw. tangu; der Dingneigung kann
NeigungsvergréBerung oder Neigungsverminderung eintreten. Im Minimum der
Ablenkung findet jedoch immer nur NeigungsvergréBerung statt, mit Aus-
nahme des bereits erwidhnten Falles, daB die Dingebene parallel den abbildenden
Biischeln, also tangu, = tangu; = oo, ist.

Bei streifendem Eintritt und bei streifendem Austritt ist fiir die tangentialen
Biischel die Bildneigung unabhingig von der Dingneigung. Zwischen diesen
beiden duBersten Fallen des Strahlenverlaufes erreicht dic Bildneigung mindestens
ein Minimum.

Fiir die Sagittalbiischel hat bei streifendem Eintritt die Bildneigung ebenfalls
einen von der Dingneigung unabhingigen Wert; fiir bestimmte Dingneigungen,
die von der Brechzahl und dem Prismenwinkel abhingig sind, gibt es jedoch
fiir die Bildneigungen keine Grenzwerte mehr. Steht die Dingebene senkrecht
zu den Sagittalbiischeln, so gibt es fiir irgendeinen Einfallswinkel noch ecin
Minimum der Bildneigung, wenn bei einer gegebenen Brechzahl » der Prismen-
winkel &« und bei gegebenem Prismenwinkel &« die Brechzahl # cinen bestimmten
Wert nicht iiberschreitet. Die zusammengehorigen Grenzwerte von # und « sind

n 1 J125 y1.5 V1,75 12 }2,25 Va yio oo
I 180° 111°23" 90° 76° 46" 67° 36’ 60° 36 37°46’ 20°20° 0

ERrFLE!) hat nachgewiesen, daB diese Zusammenstellung gleichzeitig auch
die kritischen Prismenwinkel fiir das Eintreten des Minimums der Dispersion gibt.

Die Frage, ob es moglich ist, eine zu den abbildenden einfarbigen Biischeln
geneigte Dingebene homozentrisch in eine zu den bildseitigen Biischeln senkrechte
Bildebene abzubilden, also eine Aufrichtung cines cbenen, monochromatischen
Objcktfeldes herbeizufithren, fithrt mittels der Beziehungen (1) und (2) fiir
;= uy =0 und g, = y; zu der Grundgleichung

2
14 (n? — 1) cos(27) = - [—sin(2f}) sin (2,) + 2cos (2f7) cos(2)] . (3)
Den Fall der Abbildung eines zum Hauptschnitt senkrechten Flichenstiickes

1) H. ErrLE, ZS. {. Instrkde. Bd. 39, S.297—312. 1919.
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durch enge Strahlenbiischel, deren Hauptstrahlen einen in endlicher Entfernung
befindlichen Kreuzungspunkt besitzen, hat ALB. K6N1GY) behandelt.

161. Die VergroBerungswirkung von Prismen. Fiir teleskopische Ab-
bildungen sind die LateralvergroBerung g und das Konvergenzverhdltnis y
vom Dingort unabhingig. Wie in Abschnitt A, Ziff. 20, gezeigt ist, sind diese
Werte fiir dic Abbildung durch Prismen im Sagittalschnitt

7f=::_i und fi=1. (1)

Fiir den Tangentialschnitt ergibt sich aus der Gleichung (10) in Ziff. 151

., k t ;" k .
g 20 TR _m [ )
O T ! tangs,  n, cosy, 2

y= y=

und auf Grund der HuvGEns-HeELMHOLTZschen Gleichung

k cosT’,

fe= H cosy (22)
Fiir den TFall #, = #,, daB3 die Prismenfolge vom gleichen Medium umgeben
ist, wird also die scheinbare Linge eines zum Hauptschnitt senkrechten Spaltes
nicht verindert. Dic scheinbare Breite des Spaltbildes wird bestimmt durch
das Konvergenzverhiltnis y, im Tangentialschnitt. Tir #, =#; ist y,=1
im Minimum der Ablenkung; dic scheinbare GroBe der Spaltbreite bleibt also
nur in diesem Fall durch diec Prismenabbildung ungedndert. Ist ein Einfalls-
winkel 7, =90°, so wird y, =0, und fiir einen Brechungswinkel 7, =90° er-
reicht y, einen unendlich groen Wert. Die scheinbare Breite des Spaltbildes
ist also bei streifendem Eintritt Null, wichst dann mit abnehmendem Einfalls-
winkel, crreicht beim Strahlendurchgang im Minimum der Ablenkung den Wert
der scheinbaren Breite des Spaltes und wichst weiter bis zu cinem unendlich
groBen Wert, wenn ein streifender Austritt erreicht ist. Kommen streifende
Eintrittc und streifende Austritte in gleicher Anzahl vor, so nimmt y, wieder
endliche Werte an.

Fiir ein einfaches Prisma in Luft kann aus Gleichung (2) folgende Bezichung

abgeleitet werden

8! 84,

mro1
41 |1z 1_}_1 (3)

n* — 1
l - cos?y,

cos?y}
die fiir einen die Kante durchsetzenden Strahl, also fiir d = 0, mittels sinngeméaBer
Anwendung der Beziehung (3) in Ziff. 159 ibergeht in

8, | 4
o1, ) & “)
Sctzt man mit ERFLE?) bei senkrechtem Einfall j; = 0 und damit j, = —«

das Konvergenzverhiltnis y, = I, so berechnet sich fiir eine gegebene Vergrofe-
rung I" der brechende Winkel « aus

sina = |/ S (5)

1) ALB. KONIG, in Czapski, Grundziige der Theorie der optischen Instrumente, 2. Aufl.,
S. 197. 1904.

?) H. ErFrLE, in Czapsk1-EpPENSTEIN, Die Theorie der optischen Instrumente, 3. Aufl.,
S. 344. 1924.
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und die Ablenkung & aus

T (©)
Setzt man zwei gleiche in dieser Weise angewandte Prismen hintereinander,
so daB das zweite Prisma die entgegengesetzt gerichtete Ablenkung des ersten
Prismas ergibt, und fiigt in derselben Weise zwei weitere Prismen hinzu, deren
Hauptschnitte gegen die des ersten Paares um 90° verdreht sind, so hat man fiir
cin kleines Gesichtsfeld ein aus vier Prismen bestehendes farbenfreies Fernrohr
von der VergréBerung 172

sing =

c) Die durch Prismen erzeugten Spektra.

Fiir die in den Abteilungen a) und b) dieses Abschnittes iiber ebene Flichen
und Prismen durchgefiithrten Betrachtungen wurde vorausgesetzt, daf3 die Brech-
zahlen » der optischen Mittel von der Art der Lichtstrahlen unabhingig seien;
die Berechnungen wurden also durchweg fiir einfarbiges oder homogenes Licht
angestellt. In Wirklichkeit hat.man es aber immer mit mehrfarbigem Licht zu
tun. Da nun die Brechzahlen der optischen Mittel von der Farbe oder der Wellen-
lange des Lichtes abhingig sind, so erleiden die einzelnen Farben bei der Brechung
an einer Ebene und im allgemeinen auch beim Durchgang durch Prismen ver-
schieden groBe Ablenkungen; das aus mehreren Farben zusammengesetzte Licht
wird in ein Spektrum zerlegt. Neben der Ablenkung & hingen aber auch z. B.
die sagittalen und tangentialen Schnittweiten {" und ¢ und dic VergréBerung y,
im Tangentialschnitt von der Brechzahl ab und erleiden deshalb bei mehrfarbigem
Licht farbige oder chromatische Abweichungen.

162. Die Ausdehnung der durch Prismen erzeugten Spektra. Da fiir die in
Spektroskopen verwendeten Prismen j=t¢={ =1 = oo gesetzt werden kann,
so wird den folgenden Betrachtungen iiber die Abhingigkeit der Ablenkung e
von der Farbe nur dieser wichtigste Fall zugrunde gelegt. Durch vollstindige
Differentiation der Gleichung (1) in Ziff. 151 erhilt man

sin 4, « dn, + 7, cos?,07, = siniy 0%, 4, + 7,4, 081,01, (1)
Da die Prismenwinkel «, von den Brechzahlen unabhingig sind, ist ferner
81y = 01, (2)
Diese Gleichungen (1) und (2) und die unter Ziff. 151 angegebene Gleichung (2)
Tyyy = 1y — &,

der Reihe nach auf die verschiedenen brechenden Ebenen angewandt, erméglichen
die Berechnung der Variation d4. Fir den praktisch meist vorliegenden Fall,
daB die Prismen sich in Luft befinden, also #; = #;4, = 1 ist, erhilt man als
Wert der Differenz der Variationen der Einfalls- und Austrittswinkel den folgenden

‘Wert
k

k i E ’ I COsi.-
., - . COS 1y . =Tt ;
01, — 01, = ézl[ l l st 1| — E sina, _y 6n, *— . (3)
v= v=2 ? Z cost),

u=v—1

Da fiir das Minimum der Ablenkung

k .

ncosw
— o —

Cosz,

y=1
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ist, so wird die Anderung der Farbenzerstreuung di; — 64, fiir diesen Fall un-
abhingig von der Farbenzerstreuung d4,, die vor dem Eintritt in das Prisma
vorhanden ist. Ist vor dem Eintritt in das Prisma keine Farbenzerstreuung vor-
handen, also 07, = 0, so geht Gleichung (3) iber in
k
cos?.

6i£=—2:sina,._16n,,¢'_=’l'?tl____. (@)

’ cost
u=r-1
Handelt es sich um Prismen mit kleinen brechenden Winkeln «,
und umkleine Einfallswinkel 7,, so geht man fiir die Berechnung der Variation
der Ablenkung ¢ von der Verallgemeinerung der in Ziff. 152 gegebenen Néhe-
rungsformel (14) aus

’

1

&, =ﬁa,. (n, — 1). (5)

r=1

Die Farbenzerstreuung de¢, berechnet sich hieraus durch Variation zu

13
dep =D &,0m,, (6)
y=1

wobei ksich auf die einzelnen Pris-
men und nicht auf die einzelnen
brechenden Ebenen bezieht.

Ist fir ein einzelnes
Prisma in Luft vor der Bre-
chung an der ecrsten Fliache keine
FFarbenzerstreuung vorhanden, so
folgt aus der Bezichung (4)

., sinaxdn
Hieraus ergibt sich, daf3 dic Ab-
lenkung mit zunehmenden Wer-
ten der Brechzahl # wichst. Die
Farbenzerstreuung d¢ = —41}
fiir einen kleinen Spektralbereich

Abb. 153. Zur Abhangigkeit der FFarben-
zerstreuung vom Einfallswinkel und
vom (Nach H. ERFLE.)

kann Minimalwerte nur dann an-
nehmen, wenn fiir jede Brech-
zahl # einer mittleren Farbe der
Prismenwinkel &« den Wert des
sog. kritischen Prismenwinkels
nicht iiberschreitet. Die den ein-
zelnen Brechzahlen zugeordneten
kritischenPrismenwinkel sind, wie
unter Ziff. 160, S. 246, erwidhnt
wurde, die gleichen, die fur das
Auftreten eines Minimums der

Prismenwinkel.
Die Farbenzerstrecuung &-—¢ ist in ihrer Abhangig-
keit vom Einfallswinkel 7, und vom Prismen-
winkel & fiir ein Prisma aus Jenaer Glas O 103
(ne =1,61531, np=1,63240) dargestellt. Es sind
auBer den Kurven gleichen Prismenwinkels auch
die Kurven gleichen Austrittswinkels ¢, fir die
starker brechbare Farbe eingczeichnet. Die strich-
punktierte Kurve von O bis H verbindet die
Punkte des Minimums der Ablenkung, die ge-
strichelte Kurve O bis G verbindet die Punkte
des Minimums der Farbenzerstreuung.

Bildneigung bei der Abbildung durch parallele Sagittalbiischel einer zu den
Biischeln senkrechten Ebene maBgebend sind. Das Minimum der Dispersion
fillt nie mit dem Minimum der Ablenkung zusammen, es liegt vielmehr zwischen
diesem und dem Strahlenverlauf, der durch den streifenden Eintritt gekenn-
zeichnet ist,
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ERFLE?Y), der sich eingehend mit dem Minimum der Dispersion beschaftigt
hat, veranschaulicht die Abhingigkeit der Farbenzerstreuung ep — &¢ vom
Einfallswinkel 7, und vom Prismenwinkel & durch die in Abb. 153 wiedergegebene
graphische Darstellung, die sich auf ein Prisma aus Jenaer Glas 0103 und auf
die Farben n¢ = 1,61531 und #p = 1,63240 bezieht. Auf der Abszissenachse
sind die Werte der Eintrittswinkel ¢, und auf der Ordinatenachse die Werte der
Farbenzerstreuung ep — & aufgetragen. Bei den Kurven gleichen Prismen-
winkels wurden fiir die Prismenwinkel von & = 10° abwirts der Ubersichtlich-
keit halber dic ganz nahe der Abszissenachse verlaufenden Teile der Kurven
weggelassen. Die Darstellung zeigt auch die Kurven gleichen Austrittswinkels 7;
fiir die stirker brechbare Farbe. Dic Punkte des Minimums der Ablenkung sind
durch die strichpunktierte Kurve OH und dic Punkte des Minimums der Dis-
persion durch die gestrichelte Kurve OG verbunden. Fiir das Minimum der Ab-
lenkung folgt aus der Beziehung (7)

de=2. tangil,,,(s—n73 . (8)

163. Die achromatischen Prismen. Man bezeichnet mehrere Prismen mit
gemeinsamem Hauptschnitt fiir einc gegebenc Ablenkung ¢ als farbenfrei oder
achromatisch, wenn die Variation der Ablenkung d¢ = ¢, = 0 ist. Fir cinen
in Luft befindlichen Prismensatz, fiir den 67, = 0 und 6%, = dn,, = O ist,
erhdlt man aus der Bezichung (7) in Ziff. 162 die folgende Bedingung fiir die

Farbenfreiheit
k

: 17 cosi:
Nsina,_,on, - =l =o0. (1)
b ]7 cos1,
n=r-1
Nimmt eines der Glieder cos?, den Wert Null an, so mul} dieser Fall besonders
behandelt werden. ‘

Der cinfachste achromatische Prismensatz besteht aus zwei Prismen, also
aus drei brechenden Flichen. Fiir einen solchen einfachen in Luft befindlichen
Prismensatz erhdlt man die folgende Bedingung fiir die Farbenfreiheit

dnysina, - cosiy + dmysina,costy = 0. (2)

Ist der brechende Winkel «, des cinen Prismas und der Einfallswinkel 1,
bzw. Brechungswinkel i; gegeben und die Dispersionen d#, und d#u, bekannt,
so0 kann man den brechenden Winkel «, des zweiten Prismas, das mit dem ersten
zusammen farbenfreie Ablenkung crgibt, leicht berechnen. Es ist

. d 74 COS1T, .,
cotgax, = — $ny costysing, tang;. (3)

Fiir den besonderen Fall, daBB der eintretende Strahl nahezu senkrecht zur
crsten Fliche und der austretende Strahl nahezu senkrecht zur letzten Fliche
steht, nimmt die Bedingung (2) fiir Farbenfreiheit die einfache Form

Ony-sina, + dny - sinx, = 0 (4)

an.
Aus den Gleichungen (5) und (6) in Ziff. 162 ergibt sich, daB ein in Luft be-
findlicher zweiteiliger Prismensatz mit kleinen brechenden Winkeln fiir kleine

1) H. ErrLE, ZS. {f. Instrkde. Bd. 39, S.280—288, 297—312. 1919 u. Central-Ztg. {.
Opt. u. Mech. Bd. 41, S. 439—443, 453—456, 467—472. 1920.
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Einfallswinkel ¢, farbenfrei ist, wenn dic brechenden Winkel «, und o, den folgen-
den Gleichungen geniigen

&

= ayem, M BT T e, )
Es ist dabei
_nmn—1 , o Me— 1
"= o und ¥, = s (5a)

In dhnlicher Weise erhilt man aus (5) und (6) in Ziff. 162 die brechenden Winkel
fiir ein geradsichtiges Prisma, fiir das die Ablenkung ¢ = 0 scin muB}, wenn die
Farbenzerstreuung d¢ gegeben ist. Es wird

7 de » de
2 - und  «, = — L

& = vy Tomy ©)

ry— vy Ony

Da die Bedingungen fiir die Farbenfreiheit von Prismen mit groBen und
kleinen brechenden Winkeln durch Variation der Gleichungen fiir die Ablenkung
der Prismen ermittelt worden sind, so kénnen sie natiirlich nur fiir Farben mit
kleinen Wellenlingenunterschieden gelten. Die Farbenfchler zweiter Ordnung,
das sog. sekundidre Spektrum, ist in allen Féllen vernachlissigt worden.

Bildet man firr Prismen mit kleinen brechenden Winkeln und kleinen Ein-
fallswinkeln die Gleichung (5) in Ziff. 162 fiir drei Farben von endlichen Wellen-
langenunterschieden, so ist ersichtlich, daB man bei gegebener Ablenkung ¢
fiir eine Farbe die Ablenkungsunterschiede zwischen den benachbarten Farben
schon mit zwei Prismen gleich grof3 erhalten kann. Sind auBerdem die Wellen-
langenunterschiede der benachbarten Farben auch gleich groB, so erhilt man
auf diese Weisc cin sog. Prisma mit gleichmédBiger Farbenzerstrcuung
fiir drei verschiedene Farben. Dagegen sind drei Prismen erforderlich, wenn die
Ablenkungen der drei verschiedenen Farben gleich groB ausfallen sollen, wenn
man -also Farbenfreiheit fiir drei verschiedene Wellenldngen erzielen will.

164. Die Reinheit des Spektrums. Von einem leuchtenden, zum Haupt-
schnitt senkrecht stehenden Spalt werden durch ein Prisma oder durch einen
Prismensatz so vicle Bilder entworfen, wic verschiedene Wellenldngen die Ab-
bildung vermitteln. Da die einzelnen Spaltbilder endliche Breiten d4’ besitzen,
so miissen sich in jedem Punkt des Spektrums cinc mehr oder minder groBe An-
zahl solcher Spaltbilder iiberdecken. Ist dic tangentiale VergréBerung des
Prismensystems y,, so berechnet sich die Spaltbildbreite d4’ aus der Spaltbreite
di zu

i’ = y,di. (1)
Je weniger Spaltbilder sich in cinem Gebiet des Spektrums iiberlagern, desto
reiner ist das Spektrum. Setzt man wie H. ERFLEY) in Anlehnung an HELMHOLTZ
die Reinheit des Spektrums R umgekehrt proportional dem Wellenldngenunter-
schied d4 der Tarben, dic das Spaltbild von der Breite d4' noch iiberdecken,
und bezieht R auf 1, so erhilt man
Y/

R=. (2)

Die Abhéngigkeit des Wellenldngenunterschiedes d 4 von der Spaltbreite di’
kann mit Hilfe der Differentialquotienten d1/dn und d#n/di’ in folgender Weise
dargestellt werden

ar dn .,
dl=—d?' di’ dr’, (3)

1) H. ErrLE, in CZAP&;KI-EPPENSTEIN, Theoric der optischen Instrumente, 3. Aufl,,

S. 357. 1924.
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Fiir ein Prisma in Luft fithren unter Beriicksichtigung der Beziehungen (2)
in Ziff. 161 und (7) in Ziff. 162 die Gleichungen (1), (2) und (3) zu dem Ergebnis

. an sinx X

Dic so bestimmte Reinheit R des Spcktrums, die auch von der Spaltbreite 4
abhingig ist, erhilt fiir streifenden Eintritt (¢; = 90°) den Wert oo. Die Rein-
heit R wird mit abnehmendem Einfallswinkel 7, geringer und erreicht ein Minimum,
wenn der Prismenwinkel &« — dhnlich wie beim Minimum der Dispersion —
unterhalb eines kritischen Wertes bleibt, oder die Reinheit erhilt bei streifendem
Austritt einen kleinsten Wert. Fiir unendlich kleinen Spalt d¢ = 0 und endlichem
Wert von y, wiirde die Reinheit¥R nach Gleichung (4) ebenfalls co werden; dieser
Fall, fir den jedoch wegen der Beugung die Beziehung (1) nicht mehr gelten
kann, ist auch physikalisch nicht zu verwirklichen.

165. Die auflosende Kraft eines Prismensatzes. Wird eine unendlich diinne,
senkrecht zum Hauptschnitt stehende gerade Linie durch Prismen abgebildet,
so entsteht nach der Beugungslehre als Bild ¢in Streifen endlicher Breite, dessen
Helligkeit von der Mitte nach den Rédndern zu so abnimmt, dafl immer wieder
kleinste und groBte Werte auftreten. Die Breite dieses Streifens hingt ab von
der Breite ¢ der abbildenden Biischel am Ort des Prismas senkrecht zur leuchten-
den Linie gemessen und von der Wellenldnge 4 des die Abbildung vermittelnden
Lichtes; die Bildbreite nimmt ab mit wachsendem ¢ und wichst mit abnehmen-
dem A. Diec von Prismen entworfenen Bilder zweier solcher benachbarter Linien
sind Streifen, die sich nach MaBgabe von ¢ und 4 zum Teil tiberdecken konnen.
RAYLEIGH?Y), der die auflosende Kraft eines Prismensystems bestimmt hat,
nimmt an, daB dic beiden Bildstreifen noch als getrennte Bilder zweier Licht-
linien gleicher Helligkeit erkannt werden konnen, wenn zwischen den Mitten
beider Bildstreifen die Helligkeit mindestens auf 0,81 der vorhandenen maximalen
Helligkeit herabsinkt. Dies ist der Fall, wenn dic Mitte des einen Bildstreifens
mit dem ersten Helligkeitsminimum des anderen zusammenfallt.

Diesc Annahme fiir dic Auflosungsfidhigkeit zweier Linien crfordert, dal
der Winkel d7’, unter dem die beiden Bilder von der die Biischel begrenzenden
Offnung aus erscheinen, mindestens so groB ist wie der Winkel 4/¢’, unter dem
dic Wellenldnge 4 des abbildenden Lichtes aus der dem Bischelquerschnitt ¢’
gleichen Entfernung gesehen wiirde. Es mul} also sein

dil = (1)

q

Fir ein paralleles Strahlenbiischel, das einen Prismensatz durchsetzt, dndert
sich die Breite ¢, von Prisma zu Prisma. Es ist allgemein

g _ 0% 2

o 5y )
wenn ¢, dic Breite auf der Dingscite und ¢; dic Breite des Biischels auf der
Bildseite bezeichnet. Bei ecinem Prismensatz ist noch zu beachten, dafl der
Querschnitt ¢ des einfallenden Biischels nicht gleich dem Produkt aus der Linge
der ersten Prismenfliche und dem Kosinus des Einfallswinkel gesetzt werden
darf, sondern daB nur der Teil der Linge der crsten Prismenflache beriicksichtigt
werden kann, der trotz der etwa den Bischelquerschnitt begrenzenden nach-
folgenden Prismen noch wirksam bleibt. Fiir einen geradsichtigen, symmetrischen,
dreiteiligen Prismensatz, wie cin solcher z. B. in Abb. 154 dargestellt ist, wird

1) J. W.Srtrutr, Lord RaYLEIGH, Phil. Mag. (5) Bd. 9, S.266ff. 1879.
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der wirksame Querschnitt ¢ durch das zwischen den Kronprismen befindliche
Flintprisma bestimmt. Das Verhiltnis des wirksamen Querschnitts ¢ = ¢’
zur Gesamthéhe 4 des Prismensatzes ergibt sich in diesem Falle zu

' . 9 _ coshcosiy
bk cos cos %2

s cos
Man kann also von den Kronprismen fiir den gezeichneten Strahlengang die in
Abb. 154 schraffierten Ecken von der Linge ! wegschneiden, ohne den wirksamen

Biischelquerschnitt zu verkleinern.

Abb.154. Zur Ermittlung der wirk-
samen Biischelbreite bei Prismen-

sitzen. Der wirksame Biischelquerschnitt Abb.155. Zur Bestimmung der
fir den abgebildeten aus zwei Kron- und auflosenden Kraft eines Pris-
einem Flintprisma bestehenden Satz ist g¢. mas nach RavyLEIGH. Das Pris-

mensystem P fithrt die ebene Wellen-
flache A, B, fir die Wellenlinge Z in

Um die auflésende Kraft eines die ebenec Wellenfliche A4 B iiber. Fiur

. N vet] R R eine benachbarte Wellenlinge 7 + di

irlsmensysums 2u b(.S(tllmr{%n{ g(.ht. wird A,B, in der gleichen Zeit in die

AYLEIGH era in folgender th'lse vor: um di’ gedrehte ebene Wellenfliche
Wird die ebene Wellenfliche 4, B, A’ B ubergefiihrt.

durch das Prismensystem P fir die
Wellenlinge 4 in die ebene Wellenfliche AB tibergefiihrt, so sind die Lichtwege
von A, bis A und von By, bis B einander gleich, und beide sind Minima. Esist also

4 B
‘/ndl =H/ndl. (3)
Ay o

Fiir cine benachbarte Wellenlinge 4 + d1 wird die ebene Wellenfliche 4,B,
in der gleichen Zeit in die um den Winkel d7’ gegeniiber der Wellenfliche 4B
gedrehte Lage A'B’ iibergefiihrt.

Die Wege fiir die Wellenldnge 4 + d 4 unterscheiden sich natiirlich von denen
der Wellenlinge ; infolge der Minimumseigenschaft kann man aber unter Ver-
nachlissigung von GréBen héherer Ordnung auf den gleichen Wegen integrieren.
Fiir die Wellenlinge 4 + d 2 ist somit der optische Weg von A, bis 4 durch
4 B
[(n +dn)dl und von B, bis B durch f(n + dn) dl gegeben. Man erhélt
4, B,
unter Beriicksichtigung von (3) alsdann eine Differenz L der optischen Wege

fir dic Wellenlidnge 4 - d 4:
B 4
L:/dndl—jdmll. (4)
B, Ay

In Abb. 155 ist AB parallel A'B’ gezogen. Die optische Wegdifferenz L wird durch
dic Strecke BB dargestellt. Da nun < BAB = di’ und AB = g’ ist, so folgt,
daB die Bilder der unendlich diinnen Linien auf Grund von (1) getrennt werden

konnen, wenn
S| Li=A.
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Fir den Fall der Auflésung muB also sein

|di'| = qi .
Die auflésende Kraft » eines Prismas fiir einen unendlich diinnen Spalt
ist nach RAYLEIGH 2
Y = H . (S)
Befinden sich Prismen aus gleichem optischen Mittel in Luft, so ist
L=dn(e,—e), 6)

wenn ¢; und e, dic Wegldngen der Randstrahlen im Glase bedeuten. Die beiden
Bilder kénnen also noch getrennt werden, wenn

dn(e, — ) =41. (7)

Wenn der eine Randstrahl durch lauter Prismenkanten geht, so ist ¢, = 0;
fiir e, = L crgibt sich somit nach Division mit d4

b dn
a=at ®)
und als auflgsende Kraft » der kleinste zuldssige Wert von 1/d 4
an
Y = ar « L. (9)

Fiir einen Prismensatz halt man

k
A dn,
r=a T 2 i (10)

wobel L, mit den Prismenwinkeln «, gleiches Vorzeichen hat. Die auflgsende
Kraft 7 ist also nur vom Glasweg und der charakteristischen Dispersion dn/dA
des Glascs abhingig. Werden die Prismen alle im Minimum der Ablenkung
durchsetzt, so ist L gleich der Summe der Prismendicken an der Basis. Hiernach
kann z.B. cin Flintprisma dic Hauptdoppellinie des Natriumlichtes, fiir das
dl=0,6-10"7cmund d»n = 5810~ %ist, auflésen, wenn die Basisdicke des Prismas
mindestens 10,2 mm betrdgt und die Lichtstrahlen das Prisma im Minimum der
Ablenkung durchsetzen. Das Auflésungsvermégen hat dann den Wert » = 982.
166. Die Helligkeit des Spektrums. Die Helligkeit in irgendeiner Stelle des
Spektrums hidngt ab von der Intensitit der verschiedenen Farben im Spalte
und von dem Wellenldngenbereich, der in der betreffenden Stelle vereinigt wird.
Fiir die Abbildung des Spaltes mit homogenem Licht ist die Helligkeit 4’ des
Bildes umgekehrt proportional der Breitendnderung des Spaltes durch die
Brechung. Ist % die der betreffenden Farbe entsprechende Helligkeit des
Spaltes und d¢ bzw. d+’ die Breiten des Spaltes bzw. des Spaltbildes, so ist
h:h=adi:di. (1)
Auf dem Spaltbild von der Breite di’ wird der Wellenlingenbereich von
A bis A 4 d2 vereinigt, dessen Dispersion d¢' durch das Prisma gleich der
Bildbreite di’ ist. Wenn die Intensitit im Bereich von 4 bis 4 4 41 konstant
ist, so wird die Helligkeit im Spektrum an der betreffenden Stelle

H=Wdl=hy,dl. 2)
Unter Verwendung von Gleichung (2) in Ziff. 164 erhilt man
H=n3 .4 (
87 'R 3)
und fiir das Minimum der Ablenkung, fiir das d7 = 84’ ist,
el
H=-p-. (4)
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Die Helligkeit ist also, wenn man von den Lichtverlusten durch Spiegelung und
Absorption absieht, direkt proportional der Helligkeit des Spaltes und umgekehrt
proportional der Reinheit des Spektrums.

Beziiglich der Berechnung der Lichtverluste durch Absorption und Spiege-
lung sei auf Kap. 2 ds. Handb. verwiesen. Ausfithrliche Literaturangaben sind
von H. ERFLE!) gegeben worden.

E. Die Beziehungen der geometrischen Optik zur
Wellenoptik.

Von
FELIX JENTZSCH, Berlin.

167. Die geometrische Optik als Grenzfall der Wellenoptik. Die physi-
kalische Optik ist seit MAXWELL und HERTz ein Zweig der Elektrodynamik.
Jede vollstindige Theorie miilte also die MaxweLLschen Gleichungen an die
Spitze stellen. Fiir die meisten und gerade fiir die wichtigsten Gebiete der
Wellenoptik spielen aber die charakteristischen Ziige der elektromagnetischen
Lichttheorie gar keine Rolle. Insbesondere braucht man zur Erklirung der
wesentlichen Interferenz- und Beugungserscheinungen nichts weiter als nur
die Annahme, daB der ,,Lichtvektor’ der Wellengleichung geniigt, daB er trans-
versal zur Fortpflanzungsrichtung schwingt (genau genommen braucht nur die
Bedingung ecrfiillt zu sein, dal3 die Divergenz des Lichtvektors verschwindet)
und daB der Mittelwert scines Quadrates ein MaB fiir die Intensitit abgibt,
Irgendwelche speziellen Hypothesen iiber die Natur des Lichtvektors oder iiber
Beziehungen zu anderen physikalischen GréB8en, auf welchen ja gerade die Uber-
legenheit der elektromagnetischen Lichttheorie gegeniiber der alten elastischen
Athertheorie beruht, sind hier iiberfliissig.

Sei @ der Lichtvektor und ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, so lautet
die Wellengleichung

1 ..
/1(])— Eé(p=0’ (1)

wo, wie bekannt, ¢ den zweiten Differentialquotienten nach der Zeit und das
Zeichen 4 den LapLackschen Operator bedeuten, also in rechtwinkligen Koordi-
naten 0

o 02 | ¢
Ap=gp + g5+ 7

Macht man die einschrinkende Voraussetzung, da die Form der Lichtschwin-
gungen sinusformig ist, setzt also z. B.

@ = U+ Ccosyi
oder allgemeiner o — uit,
wo » die Frequenz und ¢ die Zeit bedeuten, so entsteht aus der Wellengleichung (1)
die Schwingungsgleichung Au + Bu =0, @)

wo k= v/c, also k= 2z/d, wenn i, wie iiblich, die Wellenlinge ist. Im all-
gemeinen ist % cine groBe Zahl, im sichtbaren Spektrum etwa von der Ord-
nung 10% wenn die Wellenlinge in Zerntimeter gemessen wird.

1) H. ErfLE, in CzapskI-EPPENSTEIN, Die Theorie der opt. Instrumente, 3. Aufl.
S. 363—364. 1924.
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Aus der Anschauung kann man folgern, daB gegeniiber der gradlinigen
Fortpflanzung der Strahlen die Wellennatur des Lichtes um so mehr eine Rolle
spielen wird, je groBer die Wellenlinge ist. Umgekehrt wird man sich um so
weniger um die Wellennatur zu kilmmern brauchen, je mehr die Dimension der
Wellenldnge gegeniiber allen anderen vorkommenden Gré8en, wie Abstinden,
Durchmessern der Spiegel, Linsen und Blenden zu vernachldssigen ist, mit
anderen Worten, je kleiner die Wellenlinge ist. Man muB} also erwarten, dic
geometrische Optik als Grenzfall der Wellenoptik fiir die Wellenlinge 1 = 0,
d. h. fiir 2 = 0o darstellen zu konnen.

Die Strahlenoptik 148t sich bekanntlich, wie in den vorhergehenden Ab-
schnitten gezeigt wurde, aus wenigen Grundgesetzen, wie Reflexionsgesetz,
Brechungsgesetz und dem MaLusschen Satz, ableiten. Alles dies kann schlieBlich
in dem FErRMATschen Prinzip :

0> nl=0

zusammengefallt werden, wo die #/ die reduzierten Lichtwege sind, # ist
der Brechungsindex eines Mediums und / die Strecke, die ein Lichtstrahl in diesem
Medium zuriicklegt. Insofern dic Summe dieser Strecken eine Funktion der
Lage von Objektpunkt (x4, y,, 2o) und Bildpunkt (x4, y,, z) ist, nennt man sie
auch das ,,Eikonal®

E=2>nl.

Ist das Eikonal E als Funktion von %, v,, %o, %, %1, 2; bekannt, so kann man
bei gegebenen Ausgangspunkt xg, y,, z, und gegebener Ausgangsrichtung m,
Po, o (die m, p, ¢ sind die Richtungskosinus der Normalen auf einer Fliche
konstanten Eikonals, d. h. die Richtungskosinus des durch den Punkt P gehenden
Strahles selbst) durch Auflosung der drei Gleichungen

oL OE or

oxy — Ny My, Oy, — My P> dzy —"o 90,

die Koordinaten des Endpunktes x;, y;, #; zu finden. Dic eine Eikonalfunktion
beherrscht also die ganze optische Abbildung. Aus ihr lassen sich nicht nur
allgemeine Sdtze ableiten, sondern auch sehr spezielle Fragen beantworten,
insbesondere auch Bedingungsgleichungen fiir die Konstruktionselemente des
optischen Systems finden. Das Eikonal hat also auch eine hohe praktische
Bedeutung. Da fiir die Richtungskosinus eines Strahles natiirlich gilt:

m? + P2+ g2 =1,

so folgen, wie auch schon in dem Abschnitt A gezeigt wurde, die beiden Diffe-

rentialgleichungen

0EZe  (OE\ 0 E\2 ,

() + (@) + (e = 6
und

OFEe  (0FE\e (OFE\2 )

(e + G + (o) =t

wo 7y und #, die Brechungsindizes im Objektraum und im Bildraum sind. Wenn
es gelingt, diese Differentialgleichungen unmittelbar aus der Schwingungs-
gleichung (2) der allgemeinen Wellenoptik abzuleiten, so wiirde das geniigen,
um die Strahlenoptik als Grenzfall der Wellenoptik erscheinen zu lassen. Dal
eine solche unmittelbare Zuriickfithrung tatsichlich méglich ist, ist nach einem
Gedanken von DEBYE von A:SOMMERFELD und J. RUNGE!) gezeigt worden.

1) A. SoMMERFELD u. I. RUNGE, Ann. d. Phys. (4) Bd. 35, S. 277 —298. 1911. Ein kleiner

Irrtum wurde verbessert. Im Original fehlt der Faktor 2.
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Augenscheinlich wird man ein auf einen Punkt konvergierendes Strahlen-
biindel als Kugelwelle, ein paralleles Strahlenbiindel als ebene Wellen darstellen
kénnen. Denn die Lichtstrahlen der geometrischen Optik sind ja physikalisch
nicht etwa als unendlich diinne Réhren, sondern als Teile ebener Wellen auf-
zufassen, deren seitliche Ausdehnung groB gegen die Wellenlinge des Lichtes
sein muB. Ebene Wellen, die lings der x-Achse fortschreiten, sind offenbar
durch # = cos(kx + »#) oder allgemeiner unter Fortlassung des nur von der
Zcit abhingigen Gliedes durch

u = 1y 6F2

dargestellt, cbenso in ciner beliebigen Richtung durch
U = 1, cik(:ra +ylf+zy),
Der Lichtweg lings der Fortpflanzungsrichtung, d.h. die charakteristische
Funktion HaMyiLtonNs bzw. das Eikonal, ist dabei
E=nx«&+yp+ zy),
also hat man
1w =y - ekin-E

Die GroBe 1, sehen wir dabei nicht mehr als streng konstant an, sondern als
langsam verdnderliche Ortsfunktion, die nur auf Strecken von der Gréenordnung
der Wellenlinge merklich konstant ist.

Diesen Ansatz wollen wir nun in die Schwingungsgleichung (2) einfithren
und finden dann, wenn wir zundchst nur die x-Koordinate hinschreiben

a ) ; >
U _ o ik E gy ik OE | ikneR
cx ox 0 n X ’
Ru %y itk 0E cCu zk 0 E k® dE\?
— gikin-E 0 2,___._._‘1 g . u ==
dx? 0x? n dx Jdx noxr T m® 0\ dx

Setzt man dies in die Schwingungsgleichung (2) ein, so kommt
ik OF Ouo ik 0*E  R?

OF
e t2% ey ox T g ’O'O,fg‘nzu"( )+k2““: 0.
oder durch k2uy/n? gekiirzt
n?  ¢%u, in OF auo in *F (0E2 0
vy oxt T2k anax Tk e lax) 120 “

Fir # = oo fallen die crsten drei Glieder fort und der Ausdruck geht, wenn
wir jetzt noch die beiden anderen Koordinaten hinzunehmen, iiber in:

(0BT + (o

¢
also die Differentialgleichung des Eikonals (3), womit in der Tat die geometrische
Optik als Grenzfall der Wellenoptik fiir verschwindende Wellenlidnge dargestellt ist.
Interessant und wichtig ist es nun noch, die Fille niher zu betrachten,
in denen die Vernachldssigung der mit 1/& bzw. 1/k2 versehenen Glieder der Glei-
chung (4) nicht zuldssig ist.
1. Fall.

ol

GCu,  Cuy 2 n,

o T oy + g = Adu, wird groB gegen A2
bzw.

| (Gl () + () = rado | groB gogen &
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Beides tritt an der geometrischen Schattengrenze ein, wo %,
nicht mehr langsam veridnderlich ist, sondern sich auf kurzen Strecken sehr
betrachtlich &ndert. Am Rande eines Lichtbiindels versagt also die geo-
metrische Optik. Das ist natiirlich auch der Grund, warum ein einzelner
Lichtstrahl sich nicht isoliert herstellen 14Bt.

2. Fall.

*RE , *E

0x% T 0yt
d. h. von derselben Ordnung wie k. Da 0E/0x, 0E[dy, 0E/0z die Strahlrich-
tung angibt, also grad £ = —x& ist, wird augenscheinlich AL = n-div®,
wenn wir die Lichtstrahlen als Stromlinien eines Vektorfeldes & auffassen. An
einem Brennpunkt bzw. ciner Brennlinie oder Brennfliche dringen sich nun
die Querschnitte benachbarter Strahlenbiindel stark zusammen, wird die
Energiedichte immer gréBer, so daf dort ihre Divergenz und damit auch
der LaprLAcEsche Operator des Eikonals sehr groB werden. Man kann also den
Brennpunkt gewissermaBen als Quellpunkt bzw. Senke fiir das Vektorfeld auf-
fassen. Dort wird also die Giiltigkeit der geometrischen Optik aufhéren und
es werden beugungstheoretische Betrachtungen an ihre Stelle treten miissen,
wie es bekanntlich auch durch die Erfahrung bestitigt wird.

Ob in einem bestimmten Beispiel in diesen beiden Grenzfillen noch geo-
metrische Betrachtungen geniigen oder schon Wellenansitze erforderlich sind,
hiangt von der GroBe von #, also von der Wellenldnge ab.

Diese auf DEBYE zuriickgehende Darstellung ist so elegant, daB es scheint,
als wiare damit die so viel umstindlichere Betrachtung unnétig geworden, wie
sic. KIRCHHOFF!) in seiner klassischen Abhandlung ,,Zur Theorie der Licht-
strahlen gelegentlich seiner Formulierung des HuyGHENsschen Prinzips bringt.
Doch sei der historischen Wichtigkeit wegen auch noch diesc Ableitung in der
Darstellung von v. LAUE?2) wiedergegeben.

Nach der KircHHOFFschen Formulierung (vgl. Bd. XX, Kap. 2, Beugung)
des HuvyGHENsschen Prinzips hat man

- —ikr ~ikr
s = aclu (1) = 2 ], )

7 7 v
wo #p der Lichtvektor im Punkte P ist, der von dem Element do der Wellen-
flache, dessen Beitrag zur Lichterregung in P gefunden werden soll, um 7 entfernt
ist. u ist der Lichtvektor in der Wellenfliache selbst, » die Richtung der inneren
Normalen.
Nimmt man als Lichtquelle einen leuchtenden Punkt, setzt also Kugel-
wellen voraus, so hat man

2
+- ‘371;: = AE wird groB,

w= 1. c-ikn ,
*o

wo 7, der Abstand der Lichtquelle von dem Element do ist. Damit wird Gleichung
(5) zu

»—ik(r+r, " :
4dnup = f-y _;_:i do- [ik(cos(w) — cos(wo)) + E’%’ﬂ - COS};(’-@ . (5a)
0 0
Diese Gleichung hat dic Gestalt:
Up —'_—'/'g’ ikr+r) (G 4 kGylda. (5b)

1) G. KircHHOFF, Wied. Ann. Bd. 18, S. 663. 1883; Ges. Abh., Nachtr. S.30--42:
Vorlesungen iiber math. Optik, S. 35. Leipzig 1891. -
2) M. von Laug, Wellenoptik. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, 24, § 40, S. 437—439. 1915.
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Denkt man sich z. B, den leuchtenden Punkt von dem Aufpunkt P durch einen
undurchsichtigen Schirm mit einer Offnung getrennt, so ist die Integration
auszufithren iiber irgendeine beliebige Fliche, die nur durch die Begrenzungs-
kurve der Offnung gehen muB und Lichtquelle und Aufpunkt voneinander trennen
soll. Wir denken uns nun diese Fliche durch die konfokalen Ellipsenscharen
7 4+ 7, = konst. in unendlich schmale Streifen zerschnitten derart, daB kein
endlicher Teil der Integrationsﬂéche auf einem der Rotationsellipsoide
7 4 7o = konst. liegt, und daB sie auch keine von diesen beriihrt. Unter diesen
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