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Vorwort zur dritten Auflage.

Dieses Lehrbuch umfaBt bisher drei Binde. Der erste bringt eine
Einfithrung in die ,,elementare”, das heiit bewegungsinvariante Diffe-
rentialgeometrie, der zweite eine Darstellung neuerer Untersuchungen
iiber affine Differentialgeometrie, der dritte ist den konformen und ver-
wandten Kugelgeometrien gewidmet.

Die Differentialgeometrie untersucht die Eigenschaften der krum-
men Linien und Flichen im unendlich Kleinen. Die verschiedenen
Wendungen des Begriffs ,, Kriimmung” stehen dabei im Vordergrund, so
daB man auch von ,,Kriimmungstheorie spricht. Im Gegensatz dazu
betrachtet man in der algebraischen Geometrie die geometrischen Gebilde
von vornherein in ihrer Gesamterstreckung. Indessen verzichtet auch
die Differentialgeometrie durchaus nicht auf das Studium der geome-
trischen Figuren im ganzen und die Fragen der ,Differentialgeometrie
im groBen‘, die die mikroskopischen mit den makroskopischen Eigen-
schaften verkniipfen, gehdren zu den reizvolls' | allerdings auch zu
den schwierigsten Fragen unserer Wissenschaft.

Die Kriimmungstheorie erscheint, wenn man erst die Fesseln der
Dimensionenzahl Drei und der MaBbestimmung EUKLIDs zerrissen hat,
nicht mehr bloB als ein eng begrenztes Teilgebiet der Mathematik,
sondern sie umfaBt einen erheblichen Teil der theoretischen Physik.
Aus diesem weiten Gebiete soll in diesem Buch, das aus Vorlesungen
in Tiibingen und Hamburg entstanden ist, ein Ausschnitt geboten
werden, der nicht allein im Werdegang der Anwendungen der Analysis
auf die Geometrie, sondern auch in Geschmack und Arbeitsrichtung-
des Verfassers begriindet ist. Als Leitstern wird uns F. KLEINs Erlanger
Programm dienen. Ferner sollen besonders die Beziehungen zur Va-
riationsrechnung gepflegt werden.

Die neue 3. Auflage enthilt gegeniiber den friiheren einige Ande-
rungen und Verbesserungen, insbesondere um die Lesbarkeit zu er-
leichtern. Zwischen die Theorie der Kurven und die der Flichen habe
ich als Ubergang ein Kapitel iiber Streifen eingefiigt. Neben der bis-
herigen Behandlung der Flichentheorie habe ich jetzt noch gezeigt,
wie man mittels der sogenannten invarianten Ableitungen ihre Formeln
iibersichtlicher schreiben kann. Einen Irrtum der 2. Auflage habe ich
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auf Grund einer Mitteilung des Herrn HJELMSLEV richtigstellen k6énnen.
Es bleibt jetzt die Frage nach allen Flichen wieder offen, die mit der
Kugel die Eigenschaft teilen, ,,Gegenpunkte zu besitzen®, so daf die
von einem Punkte ausstrahlenden geoditischen Linien sich immer
wieder in einem Punkt vereinigen.

Die Neubearbeitung hat mein Freund und Kollege G. THOMSEN
ibernommen. Von ihm stammt insbesondere das Kapitel iiber in-
variante Ableitungen und deren Anwendung auf ein Problem von
BONNET, ferner mehrere Zusitze iiber Vektoren.

An der Korrektur haben sich liebenswiirdigerweise beteiligt die
Herren BERWALD (Prag), dem ich fiir seine aufopfernde Miithewaltung
ganz besonders dankbar bin, Haack (Danzig), KAHLER (Hamburg),
ScuaTz (Innsbruck).

Hamburg, im November 1929.
W. BLASCHKE.
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Einleitung. Vektoren.
§ 1. Skalare Produkte.

Wir filhren im Raume ein kartesisches Koordinatensystem ein,
dessen Achsen so liegen, wie das in der Fig. 1 angedeutet ist. Die drei
Koordinaten eines Punktes g bezeichnen 3
wir mit %,, %,, %3. Alle betrachteten
Punkte setzen wir zunichst als reell vor-

aus.
Zwei in bestimmter Reihenfolge ge- '

nommene Punkte g und y des Raumes

mit den Koordinaten xy, x,, %3, und y,,

9., Vs bestimmen eine von p nach f

fiihrende gerichtete Strecke. Zwei zu den

Punktepaaren ¢, § und g, y gehdérende z
gerichtete Strecken sind dann und nur 7
dann gleichsinnig parallel und gleichlang,
wenn die entsprechenden Koordinatendifferenzen alle {ibereinstimmen:
ey yi—%=9;—% (=12 3).

Wir bezeichnen das System aller von den simtlichen Punkten des
Raumes auslaufenden gerichteten Strecken von einer und derselben
festen Richtung, demselben Sinn und der gleichen Linge als einen
Vektor. Da fir diese Strecken die Koordinatendifferenzen der beiden
Endpunkte immer die gleichen sind, kénnen wir diese drei Differenzen
dem Vektor als seine Koordinaten (oder Komponenten, wie man auch
sagt) zuordnen, und zwar entsprechen die verschiedenen Systeme der
als Vektorkoordinaten genommenen Zahlentripel eineindeutig den ver-
schiedenen Vektoren. An den Vektoren ist bemerkenswert, daB ihre
Koordinaten sich bei einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems
nicht dndern im Gegensatz zu den Koordinaten der Punkte. Eine Par-
allelverschiebung des Koordinatensystems ist durch die Formeln

2) =x4a; (=12, 3
gegeben, wo x; die alten und «x}, die neuen Koordinaten sind, die a;
aber fiir den ganzen Raum feste Konstante. In der Tat heben sich ja
die a; bei Bildung der Differenzen z. B. in (1) fort.

Gleichungen der Art (2), die in allen Koordinaten dieselbe Gestalt
haben, wollen wir abkiirzend in der Form
@) t*=r+a

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl, 1

Fig. 1.
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schreiben, indem wir die FuBmarken weglassen und statt der lateini-
schen Buchstaben der Koordinaten die deutschen (Frakturbuchstaben)
schreiben. Diese Schreibweise benutzen wir fiir die Koordinaten der
Punkte wie auch der Vektoren. Einen Vektor mit den Koordinaten a;
bezeichnen wir dann auch als Vektor a. Offenbar ist in (3) a der Vektor,
um den alle Punkte gleichzeitig parallel verschoben werden. Die Koor-
dinaten x; eines Punktes ¢ konnen wir auffassen als die Koordinaten
des Vektors, der vom Koordinatenursprung mit den Koordinaten (0,0,0)
nach g fithrt. Wir sprechen dann mit einem gewissen Mangel an Folge-
richtigkeit auch von dem Vektor ¢ dieses Punktes. Dabei ist aber zu
bemerken, daB dieser ,,Vektor“ des Punktes ¢ wesentlich abhingt von
der Wahl des Ursprungs und sich bei Parallelverschiebung des Koor-
dinatensystems #dndert. Ein Vektor im wirklichen Sinne, der sich bei
einer solchen Parallelverschiebung nicht #ndert, wird erst durch zwes
Punkte mittels ihrer Koordinatendifferenzen bestimmt. Im folgenden
werden wir diesen Unterschied zwischen Punkten und Vektoren nicht
weiter in der Bezeichnungsweise hervorheben und fiir beide deutsche
Buchstaben gebrauchen.

Gelten fiir drei Vektoren a, b und ¢ die Gleichungen ¢; = a; + b; oder
4) c=a+4b,
so bezeichnet man ¢ als die Summe von a und b. Als Produkt eines
Vektors v mit einer Zahl ¢ erkliren wir den Vektor mit den Koor-
dinaten ¢-v;. Den Ausdruck
(5) T = X191+ %y, T X3
fiir zwei Vektoren ¢ und f) nennt man ihr skalares Produkt. Wir kiirzen
diesen Ausdruck einfach durch das Symbol ¢y ab. Oft werden wir auch
Klammern setzen: (gry). Die zu der Bilinearform (5) gehérige quadra-
tische Form
(6) tr =1+ xf + 43
bezeichnen wir als das skalare Quadrat von ¢ und schreiben statt pg
auch r2 Nehmen wir den Vektor § — 3, der durch die Koordinaten-
differenzen der Punkte ) und 3 bestimmt wird, so schreiben wir fiir sein
skalares Quadrat () — 3)2 oder (y — 3) (v — 3). Entsprechend setzen
wir z. B. fiir das skalare Produkt zweier durch zwei Punktepaare a, b,
und ¢, d gebildeter Vektoren (a — b) und (¢ — b):

) (@ —1b)(c—d)

= (ay — by) (¢y — dy) + (a3 — by) (e — do) + (a5 — b3) (c5 — ).
Man bestitigt ferner durch ausfithrliche Berechnung in Koordinaten
die folgenden Rechenregeln:

T+ +s=c+(+3),
(8) h+3=3+D9,
93 =14%Y.



§ 1. Skalare Produkte, 3

Es kommt also auf die Reihenfolge der Vektoren bei Addition und
skalarem Produkt nicht an. Ferner gilt:

(9 th+a) =19 +13

und daher

(10) (0 +3)?2=1n9+ 295 +33.
Eine Vektorgleichung der Form

(11) db=4da+Bb+4 Cec.

mit Koeffizienten A, B, C kénnen wir mit einem weiteren Vektor v
,,skalar multiplizieren’ und erhalten dann:

(12) (bb) = A (va) + B (bb) 4+ C (ve).

Diese Rechenregel werden wir besonders hidufig anwenden. Fiir die
eingefithrte Produktbildung zweier Vektoren gilt aber natiirlich nicht
das assoziative Gesetz (r9)z =1 (93).

In der analytischen Geometrie zeigt man, da

(13) r=2=10R

das Quadrat der Linge I des Vektors r, d. h. der zugehoérigen Strecken
ist und ferner, daB fiir den Winkel ¢, 0 < ¢ < 7, der durch die beiden
Vektoren t) und 3 gegebenen Richtungen die Formel

(h3)
(14) COS(p = ——
[ ¥(99) 33 |
gilt, wie aus (13) mittels des Kosinussatzes leicht folgt. Die senk-
rechten Striche im Nenner deuten an, daB die positive Wurzel zu
nehmen ist. Die Bedingung fiir das Senkrechtstehen zweier Vektoren
ist also durch

(15) 93 =10

gegeben. Allgemein bedeutet nach (13), (14) das skalare Produkt 3z
das mit geeignetem Vorzeichen genommene Produkt der Lingen der
Vektoren Yy und § mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.

Im Gegensatz zu den einzelnen Koordinaten der Vektoren, die sich
bei Drehungen des Koordinatensystems dndern, sind die skalaren Pro-
dukte (und Quadrate) vom Koordinatensystem ganz unabhingige Gréfen,
wie daraus hervorgeht, daB sie eine vom Koordinatensystem unab-
héngige geometrische Bedeutung besitzen. Bildet man also etwa fiir
einen und denselben Vektor in den Koordinaten, die er in zwei
verschiedenen Systemen besitzt, jedesmal das skalare Quadrat, so er-
hilt man beide Male denselben Wert. Die skalaren Produkte sind, wie
man sagt, ,,snvariant’ gegentiber Koordinatentransformation. Die Vek-
toren bilden ein zweckmiBiges Durchgangsstadium, um aus den Koor-

1*



4 Einleitung, Vektoren.

dinaten gegebener Punkte Ausdriicke zu bilden, die vom Koordinaten-
system nicht abhingen, die also eine von diesem unabhingige geo-
metrische Bedeutung besitzen. Denn indem man von den Koordinaten
der Punkte zu den Koordinatendifferenzen der Punktepaare, also zu
Vektoren iibergeht, erhdlt man Ausdriicke, die schon von den Parallel-
verschiebungen des Koordinatensystems nicht mehr abhingen; durch
die Bildung der skalaren Produkte schaltet man dann aber auch noch
die Drehungen aus.

Zum Unterschied von den in den Begriff der Vektoren zusammen-
gefaBten Gro6Bentripeln wollen wir einfache, nur aus einer Zahl be-
stehende GréBen als skalare Griflen bezeichnen.

Gelegentlich werden wir fiir Vektoren auch griechische Buchstaben
einfithren.

§ 2. Determinanten und Vektorprodukte.

Ein weiterer invarianter Ausdruck, den man bilden kann, ist die
dreireihige Deferminante aus drei Vektoren g, § und 3

EAE
(16) (£.9.3) =93 =|% ¥ 2
| %3 Yg 23 |

Diese Determinante ist, wie man in der analytischen Geometrie lehrt,
gleich dem mit einem geeigneten Vorzeichen versehenen Rawuminhalt des
Parallelflachs tiber den drei Vektoren g, § und 3.

Von den Rechenregeln, die fiir Determinanten gelten, seien als Bei-
spiele nur angemerkt:

an +(E0.8) =+ .80 =+ 61,1 =
—(@30)=—0699=—01.13

und

(18) t+a, 9.3 =1(293+(a9,3),

sowie

(19) (0-2.9,3 =0-(z.9.3) -

wenn @ ein skalarer Faktor ist.
Ferner gilt nach dem Multiplikationssatz der Determinanten fiir
das Produkt zweier Determinanten die Formel

gy n |
(20) (€.9.8) (.9 8) = | 9" Yy 93’
|32 39" 33 |

wo rechts die Determinante aus den 3 X 3 skalaren Produkten steht.
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Man ordnet zwei Vektoren ¢ und y einen dritten 3 als ihr ,,Vektor-
produkt'* oder ,,duferes Produkt” zu nach den Formeln

%) = X3 — X3Ye
(21) 2y = X3Y1 — X1ls,

23 = XYy — %pYy .
Fiir (21) schreibt man eine ,,Vektorgleichung*
(22) 3=t XY,
wobei das Zeichen X die Bildung des Vektorprodukts andeutet. Be-
kanntlich 148t sich der Produktvektor 3 geometrisch durch die Eigen-
schaften erklaren: 1. 3 steht auf ¢ und Yy senkrecht, 2. die Linge von 3
ist gleich dem Flicheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten g
und 9, 3. der Sinn von 3 ist so zu wihlen, dafl die drei Vektoren g, 9
und 3 in dieser Reihenfolge ebenso aufeinander folgen wie die Koordi-
natenachsen (vgl. Fig. 1). Der Produktvektor 3 ist den Vektoren g und y
also auf eine rein geometrische Weise zugeordnet, er ist, wie man sagt,
,,mit den Vektoren g und y) auf eine gegeniiber Koordinatentransforma-

tionen invariante Weise verkniipft. Fiir die Vektorprodukte gelten,
wie man sofort sieht, die Rechenregeln:

(23) IXp=—nXxrg.
In einem Vektorprodukt sind also die Vektoren nicht vertauschbar.
Das Vektorprodukt ist ,,alternierend. Weiter gilt:

et xy=c(xxp) =gX(cy),
tX(h+3)=@Exy+(&x3).

Ferner ist ¢ X ¢ = 0. Die Gleichung

(25) EX =0

ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lineare Abhin-
gigkeit der Vektoren x, 1). Zwei Vektoren g und y heifen dabei linear
abhingig, wenn man zwei nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen a
und b finden kann, so daB die Vektor-Gleichung ay - by = 0 gilt.
Ebenso ist

(26) (kh3) =0

die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lineare Abhingig-
keit (ag 4 by 4 c3 =0) dreier Vektoren. Die lineare Abhingigkeit
zweier Vektoren bedeutet Ubereinstimmung der Richtung und die
von dreien, daB die Vektoren zu einer Ebene parallel liegen. Vier
Vektoren sind in unserm dreidimensionalen Raum immer linear ab-

héngig. DaBl der Produktvektor § = ¢ X t auf ¢ und Y senkrecht steht,
folgt auch aus der wichtigen Rechenregel

27) THX)=9EXD) =3(EXY) =(2.9.3).

(24)
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in der links immer das skalare Produkt aus einem Vektor und einem
Vektorprodukt steht und rechts eine Determinante. Es handelt sich
bei dieser Formel (27) um die Entwicklung der Determinante (t 3)
nach einer Spalte (Determinantenentwicklung von Laplace).

Weiter geben wir als Rechenregel noch die,,Identitit von J. L. Lagrange'
fiir das Skalarprodukt zweier Vektorprodukte an:

(28) (EX9) (&' XY) = () (hy) — (&Y) (h).
Ferner 148t sich daraus leicht die folgende Formel herleiten:
(29) (X9 X3 = (3 — M.
Zum Schlufl bemerken wir noch: Fiir drei Vektoren g, § und 3 ist

(30) (x93 >0

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Achsenkreuz
mit den Richtungen dieser Vektoren durch eine Bewegung so in das
Achsenkreuz der Fig. 1 iibergefithrt werden kann, dafl x; > 0, x, =0,
%3=0; ¥,>0, y,=0; 2,>0 wird. Fir (ry3) < 0 ist eine solche
Uberfithrung nur durch eine kongruente Abbildung méglich, die aus
Bewegungen und Spiegelungen zusammengesetzt ist.

§ 3. Das vollstindige System der Invarianten einer
Anzahl von Punkten.

Wenn eine Anzahl von reellen Punkten
(31) D, g, g®

gegeben ist, dann werden nur solche analytischen Ausdriicke in ihren
Koordinaten x eine allein aus der Figur der Punkte entspringende geo-
metrische Bedeutung besitzen, die von der besonderen Wahl des karte-
sischen Koordinatensystems nicht abhidngen. Geht man durch Be-
wegungen und Spiegelungen des urspriinglichen Achsenkreuzes der
Fig.1 zu irgend einem neuen kartesischen Koordinatensystem iiber,
so hiangen die neuen Koordinaten x* mit den alten x bekanntlich durch
eine lineare Transformation

3
(32) %= (Ybgpw) +d; (1=1,2,3)

i=1
zusammen, bei der die neun Koeffizienten b;; an die sechs Bedingungen
33 Z{b b [lfﬁrk:l(=1,2,3)
(33) 2T lofirk 414

gekniipft sein miissen. Von den drei Parametern d; und den drei weiteren
in den b, enthaltenen unabhingigen Parametern hingt die allgemeinste
der in Frage kommenden Koordinatentransformationen ab.
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Wenn wir auf rechnerischem Wege Ausdriicke von geometrischer
Bedeutung in den Koordinaten der Punkte (31) bestimmen wollen,
dann haben wir solche Ausdriicke zu bilden, die bei den Transforma-
tionen (32) (33) auf neue Koordinaten in diesen neuen Koordinaten x*
genau dieselbe Form wieder annehmen wie in den alten, d. h. solche
Ausdriicke, die invariant sind gegemtiber dem Substitutionen (32) (33).
Haben wir umgekehrt Ausdriicke in den Koordinaten, von denen wir
schon wissen, daB ihnen eine geometrische Bedeutung zukommt, so
wissen wir von diesen auch, daB sie gegeniiber den Transformationen
(32), (33) invariant sein miissen. Z. B. ist fir zwei Punkte ¢ und ¢®.
der Ausdruck fiir das Quadrat der Entfernung

3
'Zl[x(il) _ xscz)]2 — [x(ll) _ x(12)]2 + [x(21) _ x<22) 2 + [x(31) __ x(32)]2
i=

eine Invariante. In der Tat erhilt man aus (32)
2P = (% bix ;;cl)) +d;,

P = (Jbo H) + 4,

3

3 3 * *
L — PP = 3 [ Tbi (G — 3P
1= =

und

3
= 2 bik bil (};cl) - ;;2)) (;;D - ;;2)) .
Lk l=1

Nach (33) ist der Ausdruck rechts aber gleich

3 ¥ _ *oe
k=27 [xk Xk ] )
was zu beweisen war.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, fiir die gegebenen Punkte (31) ein
vollstandiges System von Invarianten (J;, /,...J,) zubestimmen, d. h.
so viele Invarianten aufzufinden, daB sich jede weitere als eine
Funktion F (J, J, ... J,) von ihnen ergibt. Durch Angabe der
Werte der Invarianten J,... J, ist dann offenbar die geometrische
Gestalt der aus den Punkten (31) gebildeten Figur vollstindig be-
schrieben. Um die gestellte Aufgabe zu erledigen, bilden wir zunichst
aus den p Punkten p — 1 Vektoren o'V, 5@ ... 5=V indem wir die
Koordinaten etwa des Punktes g? von den iibrigen abziehen:

(34) 7 =g — @ @ =@ o) D) = e g,
Die Vektoren # transformieren sich dann nach den zu (32) gehérigen

homogenen Substitutionsformeln

3

wobei die &;, wieder den Gleichungen (33) zu geniigen haben.
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Durch Ubergang zu Vektoren haben wir die drei Konstanten d;
ausgeschaltet, dafiir haben wir jetzt von den 3 p Grofen der Koordi-
naten der Punkte (31) drei verloren, indem wir nur mehr $ — 1 Vek-
toren mit 3 p — 3 Koordinaten iibrig behalten. Offenbar ist das Pro-
blem, aus den Punkten (31) die Invarianten zu bestimmen, gleichwertig.
mit dem, die Invarianten der Vektoren 7 gegeniiber den Substitutionen
(35) zu bestimmen. Denn unsere Aufgabe ist es ja, aus den Punkten (31)
Ausdriicke zu bilden, in deren Transformationsformeln die b,,, 4, eli-
miniert sind. Durch Bildung der » haben wir aber gerade schon
die Elimination der d; erreicht. Die Ausschaltung der d; entspricht
natiirlich der im §1 erwihnten Ausschaltung der Schiebungen bei den
Vektoren.

Jetzt gilt es noch, aus den 7 Ausdriicke herzustellen, bei deren Sub-
stitution die b;; eliminiert erscheinen. Wir kénnen uns jetzt die Vek-
toren alle von einem festen Ursprung abgetragen denken, den Substi-
tutionen (35) mit (33) entsprechen dann die aus Drehungen um den
Ursprung und Spiegelungen an Ebenen durch den Ursprung zusammen-
gesetzten Abbildungen.

Zu den Invarianten der Vektoren gehéren sicher die Skalarprodukte

(36) @ n#) [«,p=1,2...p—1],

denn im §1 haben wir ja gesehen, daB ihnen eine geometrische Be-
deutung zukommt. Wir kinnen nun zeigen, daf die Skalarprodukte (36)
schon ein vollstindiges System von Invarianten unserer Vektoren n (bzw.
unserer Punkte ) darstellen. Dazu bemerken wir zunichst: Durch Bil-
dung der Determinanten und Vektorprodukte kénnen wir nach §2 (25)
und (26) nachpriifen, welche von unsern Vektoren linear abhingen.
Wir denken uns dann s Vektoren aus den % herausgegriffen, wobei s die
Maximalzahl linear unabhingiger Vektoren unter den # ist. Diese s
herausgegriffenen Vektoren wollen wir Grundvekioren nennen. s kann
1, 2 oder 3 sein. Denken wir uns die Numerierung der Punkte und
Vektoren so abgeidndert, daBl die Grundvektoren die ersten s Vektoren

7V, p® . 9x® sind, dann konnen wir die iibrigen Vektoren ®+b,
7®+2  p®-1 aus den Grundvektoren linear kombinieren:
(37) N0 =y + o . 4 o,

wo 7 von (s + 1) bis p — 1 lduft, mit s (p — 1 — s) Koeffizienten «.
Diese Koeffizienten « sind nun alle Invarianten unserer Vektoren, und
zwar lassen sie sich durch skalare Produkte ausdriicken. Durch skalare
Multiplikation von (37) mit ® (¢ =1, 2...s) folgt namlich:
(" 7®) = of (n® 7®) + of (n® ) . . .+ of (n® 7H)

: r=(@G6+1, s+2)...0—1); ¢t=1,2...5]
Fiir jede Reihe von s GréBen a, die zu einem festen Index 7 gehoren,
haben wir hier ein System von s linearen Gleichungen. Die s-reihige

(38)
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Determinante des Gleichungssystems ist jedesmal die aus den Skalar-
produkten der Grundvektoren gebildete:

(39) () |

Wir kénnen nun immer die a aus den in (38) auitretenden Skalarpro-

dukten berechnen, da diese Determinante sicher nicht verschwindet.
Um das einzusehen, unterscheiden wir drei Fille s =8, 2, 1. Fiir

s = 3 ist die Determinante (39) nach dem Multiplikationssatz (20)

‘einfach gleich dem Quadrat der Determinante

(40) (v, @, n®y,

Diese darf aber wegen der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit
der Grundvektoren 7V, #'®, 1® nach (26) nicht verschwinden. Das
gleiche gilt dann von der Determinante (39). Fir s = 2 haben wir aus
dem Verschwinden der Determinante (39):

41 1) (1) (2) p(2)y — 1) (2)2—:0.
(41) (n® 7 D) (' ) — (n® n®)

Nach (14) miiBte fiir den Winkel ¢ der Vektoren #® und #'® gelten:
cos?¢@ =1, d. h. sie miilten den Winkel Null oder 7 haben, also gleich-
gerichtet oder entgegengerichtet sein. Gleichgerichtete und entgegen-
gesetzt gerichtete Vektoren sind aber proportional, d. h. linear abhingig.
Das wire gegen die Voraussetzung. s = 1 hieBle (n'V%®) = 0. Das ist
nach (5) aber nur fiir ¥ = 0 moglich. Diesen Nullvektor kénnen wir
aber ausschlieen. Denn nach (34) miiiten sonst zwei Punkte zu-
sammenfallen.

Somit ist gezeigt, daB sich die a immer durch Skalarprodukte be-
rechnen lassen. Wir koénnen nun leicht zeigen: Die Skalarprodukte der
Grundvektoren 7™ ...%® allein und die Koeffizienten « stellen ein
vollstindiges System der Invarianten dar. Zunichst ist das vollstindige
System der Invarianten der Grundvektoren allein offenbar durch die
Skalarprodukte gegeben. Das folgt geometrisch fiir die einzelnen Fille
s =1, 2, 3 ohne weiteres. Denn die Skalarprodukte der Grundvektoren
bestimmen ja nach (13) (14) deren Lingen und Winkel, und ein System
von 1, 2 oder 3 linear unabhingigen Vektoren ist in jedem Falle bis
auf Drehungen und Spiegelungen eindeutig festgelegt, wenn alle ihre
Langen und Winkel bekannt sind. Jede Invariante ist daher eine Funk-
tion der Lingen und Winkel, also der skalaren Produkte.

Nehmen wir nun aber weiter die Grundvektoren als im Raum
fest gegeben an, dann ist jeder andere Vektor in allen seinen drei
Koordinaten bestimmt, wenn nur seine zu der Darstellung (37) ge-
horigen Koeffizienten a bekannt sind. Die Invarianten, die sich aus
den zu den Grundvektoren hinzukommenden Vektoren noch bilden
lassen, lassen sich also schon alle bilden, wenn man nur die GréBen ¢
zu den Skalarprodukten der Grundvektoren hinzunimmt. Da die «
aber einzeln Invarianten sind, hat man in den ¢ und den Skalarpro-
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dukten der Grundvektoren schon ein vollstindiges System aller In-
varianten. Da die a sich durch Skalarprodukte ausdriicken, kénnen
wir somit alle Invarianten unserer Punkte allein durch die Skalarpro-
dukte der zugehérigen Vektoren darstellen.

§ 4. Das vollstindige System unabhingiger Invarianten.

Die Verwendung der Koeffizienten a der Linearkombinationen hat
nun aber noch einen besonderen Vorteil, nimlich wenn es uns darauf
ankommt, das vollstindige System von unabhingigen Invarianten unse-
rer Vektoren zu bilden. Die Skalarprodukte sind nidmlich nicht alle
unabhingig. Wir wissen ja, daB in (37) schon die a und die Skalar-
produkte der Grundvektoren ein vollstindiges System von Invarianten
ausmachen. Die a lassen sich aber nach (37) allein aus den Skalarpro-
dukten der Grundvektoren und den links stehenden Skalarprodukten
der iibrigen Vektoren #t¢+1), gts+2 »®-1 mit den Grundvektoren
bilden. Es kommen dabei die Skalarprodukte der #s+v ... yP-1
untereinander gar nicht vor. Diese letzteren sind aber einfache Funk-
tionen der {ibrigen Skalarprodukte, also abhingig von diesen, denn
nach (37) lassen sich die Skalarprodukte

Q7)) [p,o=s+1,s+2...p—1]

mittels der a und der Skalarprodukte der Grundvektoren, also nach

dem eben Gesagten aus den ibrigen Skalarprodukten berechnen. In

der Geometrie wird es uns aber vor allem darauf ankommen, eine voll-

standige Ubersicht iiber alle wnabhingigen Invarianten zu bekommen.
s(s+1)

Die —5— verschiedenen Skalarprodukte der Grundvektoren und

die Koeffizienten a sind nun sicher auch unabhingige Invarianten.
Erstens gilt das fiir die Skalarprodukte der Grundvektoren fiir sich.
Das folgt aus der Unabhingigkeit der entsprechenden Lingen und
Winkel. Weiter sind dann aber auch die simtlichen a unabhéngig, denn
es ist ja die Angabe der simtlichen a notwendig, um die iibrigen Vek-
toren in ihrer geometrischen Lage zum System der Grundvektoren
eindeutig festzulegen. Wenn wir somit das Problem haben, fiir eine
Anzahl gegebener Punkte (31) ein vollstindiges System unabhingiger
Invarianten aufzustellen, so kénnen wir nach folgender Vorschrift ver-
fahren.

Wir betrachten die Vektoren v, die von einem der Punkie, etwa @
nach den iibrigen hinfiihven, und greifen aus den v irgendwie die hichst-
mogliche Zahl s linear unabhingiger Grundvektoren heraus. Kombinieren
wir dann alle ibrigen Vektoren linear aus den Grundvektoren, so ist das
vollstindige System der unabhingigen Invarianten unserer Punkte durch
die Skalarprodukic der Grundvektoren und die Koeffizienten der Linear-
kombinationen gegeben.
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Zum SchluB fiigen wir noch die folgende Bemerkung an: Betrachten
wir statt des Ubergangs zu den durch Bewegungen und Spiegelungen
erzeugten neuen Koordinatensystemen nur die sich durch reine Be-
wegungen ergebenden, die alle vom Typ der Fig. 1 sind, so sind bekannt-
lich die zugehérigen Substitutionen nur diejenigen unter den Substi-
tutionen (32), bei denen die dreireihige Determinante

(42) b= by =+1
ist. Allgemein folgt aus (33) schon fiir die Determinante mit 2 = 3 Zeilen
und / = 3 Spalten
3
2 bik bi z‘ =1
=1

?.
2
oder nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten

3
‘.Zbik bil] = lbiki' Ibul = b2,
weiter i=1

=1.

Die Substitutionen (32) zerfallen also in zwei Scharen mit & = + 1 und
b = — 1, von denen die erste den reinen Bewegungen des Koordinaten-
systems entspricht.

Gegeniliber den reinen Bewegungen des Koordinatensystems sind
nicht nur die Skalarprodukte und Koeffizienten von Linearkombina-
tionen Invarianten, sondern auch die Determinanten von je drei Vek-
toren. Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten folgt ndmlich
aus (32), wenn man fiir drei Vektoren ¢, ), 3 die entsprechenden (homo-
genen) Substitutionsformeln ansetzt:

(43) (€, 9,3) = (% v* 8% 0.
Das Quadrat einer Determinante von drei Vektoren ist nach (20)

auf skalare Produkte zuriickfiihrbar, also gegeniiber den allgemeinen
Substitutionen (32), (33) invariant.



1. Kapitel.
Kurventheorie.
§ 5. Bogenlinge.

Eine rdumliche Kurve kann man dadurch festlegen, daB man die
rechtwinkligen Koordinaten x;, x,, x; eines Kurvenpunktes als Funk-
tionen eines Parameters ¢ gibt

(1) xk=xk(t)’ k=13253-

Es soll von den Funktionen x; (f) im folgenden in der Regel angenom-
men werden, daB sie ,,analytisch* sind, sich also an jeder von uns zu
betrachtenden Stelle 4, nach Potenzen von ¢ — #, entwickeln lassen,
derart, daB die Reihen fiir hinlinglich kleine |# — ¢,| konvergieren. Wir
werden ferner im allgemeinen nur reelle Parameterwerte und nur reelle
analytische Funktionen zulassen. Natiirlich diirfen unsere drei Funk-
tionen % (¢) nicht alle drei konstant sein, sonst schrumpft die Kurve
auf einen einzelnen Punkt zusammen. Wir wollen sogar annehmen, daB
an keiner Stelle ¢ alle Ableitungen der drei Funktionen gleichzeitig ver-
schwinden, ein Fall, der seinen Grund sowohl in der Parameterdarstellung
wie auch in einem besonderen Verhalten der Kurve an der Stelle ¢
haben kann.

Das iiber einen Kurvenbogen mit den Endpunkten t=aund i =15
erstreckte Integral

b

2) s= [ Va4 a2+ w2 de

a

wird als die Bogenlinge unserer Kurve bezeichnet. Die Striche deuten
dabei Ableitungen nach ¢ an. Wir werden die Beziehung (2) auch durch
die Formel

ds? =dx? +dxd 4 dad

andeuten und abkiirzend davon sprechen, daB das ,,Bogenelement‘
ds die Entfernung ,,benachbarter'* Kurvenpunkte bedeutet.

Es sei kurz darauf hingewiesen, wie man diese Bogenlinge durch
Grenziibergang aus der Linge von ,einbeschriebenen Vielecken er-
hilt. Setzt man

3) a=ty<t <ty <o <l =D,
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so ist die Linge o, des unserm Kurvenbogen einbeschriebenen Vielecks
mit den auf der Kurve gelegenen, zu den Parameterwerten (3) gehérigen
Ecken durch:

Gy =k=2ni]/ {x1 (tx) — %4 (f3—1) }2 + {x2 (tx) — %2 (8—1) }2 + {xs (tx) — %3 (tk—l)}2

gegeben.
Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die
drei unter dem Wurzelzeichen stehenden Differenzen an, so gilt:

(4) % () — % () = (e — L) % () [=1,2,3],

wobei die £ drei Zwischenwerte mit

(4) L SH S0,

sind. Mittels (4) erhilt man aus der obigen Formel fiir g,:

n
) on= X —h) V{H )2+ (R @)+ (%))

An Stelle der drei Mittelwerte #” soll ein einziger 7, gesetzt und
der entstehende Fehler abgeschitzt werden. Zunichst gilt die algebra-
ische Identitit:

() VA @2+ - - — Y2l (m)2 + -
_{A @) — 1 (m) } {3 B8) + %1 ( Tk)}
VAR +- -+ VA m) + -

Dabei deuten die Punkte an, da3 unter jeder der vier Wurzeln noch je
zwei Glieder hinzuzufiigen sind, die durch Vertauschung des Index 1
mit 2 oder 3 entstehen. Ebenso sind im Zahler der rechten Seite noch
zwei entsprechende Glieder hinzuzufiigen. Wir wihlen jetzt die Zwischen-
werte #; so dicht, daf3

(8) |% () — x; (ted)| < e

wird, was wegen der gleichmiBigen Stetigkeit der #; in a <t < b
moglich ist. Da der Absolutwert der drei in (7) als Faktoren der Klam-
merausdriicke {#; ({%) — #; (v;)} auftretenden GroBen

{# () + % (@)

’ - S — - l, 2’
]/{xl (t}cl))}z 4+ 1/ {‘x1 (Tk)}z T [z 3]

sicher = 1 ist, so folgt dann aus (7):
h/xi(tg))z + o — V()2 + - m(élxi (tD) — (Tk)‘ 4o <36,

Somit ist

(10) |00 — St — tiy) V71 (50* + % ()2 + 7, (7% < 3e (b — a).
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Verfeinert man nun die Einteilung ¢y, £, .. ., ¢,, so daB ¢ gegen Null
geht, so wird

b
(11) limo, = [dt V22 + 22 + 32,

wie behauptet wurde. Die einzige kleine Schwierigkeit, die zu iiber-
winden war, um auf die tibliche Niherungsformel fiir das bestimmte
Integral zu kommen, war die Verschiedenheit der drei Zwischen-
werte 1.

Man kann an Stelle von ¢ als neuen Parameter auf der Kurve den
Bogen
(12) s= [ YxE4 a2+ x2de
einfithren. Zur Festlegung dieses besonderen Parameters ist noch die
Wahl des Anfangspunktes { = a der Zahlung (s =0) und die Wahl
des ,,positiven Sinnes" auf der Kurve erforderlich, der wachsenden
s-Werten entspricht. Nimmt man in (12) die Wurzel positiv, so wird
der positive Sinn auch den zunehmenden #-Werten entsprechen. Fiir
den Bogen als Parameter (s = 4-¢ + konst. und ds = 4- d¢) ist nach
(12) kennzeichnend
(13) 24 xa2=1.

Als einfachstes Beispiel fiir eine unebene Kurve nehmen wir eine
Schraubenlinie auf einem Kreiszylinder vom Halbmesser «

(14) x, =acost, x,=asint, x,=>0t.
Wir finden

(15) Xy = —asiné, xy=acost x;=2~0
und daraus

(16) s =t Ya? + b2,

§ 6. Tangente und Schmiegebene.
Wir bezeichnen den Vektor vom Ursprung zum Kurvenpunkt x,(f)
mit ¢ (¢). Der Vektor
tE+n —t()
@) R

hat dann dieselbe Richtung wie die Verbindungssehné der Kurvenpunkte,
die zu den Parameterwerten ¢ und ¢ + % gehoren. Fiir 2— 0 geht der
Sehnenvektor iiber in den ,,Tangentenvektor

(18) t’ () mit den Koordinaten x; (f)

an der Stelle ¢. Deutet man ¢ als Zeit, so nennt man ¢’ (¢) den ,,Ge-
schwindigkeitsvektor'. Ist ¢ die Bogenlinge der Kurve, so wird bei dieser
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Deutung die Kurve mit der konstanten Geschwindigkeit 1 durch-
laufen.

Als Grenzlage der Sehne ergibt sich so die Tangente, die mittels
eines Parameters 7 folgendermaBen dargestellt werden kann:

(19) lt)=§+r£’i,

d. h. ausfiihrlich:
(20) Vi = %; + 7%

Es kann also, wenn alle x; == 0 sind,

1) Yi—”% __ Ye— ¥ _ Y3 %3

’ ’ ’
X1 Y2 X3

als Gleichungspaar der Tangente in den laufenden Koordinaten y; an-
gesehen werden. Die Tangentenformeln (19)bis(21) werden unbrauchbar,
wenn der Geschwindigkeitsvektor ¢' =0 ist, d.h. wenn alle x; =0
sind (¢ = 1, 2, 3). DiesenFall haben wir aber im §5 bereits ausgeschlossen.
Denkt man in (20) ¢ und 7 verdnderlich, so hat man, wenn unsere
Kurve nicht geradlinig ist, die Parameterdarstellung einer Fliche vor
sich, die von den Kurventangenten iiberstrichen wird. Wie bei der
Parameterdarstellung einer Kurve ein einziger Parameter ¢ zur Anwen-
dung kommt, so bei der Darstellung einer Fliche deren zwei: 7, ¢.
Fiir £ = s haben wir nach (13)

(22) r2=1.
Es ist also das skalare Quadrat des Tangentenvektors gleich 1.
Vektoren mit der Linge 1 wollen wir auch als Ejnheitsvektoren be-

zeichnen.
Wir merken uns noch folgende Regel:

Sind g und y beide von einem Parameter ¢ abhingig, so wird das
skalare Produkt folgendermafBen differenziert:

a ’ ’
(23) dt 2xy = 2y + DAy

was sich abgekiirzt so schreibt:
d ’ ’
(24) e =ry+zry.

Ganz entsprechende Regeln kann man fiir die Ableitung der Deter-
minanten und Vektorprodukte herleiten:

(25) TEOX0) =0 x v+ @ xv),

(26) %@mw=@m@+@ﬁﬂ+@mw%
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Legen wir durch drei Kurvenpunkte ¢, ¢ + 4, ¢ + %k die Sehnen-
vektoren

t -+ h) — 13 ’ h ' ht 11
D_L}Z,J(_)_z(t)_f_é,!g O+ 57270+,
(27) P4 R) — & k2

o= EERE0 v+ S0+ e 0

so bestimmen sie dieselbe Ebene wie die Vektoren

2 (m —D 2 (k + h
Durch den Grenziibergang #—0, & — 0 erhilt man daraus die

Vektoren
() und (),

die, wenn sie nicht gleichgerichtet sind, die Grenzlage der Ebene durch
drei benachbarte Kurvenpunkte festlegen. Man bezeichnet diese Ebene
als Schmiegebene der Kurve im Punkte g. Ist y ein beliebiger Punkt
von ihr, so liegen die drei vom Ursprung aus abgetragenen Vektoren
1, ¥ und ) — g in einer Ebene, was sich nach §2 (26) durch die Glei-
chung

(28) RU — %, g’: E”) =0

zum Ausdruck bringen 148t. (28) ist also die Gleichung der Schmiegebene.

t”" pflegt man in der Mechanik, wenn der Parameter nicht die Bogen-
linge, sondern die Zeit ist, als ,,Beschleunigungsvektor'* zu bezeichnen.
Diese Bezeichnung fiir " wollen wir hier auch auf unsern Fall iiber-
nehmen. Es ist dann die Schmiegebene durch Kurvenpunkt, Geschwin-
digkeits- und Beschleunigungsvektor festgelegt.

Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn die Vektoren ¢’ und ¢”
gleichgerichtet sind, wenn es also zwei Zahlen & und b gibt, die nicht
alle beide Null sind, so daB ag’ + bg"” = 0 ist oder, was nach § 2 (25)
dasselbe besagt, wenn
(29) ¥ Xt'=0
ist.

Wann tritt der Ausnahmefall ein, da8 ¢’ X ¢” lings einer Kurve
identisch verschwindet ? Da ' nicht identisch Null sein darf, wenn die
Kurve nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpien soll, so
muB g von ¢’ linear abhéngen:

E” —_ wgl.

Durch Integration dieser drei vektoriell zusammengefaBten Differential-
gleichungen folgt
(29a) %, =cif () + Ci, 1) = [ eJwatat.
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Fiihrt man statt f (f) einen neuen Parameter #* ein, den man hinterher
wieder mit ¢ bezeichnet, so hat man:
x,=c;t+C;.

Dadurch sind aber die geraden Linien gekennzeichnet. Somit ver-
schwindet ¢’ X ¢” nur bei den Geraden identisch.

DaB die Schmiegebene als Grenzlage einer Ebene durch drei benach-
barte Kurvenpunkie i), t,, {; aufgefaBt werden kann, sieht man so:
Soll die Ebene

) =Xux; (8) + uo

Hbﬂw

durch die Punkte £, gehen, so muf3 f(¢,) = 0 sein fiir ¢, 4, £;. Nach
dem Mittelwertsatz gibt es dann innerhalb des kleinsten Intervalls,
dast,, 8y, t;enthilt, zwei verschiedene Stellen ¢, ¢, furdief'(¢,) = f'(¢;) =0
wird. Durch nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes folgt f*/ (4) =0
fiir eine neue Stelle #; im alten Intervall. Riicken nun ¢, ¢,, ¢, gegen ¢,
so auch #,, #;, #5. Somit gilt (wenn wir nur Vorhandensein und Stetig-
keit der ersten und zweiten Ableitungen annehmen) fiir die Grenzlage:

=7 =7 =0.

§ 7. Kriimmung und Windung. Kriimmungskreis.
Nehmen wir jetzt die Bogenlinge als Kurvenparameter
r=1(s), =1,
so wird nach (23)
(30) 'y’ =0,

d. h. der in der Schmiegebene gelegene Beschleunigungsvektor steht
auf der Kurventangente senkrecht. Man nennt jede Gerade durch den
Kurvenpunkt p senkrecht zur Tangente ¢’ eine ,,Kurvennormale’’ und
insbesondere die Kurvennormale in der Schmiegebene ,,Hauptnormale‘.
t"” gibt also die Richtung der Hauptnormalen an.

Trdgt man vom Koordinatenursprung o aus den Einheitsvektor 1’
ab, so durchlduft sein Endpunkt auf der Einheitskugel um o eine
Kurve. ¢’ (s), wenn ¢ die Kurve g (s) beschreibt. Diese Kurve %’ (s)
nennt man das Tangentenbild von g (s). ¢’ (s) schrumpft nur dann auf
einen Punkt zusammen (t'(s) = konst.), wenn g(s) geradlinig ist
(t = ¢’ *s + konst.). Das Bogenelement des Tangentenbildes sei mit
ds; bezeichnet. Wendet man die Formel (12) in der Form

(31) ds = (Q ‘ig) . dt
an, so findet man ds, = V(t (Z—f) +ds oder

ds
ds,\2
32 (5] =v
(32) Ly,
Blaschke, Differentialgeometrie 1. 3. Aufl. 2
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Da ds;: ds nur fir die Geraden identisch verschwindet, also gewisser-
maBen die Abweichung der Kurve g (s) an der betrachteten Stelle s
von der Geraden miBt, so nennt man ds, : ds die ,,Krimmung'‘ von g (s)
an der betreffenden Stelle. Man bezeichnet die Kriimmung iiblicher-
weise mit 1: p. Wir finden also

(33) o= =

Das Vorzeichen der Wurzel kann beliebig gewihlt werden. [1:p| ist
also die Linge des Beschleunigungsvektors und et” ist ein Einheits-
vektor auf der Hauptnormalen, wenn ¢’ == 0 ist, wie wir hier voraus-
setzen wollen.

Die Kurvennormale, die auf der Schmiegebene senkrecht steht,
nennt man ,,Binormale’‘. Thre Richtung ist die von ¢" X ¢”’, denn dieser
Produktvektor steht auf ¢’ und g senkrecht.

Wir wollen nun drei Einheitsvektoren zu jedem Kurvenpunkt ¢ (s)
einfithren: 1. den Tangentenvekior

(34) t'(s) = &(9),

2. den Hauptnormalenvektor

(35) et (s) = 0&i(s) = &(9)

und 3. den Binormalenvektor £, (s). Wir erklaren ihn durch die Formel

(36) =& X&E=0( X1").
&, steht in der Tat auf &, &, senkrecht. &; ist ein Einheitsvektor; denn
nach der Identitit von LAGRANGE (§2 (28)) und wegen &,&, = 0 ist

(37) §=88 — (&&P=1.
SchlieBlich folgen die Vektoren &;, &,, &; nach §2 SchluBl so aufein-

ander wie die drei Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen, denn
es ist

(38) (515253) = (‘51 X 52) 53 = fg =

Aus & X & = &, folgt iibrigens fiir unsere drei Einheitsvektoren nach
§2(29) auch & X & =¢&, und & X &, =§,.

Um die Kriimmung zu erkldren, haben wir vom Ursprung aus die
Vektoren &, (s) abgetragen und die Bogenlinge ds; des entstehenden
,,Tangentenbildes berechnet. Entsprechend erkliren wir jetzt die
Windung'* oder ,,Torsion“ dadurch, daB wir vom Ursprung aus die
Binormalenvektoren &, (s) abtragen. Ihre Endpunkte erfiillen das ,,Bi-
normalenbild” von g (s). Den Quotienten der Bogenelemente

(39) =g =

wollen wir als ,,Windung’* bezeichnen. Fiir ebene Kurven ist &, = konst.,
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also die Windung Null. Somit ist die Windung ein MaB fiir die Ab-
weichung unsrer Kurve g (s) von ihrer Schmiegebene.

Durch (39) ist 1: 7 wieder nur abgesehen vom Vorzeichen erklirt.
Wir kénnen jedoch diese Unbestimmtheit beseitigen. Der Vektor &
namlich 148t sich sicher aus den linear unabhingigen Einheitsvektoren
&, &,, & kombinieren:

(40) G =a1& + a6, + azé;.

Nun ist &, ein Einheitsvektor, also é; = 1 und daraus folgt &;¢&; =0.
Multipliziert man (40) skalar mit &; unter Beachtung der Rechenregel
§1(12), so erhélt man daraus aber a; = 0. Ferner ist nach (35)

(41) a=%
und somit
(42) 7680 =, (GE) + (GE) =0,

also wegen &,& =0

§iéy=a,=0.
Es bleibt also
(43) 5:’; = ay 52
und nach (39)

5'2_612_1
3 T %27 2

Wir entscheiden jetzt {iber das Vorzeichen von 1: 7, wenn wir @, = — 1:7
setzen und somit die Windung durch die Formel erkliren:

(44) g—=—2

T’

§ 8. Bestimmung der Invarianten einer Kurve.

Unseren bisherigen Untersuchungen tiber die Kurven haben haupt-
sachlich geometrische Erwigungen die Richtung gegeben. Wir kénnen
die Aufgabe der Kurventheorie aber auch von der rein rechnerischen
Seite her in Angriff nehmen. Es handelt sich dann darum, eine voll-
standige Ubersicht iiber alle Ausdriicke in den Funktionen g (f) und
ihren Ableitungen zu bekommen, die invariant sind gegeniiber den in
§ 3 (32), (33) gegebenen Substitutionen. Dies Problem ist offenbar dem
in den §§3 und 4 geldsten sehr verwandt. Dort handelte es sich um
die Bestimmung der Invarianten einer endlichen Anzahl von Punkten,
bei der Kurve aber um die Invarianten einer stetigen Mannigfaltigkeit
von Punkten.

Wir wollen uns nun zunichst ganzeauf die Fragen der sogenannten
»Differentialgeometrie im Kleinen'* beschrinken, d.h. wir wollen uns

2*
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vorerst nur mit den Kriimmungseigenschaften einer Kurve in der un-
mittelbaren Umgebung einer und derselben Stelle beschiftigen. Im
Gegensatz zu ihr befaBit sich die ,,Differentialgeometrie im Grofen’’ mit
solchen Eigenschaften der Kurve, die sich erst aus ihrem gesamten
Verlauf erschlieBen lassen. Ein erstes Problem dieser zweiten Art von
Kurventheorie werden wir erst im § 12 kennenlernen. Fiir uns handelt
es sich zunichst also nur um die Bestimmung der Invarianten, die eine
Kurve auf Grund ihrer zu einer und derselben Stelle gehérigen Kriim-
mungseigenschaften besitzt, das heiit um die Bestimmung der Inva-
rianten aus den Vektoren

(45) N N N T

die zu einer und derselben Stelle ¢ gehéren (Punkte bedeuten Ab-
leitungen nach #). Die Bestimmung der Invarianten der bis zu einer
beliebigen Ableitungsordnung gegebenen Vektoren (45) geschieht dann
aber in der Hauptsache nach den Regeln des § 3 und § 4. Nur ein neues
Moment haben wir noch zu beriicksichtigen: Ist die Kurve in beliebiger
Parameterdarstellung gegeben, so werden nur solche Ausdriicke in den
Skalarprodukten und Koeffizienten von Linearkombinationen — die ja
die Invarianten der Vektoren (45) darstellen — auch Invarianten der
Kurve sein, welche auch noch invariant sind gegeniiber den Trans-

jormationen
(46) t=f(*)

fiir den Ubergang zu einem neuen Parameter t*.
Die Funktion f setzen wir dabei als analytisch voraus. Bei der
Substitution (46) wird, wenn wir

(47) T () = (/%) = ¢* (¢*)
setzen, z. B.

dg* dy [ df

(48) ’&%‘ =31 }_f ;dft;}
d*t* _ d*y ., , dT ..,
(49) dr*2 ;i?'f dtf '

Beschrinken wir uns auf solche Stellen, wo die Ableitung des Vektors
des Kurvenpunktes ¢ nach dem Parameter nicht verschwindet, so muf3
nach (48) /' 4 0 gelten. Nach (46) gilt weiter
(50) di* = %di.

Da wir uns auf die Umgebung einer Kurvenstelle beschranken, sind die
GroBen /', f7, ' . . . als konstante bei den Transformationen auftretende
Substitutionskoeffizienten zu betrachten. Und zwar tritt bei jeder neuen
Ableitung des Kurvenpunktes in der Reihe (45) in den zugehérigen Sub-
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stitutionsformeln (48) (49) usw. ein neuer Koeffizient neben den schon
frither vorgekommenen auf, nidmlich bei ;l"f: der Koeffizient {;*f;
= ", Die scheinbare Schwierigkeit, aus den Vektoren (45) In-
varianten gegeniiber den Parametertransformationen zu bilden, also
alle die konsekutiven Koeffizienten f, /... zu eliminieren, 14Bt sich
nun mit einem Schlage iiberwinden und die Parametertransformationen
lassen sich {iberhaupt ganz ausschalten durch Einfithrung eines invari-
anten Parameters. Ein solcher ist die im § 5 erklirte Bogenlinge, auf
die wir in den vorangehenden Abschnitten die Kurve bezogen haben.
Der Einfiihrung dieses invarianten Parameters liegt folgendes zugrunde:
Wir suchen eine bis auf Parametertransformationen, also gegeniiber den
Substitutionen § 3 (32), (33) der rdumlichen Koordinaten des Flidchen-
punktes invariante Groe ¢ auf, die irgendwie aus den Vektoren (45)
gebildet ist und die sich bei der Substitution (46) nach dem Gesetz

(51) pr=9-f
transformiert, wobei @* beziiglich #* in derselben Weise gebildet ist
wie @ beziiglich . Die einfachste nimlich von Ableitungen moglichst
niedriger Ordnung abhdngende derartige Gréfle ist nun die in (12)
verwendete GroBSe J32. In der Tat:

Fiir die Bildung von Invarianten der Vektoren (45) gegeniiber den

Koordinatentransformationen § 3 (32), (33) kommt g selbst gar nicht in
Frage. Fiir den Punkt ¢ gelten ja die Formeln

(52) X = (kég’lbik x;) +d;,

wihrend fir alle Ableitungen, wie man durch Differenzieren von (52) er-
sieht, die zugehoérigen homogenen Substitutionsformeln gelten:

3 3
(93) ’Zi=zbikﬁé7;: %izzbik}é;
k=1 k=1

usw. Also nur bei dem Punkt g, der im strengen Sinne nach §1 kein
Vektor ist, treten die Koeffizienten d; auf. Bei der Bildung von In-
varianten handelt es sich aber um eine Elimination der b,,, ;. Da jede
einzelne der drei GréBen 4; nun nur in den Substitutionsformeln einer
einzigen der drei Koordinaten x, x,, x; vorkommt, bei den Koordinaten
der Ableitungsvektoren (53) aber nicht mehr, so eliminieren sich die d,
einfach dadurch, daB man den Punkt g selbst als zur Bildung von In-
varianten nicht in Frage kommend weglaBt. Unsere Aufgabe reduziert
sich also darauf, aus den Vektoren

(54) T, 5, % ...

die Invarianten gegeniiber den homogenen Substitutionen (53) zu
bilden. In erster Ableitungsordnung haben wir dann nur den Vektor ¢
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und als einzige solche Invariante das skalare Quadrat g2 Dieses sub-
stituiert sich bei Parametertransformation nach

dg*dg*\ _ (dxdr\ s,
(65) (i) = (@a) 1%
also ist }2 tatsdchlich die einzige GroBe von den fiir ¢ verlangten
Eigenschaften, die sich aus ersten Ableitungen berechnen 14Bt.
Ein weiterer Ausdruck von den fiir ¢ vérlangten Transformations-
eigenschaften wire auch der folgende, etwas verwickeltere:

(56) Y@ @) — @92 : (@)

fiir den das Gesetz (51) leicht mittels (48) (49) nachzuweisen ist. Wir
wollen uns zunidchst noch nicht fiir eine besendere Wahl von ¢ ent-
scheiden.

Haben wir nun einmal eine geeignete GroBe ¢ gefunden, so ist nach
(50) (51) das Differential do:

(57) do=g@dt
invariant und
t
(58) o= [gdt
to

ist eine Integralinvariante. Durch letztere ist ein invarianter Parameter ¢
unserer Kurve gegeben, fiir @ = }3* erhdlt man die Bogenlinge.
Nimmt man fiir ¢ den Ausdruck (56), so wird das Differential dg, wie
wir nur erwihnen, gleich dem ,,unendlich kleinen Winkel benachbarter
Kurventangenten, dem sogenannten Kontingenzwinkel. Das zugehorige
Integral (58) ist dann im Gegensatz zur Bogenlinge sogar invariant
gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen. Mittels einer GréBe ¢ kénnen
wir nun aus irgendeiner parameterinvarianten GréBe S durch Ableitung
sofort eine neue bilden, nimlich durch:

r=95. 1
(59) S = P
Denn fiir die parameterinvariante Grée S gilt
(60) S () =S/ %) = S* (%)
und
ds*  ds
(61) =51

woraus die Behauptung folgt. S’ wollen wir auch die invariante Ableitung
von S beziiglich des Differentials do nennen. S’ konnen wir nun wieder

invariant ableiten do

ds’ 1 d2s 1 ds dt
¢ "= ===
(62) =g @ dit ¢*  dt @B

und so immer neue Invarianten bilden.
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Denken wir uns die Kurve auf den invarianten Parameter (58) be-
zogen, so erkennen wir, daB} die invarianten Ableitungen nach dem
Differential dg einfach die Ableitungen nach dem Parameter (58) sind.
In der Tat muB, wenn der Parameter ¢ schon von vornherein mit ¢
identisch sein soll, nach (57) und (58) ¢ = 1 sein, und die invarianten
Ableitungen fallen dann mit den gewdhnlichen zusammen. Diese Ab-
leitungen nach ¢ lassen sich also auch nach (59) und (62) bilden, ohne
daB vorher die Quadratur (58) ausgefiihrt und die Kurve explizite auf
den Parameter ¢ transformiert wird.

Wir kénnen nun, wenn wir ein allgemeines invariantes Differential
zugrunde legen, speziell auch fiir die einzelnen Koordinaten von g, die wir
nach (47) als parameterinvariant anzusprechen haben, die invarianten
Ableitungen bilden:

(63) A A
Aus diesen Vektoren lassen sich riickwirts, wenn nur ¢ festgelegt ist,
die gewohnlichen Ableitungsvektoren leicht wieder berechnen, aber
dies ist im allgemeinen gar nicht nétig, denn wir kénnen ganz im
Bereich der invarianten Ableitungen bleiben, ohne die gew6hnlichen zu
benutzen. Wir haben es ja mit invarianten geometrischen Problemen
zu tun, die nur die Kurve und nicht die Parameterwahl betreffen, und
wir konnen uns die Kurve ja immer auf den speziellen Parameter o
bezogen denken. An die hier entwickelten Gedankenginge wollen wir
spiter im 5. Kapitel in der Flichentheorie wieder ankniipfen.

Als invariante Differentialform unserer Kurventheorie wollen wir
jetzt das Bogenelement
(64) ds = Jg2dt
zugrunde legen. Dann sind fir die Vektoren (63) die Parametertrans-
formationen ganz ausgeschaltet und wir haben, um die Invarianten
unserer Kurve zu bekommen, nur noch nach § 3 und § 4 die Invarianten
der Vektoren gegeniiber den Substitutionen (53) zu bestimmen. Genau
genommen ist der Parameter (64) und damit die invariante Ableitung
nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt, aber diesen Ubelstand kénnen
wir dadurch ausgleichen, daBl wir der Kurve einen bestimmten Durch-
laufssinn zuschreiben, der zu der wachsenden Bogenlidnge gehéren soll.
Nehmen wir dann in (64) die Wurzel positiv, so kénnen wir sagen, die
invarianten Ableitungen sind die Ableitungen in Richtung wachsender
Bogenldnge. Fiir den ersten der Vektoren (63) gilt nach (13) noch

(65) 2=1.
Daraus ergeben sich fiir die folgenden Vektoren Beziehungen wie
(66) ZI zI’ — 0, zl zlll + gll ,gli — 0

usw. AuBer diesen bestehen keinerlei weitere identische Relationen zwi-
schen den Vektoren (63).
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Um nun nach MaBgabe der Regel des § 4 die Invarianten der Vek-
toren (63) zu bestimmen, konnten wir aus den Vektoren die niedrigsten
linear unabhingigen herausgreifen und die folgenden linear kombinieren
Fiir die Rechnungen ist es aber zweckmiBig, dies Verfahren etwas ab-
zuindern. Da in (34) ¢’ = &; gesetzt wurde, sind die Vektoren (63)

mit £, &, & ... usw. identisch. Nun bestimmen sich aus diesen Vek-
toren aber auch die in (35) (36) eingefithrten Vektoren &, und &, mittels
£r
(67) b= =X
FELé)

Daher ist das Problem der Bestimmung der Invarianten der Vektoren
(63) gleichbedeutend mit dem der Bestimmung der Invarianten der
Vektoren
(68) 51,52,53,5’1, 51,7.151,3’ ,ll’ g’ :,3,’ i”' vt
Diese sind zwar mehr an Zahl und zum Teil iiberzihlig, aber wir haben
hier den Vorteil, dal wir &, &, und &; als Grundvektoren herausgreifen
kénnen und daB dann fiir diese orthogonalen Einheitsvektoren die
Tabelle
2 __ E2 __ E2
(69) =8=8=1,
§16,=68=2468=0
fiir die Skalarprodukte gilt, was, wie wir sehen werden, fiir die weiteren
Rechnungen sehr bequem ist. Aus diesen Grundvektoren haben wir nun
also zunichst ihre ersten Ableitungen linear zu kombinieren.
Das wollen wir im nichsten Abschnitt bewerkstelligen.

§ 9. Formeln von FRENET.
Wir hatten in (41) & =&,:p0 und in (44) & = — &,:7 gefunden.
Wir wollen noch die Ableitung &; aus §&,, &,, & zusammensetzen. Wir
hatten in § 7 gefunden

(70) =68 X &
und daraus folgt

§r= (& X &)+ (& X &),

[ _GXE | EXE
(71) =

S5 &
=T+

Die damit aufgestellten Beziehungen

as 3

71:;:: *+—Q——2 *,

as, & &
(72) =Ty Yt

P 3

ds‘:: -)(-——g-2~ *
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stammen von F.FRENET (Toulouse 1847) und bilden die Grundlage
der ganzen elementaren Differentialgeometrie der raumlichen Kurven.
Leiten wir (72) nach der Bogenlinge s ab und ersetzen wir rechts die
dabei auftretenden ersten Ableitungen der Grundvektoren &;, &,, &,
mittels der Gleichungen (72) wieder durch Linearkombinationen aus den
Grundvektoren selbst, so erhalten wir auch &, &, & als Linearkom-
binationen der Grundvektoren dargestellt. Die Koeffizienten sind dabei
aus den g, 7 und ihren Ableitungen g’, 7’ gebildete Ausdriicke. Durch
Fortsetzung eines solchen Verfahrens kénnen wir dann die simtlichen
Vektoren der Reihe (68) aus den drei ersten Grundvektoren linear kom-
binieren mit Koeffizienten, die nur aus den g, v und ihren Ableitungen
nach der Bogenlinge gebildet sind. Nach §4 ist nun ein vollstindiges
System unabhingiger Invarianten der Vektoren (68), also ein voll-
stindiges System unabhingiger Invarianten unserer Kurve gegeben
durch die Skalarprodukte (69) der Grundvektoren, die sich alle auf Kon-
stanten reduzieren, und die Koeffizienten der eben erwihnten Linear-
kombinationen, die sich ja alle aus den g, T und ihren Ableitungen
nach der Bogenlinge zusammensetzen. Man sieht auch leicht, daB o, =
und alle einzelnen ihrer Ableitungen fiir die Darstellung der unabhingigen
Koeffizienten der Linearkombinationen wesentlich in Frage kommen,
d. h. dap die Grifen

(73) Q; T, 9/, TI, Q”, TII’ e/u .
etn System unabhingiger Invarianten unserer Kurve liefern.
Sind die Funktionen g (s), 7 (s) bekannt, so stellen die Formeln (72)

von FRENET ein System linearer Differentialgleichungen fiir die neun
Funktionen & (s), & (s), & (s) dar. Aus

(74) £6) = J& () ds
erhdlt man dann die Kurve.

Aus der ersten Formel (72) kénnen wir sofort die Kurven bestimmen,
fiir die die Kriimmung 1: o identisch verschwindet. Man findet durch
zwei Integrationen

dé& d
d—;=0, d—fzélzkonst.,
(75) t=2§&s+ X,

also die Geraden.
Aus dem Verschwinden der Windung folgt

ag,

e 0, ¢&; = konst.
Da ferner d
‘53 * d_f =0

ist, erhdlt man durch nochmalige Integration
(76) &+t = konst.,
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P

d. h. die Kurve liegt in einer Ebene, denn (76) ist eine lineare Gleichung
in %, %, %3.

Wir hatten g’ = &. Durch Ableitung folgt ¢ = & =§&,: ¢ und
weiter
e o__ ‘Sl @ 52 ":'3

e T
Nimmt man fiir ¢ die Reihenentw1cklung

z_zos_i_ 1 l/sz+] ///s3+

und setzt man fiir die zur Stelle s = 0 gehérigen Vektoren xp, g, Lo
die soeben gefundenen Werte ein, so folgt, wenn man die (§;),._, der
Reihe nach mit den Koordinatenachsen zusammenfallen 1403t, also ihnen
die Koordinaten gibt:

z

& ={L0,0;
£ =10, 1, 0
& = {0: 0, 1}

die sogenannte kamonische Darstellung fiir unsere Kurve in der Um-
gebung von s = 0:

x]_:S * —-.l_s:‘—}—.-.’
1 90
Xy = * g2 =0 ¢3 e,
(77) 2 T2 690 +

N

Y= * T 690"0

Da die Reihen rechts beliebig fortgesetzt werden kénnen, wenn man
Kriimmung und Windung in ihrer Abhingigkeit von der Bogenldnge s
kennt, so folgt, daB hierdurch und durch die Festlegung der Anfangs-
lage unsres ,,begleitenden Dreibeins' &, &,, &3 die Kurve eindeutig be-

2 3 . 3

7 — 1 2
a b c
Fig. 2.

stimmt ist. AuBerdem kann man aus der kanonischen Entwicklung ab-
lesen, wie die Normalrisse (senkrechten Projektionen) unsrer Kurve auf
die ¢;&,-Ebenen im Ursprung aussehen. Man vergleiche die beigegebene
Fig. 2.



§ 10. Uber das Vorzeichen der Windung. 27

§ 10. Uber das Vorzeichen der Windung.
Es war nach (44)

/ ¢
53__ ,_,_T_2,
also
1 !
== —&&.

Wir wollen links die Ableitungen von g einfithren. Nach (35) (36) wird

&=01", &=0@ X1"),
E=po@ X"+ xX1").

Somit ist
1 ! ’ ’” 117
7 = —&&G =02, "),
und wir haben zur Bestimmung von ¢ und 7 aus g (s) die Formeln
1 m 1 _@’y”)
2 =L L)
(78) ;=1 ="

Wir wollen die Ausdriicke fiir Kriimmung und Windung noch um-
rechnen fiir den Fall eines beliebigen Parameters £. Deuten die Punkte
Ableitungen nach ¢, die Striche Ableitungen nach s an, so ist

ST
L ==
Ve
i Gii
(79) 4 2‘2 (iz)z ’
124 'g
Z = — + s e,
V(gz)a

117

wo die Punkte in dem Ausdruck fiir ¢’ Glieder andeuten, die sich aus
% und f linear zusammensetzen. Daraus ergibt sich

1 PP -G GxaP

2 +2)3 -2\3 ’
(80) © W @)

1_ Gy

T (g % 2)2

Hieran ist besonders bemerkenswert, daB die Windung sich rational,
ohne Ausziehen einer mehrwertigen Wurzel berechnen 148t, sobald nur
T X £ £ 0. Ihr Vorzeichen hat also eine geometrische Bedeutung.
Nehmen wir an, da8 das zugrunde gelegte Achsenkreuz so aussieht,
daB man Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand der Reihe
nach gleichzeitig mit der x,-, x,-, ¥,-Achse zur Deckung bringen kann
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(Fig. 1), dann werden positiv und negativ gewundene Schrauben sche-
matisch durch Fig. 3 dargestellt.

In der Tat: Berechnen wir fiir unsre Schraube von § 5 (14) Kriim-
mung und Windung, so erhalten wir:

% = —asint, % = —acost, 531:+asint,
%, = +acost, X, = —asint, 5;’2:—acost,
553:1), kszoy :%3:():
und daraus
p=atb, P=a, §E=0, ((if)=a".
Somit nach (80): 1_, a
(80) s = tarm
1 b
T e’

Die Windung ist also > 0 oder < 0, je nach-
dem b= 0 ist, was den Fig. 3a und 3b entspricht.
Entsprechend kann man sich die Bedeutung des
Vorzeichens von 1:7 fir eine beliebige Kurve,
etwa an der kanonischen Darstellung (77) deut-
lich machen.

Spiegelt man unsre Kurve an einer Ebene,
indem man etwa das Vorzeichen einer der Koor-
dinaten x; umkehrt, so #ndert die Windung
ihr Vorzeichen. Man kénnte eine Kurve vom Typ der Fig. 3a auch als
wernwendig und eine der Fig. 3b entsprechende auch als hopfenwendig
bezeichnen, weil die Ranken des Weins positiv und die des Hopfens
negativ gewunden wachsen.

Fig. 3.

§ 11. Kinematische Deutung von FRENETs Formeln.

Wir bringen jetzt eine kinematische Deutung der FRENETschen
Formeln, die von G. DARBOUX stammt?,

1 Vgl. G.DarBoux: Théorie des surfaces, Bd.I, Kap. 1. Paris: Gauthier-
Villars 1887. Dieses Werk von DarBoUX, das 4 Bande umfaBt, ist noch heute als eins
der schonsten und reichhaltigsten Werke iiber Differentialgeometrie anzusehen.
GasTtON DARBOUX wurde 1842 in Nimes geboren. Mit 18 Jahren kam er nach Paris.
An dem geistigen Leben dieser Stadt hat er dann 57 Jahre lang hervorragenden
Anteil gehabt. Schon als Student der Ecole polytechnique und der Ecole Normale
erregte er durch seine mathematische Begabung Aufsehen. Sehr bald kam er zu
Amtern und Ehren. 1880 wurde er der Nachfolger von CuasLEs auf dem Lehr-
stuhl fiir Geometrie an der Sorbonne, vier Jahre spiter wurde er zum Membre de
I'Institut ernannt. Seine besondere Lehrbefiahigung machte DarBOUx zum Vater
einer ausgedehnten geometrischen Schule in Frankreich.

Uber Leben und Werk von DaRBOUX vergleiche man: A. Voss: Jahrbuch d.
Kgl. bay. Ak. d. Wiss. 1917, S. 26—53, oder Jahresber. d. D. Math. Ver. Bd. 27,
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Dreht man einen starren Kérper um eine Achse, so haben alle
Punkte des Korpers, die von der Achse gleichen Abstand besitzen,
auch die gleiche Geschwindigkeit. Je weiter ein Punkt von der Achse
entfernt ist, eine um so groflere Geschwindigkeit wird er besitzen, und
zwar wichst die Geschwindigkeit direkt proportional dem Abstand von
der Achse. Die Geschwindigkeit w aller Punkte im Abstand 1 von der
Achse pflegt man auch als die Winkelgeschwindigkeit der Drehung zu
bezeichnen. Hat ein Punkt den Abstand # von der Achse, so ist seine
Geschwindigkeit durch

(81) w7

gegeben.

Wir denken uns nun den Ursprung o unseres Koordinatensystems
auf die Achse der Drehung gelegt. Von o aus tragen wir auf der Achse
den ,,Drehvektor d so ab, daB seine Linge ]/? gleich w und sein
Sinn so ausfillt, daB die Drehung um den Vektor, wenn man in dessen
positiver Richtung blickt, entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt. Es sei
nun weiter p der Vektor, der vom Ursprung o zu einem allgemeinen
Punkt des starren Korpers hinfiihrt. Der Abstand 7 dieses Punktes p
von der Achse ist dann:

(82) r= V(o x p)2: o2
In der Tat gilt nach Fig. 4
(83) r = ]f?zﬁsin Q, Fig. 4.
wenn ¢ der Winkel zwischen p und b ist. Nach §1 (14) gilt aber
)

‘ cos @ = Wiz T
somit
(84) 7= V(0% (6% — (p0)2: Yo

Ersetzt man in (84) die erste Wurzel mittels § 2 (28) durch / (6 X )2,
so erhdlt man nach (81) fiir die Geschwindigkeit v des Punktes p unter
Beachtung von o = 1/ b2:

(85) v=7(bx pp2.

Bezeichnet man mit v den Geschwindigkeitsvektor des Punktes p,
so gilt offenbar

(86) b=bxp.

S.196—217. 1918. Ferner: L. P. EiseNtART und D. HILBERT: Acta mathematica
Bd. 42, S. 257—284 und S. 269—273. 1920. SchlieBlich sei noch auf den zum Teil
autobiographischen Vortrag von DArRBOUX hingewiesen, den er vor dem rémischen
Mathematikerkongre3 1908 gehalten hat. Atti del congresso I, S. 105—122.
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denn da b sowohl auf d wie auf p senkrecht steht, gilt sicher
b=21-(d X p)

mit einem Faktor 4. Wegen pb = v2 folgt aber aus (85) 12 = 1. Wegen
der oben getroffenen Entscheidung iiber den Sinn von b ergibt sich dann
aber weiter A = + 1, womit (86) bewiesen ist.

Denken wir uns jetzt einen starren Korper, der im Ursprung fest ist,
und der sich so bewegt, daB3 drei senkrechte Achsen in ihm immer par-
allel zu den Grundvektoren &, &,, & einer Raumkurve g (s) ver-
bleiben. Die Raumkurve wollen wir dabei mit der Geschwindigkeit 1
durchlaufen, so daB wir die Bogenlinge s gleich der Zeit setzen kdnnen.

Einen Punkt dieses Kérpers kénnen wir in der Form darstellen:

p=u &+ uy &+ uz &,

Sein Geschwindigkeitsvektor v = dp :ds wird nach den FRENET-

Formeln
— Y% Yr_ " Hy
o= 4 (DB + 2y
Daraus folgt nach (86) wenn man fiir b eine Linearkombination der &
ansetzt und die auf (38) folgenden Gleichungen beriicksichtigt:

(87) b= &+, b

Wir finden also:

Die Komponenten des Drehvektors [iiv das begleitende Dreibein einer
Raumkurve sind: die Windung in der Tangentenvichtung und die Kriim-
mung in der Binormalenrichtung.

Wenn man umgekehrt Kriimmung und Windung durch die Formel
(87) einfiihrt, so ergeben sich riickwarts sofort die Formeln FRENETS:

&, &

EZDXEIZ Q’

dé & &
(88) ebxg=—242,

at; o &,

E—bX&—-——-?.

§ 12. Ebene Kurven, Vierscheitelsatz.

Bei ebenen Kurven kann man, wenn erst iiber den positiven Sinn
der Zihlung der Bogenlinge entschieden ist, der Kriimmung ein be-
stimmtes Vorzeichen zuschreiben. Dazu kommt man folgendermafen.
Es sei g (s) eine Kurve der Ebene x3 = 0. Wir setzen
(88a) Zy=-cosd, xp=sind, x=0

und wihlen als Hauptnormale den Einheitsvektor
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n .
oxy = cos (1 + -2—> = —sind = —x;,
0 %y = sin (l—}— %) = 4 cos i = + x1,

"o
0%y = 0.

Wir haben also, wenn wir die verschwindende x,-Koordinate im fol-
genden weglassen, fiir die Ebene als Ersatz der FRENET-Formeln
(89) ex) = — %, Q% = +#.

Das Vorzeichen des dadurch eindeutig bestimmten ¢ kehrt sich um,
wenn man das Vorzeichen von ds umkehrt.

Wir wollen von den Formeln (89) eine Anwendung machen und zum
erstenmal einen Lehrsatz aus der Differentialgeometrie ,im grofen‘
beweisen. Es sei g (s) eine geschlossene ebene Kurve, deren Tangenten-
bild ein einmal stets im gleichen Sinn umlaufener Kreis ist. Eine
solche Kurve, fiir die 1: p etwa > 0 sein soll, und die von einer Geraden
héchstens in zwei Punkten geschnitten wird, nennt man eine ,,Eilinie’
oder ,,Oval“. Ein Beispiel einer Eilinie ist die Ellipse. Ein Punkt der
Kurve, in dem die Kriimmung » = 1:¢ verschwindende Ableitung
(' =0) hat, soll ein ,,Scheitel’ genannt werden. Solche Punkte sind
bei einer Ellipse die Achsenpunkte, und zwar sind diese vier Punkte
wie man leicht nachrechnet, die einzigen Scheitel einer (nicht kreis-
formigen) Ellipse.

Es soll nun gezeigt werden:

Vierscheitelsatz. Die Mindestzahl der Scheitel einer Eilinie ist vier.

Dazu beweisen wir den Hilfssatz, daB das rings um die Eilinie er-
streckte Integral
(89a) $(ag+ ay 2, + a,x) %' -ds =0
ist, wenn die «; beliebige Konstante, #, (s), #, (s) die Koordinaten eines
Punktes der Eilinie sind und # (s) die zugehérige Kriimmung bedeutet.
Da die a; beliebig sind, kommt man auf die drei Gleichungen

$3'ds =0, $x,%'ds=0, §x,%'ds=0.
Die erste Gleichung folgt sofort aus der Geschlossenheit, die zweite

und dritte bestitigt man durch Integration nach Teilen unter Beach-
tung von (89)

fx, 8 ds = —§xinds = —§$x;ds=0.
Setzen wir x (s) als stetig voraus, so gibt es sicher zwei Stellen p
und q auf unsrer Eilinie, wo » seinen groBten und seinen kleinsten Wert
annimmt. Diese sind jedenfalls Nullstellen von %', und damit ist das

Vorhandensein zweier Scheitel p, q gesichert. Angenommen, %" wechselt
zwischen p und q nirgends sein Zeichen, sei also auf dem einen Teil-
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bogen p g unsrer Eilinie immer = 0 und auf dem andern stets =< 0. Es sei
dann a4 + a,%; + a,2, = 0 die Gleichung der Verbindungsgeraden pq,
so dafl der Ausdruck (ay + a, #; + a, %,) ' beim Durchlaufen unsrer
Eilinie niemals sein Zeichen dndert. Dann kann aber das Integral (89a)
nicht verschwinden. Die Annahme von nur zwei Zeichenwechseln von
%' auf unsrer Eilinie fiihrt also zu einem Widerspruch mit unserm Hilfs-
satz. Da aber aus der Geschlossenheit der Eilinie hervorgeht, dal die
Zeichenwechsel von #’, falls ihrer nur endlich viele vorhanden sind,
jedenfalls in gerader Zahl auftreten, so ergibt sich das Vorhandensein
von mindestens vier Scheiteln. Da wir in der Ellipse eine Eilinie mit
tatsidchlich vier Scheiteln vor uns haben, ist die Vier als Mindestzahl
gesichert.

Den vorgetragenen Nachweis des mehrfach bewiesenen Vierscheitel-
satzes verdankt der Verfasser einer Mitteilung von G. HErRGLOTZ!.

§ 13. Kriimmungsmittelpunkt und Schmiegkreis.

Kehren wir zu rdumlichen oder ,,gewundenen Kurven zuriick,
halten wir aber die Voraussetzung g’ & 0 fest! Eine Kugel mit dem
Mittelpunkt § und dem Halbmesser ¢ kann man offenbar durch die
Gleichung darstellen:

& —9)?=a
wenn die Koordinaten des Vektors g die laufenden Koordinaten der
Punkte der Kugel darstellen. Soll die Kugel mit dem Mittelpunkt y
und dem Halbmesser @ an der Stelle s = s, mit der Kurve g (s) dret
zusammenfallende Punkte gemein haben, so muB3 die Reihenentwick-
lung
f(s) = (x(s) — p)* — a

nach Potenzen von s — s, mit den Gliedern dritter Ordnung beginnen,
d. h. es muB fiir s =s,

fs)=0, f(s)=0, ['(5)=0

sein. Das gibt nach den FRENET-Formeln:

a) (x— ) = a2,
(90)  b) (t—19)& =0,
o) (z—n)%+1:o.

Nach (90Db) liegt der Mittelpunkt y in der Normalebene, nach (80c¢)
oder (y — ) &, = o hat der NormalriB von y auf die Hauptnormale

1 Andere Beweise bei: MUKHOPADHYAYA: Bull. Calcutta Math. Soc. Bd. 1.
1909; A. Kneser: H. Weber-Festschrift S.170—180. Leipzig u. Berlin; 1912,
W. BLASCHKE: Rendiconti di Palermo Bd. 36, S.220—222. 1913; H. MOHRMANN:
Ebenda Bd. 37, S.267—268. 1914.
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die Entfernung ¢ vom Punkte g. Setzen wir also von ) voraus, daB
es in der Schmiegebene liegt, so haben wir:

(91) H =1+ o0&

Es gibt somit genau eine Kugel ,,durch drei benachbarte* Kurven-
punkte, die ihren Mittelpunkt auf der Schmiegebene liegen hat. Wir
wollen den Punkt 4 in der Schmiegebene, den Mittelpunkt dieser aus-
gezeichneten Kugel, den Krimmungsmittelpunkt nennen und den
Schnittkreis der Kugel mit der Schmiegebene, also den Kreis durch drei
benachbarte Kurvenpunkte, den Schmiegkreis oder Kriimmungskreis.
Damit ist eine geometrische Deutung fir den ,,Krimmungshalbmesser'
¢, den reziproken Wert der Kriimmung gefunden. Da y — g = ¢4,
ist, weist der Hauptnormalenvektor & von g nach dem Kriimmungs-
mittelpunkt § oder in entgegengesetzter Richtung, je nachdem g >0
oder p < 0 gewihlt ist.

Die Schnittgerade der Ebenen (90b) und (90c), d.h. mit andern
Worten den Durchschnitt ,benachbarter Normalebenen pflegt man
als ,,Kriimmungsachse’ der Kurve zu bezeichnen. Sie steht im Kriim-
mungsmittelpunkt auf der Schmiegebene senkrecht.

§ 14. Schmiegkugeln.

Wir wollen jetzt durch vier benachbarte Punkte von 1 (s) eine
Kugel legen, 3 sei ihr Mittelpunkt, R ihr Halbmesser. Dann muB

(92) g() = (x—3)P—R?

gleichzeitig mit den Ableitungen bis zur dritten Ordnung Null sein.
Das gibt neben den schon unter etwas anderer Bezeichnung berech-
neten Formeln (90) noch eine neue

(t—3)é =0,
93) =32 +1-0,
16 & i
G—0,(r—2)—G—ae =0

Setzt man zufolge der beiden ersten dieser Gleichungen
(94) §=1+ 0& + 0,
so folgt aus der dritten, wenn 1:7 <= 0,

o=1g".

Somit ist der Mittelpunkt der ,,Schmiegkugel

(95) =1+ 05+ 0’78

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl, 3




34 Kurventheorie.

und ihr quadrierter Halbmesser
(96) R2 = g% 4 o292,

Der Mittelpunkt 3 der Schmiegkugel liegt nach (95) auf der Kriim-
mungsachse.
Durch Ableitung von (95) erhdlt man nach den FRENET-Formeln

(07) y =&+ @)

Fiir eine unebene Kurve auf einer festen Kugel ist also
d( d

(98) L4 L (758 —o.

Nehmen wir umgekehrt an, diese Differentialgleichung zwischen den
Funktionen g (s), T (s) sei identisch erfiillt, dann st 3° = 0, also 3 = konst.

und nach (96)

dR? , d,,
75—229’{%+a(9 T)}‘—“O

oder R = konst. Das heiBt, die Beziehung (98) ist fiir die unebenen
sphirischen Kurven kennzeichnend.

Nehmen wir einmal eine Kurve mit fester Kriimmung (o’ = 0):
Dann fillt der Mittelpunkt (95) der Schmiegkugel in den Kriimmungs-
mittelpunkt (91)

hp=3=1r+0&=1"

Man {findet
: ag* _ e as* _ @
(99) el T N
und somit
ag* *
(100) ds* & =+ 53 .

Ferner durch Ableitung von (100) nach s

a&F &, e £
Tt =F
oder
(101) __ 5,
e e

Bildet man das ,,skalare Quadrat®, so folgt

(102) 0*2 = p? = konst.
Ferner ist
(103) Pr=3" ="+ & =1t —ebr=1.

Die Kurven (x) und (z*) haben also beide die gleiche feste Kriimmung
und jede ist der Ort der Kriimmungsmittelpunkte fiir die andere.
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Die Formeln (83) lassen noch eine andere Deutung zu. Die erste
ist bei verinderlichem 3 die Gleichung der Normalebene unserer Kurve
1 (s). Die beiden ersten Gleichungen zusammen ergeben daher als Schnitt
benachbarter Normalebenen die Kriimmungsachse, auf der y und j;
liegen. Nimmt man noch die dritte hinzu, so erkennt man, da8 3 Schnitt-
punkt dreier benachbarter Normalebenen ist.

§ 15. BERTRAND-Kurven.

In den Kurvenpaaren mit fester Kriimmung, die im letzten Para-
graphen betrachtet wurden, haben wir ein Beispiel eines Kurvenpaares
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Alle derartigen Paare hat zuerst
J. BERTRAND? ermittelt, und zwar auf folgende Weise:

Es sei 1 (s) die eine Kurve des Paares,

(104) tf=r+aé
die zweite. Durch Ableitung mit Benutzung der FRENET-Formeln folgt

dr* a , a
(105) ——d%z(l—?)sﬁasﬁ?gg.
Da dieser Tangentenvektor auf &, senkrecht stehen soll, muB jeden-
falls @’ = 0, also a konstant sein. Bezeichnen wir den Winkel zwischen
&, und dem Einheitsvektor & in der Tangente an (r*) mit o, so ist

(106) Ef = & cosw +&;sinw .
Daraus folgt durch Ableitung

(107)

T T T T ds &

e T

d&* ds* ¥ ds* cos w sin w dcosw d sin w
" ( Y+ 6522 + 65
Sollen also die Hauptnormalen &, und &} zusammenfallen, so muB

w = konst. sein. Da die Vektoren &£} und dg*: ds gleichgerichtet sind,
folgt aus (105) und (106)

(108) I !:0,
l

lcosw  sinw
also eine lineare Gleichung zwischen Kriimmung und Windung:
(109) asin @ acosw
0 T

Fiir @ = 7/2 kommen wir auf den im vorigen Abschnitt behandelten
Fall der Kurven mit fester Kriimmung zuriick. SchlieBen wir den

=sinw.

1 J. BERTRAND.: Mémoire sur la théorie des courbes & double courbure, Paris,
Comptes Rendus Bd. 36. 1850 und Liouvilles Journal (1) Bd. 15, S. 332—350. 1850.

3*
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trivialen Fall ebener Kurven, der fiir sin w = 0 eintritt, aus, so konnen

wir fiir
acotgw = b

setzen und (109) in der Form schreiben
a
(110) o +=1.

Eine solche Bezichung muf also fiir jede Kurve eines BERTRAND-
Paares erfiillt sein. Wenn man die SchluBfolge umgekehrt durchgeht,
erkennt man die Bedingung (110) auch als hinréichend. Fiir eine
Schraubenlinie (¢, T = konst.) gibt es unendlich viele Beziehungen (110)
und entsprechend unendlich viele Schraubenlinien, die die erste zu
einem BERTRAND-Paar ergédnzen.

§ 16. Natiirliche Gleichungen.

Es handelt sich darum, ob durch Angabe der Funktionen g = ¢ (s),
7 =7 (s) eine Kurve im Raum, abgesehen von Bewegungen, eindeutig
bestimmt werden kann. Fiir den Fall analytischer Kurven war die Ein-
deutigkeit schon in §9 (77) mittels der kanonischen Darstellung fest-
gestellt worden. Macht man nur Differenzierbarkeitsvoraussetzungen,
so kann man den Nachweis folgendermafBen fiihren.

Nach FRENET geniigen die Koordinaten §;, der Vektoren &; des be-
gleitenden Dreibeins den linearen, homogenen Differentialgleichungen
mit schiefsymmetrischer Determinante

VO N T NS YU VO T VO
3

>

ds o ' ds e T ds

(111)

Angenommen, wir hitten auBer der Kurve g (s) noch eine zweite g (s),

deren &;, denselben Gleichungen (111) geniigen. Dann folgt aus der
schiefen Symmetrie der FRENET-Formeln, dafl

(112) A Exbre T G + EnE) =0

ist. Bewegen wir nun die Kurve z (s) solange, bis das zur Stelle s = 0
gehorige Dreibein mit dem entsprechenden Dreibein zu ¢ (s) zusammen-
fallt, so ist fiir s =0

(113) §1k§1k+52k§—2k+ Eakgsk: 1
und somit gilt die Formel wegen (112) fiir jedes s. Also fallen die Ein-

heitsvektoren mit den Koordinaten &;;, &5, 7 =1, 2, 3 fir jedes s
zusammen: &, = &;,. Insbesondere folgt fiir 1 =1

(114) f—f=a(—1=0,
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also, da fiir s = 0 nach unsrer Annahme ¢ — r = 0 ist, allgemein

(115) t(s) = z(s),
w.z. b. w.

Es bleibt noch festzustellen, ob man die Funktionen ¢ (s) und 7 (s)
beliebig vorgeben kann. Schreibt man in (111) an Stelle von &;; kurz
u;, so hat man das System linearer, homogener Differentialgleichungen

zu 16sen:
du, Uy du, U,y

(116) ds :?’ H:—-Q‘_‘_T’ ds T

Ug dug Uy

Sind die Funktionen 1:p(s), 1:7(s) stetig in einem Intervall um
s = 0, so haben diese Differentialgleichungen nach bekannten Existenz-
sitzen (vgl. den folgenden §17) bei beliebig vorgegebenen Anfangs-
werten ein Losungssystem. Wir wollen drei derartige Losungssysteme
ermitteln:

(E1s &1 Ea1)s (Snzs Gaos E)s (Euss Enss E33)
mit den Anfangswerten
(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1).

Da, wie wir schon im besonderen Fall (i = k) bemerkt haben,
d
(117) & S =0

ist wegen der schiefen Symmetrie der Matrix (111), so erfiillen die &;,
nicht nur fiir s = 0, sondern fiir jedes s die Bedingungen einer ortho-
gonalen Matrix

. [=0, fiir ¢ 4 &,
(11) Zgri‘strb:(siklzl’ fiir 1:]3’
Setzen wir nun

ax;

ds _‘El‘i:

(119) s
X; = bffu(s)ds,

so haben wir eine Kurve gefunden, deren Kriimmung und Windung,
wie man ohne Mithe bestitigt, die vorgeschriebenen Werte 1: g (s),
1:7 (s) haben.

Durch Angabe der stetigen Funktionen 1:p(s) und 1:7(s) ist
also eine Kurve, und zwar wie vorhin bewiesen wurde, abgesehen von
Bewegungen eindeutig bestimmt. Man nennt deshalb die Formeln:

(120) e =0(), =7(s)

die ,,natiirlichen Gleichungen‘‘ einer Kurve. ,,Natiirlich”, weil sie von
der Koordinatenwahl unabhingig sind. Unwesentlich ist es, wenn in
diesen Gleichungen s durch -4 s 4 konst. ersetzt wird.
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Berechnen wir als Beispiel die natiirlichen Gleichungen einer ,,Epi-
zykloide’*, die von einem Umfangspunkt eines rollenden Kreises be-
schrieben wird, der auf einem festen
Kreis seiner Ebene auflen gleitungs-
los abrolit. Es seien @ und Aa die
Halbmesser des festen und des rollen-
den Kreises. Dann findet sich fiir
die Kurve (Fig.5) die Parameter-
darstellung

%, = a{(l 4+ A)cos Agp

— Acos (A 4+ 1)¢},
%, = af{(l + A)sin A

— Asin (4 4 1)g}.
Man findet nach geeigneter Wahl
einer Integrationskonstanten

¢ _4A(144 .o
(122) s=41(1+ A)acos 4, e=-1 97 %sing.

Somit ergeben sich die natiirlichen Gleichungen der Epizykloide

(121)

(123) 4 (14 20202 = (42(1 + Naft, —=0.

Es ist bemerkenswert, daB bei dieser im allgemeinen transzendenten
Kurve die Beziehung zwischen s und g stets algebraisch ist.

§ 17. Hilfssatz iiber lineare Differentialgleichungen.

Im vorigen Abschnitt wurde benutzt, daB ein System von Glei-

chungen
du; 3 .

(124) E—s—=ké’lcikuk; 1=1,2,3,
wenn die ¢, (s) in 0 < s <7 stetig sind, ebenda stetige Losungen be-
sitzen, die vorgeschriebene Anfangswerte % annehmen. Den Nachweis
erbringt man am einfachsten mittels ,schrittweiser N&herungen®.
Man setze

s
W= of + [ Sepudds,

(125) wt=ud + [ Scubds,
0 4
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Es sei |c¢;z| <%C, |4 | £1. Dann wird

|u} —u| < Cs,
u; _ul fzczk _uk)dss

luﬂ—u’ﬂ_1|<cni<6”£~
4 v n! = n!

Somit ist die Funktionenfolge u} (s) im Intervall 0 =< s <7 gleich-
miBig konvergent

(126) Lim # (s) = u,(s) .
Wegen der gleichmiBigen Konvergenz folgt aus (125) fiir # — oo
(127) ;= ud + fZ’cik u,ds
0

oder

du;
(128) =5 = 2 Cik U, u,(0) = uf,
w.z.b.wl

§ 18. Boschungslinien.

Kurven, deren Tangenten mit einer festen Richtung einen festen
Winkel bilden, nennt man nach E. MULLER Béschungslinien. Beispiele
dafiir sind die ebenen Kurven und die Schrauben (§5). Das Tan-
gentenbild einer Béschungslinie ist ein Kreis. Nennen wir den Ein-
heitsvektor in der festen Richtung e und den festen Winkel &, so ist

(129) ef, = cos

und durch Ableitung

(130) e, =0.

e liegt somit in der Ebene &, &;. So kénnen wir
(131) e&; = sin @

setzen. Durch Ableitung von (130) folgt nach FRENET und wegen
(129), (131)

sin®  cosd
(132) c T e

=0 oder 7T=ptgd,

d. h. bei einer Boschungslinie stehen Kriimmung und Windung in festem
Verhiltnis.

1 Zum Eindeutigkeitsbeweis kann man so verfahren wie im 2. Band dieser
Differentialgeometrie § 50, Hilfssatz 1.
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Ist umgekehrt (132) erfillt, so ist

(133) 2 (& cos® + &sin ) = 0,
also die Richtung

(134) e =& cos? + &, sin @
und

(135) e&, = cos &

unverdnderlich, unsere Kurve also eine Boschungslinie. Auch (130) oder
az . " .

e de = 0 kennzeichnet die Béschungslinien, denn durch Integration

folgt daraus: ay

oo = konst.

Wir wollen uns die Boschungslinie auf eine Ebene senkrecht zu e
projizieren. Der NormalriB} sei Z (s):

(136) T=1¢— (re)e.

Daraus folgt nach (129)

(137) ' =§& —ecosd,

(138) = fgi

Ferner

(139) T'2=sin?2 ¢, % = sin 4, S =ssingd.
Somit ist _ _

(140) = () =

Man kann also setzen

(141) & =¢ und g=psin2g.

§ 19. Boschungslinien auf einer Kugel.

Soll man auf einer Kugel vom Halbmesser R die unebenen Bé-
schungslinien ermitteln, so kann man zunichst die Formel (96) von
§ 14 heranziehen. Namlich

0® -+ o'212 =Rz,
Nach (132) ist v = p tg ¢, also

R®_ p? d .
21+ g'2tgrd) = RY, otgd =128 990 19 =4
e (1 + o' tg? ) » 0'tg e ymog® s
und daraus nach geeigneter Wahl des Kurvenpunktes s =0
(142) s=—tgd R — @2

oder B
(143) o= YR? — s2ctg?d.
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Fiir den NormalriB (§ 18) unserer
Boschungslinie folgt nach (139)
und (141)

(144) g = YR2sin*$¥ — s?cos? 9.
Nach §16 (123) sind diese Nor-
malrisse also Epizykloiden. In
der Fig.5a wird dieser Zusam-
menhang zwischen sphirischen
Boschungslinien und ebenen Rad-
linien in Auf- und Grundri} ver-
deutlicht. Der GrundriB ist da-
bei doppelt zu durchlaufen.

Wir wollen von den Bo-
schungslinien einer Kugel fol-
genden Satz erwihnen:

Denkt man sich mit dem be-
gleitenden Dreibein einer unebe-
nen Boschungslinie auf einer
Kugel eine Ebene fest verbun-
den, die zur Richtung e weder
parallel noch senkrecht ist, so
umbhiillt diese Ebene, wenn das
Dreibein ldngs seiner Kurve vor-
wiartsgleitet, ebenfalls eine Bo-
schungslinie, die auf einem
Drehellipsoid liegt, dessen Achse
zu e parallel ist und durch den
Mittelpunkt unserer Kugel hin-
durchgeht®.

Fig. 5a.

§ 20. Boschungslinien auf einem Drehparaboloid.

Als Normalri der Boschungslinien auf einem Drehparaboloid,
dessen Achse parallel zur festen Richtung e ist, auf eine Ebene senk-
recht zu e erhdlt man Kreisevolventen, ebene Kurven also, die ihre
Kriimmungsmittelpunkte auf einem Kreise haben.

Man kann das aus den Ergebnissen des letzten Abschnitts folgern,
wenn man den Raum in der Richtung e streckt und durch Grenziiber-
gang aus dem Ellipsoid, das aus der Kugel entstanden ist, ein Paraboloid
herleitet. Aber man kann die Behauptung auch unabhingig davon,
und zwar ohne jede Rechnung bestitigen.

1 Vgl. W. BLASCHKE: Bemerkungen iiber allgemeine Schraubenlinien. Monatsh.
f. Math. u. Phys. Bd. 19, S.188—204, bes. S. 198. 1908.
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Es habe unser Vektor e die Koordinaten 0, 0, 1, liege also auf der
x5-Achse. Die Gleichung des Paraboloids sei:

(145) 22+ 2% = 2cx,.

Eine Schmiegebene unsrer Boschungslinie schlieBt mit x; nach (129)
und (130) den Winkel ¢ ein, ihre Gleichung kann also, wenn wir sie
um x5 noch geeignet drehen, auf die Form

(146) x5 = %, ctg ¥ + konst.

gebracht werden. Thr Durchschnitt mit dem Paraboloid ist eine Ellipse,
die mit unserer Boschungslinie drei benachbarte Punkte gemein hat.
Der ,,Grundri“ dieser Ellipse auf x; = 0 ist eine neue Ellipse, die mit
dem Grundri3 der Boschungslinie wieder drei benachbarte Punkte ge-
mein hat. Man findet ihre Gleichung durch Eliminieren von x, aus
{145) und (146), ndmlich:

(147) %2 + 2% = 2¢x,; ctg & + konst.

Das ist aber offenbar ein Kreis, also der Schmiegkreis des Grundrisses
der Boschungslinie. Sein Mittelpunkt hat von der Drehachse (vom
Ursprung) die feste Entfernung ¢ ctg$. Somit ist der Ort der Kriim-
mungsmittelpunkte des Grundrisses unserer Béschungslinie tatsichlich
ein Kreis.

§ 21. Evoluten, Evolventen.

Die Kurven auf der Tangentenfliche einer Raumkurve g (s), die
die Tangenten senkrecht durchschneiden, nennt man Fadenevolventen.
Setzt man

(148) =1 —7r§,
so folgt
ag* , &
(149) T =A==
Also muB} sein
dr* '
(150) sl—d?=1—r=0.

Daraus folgt » = s + konst. Somit haben wir die gesuchten Evolventen

in der Parameterdarstellung

d

(151) p* = 7(5) — (s + konst.) ZE),
Anziehender ist die umgekehrte Aufgabe: zu (g*) riickwirts eine

. Evolute' (t) aufzusuchen. Vertauscht man die Bezeichnungen ¢* und g,

so handelt es sich darum, Normalen von (r) so anzuordnen, daf sie

Tangenten einer Kurve (¢*) werden. Setzen wir entsprechend

(152) =1+ &, + ués,
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so wird
w (= (e (44 e

Sollen die Vektoren g* — g und d¢*: ds linear abhingen, so mul} zu-
nichst
(154) =0

sein, d.h. die zum Punkt g gehorigen Evolutenpunkte ¢* liegen auf
der Kriimmungsachse (§ 13) von g. Ferner muB sein

’ U3 ’ 4
A u +_
(155) ¢Tr BTh \:0

e Ug \
oder

Q' ug —uze _ 1
(156) i =
Daraus folgt

d
(157) arctg £ = arctg 2 = [ .
3 3
Somit ist
ds

(158) uy = pctg f =3

Entsprechend der hier auftretenden Integrationskonstanten hiangen die
Evoluten

(159) §*=Z+Q{£2+§3Ctg< %‘s‘f‘c)}

noch von einer Konstanten ab. Der Winkel, unter den man zwer ver-
schiedene Evoluten von ¢ aus sieht, ist unverdnderlich. Insbesondere gilt
fiir ebene Kurven

(160) =1+ & +coé;.

Es gibt also erne einzige ebene Evolute (¢ = 0) esner ebenen Kurve. Die
tibrigen sind Bischungslinien, deven Tangenten gegen die Ebene von ()
feste Neigung haben.

§ 22. Isotrope Kurven.

Es ist, selbst wenn man nur geometrisch anschauliche Ergebnisse
herleiten will, doch zweckmiBig, gelegentlich auch imaginire Kurven
zu betrachten, also die Funktionen x; (¢} als komplexe analytische
Funktionen der komplexen Veridnderlichen ¢ = # 4 7v mit gemein-
samem Existenzgebiet vorauszusetzen. Fiir diese imaginiren Kurven,
die, wenn wir reelle ,,Dimensionen zihlen, Triger von zweifach unend-
lich vielen Punkten sind, da die Kurvenpunkte von zwei reellen Para-
metern #, v abhingen, ist die hier vorgetragene Theorie im groBen
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und ganzen anwendbar; nur treten gewisse Ausnahmefille auf. So ist
besonders der Fall moglich, da die Bogenlinge einer solchen Kurve
Null ist, ohne daB sich die Kurve auf einen Punkt zusammenzieht. Aus

(161) '2=x12 -+ 232+ x52=0

folgt ndmlich jetzt nicht mehr t" = 0. Die durch ¢'2 =0, ¢ 4+ 0 ge-
kennzeichneten imagindren Kurven pflegt man isotrope Kurven zu
nennen (oder auch , Minimalkurven®). Wir werden spiter sehen, daB
diese unanschaulichen imaginiren Kurven zur Herleitung einer sehr
anschaulichen reellen Flichenklasse verwendbar sind, nimlich zur Her-
leitung der ,Minimalflichen, in die sich ein Seifenhdutchen formt,
das lings eines geschlossenen (irgendwie gewundenen) Drahtes aus-
gespannt ist.

Aus 1'2=0 folgt 't =0,1't"" = — 1’2 und daher nach dem
Multiplikationssatz §2 (20)
0 0 —ye
(162)  @rEr—| 0 gt x| =— (@
P 2”2 * * 1

Ebenso gilt allgemeiner identisch fiir den beliebigen Vektor v

(163) (£'2" ) = — "% (x'0)%

Daraus folgt, daB (r'¢”’1'"’) oder, was wegen (162) dasselbe ist, ¢ 2
nur ‘dann identisch verschwinden kann, wenn g X ¢'" =0 ist. Da-
durch waren aber nach §6 die geraden Linien gekennzeichnet. Wir
wollen im folgenden diese geradlinigen, isotropen Linien, also die iso-
tropen Geraden ausschlieBen (r’? == 0). Bei Einfiihrung eines neuen
Parameters p auf unsrer Kurve ergibt sich

&'t’v), (dp Tt
(164 . @) =@,
Wollen wir also den neuen Parameter p so wihlen, daB
(165) "), =— (&'0),
wird, so brauchen wir nur
32 @Exn).
(166) b= f @,

zu setzen, wo v einen beliebigen konstanten Vektor bedeutet. Dadurch
ist dieser natiirliche Parameter $, der zuerst von E. VESSIOT und dann
insbesondere von E. STUDY eingefithrt worden ist!, dhnlich wie frither
die Bogenlinge durch eine (zweiwertige) Quadratwurzel erklirt.

1 E. Vesstor: Comptes Rendus Bd. 140, S.1381—1384. 1905; E. Stupvy:
Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 10,
S.1—49. 1909. In dieser Arbeit werden die imaginiren Kurven systematisch
studiert.
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Fiir ¢ = p wird nach (165)

(167) Xt =—¢

und nach (163)

(168) rr=—1.

Ferner ist nach (167)

(169) (zlzllglll) _— E’g”’: E’Iz: S 1.

Wir wollen zeigen, daB sich die Kriimmung des Normalrisses unsrer
isotropen Kurve auf eine Ebene berechnen liBt, wenn der Einheits-
vektor e der Normalen auf diese Ebene gegeben ist. Geht die Ebene
etwa durch den Ursprung, so gilt fiir den Normalrif 1 eines Kurven-
punktes ¢

h =z —(eye,
(170) . y =1 —(er)e,
t)” — z/l — (e E//) e.
Daraus folgt unter Verwendung der Formeln (161), (168)
= —(er)?,
(1m) y'p” = —(ex) (ex"),
Y= —1— 3.
Nach (80) in § 10 ergibt sich somit fiir die Kriimmung von (y)

1 ppr—'ynr 1
(172) et LR N CTEE
oder nach willkiirlicher Entscheidung iiber ein Vorzeichen
(173) Jie=ev, =—1

eine Formel, die eine geometrische Deutung des Vektors g’ enthilt.
Z. B. bekommen wir daraus fir die Kriimmungsradien der Normal-
risse auf die Koordinatenebenen

(174) View =%,
und somit
(175) 01+ 0+ 03=0.

In Worten: Die Kriimmungshalbmesser der Normalrisse einer isotropen
Kurve auf drei paarweise semkvechte Ebenen in zugehirigen Pumkien
haben bei geeigneter Vorzeichenwahl verschwindende Summe?.

§ 23. Integrallose Darstellung der isotropen Kurven.

Man kann alle krummen isotropen Linien, also die Losungen der
Differentialgleichung t’2 = 0 mittels einer willkiirlichen analytischen

1 'W. BrasceHKE: Arch. Math. Phys. Bd. 14, $. 355. 1909. Aufgabe 256.
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Funktion und deren Ableitungen darstellen. In der Tat! Fiir die
Schmiegebene einer nicht geradlinigen isotropen Linie ist nach (167)

(176) -z )=—@0O—r1)=0.

Der Vektor i’, der die Stellung der Ebene festlegt, geniigt aber der
Gleichung r'2=0. Gehen wir umgekehrt von einer Schar solcher
»isotroper” Ebenen aus, die nicht parallel laufen, so konnen wir sie
mittels eines Parameters ¢ so ansetzen:

(177) Q—=B)y +3 1+ By, — 2y, =20/ |,

wo 42 = — 1 und f eine analytische Funktion bedeutet. Leitet man
die Gleichung bei festem 1 zweimal nach ¢ ab, so findet man durch
Auflésung fiir die umhiillte Linie die gewiinschte Darstellung

. , l—t ’
m=i(f—tf—=—5-1"),
1 '
(178) Xy — (f— tp 4 12 —H ]u>
Xy = —1(f'— tf”)-
Es folgt daraus:
(179) ?j} — l_t f/n % — 1 +t f’” % — 1/tf’”

dt

also ist wegen 1’2 = 0 die Kurve (178) wirklich isotrop. Man hat nur
vorauszusetzen, daB f’' nicht identisch verschwindet. Fiir den ,,natiir-
lichen‘“ Parameter $ von VEssIOT und STUDY ergibt sich

(180) p=[ V@ as.

Auch kann man leicht aus der Parameterdarstellung (178) die Ergeb-
nisse vom SchluB3 des vorigen Abschnitts bestitigen.

§ 24. Aufgaben und Lehrsitze.

Zunachst eine Aufgabe zu dem in der Einleitung erlduterten Rechnen mit
Vektoren:

1. Man weise die Identitdt nach:
(@axb,exd, exf)=(a,b,d)(c,e,f)—(a,b,¢) (D, e, ).

Weiter bringen wir einige Mitteilungen dber gewundene Linien.

2. Die Schmiegebene. In einem Kurvenpunkte fmit 1:0#0 und 1:750
ist die Schmiegebene jene Ebene durch die Tangente in g, die die Kurve in { zer-
schneidet.

8. Ein Satz von BELTRAMI. Die Tangentenflache einer Raumkurve schneidet
die Schmiegebene in einem Punkte y der Kurve in einer ebenen Kurve, deren
Kriimmungshalbmesser in g gleich 4:3 des Kriimmungshalbmessers der Raum-
kurve in g ist. E. BELTRAMI: Opere I, S. 261. 1865.
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4. Man weise mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung die Exi-
stenz der Schmiegebene auch fiir den Fall nach, daB fiir die Funktionen ; (f)
der Raumkurve nur vorausgesetzt wird, daBl sie in einem Intervall ¢ <t <b
mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sind, und daB in diesem
Intervall ¥’ X /= 0 ist.

5. Rektifizierende Ebene. Die Ebene durch einen Kurvenpunkt senkrecht zu
£, pflegt man rektifizierende Ebene zu nennen. Die rektifizierenden Ebenen einer
Kurve () umbhiillen im allgemeinen die Tangentenfliche einer Kurve (T). Man
findet

1
§=E—17(151+53), A=

QU

(181) o (%) A& +&).

Somit gehen die rektifizierenden Ebenen alle durch einen festen Punkt, wenn
A’ = 0 oder

(182) %:as—}—b

ist (A. ENNEPER). Man kann diesen Sachverhalt durch eine spiter (§ 69) einzu-
filhrende Ausdrucksweise auch so kennzeichnen, daBl man sagt: Die Kurven mit
A = 0 sind geodatische Linien auf Kegelflichen. Insbesondere kommen wir fiir
a = 0 auf die Boschungslinien zuriick.

6. Die RiccaTtische Gleichung der Kurventheorie. Die Bestimmung der Kurven,
die zu gegebenen natiirlichen Gleichungen g (s), 7 (s) gehéren, hangt von der In-
tegration einer einzigen RiccaTischen Differentialgleichung ab. (Vgl. etwa
G. ScHEFFERs: Einfithrung in die Theorie der Kurven, S. 215. Leipzig:
Veit u. Co. 1901.)

7. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Béschungslinien. Das Verschwinden
der Determinante (g’’t”’¢’¥), wobei die Ableitungen nach der Bogenldnge zu
nehmen sind, ist fiir die Béschungslinien kennzeichnend. A.R. ForsytH: Diffe-
rential Geometry, S.28. Cambridge 1912.

8. Boschungslinién eines parabolischen Zylinders. Die Boschungslinien eines
parabolischen Zylinders, die mit der durch eine Erzeugende gehenden Symmetrie-
ebene des Zylinders feste Winkel bilden, haben als Normalri8 auf die Symmetrie-
ebene gemeine Radlinien, die von einem Umfangspunkt eines auf einer Geraden
rollenden Kreises beschrieben werden.

9. Uber Béschungslinien auf Drehflichen zweiter Ordnung. Betrachten wir
auf einer Drehflache zweiter Ordnung eine Boschungslinie, die mit der Drehachse
einen festen Winkel bildet! Die Kurve ihrer Kriimmungsmittelpunkte liegt auf
einer koaxialen Drehfliche zweiter Ordnung und hat als Normalri8 auf eine zur
Drehachse senkrechte Ebene eine Radlinie, die beim Abrollen zweier — nicht not-
wendig reeller — Kreise entsteht. W. BLASCHKE: Monatsh. Math. Phys. Bd. 19,
S. 201. 1908.

10. Kurven fester-Windung. Jede Kurve mit der festen Windung 1:7 146t
sich in der Form darstellen:

4
(183) t=1[&xdE,
0

wo & = & (f) einen Einheitsvektor bedeutet.

11. Konstruktion des Berithrungspunktes. Zwei Punkte p, q durchlaufen zwei
raumliche Kurven P und £, unabhingig voneinander; die Symmetrieebene (€
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von p und q umhiillt dann im allgemeinen eine Fliche . Die Ebene in p senkrecht
zu P, die Ebene in q senkrecht zu £ schneiden sich mit € in der Regel im Be-
rithrungspunkt von € mit §. Vgl. G. DARBOUX : Surfaces Bd. 1, S. 123—126. 1887.

12. Ein Satz von HALPHEN iiber riumliche Kraftfelder. Sind alle Bahnkurven,
die unter Einwirkung eines unverdnderlichen Kraftfeldes bei beliebigen Anfangs-
bedingungen zustande kommen, eben, so gehen alle Krifte des Feldes durch den-
selben festen Punkt. G.H. HarpHEN: Comptes Rendus, Paris 1877, S. 939 und
G. DarBoUX in DESPEYRoOUS: Cours de Mécanique I, S. 433. Paris 1884.

Es folgen einige Satze iiber imagindre Kurven.

13. Die Parabel als logarithmische Spirale. Die beiden uneigentlichen Punkte
einer Ebene, in denen sich alle Kreise der Ebene durchschneiden, werden als ,,ab-
solute Punkte* der Ebene bezeichnet. Eine (notwendig imaginire) Parabel der
Ebene, die einen der absoluten Punkte enthilt, hat die Eigenschaft: alle Geraden
durch den eigentlichen Punkt der Parabel, dessen Tangente durch den andern
absoluten Punkt geht, schneiden die Parabel unter demselben Winkel.

14. Kurven von STuDY. Neben den isotropen Kurven entziehen sich auch noch
die Linien in isotropen Ebenen der vorgetragenen Kurventheorie. Diese Kurven
hat zuerst E. STupy untersucht: Am. Trans. Bd. 10, S.25—32. 1909.

15. Zusammenhang zwischen isotropen Kurven und Kurven fester Windung.
Tragt man auf den Binormalen einer Kurve der festen Windung Eins die Strecke
i (¢2 = — 1) ab, so beschreibt ihr Endpunkt eine isotrope Kurve. Die Bogenlange
der urspriinglichen Kurve kann gleich dem entsprechenden Wert des natiirlichen
Parameters p der isotropen Kurve gesetzt werden. E. Stupy: Am. J. Math.
Bd. 32, S.264—278. 1910.

16. Isotrope Kurven als Orte von Kriimmungsmittelpunkten. Die Krimmungs-
mittelpunkte einer gewundenen Linie auf einem isotropen Kegel liegen auf einer
isotropen Kurve. Man kann umgekehrt eine krumme isotrope Linie vorschreiben
und dazu auf einem gegebenen isotropen Kegel eine Linie finden, die die erste
als Ort der Kriimmungsmittelpunkte hat. E. Stupy: Am. J. Bd. 32, S. 257—263.
1910.

17. Eine Invariante isotroper Kurven. Unter Verwendung des natirlichen
Parameters p von §22 tritt an Stelle der Formeln von FRENET bei isotropen
Kurven die folgende:

(184) V=3 Fy + Fy”.

Darin bedeutet F (p) die Differentialinvariante niedrigster Ordnung unsrer Kurve,
namlich

4 —5f
(185) F=y"2 = ,ﬂi__f‘*_

473 ’

wo rechts die Ableitungen der in § 23 verwendeten Funktion f einzusetzen sind.
Vgl. E. Stupy: Am. Trans. Bd. 10, S. 1—49. 1909.

Dann einige Ergebnisse iiber Kurven im grofen.

18. Kurven konstanter Breite. Haben je zwei parallele Tangenten einer Eilinie
den festen Abstand b, so hat die Eilinie den Umfang #b. E. BARBIER: Liouvilles J.
(2) Bd. 5, S.273—286. 1860.

19. Ein Satz von L. BERWALD iiber Eilinien. Die Mindestzahl der Punkte mit
fiinfpunktig beriihrender logarithmischer Schmiegspirale auf einer Eilinie ist vier.
Bei einer Ellipse sind es die Endpunkte der zu den Achsen symmetrischen, kon-
jugierten Durchmesser.
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20. Uber die Scheitel einer Eilinie. Hat eine Eilinie mit einem Kreise 2 # Punkte
gemein, so hat sie mindestens 2 » Scheitel. W. BLascHKE: Kreis und Kugel, S. 161.
Leipzig 1916.

21. Die Eilinien mit genau vier Scheiteln haben die kennzeichnende Eigen-
schaft, von jedem Kreis in héchstens vier Punkten getroffen zu werden.

22. Formeln von CROFTON iiber Eilinien. Es sei € eine Eilinie; (#;, x5) ein duBerer
Punkt; L ihr Umfang; ¢, #, die Langen der Tangentenstrecken von (¥;, #,) aus
an €; g, 0, die Kriimmungshalbmesser von € in den zugehorigen Beriihrungs-
punkten und o der Winkel der beiden Tangenten. Dann ist

(186) 2n? ffSIHdel dxy, L2= 2ffsmocel 92’“’1 dxy,

wenn die Integration iiber das AuBere von € erstreckt wird. M. W. CROFTON:
Phil. Trans. Bd. 158. 1868; H. LEBEsGUE: Nouv. Ann. (4) Bd. 12, S.495. 1912.

23. Ein Satz von JAcoBI. Das Hauptnormalenbild einer geschlossenen Kurve
begrenzt auf der Einheitskugel zwei flachengleiche Teile. C. G. J. Jacosi: Werke
Bd. 7, S.39. 1842.

24. Uber geschlossene Kurven. Eine geschlossene reguldre raumliche Kurve
ohne mehrfache Punkte habe die Eigenschaft, daB durch jeden ihrer Punkte eine
Ebene geht, die die Kurve sonst nirgends trifft. Dann hat die Kurve mindestens
vier Punkte mit stationiren Schmiegebenen. (C. CARATHEODORY).

25. Uber geschlossene Kurven auf der Kugel. Auf einer Kugel liege eine ge-
schlossene, durchweg reguldre Kurve ohne mehrfache Punkte, die hochstens zwei
Schmiegebenen durch den Kugelmittelpunkt schickt. Diese Kurve liegt dann ganz
auf einer Halbkugel.

Es sei schlieBlich noch darauf hingewiesen, daf wir im 3. Kapitel
in der Theorie der Streifen und ferner im 9. Kapitel, §§ 121, 122 neuer-
dings auf die Theorie der Raumkurven unter einem allgemeineren Ge-
sichtspunkt zuriickkommen werden.

Blaschke, Differentialgeometrie. I. 3. Aufl. 4



2. Kapitel.
Extreme bei Kurven.

§ 25. Die erste Variation der Bogenlidnge.

Wir wollen jetzt weitere Fragen der Kurventheorie behandeln, in-
dem wir die Methoden der Variationsrechnung heranziehen. Diese Me-
thoden werden fiir spitere Entwicklungen (§§ 37 und 69) wichtig werden.
Es sei 1 (s) eine ebene oder rdumliche Kurve. Wir leiten daraus eine
zweite (t) her durch den Ansatz:

D t=rt+tub+vi+wé=r+,

wobei die &, (s) die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins von ()
und #, v, w Funktionen von s bedeuten, die noch einen Parameter &
enthalten:

(2) u=cu(s), v=cov(s), w=cw(s), p=c¢ejh(s).
Riickt ¢ — 0, so riickt die Nachbarkurve () gegen (r). Wir wollen die
Linge der Nachbarkurve

®) s= 17

nach Potenzen von ¢ entwickeln. Diese Entwicklung wird die Form
haben
4) s=854+0s+ -,
wenn mit ds das in ¢ lineare Glied bezeichnet wird:
(5) 8s = elim———.
>0

Man nennt ds die ,,erste Variation” der Bogenlinge. Dieses Js soll zu-
nichst berechnet werden.

Zur Abkiirzung fiir Kriimmung und Windung von (r) fithren wir
die Bezeichnungen ein

(6) ==, 0=

wodurch die FRENET-Formeln (§9) die Gestalt annehmen

(M & = né,, o= —uné& + o0&, &= —06,.

Aus (1), (2) und (7) folgt:

(Ta) ' =¢f) =@ —xv)& + @V +xu—ocw)é, + (@ + 0v)&;.
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Aus (1) folgt nun durch Ableitung nach der Bogenlinge s von (x)

®) F=1v+y.
Daraus ist das innere Quadrat
9) vi=t 2y

wobei die weggelassenen Glieder in & von zweiter Ordnung sind.
Weiter folgt

d_ r!
(10) =1ty

und durch Integration und Integration nach Teilen mittels (7a) und
U =¢

(11) §=s+fg’t)’ds+---=s+[u]§f—fx'vds+---.

Somit ist endlich

12) 8s = [u) — [ xvds.

Hieraus kann man eine Reihe von Folgerungen ziehen. Da in s
zwar %, v, aber nicht w vorkommt, so sieht man: Die Binormalen einer
Rawmkurve sind dadurch gekennzeichnet, daf bei beliebiger umendlich
kleiner Verriickung der Kurve in Richtung der Binormalen die Bogen-
linge stationdr bletbt. Ferner: haben (r) und (r) die Randpunkte gemein
[# (s;) =0, u(s,) =0], so wird

(13) 0s = ——fxvds.

v = ¢ sind die unendlich kleinen auf der Hauptnormalen von (t) ab-
getragenen Komponenten von t — g = dg. Wir wollen fiir v auch d#
schreiben, also

(14) 8s=— [x-0n-ds.
S1
Diese Formel werden wir spiter (6. Kapitel) verwerten.

§ 26. Variationsprobleme von J. RADON.

Jetzt soll ermittelt werden, wie sich die Kriimmung % beim Uber-
gang von (g) zur Nachbarkurve () dndert.

Aus ¢ =1 + i) folgt:
(15) ETarey

'=x& + ey’
Nach §10 (80) ist die Kriimmung % = 1: ¢ von ()
-',ETZE //2_____ (gl Z,r/)z
7o)

7 =

4%
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Nach (15) beginnt die Entwicklung von (r't”) mit Gliedern in ¢. LiGt
man die in ¢ quadratischen Glieder weg, so wird also

(16) A L

=73

Somit hat man nach (15)
x=n+el(6h") — 2% YN+

Es ist also fiir die Variation

. x—x
0x = &-lim
e>»0

&
anzusetzen:

(17) O =c[(&9") — 22 (& p)].2

Nach (1), (2), (7a) und der sich mittels (7a) leicht ergebenden Linear-
kombination von §)”’ aus den Grundvektoren erhilt man daraus:

(18) 5%=x2v—xu’+-j—s(v’+xu——aw)——(w’+ ov)o.

Es sei nun nach J. RADON ein ,,Variationsproblem™ von folgender
Art vorgelegt. Man soll zwei gegebene Punkte des Raumes durch eine
Kurve g miteinander verbinden, lings derer das Integral

(19) J=J¢)-ds

einen extremen Wert bekommt. Dabei sei ¢ eine vorgegebene Funk-
tion. Gehen wir dann Zu einer Nachbarkurve (t) mit denselben Rand-
punkten iiber, so muf} jedenfalls die ,,erste Variation von [, das sind
wieder die in ¢ linearen Glieder der Reihenentwicklung von J nach
Potenzen von e, verschwinden.

Wir wollen der Einfachheit halber die Variation (1) so vornehmen,
daB # =0 ist. Wir gehen also von den einzelnen Punkten der ur-
spriinglichen Kurve zu den entsprechenden Punkten der variierten
Kurve immer durch Antragen von solchen Vektoren f) iiber, die zur
Kurventangente senkrecht sind. Diese Einschrinkung ist offenbar des-
halb ganz unwesentlich, weil man, wenigstens wenn die Enden unserer
Kurve festbleiben, zu jeder variierten Kurve durch eine solche ,,zur
Kurve senkrechte Variation gelangen kann. Wegen (10) haben wir
jetzt ds = (1— »v) ds. Es wird

(20) T=[o@ds=[@+ 6x)-(1 —nv)ds +---.

Also ist

(21) 6]:f<p’6xds—fqmvds.

Fiir d» setze man aus (18) mit # =0 den Wert ein und forme den

Ausdruck durch Integration nach Teilen um unter Beachtung der

1 Vgl. zu dieser Formel auch die Arbeit von G. HAMEL: Sitzgsber. Berl. Math.
Ges. Bd. 16, S. 5. 1917.
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festen Randpunkte. Dabei wollen wir annehmen, daBB am Rand nicht

nur v und w, sondern auch noch v” verschwinden soll. So erhilt man
,, drg o’ d,

(22) 6]=fds [{(xz——az) ¢+ d:; —x <p}v+{a df + (09 )}w} .

Soll nun 8F bei beliebiger Wahl der Verriickungen v(s), w(s), die nur

verschwindende Randwerte zu haben brauchen, gleich Null sein, so
miissen die Bedingungen erfiillt sein:

(25)

Die zweite Differentialgleichung, die fiir ebene Kurven (¢ = 0) von
selbst erfiillt ist, 14Bt sich integrieren. Es ist

d¢’ ,do
205, 95 =0
do do’
T+2 ‘p/ —OJ
c
(26) 0=7

Damit ist die Windung der ,,Exfremalen’’ unseres Variationsproblems
bestimmt. Als Extremalen bezeichnet man die Kurven, fiir die 6 ] = 0
ist, fiir die also die Differentialgleichungen (25) gelten.

§ 27. Bestimmung der Extremalen unserer
Variationsprobleme.
Rapon hat bemerkt, daB man die gefundenen Differentialgleichungen

., a dx .
zusammen mit —— ¢ = @’'—— so schreiben kann:

d / _ dg’
LHY =)=+ n—-,
d (de’ , c
(27) Glar)=—rg —9)+ o,
d /¢ _ de’
d‘:(;?)-—'—‘(f ds °

Diese drei linearen, homogenen Differentialgleichungen haben wie die
FRENET-Formeln (§ 16) eine schiefsymmetrische Matrix. Also gilt

e —or s G4 ()=
und
(28) ' — o+ () + (&)=
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Hier kann man » als unabhingige Verdnderliche nehmen und ds: dx
als Funktion von # berechnen. Somit ist die Differentialgleichung (28)
durch eine einzige Integration (,,Quadratur®) losbar, also auch um-
gekehrt x als Funktion von s zu bestimmen. Da nach (26) o (s) bekannt
ist, so sind damit die natiirlichen Gleichungen der Extremalen ermittelt.

Aber noch mehr: Die Formeln (27) haben nicht nur die schief-
symmetrische Gestalt der FRENET-Formeln, sie sind sogar, wenn man
fiir %, o wieder 1: ¢, 1: 7 schreibt, mit den FRENET-Formeln identisch.
Deshalb und wegen (28) kann man das Achsenkreuz so wihlen, da8

/- 1d 1
(29) ba="F70 Em=pgh =g
wird. Daraus ergibt sich dann
(30) Py 299
Ferner ist

dx\2 dx,\2 dx.\2
2 (e (=1 (5
Nach (30) und (28) kann man dafiir auch schreiben:

driye (dragp_ 1 | <Y
) G+ @ ==+ &)
Aus
51 X 52 = 53

oder

d a2
e X ga =
folgt nach (29)

dxy d?x, dxy 0tz £ = c
ds dst  ds ds % BTG g

Nach (32) ist daraus

dz, d*xy dx, d¥x

ds ds? ds ds? _ L * L
@@ GG

und durch Integration

dx dx xds
(33) arctg{( 2) <d:>}—-acJ‘ rdene
P )
Jetzt sind die Ableitungen von x, (s) und #, (s) aus den Gleichungen
(32) und (33) zu ermitteln und daraus diese Funktionen selbst durch
Integration.
Damit ist das Ergebnis von Rapon gefunden:
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Die Extremalen der Variationsprobleme
(34) 8@ (x)-ds=0

stnd durch Quadraturen auffindbar.
Betrachten wir den besonderen Fall

(35) ¢ () =%,
so wird nach (26)
(36) oc=4cx.

Das heiBt nach §18: die Extremalen sind Bgschungslinien. Umgekehrt
folgt aus (26), daB das Variationsproblem (35) unter denen von der Ge-
stalt (34) im wesentlichen das einzige ist, dessen Extremalen Boschungs-
linien sind.

Aus (28) erhalt man fiir x

1
(37) fe=——
4a2s2 + 1 —z‘llgca

Die Tangenten der Boschungslinien schlieBen nach §18 mit einer
festen Richtung e einen festen Winkel & ein, und zwar ist nach (36)
und nach §18 (132)

(38) 4c=ctgd.

Fiir Bogenlinge und Kriimmung des Normalrisses unserer Béschungs-
linie auf eine zu e senkrechte Ebene haben wir nach §18 (139), (141)
s=ssin?d, %= xsin2.

Somit ergibt sich fiir diesen NormalriB die natiirliche Gleichung

(39) %= !

1+16c °

44252 4 sin2 . ypC I

Diese Kurven bezeichnet man als ,,Kettenlinien®.

§ 28. Die Isoperimetrie des Kreises.

Unter allen geschlossenen Kurven desselben Umfangs in der Ebene
soll die ermittelt werden, die den gréBten Flicheninhalt umschlieft.
Das ist die klassische ,,isoperimetrische’* Aufgabe. Beim Ubergang von
einer geschlossenen zur benachbarten Kurve findet man fiir die Ande-
rung des Umfangs L wegen der Periodizitdt der Verriickung v nach (12)

(40) 0L = — ¢ xvds.

Die Anderung des Flicheninhalts ist offenbar der Streifen, der von
den benachbarten Kurven begrenzt wird.

(41) 0F = — $vds,
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vorausgesetzt, daB man iiber das Vorzeichen von F geeignete Fest-

setzungen trifft. Soll nun die geschlossene Kurve, lings der integriert

wird, unsere Aufgabe 16sen, so muB fiir jede Funktion v (s) mit der

Periode L, fiir die L = 0 ist, von selbst auch 6F = 0 sein. Dafiir ist
= konst. hinreichend.

DaB diese Bedingung auch notwendig ist, erkennt man etwa so.
Hitte die Funktion x (s), die wir als stetig annehmen wollen, auf der
Strecke 0 < s << L an zwei Stellen s,, s, zwei verschiedene Werte »,, #,,
so konnte man die Funktion v (s) in der in der Fig. 6 gezeichneten Art
wihlen, so daf

$vds nahezu = é(hy + Ay),

$xvds nahezu = 0 (hys, -+ hy )
wird. Ist also #; = x,, so kann man 4,, 4, so wahlen, da8 6L = 0 und
v 5 0F = 0 wird, entgegen der Vor-
A ‘ g aussetzung.

<0

¥ Wer wegen der nicht analy-
tischen Wahl von v (s) in Fig. 6
{Zz Bedenken hat, kann sich leicht
: eine analytische, etwas verwickel-
tere Funktion herstellen, die das-
selbe leistet.

Gibt es also unter ,,allen“ geschlossenen Kurven der Ebene mit
vorgegebenem Umfang eine mit gréBtem Flacheninhalt, so muf} fir
sie % = konst., d. h. die Kurve muB} ein Kreis sein'. Hier bleibt also
eine Existenzfrage offen. Ferner kann man den isoperimetrischen
Satz noch in sehr verschiedenem Umfang beweisen, je nach den Vor-
aussetzungen, die man iber die zur Auswahl zugelassenen Kurven
macht?.

....O..
Fig. 6.

§ 29. Beweis von CRONE und FROBENIUS®.

Wenn die Kreislinie wirklich die isoperimetrische Eigenschaft hat,
so kann man diese Tatsache folgendermaBen fassen. Zwischen Flichen-
inhalt F uwnd Umjfang L eines Kreises besteht die Beziehung

(42a) L2—4aF =0
und fiir jede andere geschlossene ebene Kurve ist
(42Db) L2 —4nF >0.

1 Es ist namlich der Krimmungsmittelpunkt in diesem Falle ein fester Punkt:
a a
,;;(”1—9"'2)=0' E(x2+gx’1)=0nach§12 (89).

2 Unter recht allgemeinen Voraussetzungen findet man den Beweis in dem
Biichlein des Verfassers ,,Kreis und Kugel“ (Leipzig 1916) gefiihrt. Dort finden
sich auch Literaturangaben.

3 CroNE, C.: Nyt Tidskrift f. Math. Bd. 4 XV, S. 73—75. 1904 ; FrRoOBENIUS, G.:
Uber den gemischten Flicheninhalt zweier Ovale. Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss,,

Physik. math. KIl. (1), S.387—404. Berlin 1915.
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Fiir diesen Satz soll hier ein sehr einfacher Beweis vorgetragen
werden, den man CRONE und FROBENIUS verdankt, bei dem aber zur
Auswahl nur Eilinien zugelassen werden.

Es sei € eine nach links herum umlaufene Eilinie, €, die duflere
Parallelkurve im Abstand p, deren Tangenten also von den gleich-
sinnig parallelen Tangenten an € den festen Abstand p haben. Offen-

bar ist €, wieder eine Eiliniel. Es sei ferner €* der nach links um-
fahrene Einheitskreis; ® ein Dreieck von Tangenten an &, dessen
Fliche € enthilt, ®, und ®* die gleichsinnig parallelen Tangenten-
dreiecke an €, und €*. Ferner sei ¢ die Lange der Strecke auf einer
Tangente an € gemessen vom Berithrungspunkt im positiven Sinn
der Tangente bis zum Austrittspunkt aus ®; ¢, und ¢* die entsprechen-
den Strecken auf den gleichsinnig parallelen Tangenten; ¢ ihr Winkel
mit einer festen Richtung; D, D,, D* die Flicheninhalte von ®, ®,, T*
und F, F,, F* = 5 die Flicheninhalte von €, €,, €*; endlich » der
Halbmesser des dem Dreieck ® einbeschriebenen Kreises (vgl. die Fig. 7).

1 Die Beziehungen zwischen der Eilinie § und der Parallelkurve €, kann man
sich etwa so deutlich machen. Es sei in der Bezeichnung von § 12 (88a)

#ysind — xycos A=k (A)

die Gleichung der Tangente an § mit der Richtung A. Dann findet man fiir den
Kriimmungshalbmesser ¢ von €

o=h(h)+ 4 (1),

so daB sich die Konvexitit von  dadurch ausdriickt, daB % (4) die Periode 2 7
hat und & 4 A > 0 ist. Dann gilt aber fiir eine Parallelkurve €,

0 =1+ h+H",

und somit folgt aus @ >0, p > 0 auch ¢, = p + ¢ > 0. Darin ist wegen der
Periodizitat von p + & (4) die Konvexitit von €, enthalten.
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Dann ist
Ly (@) =1t (@) + 22* (),
+ 7
Fn:Dﬂ'—%ft;d(Pr
+
(43) Fp=(p+mD*— L [(t+pt*)2de.

Andrerseits gilt fiir den Fldcheninhalt der Parallelkurve
(44) F,=F+pL + p2F*,

wo L den Umfang von € bedeutet. Das kann man etwa so einsehen.
Setzt man auf jedes Bogenelement ds von € ein unendlich schmales
Trapez auf, von dem zwei Seiten in die Normalen an € fallen und die
Linge p haben, so hat dieses die Fliche

p(ds+3pdy)

und daher ist wirklich
F,—F=§p(ds+3pdp)=pL+ p*nm.
Da das in p quadratische Polynom F, fiir » = 0 positiv und fiir

p + 7 = 0 nach (43) =< 0 ist, so sind die Wurzeln der Gleichung ), = 0
in $ sicher reell, also ist nach (44)

(45) L2 —47F =0,
was zu beweisen war.

Es bleibt nur noch der Einzigkeitsbeweis zu fithren, das heift zu
zeigen, daB in (45) das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis gilt.

Soll fir das quadratische Polynom F, die ,Diskriminante
L% — 47F = 0 sein, so darf F, sein Vorzeichen nicht wechseln. Da
F, fir p = 0 positiv ist, darf F, fiir p = — 7 nicht < 0 sein. Somit
muB in (43) fir p = — » das Integral verschwinden, also ¢: t* =7
= konst. sein. Andert man eine Seite des Dreiecks ® ab, so bleibt
fir gewisse Richtungen (ndmlich fiir solche Tangenten, deren End-
punkte auf einer anderen Dreieckseite liegen) das Verhiltnis ¢: #* und
damit 7 ungedndert. Somit haben alle unserer Eilinie € umschriebenen
Dreiecke denselben Inkreishalbmesser. Daraus folgt aber sofort, da €
ein Kreis ist. Hilt man nimlich zwei Tangenten fest, so bleibt der
Inkreis fest, die dritte umhiillt also diesen Kreis.

Der Beweis in der vorgetragenen Form ist dann ohne weiteres
richtig, wenn die zur Auswahl zugelassenen Eilinien € keine Ecken
und keine geradlinigen Strecken enthalten. Er 148t sich aber auch leicht
auf beliebige Eilinien ausdehnen?.

1 Eine adhnliche Beweisfithrung bei H. LIEBMANN: Math. Z. Bd. 4, S. 288—294.
1919.
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§ 80. Ein Beweis von A. HURWITZ.

Wir werden spiter den isoperimetrischen Satz unter ziemlich all-
gemeinen Voraussetzungen iiber die zulissigen Vergleichskurven an-
zuwenden haben. Wir wollen deshalb hier noch einen zweiten rech-
nerischen Beweis andeuten, der sich einiger Sitze {iber trigonometrische
Reihen bedient, und der die erstrebte Allgemeingiiltigkeit hat. Es sei

% =%(s), H=%(); O=s=1L

eine stetige geschlossene Kurve, von der wir nur noch anzunehmen
brauchen, daB sie eine Bogenlidnge s besitzt, d. h. daB sie ,,streckbar'
oder ,rektifizierbar‘‘ ist. Wir fithren an Stelle von s den proportio-
nalen Parameter # ein durch die Formel

u—zns
L

und entwickeln x; und %, in trigonometrische Reihen nach u:

%, = 3 a, +Z°’°(a,ccosku + agsinku),
(46) B
Xy =30y + %}(bkcosku—i— bisinku).

Wenn die Kurve streckbar ist, sind nach H. LEBESGUE die Funktionen
%, (s), %, (s) im wesentlichen differenzierbar und die FOURIER-Reihen
der Ableitungen lauten:

dxy

L~ Sk(agcosku — apsinku),
du T

(47) iz "
2~ Sk(bicosku — bysinku).

1

Wihrend die Reihen (46) wegen der Voraussetzungen iiber unsere
Kurve stets konvergieren und die Funktionen darstellen, braucht das-
selbe fiir die Reihen (47) nicht mehr zuzutreffen.

Nun ist
dx\2 dxg\2
(o) + (@) =1
Daraus folgt fiir die Differentiation nach dem Parameter «

(e ()= ()
+x

“ J G+ (w2l

-7

und somit
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Ist nun
f (%) N%’ + (o cosku + ofsin ku)
1

die FouriER-Reihe einer Funktion, deren Quadrat [/ (#)]?2 im Sinne
von LEBESGUE integrierbar ist, so gilt die ,,Vollstindigkeitsbezichung'
fiir das FouriErR-Orthogonalsystem

1 ' hat
«9) L1 wpan= o3 + St + it
Ein wenig allgemeiner: Aus

) ~%a,+ é’c(akcosku + of sin ku),

() ~ %8, + 1é’c(ﬂkcoslm + B sin k u)
folgt

+x

60 i g du=tayfot Suep+ ok i)

Somit ergibt sich aus (48), wenn man die Reihenentwicklungen (47)
einsetzt, nach (49)

(51) nlzo'alﬁ(ai—[—a —{—bk+b)—2n(L>2.

Erklirt man anderseits den Fliacheninhalt unserer Kurve durch das
Randintegral

(52) F= fxl 4,

so erhilt man durch Einsetzen der Reihen (46), (47) wegen (50)
(53) p %";k (@ybh — aj b)) = F.

Aus den gefundenen Formeln (51), (53) folgt aber
2o — 2F = S{(kay — W)+ (kas + b)f + (8 — 1) (0 + 5

Darin ist aber offenbar die isoperimetrische Ungleichheit
L2 —4aF =0
enthalten. Man erkennt, daB das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn
ai+b=0, a—0b =0,

a, = aj, = b, = b = 0; k=2,3,..
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Dann haben die Entwicklungen (46) die Form
% =3%ay+ aycosu + ajsinu,
%y =Lby — ajcosu + a;sinu
und stellen einen Kreis dar. Damit ist ganz allgemein gezeigt:

Besi allen geschlossenen, streckbaren ebenen Kurven gilt zwischen Um-
fang L und dem durch (52) erklirten Flicheninhalt F die Beziehung
L2 —4xaF = 0. Es ist nur dann L* — 4 aF = 0, wenn die Kurve ein
Kreis ist.

Der vorgetragene Beweis stammt von A. HURWITZ aus dem Jahre
1902. Wegen der benutzten Hilfsmittel aus der Theorie der trigono-

metrischen Reihen vergleiche man ein neueres Lehrbuch iiber diesen
Gegenstand?.

§ 31. Sitze iiber Raumkurven fester Kriimmung?®.

Wir wollen den folgenden Satz beweisen:

Satz Ia: Ein ebener Kurvenbogen bilde mit seiner Sehne die Begren-
zung eines komvexen Beveiches. Dann wird bei jeder Verwindung, d. h.
bei jeder Transformation der Kurve unter Evhaltung der Bogenlingen und
Kriimmungen die Sehne linger. Mit anderen Worten: Bezeichnet I die
Linge der ebenen Kurve, 4 die Linge ihrer Sehne und 1:p (s) die
Kriimmung als Funktion der vom Anfangspunkt gemessenen Bogen-

linge und bezeichnen /, 4 und 1: g (s) die entsprechenden GréB8en fiir
die transformierte Raumkurve, so folgt aus

= 1 1
= l — =
(63) =L T
die Giiltigkeit der Ungleichung:
(54) d=d

Wir wollen gleich einen etwas allgemeineren Satz Ib beweisen, der
den soeben ausgesprochenen als Spezialfall enthilt. Wir zeigen namlich,
daB schon aus den Annahmen

(55) 1=1, —t—) < 1
die Ungleichung (54) folgt.

Um die Aufmerksamkeit nicht abzulenken, setzen wir zunichst vor-
aus, daB die Kriimmung stetig und 4 > 0 sei.

()

fbl

1 A. HurwiTtz: Quelques applications géométriques des séries de Fourier.
Ann. de I’école normale (3), Bd. 19, S. 357—408, bes. S. 392—394. 1902.

2 Etwa CH.-]. DELA VALLEE-PoussIN: Cours d’Analyse, tome II, S.165. Paris
1926/28.

3 Der Beweis der Satze dieses Abschnitts ist der Arbeit von ERHARD SCHMIDT,
Sitzgsber. Ak. Berl. 1925, S. 485ff. entnommen.
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Es mogen der Punkt z, die ebene Kurve C und der Punkt 1 die
Raumkurve C — gleichzeitig von den Anfangspunkten ausgehend — mit
der Geschwindigkeit 1 durchlaufen. Dann durchlaufen die Richtungs-

punkte & und & ihrer Geschwindigkeiten auf der Einheitskugel ihre
Bahnen mit den Geschwindigkeiten 1:g (s) und 1: 9 (s).

Wegen (55) ist mithin, wenn & und &' zwei beliebige Lagen der vonz-‘
beschriebenen Bahn bezeichnen und £ und &’ die entsprechenden Punkte
der von & beschriebenen Bahn sind,

(56) Bogenlinge {&, &'} < Bogenlinge {£, £'}.

Es moge nun [5 f’] den zwischen 0 und = liege_nden Winkel zwischen

den Richtungen bezeichnen, die den Punkten §{ und £’ entsprechen;
in gleicher Weise erklire man [£ &'].

Da C eben und konvex ist, lduft 5_ auf einem groBten Kreise in einem
Sinne. Wenn also

(57) Bogenlinge {£{£'} <=

ist, so ist . -

(58) Bogenlinge {££'}=[£E'].

Wegen der geoditischen Eigenschaft der GroBkreisbogen folgt ferner
(59) [££'] < Bogenlinge{£&'}.

Aus (56), (57), (58), (59) folgt also, daB unter der Voraussetzung (55)
(60) 0S[EE]IS[EE 1<

gilt.

Es bezeichne nun t’' denjenigen Punkt der ebenen Kurve C, in
welchem die Tangente der Sehne parallel ist. Der Durchlaufungssinn
der Tangente in ¢’ stimmt dann mit der Richtung der vom Anfangs-
punkt zum Endpunkt gerichteten Sehne iiberein. Die dem Punkte 1’
auf der Raumkurve C und den Bahnen der Punkte £ und & entsprechen-
den Punkte seien 1’, £ und &. Wegen der Voraussetzung der Konvexitit

des von der ebenen Kurve C und ihrer Sehne begrenzten Bereiches ist

bei dieser Wahl von ' fiir alle Punkte £ die Voraussetzung (57) ge-
sichert. Mithin gilt die Ungleichung (60).

Nun ist d gleich der Projektion von C auf die £ entsprechende Rich-
tung. Es ist also bei Beriicksichtigung von (55):

l
(61) d= [cos[EE']ds.
0

Ferner ist die Projektion von d auf die & entsprechende Richtung
gleich der Projektion von C auf diese Richtung. Da d nicht kleiner sein
kann als eine Projektion von d, so ist mithin:

!
(62) d= [cos[E&']ds.

¢
Aus (60), (61), (62) folgt die zu beweisende Behauptung.
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Ist d =0, d. h. fallen Anfangs- und Endpunkt des einen konvexen

Bereich begrenzenden ebenen Kurvenbogens C — etwa im Punkte
a — zusammen, so wihle man als Punkt ¢’ einen Punkt des Bogens, in
welchem die Tangente einer Stiitzgeraden in a parallel wird; im iibrigen
verlauft der Beweis unverindert.

Besteht die Kurve C etwa aus einer endlichen Anzahl von stetig
gekrimmten Kurvenstiicken, die miteinander Ecken bilden diirfen, so
darf die Kurve C an den diesen Ecken entsprechenden Punkten eben-
falls Ecken aufweisen; doch darf der absolute Betrag des Richtungs-
sprunges in den Ecken von C denjenigen des Richtungssprunges in den

entsprechenden Ecken von C nicht iiberschreiten. Den Ecken ent-
sprechen dann in den Bahnen von & und £ Liicken. Diese fiille man durch
GroBkreisbogen < 7 aus. Sind dann e und e zwei einander entsprechende

Ecken von C und C, so ist der e entsprechende GroBkreisbogen jeden-
falls nicht kiirzer als der e entsprechende. Man ordne die Bogen punkt-
weise einander so zu, daB3, wenn der eine mit konstanter Geschwindig-
keit durchlaufen wird, das auch fiir den anderen gilt. Nunmehr durch-
laufen wieder & und £ stetige Kurven dergestalt, daB die Ungleichung (56)
bestehen bleibt. Wahlt man nun als & den Richtungspunkt derjenigen

Tangente oder Stiitzgeraden von C, die mit der vom Anfangspunkt

zum Endpunkt fithrenden Sehne 4 gleichgerichtet ist, so fillt § ge-
wiB auf die erginzte Bahn von £, und der Beweis verliuft wie oben.

Aus dem Beweise ergibt sich endlich unmittelbar, da3 das Gleich-
heitszeichen nur gilt, wenn C und C kongruent sind.

Aus unserem somit bewiesenen allgemeinen Satz Ib kénnen wir
unmittelbar den folgenden Satz Ila gewinnen.

Satz Il1a: Jeder von einem Kreisbogen verschiedene Raumkurvenbogen
mit der komstanten Krismmung 1. R, welcher zwei Punkte von der Ent-
fernung d < 2 R verbindet, ist entweder linger als der lingere oder kiirzer
als der Fkiirzere der beiden Kreisbogen, welche im Kreise vom Radius R
zur Sehme d gehiren.

Wir kénnen voraussetzen, daB die Linge / des Raumkurvenbogens
< 2mR ist, da sonst die Aussage des Satzes Ila von vornherein er-
fillt ist. Vergleicht man nun die Raumkurve mit einem Bogen von
gleicher Linge auf dem Kreise mit dem Radius R, so sind die Voraus-

setzungen unseres Satzes Ib erfiillt. Die Sehne dieses Kreisbogens d
ist also < d, der Bogen mithin entweder gréBer als der groBere oder
kleiner als der kleinere der beiden zur Sehne 4 gehérigen Kreisbogen.

Man kann den Satz ITa auch leicht mit der Erweiterung IIb ab-
leiten, daB die Voraussetzung der konstanten Kriimmung durch die
Voraussetzung einer 1: R nirgends iiberschreitenden Kriimmung er-
setzt wird.
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Weiter beweisen wir den Satz III:

Eine geschlossene Raumkurve mit hichstens einer Ecke und einer die
Schranke 1 : R nivgends tiberschreitenden Kriimmung hat mindestens den
Umfang 27 R.

Wihlt man ndamlich im Falle des Vorhandenseins eines Eckpunktes
diesen, sonst einen beliebigen Punkt als Anfangs- und Endpunkt des
Raumkurvenbogens, so ist 4 = 0. Wire nun die Linge des geschlosse-
nen Raumkurvenbogens << 2z R, so wiren beim Vergleich mit dem
Bogen von gleicher Linge auf dem Kreise mit dem Radius R die Vor-
aussetzungen des Satzes Ib erfiillt, wihrend sich im Widerspruch zur

Aussage des Satzes d < d ergibe. Aber auch gleich 2z R kann die
Linge der geschlossenen Raumkurve nur dann sein, wenn die Kurve
ein Kreis mit dem Radius R ist. Denn der Satz Ib bleibt auch giiltig,

wenn d = 0, d. h. wenn Anfangs- und Endpunkt des ebenen Kurven-
bogens zusammenfallen.

Die Sitze IIa und III sind von H. A. SCHWARZ in den achtziger
Jahren gefunden worden?!, den Satz Ia hat A. ScHUR 19212 bewiesen.
Der Satz Ib sowie der hier gegebene Beweis wurde 1925 von ERHARD
ScumiDpT?® angegeben, desgleichen der Satz IIb.

§ 32. Bemerkungen und Aufgaben.

1. Man leite die der Formel (17) fiir die Variation der Kriimmung entsprechende
Formel fiir die Variation der Torsion

1
(63 b0 = el — 0t )+ 57 [ 5 e |

ab. G. HaMEL: Sitzgsber. Ak. Berl. 1925, S. 5.
2. Die ,,Gesamtkriimmung**

1
(64) f xds
0

einer geschlossenen Raumkurve ist > 2 . Das Gleichheitszeichen steht nur {fiir
ebene konvexe Kurven. W. FEncHEL: Diss. Math. Ann. 101 (1929), S. 238—252.

8. Uber die Notwendigkeit von Existenzbeweisen in der Variationsrechnung.
R. v. Misgs hat die Aufgabe gestellt: Zwei gerichtete Linienelemente in der Ebene
sollen durch eine immer im gleichen Sinn gekriimmte gerichtete Kurve der Ebene
so verbunden werden, daB8 die grofte Kriimmung der Kurve méglichst klein wird.
Man zeige, daB die Aufgabe keine Losung hat. Dagegen wird die Aufgabe l6sbar,
wenn man die Gesamtkrimmung oder die Gesamtlinge der zuldssigen Kurven
einschrankt. W. BLAscHKE: Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver-
einigung Bd. 27, S.234—236. 1918; R. v.Mises: Ebenda Bd.28, S. 92—102.
1919. Wegen der Existenzfragen vgl. man im folgenden §§ 101, 115.

1 Die Kenntnis der ScuwaRrzschen Satze verdankt der Verfasser einer Mit-
teilung von C.CARATHEODORY.

2 Math. Ann. Bd. 83, S.143—148. 1921.

3 Vgl. das Zitat zu Beginn dieses Abschnitts.
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4. Variationsproblem von CH. E. DELAUNAY. Die in den letzten Paragraphen
behandelten Gegenstidnde hangen mit folgendem Variationsproblem zusammen:

Zwei Punkte a und b sollen duvch eine Kuvve (y) dev festen Kriimmung Eins
verbunden wevden, deven Richtung in a und b durch die Einheitsvektoven o und f3
gegeben set, und deven Bogenlinge ein Extrem ist.

Wir bekommen fiir den Vektor & = d¢:ds folgende Bedingungen:

&= 1,

po_
(65) JeyErdi=Jsds=[x ()] =b6—a,

B
Iy

2

gy = _J'dg = Extrem.

Die Extremalen dieser Variationsaufgabe lassen sich, wie K. WEIERSTRASZ 1884
gezeigt hat, mittels elliptischer Funktionen aufstellen. K. WEeigrstrasz: Uber
eine die Raumkurven konstanter Kriimmung betreffende von DerLaunay her-
rithrende Aufgabe der Variationsrechnung. Werke III, S. 183—217. Dort findet
man auch die Vorgeschichte des Variationsproblemes angegeben.

5. Uber Kurven mit fester Kritmmung. Man zeige, daB alle Kurven der Kritm-
mung Eins, die vom Punkt
a mit der Richtung o« aus-
gehen und deren Linge < 7
ist, einen Korper erfiillen,
der durch Umdrehung des
in der Fig. 8 schraffierten
Flachenstiicks um  seine
Symmetrieachse beschrie-
ben wird. Das Flachenstiick
ist durch zwei Halbkreis-
bogen mit dem Halbmesser
Eins und durch zwei Bogen
von Evolventen dieser Halb-
kreise begrenzt.

Bei der Besprechung der
geodatischen  Kriimmung
einer auf einer Fliche ge-
zogenen Kurve werden wir auf die im § 31 behandelten Fragen zuriickkommen
(vgl. § 39).

6. Variation von Kurven mit fester Windung. Von den Punkten einer Kurve
mit fester Windung werden in den Schmiegebenen feste unendlich kleine Strecken
derart abgetragen, daB die Anderung der Bogenldnge zwischen irgend zwei Punkten
verschwindet. Dann hat auch die variierte Kurve feste Windung. Vgl. L. BiancHI1:
Memorie della societd italiana delle scienze (3), Bd. 18, S. 7—10. 1913.

7. Die Isoperimetrie auf der Kugel nach F. BERNSTEIN. Es sei € cine Eilinie
auf einer Einheitskugel &, eine geschlossene Kurve also, die von jedem GroBkreis
von & in héchstens zwei Punkten geschnitten wird. Es sei F der Flacheninhalt
des ,,Inneren’* von §, d.h. des kleineren der von § begrenzten zwei Oberflichen-
teile von ®, und L der Umfang von §. Dann driickt sich die isoperimetrische
Eigenschaft des Kreises in der sphirischen Geometrie so aus: Es ist fiir jede
Eilinie ¢
(66) Cr—FP+12=(27)?
und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn @ ein Kreis ist. Zum Beweis
betrachte man die duflere Parallelkurve €, im spharischen Abstand € von €, die

Blaschke, Differentialgeometrie I, 3. Aufl. 5

Fig. 8.
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4

) keinen Doppelpunkt hat. Man findet fiir ihren Inhalt F, und ihre

fir 0 < e <
Lange L,
@rw—F)=(2nr—F)cose—Lsineg,
(67) L= (27i—F) sin ¢ 4 L cos &3
2r—F)?24+L2= 2a — F)2 + L2,

Somit geniigt es, zu zeigen, daB fiir F, = 2 n die Beziehung L, > 2 7 besteht.
Dazu braucht man nur nachzuweisen, daf3 jede geschlossene und doppelpunktireie
sphirische Kurve, die die Kugelflache halftet, mindestens zwei Gegenpunkte ent-
halt. F. BErNsTEIN: Math. Ann. Bd. 60, S. 117—136. 1905.

8. Variation isotroper Kurven. Ist g (p) eine auf ihren natiirlichen Parameter
bezogene isotrope Kurve (§ 22), so kann man jede benachbarte, ebenfalls isotrope
Kurve in der Form darstellen g + 6, wobei
(©8) e =g By — K BT +hE) g
ist und g und % zwei unendlich kleine Funktionen (g = ef,;, h=c¢h, & —0) be-
deuten. Man findet dann bei festgehaltenen Endelementen fiir die erste Variation
von p den einfachen Ausdruck

1 |(4aF
=_-|12—%.4
(69) 5p 4fdph £,
wo F in § 24 (185) erklart wurde. Die Extremalen von dp = 0 sind also die iso-
tropen Schrauben F = konst.



3. Kapitel.
Flachenstreifen.

§ 33. Das begleitende Dreibein eines Streifens.

Die aus einem Punkte g und einer hindurchgehenden Ebene & be-
stehende geometrische Figur wollen wir als ein Fldchenelement be-
zeichnen. Fiir die Anschauung ist es zweckmiBig, sich bei einem Flachen-
element von der Ebene ¢ immer nur ein kleines Stiick in der Umgebung
des Punktes § vorzustellen. Zu der Ebene & gehoren zwei entgegen-
gesetzt gerichtete, zu ihr senkrechte Einheitsvektoren, die Einheits-
vektoren der Normalen des Flichenelements. Zeichnen wir einen der
beiden Vektoren aus, so wird dadurch eine positive Seite des Flachen-
elements festgelegt, ndmlich die Seite, nach welcher der Vektor hin-
zeigt. Das Flichenelement wird, wie wir sagen wollen, gerichtet. Durch
Angabe des Punktes § und des Normalenvektors & in ihm ist dann
das gerichtete Flichenelement eindeutig festgelegt. Zu jedem regu-
liren Punkt einer Fliche gehort ein Flachenelement, das durch den
Flachenpunkt und die durch ihnhindurchgehende Tangentenebene (§ 41)
der Fliche gebildet wird. Als Tangentenebene eines Flichenpunktes be-
zeichnen wir dabei die Ebene, die durch alle Tangenten an die von ihm
auslaufenden Fliachenkurven aufgespannt wird. Geben wir allgemein g
und & als Funktionen eines Parameters ¢, so erhalten wir eine Schar
von Flichenelementen. Diese werden sich aber im allgemeinen nicht
glatt aneinanderschlieBen, wie die Flichenelemente eines Flichen-
streifens, die durch die Punkte einer auf einer Fliche gezogenen Kurve
und die zugehorigen Tangentencbenen gebildet werden. Im allgemeinen,
z. B. bei der Schar der auf einer festen Geraden senkrecht aufsitzenden
Fliachenelemente, werden sie sich nicht glatt aneinanderreihen. Sollen
sich die Flichenelemente {x (f), & (f)} zu einem Streifen zusammen-
schlieBen, so muB3 die Ebene des Flichenelements immer durch. die
Tangente der Kurve g (¢) hindurchgehen, d. h. es muB der Tangenten-
vektor ¢' der Kurve auf dem Vektor & senkrecht stehen:

(1) r'é=o0.

Wir werden uns in diesem Kapitel mit der Theorie der Flichen-
streifen oder, wie wir kiirzer sagen wollen, ,,Streifen‘* beschiftigen,
die uns vorbereiten soll auf die Fragen der allgemeinen Lehre von den
Flachen, die wir im 4. Kapitel zu entwickeln beginnen werden. Wir
werden unsere Betrachtungen wieder aufs Reelle beschrinken.

5%
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Wihlen wir jetzt noch als Parameter ¢ = s des Streifens {x (s), & (s))

die Bogenlidnge seiner Kurve g (s), so gilt nach § 5 (13) auBer der eben an-
gefiihrten Beziehung (1) noch

(2) =ty =1

identisch in s.! Dabei schlielen wir den Fall (r't") =0 oder nach § 5 (13)
1’ =0 aus, in dem wir es mit Flichenelementen durch einen festen Punkt
zu tun haben. Wir fithren jetzt zu ¢’ und £ noch den dritten Einheits-

vektor
(3) n=E&xY

ein, der in ¢ zur Kurventangente g’ senkrecht ist und in dem Flichen-
element des Streifens enthalten ist. Nach (3) gilt dann fir ¢', &, # die
folgende Tabelle skalarer Produkte:

=8 =g =1,
4) , —

ré=&n=ny =0.
Nach (3) gilt dann noch

(5) nxé=y, ¥xn=E¢.
Ferner gilt nach (3), (4)
©) (08 =1.

Wir wollen jetzt fiir die Vektoren des unseren Streifen begleitenden
Dreibeins die Ableitungsgleichungen aufstellen, indem wir die Ab-
leitungen t'’, & und %’ unserer Vektoren aus diesen selbst linear kom-
binieren. Wir gelangen dann zu Formeln, die den FRENETschen Formeln
der Kurventheorie (§9) ganz entsprechen.

Wir erhalten Abdleitungsgleichungen der folgenden Gestalt:

(M1 U= x +cn —0bé,

(1) n=-—cy * +af,

(7)s EF=+by —an %,

wo zur Abkirzung gesetzt ist:

(8) ng=—a, r&=+5b, nr'=+c.
In der Tat: Wenn wir etwa #’ linear kombiniert denken:
9) =o' +pE+yy

und bedenken, dall aus (8) und (4) folgt:
(10) ny'=0, tn=-—nt'=—c, &y=—§&n=+a,

so erhalten wir durch skalare Multiplikation von (9) mit ¢, dal y =0
sein muB, ebenso fiihrt die Multiplikation mit ¢" und & nach (10) auf

1 Diese Beschrankung in der Freiheit der Parameterwahl ist vollig un-
wesentlich. Vgl. im folgenden § 40, 9.
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o= —c¢ und = + a, womit die zweite der Gleichungen (7) be-
wiesen ist. Entsprechend leitet man die andern beiden Gleichungen ab.
Ahnlich wie die in den FrRENETschen Formeln §9 (72) auftretenden
Koeffizienten 1: g, 1:7 erweisen sich hier die Gréfen a, bund ¢ als In-
varianten unseres Streifens.

Dabei handelt es sich immer um den mit einer positiven Flichen-
seite versehenen gerichteten Streifen. a ist genau genommen nur bis
auf ein Vorzeichen eine Invariante, da der Parameter s nur bis auf ein
Vorzeichen festgelegt ist und a nach (8) im Gegensatz zu b und ¢ bei
der Substitution s = — s* sein Vorzeichen wechselt. Auch a 148t sich
aber als absolute Invariante auffassen, wenn ein Durchlaufssinn fiir
die positiv zu zdhlende Bogenlinge auf der Kurve des Streifens fest-
gelegt wird. @ und b hingen in den Funktionen {3 (£), £ (f)} des auf einen
beliebigen Parameter bezogenen Streifens von Ableitungen erster Ord-
nung ab, ¢ aber von solchen zweiter Ordnung.

Entsprechend dem Beweis des § 16 kann man auch hier zeigen, dal3
durch Angabe der Funktionen a (s), b (s) und ¢ (s) ein Streifen bis auf
Bewegungen eindeutig bestimmt ist. (Vgl. Aufg. 1 des §40.)

§ 34. Geometrische Deutung der Invarianten eines
Flachenstreifens.

Nach §7 (33) und Formel (7), dieses Abschnitts gilt fiir die Kriim-

mung unserer Streifenkurve
(11) L=yr=pie

Die Hauptnormale der Streifenkurve ist ferner nach § 7 (35) durch den
Vektor

(12) =100

gegeben. Berechnen wir uns noch den Binormalenvekior &5 =1t X &,
der Streifenkurve, so haben wir insgesamt fiir das im § 7 eingefiihrte
begleitende Dreibein der Kurve g (s):

13 = —nhe —abntel

(13) =1, & CEvE &3 Vo e

Aus (12) erhalten wir fiir die Winkel ¢, und ¢, des Hauptnormalen-
vektors mit & und n:

—b

(14) COS @y = .- ==,  COSQp = ﬁi_:fz

¥ bi + c2
Nach (11) gilt dann

1 1
(15) 5 COSPL = — b, o COSP2 =C.
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Daraus entnimmt man: ¢ und b sind die Kriimmungen der Kurven, die
durch semkrechte Projektion der Streifenkurve auf die Tangemtenebene
baw. auf die Normalebene des Streifens entstehen, wobei wir als die Normal-
ebene die durch ¢’ und & im Kurvenpunkt aufgespannte Ebene bezeich-
nen. Man nennt daher auch ¢ die Tangentenkriimmung und b die Nor-
malkriimmung des Streifens. Fir ¢ werden wir im § 37 auch noch die
zweite Bezeichnung geoditische Kriimmung verwenden.

Wir geben noch eine weitere geometrische Deutung von b und ¢.
Nach §13 gelten fiir Mittelpunkt t) und Radius 4 der allgemeinsten
Kugel, die durch den Kriimmungskreis der Kurve g (s) hindurch geht,
die Gleichungen § 13 (90). Um Verwechslungen zu vermeiden, schreiben
wir hier fiir den Radius R, statt a. Wahlen wir nun unter diesen Kugeln
diejenige aus, die das Flichenelement (r, &) unseres Streifens beriihrt,
so muB ¢ — § = R, & gelten. Die Gleichungen §13 (90a) und (90b)
sind dann identisch erfiillt, (90c) liefert aber nach (13) die Bedingung
b=1:R,. Nehmen wir aber unter den Kugeln §13 (90) durch den Kriim-
mungskreis unsrer Kurve diejenige, die im Punkt ¢ zum Streifen senk-
recht steht, so miissen wir ¢ — § = R, % setzen, wo jetzt R, der Radius
der neuen Kugel ist. Aus (90c) ergibt sich dann ¢ = — 1: R,. Wir haben
also: b und ¢ sind die reziproken Werte der Radien der beiden Kugeln,
die durch den Kriimmungskreis der Streifenkurve hindurchgehen und von
denen die erste das Flichenelement des Streifens beriihyvt, die zweite aber
2u diesem senkrecht ist. Die erste Kugel nennen wir auch die Tangenten-
kugel und die zweite die Normalkugel des Streifens.

Wir wollen uns jetzt weiter auf der Normalen unseres Streifens den
sogenannten Kehlpunkt bestimmen, in dem sie von der Nachbarnormalen
den kiirzesten Abstand besitzt. Die Normale unseres Streifens kénnen
wir mittels eines Parameters A in Punktkoordinaten a in der Form

(16) a(d) =g+ A&

darstellen, die Nachbarnormale b (u) mittels eines anderen Parameters u
in der Form

7)) buw=x+rdstu+&ds)=x+ 1 +du)dsy
+ué—apds-y.
Die Entfernung ! (4, u) zweier Punkte a (4) und b (u) ist nun durch

(18) = (a—b2=(A— 2+ (1+ bu2ds’+ aprds?

gegeben.
Ein Minimum tritt ein fir
012
77 =2(—pu) =0,
(19) 02
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(19) ergibt fiir 4 und px die Losung

—b

Der gesuchte Punkt ¥ auf der Normalen ist also durch
b

gegeben. Das gemeinsame Lot der beiden benachbarten Normalen ist jetzt
weiter die Gerade, die von diesem Punkt in der Richtung t des zu §
und & + & ds senkrechten Vektors ausliuft. Es muB dann t zu & X &
oder nach (7), (3), (5) zu ay’ + bxn proportional sein. Normen wir t
als Einheitsvektor, so daf seine Richtung erhalten bleibt, so bekommen
wir

(22) t = ﬁéﬂ-

Die Tangente unseres Streifens, die in Richtung dieses Vektors von g
auslduft, nennen wir die zur Kurventangente g’ konjugierte Tangente
unseres Streifens. Offenbar entsteht sie auch als Grenzlage des Schnitts
benachbarter Tangentenebenen unseres Streifens. Fiir die Winkel o,
und y,, die der Vektor { mit ¢" und # bildet, erhalten wir
a b

Da sich cos 9, : cos 9, = a: b ergibt, und da b bereits geometrisch
gedeutet wurde, so ist jetzt auch die Bedeutung von a bekannt. Man
bezeichnet a auch als geoddtische Windung des Streifens.

Berechnen wir uns zum Schlu8 noch mittels der Formel § 10 (78)
die Windung 1:7 unserer Kurve g (s), indem wir " und ¢’"’ nach (7)
durch ¢’, & und # linear ausdriicken, so finden wir

1 _ @, —bé+cen, (=btac)é4 (Fab)y)
T b2 4 c2

(23) cosy; =

oder nach dem Multiplikationsgesetz fiir Determinanten

l—b. —-b'—f—aci
1 I ¢ ¢’ +ab ,
7=*bz—+cz“'(2:f,ﬂ)~
Nach (6) ergibt das aber
1 b'c—bc
(24) T=et e

Die Streifen lings ebener Kurven 1:7 =0 sind hier von den ebenen
Flachenstreifen a = b = 0 zu unterscheiden, bei denen der Vektor &
konstant ist.
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§ 35. Schmiegstreifen, Kriimmungsstreifen und
geoditische Streifen.

Wir wollen jetzt einige bemerkenswerte besondere Arten von
Flachenstreifen untersuchen.

1. a = 0. Nach (6), (7) ist a = — (¢’ £&'), und @ = 0 besagt dann
nach §2 (26), daB die drei Vektoren ¢’, & und & oder, was auf dasselbe
herauskommt, die drei Vektoren ', £ und & + d¢£ in einer Ebene liegen.
Da nun die beiden benachbarten Normalenvektoren & und & + d¢&
durch Anfangs- und Endpunkt des von g nach ¢ + 4 laufenden Linien-
elementes unserer Kurve g (s) hindurchlaufen und ¢’ die Richtung dieses
Linienelements anzeigt, kommt unsere Bedingung darauf hinaus, daf3
die ,,benachbarten Normalen sich schneiden‘ (vgl. die gleich folgende
nihere Erklirung) und nicht wie im allgemeinen Fall windschief
sind. Wir nennen allgemein eine Fldche, die als Ort einer einpara-
metrigen Geradenschar angesehen werden kann, eine geradlinige Fliche
oder auch eine Regelfliche in ungliicklicher Ubersetzung des franzo-
sischen ,,surfaces réglées’. Insbesondere sollen die bescnderen gerad-
linigen Flichen, die Tangentenflichen von Kurven sind (und dann noch
die Kegel- und Zylinderflichen) als Torsen bezeichnet werden. Offenbar
sind die Torsen identisch mit denjenigen geradlinigen Flichen, bei
denen benachbarte Gerade sich schneiden. Darunter ist zu verstehen:
Der Grenzwert des Quotienten aus dem Abstande benachbarter Geraden
durch den entsprechenden Zuwuchs eines reguliren Parameters fiir
die Erzeugenden der geradlinigen Fliche verschwindet. Wir konnen
jetzt sagen: Die Streifen mit a = O sind dadurch gekennzeichnet, daf thre
Normalen eine Torse bilden. Diese Streifen wollen wir in spiter noch
zu erlduternder Ausdrucksweise als Krimmungsstreifen bezeichnen.

2. Wir betrachten jetzt die Streifen mit b = 0. Nach (14) ist in diesem
und nur in diesem Falle der Vektor & der Flichennormalen unseres
Streifens zu dem Hauptnormalenvektor &, der Kurve g (s) senkrecht,
das heiflt aber, & steht senkrecht auf der durch & = ¢’ und &, auf-
gespannten Schmiegebene der Kurve g (s), oder noch anders aus-
gedriickt:

Die Streifen mit b = 0 sind dadurch gekennzeichnet, daff die Schmieg-
ebene der Streifenkurve mit der Tangentenebene des Streifens zusammenfillt.
Diese Streifen wollen wir als Schmiegstreifen oder asymptotische Streifen
bezeichnen. Aus (22) ersehen wir, daB bei einem Schmiegstreifen die
Kurventangente mit der konjugierten Tangente zusammenfillt, daf3
dagegen bei einem Kriimmungsstreifen Tangente und konjugierte Tan-
gente zueinander senkrecht sind.

3. Bei den Streifen mit ¢ = 0 fillt die Hauptnormale &, mit der
Flichennormale & zusammen und wir haben: Bei den Streifen mit ¢ = 0
geht die Schmiegebene der Streifenkurve durch die Flichennormale hin-
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durch. Wir wollen diese Streifen als geoddtische Streifen bezeichnen, eine
Benennung, die erst spiater (im §37) ihre Rechtfertigung finden wird.

Ist die Kurve g (s) unseres Streifens eine Gerade, so mul} nach §6
1" = 0 gelten. Das ergibt nach (7) b = ¢ = 0. Darin steckt das Er-
gebnis® Liegt auf einer Fliche eine Gerade, so ist der Flichenstreifen lings
dieser Gevaden zugleich ein Schmiegstreifen und ein geoddtischer Streifen.

Da nach (7) gilt —a=('&&), b=x"¢&) und —c= (' ¢"),
so konnen wir die drei Bedingungen zusammenstellen:

—a=('¢¢&) =0 fir Kriimmungsstreifen,
(25) +bo= (') =0 [fir Schmiegstreifen,
—c=(&Yr) =0 fir geoditische Streifen.
Wenn wir nach den Formeln §10 (79) von dem Parameter s der

Bogenlinge unserer Streifenkurve zu einem beliebigen Parameter ¢
ibergehen, und wenn wir die Differentiale

(26) dy=idt, dp=71-dee+ j-d
einfiihren, so erhalten wir aus den Formeln § 10 (79):

F__ 4t v 2 ag [(£%)-d*¢ + (§ §) a?]
(27) U= W: T grde - (FHEde .

Wir koénnen daher unsere Bedingung (25), wie sie sich durch Ein-
setzen ergibt, auch in der Form schreiben:
(& dy d&) =0 Kriimmungsstreifen,
(28) (dr d&) =0 Schmiegstreifen,
(6 dyd®r) =0 geoddtische Streifen.
Nach (11) und (24) fallen bei einem Schmiegstreifen geoditische

Kriimmung und geoditische Windung mit der gewdhnlichen Kriim-
mung und der gew6hnlichen Windung zusammen.

§ 36. Drehung eines Streifens um seine Kurve.

Eine Abdnderung eines Streifens, die die Kurve g (s) fest 148t und
nur die Normalen & (s) verandert, bezeichnen wir als eine Drehung eines
Streifens um seine Kurve. Fir den neuen Streifen {f (s), & (s)} muB
dann offenbar gelten:

(29) r=t
§=ab+ B,

denn es muB ja der Vektor £ zu t’' =1’ senkrecht sein. Aus
£ =1 folgt: «?+ p2=1. Wir konnen dann a = cos ¢; B =sing
setzen und g ist einfach der Winkel der Vektoren £ und E, also der Winkel,
um den wir die Tangentenebene beim Ubergang zum neuen Streifen
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gedreht haben. Aus 7 =1’ x & folgt % = — sin @& + cos gz. Wir
haben also insgesamt:

il — E,,
(30) £ =cospé + singy,

n =—singé+ cosgn.

Nehmen wir den Drehwinkel ¢ langs der Kurve als Funktion der Bogen-
linge s an, so haben wir die allgemeinste Drehung unseres Streifens.
Durch Ableitung nach s folgt aus (30)

(31) =1

(32) &= (bcosep —csing)y + (a —¢')singé — (a — ¢) cos 1.

Setzen wir gemiB (8) die Invarianten des neuen Streifens in der Form an:
—a=nf, b=1E <=1,

so erhalten wir aus (30), (31), (32) durch Einsetzen unter Benutzung von

(8) fiir den Zusammenhang der alten mit den neuen Invarianten:

(33) i=a—g,
(34) 5=bcos¢—csin<p,
(35) c=bsing + ccos¢.

Aus den Formeln (34), (35) ersehen wir, daB} es durch eine Kurve ge-
nau einen Schmiegstreifen und genau einen geoditischen Streifen gibt.
Denn um b = 0 zu erreichen, hat man nur tgp = b:¢ und um ¢ =0
zu erreichen, hat man nur tg ¢ = — ¢: b zu setzen. Durch den Wert
von tg ¢ ist aber ein Wert von ¢ zwischen 0 und = eindeutig bestimmt?.
Aus den Formeln (34), (35) folgt noch der Satz: Aus einem Schmieg-
streifen entsteht durch Drehung um 7 : 2 ein geoditischer Streifen und
umgekehrt.

Anders wie mit den geoditischen und den Schmiegstreifen durch
eine gegebene Kurve verhilt es sich mit den Kriimmungsstreifen.
Deren gibt es durch eine gegebene Kurve immer eine einparametrige
Schar. Denn um 4 = 0 zu machen, haben wir ¢’ = a oder

(36) g(s)=Jads
zu setzen. Die Funktion ¢ (s) ist dann aber nur bis auf eine additive
Integrationskonstante bestimmt. Wir kénnen somit das Flachenelement
an einer Stelle s, noch willkiirlich durch unsre Kurve hindurchlegen,
~dann gibt es immer genau einen Kriimmungsstreifen durch unsere
Kurve, der dieses Flichenelement an der Stelle s, enthélt. Zugleich ist
auch eine Deutung der Inetgralinvariante (36) unseres allgemeinen
1 Hiermit ist zugleich eine neue geometrische Deutung der Invariante b:¢
gefunden.
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Ausgangsstreifens (wo das Integral {iber das Streifenstiick zwischen
den Punkten g (s;) und g (s,) erstreckt wird) gefunden: Wiy legen durch
die Kurve unsres Ausgangsstreifens einen der moglichen Kriimmungs-
stretfen. Bilden dann die Flichenelemente unseres Ausgangsstreifens mit
den Flichenelementen des Kriimmungsstreifens an den Stellen s, und s,
die Winkel @, bzw. @,, so ist unser Integral gleich der Differenz g, — .

Betrachten wir zwei Kriimmungsstreifen {z (s), & (s)} und {z (s), £ (s)}
durch dieselbe Kurve ¢ (s), so folgt aus @ = a = 0 nach (33) ¢ = konst.
Darin steckt der Satz von JOACHIMSTHALZ?: Zwei Kriimmungssireifen
durch dieselbe Kurve schliefen einen festen Winkel ein. Es gilt von diesem
Satz auch die Umkehrung: Dreht man alle Flichenelemente eines
Kriimmungsstreifens um einen und denselben festen Winkel, so entsteht
wieder ein Kriimmungsstreifen.

Allgemeiner kénnen wir auf Grund von (33) auch den Satz aus-
sprechen: Bilden zwei Streifen durch dieselbe Kurve dauernd den-
selben Winkel miteinander, so haben sie iiberall gleiche geoditische
Windungen a.

§ 87. Verbiegung eines Streifens.

Wir koénnen uns einen jeden Flichenstreifen wenigstens niherungs-
weise mechanisch verwirklicht denken durch einen diinnen Streifen
irgendeines biegsamen und nicht dehnbaren Materials (etwa aus Papier).
Gewisse Streifen stehen nun in einer ganz besonders ausgezeichneten
Beziehung zu einander, sie gehen nimlich durch Verbiegung ausein-
ander hervor. Z. B. kénnen wir auf ein ebenes Blatt Papier eine Kurve
zeichnen und lings der Kurve dann einen diinnen Papierstreifen her-
ausschneiden. Wir erhalten dann offenbar einen ebenen Flichenstreifen.
Diesen Streifen kénnen wir nun in die mannigfachsten Gestalten ver-
biegen, ohne das Papier zu knicken und zu zerreien. Dabei nimmt
auch die auf den Streifen gezeichnete Kurve die Gestalt der verschie-
‘densten Raumkurven an. Was dieser Verbiegung ohne Knickung und
Dehnung als idealisierter mechanischer Vorgang entspricht, ist offenbar
eine solche Abidnderung des Streifens, bei der nicht nur die Bogenlingen
der einzelnen auf der Streifenkurve g (s) gemessenen Entfernungen er-
halten bleiben, sondern auch die Bogenldngen aller Kurvenstiicke, die
auf dem Streifen in geniigender Nachbarschaft zu der Kurve ¢ (s) ge-
zogen sind, oder kurz gesagt, wir haben es mit einer solchen Abinde-
rung zu tun, bei der die inneren MaBverhiltnisse auf dem Streifen nicht
gedndert werden.

Wir wollen jetzt untersuchen, wann zwei gegebene Streifen inein-
ander verbiegbar sind. Dabei nehmen wir vorldufig an beiden Seiten
offene Stiicke von Streifen an. Wir schlieflen also zunichst geschlossene
Streifen aus.

2 F. JoacHmMSTHAL: Crelles Journal Bd. 30, (1846). S. 347.
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Wir brauchen zur Entscheidung unserer Frage eine Formel, die uns
fiir einen gegebenen Streifen {r (s), & (s)} die Bogenlingen der zu g (s)
benachbarten, gleichfalls auf den Streifen gelegenen Kurven liefert. Be-
nachbart verstehen wir dabei in dem Sinne, daB die kiirzesten Entfernun-
gen der Punkte einer solchen Kurve C von der Kurve g (s) klein sind.
Wir kénnen durch g (s) also eine beliebige den Streifen berithrende
Fliche hindurchlegen, und auf dieser die Kurven betrachten, die auf der
Fliche in der Umgebung der Kurve g (s) liegen. Wie wir eine Kurve
mit Hilfe eines Parameters darstellen, so konnen wir eine Fliche fest-
legen, indem wir den Fliachenpunkt t als Funktion g (s, v) zweier Para-
meter s und v vorgeben. shat hier zunidchst noch nichts mit einer Bogen-
linge zu tun. Geben wir in den Funktiorien t = g (s, v) dem Para-
meter s einen festen Wert und lassen nur v variieren, so bekommen
wir jedesmal eine bestimmte, der Fliche angehérige Kurve, und ebenso
bekommen wir fiir die festen Werte von v bei verdnderlichem s eine
Kurvenschar auf der Fliche. Das ,,Netz* der zwei Scharen der Kurven
s = konst. und v = konst. bezeichnen wir auch als das Netz der Para-
meterkurven auf der Fliche. Geben wir v als Funktion v = f (s) von s, so
entspricht ihr in der Darstellung ¢ = (s, f (s)) eine Kurve auf unserer
Fliache. In einem zu einem festen Wertsystem s, v gehorigen Flichen-
punkt der Fliche g (s, v) sind die partiellen Ableitungen g, und g, zwei
Vektoren, die in die beiden Richtungen der von dem Punkt auslaufen-
den Parameterkurven weisen.

Geben wir uns nun insbesondere eine Fliche g (s, v), fiir die

(362) t(s,0)=1(s)

ist, wo rechts die Vektorfunktion unserer Streifenkurve steht, so geht
diese durch unsere Streifenkurve hindurch. Ist ferner x, lings der Kurve
(36a) eine Linearkombination der zu unserm Streifen g (s), £ (s) ge-
horigen Vektoren ¢’ und #:

(37) Lo (s, 0) = P(s)-x'(s) + Q(s)- 7 (s),

so liegt der Tangentenvektor &, (s, 0) der Fliche in der Tangentenebene
des Streifens, es beriihrt die Fliche also unsere Kurve g (s) lings des
Streifens.

Entwickeln wir die Funktion ¢ (s, v) bei festgehaltenem s lings der
Kurve g (s), also fiir v = 0 nach Potenzen von v, so ergibt sich

E(s,v) =g (s) + g, (s,0) + -
oder nach (37)

(37a) r(s,0) =x(s) + o [Py +0Qnl+ .
Ferner erhilt man nach (37a) und (7)

=0+ v[(P—cQt' = (Pb—=Qa)§ +(Q'+ Pe)n]l + ---.



§ 37. Verbiegung eines Streifens. 77

Daraus ergibt sich

(38) =1+20(P —¢cQ) 4 ---
und nach (37)
(382) BE =Pl ]

wo wir nur das konstante Glied in der Potenzentwicklung nach v
brauchen werden. Wir wollen uns nun die Bogenlidnge einer zu g (s)
benachbarten Flichenkurve berechnen. Zunichst gilt fiir eine durch
die Funktion v = f (s) festgelegte Flichenkurve t (s, f (s)) = I (s):

af - — 4
:{S_“‘gs_}_gvf

und fiir ihre Bogenlinge S nach §5 (2):

(39 S=[Vu+2Gr)l + () ds.
8
Um nun diese Kurve g (s) in g (s) hineinriicken zu lassen, setzen wir

(39a) v=[(s)=¢e9(s),

wo die Konstante ¢ gegen Null gehen soll. Ersetzen wir unter dieser
Annahme in (38) und (38a) das v durch ¢-¢ und in (39) das f durch
e+ ¢, so erhalten wir

S=[y1+2e(@P —gcQ+¢'P)ds+--

oder
S=[(14+e@P) —epcQds+ -

S

oder nach Zerlegung des Integranden in seine drei Glieder

(40) S(e)=S(0) +ellp PP —e [peQds) +---.

Hier bedeutet das Glied in der eckigen Klammer die Differenz der
Werte der Funktion ¢ P an den beiden Enden s, und s, des Inte-
grationsintervalls. Setzen wir

S(s) =i (s, em)),

so haben wir nach (37a), (39a)
dr=(eP) '+ (@O

on=n0t =¢Q, Od=r0Lt=¢P

Wir setzen
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und nennen dxn die Komponente der normalen Verrviickung oder die
normale Variation, 8t aber die tangentiale Verriickung oder die tangentiale
Variation unserer Kurve g (s). Die Formel (40) schreibt sich jetzt in
der Form

(41) M:[‘Zj(;)} jo[ét]i:—gfzc-én-ds+

Man nennt ds die erste Variation der Bogenlirge unserer Streifenkurve,

Aus der Formel sieht man, daB fiir die MaBverhaltnisse der Um-
gebung der Kurve g (s) auf unserer Fliche die Funktion ¢ (s) aus-
schlaggebend ist, nicht aber die Funktionen a (s) und b (s) des Strei-
fens. Wir werden daher zwei Streifen awufeinander verbiegbar nennen,
wenn bel geeigneter Wahl der Parameter der Bogenlidngen threr Kurven
(man kann ja noch s* = 4 s + konst. setzen) die Funktionen c (s)
tibereinstimmen.

Nach (7) folgt fiir einen ebenen Streifen, das heifBit fiir einen Streifen,
dessen Tangentenebene langs der Kurve g (s) konstant ist, wegen & = 0,
daB @ = b = 0 sein muB. Nach (24) ist dann notwendig auch die Kurve
1 (s) eben. Bei gegebener Funktion ¢ (s) gibt es nach § 33 SchluB nun
bis auf Bewegungen genau einen ebenen Flidchenstreifen mit a =6 =0,
¢ =c (s). Es ist daher jeder gegebene Streifen in genau einen bis auf
Bewegungen bestimmten ebenen Streifen verbiegbar oder, wie wir sagen
wollen, abwickelbar. Fiir den ebenen Streifen ¢ = b = 0 ist dann
aber ¢ (s) einfach die Krimmung der bei der Abwicklung entstan-
denen ebenen Kurve des Streifens. Damit ist dann eine neue Deu-
tung der Biegungsinvariante ¢ gefunden. Wir wollen — ¢ auch als
Abwickelkriimmung oder geoditische Kriimmung des Streifens be-
zeichnen.

Das Bisherige gilt nur fiir offene Stiicke von Streifen, sozusagen im
kleinen. Nehmen wir einen geschlossenen Streifen, so 14Bt sich dieser
in seiner ganzen Erstreckung nicht immer auf die Ebene abwickeln.
Das ist schon an dem Beispiel des Flachenstreifens ersichtlich,
der zu einem Breitenkreis eines geraden Kreiszylinders gehért. Hier
treten eben Schwierigkeiten hinzu, die mit den Verhéltnissen der
Differentialgeometrie im groBen zusammenhingen. (Vgl. Aufg. 4 des
§40.)

Fir die geoditischen Streifen finden wir als neue kemmzeichnende
Etigenschaft, daf die Abwickelkriimmung Null ist, daf ihre Kurven also
bei der Abwicklung tn Geraden der Ebene tibergehen.

Aus der Formel (35) erhilt man eine neue Deutung der Invariante 8,
wenn man @ = n: 2 setzt. Fir diesen Fall wird dann ¢ = % und man
hat: Die Invariante — b eines Streifens ist eihfach gleich der geoda-
tischen Kriimmung des Streifens durch dieselbe Kurve, der durch
Drehung um 7 : 2 aus dem urspriinglichen entsteht.



§ 38. Der Parallelismus von LEvI-C1viTa. 79

§ 38. Der Parallelismus von LEVI-CIVITA.

Ein Vektor f, der von dem zum Parameterwert s gehorigen Punkt g
unseres Streifens ausliuft und in der Tangentenebene des Streifens
gelegen ist, 146t sich immer als Linearkombination

(42) E=oar' 4 B7

der Vektoren ¢" und # darstellen. Wir denken uns nun in jedem Punkt
der Streifenkurve einen solchen Vektor f aufgetragen. Dann haben wir
eine Schar von Vektoren ¥ (s), die durch (42) mit Funktionen « (s)
und B (s) von s dargestellt sind. Wir wollen nun unsern Streifen stetig
verbiegen und die Vektoren f dabei so mitnehmen, dafl jeweils ihre
Linge ]/_a_z__m und der Winkel, den sie mit der Kurve bilden, also
auch «: 1/“—2_[72‘, unverdndert bleibt. Das ist gleichbedeutend mit
der Annahme, dal3 die Komponenten o und § in der Darstellung (42),
die der Vektor in jedem Augenblick in seiner Zerlegung nach den jedes-
maligen Vektoren ¢’ und # besitzt, dieselben Werte haben sollen. Wir
wollen sagen: Wir fithren die Vektoren mit dem Streifen biegungs-
invariant verbunden mit.

Wenn wir einen an einer bestimmten Stelle in einem Streifen ge-
gebenen Vektor ¥ parallel mit sich lings der Streifenkurve verschieben,
so wird er im allgemeinen nicht mehr in dem Streifen bleiben, sondern
aus dem Streifen in den Raum heraustreten. Ein Vektor 148t sich also
im allgemeinen in einem Streifen nicht im gew&hnlichen Sinne parallel
mit sich verschieben. Wir wollen nun statt dieses Parallelismus ein an-
deres Verschiebungsgesetz fiir Vektoren in unserem Streifen kennen-
lernen, das von Wichtigkeit fiir die Fragen der Flachentheorie sein wird,
nimlich den Parallelismus von LEVI-CiviTa. Wir erkliren namlich zwei
Vektoren an zwei Stellen unseres Streifens als parallel, wenn sie, bei
der Abwicklung des Streifens auf die Ebene biegungsinvariant mit-
gefiihrt, in der Ebene als parallele Vektoren erscheinen.

Um nun das Verschiebungsgesetz von LEVI-CiviTA allgemein ana-
lytisch darzustellen, nehmen wir zuerst einen ebenen Streifena = b =0
an. Sollen fiir den ebenen Streifen die in der festen Ebene gelegenen
Vektoren f (s) im gewshnlichen Sinne parallel sein, so muB f = konst.
gelten, oder ¥ = 0. Das ergibt nach (7) und (42) unter Beachtung von
a = b = 0 fiir die Funktionen « und g:

(43) a'=cf, B=—cua.

Dies- Gesetz ist aber jetzt schon das Verschiebungsgesetz fiir den all-
gemeinen Fall, denn wir wissen ja, daB die Funktionen «, f, ¢ bei
biegungsinvarianter Mitfithrung dieselben bleiben, und auBerdem ist
das Verschiebungsgesetz von LEVI-C1vITA in biegungsinvarianter Weise
erklart.
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Die Parallelverschiebung von LEVI-CiviTa hat die folgenden Eigen-
schaften: 1. Jeder Vektor behilt bei der Verschiebung lings des Streifens
seine Linge. 2. Der Winkel zweier Vektoren f! = aly’ 4 5 und
t2 = «?y’ + f%n Dbleibt bei der Verschiebung erhalten. Das folgt aus
der Definition, 148t sich aber auch mittels der Identititen, die
fiir die nach dem Gesetz (43) verschobenen Vektoren eines allgemeinen
Streifens gelten:

[~

1) =+ ) =0,

3

= 3

(1 8) = 7 (a2 + B = 0

IS

S
nachweisen.
Nehmen wir ¥ als Einheitsvektor, so konnen wir ihn in der Form

t=costy +sinty

ansetzen, und v ist der Winkel, den f mit der Kurvenrichtung bildet.
Die Gleichungen (43) nehmen jetzt die Form an:

—sint-7'=c¢sint, ¢€0sT-T'= —CCOST.
Das fithrt auf die eine Bedingung
(44) T=—c.
Aus dieser Gleichung sehen wir also, wie sich der Winkel = bei Parallel-
verschiebung des Vektors f lings des Streifens dndert. Er ist nur fiir
geoditische Streifen konstant. Bezeichnen wir die Winkelwerte 7 der

durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehenden zu den Stellen
s =s; und s = s, gehorigen Vektoren mitz,, bzw. mit 7,, so gilt nach (44)

So
(45) rzfrlz—fcds.
§y

Das Integral rechts bezeichnen wir auch als die Gesamtkriimmung
unseres Streifenstiicks. Nach der Bemerkung des vorigen Abschnitts
kann das Integral

8o
(46) — [bds
81
als Gesamtkriimmung des um 7 : 2 gedrehten Streifens gedeutet werden.

§ 39. Beweis von RADON fiir einen Satz von SCHWARZ.

J. RapoN hat bemerkt, daBl man einige der Sitze aus § 31 durch
den Begriff der geoditischen Kriimmung sehr einfach bestatigen kann.
Beweisen wir z. B. folgendes:

Eine geschlossene Kurve des Rawmes, deven Kriimmung < Eins ist,
und die hichstens eine Ecke besitzt, hat mindestens den Umfang des Ein-
heitskreises.
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Man lege durch die Ecke p der Kurve oder, wenn die Kurve glatt
verlduft, durch irgendeinen ihrer Punkte als Spitze den durch die
Kurve € hindurchgehenden Kegel. Durch die Tangentenebenen des
Kegels wird lings unserer Kurve ein Streifen bestimmt. Durch Ab-
wicklung dieses Streifens in die Ebene geht € in eine geschlossene
ebene Kurve @* iiber. Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts
ist die Kriimmung 1: o* von €* gleich der geoditischen Kriimmung ¢
unseres Streifens. Nach (11) und (13) gilt weiter

! == ! cos
o* 0 F1s

wo g die Kriimmung von € und ¢; der Winkel zwischen der Streifen-
normalen und der Binormalen von € ist. Aus der Annahme 1:9 <1
und aus | cos ¢; | < 1 folgt dann

1
0* |

IA

(47) j: 1.

Damit ist die Aufgabe auf ein Problem der ebenerr Geometrie zuriick-
gefiihrt, denn es geniigt jetzt, unsern Satz liber den Umfang fiir €*
nachzuweisen.

Ferner kann man leicht einsehen, daf3 es geniigt, den Satz fiir Eilinien
zu beweisen. Ist nidmlich €* eine nicht konvexe Linie, die den Vor-
aussetzungen geniigt, dann 1
geniigt der Rand € der (in
Fig. 9 schraffierten) ,,kon-
vexen Hiille' von €* eben-
falls den Voraussetzungen,
daB |1:9| =1 sein und
hochstens eine Ecke vor- ©
handen sein soll. Denn €
fallt zum Teil mit €* zu-
sammen, und wo € sich
von €* abhebt, ist € gerad-
linig. Da aber die gerad-
linige Verbindung die kiir-

zeste ist, ist der Umfang von @ héchstens gleich dem von €*,

Zum Beweis fiir den Fall einer Eilinie € verfahren wir so. Hat €
eine Ecke p, so sei p der von p am weitesten entfernte Punkt von €.
(Falls € glatt verlauft, wahlen wir p beliebig auf €.)

Die Normale an € in p, die durch p geht, wihlen wir zur x-Achse
eines rechtwinkligen Achsenkreuzes, das p zum Ursprung hat. 7 sei

der Winkel der y-Achse mit der Kurventangente, s die Bogenlinge
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 6
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auf € von o aus gezihlt. Dann ist etwa fiir den Bogen in der Halb-
ebene y = 0

S

tdt! | ar
(48) =1 =] gds,
0
also
(49) o <s.
Ferner
8 8
(50) y= [cost-ds2> [cossds = sins.
0 0

Da fiir p die Beziehung ¥ = 0 besteht, mul} die Bogenlidnge von o bis p

somit mindestens = & sein. Dasselbe gilt fiir den Teilbogen von € in
4 =< 0 und daher ist wirklich

(51) L=2n.
Man erkennt aus unserer SchluBweise auch, daB
(52) ‘ L=2xn
nur fir
dr .
E - )

also nur fiir den Kreis eintreten kann.
Auch weitere Sitze aus § 31 sind dem hier vorgetragenen Verfahren
Rapons zuginglich.

§ 40. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Bestimmung eines Streifens aus seinen natiirlichen Gleichungen. Man fithre
den Beweis, daB zu den natiirlichen Gleichungen a (s), b (s), ¢ (s) genau ein Streifen
bis auf Bewegungen bestimmt ist. )

2. Kanonische Entwicklung eines Flichenstreifens. Bei giinstiger Wahl des
Koordinatensystems kann man die Reihenentwicklungen fiir die sechs Funktionen
x (5), £ (s), die den Streifen festlegen, in der Umgebung einer Stelle auf die folgende
kanonische Form bringen:

=54+ =* ——%(b%-{—sg)ss + (4)
x2=*—%b052—})

(
(
. 13=*+%5052+%( — ayb 53+(4
(33)
(
(

& =%+ bys + 30+ asc) s+ (3
1+ * — 3@ +0%)s> +(3
1 (ah — bycy) s+ (3)

I

v Yep

=% — ayS— 3

@

Hier bezeichnen die Indizes 0 bei ay, by, aj usw., dal die Werte der Invarianten im
Ursprung zu nehmen sind, die Klammern (3) bzw. (4) stehen fiir die vernach-
lassigten Glieder dritter und vierter Ordnung, die Sterne geben I.eerstellen an.
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3. Die Schraubenachse eines Streifens. Denkt man sich das Dreibein der Vek-
toren g’, n, & langs des Streifens so bewegt, daB die Bogenlinge s mit der
Zeit zusammenfallt, so vollfihren die Punkte ¢ 4 xy’ 4+ yn + 2§, die mit dem
Dreibein starr verbunden sind (¥, ¥, 2 = konst.) in jedem Augenblick eine Be-
wegung mit derselben raumlichen Geschwindigkeitsverteilung wie sie eine Schrau-
benbewegung um die Achse
(54) lw:ﬂ:cx—uzzay—bx

a b c

hervorruft. (54) hat die Richtung des Vektors mit den Komponenten a, b, ¢. Die
Drehgeschwindigheit der Schraubenbewegung ist | a2 + b2+ c2, die Schiebge-
schwindigkeit aber a: | a? + b2 4 cZ.

4. Verdrillungszahl eines geschlossenen geoditischen Streifens. Jeder ge-
schlossene geodatische Streifen 1aBt sich verwirklichen, indem man einen ebenen
geradlinigen Papierstreifen verbiegt und die Enden dann ohne Knick zusammen-
heftet. Man zeige: Abgesehen von seiner Gesamtlange hat ein geschlossener geo-
datischer Streifen nur eine Biegungsinvariante, die Verdrillungszahl d. h. die ganze
Zahl # der Verdrillungen (Winkel = % -7x), die man mit dem Streifen vor dem
Zusammenheften der Enden vornimmt. Dabei muB erlaubt werden, daB man eine
Stelle des Streifens durch eine andere hindurchziehen darf, damit Verknotungen
16sbar werden. Einen Streifen mit der Verdrillungszahl # = 1 pflegt man als M6-
Brussches Band zu bezeichnen, seinen Rand als 'Kleeblattschlinge.

Jeder zweiseitige Streifen (# gerade = 2 m) kann auf einen Zylinder verbogen
werden, der als Basis einen (m 4 1) mal umlaufenen Kreis hat. Man zeige
insbesondere experimentell, daB ein geschlossener geodatischer Streifen mit » = 2
erstens auf einen Zylinder aufgelegt werden kann, der als Basis eine Linie von
der Gestalt einer 8 hat. und zweitens auf einen Zylinder, der als Basis einen
zweimal durchlaufenen Kreis besitzt.

5. Die Torse durch einen gegebenen Streifen. Man zeige, daB sich drei benach-
barte Tangentenebenen unseres Streifens in dem Punkt p schneiden, der durch

blay'+bm)
—a’b + ¢ (a® + b?)
gegeben ist. Der Streifen liegt dann auf der Tangentenfliche der durch p (s) ge-
gebenen Kurve.

6. Verbiegung eines Streifens in einen neuen mit vorgegebener Kurve. Zwei
Kurven, die punktweise so aufeinander bezogen sind, daB sich gleiche Bogen-
lingen entsprechen, wollen wir isometrisch aufeinander bezogene Kuyven nennen.
Es gilt dann der Satz: Es ist (auf zwei verschiedene Arten) moglich, einen
Streifen so zu verbiegen, daf3 die Punkte seiner Kurve g (s) in die entsprechenden

(55) p=z+ 5

Punkte einer beliebig vorgegebenen isometrischen Kurve g(s) iibergehen, wenn
nur in jedem Punkte von ¢ (s) der Absolutwert der Kriimmung gréBer ist als der
Absolutwert der geodatischen Kriimmung in dem entsprechenden Punkte von g (s).
Besteht die entgegengesetzte Ungleichung zwischen den Kriimmungen, so ist eine
Biegung der angegebenen Art nicht méglich. Sind die Kriimmungen gleich, so 148t
sich die Biegung nur auf eine Art herstellenl.

7. Verbiegung eines Streifens in einen Schmiegstreifen oder Kriitmmungsstreifen.
Es ist auf unendlich viele Weisen moglich, einen Streifen so zu verbiegen, daB
er ein Schmiegstreifen wird, und ebenso 148t sich ein Streifen auf unendlich viele
Weisen so verbiegen, daB er ein Kriimmungsstreifen wird. (Vgl. das unter Aufg.6
genannte Lehrbuch S.211.)

1Vgl. I.. BiancHr: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Leipzig 1910. S.210.
6*
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8. Streifen rechtwinklig zu einer Kugel. Man zeige, daB die Streifen, dic
rechtwinklig auf einer festen Kugel aufsitzen (d. h. bei denen die Kurve des Streifens
immer auf einer festen Kugel liegt, und die Flichenelelnente des Streifens zur
Kugel rechtwinklig sind), identisch sind mit den Kriimmungsstreifen mit konstanter
geodatischer Kriimmung.

9. Allgemeinere Form der Ableitungsgleichungen. Die Formeln (7) kann man
auch so schreiben:

g’ =ndy — &dfs
(56) dn =&do —g'dy
dé =yt'dffi—nda

wenn wir die Integralinvarianten

a=—fnas, p=4[ras, y=—[rdy
benutzen. In dieser Gestalt bleiben die Ableitungsgleichungen auch dann brauch-
bar, wenn die Kurve des Streifens auf einen Punkt zusammenschrumpft.



4. Kapitel.
Anfangsgriinde der Fliachentheorie.

Im ersten Kapitel waren die bekanntesten Lehren aus der Kriim-
mungstheorie der Kurven zusammengestellt worden. Im dritten Ka-
pitel hatten wir uns zur Vorbereitung auf die Fragen der Fliachentheorie
mit den Flichenstreifen beschiftigt. Jetzt wollen wir mit der Lehre
von der Kriimmung der Flichen beginnen, wie sie nach den ersten
Untersuchungen von L.EULER (1707—1783), dann insbesondere von
G. MonGE (1746—1818) in seinem klassischen Werk ,,L’application de
lanalyse a la géométrie’” begriindet worden ist, das 1795 zu er-
scheinen begonnen hat. Die tiefergehenden Gedanken von Gausz’
,,Disquisitiones circa superficies curvas (1827) werden in dem vorlie-
genden Kapitel nur zum geringen Teil verwertet und bilden die Grund-
lage des 6. Kapitels. Die Flichentheorie ist ungleich vielgestaltiger und
anziehender als die Theorie der Kurven, bei der alles Wesentliche
schon in den Formeln von FRENET steckt.

§ 41. Die erste Grundform.

Fiir die meisten Untersuchungen ist die zweckméBigste analytische
Darstellung krummer Flichen die Parameterform. Wir setzen

I T =% (u,v); k=123
oder vektoriell abgekiirzt
(2) r=1g(u,v).

Man spricht von der Gauszschen Parameterdarstellung. Die Funk-
tionen x, (#, v) setzen wir als analytisch voraus, also als entwickelbar
in Potenzreihen in (# — u,), (v — v,), die fiir geniigend kleine |u—1],
|v—w,| konvergieren. Dabei sollen in der Regel nur reelle Parameter-
werte #, v und reelle Funktionen x, zugelassen werden.

Betrachtet man auf der Fliche die ,,Parameterlinien’ v = konst.,
u = konst., die man entsprechend auch #-Linien und v-Linien nennen
kann, so wollen wir die Tangentenvektoren an diese beiden Kurven,
namlich den Vektor

0xy
ou
dxy

dv

an den betrachteten Stellen der Fliche als linear unabhingig voraus-
setzen:

(3) Tu X L, +0.

1, mit den Koordinaten

und

1, mit den Koordinaten
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Setzen wir # =u (f), v =1v (f), so wird auf unsrer Fliche eine
Kurve festgelegt, die sich aus

4) T®),v@®)=1(@)
bestimmt und die den Tangentenvektor hat:

ar _dudv
(5) W = Tu di Ly dt’

der nach den Rechenregeln der Einleitung (§ 2 (27)) auf dem Vektor-
produkt g, X g, senkrecht steht. Aus ¢, X t, £ 0 folgt also, daB die
Tangenten an alle Flichenkurven durch die betreffende Stelle u, v
alle zu demselben Vektor (3) senkrecht sind und daher in einer Ebene
liegen, der Tangentenecbene der Fliche an dieser Stelle. Diese Tangenten-
ebene steht senkrecht zum Einheitsvektor der Flichennormalen

Lu < To
6 5 R ——
© F(Eu > g0)?
Fiir die Bogenlinge s unserer durch (4) gegebenen Kurve erhalten wir nach
§ 5 (12) die Formel

du du d dv\
s= [P ae= [ s2(5e) + 2 S5 4 xe (5 ar.

Fiihren wir die von Gausz herriihrenden Abkiirzungen ein:

(7) E=t2? F=yg,x,, G=z2,

so erhalten wir

du du dv
s—f]/E +2FWW+G< )dt

Fiir das quadrierte Differential ds kénnen wir dann schreiben:
(72) dsz—L ( >+2qu d”+(;( )}dﬂ,

dt dt
ds ist dabei etwa als ,,die unendlich kleine Entfernung‘‘ oder das ,, Bogen-
element’* zweier benachbarter durch die Parameterwerte ¢ und ¢ + d¢
gegebener Punkte unsrer Kurve anzusprechen. Man pflegt (7a) auch
in der Form
(8) ds?2=Edu?+ 2F dudv 4+ G dv?

zu schreiben. Hieraus wird deutlich, daB der Ausdruck fiir ds?
nicht von der Wahl des Parameters ¢ abhingt, mittels dessen die
Kurve g () in den Funktionen # (f), v (f) dargestellt wurde. Er be-
hilt seine Form, wenn man fiir ¢ einen neuen Parameter ¢ = f (#*) auf
dieser Kurve einfithrt, und hingt nur ab von den Werten der Flichen-
parameter # und v in den zwei benachbarten Punkten %, v und « + du,
v + dv unsrer Kurve: ds? ist eine Funktion der %, v (diein den E, F, G
stecken) und der du, dv. Nennen wir die aus zwei unendlich benach-
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barten Punkten #,v und w + du, v - dv unsrer Fliche bestimmte
Figur ein Linienclement unsrer Fliche, so ist ds? auf Grund seiner geo-
metrischen Bedeutung eine Invariante unsres auf der Fliche gezogenen
Linienelements. Da ds? nach (8) eine quadratische Form in den Diffe-
rentialen d# und dv ist, bezeichnen wir ds2 auch als eine ‘nvariante
quadratische Differentialform unsrer Flache. Natiirlich kommt es uns
in unsrer Flichentheorie vor allem auf die Bestimmung von Invarianten
unsrer Fliche an, die nicht erst von der Wahl eines speziellen Linien-
elements (oder einer speziellen , Fortschreitungsrichtung’ auf der
Fliche) abhingen, sondern die sich unmittelbar aus der Fliche ergeben.
Zu solchen Invarianten gelangen wir
spater durch etwas verwickeltere Aus-
driicke. Es zeigt sich dann, daB die
Auffindung von gewissen invarianten
Differentialformen, auf die man gleich
zu Anfang in der Flichentheorie miihe-
los gefithrt wird, ein vernunftgemiBes
Durchgangsstadium bildet zur Auf-
findung wirklicher Flicheninvarian-
ten. (Im Kap. 5 wird das verstdnd-
lich werden.)

AuBer (8) werden wir im nichsten .
Abschnitt noch eine zweite Differen- Fig. 10.
tialform einfithren.

Geht man mit der Abkiirzung (7) in den Ausdruck (6) fir die
Flachennormale hinein, so findet man nach der Identitit von LAGRANGE

(§3 (42)

_ Lu X Ty
9) &= VE—G_——PTz )

Als Beispiel nehmen wir eine Gauszsche Parameterdarstellung der
Einheitskugel (Fig. 10), bei der wir statt u, v lieber &, ¢ schreiben
wollen,

%, =sind cos g,
(10) %, =sindsing,
%3 = cos?.

9 bedeutet die ,,Poldistanz” vom ,Nordpol”“ N (0, 0, 1) und ¢ die
,.geographische Linge”. & = konst. sind die ,,Parallele’’ (Breitenkreise},
@ = konst. die ,Meridiane“. Die Pole sind singulire Stellen unsrer
Parameterdarstellung, da 0¢:0 ¢ fiir ¥ = 0, & verschwindet, also die
Bedingung (3) nicht mehr erfiillt ist. Diese Bedingung scheidet also
nicht nur singulire Stellen der Fliche aus, wie etwa die Spitze eines
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Drehkegels, sondern auch Singularititen der Parameterdarstellung. Fir
das Bogenelement unsrer Kugel erhdlt man

(11) ds? = d9* 4 (sind dg)?,
fiir den Normalenvektor
(12) E==1.

§ 42. Die zweite Grundform.
Betrachten wir lings unsrer Kurve (4) auch die Flichennormalen
@) =5@m®),v@),

so ist durch die Funktionen g (f), & (!) ein Flichenstreifen bestimmt,
auf den wir die Formeln unsres Kapitels 3 anwenden kénnen. Denken
wir uns als Parameter ¢ insbesondere die Bogenlinge s der Kurve (4) ¢ (f)
gewihlt, so ist nach §33 (8) die Normalkriimmung b unseres Streifens
durch

dy 4§ 1

(13) b=—Zt5 = 7z @5, df)

gegeben. Setzen wir

(14) L= — (b, 2M=—(tuéo+ 1,6 N=—(5),
so erhalten wir mittels (5) und

(14a) dE =&, du+ &,dv,

(15) — @, d&)=Lduw* 4 2Mdudv 4 Ndv?.

Wegen der Invarianz von & und dem in (8) schon ermittelten ds?
ist nach (13) der Ausdruck (15) eine neue invariante quadratische Diffe-
rentialform unsrer Fliche, die eine Invariante eines auf der Fliche ge-
zogenen Linienelements darstellt. Wir haben jetzt die beiden Formen:

Edu? - 2Fdudy + Gdvi=1,

16
(18) Lduw? +2Mdudv 4 Ndv?=1I.

Die Formeln (14) kann man auch anders schreiben. Leitet man die
Identititen
wé=0, 1&=0

nach v und # ab, so folgt

(17) Tuof T 5.8, =0, L&+ 1,5=0
und somit
(18) —Lé = — L= tu, =M.

Leitet man die gleichen Identititen nach » und v ab, so wird

zqu_}_gufu:O’ E’U’UE_}—EUE”:O.
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Man findet nach (14)
L=Euu5’ Nzgvv‘f'
Fiihrt man aus (9) den Ausdruck fiir £ ein, so erhdlt man schlielich

(guugugv)
L=— e,
Lt JEG —F?

(19) M=-—gu§1]=——gv§u= ’

N=— EUE == 7(?1%"2_2_1:)_.

v

§ 43. Sitze von MEUSNIER und EULER.

Nach Formel (11) und (12) des §34 ist die Normalkriimmung b
unsres im vorigen Abschnitt betrachteten Streifens auf unsrer Fliche
auch durch

& ¢
_p=s2S
(19a) 0

gegeben. Hierbei ist £, die Hauptnormale und 1: ¢ die Kriimmung der
Kurve unseres Streifens, die dabei noch mit einem geeigneten Vorzeichen

zu nehmen ist. Nach (13), (15) und (16) haben wir auch —b =1I:1,
somit nach (19a):

& & 11 Ldu?* 4+ 2Mdudv + N dv?

e I Edut+2Fdudv - Gdv? °

Diese Formel enthilt eine Reihe geometrischer Sitze. Zunichst: Alle
Flachenkurven, die durch denselben Flachenpunkt gehen und hier die-
selbe Schmiegebene haben, besitzen dort auch gleiche Kriimmung. Um
die Verteilung der Kriimmungen der Flichenkurven in einem Fliachen-
punkt kennenzulernen, geniigt es also, die ebenen Schnitte der Flache
zu untersuchen.

Betrachten wir jetzt alle ebenen Schnitte durch unsern Flichen-
punkt, die hier noch eine Flichentangente gemein haben. Ist @ der
Winkel der Schnittebene mit der Flichennormalen, also &,& = cos @,
so wird

(20) c0s @

- = konst.
0

Setzen wir @ = 0, bekommen wir die Krimmung 1: R des Normal-
schnitts. Also

cos @ 1
(21) e

0 = Rcos6.

Darin steckt der ,,Satz von MEUSNIER" (1776):
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Die Kriimmungskreise aller ebenen Schmitte durch dasselbe Linien-
element der Fliche liegen auf einer Kugel. Oder: Alle zugehorigen
Kriimmungsachsen bilden ein Biischel (liegen in einer Ebene und gehen
durch einen Punkt). Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die Diffe-
rentiale du und dv des Linienelements der Gleichung II =0 ge-
niigen. Auf diesen Fall kommen wir am Ende des § 52 zuriick.

Legen wir alle Schnitte senkrecht zur
Zeichenebene durch ein Linienelement, das in
t auf der Zeichenebene senkrecht steht, so gibt
Fig. 11 ein Bild des Satzes von MEUSNIER.
Setzen wir in (16) jetzt &, und & gleich-
0 gerichtet und gleichsinnig voraus, so wird
&£ =1, und wir bekommen fiir die Kriim-

mungen der Normalschnitte

22) L=t

Fig. 11. Dabei ist nach den in §7 iber das Vor-
zeichen der Krimmung getroffenen Fest-
setzungen R >0, wenn der zugehdrige Kriimmungsmittelpunkt auf
der Seite des Flichenpunktes liegt, nach der die (willkiirlich gewéhlte)
Normalenrichtung & hinweist. Im entgegengesetzten Fall ist R < 0.

Da I =ds?> 0 ist, hingt das Vorzeichen von R nur von dem
von II ab. Wir haben zwei wesentlich verschiedene Fille, je nachdem
dieses Zeichen mit der Anderung von du: dv fest bleibt oder wechselt.
Ist LN — M2> 0, so hat II festes Zeichen: die Kriimmungsmittel-
punkte aller Normalschnitte durch den Flichenpunkt g liegen auf der-
selben Seite von r. Man sagt, die Fliche ist im Punkt g elliptisch ge-
kriimmt. (Beispiel: alle Punkte eines Ellipsoids.) Ist LN — M? =0,
so haben wir zwar noch keinen Zeichenwechsel von 1: R, aber eine
einzige reelle Nullrichtung (1: R = 0). Man spricht von einem para-
bolischen Flichenpunkt. Endlich ist LN — M?* < 0 kennzeichnend fir
hyperbolische Kriimmung.

Deutlicher werden diese Verhiltnisse, wenn wir eine besondere
Parameterdarstellung benutzen: %, = u, %, = v, x3 = f (4, v). Legen

wir unsern Flichenpunkt in den Ursprung, seine Tangentenebene in
die x,, %,-Ebene, so sieht die Reihenentwicklung von f so aus:

(23) Xy =5 (rai+ 25w my +1x3) + -

Ferner wird im Ursprung E =G =1, F =0, L =7, M =s, N ={;
also ist nach (22)

1

(24) —E-=7cos2tp—{—235in(pcos<p + tsin?g,
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wenn @ den Winkel der Tangentenrichtung im Ursprung mit der
%,-Achse bedeutet. Setzt man

. VIR[cosp =1y, V[R|sing=1y,,
SO W

(25) ryi 4 2syy, Hiys = %1

die Gleichung eines Kegelschnitts (oder eines Geradenpaares), den
man als Indikatrix von DUPIN bezeichnet (Fig.12). Dieser Kegel-
schnitt um den Ursprung als Mittelpunkt ist ein dhnliches Abbild der
Niherungsschnittkurven unsrer Fliche mit
Ebenen x3 = konst. fiir kleines | X3 |.

Aus unsrer Reihenentwicklung folgt, dal3
bei elliptischer Krimmung (v —s2> 0)
die Fliche in der Umgebung des Ursprungs
eine Seite der Tangentenebene x; = 0 ganz
freilaBt, wihrend bei hyperbolischer Kriim-
mung die Tangentenebene die Fliche in be-
liebiger Nihe des Ursprungs durchschnei- Fig. 12.
det. Man kann sich iiber solche hyperbo-
lische Flichenpunkte am besten an dem Beispiel x3 = %, %, ein Bild
machen. Weist die x3-Achse nach oben, so liegen in den beiden Winkeln
%%, > 0 die Berge und in x;x, <0 die Tiler, die im Ursprung einen
Sattel bilden.

SchlieBen wir den parabolischen Fall aus (nehmen also die Voraus-
setzung ¢ — s% == 0 als erfiillt an), so kénnen wir die Achsen der Indi-
katrix als #%;, x,-Achsen wihlen. Dann wird s =0 und (24) bekommt
die Form - —
(26) 1 cos?e + sin? g

R T R, R, °

Das ist die Formel von EULER, die die Kriimmung eines beliebigen
Normalschnittes aus den ,,Hauptkriimmungen* 1: R, und 1: R, her-
zuleiten gestattet. Dabei sind die Hauptkriimmungen die Kriimmungen
der Normalschnitte durch die Achsen der Indikatrix von DuPIN. Als
»Schmiegtangenten' oder ,,Asymptoten’* der Fliche bezeichnet man die
Asymptoten der Indikatrix.

§ 44. Die Hauptkriimmungen.

Es galt fiir die Kriimmungen der Normalschnitte in einem Flichen-
punkt die Gleichung (22)

1 Ldu?+ 2Mdudv - Ndov?
(26a) — = .
R Edu? 4 2Fdudv 4 Gdv?

Schreibt man 1: R vor, so ist das eine quadratische Gleichung fiir die
Richtung du:dv

@7) (RL—E)duw*+2(RM — F)ydudv + (RN — G)dv*=0.
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Wir wollen die Werte von 1: R, fir die diese Gleichung in du:dv
eine Doppelwurzel hat, die Hauptkriimmungen der Fliche nennen in
Ubereinstimmung mit der im nichtparabolischen Fall mittels der Indi-
katrix gegebenzn Erklirung. Soll (27) in du:dv eine Doppelwurzel
haben, so mul} neben der Gleichung (27) in du:dv noch die gelten,
die man aus (27) durch Ableitung nach du:dv erhilt. Oder, was auf
dasselbe hinauskommt, es miissen nebeneinander die Beziehungen be-
stehen
(RL —E)du + (RM —F)dv =0,

(28)
(RM — F)du + (RN — G)dv = 0.

Daraus folgt fiir R die Gleichung
RL —E RM-—F
RM—F RN —G
Diese Gleichung hitte man auch unmittelbar aus (27) entnehmen

kénnen. Sie bedeutet das Verschwinden der Diskriminante von (27).
Die Determinante gibt ausgerechnet

=0.

(20) (EG—F¥ g5 — (EN—2FM +GL) 5 + (LN — M) =0.

Somit ergeben sich fiir die symmetrischen Grundfunktionen der
Hauptkrimmungen die Werte

1 1 _ LN-—M?
R, R, EG-—Fz’
(30)
1, 1 _EN—-2FM +GL
R, T R, EG_—F?
Man setzt auch
1 1 1 1

und nennt K das Gavszsche Krimmungsmaf und H die mitilere Kriim-
mung der Fliche. Diese beiden , Kriimmungen‘‘ treten bei Flichen
an Stelle der einzigen Kriimmung bei Kurven. Es ist schon deshalb
bequemer, an Stelle von 1: R,, 1: R, die symmetrischen Verbindungen
K, H einzufiihren, weil diese aus den beiden Grundformen rational zu
berechnen sind.

H wechselt das Zeichen, wenn man bei

(32) VEG —F:=W

das Vorzeichen dndert, eine Irrationalitit, die nach (19) in der Erklarung
der zweiten| Grundform steckt, wiahrend K vom Vorzeichen dieser
Wurzel W nicht abhingt. Nach §43 ist K > 0 fiir einen Flichenpunkt
mit elliptischer, = 0 fiir einen Flichenpunkt parabolischer Kriimmung
und < 0 fiir hyperbolische Kriimmung.
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§ 45. GAUszens Theorema egregium.

DaB K von der Irrationalitit W (32) nicht abhingt, sieht man am
deutlichsten, wenn man in

LN — M2
K="="2"2"

w2
fur L, N, M die Werte aus (19) einsetzt:

1
(33) K :W{(Euu Lu gv) (Evvgu Ev) - (Euv Lu gv)z}'

Man kann nun, wenn man auf den Klammerausdruck zweimal den
Multiklipationssatz fiir Determinanten anwendet, leicht das beriihmte
Ergebnis von Gausz herleiten, da K allein aus E, F, G und den Ab-
leitungen dieser Funktionen nach %, v bis zur zweiten Ordnung bestimm-
bar ist. Man findet

(CuuToo) Euutu) (Eunlo) | Liv (BuoZu) (Buolo)
K=zt E  F  — (.t £ F
| (Eoke) F G | (uotd) F G
oder
. {unZoo) =B Buu) Gunte) | 0 (Fuv ) (Fuoko)
(34) K=7 (Eu Lo E Fooj= (uots) E F
(%o L) F G | () F G
Aus der Erkldrung
i=FE, wr=F 1?=GC
folgt aber durch Ableitung
(35) Tuulu=3Equ,
(36) Luvlu =3 E,;
(37) Looks = 3Gy,
(38) Luvls = 3Gu;
(39) Tuulo=Fu—3E,,
(40) Lookbu=F,—35G,.

(42)

Leitet man (38) nach # und (39) nach v ab, so erhilt man durch nach-
trigliches Abziehen

(41) Euugvv—giv:—%Guu—}‘Fuv_%Evv'
Damit ist in (34) alles durch E, F, G ausgedriickt:
(-%Guu_}—Fuv_%Evv) ‘IEEu (Fu_—g)va) 0 %Ev %Gu
Wh.K = (F,—1G,) E F —|iE, E F
16, F G 16, F G
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In dieser einfachen und naheliegenden Art ist das beriihmte Gausz-
sche Ergebnis von R.BALTZER hergeleitet worden!. Gausz selbst ist
1826 durch sehr langwierige Rechnungen zu einer gleichwertigen Formel
gekommen?. Thre geometrische Deutung soll erst spiter (§ 67) erértert
werden.

§ 46. Kriimmungslinien.
Die Gleichungen (28) oder

R((Ldu 4 Mdv)y— (Edu + Fdv) =0,

43) R(Mdu+ Ndv)y — (Fdu + Gdv) =0

ergeben, wenn man R herauswirft, fiir die ,, Hauptrichtungen'* auf der
Fliche, die den Achsen der Indikatrix entsprechen, in du:dv die
quadratische Gleichung

Ldu 4- Mdv Edu—{—deI

(44) Mdu+Ndv Fdu-+ Gdv

=0

der
?456) (LF--ME)dw>+ (LG —NE)Ydudv + (MG — NF)dv*=0
oder endlich
dv: —dudv du? |
(46) E F G }:o.
L M N |

Eine Kurve auf einer Fliche, deren Richtung in jedem Flichen-
punkt mit einer zugehorigen Hauptrichtung zusammenfillt, nennt man
. Kriimmungslinie’. Da die Indikatrix im allgemeinen zwei reelle
Achsen hat, so gehen durch einen Flichenpunkt im allgemeinen zwei
reelle aufeinander senkrechte Kriimmungslinien. (44), (45), (46) sind
verschiedene Formen der Differentialgleichung dieses rechtwinkligen
Kurvennetzes auf der Fliche.

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Flichenstreifen lings der Kriim-
mungslinien die einzigen auf einer Fliche vorhandenen Krimmungs-
stretfen im Sinne des § 35 sind. Dort war fiir einen Kriimmungsstreifen
die Bedingung
(47) (&, dg, d&)=0

als kennzeichnend nachgewiesen. Wir miissen zeigen, daB die Bedin-
gung (47) mit jeder der eben abgeleiteten Bedingungen (44) bis (46)

1 R. BaLtzER: Ableitung der Gauszschen Formeln fiir die Flichenkriimmung.
Leipziger Ber., math.-phys. Klasse Bd. 18, S. 1—6. 1866.

2 Vgl. P. StAckEL: Materialien fiir eine wissenschaftliche Biographie von
Gausz, V: Gausz als Geometer (1918), bes. S. 120—125. Ferner im folgenden § 73.
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zusammenfallt. In der Tat! Nach §2 (26) folgt aus (47) die lineare Ab-
hangigkeit
(48) af+ fdr +ydé=0

der in der Determinante stehenden Vektoren. Hier diirfen «, § und y
nicht gleichzeitig verschwinden. Da aus &2 =1 folgt £d& =0 und
da iiberdies nach §41 (5) £dr = 0 gilt, so erhilt man aus (48) durch
skalare Multiplikation mit &, daBl « verschwinden muB. Multipliziert
man die {ibrigbleibende Gleichung

(49) pdy+ydé=0
einmal mit g, und zweitens mit g,, so erhdlt man nach (5) und (14a)
die beiden Gleichungen

BEdu + Fdv) —y(Ldu + M dv) =0,

pFdu+ Gdu) —y(Mdu 4 Ndv)=0.

Da dies Gleichungssystem in nicht gleichzeitig verschwindenden § und y
lésbar sein soll, muf3 die Determinante verschwinden. Das fiithrt aber
gerade auf (44), w.z.b. w.

Auf Grund der in § 35 angegebenen Eigenschaft der Kriimmungs-
streifen haben wir den Satz: Eine Flichenkurve ist Kriimmungslinie dey
Fliche, wenn die Flichennormalen lings der Kurve eine Torse bilden.

Fiihren wir das orthogonale Netz der Kriimmungslinien als Para-
meterkurven #, v = konst. ein, so muB zunichst g,r, =F = 0 sein
und nach (45) ME =0, MG =0, also, da E, F, G nicht alle ver-
schwinden kénnen (EG —F2?> 0), mull M = 0 sein.

(50) F=M=0
ist notwendig und hinreichend dafir, daB die Kriimmungslinien Para-
meterkurven sind.

Aus (49) sehen wir, daB fir die auf Kriimmungslinien bezogene
Fliche Gleichungen der Form

(51) ﬂlgu—*—ylfu:()’ ﬂ2gv+‘y2£v:(}

gelten miissen. Da nach (3) y, und x, nicht verschwinden diirfen,
sind dabei y; und y, =F 0. Multipliziert man die erste Gleichung mit 1,
und die zweite mit ,, so ergibt sich

B _ L B _ N
123 L

Y1 E’ yy
Nach (30) sind diese Quotienten fiir den Fall M = F = 0 aber nichts

anderes als die Hauptkriimmungen 1: R, und 1: R, der Fliche. Wir
koénnen also nach (51) etwa

1 1
(52) §“=~R—lg“’ 51;:_“}3—221)

setzen. Die Gleichungen (52) pflegt man nach OLINDE RODRIGUES (1816)
zu benennen.
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Auf einer Drehfliche kann man sofort die Kriimmungslinien er-
mitteln. Es sind das nimlich die Parallelkreise und Meridiane der
Fliche; denn die aus den Normalen lings dieser Kurven gebildeten ge-
radlinigen Flichen sind Torsen. Von den beiden zu einem Punkt einer
Drehfliche gehdrigen ,,Hauptkriimmungsmittelpunkten® ist der eine
Kriimmungsmittelpunkt des zugehorigen Meridians, der zweite liegt
auf der Drehachse (Fig. 13). Letzteres kann man einsehen, wenn man
bedenkt, daf die Normalenfliche lings des Parallelkreises ein Dreh-
kegel ist, oder auch mit Hilfe des Satzes von MEUSNIER.

Nehmen wir jetzt die Fliche wieder als gegeben in allgemeinen
Parametern an, so konnen wir die Differentialgleichung der Kriimmungs-
linien nach (47) wegen (5) und (14a) in der Form schreiben:

63) (fruél)du® + [(E1. &) + (Er,éu)]dudo + (£, &,)dv? = 0.

Da diese Gleichung zur Bestimmung von d# : dv mit (45) identisch sein
muf, muB ihre linke Seite bis auf einen
Faktor A mit der von (45) iibereinstimmen.
Die Faktoren von du?, du dv und dv2 in
(53) sind also bis auf einen gemeinsamen
Faktor 4 gleich den entsprechenden in (45).
So haben wir z. B. fiir die Faktoren von
du? und dv?
(1, =A(MG — NF).
Aus diesen Formeln kénnen wir leicht den
folgenden geometrischen Satz ableiten: Be-
trachten wir inetnemFlichenpunkt irgend zwes
in senkrechien Richtungen auslaufende Kur-
ven, so sind in thmdie geoddtischen Windungen
Fig. 13. (vgl. § 34) ay und a, der zu den Kurven geho-
rigen Flichenstreifen entgegengeseizt gleich.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn wir die beiden Kurven
als u- und v-Kurven eines senkrechten Parameternetzes annehmen.
Dann kénnen wir F = 0 ansetzen und erhalten aus (54):

(E Lu Eu) __ (E Lo Ev)
E .

(54)

G

(85)

Die Ausdriicke der beiden Briiche sind nach § 35 (25); aber gerade die
geoditischen Windungen a; und 4, unserer beiden Kurven, denn

VEdu und YGdv

sind nach (8) die Bogenelemente ds; und ds, unserer beiden Kurven
dv =0 und du = 0. Bezeichnen wir dann mit
dy d& dg d§>

ds,? ds; dsy’ ds,

<und entsprechend
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die Ableitungen der Vektoren g und & langs unserer u-Kurve, (bzw.
v-Kurve) nach der Bogenlinge, so kénnen wir wegen dy:ds; = I, : VE
usw. die Gleichung (55) in der Form schreiben:

dy dE)__ gdg d§>
<—d—s—1dsl - (d_szdsz'

woraus nach § 35 (25), unsere Behauptung erwiesen ist.

§ 47. Nabelpunkte?,

Nach (46) versagt die Differentialgleichung der Kriimmungslinien
immer dann, wenn die beiden Grundformen I, II sich nur um einen
von du:dv unabhingigen Faktor unterscheiden, wenn also nach (22)
die Kriimmungen aller Normalschnitte durch den Flichenpunkt iber-
einstimmen. Einen solchen Flichenpunkt nennt man Nabel. Eine Ebene
und eine Kugel bestehen offenbar nur aus Nabelpunkten. Hier lassen
sich alle Kurven als Kriimmungslinien ansehen, was auch daraus her-
vorgeht, daB die Normalenflichen lings beliebiger Kurven auf diesen
Flachen Zylinder oder Kegel, also Torsen sind.

Es fragt sich, ob die KugeIn (mit Einschluf3 der Ebenen) durch die
Eigenschaft, nur Nabelpunkte zu enthalten, gekennzeichnet sind. Gibt
es auf der Fliche Punkte mit endlichen Hauptkriimmungshalbmessern,
so gilt, wenn alle Nabelpunkte sind, R, = R, = R (#, v) und, da jede
Kurve auf der Fliche Kritmmungslinie ist, so folgt aus (52)

- 1 1
(56) Eu:'—Tgu; Ev:_?gv'

Leitet man die erste Formel nach v, die zweite nach # ab, so findet
man durch Abziehen

R, R
(57) + o Tu—

"

2

1, =0.

Wegen der linearen Unabhingigkeit von g, und ¢, gibt (57) R, = R, =0
oder R = konst. und durch Integration von (56) erhilt man das Er-
gebnis ¢ = — R& + 0. Das heiBt aber, die Fliche ¢ (#, v) ist tatsich-
lich eine Kugel mit dem Mittelpunkt o und dem Halbmesser R.

Ist hingegen 1: R identisch Null, so folgt aus (56) &, =&, =0
oder £ = konst. Also durch Integration von &dg =0 die Gleichung
einer Ebene £y = konst.

Damit ist gezeigt:

Die Kugeln mit Einschluf der Ebenen sind die einzigen nur aus Nabeln
bestehenden Flichen..

1 Vgl. zu diesem Abschnitt die Aufgabe 3 des § 60.
Blaschke, Differentialgeometrie I 3. Aufl. 7
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§ 48. Satz von DUPIN iiber rechtwinklige Flichennetze.

Die Ermittlung der Kriimmungslinien auf manchen Flichen (z. B.
auf den Flachen zweiter Ordnung), also die Integration der Differential-
gleichung (46) gelingt in besonderen Fillen mittels eines schonen Satzes
von CH. DupIN. Wir denken uns die Koordinaten x, eines Punktes im
Raum als Funktionen von drei Parametern dargestellt:

(58) xk = xk (u!v; w) )
woflir wir zur Abkiirzung wieder vektoriell
t =y (%9,

schreiben werden. Dann nennt man #, v, w ,krummlinige Koordi-
naten” im Raum, wenn die Gleichungen (58) nach den u, v, w losbar
sind, d. h. wenn die Funktionaldeterminante der x4, x,, 3 nach #, v, w
nicht identisch verschwindet. Wir wollen nun insbesondere annehmen,
je zwei Flachen #, v, w = konst. sollen sich lings ihrer Schnittlinie
senkrecht durchschneiden. Dann bilden die drei Flichenscharen ein
rechtwinkliges Flichennetz cder, wie man auch sagt, ein dreifaches Ortho-
gonalsystem.
Nehmen wir z. B. Polarkoordinaten

%y, =7rsindcosg,

%, = rsin dsing,

%, =7rcos P,
so sind die Flichen » = konst. konzentrische Kugeln, ¢ = konst. Dreh-
kegel und ¢ == konst. Ebenen. Diese drei Flichenscharen bilden ein
rechtwinkliges Flichennetz. Als Bedingungen dafiir bekommen wir

(59) Lte=0, Lwi,=0, ¥t.=0,

wo z. B. g, den Vektor mit den Koordinaten 0 x,:3u% bedeutet. Das
quadrierte Bogenelement ds?= dx; + dx, + dx, des Raumes nimmt
bei einem dreifachen Orthogonalsystem die Gestalt an:

ds® = ¢ du® 4 2 dv? + 1%, dw?.
Es gilt nun folgender Satz aus CH. DupiNs Hauptwerk: ,,Déve-
loppements de géométrie* (Paris 1813):
Die Flichen eines rechtwinkligen Netzes durchschneiden sich paar-
weise 1w Kriimmungslinien. ‘
Zum Beweise leiten wir die Gleichungen (59) der Reihe nach nach
u, v, w ab. Das gibt
Luv Tw + Lwuly = 0,
Towlu T Luovlw = 0,

Lwulo T Lywku =0
oder

Iuvgw:(): Xvwgu:()-' Equv:O'
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Da alle drei Vektoren g,, 1, und t,, auf g, senkrecht stehen, liegen
sie in einer Ebene:

(60) (FuoTuly) = 0.

Betrachten wir jetzt eine Fliche w = konst., auf der die #, v Gausz-
sche Parameter bilden. Es ist ¢,z, =F = 0, und nach der Erklirung
(19) von M folgt aus (60) auch M = 0. F =0, M = 0 war aber kenn-
zeichnend fiir Kriimmungslinien als Parameterlinien, w. z. b. w.

Wir konnen diesem Nachweis unseres Satzes auch ein geometri-
sches Mintelchen umhingen. Von einem Punkt unseres dreifachen
Orthogonalsystems laufen drei Kurven aus, in deren jeder sich zwei
Flichen des Systems schneiden. Durch jede Kurve gehen dann zwei
Streifen, die zu den beiden Flichen gehéren, welche sich in der Kurve
schneiden. Insgesamt laufen also von einem Punkt sechs zu unserem
dreifachen Orthogonalsystem gehérige Streifen aus. Die beiden Streifen
durch eine und dieselbe Kurve schneiden sich senkrecht, haben also
nach dem am SchluB3 des § 36 bewiesenen Satze dieselbe geoditische
Windung. Nennen wir die drei verschiedenen geoditischen Windungen,
die an den Streifen der drei verschiedenen Kurven auftreten, a,, a,
und a3, so liegen noch je zwei zu verschiedenen Kurven gehérige
Streifen auf einer und derselben Fliche. Da sie zu senkrechten Kurven
gehoren, so sind nach dem Ende des §46 ihre geoditischen Win-
dungen entgegengesetzt gleich. Dreimal angewendet, liefert der Satz:

a, + a, =0, ay +a; =0, a4+ a, =0,

das heiBt, alle a verschwinden, somit sind nach § 35 alle vorkommen-
den Streifen Kriimmungsstreifen, was zu beweisen war.

Ein nicht triviales Beispiel eines rechtwinkligen Flichennetzes
bilden die ,konfokalen‘ Flichen zweiter Ordnung. Beschrinken wir
uns auf den Fall der Mittelpunktsflichen, so kann man die Flichen
des Netzes mittels eines Parameters ¢ in eine Gleichung zusammen-

fassen:
x2 %3

(61) fl) =2 +

2
+ g
—ay t—a, t—ag

=1,

Es sei a, > a,> a3 > 0 und x, + 0. Gibt man die x;, so erhilt
man fiir ¢ eine kubische Gleichung, von der man einsehen kann, da8
sie nur reelle Wurzeln hat. Denn linker Hand steht in (61) bei festen
%y, eine Funktion f (), die an den Stellen @; von — ® nach -+ ©
springt und im ibrigen stetig ist. Nach dem Satze von BoLzANO iiber
stetige Funktionen muB es also tatsichlich drei reelle Nullstellen £,
von f(¢{) — 1 geben, und zwar auf den folgenden Teilstrecken:

h>a >t >a,>1>a,.

Somit gehen durch jeden Raumpunkt (x, 4 0) drei reelle Flichen
unseres Systems (61): ein Ellipsoid £, ein einschaliges Hyperbolid ¢,
7*
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und ein zweischaliges #,. Die £, sind an Stelle der #, v, w als krumm-
linige Koordinaten verwendbar. Die Orthogonalitit sieht man so ein:
Die Flichennormale an die Fliche #; = konst. hat die Richtung

X4 Xy xg

b —ay’ t;—ay’ ty— ag”
Bilden wir das innere Produkt mit dem Normalenvektor der Fliche #,,

so erhalten wir
2

(61a) St S 1 + -- ) .
(ti—ay) (h —ay)  (f;—ag) (b — ag) (4 — ag) (h — ay)

Dieser Ausdruck ist aber Null; denn aus f(4) =1, f(t) =1 folgt
@) — 7 (@) =0, was das Verschwinden von (6la) ausdriickt. Darin
ist die behauptete Orthogonalitit enthalten.

Die Kriimmungslinien der Flichen zweiter Ordnung sind also im all-
gemeinen Rauwmkurven vierter Ordnung, in denen sich je zwer komfokale
Flichen durchdringen.

§ 49. Die winkeltreuen Abbildungen des Raumes.

Setzt man
Vi = Y (%1, %a, %3)

wo die y, analytische Funktionen der x; mit nicht verschwindender
Funktionaldeterminante sind, so erhilt man, wenn man die x;, und y,
als rechtwinklige Koordinaten zweier Punkte r und py deutet, eine
,, Abbildung’ oder ,Punkttransformation” des Raumes. Bleiben bei
dieser Abbildung die Winkel erhalten, so nennt man die Abbildung
,,winkeltreu’ oder (nach Gausz) ,konform‘. Triviale Beispiele solcher
winkeltreuer Abbildungen sind die Ahnlichkeiten.
Ein nicht triviales Beispiel bildet die ,,Inversion’

S
(62) y=%.

Entsprechende Punkte liegen dabei auf demselben Halbstrahl durch
den Ursprung. Das Produkt ihrer Entfernungen vom Ursprung ist Eins:

(63) ry*=1.

Die Einheitskugel (Inversionskugel) bleibt bei dieser Abbildung punkt-
weise fest (f = 1). Der Ursprung wird ins Unendliche beférdert. Die
Abbildung ist ,,involutorisch®, da die Beziehung der Punkte ¢, ) sym-
metrisch ist, also die Abbildung ¥ — 9 mit der inversen 1) — r zusammen-
fallt. Man spricht daher auch von der ,,Spiegelung* an der Kugel r* = 1.
Eine Gleichung von der Form

(64) Ag+ Ay + 4,9+ Ayy; + 4,92 =0

behilt diese Gestalt:

65) A2+ Ayx, + Asxy + A%+ 4, =0,
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d.h. die Gesamtheit der Kugeln und Ebenen geht bei der Inversion
in dieselbe Gesamtheit iiber. Wir wollen im folgenden die Ebenen
immer mit zu den Kugeln rechnen.

Die Winkeltreue der Inversion kann entweder geometrisch aus der
Invarianz der Kugeln oder wie im folgenden durch Rechnung erwiesen
werden. Aus (62) ergibt sich

_rdy—2(dye
(66) dt) - (32)2 ’
dy? ds
(67) dy? = (22’ dsy = 22;,‘ .

Sind £ und # Einheitstangentenvektoren in entsprechenden Punkten
entsprechender Kurven

d d
so folgt aus (66) und (67)
2E—2(d
(69 n=EEE0E

Fiir ein zweites Paar entsprechender Kurven durch dasselbe Punkte-
paar g, § ergibt sich ebenso

2F &

=

und daraus i
(71) ny=£&§,
worin die Winkeltreue enthalten ist.

Wir werden nun umgekehrt zeigen, dall aus der Winkeltreue die
Invarianz der Kugeln folgt:

Satz von LiouviLe. [Jede winkeltreue viumliche Abbildung {fiihvt
die Kugeln wieder in Kugeln tiber?.

Zunéchst folgt aus der Winkeltreue, daB ein rechtwinkliges Flachen-
netz bei konformer Abbildung wieder in ein solches iibergeht. Daraus
schlieBen wir:

Bei winkeltreuer Abbildung bleiben die Kriimmungslinien erhalien.

Wir brauchen dazu nach DUPIN nur zu zeigen, daB jede Fliche
T (#,v) in ein rechtwinkliges Flichennetz ,eingebettet werden kann.
Wir nehmen die Kriimmungslinien auf der Fliche als #, v-Kurven und
setzen (£ = Einheitsvektor der Flichennormalen)

(72) t=r®,v)+wé(u,v),
dann bilden die geradlinigen Flichen (Torsen) #, v = konst. und die

,,Parallelflichen” = = konst. zur urspriinglichen Fliche (w = 0) ein
solches Netz. Es ist nimlich

(73) iu:‘gu—f—wfu’ iv:£v+w§v’ iw:‘é:

! J. LiouviLLe: Note VI in MoNGES Application de I’Analyse, S. 609—616.
Paris 1850.
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oder nach OLINDE RODRIGUES (52)

@ =g )n. B=(1-g)n. f.=f

Die drei Vektoren sind parallel zu g,, 1,, &, also tatsichlich paarweise
senkrecht. Aus der Invarianz der Krimmungslinien folgt aber nach
§ 47 die behauptete Invarianz der Kugeln.

Der damit bewiesene Satz von LIOUVILLE ldBt sich auch so fassen:
Jede winkeltrene Abbildung (die nicht dhnlich ist) lift sich durch eine
Aujeinanderfolge einer Inversion und einer Ahnlichkeit vermitteln.

Man zeigt dies etwa auf folgende Weise. Es sei ¢ — §) eine vorgelegte
winkeltreue Abbildung. Wir nehmen ein rechtwinkliges Flichennetz
von Kugeln an, die durch einen Punkt y, hindurchgehen und hier drei
paarweise zueinander rechtwinklige Ebenen berithren. Dieses Netz
geht durch die vorgelegte Abbildung in ein ganz entsprechend wieder
aus Kugeln aufgebautes Netz durch den entsprechenden Punkt ),
tiber. Jetzt nehmen wir zwei Inversionen, von denen die eine g — 1*
den Punkt g, ins Unendliche befordert (r; = oo), die andere y — y*
den Punkt 9, (§,'= o0). Von der so entstehenden Abbildung r* — y*
148t sich nun einsehen, daB sie eine Ahnlichkeit ist. Die beiden Kugel-
netze sind durch die Inversion in Ebenennetze (etwa x} = konst.,
&% = konst.) iibergefiihrt worden. Die Abbildung 1* — n* hat also eine
analytische Darstellung von der getrennten Form

i = i (%5) -
Ferner ist die Abbildung ¢* — y*, die durch Zusammenfassung winkel-
treuer Abbildungen entstanden ist, selbst winkeltreu, fiihrt also die
Kugelschar ¢*2 = konst. in die Kugeln Y*2 = konst. iiber. Daraus
schlieBt man aber leicht auf die Ahnlichkeit §* = konst. - r*, womit
die Behauptung erwiesen ist.

Die eine der hier zum Beweis verwandten Inversionen kann man
auch sparen, wenn man etwa g, gleich im Unendlichen wihit.

§ 50. GAuUsz’ sphirisches Abbild einer Fliche.

Denken wir uns, wihrend ein Punkt g (#, v) eine krumme Fliche
beschreibt, den Einheitsvektor & (#, v) der zugehdrigen Flichennormalen
vom Ursprung aus abgetragen, so ist der Endpunkt & dieses Vektors
auf der Kugel £%2 = 1 beweglich. Die Fliche () ist so ,,durch parallele
Normalen auf die Einheitskugel (£) abgebildet. Man spricht vom
sphirischen Abbild nach Gausz. Wir wollen nun dhnlich, wie wir
beim Tangentenbild einer krummen Linie das Verhalten entsprechen-
der Linienelemente festgestellt haben, jetzt beim ,,Normalenbild* er-
mitteln, wie sich entsprechende , Flichenelemente” von (g) und (&)
verhalten.
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Die Oberfliche' einer krummen Fliche erklirt man (zweiwertig)
durch das Doppelintegral

(75) S Gudu, x,dv, &= [[Wdudv.
Das ,,Flichenelement*
(76) do= (r,du, r,dv, &)

stellt man sich am einfachsten vor als ,,unendlich kleines Parallelo-
gramm'’‘ zwischen den Vektoren g,du#, r,dv. Man kann leicht ein-
sehen, daBl die Erklirung (76) von der Parameterwahl unabhingig ist.
Sind namlich #, v neue Parameter, so wird

S @@ dudo = [[ @ uy+ 1,0, 1,4 + 1,0, O dudo
= [ @58 vy —wgv) dudv = [[ @1, 8 dudv

nach der bekannten Formel fiir die Einfihrung neuer Verinderlicher
in ein Doppelintegral.
Das entsprechende Oberflichenelement der Einheitskugel ist

(78) do = (&,du, &, dv, &).

Nehmen wir als Parameterlinien etwa die Kriimmungslinien und setzen
Tudu = dix, t,dv = dyr und nach OLINDE RODRIGUES (§46 (52))

(77)

dyr= —R;-d, &, dyr = — Ry-dyé,

so wird

(79) do= Ry R, (d,¢,d,&, &)
=R, R,dw.

Wir haben damit gefunden:
dw 1

Das Gauszsche Krimmungsmal ist also gleich dem Quotienten
entsprechender Flichenelemente von (£) und (r). Man kann hier
wieder eine Bemerkung diber das Vorzeichen machen. do und do
haben einzeln willkiirliches Zeichen, da wir aber in der Erklirung (76),
(78) dieser Flichenelemente beidemal denselben Normalenvektor £ ver-
wendet haben, so sind diese Zeichen so aneinander gebunden, daB
dw:do> 0 oder <0 ist, je nachdem die Vektoren &,du, &dv, &
ebenso aufeinander folgen wie die Vektoren t,du, 1,dv, & oder nicht,
je nachdem also das sphirische Abbild ,.gleichsinnig” oder ,,gegen-
sinnig* ist.

! Eine geometrische Erklarung der ,,Oberfliche* entsprechend der der Bogen-

lange in § 1 findet man etwa bei H. Bosr und J. MoLLERUP, Mathematisk Ana-
lyse II, S. 366. Kopenhagen 1921.
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Man fihrt
(81) A2 =cedut 4 2fdudv + gdv? = II1
(82) e=£&, [=§&§&, g=§&

gelegentlich als dritte Grundform ein. Die quadratischen Formen I, I1,
IIT sind aber linear abhingig. Aus den Fortschreitungen lings der
Hauptrichtungen kann man jede andere Fortschreitungsrichtung auf
unsere Fliche linear kombinieren:
s9) dy = dig + dyy,
( - —(hr o b

a4t = s +dys = — (P 4+ 3F).
Danach wird

I'=-H4dy =d?+dyz?,

d, 12 dy12
II=—dgd§:~%—}—;Ti,

(84)
— Lgp 4y &2
7= a8 =0+ 7.
Wirft man aus den drei Gleichungen d,12, d,x? heraus, so folgt
I 1 1!
11
(85) I 4 % =0
1 1
M w w
oder
(86) KI—2HII +-1II =0,

wenn mit H wieder die mittlere Kriimmung (31) bezeichnet wird. In
(86) ist die behauptete lineare Abhingigkeit enthalten. Ausfiihrlich
schreibt sich diese Beziehung der drei Grundformen:

KE—2HL Le=0,
(87) KF —2HM 1 {=0,
KG—2HN +g=0.

§ 61. Normalensysteme.

Es sei g (u,v) eine Fliche. Durch jeden Punkt ¢ der Fliche legen
wir eine Gerade, deren Richtung durch den Einheitsvektor # (#, v) ge-
geben sei, also in Parameterdarstellung

(88) hp=1r+wn.
Wann gibt es zu diesem System von Geraden, das von zwei Parametern
u,v abhingt, eine orthogonale Fliche; wann bilden also diese Ge-
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raden das System der Normalen einer Fliche? Es sei in (88) y (%, v)
diese orthogonale Fliche. Dann brauchen wir nur w (#,v) so zu be-
stimmen, daB #-dYy = 0 wird. Es ist

(89) dy = (gu +wn.) du + (r, +©n,) dv +ndw,
Also gibt -dy = 0 die Bedingung, daB

ein vollstindiges Differential ist (man beachte, daB %2 = 1 und daher
Ny + nny = 0). Somit folgt

(91) (Tu o = (Lo M)u
oder
(92) Lullo — LoNu = 01

als notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Normalensystem.
Nehmen wir rechtwinklige Parameterlinien auf unsrer Fliche, und
zwar insbesondere so, daf3

(93) .n=0

wird, so liegen die drei Vektoren &, 7, t, in einer Ebene, der ,,Einfalls-
ebene’ von 7. Unter der Annahme (93) nimmt unsere Bedingung fir
das Normalensystem (91) die Form an:

(94) (Lo n)u =0.

Bezeichnet man den ,,Einfallswinkel”, d. h. den Winkel des Vektors
7 mit dem Normalenvektor &, durch ¢, so wird

sing = (5,7): 53
und es kann die Bedingung (94) fiir ein Normalensystem auch so ge-
schrieben werden:

(95) (Va2 - sing), = 0.

Verandert man daher die Lage des Strahls in seiner Einfallsebene, so
daB an Stelle von ¢ (nach dem Brechungsgesetz) der Winkel ¥ vermdoge
der Gleichung

(96) sing =#nsingp, #»= konst.

tritt, so gilt wiederum

(97) (Ve2sing), = n(y2-sing), =0,

d. h. die gebrochenen Strahlen bilden wieder ein Normalensystem. Da-
mit ist der Satz von MALUS und DUPIN bewiesen:

Werden die Strahlen eines Normalensystems an einer Fliche nach
dem Gesetz (96) von SNELLIUS gebrochen, so bilden auch die gebrochenen
Strahlen ein Normalensystem.

1 Fiir £ = 7 ist das eine schon frither hergeleitete Formel § 42 (18).
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Nebenbei: Seine eigentliche Quelle hat dieser Satz allerdings nicht
in der hier durchgefiihrten Rechnung, sondern in dem Prinzip von
HuvcHENS. Die Spiegelung (n = — 1) ist unter Brechung mit enthalten.

Auf die aus der Optik stammende Theorie der Strahlensysteme
werden wir im 9. Kapitel ein wenig eingehen.

§ 52. Schmiegtangentenkurven.

Die Linien auf einer Fliche, lings derer die zweite quadratische
Grundform verschwindet,
(98) Ldu? +2Mdudv+ Ndv2=0

nennt man , Asymptotenlinien’’ oder auch ,,Schmiegtangentenkurven'
der Fliche. Die Tangenten an die Asymptotenlinien sind die Asymp-
toten oder Schmiegtangenten der Fliche. Der Normalschnitt durch
eine solche Tangente hat dort einen Wendepunkt. Man spricht deshalb
auch von ,,Wendelinien“ der Fliche. Die Differentialgleichung (98) 1463t
sich nach (19) ausfiihrlich so schreiben:

(99) (guudu2 + 2Zuvdudv + gvvdeJ Lu> gv) = 0.

Ist die Fliche hyperbolisch gekrimmt (K <0, LN — M? <0), so
gehen durch jeden Flichenpunkt zwei reelle Asymptotenlinien hin-
‘durch. Die Tangenten an sie fallen mit den Asymptoten der Indikatrix
von DupiN (vgl. §43 (25)) zusammen, liegen also symmetrisch beziiglich
der Hauptrichtungen der Fliche, die mit den Achsen der Indikatrix
zusammenfallen. In parabolischen Flichenpunkten (LN — M? =0)
gibt es, wenn IT nicht identisch verschwindet, nur eine Asymptotenrich-
tung. Im elliptischen Fall (K>0, LN—M?2>0) werden die Schmieg-
tangentenlinien imagindr.

Da nach § 42 (13) (15) (16) fiir die Normalkriimmung b eines Flachen-
streifens gilt ¥ = — II: I, folgt, daB die Streifen lings unserer Asymp-
totenlinien identisch sind mit den im §35 erkliarten Schmiegstreifen
auf unserer Fliche. Demnach kénnen wir die folgende mehr geometrisch-
anschauliche Erklarung der Schmiegtangentenlinien geben:

Die Asymptotenlinien einer Fliche sind die Kurven auf der Fliche,
deren Schmiegebenen gleichzeitig Tangentenebenen der Fliche sind.

In innigem Zusammenhang mit der Erklirung der Asymptoten-
richtungen steht die der ,,konjugierten Richtungen. Zwei Richtungen,
du:dv und Su: dv auf der Fliche in einem Flichenpunkt #, v nennt
man konjugiert, wenn sie durch die Schmiegtangenten in dem-
selben Punkt harmonisch getrennt werden. Es mufl dann die ,,Polaren-
bildung*‘ der zweiten Grundform, ndmlich

(101) Ldudu -+ M @dudv+ dvou) + Ndvdv=0

verschwinden. Diese Beziehung (101) behilt auch fir K > 0 ihre reelle
Bedeutung.
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Nach (101) sind die Parameterlinien (du, dv=0; du =0, dv)
konjugiert, wenn M =0 ist. Die Kriimmungslinien bilden also ein
Kurvennetz, das gleichzeitig orthogonal (F = 0) und konjugiert ist
(M =0).

Aus der geometrischen Deutung der Asymptotenlinien kann man
leicht den SchluB ziehen, daBl diese Kurven mit der Fliche nicht nur
gegeniiber Bewegungen, sondern gegeniiber Kollineationen und Korrela-
tionen invariant verbunden sind, eine Tatsache, auf die wir spiter noch zu-
riickkommen werden. Entsprechendes gilt fiir konjugierte Richtungen.

Auf die geometrische Deutung der konjugierten Richtungen und
ihren Zusammenhang mit den im §34 erklirten konjugierten Tan-
genten eines Flickenstreifens kommen wir bald zu sprechen (§ 54).

Der Satz von MEUSNIER § 43 ist fiir die ebenen Schnitte einer
Flache durch eine Schmiegtangente so abzuindern: Diese ebenen
Schnitte haben im Bertihrungspunkt der Schmiegtangente notwendig
alle Wendepunkte mit Ausnahme des Schnitts der Fliche mit ihrer
Tangentenebene an der betrachteten Stelle. Vgl. § 60, Aufgabe 8.

§ 53. Schmiegtangentenlinien auf geradlinigen Flichen.

Die Ermittlung der Asymptotenlinien vereinfacht sich ein wenig fiir
die Flichen, die von einer Schar geradliniger ,,Erzeugenden‘* bedeckt
werden, also fiir die geradlinigen Flichen. Man kann eine solche Fliche
stets so darstellen

(102) t=19() +3(0)-u,

wobel etwa 32 = 1 gewidhlt werden kann. Es folgt:

(103) =3 L=Y T

(104) Luw =0, Tuy =80, Lvo = Yoy T 800

und somit fiir die Asymptotenlinien nach (99)
(28, dudv 4 (0, + 550 #) dV%, 3, 9, 3, %) =0
oder

(105)  dv-{2(3,31,) At + (9yp + 3p0 ) §. Dy + §,%) dv} = 0.

Das Verschwinden des ersten Faktors (dv = 0) ergibt die Schar der
geradlinigen Erzeugenden.

Der Klammerausdruck gleich Null gesetzt, ergibt eine zweite, die
Flache einfach bedeckende Schar von Asymptotenlinien. Ist

(106) (323 9.) + 0,
so hat die entstehende Differentialgleichung die Form
(107) =P 20u+tR,

wo P, Q und R nur von v abhingen. Man pflegt eine solche Differential-
gleichung nach dem italienischen Geometer J. RicCATI zu benennen.
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Aus der Form dieser Gleichung kann man leicht ablesen, daB vier
Losungen u,(v); £ =1, 2, 3, 4 festes, d. h. von v unabhingiges Doppel-

verhiltnis besitzen:
—_ %3 . Ml — U

(108) D=2"" ? = konst.

Uy — Ug Uy — Uy

Dazu braucht man nur zu zeigen, daf3

! — u! [ ()
109)  Ligp o wow wdoud

Uy — Uy Uy — Ug Uy — Uy Uy — Uy

’ ’
Ug — Uy

verschwindet. In der Tat erhidlt man unter Benutzung der Glei-
chung (107) z. B.

’ ’
uf — ug

Ty P (uy + ug) +20Q.
Daraus folgt die Richtigkeit von (109).

Geometrisch bedeutet unser Ergebnis, dall die neue Schar von Schmieg-
tangentenlinien die alte Schar, also die geradlinigen Erzeugenden,
nach festen Doppelverhiltnissen durchsetzt. Sind beide Scharen von
Schmiegtangentenlinien geradlinig, so erhdlt man geradlinige Flichen
zweiter Ordnung, deren Eigenschaften man hier bestitigt findet.

Es bleibt noch der ausgeschlossene Sonderfall zu beriicksich-
tigen, dalB
(110) (3039:) =0

identisch verschwindet. Wir unterscheiden zwei Unterfalle:

1. 3, und 3 sind linear abhingig: 3, = A:3. Wegen 32 =1, 33, =0
folgt dann durch skalare Multiplikation mit 3, daB 2 = 0, also 3 = konst.
ist. Nach (102) haben wir somit eine allgemeine Zylinderfliche.

2. Es sind 3, und 3 nicht linear abhédngig. Dann folgt aus (110) eine
Darstellung

(111) Dy = ()5 + B (V) §o-
Setzen wir nun
(112) b () =y — B3

so ist y, falls nur Y, nicht identisch verschwindet, eine Kurve auf der
Fliche (102). SchlieBen wir diesen Fall zunichst aus, so haben wir
nach (112), wenn wir (111) verwenden:

(113) b‘v:(a’—ﬂz)a mit “'—'ﬂv%‘o-
Statt (102) kénnen wir nach (112) und (113) dann schreiben, wenn wir
 und j durch § und Y, ausdriicken:

=9+ #%p, mit a:iizv.

Daraus geht hervor, daBl unsere geradlinige Fliache die Tangentenfliche
esner Kurve, namlich 1) (v) ist. In dem Ausnahmefall §, = 0 haben wir
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nach (113) « = f,. In diesem Fall gehen alle Erzeugenden v = konst.
unserer Fliche durch den Punkt

t=19—3p0),
der wegen
Lo =03+ B4 — 8,84 =0
im Raume fest ist, und der sich auf jeder fiir ¥ = — § ergibt, hindurch.

Wir haben also einen Kegel.

Alle in 1. und 2. vorkommenden speziellen Fille von Flichen haben
wir im § 3 als Torsen bezeichnet. Wir finden somit: Die Bedingung (110)
kennzeichnet unter den gevadlinigen Flichen die Torsen.

Die Gleichung (103) ergab:

Ly =13, Ty =1y T 3o %.
Diese Vektoren liegen fiir alle # in einer Ebene, wenn nach (110)
3, 1, und 3, in einer Ebene liegen. Die Bedingung (110) bedeutet also,
daB beim Fortschreiten lings einer Erzeugenden unserer Fliche die
Tangentenebene der Fliche sich nicht um die Erzeugende dreht, son-
dern fest bleibt. Wir haben also gezeigt:

Eine Torse wird lings jeder Erzeugenden von einer festen Ebene
berithrt und die Torsen sind die einzigen geradlinigen Flichen mit
dieser Eigenschaft. Somit kénnen wir jetzt nachtriglich die Torsen
auch so erkliren:

Eine geradlinige Fliche, die lings jeder Evzeugenden von einer festen
Ebene beriihrt wird, soll eine ,, Torse'* heifen.

Die durch (102) und (106) gekennzeichneten allgemeineren geradlinigen
Flichen nennt man ,,windschief".

§ 54. Konjugierte Netze.

Die konjugierten Richtungen auf einer Fliche lassen folgende geo-
metrische Deutung zu. Gehen wir von einer Flichenkurve aus, und
betrachten wir die Torse, die von den Tangentenebenen der Fliche
in den Punkten der Kurve umhiillt wird! Die Erzeugenden dieser, der
Flache lings unsrer Kurve umschriebenen Torse sind zu den Tangenten
der Kurve konjugiert. Das kénnen wir etwa so einsehen. Ist 4 ein in der
Tangentencbene beweglicher Punkt, ¢ der Berithrungspunkt und &
der Vektor der Flichennormalen in g, so ist die Gleichung der Tan-
gentenebene

h—1rpé&=0.

Schreiten wir lings unserer Flichenkurve fort, so ergibt sich nach der
SchluBweise am Ende von §6 fiir die Einhiillende dieser Tangenten-
ebenen die zweite Gleichung

—dy-f+ (9 —pdsi=0,
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oder, da das erste Glied wegfillt, — wenn man noch 1 — y = dg setzt —
(114) 0r-d&=0.
Austiihrlich geschrieben nach (19)

(1, 0u + ¢, 00)- (£, du + &,dv)
=—{Ldudu-+ M (dudv+dvou) + Ndv v} = 0.

Das ist genau unsere Bedingung (101) fiir konjugierte Richtungen. Auf
Grund der geometrischen Erklirung der konjugierten Richtungen sehen
wir, daB3 die zu den Tangentenrichtungen einer Fliachenkurve konjugier-
ten Richtungen mit den Richtungen der konjugierten Tangenten des zur
Kurve gehorigen Streifens identisch sind, die wir im § 34 erklart haben.

Diese Konstruktion konjugierter Richtungen gestattet, auf jeder
Fliche ein Netz konjugierter Kurven herzustellen. Es a8t sich nam-
lich die Beziehung zwischen Parallelkreisen und Meridianen so ver-
allgemeinern: Die Beriihrungslinien aller Kegel, die einer Fliche um-
schrieben sind, und deren Spitzen auf einer Geraden liegen, bilden zu-
sammen mit den Schnittlinien der Fliche mit den Ebenen durch die-
selbe Gerade ein konjugiertes Netz auf der Fliche.

Dafiir, daB die Parameterlinien ein konjugiertes Netz bilden, hatten
wir die Bedingung M = 0 oder

(115) (Tunluly) =0

in § 52 abgeleitet. Diese letzte Bedingung (115) ist sicher erfiillt, wenn
Lu» == 0 ist, wenn also r die Gestalt hat

(116) T=1(u) +3().
Solche Flichen, die besonders von S. LI1E studiert worden sind, nennt
man ,,Schiebflichen 't oder ,, Translationsflichen', da sie durch Parallel-

verschiebung einerseits der Kurve p =y (#), andererseits der Kurve
1 = ; (v) erzeugt werden kénnen. Auch die Sehnenmitteniliche einer

Raumkurve

(117) =319 +y@)
gehoért zu den Schiebfldchen.

§ 55. Ableitungsformeln von WEINGARTEN.

Will man einen tieferen Einblick in die Flichentheorie gewinnen,
so muB man, den Formeln FRENETs in der Kurventheorie und den
Formeln des §33 fiir die Streifen entsprechend, invariante Grund-
vektoren einfilhren und die Ableitungen dieser Grundvektoren selbst
linear kombinieren. In der Flichentheorie im Kleinen handelt es sich

1Vgl. iiber diese Flachen auch den Band II dieses Lehrbuchs, §§ 37, 68, 85 bis 88.
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ja um die Bestimmung der Invarianten der zu einer und derselben
Flichenstelle gehorigen Vektoren

(118) E’ gu’ E‘U’ Euu’guv’ g’l)’l)’ Euuu’ R

Man hat wieder nach den allgemeinen Vorschriften der §§3 und 4 zu
verfahren. Wie im §8 (vgl. Formel (52) und (533)) schlieBt man hier,
daB der Vektor des Punktes g selbst fiir die Bildung von Invarianten
nicht in Frage kommt. Dem Verfahren bei den Kurven ent-
sprechend (vgl. § 8 SchluB}) wihlen wir nun nicht die drei niedrigsten
linear unabhingigen der in (118) auf ¢ folgenden Vektoren als Grund-
vektoren, sondern wir fiigen den Vektor & der Flichennnormalen hinzu,
der sich ja nach (9) aus den Vektoren (118) berechnen 14Bt, und nehmen
T, Ly, und & als Grundvektoren. Diese Vektoren bilden zwar bei Vor-
aussetzung ganz allgemeiner Flichenparameter kein rechtwinkliges Drei-
bein von Einheitsvektoren, aber & ist wenigstens ein zu g, und g, recht-
winkliger Einheitsvektor, und schon das bringt gegeniiber der Beschrdn-
kung auf die Vektoren (118) wesentliche rechnerische Vereinfachungen
mit sich. Da & aus den Vektoren (118) bestimmbar, ist das Problem der
Bestimmung der Invarianten aus den in (118) auf ¢ folgenden Vektoren
gleichwertig mit dem Problem der Bestimmung der Invarianten der
Vektoren

(119) Iu’ E’U’ 5’ guu’ guv’ E’I)’U’ E‘U’ §’U’ Euuu’ tet Euu! i

usw. bis zu beliebig hohen Ableitungsordnungen. Wir haben dann die
Ableitungen der Grundvektoren g, £, und &, also £, L4, und ., &,
und &, aus 1,, £, und & selbst linear zu kombinieren. Mittels dieser 4b-
lestungsgleichungen kann man dann dhnlich wie bei den Kurven leicht
auch beliebig hohe Ableitungen der Grundvektoren linear kombinieren.
In den Skalarprodukten der Grundvektoren und den Koeffizienten der
Linearkombinationen hat man dann nach den §§3 und 4 das System un-
abhéngiger Invarianten der Vektoren (119) gegeniiber den Substitutionen
§8 (52) der kongruenten Abbildungen des Raumes gefunden.

Damit erhalten wir aber noch nicht die absoluten Invarianten un-
serer Fliache. Denn einen Punkt haben wir noch ganz iibersehen: Die
Transformationen

(119a) w=u(u*, v¥), v=uv(u*, v¥

der Parameter, mittels derer die Fliche dargestellt wird, wo u (u*, v*)
und v (#*, v*) im wesentlichen willkiirliche Funktionen ihrer Argumente
sein kénnen. Wenn wir in der Darstellung 1 (#, v) die # und v nach
(119a) durch die #* und v* ersetzen, so erhalten wir eine heue Dar-
stellung ¢* (u*, v*) derselben Fldche in neuen Parametern. Invarianten
der Fliche werden nur solche Ausdriicke in den Funktionen g (#, v) sein,
deren zahlenmiBiger Wert sich bei einer Parametersubstitution nicht
andert, die sich also durch die g*(#*, v*) formal genau so ausdriicken,
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wie durch die g («, v). Wir haben also aus den mittels der Ableitungs-
gleichungen ermittelten Invarianten gegeniiber den kongruenten Ab-
bildungen des Raumes noch solche Kombinationen zu bilden, die auch
noch parameterinvariant sind. Erst dann bekommen wir absolute In-
varianten unserer Fliche. Wir wollen in diesem Kapitel nun nur den
ersten Schritt, den der Bildung der Invarianten gegeniiber den kon-
gruenten Abbildungen erledigen, und die systematische Bildung von
Parameterinvarianten erst im Kapitel 5 vollziehen.

Wir wollen mit der Aufstellung der Ableitungsgleichungen den Anfang
machen, indem wir zunichst &, und §, aus ,,, 1, und & linear kombinieren.

Aus £2 =1 folgt

&, =E8,=0,
also haben wir

gu =aL, + bgv’

§p =100y +dg,.

Multipliziert man skalar mit g,, 1,, so folgt nach (19)
—L=32E+4+bF, —M=cE+4dF,
—M=aF+bG, — N=cF-+dG.

Berechnet man daraus «, b, ¢, d, so erhilt man durch Einsetzen der

gefundenen Werte in die vorhergehenden Formeln die gewiinschten
Gleichungen, die von J. WEINGARTEN (1861) angegeben worden sind,

(FM—GL)g, + (FL—EM)g,

Su =" EG — F? ’

(120) __(FN—GM)g,+ (FM—EN)zg,
S0 =" EG — F? o

Hieraus kann man leicht einige Schliisse ziehen; z. B. kann man
neuerdings die Formel (86) von § 50 bestitigen. Ferner sicht man jetzt
leicht ein: Sind auf einer Fliche alle Kurven Schmiegtangentenlinien,
so ist die Fliche eben.

Aus (98) L = M = N =0 folgt namlich wegen (120) &, =&, =0
oder & = konst.; dy-& =0 ergibt durch Integration ¢& -+ konst. =0,
also wirklich die Gleichung einer Ebene.

Ferner: Die Torsen sind die einzigen Flichen mit lauter Punkien
parabolischer Kriimmung (K = 0).

Ist namlich LN — M? =0, so wird die Differentialgleichung der
Asymptotenlinien (98)

II=(YL-du-+ }YN-dv)}?=0,
wo
(121) VL-YyN=M
ist. Es gibt also nur eine Schar von Asymptotenlinien, die die Fliche
schlicht {iberdeckt (wenn wir den Fall des identischen Verschwindens
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von II jetzt ausschlieBen.) Wihlen wir diese Kurven als Parameter-
linien v = konst., so wird L = M = 0 und nach WEINGARTEN &, = 0.
Somit ist

(122) tuwé=(8u=0

oder

(123) &) =2(v).
Die Ableitung nach v ergibt

(124) 1, = by

Also ist unsre Fliche die Einhiillende der Ebenenschar (123), d.h.
wirklich eine Torse. Umgekehrt kann man fiir eine Torse, etwa nach
(105), immer L = M =0 erreichen. Somit sind die Torsen durch die
Identitit K = 0 gekennzeichnet.

§ 56. Satz von BELTRAMI und ENNEPER iiber
die Windung der Asymptotenlinien.

Da die Schmiegebenen einer Asymptotenlinie auf einer Fliche mit
den Tangentenebenen der Fliche iibereinstimmen, fallen die Binor-
malen der Kurve mit den Flichennormalen zusammen (&; = &). Des-
halb 148t sich die Windung einer Asymptotenlinie leicht berechnen:

1\ dé& d g2 IIr

(125) () ===
Nach §50 (86) war

KI—2HII+1III =0.

Da langs einer Asymptotenlinie I/ = 0 ist, so folgt

o Y=tk

Diesen Zusammenhang zwischen der Windung der Asymptotenlinien
und dem Gauszischen KriimmungsmaB der Fliche haben E. BELTRAMI!
(1866) und A. ENNEPER (1870) angegeben. Auf geradlinige Asymptoten-
linien ist die Formel nicht ohne weiteres anwendbar.

Uber das Vorzeichen der Windung 148t sich durch eine genauere
Untersuchung feststellen, daB die Windungen der beiden durch einen
Flachenpunkt gehenden Asymptotenlinien entgegengesetztes Vorzeichen
haben. Das kann man so einsehen: Nach § 34 (24) ist die Windung 1:7
der Kurve eines Schmiegstreifens (b = 0), d. h. einer Asymptotenlinie
gleich der geoditischen Windung @ des Streifens. Ist die Fliche auf
Asymptotenlinien bezogen, so ist die geoditische Windung a, des Strei-
fens der u-Kurve aber durch

ay = 5| £1,6,]

1 E. BerLTrAMI: Opere mathematiche I, S. 301. 1902.
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. ]
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gegeben. Das folgt aus § 35 (25);, wenn man bedenkt, daB die dortigen
Vektoren ¢’ und & hier gleich ,: JE und &,: J E zu ersetzen sind.
Analog erhilt man fiir die geoditische Windung des v-Streifens

ay == |E2,8, .

Ersetzt man nun unter der Annahme L = N = 0 die Vektoren &, und
&, in den Determinanten nach (120) durch die Grundvektoren, so er-
gibt sich
—M
4G = —a Zmﬁlf&lu%

woraus die Behauptung folgt.

§ 57. Die Ableitungsformeln von GAUSZ.

In §55 hatten wir begonnen, das flichentheoretische Gegenstiick
der Kurvenformeln von FRENET abzuleiten. Damit wollen wir jetzt
fortfahren. Es muB sich z. B. x,, in der Form darstellen lassen:

(127) Ttuu=4t,+ B, +Cé&.

Es bleiben die Faktoren 4, B, C zu berechnen. Aus r,& =0 folgt
durch Ableitung nach # zunichst wegen (19)

Multipliziert man (127) skalar mit ¢, und g, so erhilt man unter Ver-
wendung von §45 (35) und (39) fir 4 und B die beiden Gleichungen:

(129) 3E,=AE 4 BF,
(130) F,—3%E,=AF + BG.
Daraus ist
GE,—2FF,+ FE,
(131) A= —E -
_ —FE,+2EF,—EE,
(132) B - PYVE )

Féhrt man so fort, so erhilt man schlieflich das Formelsystem, durch
das sich L4, Luss Loo @US Ly, Lo, &£ aufbauen. In diesem Gauszischen
Formelsystem wollen wir die Faktoren gleich in der etwas verwickel-
ten, von CHRISTOFFEL herrithrenden Bezeichnung schreiben:

pe= {1 JrH {1 e+ 2e,
(133) reo = {2+ {1 0o+ M8,
soo = {37+ {7 o+ e
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In diesen Ableitungsformeln von Gausz haben die ,,Dreizeigersymbole’
CHRISTOFFELS folgende Werte:

11 +GE,—2FF,+FE, (11\_ —FE,+2EF,—EE,
1= 2W? e T 2w ’
12 GE,—FG, 12 EG,—FE

I e N Py e
22|  —FG,+2GF,—GG, (22\ +EG,—2FF,+FG,
1 2W? e T 2W?

Wir wollen die Formeln (133) auf die Einheitskugel selbst anwenden,
indem wir & an Stelle von g treten lassen und fiir & wieder & setzen
(§41 (12)). Dann tritt an die Stelle von

I=dg und Il = —dyg-d¢
entsprechend
IIl =d& und —III= —4§
und die Formeln (133) gehen iber in
11 11 -
nr I

12

(135) fup= { 1 }mffu + {122 },115” — /¢,
va - {212 }ngu + {222 }Illsv o g& )

Hier sind die Dreizeigersymbole beziiglich der dritten Grundform (81)
zu berechnen, so daB z. B.

112} _1ge,—feu
‘1 111_2 eg—ff

bedeutet.

§ 58. Grundformeln von GAUSZ und CODAZzzI'.

In den Gleichungen (120) und (133) zusammen haben wir das voll-
stindige System der Ableitungsgleichungen fiir unsere Flichentheorie
zusammengestellt. Durch Differenzieren kénnen wir aus diesen Glei-
chungen auch beliebig hohe Ableitungen der i, 1,, & als Linearkombi-
nation der Grundvektoren darstellen. Die Koeffizienten driicken sich
dann jedesmal durch die Koeffizienten der Gleichungen (120), (133)
und ihre Ableitungen aus. Das vollstindige System der Invarianten
gegeniiber den kongruenten Abbildungen des Raumes ist also durch
die Skalarprodukte der Grundvektoren — diese sind aber, soweit sie
nicht 0 oder 1 sind, gleich E, F, G — und die in (120), (133) auftreten-
den Koeffizienten sowie deren Ableitungen gegeben. Aus E, F, G und

1 Eine einfache Herleitung der Copazzischen Gleichungen findet sich bei
A.Voss: Sitzgsber. bayr. Akad. 1027, H. 1, S. 1.

8*
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den Koeffizienten von (120) (133) lassen sich aber L, M und N berechnen,
und umgekehrt aus E, F, G, L, M, N wieder die Koeffizienten in (120),
(133). Somit ist das vollstindige System der Invarianten gegeniiber
den kongruenten Abbildungen durch die E, F, G, L, M, N und ihre
Ableitungen gegeben. Aus diesen sechs Koeffizienten der Grundformen
I und II und ihren Ableitungen werden sich dann weiter alle absoluten
Invarianten der Fliche als die aus ihnen kombinierbaren Parameter-
invarianten berechnen lassen. (Vgl. Kapitel 5.)

In (120) und (133) haben wir bei gegebenen E, F, G, L, M, N ein
System partieller linearer Differentialgleichungen fiir die sechs Funk-
tionen g (#,v), & (u,v).

Damit dies System losbar sei, miissen die Integrierbarkeitsbedin-
gungen

(136) Luuwo = Tuvu» Luve = Lovur éuvzévu

bestehen. Daraus ergibt sich , dal die Funktionen £, F, G, L, M, N
nicht willkiirlich wihlbar sind, sondern wir werden gleich sehen, dal3
zwischen ihnen drei Bedingungen bestehen miissen, damit das System
(120), (133) integrierbar wird und damit es eine zugehorige Fliche ¢ («, v)
gibt. Diese drei Bedingungen, die Integrierbarkeitsbedingungen der Ab-
lestungsgleichungen vervollstindigen dann das System der Grundformeln
der Flichentheorie.

Differenzieren wir (133); nach v und (133), nach # und driicken wir
die in den sich ergebenden Formeln auftretenden ersten Ableitungen
der Grundvektoren nach (120), (133) wieder durch diese selbst aus, so
erhalten wir fir ¢,,, — Zusw €ine Linearkombination der g,, ¥,, &:

Luuo ™ Luvu = algu+ﬂlgv+))1§'

Berechnen wir uns ebenso %5 — Lypy UNd &, — &yy, S0 erhalten wir
weitere Kombinationen

Luvo ™ Loou ™ a2£u+ /321:v+ 7@51
Euv—gvu =ayL, + /3321)_}_)/35'

Wegen der Bedingungen (136) miissen dann die linken Seiten, also
auch die rechten verschwinden, das hei3t aber alle 9 Koeffizienten «, 8,
miissen einzeln Null werden. Die Rechnung, die wir hier nicht explizit
durchfithren wollen, ergibt folgendes:

Aus o, =, = 0o, =f, =0 entspringt dieselbe Grundformel von
Gavusz, die besagt, daB sich das Kriimmungsmal
(137) K=o

allein durch die erste Grundform ausdriicken 14B8t. Diese Formel, die
wir in §45 in einer von R. BALTZER angegebenen Gestalt geschrieben
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hatten, 148t sich nach G.FroBENIUS iibersichtlich auch in folgende
(nur scheinbar irrationale) Form bringen:

?EEuEv} 0B ) F—Gal

1 | 1 v L v T YUy

(138) | K = — gy FELF, — sl e
GGG,

Die Gleichungen y; =y, = o3 = 3 = 0 liefern hingegen etwas Neues,
namlich zwei Formeln, die auf G. MaiNaRDI (1857) und D. Copazz1 (1868)
zuriickgehen, und zwar liefern y, = 0 und «; = 0 einerseits und 9, = 0
und f3 =0 andrerseits jedesmal dieselbe Formel. Man kann diese
Formeln in einer von E. STUDY angegebenen Art iibersichtlich so an-
ordnen:

EE,L
(EG —2FF +GE)(L, — M,) R
—(EN—2FM +GL)(E, —F,) & gguj‘\ffo’
(139) EE.L|
(EG —2FF +GE)(M,—N,) |, .. .|
—(EN—2FM+GL)(F, —G,) +l€€j‘v{ =0

Die Bedingung y; = 0 fithrt auf eine identisch erfiillte Gleichung.
Durch die Beziehungen (138), (139) sind somit die Abhingigkeiten zwi-
schen den beiden Grundformen I, IT erschépft und durch Angabe von
I und I1 ist, wie aus (120), (133) gefolgert werden kann, unsre Fliche im
wesentlichen eindeutig bestimmt (O. BoNNET 1867). Wir werden einen
ganz dhnlichen Beweis im zweiten Bande §§ 50, 51 durchfiihren.

§ 59. G. MONGE.

Die heutige Differentialgeometrie geht, wenn wir von Vorliufern
wie EULER absehen, im wesentlichen auf zwei Quellen zuriick, einer-
seits auf MONGE (1746—1818) und seine Schiller und andrerseits auf
GAusz (1777—1855). Die beiden Hauptwerke sind: von MoNGE das
Lehrbuch ,,Application de I'’Analyse a la Géométrie” (von 1795 an er-
schienen), von Gausz die Abhandlung ,,Disquisitiones circa superficies
curvas“ (1827). Beide Werke haben ein véllig verschiedenes Geprige.
Bei MoNGE handelt es sich um eine Sammlung von einzelnen Pro-
blemen, um eine Reihe von Untersuchungen iiber besondere, in den
Anwendungen héufig vorkommende Flichenfamilien. Die Darstellung
ist den Lehrzwecken angepafBt und leicht lesbar. Bei Gausz hingegen
handelt es sich um eine einheitliche und tiefe, aber auch um eine etwas
unnahbare Theorie. Beiden Werken gemeinsam ist der innige Zusam-
menhang mit praktischen Dingen. Die Gegensitze sind in den Persén-
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lichkeiten der beiden Mathematiker begriindet. MONGE war ein héchst
erfolgreicher Lehrer und glinzender Organisator, der mitten im Ge-
triebe der Politik stand, zuerst als iiberradikaler ,,Kénigsmérder,
spéter als Monarchist und treuer Anhinger des groBen NAPOLEON. GAUsz
hat ein einsames und stilles Gelehrtenleben in recht engen Verhiltnissen
gefiihrt. Er hat seinen allerdings elementaren Unterricht als Last emp-
funden, sich um Politik kaum gekiimmert und vom Staate nur gefordert,
daB er ihm die Moglichkeit ungestérten Schaffens gibe.

MoNGE lehrte zunichst in der Kriegsschule zu Méziéres und hat
dort den Unterricht in darstellender Geometrie ausgebildet. In der
schlimmsten Umwélzung, zur Zeit der groBten Geldentwertung wurde
1794 in Paris die Ecole Polytechnique gegriindet, wie JACOBI sagt
,,eine Schule ohne Vorbild und ohne Nachbild in Europa“?, und zwar
als ein militirisches Internat. Revolutionszeiten, in denen man viel
vom ewigen Frieden redet, sind ja dem Emporkommen neuer militi-
rischer Einrichtungen immer giinstig gewesen. MONGE war als Lehrer
und Organisator die treibende Kraft dieser Offiziersschule, und er er-
reichte, daB die Geometrie zum Mittelpunkt ihres unglaublich intensiven
Lehrbetriebes wurde. Die bedeutendsten Mathematiker Frankreichs wur-
den an die Schule berufen. Durch die Versffentlichungen der Vorlesungen
reichte die Wirksamkeit ihres Unterrichts iiber die Grenzen Frank-
reichs hinaus. So ist von MONGE auBler dem genannten Werk iiber
Differentialgeometrie besonders noch ein Lehrgang der darstellenden
Geometrie, der ebenfalls 1795 zu erscheinen begonnen hat, berithmt
geworden.

Der auBerordentlich anregenden Lehrbegabung von MoNGE gelang
es, eine geometrische ,,Schule* zu begriinden, der vor allem CH. DUPIN
(1784—1873) angehort, dessen Name in diesem Kapitel wiederholt ge-
nannt wurde. Wihrend bei MONGE die geometrische Anschauung und
die Handhabung der analytischen Rechenverfahren noch aufs innigste
verkniipft sind, tritt bei dem zweiten groen ,,Schiiler’* von MONGE,
J. V. PonceLET (1788—1867), dem Begriinder der projektiven Geo-
metrie, eine véllige Loslosung eines Zweiges der Geometrie von der
Analysis ein. Die Arbeiten aus der Schule von MONGE sind groftenteils
in GERGONNES ,,Annales des mathématiques pures et appliquées”
(Nimes 1810—1831), der ersten rein mathematischen Zeitschrift, ver-
offentlicht.

Von den duBleren Lebensschicksalen von MONGE sei noch erwihnt,
daB er wihrend der Revolution Marineminister war, in nahen Be-
ziehungen zu NAPOLEON stand, mit ihm den ersten italienischen Feld-
zug und das dgyptische Abenteuer mitgemacht hat. Den Sturz seines
Kaisers hat MONGE nicht lange {iiberlebt.

1 C.G.J. Jacosr: Werke VII, S. 356.
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§ 60. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Ein duales Gegenstiick zum Satz von MEUSNIER. Ein Drehkegel, der mit
einer Torse drei benachbarte Tangentenebenen gemein hat, soll ,, Kriimmungs-
kegel der Torse” heifen. Es sei nun ¥ eine Tangente einer Fliche §. Der Be-
rithrungspunkt p von ¥ mit § sei kein parabolischer Punkt von . Wir denken
von den Punkten von ¥ aus der Fliche §§ Kegel umbeschrieben und die zur Er-
zeugenden ¥ gehorigen Kriimmungskegel dieser Kegel ermittelt. Alle diese Dreh-
kegel umhiillen dann eine Kugel, die § in p berithrt. B. HostiNsk?: Nouv. Ann.
de mathématiques (4) Bd. 9, S. 399—403. 1909; E. MULLER: Wiener Ber. 1917,
S.311—318.

2. Ein duales Gegenstiick zum Satz von EULER iiber die Kriimmungen der
Normalschnitte. Es sei r der Kriummungshalbmesser des Normalquerschnjttes
eines Zylinders, der eine Fliche { in einem nichtparabolischen Punkt § beriihrt
und ¢ der Winkel der Zylindererzeugenden mit einer Hauptrichtung von @ in p.
Bei festem p driickt sich dann die Abhangigkeit von » und ¢ so aus:

140 v = R,cos?2 @ 4+ R,sin2 .
) 1 @ 2 '

'W. Brascuke: Kreis und Kugel, S.118. Leipzig 1916.

3. Isotrope Regelflichen. Die in § 47 angegebene Bedingung R, = R, kenn-
zeichnet nur im Reellen die Kugeln und Ebenen. Lat man auch komplexe Fliachen
zu, so kennzeichnet R, = R, die Regelflichen mit isotropen Geraden (vgl. § 22)
als Erzeugenden, soweit sie nicht Tangentenflachen isotroper Kurven oder iso-
trope Kegel sind. G. MoNGE: Application de P’analyse a la géométrie. 5me¢ éd.
1850. S. 196—211. J. A. SERRET: Journ. de Math. (1). 13 (1848). S.361—368.
Vgl. auch das Literaturverzeichnis bei L. BERwALD: Miinch. Sitzungsber. 1913.
S. 143.

4. Ein von BELTRAMI angegebenes duales Gegenstiick zum Satz von JOACHIMS-
TAL aus § 86. Eine Ebene € rolle auf zwei krummen Flachen §,; und $,; a) die
Entfernung entsprechender Berithrungspunkte von € mit $, und , sei fest; b) der
Ort der Beriithrungspunkte auf g, sei Kriimmungslinie von ,, c¢) der Ort der Be-
rithrungspunkte auf §, sei Kriimmungslinie von %,. Aus zwei dieser Annahmen
folgt die dritte. E. BELTRAMI: Opere I, S. 130. 1864.

5. DARBOUX’ Umkehrung des Satzes von DUPIN (1866). Hat man zwei Scharen
von Flichen, die sich in Kurven senkrecht durchsetzen, die auf der einen Flichen-
schar Kriimmungslinien sind, so 148t sich eine dritte Flichenschar finden, die die
beiden ersten zu einem dreifachen Orthogonalsystem ergianzt. G. DARBOUX:
Legons sur les systémes orthogonaux ..., 2. Aufl, S.10. Paris 1910.

6. Ein Satz von BELTRAMI iiber koaxiale Drehflichen. Zu einer Schar von
Drehflichen, die aus einer von ihnen durch Verschiebung lings der Achse ent-
steht, werde eine neue koaxiale Drehflache konstruiert, die die Flichen der Schar
senkrecht durchschneidet. I"as Kriimmungsmaf der neuen Flache in einem Punkt
ist dann entgegengesetzt gleich dem KriimmungsmaB der durch diesen Punkt hin-
durchgehenden Flache der Schar. E. BELTRAMI: Opere I, S. 200. 1864.

7. Parallelflichen. Geht man von einer Fliche g («, v) dadurch zu einer Par-
allelflache iiber, daB man langs der Flachennormalen das feste Stiick # abtragt

(i =t + n&), so erhilt man fiir das Kriimmungsma8 K und die mittlere Kriim-
mung H dieser Parallelflache die Ausdriicke
K
T 1—2nH+ 2K’
H—nK
T 1—2nH +nK"

x|

(141)

T
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]

Zwischen zusammengehoérigen Normalen und Hauptkriimmungshalbmessern be-
stehen die Beziehungen
§=¢,

(142)
R,=R,—mn, Ry=Ry,—n.

Fiithrt man das zuerst von J. STEINER und spater besonders von H. MINKOWSKI
betrachtete Integral der mittleren Kriimmung

(143) M= [Hdo
ein, so ist fiir geschlossene Flichen z. B. (O = Oberflache)
(144) M2--4570

invariant gegeniiber dem Ubergang zur Parallelfliche. Weitere Invarianten bei
H. LieBMANN: Miinch. Ber. 1918, S.489—505.

Man vergleiche dazu den § 92 und die Aufgabe 1 in § 118.

8. Uber die Kriimmung der Asymptotenlinien. Der Kriimmungshalbmesser
einer Asymptotenlinie in einem Punkt g ist gleich 2 : 3 des Kriimmungshalbmessers
des die Asymptotenlinie beriihrenden Astes der Schnittkurve zwischen der Flache
und der Tangentenebene in r. E. BELTRAMI: Opere I, S. 255. 1865.

9. Kanonische Reihenentwicklung. Entwickelt man die Gleichung einer krum-
men Flache in der Form

(145) ¥y = % (ag 4] + a9 #3) + § (agy #% + Ay 414y + 3agy 41 48
+ e ¥ )+ -y

so hangen die Werte der Koeffizienten ¢ mit den Hauptkriimmungshalbmessern
im Ursprung so zusammen

1 1
aulel: g9 E;
1
NS U N T I D N I
dx, Ry dxy Ry dx; R, dxy Ry

(146)

E. BerLTrAMI: Opere I, S.297, 298. 1866.

10. Deutungen des KriimmungsmaBes. Es sei P eine Stelle elliptischer Kriim-
mung auf einer Fliche § und V der Rauminhalt eines kleinen Eikorpers (kon-
vexen Koérpers), der einerseits von § und andrerseits von einer Parallelebene im
Abstand % zur Tangentenebene von § in p begrenzt wird. Dann gilt fiir das Kriim-
mungsmal von § in p

L h2\2
(147) K = lim (-) )
p>o\ V

W. BLASCHKE: Jahresber. Dtsch. Math. Ver. Bd. 27, S.149. 1919. Bedeutet O
den krummen Teil der Oberfliche unseres Eikorpers, so ist

. 2
(148) K =1lim { ?i@) )
o\ O

11. Nabelpunkte. Es sind die Nabelpunkte auf der Flache sy x543 = 1 zu er-
mitteln.

12. Asymptotenlinien. Es sind die Asymptotenlinien auf einer Ringflache zu
bestimmen, die durch Umdrehung eines Kreises um eine Tangente entsteht.

18. H. MINKOWSKIS Stiitzfunktion. Es sei ¢ eine Flache, die keine Torse ist.
Die Entfernung p der Tangentenebene vom Ursprung sei als Funktion der Koor-
dinaten &,, &,, & des Einheitsvektors der Flichennormalen dargestellt.
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Wegen &2 = 1 kann man die ,,Stiitzfunktion P von  so normieren, daf

(149) P (&1, &, &) =P (&1, 825 &)
und
(150) Pluayg, pog, pag) = p P (g, e, &)

wird fiir 4 > 0. Wird dann zur Abkiirzung fiir die Ableitungen
PP (£, a0 &)

(151) do; 0oy

= Py

geschrieben, so gilt fiir beliebige a, die Gleichung
Py Py Py oay x

‘ Py Py Pyy ay
Py Py Py ag 1

a, ag 0
(152) R Ry =

\
a
( a1+ ayé, + a3 &)
).

Vgl. L. PaiNviN: J. Math. (2), Bd. 17, S.219—248. 1872 und im folgenden § 94.
14. Ein Satz von A. Voss iiber Kanalflichen. Schligt man um die Punkte g

einer Kurve y (#) Kugeln vom Halbmesser  (#), so umhiillen diese eine sogenannte

Kanalflache, die man folgendermafien durch Parameter u, v darstellen kann:

(153) g(u,v):t)—77’51—}-7]1—:72-(Ezcosv—}—fssinv).

Dabei bedeuten die &, (#) die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins der
Kurve ) (#). Betrachtet man nun zwei solche Kanalflachen, wobei die zugehérigen
Leitlinien 1 («), 9, (») (n’2=1, pi®=1) in entsprechenden Punkten gleiche
Kriimmung, aber verschiedene Windung haben (g (#) = g, (), T (4) = 7, (4)), so
haben diese Kanalflichen in Punkten, die gleichen u, v- V\erten entsprechen,
gleiche Hauptkriimmungen. A. Voss: Zur Theorie der Kanalflichen. Miinch. Ber.
1919, S. 353—368.

15. Ein Satz von E. STUDY iiber Normalensysteme. Man kann die Geraden des
Raumes derart auf die Punktepaare p, q einer Ebene abbilden, daBl einem Nor-
malensystem im allgemeinen eine flichentreue Abbildung p — q in der Ebene
entspricht und umgekehrt. W. BrascHKE: Ein Beitrag zur Liniengeometrie.
Rendiconti di Palermo Bd. 33, S.247—253. 1912.

16. Flichentreue Abbildung. Die Punkte x,, ¥, einer Ebene lassen sich auf
die Punkte derselben Ebene dadurch unter Gleichheit entsprechender Flachen-
inhalte abbilden, daB man setzt

of(u, of (u,
Ky=u + /(auvv), F f(auvv)’
0 9 a N
(157) o YUy AR
#Rf o 0% f
(9142'002—(8%01;)—}—1#0

G. ScHEFFERS: Math. Z. Bd. 2, S.181. 1918. Ein Sonderfall bei Gausz: Werke
III, S.373. Vgl.auch D.-A. GravE: J. math. (5) Bd. 2, S.317—361. 1896, sowie
Math. Zeitschr. (26) (1927), S. 691—693.

17. Kquilonge Abbildungen. Betrachtet man eine Zuordnung & — €* der
Ebenen des Raumes, so sind entsprechende Ebenen €, €* im allgemeinen kollinear
aufeinander abgebildet, wenn man die Schnittlinien mit unendlich benachbarten,
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einander zugeordneten Ebenen sich entsprechen laBt. Nach einer von E. StupY
eingefithrten Bezeichnung nennt man die Zuordnung € — * ,,4dquilong*, wenn
entsprechende Ebenen stets kongruent aufeinander bezogen sind. Schreibt man
die Gleichung einer Ebene in der Form

u -+ v . u—v 4 1—uv X w

—_— Xy — 1 X _— = =

1+uv 1! 14+uv 2" 14uv ™ 1+4uo’

dann kann man in den Ebenenkoordinaten #, v, w, die zuerst von O. BONNET
benutzt wurden, die dquilongen Abbildungen so darstellen:

(158)

* __ % * _ ok *_ du* do*

(159) wu*=u*(u), ov*=0v*(@), w —l/:tﬁ-—gv—-w—[»f(u,v).

Dazu kommen noch die Abbildungen, die man durch Vertauschung von u, v er-
hilt. W. BrascHke: Arch. Math. Phys. (3) Bd. 16, S. 182—189. 1910. Die ent-
sprechenden Geradentransformationen in der Ebene bei G. SCHEFFERs: Math. Ann.
Bd. 60, S.491—531. 1905 und E. Stupy: Bonn, Ges. f. Natur- u. Heilk., Ber.
5. Dez. 1904.

18. Uber Schiebflichen. Dafiir, daB auf einer Schiebiliche sich die erzeugenden
Kurven iiberall senkrecht durchschneiden, ist notwendig, daB die Fliache ein Zy-
linder ist.

19. Eine Formel von E. LAGUERRE. Fiir alle Kurven auf einer Fliche, die sich
in einem Punkte beriihren, stimmen dort die Ausdriicke
(160) <3 40 | 3) sin® 4 <1) .c0s O

ds T 0 ds\p
iiberein. Dabei bedeutet ® den Winkel zwischen Haupt- und Flichennormale.
E. LAGUERRE: Werke II, S.129—130. 1870; E. GoursaT: Cours d’Analyse I,
3. Aufl., S.641—642. Paris 1917.



5. Kapitel.
Invariante Ableitungen auf einer Fldche'

§ 61. Invariante Ableitungen lings der Kriimmungslinien.

Die Grundgleichungen der Flichentheorie, die wir in den §§ 55, 57
und 58 zusammengestellt haben, sind nicht parameterinvariant ge-
schrieben: Sie liefern uns wohl eine Ubersicht iiber den vollstindigen
Vorrat' an unabhingigen Invarianten, die wir aus den unsere Flache
bestimmenden Vektoren §55 (119) bilden konnen, aber die Skalar-
produkte der Grundvektoren g,, t,, & sowie die Koeffizienten der in
den Gleichungen (120) und (133) dargestellten Linearkombinationen
sind nicht invariant gegeniiber einer Transformation der Parameter:

(1) u=u(u¥ v¥), v=uv(u* v¥
unsrer Fliche auf eine neue Form
T (u, v) =g (u[u*, 0¥], v u*, v*]) = g* (u*, v¥).

Den Vektoren g,, Ly, &y, &», Luw Usw. und auch ihren Skalarprodukten
und XKoeffizienten von Linearkombinationen kommt im allgemeinen
keine von dem Netz der an sich willkiirlichen Parameterkurven
# = konst., v = konst. unabhiingige und nur die Fliche betreffende
Bedeutung zu. Es ist aber unser Ziel, Invarianten zu finden, die allein
von den Krimmungseigenschaften der Fliche abhidngen. Auf Grund
ihrer geometrischen Bedeutung haben wir schon wiederholt gewisse
Ausdriicke als Invarianten erkennen konnen, z. B. die Hauptkrim-
mungsradien R, und R,, das Gauszische Kriimmungsmaf8 K und die
mittlere Kriimmung H (vgl. § 44). Aber jetzt wollen wir uns systematisch
auf rein rechnerischem Wege eine Ubersicht iiber alle vorhandenen In-
varianten unserer Fliche von beliebig hoher Ableitungsordnung ver-
schaffen.

Wir sind unserm Ziele schon einen Schritt niher, wenn wir unsre
Fliche auf ein Kurvennetz von invarianter Bedeutung beziehen. Am
besten nehmen wir das Netz der Kriimmungslinien, da dieses immer
reell ist. Wir haben dann nur die Nabelpunkte (vgl. §47) von der Be-
trachtung auszuschlieBen. [Als die Flichen mit lauter Nabelpunkten

1 Die in diesem Kapitel entwickelte Methode der invarianten Ableitungen
ist schon von vielen Geometern angewandt worden wie z. B. von C. Riccr. Sie
ist ausfiihrlich behandelt in dem Lehrbuch von J. KNosraucH: ,,Grundlagen der
Differentialgeometrie’, Leipzig 1913.
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haben wir ja in §47 die Kugeln und Ebenen erkannt. Diese Flichen
schliefen wir somit ganz von der Betrachtung aus.] Nach §46 (50) wird
tiir die Kriilmmungslinien als Parameterkurven F=M =0. Jetzt kommt
z. B. schon den Richtungen der Vektoren ¢, und g, als den Tangenten-
richtungen der Kriimmungslinien eine nur von der Fliche abhingige
invariante Bedeutung zu. Aber den Vektoren %, und g, kommt ihrer
Linge nach noch keine invariante Bedeutung zu. Denn durch den Uber-
gang zu dem invarianten Parameternetz der Kriimmungslinien haben
wir die Parametertransformationen noch nicht vollkommen ausgeschaltet.
Wir konnen noch die Transformationen

(2) w=fur), v—g* [Jk +0, o5 +0]

ausfithren, ohne das Netz der Parameterkurven zu dndern. Dabei wird
dann z. B. 0g*:0u* = [01:0u]-f mit = df: du*. Der Substitution
(2) entspricht folgendes: Jeder Kurve der Schar # = konst. des Para-
meternetzes entspricht ein bestimmter konstanter »-Wert; wir wollen
sagen, den einzelnen Exemplaren der Kurven der Schar # = konst. ist
eine bestimmte Skala von #-Werten zugeschrieben. Ebenso gehért zu
den Kurven v = konst. eine bestimmte Skala von v-Werten. Nun ent-
spricht einer Transformation (2) einfach eine Abidnderung der beiden den
Kurvenscharen beigeschriebenen Skalen, die das Kurvennetz als Ganzes
natiirlich ungeéndert 148t.

Man konnte vielleicht auf den Gedanken kommen, auch diese
Skalentransformationen, etwa bei zugrunde gelegtem Netz der Kriim-
mungslinien, noch ausschalten zu wollen, indem man die Parameter #, v
so wahlt, daB sie auf den Kriimmungslinien die Bogenldngen messen.
Solches ist aber im allgemeinen gar nicht méglich. Wohl kann man es
durch eine Skalentransformation erreichen, daB # und v je auf einer
herausgegriffenen Kriimmungslinie von jeder Schar die Bogenlinge
messen. Damit sind aber die Skalen vollstindig bestimmt, und auf den
ibrigen Kriimmungslinien messen % und v im allgemeinen nicht mehr
die Bogenldngen.

Wie verhalten sich nun die einzelnen GroBen der Flichentheorie bei
einer Substitution (2)?

Wenn wir einmal eine absolute Invariante unsrer Fliche S gefunden
haben (wir kénnen uns unter S z.B. eine der Invarianten H und K
vorstellen), dann sind doch schon ihre Ableitungen S, und S, auch
bei Verwendung der Kriimmungslinienparameter nicht mehr invariant.
Denn bei der Transformation (2) substituieren sie sich nach

S* %
3) =Sl B =5,¢.

Wir konnen jetzt aber ein Verfahren angeben, wie wir aus einer In-
variante S durch Ableitung sofort zwei neue Invarianten gewinnen.
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Es sind zwar nicht S, und S,, aber die beiden GréBen
S S
(4) S1==, Sp= —1
wieder Invarianten. In der Tat gilt nach § 41 (7) bei der Substitution (2):
(8) E*=FE.f'2, G¥=G-g'%
Aus (3) und (5) folgt dann in der Tat
1 9s* s, 1 as* s,

VIO TiE e e

Wir nennen S, und S, die invarianten Ableitungen von S, und deuten
die invariante Ableitung durch Fettdruckindizes an, und zwar die erste
invariante Ableitung in (4) durch den Index 1 und die zweite durch
den Index 2. Geometrisch sind S; und S, einfach die Ableitungen der
auf der Fliche gegebenen Ortsfunktion S lings der Kriimmungslinien
nach der Bogenlinge der Kriimmungslinien. In der Tat ist das Bogen-
element der #-Kriimmungslinie v = konst. durch

und das der v-Kriimmungslinie durch
(7) ds, — G dv
gegeben. Aus dS = S, du + S, dv folgt dann:
. (ds)dv: — (ds)du:O.
8) Si=7g0 s Se= s,

ds; und ds, sind zwei invariante Differentiale unsrer Fliche. Fiir
ein gegebenes nicht in Richtung einer der Kriimmungslinien weisen-
des Linienelement {u, v} — {u + du, v + dv} unserer Fliche sind ds,
und ds, einfach die Bogenelemente seiner Projektionen auf die beiden
Kriimmungslinien durch den Punkt #, v.

Auf die Invarianten S; und S, kénnen wir nun die beiden invarianten
Differentiationsprozesse wieder anwenden, indem wir z. B.
) S — S _ Suw 1 S.E, _ Sus 1 S.E,

1 ]/'E— E 92 E2 12 }E 2E]’EE

bilden. Analog erhalten wir aus S, zwei neue Invarianten Sy und S,,.
Invariante Ableitung bezeichnen wir dabei jedesmal durch einen an-
gehingten Fettdruckindex. Dabei ist die Reihenfolge der Indizes wesent-
lich. Statt der Integrierbarkeitsbedingung

(10) Sup=3S

fir die gewohnlichen gemischten zweiten Ableitungen einer GréBe S
gilt ndmlich fiir die gemischten invarianten Ableitungen S,, und S,,
die Beziehung

(1) Sig+ ¢Sy ="S55+ ¢5;,

uv vU
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wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

(12) g=1-t, g=s—s.

In der Tat folgt, wenn man in (11) die invarianten durch die gewshn-
lichen Ableitungen ausdriickt, das identische Bestehen der Gleichung
mittels der gewohnlichen Bedingung (10).

g und g sind absolute Invarianten unsrer Fliche, die sich bei den
Transformationen (2) nicht dndern. Wir werden sie im §62 in all-
gemeinen Parametern schreiben und dann in § 63 geometrisch deuten.
Wir bemerken besonders: Immer, wenn wir fiir irgendeine GréBe S
die zweiten invarianten Ableitungen S, und S,, bilden, gilt die Inte-
grierbarkeitsbedingung (11) mit stets den gleichen Koeffizienten ¢ und g,
die von der betrachteten GréBe S nicht abhingen. Von der ver-
schiedenen Form der Integrierbarkeitsbedingungen abgesehen, kann man
mit den invarianten Ableitungen ebenso rechnen wie mit den gewohn-
lichen. Gilt z. B. fiir drei GroBen S, U, V:

S U=V,
so erhilt man fiir die invariante Ableitung des Produkts
S;U04+SU, =V, und S, U+SU,=V,.

Das folgt aus der Definition (4) sofort. Die invarianten Differentiations-
prozesse kénnen wir nun auch auf den Vektor g unsres Flichenpunktes
anwenden und z. B.

gu
1 =-= 9y = s — 5 =
(3) El ‘EJ g-l EG 2G}EG
bilden. Die Vektoren

(14) T, Ty Las Lryo Lazs Logs Lags Lygg - - s

die durch invariante Ableitung entstehen, sind dann alle parameter-
invariant. Da nimlich die einzelnen Komponenten x,(#,v), x,(%,v),
%3 (#, v) der Vektorfunktion g (#,v) der Fliche als einfache Ortsfunk-
tionen als parameterinvariante GréBen zu betrachten sind, so gilt dies
auch von ihren invarianten Ableitungen. (Sie sind natiirlich nicht in-
variant gegeniiber den Bewegungen des Raumes.)

Wir kénnen nun das Problem, aus den zu der betrachteten Stelle
unsrer Fliche gehdrenden Vektoren §55 {118) alle Invarianten der Flache
zu bestimmen, ersetzen durch das einfachere, die Invarianten der Vek-
toren (14) zu bestimmen.

Aus den Vektoren (14) lassen sich ndmlich riickwarts die Vektoren
§55 (118) bestimmen, wenn man nur die Funktionen E («, v) und G (», v)
kennt. Dabei nehmen wir an, daB die Vektoren §55 (118) zu einer Dar-
stellung in den Parametern der Kriimmungslinien gehéren. Das ist un-
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&

mittelbar aus der Definition (4) einzusehen. Durch Umkehrung von (4),
(9) erhdlt man z. B.

— — = G

(15) n=1En 5 =VEG (g 2

Somit hitten wir zundchst unser Problem darauf zuriickgefiihrt, aus
den Vektoren (14) und den Funktionen E (%, v), G(#,v), d.h. aus E, G
uud aus deren simtlichen gewdhnlichen Ableitungen an der zu be-
trachtenden Stelle die simtlichen Invarianten zu bestimmen. Von den
E, G und ihren Ableitungen konnen wir aber sicher alle entbehren auller
den folgenden:

E

G

vV LK/ R

E,E, E
G, G, G

uu? uwuy * "

(16)

also aufler den reinen Ableitungen von E nach # und den reinen Ab-
leitungen von G nach v. Denn alle iibrigen Ableitungen von E und G
lassen sich aus den Groflen (16) und aus den Vektoren (14) berechnen.
Da g, und 1, linear unabhingig sind, lassen sich nimlich aus zwei ge-
eigneten der drei nach (11) giiltigen Gleichungen

(17 Tie+ 9% =2 + g2

die GroBen ¢ und ¢ mittels erster und zweiter invarianter Ableitungen
des Vektors ¢ berechnen, dann lassen sich aber natiirlich auch alle
weiteren invarianten Ableitungen von ¢ und ¢, also 9> 99> él, ... aus
entsprechend héheren invarianten Ableitungen des Vektors 1 berechnen.
Aus ¢, ¢ und den GréBen (16) lassen sich nun nach (12) aber E, und G,
berechnen, und, wie man weiter leicht sieht, aus 9y, 93, 45> o und den
GroBen (16) die Ableitungen E,,, E,,, G,u, Gu, von G und E usw.
Allgemein ergibt sich dann: Alle Ableitungen von E und G, die in (16)
nicht enthalten sind, lassen sich aus den GréBen ¢ und ¢ und ihren in-
varianten Ableitungen und aus den GréBen (16) berechnen. Das heil3t
aber, weil sich die ¢, ¢, ¢,, ¢, ¢;,... aus den Vektoren (14) er-
geben haben: Alle Ableitungen von E und G, die nicht in (16) enthalten
sind, lassen sich berechnen aus den GréBen (16) und den Vektoren (14).
Damit ist gezeigt, daB zur Bildung simtlicher Invarianten unsrer
Flachen die Vektoren (14) und die GroBen (16) geniigen. Nun kann
man aber weiter die GréBen (16) einfach weglassen, denn sie kénnen
fiir die Bildung von Invarianten gar nicht in Frage kommen. Es sind
ja die Komponenten der Vektoren (14) alle einzeln parameterinvariant.
Fiir die GroBen (16) gelten aber die Substitutionsformeln:

EX=FE.f2 G*=G.g'?
B =E,f34+2Ef ", Gi=G,¢%+26gg",
E;*u‘ — Euufl4 + 5Euvf,2f” _}_ 2Ef”2 + 2Ef’f”l usw.
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Die Bildung von Parameterinvarianten kommt nun aber darauf
hinaus, solche Ausdriicke zu bilden, in deren Transformationsformeln
die einzelnen Substitutionskoeffizienten f', /", g’, g, /', ... usw. eli-
miniert erscheinen. Dabel ist zu beachten, daB diese Koeffizienten alle
fiir die eine zu betrachtende Stelle unsrer Fliche zu nehmen sind, dort
also die Bedeutung von lauter voneinander unabhingigen konstanten
Substitutionskoeffizienten haben. Nun kommen die f', g’, /", ... aber
nur bei der Substition der GréSen (16) vor, nicht aber bei der der
parameterinvarianten Vektoren (14), und zwar gibt es ebenso viele
Substitutionskoeffizienten wie GréBen E, G, E,, G,,... Bel jeder
neuen Ableitung der E, G tritt immer eine SubstitutionsgréBe auf,
z. B. bei E,, und G,, die GroBen [’ und g'"’. Daher lassen sich die
7,g, 1, g’ """ usw. durch Kombination mit Komponenten der Vek-
toren (14) tiberhaupt nicht eliminieren. Die GréBen (16) konnen also
zur Bildung parameterinvarianter GréBen keinen Beitrag liefern.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daB3 alle Invarianten unsrer
Flache sich allein aus den Vektoren (16) bilden lassen. :

Da die GréBen ]/E und ]/E in (4) wegen der Wurzelzeichen nur
bis auf einen Vorzeichenfaktor bestimmt sind, so gilt dies auch von
den invarianten Ableitungen, und auch die hier und im folgenden auf-
tretenden Invarianten werden daher hiufig nur bis auf Vorzeichen be-
stimmt resp. bis auf Vorzeichen invariant sein. Auf diesen Umstand
wollen wir im folgenden aber kein groBes Gewicht legen und auch bei
GroBen, die nur bis auf ein Vorzeichen invariant bestimmt sind, von
Invarianten sprechen. Wir brauchen die in Frage kommenden Ausdriicke
ja nur ins Quadrat zu erheben, um streng genommen Invarianten zu
erhalten. Auch scheint bei unsrer Behandlung die eine Schar der Kriim-
mungslinien ausgezeichnet, nimlich die zu der der Ableitungsindex 1
gehort, wihrend sie streng begrifflich durch kein Merkmal von der an-
dern unterschieden ist.

§ 62. Ubergang von beliebigen Parametern zu den
invarianten Ableitungen.

Bevor wir daran gehen, das vollstindige System der Invarianten
unsrer Fliche nach den Vorschriften des §4 aus den Vektoren (14)
zu bestimmen und die Grundformeln der Flichentheorie in invarianter
Schreibweise zusammenzustellen, wollen wir unseren invarianten Ab-
leitungen noch eine neue Auffassung zugrunde legen. Es ist in jedem
Fall wiinschenswert, die Grundformeln der Flichentheorie in all-
gemeinen Parametern herzuleiten, denn dann bekommt der Formel-
apparat eine groBere Anpassungsfihigkeit und Schmiegsamkeit an
spezielle Probleme. Wir konnen dann jederzeit noch nach Belieben
auf die verschiedensten Parameter spezialisieren, z. B. auf die der
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Asymptotenlinien und Kriimmungslinien, ohne uns vorzeitig auf die
eine dieser Moglichkeiten festzulegen. Wir wollen jetzt zeigen, daB
es fiir die Bestimmung der im vorigen Abschnitt erklirten invarianten
Ableitungen lings der Kriimmungslinien nicht nétig ist, die Fliche
vorher auf die Parameter der Kriimmungslinien zu transformieren,
und daB es iiberhaupt nicht nétig ist, dafiir die explizite Darstellung
der Fliche in Kriimmungslinienparametern zu besitzen, sondern wir
werden zeigen, dafl man auch direkt zu ihnen gelangen kann, wenn die
Fliche in beliebigen Parametern vorliegt.

Wir betrachten die folgenden beiden quadratischen Differential-
formen 4 und A, die durch Linearkombination aus den Grundformen
I und II entstehen:

(17) A=RJII—I, A=R,II—1I,
wobei R; und R, die Hauptkriimmungsradien sind. Machen wir fiir
diese Formen den Ansatz
(18) A=f du?+ 2f,dudv + [,y dv?,
(19) J:flldu2 + 2f, dudv + fp, dv?,
so ergibt sich fiir die Koeffizienten
fn=FRL —E, ]TquzL —E,
(20) he=RM—F, ho=R,M —F,
foo =R N —G, fao=R,N —G.
Nach §44 sind nun aber R, und R, gerade die beiden Werte fiir R,
fiir die die Gleichung §44 (29) erfiillt ist. Das heift, es gilt
(21) fll fl? i’:O und !]:11 ]112
fia s | e

Quadratische Formen wie (17), deren Determinante wie in (21) ver-
schwindet, pflegt man als awusgeartete Formen zu bezeichnen. Die aus-
gearteten Formen sind nun auch dadurch gekennzeichnet, da8 sie sich

als das Quadrat einer Linearform darstellen lassen. In der Tat: Setzen
wir etwa:

=0.

(22) b= 1/17;, Dy =fa: VE ,
so ergibt sich aus (21) und f,; = p}, f1, = P+ po:
(23) fzz = P; s

wobei die beiden GréBen p, und p, aus (22) bis auf das in ]/E steckende
gemeinsame Vorzeichen bestimmt sind. Wir erhalten dann

(24) A= (pdu + p,dv)?,

(25) VA= prdu + p,dv.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 9
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Ebenso gilt, wenn wir

(26) P=Vhn, Fo=ra:ia
setzen,
@7) VA =3,du + P, dv.

Die Bedeutung der Formen }/Z und VA4 erkennen wir, wenn wir
Kriimmungslinienparameter einfiihren.

Dann wird F = M = 0 und nach §44 (30), (31):

]
RS

L N

Der Vergleich mit §44 (31) lehrt, daB wir fiir die Hauptkriimmungs-
radien setzen konnen:

(29) R,=G:N, R,=E:L.
Nach (20) haben wir dann

a0 plzy’E:V—fViL—Edu =0
51:1'?—11:0 Do = JEN_Gav

Wir haben also

G E | 3¢ _ E ¢ | =
oder nach (6) und (7):
(32) A=|m e, Vi=|R—1ds.

Da ds; und ds, als Projektionen des Bogenelements auf die Kriim-
mungslinien gedeutet sind, ist uns daher auch die geometrische Be-

deutung der Formen ]/Z und Y4 bekannt. Die Nullinie jeder der
beiden Formen (25) und (27) ist offenbar eine Kriimmungslinie. Zugleich
sehen wir, daB wir die Differentialausdriicke ds, und ds,, die wir im
§ 61 in den Parametern des Kriimmungslinien durch (6), (7) geschrieben
hatten, jetzt in allgemeinen Parametern durch die Linearformen

ds; = l/]‘gl—}ilfz (prdu + p,dv) und ds,= VEZ—_}'?_ITQI (P1du + Py dv),

darstellen konnen. ds; und ds, sind, wie es sein muB, nur bis
auf je ein Vorzeichen bestimmt. Um im folgenden unsre Formeln
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besser schreiben zu konnen, wollen wir die Parameter # und v auch
mit

(34) w=1ul, v=u?

bezeichnen. Setzen wir dann

(35) "= VRI &2

(36) n; = ]/Rz_R bis (=12

so erhalten wir aus (33):
2 2
(37) ds; = ndut; dsy= 3 n,dut.
i=1 i=1

Wie aus ihrer geometrischen Bedeutung hervorgeht, sind die Formen
ds, und ds, invariante lineare Differentialformen. Das heit: Bei einer
allgemeinen Parametertransformation

(38) ul= ol (il u?),  uP=u? (U1, u?)
gilt fir die transformierten GroBen:
2 ox 2 . LAE 2 2 _ .
(39) Sndut=3n;dut, Sundut=ndu,
i=1 i=1 i-1 i=1

Die Formen ds,, ds, haben in den neuen Parametern dieselbe Gestalt
wie in den alten. Aus (38) folgt

2 :
(40) dui = 3] oul gk, (i=1,2)
und daher gilt nach (39) identisch in den Richtungen du!: du®

(41) Z'n dut —an Jut Zn Ao = an Ou du’

t, k=1 %, k=1

Also haben wir fiir die #;, #, die Substitutionsformeln:
2

Juk * - Our
42) Zka.,, =2 m g

k=1

&

Wir bestimmen nun zu den #,, #,, %;, #,, neue GréBen n!, n2 als Lo-
sungen der beiden linearen Gleichungen

2 2
(43) dDnin, =1, Snin,=0.
i=1 =1

9*
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Diese haben immer eine Losung, denn etwa aus (30), (33) ergibt sich
leicht, daB fiir regulire Flichenpunkte, die keine Nabelpunkte sind,
die Formen ds; und ds, nie proportional sind, daB also stets

(44) Ny My — Ny, +=0

ist. Ebenso bestimmen wir GroBen #n! und #2 aus

. 2
(45) wWn=1, Swin,=0.
=1

A

[

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die #¢ und #¢ bei den Substitutionen
(38) benehmen. Zunichst muB auch nach der Transformation (38):

(46) Swn =1, Swin=0
i 2
gelten, also nach (43)
(47) SAth = Snin,  Yain,= Snin,.

Aus (42) erhilt man dann

(48)

Wegen (44) folgt daraus die gewiinschte Formel

2
(49) wk= S 0

*
04

i=1

Ebenso erhilt man fiir die #*:

_ : * Juk

k — % .

(50) 7 _El’n 5
1=

Die #* und #* transformieren’ sich also genau so wie die Differen-
tiale du,.

Dies ist eine sehr wichtige Eigenschaft. Haben wir ndmlich jetzt
wieder eine allgemeine Ortsfunktion S (4!, #%) auf unserer auf all-
gemeine Parameter bezogenen Fliche, so gilt bei einer Substitution (38)
fiir die Ableitungen der Funktion S

2
0S* 0S Ju*

= *
ol o our 0w

(51)
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Daraus ersieht man, daB fir die aus den Ableitungen gebildeten Aus-
driicke

2
y .08 —. 0S
(52) Sl=%n*b—1;, 52=é’ o
gilt:
2
*, 85* 1* 65 — 85
1.—-1 = i=

Das erhilt man ohne weiteres, indem man die #%, #* aus (49) und (50)
und die 8S*: x° aus (1) einsetzt. Die Ausdriicke S,, S, sind also,
wenn sie aus den Ableitungen einer parameterinvarianten GréBe S ge-
bildet werden, wieder Invarianten. Wenn wir auf die Parameter der
Kriimmungslinien spezialisieren, so wird nach (30)

(54) Pp=n,=0 und p,=n,=0

und nach (43) und (45)

(55) m=m=0, w=-=2L @ p=2Ll_L1

"y YE’ (e Yé

Damit erkennen wir aber, daB unsre invarianten Differentiations-
prozesse (52) nichts anderes sind als die invarianten Ableitungen
unsres vorigen Abschnitts, nur jetzt geschrieben in allgemeinen Para-
metern. Die geometrische Bedeutung ist natiirlich jetzt dieselbe wie
frither.

Wir sehen jetzt auch, worauf die eigentliche Idee der invarianten
Ableitungen beruht: Wenn wir nur einmal irgendwie zwei aus den
Funktionen ¢ (#, v) der Fliche bestimmbare GréBensysteme #* und #*
gefunden haben, die die Transformationseigenschaften der Formeln
(49), (50) besitzen, so kénnen wir mit ihnen zwei invariante Differen-
tiationsprozesse erkliren, die aus jeder Parameterinvariante durch
Ableitung sofort zwei neue aufzufinden' gestatten. Fir die #»?, #* muBl
dabei notwendig die sich aus (44), (45), (46) leicht ergebende Bedingung

(56) nn?—n2nl 40

bestehen. Wir konnen dann ganz im Bereich der invarianten Ablei-
tungen arbeiten, da wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, daB sich
alle invarianten Ausdriicke der Fliche allein aus den Vektoren (14) be-
stimmen.

Wir geben zum Schluf noch einmal zusammenfassend an, wie sich
die GroBen #f und #?, auf die es allein ankommt, aus den Funktionen
L (#, v) der Fliche resp. aus den in (20) erklirten GroBen f bestimmen.

Wir haben uns zunichst aus den Funktionen ¢ (%, v) nach §41 (7) die
E,F, G und nach §42 (19) die L, M, N und dann nach § 44 (30) die R,,
R, zu bestimmen. Sodann bestimmen wir nach der Reihe aus (20) die
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firs Fin» aus(22), (26) die p;, P;, aus (35), (36) die #;, #; und endlich aus
(43), (45) die #f, n®.

Zum SchiuBB wollen wir noch sehen, wie sich die Integrierbarkeits-
bedingung (11) bzw. die Invarianten ¢ und g, die darin auftreten, in
allgemeinen Parametern schreiben.

Zunichst gilt nach (52), wie man durch Elimination der 0.5:0 u*

erkennt:

oS
(58) G
Die Gleichungen (58) erlauben, aus den invarianten Ableitungen einer
beliebigen GréBe die gewdhnlichen zu berechnen. Differenzieren wir
(68) nach #; und setzen in der Gleichung, die man erhilt, nach der Vor-

schrift (58)

Znisl_*"ﬁisg (1’:1’2)

aS — a5, _
(59) Fa =MSutn: S, =S+ 1Sy,
so ergibt sich

0tsS ant 0y _ . .
(60) Sz = 7w o1 T GrSetnim Sy +m e Syg+ 1,1, Sy 47,7, Saa
Die Integrierbarkeitsbedingung
#s s
ouldur  Quk gui
fiir die gewthnlichen zweiten Ableitungen konnen wir nun in der Form
schreiben:

2
.- — )2 S
(61) D ik — k) 0 =0,

i) k=1
denn weil das GréBensystem #i#n* — n¥#' in 4 und % schiefsymmetrisch

ist, bedeutet (61) gerade die Symmetrie des Systems inZ und &.

2SS
ou* duk
Aus (60) und (61) ergibt sich dann, wenn man (43), (45) beriicksichtigt,
eine Gleichung der Form (11), wo jetzt nur ¢ und ¢ durch
©) 9=t~k o a=§(%fnk—ﬁknf),;’%

zu ersetzen sind.

§ 63. Grundformeln der Flidchentheorie in invarianter
Schreibweise.

Wir gehen jetzt, nachdem wir gesehen haben, wie wir von allgemeinen
Parametern aus zu den invarianten Ableitungen gelangen kénnen, an
die Aufstellung der Grundformeln der Flichentheorie.

Aus (13) folgt zundchst in Krliimmungslinienparametern:

(63) Elglzl) Z‘IEL’:O: §g§2=1,
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was dann natiirlich auch fiir beliebige Parameter richtig ist, wenn wir
1z, und g, durch

. d —. 0
(64) glzznlai’t 22:2_7”1’8—5‘
erklaren. Der Vektor der Flichennormalen & ergibt sich jetzt als
(65) §=1X.

In der Tat ist & nach § 2 (28) Einheitsvektor.
Da der Vektor & sich aus g; und g, berechnen 148t, fallen die samt-
lichen Invarianten, die sich aus den Vektoren

(66) T Bas Les €5 Tars Lags Taro Toes §1b S0 Tany - - -
berechnen lassen, mit den Invarianten der Vektoren (14) allein zusam-
men. Wir verfahren wieder nach den Vorschriften des § 55, lassen ¢

weg und benutzen als Grundvektoren die Vektoren g,, 1,, &. Fiir sie
gilt die Tabelle skalarer Produkte:

=1 = £=1,
T =5f=15§=0.

Jetzt wollen wir die Ableitungen der Grundvektoren aus diesen
selbst linear kombinieren. Wir machen zu dem Zweck den Ansatz:

(67)

Ty = %Ly + %ppLe 1 %55 €,
Tig = Og1 &y T %aa Ta 1 %5 &,
Toy = g1 Ly + g2 Lo + g3 &,
Tog = g1 Ty 1 %gp Tp + %45 €,
§y = a5ty + Asp L + %556,
§o = g1 &y + Hga Lo+ %y §

Wir miissen uns jetzt iiber die Gesamtheit der wesentlichen, unab-
hingigen Beziehungen klar werden, die auf Grund unsrer geometrischen
Annahmen zwischen den Vektoren bestehen. DaB & Einheitsvektor der
Flachennormalen ist, kommt in den Gleichungen &g, = &1, =0, &£ =1
zum Ausdruck. DaB unsere invarianten Ableitungen lings der Kriim-
mungslinien genommen werden, kommt nach §46 (47) in den Glei-
chungen
(69) Ené)=0, (f1&)=0
zum Ausdruck. Da die Kriimmungslinien notwendig rechtwinklig sind, so
muf sich als eine Folge von (69) ergeben, daB die Tangentenvektoren
t; und gz, an die Kriimmungslinien rechtwinklig sind, was auf die Bedin-
gung 1, %, = 0 fiihrt. DaB die invarianten Ableitungen nach den Bogen-
lingen der Kriimmungslinien genommen werden, kommt nach §5 (13) in
T, T = Iy%y = 1, also darin zum Ausdruck, da8 die ¢, und g, Einheits-
vektoren sind. Damit sind aber auch alle unsere geometrischen Voraus-

(68)
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setzungen erschopft, und die siamtlichen Relationen, die tberhaupt
zwischen unsern Vektoren bestehen, sind in den Gleichungen (67) und
(69) enthalten, und natiirlich in den daraus sich durch Ableitung er-
gebenden Gleichungen sowie den jeweils bei zweimaliger Ableitung auf-
tretenden Integrierbarkeitsbedingungen der Form (11) resp. (17) (62).
Aus (69) folgt mittels (g, £,6) = 1:

(70) Rgo = g, = 0,
also
(71) §ry=6y =0

Durch Ableitung von £; = 0 nach dem Index 2 und von &g, = 0 nach 1
ergibt sich dann auch

(72) g3 =&y =10 und a3 =28y =0.

Aus &£ =1 folgt §&, = £&, =0, also nach (68)

(73) Oy == Olgg = 0.

Aus 1,1, = L,% =1 und g, r, =0 folgt weiter durch Ableitung
iy =0, L1t =0,

(74) tulat 0ty =0, Tl +Irlp=0,
Toly =0, Talas = 0.

Aus (74); und (74)4 ergibt sich also mittels (68)
oy = Oy =0

und aus I;1,, = Lyl = O folgt einerseits

(75) Oy = Otgy =0

und nach skalarer Multiplikation der Gleichung

Tie t 98 =+ 9L
mit g, und g, weiter

(76) g =1Y1%a = %315 Tolis = Gop = .
Aus (74); und (74), ergibt sich dann schlieBlich
(77) Ugo =Ty la= —¢, Oy =7I1Le=—4¢-

Damit haben wir alles, was wir iiber die spezielle Form des Gleichungs-
systems (68) entnehmen konnen, benutzt.

Schreiben wir statt o;5 noch » und statt o,; weiter 7, so haben wir
wegen &1, = — &1, und &,1, = — &1,y die Grumdgleichungen:

In=—9t+7r¢& Tie = q12s
Tee= —qI +7§ Lo =44

(79) L51=_”§1 jl §g= — 71y

(78)
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Die Gleichungen sind einfach die Formeln der §§ 55, 57, die Ablei-
tungsgleichungen von GAUsz und WEINGARTEN in invarianter Schreib-
weise. Wir hitten sie auch direkt aus den dortigen Formeln durch ein-
faches Umschreiben auf invariante Ableitungen gewinnen koénnen. Da
fiir die Kriimmungsrichtungen nach §46 (52) in Kriimmungsparametern
die Gleichungen von RODRIGUES

1 1
== — d = — —
(80) Eu Rl gu un E’U R2 gv
gelten, so erhdlt man nach Division durch V E bzw. VE nach (4):
1 1
(81) G=—Fh &H="fpl

Daraus folgt, daB in (79) die GréBen 7 und 7 einfach die reziproken
Hauptkriimmungsradien R, und R, sind.
Nach (78) gilt wegen | &1z, | =1

(82) lEtitul=—9, |étetee| = +71.
Die Grofen ¢ und g sind also, vom Vorzeichen abgesehen, nach § 35 (25),
die geoditischen Kriimmungen der Kriimmungsstreifen.

Im §58 haben wir gesehen, daB sich die Gleichungen von Copazzi
und das Theorema egregium von Gausz als die Integrierbarkeits-
bedingungen unsres Systems linearer Differentialgleichungen ergeben,
das durch die Ableitungsgleichungen von Gausz und WEINGARTEN ge-
bildet wird. Diese Integrierbarkeitsbedingungen haben wir nun noch
in den invarianten Ableitungen zu schreiben. Statt die Gleichungen
(138) und (139) des § 58 umzuschreiben, wollen wir die Bedingungen
der Copazzischen Gleichungen und des Theorema egregium gewinnen,
indem wir fiir das System (78), (79) die fiir die Ableitungen der
Vektoren z;,, L;s, Lays Lee» & und &, nach (11) notwendig giiltigen
Integrierbarkeitsbedingungen:

Tz T 98 = Lo + T e
(83) Terz + 9 Xor = Taor T G oo
S12t 98 =&y +9&
zugrunde legen. Durch invariante Ableitung von (78); nach 2 erhalten

wir z. B., wenn wir g,, und &, hinterher wieder nach (78) (79) durch
Linearkombinationen der Grundvektoren ersetzen:

(84) e = —Gala —q(—qr + 78 +reé—rryy
ebenso durch Ableitung von t,, nach dem Index 1:

(85) Lor = @t + 995

Aus (83), ergibt sich dann

(86)  — Gt tqqn —9rEF Ty — Pt gré

=q et 998 + ¢t
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Die einzelnen Faktoren der Grundvektoren miissen dann rechts
und links gleich sein. Das ergibt, da die Faktoren von g, identisch
ibereinstimmen, die zwei Bedingungen
(87) — G — QP —¢=rr,

(88) ra=qGF—7).

Aus den Bedingungen (83),, (83); ergeben sich durch die entsprechende
Rechnung zum Teil die Gleichungen noch einmal. Man erhilt nur eine
neue Gleichung )

(89) n=q@—r).

(87) ist das Theorema egregium von GAusz, rechts steht das Kriimmungs-
maB 7. (88) und (89) sind die beiden Copazzischen Gleichungen. Wir kén-
nen also das System von Integrierbarkeitsbedingungen zusammenstellen :

(90) — Q=7

ra=q(r—7)
rn=q(—7)

Nach § 4 ist das vollstindige System der Invarianten unsrer Fliche,
d. h. der Vektoren (66), durch die Skalarprodukte der Grundvektoren
I, ¥y, & und die Koeffizienten der Linearkombinationen der iibrigen
Vektoren aus ihnen gegeben. Erstere sind nach (67) aber 1 oder O,
liefern also nichts, letztere sind nach (78), (79) durch die dort auf-
tretenden Koeffizienten ¢, ¢, 7, 7 und ihre simtlichen invarianten Ab-
leitungen gegeben. Denn wie man durch invariante Ableitung des
Systems (78), (79) erkennt, treten nur diese bei den in Frage kommenden
Linearkombinationen auf. Nun lassen sich aber die GréBen ¢ und g¢
aus (91) durch die », 7 und ihre invarianten Ableitungen ausdriicken,
denn bei Ausschlu von Nabelpunkten ist nach §47 immer » — 7 == 0.
Somit sind die simtlichen absoluten Invarianten unserer Fliche durch
7, r und ihre invarianten Ableitungen gegeben. Die 7, 7 hingen von Ab-
leitungen zweiter Ordnung des Flichenpunktes ab, die GroBen 7,, 7,,
7,, 7, sind die vier weiteren unabhingigen Invarianten dritter Ordnung
(auch die ¢, g sind von dritter Ordnung). Von vierter Ordnung gibt es
fiinf neue von den fritheren und untereinander unabhingige Invarianten.
Denn zwischen den acht Gré8en

(91)

ATORSTUREIONE T
71 T1as Paps Taz
bestehen drei Beziehungen, die Integrierbarkeitsbedingungen
"o H a7 =79 1+ q72,
79+ qr =7y 1+ g7y
und die Gleichung (90), in der man ¢ und ¢ nach (91) ersetzt zu denken hat.
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Weiter kénnen wir den Satz aussprechen: Eine Fliche ist bis auf
Bewegungen festgelegt, wenn ihre beiden Linearformen
ds, =n,du -+ nydv,

(92) ds, = i, du + nydv

und ihre mittlere Kriimmung H = } (¥ 4 7) als Funktion irgendwelcher
Parameter gegeben sind. In der Tat: Aus den #;, #; der Formen ds,, ds,
erhilt man mittels (43), (45) die #%, #* und nach (62) dann die g, g. Ferner
ergeben sich nach der Definition (52) auch alle invarianten Ableitungen
der g, g allein aus den Formen #;, #,. Nach (90) erhdlt man dann auch
K =v-7. Aus H und K kann man dann R, und R,, d.h.  und 7 be-
rechnen, mittels der #;, #; ergeben sich dann aber auch alle invarianten
Ableitungen der 7, 7, d. h. aber alle Invarianten der Fliche, w. z. b. w.

Eine nahere Untersuchung zeigt, daB man die Funktion H(u, v)
im allgemeinen sogar entbehren kann und daB die Fliche im allgemeinen
allein durch ihre Formen ds; und ds, eindeutig bis auf kongruente Ab-
bildungen bestimmt ist. Wir werden in den §§ 87 und 88 des nichsten
Kapitels auf diese Frage ausfiihrlich zu sprechen kommen. .

Zum Schluf3 wollen wir noch sehen, wie sich unsre urspriinglichen qua-
dratischen Grundformen I, II und III durch die Formen ds;, ds, aus-
driicken. Nach (58) haben wir, wenn wir wieder » = u!, v = u? setzen:
ao,ff 2P + % %o

a9&
Jw =Ny 51‘[“” 52

I= Z(;ﬁ;ﬁ) dutdu*,

”’

11:%'—(;158";>d w duk,

s

= (35 2%) dutaw

ik
I =ds?4-ds],
(93) Il =7ds} 4 rds?,
IIT = r2ds 4 r*ds?.
Diese Formeln hatten wir schon im § 50 (84) gefunden.

folgt dann:

§ 64. Gesimsflichen und Kanalflichen.
Wir wollen die Flichen mit
(94) g:-9=0
untersuchen, also die Flichen, bei denen eine der Invarianten ¢ oder g ver-
schwindet. Wegen 7 — 7 &= 0ist die Gleichung (94) nach (91) offenbar mit
(95) 79-7, =0
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dquivalent. Wir wollen etwa ¢ =7, =0 annehmen. Nach (82) sind
dann die Kriimmungsstreifen der Schar, auf die sich der Ableitungs-
index 1 bezieht, gleichzeitig geoditische Streifen. Nach § 34 (24) sind
dabei die Kurven der Streifen, die Kriimmungslinien, notwendig eben,
was man auch direkt durch das Verschwinden der Determinante
(xy» Tyy> %yqy) nachweisen koénnte. Da die Hauptnormalen einer ebenen
Kurve alle in ihrer Ebene enthalten sind, und da bei unseren geodi-
tischen ebenen Kriimmungsstreifen die Flichennormalen mit den
Hauptnormalen zusammenfallen, erkennt man, daB die Fliche die
Schar der Ebenen senkrecht durchsetzen muB, in denen die Krim-
mungslinien der ausgezeichneten Schar liegen. Unsere Flichen mit
¢ = 0 sind also orthogonale Trajektorienflichen einer Schar von Ebenen,
also solche Fliachen, die entstehen, wenn wir auf einer der Ebenen eine
beliebige Kurve C zeichnen, und von den einzelnen Punkten von C
aus die rechtwinkligen Trajektorien der Ebenenschar ziehen, also die
Kurven, deren Tangente an jeder Stelle zu der hindurchgehenden
Ebene der Schar normal ist. Diese Eigenschaft ist auch kennzeich-
nend fir unsere Flichen mit ¢ = 0. Denn man sieht ohne weiteres,
daB bei einer Orthogonalfliche einer Ebenenschar die Schnitte mit den
Ebenen der Schar Kriimmungslinien sind, da sich lings derselben die
in der Ebene gelegenen Fliachennormalen schneiden. Andrerseits fallen
die Flichennormalen mit den Hauptnormalen der verschiedenen Kurven
zusammen, also sind die zugehdrigen Streifen geoditisch, das heiBt aber
nach (82): Es ist ¢ = 0. Man nennt die Flichen mit ¢ = 0 nach ihrem
Entdecker MONGE ,,surfaces moulures'* oder Gesimsflichen.

Wir wollen' noch eine sehr einfache mechanische Erzeugung der
Gesimsflichen angeben. Die Ebenen der Kriimmungslinien der aus-
gezeichneten Schar umhiillen offenbar eine Torse. Geht man von dieser
Torse aus, so kann man von ihr durch die folgende Konstruktion zu der
Gesimsflache gelangen:

Man zeichnet auf einer der Tangentenebenen der ganz beliebig anzu-
nehmenden Torse eine beliebige Kurve 8. Lift man dann die Tangenten-
ebene ohne zu gleiten auf der Torse vollen, so daf sie diese immer lings
einer Evzeugenden beriihrt, so beschreibt § die allgemeinste Gesimsfliche.

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich daraus, daB bei
dem mechanischen Vorgang des gleitungsfreien Rollens die Bahnkurven
der Punkte von ® jeweils senkrecht sind zu der Ebene von &.

Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen

g=g=0

kennzeichnet die allgemeinen Zylinderflichen. In der Tat folgt aus (90)
rr = 0. Wir kénnen dann etwa 7 =0 annehmen. Aus g, = ¢,, =0
folgt dann die Konstanz des Vektors ¢; auf der ganzen Flache. Daraus
folgt weiter, dal die Kriimmungslinien der Schar 1 lauter parallele Ge-
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raden sind. Also ist die Fliche eine Zylinderfliche. Umgekehrt folgt

fir eine Zylinderfliche aus der Konstanz von g, die Giiltigkeit von
=¢q=0.

! “qur wollen nun noch eine andere Flichenklasse kurz behandeln,

ndmlich die durch

(96) 7172 =10

gekennzeichnete, die ein Gegenstiick zu der Flichenklasse (95) dar-

stellt. Wegen der Gleichberechtigung von 7, und 7, kénnen wir etwa

7, = 0 annehmen. Aus

(97) 7, =0
und der Copazzischen Gleichung (vgl. (91))
rg=q(—7)

folgt mittels der Integrierbarkeitsbedingungen
12t g7y =7y 475,
@1 +99 (7 —7+qg7 =0.
Mittels (91), erhdlt man daraus nach Weglassen des Faktors » — 7
(98) 9, =0
Aus 7, =¢, =0 leitet man nun leicht her, daB die Determinante

(ry, Tyg» %ypq)» verschwindet. Die Kriimmungslinien sind also wieder
eben. Aus (78) und (67) folgt dann weiter

(99) Tt =¢+7°.
Nun ist aber nach § 10 (78)
(100) Ty &gy = 1: 0

das Quadrat der Kriimmung 1:p der Kriimmungslinie der Schar 1.
Aus (97) und (98) folgt aber (x,, 1,,), = (** + ¢%), = 0. Die Kriimmung
ist also langs der ganzen Kurve konstant. Die Kriimmungslinie ist also
eine ebene Kurve konstanter Kriimmung, das hei8t ein Kreis. Die
Kriimmungslinien der einen Schar unsrer Fliche sind also alle Kreise.
Da nun weiter die Normalkriimmung & = (&, t,) = — 7 unsrer Kriim-
mungsstreifen konstant lings der ganzen Kurven ist, folgt, daB die
im Kapitel 3, S.70 erwihnte Kugel jeweils fiir den ganzen Streifen fest
ist, das heiBt, daB der ganze Streifen auf einer und derselben Kugel
liegt. Daraus ersieht man: Unsre Flichen sind einfach die Héllflichen
einer einparametrigen Schar von Kugeln. Die Hiillflichen solcher Kugel-
scharen pflegt man auch als Kanalflichen zu bezeichnen. Auch um-
gekehrt ist leicht einzusehen, daB die Gleichung (96) kennzeichnend
fiir Kanalflichen ist.

Ist in (96) gleichzeitig 7, =0 und 7,=0, so erhalten wir die so-
genannten Zykliden von DUPIN?Y), die gleichzeitig als Hiillflichen von
zwei Kugelscharen aufgefat werden kénnen.

1 Vgl. die Ausfithrungen iiber diese bemerkenswerten Flichen in § 55, Bd. I11
dieses Lehrbuchs.
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Wir wollen jetzt noch die Flichen bestimmen, die gleichzeitig Ge-
simsflichen und Kanalflichen sind. Nach (95) und (96) haben wir wegen
der Gleichberechtigung der GroBen 7,, 7'2 und weiter der Gleichberech-
tigung der beiden GréBen 7o und 7, sowie der Gleichberechtigung beider
aufgefiihrten GroBenpaare miteinander nur zwei wesentlich verschie-
dene Fille

I ry=1y=0, [oder 7 =7 =O]

II rnn=r=>0 [oder 74 =7, =0].

lQ

Im FallT ist nach (99), (100) » der Radius der Kugeln der Kanalfliche.
Aus 7, =7, =0 folgt aber nach (52) das Verschwinden der' gewéhn-
lichen Ableitungen 7, = 7, = 0. Das heiBt, wir haben speziell die Hjill-
fliche einer Schar von Kugeln mit gleichem Radius. Solche Flichen pflegt
man als Rohrenflichen zu bezeichnen. Im Fall IT haben wir nach (91)
zunichst auch ¢ = 0. Weiter bemerken wir: Fiir Kanalflichen 7, =0
sind ja die Kriimmungslinien 1 als Kreise eben. Fiir den Einheitsvektor
senkrecht zu der Ebene der Kriimmungslinie 1, also ihren Binormalen-
vektor &5 [vgl. §34 (13)] wegen & =1, &1y =& 143 =0

+9f+rg

Jr2 4+ g4 .
&; ist natiirlich lings der Kriimmungslinien L fest (£;3); = 0. Durch

Ableitung folgt aus (101) unter Beriicksichtigung von ¢ =0

{[—72+q;+;2_|y_qz' (772‘1‘972)]52

(101) &=

—1
T

(102)  (f3)e =
=7+ it

Wegen ¢ = 0 nehmen die Gleichungen (90) und (91) nun die Form an:
7,

Qo= —¢ —7
(103) _
Tg=qr—qr.
Daraus erhilt man
(104) et g
Und mittels (103) und (104) ergibt dann die Gleichung (102)
(105) (&5)g = 0.

Der Vektor &, ist also {iberhaupt konstant. Die Kreise der Ebenen, in
der sich die benachbarten Kugeln der Schar der Kanalflache schneiden,
liegen somit alle in paralielen Ebenen. Das ist aber nur méglich, wenn
die Mittelpunkte der Kugeln alle auf der festen Geraden liegen. Die
Hiillfliche einer solchen Kugelschar ist aber eine Drehfliche. Man iiber-
zeugt sich leicht, daB II die Drehflichen kennzeichnet.
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§ 65. Invariante Ableitungen in beliebiger Richtung.

Die vorhergehenden Untersuchungen koénnten den Anschein er-
wecken, als ob die invarianten Ableitungen nur bei Fragen mit Erfolg
verwandt werden konnen, die in besonderer Beziehung zu dem Netz
der Kriimmungslinien stehen. Wir wollen hier zeigen, daB sie sich auch
auf die Theorie beliebiger Flichenkurven anwenden lassen.

Ziehen wir von einem Flichenpunkt aus auf der Fliche eine Kurve
in beliebiger Richtung, so ist der Einheitsvektor ¢, ihrer Tangenten in
der Form
(106) T, =cosay +sinag,

darstellbar. In der Tat gilt ¢ .z, = 1 und « ist der Winkel, den unsre
Kurve mit der Kriimmungsrichtung 1 bildet. Geben wir den Winkel o
als Funktion

(107) o« = a(Ss)

der Bogenlinge der Kurve, so ist dadurch eine Art natiirlicher Glei-
chung der allgemeinen Flichenkurve gegeben, durch die sie eindeutig
festgelegt ist. Ist S(u,v) eine Ortsfunktion auf unsrer Fliche und
bilden wir die Ableitung S, von S lings der Kurve (107) nach der Bogen-
linge der Kurve, so mufl

(108) S, =cosaS; +sinaS,
sein. In der Tat ergibt sich ja auch der Tangentenvektor g, in (106

mittels des Differentiationsprozesses (108). Fir o« =0 und o = —22

ergeben sich, wie es sein muf}, die gewdhnlichen invarianten Differen-
tiationen lings der Kriimmungslinien. Mit dem Differentiationsproze
o kénnen wir bei dem Differenzieren von Gleichungen wieder nach den
geldufigen Regeln arbeiten. Wir konnen auch die héheren Ableitungen
des Vektors ¢, nach den Bogenlingen der Kurve (107) bilden. Es er-
gibt sich aus (106), wenn wir wieder

Yo = COSQ Yy +sinoagy,,
Toq = COS & L9y ~ SIN & Tgg

setzen und bedenken, daf

(109)

(110) o = cOos ooy - Sin o - oy
die Ableitung der Funktion (107) ist:
(111) Tow = L11 €0s% & + (Lys + Loy) SN & COS & - Lgq SiN? &t

+ o' (— gy sina |+ ggcosa).
Driicken wir darin nach (78), (79) alle Vektoren durch die Grund-
vektoren aus, so erhalten wir:
L,.=(—a +gcosa—gsina)sina-g,

(112) L (a'— g cos &g sina) cosaxy (7 cos? a7 sin a) £ .
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Wir kénnen uns jetzt fiir einen beliebigen Flichenstreifen die In-
varianten @, b und ¢ berechnen. Nach §35 muB jetzt

a= (£1,&,)
b= (t.6a)>
¢ = —(§tataa)
sein. Wegen
(113) £, =cosaf; +sinafy = —rcosay —rsinarg,
ergibt die Rechnung
(114) a = (¥ — 7) sin « oS «,
(115) b= —7rcos?a —7rsin®a,
(116) —c=o —gcosa 4 gsinoa.

Aus (115) ersehen wir, daB3 sich die Funktion o der beiden Asym-
ptotenlinien durch
(117) tga= 4 J—7:7
berechnet.

Den beiden Losungen oy und o, von (117) entsprechen die beiden
Winkel, die die beiden Asymptotenlinien mit der Kriimmungslinie 1
einschlieBen. Fiir den Winkel ¢ = o; + o, der beiden Schmiegtangenten
erhdlt man

(118) cosp = — (

r47
)
Auf die Flichen 7 4+ 7 = 0 oder H = 0 mit normalen Schmiegtangenten,
auf die sogenannten Minimalflachen, werden wir im § 1051f. zu sprechen
kommen.

Fir die geoditischen Streifen ¢ = 0 auf einer Fliche erhalten wir
eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Funktion x(s). Von
einem Flichenpunkt aus laufen also nach allen Richtungen noch geo-
ditische Streifen.

Mit den geoditischen Streifen und den zugehérigen Kurven, den
geoditischen Linien auf der Fliche, wollen wir uns im nichsten Kapitel
beschiftigen.

§ 66. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Zentraflichen einer gegebenen Fliche. Die auf der Normalen einer Flache
L (%, v) gelegenen Punkte

(119) s=rt & wd j=gpo4oé

beschreiben (im allgemeinen Fall) je eine Fliche, die von den Normalen der Ur-
fliche umhiillt wird. Die beiden Flachen 3(#,v) und 3 (u,v) sind die einzigen
Hiillflichen des Strahlensystems (vgl. § 123) der Normalen unserer Fliche und
heiBen auch Zentraflichen oder Evolutenflichen. Wir wollen #1740, » — 7 £ 0



§ 66. Aufgaben und Lehrsitze. 145

voraussetzen. Die Zentraflichen koénnen dann nur noch fiir Kanalflichen in
Kurven ausarten. Nehmen wir #; 73 = 0 an, so haben wir zwei reguldre Flachen 3
und 3. Man zeige:

a) Den Kriimmungslinien der Schar 1 entsprechen auf der Flache 3 geodatische
Linien (und ebenso den Kriimmungslinien der Schar 2 auf der Flache 3).

b) Die Flachen, bei denen identisch in # und v zwischen # und ¥ eine Beziehung
der Form

(120) fr,7)=0

besteht, sind dadurch gekennzeichnet, da8 sich die Asymptotenlinien ihrer beiden
Zentraflachen entsprechen. Diese sogenannten Fldichen von WEINGARTEN (oder
W-Flichen) sind auch gekennzeichnet durch die Differentialgleichung:

(121) 7y ;2 =7, ;1 .

c) Bei den Flachen mit

= konst.

1
¥

| =

und nur bei diesen entsprechen sich auf den beiden Zentraflichen die Kriim-
mungslinien.

2. Sind bei zwei von einem Punkt in senkrechten Richtungen auslaufenden
Flichenstreifen die Normalkrimmungen gleich, so sind die beiden Richtungen
notwendig die Richtungen der Winkelhalbierenden der Kriimmungslinien.

3. Man zeige: Durch r,q = ¢, ¥ sind die Fidchen mit einer Schar ebeney Kriim-
mungslinien 1, durch

("9 — 7199 (*7y+99) =0

aber fiir 7y ¢ == ¢, # die Fldchen mit einer Schar sphdvischey Kridmmungslinien 1 ge-
kennzeichnet. Fir ¢; = 0 ergeben sich die Flachen, die aus einer Schar von
Orthogonaltrajektorien einer beliebigen Kugelschar gebildet sind. Bei ihnen liegen
die Kriimmungslinien 1 alle auf zur Fliche senkrechten Kugeln.

4, SchlieBt man die WEINGARTENschen Flichen der Aufgabe 1b aus [r) 7,
— 73 7% 0], so kann man als Parameter u, v der einzelnen Punkte der Fliche die
dortigen Werte der Hauptkriimmungen » und 7 annehmen. Man zeige, daBl eine
Flache bis auf kongruente Abbildungen festgelegt ist, wenn nur ihre vier Invarianten
dritter Ordnung 7y, 79,7, und 74 als Funktionen #{ (r, 7); 75 (¥, 7); 7y 7); To (7, 7)
von r und 7 festgelegt sind. Welchen Integrierbarkeitsbedingungen miissen die vier
Funktionen geniigen, damit zu ihnen eine Fliache gehort? Zur Idee, gewisse In-
varianten einer Fliche durch ,natiirliche Gleichungen* festzulegen, indem man
weitere Invarianten als Funktionen dieser vorgibt, vergleiche man etwa G.SCHEF-
FERS, Einfiihrung in die Theorie der Flichen, S.433. Leipzig: Veit & Co. 1913.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 10



6. Kapitel.
Geometrie auf einer Fliche.

§ 67. Verbiegung.

In diesem Kapitel soll der Grundgedanke von Gausz’ flichen-
theoretischen Untersuchungen auseinandergesetzt werden. Denkt man
sich eine Fliche aus einem biegsamen, undehnbaren Stoff hergestellt,
wie er etwa durch Papier verwirklicht wird, so 148t diese Fliche (oder
ein geniigend kleines Stiick von ihr) auBer ihrer Beweglichkeit als
starrer Kérper im allgemeinen auch noch Forminderungen, sogenannte
., Verbiegungen'* zu. Die Undehnbarkeit duBlert sich dadurch, daB die
Bogenlingen aller auf der Fliche gezogenen Kurven bei der Verbiegung
ungeidndert bleiben. Etwas allgemeiner bezeichnet man als , ldngentreune
oder ,,ssometrische Abbildung'’ zweier Flichen aufeinander eine Trans-
formation mit Erhaltung der Lingen. Verbiegungen von Flichenstreifen
haben wir ja schon im § 37 behandelt. Jetzt wollen wir uns mit der
Verbiegung ganzer Flichen beschiftigen.

Wihrend nun die gewohnliche Flichentheorie die Eigenschaften
der Flichen untersucht, die erhalten bleiben, wenn man die Fliche
als starren Korper bewegt, untersucht die Gauvszsche ,,Geometrie auf
einer Fliche die gegeniiber lingentreuen Abbildungen invarianten
Eigenschaften, also die ,,inneren Eigenschaften der Fliche, die nur
von den MaBverhiltnissen auf der Fliche selbst und nicht von denen
des umgebenden Raumes abhingen. Diese Betrachtungsweise ist auf
praktischem Boden erwachsen, nidmlich aus der Frage der Geodisie,
was man aus Messungen auf der krummen Erdoberfliche iiber diese
Fliche aussagen kann.

Wir wollen in diesem Kapitel wieder zur gewohnlichen Schreib-
weise der Flichentheorie zuriickkehren, wie wir sie im 4. Kapitel be-
nutzt haben, so daB die Kenntnis des 5. Kapitels fiir das Verstindnis
dieses 6. Kapitels nicht nétig ist.

Als Beispiel der lingentreuen Abbildung soll gezeigt werden, dal3
man ein geniigend kleines Stiick einer Torse lingentreu auf die Ebene
abbilden kann. Nehmen wir an, um einen bestimmten Fall heraus-
zugreifen, die Torse sei die Tangentenfliche einer Raumkurve

1) r=y) +vy'(w), yi=L.
Setzen wir )’ = &; und wenden wir die Formeln § 9 (72) von FRENET
an, so folgt

(2) =&t b L=5
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und fir das Linienelement der Tangentenfliche
(3) I:d52=<1+%;>du2+2dudv—}—dv“’.

Ordnen wir unsrer Raumkurve (f)) eine ebene Kurve (y*) so zu, daB
bei lingentreuer Abbildung der beiden Kurven g (s) = p*(s) wird und
beziehen wir die Tangentenfliche (1) von (y) auf die Tangentenfliche
(die Ebene) von (h*)

4) ¥ =9*() +vy*'(u)

durch gleiche #, v-Werte, so ergibt sich derselbe Wert des Bogen-
elements (I = I*). Damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht. Ahnlich
148t sich die ,,Abwickelbarkeit” der Kegel und Zylinder auf die Ebene
beweisen. Wir kommen auf diese ,, Abwickelbarkeit” der Torsen spiter
(§73) zuriick.

Sind zwei lingentreu zugeordnete Flichen so auf Parameter u, v
bezogen. daB entsprechenden Punkten dieselben Parameterwerte zu-
gehoren, so stimmen die zugehérigen ersten Grundformen, also E, F, G,
fiir beide Flichen iiberein. Diese Ubereinstimmung sichert die Lingen-
treve. In der Formel (42) von §45 ist nun das Hauptergebnis von
Gausz enthalten, daBl man das Kriimmungsma8 K nur aus E, F und G
berechnen kann. Das 148t sich jetzt so aussprechen: Bei zwei lingen-
trew aufeinander abgebildeten Flichen stimmen in entsprechenden Punkien
die Kriimmungsmafe iberein. Diesen Satz hat Gausz 1822 abgeleitet
(vgl. § 89).

Es wird sich im folgenden zunichst darum handeln, etwas deut-
licher den geometrischen Grund dieser Biegungsinvarianz von K auf-
zuhellen,

Da wir friither (§55) gezeigt haben, daB die Torsen durch iden-
tisches Verschwinden von K gekennzeichnet sind, so folgt aus dem
Gauszschen Satz: Die Torsen sind die einzigen auf die Ebene lingentreu
abbildbaren Flichen. Diese Tatsache war schon EULER (1770) und
MONGE bekannt. Man nennt die Torsen wegen der ,,Abwickelbarkeit‘
auf die Ebene auch ,,abwickelbare Flichen'. LieBe man auch imaginire
Flachen zu, oder faBte man im reellen Gebiet den Flichenbegriff sehr
allgemein?, so wire dieser Satz mit Einschrinkungen zu versehen.

§ 68. Geoditische Kriimmung.

Da ein Flichenstreifen auf unsrer Fliche bei einer Verbiegung der
gesamten Fliche fiir sich eine Verbiegung im Sinne des §37 erfihrt,
und da sich die dort erklirte geodétische Kriimmung ¢ bei einer solchen
Streifenbiegung nicht 4ndert, so ist ¢ eine Invariante gegeniiber Bie-
gungen der Fliche.

1 H. LeBescue: Comptes Rendus Bd. 128, S.1502—1505. Paris 1899. Die
Tangentenflachen der isotropen Kurven (§ 19) sind nicht ,,abwickelbar‘.

10*
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¢ ist natiirlich keine allein von der Fliche abhingige Biegungsinva-
riante (wie etwa K), sondern bestimmt sich erst durch eine auf der
Fliche gezogene Kurve. Durch die Kurve und die Fliche ist der Flichen-
streifen lings der Kurve und ¢ als deren geoditische Kriimmung dann
bestimmt.

Man nennt die schon von Gausz betrachtete Kriilmmung ¢, deren
Invarianz gegeniiber Biegungen von F. MiNDING (1806—1830) erkannt
worden ist, nach J.LiouviLLE (1809—1882) dann auch einfach ,,geo-
ditische Krismmung der Flichenkurve''t. Bei Gausz heiBt ¢ ,,Seiten-
Friimmung*.

Wir wollen im folgenden noch zur Abkiirzung 1: ¢ = g, setzen und
bezeichnen g, dann als geoddtischen Kriimmungsradius.

Auf unsrer Fliche g (%, v) sei eine Kurve

(5) £(s) = g(u(s), v (s))

gezogen, die wir uns dadurch festgelegt denken, dall wir die Parameter
# und v als Funktionen ihrer Bogenlinge s geben. Dann ist nach
§35 (25),:

(6) (gs Lss 5) = i .

Nach § 6 kehrt sich das Vorzeichen von g, um, wenn man die Rich-
tung des Flichennormalenvektors umkehrt. Ebenso wechselt 1: g,
sein Zeichen, wenn man den positiven Sinn der Zihlung der Bogen-
linge s umdreht, wie wir das im besonderen Fall der ebenen Kurven,
fiir die ja nach § 37 die geoditische Kriimmung gleich der gewohnlichen
ist, in §12 festgestellt haben. Was dort iiber das Vorzeichen gesagt
wurde, 148t sich sofort auf den hier vorliegenden, allgemeineren Fall
ibertragen. Die geoditische Kriimmung ist also zundchst nur abgesehen
vom Vorzeichen erklirt. Das Zeichen kann aber dadurch festgelegt
werden, daB man 1. den positiven Sinn wachsender s auf der Kurve
auswihlt und 2. iiber den Sinn des Normalenvektors & entscheidet.

Nach § 34 (11) und (14), hingt die geodétische mit der gewdhnlichen
Krimmung zusammen durch die Formel:

§& 1
7 B
@ 4 ]
wo g die gewthnliche Kriimmung und &; die Binormale unserer Kurve
ist. Wir wollen aus unsern Formeln einige Schliisse ziehen. Zunichst
gilt, weil g, nur vom Streifen unserer Flichenkurve abhingt:
Beriihren sich zwei Flichen lings einer Kurve, so hat diese auf beiden

Flichen dieselbe geoddtische Kriimmung.

1 F. MinpING: Bemerkung iiber die Abwicklung ... Crelles Journal Bd. 6,
S.159. 1830; J. LiouviLre in MonGes Application ... 1850, S.568 unten.
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Wenden wir ferner dieses Ergebnis auf die einer Fliche lings einer
Kurve umschriebene Torse an, und beachten wir, daBl g, biegungs-
invariant ist und auBerdem, daB bei einer ebenen Kurve die geoditische
mit der gewshnlichen Kriimmung zusammenfillt, so erhalten wir weiter:

Die geoditische Kriimmung einer Flichenkurve ist gleich der ,,Ab-
wickelkriimmung'‘; d. h. der gewdhmlichen Kriimmung der ebenen Kurve,
die man durch Abwicklung der unsrer Fliche lings der Kurve umschriebe-
nen Torse erhdlt.

Dieser Satz steckt natiirlich auch unmittelbar in den Ergebnissen
des § 37 iiber die Abwickelung eines Streifens in die Ebene. Nach § 34
haben wir weiter:

Die geoditische Kriimmung einer Flichenkurve ist gleich der gewdhn-
lichen Kriimmung thres Normalrisses auf die Tangentenebene.

§ 69. Geoditische Linien.

Nach der Formel § 87 (41a) haben wir fiir die Variation der Bogen-
linge einer Flichenkurve, wenn wir wieder g, fiir 1: ¢ setzen bei fest-
gehaltenen Enden

8) 5s:—f%ds.

9y
Also verschwindet die erste Variation ds der Bogenlinge fiir beliebige
Verriickungen d#» fiir die Flichenkurven mit identisch verschwinden-
der geoditischer Kriimmung. Man nennt seit der Mitte des 19. Jahr-
hunderts diese Linien auf der Fliche, die an Stellen der geraden Linien
in der Ebene treten, und die schon EULER betrachtet hat, geoddtische
Linien. Die geoditischen Linien sind natiirlich die zu den geoditischen
Streifen gehorigen Flichenkurven. Unter ihnen sind jedenfalls die kiir-
zesten Verbindungen auf einer Fliche zwischen zwei vorgegebenen
Flichenpunkten zu suchen, denn bei festgehaltenen Endpunkten ver-
schwindet in § 37 (41) das Glied [67);* und fiir ¢ = 0 hat die Bogenlinge
der Kurve gegeniiber allen Nachbarkurven einen stationidren Wert.
Nach (6) gentigen die geoditischen Linien der Bedingung

9) (%s Tss £ =0.

D. h. geometrisch, ¢hre Schmiegebenen gehen durch die zugehorigen
Flichennormalen. Auch die geraden Linien (r,X 1, =0) auf einer
Fliache geniigen der Bedingung (9).

Ferner ergibt sich aus (9), daB die geoddtischen Linien einer Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung geniigen. Wir werden diese Differen-
tialgleichung im § 83 (129) explizit aufschreiben. In

2 0 2 2 2
10) fu= 100 (52) + 2800 5+ Lo () + 20 T + 00 T
stecken namlich die zweiten Ableitungen der die Flichenkurve bestim-
menden Funktionen # (s) und v (s). Wir kénnen daher erwarten, da8
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durch jedes Linienelement! der Fliche eine einzige geoditische Linie
hindurchgeht, was sich aus der Regularitit der Fliche auf Grund von
Existenzsitzen iiber gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung streng begriinden 14Bt.

Nehmen wir eine einparametrige Schar geoditischer Linien, die ein
Flichenstiick ,,schlicht* tiberdeckt, so daB also durch jeden Punkt
des Flichenstiicks nur eine einzige Kurve der Schar hindurchgeht.
Diese Schar — nach WEIERSTRASZ spricht man auch von einem ,,Feld*
geoditischer Linien — nehmen wir als Kurven v = konst., wahrend
die Kurven # = konst. die orthogonalen Trajektorien sein sollen. Fiir
das Bogenelement

dst=Edu?  Gduv?
finden wir dann wegen

gs = gn: VE’
. Luu 1 Eu

Lss E 9 Ly E2

(11)

nach §57 (133) die Bedingung

1 E
(12) 1__ 08

Qs VE VG
d. h. E ist nur von » abhingig, nicht von v. Fithren wir nun an Stelle
von # einen neuen Parameter

f}/_E_du

ein, er sei nachtriglich wieder mit # bezeichnet, so nimmt das Bogen-
element die einfache von Gausz angegebene Gestalt an

(13) ds?=du? 4 Gdv?,

Fir v = konst. wird

Uy
s:fdu:ulﬂuo.
u,

Das gibt sofort den Satz: Die orthogonalen Trajektorien eines geo-
ditischen Feldes schneiden auf den geoditischen Linien des Feldes gleiche
Lingen ab.

Umgekehrt: Schneiden die Kurven # = konst. auf ihren ortho-
gonalen Trajektorien v = konst. gleiche Lingen aus, so sind die Linien
v = konst. geoditisch.

1 Das Wort ,,Linienelement‘ oder ,,Bogenelement* wird in zwei verschiede-
nen Bedeutungen gebraucht. Wahrend sonst immer die erste Grundform der
Flachentheorie darunter zu verstehen ist, ist hier ein Punkt mit hindurchgehender
Richtung gemeint.
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Die Kurven # = konst. nennt man geoddtisch parallel. Fir die
Bogenlinge einer Kurve des Feldes v = v (u), v(uy) = v (4;) = v, er-
hilt man

(14) s—f]/l—}—Gdu

Wegen G > 0 folgt danach
(15) S Uy — Ug.

Daraus ergibt sich, daB die geoditischen Linien kdrzeste sind.

Lift sich ein Bogen einer geoddtischen Linie in ein , Feld einbetten?,
so liefert die geoditische Kurve die kiirzeste Verbindung zwischen zweien
threr Punkte im Vergleich zu allen anderen innerhald des Feldes verlaufen-
den Kurven.

Die Bedingung des Einbettens ist dabei nicht {iberfliissig. Davon
kann man sich am besten auf der Kugelfliche iiberzeugen. Die GroB-
kreise der Kugel sind dort die geoditischen Linien. Jeder GroBkreis-
bogen, der kleiner als ein Halbkreis ist, 148t sich in ein Feld von Gro8-
kreisbogen einbetten, hingegen ein GroBkreisbogen, der diametral
gegeniiberliegende Punkte enthilt, nicht. Tatsidchlich liefert aber auch
ein GroBkreisbogen, der iiber einen Halbkreis hinausragt, fiir die Bogen-
linge kein Extrem.

§ 70. Geoditische Polarkoordinaten.

Es sei o ein Punkt einer Fliache, ¢ der Winkel einer durch o gehen-
den geodatischen Linie mit einer festen Richtung durch o, und 7 die
auf dieser geoddtischen Linie gemessene Entfernung eines ihrer Punkte
von o. Diese GréBen 7, ¢ kann man als das Gegenstiick der Polar-
koordinaten der Ebene als geoddatische Polarkoordinaten bezeichnen.
Aus der Formel § 37 (41) fiir die Variation der Bogenldnge der geodi-
tischen Linie ds = [§ t]ij leitet man leicht ab, da3 die Kurven 7 = konst.,
@ = konst. der geoditischen Polarkoordinaten sich rechtwinklig schnei-
den. Im Ursprung des Polarkoordinatensystems wird namlich 8¢ =0
und somit folgt aus

ds=0

auch 0t, =0,
d.h. die behauptete Rechtwinkligkeit.

! Die Bedingung des Einbettens ist nahe verwandt mit der sogenannten Be-
dingung Jacosis, auf die wir spiter (§ 99) zu sprechen kommen werden.
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Das Linienelement hat nach den Sitzen des vorigen Abschnitts fiir
diese Paramecter 7, ¢ zunichst die Gauszsche Form (13)

(16) dst=dr? 4 Gdg??)
Hierin ist enthalten, daB die ,,geoditischen Kreise* 7 = konst. ihre
geoditischen Radien ¢ = konst. senkrecht durchschneiden. Es bleibt

festzustellen, wie sich die Funktion G (7, ¢) an der fiir die Parameter-
darstellung ausgezeichneten Stelle » = 0. verhilt. Offenbar sind

(17) rcosep =u, rsing=7v

in p regulire Parameter, die man als Normalkoordinaten oder als RIE-
MANNS kanonische Koordinaten in p zu bezeichnen pflegt. Sie treten
an die Stelle der rechtwinkligen Koordinaten in der Ebene. Es ist

T 1 .o v
(18) v =Ju*+v*,  @=arctg_-,

wdu + v dv wdv —vdu
(19) d?’ = —7— d(p = — — |
u2du? + 2uvdudv 4 v2do? w2d? 2 2uvdudv + v2du?
¢ 2 - _ ~ .
(20) dst= i + G Y .

2

Soll dieses Linienelement die Form

(21) dst=FE du?+ 2F dudv 4 G, dv?

haben, wo E,, F,, G; regulire Potenzreihen an der Stelle u, v =0
sind, so muB G (7, ¢) die Form haben

(22) G@r,p)=7r21+rPu,v},

wo B eine konvergente Potenzreihe in #, v ist. Ziehen wir aus dieser
noch das konstante Glied heraus, so haben wir

(23) G(r, @) =r2{1 + 72[e + Q (u,7)]}

oder

(24) Gr,p)=7r2+art+7r°-(Bcosg + ysing) 4 - -,

wo die nicht hingeschriebenen Glieder in # von mindestens sechster
Ordnung sind.

Die Form (16) des Bogenelements bezogen auf RiEMANNS Normal-
koordinaten bekommt jetzt die Reihenentwicklung

(25) ds2:du2+dv2+a(udv_vdu)2+....

Dreht man unser Polarkoordinatensystem um o, so bleibt # un-
gedndert, ¢ wichst um eine Konstante, und o bleibt fest. Daraus
ergibt sich, daB « nur vom Punkt p abhingt, also eine Biegungs-
invariante der Fliache fiir den Punkt o ist. Es bleibt festzustellen, wie
« mit den Bewegungsinvarianten von §44 zusammenhangt.

1 Auf die Frage, in welchem Umkreis um p diese geodatischen Polarkoordinaten
brauchbar sind, kommen wir spiter zu sprechen.
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§ 71. Biegungsinvariante Deutung des KriimmungsmaBes.

Im vorigen Abschnitt sind wir ganz naturgemiB zu einer Biegungs-
invariante « gelangt, von der wir nur festzustellen brauchen, daf} sie
mit dem KrimmungsmaBl K = 1: R;R, (§44) bis auf einen Zahlen-
faktor zusammenfallt.

Wir brauchen nur die Formel (138) von Gausz in § 58 heranzuziehen.
Setzt man darin E =1, F =0, so wird

(26) } = Z0G.

Hieraus ergibt sich sofort mittels (24) fiir den Wert K, von K im Ur-
sprung des geoditischen Polarkoordinatensystems:

(27) a=—3K,,

so daB also tatsidchlich « im wesentlichen mit dem KriimmungsmaB
im Ursprung zusammenfallt.

Aus unsren Formeln folgt leicht eine geometrische Deutung des
Kriimmungsma@Bes, die seine Biegungsinvarianz in helles Licht riickt.
Es war fiir geoditische Polarkoordinaten

(28) dt—=drr + (12— Bop 0V dge,
3 @

Berechnen wir hieraus die Umfinge L der Kurven 7 = konst., die man
nach Gavsz als ,,geoddtische Kreise'* bezeichnet, so finden wir

+7 +7

= VGdp=|(r— Lo ...
(29) L=[yGap={(r—"Ser 1. )ag
oder '
(30) L=27t7’——g—K073+..._
Somit ist, wie J. BERTRAND und V. Puiseux 1848 gefunden haben?,
(31) Ky=lim 2. 22" =L

r>0 L4

Das ist die gewiinschte ,,innere’ geometrische Deutung von K. Man
kann sie auch mit DiGUET (1848)! noch etwas anders fassen. Der
Flicheninhalt F unseres geoditischen Kreises ist ndmlich

r
(32) szLd7:n72—%K074—}—---
0
und daraus folgt
(33) K(,:hmg?” —F 1
r—>0 "

1 Vgl. G. MonGE: Application . . ., 5. Aufl. 1850, 4. Note, S. 583—588. DIGUET:
Journ. de Mathématiques (1), Bd. 13, S.83—86. 1848.
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§ 72. Zwei verschiedene Erkldrungen der geodéitischen
Kreise.

Wir haben im vorigen Abschnitt die geoditischen Kreise einer
Fliache durch ihre Mittelpunktseigenschaft erklart, indem wir ndmlich
auf allen durch einen Punkt o der Fliche gehenden geoditischen
Linien von p aus dieselben Entfernungen abgetragen haben. Wir wollen
die so erklirten geoditischen Kreise im folgenden ,,Enifernungskreise’
nennen.

Ebenso gut kann man aber die isoperimetrische Eigenschaft der
Kreise (§28) verwenden, um ihre Definition von der Ebene auf eine
krumme Fliche zu iibertragen. Die erste Variation des Umfangs L
einer auf der Fliche gezogenen geschlossenen Kurve ist (vgl. § 69 (8))

(34) 6L=—SB%-ds
und die Variation des auf der Flache umgrenzten Flicheninhalts
(35) O0F =—¢§dn-ds.

Daraus ergibt sich genau wie in § 28 als Differentialgleichung die Extre-
malen des isoperimetrischen Problems (L = gegeben, F = Maximum)

(36) 1 konst.

Qo
Diese Kurven mit fester geoditischer Kriimmung, die von S. LiE und
G. DarBoux als ,,geoditische Kreise® bezeichnet wurden, sollen hier
(geoditische) ,,Krimmungskreise’* genannt werden.

Wir wollen zeigen: Dafir, dafj die beiden Evklirungen der geodi-
tischen Kreise auf eimer Fliche zusammenfallen, ist notwendig, dafi die
Fliche festes Kriimmungsmaf (K = konst.) besitzt.

Dazu setzen wir das Bogenelement in geoditischen Polarkoordi-
naten an (vgl. § 70).

(37) dst=drr 4 r2{1 + ar®+ (Bcosp + ysing)r® - -1 dg?.

Entwickeln wir auch K nach Potenzen von 7 ! Es war nach (26)

1 =
K=— 13 V6.
Setzt man fiir G seinen Wert aus (37) ein, so folgt:
(38) —K=3a+6(fcosp + ysing)r +---.

Andrerseits findet sich fiir die geoditische Kriimmung der Entfernungs-
kreise # = konst. nach der der Formel (12) entsprechenden Formel
1 46 _

e 1 2y 3 )78 .
(39) =" o 711+u7+2(ﬂcosq)—|—ysm¢p)r+ }
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Datiir, daf} diese Entfernungskreise auch gleichzeitig Kriimmungskreise
sind, ist notwendig # =y = 0. Dann aber hat K nach (38) an der
betreffenden Stelle einen stationdren Wert, da 0K : 07 fir jede Rich-
tung ¢ verschwindet. Soll das an jeder Stelle unsrer Fliche der Fall
sein, so muB tatsichlich K lings der Fliche fest bleiben.

Spiter (§84) soll gezeigt werden, daf sich die notwendige Be-
dingung K = konst. schon aus der schwicheren Forderung herleiten
1aBt, daB alle Krimmungskreise geschlossen sein sollen, was bei den
Entfernungskreisen von selbst der Fall ist.

§ 78. Flichen festen KriimmungsmaBes.

Durch unsere Fragestellung sind wir ganz von selbst auf die wich-
tige Klasse von Flichen mit festem K gefiihrt worden. Um nun fest-
zustellen, in welchem Umfang die gefundene Bedingung K = konst.
fiir die Ubereinstimmung der Kriimmungskreise mit den Entfernungs-
kreisen auch hinreicht, wollen wir die MaBverhiltnisse auf einer solchen
Fliche untersuchen, womit schon 1830 F. MiNDING begonnen hat.

Dazu fithren wir auf einer solchen Fliche ein Gauszsches geodi-
tisches Parametersystem von der im § 69 geschilderten Art ein:

ds?=du? 4+ Gdv?

und wihlen insbesondere auch die Kurve # = 0 als geoditische Linie
mit v als Bogenldnge. Dann ist

(40) G0,v)=1, G,(0,v)=0.
Ferner hatten wir fiir das Kriimmungsmal die Formel (26)
1 62 J—

Durch die Differentialgleichung (41) und die beiden Randbedingungen
(40) ist aber die Funktion G leicht berechenbar. Ist zunichst K = 0,
so wird

(42) VG = A(v)u + B(v).
Wegen der Randbedingungen ist B =1, 4 = 0. Somit haben wir
(43) ds? = du? + dv?,

die Mafbestimmung in der Ebene EukLiDs. Dadurch ist aufs neue
bestatigt (vgl. § 67), daB3 die Torsen (K = 0) im Kleinen auf die Ebene
langentreu abbildbar sind.

Nehmen wir zweitens K > 0. Dann hat die allgemeine Losung von
(41) die Form

(44) VG = A (v) cos (YK u) + B(v) sin (YK u).
Unter Beriicksichtigung der Randwerte ergibt sich
A=1, B =0.
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Somit bekommen wir das Linienelement
(45) ds? = du? 4 cos? (YK u)-dv?.
Es bleibt noch der Fall K < 0. Man findet entsprechend
(46) ds? = du? + ch?(}— Ku)-dv2,
wo der hyperbolische Kosinus die Bedeutung hat
47) chy =3 (etv +ev).

In den damit gewonnenen Ergebnissen ist enthalten: Zwe: ge-
niigend kletne Stiicke zweier Flichen mit demselben Gaupschen Kriim-
mungsmaf sind stets aufeinander lingentreuw abbildbay.

DaB der entsprechende Satz fiir Flachen in ihrer Gesamterstreckung
nicht mehr gilt, soll spiter gezeigt werden (§93). Da ferner, um zu
unsren Normalformen des Linienelements zu kommen, der Punkt
# =0, v =0 und durch ihn die Richtung von v = 0 noch beliebig
wihlbar ist, erkennt man: Jede Fliche festen Kriimmungsmafes gestattet
eine Gruppe lingentreuer Abbildungen auf sich selbst; und zwar kann
man einem Punkt und einer hindurchgehenden Richtung einen beliebigen
andern Punkt und eine beliebige Richtung durch ihn zuordnen.

Da die ,,Spiegelung #* = — u, v* = v ebenfalls isometrisch ist,
wird durch die Zuordnung der zwei ,,Linienelemente” (Punkt 4 Rich-
tung durch ihn) die Abbildung zweideutig bestimmt.

§ 74. Abbildung der Flichen festen negativen
KrimmungsmaBes auf POINCAREs Halbebene.

Als einfachen Typus fiir die Flichen K = 0 haben wir die Ebenen,
fiir K > 0 die Kugeln. Fir K < 0 konnten wir Kugeln mit rein imagi-
nirem Halbmesser einfithren. Doch wird eine reelle Darstellung wiin-
schenswert sein. Dazu kénnte man etwa alle Drehflichen mit festem
K ermitteln, was sich mittels elliptischer Integrale leicht ausfithren
148tL. Aber das anschaulichste Bild der MaBbestimmung auf einer Fliche,
etwa mit K = — 1, bekommt man auf folgende Weise.

Es wird fiir eine solche Fliche mit dem Gauszschen Bogenelement
des §73

('12 — S
Der Typus der betrachteten Fliche bleibt erhalten, wenn wir etwa

setzen
(48) ds? = du? 4 e*vdv?.

1 Vgl. etwa G. ScHEFFERS: Theorie der Fliachen, 2. Aufl.,S. 1391f., bzw. die
Figur S.141. Leipzig 1913.
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Es seien nun x, y rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene. Wir
bilden die Fliche auf diese Ebene ab, indem wir setzen

(49) x=v, y=-¢e %

Das Abbild der Fliche auf die Ebene liegt dann jedenfalls in der oberen
Halbebene y > 0. Dann wird

(50) ds? = Z2 LV

Was sind die ebenen Bilder der geoditischen Linien? Dazu brauchen
wir etwa nur die Extremalen der Variationsproblems

(1) afds=afﬂi;—y'—zdx=o
zu ermitteln.

Hat man ein Variationsproblem von der Form
(52) J=/{(, v, v)dx = Extrem,
und betrachtet man Variationen von der Gestalt
(53) y=y® + enx),
so findet man fiir
(54) 8] = el]'(&)emo == & [ (1 + fyry) dx.

Ist an den Enden der Integrationsstrecke 5 = 0, so folgt durch Inte-
gration nach Teilen

(55) 8] =e [ (fy— 5 fv)ndx.

Soll also fiir beliebiges 7 stets § ] = 0 sein, so muB die Kurve y = v(x)
der Differentialgleichung von EULER und LAGRANGE geniigen

d

(56) ol =0

oder ausfiihrlich

(67) fﬂ—f:w'”_fy'y’y',_"fy’u'y”:o-

In unsrem Fall (51) hingt f von x nicht ab. Es ist daher
d , , d

(8) U= 1) =y (=57 1v)-

Die Differentialgleichung von EULER und LAGRANGE hat also hier ein
,.erstes Integral®

(59) f—19'f, = konst.
Setzt man fiir f seinen Wert ein
(60) =Tt

y
so erhilt man

yV1+y?=a
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und daraus durch eine weitere Integration
(61) (x — %)* + )2 = a
als Gleichung der Extremalen.

Die Abbilder der geoditischen Linien sind also Halbkreise, die auf
der Achse y = 0 senkrecht aufsitzen. Dazu sind auch die Halbgeraden
% = konst. zu rechnen, die sich der Darstellung y = y(x) entziehen.

Von der Abbildung unsrer Fliche auf die Halbebene kann man
leicht einsehen, daB sie winkeltrew ist. Der Winkel ¢ zweier Linien-
elemente

dy =g, du + g, dv,
0y =1,0u + g, 0v

auf einer Fliache ist durch die Formel bestimmt

dg- 0y Edudu+ F(dudv + dv du) + Gdv dv
ds:0s  YEdu?{ 2Fdudv+Gdv? JE 6u®+ 2F 6u dv + G 60%

(62) cosp=

Fir die Form (48) des Bogenelementes ergibt sich also wegen (49)
dxdx +-dydy
V@ st jor 4 a5

cos @ =

Das ist genau der gewohnliche Winkel ¢ in der x, y-Ebene. Etwas
vereinfachen kann man diese Rechnung dadurch, da man die Invarianz
des Ausdrucks rechts in (62) nachweist und dann diesen Ausdruck fiir
das Bogenelement (50) aufstellt.

§ 75. Liangentreue Abbildungen einer Fliche
mit K= —1 auf sich selbst.

Es soll jetzt untersucht werden, was den lingentreuen Abbildungen
unsrer Fliche auf sich selbst in der Halbebene y > 0 entspricht. Nach
den Ergebnissen von §74 sehen wir: Die lingentreuen Abbildungen
der Fliche auf sich selbst sowie die Abbildungen der Halbebene auf sich
selbst sind winkeltreu. Wir setzen nach Gavsz

z=zx+1y, ¥=-—1
und behaupten: jeder Substitution
_oaz4 p
(63) Z* - yz + 5

wo o, f, y, 6 vier reelle Zahlen mit positiver Determinante sind
(¢6 — By > 0), entspricht eine isometrische Abbildung der Flache.
Dazu braucht man nur zu zeigen, daB das Bogenelement (50) bei
der Abbildung (63) erhalten bleibt. Man findet
d

dz* = (aa—ﬂy)m
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und aus
o 2y By (r —iy) +9)
- fyz+0i®
ergibt sich
y*= (20— 7)1
Daraus folgt
dz* d

wie behauptet wurde. Nimmt man zu den Transformationen (63) noch
die Abbildung
= —x, yt=y

hinzu, so bekommt man durch Zusammensetzung alle Abbildungen
unsrer Halbebene y > 0, die den lingentreuen Abbildungen der Fliche
in sich entsprechen. Dazu braucht man nur zu zeigen, daBl man durch
eine Abbildung (63) jedes Linienelement in ¥ > 0 in jedes andere Ele-
ment derselben Halbebene iiberfiihren kann. Jeden Punkt z, = %, + ¢y,
mit ¥, > 0 kann man #berfithren in den Punkt z* = ¢ durch die Sub-
stitution
(63b) =1 (2 — %) .
Yo

AuBerdem 148t sich unsre Halbebene y > 0 um den Punkt z =71

durch einen beliebigen Winkel w ,,drehen”, was durch die Substitution

®
tg 5 +z

1—2tg —i‘;—
gelingt. Man findet nidmlich aus (64) durch Differenzieren fir z =1
¥ — gl
dz*¥ = evdz. Z,

Damit haben wir also die Gesamtheit Z,
der lingentreuen Abbildungen unsrer
Flache auf sich selbst in den Parametern

%, v oder deren komplexer Verbindung 2o ' Zy
% 4 1y = z analytisch dargestellt. Fig. 14.
Man kann jetzt leicht einsehen, was das Integral

(65) s— |1ty

2
genommen zwischen zwei Punkten z;, 2z, (y; > 0) lings des Abbildes
der geoditischen Linie, also langs des sie verbindenden auf y = 0 senk-
rechten Halbkreises, fiir eine Bedeutung hat. Die Schnittpunkte dieses
Halbkreises mit y = 0 seien mit 2,, 2, bezeichnet (z, < 2, Fig. 14).
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Durch die Substitution

Zy— 2

(66) 7* =

22— 2o’

die das Integral (65) ungedndert 1Bt (vgl. (63a)), werfen wir unsern
Halbkreis auf die Halbachse der positiven y. Jetzt wird

y.*
(a2t
S—II y ’_‘Iny’f ’
v
Das 148t sich auch durch ein Doppelverhiltnis ausdriicken
S = llan(sz');zzz:,) |

Da aber das Doppelverhiltnis bei linearen Substitutionen ungeandert
bleibt, haben wir schlieBlich

S =|InDv(22,22)].

Darin ist die gewiinschte Deutung von S enthalten.

Was ist das Abbild der ,,Entfernungskreise’ in unsrer Halbebene ?
Nach §69 schneiden die Entfernungskreise ihre geoditischen Radien
senkrecht. Da die Abbildung auf die Halbebene winkeltreu ist, kénnen
wir das Abbild der Entfernungskreise um den Punkt z, so konstruieren.
Wir zeichnen alle Halbkreise durch z, senkrecht zu y =0 (Fig. 15).
Die orthogonalen Trajektorien dieses Halbkreisbiischels sind bekannt-

Fig. 15.

lich wieder Kreise. Das Abbild der Entfernungskreise sind also gew&hn-
liche Kreise, die ganz in der Halbebene y > 0 verlaufen.

Um festzustellen, daB alle diese Entfernungskreise auch gleich-
zeitig Kriimmungskreise sind, kann man so verfahren. Man schafft
durch (63b) 2z, nach 4. Dann bemerkt man, daB durch die Transfor-
mationsgruppe (64) die Kreise um den ,,Mittelpunkt® ¢ (im geodétischen
Sinne gemeint!) in sich fortgeschoben werden, also wegen der Invarianz
von g, gegen lingentreue Abbildungen feste geoditische Kriimmung
besitzen, w. z. b. w.

Es gibt aber auch Kriimmungskreise, die keinen Mittelpunkt haben,
und die sich auf die Halbebene y > 0 in Kreisbogen abbilden, die auf
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der Achse ¥ = 0 in reellen Punkten z,, 2z, aufsitzen. Daf diese Kurven
Abbilder von Kriimmungskreisen sind, kann man etwa so einsehen.
Man schafft durch (66) die Schnittpunkte zy, z, nach 0, o, wodurch
der Kreisbogen in eine vom Ursprung ausgehende Halbgerade iibergeht.
Die hat aber festes g,, da sie durch die Substitution

(67) *=oaz; a>0

in sich fortgeschoben wird. Eine besondere Stellung nehmen noch die
Kriimmungskreise ein, die in y > 0 durch Kreise dargestellt werden,
die die x-Achse beriihren. Schafft man durch eine Substitution (66)
den Beriihrungspunkt ins Unendliche, so erhilt man insbesondere die
Geraden v = konst.

Die beiden Kreisfamilien, einerseits die Entfernungskreise und andrer-
seits die Kriimmungskreise, decken sich also nicht, sondern es ist die
erste Familie ein Teil der zweiten.

Die MafBbestimmung in der Halbebene y > 0 durch das Bogenelement

e
y
spielt eine Rolle in beriihmten funktionentheoretischen Untersuchungen
von H. POINCARE (1854—1912) aus dem Beginn der achtziger Jahre
des vergangenen Jahrhunderts!. Wir haben hier eine Verwirklichung
der auf Gavusz, den Russen NIKOLA] IWANOWITSCH LOBATSCHEFSKIJ
(1793—1856) und den Ungarn JoHANN BoLyar (1802—1860) zuriick-
gehenden sogenannten hyperbolischen Geometrie vor uns, einen Zweig
der ,nicht-Euklidischen Geometrie. ,,Nicht-Euklidische” Unter-

suchungen von GAUsz beginnen 1792, BoLvAal und LOBATSCHEFSKIJ
haben etwa 1826 ihre Untersuchungen durchgefiihrt.

,,Nicht-Euklidisch nennt’s die Geometrie,
spottet ihrer selbst und weill nicht wie®,

hat sich in Anlehnuug an Faust KurD Laszwitz {iber diese Bezeich-
nung lustig gemacht.

Man kann sich die hyperbolische Geometrie der Ebene an unsrer
MaBbestimmung der Halbebene y > 0 leicht klarmachen.

§ 76. Das Integral der geoditischen Kriimmung.

Wir wollen jetzt wieder zur inneren Geometrie einer beliebigen
krummen Flache zuriickkehren und den Sonderfall K = konst. verlassen.
Wir betrachten mit Gausz das lings einer Kurve genommene Inte-
gral ihrer geoditischen Kriimmung
d
(68) 2,
Qs
! H. PoiNncarE: Acta mathematica Bd. 1, S.1—62. 1882.
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 11
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Von der Kurve wollen wir annehmen, daB sie geschlossen sei, keine
mehrfachen Punkte habe und sich durch ihr ,,Inneres’ hindurch stetig
auf einen Punkt zusammenziehen lassen soll. Ihr Inneres ist dann
wemfach zusammenhingend'‘. Eine Kurve z.B., die um einen Ring
herumgeschlungen ist, begrenzt in diesem Sinne keinen einfach zusam-
menhingenden Teil der Oberfliche. Dagegen umschlieBt jede doppel-
punktsfreie, geschlossene Kurve auf der Kugelfliche zwei solche Flichen-
stiicke.

Wir wollen einen Zusammenhang herleiten zwischen dem Integral
der geoditischen Kriimmung lings einer solchen Kurve € und dem
Oberflichenintegral

(69) [Kao={[ Rlu;z dudv

erstreckt iiber das ,Innere’ von €. Dieses Oberflichenintegral hat
ebenfalls GAUSz eingefiihrt und als ,,Gesamtkriimmung” (curvatura
integra) bezeichnet.

Wir nehmen unsre Kurve € als Kurve v =0 eines orthogonalen

Parametersystems
(70) ds* = A?du® 4 B*dv?, A>0, B>0

und setzen voraus, dal3

(71) (tu2,8) >0

Wir denken unsre Fliche von der Seite betrachtet, daB g, ,links* von
1, liegt. Der Sinn wachsender # auf € soll so gewédhlt werden, daB das
,,Jnnere’ von € links von € liegt, also g, mit der nach innen gerich-
teten Normalen zusammenfillt. Dann haben wir nach (12)

ds 4, _ 4,
(72) ézz _T‘IFAdu——ﬁ— B d%.
¢
Es ist
a ds
Y e, T

Andrerseits ist die Ableitung des Flichenintegrals

a
Ti—u—deo = §KABdu.

Fithrt man in die allgemelne Formel §58 (138) fiir K unser besonderes
Linienelement (70) ein, so wird

Jd 4, 0 B,
(73) K:_H{a_v?'*' 6uA}

Somit ist wegen der Geschlossenheit von €

(74) gﬁ KABdu = gﬁ (—) du,
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also

(75) ;"’;{Sﬁgﬁxczo}:o.

Wir denken uns nun die Kurvenschar v = konst. als geschlossene
Kurven gewihlt, die sich etwa als geoditische Mittelpunktskreise um
einen Punkt im Innern von € zusammenziehen lassen. Dann wird,
wenn man fiir 1:p, nach (39) und fiir ds = ) G-d¢ nach (22) die
Potenzreihenentwicklung einsetzt und zur Grenze » = 0 {ibergeht,

(76) limf%izzn, lim [K-do =0,

Somit finden wir die wichtige Integralformel, die O. BoNNET (1819 bis
1892) im Jahre 1848 entdeckt hat?,

ds
(77 96E+deo=2n.

Darin ist das Randintegral links iiber den Rand des einfach zu-
sammenhingenden Flichenstiicks zu erstrecken, auf den sich das
Flichenintegral bezieht, und zwar in dem Sinne, daf die Fliche zur
Linken bleibt und 1: g, etwa durch (£, %) auch dem Vorzeichen nach
erklirt ist.

Die Formel (77) ist eine der wichtigsten der Flachentheorie. Ver-
mutlich hat schon Gausz sie besessen. Daher sprechen manche (sogar
franzosische) Geometer von der ,,Formel von GAUsz-BONNET".

§ 77. Folgerungen aus der Integralformel
von GAUSZ und BONNET?2.

Die Formel (77) gilt zunichst nur fiir den Fall, daBl die Rand-
kurve des einfach zusammenhingenden Flichenstiicks eine einzige
analytische Kurve ist. Doch bleibt, wie man sofort sieht, die Formel
giiltig, wenn sich der Rand aus endlich vielen reguldren analytischen
Bogen glatt zusammensetzt. SchlieBen zwei Bogen hingegen nicht
gleichsinnig tangentiell aneinander, tritt also eine Ecke auf mit dem
AuBenwinkel w, so kann man diese durch einen kleinen geodéitischen
Kreis abrunden und dann den Grenziibergang zur Ecke machen. Es
148t sich dann leicht einsehen, dafl die Ecke zum Kriimmungsintegral
den Beitrag o liefert.

1 O. BonNET: Journal de I’Ecole Polytechnique Bd. 19, S. 131. 1848.

2 Ansitze zu einer Methode, wie man die Sitze dieses Abschnitts und iiber-
haupt die wichtigsten Satze der Biegungsgeometrie der Flichen mittels Approxi-
mation der Flache durch Vielflache beweisen kénnte, finden sich in der Arbeit von
J. C. MaxweLL: Transformation of surfaces by bending. Scientific papers of J. C.
MaxweLL, Vol. I, p. 80. Vgl. auch R. SAUER: Miinchner Sitzungsberichte 1928,
S. 97—104, sowie Jahresber. d. deutsch. Math. Vgg. Bd. 38, 2. Abt.,, S.9. 1929,

11*
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Wenden wir die Formel BoNNETS auf den Fall an, daB3 es sich um
ein dreieckiges Flachenstiick handelt, das von einem Kurvenbogen
von der Linge As und den zwei geoditischen Tangenten in den End-
punkten des Bogens begrenzt wird; dann ist (Fig. 16)

(78) f%‘:—+2n+dr+deo=2n.

Der Beitrag 27z linker Hand stammt von den Spitzen. At bezeichnet
den Winkel zwischen den geoditischen Tangenten.

Die geoditischen Linien dagegen
liefern wegen 1: o, = 0 keinen Beitrag
zum Randintegral. Macht man den
Grenziibergang mit 4s — 0 und beach-
tet, daB das Flichenintegral mit 4s2

At klein wird, so findet sich
AS 1 . Az
(79) Y lim P

Dabei wird der Ausdruck > (0, wenn
die Kurve (wie in der Figur) ,links*
von ihren geoditischen Tangenten liegt. (Vgl. § 76.) Die Eigenschaft
(79) der geoditischen Kriimmung entspricht vollig der Grundeigenschaft
der gewohnlichen Kriimmung einer Kurve (§7).

Wenden wir die Formel von GauUsz-BONNET auf ein ,,geoditisches
Dreieck” an, das von drei geoditischen Linien begrenzt ist und die
AuBenwinkel - w,, also die Innenwinkel o, = @ — w, hat, unter der
Annahme, daBl K = konstant ist, so finden wir, wenn F den Inhalt
des Dreiecks bedeutet,

Fig. 16.

S, +FK =2z
oder
(80) FK=o;+ o+ oag—m.

Diese Formel von Gausz lehrt, daB die Winkelsumme im Dreieck,
die fiir K = 0 bekanntlich gleich 7 ist, fiir K > 0 gréfler und fir K < 0
kleiner als 7 ausfallt.

Es hingt das aufs innigste mit den beiden Arten der nicht-
Euklidischen Geometrie zusammen, die wenigstens im Kleinen auf den
Flichen festen KriimmungsmaBes verwirklicht werden, wie insbesondere
E. BELTRAMI gezeigt hatl.

Wir wollen schlieflich noch feststellen, welche Aussagen sich auf
Grund der Formel von BONNET iiber die Gesamtkriimmung einer ge-
schlossenen Fliche machen lassen.

Nehmen wir als erstes Beispiel eine Fliche ,,vom Zusammenhang
der Kugel”, die also ein eindeutiges und stetiges Abbild der Kugel-

1 E. BerLtrRaMmI: Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea.
Werke I, S.374—405. 1868.
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oberflache ist. Durch einen doppelpunktfreien geschlossenen Schnitt
zerfillt die Flache in zwei einfach-zusammenhingende Stiicke I, II,
auf deren jedes wir unsre Integralformel anwenden kénnen. Es ist

éds - fK-do=2n,
90 I

ds
gﬁ—Jer-do:m.

% 17

Beide Male ist der Integrationsweg so zu beschreiben, daf das zu-
gehorige Flachenstiick I oder I7 links bleibt; d. h. die beiden Umlaufs-
sinne sind entgegengesetzt. Also haben zusammengehérige g,-Werte
zur Summe Null. Durch Addition folgt daher

(81), fK.do=4n.

Die Gesamtkriimmung einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang der
Kugel 1st 4 7.

Als zweites Beispiel wollen wir eine Fliche vom Zusammenhang
einer Ringfliche betrachten. Durch zwei Schnitte kann man die Ring-
fliche in ein einfach zusammenhingendes Flichenstiick verwandeln,

(0 (~
a;

Fig. 17 Fig. 18.

das von einer Randkurve mit vier zusammenfallenden Ecken begrenzt
wird. Eine solche Zerschneidung nennt man eine ,kanonische Zer-
schneidung** der Ringfliche. Wendet man den BonNNETschen Satz auf
diese Fliche an, so heben sich die Randintegrale gegenseitig weg, da
jedes Randstiick zweimal gegensinnig durchlaufen wird (Fig.17). Es
bleiben nur die vier Winkel an den Ecken {ibrig, die zusammen 2 & er-
geben. Somit ist

(81), [K.do=0
fiir jede Fliche vom Zusammenhang der Ringfliche.

Ganz entsprechend findet man fiir eine geschlossene Fliche, die
man sich (Fig. 18, p = 2) als eine Kugel mit p ,,Henkeln” denken
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moge, durch eine entsprechende , kanonische Zerschneidung®, wie diese
in der Fig. 18 fiir p = 2 angegeben ist:

(81), JK-do=4m1—p).
Die ganze Zahl $ nennt man nach RIEMANN (1857) des ,,Geschlecht'
der Flache.

Wir sind, ausgehend von der Formel von GAaUsz-BONNET, auf Dinge
gekommen, die zwischen der Differentialgeometrie der Flichen und
der sogenannten Topologie oder Analysis Situs der Flichen die Briicke
bilden. Noch deutlicher wird dies werden, wenn wir den sogenannten
Polyedersatz EULERS auf unserem Wege herleiten, den EULER in andrer
Form 1752 gefunden hat, der aber nach einer Mitteilung von LEIBNIZ
schon hundert Jahre vorher CARTESIUS bekannt war.

Denken wir uns eine geschlossene Fliche §, die durchweg regulir
ist, aufgebaut aus einfach zusammenhingenden Flichenstiicken €.
Zwei benachbarte € von § mogen eine ,,Kante*, also etwa einen regu-
laren analytischen Kurvenbogen auf & gemein haben, die in ,,Ecken®
endigen, an denen mindestens drei € zusammenstoBen. § heiBit ,,orien-
tierbar”, wenn sich auf allen € ein Umfahrungssinn so festsetzen 148t,
daB jede Kante in entgegengesetzten Sinnen durchfahren wird beim
Umlauf beider von der Kante begrenzter €. Fir jedes € ist nach Gavsz-
BoNNET

ﬁ—{—2’«)—[—de0=27!,
@9, I ¢

wo o die AuBenwinkel an den Ecken von € bedeutet (0 < w < 7).
Statt der AuBenwinkel wollen wir lieber die Innenwinkel p =7 —
einfithren. Durch Addition dieser Formeln folgt dann fiir eine orien-
tierbare Fliche &, da jede Kante zweimal in entgegengesetztem Sinn
durchlaufen wird, die zugehorigen Integrale sich also wegheben,

S—v) + [Kdo=2xf,
F &

wenn f die Anzah! der € bedeutet. Summanden n kommen so viele
als Winkel, also doppelt so viele als Kanten vor. Die Winkel y geben
an jeder Ecke summiert 2 . Ist also ¢ die Ecken- und % die Kanten-

zahl, so wird
Stw—y)=2m(k—¢).
F

Wir finden also

(82) %JKdo:f——k—f—e

Aus der linken Seite von (82) folgt, daB die Anzahl unabhingig
davon ist, wie wir unsre Fliche in Teilstiicke € zerschneiden. Aus der
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rechten Seite folgt, daB die Anzahl bei allen stetigen Forminderungen
der Fliche erhalten bleibt. Durch Vergleich mit (81), ergibt sich die
gesuchte Polyederformel EULERS

(83) f—kte=2(1—2),

die EULER fir p = 0 gekannt hat.

Statt ,orientierbar’ sagt man wohl auch ,zweiseitig”. Das ein-
fachste Beispiel einer geschlossenen ,nichtorientierbaren oder ,ein-
seitigen* Fliche erhdlt man aus einer Kreisfliche, deren Rand man so
an sich selbst ,,angeheftet’ denkt, daB diametral gegeniiberliegende
Randpunkte zusammenfallen.

§ 78. Uber Hiillkurven von geoditischen Linien.

Im §37 (41), (41a) haben wir fiir die Bogenldnge einer zu einer ge-
gebenen Flichenkurve unendlich benachbarten Kurve die Formel ge-
funden:

8
84 R L
81

Dabei bedeuten 6% und 8¢ die Komponenten der Verriickung unsrer
Kurve in Richtung der Normalen (in der Tangentenebene) und in
Richtung der Tangente. Ist insbesondere die Ausgangskurve geoditisch
(1: 9, =0), so vereinfacht sich die Formel zu
(85) S=s8,—s+ [6!]:: .

Betrachten wir jetzt eine Schar geoditischer
Linien, die eine Kurve € senkrecht durchschneiden
und eine Kurve § einhiillen (Fig. 19), so gibt (85),
angewandt auf die geoditischen Bogen zwischen
€ und 9, da im Schnittpunkt mit € §¢ =0 und
im Beriihrungspunkt mit 9 stets 8¢ gleich dem
Bogenelement von 9 ist, den ,,Hiillkurvensatz‘

(86) ad +d B =bbY).
In Worten: der Zuwachs der geoditischen Entfernung aa ist gleich

dem entsprechenden Bogen der Einhiillenden. Dabei sind natiirlich
gewisse Vorzeichenfestsetzungen zu beachten.

Das gilt insbesondere auch dann, wenn alle geoditischen Bogen
durch denselben Punkt a laufen, wenn sich also gewissermafBen die

Fig. 19.

! Fiir den Fall der ebenen Geometrie ist das ja die bekannte Beziehung zwi-
schen Evolute und Evolvente von § 21 (Fadenkonstruktion).
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Kurve € auf den einzigen Punkt a zusammenzieht. Dann wird (vgl.
Fig. 20, — — —_
ab'+b'a =aa'l).

Es sei noch eine Bemerkung von H. POINCARE iiber die geoditische
Krimmung der Einhiillenden 9 hinzugefiigt. Nimmt man a zum Ur-
sprung eines Systems geoditischer Polarkoordinaten auf der Fliche,
so bekommt das Linienelement die Form

ds? = dr + Bdg?.

Lings 9 ist B (r, ) = 0. Der Abstand be-
nachbarter geoditischer Radien durch a ist
0 @ Bdg. Deshalb ist

Fig. 20. 137B d )

der ,,geoditische Kontingenzwinkel* von §, d.h. der Winkel benach-
barter geoditischer Tangenten. Da das entsprechende Bogenelement
von 9 gleich dr ist, bekommen wir nach (79) fiir die geoditische Kriim-
mung von § die einfache Formel

1 dB adr

(87) a == Wﬁ ]

wenn 7(p) die geoditische Entfernung von a bis zum nichsten Be-
rithrungspunkt mit 9 ist. Da auf § B (r, ¢) = 0 ist, erhilt man durch
Ableitung

Setzt man hieraus den Wert von dr: de in (87) ein, so erhilt man fir
die geoditische Kriimmung von $ schliellich den Ausdruck

1 JdB\2 OB
) o= (o) 55

§ 79. BELTRAMIS erster Differentiator.

Um die geoditische Kriimmung einer Flichenkurve bei beliebiger
Wahl der Flichenparameter %, v darstellen zu konnen, ist es zweck-
mibig, gewisse Differentiationsprozesse abzuleiten, die gegentiber
lingentreuen Abbildungen invariant sind, und die gestatten, aus einer
auf der Flache gegebenen Funktion eine zweite zu bestimmen, die mit
ihr invariant verkniipft ist.

Ein solches Differentiationsverfahren, das aus einer Funktion ¢ («, v)
auf unsrer Fliche mit dem Bogenelement

ds* =FEdu?*+ 2Fdudv + Gdv?

1 Nach G. DarBoux stammen diese Sitze von Jacosl. Vgl. DarBoux: Sur-
faces III, S. 87.
2 Vgl. H. PoiNcarRE: Am. Trans. Bd. 6, S.241. 1905.
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ein MaB fiir die Steilheit des Anstieges der Funktion ¢ an einer Stelle
liefert, bekommen wir folgendermaBen. Wir suchen an dieser Stelle
den GréBtwert von (de:ds)?, wenn wir ds um den Punkt drehen. Es

soll also
(89) (22) = (g -+ @,)? = Maximum

werden unter der Nebenbedingung
(90) P=Euw?4-2Fu'v +-Gv'2=1.

Nach der bekannten Multiplikatorregel von EULER und LAGRANGE
bildet man

(91) 0=(35 —io

und sucht die freien Extreme von £2. Die Gleichungen 0Q:04' =0,
082:0v' =0 geben

Pt + @, V), —A(Ew +Fv')=0

(‘Pu“' —*—(pv‘l}')(pv—ﬂ.(FM’ —][—GU/) =0.

Multipliziert man beide Formeln mit #’, v" und addiert, so erhilt man

(93) (5) =2

(92)

Entfernt man andrerseits #’, v* aus den beiden Gleichungen (92), so
folgt
MEG—=I")=E¢; —2F ¢, 0, + Goy.
Somit ist
d E 3 — 2F w Yo + G f:
(94) (a§>2 J——— (p ) N ¢ ¢ (p -

Maximum - EG— F2

A

Wir wollen fiir diesen ,,ersten Differentiator von BELTRAMI', der schon
bei Gavusz vorkommt,

E@;—2Fg,9,+Go}
(95) ppg=pp=""rr PO XTY

schreiben. V' kann man etwa ,,Nabla“ lesen. Die Benennung ,,Diffe-
rentiator’ stammt von F. ENGEL. Es ist auch

EF ¢,
—ro—m T O
| Pupy O |
Setzen wir an Stelle von ¢ ein: ¢ + uy, wo u konstant ist, so wird

Vipgt+nry. o+uy)=V(p @)+ 2ulV (@ )+ 2V (. ),

(96) Ve=
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worin
E v v'—F(u v+ v u)+Gu u

©7) V(@ p) =22 ¥ ¢EwG_Z_92w Puy
ist, oder auch

E F ¢,

1

(98) Vig.v=—fc—m=|F C ¥

Yu Py 0

Nach seiner Herleitung ist IV (¢, ) ebenfalls ein vom Parametersystem
2, v unabhingiger Differentialausdruck.

§ 80. Eine geometrische Anwendung des ersten
Differentiators von BELTRAMI.

Wir denken uns eine Kurvenschar auf unsrer Fliche durch eine
Gleichung
(99) @ (1, v) = konst.

gegeben. Wir wollen sehen, welche geometrische Bedeutung dem Diffe-
rentiator ¥V @ fiir diese Kurvenschar zukommt. Zu diesem Zweck denken

wir uns durch
(100) u=[(Pu ),

wo [ eine beliebige Funktion ihres einen Arguments ist, statt « einen
neuen Parameter # auf der Fliche eingefiihrt. # = konst. liefert dann
die Kurven (99) als Parameterkurven. Zu diesen Kurven wollen wir
als zweite Schar des Parameternetzes v = konst. die orthogonalen Tra-
jektorien der Kurven (99) einfithren. Bezeichnen wir die auf die neuen
Parameter #, v beziiglichen FlichengréBen durch Querstriche, so haben
wir F = 0. Da jetzt @ lings der Kurven # = konst. konstant ist, gilt
0®:0v =0. Wir haben dann wegen der Invarianz von ¥ @ auch in

den #, v die Formel
| 3 99 |
VE F 5

a

LR

(101) Ve = —

Es ist also J V@ einfach gleich der lings der orthogonalen Trajektorien
von (99) genommenen Ableitung von @ nach der Bogenlinge dieser
Kurven. Aus § 79 ergibt sich somit, dal3 die Funktion @ in Richtung
dieser Kurven das gréBte Gefille besitzt. Wir kénnen Y V@ schlecht-
hin als das Gefille der Funktion @ oder der Kurvenschar (99) bezeichnen.



§ 80. Eine geometrische Anwendung des ersten Differentiators von BELTRAMI. 171

Nimmt man in der Darstellung (99) einer Kurvenschar auf der
Fliache eine solche Funktion @, die eine Losung der Gleichung

(102) o =1

ist, so haben wir eine Schar von Kurven, die iberall das Gefille 1 hat.
Solche Kurvenscharen.nennen wir Parallelkurvenscharen, da je zwei be-
nachbarte Kurven @ = C und @ = C + dC lings ihrer ganzen Er-
streckung die feste senkrechte Entfernung 4C voneinander haben.
Nehmen wir nun an, wir hitten eine Losung der Gleichung (102) fiir
die Familie der Parallelkurvenscharen gefunden, die noch einen will-
kiirlichen Parameter 4 enthilt. Wir wollen also annehmen, daB} wir
eine einparametrige Familie @ (#,v,4) = C () von Parallelkurven-
scharen gefunden hitten. Wir setzen dabei voraus, daBl @ (u, v, A)
den Parameter A nicht additiv enthilt, also nicht die Gestalt hat:
D (u,v) + g(A). Wir geben jetzt dem Parameter die beiden benach-
barten Werte 42 und A4 4+ d4 und betrachten die beiden Kurvenscharen
@D (4)=C und D (A +di) =C + dC, deren einzelne Kurven natiir-
lich nur unendlich wenig voneinander verschieden verlaufen. Wenn wir
@ (A + dA) = C + dC nach Potenzen von di entwickelt denken und
mit dem Gliede dA abbrechen, so treten an Stelle der eben genannten
die folgenden beiden Gleichungen

(103) ®=C und 09:904=C,,

wo C; eine neue Konstante bedeuten wird. Der geometrische Ort fiir
die Schnittpunkte entsprechender Kurven aus den beiden Scharen
DA =C und @ (A+dA) =C +dC ist hier durch die Gleichung
0®:04 = C, gegeben. Wir behaupten jetzt: Dieser geometrische Ort
ist eime geoddtische Linie und man kann durch Abinderung der beiden
Parameter 4 und C, alle geniigend benachbarten geoditischen Linien der
Fliche erhalten.

Wir haben also zu zeigen, da die Kurven, die die Gleichung
D; (u,v, A) = konst. befriedigen, geoditisch sind. Greifen wir einen
festen Wert von A heraus und zeigen wir zunichst, daB die Kurven
@, = konst. die Schar der Parallelkurven @ = konst., die zu dem-
selben Wert von A gehort, senkrecht durchschneidet. Nach Voraus-
setzung ist

E F o,
(104) POwo )= — e |F G @, |=1
o, D, 0
und daraus folgt durch Teilableitung nach A
E F @,
1 .
(105) — e | I G Py =V (D D) =0.
b, D, 0
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Die Bedeutung dieser invarianten Beziehung ist aber gerade die Ortho-
gonalitdt der Kurvenscharen @ = konst. und @, = konst. Fiihrt man
ndmlich wie zu Anfang dieses Abschnitts durch (100) einen neuen
Parameter # ein und nimmt zu den Parameterkurven (99) dann noch
als Kurven v = konst. wieder die orthogonalen Trajektorien hinzu, so
sind diese letzteren jetzt als orthogonale Trajektorien einer Parallel-
kurvenschar, die auf ihnen gleiche Bogenlingen ausschneidet, nach
§ 69 geoddtische Linien.

Wegen der Invarianz von V(®, @,) gilt die Gleichung (105) jetzt

auch in den neuen Parametern, fiir die F =0 und 0 @:9v = 0 wird.
Wir haben also

(106) 0 G @5|=—D;-G-D,5;=0
D; 0 0

|
wegen @y £ 0, G =+ 0 also
(107) 0D,:0u=0 oder @, =konst.

lings der Kurven v = konst. Die Kurven @; = konst. fallen mit
denen v = konst. zusammen, sind also wirklich zu den XKurven
@ = konst. sgnkrecht und somit geoditische Linien.

Die Gleichungen (103) ergeben somit eine zweiparametrige Schar,
also in einer gewissen Nachbarschaft ,,alle” geoddtischen Linien. Kennt
man also auf einer Fliche eine Schayr von Parallelkurven, die noch von
etnem Parameter A abhingt, so kann man durch (103) die geoditischen
Linien dieser Fliche bestimmen.

§ 81. BELTRAMIS zweiter Differentiator.

Um zu einem weiteren invarianten Differentiationsverfahren zu
kommen, gehen wir von einem Variationsproblem auf einer Fliche
aus, das die naturgemiBe Verallgemeinerung der sogenannten ersten
Randwertaufgabe der Potentialtheorie ist. Es soll nimlich auf einem
einfach zusammenhingenden Flichenstiick eine Funktion @ mit vor-
geschriebenen Randwerten so bestimmt werden, dafl das Integral

(108) D,=[[V (g, p)Wdudv

moglichst klein ausfallt. Darin bedeutet Wd# dv = do das Oberflichen-
element. Es sei ¢ 4 ey eine Vergleichsfunktion, also ¢ auf dem Rande
Null. Dann ist

(109) D,..,=D,+2¢[[V(pp)Wdudv+eD,.

Fir das Minimum ist notwendig und wegen D,, > 0 auch hinreichend,
daB das mittlere Integral fiir jedes y verschwindet. Man erhalt durch
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Integration nach Teilen unter Beriicksichtigung der verschwindenden
Randwerte von o

110) [ [V (@ p) W dudo = Eg,—Fp) v+ Gou—Fova 5 10

w

:_[J' {(E(pv_ u)v+<G¢u;/F¢v>u}Wdudv.
Setzen wir
(111) A (p — _WI/T{(E¢1J ;/F<pu>v+ (G<PuI;F%>u} ,
so haben wir also gefunden
(112) [V @eyWdudv= — [[v-Ag-Wdudyv
und als Differentialgleichung fiir ¢
(113) Ae=0,

die Verallgemeinerung der LapLACEschen Differentialgleichung fiir die

Ebene
a2 o

(114) 5 T 5a =0.

Da die Gleichung (112) identisch in ¢ und @y gilt, da ferner
Wdu dv = do und die linke Seite der Gleichung invariante Bedeutung
haben, so muB auch 4¢ biegungsinvariant sein. Man nennt Ag
BELTRAMIS zweiten Differentiator der Funktion ¢.

E. BELTRAMI hat im AnschluB an Untersuchungen von G.LAME
seine Differentiatoren in einer hervorragenden Abhandlung aus den
Jahren 1864 und 1865 eingefiihrt?.

§ 82. Formeln nach GREEN.

Als erste Anwendung der Differentiatoren sollen zwei Formeln
hergeleitet werden, die die Ubertragung zweier bekannter Formeln
GREENs auf die Flichentheorie bilden. Es seien @, ¢ zwei Funktionen

auf einem einfach zusammenhingenden Flichenstiick. Dann ist
(do = Wdu dv)

V@ ydo=[[(Py,+ Qyp,)dudv,

G‘Pu—F%; E<pv_F(pu
Pﬂka- Q_T

wobei

Es folgt

(115) IV (p, ) doﬁff{ﬂpw )}dudv fsz(p do.

1 E. BELTRAMI: Ricerche di analisi applicata alla geometria. Opere I, S.107
bis 198. Besonders Nr. XIV und XV.




174 Geometrie-auf einer Flache.

Das erste Integral rechts kann man nach der gewdhnlichen, nach Gauvsz
oder GREEN benannten Formel in ein Randintegral iiberfithren:

(116)  R= [[{(Py), + (Qv),)dudv = §y(Pdv—Qdu).
Dabei ist der Rand so zu durchlaufen, da3 das Flichenstiick links bleibt
(r links von g,). Nehmen wir die im richtigen Sinn umfahrene Rand-

linie fiir den Augenblick als #-Kurve eines orthogonalen Parameter-
systems, so wird

(117) R:—ézpzpvvgdu=~§wa(pds

wenn durch 0 : 0» die Ableitung in Richtung x,, also in Richtung der
inneren Normalen angedeutet wird. Somit haben wir als erste Formel
von GREEN gefunden:

(118) SV (@.p)-do= Sﬁwa"’ ds— fp-Ap-do
Setzt man statt y in (118) A-y, so erhélt man etwas allgemeiner:

0
f}{V(tp,zp)dOZ —wa(q), Aydo— ély} a—fds Mfﬂ.'l/)'A(p'dO

¢
=— [yl (p. ) +Adpldo— gﬁlwa—fd&

Vertauscht man in (118) ¢ und p unter Beachtung der Symmetrie von
V (p, w), so folgt durch Abziehen die zweite Formel GREENS:

(119) f{(p Ay — szqado—}—é(p—am;—qp }ds:() .

§ 83. Neue Formel fiir die geodatische Kriimmung.

Denken wir uns unsere Fliche auf ein orthogonales Parameternetz
bezogen, so koénnen wir das Linienelement in der Form ansetzen:
ds® = A*du® + B?dv?

mit A2 =E und B2 = G. Die geoditische Kriimmung einer Kurve
v = konst. wird dann nach (12) durch den Ausdruck

1 4,

e 4B
dargestellt. Mittels der Differentiatoren kann man sich jetzt leicht von der
besonderen Koordinatenwah! befreien. Man findet im vorliegenden Fall

A2 g% + B g ANTAS
(120) Vp=—tgp o = <7> + (73—> ;
v (p,p) = Pufbe 4 P



§ 84. Flachen, deren geodatische Krimmungskreise geschlossen sind. 175

1 (/4 B
azn d¢ :ﬁ{<§%> + <Af¢u>u},
(122) Vo=,

1 /4 4, B,
(123) Av = 73“(79“),,: aBT B’
(124) V(v B) =2
Nach den drei Gleichungen (122) bis (124) wird
1 dv 1
—_ = T = - V( s :) .

(125) 0 Yve " Yo

Allgemein ergibt sich daraus fiir die geoditische Kriimmung einer
Kurve ¢(#, v) = konst. folgender von BELTRAMI (1865, Werke I, S. 176)
angegebene Ausdruck

1 Ag 1
—_— = ————___—V sy —/— | .
(126) 0 fve <(p VV¢>

Diese invariante Formel gilt fiir beliebige Koordinaten #, v. Ausfiihr-
lich lautet die Formel, wie O. BONNET 1860 gefunden hat,

6o WW\VEQ:—2F @, 9, +G¢2/), \VE@, —2F ¢, 9, +G¢i/,)"

Ist die Flichenkurve in der Form
u=1u(), v=0u()
vorgelegt, so erhilt man fiir die geoditische Kriimmung
1 1 r
(128) e W (Ewri2Fuo +Gotyn’
worin I' die Bedeutung hat:
I=wW2@wv" —v'u") ‘
(129) +EwW +Foy[(F,—3E)uw?*+G,u'v 4+ 3G, v'?]
— (Fu' +GvY[E,w'* +E, ' v 4+ (F,— }G,)v'?].
Diese Formel findet sich bei BELTRAMI (Werke I, S. 178). Sie hat vor

der vorhergehenden den Vorteil, dal keine weitere Verabredung wegen
des Vorzeichens nétig ist.

§ 84. Fliachen, deren geoditische Kriimmungskreise
geschlossen sind.

Mittels der eben abgeleiteten Formel fiir die geoditische Kriimmung
soll jetzt eine Behauptung von G. DarRBoUX! bestitigt werden. Dafiir,
daf auf emer Fliche alle Kurvew mit fester geoditischer Kriimmung

1 G. DarBoux: Théorie des surfaces III, S.151. 1894.
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geschlossen sind, ist notwendig, daff die Fliche festes Kriimmungsmaf
besitatl.

Gehen wir von geoditischen Polarkoordinaten aus (§ 70), und setzen
wir das Linienelement in der Form an:

ds? =dr? + G (v, p)d¢?,
dann ist das Krimmungsmal

K(7’¢): ‘Tg_a—zl/

Hieraus folgt umgekehrt fiir ]/E unter Benutzung svon (24) die Reihe

Ey o 2 <aK

2

(130) V6 =r— o7 )

Fiir die geoditische Kriimmung der Kurve ergibt sich nach (127),
wenn man fir die dort mit ¢ bezeichnete Funktion #(¢) — 7 einsetzt:

G‘”—G.<1+2"2>_1Gw+ VG
1 ar G
I S

G <1+ G)

Fiihrt man hier den Ausdruck (130) ein, so wird

) S B e ) e

L TR Yo
{1 +—\1+K° ~+ 5 (57 + )

Setzt man hierin p, konstant, so hat man die Differentialgleichung der
,, Kriimmungskreise*“ vor sich.

Da fiir kleines g, der Kriimmungskreis nahezu ein ebener Kreis
wird, liegt es nahe, fiir  eine Entwicklung nach Potenzen von g, in
der Form anzusetzen:

(133) v =05+ b(®)og + ¢ () o + d(p) o7 +

Gehen wir mit dieser Reihe in die Formel (132) hinein, so bekommen
wir durch Koeffizientenvergleichung Differentialgleichungen fiir die

Funktionen b (¢), ¢ (¢) .... Zunichst erhilt man
1 1 "
vyt Ul e STV SR

also

(134) b+b" =0

1 Die Bedingung reicht aber durchaus richt hin. Trigt man z. B. auf den
Tangenten einer Schraubenlinie gleiche Lingen ab, so bilden die Endpunkte auf
der Tangentenfliche einen offenen Kriimmungskreis.
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Wir kénnen also & = 0 setzen. Dann erhalten wir
L _ L[ ny Koy o v LOENY L
o ea{l <C+c + 3>9*’ <d+d T3 <91’)0>99+ }
und daraus fiir ¢ und 4 die Differentialgleichungen

¢’ +ec= ~£3°—.
(135) 1 /0K
' +d=—¢ (7).

Alle Losungen der ersten haben die Periode 2 7
(136) c=—{<§°——i—Acos<p+Bsin<p.

Anders bei der zweiten! Die rechte Seite hat, wenn man als Richtung
@ = 0 die Richtung stirksten Anstiegs von K nimmt, die Form

(137) (%f—)o= (aa—ff

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

> -cosgp = Ccosg.
Maximum

” dr/_*__d:—-%cos(p
1S
(138) d=— S gsing + Acosg + Bsing,

wo A, B beliebige Konstante bedeuten.
Verlangen wir nun, daB sich die Kriimmungskreise (133) alle

schlieBen, so miissen die b, ¢, 4, . . . die Periode 27 (oder 2 ) haben.
Das ist bei d nur moglich, wenn C = 0 ist. Dann haben wir

oK
(139) (57),=0

Also hat K im Ursprung # = 0 einen stationiren Wert. Da diese Stelle
keine ausgezeichnete Rolle auf der Fliche spielt, sondern beliebig ge-
wihlt werden kann, so muB K konstant sein, wie zu Anfang behauptet
wurde.

Daf die Bedingung K = konst. fiir die Geschlossenheit nicht véllig
hinreicht, kann man aus §75 entnehmen?.

§ 85. Isotherme Parameter ®.

Es liegt die Frage nahe, ob man jedes Bogenelement
ds? =Edu® +2Fdudv 4+ Gdv?

! Die Entwicklungen dieses Abschnitts sind einer vom Verfasser veranlalten
Arbeit von B. BAULE entnommen: Uber Kreise und Kugeln im RIEMANNschen
Raum I. Math. Ann. Bd. 83, S.286—310. 1921.

2 Eine geometrische Deutung der isothermen Kurvennetze findet sich im
Band III dieses Lehrbuches, § 72.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 8. Aufl. 12
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durch Einfithrung neuer Parameter $, ¢ auf die sogenannte ,,isotherme*
Form

(140) ds?=A(p,q)- (@p* + dg?)

bringen kann. In diesem Fall nimmt der zweite Differentiator (111)
die besonders einfache Form an:

(141) Ag =Tt Per,
so daB} also
(142) Ap=A49=0

ist. Die isothermen Parameter ¢ (%, v), ¢ (#, v) geniigen also beide der-
selben linearen, homogenen partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung, der Verallgemeinerung der Differentialgleichung von La-
PLACE.

Um den Zusammenhang zwischen p und ¢ zu bekommen, be-
rechnen wir uns auch noch die ersten Differentiatoren nach (95) und (97)

(144) 7 (p,y) = Tote Pebe,
also 1
Vv P = l7q S g

V,9)=0.
Die letzte Gleichung lautet ausfiibrlich in den Veridnderlichen %, v
(vgl. .97) _
(145) (Epo = Fpu) gy + (GPu — FPy)qu = 0.
Daraus ist

gv=+u(Gp, — Fp,).

Bildet man linker Hand Vg (%, v), so folgt wegen Vp = Vg

1
(146) =g
Somit haben wir
E f)n - Fﬁu
[ qu = - W )
(147) . Gpu —F Po
und umgekehrt
Eq,—Fq,
[ b=+ _qW__q_,
(148) lp _ un"qu
v W *
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Ist insbesondere schon das System #, v isotherm, so vereinfachen sich
unsre Formeln zu

(149) Du =+ qp Po=""4u

wenn man etwa W > 0 nimmt. Diese Gleichungen sind das System
der Differentialgleichungen von CAUCHY und RIEMANN aus der Funk-
tionentheorie; die Formeln (147) oder (148) sind als die Verallgemeine-
rung dieses Gleichungssystems anzusehen.

Ist eine Lésung p von 4p =0 bekannt, so bekommt man die
dazugehoérigen ¢ durch Integration iiber ein vollstindiges Differential:

(150) g = f — (Ep, — Fpu) dv:V +(Gpu—Fp)dv

Es ist ja gerade der Inhalt der Voraussetzung 4p = 0 oder
Ep, — Fp, Gpy— Fpy

(151) ( B ¢”')v+< e )u= 0

daB der Ausdruck unterm Integralzeichen in (150) ein vollstandiges
Differential bedeutet.

Die komplexe Verbindung z = p + ¢¢q zweier zusammengehoriger
isothermer Parameter bezeichnet man als eine komplexe analytische
Funktion auf unsrer Fliche. Ist w = f(2) = u -} 1v eine analytische
Funktion der komplexen Verdnderlichen, so ist 2

dw=7[(2)dz,

dw| = if’(z)L%,
also
(152) dst — 17’"(2)1’2“ (du? + do?).

Das Bogenelement hat wieder die isotherme Form, d.h. durch Zer-
spaltung von w in Real- und Imaginirteil erhdlt man wieder isotherme
Parameter auf unsrer Flache.

Die Gleichung dz =dp + ¢dqg =0 oder z = konst. liefert wegen
ds?* = (dp + idq) (dp — idg) =0 auf unsrer Fliche eine Schar von
imagindren Kurven mit der Linge Null, die wir in §22 als isotrope
Kurven bezeichnet haben. So kann man die Bestimmung der isothermen
Funktionen $, ¢ und der komplexen analytischen Funktionen auf einer
Fliche auf die Ermittlung der isotropen Kurven der Flache zuriickfiihren,
wenn man die Flichen von vornherein als analytisch voraussetzt.

Macht man nur Differenzierbarkeitsannahmen, so ist der Existenz-
beweis fiir die Losungen der Differentialgleichung 4p = 0 mit Schwie-
rigkeiten verbunden?.

1 Wegen der Literatur iiber diesen Gegenstand vgl. man L. LICHTENSTEIN:
Zur Theorie der konformen Abbildung . . . Bull. Acad. Cracovie 1916, S. 192—217.
12*
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86. Winkeltreue Abbildung.

Sind » und ¢ zwei zusammengehérige isotherme Parameter auf
einer Fliche, hat also das Linienelement die Form

ds® = A(dp? + dg?),

so bekommt man eine winkeltreue Abbildung unsrer Fliche auf die
Ebene, wenn man p und ¢ als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene
deutet. Der Winkel ¢ zweier Richtungen dy und dr auf der Fliche
bestimmt sich durch die Gleichung

dy-0y

ds-ds’

cosp =

Das gibt bei Einfihrung unsrer isothermen Parameter den Winkel
der entsprechenden Richtungen in der p, ¢g-Ebene. (Vgl. die Ableitung
am Schlub von §74).

Um jetzt alle winkeltreuen Abbildungen unsrer Fliche auf die
Ebene aufzustellen, geniligt es — wegen der Zusammensetzbarkeit
der winkeltreuen Abbildungen —, alle winkeltreuen Abbildungen der
p, ¢-Ebene auf sich selbst zu ermitteln. Es seien $, ¢ und #, v zwei in
einer winkeltreuen Abbildung mit Erhaltung des Umlaufsinnes (,,eigent-
lich* winkeltreu) entsprechende Punkte. Dann mufB} die Matrix der
Substitution

ap =p,du + p,dv
dq = gudu +gq,dv

einer eigentlich orthogonalen Matrix proportional sein. Das gibt die
Gleichungen

(153) Pu= 14y p'u: —Gu

von CaucHyY und RIEMANN, die aussagen, dall z = p 4 7¢ analytisch
von w == u + {v abhingt: z = f(w). Bezeichnet man mit w die zu w
konjugiert komplexe Zahl, so werden durch die Beziehungen

(154) z = f(w)
und
(155) z = [(w)

die allgemeinsten winkeltreuen Abbildungen der Ebene dargestellt, wo
(155) als ,,uneigentlich® winkeltreue Abbildung bezeichnet wird.

Ist allgemeiner z =p +ig eine analytische Funktion auf einer
krummen Fliche und w = # + ¢v eine analytische Funktion auf einer
zweiten Fliche, so wird durch die Beziehungen (154) und (155) die allge-
meinste winkeltreue Abbildung der beiden Flichen aufeinander vermittelt.

Die Aufgabe, die winkeltreuen Abbildungen, die man nach einem
Vorschlag von Gausz (1843) auch ,konform’ nennt, zu bestimmen,
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entstand bei der Herstellung ebener ,,Landkarten” von krummen
Flachen. So haben schon die alten Griechen die ,,stereographische Pro-
jektion'* der Kugel besessen, bei der die Kugel (vgl. Fig. 31, S. 239)

(156) % =sindcosp, K =sindsing, x;=-cosd

winkeltreu auf die pg¢-Ebene abgebildet wird

sin # cos @ sin ¢ sin @

(167) p_1+cos19’ q:l+cos19'

Nach besonderen Untersuchungen von G. MERCATOR (1512—1594) und
J. H. LaMBERT (1728—1777) haben dann LAGRANGE, EULER und Gausz
die allgemeine Theorie entwickelt.

§ 87. Isometrische Abbildung mit Erhaltung der
Kriimmungslinien [erster Fall].

Wir wollen in diesem Abschnitt wieder an die Untersuchungen des
5. Kapitels und die Behandlung der Flichentheorie mit invarianten
Ableitungen ankniipfen. Im § 63 hatten wir die Frage beriihrt, ob und
wann eine Fliche durch Angabe ihrer Linearformen

ds; = ndu + nydv,

(158) ds, — i, du + 7y do

schon bis auf kongruente Abbildungen eindeutig bestimmt ist. Wir be-
handeln die Frage erst an dieser Stelle, weil wir ihr jetzt eine anschau-
liche geometrische Deutung geben kénnen. Stimmen fiir zwel punkt-
weise durch gleiche u#, v-Werte aufeinander bezogene Flichen die Formen
(158) iiberein, so tun es nach § 63 (93) auch die ersten Grundformen I
der Bogenelemente der Flachen. Wir haben also sicher zwei isometrisch
bezogene oder, was dasselbe ist, zwei ineinander verbiegbare Flichen.
Da die Nullinien der Formen (158), die Kriimmungslinien, sich nun
weiter noch entsprechen miissen, haben wir sicher eine isometrische
Abbildung mit Erhaltung der Kriimmungslinien. Umgekehrt stimmen
fiir zwei isometrisch mit Erhaltung der Kriimmungslinien aufeinander
bezogene Flichen sicher die Formen ds; und ds, als Bogenelemente
der Kriimmungslinien iiberein, wenigstens bis auf die bei den Formen
noch willkiirlichen beiden Vorzeichenfaktoren. Diese kénnen dann aber
natiirlich hinterher noch zur Ubereinstimmung gebracht werden.
Unsere Frage, ob eine Fliche durch thre Formen (158) bis auf kongruente
Abbildungen festgelegt ist, ist somit gleichbedeutend mit der: Lift sich
eine Fliche so verbiegen, daf ihve Kriimmungslinien erhalten bleiben,
oder in anderer Ausdrucksweise: Gibt es zu einer vorgelegten Fliche
zugehorige andere Flichen, auf die sie isometrisch mit Erhaltung der
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Krimmungslinien abgebildet werden kann? Diese letztere Frage hat
schon BONNET?! gel6st. Und zwar hat er gefunden, daf die Frage im
allgemeinen Fall im negativen Sinne beantwortet werden mufB. Somst
ist wm allgemeinen Fall eine Fliche durch thre zwei Linearformen (158)
bis auf kongruente Abbildungen eindeutig festgelegt. Nur bei drei Flichen-
klassen tritt, wie wir sehen werden, eine Ausnahme ein. Es gibt also
gewisse spezielle Flidchen, die sich mit Erhaltung der Kriimmungslinien
verbiegen lassen.

Wir werden annehmen, daB3 auf den zu betrachtenden Flichen ein
eindeutig bestimmbares reguldres Netz von Kriimmungslinien existiert,
also
(159) r—7r=0

voraussetzen, womit wir nach § 47 die Kugeln und Ebenen ausschliefen.
Durch die Formen (158) sind nach §62 auch die Invarianten ¢ und ¢
sowie die Grofen #* und #*, mit denen die invarianten Ableitungen ge-
bildet werden, bestimmbar. Unser Problem liuft analytisch offenbar
auf die Frage hinaus: Lassen sich fiir eine gegebene Fliche die Invarian-
ten 7 und 7 allein aus den Formen (158) berechnen oder nicht? Denn
wenn man die # und 7 berechnen kénnte, dann wiren auch alle inva-
rianten Ableitungen von » und 7, berechenbar, weil ja die bei dem invari-
anten AbleitungsprozeB zu verwendenden #* und #¢ sich allein aus den For-
men (158) bestimmen, und weiter wiren natiirlich ohne weiteres die ¢, ¢
und ihre simtlichen invarianten Ableitungen bekannt, das heil3t aber
nach § 63: Wir hitten iiberhaupt alle absoluten Invarianten der Fliche
durch die Formen (158) ausgedriickt. Die Fliche wire dann bis auf
kongruente Abbildungen durch ihre beiden linearen Differentialformen
bestimmt.

Nun sind fiir eine Fliche die Hauptkriimmungen 7,7 ebenso wie die
Hauptkriimmungsradien R, und R, [vgl. §44 (30), (31)] iiberhaupt nur
bis auf ein gemeinsames Vorzeichen bestimmbar, denn nach §42 (19)
sind ja auch die L, M, N nur bis auf das in der Wurzel im Nenner
steckende gemeinsame Vorzeichen bestimmt. Es geniigt also zur ein-
deutigen Bestimmung der Fliche aus ihren Formen (158), wenn wir
etwa die GroBen
(160) rr=K

(K = GauBsches Kritmmungsmaf}) und
(161) r2=s,
wo s eine Abkiirzung ist, aus diesen berechnen kénnen. Wenn K und s

bestimmt sind, kénnen wir 7 = } s mit beliebigem Vorzeichen nehmen

10. BonNET: Sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée.
Journal de I’Ecole polytechnique. XXV (Cahier 42), S. 58ff. 1867.
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und 7 dann aus 77 = K bestimmen. Nun gelten zwischen unsern
Fliacheninvarianten § 63 (90), (91) die Beziehungen

(162) —h— ¢~ ¢—¢=rr=K,
(163) Ty =q(r —7),
(164) nn=q—7).

Nach der ersten Gleichung ist K = 77 mittels der Formen (158) und
der aus ihnen ableitbaren ¢, ¢, g,, ¢, berechenbar. Die Frage ist nun,
ob eine Berechnung aus den Formen (158) auch fiir s = 72 moglich ist.

Wir wollen den Fall der Torsen, fiir den wir etwa annehmen kénnen:

(166) 7=0 (r+0)

dem allgemeinen Fall vorwegnehmen.
Aus (164) folgt dann ¢ = 0, und aus (162) g, + g% = 0. Wir behalten
fiir » nur mehr die Gleichung

X
19

(167) 2= —yg
oder nach (161) fiir s die Gleichung:
(168) (Igs)g = — 2¢

iibrig, aus der s nicht eindeutig bestimmbar ist. Fithren wir Kriim-
mungslinienparameter ein (vgl. §§61, 62):

(169) ds, = YE du, dsy, = }"Edv,

so sind ]/E— und }/E durch die Formen ds,, ds, bestimmt und (168)
nimmt nach §61 (4) (12) die Gestalt an:

(170) (1gs), = — (I8 E),.
Das ergibt
(171) s= U

mit einer willkiirlichen Funktion U von # allein. s ist also nur bis auf
eine willkiirliche Funktion einer Variablen bestimmbar. Da s eine In-
variante ist, sind die zu verschiedenen U gehorigen Torsen alle wesent-
lich verschieden, d. h. sie gehen nicht nur durch kongruente Abbildung
auseinander hervor. Zu einer gegebenen Torse gibt es also immer noch
eine von einer willkiirlichen Funktion abhingige Familie von Flichen,
die mit ihr bei geeigneter punktweiser Zuordnung gleiche Formen (158)
besitzen. Da Flichen mit gleichen Formen (158) ineinander verbiegbar
sind, sind diese Flichen natiirlich wieder Torsen. Die Torsen bilden
den ersten unsrer drei Ausnahmefille.

In welcher geometrischen Beziehung stehen Torsen mit gleichen
- Linearformen zueinander ?
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Bei den Torsen sind die Erzeugenden die eine Schar von Kriim-
mungslinien, deren orthogonale Trajektorien die andere Schar. Wir
haben also eine isometrische Abbildung zweier Torsen, bei der sich die
Erzeugenden entsprechen.

Eine Torse ist nach § 35 entweder ein Zylinder oder ein Kegel oder
eine Tangentenfliche einer Raumkurve. Nach §64 sind die Zylinder
durch die zu unsern fiir alle Torsen giiltigen Gleichungen

172) r=0, ¢=0, ¢g+¢=0
hinzutretende Bedingung
(173) g=0

gekennzeichnet. Da ¢ und ¢ = 0 sind, verschwinden dann auch alle
invarianten Ableitungen von ¢ und g. Somit sind alle aus den Formen
(158) berechenbaren Invarianten bei allen Zylindern gleich: Alle Zy-
linder haben bei geeigneter Zuordnung der Parameter dieselben Formen
(158), und weil (173) eine Bedingung in den Formen (158) allein ist,
kénnen Zylinder nur mit Zylindern gleiche Linearformen besitzen.

Man kann weiter leicht berechnen, daB bei den allgemeinen Kegeln
statt (173) zu (172) die Bedingung
(174) 7,=0
hinzukommt. Wegen (172) g, = — ¢ hat dann ein Kegel nur eine ein-
zige allein aus den Formen (158) berechenbare Invariante, ndmlich ¢
selbst. Alle Kegel mit gleicher Invariante g in entsprechenden Punkten
haben daher bei geeigneter Zuordnung der Flichenparameter dieselben
Formen (158), und nur derart zugeordnete Kegel untereinander kénnen
wegen (174) iiberhaupt dieselben Formen besitzen. ¢ ist nach § 63 die
geoditische Kriimmung der nichtgeradlinigen Kriimmungslinien des
Kegels, d. h. des Radius der Kreise, in den diese bei einer Abwicke-
lung in die Ebene iibergehen.

Fiir Tangentenfliichen von Raumkurven ist

(175) a+0.
Die Torse ist dann Tangentenfliche der Raumkurve

1
(176) 5:2_?22.

Wegen der sich aus § 63 (78) mittels (172) ergebenden Bedingung 3, =
schrumpft 3 wirklich auf eine Kurve zusammen, deren Kriimmung 1: ¢
und Torsion 1:7 nach §10 (80) durch

1 (81217)7(8?) — (1311)?

0* (31)°

__ |sisu s

T (1) (310) — (31 1)

gegeben sind. Die Rechnung liefert nach (172) und § 63, (78) (79):

und
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q q q
8127;122’ 511:<7§>l§2+‘q’121’

b =208 — (g9H 5y + L. dn +7 7€,
Daraus erhidlt man:

l_qG 1_—7(12
0? q‘f’ T 91’

Somit ist die Kriimmung g allein aus den Formen (158) ermittelbar,
die Torsion 1:7 kann aber je nach der fiir 7 in (171) auftretenden will-
kiirlichen Funktion noch eine ganz beliebige Funktion werden. Wir
haben also: Die Tangentenflichen irgend zweier Raumkurven, die mit Ey-
haltung der Bogenlinge so aufeinander bezogen sind, dafl sie in entspre-
chenden Pumnkten gleiche Kriimmung besitzen, haben bei geeigneter Zu-
ordnung der Parameter dieselben Linearformen (158), und nur Tangen-
tenflichen von Raumkurven gleicher Kriimmung koénnen iiberhaupt
dieselben Linearformen besitzen.

§ 88. Isometrische Abbildung mit Erhaltung der
Kriimmungslinien [zweiter und dritter Fall].

Wir wenden uns jetzt von den Torsen dem allgemeinen Fall zu.
Durch Ableitung von (160) erhilt man:
T

LK

¥ 7

177) r=—

b

wo mnach (162) K= — ¢, —g, —¢* — ¢ und ebenso natiirlich K,
allein aus den Formen (158) berechenbar ist. Multiplizieren wir einmal
(177) mit 27 und ersetzen 7, nach (164) und multiplizieren wir anderer-
scits (163) mit 27, so erhalten wir die beiden Gleichungen

29 - K
I 31:——?‘132—{—23((1—{—7‘),
ss=—2¢s+2qgK,

(178)

die offenbar die einzigen Gleichungen sind, die wir zur Bestimrﬁung
von s verwenden konnen. Ersetzen wir in der Integrierbarkeitsbedingung

Sgg + G5y =Sgy + 453

die Ableitungen der s nach (178) und den durch Differenzieren daraus
entstehenden Gleichungen durch s allein, so erhalten wir die folgende
Bedingung fiir s:

) [~ (B) el [ ()4
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Diese Gleichung allein kommt fiir die Ermittlung von s in Frage. Wir
nehmen zuerst den Fall, daB3 gleichzeitig

9\ _ ¢ 9\ _ q -
(®y=%e (R),=%7

K K - -
(R),+ 17+ & +au=204.
gilt, wobei K nach (162) durch
(181) K=—q —qs—¢—¢
definiert ist. Dann ist (179) identisch erfiillt. s ist jetzt selbst nicht be-
stimmbar, fiir s gilt aber das integrable System (178) von Differential-
gleichungen erster Ordnung, deren Losung s eine Integrationskonstante
enthilt. Die speziellen Flichen (180) lassen sich also zu je ool auf die
gleichen Linearformen bringen. Jede von ihnen 148t sich auf o0 Weisen
in gleichartige Flichen mit Erhaltung der Kriimmungslinien verbiegen.

Das ist unser zweiter Ausnahmefall. Fithren wir die Parameter der
Kriimmungslinien ein und setzen

(180)

(181a) VE =e, 16 =¢, (eg +0)
so koénnen wir fiir (180); und (180), wegen (12) § 61 schreiben:
(182) (legz) =0, (lez5), =0

Aus (180)4 ergibt sich dann:

(183) (lgKeg),=4egqq,

wahrend (181) die Gestalt

(184) Keg=—(9)s—(€Du

annimmt, Durch Integration von (182) erhalten wir

(185) g=KeU, g=KgV,

wo U eine Funktion von # und V eine Funktion von v allein ist. U und
V diirfen nicht beide == 0 sein, da wir fiir ¢ = ¢ = 0 auf Zylinder, also
auf abwickelbare Flichen zuriickgelangen wiirden (vgl. § 64). Es mul
nun aber mindestens eine der Funktionen U und ¥V verschwinden.
Denn sonst kénnten wir es durch eine Anderung der Parameter

u=g(4), V=9 (),
bei der sich ¢ und g nach

e=e-¢, g=2gy
substituieren, erreichen, daB U =V = — 1 wird. In diesem Falle

hitten wir
(186) g=—XKe, g=—Kzg.

’
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Wiirden wir in (183) einerseits und in (184) andererseits die ¢ und ¢
nach (186) ersetzen, so wiirden wir erhalten:
(187) - lgKeg)lyo=4(Keg)?,
(188) (g (Keg)ly + [lg (Keg)l,= 1.
Diese Gleichungen haben aber keine gemeinsame Losung in der Funk-
tion egK, denn aus (188) erhidlt man als allgemeine Losung:

U+

(189) Keg=®wu—v)-e 2,
wo @ eine willkiirliche Funktion des einen Arguments # — v ist. Setzt
man (189) in (187) ein, so erhdlt man

(190) PP — @] = —geur,

wo die Striche Ableitungen von @ nach seinem Argument bedeuten.
Da rechts eine Funktion von # -4 v, links aber eine von # — v steht,
leitet man leicht einen Widerspruch her.
Wir kénnen daher U =1, V =0, also
(191) g=Ke, g=20
annehmen, so da dann der Parameter # villig und der Parameter v
bis auf eine Transformation v = y (v) festgelegt ist. Nach §64 haben
wir wegen ¢ = 0 Gesimsflichen, und zwar solche spezieller Art, denn
aus (181), (180) ergibt sich jetzt:
(192) K=—q—¢, (-qu) =0, (IgK)p+g=0.
Von diesen Gleichungen dient jetzt die erste zur Definition von K
allein aus den Formen (158). Setzen wir den Wert von K in die letzten
beiden Gleichungen ein, so bekommen wir nach einigem Umformen
die beiden Bedingungen:
(193) [1g (9, + ¢*))e = (18 9)g
(194) (g (g + ¢l + 2= 0.
Wegen ¢ = 0 gilt die Integrierbarkeitsbedingung
(g (91 + ¢®))ie = lig (91 + ¢]oy + 918 (@1 + )]
Wir kénnen also (194) auch schreiben:
(195) (g (g + @)lay + qllg (9 + e + g2 =0.
Nun koénnen wir aber erkennen, daf (195) einfach eine Folge von (193)
ist. Denn ersetzen wir in (195) das zweite Glied nach (193), und das
erste nach der aus (193) durch Ableitung folgenden Gleichung, so er-
gibt sich mittels der Integrierbarkeitsbedingung
G12= g1 + 92
genau wieder (193). Wir haben also iiberhaupt nur eine wesentliche

Gleichung (193) gefunden, die aufler ¢ = 0 in unserm zweiten Ausnahme-
fall bestehen muf. Schreiben wir (193) in der Form

(196) (lgg)e + =0,
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so konnen wir sagen: Die Fliachen unsres zweiten Ausnahmefalls sind
durch

(197) g=0, (g9he +9=0

gekennzeichnet. Statt (197), kénnen wir, wenn wir wieder die 7, 7 be-
nutzen, auch eine andere Gleichung schreiben. Nach (162), (163) gilt

wegen ¢ = 0:

(198) rr=—q — ¢, 7,=0.

Leitet man (198); nach 2 ab, so folgt mittels (198), und (197),
(199) 734 =17Gs.

Umgekehrt folgt aus (199) wieder (197),. Statt (199) kénnen wir nach
§ 63 (78), (79) wegen ¢ = 0 auch

(200) | T2 Taa Tasa| = 0

schreiben. Wir haben also besondere Gesimsflichen mit (200). Nach § 64
sind die Vektoren g, die Normalenvektoren der Ebenen, in denen die
Kriimmungslinien 1 liegen. Diese Ebenen sind nach (200) jetzt alle zu
einer festen Richtung parallel, sie umhiillen also einen allgemeinen
Zylinder. Bei der Erzeugung, die wir im § 64 fiir unsre allgemeinen Ge-
simsflichen angegeben hatten, wird die dort erwihnte Torse in unserm
jetzigen Fall ein Zylinder. Wir haben also fiir die Flichen unsres zweiten
Ausnahmefalles die Erzeugung: Man nehme einen beliebigen allgemeinen
Zylinder und zeichne auf eine seiner Tangentenebenen eine beliebige
Kurve K. Lifst man dann die Tangentenebene auf dem Zylinder ohne zu
gleiten rollen, so evzeugt K die allgemeinste Gesimsfliche unsrer Art. Auf
Grund dieser geometrischen Erzeugung oder auch durch Integration
der in Kriimmungslinienparametern geschriebenen Gleichungen §63 (78)
und (79), wobei iiber die Wahl der Skala der v-Kurven noch geeignet
zu verfiigen ist?, kann man leicht sehen, daB sich jede unsrer Flichen
ber geeigneter Koordinatenwahl durch

v’ .
x1=7cosav+stmavdv,

’

(201) Xg = sinav—i—fVcosavdv,

a

in expliziter Form in Krimmungslinienparametern darstellen 140t.
Hier sind U und V willkiirliche Funktionen von # oder v allein. 4 ist
eine Konstante. Die Rechnung zeigt, daB} fiir Flichen mit gleichen
Funktionen U, V und verschiedenen a die Formen (158) identisch in
% und v tbereinstimmen, wihrend die 7 (oder s = 72) verschieden sind.
Fiir feste U, V und verinderliches a erhalten wir in (201) also immer eine

1 Vgl. die am Anfang von § 87 zitierte Arbeit von BONNET.
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Schar von Flichen, die aufeinander isometrisch mit Evhaltung der Kriim-
mungslinien bezogen sind.

Uber den letzten Ausnahmefall wollen wir nur kurz berichten. Sind
in (179) nicht alle drei Ausdriicke (180) gleichzeitig = 0, so kénnen wir
annehmen, daf(}

(202) (— %)+ fri+0

ist, denn sonst wiirden wir aus (179) als eine Losung s = 0 erhalten;
was auf eine Torse zuriickfiithren wiirde. Gdbe es aus (179) dann wirk-
lich zwei aufeinander isometrisch mit Erhaltung der Kriimmungslinien
abbildbare Flichen entsprechend den beiden Lésungswerten s, so miiBte
auch die zweite Fliche als auf die erste verbiegbar eine Torse sein.
Diesen Fall haben wir schon behandelt. Wir nehmen daher jetzt (202)
an. Fihren wir die Abkiirzungen ein:

[ g
— (%) + 54
(203) A=— <K>4L—KTE‘ ,
K [_ <?>1+ —Eq_i‘
K K
<71> +‘l<7<l>+2f2+‘11—24?
(204) B = 2 ,
9 q
21t = (%), %7
so schreibt sich (179) in der Form
(205) " AL+ 2Vs+1=0.
Die Losung ist
(206) s= o4 o) BE L

Hier kénnen wir % — B2 == 0 annehmen, da sonst die beiden Losungen
zusammenfallen wiirden, und wir ja gerade Flichen suchen, bei denen s
aus (205) nicht eindeutig, sondern mehrdeutig bestimmbar ist. Fir
A — B2 =0 ergibt sich, wie wir nur erwihnen, der allgemeine Fall der
Flachen, die nicht isometrisch mit Erhaltung der Kriimmungslinien ver-
biegbar sind. Die beiden Losungen (206) miissen fiir % — B2 == 0 nachtrig-
lich noch die Gleichungen (178) befriedigen. Daraus erhalten wir, da wir
zwei Losungswerte s in je zwel Gleichungen einzusetzen haben, vier Be-
dingungen. Die Rechnung? zeigt, dall man fiir das Gleichungssystem dieser
vier Bedingungen nach einigen Umformungen das folgende setzen kann:

(206) 2KBB, — KA, +4(B— A (K, +K) =0,

(207) KU, +458 +47%AK +4UAK, =0,
(208) (A —4%Ag) (2B — A) = (B, — 2Bq) - 2ADB,
(209) By =2¢(B+2B2K—K).

1 Die Rechnung ist in der zu Beginn des § 87 zitierten Arbeit von BONNET
durchgefiihrt.
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Hier sind natiirlich die % und B nach (203) und (204) wieder ersetzt zu
denken. Wir. haben also vier Gleichungen, die allein die ¢, ¢ und ihre
invarianten Ableitungen enthalten. K ist wieder durch (181) erklirt
zu denken. Fithrt man Kriimmungslinienparameter ein, und beachtet,
daB unter der Bezeichnungsweise (181a) gilt:

(209a) g=e,:eg; g=g,:¢€§,

so erhilt man aus (206) und (208) durch Integration:

(209b) (B2 —Wet =AU und Kig*@B—-A=7V,

wo U eine Fnnktion von # und V eine solche von v allein ist. Man
erkennt leicht, daB man durch geeignete Wahl der Parametérskalen
wegen K40, e+0, g0, Y+0, B2 —A<4+0 immer U=V =1
machen kann. Man erhilt dann aus (209Db)

(210) A= +e:(Kg)?,

(211) B=11= (Keg)®: (Kg)*.

Die genauere Untersuchung, die in der Arbeit von BONNET durchgefiihrt
ist, zeigt, daB sich aus den zwei Bedingungen (206), (208) [oder integriert
(210), (211)] die andern beiden (207), (209) als einfache Folgerungen er-
geben. Wenn wir namlich % und B aus (210), (211) in (203) und (204) ein-
setzen, so erweisen sich (207), (209) als mit (203), (204) identisch. Um das
zu erkennen, hat man iiberall ¢, ¢ und K nach (184), (209a) durch die
e und g auszudriicken. (206), (208) sind zwei Differentialgleichungen
fiinfter Ordnung in den Punktkoordinaten der Fliche, wie man aus der
Definition von % und B leicht ersehen kann, wenn man bedenkt, daB
das KriimmungsmafB K nur von zweiter Ordnung ist. In unserm dritten
Ausnahmefall haben wir den beiden Werten von s entsprechend immer
genau ein Paar von Flichen, die einander isometvisch mit Evhaltung dey
Kriimmungslinien zugeordnet sind. BoNNET hat die Flichen (206), (208)
zwar nicht integrallos dargestellt, aber sie geometrisch folgendermaBen
gekennzeichnet: Zu jeder der Flichen, die den beiden Differentialgleichungen
fiinfter Ordnung (206) und (208) geniigen und nur zu diesen gehirt immer
eine Fliche konstanten Kriimmungsmafes, die mit ihr auf der Einheitskugel
von GAusz (vgl. §50) das sphérische Bild der Kriimmungslinien gemein-
sam hat. Von den isometrisch mit Evhaltung der Kriimmungslinien bezoge-
nen Flichenpaaren hat dann immer eine dieses sphirische Bild mat einer
Fliche konstanter positiver Kriimmung, die andere aber mit einer Fliche
konstanter negativer Kritwmmung gemein.

§ 89. Die Forderung der Flichentheorie durch GAUSZ.

Von GAusz gibt es zwei bedeutende Abhandlungen zur Flichen-
theorie. Die erste hat Gausz 1822 als Preisschrift der Kopenhagener
Akademie eingereicht. Sie ist 1825 erschienen unter dem Titel: ,,Die
Teile einer gegebenen Fliche auf einer anderen gegebenen Flache so
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abzubilden, daB die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten
Teilen dhnlich wird“ (Werke Bd. 4, S.189—216). Ungleich wichtiger
als diese Abhandlung iiber die winkeltreue Abbildung ist die zweite
GAuUszsche Schrift zur Flichentheorie, die 1827 erschienen ist, die ,,Dis-
quisitiones generales circa superficies curvas* (Werke Bd. 4, S. 220 bis
S. 258). Beide Abhandlungen sind nicht aus reinem Denken entstanden,
sondern Ergebnisse seiner geoditischen Arbeiten bei der von ihm ge-
leiteten Vermessung von Hannover (1821—1841).

Das Hauptergebnis der ,Disquisitiones”, ndmlich die Biegungs-
invarianz des KriimmungsmaBes, hat Gausz schon 1816 gekannt und
1822 an der isothermen Form des Bogenelements hergeleitet.

Erst 1826 gelang ihm die allgemeine Herleitung des Kriimmungs-
maBes aus einem beliebig vorgeschriebenen Bogenelement.

Die Verbiegung von Flichen ist schon vor Gausz von EULER und
MoNGE untersucht worden, und zwar haben beide nach den krummen
Flichen gefragt, die auf die Ebene lingentreu abbildbar sind. Die
geoditische Kriimmung (,,Seitenkriimmung”) und ihr Integral ist zu-
erst von Gausz behandelt worden (Werke Bd. 8, S. 386). Vielleicht hat
er auch schon die Integralformel (77) von BONNET besessen, die den Zu-
sammenhang zwischen der Flichentheorie und der nicht-Euklidischen
Geometrie herstellt, zu der ebenfalls GAusz den Grund gelegt hat.

Die ,,Disquisitiones’ haben als erster groBer Fortschritt in der
Flichentheorie seit MONGE einen bedeutenden EinfluB auf die Ent-
wicklung der Geometrie gehabt. So haben sich Arbeiten von MINDING,
MainNarDI, Copazzi, BONNET und JAcoBI angeschlossen. Die wichtigste
Weiterbildung der Gedanken von GAUsz hat aber B. RIEMANN in
seinem Habilitationsvortrag von 1854 gegeben, auf den wir spiter
eingehend zuriickkommen werden.

Eine geschichtliche Wiirdigung der geometrischen Leistungen des
,,Princeps mathematicorum’’ findet man in der Schrift von P. STACKEL:
C.F. GauB als Geometer. Leipzig 1918.

§ 90. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Eine geometrische Deutung des KriimmungsmaBes. Bedeutet S(g) die
Bogenlange einer Parallelkurve zu einer geodatischen Linie im geodatischen Ab-
stand ¢, so ist

’ az S0
~-»)(—) = — fK ds,

wenn K die Werte des KriiommungsmaBes langs der geodatischen Linie bedeutet.
Vgl. im folgenden § 99 und F. EnGeL: Leipz. Ber., Bd. 53, S.409. 1901.
2. Besondere Form der Gleichung der geoditischen Linien. Ist eine Flache
auf geodatische Parameter bezogen, so daf
ds® = du? + G (u,v)dv?

ist, so beschreibt ein Flichenpunkt #, v dann eine geodatische Linie auf der Flache,
wenn der Winkel «, unter dem die #-Kurven (v = konst.}) von der geoditischen
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Linie geschnitten werden, der Beziehung geniigt:
do 0 ]'E
dv ou
Gausz: Werke 1V, S. 244.

3. Eine geometrische Deutung von BELTRAMIS Differentiator 4. Es sei @ eine
Funktion auf einer krummen Flache, s;, s, die Bogenlingen zweier in einem
Punkt sich senkrecht schneidenden Flachenkurven, g; und g, deren geoditische
Kriimmungen im Schnittpunkt. Dann gilt dort
_dtp | d*p
T ds? dsk
E. CesAro: Lezioni di geometria intrinseca, S.165. Napoli 1896.

4. J. LiouviLLEs Ausdruck fiir das KrilmmungsmaB. Es seien 1:9,, 1:g,
die geoditischen Kriimmungen der Parameterlinien v = konst., # = konst. auf
einer Flache und £ der Winkel der Parameterlinien. Dann ist

(212) K“W{audv_%<eu>+5<b—j)}'

J. LiouviLLe: Comptes Rendus Bd. 32, S. 533. 1851.

5. Ein Satz von LIOUVILLE iiber geoditische Linien. Gibt es auf einer Flache

zwei Felder geodatischer Linien, die sich unter festem Winkel schneiden, so ist
die Fliche eine Torse (K = 0). DarBoux, G.: Surfaces III, S. 422, 423.
" 6. Ein Ausdruck von LIOUVILLE fiir die geoddtische Kriimmung. Es seienl:g,,
1: g, die geodatischen Kriimmungen eines Systems von orthogonalen Parameter-
linien. Dann gilt fiir die geodatische Kriimmung einer Kurve, die die #-Linien
(v = konst.) unter dem Winkel 7 durchsetzt,

dg dg
+3275—1+g1d52-

Adg +

1 dt cost  sintT
(213) a:d—s+ o + o
Vgl. MoNGEs ,,Application ... von 1850, S.575.
7. Fldchen von LiouviLLE. Hat das Linienelement einer Fliche die Form
(214) ds? = (@ (u) + p (v)} (du? + dv?),
so sind die geoditischen Linien durch die Gleichung gegeben:
du dv

=b,

(215) — N
Vo) +a Yy —a
in der a, b Konstante bedeuten. (Ebenda S.577—582.) Es ist zu zeigen: Die
Drehflichen und die &, gehéren zu den Flichen LiouviLLEs.

8. Deutung des Bogenelements von LIOUVILLE nach ZWIRNER und BLASCHKE.
Dafiir, daB in allen auf einer Fliche aus den Parameterlinien %, v = konst. ge-
bildeten Vierecken die geoditischen Diagonalen gleichlang seien, ist notwendig
und hinreichend, daB das Bogenelement beziiglich dieser Parameter auf die Ge-
stalt (214) gebracht werden kann. Vgl. etwa W. BLascHKE: Sull’ elemento lineare
di LiouviLLE, Rom Accademia Lincei (6a) 5 (1927), S. 396—400 und Math. Zeitschr.
27 (1928), S.653—668. Hieraus folgt sofort: Bringt man das Bogenelement der
Ebene auf die Gestalt (214), so sind die Parameterlinien konfokale Kegelschnitte
oder Ausartungen davon.

9. Ein Satz von K.BRAUNER. Damit cinc Flache konstantes Kriimmungsma0
besitze, ist notwendig und hinreichend, daB jeder ihrer Punkte fiir einen geoda-
tischen (Entfernungs-) Kreis mit auf der ganzen Fliche konstantem geodétischen
Radius geodatischer Mittelpunkt ist und diese Kreise konstante geodatische
Kriimmung besitzen. (Aus einer brieflichen Mitteilung von 1929 an den Verfasser.)
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10. Mechanische Verwirklichung geoditischer Linien. Eine Stahllamelle mit
rechteckigem Querschnitt, die, in die Ebene ausgebreitet, geradlinig ist, ergibt,
wenn man sie mit ihrer Breitseite lings einer krummen Flache anlegt, eine geo-
datische Linie dieser Flache. ,,Hochkant’ gestellt ergibt sie hingegen eine Asym-
ptotenlinie der Flache. S. FINSTERWALDER: Mechanische Beziehungen bei der
Flachendeformation. Jahresber. Dt. Math. Ver. Bd. 6, S. 45—90. 1899.

11. Ein Satz von GAusz iiber kleine geoditische Dreiecke. Es scien «; die Innen-
winkel, a, die gegeniiberliegenden Seiten, K; die KriimmungsmaBe in den Ecken,
F der Flacheninhalt eines kleinen geodatischen Dreiecks. Dann ist der Quotient

(216) % — 35 {Ki+ Ky + Ky + Ky)

sin a;

nahezu unabhangig von i (=1, 2, 3). Gausz: Disquisitiones . . ., Werke 1V, S. 257;
den Sonderfall K, = K hat LEGENDRE angegeben.

12. Geoditische Kegelschnitte auf einer Fliche. Die Kurven auf einer Fliche,
die die Eigenschaft haben, daB8 die Summe oder Differenz der geodatischen Ent-
fernungen ihrer Punkte von zwei festen Kurven konstant ist, bilden ein Ortho-
gonalsystem, das die konfokalen Kegelschnitte als Sonderfall enthalt. Das Bogeri-
element in bezug auf dieses Orthogonalsystem kann auf die Form gebracht werden:

(217) ds? — du? dv?

sin2 % cos? %{
Solche ,,Kegelschnitte’* koénnen nur dann ein Isothermensystem bilden, wenn das
Linienelement sich auf die Form von LiouviLLE (Aufg. 7) bringen 148t. U. Din1:
Annali di matematica Bd. 3, S.269. 1869.

13. Ein Satz von G. DARBOUX iiber geoditische Kegelschnitte. LaBt sich ein
Orthogonalsystem auf zwei verschiedene Arten als System geodatischer Kegel-
schnitte deuten, so ist diese Deutung auf unendlich viele Arten méglich. Das Linien-

element 148t sich auf die Form von L1ouvILLE bringen. G. DarRBoUX: Surfaces II1,
S.19.

14. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Flichen festen KriimmungsmaB@es.
LaBt sich eine Flache im kleinen so auf die Ebene abbilden, daB3 dabei die geoda-
tischen Linien in die Geraden der Ebene iibergehen, so hat die Flache notwendig
festes KriimmungsmaB. E. BELTRAMI: Opere I, S.262—280. 1866; vgl. auch
G. DArRBOUX: Surfaces III, S.40—44.

15. Flichen mit geoditischen Schattengrenzen. Es sind die Flachen zu er-
mitteln, die nicht Torsen sind und die von allen umschriebenen Zylindern lings
geodatischer Linien beriihrt werden. Vgl. 2. Bd. § 45, S. 121.

16. Man zeige, daf3 in der Schreibweise des Kap. 5 die Isothermflachen, d. h. die
Flachen, bei denen die Kriimmungslinien isotherme Parameter bilden, durch die
Bedingung ¢, = ¢, gekennzeichnet sind, wahrend (¢:#); = (7:7)y die Flachen
kennzeichnet, bei denen die Kritmmungslinien im sphirischen Bild auf der Ein-
heitskugel isotherm sind.

17. Setzt man E =#? 4+ #u}; F = nyn, + % 7%; G =n + 72, so sind da-
durch bei gegebenem Bogenelement einer Flache die vier GréSen #;, 7, bis auf
eine Substitution

(218) I n¥= cosw n; — sinw #u;,
] ¥ = 4 sinw #n; 4 cos w #;

hestimmt, wobei w eine beliebige Funktion von # und v ist.
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 13
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dsy =X n;dut und ds;= Y ndut
€ )

sind die Bogenelemente der Kurven eines senkrechten Netzes auf der Flache
und die verschiedenen Moglichkeiten, die »;, #;, aus den E, F, G zu bestimmen,
entsprechen gerade den verschiedenen Moglichkeiten, ein senkrechtes Netz auf
der Flache zu wahlen. Man zeige, daB der Ausdruck auf der linken Seite von (90)
sich bei einer Substitution (128) nicht dndert, wenn man die g, § formal nach
(62), (43), (45) erklart, und weise so die Biegungsinvarianz von K nach. Ferner
zeige man: ¢, = g, ist kennzeichnend fiir ein isothermes Netz, wihrend ¢, + 397
= G + 397 = 0 kennzeichnend fiir ein L1iouviLLEsches Netz [vgl. (214)] ist.
18. Man stelle im AnschluB an das Verfahren der Aufgabe 17 das vollstandige
System der Biegungsinvarianten einer Fliche auf, in dem man aus den ¢, g, 4;, 95,
G1» 2> qu - - - Ausdriicke bildet, die sich bei Substitutionen (218) nicht dndern.



7. Kapitel.

Fragen der Flachentheorie im GroRen.
§ 91. Unverbiegbarkeit der Kugel.

Ein geniigend kleines Flichenstiick 1aBt stets léngentreue Form-
inderungen zu. Anders ist es bei Flichen in ihrer Gesamterstreckung,
wenigstens, sobald wir an unseren friiheren Regularititsvoraussetzungen
festhalten. So hat schon 1838 F. MINDING als Vermutung ausgesprochen?,
daB die Kugelflache als Ganzes ,,starr’* ist. Aber erst 1899 hat H. Lies-
MANN diese Behauptung begriinden konnen?. Auf die allgemeinen Satze,
die damals H. Minkowskr schon gefunden, aber noch nicht veréffent-
licht hatte, kommen wir spiter zuriick. Da nach GAUSZ bei lingentreuen
Abbildungen das KriimmungsmaB erhalten bleibt, 1Bt sich der Satz
LiEBMANNS so fassen:

Die einzige geschlossene Fliche mit GAUSZschem festem Kriimmungs-
maf ist die Kugel.

Ohne einschrinkende Regularititsannahmen ist die Behauptung
sicher nicht richtig. Schneiden wir namlich eine Kugelkappe ab und
ersetzen sie durch ihr Spiegelbild an der Schnittebene, so erhalten wir
eine ,eingedriickte Kugel”, die zwar konstantes Kriimmungsma8 hat,
aber eine Kante besitzt. Wir wollen indessen daran festhalten, daB es
sich um durchweg regulire analytische Flichen handeln soll. Allerdings
lieBe sich der folgende Beweis, der von D.HILBERT stammt3, auch
leicht unter etwas weiteren Voraussetzungen fiihren.

Fiihrt man auf einer Fliche die Kriimmungslinien als Parameter-
linien ein (F = M = 0), so ergeben sich aus der ersten Formel des
§ 44 fiir die Hauptkrimmungen, wenn man einmal dv = 0 und zwei-
tens du = 0 setzt, die Werte:

E G
(1) Rlz—L—, Rzzﬁ-

1 F, MinpiNG: Uber die Biegung krummer Flachen. Crelles J. Bd. 18, S. 365
bis 368, bes. S. 368. 1838.

2 H. Li1eBMANN: Eine neue Eigenschaft der Kugel. Gott. Nachr. 1899, S. 44
bis 55. Der Beweisversuch von J. H. JELLET 1854 ist unzureichend.

3 D, HiLBerT: Uber Flichen von konstanter Gauszscher Kriimmung, ab-
gedruckt in HiLBErRTS Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., Anhang V. Leipzig
und Berlin 1909. )

13*
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Fiir die reziproken Werte » =1: R, und # = 1: R, bekommt man:

L - N
(2) ¥y = E, Y = E
Die Gauszsche Formel [§ 58 (138)] vereinfacht sich jetzt zu
LV _ 1 (0 (1B) , 2 (1O
3 K= — —
©) EG }E}G{dv ]G du VE J
und die von Copazzi (§ 58 (139))
L N
" L=5E(5+5)
1 L N
Nu=5 G5 +7).
Mittels (2) erhdlt man daraus
1 E, .
() =g g (—r+7),
_ 1 G, _
(6) 7u="2—~"G—(1’—7).

Wir wollen den Satz LIEBMANNS etwa unter der Voraussetzung K = 1
beweisen. K = 0 miissen wir namlich ausschlieBen; denn die Torsen
enthalten geradlinige Erzeugende, sind also sicher offene Flichen.
Ebenso ergibt K < 0 keine geschlossenen Flichen, da in einem ,,héch-
sten” Punkt (etwa x; = Maximum) der Fliche K > 0 sein miilte. Es
bleibt somit nur K > 0 zu behandeln und durch eine Ahnlichkeit 148t
sich immer K = 1 oder »# = 1 erreichen.

Ist auf unserer Fliche durchweg 7 == 7 = 1, so besteht sie nur aus
Nabelpunkten, ist also nach §47 eine Kugel. Nehmen wir nun eine
von der Kugel verschiedene Fliche an, die aus der Kugel durch Ver-
biegung entsteht, so gibt es auf der Fliache sicher Punkte mit # =+ 7.
7 und 7 konnen wir dann als stetige Funktionen auf der Flache be-
trachten. Wegen der Geschlossenheit der Fliche erreichen beide Gréfen
7 und 7 ein Maximum. Von mindestens einem dieser Maxima kénnen
wir annehmen, da3 es >1 ist. Nehmen wir an, 7 erreiche im Punkte P,
ein Maximum >1. Dann ist in einer gewissen Umgebung von P,

(6a) r>1, 7r<l1
und 7 erreicht im Punkte P, ein Minimum. Da P, kein Nabelpunkt
ist, kénnen wir in seiner Umgebung ein reguldres Netz von Kriimmungs-

linien annehmen, so daB die Formeln (1) bis (6) gelten.
Wegen 77 = 1 kénnen wir dann fiir (5) und (6) schreiben:

E, —2vr G, +2r7r7,
@ ETAo10 G I
und durch Integration erhalten wir:
1 1
(8) E=U)z7—, G=V0O) 13
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Da fiir die Bogenelemente ds, und ds, der Kriimmungslinien gilt
dsi=Edu?, ds;=Gdu?,
so haben wir £ > 0, G > 0 und wegen (6a) folgt aus (8) fiir die Um-

gebung von Py:
U>0, V>0

Fiir ein Maximum von 7 und ein Minimum von 7 miissen nun an der
Stelle P, die Bedingungen gelten:
7,=0, 7,,ZL0, 7,=0, 7,,=0.

Aus (5), (6) ergibt sich aber durch die Rechnung daraus fiir die Stelle P,:

9) E,=0, E, >0, G,=0, G,,>0.

Setzen wir E, =G, =0 in (3) ein, so ergibt sich fir die Stelle P,:

1
K:_m(Guu +Evv)'

Hierin ist aber die rechte Seite nach (9) negativ, die linke dagegen
positiv = 1. Die Annahme, daB unsre Fliche keine Kugel ist, fiihrt
also auf einen Widerspruch.

Damiit ist der Nachweis beendet. Man kann das Ergebnis unsres
Beweisganges auch so fassen: Innerhalb eines Flichenstiicks von fester
positiver Kriimmung kann an einer Stelle, die kein Nabelpunkt ist,
keiner der Haupthriimmungshalbmesser einen grofien oder kleinsten Wert
haben.

Es sei nebenbei erwihnt: Schneidet man in eine Kugelfliche ein
beliebig kleines Loch, so wird die iibrigbleibende Fliche verbiegbar?.

§ 92. Die Kugeln als einzige Eiflichen mit fester mittlerer
Kriimmung.

Ein ganz dhnlicher Satz wie der im vorigen Abschnitt gilt auch
fir den Fall, daB3 an Stelle des KriimmungsmaBes die mittlere Kriim-
mung

1

1
2H=p +x

lings der Fliche fest sein soll, wie ebenfalls H. LIEBMANN gefunden hat?.

! H. LieBMANN: Die Verbiegung von geschlossenen und offenen Flachen
positiver Kritmmung. Miinch. Ber. 1919, S.267—291. Vgl. ferner die Arbeiten:
E. RemBs: Heidelberger Berichte 1927 (Bew. des Satzes f. d. punktierte ver-
langerte Rotationsellipsoid). — A. ScHur: Crelles Journal, Bd.159 (1928) S.82. —
St. ConN-VosseN: Gott. Nachr. 1927, S.125. — W. Stisz: Japanese Journal of
Math. (4) 1927, S. 203.

2 H. LieBManN: Uber die Verbiegung der geschlossenen Flichen positiver
Kriimmung. Math. Ann. Bd. 53, S. 81112, 1900; bes. § 6, S. 107.
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Eine geschlossene konvexe Fliche, die wir als durchweg regulir
und analytisch, ferner als {iberall positiv gekriimmt (K > 0) annehmen
wollen, soll kurz eine ,,Eifldche’* heien. Dann lautet der zu beweisende
Satz:

Die einzigen Eiflichen wmit fester mittlerer Kriimmung sind die
Kugeln.

Man kann diese Behauptung durch einen von O. BONNET 1867 an-
gegebenen Kunstgriff auf die Uberlegungen des § 91 zuriickfiihren,
wenn man bemerkt: Unter den Parallelflichen einer Fliche festen posi-
tiven Kriimmungsmafes gibt es eine mit fester mittlerer Kriimmung und

umgekehrt.
Es sei ndmlich g(u, v) eine Fliche mit K = 1, £ der Einheitsvektor
ihrer Flichennormalen. Dann hat die Parallelfliche

(10) r=1r—¢
die mittlere Kriimmung 2H = 1. In der Tat: Fiir die Kriimmungslinien
von (r) gilt nach O. RODRIGUES [vgl. §46 (52)]
dr + Rdé=0
oder
dy + (R+1)dé=0.
Den Kriimmungslinien auf (z) entsprechen wegen £ = & wieder Kriim-
mungslinien auf (f). Fiir entsprechende Hauptkriimmungshalbmesser
gilt
(11) R=R-+1.
Somit ist wegen
RiR,=1
=7 1 1 1 1
Ebenso verlduft die umgekehrte Schlufiweise.
Haben wir nun eine Eifliche mit 2 H =1, so gilt

1 1 1 1
R, R, R, R,

Somit wire, wenn die Eifliche nicht Kugelgestalt hitte,
be(d) <
R /Max

1< (R)Min < 2.

oder

Fiir den zugehorigen Hauptkrimmungshalbmesser

R=R-—1
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der Fliche (r) mit K = 1 hitten wir
0< (R)Min <1

in Widerspruch mit dem SchluBergebnis von § 91. Damit ist unser Satz
bewiesen.

§ 93. Starrheit der Eiflichen.

Der Satz von der Starrheit der Kugel soll in engerem Umfang jetzt
auch fiir beliebige Eiflichen (§72) bewiesen werden. Dieses Ergebnis
verdankt man wiederum H. LiIEBMANN!. Der folgende Beweis stammt
von H.WEYL und dem Verfasser?. Der fragliche Lehrsatz 1a8t sich
etwa so fassen:

Soll eine Eifliche stetig und lingentrew verdndert werden, so ist sie
nur als starrer Korper beweglich.

Von dieser ,,Abdnderung’‘ wird vorausgesetzt, daB sie sich folgender-
maben darstellen 148t. Es sei ¢ (#, v) eine Parameterdarstellung eines
Stiickes der Eifliche. Wir setzen

(13) t(u,v) =y (u,v;0);

und g(u,v;?) sei in allen drei Verdnderlichen analytisch. Den ver-
schiedenen ¢-Werten entsprechen die verschiedenen Lagen unsrer ver-
dnderten Fliche. Die Teilableitung nach ¢ sei im folgenden durch ein
vorgesetztes 0 gekennzeichnet. Soll dann die Abinderung so erfolgen,

daB die Bogenlangen der auf den Flichen ¢ = konst. gezogenen Kurven
erhalten bleiben, so mul

(14) 6(ds?)=0(dr)2=0
sein, Oder es muf}, wenn man fir
ax
FT
setzt, das skalare Produkt verschwinden:
dg-dy=0.

Man kann deshalb den Vektor dj mittels eines Hilfsvektors y (%, v; ¢)
darstellen in der Form

(15) dy =1y xdg.

Da dg ein Biischel von Vektoren durchlduft (bei veridnderlichem du : dv),
so ist § durch diese Formel eindeutig bestimmt.

1 H.LiEBMANN: Gott. Nachr. 1899. Math. Ann. Bd. 53. 1900 und Bd. 54. 1901.
Fiir konvexe Polyeder hat A.CAucHY einen weitergehenden Satz bewiesen. J.
de I'Ecole polytechn. Bd. 9 (16). 1813; (Buvres (2) Bd. 1, S. 26—38.

2) W. BLASCHKE: Gott. Nachr. 1912, S. 607—610; WEvL, H.: Berliner
Sitzungsberichte 1917, S. 250—266; W. BLascHKE: Die Starrheit der Eiflachen.
Math. Z. Bd. 9, S. 142—146. 1921. Vgl. auch den sehr einfachen Beweis bei
A. Duscuek: Monatsh. f. Math. u. Phys. Bd. 36, S. 131—134. 1929.
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Nach (15) ist bei festem ¢
h XAy = () X g,)du+ (h X g,)dv
ein vollstindiges Differential und somit
(16) Tu X Dy = T, X B,

Die Vektoren y,, b, miissen sich deshalb aus den nach Voraussetzung
linear unabhingigen g,, r, darstellen lassen

(17) Du=0Ly + By, 9o=yLu+ 0L,
Aus (16) folgt
(18) «+8=0.

Ferner ergibt sich durch Ableitung aus (16)

(xuu X Dv) - (xuv X t)u) = (gv X l;)uu) - (gu X nuv)’

(Tuw X 9) — (Loo X 9u) = (£, X t)uv) — (Xu X t)uv)'
Multipliziert man die erste Gleichung skalar mit ,, die zweite mit g,
und subtrahiert, so folgt
(19) (Lo Luu t)v) — (Lo Luo t)u) = (LuLuo t)t) — (LuLoo nu)

oder, wenn man nach (19) in § 42 die Koeffizienten der zweiten Grund-
form einfiihrt,

(20) yL—2aM—fN=0.
Ist (x) elliptisch gekriimmt:
(21) LN —M?2>0,

so sind auf (r) und (y) entsprechende Umlaufsinne entsprechender
Stellen entgegengesetzt, d. h. es ist

(22) «d—fy=—a2—py=0.
In der Tat: die Punkte (die &, bedeuten homogene Punktkoordinaten
in der Ebene)
§1:+L> §2:+M: §3=+N§
51:_’ﬂ9 5’2:_}_“’ §§=+7
sind wegen (20) oder
(23) £ 85 —286 8+ &5 =0

zum Kegelschnitt & & — & = 0 konjugiert. Der erste ist nach (21)
innerer, also der zweite duBerer Punkt dieses Kegelschnitts. Somit ist
in der Regel
S&—&=—a—fy <0
und nur dann
—a?—py=0,
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wenn die homogenen Punktkoordinaten & versagen, wenn also die
Beziehung gilt
(24) a=pf=y=0=0.

Haben wir zwei einfach zusammenhédngende Flachenstiicke g (#, v),
(1, v), so bleibt das Doppelintegral

[f @v.n,) dudv

ungedndert, wenn man fiir #, v neue gleichsinnige Verdnderliche ein-
fihrt. Es ist

O E9u0) = 0 9) + (9u0b) + (E020.),

2 29,) = (9,0) + (E9409) + 0,04
Daraus folgt durch Abziehen
) a
(25) 2(29u9.) = Euho®) — Tou)) + 52 EVaY) — 5, (9, 1).

Wegen (16) heben sich in unserm Sonderfall die ersten zwei Glieder
rechts weg. Fir unser Doppelintegral ergibt sich also, wenn es iber
einfach zusammenhingende Flichenstiicke erstreckt wird, ein im ge-
eigneten Sinn genommenes Randintegral

(26) 2 [ (xvun,) dudv=§(x,dy,y).

Die Flache (g) soll nun eine Eifliche sein. Wir konnen daher (x)
durch eine doppelpunktfreie, geschlossene Linie in zwei einfach zu-
sammenhingende Teilflichen zerschneiden, auf jede die Formel (26)
anwenden und addieren. So ergibt sich

27 JS @vun,)dudv=o0.
Andrerseits ist fiir jede der beiden Teilflichen
(28) JI@oanduav=[f@r.s) @8 —py)dudy.

Wihlen wir den Ursprung im Innern von (g) und die Parameter u, v
in beiden Teilflichen so, daBl (xx,t,) > 0 wird, so ist in (28) rechts
wegen (22) der Integrand = 0 und das Integral, welches nach (27)
verschwinden muB, kann nach (24) nur so zu Null werden, daB
a=f=9=0 einzeln verschwinden. Dann ist aber nach (17)
v, =1, =0, also y(¢) nur von ¢ abhiingig. Die Integration von (15)
liefert

(29) 5= 25— )+ 90 X 5,05 0).

Das bedeutet, dal3 die Eifliche als starrer Korper bewegt wird. Denn,
haben wir zwei Punkte

I =T (%, 095 ), Lo =T (4, Vp; £),



202 Fragen der Flachentheorie im GroBen.

so bleibt ihre rdumliche Entfernung erhalten:

(30) 0(ta—5)’=2Ge— 31, L — L) =2(Y, La— 1Ty, Lo — 1)4t=0.
Damit ist der Nachweis beendet.

H. WEYL hat allgemeiner bewiesen, daBl zwei lingentreu aufein-
ander abgebildete Eiflichen entweder kongruent oder symmetrisch
sein miissen. Ja noch mehr! Er hat zu zeigen versucht: Zu einem
vorgegebenen Bogenelement positiver Kriimmung gibt es stets eine und im
wesentlichen nur eine Eifliche. Indessen sind H. WEYLS Beweise sehr
verwickelt und nicht zu Ende gefiihrt!.

§ 94. MINKOWSKIs Stiitzfunktion.

Fiir das Folgende ist es zweckmiBig, einige auch sonst verwendbare
Formeln der Flichentheorie herzuleiten, die auf H. MINKOWSKI zu-
riickgehen. Denken wir uns eine krumme Fliche dadurch dargestellt,
daB die Entfernung p der Tangentenebene vom Ursprung in ihrer Ab-
hingigkeit vom Einheitsvektor der Flichennormalen & vorgeschrieben
ist:

j’ = p(flr 52: 53)
Wir setzen
ré;=o;,, v>0,
o2 4 o2 + o2 % %2 S
Ve (g CErEr-drCET e =)
= P (o, oy, %),

und haben, wenn die Vorzeichen positiv genommen werden, in P eine
von erstem Grad ,,positiv homogene' Funktion der « vor uns:
Puoy, poy, pog) = uP (g, ap, a3); p>0.
Dieses P ist MINKOWSKIS ,,Stitzfunktion'.
Wegen der Homogeneitit von P ist nach EULER

(1) ay Py + oy Py + a3 Py =P,
wo
apP

bedeutet. Die Gleichung der Tangentenebene an unsre Fliche ist
O(lxl + 0(2962 + 0(3x3 = P.

1 H. WevL: Uber die Bestimmung einer geschlossenen, konvexen Fliche
durch ihr Linienelement. Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft
in Ziirich Bd. 61, S. 40—72. 1915. Ein neuer Beweis fiir einen Teil von WEvYLs
Behauptungen findet sich bei St. CoHN-VosseEN: Gott. Nachr. 1927. Herr ConN-
VosseN hat kiirzlich auch gezeigt, dafl es unstarre geschlossene Drehflachen gibt.
Math. Ann. Bd. 102, S. 10—29. 1929.
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Wir konnen uns darin fiic den Augenblick «, festgehalten denken und
finden dann durch partielle Ableitung, z. B. nach o; bei festen x fiir
den Beriihrungspunkt mit der umbhiillten Fliche

% =P,

Aus Symmetriegriinden miissen daher die Beziehungen gelten:
(32) %= Py (o, oy, ag) .
Dabei ist es unwesentlich, dafl die o homogene Verinderliche, also
nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Denn die P;
sind als Ableitungen einer im ersten Grad homogenen Funktion im
nullten Grad homogen:

Pi(poy, poy, pag) = Py (o, o, a3); p>0.

Wir wollen nun die Halbmesser R;, R, der Hauptkriimmungen unsrer
Fliche aus der Stiitzfunktion ermitteln. Nach OLINDE RODRIGUES
[§ 46 (52)] gilt fir die Fortschreitung auf einer Kriimmungslinie

dx;+ Rd&, =0
oder nach (32)

(33) %‘Pikd'fk_l_RdEi:O'

Darin ist, ausfithrlich geschrieben,

_ 0P (&, &, &3)
Pa=""%eae
Da die d&; nicht alle Null sind, mul3 die Determinante des Gleichungs-~
systems (33) verschwinden:

Py + R Py, Py
(34) Py, Py, + R Py, =0.
Py Py, Py + R

Diese scheinbar kubische Gleichung fiir R 148t sich leicht auf eine
quadratische zuriickfilhren. Aus (31) folgt nimlich durch Ableitung
nach «;:

2P o =0.
Somit verschwindet die Determinante der P;,. Die Gleichung (34)
hat also, wenn man R weghebt, die Gestalt

R? + (Pyy + Py + Py) R + (%) = 0.
Daraus folgt das gesuchte Ergebnis

(35) —(R1+R2):P11+P22+P33:

wobei rechts die normierten Veridnderlichen &; einzusetzen sindl.

1 Vgl. dazu die Angaben von Aufgabe 13 des § 60.
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-

§ 95. Ein Satz von CHRISTOFFEL iiber geschlossene Flichen.

Als Anwendung der Formel (35) fir R; + R, soll jetzt folgender
von E.B. CHRISTOFFEL 1865 gefundener Satz! bewiesen werden:

Betrachten wir eine geschlossene Fliche §, die sich durch (passend
gerichtete) parallele Normalen erneindeutig auf die Einheitskugel abbilden
laft. Durch die Angabe von R, + R, als stetige und etwa analytische
Funktion auf dem sphirvischen Bilde ist die Fliche § bis auf Pavallel-
verschicbungen eindeutig bestimmi.

Zum Beweise wollen wir die Funktion (R, + R,) auf der Einheits-
kugel nach sogenannten , Kugelfunktionen** entwickeln. Das heifit, wir
setzen

(36) R1+ R2=§Uk(§1,§2,§3),

wobei U, eine Form vom Grad % in den « ist, die der Differentialgleichung
von LAPLACE geniigt:

< 02 02 02

(37) + aa,_ + da1>Uk(a1’a2713) 0.

CZ2

Die Moglichkeit und Eindeutigkeit dieser Entwicklung setzen wir als
bekannt voraus®. Entsprechend soll die Stiitzfunktion P von @ nach
Kugelfunktionen entwickelt werden:

P:?Vk(fl,fz,éa)-

Wir wollen nun P zu einer in den o«; homogenen Funktion ersten
Grades machen. Dazu brauchen wir nur zu setzen

[ee]
_ S’ “1’“2’“3)
_4—/ yk—1 ’

= Voc‘i + ol —}—o;‘g;
Auf die normierte Funktion kénnen wir die Formel (35) anwenden.
Es ist

2\ Ve 1 OVk Ve 0 1
(59) < - é&?)?‘:*—r"* Oui +22 da; Oa; r" 1
?

+ VkZW'yT:f'
D

1 E. B. CHRISTOFFEL: Uber die Bestimmung der Gestalt einer krummen
Flache durch lokale Messungen auf derselben. Werke I, S. 162—177. Leipzig und
Berlin 1910. Vgl. auch A. HurwiTz: Sur quelques applications géometriques des
séries de Fourier. Ann. de I’Ecole Normale (3) Bd. 19, S. 357—408. 1902.

2 Vgl. etwa E. HeiNe: Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., Leipzig 1881.

(38)
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Das erste Glied rechts fallt weg, da V; ebenso wie U, der Differential-
gleichung von LAPLACE (37) geniigt. Andrerseits ist

J 1 o
Gog et — =D oEr

(40)

und somit wegen der Homogeneitit von ¥,
v, & 1 k(k—1

~/ do; do; 1 rk+1
¢

V..

Ferner hat man durch nochmalige Ableitung von (40)

592 1 1 o  K—3k42
g = — 3k —1) oy +2 =1 per S
¢ ) ?
Somit nimmt die Formel (39) die Gestalt an
2\ (k2 Lk —2) (k—1)(k+2
(41) (Z@E)%=—_ﬂ;1—n=——;£l Ly,
1; )

Aus (38) ergibt sich also, wenn gliedweise Ableitung zulissig ist, nach
(85) fir r =1
Ry + R, =23 (k—1)(k+2) Vi (1, &, &)

0

Wegen der Eindeutigkeit der Reihenentwicklung muf§ die letzte Reihe
mit der unter (36) Glied fiir Glied iibereinstimmen. Es ist also
1

(F—1)(k +2)
In der Entwicklung von (42) verschwindet der Koeffizient V,. Also
ist Vy = ¢, & + ¢, &, + c3&; beliebig, was damit zusammenhingt, daB
der Ursprung willkiirlich wihlbar ist. In der Reihenentwicklung von
R, + R, muB} dann das lineare Glied U, fehlen, was wegen der ,,Ortho-
gonalititseigenschaft’ der Kugelfunktionen! bedeutet, da

(43) SR+ R)&do =0

sein muB. Darin bedeutet dw das Flichenelement der Kugel. Die Inte-
gration ist iiber die ganze Kugelfliche zu erstrecken. Im iibrigen darf
die Funktion R, 4 R, auf der Kugel beliebig vorgeschrieben werden.
Die dazugehérige Stiitzfunktion P ist aus (42) (bis auf beliebiges V)
eindeutig bestimmt. '

Es soll noch schnell gezeigt werden, daB die Integralgleichungen
(43) tatsichlich fiir jede geschlossene Fliche gelten. Es seien dg,, do,
die Bogenelemente des sphirischen Bildes, die den Bogenelementen
ds,, ds, der Kriimmungslinien entsprechen. Dann gilt fiir das Ober-
flichenelement

(4:2) Vk: Uk; k:O,2,3,4:...-

do=ds,-ds, = (R,da,) - (Ryda,)

1(V,Vido = 0 fiir i & k.
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und fiir das Flachenelement der Parallelfliche im Abstand #%:
(44) do,= (R, +h)do,-(Ry+ h)doy=do + h(R,+ Ry))dw + Mdw.
Nun ist offenbar identisch in 4

ffidohz 0.

d. h. die Projektion unsrer geschlossenen Fliche auf eine Ebene hat
den Gesamtflicheninhalt Null. Setzt man fiir do, aus (44) den Wert
ein, so ergibt sich die Richtigkeit unsrer Behauptung:

I(R1+R2)fidw20-

Von Konvergenzschwierigkeiten ist hier abgesehen worden. Sie
werden von vornherein vermieden, wenn wir die betrachteten Funk-
tionen als reguldr und analytisch auf der Fliche voraussetzen.

§ 96. Ein Satz von HILBERT iiber Flichen festen
negativen Kriimmungsmal@es.

Ahnlich, wie wir in §91 Formeln fiir Flichen mit K =1 ab-
geleitet haben, wollen wir jetzt Formeln fiir K = — 1 berechnen.
Wir setzen, indem wir wieder die Kriimmungslinien als Parameterlinien
wihlen,

R, =tgo, R,= —ctgo.
Es gelten wieder die Gleichungen (5), (6) des §91 und man hat
r=ctgoe, r=—tgo,
‘2" = 20,ctgo,
(é" = — 20,tgo.

Die letzten Gleichungen geben integriert
E = U (u)sin®o,
G =V (v) cos?o.

Durch geeignete Wahl der Parameterskalen auf den Kriimmungslinien
kann man

U=V =1
machen, so dall man hat:
VE =sing, VG = coso
und daraus nach §91 (2)

L = 4 sinocosg, N = —sinocosa.
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Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien hat somit die Form
(45) (@du + dv) (@du —dv) =0.
Fithren wir also durch die Formeln

”:P‘—QJ v:p+q

neue Parameter $, ¢ ein, so sind die neuen Parameterlinien p, ¢ = konst.
oder # + v = konst. die Asymptotenlinien der Fliche. Das Bogen-
element hat die Form

(46) ds? = du?sin?c + dv?costoc = dp? 4 2dpdqcos20 + dg?.

Hieraus ergibt sich nebenbei, dal bei einem Viereck aus Asymptoten-
linien die Gegenseiten gleich lang sind. Solche Kurvennetze (mit
E =G =1) auf beliebigen Flichen hat der russische Mathematiker
P. L. TsCHEBYSCHEFF 1878 untersucht! ?. Spannt man ein Fischnetz
iber eine krumme Fliche, so bildet es eine solche Figur.

Wendet man auf das Bogenelement in p, ¢ die Formel von Gavsz
(§ 58) an, so findet man fiir den Winkel 2 ¢ = @ der Asymptotenlinien
die Differentialgleichung

2w

(47) 959q

=sinw.
Hieraus kann man z. B. fiir die Oberfliche

F = ffsinwdpdq

einfache Folgerungen herleiten. Fiir ein Viereck aus Asymptotenlinien
P <P < p,, g1 <g < g, erhilt man

F=ow(p1, ¢1) — o}, ) + o (P, 92) — @ (D2, 41)

1 P. L. TscHEBYSCHEFF: Sur la coupe des vétements. (Euvres II, S.708. —
A. Voss: Uber ein neues Prinzip der Abbildung krummer Oberflichen. Math. Ann.
Bd. 19, S.1-—26. 1882. Vgl. auch die Arbeit von L. BiIEBERBACH: Sitzungsber.
Berliner Akad. 1926, S. 294-—321.

2 Vgl. auch das Lehrbuch von L. BiancHi: Lezioni di geometria differenziale.
3. Aufl,, I, S.153—162. 1920. Dieses Lehrbuch, das auch in einer verkiirzten
deutschen Ubersetzung erschienen ist, ist eines der bedeutendsten neueren Werke
iiber Differentialgeometrie. Luict BiaNcu1 war durch lange Jahre Professor der
Mathematik an der Universitit und als Nachfolger DiNis Direktor der Scuola
normale in Pisa (geb. in Parma 1856, gest. 1928). Er hat die Differentialgeo-
metrie um eine Fiille schonster Ergebnisse bereichert, in Italien eine ausgedehnte
mathematische Lehrtitigkeit entfaltet und Anregung zu einer groBen Zahl wissen-
schaftlicher Arbeiten gegeben. Er hat Lehrbiicher iiber sehr verschiedene mathe-
matische Gebiete verfaBt. Dieser unermiidliche Gelehrte war gegen seine Mit-
menschen und insbesondere gegen seine Schiiler, zu denen sich auch der Ver-
fasser zihlen darf, von solcher hilfsbereiten Liebenswiirdigkeit und trotz schwerer
Lebensbedingungen von so heiterer Lebensart, daB er wohl kaum einen Feind
hinterlassen hat. Vgl. die Nachrufe von G. FuBini: Bolletino Unione Mat. Italiana
Bd. 7, 1928 und Annali di Mat. (4) Bd. 6, S.45—83. 1928/29.
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oder, wenn man die Innenwinkel mit ¢, bezeichnet (Fig. 21):
(48) F=o+ayto,+o,—27 O0<a<m,

eine Formel, die 1878 von J. N.Hazzipakis angegeben worden istl.

Die bekannten Flichen mit K= —1, wie
die von MINDING gefundenen Schraubenflichen
sind alle mit singuliren Linien behaftet.
D. HiLBERT hat deshalb die Frage aufgeworfen,
ob es auch unberandete und im Endlichen {iber-
all reguldre, analytische Flichen mit K= —1
gibt. Er hat gezeigt, daB dies nicht der Fall ist.

Gibe es eine solche Fliche, so wiren ihre
Asymptotenlinien im Endlichen durchweg re-
guldre, analytische Kurven, von denen durch
jeden Flichenpunkt zwei mit verschiedenen
Tangenten hindurchliefen, so daB3 wir den Win-
kel @ auf die Werte 0 << w <7 beschrinken
kénnten. Deuten wir die Parameter p, ¢ gleichzeitig als rechtwinklige
Koordinaten in einer Ebene, so entspricht jedem Punkt der Ebene
sicher ein einziger Flichenpunkt. Die Fliche ist ein eindeutiges Ab-
bild der Ebene. In umgekehrter Richtung braucht die Abbildung von
vornherein nicht eindeutig zu sein, da es geschlossene Asymptotenlinien
geben konnte. Da nach (47) w lings keiner Asymptotenlinie fest bleibt,
konnten wir den Ursprung der p, ¢ auf der Fliche und die positive
p-Richtung so wihlen, daBl o (p,0) fir 0 = p = p, wiachst. Dann
hitten wir

pq
49) w(p,9)— (0,9 =, 00—, 0 +6f6fsinw-dpdq.

Fig. 21.

Hieraus folgt: @ wichst auf jeder Strecke
g = konst. > 0, 0 <p < p, mindestens ebenso
stark wie auf der Strecke ¢ =0, 0 <p <9,
(da das Doppelintegral positiv ist).

Betrachten wir dann (Fig. 22) das Viereck
0<p<p <py 0<g<gq, und setzen wir
o (py,0) — @ (p;,0) =&. Dann gibt es in
diesem Viereck fiir geniigend groBes ¢, sicher
eine Stelle, an der

&
w=7n—"7y
2

ist. Bliebe niamlich stets @ <7 — (¢:2), so wiirde in (49) das Inte-
gral fiir geniigend groBes ¢ beliebig grof werden, da etwa fiir

1 J.N. Hazzipakis: Uber einige Eigenschaften der Flichen mit konstantem
KriimmungsmaB. Crelles J. Bd. 88, S. 68—73. 1880.
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P12 <P < py stets

(50) w(%,o)—<u(0,0)<w(p,q)<n—;

ist. Also bliebe sin w iiber einer positiven Schranke. Dann koénnte man
aber w (p, g) beliebig vergréBern entgegen der Annahme w < w. Es sei
nun pg, gy eine Stelle (0 < py < py), wWo

&

w(i’o:?o):ﬂ—?Z
ist. Nach (49) wire
D3 G
(31)  w (py, go) — @ (Do, o) = @ (P3, 0) — w (Py, 0) +pf6f sinw-dp-dg
>w(p2»0)""w(?1, 0)28
und daher \
© (P2, 9o) > 7 + 3¢

Somit iiberschritte der Winkel w den Wert = auf der Strecke p, < << p,,
g = q, entgegen der Voraussetzung. Dieser einfache Unméglichkeits-
beweis stammt von ERIK HOLMGREN 19021

Schliefllich sei noch kurz auf den Gedanken des urspriinglichen
von HILBERT stammenden Beweises hingewiesen. Aus der Tatsache,
daB die Asymptotenlinien ein TSCHEBYSCHEFF-Netz bilden, schlieBt
HiLBERT, dall es keine geschlossenen Asymptotenlinien geben kann.
Deshalb wire jede Fliche der gewiinschten Art eineindeutiges Abbild
der p g-Ebene. Aus der Formel (48) von Hazzipakis fiir die Fliche
eines Vierecks aus Asymptotenlinien konnte man entnehmen, dalB jede
solche Fliche < 27 sein muB, daB3 daher die Gesamtfliche < 2 7 sein
wiirde. Hingegen kann man aus der Abbildung auf die Halbebene von
Poincare (§74) leicht sehen, daBl die Gesamtflache

dxd
fj y?yf =

y>0
unendlich ist. Somit fithrt die Annahme des Vorhandenseins einer
singularititenfreien und unberandeten Fliche mit K = — 1 auch auf

diesem Wege zu einem Widerspruch.

§ 97. Bemerkungen iiber geschlossene geoditische Linien
auf einer Eifliche nach H. POINCARE.

Ausgehend von astronomischen Fragestellungen iiber das ,,Drei-
korperproblem’ hat POINCARE die geschlossenen geoditischen Linien

1 E. HoLMGREN: Comptes Rendus Bd. 134, S.740—743. 1902. Eine Kritik
des HoLMGRENSschen Beweises findet sich bei L. BIEBERBACH, Acta Math. Bd. 48.
1926: ,,Hilberts Satz iiber Flichen konstanter Kriimmung''. In dieser Arbeit ist
der Nachweis dafiir erbracht, daB je zwei Asymptotenlinien verschiedener Scharen
auf unsrer Fliche sich schneiden.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 14
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auf einer Eifliche untersucht®. Man kann sich leicht veranschaulichen,
daB es auf jeder Eifliche mindestens eine solche geschlossene geoditische
Linie geben muB.

Wendet man namlich zunichst auf eine derartige Linie, deren Vor-
handensein noch fraglich ist, die Integralformel von BoNNET (§ 76 (77))

an, so ergibt sich
8 deo =2m,

d. h. das von unsrer Kurve umschlossene Flichenstiick hat die Gesamt-
krimmung 27z. Bilden wir unsere Eifliche etwa durch parallele
duBere Normalen auf die Einheitskugel ab, so kénnen wir feststellen:
Das sphirische Abbild einer geschlossenen geoditischen Linie hilftet die
Oberfliche der Einheitskugel.

Deshalb liegt es nahe, umgekehrt von allen auf unsrer Eifliche
liegenden geschlossenen Linien auszugehen, deren sphirisches Abbild
die Kugel hilftet, und unter diesen die kiirzeste aufzusuchen. Es wird
behauptet, daB diese kiirzeste eine geoddtische Linie ist. Gehen wir
von einer geschlossenen Kurve auf unsrer Eifliche zu einer benach-
barten iiber dadurch, daB wir senkrecht zur Kurve die Strecke d# ab-
tragen, so dndert sich der Umfang L nach der Formel § 69 (8)

= #ﬂds

Die Anderung der Gesamtkriimmung des umschlossenen Oberflichen-
teils der Eifliche ist (vgl. §72 (35))

0RQ=—¢K-on-ds.
Soll nun die Ausgangskurve bei gegebenem £2 = 2z den Kleinstwert
des Umfangs ergeben, so muB aus 42 =0 folgen 6L = 0. Daraus
schlieBt man wie in §28:

(52) i — 7K, A= konst.
Nun ist nach BONNET

—dei +Q =27,
also ’
(53) ————léKd3~O

Da aber auf der Eifliche das KriimmungsmaB K > 0 ist, folgt 2 =0
und 1: g, = 0. D. h. unsre Kurve ist in der Tat geodétisch.

Das Vorhandensein einer Lésung des Variationsproblems 2 =2x
L = Minimum ist aber recht einleuchtend und kann auch nach Me-

1 H, PoincarE: Sur les lignes géodésiques des surfaces convexes. Am. Trans-
actions Bd. 6, S.237-—-274. 1905.
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thoden bewiesen werden, die im Anschlufl an HiLBERTS Untersuchungen
iiber das sogenannte Prinzip von DIRICHLET ausgebildet worden sindl.
PoiNcARE hat durch ein physikalisches Gedankenexperiment deutlich
zu machen gesucht, daBl die ldsende geschlossene geoddtische Linie
keine mehrfachen Punkte besitzt.

Das Vorhandensein einer geschlossenen geoddtischen Linie kdnnte
man sich vielleicht noch anschaulicher auch auf folgendem Wege klar-
machen. Wir denken uns die Eifliche als Oberflache eines starren Kor-
pers und denken uns einen geschlossenen, nicht dehnbaren aber bieg-
samen Faden, der so lang ist, da man den Korper bei geeigneter
Stellung durch den Faden hindurchschieben kann. LaBt man nun den
Faden kiirzer werden, so gibt es eine Grenzlinge, bei der der Korper
bei geschickter Lage des Korpers und des Fadens eben noch hindurch-
schliipfen kann. Im Augenblick des Hindurchtritts muB dann der Faden
auf dem ganzen Korper aufliegen, da er sonst noch kiirzer gemacht
werden konnte. Aus demselben Grunde muB bei dieser Lage der Faden
eine geschlossene geoditische Linie des Kérpers bilden.

Dies Problem ist nicht zu verwechseln mit dem, um eine Eifliche
den Zylinder vom kleinsten Umfang zu beschreiben, denn die Tangenten-
ebenen lidngs der geschlossenen geoditischen Linie brauchen keinen
Zylinder zu bilden.

Nachdem auf diese Weise das Vorhandensein eimer geschlossenen
geoddtischen Linie auf jeder Eifliche veranschaulicht ist, soll nach
einer Mitteilung von G. HERGLOTZ gezeigt werden, daf es ihrer min-
destens drer geben muf, die keinen Doppelpunkt haben.

Zu diesem Zweck ordnen wir zunichst jeder geschlossenen Kurve
einen Vektor v zu nach der Formel:

(54) p=¢§r><dg,

wo das Integral rings um die Kurve zu erstrecken ist%. Wir nehmen
nun zu unserem Variationsproblem (auf der gegebenen FEifliche eine
geschlossene Kurve mit £ =27z und L = Min. zu finden) noch die
Bedingung hinzu, daB der Vektor v der Kurve zu einer Geraden &
durch p parallel sein soll. Auf & tragen wir von p aus nach beiden
Seiten hin den Kleinstwert von L ab. Dreht man & um p, so be-
schreiben die Endpunkte dieser Strecken, wie man zeigen kann, eine
stetige Fliche §, die offenbar p zum Mittelpunkt hat und nicht durch o
hindurchgeht3. Dem Punktepaar von §, das am nichsten von p liegt,

1 Man vgl. etwa O.BorLza: Vorlesungen iiber Variationsrechnung, Kap. IX,
S. 419—433. Leipzig und Berlin 1909. Vgl. im folgenden § 101.

2 Man kann iibrigens leicht sehen, daB © von der Wahl des Koordinaten-
ursprungs nicht abhéngt.

3 Es gibt stets geschlossene doppelpunktfreie Kurven auf unsrer -Eifliche,
fiir die der Vektor » = 0 ist. Die Kugel um o, die den Umfang einer solchen Kurve
zum Halbmesser hat, liegt innerhalb von .

14*
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entspricht auf der Eiflache die frither betrachtete geschlossene geodi-
tische Linie. Da es bei allen diesen Fragen aber nur auf erste Ab-
leitungen ankommt, so leuchtet ein: Jedem zu o symmetrischen Punkte-
paar auf §§, dessen Entfernung von o einen stationdren Wert hat, ent-
spricht auf der Fliche eine geschlossene geoditische Linie. Wir haben
also nur mehr festzustellen, wie viele zu o symmetrische Punktepaare
extremer Entfernung von o auf unserer Fliche % vorhanden
sind, die p zum Mittelpunkt haben. Zunichst gibt es das Paar p, g
weitester Entfernung und das Paar geringster Entfernung. Verbindet
man auf § die Punkte p und q derart, daBl man sich auf diesem Wege
von p moglichst fernhilt, so entspricht dem o zunichst gelegenen Punkt
des Weges ein Sattelwert der Entfernung. Somit gibt es mindestens
drei Punktepaare ,extremer” Entfernung, oder besser ,,stationirer
Entfernung von o auf §, Punktepaare, in denen die Tangentenebenen
senkrecht auf der Verbindungsstrecke des Paares stehen.

Damit wire, wenn man diesen Beweisansatz ausgestaltetel, gezeigt:
Jede Eifliche besitzt mindestens drei geschlossene geoddtische Linien.

Weitgehende mechanische Untersuchungen, die mit der Frage der
geschlossenen geoditischen Linien zusammenhingen, sind von dem
Amerikaner G.D. BIRKHOFF angestellt worden?.

§ 98. ERDMANNs Eckbedingung.

O. BoNNET hat 1835 gezeigt, daBl zwischen der Kriimmung und
der Gesamterstreckung einer Eifliche der Zusammenhang besteht: Ist
das Kriimmungsmafi K auf einer Eifliche durchweg = 1: A2, so ist
die Ewntfernung irgend zweier Flichenpunkte stets < m A. Wir gehen
darauf aus, den besonders geistvollen Beweis dieses Satzes, dessen
Gedanke ebenfalls von BONNET stammt, vorzufithren. Wir beginnen
damit, eine auch an und fiir sich anziehende Hilfsbetrachtung aus der
Variationsrechnung einzuschalten.

Nehmen wir eine Variationsaufgabe einfachster Art. Es sollen zwei
Punkte %,, y;; %,, ¥, durch eine Kurve y = y (%) so verbunden werden,

daB das Integral

(55) J=[1w )iz,

lings dieser Kurve erstreckt, einen extremen Wert bekommt. Dabei
wollen wir untersuchen, ob es méglich ist, daB die losende Kurve

1 Es wire dabei z. B. die Differenzierbarkeit der Fliche §§ nachzuweisen.

2 G. D. BirkHOFF: Dynamical systems with two degrees of freedom. Am.
Transactions Bd. 18, S. 199—300. 1917. Neue Ergebnisse iiber geoditische Linien
auf Eiflichen bei A. SpEISER: Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft
in Ziirich Bd. 56, S.28-33. 1921.
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y = y (x) an einer Stelle x3, y; einen Knick haben kann. Wir setzen

dann

(x, — 0) = *¢',
(56) y’(s ) y*
y (%3 + 0) =y *.

und es gilt jetzt:
Y —0) =y +0), *y'+y*.
Gehen wir zu einer Nachbarkurve {iber
y (x) +en (%),

mit % (%) = 7 (¥,) = 0, so wird, unter der vereinfachenden Annahme,
dal der Knickpunkt auf der Geraden x = x5 fortriickt,

o=l yten y+en)dit [fw y+en y+en)ds.

Daraus folgt durch Ableitung:
I'O) = Jian + by dx+ Jiyn+ fyn) dx

und durch Integration nach Teilen:

X3

wnfwm=f0f1£nvwx+f0 Jnde oy (= 19)

1

Darin bedeutet %, den Wert, den 7 an der Stelle x; annimmt und

*y =Ty (%3, Y3, *Y) .
Wegen der Freiheit in der Wahl von # ist fiir J'(0) = 0 notwendig

(58) fo— oty =0,

daB also die beiden Teile der Kurve y = y (x) der Differentialgleichung
(58) von EULER und LAGRANGE geniigen. Dazu kommt noch die fol-
gende Eckbedingung ERDMANNS:

(59) ¥y = fy*" .

Obwohl spiter kein Gebrauch davon gemacht wird, sei in Kiirze
angegeben, wie man die zweite Eckbedingung ERDMANNs aufstellt.
Deuten wir das ,,Grundintegral”“ J unseres Variationsproblems als Zeit,
die ein Punkt braucht, um die Bahn y(x) zu durchlaufen, und tragen
wir dann die zu einem festen Punkt x,, y, und einer verinderlichen
Richtung y’ gehérigen Geschwindigkeitsvektoren

/

1 dy y

f_ﬁ Fro T T
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vom Punkt x5, y; aus ab, so erfiilllen die Endpunkte dieser Vektoren
die sogenannte Eichkurve oder Indikatrix des Punktes x;, y,. Fir die
Richtung der Eichkurve erhilt man

an _ny _ ¥ fy —f
(60) ETEH T gy

und fiir ihre Tangente die Gleichung
y_yih—t (5 _ 1>

T=F= 7
Daraus folgt fiir den Schnittpunkt mit & =0
1

Die erste Bedingung (59) ERDMANNS sagt also aus, daB die zu den
Richtungen *y" und y'* gehérigen Punkte der Eichkurve Tangenten
besitzen, die die Gerade & = 0 im gleichen Punkt treffen. Da aber die
Eckbedingung und die Eichkurve von der Achsenwahl unabhingig
sind, miissen die Tangenten zu-
sammenfallen (Fig.23). Dasgibt nach
(59) und (60) die zweite ERDMANN-
Bedingung
(62) *(f—y'1y) = —y Iy)*
Die beiden Eckbedingungen
*fy = 1%

*E=9"ty) = —y f)*
hat G. ERDMANN 18751 und etwa
zur selben Zeit K. WEIERSTRASZ in
seinen Vorlesungen iiber Variations-
rechnung angegeben. Die geometrische Deutung der Eckbedingung
stammt von C. CARATHEODORY?. Die beiden Richtungen *y" und y'* an
der Eichkurve des Knickpunkts miissen zu den Beriihrungspunkten
einer Doppeltangente hinzielen (Fig. 23).

Fig. 23.

§ 99. Die Bedingung von JACOBL

Wenn ein GroBkreisbogen auf einer Kugel zu einem seiner Punkte
auch den diametral gegeniiberliegenden innerhalb des Bogens enthilt,
so gibt dieser GroBkreisbogen sicher nicht die kiirzeste Verbindung
seiner Eckpunkte. Es handelt sich darum, diese einfache Bemerkung

1 G. ErpmanN: Uber unstetige Losungen in der Variationsrechnung. Crelles J.
Bd. 82, S.21--30. 1877.

2 C. CArRATHEODORY: Uber die diskontinuierlichen Lsungen in der Variations-
rechnung. Diss. Goéttingen 1904, vgl. den Schlufl S. 71.
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auf eine beliebige geoditische Linie einer beliebigen Fliche zu {iber=
tragen.

Wir nehmen auf dem zu untersuchenden geoditischen Bogen den
Anfangspunkt a zum Ursprung eines Systems geoditischer Polarkoor-
dinaten (§70)

ds? =dr2 4 Gdg?,

dann geniigt, auf dem geoditischen Kreis » = konst. gemessen, die

Entfernung
on=1Gdg

zur unendlich benachbarten geoditischen Linie durch a der Differential-
gleichung (§ 71 (26)) oder
(63) Lo+ K()-bn=0,
wo K (r) das KriimmungsmaB der Fliche auf unsrer geoditischen Linie
ist. Die Verallgemeinerung des zu a diametral gegeniiberliegenden
Punktes wird der zu a ,,konjugierte’ Punkt o' auf unsrem geoditischen
Bogen genannt. Der ist so erklirt: Man ermittelt die bis auf einen
konstanten Faktor bestimmte Losung é# der ,,Jacosischen Differen-
tialgleichung® (63), die in a verschwindet. Die auf a folgende Nullstelle
dieser Losung % gibt den konjugierten Punkt q’. Wir werden erwarten
konnen: Liegt o' vor b, so ergibt unmser geoddtischer Bogen ab keinen
kiivzesten Weg zwischen seinen Endpunkien.

Zum Nachweis nehmen wir unsre geoditische Linie als Kurve
v = 0 eines rechtwinkligen Netzes von Parameterlinien, wihrend wir
als Kurven # = konst. die die Kurve v = 0 senkrecht schneidenden
geoditischen Linien wihlen (vgl. § 69). Dann bekommen wir das Gausz-
sche Bogenelement

as?2 = A2du? 4 dv?
mit
Am,00=1, A, (»,0)=0.
Fir die Bogenlinge der variierten Kurve
v=120(u) =¢cv(u)

erhalten wir, wenn wir nach Potenzen von e entwickeln,
S(e)=[ 142+ v2du
= [ V1024, (w, 0+ v + - du
=[adu+i[{v24,, @, 0+v2dus-..
Setzen wir, wie iiblich

S(e)=S(0)+ 085S +182S + -,
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so ergibt sich also neben dem selbstverstindlichen S = 0 fir die
,.zweite Variation' der Bogenlinge der Ausdruck

(64) 2SS = [{v2d,, +v2)du.

Nach §71(26) hat das Kriimmungsmafl lings unsrer geoditischen
Linie v =0 den Wert

65) K@) =—4,,

Schreiben wir statt # noch s (Bogenlinge auf v = 0), so haben wir
fiir die zweite Variation die endgiiltige Formel

(66) #2S= [{v2—K(s)-02)dst.

Soll die Ausgangskurve v = 0 einen kiirzesten Weg zwischen ihren
Endpunkten ergeben, so muB neben S’ (0) = 0 noch die bekannte Be-
dingung S”(0) = 0 oder

2S=0

gelten fiir jedes v, das in den Randpunkten verschwindet. Falls das
KriimmungsmaBl K durchweg <0 ist, ist diese Bedingung sicher er-
fiillt. Wir wollen im folgenden den entgegengesetzten Fall K > 0 be-
handeln. Um auch dann iiber das Vorzeichen von 6%2S ins klare zu
kommen, benutzen wir einen hiibschen, von G. A. BL1SS stammenden
Gedanken?2. Soll 625 = 0 sein fiir alle v, so muB die Kurve v = 0 ein
Minimum des Integrals

828 = [{v'2—K (s)v2}ds

ergeben. Dieses Integral 1iBt sich als Sonderfall des Grundintegrals
fiir das in § 98 behandelte Variationsproblem betrachten. Wir kénnen
also die dort entwickelte Theorie hier anwenden. Die Differential-
gleichung von EULER und LAGRANGE (58) nimmt hier die Gestalt an
(67) v+ K-v=0,
fallt also mit der Differentialgleichung Jacosis (63) zusammen. Be-
stimmen wir von dieser Differentialgleichung die im Anfangspunkt a
unseres geoditischen Bogens verschwindende (aber nicht identisch ver-
schwindende) Losung. Ihre in der Richtung der wachsenden s nachste
Nullstelle auf v = 0 falle nach a’ vor den Endpunkt b des geoddtischen
Bogens. Dann konstruieren wir eine Funktion v (s), die zwischen a
und o’ mit der eben aufgestellten zusammenfillt, und die von a’ an
identisch Null ist. Wir haben dann
(68) fr’2 Kuv? ds——fva”—}—Kvlds—O

E Fu;;): konst. bekommt man hieraus die Formel § 90, Aufg. 1.

2 G. A. Briss: Jacobis condition ..., Am. Transactions Bd. 17, S. 195 bis
206. 1916.
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Da wir die Kurve in beliebiger Ndhe von v =0 (Fig.24) wihlen
kénnen (¢ beliebig klein), so miiite, da fiir v (s) die Bedingung 625 =0
erfiillt ist, die Kurve ebenfalls ein Minimum von 62S ergeben, wenn
62S stets = 0 sein soll. Also miiite v (s)

eine geknickte Extremale des Variations- AV

problems (62S = Extrem) sein. Wenden

wir auf den Knick an der Stelle o’ die

Eckbedingungen ERDMANNS an, so ergibt 0 O
: gung g @ b S
die erste .
%y — ¥ — Fig. 24.

Das ist aber unmoglich, da eine nicht triviale Lésung der JacoBischen
Gleichung v’ + Kv =0 nicht gleichzeitig mit ihrer Ableitung ver-
schwinden kann.

Damit ist die Notwendigkeit von JacoBis Bedingung erwiesen:
Soll ein geoditischer Kurvenbogen ab die kiirzeste Verbindung seiner
Endpunkte evgeben, so darf der zu o konjugierte Punkt o' nicht in den
Bogen hineinfallen (o' =0).

Natiirlich ist hierin auch die Méglichkeit enthalten, daB es gar
keinen zu a konjugierten Punkt a’ gibt, wie bei Flichen mit K < 0.

Noch eine Bemerkung! Aus dem vorigen ergibt sich, daf man fiir
a’ < b stets in beliebiger Ndhe von v = 0 eine Verbindung zwischen «
und b mit einem Knick herstellen kann, fiir die 625 < 0 wird. Dann
kann man aber immer die Ecke so abrunden, daB sich der Integral-
wert 625 so wenig 4dndert, dafl auch fiir die abgerundete Kurve v (s)
noch 6%2S < 0 ausfillt.

Dieser von BLiss stammende Beweis fiir die Notwendigkeit von
JacoBis Bedingung lafit sich ganz entsprechend fiir allgemeinere
Variationsprobleme durchfiihren. Die ersten Beweise fiir die Notwen-
digkeit der Bedingung JacoBis gehen auf K. WEIERSTRASZ, G. ERD-
MANN und H. A. ScHWARz zuriick. Sie benutzen ebenfalls die zweite
Variation!. JacosI hat seine Bedingung 1836 gefunden?.

Es gibt noch ein von G.DaArRBoOUX® stammendes, anschauliches
Verfahren, um die Notwendigkeit der Bedingung JAcoBis einzusehen.
Nur versagt dieses Verfahren in gewissen Ausnahmefillen. Die ersten
zu einem Punkte a einer Fliche konjugierten Punkte erfiillen im all-
gemeinen eine Kurve, die die geoditischen Linien durch a einhiillt.
Es sei nun a, a’ ein Paar konjugierter Punkte. Die Einhiillende habe
in a’ keine Spitze. Dann kann man in der Nidhe von a’ einen Punkt b’
der Einhiillenden so wihlen, daB nach dem Hiillkurvensatz (§78)

1 Vgl. etwa O. Borza: Vorlesungen iiber Variationsrechnung, S. 82—87.
Leipzig 1909. Ein einfacher Beweis fiir die Bedingung Jacobis im Fall der geo-
datischen Linien findet sich bei G. DArRBoOUX: Surfaces III, S.97. 1894.

2 C. G. J. JacoBr: Zur Theorie der Variationsrechnung. Werke 1V, S. 39—55.

3 G. DarBoUX: Surfaces III, S.86—88.



218 Fragen der Flichentheorie im Grofen.

zwischen den Bogen die Beziehung besteht (vgl. Fig. 20, S. 168)

a’-a, = &-\b, + h¢ '.
Nun gibt es zwischen den Punkten %', a’ sicher noch einen kiirzeren
Weg als die Einhiillende, da diese nicht geoditisch ist. Denn durch
jedes Linienelement geht nur eine geoditische Linie. Somit gibt es
von a nach a’ im allgemeinen einen kiirzeren Weg als den vorgegebenen
geoddtischen.

Diese Betrachtung versagt, wenn die Einhiillende in a’ eine a ,,zu-
gewandte’ Spitze hat (vgl. Fig. 29, S.231).

§ 100. Satz von BONNET iiber den Durchmesser einer
Eifliche,

Nach den Vorbereitungen von §98 und §99 sind wir jetzt in der
Lage, den zu Beginn von §98 angekiindigten Satz BONNETS zu be-
weisen, den man auch so fassen kann:

Wenn fiir das KriimmungsmapB in allen Punkten einer Eifliche die
Beschrinkung K = (1: A2) besteht, so gilt fiir ihren Durchmesser D < mA.

Dabei ist unter ,,Durchmesser’ die GréBtentfernung zweier Flichen-
punkte zu verstehen. Zum Beweise greifen wir auf der Eifliche irgend
zwei Punkte a, b heraus und nehmen als bekannt an, daB es einen
allerkiirzesten Weg auf der Fliche zwischen a und b gidbe, und da8
dieser einer geoditischen Linie angehére. Dann liegt (§ 99) sicher
der zu a konjugierte Punkt o’ nicht diesseits b (a” = b). Die rdum-
liche Entfernung von a nach b ist jedenfalls nicht gréfer als die geo-
ditische Entfernung zwischen a und o’. Dann braucht man also nur
mehr zu zeigen:

Aus K = (1: A% folgt, daf die geoditische Entfernung S zweier Ron-
jugierter Punkte einer geoditischen Linie = mA ist.

Das 148t sich folgendermaBen einsehen. Hat man zwei Differential-
gleichungen

wobei
K(s) = L(s)

ist, so liegen nach einem Satz von J.C.F.Sturm! (1836) die Null-
stellen von v (s), kurz gesagt, dichter als die von w (s). D. h. bes wach-
sendem Kriimmungsmaf riicken die konjugierten Punkte dichter zusammen.
Hat man also zwei Lésungen v, w mit einer gemeinsamen Nullstelle s,
so0 kann die nichste Nullstelle s, von ® nicht vor der nichsten Null-

1 J.C.F. SturM: Mémoire sur les équations différentielles du second ordre.
Journ. Liouville Bd. 1, S.131. 1836.
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stelle von v liegen. Wir hitten namlich sonst

$a

(69) S{v@’ + Lw) —w (@’ 4+ Kv)lds=0

L]

oder durch Integration nach Teilen

vw — wv’]:: =‘fv w(K—L)ds.
Wegen der Randbedingungen (v (81; =w(s,) = w(s,) =0) gibt das
{70) v (sy) W' (S,) =.f!v w(K—L)ds.

Wire nun v >0 in s; <s=s, und w> 0 in s; <s <s,, so hitten
wir @' (s,) <0, da w von positiven zu negativen Werten iibergeht.
Also wire die linke Seite von (70) sicher kleiner als Null, wihrend die
rechte Seite = 0 ist, was einen Widerspruch ergibt. Ahnlich erledigen
sich die iibrigen Fille.

Setzen wir insbesondere L = 1: A2 = konst., so wird

(71) W = @ cos (%) + bsin (£—>
und demnach wegen w (s +wAd) = — w (s)

Sy — 5, = mw A = konst.

Somit gilt fiir die Entfernung S benachbarter Nullstellen von v jeden-
falls S< = 4.

Damit ist die Behauptung bestitigt. Der franzésische Mathematiker
STURM (1803—1855), von dem der hier benutzte Satz und verwandte
Sitze aus der Algebra herriihren, soll der eigenen Wertschitzung dieser
schénen ,,STurMschen Sitze™ in seinen Vorlesungen dadurch Ausdruck
verliechen haben, daB er von Theoremen sprach, ,,deren Namen zu
tragen ich die Ehre habe®.

Mittels der eben vorgetragenen SchluBweise zeigt man auch leicht:
Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen einer Losung der Diffe-
rentialgleichung v’ 4+ Kv =0 liegt immer genau eine Nullstelle jeder
davon linear unabhingigen Losung derselben Gleichung.

BoNNET hat seinen Satz und im wesentlichen auch den hier mit-
geteilten Beweis 1855 versffentlicht?.

An den von MINDING aufgestellten spindelférmigen Drehflichen
konstanter Kriimmung kann man leicht feststellen, daB die Ungleich-
heit BonNETS die wahre Schranke liefert, d.h. da8 D dem Wertz 4
beliebig nahe riicken kann.

Die ganze vorgetragene Beweisart hat noch einen Haken. Es wurde
niamlich als ,selbstverstindlich” hingestellt, daB es zwischen zwei

1 O. BonNET: Comptes Rendus Bd. 40, S. 1311—1313. 1855,
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Punkten einer Eifliche wirklich stets einen allerkiirzesten Weg gibt,
der einer geoditischen Linie angehért. Auf diese Schwierigkeit kommen
wir im nichsten Abschnitt zuriick. Einen Beweis, der die Existenz-
frage umgeht und auch weitergehende Ergebnisse liefert, hat der Ver-
fasser 1916 erbracht!.

§ 101. Das Vorhandensein kiirzester Wege auf Eiflichen.

Es ist im vorhergehenden die Frage aufgetaucht: Gibt es zwischen
zwei Punkten a und 6 einer Eifliche § immer einen kiirzesten Weg
auf §? Wenn ja, ist dann dieser kiirzeste Weg geodidtisch ? Fiir diese
vom Standpunkt des Physikers ziemlich selbstverstindliche Tatsache
soll hier ein Beweis erbracht werden unter der Voraussetzung, dafl die
Eifliche beschrinkt und durchweg regulir und analytisch sein soll.
Bezeichnen wir den gréften Wert des KriimmungsmaBes K auf § mit
1: B2, so folgt aus K =< 1: B2 nach dem SturRMschen Satz von §100
fiir die geoditische Entfernung S zweier konjugierter Punkte

(72) S=z=B

genau entsprechend, wie wir vorhin S nach oben hin abgeschitzt haben.
Ziehen wir daher von einem Punkte a auf § aus in allen Rich-
tungen geoditische Bogen von der Linge mB, so iiberdecken diese
den geoditischen Entfernungskreis {a, wB}. Dreht man nimlich
diesen ,,geoditischen Radius' so um seinen Anfangspunkt a, daf} der
Anfangswinkel @ mit einer festen Richtung in der Tangentenebene von
a stetig wachsend die Werte von 0 £ ¢ < 2z durchlduft, so hat nach

Voraussetzung die Differentialgleichung JacoBis
a2 dén

- +Kdén=0,

worin (vgl. §70)

I~ ddon
on=1,G-do, <7dr")r:“ dg

die Entfernung zum unendlich benachbarten Radius angibt, eine posi-
tive Losung (0n> O0fiir 0 <7 <zB). Deshalb bewegt sich dieser
Radius stets nach derselben Seite vorwirts. Da er schlieflich (¢ = 2 z)
in die Ausgangslage (p = 0) zuriickkehrt, ist man versucht zu schlieflen,
daB die geoditischen Radien durch a mit der Linge » B die Kreis-
fliche {a, nB} ,,Schlicht‘ iiberdecken, d. h. daB durch jeden inneren
Punkt (4= a) der Fliche ein einziger dieser Radien hindurchgeht. Von
der Unzulissigkeit dieser SchluBweise kann man sich am besten
an einer diinnen und langen Ringfliche iiberzeugen, wo ein derartiger
Kreis dhnlich wie das Deckblatt einer Zigarre um den Ring herum-
geschlungen ist.

1 Man vgl. etwa W. Brascuke: Kreis und Kugel, S. 119. Leipzig 1916.
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Es handelt sich firr das Folgende darum, sich einen geoditischen
Radius 2 R > 0 so zu verschaffen, daB alle Kreise {a, 2 R} auf unsrer
Eifliche § schlicht ausfallen bei beliebiger Wahl des Mittelpunkts a.
Das kann man etwa so erreichen. Angenommen, der Kreis {a, 7B}
sei nicht schlicht. Dann verkleinern wir bei festem Mittelpunkt a den
geoditischen Halbmesser so lange, bis der Kreis aufhort, sich selbst
zu {iberdecken. Der erste solche Kreis habe den geoditischen Radius T.
Er wird sich selbst in einem Umfangspunkt p berithren und seine
beiden Radien durch p werden zusammen ein geoditisches Eineck mit
der Ecke a bilden, denn in p schlieBen sie glatt aneinander, da beide
den Umfang senkrecht durchschneiden. Auf dieses Eineck wenden wir
die Formel von GAUsz-BoNXNET (§76, 77) an und finden

w—l—fK-d0=2:n,

wenn o den Aulenwinkel bei a bedeutet. Wenn wir eine geeignete
unter den beiden von unserm Eineck begrenzten Fldchen auswihlen,
so wird 0 £ o <z und daher

.7<de0§27[

sein. Das Integral ist die vom sphirischen Abbild unsres Einecks auf
der Einheitskugel umschlossene Fliche £. Nach dem isoperimetrischen
Satze fiir Kurven auf der Kugel (§32, Aufgabe 7) gilt demnach fiir
den Umfang A des sphirischen Bildes unsres Einecks

A2 =472 — 28 — 2)2 > 372,

Es seien nun ds und do entsprechende Bogenelemente auf der Eifliche
% und ihrem sphirischen Bilde und g das Minimum von (ds: do) auf §.
Nebenbei ist p der kleinste Hauptkriimmungshalbmesser von &. Dann
haben wir flir den Umfang 2 T unsres Einecks

2T =94 > V3mp.

Ist nun 2 R die kleinere der beiden Zahlen zB und 7} 3 7g, so wissen
wir, daB jeder geodatische Mittelpunktskreis {a, 2 R} auf & von seinen
Radien schlicht bedeckt wird.

Liegt nun b innerhalb oder auf dem Rande des Kreises {a, 2 R},
so gibt der Teilbogen r des ,geoditischen Radius” dieses Kreises,
der von a nach b fithrt, den kiirzesten Weg zwischen diesen Punkten.
Fihrt man ndmlich geoditische Polarkoordinaten (§70) mit a als Ur-
sprung auf § ein, so ist wegen G > 0 in leicht verstdndlicher Bezeich-
nungsweise

b b b
(73) [ds=[{dr+Gder> [{dr|=7.
a a a

Das gilt fiir alle Kurven, die den Kreis {a, 2 R} nirgends verlassen.
Tritt hingegen eine a, b verbindende Kurve aus diesem Kreise bei ¢
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heraus, so ist nach dem eben bewiesenen schon ihr Teilbogen von a
bis ¢ sicher = 2R =>7.

Man kann das Ergebnis auch so fassen: Gibt es zwischen zwes
Punkten a, b von §F eimen Weg von der Linge S =2 R, dann gibt es
immer auch eine kirzeste Verbindung, nimlich auf einem geoditischen
Radius des Kreises {a, 2 R}.

Die Lange dieses kiirzesten Weges wollen wir die geoditische Ent-
fernung von a und b nennen und mit [ab] = [b a] bezeichnen. Davon
kann also zunichst nur dann die Rede sein, wenn es zwischen a und b
einen Weg S < 2 R gibt.

So bleibt nun der Fall zu behandeln, da b auBerhalb des Kreises
{a, 2 R} liegt.

Wir verbinden zunichst a und b auf §§ durch einen Weg € von end-

licher Linge S. Dieser Kurve € soll in folgender Weise eine ,,geo-
datische Gelenkkette von der Glied-

linge R‘“ einbeschrieben werden.
(Vgl. Fig. 25.) Wir verbinden a ra-
dial mit dem ersten Austrittspunkt
a; von @ aus dem Kreise {a, R},
so daB [a ;] = R wird. Ebenso a,
mit dem ersten Austrittspunkt a,
von € aus dem Kreise {ay, R}.
Dieses Verfahren setzen wir so
lange fort, bis wir zu einem Punkt
a, von € kommen, fiir den
[a,5] =< R ist. Diesen Punkt a, erreichen wir in endlich vielen, ndmlich
in # < S: R Schritten, denn jeder Bogen qa;-, a; ist linger

(=) [opq 0] =R,
also ist S> nR, wie behauptet wurde. a, verbinden wir mit b durch
den von b ausgehenden geoditischen Radius. Damit ist unsere Gelenk-
kette vollendet. Fiir ihre Lange L gilt

(74) S=L =nR+[a,0].

Da die Linge S der urspriinglichen Kurve € jedenfalls = der Lange L
der einbeschriebenen Kette ist, so brauchen wir nur zu zeigen, daf es
unter den Langen dieser ‘a und b verbindenden Ketten mit der Glied-
linge R, deren Gliedzahl hochstens # ist, eine kiirzeste gibt. Dasist
aber verhiltnismiBig leicht einzusehen.

Es sei L, die untere Grenze der Lingen aller ,,zuldssigen” Ketten,
wie wir kurz sagen wollen. Wir kénnen jedenfalls aus der Menge dieser
zulissigen Ketten eine Folge herausgreifen, so daf fiir die zugehérigen
Bogen die Beziehung besteht

'L, fir v—oo.

Fig. 25.
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Die zugehérigen Gelenke af haben jedenfalls einen Haufungspunkt
auf &, da § beschrankt ist. Wir konnen daher aus der Folge unserer
Ketten eine Teilfolge so aussondern, daB, wenn wir die alte Bezeich-
nung beibehalten, die Beziehung besteht:

ay—af fir »—00.

Daraus sondern wir eine neue Folge aus, so daB auch die Punktfolge
der ay konvergiert:
az—aj,
usf, Dann haben wir
ap—ad fir k=1,2,...,m<n,

wenn m die letzte FuBmarke ist, fiir die der zugehorige Hiufungspunkt
nicht innerhalb {6, R} fallt.

Es wird behauptet: Die so gefundene Kette a, a?, a2, ..., a®, B
ist zulassig und hat die Lange L,. Dazu ist zu zeigen
(75) [ai—1 0] = R
und
(76) Laf,, b] = lim [a;, B].

Da beide Nachweise gleich verlaufen, geniigt es, etwa den ersten zu
fiihren. Wegen der Konvergenz

lim [aj—; af—] =10, lim[azaf]=10

>0 »-»00

ist fur hinlinglich groBes »
S = [af—1 aj—1]+ [ar—1 ai] + [az aR] < 2R.

Also existiert nach dem frither hervorgehobenen Ergebnis die geodi-
tische Entfernung von aj_; nach ag. Es ist

[52—1 G]=S.
Daraus folgt fiir  — 00
[af—1 af] = R.

Vertauscht man in dieser Uberlegung die Rolle der oberen Marken »
und 0, so zeigt man ebenso

[ag_ﬁ a]?;] g R.

Es bleibt somit nur die Méglichkeit (75) iibrig.

Damit ist das Vorhandensein eines kiirzesten Weges zwischen a
und b bewiesen, und zwar ist dieser kiirzeste Weg eine Kette. Jetzt
kann man leicht einsehen, daB die Glieder dieser Kette an den Ge-
lenken af glatt aneinanderschlieBen, daB also die ganze Kette auf
einer einzigen geoditischen Linie aufliegt. Unsere Kette muB nim-
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lich wegen ihrer Kleinsteigenschaft auch zwischen den Punkten
aGi_1, Ogyq (B=1,2,...,m — 1) die kiirzeste Verbindung ergeben, also
(da zwischen diesen Punkten ein Weg der Linge 2 R vorhanden ist)
mit dem geoditischen Radius zusammenfallen, der a,_; mit a;,, ver-
bindet. Damit ist gezeigt, daB in aj keine Ecke sein darf. Entsprechend
erkennt man dies auch noch fiir a,. Damit ist der Nachweis beendet
und gezeigt:

Unter den zwer Punkte o und b auf einer Eifliche verbindenden
Wegen gibt es stets einen allerkiivzesten. Dieser gehirt einer geoditischen
Linie an.

Seit D. HILBERTS Untersuchungen von 1899 iiber das DIRICHLET-
sche Prinzip sind die Fragen nach dem Vorhandensein eines absoluten
Extremums besonders von H.LEBESGUE und C. CARATHEODORY be-
handelt worden®. Das hier vorgetragene Verfahren hat den Vorteil —
wenn wir uns etwas anders ausdriicken als in diesem Abschnitt — nur
den Satz von WEIERSTRASZ iiber das Vorhandensein eines Extremums
bei stetigen Funktionen heranzuziehen. Freilich gibt es neuerdings ,,Ex-
pressionisten®’ (vielleicht kénnte man auch sagen: ,,Bolschewisten®)
unter den Mathematikern, die auch die Berechtigung dieses Hilfs-
mittels leugnen.

§ 102. Flichen, deren konjugierte Punkte festen
geoditischen Abstand haben.

Es mogen hier einige Bemerkungen iiber eine besonders anziehende
Aufgabe der Flichentheorie folgen. Man kann diese Aufgabe auf zwei
verschiedene Arten fassen.

Geht man von einem Punkt a einer Fliche lings einer geoditischen
Linie bis zum konjugierten Punkt a’ (§99), so wird der zuriickgelegte

Weg aa’ im allgemeinen vom Ausgangspunkt und von der Ausgangs-
richtung abhdngen. Man kann sich nun fragen:

1. Welches sind die Flichen, bei denen die geoditische Entfernung
komjugierter Punkte fest ist.

Nach dem Hiillkurvensatz von § 78 muB sich dann die Einhiillende
aller geoditischen Linien durch einen Punkt a der Fliche auf einen
einzigen Punkt a’ zusammenziehen. D.h. a hat auf der Fliche nur
einen einzigen konjugierten Punkt a’. Somit liegt die Fragestellung nahe:

II. Alle Flichen zu suchen, bei demen zu jedem Punkt nur ein ein-
ziger komjugierter Punkt vorhanden ist.

Wir wollen zeigen, dafl dann notwendig die geoditische Entfernung
konjugierter Punkte unverinderlich ist, so daB also die Fragen I und II
gleichwertig sind. Durchliduft man eine geoditische Linie von a aus-

1 Literaturangaben bei O. Borza: Variationsrechnung, 9. Kap., S.419.
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gehend bis zum konjugierten Punkt a’ und dariiber hinaus, so kommt
man wegen der Wechselseitigkeit der Beziehung der konjugierten Punkte
zum Ausgangspunkt a zuriick, und zwar mit der Anfangsrichtung, so
daB alle geoditischen Linien geschlossen sind. Fielen nimlich Aus-
gangs- und Endrichtung des geoditischen Bogens in a nicht zusammen,
so miilte, wenn man @' nach b’ vorriickt, der zugehdérige konjugierte
Punkt zu b’, da sich die Nullstellen
der Differentialgleichung JAcoBI1S nach
SturM (§100) trennen, im selben Sinne
auf unsrer geoditischen Linie fort-
wandern. Also wiirde er, je nachdem
man den ,vorwirts” oder ,riick-
warts” konjugierten Punkt auswahlt,
in zwei verschiedene Punkte "/, b fallen, was sich mit der Voraus-
setzung nicht vertragt. (Fig. 26.)

Jetzt 148t sich zunichst einsehen, daB unsre Fliche den Zusammen-
hang der Kugel hat. Alle geoditischen Bogen zwischen a und a’ haben
namlich nach dem Satz iiber Einhiillende (§78) dieselbe Linge 2 R.
Nach der SchluBweise von §101 wird der ,,geoditische Entfernungs-
kreis mit dem Mittelpunkt a und dem Radius 2 R von seinen Radien
genau einfach iiberdeckt. Da alle Radien in o' zusammenlaufen, kann
man diese Figur wirklich eineindeutig und stetig einer Kugel mit den
auf ihr gezeichneten Meridianen zuordnen. Die Punkte a, a’ hilften
den Umfang jeder durch sie laufenden, geschlossenen geoditischen
Linie.

Aus den Beziehungen von STURM (§ 100) zwischen den Nullstellen
von Lésungen linearer homogener Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung folgt, daB die Paare konjugierter Punkte einer geschlossenen
geoditischen Linie einander trennen. Wenn man daher alle geschlosse-
nen geoditischen Linien durch a, a’ betrachtet, so erkennt man, daB
jede unter ihnen die Fliche in zwei Teile zerschneidet, so daB die
Punkte des einen Teils zu denen des andern konjugiert sind. Da jede
weitere geschlossene geoditische Linie zu jedem ihrer Punkte auch den
konjugierten enthilt, erkennt man, daB irgend zwei unsrer geschlosse-
nen geoditischen Linien sich schneiden miissen, und zwar offenbar in
konjugierten Punkten. Daraus folgt aber, da alle unsre geschlossenen
geoditischen Linien denselben Umfang haben, daB also die Entfernung
konjugierter Punkte, die gleich dem halben Umfang ist, konstant sein
muB, wie behauptet wurde.

Von unsren Flichen kann man noch leicht sehen, daB sie durch
die Zuordnung a<-a’ lingentreu auf sich selbst abgebildet sind.
Riickt ndmlich a um ein Stiickchen auf einer geoditischen Linie fort,
so riickt a’ auf derselben geoditischen Linie im gleichen Sinne um
dasselbe Stiick vorwirts. Also sind die Linienelemente durch a lingen-

Blaschke, Differentialgeometrie 1. 3. Aufl. 15

Fig. 26.
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treu auf die durch o bezogen. Nach Gauszens Theorema egregium
stimmen demnach die KriimmungsmaBe unsrer Fliche in a und o
iiberein.

Es sei noch erwihnt, daB fiir das KrimmungsmaB K auf unsrer
Fliache die Beziehung besteht:

v
(77) j%—};uvwds:o.
- a

Darin bedeuten #, v, w irgend drei Lésungen der Differentialgleichung
von JacoBi #” 4+ Ku =0 lings des geoditischen Integrationswegs
und 9 K :0#n bedeutet die Ableitung des KriimmungsmaBes senkrecht
zu diesem Integrationsweg. Sind namlich », ¢ geoditische Polarkoor-
dinaten mit dem Ursprung a und ist ds? = d7% + u?d¢? das Linien-
element, so geniigt # als Funktion von r der Gleichung von Jacosr:

' +Ku=0.

Durch Ableitung nach ¢ folgt daraus

uy + Ku, = —%g-u= —%%Mz.
Multipliziert man die erste dieser Differentialgleichungen mit U, die
zweite mit #, so folgt durch Subtraktion und Integration

a’ o
[{uw (" 4 K ) — u (ug + Kuy) dr = [u, u' — wully =faa—n— wddr.

a a

Da am Rande # und Ug verschwinden, so folgt

a’

0
I%u3dr:0.

a

Hieraus ergibt sich leicht die ein wenig allgemeinere Formel (77), wenn
man fiir # eine Linearkombination mehrerer Losungen einsetzt. Die
Integration ist lings eines geoditischen Bogens zwischen zwei konju-
gierten Punkten zu erstrecken.

Es sollen hier noch einige Warnungstafeln errichtet werden, einige
Hinweise, wie man den Beweis der Sitze I und II nicht weiter-
fithren darf.

Man ordne unsre Fliche vom Zusammenhang der Kugel zweiein-
deutig einer neuen Fliche zu, so daB jedem Paar konjugierter Punkte
ein einziger Punkt der neuen Fliche entspricht. Dann hat die neue
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Fliache, wie man leicht einsieht, den Zusammenhang der projektiven
Ebene. Das Abbild der geoditischen Linien ist eine zweiparametrige
Kurvenschar mit der Eigenschaft, daB durch irgend zwei Flichen-
punkte genau eine Kurve der Schar geht, und daB zwei Kurven der
Schar stets einen Schnittpunkt gemein haben. Wenn es auf Grund dieser
topologischen Eigenschaften allein moglich wire, zu beweisen, daf3
unsre neue Fliche mit ihrer Kurvenschar sich eineindeutig auf die
projektive Ebene mit den Geraden der Ebene abbilden lieBe, dann
wire unsre urspriingliche Flache ,,geoditisch* auf die Ebene ab-
gebildet. D.h., daB die geoditischen Linien in die Geraden iiber-
gingen. Nach einem Satz von E. BELTRAMI (§90,- Aufg. 14) hitte die
Flache dann festes Krimmungsmal und miiBte wegen ihrer Geschlossen-
heit eine Kugel sein (§91).

Indessen ist die benutzte topologische Annahme unzulissig: Es
lassen sich in der projektiven Ebene zweiparametrige Kurvenscharen
angeben, so da durch zwei Punkte eine Kurve der Schar hindurchgeht
und zwei Kurven immer
einen Schnittpunkt haben,
die sich aber nicht in die
Geraden iberfithren las-
sen. Dafiir hat D. HILBERT
ein sehr anschauliches
Beispiel erbracht!. Man
schneide aus der projek-
tiven Ebene das Innere
einer Ellipse heraus und
ersetze jede Gerade, soweit
sie ins Innere der Ellipse
eindringt, durch einen an-
schlieenden Kreisbogen,
dessenVerlingerung durch
einen festen Punkt p in der
Verlangerung der groBen Achse geht (Fig.27). Die so entstandene Kurven-
schar kann nicht durch Verzerrung der Ebene aus den Geraden hervor-
gehen, denn sonst miilte fiir die abgednderten ,,Geraden‘* der Satz von
DesARGUES gelten: Schneiden sich entsprechende Seiten (a;ay, aa¥)
zweier Dreiecke auf einer Geraden, so gehen die Verbindungsstrecken
entsprechender Ecken (a;a;%) durch einen Punkt. Das ist aber, wie man
aus unsrer Figur erkennt, im allgemeinen nicht der Fall2.

1 D. HILBERT: Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl,, §23, S.72 u. f. Leipzig
und Berlin 1909.

? Bei den Ausfihrungen dieses Abschnitts hat sich der Verfasser mehrfach
auf miindliche Mitteilungen seines verehrten Kollegen J. RADoN stiitzen kénnen.
Vgl. im folgenden § 104 Aufgabe 15.

15*
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Nun noch eine grofere Warnungstafel. Es 1iBt sich ohne allzu
groBe Schwierigkeiten zeigen — wir berichten das hier nur —, daB auf
einer Fliche mit den Eigenschaften I und II die geoditischen Entfer-
nungskreise, zu denen, wie sich zeigt, auch ihre geoditischen Linien
gehoéren, ein Kurvensystem mit folgenden Eigenschaften bilden:

A. Die Kurven des Systems sind geschlossen und doppelpunktfres.
B. Irgend drvei Flichenpunkte bestimmen genaw eine hindurchgehende
Kurve des Systems.

Man konnte nun glauben, daB folgender topologischer Satz gilt:
Es sei & eine Fliche vom Zusammenhang der Kugel und & ein System
geschlossener doppelpunkifreier Kurven auf der Fliche. Bestimmen dann
irgend drei Punkte von § eindeutig eine Kurve aus &, so lift sich § so
auf eine konvexe Fliche & abbilden, daf das System & in das System T
der ebenen Schuitte von & dibergeht.

Wenn dieser Satz giiltig wére, dann kénnten wir leicht die am An-
fang dieses Abschnittes aufgestellten Sitze I und II als kennzeich-
nend allein fiir die Kugel nachweisen. Wir koénnten dann nidmlich —
wie wir wieder nur kurz berichten — eine solche Fliche als die Fliche $
unseres topologischen Satzes annehmen und die geoditischen Ent-
fernungskreise als die Kurven des Systems ©. Bei der Abbildung des
Systems & auf die ebenen Schnitte ¥ von ¢ wiirden den Paaren von
konjugierten Punkten von §§ auf & gewisse Paare von Punkten ent-
sprechen, die wir als Gegenpunkte auf & bezeichnen konnten. Es lieBe
sich nun zeigen: Die Schnittgeraden je zweier Tangentenebenen in
zwei Gegenpunkten von & liegen alle auf einer und derselben,
die Eifliche & nicht schneidenden festen Ebene &. Und weiter: Die
der Fliche & umschriebenen Kegel, die ihre Spitzen auf ¢ haben, be-
rithren die Fliche gerade lings der Kurven &, die den geoditischen
Linien von § entsprechen. Wir kénnten dann durch eine Projektivitit e
in die uneigentliche Ebene und @& dabei in eine neue Fliche &’ iiber-
fiihren. Die Kurven & wiirden in die Berlihrungskurven & der um-
schriebenen Zylinder iibergefiihrt. Wiirden wir dann &’ durch parallele
Normalen auf eine Kugel & abbilden, so wiirden die Kurven & in die
GroBkreise von & iibergehen. Auf dem Umwege iiber die Abbildungen
¥ — @, % — @ und @ — & hitten wir dann die geoditischen Linien
von § auf die GroBkreise von & abgebildet. Im Kleinen lassen sich diese
GroBkreise (etwa durch stereographische Projektion) auf die Geraden
der Ebene abbilden. Wir hitten also die geoditischen Linien von &
im Kleinen auf die geoditischen Linien der Ebene abgebildet. Nach
dem Satz von BeELTRAMI (§ 90, Aufg. 14) miiBte dann aber § konstante
Kriimmung besitzen und als geschlossene Fliche konstanter Kriimmung
nach dem Satze von LieBMANN (§ 91) die Kugel sein. Damit wire dann
der Beweis gefiihrt.
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Nun ist der angegebene topologische Satz aber nicht richtig, wie
wir jetzt nach J. HJELMSLEV! durch ein Gegenbeispiel zeigen wollen.
Fiir das Bestehen einer in dem topologischen Satze angegebenen Ab-
bildung § — & ist sicher notig, da8
fiir die Kurven € auf § die fol- -
gende  Konfigurationseigenschaft?
giltig wire (vgl. Fig. 27a)

Man nehme auf einer beliebigen
Kurve ©, von @ vier verschiedene
Punkte an wund lege durch je
zwei aufeinanderfolgende je eine
&-Kurve: &,, 8,, &;, &;. Dann
liegen die vier zweiten Schnitt-
punkte dieser vier Linien von selbst
auf einer und derselben &-Kurve &q.

T T T T TG

Diese Konfiguration muB3 fiir die ebenen Schnitte einer Eifliche,
wie man sich leicht iberzeugen kann, bestehen, also, wenn die Ab-
bildung méglich sein soll, auch fir die Kurven € auf §.

Diese Konfigurationseigenschaft, die wir im folgenden als Eigen-
schaft C bezeichnen wollen, folgt nun nicht aus den beiden angenom-
menen Eigenschaften A und B, wie wir an einem Gegenbeispiel zeigen
werden.

Ein festes (ungleichachsiges) Ellipsoid werde zunichst mit einem
System von Kugeln, deren Mittelpunkte in einer festen Ebene a gelegen
sind, geschnitten. Die zu « senkrechten Ebenen werden auch unter die
Kugeln gerechnet. Die Ebene o sei weit vom Ellipsoid entfernt ge-
wiahlt, etwa so, daB sie von keinem Kriimmungskreis geschnitten wird.
Die hierdurch entstehenden Schnittkurven bilden auf dem Ellipsoid
ein Kurvensystem &, fiir welches die Bedingungen A, B erfiillt sind.
Und die oben angegebene Konfigurationseigenschaft C ist auch erfiillt.
Wir greifen nun auf dem Ellipsoid eine Konfiguration (wie in der Figur
angegeben) heraus, und richten es durch gewisse Abdnderung des
Systems der Kurven, bei der die Eigenschaften A und B erhalten bleiben,
so ein, daf3 die Punkte Py, Pg, P,, Py nicht in einer Ebene liegen.

Die Kurven &,, €,, &,, &,, ©;, &, liegen, wie wir annehmen kénnen,
auf sechs nicht ausgearteten Kugelflichen, deren Mittelpunkte O, O,,
O3, Oy, O, Og in der Ebene o enthalten sind. Mit Oy als Mittelpunkt
schlagen wir in der Ebene « einen kleinen Kreis £ (so klein, daB die an-
dern Mittelpunkte O,, 0,, O,, O,, O5 auBerhalb des Kreises fallen).

1 Nach einer brieflichen Mitteilung von 1925 an den Verfasser.

? Auf diese fiir die Kreise auf der Kugel giiltige Konfiguration hat zuerst
A. MiguEL hingewiesen: Théorémes de géométrie. Liouvilles Journal Bd. 3 (1838),
S. 517.
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Die ganze Ebene o werde nun mittels einer kleinen Abdnderung durch
eine neue Fliche folgendermafen ersetzt: Das aullerhalb des Kreises £
liegende Stiick von o behalten wir bei, dieses Stiick soll auch der neuen
Fliche o angehéren. Das innerhalb des Kreises liegende Stiick von o
hingegen ersetzen wir durch eine kleine flache Kugelkalotte, die von &
begrenzt wird. Die neue Fliche o’ besteht sonach aus einem unendlich
groBen Stiick von « (auBerhalb des Kreises &) und der genannten Kugel-
kalotte. Wir setzen voraus, daf} die Kalotte so flach gewihlt ist, dal
sie von der Achse jedes Kreises, der durch drei beliebige Punkte des
Ellipsoids hindurchgelegt ist, hochstens einmal getroffen wird.

Wir definieren nun auf dem Ellipsoid ein neues System &’ von
Kurven, indem wir das Ellipsoid mit Kugeln durchschneiden. deren
Mittelpunkte auf der neuen Fliche o liegen. (Das neue System &
fallt teilweise mit & zusammen, aber die Einfiihrung der Kugelkalotte
statt eines kleinen Stiicks der Ebene o hat kleine Anderungen einiger
der Kurven nach sich gezogen.

Das neue System &’ erfiillt die Bedingungen A und B. Die Eigen-
schaft C ist aber fiir dieses System nicht erfiillt, was auf folgende Weise
gezeigt werden kann.

Die Kurven &, &,, €;, ©,, &, gehoren alle den beiden Systemen
@ und &' an. Wenn nun die Konfigurationseigenschaft C auch fir &’
giiltig wire, miiBte eine Kurve &, des Systems &’ durch die Punkte
Py, Pg, P,, Pg hindurchgehen. Die Kurven &4 und ©, miiBten auf zwei
verschiedenen Kugeln liegen (auf einer mit dem Mittelpunkt Og in der
Ebene «, und auf einer andern mit dem Mittelpunkt Og auf der Kugel-
kalotte). Die vier Punkte P, Pg, P,, P miiten dann in einer Ebene
liegen, gegen die Voraussetzung.

Wir haben also tatsichlich ein System &’ konstruiert, fiir welches
die Eigenschaften A, B erfiillt sind, die Bedingung C aber nicht.

§ 108. Ein Satz CARATHEODORYS iiber die Hiillkurven
geoditischer Linien auf Eiflichen.

Es sei § eine Eifliche, also eine durchweg regulire analytische, ge-
schlossene konvexe Fliche. Das Kriimmungsmal auf der Fliche gentige
den Bedingungen

1

1
(78) <K=

Dann bestehen nach § 100 fiir die geoddtische Entfernung konjugierter
Punkte die Beziehungen
(79) ' aB=S=<nd.

Betrachten wir einen durch einen Punkt a der Eifliche gehenden
gerichteten Extremalenbogen (Fig.28). Dann gibt es darauf (§102)
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einen zu a konjugierten Punkt a’. Im allgemeinen hért der Bogen schon
vor o' auf, einen kleinsten Weg von a aus zu liefern, wie die SchluBweise
am Ende von §99 lehrt. Es gibt also im allgemeinen einen Punkt b
auf unsrer Extremalen zwischen a und o', so daBl der Extremalbogen
ac, wenn ¢ vor b liegt, einen kiirzesten Weg ergibt, nicht aber, wenn ¢
hinter b liegt. Dann gibt es offenbar von a nach b zwei gleichlange
kiirzeste Wege. Diese Wege liegen getrennt und begrenzen auf der Flache
ein Zweieck. Geht man von einer zweiten
geoditischen Linie durch a aus, so kommt
man zu einem andern solchen geoditischen
Zweieck. Zwel solche Zweiecke liegen, wegen
der Kleinsteigenschaft der begrenzenden geo-
ditischen Bogen, getrennt, so daB jedes ganz
in eines der einfach zusammenhingenden
Stiicke unsrer Eifliche fillt, in das unsre

Fig. 28.

Eifliche durch das andre zerschnitten wird. Es muB deshalb min-
destens zweimal vorkommen, dall unsre Zweiecke sich auf eine dop-
pelt iiberdeckte Strecke zusammenziehen. Der von a verschiedene End-
punkt einer solchen Strecke ist aber eine Spitze der Einhillenden der
geoditischen Linien durch a, soweit sie als Ort der ersten zu a konju-
gierten Punkte anzusehen ist. Man erhilt auf diese Art die dem Punkt
a zugekehrten Spitzen der Einhiillenden (Fig. 29), die nach dem Satz
von §78 einem Mindestwert der geoditischen Entfernung a a’ entsprechen.
Wegen der Stetigkeit gibt es dazwischen auch mindestens zwei GroBt-
werte von a o', die den von a abgekehrten Spitzen entsprechen. Somit ist
das Vorhandensein von mindestens vier Spitzen gesichert, wenn der Ort
des Punktes a’ nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpft.

Scheinbare Ausnahmefille kénnen nur dann auftreten, wenn bei
der Drehung des geoditischen Bogens um a der Punkt o’ die Hiillkurve
mehr als einmal durchliefe. Dann wiren aber die Spitzen mit der be-
treffenden Vielfachheit zu zihlen.

Damit ist folgender Satz bewiesen, dessen Kenntnis der Verfasser
einer Mitteilung des Herrn C. CARATHEODORY (1912) verdankt:

Der Ort der zu einem Punkie der Eifliche konjugierten Punkie hat
mindestens vier Spitzen.
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DaB es solche Hiillkurven mit genau vier Spitzen wirklich gibt
kann man am Ellipsoid sehen.

Der ganze Beweis gilt allgemeiner auch fiir beliebige, positiv definite
Variationsprobleme auf der Kugel, bei denen die Eichkurven (§98)
konvex sind.

§ 104. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Eine Kennzeichnung der Eiflichen. Eine geschlossene, zweiseitige und
iiberall positiv gekriimmte Flache ist notwendig eine Eifliche. J. HADAMARD:
Liouvilles J. (5) Bd. 3, S. 352. 1897.

2. Zum System von CHRISTOFFEL. Die Formel (35) fur R, 4+ R, 1aBt sich nach
WEINGARTEN auch so schreiben:

(80) R1+R2:(2+A)p:
wobei p (&;, &,, &) die Stiitzfunktion auf der Einheitskugel ist und 4 den zweiten

Differentiator BELTRAMIS beziiglich des Bogenelements der Kugel bedeutet. Die
in § 95 mittels der Kugelfunktionen gel6ste Differentialgleichung

(81) 24+ A)p=f

auf der Kugel 1483t sich auch mittels einer GREENschen Funktion 16sen:
1

(82) P& =gz [T~ (Emlog 1 — (E-n)]}-da,.

Die Formel (80) steht bei J. WEINGARTEN: Uber die Theorie der aufeinander ab-
wickelbaren Oberflachen. Festschrift der Technischen Hochschule Berlin 1884.

3. Flacheninhalte der Normalrisse einer Eifliche. Es sei %} eine Eifliche, auf
der das Kriimmungsmal3 den Bedingungen geniigt

1 1

(18) wEEZ o
Es sei F der Flacheninhalt des Normalrisses (der orthogonalen Projektion) von &
auf eine Ebene. Dann ist
(83) aB:<F<mA?,
und ein Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn § eine Kugel ist. Andrerseits
gilt fiir die Oberfliche O
(83%) 4nB2<O0<4mAR.

4. Eine Ungleichheit von CARATHEODORY fiir die Fldcheninhalte der Normal-

risse einer Eifliche. Sind F, die Flicheninhalte der Normalrisse auf drei paar-
weis senkrechte Ebenen, F der auf eine beliebige vierte Ebene, so ist

(84) PRSPy + F§+ F3.
Vgl. W. BLascHKE: Kreis und Kugel, S.148.

5. Kugeln in einer Eiflidche. Die groBte Kugel, die in einer Eiflache unbehindert
rollen kann, hat den kleinsten Hauptkriimmungshalbmesser der Eiflache zum Halb-
messer. Vgl. ebenda S.118-—119.

6. Kugeln um eine Eifliche. Die kleinste Kugel, in der eine Eifliche un-
behindert rollen kann, hat den groSiten Hauptkriimmungshalbmesser der Ei-
fliche zum Halbmesser. Ebenda S.118—119.

%. Umkehrung eines Satzes von ARCHIMEDES Uber die Kugel. Aus einer Ei-
flaiche werde durch irgend zwei sie schneidende, parallele Ebenen im Abstand %
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stets eine Zone mit der Oberfliche 2 ak ausgeschnitten. Dann ist die Eifliche
notwendig eine Kugel vom Halbmesser a. Man zeige zunichst, da8 die Kriimmung
konstant gleich 1: a? ist.

Die allgemeinere Aufgabe, die man erhilt, wenn man a nicht als unabhingig
von der Stellung der Schnittebenen voraussetzt, scheint ziemlich schwierig zu sein.

8. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Kugel. Die einzigen Eiflachen, bei
denen zwischen Kriimmung K und Entfernung P der Tangentenebene von einem
Festpunkt o die Beziehung besteht:

(85) K= }f—z , ¢ = konst.,
sind die Kugeln.

Man zeige zunachst durch Betrachtung der Flichenstellen, wo P seinen groSten
und kleinsten Wert annimmt, daB3 ¢ = 1 sein muBB. Bedeutet nun do das Element
der Oberflache, dw das des spharischen Bildes, so folgt aus K =1: P2=dw:do
das Bestehen der Beziehung

(86) 1 fPio=3}[Piw.

D. h. aber: der Rauminhalt der Eifliche ist gleich dem Rauminhalt ihrer FuB-
punktsfliche beziiglich des Festpunktes o. Bei einer nichtkugelférmigen Fliche
liegt nun die FuBpunktsfliche auBerhalb der urspriinglichen Eifliche. Somit
ist dann

(87) }/Pdo<}[Prdw.

9. Eidrehflichen mit lauter geschlossenen geoditischen Linien. LaBt sich zu
einer Eilinie € mit der Symmetrieachse % ein Kreis & so angeben, daB jede Par-
allele zu A von € und { gleichlange
Bogen abschneidet, so entsteht durch
Umdrehung von € um 9 eine Eiflache,
deren samtliche geoditische Linien ge-
schlossen sind. Vgl. G. DarBoux: Sur-
faces, Beginn des 3. Bandes., Weitere
Literatur iiber Flachen mit geschlossenen
geodidtischen Linien: O. Zorr: Math.
Ann. Bd. 57, S.108. 1903 und P. Funk:
Math. Ann. Bd. 74, S.278.1913. Vgl.
ferner B. CaMBIER: Bull. sc. math. (2)
Bd.49, S.57—64, 74—96, 104—128. 1925,
sowie das Buch desselben Verfassers:
,»Surfagesayant un ds? de L1OoUVILLE ...".
Paris 1929.

Mittels der Konstruktion von DARBOUX
lassen sich auch Nicht-Drehflichen, die
aber aus Stiicken von Drehflichen zu-
sammengesetzt sind, angeben, die die gewiinschte Eigenschaft haben. Es mag
dieser Gedanke, der von G.THOMSEN (1921) stammt, durch die beigegebene Figur
angedeutet werden (Fig.30). Andert man namlich eine dquatoriale Zone der Kugel
nach DArRBOUX ab, so werden in dieser Zone die geoditischen Linien so ver-
bogen, daB ihre Randelemente fest bleiben. Durch die abgednderte Zone hindurch
hingen also die geoditischen Linien der nicht geinderten Kugelteile ebenso zu-
sammen wie vorher. Drei zonenweise Anderungen der Kugel wie in Fig. 30 stéren
sich also untereinander nicht.

10. Geoditische Zweiecke. Auf einer Flache negativen KrimmungsmaBes kann
es niemals zwei verschiedene, zwischen zwei verschiedenen Punkten der Fliche
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verlaufende geoditische Linien geben, die auf der Fliache stetig ineinander iiber-
filhrbar wiren. J. HapaMArD: Liouvilles J. (5) Bd. 3, S. 331. 1897.

11. Uber geoditische Linien auf Eiflichen. Durch jeden Punkt ciner Eifliche
gibt es eine ausgezeichnete Richtung, so dafl die in dieser Richtung von dem
Punkte auslaufende geoditische Linie wieder zu dem Punkt zurickkehrt, nach-
dem sie unterwegs nur einen zum Ausgangspunkt konjugierten Punkt durch-
laufen hat (C. CARATHEODORY).

12. Eine Frage von C. CARATHEODORY. Gibt es auf jeder Eiflache ein Punkte-
paar, so daB jede geoditische Linie durch den einen Punkt des Paares notwendig
auch durch den andern geht? Auf einem Ellipsoid spielen bekanntlich die Nabel-
punkte eine solche Rolle. Davon, da die Antwort ,,nein’ lautet, kann man sich
etwa folgendermafBen iiberzeugen: Man nehme als Grenzfall einer Eifliche das
doppelt iiberdeckte Innere einer Eilinie, die keine Ellipse ist.

13. Ein Satz von L. BERWALD iiber Flichen mit fester mittlerer Kriimmung.
Auf einer Flache lassen sich nur dann die natiirlichen Parameter (§ 22) der iso-
tropen Linien als Flichenparameter einfithren, wenn die Fliche feste mittlere
Kriimmung hat (1921).

14. Integralformel von M. W. CRoFTON fiir Eikérper. Eine gerichtete Ebene
werde festgelegt durch ihre Entfernung p vom Ursprung und die Polarkoordinaten
@, ? des Punktes der Einheitskugel, dessen Halbmesser zur positiven Normalen
der Ebene gleichsinnig parallel 1duft. Dann ist

(88) Jffsin®.a9.dg-dp

eine Integralinvariante gegeniiber Bewegungen. Das Integral, erstreckt iiber alle
Ebenen, die einen Eikorper schneiden, ist gleich dem Integral der mittleren
Kriimmung

g i G

erstreckt iiber die Oberflache des Eikorpers. Vgl. die Aufgabe 20 in § 24 und 20 in
§ 133 und etwa E. CzuBer: Wien. Ber. II, S. 719—742. 1884.

15. Flichen mit festem Abstand der konjugierten Punkte. Erganzend zu den
Ergebnissen von § 102 hat P. FUNK gezeigt: Man kann die Gestalt der Kugel
stetig nicht so abandern, daB sie die Eigenschaften I und II von § 102 beibehalt.
Math. Z. Bd. 16, S. 159—162. 1923.



8. Kapitel.
Extreme bei Fldchen.
§ 105. Erste Variation der Oberfliche.

Wir wollen berechnen, wie sich die Oberfliche einer krummen
Fliache bei einer Forminderung verhilt. Es sei 1 (¥, v) die Ausgangs-
flache. Auf deren Flichennormalen tragen wir die Lingen

n(u, v) = en (u, v)
ab und kommen dadurch zur Nachbarfliche
t=1+né,
die fiir ¢ — 0 in die Ausgangsfliche hineinriickt. Durch Ableitung folgt

Eu:gu'{—nuf'*_nfu’
Ty, =1L, + 1, & + 0,

Berechnen wir daraus

E=31, F=1,1, G=1.

indem wir Glieder, die in ¢ von zweiter Ordnung sind, weglassen, erhalten
wir nach §42 (19):

E=E—2uL,
(1) F=F—2uM,
G=G—2uN.

Hieraus ergibt sich weiter fiir
W _EG— P
der Ausdruck
W:=EG—F*—2u(EN—2FM +GL)
und daraus nach § 44 (30)
(2) W=W( —2uH),
wo H die mittlere Kriimmung der Ausgangsfliche (r) bedeutet.
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Fiir die Oberfliche von (r) folgt daraus
3) JIWaudy = [[Waudv—2 [[nHW dudv.

Somit ist die erste ,,Variation der Oberfliche, wenn man an Stelle
von # wie iiblich d# schreibt,

60 = — [[on-2H -Wdudv
oder

4 60 = — [én-2H -do

Darin bedeutet do das Oberflaclienelement von (r). Man kommt so
durch die Variation der Oberfliche ganz von selbst zum Begriff der
mittleren Krimmung H, genau so, wie wir durch die Variation der
Bogenliange einer Kurve zu deren Kriimmung 1: ¢ gelangt sind (§ 25).
Damit hat man wieder ein Hilfsmittel zur Hand, um den Begriff der
mittleren Kriimmung auf allgemeinere MaBbestimmungen zu iiber-
tragen, wovon wir spiter Gebrauch machen werden.

§ 106. Die Minimalflichen als Schiebflichen.

Physikalische Betrachtungen bei der Statik diinner Seifenhiutchen
legen das ,,Problem von J. PLATEAU“! nahe: Gegeben sei eine ge-
schlossene Kurve. Man soll diber diese Kurve eine Fliche mit moglichst
Rleiner Oberfliche ausspannen. Haben wir eine Fliche, die diese For-
derung erfiillt, so muB in (4) stets 60 = 0 sein fiir jedes auf der Rand-
linie verschwindende é#. Daraus folgt, daB auf den gesuchten Flichen
H =0 sein muB. H = 0 ist die von J. L. LAGRANGE 17602 aufgestellte
Differentialgleichung der , Extremalen” unsres Variationsproblems.
Man nennt deshalb die Flichen mit identisch verschwindender Kriim-
mung, da sie als Losungen der Minimumaufgabe PLATEAUS in Be-
tracht kommen, ,Minimalflichen. Es gibt wohl kaum eine zweite
Flichenfamilie, die wie die Minimalflichen die Aufmerksamkeit der
groBten Geometer auf sich gezogen hitte. So haben, um nur die wich-
tigsten Namen zu nennen, J.L.LAGRANGE, G. MONGE, B. RIEMANN,
K. WeiersTRASZ, H. A. Scuwarz, E. BELTRAMI, S.LIE und A. RrI-
BAUCOUR Untersuchungen iiber Minimalflichen angestellt.

Man kann die Bestimmung der Minimalflichen, wenn man sich von
vornherein auf analytische Flichen beschrinkt, sehr leicht auf die
Bestimmung der isotropen Kurven (§§22, 23) zuriickfithren und hat
darin wohl das glinzendste Beispiel fiir die Anwendung imagindrer

1 J. Prateavu: Recherches expérimentales et théoriques sur les figures d’équi-
libre d'une masse liquide sans pesanteur. Mémoires de I’Académie royale de Bel-
gique Bd. 36. 1866.

2 J. L. LacraNGgE: Werke I, S. 335.
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geometrischer Gebilde (wie die isotropen Kurven) auf reelle und phy-
sikalisch wichtige Flachen. Fiihren wir namlich auf einer krummen
Fliache die beiden Scharen isotroper Kurven, fiir die ds? =0 ist, als
Parameterlinien ein!, so haben wir £ =0, F £= 0, G = 0 und fiir die
mittlere Kriimmung nach §44

M

Aus H =0 folgt also M =0 oder £x,, = 0 in der Bezeichnung von
§ 42 (18). Aus

ergibt sich aber durch Ableitung nach v und %, daB g,r,,=0,
LyLuy = 0. Somit geniigt der Vektor t,, gleichzeitig den Bedingungen

(6) Tuluw =0, Lluw=0, &1,,=0.

Da g,, t,, & linear unabhingig sind, folgt hieraus das identische Ver-
schwinden von g,,. Wir haben somit

(7 2=y () +3(),
wobei der Faktor 2 ganz unwesentlich ist, und wegen £ =G =0
8) h'z=0, 32=0.

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (7) und (8) fiir die
Flache (x) riickwirts H = 0.

Wenn wir daher eine Ausdrucksweise von §54 hier wieder ver-
werten, so haben wir gefunden: Die Minimalflichen sind Schiebflichen,
deven Evzeugende isotrope Kurven sind.

Somit kommt die Integration der Differentialgleichung H =0
zuriick auf die Bestimmung der isotropen Kurven, die uns in §22
schon gelungen ist. Die vorgetragene Deutung der Formeln von
G. MoNGE fiir Minimalflichen? rithrt von S. LiE (1877)3 her.

§ 107. Formeln von WEIERSTRASZ fiir Minimalflichen,

Wenn man beachtet, da3 auf einer reellen Minimalfliche die iso-
tropen Linien paarweise konjugiert imaginir sind, und wenn man in (7)
fir vy die Parameterdarstellung von §23 einfithrt, so erhilt man fir

! Hier wird der Fall iibergangen, da3 es bloB eine solche Kurvenschar gibt,
was nur bei imagindren Torsen moglich ist, deren Erzeugende isotrope Ge-
raden sind.

2 Vgl. etwa G. MoNGEs ,,Application . . ."* von 1850, § XX, S. 211—-222. Die
ersten Versuche MoNGES tiber Minimalflachen gehen bis auf 1784 zuriick.

3 S. Lie: Beitrdge zur Theorie der Minimalflichen. Math. Ann. Bd. 14, S. 331.
1879.
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reelle analytische Minimalflichen die integrallose Darstellung

n=Ri(j—t1 =157 1),
©) n=R(—t + 1 E5 )
B =R —i(f —t[").

Dabei bedeutet f eine analytische Funktion der komplexen Verdnder-
lichen ¢ und & den Realteil der dahinterstehenden analytischen Funk-
tion. Die Ebene entzieht sich dieser Darstellung, obwohl man sie mit
zu den Minimalflichen zdhlen kann. Ferner hat man wie in §23 von
der Funktion f vorauszusetzen, daB ihre dritte Ableitung nicht identisch
verschwinde. Die Formeln (9) oder gleichwertige Formeln sind von
K. WEIERSTRASZ 1866 angegeben worden!. Aus diesen Formeln folgt,
daB zu einer analytischen Funktion eine Minimalfliche gehért. Es
besteht also zwischen der seit CAUCHY, RIEMANN und WEIERSTRASZ
so viel beackerten Theorie der Funktionen einer komplexen Verinder-
lichen und der Theorie der Minimaliflichen ein inniger Zusammenhang.

Wir wollen feststellen, welche Bedeutung die komplexe Verinder-
liche ¢ fiir die Minimalfliche hat. Dazu berechnen wir uns aus der Dar-
stellung (9) von WEIERSTRASZ den Einheitsvektor & der Flichennor-
malen. Zunichst erhilt man durch Ableitung fiir eine Fortschreitung

auf der Fliche 112
0%, =R—1-—5—1,
2
o =R+ L5,
6963 == ER + 'Ltl,
worin

A=]"" ()6t

bedeutet. Daraus erhilt man nach wilikﬁrlicher Wahl eines Vorzeichens
folgenden Vektor &, der fiir alle A auf §y senkrecht steht:

. 2y
S SN AL
— 28 — y _Sl+1’52_ 1—53
1) S=rigrrey (TR T G Taoaa
1 (2 s?)
S e R R

Durch Angabe der komplexen Zahl# = » + ¢s (7, s reell!) ist also der
Normalenvektor & festgelegt und umgekehrt. Dieser Zusammenhang

1 K. WErersTRAsz: Untersuchungen iiber die Flachen, deren mittlere Kriim-
mung tberall gleich Null ist. Werke III, S. 39—52; bes. S. 46 (35).
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zwischen den Punkten & der Einheitskugel £2 = 1 und den {-Werten
wird durch ,stereographische Projektion vermittelt. Verbindet man
jeden Punkt & mit dem ,,Siidpol” (0, 0, — 1) der Einheitskugel, so
wird die Aquatorebene x5 = 0 von diesem Strahl im Punkte £&* mit den
Koordinaten 7, s, 0 geschnitten
(vgl. Fig. 31). FaBt man also die
Ebene x3=0 als Gauszsche
Ebene der komplexen Zahlen
t=vr+41is=2x + 1%, auf, und
ordnet man dieselben ?-Werte
den Punkten der Einheitskugel
22+ 42+ 22 =1 zu, die aus
den Punkten (r,s,0) durch Pro-
jektion aus (0,0, — 1) entstehen,
so hat man die Zahlenkugel RIE-
MANNS vor sich. Fiir unsre Mi-
nimalfliche bedeutet also { RiE-
MANNS komplexe Verinderliche
fiir das Gauszsche sphirische
Abbild der Fliche durch par-
allele Normalen.

Nach WEIERSTRASZ kann man
unschwer einsehen, daf8 man in der Darstellung (9) alle algebraischen
Minimalflichen erhilt, wenn man fiir f(f) eine algebraische Funktion
einsetzt.

Fig. 31.

§ 108. Formeln von STUDY fiir Minimalflichen.

Gehen wir von der Darstellung (7) einer im allgemeinen imaginiren
Minimalfldche () durch zwei isotrope Kurven (y) und (3) aus:
(11) 2p=y9m) +3@); y*=35"=0,

so liegt nach §22 der Gedanke nahe, mit StuDyY die beliebigen Para-
meter #,v durch die natdrlichen Parameter p, ¢ zu ersetzen, so daB

2r=9 () + 3,
(12) h<y’=—y, yrr=—1;
5’><6/I:—3’, 6”2:_‘1
wird!. Es ist

(13) £ Ex% _ ;0§

}(zy < 1) by

1 Vgl. dazu § 104, Aufg. 13.



240 Extreme bei Flachen.

bei willkiirlicher Entscheidung iiber das Vorzeichen. Aus &2 =1 folgt
£&, = 0 oder

(14) E,=ay 4 b3,

Andrerseits ist £3 = 0. Durch Ableitung nach  folgt daraus &,3" = 0.
Deshalb ist nach (14)

£y =ay'3’' =0, also a=0.
Ebenso folgt aus &y’ = 0 durch Ableitung und aus (14)
§pt)’:——'§t)”=b't)’6/.

Somit ist

oder endlich nach (12)

b = —1 Tl‘/s
9%
(15) fy =it
Entsprechend erhilt man
(15)* fo=Fig

Neben den Parametern $, ¢ auf der Minimalfliche sollen noch zwei
weitere Parameterpaare verwendet werden:

_ . atif
?——M—I—lv—— 1_{_1 ’
o .o a—1if
g=u—iv=——";

_pt+q __ a+ B
16 T T
(16) v?—9__  «—F8
21 2 7’

.. _P—1g

w=u—v="—7,

_ _t+

P=uto="rpy

Setzen wir fiir den Augenblick

2
n/3/=2§p§q:}¥:

dy=+4}(y'dp+3dg),
i ! !

so wird
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und daraus (§§ 42, 50)

dpdq dut4-dv®  do? 4 dp?
A A - 24

IT = —dy-dé = 5 (@42 — dg®) = — 2dudv =  (do? — df),

I=+4dg-dy=

T = 4 d§-d¢ = Adpdg = A (du? + d?) = = (da? + dp).

Nach §50 war
KI—2HII +III =0;

also ist hier wegen H =0

KI+4 IIT=0.
Somit folgt fiir das KrimmungsmaB unsrer Minimalfliche
2 \2
—_ A2 = __ (T
an K A (n’ 3,) .

Beachten wir, daB II =0 die Differentialgleichung der Asymptoten-
linien ist, so ergibt sich, daB #, v = konst. oder p 4 ¢ = konst. die
Asymptotenlinien unsrer Fliche sind. Fithren wir andrerseits «, § = konst.
als Parameterlinien ein, so fehlt in I und II das gemischte Glied; also
sind diese Kurven p 4-7g = konst. nach §46 (F =0, M =0) die
Kriimmungslinien unsrer Fliche. Hat man also erst die natiirlichen
Parameter $, ¢ ermittelt, so sind damit die Kriimmungslinien und
Asymptotenlinien gleichzeitig aufgefunden.

Die Formeln dieses Abschnittes hat E. STuDY in einer Vorlesung
1909 angegeben, in der er die Theorie der Minimalflichen neu be-
arbeitet hat!.

Setzt man wie in § 55 die Entfernung P der Tangentencbene vom
Ursprung als positiv homogene Funktion eines (nicht normierten) Nor-
malenvektors der Fliche an, so lautet nach §94 (35) die Differential-
gleichung der Minimalflichen

92P 02 P 02pP
Hieraus folgt, daBl die Theorie der Minimalflichen aufs innigste mit
den Kugelflichenfunktionen zusammenhingt. Darauf soll aber hier
nicht eingegangen werden.

=0.

§ 109. Eine allgemeine Formel von GAUSz fiir die erste
Variation der Oberfliche.

Wir wollen die Formel von §105 fir 40 noch einmal unter der
allgemeineren Annahine herleiten, daB die Verriickung 6y des Flichen-

1 Vgl. die Angaben am Schlusse der Abhandlung E. Stupy: Uber einige ima-
ginare Minimalflachen. Leipz. Akad.-Ber. Bd. 63, S. 14—26. 1911.
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3, Aufl. 16
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punkts in beliebiger Richtung erfolgt. Legen wir beispielsweise die
Kriimmungslinien als Parameterkurven auf der Ausgangsfliche zu-
grunde, so lauten die Ableitungsgleichungen nach §57 (135), (136):

Eu E‘U
Tuw =T 55 b — g¢ o+ LE,

Ev Gu '
Tuo =+ 55 tu T ¢t + ME,

G, G,
Evv:_—zfgu'*'ﬁgv—*“zvfl
und (§ 55): . Y
é-u:_f’z':u’ f‘u:—%gv'

Wir gehen nun von unsrer Fliche i (#,v) zu einer Nachbarfliche
CE=r( )+ 0g(w,y)
iiber, indem wir setzen:
0r = Pty + 98, + 1,
(18) p=cp(u,v), g=¢eq(u,v), n=cnu,v);
e—0.

Wir kommen also durch Spezialisierung p = ¢ =0 auf den in §105
behandelten Sonderfall zuriick. Hier ergibt sich durch Ableitung unter
Beachtung der Ableitungsformeln

o= (1420 + 2P 4 () 1 (1) €,
— G, G,q—2Nn
o= (gt (L g+ 2P IS 4 () 8

Dabei deuten die Symbole (*) Ausdriicke an, die ¢ in erster Ordnung
enthalten. Beriicksichtigt man nur die in & héchstens linearen Glieder,

so folgt:
-~ — / E,p+E,q—2L
zuxgvzkl%—pu"k%)“}_—p—zg ?

4 SPGB () b (0) (<) F (#) E <8 -

Da die Parameterlinien Kriimmungslinien sind, so sind die Vek-
toren g,, L,, £ und daher auch die Vektoren 1, >< ¢,, £, <&, £ >< 1,
paarweise orthogonal. Somit lautet das innere Quadrat von (19), wenn
wir wieder die in ¢ quadratischen Glieder weglassen:

(Zu Xiv)zz o2 (gu g, = P EG,
wo @ den Koeffizienten von g, >< g, in (19) bedeutet. Somit wird die
Oberfliche von ¢ (#, v)

0= [V Gu=r,)2dudv=[®VEGdudv=0 + 0.
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30 = ” (61EG) + 4 (g VEG)}dudv
——Jf n}EGdudv

Das zweite Glied ist das uns schon von § 105 bekannte

—Zando,

Darin ist

wihrend man das erste Doppelintegral durch Integration nach Teilen
(,,Formel von GREEN") in ein lings des Randes erstrecktes Kurven-
integral umformen kann:

$(pdv—qdu) VEG.
Nun folgt aber aus (18) wegen (r,r,¢) = }’E—G—: ,
PVEG = (0, 1., ),
¢VEG = (tu, 0%, &) -
Das gibt eingesetzt in das Randintegral
§@x. dr, &),
wenn dy = g,du + g,dv das vektorielle Linienelement der Rand-
kurve ist.
Somit erhalten wir schlieBlich fiir O die gewiinschte allgemeine
Formel

80 = § (0, dx, & — 2 [ Hndo,

oder, wenn wir auch noch # durch die Verriickung dr ausdriicken:

(20) 60 =§(0x,dx, &) — [ 2H- (7, 14 3,) dudo

Fiir das Randintegral gilt darin die Zeichenregel: Stellt man sich auf
die Fliache g (#,v), so daBl der Vektor & nach oben weist, so ist das
Randintegral nach links herum zu nehmen, wenn wir voraussetzen,
daB die x,-Achse links von der x;,-Achse liegt.

Die Formel (20) fiir 60 ist 1829 von GAUSz angegeben worden?.

§ 110. Eine Formel von SCHWARZ fiir die Oberfliche einer
Minimalfldche.

Wir wollen die Formel von Gauvsz fiir 60 dazu verwenden, um eine
auf Untersuchungen von RIEMANN zurilickgehende, von H. A. SCHWARZ

1 C.F. Gausz: Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequi-
librii. Werke Bd. 5, S.29—77, bes. S. 65.
16*
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1874 angegebene Formel herzuleiten?, die die Oberfliche eines Minimal-
flichenstiicks durch ein lings der Randkurve erstrecktes Linienintegral

ausdriickt.
Wir betrachten eine Schar dhnlicher und beziiglich des Ursprungs

ahnlich gelegener derartiger Flichenstiicke
*u,v,)=2Ax(m,v), 0<iAL1.
Setzen wir
or* =04-1,
so ist nach der Formel (20) wegen H =0 und &* =¢§
00* = 64§ (r, dx*, &) = A0A ¢ (x,dy, &) .

Hieraus ergibt sich wegen O* (0) = 0 durch Integration nach 4 zwischen
den Grenzen Null und Eins die gewiinschte Formel:

(21) 0=3§( dx. 9§

Aus (21) folgt z. B., daB man die Vektoren & lings des Randes sicher
nicht beliebig vorschreiben darf. Denn wegen seiner Bedeutung muf
das Integral O unabhingig von der Wahl des Ursprungs sein, d. h. es
mub

$(+0,4dg &)
unabhingig von der Wahl des (lings der Kurve festen) Vektors v sein.
Das ergibt die Bedingung:
22) §Exdp=—§yxdE=0.

Das Verschwinden dieses Integrals fir jede geschlossene, ein einfach
zusammenhingendes Flichenstiick begrenzende Fliachenkurve ist aber
fiir die Minimalflichen kennzeichnend. Wir haben ndmlich
§&xdy=§{(¢ X g, du+(§Xg,)dv} |

und finden als Bedingung, da8 der Integrand ein vollstindiges Diffe-
rential ist:

0 0

%(E X zu) _—a_u(ésX&)) =0
oder
(23) s X Ty —Eu X =0.

Mittels der Ableitungsformeln WEINGARTENS (§ 55) ergibt sich daraus
die Behauptung H = 0. Im iibrigen kann man H =0 aus (22) noch
einfacher mittels der Formel (20) von Gausz herleiten.

Es sei nebenbei erwdhnt, daB man die Beziehung (22) auch mecha-
nisch deuten kann. Denkt man sich die Minimalfliche durch eine diinne
Haut verwirklicht und in dieser einen solchen Spannungszustand her-

1 H. A. Scawarz: Mathematische Abhandlungen I, S. 178.
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gestellt, daB auf das Linienelement dy der Spannungsvektor d§ wirkt,
so ist wegen

die Haut im Gleichgewicht.

Statt die Minimalfliche zu verwirklichen, kann man ebensogut die
Einheitskugel (&) oder ein Stiick von ihr durch eine Haut ersetzen und
im Linienelement d£ die Spannung dy herstellen. Wegen

§dr=0, ¢$&Xdr=0
herrscht dann wiederum Gleichgewicht.

Die Flichen (r) und () stehen in der Beziehung, daB man die
eine als ,reziproken Krifteplan zu den Spannungen in der andern
ansehen kann?.

§111. Bestimmung einer Minimalflache durch einen Streifen.
(Aufgabe von E. G. BJORLING.)

Nach dem letzten Ergebnis ist das auf einer Minimalfliche erstreckte
Integral

Jexdg

vom Integrationsweg unabhingig?. Wir wollen dieses Integral auf eine
andre Form bringen, indem wir die Parameterdarstellung (12) der Mi-
nimalfliche zugrunde legen. Wir setzen also

£=4" ¥, 2dp=ydp+ydg

r}, . a/ 2
und finden nach der Rechenregel §3 (43) oder
(24) Xg)xr=(pr)g—I(q0)p
das Ergebnis
(25) 2&Exdy = —1i(dy —dy).

Aus den Gleichungen
dy +ds=2dg
dy —dy= 4 21&xXdg
folgen die 1874 von H. A. ScuwaRrz® gefundenen Formeln

dy =dy + i (Exdy),

26 .
(26), dy=dy — 1 (EXdy)

1 Vgl. W. BrascHKE: Reziproke Kriftepline zu den Spannungen in einer
biegsamen Haut. Congress Cambridge Bd. 2, S.291—297. 1912.

2 Es ist das ein Sonderfall eines Satzes von Fraulein E. NOETHER iiber in-
variante Variationsprobleme. Gott. Nachr. 1918, S. 235—257.

3 H. A. ScuwaRz: Mathematische Abhandiungen I, S.179, S. 181.
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oder

6, p=gy+if&xds,

s=1—i[Exdy.

Hierin ist in Gbersichtlichster Art die Losung einer 1844 durch den
Professor an der Universitdt in Upsala E. G. BJORLING behandelten
Aufgabe enthalten: Alle Minimalflichen durch einen vorgeschriebenen
L Stresfen' zu ermitteln. D.h. die Minimalfliche soll so bestimmt
werden, dal} sie durch eine vorgegebene (offene) Kurve hindurchgeht
und in den Punkten der Kurve gegebene Tangentenebenen besitzt.
Die Kurve sei g (f), die Tangentenebene werde durch den Vektor & (¢)
der Flichennormalen bestimmt (£2 =1, £y’ =0). Dann kann man
die Integrale (26) lings der Kurve g (f) erstrecken. Man findet so die
isotropen Kurven y (f) und 3 (), durch die die gesuchte Minimalfliche
durch den Streifen eindeutig bestimmt ist. Eine Ausnahme koénnte
nur dann eintreten, wenn lings  (f) entweder

' — &X' =0 oder ' 4i&EXy=0
wiare. Da der Vektor £ X ¢’ auf g’ senkrecht steht, kann er nur dann
die Richtung 1’ haben, wenn die Kurve g (¢) isotrop ist (¢'2 = 0). Somit
ergibt sich:
Durch einen Streifen (dessen Kurve wicht isotrop ist, also insbesondere

durch jeden reellen Streifen) geht eine und nur eine Minimalfliche hin-
durch, die durch die Formeln von SCHWARZ (26) bestimmi ist.

ScHwWARzZ hat bemerkt?, dafl hierin die besonderen Ergebnisse ent-
halten sind:

Enthilt eine Minimalfliche eine (nicht isotrope) gerade Linie, so
fiihrt eine Drehung durch den Winkel w wm diese Gerade die Minimal-
fliche in sich selbst iiber.

Liegt auf einer Minimalfliche eine (etwa veelle) ebene geoditische
Linie, so ist die Fliche zur Ebene dieser Kurve symmetrisch.

Entsprechend beweist man nach STUDY?: Ein konischer Doppel-
punkt einer Minimalfliche ist stets Mittelpunkt der Fliche.

§ 112. Ein Satz von T. CARLEMAN iiber den Kreis.

Wir haben in §29 und §30 die isoperimetrische Haupteigenschaft
des Kreises bewiesen, unter ,,allen’ geschlossenen, ebenen Kurven ge-
gebenen Umfangs den groBten Flicheninhalt zu umgrenzen. Diese
Tatsache 14Bt sich, wie T. CARLEMAN gefunden hat3, in bemerkenswerter

1 H. A. Scuwarz: Mathematische Abhandlungen I, S. 179, S. 181.
2 E., Stupy: Leipz. Ber. Bd. 63, S.23, 26. 1911.
3 T. CARLEMAN: Zur Theorie der Minimalflichen. Math. Z. Bd. 9, S. 154 bis

160. 1921.
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Art auf die rdumliche Geometrie {ibertragen. Hier soll das Ergebnis
CARLEMANS unter engeren Voraussetzungen, dafiir aber auf sehr an-
schauliche Art hergeleitet werden.

Spannt man iiber eine geschlossene raumliche Kurve, die man sich
durch einen Draht verwirklicht denken moge, ein diinnes Flissigkeits-
héutchen — etwa einer Seifenlésung — aus, so ist dessen Gleichgewichts-
figur die Minimalflache, die von allen iiber die Kurve ausgespannten
Flichen die kleinste Oberfliche besitzt. Der mathematische Nachweis
fiir das Vorhandensein einer Losung dieses ,,Problems von PLATEAU*
ist unter recht allgemeinen Voraussetzungen iiber den Rand von
S. BERNSTEIN' erbracht worden.

Gehen wir von einer geschlossenen Raumkurve € vom Umfang L
aus, und nehmen wir an, es gehe durch € eine Fliche M Fkleinster Ober-
fldche. M ist dann eine Minimalfliche, thre Oberfliche sei O. Es soll nun
gezeigt werden: Zwischen L und O besteht die Beziehung

7) L2 —470=0,

und es ist nur dann L? — 470 = 0, wenn € ein Kreis 1st.

Beschrinkt man sich auf ebene Kurven €, so erhilt man den alten
isoperimetrischen Satz (§29) als Sonderfall.

Zum Nachweis wihlen wir auf € einen beliebigen Punkt 8 aus und
bestimimen die Kegelfliche &, die 8 zur Spitze hat und durch € hindurch-
geht. Wickelt man & in die Ebene ab, so geht € in eine geschlossene ebene
Kurve @* iiber, deren Flicheninhalt F gleich der Oberfliche des
Kegels &, also wegen der Kleinsteigenschaft der Minimalfliche M
sicher = O ist, und deren Umfang L ist. Nach § 30 gilt

(28) L —4aF =0
und wegen
(29) F=0

folgt die zu beweisende Behauptung
L2 —470=12—4aF=0.

Es bleibt nur noch festzustellen, wann in (27) die Gleichheit gilt.
Dazu muB} sowohl in (28) wie in (29) das Gleichheitszeichen richtig
sein. Ist F = 0, so muBl & eine Minimalfliche sein. Da nun die Ebene
als einzige (reelle!) Fliache gleichzeitig Torse und Minimalfliche ist, so
ist & = M eine Ebene. Fiir eine ebene Kurve €* = € gilt aber nach
§ 30 nur dann L2 =47 F, wenn € ein Kreis ist. Damit ist auch noch
der Einzigkeitsbeweis erbracht.

Es sei noch einmal der Unterschied zwischen den ,,Randwertauf-
gaben' von BJORLING (§ 111) und PLATEAU (§ 106) hervorgehoben. Bei

1 S. BeErRNSTEIN: Math. Ann. Bd. 69, S.126, 127. 1910.
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BJORLING soll durch ein offenes Kurvenstiick eine Minimalfliche ge-
legt werden, die lings dieser Kurve gegebene Tangentenebenen hat.
Bei PLATEAU hingegen handelt es sich um das mathematisch ungleich
schwierigere Problem, die Minimalflichen durch eine geschlossene Kurve
zu bestimmen, so daB die Kurve ein einfach zusammenhingendes
Stiick der Minimalfliche berandet. Legt man mittels der Formeln von
ScawaRrz (§ 111) durch einen geschlossenen Streifen die Minimalfliche,
so wird der Streifen in der Regel kein regulidres, einfach zusammen-
hingendes Stiick ihrer Flache begrenzen.

§ 113. Isoperimetrie der Kugel.

Das einfachste Gegenstiick zur isoperimetrischen Eigenschaft des
Kreises in der Ebene ist in der rdumlichen Geometrie nicht der im
letzten Abschnitt auseinandergesetzte Satz CARLEMANS, sondern die
entsprechende Figenschaft der Kugel, unter ,,allen’ - geschlossenen Flichen
mit gegebener Oberfliche den groften Rawminhalt zu wmgrenzen, oder,
was auf dasselbe hinauslduft, bei gegebenem Rauminhalt kleinste Ober-
fliche zu besitzen.

Es sei zundchst darauf hingewiesen, wie man die Differentialgleichung
des Problems aufstellt. Fiir die Variation der Oberfliche hatten wir
in §105 die Formel

80 = —2[6n-H-do

gefunden. Fiir die Variation des Rauminhalts ergibt sich bei geeigneter
Vorzeichenbestimmung offenbar

oV =— [on-do.
Soll nun aus 60 = 0 folgen 6V =0, so muB sein
H = konst.,

was man genau so wie den entsprechenden Satz in der Ebene be-
griindet § (28). Durch H = konst. sind aber (wenigstens unter den Ei-
flichen) nach LiEBMANN (§92) die Kugeln gekennzeichnet. Somit
kommen als Lésungen der isoperimetrischen Aufgabe unter Eiflichen
nur die Kugeln in Betracht.

Hierfiir soll nun noch ein zweiter, weit einfacherer Beweis erbracht
werden, den man dem phantasievollen Geometer J. STEINER (1796 bis
1863), einem der Mitbegriinder der projektiven Geometrie, verdankt.
Ubrigens war JAKOB STEINER (trotz seines 6stlich klingenden Namens)
ein urwiichsiger Schweizer Bauernsohn. Das wichtigste Hilfsmittel des
Beweises ist STEINERS ,,Symmetrisierung’, ein Verfahren, das gestattet,
aus jedem Eikorper einen neuen, inhaltsgleichen herzuleiten, der eine
Symmetrieebene und in der Regel kleinere Oberfliche besitzt.
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Dazu denken wir uns den Ausgangseikérper & aus parallelen, ,,ver-
tikalen Stibchen aufgebaut. Die vertikale Richtung sei etwa die
%y-Richtung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Wir verschieben
jedes Stdbchen auf seiner Geraden so lange, bis sein Mittelpunkt in
die Ebene x3 =0 zu liegen kommt. Die so verschobenen Stibchen
erfillen dann eine zu x; =0 symmetrische Punktmenge &*. Es ist
zunichst zu zeigen, dafl aus der Konvexitit von & die von &* folgt,
daB also auch der ,,symmetrisierte’ Kérper &* ein Eikorper ist. Dazu
ist nur zu zeigen, daBl mit zwei Punkten p¥, qf immer auch deren Ver-
bindungsstrecke in §* liegt. Es seien p¥, qF die Spiegelpunkte von
p¥, qf an 3 =0 und p,, q;; p,, g, die vier Punkte in &, durch deren
Vertikalverschiebung p¥, ¢F; p¥, qf entstanden sind. Da & ein Ei-
korper ist, enthélt & die konvexe Vierecksfliche mit den Ecken py, 4;
Pa, Go. Infolge seiner Entstehung enthdlt demnach auch §* die aus
dieser Vierecksfliche durch die Symmetrisierung entstehende mit den
Ecken p¥, oF; p¥, q¥, also auch insbesondere die Strecke p¥ g}, w. z. b. w.

DaB & und &* inhaltsgleich sind, folgt aus dem sogenannten Prinzip
von B.CAvALIERI (1598—1648). Man zeigt es auch folgendermalen:
Bedeutet (%, x,) (=0) die Linge der vertikalen Strecke, in der &
durch die Gerade geschnitten wird, deren Punkte die vorgeschriebe-
nen x;, x,-Koordinaten haben, so gilt fir den Rauminhalt von & die

Formel :
V= fff(xl, %,) dx, dx,,

und, da f fiir &* dasselbe ist, gilt diese Gleichung auch fiir den Inhalt
von f*.

Bevor wir zur Verkleinerung der Oberfliche tibergehen, soll gezeigt
werden: Ist die den Eikérper § begrenzende Eifliche § durchweg
reguldr und analytisch, so hat auch die Begrenzung §* von £* diese
Eigenschaft. Eine Singularitit konnte namlich hochstens dort ent-
stehen, wo die Tangentenebenen von ¢ vertikal, d. h. parallel x; sind.
Fiir eine solche Stelle 148t sich durch geeignete Achsenwahl die Dar-
stellung X =axg+2bx, %5 +cx)+ -
herbeifithren mit a, ¢, ac — b2 > 0. Fiir die symmetrisierte Eifliche §*
ergibt sich dann an der entsprechenden Stelle die Entwicklung

— b2
x1= @?,Zz_xg +ng + . oo

woraus die Regularitit von §* einleuchtet.

§ 114. Wirkung von STEINERs Symmetrisierung auf die
Oberflache.

Zum Beweis fiir die Oberflichenverringerung zerschneiden wir unsre
Eifliche § durch die Kurve der vertikalen Tangentenebenen in zwei
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Teile, in den ,,oberen‘’ Teil & und den unteren & . Beide beziehen wir
auf Parameter #, v, so dal3

%y (10, v) =% (4, v) =% (u, ),
%y (4, V) = %, (u,v) = %y (u, v)
wird. Wir setzen ferner

1—1¢
2

I +¢_
Xy (u, v;t) =" ;xs (1, v) —

%y (4, )

und ) o
@)= [[1 A+ B+ C*dudy;

_ Oxydyy  dxgday 1+t 41—t
A= G au= 2 4= 35 4,
_ Oxg0xy  Oxgdxy 1 4t'm 11—t
B=3u5 “wwon= 3 B—% B,

C=Guds T ou-

Dann driickt sich unsere Behauptung iiber die Verkleinerung der Ober-
flache durch Symmetrisierung durch die Formel aus:

(30) P(+1)—20(0) +P(—1)=0.

In der £, @-Ebene bedeutet (30) (vgl. Fig. 32), daBl der Mittelpunkt der
B beiden Punkte
(-1

D) By —1,d(—1) und +1,@(+1
Y iiber der Stelle 0, @ (0) liegt, was durch

- 0 §+7 die Konvexititsbedingung @ (f) = 0, fiir
' for e — 1 <t < + 1 sichergestellt wire.
Fig. 32. Man erhilt

O (t) = f f (aBem-pd+arsidrar+ Brpyer,

T 7.1

4(42 + B2 + C?)

Daraus ist aber @ (t) = 0 ersichtlich und somit die Behauptung be-
wiesen, dal die Oberfliche beim Symmetrisieren im allgemeinen ab-
nimmt.

Es bleibt noch die Frage zu erledigen: Wann bleibt die Oberflache
beim Symmetrisieren erhalten? Dazu ist notwendig, daB @” (t) =0
fir alle —1 <¢ < 4+ 1 und daher

(31) A+4=B+B=0,
da C im Innern des Integrationsbereichs == 0 ist (§54=0). Aus (31) und
C=C=C
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ergibt sich aber, daf3 der obere und untere Fliachenteil zu einer Ebene
%3 = konst. symmetrisch sind®.

 Wir finden also zusammenfassend: STEINERS Symmetrisierung ver-
wandelt jede vegulive Eifliche wieder in eine vegulive Eifliche, die zur
ersten inhalisgleich und in der Regel Rleiner an Oberfliche ist. Die
Oberfliche bleibt nur in dem trivialen Fall ungedindert, dafi schon die
urspriingliche Fliche senkrecht zur Symmetrisierungsrichtung eine Sym-
metrieebene hatte.

Die einzige Eiflidche, bei der dieser Ausnahmefall fiir jede Richtung
zutrifft, ist die Kugel. Denn diese Eifliche hat zunichst sicher drei
paarweis senkrechte Symmetrieebenen, also deren Schnitt zum Mittel-
punkt p. Dann mufB jede Ebene durch p Symmetrieebene sein. Somit
wird die Eifliche alle Geraden durch o senkrecht durchschneiden, was
wirklich nur bei der Kugel der Fall ist.

Damit ist aber gezeigt: Jede nichtkugelige Eifliche kann man
durch Symmetrisierung in eine inhaltsgleiche mit kleinerer Oberfliche
verwandeln. Falls daher die isoperimetrische Grundaufgabe der raum-
lichen Geometrie unter den veguldvenm Eiflichen iiberhaupt eine Losung
hat, so kann diese Losung nur die Kugel sein.

Das ist der Gedanke von J. STEINERS Beweis aus dem Jahre 18362

§ 115. Konvergenzbeweis von WILHELM GROSS.

Wenn man das Vorhandensein einer Ldsung unsres isoperime-
trischen Problems als selbstverstindlich ansieht, so ist mit dem Er-
gebnis des letzten Abschnitts die Frage vollig erledigt. Will man aber
iiber diese Schwierigkeit nicht ebenso leichtsinnig hinweggleiten, wie
das in dhnlichen Fillen (§97; §112) schon geschehen ist, so ist man
durchaus noch nicht {iber den Berg.

O. PerroN hat die Notwendigkeit von Existenzbeweisen an einem
zwar trivialen, aber dafiir um so schlagenderen Beispiel so auseinander-
gesetzt: Gibt es unter den Zahlen 1, 2, 3, ... eine grofite, so ist es
die Zahl Eins. Denn durch das Verfahren des Quadrierens wird jede
andre dieser Zahlen vergroBert. Das ist genau dieselbe SchluBweise
wie die vorgetragene, von STEINER herriihrende. An Stelle der Zahlen
1,2, 3, ... hatten wir dort die unendliche Menge der inhaltsgleichen
Eiflichen. Anstatt zu quadrieren, wurde dort symmetrisiert.

Der ecrste, der auf Grund von Methoden, die K. WEIERSTRASZ in
die Variationsrechnung eingefiihrt hat, die isoperimetrische Haupteigen-

1 Man kann zu dem eben gefithrten Nachweis auch folgenden Mittelwertsatz
von O. HOLDER (1884) heranziehen:

D(~1)—20(0)+ B (+1)=d"(h); |h]<1.

2 J. SteinER: Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsiatze. Werke 11,
S. 75-91.
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schaft der Kugel einwandfrei begriindet hat, war H. A. ScHWARz im
Jahre 1884, Ein neues Beweisverfahren, auf das wir im zweiten Teile
zuriickkommen werden, hat 1903 H. MINKOWSKI ersonnen. 1916 hat
der Verfasser auf Grund von STEINERS Symmetrisierung einen strengen
Beweis gefiihrt?2. In neuer und besonders schéner Weise hat dann
1917 WiLHELM GRross diesen Gedanken wieder aufgenommen3. Das
Verfahren von GRross, der 1918 im Alter von 32 Jahren in Wien ein
Opfer der Grippe geworden ist, soll hier unter der Beschrinkung auf
Eiflichen wiedergegeben werden.

Es handelt sich darum, folgendes zu zeigen: Man kann jede Ei-
fliche §§ durch geniigend hiufiges Symmetrisieren in eine neue inhalts-
gleiche Eifliche §, verwandeln, deren Oberfliche sich um beliebig
wenig von der Oberfliche Op der inhaltsgleichen Kugel & unterscheidet.
Dann gilt nach § 114 fiir die Oberflichen:

0=0,, lim0, =20,
also
02 0g,
w. z. b. ist.

Zum Nachweis nehmen wir innerhalb von § einen Punkt p an und
schlagen um o als Mittelpunkt zwei Kugeln, erstens eine Kugel &,,
die in §§ liegt, zweitens die zu & inhaltsgleiche Kugel ®. Der Raum-
inhalt von &, der auBerhalb { liegt, sei mit ¢ bezeichnet. Da ¥ und &
inhaltsgleich sind, ragt dann auch § iiber & um ¢ hinaus. Wir wollen
zeigen:

Es 1aBt sich eine stetige Funktion @ (p) angeben, so daB fir ¢ > 0
auch @ > 0 ist und daB zu jeder Eifliche &, die die Kugel &, enthilt
und um ¢ Uber die zu § inhaltsgleiche Kugel & hirausragt, zwei Kugeln
des Inhalts @ ermittelt werden konnen, die eine © in § auBerhalb &,
die andere &' in & auBerhalb ¢ (Fig. 33).

Wir schlagen um o die Kugel, die iiber & um die Schale vom In-
halt ¢ hinausragt. Diese neue Kugel liegt sicher nicht ganz aullerhalb
der zu & inhaltsgleichen . Also gibt es auf der Oberfliche der neuen
Kugel einen Punkt p in . Wir konstruieren die Kugel (Fig. 34), die
f von auflen, und den Kegel, der von p als Spitze an 8, gelegt ist, von
innen beriihrt. Der Inhalt der so gefundenen Kugel (Fig. 34), die sicher
in § liegt, sei @, (p). Andrerseits ragt die Kugel um o innerhalb &,
die mit & zusammen eine Schale des Inhalts ¢ begrenzt, sicher iiber
% hinaus. Wir konnen daher in dieser Schale eine Kugel ermitteln,

1 H. A. ScawaRrz: Beweis des Satzes, daB die Kugel kleinere Oberflache be-
sitzt als jeder andere Korper gleichen Volumens. Gesammelte Abhandlungen II,
S. 327—340.

2 W. BrascHKE: Kreis und Kugel. Leipzig 1916.

3 W. Gross: Die Minimaleigenschaft der Kugel. Monatsh. Math. Phys. Bd. 28,
S. 77-97. 1917.
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die die beiden die Schale begrenzenden Kugeln beriihrt, und die auBer-
halb  liegt. Thr Inhalt sei @, (). Wir kénnen ihren Mittelpunkt etwa
auf dem Fahrstrahl wihlen, der von o nach dem am nichsten liegenden
Punkt von § hinweist. Die so erklirten Funktionen @, (p), @, (p)
kénnte man elementar berechnen. Sie sind aber sicher stetig und posi-
tiv. Die kleinere unter ihnen

P (@) =3{P1(p) + P: ()} — 3|1 (9) — P2 (9) |

Fig. 33.

hat die behauptete Eigenschaft. Da bei wachsenden ¢ die Kugeln
@, © offenbar groBer werden, so ist die Funktion @ (¢) sicher monoton
zunehmend.

Jetzt wollen wir $§ so zu einer Eifliche ; symmetrisieren, daf3
die Symmetrisierungsrichtung (xs3-Richtung in der Bezeichnung von
§113) in die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Kugeln & und
@’ fallt und die Symmetrieebene (¥, = 0) durch o hindurchgeht. Dann
enthilt §, wieder die alte Kugel §,. Der Rauminhalt ¢;, um den &,
iiber die inhaltsgleiche Kugel & hinausragt, geniigt der Bedingung

0 Z9p—9 (9),

da die ganze Kugel © beim Symmetrisieren innerhalb § Platz findet.

Das Verfahren konnen wir jetzt auf §; neuerdings anwenden
unter Wiederverwendung der alten Kugeln &, und &. Fiir den Raum,
inhalt @,, um den die neue Eifliche $, iiber & hinwegragt, gilt dann

P =g — D(p0)-
So fahren wir fort. Da die Funktion @ (¢) monoton wachsend ist
folgt aus p—p =D (@),

P1— P =P,

Pn-1— Pn =9 (‘pn—}l
P—@n=n @ ((pn)
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und daraus e K
D (@)

Will man also durch #-malige Symmetrisierung eine Eifliche erreichen,
die iiber die inhaltsgleiche Kugel & nur um den Raumteil ¢ hervorragt,
so geniigen
< = _
D(e)
Wiederholungen des Symmetrisierungsverfahrens.

Damit haben wir einen genauen Einblick in die Konvergenz unsres
Verfahrens genommen und kénnen wirklich eine zu § inhaltsgleiche
Eifliche §, auffinden, deren Oberfliche sich um
beliebig wenig von der inhaltsgleichen Kugel &
unterscheidet. Das kann man so feststellen
(Fig. 35).

Wir zeichnen um o eine Kugel §%, durch
deren Tangentenebenen von ® ein Raumstick
vom Inhalt & abgeschnitten wird. Dann liegt §*
sicher in §,. Suchen wir ferner einen Punkt g
auBerhalb & auf, so daBl der Korper, der von dem
Kegel von qan &* und von der Kugel & begrenzt
wird, den Inhalt ¢ hat, so liegt die Kugel %* um
o durch q sicher auerhalb &,. (Immer unter der
Voraussetzung, daB §, iber ® nur um ¢ hinausragt.) Aus der Lagen-

beziehung @ < F, < R
f* </ < qr*,

und den daraus folgenden Beziehungen zwischen den Oberflichen!
0% < 0, < O%*
0% < O.@ < O** ,

folgt nun 10g —0,| < O%* — 0% .

Fig. 85.

Da aber fiir hinreichend kleines ¢ die berechenbare Differenz rechts
beliebig herabgedriickt werden kann, ist darin das gewiinschte Ergeb-
nis enthalten. Unser Konvergenzbeweis geniigt allen Forderungen der
Exaktheitsfanatiker und , Finitisten. Denn man kann, wenn der
Fehler lOn — Og | vorgeschrieben ist, die Anzahl # der zu dieser An-
niherung notwendigen Symmetrisierungen durch Berechnung einiger
elementarer Funktionen ermitteln.

1 DafB bei Eiflachen aus §* < §** fir die Oberflichen O* < O** folgt, kann
man z. B. aus der Formel (4) von § 105 fiir die Variation einsehen. Umgekehrt
kann man diese Ungleichheit auch zur Definition des Begriffs Oberflache einer
Eiflache verwenden, wie es der Verfasser in seinem Biichlein ,,Kreis und Kugel*
S. 58, Leipzig 1916, durchgefiihrt hat.
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Bemerkt man schlieBlich, daB zwischen Rauminhalt ¥ und Ober-
fliche O bei einer Kugel die Gleichung gilt
03 —367V2=0,

dann kann man das Ergebnis so fassen:

Zwischen Rauwminhalt V und Oberfliche O einer Eifliche besteht die
Beziehung

(32) 03 —367V2=0,

und zwar gilt nuy fiir die Kugeln das Gleichheitszeichen.

Die einschrinkenden Regularititsforderungen, die wir der Kiirze
halber eingefithrt haben, sind unwesentlich. Auch die Beschrinkung
auf Eiflachen ist fiir das Beweisverfahren unnétig, wie man bei Gross
nachlesen moge.

Spiter, im zweiten Teil dieser Vorlesung, werden wir die isoperi-
metrische Ungleichheit (32) unter einem allgemeineren Zusammenhang,
den H. BRUNN und H. Minkowski entdeckt haben, wiederfinden.

§ 116. Zweite Variation der Oberfliche.

Wir wollen jetzt die Rechnung von § 105 dahin verfeinern, dall wir
bei der Berechnung der Anderung der Oberfliche beim Ubergang zu
einer Nachbarfliche

r=1tw,v) +n&(u,v), n=ecn(u,v)
auch noch die Glieder zweiter Ordnung in ¢ ausrechnen. Wir haben
=ty t 0l + 0,8,
Ly=1, +n&, +n,&;

daraus ist
E:‘i =E—2nL +n2& +un?,
F=%T,5,=F—2nM+n2f, & + n,n,,
G=7 =G—2uN+m& +n
oder nach § 50 (83), (87)
E=E—2uL +#n2(2HL —KE) + n},
F=F—2uM+n2HM—KF)+n,n,,
G=G—2uN+n2@2HN — KG) + n2.

Hieraus ergibt sich weiter, wenn wir

EG—Fr—we
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berechnen und die Abkiirzung aus § 79 (95)

En}—2Fn,n,+ Gnl
V”Z* we

verwenden,
(33) W=W{l—2nH+mK+L1gn)+---.
Fiir die Oberfliche folgt daraus durch Integration:
O0=0—2fnHdo+ [WK+1yn)ydo+---.
Setzen wir wie iiblich
0=0+60+160+---,

s0 haben wir fir die ,,zweite Variation der Oberfliche die Formel
gefunden:

(34) 820 =[(2nK + yn)do.

Ist die Ausgangsfliche insbesondere eine Minimalfliche (H = 0),
so konnen wir, anstatt den Differentiator ¥ fiir die erste Grundform 7
zu berechnen, den fiir die dritte Grundform III] = d&2 verwenden. Es
ist in diesem Falle (§ 50 (86))

III=—K-1I,
Vit = —'K'\7111”'

Fithrt man noch das Flichenelement des sphirischen Bildes Kdo = dw
ein, so erhdlt man schlieBlich

(35) 8”0 =[{2m—v ,nldo,

eine Formel, die in etwas anderer Form von H. A. Scawarz 1872 an-
gegeben worden ist. Es ist besonders auffallend, da8 in dieser Formel
nur mehr die Funktion » auf der Einheitskugel des sphérischen Bildes
auftritt, daB jede Spur der besonderen Minimalfliche, von der aus-
gegangen wurde, aus der Formel verschwunden ist.

Es soll hier mit einigen Worten iiber die Schliisse berichtet werden,
die H. A. SCHWARZ in seiner berithmten Festschrift von 18852, die fiir
die Begrindung der Integralgleichungen in der Dissertation von
E. ScuMIipT neuerdings vorbildlich geworden ist, aus der Formel (35)
fiir 620 bei Minimalflichen gezogen hat.

Genau wie in §99 findet man mittels der Uberlegung von BLiss
aus der Bedingung 620 = 0 die Bedingung von Jacosi fiir das vor-
liegende Problem von PLATEAU, ndmlich

2n+ A,,,n=0.

1 H. A. Scawarz: Gesammelte Abhandlungen I, S.157.
2 H. A. Scuwarz: Gesammelte Abhandlungen I, S.223—269.
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Dabei bedeutet /\;;; den zweiten Differentiator BELTRAMIS beziiglich
der quadratischen Differentialform III, d.h. beziiglich des Bogen-
elements des sphirischen Bildes. Fithren wir noch einen auf der Kugel
unverdnderlichen Parameter A in unsere Differentialgleichung ein:

(36) 2in+ A,,n=0,
dann kénnen wir das Ergebnis von SCHWARZ so aussprechen:

Dafir, daf bei festgehaltenem Rand eine Minimalfliche den Rleinsten
Wert der Oberfliche unter den benachbarten Flichen ergibt, ist notwendig,
daf alle Eigenwerte A der Differentialgleichung (36) der Bedingung

37) Az=1
geniigen, und hinveichend, daf
(38) A>1.

Dabei heifit die Konstante A ein Eigenwert von (36), wenn es eine
nichttriviale Losung # dieser Gleichung gibt, die auf dem Rande ver-
schwindet.

L. LicHTENSTEIN hat diese Ergebnisse von SCHWARz neuerdings
auf allgemeinere Variationsprobleme iibertragen?.

§ 117. Erste Variation von H und K.

Zum AbschluB dieses Kapitels sei noch festgestellt, wie sich die
beiden Kriimmungen H und K einer Fliche g (#, v) bei einer ,,Normal-
variation‘

T (u,0) =1 (u,v) + n(u,0) & (u,v),
n(u,v) =¢en(u,v), £¢—0
andern. Durch Ableitung erhilt man:
Tu =t +né +n,é,
to =ty +né, +n,é;
Tuw= Luu + 1n&uu + 20, &, + 1y, &,
Tuv=Luo T 1 &y + 1 &y + 1y &8y + 1y, 8,
Tov = Loo T 2&py + 20,8, + 1, 6.

Hieraus ergibt sich, wenn man Glieder, die in & von zweiter und
hoherer Ordnung sind, weglaBt:

E=E—2Ln,
(39) F=F—2Mn,
G=G—2Nun;

! L. LicuteNnsTEIN: Untersuchungen iiber zweidimensionale regulire Varia-
tionsprobleme I. Monatsh. Math. Phys. Bd. 28, S.3—51. 1917.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl, 17
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L=L +KE—-2HL)n + ny,
(40) M=M+ (KF—2HM)n+ ny,,

N=N + (KG —2HN)n + n,,.
Dabei bedeuten die #,;, die , kovarianten zweiten Ableitungen*‘ der Funk-
tion #, ndmlich

”11=”uu‘{ 11 }”u { 2 }”v,
”12=”uv“‘{ 12 }”u { }
”22=”w_{212}”u {22 }”@

Die Dreizeigersymbole CHRISTOFFELS wurden in § 57 erklirt. Statt der
Ausdriicke KE —2HL,... kénnten wir nach §50 (87) auch die
Koeffizienten der dritten Grundform III (des Bogenelements des
sphirischen Bildes) einfiihren.
Aus (39) und (40) ergeben sich jetzt die gewiinschten Formeln:
L ngy—2Mmnyy+ Nnyy

K=K+2HKn4 = "0 4+,
(41) =3 1 Eng—2Fnyy +Gnyy

H=H+(2H2 )n+ T EG_Fz +--

Dabei ist
__Eny —2Fny, + Gnyy
(42) An= T EG—F*

nichts anderes als der uns wohlbekannte zweite Differentiator BEeL-
TRAMIS (§81) in etwas verdnderter Schreibart.
Aus der zweiten Formel (41), die wir auch so schreiben wollen:
(43) 0H=2H*—K)n+%1An,
konnen wir neuerdings die Formel (34) fiir 620 herleiten.
Aus der Formel (4) fiir die erste Variation von O, das heifit aus
(44) ddo=—2nH-do
ergibt sich nidmlich durch neuerliche Anwendung des Differentiations-
prozesses & bei festgehaltenem #
#do=—2n(H-6do+ 6H-do) =
= (2Kn?—n An)do.
Durch Integration folgt daraus wieder (34), wenn wir beachten, da3
fiir verschwindende Randwerte von # nach § 82 (128)
(45) Svndo=—fnAn-do.

ist.
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§ 118. Aufgaben und Lehrsitze.

1. GroBteigenschaft der Minimalflichen nach STEINER (1840). Ein Stiick einer
Minimalfliche hat stets groéBeren Fldcheninhalt als die benachbarten Parallel-
flachen. STEINER, J.: Ges. Werke II, S. 176.

2. Verbiegung der Minimalflichen nach O. BONNET (1853). Es sei 2 =t (u)
+ 3 (v) eine Minimalfliche (§ 92), 1’2 = 3’2 = 0. Wir betrachten die von einem
Parameter « abhiéngige Schar von Minimalflichen

(46) 2% (u, 05 @) = e* %Py (u) + ¢~ 5 (0),
deren Bogenelement die Form hat
(47) 2ds2 =y § dudv.

Alle diese ,,assoztierten’’ Minimalflichen sind also langentreu aufeinander abge-
bildet (ds? ist unabhingig von «). Die einzigen Minimalflichen, die auf eine ge-
gebene abwickelbar sind, sind im wesentlichen ihre Assoziierten. Die Tangenten-
ebenen in entsprechenden Punkten assoziierter Flichen sind parallel. Umgekehrt:
sind zwei Flichen langentreu aufeinander so bezogen, daB in entsprechenden
Punkten die Tangentenebenen parallel laufen, so sind sie entweder kongruente
oder assoziierte Minimalflichen. Entsprechende Linienelemente auf zwei assoziierten
FlachenschlieBeneinenfesten Winkel ein. Die Flichen, die den Parameterwertena=0,
o = 7 : 2 entsprechen, heilen adjungiert. Adjungierte Flichen sind so aufeinander
bezogen, daf3 entsprechende Linienelemente senkrecht stehen und den Asym-
ptotenlinien der einen die Kriimmungslinien der anderen entsprechen, und um-
gekehrt. Sind zwei Flichen so aufeinander langentreu abbildbar, da3 entsprechende
Linienelemente senkrecht stehen, so sind sie adjungierte Minimalflachen. (BONNET,
O.: Comptes Rendus Bd. 37, S. 529—532. 1853.) Jede von zwei adjungierten Fla-
chen 148t sich in der Art von § 110 als Krafteplan von Spannungen in der anderen
deuten. Es treten dann nur Normalspannungen mit konstantem Absolutwert auf,
wie das bei einem Fliissigkeitshdutchen der Fall ist.

3. G.DARBOUX’ Erzeugung der Minimalflichen von ENNEPER. Zwei Para-
beln, die in senkrechten Ebenen so liegen, da8 der Brennpunkt der einen in den
Scheitel der anderen fillt und umgekehrt, nennt man Fokalparabeln. La8t man
zwei Punkte beliebig auf zwei Fokalparabeln wandern, so umbhiillt ihre Symmetrie-
ebene eine Minimalfliche mit ebenen Kriimmungslinien. ENNEPER, A.: Z. Math.
Phys. Bd. 9, S.108. 1864. — DarBoUX, G.: Théorie des Surfaces Bd.1, S.318.
1887.

4. Kettenfliche. Die einzige reelle, unebene Minimalflache, die zugleich Dreh-
flache ist, entsteht durch Umdrehung einer Kettenlinie:

N +2 =
(48) 1uv%+xf§=—;—(e “ e “)«

5. Wendelflache. Die einzigen reellen Minimalflachen, die gleichzeitig wind-
schiefe Flichen sind, sind die ,,Wendelflichen’’, die durch Schraubung einer Ge-
raden um eine sie rechtwinklig schneidende Achse entstehen. Cararan, E.: J. de
Mathématiques (1) Bd. 7, S.203. 1842. Wendelfliche und Kettenfliche sind ad-
jungierte Minimalflichen (vgl. Aufg. 2).

6. LIEs imaginidre Minimalfliche dritter Ordnung. Die Sehnenmittenflache
einer isotropen Raumkurve dritter Ordnung ist eine algebraische, windschiefe Mi-
nimalfliche dritter Ordnung. StuDY hat iiber diese Flichen Lies folgendes be-
wiesen: Alle solche Flichen sind untereinander kongruent. Sie lassen sich als
Schraubenflichen erzeugen und sind auf unendlich viele Arten Spiralflichen. Die

17*
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Gleichung der Flache 148t sich durch geeignete Achsenwahl auf die Gestalt bringen:
(49) 2 (2, —1%y)° — 60 (xy— 1 x) 43— 3 (%, + 1 4) = 0.

Lig, S.: Math. Ann. Bd. 14, S. 353. 1879. — Stupy, E.: Leipz. Ber. Bd. 63, S. 14
bis 26. 1911.

7. Imaginidre Minimalfliche vierter Ordnung nach GEISER, Nach Stupy liBt
sich die Minimalfldche

(50) (#y— i 2t + 3 (# + 43 4 45) = 0
als Drehfliche um die auf ihr liegende isotrope Gerade
(51) X — 1x,=0, x3=0

auffassen. STUDY, E.: Ebenda (vgl. Aufg. 6).

8. Ein Satz von STEINER zum Problem von PLATEAU (1842). Durch eine ge-
schlossene Kurve kénnen unméglich zwei verschiedene Flichen allerkleinster Ober=
flache hindurchgehen, die sich in der Gestalt x3 = f; (#1, #;), %3 = f, (%1, %) dar-
stellen lassen; denn die Fliche 2 #3 = f, (%1, #5) + fo (#;, #;) hétte kleinere Ober-
fliche als beide. STEINER, J.: Werke II, S.298.

9. Ein Satz von BELTRAMI iiber Minimalflichen (1868). Es' sei , (u,v);
(¢ =1, 2, 3) eine Minimalflache. Dann ist 4 x, = 0, wenn 4 den zweiten Diffe-
rentiator BELTrRAMIS bezeichnet. Die ,,Héhenlinien* x, = konst. und die zu-
gehérigen orthogonalen Trajektorien bilden also eine Schar isothermer Kurven.
BerTraMI, E.: Werke II, S.25.

10. Eine Aufgabe iiber Minimalflichen. Nach den Formeln (9) von WEIER~
STRASZ besteht zwischen den analytischen Funktionen einerseits und den Minimal-
flaichen andererseits eine innige Beziehung. Es miissen sich also die Eigenschaften
der analytischen Funktionen in entsprechenden Eigenschaften der Minimalflachen
widerspiegeln und umgekehrt. Man untersuche nun, was fiir Eigentiimlichkeiten
der Minimalfidchen den Eigenschaften der analytischen Funktionen entsprechen,
die man in neuerer Zeit in Zusammenhang mit dem Satz von E. Picarp gefunden
hat. Vgl. dazu die neuerschienene vortreffliche Darstellung in dem Enzyklopadie-
artikel von L. BIEBErRBACH: Neuere Untersuchungen iiber Funktionen von
komplexen Variablen. Enzyklopidie II C4, S.409 u. ff. 1921.

11. Gleichgewicht einer gravitierenden Fliissigkeit. Es sei & ein Korper mit
vorgegebenem Rauminhalt V, dV, und dV, zwei Raumelemente von & mit der

Entfernung ». Das Integral
E— avy-dVy
7
e

erreicht dann und nur dann seinen groBten Wert, wenn & eine Kugel ist (A. L1A-
POUNOFF). Man kann diesen Nachweis wohl am einfachsten mittels STEINERs Sym-
metrisierung erbringen. T. CARLEMAN: Math. Z. Bd. 3, S.1—7. 1919. Verwandte
isoperimetrische Aufgaben bei W. BLascukg, Math. Z. Bd. 1, S. 52—57. 1918.

12. Literatur iiber Minimalflichen. An zusammenfassenden Darstellungen der
Theorie der Minimalflichen seien genannt: H. A. Scawarz: Math. Abhandlungen
I. Berlin 1890; G. DarsBoux: Théorie des surfaces I, Livre III. Paris 1887. Es
ist dies eines der schénsten Kapitel in dem ausgezeichneten Werk von DArRBOUX
(1842—1917). A. RiBavcour: Etude des Elassoides ..., Bruxelles, Mémoires
couronnées par I’Académie de Belgique Bd.44. 1881; E. Bertrami: Sulle pro-
prietd generali delle superficie d’area minima. Opere II, S. 1—54. 1868. An
neueren Schriften iiber Minimalflichen seien genannt: A. Haar: Uber das Pla-
teausche Problem. T. Rapo: Uber den analytischen Charakter der Minimalflachen.



9. Kapitel.
Liniengeometrie.

Von J. PLUCKER (1801—1868) stammt der Gedanke, als Baustein
fiir eine rdumliche Geometrie statt der Punkte oder Ebenen hohere
Gebilde, z. B. Geraden oder Kugeln zu verwenden. In beiden Fillen
wird unser gewohnlicher Raum Triger einer vierdimensionalen Ge-
samtheit, denn sowohl die Geraden wie die Kugeln hingen von vier
Konstanten ab. F. KLEIN, der 1866—1868 PLUCKERs physikalischer
Assistent war, hat PLUCKERs Werk zu Ende gefiihrt: ,,Neue Geometrie
des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als
Raumelement* (1868, 1869), in dem PLUCKER seine ,,Liniengeometrie*
hauptsichlich in algebraischer Richtung aufgebaut hatte. Schon vorher
ist die Liniengeometrie in Zusammenhang mit der geometrischen Optik
insbesondere durch W.R. HamiLton (1805—1865) und E. KUMMER
(1810—1893) in differentialgeometrischer Hinsicht entwickelt worden.
HamirtoNs Abhandlungen sind 1828, 1830 erschienen und KUMMERs
Schrift iiber unsern Gegenstand 1860. Spiter ist die Liniengeometrie
in innige und vielfache Beziehungen zur Flichentheorie gekommen®.

Hier soll eine Seite der Liniengeometrie behandelt werden, die auf
einem sehr reizvollen ,,Ubertragungsprinzip’ von E. STuDY beruht, der
in Bonn PLUCKERs geistiges Erbe verwaltet.

§ 119. Duale Zahlen.

StupY hat gezeigt, daB man die (in dem eben genannten Sinn vier-
dimensionale) Liniengeometrie in einen merkwiirdigen Zusammenhang
mit der (zweidimensionalen) Geometrie auf einer Kugelfliche bringen
kann, und zwar dadurch, daBl man auf der Kugel eine besondere Art
komplexer Punkte einfiihrt.

! Eine zusammenfassende Darstellung der Liniengeometrie bei K. ZINDLER:
Liniengeometrie I, II. Leipzig 1902, 1906. Von demselben Geometer: Die Ent-
wicklung und der gegenwirtige Stand der differentiellen Liniengeometrie. Jahres-
bericht Dt. Math. Ver. Bd. 15, S.185—213. 1906. Man vgl. ferner den 1921 er-
schienenen ersten Band der gesammelten Abhandlungen von F. KLEIN, Berlin
1921. Ein alteres Lehrbuch der Liniengeometrie ist das von G. Koenics: La géo-
métrie réglée et ses applications. Paris 1895.
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Neben das System der gewdhnlichen komplexen Zahlen a 4 25
mit 72 = — 1 tritt ndmlich in mancher Hinsicht gleichberechtigt das
System der sogenannten ,,dualen Zahlen'* A = a 4 b des englischen
Geometers W. K. CLIFFORD (1845—1879). Hier sollen & und & als reelle
Zahlen aufgefalit werden und die neue Einheit' ¢ der Rechenregel
&2 = 0 geniigen. Wir nennen 4 den Realteil und & den Dualteil von A4.

Fiir Produkt und Summe zweier dualer Zahlen A = a 4+ £b und

fI=c~z—}—sZ~) gilt dann
A+A=(@+a) +e@+Dd

1 - - s
A-A =aa-+¢e(ab+ba).

In den Formeln (1) ist die ganze Definition der dualen Zahlen enthalten,
indem zwei Paaren (a, b) und (a, b) auf zwei Weisen wieder ein reelles

Zahlenpaar zugeordnet wird und zwar einmal {a + @, b+ b} als

,Summe’ und zweitens {a@, ab + ba} als , Produkt”. Wir kénnen &
als eine HilfsgroBe ansehen, die auf Grund ihrer Eigenschaft
e2=0
nur eine bequeme Ubersicht tiber diese Zuordnungen vermitteln soll.
Offenbar sind, da in beiden Verbindungen die Paare {z, b} und {a, b}
ganz symmetrisch vorkommen, Summen- und Produktbildung kom-
mutativ
A+ A=A+ A, A-A=A-A.
Die Gleichung
44+X=4 X =%+ &ey]
ist in X eindeutig lésbar, denn die Gleichungen
a+t+x=a, b+y= b
sind in x und y eindeutig 16sbar. Wir schreiben dann natiirlich X = A—4
und die Subtraktion ist eindeutig erklirt. Erkliren wir die Zahl 0 da-
durch, daB fiir jedes 4 gilt 4 4+ 0 = A4, so muB} 0 offenbar das Zahlen-
paar {0, 0} sein. Wie ist es nun mit der Umkehrung der Multiplikation ?
A-X = A heifit, wenn man die Zahlenpaare zerlegt,

ax=a, ay—{—bx=5.

Diese Gleichungen sind nur dann nach x und ¥ eindeutig losbar, wenn

a + 0. Die Division X = A: A ist also nur dann ausfithrbar, wenn
der Realteil des Nenners nicht verschwindet. Durch ,,rein duale Zahlen
{0, b} darf man nicht dividieren. Hier weisen die Rechenregeln der
dualen Zahlen eine Abweichung von denen der reellen Zahlen auf,
denn bei diesen ist die Zahl 0 die einzige, durch die man nicht dividieren
darf, wihrend bei den dualen Zahlen nicht nur das Paar {0, 0} aus-
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geschlossen wird, das die Rolle der O spielt, sondern jede Zahl {0, b}.
Die iibrigen Gesetze, z. B. die assoziativen Gesetze sowie das distribu-
tive Gesetz, sind erfiillt, aber natiirlich gilt hier nicht die Regel, daB
ein Produkt nur verschwinden kann, wenn mindestens ein Faktor
Null ist. Die Zahlen {0, b} sind , Nullteiler”. Hinsichtlich des & mit
dem verschwindenden Quadrat ¢* konnen wir sagen: Man rechnet
mit den dualen Zahlen a + &b so, wie mit Potenzreihen in ¢, die man
nach den linearen Gliedern in & abbricht.

Als Cosinus und Sinus eines dualen Winkels @ = ¢ + ¢@ erkldren
wir in Analogie zu den Verhiltnissen bei gewdhnlichen komplexen
GroBen die Potenzreihen

D2 g
COS@ZI—E'-}-Z!‘...
. D3 D8
SIHQZQ—?—}—?

Ersetzen wir @ durch ¢ und @, so haben wir:

cos(gv—l—a@):(l—;;j %)

p= P
—8(p<(p—§+g“.>,
oder
(la) cos(p + ep) =cosp —e@sing.

Diese Formel werden wir spiter benutzen.
Ebenso findet man

(1b) sin (p + € p) = sing + spcosg.

§ 120. StTupnys Ubertragungsprinzip.

Wir fithren nun zunichst PLUOCKERs Lintenkoordinaten ein. Eine
Gerade U sei durch zwel auf ihr liegende Punkte  und y bestimmt.
Wir setzen

(2) a=g({H—1x, a=p(xXy),

wo p einen von Null verschiedenen und im iibrigen beliebigen Faktor
bedeutet. Die sechs Komponenten a;, a; dieser beiden Vektoren sind
PLUCKERS homogene Koordinaten der Geraden . Sie sind offenbar
an die Bedingung

(3) aa=20
gekniipft. Wir wollen nun, um den Faktor g festzulegen, iiberdies

4) a2=1
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fordern, was im reellen Falle, auf den wir uns hier in der Regel be-
schrinken, immer, und zwar auf zwel verschiedene Arten erreichbar
ist. Jetzt konnen wir die beiden Vektoren a, @ zur Kennzeichnung
der gerichteten, d.h. mit einem Durchlaufungssinn versehenen Ge-
raden ¥ nehmen, und zwar gibt der Vektor a die Richtung. In der
Ausdrucksweise der Mechanik ist der zweite Vektor a das ,,vektorielle
Moment‘‘ der in der Geraden U wirkenden Einheitskraft ¢ um den Ur-
sprung. Die Bedingung dafiir, daB8 ein Punkt ¢ auf U liegt, ist

6) rXa=4a

Wir berechnen den FuBpunkt a des Lotes vom Ursprung auf %. Es ist
(6) a=axda.
Tatsidchlich liegt nach (5) dieser Punkt auf %, denn es ist nach (29)
in §2
aXa=(aa)a—(aa)a=a,
und andrerseits ist
aa=0.

Wir setzen nun nach StUuDY

) a+ed=9
und fiihren damit den ,,dualen Vektor” 9 ein mit den Komponenten
(8) A, = a, 4+ eay; k=1,2, 3.

U ist ein Einheitsvektor, denn wir haben wegen

a?=1, aa=0
die Beziehung

9) W= (afcal=a24+2¢caa=1.

In dieser Abbildung der Geraden des Rawmes auf die dualen Punkie der
Einheitskugel A2 = 1 besteht STUDYS Ubertragungsprinzip, das vielleicht
den wesentlichsten Inhalt seines groBen Werkes ,,Geometrie der Dy-
namen‘‘ (Leipzig 1903) bildet!.

DaB diese dem ersten Anschein nach recht willkiirliche Zuordnung
einen guten Sinn hat, sieht man sofort ein, wenn man nachrechnet,
was dem inneren oder skalaren Produkt AUA* zweier Vektoren im
Linienraum entspricht. Wir setzen:

A=a-+tca,
(10) + _
Ak =a* +eca*
und finden:
(11) AW* = aa* + e(aa* | a*a).

1 Vgl. dort besonders § 23, S. 195 und die Literaturangaben S. 207, 208.
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Wir behaupten: Die beiden Bestandteile rechts sind Bewegungsinva-
rianten der beiden Geraden %, A*. Zunichst ist ndmlich ga* der Kosinus
des Winkels @ der beiden gerichteten Geraden. Es bleibt also nur
noch die Bedeutung des Klammerausdrucks zu ermitteln. Wihlen wir
auf U zwei Punkte £ und ¢ 4+ a = ¢ und auf Y* die Punkte ¢* und
1* 4 a* = y*, so gibt die Determinante

i 1% % %
1
(12) v 7% Ys
1 X1 X9 X3
1yt y& 95 |
nach ihren beiden ersten Zeilen nach dem Determinantensatz von
LarLACE entwickelt, gerade den gewiinschten Ausdruck

(13) V=aa*+4a*a.

Subtrahiert man in der Determinante die dritte Zeile von der vierten
und dann die erste von der zweiten und dritten, so folgt

(14) V=(a, *—1z, a*),

wo rechts eine dreireihige Determinante steht. Verlegt man die Punkte
t und r* auf den Geraden U, A* in die FuBpunkte des gemeinsamen
Lotes, so erkennt man, daB3

(S

(15) V=—¢-sing

ist, wenn @ die Linge dieses gemeinsamen Lotes, d. h. den kiirzesten
Abstand der Geraden bedeutet. Dabei wire iiber die Vorzeichen noch
eine geeignete Festsetzung zu treffen. In der Mechanik nennt man V
das Moment der einen Geraden um die andere. Sein Vorzeichen ist von
der Reihenfolge der Geraden unabhingig, abhingig aber vom Sinn der
gerichteten Geraden.

Setzen wir
(16) D=9 +ep,
so ist wegen (1a) nach (11) und (15)
(17) AA* = cos P = cosp —ePsing.
Der ,,duale Winkel”* @ der Geraden W, * setzt sich aus dem gewdhnlichen
Winkel ¢ und dem kiirzesten Abstand ¢ zusammen:
P=¢p+cp.

Insbesondere ergibt sich als Bedingung, daB sich zwei Geraden 9, A*
senkrecht schneiden.

(18) AA* = 0.
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Bezeichnen wir mit
R(4) und D(4)
Real- und Dualteil der Zahl 4, so haben wir nach (17) fiir Winkel ¢
und kiirzesten Abstand @ der beiden Geraden % und A*, wenn wir den
Fall paralleler Geraden fiir den Augenblick ausschlieSen:

— T — DAA*)
cos @ = R (A A*); @ ]“'T;W@ﬁ*5]2'

Es ist also

(18a) REAA*) =0

die Bedingung fiir die senkrechte Lage windschiefer Geraden und
(18Db) DAA*) =0 (R2=+1)

die Bedingung fiir das Schneiden zweier Geraden. (Fir f = 41,
® = 0 haben wir parallele Gerade.)

Unterwirft man jetzt die Einheitskugel W2 = 1 der Gruppe der dualen
Drehungen, d. h. den orthogonalen Substitutionen mit dualen Koeffizienten,
so entsprechen ihnen die Euklidischen Bewegungen des Linienvaums und
umgekehrt. Denn die Bewegungen des Raumes sind als stetige Gruppe
von Transformationen dadurch gekennzeichnet, daB bei ihnen der
duale Winkel zweier Geraden, also kiirzester Abstand und Winkel, er-
halten bleibt.

~Den so hergestellten Zusammenhang zwischen der dualen Geo-
metrie auf der Kugel und der Liniengeometrie wollen wir zunichst
dazu benutzen, um die geradlinigen Flichen zu untersuchen.

Wir schicken noch die folgenden Bemerkungen voraus:

Die Bewegungen des Linienraums sind in den dualen Linienkoordi-
naten A durch die Substitutionsformeln

3
Az’: 4‘4"15‘1'1;1412e
k=1

gegeben, wo die 9 dualen Koeffizienten den sechs Relationen
1 fir k=1(=12,3)
i 0 fir % =|=l

gentigen. Denn es sind ja nach dem eben Gesagten die kongruenten
Abbildungen des dualen Raumes der 4,, 4,, 4;, die die Einheitskugel
oder, was auf dasselbe hinauskommt, den Ursprung fest lassen. Wir
haben also formal dieselben Transformationen, wie in § 3 (35), (33) fiir
die Vektoren. Fiir die Invariantenbildung kommen dann wieder die
Sitze des § 4 zur Anwendung. Soll das volistindige System unab-
hingiger Invarianten einer Reihe von Geraden bestimmt werden, so
sind diese durch die Reihe ihrer dualen Einheitsvektoren

AW, A@, Y®), .. AP

3
By Bil =
=1
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gegeben. Nach § 4 haben wir aus diesen Vektoren irgendwie die Hochst-
zahl linear unabhingiger Vektoren als Grundvektoren herauszugreifen
und aus den Grundvektoren dann alle weiteren linear zu kombinieren.
Das vollstindige System der unabhingigen Invarianten ist dann durch
die Skalarprodukte der Grundvektoren und die Koeffizienten der Li-
nearkombinationen gegeben. Jede dieser Invarianten ist eine duale
GroBe, bei Zerlegung in Real- und Dualteil gibt das jedesmal zwei un-
abhiingige reelle geometrische Invarianten. Ein Vektor 8 1liBt sich
natiirlich aus drei linear unabhingigen AW, A2 B in eindeutiger
Weise linear kombinieren:

(19) B = A, AD 4 A, AP 4 A3 AD

mit skalaren dualen Koeffizienten A; = 4; 4 €4,. (19) gibt in Real- und
Dualteil gespalten:

b = Ay a® + 4, a® 4 A, q®

19a - _ _
(19a) { b =4 a® + Z,a® -+ 7, a® 4 4, 4 + 4, a® + 4, 0O,

Die sechs GroBen 4, }_.1- sind Invarianten der vier Vektoren %),
DA (G N

Die lineare Kombination des Paares der Dreiervektoren b, b aus
den sechs Vektoren a, a nach Art von (19a) ist in eindeutig bestimmter
Weise moglich. Zwar ist in der zweiten Gleichung b auf sehr viele Weisen
durch die sechs Vektoren a, a kombinierbar, aber nur auf eine Weise so,
daB bei der Kombination die Koeffizienten der drei a dieselben werden
wie die Koeffizienten der ersten Gleichung. Die a substituieren sich bei

einer Bewegung nicht wie Vektoren im strengen Sinne, im Gegensatz
zu den a.

§ 121. Geradlinige Flichen.
Stellen wir den dualen Einheitsvektor
(20) A=a()+ea()

in seiner Abhingigkeit von einem reellen Parameter ¢ dar, so ist uns
dadurch eine geradlinige Fliche gegeben. Dabei wollen wir, um das
Stirnrunzeln des gestrengen Geometers zu vermeiden, dem dieses
Biichlein gewidmet ist, ausdriicklich den Fall ausschlieBen, daB a und a
nur konstante Vektoren sind. Fiir den dualen Winkel zweier benach-
barter Erzeugender haben wir

(20a) AP = (dp + edp)® = AW = (da + eda).

Daraus ist

1) dg* =da?, do-dp=da-da,
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und in

~

; 1 dp _a’-a’
(22) T TG ad

~

haben wir die einfachste Differentialinvariante der geradlinigen Flichen.
Die Invariante 4 pflegt man seit M. CHASLES (1793—1880) mit dem
langweiligen Namen ,,Verteilungsparameter* zu belegen. Wir wollen sie
kiirzer den ,,Drall’ der Fliche nennen. Der Ausdruck (22) fir 1: 4 wird
nur bei den Zylindern a’? = 0 unbrauchbar (wenn wir uns, wie erwihnt,
auf Reelles beschrinken). Sein identisches Verschwinden ist fir die
Torsen kennzeichnend. Die Zylinder schlieBen wir im folgenden aus.
Geradlinige Flichen, die keine Torsen sind, hatten wir als ,,windschief
bezeichnet. Eine geometrische Deutung des Dralles folgt unten.

Jetzt fithren wir ein unsre geradlinige Fliche begleitendes Dreibein
ein, das erstens aus der Erzeugenden % = 9, besteht und zweitens aus
der Geraden

(23) 9[2 == %/ 5 P= -Vg’—é)

endlich drittens aus der Geraden
(24) Wy = A X Ay

Um die geometrische Bedeutung von %, und 9; festzustellen, beachten
wir, daB aus % =1 durch Ableitung nach ¢

(25) AW =0

folgt. Wir behaupten nun zunichst, daB U; das gemeinsame Lot be-
nachbarter Erzeugender U und 9 4 U’'4¢ ist. Tatsichlich! Wir haben
dazu nach (18) nur zu bestitigen, daB

(26) U A=0, WA+ Adt) =W, WAt =0
ist, und daB ¥; der Normierungsbedingung geniigt:

Den Schnittpunkt ¢ der drei Geraden unsres Dreibeins U,, %,, s,
also den Punkt auf U,;, der von der Nachbarerzeugenden die kleinste
Entfernung hat, werden wir als ,,Kehlpunkt‘l der Fliche bezeichnen
und den Ort g (¢) dieses Punktes als ihre ,,Kehllinie*. Statt Kehlpunkt
und Kehllinie sagt man wohl auch ,,Hauptpunkt’ und ,,Striktionslinie®.
A ist die Tangente unsrer Fliche im Kehlpunkt, die zur Erzeugenden-
A, senkrecht ist, A, ist die Flichennormale im Kehlpunkt. Die Ebene
durch %;, A, nennt man ,Asymptotenebene’ unsrer Fliche.

1 Dieser Kehlpunkt begegnete uns schon im § 34.
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Wir wollen nun die Ableitungen %} der drei dualen Vektoren ¥,
aus den U, linear aufbauen: '

(28) W=a, N, a,=%%Y.

Aus

(29) WA, =0, kI, AW, =1, k=1
folgt durch Ableitung

(30) W, + WA =y, +a,, =0,

d. h. die Matrix der ay; ist schiefsymmetrisch. Das Gleichungssystem
(28) hat also die Form

Ay = 4, Ay — a5, Us,
(31) N, = g Wy — a3, %, ,
Wy = gy Wy — g3 Uy

Nach (23) war aber ' = U, = P9, es ist also a4y, = P, a5, =0,
und es bleibt nur

(32) ag3 = 9[’2 9[3
zu berechnen. Aus (23) folgt durch Ableitung

, %1/ , 1V
(33) W= +%(5),
und da andrerseits nach (24)
(34) Ay = AUy Wy = ° 5

war, so finden wir fiir 4,4, wofiir wir Q setzen wollen, den Ausdruck

9191/91// 912[/91//
{35) Q=(*W‘)='(Wr)~

Somit haben unsre Ableitungsgleichungen schlieBlich die Gestalt:

W, = + P9, P — J3r%,
(36) 9[; = Pg{l + Q?I:; ) (2[ 91/ 91//)
%= — 0%, 0=y

Trennen wir hierin Reelles und Duales und setzen wir

(37) P=p+ep, Q=q+eq,
so finden wir, falls wir
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einfithren, das Gleichungssystem

a;: + pa,,
(39) a, = — pa; +4qas,
3= — qay;
a; = + pa, + pa,,
(40) G, =—pa; + qaz; —pa; + ¢,
ag=—qa, — q0,.
Darin sind
— — a'a
p=ya?, 7’='}a,2,
(41) = e,
- (@a’a”) + (au’a”) + (aa’a”) (aa’a”)(a’@’)
= a’? BNCOE

In diesen Formeln ist der Parameter, auf den wir die Regelfliche be-
ziehen, noch nicht in invarianter Weise festgelegt.

Fiir die ,,duale Linge” der sphérischen Kurve ¥, (¢) erhalten wir
nach (36), (37) '

(42) [VWEdt = [Pdt= [ (p+cp)dt
und fiir die duale Linge von %; (¢)
(43) [Vzat = [Qdt=[ (g + eq)ds.

Dabei blieb ein Vorzeichen willkiirlich. Somsit sind die Integrale

[pat, [pdt, [qdt, [gat
Integralinvarianien unsver geradlinigen Fliche U (f)

Ferner findet man mittels der Formel (22) fiir den Drall 4; der

Flache 9, (¢) den Wert

1 _om 7
) %= T
P = 0 kennzeichnet dann die Zylinder.

Um den Drall geometrisch zu deuten, wollen wir uns jetzt noch die
Geraden I darstellen, welche zu der Erzeugenden U = U, senkrecht
sind und die Nachbargerade U + d% = A + A’'d¢ schneiden, d. h. die
Tangenten ¥ unsrer Regelfldche, welche von den Punkten von % aus-
laufen und zu dieser Erzeugenden A senkrecht sind. Setzen wir ¥ als
Linearkombination

53::/11911 +A2912+A39r3
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mit dualen Koeffizienten 4,, A4,, 44 an, so folgt aus TA, = 0, daB
A; =0 sein muB. Wegen T =1 gilt A3 + A3 = 1 und wir kénnen

T =sin®@ - Yy, + cosP Y,

mit
sin =sinp 4 epcosp; cosd =cosp —e@sing
setzen. Soll & noch die Nachbargerade U + A'd¢ schneiden, so muB
weiter nach (18b):
DEA)=0
gelten oder nach (23)
(44a) DIEW)-PI=D[sin® - P]=0.
Spalten wir in Real- und Dualteil, so gilt:
sin@-P =sing-p -+ efsing-p 4 @pcose-p].
Die Bedingung (44a) fithrt also mittels (44) auf
?
P

Somit haben wir fiir unsre von dem einen Parameter @ abhingigen
senkrechten Tangenten, wenn wir den Fall der Zylinder p =0 aus-
schlieBen:

_ 1
(45) = — tgq):—;l—tgqo-

T (p) = singa, + cospag
+ e{simpﬁ2 + cos<pﬁ3—disintpa2 4 dizsintptgzp%}.
1 1

Fiir ¢ =0 ergibt sich offenbar die senkrechte Tangente %; im Kehl-
punkt. Nehmen wir nun irgend eine Tangente ¥, so gilt

(T Y;) = cosD.

Nach (17) ist also ¢ der Winkel zwischen ¥ und %; und ¢ der kiirzeste
Abstand beider Geraden.

Zwischen beiden und dem Drall unsrer Fliche besteht nach (45) die
Beziehung

(46) dy-p=—tgo.

Da A das gemeinsame Lot von ¥ und %; ist, so hat man in g einfach
den Abstand desjenigen Punktes M, in dem & Tangente ist, vom Kehl-
punkt, und ¢ ist der Winkel, den die Tangentenebenen in M und im
Kehlpunkt miteinander bilden. Die Formel (46) gibt uns also einen
AufschluB dariiber, wie sich die Tangentenebene lings der Erzeugenden
unsrer Regelfliche dreht, wenn man vom Kehlpunkt um die Strecke —
auf der Erzeugenden fortschreitet. Setzen wir @ = 1, so haben wir

dy=—tgy



272 Liniengeometrice.

und damit die folgende geometrische Deutung des Dralles: Ist ¢ der
Winkel zwischen der Tangentenebene unsrer Regelfliche im Kehlpunkt
und der Tangentenebene in einem der beiden Punkte, die vom Kehlpunkt
im Abstand 1 auf der Evzeugenden gelegen sind, so ist der Drall unsrer
Regelfliche gleich — tg .

Entsprechend der Formel (44) fiir den Drall der Flache 9[; () finden
wir fiir den Drall der Fliche ¥, (¢)

1 _ald@ _ pp+47

&= T e
und schlieBlich fiir den Drall der Fliche ¥ (¢)
1 _ w7

(4:6 a) Ea— ag2 7 .

Um den Geschwindigkeitsvektor ¢" des Kehlpunktes g zu gewinnen,
beachten wir, daBl %; die von (%;) bestrichene Fliche in g beriihrt,
daB also .

(47) r'=an+ba
sein muB. Leiten wir andrerseits die Gleichungen
(48) IXa =0, rXaz=as,

die aussagen, da3 der Kehlpunkt ¢ auf %, und %, liegt, mittels (39), (40)
und (47) ab, so folgt

(49) a=g, b=5.

Damit haben wir die gewiinschte Ableitungsgleichung fiir den Kehl-
punkt

(50) T=q0,+pag
und daraus
(51) r=pt+ g
Aus (50) ergibt sich eine geometrische Deutung der Integralinvarianten
[gdt, [paz.

Es ist namlich

(52) [vadt = [qat

die auf U, gemessene Entfernung des Kehlpunkts von einer Kurve
auf unsrer geradlinigen Fliche (¥;), die die Erzeugenden ¥, senkrecht
durchschneidet, und entsprechend

(53) Srade=[pat

die Entfernung von einer senkrechten Schnittlinie der 9.
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p» = 0 kennzeichnet die Zylinder % (¢). Ist p = 0, ohne daBl p =0
ist, so hat ¥ (#) nach (44) unendlich groBen Drall, also ist U () auf
jeden Fall eine Torse, wenn p = 0 ist. Aus g =0 folgt nach (39) a} =0
oder a; = konst. Wegen a,a; = 0 bedeutet also ¢ =0, daB die Er-
zeugenden von ¥, (#) einer Ebene (,,Richtebene’) parallel sind. Es bleibt
noch der Fall ¢ = 0 zu untersuchen.

Im allgemeinen, d. h. fiir p 4 0, ¢ =& 0 entsprechen sich die Flichen
A, (¢) und W, (f) gegenseitig, d. h. jede besteht aus den kiirzesten Ab-
stinden der Nachbarerzeugenden der andern. Daf3 ndmlich U, das Lot
von U, und A, + 4, ist, driickt sich so aus [vgl. (36)]:

Ay x AW
und die umgekehrte Beziehung durch
(55) %1=:25£;§§_

Beide Ausdriicke haben dabei einen guten Sinn, da die Realteile p, q
der Nenner nicht verschwinden. Soll nun ¢ = 0 sein, so hat %, (£) nach
{46a) unendlich groBen Drall, ist also eine Torse. U, (f) besteht aus
den gemeinsamen Loten benachbarter Erzeugenden der Torse, also aus
den Binormalen der von der Torse im allgemeinen umbhiillten Raum-
kurve. ¢ = 0 bedeutet also, daB 9, (#) in der Regel aus den Binormalen
einer Kurve besteht.

In dem Sonderfall = 0 steckt in unsrer Theorie der geradlinigen
Flachen die Theorie der Raumkurven (¢ 4 0) und gleichzeitig (g = 0)
die der Kegel. Im ersten Fall wird namlich nach (50) ' = qa,, 1'% = g2
und somit nach willkiirlicher Entscheidung {iber das Vorzeichen der
Bogenlinge s der Kehllinie

s = f@d i.
Die Formeln (39) bekommen also die Gestalt
% =+ % g,
%‘? = — 1;— a + % ag,
ot

Durch Vergleich mit den Formeln (71) von FRENET in §9 ergeben
sich somit fiir Kriimmung und Windung von (z) die Werte

1
(56) =2 1l_2
@ q T q
Nebenbei bemerkt, kann man auBer unsern vier Integralinvarianten
fir geradlinige Flichen leicht noch weitere bilden, so z. B. die von

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 18
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dem franzésischen Geometer G. KOENIGS betrachtete

(57) [Vppat=[ydadzs.

Stellen wir einen beliebigen Punkt 4 einer geradlinigen Fliche,
ausgehend von der Kehllinie ¢ (¢) in der Form § = g + ra; durch die
Parameter 7, ¢ dar, so findet sich nach (39), (50) fiir das Bogenelement
der Fliche der Ausdruck:

(58,) ay?=dr®+ 2qdrdt + (p2r® + P2 + @) d3.

Daraus folgt etwa mittels (42) in § 36 fiir das Kriimmungsmaf
pp 12

(68,) K== {0l

Lings einer Erzeugenden hat also K, wenn p, p = 0 sind, fiir » =0,
also im Kehlpunkt seinen absolut gréften Wert.

Aus der Biegungsinvarianz von K (§45) folgt: Sind zwe:r wind-
schiefe (K == 0) geradlinige Flichen lingentrew so aufeinander abgebildet,
dapB sich die geradlinigen Evzeugenden emisprechen, so entsprechen sich
auch die Kehllinien. Ferner: Dafiy, daf zwei windschiefé Flichen devart
aufeinander abbildbar sind, ist notwendig und hinveichend, daf fiir ent-
sprechende Erzeugende die Verhiltnisse p: p: q tibereinstimmen.

Merken wir uns zum SchluB noch einige Formeln fiir den Kehlpunkt ¢
einer geradlinigen Fliche an. Setzen wir dazu

T =00 + %05 + %303,
so gibt die Tatsache, dall ¢ auf 2, liegt
X0, =10,
wobei
X0, = — a3+ 4305,
Multipliziert man mit a,, so findet sich wegen aj =1, a,a3 = 0 das
Ergebnis a3 = a,0;s
Daraus durch zyklische Vertauschung

(591 + ¢ = (a50) a; + (03 05) 65 + (0204) G5

oder auch, da ¥%; und U, (¢ & &) sich schneiden (a,a; 4 axa; = 0)
(59:) — ¢ = (020;) 03 + (a30,) a5 + (6,05) 6.

Mittels (39) und (40) ergibt sich weiter

(59) p=axa+ @48

oder nach (6)

(59,) p—a— 490

a Entsprechend dem hier Vorgetragenen l48t sich besonders symmetrisch fiir
die nicht-Euklidische Geometrie eine Theorie der geradlinigen Flichen aufstellen.
Vgl. W. BrascHke: Math. Zeitschrift, Bd. 15, S. 309—320. 1922.
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§ 122. Besondere geradlinige Fliachen.

Wir wollen von der vorhin entwickelten Theorie eine kleine Anwen-
dung machen, indem wir den Drall 4 derjenigen geradlinigen Flache be-
rechnen, die von einer mit dem begleitenden Dreibein einer gegebenen
geradlinigen Fliche ¥ (f) starr verbundenen Geraden & beschrieben
wird.

Zu dem Zweck setzen wir den dualen Vektor & linear aus den
dualen Vektoren %,, %U,, ¥, zusammen:

(60) @j == G]_ 9[1 + G2 9[2 + Gs Q[s .

Dabei bedeuten die G, feste duale Zahlen mit der Quadratsumme $2=1.
Durch Ableitung folgt wegen (36)

(61) @’:—G2PQ[1+(G1P~G3Q)912+G2Q9[3.
Daraus ergeben sich nebenbei fiir die im Augenblick ruhende Gerade

(®" = 0) die Bestimmungsstiicke

9 i _ P
(62) Gi=1Fig G,=0, G3~1P2+,Q,2,,

Ferner folgt aus (61)

G =G P* + (G, P— G3Q)* + G3Q°
oder wegen G: 4 G2 4+ G2 =1
(63,) @2 =P+ Q*— (G P+ G, Q).

Daraus durch Trennung des Real- und Dualteils:

Gr= gx+ &8>
G =g+eg;
g2 =P+ ¢ — (&P + a9
88 =2PP+ 99— (gD + 89 P+ 87+ &P+ 89)-
Somit gilt fiir den gesuchten Drall 4 :
1 _ 98 _ PP+ 47— (g +619) (6P + 87 + 837 + 819)
4 " g'¢ P*+ * — (8P + 819)° )
Suchen wir jetzt insbesondere die Geraden & durch den Kehlpunkt
t auf, fiir die der Drall unendlich groB wird. Fiir die Geraden durch

1 sind die g, = 0; denn die g; bedeuten die Drehmomente von & um
die A;. Somit findet sich die Bedingung

(65) PP+ 99=(06P+ 69D+ a9

Das ist die Gleichung eines Kegels zweiten Grades durch p. Fragen

wir nun: Fiir welche Flichen U (t) behdlt dieser Kegel, dessen Evzeugende

Torsen beschreiben, Gestalt und Lage innerhalb des Dretbeins %, (¢) bei?
18*

(63,)

(64)
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Nach (65) ist offenbar dafiir notwendig und hinreichend, daB p: ¢
und p:q lings A () konstant (also unabhingig von #) bleiben. Wir
wollen nun die geometrische Bedeutung der Bedingungen p:g¢ und
# :q = konst. ermitteln. $: ¢ = konst. bedeutet, daB die Erzeugenden
9 (¢) mit einer festen Richtung einen festen Winkel bilden. In der Tat:

Nimmt man in (61) die Realteile, so erhilt man

(66) g'=— &0+ (17— €:9) G2+ €905
Daraus folgt, daB die im Dreibein feste Richtung

q ?p
(67) gl:i’_ﬁiﬁ;’ g =0, gs:ﬁ;iii(}?
auch im Raum fest ist (" = 0), was sich leicht umkehren 148t. Aus (51)
folgt andrerseits, daB p:g = konst. diejenigen geradlinigen Flichen
kennzeichnet, fir welche die Kehllinie mit der Erzeugenden 9 (¢) einen
festen Winkel bildet. Da sowohl die Richtung (67) wie die Tangenten-
richtung ¢’ in der Ebene durch 9; und %, liegen, ist auch der Winkel
zwischen g’ (50) und der raumfesten Richtung (67) unverdnderlich.
In der Ausdrucksweise von §18 heit das: Die Kehllinie ist eine
Béschungslinie.

Da a, auf der festen Richtung und auf ' senkrecht steht und die
Hauptnormale &, einer Boschungslinie nach § 18 dieselbe Eigenschaft
hat, so koénnen wir &, = a, setzen.

Gehen wir jetzt umgekehrt von einer Béschungslinie g (/) aus und
konstruieren dazu eine von unsern geradlinigen Flichen % (), die 1 (?)
zur Kehllinie hat, so muBl wegen &, = a, die Beziehung bestehen:

(68) a; = & cos? + &;sind, ¥ = konst.
Daraus folgt durch Ableitung mittels der Formeln von FRENET aus § 9
' cos & sin &
(69) o = (——e— - )
Somit ist
al
(70) G=te= b
Also ist die Kurve g () auf der Fliche
(71) A@) =a;+e(rXa)

tatsichlich Kehllinie. Um also eine geradlinige Fliche mit p : ¢ = konst.,
P : q = konst. zu konstruieren, braucht man nur durch die Punkte ¢ einer
Béschungslinie die Ervzeugenden mit der Richtung

a =& cos? -+ &sind, & = konst,
2u legen.
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Dabei ist der Winkel & so zu wihlen, daBl die Richtung a nicht
raumfest ausfillt. Das Dreibein der &, ist mit dem der q, starr ver-
bunden. Eine Gerade &, die mit den 9, starr zusammenhingt, ist also
auch mit den &, in unveridnderlichem Zusammenhang. Somit gibt es
bei jeder Boschungslinie einen mit dem begleitenden Dreibein der &
starr verbundenen Kegel mit der Spitze im Kurvenpunkt, dessen Er-
zeugende bei der Bewegung des Dreibeins Torsen umbhiillen. Diese Eigen-
schaft ist fiir die Boschungslinien kennzeichnend. Damit sind wir auf
ein von P. APPELL herriihrendes Ergebnis zuriickgekommen?.

Nach (60) ist fiir beliebige geradlinige Flachen die Gerade

QU+ PU
t _
(72) B (2) P o
das, was dem sphirischen Krimmungsmittelpunkt auf der dualen

Kugel entspricht, also etwa die , Krdmmungsachse'* der geradlinigen
Fliche % (¢). B (¢) kénnte man dann die Evolutenfliche zu % (¢) nennen.

Setzt man in B fiir Ay, W, P, Q die Werte aus (23), (24), (36) ein,
so erhdlt man:
COA4 AW
Bezeichnet man den dualen Winkel zwischen 9% und B mit
O =9 + ¢d, so erhilt man aus (72):

(QI Q[, QI//)

(73) Q=g

ed

sin? ¢

_ @),
(%/2)% ’

ctg @ = ctgd —
(73,)

Ay

~ 7 §_1P—P7
ctgd = =Ty

§ 123. Strahlensysteme.

Eine Gesamtheit von Geraden, die von zwei wesentlichen Para-
metern abhingt, nennt man ein ,,Strahlensystem‘ oder eine ,,Kon-
gruenz‘‘. Wir wollen den Einheitsvektor 9 als Funktion zweier reeller
Parameter %, v darstellen.

(74) A=a(uv)+ ea(u,v)
und haben so ein Strahlensystem gegeben. Das duale Bogenelemenvt
a%? = {(a,du 4 a,dv) + & (@, du + a,dv)}?
(75) = (o du? + 20, a,dudv + a;dv?)
+ 2¢{a, a,du? + (a, 0, + a,a,) dudv + a,q,dv?)

1 P. ApPELL: Arch. Math, Phys. (1) Bd. 64, S. 19—23. 1879.
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kiirzen wir so ab:
ANt = Edut -+ 2F dudv -+ Gduv?
(76) =edu?+ 2fdudv 4 gdv? + g{edu? + 2fdudv -|- gdv?)

indem wir setzen:

E=c¢+tcee, F=f+¢f, G=g+eg;
=C[12“ f:auav’ g=(1€;,

e=2a,a,, [=o0a,0,+0a,a,, g=2a,40,.

[\

(77)

Wir werden im folgenden die ,,zylindrischen Strahlensysteme,
d. h. solche, deren sphirisches Bild a (#, v) auf eine Kurve zusammen-
schrumpft (eg — f% = 0), ausschlieBen.

Um die Abhingigkeit zwischen den beiden quadratischen Diffe-

rent/alformen?

78 I=cdu? 4 2fdudv 4 gdo?,
(78) Il =¢du? + 2fdudv +- gdo?

aufzufinden, brauchen wir nur hinzuschreiben, daB3 die duale Differen-
tialform I 4 eIl das Gauszsche KriimmungsmalB Eins hat. Mittels
der Formel (138) in §58 erhilt man:

166 ey |
. | 1 0 e, — fu 9 fo— 8u
(79) 1=— 4w4 ffu f’u ,{_2 {()v w —5%— w }5
\ggu 8o |

und eine zweite, etwas lingliche Formel

evi Leey e, ;eEue”i e e, e,
1 - =
ffufq)!_—*a”fff ffufv+ ffufv]
0 g 8 8o }ggug,, CEutr| |EEuE
h a fu afﬂ'—gu 1 aEv—f—; af—v——gu
+za{a—v w 90w }‘27{577“5;7}
1(0 e—fu 0 /v_gul
+;a{7* S Ta e |
WO

48— 2iT+ee
eg—f?

gesetzt ist.

1 Diese Formen hat systematisch zuerst G. SANNIA zur Grundlage der diffe-

rentialgeometrischen Behandlung der Strahlensysteme gemacht (Math. Ann. Bd. 68,

S. 409—416. 1910), nachdem schon K. ZINDLER beide Formen eingefiihrt hattes
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Man kann (80) mittels (79) noch ein wenig umformen.
Ubertragt man auch die Ableitungsformeln (135) (§ 57) von Gausz
auf den vorliegenden Fall, indem man (fiir ¢ = & = %) nach (77)

E=—L=c¢+c¢e,
F=—M={+ef,
G=—N=g+eg
setzt, so sieht man z. B., daB durch die Grundformen I, II mit den

Bedingungen (79) und (80) das Strahlensystem im wesentlichen be-
stimmt ist.

Untersuchen wir den Drall 4 der geradlinigen Flichen, die durch
eine Gerade U unseres Systems hindurchgehen und aus Systemgeraden
bestehen! Wir finden

1 a’'a (audu—}—a,,dv)(audu—l—a, dv) 1 edu2+2?dudv+gdv"‘
a = a7 (0, du+ a,dv)? T 2 cdw + 2fdude + gdv?

Genau durch die entsprechenden Betrachtungen wie in §§ 44, 46 erhilt
man fiir die extremen Werte von 4 als Funktion der ,,Fortschreitungs-
richtung du: dv die Formeln:

2e—ed)du+ 2f —fd)ydv =0

(82) _ -
@Qf—fd)ydu+ 2g—gd)dv=0
und daraus
d(eg— ) —2(g—2ff+ge)d+ (eg—P) &2 =
oder
(83) 1—2hd+ kd2=0,
— 1 1 +ge
I
1 leg»—/2
) T dd, 4eg—p

Dabei sind die Nenner = 0, wenn das Strahlensystem nicht zylindrisch
ist, wie wir angenommen hatten. Aus (82) folgt ferner durch Entfernung
von 4 fir die , Hauptrichtungen du: dv
(86) (edu + fdv) (fdu—}—fdv) ‘ —o.

(fdu + gdv) (fdu + gdv) |
Da die Differentialform I> 0 definit ist, so sind die geradlinigen
Flachen, die der Bedingung (86) geniigen, stets reell. Diese Flachen, die

den Kriimmungslinien entsprechen, kénnte man wohl als ,,Haupt-
flichen'* bezeichnen.
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Aus (86) folgt, wenn wir den Ausnahmefall, daB die Differential-
formen I, II linear abhingen, auf spiter (§ 127) verschieben, daB f = 0
und f =0 wird, sobald man die Hauptflichen zu Parameterflichen
%, v == konst. nimmt.

Merken wir noch an, wie sich die Formeln (79), (80) in diesem Fall
vereinfachen. Wir finden:

(88) 4;,:%{%_%’” —i_}_i”g;—gu}’
wo jetzt zur Abkiirzung gesetzt ist:
(89) =L CEtET e,

4 eg
Dazu kommen die Ableitungsformeln nach § 57 (136), (137):

91,,,,=+ﬂ9r,,—flmv—mr.
(90) Uy = + o Uy + o2 9,
Ayy = — o Uy + oo Ay — GO

Die einzigen Integrierbarkeitsbedingungen fiir das System (90) sind
dann die Gleichungen (87) (88). Im § 129 wollen wir diese Grundglei-
chungen der Theorie der Strahlensysteme invariant schreiben.

Durch die Differentialgleichung
(91) II=z¢du? + 2fdudv 4+ gdv® =0
sind nach (81) die Torsen definiert, die in unserm Strahlensystem ent-
halten sind. Wihrend die Hauptflichen stets reell sind, kénnen die
Torsen auch imaginir sein (eg — f2 > 0).

§ 124. Ubertragung der Integralformel von GAUSZ-BONNET
auf Strahlensysteme.

Nach O. BonNET driickt sich die Gesamtkriimmung eines einfach
zusammenhingenden Flichenstiickes folgendermafen durch ein Rand-
integral aus (§76):

deo—}— —=2n

Wir wollen diese Formel auf den Sonderfall eines Flichenstiicks auf
der Einheitskugel K = -1, & =1t anwenden, wo die geoditische
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Kriimmung nach § 68 (6) durch den Ausdruck erkldrt ist:

1
(92) o= T L)
Wir finden jetzt
(93) fdo 1 gﬁ (Eg,fu)—dt —2n

Diese Formel wollen wir dual erweitern und auf ein Stiick eines
Strahlensystems anwenden, dessen sphirisches Abbild ein einfach zu-
sammenhingendes Stiick der Einheitskugel ist. Wir haben zunichst

94) [do= [[YEG—F2dudv=[[(1+2ch)Veg—f2 dudv

oder, wenn wir das Fldchenelement des sphirischen Bildes

(95) (aa,a,)dudv=YVeg—f dudv=do
einfiihren,

(96) fdo=[(1+2en)do.1
Ferner ist

(97) f B2 4 _f 0dt,
wenn wir wie in (36)

(98) o=2TL

setzen. Somit ist

(99) JAl+2eh)do+§Qdt=2n
oder, wenn man Realteil und Dualteil trennt,
(100) Jdw + §qdt =2m,
(101) —2fh-do = §qdt.

Hieraus folgt: Die Strahlensysteme mit h = O haben die kennzeich-
nende Eigenschaft, daf auf ihnen das Integral

(102) [gaz
wicht vom Wege abhingt.

Diese Strahlensysteme mit # = 0 sind nichts anderes als die von
uns schon in § 51 betrachteten Normalensysteme. Es folgt das sofort
aus der Unabhingigkeit des Integrals (102) vom Wege und aus der in
§121 aus (50) entnommenen geometrischen Deutung dieses Integrals.

1 Das iiber ein Strahlensystem erstreckte Doppelintegral [ Adw dirfte zu-
erst von E. CARTAN betrachtet worden sein. Bull. Soc. Math. France Bd. 24, S. 140
bis 177. 1896. (Vgl. § 133, Aufg. 24.)
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§ 125. Brennflichen eines Strahlensystems,

Nehmen wir ¢g — f2 4= 0, so kénnen wir die Torsen zu Parameter-
flichen machen, wenn wir das Strahlensystem analytisch voraussetzen
und uns nicht scheuen, gegebenenfalls (£ > 0) imaginire Parameter-
flichen zu verwenden. Fiir die 'Kehlpunkte der Torsen, d.h. fiir die
Beriihrungspunkte mit dem Hiillgebilde, haben wir dann nach (59),

m=aXa+ (ga_‘,éa,,) a,

(113) —ax it aavvav)
Nun ist in unsrem Fall ¢ = g = 0 und somit nach (77)

aa ay 0y) = + (a2) (a, ay),
R T e e
Daraus folgt _
(115) et fla;"a;})

o X e

(11 = — R ai o
(117 m=%@=axa—%—(#““§2;§f;ﬁ")a

Von der letzten Formel sieht man sofort, daB sie von der Parameter-
wahl nicht abhingt, denn es ist

9(a, @) _ 2(a,a) 9(uy,vq)

(118) Ou o = Qo Ou = 50, 0) = 9wy, 1) (w6 0) °

Man nennt die Punkte 3, die ,,Bremnpunkie’* des Strahls 9 unseres
Systems, ihren Mittelpunkt m den ,,Mdttelpunkt’ des Strahls . Fiir
die Entfernung der Brennpunkte folgt aus (116)

(119) a— )t =— 0 k= 4k

wenn wir die Formel gleich invariant schreiben.
Im allgemeinen werden die Punkte 3, (%, v), 3, (4, v) Flachen be-
schreiben. Da bei unsrer speziellen Parameterwahl

(120) % ey =l

ist [die Flichen #, v = konst. sind Torsen], so liegt die Richtung a
unseres Systemstrahls in den Tangentenebenen, die durch die Vektoren

O Dbk

(121) Ju®  dv
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bestimmt sind, wenn 3, X 3, &= 0. Die Systemstrahlen sind also im all-
gemeinen gemeinsame Tangenten der beiden ,,Bremnflichen' 3, (u, v).

Fiir spiter merken wir uns die bei beliebigen Parametern giiltigen
Formeln fiir die Brennpunkte an:

(122) j=m+a)—k,

— 1 a,a,— a,ay
(123) m=a><a—7 (@)

§ 126. Formeln von HAMILTON und MANNHEIM.

Um das Verhalten eines Strahlensystems in der Nihe eines Strahls
einfach zu beschreiben, wollen wir an dieser Stelle die Parameter %, v
so wahlen, daB sie zu den Hauptflichen (§ 123) gehoren, so dal f =0,
f = 0 wird und daB in diesem Punkte ¢ = g = 1 ausfillt. Den Ursprun‘g
wollen wir in den Mittelpunkt m unsres Strahls verlegen. Dann wird
schlieBlich, wenn d4,, d, die Dralle der Hauptflichen bedeuten,

a0, =1, a,a, =0, a,a, =1,

124 - - - -
(124) a,a, =1:d;, a,0,=0, a,a,=0, a,a,=1:4d,.

Unsre Formel (81) fiir den Drall einer Systemfliche vereinfacht sich zu

1 1

= odut 4 — du?
1 dldu +d2 v
d du? + dv?

Fiihren wir endlich den Winkel o der Asymptotenebenen (§121) ein:
du:dv=cosw:sina,

so wird:

(125) = di cos? o -} disin2 o.
1 2

1
d

Diese Formel fiir die Dralle aller geradlinigen Flichen eines Strahlen-
systems durch einen Systemstrahl hat A. MANNHEIM 1872 angegeben?.

Fir die Kehlpunkte unsrer geradlinigen Flichen haben wir
nach (59),
r=aXa+t7ra,
__(asa,du + a,dv, 0, du + 7, dv)
(0, du + a, dv)?

oder wegen der Normierung (124) unsrer Koordinaten, wenn man

1 A, Man~NHEM: Liouvilles J. (2) Bd. 17, S.126. 1872,
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Zihler und Nenner von # nach dem Multiplikationssatz fiir Deter-
minanten mit (aa,a,) multipliziert,

¥ £ 2 S

Fiihrt man wieder den Winkel « ein, so folgt

dy—dy .
(126) v = 721717:’ sin2a.

Dieser Zusammenhang zwischen dem Winkel « der Asymptotenebenen
und der Entfernung » des Kehlpunktes vom Mittelpunkt m ist zuerst
von W. R. HamiLtonN 1830 gefunden worden?!.

Die Punkte auf unserm Systemstrahl, die den Werten 2o = —7: 2
entsprechen:

werden wohl als ,,Grenzpunkte’* bezeichnet. Aus der Formel von MANN-
HEIM erkennt man auch die Gestalt der geradlinigen Fliche, die von
den gemeinsamen Loten unsres Systemstrahls mit seinen Nachbar-
strahlen erfillt wird 2.

§ 127. Isotrope Strahlensysteme.

Die Differentialgleichung (86) der Hauptflichen versagt, wenn
(127) e:f:g=ce:f:g
ist. Solche Strahlensysteme mit der kennzeichnenden Eigenschaft, daB
alle (reellen) Systemflichen durch einen Systemstrahl dovt denselben Drall
besitzen (vgl. Formel (81)), nennt man nach A. RIBAUCOUR 4sotrop3.

Legen wir fiir das sphirische Bild a (#, v) isotherme Parameter
(vgl. § 85) zugrunde:

(128) da? = A2 (du? + dv?),
so kénnen wir nach (76) setzen:
(129) AW = A2 (du? 4+ dv?), A=21(01++ eu);

e = A2, =0, g=2%

e=22u, f=0, g=22u.

‘ (aa,a,) =22,
kR=u? h=u.

(130)

1 'W. R. HamiLTtoN: Transact. of the Irish Ac. Bd. 15. 1828 und Bd. 16. 1830.

2 Vgl. §133, Aufgabe 3.

3 A. RiBaucour: Etude des élassoides ou surfaces & courbure moyenne nulle.
Mém. cour. Bd. 44. Briissel 1881. Der Ausdruck ,,Elassoid‘‘ fiir Minimalfliche hat
sich nicht eingebiirgert.
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Es gilt der Satz: Alle Systemflichen eines isotropen Strahlensystems
durch denselben Systemstrahl haben dort denselben Kehlpunk:.

Fiir ein isotropes Strahlensystem ist ndmlich 4, = d, und daher
nach der Formel (126) von HamiLToN 7 = 0. Umgekehrt ist die ge-
fundene Eigenschaft fiir die isotropen Strahlensysteme kennzeichnend.
Denn aus (126) folgt, daB # nur fiir 4, = d, unabhingig von « sein
kann; und dann ist nach der Formel (125) von MANNHEIM auch d
unabhingig von o, also das Strahlensystem tatsichlich isotrop.

Stellen wir unter Verwendung des Bogenelements (129) fiir die iso-

tropen Strahlensysteme die Hauptformeln zusammen. Es ist das Kriim-
mungsmaf

1 v
(131) - <au2 + i )1g/1 = 1.
Beachtet man, da8
(132) lgAd=1gh+ epu,
so folgt durch Abtrennung des Realteils

1 02
(133) - (W + 507 )lg A=

1 02
(134) _“<au2 T o )l‘

Aus (90) folgt
J Uyy = + 20, — D9, — 429,
(135) l Wy p = + 229, + 2eat,,

A, , = — "J + ”91 — A2,

Durch Trennung der reellen und imaginiren Teile ergibt sich daraus

A
Ayy = +~iau——lfav-—lza,

(136) + " a, + £,
Upp = }']a —I— °q, — A%a;
a...,=+Muau-—mav—212/w+l—,{‘5u—i”"
139 | Guo= a0 +me, + FFL+EE o+,

— Au

Gy = — fy Oy + Uy _22'2/“1_ u+%av—zza'
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§ 128. Beziehungen der isotropen Strahlensysteme
zu den Minimalfldchen.
Aus (123) folgt wegen f = a,a, + a,d, = 0 fiir den Mittelpunkt m
der Brennpunkte

a, a,
j’z

'uau

(138) m=aXxa— a=aXxX a-t a.

Wir wollen daraus die Ableitungen m, und i, ermitteln. Wir finden

= - auu_n'{'auauv au Ly / u w0y
(139) My =@, X @4 X g, — L Rrg g Sl Sl

Zerlegen wir diesen Vektor nach den drei paarweise senkrechten Rich-
tungen a, a,, a,, so erhalten wir

T auu Ev + au au v 2 au av }'u
(140) m,a=(aa,a) — 78 T

Beachten wir, daB nach dem Multiplikationsgesetz fiir Determinanten

(aa,a)(aa,a,) =2A(a,a) =2a,a
oder
(aa,a) =a,a
ist, und rechnen wir das zweite Glied rechts in (140) mittels der Ab-
leitungsformeln (136), (137) um, so finden wir

My Q= — Uy,
wenn wir beachten, daBl wegen aa = 0 durch Ableitung a,a 4 ad, =0
ist. Entsprechend findet sich
mya, =0, mya,=A7A>%u
und somit ist

(141) M, = — W,a + wa,.
Ebenso erhalten wir

(142) My = = Yy @ — [0y
Es ist

(143) (am,m,) = A u?,

fir 2 4 0 und g =+ 0 beschreibt also der Mittelpunkt m eine Fliche.
Diese Mittenfliche steht nach RIBAUCOUR in einer merkwiirdigen Be-
ziehung zur Kugel a2 = 1. Es ist ndmlich:

(a 2% + a,dv) (m, du + m, dv)
=(a,du + avdv) {("—‘uva + pa,) du + (U@ — pay) dv} =0,
d. h.: Entsprechende Linienelemente der Kugel a (u,v) und der Mitten-
fliche m (u,v) stehen aufeinander senkrecht.

(144)
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Umgekehrt kénnen wir zeigen: Entspricht eine Fliche m (u, v) der
Einheitskugel a (u, v) unter Orthogonalitit zugeovdneter Linienelemente,
so bilden die Strahlen durch m mit der Richtung a eine isotrope Kom-
gruenz.

Wir wollen die Kugel a (%, v) auf ein isothermes Parametersystem
beziehen, so dal

(145) da? = 2 (du? + dv?)

wird und die Bedingungen (136) gelten. Dann folgt aus der Voraus-
setzung

(146) (aydu + a,dv) (m,du + m,dv) =0,
daB sich m,, m, in der Form darstellen lassen:

m, =aa-t+uaq,,
m,=fa—pua,.

Unter Beriicksichtigung von (136) ergibt dann die Integrabilitdts-
bedingung m,, = m,, das Gleichungssystem

(147)

&= = fly, /3:+ﬂu

Myu + Boo = — 2121“
Setzen wir jetzt

=a, a=m X a,

so bekommen wir fiir das Strahlensystem dieser Geraden U das duale
Bogenelement

A2(1 4 2¢ep) (Au? + dv?).

Darin ist die Bestitigung unsrer Behauptung enthalten, daB dieses
Strahlensystem isotrop ist.

Errichten wir jetzt auf jedem Systemstrahl % im Mittelpunkt m
die senkrechte Ebene und bestimmen wir die Hiillfliche dieser Ebenen!
Es gelten fiir den Beriihrungspunkt ¢ nach (141), (142) die Gleichungen

(t—m)a=0,
(148). (t—m)a, =m,a=—pu,,
(z_m)av=mva=+ﬂu

und daraus ergibt sich fiir den Beriihrungspunkt

(149) r=m—ta, + L0,

Untersuchen wir jetzt die Brennflichen! Nach (122), (130) beschreibt
der Punkt

g=m+ipa
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eine dieser Brennflichen, deren Tangentenebene durch U geht, also
in laufenden y die Gleichung

(t)—my a, (m+z/‘ta)u)=0
oder
(h—m, a, (m+ipa))="0

besitzt. Beides gibt nach (141), (142) wegen

a X (a, +26a,) = —a, + 10,
(150) (9 —m)(a, —2a,)=0.

Da (a, —70,)% =0 ist, ist demnach diese Ebene isotrop und somit
die Brennfliche eine isotrope Torse, also im allgemeinen die Tangenten-
fliche einer isotropen Kurve. Um den Beriihrungspunkt § mit der
umhiillten Kurve zu ermitteln, brauchen wir nur die Gleichung (150)
bei festem y zweimal nach # oder v abzuleiten und finden unter Be-
achtung der Gleichung (150) selbst mittels (136), (141), (142)

(151) (y—ma =iu,

(152) (h — M) ay =i (g +ipt,)-
Aus (150) und (152) folgt

(153) (h — ) ay = pty +1 s,

und aus (150} bis (153):

(154) —mtipati o @, i),

Der konjugiert imagindre Brennpunkt m — fua beschreibt die kon-
jugiert imagindre Torse, und wir erhalten den konjugiert imaginiren
Beriithrungspunkt mit dem Hiillgebilde

(155) p=m—ipa—i T g, tia,).

Vergleicht man nun die Formeln (154), (155) und (149), so ergibt sich
(156) 2r=19+3.

Da nun ) und 3, wenn sie nicht beide fest sind, isotrope Kurven durch-
laufen, so beschreibt nach (156) g im allgemeinen eine Minimalfliche
(§ 106 (7)).

Die Mittelebenen der Strahlen eimes isotropen Strahlemsystems um-
hiillen in der Regel eine Minimalfliche (R1BAUCOUR 1880).

Diese Minimalfliche schrumpft nur dann auf einen einzigen Punkt
zusammen, wenn {) und 3 im Raume festliegen, wenn also die Brenn-
flichen unsres Strahlensystems mit den isotropen Kegeln zusammen-
fallen, die diese Punkte zu Spitzen haben.
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Umgekehrt gilt:

Bringt man die konjugiert imaginiren Tangentenebenen zweier kon-
gugiert imaginiver isotroper Torsen zum Schwitt, so ist die Gesamiheit
der Schmittgeraden ein isotropes Strahlensystem.

Ohne Rechnung ist das so einzusehen. Bringt man alle Paare von
Tangentenebenen der beiden Torsen zum Schnitt, so erhilt man neben
den reellen auch noch die imagindren Strahlen unsres Systems und
erkennt sofort, daf die im System enthaltenen Torsen in die Tangenten-
ebenen der gegebenen Torsen fallen. Die sphérischen Bilder aller Strahlen
einer solchen isotropen Ebene fallen in die Punkte einer geradlinigen
Erzeugenden der Kugel a2 = 1, also in eine isotrope Gerade der Kugel.
Aus dem Verschwinden der quadratischen Form II fiir eine System-
fliche folgt also das Verschwinden des Bogenelements des sphérischen
Bildes. D. h. die Differentialformen I und II haben gemeinsame Null-
linien und daher ist

e:fig=¢:1:3.

Das war aber die Definitionseigenschaft der isotropen Strahlensystemes

§ 129. Grundformeln der Strahlensysteme in
invarianten Ableitungen.

Wie im Kap. 5 die Flichentheorie, wollen wir jetzt auch die Strahlen-
systeme in invarianten Ableitungen behandeln. Wir denken uns dabei
das System auf die Hauptflichen bezogen: F = f=f=0. Dabei
miissen wir dann allerdings die isotropen Strahlensysteme von der Be-
trachtung ausschlieBen (vgl. § 127). Wir definieren jetzt die invarianten
Ableitungen einer Ortsfunktion S im Strahlensystem durch die Formeln:

S Sy
(156a) S;==, Sg=-—-2.

e T e

Fir die zweiten gemischten invarianten Ableitungen S;, und S, gilt

jetzt entsprechend
Sig + 951 =S5 +45,,
wo jetzt die Invarianten ¢ und g durch

1 e 1 g,
q_ 28}’?’

2 g¥e

q=

erklart sind. Wir wollen jetzt die Gleichungen (90) invariant schreiben.
Zu dem Zweck spalten wir (90) in Real- und Dualteil:
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 19
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1e, 1e,
auu=?70u—§?av—ea,
1e 1g
auv ?7" u+§?uav)
1 g, lg
avv__§‘7au+?>éyau—ga:

(156b) T2\ T @)
- 15,,— ]-gu— 1 Ev €&,y
R TR AL Gl [
1 (3. _ Ze.
+7<g gz) v’
. 1 g, - 1g, - 18, eaq,
B ety R (B )
178, 8¢
+?<?—7g'21)a”_ga

— 1 e,
Ayyp = ]/eg Qyo +§i?al,

1 g, '
A, = Yeg agy +§ﬁaz-

und genau dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir iiberall die a
durch die a ersetzen.

Setzen wir das in (156b) ein und filhren die Abkiirzungen ein:

(157) r=—, 7= %
so erhalten wir die Ableitungsgleichungen:
a,=—q0,—a,
Qe = 40s,
Iy = 90y,

U = — O, — a3
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oy =—gqu—a+ 370 —[37,+9(r—7]ay—ra,
G =+ qa+ 3730, + 37,0y,

Gy =+ qa; + $7a0;, + §7; 0, ,

Gy = —qa —a—[}7,+q( —nla, + }730,—7a.

Um die Bedingungen (87) und (88) der Integrierbarkeit in invarianter
Schreibweise zu bekommen, brauchen wir wieder nur von den zu dem
System (156b) gehdrigen Bedingungen

Agy2 + gy = Oygq + ¢ 040,
Oggp + § O3y = 039y + G 0gs,
Agge + g ayy = typy + G aya,

(gge +  Ggy = Qggy +  0gy

(157a)

auszugehen. Ersetzen wir in (157a) alle héheren Ableitungen der a, a
durch die a, a,, a,, @, a,, a,, selbst nach (156b), so erhalten wir aus
jeder Gleichung (157a) eine Linearkombination der a, a,, a,, @, a,, 0.
Hier miissen dann nach (19a) die Koeffizienten einzeln verschwinden.
Aufler vielen Identititen fiihrt das auf die zwei wesentlichen Be-
dingungen

h+e+E+e+1=0,

Yee + 71y + ¢ (275 — 75) + G (27 — 7y)

+27 (g + ¢+ 273+ +1)=0,

von denen die erste (87) und die zweite (88) entspricht.

Nach (84) (85) (157) hingen die 7, 7 mit den Drallen d, und d, der
Hauptflachen nach

2 ~ 2
ar I
zusammen. 7 und 7 sind die zwei Invarianten des Strahlensystems von
erster und 7,, 7,, ;‘, ;2, g, g die sechs hinzukommenden unabhéngigen
Invarianten zweiter Ordnung. Weil wir die isotropen Strahlensysteme
ausschlieBen, gilt » — 7 &= 0.  + 7 = 0 kennzeichnet die Normalen-
systeme, 77 = 0 die Strahlensysteme, bei denen die Torsen, d. h. bei
denen die beiden Brennflichen zusammenfallen. Die Formen

ds, = Ve au!, dsy= g dv

sind jetzt die Bogenelemente der sphérischen Bilder der Hauptflichen,

und die invarianten Ableitungen werden lings der Hauptflichen nach

diesen Bogenelementen genommen. Es ist nicht schwer, die Formeln

aufzustellen, mittels derer man von beliebigen Parametern aus zu
19*
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diesen linearen Differentialformen und den invarianten Ableitungen
gelangt. Man verfihrt dhnlich wie in § 621.

Fiir die Verwendung der Grundformeln dieses Abschnitts miissen
wir uns merken, daB fiir die Skalarprodukte der Grundvektoren nach
(77) die folgenden Beziehungen gelten.

ag = a,0; = ay0y = 1, aa, = aday = a,a, =0,

- - 1 ~ 1.
(157b) yaa =0, 0,0 =57, Gy = 57,

aa, +aaq, =aay + aa, =0, a0y + a,0, = 0.

Die Kenntnis der einzelnen Skalarprodukte aq,, ad,, a,a, usw. ist
nicht nétig, da nach § 120 bei invarianten geometrischen Problemen
immer nur die in (157b) auftretenden Kombinationen derselben auf-
treten. Anwendungen der Formeln dieses Abschnitts finden sich in den
Aufgaben 26 und 27 des § 133.

§ 180. Darstellung der isotropen Strahlensysteme durch
stereographische Linienkoordinaten.

Wir wollen jetzt die Theorie der isotropen Strahlensysteme neuer-
dings begriinden, und zwar mittels eines Verfahrens, das im wesent-
lichen auf J. GRUNWALD (1876—1911) zuriickgeht. Dieses Verfahren
hat den Vorteil, eine #duBerst einfache Darstellung der isotropen
Strahlensysteme zu ergeben, die mit den Formeln von WEIERSTRASZ
fiir Minimalfldchen (§ 107) nahe zusammenhingt. Dafiir mul man den
Nachteil volliger Unsymmetrie in Kauf nehmen.

Benutzen wir die Formeln (10) von §107, um die Punkte U der
dualen Einheitskugel 92 = 1 auf die dualen Punkte einer Ebene stereo-
graphisch abzubilden. Wir setzen dementsprechend fiir die Koordinaten
A, von Y:

2R
L+ (R?+ %)
25
L+ (RT+ %)
1 — (R2 4 S2)

A= 1wy

4, =

(158) A, =

und umgekehrt
_ 4
114,
(1582) L
S =2
14 Ay

1 Eine Differentialgeometrie der Strahlensysteme unter Verwendung des in
Bd. II dieser Vorlesungen auseinandergesetzten ,,Ricci-Kalkiils” findet sich bei
M. M. SLoTNICK: Math. Zeitschr. Bd. 28, S. 107—115. 1928.
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Die rechtwinkligen Koordinaten R und S fassen wir jetzt zu einer
komplex-dualen Verbindung zusammen, indem wir die R-, S-Ebene
als Zahlenebene von Gausz ansehen:

(159) R+:S5=T.
Setzen wir
(160) R=7r+te7, S=s+es, T=t+et,!
so haben wir also
t=vr-+1s,
(161) - _
t=v-+1s,

wo 7, s, 7, s reelle und ¢, ¢ gewdhnliche komplexe Zahlen sind?.
Wir konnen nun das Paar komplexer Zahlen ¢, ¢ als Koordinaten

fiir unsre gerichtete Gerade 9 verwerten. Man konnte £, ¢ viellei¢ht
als stereographische Linienkoordinaten bezeichnen. Dann gilt der Satz:

Die isotropen Strahlensysteme sind durch eine analytische Beéiehung

zwischen den stereographischen Linienkoordinaten ¢, t gekennzeichnet
(J. GRUNWALD).

Zum Nachweis berechnen wir den Drall einer geradlinigen Fliche.

die dadurch gegeben sein mége, daB £, ¢ als komplexe Funktionen

einer reellen Verdnderlichen vorgeschrieben sind. Es ergibt sich aus

(158a) wegen A2 =1
Az

17+A3 — JaR £ aSt = yar +ds(1+e

Nun gilt fiir den Drall 4 nach (22)

(162)

drd7 + ds d3
dr? 4 ds? )

orm Yael1+ 5 — _
1o Jiﬂi T+ a;) ({1 + dfias) B 114{“:3 {1 Te (711 1 jrsaa)}'

Bildet man in (162) und in (163) den Quotienten aus dem mit ¢ be-
hafteten und dem von ¢ freien Teil, so ergibt sich durch Gleichsetzen
der beiden Quotienten

ag dvdy 4 dsds

(164) “1%a T arfise

& =

Soll nun 7 (7, s), s (7, s) ein isotropes Strahlensystem sein3, so ist

1 Die neuen GréBen 7, ¥ haben nichts mit den Invarianten 7, 7 des vorigen
Paragraphen zu tun.

? Wegen dieser Zuordnung vgl. man J. GRUNwALD: Monatsh. Math. Phys.
Bd. 17, S.81—-136. 1906 und W. Brascuke: Ebenda Bd. 21, S.201—306. 1910.

3 Bei einem nicht-zylindrischen Strahlensystem kénnen wir immer #, s als un-
abhingige Verinderliche nehmen.
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dazu nach § 127 notwendig und hinreichend, daB der Drall d einer
Systemfliche unabhingig von der Fortschreitungsrichtung dr: ds aus-
fillt. Es muB also

a7 07 , 03 935
A A B o dst
(165) drdr +dsds __dr ar +(8s +87) d’ds+as as
dr® 4 ds? ar? 4 ds?

unabhingig von d7:ds werden. Dazu ist notwendig und hinreichend
das Bestehen der Gleichungen von CAucHY und RIEMANN:

o7 a5 a7 as
(166) w0 T =0

Diese Gleichungen sagen aber tatsichlich aus, daB ¢ =7 - i5 eine
analytische Funktion von ¢ =7 + ¢s ist, w.z. b. w.

Daraus folgt, daB durch Transformationen von der Form

r*fis* =g +is,7415),

(167) o -
™ fis* =y 4is,7 1)

und

(168) r* —is* =@ tis,7+1is),

P S = (r+is, 7 15),

wo @ und ¢ analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenz-
bereich sind, die isotropen Strahlensysteme wieder in solche iibergefiihrt
werden. Unter geeigneten Voraussetzungen liBt sich iiberdies zeigen,
daB diese Eigenschaften fiir unsre Transformationen kennzeichnend sind.

Hierfiir sei ein Beweis von A. OsTROWSKI mitgeteilt. Setzen wir
¥is=1¢ vr—1

7His=¢7—1

7;

(169) =T
s=r1,

dann kénnen wir von unsern Transformationen annehmen, daf3 sie sich

in der Form schreiben lassen:

*r=r*tis* =g, £ T, 7),
(170) - - -
F=r*tist=y(t 1,1),

wo ¢, p analytische Funktionen ihrer vier Verinderlichen sind, zwischen
denen keine identische Abhingigkeit besteht. Setzen wir dann

=1, 7=/{@),

wo f eine reelle analytische Funktion bedeutet, so muB3 nach Voraus-
setzung zwischen £* und #* eine analytische Abhingigkeit bestehen,
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wennt und 7 konjugiert imaginir sind, und daher muB die Funktional-
determinante

(¢, t*
SR

Qo+ orfe @t ol

Y: + "l’?fu Y + w?fz ?_—-i}}((t))_

sein. Da die reelle analytische Funktion f beliebig ist, folgt, daB die
analytische Funktion

0

o+ o7z, @+l
Yot yra, v+l |
in den sechs Verinderlichen £, E, 2, 7, T, { verschwindet, wenn die
letzten drei zu den ersten drei konjugiert-imaginédr sind. Daraus folgt

aber durch analytische Fortsetzung, daB die Funktion tiberhaupt iden-
tisch verschwindet. Denn ist z. B.

w{+is,r—is)=0
fiir reelle 7, s, so folgt daraus auch das Verschwinden fiir komplexe 7, s.

Somit folgt das Verschwinden der vier Funktionaldeterminanten
py) _ A y) _

) =0, 8(1,%‘)_0’

Wpy) _ o Upy)

a(t ) T A7)

(172)

Wire nun im Gegensatz zu den Annahmen (167), (168) das Funktionen-
paar ¢, y etwa von dem Paar ¢, v von Verdnderlichen abhingig, so
folgte aus den beiden oberen Gleichungen in (172), die linear in ¢,, y,
sind, und aus den beiden linken Gleichungen (172), die in ¢,, ¥, linear
sind, auch noch

py) _ Hpy) _
(173) ) 0 )
Nach (172), (178) wiren aber die Funktionen ¢, y voneinander ab-
hingig entgegen der Voraussetzung.
Damit ist also gezeigt: Soll durch eine analytische Zuordnung
(7, s, 7, ) —> (r*, s*, 7*, s¥)
geder analytischen Bezichung zwischen v + 1s und v ++1is wieder eine
solche zwischen r* + is*, v* + is* entsprechen, so muf die Zuovdnung
die Form (167) oder (168) haben?.
Zur Giiltigkeit des Beweises sind ziemlich erhebliche Voraus-

setzungen iiber die Existenzbereiche der auftretenden analytischen
Funktionen erforderlich.

1 Das hat schon E. Stupy behauptet: Sugli enti analitici, Rendiconti di Pa-
lermo Bd. 21, S. 345—359. 1906. Fiir seinen etwas allgemeineren Satz hat STubpy
dem Verfasser 1921 einen Beweis mitgeteilt.
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§ 131. Weitere Formeln fiir stereographische

Linienkoordinaten.
Wir wollen in (158) die reellen Bestandteile absondern und er-
halten so: 2y
, SR T
2s
(174) a 0y = 1?m2 ,
11— (24 s
LA BN
— o b7+c7T
(175) a—2l+72+—;2.
Darin bedeuten b und ¢ die Vektoren
1 — 72452 — 27s
14 72 4 52 1+ 7% 4 527
— 27s 1472 — 52
(176) b i O\ T
—2r —2s
14 2 4 52 T2 s2°

Die drei Vektoren a, b, ¢ bilden ein orthogonales Dreibein von Ein-
heitsvektoren
177) axXb=¢, bXc=a, ¢Xa=D>.

Aus dieser Darstellung der Vektoren a, a folgt: Die stereographischen
Linienkoordinaten haben folgende Bedewtung: t = v + is gibt die Rich-
tung, und zwar ist t RIEMANNs komplexe Zahl auf dem sphirischen Bilde.
t =7 +is legt die Lage des Strahls im Biindel gleichsinnig paralleler
Strahlen fest, und zwar ist die Gaufsche Zahlenebene der t dhnlich ab-
gebildet auf das Feld der Schwittpunkte dev Strahlen des Parallelbiindels
mat eimer dazu semkrechten Ebene.

Diese Deutung unsrer Koordinaten kénnen wir benutzen, um mit
ihrer Hilfe eine einfache Abbildung aus der Gruppe (167) darzustellen,
die schon RIBAUCOUR betrachtet hat und die wir kurz als ,,Schwen-
kung'* bezeichnen wollen. Ist % ein Strahl, so wird der entsprechende
A* nach folgender Vorschrift gefunden: Man lege durch den Ursprung
den zu U gleichsinnig parallelen Strahl %A, und schwenke 9% um die
Achse %, durch einen positiven rechten Winkel nach 9*. In stereo-
graphischen Linienkoordinaten schreibt sich diese ,,Schwenkung®
offenbar so:

(178) =1t k=it
oder ausfiihrlicher:

* * — g-
(179) 7 7, s s;

7= —5, st=+7
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und in den Vektoren a, a folgendermaBen:
(180) a* =aqa, a*=axXa.

Geben wir nun eine geradlinige Fliche, 4 sei ihr Drall und ! die
Entfernung vom FuBpunkt des Lotes aus dem Ursprung auf eine Er-
zeugende bis zum Kehlpunkt dieser Erzeugenden. Dann ist nach (22)
und (593).

_aa ] — (a a’a’)

1
71 a2’ - a’?

(181)
Uben wir auf diese Flache die Schwenkung aus, so finden wir fiir die
transformierte Fliche

1 1
(182) =1 M=

Die Formel (164) fiir 4 kénnen wir jetzt wegen (166) auch so schreiben:

1 ¥7 4 sT
(183) 7= 21_’_72 52+%dt’

wenn R den Realteil heraushebt.
Fiir die Schwenkung folgt daraus nach (179)

1 ¥S —s7
(184) E;=—l= 21_*_72_*_52—}—3{ dt'
Somit ist
rS—s7 .dt

Hierin steckt, daB alle Systemfldchen durch einen Strahl eines iso-
tropen Strahlensystems denselben Kehlpunkt haben und, daB dies die
isotropen Strahlensysteme kennzeichnet, was wir frither anders be-
wiesen hatten (§127).

§ 132. Zusammenhang mit der Theorie der Minimalflichen
von WEIERSTRASZ.

Um jetzt wieder auf die Minimalflichen zu kommen, bemerken wir
zunichst folgendes. Man kann die (reellen, eigentlichen und gerichteten)
Strahlen eineindeutig auf hindurchgehende isotrope Ebenen abbilden.
Dazu setzen wir die Gleichung einer durch den Strahl 9 laufenden iso-
tropen Ebene in der Form an:

(186)
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Zunichst geht némlich diese Ebene durch den FuBpunkt a des Lotes
vom Ursprung auf %, dann geht sie durch a wegen
(@—ia)a=0
und schlieBlich ist sie isotrop wegen
(a—2a)? =

Wir wollen nun die Ebenengleichung (186) auf unsre stereogra-
phischen Linienkoordinaten umrechnen. Wir finden aus (175) wegen (176)

_ ¢7—Dbs
(187) g=a><a=2m2.
Daraus ist
. ¥ —43 }
(188) g—za=2mi+s—s—2(c ib).
Ferner ist nach (175)
(189) a2 = 4_7—2"}13

Durch Einsetzen in (186) erhalten wir schlieBlich fiir unsre isotrope
Ebene durch den Strahl % die Gleichung

(190) — (1 — )%+ (14 2) %y + 20 b2, = 21.

Unsre stereographischen Linienkoordinaten bestimmen also aufs ein-
fachste die isotrope Ebene und vermitteln den Zusammenhang zwischen
den Strahlen und isotropen Ebenen.

Aus (190) ist der Zusammenhang zwischen isotropen Strahlen-
systemen und isotropen Torsen klar erkennbar: Jeder  analytischen
Abhingigkeit der komplexen Koordinaten ¢, ¢ entspricht im Linien-
raum ein isotropes Strahlensystem und andrerseits eine durch die
Strahlen des Systems hindurchgelegte, von einem komplexen Para-
meter abhingige Schar isotroper Ebenen, die eine isotrope Torse um-
hiillen, d. h. im allgemeinen die Tangentenfliche einer isotropen Kurve.

Setzen wir
(191) t=1(),
so geht unsre Formel (190) genau in die Formel (177) von § 23 iiber,
die wir der integrallosen Darstellung der isotropen Kurven zugrunde

gelegt hatten. Wir haben daher nach (178) §23 fiir den Beriihrungs-
punkt ) mit der (im allgemeinen) umhiillten isotropen Kurve:

(3 td? 1—12q%
W=\t gy T T aE)e

- dt | 1442t
(192 yo= (115 + L5050,
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Nennen wir den konjugiert imagindren Punkt 3, so ergibt sich fiir den
Mittelpunkt ¢ von § und 3 das Formelsystem (9) von §107 fiir die
Minimalflache g (7, s). Die umbhiillte isotrope Kurve ¥ (f) und infolge-
dessen auch die Minimalfliche ¢ (7, s) schrumpft auf einen Punkt zu-

sammen, wenn # ein in ¢ quadratisches Polynom ist. Hingegen gibt es
auch in diesem Falle ein zugehoriges isotropes Strahlensystem, das im
allgemeinen aus den Erzeugenden einer konfokalen Schar von Dreh-
hyperboloiden, im besonderen aus einem Strahlenbiindel besteht.

§ 133. Bemerkungen und Aufgaben.

1. Bewegungsparameter von STUDY. Die Drehungen um einen Punkt kann
man nach EULER auf zwei Arten durch Parameter darstellen, erstens durch die
,,EULERschen Winkel“ und zweitens in symmetrischer Form durch die homogenen
Parameter von EULER. Ubertrigt man die zweite Art von Parametern mittels des
Ubertragungsprinzips (§ 119) auf den Linienraum, so erhilt man die von Stupy
eingefithrten Parameter fiir die Bewegungen im Raume Euxkvrips. Vgl. E. Stupy:
Math. Ann. Bd. 39, S. 441 —566. 1891.

2. Parallele geradlinige Flichen. Zu einer geradlinigen Flache 9 (f) konstruiere
man die ,,Parallelflaiche’ %* (£), wobel

(193) A* = U, cos O + Yysin O

und @ =9 + ¢ ® konstant ist. Zwischen den zugehorigen GroBen (§ 121) besteht
die Beziehung:

p* = pcos? — gsin &,
g¥ = psind 4 g cos &
(194) _ _ . T .
p¥*=pcos® — gsin® — & (+ psind 4 gcos §),
7*=75sind® 4 gcos® — & (— pcosd + gsind).

Es ist das die Ubertragung des Begriffs der sphérischen Parallelkurven auf den
Linienraum. Man kann auch dem Begriff der sphéarischen Kurven konstanter
Breite ein rdumliches Gegenstiick gegeniiberstellen und zwischen den Integral-
invarianten einer derartigen zu sich selbst parallel laufenden geradlinigen Flache
Beziehungen herleiten.

3. Zylindroid. Die gemeinsamen Lote zwischen einem Strahl eines Systems
und allen Nachbarstrahlen des Systems bilden im allgemeinen eine geradlinige
Flache dritter Ordnung, die man als Zylindroid zu bezeichnen pflegt. Man ver-
gleiche etwa K. ZINDLER: Liniengeometrie II, S. 82. Leipzig 1906.

4. Ein Satz von P. APPELL iiber das Zylindroid. Fillt man von einem beliebigen
Punkt auf die Erzeugenden eines Zylindroids die Lote, so ist der Ort der FuB-
punkte stets eine ebene Kurve. Dadurch sind die Zylindroide unter den nicht zy-
lindrischen geradlinigen Flachen gekennzeichnet. P. AppErL: Bull. Soc. Math.
France Bd. 28, S. 261 —265. 1900. Die Fragestellung APPELLS hingt aufs innigste
mit einer von G. DARBOUX zusammen, namlich nach allen stetigen Bewegungs-
vorgangen eines starren Korpers, wobei jeder Punkt des Korpers eine ebene Bahn
beschreibt. Comptes Rendus Bd. 92, S. 118. 1881.

- 8. Ein Gegenstiick zum Satz von MEUSNIER. Die Kriimmungsachsen (§122)
aller Systemflachen eines Strahlensystems, die sich lings einer Erzeugenden be-
rithren, bilden ein Zylindroid. Dabei sind natiirlich die Kriimmungsachsen ge-
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meint, die zur Berithrungserzeugenden gehdren. Auch zum Satz von EULER iiber
die Kriimmungen der Normalschnitte einer Flache gibt es bei Strahlensystemen
ein Gegenstiick, das von den Kriimmungsachsen der Systemflichen mit Richt-
ebene handelt. Indessen ist dieser Satz etwas verwickelt.

6. Strahlensysteme mit einer einzigen Brennfliche. Durch das Verschwinden
der Invariante % sind die Systeme mit einer einzigen Brennfliche gekennzeichnet,
Es umbhiillen in diesem Fall die Torsen des Strahlensystems eine Schar von Asym-
ptotenlinien der Brennfliche. Man vgl. etwa G. KoENIGS: Thése 1882 oder G.
SANNIA: Math. Ann. Bd. 68, S. 414. 1910.

7. Dichte eines Strahlensystems nach KuMMER. Um einen Punkt ¢ eines
Systemstrahls, senkrecht zu diesem, legen wir ein Flichenelement do. Das sphi-
rische Bild aller durch do gehenden Systemstrahlen erfiille das Flichenelement
dw der Einheitskugel. Dann nennt man nach KuMMER:

dw 1

(195) iy

die Dichte des Strahlensystems an der Stelle r. Zwischen der Dichte und der In-
variante & (vgl. § 123) besteht die hingeschriebene Beziehung, wenn p die Ent-
fernung von ¢ auf dem hindurchgehenden Systemstrahl bis zu dessen Mittelpunkt
(§ 125) bedeutet. E. KumMER: Crelles J. Bd. 57, S. 189—230. 1860; bes. S. 208 u.f{.
Es sei die Rechnung kurz angedeutet. Einen Punkt auf einem Strahl 9 unsres
Systems kann man in der Form a + »a ansetzen und findet fiir das von ihm be-

schriebene Flachenelement
do=((a+7a), (a4 7a),a)dudv
196 - -
(196) = (0, +7ay, a,+7ra,a)dudy.

Durch Division mit dem entsprechenden Element dw der Kugeloberflache folgt
nach einer Umrechnung

do (@ua,a)  (a.0,0a) + (0, a,a)

do (a0, 0) (ay a, a) v+
. Eg_ (au av) (av au) (au av)—(auau)
(197) , B eg—f? T ww
_EE—iZ (auav)——(avau) 2_
_eg—/“'{rJr 2 (ay a, a) }—k+92'

8. Divergenz eines Strahlensystems. Denken wir uns in jedem Punkt eines
Strahls (a, a) eines Systems den Einheitsvektor a abgetragen, so ist dadurch ein
,»Vektorfeld” erklart. Als Divergenz eines Vektorfeldes a, (#,, #,, #;) bezeichnet
man den Ausdruck

Fir die Divergenz des eben erkldrten Feldes findet man den Wert
4
9%
(198) g
wo % und p dieselbe Bedeutung wie in der vorhergehenden Aufgabe haben.
9. Uber die Gesamtkriimmung eines Strahlensystems. Man dehne die Integral-
formel (§ 124 (101))
—2fhdo=§qat

auf geradlinige Flichen mit Kanten aus.
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10. Synektische Strahlensysteme. Nach dem Vorbild einer analytischen Funk-
tion einer komplexen Veranderlichen kann man die ,,synektischen Funktionen‘
einer dualen Veranderlichen erkliren. Man findet

(199) fu+ ev)=f(u)+ ev [ (u).
Gibt man den dualen Einheitsvektor U als derartige Funktion vor
(200) WA(u + ev) = A(u) + eov A (u),

so ist dadurch ein zylindrisches Strahlensystem erklirt, das man nach STUDY
wieder ,,synektisch’’ nennt. Man zeige, daB} diese Strahlensysteme aus den Nor-
malen einer Torse bestehen. E. STUDY: Geometrie der Dynamen, S. 305 u.f.

11. Uber isotrope Strahlensysteme. Man ermittle zu einer gegebenen Minimal-
fliche alle zugehorigen isotropen Strahlensysteme, die die Minimalfliche zur Ein-
hiillenden der Mittelebenen haben, und gebe die einfache Konstruktion an, die
von einem dieser Systeme zu irgend einem andern fiihrt. A. RIBAUCOUR: Briissel
mém. cour. Bd. 44. 1881.

12. Strahlensysteme von BiANCHI. Wenn % und % konstant sind, so haben
die Brennflichen festes KriimmungsmaB. L. Biancui: Annali di matematica (2)
Bd. 15 (1887).

18. Strahlensysteme von GUICHARD. Das duale Bogenelement d9? eines
Strahlensystems lasse sich auf die Form von TSCHEBYSCHEFF bringen: -

(201) d¥? = du + 2F dudv + dv?.

Dann ist also e = g =1, ¢ = g = 0. Man zeige, daB die Torsen des Systems die
Brennfldchen in Kriimmungslinien berithren. C. GuicHARD: Ann. de ’Ecole nor-
male (3) Bd. 6, S.333—348. 1889.

14. Synektische Transformationen des Strahlenraumes. In den Linienkoordi-
naten R =7+ ¢¥, S = s+ &5 von § 130 schreibt sich eine synektische Trans-
formation in der Form

R* = f(R,S)=f(r,s) + s{—[7+a—f }
(202)

dg_  dg -
S¥ =g (R,S)=¢g (s, s)+s{ y+a_is},

wo f und g synektische Funktionen im Sinne der Aufgabe 10 sind. Man zeige, daf3
diese Transformationen die synektischen Strahlensysteme unter sich vertauschen.

15. Dual konforme Abbildungen. Unter den synektischen Abbildungen (Aufg. 14)
sind die dual-konformen enthalten, die sich in der Veranderlichen T = ¢ 4 ¢¢ so
schreiben lassen:

(203) T* =F(T)=F () + e F' ()1,

wo F eine Potenzreihe mit komplexdualen Koeffizienten bedeutet. Die ,,Winkel-
treue’* dieser Abbildungen duBert sich so: Ist dp + ed @ der duale Winkel zweier
Nachbarstrahlen, dg* + ed @* der der entsprechenden, so ist

(204) do* + edg* Y (a + eb) (do + £dF),
ag* _dyp

wo a, b nur vom Orte, nicht von der Richtung abhingen. Die Transformationen
(203) gehéren zu den Transformationen (167). J. GRUNwALD: Monatsh. Math.
Phys. Bd. 17, S. 118 u. f. 1906.
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16. Die dualen Kreisverwandtschaften. Eine Untergruppe der dual-konformen
Abbildungen entsteht, wenn wir fiir F eine lineargebrochene Funktion nehmen:

AT + B
(206) T* = <TT D

Dieselbe (12gliedrige) Gruppe von Transformationen des Linienraumes kann man
auch auf anderem Wege erhalten: Man unterwerfe die isotropen Ebenen den
komplexen EukLIDischen Bewegungen, dann entspricht diesen Transformationen
der isotropen Ebenen vermége der Abbildung von § 132 auf die Strahlen im Linien-
raum die Gruppe (206). Man vergleiche dazu neben der eben genannten Arbeit
von J. GRUNWALD noch E.v. WEBER: Leipz. Ber. Bd. 55, S. 384 —408. 1903 und
W. BLASCHKE: Monatsh. Math. Phys. Bd. 21, S. 201—308. 1910.

17. Dual flichentreue Abbildungen. Eine andere Untergruppe der in Auf-
gabe 14 besprochenen synektischen Abbildungen sind die, bei denen das duale
Flachenelement der Kugel Y2 = 1 erhalten bleibt. Man beweise, daB diesen Trans-
formationen Abbildungen der Strahlen entsprechen, bei denen die Normalen-
systeme untereinander vertauscht werden.

18. Formidnderung von Minimalflichen. Man unterwerfe ein isotropes Strahlen~
system einer Transformation (203) oder (206), wie 4ndert sich dann die zugehérige
Minimalfliche ?

19. Ein Satz von W. R. HAMILTON. Es sei a, (¥, #;, #3) ein Vektorfeld. Unter
seiner ,,Rotation‘* versteht man den Vektor

9ay _ 9
0xy 0xy’
da, Jag
(207) rota a—%—‘o_x—l,
9ay 94,
dxy  Oxy°

Wenn a? = 1 ist, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Gerad-
linigkeit der Kraftlinien des Feldes:

(208) axrota=0,

W. R. HamiLton: Transactions of the Irish Academy Bd. 15. 1828; R. RoTHE:
Jahresber. Dt. Math. Ver. Bd. 21, S. 256. 1912. Weitere Literatur bei H. RoTHE:
Enzyklopadie IIT A B 11, S. 1363 u. ff.

20. Integralinvarianten der Liniengeometrie. Neben den in § 124 betrachteten
beiden Doppelintegralen kann man auch Bewegungsinvarianten drei- und vier-
facher Integrale betrachten. Um sie einfach schreiben zu kénnen, wollen wir unsre
Linienkoordinaten a,, @, durch vier unabhangige Verinderliche ¢, @, &, & aus-
driicken: _

a, = cos ¥ cos ¢, @y = — cos ¢ sin ¢-p — sin & cos p-J,

(209) ay = cos ¢ sin @,

a; =sin 9, @y = * + cos & 9.

@y = + cos & cos g-@ — sin & sin <p~5,

)

Dann ist das iiber eine von drei Parametern abkingige Gesamtheit von Geraden
erstreckte dreifache Integral

(210) ff{sinﬁ-dﬂ d(pf]/coszﬂ-dtfiz +_d-19—2}
und ebenso das vierfache Integral

(211) [f{sin®-d0dg[[|cos®|-addF}
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bewegungsinvariant. Erstreckt man das dreifache Integral iiber alle (gerichteten)
Geraden, die ein Kurvenstiick schneiden, so ist der Wert des Integrals gleich
n? X Linge des Kurvenstiicks. Erstreckt man das vierfache Integral iiber alle
Geraden, die ein Flichenstiick treffen, so ergibt sich, wenn man die Vielfachheit
der Schnittpunkte beriicksichtigt, als Integralwert 27t X Oberflache des Flachen-
stiickes. Das vierfache Integral hat in etwas anderer Schreibweise schon E. CARr-
TAN betrachtet: Bull. Soc. Math. France Bd. 24, S.140—177. 1896. Man vgl.
auch die Aufgaben 22 in § 24 und 14 in § 104 und die dort angegebene Literatur.

21. Ein Satz von G.DARBoOUX. Eine Gerade ¥ sei so beweglich, daB auf ihr
drei Punkte P, mit festen Abstdnden in drei festen paarweis senkrechten
Ebenen gleiten koénnen. Dann beschreibt U das Normalensystem einer Flache,
die vom Mittelpunkt der Strecke beschrieben wird, deren eines Ende nach p, {ilit,
und deren andres Ende der FuBpunkt des Lotes vom Schnittpunkt der festen
Ebenen auf ¥ ist. Comptes Rendus Bd. 92, S. 446. 1881.

22, Ein Lehrsatz zur Kinematik. Ein Strahl eines Strahlensystems heiBt
,,isotrop®’, wenn dort dy = d, (§123) ist. Man zeige: Die geraden Linien eines
mit zwei Freiheitsgeraden beweglichen starren Kérpers, die in einem Bewegungs-
augenblick von allgemeiner Art isotrope Strahlen der von ihnen durchlaufenen
Strahlensysteme sind, bilden ein isotropes Strahlensystem, das aus den Erzeugen-
den der Paraboloide einer konfokalen Schar besteht. W. Brasceke: Arch. Math.
Phys. (3) Bd. 17, S. 194—195. 1911.

28. Uber geradlinige Fliachen. Fithrt man in § 121 an Stelle der @ die Koordi-
naten a, ein:

(212) —d]_ = Uz g — A2 A3, &2 = 0y g — Ag Ay, 63 = Og Oy — 0y Ag,

durch die sich der Kehlpunkt g so darstellen 1a8t:

(213) =00, + %0y + 2303,
so treten an Stelle von (39), (40) die Ableitungsgleichungen:
(214) G=F+pa, oh=—patqu, dh=p—qa.

24, Strahlensysteme von A.SCHUR. Man bestimme die Strahlensysteme, deren
Brennflichen durch die Strahlen isometrisch aufeinander bezogen sind. ScHUR, A.:
Math. Z. Bd.19, S.114—127. 1923 sowie M. SLoT~ICcK: Math. Z. Bd. 28, S.107 bis
115. 1928.

25. Verhalten eines Strahlensystems bei Verbiegung seiner Leitflichen. Legt
man durch ein Strahlensystem eine beliebige Fliche hindurch und fithrt bei Ver-
biegungen dieser Fliche die Strahlen des Systems als starr mit den Flichen-
elementen der Fliche verbunden mit, so bleibt das im § 124 (101) betrachtete
Integral

Jhdow
ungedndert. E. CArTAN: Bull. Soc. Math. France Bd. 24, S. 140—177. 1896.

26. Formeln fiir Tangenten an die Brennflichen. Unter Verwendung der
Formeln des § 129 zeige man, daB die beiden dualen Vektoren

Qg = r—“_"“" (1 — &7 91'1
(215)

7 7 -~
B = 7_7(1—67)%1—«1/7—1—7(1—67)%2

die beiden Geraden darstellen, die in den beiden Brennpunkten die Brennfliachen
beriihren und zum Systemstrahl senkrecht sind.
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27. Kriimmungslinien der Brennflichen. Man zeige, daB die Kriimmungslinien
der Brennfliche, die zu der Geraden £ in (215) gehort, die Nullinien der quadra-
tischen Differentialform

P(AAAA) 4 (dB dB)]
sind, wiahrend die Kriimmungslinien der zweiten Brennfliche entsprechend durch

DEAIYA) + @WadW)] =0
gegeben sind.

Zum SchluB sei erwidhnt, daB sich die hier vorgetragenen Methoden
der Liniengeometrie auch dazu verwenden lassen, um die Differential-
geometrie der ,,Linienkomplexe’ zu behandeln, d.h. der von drei
wesentlichen Parametern abhingigen Mannigfaltigkeiten von geraden
Linien. Indessen wurde bisher die elementare Differentialgeometrie
dieser Gebilde noch wenig untersucht?!, vielleicht da kein AnstoB dazu
aus der geometrischen Optik erfolgt ist, aber die algebraische Seite
ist z. B. von F. KLEIN entwickelt worden, wobei er wieder auf die
beriihmte nach KUMMER benannte Fliche gekommen ist, die den
Gegenstand der Untersuchungen vieler Geometer gebildet hat.

1 Vgl.etwa G. SanNia: Annali di matematica (3) Bd. 17, S.179—223. 1910.
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