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Vorwort zur dritten Auflage. 

Dieses Lehrbuch umfaßt bisher drei Bände. Der erste bringt eine 
Einführung in die "elementare", das heißt bewegungsinvariante Diffe
rentialgeometrie, der zweite eine Darstellung neuerer Untersuchungen 
über alfine Differentialgeometrie, der dritte ist den konformen und ver
wandten Kugelgeometrien gewidmet. 

Die Differentialgeometrie untersucht die Eigenschaften der krum
men Linien und Flächen im unendlich Kleinen. Die verschiedenen 
Wendungen des Begriffs "Krümmung" stehen dabei im Vordergrund, so 
daß man auch von "Krümmungstheorie" spricht. Im Gegensatz dazu 
betrachtet man in der algebraischen Geometrie die geometrischen Gebilde 
von vornherein in ihrer Gesamterstreckung. Indessen verzichtet auch 
die Differentialgeometri'O' durchaus nicht auf das Studium der geome
trischen Figuren im ganzen und die Fragen der "Differentialgeometrie 
im großen", die die mikroskopischen mit den makroskopischen Eigen
schaften verknüpfen, gehören zu den reizvoll~" , allerdings auch zu 
den schwierigsten Fragen unserer Wissenschaft. 

Die Krümmungstheorie erscheint, wenn man erst die Fesseln der 
Dimensionenzahl Drei und der Maßbestimmung EUKLIDs zerrissen hat, 
nicht mehr bloß als ein eng begrenztes Teilgebiet der Mathemati,k, 
sondern sie umfaßt einen erheblichen Teil der theoretischen Physik. 
Aus diesem weiten Gebiete soll in diesem Buch, das aus Vorlesungen 
in Tübingen und Harnburg entstanden ist, ein Ausschnitt geboten 
werden, der nicht allein im Werdegang der Anwendungen der Analysis 
auf die Geometrie, sondern auch in Geschmack und Arbeitsrichtung· 
des Verfassers begründet ist. Als Leitstern wird uns F. KLEINs Erlanger 
Programm dienen. Ferner sollen besonders die Beziehungen zur Va
riationsrechnung gepflegt werden. 

Die neue 3. Auflage enthält gegenüber den früheren einige Ände
rungen und Verbesserungen, insbesondere um die Lesbarkeit zu er
leichtern. Zwischen die Theorie der Kurven und die der Flächen habe 
ich als Übergang ein Kapitel über Streifen eingefügt. Neben der bis
herigen Behandlung der Flächentheorie habe ich jetzt noch gezeigt, 
wie man mittels der sogenannten invarianten Ableitungen ihre Formeln 
übersichtlicher schreiben kann. Einen Irrtum der 2. Auflage habe ich 
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auf Grund einer Mitteilung des Herrn HJELMSLEV richtigstellen können. 
Es bleibt jetzt die Frage nach allen Flächen wieder offen, die mit der 
Kugel die Eigenschaft teilen, "Gegenpunkte zu besitzen", so daß die 
von einem Punkte ausstrahlenden geodätischen Linien sich immer 
wieder in einem Punkt vereinigen. 

Die Neubearbeitung hat mein Freund und Kollege G. THOMSEN 
übernommen. Von ihm stammt insbesondere das Kapitel über in
variante Ableitungen und deren Anwendung auf ein Problem von 
BONNET, ferner mehrere Zusätze über Vektoren. 

An der Korrektur haben sich liebenswürdigerweise beteiligt die 
Herren BERWALD (Prag), dem ich für seine aufopfernde Mühewaltung 
ganz besonders dankbar bin, HAACK (Danzig), KAHLER (Hamburg), 
SCHATZ (Innsbruck). 

Hamburg, im November 1929. 

W. BLASCHKE. 
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Einleitung. Vektoren. 
§ 1. Skalare Produkte. 

Wir führen im Raume ein kartesisches Koordinatensystem ein, 
dessen Achsen so liegen, wie das in der Fig. l angedeutet ist. Die drei 
Koordinaten eines Punktes ~ bezeichnen 3 
wir mit x1 , x2 , x3 • Alle betrachteten 
Punkte setzen wir zunächst als reell vor-
aus. 

Zwei in bestimmter Reihenfolge ge
nommene Punkte ~ und tJ des Raumes 
mit den Koordinaten x1 , x2 , x3 , und y 1 , 

y 2 , y 3 bestimmen eine von ~ nach tJ 
führende gerichtete Strecke. Zwei zu den 
Punktepaaren ~. tJ und r, 9" gehörende 
gerichtete Strecken sind dann und nur 1 
dann gleichsinnig parallel und gleichlang, 

Fig.l. 

wenn die entsprechenden Koordinatendifferenzen alle übereinstimmen : 

(l) Yi - xi = Yi - xi (i = l, 2, 3) . 

Wir bezeichnen das System aller von den sämtlichen Punkten des 
Raumes auslaufenden gerichteten Strecken von einer und derselben 
festen Richtung, demselben Sinn und der gleichen Länge als einen 
Vektor. Da für diese Strecken die Koordinatendifferenzen der beiden 
Endpunkte immer die gleichen sind, können wir diese drei Differenzen 
dem Vektor als seine Koordinaten (oder Komponenten, wie man auch 
sagt) zuordnen, und zwar entsprechen die verschiedenen Systeme der 
als Vektorkoordinaten genommenen Zahlentripel eineindeutig den ver
schiedenen Vektoren. An den Vektoren ist bemerkenswert, daß ihre 
Koordinaten sich bei einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
nicht ändern im Gegensatz zu den Koordinaten der Punkte. Eine Par
allelverschiebung des Koordinatensystems ist durch die Formeln 

(2) xf = xi + ai (i = l, 2, 3) 

gegeben, wo xi die alten und x:, die neuen Koordinaten sind, die ai 
aber für den ganzen Raum feste Konstante. In der Tat heben sich ja 
die ai bei Bildung der Differenzen z. B. in (1) fort. 

Gleichungen der Art (2), die in allen Koordinaten dieselbe Gestalt 
haben, wollen wir abkürzend in der Form 

(3) ~* = ~ + a 
B!aschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. I 
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schreiben, indem wir die Fußmarken weglassen und statt der lateini
schen Buchstaben der Koordinaten die deutschen (Frakturbuchstaben) 
schreiben. Diese Schreibweise benutzen wir für die Koordinaten der 
Punkte wie auch der Vektoren. Einen Vektor mit den Koordinaten ai 
bezeichnen wir dann auch als Vektor a. Offenbar ist ~n (3) a der Vektor, 
um den alle Punkte gleichzeitig parallel verschoben werden. Die Koor
dinaten xi eines Punktes ! können wir auffassen als die Koordinaten 
des Vektors, der vom Koordinatenursprung mit den Koordinaten (0,0,0) 
nach! führt. Wir sprechen dann mit einem gewissen Mangel an Folge
richtigkeit auch von dem Vektor ! dieses Punktes. Dabei ist aber zu 
bemerken, daß dieser "Vektor" des Punktes! wesentlich abhängt von 
der Wahl des Ursprungs und sich bei Parallelverschiebung des Koor
dinatensystems ändert. Ein Vektor im wirklichen Sinne, der sich bei 
einer solchen Parallelverschiebung nicht ändert, wird erst durch zwei 
Punkte mittels ihrer Koordinatendifferenzen bestimmt. Im folgenden 
werden wir diesen Unterschied zwischen Punkten und Vektoren nicht 
weiter in der Bezeichnungsweise hervorheben und für beide deutsche 
Buchstaben gebrauchen. 

Gelten für drei Vektoren a, b und c die Gleichungen ci = ai + bioder 

{4) c = a + b, 
so bezeichnet man c als die Summe von a und b. Als Produkt eines 
Vektors tJ mit einer Zahl c erklären wir den Vektor mit den Koor
dinaten c · vi. Den Ausdruck 

(5) !t) = X1Y1 + X2Y2 + XaYa 

für zwei Vektoren ! und t) nennt man ihr skalares Produkt. Wir kürzen 
diesen Ausdruck einfach durch das Symbol !t) ab. Oft werden wir auch 
Klammern setzen: (!I:J). Die zu der Bilinearform (5) gehörige quadra
tische Form 
(6) H = X~+ X~ + X~ 
bezeichnen wir als das skalare Quadrat von ! und schreiben statt H 
auch ! 2• Nehmen wir den Vektor t) - 3, der durch die Koordinaten
differenzen der Punkte t) und 3 bestimmt wird, so schreiben wir für sein 
skalares Quadrat (t) - 3) 2 oder (t) - 3) (t) - 3). Entsprechend setzen 
wir z. B. für das skalare Produkt zweier durch zwei Punktepaare a, b, 
und c, b gebildeter Vektoren (a-b) und (c- b): 

(a-b) (c- b) 
(7) 

= (a1 - b1) (c1 - d1) + (a2 - b2) (c2 - d2) + (a3 - b3) (c3 - d3). 

Man bestätigt ferner durch ausführliche Berechnung in Koordinaten 
die folgenden Rechenregeln: 

(8) 

(! + t)) + 3 =! + (t) + 3)' 

tJ+3=3+1:J, 

I:J3=oi:J· 



§ I. Skalare Produkte. 3 

Es kommt also auf die Reihenfolge der Vektoren bei Addition und 
skalarem Produkt nicht an. Ferner gilt: 

(9) ! (t) + &) = !l.J + !5 
und daher 
(10) (t) + 3) 2 = t)t) + 2t)6 + 00· 

Eine Vektorgleichung der Form 

(11) b=Aa+BfJ+Cc. 

mit Koeffizienten A, B, C können wir mit einem weiteren Vektor tJ 
"skalar multiplizieren" und erhalten dann: 

(12) (nb) = A (na) + B (ufJ) + c (nc). 

Diese Rechenregel werden wir besonders häufig anwenden. Für die 
eingeführte Produktbildung zweier Vektoren gilt aber natürlich nicht 
das assoziative Gesetz (! t)) 0 = ! (t) 0). 

In der analytischen Geometrie zeigt man, daß 

(13) 

das Quadrat der Länge l des Vektors r, d. h. der zugehörigen Strecken 
ist und ferner, daß für den Winkel q;, 0 < q; < n, der durch die beiden 
Vektoren t) und 0 gegebenen Richtungen die Formel 

(14) cosq; = (iJ 5) 
! r(t)t)} (55) 1 

gilt, wie aus (13) mittels des Kosinussatzes leicht folgt. Die senk
rechten Striche im Nenner deuten an, daß die positive Wurzel zu 
nehmen ist. Die Bedingung für das Senkrechtstehen zweier Vektoren 
ist also durch 
{15) l.Jo = o 

gegeben. Allgemein bedeutet nach (13), (14) das skalare Produkt t) 0 
das mit geeignetem Vorzeichen genommene Produkt der Längen der 
Vektoren t) und 0 mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels. 

Im Gegensatz zu den einzelnen Koordinaten der Vektoren, die sich 
bei Drehungen des Koordinatensystems ändern, sind q,ie skalaren Pro
dukte (und Quadrate) vom Koordinatensystem ganz unabhängige Größen, 
wie daraus hervorgeht, daß sie eine vom Koordinatensystem unab
hängige geometrische Bedeutung besitzen. Bildet man also etwa für 
einen und denselben Vektor in den Koordinaten, die er in zwei 
verschiedenen Systemen besitzt, jedesmal das skalare Quadrat, so er
hält man beide Male denselben Wert. Die skalaren Produkte sind, wie 
man sagt, "invariant" gegenüber Koordinatentransformation. Die Vek
toren bilden ein zweckmäßiges Durchgangsstadium, um aus den Koor-

1* 



4: Einleitung. Vektoren. 

dinaten gegebener Punkte Ausdrücke zu bilden, die vom Koordinaten
system nicht abhängen, die also eine von diesem unabhängige geo
metrische Bedeutung besitzen. Denn indem man von den Koordinaten 
der Punkte zu den Koordinatendifferenzen der Punktepaare, also zu 
Vektoren übergeht, erhält man Ausdrücke, die schon von den Parallel
verschiebungen des Koordinatensystems nicht mehr abhängen; durch 
die Bildung der skalaren Produkte schaltet man dann aber auch noch 
die Drehungen aus. 

Zum Unterschied von den in den Begriff der Vektoren zusammen
gefaßten Größentripein wollen wir einfache, nur aus einer Zahl be
stehende Größen als skalare Größen bezeichnen. 

Gelegentlich werden wir für Vektoren auch griechische Buchstaben 
einführen. 

§ 2. Determinanten und Vektorprodukte. 
Ein weiterer invarianter Ausdruck, den man bilden kann, ist die 

dreireihige Determinante aus drei Vektoren !' 1:) und cr 

X1 Y1 Z1 

(16) (!, 1:), &) = (! 1:) &) = X2 Y2 Z2 

Diese Determinante ist, wie man in der analytischen Geometrie lehrt, 
gleich dem mit einem geeigneten Vorzeichen versehenen Rauminhalt des 
Parallelflachs über den drei Vektoren !, 1:) und &· 

Von den Rechenregeln, die für Determinanten gelten, seien als Bei
spiele nur angemerkt: 

(17) 

und 

(18) 

sowie 
(19) 

+ (!:,1:),&) = + (t),&,!) = + (&,!,1:)) = 
- (!', J> t)) = - (&\ 1:), !) = - (1:), !, &) 

wenn e ein skalarer Faktor ist. 
Ferner gilt nach dem Multiplikationssatz der Determinanten für 

das Produkt zweier Determinanten die Formel 

{20) I 
n;' !t)' 

(!,t),&)(!',t)',&')= I:Jt t)t)' 

I &!' öi:J' 

wo rechts die Determinante aus den 3 X 3 skalaren Produkten steht. 
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Man ordnet zwei Vektoren ~ und t) einen dritten· 0 als ihr ,,Vektor
produkt" oder "äußeres Produkt" zu nach den Formeln 

Z1 = X2Y3 - X3Y2 

(21) Z2 = X3Y1 - X1Y3 • 

Z3 = X1Y2 -_x2Y1· 

Für (21) schreibt man eine "Vektorgleichung" 

(22) 

wobei das Zeichen X die Bildung des Vektorprodukts andeutet. Be
kanntlich läßt sich der Produktvektor 0 geometrisch durch die Eigen
schaften erklären: 1. 0 steht auf ~ und t) senkrecht, 2. die Länge von & 
ist gleich dem Flächeninhalt des Parallelogramms mit den Seiten ~ 
und t), 3. der Sinn von 0 ist so zu wählen, daß die drei Vektoren ~. t) 
und 5 in dieser Reihenfolge ebenso aufeinander folgen wie die Koordi
natenachsen (vgl. Fig. 1). Der Produktvektor 5 ist den Vektoren ~ und t) 
also auf eine rein geometrische Weise zugeordnet, er ist, wie man sagt, 
"mit den Vektoren~ und t) auf eine gegenüber Koordinatentransforma
tionen invariante Weise verknüpft". Für die Vektorprodukte gelten, 
wie man sofort sieht, die Rechenregeln: 

(23) 

In einem Vektorprodukt sind also die Vektoren nicht vertauschbar. 
Das Vektorprodukt ist "alternierend". Weiter gilt: 

(24) 
(q) X t) = c (~ X t)) = ~ X (c t)), 

~ X (t) + 5) = (! X t)) + (! X 5) . 

Ferner ist I X I= 0. Die Gleichung 

(25) !Xt)=O 

ist die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare A bhän
gigkeit der Vektoren ~. t). Zwei Vektoren ! und t) heißen dabei linear 
abhängig, wenn man zwei nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen a 
und b finden kann, so daß die Vektor-Gleichung ai + bt) = o· gilt. 
Ebenso ist 
(26) 

die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare Abhängig
keit (a! + bt) + c5 = 0) dreier Vektoren. Die lineare Abhängigkeit 
zweier Vektoren bedeutet Übereinstimmung der Richtung und die 
von dreien .. daß die Vektoren zu einer Ebene parallel liegen. Vier 
Vektoren sind in unserm dreidimensionalen Raum immer linear ab
hängig. Daß der Produktvektor 5 = t X t) auf! und t) senkrecht steht, 
folgt auch aus der wichtigen Rechenregel 

(27) 
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in der links immer das skalare Produkt aus einem Vektor und einem 
Vektorprodukt steht und rechts eine Determinante. Es handelt sich 
bei dieser Formel (27) um die Entwicklung der Determinante (~ i) ~) 
nach einer Spalte (Determinantenentwicklung von Laplace). 

Weiter geben wir als Rechenregel noch die "Identität von]. L. Lagrange" 
für das Skalarprodukt zweier Vektorprodukte an: 

(28) (~X i)} (t X i)') = (H') (i)i)')- (~t)') (!)!') · 

Ferner läßt sich daraus leicht die folgende Formel herleiten: 

(29) (~Xt))X3 = (U)t)- (t)3)~. 

Zum Schluß bemerken wir noch: Für drei Vektoren~. t) und 3 ist 

(30) 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein Achsenkreuz 
mit den Richtungen dieser Vektoren durch eine Bewegung so in das 
Achsenkreuz der Fig. l übergeführt werden kann, daß x1 > 0, x2 = 0, 
x3 = 0; Y2 > 0, y3 = 0; z3 > 0 wird. Für (~t)&) < 0 ist eine solche 
Überführung nur durch eine kongruente Abbildung möglich, die aus 
Bewegungen und Spiegelungen zusammengesetzt ist. 

§ 3. Das vollständige System der Invarianten einer 
Anzahl von Punkten. 

Wenn eine Anzahl von reellen Punkten 

(31) ~(1)' ~(2) ••• ~(:V) 

gegeben ist, dann werden nur solche analytischen Ausdrücke in ihren 
Koordinaten x eine allein aus der Figur der Punkte entspringende geo
metrische Bedeutung besitzen, die von der besonderen Wahl des karte
sischen Koordinatensystems nicht abhängen. Geht man durch Be
wegungen und Spiegelungen des ursprünglichen Achsenkreuzes der 
Fig. l zu irgend einem neuen kartesischen Koordinatensystem über, 
so hängen die neuen Koordinaten x* mit den alten x bekanntlich durch 
eine lineare Transformation 

3 

(32) xi = (.J:bikx~) + di (i = l, 2, 3) 
k=l 

zusammen, bei der die neun Koeffizienten bik an die sechs Bedingungen 

(33) 
3 fUür k = l ( = l, 2, 3) 
"b·k b·z = l i--:: 1 ' ' lO für k =F l 

geknüpft sein müssen. Von den drei Parametern di und den drei weiteren 
in den bi k enthaltenen unabhängigen Parametern hängt die allgemeinste 
der in Frage kommenden Koordinatentransformationen ab. 
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Wenn wir auf rechnerischem Wege Ausdrücke von geometrischer 
Bedeutung in den Koordinaten der Punkte (31) bestimmen wollen, 
dann haben wir solche Ausdrücke zu bilden, die bei den Transforma
tionen (32) (33) auf neue Koordinaten in diesen neuen Koordinaten x* 
genau dieselbe Form wieder annehmen wie in den alten, d. h. solche 
Ausdrücke, die invariant sind gegenüber den Substitutionen (32) (33). 
Haben wir umgekehrt Ausdrücke in den Koordinaten, von denen wir 
schon wissen, daß ihnen eine geometrische Bedeutung zukommt, so 
wissen wir von diesen auch, daß sie gegenüber den Transformationen 
(32), (33) invariant sein müssen. Z. B. ist für zwei Punkte t;< 1> und t;<2>. 
der Ausdruck für das Quadrat der Entfernung 

3 
2[x?> _ x~2>]2 = [xil> _ xi2>]2 + [x~u _ xk2>]2 + [x~u _ x~2>J2 
i=l 

eme Invariante. In der Tat erhält man aus (32) 

xi1> = (.2; bik ~Ieu) + d;, 
k 

xi2> = (2 b; k ~f>) + d; 
k 

und 3 3 3 
2 [ xiu - xi2>J2 = 2 [.2 b; k ( 1)}> - 1ic2>) ]2 

i=l i=lk=l 

Nach (33) ist der Ausdruck rechts aber gleich 
3 

.2 [ ~Ieu _ ~~2>]2, 
k=l 

was zu beweisen war. 
Wir stellen uns nun die Aufgabe, für die gegebenen Punkte (31) ein 

vollständiges System von Invarianten (]1 , ] 2 •. • fr) zu bestimmen, d. h. 
so viele Invarianten aufzufinden, daß sich jede weitere als eine 
Funktion F Uv ]2 ••• Jr) von ihnen ergibt. Durch Angabe der 
Werte der Invarianten ] 1 ••. fr ist dann offenbar die geometrische 
Gestalt der aus den Punkten (31) gebildeten Figur vollständig be
schrieben. Um die gestellte Aufgabe zu erledigen, bilden wir zunächst 
aus den p Punkten p- 1 Vektoren 'YJ(l), rJ< 2> ••• 'YJ<P-ll, indem wir die 
Koordinaten etwa des Punktes t;P von den übrigen abziehen: 

(34) 'fj(l) = t(l) _ t(p), 'fj(2) = f(2) _ f(P), , , , 'fj(P-1) = t(p-1) _ t(p), 

Die Vektoren rJ transformieren sich dann nach den zu (32) gehörigen 
homogenen Substitutionsformeln 

(35) 
3 * 

'Yj;=,2bik'YJk (i=1,2,3), 
k=l 

wobei die bik wieder den Gleichungen (33) zu genügen haben. 
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Durch Übergang zu Vektoren haben wir die drei Konstanten d; 
ausgeschaltet, dafür haben wir jetzt von den 3 p Größen der Koordi
naten der Punkte (31) drei verloren, indem wir nur mehr p- 1 Vek
toren mit 3 p - 3 Koordinaten übrig behalten. Offenbar ist das Pro
blem, aus den Punkten (31) die Invarianten zu bestimmen, gleichwertig 
mit dem, die Invarianten der Vektoren 1J gegenüber den Substitutionen 
(35) zu bestimmen. Denn unsere Aufgabe ist es ja, aus den Punkten (31) 
Ausdrücke zu bilden, in deren Transformationsformeln die b;k, di eli
miniert sind. Durch Bildung der 1J haben wir aber gerade schon 
die Elimination der di erreicht. Die Ausschaltung der d; entspricht 
natürlich der im § 1 erwähnten Ausschaltung der Schiebungen bei den 
Vektoren. 

Jetzt gilt es noch, aus den 1J Ausdrücke herzustellen, bei deren Sub
stitution die b;k eliminiert erscheinen. Wir können uns jetzt die Vek
toren alle von einem festen Ursprung abgetragen denken, den Substi
tutionen (35) mit (33) entsprechen dann die aus Drehungen um den 
Ursprung und Spiegelungen an Ebenen durch den Ursprung zusammen
gesetzten Abbildungen. 

Zu den Invarianten der Vektoren gehören sicher die Skalarprodukte 

(36) ('Y}(a) 'YJ(ß)) [<X, ß = 1, 2 ... p - 1], 

denn im § 1 haben wir ja gesehen, daß ihnen eine geometrische Be
deutung zukommt. Wir können nun zeigen, daß die Skalarprodukte (36) 
schon ein vollständiges System von Invarianten unserer Vektoren 1J (bzw. 
unserer Punkte !) darstellen. Dazu bemerken wir zunächst: Durch Bil
dung der Determinanten und Vektorprodukte können wir nach § 2 (25) 
und (26) nachprüfen, welche von unsern Vektoren linear abhängen. 
Wir denken uns dann s Vektoren aus den 1J herausgegriffen, wobeisdie 
Maximalzahl linear unabhängiger Vektoren unter den 1J ist. Diese s 
herausgegriffenen Vektoren wollen wir Grundvektoren nennen. s kann 
1, 2 oder 3 sein. Denken wir uns die Numerierung der Punkte und 
Vektoren so abgeändert, daß die Grundvektoren die ersten s Vektoren 
'YJ<ll, 1]<2> •• • 1J<s> sind, dann können wir die übrigen Vektoren 1]<8 + 1>, 
'YJ<~+ 2> ••• 1J<P- 1l aus den Grundvektoren linear kombinieren: 

(37) 'Y}(r) = ai 1](1) + a; 1]<2> ••• + <X~ 'Y}(s) , 

wo r von (s + 1) bis p- 1 läuft, mit s (p- 1 - s) Koeffizienten a. 
Diese Koeffizienten a sind nun alle Invarianten unserer Vektoren, und 
zwar lassen sie sich durch skalare Produkte ausdrücken. Durch skalare 
Multiplikation von (37) mit 'YJ<t> (t = 1, 2 ... s) folgt nämlich: 

(38) 
('YJ(rJ 'Y}(t>) = ai (rp> 'YJ<t>) +Cl.~ (1]<21 'Y}<t>) •.• +Cl.~ ('Y}<sJ 'Y}<t>) 

[r = (s + 1), (s + 2) ... (p - 1); t = 1, 2 ... s] 

Für jede Reihe von s Größen a, die zu einem festen Index r gehören, 
haben wir hier ein System von s linearen Gleichungen. Die s-reihige 
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Determinante des Gleichungssystems ist jedesmal die aus den Skalar
produkten der Grundvektoren gebildete: 

(39) ! ( 111' 1 11<t>) I . 
Wir können nun immer die a aus den in {38) auftretenden Skalarpro
dukten berechnen, da diese Determinante sicher nicht verschwindet. 

Um das einzusehen, unterscheiden wir drei Fälle s · 3, 2, 1. Für 
s = 3 ist die Determinante {39) nach dem Multiplikationssatz {20) 

·einfach gleich dem Quadrat der Determinante 

(40) 

Diese darf aber wegen der vorausgesetzten linearen Unabhängigkeit 
der Grundvektoren TJ<1>, TJ< 2>, 17<3> nach (26) nicht verschwinden. Das 
gleiche gilt dann von der Determinante {39). Für s = 2 haben wir aus 
dem Verschwinden der Determinante {39): 

(41) (?]Cll?]Cll) (?]C2) 1](21)- (?]Cl) 1](2))2 = 0. 

Nach (14) müßte für den Winkel rp der Vektoren 17m und 17< 2> gelten: 
cos 2 rp = 1, d. h. sie müßten den Winkel Null oder n haben, also gleich
gerichtet oder entgegengerichtet sein. Gleichgerichtete und entgegen
gesetzt gerichtete Vektoren sind aber proportional, d. h. linear abhängig. 
Das wäre gegen die Voraussetzung. s = l hieße (17Cll17Cll) = 0. Das ist 
nach (5) aber nur für 17< 1> = 0 möglich. Diesen Nullvektor können wir 
aber ausschließen. Denn nach {34) müßten sonst zwei Punkte zu
sammenfallen. 

Somit ist gezeigt, daß sich die a immer durch Skalarprodukte be
rechnen lassen. Wir können nun leicht zeigen: Die Skalarprodukte der 
Grundvektoren 17< 1> ••• 17<s> allein und die Koeffizienten a stellen ein 
vollständiges System der Invarianten dar. Zunächst ist das vollständige 
System der Invarianten der Grundvektoren allein offenbar durch die 
Skalarprodukte gegeben. Das folgt geometrisch für die einzelnen Fälle 
s = 1, 2, 3 ohne weiteres. Denn die Skalarprodukte der Grundvektoren 
bestimmen ja nach {13) {14) deren Längen und Winkel, und ein System 
von l, 2 oder 3 linear unabhängigen Vektoren ist in jedem Falle bis 
auf Drehungen und Spiegelungen eindeutig festgelegt, wenn alle ihre 
Längen und Winkel bekannt sind. Jede Invariante ist daher eine Funk
tion der Längen und Winkel, also der skalaren Produkte. 

Nehmen wir nun aber weiter die Grundvektoren als im Raum 
fest gegeben an, dapn ist jeder andere Vektor in allen seinen drei 
Koordinaten bestimmt, wenn nur seine zu der Darstellung {37) ge
hörigen Koeffizienten a bekannt sind. Die Invarianten, die sich aus 
den zu den Grundvektoren hinzukommenden Vektoren noch bilden 
lassen, lassen sich also schon alle bilden, wenn man nur die Größen a 
zu den Skalarprodukten der Grundvektoren hinzunimmt. Da die a 
aber einzeln Invarianten sind, hät man in den a und den Skalarpro-
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dukten der Grundvektoren schon ein vollständiges System aller In
varianten. Da die a sich durch Skalarprodukte ausdrücken, können 
wir somit alle Invarianten unserer Punkte allein durch die Skalarpro
dukte der zugehörigen Vektoren darstellen. 

§ 4. Das vollständige System unabhängiger Invarianten. 

Die Verwendung der Koeffizienten a der Linearkombinationen hat 
nun aber noch einen besonderen Vorteil, nämlich wenn es uns darauf 
ankommt, das vollständige System von unabhängigen Invarianten unse
rer Vektoren zu bilden. Die Skalarprodukte sind nämlich nicht alle 
unabhängig. Wir wissen ja, daß in (37) schon die a und die Skalar
produkte der Grundvektoren ein vollständiges System von Invarianten 
ausmachen. Die a lassen sich aber nach (37) allein aus den Skalarpro
dukten der Grundvektoren und den links stehenden Skalarprodukten 
der übrigen Vektoren 17(s+ 1>' 17(s + 2> ••• 17(p - 1) mit den Grundvektoren 
bilden. Es kommen dabei die Skalarprodukte der 17<• + u ... 17<P - 1> 

untereinander gar nicht vor. Diese letzteren sind aber einfache Funk
tionen der übrigen Skalarprodukte, also abhängig von diesen, denn 
nach (37) lassen sich die Skalarprodukte 

( 17(g) 17<a>) [e, a = s + 1, s + 2 ••• p - 1] 

mittels der a und der Skalarprodukte der Grundvektoren, also nach 
dem eben Gesagten aus den übrigen Skalarprodukten berechnen. In 
der Geometrie wird es uns aber vor allem darauf ankommen, eine voll
ständige Übersicht über alle 'unabhängigen Invarianten zu bekommen. 

Die .s__t: 1) verschiedenen Skalarprodukte der Grundvektoren und 

die Koeffizienten a sind nun sicher auch unabhängige Invarianten. 
Erstens gilt das für die Skalarprodukte der Grundvektoren für sich. 
Das folgt aus der Unabhängigkeit der entsprechenden Längen und 
Winkel. Weiter sind dann aber auch die sämtlichen a unabhängig, denn 
es ist ja die Angabe der sämtlichen a notwendig, um die übrigen Vek
toren in ihrer geometrischen Lage zum System der Grundvektoren 
eindeutig festzulegen. Wenn wir somit das Problem haben, für eine 
Anzahl gegebener Punkte (31) ein vollständiges System unabhängiger 
Invarianten aufzustellen, so können wir nach folgender Vorschrift ver
fahren. 

Wir b~trachten die Vektoren 17, die von einem der Punkte, etwa !<P> 
nach den übrigen hinführen, und greifen aus den 17 irgendwie die höchst
mögliche Zahl s linear unabhängiger Grundvektoren heraus. Kombinieren 
wir dann alle übrigen Vektoren linear aus den Grundvektoren, so ist das 
vollständige System der unabhängigen Invarianten unserer Punkte durch 
die Skalarprodukte der Grundvektoren und die Koeffizienten der Linear
kombinationen gegeben. 
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Zum Schluß fügen wir noch die folgende Bemerkung an: Betrachten 
wir statt des Übergangs zu den durch Bewegungen und Spiegelungen 
erzeugten neuen Koordinatensystemen nur die sich durch reine Be
wegungen ergebenden, die alle vom Typ der Fig. 1 sind, so sind bekannt
lich die zugehörigen Substitutionen nur diejenigen unter den Substi
tutionen (32), bei denen die dreireihige Determinante 

(42) 

ist. Allgemein folgt aus (33) schon für die Determinante mit k = 3 Zeilen 
und l = 3 Spalten 

3 

L~'b;kb;zl = l 
i=l 

oder nach dem Multiplikationssatz für Determinanten 

weiter 
b2 =I. 

Die Substitutionen (32) zerfallen also in zwei Scharen mit b = + l und 
b = - l, von denen die erste den reinen Bewegungen des Koordinaten
systems entspricht. 

Gegenüber den reinen Bewegungen des Koordinatensystems sind 
nicht nur die Skalarprodukte und Koeffizienten von Linearkombina
tionen Invarianten, sondern auch die Determinanten von je drei Vek
toren. Nach dem Multiplikationssatz für Determinanten folgt nämlich 
aus (32), wenn man für drei Vektoren r, t), 5 die entsprechenden (homo
genen) Substitutionsformeln ansetzt: 

(43) (t,t),5)=(t*,t)*,3*)·b. 

Das Quadrat einer Determinante von drei Vektoren ist nach (20) 
auf skalare Produkte zurückführbar, also gegenüber den allgemeinen 
Substitutionen (32), (33) invariant. 



I. Kapitel. 

Kurventheorie. 
§ 5. Bogenlänge. 

Eine räumliche Kurve kann man dadurch festlegen, daß man die 
rechtwinkligen Koordinaten x1 , x2 , x3 eines Kurvenpunktes als Funk
tionen eines Parameters t gibt 

{l) 

Es soll von den Funktionen xk (t) im folgenden in der Regel angenom
men werden, daß sie "analytisch" sind, sich also an jeder von uns zu 
betrachtenden Stelle t0 nach Potenzen von t - t0 entwickeln lassen, 
derart, daß die Reihen für hinlänglich kleine I t- t0 l konvergieren. Wir 
werden ferner im allgemeinen nur reelle Parameterwerte und nur reelle 
analytische Funktionen zulassen. Natürlich dürfen unsere drei Funk
tionen xk (t) nicht alle drei konstant sein, sonst schrumpft die Kurve 
auf einen einzelnen Punkt zusammen. Wir wollen sogar annehmen, daß 
an keiner Stelle t alle Ableitungen der drei Funktionen gleichzeitig ver
schwinden, ein Fall, der seinen Grund sowohl in der Parameterdarstellung 
wie auch in einem besonderen Verhalten der Kurve an der Stelle t 
haben kann. 

Das über einen Kurvenbogen mit den Endpunkten t = a und t = b 
erstreckte Integral 

b 

(2) s = J yx~2+x;2+x;2at 
a 

wird als die Bogenlänge unserer Kurve bezeichnet. Die Striche deuten 
dabei Ableitungen nach t an. Wir werden die Beziehung (2) auch durch 
die Formel 

ds2 = dxi + dx~ + dx~ 

andeuten und abkürzend davon sprechen, daß das "Bogenelement" 
ds die Entfernung "benachbarter" Kurvenpunkte bedeutet. 

Es sei kurz darauf hingewiesen, wie man diese Bogenlänge durch 
Grenzübergang aus der Länge von "einbeschriebenen" Vielecken er
hält. Setzt man 

(3) 
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so ist die Länge an des unserm Kurvenbogen einbeschriebenen Vielecks 
mit den auf der Kurve gelegenen, zu den Parameterwerten (3) gehörigen 
Ecken durch: 

n 
an = ~V { X1 (fk)- X1 (tk-l) }2 + { X2 (tk) - X2 (tk-1) }2 + { Xa (fk) - Xa (fk-1) }2 

k=l 

gegeben. 
Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die 

drei unter dem Wurzelzeichen stehenden Differenzen an, so gilt: 

wobei die t~> drei Zwischenwerte mit 

(5) 

sind. Mittels (4) erhält man aus der obigen Formel für an: 

n -----~- --- --:---=------.,.-----;;--;~cc-
(6) an = ~ (tk- tk_1) [{ x~ (tlcl>) }2 + { x; (tlc21 }2 + { x~ (t<~) }2• 

k=l 

An Stelle der drei Mittelwerte tr> soll ein einziger T k gesetzt und 
der entstehende Fehler abgeschätzt werden. Zunächst gilt die algebra
ische Identität: 
(7) V x~ (t~1>)2 + .. · - yx~ (Tk)2 + ... 

{X~ (f}Jl)- X~ (Tk)} {X~ (t~11) +X~ (Tk)} + · · • - r X~ (ti}>)2 + • . • + r X~ (Tk)2 + . • . 
Dabei deuten die Punkte an, daß unter jeder der vier Wurzeln noch je 
zwei Glieder hinzuzufügen sind, die durch -Vertauschung des Index l 
mit 2 oder 3 entstehen. Ebenso sind im Zähler der rechten Seite noch 
zwei entsprechende Glieder hinzuzufügen. Wir wählen jetzt die Zwischen
werte tk so dicht, daß 
(8) I x~ (tk) - x~ (tk_1) I < e 

wird, was wegen der gleichmäßigen Stetigkeit der x~ in a < t ~ b 
möglich ist. Da der Absolutwert der drei in (7) als Faktoren der Klam
merausdrücke { x; W11} - x; (T k)} auftretenden Größen 

{ x; (t<~) + X~ ( T k) } ==-===-=-,-r {X~ (tk11) }2 + · · · + f {x~ (Tk) }2 + · : • [i= 1,2,3] 

sicher< l ist, so folgt dann aus (7): 

(9) Ir X~ (t~11) 2 + ... - r X~ (Tk)2 + ... 1-slx~ (t~l))- X~ (Tk) I+ ... < 3e. 
Somit ist 

(10) I an- 2)(tk- tk_1) Y x~ (Tk) 2 + x; (;k)2 + x~ (Tk) 21 < 3e (b- a). 
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Verfeinert man nun die Einteilung t0, fv .. . , tn, so daß e gegen Null 
geht, so wird 

b 

(ll) lim an = J d t f x? + X~ 2 +x~-2 , 
G 

wie behauptet wurde. Die einzige kleine Schwierigkeit, die zu über
winden war, um auf die übliche Näherungsformel für das bestimmte 
Integral zu kommen, war die Verschiedenheit der drei Zwischen
werte t~>. 

Man kann an Stelle von t als neuen Parameter auf der Kurve den 
Bogen 

' 
(12) s = J y x? + x~2 + x~2 dt 

G 

einführen. Zur Festlegung dieses besonderen Parameters ist noch die 
Wahl des Anfangspunktes t = a der Zählung (s = 0) und die Wahl 
des "positiven Sinnes'.' auf der Kurve erforderlich, der wachsenden 
s-Werten entspricht. Nimmt man in (12) die Wurzel positiv, so wird 
der positive Sinn auch den zunehmenden t-Werten entsprechen. Für 
den Bogen als Parameter (s = ± t + konst. und ds = ± dt) ist nach 
(12) kennzeichnend 
(13) x? + x;2 + x;2 = I . 

Als einfachstes Beispiel für eine unebene Kurve nehmen w1r eme 
Schraubenlinie auf einem Kreiszylinder vom Halbmesser a 

(14) 
Wir finden 
(15) 
und daraus 
(16) 

x1 = a cos t, x 2 = a sin t, x3 = bt. 

x~ = - a sin t , x; = a cos t x; = b 

s = t fa2 +-b2. 

§ 6. Tangente und Schmiegebene. 
Wir bezeichnen den Vektor vom Ursprung zum Kurvenpunkt X;(t) 

mit ! (t). Der Vektor 

(17) 
~ (t + h) - ! (1} 

h 

hat dann dieselbe Richtung wie die Verbindungssehne der Kurven punkte, 
die zu den Parameterwerten t und t + h gehören. Für h- 0 geht der 
Sehnenvektor über in den "Tangentenvektor" 

(18) !' (t) mit den Koordinaten x~ (t) 

an der Stelle t. Deutet man t als Zeit, so nennt man t' (t) den "Ge
schwindigkeitsvektor". Ist t die Bogenlänge der Kurve, so wird bei dieser 
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Deutung die Kurve mit der konstanten Geschwindigkeit 1 durch
laufen. 

Als Grenzlage der Sehne ergibt sich so die Tangente, die mittels 
eines Parameters r folgendermaßen dargestellt werden kann: 

(19) 

d. h. ausführlich: 

(20) y;=x;+rx~. 

Es kann also, wenn alle x; =I= 0 sind, 

(21) 

als Gleichungspaar der Tangente in den laufenden Koordinaten Y; an
gesehen werden. DieTangentenformeln (19) bis(21) werden unbrauchbar, 
wenn der Geschwindigkeitsvektor ~' = 0 ist, d. h. wenn alle x; = 0 
sind (i = 1, 2, 3). DiesenFall haben wir aber im §5 bereits ausgeschlossen. 

Denkt man in (20) t und r veränderlich, so hat man, wenn unsere 
Kurve nicht geradlinig ist, die Parameterdarstellung einer Fläche vor 
sich, die von den Kurventangenten überstrichen wird. Wie bei der 
Parameterdarstellung einer Kurve ein einziger Parameter t zur Anwen
dung kommt, so bei der Darstellung einer Fläche deren zwei: r, t. 

Für t = s haben wir nach (13) 

(22) t 2 = 1. 

Es ist also das skalare Quadrat des Tangentenvektors gleich 1. 
Vektoren mit der Länge 1 wollen wir auch als Einheitsvektoren be
zeichnen. 

Wir merken uns noch folgende Regel: 

Sind ~ und t) beide von einem Parameter t abhängig, so wird das 
skalare Produkt folgendermaßen differenziert: 

(23) 

was sich abgekürzt so schreibt: 

(24) 

Ganz entsprechende Regeln kann man für die Ableitung der Deter
minanten und Vektorprodukte herleiten: 

(25) 
d 

dt {~ (t) X t) (t)} = (~' X t)) +(~X t)'), 

(26) :t(!,t),&) = (!',t),&) + (Lt)',&) + (~,t),&'). 
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Legen wir durch drei Kurvenpunkte t, t + h, t + k die Sehnen
vektoren 

l (t + h) - l (1) I ( ) + h II ) + h2 III ( ) l:l = ___ h ____ = ~ t 2! ~ (t 3! ~ t + ... ' 
(27) 

so bestimmen sie dieselbe Ebene wie die Vektoren 

l:l und 2~to--hb) = !'l(t) + (k !~(. .. ). 
Durch den Grenzübergang h---+ 0, k---+ 0 erhält man daraus die 

Vektoren 
!' (t) und !" (t), 

die, wenn sie nicht gleichgerichtet sind, die Grenzlage der Ebene durch 
drei benachbarte Kurvenpunkte festlegen. Man bezeichnet diese Ebene 
als Schmiegebene der Kurve im Punkte ~. Ist 1.) ein beliebiger Punkt 
von ihr, so liegen die drei vom Ursprung aus abgetragenen Vektoren 
! 1 , !' 1 und 1.)-! in einer Ebene, was sich nach § 2 (26) durch die Glei
chung 

(28) 1 (t) - ! • t. !") = o 1 

zum Ausdruck bringen läßt. (28) ist also die Gleichung der Schmiegebene. 
!" pflegt man in der Mechanik, wenn der Parameter nicht die Bogen

länge, sondern die Zeit ist, als "Beschleunigungsvektor" zu bezeichnen. 
Diese Bezeichnung für "{ 1 wollen wir hier auch auf unsern Fall über
nehmen. Es ist dann die Schmiegebene durch Kurvenpunkt, Geschwin
digkeits- und Beschleunigungsvektor festgelegt. 

Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn die Vektoren!' und~" 
gleichgerichtet sind, wenn es also zwei Zahlen a und b gibt, die nicht 
alle beide Null sind, so daß a"{ + b!'1 = 0 ist oder, was nach § 2 (25) 
dasselbe besagt, wenn 
(29) "{ X ~" = 0 
ist. 

Wann tritt der Ausnahmefall ein, daß !' X !'1 längs einer Kurve 
identisch verschwindet? Da~~ nicht identisch Null sein darf, wenn die 
Kurve nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpfen soll, so 
muß !' 1 von !' linear abhängen: 

!" = cp ~I • 

Durch Integration dieser drei vektoriell zusammengefaßten Differential
gleichungen folgt 
(29a) xi = cd(t) + c·i, t(t) =I es cpdtdt. 
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Führt man statt I (t) einen neuen Parameter t* ein, den man hinterher 
wieder mit t bezeichnet, so hat man: 

X;= cit + C;. 

Dadurch sind aber die geraden Linien gekennzeichnet. Somit ver
schwindet 1;' X 1;" nur bei den Geraden identisch. 

Daß die Schmiegebene als Grenzlage einer Ebene durch drei benach
barte Kurvenpunkte t1, t2, t3 aufgefaßt werden kann, sieht man so: 
Soll die Ebene 3 

I (t) = .2} U; X; (t) + u0 
1 

durch die Punkte tk gehen, so muß I (tk) = 0 sein für tv t2, t3• Nach 
dem Mittelwertsatz gibt es dann innerh?-lb des kleinsten Intervalls, 
das t1 , t2, t3 enthält, zwei verschiedene Stellen t4 , t5 , fürdie f'{t4) = /'(t5) = 0 
wird. Durch nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes folgt f" (t6) = 0 
für eine neue Stelle t6 im alten Intervall. Rücken nun tv t2, t3 gegen t, 
so auch t4, t5 , t6• Somit gilt (wenn wir nur Vorhandensein und Stetig
keit der ersten und zweiten Ableitungen annehmen) für die Grenzlage: 

I (t) = I' (t) = /" (t) = o . 

§ 7. Krümmung und Windung. Krümmungskreis. 
Nehmen wir jetzt die Bogenlänge als Kurvenparameter 

! = !(s), f2 = I' 
so wird nach (23) 
(30) !'!'' =0, 

d. h. der in der Schmiegebene gelegene Beschleunigungsvektor steht 
auf der Kurventangente senkr:echt. Man nennt jede Gerade durch den 
Kurvenpunkt 1; senkrecht zur Tangente !' eine "Kurvennormale" und 
insbesondere die Kurvennormale in der Schmiegebene "Hauptnormale". 
1;" gibt also die Richtung der Hauptnormalen an. 

Trägt man vom Koordinatenursprung o aus den Einheitsvektor 1;' 
ab, so durchläuft sein Endpunkt auf der Einheitskugel um o eine 
Kurve. !' (s), wenn 1; die Kurve 1; (s) beschreibt. Diese Kurve !' (s) 
nennt man das Tangentenbild von 1; (s). !' (s) schrumpft nur dann auf 
einen Punkt zusammen (!' (s) = konst.), wenn 1; (s) geradlinig ist 
(1; = !' ·s + konst.). Das Bogenelement des Tangentenbildes sei mit 
ds1 bezeichnet. Wendet man die Formel (12) in der Form 

V(d"& d!) (31) ds = 1---- • dt 
'dt dt 

V(d I d ') an, so findet man ds1 = d~ d~ ·ds oder 

(32) (d;;y = 1;''2. 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 2 
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Da ds1 : ds nur für die Geraden identisch verschwindet, also gewisser
maßen die Abweichung der Kurve ~ (s) an der betrachteten Stelle s 
von der Geraden mißt, so nennt man ds1 : ds die "Krümmung" von~ (s) 
an der betreffenden Stelle. Man bezeichnet die Krümmung üblicher
weise mit I : f2. Wir finden also 

(33) 

Das Vorzeichen der Wurzel kann beliebig gewählt werden. ll: e I ist 
also die Länge des Beschleunigungsvektors und et' ist ein Einheits
vektor auf der Hauptnormalen, wenn ~" + 0 ist, wie wir hier voraus
setzen wollen. 

Die Kurvennormale, die auf der Schmiegebene senkrecht steht, 
nennt man "Binormale". Ihre Richtung ist die von ~' X ~", denn dieser 
Produktvektor steht auf t und !'' senkrecht. 

Wir wollen nun drei Einheitsvektoren zu jedem Kurvenpunkt ~ (s) 
einführen: I. den T angentenvektor-

(34) 

2. den Hauptnormalenvektor 

(35) e~"(s) = e~~(s) = ~2(s) 
und 3. den Binarmalenvektor ~3 (s). Wir erklären ihn durch die Formel 

(36) ~a = ~1 X ~2 = f2 (~'X t'). 
~3 steht in der Tat auf ~1 , ~2 senkrecht. ~3 ist ein Einheitsvektor; denn 
nach der Identität von LAGRANGE (§ 2 (28)) und wegen ~1 ~2 = 0 ist 

(37) ~~ = ~i~~- (~1~2)2 = I· 

Schließlich folgen die Vektoren ~1 , ~2 , ~3 nach § 2 Schluß so aufein
ander wie die drei Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen, denn 
es ist 
(38) (~1 ~2~3) = (~1 X ~2) ~3 = ~~ = + I • 

Aus ~1 X ~2 = ~3 folgt übrigens für unsere drei Einheitsvektoren nach 
§2 (29) auch ~2 X ~3 = ~1 und ~3 X ~1 = ~2· 

Um die Krümmung zu erklären, haben wir vom Ursprung aus die 
Vektoren ~1 (s) abgetragen und die Bogenlänge ds1 des entstehenden 
"Tangentenbildes" berechnet. Entsprechend erklären wir jetzt die 
"Windung" oder "Torsion" dadurch, daß wir vom Ursprung aus die 
Binarmalenvektoren ~3 (s) abtragen. Ihre Endpunkte erfüllen das "Bi
normalenbild" von ~ (s). Den Quotienten der Bogenelemente 

(39) ds8 _ /l:i2 _ 1 
-- h-3 -ds T 

wollen wir als "Windung" bezeichnen. Für ebene Kurven ist ~3 = konst., 
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also die Windung Null. Somit ist die Windung ein Maß für die Ab
weichung unsrer Kurve ! (s) von ihrer Schmiegebene. 

Durch (39) ist 1: 7: wieder nur abgesehen vom Vorzeichen erklärt. 
Wir können jedoch diese Unbestimmtheit beseitigen. Der Vektor ~; 
nämlich läßt sich sicher aus den linear unabhängigen Einheitsvektoren 
~1 , ~2 , ~3 kombinieren: 

(40) ~; = al ~~ + a2~2 + a3~3· 
Nun ist ~3 ein Einheitsvektor, also ~~ = 1 und daraus folgt ~3 ~; = 0. 
Multipliziert man (40) skalar mit ~3 unter Beachtung der Rechenregel 
§ 1 (12), so erhält man daraus aber a3 = 0. Ferner ist nach (35) 

(41) 

und somit 

(42) 

also wegen ~2 ~3 = 0 

Es bleibt also 

(43) 

und nach (39) 

Wir entscheiden jetzt über das Vorzeichen von 1: 7:, wenn wir a2 = - 1 :-r 
setzen und somit die Windung durch die Formel erklären: 

(44) t'-- ~2 '>3- . .. 
§ 8. Bestimmung der Invarianten einer Kurve. 

Unseren bisherigen Untersuchungen über die Kurven haben haupt
sächlich geometrische Erwägungen die Richtung gegeben. Wir können 
die Aufgabe der Kurventheorie aber auch von der rein rechnerischen 
Seite her in Angriff nehmen. Es handelt sich dann darum, eine voll
ständige Übersicht über alle Ausdrücke in den Funktionen ! (t) und 
ihren Ableitungen zu bekommen, die invariant sind gegenüber den in 
§ 3 (32), (33) gegebenen Substitutionen. Dies Problem ist offenbar dem 
in den §§ 3 und 4 gelösten sehr verwandt. Dort handelte es sich um 
die Bestimmung der Invarianten einer endlichen Anzahl von Punkten, 
bei der Kurve aber um die Invarianten einer stetigen Mannigfaltigkeit 
von Punkten. 

Wir wollen uns nun zunächst ganz"fl.uf die Fragen der sogenannten 
"Differentialgeometrie im Kleinen" beschränken, d. h. wir wollen uns 

2* 
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vorerst nur mit den Krümmungseigenschaften einer Kurve in der un
mittelbaren Umgebung einer und derselben Stelle beschäftigen. Im 
Gegensatz zu ihr befaßt sich die "Differentialgeometrie im Großen" mit 
solchen Eigenschaften der Kurve, die sich erst aus ihrem gesamten 
Verlauf erschließen lassen. Ein erstes Problem dieser zweiten Art von 
Kurventheorie werden wir erst im § 12 kennenlernen. Für uns handelt 
es sich zunächst also nur um die Bestimmung der Invarianten, die eine 
Kurve auf Grund ihrer zu einer und derselben Stelle gehörigen Krüm
mungseigenschaften besitzt, das heißt um die Bestimmung der Inva
rianten aus den Vektoren 

( 45) ! ' ! ' ! ' ! ... ' 
die zu einer und derselben Stelle t gehören (Punkte bedeuten Ab
leitungen nach t). Die Bestimmung der Invarianten der bis zu einer 
beliebigen Ableitungsordnung gegebenen Vektoren (45) geschieht dann 
aber in der Hauptsache nach den Regeln des§ 3 und § 4. Nur ein neues 
Moment haben wir noch zu berücksichtigen: Ist die Kurve in beliebiger 
Parameterdarstellung gegeben, so werden nur solche Ausdrücke in den 
Skalarprodukten und Koeffizienten von Linearkombinationen - die ja 
die Invarianten der Vektoren (45) darsteilen - auch Invarianten der 
Kurve sein, welche auch noch invariant sind gegenüber den Trans
formationen 
(46) t = t (t*) 

für den Obergang zu einem ne~ten Parameter t*. 
Die Funktion f setzen wir dabei als analytisch voraus. Bei der 

Substitution (46) wird, wenn wir 

(47) ! (t) = ! (I (t*)) = !* (t*) 
setzen, z. B. 

(48) ~-~ = d'&. I' 
dt* d t 

r-1, = ~LJ 
L d t*_ 

(49) ~~ = ~2'&/'2 + d'&!" 
dt* 2 d t2 d t • 

Beschränken wir uns auf solche Stellen, wo die Ableitung des Vektors 
des Kurvenpunktes! nach dem Parameter nicht verschwindet, so muß 
nach (48) f' =!= 0 gelten. Nach (46) gilt weiter 

(50) dt* = ;, dt. 

Da wir uns auf die Umgebung einer Kurvenstelle beschränken, sind die 
Größen f', f", f"' ... als konstante bei den Transformationen auftretende 
Substitutionskoeffizienten zu betrachten. Und zwar tritt bei jeder neuen 
Ableitung des Kurvenpunktes in der Reihe (45) in den zugehörigen Sub-
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stitutionsformeln (48) (49) usw. ein neuer Koeffizient neben den schon 
f 1. h b . d"!* d K ff" . d" I früher vorgekommenen au , näm 1c e1 d t*n er oe 1z1ent IJ:t*n-

= fCn>. Die scheinbare Schwierigkeit, aus den Vektoren (45) In
varianten gegenüber den Parametertransformationen zu bilden, also 
alle die konsekutiven Koeffizienten /', f" ... zu eliminieren, läßt sich 
nun mit einem Schlage überwinden und die Parametertransformationen 
lassen sich überhaupt ganz ausschalten durch Einführung eines invari
anten Parameters. Ein solcher ist die im § 5 erklärte Bogenlänge, auf 
die wir in den vorangehenden Abschnitten die Kurve bezogen haben. 
Der Einführung dieses invarianten Parameters liegt folgendes zugrunde: 
Wir suchen eine bis auf Parametertransformationen, also gegenüber den 
Substitutionen § 3 (32), (33) der räumlichen Koordinaten des Flächen
punktes invariante Größe cp auf, die irgendwie aus den Vektoren (45) 
gebildet ist und die sich bei der Substitution (46) nach dem Gesetz 

(51) cp* = (jJ ·I' 
transformiert, wobei cp* bezüglich t* in derselben Weise gebildet ist 
wie cp bezüglich t. Die einfachste nämlich von Ableitungen möglichst 
niedriger Ordnung abhängende derartige Größe ist nun die in (12) 
verwendete Größe y ~2 • In der Tat: 

Für die Bildung von Invarianten der Vektoren (45) gegenüber den 
Koordinatentransformationen § 3 (32), (33) kommt f selbst gar nicht in 
Frage. Für den Punkt f gelten ja die Formeln 

3 

(52) xi=(.2b;kxt)+d;, 
k=l 

während für alle Ableitungen, wie man durch Differenzieren von (52) er
sieht, die zugehörigen homogenen Substitutionsformeln gelten: 

(53) 

usw. Also nur bei dem Punkt f, der im strengen Sinne nach § l kein 
Vektor ist, treten die Koeffizienten d; auf. Bei der Bildung von In
varianten handelt es sich aber um eine Elimination der bik' di. Da jede 
einzelne der drei Größen di nun nur in den Substitutionsformeln einer 
einzigen der drei Koordinaten x1 , x2 , x3 vorkommt, bei den Koordinaten 
der Ableitungsvektoren (53) aber nicht mehr, so eliminieren sich die d; 
einfach dadurch, daß man den Punkt f selbst als zur Bildung von In
varianten nicht in Frage kommend wegläßt. Unsere Aufgabe reduziert 
sich also darauf, aus den Vektoren 

(54) 

die Invarianten gegenüber den homogenen Substitutionen (53) zu 
bilden. In erster Ableitungsordnung haben wir dann nur den Vektor j; 
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und als einzige solche Invariante das skalare Quadrat i; 2• Dieses sub
stituiert sich bei Parametertransformation nach 

(55) (d!* ~'['_) - (d! d!) . '2. 
dt*dt* - dt .dt I I 

also ist y I2 tatsächlich die einzige Größe von den für r:p verlangten 
Eigenschaften, die sich aus ersten Ableitungen berechnen läßt. 

Ein weiterer Ausdruck von den für r:p verlangten Transformations
eigenschaften wäre auch der folgende, etwas verwickeltere: 

(56) 

für den das Gesetz (51) leicht mittels (48) (49) nachzuweisen ist. Wir 
wollen uns zunächst noch nicht für eine besondere Wahl von q; ent
scheiden. 

Haben wir nun einmal eine geeignete Größe q; gefunden, so ist nach 
(50) (51) das Differential da: 

(57) da= q; dt 
invariant und 

t, 

(58) a=fq;dt 
e, 

ist eine Integralinvariante. Durch letztere ist ein invarianter Parameter a 
unserer Kurve gegeben, für r:p = Yf erhält man die Bogenlänge. 
Nimmt man für q; den Ausdruck (56), so wird das Differential dq;, wie 
wir nur erwähnen, gleich dem "unendlich kleinen Winkel benachbarter" 
Kurventangenten, dem sogenannten Kontingenzwinkel. Das zugehörige 
Integral (58) ist dann im Gegensatz zur Bogenlänge sogar invariant 
gegenüber Ähnlichkeitstransformationen. Mittels einer Größe q; können 
wir nun aus irgendeiner parameterinvarianten Größe S durch Ableitung 
sofort eine neue bilden, nämlich durch: 

(59) S' = ~~ · ~ . 
Denn für die parameterinvariante Größe S gilt 

(60) 
und 

(61) 

S (t) = S (I (t*)) = S* (t*) 

woraus die Behauptung folgt. S' wollen wir auch die invariante Ableitung 
von S bezüglich des Differentials da nennen. S' können wir nun wieder 
invariant ableiten d 'P 

2 S" - d S' 1 - d2 s 1 d 5 dt 
(6' ) - dt q; - ([t2 rp2 - Tt 'P3 

und so immer neue Invarianten bilden. 
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Denken wir uns die Kurve auf den invarianten Parameter (58) be
zogen, so erkennen wir, daß die invarianten Ableitungen nach dem 
Differential da einfach die Ableitungen nach dem Parameter (58) sind. 
In der Tat muß, wenn der Parameter a schon von vornherein mit t 
identisch sein soll, nach (57) und (58) <p = 1 sein, und die invarianten 
Ableitungen fallen dann mit den gewöhnlichen zusammen. Diese Ab
leitungen nach a lassen sich also auch nach (59) und (62) bilden, ohne 
daß vorher die Quadratur (58) ausgeführt und die Kurve explizite auf 
den Parameter a transformiert wird. 

Wir können nun, wenn wir ein allgemeines invariantes Differential 
zugrunde legen, speziell auch für die einzelnen Koordinaten von!, die wir 
nach (47) als parameterinvariant anzusprechen haben, die invarianten 
Ableitungen bilden: 

(63) !', r" r"' · · · 
Aus diesen Vektoren lassen sich rückwärts, wenn nur <p festgelegt ist, 
die gewöhnlichen Ableitungsvektoren leicht wieder berechnen, aber 
dies ist im allgemeinen gar nicht nötig, denn wir können ganz im 
Bereich der invarianten Ableitungen bleiben, ohne die gewöhnlichen zu 
benutzen. Wir haben es ja mit invarianten geometrischen Problemen 
zu tun, die nur die Kurve und nicht die Parameterwahl betreffen, und 
wir können uns die Kurve ja immer auf den speziellen Parameter a 
bezogen denken. An die hier entwickelten Gedankengänge wollen wir 
später im 5. Kapitel in der Flächentheorie wieder anknüpfen. 

Als invariante Differentialform unserer Kurventheorie wollen wir 
jetzt das Bogenelement 

(64) ds = fr2 dt 

zugrunde legen. Dann sind für die Vektoren (63) die Parametertrans
formationen ganz ausgeschaltet und wir haben, um die Invarianten 
unserer Kurve zu bekommen, nur noch nach § 3 und § 4 die Invarianten 
der Vektoren gegenüber den Substitutionen (53) zu bestimmen. Genau 
genommen ist der Parameter (64) und damit die invariante Ableitung 
nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt, aber diesen Übelstand können 
wir dadurch ausgleichen, daß wir der Kurve einen bestimmten Durch
laufssinn zuschreiben, der zu der wachsenden Bogenlänge gehören soll. 
Nehmen wir dann in (64) die Wurzel positiv, so können wir sagen, die 
invarianten Ableitungen sind die Ableitungen in Richtung wachsender 
Bogenlänge. Für den ersten der Vektoren (63) gilt nach (13) noch 

(65) f'2=l. 
Daraus ergeben sich für die folgenden Vektoren Beziehungen wie 

(66) !' r" = o, !' r"' + r" !" = o 
usw. Außer diesen bestehen keinerlei weitere identische Relationen zwi
schen den Vektoren (63). 
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Um nun nach Maßgabe der Regel des § 4 die Invarianten der Vek
toren (63) zu bestimmen, könnten wir aus den Vektoren die niedrigsten 
linear unabhängigen herausgreifen und die folgenden linear kombinieren 
Für die Rechnungen ist es aber zweckmäßig, dies Verfahren etwas ab
zuändern. Da in (34) !' = ~1 _gesetzt wurde, sind die Vektoren (63) 
mit ; 1 , ; 2 , ~; ••• usw. identisch. Nun bestimmen sich aus diesen Vek
toren aber auch die in (35) (36) eingeführten Vektoren ; 2 und ~3 mittels 

tl 

(67) ~2 = -"1~· ~3 = ~1 X ~2 · 
1'~~~~)' 

Daher ist das Problem der Bestimmung der Invarianten der Vektoren 
(63) gleichbedeutend mit dem der Bestimmung der Invarianten der 
Vektoren 
(68) ~1> ~2> ~3> ~~' ~;, ;~, ;~, ~~' ;;, ~t ... 
Diese sind zwar mehr an Zahl und zum Teil überzählig, aber wir haben 
hier den Vorteil, daß wir ~1 , <;2 und ~3 als Grundvektoren herausgreHen 
können und daß dann für diese orthogonalen Einheitsvektoren die 
Tabelle 

~i=~~=~~=l, 

;1 ~2 = ;2 ~3 = ~3 ~1 = 0 
(69) 

für die Skalarprodukte gilt, was, wie wir sehen werden, für die weiteren 
R~chnungen sehr bequem ist. Aus diesen Grundvektoren haben wir nun 
also zunächst ihre ersten Ableitungen linear zu kombinieren. 

Das wollen wir im nächsten Abschnitt bewerkstelligen. 

§ 9. Formeln von FRENET. 
Wir hatten in (41) ~;_ = ~2 : (! und in (44) ~; = - ~2 : r gefunden. 

Wir wollen noch die Ableitung ~; aus ~1 , ~2 , ~3 zusammensetzen. Wir 
hatten in § 7 gefunden 

(70) ~2 = ~3 X ~1 
und daraus folgt 

(71) 

~;=(~;X ~1) + (~3 X~~), 
f _ ~2 X ~1 + ~3 X ~2 
z- -----:r- ~e--

- _~I+ ~3 
- e •. 

Die damit aufgestellten Beziehungen 

(72) 

d~1 *+~2 
d s e *' 

+ ~3 * -
T ' 

~1 *- ~2 * 
ds T 
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stammen von F. FRENET (Toulouse 1847) und bilden die Grundlage 
der ganzen elementaren Differentialgeometrie der räumlichen Kurven. 
Leiten wir (72) nach der Bogenlänge s ab und ersetzen wir rechts die 
dabei auftretenden ersten Ableitungen der Grundvektoren ~v ~2 , ~3 
mittels der Gleichungen (72) wieder durch Linearkombinationen aus den 
Grundvektoren selbst, so erhalten wir auch ~~. ~~. ~~ als Linearkom
binationen der Grundvektoren dargestellt. Die Koeffizienten sind dabei 
aus den Q, r und ihren Ableitungen e', r' gebildete Ausdrücke. Durch 
Fortsetzung eines solchen Verfahrens können wir dann die sämtlichen 
Vektoren der Reihe (68) aus den drei ersten Grundvektoren linear kom
binieren mit Koeffizienten, die nur aus den (}, r und ihren Ableitungen 
nach der Bogenlänge gebildet sind. Nach § 4 ist nun ein vollständiges 
System unabhängiger Invarianten der Vektoren (68), also ein voll
ständiges System unabhängiger Invarianten unserer Kurve gegeben 
durch die Skalarprodukte (69) der Grundvektoren, die sich alle auf Kon
stanten reduzieren, und die Koeffizienten der eben erwähnten Linear
kombinationen, die sich ja alle aus den (}, r und ihren Ableitungen 
nach der Bogenlänge zusammensetzen. Man sieht auch leicht, daß (}, r 
und alle einzelnen ihrer Ableitungen für die Darstellung der unabhängigen 
Koeffizienten der Linearkombinationen wesentlich in Frage kommen, 
d. h. daß die Größen 

(73) (}, 7:, e', r', e", -r:", e"' .. . 
ein System unabhängiger Invarianten unserer Kurve liefern. 

Sind die Funktionen e (s), r (s) bekannt, so stellen die Formeln (72) 
von FRENET ein System linearer Differentialgleichungen für die neun 
Funktionen ~1 (s), ~2 (s), ~3 (s) dar. Aus 

(74) 1; (s) = J ~1 (s) ds 

erhält man dann die Kurve. 
Aus der ersten Formel (72) können wir sofort die Kurven bestimmen, 

für die die Krümmung 1: e identisch verschwindet. Man findet durch 
zwei Integrationen 

~:~ = 0, ~; = ~1 = konst., 

(75) ~ = ~1 s + ~01 
also die Geraden. 

Aus dem Verschwinden der Windung folgt 

~~3 = 0 I: k t ds , ,;3 = ons . 
Da ferner 

~ • dr; = 0 
3 ds 

ist, erhält man durch nochmalige Integration 

(76) ~3 • ~ = konst., 
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d. h. die Kurve liegt in einer Ebene, denn (76) ist eine lineare Gleichung 
in x1 , x2 , x3 • 

Wir hatten t;' = ~1 . Durch Ableitung folgt t' = ~i = ~2 : e und 
weiter 

'" = _ h _ e' c;2 + c;3 
! e2 e2 eT. 

Nimmt man für t; die Reihenentwicklung 

! = !~ s + h~ s2 + h~' sa + 
und setzt man für die zur Stelle s = 0 gehörigen Vektoren !~, !~. !~' 
die soeben gefundenen Werte ein, so folgt, wenn man die (~i)s = 0 der 
Reihe nach mit den Koordinatenachsen zusammenfallen läßt, also ihnen 
die Koordinaten gibt: 

~1 = {L o, o) 
~2 = {0, 1, 0} 

~3 = {0, 0, 1] 

die sogenannte kanonische Darstellung für unsere Kurve m der Um
gebung von s = 0: 

1 
x1 = s * - 6--;; sa + 

l!o 

(77) 
1 e' 

x2 = * + - s2 - --; sa + 
2 l!o 6 l!o 

1 
Xa = * * + ·-- s3 + ... 

6 (!oTo 

Da die Reihen rechts beliebig fortgesetzt werden können, wenn man 
Krümmung und Windung in ihrer Abhängigkeit von der Bogenlänge s 
kennt, so folgt, daß hierdurch und durch die Festlegung der Anfangs
lage unsres "begleitenden Dreibeins" ~1 , ~2 , ~3 die Kurve eindeutig be-

a b 
Fig. 2. 

stimmt ist. Außerdem kann man aus der kanonischen Entwicklung ab
lesen, wie die Normalrisse (senkrechten Projektionen) unsrer Kurve auf 
die ;ic;k-Ebenen im Ursprung aussehen. Man vergleiche die beigegebene 
Fig. 2. 
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§ 10. Über das Vorzeichen der Windung. 
Es war nach (44) 

also 

Wir wollen links die Ableitungen von t einführen. Nach (35) (36) wird 

~a = e<t x !''), 
~; = e(t' x t"') + e'(r' x t"). 

Somit ist 

und wir haben zur Bestimmung von e und Taus t (s) die Formeln 

(78) 

Wir wollen die Ausdrücke für Krümmung und Windung noch um
rechnen für den Fall eines beliebigen Parameters t. Deuten die Punkte 
Ableitungen nach t, die Striche Ableitungen nach s an, so ist 

(79) 

!'=-L 
y' i2 

... 
111 ! + 

t = y' ( i2)3 . . . ' 

wo die Punkte in dem Ausdruck für r'" Glieder andeuten, die siCh aus 
! und t linear zusammensetzen. Daraus ergibt sich 

(80) 

Hieran ist besonders bemerkenswert, daß die Windung sich rational, 
ohne Ausziehen einer mehrwertigen Wurzel berechnen läßt, sobald nur 
i; X ! + 0. Ihr Vorzeichen hat also eine geometrische Bedeutung. 
Nehmen wir an, daß das zugrunde gelegte Achsenkreuz so aussieht, 
daß man Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand der Reihe 
nach gleichzeitig mit der Xe, x2-, x3-Achse zur Deckung bringen kann 
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(Fig. 1), dann werden positiv und negativ gewundene Schrauben sche
matisch durch Fig. 3 dargestellt. 

In der Tat: Berechnen wir für unsre Schraube von § 5 (14) Krüm-
mung und Windung, so erhalten wir: 

.X1 = - a sin t , x1 = - a cos t, x1 = + a sin t, 

.x2 = + a cos t ' x2 = - a sin t ' i2 = - a cos t ' 

x3 = b , .i3 = 0 , x3 = 0 , 

und daraus 

Somit nach (80): 

a b 
Fig.3. 

I a e = ± a2+b2' 

I b 
T = a 2 + b2 • 

Die Windung ist also > 0 oder < 0, je nach
dem b ~ 0 ist, was den Fig. 3a und 3b entspricht. 
Entsprechend kann man sich die Bedeutung des 
Vorzeichens von 1 : r für eine beliebige Kurve, 
etwa an der kanonischen Darstellung (77) deut
lich machen. 

Spiegelt man unsre Kurve an einer Ebene, 
indem man etwa das Vorzeichen einer der Koor-
dinaten X; umkehrt, so ändert die Windung 

ihr Vorzeichen. Man könnte eine Kurve vom Typ der Fig. 3a auch als 
weinwendig und eine der Fig. 3b entsprechende auch als hopfenwendig 
bezeichnen, weil die Ranken des Weins positiv und die des Hopfens 
negativ gewunden wachsen. 

§ 11. Kinematische Deutung von FRENETs Formeln. 
Wir bringen jetzt eine kinematische Deutung der FRENETschen 

Formeln, die von G. DARBOUX stammt!. 

1 Vgl. G. DARBOUX: Theorie des surfaces, Bd. I, Kap. I. Paris: Gauthier
Villars I887. Dieses Werk von DARBOUX, das 4 Bände umfaßt, istnoch heute als eins 
der schönsten und reichhaltigsten Werke über Differentialgeometrie anzusehen'. 
GASTON DARBOUX wurde I842 in Nimes geboren. Mit I8 Jahren kam er nach Paris. 
An dem geistigen Leben dieser Stadt hat er dann 57 Jahre lang hervorragenden 
Anteil gehabt. Schon als Student der Ecole polytechnique und der Ecole Normale 
erregte er durch seine mathematische Begabung Aufsehen. Sehr bald kam er zu 
Amtern und Ehren. I880 wurde er der Nachfolger von CHASLES auf dem Lehr
stuhl für Geometrie an der Sorbonne, vier Jahre später wurde er zum Membre de 
!'Institut ernannt. Seine besondere Lehrbefähigung machte DARBOUX zum Vater 
einer ausgedehnten geometrischen Schule in Frankreich. 

Über Leben und Werk von DARBOUX vergleiche man: A. Voss: Jahrbuch d. 
Kgl. bay. Ak. d. Wiss. I9I7, S. 26-53, oder Jahresber. d. D. Math. Ver. Bd. 27, 
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Dreht man einen starren Körper um eine Achse, so haben alle 
Punkte des Körpers, die von der Achse gleichen Abstand besitzen, 
auch die gleiche Geschwindigkeit. Je weiter ein Punkt von der Achse 
entfernt ist, eine um so größere Geschwindigkeit wird er besitzen, und 
zwar wächst die Geschwindigkeit direkt proportional dem Abstand von 
der Achse. Die Geschwindigkeit w aller Punkte im Abstand 1 von der 
Achse pflegt man auch als die Winkelgeschwindigkeit der Drehung zu 
bezeichnen. Hat ein Punkt den Abstand r von der Achse, so ist seine 
Geschwindigkeit durch 

(81) w·r 

gegeben. 
Wir denken uns nun den Ursprung o unseres Koordinatensystems 

auf die Achse der Drehung gelegt. Von o aus tragen wir auf der Achse 
den "Drehvektor" b so ab, daß seine Länge "Vb 2 gleich w und sein 
Sinn so ausfällt, daß die Drehung um den Vektor, wenn man in dessen 
positiver Richtung blickt, entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt. Es sei 
nun weiter l:J der Vektor, der vom Ursprung o zu einem allgemeinen 
Punkt des starren Körpers hinführt. Der Abstand r dieses Punktes l:J 
von der Achse ist dann: 

(82) r= 

In der Tat gilt nach Fig. 4 

(83) Fig. 4. 

wenn cp der Winkel zwischen l:J und b ist. Nach § 1 (14) gilt aber 

somit 
(84) 

l:Jb 
cos cp = tp2 fb2 

Ersetzt man in (84) die erste Wurzel mittels § 2 (28) durch 1/ (b x l:J) 2 , 

so erhält man nach (81) für die Geschwindigkeit v des Punktes l:J unter 
Beachtung von w = {b2: 

(85) V = i (b X lJ )2 • 

Bezeichnet man mit tJ den Geschwindigkeitsvektor des Punktes l:J, 
so gilt offenbar 

(86) tl = b X 1J • 

S. 196-217. 1918. Ferner: L. P. EISENHART und D. HILBERT: Acta mathematica 
Bd. 4_2, S. 257-284 und S. 269-273. 1920. Schließlich sei noch auf den zum Teil 
autobiographischen Vortrag von DARBOUX hingewiesen, den er vor dem römischen 
Mathematikerkongreß 1908 gehalten hat. Atti del congresso l, s_ 105-122. 
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denn da tl sowohl auf b wie auf .):1 senkrecht steht, gilt sicher 

tl = A· (b X l:J) 

mit einem Faktor A. Wegen Utl = v2 folgt aber aus (85) A2 = 1. Wegen 
der oben getroffenen Entscheidung über den Sinn von b ergibt sich dann 
aber weiter l = + 1, womit (86) bewiesen ist. 

Denken wir uns jetzt einen starren Körper, der im Ursprung fest ist, 
und der sich so bewegt, daß drei senkrechte Achsen in ihm immer par
allel zu den Grundvektoren ~1 , ~2 , ~3 einer Raumkurve ! (s) ver
bleiben. Die Raumkurve wollen wir dabei mit der Geschwindigkeit 1 
durchlaufen, so daß wir die Bogenlänge s gleich der Zeit setzen können. 

Einen Punkt dieses Körpers können wir in der Form darstellen:· 

.\J = u1 ~1 + u2 ~2 + U3 ~3 • 

Sein Geschwindigkeitsvektor u = d.IJ: ds wird nach den FRENET
Formeln 

Daraus folgt nach (86) wenn man für b eine Linearkombination der ~ 
ansetzt und die auf (38) folgenden Gleichungen berücksichtigt: 

1 1 
b = -~1 + -~3· 

'l (! 
(87) 

Wir finden also: 
Die Komponenten des Drehvektors für das begleitende Dreibein einer 

Raumkurve sind: die Windung in der Tangentenrichtung und die Krüm
mung in der Binormalenrichtung. 

Wenn man umgekehrt Krümmung und Windung durch die Formel 
(87) einführt, so ergeben sich rückwärts sofort die Formeln FRENETS: 

d ;1 = b X ~ = + ;2 
ds 1 e ' 

(88) 

§ 12. Ebene Kurven, Vierscheitelsatz. 
Bei ebenen Kurven kann man, wenn erst über den positiven Sinn 

der Zählung der Bogenlänge entschieden ist, der Krümmung ein be
stimmtes Vorzeichen zuschreiben. Dazu kommt man folgendermaßen. 
Es sei ! (s) eine Kurve der Ebene x3 = 0. Wir setzen 

(88a) x~ = cosA, x~ = sinA, x; = 0 

und wählen als Hauptnormale den Einheitsvektor 
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II (, 1l) • , I 
(! Xl = COS A + 2 = - Slll A = - X2, 

e X~ = sin (;. + ; ) = + cos A = + X~, 

ex~ = 0. 

Wir haben also, wenn wir die verschwindende x3-Koordinate im fol
genden weglassen, für die Ebene als Ersatz der FRENET-Formeln 

(89) (! X~ = - x;, (!X~ = + X~ • 
Das Vorzeichen des dadurch eindeutig bestimmten e kehrt sich um, 
wenn man das Vorzeichen von ds umkehrt. 

Wir wollen von den Formeln {89) eine Anwendung machen und zum 
erstenmal einen Lehrsatz aus der Differentialgeometrie "im großen" 
beweisen. Es sei ~ (s) eine geschlossene ebene Kurve, deren Tangenten
bild ein einmal stets im gleichen Sinn umlaufener Kreis ist. Eine 
solche Kurve, für die 1: e etwa> 0 sein soll, und die von einer Geraden 
höchstens in zwei Punkten geschnitten wird, nennt man eine "Eilinie" 
oder "Oval". Ein Beispiel einer Eilinie ist die Ellipse. Ein Punkt der 
Kurve, in dem die Krümmung x = 1: e verschwindende Ableitung 
(x' = 0) hat, soll ein "Scheitel" genannt werden. Solche Punkte sind 
bei einer Ellipse die Achsenpunkte, und zwar sind diese vier Punkte 
wie man leicht nachrechnet, die einzigen Scheitel einer (nicht kreis
förmigen) Ellipse. 

Es soll nun gezeigt werden : 

Vierscheitelsatz. Die Mindestzahl der Scheitel einer Eilinie ist vier. 

Dazu beweisen wir den Hilfssatz, daß das rings um die Eilinie er
streckte Integral 
(89a) f(a0 +a1 x1 +a2 x2)x'·ds=O 

ist, wenn die a; beliebige Konstante, x1 (s), x2 (s) die Koordinaten eines 
Punktes der Eilinie sind und x (s) die zugehörige Krümmung bedeutet. 
Da die a; beliebig sind, kommt man auf die drei Gleichungen 

fx'ds=O, fx1 x'ds=O, fx 2 x'ds=O. 

Die erste Gleichung folgt sofort aus der Geschlossenheit, die zweite 
und dritte bestätigt man durch Integration nach Teilen unter Beach
tung von (89) 

f x1 x' ds = - f x~ "ds = - f x~ d s = 0. 

Setzen wir x (s) als stetig voraus, so gibt es sicher zwei Stellen ):1 
und q auf unsrer Eilinie, wo x seinen größten und seinen kleinsten Wert 
annimmt. Diese sind jedenfalls Nullstellen von x', und damit ist das 
Vorhandenseinzweier Scheitel ):1, q gesichert. Angenommen, x' wechselt 
zwischen ):1 und q nirgends sein Zeichen, sei also auf dem einen Teil-
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bogen p q unsrer Eilinie immer> 0 und auf dem andern stets< 0. Es sei 
dann a0 + a1 x1 + a2 x2 = 0 die Gleichung der Verbindungsgeraden p q, 
so daß der Ausdruck (a0 + a1 x1 + a2 x 2) x' beim Durchlaufen unsrer 
Eilinie niemals sein Zeichen ändert. Dann kann aber das Integral (89a) 
nicht verschwinden. Die Annahme von nur zwei Zeichenwechseln von 
x' auf unsrer Eilinie führt also zu einem Widerspruch mit unserm Hilfs
satz. Da aber aus der Geschlossenheit der Eilinie hervorgeht, daß die 
Zeichenwechsel von x', falls ihrer nur endlich viele vorhanden sind, 
jedenfalls in gerader Zahl auftreten, so ergibt sich das Vorhandensein 
von mindestens vier Scheiteln. Da wir in der Ellipse eine Eilinie mit 
tatsächlich vier Scheiteln vor uns haben, ist die Vier als Mindestzahl 
gesichert. 

Den vorgetragenen Nachweis des mehrfach bewiesenen Vierscheitel
satzes verdankt der Verfasser einer Mitteilung von G. HERGLOTZ1. 

§ 13. Krümmungsmittelpunkt und Schmiegkreis. 
Kehren wir zu räumlichen oder "gewundenen" Kurven zurück, 

halten wir aber die Voraussetzung "{' =F 0 fest! Eine Kugel mit dem 
Mittelpunkt ~ und dem Halbmesser a kann man offenbar durch die 
Gleichung darstellen: 

wenn die Koordinaten des Vektors t die laufenden Koordinaten der 
Punkte der Kugel darstellen. Soll die Kugel mit dem Mittelpunkt ~ 
und dem Halbmesser a an der Stelle s = s0 mit der Kurve t (s) drei 
zusammenfallende Punkte gemein haben, so muß die Reihenentwick
lung 

f (s) = (r(s)- ~)2- a2 

nach Potenzen von s - s0 mit den Gliedern dritter Ordnung beginnen, 
d. h. es muß für s = s0 

f(s) = 0, f' (s) = 0, f" (s) = 0 

sem. Das gibt nach 

a) 

(90) b) 

c) 

den FRENET-Formeln: 

(t- ~)2 = a2, 

(t- ~) ~1 = 0' 

(t - ~ / 2 + l = 0 . 
(! 

Nach (90b) liegt der Mittelpunkt t) in der Normalebene, nach (90c) 
oder (~ - t) ~2 = (! hat der Normalriß von ~ auf die Hauptnormale 

1 Andere Beweise bei: MUKHOPADHYAYA: Bull. Calcutta Math. Soc. Bd. 1. 
1909; A. KNESER: H. Weber-Festschrift S. 170-180. Leipzig u. Berlin; 1912, 
W. BLASCHKE: Rendiconti di Palermo Bd. 36, S. 220-222. 1913; H. MOHRMANN: 
Ebenda Bd. 37, S. 267-268. 1914. 
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die Entfernung e vom Punkte t· Setzen wir also von t) voraus, daß 
es in der Schmiegebene liegt, so haben wir: 

(91) 

Es gibt somit genau eine Kugel "durch drei benachbarte" Kurven
punkte, die ihren Mittelpunkt auf der Schmiegebene liegen hat. Wir 
wollen den Punkt t) in der Schmiegebene, den Mittelpunkt dieser aus
gezeichneten Kugel, den Krümmungsmittelpunkt nennen und den 
Schnittkreis der Kugel mit der Schmiegebene, also den Kreis durch drei 
benachbarte Kurvenpunkte, den Schmiegkreis oder Krümmungskreis. 
Damit ist eine geometrische Deutung für den "Krümmungshalbmesser" 
(!, den reziproken Wert der Krümmung gefunden. Da t)- t = (!~2 
ist, weist der Hauptnormalenvektor ~2 von t nach dem Krümmungs
mittelpunkt t) oder in entgegengesetzter Richtung, je nachdem e > 0 
oder (! < 0 gewählt ist. 

Die Schnittgerade der Ebenen (90b) und (90c), d. h. mit andern 
Worten den Durchschnitt "benachbarter" Normalebenen pflegt man 
als "Krümmungsachse" der Kurve zu bezeichnen. Sie steht im Krüm
mungsmittelpunkt auf der Schmiegebene senkrecht. 

§ 14. Schmiegkugeln. 
Wir wollen jetzt durch vier benachbarte Punkte von t (s) eine 

Kugel legen, 3 sei ihr Mittelpunkt, R ihr Halbmesser. Dann muß 

(92) g(s) = (t- 3)2- R2 

gleichzeitig mit den Ableitungen bis zur dritten Ordnung Null sein. 
Das gibt neben den schon unter etwas anderer Bezeichnung berech
neten Formeln (90) noch eine neue 

<t- 3) ~1 = 0' 

(93) <t - 5) ~ 2 + l = 0 ' 
(! 

( ) } (~3 ~1) ( ) I ~2 0 ~-3-----r-3e-=. 
(! 7: (! (!2 

Setzt man zufolge der beiden ersten dieser Gleichungen 

(94) 

so folgt aus der dritten, wenn l: -r =f= 0, 

a = -re'. 
Somit ist der Mittelpunkt der "Schmiegkugel" 

(95) 13 = r + e~2 + e'-r~31 
B!aschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 3 
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und ihr quadrierter Halbmesser 

(96) R2 = e2 + e'2T2. 

Der Mittelpunkt 0 der Schmiegkugel liegt nach (95) auf der Krüm
mungsachse. 

Durch Ableitung von (95) erhält man nach den FRENET-Formeln 

(97) o' = {! + (e'T)'} ~a· 
Für eine unebene Kurve auf einer festen Kugel ist also 

(98) e ·d ( de) -+- T- =0. 
T ds ds 

Nehmen wir umgekehrt an, diese Differentialgleichung zwischen den 
Funktionen e ( s)' T ( s) sei identisch erfüllt' dann ist o' = 0' also 0 = konst. 
und nach (96) 

-=2e'-r: g_+-(e'-r:) =O dR2 { d } 
ds T ds 

oder R = konst. Das heißt, die Beziehung (98) ist für die unebenen 
sphärischen Kurven kennzeichnend. 

Nehmen wir einmal eine Kurve mit fester Krümmung (e' = 0): 
Dann fällt der Mittelpunkt (95) der Schmiegkugel in den Krümmungs
mittelpunkt (91) 

Man findet 

(99) 

und somit 

(100) 

Ferner durch Ableitung von (100} nach s 

ll_ft_ = ;: (± g_) = =F _h 
ds (!* T T 

oder 

(101) 

Bildet man das "skalare Quadrat", so folgt 

{102} 
Ferner ist 

e* 2 = e2 = konst. 

(103} tJ* = o* = t* + e* ~; = t* - e~2 = t · 

Die Kurven (t) und (t*) haben also beide die gleiche feste Krümmung 
und jede ist der Ort der Krümmungsmittelpunkte für die andere. 
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Die Formeln (93) lassen noch eine andere Deutung zu. Die erste 
ist bei veränderlichem cr die Gleichung der Normalebene unserer Kurve 
6 (s). Die beiden ersten Gleichungen zusammen ergeben daher als Schnitt 
benachbarter Normalebenen die Krümmungsachse, auf der t) und cr 
liegen. Nimmt man noch die dritte hinzu, so erkennt man, daß cr Schnitt
punkt dreier benachbarter Normalebenen ist. 

§ 15. BERTRAND-Kurven. 

In den Kurvenpaaren mit fester Krümmung, die im letzten Para
graphen betrachtet wurden, haben wir ein Beispiel eines Kurvenpaares 
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Alle derartigen Paare hat zuerst 
J. BERTRAND1 ermittelt, und zwar auf folgende Weise: 

Es sei 6 (s) die eine Kurve des Paares, 

(104) 

die zweite. Durch Ableitung mit Benutzung der FRENET-Formeln folgt 

(105) --- = 1 - -- ; + a ; + - ; . d);* ( a) , a 
ds (! 1 2 -r 3 

Da dieser Tangentenvektor auf ; 2 senkrecht stehen soll, muß jeden
falls a' = 0, also a konstant sein. Bezeichnen wir den Winkel zwischen 
; 1 und dem Einheitsvektor ;; in der Tangente an (!;*) mit w, so ist 

(106) ;r=;1 cosw+;3 sinw. 

Daraus folgt durch Ableitung 

d ~~~ • d s* _ ~. * . d s* = ~ (cos w _ sin w) + ~ d cos w + ~ d sin w 
ds* ds - e* ds 2 (! -r 1 ds 3 ds • 

Sollen also die Hauptnormalen ; 2 und ;~ zusammenfallen, so . muß 
w = konst. sein. Da die Vektoren ;i und d6*: ds gleichgerichtet sind, 
folgt aus (105) und (106) 

(108) 
a 
-r 

sinw 

I 
1=0 
' ' 
I 

also eine lineare Gleichung zwischen Krümmung und Windung: 

(109) a sin w + a cos w . ---- --=smw. 
(! -r 

Für w = n/2 kommen wir auf den im vorigen Abschnitt behandelten 
Fall der Kurven mit fester Krümmung zurück. Schließen wir den 

1 J. BERTRAND.: Memoire sur Ia theoriedes courbes a double courbure. Paris, 
Comptes Rendus Bd. 36. 1850 und Liouvilles Journal (1) Bd. 15, S. 332-350. 1850. 

3* 
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trivialen Fall ebener Kurven, der für sin w = 0 eintritt, aus, so können 
wir für 

acotgw = b 

setzen und (109) in der Form schreiben 

(110) 

Eine solche Beziehung muß also für jede Kurve eines BERTRAND
Paares erfüllt sein. Wenn man die Schlußfolge umgekehrt durchgeht, 
erkennt man die Bedingung (110) auch als hinreichend. Für eine 
Schraubenlinie (e, T = konst.) gibt es unendlich viele Beziehungen (110) 
und entsprechend unendlich viele Schraubenlinien, die die erste zu 
einem BERTRAND-Paar ergänzen. 

§ 16. Natürliche Gleichungen. 
Es handelt sich darum, ob durch Angabe der Funktionen e = e (s), 

T = T (s) eine Kurve im Raum, abgesehen von Bewegungen, eindeutig 
bestimmt werden kann. Für den Fall analytischer Kurven war die Ein
deutigkeit schon in § 9 (77) mittels der kanonischen Darstellung fest
gestellt worden. Macht man nur Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, 
so kann man den Nachweis folgendermaßen führen. 

Nach FRENET genügen die Koordinaten ;ik der Vektoren ;i des be
gleitenden Dreibeins den linearen, homogenen Differentialgleichungen 
mit schiefsymmetrischer Determinante 

(111) d ~u _ ~u d ~u _ ~u + ~u d ~3 1: _ ~u 
dS - -e · ds- - - -e -:r- , --riS - - --:r · 

Angenommen, wir hätten außer der Kurve ~ (s) noch eine zweite i (s), 

deren ;ik denselben Gleichungen (111) genügen. Dann folgt aus der 
schiefen Symmetrie der FRENET-Formeln, daß 

d - - -
(112) ds (;lkglk + g2kg2k + g3kg3k) = 0 

ist. Bewegen wir nun die Kurve i (s) so lange, bis das zur Stelle s = 0 
gehörige Dreibein mit dem entsprechenden Dreibein zu~ (s) zusammen
fällt, so ist für s = 0 

(113) 

und somit gilt die Formel wegen (112) für jedes s. Also fallen die Ein

heitsvektoren mit den Koordinaten ~ik• ~ik• i = l, 2, 3 für jedes s 

zusammen: ;ik = gik· Insbesondere folgt für i = 1 
- d 

(114) ;1- ;1 = dS(~- !) = 0, 
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also, da für s = 0 nach unsrer Annahme I-!= 0 ist, allgemein 

(115) 

w.z. b.w. 
Es bleibt noch festzustellen, ob man die Funktionen e (s) und T (s) 

beliebig vorgeben kann. Schreibt man in (111) an Stelle von ~ik kurz 
ui, so hat man das System linearer, homogener Differentialgleichungen 
zu lösen: 

(116) 

Sind die Funktionen 1 : e (s), 1: r (s) stetig in einem Intervall um 
s = 0, so haben diese Differentialgleichungen nach bekannten Existenz
sätzen (vgl. den folgenden § 17) bei beliebig vorgegebenen Anfangs
werten ein Lösungssystem. Wir wollen drei derartige Lösungssysteme 
ermitteln: 

(~u• ~21• ~a1); 

mit den Anfangswerten 

(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1). 

Da, wie wir schon im besonderen Fall (i = k) bemerkt haben, 

(117) 

ist wegen der schiefen Symmetrie der Matrix (111), so erfüllen die ~ik 
nicht nur für s = 0, sondern für jedes s die Bedingungen einer ortho
gonalen Matrix 

(118) 

Setzen wir nun 

(119) s 

X;= J ~li(s)ds, 
0 

so haben wir eine Kurve gefunden, deren Krümmung und Windung, 
wie man ohne Mühe bestätigt, die vorgeschriebenen Werte 1: e (s), 
1 : T (s) haben. 

Durch Angabe der stetigen Funktionen 1 : (! (s) und 1: r (s) ist 
also eine Kurve, und zwar wie vorhin bewiesen wurde, abgesehen von 
Bewegungen eindeutig bestimmt. Man nennt deshalb die Formeln: 

(120) (! = e (s) ' r = r(s) 

die "natürlichen Gleichungen" einer Kurve. "Natürlich", weil sie von 
der Koordinatenwahl unabhängig sind. Unwesentlich ist es, wenn in 
diesen Gleichungen s durch ± s + konst. ersetzt wird. 
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Berechnen wir als Beispiel die natürlichen Gleichungen einer "Epi
zykloide", die von einem Umfangspunkt eines rollenden Kreises be

(I22) 

Fig. 5. 

schrieben wird, der auf einem festen 
Kreis seiner Ebene außen gleitungs
los abrollt. Es seien a und J.a die 
Halbmesser des festen und des rollen
den Kreises. Dann findet sich für 
die Kurve (Fig. 5) die Parameter
darstellung 

x1 ~ a {(1 + I.) cos Alp 
-I. cos (/. + 1)lp}, 

(I2I) 
x2 = a {(I + I.) sin Alp 

- J.sin (/. + I)lp}. 

Man findet nach geeigneter 
emer Integrationskonstanten 

Wahl 

s = 4A (I + I.) a cos ~ , 
4A(I+J.) . <p 

(! = I + 2;. a sm 2 . 

Somit ergeben sich die natürlichen Gleichungen der Epizykloide 

_!_=0. (123) s2 + (1 + 2J.)2e2 = {4A(I +I.) ap, 
T 

Es ist bemerkenswert, daß bei dieser im allgemeinen transzendenten 
Kurve die Beziehung zwischen s und e stets algebraisch ist. 

§ 17. Hilfssatz über lineare Differentialgleichungen. 

Im vorigen Abschnitt wurde benutzt, daß ein System von Glei
chungen 

(124) i=I,2,3, 

wenn die c;k (s) in 0 < s < r stetig sind, ebenda stetige Lösungen be
sitzen, die vorgeschriebene Anfangswerte u~ annehmen. Den Nachweis 
erbringt man am einfachsten mittels "schrittweiser Näherungen". 

Man setze 

(I25) 

s 

u[ = u? + J 2.) c; k ug d s , 
0 k 

s 

u; = u? + J 2.)c;ku~ds, 
0 k 

' 
uf = uf+ J 2.)c;ku~- 1 ds. 

0 k 



§ 18. Böschungslinien. 

Es se1 I ci k I < ~ C , I uf I < l. Dann wird 

I uf - uf I < C s , 
s 

u~- uf = J _2cik (uJ.- u~) ds, 
0 k 

sn rn I u!' - u!' -11 < cn- < cn-. 
• • n! - n! 
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Somit ist die Funktionenfolge u~ (s) im Intervall 0 < s < r gleich
mäßig konvergent 
(126) lim u; (s) = u; (s) . 

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz folgt aus (125) für n-+ oo 

(127) 

oder 

(128) 

w. z. b. w 1 . 

s 

ui = uf + J 1Jcikukds 
0 

ui(O) = uf., 

§ 18. Böschungslinien. 
Kurven, deren Tangenten mit einer festen Richtung einen festen 

Winkel bilden, nennt man nach E. MüLLER Böschungslinien. Beispiele 
dafür sind die ebenen Kurven und die Schrauben (§ 5). Das Tan
gentenbild einer Böschungslinie ist ein Kreis. Nennen wir den Ein
heitsvektor in der festen Richtung e und den festen Winkel ß, so ist 

(129) e ~1 = cos f} 
und durch Ableitung 
(130) 

e liegt somit in der Ebene ~1 , ~3 . So können wir 

(131) e~3 = sin f} 

setzen. Durch Ableitung von (130) folgt nach FRENET und wegen 
(129), (131) 

(132) oder T = (! tg f} , 

d. h. bei einer Böschungslinie stehen Krümmung und Windung in festem 
Verhältnis. 

1 Zum Eindeutigkeitsbeweis kann man so verfahren wie im 2. Band dieser 
Differentialgeometrie §50, Hilfssatz I. 
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Ist umgekehrt (132) erfüllt, so ist 

(133) dds (~1 cos {} + ~3 sin {}) = 0, 

also die Richtung 

(134) e = ~1 cos {} + ~3 sin {} 
und 

(135) 

unveränderlich, unsere Kurve also eine Böschungslinie. Auch (130) oder 
d2! 

e d s2 = 0 kennzeichnet 

folgt daraus: 

die Böschungslinien, denn durch Integration 

d!_ ea:; = konst. 

Wir wollen uns die Böschungslinie auf eine Ebene senkrecht zu e 
projizieren. Der Normalriß sei f (s): 

(136) 

Daraus folgt nach (129) 

(137) 

(138) 

Ferner 

(139) !' 2 = sin2 {}, 

Somit ist 

(140) 

Man kann also setzen 

(141) 

!=~-(F)e. 

!' = ~1 - e cos {}, 
t 

~II = ~. 
(! 

ds . {} ds =sm , s = s sin {}. 

§ 19. Böschungslinien auf einer Kugel. 
Soll man auf einer Kugel vom Halbmesser R die unebenen Bö

schungslinien ermitteln, so kann man zunächst die Formel (96) von 
§ 14 heranziehen. Nämlich 

ri + e'2-r2 = R2. 

Nach (132) ist -r = (! tg {}, also 

e2 (1 + e'2 tg2 ß) = R2' e' tg {} = l R2-L' ______g!g_ t~ {} = ds 
(! l R2- (!2 

und daraus nach geeigneter Wahl des Kurvenpunktes s = 0 

(142) 

oder 
(143) 

s = - tg {} y R2 - e2 



§ 20. Böschungslinien auf einem Drehparaboloid. 

Für den Normalriß (§ 18) unserer 
Böschungslinie folgt nach (139) 
und (141) 

(144) e= fR2 sin4 ~-s2 cos2 ~. 
Nach § 16 (123) sind diese Nor
malrisse also Epizykloiden. In 
der Fig. 5a wird dieser Zusam
menhang zwischen sphärischen 
Böschungslinien und ebenen Rad
linien in Auf- und Grundriß ver
deutlicht. Der Grundriß ist da
bei doppelt zu durchlaufen. 

Wir wollen von den Bö
schungslinien einer Kugel fol
genden Satz erwähnen: 

Denkt man sich mit dem be
gleitenden Dreibein einer unebe
nen Böschungslinie auf einer 
Kugel eine Ebene fest verbun
den, die zur Richtung e weder 
parallel noch senkrecht ist, so 
umhüllt diese Ebene, wenn das 
Dreibein längs seiner Kurve vor
wärtsgleitet, ebenfalls eine Bö
schungslinie, die auf einem 
Drehellipsoid liegt, dessen Achse 
zu e parallel ist und durch den 
Mittelpunkt unserer Kugel hin
durchgeht!. 

Fig. 5a. 

§ 20. Böschungslinien auf einem Drehparaboloid. 
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Als Normalriß der Böschungslinien auf einem Drehparaboloid, 
dessen Achse parallel zur festen Richtung e ist, auf eine Ebene senk
recht zu e erhält man Kreisevolventen, ebene Kurven also, die ihre 
Krümmungsmittelpunkte auf einem Kreise haben. 

Man kann das aus den Ergebnissen des letzten Abschnitts folgern, 
wenn man den Raum in der Richtung e streckt und durch Grenzüber
gang aus dem Ellipsoid, das aus der Kugel entstanden ist, ein Paraboloid 
herleitet. Aber man kann die Behauptung auch unabhängig davon, 
und zwar ohne jede Rechnung bestätigen. 

1 Vgl. W. BLASCHKE: Bemerkungen über allgemeine Schraubenlinien. Monatsh. 
f. Math. u. Phys. Bd. 19, S. 188-204, bes. S. 198. 1908. 
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Es habe unser Vektor e die Koordinaten 0, 0, 1, liege also auf der 
x3-Achse. Die Gleichung des Paraboloids sei: 

(145) 

Eine Schmiegebene unsrer Böschungslinie schließt mit x3 nach (129) 
und (130) den Winkel {} ein, ihre Gleichung kann also, wenn wir sie 
um x3 noch geeignet drehen, auf die Form 

(146) x3 = x1 ctg {} + konst. 

gebracht werden. Ihr Durchschnitt mit dem Paraboloid ist eine Ellipse, 
die mit unserer Böschungslinie drei benachbarte Punkte gemein hat .. 
Der "Grundriß" dieser Ellipse auf x3 = 0 ist eine neue Ellipse, die mit 
dem Grundriß der Böschungslinie wieder drei benachbarte Punkte ge
mein hat. Man findet ihre Gleichung durch Eliminieren von x3 aus 
(145) und (146), nämlich: 

(147) xi + x~ = 2cx1 ctg{} + konst. 

Das ist aber offenbar ein Kreis, also der Schmiegkreis des Grundrisses 
der Böschungslinie. Sein Mittelpunkt hat von der Drehachse (vom 
Ursprung) die feste Entfernung c ctg {}. Somit ist der Ort der Krüm
mungsmittelpunkte des Grundrisses unserer Böschungslinie tatsächlich 
ein Kreis. 

§ 21. Evoluten, Evolventen. 
Die Kurven auf der Tangentenfläche einer Raumkurve !: (s), die 

die Tangenten senkrecht durchschneiden, nennt man Fadenevolventen. 
Setzt man 

(148) 

so folgt 

(149) 

Also muß sem 

(150) 

d');* , ~2 
-d = (1- r) ~1 - r-. s (! 

dl;* ' ~1 fiS = 1 - r = 0. 

Daraus folgt r = s + konst. Somit haben wir die gesuchten Evolventen 
in der Parameterdarstellung 

(151) t* = t(s)- (s + konst.) d ~~s). 

Anziehender ist die umgekehrte Aufgabe: zu (t*) rückwärts eine 
"Evolute" (!:) aufzusuchen. Vertauscht man die Bezeichnungen!:* und r, 
so handelt es sich darum, Normalen von (t) so anzuordnen, daß sie 
Tangenten einer Kurve (t*) werden. Setzen wir entsprechend 

(152) t* = ! + U2~2 + u3~3' 
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so wird 

(153) d!* = (1- u2); + (u'- tta); + (u' + u2); . ds (? 1 2 T 2 3 T 3 

Sollen die Vektoren !* -! und d!*: ds lineat abhängen, so muß zu
nächst 
(154) u2 = (! 

sein, d. h. die zum Punkt ! gehörigen Evolutenpunkte !* liegen auf 
der Krümmungsachse (§ 13) von!· Ferner muß sein 

(155) 

oder 

(156) 

Daraus folgt 

(157) 

Somit ist 

(158) 

e' u' +!l... 
3 T 

(?' Ua- u; (? 

1?2 + u~ 

=0 

I? u sds arctg- = arctg....! = - . 
u3 u3 T 

Sds 
u3 = ectg T. 

Entsprechend der hier auftretenden Integrationskonstanten hängen die 
Evoluten 

(159) 

noch von einer Konstanten ab. Der Winkel, unter den man zwei ver
schiedene Evoluten von ! aus sieht, ist unveränderlich. Insbesondere gilt 
für ebene Kurven 
(160) 

Es gibt also eine einzige ebene Evolute (c = 0) einer ebenen Kurve. Die 
übrigen sind Böschungslinien, deren Tangenten gegen die Ebene von (!) 
feste Neigung haben. 

§ 22. Isotrope Kurven. 
Es ist, selbst wenn man nur geometrisch anschauliche Ergebnisse 

herleiten will, doch zweckmäßig, gelegentlich auch imaginäre Kurven 
zu betrachten, also die Funktionen xk (t) als komplexe analytische 
Funktionen der komplexen Veränderlichen t = u + iv mit gemein
samem Existenzgebiet vorauszusetzen. Für diese imaginären Kurven, 
die, wenn wir reelle "Dimensionen" zählen, Träger von zweifach unend
lich vielen Punkten sind, da die Kurvenpunkte von zwei reellen Para
metern u, v abhängen, ist die hier vorgetragene Theorie im großen 
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und ganzen anwendbar; nur treten gewisse Ausnahmefälle auf. So ist 
besonders der Fall möglich, daß die Bogenlänge einer solchen Kurve 
Null ist, ohne daß sich die Kurve auf einen Punkt zusammenzieht. Aus 

(161) 

folgt nämlich jetzt nicht mehr !' = 0. Die durch !' 2 = 0, r/ =I= 0 ge
kennzeichneten imaginären Kurven pflegt man isotrope Kurven zu 
nennen (oder auch "Minimalkurven"). Wir werden später sehen, daß 
diese unanschaulichen imaginären Kurven zur Herleitung einer sehr 
anschaulichen reellen Flächenklasse verwendbar sind, nämlich zur Her
leitung der "Minimalflächen", in die sich ein Seifenhäutchen formt, 
das längs eines geschlossenen (irgendwie gewundenen) Drahtes aus
gespannt ist. 

Aus !' 2 = 0 folgt !' !" = 0, !' !'" = - !" 2 und daher nach dem 
Multiplikationssatz § 2 (20) 

0 0 - !" 2 

(162) (!' !'' !"')2 = 0 !"2 * =- (!''2)3. 

- !''2 * * 
Ebenso gilt allgemeiner identisch für den beliebigen Vektor t1 

(163) 

Daraus folgt, daß (!' !'' !'") oder, was wegen (162) dasselbe ist, !" 2 

nur ·dann identisch verschwinden kann, wenn !' X !'' = 0 ist. Da
durch waren aber nach § 6 die geraden Linien gekennzeichnet. Wir 
wollen im folgenden diese geradlinigen, isotropen Linien, also die iso
tropen Geraden ausschließen (!'' 2 =I= 0). Bei Einführung eines neuen 
Parameters p auf unsrer Kurve ergibt sich 

(164) 

Wollen wir also den neuen Parameter p so wählen, daß 

(165) 

wird, 

(166) 

(!' !'' 1.1)2> = - (!' 1.1)2> 

so brauchen wir nur 

p =IV- ((('tl), dt 
(( tJ), 

zu setzen, wo t1 einen beliebigen konstanten Vektor bedeutet. Dadurch 
ist dieser natürliche Parameter p, der zuerst von E. VESSIOT und dann 
insbesondere von E. STUDY eingeführt worden istl, ähnlich wie früher 
die Bogenlänge durch eine (zweiwertige) Quadratwurzel erklärt. 

1 E. VESSIOT: Comptes Rendus Bd. 140, S. 1381-1384. 1905; E. STUDY: 
Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 10, 
S. 1--49. 1909. In dieser Arbeit werden die imaginären Kurven systematisch 
studiert. 
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Für t = p wird nach (165) 

(167) !'X!"=-!' 
und nach (163) 

. (168) 

Ferner ist nach (167) 

(169) (!'!''!'") =- !'!'"= !''2=- 1. 

Wir wollen zeigen, daß sich die Krümmung des Normalrisses unsrer 
isotropen Kurve auf eine Ebene berechnen läßt, wenn der Einheits
vektor e der Normalen auf diese Ebene gegeben ist. Geht die Ebene 
etwa durch den Ursprung, so gilt für den Normalriß t) eines Kurven
punktes ! 

(170) 1 
t) =! - (q) e, 
t)' == !' - (q') e, 
t)" = !'' - (e !'') e. 

Daraus folgt unter Verwendung der Formeln (161), (168) 

1 
t)'2 = _ (e!')2, 

(171) t)' t)" = - (e !') (e !"), 
1:)"2 = - 1- (q")2. 

Nach (80) in § 10 ergibt sich somit für die Krümmung von (t}) 
1 t)'2 t)"2- (t)' t)")2 1 

(172) !!2 (t)'2)a = - (e !')' 

öder nach willkürlicher Entscheidung über ein Vorzeichen 

(173) (i2 =- 1) 

eine Formel, die eine geometrische Deutung des Vektors !' enthält. 
Z. B. bekommen wir daraus für die Krümmungsradien der Normal
risse auf die Koordinatenebenen 

(174) 
und somit 
(175) (!I + !?2 + ea = 0. 

In Worten: Die Krümmungshalbmesser der Normalrisse einer isotropen 
Kurve auf drei paarweise senkrechte Ebenen in zugehörigen Punkten 
haben bei geeigneter Vorzeichenwahl verschwindende Summel. 

§ 28. Integrallose Darstellung der isotropen Kurven. 
Man kann alle krummen isotropen Linien, also die Lösungen der 

Differentialgleichung !'2 = 0 mittels einer willkürlichen analytischen 

1 W. BLASCHKE: Arch. Math. Phys. Bd. 14, ~· 355. 1909. Aufgabe 256. 
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Funktion und deren Ableitungen darstellen. In der Tat! Für die 
Schmiegeheue einer nicht geradlinigen isotropen Linie ist nach (167) 

(176) (t)- ~. f', ~") =- (t)- ~. ~') = o. 
Der Vektor f', der die Stellung der Ebene festlegt, genügt aber der 
Gleichung ~' 2 = 0. Gehen wir umgekehrt von einer Schar solcher 
"isotroper" Ebenen aus, die nicht parallel laufen, so können wir sie 
mittels eines Parameters t so ansetzen: 

(177) I (1-t2)y1 +i(1+t2)y2 -2ty3 =2if(t) ,, 

wo i 2 = - 1 und f eine analytische Funktion bedeutet. Leitet man 
die Gleichung bei festem t) zweimal nach t ab, so findet man durch 
Auflösung für die umhüllte Linie die gewünschte Darstellung 

(178) 

Es folgt daraus: 

x1 = i (t - t !' - 1 -; 12 !") , 
X2 = (t - t I'+ 1 ~ 12 !"), 
X3 = - i (/'- t f") . 

(179) d x1 _ • I- 12 f"' 
dt--~-2- ' dx2 =1+t2 f'" 

dt 2 ' 
dxa = . tf"' 
d t ~ ' 

also ist wegen !' 2 = 0 die Kurve (178) wirklich isotrop. Man hat nur 
vorauszusetzen, daß f"' nicht identisch verschwindet. Für den "natür
lichen" Parameter p von VESSIOT und STUDY ergibt sich 

(180) p = f ff'(t) dt. 

Auch kann man leicht aus der Parameterdarstellung (178) die Ergeb
msse vom Schluß des vorigen Abschnitts bestätigen. 

§ 24. Aufgaben und Lehrsätze. 
Zunächst eine Aufgabe zu dem in der Einleitung erläuterten Rechnen mit 

Vektoren: 

1. Man weise die Identität nach: 

(axb, cx b, ex f) = (a, b, b) (c, e, f)- (a, b, c) (b, e, f). 

Weiter bringen wir einige Mitteilungen über gewundene Linien. 

2. Die Schmiegebene. In einem Kurvenpunkte t mit l : (! =f 0 und l : T =f 0 
ist die Schmiegebene jene Ebene durch die Tangente in ! , die die Kurve in ! zer
schneidet. 

3. Ein Satz von BELTRAMI. Die Tangentenfläche einer Raumkurve schneidet 
die Schmiegebene in einem Punkte ! der Kurve in einer ebenen Kurve, deren 
Krümmungshalbmesser in ! gleich 4 : 3 des Krümmungshalbmessers der Raum
kurve in ! ist. E. BEL TRAM!: Üpere I, S. 261. 1865. 
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<1. Man weise mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung die Exi
stenz der Schmiegebene auch für den Fall nach, daß für die Funktionen X; (1) 
der Raumkurve nur vorausgesetzt wird, daß sie in einem Intervall a < t < b 
mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sind, und daß in diesem 
Intervall !' X !'' =l= 0 ist. 

o. Rektifizierende Ebene. Die Ebene durch einen Kurvenpunkt senkrecht zu 
~2 pflegt man rektifizierende Ebene zu nennen. Die rektifizierenden Ebenen einer 
Kurve (,;) umhüllen im allgemeinen die Tangentenfläche einer Kurve (f). Man 
findet 

- 1 
" = " - 1' (Ä ~1 + ~3), 

(181) 

~, =- (f, )' (Ä ~1 + ~a) · 

Somit gehen die rektifizierenden Ebenen alle durch einen festen Punkt, wenn 
Ä" = 0 oder 

(182) 

ist (A. ENNEPER). Man kann diesen Sachverhalt durch eine später (§ 69) einzu
führende Ausdrucksweise auch so kennzeichnen, daß man sagt: Die Kurven mit 
}." = 0 sind geodätische Linien auf Kegelflächen. Insbesondere kommen wir für 
a = 0 auf die Böschungslinien zurück. 

6. Die RICCATische Gleichung der Kurventheorie. Die Bestimmung der Kurven, 
die zu gegebenen natürlichen Gleichungen e (s), .,; (s) gehören, hängt von der In
tegration einer einzigen RICCATischen Differentialgleichung ab. (Vgl. etwa 
G. ScHEFFERs: Einführung in die Theorie der Kurven, S. 215. Leipzig: 
Veit u. Co. 1901.) 

7. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Böschungslinien. Das Verschwinden 
der Determinante (,;" ,;'" ,;1Y), wobei die Ableitungen nach der Bogenlänge zu 
nehmen sind, ist für die Böschungslinien kennzeichnend. A. R. FoRSYTH: Diffe
rential Geometry, S. 28. Cambridge 1912. 

8. Böschungslinien eines parabolischen Zylinders. Die Böschungslinien eines 
parabolischen Zylinders, die mit der durch eine Erzeugende gehenden Symmetrie
ebene des Zylinders feste Winkel bilden, haben als Normalriß auf die Symmetrie
ebene gemeine Radlinien, die von einem Umfangspunkt eines auf einer Geraden 
rollenden Kreises beschrieben werden. 

9. über Böschungslinien auf Drehflächen zweiter Ordnung. Betrachten wir 
auf einer Drehfläche zweiter Ordnung eine Böschungslinie, die mit der Drehachse 
einen festen Winkel bildet! Die Kurve ihrer Krümmungsmittelpunkte liegt auf 
einer koaxialen Drehfläche zweiter Ordnung und hat als Normalriß auf eine zur 
Drehachse senkrechte Ebene eine Radlinie, die beim Abrollen zweier - nicht not
wendig reeller - Kreise entsteht. W. BLASCHKE: Monatsh. Math. Phys. Bd. 19, 
S. 201. 1908. 

10. Kurven fester Windung. Jede Kurve mit der festen Windung 1 : T läßt 
sich in der Form darstellen: 

(183) 
t 

,;=-rf~xd~, 
0 

wo ~ = ~ (t) einen Einheitsvektor bedeutet. 

11. Konstruktion des Berührungspunktes. Zwei Punkte l:J, q durchlaufen zwei 
räumliche Kurven \ß und 0 unabhängig voneinander; die Symmetrieebene (1; 
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von l:J und q umhüllt dann im allgemeinen eine Fläche~- Die Ebene in l:J senkrecht 
zu l.ß, die Ebene in q senkrecht zu :1) schneiden sich mit Cl: in der Regel im Be
rührungspunkt von Cl: mit~- Vgl. G. DARBOUX: Surfaces Bd. 1, S. 123-126. 1887. 

12. Ein Satz von HALPHEN über räumliche Kraftfelder. Sind alle Bahnkurven, 
die unter Einwirkung eines unveränderlichen Kraftfeldes bei beliebigen Anfangs
bedingungen zustande kommen, eben, so gehen alle Kräfte des Feldes durch den
selben festen Punkt. G. H. HALPHEN: Comptes Rendus, Paris 1877, S. 939 und 
G. DARBOUX in DESPEYRous: Cours de Mecanique I, S. 433. Paris 1884. 

Es folgen einige Sätze über imaginäre Kurven. 
13. Die Parabel als logarithmische Spirale. Die beiden uneigentlichen Punkte 

einer Ebene, in denen sich alle Kreise der Ebene durchschneiden, werden als "ab
solute Punkte" der Ebene bezeichnet. Eine (notwen'dig imaginäre) Parabel der 
Ebene, die einen der absoluten Punkte enthält, hat die Eigenschaft: alle Geraden 
durch den eigentlichen Punkt der Parabel, dessen Tangente durch den andern 
absoluten Punkt geht, schneiden die Parabel unter demselben Winkel. 

14. Kurven von Sruov. Neben den isotropen Kurven entziehen sich auch noch 
die Linien in isotropen Ebenen der vorgetragenen Kurventheorie. Diese Kurven 
hat zuerst E. SruoY untersucht: Am. Trans. Bd. 10, S. 25--32. 1909. 

15. Zusammenhang zwischen isotropen Kurven und Kurven fester Windung. 
Trägt man auf den Binarmalen einer Kurve der festen Windung Eins die Strecke 
i (i 2 = - 1) ab, so beschreibt ihr Endpunkt eine isotrope Kurve. Die Bogenlänge 
der ursprünglichen Kurve kann gleich dem entsprechenden \Vert des natürlichen 
Parameters p der isotropen Kurve gesetzt werden. E. Sruov: Am. J. Math. 
Bd. 32, S. 264-278. 1910. 

16. Isotrope Kurven als Orte von Krümmungsmittelpunkten. Die Krümmungs
mittelpunkte einer gewundenen Linie auf einem isotropen Kegel liegen auf einer 
isotropen Kurve. Man kann umgekehrt eine krumme isotrope Linie vorschreiben 
und dazu auf einem gegebenen isotropen Kegel eine Linie finden, die die erste 
als Ort der Krümmungsmittelpunkte hat. E. SruoY: Am. J. Bd. 32, S. 257-263. 
1910. 

17. Eine Invariante isotroper Kurven. Unter Verwendung des natürlichen 
Parameters p von § 22 tritt an Stelle der Formeln von FRENET bei isotropen 
Kurven die folgende: 
(184) 

Darin bedeutet F (p) die Differentialinvariante niedrigster Ordnung unsrer Kurve, 
nämlich 

(185) F- ",2 _4/afs_-5/l 
-! - 4/~ • 

wo rechts die Ableitungen der in § 23 verwendeten Funktion f einzusetzen sind. 
Vgl. E. Sruov: Am. Trans. Bd. 10, S. 1-49. 1909. 

Dann einige Ergebnisse über Kurven im großen. 
18. Kurven konstanter Breite. Haben je zwei parallele Tangenten einer Eilinie 

den festen Abstand b, so hat die Eilinie den Umfang :n:b. E. BARBIER: Liouvilles J. 
(2) Bd. 5, S. 273-286. 1860. 

19. Ein Satz von L. BERWALD über Eilinien. Die Mindestzahl der Punkte mit 
fünfpunktig berührender logarithmischer Schmiegspirale auf einer Eilinie ist vier. 
Bei einer Ellipse sind es die Endpunkte der zu den Achsen symmetrischen, kon
jugierten Durchmesser. 
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20. über die Scheitel einer Eilinie. Hat eine Eilinie mit einem Kreise 2 n Punkte 
gemein, so hat sie mindestens 2 n Scheitel. W. BLASCHKE: Kreis und Kugel, S. 161. 
Leipzig 1916. 

21. Die Eilinien mit genau vier Scheiteln haben die kennzeichnende Eigen
schaft, von jedem Kreis in höchstens vier Punkten getroffen zu werden. 

22. Formeln von CROFTON über Eilinien. Es sei(;!; eine Eilinie; (x1 , x2) ein äußerer 
Punkt; L ihr Umfang; t1 , t2 die Längen der Tangentenstrecken von (x1 , x2) aus 
an (l;; e1 , e2 die Krümmungshalbmesser von ~ in den zugehörigen Berührungs
punkten und cx der Winkel der beiden Tangenten. Dann ist 

(186) 2n2 =Jfsin cx dx1 dx2 , L 2 = 2JJsin cx !11 €1 2 dx dx 
t1t2 t1t2 1 2• 

wenn die Integration über das Äußere von ~ erstreckt wird. M. W. CROFTON: 
Phil. Trans. Bd. 158. 1868; H. LEBESGUE: Nouv. Ann. (4) Bd. 12, S. 495. 1912. 

23. Ein Satz von ]ACOBI. Das Hauptnormalenbild einer geschlossenen Kurve 
begrenzt auf der Einheitskugel zwei flächengleiche Teile. C. G. J. JACOBI: \Verke 
Bd. 7, S. 39. 1842. 

24. Über geschlossene Kurven. Eine geschlossene reguläre räumliche Kurve 
ohne mehrfache Punkte habe die Eigenschaft, daß durch jeden ihrer Punkte eine 
Ebene geht, die die Kurve sonst nirgends trifft. Dann hat die Kurve mindestens 
vier Punkte mit stationären Schmiegebenen. (C. CARATH:EODORY). 

25. Über geschlossene Kurven auf der Kugel. Auf einer Kugel liege eine ge
schlossene, durchweg reguläre Kurve ohne mehrfache Punkte, die höchstens zwei 
Schmiegebenen durch den Kugelmittelpunkt schickt. Diese Kurve liegt dann ganz 
auf einer Halbkugel. 

Es sei schließlich noch darauf hingewiesen, daß wir im 3. Kapitel 
in der Theorie der Streifen und ferner im 9. Kapitel, §§ 121, 122 neuer
dings auf die Theorie der Raumkurven unter einem allgemeineren Ge
sichtspunkt zurückkommen werden. 

Biaschke, Differentialgeometrie. I. 3. Auf!. 4 



2. Kapitel. 

Extreme bei Kurven. 
§ 25. Die erste Variation der Bogenlänge. 

Wir wollen jetzt weitere Fragen der Kurventheorie behandeln, in
dem wir die Methoden der Variationsrechnung heranziehen. Diese Me
thoden werden für spätere Entwicklungen(§§ 37 und 69) wichtig werden. 
Es sei ~ (s) eine ebene oder räumliche Kurve. Wir leiten daraus eine 
zweite (!) her durch den Ansatz: 

(I) ~ = ~ + u ~1 + V ~2 + W ~3 = ~ + ~, 
wobei die ~i (s) die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins von (~) 
und u, v, w Funktionen von s bedeuten, die noch einen Parameter e 
enthalten: 

(2) u = e u (s), v = e v (s), w = e w (s), t) = e ij (s). 

Rückt e--+ 0, so rückt die Nachbarkurve (!) gegen (~). Wir wollen die 
Länge der Nachbarkurve 

(3) 

nach Potenzen von e entwickeln. Diese Entwicklung wird die Form 
haben 
(4) s = s + c5s + · · ·, 
wenn mit c5s das in e lineare Glied bezeichnet wird: 

(5) 
s-s c5s = elim--. 

e~O II 

Man nennt c5s die "erste Variation" der Bogenlänge. Dieses c5s soll zu
nächst berechnet werden. 

Zur Abkürzung für Krümmung und Windung von (t) führen wir 
die Bezeichnungen ein 

(6) 
1 1 

"=- (] =·--(!' T' 

wodurch die FRENET-Formeln (§ 9) die Gestalt annehmen 

(7) ~~ = "~2' ~~ = - "~1 + (] ~3' ~~ = - (] ~2. 
Aus (I), (2) und (7) folgt: 

(7a) ~' = eij' = (u'- xv) ~1 + (v' + xu- aw) ~2 + (w' + av) ~3 • 
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Aus (I) folgt nun durch Ableitung nach der Bogenlänge s von (~) 

(8) !'=~I+ t)l. 

Daraus ist das innere Quadrat 

(9) ! 1 2 = !'2 + 2!'t.JI + ... ' 
wobei die weggelassenen Glieder in e von zweiter Ordnung sind. 
Weiter folgt 

(10) dS 1 I I 
-= +~t.J +··· ds 

und durch Integration und Integration nach Teilen mittels (7a) und 
~I=~~= 

s2 s2 

(11) s = s + J ft) 1ds + ··· = s + [u]:;- J "vds + ·· ·. 
s1 s1 

Somit ist endlich 

•• 
(12) ~s = [u]:;- J "vds. 

•t 
Hieraus kann man eine Reihe von Folgerungen ziehen. Da in ~s 

zwar u, v, aber nicht w vorkommt, so sieht man: Die Binarmalen einer 
Raumkurve sind dadurch gekennzeichnet, daß bei beliebiger unendlich 
kleiner V errückung der Kurve in Richtung der Binarmalen die Bogen
länge stationär bleibt. Ferner: haben (~) und (~) die Randpunkte gemein 
[u (s1) = 0, u (s2) = 0], so wird 

s, 

(13) ~s = - J "vds. 
•r 

V= ev sind die unendlich kleinen auf der Hauptnormalen von (!;) ab
getragenen Komponenten von ~- ~ = ~!· Wir ·wollen für v auch ~n 
schreiben, also •• 
(14) ~s =- J "·~n·ds. 

Sr 

Diese Formel werden wir später (6. Kapitel) verwerten. 

§ 26. Variationsprobleme von J. RADON. 

Jetzt soll ermittelt werden, wie sich die Krümmung " beim Über
gang von (~) zur Nachbarkurve m ändert. 

Aus ~ = ~ + eij folgt: 

(15) 
~" = "~2 + e"ij". 

Nach § 10 (80) ist die Krümmung i = 1 : e von (~) 

4* 
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Nach (15) beginnt die Entwicklung von (~T') mit Gliedern in s. Läßt 
man die in e quadratischen Glieder weg, so wird also 

(16) - if' 2 
U=--=72+···. 

1: 
Somit hat man nach (15) 

x = u + s [($2 t)'')- 2u ($1 ~')] + · · ·. 
Es ist also für die Variation 

anzusetzen : 
(17) 

o u = s ·lim x - u 
'""*0 s 

Nach (1), (2), (7a) und der sich mittels (7a) leicht ergebenden Linear
kombination von ij" aus den Grundvektoren erhält man daraus: 

(18) Ou=u2 v-uu'+ dds (v'+uu-aw)-(w'+av)a. 

Es sei nun nach J. RADON ein "Variationsproblem" von folgender 
Art vorgelegt. Man soll zwei gegebene Punkte des Raumes durch eine 
Kurve f miteinander verbinden, längs derer das Integral 

(19) ]= J cp(u)·ds 

einen extremen Wert bekommt. Dabei sei cp eine vorgegebene Funk
tion. Gehen wir dann ~u einer Nachbarkurve (!) mit denselben Rand
punkten über, so muß jedenfalls die "erste Variation" von ], das sind 
wieder die in s linearen Glieder der Reihenentwicklung von J nach 
Potenzen von s, verschwinden. 

Wir wollen der Einfachheit halber die Variation (1) so vornehmen, 
daß u = 0 ist. Wir ·gehen also von den einzelnen Punkten der ur
sprünglichen Kurve zu den entsprechenden Punkten der varüerten 
Kurve immer durch Antragen von solchen Vektoren i) über, die zur 
Kurventangente senkrecht sind. Diese Einschränkung ist offenbar des
halb ganz unwesentlich, weil man, wenigstens wenn die Enden unserer 
Kurve festbleiben, zu jeder variierten Kurve durch eine solche "zur 
Kurve senkrechte" Variation gelangen kann. Wegen (10) haben wir 
jetzt ds = (1- uv) ds. Es wird 

(20) j = J cp (x) ds = J cp (u + ou) · (1- uv) ds + .. ·. 
Also ist 

(21) o] = f cp'ouds- J cpuvds. 

Für Ou setze man aus (18) mit u = 0 den Wert ein und forme den 
Ausdruck durch Integration nach Teilen um unter Beachtung der 

1 Vgl. zu dieser Formel auch die Arbeit von G. HAMEL: Sitzgsber. Berl. Math. 
Ges. Bd. 16, S. 5. 1917. 
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festen Randpunkte. Dabei wollen wir annehmen, daß am Rand nicht 
nur v und w, sondern auch noch v' verschwinden soll. So erhält man 

(22) ö] = J ds [ {<~2-aZ) q/ + d::S1 
-" q;}v + { a dd~~ + :s (aq;')} w J. 

Soll nun (J] bei beliebiger Wahl der Verrückungen v(s), w(s), die nur 
verschwindende Randwerte zu haben brauchen, gleich Null sein, so 
müssen die Bedingungen erfüllt sein: 

d2 I 

("2-a2)q/+ ds'; -"q;=O, 
(25) 

d I d 
a d~ +ds"(aq;')=O. 

Die zweite Differentialgleichung, die für ebene Kurven (a = 0) von 
selbst erfüllt ist, läßt sich integrieren. Es ist 

(26) 

9 drp'+ 1 da_ 0 
.. 0' ds q; ds - ' 

!!!_ + 2 d rpl = 0 
(J rp' ' 

c 
()' = --;-z. 

rp 

Damit ist die Windung der "Extremalen" unseres Variationsproblems 
bestimmt. Als Extremalen bezeichnet man die Kurven, für die ö J = 0 
ist, für die also die Differentialgleichungen (25) gelten. 

§ 27. Bestimmung der Extremalen unserer 
Variationsprobleme. 

RADON hat bemerkt, daß man die gefundenen Differentialgleichungen 

zusammen mit dds q; = f{J1 ~: so schreiben kann: . . 

d I d !p1 

- {"fP - q;) = + ""-ds ds ' 

(27) !!._ ( dql) =-" ("m~- m) + 0'~ ds ds T T ql' 

!__ (___:_) = - ()' . !X_ 
ds rp1 ds • 

Diese drei linearen, homogenen Differentialgleichungen haben wie die 
FRENET-Formeln (§ 16) eine schiefsymmetrische Matrix. Also gilt 

und 

(28) ("q;' _ q;)2 + (~~/y + (;~ y = az. 
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Hier kann man x als unabhängige Veränderliche nehmen und ds: dx 
als Funktion von x berechnen. Somit ist die Differentialgleichung (28) 
durch eine einzige Integration ("Quadratur") lösbar, also auch um
gekehrt x als Funktion von s zu bestimmen. Da nach (26) a (s) bekannt 
ist, so sind damit die natürlichen Gleichungen der Extremalen ermittelt. 

Aber noch mehr: Die Formeln (27) haben nicht nur die schief
symmetrische Gestalt der FRENET-Formeln, sie sind sogar, wenn man 
für x, a wieder l: g, l: r schreibt, mit den FRENET-Formeln identisch. 
Deshalb und wegen {28) kann man das Achsenkreuz so wählen, daß 

(29) 
"q/-t:p 

~13 = --a--, 

wird. Daraus ergibt sich dann 

(30) 

Ferner ist 

(31) 

Nach (30) und (28) kann man dafür auch schreiben: 

(32) 

Aus 

oder 

folgt nach (29) 

~1 X ~2 = ~3 

dx1 d2 x 2 dx2 a2 x1 c " 
~-ds2-- ~-d~2 = ;.(~33 = --;;q;· 

Nach (32) ist daraus 

arctg { (~:2): (d2)] = a cf~(d)~s (.!__)2 } • 

t:p l ds + cp' 

(33) 

Jetzt sind die Ableitungen von x1 (s) und x2 (s) aus den Gleichungen 
(32) und (33) zu ermitteln und daraus diese Funktionen selbst durch 
Integration. 

Damit ist das Ergebnis von RADON. gefunden: 



§ 28. Die Isoperimetrie des Kreises. 

Die Extremalen der Variationsprobleme 

(34) 

sind durch Quadraturen auffindbar. 
Betrachten wir den besonderen Fall 

(35) 

so wird nach (26) 

(36) 
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Das heißt nach § 18: die Extremalen sind Böschungslinien. Umgekehrt 
folgt aus (26), daß das Variationsproblem (35) unter denen von der Ge
stalt (34) im wesentlichen das einzige ist, dessen Extremalen Böschungs
linien sind. 

(37) 

Aus (28) erhält man für x 
1 

X= 2 2 1+16c2. 
4a s +----4a2 

Die Tangenten der Böschungslinien schließen nach § 18 mit einer 
festen Richtung e einen festen Winkel {} ein, und zwar ist nach (36) 
und nach § 18 (132) 

(38) 4c = ctg{}. 

Für Bogenlänge und Krümmung des Normalrisses unserer Böschungs
linie auf eine zu e senkrechte Ebene haben wir nach § 18 (139), (141) 

S = ssin{}, X= xsin2{}. 

Somit ergibt sich für diesen Normalriß die natürliche Gleichung 

- 1 
(39) " = 1 + 16 2 • 

4a2 :S2 + sin2&.--~ 
4a2 

Diese Kurven bezeichnet man als "Kettenlinien". 

§ 28. Die Isoperimetrie des Kreises. 
Unter allen geschlossenen Kurven desselben Umfangs in der Ebene 

soll die ermittelt werden, die den größten Flächeninhalt umschließt. 
Das ist die klassische "isoperimetrische" Aufgabe. Beim Übergang von 
einer geschlossenen zur benachbarten Kurve findet man für die Ände
rung des Umfangs L wegen der Periodizität der Verrückung v nach (12) 

(40) bL= -§xvds. 

Die Änderung des Flächeninhalts ist offenbar der Streifen, der von 
den benachbarten Kurven begrenzt wird. 

(41) bF =- g)vds, 
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vorausgesetzt, daß man über das Vorzeichen von F geeignete Fest
setzungen trifft. Soll nun die geschlossene Kurve, längs der integriert 
wird, unsere Aufgabe lösen, so muß für jede Funktion v (s) mit der 
Periode L, für die öL= 0 ist, von selbst auch öF = 0 sein. Dafür ist 
x = konst. hinreichend. 

Daß diese Bedingung auch notwendig ist, erkennt man etwa so. 
Hätte die Funktion x (s), die wir als stetig annehmen wollen, auf der 
Strecke 0 < s < L an zwei Stellen s1 , s2 zwei verschiedene Werte x1 , x2 , 

so könnte man die Funktion v (s) in der in der Fig. 6 gezeichneten Art 
wählen, so daß 

fvds nahezu =Ö(h1 +h2), 

f xv ds nahezu = ö (h1 x1 + h2 x2) 

wird. Ist also x1 =I= u2 , so kann man h1 , h2 so wählen, daß öL = 0 und 
u öF =I= 0 wird, entgegen der Vor-

t: ,.,.5.... r a >: ausswetzung. d . h al 
A. . .. ~ ! er wegen er mc t an y-

tischen Wahl von v (s) in Fig. 6 
Bedenken hat, kann sich leicht 

8 eine analytische, etwas verwickel
.>-1-----<D-··>- tere Funktion herstellen, die das-

Fig. 6. 
selbe leistet. 

Gibt es also unter "allen" geschlossenen Kurven der Ebene mit 
vorgegebenem Umfang eine mit größtem Flächeninhalt, so muß für 
sie u = konst., d. h. die Kurve muß ein Kreis sein1. Hier bleibt also 
eine Existenzfrage offen. Ferner kann man den isoperimetrischen 
Satz noch in sehr verschiedenem Umfang beweisen, je nach den Vor
aussetzungen, die man über die zur Auswahl zugelassenen Kurven 
macht2• 

§ 29. Beweis von CRONE und FROBENIUS 3 • 

Wenn die Kreislinie wirklich die isoperimetrische Eigenschaft hat, 
so kann man diese Tatsache folgendermaßen fassen. Zwischen Flächen
inhalt F und Umfang L eines Kreises besteht die Beziehung 
(42a) L2- 4nF = 0 

und für jede andere geschlossene ebene Kurve ist 
(42b) L2-4nF > 0. 

1 Es ist nämlich der Krümmungsmittelpunkt in diesem Falle ein fester Punkt: 

!!._ (x1 - !/ x~) = 0, dd (x 8 + !/ x~) = 0 nach § 12 (89). 
ds s 

2 Unter recht allgemeinen Voraussetzungen findet man den Beweis in dem 
Büchlein des Verfassers .,Kreis und Kugel" (Leipzig 1916) geführt. Dort finden 
sich auch Literaturangaben. 

3 CRONE, C.: Nyt Tidskrift f. Math. Bd. 4 XV, S. 73-75. 1904; FROBENIUS, G.: 
Über den gemischten Flächeninhalt zweier Ovale. Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., 
Physik. math. Kl. (1), S. 387-404. Berlin 1915. 
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Für diesen Satz soll hier ein sehr einfacher Beweis vorgetragen 
werden, den man CRONE und FROBENIUS verdankt, bei dem aber zur 
Auswahl nur Eilinien zugelassen werden. 

Es sei ~ eine nach links herum umlaufene Eilinie, ~P die äußere 
Parallelkurve im Abstand p, deren Tangenten also von den gleich
sinnig parallelen Tangenten an ~ den festen Abstand p haben. Offen-

bar ist ~:v wieder eine Eilinie1. Es sei ferner ~* der nach links um
fahrene Einheitskreis; 'Il ein Dreieck von Tangenten an ~, dessen 
Fläche ~ enthält, 'IlP und 'Il* die gleichsinnig parallelen Tangenten
dreiecke an ~P und ~*. Ferner sei t die Länge der Strecke auf einer 
Tangente an ~ gemessen vom Berührungspunkt im positiven Sinn 
der Tangente bis zum Austrittspunkt aus 'l); fv und t* die entsprechen
den Strecken auf den gleichsinnig parallelen Tangenten; rp ihr Winkel 
mit einer festen Richtung; D, D P, D* die Flächeninhalte von 'Il , 'Il P, 'Il * 
und F, FP, F* =n die Flächeninhalte von~' ~P' ~*;endlich r der 
Halbmesser des dem Dreieck 'Il einbeschriebenen Kreises (vgl. die Fig. 7). 

1 Die Beziehungen zwischen der Eilinie (!; und der Parallelkurve (!;" kann man 
sich etwa so deutlich machen. Es sei in der Bezeichnung von§ 12 (88a) 

x1 sin Ä- x 2 cos Ä = h (Ä) 

die Gleichung der Tangente an (!: mit der Richtung Ä. Dann findet man für den 

Krümmungshalbmesser e von (!: 

e = h (Ä) + h" (Ä) , 

so daß sich die Konvexität von (); dadurch ausdrückt, daß h (J.) die Periode 2 :n 
hat und h + h" > 0 ist. Dann gilt aber für eine Parallelkurve ();" 

e" = p + h + h", 

und somit folgt aus (! > 0, p > 0 auch e" = p + (! > 0. Darin ist wegen der 
Periodizität von p + h (Ä) die Konvexität von (!:" enthalten. 
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Dann ist 
t'P (tp) = t (tp) + pt* (tp)' 

+n 
F'P=Df!-~ft~dtp, 

-:r: 

+:r 

(43) F fl = (p + r)2 D* - ~ f (t + p t*)2 d rp . 

Andrerseits gilt für den Flächeninhalt der Parallelkurve 

(44) Ff! =F + PL + P2 F*, 

wo L den Umfang von ij; bedeutet. Das kann man etwa so einsehen. 
Setzt man auf jedes Bogenelement d s von ij; ein unendlich schmales 
Trapez auf, von dem zwei Seiten in die Normalen an ij; fallen und die 
Länge p haben, so hat dieses die Fläche 

P(ds + iPdrp) 
und daher ist wirklich 

FP -F = ~p(ds + iPdrp) = PL + P2 n. 

Da das in p quadratische Polynom F fl für p = 0 positiv und für 
p + r = 0 nach (43) < 0 ist, so sind die Wurzeln der Gleichung F fl = 0 
in p sicher reell, also ist nach (44) 

(45) L2-4nF~ 0, 

was zu beweisen war. 
Es blei,bt nur noch der Einzigkeitsbeweis zu führen, das heißt zu 

zeigen, daß in (45) das Gleichheitszeichen nur für den Kreis gilt. 
Soll für das quadratische Polynom F 'P die "Diskriminante" 

L 2 - 4nF = 0 sein, so darf F'P sein Vorzeichen nicht wechseln. Da 
F 'P für p = 0 positiv ist, darf F Z> für p = - r nicht < 0 sein. Somit 
muß in (43) für p = - r das Integral verschwinden, also t: t* = r 
= konst. sein. Ändert man eine Seite des Dreiecks ~ ab, so bleibt 
für gewisse Richtungen (nämlich für solche Tangenten, deren End
punkte auf einer anderen Dreieckseite liegen) das Verhältnis t: t* und 
damit r ungeändert. Somit haben alle unserer Eilinie ij; umschriebenen 
Dreiecke denselben Inkreishalbmesser. Daraus folgt aber sofort, daß ij; 
ein Kreis ist. Hält man nämlich zwei Tangenten fest, so bleibt der 
Inkreis fest, die dritte umhüllt also diesen Kreis. 

Der Beweis in der vorgetragenen Form ist dann ohne weiteres 
richtig, wenn die zur Auswahl zugelassenen Eilinien ij; keine Ecken 
und keine geradlinigen Strecken enthalten. Er läßt sich aber auch leicht 
auf beliebige Eilinien ausdehnen 1. 

1 Eine ähnliche Beweisführung bei H. LIEBMANN: Math. z. Bd. 4, S. 288-294. 
1919. 
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§ 30. Ein Beweis von A. HURWITZ. 

Wir werden später den isoperimetrischen Satz unter ziemlich all
gemeinen Voraussetzungen über die zulässigen Vergleichskurven an
zuwenden haben. Wir wollen deshalb hier noch einen zweiten rech
nerischen Beweis andeuten, der sich einiger Sätze über trigonometrische 
Reihen bedient, und der die erstrebte Allgemeingültigkeit hat. Es sei 

eine stetige geschlossene Kurve, von der wir nur noch anzunehmen 
brauchen, daß sie eine Bogenlänge s besitzt, d. h. daß sie "streckbar" 
oder "rektifizierbar" ist. Wir führen an Stelle von s den proportio
nalen Parameter u ein durch die Formel 

2n 
U=y S 

und entwickeln x1 und x2 in trigonometrische Reihen nach u: 

(46) 

"" 
x1 = ~ a0 + L)(akcos ku + aksin ku), 

1 

"" 
X2 = ~ b0 + 2 (bk cos k u + bi sink u). 

1 

Wenn die Kurve streckbar ist, sind nach H. LEBESGUE die Funktionen 
x1 (s), x2 (s) im wesentlichen differenzierbar und die FouRIER-Reihen 
der Ableitungen lauten: 

(47) 

dx "" 
-d 1 '"" L)k (akcos ku- aksin ku), 

u 1 

dx "" 
-d 2 '"" L)k(bk cos ku- bksin ku). 

u 1 

Während die Reihen (46) wegen der Voraussetzungen über unsere 
Kurve stets konvergieren und die Funktionen darstellen, braucht das
selbe für die Reihen (47) nicht mehr zuzutreffen. 

Nun ist 

Daraus folgt für die Differentiation nach dem Parameter u 

und somit 
+n 

(48) f{(~:~r+ (~:2Y}du = 2n (:.J. 
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Ist nun 
IX "' I (u)"' 2° + _}J(a.k cos k u + a./, sink u) 

1 

die FouRIER-Reihe einer Funktion, deren Quadrat U (u)] 2 im Sinne 
von LEBESGUE integrierbar ist, so gilt die "Vollständigkeitsbeziehung" 
für das FouRIER-Orthogonalsystem 

(49) 

Ein wenig allgemeiner: Aus 

folgt 

f(u)"' ~ a.0 + i(a.k cos k 2t + IX~ sink u), 
1 

"' g (u) "'! ßo + _}J(ßkcos ku + ß/, sin ku) 
1 

+.n: 

(50) ~ J I (u) g (u) du= i a.0 ßo + ·..f(a.k ßk + IX~ ß/,). 
-.n: 

Somit ergibt sich aus (48), wenn man die Reihenentwicklungen (47) 
einsetzt, nach (49) 

(51) 

Erklärt man anderseits den Flächeninhalt unserer Kurve durch das 
Randintegral 

(52) 
-:;r; 

so erhält man durch Einsetzen der Reihen (46), (47) wegen (50) 

"' (53) n _}J k (ak b/, - a/, bk) = F. 
1 

Aus den gefundenen Formeln (51), (53) folgt aber 

L2 "' 
-2 - 2F = n .J;{ (kak- b/.)2 + (kai + bk)2 + (k2 -I) (bl + b/. 2)}. 

:n; 1 

Darin ist aber offenbar die isoperimetrische Ungleichheit 

L2-4nF>o 

enthalten. Man erkennt, daß das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn 

ai + b1 = 0, a1 - bi = 0, 

ak = a/. = bk = b/. = 0; 
k=2, 3, 0 0. 
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Dann haben die Entwicklungen (46) die Form 

x1 = ~ a0 + a1 cos u + a~ sin u, 
x2 = ~ b0 - a~ cos u + a1 sin u 

und stellen einen Kreis dar. Damit ist ganz allgemein gezeigt: 

61 

Bei allen geschlossenen, streckbaren ebenen Kurven gilt zwischen Um
fang L und dem durch (52) erklärten Flächeninhalt F die Beziehung 
L 2 - 4 nF > 0. Es ist nur dann L 2 - 4 nF = 0, wenn die Kurve ein 
Kreis ist. 

Der vorgetragene Beweis ~tammt von A. HURWITZ aus dem Jahre 
19021. Wegen der benutzten Hilfsmittel aus der Theorie der trigono
metrischen Reihen vergleiche man ein neueres Lehrbuch über diesen 
Gegenstand2• 

§ 31. Sätze über Raumkurven fester Krümmung3• 

Wir wollen den folgenden Satz beweisen: 
Satz Ia: Ein ebener Kurvenbogen bilde mit seiner Sehne die Begren

zung eines konvexen Bereiches. Dann wird bei jeder Verwindung, d. h. 
bei jeder Transformation der Kurve unter Erhaltung der Bogenlängen und 
Krümmungen die Sehne länger. Mit anderen Worten: Bezeichnet l die 
Länge der ebenen Kurve, d die Länge ihrer Sehne und 1: (! (s) die 
Krümmung als Funktion der vom Anfangspunkt gemessenen Bogen
länge und bezeichnen l, d und 1: e (s) die entsprechenden Größen für 
die transformierte Raumkurve, so folgt aus 

(53) 

die Gültigkeit der Ungleichung: 

(54) 

I I 
e(s) = (!(s) 

Wir wollen gleich einen etwas allgemeineren Satz lb beweisen, der 
den soeben ausgesprochenen als Spezialfall enthält. Wir zeigen nämlich, 
daß schon aus den Annahmen 

(55) l = l, _I_< _I_ 
e(s) = e(s) 

die Ungleichung (54) folgt. 
Um die Aufmerksamkeit nicht abzulenken, setzen wir zunächst vor-

aus, daß die Krümmung stetig und d > 0 sei. 

1 A. HURWITZ: Quelques applications goometriques des series de Fourier. 
Ann. de l'ecole normale (3), Bd. I9, S. 357-408, bes. S. 392-394. I902. 

2 Etwa CH.-J. DE LA VALLEE-PoussiN: Cours d' Analyse, tome II, S. I65. Paris 
I926/28. 

3 Der Beweis der Sätze dieses Abschnitts ist der Arbeit von ERHARD ScHMIDT, 
Sitzgsber. Ak. Berl. I925, S. 485ff. entnommen. 
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Es mögen der Punkt ! , die ebene Kurve C und der Punkt ! die 
Raumkurve C - gleichzeitig von den Anfangspunkten ausgehend- mit 
der Geschwindigkeit 1 durchlaufen. Dann durchlaufen die Richtungs-

punkte ~ und ~ ihrer Geschwindigkeiten auf der Einheitskugel ihre 
Bahnen mit den Geschwindigkeiten 1 : e (s) und 1: e (s). 

Wegen (55) ist mithin, wenn i und i' zwei beliebige Lagen der von~ 
beschriebenen Bahn bezeichnen und ~ und f die entsprechenden Punkte 
der von ~ beschriebenen Bahn sind, 
(56) Bogenlänge { ~, f} <Bogenlänge {t f}. 

Es möge nun [g g'] den zwischen 0 und :n: liegenden Winkel zwischen 
den Richtungen bezeichnen, die den Punkten g und g' entsprechen; 
in gleicher Weise erkläre man [~ f]. 

- -
Da C eben und konvex ist, läuft ~ auf einem größten Kreise in einem 

Sinne. Wenn also 
(57) 
ist, so ist 
(58) 

Bogenlänge 

Bogenlänge 

{U'} ~ :n: 

af}=[H'J. 
Wegen der geodätischen Eigenschaft der Großkreisbogen folgt ferner 

(59) [~~']<Bogenlänge{~ t}. 
Aus (56), (57), (58), (59) folgt also, daß unter der Voraussetzung (55) 

(60) o < [~ eJ < [~ fJ < :n: 
gilt. 

Es bezeichne nun !' denjenigen Punkt der ebenen Kurve C, in 
welchem die Tangente der Sehne parallel ist. Der Durchlaufungssinn 
der Tangente in !' stimmt dann mit der Richtung der vom Anfangs
punkt zum Endpunkt gerichteten Sehne überein. Die dem Punkte !' 
auf der Raumkurve C und den Bahnen der Punkte g und~ entsprechen
den Punkte seien!', g' und~'. Wegen der Voraussetzung der Konvexität 

des von der ebenen Kurve C und ihrer Sehne begrenzten Bereiches ist 
bei dieser Wahl von !' für alle Punkte g die Voraussetzung (57) ge
sichert. Mithin gilt die Ungleichung (60). 

Nun ist d gleich der Projektion von C auf die g' entsprechende Rich
tung. Es ist also bei Berücksichtigung von (55)1 : 

I 

(61) d=fcos[gf]ds. 
0 

Ferner ist die Projektion von d auf die ~' entsprechende Richtung 
gleich der Projektion von C auf diese Richtung. Da d nicht kleiner sein 
kann als eine Projektion von d, so ist mithin: 

l 

(62) d > J cos [~ tJ ds. 
0 

Aus (60), (61), (62) folgt die zu beweisende Behauptung. 
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Ist d = 0, d. h. fallen Anfangs- und Endpunkt des einen konvexen 
Bereich begrenzenden ebenen Kurvenbogens C - etwa im Punkte 
ä- zusammen, so wähle man als Punkt t' einen Punkt des Bogens, in 
welchem die Tangente einer Stützgeraden in a parallel wird; im übrigen 
verläuft der Beweis unverändert. 

Besteht die Kurve C etwa aus einer endlichen Anzahl von stetig 
gekrümmten Kurvenstücken, die miteinander Ecken bilden dürfen, so 
darf die Kurve C an den diesen Ecken entsprechenden Punkten eben
falls Ecken aufweisen; doch darf der absolute Betrag des Richtungs
sprunges in den Ecken von C denjenigen des Richtungssprunges in den 
entsprechenden Ecken von C nicht überschreiten. Den Ecken ent
sprechen dann in den Bahnen von ; und ~Lücken. Diese fülle man durch 
Großkreisbogen < n aus. Sind dann e und e zwei einander entsprechende 
Ecken von C und C, so ist der e entsprechende Großkreisbogen jeden
falls nicht kürzer als der e entsprechende. Man ordne die Bogen punkt
weise einander so zu, daß, wenn der eine mit konstanter Geschwindig
keit durchlaufen wird, das auch für den anderen gilt. Nunmehr durch
laufen wieder~ und; stetige Kurven dergestalt, daß die Ungleichung (56) 
bestehen bleibt. Wählt man nun als ~· den Richtungspunkt derjenigen 
Tangente oder Stützgeraden von C, die mit der vorn Anfangspunkt 
zum Endpunkt führenden Sehne d gleichgerichtet ist, so fällt ~· ge
wiß auf die ergänzte Bahn von ~, und der Beweis verläuft wie oben. 

Aus dem Beweise ergibt sich endlich unmittelbar, daß das Gleich
heitszeichen nur gilt, wenn C und C kongruent sind. 

Aus unserem somit bewiesenen allgemeinen Satz I b können wir 
unmittelbar den folgenden Satz Ila gewinnen. 

Satz II a: Jeder von einem Kreisbogen verschiedene Raumkurvenbogen 
mit der konstanten Krümmung l : R, welcher zwei Punkte von der Ent
fernung d < 2 R verbindet, ist entweder länger als der längere oder kürzer 
als der kürzere der beiden Kreisbogen, welche im Kreise vom Radius R 
zur Sehne d gehören. 

Wir können voraussetzen, daß die Länge l des Raumkurvenbogens 
< 2 nR ist, da sonst die Aussage des Satzes IIa von vornherein er
füllt ist. Vergleicht man nun die Raumkurve mit einem Bogen von 
gleicher Länge auf dem Kreise mit dem Radius R, so sind die Voraus-
setzungen unseres Satzes Ib erfüllt. Die Sehne dieses Kreisbogens d 
ist also < d, der Bogen mithin entweder größer als der größere oder 
kleiner als der kleinere der beiden zur Sehne d gehörigen Kreisbogen. 

Man kann den Satz Ila auch leicht mit der Erweiterung Ilb ab
leiten, daß die Voraussetzung der konstanten Krümmung durch die 
Voraussetzung einer l: R nirgends überschreitenden Krümmung er
setzt wird. 
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Weiter beweisen wir den Satz III: 

Eine geschlossene Raumkurve mit höchstens einer Ecke und einer die 
Schranke 1 : R nirgends überschreitenden Krümmung hat mindestens den 
Umfang 2nR. 

Wählt man nämlich im Falle des Vorhandenseins eines Eckpunktes 
diesen, sonst einen beliebigen Punkt als Anfangs- und Endpunkt des 
Raumkurvenbogens, so ist d = 0. Wäre nun die Länge des geschlosse
nen Raumkurvenbogens < 2 n R, so wären beim Vergleich mit dem 
Bogen von gleicher Länge auf dem Kreise mit dem Radius R die Vor
aussetzungen des Satzes Ib erfüllt, während sich im Widerspruch zur 

Aussage des Satzes d < d ergäbe. Aber auch gleich 2 nR kann die 
Länge der geschlossenen Raumkurve nur dann sein, wenn die Kurve 
ein Kreis mit dem Radius Rist. Denn der Satz Ib bleibt auch gültig, 

wenn d = 0, d. h. wenn Anfangs- und Endpunkt des ebenen Kurven
bogens zusammenfallen. 

Die Sätze IIa und III sind von H. A. SCHWARZ in den achtziger 
Jahren gefunden worden1, den Satz Ia hat A. ScHUR 19212 bewiesen. 
Der Satz I b sowie der hier gegebene Beweis wurde 1925 von ERHARD 
ScHMIDT 3 angegeben, desgleichen der Satz Ilb. 

§ 32. Bemerkungen und Aufgaben. 
l. Man leite die der Formel (17) für die Variation der Krümmung entsprechende 

Formel für die Variation der Torsion 

(63) 

ab. G. HAMEL: Sitzgsber. Ak. Berl. 1925, S. 5. 
2. Die "Gesamtkrümmung" 

(64) 
l 

J" ds 
0 

einer geschlossenen Raumkurve ist ::2 2 n. Das Gleichheitszeichen steht nur für 
ebene konvexe Kurven. W. FENCHEL: Diss. Math. Ann. 101 (1929), S. 238-252. 

3. Über die Notwendigkeit von Existenzbeweisen in der Variationsrechnung. 
R. v. MrsEs hat die Aufgabe gestellt: Zwei gerichtete Linienelemente in der Ebene 
sollen durch eine immer im gleichen Sinn gekrümmte gerichtete Kurve der Ebene 
so verbunden werden, daß die größte Krümmung der Kurve möglichst klein wird. 
Man zeige, daß die Aufgabe keine Lösung hat. Dagegen wird die Aufgabe lösbar, 
wenn man die Gesamtkrümmung oder die Gesamtlänge der zulässigen Kurven 
einschränkt. W. BLASCHKE: Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver
einigung Bd. 27, S. 234--236. 1918; R. v. MrsEs: Ebenda Bd. 28, S. 92-102. 
1919. vVegen der Existenzfragen vgl. man im folgenden §§ 101, 115. 

1 Die Kenntnis der ScHWARzsehen Sätze verdankt der Verfasser einer Mit
teilung von C. CARATHEODORY. 

2 Math. Ann. Bd. 83, S. 143-148. 1921. 
a Vgl. das Zitat zu Beginn dieses Abschnitts. 
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4. Variationsproblem von CH. E. DELAUNAY. Die in den letzten Paragraphen 
behandelten Gegenstände hängen mit folgendem Variationsproblem zusammen: 

Zwei Punkte a und b sollen durch eine Kurve (!;) der festen Krümmung Eins 
verbunden werden, deren Richtung in a und b durch die Einheitsvektoren cx und ß 
gegeben sei, und deren Bogenlänge ein Extrem ist. 

Wir bekommen für den Vektor ~ = dr_: ds folgende Bedingungen: 

~2 c= 1, 

ß 
(65) J ~ t ~'2 dt = J ~ ds = [r_ (s)] = & ~ a, 

(/. 

ß 
J l ~'2dt = J ds =Extrem. 
cx 

Die Extremalen dieser Variationsaufgabe lassen sich, wie K. \VEIERSTRASZ 1884 
gezeigt hat, mittels elliptischer Funktionen aufstellen. K. \VEIERSTRAsz: Über 
eine die Raumkurven konstanter Krümmung betreffende von DELAUNAY her
rührende Aufgabe der Variationsrechnung. Werke III, S. 183-217. Dort findet 
man auch die Vorgeschichte des Variationsproblemes angegeben. 

5. Über Kurven mit fester Krümmung. Man zeige, daß alle Kurven der Krüm
mung Eins, die vom Punkt 
a mit der Richtung cx aus-
gehen und deren Länge ;;:;; n 
ist, einen Körper erfüllen, 
der durch Umdrehung des 
in der Fig. 8 schraffierten 
Flächenstücks um seine 
Symmetrieachse beschrie
ben wird. Das Flächenstück 
ist durch zwei Halbkreis
bogen mit dem Halbmesser 
Eins und durch zwei Bogen 
von Evolventen dieser Halb
kreise begrenzt. 

Bei der Besprechung der 
geodätischen Krümmung 
einer auf einer Fläche ge-

1 

a. 
Fig. 8. 

zogenen Kurve werden wir auf die im § 31 behandelten Fragen zurückkommen 
(vgl. § 39). 

6. Variation von Kurven mit fester Windung. Von den Punkten einer Kurve 
mit fester Windung werden in den Schmiegebenen feste unendlich kleine Strecken 
derart abgetragen, daß die Änderung der Bogenlänge zwischen irgend zwei Punkten 
verschwindet. Dann hat auch die variierte Kurve feste Windung. Vgl. L. BI AN CHI: 
Memorie della societa italiana delle scienze (3), Bd. 18, S. 7-10. 1913. 

7. Die Isoperimetrie auf der Kugel nach F. BERNSTEIN. Es sei Cl: eine Eilinie 
auf einer Einheitskugel St, eine geschlossene Kurve also, die von jedem Großkreis 
von Sl' in höchstens zwei Punkten geschnitten wird. Es sei F der Flächeninhalt 
des "Inneren" von \!, d. h. des kleineren der von Cf begrenzten zwei Oberflächen
teile von Sl', und L der Umfang von Cl:. Dann drückt sich die isoperimetrische 
Eigenschaft des Kreises in der sphärischen Geometrie so aus: Es ist für jede 
Eilinie Cf 
(66) (2n ~ F) 2 + L 2 ~ (2n) 2 

und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn Cl: ein Kreis ist. Zum Beweis 
betrachte man die äußere Parallelkurve Cf, im sphärischen Abstand e von Cl:, die 

B!aschke, Dif:ercntialgeometrie I. 3. Auf!. 5 
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n 
für 0 ~ e < 2 keinen Doppelpunkt hat. Man findet für ihren Inhalt F, und ihre 

Länge L, 

(67) 

(2 n - F ,) = (2 n - F) cos e - L sin e, 

L, = (2 n - F) sin e + L cos e; 

(2 n- F) 2 + L2 = (2 n- F,)2 + L,2. 

Somit genügt es, zu zeigen, daß für F, = 2 n die Beziehung L, ~ 2 n besteht. 
Dazu braucht man nur nachzuweisen, daß jede geschlossene und doppelpunktfreie 
sphärische Kurve, die die Kugelfläche hälftet, mindest~ns zwei Gegenpunkte ent
hält. F. BERNSTEIN: Math. Ann. Bd. 60, S. 117-136. 1905. 

8. Variation isotroper Kurven. Ist ~ (p) eine auf ihren natürlichen Parameter 
bezogene isotrope Kurve (§ 22), so kann man jede benachbarte, ebenfalls isotrope 
Kurve in der Form darstellen~+ ÖJ;, wobei 

(68) Ö~ = g (P) ~'- h'(p) ~~~ + h (p) ~"' 

ist und g und h zwei unendlich kleine Funktionen (g = eg, h =eh, e-->- 0) be
deuten. Man findet dann bei festgehaltenen Endelementen für die erste Variation 
von p den einfachen Ausdruck 

l fdF (69) öp = -4- dP h-dp, 

wo F in § 24 (185) erklärt wurde. Die Extremalen von öp = 0 sind also die iso
tropen Schrauben F = konst. 



3. Kapitel. 

Flächenstreifen. 
§ 33. Das begleitende Dreibein eines Streifens. 

Die aus einem Punkte !: und einer hindurchgehenden Ebene e be
stehende geometrische Figur wollen wir als ein Flächenelement be
zeichnen. Für die Anschauung ist es zweckmäßig, sich bei einem Flächen
element von der Ebene e immer nur ein kleines Stück in der Umgebung 
des Punktes !: vorzustellen. Zu der Ebene e gehören zwei entgegen
gesetzt gerichtete, zu ihr senkrechte Einheitsvektoren, die Einheits
vektoren der Normalen des Flächenelements. Zeichnen wir einen der 
beiden Vektoren aus, so wird dadurch eine positive Seite des Flächen
elements festgelegt, nämlich die Seite, nach welcher der Vektor hin
zeigt. Das Flächenelement wird, wie wir sagen wollen, gerichtet. Durch 
Angabe des Punktes !: und des Normalenvektors ~ in ihm ist dann 
das gerichtete Flächenelement eindeutig festgelegt. Zu jedem regu
lären Punkt einer Fläche gehört ein Flächenelement, das durch den 
Flächenpunkt und die durchihnhindurchgehende Tangentenebene (§41) 
der Fläche gebildet wird. Als Tangentenebene eines Flächenpunktes be
zeichnen wir dabei die Ebene, die durch alle Tangenten an die von ihm 
auslaufenden Flächenkurven aufgespannt wird. Geben wir allgemein f 
und ~ als Funktionen eines Parameters t, so erhalten wir eine Schar 
von Flächenelementen. Diese werden sich aber im allgemeinen nicht 
glatt aneinanderschließen, wie die Flächenelemente eines Flächen
streifens, die durch die Punkte einer auf einer Fläche gezogenen Kurve 
und die zugehörigen Tangentenebenen gebildet werden. Im allgemeinen, 
z. B. bei der Schar der auf einer festen Geraden senkrecht aufsitzenden 
Flächenelemente, werden sie sich nicht glatt aneinanderreihen. Sollen 
sich die Flächenelemente {!; (t), ~ (t)} zu einem Streifen zusammen
schließen, so muß die Ebene des Flächenelements immer durch die 
Tangente der Kurve !: (t) hindurchgehen, d. h. es muß der Tangenten
vektor!:' der Kurve auf dem Vektor~ senkrecht stehen: 

(l) 

Wir werden uns in diesem Kapitel mit der Theorie der Flächen
streifen oder, wie wir kürzer sagen wollen, "Streifen" beschäftigen, 
die uns vorbereiten soll auf die Fragen der allgemeinen Lehre von den 
Flächen, die wir im 4. Kapitel zu entwickeln beginnen werden. Wir 
werden unsere Betrachtungen wieder aufs Reelle beschränken. 

5* 
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Wählen wir jetzt noch als Parameter t = s des Streifens {t (s),; (s)} 
die Bogenlänge seiner Kurvq (s), so gilt nach § 5 (13) außer der eben an
geführten Beziehung (1) noch 

(2) !' 2 = !' !' = 1 

identisch in s.1 Dabei schließen wir den Fall(!'!')= 0 oder nach § 5 (13) 
!' = 0 aus, in dem wir es mit Flächenelementen durch einen festen Punkt 
zu tun haben. Wir führen jetzt zu t' und ; noch den dritten Einheits
vektor 
(3) 1J =;X'{ 

ein, der in t zur Kurventangente !' senkrecht ist und in dem Flächen
element des Streifens enthalten ist. Nach (3) gilt dann für !', ; , 1J die 
folgende Tabelle skalarer Produkte: 

(4) 

Nach (3) gilt dann noch 

!'2 = ;2 = 1}2 = 1' 

!' ; = ; 1J = 1J t' = 0. 

(5) 1} X $ = t', t' X 1J = $ · 
Ferner gilt nach (3), (4) 
(6) ('{ 1J ;) = 1. 

Wir wollen jetzt für die Vektoren des unseren Streifen begleitenden 
Dreibeins die Ableitungsgleichungen aufstellen, indem wir die Ab
leitungen -{', ~' und r/ unserer Vektoren aus diesen selbst linear kom
binieren. Wir gelangen dann zu Formeln, die den FRENETschen Formeln 
der Kurventheorie (§ 9) ganz entsprechen. 

Wir erhalten Ableitungsgleichungen der folgenden Gestalt: 

t' = * + c 1] - b ; ' 

1]' =- c t * + a;, 
* ' 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(8) 1]$' =- a, t';' = + b, 1J t" = + c. 

In der Tat: Wenn wir etwa n' linear kombiniert denken: 

(9) 

und bedenken, daß aus (8) und (4) folgt: 

(10) 1J n' = 0' t' n' = - 1J t'' = - c' ; n' = - ;' 1J = + a' 

so erhalten wir durch skalare Multiplikation von (9) mit 1J, daß y = 0 
sein muß, ebenso führt die Multiplikation mit t' und ; nach (10) auf 

1 Diese Beschränkung in der Freiheit der Panimeterwahl ist völlig un
wesentlich. Vgl. im folgenden § 40, 9. 
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CJ.. = - c und ß = + a, womit die zweite der Gleichungen (7) be
wiesen ist. Entsprechend leitet man die andern beiden Gleichungen ab. 
Ähnlich wie die in den FRENETschen Formeln § 9 (72) auftretenden 
Koeffizienten l : (!, l : r erweisen sich hier die Größen a, b und c als In
varianten unseres Streifens. 

Dabei handelt es sich immer um den mit einer positiven Flächen
seite versehenen gerichteten Streifen. a ist genau genommen nur bis 
auf ein Vorzeichen eine Invariante, da der Parameter s nur bis auf ein 
Vorzeichen festgelegt ist und a nach (8) im Gegensatz zu b und c bei 
der Substitution s = - s* sein Vorzeichen wechselt. Auch a läßt sich 
aber als absolute Invariante auffassen, wenn ein Durchlaufssinn für 
die positiv zu zählende Bogenlänge auf der Kurve des Streifens fest
gelegt wird. a und b hängen in den Funktionen{~ (t),; (t)} des auf einen 
beliebigen Parameter bezogenen Streifens von Ableitungen erster Ord
nung ab, c aber von solchen zweiter Ordnung. 

Entsprechend dem Beweis des § 16 kann man auch hier zeigen, daß 
durch Angabe der Funktionen a (s), b (s) und c (s) ein Streifen bis auf 
Bewegungen eindeutig bestimmt ist. (Vgl. Aufg. 1 des § 40.) 

§ 34. Geometrische Deutung der Invarianten eines 
Flächenstreifens. 

Nach § 7 (33) und Formel (7) 1 dieses Abschnitts gilt für die Krüm
mung unserer Streifenkurve 

(11) 

Die Hauptnormale der Streifenkurve ist ferner nach § 7 (35) durch den 
Vektor 

{12) 

gegeben. Berechnen wir uns noch den Binarmalenvektor ; 3 = !' X ; 2 

der Streifenkurve, so haben wir insgesamt für das im § 7 eingeführte 
begleitende Dreibein der Kurve ! (s): 

(13) ;1 = !'' 

Aus (12) erhalten wir für die Winkel cp1 und tp2 des Hauptnormalen
vektors mit ; und rJ: 

(14) 

Nach 

(15) 

-b 
COS tp1 = __ - =, 

t b2 + c2 

( 11) gilt dann 

1 
0- COS tp1 = - b, 

1 
1.! COSifJ2 = C. 



70 Flächenstreifen. 

Daraus entnimmt man: c und b sind die Krümmungen der Kurven, die 
durch senkrechte Projektion der Streifenkurve auf die Tangentenebene 
bzw. auf die Normalebene des Streifens entstehen, wobei wir als die Normal
ebene die durch r' und~ im Kurvenpunkt aufgespannte Ebene bezeich
nen. Man nennt J.aher auch c die Tangentenkrümmung und b die N or
malkrümmung des Streifens. Für c werden wir im § 37 auch noch die 
zweite Bezeichnung geodätische Krümmung verwenden. 

Wir geben noch eine weitere geometrische Deutung von b und c. 
Nach § I3 gelten für Mittelpunkt t} und Radius a der allgemeinsten 
Kugel, die durch den Krümmungskreis der Kurve ! (s) hindurch geht, 
die Gleichungen § I3 (90). Um Verwechslungen zu vermeiden, schreiben 
wir hier für den Radius R1 statt a. Wählen wir nun unter diesen Kugeln 
diejenige aus, die das Flächenelement (!, ~) unseres Streifens berührt, 
so muß ! - t} = R1~ gelten. Die Gleichungen § I3 (90a) und (90b) 
sind dann identisch erfüllt, (90c) liefert aber nach (I3) die Bedingung 
b =I: R1. Nehmen wir aber unter den Kugeln§ I3 (90) durch den Krüm
mungskreis unsrer Kurve diejenige, die im Punkt! zum Streifen senk
recht steht, so müssen wir ! - t} = R 2 17 setzen, wo jetzt R 2 der Radius 
der neuen Kugel ist. Aus (90c) ergibt sich dann c = - I: R 2• Wir haben 
also: b und c sind die reziproken Werte der Radien der beiden Kugeln, 
die durch den Krümmungskreis der Streifenkurve hindurchgehen und von 
denen die erste das Flächenelement des Streifens berührt, die zweite aber 
zu diesem senkrecht ist. Die erste Kugel nennen wir auch die Tangenten
kugel und die zweite die Normalkugel des Streifens. 

Wir wollen uns jetzt weiter auf der Normaien unseres Streifens den 
sogenannten Kehlpunkt bestimmen, in dem sie von der Nachbarnormalen 
den kürzesten Abstand besitzt. Die Normale unseres Streifens können 
wir mittels eines Parameters .A. in Punktkoordinaten a in der Form 

(I6) 

darstellen, die Nachbarnormale b (p,) mittels eines anderen Parameters p, 
in der Form 

(I7) b(p,) =! + !'ds + p,(~ + ~'ds) =!+(I+ bp,)ds·!' 

+ p,~- ap,dS·rJ· 

Die Entfernung l (A., p,) zweier Punkte a (A.) und b (p,) ist nun durch 

(I8) 12 = ta- f>)2 = (.A.- p,)2 +(I+ b p,)2ds2 + a2 p,2ds2 

gegeben. 
Ein Minimum tritt ein für 

iJII 
iJ). = 2(A.- ll) = 0, 

(I9) 
iJll 
-8 =- 2(A.- p,) + 2(I + bp,) bds2 + 2a2 p,ds2 = 0. 

I' 
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(19) ergibt für A. und f.l die Lösung 

(20) 

Der gesuchte Punkt f auf der Normalen ist also durch 

(21) 

gegeben. Das gemeinsame Lot der beiden benachbarten Normalen ist jetzt 
weiter die Gerade, die von diesem Punkt in der Richtung t des zu ~ 
und ~ + f ds senkrechten Vektors ausläuft. Es muß dann t zu ~ X ~' 
oder nach (7), (3), (5) zu ar/ + brJ proportional sein. Normen wir t 
als Einheitsvektor, so daß seine Richtung erhalten bleibt, so bekommen 
w1r 

(22) 

Die Tangente unseres Streifens, die in Richtung dieses Vektors von ! 
ausläuft, nennen wir die zur Kurventangente !' konjugierte Tangente 
unseres Streifens. Offenbar entsteht sie auch als Grenzlage des Schnitts 
benachbarter Tangentenebenen unseres Streifens. Für die Winkel 1p1 

und 1p2 , die der Vektor t mit !' und 'YJ bildet, erhalten wir 

(23) 
a 

COS11l = --.--::== 
T 1 I II 2 ..L b2 I ' 

I 1 a ' 1 

b 
COS11l = 

T2 I 1 2 ..L b2 ! • 
I' a j ' 

Da sich cos 1p1 : cos 1p2 = a: b ergibt, und da b bereits geometrisch 
gedeutet wurde, so ist jetzt auch die Bedeutung von a bekannt. Man 
bezeichnet a auch als geodätische Windung des Streifens. 

Berechnen wir uns zum Schluß noch mittels der Formel § 10 (78) 
die Windung 1 : r unserer Kurve ! (s), indem wir !" und !"' nach (7) 
durch !', ~ und 'YJ linear ausdrücken, so finden wir 

1 (t, - b ~ + c 'Yj, (- b' + a c) ~ + (c' +ab) 11) 
T = b2 + c2 

oder nach dem Multiplikationsgesetz für Determinanten 

1
- b - b' ..L a c I 

1 c. c' -f- ab I -:r= b2+c2 I·(!',~,'Yj). 

Nach (6) ergibt das aber 

(24) 
1 b' c -b c' 
- = -a + ~bz 1-2-. 
T -.- c 

Die Streifen längs ebener Kurven 1: r = 0 sind hier von den ebenen 
Flächenstreifen a = b = 0 zu unterscheiden, bei denen der Vektor ~ 
konstant ist. 
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§ 35. Schmiegstreifen, Krümmungsstreifen und 
geodätische Streifen. 

Wir wollen jetzt einige bemerkenswerte besondere Arten von 
Flächenstreifen untersuchen. 

l. a = 0. Nach (6), (7) ist a = - (!' ~ ~'), und a = 0 besagt dann 
nach § 2 (26), daß die drei Vektoren!',~ und~' oder, was auf dasselbe 
herauskommt, die drei Vektoren!',~ und~+ d~ in einer Ebene liegen. 
Da nun die beiden benachbarten Normalenvektoren ~ und ~ + d~ 
durch Anfangs- und Endpunkt des von! nach!+ d! laufenden Linien
elementes unserer Kurve! (s) hindurchlaufen und!' die Richtung dieses 
Linienelements anzeigt, kommt unsere Bedingung darauf hinaus, daß 
die "benachbarten Normalen sich schneiden" (vgl. die gleich folgende 
nähere Erklärung) und nicht wie im allgemeinen Fall windschief 
sind. Wir nennen allgemein eine Fläche, die als Ort einer einpara
metrigen Geradenschar angesehen werden kann, eine geradlinige Fläche 
oder auch eine Regelfläche in unglücklicher Übersetzung des franzö
sischen "surfaces n~glees". Insbesondere sollen die besenderen gerad
linigen Flächen, die Tangentenflächen von Kurven sind (und dann noch 
die Kegel- und Zylinderflächen) als Torsen bezeichnet werden. Offenbar 
sind die Torsen identisch mit denjenigen geradlinigen Flächen, bei 
denen benachbarte Gerade sich schneiden. Darunter ist zu verstehen: 
Der Grenzwert des Quotienten aus dem Abstande benachbarter Geraden 
durch den entsprechenden Zuwuchs eines regulären Parameters für 
die Erzeugenden der geradlinigen Fläche verschwindet. Wir können 
jetzt sagen: Die Streifen mit a = 0 sind dadurch gekennzeichnet, daß ihre 
Normalen eine Torse bilden. Diese Streifen wollen wir in später noch 
zu erläuternder Ausdrucksweise als Krümmungsstreifen bezeichnen. 

2. Wir betrachten jetzt die Streifen mit b = 0. Nach (14) ist in diesem 
und nur in diesem Falle der Vektor ~ der Flächennormalen unseres 
Streifens zU dem Hauptnormalenvektor ~2 der Kurve ! (s) senkrecht, 
das heißt aber, ~ steht senkrecht auf der durch ~1 = { und ~2 auf
gespannten Schmiegebene der Kurve ! (s), oder noch anders aus
gedrückt: 

Die Streifen mit b = 0 sind dadurch gekennzeichnet, daß die Schmieg
ebene der Streifenkurve mit der Tangentenebene des Streifens zusammenfällt. 
Diese Streifen wollen wir als Schmiegstreifen oder asymptotische Streifen 
bezeichnen. Aus (22) ersehen wir, daß bei einem Schmiegstreifen die 
Kurventangente mit der konjugierten Tangente zusammenfällt, daß 
dagegen bei einem Krümmungsstreifen Tangente und konjugierte Tan
gente zueinander senkrecht sind. 

3. Bei den Streifen mit c = 0 fällt die Hauptnormale ~2 mit der 
Flächennormale ~ zusammen und wir haben: Bei den Streifen mit c = 0 
geht die Schmiegebene der Streifenkurve durch die Flächennormale hin-
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durch. Wir wollen diese Streifen als geodätische Streifen bezeichnen, eine 
Benennung, die erst später (im § 37) ihre Rechtfertigung finden wird. 

Ist die Kurve ~ (s) unseres Streifens eine Gerade, so muß nach § 6 
~" = 0 gelten. Das ergibt nach (7) b = c = 0. Darin steckt das Er
gebnis: Liegt auf einer Fläche eine Gerade, so ist der Flächenstreifen längs 
dieser Geraden zugleich ein Schmiegstreifen und ein geodätischer Streifen. 

Da nach (7) gilt - a = (~' ~ t), b = (f' t) und - c = (~ ~' ~"), 
so können wir die drei Bedingungen zusammenstellen: 

- a = (( ~ n = 0 für Krümmungsstreifen, 

(25) + b = (~' n = 0 für Schmiegstreifen, 

- c = (~ !' ~") = 0 für geodätische Streifen. 

Wenn wir na~h den Formeln § lO (79) von dem Parameter s der 
Bogenlänge unserer Streifenkurve zu einem beliebigen Parameter t 
übergehen, und wenn wir die Differentiale 

(26) d~ = tdt, 

einführen, so erhalten wir aus den Formeln § lO (79): 

(27) 
, d1; " d2J; dr. W:2J·d2t + (! !l dt2J 

~ = lPdt. ~ = !2·dt2 - (!2J2dt3 

Wir können daher unsere Bedingung (25), wie sie sich durch Ein
setzen ergibt, auch in der Form schreiben: 

(~ d~ d~) = 0 Krümmungsstreifen, 

(28) (d~ d~) = 0 Schmiegstreifen, 

(~ d~ d2 ~) = 0 geodätische Streifen. 

Nach (11) und (24) fallen bei einem Schmiegstreifen geodätische 
Krümmung und geodätische Windung mit der gewöhnlichen Krüm
mung und der gewöhnlichen Windung zusammen. 

§ 36. Drehung eines Streifens um seine Kurve. 
Eine Abänderung eines Streifens, die die Kurve ~ (s) fest läßt und 

nur die Normalen~ (s) verändert, bezeichnen wir als eine Drehung eines 
Streifens um seine Kurve. Für den neuen Streifen {~ (s), ~ (s)} muß 
dann offenbar gelten: 

(29) 

denn es muß ja der Vektor ~ zu f = ~, senkrecht sein. Aus 
~2 = l folgt: tl 2 + ß2 = l. Wir können dann tl = cos cp; ß = sin cp 
setzen und cp ist einfach der Winkel der Vektoren ~ und ~, also der Winkel, 
um den wir die Tangentenebene beim Übergang zum neuen Streifen 
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gedreht haben. Aus ~ = !' X ~ folgt it = - sin q;~ + cos q;1}. Wir 
haben also insgesamt : 

!' = !'· 
(30} ~ = cos q; ~ + sin q; 17 , 

1f = - sin q; ~ + cos q; 17 • 

Nehmen wir den Drehwinkel q; längs der Kurve als Funktion der Bogen
länge s an, so haben wir die allgemeinste Drehung unseres Streifens. 
Durch Ableitung nach s folgt aus (30) 

(31} !" = !"' 

(32} ~' = (b cos q; - c sin q;) !' + (a - q/) sin q; ~ - (a - q;') cos cp 17. 

Setzen wir gemäß (8) die Invarianten des neuen Streifens in der Form an: 

- a = 1l ~', b = ~, ~', c = ?J !", 
so erhalten wir aus (30), (31), (32} durch Einsetzen unter Benutzung von 
(8) für den Zusammenhang der alten mit den neuen Invarianten: 

(33) 

(34} 

a = a- cp', 

b = b cos cp - c sin cp, 

(35} c = b sin cp + c cos cp. 

Aus den Formeln (34}, (35) ersehen wir, daß es durch eine Kurve ge
nau einen Schmiegstreifen und genau einen geodätischen Streifen gibt. 

Denn um b = 0 zu erreichen, hat man nur tg cp = b: c und um c = 0 
zu erreichen, hat man nur tg cp = - c: b zu setzen. Durch den Wert 
von tg cp ist aber ein Wert von cp zwis'chen 0 und n eindeutig bestimmt!. 
Aus den Formeln (34), (35} folgt noch der Satz: Aus einem Schmieg
streifen entsteht durch Drehung um n : 2 ein geodätischer Streifen und 
umgekehrt. 

Anders wie mit den geodätischen und den Schmiegstreifen durch 
eine gegebene Kurve verhält es sich mit den Krümmungsstreifen. 
Deren gibt es durch eine gegebene Kurve immer eine einparametrige 
Schar. Denn um a =· 0 zu machen, haben wir cp' = a oder 

(36} cp (s) =Ja ds 

zu setzen. Die Funktion cp (s) ist dann aber nur bis auf eine additive 
Integrationskonstante bestimmt. Wir können somit das Flächenelement 
an einer Stelle s0 noch willkürlich durch unsre Kurve hindurchlegen, 

. dann gibt es immer genau einen Krümmungsstreifen durch unsere 
Kurve, der dieses Flächenelement an der Stelle s0 enthält. Zugleich 1st 
auch eine Deutung der Inetgralinvariante (36) unseres allgemeinen 

1 Hiermit ist zugleich eine neue geometrische Deutung der Invariante b : c 
gefunden. 
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Ausgangsstreifens (wo das Integral über das Str~ifenstück zwischen 
den Punkten ~ (s1) und~ (s2) erstreckt wird) gefunden: Wir legen durch 
die Kurve unsres Ausgangsstreifens einen der möglichen Krümmungs
streifen. Bilden dann die Flächenelemente unseres Ausgangsstreifens mit 
den Flächenelementen des Krümmungsstreifens an den Stellen s1 und s2 

die Winkel TI bzw. T2 , so ist unser Integral gleich der Differenz T2 - Tt· 
Betrachten wir zwei Krümmungsstreifen {~ (s), ~ (s)} und{~ (s), ~ (s)} 

durch.dieselbe Kurve~ (s), so folgt aus a = a = 0 nach (33) T = konst. 
Darin steckt der Satz von ]OACHIMSTHAL 2 : Zwei Krümmungsstreifen 
durch dieselbe Kurve schließen einen festen Winkel ein. Es gilt von diesem 
Satz auch die Umkehrung: Dreht man alle Flächenelemente eines 
Krümmungsstreifens um einen und denselben festen Winkel, so entsteht 
wieder ein Krümmungsstreifen. 

Allgemeiner können wir auf Grund von (33) auch den Satz aus
sprechen: Bilden zwei Streifen durch dieselbe Kurve dauernd den
selben Winkel miteinander, so haben sie überall gleiche geodätische 
Windungen a. 

§ 37. Verbiegung eines Streifens. 
Wir können uns einen jeden Flächenstreifen wenigstens näherungs

weise mechanisch ven7irklicht denken durch einen dünnen Streifen 
irgendeines biegsamen und nicht dehnbaren Materials (etwa aus Papier). 
Gewisse Streifen stehen nun in einer ganz besonders ausgezeichneten 
Beziehung zu einander, sie gehen nämlich durch Verbiegung ausein
ander hervor. Z. B. können wir auf ein ebenes Blatt Papier eine Kurve 
zeichnen und längs der Kurve dann einen dünnen Papierstreifen her
ausschneiden. Wir erhalten dann offenbar einen ebenen Flächenstreifen. 
Diesen Streifen können wir nun in die mannigfachsten Gestalten ver
biegen, ohne das Papier zu knicken und zu zerreißen. Dabei nimmt 
auch die auf den Streifen gezeichnete Kurve die Gestalt der verschie
densten Raumkurven an. Was dieser Verbiegung ohne Knickung und 
Dehnung als idealisierter mechanischer Vorgang entspricht, ist offenbar 
eine solche Abänderung des Streifens, bei der nicht nur die Bogenlängen 
der einzelnen auf der Streifenkurve ~ (s) gemessenen Entfernungen er
halten bleiben, sondern auch die Bogenlängen aller Kurvenstücke, die 
auf dem Streifen in genügender Nachbarschaft zu der Kurve ~ (s) ge
zogen sind, oder kurz gesagt, wir haben es mit einer solchen Abände
rung zu tun, bei der die inneren Maßverhältnisse auf dem Streifen nicht 
geändert werden. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wann zwei gegebene Streifen inein
ander verbiegbar sind. Dabei nehmen wir vorläufig an beiden Seiten 
offene Stücke von Streifen an. Wir schließen also zunächst geschlossene 
Streifen aus. 

2 F. JoACHIMSTHAL: Crelles Journal Bd. 30, (1846). S. 347. 
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Wir brauchen zur Entscheidung unserer Frage eine Formel, die uns 
für einen gegebenen Streifen {~ (s), ~ (s)) die Bogenlängen der zu ~ (s) 
benachbarten, gleichfalls auf den Streifen gelegenen Kurven liefert. Be
nachbart verstehen wir dabei in dem Sinne, daß die kürzesten Entfernun
gen der Punkte einer solchen Kurve C von der Kurve ~ (s) klein sind. 
Wir können durch ~ (s) also eine beliebige den Streifen berührende 
Fläche hindurchlegen, und auf dieser die Kurven betrachten, die auf der 
Fläche in der Umgebung der Kurve ~ (s) liegen. Wie wir eine Kurve 
mit Hilfe eines Parameters darstellen, so können wir eine Fläche fest
legen, indem wir den Flächenpunkt i als Funktion I (s, v) zweier Para
meters und v vorgeben. s hat hier zunächst noch nichts mit einer Bogen
länge zu tun. Geben wir in den Funktionen I = i (s, v) dem Para
meter s einen festen Wert und lassen nur v variieren, so bekommen 
wir jedesmal eine bestimmte, der Fläche angehörige Kurve, und ebenso 
bekommen wir für die festen Werte von v bei veränderlichem s eine 
Kurvenschar auf der Fläche. Das "Netz" der zwei Scharen der Kurven 
s = konst. und v = konst. bezeichnen wir auch als das Netz der Para
meterkurven auf der Fläche. Geben wir v als Funktion v = I (s) von s, so 
entspricht ihr in der Darstellung i = i (s, I (s)) eine Kurve auf unserer 
Fläche. In einem zu einem festen Wertsystem s, v gehörigen Flächen
punkt der Fläche i (s, v) sind die partiellen Ableitungen Is und Iv zwei 
Vektoren, die in die beiden Richtungen der von dem Punkt auslaufen
den Parameterkurven weisen. 

Geben wir uns nun insbesondere eine Fläche ! (s, v), für die 

(36a) i (s, 0) = ~ (s) 

ist, wo rechts die Vektorfunktion unserer Streifenkurve steht, so geht 
diese durch unsere Streifenkurve hindurch. Ist ferner iv längs der Kurve 
(36a) eine Linearkombination der zu unserm Streifen ~ (s), ~ (s) ge
hörigen Vektoren !' und 17: 

(37) iv(s, 0) = P(s)·((s) + Q (s)·rJ(s), 

so liegt der Tangentenvektor iv (s, 0) der Fläche in der Tangentenebene 
des Streifens, es berührt die Fläche also unsere Kurve ~ (s) längs des 
Streifens. 

Entwickeln wir die Funktion i (s, v) bei festgehaltenem s längs der 
Kurve ~ (s), also für v = 0 nach Potenzen von v, so ergibt sich 

oder nach (37) 
(37a) 

! (s, v) = ~ (s) + v · Iv (s, 0) + .. · 

!(s, v) = ~(s) + v·[P~' + QrJ] + .... 
Ferner erhält man nach (37 a) und (7) 

Is = ~~ + v [(P'- c Q) ~~- (Pb - Q a) ~ + (Q' + P c) YJ] + · ... 
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(38) 

und nach (37) 

(38a) 
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ii = l + 2v (P'- c Q) + ... 

!s iv = p +V[.·.]+···' 

wo wir nur das konstante Glied in der Potenzentwicklung nach v 
brauchen werden. Wir wollen uns nun die Bogenlänge einer zu ~ (s) 
benachbarten Flächenkurve berechnen. Zunächst gilt für eine durch 
die Funktion v = f (s) festgelegte Flächenkurve i (s, f (s)) =! (s): 

df - - I' dS = ~S +~V 

und für ihre Bogenlänge S nach § 5 (2): 

•• 
(39) s = f r !i + 2 (!s !vl I' + (~~) I' 2 d s . 

s, 

Um nun diese Kurve i (s) in ! (s) hineinrücken zu lassen, setzen w1r 

(39a) v = f (s) = e·rp (s), 

wo die Konstante e gegen Null gehen soll. Ersetzen wir unter dieser 
Annahme in (38) und (38a) das v durch e • rp und in (39) das f' durch 
e · rp', so erhalten wir 

s, 

S = f yT + 2 e (rp P'- rp c Q + rp' P) d s + · · · 
s, 

oder 
•• 

S = J (1 + e (rp P)' -- e rp c Q) d s + · · · 
s, 

oder nach Zerlegung des Integranden in seine. drei Glieder 

'• 
(40) S(e) =5(0) + e{[rpP]''-ef rpcQds} +· ... s, s, 

Hier bedeutet das Glied in der eckigen Klammer die Differenz der 
Werte der Funktion rpP an den beiden Enden s2 und s1 des Inte
grationsintervalls. Setzen wir 

b~(s)= [8
8 !(s,ev)]' 

E e=O 

so haben wir nach (37a), (39a) 

Wir setzen 
bn = 'YJ b! = rp Q, M = !' c5! = rp P 
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und nennen bn die Komponente der normalen Verriickung oder die 
normale Variation, tJt aber die tangentiale V errückung oder die tangentiale 
Variation unserer Kurve! (s). Die Formel (40) schreibt sich jetzt in 
der Form 

(41) [ d S (e)J s, J82 

lls= ~- =[bt]- c·bn·ds+ .. ·. 
- d e '= o s, s, 

Man nennt bs die erste Variation der Bogenlänge unserer Streifenkurve. 
Aus der Formel sieht man, daß für die Maßverhältnisse der Um

gebung der Kurve ! (s) auf unserer Fläche die Funktion c (s) aus
schlaggebend ist, nicht aber die Funktionen a (s) und b (s) des Strei
fens. Wir werden daher zwei Streifen aufeinander verbiegbar nennen, 
wenn bei geeigneter Wahl der Parameter der Bogenlängen ihrer Kurven 
(man kann ja noch s* = ± s + konst. setzen) die Funktionen c (s) 
übereinstimmen. 

Nach (7) folgt für einen ebenen Streifen, das heißt für einen Streifen, 
dessen Tangentenebene längs der Kurve! (s) konstant ist, wegen f = 0, 
daß a = b = 0 sein muß. Nach (24) ist dann notwendig auch die Kurve 
I (s) eben. Bei gegebener Funktion c (s) gibt es nach § 33 Schluß nun 
bis auf Bewegungen genau einen ebenen Flächenstreifen mit a = b = 0, 
c = c (s). Es ist daher jeder gegebene Streifen in gerrau einen bis auf 
Bewegungen bestimmten ebenen Streifen verbiegbar oder, wie wir sagen 
wollen, abwickelbar. Für den ebenen Streifen a = b = 0 ist dann 
aber c (s) einfach die Krümmung der bei der Abwicklung entstan
denen ebenen Kurve des Streifens. Damit ist dann eine neue Deu
tung der Biegungsinvariante c gefunden. Wir wollen - c auch als 
Abwickelkrümmung oder geodätische Krümmung des Streifens be
zeichnen. 

Das Bisherige gilt nur für offene Stücke von Streifen, sozusagen im 
kleinen. Nehmen wir einen geschlossenen Streifen, so läßt sich dieser 
in seiner ganzen Erstreckung nicht immer auf die Ebene abwickeln. 
Das ist schon an dem Beispiel des Flächenstreifens ersichtlich, 
der zu einem Breitenkreis eines geraden Kreiszylinders gehört. Hier 
treten eben Schwierigkeiten hinzu, die mit den Verhältnissen der 
Differentialgeometrie im großen zusammenhängen. (Vgl. Aufg. 4 des 
§ 40.) 

Für die geodätischen Streifen finden wir als neue kennzeichnende 
Eigenschaft, daß die Abwickelkrümmung Null ist, daß ihre Kurven also 
bei der Abwicklung in Geraden der Ebene übergehen. 

Aus der Formel (35) erhält man eine neue Deutung der Invariante b, 
wenn man q; = n: 2 setzt. Für diesen Fall wird dann c = b und man 
hat: Die Invariante - b eines Streifens ist einfach gleich der geodä
tischen Krümmung des Streifens durch dieselbe Kurve, der durch 
Drehung um n: 2 aus dem ursprünglichen entsteht. 
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§ 38. Der Parallelismus von LEVI- CIVITA. 

Ein Vektor t, der von dem zum Parameterwert s gehörigen Punkt ! 
unseres Streifens ausläuft und in der Tangentenebene des Streifens 
gelegen ist, läßt sich immer als Linearkombination 

(42) r =IX r' + ß YJ 

der Vektoren !'und 1] darstellen. Wir denken uns nun in jedem Punkt 
der Streifenkurve einen solchen Vektor f aufgetragen. Dann haben wir 
eine Schar von Vektoren f (s), die durch (42) mit Funktionen IX (s) 
und ß (s) von s dargestellt sind. Wir wollen nun unsern Streifen stetig 
verbiegen und die Vektoren t dabei so mitnehmen, daß jeweils ihre 
Länge y IX2 + ß2 und der Winkel, den sie mit der Kurve bilden, also 
auch IX: ~+ ß2 , unverändert bleibt. Das ist gleichbedeutend mit 
der Annahme, daß die Komponenten IX und ß in der Darstellung (42), 
die der Vektor in jedem Augenblick in seiner Zerlegung nach den jedes
maligen Vektoren !' und 1] besitzt, dieselben Werte haben sollen. Wir 
wollen sagen: Wir führen die Vektoren mit dem Streifen biegungs
invariant verbunden mit. 

Wenn wir einen an einer bestimmten Stelle in einem Streifen ge
gebenen Vektor f parallel mit sich längs der Streifenkurve verschieben, 
so wird er im allgemeinen nicht mehr in dem Streifen bleiben, sondern 
aus dem Streifen in den Raum heraustreten. Ein Vektor läßt sich also 
im allgemeinen in einem Streifen nicht im gewöhnlichen Sinne parallel 
mit sich verschieben. Wir wollen nun statt dieses Parallelismus ein an
deres Verschiebungsgesetz für Vektoren in unserem Streifen kennen
lernen, das von Wichtigkeit für die Fragen der Flächentheorie sein wird, 
nämlich den Parallelismus von LEVI-CIVITA. Wir erklären nämlich zwei 
Vektoren an zwei Stellen unseres Streifens als parallel, wenn sie, bei 
der Abwicklung des Streifens auf die Ebene biegungsinvariant mit
geführt, in der Ebene als parallele Vektoren erscheinen. 

Um nun das Verschiebungsgesetz von LEVI-CIVITA allgemein ana
lytisch darzustellen, nehmen wir zuerst einen ebenen Streifen a = b = 0 
an. Sollen für den ebenen Streifen die in der festen Ebene gelegenen 
Vektoren t (s) im gewöhnlichen Sinne parallel sein, so muß f = konst. 
gelten, oder t' = 0. Das ergibt nach (7) und (42) unter Beachtung von 
a = b = 0 für die Funktionen CJ.. und ß: 
(43) IX 1 = C ß, ß'= -CCJ... 

Dies· Gesetz ist aber jetzt schon das Verschiebungsgesetz für den all
gemeinen Fall, denn wir wissen ja, daß die Funktionen a, ß, c bei 
biegungsinvarianter Mitführung dieselben bleiben, und außerdem ist 
das Verschiebungsgesetz von LEVI-CIVITA in biegungsinvarianter Weise 
erklärt. 
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Die Parallelverschiebung von LEVI-CIVITA hat die folgenden Eigen
schaften: I. Jeder Vektor behält bei der Verschiebung längs des Streifens 
seine Länge. 2. Der Winkel zweier Vektoren f1 = a.1 f' + ß1'YJ und 
f2 = a.2!' + ß2 'YJ bleibt bei der Verschiebung erhalten. Das folgt aus 
der Definition, läßt sich aber auch mittels der Identitäten, die 
für die nach dem Gesetz (43) verschobenen Vektoren eines allgemeinen 
Streifens gelten: 

d d 
ds (f f) = d"S" (a.2 + ß2) = 0' 

:s (fl f2) = :s (ocloc2 + ß1ß2) = 0 

nachweisen. 
Nehmen wir f als Einheitsvektor, so können wir ihn in der Form 

f = cos r !' + sin r 'YJ 

ansetzen, und r ist der Winkel, den f mit der Kurvenrichtung bildet. 
Die Gleichungen (43) nehmen jetzt die Form an: 

- sin r · r' = c sin r, cos r · r' = - c cos r. 

Das führt auf die eine Bedingung 

(44) r'= -c. 

Aus dieser Gleichung sehen wir also, wie sich der Winkel r bei Parallel
verschiebung des Vektors f längs des Streifens ändert. Er ist nur für 
geodätische Streifen konstant. Bezeichnen wir die Winkelwerte r der 
durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehenden zu den Stellen 
s = s1 und s = s2 gehörigen Vektoren mit r 1 , bzw. mit r 2 , so gilt nach (44) 

s, 

(45) r 2 -r1 =-fcds. 
s, 

Das Integral rechts bezeichnen wir auch als die Gesamtkrümmung 
unseres Streifenstücks. Nach der Bemerkung des vorigen Abschnitts 
kann das Integral 

s, 

(46) - Jbds 
s, 

als Gesamtkrümmung des um n: 2 gedrehten Streifens gedeutet werden. 

§ 39. Beweis von RADON für einen Satz von SCHWARZ. 

J. RADON hat bemerkt, daß man einige der Sätze aus § 31 durch 
den Begriff der geodätischen Krümmung sehr einfach bestätigen kann. 
Beweisen wir z. B. folgendes: 

Eine geschlossene Kurve des Raumes, deren Krümmung< Eins ist, 
und die höchstens eine Ecke besitzt, hat mindestens den Umfang des Ein
heitskreises. 
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Man lege durch die Ecke ):l der Kurve oder, wenn die Kurve glatt 
verläuft, durch irgendeinen ihrer Punkte als Spitze den durch die 
Kurve ~ hindurchgehenden Kegel. Durch die Tangentenebenen des 
Kegels wird längs unserer Kurve ein Streifen bestimmt. Durch Ab
wicklung dieses Streifens in die Ebene geht ~ in eine geschlossene 
ebene Kurve ~* über. Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts 
ist die Krümmung l : e* von ~* gleich der geodätischen Krümmung c 
unseres Streifens. Nach (11) und (13) gilt weiter 

I 1 
(!* = C = - g • COS 'f!l , 

wo e die Krümmung von ~und ((JI der Winkel zwischen der Streifen
normalen und der Binormalen von ~ ist. Aus der Annahme l: e < l 
und aus I cos q;1 I < l folgt dann 

(47) 

Damit ist die Aufgabe auf ein Problem der ebenert Geometrie zurück
geführt, denn es genügt jetzt, unsern Satz über den Umfang für ~* 
nachzuweisen. 

Ferner kann man leicht einsehen, daß es genügt, den Satz für Eilinien 
zu beweisen. Ist nämlich ~* eine nicht konvexe Linie, die den Vor
aussetzungen genügt, dann 

genügt der Rand ~ der (in 
Fig. 9 schraffierten) "kon
vexen Hülle" von~* eben
falls den Voraussetzungen, 
daß I l : e I < l sein und 
höchstens eine Ecke vor-

handen sein soll. Denn ~ 
fällt zum Teil mit ~* zu-

sammen, und wo ~ sich 

von~* abhebt, ist~ gerad
linig. Da aber die gerad
linige Verbindung die kür-

Fig. 9. 

zeste ist, ist der Umfang von~ höchstens gleich dem von~*. 

Zum Beweis für den Fall einer Eilinie ~ verfahren wir so. Hat ~ 
eine Ecke l:J , so sei o der von ):l am weitesten entfernte Punkt von ~. 

- -
(Falls ~ glatt verläuft, wählen wir ):l beliebig auf ~.) 

Die Normale an~ in o, die durch ):l geht, wählen wir zur x-Achse 
eines rechtwinkligen Achsenkreuzes, das ):l zum Ursprung hat. r sei 
der Winkel der y-Achse mit der Kurventangente, s die Bogenlänge 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 6 
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auf ~ von o aus gezählt. Dann ist etwa für den Bogen in der Halb
ebene y ~ 0 

(48) 

also 

(49) 

Ferner 

(50) 

s 
'd7: 

ds < l' f d7: 
r = 75 ds, 

0 

I rl :-.:;;; s. 

8 8 

y = J cos r · d s > J cos s d s = sin s. 
0 0 

Da für~ die Beziehung y = 0 besteht, muß die Bogenlänge von o bis~ 
somit mindestens = n sein. Dasselbe gilt für den Teilbogen von ~ in 
y :-.:;;; 0 und daher ist wirklich 

(51) L > 2n. 

Man erkennt aus unserer Schlußweise auch, daß 

(52) 
nur für 

L =2n 

d7: = 1 
ds ' 

also nur für den Kreis eintreten kann. 
Auch weitere Sätze aus § 31 sind dem hier vorgetragenen Verfahren 

RADONS zugänglich. 

§ 40. Aufgaben und Lehrsätze. 
1. Bestimmung eines Streifens aus seinen natürlichen Gleichungen. Man führe 

den Beweis, daß zu den natürlichen Gleichungen a (s), b (s), c (s) genau ein Streifen 
bis auf Bewegungen bestimmt ist. 

2. Kanonische Entwicklung eines Flächenstreifens. Bei günstiger vVahl des 

Koordinatensystems kann man die Reihenentwicklungen für die sechs Funktionen 

~ (s), ~ (s), die den Streifen festlegen, in der Umgebung einer Stelle auf die folgende 

kanonische Form bringen: 

(53) 

x1 = s + * - i (b5 + cg) s3 + (4) 

x2 = * - t b0 s2 - ~· (b~ - a0 c0 ) s3 + (4) 

x3 = * + t c0 s 2 + t (c~- a0 b0) s3 + (4) 

~1 = * + b0 s + t (b~ + a0 c0 ) s2 + (3) 

~2 = 1 + * - t (aö + b5) s2 + (3) 

~3 = * - a0 s - ·} (a~ - b0 c0 ) s2 + (3) 

Hier bezeichnen die Indizes 0 bei a0 , b0 , a~ usw., daß die Werte der Invarianten im 
Ursprung zu nehmen sind, die Klammern (3) bzw. (4) stehen für die vernach
lässigten Glieder dritter und vierter Ordnung, die Sterne geben Leerstellen an. 
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3. Die Schraubenachse eines Streifens. Denkt man sich das Dreibein der Vek
toren );', 1), l; längs des Streifens so bewegt, daß die Bogenlänge s mit der 
Zeit zusammenfällt, so vollführen die Punkte ); + x);' + Y1J + zl;, die mit dem 
Dreibein starr verbunden sind (x, y, z = konst.) in jedem Augenblick eine Be
wegung mit derselben räumlichen Geschwindigkeitsverteilung wie sie eine Schrau
benbewegung um die Achse 

(54) 
I+bz-cy cx-az ay-bx 

a b c 

hervorruft. (54) hat die Richtung des Vektors mit den Komponenten a, b, c. Die 
Drehgeschwindigkeit der Schraubenbewegung ist f a2 + b2 + c2, die Schiebge
schwindigkeit aber a: V a2 + b2 + c2. 

4. Verdrillungszahl eines geschlossenen geodätischen Streifens. Jeder ge
schlossene geodätische Streifen läßt sich verwirklichen, indem man einen ebenen 
geradlinigen Papierstreifen verbiegt und die Enden dann ohne Knick zusammen
heftet. Man zeige: Abgesehen von seiner Gesamtlänge hat ein geschlossener geo
dätischer Streifen nur eine Biegungsinvariante, die Verdrillungszahl d. h. die ganze 
Zahl n der Verdrillungen (Winkel= n · n), die man mit dem Streifen vor dem 
Zusammenheften der Enden vornimmt. Dabei muß erlaubt werden, daß man eine 
Stelle des Streifens durch eine andere hindurchziehen darf, damit Verknotungen 
lösbar werden. Einen Streifen mit der Verdrillungszahl n = l pflegt man als Mö
BIUssches Band zu bezeichnen, seinen Rand als 'Kleeblattschlinge. 

Jeder zweiseitige Streifen (n gerade =2m) kann auf einen Zylinder verbogen 
werden, der als Basis einen (m + l) mal umlaufenen Kreis hat. Man zeige 
insbesondere experimentell, daß ein geschlossener geodätischer Streifen mit n = 2 
erstens auf einen Zylinder aufgelegt werden kann, der als Basis eine Linie von 
der Gestalt einer 8 hat. und zweitens auf einen Zylinder, der als Basis einen 
zweimal durchlaufenen Kreis besitzt. 

5. Die Torse durch einen gegebenen Streifen. Man zeige, daß sich drei benach
barte Tangentenebenen unseres Streifens in dem Punkt V schneiden, der durch 

(55) 
b (a );' + b 1)) 

V=!+ b' a- a'b + c (a2 + b2 ) 

gegeben ist. Der Streifen liegt dann auf der Tangentenfläche der durch V (s) ge
gebenen Kurve. 

6. Verbiegung eines Streifens in einen neuen mit vorgegebener Kurve. Zwei 
Kurven, die punktweise so aufeinander bezogen sind, daß sich gleiche Bogen
längen entsprechen, wollen wir isometrisch aufeinander bezogene Kurven nennen. 
Es gilt dann der Satz: Es ist (auf zwei verschiedene Arten) möglich, einen 
Streifen so zu verbiegen, daß die Punkte seiner Kurve); (s) in die entsprechenden 

Punkte einer beliebig vorgegebenen isometrischen Kurve ); (s) übergehen, wenn 

nur in jedem Punkte von ); (s) der Absolutwert der Krümmung größer ist als der 
Absolutwert der geodätischen Krümmung in dem entsprechenden Punkte von! (s). 
Besteht die entgegengesetzte Ungleichung zwischen den Krümmungen, so ist eine 
Biegung der angegebenen Art nicht möglich. Sind die Krümmungen gleich, so läßt 
sich die Biegung nur auf eine Art herstellen 1 . 

7. Verbiegung eines Streifens in einen Schmiegstreifen oder Krümmungsstreifen. 
Es ist auf unendlich viele Weisen möglich, einen Streifen so zu verbiegen, daß 
er ein Schmiegstreifen wird, und ebenso läßt sich ein Streifen auf unendlich viele 
Weisen so verbiegen, daß er ein Krümmungsstreifen wird. (Vgl. das unter Aufg.6 
genannte Lehrbuch S. 2ll.) 

1 Vgl. L. BIANCHI: Vorlesungen über Differentialgeometrie. Leipzig 1910. 5.210. 

6* 
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8. Streifen rechtwinklig zu einer Kugel. Man zeige, daß die Streifen, die 
rechtwinklig auf einer festen Kugel aufsitzen (d. h. bei denen die Kurve des Streifens 
immer auf einer festen Kugel liegt, und die Flächenelewente des Streifens zur 
Kugel rechtwinklig sind), identisch sind mit den Krümmungsstreifen mit konstanter 
geodätischer Krümmung. 

9. Allgemeinere Form der Ableitungsgleichungen. Die Formeln (7) kann man 
auch so schreiben: 

(56) 
d"{ = 1]dy- ~dß 
d 1/ = ~ d r:x. - "{ dy 
d!; = ~I d ß - 1] d rz 

wenn wir die Integralinvarianten 

y = -fr'd1] 

benutzen. In dieser Gestalt bleiben die Ableitungsgleichungen auch dann brauch
bar, wenn die Kurve des Streifens auf einen Punkt zusammenschrumpft. 



4. Kapitel. 

Anfangsgründe der Flächentheorie. 
Im ersten Kapitel waren die bekanntesten Lehren aus der Krüm

mungstheorie der Kurven zusammengestellt worden. Im dritten Ka
pitel hatten wir uns zur Vorbereitung auf die Fragen der Flächentheorie 
mit den Flächenstreifen beschäftigt. Jetzt wollen wir mit der Lehre 
von der Krümmung der Flächen beginnen, wie sie nach den ersten 
Untersuchungen von L. EuLER (1707-1783), dann insbesondere von 
G. MONGE (1746-1818) in seinem klassischen Werk "L'application de 
l'analyse a la geometrie" begründet worden ist, das 1795 zu er
scheinen begonnen hat. Die tiefergehenden Gedanken von GAusz' 
"Disquisitiones circa superficies curvas" (1827) werden in dem vorlie
genden Kapitel nur zum geringen Teil verwertet und bilden die Grund
lage des 6. Kapitels. Die Flächentheorie ist ungleich vielgestaltiger und 
anziehender als die Theorie der Kurven, bei der alles Wesentliche 
schon in den Formeln von FRENET steckt. 

§ 41. Die erste Grundform. 
Für die meisten Untersuchungen ist die zweckmäßigste analytische 

Darstellung krummer Flächen die Parameterform. Wir setzen 

(l} xk=xk(u,v); k=l,2,3 

oder vektoriell abgekürzt 
(2} x = ! (u, v). 

Man spricht von der GAuszschen Parameterdarstellung. Die Funk
tionen xk (u, v) setzen wir als analytisch voraus, also als entwickelbar 
in Potenzreihen in (u- u0), (v- v0), die für genügend kleine [u-u0 [, 

[v-v0 [ konvergieren. Dabei sollen in der Regel nur reelle Parameter
werte u, v und reelle Funktionen xk zugelassen werden. 

Betrachtet man auf der Fläche die "Parameterlinien" v = konst., 
u = konst., die man entsprechend auch u-Linien und v-Linien nennen 
kann, so wollen wir die Tangentenvektoren an diese beiden Kurven, 
nämlich den Vektor 

und 
~ .. mit den Koordinaten ~:k 

~v mit den Koordinaten ~:k 

an den betrachteten Stellen der Fläche als linear unabhängig voraus-
setzen: 
(3) h X ~V=+= 0. 



86 Anfangsgründe der Flächentheorie. 

Setzen wir u = u (t) , v = v (t) , so wird auf unsrer Fläche eine 
Kurve festgelegt, die sich aus 

(4) !(tt(t), v(t)) = !(t) 

bestimmt und die den Tangentenvektor hat: 

(5) 
dx du dv 
dt = ~ .. -dt + ~V {f""t ' 

der nach den Rechenregeln der Einleitung (§ 2 (27)) auf dem Vektor
produkt !u X 1;v senkrecht steht. Aus 1;,. X !v 9= 0 folgt also, daß die 
Tangenten an alle Flächenkurven durch die betreffende Stelle u, v 
alle zu demselben Vektor (3} senkrecht sind und daher in einer Ebene 
liegen, der Tangentenebene der Fläche an dieser Stelle. Diese Tangenten
ebene steht senkrecht zum Einheit~vektor der Flächennormalen 

(6) 

Für die Bogenlänge s unserer durch (4) gegebenen Kurve erhalten wir nach 
§ 5 (12} die Formel 

s= JV(~f?-dt= JV~-(~;-;r+2<~ .. !vl-:: ~~ +!v2 (~~Ydt. 
Führen wir die von GAusz herrührenden Abkürzungen ein: 

(7) F = !u!v• 

so erhalten wir 

= Jl I E (.!!..!!Y + 2F!:..!!.. .!.:!_ + G ( ,j;-)-2 dt 
s v· dt) dt dt dt · 

Für das quadrierte Differential d s können wir dann schreiben: 

(7a) d 2 = [E ( du) 2 + 2F !:..!!._ !Y_ + G (!Y__)2] dt2 
s dt dt dt dt ' 

ds ist dabei etwa als "die unendlich kleine Entfernung" oder das "Bogen
element" zweier benachbarter durch die Parameterwerte t und t + dt 
gegebener Punkte unsrer Kurve anzusprechen. Man pflegt (7 a) auch 
in der Form 
(8) ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 

zu schreiben. Hieraus wird deutlich, daß der Ausdruck für ds 2 

nicht von der Wahl des Parameters t abhängt, mittels dessen die 
Kurve 1; (t) in den Funktionen u (t) , v (t) dargestellt wurde. Er be
hält seine Form, wenn man für t einen neuen Parameter t = f (t*) auf 
dieser Kurve einführt, und hängt nur ab von den Werten der Flächen
parameter u und v in den zwei benachbarten Punkten u, v und u + du, 
v + dv unsrer Kurve: ds 2 ist eine Funktion der u, v (die in den E, F, G 
stecken) und der du, dv. Nennen wir die aus zwei unendlich benach-
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barten Punkten u, v und u + du, · v + d v unsrer Fläche bestimmte 
Figur ein Linienelement unsrer Fläche, so ist ds 2 auf Grund seiner geo
metrischen Bedeutung eine Invariante unsres auf der Fläche gezogenen 
Linienelements. !)a ds 2 nach (8) eine quadratische Form in den Diffe
rentialen du und dv ist, bezeichnen wir ds 2 auch als eine invariante 
quadratische Differentialform unsrer Fläche. Natürlich kommt es uns 
in unsrer Flächentheorie vor allem auf die Bestimmung von Invarianten 
unsrer Fläche an, die nicht erst von der Wahl eines speziellen Linien
elements (oder einer speziellen "Fortschreitungsrichtung" auf der 
Fläche) abhängen, sondern die sich unmittelbar aus der Fläche ergeben. 
Zu solchen Invarianten gelangen wir 
später durch etwas verwickeltere Aus
drücke. Es zeigt sich dann, daß die 
Auffindung von gewissen invarianten 
Differentialformen, auf die man gleich 
zu Anfang in der Flächentheorie mühe
los geführt wird, ein vernunftgemäßes 
Durchgangsstadium bildet zur Auf
findung wirklicher Flächeninvarian
ten. (Im Kap. 5 wird das verständ
lich werden.) 

Außer (8) werden wir im nächsten 
Abschnitt noch eine zweite Differen- Fig. 10. 

tialform einführen. 
Geht man mit der Abkürzung (7) in den Ausdruck (6) für die 

Flächennormale hinein, so findet man nach der Identität von LAGRANGE 
(§ 3 (42)) 

(9) 

Als Beispiel nehmen wir eine GAuszsche Parameterdarstellung der 
Einheitskugel (Fig. 10), bei der wir statt u, v lieber {}, p schreiben 
wollen, 

(10) 

x1 = sin {} cos p , 
x2 = sin {} sin p , 

x3 = cosff. 

{} bedeutet die "Poldistanz" vom "Nordpol" N (0, 0, l) und p die 
"geographische Länge". {} = konst. sind die "Parallele" (Breitenkreise), 
p = konst. die "Meridiane". Die Pole sind singuläre Stellen unsrer 
Parameterdarstellung, da o t;: o p für {} = 0, n verschwindet, also die 
Bedingung (3) nicht mehr erfüllt ist. Diese Bedingung scheidet also 
nicht nur singuläre Stellen der Fläche aus, wie etwa die Spitze eines 
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Drehkegels, sondern auch Singularitäten der Parameterdarstellung. Für 
das Bogenelement unsrer Kugel erhält man 

(11) ds2 = d{J2 + (sin '19- dip) 2 , 

für den Normalenvektor 
(12) 

§ 42. Die zweite Grundform. 
Betrachten wir längs unsrer Kurve (4) auch die Flächennormalen 

~ (t) = ;(u (t), v (t)), 

so ist durch die Funktionen !: (t), ~ (t) ein Flächenstreifen bestimmt, 
auf den wir die Formeln unsres Kapitels 3 anwenden können. Denken 
wir uns als Parametertinsbesondere die Bogenlänge s der Kurve (4) I (t) 
gewählt, so ist nach § 33 (8) die Normalkrümmung b unseres Streifens 
durch 

(13) 

gegeben. Setzen wir 

(14) L=-(fu~u), 2M=-(fu~v+fv~u), N=-(fv~v), 

so erhalten wir mittels (5) und 

(14a) d~=~udu+~vdv, 

(15) -(df, d~)=Ldu2 +2Mdudv+Ndv2 • 

Wegen der Invarianz von b und dem in (8) schon ermittelten ds 2 

ist nach (13) der Ausdruck (15) eine neue invariante quadratische Diffe
rentialform unsrer Fläche, die eine Invariante eines auf der Fläche ge
zogenen Linienelements darstellt. Wir haben jetzt die beiden Formen: 

(16) 
E d u2 + 2 F du d v + G d v2 = I, 
L d u2 + 2M du d v +Nd v2 = II. 

Die Formeln (14) kann man auch anders schreiben. Leitet man die 
Identitäten 

nach v und u ab, so folgt 

(17) 

und somit 
(18) 

Leitet man die gleichen Identitäten nach u und v ab, so wird 

fuu~ + fu~u = 0' fvv~ + Iv~v = 0. 
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Man findet nach (14) 

Führt man aus (9) den Ausdruck für ~ ein, so erhält man schließlich 

(19) 

L =- !u~u = j!_uu~u~~--,, 
}EG-F2 

M = _! ~ = _! ~ = (~uvtu~_"l_ 
u " " u lEG-:_ F2 ' 

N =- !"~" = ~~~~-~.) . 
lEG-F2 

§ 43. Sätze von MEUSNIER .und EULER. 

Nach Formel (11) und (12) des § 34 ist die Normalkrümmung b 
unsres im vorigen Abschnitt betrachteten Streifens auf unsrer Fläche 
auch durch 

(19a) 

gegeben. Hierbei ist ~2 die Hauptnormale und I: e die Krümmung der 
Kurve unseres Streifens, die dabei noch mit einem geeigneten Vorzeichen 
zu nehmen ist. Nach (13), (I5) und (16) haben wir auch - b = II : I, 
somit nach (I9a): 

; 2 ; Il Ldu2 +2Mdudv+Ndv2 
- = - = -=--o-:o-'-~=-cc----c-e I Edu2+2Fdudv+Gdv2_" 

Diese Formel enthält eine Reihe geometrischer Sätze. Zunächst: Alle 
Flächenkurven, die durch denselben Flächenpunkt gehen und hier die
selbe Schmiegebene haben, besitzen dort auch gleiche Krümmung. Um 
die Verteilung der Krümmungen der Flächenkurven in einem Flächen
punkt kennenzulernen, genügt es also, die ebenen Schnitte der Fläche 
zu untersuchen. 

Betrachten wir jetzt alle ebenen Schnitte durch unsern Flächen
punkt, die hier noch eine Flächentangente gemein haben. Ist (9 der 
Winkel der Schnittebene· mit der Flächennormalen, also ~2 ~ = cos (9, 

so wird 

(20) 
cm e -·· ··- = konst. 

Q 

Setzen wir (9 = 0, bekommen wir die Krümmung I: R des Normal
schnitts. Also 

(21) I ~ = {, e = R cose ·I 
Darin steckt der "Satz von MEUSNIER" (1776): 
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Die Krümmungskreise aller ebenen Schnitte durch dasselbe Linien
element der Fläche liegen auf einer Kugel. Oder: Alle zugehörigen 

Krümmungsachsen bilden ein Büschel (liegen in einer Ebene und gehen 
durch einen Punkt). Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die Diffe
rentiale du und dv des Linienelements der Gleichung II = 0 ge
nügen. Auf diesen Fall kommen wir am Ende des § 52 zurück. 

l Legen wir alle Schnitte senkrecht zur 
Zeichenebene durch ein Linienelement, das in 
I auf der Zeichenebene senkrecht steht, so gibt 
Fig. ll ein Bild des Satzes von MEUSNIER. 

Setzen wir in (16) jetzt ; 2 und ; gleich
gerichtet und gleichsinnig voraus, so wird 
; 2 ; = 1, und wir bekommen für die Krüm
mungen der Normalschnitte 

I II 
(22) R 

Fig. ll. Dabei ist nach den in § 7 über das Vor-
zeichen der Krümmung getroffenen Fest

setzungen R > 0, wenn der zugehörige Krümmungsmittelpunkt auf 
der Seite des Flächenpunktes liegt, nach der die (willkürlich gewählte) 
Normalenrichtung ; hinweist. Im entgegengesetzten Fall ist R < 0. 

Da I= ds 2 > 0 ist, hängt das Vorzeichen von R nur von dem 
von II ab. Wir haben zwei wesentlich verschiedene Fälle, je nachdem 
dieses Zeichen mit der Änderung von du: dv fest bleibt oder wechselt. 
Ist LN - M 2 > 0, so hat II festes Zeichen: die Krümmungsmittel
punkte aller Normalschnitte durch den Flächenpunkt I liegen auf der
selben Seite von I. Man sagt, die Fläche ist im Punkt I elliptisch ge
krümmt. (Beispiel: alle Punkte eines Ellipsoids.) Ist LN- M 2 = 0, 
so haben wir zwar noch keinen Zeichenwechsel von 1 : R, aber eine 
einzige reelle Nullrichtung (1: R = 0). Man spricht von einem para
bolischen Flächen!_Junkt. Endlich ist LN- M 2 < 0 kennzeichnend für 

hyperbolische Krümmung. 
Deutlicher werden diese Verhältnisse, wenn wir eine besondere 

Parameterdarstellung benutzen: x1 = u, x2 = v, x3 = f (u, v). Legen 
wir unsern Flächenpunkt in den Ursprung, seine Tangentenebene m 

die x1 , x2-Ebene, so sieht die Reihenentwicklung von f so aus: 

(23) 

Ferner wird im Ursprung E = G = 1, F = 0: L = r, M = s, N = t; 
also ist nach (22) 

(24) 
l 2 • . 2 R = r cos cp + 2 s sm cp cos cp + t sm cp , 



§ 44. Die Hauptkrümmungen. 

wenn q; den Winkel der Tangentenrichtung im Ursprung mit der 
x1-Achse bedeutet. Setzt man 

so wird 
(25) 

l'TRT cos q; = Yl ' l'TRT sin q; = y2 , 
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die Gleichung eines Kegelschnitts (oder eines Geradenpaares), den 
man als Indikatrix von DuPIN bezeichnet (Fig. 12). Dieser Kegel
schnitt um den Ursprung als Mittelpunkt ist ein ähnliches Abbild der 
Näherungsschnittkurven unsrer Fläche mit 
Ebenen x3 = konst. für kleines [ x3 [. 

Aus unsrer Reihenentwicklung folgt, daß 
bei elliptischer Krümmung (rt -s2 > 0) 
die Fläche in der Umgebung des Ursprungs 
eine Seite der Tangentenebene x3 = 0 ganz 
freiläßt, während bei hyperbolischer Krüm
mung die Tangentenebene die Fläche in be-
liebiger Nähe des Ursprungs durchschnei- Fig. 12. 
det. Man kann sich über solche hyperbo-
lische Flächenpunkte am besten an dem Beispiel x3 = x1 x2 ein Bild 
machen. Weist die x3-Achse nach oben, so liegen in den beiden Winkeln 
x1 x2 > 0 die Berge und in x1 x2 < 0 die Täler, die im Ursprung einen 
Sattel bilden. 

Schließen wir den parabolischen Fall aus (nehmen also die Voraus
setzung rt - s2 =f= 0 als erfüllt an), so können wir die Achsen der Indi
katrix als x1 , x2-Achsen wählen. Dann wird s = 0 und (24) bekommt 
die Form 
(26) 1 _ ccs2 rp + sin2 rp 

R - lf;" -Ei.";". 

Das ist die Formel von EuLER, die die Krümmung eines beliebigen 
Normalschnittes aus den "Hauptkrümmungen" l: R1 und 1: R2 her
zuleiten gestattet. Dabei sind die Hauptkrümmungen die Krümmungen 
der Normalschnitte durch die Achsen der Indikatrix von DuPIN. Als 
"Schmiegtangenten" oder "Asymptoten" der Fläche bezeichnet man die 
Asymptoten der Indikatrix. 

§ 44. Die Hauptkrümmungen. 
Es galt für die Krümmungen der Normalschnitte in einem Flächen

punkt die Gleichung (22) 
1 Ldu2 +2M dudv +N dv2 

(26a) R = E du2 + 2F dudv + Gdv2 ' 

Schreibt man l: R vor, so ist das eine quadratische Gleichung für die 
Richtung du: dv 
(27) (RL- E) du2 + 2 (RM -F) dudv +(RN- G)dv2 = 0. 
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Wir wollen die Werte von 1 : R, für die diese Gleichung in du : d v 
eine Doppelwurzel hat, die Hauptkrümmungen der Fläche nennen in 
Übereinstimmung mit der im nichtparabolischen Fall mittels der Indi
katrix gegeben2n Erklärung. Soll (27) in du: dv eine Doppelwurzel 
haben, so muß neben der Gleichung (27) in du: dv noch die gelten, 
die man aus (27) durch Ableitung nach du: dv erhält. Oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, es müssen nebeneinander die Beziehungen be
stehen 

(28) 

Daraus folgt für 

(RL -E)du + (RM -F)dv = 0, 

(RM -F) du+ (RN- G)dv = 0. 

R die Gleichung 

IRL -E RM-FI= 
RM-F RN-G O. 

Diese Gleichung hätte man auch unmittelbar aus (27) entnehmen 
können. Sie bedeutet das Verschwinden der Diskriminante von (27). 
Die Determinante gibt ausgerechnet 

(29) (EG-F2);2 -(EN-2FM+GL)-~ +(LN-M2)=0. 

Somit ergeben sich für die symmetrischen Grundfunktionen der 
Hauptkrümmungen die Werte 

LN-M 2 

(30) 
R 1 R 2 EG -F2 ' 

_!_+_!_= EN-2FM+GL 
R 1 R 2 EG-F 2 • 

Man setzt auch 

(31) 

und nennt K das GAuszsche Krümmungsmaß und H die mittlere Krüm
mung der Fläche. Diese beiden "Krümmungen" treten bei Flächen 
an Stelle der einzigen Krümmung bei Kurven. Es ist schon deshalb 
bequemer, an Stelle von 1: R1 , 1: R 2 die symmetrischen Verbindungen 
K, H einzuführen, weil diese aus den beiden Grundformen rational zu 
berechnen sind. 

H wechselt das Zeichen, wenn man bei 

(32) 

das Vorzeichen ändert, eine Irrationalität, die nach (19) in der Erklärung 
der zweitenj Grundform steckt, während K vom Vorzeichen dieser 
Wurzel W nicht abhängt. Nach § 43 ist K > 0 für einen Flächenpunkt 
mit elliptischer, = 0 für einen Flächenpunkt parabolischer Krümmung 
und < 0 für hyperbolische Krümmung. 
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§ 45. GAuszens Theorema egregium. 
Daß K von der Irrationalität W (32) nicht abhängt, sieht man am 

deutlichsten, wenn man in 
LN-M 2 

K = __ W_2_ 

für L, N, M die Werte aus (19) einsetzt: 

(33) K = ~4 { (~uu ~u ~v) (~v v ~u ~v) - (~uv ~u ~v) 2 } • 

Man kann nun, wenn man auf den Klammerausdruck zweimal den 
Multiklipationssatz für Determinanten anwendet, leicht das berühmte 
Ergebnis von GAusz herleiten, daß K allein aus E, F, G und den Ab
leitungen dieser Funktionen nach u, v bis zur zweiten Ordnung bestimm
bar ist. Man findet 

__ !___~~ (~uu~vv) (~uu~u) (~uu~v) I_ ~:v (fuvfu) (fuv~v) 'I 
K- rP I (fufvvl E F : (~uvfu) E F 

I (~vfvv) F G i (fuv~v) F G 
oder 

- -~-~~~ {(~uu ~vvl- ~~r} (~UU ~u) (~UU !vl 1- ~. 0 (!uv !u) (!u V !v) l 
(34) K- W 4 (!u!vv) E F . (!uv!u) E F , 

I I 

(42) 

I (~v!vv) F G! .(~uv!v) F G 

Aus der Erklärung 

folgt aber durch Ableitung 

(35) !uu !u = ~Eu' 
(36) !uvfu=~Ev; 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

!vv !v = ~ Gv' 

!uvfv=~Gu; 

!uu !v = Fu- ~Ev, 

!v v !u = F v - ~ G u · 

Leitet man (38) nach u und (39) nach v ab, so erhält man durch nach
trägliches Abziehen 

(41) 

Damit ist in (34) alles durch E, F, G ausgedrückt: 

1 
(- ~Guu +Fuv- ~Evv) ~E ... (F .. -~Ev) 0 ~Ev ~G,. 

W 4 ·K= (Fv- tGu) E F - ~Ev E F 

~G,, F G tG ... F G 
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In dieser einfachen und naheliegenden Art ist das berühmte GAusz
sche Ergebnis von R. BALTZER hergeleitet wonlen1 . GAusz selbst ist 
1826 durch sehr langwierige Rechnungen zu einer gleichwertigen Formel 
gekommen 2• Ihre geometrische Deutung soll erst später (§ 67) erörtert 
werden. 

§ 46. Krümmungslinien. 
Die Gleichungen (28) oder 

(43) 
R (L du + M dv)- (Edu + Fdv) = 0, 

R(Mdu+Ndv) -(Fdu+Gdv)=O 

ergeben, wenn man R herauswirft, für die "Hauptrichtungen" auf der 
Fläche, die den Achsen der Indikatrix entsprechen, in du: dv die 
quadratische Gleichung 

(44) 

oder 

I

Ldu+Mdv 
Mdu + Ndv 

Edu+Fdv J =O 
Fdu + Gdv 1 

(45) (LF -- M E)du2 + (LG- N E)dudv +(MG- NF)dv2 =0 

oder endlich 

(46) 

d v2 - du d v d u2 

E 
L 

F 

M 
G =0. 

N 

Eine Kurve auf einer Fläche, deren Richtung in jedem Flächen
punkt mit einer zugehörigen Hauptrichtung zusammenfällt, nennt man 
"Krümmungslinie". Da die Indikatrix im allgemeinen zwei reelle 
Achsen hat, so gehen durch einen Flächenpunkt im allgemeinen zwei 
reelle aufeinander senkrechte Krümmungslinien. (44), (45), (46) sind 
verschiedene Formen der Differentialgleichung dieses rechtwinkligen 
Kurvennetzes auf der Fläche. 

Wir wollen jetzt zeigen, daß die Flächenstreifen längs der Krüm
mungslinien die einzigen auf einer Fläche vurhandenen Krümmungs
streifen im Sinne des § 35 sind. Dort war für einen Krümmungsstreifen 
die Bedingung 
(47) (~, d6, d~) = 0 

als kennzeichnend nachgewiesen. Wir müssen zeigen, daß die Bedin
gung (47) mit jeder der eben abgeleiteten Bedingungen (44) bis (46) 

1 R. BALTZER: Ableitung der GAuszschen Formeln für die Flächenkrümmung. 
Leipziger Ber., math.-phys. Klasse Bd. 18, S. 1-6. 1866. 

2 Vgl. P. STÄCKEL: Materialien für eine wisseP~chaftliche Biographie von 
GAusz, V: GAusz als Geometer (1918), bes. S. 120-125. Ferner im folgenden§ 73. 
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zusammenfällt. In der Tat! Nach § 2 (26) folgt aus (47) die lineare Ab
hängigkeit 
(48) rx~+ßdt_+yd~=O 

der in der Determinante stehenden Vektoren. Hier dürfen rx., ß und y 
nicht gleichzeitig verschwinden. Da aus ~ 2 = l folgt ~d~ = 0 und 
da überdies nach § 41 (5) ~dt_ = 0 gilt, so erhält man aus (48) durch 
skalare Multiplikation mit ~, daß rx. verschwinden muß. Multipliziert 
man die übrigbleibende Gleichung 

(49) 

einmal mit !u und zweitens mit t_", so erhält man nach (5) und (l4a) 
die beiden Gleichungen 

ß (E du + F dv) - y (L du + M dv) = 0, 

ß(Fdu + Gdu)- y(Mdu + N dv) = 0. 

Da dies Gleichungssystem in nicht gleichzeitig verschwindenden ß und y 
lösbar sein soll, muß die Determinante verschwinden. Das führt aber 
gerade auf (44), w. z. b. w. 

Auf Grund der in § 35 angegebenen Eigenschaft der Krümmungs
streifen haben wir den Satz: Eine Flächenkurve ist Krümmungslinie der 
Fläche, wenn die Flächennormalen längs der Kurve eine Torse bilden. 

Führen wir das orthogonale Netz der Krümmungslinien als Para
meterkurven u, v = konst. ein, so muß zunächst !u !v = F = 0 sein 
und nach (45) ME= 0, MG= 0, also, da E, F, G nicht alle ver
schwinden können (EG-F 2 > 0), muß M = 0 sein. 

(50) F= M= 0 

ist notwendig und hinreichend dafür, daß die Krümmungslinien Para
meterkurven sind. 

Aus (49) sehen wir, daß für die auf Krümmungslinien bezogene 
Fläche Gleichungen der Form 

(51) ß1!u+Y1~u=Ü, ß2!v+Y2~v=O 

gelten müssen. Da nach (3) !u und !v nicht verschwinden dürfen, 
sind dabei y1 und y2 :f 0. Multipliziert man die erste Gleichung mit !u 
und die zweite mit !v, so ergibt sich 

ß1 L ß2 N 

YI E' 

Nach (30) sind diese Quotienten für den Fall M = F = 0 aber nichts 
anderes als die Hauptkrümmungen 1: R1 und 1: R2 der Fläche. Wir 
können also nach (51) etwa 

1 1 
(52) ~u =- J?!u, ~v =- J?!v 

I 2 

setzen. Die Gleichungen (52) pflegt man nach ÜLINDE RüDRIGUES (1816) 
zu benennen. 
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Auf einer Drehfläche kann man sofort die Krümmungslinien er
mitteln. Es sind das nämlich die Parallelkreise und Meridiane der 
Fläche; denn die aus den Normalen längs dieser Kurven gebildeten ge
radlinigen Flächen sind Torsen. Von den beiden zu einem Punkt einer 
Drehfläche gehörigen "Hauptkrümmungsmittelpunkten" ist der eine 
Krümmungsmittelpunkt des zugehörigen Meridians, der zweite liegt 
auf der Drehachse (Fig. 13). Letzteres kann man einsehen, wenn man 
bedenkt, daß die Normalenfläche längs des Parallelkreises ein Dreh
kegel ist, oder auch mit Hilfe des Satzes von MEUSNIER. 

Nehmen wir jetzt die Fläche wieder als gegeben in allgemeinen 
Parametern an, so können wir die Differentialgleichung der Krümmungs
linien nach (47) wegen (5) und (14a) in der Form schreiben: 

(53) (~ ~ .. ~ .. ) du2 + [(~ ~ .. ~.,) + (~ !v ~ .. ))du dv + (~ ~" ~.,) dv2 = 0. 

Da diese Gleichung zur Bestimmung von du: dv mit (45) identisch sein 
muß, muß ihre linke Seite bis auf einen 
Faktor Ä. mit der von (45) übereinstimmen. 
Die Faktoren von du 2, du dv und dv 2 in 
(53) sind also bis auf einen gemeinsamen 
Faktor Ä. gleich den entsprechenden in (45). 
So haben wir z. B. für die Faktoren von 
du 2 und dv 2 

(54) 
(~J; .. ~,.) =Ä(LF -ME), 

(~!"~") =A(MG-NF). 

Aus diesen Formeln können wir leicht den 
folgenden geometrischen Satz ableiten: Be
trachten wir ineinemFlächenpunktirgend zwei 
in senkrechten Richtungen auslaufende Kur
ven, so sind in ihmdie geodätischen Windungen 

Fig. 13. (vgl. § 34) a1 und a2 der zu den Kurven gehö
rigen Flächenstreifen entgegengesetzt gleich. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn wir die beiden Kurven 
als u- und v-Kurven eines senkrechten Parameternetzes annehmen. 
Dann können wirF= 0 ansetzen und erhalten aus (54): 

(55) (~ ~u ~u) 
-E--

(~ ~. ~.) 
---G-

Die Ausdrücke der beiden Brüche sind nach § 35 (25h aber gerade die 
geodätischen Windungen a1 und a2 unserer beiden Kurven, denn 

{Edu und yGdv 

sind nach (8) die Bogenelemente ds1 und ds2 unserer beiden Kurven 
dv = 0 und du = 0. Bezeichnen wir dann mit 

dJ; dd~ (und ·entsprechend dd~, dd~) 
ds1 ' s1 s2 s2 
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die Ableitungen der Vektoren 1-: und ; längs unserer u-Kurve, (bzw. 
v-Kurve) nach der Bogenlänge, so können wir wegen d1;: ds1 = !:u: y E 
usw. die Gleichung (55) in der Form schreiben: 

(; :;1 :;J = - (; :;2 :;J. 
woraus nach § 35 (25) 1 unsere Behauptung erwiesen ist. 

§ 47. Nabelpunkte 1• 

Nach (46) versagt die Differentialgleichung der Krümmungslinien 
immer dann, wenn die beiden Grundformen I, II sich nur um einen 
von du: dv unabhängigen Faktor unterscheiden, wenn also nach (22) 
die Krümmungen aller Normalschnitte durch den Flächenpunkt über
einstimmen. Einen solchen Flächenpunkt nennt man Nabel. Eine Ebene 
und eine Kugel bestehen offenbar nur aus Nabelpunkten. Hier lassen 
sich alle Kurven als Krümmungslinien ansehen, was auch daraus her
vorgeht, daß die Normalenflächen längs beliebiger Kurven auf diesen 
Flächen Zylinder oder Kegel, also Torsen sind. 

Es fragt sich, ob die Kugein (mit Einschluß der Ebenen) durch die 
Eigenschaft, nur Nabelpunkte zu enthalten, gekennzeichnet sind. Gibt 
es auf der Fläche Punkte mit endlichen Hauptkrümmungshalbmessern, 
so gilt, wenn alle Nabelpunkte sind, R1 = R2 = R (u, v) und, da jede 
Kurve auf der Fläche Krümmungslinie ist, so folgt aus (52) 

(56) 
I 

;,.=-jf!:u; 

Leitet man die erste Formel nach v, die zweite nach u ab, so findet 
man durch Abziehen 

(57) 

Wegen der linearen Unabhängigkeit von !:u und !:v gibt (57) R,. = Rv = 0 
oder R = konst. und durch Integration von (56) erhält man das Er
gebnis 1-: =- R; + o. Das heißt aber, die Fläche 1-: (u, v) ist tatsäch
lich eine Kugel mit dem Mittelpunkt o und dem Halbmesser R. 

Ist hingegen 1: R identisch Null, so folgt aus (56) ;u = ;v = 0 
oder ; = konst. Also durch Integration von ; d 1-: = 0 die Gleichung 
einer Ebene ;1; = konst. 

Damit ist gezeigt: 
Die Kugeln mit Einschluß der Ebenen sind die einzigen nur aus Nabeln 

bestehenden Flächen .. 

1 Vgl. zu diesem Abschnitt die Aufgabe 3 des § 60. 
Blascbke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 7 
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§ 48. Satz von DUPIN über rechtwinklige Flächennetze. 
Die Ermittlung der Krümmungslinien auf manchen Flächen (z. B. 

auf den Flächen zweiter Ordnung), also die Integration der Differential
gleichung (46) gelingt in besonderen Fällen mittels eines schönen Satzes 
von CH. DuPIN. Wir denken uns die Koordinaten xk eines Punktes im 
Raum als Funktionen von drei Parametern dargestellt: 

(58) X~:= xk (u, v, w), 

wofür wir zur Abkürzung wieder vektoriell 

t = t (u, v, w) 

schreiben werden. Dann nennt man u, v, w "krummlinige Koordi
naten" im Raum, wenn die Gleichungen (58) nach den u, v, w lösbar 
sind, d. h. wenn die Funktionaldeterminante der x1 , x2 , x3 nach u, v, w 
nicht identisch verschwindet. Wir wollen nun insbesondere annehmen, 
je zwei Flächen u, v, w = konst. sollen sich längs ihrer Schnittlinie 
senkrecht durchschneiden. Dann bilden die drei Flächenscharen ein 
rechtwinkliges Fl§chennetz oder, wie man auch sagt, ein dreifaches Ortho
gonalsystem. 

~ehmen wir z. B. Polarkoordinaten 

x1 = r sin {} cos rp , 

x2 = r sin {} sin rp , 

x3 = rcos {}, 

so sind die Flächen r = konst. konzentrische Kugeln,{} = konst .. Dreh
kegel und rp = konst. Ebenen. Diese drei Flächenscharen bilden ein 
rechtwinkliges Flächennetz. Als Bedingungen dafür bekommen wir 

{59) Iv Iw = 0' Iw fu = 0' Iv Iu = 0' 
wo z. B. tu den Vektor mit den Koordinaten a xk: au bedeutet. Das 
quadrierte Bogenelement ds 2 = dx: + dx: + dx: des Raumes nimmt 
bei einem dreifachen Orthogonalsystem die Gestalt an: 

ds 2 = t; du2 + t; dv2 + };'!,dw2 • 

Es gilt nun folgender Satz aus CH. DuPINs Hauptwerk: "Deve
loppements de geometrie" (Paris 1813): 

Die Flächen eines rechtwinkligen Netzes durchschneiden sich paar
weise in Krümmungslinien. 

Zum Beweise leiten wir die Gleichungen (59) der Reihe nach nach 
u, v, w ab. Das gibt 

oder 

fuvtw + t>cufv = 0, 

tv w tu + tu v Iw = 0 , 

twu ;i;v + ;l;vw;i;u = 0 

ruv!w=O, ;i;vw ;i;u = 0' !wu!v=O. 
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Da alle drei Vektoren tu, !v und !uv auf !w senkrecht stehen, liegen 
sie in einer Ebene: 
(60) 

Betrachten wir jetzt eine Fläche w = konst., auf der die u, v GAusz
sche Parameter bilden. Es ist tu tv = F = 0, und nach der Erklärung 
(19) von M folgt aus (60) auch M = 0. F = 0, M = 0 war aber kenn
zeichnend für Krümmungslinien als Parameterlinien, w. z. b. w. 

Wir können diesem Nachweis unseres Satzes auch ein geometri
sches Mäntelchen umhängen. Von einem Punkt unseres dreifachen 
Orthogonalsystems laufen drei Kurven aus, in deren jeder sich zwei 
Flächen des Systems schneiden. Durch jede Kurve gehen dann zwei 
Streifen, die zu den beiden Flächen gehören, wElche sich in der Kurve 
schneiden. Insgesamt laufen also von einem Punkt sechs zu unserem 
dreifachen Orthogonalsystem gehörige Streifen aus. Die beiden Streifen 
durch eine und dieselbe Kurve schneiden sich senkrecht, haben also 
nach dem am Schluß des § 36 bewiesenen Satze dieselbe geodätische 
Windung. Nennen wir die drei verschiedenen geodätischen Windungen, 
die an den Streifen der drei verschiedenen Kurven auftreten, a1 , a2 

und a3 , so liegen noch je zwei zu verschiedenen Kurven gehörige 
Streifen auf einer und derselben Fläche. Da sie zu senkrechten Kurven 
gehören, so sind nach dem Ende des § 46 ihre geodätischen Win
dungen entgegengesetzt gleich. Dreimal angewendet, liefert der Satz: 

a1 + a2 = 0, a2 + a3 = 0 , a3 + a1 = 0 , 

das heißt, alle a verschwinden, somit sind nach § 35 alle vorkommen
den Streifen Krümmungsstreifen, was zu beweisen war. 

Ein nicht triviales Beispiel eines rechtwinkligen Flächennetzes 
bilden die "konfokalen" Flächen zweiter Ordnung. Beschränken wir 
uns auf den Fall der Mittelpunktsflächen, so kann man die Flächen 
des Netzes mittels eines Parameters t in eine Gleichung zusammen
fassen: 

(61) 

Es sei a1 > a2 > a3 > 0 und xk =f= 0. Gibt man die xk, so erhält 
man für t eine kubische Gleichung, von der man einsehen kann, daß 
sie nur reelle Wurzeln hat. Denn linker Hand steht in (61) bei festen 
x" eine Funktion f (t), die an den Stellen ak von - oo nach + oo 
springt und im übrigen stetig ist. Nach dem Satze von BoLZANO über 
stetige Funktionen muß es also tatsächlich drei reelle Nullstellen tk 
von f (t) - 1 geben, und zwar a'lf den folgenden Teilstrecken: 

tl > al > t2 > a2 > ta > aa · 
Somit gehen durch jeden Raumpunkt (xk =f= 0) drei reelle Flächen 
unseres Systems (61): ein Ellipsoid t1 , ein einschaliges Hyperbolid t2 

7* 
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und ein zweischaliges t3 . Die tk sind an Stelle der u, v, w als krumm
linige Koordinaten verwendbar. Die Orthogonalität sieht man so ein: 
Die Flächennormale an die Fläche ti = konst. hat die Richtung 

Bilden wir das innere Produkt mit dem Normalenvektor der Fläche tk, 

so erhalten wir 
X~ :t~ .'l;i 

(61 a) (t1 - a1) (tk - a1) + (t1 .:.:_~;)-(tk - a2) + (I;::.._ a3) (t~ - a3) • 

Dieser Ausdruck ist aber Null; denn aus f (t;) = 1, f (tk) = 1 folgt 
f (t;) - f (tk) = 0, was das Verschwinden von (61a) ausdrückt. Darin 
ist die behauptete Orthogonalität enthalten. 

Die Krümmungslinien der Flächen zweiter Ordnung sind also im all
gemeinen Raztmkurven vierter Ordnung, in denen sich fe zwei konfokale 
Flächen durchdringen. 

§ 49. Die winkeltreuen Abbildungen des Raumes. 
Setzt man 

wo die Yk analytische Funktionen der xk mit nicht verschwindender 
Funktionaldeterminante sind, so erhält man, wenn man die xk und yk 
als rechtwinklige Koordinaten zweier Punkte 6 und t) deutet, eine 
"Abbildung" oder "Punkttransformation" des Raumes. Bleiben bei 
dieser Abbildung die Winkel erhalten, so nennt man die Abbildung 
"winkeltreu" oder (nach GAusz) "konform". Triviale Beispiele solcher 
winkeltreuer Abbildungen sind die Ähnlichkeiten. 

Ein nicht triviales Beispiel bildet die "Inversion" 

(62) 

Entsprechende Punkte liegen dabei auf demselben Halbstrahl durch 
den Ursprung. Das Produkt ihrer Entfernungen vom Ursprung ist Eins: 

(63) 62 t)2 = 1 . 

Die Einheitskugel (lnversionskugel) bleibt bei dieser Abbildung punkt
weise fest (6 = t)). Der Ursprung wird ins Unendliche befördert. Die 
Abbildung ist "involutorisch", da die Beziehung der Punkte 6, t) sym
metrisch ist, also die Abbildung 6-+ t) mit der inversen t)-+ 6 zusammen
fällt. Man spricht daher auch von der "Spiegelung" an der Kugel 62 = 1. 
Eine Gleichung von der Form 

(64) A 0 + A 1 y1 + A 2 y2 + A 3 y3 + A 4 t)2 = 0 

behält diese Gestalt: 

65) 
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d. h. die Gesamtheit der Kugeln und Ebenen geht bei der Inversion 
in dieselbe Gesamtheit über. Wir wollen im folgenden die Ebenen 
immer mit zu den Kugeln rechnen. 

Die Winkeltreue der Inversion kann entweder geometrisch aus der 
Invarianz der Kugeln oder wie im folgenden durch Rechnung erwiesen 
werden. Aus (6~) ergibt sich 

d - ~~d~- 2(~d~)~ 
(66) t) - (~2)2 • 

d~z d sl 
(67) dt)2 = (~2) 2 ' dstJ = y. 
Sind ~ und 'YJ Einheitstangentenvektoren in entsprechenden Punkten 
entsprechender Kurven 

(68) 

so folgt aus 

(69) 

Für ein zweites Paar entsprechender Kurven durch dasselbe Punkte
paar ~. t) ergibt sich ebenso 

(70) - ~~~- 2(~~)~ r; = ~2 ·---

und daraus 
(71) 

worin die Winkeltreue enthalten ist. 
Wir werden nun umgekehrt zeigen, daß aus der Winkeltreue die 

Invarianz der Kugeln folgt: 
Satz von L10uvn.LE. Jede winkeltreue räumliche Abbildung führt 

die Kttgeln wieder in Kugeln über1 • 

Zunächst folgt aus der Winkeltreue, daß ein rechtwinkliges Flächen
netz bei konformer Abbildung wieder in ein solches übergeht. Daraus 
schließen wir : 

Bei winkeltreuer Abbildung bleiben die Krümmungslinien erhalten. 
Wir brauchen dazu nach DUPIN nur zu zeigen, daß jede Fläche 

~ (u, v) in ein rechtwinkliges Flächennetz "eingebettet" werden kann. 
Wir nehmen die Krümmungslinien auf der Fläche als u, v-Kurven und 
setzen (~ = Einheitsvektor der Flächennormalen) 
(72) "i = ~(u, v) + w~ (u, v), 

dann bilden die geradlinigen Flächen (Torsen) u, v = konst. und die 
"Parallelflächen" w = konst. zur ursprünglichen Fläche (w = 0) em 
solches Netz. Es ist nämlich 

(73) "iu=~u+w$"', "iv=~v+w~v• iw=~ 

1 J. LIOUVILLE: Note YI in MONGES Application de !'Analyse, S. 609-616. 
Paris 1850. 
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oder nach ÜLINDE RoDRIGUES (52) 

(74) ~u ·= ( l - ;J Xu , lv = ( l- ;J Xv ' - - J: !"w- ~. 

Die drei Vektoren sind parallel zu Xu, Xv, ~, also tatsächlich paarweise 
senkrecht. Aus der Invarianz der Krümmungslinien folgt aber nach 
§ 47 die behauptete Invarianz der Kugeln. 

Der damit bewiesene Satz von LIOUVILLE läßt sich auch so fassen: 
] ede winkeltreue Abbildung (die nicht ähnlich ist) läßt sich durch eine 
Aufeinanderfolge einer Inversion und einer Ähnlichkeit vermitteln. 

Man zeigt dies etwa auf folgende Weise. Es sei X-..~ eine vorgelegte 
winkeltreue Abbildung. Wir nehmen ein rechtwinkliges Flächennetz 
von Kugeln an, die durch einen Punkt Xo hindurchgehen und hier drei 
paarweise zueinander rechtwinklige Ebenen berühren. Dieses Netz 
geht durch die vorgelegte Abbildung in ein ganz entsprechend wieder 
aus Kugeln aufgebautes Netz durch den entsprechenden Punkt ~0 
über. Jetzt nehmen wir zwei Inversionen, von denen die eine ! -.. r.* 
den Punkt Xo ins Unendliche befördert (x: = oo), die andere t) -.. t) * 
den Punkt tj0 (t) 0* = oo). Von der so entstehenden Abbildung x*- tj* 
läßt sich nun einsehen, daß sie eine Ähnlichkeit ist. Die beiden Kugel
netze sind durch die Inversion in Ebenennetze (etwa xt = konst., 
yt = konst.) übergeführt worden. Die Abbildung r*- ~* hat also eine 
analytische Darstellung von der getrennten Form 

yt = YZ (x%). 

Ferner ist die Abbildung r*- ~*, die durch Zusammenfassung winkel
treuer Abbildungen entstanden ist, selbst winkeltreu, führt also die 
Kugelschar !u = konst. in die Kugeln tj* 2 = konst. über. Daraus 
schließt man aber leicht auf die Ähnlichkeit ~* = konst. · r*, womit 
die Behauptung erwiesen ist. 

Die eine der hier zum Beweis verwandten Inversionen kann man 
auch sparen, wenn man etwa ro gleich im Unendlichen wählt. 

§ 50. GAusz' sphärisches Abbild einer Fläche. 
Denken wir uns, während ein Punkt r (u, v) eine krumme Fläche 

beschreibt, den Einheitsvektor ~ (u, v) der zugehörigen Flächennormalen 
vom Ursprung aus abgetragen, so ist der Endpunkt ~ dieses Vektors 
auf der Kugel ~2 = l beweglich. Die Fläche (r) ist so "durch parallele 
Normalen" auf die Einheitskugel (~) abgebildet. Man spricht vom 
sphärischen Abbild nach GAusz. Wir wollen nun ähnlich, wie wir 
beim Tangentenbild einer krummen Linie das Verhalten entsprechen
der Linienelemente festgestellt haben, jetzt beim "Normalenbild" er
mitteln, wie sich entsprechende "Flächenelemente" von (!) und (~) 

verhalten. 



§ 50. GAusz' sphärisches Abbild einer Fläche. 103 

Die Oberfläche1 einer krummen Fläche erklärt man (zweiwertig) 
durch das Doppelintegral 

(75) JJ(!,.dU,!vdv,~)=JJWdudv. 
Das "Flächenelement" 
(76) do =(!,.du, !"dv, ~) 

stellt man sich am einfachsten vor als "unendlich kleines Parallelo
gramm" zwischen den Vektoren !,.du, r"dt•. Man kann leicht ein
sehen, daß die Erklärung (76) von der Parametyrwahl unabhängig ist. 
Sind nämlich u, v neue Parameter, so wird 

(77) 
J J (!u!v~) dudv = J J (!,. uü + r" vü, !u uii + !vvv' ~)du dv 

= J J (!u!v~) (uüv;;- u;;v;) dudv = J J (!u ! 11 ~) dudv 

nach der bekannten Formel für die Einführung neuer Veränderlicher 
in ein DoppelintegraL 

Das entsprechende Oberflächenelement der Einheitskugel ist 

(78) dw = (~udu, ~"dv, ~). 

Nehmen wir als Parameterlinien etwa die Krümmungslinien und setzen 
!udu = d1!, !vdv = d2! und nach ÜLINDE RoDRIGUES (§ 46 (52)) 

so wird 
(79) 

Wir haben damit 

(80) 

d o = R1 R2 (dd, d2 ~, ~) 

= R 1 R2 dw. 

gefunden: 

I dw=_l =K I 
da R 1 R 2 • 

Das GAuszsche Krümmungsmaß ist also gleich dem Quotienten 
entsprechender Flächenelemente von (~) und (!) . Man kann hier 
wieder eine Bemerkung über das Vorzeichen machen. do und dw 
haben einzeln willkürliches- Zeichen, da wir aber in der Erklärung (76), 
(78) dieser Flächenelemente beidemal denselben Normalenvektor ~ver
wendet haben, so sind diese Zeichen so aneinander gebunden, daß 
dw: do > 0 oder < 0 ist, je nachdem die Vektoren ~udu, ~"dv, ~ 
ebenso aufeinander folgen wie die Vektoren !udu, !"dv, ~oder nicht, 
je nachdem also das sphärische Abbild "gleichsinnig" oder "gegen
sinnig" ist. 

1 Eine geometrische Erklärung der "Oberfläche" entsprechend der der Bogen
länge in § 1 findet man etwa bei H. BoHR und J. MoLLERUP, Mathematisk Ana
lyse II, S. 366. Kopenhagen 1921. 
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Man führt 

(81) I d~2 = edu2 + 2fdudv + gdv2 = ~ 

(82) 

gelegentlich als dritte Grundform ein. Die quadratischen Formen I, 11, 
III sind aber linear abhängig. Aus den Fortschreitungen längs der 
Hauptrichtungen kann man jede andere Fortschreitungsrichtung auf 
unsere Fläche linear kombinieren: 

d! = dl! + d2! ' 
(83) d~ = dl~ + d2~ =- (~~ + ~:). 
Danach wird 

I = -1- d !2 = dl !2 + d2 !2 , 

(84) 
11 =- dr-_d~ = dr'/;2 + d2'/;2 

- Rl R2 , 

11I = -1- d~2 =~I~+ d2'1;2 R'f Ri . 

Wirft man aus den drei Gleichungen d1'f2, d2 'f2 heraus, so folgt 

I 1 1 

(85) 11 
Rl R2 =0 

III I I 
R'f R2 I 2 

oder 

(86) I KI-2HII+III=0, I 
wenn mit H wieder die mittlere Krümmung (31) bezeichnet wird. In 
{86) ist die behauptete lineare Abhängigkeit enthalten. Ausführlich 
schreibt sich diese Beziehung der drei Grundformen: 

KE-2HL -1-e=O, 
(87) KF-2HM-i-f=O, 

KG-2HN -1-g=O. 

§ 51. Normalensysteme. 
Es sei 'f (u, v) eine Fläche. Durch jeden Punkt ! der Fläche legen 

wir eine Gerade, deren Richtung durch den Einheitsvektor 1J (u, v) ge
geben sei, also in Parameterdarstellung 

(88) t) = 'f-1- W?J. 
Wann gibt es zu diesem System von Geraden, das von zwei Parametern 
u, v abhängt, eine orthogonale Fläche; wann bilden also diese Ge-
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raden das System der Normalen einer Fläche? Es sei in (88) t) (u, v) 
diese orthogonale Fläche. Dann brauchen wir nur w (u, v) so zu be
stimmen, daß r; · d t) = 0 wird. Es ist 

(89) dt) = {f,. + w r;,.) du+ (fv + w 'YJv) dv + r; dw, 

Also gibt r; ·dt) = 0 die Bedingung, daß 

(90) - dw = fu r; du+ fv r;dv 

ein vollständiges Differential ist (man beachte, daß r; 2 = 1 und daher 
r;r;;. + 'YJ'YJv = 0). Somit folgt 

{91) {fu 'YJ)v = (fv r;),. 
oder 
{92) fu 'YJv - fv 'YJu = 0 1 

als notwendige und hinreichende Bedingung für ein Normalensystem. 
Nehmen wir rechtwinklige Parameterlinien auf unsrer Fläche, und 

zwar insbesondere so, daß 
~~ ~r;=O 

wird, so liegen die drei Vektoren~' r;, fv in einer Ebene, der "Einfalls
ebene" von r;. Unter der Annahme (93) nimmt unsere Bedingung für 
das Normalensystem (91) die Form an: 

(94) (fv r;),. = 0. 

Bezeichnet man den "Einfallswinkel", d. h. den Winkel des Vektors 
r; mit dem Normalenvektor ~' durch q;, so wird 

sin cp = (!v r;): y f; 
und es kann die Bedingung {94) für ein Normalensystem auch so ge
schrieben werden: 
(95) ( if; · sin cp ),. = 0. 

Verändert man daher die Lage des Strahls in seiner Einfallsebene, so 
daß an Stelle von cp (nach dem Brechungsgesetz) der Winkel ip vermöge 
der Gleichung 
(96) sin ip = n sin cp, n = konst. 

tritt, so gilt wiederum 

(97) (~sin cp),. = n (~· sin cp),. = 0, 

d. h. die gebrochenen Strahlen bilden wieder ein Normalensystem. Da
mit ist der Satz von MALUS und DuPIN bewiesen: 

Werden die Strahlen eines Normalensystems an einer Fläche nach 
dem Gesetz (96) von SNELLIUS gebrochen, so bilden auch die gebrochenen 
Strahlen ein Normalensystem. 

1 Für~= 1J ist das eine schon früher hergeleitete Formel§. 42 (18). 
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Neben bei: Seine eigentliche Quelle hat dieser Satz allerdings nicht 
in der hier durchgeführten Rechnung, sondern in dem Prinzip von 
HuYGHENS. Die Spiegelung (n =- l) ist unter Brechung mit enthalten. 

Auf die aus der Optik stammende Theorie der Strahlensysteme 
werden wir im 9. Kapitel ein wenig eingehen. 

§ 52. Schmiegtangentenkurven. 
Die Linien auf einer Fläche, längs derer die zweite quadratische 

Grundform verschwindet, 

(98) L du2 +2M du dv + N dv2 = 0 

nennt man "Asymptotenlinien" oder auch "Schmiegtangentenkurven" 
der Fläche. Die Tangenten an die Asymptotenlinien sind die Asymp
toten oder Schmiegtangenten der Fläche. Der Normalschnitt durch 
eine solche Tangente hat dort einen Wendepunkt. Man spricht deshalb 
auch von "Wendelinien" der Fläche. Die Differentialgleichung (98) läßt 
sich nach (19) ausführlich so schreiben: 

(99) (fuudu2 + 2fuvdudv + fvvdv2, fu, !v) = 0. 

Ist die Fläche hyperbolisch gekrümmt (K < 0, LN - M 2 < 0), so 
gehen durch jeden Flächenpunkt zwei reelle Asymptotenlinien hin
durch. Die Tangenten an sie fallen mit den Asymptoten der Indikatrix 
von DuPIN (vgl. § 43 (25)) zusammen, liegen also symmetrisch bezüglich 
der Hauptrichtungen der Fläche, die mit den Achsen der Indikatrix 
zusammenfallen .. In parabolischen Flächenpunkten (LN- M 2 = 0) 
gibt es, wenn II nicht identisch verschwindet, nur eine Asymptotenrich
tung. Im elliptischen Fall (K>O, LN- M 2 > 0) werden die Schmieg
tangentenlinien imaginär. 

Da nach § 42 (13) (15) (16) für die Normalkrümmungbeines Flächen
streifens gilt b = - II: J, folgt, daß die Streifen längs unserer Asymp
totenlinien identisch sind mit den im § 35 erklärten Schmiegstreifen 
auf unserer Fläche. Demnach können wir die folgende mehr geometrisch
anschauliche Erklärung der Schmiegtangentenlinien geben: 

Die Asymptotenlinien einer Fläche sind die Kurven auf der Fläche, 
deren Schmiegebenen gleichzeitt·g Tangentenebenen der Fläche sind. 

In innigem Zusammenhang mit der Erklärung der Asymptoten
richtungen steht die der "konjugierten" Richtungen. Zwei Richtungen, 
du: dv und ou: ov auf der Fläche in einem Flächenpunkt u, v nennt 
man konjugiert, wenn sie durch die Schmiegtangenten in dem
selben Punkt harmonisch getrennt werden. Es muß dann die "Polaren
bildung" der zweiten Grundform, nämlich 

(101) L du ou + M (du ov + dv ou) + N dv ov = 0 

verschwinden. Diese Beziehung (101) behält auch für K > 0 ihre reelle 
Bedeutung. 
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Nach (101) sind die Parameterlinien (du, dv = 0; ~u = 0, ~v) 
konjugiert, wenn M = 0 ist. Die Krümmungslinien bilden also ein 
Kurvennetz, das gleichzeitig orthogonal (F = 0) und konjugiert ist 
(M = 0). 

Aus der geometrischen Deutung der Asymptotenlinien kann man 
leicht den Schluß ziehen, daß diese Kurven mit der Fläche nicht nur 
gegenüber Bewegungen, sondern gegenüber Kollineationen und Korrela
tionen invariant verbunden sind, eine Tatsache, auf die wir später noch zu
rückkommen werden. Entsprechendes gilt für konjugierte Richtungen. 

Auf die geometrische Deutung der konjugierten Richtungen und 
ihren Zusammenha!lg mit den im § 34 erklärten konjugierten Tan
genten eines Flächenstreifens kommen wir bald zu sprechen (§54). 

Der Satz von MEUSNIER § 43 ist für die ebenen Schnitte einer 
Fläche durch eine Schmiegtangente so abzuändern: Diese ebenen 
Schnitte haben im Berührungspunkt der Schmiegtangente notwendig 
alle Wendepunkte mit Ausnahme des Schnitts der Fläche mit ihrer 
Tangentenebene an der betrachteten Stelle. Vgl. § 60, Aufgabe 8. 

§ 53. Schmiegtangentenlinien auf geradlinigen Flächen. 
Die Ermittlung der Asymptotenlinien vereinfacht sich ein wenig für 

die Flächen, die von einer Schar geradliniger "Erzeugenden" bedeckt 
werden, also für die geradlinigen Flächen. Man kann eine solche Fläche 
stets so darstellen 
(102) ! = t)(v) + o(V)·U, 
wobei etwa 02 = 1 gewählt werden kann. Es folgt: 

(103) !v = tJv +ovu; 
(104) !uu = 0, !uv = Ov' !vv = lJvv + OvvU 
und somit für die Asymptotenlinien nach (99) 

(2ovdudv + (tJvv + Ovvu) dv2 , 3, tlv + ovu) = 0 
oder 
(105) dv·{2(ov3tJv)du+(tJvv+3vvU,3,tJv+3vu)dv}=O. 

Das Verschwinden des ersten Faktors (dv = 0) ergibt die Schar der 
geradlinigen Erzeugenden. 

Der Klammerausdruck gleich Null gesetzt, ergibt eine zweite, die 
Fläche einfach bedeckende Schar von Asymptotenlinien. Ist 

(106) (ov 3 tJv) =l= 0, 

so hat die entstehende Differentialgleichung die Form 
du 

(107) dv = Pu2 + 2Qu + R, 

wo P, Q und R nur von v abhängen. Man pflegt eine solche Differential
gleichung nach dem italienischen Geometer J. RICCATI zu benennen. 
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Aus der Form dieser Gleichung kann man leicht ablesen, daß vier 
Lösungen uk (v); k = 1, 2, 3, 4 festes, d. h. von v unabhängiges Doppel
verhältnis besitzen: 

(108) 

Dazu braucht man nur zu zeigen, daß 

(109) 

verschwindet. In der Tat erhält man unter Benutzung der Glei
chung (107) z. B. 

Daraus folgt die Richtigkeit von (109). 
Geometrisch bedeutet unser Ergebnis, daß die neue Schar von Schmieg

tangentenlinien die alte Schar, also die geradlinigen Erzeugenden, 
nach festen Doppelverhältnissen durchsetzt. Sind beide Scharen von 
Schmiegtangentenlinien geradlinig, so erhält man geradlinige Flächen 
zweiter Ordnung, deren Eigenschaften man hier bestätigt findet. 

Es bleibt noch der ausgeschlossene Sonderfall zu berücksich
tigen, daß 
(110) 

identisch verschwindet. Wir unterscheiden zwei Unterfälle: 
I. 5" und 5 sind linear abhängig: 5" = A'5· Wegen 52 = l, 55"= 0 

folgt dann durch skalare Multiplikation mit 5, daß A. = 0, also 5 = konst. 
ist. Nach (102) haben wir somit eine allgemeine Zylinderfläche. 

2. Es sind 5" und 5 nicht linear abhängig. Dann folgt aus (110) eine 
Darstellung 

(111) ~" = rx (v) · 5 + ß (v) 5v · 
Setzen wir nun 

(112) ij (v) = t) - ß 5 · 

so ist t), falls nur i)" nicht identisch verschwindet, eine Kurve auf der 
Fläche (102). Schließen wir diesen Fall zunächst aus, so haben wir 
nach (112), wenn wir (111) verwenden: 

(113) 

Statt (102) können wir nach (112) und (113) dann schreiben, wenn wir 
~ und 5 durch t) und i)" ausdrücken: 

~ = i) + ü i)" mit 

Daraus geht hervor, daß unsere geradlinige Fläche die Tangentenfläche 
einer Kurve, nämlich fj (v) ist. In dem Ausnahmefall fj" = 0 haben wir 
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nach (113) oc = ßv· In diesem Fall gehen alle Erzeugenden v = konst. 
unserer Fläche durch den Punkt 

! = t)- ~·ß(v), 
der wegen 

!v = OC ~ + ß ~v - ~" ß - ~ ßv = 0 

im Raume fest ist, und der sich auf jeder für u = - ß ergibt, hindurch. 
Wir haben also einen Kegel. 

Alle in l. und 2. vorkommenden speziellen Fälle von Flächen haben 
wir im § 3 als Torsen bezeichnet. Wir finden somit: Die Bedingung (110) 
kennzeichnet unter den geradlinigen Flächen die Torsen. 

Die Gleichung (103) ergab: 

!u = ~ • !v = t)" + ~v U. 

Diese Vektoren liegen für alle u in einer Ebene, wenn nach (110). 
~, t)" und ~" in einer Ebene liegen. Die Bedingung (110) bedeutet also, 
daß beim Fortschreiten längs einer Erzeugenden unserer Fläche die 
Tangentenebene der Fläche sich nicht um die Erzeugende dreht, son
dern fest bleibt. Wir haben also gezeigt: 

Eine Torse wird längs jeder Erzeugenden von einer festen Ebene 
berührt und die Torsen sind die einzigen geradlinigen Flächen mit 
dieser Eigenschaft. Somit können wir jetzt nachträglich die Torsen 
auch so erklären: 

Eine geradlinige Fläche, die längs jeder Erzeugenden von einer festen 
Ebene berührt wird, soll eine "Torse" heißen. 

Die durch (102) und (106) gekennzeichneten allgemeineren geradlinigen 
Flächen nennt man "windschief". 

§ 54. Konjugierte Netze. 
Die konjugierten Richtungen auf einer Fläche lassen folgende geo

metrische Deutung zu. Gehen wir von einer Flächenkurve aus, und 
betrachten wir die Torse, die von den Tangentenebenen der Fläche 
in den Punkten der Kurve umhüllt wird! Die Erzeugenden dieser, der 
Fläche längs unsrer Kurve umschriebenen Torse sind zu den Tangenten 
der Kurve konjugiert. Das können wir etwa so einsehen. Ist t) ein in der 
Tangentenebene beweglicher Punkt, ! der Berührungspunkt und ~ 
der Vektor der Flächennormalen in !. so ist die Gleichung der Tan
gentenebene 

Schreiten wir längs unserer Flächenkurve fort, so ergibt sich nach der 
Schlußweise am Ende von § 6 für die Einhüllende dieser Tangenten
ebenen die zweite Gleichung 

- d~-~ + (t)- ~) d~ = 0, 
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oder, da das erste Glied wegfällt, -wenn man noch t1 - ~ = br. setzt-

(114) br.·d~ = 0. 

Ausführlich geschrieben nach (19) 

ü:,. bu + !v bv) ·(~,.du+ ~v dv) 

=- {L du bu + M (du bv + dv bu) + N dv bv} = 0. 

Das ist genau unsere Bedingung (101) für konjugierte Richtungen. Auf 
Grund der geometrischen Erklärung der konjugierten Richtungen sehen 
wir, daß die zu den Tang~ntenrichtungen einer Flächenkurve konjugier
ten Richtungen mit den Richtungen der konjugierten Tangenten des zur 
Kurve gehörigen Streifens identisch sind, die wir im § 34 erklärt haben. 

Diese Konstruktion konjugierter Richtungen gestattet, auf jeder 
Fläche ein Netz konjugierter Kurven herzustellen. Es läßt sich näm
lich die Beziehung zwischen Parallelkreisen und Meridianen so ver
allgemeinern: Die Berührungslinien aller Kegel, die einer Fläche um
schrieben sind, und deren Spitzen auf einer Geraden liegen, bilden zu
sammen mit den Schnittlinien der Fläche mit den Ebenen durch die
selbe Gerade ein konjugiertes Netz auf der Fläche. 

Dafür, daß die Parameterlinien ein konjugiertes Netz bilden, hatten 
wir die Bedingung M = 0 oder 

(115) (!,. v ~ .. !v) = 0 

in §52 abgeleitet. Diese letzte Bedingung (115) ist sicher erfüllt, wenn 
!uv = 0 ist, wenn also }; die Gestalt hat 

(116) r. = t) (u) + 3 (v). 

Solche Flächen, die besonders von S. LIE studiert worden sind, nennt 
man "Schiebflächen" 1 oder "Translationsflächen", da sie durch Parallel
verschiebung einerseits der Kurve r. = t) (u), andererseits der Kurve 
r. = 5 (v) erzeugt werden können. Auch die Sehnenmittenfläche einer 
Raumkurve 
(117) r. = ~ {t) (u) + t) (v)} 

gehört zu den Schiebflächen. 

§ 55. Ableitungsformeln von WEINGARTEN. 

Will man einen tieferen Einblick in die Flächentheorie gewinnen, 
so muß man, den Formeln FRENETS in der Kurventheorie und den 
Formeln des § 33 für die Streifen entsprechend, invariante Grund
vektoren einführen und die Ableitungen dieser Grundvektoren selbst 
linear kombinieren. In der Flächentheorie im Kleinen handelt es sich 

1 Vgl. über diese Flächen auch den Band II dieses Lehrbuchs,§§ 37, 68, 85 bis 88. 
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ja um die Bestimmung der Invarianten der zu einer und derselben 
Flächenstelle gehörigen Vektoren 

(118) !;, !u• !v• !uu• !uv• !vv• !uuu' · · · 

Man hat wieder nach den allgemeinen Vorschriften der §§ 3 und 4 zu 
verfahren. Wie im § 8 (vgl. Formel (52) und (53)) schließt man hier, 
daß der Vektor des Punktes 1; selbst für die Bildung von Invarianten 
nicht in Frage kommt. Dem Verfahren bei den Kurven ent
sprechend (vgl. § 8 Schluß) wählen wir nun nicht die drei niedrigsten 
linear unabhängigen der in {118) auf ! folgenden Vektoren als Grund
vektoren, sondern wir fügen den Vektor~ der Flächennnormalen hinzu, 
der sich ja nach {9) aus den Vektoren {118) berechnen läßt, und nehmen 
!u• !v und ~ als Grundvektoren. Diese Vektoren bilden zwar bei Vor
aussetzung ganz allgemeiner Flächenparameter kein rechtwinkliges Drei
bein von Einheitsvektoren, aber ~ist wenigstens ein zu !u und !v recht
winkliger Einheitsvektor, und schon das bringt gegenüber der Beschrän
kung auf die Vektoren {118) wesentliche rechnerische Vereinfachungen 
mit sich. Da~ aus den Vektoren {118) bestimmbar, ist das Problem der 
Bestimmung der Invarianten aus den in (118) auf! folgenden Vektoren 
gleichwertig mit dem Problem der Bestimmung der Invarianten der 
Vektoren 

{119) !u• !v• ~' !uu• !uv• !vv• ~"'~V' !uuu• · · ., ~uu• · · · 

usw. bis zu beliebig hohen Ableitungsordnungen. Wir haben dann die 
Ableitungen der Grundvektoren !u, !v und ~, also !u u, ! uv und !vv, ~ u 
und ~v aus !u, !v und~ selbst linear zu kombinieren. Mittels dieser Ab
leitungsgleichungen kann man dann ähnlich wie bei den Kurven leicht 
auch beliebig hohe Ableitungen der Grundvektoren linear kombinieren. 
In den Skalarprodukten der Grundvekto:::-en und den Koeffizienten der 
Linearkombinationen hat man dann nach den §§ 3 und 4 das System un
abhängiger Invarianten der Vektoren (119) gegenüber den Substitutionen 
§ 8 (52) der kongruenten Abbildungen des Raumes gefunden. 

Damit erhalten wir aber noch nicht die absoluten Invarianten un
serer Fläche. Denn einen Punkt haben wir noch ganz übersehen: Die 
Transformationen 

(119a) u = u(u*, v*), v = v (u*, v*) 

der Parameter, mittels derer die Fläche dargestellt wird, wo u (u*, v*) 
und v (u*, v*) im wesentlichen willkürliche Funktionen ihrer Argumente 
sein können. Wenn wir in der Darstellung t (u, v) die u und v nach 
{119a) durch die u* und v* ersetzen, so erhalten wir eine neue Dar
stellung !* ( u*, v*) derselben Fläche in neuen Parametern. Invarianten 
der Fläche werden nur solche Ausdrücke in den Funktionen! (u, v) sein, 
deren zahlenmäßiger Wert sich bei einer Parametersubstitution nicht 
ändert, die sich also durch die !* (u*, v*) formal genau so ausdrücken, 
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wie durch die ! (u, v). Wir haben also aus den mittels der Ableitungs
gleichungen ermittelten Invarianten gegenüber den kongruenten Ab
bildungen des Raumes noch solche Kombinationen zu bilden, die auch 
noch parameterinvariant sind. Erst dann bekommen wir absolute In
varianten unserer Fläche. Wir wollen in diesem Kapitel nun nur den 
ersten Schritt, den der Bildung der Invarianten gegenüber den kon
gruenten Abbildungen erledigen, und die systematische Bildung von 
Parameterinvarianten erst im Kapitel 5 vollziehen. 

Wir wollen mit der Aufstellung der Ableitungsgleichungen den Anfang 
machen, indem wir zunächst~ u und~ v aus Xu, !v und~ linear kombinieren. 

Aus ~ 2 = 1 folgt 

also haben wir 
~ .. = a !u + b tv> 

~v = ftu + d !v· 

Multipliziert man skalar mit tu• tv• so folgt nach (19) 

-L=aE+bF, -M=cE+dF, 

-M=aF+bG, -N=cF+dG. 

Berechnet man daraus a, b, c, d, so erhält man durch Einsetzen der 
gefundenen Werte in die vorhergehenden Formeln die gewünschten 
Gleichungen, die von ]. WEINGARTEN (1861) angegeben worden sind, 

c =(FM-CL)!"+ (FL-EM)1;. 
'>u EG- p2 , 

(120) 
~ = (F"l'! ~ GM)"&u +(FM -EN) "&,, 

V EG- p2 

Hieraus kann man leicht einige Schlüsse ziehen; z. B. kann man 
neuerdings die Formel (86) von §50 bestätigen. Ferner sieht man jetzt 
leicht ein: Sind auf einer Fläche alle Kurven Schmiegtangentenlinien, 
so ist die Fläche eben. 

Aus (98) L = M = N = 0 folgt nämlich wegen (120) ~u =·~v = 0 
oder ~ = konst.; d!; · ~ = 0 ergibt durch Integration ! ~ + konst. = 0, 
also wirklich die Gleichung einer Ebene. 

Ferner: Die Torsen sind die einzigen Flächen mit lauter Punkten 
parabolischer Krümmung (K = 0). 

Ist nämlich LN - M 2 = 0, so wird die Differentialgleichung der 
Asymptotenlinien (98) 

II = (i L·du +V N· dv)2 = 0, 
wo 
(121) 

ist. Es gibt also nur eine Schar von Asymptotenlinien, die die Fläche 
schlicht überdeckt (wenn wir den Fall des identischen Verschwindens 
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von II jetzt ausschließen.) Wählen wir diese Kurven als Parameter
linien v = konst., so wird L = M = 0 und nach WEINGARTEN ~u = 0. 
Somit ist 
(122} !u ~ = (! ~}u = 0 
oder 
(123) 

Die Ableitung nach v ergibt 

(124} !~v=P". 

Also ist unsre Fläche die Einhüllende der Ebenenschar (123), d. h. 
wirklich eine Torse. Umgekehrt kann man für eine Torse, etwa nach 
(105), immer L = M = 0 erreichen. Somit sind die Torsen durch die 
Identität K = 0 gekennzeichnet. 

§ 56. Satz von BELTRAMI und ENNEPER über 
die Windung der Asymptotenlinien. 

Da die ·schmiegebenen einer Asymptotenlinie auf einer Fläche mit 
den Tangentenebenen der Fläche übereinstimmen, fallen die Binar
malen der Kurve mit den Flächennormalen zusammen (~3 = ~). Des
halb läßt sich die Windung einer Asymptotenlinie leicht berechnen: 

(125) 

Nach §50 (86) war 
KI- 2H II + III = 0. 

Da längs einer Asymptotenlinie II = 0 ist, so folgt 

(126) c r = ~~[ =- K. 

Diesen Zusammenhang zwischen der Windung der Asymptotenlinien 
und dem GAuszischen Krümmungsmaß der Fläche haben E. BELTRAJ."\H1 

(1866) und A. ENNEPER (1870) angegeben. Auf geradlinige Asymptoten
linien ist die Formel nicht ohne weiteres anwendbar. 

Über das Vorzeichen der Windung läßt sich durch eine genauere 
Untersuchung feststellen, daß die Windungen der beiden durch einen 
Flächenpunkt gehenden Asymptotenlinien entgegengesetztes Vorzeichen 
haben. Das kann man so einsehen: Nach § 34 (24) ist die Windung l: 1: 

der Kurve eines Schmiegstreifens (b = 0), d. h. einer Asymptotenlinie 
gleich der geodätischen Windung a des Streifens. Ist die Fläche auf 
Asymptotenlinien bezogen, so ist die geodätische Windung a1 des Strei
fens der u-Kurve aber durch 

I 
al = E I ~ !u ~ u I 

1 E. BELTRAMI: Opere mathematiche I, S. 301. 1902. 
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 8 
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gegeben. Das folgt aus § 35 (25h, wenn man bedenkt, daß die dortigen 
Vektoren ~' und f hier gleich ~ .. : f E und ~ .. : f E zu ersetzen sind. 
Analog erhält man für die geodätische Windung des V-Streifens 

1 
az = G~~~v~vl· 

Ersetzt man nun unter der Annahme L = N = 0 die Vektoren ~,. und 
~11 in den Determinanten nach (120) durch die Grundvektoren, so er
gibt sich 

-M 
al = - a2 = EG - p J ~ ~ .. !v ! , 

woraus die Behauptung folgt. 

§ 57. Die Ableitungsformeln von GAUSZ. 

In § 55 hatten wir begonnen, das flächentheoretische Gegenstück 
der Kurvenformeln von FRENET abzuleiten. Damit wollen wir jetzt 
fortfahren. Es muß sich z. B. 1;,.,. in der Form darstellen lassen: 

(127) ~u u = A !u + B };11 + C ~. 

Es bleiben die Faktoren A, B, C zu berechnen. Aus !u ~ = 0 folgt 
durch Ableitung nach u zunächst wegen (19) 

(128) C = !uu~ =- !u~u = L. 

Multipliziert man (127) skalar mit r,. und r", so erhält man unter Ver
wendung von § 45 (35) und (39) für A und B die beiden Gleichungen: 

(129) 

(130) 
Daraus ist 

(131) 

(132) 

~E,. =AE+BF, 

F,.-~E"=AF+BG. 

A = GEu-2FFu+FE. 
2W8 ' 

B = -FEu+2EF,.-EE. 
2W 2 ' 

Fährt man so fort, so erhält man schließlich das Formelsystem, durch 
das sich ~ .... , ~ .. ", ~"" aus ~ ... ~". ~ aufbauen. In diesem GAuszischen 
Formelsystem wollen wir die Faktoren gleich in der etwas verwickel
ten, von CHRISTOFFEL herrührenden Bezeichnung schreiben: 

-{IJl {II} !u u - I J !u + 2 };., + L ~, 

(133) -{I21 {I2} };,." - I J !u + 2 };" + M ~, 

-{22t {22} 
};" v - I J !u + 2 ?;" + N ~. 
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In diesen Ableitungsformeln von GAusz haben die "Dreizeigersymbole" 
CHRISTOFFELS folgende Werte: 

{ 11}=+GE,.-2FF,.+FE. jl1}_-FE,.+2EF,.-EE. 
1 2 W 2 ' l 2 - 2 W2 ' 

fl2}- GE.-FG,. {122. }= EG,.-FE. (134) l 1 - --2~ 2 W2 

{2 2}- -FG.+2GF.-GG,. (2 21_ +EG.-2FF.+FG,._ 
1 - 2 W 2 ' l 2 j- 2 W 2 • 

Wir wollen die Formeln (133) auf die Einheitskugel selbst anwenden, 
indem wir ~ an Stelle von t treten lassen und für ~ wieder ~ setzen 
(§ 41 (12)). Dann tritt an die Stelle von 

I= dr:_2 und II =- dr:_·d~ 
entsprechend 

III = d~2 und - III = - d~2 

und die Formeln (133) gehen über in 

{11} {11}. ~UU = 1 ~U + 2 ~V- e~' 
III lll 

1: -{12} {12} -~uv- 1 ~u+ 2 ~v f~, 
JII IJI 

(135) 

~vv={212} ~u+{222} ~v-g~. 
III III 

Hier sind die Dreizeigersymbole bezüglich der dritten Grundform (81) 
zu berechnen, so daß z. B. 

bedeutet. 

f1 2} _ _!_ ge. -=J~ 
l 1 m- 2 eg-jf 

§58. Grundformeln von GAUSZ und CODAZZI 1• 

In den Gleichungen (120) und (133) zusammen haben wir das voll
ständige System der Ableitungsgleichungen für unsere Flächentheorie 
zusammengestellt. Durch Differenzieren können wir aus diesen Glei
chungen auch beliebig hohe Ableitungen der f:.u, f:.v, ~ als Linearkombi
nation der Grundvektoren darstellen. Die Koeffizienten drücken sich 
dann jedesmal durch die Koeffizienten der Gleichungen (120), (133) 
und ihre Ableitungen aus. Das vollständige System der Invarianten 
gegenüber den kongruenten Abbildungen des Raumes ist also durch 
die Skalarprodukte der Grundv~ktoren - diese sind aber, soweit sie 
nicht 0 oder 1 sind, gleichE, F, G- und die in (120), {133) auftreten
den Koeffizienten sowie deren Ableitungen gegeben. Aus E, F, G und 

1 Eine einfache Herleitung der ConAzzrschen Gleichungen findet sich bei 
A. Voss: Sitzgsber. bayr. Akad. 1927, H. I, S. I. 

8* 
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den Koeffizienten von (120) (133) lassen sich aber L, Mund N berechnen, 
und umgekehrt aus E, F, G, L, M, N wieder die Koeffizienten in (120), 
(133). Somit ist das vollständige System der Invarianten gegenüber 
den kongruenten Abbildungen durch die E, F, G, L, M, N und ihre 
Ableitungen gegeben. Aus diesen sechs Koeffizienten der Grundformen 
I und II und ihren Ableitungen werden sich dann weiter alle absoluten 
Invarianten der Fläche als die aus ihnen kombinierbaren Parameter
invarianten berechnen lassen. (Vgl. Kapitel 5.) 

In (120) und (133) haben wir bei gegebenen E, F, G, L, M, Nein 
System partieller linearer Differentialgleichungen für die sechs Funk
tionen~ (u, v), ~ (u, v). 

Damit dies System lösbar sei, müssen die Integrierbarkeitsbedin
gungen 

(136) 

bestehen. Daraus ergibt sich , daß die Funktionen E, F, G, L, M, N 
nicht willkürlich wählbar sind, sondern wir werden gleich sehen, daß 
zwischen ihnen drei Bedingungen bestehen müssen, damit das System 
(120), (133) integrierbar wird unddamiteseinezugehörigeFläche~ (u, v) 
gibt. Diese drei Bedingungen, die Integrierbarkeitsbedingtmgen der Ab
leitungsgleichungen vervollständigen dann das System der Grundformeln 
der Flächentheorie. 

Differenzieren wir (133h nach v und (133) 2 nach u und drücken wir 
die in den sich ergebenden Formeln auftretenden ersten Ableitungen 
der Grundvektoren nach (120), (133) wieder durch diese selbst aus, so 
erhalten wir für ~uuv- ~uvu eine Linearkombination der ~ .. , ~"' ~: 

~uuv- !uvu = ocl !u + ßl !v + 'Yl~. 

Berechnen wir uns ebenso ~ .. ""- !vvu und ~ .. " - ~"u' so erhalten wir 
weitere Kombinationen 

!u"" - !v v u = IX2 !u + ß2 !v + /'2 ~' 

~uv-~vu =oc3~u+ß3!v+'Y3~· 

Wegen der Bedingungen (136) müssen dann die linken Seiten, also 
auch die rechten verschwinden, das heißt aber alle 9 Koeffizienten oc, ß, y 
müssen einzeln Null werden. Die Rechnung, die wir hier nicht explizit 
durchführen wollen, ergibt folgendes: 

Aus o:1 = ß1 = oc2 = ß2 = 0 entspringt dieselbe Grundformel von 
GAUSZ, die besagt, daß sich das Krümmungsmaß 

(137) 
LN-M 2 

K=---
EG-F2 

allein durch die erste Grundform ausdrücken läßt. Diese Formel, die 
wir in § 45 in einer von R. BALTZER angegebenen Gestalt geschrieben 
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hatten, läßt sich nach G. FROBENIUS übersichtlich auch m folgende 
(nur scheinbar irrationale) Form bringen: 

(138) 

: E E,.Ev 
K = ___ I_ i. F F F __ 1_{~ Ev- Fu _ _!!__ !"."___-.Gut 

4 W 4 
1 

" v 2 W Dv W Du W J • 
· G G,. Gv 

Die Gleichungen YI = y2 = a:3 = ß3 = 0 liefern hingegen etwas Neues, 
nämlich zwei Formeln, die auf G. MAINARDI (1857) und D. CoDAZZI (1868) 
zurückgehen, und zwar liefern y1 = 0 und IX3 = 0 einerseits und y2 = 0 
und ß3 = 0 andrerseits jedesmal dieselbe Formel. Man kann diese 
Formeln in einer von E. STUDY angegebenen Art übersichtlich so an
ordnen: 

(EG- 2FF +GE) (L,. - Mu) 
E EUL 

-(EN-2FM+GL)(Ev -Fu) + F FuM =0, 

G GUN 
(139) 

E EVL 
(EG -2FF +GE)(Mv-N,.) 

-(EN-2FM+GL)(Fv -G,.) + F FVM =0. 

G GVN 

Die Bedingung y3 = 0 führt auf eine identisch erfüllte Gleichung. 
Durch die Beziehungen (138), (139) sind somit die Abhängigkeiten zwi
schen den beiden Grundformen I, II erschöpft und durch Angabe von 
I und II ist, wie aus (120), (133) gefolgert werden kann, unsre Fläche im 
wesentlichen eindeutig bestimmt (0. BoNNET 1867). Wir werden einen 
ganz ähnlichen Beweis im zweiten Bande §§50, 51 durchführen. 

§ 59. G. MONGE. 

Die heutige Differentialgeometrie geht, wenn wir von Vorläufern 
wie EuLER absehen, im wesentlichen auf zwei Quellen zurück, einer
seits auf MoNGE (1746-1818) und seine Schüler und andrerseits auf 
GAUSZ (1777-1855). Die beiden Hauptwerke sind: von MoNGE das 
Lehrbuch "Application de 1' Analyse a la Geometrie" (von 1795 an er
schienen), von GAusz die Abhandlung "Disquisitiones circa superficies 
curvas" (1827). Beide Werke haben ein völlig verschiedenes Gepräge. 
Bei MONGE handelt es sich um eine Sammlung von einzelnen Pro
blemen, um eine Reihe von Untersuchungen über besondere, in den 
Anwendungen häufig vorkommende Flächenfamilien. Die Darstellung 
ist den Lehrzwecken augepaßt und leicht lesbar. Bei GAusz hingegen 
handelt es sich um eine einheitliche und tiefe, aber auch um eine etwas 
unnahbare Theorie. Beiden Werken gemeinsam ist der innige Zusam
menhang mit praktischen Dingen. Die Gegensätze sind in den Persön-
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lichkeiten der beiden Mathematiker begründet. MoNGE war ein höchst 
erfolgreicher Lehrer und glänzender Organisator, der mitten im Ge
triebe der Politik stand, zuerst als überradikaler "Königsmörder", 
später als Monarchist und treuer Anhänger des großen NAPOLEON. GAusz 
hat ein einsames und stilles Gelehrtenleben in recht engen Verhältnissen 
geführt. Er hat seinen allerdings elementaren Unterricht als Last emp
funden, sich um Politik kaum gekümmert und vom Staate nur gefordert, 
daß er ihm die Möglichkeit ungestörten Schaffens gäbe. 

MoNGE lehrte zunächst in der Kriegsschule zu Mezieres und hat 
dort den Unterricht in darstellender Geometrie ausgebildet. In der 
schlimmsten Umwälzung, zur Zeit der größten Geldentwertung wurde 
1794 in Paris die Ecole Polytechnique gegründet, wie ]ACOBI sagt 
"eine Schule ohne Vorbild und ohne Nachbild in Europa"l, und zwar 
als ein militärisches Internat. Revolutionszeiten, in denen man viel 
vom ewigen Frieden redet, sind ja dem Emporkommen neuer militä
rischer Einrichtungen immer günstig gewesen. MoNGE war als Lehrer 
und Organisator die treibende Kraft dieser Offiziersschule, und er er
reichte, daß die Geometrie zum Mittelpunkt ihres unglaublich intensiven 
Lehrbetriebes wurde. Die bedeutendsten Mathematiker Frankreichs wur
den an die Schule berufen. Durch die Veröffentlichungen der Vorlesungen 
reichte die Wirksamkeit ihres Unterrichts über die Grenzen Frank
reichs hinaus. So ist von MONGE außer dem genannten Werk über 
Differentialgeometrie besonders noch ein Lehrgang der darstellenden 
Geometrie, der ebenfalls 1795 zu erscheinen begonnen hat, berühmt 
geworden. 

Der außerordentlich anregenden Lehrbegabung von MoNGE gelang 
es, eine geometrische "Schule" zu begründen, der vor allem CH. DuPIN 
(1784---1873) angehört, dessen Name in diesem Kapitel wiederholt ge
nannt wurde. Während bei MoNGE die geometrische Anschauung und 
die Handhabung der analytischen Rechenverfahren noch aufs innigste 
verknüpft sind, tritt bei dem zweiten großen "Schüler" von MoNGE, 
]. V. PoNCELET (1788-1867), dem Begründer der projektiven Geo
metrie, eine völlige Loslösung eines Zweiges der Geometrie von der 
Analysis ein. Die Arbeiten aus der Schule von MoNGE sind größtenteils 
in GERGONNES "Annales des mathematiques pures et appliquees" 
(Nimes 1810-1831), der ersten rein mathematischen Zeitschrift, ver
öffentlicht. 

Von den äußeren Lebensschicksalen von MoNGE sei noch erwähnt, 
daß er während der Revolution Marineminister war, in nahen Be
ziehungen zu NAPOLEON stand, mit ihm den ersten italienischen Feld
zug und das ägyptische Abenteuer mitgemacht hat. Den Sturz seines 
Kaisers hat MoNGE nicht lange überlebt. 

1 C. G. J. }ACOBI: Werke VII, S. 356. 
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§ 60. Aufgaben und Lehrsätze. 
1. Ein duales Gegenstück zum Satz von MEUSNIER. Ein Drehkegel, der mit 

einer Torse drei benachbarte Tangentenebenen gemein hat, soll "Krümmungs
kegel der Torse" heißen. Es sei nun st eine Tangente einer Fläche l!· Der Be
rührungspunkt .1J von st mit l! sei kein parabolischer Punkt von l!· Wir denken 
von den Punkten von st aus der Fläche l! Kegel umbeschrieben und die zur Er
zeugenden st gehörigen Krümmungskegel dieser Kegel ermittelt. Alle diese Dreh
kegel umhüllen dann eine Kugel, die l! in .1J berührt. B. HosTINSKY: Nouv. Ann. 
de mathematiques (4) Bd. 9, S. 399-403. 1909; E. MüLLER: Wiener Ber. 1917, 
s. 311-318. 

2. Ein duales Gegenstück zum Satz von EuLER über die Krümmungen der 
Normalschnitte. Es sei r der Krümmungshalbmesser des Normalquerschnittes 
eines Zylinders, der eine Fläche l! in einem nichtparabolischen Punkt .1J berührt 
und q; der Winkel der Zylindererzeugenden mit einer Hauptrichtung von l! in .1J. 
Bei festem .1J drückt sich dann die Abhängigkeit von r und q; so aus: 

(140) 

W. BLASCHKE: Kreis und Kugel, S. 118. Leipzig 1916. 
3. Isotrope Regelflächen. Die in § 47 angegebene Bedingung R 1 = R 2 kenn

zeichnet nur im Reellen die Kugeln und Ebenen. Läßt man auch komplexe Flächen 
zu, so kennzeichnet R 1 = R2 die Regelflächen mit isotropen Geraden (vgl. § 22) 
als Erzeugenden, soweit sie nicht Tangentenflächen isotroper Kurven oder iso
trope Kegel sind. G. MoNGE: Application de l'analyse a Ia geometrie. 5me ed. 
1850. S. 196-211. J. A. SERRET: Journ. de Math. (1). 13 (1848). S. 361-368. 
Vgl. auch das Literaturverzeichnis bei L. BERWALD: Münch. Sitzungsber. 1913. 
S. 143. 

4. Ein von BELTRAMI angegebenes duales Gegenstück zum Satz von JOACHIMS
TAL aus § 36. Eine Ebene (\; rolle auf zwei krummen Flächen B-1 und l!2 ; a) die 
Entfernung entsprechender Berührungspunkte von Q; mit l!1 und l!2 sei fest; b) der 
Ort der Berührungspunkte auf l!1 sei Krümmungslinie von l!1 , c) der Ort der Be
rührungspunkte auf l!2 sei Krümmungslinie von l!2 . Aus zwei dieser Annahmen 
folgt die dritte. E. BELTRAMI: Opere I, S. 130. 1864. 

5. DARBOUX' Umkehrung des Satzes von DUPIN (1866). Hat man zwei Scharen 
von Flächen, die sich in Kurven senkrecht durchsetzen, die auf der einen Flächen
schar Krümmungslinien sind, so läßt sich eine dritte Flächenschar finden, die die 
beiden ersten zu einem dreifachen Orthogonalsystem ergänzt. G. DARBoux: 
Leyons sur les systemes orthogonaux ... , 2. Aufl., S. 10. Paris 1910. 

6. Ein Satz von BELTRAMI über koaxiale Drehflächen. Zu einer Schar von 
Drehflächen, die aus einer von ihnen durch Verschiebung längs der Achse ent
steht, werde eine neue koaxiale Drehfläche konstruiert, die die Flächen der Schar 
senkrecht durchschneidet. I'as Krümmungsmaß der neuen Fläche in einem Punkt 
ist dann entgegengesetzt gleich dem Krümmungsmaß der durch diesen Punkt hin
durchgehenden Fläche der Schar. E. BELTRAMI: Opere I, S. 200. 1864. 

7. Parallelflächen. Geht man von einer Fläche'); (u, v) dadurch zu einer Par
allelfläche über, daß man längs der Flächennormalen das feste Stück n abträgt 

~ =! + n~), so erhält man für das Krümmungsmaß Kund die mittlere Krüm

mung H dieser Parallelfläche die Ausdrücke 

(141) 

K 
K = -c--~----=~-

1- 2nH + n2K' 

H-nK 
H = ~---;c----co~-

1- 2nH + n2K · 
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Zwischen zusammengehörigen Normalen und Hauptkrümmungshalbmessern be
stehen die Beziehungen 

(142) 

Führt man das zuerst von J. STEINER und später besonders von H. MINKOWSKI 
betrachtete Integral der mittleren Krümmung 

(143) 1\J = J H da 

ein, so ist für geschlossene Flächen z. B. (0 = Oberfläche) 

(144) M2 -- 4n0 

invariant gegenüber dem Übergang zur Parallelfläche. Weitere Invarianten bei 
H. LIEBMANN: Münch. Ber. 1918, S. 489-505. 

Man vergleiche dazu den § 92 und die Aufgabe 1 in § 118. 
8. Über die Krümmung der Asymptotenlinien. Der Krümmungshalbmesser 

einer Asymptotenlinie in einem Punkt 1< ist gleich 2 : 3 des Krümmungshalbmessers 
des die Asymptotenlinie berührenden Astes der Schnittkurve zwischen der Fläche 
und der Tangentenebene in 1<. E. BELTRAMI: Opere I, S. 255. 1865. 

9. Kanonische Reihenentwicklung. Entwickelt man die Gleichung einer krum
men Fläche in der Form 

(145) x 3 = -} {a11 x~ + a 22 x~) + -~ (a111 xi + 3 a112 x~x2 + 3 a221 x1 xJ! 

+ a222X~) + · · ·, 
so hängen die Werte der Koeffizienten a mit den Hauptkrümmungshalbmessern 
im Ursprung so zusammen 

(146) 

I 
an=y, 

1 

() 1 
al12 = dx2 R;' 

I 
a22 = R2; 

a 1 
a221 = dxr R;"' 

E. BELTRAMI: Opere I, S. 297, 298. 1866. 
10. Deutungen des Krümmungsmaßes. Es sei '-' eine Stelle elliptischer Krüm

mung auf einer Fläche g. und V der Rauminhalt eines kleinen Eikörpers (kon
vexen Körpers), der einerseits von g. und andrerseits von einer Parallelebene im 
Abstand h zur Tangentenebene von g. in '-' begrenzt wird. Dann gilt für das Krüm
mungsmaß von g. in '-' 

(147) ( nh2 )2 
K=lim -

h--.0 V 

W. BLASCHKE: Jahresber. Dtsch. Math. Ver. Bd. 27, S. 149. 1919. Bedeutet 0 
den krummen Teil der Oberfläche unseres Eikörpers, so ist 

(148) · t2nh)2 

K=l~\o- · 
11. Nabelpunkte. Es sind die Nabelpunkte auf der Fläche x1 x2 x3 = 1 zu er

mitteln. 
12. Asymptotenlinien. Es sind die Asymptotenlinien auf einer Ringfläche zu 

bestimmen, die durch Umdrehung eines Kreises um eine Tangente entsteht. 
13. H. MINKOWSKIS Stützfunktion. Es sei g. eine Fläche, die keine Torse ist. 

Die Entfernung p der Tangentenebene vom Ursprung sei als Funktion der Koor
dinaten g1 , g2 , g3 des Einheitsvektors der Flächennormalen dargestellt. 
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Wegen ~2 = 1 kann man die ,.Stützfunktion" P von ~ so normieren, daß 

(149) 
und 
(150) 

wird für f.1 > 0. Wird dann zur Abkürzung für die Ableitungen 

(151) ß2p (~1' ~2' ~a) = p.k 
ßrx.;ßrt.k • 

geschrieben, so gilt für beliebige ak die Gleichung 

Pu pl2 pl3 al 

p21 p22 p23 a2 

Pat p32 Paa aa 

al az aa 0 
(152) R 1 R 2 =- -

(al~l + a2~2 + aa~a)2 

Vgl. L. PAINVIN: J. Math. (2), Bd. 17, S. 219-248. 1872 und im folgenden § 94. 
14. Ein Satz von A. Voss über Kanalflächen. Schlägt man um die Punkte ~ 

einer Kurvet) (u) Kugeln vom Halbmesser r (u), so umhüllen diese eine sogenannte 
Kanalfläche, die man folgendermaßen durch Parameter u, v darstellen kann: 

(153) ~(u,v)=t)-rr'~1 +r)l-r' 2 ·(~2 cosv+~3 sinv). 

Dabei bedeuten die ~k (u) die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins der 
Kurvet) (u). Betrachtet man nun zwei solche Kanalflächen, wobei die zugehörigen 
Leitlinien t) (u), t) 1 (u) (t)'2 = 1, t)~2 = 1) in entsprechenden Punkten gleiche 
Krümmung, aber verschiedene Windung haben (Q (u) = Q1 (u), T (u) =f T1 (u)), so 
haben diese Kanalflächen in Punkten, die gleichen u, v-Werten entsprechen, 
gleiche Hauptkrümmungen. A. Voss: Zur Theorie der Kanalflächen. Münch. Ber. 
1919, S. 353-368. 

15. Ein Satz von E. STUDY über Normalensysteme. Man kann die Geraden des 
Raumes derart auf die Punktepaare \), q einer Ebene abbilden, daß einem Nor
malensystem im allgemeinen eine flächentreue Abbildung \) ---+ q in der Ebene 
entspricht und umgekehrt. W. BLASCHKE: Ein Beitrag zur Liniengeometrie. 
Rendieanti di Palermo Bd. 33, S. 247-253. 1912. 

16. Flächentreue Abbildung. Die Punkte x1 , x2 einer Ebene lassen sich auf 
die Punkte derselben Ebene dadurch unter Gleichheit entsprechender Flächen
inhalte abbilden, daß man setzt 

(157) 

uf(u,v) 
xl = u + __ ß_v __ ' 

* of(u,v) xl = u - __ a_v __ ' 

of (u, v) * 81 (u, v) 
x2 = v - --a-;;-' x2 = v + ----ziu ___ ' 

82 I 82 I ( a 2 I )2 

uu2 'JV2- uua--;; + 1 =fO. 

G. ScHEFFERs: Math. Z. Bd. 2, S. 181. 1918. Ein Sonderfall bei GAusz: Werke 
III, S. 373. Vgl. auch D.-A. GRAVE: J. math. (5) Bd. 2, S. 317-361. 1896, sowie 
Math. Zeitschr. (26) (1927), S. 691-693. 

17. Äquilonge Abbildungen. Betrachtet man eine Zuordnung a;-->- a:* der 
Ebenen des Raumes, so sind entsprechende Ebenen a;, a:* im allgemeinen kollinear 
aufeinander abgebildet, wenn man die Schnittlinien mit unendlich benachbarten, 
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einander zugeordneten Ebenen sich entsprechen läßt. Nach einer von E. SnmY 
eingeführten Bezeichnung nennt man die Zuordnung ~-->- ~* ,.äquilong", wenn 
entsprechende Ebenen stets kongruent aufeinander bezogen sind. Schreibt man 
die Gleichung einer Ebene in der Form 

(158) 
U +V . U- V 1- UV W 
---X -t--- X +----X=---, 
1+uv 1 1+uv 2 1+uv 3 1+uv 

dann kann man in den Ebenenkoordinaten u, v, w, die zuerst von 0. BaNNET 
benutzt wurden, die äquilongen Abbildungen so darstellen: 

(159) zt* = u* (u), v*=v*(v), V du* dv* 
w*= ±--·--·w+f(u,v). 

dzt dv 

Dazu kommen noch die Abbildungen, die man durch Vertauschung von u, ver
hält. W. BLASCHKE: Arch. Math. Phys. (3) Bd. 16, S. 182-189. 1910. Die ent
sprechenden Geradentransformationen in der Ebene bei G. ScHEFFERs: Math. Ann. 
Bd. 60, S. 491-531. 1905 und E. STUDY: Bonn, Ges. f. Natur- u. Heilk., Ber. 
5. Dez. 1904. 

18. Über Schiebflächen. Dafür, daß auf einer Schiebfläche sich die erzeugenden 
Kurven überall senkrecht durchschneiden, ist notwendig, daß die Fläche ein Zy
linder ist. 

19. Eine Formel von E. LAGUERRE. Für alle Kurven auf einer Fläche, die sich 
in einem Punkte berühren, stimmen dort die Ausdrücke 

(160) ( dB 2) sin0 d (I) 3Ts-+-:r --e--as e ·cose 

überein. Dabei bedeutet 0 den Winkel zwischen Haupt- und Flächennormale. 
E. LAGUERRE: Werke II, S. 129-130. 1870; E. GoURSAT: Cours d'Analyse I, 
3. Auf!., S. 641-642. Paris 1917. 



5. Kapitel. 

Invariante Ableitungen auf einer Fläche\ 
§ 61. Invariante Ableitungen längs der Krümmungslinien. 

Die Grundgleichungen der Flächentheorie, die wir in den §§55, 57 
und 58 zusammengestellt haben, sind nicht parameterinvariant ge
schrieben: Sie liefern uns wohl eine Übersicht über den vollständigen 
Vorrat· an unabhängigen Invarianten, die wir aus den unsere Fläche 
bestimmenden Vektoren §55 (119) bilden können, aber die Skalar
produkte der Grundvektoren !u• !v• ~ sowie die Koeffizienten der in 
den Gleichungen (120) und (133) dargestellten Linearkombinationen 
sind nicht invariant gegenüber einer Transformation der Parameter: 

(1) u = u (u*, v*), v = v (u*, v*) 

unsrer Fläche auf eine neue Form 

! (u, v) =! (u [u*, v*], v [u*, v*]) = !* (u*, v*). 

Den Vektoren !u• !v• ~u• ~v• !uu usw. und auch ihren Skalarprodukten 
und Koeffizienten von Linearkombinationen kommt im allgemeinen 
keine von dem Netz der an sich willkürlichen Parameterkurven 
u = konst., v = konst. unabhängige und nur die Fläche betreffende 
Bedeutung zu. Es ist aber unser Ziel, Invarianten zu finden, die allein 
von den Krümmungseigenschaften der Fläche abhängen. Auf Grund 
ihrer geometrischen Bedeutung haben wir schon wiederholt gewisse 
Ausdrücke als Invarianten erkennen können, z. B. die Hauptkrüm
mungsradien R1 und R2 , das GAuszische Krümmungsmaß K und die 
mittlere Krümmung H (vgl. § 44). Aber jetzt wollen wir uns systematisch 
auf rein rechnerischem Wege eine Übersicht über alle vorhandenen In
varianten unserer Fläche von beliebig hoher Ableitungsordnung ver
schaffen. 

Wir sind unserm Ziele schon einen Schritt näher, wenn wir unsre 
Fläche auf ein Kurvennetz von invarianter Bedeutung beziehen. Am 
besten nehmen wir das Netz der Krümmungslinien, da dieses immer 
reell ist. Wir haben dann nur die Nabelpunkte (vgl. § 47) von der Be
trachtung auszuschließen. [Als die Flächen mit lauter Nabelpunkten 

1 Die in diesem Kapitel entwickelte Methode der invarianten Ableitungen 
ist schon von vielen Geometern angewandt worden wie z. B. von C. Rrccr. Sie 
ist ausführlich behandelt in dem Lehrbuch von J. KNOBLAUCH: "Grundlagen der 
Differentialgeometrie", Leipzig 1913. 
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haben wir ja in § 47 die Kugeln und Ebenen erkannt. Diese Flächen 
schließen wir somit ganz von der Betrachtung aus.] Nach § 46 (50) wird 
für die Krümmungslinien als Parameterkurven F = M = 0. ] etzt kommt 
z. B. schon den Richtungen der Vektoren fu und fv als den Tangenten
richtungen der Krümmungslinien eine nur von der Fläche abhängige 
invariante Bedeutung zu. Aber den Vektoren fu und fv kommt ihrer 
Länge nach noch keine invariante Bedeutung zu. Denn durch den Über
gang zu dem invarianten Parameternetz der Krümmungslinien haben 
wir die Parametertransformationen noch nicht vollkommen ausgeschaltet. 
Wir können noch die Transformationen 

(2) u = f(u*), * [ df dr; ' 
v = g (v ) dU* =F 0, dv* =F 0 J 

ausführen, ohne das Netz der Parameterkurven zu ändern. Dabei wird 
dann z. B. a !*: a u* = [a!: au] · j' mit j' = df: du*. Der Substitution 
(2) entspricht folgendes: Jeder Kurve der Schar u = konst. des Para
meternetzes entspricht ein bestimmter konstanter u-Wert; wir wollen 
sagen, den einzelnen Exemplaren der Kurven der Schar u = konst. ist 
eine bestimmte Skala von u-Werten zugeschrieben. Ebenso gehört zu 
den Kurven v = konst. eine bestimmte Skala von v-Werten. Nun ent
spricht einer Transformation (2) einfach eine Abänderung der beiden den 
Kurvenscharen beigeschriebenen Skalen, die das Kurvennetz als Ganzes 
natürlich ungeändert läßt. 

Man könnte vielleicht auf den Gedanken kommen, auch diese 
Skalentransformationen, etwa bei zugrunde gelegtem Netz der Krüm
mungslinien, noch ausschalten zu wollen, indem man die Parameter tt, v 
so wählt, daß sie auf den Krümmungslinien die Bogenlängen messen. 
Solches ist aber im allgemeinen gar nicht möglich. Wohl kann man es 
durch eine Skalentransformation erreichen, daß u und v je auf einer 
herausgegriffenen Krümmungslinie von jeder Schar die Bogenlänge 
messen. Damit sind aber die Skalen vollständig bestimmt, und auf den 
übrigen Krümmungslinien messen u und v im allgemeinen nicht mehr 
die Bogenlängen. 

Wie verhalten sich nun die einzelnen Größen der Flächentheorie bei 
einer Substitution (2)? 

Wenn wir einmal eine absolute Invariante unsrer Fläche 5 gefunden 
haben (wir können uns unter 5 z. B. eine der Invarianten H und K 
vorstellen), dann sind doch schon ihre Ableitungen Su und Sv auch 
bei Verwendung der Krümmungslinienparameter nicht mehr invariant. 
Denn bei der Transformation (2) substituieren sie sich nach 

(3) i]S* 5 I' 
du*= u' ' 

iJS* 
av* = Sv·g'. 

Wir können jetzt aber ein Verfahren angeben, wie wir aus einer In
variante 5 durch Ableitung sofort zwei neue Invarianten gewinnen. 
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Es sind zwar nicht 5u und 5v, aber die beiden Größen 

(4) 

wieder Invarianten. In der Tat gilt nach § 41 (7) bei der Substitution (2): 

(5) E* = E-/' 2 , G* = G·g' 2 • 

Aus (3) und (5) folgt dann in der Tat 

l iJS* Su l iJS* S" 
lE* iJu* fE' lG* iJv* lG. 

Wir nennen 51 und 52 die invarianten Ableitungen von 5, und deuten 
die invariante Ableitung durch Fettdruckindizes an, und zwar die erste 
invariante Ableitung in (4) durch den Index 1 und die zweite durch 
den Index 2. Geometrisch sind 51 und 52 einfach die Ableitungen der 
auf der Fläche gegebenen Ortsfunktion 5 längs der Krümmungslinien 
nach der Bogenlänge der Krümmungslinien. In der Tat ist das Bogen
element der u-Krümmungslinie v = konst. durch 

(6) ds1 = V E du 

und das der v-Krümmungslinie durch 

(7) ds2 = yG dv 

gegeben. Aus d5 = 5u du+ 5v dv folgt dann: 

(8) 5 _(dS)d"_=Jl. 
2- ds2 ' 

ds1 und ds2 sind zwei invariante Differentiale unsrer Fläche. Für 
em gegebenes nicht in Richtung einer der Krümmungslinien weisen
des Linienelement {u, v}----+ {u + du, v + dv} unserer Fläche sind ds1 

und ds2 einfach die Bogenelemente seiner Projektionen auf die beiden 
Krümmungslinien durch den Punkt u, v. 

Auf die Invarianten 51 und 52 können wir nun die beiden invarianten 
Differentiationsprozesse wieder anwenden, indem wir z. B. 

(9) 

bilden. Analog erhalten wir aus 52 zwei neue Invarianten 521 und 522 • 

Invariante Ableitung bezeichnen wir dabei jedesmal durch einen an
gehängten Fettdruckindex. Dabei ist die Reihenfolge der Indizes wesent
lich. Statt der Integrierbarkeitsbedingung 

(10) 

für die gewöhnlichen gemischten zweiten Ableitungen einer Größe 5 
gilt nämlich für die gemischten invarianten Ableitungen 512 und 521 
die Beziehung 
(ll) 512 + q51 = 521 + q52, 
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wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(12) 

In der Tat folgt, wenn man in (11) die invarianten durch die gewöhn
lichen Ableitungen ausdrückt, das identische Bestehen der Gleichung 
mittels der gewöhnlichen Bedingung (10). 

q und q sind absolute Invarianten unsrer Fläche, die sich bei den 
Transformationen (2) nicht ändern. Wir werden sie im § 62 in all
gemeinen Parametern schreiben und dann in § 63 geometrisch deuten. 
Wir bemerken besonders: Immer, wenn wir für irgendeine Größe 5 
die zweiten invarianten Ableitungen 512 und 5 21 bilden, gilt die Inte
grierbarkeitsbedingung (11) mit stets den gleichen Koeffizienten q und q, 
die von der betrachteten Größe 5 nicht abhängen. Von der ver
schiedenen Form der Integrierbarkeitsbedingungen abgesehen, kann man 
mit den invarianten Ableitungen ebenso rechnen wie mit den gewöhn
lichen. Gilt z. B. für drei Größen 5, U, V: 

S·U=V, 

so erhält man für die invariante Ableitung des Produkts 

Das folgt aus der Definition (4) sofort. Die invarianten Differentiations
prozesse können wir nun auch auf den Vektor! unsres Flächenpunktes 
anwenden und z. B. 

!u 
(13) h = l E' 

__ ! u_v __ _!_ _lt!_q_.._ 
! 21 -)EG 2 G )EG 

bilden. Die Vektoren 

(14) 

die durch invariante Ableitung entstehen, sind dann alle parameter
invariant. Da nämlich die einzelnen Komponenten x1 (u, v), x2 (u, v), 
x3 (u, v) der Vektorfunktion ! (u, v) der Fläche als einfache Ortsfunk
tionen als parameterinvariante Größen zu betrachten sind, so gilt dies 
auch von ihren invarianten Ableitungen. (Sie sind natürlich nicht in
variant gegenüber den Bewegungen des Raumes.) 

Wir können nun das Problem, aus den zu der betrachteten Stelle 
unsrer Fläche gehörenden Vektoren §55 {118) alle Invarianten der Fläche 
zu bestimmen, ersetzen durch das einfachere, die Invarianten der Vek
toren (14) zu bestimmen. 

Aus den Vektoren (14) lassen sich nämlich rückwärts die Vektoren 
§55 (118) bestimmen, wenn man nur die Funktionen E (u, v) und G (u, v) 
kennt. Dabei nehmen wir an, daß die Vektoren §55 (118) zu einer Dar
stellung in den Parametern der Krümmungslinien gehören. Das ist un-
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mittelbar aus der Definition (4) einzusehen. Durch Umkehrung von (4), 
(9) erhält man z. B. 

(15) 

Somit hätten wir zunächst unser Problern darauf zurückgeführt, aus 
den Vektoren (14) und den Funktionen E(u, v), G(u, v), d. h. aus E, G 
uud aus deren sämtlichen gewöhnlichen Ableitungen an der zu be
trachtenden Stelle die sämtlichen Invarianten zu bestimmen. Von den 
E, G und ihren Ableitungen können wir aber sicher alle entbehren außer 
den folgenden: 

(16) 
E, E..,, E..,..,, E..,..,.., ... , 

G' Gv, Gvv• Gvvv · · ·' 

also außer den reinen Ableitungen von E nach u und den reinen Ab
leitungen von G nach v. Denn alle übrigen Ableitungen von E und G 
lassen sich aus den Größen (16) und aus den Vektoren (14) berechnen. 
Da ~1 und f 2 linear unabhängig sind, lassen sich nämlich aus zwei ge
eigneten der drei nach (ll) gültigen Gleichungen 

(17) 

die Größen q und q mittels erster und zweiter invarianter Ableitungen 
des Vektors ~ berechnen, dann lassen sich aber natürlich auch alle 
weiteren invarianten Ableitungen von q und q, also q1 , q2 , q1 , ... aus 
entsprechend höheren invarianten Ableitungen des Vektors r. berechnen. 
Aus q, q und den Größen (16) lassen sich nun nach (12) aber Ev und G.., 
berechnen, und, wie man weiter leicht sieht, aus q1 , q2 , q1 , q2 und den 
Größen (16) die Ableitungen Euv• Evv• G..,..,, Guv von G und E usw. 
Allgernein ergibt sich dann: Alle Ableitungen von E und G, die in (16) 
nicht enthalten sind, lassen sich aus den Größen q und q und ihren in
varianten Ableitungen und aus den Größen (16) berechnen. Das heißt 
aber, weil sich die q, q, q1 , q2 , q1 , ... aus den Vektoren (14) er
geben haben: Alle Ableitungen von E und G, die nicht in (16) enthalten 
sind, lassen sich berechnen aus den Größen (16) und den Vektoren (14). 
Damit ist gezeigt, daß zur Bildung sämtlicher Invarianten unsrer 
Flächen die Vektoren (14) und die Größen (16) genügen. Nun kann 
man aber weiter die Größen (16) einfach weglassen, denn sie können 
für die Bildung von Invarianten gar nicht in Frage kommen. Es sind 
ja die Komponenten der Vektoren (14) alle einzeln pararneterinvariant. 
Für die Größen (16) gelten aber die Substitutionsformeln: 

E* = E · f' 2 , G* = G · g' 2, 

E~· = Euf' 3 + 2E /' /", G;. = Gvg' 3 + 2Gg' g", 
E:•u• = Euuf' 4 + 5E"/' 2 /" + 2E/" 2 + 2Ef'f"' usw. 
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Die Bildung von Parameterinvarianten kommt nun aber darauf 
hinaus, solche Ausdrücke zu bilden, in deren Transformationsformeln 
die einzelnen Substitutionskoeffizienten f', f", g', g", f"', ... usw. eli
miniert erscheinen. Dabei ist zu beachten, daß diese Koeffizienten alle 
für die eine zu betrachtende Stelle unsrer Fläche zu nehmen sind, dort 
also die Bedeutung von lauter voneinander unabhängigen konstanten 
Substitutionskoeffizienten haben. Nun kommen die j', g', j", .. . aber 
nur bei der Substition der Größen (16) vor, nicht aber bei der der 
parameterinvarianten Vektoren (14), und zwar gibt es ebenso viele 
Substitutionskoeffizienten wie Größen E, G, Eu, Gv, . . . Bei jeder 
neuen Ableitung der E, G tritt immer eine Substitutionsgröße auf, 
z. B. bei Euu und Gvv die Größen /"' und g'". Daher lassen sich die 
f', g', f", g", f"' usw. durch Kombination mit Komponenten der Vek
toren (14) überhaupt nicht eliminieren. Die Größen (16) können also 
zur Bildung parameterinvarianter Größen keinen Beitrag liefern. 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daß alle Invarianten unsrer 
Fläche sich allein aus den Vektoren (16) bilden lassen. 

Da die Größen ·y E und yG in (4) wegen der Wurzelzeichen nur 
bis auf einen Vorzeichenfaktor bestimmt sind, so gilt dies auch von 
den invarianten Ableitungen, und auch die hier und im folgenden auf
tretenden Invarianten werden daher häufig nur bis auf Vorzeichen be
stimmt resp. bis auf Vorzeichen invariant sein. Auf diesen Umstand 
wollen wir im folgenden aber kein großes Gewicht legen und auch bei 
Größen, die nur bis auf ein Vorzeichen invariant bestimmt sind, von 
Invarianten sprechen. Wir brauchen die in Frage kommenden Ausdrücke 
ja nur ins Quadrat zu erheben, um streng genommen Invarianten zu 
erhalten. Auch scheint bei unsrer Behandlung die eine Schar der Krüm
mungslinien ausgezeichnet, nämlich die zu der der Ableitungsindex 1 
gehört, während sie streng begrifflich durch kein Merkmal von der an
dem unterschieden ist. 

§ 62. Übergang von beliebigen Parametern zu den 
invarianten Ableitungen. 

Bevor wir daran gehen, das vollständige System der Invarianten 
unsrer Fläche nach den Vorschriften des § 4 aus den Vektoren (14) 
zu bestimmen und die Grundformeln der Flächentheorie in invarianter 
Schreibweise zusammenzustellen, wollen wir unseren invarianten Ab
leitungen noch eine neue Auffassung zugrunde legen. Es ist in jedem 
Fall wünschenswert, die Grundformeln der Flächentheorie in all
gemeinen Parametern herzuleiten, denn dann bekommt der Formel
apparat eine größere Anpassungsfähigkeit und Schmiegsamkeit an 
spezielle Probleme. Wir können dann jederzeit noch nach Belieben 
auf die verschiedensten Parameter spezialisieren, z. B. auf die der 
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Asymptotenlinien und Krümmungslinien, ohne uns vorzeitig auf die 
eine dieser Möglichkeiten festzulegen. Wir '.vollen jetzt zeigen, daß 
es für die Bestimmung der im vorigen Abschnitt erklärten invarianten 
Ableitungen längs der Krümmungslinien nicht nötig ist, die Fläche 
vorher auf die Parameter der Krümmungslinien zu transformieren, 
und daß es überhaupt nicht nötig ist, dafür die explizite Darstellung 
der Fläche in Krümmungslinienparametern zu besitzen, sondern wir 
werden zeigen, daß man auch direkt zu ihnen gelangen kann, wenn die 
Fläche in beliebigen Parametern vorliegt. 

Wir betrachten die folgenden beiden quadratischen Differential-

formen A und A, die durch Linearkombination aus den Grundformen 
I und II entstehen: 

(17) 

wobei R1 und R2 die Hauptkrümmungsradien sind. Machen w1r für 
diese Formen den Ansatz 

(18) 

(19) 

A = /11 du2 + 2/12 du dv + /22 dv2 , 

A = fu du2 + 2/~2 du dv + f22 dv2, 

so ergibt sic.h für die Koeffizienten 

/ 11 = R1 L - E, f11 =R2 L -E, 

/ 12 = R2 M -F, 

fzz = RzN- G. 

(20) /12 = RlM -F, 

/ 22 = R1N- G, 

Nach § 44 sind nun aber R1 und R 2 gerade die beiden Werte für R, 
für die die Gleichung § 44 (29) erfüllt ist. Das heißt, es gilt 

(21) I /n 112 f = 0 und I ~n ~~2~ = 0. 
/12 /22 I l/12 /22 

Quadratische Formen wie (17), deren Determinante wie in (21) ver
schwindet, pflegt man als ausgeartete Formen zu bezeichnen. Die aus
gearteten Formen sind nun auch dadurch gekennzeichnet, daß sie sich 
als das Quadrat einer Linearform darstellen lassen. In der Tat: Setzen 
wir etwa: 
(22) pl = rr;;_, 
so ergibt sich aus (21) und /11 = p~, /t 2 = P1 ·P2 : 

(23) /22 = P~, 
wobei die beiden Größen P1 und P2 aus (22) bis auf das in y /11 steckende 
gemeinsame Vorzeichen bestimmt sind. Wir erhalten dann 

(24) 

(25) 

A = (P1 du + p2 dv)2 , 

yA =Pt du+ p2 dv. 
Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 9 
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Ebenso gilt, wenn wir 

(26) P1 = fl:.t , P2 = h2 : Yfu 
setzen, 

(27) 

Die Bedeutung der Formen VA und Y A erkennen wir, wenn wir 
Krümmungslinienparameter einführen. 

Dann wird F = M = 0 und nach § 44 (30), (31): 

(28) 
L N 

2H=E+G' 
L N 

K=-·E c· 

Der Vergleich mit § 44 (31) lehrt, daß wir für die Hauptkrümmungs
radien setzen können: 

(29) R1 = G:N, 

Nach (20) haben wir dann 

(30) 
P1 = ifn = }/ ~ L-Edzt 

P1 = l?n =0 

Wir haben also 

(31) 
1(cE-- ,1-A= v-N<y-1· yEdu; 

oder nach (6) und (7): 

(32) 

R 2 = E:L. 

p2 = 0 

P2 = V~ N-Gdv 

Da ds1 und ds2 als Projektionen des Bogenelements auf die Krüm
mungslinien gedeutet sind, ist uns daher auch die geometrische Be-

deutung der Formen VA und VA bekannt. Die Nullinie jeder der 
beiden Formen (25) und (27) ist offenbar eine Krümmungslinie. Zugleich 
sehen wir, daß wir die Differentialausdrücke ds1 und ds2 , die wir im 
§ 61 in den Parametern des Krümmungslinien durch (6), (7) geschrieben 
hatten, jetzt in allgemeinen Parametern durch die Linearformen 

darstellen können. ds1 und ds2 sind, wie es sein muß, nur bis 
auf je ein Vorzeichen bestimmt. Um im folgenden unsre Formeln 
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besser schreiben zu können, wollen wir die Parameter u und v auch 
mit 
(34) v = u2 

bezeichnen. Setzen wir dann 

(35) ni = V Rl ~2 Rli 

(36) (i = I, 2) 

so erhalten wir aus (33): 

2 ~ 

(37) ds1 = .2) nidui; ds2 = .,2n;dui. 
i=l i=l 

Wie aus ihrer geometrischen Bedeutung hervorgeht, sind die Formen 
ds1 und ds2 invariante lineare Differentialformen. Das heißt: Bei einer 
allgemeinen Parametertransformation 

(38) 

gilt für die transformierten Größen: 

(39) 

Die Formen ds1 , ds2 haben in den neuen Parametern dieselbe Gestalt 
wie in den alten. Aus (38) folgt 

(40) (i =I, 2) 

und daher gilt nach (39) identisch in den Richtungen d:1 : d:;, 2 

(41) 

2 2 

.2 * d *· _2 iJuk d*· n· u• = n -- u•· 
. • • k a~· , 
•=1 •• k=1 

2 2 * a k ~- d*· "- u d*· .L.J n; u• = .L.J nk a*• u•. 
i=l i, k=1 u 

Also haben wir für die n;, ii; die Substitutionsformeln: 

(42) 
2 

:i!: _2- ßuk n. = nk-. • a *. 
k=l u' 

Wir bestimmen nun zu den n 1 , n 2 , ii1 , ii2 , neue Größen nl, n2 als Lö
sungen der beiden linearen Gleichungen 

2 2 
(43) "ni n- = 1 ...:::..., t • .2) ni ii; = 0 . 

i=l i=l 

9* 
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Diese haben immer eine Lösung, denn etwa aus (30), (33) ergibt sich 
leicht, daß für reguläre Flächenpunkte, die keine Nabelpunkte sind, 
die Formen ds1 und ds2 nie proportional sind, daß also stets 

(44) 

ist. Ebenso bestimmen wir Größen n1 und n2 aus 

2 2 

(45) LJnLiii = 1, LJn•n; = o. 
i=l i=l 

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die n• und n• bei den Substitutionen 
(38) benehmen. Zunächst muß auch nach der Transformation (38): 

(46) *·* .2 n• ni = l, 
i 

gelten, also nach (43) 

(47) '~<'*·* .., . 
L.J n• n, = .2,; n• n;, 

* .2 ;i ii; = .})ni n;. 
i i 

Aus (42) erhält man dann 

(48) 

2 
[ 2 * iJuk ] n·--nk -}; J) • at't1 nk- 0, 

k=l •=1 

Wegen (44) folgt daraus die gewünschte Formel 

(49) 
2 a k 

k .2 *· u n = n• -. 
i)*i 

i=l u 

Ebenso erhält man für die ni: 

(50) 

0 " * i) k 
-k 1) -· u n = n• -. 

i) 11 i 
i=l 

Die nk und iik transformieren· sich also gerrau so wie die Differen
tiale duk. 

Dies ist eine sehr wichtige Eigenschaft. Haben wir nämlich jetzt 
wieder eine allgemeine Ortsfunktion S (ul, u 2) auf unserer auf all
gemeine Parameter bezogenen Fläche, so gilt bei einer Substitution (38) 
für die Ableitungen der Funktion S 

2 

(51) iJS* " iJS i)uk 
i)~i = LJ i)uk at;i . 

k=! 
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Daraus ersieht man, daß für die aus den Ableitungen gebildeten Aus
drücke 

(52) 

gilt: 

{53) 

2 

S - ~T i !!_Y_ 
1 - .L.; n a ui ' 

i=l 

und 
2 2 

27 "'· as• 27 -. as n•-= n -· a*i i}ui 
i=l u i=l 

Das erhält man ohne weiteres, indem man die ni, fii aus (49) und (50) 

und die /JS*: (J{ti aus (51) einsetzt. Die Ausdrücke 51 , 52 sind also, 
wenn sie aus den Ableitungen einer parameterinvarianten Größe S ge
bildet werden, wieder Invarianten. Wenn wir auf die Parameter der 
Krümmungslinien spezialisieren, so wird nach (30) 

~ A=~=O ~d ~=~=0 

und nach {43) und (45) 

(55) 
1 ] 1 n = -=-=-

nl lE' 

Damit erkennen wir aber, daß unsre invarianten Differentiations
prozesse (52) nichts anderes sind als die invarianten Ableitungen 
unsres vorigen Abschnitts, nur jetzt geschrieben in allgemeinen Para
metern. Die geometrische Bedeutung ist natürlich jetzt dieselbe wie 
früher. 

Wir sehen jetzt auch, worauf die eigentliche Idee der invarianten 
Ableitungen beruht: Wenn wir nur einmal irgendwie zwei aus den 
Funktionen ~ (u, v) der Fläche bestimmbare Größensysteme ni und n' 
gefunden haben, die die Transformationseigenschaften der Formeln 
(49), (50) besitzen, so können wir mit ihnen zwei invariante Differen
tiationsprozesse erklären, die aus jeder Parameterinvariante durch 
Ableitung sofort zwei neue aufzufinden gestatten. Für die ni, fii muß 
dabei notwendig die sich aus (44), (45), (46) leicht ergebende Bedingung 

(56) 

bestehen. Wir können dann ganz im Bereich der invarianten Ablei
tungen arbeiten, da wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, daß sich 
alle invarianten Ausdrücke der Fläche allein aus den Vektoren (14) be
stimmen. 

Wir geben zum Schluß noch einmal zusammenfassend an, wie sich 
die Größen ni und n•, auf die es allein ankommt, aus den Funktionen 
r(u, v) der Fläche resp. aus den in (20) erklärten Größen f bestimmen. 

Wir haben uns zunächst aus den Funktionen ~(u, v) nach §41 (7) die 
E, F, G und nach § 42 (19) die L, M, N und dann nach § 44 (30) die R1 , 

R2 zu bestimmen. Sodann bestimmen wir nach der Reihe aus (20) die 
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fik• Jik• aus (22), (26) die Pi• p,, aus (35), (36) die ni, ni und endlich aus 
(43), (45) die n•, ni. 

Zum Schluß wollen wir noch sehen, wie sich die Integrierbarkeits
bedingung (11) bzw. die Invarianten q und q, die darin auftreten, in 
allgemeinen Parametern schreiben. 

Zunächst gilt nach (52), wie man durch Elimination der 8 S: 8 u' 
erkennt: 

(58) as S - s 
[) ui = n, t + n; 2 (i = 1, 2) 

Die Gleichungen (58) erlauben, aus den invarianten Ableitungen einer 
beliebigen Größe die gewöhnlichen zu berechnen. Differenzieren wir 
(58) nach uk und setzen in der Gleichung, die man erhält, nach der Vor
schrift (58) 

(59) :~! = n;S11 + n;S12 , 
as. s - s ..".-,. = n; .,1 + n; "" . u tt - --

Die Integrierbarkeitsbedingung 
82 5 82 5 

[)ui i)uk i)uk aiii 

für die gewöhnlichen zweiten Ableitungen können wir nun in der Form 
schreiben: 

2 

(61) ~ ( ' "k k -· [)2 5 0 n• n - n n•) --~- = au• i)uk ' 
i,k=l 

denn weil das Größensystem ni nk - nk fii in i und k schiefsymmetrisch 

ist, bedeutet (61) gerade die Symmetrie des Systems a azas. ini undk. u• u~ 

Aus (60) und (61) ergibt sich dann, wenn man (43), (45) berücksichtigt, 
eme Gleichung der Form (11), wo jetzt nur q und q durch 

(62) q = 2) (ni fik - nk fii) ~:~ ; 
i," 

zu ersetzen sind. 

§ 63. Grundformeln der Flächentheorie in invarianter 
Schreibweise. 

Wir gehen jetzt, nachdem wir gesehen haben, wie wir von allgemeinen 
Parametern aus zu den invarianten Ableitungen gelangen können, an 
die Aufstellung der Grundformeln der Flächentheorie. 

Aus (13) folgt zunächst in Krümmungslinienparametern: 

(63) ~1 ~1 = 1 ' ft ~2 = 0 ' ~2 ~2 = 1 ' 
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was dann natürlich auch für beliebige Parameter richtig ist, wenn wir 
7;1 und 7;2 durch 

(64) - ~ iir 
!t - .tC.J n iJui' 

i 

erklären. Der Vektor der Flächennormalen ~ ergibt sich jetzt als 

(65) ~ = !t X !2 • 

In der Tat ist ~nach § 2 (28) Einheitsvektor. 
Da der Vektor ~ sich aus 7;1 und ti berechnen läßt, fallen die sämt

lichen Invarianten, die sich aus den Vektoren 

(66) l• !t, !2• ~' !u• !t!l• !!ll• !22• ~ •• ~2• !tu··· 

berechnen lassen, mit den Invarianten der Vektoren (14) allein zusam
men. Wi~ verfahren wieder nach den Vorschriften des §55, lassen t 
weg und benutzen als Grundvektoren die Vektoren t 1 , t 2 , ~. Für sie 
gilt die Tabelle skalarer Produkte: 

(67) 
ti = .d = ~2 = 1' 

Jetzt wollen wir die Ableitungen der Grundvektoren aus diesen 
selbst linear kombinieren. Wir machen zu dem Zweck den Ansatz: 

!u = IXn !t + IX12 !2 + IX13 ~ • 

!12 = IX21 !t + IX22 !2 + IX23 ~ ' 

!21 = IXst !t + IXs2 !2 + 1Xss ~ ' 

!22 = IX41 !t + IX42 !s + IX43 ~ ' 
(68) 

~~ = IXs1 !t + IX52 !s + IXss ~' 
~2 = IXs1 !t + IXs2 !2 + 1Xsa ~ 

Wir müssen uns jetzt über die Gesamtheit der wesentlichen, unab
hängigen Beziehungen klar werden, die auf Grund unsrer geometrischen 
Annahmen zwischen den Vektoren bestehen. Daß ~ Einheitsvektor der 
Flächennormalen ist, kommt in den Gleichungen ~7;1 = .;7;2 = 0, ~.; = 1 
zum Ausdruck. Daß unsere invarianten Ableitungen längs der Krüm
mungslinien genommen werden, kommt nach § 46 (47) in den Glei
chungen 

(69) (~t • .;.) = 0, (~!2~2) = 0 

zum Ausdruck. Da die Krümmungslinien notwendig rechtwinklig sind, so 
muß sich als eine Folge von (69) ergeben, daß die Tangentenvektoren 
t 1 und t 2 an die Krümmungslinien rechtwinklig sind, was auf die Bedin
gung t 1 t 2 = 0 führt. Daß die invarianten Ableitungen nach den Bogen
längen der Krümmungslinien genommen werden, kommt nach § 5 (13) in 
! 1 t 1 = t 2 t 2 = 1, also darin zum Ausdruck, daß die t 1 und t 2 Einheits
vektoren sind. Damit sind aber auch alle unsere geometrischen Voraus-
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setzungen erschöpft, und die sämtlichen Relationen, die überhaupt 
zwischen unsern Vektoren bestehen, sind in den Gleichungen (67) und 
(69) enthalten, und natürlich in den daraus sich durch Ableitung er
gebenden Gleichungen sowie den jeweils bei zweimaliger Ableitung auf
tretenden Integrierbarkeitsbedingungen der Form (11) resp. (17) (62). 
Aus (69) folgt mittels (!1 !2 ~) = I: 

(70) 
also 
(71) 

IX52 = IXs1 = 0 • 

Durch Ableitung von ~!1 = 0 nach dem Index 2 und von ~!2 = 0 nach 1 
ergibt sich dann auch 

{72) IX23 = ~ ! 12 = 0 und IX33 = ~ ~21 = 0 . 

Aus ~~ = 1 folgt ~~~ = ~~2 = 0, also nach (68) 

(73) 1Xsa = 1Xsa = 0 · 

Aus !1 ?;1 = !2 !2 = I und !1 !2 = 0 folgt weiter durch Ableitung 

r1 ru = o . !t !12 = o . 
(74) !u !2 + !t !21 = o, 612 r2 + !t r22 = o . 

!2 !llt = 0 ' ~2 !22 = 0 . 
Aus (74)t und (74)6 ergibt sich also mittels (68) 

OCu = IX42 = Ü 

und aus !1 ! 12 = !2 ! 21 = 0 folgt einerseits 

(75) IX21 = IXs2 = 0 

und nach skalarer Multiplikation der Gleichung 

mit ! 1 und !2 weiter 

(76) q = !t !21 = IX31 • !2 !tll = IX22 = q · 
Aus (74)a und (74)4 ergibt sich dann schließlich 

(77) IX12 = ~11 !2 = - q ' IX41 = !t ~llll = - q • 
Damit haben wir alles, was wir über die spezielle Form des Gleichungs
systems (68) entnehmen können, benutzt. 

Schreiben wir statt IX13 noch r und statt IX43 weiter r' so haben wir 
wegen ~1 !1 = - ~!u und ~2 !2 = - ~!22 die Gr·undgleichungen: 

{78) 
!u = - q !2 + r ~ 612 = q~ll 

r22 = - q !1 + r ~ ~l!l = q 6t 

(79) ~.=-r!t II ~2 = -r!l!l 
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Die Gleichungen sind einfach die Formeln der §§55, 57, die Ablei
tungsgleichungen von GAusz und WEINGARTEN in invarianter Schreib
weise. Wir hätten sie auch direkt aus den dortigen Formeln durch ein
faches Umschreiben auf invariante Ableitungen gewinnen können. Da 
für die Krümmungsrichtungen nach § 46 (52) in Krümmungsparametern 
die Gleichungen von RoDRIGUES 

(80) 
1 

; ... = - R!" und 
1 

1 
gv =- R!v 

2 

gelten, so erhält man nach Division durch V E bzw. 
1 I 

(81) ; 1 = - R !t, ;2 = - R !2 · 
1 2 

VG nach (4): 

Daraus folgt, daß in (79) die Größen r und r einfach die reziproken 
Hauptkrümmungsradien R 1 und R 2 sind. 

Nach (78) gilt wegen I ;!1 ! 2 I = l 

(82) I ; !1 !u I = - q , I ; !2 !221 = + q_. 
Die Größen q und q sind also, vom Vorzeichen abgesehen, nach § 35 (25h 
die geodätischen Krümmungen der Krümmungsstreifen. 

Im § 58 haben wir gesehen, daß sich die Gleichungen von CoDAZZI 
und das Theorema egregium von GAusz als die Integrierbarkeits
bedingungen unsres Sy~tems linearer Differentialgleichungen ergeben, 
das durch die Ableitungsgleichungen von GAusz und WEINGARTEN ge
bildet wird. Diese Integrierbarkeitsbedingungen haben wir nun noch 
in den invarianten Ableitungen zu schreiben. Statt die Gleichungen 
(138) und (139) des § 58 umzuschreiben, wollen wir die Bedingungen 
der CoDAZZischen Gleichungen und des Theorema egregium gewinnen, 
indem wir für das System (78), (79) die für die Ableitungen der 
Vektoren !;11 , !;12 , !;21 , !;22 , ; 1 und ; 2 nach (11) notwendig gültigen 
Integrierbarkeitsbedingungen: 

!112 + q !u = !121 + q !12' 

(83) !:!12 + q !21 = !221 + q !22 ' 

;12 + q ;1 = ;21 + q ;2 

zugrunde legen. Durch invariante Ableitung von (78h nach 2 erhalten 
wir z. B., wenn wir !;22 und ; 2 hinterher wieder nach (78) (79) durch 
Linearkombinationen der Grundvektoren ersetzen: 

(84) !112 = - q2 !2- q (- q !1 + r ;) + r2;- r r !2 

ebenso durch Ableitung von !;12 nach dem Index 1: 

(85) !121 = q1 !2 + qq!t· 
Aus (83) 1 ergibt sich dann 

(86) -q2 !;2 + qq!;1 -qr; + r 2 ; -rr!2 -q2 ! 2 + qr; 
= ql !2 + q q !t + q2 !2 . 
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Die einzelnen Faktoren der Grundvektoren müssen dann rechts 
und links gleich sein. Das ergibt, da die Faktoren von 1;1 identisch 
übereinstimmen, die zwei Bedingungen 

(87) 

(88) 

-lit -q2-q2-7j2=rr, 
r2 = q (r- r). 

Aus den Bedingungen (83) 2, (83) 3 ergeben sich durch die entsprechende 
Rechnung zum Teil die Gleichungen noch einmal. Man erhält nur eine 
neue Gleichung 
(89) rl = q (r- r). 
(87) ist das Theorema egregium von GAusz, rechts steht das Krümmungs
maß r r. (88) und (89) sind die beiden CoDAZZischen Gleichungen. Wir kön
nen also das System von Integrierbarkeitsbedingungen zusammenstellen: 

(90) 1-q~- q2 -7j2- q2 = rr I 
(91) 

r 2 = q (r- r) 

r1 = 7j (r- r) 

Nach § 4 ist das vollständige System der Invarianten unsrer Fläche, 
d. h. der Vektoren (66), durch die Skalarprodukte der Grundvektoren 
1:1 , 1;2 , ; und die Koeffizienten der Linearkombinationen der übrigen 
Vektoren aus ihnen gegeben. Erstere sind nach (67) aber 1 oder 0, 
liefern also nichts, letztere sind nach (78), (79) durch die dort auf
tretenden Koeffizienten q, q, r, r und ihre sämtlichen invarianten Ab
leitungen gegeben. Denn wie man durch invariante Ableitung des 
Systems (78), (79) erkennt, treten nur diese bei den in Frage kommenden 
Linearkombinationen auf. Nun lassen sich aber die Größen q und q 
aus (91) durch die r, r und ihre invarianten Ableitungen ausdrücken, 
denn bei Ausschluß von Nabelpunkten ist nach § 47 immer r- r =f= 0. 
Somit sind die sämtlichen absoluten Invarianten unserer Fläche durch 
r, r und ihre invarianten Ableitungen gegeben. Die r, r hängen von Ab
leitungen zweiter Ordnung des Flächenpunktes ab, die Größen r1 , r2 , 

r 1 , r 2 sind die vier weiteren unabhängigen Invarianten dritter Ordnung 
(auch die q, q sind von dritter Ordnung). Von vierter Ordnung gibt es 
fünf neue von den früheren und untereinander unabhängige Invarianten. 
Denn zwischen den acht Größen 

- - -
ru, ri2• r21• r22 

bestehen drei Beziehungen, die Integrierbarkeitsbedingungen 

ri2 + qrl = Y21 + qr2, 
r12 -f-qr1=r21 qr2 

und die Gleichung (90), in der man q und q nach (91) ersetzt zu denken hat. 
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Weiter können wir den Satz aussprechen: Eine Fläche ist bis auf 
Bewegungen festgelegt, wenn ihre beiden Linearformen 

d s1 = n1 du + n2 d v , 

(92) ds2 = iil du+ n2 dv 

und ihre mittlere Krümmung H = -! (r + r) als Funktion irgendwelcher 
Parameter gegeben sind. In der Tat: Aus den n;, ii; der Formen ds1 , ds2 

erhält man mittels (43), (45) die n•, ii' und nach (62) dann die q, q. Ferner 
ergeben sich nach der Definition (52) auch alle invarianten Ableitungen 
der q, q allein aus den Formen n;, n;. Nach (90) erhält man dann auch 
K = r·r. AusHund K kann man dann R1 und R2, d. h. rund r be
rechnen, mittels der n;, ii; ergeben sich dann aber auch alle invarianten 
Ableitungen der r, r, d. h. aber alle Invarianten der Fläche, w. z. b. w. 

Eine nähere Untersuchung zeigt, daß man die Funktion H(u, v) 
im allgemeinen sogar entbehren kann und daß die Fläche im allgemeinen 
allein durch ihre Formen ds1 und ds2 eindeutig bis auf kongruente Ab
bildungen bestimmt ist. Wir werden in den §§ 87 und 88 des nächsten 
Kapitels auf diese Frage ausführlich zu sprechen kommen. 

Zum Schluß wollen wir noch sehen, wie sich unsre ursprünglichen qua
dratischen Grundformen I, II und III durch die Formen ds1 , ds2 aus
drücken. Nach (58) haben wir, wenn wir wieder u = u1 , v = u 2 setzen: 

Aus 

folgt dann: 

(93) 

a~ +-i)ui = n; !t n; !2' 

I - ~(a~ ß~)d id k - .L..J i)ui i}u• u u ' 
i, k 

II = ~- (:u~i ::.) dui duk, 
i,k 

III = ~ (:~; ::.) dui duk 
i,k 

I= dsi + ds~, 
II = rdsi + rds;, 

III = r 2 dsi + r2 ds~. 
Diese Formeln hatten wir schon im §50 (84) gefunden. 

§ 64. Gesimsflächen und Kanalflächen. 
Wir wollen die Flächen mit 

(94) q·q = 0 

untersuchen, also die Flächen, bei denen eine der Invarianten q oder q ver
schwindet. Wegen r- r + 0 ist die Gleichung (94) nach (91) offenbar mit 
(95) r2-rl = 0 
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äquivalent. Wir wollen etwa q = r2 = 0 annehmen. Nach (82) sind 
dann die Krümmungsstreifen der Schar, auf die sich der Ableitungs
index 1 bezieht, gleichzeitig geodätische Streifen. Nach § 34 (24) sind 
dabei die Kurven der Streifen, die Krümmungslinien, notwendig eben, 
was man auch direkt durch das Verschwinden der Determinante 
(~1' ~11 , ~111 ) nachweisen könnte. Da die Hauptnormalen einer ebenen 
Kurve alle in ihrer Ebene enthalten sind, und da bei unseren geodä
tischen ebenen Krümmungsstreifen die Flächennormalen mit den 
Hauptnormalen zusammenfallen, erkennt man, daß die Fläche die 
Schar der Ebenen senkrecht durchsetzen muß, in denen die Krüm
mungslinien der ausgezeichneten Schar liegen. Unsere Flächen mit 
q = 0 sind also orthogonale Trajektorienflächen einer Schar von Ebenen, 
also solche Flächen, die entstehen, wenn wir auf einer der Ebenen eine 
beliebige Kurve C zeichnen, und von den einzelnen Punkten von C 
aus die rechtwinkligen Trajektorien der Ebenenschar ziehen, also die 
Kurven, deren Tangente an jeder Stelle zu der hindurchgehenden 
Ebene der Schar normal ist. Diese Eigenschaft ist auch kennzeich
nend für unsere Flächen mit q = 0. Denn man sieht ohne weiteres, 
daß bei einer Orthogonalfläche einer Ebenenschar die Schnitte mit den 
Ebenen der Schar Krümmungslinien sind, da sich längs derselben die 
in der Ebene gelegenen Flächennormalen schneiden. Andrerseits fallen 
die Flächennormalen mit den Hauptnormalen der verschiedenen Kurven 
zusammen, also sind die zugehörigen Streifen geodätisch, das heißt aber 
nach (82): Es ist q = 0. Man nennt die Flächen mit q = 0 nach ihrem 
Entdecker MoNGE "surfaces moulures" oder Gesimsflächen. 

Wir wollen noch eine sehr einfache mechanische Erzeugung der 
Gesimsflächen angeben. Die Ebenen der Krümmungslinien der aus
gezeichneten Schar umhüllen offenbar eine Torse. Geht man von dieser 
Torse aus, so kann man von ihr durch die folgende Konstruktion zu der 
Gesimsfläche gelangen : 

Man zeichnet auf einer der Tangentenebenen der ganz beliebig anzu
nehmenden T orse eine beliebige Kurve SI:. Läßt man dann die Tangenten
ebene ohne zu gleiten auf der Torse rollen, so daß sie diese immer längs 
einer Erzeugenden berührt, so beschreibt SI: die allgemeinste Gesimsfläche. 

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich daraus, daß bei 
dem mechanischen Vorgang des gleitungsfreien Rollens die Bahnkurven 
der Punkte von SI: jeweils senkrecht sind zu der Ebene von SI:. 

Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 

q=q=O 
kennzeichnet die allgemeinen Zylinderflächen. In der Tat folgt aus (90) 
rr = 0. Wir können dann etwa r = 0 annehmen. Aus ~11 = rt2 = 0 
folgt dann die Konstanz des Vektors ~1 auf der ganzen Fläche. Daraus 
folgt weiter, daß die Krümmungslinien der Schar 1 lauter parallele Ge-
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raden sind. Also ist die Fläche eine Zylinderfläche. Umgekehrt folgt 
für eine Zylinderfläche aus der Konstanz von ! 1 die Gültigkeit von 
q = q = 0. 

Wir wollen nun noch eine andere Flächenklasse kurz behandeln, 
nämlich die durch 
(96) /r1 ·r2 =0 
gekennzeichnete, die ein Gegenstück zu der Flächenklasse (95) dar
stellt. Wegen der Gleichberechtigung von r1 und r2 können wir etwa 
r1 = 0 annehmen. Aus 
(97) r 1 = 0 

und der CoDAZZischen Gleichung (vgl. (91)) 
r2 =q(i-r) 

folgt mittels der Integrierbarkeitsbedingungen 

r 12 -+ q r 1 = r 21 -+ q r 2 • 
(q1-+ q q) (r- r)-+ q r1 = 0. 

Mittels (91) 2 erhält man daraus nach Weglassen des Faktors r- r 
(98) q1 = 0 

Aus r1 = q1 = 0 leitet man nun leicht her, daß die Determinante 
(~1 , !u, ! 111), verschwindet. Die Krümmungslinien sind also wieder 
eben. Aus (78) und (67) folgt dann weiter 

(99) (!u !u) = q2 -+ r2 . 
Nun ist aber nach § 10 (78) 

(100) !u !u = 1: rl 
das Quadrat der Krümmung 1 : e der Krümmungslinie der Schar l. 
Aus (97) und (98) folgt aber (!11 ! 11 ) 1 = (r 2 + q2) 1 = 0. Die Krümmung 
ist also längs der ganzen Kurve konstant. Die Krümmungslinie ist also 
eine ebene Kurve konstanter Krümmung, das heißt ein Kreis. Die 
Krümmungslinien der einen Schar unsrer Fläche sind also alle Kreise. 
Da nun weiter die Normalkrümmung b = (;1 ! 1) =- r unsrer Krüm
mungsstreifen konstant längs der ganzen Kurven ist, folgt, daß die 
im Kapitel 3, S. 70 erwähnte Kugel jeweils für den ganzen Streifen fest 
ist, das heißt, daß der ganze Streifen auf einer und derselben Kugel 
liegt. Daraus ersieht man: Unsre Flächen sind einfach die Hüllflächen 
einer einparametrigen Schar von Kugeln. Die Hüllflächen solcher Kugel
scharen pflegt man auch als Kanalflächen zu bezeichnen. Auch um
gekehrt ist leicht einzusehen, daß die Gleichung (96) kennzeichnend 
für Kanalflächen ist. 

Ist in (96) gleichzeitig r1 = 0 und r2 = 0, so erhalten wir die so
genannten Zykliden von DUPIN 1), die gleichzeitig als Hüllflächen von 
zwei Kugelscharen aufgefaßt werden können. 

1 Vgl. die Ausführungen über diese bemerkenswerten Flächen in §55, Bd. III 
dieses Lehrbuchs. 
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Wir wollen jetzt noch die Flächen bestimmen, die gleichzeitig Ge
simsflächen und Kanalflächen sind. Nach {95) und {96) haben wir wegen 
der Gleichberechtigung der Großen r1 , r2 und weiter der Gleichberech
tigung der beiden Größen r2 und r1 sowie der Gleichberechtigung beider 
aufgeführten Größenpaare miteinander nur zwei wesentlich verschie
dene Fälle 

I 

II 

r 1 = r 2 = 0, 

rl = rl = 0 

[oder '· = rs = 0] 
[oder r 2 = r 2 = 0] . 

Im Fall I ist nach {99), {100) r der Radius der Kugeln der Kanalfläche. 
Aus r1 = r2 = 0 folgt aber nach {52) das Verschwinden der gewöhn
lichen Ableitungen ru = rv = 0. Das heißt, wir haben speziell die Hüll
fläche einer Schar von Kugeln mit gleichem Radius. Solche Flächen pflegt 
man als Röhrenflächen zu bezeichnen. Im Fall II haben wir nach {91) 
zunächst auch q = 0. Weiter bemerken wir: Für Kanalflächen r1 = 0 
sind ja die Krümmungslinien 1 als Kreise eben. Für den Einheitsvektor 
senkrecht zu der Ebene der Krümmungslinie 1, also ihren Binarmaien
vektor ; 3 [ vgl. § 34 {13)] wegen ;; = 1, ; 3 t:1 = ; 3 t:u = 0 

(101) ;3 = + q ~ + r t2 . 
}r2 + q2 

; 3 ist natürlich längs der Krümmungslinien 1 fest {;3) 1 = 0. Durch 
Ableitung folgt aus (101) unter Berücksichtigung von q = 0 

(102) (;a)2 = fr;+lq2 {[- r2 qr + r2 ~Yj2 (rr2 + qq2) J f2 

+ [- q2 - r r + y2 ! q2 (r r 2 + q q2) J ; } . 
Wegen q = 0 nehmen die Gleichungen (90) und (91) nun die Form an: 

q2 =- q2- rr' 

r2 =qr-qr. 
(103) 

Daraus erhält man 

(104) 

Und mittels (103) und (104) ergibt dann die Gleichung {102) 

(105) 

Der Vektor ; 3 ist also überhaupt konstant. Die Kreise der Ebenen, in 
der sich die benachbarten Kugeln der Schar der Kanalfläche schneiden, 
liegen somit alle in parallelen Ebenen. Das ist aber nur möglich, wenn 
die Mittelpunkte der Kugeln alle auf der festen Geraden liegen. Die 
Hüllfläche einer solchen Kugelschar ist aber eine Drehfläche. Man über
zeugt sich leicht, daß II die Drehflächen kennzeichnet. 
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§ 65. Invariante Ableitungen in beliebiger Richtung. 

Die vorhergehenden Untersuchungen könnten den Anschein er
wecken, als ob die invarianten Ableitungen nur bei Fragen mit Erfolg 
verwandt werden können, die in besonderer Beziehung zu dem Netz 
der Krümmungslinien stehen. Wir wollen hier zEoigen, daß sie sich auch 
auf die Theorie beliebiger Flächenkurven anwenden lassen. 

Ziehen wir von einem Flächenpunkt aus auf der Fläche eine Kurve 
in beliebiger Richtung, so ist der Einheitsvektor !a ihrer Tangenten in 
der Form 
(106) !~ = cos oc !t + sin oc r2 

darstellbar. In der Tat gilt ta!a = 1 und oc ist der Winkel, den unsre 
Kurve mit der Krümmungsrichtung 1 bildet. Geben wir den Winkel oc 
als Funktion 
(107) oc = oc (s) 

der Bogenlänge der Kurve, so ist dadurch eine Art natürlicher Glei
chung der allgemeinen Flächenkurve gegeben, durch die sie eindeutig 
festgelegt ist. Ist S(u, v) eine Ortsfunktion auf unsrer Fläche und 
bilden wir die Ableitung Sa von S längs der Kurve (107) nach der Bogen
länge der Kurve, so muß 

(108) sa = cos oc s. + sin oc s2 

sein. In der Tat ergibt sich ja auch der Tangentenvektor !a in (106) 

mittels des Differentiationsprozesses (108). Für oc = 0 und oc = _.!!. 
. 2 

ergeben sich, wie es sein muß, die gewöhnlichen invarianten Differen
tiationen längs der Krümmungslinien. Mit dem Differentiationsprozeß 
oc können wir bei dem Differenzieren von Gleichungen wieder nach den 
geläufigen Regeln arbeiten. Wir können auch die höheren Ableitungen 
des Vektors !a nach den Bogenlängen der Kurve (107) bilden. Es er
gibt sich aus (106), wenn wir wieder 

tla = cos oc ru + sin oc t12 ' (109) 
!!la = cos oc r21 + sin oc r22 

setzen und bedenken, daß 

(110) oc' = cos oc · oc1 + sin oc · oc2 

die Ableitung der Funktion (107) ist: 

(111) taa = ru cos2 oc + (r12 + ! 21) sin Ot cos oc + r22 sin2 oc 
+ oc' (- !t sin oc + r2 cos oc). 

Drücken wir darin nach (78), (79) alle Vektoren durch die Grund
vektoren aus, so erhalten wir: 

r = (- oc' + q cos oc- q sin oc) sin Ot. !t 
(112} ua . -+ (oc'- q cos Ot + q sinoc) cosocr9 +(rcos2 oc+ r sin2 oc)~. 
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Wir können uns jetzt für einen beliebigen Flächenstreifen die In
varianten a, b und c berechnen. Nach § 35 muß jetzt 

sein. Wegen 

a = (~ !a ~a), 

b = (!a~a)' 
C =- (~!a!aa) 

(113) ~a = cos <1. ~1 + sin <1. ~2 = - r cos <1. !t - r sin <1. !2 

ergibt die Rechnung 
(114) a = (r- r) sin <1. cos <1.' 

(115) b = - r cos2 <1. - r sin2 <1.' 

(116) - c = <~.' - q cos <1. + q sin <1. • 

Aus (115) ersehen wir, daß sich die Funktion "- der beiden Asym
ptotenlinien durch 

(117) tg<J. = ± v- r: r 
berechnet. 

Den beiden Lösungen <~.1 und <1.2 von (117) entsprechen die beiden 
Winkel, die die beiden Asymptotenlinien mit der Krümmungslinie 1 
einschließen. Für den Winkel cp = <~. 1 + <1.2 der beiden Schmiegtangenten 
erhält man 

(118) ( r + r) coscp =- --_ . 
\Y- r 

Auf die Flächen r + r = 0 oder H = 0 mit normalen Schmiegtangenten, 
auf die sogenannten Minimalflächen, werden wir im § l05ff. zu sprechen 
kommen. 

Für die geodätischen Streifen c = 0 auf einer Fläche erhalten wir 
eine Differentialgleichung erster Ordnung für die Funktion o::(s). Von 
einem Flächenpunkt aus laufen also nach allen Richtungen noch geo
dätische Streifen. 

Mit den geodätischen Streifen und den zugehörigen Kurven, den 
geodätischen Linien auf der Fläche, wollen wir uns im nächsten Kapitel 
beschäftigen. 

§ 66. Aufgaben und Lehrsätze. 
1. Zentraflächen einer gegebenen Fläche. Die auf der Normalen einer Fläche 

! (u, v) gelegenen Punkte 
1 - 1 

(119) ~ = ! + r ~ und 5 = 7; + r ~ 
beschreiben (im allgemeinen Fall) je eine Fläche, die von den Normalen der Ur
fläche umhüllt wird. Die beiden Flächen 5 (u, v) und 5" (u, v) sind die einzigen 
Hüllflächen des Strahlensystems (vgl. § 123) der Normalen unserer Fläche und 
heißen auch Zentraflächen oder Evoluten flächen. Wir wollen rr =f 0, r - "i =f 0 
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voraussetzen. Die Zentraflächen können dann nur noch für Kanalflächen in 
Kurven ausarten. Nehmen wir r1 r 2 =f 0 an, so haben wir zwei reguläre Flächen 3 
und "3. Man zeige: 

a) Den Krümmungslinien der Schar 1 entsprechen auf der Fläche 3 geodätische 
Linien (und ebenso den Krümmungslinien der Schar 2 auf der Fläche 3"). 

b) Die Flächen, bei denen identisch in u und v zwischenrundreine Beziehung 
der Form 

(120) f(r, r) = 0 

besteht, sind dadurch gekennzeichnet, daß sich die Asymptotenlinien ihrer beiden 
Zentraflächen entsprechen. Diese sogenannten Flächen von WEINGARTEN (oder 
W-Flächen) sind auch gekennzeichnet durch die Differentialgleichung: 

(121) 

c) Bei den Flächen mit 

1 1 
- - -=- = konst. 
r r 

und nur bei diesen entsprechen sich auf den beiden Zentraflächen die Krüm
mungslinien. 

2. Sind bei zwei von einem Punkt in senkrechten Richtungen auslaufenden 
Flächenstreifen die Normalkrümmungen gleich, so sind die beiden Richtungen 
notwendig die Richtungen der Winkelhalbierenden der Krümmungslinien. 

3. Man zeige: Durch r 1 q = q1 r sind die Flächen mit einer Schar ebener Krüm
mungslinien 1, durch 

(ru qt- rl qu) (rrl + qqt) = 0 
aber für r1 q =f q1 r die Flächen mit einer Schar sphärischer Krümmungslinien 1 ge
kennzeichnet. Für q1 = 0 ergeben sich die Flächen, die aus einer Schar von 
Orthogonaltrajektorien einer beliebigen Kugelschar gebildet sind. Bei ihnen liegen 
die Krümmungslinien 1 alle auf zur Fläche senkrechten Kugeln. 

4. Schließt man die WEINGARTENsehen Flächen der Aufgabe 1 b aus [r1 r 2 
- r2 71 =f 0], so kann man als Parameter u, v der einzelnen Punkte der Fläche die 
dortigen Werte der Hauptkrümmungen r und 7 annehmen. Man zeige, daß eine 
Fläche bis auf kongruente Abbildungen festgelegt ist, wenn nur ihre vier Invarianten 
dritter Ordnungr1,r2, r 1 und r 2 alsFunktionenr1 (r, 7); r2 (r, ;-·); r 1 (r, r); r 2 (r, 7) 
von rund 7 festgelegt sind. Welchen Integrierbarkeitsbedingungen müssen die vier 
Funktionen genügen, damit zu ihnen eine Fläche gehört? Zur Idee, gewisse In
varianten einer Fläche durch "natürliche Gleichungen" festzulegen, indem man 
weitere Invarianten als Funktionen dieser vorgibt, vergleiche man etwa G. ScHEF
FERS, Einführung in die Theorie der Flächen, S. 433. Leipzig: Veit & Co. 1913. 
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6. Kapitel. 

Geometrie auf einer Fläche. 
§ 67. Verbiegung. 

In diesem Kapitel soll der Grundgedanke von GAusz' flächen
theoretischen Untersuchungen auseinandergesetzt werden. Denkt man 
sich eine Fläche aus einem biegsamen, undehnbaren Stoff hergestellt, 
wie er etwa durch Papier verwirklicht wird, so läßt diese Fläche (oder 
ein genügend kleines Stück von ihr) außer ihrer Beweglichkeit als 
starrer Körper im allgemeinen auch noch Formänderungen, sogenannte 
"Verbiegungen" zu. Die Undehnbarkeit äußert sich dadurch, daß die 
Bogenlängen aller auf der Fläche gezogenen Kurven bei der Verbiegung 
ungeändert bleiben. Etwas allgemeiner bezeichnet man als "längentreue" 
oder "isometrische Abbildung" zweier Flächen aufeinander eine Trans
formation mit Erhaltung der Längen. Verbiegungen von Flächenstreifen 
haben wir ja schon im § 37 behandelt. Jetzt wollen wir uns mit der 
Verbiegung ganzer Flächen beschäftigen. 

Während nun die gewöhnliche Flächentheorie die Eigenschaften 
der Flächen untersucht, die erhalten bleiben, wenn man die Fläche 
als starren Körper bewegt, untersucht die GAuszsche "Geometrie auf 
einer Fläche" die gegenüber längentreuen Abbildungen invarianten 
Eigenschaften, also die "inneren" Eigenschaften der Fläche, die nur 
von den Maßverhältnissen auf der Fläche selbst und nicht von denen 
des umgebenden Raumes abhängen. Diese Betrachtungsweise ist auf 
praktischem Boden erwachsen, nämlich aus der Frage der Geodäsie, 
was man aus Messungen auf der krummen Erdoberfläche über diese 
Fläche aussagen kann. 

Wir wollen in diesem Kapitel wieder zur gewöhnlichen Schreib
weise der Flächentheorie zurückkehren, wie wir sie im 4. Kapitel be
nutzt haben, so daß die Kenntnis des 5. Kapitels für das Verständnis 
dieses 6. Kapitels nicht nötig ist. 

Als Beispiel der längenheuen Abbildung soll gezeigt werden, daß 
man ein genügend kleines Stück einer Torse Iängentreu auf die Ebene 
abbilden kann. Nehmen wir an, um einen bestimmten Fall heraus
zugreifen, die Torse sei die Tangentenfläche einer Raumkurve 

(l) f=t)(u)+vt)'(u), t)'2=l. 

Setzen wir t)' = ; 1 und wenden wir die Formeln § 9 (72) von FRENET 
an, so folgt 

(2) 
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und für das Linienelement der Tangentenfläche 

(3) I= ds2 = (1 + ~:)du2 + 2dudv + dv~. 
Ordnen wir unsrer Raumkurve (tj) eine ebene Kurve (t)*) so zu, daß 
bei längentreuer Abbildung der beiden Kurven e (s) = e* (s) wird und 
beziehen wir die Tangentenfläche (1) von (t)) auf die Tangentenfläche 
(die Ebene) von (tj*) 
(4) !* = t)*(u) + v tj*'(u) 

durch gleiche u, v-Werte, so ergibt sich derselbe Wert des Bogen
elements (I= I*). Damit ist der gewünschte Nachweis erbracht. Ähnlich 
läßt sich die "Abwickelbarkeit" der Kegel und Zylinder auf die Ebene 
beweisen. Wir kommen auf diese "Abwickelbarkeit" der Torsen später 
( § 73) zurück. 

Sind zwei längentreu zugeordnete Flächen so auf Parameter u, v 
bezogen. daß entsprechenden Punkten dieselben Parameterwerte zu
gehören, so stimmen die zugehörigen ersten Grundformen, also E, F, G, 
für beide Flächen überein. Diese Übereinstimmung sichert die Längen
treue. In der Formel (42) von § 45 ist nun das Hauptergebnis von 
GAusz enthalten, daß man das Krümmungsmaß K nur aus E, F und G 
berechnen kann. Das läßt sich jetzt so aussprechen: Bei zwei längen
treu aufeinander abgebildeten Flächen stimmen in entsprechenden Punkten 
die Krümmungsmaße überein. Diesen Satz hat GAusz 1822 abgeleitet 
(vgl. § 89). 

Es wird sich im folgenden zunächst darum handeln, etwas deut
licher den geometrischen Grund dieser Biegungsinvarianz von K auf
zuhellen. 

Da wir früher (§55) gezeigt haben, daß die Torsen durch iden
tisches Verschwinden von K gekennzeichnet sind, so folgt aus dem 
GAuszschen Satz: Die Torsen sind die einzigen auf die Ebene längentreu 
abbildbaren Flächen. Diese Tatsache war schon EuLER (1770) und 
MoNGE bekannt. Man nennt die Torsen wegen der "Abwickelbarkeit" 
auf die Ebene auch "abwickelbare Flächen". Ließe man auch imaginäre 
Flächen zu, oder faßte man im reellen Gebiet den Flächenbegriff sehr 
allgemein1, so wäre dieser Satz mit Einschränkungen zu versehen. 

§ 68. Geodätische Krümmung. 
Da ein Flächenstreifen auf unsrer Fläche bei einer Verbiegung der 

gesamten Fläche für sich eine Verbiegung im Sinne des § 37 erfährt, 
und da sich die dort erklärte geodätische Krümmung c bei einer solchen 
Streifenbiegung nicht ändert, so ist c eine Invariante gegenüber Bie
gungen der Fläche. 

1 H. LEBESGUE: Comptes Rendus Bd. 128, S. 1502-1505. Paris 1899. Die 
Tangentenflächen der isotropen Kurven (§ 19) sind nicht "abwickelbar". 

10* 
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c ist natürlich keine allein von der Fläche abhängige Biegungsinva
riante (wie etwa K), sondern bestimmt sich erst durch eine auf der 
Fläche gezogene Kurve. Durch die Kurve und die Fläche ist der Flächen
streifen längs der Kurve und c als deren geodätische Krümmung dann 
bestimmt. 

Man nennt die schon von GAusz betrachtete Krümmung c, deren 
Invarianz gegenüber Biegungen von F. MINDING {1806-1830} erkannt 
worden ist, nach J. LIOUVILLE {1809-1882) dann auch einfach "geo
dätische Krümmung der Flächenkurve" 1• Bei GAusz heißt c "Seiten
krümmung". 

Wir wollen im folgenden noch zur Abkürzung l : c = (!g setzen und 
bezeichnen eu dann als geodätischen Krümmungsradius. 

Auf unsrer Fläche f (u, v) sei eine Kurve 

(5) !(s) = !(u (s), v (s)) 

gezogen, die wir uns dadurch festgelegt denken, daß wir die Parameter 
u und v als Funktionen ihrer Bogenlänge s geben. Dann ist nach 
§ 35 (25) 3 : 

(6) 

Nach § 6 kehrt sich das Vorzeichen von eu um, wenn man die Rich
tung des Flächennormalenvektors umkehrt. Ebenso wechselt 1: eo 
sein Zeichen, wenn man den positiven Sinn der Zählung der Bogen
länge s umdreht, wie wir das im besonderen Fall der ebenen Kurven, 
für die ja nach § 37 die geodätische Krümmung gleich der gewöhnlichen 
ist, in § 12 festgestellt haben. Was dort über das Vorzeichen gesagt 
wurde, läßt sich sofort auf den hier vorliegenden, allgemeineren Fall 
übertragen. Die geodätische Krümmung ist also zunächst nur abgesehen 
vom Vorzeichen erklärt. Das Zeichen kann aber dadurch festgelegt 
werden, daß man 1. den positiven Sinn wachsender s auf der Kurve 
auswählt und 2. über den Sinn des Normalenvektors ~ entscheidet. 

Nach § 34 (11) und (14h hängt die geodätische mit der gewöhnlichen 
Krümmung zusammen durch die Formel: 

(7) ;3.; I 
e e.' 

wo e die gewöhnliche Krümmung und ~3 die Binarmale unserer Kurve 
ist. Wir wollen aus unsern Formeln einige Schlüsse ziehen. Zunächst 
gilt, weil eu nur vom Streifen unserer Flächenkurve abhängt: 

Berühren sich zwei Flächen längs einer Kurve, so hat diese auf beiden 
Flächen dieselbe geodätische Krümmung. 

1 F. MINDING: Bemerkung über die Abwicklung ... Crelles Journal Bd. 6, 
S. 159. 1830; J. LIOUVILLE in MoNGES Application ... 1850, S. 568 unten. 
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Wenden wir ferner dieses Ergebnis auf die einer Fläche längs einer 
Kurve umschriebene Torse an, und beachten wir, daß (}g biegungs
invariant ist und außerdem, daß bei einer ebenen Kurve die geodätische 
mit der gewöhnlichen Krümmung zusammenfällt, so erhalten wir weiter: 

Die geodätische Krümmung einer Flächenkurve ist gleich der "Ab
wickelkrümmung"; d. h. der gewöhnlichen Krümmung der ebenen Kurve, 
die man durch Abwicklung der unsrer Fläche längs der Kurve umschriebe
nen Torse erhält. 

Dieser Satz steckt natürlich auch unmittelbar in den Ergebnissen 
des § 37 über die Abwickelung eines Streifens in die Ebene. Nach § 34 
haben wir weiter: 

Die geodätische Krümmung einer Flächenkurve ist gleich der gewöhn
lichen Krümmung ihres Normalrisses auf die Tangentenebene. 

§ 69. Geodätische Linien. 
Nach der Formel § 37 (41a) haben wir für die Variation der Bogen

länge einer Flächenkurve, wenn wir wieder Qg für 1: c setzen bei fest
gehaltenen Enden 

f ön 
i5s=- -ds. 

f!u 
(8) 

Also verschwindet die erste Variation i5s der Bogenlänge für beliebige 
Verrückungen i5n für die Flächenkurven mit identisch verschwinden
der geodätischer Krümmung. Man nennt seit der Mitte des 19. Jahr
hunderts diese Linien auf der Fläche, die an Stellen der geraden Linien 
in der Ebene treten, und die schon EuLER betrachtet hat, geodätische 
Linien. Die geodätischen Linien sind natürlich die zu den geodätischen 
Streifen gehörigen Flächenkurven. Unter ihnen sind jedenfalls die kür
zesten Verbindungen auf einer Fläche zwischen zwei vorgegebenen 
Flächenpunkten zu suchen, denn bei festgehaltenen Endpunkten ver
schwindet in § 37 (41) das Glied [15 tJ!~ und für c = 0 hat die Bogenlänge 
der Kurve gegenüber allen Nachbarkurven einen stationären Wert. 

Nach (6) genügen die geodätischen Linien der Bedingung 

(9) (68 !ss ~) = 0. 

D. h. geometrisch, ihre Schmiegebenen gehen durch die zugehörigen 
Flächennormalen. Auch die geraden Linien (!s X Xss = 0) auf einer 
Fläche genügen der Bedingung (9). 

Ferner ergibt sich aus (9), daß die geodätischen Linien einer Diffe
rentialgleichung zweiter Ordnung genügen. Wir werden diese Differen
tialgleichung im § 83 (129) explizit aufschreiben. In 

(du)2 dtt dv (dv)2 d2u d2v 
(10) !ss=!uu ds +2!uvdsds+!vv ds +!ud;2+!vds2 

stecken nämlich die zweiten Ableitungen der die Flächenkurve bestim
menden Funktionen u (s) und v (s). Wir können daher erwarten, daß 
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durch jedes LinienelemenF der Fläche eine einzige geodätische Linie 
hindurchgeht, was sich aus der Regularität der Fläche auf Grund von 
Existenzsätzen über gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ord
nung streng begründen läßt. 

Nehmen wir eine einparametrige Schar geodätischer Linien, die ein 
Flächenstück "schlicht" überdeckt, so daß also durch jeden Punkt 
des Flächenstücks nur eine einzige Kurve der Schar hindurchgeht. 
Diese Schar- nach WEIERSTRASZ spricht man auch von einem "Feld" 
geodätischer Linien - nehmen wir als Kurven v = konst., während 
die Kurven u = konst. die orthogonalen Trajektorien sein sollen. Für 
das Bogenelement 

d s2 = E d u2 + G d v2 

finden wir dann wegen 

fs = f": {E, 
{11} ?;uu 1 Eu 

f .. =y- 2f" E2 

nach §57 (133) die Bedingung 

(12) 2_ =- _(_!_E)~ = 0 
(!u lE fG , 

d. h. E ist nur von u abhängig, nicht von v. Führen wir nun an Stelle 
von u einen neuen Parameter 

f{Edu 

ein, er sei nachträglich wieder mit u bezeichnet, so nimmt das Bogen
element die einfache von GAusz angegebene Gestalt an 

(13) 
Für v = konst. wird 

ltJ 

s = J du = u 1 - u0 . 
u, 

Das gibt sofort den Satz: Die orthogonalen Tray"ektorien eines geo
dätischen Feldes schneiden auf den geodätischen Linien des Feldes gleiche 
Längen ab. 

Umgekehrt: Schneiden die Kurven u = konst. auf ihren ortho
gonalen Trajektorien v = konst. gleiche Längen aus, so sind die Linien 
v = konst. geodätisch. 

1 Das vVort "Linienelement" oder "Bogenelement" wird in zwei verschiede· 
nen Bedeutungen gebraucht. Während sonst immer die erste Grundform der 
Flächentheorie darunter zu verstehen ist, ist hier ein Punkt mit hindurchgehender 
Richtung gemeint. 
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Die Kurven u = konst. nennt man geodätisch parallel. Für die 
Bogenlänge einer Kurve des Feldes v = v (u), v (u0) = v (u1) = v0 er
hält man 

u, 

(14) s=fY1+c(::ydu. 
Uo 

Wegen G > 0 folgt danach 

(15) 

Daraus ergibt sich, daß die geodätischen Linien kürzeste sind. 

Läßt sich ein Bogen einer geodätischen Linie in ein "Feld" einbetten1, 

so liefert die geodätische Kurve die kürzeste Verbindung zwischen zweien 
ihrer Punkte im Vergleich zu allen anderen innerhalb des Feldes verlaufen
den Kurven. 

Die Bedingung des Einbettens ist dabei nicht überflüssig. Davon 
kann man sich am besten auf der Kugelfläche überzeugen. Die Groß
kreise der Kugel sind dort die geodätischen Linien. Jeder Großkreis
bogen, der kleiner als ein Halbkreis ist, läßt sich in ein Feld von Groß
kreisbogen einbetten, hingegen ein Großkreisbogen, der diametral 
gegenüberliegende Punkte enthält, nicht. Tatsächlich liefert aber auch 
ein Großkreisbogen, der über einen Halbkreis hinausragt, für die Bogen
länge kein Extrem. 

§ 70. Geodätische Polarkoordinaten. 

Es sei o ein Punkt einer Fläche, cp der Winkel einer durch o gehen
den geodätischen Linie mit einer festen Richtung durch o, und r die 
auf dieser geodätischen Linie gemessene Entfernung eines ihrer Punkte 
von o. Diese Größen r, cp kann man als das Gegenstück der Polar
koordinaten der Ebene als geodätische Polarkoordinaten bezeichnen. 
Aus der Formel § 37 (41) für die Variation der Bogenlänge der geodä
tischen Linie bs = [bt]:~ leitet man leicht ab, daß die Kurven r = konst., 
cp = konst. der geodätischen Polarkoordinaten sich rechtwinklig schnei
den. Im Ursprung des Polarkoordinatensystems wird nämlich bt1 = 0 
und somit folgt aus 

auch 

bs =Ü 

bt2 = 0, 

d. h. die behauptete RechtwinkligkeiL 

1 Die Bedingung des Einbettens ist nahe verwandt mit der sogenannten Be
dingung }ACOBJS, auf die wir später (§ 99) zu sprechen kommen werden. 
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Das Linienelement hat nach den Sätzen des vorigen Abschnitts für 
diese Parameter r, rp zunächst die GAuszsche Form (13) 

(16) ds2= dr2 + Gdrp2. 1 ) 

Hierin ist enthalten, daß die "geodätischen Kreise" r = konst. ihre 
geodätischen Radien rp = konst. senkrecht durchschneiden. Es bleibt 
festzustellen, wie sich die Funktion G (r, rp) an der für die Parameter
darstellung ausgezeichneten Stelle r = 0. verhält. Offenbar sind 

(17) r cosrp = u, rsinrp=v 

in o reguläre Parameter, die man als Normalkoordinaten oder als Rm
MANNS kanonische Koordinaten in o zu bezeichnen pflegt. Sie treten 
an die Stelle der rechtwinkligen Koordinaten in der Ebene. Es ist 

(18) 

(19) 

(20) 

V 
rp = arctg-;-, 

dr=·'tdft+vdv dm= udv-vdtt. 
r T rB ' 

u2 du2 + 2uv dudv + v2 dv2 u 2 dv2 ~--7.-uv dudv + v 2 du2 
ds2 = ------------ + G -

~ ~ 

Soll dieses Linienelement die Form 

(21) 

haben, wo E1 , F 1 , G1 reguläre Potenzreihen an der Stelle u, v =' 0 
sind, so muß G (r, rp) die Form haben 

(22) G (r, rp) = r2 [I+ r2 1,13 (u, v)}, 

wo 1,13 eine konvergente Potenzreihe in u, v ist. Ziehen wir aus dieser 
noch das konstante Glied heraus, so haben wir 

(23) G (r, rp) = r 2 {1 + r2 [a + 0 (u, v)]} 
oder 

(24) G(r, rp) = r2 + ar4 +r5 ·(ßcosrp + ysinrp) + · · ·, 
wo die nicht hingeschriebenen Glieder in r von mindestens sechster 
Ordnung sind. 

Die Form (16) des Bogenelements bezogen auf RIEMANNS Normal
koordinaten bekommt jetzt die Reihenentwicklung 

(25) ds2=du2+dv2+oc.(udv-vdu)2+···. 

Dreht man unser Polarkoordinatensystem um o, so bleibt r un
geändert, rp wächst um eine Konstante, und cx. bleibt fest. Daraus 
ergibt sich, daß cx: nur vom Punkt o abhängt, also eine Biegungs
invariante der Fläche für den Punkt o ist. Es bleibt festzustellen, wie 
cx: mit den Bewegungsinvarianten von § 44 zusammenhängt. 

1 Auf die Frage, in welchem Umkreis um o diese geodätischen Polarkoordinaten 
brauchbar sind, kommen wir später zu sprechen. 
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§ 71. Biegungsinvariante Deutung des Krümmungsmaßes. 

Im vorigen Abschnitt sind wir ganz naturgemäß zu einer Biegungs
invariante r1. gelangt, von der wir nur festzustellen brauchen, daß sie 
mit dem Krümmungsmaß K = 1 : R1 R2 (§ 44) bis auf einen Zahlen
faktor zusammenfällt. 

Wir brauchen nur die Formel (138) von GAusz in §58 heranzuziehen. 
Setzt man darin E = 1, F = 0, so wird 

l ß2 ,/-

(26) K = - )G ar2 y G. 

Hieraus ergibt sich sofort mittels (24) für den Wert K 0 von K im Ur
sprung des geodätischen Polarkoordinatensystems: 

(27) r1. =- ~K0 , 

so daß also tatsächlich r1. im wesentlichen mit dem Krümmungsmaß 
im Ursprung zusammenfällt. 

Aus unsren Formeln folgt leicht eine geometrische Deutung des 
Krümmungsmaßes, die seine Biegungsinvarianz in helles Licht rückt. 
Es war für geodätische Polarkoordinaten 

(28) ds2 = dr2 + (r2- ~0 r4 + ... ) drp2. 

Berechnen wir hieraus die Umfänge L der Kurven r = konst., die man 
nach GAusz als "geodätische Kreise" bezeichnet, so finden wir 

+:r +n 

(29) L = J yc drp = J (r- ~~ r3 + ... ) drp 
-n 

oder 

(30) L = 2 n r - ; K 0 r 3 + · · · . 
Somit ist, wie J. BERTRAND und V. PUISEUX 1848 gefunden habenl, 

(31) Ko = lim 2_. 2 n r;: L 
r-+0 n r 

Das ist die gewünschte "innere" geometrische Deutung von K. Man 
kann sie auch mit DIGUET (1848)1 noch etwas anders fassen. Der 
Flächeninhalt F unseres geodätischen Kreises ist nämlich 

(32) 

und daraus folgt 

(33) 

r 

F = f L dr = n r2- {; K 0 r4 + ... 
0 

1 Vgl. G. MaNGE: Application ... , 5. Aufl.l850, 4. Note, S. 583-588. DIGUET: 
Journ. de Mathematiques (l), Bd. 13, S. 83-86. 1848. 
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§ 72. Zwei verschiedene Erklärungen der geodätischen 
Kreise. 

Wir haben im vorigen Abschnitt die geodätischen Kreise einer 
Fläche durch ihre Mittelpunktseigenschaft erklärt, indem wir nämlich 
auf allen durch einen Punkt o der Fläche gehenden geodätischen 
Linien von o aus dieselben Entfernungen abgetragen haben. Wir wollen 
die so erklärten geodätischen Kreise im folgenden "Entfernungskreise" 
nennen. 

Ebenso gut kann man aber die isoperimetrische Eigenschaft der 
Kreise (§ 28) verwenden, um ihre Definition von der Ebene auf eine 
krumme Fläche zu übertragen. Die erste Variation des Umfangs L 
einer auf der Fläche gezogenen geschlossenen Kurve ist (vgl. § 69 (8)) 

(34) ~ <5n 
I'JL =- -·ds 

(!g 

und die Variation des auf der Fläche umgrenzten Flächeninhalts 

(35) 

Daraus ergibt sich genau wie in § 28 als Differentialgleichung die Extre
malen des isoperimetrischen Problems (L =gegeben, F =Maximum) 

1 
(36) - = konst. 

(!g 

Diese Kurven mit fester geodätischer Krümmung, die von S. LIE und 
G. DARBOUX als "geodätische Kreise" bezeichnet wurden, sollen hier 
(geodätische) "Krümmungskreise" genannt werden. 

Wir wollen zeigen: Dafür, daß die beiden Erklärungen der geodä
tischen Kreise auf einer Fläche zusammenfallen, ist notwendig, daß d1:e 
Fläche festes Krümmungsmaß (K = konst.) besitzt. 

Dazu setzen wir das Bogenelement in geodätischen Polarkoordi
naten an (vgl. § 70). 

(37) d s2 = d r2 + r2 { 1 + ot r2 + (ß cos cp + y sin cp) r3 + · · · } d q;2 • 

Entwickeln wir auch K nach Potenzen von r ! Es war nach (26) 

I az ,r
K =- fG arz r G. 

Setzt man für G seinen Wert aus (37) ein, so folgt: 

(38) - K = 3 a + 6 (ß cos cp + y sin cp) r + · · · . 
Andrerseits findet sich für die geodätische KrüiT)mung der Entfernungs
kreise r = konst. nach der der Formel (12) entsprechenden Formel 

(39) _!_=- O~r =- ..!..f1 + ar2 + ~(ßcoscp + ysincp)r3 + · · .\. 
(!• l G r l 2 J 
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Dafür, daß diese Entfernungskreise auch gleichzeitig Krümmungskreise 
sind, ist notwendig ß = ')' = 0. Dann aber hat K nach (38) an der 
betreffenden Stelle einen stationären Wert, da oK: or für jede Rich
tung cp verschwindet. Soll das an jeder Stelle unsrer Fläche der Fall 
sein, so muß tatsächlich K längs der Fläche fest bleiben. 

Später (§ 84) soll gezeigt werden, daß sich die notwendige Be
dingung K = konst. schon aus der schwächeren Forderung herleiten 
läßt, daß alle Krümmungskreise geschlossen sein sollen, was bei den 
Entfernungskreisen von selbst der Fall ist. 

§ 73. Flächen festen Krümmungsmaßes. 
Durch unsere Fragestellung sind wir ganz von selbst auf die wich

tige Klasse von Flächen mit festem K geführt worden. Um nun fest
zustellen, in welchem Umfang die gefundene Bedingung K = konst. 
für die Übereinstimmung der Krümmungskreise mit den Entfernungs
kreisen auch hinreicht, wollen wir die Maßverhältnisse auf einer solchen 
Fläche untersuchen, womit schon 1830 F. MrNDING begonnen hat. 

Dazu führen wir auf einer solchen Fläche ein GAuszsches geodä
tisches Parametersystem von der im § 69 geschilderten Art ein: 

ds2 = du2 + Gdv 2 

und wählen insbesondere auch die Kurve u = 0 als geodätische Linie 
mit v als Bogenlänge. Dann ist 

(40) G(O,v)=1, Gu(O,v)=O. 

Ferner hatten wir für das Krümmungsmaß die Formel (26) 

(41) - -~...!:_ fG = K. lG aus 

Durch die Differentialgleichung (41) und die beiden Randbedingungen 
(40) ist aber die Funktion G leicht berechenbar. Ist zunächst K = 0, 
so wird 
(42) -yc =A(v)u + B(v). 

Wegen der Randbedingungen ist B =I, A = 0. Somit haben wir 
(43) ds2 = du2 + dv2, 

die Maßbestimmung in der Ebene EuKLIDS. Dadurch ist aufs neue 
bestätigt (vgl. § 67), daß die Torsen (K = 0) im Kleinen auf die Ebene 
Iängentreu abbildbar sind. 

Nehmen wir zweitens K > 0. Dann hat die allgemeine Lösung von 
(41) die Form 

(44) fG = A (v) cos (iKu) + B(v) sin (-yK'u). 

Unter Berücksichtigung der Randwerte ergibt sich 

A=l, B=O. 
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Somit bekommen wir das Linienelement 

(45) 

Es bleibt noch der Fall K < 0. Man findet entsprechend 

(46) 

wo der hyperbolische Kosinus die Bedeutung hat 

(47) 

In den damit gewonnenen Ergebnissen ist enthalten: Zwei ge
nügend kleine Stücke zweier Flächen mit demselben Gaußsehen Krüm
mungsmaß sind stets aufeinander Iängentreu abbildbar. 

Daß der entsprechende Satz für Flächen in ihrer Gesamterstreckung 
nicht mehr gilt, soll später gezeigt werden (§ 93). Da ferner, um zu 
unsren Normalformen des Linienelements zu kommen, der Punkt 
u = 0, v = 0 und durch ihn die Richtung von v = 0 noch beliebig 
wählbar ist, erkennt man: Jede Fläche festen Krümmungsmaßes gestattet 
eine Gruppe längentreuer A bbild·ungen auf sich selbst; und zwar kann 
man einem Punkt und einer hindurchgehenden Richtung einen beliebigen 
andern Punkt und eine beliebige Richtung durch ihn zuordnen. 

Da die "Spiegelung" u* = - u, v* = v ebenfalls isometrisch ist, 
wird durch die Zuordnung der zwei "Linienelemente" {Punkt+ Rich
tung durch ihn) die Abbildung zweideutig bestimmt. 

§ 74. Abbildung der Flächen festen negativen 
Krümmungsmaßes auf POINCAREs Halbebene. 

Als einfachen Typus für die Flächen K = 0 haben wir die Ebenen, 
für K > 0 die Kugeln. Für K < 0 könnten wir Kugeln mit rein imagi
närem Halbmesser einführen. Doch wird eine reelle Darstellung wün
schenswert sein. Dazu könnte man etwa alle Drehflächen mit festem 
K ermitteln, was sich mittels elliptischer Integrale leicht ausführen 
läßtl. Aber das anschaulichste Bild der Maßbestimmung auf einer Fläche, 
etwa mit K = - 1, bekommt man auf folgende Weise. 

Es wird für eine solche Fläche mit dem GAuszschen Bogenelement 
des § 73 

Der Typus der betrachteten Fläche bleibt erhalten, wenn wir etwa 
setzen 
(48) ds2 = du2 + e2udv2. 

1 Vgl. etwa G. ScHEFFERs: Theorie der Flächen, 2. Aufl.,S. 139ff., bzw. die 
Figur S. 141. Leipzig 1913. 
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Es seien nun x, y rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene. Wir 
bilden die Fläche auf diese Ebene ab, indem wir setzen 

(49) X = V, y = e-u. 

Das Abbild der Fläche auf die Ebene liegt dann jedenfalls in der oberen 
Halbebene y > 0. Dann wird 

(50) 
dx2 + dy2 ds2 = --2--. 

y 

Was sind die ebenen Bilder der geodätischen Linien? Dazu brauchen 
wir etwa nur die Extremalen der Variationsproblems 

(51) b J ds = b JrT~:Y12 dx = o 
zu ermitteln. 

Hat man ein Variationsproblem von der Form 

(52) J=JI(x,y,y')dx=Extrem, 

und betrachtet man Variationen von der Gestalt 

(53) y = y(x) + c1)(x), 

so findet man für 

(54) b]= s[J'(s)],=o = sf(/y'f) + l 11·1)')dx. 

Ist an den Enden der Integrationsstrecke 1) = 0, so folgt durch Inte
gration nach Teilen 

(55) 

Soll also für beliebiges 1) stets b J = 0 sein, so muß die Kurve y = y (x) 
der Differentialgleichung von EuLER und LAGRANGE genügen 

d 
(56) 111 - -dx lv' = 0 

oder ausführlich 
(57) 111- I x~'- IYY' y'- / 11 r11• y" = 0 · 

In unsrem Fall (51) hängt I von x nicht ab. Es ist daher 

(58) ddx (/- y' f,y,) = y' (!Y- ddx Iu'). 
Die Differentialgleichung von EuLER und LAGRANGE hat also hier ein 
"erstes Integral" 

(59) I- y' 111• = konst. 

Setzt man für I seinen Wert ein 

ll + y'2 
(60) I= - -Y-, 

so erhält man 
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und daraus durch eine weitere Integration 

(61) 

als Gleichung der Extremalen. 
Die Abbilder der geodätischen Linien sind also Halbkreise, die auf 

der Achse y = 0 senkrecht aufsitzen. Dazu sind auch die Halbgeraden 
x = konst. zu rechnen, die sich der Darstellung y = y (x) entziehen. 

Von der Abbildung unsrer Fläche auf die Halbebene kann man 
leicht einsehen, daß sie winkeltreu ist. Der Winkel cp zweier Linien-
elemente 

d~ = ~11 du + ~vdv, 
0~ = ~11 0U + ~vov 

auf einer Fläche ist durch die Formel bestimmt 

d!·l5! Eduöu+F(duov+dvl5u)+Gdvl5v 
(62) coscp= ds·os =}Edu2+2Fdudv+Gdv2 fEöu2+2Fl5uöv+Gov2 

Für die Form (48) des Bogenelementes ergibt sich also wegen (49) 

dxox+dyoy 
cos cp = 

}dx2+dy2}iJx2+iJy2 

Das ist genau der gewöhnliche Winkel cp in der x, y-Ebene. Etwas 
vereinfachen kann man diese Rechnung dadurch, daß man die Invarianz 
des Ausdrucks rechts in (62) nachweist und dann diesen Ausdruck für 
das Bogenelement (50) aufstellt. 

§ 75. Längentreue Abbildungen einer Fläche 
mit K = - 1 auf sich selbst. 

Es soll jetzt untersucht werden, was den längentreuen Abbildungen 
unsrer Fläche auf sich selbst in der Halbebene y > 0 entspricht. Nach 
den Ergebnissen von § 74 sehen wir: Die längentreuen Abbildungen 
der Fläche auf sich selbst sowie die Abbildungen der Halbebene auf sich 
selbst sind winkeltreu. Wir setzen nach GAusz 

z=x+iy, 
und behaupten: jeder Substitution 

i 2 = -1 

(63) z* = rxz+ ß 
yz+ o' 

wo rx, ß, y, ö vier reelle Zahlen mit positiver Determinante sind 
(rxo- ßy > 0), entspricht eine isometrische Abbildung der Fläche. 

Dazu braucht man nur zu zeigen, daß das Bogenelement (50) bei 
der Abbildung (63) erhalten bleibt. Man findet 

dz* = (cx 0- ßy) (yz ~ b)2 
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und aus 

ergibt sich 

Daraus folgt 

(63a) 

z*= {oc(x+iY)+ß)·{y(x-iy)+j} 
I yz + b [2 

y 
y*= (!Y..b-ßy) lrz+~· 

ds*=~~=~ =ds 
y* y ' 

wie behauptet wurde. Nimmt man zu den Transformationen (63) noch 
die Abbildung 

x*=-x, y*= y 

hinzu, so bekommt man durch Zusammensetzung alle Abbildungen 
unsrer Halbebene y > 0, die den längentreuen Abbildungen der Fläche 
in sich entsprechen. Dazu braucht man nur zu zeigen, daß man durch 
eine Abbildung (63) jedes Linienelement in y > 0 in jedes andere Ele
ment derselben Halbebene überführen kann. Jeden Punkt z0 = x0 + i y 0 

mit y 0 > 0 kann man überführen in den Punkt z* = i durch die Sub
stitution 

(63b) z* = _!__ (z - x0 ) • 
Yo 

Außerdem läßt sich unsre Halbebene y > 0 um den Punkt z = i 
durch einen beliebigen Winkel w "drehen", was durch die Substitution 

(64) 

(I) 

tg 2 +z 
z* = ---~--

1- ztg~ 
2 

gelingt. Man findet nämlich aus (64) durch Differenzieren für z = ~ 

dz* = eiw dz. 

Damit haben wir also die Gesamtheit 
der längentreuen Abbildungen unsrer 
Fläche auf sich selbst in den Parametern 
x, y oder deren komplexer Verbindung 
x + iy = z analytisch dargestellt. 

Man kann jetzt leicht einsehen, was das Integral 

z" 

(65) S =f1dx2 + ~2'_~ 
y ' 

Fig.l4. 

genommen zwischen zwei Punkten z1 , z2 (yk > 0) längs des Abbildes 
der geodätischen Linie, also längs des sie verbindenden auf y = 0 senk
rechten Halbkreises, für eine Bedeutung hat. Die Schnittpunkte dieses 
Halbkreises mit y = 0 seien mit z0 , Z 00 bezeichnet (z0 < Z 00 Fig. 14). 



160 Geometrie auf einer Fläche. 

Durch die Substitution 

(66) * z0 - z 
z = z- z;,' 

die das Integral (65) ungeändert läßt (vgl. (63a)), werfen wir unsern 
Halbkreis auf die Halbachse der positiven y. Jetzt wird 

Das läßt sich auch durch ein Doppelverhältnis ausdrücken 

I * * * * S = lnDv (z1 Z2 Z0 Zoo) I· 
Da aber das Doppelverhältnis bei linearen Substitutionen ungeändert 
bleibt, haben wir schließlich 

S = jlnDv (z1 z2 z0 zoo) I· 
Darin ist die gewünschte Deutung von S enthalten. 

Was ist das Abbild der "Entfernungskreise" in unsrer Halbebene? 
Nach § 69 schneiden die Entfernungskreise ihre geodätischen Radien 
senkrecht. Da die Abbildung auf die Halbebene winkeltreu ist, können 
wir das Abbild der Entfernungskreise um den Punkt z0 so konstruieren. 
Wir zeichnen alle Halbkreise durch z0 senkrecht zu y = 0 (Fig. 15). 
Die orthogonalen Trajektorien dieses Halbkreisbüschels sind bekannt-

Fig.l5. 

lieh wieder Kreise. Das Abbild der Entfernungskreise sind also gewöhn
liche Kreise, die ganz in der Halbebene y > 0 verlaufen. 

Um festzustellen, daß alle diese Entfernungskreise auch gleich
zeitig Krümmungskreise sind, kann man so verfahren. Man schafft 
durch (63b) z0 nach i. Dann bemerkt man, daß durch die Transfor
mationsgruppe (64) die Kreise um den "Mittelpunkt" i (im geodätischen 
Sinne gemeint!) in sich fortgeschoben werden, also wegen der Invarianz 
von (!9 gegen Iängentreue Abbildungen feste geodätische Krümmung 
besitzen, w. z. b. w. 

Es gibt aber auch Krümmungskreise, die keinen Mittelpunkt haben, 
und die sich auf die Halbebene y > 0 in Kreisbogen abbilden, die auf 
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der Achse y = 0 in reellen Punkten z0 , z00 aufsitzen. Daß diese Kurven 
Abbilder von Krümmungskreisen sind, kann man etwa so einsehen. 
Man schafft durch (66) die Schnittpunkte z0 , Z 00 nach 0, oo, wodurch 
der Kreisbogen in eine vom Ursprung ausgehende Halbgerade übergeht. 
Die hat aber festes (!g, da sie durch die Substitution 

(67) z* = IXZ; IX> 0 

in sich fortgeschoben wird. Eine besondere Stellung nehmen noch die 
Krümmungskreise ein, die in y > 0 durch Kreise dargestellt werden, 
die die x-Achse berühren. Schafft man durch eine Substitution (66) 
den Berührungspunkt ins Unendliche, so erhält man insbesondere die 
Geraden y = konst. 

Die beiden Kreisfamilien, einerseits die Entfernungskreise und andrer
seits die Krümmungskreise, decken sich also nicht, sondern es ist die 
erste Familie ein Teil der zweiten. 

Die Maßbestimmung in der Halbebene y > 0 durch das Bogenelement 

l dx2 + dy2 ds=-----
Y 

spielt eine Rolle in berühmten funktionentheoretischen Untersuchungen 
von H. PorNCAR~ (1854-1912) aus dem Beginn der achtziger Jahre 
des vergangeneu Jahrhunderts1 . Wir haben hier eine Verwirklichung 
der auf GAusz, den Russen NlKOLAJ IwANOWITSCH LoBATSCHEFSKlJ 
(1793-1856) und den Ungarn JoHANN BoLVAl (1802-1860) zurück
gehenden sogenannten hyperbolischen Geometrie vor uns, einen Zweig 
der "nicht-Euklidischen" Geometrie. "Nicht-Euklidische" Unter
suchungen von GAUSZ beginnen 1792, BoLVAl und LOBATSCHEFSKIJ 
haben etwa 1826 ihre Untersuchungen durchgeführt. 

"Nicht-Euklidisch nennt's die Geometrie, 
spottet ihrer selbst und weiß nicht wie", 

hat sich in Anlehnuug an Faust KuRD LASZWlTZ über diese Bezeich
nung lustig gemacht. 

Man kann sich die hyperbolische Geometrie der Ebene an unsrer 
Maßbestimmung der Halbebene y > 0 leicht klarmachen. 

§ 76. Das Integral der geodätischen Krümmung. 
Wir wollen jetzt wieder zur inneren Geometrie einer beliebigen 

krummen Fläche zurückkehren und den Sonderfall K = konst. verlassen. 
Wir betrachten mit GAusz das längs einer Kurve genommene Inte

gral ihrer geodätischen Krümmung 

(68) f'!_!_. 
e. 

1 H. PO!NCARE: Acta mathematica Bd. l, S. l--62. 1882. 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 11 
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Von der Kurve wollen wir annehmen, daß sie geschlossen sei, keine 
mehrfachen Punkte habe und sich durch ihr "Inneres" hindurch stetig 
auf einen Punkt zusammenziehen lassen soll. Ihr Inneres ist dann 
"einfach zusammenhängend". Eine Kurve z. B., die um einen Ring 
herumgeschlungen ist, begrenzt in diesem Sinne keinen einfach zusam
menhängenden Teil der Oberfläche. Dagegen umschließt jede doppel
punktsfreie, geschlossene Kurve auf der Kugelfläche zwei solche Flächen
stücke. 

Wir wollen einen Zusammenhang herleiten zwischen dem Integral 
der geodätischen Krümmung längs einer solchen Kurve <t und dem 
Oberflächenintegral 

(69) 

erstreckt über das "Innere" von <t. Dieses Oberflächenintegral hat 
ebenfalls GAUSZ eingeführt und als "Gesamtkrümmung" (curvatura 
integra) bezeichnet. 

Wir nehmen unsre Kurve <t als Kurve v = 0 eines orthogonalen 
Parametersystems 
(70) ds2 = A 2 du2 + B2 dv2 ; A > 0, B > 0 

und setzen voraus, daß 
(71) (!u!v~) > 0. 

Wir denken unsre Fläche von der Seite betrachtet, daß !" "links" von 
!u liegt. Der Sinn wachsender u auf ~ soll so gewählt werden, daß das 
"Innere" von ~ links von <t liegt, also !v mit der nach innen gerich
teten Normalen zusammenfällt. Dann haben wir nach (12) 

(72) J_~ = j_ -~Adu = j_-~du. 
r~ r AB r B 
ll: 

Es ist 

~ J_~ = J-_ (~)du. 
dv r e. r B " 

Andrerseits ist die Ableitung des Flächenintegrals 

ddv J Kdo =- ~KABdu. 

Führt man in die allgemeine Formel § 58 (138) für K unser besonderes 
Linienelement (70) ein, so wird · 

(73) K=- -~-{~~+~B"}· AB ßv B ßu A 

Somit ist wegen der Geschlossenheit von <t 

(74) f KABdu = f- (-~·)"du, 
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also 

(75) 

Wir denken uns nun die Kurvenschar v = konst. als geschlossene 
Kurven gewählt, die sich etwa als geodätische Mittelpunktskreise um 
einen Punkt im Innern von ~ zusammenziehen lassen. Dann wird, 

wenn man für 1: {!g nach (39) und für ds = {G·d cp nach (22) die 
Potenzreihenentwicklung einsetzt und zur Grenze r = 0 übergeht, 

(76) limJ:: =2n, limJK·do=O. 

Somit finden wir die wichtige Integralformel, die 0. BaNNET (1819 bis 
1892) im Jahre 1848 entdeckt hatl, 

(77) ~~*+ JKdo~2n I 
Darin ist das Randintegral links über den Rand des einfach zu
sammenhängenden Flächenstücks zu erstrecken, auf den sich das 
Flächenintegral bezieht, und zwar in dem Sinne, daß die Fläche zur 
Linken bleibt und 1: (!g etwa durch (;~, ~ss) auch dem Vorzeichen nach 
erklärt ist. 

Die Formel (77) ist eine der wichtigsten der Flächentheorie. Ver
mutlich hat schon GAusz sie besessen. Daher sprechen manche (sogar 
französische) Geometer von der "Formel von GAusz-BoNNET". 

§ 77. Folgerungen aus der Integralformel 
von GAUSZ und BONNET2 • 

Die Formel (77) gilt zunächst nur für den Fall, daß die Rand
kurve des einfach zusammenhängenden Flächenstücks eine einzige 
analytische Kurve ist. Doch bleibt; wie man sofort sieht, die Formel 
gültig, wenn sich der Rand aus endlich vielen regulären analytischen 
Bogen glatt zusammensetzt. Schließen zwei Bogen hingegen nicht 
gleichsinnig tangentiell aneinander, tritt also eine Ecke auf mit dem 
Außenwinkel w, so kann man diese durch einen kleinen geodätischen 
Kreis abrunden und dann den Grenzübergang zur Ecke machen. Es 
läßt sich dann leicht einsehen, daß die Ecke zum Krümmungsintegral 
den Beitrag w liefert. 

1 0. BoNNET: Journal de l'Ecole Polytechnique Bd. 19, S. 131. 1848. 
2 Ansätze zu einer Methode, wie man die Sätze dieses Abschnitts und über

haupt die wichtigsten Sätze der Biegungsgeometrie der Flächen mittels Approxi
mation der Fläche durch Vielflache beweisen könnte, finden sich in der Arbeit von 
J. C. MAXWELL: Transformation of surfaces by bending. Scientific papers of J. C. 
MAXWELL, Vol. I, p. 80. Vgl. auch R. SAUER: Münchner Sitzungsberichte 1928, 
S. 97-104, sowie Jahresber. d. deutsch. Math. Vgg. Bd. 38, 2. Abt., S. 9. 1929. 

11* 
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Wenden wir die Formel BoNNETS auf den Fall an, daß es sich um 
ein dreieckiges Flächenstück handelt, das von einem Kurvenbogen 
von der Länge L1 s und den zwei geodätischen Tangenten in den End
punkten des Bogens begrenzt wird; dann ist (Fig. 16) 

(78) I ~: + 2 n + L1 T +I K d o = 2 n. 

Der Beitrag 2n linker Hand stammt von den Spitzen. L1 T bezeichnet 
den Winkel zwischen den geodätischen Tangenten. 

Die geodätischen Linien dagegen 
liefern wegen 1 : (!g = 0 keinen Beitrag 
zum RandintegraL Macht man den 
Grenzübergang mit L1 s----. 0 und beach
tet, daß das Flächenintegral mit L1 s2 

klein wird, so findet sich 

(79) _!_ = lim~. e. LI s 

Fig. 16. Dabei wird der Ausdruck > 0, wenn 
die Kurve (wie in der Figur) "links" 

von ihren geodätischen Tangenten liegt. (Vgl. § 76.) Die Eigenschaft 
(79) der geodätischen Krümmung entspricht völlig der Grundeigenschaft 
der gewöhnlichen Krümmung einer Kurve (§ 7). 

Wenden wir die Formel von GAusz-BoNNET auf ein "geodätisches 
Dreieck" an, das von drei geodätischen Linien begrenzt ist und die 
Außenwinkel· wk, also die Innenwinkel rJ.k = n - wk hat, unter der 
Annahme, daß K =konstant ist, so finden wir, wenn F den Inhalt 
des Dreiecks bedeutet, 

2) wk + F K = 2n 
oder 
(80) 

Diese Formel von GAusz lehrt, daß die Winkelsumme im Dreieck, 
die für K = 0 bekanntlich gleich n ist, für K > 0 größer und für K < 0 
kleiner als n ausfällt. 

Es hängt das aufs innigste mit den beiden Arten der nicht
Euklidischen Geometrie zusammen, die wenigstens im Kleinen auf den 
Flächen festen Krümmungsmaßes verwirklicht werden, wie insbesondere 
E. BEL TRAM! gezeigt hatl. 

Wir wollen schließlich noch feststellen, welche Aussagen sich auf 
Grund der Formel von BüNNET über die Gesamtkrümmung einer ge
schlossenen Fläche machen lassen. 

Nehmen wir als erstes Beispiel eine Fläche "vom Zusammenhang 
der Kugel", die also ein eindeutiges und stetiges Abbild der Kugel-

1 E. BEL TRAM!: Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea. 
Werke I, S. 374-405. 1868. 
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aberfläche ist. Durch einen doppelpunktfreien geschlossenen Schnitt 
zerfällt die Fläche in zwei einfach-zusammenhängende Stücke I, II, 
auf deren jedes wir unsre Integralformel anwenden können. Es ist 

~ds -+- jK ·da= 2n, j" e. 1 

~ds + fK·do = 2n. 
j" e. u 

Beide Male ist der Integrationsweg so zu beschreiben, daß das zu
gehörige Flächenstück I oder II links bleibt; d. h. die beiden Umlaufs
sinne sind entgegengesetzt. Also haben zusammengehörige eu-Werte 
zur Summe Null. Durch Addition folgt daher 

(81)0 J K·do = 4n. 

Die Gesamtkrümmung einer geschlossenen Fläche vom Zusammenhang der 
Kt-tgel ist 4 n. 

Als zweites Beispiel wollen wir eine Fläche vom Zusammenhang 
einer Ringfläche betrachten. Durch zwei Schnitte kann man die Ring
fläche in ein einfach zusammenhängendes Flächenstück verwandeln, 

Fig. 17 Fig. 18. 

das von einer Randkurve mit vier zusammenfallenden Ecken begrenzt 
wird. Eine solche Zerschneidung nennt man eine "kanonische Zer
schneidung" der Ringfhche. Wendet man den BONNETschen Satz auf 
diese Fläche an, so heben sich die Randintegrale gegenseitig weg, da 
jedes Randstück zweimal gegensinnig durchlaufen wird (Fig. 17). Es 
bleiben nur die vier Winkel an den Ecken übrig, die zusammen 2 n er
geben. Somit ist 

(81h fK·do=O 

für jede Fläche vom Zusammenhang der Ringfläche. 
Ganz entsprechend findet man für eine geschlossene Fläche, die 

man sich (Fig. 18, p = 2) als eine Kugel mit p "Henkeln" denken 
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möge, durch eine entsprechende "kanonische Zerschneidung", wie diese 
in der Fig. 18 für p = 2 angegeben ist: 

(81)1> fK·do=4n(1-p). 

Die ganze Zahl p nennt man nach RIEMANN (1857) des "Geschlecht" 
der Fläche. 

Wir sind, ausgehend von der Formel von GAusz-BoNNET, auf Dinge 
gekommen, die zwischen der Differentialgeometrie der Flächen und 
der sogenannten Topologie oder Analysis Situs der Flächen die Brücke 
bilden. Noch deutlicher wird dies werden, wenn wir den sogenannten 
Polyedersatz EuLERS auf unserem Wege herleiten, den EDLER in andrer 
Form 1752 gefunden hat, der aber nach einer Mitteilung von LEIBNIZ 
schon hundert Jahre vorher CARTESIUS bekannt war. 

Denken wir uns eine geschlossene Fläche ~, die durchweg regulär 
ist, aufgebaut aus einfach zusammenhängenden Flächenstücken Q;, 

Zwei benachbarte Q; von ~ mögen eine "Kante", also etwa einen regu
lären analytischen Kurvenbogen auf ~ gemein haben, die in "Ecken" 
endigen, an denen mindestens drei Q; zusammenstoßen. ~ heißt "orien
tierbar", wenn sich auf allen Q; ein Umfahrungssinn so festsetzen läßt, 
daß jede Kante in entgegengesetzten Sinnen durchfahren wird beim 
Umlauf beider von der Kante begrenzter Q;. Für jedes Q; ist nach GAusz
BoNNET 

f ds +.}) w + J K do = 2n, 
e. (1: (f 

& 

wo w die Außenwinkel an den Ecken von Q; bedeutet (0 < w < n). 
Statt der Außenwinkel wollen wir lieber die Innenwinkel 1p = n- w 
einführf'n. Durch Addition dieser Formeln folgt dann für eine orien
tierbare Fläche ~, da jede Kante zweimal in entgegengesetztem Sinn 
durchlaufen wird, die zugehörigen Integrale sich also wegheben, 

.};(n- 1p) + J Kdo = 2nf, 
11' \} 

wenn f die Anzahl der Q; bedeutet. Summanden n kommen so viele 
als Winkel, also doppelt so viele als Kanten vor. Die Winkel 1p geben 
an jeder Ecke summiert 2 n. Ist also e die Ecken- und k die Kanten
zahl, so wird 

Wir finden also 

(82) 

.};(n- 1p) = 2n (k- e). 
11' 

-2
1 JKdo=f-k+e 
ntl' 

Aus der linken Seite von (82) folgt, daß die Anzahl unabhängig 
davon ist, wie wir unsre Fläche in Teilstücke Q; zerschneiden. Aus der 
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rechten Seite folgt, daß die Anzahl bei allen stetigen Formänderungen 
der Fläche erhalten bleibt. Durch Vergleich mit (81)7> ergibt sich die 
gesuchte Polyederformel EuLERS 

(83) f-k+e=2(1-p), 

die EuLER für p = 0 gekannt hat. 
Statt "orientierbar" sagt man wohl auch "zweiseitig". Das ein

fachste Beispiel einer geschlossenen "nichtorientierbaren" oder "ein
seitigen" Fläche erhält man aus einer Kreisfläche, deren Rand man so 
an sich selbst "angeheftet" denkt, daß diametral gegenüberliegende 
Randpunkte zusammenfallen. 

§ 78. Über Hüllkurven von geodätischen Linien. 

Im § 37 (41), (41a) haben wir für die Bogenlänge einer zu einer ge
gebenen Flächenkurve unendlich benachbarten Kurve die Formel ge
funden: 

(84) 

Dabei bedeuten CJn und M die Komponenten der Verrückung unsrer 
Kurve in Richtung der Normalen (in der Tangentenebene) und in 
Richtung der Tangente. Ist insbesondere die Ausgangskurve geodätisch 
(1: (!g = 0), so vereinfacht sich die Formel zu 

(85) 

Betrachten wir jetzt eine Schar geodätischer 
Linien, die eine Kurve <t senkrecht durchschneiden 
und eine Kurve~ einhüllen (Fig. 19), so gibt (85), 
angewandt auf die geodätischen Bogen zwischen 
(t und ~, da im Schnittpunkt mit (t (jt = 0 und 
im Berührungspunkt mit ~ stets CJt gleich dem 
Bogenelement von ~ ist, den "Hüllkurvensatz" 

(86) 

Cl 

Fig,l9. 

In Worten: der Zuwachs der geodätischen Entfernung ~' ist gleich 
dem entsprechenden Bogen der Einhüllenden. Dabei sind natürlich 
gewisse Vorzeichenfestsetzungen zu beachten. 

Das gilt insbesondere auch dann, wenn alle geodätischen Bogen 
durch denselben Punkt a laufen, wenn sich also gewissermaßen die 

1 Für den Fall der ebenen Geometrie ist das ja die bekannte Beziehung zwi
schen Evolute und Evolvente von § 21 (Fadenkonstruktion). 
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Kurve <r auf den einzigen Punkt a zusammenzieht. Dann wird (vgl. 
Fig. 20, _...--.. .........._ 

ab'+ I:J' a' = aa' 1). 

Es sei noch eine Bemerkung von H. PoiNCARE über die geodätische 
Krümmung der Einhüllenden ~ hinzugefügt. Nimmt man a zum Ur
sprung eines Systems geodätischer Polarkoordinaten auf der Fläche, 

Fig. 20. 

so bekommt das Linienelement die Form 

ds2 = dr2 + B 2 drp2 • 

Längs ~ ist B (r, rp) = 0. Der Abstand be
nachbarter geodätischer Radien durch a ist 
Bdrp. Deshalb ist 

DB a:; drp 

der "geodätische Kontingenzwinkel" von ~, d. h. der Winkel benach
barter geodätischer Tangenten. Da das entsprechende Bogenelement 
von ~ gleich dr ist, bekommen wir nach (79) für die geodätische Krüm
mung von ~ die einfache Formel 

(87) 
I 

e. 
DB dr 

wenn r(rp) die geodätische Entfernung von a bis zum nächsten Be
rührungspunkt mit ~ ist. Da auf ~ B (r, rp) = 0 ist, erhält man durch 
Ableitung 

Setzt man hieraus den Wert von dr: drp in (87) ein, so erhält man für 
die geodätische Krümmung von ~ schließlich den Ausdruck 

(88) --- =- -- . --- I I (DB)2 iJB 2 
e. ur . () cp }" 

§ 79. BELTRAMIS erster Differentiator. 
Um die geodätische Krümmung einer Flächenkurve bei beliebiger 

Wahl der Flächenparameter u, v darstellen zu können, ist es zweck
mäßig, gewisse Differentiationsprozesse abzuleiten, die gegenüber 
längentreuen Abbildungen invariant sind, und die gestatten, aus einer 
auf der Fläche gegebenen Funktion eine zweite zu bestimmen, die mit 
ihr invariant verknüpft ist. 

Ein solches Differentiationsverfahren, das aus einer Funktion rp (u, v) 
auf unsrer Fläche mit dem Bogenelement 

d s2 = E d u2 + 2 F du d v + G d v2 

1 Nach G. DARBOUX stammen diese Sätze von }ACOBI. Vgl. DARBOUX: Sur
faces III, S. 87. 

2 Vgl. H. PoiNCARE: Am. Trans. Bd. 6, S. 241. 1905. 
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ein Maß für die Steilheit des Anstieges der Funktion q; an einer Stelle 
liefert, bekommen wir folgendermaßen. Wir suchen an dieser Stelle 
den Größtwert von (dq;: ds) 2, wenn wir ds um den Punkt drehen. Es 
soll also 

(89) e~r = (f!Ju u' + lflv v') 2 =Maximum 

werden unter der Nebenbedingung 

(90) (/) = E u' 2 + 2 F u' v' + G v' 2 = 1 . 

Nach der bekannten Multiplikatorregel von EuLER und LAGRANGE 
bildet man 

(91) 

und sucht die freien Extreme von Q. Die Gleichungen a Q : a u' = 0, 
aQ: ßv' = 0 geben 

(f!Ju u' + lflv v') lflu- A (Eu'+ Fv') = 0 
(92) 

(q;11 u' + lflv v') lflv - A (F u' + G v') = 0. 

Multipliziert man beide Formeln mit u', v' und addiert, so erhält man 

(93) 

Entfernt man andrerseits ·u', v' aus den beiden Gleichungen (92), so 
folgt 

.A. (E G- P) = E q;~- 2F lflu lflv + G q;~. 
Somit ist 

(94) 

Wir wollen für diesen "ersten Differentiator von BEL TRAMI", der schon 
bei GAusz vorkommt, 

(95) 

schreiben. 17 kann man etwa "Nabla" lesen. Die Benennung "Diffe
rentiator" stammt von F. ENGEL. Es ist auch 

(96) 
I E F lflu I 

17 lp = - E G ~ F2 . F G lflv 1. 
llflulflv 0 I 

Setzen wir an Stelle von q; ein: q; + t-t 1p, wo t-t konstant ist, so wird 

V (q; + t-t 1p, q; + tt1f) = V (q;, q;) + 2t-t V (q;, "IJ!) + t-t2 V (1J!. "IJ!), 
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worin 

(97) V { m) = E 'Pv 1J!v- F (tp., 1J!v + 'Pv 1p.,) + G 'Pu 1J!u 
rp, T EG- F 2 

ist, oder auch 

(98) V (rp, 1p) = EG-F2 

E F ff!u 

F G ff!v 

'ljJU 'ljJV 0 

Nach seiner Herleitung ist V (rp, 1p) ebenfalls ein vom Parametersystem 
zt, v unabhängiger Differentialausdruck 

§ 80. Eine geometrische Anwendung des ersten 
Differentiators von BELTRAMI. 

Wir denken uns eme Kurvenschar auf unsrer Fläche durch eme 
Gleichung 
(99) $ (u, v) = konst. 

gegeben. Wir wollen sehen, welche geometrische Bedeutung dem Diffe
rentiator V (/J für diese Kurvenschar zukommt. Zu diesem Zweck denken 
wir uns durch 
(100) u =I (fP (u, v)), 

wo I eine beliebige Funktion ihres einen Arguments ist, statt u einen 
neuen Parameter u auf der Fläche eingeführt. u = konst. liefert dann 
die Kurven (99) als Parameterkurven. Zu diesen Kurven wollen wir 
als zweite Schar des Parameternetzes v = konst. die orthogonalen Tra
jektorien der Kurven (99) einführen. Bezeichnen wir die auf die neuen 
Parameter u, v bezüglichen Flächengrößen durch Querstriche, so haben 

wir F = 0. Da jetzt rp längs der Kurven u = konst. konstant ist, gilt 
o rp: ov = 0. Wir haben dann wegen der Invarianz von V rp auch in 
den u, v die Formel 

() (/) ! 
E F iJu- I 

(101) VfP=
EG-P 

1 F G i) (/) = __!__ (() (/))2 
uv E uii · 

i) (/) i) (/J 0 
uu iJv 

Es ist also f V rp einfach gleich der längs der orthogonalen Trajektorien 
von (99) genommenen Ableitung von tP nach der Bogenlänge dieser 
Kurven. Aus § 79 ergibt sich somit, daß die Funktion rp in Richtung 

dieser Kurven das größte Gefälle besitzt. Wir können f v<t) schlecht
hin als das Gefälle der Funktion (/J oder der Kurvenschar (99) bezeichnen. 
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Nimmt man in der Darstellung (99) einer Kurvenschar auf der 
Fläche eine solche Funktion cfJ, die eine Lösung der Gleichung 

(102) VcfJ = 1 

ist, so haben wir eine Schar von Kurven, die überall das Gefälle 1 hat. 
Solche Kurvenscharen. nennen wir Parallelkurvenscharen, da je zwei be
nachbarte Kurven cfJ = C und cfJ = C + dC längs ihrer ganzen Er
streckung die feste senkrechte Entfernung dC voneinander haben. 
Nehmen wir nun an, wir hätten eine Lösung der Gleichung (102) für 
die Familie der Parallelkurvenscharen gefunden, die noch einen will
kürlichen Parameter A enthält. Wir wollen also annehmen, daß wir 
eine einparametrige Familie cfJ (u, v, I.)= C (/.) von Parallelkurven
scharen gefunden hätten. Wir setzen dabei voraus, daß cfJ (u, v, I.) 
den Parameter A nicht additiv enthält, also nicht die Gestalt hat: 
cfJ (tt, v) + g(/.). Wir geben jetzt dem Parameter die beiden benach
barten Werte A und A + dl. und betrachten die beiden Kurvenscharen 
cfJ (I.) = C und cfJ (I. + dl.) = C + dC, deren einzelne Kurven natür
lich nur unendlich wenig voneinander verschieden verlaufen. Wenn wir 
cfJ (I.+ dl.) = C + dC nach Potenzen von dl. entwickelt denken und 
mit dem Gliede dl. abbrechen, so treten an Stelle der eben genannten 
die folgenden beiden Gleichungen 

(103) cfJ = C und 8cfJ:8/. = C~, 

wo C ~ eine neue Konstante bedeuten wird. Der geometrische Ort für 
die Schnittpunkte entsprechender Kurven aus den beiden Scharen 
cfJ (/.) = C und cfJ (I. + dl.) = C + dC ist hier durch die Gleichung 
8 cfJ: 8 A = C;. gegeben. Wir behaupten jetzt: Dieser geometrische Ort 
ist eine geodätische Linie und man kann durch Abänderung der beiden 
Parameter A ttnd C1 alle genügend benachbarten geodätischen Linien der 
Fläche erhalten. 

Wir haben also zu zeigen, daß die Kurven, die die Gleichung 
cfJ1 (u, v, .?.) = konst. befriedigen, geodätisch sind. Greifen wir einen 
festen Wert von A heraus und zeigen wir zunächst, daß die Kurven 
cfJ;. = konst. die Schar der Parallelkurven cfJ = konst., die zu dem
selben Wert von A gehört, senkrecht durchschneidet. Nach Voraus
setzung ist 

E 

(104) 
I 

V cfJ (u, v, A) = - E G _ F2 F 

F 
G 

cpu cfJ" 

und daraus folgt durch Teilableitung nach A 
E F cplu 

=1 

F G cplv =V (cfJ, cfJ,) = 0. EG-F2 A 

I 
(105) 

cpu cfJ" 0 
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Die Bedeutung dieser invarianten Beziehung ist aber gerade die Ortho
gonalität der Kurvenscharen <P = konst. und <PJ. = konst. Führt man 
nämlich wie zu Anfang dieses Abschnitts durch (100) einen neuen 
Parameter u ein und nimmt zu den Parameterkurven (99) dann noch 
als Kurven v = konst. wieder die orthogonalen Trajektorien hinzu, so 
sind diese letzteren jetzt als orthogonale Trajektorien einer Parallel
kurvenschar, die auf ihnen gleiche Bogenlängen ausschneidet, nach 
§ 69 geodätische Linien. 

Wegen der Invarianz von V(<P, <PJ.) gilt die Gleichung (105) jetzt 
auch in den neuen Parametern, für die F = 0 und a r:fJ: av = 0 wird. 
Wir haben also 

E 0 rpJ.ü 

(106) 0 G r:fJ;.j, =- r:fJü·G .rJ>i.u = o 
r:fJü 0 0 

wegen r:fJu =I= 0' G =I= 0 also 

(107) arJ>}.: a-u = o oder <P;. = konst. 

längs der Kurven ii = konst. Die Kurven r:fJJ. = konst. fallen mit 
denen v = konst. zusammen, sind also wirklich zu den Kurven 
r:[J = konst. s~nkrecht und somit geodätische Linien. 

Die Gleichungen (103) ergeben somit eine zweiparametrige Schar, 
also in einer gewissen Nachbarschaft "alle" geodätischen Linien. Kennt 
man also auf einer Fläche eine Schar von Parallelkurven, die noch von 
einem Parameter A abhängt, so kann man durch (103) die geodätischen 
Linien dieser Fläche bestimmen. 

§ 81. BELTRAMIS zweiter Differentiator. 
Um zu einem weiteren invarianten Differentiationsverfahren zu 

kommen, gehen wir von einem Variationsproblem auf einer Fläche 
aus, das die naturgemäße Verallgemeinerung der sogenannten ersten 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie ist. Es soll nämlich auf einem 
einfach zusammenhängenden Flächenstück eine Funktion rp mit vor
geschriebenen Randwerten so bestimmt werden, daß das Integral 

(108) D", = J J V (rp, rp) W dudv 

möglichst klein ausfällt. Darin bedeutet W du dv = do das Oberflächen
element. Es sei rp + etp eine Vergleichsfunktion, also tp auf dem Rande 
Null. Dann ist 

(109) D",+•'l'= D", + 2e J J V (rp, tp) W dudv + e2 D'I'. 

Für das Minimum ist notwendig und wegen D'~' > 0 auch hinreichend, 
daß das mittlere Integral für jedes tp verschwindet. Man erhält durch 



§ 82. Formeln nach GREEN. 173 

Integration nach Teilen unter Berücksichtigung der verschwindenden 
Randwerte von 1p 

(llO} I I J7 (cp, 1jJ} W du dv =I I (E 9'v- F IPu) !Jiv ~ (Gtpu- F tp.) !Jiu dudv 

= _ J I ·iv { ( E IPv ; F IPu) 11 + (G IPu ; F fl'v) U} W dU d V • 

Setzen wir 

(lll} 

so haben wir also gefunden 

(ll2) f fv (cp, 1p} Wdudv =- f f 1p ·L1 cp · Wdudv 

und als Differentialgleichung für cp 

(ll3) L1 cp = 0 ' 

die Verallgemeinerung der LAPLACEschen Differentialgleichung für die 
Ebene 

(ll4) 

Da die Gleichung (ll2) identisch in cp und 1p gilt, dlt ferner 
W du dv = do und die linke Seite der Gleichung invariante Bedeutung 
haben, so muß auch LI cp biegungsinvariant sein. Man nennt LI cp 
BELTRAMIS zweiten Differentiator der Funktion cp. 

E. BELTRAMI hat im Anschluß an Untersuchungen von G. LAME 
seine Differentiatoren in einer hervorragenden Abhandlung aus den 
Jahren 1864 und 1865 eingeführt!. 

§ 82. Formeln nach GREEN. 

Als erste Anwendung der Differentiatoren sollen zwei Formeln 
hergeleitet werden, die die Übertragung zweier bekannter Formeln 
GREENS auf die Flächentheorie bilden. Es seien cp, 1p zwei Funktionen 
auf einem einfach zusammenhängenden Flächenstück. Dann ist 
(do = Wdu dv) 

Jv (cp,1p)do = JJ (P"Pu + Q1p11 )dudv, 
wobei 

P = G IPu - F IP• 
w '' 

Q - E IP• - F IPu - w . 
Es folgt 

(ll5) f J7 (cp,1p} do = J f {il(::IJI) + iJ(~v!JI) }dudv-f 1pL1 cp ·do. 

1 E. BELTRAMI: Ricerche di analisi applicata alla geometria. Opere I, S. 107 
bis 198. Besonders Nr. XIV und XV. 
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Das erste Integral rechts kann man nach der gewöhnlichen, nach GAusz 
oder GREEN benannten Formel in ein Randintegral überführen: 

(116) R = ff{(P'lj!),. + (Q"P)v}dudv = ~"P(Pdv- Qdu). 

Dabei ist der Rand so zu durchlaufen, daß das Flächenstück links bleibt 
(~v links von r,.). Nehmen wir die im richtigen Sinn umfahrene Rand
linie für den Augenblick als u-Kurve eines orthogonalen Parameter
systems, so wird 

(117) R = - f "P<J!v V~ du= - f 'lj! ~= ds, 

wenn durch 8 : ßn die Ableitung in Richtung tv• also in Richtung der 
inneren Normalen angedeutet wird. Somit haben wir als erste Formel 
von GREEN gefunden: 

(118) ~V(~, 'I') ·do ~ -~'I':-:. d'- f 'I' ·LI~· do I 
Setzt man statt "P in (118) A. · "P, so erhält man etwas allgemeiner: 

fA.V(<p,'lJ!)do=-J'lJ!V(<p, A.)do- fA'lJ! ~:ds-JA.·'lj!·f1<p·do 

=- J 'lJ!W (<p, A.) + A.J. p]do- f A'lJ! ~~ ds. 

Vertauscht man in (118) <p und "P unter Beachtung der Symmetrie von 
V (p, "P), so folgt durch Abziehen die zweite Formel GREENS: 

(119) J {p .J. "P- "P .J. <p}d.o + f{<p~- "P~}ds = 0 . 

§ 83. Neue Formel für die geodätische Krümmung. 
Denken wir uns unsere Fläche auf ein orthogonales Parameternetz 

bezogen, so können wir das Linienelement in der Form ansetzen: 
ds2 = A2 du2 + B 2 dv2 

mit A 2 = E und B 2 = G. Die geodätische Krümmung einer Kurve 
v = konst. wird dann nach (12) durch den Ausdruck 

-· =- A. 
e. AB 

dargestellt. Mittels der Differentiatoren kann man sich jetzt leicht von der 
besonderen Koordinatenwahl befreien. Man findet im vorliegenden Fall 

_ A 2 'P~ + ß2 'P~ _ (!.':_)2 ('!:'._)2 
(120) V<p- A2ß2 - A + B ' 
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(121) 

(122) 

(123) L1 1 (A) A. B. 
V = AB B V= A B 2 - B 3 ' 

(124) V(v, B) = !; . 
Nach den drei Gleichungen (122) bis (124) wird 

(125) 
l Av ( l ) 

-;.-=-lvv -V v'Yvv. 
Allgemein ergibt sich daraus für die geodätische Krümmung einer 
Kurve q;(u, v) = konst. folgender von BELTRAMI (1865, Wc.:rke I, S. 176) 
angegebene Ausdruck 

(126) l LlqJ ( l ) Q. = - t v 'P - V q;, Yv 'P · 

Diese invariante Formel gilt für beliebige Koordinaten u, v. Ausführ
lich lautet die Formel, wie 0. BoNNET 1860 gefunden hat, 

(127) !_ = _!_ {( F IP• - G 'Pu ) + ( F IPu- E IPv . ) } 
e. w fE cp; - 2 F Cf!u cp. + G cp~ " f E cp; - 2 F Cf!u cp. + G cp~ V • 

Ist die Flächenkurve in der Form 

U = U (t), V =V (t) 

vorgelegt, so erhält man für die geodätische Krümmung 

1 1 r 
(128) eu = W • (Eu'2 + 2Fu'v' + Gv' 2(•' 

worin r die Bedeutung hat : 

r = W2 (u' v" - v' u") 

(129) +(Eu'+ Fv') [(Fu- !Ev)u' 2 + G,.u'v' + !Gvv' 2] 

- (Fu' + Gv') [!E,.u' 2 + Evu' v' + (Fv-! G,.) v' 2]. 

Diese Formel findet sich bei BELTRAMI (Werke I, S. 178). Sie hat vor 
der vorhergehenden den Vorteil, daß keine weitere Verabredung wegen 
des Vorzeichens nötig ist. 

§ 84. Flächen, deren geodätische Krümmungskreise 
geschlossen sind. 

Mittels der eben abgeleiteten Formel für die geodätische Krümmung 
soll jetzt eine Behauptung von G. DARBOUX1 bestätigt werden. Dafür, 
daß auf einer Fläche alle Kurven mit fester geodätischer Krümmung 

1 G. DARBOux: Theorie des surfaces III, S. 151. 1894. 
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geschlossen sind, ist notwendig, daß die Fläche festes Krümmungsmaß 
besitzt1 . 

Gehen wir von geodätischen Polarkoordinaten aus (§ 70), und setzen 
wir das Linienelement in der Form an: 

ds2 =dr2 + G(r,q;)dq;2 , 

dann ist das Krümmungsmaß 
l iJ2 ;--

K(r,q;) =- --=-l G. 
l G iJr2 

Hieraus folgt umgekehrt für je unter Benutzung •von (24) die Reihe 

(I30) 1- K0 2 (i!K) l G = r - - y3- - - y4 + .... 
3! 4! i!r o 

Für die geodätische Krümmung der Kurve ergibt sich nach (I27), 
wenn man für die dort mit cp bezeichnete Funktion r(q;) - r einsetzt: 

iJlG ( r' 2 ) - afc G -~ • 1 + 2 G - l G r" + --acp . r' 

G"(l+~2r· 
(I3I) 

1 

e. 

Führt man hier den Ausdruck (I30) ein, so wird 

1 1 {( Ko 2 1 (iJK) 3 \ ( 2r' 2 [ Ko 2 1 (iJK) 3 J -=- I--r--- r +·"] I+-- I+-;-r +-- r + .. · 
(! • r 3 4 i! r 0 , r 2 3 6 i! r o 

_ _!':_ (l + Ko r2 + J,._ (oK) r3 + ... ')· _ ~ _i_ (oK) rr' + ... fl 
r 3 6 iJr o 4! i!<p i!r 0 

{I +r'2 (I +Kor2+_!_(oK) r3+· .. )}· 
r2 \ 3 6 i!r 0 

Setzt man hierin {lg konstant, so hat man die Differentialgleichung der 
"Krümmungskreise" vor sich. 

Da für kleines {lg der Krümmungskreis nahezu ein ebener Kreis 
wird, liegt es nahe, für r eine Entwicklung nach Potenzen von {lg m 
der Form anzusetzen: 

(I33) r = eu + b (q;) e~ + c (q;) e; + d (q;) e~ + .... 

Gehen wir mit dieser Reihe in die Formel (I32) hinein, so bekommen 
wir durch Koeffizientenvergleichung Differentialgleichungen für die 
Funktionen b (q;), c (q;) .... Zunächst erhält man 

also 

(134) 

:. = :. {I - (b + b") eu + · · · }, 

b + b" = 0. 

1 Die Bedingung reicht aber durchaus r:icht hin. Trägt man z. B. auf den 
Tangenten einer Schraubenlinie gleiche Längen ab, so bilden die Endpunkte auf 
der Tangentenfläche einen offenen Krümmungskreis. 
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Wir können also b = 0 setzen. Dann erhalten wir 

1 1 { ( " K 0 ) " (d + d" 1 (o K) ) 3 + } e; = e; 1 - c + c + 3 er, - + 4 .F; o eg ... 

und daraus für c und d die Differentialgleichungen 

Ko 
c" + c = -3. 

d" + d = - I_ (oK) . 
4 i!r 0 

(135) 

Alle Lösungen der ersten haben die Periode 2 n 

Ko A B. (136) c = - 3 + cos rp + smrp. 

Anders bei der zweiten! Die rechte Seite hat, wenn man als Richtung 
rp = 0 die Richtung stärksten Anstiegs von K nimmt, die Form 

(137) ( 00K) = ( 00K) . · cos tp = C cos tp . 
r 0 r Maxtmum 

Die allgemeine Lösung der Differentia.lgleichung 

d" d c + =- 4 cosrp 
ist 

(138) d = - ~ rp sin rp + A cos rp + B sin rp, 

wo A, B beliebige Konstante bedeuten. 
Verlangen wir nun, daß sich die Krümmungskreise (133) alle 

schließen, so müssen die b, c, d, ... die Periode 2 n (oder 2 n n) haben. 
Das ist bei d nur möglich, wenn C = 0 ist. Dann haben wir 

(139) (~) =0. 
i!r o 

Also hat K im Ursprung r = 0 einen stationären Wert. Da diese Stelle 
keine ausgezeichnete Rolle auf der Fläche spielt, sondern beliebig ge
wählt werden kann, so muß K konstant sein, wie zu Anfang behauptet 
wurde. 

Daß die Bedingung K = konst. für die Geschlossenheit nicht völlig 
hinreicht, kann man aus § 75 entnehmen 1 . 

§ 85. Isotherme Parameter 2• 

Es liegt die Frage nahe, ob man jedes Bogenelement 

d s2 = E d u2 + 2 F du d v + G d v2 

1 Die Entwicklungen dieses Abschnitts sind einer vom Verfasser veranlaßten 
Arbeit von B. BAULE entnommen: Über Kreise und Kugeln im RIEMANNschen 
Raum I. Math. Ann. Bd. 83, S. 286-310. 1921. 

2 Eine geometrische Deutung der isothermen Kurvennetze findet sich im 
Band III dieses Lehrbuches, § 72. 

B!aschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 12 
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durch Einführung neuer Parameter p, q auf die sogenannte "isotherme" 
Form 
(140) ds2 =A(p,q)·(dp2+dq2 ) 

bringen kann. In diesem Fall nimmt der zweite Differentiator (111) 
die besonders einfache Form an: 

(141) 

so daß also 
(142) 

LI m = tJ!vv + (/!qq 
r A ' 

ist. Die isothermen Parameter p (u, v), q (u, v) genügen also beide der
selben linearen, homogenen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, der Verallgemeinerung der Differentialgleichung von LA-
PLACE. 

Um den Zusammenhang zwischen p und q zu bekommen, be
rechnen wir uns auch noch die ersten Differentiatoren nach (95) und l97) 

(143) 

(144) 
also 

2 + 2 r ~ = rp" A rp • • 

r (rp, "P) = tpp 1J!v 1" f{!__q 1J!"' 

1 
VP=Vq=;:, 

V(p,q) = o. 
Die letzte Gleichung lautet ausführlich in den Veränderlichen u, v 
(vgl. 97) 
(145) (EPv- Fp,Jqv + (Gp.,- Fpv)q., = 0. 
Daraus ist 

q., =- tt (EPv- Fp.,), 

qv = + fl (G Pu - F Pv) · 

Bildet man linker Hand V q (u, v), so folgt wegen V p = V q 

(146) 2- 1 
fl- EG-ß2· 

Somit haben wir 

J q .. =-
Ep.- FPu 

w ' 
(147) l qv = + GPu- Fp, 

w 
und umgekehrt 

f Pu=+ 
Eq.- Fqu 

w 
(148) l Pv =-

Gqu- F q. 
w 
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Ist insbesondere schon das System ~t, v isotherm, so vereinfachen sich 
unsre Formeln zu 
(149) Pu=+ qv, Pv =- q,., 

wenn man etwa W > 0 nimmt. Diese Gleichungen sind das System 
der Differentialgleichungen von CAUCHY und RIEMANN aus der Funk
tionentheorie; die Formeln (147) oder (148) sind als die Verallgemeine
rung dieses Gleichungssystems anzusehen. 

Ist eine Lösung p von LI p = 0 bekannt, so bekommt man die 
dazugehörigen q durch Integration über ein vollständiges Differential: 

(150) q = f -=JE P. - F Pu) dt~ + (G Pu - F P.) dv . 

Es ist ja gerade der· Inhalt der Voraussetzung LI p = 0 oder 

(151) 

daß der Ausdruck unterm Integralzeichen in (150) ein vollständiges 
Differential bedeutet. 

Die komplexe Verbindung z = p + i q zweier zusammengehöriger 
isothermer Parameter bezeichnet man als eine komplexe analytische 
Funktion auf unsrer Fläche. Ist w = f (z) = u + i v eine analytische 
Funktion der komplexen Veränderlichen, so ist z 

dw=f'(z)dz, 

'd I , t' I ds I w , = I (z) l A. , 

also 

(152) 

Das Bogenelement hat wieder die isotherme Form, d. h. durch Zer
spaltung von w in Real- und Imaginärteil erhält man wieder isotherme 
Parameter auf unsrer Fläche. 

Die Gleichung dz = dp + idq = 0 oder z = konst. liefert wegen 
ds 2 = (dp + idq) (dp - idq) = 0 auf unsrer Fläche eine Schar von 
imaginären Kurven mit der Länge Null, die wir in § 22 als isotrope 
Kurven bezeichnet haben. So kann man die Bestimmung der isothermen 
Funktionen p, q und der komplexen analytischen Funktionen auf einer 
Fläche auf die Ermittlung der isotropen Kurven der Fläche zurückführen, 
wenn man die Flächen von vornherein als analytisch voraussetzt. 

Macht man nur Differenzierbarkeitsannahmen, so ist der Existenz
beweis für die Lösungen der Differentialgleichung LI p = 0 mit Schwie
rigkeiten verbunden1. 

1 Wegen der Literatur über diesen Gegenstand vgl. man L. LICHTENSTEIN: 
Zur Theorie der konformen Abbildung ... Bull. Acad. Cracovie 1916, S. 192-217. 

12* 
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86. Winkeltreue Abbildung. 
Sind p und q zwei zusammengehörige isotherme Parameter auf 

einer Fläche, hat aiso das Linienelement die Form 

so bekommt man eine winkeltreue Abbildung unsrer Fläche auf die 
Ebene, wenn man p und q als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene 
deutet. Der Winkel cp zweier Richtungen d! und Ö! auf der Fläche 
bestimmt sich durch die Gleichung 

- d'f·r5"!; 
coscp- ds-ö-s · 

Das gibt bei Einführung unsrer isothermen Parameter den Winkel 
der entsprechenden Richtungen in der p, q-Ebene. (Vgl. die Ableitung 
am Schluß von § 74). 

Um jetzt alle winkeltreuen Abbildungen unsrer Fläche auf die 
Ebene aufzustellen, genügt es - wegen der Zusammensetzbarkeit 
der winkeltreuen Abbildungen -, alle winkeltreuen Abbildungen der 
p, q-Ebene auf sich selbst zu ermitteln. Es seien p, q und u, v zwei in 
einer winkeltreuen Abbildung mit Erhaltung des Umlaufsinnes ("eigent
lich" winkeltreu) entsprechende Punkte. Dann muß die Matrix der 
Substitution 

dp =Pu du + Pv dv 

dq = q,.du + qvdv 

einer eigentlich orthogonalen Matrix proportional sem. Das gibt die 
Gleichungen 
(153) Pu= + qv, Pv = - qu 

von CAUCHY und RIEMANN, die aussagen, daß z = p + iq analytisch 
von w = u + iv abhängt: z = f (w). Bezeichnet man mit w die zu w 

konjugiert komplexe Zahl, so werden durch die Beziehungen 

(154) 
und 
(155) 

z = f(w) 

z = t(w) 

die allgemeinsten winkeltreuen Abbildungen der Ebene dargestellt, wo 
(155) als "uneigentlich" winkeltreue Abbildung bezeichnet wird. 

Ist allgemeiner z = p + iq eine analytische Funktion auf einer 
krummen Fläche und w = u + iv eine analytische Funktion auf einer 
zweiten Fläche, so wird durch die Beziehungen (154) und (155) die allge
meinste winkeltreue Abbildung der beiden Flächen aufeinander vermittelt. 

Die Aufgabe, die winkeltreuen Abbildungen, die man nach einem 
Vorschlag von GAusz (1843) auch "konform" nennt, zu bestimmen, 
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entstand bei der Herstellung ebener "Landkarten" von krummen 
Flächen. So haben schon die alten Griechen die "stereographische Pro
jektion" der Kugel besessen, bei der die Kugel (vgl. Fig. 31, S. 239) 

(156) x1 = sin t? cos q;, x2 = sin t? sin q;, x3 = cos t? 

winkeltreu auf die p q-Ebene abgebildet wird 

(157) p = sin {} cos rp 
1 + cos {}' 

sin {} sin rp 
q= l+cosf}" 

Nach besonderen Untersuchungen von G. MERCATOR (1512-1594) und 
J. H. LAMBERT (1728-1777) haben dann LAGRANGE, EULERund GAUSZ 
die allgemeine Theorie entwickelt. 

§ 87. Isometrische Abbildung mit Erhaltung der 
Krümmungslinien [erster Fall]. 

Wir wollen in diesem Abschnitt wieder an die Untersuchungen des 
5. Kapitels und die Behandlung der Flächentheorie mit invarianten 
Ableitungen anknüpfen. Im § 63 hatten wir die Frage berührt, ob und 
wann eine Fläche durch Angabe ihrer Linearformen 

ds1 = n1 du + n2dv, 
(158) 

ds2 = iil du+ n2dv 

schon bis auf kongruente Abbildungen eindeutig bestimmt ist. Wir be
handeln die Frage erst an dieser Stelle, weil wir ihr jetzt eine anschau
liche geometrische Deutung geben können. Stimmen für zwei punkt
weise durch gleiche u, v-Werte aufeinander bezogene Flächen die Formen 
(158) überein, so tun es nach § 63 (93) auch die ersten Grundformen I 
der Bogenelemente der Flächen. Wir haben also sicher zwei isometrisch 
bezogene oder, was dasselbe ist, zwei ineinander verbiegbare Flächen. 
Da die Nullinien der Formen (158), die Krümmungslinien, sich nun 
weiter noch entsprechen müssen, haben wir sicher eine isometrische 
Abbildung mit Erhaltung der Krümmungslinien. Umgekehrt stimmen 
für zwei isometrisch mit Erhaltung der Krümmungslinien aufeinander 
bezogene Flächen sicher die Formen ds1 und ds2 als Bogenelemente 
der Krümmungslinien überein, wenigstens bis auf die bei den Formen 
noch willkürlichen beiden Vorzeichenfaktoren. Diese können dann aber 
natürlich hinterher noch zur Übereinstimmung gebracht werden. 
Unsere Frage, ob eine Fläche durch ihre Formen (158) bis a1tj kongruente 
Abbildungen festgelegt ist, ist somit gleichbedeutend mit der: Läßt sich. 
eine Fläche so verbiegen, daß ihre Krümmungslinien erhalten bleiben, 
oder in anderer Ausdrucksweise: Gibt es zu einer vorgelegten Fläche 
zugehörige andere Flächen, auf die sie isometrisch mit Erhaltung der 
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Krümmungslinien abgebildet werden kann ? Diese letztere Frage hat 
schon BoNNET1 gelöst. Und zwar hat er gefunden, daß die Frage im 
allgemeinen Fall im negativen Sinne beantwortet werden muß. Somit 
ist im allgemeinen Fall eine Fläche durch ihre zwei Linearformen (158) 
bis auf kongruente Abbildungen eindeutig festgelegt. Nur bei drei Flächen
klassen tritt, wie wir sehen werden, eine Ausnahme ein. Es gibt also 
gewisse spezielle Flächen, die sich mit Erhaltung der Krümmungslinien 
verbiegen lassen. 

Wir werden annehmen, daß auf den zu betrachtenden Flächen ein 
eindeutig bestimmbares reguläres Netz von Krümmungslinien existiert, 
also 
(159) 

voraussetzen, womit wir nach § 47 die Kugeln und Ebenen ausschließen. 
Durch die Formen (158) sind nach § 62 auch die Invarianten q und q 
sowie die Größen ni und iii, mit denen die invarianten Ableitungen ge
bildet werden, bestimmbar. Unser Problem läuft analytisch offenbar 
auf die Frage hinaus: Lassen sich für eine gegebene Fläche die Invarian
ten r und r allein aus den Formen (158) berechnen oder nicht? Denn 
wenn man die r und r berechnen könnte, dann wären auch alle inva
rianten Ableitungen von r und r, berechenbar, weil ja die bei dem invari
anten Ableitungsprozeß zu verwendenden ni und ni sich allein aus den For
men (158) bestimmen, und weiter wären natürlich ohne weiteres die q, q 
und ihre sämtlichen invarianten Ableitungen bekannt, das heißt aber 
nach § 63: Wir hätten überhaupt alle absoluten Invarianten der Fläche 
durch die Formen (158) ausgedrückt. Die Fläche wäre dann bis auf 
kongruente Abbildungen durch ihre beiden linearen Differentialformen 
bestimmt. 

Nun sind für eine Fläche die Hauptkrümmungen r, r ebenso wie die 
Hauptkrümmungsradien R1 und R2 [vgl. § 44 (30), (31)] überhaupt nur 
bis auf ein gemeinsames Vorzeichen bestimmbar, denn nach § 42 (19) 
sind ja auch die L, M, N nur bis auf das in der Wurzel im Ne~ner 
steckende gemeinsame Vorzeichen bestimmt. Es genügt also zur ein
deutigen Bestimmung der Fläche aus ihren Formen (158), wenn wir 
etwa die Größen 
(160) rr=K 
(K = Gaußsches Krümmungsmaß) und 

(161) r2 = s, 

wo seine Abkürzung ist, aus diesen berechnen können. WennKund s 
bestimmt sind, können wirr= y-;- mit beliebigem Vorzeichen nehmen 

1 0. BoNNET: Sur la theoriedes surfaces applicables sur une surface donnee. 
Journal de' l'Ecole polytechnique. XXV (Cahier 42), S. 58ff. 1867. 
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und r dann aus rr = K bestimmen. Nun gelten zwischen unsern 
Flächeninvarianten § 63 (90), (91) die Beziehungen 

(162) 

(163) 

(164) 

- qt - q2 - q2 - q2 = r r = K, 

r2 = q (r- r), 

r1 = q (r- r). 

Nach der ersten Gleichung ist K = rr mittels der Formen (158) und 
der aus ihnen ableitbaren q, q, q1 , q2 berechenbar. Die Frage ist nun, 
ob eine Berechnung aus den Formen (158) auch für s = r2 möglich ist. 

Wir wollen den Fall der Torsen, für den wir etwa annehmen können: 

(166) r=o (r =j=O) 

dem allgemeinen Fall vorwegnehmen. 
Aus (164) folgt dann q = 0, und aus (162) q2 + q2 = 0. Wir behalten 

für r nur mehr die Gleichung 

(167) 
r., --:--= -q 

oder nach (161) fürs die Gleichung: 

(168) (lgs) 2 =- 2q 

übrig, aus der s nicht eindeutig bestimmbar ist. Führen wir Krüm
mungslinienparameter ein (vgl. §§ 61, 62): 

(169) ds1 = yE du, 

so sind 1/E und 1/G durch die Formen ds1 , ds2 bestimmt und (168) 
nimmt nach § 61 (4) (12) die Gestalt an: 

(170) (lg s)" = - (lg E) 11 • 

Das ergibt 

(171) 
1 

s = E · U(u) 

mit einer willkürlichen Funktion U von u allein. s ist also nur bis auf 
eine willkürliche Funktion einer Variablen bestimmbar. Da s eine In
variante ist, sind die zu verschiedenen U gehörigen Torsen alle wesent
lich verschieden, d. h. sie gehen nicht nur durch kongruente Abbildung 
auseinander hervor. Zu einer gegebenen Torse gibt es also immer noch 
eine von einer willkürlichen Funktion abhängige Familie von Flächen, 
die mit ihr bei geeigneter punktweiser Zuordnung gleiche Formen (158) 
besitzen. Da Flächen mit gleichen Formen (158) ineinander verbiegbar 
sind, sind diese Flächen natürlich wieder Torsen. Die Torsen bilden 
den ersten unsrer drei Ausnahmefälle. 

In welcher geometrischen Beziehung stehen Torsen mit gleichen 
Linearformen zueinander ? 
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Bei den Torsen sind die Erzeugenden die eine Schar von Krüm
mungslinien, deren orthogonale Trajektorien die andere Schar. Wir 
haben also eine isometrische Abbildung zweier Torsen, bei der sich die 
Erzeugenden entsprechen. 

Eine Torse ist nach § 35 entweder ein Zylinder oder ein Kegel oder 
eine Tangentenfläche einer Raumkurve. Nach § 64 sind die Zylinder 
durch die zu nnsern für alle Torsen gültigen Gleichungen 

(172) r=O, q=O, q2 +q2 =0 
hinzutretende Bedingung 
(173) q=O 

gekennzeichnet. Da q und q = 0 sind, verschwinden dann auch alle 
invarianten Ableitungen von q und q. Somit sind alle aus den Formen 
(158) berechenbaren Invarianten bei allen Zylindern gleich: Alle Zy
linder haben bei geeigneter Zuordnung der Parameter dieselben Formen 
(158), und weil (173) eine Bedingung in den Formen (158) allein ist, 
können Zylinder nur mit Zylindern gleiche Linearformen besitzen. 

Man kann weiter leicht berechnen, daß bei den allgemeinen Kegeln 
statt (173) zu (172) die Bedingung 

(174) ql = 0 

hinzukommt. Wegen (172) q2 = - q2 hat dann ein Kegel nur eine ein
zige allein aus den Formen (158) berechenbare Invariante, nämlich q 
selbst. Alle Kegel mit gleicher Invariante q in entsprechenden Punkten 
haben daher bei geeigneter Zuordnung der Flächenparameter dieselben 
Formen (158), und nur derart zugeordnete Kegel untereinander können 
wegen (174) überhaupt dieselben Formen besitzen. q ist nach § 63 die 
geodätische Krümmung der nichtgeradlinigen Krümmungslinien des 
Kegels, d. h. des Radius der Kreise, in den diese bei einer Abwicke
lung in die Ebene übergehen. 

Für Tangentenflächen von Raumkurven ist 

(175) 

Die Torse ist 

(176) 

ql =l= 0. 

dann Tangentenfläche der Raumkurve 
l 

3 = ~- q~2· 

Wegen der sich aus § 63 (78) mittels (172) ergebenden Bedingung 3o = 0 
schrumpft 3 wirklich auf eine Kurve zusammen, deren Krümmung 1: e 
und Torsion 1 : -r nach § 10 (80) durch 

I <aitl <ail- (3t 3u)2 

"Q2 = -- <aila- . - .. 
und 

l I 3t an atu I 
T 

gegeben sind. Die Rechnung liefert nach (172) und § 63, (78) (79): 
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5111 = [2(lgq)11 - (lgq)i] ~1 + [ ... ] ~2 + r!l.! g. q 
Daraus erhält man: 

Somit ist die Krümmung e allein aus den Formen (158) errnittelbar, 
die Torsion 1 : -r kann aber je nach der für r in (171) auftretenden will
kürlichen Funktion noch eine ganz beliebige Funktion werden. Wir 
haben also: Die Tangentenflächen irgend zweier Raumkurven, die mit Er
haltung der Bogenlänge so aufeinander bezogen sind, daß sie in entspre
chenden Punkten gleiche Krümmung besitzen, haben bei geeigneter Zu
ordnung der Parameter dieselben Linearformen (158), und nur Tangen
tenflächen von Raumkurven gleicher Krümmung können überhaupt 
dieselben Linearformen besitzen. 

§ 88. Isometrische Abbildung mit Erhaltung der 
Krümmungslinien [zweiter und dritter Fall]. 

Wir wenden uns jetzt von den Torsen dem allgerneinen Fall zu. 
Durch Ableitung von (160) erhält man: 

(177) 

wo nach (162) K = - q1 - q2 - q2 - q2 und ebenso natürlich K1 
allein aus den Formen (158) berechenbar ist. Multiplizieren wir einmal 
(177) mit 2 r und ersetzen 71 nach (164) und multiplizieren wir anderer
seits (163) mit 2 r, so erhalten wir die beiden Gleichungen 

(178) 
I - 2 q 2 + 2 (- Kt) s1 -- I< s s\q+K, 

1 s2 = - 2 q s + 2 q K, 

die offenbar die einzigen Gleichungen sind, die wir zur Bestimmung 
von s verwenden können. Ersetzen wir in der Integrierbarkeitsbedingung 

S12 + q 5t = 521 + q 52 

die Ableitungen der s nach (178) und den durch Differenzieren daraus 
entstehenden Gleichungen durch s allein, so erhalten wir die folgende 
Bedingung für s: 

(179) [-(!\+ !·q]s2 +[(~t+q~/+q2 +q1 -2qq]s 

+K2[-(;<\+ i·CJ.]=o. 
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Diese Gleichung allein kommt für die Ermittlung von s in Frage. Wir 
nehmen zuerst den Fall, daß gleichzeitig 

(180) 

gilt, wobei K nach 

(181) 

(!)2 = !·q, (~). = ~·q, 

(i)2 + q~l + q2 + ql =2qq. 

(162) durch 

definiert ist. Dann ist (179) identisch erfüllt. s ist jetzt selbst nicht be
stimmbar, für s gilt aber das integrable System (178) von Differential
gleichungen erster Ordnung, deren Lösung s eine Integrationskonstante 
enthält. Die speziellen Flächen (180) lassen sich also zu je oo 1 auf die 
gleichen Linearformen bringen. Jede von ihnen läßt sich auf oo 1 Weisen 
in gleichartige Flächen mit Erhaltung der Krümmungslinien verbiegen. 
Das ist unser zweiter Ausnahmefall. Führen wir die Parameter der 
Krümmungslinien ein und setzen 

(181a) (e g + 0) 

so können wir für (180) 1 und (180) 2 wegen (12) § 61 schreiben: 

(182) (lg le)v = 0, (lg :gt = 0. 

Aus (180) 3 ergibt sich dann: 

(183) (lgKeg),.v= 4egqq, 

während (181) die Gestalt 

(184) K e g = - (e q)v - (g q)u 

annimmt. Durch Integration von (182) erhalten wir 

(185) q = Ke U, q = KgV, 

wo U eine Funktion von u und V eine Funktion von v allein ist. U und 
V dürfen nicht beide = 0 sein, da wir für q = q = 0 auf Zylinder, also 
auf abwickelbare Flächen zurückgelangen würden (vgl. § 64) . Es muß 
nun aber mindestens eine der Funktionen U und V verschwinden. 
Denn sonst könnten wir es durch eine Änderung der Parameter 

u = q; (u), 

bei der sich e und g nach 

e' = e· q;', 

V='lfJ(V), 

substituieren, 
hätten wir 
(186) 

erreichen, daß U = V = - 1 wird. In diesem Falle 

q=-Ke, q=-Kg. 
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Würden wir in (183) einerseits und in (184) andererseits die q und q 
nach (186) ersetzen, so würden wir erhalten: 
(187) [lg (K e g)]" v = 4 (K e g)2 , 

(188) [lg (K e g)]" + [lg (K e g)Jv = 1. 

Diese Gleichungen haben aber keine gemeinsame Lösung in der Funk
tion egK, denn aus (188) erhält man als allgemeine Lösung: 

(189) K e g = (/) (u- v). e-2-, 

wo (/) eine willkürliche Funktion des einen Arguments u - v i~t. Setzt 
man (189) in (187) ein, so erhält man 

(190) __!___ [cf> (/)" - (/)' 2] = - 4 eu+v 
~4- ' 

wo die Striche Ableitungen von (/) nach seinem Argument bedeuten. 
Da rechts eine Funktion von u + v, links aber eine von u - v steht, 
leitet man leicht einen Widerspruch her. 

Wir können daher U = l , V = 0, also 
(191) q = Ke, q = 0 

annehmen, so daß dann der Parameter u völlig und der Parameter v 
bis auf eine Transformation v = 1p (v) festgelegt ist. Nach § 64 haben 
wir wegen q = 0 Gesimsflächen, und zwar solche spezieller Art, denn 
aus {181), (180) ergibt sich jetzt: 

(192) K=-qt-q2 , (r)2 =0, (lgKJt2+q2=0. 

Von diesen Gleichungen dient jetzt die erste zur Definition von K 
allein aus den Formen (158). Setzen wir den Wert vonKindie letzten 
beiden Gleichungen ein, so bekommen wir nach einigem Umformen 
die beiden Bedingungen : 
(193) . [lg (ql + q2 ) ]2 = (lg q)2' 

(194) [lg (ql + q2)Jt2 + q2 = 0. 
Wegen q = 0 gilt die Integrierbarkeitsbedingung 

[lg (ql + q2)]12 = [ig (ql + q2)]2l + q [lg (ql + q2)]2. 

Wir können also {194) auch schreiben: 
(195) [lg (ql + lj2)]21 + q [lg (ql + q2)]2 + q2 = 0. 
Nun können wir aber erkennen, daß {195) einfach eine Folge von (193) 
ist. Denn ersetzen wir in (195) das zweite Glied nach (193), und das 
erste nach der aus {193) durch Ableitung folgenden Gleichung, so er
gibt sich mittels der Integrierbarkeitsbedingung 

ql2 = q21 + q q2 
genau wieder (193). Wir haben also überhaupt nur eine wesentliche 
Gleichung (193) gefunden, die außer q = 0 in unserm zweiten Ausnahme
fall bestehen muß. Schreiben wir (193) in der Form 

(196) (lg q)12 + q2 = 0' 
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so können wir sagen: Die Flächen unsres zweiten Ausnahmefalls sind 
durch 
(197) q = 0' (lg q)12 + q2 = 0 

gekennzeichnet. Statt (197) 2 können wir, wenn wir wieder die r, r be
nutzen, auch eine andere Gleichung schreiben. Nach (162), (163) gilt 
wegen q = 0: 
(198) r r =- ql- q2 ' r2 = 0. 

Leitet man (198) 1 nach 2 ab, so folgt mittels (198) 2 und (197) 2 

(199) r2 q=rq2 . 

Umgekehrt folgt aus (199) wieder (197) 2 • Statt (199) können wir nach 
§ 63 (78), (79) wegen q = 0 auch 

(2oo) I !2 !22 !222! = o 
schreiben. Wir haben also besondere Gesimsfläcl1en mit (200). Nach § 64 
sind die Vektoren r2 die Normalenvektoren der Ebenen, in denen die 
Krümmungslinien 1 liegen. Diese Ebenen sind nach (200) jetzt alle zu 
einer festen Richtung parallel, sie umhüllen also einen allgemeinen 
Zylinder. Bei der Erzeugung, die wir im § 64 für unsre allgemeinen Ge
simsflächen angegeben hatten, wird die dort erwähnte Torse in unserm 
jetzigen Fall ein Zylinder. Wir haben also für die Flächen unsres zweiten 
Ausnahmefalles die Erzeugung: Man nehme einen beliebigen allgemeinen 
Zylinder und zeichne auf eine seiner Tangentenebenen eine beliebige 
Kurve K. Läßt man dann die Tangentenebene auf dem Zylinder ohne zu 
gleiten rollen, so erzeugt K die allgemeinste Gesimsfläche unsrer Art. Auf 
Grund dieser geometrischen Erzeugung oder auch durch Integration 
der in Krümmungslinienparametern geschriebenen Gleichungen § 63 (78) 
und (79), wobei über die Wahl der Skala der v-Kurven noch geeignet 
zu verfügen istl, kann man leicht sehen, daß sich jede unsrer Flächen 
bei geeigneter Koordinatenwahl durch 

U' 
x1 =--;; cos a v + J V sin a v dv, 

(201) 
-U' 

x2 = -a- sin a v + J V cos a v d v , 

x3 = f U' Jle-2u- ~2 du 

in expliziter Form in Krümmungslinienparametern darstellen läßt. 
Hier sind U und V willkürliche Funktionen von u oder v allein. a ist 
eine Konstante. Die Rechnung zeigt, daß für Flächen mit gleichen 
Funktionen U, V und verschiedenen a die Formen (158) identisch in 
u und v übereinstimmen, -während die r (oder s = r 2) verschieden sind. 
Für feste U, V und veränderliches a erhalten wir in (201) also immer eine 

1 Vgl. die am Anfang von § 87 zitierte Arbeit von BaNNET. 
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Schar von Flächen, die aufeinander isometrisch mit Erhaltung der Krüm
mungslinien bezogen sind. 

Über den letzten Ausnahmefall wollen wir nur kurz berichten. Sind 
in (179) nicht alle drei Ausdrücke (180) gleichzeitig = 0, so können wir 
annehmen, daß 

(202) ( q) q ---- +--,·q=!=O 
K 1 li 

ist, denn sonst würden wir aus (179) als eine Lösung s = 0 erhalten; 
was auf eine Torse zurückführen würde. Gäbe es aus (179) dann wirk
lich zwei aufeinander isometrisch mit Erhaltung der Krümmungslinien 
abbildbare Flächen entsprechend den beiden Lösungswerten s, so müßte 
auch die zweite Fläche als auf die erste verbiegbar eine Torse sein. 
Diesen Fall haben wir schon behandelt. Wir nehmen daher jetzt (202) 
an. Führen wtr die Abkürzungen ein: 

-(q)+qq 
(203) 12{ = J{2 [-K(_q2) : J__ q f , 

K 1 K J 

(204) >B= 
(~t + q ( ~) + if2 + q1- 2 q q 

2K 2 [-(i)1 + ~q] 
so schreibt sich (179) in der Form 

(205) 
Die Lösung ist 

(206) 

' IJ( s2 + 2 \B s + 1 = 0 . 

18 l ~~~
s = - w ± & l )82 - 12(. 

Hier können wir \2{ - )13 2 =j= 0 annehmen, da sonst die beiden Lösungen 
zusammenfallen würden, und wir ja gerade Flächen suchen, bei denen s 
aus (205) nicht eindeutig, sondern mehrdeutig bestimmbar ist. Für 
12{ - )82 = 0 ergibt sich, wie wir nur erwähnen, der allgemeine Fall der 
Flächen, die nicht isometrisch mit Erhaltung der Krümmungslinien ver
biegbar sind. Die beiden Lösungen (206) müssen für \2{- )82 =!= 0 nachträg
lich noch die Gleichungen (178) befriedigen. Daraus erhalten wir, da wir 
zwei Lösungswerte s in je zwei Gleichungen einzusetzen haben, vier Be
dingungen. Die Rechnung1 zeigt, daß man für das Gleichungssystem dieser 
vier Bedingungen nach einigen Umformungen das folgende setzen kann: 

(206) 2 K )8 )81 - K 2!1 + 4 ()82 - 12f) (K1 + q K) = 0, 

(207) Kl2(1 + 4q)B + 4q\llK + 412{K1 = 0, 

(208) (12!2 - 412{ q) (2 )82 - lll) = ()82 - 2 )8 q) . 212{ )8, 

(209) )82 = 2 q (>B + 2 )82 K - K 12{) • 

1 Die Rechnung ist in der zu Beginn des § 87 zitierten Arbeit von BONNET 
durchgeführt. 
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Hier sind natürlich die ~und~ nach (203) und (204) wieder ersetzt zu 
denken. Wir. haben also vier Gleichungen, die allein die q, q und ihre 
invarianten Ableitungen enthalten. K ist wieder durch (181) erklärt 
zu denken. Führt man Krümmungslinienparameter ein, und beachtet, 
daß unter der Bezeichnungsweise (181 a) gilt: 

(209a) q = gu: e g, 

so erhält man aus (206) und (208) durch Integration: 

(209b) und K 4 g4 (~2 - ~) = V, 

wo U eine Funktion von u und V eine solche von v allein ist. Man 
erkennt leicht, daß man durch geeignete Wahl der Parameterskalen 
wegen K =1= 0, e =1= 0, g =1= 0, W + 0, ~2 - 2i =1= 0 immer U = V = 1 
machen kann. Man erhält dann aus (209b) 

(210) ~{ = ± e2 : (K g)2, 

(211) ~=1fT± (Keg) 2 : (Kg) 2 • 

Die genauere Untersuchung, die in der Arbeit von BoNNET durchgeführt 
ist, zeigt, daß sich aus den zwei Bedingungen (206), (208) [oder integriert 
(210), (211)] die andern beiden (207), (209) als einfache Folgerungen er
geben. Wenn wir nämlich~ und~ aus (210), (211) in (203) und (204) ein
setzen, so erweisen sich (207), (209) als mit (203), (204) identisch. Um das 
zu erkennen, hat man überall q, q und K nach (184), (209a) durch die 
e und g auszudrücken. (206), (208) sind zwei Differentialgleichungen 
fünfter Ordnung in den Punktkoordinaten der Fläche, wie man aus der 
Definition von ~ und ~ leicht ersehen kann, wenn man bedenkt, daß 
das Krümmungsmaß K nur von zweiter Ordnung ist. In unserm dritten 
Ausnahmefall haben wir den beiden Werten von s entsprechend immer 
genau ein Paar von Flächen, die einander isometrisch mit Erhaltung der 
Krümmungslinien zugeordnet sind. BoNNET hat die Flächen (206), (208) 
zwar nicht integrallos dargestellt, aber sie geometrisch folgendermaßen 
gekennzeichnet: Zu jeder der Flächen, die den beiden Differentialgleichungen 
fünfter Ordnung (206) und (208) genügen und nur zu diesen gehört immer 
eine Fläche konstanten Krümmungsmaßes, die mit ihr auf der Einheitskugel 
von GAusz (vgl. §50) das sphärische Bild der Krümmungslinien gemein
sam hat. Von den isometrisch mit Erhaltung der Krümmungslinien bezoge
nen Flächenpaaren hat dann immer eine dieses sphärische Bild mit einer 
Fläche konstanter positiver Krümmung, die andere aber mit einer Fläche 
konstanter negativer Krümmung gemein. 

§ 89. Die Förderung der Flächentheorie durch GAUSZ. 

Von GAUSZ gibt es zwei bedeutende Abhandlungen zur Flächen
theorie. Die erste hat GAusz 1822 als Preisschrift der Kopenhagener 
Akademie eingereicht. Sie ist 1825 erschienen unter dem Titel: "Die 
Teile einer gegebenen Fläche auf einer anderen gegebenen Fläche so 
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abzubilden, daß die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten 
Teilen ähnlich wird" (Werke Bd. 4, S. 189-216). Ungleich wichtiger 
als diese Abhandlung über die winkeltreue Abbildung ist die zweite 
GAuszsche Schrift zur Flächentheorie, die 1827 erschienen ist, die "Dis
quisitiones generales circa superficies curvas" (Werke Bd. 4, S. 220 bis 
S. 258). Beide Abhandlungen sind nicht aus reinem Denken entstanden, 
sondern Ergebnisse seiner geodätischen Arbeiten bei der von ihm ge
leiteten Vermessung von Hannover (1821-1841). 

Das Hauptergebnis der "Disquisitiones", nämlich die Biegungs
invarianz des Krümmungsmaßes, hat GAusz schon 1816 gekannt und 
1822 an der isothermen Form des Bogenelements hergeleitet. 

Erst 1826 gelang ihm die allgemeine Herleitung des Krümmungs
maßes aus einem beliebig vorgeschriebenen Bogenelement. 

Die Verbiegung von Flächen ist schon vor GAusz von EuLER und 
MoNGE untersucht worden, und zwar haben beide nach den krummen 
Flächen gefragt, die auf die Ebene längentreu abbildbar sind. Die 
geodätische Krümmung ("Seitenkrümmung") und ihr Integral ist zu
erst von GAUSZ behandelt worden (Werke Bd. 8, S. 386). Vielleicht hat 
er auch schon die Integralformel (77) von BoNNET besessen, die den Zu
sammenhang zwischen der Flächentheorie und der nicht-Euklidischen 
Geometrie herstellt, zu der ebenfalls GAusz den Grund gelegt hat. 

Die "Disquisitiones" haben als erster großer Fortschritt in der 
Flächentheorie seit MoNGE einen bedeutenden Einfluß auf die Ent
wicklung der Geometrie gehabt. So haben sich Arbeiten von MINDING, 
MAINARDI, CoDAZZI, BoNNET und ]ACOBI angeschlossen. Die wichtigste 
Weiterbildung der Gedanken von GAUSZ hat aber B. RIEMANN in 
seinem Habilitationsvortrag von 1854 gegeben, auf den wir später 
eingehend zurückkommen werden. 

Eine geschichtliche Würdigung der geometrischen Leistungen des 
"Princeps mathematicorum" findet man in der Schrift von P. STÄCKEL: 
C. F. Gauß als Geometer. Leipzig 1918. 

§ 90. Aufgaben und Lehrsätze. 
1. Eine geometrische Deutung des Krümmtingsmaßes. Bedeutet 5 ( e) die 

Bogenlänge einer Parallelkurve zu einer geodätischen Linie im geodätischen Ab
stand e, so ist 

~S(O) =- JK ds 
ds 2 ' 

wenn K die Werte des Krümmungsmaßes längs der geodätischen Linie bedeutet. 
Vgl. im folgenden § 99 und F. ENGEL: Leipz. Ber., Bd. 53, S. 409. 1901. 

2. Besondere Form der Gleichung der geodätischen Linien. Ist eine Fläche 
auf geodätische Parameter bezogen, so daß 

ds2 = du2 + G (u, v) dv2 

ist, so beschreibt ein Flächenpunkt u, v dann eine geodätische Linie auf der Fläche, 
wenn der Winkel et, unter dem die u-Kurven (v = konst.) von der geodätischen 
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Linie geschnitten werden, der Beziehung genügt: 

aa. a fc 
dv·=- au· 

GAusz: Werke IV, S. 244. 

3. Eine geometrische Deutung von BEL TRAMIS Differentiator L1 • Es sei rp eine 
Funktion auf einer krummen Fläche, s1 , s2 die Bogenlängen zweier in einem 
Punkt sich senkrecht schneidenden Flächenkurven, g1 und g2 deren geodätische 
Krümmungen im Schnittpunkt. Dann gilt dort 

d2 rp d2 rp drp drp 
LI rp = dsi + ds~ + g2 ds1 + g1 ds2 ' 

E. CEsARO: Lezioni di geometria intrinseca, S. 165. Napoli 1896. 
4. J. LIOUVILLES Ausdruck für das Krümmungsmaß. Es seien 1: !!u• 1: (!~ 

die geodätischen Krümmungen der Parameterlinien v = konst., u = konst. auf 
einer Fläche und [J der Winkel der Parameterlinien. Dann ist 

(212) 

J. LrouVILLE: Comptes Rendus Bd. 32, S. 533. 1851. 
o. Ein Satz von LIOUVILLE über geodätische Linien. Gibt es auf einer Fläche 

zwei Felder geodätischer Linien, die sich unter festem Winkel schneiden, so ist 
die Fläche eine Torse (K = 0). DARBOUX, G.: Surfaces III, S. 422, 423. 

6. EinAusdruck von LIOUVILLE für die geodätische Krümmung. Es seien 1: !!u• 
1 : e. die geodätischen Krümmungen eines Systems von orthogonalen Parameter
linien. Dann gilt für die geodätische Krümmung einer Kurve, die die u-Linien 
(v = konst.) unter dem Winkel T durchsetzt, 

1 d-r cos T sin T 
(213) -=-+-+-. e. d s f!u e. 
Vgl. MONGES "Application ... " von 1850, S. 575. 

7. Flächen von LIOUVILLE. Hat das Linienelement einer Fläche die Form 

(214) ds2= {rp(u)+V'(v)}(du2+dv2), 

so sind die geodätischen Linien durch die Gleichung gegeben: 

(215) J __ d_u -f . dv =b 
lrp(u)+-a l'l'(v)-a ' 

in der a, b Konstante bedeuten. (Ebenda S. 577-582.) Es ist zu zeigen: Die 
Drehflächen und die \}2 gehören zu den Flächen LrouVILLES. 

8. Deutung des Bogenelements von LIOUVILLE nach ZWIRNER und BLASCHKE. 
Dafür, daß in allen auf einer Fläche aus den Parameterlinien u, v = konst. ge
bildeten Vierecken die geodätischen Diagonalen gleichlang seien, ist notwendig 
und hinreichend, daß das Bogenelement bezüglich dieser Parameter auf die Ge
stalt (214) gebracht werden kann. Vgl. etwa W. BLASCHKE: Sull' elemento lineare 
di LrouVILLE, Rom Accademia Lincei (6a) o (1927), S. 396-400 und Math. Zeitschr. 
27 (1928), S. 653-668. Hieraus folgt sofort: Bringt man das Bogenelement der 
Ebene auf die Gestalt (214), so sind die Parameterlinien konfokale Kegelschnitte 
oder Ausartungen davon. 

9. Ein Satz von K. BRAUNER. Damit eine Fläche konstantes Krümmungsmaß 
besitze, ist notwendig und hinreichend, daß jeder ihrer Punkte für einen geodä
tischen (Entfernungs-) Kreis mit auf der ganzen Fläche konstantem geodätischen 
Radius geodätischer Mittelpunkt ist und diese Kreise konstante geodätische 
Krümmung besitzen. (Aus einer brieflichen Mitteilung von 1929 an den Verfasser.) 
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10. Mechanische Verwirklichung geodätischer Linien. Eine Stahllamelle mit 
rechteckigem Querschnitt, die, in die Ebene ausgebreitet, geradlinig ist, ergibt, 
wenn man sie mit ihrer Breitseite längs einer krummen Fläche anlegt, eine geo
dätische Linie dieser Fläche. "Hochkant" gestellt ergibt sie hingegen eine Asym
ptotenlinie der Fläche. S. FINSTERWALDER: Mechanische Beziehungen bei der 
Flächendeformation. Jahresber. Dt. Math. Ver. Bd. 6, S. 45-90. 1899. 

11. Ein Satz von GAusz über kleine geodätische Dreiecke. Es seien a, die Innen
winkel, a1 die gegenüberliegenden Seiten, K, die Krümmungsmaße in den Ecken, 
F der Flächeninhalt eines kleinen geodätischen Dreiecks. Dann ist der Quotient 

(216) 

nahezu unabhängig von i ( = 1, 2, 3). GAusz: Disquisitiones ... , Werke IV, S. 257; 
den Sonderfall K 1 = K hat LEGENDRE angegeben. 

12. Geodätische Kegelschnitte auf einer Fläche. Die Kurven auf einer Fläche, 
die die Eigenschaft haben, daß die Summe oder Differenz der geodätischen Ent
fernungen ihrer Punkte von zwei festen Kurven konstant ist, bilden ein Ortho
gonalsystem, das die konfokalen Kegelschnitte als Sonderfall enthält. Das Bogen
element in bezugauf dieses Orthogonalsystem kann auf die Form gebracht werden: 

du2 dv 2 
(217) ds 2 = -- + --. 

sin2 .!'!.. cos2 w 
2 - 2 

Solche "Kegelschnitte" können nur dann ein Isothermensystem bilden, wenn das 
Linienelement sich auf die Form von LrouvrLLE (Aufg. 7) bringen läßt. U. DINI: 
Annali di matematica Bd. 3, S. 269. 1869. 

13. Ein Satz von G. DARBOUX über geodätische Kegelschnitte. Läßt sich ein 
Orthogonalsystem auf zwei verschiedene Arten als System geodätischer Kegel
schnitte deuten, so ist diese Deutung auf unendlich viele Arten möglich. Das Linien
element läßt sich auf die Form von LrouVILLE bringen. G. DARBOUX: Surfaces III, 
s. 19. 

14. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Flächen festen Krümmungsmaßes. 
Läßt sich eine Fläche im kleinen so auf die Ebene abbilden, daß dabei die geodä
tischen Linien in die Geraden der Ebene übergehen, so hat die Fläche notwendig 
festes Krümmungsmaß. E. BELTRAMr: Opere I, S. 262-280. 1866; vgl. auch 
G. DARBOUX: Surfaces lll, S. 40-44. 

15. Flächen mit geodätischen Schattengrenzen. Es sind die Flächen zu er
mitteln, die nicht Torsen sind und die von allen umschriebenen Zylindern längs 
geodätischer Linien berührt werden. Vgl. 2. Bd. § 45, S. 121. 

16. Man zeige, daß in der Schreibweise des Kap. 5 die Isothermflächen, d. h. die 
Flächen, bei denen die Krümmungslinien isotherme Parameter bilden, durch die 
Bedingung q1 = lj2 gekennzeichnet sind, während (q: r) 1 = (q: r)2 die Flächen 
kennzeichnet, bei denen die Krümmungslinien im sphärischen Bild auf der Ein
heitskugel isotherm sind. 

17. Setzt man E = n~ + ni; F = n1 n2 + n1 n2 ; G = n~ + n~, so sind da
durch bei gegebenem Bogenelement einer Fläche die vier Größen n,, n1 bis auf 
eine Substitution 

(218) f * . -ni = cos m n 1 - s1n w ni, 

l ut = ± sin w n; ± cos w n; 
hcstimmt, wobei w eine beliebige Funktion von u und v ist. 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 13 
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ds1 =I n1 du1 und ds2 =I n1 du1 

i i 

sind die Bogenelemente der Kurven eines senkrechten Netzes auf der Fläche 
und die verschiedenen Möglichkeiten, die n1 , n1 aus den E, F, G zu bestimmen, 
entsprechen gerade den verschiedenen Möglichkeiten, ein senkrechtes Netz auf 
der Fläche zu wählen. Man ~ige, daß der Ausdruck auf der linken Seite von (90) 
sich bei einer Substitution (128) nicht ändert, wenn man die q, q formal nach 
(62), (43), (45) erklärt, und weise so die Biegungsinvarianz von K nach. Ferner 
zeige man: q1 = q2 ist kennzeichnend für ein isothermes Netz, während q1 + 3qq 
= q2 + 3qq = 0 kennzeichnend für ein LIOUVILLEaches Netz [vgl. (214)] ist. 

18. Man stelle im Anschluß an das Verfahren der Aufgabe 17 das vollständige 
System der Biegungsinvarianten einer Fläche auf, in dem man aus den q, q, q1, q2, 

q1 , q2 , q11 ••• Ausdrücke bildet, die sich bei Substitutionen (218) nicht ändern. 



7. Kapitel. 

Fragen der Flächentheorie im Großen. 
§ 91. Unverbiegbarkeit der Kugel. 

Ein genügend kleines Flächenstück läßt stets Iängentreue Form
änderungen zu. Anders ist es bei Flächen in ihrer Gesamterstreckung, 
wenigstens, sobald wir an unseren früheren Regularitätsvoraussetzungen 
festhalten. So hat schon 1838 F. MINDING als Vermutung ausgesprochen1, 

daß die Kugelfläche als Ganzes "starr" ist. Aber erst 1899 hat H. LIEB
MANN diese Behauptung begründen können 2• Auf die allgemeinen Sätze, 
die damals H. MINKOWSKI schon gefunden, aber noch nicht veröffent
licht hatte, kommen wir später zurück. Da nach GAusz bei längentreuen 
Abbildungen das Krümmungsmaß erhalten bleibt, läßt sich der Satz 
LIEBMANNS so fassen: 

Die einzige geschlossene Fläche mit GAuszschem festem Krümmungs
maß ist die Kugel. 

Ohne einschränkende Regularitätsannahmen ist die Behauptung 
sicher nicht richtig. Schneiden wir nämlich eine Kugelkappe ab und 
ersetzen sie durch ihr Spiegelbild an der Schnittebene, so erhalten wir 
eine "eingedrückte Kugel", die zwar konstantes Krümmungsmaß hat, 
aber eine Kante besitzt. Wir wollen indessen daran festhalten, daß es 
sich um durchweg reguläre analytische Flächen handeln soll. Allerdings 
ließe sich der folgende Beweis, der von D. HILBERT stammt3, auch 
leicht unter etwas weiteren Voraussetzungen führen. 

Führt man auf einer Fläche die Krümmungslinien als Parameter
linien ein (F = M = 0), so ergeben sich aus der ersten Formel des 
§ 44 für die Hauptkrümmungen, wenn man einmal dv = 0 und zwei
tens du= 0 setzt, die Werte: 

(I) 

1 F. MINDING: Über die Biegung krummer Flächen. Crelles J. Bd. 18, S. 365 
bis 368, bes. S. 368. 1838. 

2 H. LIEBMANN: Eine neue Eigenschaft der Kugel. Gött. Nachr. 1899, S. 44 
bis 55. Der Beweisversuch von J. H. }ELLET 1854 ist unzureichend. 

3 D. HILBERT: Über Flächen von konstanter GAuszscher Krümmung, ab
gedruckt in HILBERTS Grundlagen der Geometrie, 3. Auf!., Anhang V. Leipzig 
und Berlin 1909. 

13* 
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Für die reziproken Werte r = 1: R1 und r = 1: R2 bekommt man: 

L - N 
(2) r = E , r = G. 

Die GAuszsche Formel [§58 (I38)] vereinfacht sich jetzt zu 

(3) K =LN=-- -~-{~ nE)" ~ (yG),.l 
EG }E }G dv }G +du }E J 

und die von CoDAZZI (§58 (I39)) 

I (L N) 
L"=2E" E +c' 

(4) I (L N) N,.= 2 G,. y+ c . 

Mittels (2) erhält man daraus: 

(5) 
I E,. -

r"= 2 -y(-r-t-r), 

(6) 

Wir wollen den Satz LIEBMANNS etwa unter der Voraussetzung K = 1 
beweisen. K = 0 müssen wir nämlich ausschließen; denn die Torsen 
enthalten geradlinige Erzeugende, sind also sicher offene Flächen. 
Ebenso ergibt K < 0 keine geschlossenen Flächen, da in einem "höch
sten" Punkt (etwa x3 =Maximum) der Fläche K > 0 sein müßte. Es 
bleibt somit nur K > 0 zu behandeln und durch eine Ähnlichkeit läßt 
sich immer K = l oder rr = l erreichen. 

Ist auf unserer Fläche durchweg r = r = 1, so besteht sie nur aus 
Nabelpunkten, ist also nach § 47 eine Kugel. Nehmen wir nun eine 
von der Kugel verschiedene Fläche an, die aus der Kugel durch Ver
biegung entsteht, so gibt es auf der Fläche sicher Punkte mit r 9= r. 
r und r können wir dann als stetige Funktionen auf der Fläche be
trachten. Wegen der Geschlossenheit der Fläche erreichen beide Größen 
r und r ein Maximum. Von mindestens einem dieser Maxima können 
wir annehmen, daß es> I ist. Nehmen wir an, r erreiche im Punkte P0 

ein Maximum >I. Dann ist in einer gewissen Umgebung von P 0 

(6a) r > 1, r < I 

und r erreicht im Punkte P 0 ein Minimum. Da P 0 kein Nabelpunkt 
ist, können wir in seiner Umgebung ein reguläres Netz von Krümmungs
linien annehmen, so daß die Formeln (I) bis (6) gelten. 

Wegen rr = I können wir dann für (5) und (6) schreiben: 

(7) 
- 2 rrv 
r 2 - l ' 

und durch Integration erhalten wir: 

1 
(8) E = U(u) r 2 _ 1 , 

G,. 
G 

---
1- y2 ' 

l 
G = V(v) -1 _2 • 

-r 
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Da für die Bogenelemente ds1 und ds2 der Krümmungslinien gilt 

so haben wir E > 0, G > 0 und wegen (6a) folgt aus (8) für die Um
gebung von P 0 : 

U>O, V >0. 
Für ein Maximum von r und ein Minimum von r müssen nun an der 
Stelle P 0 die Bedingungen gelten: 

r ... = o, r,.,.? o. 
Aus (5), (6) ergibt sich aber durch die Rechnung daraus für die Stelle P 0 : 

(9) Gu= 0, c ...... > 0. 

Setzen wir Ev = Gu = 0 in (3) ein, so ergibt sich für die Stelle P 0 : 

1 
K =- 2EG (Guu + Ev v) • 

Hierin ist aber die rechte Seite nach (9) negativ, die linke dagegen 
positiv= 1. Die Annahme, daß unsre Fläche keine Kugel ist, führt 
also auf einen Widerspruch. 

Damit ist der Nachweis beendet. Man kann das Ergebnis unsres 
Beweisganges auch so fassen: Innerhalb eines Flächenstücks von fester 
positiver Krümmung kann an einer Stelle, die kein Nabelpunkt ist, 
keiner der Hauptkrümmungshalbmesser einen größten oder kleinsten Wert 
haben. 

Es sei nebenbei erwähnt: Schneidet man in eine Kugelfläche ein 
beliebig kleines Loch, so wird die übrigbleibende Fläche verbiegbar1. 

§ 92. Die Kugeln als einzige Eiflächen mit fester mittlerer 
Krümmung. 

Ein ganz ähnlicher Satz wie der im vorigen Abschnitt gilt auch 
für den Fall, daß an Stelle des Krümmungsmaßes die mittlere Krüm
mung 

2 H = _!__ + __!_ 
Rl Rz 

längs der Fläche fest sein soll, wie ebenfalls H. LIEBMANN gefunden hat2 . 

1 H. LIEBMANN: Die Verbiegung von geschlossenen und offenen Flächen 
positiver Krümmung. Münch. Ber. 1919, S. 267-291. Vgl. ferner die Arbeiten: 
E. REMBS: Heidelberger Berichte 1927 (Bew. des Satzes f. d. punktierte ver
längerte Rotationsellipsoid).- A. ScHUR: Crelles ] ournal, Bd.159 (1928) S. 82.
ST. CoHN-VossEN: Gött. Nachr. 1927, S. 125. - W. Süsz: Japanese Journal of 
Math. (4) 1927, S. 203. 

2 H. LIEBMANN: Über die Verbiegung der geschlossenen Flächen positiver 
Krümmung. Math. Ann. Bd .. 53. S. 8l-ll2, 1900; bes. § 6, S.l07. 
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Eine geschlossene konvexe Fläche, die wir als durchweg regulär 
und analytisch, ferner als überall positiv gekrümmt (K > 0) annehmen 
wollen, soll kurz eine "Eifläche" heißen. Dann lautet der zu beweisende 
Satz: 

Die einzigen Eiflächen mit fester mittlerer Krümmung sind die 
Kugeln. 

Man kann diese Behauptung durch einen von 0. BoNNET 1867 an
gegebenen Kunstgriff auf die Überlegungen des § 91 zurückführen, 
wenn man bemerkt: Unter den Parallelflächen einer Fläche festen posi
tiven Krümmtmgsmaßes gibt es eine mit fester mittlerer Krümmung und 
umgekehrt. 

Es sei nämlich 6 (u, v) eine Fläche mit K = 1, ; der Einheitsvektor 
ihrer Flächennormalen. Dann hat die Parallelfläche 

(10) 

die mittlere Krümmung 2H = 1. In der Tat: Für die Krümmungslinien 
von (6) gilt nach 0. RODRIGUES [vgl. § 46 (52)] 

d! + Rd; = o 
oder 

d~ + (R +I) d~ = 0. 
-

Den Krümmungslinien auf (!) entsprechen wegen ~ =; wieder Krüm-
mungslinien auf (!). Für entsprechende Hauptkrümmungshalbmesser 
gilt 

(11) 

Somit ist wegen 

(12) 

Ebenso verläuft die umgekehrte Schlußweise. 

Haben wir nun eine Eifläche mit 2 H = 1, so gilt 

Somit wäre, wenn die Eifläche nicht Kugelgestalt hätte, 

_I_<(~) <l 
2 R Max 

oder 
1 < (R)Min < 2. 

Für den zugehörigen Hauptkrümmungshalbmesser 

R=R-1 
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der Fläche ü;) mit K = l hätten wir 

0 < (R)Min < l 

in Widerspruch mit dem Schlußergebnis von § 91. Damit ist unser Satz 
bewiesen. 

§ 93. Starrheit der Eiflächen. 
Der Satz von der Starrheit der Kugel soll in engerem Umfang jetzt 

auch für beliebige Eiflächen (§ 72) bewiesen werden. Dieses Ergebnis 
verdankt man wiederum H. LIEBMANN1. Der folgende Beweis stammt 
von H. WEYL und dem Verfasser2• Der fragliche Lehrsatz läßt sich 
etwa so fassen: 

Soll eine Eifläche stetig und längentreu verändert werden, so ist sie 
nur als starrer Körper beweglich. 

Von dieser "Abänderung" wird vorausgesetzt, daß sie sich folgender
maßen darstellen läßt. Es sei f (u, v) eine Parameterdarstellung eines 
Stückes der Eifläche. Wir setzen 

(13) f (u, v) = f (u, v; 0); 

und f(u, v; t) se1 m allen drei Veränderlichen analytisch. Den ver
schiedenen t-Werten entsprechen die verschiedenen Lagen unsrer ver
änderten Fläche. Die Teilableitung nach t sei im folgenden durch ein 
vorgesetztes b gekennzeichnet. Soll dann die Abänderung so erfolgen, 
daß die Bogenlängen der auf den Flächen t = konst. gezogenen Kurven 
erhalten bleiben, so muß 

(14) 

sein. Oder es muß, wenn man für 

ii"~; 
8t = 5 

setzt, das skalare Produkt verschwinden: 

df·d& = 0. 

Man kann deshalb den Vektor d0 mittels eines Hilfsvektors t) (u, v; t) 
darstellen in der Form 

(15) 

Da df ein Büschel von Vektoren durchläuft (bei veränderlichem du: dv), 
so ist t) durch diese Formel eindeutig bestimmt. 

1 H. LIEBMANN: Gött. Nachr. 1899. Math. Ann. Bd. 53. 1900 und Bd. 54. 1901. 
Für konvexe Polyeder hat A. CAUCHY einen weitergehenden Satz bewiesen. J. 
de l'Ecole polytechn. Bd. 9 (16). 1813; CEuvres (2) Bd. 1, S. 26-38. 

2) W. BLASCHKE: Gött. Nachr. 1912, S. 607-610; WEYL, H.: Berliner 
S~tzungsberichte 1917, S. 250-266; W. BLASCHKE: Die Starrheit der Eiflächen. 
Math. Z. Bd. 9, S. 142-146. 1921. Vgl. auch den sehr einfachen Beweis bei 
A. DuscHEK: Monatsh. f. Math. u. Phys. Bd. 36, S. 131-134. 1929. 
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Nach (15) ist bei festem t 

t) X d~ = (t) X ~u)du + (t) X ~")dv 

ein vollständiges Differential und somit 

(16) 

Die Vektoren t.Ju, t)" müssen sich deshalb aus den nach Voraussetzung 
linear unabhängigen fu, ~" darstellen lassen 

(17) 

Aus (16) folgt 

(18) cx.+!5=0. 

Ferner ergibt sich durch Ableitung aus (16) 

(~uu X t).,)- (~uv X t),.) = (~v X t.luu)- (~,.X t),..,)' 

(~uv X t)")- (~vv X t.Ju) = (~v X t.luv)- (!u X t).,v) · 

Multipliziert man die erste Gleichung skalar mit f", die zweite mit ~u 
und subtrahiert, so folgt 

(19) (!11 ~" u t.Jv) - (~., ~uv t.Ju) = (~u ~" v t.Jv) - (~,. ~"" t.Ju) 

oder, wenn man nach (19) in § 42 die Koeffizienten der zweiten Grund
form einführt, 

(20) yL-2cx.M-ßN=O. 

Ist (!) elliptisch gekrümmt: 

(21) LN-M2 >0, 

so sind auf (!) und (t)) entsprechende Umlaufsinne entsprechender 
Stellen entgegengesetzt, d. h. es ist 

(22) a 15 - ß y = - oc2 - ß y < 0. 

In der Tat: die Punkte (die ~"' bedeuten homogene Punktkoordinaten 
in der Ebene) 

~1 = + L' ~2 = + M' ~a = + N; 

~~ = - ß' ~~ = + oc' ~; = + y 

sind wegen (20) oder 

(23) 

zum Kegelschnitt ~1 ~3 - ~~ = 0 konjugiert. Der erste ist nach (21) 
innerer, also der zweite äußerer Punkt dieses Kegelschnitts. Somit ist 
in der Regel 

und nur dann 
- oc2- ßy = 0, 
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wenn die homogenen Punktkoordinaten ;' versagen, wenn also die 
Beziehung gilt 

(24) rx=ß=y=Ö=O. 

Haben wir zwei einfach zusammenhängende Flächenstücke ! (u, v), 
t)(u, v), so bleibt das Doppelintegral 

J J (! t),. tJv) du dv 

ungeändert, wenn man für u, v neue gleichsinnige Veränderliche ein
führt. Es ist 

() 
dv (!; tJu t)) = (!v tlu t)) + (! tJuv t)) + {! tlu tJv), 

iJ 
c)u (!; tJv t)) = (!u tJv tJ) + (7; tJu v t)) + {! tJv tJu) • 

Daraus folgt durch Abziehen 
a a 

{25) 2 {!; tJu tJv) = {!u tJv t)) - (!v tJu t)) + Uv (! tlu t)) -du(! tJv t)) · 

Wegen (16) heben sich in unserm Sonderfall die ersten zwei Glieder 
rechts weg. Für unser Doppelintegral ergibt sich also, wenn es über 
einfach zusammenhängende Flächenstücke erstreckt wird, ein im ge
eigneten Sinn genommenes Randintegral 

(26) 2 J J (! tJu tJv) du dv = f {!, dt), t)). 

Die Fläche (!) soll nun eine Eifläche sein. Wir können daher (!:) 
durch eine doppelpunktfreie, geschlossene Linie in zwei einfach zu
sammenhängende Teilflächen zerschneiden, auf jede die Formel (26) 
anwenden und addieren. So ergibt sich 

(27) J J (!t),. tJv) du dv = 0. 

Andrerseits ist für jede der beiden Teilflächen 

{28) J J (!; tJu tJv) dudv = J J (! !u !v) {rx Ö- ßy) dudv. 

Wählen wir den Ursprung im Innern von (!) und die Parameter u, v 
in beiden Teilflächen so, daß (! !u !v) > 0 wird, so ist in (28) rechts 
wegen {22) der Integrand :S:: 0 und das Integral, welches nach (27) 
verschwinden muß, kann nach (24) nur so zu Null werden, daß 
':1. = ß = y = ö einzeln verschwinden. Dann ist aber nach (17) 
tlu = tJv = 0, also t) (t) nur von t abhängig. Die Integration von (15) 
liefert 

(29) 
iJ 

ö = 1} = 3o (t) + t) (t) X ! (u, v; t). 

Das bedeutet, daß die Eifläche als starrer Körper bewegt wird. Denn, 
haben wir zwei Punkte 
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so bleibt ihre räumliche Entfernung erhalten: 

(30) o(!2-!1)2=2(52-crl• !2-ft)dt=2(~, r2-!1· !2-!l)dt=O. 

Damit ist der Nachweis beendet. 

H. WEYL hat allgemeiner bewiesen, daß zwei Iängentreu aufein
ander abgebildete Eiflächen entweder kongruent oder symmetrisch 
sein müssen. Ja noch mehr! Er hat zu zeigen versucht: Zu einem 
vorgegebenen Bogenelement positiver Krümmung gibt es stets eine und im 
wesentlichen nur eine Eifläche. Indessen sind H. WEYLS Beweise sehr 
verwickelt und nicht zu Ende geführt!. 

§ 94. MINKOWSKis Stützfunktion. 
Für das Folgende ist es zweckmäßig, einige auch sonst verwendbare 

Formeln der Flächentheorie herzuleiten, die auf H. MINKOWSKI zu
rückgehen. Denken wir uns eine krumme Fläche dadurch dargestellt, 
daß die Entf~rnung p der Tangentenebene vom Ursprung in ihrer Ab
hängigkeit vom Einheitsvektor der Flächennormalen ~ vorgeschrieben 
ist: 

Wir setzen 

Yr:t..2 + C/..2 + r:t..?·P (-==_oclc-~, ____ 01:2 ___ , __ __r:_3 __ ) 
1 2 3 f oci + cx~ + cxfi l oci + oc~ + ct5 l oci + oc~ + et5 

= p (r:t..l' C/..2' r:t..3)' 

und haben, wenn die Vorzeichen positiv genommen werden, in P eine 
von erstem Grad "positiv homogene" Funktion der r:t.. vor uns: 

p (p C/..1 ' fl C/..2 ' fl r:t..3) = fl p ( C/..1 ' C/..2' r:t..3); fl > 0 . 

Dieses P ist MINKOWSKIS "Stützfunktion". 
Wegen der Homogeneität von P ist nach EuLER 

(31) r:t..1 P 1 + r:t..2 P2 + r:t..3 P 3 = P, 

wo 

P.=~ 
' iJ 01:; 

bedeutet. Die Gleichung der Tangentenebene an unsre Fläche ist 

C/..lXl + C/..2X2 + C/..3X3 = P. 

1 H. WEYL: Über die Bestimmung einer geschlossenen, konvexen Fläche 
durch ihr Linienelement. Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft 
in Zürich Bd. 61, S. 40-72. 1915. Ein neuer Beweis für einen Teil von WEYLS 
Behauptungen findet sich bei Sr. COHN-VossEN: Gött. Nachr. 1927. Herr CoHN
VossEN hat kürzlich auch gezeigt, daß es unstarre geschlossene Drehflächen gibt. 
Math. Ann. Bd. 102, S. 10-29. 1929. 
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Wir können uns darin für den Augenblick o:3 festgehalten denken und 
finden dann durch partielle Ableitung, z. B. nach o:1 bei festen x für 
den Berührungspunkt mit der umhüllten Fläche 

xl = Pl. 

Aus Symmetriegründen müssen daher die Beziehungen gelten: 

(32) 

Dabei ist es unwesentlich, daß die o: homogene Veränderliche, also 
nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Denn die P; 
sind als Ableitungen einer im ersten Grad homogenen Funktion im 
nullten Grad homogen: 

P; (p 0:1, fl 0:2, fl o:a) = P; (o:l, 0:2, o:a); fl > 0 · 

Wir wollen nun die Halbmesser R1 , R2 der Hauptkrümmungen unsrer 
Fläche aus der Stützfunktion ermitteln. Nach ÜLINDE RoDRIGUES 

[§ 46 (52)] gilt für die Fortschreitung auf einer Krümmungslinie 

dx; + Rd!;; = 0 
oder nach (32) 

(33) ,L;P;kd!;k+Rd/;;=0. 
k 

Darin ist, ausführlich geschrieben, 

P - 02 p (~1' ~2• ~3) 
ik- a~~a~k . 

Da die d!;i nicht alle Null sind, muß die Determinante des Gleichungs
systems (33) verschwinden: 

Pn + R P12 Pra 
(34) P21 P 22 + R P 33 = 0. 

Par Pa2 Paa + R 
Diese scheinbar kubische Gleichung für R läßt sich leicht auf eine 
quadratische zurückführen. Aus (31) folgt nämlich durch Ableitung 
nach CJ.i: 

,L;P;ko:k= 0. 

Somit verschwindet die Determinante der Pik· Die Gleichung (34) 
hat also, wenn man R weghebt, die Gestalt 

R2 + (Pn + P22 + Paa) R + (*) = 0 · 

Daraus folgt das gesuchte Ergebnis 

(35) - (Rr + R2) = Pn + P22 + Paa, 

wobei rechts die normierten Veränderlichen !;i einzusetzen sind1. 

1 Vgl. dazu die Angaben von Aufgabe 13 des § 60. 
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§ 95. Ein Satz von CHRISTOFFEL über geschlossene Flächen. 
Als Anwendung der Formel (35) für R1 + R2 soll jetzt folgender 

von E. B. CHRISTOFFEL 1865 gefundener Satz1 bewiesen werden: 

Betrachten wir eine geschlossene Fläche iJ, die sich durch (passend 
gerichtete) parallele Normalen eineindeutig auf die Einheitskugel abbilden 
läßt. Durch die Angabe von R1 + R2 als stetige und etwa analytische 
Funktion auf dem sphärischen Bilde ist die Fläche iJ bis auf Parallel
verschiebungen eindeutig bestimmt. 

Zum Beweise wollen wir die Funktion (R1 + R2) auf der Einheits
kugel nach sogenannten "Kugelfunktionen" entwickeln. Das heißt, wir 
setzen 

(36) 

wobei U keine Form vom Gradkin den rx. ist, die der Differentialgleichung 
von LAPLACE genügt: 

(37) 

Die Möglichkeit und Eindeutigkeit dieser Entwicklung setzen wir als 
bekannt voraus2• Entsprechend soll die Stützfunktion P von iJ nach 
Kugelfunktionen entwickelt werden: 

00 

P = 2 Vd~I· ~2• ~3) · 
0 

Wir wollen nun P zu einer in den rx.i homogenen Funktion ersten 
Grades machen. Dazu brauchen wir nur zu setzen 

(38) 

p = ~ v._(OI:l, 01:2, Ol:a) 
.L.J yk-1 , 

0 

r = V rx.i + rx.; + ~ · 
Auf die normierte Funktion können wir die Formel (35) anwenden. 

Es ist 

(39) (.2 0a:~) -~1 = -rL}) ~;· + 2}) ~:~ 0~. rk~1 
i ~ i l i l ' 

+ vk;; aa:; yk~1 • 

t 

1 E. B. CHRISTOFFEL: Über die Bestimmung der Gestalt einer krummen 
Fläche durch lokale Messungen auf derselben. Werke I, S. 162-177. Leipzig und 
Berlin 1910. Vgl. auch A. HURWITZ: Sur quelques applications geometriques des 
series de Fourier. Ann. de l'Ecole Normale (3) Bd. 19, S. 357-408. 1902. 

2 Vgl. etwa E. HEINE: Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Auf!., Leipzig 1881. 
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Das erste Glied rechts fällt weg, da V k ebenso wie U k der Differential
gleichung von LAPLACE (37) genügt. Andrerseits ist 

(40) a 1 k cx; ----= -( -1)-a CX; yk-1 rk+1 

und somit wegen der Homogeneität von V k 

~ ~:: a~; )_1 = - k (~:I) vk . 
• 

Ferner hat man durch nochmalige Ableitung von (40) 

"' 82 l - 1 " 2 cxr - k2 - 3 k + 2 ~ acx~ yk-1 - - 3 (k- 1) rk+l + L.t (k - 1) yk+3 - yk+1 • 
i l i 

Somit nimmt die Formel (39) die Gestalt an 

( Y!~)_5_= _ (k2+k-2) V=_ (k-I)(k+2) V 
(41) ...::....; acx2 yk-1 yk+1 k yk+t k. 

i I 

Aus (38) ergibt sich also, wenn gliedweise Ableitung zulässig ist, nach 
(35) für r = 1 

R1 + R2 = i (k - 1) (k + 2) Vk (~1 , ~2 , ~3). 
0 

Wegen der Eindeutigkeit der Reihenentwicklung muß die letzte Reihe 
mit der unter (36) Glied für Glied übereinstimmen. Es ist also 

(42) k = 0, 2, 3, 4 .... 

In der Entwicklung von ( 42) verschwindet der Koeffizient V 1 . Also 
ist V1 ...:_ c1 ~1 + c2 ~2 + c3 ~3 belieb:g, was damit zusammenhängt, daß 
der Ursprung willkürlich wählbar ist. In der Reihenentwicklung von 
R1 + R2 muß dann das lineare Glied U1 fehlen, was wegen der "Ortho
gonalitätseigenschaft" der Kugelfunktionen1 bedeutet, daß 

(43) f (R1 + R2) ~;dw = 0 

sein muß. Darin bedeutet dw das Flächenelement der Kugel. Die Inte
gration ist über die ganze Kugelfläche zu erstrecken. Im übrigen darf 
die Funktion R1 + R2 auf der Kugel beliebig vorgeschrieben werden. 
Die dazugehörige Stützfunktion P ist aus (42) (bis auf beliebiges V1) 

eindeutig bestimmt. 
Es soll noch schnell gezeigt werden, daß die Integralgleichungen 

(43) tatsächlich für jede geschlossene Fläche gelten. Es seien dav da2 

die Bogenelemente des sphärischen Bildes, die den Bogenelementen 
ds1 , ds2 der Krümmungslinien entsprechen. Dann gilt für das Ober
flächenelement 

do = ds1 • ds2 = (R1 da1) • (R2 da2) 

1 JV1 Vkdw=0 für itk. 
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und für das Flächenelement der Parallelfläche im Abstand h: 

(44) doh = (R1 + h) da1 • (R2 + h) da2 = do + h (R1 + R 2) dw + h2 dw. 

Nun ist offenbar identisch in h 

d. h. die Projektion unsrer geschlossenen Fläche auf eine Ebene hat 
den Gesamtflächeninhalt Null. Setzt man für doh aus (44) den Wert 
ein, so ergibt sich die Richtigkeit unsrer Behauptung: 

f (R1 + R2 ) ;;dw = 0. 

Von Konvergenzschwierigkeiten ist hier abgesehen worden. Sie 
werden von vornherein vermieden, wenn wir die betrachteten Funk
tionen als regulär und analytisch auf der Fläche voraussetzen. 

§ 96. Ein Satz von HILBERT über Flächen festen 
negativen Krümmungsmaßes. 

Ähnlich, wie wir in § 91 Formeln für Flächen mit K = 1 ab
geleitet haben, wollen wir jetzt Formeln für K = - 1 berechnen. 
Wir setzen, indem wir wieder die Krümmungslinien als Parameterlinien 
wählen, 

R1 = tga, R2 =- ctga. 

Es gelten wieder die Gleichungen (5), (6) des § 91 und man hat 

r = ctg 0'' r = - tg 0'' 

E,. 2 y= avctga, 

c. 2 G = - a,.. tg a. 

Die letzten Gleichungt;n geben integriert 

E = U (u) sin2 a, 

G = V (v) cos2 a. 

Durch geeignete Wahl der Parameterskalen auf den Krümmungslinien 
kann man 

machen, so daß man hat: 

y E = sina, 

und daraus nach § 91 (2) 

L = + sina cosa, 

fG = COSO' 

N = - siha cosa. 
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Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien hat somit die Form 

(45) (du+ dv) (du- dv) = 0. 

Führen Wir also durch die Formeln 

u=P-q, V=P+q 

neue Parameter p, q ein, so sind die neuen Parameterlinien p, q = konst. 
oder u ± v = konst. die Asymptotenlinien der Fläche. Das Bogen
element hat die Form 

(46) ds2 = du2 sin2a + dv2 cos2 a = dp2 + 2 dpd q cos 2 0' + dq2 • 

Hieraus ergibt sich nebenbei, daß bei einem Viereck aus Asymptoten
linien die Gegenseiten gleich lang sind. Solche Kurvennetze (mit 
E = G = 1) auf beliebigen Flächen hat der russische Mathematiker 
P. L. TSCHEBYSCHEFF 1878 untersucht 1 2. Spannt man ein Fischnetz 
über eine krumme Fläche, so bildet es eine solche Figur. 

Wendet man auf das Bogenelement in p, q die Formel von GAusz 
(§ 58) an, so findet man für den Winkel 2 a = w der Asymptotenlinien 
die Differentialgleichung 

(47) 
82 w . 

apaq = smw. 

Hieraus kann man z. B. für die Oberfläche 

F = J J sin w d p dq 

einfache Folgerungen herleiten. Für ein Viereck aus Asymptotenlinien 
P1 < P < P2, ql < q < q2 erhält man 

F = w (pl, ql)- w (pl, q2) + w (p2, qz)- w (Pz, ql) 

1 P. L. TscHEBYSCHEFF: Sur la coupe des vetements. CEuvres II, S. 708. -
A. Voss: Über ein neues Prinzip der Abbildung krummer Oberflächen. Math. Ann. 
Bd. 19, S. 1-26. 1882. Vgl. auch die Arbeit von L. BIEBERBACH: Sitzungsber. 
Berliner Akad. 1926, S. 294-321. 

2 Vgl. auch das Lehrbuch von L. BIANCHI: Lezioni di geometria differenziale. 
3. Auf!., I, S. 153-162. 1920. Dieses Lehrbuch, das auch in einer verkürzten 
deutschen Übersetzung erschienen ist, ist eines der bedeutendsten neuerenWerke 
über Differentialgeometrie. LuiGI BIANCHI war durch lange Jahre Professor der 
Mathematik an der Universität und als Nachfolger DINIS Direktor der Scuola 
normale in Pisa (geb. in Parma 1856, gest. 1928). Er hat die Differentialgeo
metrie um eine Fülle schönster Ergebnisse bereichert, in Italien eine ausgedehnte 
mathematische Lehrtätigkeit entfaltet und Anregung zu einer großen Zahl wissen
schaftlicher Arbeiten gegeben. Er hat Lehrbücher über sehr verschiedene mathe
matische Gebiete verfaßt. Dieser unermüdliche Gelehrte war gegen seine Mit
menschen und insbesondere gegen seine Schüler, zu denen sich auch der Ver
fasser zählen darf, von solcher hilfsbereiten Liebenswürdigkeit und trotz schwerer 
Lebensbedingungen von so heiterer Lebensart, daß er wohl kaum einen Feind 
hinterlassen hat. Vgl. die Nachrufe von G. FUBINI: Bolletino Unione Mat. Italiana 
Bd. 7, 1928 und Annali di Mat. (4) Bd. 6, S. 45-83. 1928/29. 
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oder, wenn man die Innenwinkel mit rJ.k bezeichnet (Fig. 21): 

(48) 

eine Formel, die 1878 

Fig. 21. 

von J. N. HAZZIDAKIS angegeben worden istl. 

Die bekannten Flächen mit K = - l, wie 
die von MrNDING gefundenen Schraubenflächen 
sind alle mit singulären Linien behaftet. 
D. HrLBERT hat deshalb die Frage aufgeworfen, 
ob es auch unberandete und im Endlichen über
all reguläre, analytische Flächen mit K = -1 
gibt. Er hat gezeigt, daß dies nicht der Fall ist. 

Gäbe es eine solche Fläche, so wären ihre 
Asymptotenlinien im Endlichen durchweg re
guläre, analytische Kurven, von denen durch 
jeden Flächenpunkt zwei mit verschiedenen 
Tangenten hindurchliefen, so daß wir den Win
kel w auf die Werte 0 < w < n beschränken 

könnten. Deuten wir die Parameter p, q gleichzeitig als rechtwinklige 
Koordinaten in einer Ebene, so entspricht jedem Punkt der Ebene 
sicher ein einziger Flächenpunkt. Die Fläche ist ein eindeutiges Ab
bild der Ebene. In umgekehrter Richtung braucht die Abbildung von 
vornherein nicht eindeutig zu sein, da es geschlossene Asymptotenlinien 
geben könnte. Da nach (47) w längs keiner Asymptotenlinie fest bleibt, 
könnten wir den Ursprung der p, q auf der Fläche und die positive 
p-Richtung so wählen, daß w (p, 0) für 0 < p ~ p2 wächst. Dann 
hätten wir pq 

(49) w(p,q)-w(O,q)=w(p,O)-w(O,O)+JJsinw·dPdq. 
0 0 

Hieraus folgt: w wächst auf jeder Strecke 
q = konst. > 0, 0 < p < p2 mindestens ebenso 
stark wie auf der Strecke q = 0, 0 < p < P2 

(da das Doppelintegral positiv ist). 
Betrachten wir dann (Fig. 22) das Viereck 

0 < P <Pr< P2 , 0 < q < qr, und setzen wir 
w (p2 , 0) - w (Pr, 0) = s. Dann gibt es in 
diesem Viereck für genügend großes qr sicher 

~1 Pz eine Stelle, an der 
Fig. 22. 

e 
w=n- 2 

ist. Bliebe nämlich stets w < n- (c:: 2), so würde in (49) das Inte
gral für genügend großes q beliebig groß werden, da etwa für 

1 J. N. HAzZIDAKrs: Über einige Eigenschaften der Flächen mit konstantem 
Krümmungsmaß. Crelles J. Bd. 88, S. 68-73. 1880. 
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Pt : :2 < P < Pt stets 

(50) ( pl ) (! w 2 , 0 - w (0, 0) < w (p, q) < n- 2 

ist. Also bliebe sin w über einer positiven Schranke. Dann könnte man 
aber w (p, q) beliebig vergrößern entgegen der Annahme w < n. Es sei 
nun p0 , q0 eine Stelle (0 <Po <Pt), wo 

w (Po, qo) = n - i 
ist. :\ach (49) wäre 

p,Qo 

(51) w (P2 , q0)- w (P0 , q0 ) = w (P2 , 0)- w (P0 , 0) + J J sinw·dP·dq 
p,O 

> W (p2, Ü)- W (pt, Ü) = B 
und daher e 

w (p2, qo) > n + 2· 

Somit überschritte der Winkel w den Wert n auf der Strecke Po< p < p2, 

q = q0 entgegen der Voraussetzung. Dieser einfache Unmöglichkeits
beweis stammt von ERIK HoLMGREN 1902t. 

Schließlich sei noch kurz auf den Gedanken des ursprünglichen 
von HrLBERT stammenden Beweises hingewiesen. Aus der Tatsache, 
daß die Asymptotenlinien ein TscHEBYSCHEFF-Netz bilden, schließt 
HrLBERT, daß es keine geschlossenen Asymptotenlinien geben kann. 
Deshalb wäre jede Fläche der gewünschten Art eineindeutiges Abbild 
der p q-Ebene. Aus der Formel (48) von HAZZIDAKIS für die Fläche 
eines Vierecks aus Asymptotenlinien könnte man entnehmen, daß jede 
solche Fläche < 2 n sein muß, daß daher die Gesamtfläche < 2 n sein 
würde. Hingegen kann man aus der Abbildung auf die Halbebene von 
Por.NCARE (§ 74) leicht sehen, daß die Gesamtfläche 

ff d~:Y_ = 00 

11>0 

unendlich ist. Somit führt die Annahme des Vorhandenseins einer 
singularitätenfreien und unberandeten Fläche mit K = - I auch auf 
diesem Wege zu einem Widerspruch. 

§ 97. Bemerkungen über geschlossene geodätische Linien 
auf einer Eifläche nach H. POINCARE. 

Ausgehend von astronomischen Fragestellungen über das "Drei
körperproblem" hat PorNCARE die geschlossenen geodätischen Linien 

1 E. HoLMGREN: Comptes Rendus Bd. 134, S. 740-7'l3. 1902. Eine Kritik 
des HoLMGRENschen Beweises findet sich bei L. BrEBERBACH, Acta Math. Bd. 48. 
1926: "Hilberts Satz über Flächen konstanter Krümmung". In dieser Arbeit ist 
der Nachweis dafür erbracht, daß je zwei Asymptotenlinien verschiedener Scharen 
.auf unsrer Fläche sich schneiden. 

Blaschke, Differentialgeometrie I, 3. Aufl. 14 
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auf einer Eifläche untersucht!. Man kann sich leicht veranschaulichen, 
daß es auf jeder Eifläche mindestens eine solche geschlossene geodätische 
Linie geben muß. 

Wendet man nämlich zunächst auf eine derartige Linie, deren Vor
handensein noch fraglich ist, die Integralformel von BONNET (§ 76 (77)) 
an, so ergibt sich J 

Kdo = 2n, 

d. h. das von unsrer Kurve umschlossene Flächenstück hat die Gesamt
krümmung 2 n. Bilden wir unsere Eifläche etwa durch parallele 
äußere Normalen auf die Einheitskugel ab, so können wir feststellen: 
Das sphärische Abbild einer geschlossenen geodätischen Linie hälftet die 
Oberfläche der Einheitskugel. 

Deshalb liegt es nahe, umgekehrt von allen auf unsrer Eifläche 
liegenden geschlossenen Linien auszugehen, deren sphärisches Abbild 
die Kugel hälftet, und unter diesen die kürzeste aufzusuchen. Es wird 
behauptet, daß diese kürzeste eine geodätische Linie ist. Gehen wir 
von einer geschlossenen Kurve auf unsrer Eifläche zu einer benach
barten über dadurch, daß wir senkrecht zur Kurve die Strecke ~n ab
tragen, so ändert sich der Umfang L nach der Formel § 69 (8) 

~L= _!~ds. 
~ e. 

Die Änderung der Gesamtkrümmung des umschlossenen Oberflächen
teils der Eifläche ist (vgl. § 72 (35)) 

~Q =- ~ K·~n·ds. 

Soll nun die Ausgangskurve bei gegebenem Q = 2 n den Kleinstwert 
des Umfangs ergeben, so muß aus ~Q = 0 folgen ~L = 0. Daraus. 
schließt man wie in § 28 : 

(52) 

Nun ist nach BoNNET 

also 

(53) 

1 
-=ÄK e. ' ).. = konst. 

~ ds 
-+.Q=2n, e. 

Da aber auf der Eifläche das Krümmungsmaß K > 0 ist, folgt }, = (} 
und 1: (!11 = 0. D. h. unsre Kurve ist in der Tat geodätisch. 

Das Vorhandensein einer Lösung des Variationsproblems Q = 2 n 
L = Minimum ist aber recht einleuchtend und kann auch nach Me-

1 H. POINCARE: Sur Ies lignes geodesiques des surfaces convexes. Am. Trans
actions Bd. 6, S. 237-274. 1905. 
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thoden bewiesen werden, die im Anschluß an HILBERTS Untersuchungen 
über das sogenannte Prinzip von DIRICHLET ausgebildet worden sind 1• 

PoiNCARE hat durch ein physikalisches Gedankenexperiment deutlich 
zu machen gesucht, daß die lösende geschlossene geodätische Linie 
keine mehrfachen Punkte besitzt. 

Das Vorhandensein einer geschlossenen geodätischen Linie könnte 
man sich vielleicht noch anschaulicher auch auf folgendem Wege klar
machen. Wir denken uns die Eifläche als Oberfläche eines starren Kör
pers und denken uns einen geschlossenen, nicht dehnbaren aber bieg
samen Faden, der so lang ist, daß man den Körper bei geeigneter 
Stellung durch den Faden hindurchschieben kann. Läßt man nun den 
Faden kürzer werden, so gibt es eine Grenzlänge, bei der der Körper 
bei geschickter Lage des Körpers und des Fadens eben noch hindurch
schlüpfen kann. Im Augenblick des Hindurchtritts muß dann der Faden 
auf dem ganzen Körper aufliegen, da er sonst noch kürzer gemacht 
werden könnte. Aus demselben Grunde muß bei dieser Lage der Faden 
eine geschlossene geodätische Linie des Körpers bilden. 

Dies Problem ist nicht zu verwechseln mit dem, um eine Eifläche 
den Zylinder vom kleinsten Umfang zu beschreiben, denn die Tangenten
ebenen längs der geschlossenen geodätischen Linie brauchen keinen 
Zylinder zu bilden. 

Nachdem auf diese Weise das Vorhandensein einer geschlossenen 
geodätischen Linie auf jeder Eifläche veranschaulicht ist, soll nach 
einer Mitteilung von G. HERGLOT~ gezeigt werden, daß es ihrer min
destens drei geben muß, die keinen Doppelpunkt haben. 

Zu diesem Zweck ordnen wir zunächst jeder geschlossenen Kurve 
einen Vektor tJ zu nach der Formel: 

(54) 

wo das Integral rings um die Kurve zu erstrecken ist 2• Wir nehmen 
nun zu unserem Variationsproblem (auf der gegebenen Eifläche eine 
geschlossene Kurve mit Q = 2 n und L = Min. zu finden) noch die 
Bedingung hinzu, daß der Vektor tJ der Kurve zu einer Geraden @I 

durch o parallel sein soll. Auf ® tragen wir von o aus nach beiden 
Seiten hin den Kleinstwert von L ab. Dreht man @I um o, so be
schreiben die Endpunkte dieser Strecken, wie man zeigen kann, eine 
stetige Fläche~. die offenbar o zum Mittelpunkt hat und nicht durch o 
hindurchgeht 3• Dem Punktepaar von ~. das am nächsten von o liegt, 

1 Man vgl. etwa 0. BoLZA: Vorlesungen über Variationsrechnung, Kap. IX, 
S. 419-433. Leipzig und Berlin 1909. Vgl. im folgenden § 101. 

2 Man kann übrigens leicht sehen, daß tl von der Wahl des Koordinaten
ursprungs nicht abhängt. 

3 Es gibt stets geschlossene doppelpunktfreie Kurven auf unsrer ·Eifläche, 
für die der Vektor )J = 0 ist. Die Kugel um o, die den Umfang einer solchen Kurve 
zum Halbmesser hat, liegt innerhalb von \Y. 

14* 
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entspricht auf der Eifläche die früher betrachtete geschlossene geodä
tische Linie. Da es bei allen diesen Fragen aber nur auf erste Ab
leitungen ankommt, so leuchtet ein: Jedem zu o symmetrischen Punkte
paar auf ~, dessen Entfernung von o einen stationären Wert hat, ent
spricht auf der Fläche eine geschlossene geodätische Linie. Wir haben 
also nur mehr festzustellen, wie viele zu o symmetrische Punktepaare 
extremer Entfernung von o auf unserer Fläche ~ vorhanden 
sind, die o zum Mittelpunkt haben. Zunächst gibt es das Paar .).1, q 
weitester Entfernung und das Paar geringster Entfernung. Verbindet 
man auf ~ die Punkte .).1 und q derart, daß man sich auf diesem Wege 
von o möglichst fernhält, so entspricht dem o zunächst gelegenen Punkt 
des Weges ein Sattelwert der Entfernung. Somit gibt es mindestens 
drei Punktepaare "extremer" Entfernung, oder besser "stationärer" 
Entfernung von o auf ~' Punktepaare, in denen die Tangentenebenen 
senkrecht auf der Verbindungsstrecke des Paares stehen. 

Damit wäre, wenn man diesen Beweisansatz ausgestaltete1, gezeigt: 
Jede Ei fläche besitzt mindestens drei geschlossene geodätische Linien. 

Weitgehende mechanische Untersuchungen, die mit der Frage deT 
geschlossenen geodätischen Linien zusammenhängen, sind von dem 
Amerikaner G. D. BIRKHOFF angestellt worden2 . 

§ 98. ERDMANNS Eckbedingung. 

0. BaNNET hat 1855 gezeigt, daß zwischen der Krümmung und 
der Gesamterstreckung einer Eifläche der Zusammenhang besteht: Ist 
das Krümmungsmaß K auf einer Ei fläche durchweg > I : A 2, so ist 
die Entfernung irgend zweier Flächenpunkte stets < n A . Wir gehen 
darauf aus, den besonders geistvollen Beweis dieses Satzes, dessen 
Gedanke ebenfalls von BaNNET stammt, vorzuführen. Wir beginnen 
damit, eine auch an und für sich anziehende Hilfsbetrachtung aus der 
Variationsrechnung einzuschalten. 

~ehmen wir eine Variationsaufgabe einfachster Art. Es sollen zwei 
Punkte x1 , y1 ; x2 , y 2 durch eine Kurve y = y (x) so verbunden werden, 
daß das Integral 

To 

(55) J = J f (x, y, y') dx, 
;r, 

längs dieser Kurve erstreckt, einen extremen ·wert bekommt. Dabei 
wollen wir untersuchen, ob es möglich ist, daß die lösende Kurve 

1 Es wäre dabei z. B. die Differenzierbarkeit der Fläche \J nachzuweisen. 
2 G. D. BIRKHOFF: Dynamical systems with two degrees of freedom. Am. 

Transactions Bd. 18, S. 199-300. 1917. Neue Ergebnisse über geodätische Linien 
auf Eiflächen bei A. SPEISER: Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft 
in Zürich Bd. 56, S. 28-33. 1921. 
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y = y (x) an einer Stelle x3 , y 3 einen Knick haben kann. Wir setzen 
dann 

(56) 
y' (x3 - 0) = *y', 

y' (x3 + 0) = y' *. 
und es gilt jetzt: 

y (x3 - 0) = y (x3 + 0), *y' =f= y'*. 

Gehen wir zu einer Nachbarkurve über 

y (x) + s rJ (x) , 

mit rJ (x1) = rJ (x2) = 0, so wird, unter der vereinfachenden Annahme, 
daß der Knickpunkt auf der Geraden x = x3 fortrückt, 

a·3 X'! 

](s) =I f(x, y + B'Yj, y' + sn')dx +I f(x, y + B'Yj, y' + crJ')dx. 
~ ~ 

Daraus folgt durch Ableitung: 
x3 X2 

]' (0) = IUurJ + /y·rJ') dx + j(f11 rJ + /y'rJ') dx 
x, 

und durch Integration nach Teilen: 

(57) J' (0) = J(/11 - d~ /y·) ndx + f(tv-- ~-; /y·) ndx + 'Y/a (*fy·- Ii) · 
~ ~ 

Darin bedeutet 'Y/a den Wert, den rJ an der Stelle x3 annimmt und 

*/y' = /y• (xa, Ya, *y') · 

Wegen der Freiheit in der Wahl von rJ ist für ]' (0) = 0 notwendig 

(58) / 11 - dd~ /y• = 0, 

daß also die beiden Teile der Kurve y = y (x) der Differentialgleichung 
(58) von EuLER und LAGRANGE genügen. Dazu kommt noch die fol
gende Eckbedingung ERD:\iANNS: 

(59) 

Obwohl später kein Gebrauch davon gemacht wird, se1 m Kürze 
angegeben, wie man die zweite Eckbedingung ERDMANNS aufstellt. 
Deuten wir das "Grundintegral" J unseres Variationsproblems als Zeit, 
die ein Punkt braucht, um die Bahn y(x) zu durchlaufen, und tragen 
wir dann die zu einem festen Punkt x3 , y 3 und einer veränderlichen 
Richtung y' gehörigen Geschwindigkeitsvektoren 

dy y' '1'1=--=-
'i d.J I 
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vom Punkt x3 , y 3 aus ab, so erfüllen die Endpunkte dieser Vektoren 
die sogenannte Eichkurve oder Indikatrix des Punktes x3 , y 3 • Für die 
Richtung der Eichkurve erhält man 

(60) 
drJ rJy' y' ly' -I 
d ~ = ~, .. = . -fy•-

und für ihre Tangente die Gleichung 

'fJ - ~ = y' /y• - I (g - _!_) . 
I /y' I 

Daraus folgt für den Schnittpunkt mit g = 0 

1 
{61) 'f} = /y' ~ 

Die erste Bedingung {59) ERDMANNS sagt also aus, daß die zu den 
Richtungen *y' und y'* gehörigen Punkte der Eichkurve Tangenten 
besitzen, die die Gerade g = 0 im gleichen Punkt treffen. Da aber die 
Eckbedingung und die Eichkurve von der Achsenwahl unabhängig 

'''fy' 

Fig. 23. 

sind, müssen die Tangenten zu-
sammenfallen (Fig. 23). Das gibt nach 
(59) und (60) die zweite ERDMANN
Bedingung 

____ .. y'* (62) *(/- y' /y•} = (f- y' fy•)* 

Die beiden Eckbedingungen 

*/y• = I'Y'' 
*(/- y' /y•) = (f- y' /y•)* 

hat G. ERDMANN 1875 1 und etwa 
zur selben Zeit K. WEIERSTRASZ in 
seinen Vorlesungen über Variations

rechnung angegeben. Die geometrische Deutung der Eckbedingung 
stammt von C. CARATHEODORY2• Die beiden Richtungen *y' und y'* an 
der Eichkurve des Knickpunkts müssen zu den Berührungspunkten 
einer Doppeltangente hinzielen (Fig. 23). 

§ 99. Die Bedingung von J ACOBI. 

Wenn ein Großkreisbogen auf einer Kugel zu einem seiner Punkte 
auch den diametral gegenüberliegenden innerhalb des Bogens enthält, 
so gibt dieser Großkreisbogen sicher nicht die kürzeste Verbindung 
seiner Eckpunkte. Es handelt sich darum, diese einfache Bemerkung 

1 G. ERDMANN: Über unstetige Lösungen in der Variationsrechnung. Crelles J, 
Bd. 82, S. 21-30. 1877. 

2 C. CARATHEODORY: Über die diskontinuierlichen Lösungen in der Variations
rechnung. Diss. Göttingen 1904, vgl. den Schluß S. 71. 
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auf eine beliebige geodätische Linie einer beliebigen Fläche zu über
tragen. 

Wir nehmen auf dem zu untersuchenden geodätischen Bogen den 
Anfangspunkt a zum Ursprung eines Systems geodätischer Polarkoor
dinaten (§ 70) 

d s2 = d r2 + G d (l , 
dann genügt, auf dem geodätischen Kreis r = konst. gemessen, die 
Entfernung 

zur unendlich benachbarten geodätischen Linie durch a der Differential
gleichung (§ 7l (26)) oder 

(63) 
d 2 Ön -- + K(r)·<5n = 0 ar2 ' 

wo K (r) das Krümmungsmaß der Fläche auf unsrer geodätischen Linie 
ist. Die Verallgemeinerung des zu a diametral gegenüberliegenden 
Punktes wird der zu a "konjugierte" Punkt a' auf unsrem geodätischen 
Bogen genannt. Der ist so erklärt: Man ermittelt die bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmte Lösung fJn der "JACOBischen Differen
tialgleichung" (63), die in a verschwindet. Die auf a folgende Nullstelle 
dieser Lösung fJn gibt den konjugierten Punkt a'. Wir werden erwarten 
können: Liegt a' vor fJ, so ergibt unser geodätischer Bogen a fJ keinen 
kürzesten Weg zwischen seinen Endpunkten. 

Zum Nachweis nehmen wir unsre geodätische Linie als Kurve 
v = 0 eines rechtwinkligen Netzes von Parameterlinien, während wir 
als Kurven u = konst. die die Kurve v = 0 senkrecht schneidenden 
geodätischen Linien wählen (vgl. § 69). Dann bekommen wir das GAusz
sche Bogenelement 

mit 
A(u, 0) = 1, 

Für die Bogenlänge der variierten Kurve 

v = v (u) = s v (u) 

erhalten wir, wenn wir nach Potenzen von s entwickeln, 

S (s) = J y A2 +V'2du 

= J f 1 + v2 Avv (u, 0) + v' 2 +·.-.du 

= J du+~ J {v2 Avv (u, 0) + v' 2}du + ... 
Setzen wir, wie üblich 

S (s) = S (0) + fJS + i fJ2 S + ... , 
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so ergibt sich also neben dem selbstverständlichen () 5 = 0 für die 
"zweite Variation" der Bogenlänge der Ausdruck 

(64) 02 5 = J {v2Avv + v'2}du. 

Nach § 71 (26) hat das Krümmungsmaß längs unsrer geodätischen 
Linie v = 0 den Wert 

(65) K(u)=-Avv· 

Schreiben wir statt u noch s (Bogenlänge auf v = 0), so haben wir 
für die zweite Variation die endgültige Formel 

(66) o2 5 = J { v' 2 - K (s) · v2 } ds 1 • 

Soll die Ausgangskurve v = 0 einen kürzesten Weg zwischen ihren 
Endpunkten ergeben, so muß neben 5' (0) = 0 noch die bekannte Be
dingung 5" (0) > 0 oder 

02 5 > 0 

gelten für jedes v, das in den Randpunkten verschwindet. Falls das 
Krümmungsmaß K durchweg < 0 ist, ist diese Bedingung sicher er
füllt. Wir wollen im folgenden den entgegengesetzten Fall K > 0 be
handeln. Um auch dann über das Vorzeichen von /) 2 5 ins klare zu 
kommen, benutzen wir einen hübschen, von G. A. Buss stammenden 
Gedanken 2 . Soll o2 5 > 0 sein für alle v, so muß die Kurve v = 0 ein 
Minimum des Integrals 

1}25= j'{v'2-K(s)v2}ds 

ergeben. Dieses Integral läßt sich als Sonderfall des Grundintegrals 
für das in § 98 behandelte Variationsproblem betrachten. Wir können 
also die dort entwickelte Theorie hier anwenden. Die Differential
gleichung von EuLER und LAGRANGE (58) nimmt hier die Gestalt an 

(67) v" + K·v = 0, 

fällt also mit der Differentialgleichung J ACOBIS (63) zusammen. Be
stimmen wir von dieser Differentialgleichung die im Anfangspunkt a 
unseres geodätischen Bogens verschwindende (aber nicht identisch ver
schwindende) Lösung. Ihre in der Richtung der wachsenden s nächste 
Nullstelle auf v = 0 falle nach a' vor den Endpunkt '6 des geodätischen 
Bogens. Dann konstruieren wir eine Funktion v (s), die zwischen a 
und a' mit der eben aufgestellten zusammenfällt, und die von a' an 
identisch Null ist. Wir haben dann 

ll' 

(68) j'{v' 2-Kv2}ds= -j'v{v"+Kv}ds=O. 
ll 

1 Für v = konst. bekommt man hieraus die Formel § 90, Aufg. 1. 
2 G. A. Buss: Jacobis condition ... , Am. Transactions Bd. 17, S. 195 bis 

206. 1916. 
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Da wir die Kurve in beliebiger Nähe von v = 0 (Fig. 24) wählen 
können (e beliebig klein), so müßte,· da für v (s) die Bedingung €5 2 5 = 0 
erfüllt ist, die Kurve ebenfalls ein Minimum von €5 2 5 ergeben, wenn 
c525 stets > 0 sein soll. Also müßte v (s) 
eine geknickte Extremale des Variations- V 
problems (€5 2 5 = Extrem) sein. Wenden 
wir auf den Knick an der Stelle a' die 
Eckbedingungen ERDMANNS an, so ergibt 
die erste (L 

*v' = v'* = 0. 

a,' 0 s 
Fig. 24. 

Das ist aber unmöglich, da eine nicht triviale Lösung der ]ACOBischen 
Gleichung v" + K v = 0 nicht gleichzeitig mit ihrer Ableitung ver
schwinden kann. 

Damit ist die Notwendigkeit von ]ACOBIS Bedingung erwiesen: 
Soll ein geodätischer Kurvenbogen a o die kürzeste Verbindung seiner 
Endpunkte ergeben, so darf der zu a konjugierte Punkt a' nicht in den 
Bogen hineinfallen (a' > o). 

Natürlich ist hierin auch die Möglichkeit enthalten, daß es gar 
keineri zu a konjugierten Punkt a' gibt, wie bei Flächen mit K < 0. 

Noch eine Bemerkung! Aus dem vorigen ergibt sich, daß man für 
a' < o stets in beliebiger Nähe von v = 0 eine Verbindung zwischen a 
und o mit einem Knick herstellen kann, für die €5 2 5 < 0 wird. Dann 
kann man aber immer die Ecke so abrunden, daß sich der Integral
wert 62 5 so wenig ändert, daß auch für die abgerundete Kurve v (s) 
noch €5 2 5 < 0 ausfällt. 

Dieser von BLISS stammende Beweis für die Notwendigkeit von 
]ACOBIS Bedingung läßt sich ganz entsprechend für allgemeinere 
Variationsprobleme durchführen. Die ersten Beweise für die Notwen
digkeit der Bedingung ]ACOBIS gehen auf K. WEIERSTRASZ, G. ERD
MANN und H. A. ScHWARZ zurück. Sie benutzen ebenfalls die zweite 
Variation1 • ]ACOBI hat seine Bedingung 1836 gefunden2• 

Es gibt noch ein von G. DARBOUX3 stammendes, anschauliches 
Verfahren, um die Notwendigkeit der Bedingung ]ACOBIS einzusehen. 
Nur versagt dieses Verfahren in gewissen Ausnahmefällen. Die ersten 
zu einem Punkte a einer Fläche konjugierten Punkte erfüllen im all
gemeinen eine Kurve, die die geodätischen Linien durch a einhüllt. 
Es sei nun a, a' ein Paar konjugierter Punkte. Die Einhüllende habe 
in a' keine Spitze. Dann kann man in der Nähe von a' einen Punkt b • 
der Einhüllenden so wählen, daß nach dem Hüllkurvensatz (§ 78) 

1 Vgl. etwa 0. BoLzA: Vorlesungen über Variationsrechnung, S. 82-81. 
Leipzig 1909. Ein einfacher Beweis für die Bedingung Jacobis im Fall der geo
dätischen Linien findet sich bei G. DARBoux: Surfaces III, S. 97. 1894. 

2 C. G. J. JACOBI: Zur Theorie der Variationsrechnung. Werke IV, S. 39-55. 
3 G. DARBoux: Surfaces III, S. 86-88. 
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zwischen den Bögen die Beziehung besteht (vgl. Fig. 20, S. 168) 

aa' = ab' + ri'a'. 
Nun gibt es zwischen den Punkten b', a' sicher noch einen kürzeren 
Weg als die Einhüllende, da diese nicht geodätisch ist. Denn durch 
jedes Linienelement geht nur eine geodätische Linie. Somit gibt es 
von a nach a' im allgemeinen einen kürzeren Weg als den vorgegebenen 
geodätischen. 

Diese Betrachtung versagt, wenn die Einhüllende in a' eine a "zu
gewandte" Spitze hat (vgl. Fig. 29, S. 231). 

§ 100. Satz von BONNET über den Durchmesser einer 
Eifläche. 

Nach den Vorbereitungen von § 98 und § 99 sind wir jetzt in der 
Lage, den zu Beginn von § 98 angekündigten Satz BONNETS zu be
weisen, den man auch so fassen kann: 

Wenn für das Krümmungsmaß in allen Punkten einer Eifläche die 
Beschränkung K > (1 : A 2) besteht, so gilt für ihren Durchmesser D < ;~tA. 

Dabei ist unter "Durchmesser" die Größtentfernung zweier Flächen
punkte zu verstehen. Zum Beweise greifen wir auf der Eifläche irgend 
zwei Punkte a, b heraus und nehmen als bekannt an, daß es einen 
allerkürzesten Weg auf der Fläche zwischen a und o gäbe, und daß 
dieser einer geodätischen Linie angehöre. Dann liegt (§ 99) sicher 
der zu a konjugierte Punkt a' nicht diesseits o (a' > o). Die räum
liche Entfernung von a nach b ist jedenfalls nicht größer als die geo
dätische Entfernung zwischen a und a'. Dann braucht man also nur 
mehr zu zeigen: 

Aus K > (1 : A 2) folgt, daß die geodätische Entfernung S zweier kon
jugierter Punkte einer geodätischen Linie < 3t A ist. 

Das läßt sich folgendermaßen einsehen. Hat man zwei Differential
gleichungen 

v" + K (s) v = 0. 

w" + L (s) w = 0, 
wobei 

K (s) > L (s) 

ist, so liegen nach einem Satz von J. C. F. STURM1 (1836) die Null
stellen von v (s), kurz gesagt, dichter als die von w (s). D. h. bei wach
sendem Krümmungsmaß rücken die konjugierten Punkte dichter zusammen. 
Hat man also zwei Lösungen v, w mit einer gemeinsamen Nullstelle s1 , 

so kann die nächste Nullstelle s2 von w nicht vor der nächsten Null-

1 J. C. F. STURM: Memoire sur les equations differentielles du second ordre. 
Journ. Liouville Bd. 1, S. 131. 1836. 
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stelle von v liegen. Wir hätten nämlich sonst 
8, 

{69) J {v (w" +Lw)- w (v" + Kv)}ds = 0 

'· 
oder durch Integration nach Teilen 

s., 
[v w'- wv'J''= J vw (K -L) ds. ,, ,, 

Wegen der Randbedingungen (v (s1) = w (s1) = w (s2) = 0) gibt das 
B, 

(70) v (s2) w'(s2) = J vw (K- L) ds. 
•• 

Wäre nun v > 0 in s1 < s < s2 und w > 0 in s1 < s < s2 , so hätten 
wir w' (s2) < 0, da w von positiven zu negativen Werten übergeht. 
Also wäre die linke Seite von (70) sicher kleiner als Null, während die 
rechte Seite > 0 ist, was einen Widerspruch ergibt. Ähnlich erledigen 
sich die übrigen Fälle. 

Setzen wir insbesondere L = 1 : A 2 = konst., so wird 

(71) w = a cos ( ~ ) + b sin ( -]-) 

und demnach wegen w (s + nA) = - w (s) 

s2 - s1 = nA = konst. 

Somit gilt für die Entfernung S benachbarter Nullstellen von v jeden
falls S < nA. 

Damit ist die Behauptung bestätigt. Der französische Mathematiker 
STURM (1803-1855), von dem der hier benutzte Satz und verwandte 
Sätze aus der Algebra herrühren, soll der eigenen Wertschätzung dieser 
schönen "STURMschen Sätze" in seinen Vorlesungen dadurch Ausdruck 
verliehen haben, daß er von Theoremen sprach, "deren Namen zu 
tragen ich die Ehre habe". 

Mittels der eben vorgetragenen Schlußweise zeigt man auch leicht: 
Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen einer Lösung der Diffe
rentialgleichung v" + K v = 0 liegt immer genau eine Nullstelle jeder 
davon linear unabhängigen Lösung derselben Gleichung. 

BoNNET hat seinen Satz und im wesentlichen auch den hier mit
geteilten Beweis 1855 veröffentlicht!. 

An den von MINDING aufgestellten spindeiförmigen Drehflächen 
konstanter Krümmung kann man leicht feststellen, daß die Ungleich
heit BoNNETS die wahre Schranke liefert, d. h. daß D dem WertnA 
beliebig nahe rücken kann. 

Die ganze vorgetragene Beweisart hat noch einen Haken. Es wurde 
nämlich als "selbstverständlich" hingestellt, daß es zwischen zwei 

1 0. BONNET: Comptes Rendus Bd. 40, S. 1311-1313. 1855. 
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Punkten einer Eifläche wirklich stets einen allerkürzesten Weg gibt, 
der einer geodätischen Linie angehört. Auf diese Schwierigkeit kommen 
wir im nächsten Abschnitt zurück. Einen Beweis, der die Existenz
frage umgeht und auch weitergehende Ergebnisse liefert, hat der Ver
fasser 1916 erbracht!. 

§ 101. Das Vorhandensein kürzester Wege auf Eiflächen. 

Es ist im vorhergehenden die Frage aufgetaucht: Gibt es zwischen 
zwei Punkten a und o einer Eifläche ~ immer einen kürzesten Weg 
auf ~? Wenn ja, ist dann dieser kürzeste Weg geodätisch? Für diese 
vom Standpunkt des Physikers ziemlich selbstverständliche Tatsache 
soll hier ein Beweis erbracht werden unter der Voraussetzung, daß die 
Eifläche beschränkt und durchweg regulär und analytisch sein soll. 
Bezeichnen wir den größten Wert des Krümmungsmaßes Kauf~ mit 
1: B 2, so folgt aus K < 1: B 2 nach dem STURMsehen Satz von § 100 
für die geodätische Entfernung 5 zweier konjugierter Punkte 

(72) 5 > nB 

genau entsprechend, wie wir vorhin 5 nach oben hin abgeschätzt haben. 
Ziehen wir daher von einem Punkte a auf ~ aus in allen Rich

tungen geodätische Bogen von der Länge nB, so überdecken diese 
den geodätischen Entfernungskreis {a, nB}. Dreht man nämlich 
diesen "geodätischen Radius" so um seinen Anfangspunkt a, daß der 
Anfangswinkel q; mit einer festen Richtung in der Tangentenebene von 
a stetig wachsend die Werte von 0 < q; < 2 n durchläuft, so hat nach 
Voraussetzung die Differentialgleichung ]ACOBIS 

a:~2n + K bn = 0. 

wonn (vgl. § 70) 

bn = (G. dq;, 

die Entfernung zum unendlich benachbarten Radius angibt, eine posi
tive Lösung (bn > 0 für 0 < r < nB). Deshalb bewegt sich dieser 
Radius stets nach derselben Seite vorwärts. Da er schließlich (q; = 2 n) 
in die Ausgangslage (q; = 0) zurückkehrt, ist man versucht zu schließen, 
daß die geodätischen Radien durch a mit der Länge n B die Kreis
fläche {a, nB} "schlicht" überdecken, d. h. daß durch jeden inneren 
Punkt ( 9= a) der Fläche ein einziger dieser Radien hindurchgeht. Von 
der Unzulässigkeit dieser Schlußweise kann man sich am besten 
an einer dünnen und langen Ringfläche überzeugen, wo ein derartiger 
Kreis ähnlich wie das Deckblatt einer Zigarre um den Ring herum
geschlungen ist. 

1 Man vgl. .etwa W. BLASCHKE: Kreis und Kugel, S. 119. Leipzig 1916. 
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Es handelt sich für das Folgende darum, sich einen geodätischen 
Radius 2 R > 0 so zu verschaffen, daß alle Kreise {a, 2 R} auf unsrer 
Eifläche ~ schlicht ausfallen bei beliebiger Wahl des Mittelpunkts a. 
Das kann man etwa so erreichen. Angenommen, der Kreis {a, :n:B} 
sei nicht schlicht. Dann verkleinern wir bei festem Mittelpunkt a den 
geodätischen Halbmesser so lange, bis der Kreis aufhört, sich selbst 
zu überdecken. Der erste solche Kreis habe den geodätischen Radius T. 
Er wird sich selbst in einem Umfangspunkt .)J berühren und seine 
beiden Radien durch .)J werden zusammen ein geodätisches Eineck mit 
der Ecke a bilden, denn in .)J schließen sie glatt aneinander, da beide 
den Umfang senkrecht durchschneiden. Auf dieses Eineck wenden wir 
die Formel von GAusz-BoN~ET (§ 76, 77) an und finden 

w + J K·do = 2:n;, 

wenn w den Außenwinkel bei a bedeutet. Wenn wir eine geeignete 
unter den beiden von unserm Eineck begrenzten Flächen auswählen, 
so wird 0 < w < :n; und daher 

:'t<JKdo<2:n: 

sein. Das Integral ist die vom sphärischen Abbild unsres Einecks auf 
der Einheitskugel umschlossene Fläche Q. Nach dem isoperimetrischen 
Satze für Kurven auf der Kugel (§ 32, Aufgabe 7) gilt demnach für 
den Umfang A des sphärischen Bildes unsres Einecks 

,12 > 4:n;2- (2:n;- !J)2 > 3:n;2, 

Es seien nun ds und da entsprechende Bogenelemente auf der Eifläche 
~ und ihrem sphärischen Bilde und e das Minimum von (ds: da) auf ~. 
Nebenbei ist e der kleinste Hauptkrümmungshalbmesser von ~· Dann 
haben wir für den Umfang 2 T unsres Einecks 

2T>eA > {3:n:e. 

Ist nun 2 R die kleinere der beiden Zahlen :n:B und ! y3 :n:e, so wissen 
wir, daß jeder geodätische Mittelpunktskreis {a, 2 R} auf ~von seinen 
Radien schlicht bedeckt wird. 

Liegt nun b innerhalb oder auf dem Rande des Kreises {a, 2 R}, 
so gibt der Teilbogen r des "geodätischen Radius" dieses Kreises, 
der von a nach li führt, den kürzesten Weg zwischen diesen Punkten. 
Führt man nämlich geodätische Polarkoordinaten (§ 70) mit a als Ur
sprung auf ~ ein, so ist wegen G > 0 in leicht verständlicher Bezeich-
nungsweise 

[1 fi (1 

(73) J ds = J (irT+-GdfP2 > J i dr I> r. 
Q (I (l 

Das gilt für alle Kurven, die den Kreis {a, 2 R} nirgends verlassen. 
Tritt hingegen eine a, '6 verbindende Kurve aus diesem Kreise bei c 
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heraus, so ist nach dem eben bewiesenen schon ihr Teilbogen von a 
bis c sicher > 2 R > r. 

Man kann das Ergebnis auch so fassen: Gibt es zwischen zwei 
Punkten a, b von ~ einen Weg von der Länge S < 2 R, dann gibt es 
immer auch eine kürzeste Verbindung, nämlich auf einem geodätischen 
Radius des Kreises {a, 2 R}. 

Die Länge dieses kürzesten Weges wollen wir die geodätische Ent
fernung von a und b nennen und mit [ab]= [6 a] bezeichnen. Davon 
kann also zunächst nur dann die Rede sein, wenn es zwischen a und {J 

einen Weg S < 2 R gibt. 
So bleibt nun der Fall zu behandeln, daß b außerhalb des Kreises 

{ a, 2 R} liegt. 
Wir verbinden zunächst a und b auf ~ durch einen Weg [von end

licher Länge S. Dieser Kurve [ soll in folgender Weise eine "geo

Fig. 25. 

dätische Gelenkkette von der Glied-
länge R" einbeschrieben werden. 
(Vgl. Fig. 25.) Wir verbinden a ra
dial mit dem ersten Austrittspunkt 
a1 von [ aus dem Kreise {a, R}, 
so daß [a a1] = R wird. Ebenso a1 

mit dem ersten Austrittspunkt a2 

von [ aus dem Kreise {a1 , R}. 
Dieses V erfahren setzen wir so 
lange fort, bis wir zu einem Punkt 
On von [ kommen, für den 

[an b] < R ist. Diesen Punkt On erreichen wir in endlich vielen, nämlich 
in n < S: R Schritten, denn jeder Bogen Ok-l ak ist länger 

(>) [ak-I ak] = R, 

also ist S > nR, wie behauptet wurde. On verbinden wir mit b durch 
den von b ausgehenden geodätischen Radius. Damit ist unsere Gelenk
kette vollendet. Für ihre Länge L gilt 

(74) 

Da die Länge S der ursprünglichen Kurve [jedenfalls > der Länge L 
der einbeschriebenen Kette ist, so brauchen wir nur zu zeigen, daß es 
unter den Längen dieser a und b verbindenden Ketten mit der Glied
länge R, deren Gliedzahl höchstens n ist, eine kürzeste gibt. Das ist 
aber verhältnismäßig leicht einzusehen. 

Es sei L 0 die untere Grenze der Längen aller "zulässigen" Ketten, 
wie wir kurz sagen wollen. Wir können jedenfalls aus der Menge dieser 
zulässigen Ketten eine Folge herausgreifen, so daß für die zugehörigen 
Bogen die Beziehung besteht 

Lv -->-L0 für '11-->-.00. 
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Die zugehörigen Gelenke a~ haben jedenfalls einen Häufung~punkt 

auf ~. da ~ beschränkt ist. Wir können daher aus der Folge unserer 
Ketten eine Teilfolge so aussondern, daß, wenn wir die alte Bezeich
nung beibehalten, die Beziehung besteht: 

ai-a~ für v--+ oo. 

Daraus sondern wir eine neue Folge aus, so daß auch die Punktfolge 
der a2 konvergiert: 

usf. Dann haben wir 

ak--+ a~ für k = 1 , 2, ... , m < n , 

wenn m die letzte Fußmarke ist, für die der zugehörige Häutungspunkt 
nicht innerhalb {o, R} fällt. 

Es wird behauptet: Die so gefundene Kette a, a~, a~, ... , a~, {} 
ist zulässig und hat die Länge L 0 • Dazu ist zu zeigen 

(75) [aZ-1 aZ] = R 

und 

(76) ~a~ o] = lim [a::n o]. 

Da beide Nachweise gleich verlaufen, genügt es, etwa den ersten zu 
führen. Wegen der Konvergenz 

lim [ak-1 aZ-1] = 0, lim [ak aZJ = 0 
v~ro 'J'~o:> 

ist für hinlänglich großes Y 

S = [aZ-1 ak-d + [ak-1 ak] + [ai,; a~] < 2R. 

Also existiert nach dem früher hervorgehobenen Ergebnis die geodä
tische Entfernung von a~_1 nach a~. Es ist 

[aZ-1 aZJ < S . 
Daraus folgt für " ---. oo 

[aZ-1 aZJ ::?: R . 

Vertauscht man in dieser Überlegung die Rolle der oberen Marken v 
und 0, so zeigt man ebenso 

[aZ-1~ aZ] ::?: R . 

Es bleibt somit nur die Möglichkeit (75) übrig. 
Damit ist das Vorhandensein eines kürzesten Weges zwischen a 

und o bewiesen, und zwar ist dieser kürzeste Weg eine Kette. Jetzt 
kann man leicht einsehen, daß die Glieder dieser Kette an den Ge
lenken a~ glatt aneinanderschließen, daß also die ganze Kette auf 
einer einzigen geodätischen Linie aufliegt. Unsere Kette muß näm-
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lieh wegen ihrer Kleinsteigenschaft auch zwischen den Punkten 
a%_1 , a%+1 (k = 1, 2, ... , m -1) die kürzeste Verbindung ergeben, also 
(da zwischen diesen Punkten ein Weg der Länge 2 R vorhanden ist) 
mit dem geodätischen Radius zusammenfallen, der ak_1 mit ak+l ver
bindet. Damit ist gezeigt, daß in aZ keine Ecke sein darf. Entsprechend 
erkennt man dies auch noch für am· Damit ist der Nachweis beendet 
und gezeigt: 

Unter den zwei Punlite a und b auf einer Eijläche verbindenden 
TV egen gibt es stets einen aller kürzesten. Dieser gehört einer geodätischen 
Linie an. 

Seit D. HILBERTS Untersuchungen von 1899 über das DIRICHLET
sche Prinzip sind die Fragen nach dem Vorhandensein eines absoluten 
Extremums besonders von H. LEBESGUE und C. CARATHEODORY be
handelt worden 1. Das hier vorgetragene Verfahren hat den Vorteil -
wenn wir uns etwas anders ausdrücken als in diesem Abschnitt - nur 
den Satz von WEIERSTRASZ über das Vorhandensein eines Extremums 
bei stetigen Funktionen heranzuziehen. Freilich gibt es neuerdings "Ex
pressionisten" (vielleicht könnte man auch sagen: "Bolschewisten") 
unter den Mathematikern, die auch die Berechtigung dieses Hilfs
mittels leugnen. 

§ 102. Flächen, deren konjugierte Punkte festen 
geodätischen Abstand haben. 

Es mögen hier einige Bemerkungen über eine besonders anziehende 
_-\.ufgabe der Flächentheorie folgen. Man kann diese Aufgabe auf zwei 
verschiedene Arten fassen. 

Geht man von einem Punkt a einer Fläche längs einer geodätischen 
Linie bis zum konjugierten Punkt a' (§ 99), so wird der zurückgelegte 

-----. 
YVeg aa' im allgemeinen vom Ausgangspunkt und von der Ausgangs-
richtung abhängen. Man kann sich nun fragen: 

I. Welches sind die Flächen, bei denen die geodätische Entfernung 
konjugierter Punkte fest ist. 

Nach dem Hüllkurvensatz von § 78 muß sich dann die Einhüllende 
aller geodätischen Linien durch einen Punkt a der Fläche auf einen 
einzigen Punkt a' zusammenziehen. D. h. a hat auf der Fläche nur 
einen einzigen konjugierten Punkt a'. Somit liegt die Fragestellung nahe: 

II. Alle Flächen zu suchen, bei denen zu jedem P~mkt nur ein ein
ziger konjugierter Punkt vorhanden ist. 

Wir wollen zeigen, daß dann notwendig die geodätische Entfernung 
konjugierter Punkte unveränderlich ist, so daß also die Fragen I und II 
gleichwertig sind. Durchläuft man eine geodätische Linie von a aus-

1 Literaturangaben bei 0. BoLZA: Variationsrechnung, 9. Kap., S. 419. 
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gehend bis zum konjugierten Punkt a' und darüber hinaus, so kommt 
man wegen der Wechselseitigkeit der Beziehung der konjugierten Punkte 
zum Ausgangspunkt a zurück, und zwar mit der Anfangsrichtung, so 
daß alle geodätischen Linien geschlossen sind. Fielen nämlich Aus
gangs- und Endrichtung des geodätischen Bogens in a nicht zusammen, 
so müßte, wenn man a' nach '6' vorrückt, der zugehörige konjugierte 
Punkt zu '6', da sich die Nullstellen 
der Differentialgleichung ]ACOBIS nach 
STURM (§ 100) trennen, im selben Sinne 
auf unsrer geodätischen Linie fort
wandern. Also würde er, je nachdem 
man den "vorwärts" oder "rück
wärts" konjugierten Punkt auswählt, Fig. 26. 

a! 

b' 

in zwei verschiedene Punkte '6", '6 fallen, was sich mit der Voraus
setzung nicht verträgt. (Fig. 26.) 

Jetzt läßt sich zunächst einsehen, daß unsre Fläche den Zusammen
hang der Kugel hat. Alle geodätischen Bogen zwischen a und a' haben 
nämlich nach dem Satz über Einhüllende (§ 78) dieselbe Länge 2 R. 
Nach der Schlußweise von § 101 wird der "geodätische Entfernungs
kreis" mit dem Mittelpunkt a und dem Radius 2 R von seinen Radien 
genau einfach überdeckt. Da alle Radien in a' zusammenlaufen, kann 
man diese Figur wirklich eineindeutig und stetig einer Kugel mit den 
auf ihr gezeichneten Meridianen zuordnen. Die Punkte a, a' hälften 
den Umfang jeder durch sie laufenden, geschlossenen geodätischen 
Linie. 

Aus den Beziehungen von STURM (§ 100) zwischen den Nullstellen 
von Lösungen linearer homogener Differentialgleichungen zweiter Ord
nung folgt, daß die Paare konjugierter Punkte einer geschlossenen 
geodätischen Linie einander trennen. Wenn man daher alle geschlosse
nen geodätischen Linien durch a, a' betrachtet, so erkennt man, daß 
jede unter ihnen die Fläche in zwei Teile zerschneidet, so daß die 
Punkte des einen Teils zu denen des andern konjugiert sind. Da jede 
weitere geschlossene geodätische Linie zu jedem ihrer Punkte auch den 
konjugierten enthält, erkennt man, daß irgend zwei unsrer geschlosse
nen geodätischen Linien sich schneiden müssen, und zwar offenbar in 
konjugierten Punkten. Daraus folgt aber, daß alle unsre geschlossenen 
geodätischen Linien denselben Umfang haben, daß also die Entfernung 
konjugierter Punkte, die gleich dem halben Umfang ist, konstant sein 
muß, wie behauptet wurde. 

Von unsren Flächen kann man noch leicht sehen, daß sie durch 
die Zuordnung a +-~ a' längentreu auf sich selbst abgebildet sind. 
Rückt nämlich a um ein Stückehen auf einer geodätischen Linie fort, 
so rückt a' auf derselben geodätischen Linie im gleichen Sinne um 
dasselbe Stück vorwärts. Also sind die Linienelemente durch a längen-

Biaschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 15 
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treu auf die durch a' bezogen. Nach GAuszens Theorema egregium 
stimmen demnach die Krümmungsmaße unsrer Fläche in a und a' 
überein. 

Es sei noch erwähnt, daß für das Krümmungsmaß K auf unsrer 
Fläche die Beziehung besteht: 

tl' 

(77) fiJK 
anuvwds=O. 

0 tl 

Darin bedeuten u, v, w irgend drei Lösungen der Differentialgleichung 
von J ACOBI u" + Ku = 0 längs des geodätischen Integrationswegs 
und a K : an bedeutet die Ableitung des Krümmungsmaßes senkrecht 
zu diesem Integrationsweg. Sind nämlich r, cp geodätische Polarkoor
dinaten mit dem Ursprung a und ist ds 2 = dr2 + u 2 dq; 2 das Linien
element, so genügt u als Funktion von r der Gleichung von ]ACOBI: 

u" +Ku= 0. 

Durch Ableitung nach cp folgt daraus 

u" + Ku = - oK • u = - a K u2. 
'P 'P orp an 

Multipliziert man die erste dieser Differentialgleichungen mit u.", die 
zweite mit u, so folgt durch Subtraktion und Integration 

~ ~ J [u." (u" +Ku)- u (u~ + K u.")}dr = [u'P u' - u u~]~' = J~~ u3 dr. 

~ n 

Da am Rande u und u." verschwinden, so folgt 

n' Jf)K 
a;nu3 dr = 0. 

n 

Hieraus ergibt sich leicht die ein wenig allgemeinere Formel (77), wenn 
man für u eine Linearkombination mehrerer Lösungen einsetzt. Die 
Integration ist längs eines geodätischen Bogens zwischen zwei konju
gierten Punkten zu erstrecken. 

Es sollen hier noch einige Warnungstafeln errichtet werden, einige 
Hinweise, wie man den Beweis der Sätze I und II nicht weiter
führen darf. 

Man ordne unsre Fläche vom Zusammenhang der Kugel zweiein
deutig einer neuen Fläche zu, so daß jedem Paar konjugierter Punkte 
ein einziger Punkt der neuen Fläche entspricht. Dann hat die neue 
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Fläche, wie man leicht einsieht, den Zusammenhang der projektiven 
Ebene. Das Abbild der geodätischen Linien ist eine zweiparametrige 
Kurvenschar mit der Eigenschaft, daß durch irgend zwei Flächen
punkte gerrau eine Kurve der Schar geht, und daß zwei Kurven der 
Schar stets einen Schnittpunkt gemein haben. Wenn es auf Grund dieser 
topalogischen Eigenschaften allein möglich wäre, zu beweisen, daß 
unsre neue Fläche mit ihrer Kurvenschar sich eineindeutig auf die 
projektive Ebene mit den Geraden der Ebene abbilden ließe, dann 
wäre unsre ursprüngliche Fläche "geodätisch" auf die Ebene ab
gebildet. D. h., daß die geodätischen Linien in die Geraden über
gingen. Nach einem Satz von E. BELTRAMI (§ 90,· Aufg. 14) hätte die 
Fläche dann festes Krümmungsmaß und müßte wegen ihrer Geschlossen
heit eine Kugel sein ( § 91). 

Indessen ist die benutzte topalogische Annahme unzulässig: Es 
lassen sich in der projektiven Ebene zweiparametrige Kurvenscharen 
angeben, so daß durch zwei Punkte eine Kurve der Schar hindurchgeht 
und zwei Kurven immer 
einen Schnittpunkt haben, 
die sich aber nicht in die 
Geraden überführen las
sen. Dafür hat D. HILBERT 
ein sehr anschauliches 
Beispiel erbracht!. Man 
schneide aus der projek
tiven Ebene das Innere 
einer Ellipse heraus und 
ersetze jede Gerade, soweit 
sie ins Innere der Ellipse 
eindringt, durch einen an
schließenden Kreisbogen, 
dessen Verlängerung durch 
einen festen Punkt .)J in der 

Fig. 27. 

Verlängerung der großen Achse geht (Fig. 27). Die so entstandene Kurven
schar kann nicht durch Verzerrung der Ebene aus den Geraden hervor
gehen, denn sonst müßte für die abgeänderten "Geraden" der Satz von 
DESARGDES gelten: Schneiden sich entsprechende Seiten (aiak, at a~) 
zweier Dreiecke auf einer Geraden, so gehen die Verbindungsstrecken 
entsprechender Ecken (aiat) durch einen Punkt. Das ist aber, wie man 
aus unsrer Figur erkennt, im allgemeinen nicht der Fall 2. 

1 D. HrLBERT: Grundlagen der Geometrie, 3. Auf!., § 23, S. 72 u. f. Leipzig 
und Berlin 1909. 

2 Bei den Ausführungen dieses Abschnitts hat sich der Verfasser mehrfach 
auf mündliche Mitteilungen seines verehrten Kollegen J. RADON stützen können. 
Vgl. im folgenden § 104 Aufgabe 15. 

15* 
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Nun noch eine größere Warnungstafel. Es läßt sich ohne allzu 
große Schwierigkeiten zeigen- wir berichten das hier nur-, daß auf 
einer Fläche mit den Eigenschaften I und II die geodätischen Entfer
nungskreise, zu denen, wie sich zeigt, auch ihre geodätischen Linien 
gehören, ein Kurvensystem mit folgenden Eigenschaften bilden: 

A. Die Kurven des Systems sind geschlossen und doppelpunktfrei. 

B. Irgend drei Flächenpunkte bestimmen genau eine hindurchgehende 
Kurve des Systems. 

Man könnte nun glauben, daß folgender topalogischer Satz gilt: 
Es sei i'Y eine Fläche vom Zusammenhang der Kugel und 6 ein System 
geschlossener doppelpunktfreier Kurven auf der Fläche. Bestimmen dann 
irgend drei Punkte von i'Y eindeutig eine Kurve aus &, so läßt sich i'Y so 
auf eine konvexe Fläche & abbilden, daß das System 6 in das ~ystem % 
der ebenen Schnitte von & übergeht. 

Wenn dieser Satz gültig wäre, dann könnten wir leicht die am An
fang dieses Abschnittes aufgestellten Sätze I und II als kennzeich
nend allein für die Kugel nachweisen. Wir könnten dann nämlich -
wie wir wieder nur kurz berichten - eine solche Fläche als die Fläche i'Y 
unseres topalogischen Satzes annehmen und die geodätischen Ent
fernungskreise als die Kurven des Systems 6. Bei der Abbildung des 
Systems 6 auf die ebenen Schnitte % von & würden den Paaren von 
konjugierten Punkten von i'Y auf & gewisse Paare von Punkten ent
sprechen, die wir als Gegenpunkte auf @ bezeichnen könnten. Es ließe 
sich nun zeigen: Die Schnittgeraden je zweier Tangentenebenen in 
zwei Gegenpunkten von & liegen alle auf einer und derselben, 
die Eifläche & nicht schneidenden festen Ebene e. Und weiter: Die 
der Fläche & umschriebenen Kegel, die ihre Spitzen auf e haben, be
rühren die Fläche gerade längs der Kurven St, die den geodätischen 
Linien von i'Y entsprechen. Wir könnten dann durch eine Projektivität e 
in die uneigentliche Ebene und & dabei in eine neue Fläche &' über
führen. Die Kurven St würden in die Berührungskurven St' der um
schriebenen Zylinder übergeführt. Würden wir dann &' durch parallele 
Normalen auf eine Kugel St abbilden, so würden die Kurven St' in die 
Großkreise von St übergehen. Auf dem Umwege über die Abbildungen 
iY - & , & - @' und &' - St hätten wir dann die geodätischen Linien 
von i'Y auf die Großkreise von Sf abgebildet. Im Kleinen lassen sich diese 
Großkreise (etwa durch stereographische Projektion) auf die Geraden 
der Ebene abbilden. Wir hätten also die geodätischen Linien von i'Y 
im Kleinen auf die geodätischen Linien der Ebene abgebildet. Nach 
dem Satz von BELTRAMI (§ 90, Aufg. 14) müßte dann aber i'Y konstante 
Krümmung besitzen und als geschlossene Fläche konstanter Krümmung 
nach dem Satze von LIEBMANN (§ 91) die Kugel sein. Damit wäre dann 
der Beweis geführt. 



§ 102. Flächen, deren konjugierte Punkte festen geodätischen Abstand haben. 229 

Nun ist der angegebene topalogische Satz aber nicht richtig, wie 
wir jetzt nach J. HJELMSLEv1 durch ein Gegenbeispiel zeigen wollen. 
Für das Bestehen einer in dem topalogischen Satze angegebenen Ab
bildung 'J--+ @ ist sicher nötig, daß 
für die Kurven @) auf 'J die fol
gende Konfigurationseigenschaft 2 

gültig wäre (vgl. Fig. 27 a) 
Man nehme auf einer beliebigen 

Kurve @)1 von @) vier verschiedene 
Punkte an und lege durch je 
zwei aufeinanderfolgende je eine 
@)-Kurve: @)2 , 6 4 , 6 3 , ISs. Dann 
liegen die vier zweiten Schnitt
punkte dieser vier Linien von selbst 
auf einer und derselben 6-Kurve 6 6 . 

Fig. 27a. 

Diese Konfiguration muß für die ebenen Schnitte einer Eifläche, 
wie man sich leicht überzeugen kann, bestehen, also, wenn die Ab
bildung möglich sein soll, auch für die Kurven @) auf 'J. 

Diese Konfigurationseigenschaft, die wir im folgenden als Eigen
schaft C bezeichnen wollen, folgt nun nicht aus den beiden angenom
menen Eigenschaften A und B, wie wir an einem Gegenbeispiel zeigen 
werden. 

Ein festes (ungleichachsiges) Ellipsoid werde zunächst mit einem 
System von Kugeln, deren Mittelpunkte in einer festen Ebene rx. gelegen 
sind, geschnitten. Die zu rx. senkrechten Ebenen werden auch unter die 
Kugeln gerechnet. Die Ebene rx. sei weit vom Ellipsoid entfernt ge
wählt, etwa so, daß sie von keinem Krümmungskreis geschnitten wird. 
Die hierdurch entstehenden Schnittkurven bilden auf dem Ellipsoid 
ein Kurvensystem @), für welches die Bedingungen A, B erfüllt sind. 
Und die oben angegebene Konfigurationseigenschaft C ist auch erfüllt. 
Wir greifen nun auf dem Ellipsoid eine Konfiguration (wie in der Figur 
angegeben) heraus, und richten es durch gewisse Abänderung des 
Systems der Kurven, bei der die Eigenschaften A und B erhalten bleiben, 
so ein, daß die Punkte P5 , P6 , P 7 , P8 nicht in einer Ebene liegen. 

Die Kurven 6 1 , 6 2 , 6 3 , 6 4 , ISs, 6 6 liegen, wie wir annehmen können, 
auf sechs nicht ausgearteten Kugelflächen, deren Mittelpunkte 0 1 , 0 2 , 

0 3 , 0 4 , Os, 06 in der Ebene rx. enthalten sind. Mit 0 6 als Mittelpunkt 
schlagen wir in der Ebene rx. einen kleinen Kreis k (so klein, daß die an
dem Mittelpunkte 0 1 , 0 2 , 0 3 , 0 4 , Os außerhalb des Kreises fallen). 

1 Nach einer brieflichen Mitteilung von 1925 an den Verfasser. 
2 Auf diese für die Kreise auf der Kugel gültige Konfiguration hat zuerst 

A. MIQUEL hingewiesen: The0remes de geometrie. Liouvilles Journal Bd. 3 (1838), 
s. 517. 
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Die ganze Ebene oc werde nun mittels einer kleinen Abänderung durch 
eine neue Fläche folgendermaßen ersetzt: Das außerhalb des Kreises k 
liegende Stück von oc behalten wir bei, dieses Stück soll auch der neuen 
Fläche oc' angehören. Das innerhalb des Kreises liegende Stück von oc 
hingegen ersetzen wir durch eine kleine flache Kugelkalotte, die von k 
begrenzt wird. Die neue Fläche oc' besteht sonach aus einem unendlich 
großen Stück von oc (außerhalb des Kreises k) und der genannten Kugel
kalotte. Wir setzen voraus, daß die Kalotte so flach gewählt ist, daß 
sie von der Achse jedes Kreises, der durch drei beliebige Punkte des 
Ellipsoids hindurchgelegt ist, höchstens einmal getroffen wird. 

Wir definieren nun auf dem Ellipsoid ein neues System S' von 
Kurven, indem wir das Ellipsoid mit Kugeln durchschneiden. deren 
Mittelpunkte auf der neuen Fläche oc' liegen. (Das neue System S' 
fällt teilweise mit S zusammen, aber die Einführung der Kugelkalotte 
statt eines kleinen Stücks der Ebene oc hat kleine Änderungen einiger 
der Kurven nach sich gezogen. 

Das neue System S' erfüllt die Bedingungen A und B. Die Eigen
schaft C ist aber für dieses System nicht erfüllt, was auf folgende Weise 
gezeigt werden kann. 

Die Kurven S 1 , S2 , S3 , S4 , S5 gehören alle den beiden Systemen 
S und S' an. Wenn nun die Konfigurationseigenschaft C auch für S' 
gültig wäre, müßte eine Kurve S 0 des Systems S' durch die Punkte 
P5 , Pa, P 7 , P8 hindurchgehen. Die Kurven S 6 und s;, müßten auf zwei 
verschiedenen Kugeln liegen (auf einer mit dem Mittelpunkt 0 6 in der 
Ebene oc, und auf einer andern mit dem Mittelpunkt 0~ auf der Kugel
kalotte). Die vier Punkte P5 , Pa, P 7 , P8 müßten dann in einer Ebene 
liegen, gegen die Voraussetzung. 

Wir haben also tatsächlich ein System S' konstruiert, für welches 
die Eigenschaften A, B erfüllt sind, die Bedingung C aber nicht. 

§ 103. Ein Satz CARATHEODORYS über die Hüllkurven 
geodätischer Linien auf Eiflächen. 

Es sei ~ eine Eifläche, also eine durchweg reguläre analytische, ge
schlossene konvexe Fläche. Das Krümmungsmaß auf der Fläche genüge 
den Bedingungen 

(78) 

Dann bestehen nach § 100 für die geodätische Entfernung konjugierter 
Punkte die Beziehungen 

(79) 

Betrachten wir einen durch einen Punkt a der Eifläche gehenden 
gerichteten Extremalenbogen (Fig. 28). Dann gibt es darauf (§ 102) 
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einen zu a konjugierten Punkt a'. Im allgemeinen hört der Bogen schon 
vor a' auf, einen kleinsten Weg von a aus zu liefern, wie die Schlußweise 
am Ende von § 99 lehrt. Es gibt also im allgemeinen einen Punkt b 
auf unsrer Extremalen zwischen a und a', so daß der Extremalbagen 
ac, wenn c vor b liegt, einen kürzesten Weg ergibt, nicht aber, wenn c 
hinter b liegt. Dann gibt es offenbar von a nach b zwei gleichlange 
kürzeste Wege. Diese Wege liegen getrennt und begrenzen auf der Fläche 

Fig. 28. 

ein Zweieck. Geht man von einer zweiten 
geodätischen Linie durch a aus, so kommt 
man zu einem andern solchen geodätischen 
Zweieck. Zwei solche Zweiecke liegen, wegen 
der Kleinsteigenschaft der begrenzenden geo
dätischen Bogen, getrennt, so daß jedes ganz 
in eines der einfach zusammenhängenden 
Stücke unsrer Eifläche fällt, in das unsre 

a. 

a.' 1 

a.' 2 

Eifläche durch das andre zerschnitten wird. Es muß deshalb min
destens zweimal vorkommen, daß unsre Zweiecke sich auf eine dop
pelt überdeckte Strecke zusammenziehen. Der von a verschiedene End
punkt einer solchen Strecke ist aber eine Spitze der Einhüllenden der 
geodätischen Linien durch a, soweit sie als Ort der ersten zu a konju
gierten Punkte anzusehen ist. Man erhält auf diese Art die dem Punkt 
a zugekehrten Spitzen der Einhüllenden (Fig. 29), die nach dem Satz 
von § 78 einem Mindestwert der geodätischen Entfernung a a' entsprechen. 
Wegen der Stetigkeit gibt es dazwischen auch mindestens zwei Größt
werte von a a', die den von a abgekehrten Spitzen entsprechen. Somit ist 
das Vorhandensein von mindestens vier Spitzen gesichert, wenn der Ort 
des Punktes a' nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpft. 

Scheinbare Ausnahmefälle können nur dann auftreten, wenn bei 
der Drehung des geodätischen Bogens um a der Punkt a' die Hüllkurve 
mehr als einmal durchliefe. Dann wären aber die Spitzen mit der be
treffenden Vielfachheit zu zählen. 

Damit ist folgender Satz bewiesen, dessen Kenntnis der Verfasser 
einer Mitteilung des Herrn C. CARATHEODORY (1912) verdankt: 

Der Ort der zu einem Punkte der Eifläche konjugierten Punkte hat 
mindestens vier Spitzen. 
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Daß es solche Hüllkurven mit genau vier Spitzen wirklich gibt 
kann man am Ellipsoid sehen. 

Der ganze Beweis gilt allgemeiner auch für beliebige, positiv definite 
Variationsprobleme auf der Kugel, bei denen die Eichkurven (§ 98) 
konvex sind. 

§ 104. Aufgaben und Lehrsätze. 
1. Eine Kennzeichnung der Eiflächen. Eine geschlossene, zweiseitige und 

überall positiv gekrümmte Fläche ist notwendig eine Eifläche. J. HADAMARD: 
Liouvilles J. (5) Bd. 3, S. 352. 1897. 

2. Zum System von CHRISTOFFEL. Die Formel (35) für R1 + R 2 läßt sich nach 
WEINGARTEN auch so schreiben: 

(80) 
wobei p (;1 , ; 2 , ; 3) die Stützfunktion auf der Einheitskugel ist und A den zweiten 
Differentiator BELTRAMIS bezüglich des Bogenelements der Kugel bedeutet. Die 
in § 95 mittels der Kugelfunktionen gelöste Differentialgleichung 

(81) (2-!-A)P=f 

auf der Kugelläßt sich auch mittels einer GREENsehen Funktion lösen: 

(82) 

Die Formel (SO) steht bei J. WEINGARTEN: Über die Theorie der aufeinander ab
wickelbaren Oberflächen. Festschrift der Technischen Hochschule Berlin 1884. 

3. Flächeninhalte der Normalrisse einer Eifläche. Es sei~ eine Eifläche, auf 
der das Krümmungsmaß den Bedingungen genügt 

1 1 
{78) A 2 ~ K ~ ß2 • 

Es sei F der Flächeninhalt des Normalrisses (der orthogonalen Projektion) von~ 
auf eine Ebene. Dann ist 

(83) 
und ein Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn ~ eine Kugel ist. Andrerseits 
gilt für die Oberfläche 0 

(83*) 4n ß2 ~ 0::;; 4n AB. 

4. Eine Ungleichheit von CARATH!!ODORY für die Flächeninhalte der Normal
risse einer Eifläche. Sind Fi die Flächeninhalte der Normalrisse auf drei paar
weis senkrechte Ebenen, F der auf eine beliebige vierte Ebene, so ist 

(84) ps ::;; FI_ -j- F~ -j- F~ . 

Vgl. W. BLASCHKE: Kreis und Kugel, S. 148. 

5. Kugeln in einer Eifläche. Die größte Kugel, die in einer Eifläche unbehindert 
rollen kann, hat den kleinsten Hauptkrümmungshalbmesser der Eifläche zum Halb
messer. Vgl. ebenda S. 118-119. 

6. Kugeln um eine Eifläche. Die kleinste Kugel, in der eine Eifläche un· 
behindert rollen kann, hat den größten Hauptkrümmungshalbmesser der Ei
fläche zum Halbmesser. Ebenda S. 118-119. 

7. Umkehrung eines Satzes von ARCHIMEDES über die Kugel. Aus einer Ei
fläche werde durch irgend zwei sie schneidende, parallele Ebenen im Abstand h 
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stets eine Zone mit der Oberfläche 2 nah ausgeschnitten. Dann ist die Eifläche 
notwendig eine Kugel vom Halbmesser a. Man zeige zunächst, daß die Krümmung 
konstant gleich 1 : a2 ist. 

Die allgemeinere Aufgabe, die man erhält, wenn man a nicht als unabhängig 
von der Stellung der Schnittebenen voraussetzt, scheint ziemlich schwierig zu sein. 

8. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Kugel. Die einzigen Eiflächen, bei 
denen zwischen Krümmung K und Entfernung P der Tangentenebene von einem 
Festpunkt o die Beziehung besteht: 

(85) 
c 

K = p 2 , c = konst., 

sind die Kugeln. 
Man zeige zunächst durch Betrachtung der Flächenstellen, wo P seinen größten 

und kleinsten Wert annimmt, daß c = 1 sein muß. Bedeutet nun do das Element 
der Oberfläche, dw das des sphärischen Bildes, so folgt aus K = 1: P 2 = d w: d o 
das Bestehen der Beziehung 

(86) 
D. h. aber: der Rauminhalt der Eifläche ist gleich dem Rauminhalt ihrer Fuß
punktsfläche bezüglich des Festpunktes o . Bei einer nichtkugelförmigen Fläche 
liegt nun die Fußpunktsfläche außerhalb der ursprünglichen Eifläche. Somit 
ist dann 

(87) 
9. Eidrehflächen mit lauter geschlossenen geodätischen Linien. Läßt sich zu 

einer Eilinie (:i; mit der Symmetrieachse 5ll ein Kreis Si' so angeben, daß jede Par
allele zu 5ll von (:i; und Si' gleichlange 
Bogen abschneidet, so entsteht durch 
Umdrehung von (:i; um 5ll eine Eifläche, 
deren sämtliche geodätische Linien ge
schlossen sind. Vgl. G. DARBoux: Sur
faces, Beginn des 3. Bandes., Weitere 
Literatur über Flächen mit geschlossenen 
geodätischen Linien: 0. ZoLL: Math. 
Ann. Bd. 57, S. 108. 1903 und P. FuNK: 
Math. Ann. Bd. 74, S. 278. 1913. Vgl. 
ferner B. CAMBIER: Bull. SC. math. (2) 
Bd.49, 8.57--64,74--96,104--128.1925, 
sowie das Buch desselben Verfassers: 
"Surfa~es ayantunds2 de LIOUVILLE ... ". 
Paris 1929. 

Mittels der Konstruktion von DARBOUX 
lassen sich auch Nicht-Drehflächen, die 
aber aus Stücken von Drehflächen zu-

Fig. 30. 

sammengesetzt sind, angeben, die die gewünschte Eigenschaft haben. Es mag 
dieser Gedanke, der von G. THOMSEN (1921) stammt, durch die beigegebene Figur 
angedeutet werden (Fig.30). Ändert man nämlich eine äquatoriale Zone der Kugel 
nach DARBOUX ab, so werden in dieser Zone die geodätischen Linien so ver
bogen, daß ihre Randelemente fest bleiben. Durch die abgeänderte Zone hindurch 
hängen also die geodätischen Linien der nicht geänderten Kugelteile ebenso zu
sammen wie vorher. Drei zonenweise Änderungen der Kugel wie in Fig. 30 stören 
sich also untereinander nicht. 

10. Geodätische Zweiecke. Auf einer Fläche negativen Krümmungsmaßes kann 
es niemals zwei verschiedene, zwischen zwei verschiedenen Punkten der Fläche 
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verlaufende geodätische Linien geben, die auf der Fläche stetig ineinander über
führbar wären. J. HADAMARD: Liouvilles J. (5) Bd. 3, S. 331. 1897. 

11. Über geodätische Linien auf Eiflächen. Durch jeden Punkt einer Eifläche 
gibt es eine ausgezeichnete Richtung, so daß die in dieser Richtung von dem 
Punkte auslaufende geodätische Linie wieder zu dem Punkt zurückkehrt, nach
dem sie unterwegs nur einen zum Ausgangspunkt konjugierten Punkt durch
laufen hat (C. CARATHtODORY). 

12. Eine Frage von C. CARATHMDORY. Gibt es auf jeder Eifläche ein Punkte
paar, so daß jede geodätische Linie durch den einen Punkt des Paares notwendig 
auch durch den andern geht? Auf einem Ellipsoid spielen bekanntlich die Nabel
punkte eine solche Rolle. Davon, daß die Antwort "nein" lautet, kann man sich 
etwa folgendermaßen überzeugen: Man nehme als Grenzfall einer Eifläche das 
doppelt überdeckte Innere einer Eilinie, die keine Ellipse ist. 

13. Ein Satz von L. BERWALD über Flächen mit fester mittlerer Krümmung. 
Auf einer Fläche lassen sich nur dann die natürlichen Parameter (§ 22) der iso
tropen Linien als Flächenparameter einführen, wenn die Fläche feste mittlere 
Krümmung hat (1921). 

14. Integralformel von M. W. CROFTON für Eikörper. Eine gerichtete Ebene 
werde festgelegt durch ihre Entfernung p vom Ursprung und die Polarkoordinaten 
rp, {} des Punktes der Einheitskugel, dessen Halbmesser zur positiven Normalen 
der Ebene gleichsinnig parallel läuft. Dann ist 

(88) J J Jsin {}.d{}.drp·dP 

eine Integralinvariante gegenüber Bewegungen. Das Integral, erstreckt über alle 
Ebenen, die einen Eikörper schneiden, ist gleich dem Integral der mittleren 
Krümmung 

(89) 

erstreckt über die Oberfläche des Eikörpers. Vgl. die Aufgabe 20 in § 24 und 20 in 
§ 133 und etwa E. CzuBER: Wien. Ber. II, S. 719-742. 1884. 

1o. Flächen mit festem Abstand der konjugierten Punkte. Ergänzend zu den 
Ergebnissen von § 102 hat P. FuNK gezeigt: Man kann die Gestalt der Kugel 
stetig nicht so abändern, daß sie die Eigenschaften I und II von § 102 beibehält. 
Math. Z. Bd. 16, S. 159-162. 1923. 



8. K a pi t e 1. 

Extreme bei Flächen. 

§ 105. Erste Variation der Oberfläche. 

Wir wollen berechnen, wie sich die Oberfläche einer krummen 
Fläche bei einer Formänderung verhält. Es sei r ( u' V) die Ausgangs
fläche. Auf deren Flächennormalen tragen wir die Längen 

n(u, v) = sn(u, v) 

ab und kommen dadurch zur Nachbarfläche 

! = r + n~' 
die für s --+ 0 in die Ausgangsfläche hineinrückt. Durch Ableitung folgt 

!u = !u + nu ~ + n ~u, 

!v = !v + nv ~ + n ~v · 
Berechnen wir daraus 

E=i~, F="fu"fv, G=i~, 

indem wir Glieder, dieins von zweiter Ordnung sind, weglassen, erhalten 
wir nach § 42 (19): 

(l) 

E=E-2nL, 

F=F-2nM, 

G=G-2nN. 

Hieraus ergibt sich weiter für 

W2 = EG -F2 
der Ausdruck 

W2 = E G - F2 - 2n (E N - 2 FM + G L) 

und daraus nach § 44 (30) 

(2) W = W (l- 2nH), 

wo H die mittlere Krümmung der Ausgangsfläche (!) bedeutet. 
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Für die Oberfläche von (!) folgt daraus 

(3) JJw du~p = ffWdudv- 2JJ nHWdudv. 

Somit ist die erste "Variation" der Oberfläche, wenn man an Stelle 
von n wie üblich ~n schreibt, 

~0 =- JJ ~n·2H·Wdudv 
oder 

(4) I ~0 =- J ~n·2H·do I· 
Darin bedeutet do das OberfläcHenelement von (~). Man kommt so 
durch die Variation der Oberfläche ganz von selbst zum Begriff ~er 
mittleren Krümmung H, genau so, wie wir durch die Variation der 
Bogenlänge einer Kurve zu deren Krümmung 1 : e gelangt sind ( § 25). 
Damit hat man wieder ein Hilfsmittel zur Hand, um den . Begriff der 
mittleren Krümmung auf allgemeinere Maßbestimmungen zu über
tragen, wovon wir später Gebrauch machen werden. 

§ 106. Die Minimalflächen als Schiebflächen. 
Physikalische Betrachtungen bei der Statik dünner Seifenhäutchen 

legen das "Problem von J. PLATEAU" 1 nahe: Gegeben sei eine ge
schlossene Kurve. Man soll über diese Kurve eine Fläche mit möglichst 
kleiner Oberfläche ausspannen. Haben wir eine Fläche, die diese For
derung erfüllt, so muß in (4) stets {JO = 0 sein für jedes auf der Rand
linie verschwindende ~n. Daraus folgt, daß auf den gesuchten Flächen 
H = 0 sein muß. H = 0 ist die von J. L. LAGRANGE 17602 aufgestellte 
Differentialgleichung der "Extremalen" unsres Variationsproblems. 
Man nennt deshalb die Flächen mit identisch verschwindender Krüm
mung, da sie als Lösungen der Minimumaufgabe PLATEAUS in Be
tracht kommen, "Minimalflächen". Es gibt wohl kaum eine zweite 
Flächenfamilie, die wie die Minimalflächen die Aufmerksamkeit der 
größten Geometer auf sich gezogen hätte. So haben, um nur die wich
tigsten Namen zu nennen, J. L. LAGRANGE, G. MoNGE, B. RIEMANN, 
K. WEIERSTRASZ, H. A. ScHWARZ, E. BELTRAMI, S. LIE und A. RI
BAucouR Untersuchungen über Minimalflächen angestellt. 

Man kann die Bestimmung der Minimalflächen, wenn man sich von 
vornherein auf analytische Flächen beschränkt, sehr leicht auf die 
Bestimmung der isotropen Kurven (§§ 22, 23) zurückführen und hat 
darin wohl das glänzendste Beispiel für die Anwendung imaginärer 

1 J. PLATEAU: Recherehes experimentales et theoriques sur Ies figures d'equi
libre d'une masse liquide sans pesanteur. Memoires de I' Academie royale de Bel
gique Bd. 36. 1866. 

2 J. L. LAGRANGE: Werke I, S. 335. 
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geometrischer Gebilde (wie die isotropen Kurven) auf reelle und phy
sikalisch wichtige Flächen. Führen wir nämlich auf einer krummen 
Fläche die beiden Scharen isotroper Kurven, für die ds 2 = 0 ist, als 
Parameterlinien ein 1, so haben wir E = 0, F + 0, G = 0 und für die 
mittlere Krümmung nach § 44 

(5) 

Aus H = 0 folgt also M = 0 oder ~!uv = 0 m der Bezeichnung von 
§ 42 (18). Aus 

E = !! = 0, G = !~ = 0 

ergibt sich aber durch Ableitung nach v und u, daß !u!uv = 0, 
!v !uv = 0. Somit genügt der Vektor !uv gleichzeitig den Bedingungen 

(6) !u !uv = 0' !v !uv = 0' ~ !u v = 0 · 

Da !u, 7;", ~ linear unabhängig sind, folgt hieraus das identische Ver
schwinden von !uv· Wir haben somit 

(7) 27;=t)(u)+~(v), 

wobei der Faktor 2 ganz unwesentlich ist, und wegen E = G = 0 

(8) t)'2 = 0, ~'2 = 0. 

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (7) und (8) für die 
Fläche (!) rückwärts H = 0. 

Wenn wir daher eine Ausdrucksweise von §54 hier wieder ver
werten, so haben wir gefunden: Die Minimalflächen sind Schiebflächen, 
deren Erzeugende isotrope Kurven sind. 

Somit kommt die Integration der Differentialgleichung H = 0 
zurück auf die Bestimmung der isotropen Kurven, die uns in § 22 
schon gelungen ist. Die vorgetragene Deutung der Formeln von 
G. MoNGE für Minimalflächen 2 rührt von S. LIE (1877)3 her. 

§ 107. Formeln von WEIERSTRASZ für Minimalflächen. 

Wenn man beachtet, daß auf einer reellen Minimalfläche die iso
tropen Linien paarweise konjugiert imaginär sind, und wenn man in (7) 
für t) die Parameterdarstellung von § 23 einführt, so erhält man für 

1 Hier wird der Fall übergangen, daß es bloß eine solche Kurvenschar gibt, 
was nur bei imaginären Torsen möglich ist, deren Erzeugende isotrope Ge
raden sind. 

2 Vgl. etwa G. MONGES "Application ... "von 1850, §XX, S. 211-222. Die 
ersten Versuche MüNGES über Minimalflächen gehen bis auf 1784 zurück. 

3 S. Lm: Beiträge zur Theorie der Minimalflächen. Math. Ann. Bd. 14, S. 331. 
1879. 
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reelle analytische Minimalflächen die integrallose Darstellung 

(9) 

xl = m i (1 - t 1' - ~ ~ !'') , 
x2 = m (1 - t I' + 1 ~ 12 !" ) . 

x3 = m - i (/, - t !") . 

Dabei bedeutet I eine analytische Funktion der komplexen Veränder
lichen t und m den Realteil der dahinterstehenden analytischen Funk
tion. Die Ebene entzieht sich dieser Darstellung, obwohl man sie mit 
zu den Minimalflächen zählen kann. Ferner hat man wie in § 23 von 
der Funktion I vorauszusetzen, daß ihre dritte Ableitung nicht identisch 
verschwinde. Die Formeln (9) oder gleichwertige Formeln sind von 
K. WEIERSTRASZ 1866 angegeben worden1 . Aus diesen Formeln folgt, 
daß zu einer analytischen Funktion eine Minimalfläche gehört. Es 
besteht also zwischen der seit CAUCHY, RIEMANN und WEIERSTRASZ 
so viel beackerten Theorie der Funktionen einer komplexen Veränder
lichen und der Theorie der Minimalflächen ein inniger Zusammenhang. 

Wir wollen feststellen, welche Bedeutung die komplexe Veränder
liche t für die Minimalfläche hat. Dazu berechnen wir uns aus der Dar
stellung (9) von WEIERSTRAsz den Einheitsvektor ; der Flächennor
malen. Zunächst erhält man durch Ableitung für eine Fortschreitung 
auf der Fläche . 1- 12 

15x1 = m-2~.?., 

1 + 12 
15x2 = m + - 2-J., 

15x3 =m+itJ., 
wonn 

;. =I"' (t) M 

bedeutet. Daraus erhält man nach willkürlicher Wahl eines Vorzeichens 
folgenden Vektor ; , der für alle .?. auf 15! senkrecht steht: 

(10) 

2r 1 ; 1 = I.t(r2+52) ' 

2s 

;2 = 1 + (r2 + 52) ' J 
1- (r2 + s2) 

;3 = 1 + (r2 + s2) ' 

t - + . - ~1 + i ;2 - 1 - ;3 
-Y 2S-I+t:-t:_·t:· 

;;3 •1 ~ ;;2 

Durch Angabe der komplexen Zahlt = r + is (r, s reell!) ist also der 
Normalenvektor ; festgelegt und umgekehrt. Dieser Zusammenhang 

1 K. WEIERSTRAsz: Untersuchungen über die Flächen, deren mittlere Krüm
mung überall gleich Null ist. Werke III, S. 39-52; bes. S. 46 (35). 
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zwischen den Punkten ~ der Einheitskugel ~2 = 1 und den t-Werten 
wird durch "stereographische Projektion" vermittelt. Verbindet man 
jeden Punkt ~ mit dem "Südpol" (0, 0, - 1) der Einheitskugel, so 
wird die Äquatorebene x3 = 0 von diesem Strahl im Punkte~* mit den 
Koordinaten r, s, 0 geschnitten 
(vgl. Fig. 31). Faßt man also die 
Ebene x3 = 0 als GAuszsche 

3 

Ebene der komplexen Zahlen 
t = r + i s = x1 + i x2 auf, und 
ordnet man dieselben t-Werte 
den Punkten der Einheitskugel 
xi + x; + x; = 1 zu, die aus 
den Punkten (r, s, 0) durch Pro
jektion aus (0, 0, - 1) entstehen, 
so hat man die Zahlenkugel RIE
MANNS vor sich. Für unsre Mi
nimalfläche bedeutet also t RIE
MANNS komplexe Veränderliche 
für das GAuszsche sphärische 
Abbild der Fläche durch par
allele Normalen. Fig. 31. 

Nach WEIERSTRASZ kann man 
unschwer einsehen, daß man in der Darstellung (9) alle algebraischen 
Minimalflächen erhält, wenn man für f (t) eine algebraische Funktion 
einsetzt. 

§ 108. Formeln von STUDY für Minimalflächen. 

Gehen wir von der Darstellung (7) einer im allgemeinen imaginären 
Minimalfläche (!) durch zwei isotrope Kurven (l:J) und (b) aus: 

(11) 2!=t)(u)+ö(v); 1:)'2=ö'2=0, 

so liegt nach § 22 der Gedanke nahe, mit STUDY die beliebigen Para
meter tt, v durch die natürlichen Parameter p, q zu ersetzen, so daß 

(12) 

wird1. Es ist 

(13) 

2! = 1:J (P) + &(q), 

t)'Xt)" = -1:)', 1:)" 2 = -1; 

ö'Xö" = -ö', Ö112 = -1 

~ = !v X !• • t)' X ~' 
-:-:H='!v'=X==="=!.=:=;;)2 = ~ -1:)-,-. ~-, 

1 Vgl. dazu § 104, Aufg. 13. 
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bei willkürlicher Entscheidung über das Vorzeichen. Aus ~2 = 1 folgt 
up = 0 oder 

(14) ~11 = a t)' + b t;'. 

Andrerseits ist ~ t;' = 0. Durch Ableitung nach p folgt daraus ~ 11 ~' = 0. 
Deshalb ist nach (14) 

~'IJ t;' = a I)' t;' = 0, also a = 0. 

Ebenso folgt aus ~I)' = 0 durch Ableitung und aus (14) 

~pl)' = -~1)" = b·l)' t;'. 
Somit ist 

oder endlich nach (12) 

(15) 

Entsprechend erhält man 

(15)* 

Neben den Parametern p, q auf der Minimalfläche sollen noch zwei 
weitere Parameterpaare verwendet werden·: 

l p = U + i V = rx.l ~i/ , 
. rx.- iß 

q=u-zv=--r=-i; 

2 2 , j
u=P+q=+rx.+ß 

(16) p- q rx.- ß 
V=2i=--2-; 

]

IX = U - V = pl-=- iiq ' 

p + iq 
ß=u+v=T-ti· 

Setzen wir für den Augenblick 

2 
tJ'3' = 2 ~p~q = A., 

so wird 
d'f = + ! (I)' dp + t;' dq), 

d~ = - i2). (t;' dp -I)' dq), 



§ 109. Eine allgemeine Formel von GAusz für die erste Variation der Oberfläche. 241 

und daraus (§§ 42, 50) 

. dp dq duz+ dv2 drx.2 + dß2 
I= + d~·d~ = -Ä- = Ä = 2 Ä , 

. 1 
II =- d~·d; =-~(dpz- dq2 ) =- 2dudv = 2 (da2- dß2), 

Ä. III = + d; .d; = J.dpdq = '). (du2 + dv2) = 2 (drx.2 + dßZ). 

Nach §50 war 
KI-2HII+III=0; 

also ist hier wegen H = 0 

KI+III=O. 

Somit folgt für das Krümmungsmaß unsrer Minimalfläche 

{17) K = - ').2 = - (_!_)2• 
t)' 3' 

Beachten wir, daß II = 0 die Differentialgleichung der Asymptoten
linien ist, so ergibt sich, daß u, v = konst. oder p ± q = konst. die 
Asymptotenlinien unsrer Fläche sind. Führen wir andrerseits oc, ß = konst. 
als Parameterlinien ein, so fehlt in I und II das gemischte Glied; also 
sind diese Kurven p ± iq = konst. nach § 46 (F = 0, M = 0) die 
Krümmungslinien unsrer Fläche. Hat man also erst die natürlichen 
Parameter p, q ermittelt, so sind damit die Krümmungslinien und 
Asymptotenlinien gleichzeitig aufgefunden. 

Die Formeln dieses Abschnittes hat E. STUDY in einer Vorlesung 
1909 angegeben, in der er die Theorie der Minimalflächen neu be
arbeitet hatl. 

Setzt man wie in §55 die Entfernung P der Tangentenebene vom 
Ursprung als positiv homogene Funktion eines (nicht normierten) Nor
malenvektors der Fläche an, so lautet nach § 94 (35) die Differential
gleichung der Minimalflächen 

azp azp azp 
a~r. + a~~ + a~; = 0 · 

Hieraus folgt, daß die Theorie der Minimalflächen aufs innigste mit 
den Kugelflächenfunktionen zusammenhängt. Darauf soll aber hier 
nicht eingegangen werden. 

:§ 109. Eine allgemeine Formel von GAUSZ für die erste 
Variation der Oberfläche. 

Wir wollen die Formel von § 105 für (JO noch einmal unter der 
allgemeineren Annahine herleiten, daß die Verrückung (J~ des Flächen-

1 Vgl. die Angaben am Schlusse der Abhandlung E. STUDY: Über einige ima• 
.ginäre Minimalflächen. Leipz. Akad.-Ber. Bd. 63, S. 14-26. 1911. 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 16 
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punkts in beliebiger Richtung erfolgt. Legen wir beispielsweise die 
Krümmungslinien als Parameterkurven auf der Ausgangsfläche zu
grunde, so lauten die Ableitungsgleichungen nach §57 (135), {136): 

~uu = + :i ~u - :e ~v + L ~' 
+ Ev + G,. +Mt: 

~u v = 2 E ~1.1 2 G ~~~ " ' 

~vv =- ~i ~u + ~G ~v + N~ • 
und (§55): 

L N 
~u =- E;- ~u' ~v =- G ~v • 

Wir gehen nun von unsrer Fläche ~ (u, v) zu einer Nachbarfläche 

f = ~(u, v) + <5~ (u,v) 

über, indem wir setzen: 

<5~ = P~u + nv + n~, 
{18) P=8p(u,v), q=8q(u,v), n=8n(u,v); 

8-+0. 

Wir kommen also durch Spezialisierung p = q = 0 auf den in § 105 
behandelten Sonderfall zurück. Hier ergibt sich durch Ableitung unter 
Beachtung der Ableitungsformeln 

_ ( p E,. p + E. q- 2 Ln) ( ) ( 
6u = 1 + u + ----2E-- ~u + * ~v + *) ~ • 

_ () +(I+ +G,.p+G.q-2Nn) -1 ( )l: 6v = * ~u qv ----- 2 G ---- !v - * S" • 

Dabei deuten die Symbole (*) Ausdrücke an, die 8 in erster Ordnung 
enthalten. Berücksichtigt man nur die in 8 höchstens linearen Glieder, 
so folgt: 

6uX~v-\ u qv 2E !-- --(I+P + +E,.P+E.q-2Ln 

(l9) G,.p + G.q- 2Nn + ----- - 2(;- - ·- - ) (~u X ~v) + ( *) (!v X~) + (*)(~X ~u) • 

Da die Parameterlinien Krümmungslinien sind, so sind die Vek
toren ~u• ~v· ~und daher auch die Vektoren ~u X ~v• ~v X~. ~X !u 

paarweise orthogonal. Somit lautet das innere Quadrat von (19), wenn 
wir wieder die in 8 quadratischen Glieder weglassen: 

{iu X iv) 2 = (/)2 {!u X ~v) 2 = (/)2 E G, 

wo (/) den Koeffizienten von ! ... x !v in (19) bedeutet. Somit wird die 
Oberfläche von f (u, v) 

0 = f -vr;.: X ~v) 2 dU d V = f (/) (J;;7; dU d V = 0 + <50 • 
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Darin ist 

IJO = J J{ :u (P fEG) + r;v (q V EG) }dudv 

-JJ(-~+ ~)nfEGdudv. 
Das zweite Glied ist das uns schon von § 105 bekannte 

-2fHndo, 

während man das erste Doppelintegral durch Integration nach Teilen 
("Formel von GREEN") in ein längs des Randes erstrecktes Kurven
integral umformen kann: 

f (pdv- qdu) (EG. 

Nun folgt aber aus (18) wegen (~u~v~) = TE G: 

p r' E G = ( (J ~, ~V , ~), 

q fEG = (~,., IJ!, ~). 

Das gibt eingesetzt in das Randintegral 

:f ( (J!, d!, ~) , 

wenn d! = r,.du + !vdv das vektorielle Linienelement der Rand
kurve ist. 

Somit erhalten wir schließlich für (JO die gewünschte allgemeine 
Formel 

IJO = f (IJr, d!, ~)- 2 f Hndo, 

oder, wenn wir auch noch n durch die Verrückung IJr ausdrücken: 

(20) I IJO=f(IJ!,dr,~)-ff2H·(IJr,r,.,rv)dudv I· 
Für das Randintegral gilt darin die Zeichenregel: Stellt man sich auf 
die Fläche r (u, v), so daß der Vektor ~ nach oben weist, so ist das 
Randintegral nach links herum zu nehmen, wenn wir voraussetzen, 
daß die x2-Achse links von der x1-Achse liegt. 

Die Formel (20) für IJO ist 1829 von GAusz angegeben worden1• 

§ 110. Eine Formel von SCHWARZ für die Oberfläche einer 
Minimalfläche. 

Wir wollen die Formel von GAusz für IJO dazu verwenden, um eine 
auf Untersuchungen von RIEMANN zurückgehende, von H. A. ScHWARZ 

1 C. F. GAusz: Principia generalia theoriae figurae fluidarum in statu aequi
librii. Werke Bd. 5, S. 29-77, bes. S. 65. 

16* 
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1874 angegebene Formel herzuleiten1, die die Oberfläche eines Minimal
flächenstücks durch ein längs der Randkurve erstrecktes Linienintegral 
ausdrückt. 

Wir betrachten eine Schar ähnlicher und bezüglich des Ursprungs 
ähnlich gelegener derartiger Flächenstücke 

!*(u,v,I")=Ä!(u,v), O<Ä<I. 
Setzen wir 

!5!* = !5Ä•!' 

so ist nach der Formel {20) wegen H = 0 und ~* = ~ 

!50*= !5Ä f (!, d!*· ~) = Ä !5Ä~ (!, dt, ~). 

Hieraus ergibt sich wegen 0* (0) = 0 durch Integration nach Ä zwischen 
den Grenzen Null und Eins die gewünschte Formel: · 

(21) 

Aus (21) folgt z. B., daß man die Vektoren ~längs des Randes sicher 
nicht beliebig vorschreiben darf. Denn wegen seiner Bedeutung muß 
das Integral 0 unabhängig von der Wahl des Ursprungs sein, d. h. es 
muß 

~ (! + tJ, d!. ~) 

unabhängig von der Wahl des (längs der Kurve festen) Vektors tJ sein. 
Das ergibt die Bedingung: 

(22) ~H X dt = - p f X d~ = 0. 

Das Verschwinden dieses Integrals für jede geschlossene, ein einfach 
zusammenhängendes Flächenstück begrenzende Flächenkurve ist aber 
für die Minimalflächen kennzeichnend. Wir haben nämlich 

p~ X d! = j{(~ X !u)du+(~ X !.,)dv} 

und finden als Bedingung, daß der Integrand ein vollständiges Diffe
rential ist : 

oder 

(23) ~ v X tu - ~ u X tv = 0 • 

Mittels der Ableitungsformeln W:EINGARTENS (§ 55) ergibt sich daraus 
die Behauptung H = 0. Im übrigen kann man H = 0 aus (22) noch 
einfacher mittels der Formel {20) von GAusz herleiten. 

Es sei nebenbei erwähnt, daß man die Beziehung (22) auch mecha
nisch deuten kann. Denkt man sich die Minimalfläche durch eine dünne 
Haut verwirklicht und in dieser einen solchen Spannungszustand her-

1 H. A. ScHWARZ: Mathematische Abhandlungen I, S. 178. 
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gestellt, daß auf das Linienelement df. der Spannungsvektor d~ wirkt, 
so ist wegen 

fd~ = 0' 

die Haut im Gleichgewicht. 
Statt die Minimalfläche zu verwirklichen, kann man ebensogut die 

Einheitskugel (~) oder ein Stück von ihr durch eine Haut ersetzen und 
im Linienelement d~ die Spannung df. herstellen. Wegen 

fdf- = 0' 

herrscht dann wiederum Gleichgewicht. 
Die Flächen (!) und (~) stehen in der Beziehung, daß man die 

eine als "reziproken Kräfteplan" zu den Spannungen in der andern 
ansehen kann 1 . 

§ 111. Bestimmung einer Minimalfläche durch einen Streifen. 
(Aufgabe von E. G. BJÖRLING.) 

Nach dem letzten Ergebnis ist das auf einer Minimalfläche erstreckte 
Integral 

f ~X df 

vom Integrationsweg unabhängig 2 . Wir wollen dieses Integral auf eine 
andre Form bringen, indem wir die Parameterdarstellung (12) der Mi
nimalfläche zugrunde legen. Wir setzen also 

2 d! = t)' d p + &' d q 

und finden nach der Rechenregel § 3 (43) oder 

(24) 

das Ergebnis 

(25) 

Aus den Gleichungen 

(tJ X q) X t = (lJ t) q- (q t) .)J 

dt) + d& = 2 df. 

dt)-dlJ= +2i~Xdf_ 

folgen die 1874 von H. A. ScHWARZ3 gefundenen Formeln 

dt) = df. + i(~Xdf), 

1 Vgl. W. BLASCHKE: Reziproke Kräftepläne zu den Spannungen in einer 
biegsamen Haut. Congress Cambridge Bd. 2, S. 291-297. 1912. 

2 E~ ist das ein Sonderfall eines Satzes von Fräulein E. NoETHER über in
variante Variationsprobleme. Gött. Nachr. 1918, S. 235-257. 

3 H. A. SCHWARZ: Mathematische Abhandlungen I, S. 179, S. 181. 
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t) = r + i f ~ x dr, 
a=r-if~xdr. 

Hierin ist in übersichtlichster Art die Lösung einer 1844 durch den 
Professor an der Universität in Upsala E. G. BJÖRLING behandelten 
Aufgabe enthalten: Alle Minimalflächen durch einen vorgeschriebenen 
"Streifen" zu ermitteln. D. h. die Minimalfläche soll so bestimmt 
werden, daß sie durch eine vorgegebene (offene) Kurve hindurchgeht 
und in den Punkten der Kurve gegebene Tangentenebenen besitzt. 
Die Kurve sei r (t), die Tangentenebene werde durch den Vektor ~ (t) 
der Flächennormalen bestimmt (~ 2 = I, ~( = 0). Dann kann man 
die Integrale (26) längs der Kurve I (t) erstrecken. Man findet so die 
isotropen Kurven t) (t) und 5 (t), durch die die gesuchte Minimalfläche 
durch den Streifen eindeutig bestimmt ist. Eine Ausnahme könnte 
nur dann eintreten, wenn längs I (t) entweder 

I' - i ~ X r' = 0 oder ( + i ~ X r' = 0 

wäre. Da der Vektor ~ X ( auf r' senkrecht steht, kann er nur dann 
die Richtung r' haben, wenn die Kurve I (t) isotrop ist (( 2 = 0). Somit 
ergibt sich: 

Durch einen Streifen (dessen Kurve nicht isotrop ist, also insbesondere 
durch jeden reellen Streifen) geht eine und nur eine Minimalfläche hin
durch, die durch die Formeln von ScHWARZ (26) bestimmt ist. 

ScHWARZ hat bemerkt!, daß hierin die besonderen Ergebnisse ent
halten sind: 

Enthält eine Minimalfläche eine (nicht isotrope) gerade Linie, so 
führt eine Drehung durch den Winkel n um diese Gerade die Minimal
fläche in sich selbst über. 

Liegt auf einer ]}finimalfläche eine (etwa reelle) ebene geodätische 
Linie, so ist die Fläche zur Ebene dieser Kurve symmetrisch. 

Entsprechend beweist man nach STUDY 2 : Ein konischer Doppel
punkt einer Minimalfläche ist stets Mittelpunkt der Fläche. 

§ 112. Ein Satz von T. CARLEMAN über den Kreis. 

\Vir haben in § 29 und § 30 die isoperimetrische Haupteigenschaft 
des Kreises bewiesen, unter "allen" geschlossenen, ebenen Kurven ge
gebenen Umfangs den größten Flächeninhalt zu umgrenzen. Diese 
Tatsache läßt sich, wie T. CARLEMAN gefunden hat3 , in bemerkenswerter 

1 H. A. ScHWARZ: Mathematische Abhandlungen I, S. 179, S. 181. 
2 E. STCDY: Leipz. Ber. Bd. 63, S. 23, 26. 1911. 
a T. CARLEMAN: Znr Theorie der Minimalflächen. Math. Z. Bd. 9, S. 154 bi:. 

160. 1921. 
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Art auf die räumliche Geometrie übertragen. Hier soll das Ergebnis 
CARLEMANS unter engeren Voraussetzungen, dafür aber auf sehr an
schauliche Art hergeleitet werden. 

Spannt man über eine geschlossene räumliche Kurve, die man sich 
durch einen Draht verwirklicht denken möge, ein dünnes Flüssigkeits
häutchen - etwa einer Seifenlösung - aus, sv ist dessen Gleichgewichts
figur die Minimalfläche, die von allen über die Kurve ausgespannten 
Flächen die kleinste Oberfläche besitzt. Der mathematische Nachweis 
für das Vorhandensein einer Lösung dieses "Problems von PLATEAU" 
ist unter recht allgemeinen Voraussetzungen über den Rand von 
S. BERNSTEIN1 erbracht worden. 

Gehen wir von einer geschlossenen Raumkurve ~ vom Umfang L 
aus, und nehmen wir an, es gehe durch ~ eine Fläche M kleinster Ober
fläche. M ist dann eine Minimalfläche, ihre Oberfläche sei 0. Es soll nun 
gezeigt werden: Zwischen L und 0 besteht die Beziehung 

(27) L 2 - 4 n 0 > 0 , 

und es ist nur dann L 2 - 4 nO = 0, wenn ~ ein Kreis ist. 
Beschränkt man sich auf ebene Kurven~' so erhält man den alten 

isoperimetrischen Satz (§ 29) als Sonderfall. 
Zum Nachweis wählen wir auf~ einen beliebigen Punkt ~ aus und 

bestimmen die Kegelfläche Sl:, die~ zur Spitze hat und durch ~hindurch
geht. Wickelt man Sl: in die Ebene ab, so geht ~in eine geschlossene ebene 
Kurve ~* über, deren Flächeninhalt F gleich der Oberfläche des 
Kegels Sl:, also wegen der Kleinsteigenschaft der Minimalfläche M 
sicher> 0 ist, und deren Umfang List. Nach § 30 gilt 

(28) L2-4nF>O 

und wegen 

(29) F>O 

folgt die zu beweisende Behauptung 

L2-4nO>V-4nF>O. 

Es bleibt nur noch festzustellen, wann in (27) die Gleichheit gilt. 
Dazu muß sowohl in (28) wie in (29) das Gleichheitszeichen richtig 
sein. Ist F = 0, so muß Sl: eine Minimalfläche sein. Da nun die Ebene 
als einzige (reelle!) Fläche gleichzeitig Torse und Minimalfläche ist, so 
ist st = M eine Ebene. Für eine ebene Kurve ~* = ~ gilt aber nach 
§ 30 nur dann V = 4 nF, wenn ~ ein Kreis ist. Damit ist auch noch 
der Einzigkeitsbeweis erbracht. 

Es sei noch einmal der Unterschied zwischen den "Randwertauf
gaben" von BJÖRLING (§ lll) und PLATEAU (§ 106) hervorgehoben. Bei 

1 S. BERNSTEIN: Math. Ann. Bd. 69. S. 126. 127. 1910. 
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BJÖRLING soll durch ein offenes Kurvenstück eine Minimalfläche ge
legt werden, die längs dieser Kurve gegebene Tangentenebenen hat. 
Bei PLATEAU hingegen handelt es sich um das mathematisch ungleich 
schwierigere Problem, die Minimalflächen durch eine geschlossene Kurve 
zu bestimmen, so daß die Kurve ein einfach zusammenhängendes 
Stück der Minimalfläche berandet. Legt man mittels der Formeln von 
ScHWARZ (§ 111) durch einen geschlossenen Streifen die Minimalfläche, 
so wird der Streifen in der Regel kein reguläres, einfach zusammen
hängendes Stück ihrer Fläche begrenzen. 

§ 113. Isoperimetrie der Kugel. 

Das einfachste Gegenstück zur isoperimetrischen Eigenschaft des 
Kreises in der Ebene ist in der räumlichen Geometrie nicht der im 
letzten Abschnitt auseinandergesetzte Satz CARLEMANS, sondern die 
entsprechende Eigenschaft der Kugel, unter "allen"·geschlossenen Flächen 
mit gegebener Oberfläche den größten Rauminhalt zu umgrenzen, oder, 
was auf dasselbe hinausläuft, bei gegebenem Rauminhalt kleinste Ober
fläche zu besitzen. 

Es sei zunächst darauf hingewiesen, wie man die Differentialgleichung 
des Problems aufstellt. Für die Variation der Oberfläche hatten wir 
in § 105 die Formel 

~0=-2f~n·H·do 

gefunden. Für die Variation des Rauminhalts ergibt sich bei geeigneter 
Vorzeichenbestimmung offenbar 

~V= -J ~n·do. 
Soll nun aus ~0 = 0 folgen ~V = 0, so muß sein 

H = konst., 

was man genau so wie den entsprechenden Satz in der Ebene be
gründet § (28). Durch H = konst. sind aber (wenigstens unter den Ei
flächen) nach LIEBMANN (§ 92) die Kugeln gekennzeichnet. Somit 
kommen als Lösungen der isoperimetrischen Aufgabe unter Eiflächen 
nur die Kugeln in Betracht. 

Hierfür soll nun noch ein zweiter, weit einfacherer Beweis erbracht 
werden, den man dem phantasievollen Geometer J. STEINER (1796 bis 
1863), einem der Mitbegründer der projektiven Geometrie, verdankt. 
Übrigens war ]AKOB STEINER (trotz seines östlich klingenden Namens) 
ein urwüchsiger Schweizer Bauernsohn. Das wichtigste Hilfsmittel des 
Beweises ist STEINERS "Symmetrisierung", ein Verfahren, das gestattet, 
aus jedem Eikörper einen neuen, inhaltsgleichen herzuleiten, der eine 
Symmetrieebene und in der Regel kleinere Oberfläche besitzt. 
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Dazu denken wir uns den Ausgangseikörper ~ aus parallelen, "ver
tikalen" Stäbchen aufgebaut. Die vertikale Richtung sei etwa die 
x3-Richtung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Wir verschieben 
jedes Stäbchen auf seiner Geraden so lange, bis sein Mittelpunkt in 
die Ebene x3 = 0 zu liegen kommt. Die so verschobenen Stäbchen 
erfüllen dann eine zu x3 = 0 symmetrische Punktmenge ~*. Es ist 
zunächst zu zeigen, daß aus der Konvexität von ~ die von ~* folgt, 
daß also auch der "symmetrisierte" Körper ~* ein Eikörper ist. Dazu 
ist nur zu zeigen, daß mit zwei Punkten lJi, q: immer auch deren Ver
bindungsstrecke in ~* liegt. Es seien j:J:, q: die Spiegelpunkte von 
j:J:, qi an x3 = 0 und j:J 1 , q1 ; j) 2 , q2 die vfer Punkte in~' durch deren 
Vertikalverschiebung 1-J~, q~; j:J:, q: entstanden sind. Da ~ ein Ei
körper ist, enthält Sf die konvexe Vierecksfläche mit den Ecken j:J 1 , q1 ; 

j:J 2 , q2 • Irrfolge seiner Entstehung enthält demnach auch Sf* die aus 
dieser Vierecksfläche durch die Symmetrisierung entstehende mit den 
Ecken lJi, qi; j:J:, q:, also auch insbesondere die Strecke j:J: qi, w. z. b. w. 

Daß Sf und Sf* inhaltsgleich sind, folgt aus dem sogenannten Prinzip 
von B. CAvALIERI (1598-1648). Man zeigt es auch folgendermaßen: 
Bedeutet I (x1 , x2) (> 0) die Länge der vertikalen Strecke, in der ~ 
durch die Gerade geschnitten wird, deren Punkte die vorgeschriebe
nen Xr' x2-Koordinaten haben, so gilt für den Rauminhalt von sr die 
Formel 

und, da I für Sf* dasselbe ist, gilt diese Gleichung auch für den Inhalt 
von Sf*. 

Bevor wir zur Verkleinerung der Oberfläche übergehen, soll gezeigt 
werden: Ist die den Eikörper ~ begrenzende Eifläche ~ durchweg 
regulär und analytisch, so hat auch die Begrenzung ~* von Sf* diese 
Eigenschaft. Eine Singularität könnte nämlich höchstens dort ent
stehen, wo die Tangentenebenen von ~ vertikal, d. h. parallel x3 sind. 
Für eine solche Stelle läßt sich durch geeignete Achsenwahl die Dar
stellung 

herbeiführen mit a, c, a c - b2 > 0. Für die symmetrisierte Eifläche ~* 
ergibt sich dann an der entsprechenden Stelle die Entwicklung 

a c- b2 0 0 

x1 = -r;---x2 + cx:; + · · ·, 
woraus die Regularität von ~* einleuchtet. 

§ 114. Wirkung von STEINERs Symmetrisierung auf die 
Oberfläche. 

Zum Beweis für die Oberflächenverringerung zerschneiden wir unsre 
Eifläche ~ durch die Kurve der vertikalen Tangentenebenen in zwei 
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Teile, in den "oberen" Teil ~ und den unteren ir. Beide beziehen wir 
auf Parameter u,v, so daß 

x1 (u, v) = ~1 (u, v) = x1 (u, v), 

x2 (u, v) = x2 (u, v) = .x2 (u, v) 

wird. Wir setzen ferner 

1+1- 1-t 
x3 (u, v; t) = · 2 - x3 (u, v)--2-~3 (u, v) 

und 

A = Dx2 ~~ _ Dx2 ~:l =I+ t Ä _!_:-_I A 
du iJv dv Du 2 2 - ' 

B=iJx3 iJx1 _iJx3 iJx1 = l+t'ß_I-=t B 
Du dv dv du 2 . 2 -' 

C _ iJx1 iJx2 iJx1 Dx2 

-dU iJv - 7Jz; dU· 

Dann drückt sich unsere Behauptung über die Verkleinerung der Ober
Häche durch Symmetrisierung durch die Formel aus: 

(30) (/> ( + 1) - 2 (/> (0) + (/> (- 1) > 0. 

In der t, W-Ebene bedeutet (30) (vgl. Fig. 32), daß der Mittelpunkt der 
,f. beiden Punkte 
'±'(-1} <I> 

~+1) 
. . 

-1 :o :+1 
~------10------~o 

Fig. ;li. 

-l,<P(-1) und 

über der Stelle 0, (/> (0) liegt, was durch 
die Konvexitätsbedingung (/)" (t) > 0, für 
- l < t < + l sichergestellt wäre. 

Man erhält 

Daraus ist aber (/)" (t) > 0 ersichtlich und somit die Behauptung be
wiesen, daß die Oberfläche beim Symmetrisieren im allgemeinen ab
nimmt. 

Es bleibt noch die Frage zu erledigen : Wann bleibt die Oberfläche 
beim Symmetrisieren erhalten? Dazu ist notwendig, daß (/)" (t) = 0 
für alle -1 < t < + l und daher 

(31) A+{!=B+B=O, 

da C im Innern des Integrationsbereichs =F 0 ist (~3 =F 0). Aus (31) und 

C=C=C 
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ergibt sich aber, daß der obere und untere Flächenteil zu einer Ebene 
x3 = konst. symmetrisch sind1. 

Wir finden also zusammenfassend: STEINEHS Symmetrisierung ver
wandelt jede reguläre Eifläche wieder in eine reguläre Eifläche, die zur 
ersten inhaltsgleich und in der Regel kleiner an Oberfläche ist. Die 
Oberfläche bleibt nur in dem trivialen Fall ungeändert, daß schon die 
ursprüngliche Fläche senkrecht zur Symmetrisierungsrichtung eine Sym
metrieebene hatte. 

Die einzige Eifläche, bei der dieser Ausnahmefall für jede Richtung 
zutrifft, ist die Kugel. Denn diese Eifläche hat zunächst sicher drei 
paarweis senkrechte Symmetrieebenen, also deren Schnitt zum Mittel
punkt o. Dann muß jede Ebene durch o Symmetrieebene sein. Somit 
wird die Eifläche alle Geraden durch o senkrecht durchschneiden, was 
wirklich nur bei der Kugel der Fall ist. 

Damit ist aber gezeigt: ] ede nichtkugelige Ei fläche kann man 
durch Symmetrisierung in eine inhaltsgleiche mit kleinerer Oberfläche 
verwandeln. Falls daher die isoperimetrische Grundaufgabe der räum
lichen Geometrie unter den regulären Eiflächen überhaupt eine Lösung 
hat, so kann diese Lösung nur die Kugel sein. 

Das ist der Gedanke von ]. STEINEHS Beweis aus dem Jahre 18362• 

§ 115. Konvergenzbeweis von WILHELM GROSS. 

\\'enn man das Vorhandensein einer Lösung unsres isoperime
trischen Problems als selbstverständlich ansieht, so ist mit dem Er
gebnis des letzten Abschnitts die Frage völlig erledigt. Will man aber 
über diese Schwierigkeit nicht ebenso leichtsinnig hinweggleiten, wie 
das in ähnlichen Fällen (§ 97; § 112) schon geschehen ist, so ist man 
durchaus noch nicht über den Berg. 

0. PEHRON hat die Notwendigkeit von Existenzbeweisen an einem 
zwar trivialen, aber dafür um so schlagenderen Beispiel so auseinander
gesetzt: Gibt es unter den Zahlen l, 2, 3, ... eine größte, so ist es 
die Zahl Eins. Denn durch das Verfahren des Quadrierens wird jede 
andre dieser Zahlen vergrößert. Das ist genau dieselbe Schlußweise 
wie die vorgetragene, von STEINER herrührende. An Stelle der Zahlen 
l , 2, 3, ... hatten wir dort die unendliche Menge der inhaltsgleichen 
Eiflächen. Anstatt zu quadrieren, wurde dort symmetrisiert. 

Der erste, der auf Grund von Methoden, die K. WEIERSTHASZ in 
die Variationsrechnung eingeführt hat, die isoperimetrische Haupteigen-

1 Man kann zu dem eben geführten Nachweis auch folgenden Mittelwertsatz 
von 0. HöLDER (1884) heranziehen: 

([> (- 1) - 2 ([> (ü) + ([> ( + 1) = ([>"(h); 1 h 1 < 1. 

2 J. STEINER: Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze. \Verke II, 
S. 75-91. 
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schaft der Kugel einwandfrei begründet hat, war H. A. ScHWARZ im 
Jahre 18841. Ein neues Beweisverfahren, auf das wir im zweiten Teile 
zurückkommen werden, hat 1903 H. MINKOWSKI ersonnen. 1916 hat 
der Verfasser auf Grund von STEINERS Symmetrisierung einen strengen 
Beweis geführt 2• In neuer und besonders schöner Weise hat dann 
1917 WILHELM GRass diesen Gedanken wieder aufgenommen3 • Das 
Verfahren von GRass, der 1918 im Alter von 32 Jahren in Wien ein 
Opfer der Grippe geworden ist, soll hier unter der Beschränkung auf 
Eiflächen wiedergegeben werden. 

Es handelt sich darum, folgendes zu zeigen: Man kann jede Ei
fläche ~ durch genügend häufiges Symmetrisieren in eine neue inhalts
gleiche Eifläche ~ .. verwandeln, deren Oberfläche sich um beliebig 
wenig von der Oberfläche 0~ der inhaltsgleichen Kugel ~ unterscheidet. 
Dann gilt nach § 114 für die Oberflächen: 

0>0.,, lim0n=0~, 
also 

w. z. b. ist. 
Zum Nachweis nehmen wir innerhalb von ~ einen Punkt o an und 

schlagen um o als Mittelpunkt zwei Kugeln, erstens eine Kugel ~0 , 

die in ~ liegt, zweitens die zu ~ inhaltsgleiche Kugel ~. Der Raum
inhalt von ~, der außerhalb ~ liegt, sei mit cp bezeichnet. Da ~ und Sf 
inhaltsgleich sind, ragt dann auch ~ über ~ um cp hinaus. Wir wollen 
zeigen: 

Es läßt sich eine stetige Funktion l/J (cp) angeben, so daß für rp > 0 
auch l/J > 0 ist und daß zu jeder Eifläche ~, die die Kugel ~0 enthält 
und um cp über die zu ~ inhaltsgleiche Kugel ~ hir.ausragt, zwei Kugeln 
des Inhalts r/J ermittelt werden können, die eine @5 in ~ außerhalb ~, 
die andere 6' in ~ außerhalb ~ (Fig. 33). 

Wir schlagen um o die Kugel, die über ~ um die Schale vom In
halt cp hinausragt. Diese neue Kugel liegt sicher nicht ganz außerhalb 
der zu st inhaltsgleichen ~. Also gibt es auf der Oberfläche der neuen 
Kugel einen Punkt .\J in ~. Wir konstruieren die Kugel (Fig. 34), die 
5r von außen, und den Kegel, der von .\J als Spitze an Sf0 gelegt ist, von 
innen berührt. Der Inhalt der so gefundenen Kugel (Fig. 34), die sicher 
in ~ liegt, sei <1\ (cp). Andrerseits ragt die Kugel um o innerhalb ~. 
die mit ~ zusammen eine Schale des Inhalts cp begrenzt, sicher über 
~ hinaus. Wir können daher in dieser Schale eine Kugel ermitteln, 

1 H. A. ScHWARZ: Beweis des Satzes, daß die Kugel kleinere Oberfläche be
sitzt als jeder andere Körper gleichen Volumens. Gesammelte Abhandlungen II, 
s. 327-340. 

2 W. BLASCHKE: Kreis und Kugel. Leipzig 1916. 
3 W. GRoss: Die Minimaleigenschaft der Kugel. Monatsh. Math. Phys. Bd. 28, 

s. 77-97. 1917. 
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die die beiden die Schale begrenzenden Kugeln berührt, und die außer
halb ~ liegt. Ihr Inhalt sei <P2 (rp). Wir können ihren Mittelpunkt etwa 
auf dem Fahrstrahl wählen, der von o nach dem am nächsten liegenden 
Punkt von ~ hinweist. Die so erklärten Funktionen <P1 (rp), <P2 (rp) 
könnte man elementar berechnen. Sie sind aber sicher stetig und posi
tiv. Die kleinere unter ihnen 

Fig. 33. 

hat die behauptete Eigenschaft. Da bei wachsenden rp die Kugeln 
@;, 6' offenbar größer werden, so ist die Funktion <P (rp) sicher monoton 
zunehmend 

Jetzt wollen wir ~ so zu einer Eifläche ~1 symmetrisieren, daß 
die Symmetrisieruhgsrichtung (x3-Richtung in der Bezeichnung von 
§ 113) in die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Kugeln 6 und 
S' fällt und die Symmetrieebene (x3 = 0) durch o hindurchgeht. Dann 
enthält ~1 wieder die alte Kugel 51'0 . Der Rauminhalt rp1 , um den ~1 
über die inhaltsgleiche Kugel Sl' hinausragt, genügt der Bedingung 

0 < Cfi1 < rp - <P (rp) ' 

da die ganze Kugel @; beim Symmetrisieren innerhalb Sl' Platz findet. 
Das Verfahren können wir jetzt auf ~1 neuerdings anwenden 

unter Wiederverwendung der alten Kugeln 51'0 und Sl'. Für den Raum, 
inhalt rp2 , um den die neue Eifläche ~2 über Sl' hinwegragt, gilt dann 

fP2 < fPl- <P (rpl). 

So fahren wir fort. Da die Funktion <P (rp) monoton wachsend ist 

folgt aus rp _ Cfil ~ <P (rp) , 

fPl - Cfi2 ::?:; <P (rpl) , 

Cfin-1 - Cfin ~ (/) (Cfin-1) 

rp- Cfin > n <P (rpn) 
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und daraus 'P 
n < -cii(rpn) 

Will man also durch n-malige Symmetrisierung eine Eifläche erreichen, 
die über die inhaltsgleiche Kugel Sf nur um den Raumteil 8 hervorragt, 
so genügen 

~ 'P 
n <-. ifJ( c)-

Wiederholungen des Symmetrisierungsverfahrens. 

Damit haben wir einen genauen Einblick in die Konvergenz unsres 
Verfahrens genommen und können wirklich eine zu iY inhaltsgleiche 

Fig. 35. 

Eifläche lYn auffinden, deren Oberfläche sich um 
beliebig wenig von der inhaltsgleichen Kugel Sf 
unterscheidet. Das kann man so feststellen 
(Fig. 35). 

Wir zeichnen um o eine Kugel Sf*, durch 
deren Tangentenebenen von Sf ein Raumstück 
vom Inhalt 8 abgeschnitten wird. Dann liegt Sf* 

sicher in lYn. Suchen wir ferner einen Punkt q 
außerhalb Sf auf, so daß der Körper, der von dem 
Kegel von q an Sf* und von der Kugel Sf begrenzt 
wird, den Inhalt 8 hat, so liegt die Kugel Sf** um 
o durch q sicher außerhalb lYn. (Immer unter der 

Voraussetzung, daß lYn über Sf nur um 8 hinausragt.) Aus der Lagen
beziehung 

Sf* < lYn < Sf**, 

SI* < Sf < Sf**, 

und den daraus folgenden Beziehungen zwischen den Oberflächen 1 

0* <On< 0**, 

0* <Ost< 0**, 
folgt nun 

10~ -On I< 0** -0*. 

Da aber für hinreichend kleines 8 die berechenbare Differenz rechts 
beliebig herabgedrückt werden kann, ist darin das gewünschte Ergeb
nis enthalten. Unser Konvergenzbeweis genügt allen Forderungen der 
Exaktheitsfanatiker und "Finitisten". Denn man kann, wenn der 
Fehler 1 0 11 - 0~ j vorgeschrieben ist, die Anzahl n der zu dieser An
näherung notwendigen Symmetrisierungen durch Berechnung einiger 
elementarer Funktionen ermitteln. 

1 Daß bei Eiflächen aus Si* < Si** für die Oberflächen 0* < 0** folgt, kann 
man z. B. aus der Formel (4) von § 105 für die Variation einsehen. Umgekehrt 

kann man diese Ungleichheit auch zur Definition des Begriffs Oberfläche einer 

Eifläche verwenden, wie es der Verfasser in seinem Büchlein "Kreis und Kug-el" 

S. 58, Leipzig 1916, durchgeführt hat. 
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Bemerkt man schließlich, daß zwischen Rauminhalt V und Ober
fläche 0 bei einer Kugel die Gleichung gilt 

0 3 - 36 n V2 = 0 , 

dann kann man das Ergebnis so fassen: 

Zwischen Rauminhalt V und Oberfläche 0 einer Eifläche besteht die 
Beziehung 

(32) I Q3 - 36 n V 2 ~ 0 , I 
und zwar gilt nur für die Kugeln das Gleichheitszeichen. 

Die einschränkenden Regularitätsforderungen, die wir der Kürze 
halber eingeführt haben, sind unwesentlich. Auch die Beschränkung 
auf Eiflächen ist für das Beweisverfahren unnötig, wie man bei GRoss 
nachlesen möge. 

Später, im zweiten Teil dieser Vorlesung, werden wir die isoperi
metrische Ungleichheit (32) unter einem allgemeineren Zusammenhang. 
den H. BRUNN und H. MINKOWSKI entdeckt haben, wiederfinden.1 

§ 116. Zweite Variation der Oberfläche. 

Wir wollen jetzt die Rechnung von § 105 dahin verfeinern, daß wir 
bei der Berechnung der Änderung der Oberfläche beim Übergang zu 
einer Nachbarfläche 

r.=r.(u,v) + n~(u,v), n=en(u,v) 

auch noch die Glieder zweiter Ordnung in e ausrechnen. Wir haben 

~" = r.u + n ~" + n,. ~, 

daraus ist 
~v= fv + n~v + nv~; 

F = ~u~v=F-2nM + n2 ~u~v+ n,.nv, 

G = ~~ = G- 2 nN + n2 ~; + n~ 
oder nach § 50 (83) , (87) 

E = E - 2 n L + n2 (2 H L - K E) + n~, 
F = F - 2 n M + n2 (2 H M- K F) + n,. nv, 

G = G- 2 n N + n2 (2 H N - K G) + n?.. 

Hieraus ergibt sich weiter, wenn wir 

EG-F2=W2 
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berechnen und die Abkürzung aus § 79 (95) 

E n; - 2 F n,. n. + G n~ 
\1 n = W2 

verwenden, 

(33) W = W {1 - 2 n H + n2 K + ~ \1 n} + · · .. 
Für die Oberfläche folgt daraus durch Integration: 

0 = 0 - 2 J n H · d o + J (n2 K + ~ V n) do + · · ·. 
Setzen wir wie üblich 

0 = 0 +<50+~ <52 0 + ... ' 
so haben wir für die "zweite Variation" der Oberfläche die Formel 
gefunden: 

(34) 

Ist die Ausgangsfläche insbesondere eine Minimalfläche (H = 0), 
so können wir, anstatt den Differentiator V für die erste Grundform I 
zu berechnen, den für die dritte Grundform III = d~2 verwenden. Es 
ist in diesem Falle (§50 (86)) 

Ill=-K·l, 

'\!In= -K·viiin. 
Führt man noch das Flächenelement des sphärischen Bildes Kdo = dw 
ein, so erhält man schließlich 

(35) 

eine Formel, die in etwas anderer Form von H. A. ScHWARZ 1872 an
gegeben worden istl. Es ist besonders auffallend, daß in dieser Formel 
nur mehr die Funktion n auf der Einheitskugel des sphärischen Bildes 
auftritt, daß jede Spur der besonderen Minirnalfläche, von der aus
gegangen wurde, aus der Formel verschwunden ist. 

Es soll hier mit einigen Worten über die Schlüsse berichtet werden, 
die H. A. ScHWARZ in seiner berühmten Festschrift von 18852, die für 
die Begründung der Integralgleichungen in der Dissertation von 
E. SCHMIDT neuerdings vorbildlich geworden ist, aus der Formel (35) 
für <520 bei Minimalflächen gezogen hat. 

Genau wie in § 99 findet man mittels der Überlegung von BLiss 
aus der Bedingung <5 20 > 0 die Bedingung von ]ACOBI für das vor
liegende Problern von PLATEAU, nämlich 

2 n + b.111 n = 0. 

1 H. A. ScHWARZ: Gesammelte Abhandlungen I, S. 157. 
a H. A. ScHWARZ: Gesammelte Abhandlungen I, S. 223-269. 
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Dabei bedeutet L:.ur den zweiten Differentiator BELTRAMIS bezüglich 
der quadratischen Differentialform III, d. h. bezüglich des Bogen
elements des sphärischen Bildes. Führen wir noch einen auf der Kugel 
unveränderlichen Parameter A. in unsere Differentialgleichung ein: 

(36) 2Än + b. 111 n = 0, 

dann können wir das Ergebnis von ScHWARZ so aussprechen: 
Dafür, daß bei festgehaltenem Rand eine Minimalfläche den kleinsten 

Wert der Oberfläche unter den benachbarten Flächen ergibt, ist notwendig, 
daß alle Eigenwerte Ä der Differentialgleichung (36) der Bedingung 

(37) A. >I 

genügen, und hinreichend, daß 

(38) A. >I. 

Dabei heißt die Konstante Ä ein Eigenwert von (36), wenn es eine 
nichttriviale Lösung n dieser Gleichung gibt, die auf dem Rande ver
schwindet. 

L. LICHTENSTEIN hat diese Ergebnisse von ScHwARZ neuerdings 
auf allgemeinere Variationsprobleme übertragen1 . 

§ 117. Erste Variation von Hund K. 

Zum Abschluß dieses Kapitels sei noch festgestellt, wie sich die 
beiden Krümmungen H und K einer Fläche ! (u, v) bei einer "Normal
variation" 

i (u, v) = ! (u, v) + n (u, v) ~ (u, v), 

n (u, v) = e n (u, v)' e-+ 0 

ändern. Durch Ableitung erhält man: 

~" =!u +n~,. +n .. ~, 
~" = !" + n ~" + n" ~; 
i .... = !uu + n~ .... + 2n,.~ .. + n .... ~. 

~ .. "= !uv + n~,." + n,.~" + n"~ .. + n,."~, 
~"" = !"" + n~"" + 2n"~" + n""~. 

Hieraus ergibt sich, wenn man Glieder, die in e von zweiter und 
höherer Ordnung sind, wegläßt: 

{39) 1 
z:__=E-2Ln, 

F=F-2Mn, 

G= G-2Nn; 

1 L. LICHTENSTEIN: Untersuchungen über zweidimensionale reguläre Varia
tionsprobleme I. Monatsh. Math. Phys. Bd. 28, S. 3-51. 1917. 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aufl. 17 
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L = L + (K E- 2H L) n + n11 , 

M = M + (K F- 2 H M) n + n12 , 

N = N + (K G - 2 H N) n + n22 • 

Dabei bedeuten die nik die "kovarianten zweiten Ableitungen" der Funk
tion n, nämlich 

- {111 {11} nu- nuu- 1 J nu- 2 n.,, 

- {12( {12} 
nl2 - nu v - 1 J nu - 2 nv' 

{22} (22} 
n22 = nv v - 1 nu - l 2 nv. 

Die Dreizeigersymbole CHRISTOFFELS wurden in §57 erklärt. Statt der 
Ausdrücke K E - 2 H L, . . . könnten wir nach § 50 (87) auch die 
Koeffizienten der dritten Grundform 111 (des Bogenelements des 
sphärischen Bildes) einführen. 

Aus {39) und (40) ergeben sich jetzt die gewünschten Formeln: 

(41) j K = K + 2 HK n + ~ ~22 _:- 2M n!2 + N nl~ + ... 
. EG- F 2 ' 

- 1 En22 -2Fn12 +Gn11 H=H+(2H2-K)n+ 2 - EG-~F2-- +···. 
Dabei ist 

(42) I:J. n = E_n22 - 2 F n 12 + G n_11 
EG-F2 

nichts anderes als der uns wohlbekannte zweite Differentiator BEL
TRAMIS (§ 81) in etwas veränderter Schreibart. 

Aus der zweiten Formel (41), die wir auch so schreiben wollen: 

(43) d H = (2 H2 - K) n + ! I:J. n , 

können wir neuerdings die Formel (34) für d20 herleiten. 
Aus der Formel (4) für die erste Variation von 0, das heißt aus 

(44) ddo =- 2nH·do 

ergibt sich nämlich durch neuerliche Anwendung des Differentiations
prozesses d bei festgehaltenem n 

d2 do =- 2n (H·ddo + dH·do) = 
= (2Kn2 -n b:.n)do. 

Durch Integration folgt daraus wieder (34), wenn wir beachten, daß 
für verschwindende Randwerte von n nach § 82 (128) 

(45) J \J n·do =-J n I:J. n·do. 
ist. 
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§ 118. Aufgaben und Lehrsätze. 
1. Größteigenschaft der Minimalflächen nach STEINER (1840). Ein Stück einer 

Minimalfläche hat stets größeren Flächeninhalt als die benacl!barten Parallel
flächen. STEIN ER, J.: Ges. Werke II, S. 176. 

2. Verbiegung der Minimalflächen nach 0. SONNET (1853). Es sei 2); = t) (u) 
+ 0 (v) eine Minimalfläche (§ 92), t)' 2 = 0' 2 = 0. Wir betrachten die von einem 
Parameter ct abhängige Schar von Minimalflächen 

(46) 
deren Bogenelement die Form hat 

(47) 2ds2 =t)'ß-'dudv. 

Alle diese "asso.-::iierten" Minimalflächen sind also Iängentreu aufeinander abge
bildet (ds2 ist unabhängig von ct). Die einzigen Minimalflächen, die auf eine ge
gebene abwickelbar sind, sind im wesentlichen ihre Assoziierten. Die Tangenten
ebenen in entsprechenden Punkten assoziierter Flächen sind parallel. Umgekehrt: 
sind zwei Flächen Iängentreu aufeinander so bezogen, daß in entsprechenden 
Punkten die Tangentenebenen parallel laufen, so sind sie entweder kongruente 
oder assoziierte Minimalflächen. Entsprechende Linienelemente auf zwei assoziierten 
Flächen schließen einen festen Winkel ein. Die Flächen, die den Parameterwertenct=O, 
ct = ;n;: 2 entsprechen, heißen adjungiert. Adjungierte Flächen sind so aufeinander 
bezogen, daß entsprechende Linienelemente senkrecht stehen und den Asym
ptotenlinien der einen die Krümmungslinien der anderen entsprechen, und um
gekehrt. Sind zwei Flächen so aufeinander Iängentreu abbildbar, daß entsprechende 
Linienelemente senkrecht stehen, so sind sie adjungierte Minimalflächen. (BaNNET, 
0.: Comptes Rendus Bd. 37, S. 529-532. 1853.) Jede von zwei adjungierten Flä
chen läßt sich in der Art von § 110 als Kräfteplan von Spannungen in der anderen 
deuten. Es treten dann nur Normalspannungen mit konstantem Absolutwert auf, 
wie das bei einem Flüssigkeitshäutchen der Fall ist. 

3. G. DARBOUX' Erzeugung der Minimalflächen von ENNEPER. Zwei Para
beln, die in senkrechten Ebenen so liegen, daß der Brennpunkt der einen in den 
Scheitel der anderen fällt und umgekehrt, nennt man Fokalparabeln. Läßt man 
zwei Punkte beliebig auf zwei Fokalparabeln wandern, so umhüllt ihre Symmetrie
ebene eine Minimalfläche mit ebenen Krümmungslinien. ENNEPER, A.: Z. Math. 
Phys. Bd. 9, S. 108. 1864. - DARBOUX, G.: Theorie des Surfaces Bd. 1, S. 318. 
1887. 

4. Kettenfläche. Die einzige reelle, unebene Minimalfläche, die zugleich Dreh
fläche ist, entsteht durch Umdrehung einer Kettenlinie: 

(48) 

5. Wendelfläche. Die einzigen reellen Minimalflächen, die gleichzeitig wind
schiefe Flächen sind, sind die "Wendelflächen", die durch Schraubung einer Ge
raden um eine sie rechtwinklig schneidende Achse entstehen. CATALAN, E.: J. de 
Mathematiques (1) Bd. 7, S. 203. 1842. Wendelfläche und Kettenfläche sind ad
jungierte Minimalflächen (vgl. Aufg. 2). 

6. LIEs imaginäre Minimalfläche dritter Ordnung. Die Sehnenmittenfläche 
einer isotropen Raumkurve dritter Ordnung ist eine algebraische, windschiefe Mi
nimalfläche dritter Ordnung. SruDY hat über diese Flächen LIES folgendes be
wiesen: Alle solche Flächen sind untereinander kongruent. Sie lassen sich als 
Schraubenflächen erzeugen und sind auf unendlich viele Arten Spiralflächen. Die 

17* 
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Gleichung der Fläche läßt sich durch geeignete Achsenwahl auf die Gestalt bringen: 

(49} 2(x1 - i x2)8 - 6i (x1 - i x2)x3 - 3 (x1 + ix2) = 0. 

LIE, S.: Math. Ann. Bd. 14, S. 353. 1879. - STUDY, E.: Leipz. Ber. Bd. 63, S. 14 
bis 26. 19ll. 

7. Imaginäre Minimalfläche vierter Ordnung nach GEISER. Nach STUDY läßt 
11ich die Minimalfläche 

(50} 
als Drehfläche um die auf ihr liegende isotrope Gerade 

(51} 
auffassen. STUDY, E.: Ebenda (vgl. Aufg. 6). 

8. Ein Satz von STEINER zum Problem von PLATEAU (1842). Durch eine ge
schlossene Kurve können unmöglich zwei verschiedene Flächen allerkleinster Ober
fläche hindurchgehen, die skh in der Gestalt x3 = /1 (x1 , x2), x3 = / 2 (x1, x2) dar
stellen lassen; denn die Fläche 2 x3 = / 1 (x1 , x2) + /2 (x1 , x2) hätte kleinere Ober
fläche als beide. STEINER, J.: Werke II, S. 298. 

9. Ein Satz von BELTRAMI über Minimalflächen (1868). Es' sei x" (u, v); 
(k = 1 , 2, 3) eine Minimalfläche. Dann ist ,1 x" = 0, wenn ,1 den. zweiten Diffe
rentiator BELTRAMis bezeichnet. Die "Höhenlinien" x" = konst. und die zu
gehörigen orthogonalen Trajektorien bilden also eine Schar isothermer Kurven. 
BELTRAMI, E.: Werke !I, S. 25. 

10. Eine Aufgabe über Minimalflächen. Nach den Formeln (9) von WEIER
STRASZ besteht zwischen den analytischen Funktionen einerseits und den Minimal
flächen andererseits eine innige Beziehung. Es müssen sich also die Eigenschaften 
der analytischen Funktionen in entsprechenden Eigenschaften der Minimalflächen 
widerspiegeln und umgekehrt. Man untersuche nun, was für Eigentümlichkeiten 
der Minimalflächen den Eigenschaften der analytischen Funktionen entsprechen, 
die man in neuerer Zeit in Zusammenhang mit dem Satz von E. PrCARD gefunden 
hat. Vgl. dazu die neuerschienene vortreffliche Darstellung in dem Enzyklopädie
artikel von L. BIEBERBACH: Neuere Untersuchungen über Funktionen von 
komplexen Variablen. Enzyklopädie II C 4, S. 409 u. ff. 1921. 

11. Gleichgewicht einer gravitierenden Flüssigkeit. Es sei ~ ein Körper mit 
vorgegebenem Rauminhalt V, dV1 und dV2 zwei Raumelemente von ~ mit der 
Entfernung r. Das Integral 

E = JJ dV1:dV2_ 

~~ 

~eicht dann und nur dann seinen größten Wert, wenn~ eine Kugel ist (A. LIA
POUNOFF). Man kann diesenNachweis wohl am einfachsten mittels STEINERs Sym
metrisierung erbringen. T. CARLEMAN: Math. Z. Bd. 3, S. 1-7. 1919. Verwandte 
isoperimetrische Aufgaben bei W. BLASCHKE, Math. Z. Bd. 1, S. 52-57. 1918. 

12. Literatur über Minimalflächen. An zusammenfassenden Darstellungen der 
Theorie der Minimalflächen seien genannt: H. A. ScHWARZ: Math. Abhandlungen 
I. Berlin 1890; G. DARBoux: Theorie des surfaces I, Livre III. Paris 1887. Es 
ist dies eines der schönsten Kapitel in dem ausgezeichneten ·werk von DARBOUX 
(1842-1917). A. RIBAUCOUR: Etude des Elassoi:des ... , Bruxelles, M6moires 
couronn6es par I' Academie de Belgique Bd. 44. 1881; E. BELTRAMI: Sulle pro
prieta generali delle superficie d'area minima. Opere II, S. 1-54. 1868. An 
neueren Schriften über Minimalflächen seien genannt: A. HAAR: Über das Pla
teausehe Problem. T. RADO: Über den analytischen Charakter der Minimalflächen. 



9. Kapitel. 

Liniengeometrie. 
Von J. PLüCKER (1801-1868) stammt der Gedanke, als Baustein 

für eine räumliche Geometrie statt der Punkte oder Ebenen höhere 
Gebilde, z. B. Geraden oder Kugeln zu verwenden. In beiden Fällen 
wird unser gewöhnlicher Raum Träger einer vierdimensionalen Ge
samtheit, denn sowohl die Geraden wie die Kugeln hängen von vier 
Konstanten ab. F. KLEIN, der 1866-1868 PLüCKERs physikalischer 
Assistent war, hat PLüCKERs Werk zu Ende geführt: "Neue Geometrie 
des Raumes, gegründet auf die Betrachtung der geraden Linie als 
Raumelement" (1868, 1869), in dem PLüCKER seine "Liniengeometrie" 
hauptsächlich in algebraischer Richtung aufgebaut hatte. Schon vorher 
ist die Liniengeometrie in Zusammenhang mit der geometrischen Optik 
insbesondere durch W. R. HAMILTON (1805-1865) und E. KUMMER 
(1810-1893) in differentialgeometrischer Hinsicht entwickelt worden. 
HAMILTONS Abhandlungen sind 1828, 1830 erschienen und KuMMERS 
Schrift über unsern Gegenstand 1860. Später ist die Liniengeometrie 
in innige und vielfache Beziehungen zur Flächentheorie gekommen1• 

Hier soll eine Seite der Liniengeometrie behandelt werden, die auf 
einem sehr reizvollen "Übertragungsprinzip" von E. STUDY beruht, der 
in Bonn PLüCKERs geistiges Erbe verwaltet. 

§ 119. Duale Zahlen. 
STUDY hat gezeigt, daß man die (in dem eben genannten Sinn vier

dimensionale) Liniengeometrie in einen merkwürdigen Zusammenhang 
mit der (zweidimensionalen) Geometrie auf einer Kugelfläche bringen 
kann, und zwar dadurch, daß man auf der Kugel eine besondere Art 
komplexer Punkte einführt. 

1 Eine zusammenfassende Darstellung der Liniengeometrie bei K. ZINDLER: 
Liniengeometrie I, II. Leipzig 1902, 1906. Von demselben Geometer: Die Ent
wicklung und der gegenwärtige Ständ der differentiellen Liniengeometrie. Jahres
bericht Dt. Math. Ver. Bd. 15, S. 185-213. 1906. Man vgl. ferner den 1921 er
schienenen ersten Band der gesammelten Abhandlungen von F. KLEIN, Berlin 
1921. Ein älteres Lehrbuch der Liniengeometrie ist das von G. KoENIGS: La geo
metrie n\glee et ses applications. Paris 1895. 
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Neben das System der gewöhnlichen komplexen Zahlen a + ib 
mit i 2 = - 1 tritt nämlich in mancher Hinsicht gleichberechtigt das 
System der sogenannten "dualen Zahlen" A = a + sb des englischen 
Geometers W. K. CLIFFORD (1845-1879). Hier sollen a und b als reelle 
Zahlen aufgefaßt werden und die neue Einheit s der Rechenregel 
s 2 = 0 genügen. Wir nennen a den Realteil und b den Dualteil von A. 

Für Produkt und Summe zwei er dualer Zahlen A = a + s b und 

A = a + B b gilt dann 

(1) { A +_Ä = (a + a) + _s (b + b) 
A . A = a a + B ( a b + b a) . 

In den Formeln (1) ist die ganze Definition der dualen Zahlen enthalten, 

indem zwei Paaren (a, b) und (a, b) auf zwei Weisen wieder ein reelles 

Zahlenpaar zugeordnet wird und zwar einmal {a + a, b + b} als 

"Summe" und zweitens {aa, ab+ ba} als "Produkt". Wir können s 
als eine Hilfsgröße ansehen, die auf Grund ihrer Eigenschaft 

s2 = 0 

nur eine bequeme Übersicht über diese Zuordnungen vermitteln soll. 

Offenbar sind, da in beiden Verbindungen die Paare {a, b} und {a, b} 
ganz symmetrisch vorkommen, Summen- und Produktbildung. kom
mutativ 

Die Gleichung 

[X= x + sy] 

ist in X eindeutig lösbar, denn die Gleichungen 

sind in x und y eindeutig lösbar. Wir schreiben dann natürlich X = A -A 
und die Subtraktion ist eindeutig erklärt. Erklären wir die Zahl 0 da
durch, daß für jedes A gilt A + 0 = A, so muß 0 offenbar das Zahlen
paar {0, OJ sein. Wie ist es nun mit der Umkehrung der Multiplikation? 

A ·X= A heißt, wenn man die Zahlenpaare zerlegt, 

ax = a, ay+bx=b. 

Diese Gleichungen sind nur dann nach x und y eindeutig lösbar, wenn 

a =!= 0. Die Division X = Ä: A ist also nur dann ausführbar, wenn 
der Realteil des Nenners nicht verschwindet. Durch "rein duale" Zahlen 
{0, b} darf man nicht dividieren. Hier weisen die Rechenregeln der 
dualen Zahlen eine Abweichung von denen der reellen Zahlen auf, 
denn bei diesen ist die Zahl 0 die einzige, durch die man nicht dividieren 
darf, während bei den dualen Zahlen nicht nur das Paar {0, 0} aus-
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geschlossen wird, das die Rolle der 0 spielt, sondern jede Zahl {0, b}. 
Die übrigen Gesetze, z. B. die assoziativen Gesetze sowie das distribu
tive Gesetz, sind erfüllt, aber natürlich gilt hier nicht die Regel, daß 
ein Produkt nur verschwinden kann, wenn mindestens ein Faktor 
Null ist. Die Zahlen {0, b} sind "Nullteiler". Hinsichtlich des e mit 
dem verschwindenden Quadrat s2 können wir sagen: Man rechnet 
mit den dualen Zahlen a + sb so, wie mit Potenzreihen in e, die man 
nach den linearen Gliedern in e abbricht. 

Als Cosinus und Sinus eines dualen Winkels rp = cp + slp erklären 
wir in Analogie zu den Verhältnissen bei gewöhnlichen komplexen 
Größen die Potenzreihen 

fP2 rp4 
cos rp = l - 2T + 4T ... 

. rpa rps 
sm rp = rp - 3! + 5! .... 

Ersetzen wir rp durch cp und lj5, so haben wir: 

- ( rp2 rp' ) cos ( cp + s cp) = l - 2 ! + 4 ! ... 

oder 

(la) cos (rp + s rp) = cos rp- e rp sin cp. 

Diese Formel werden wir später benutzen. 

Ebenso findet man 

(l b) sin(rp + s(jl) = sincp + slpcoscp. 

§ 120. STUDYs Übertragungsprinzip. 

Wir führen nun zunächst PLUCKERs Linienkoordinaten ein. Eine 
Gerade SU: sei durch zwei auf ihr liegende Punkte t und t] bestimmt. 
Wir setzen 

(2) 

wo e einen von Null verschiedenen und im übrigen beliebigen Faktor 
bedeutet. Die sechs Komponenten ak, ak dieser beiden Vektoren sind 
PLUCKERS homogene Koordinaten der Geraden SU:. Sie sind offenbar 
an die Bedingung 

(3) aa = o 
geknüpft. Wir wollen nun, um den Faktor e festzulegen, überdies 

(4) a2 = l 



264 Liniengeometrie. 

fordern, was im reellen Falle, auf den wir uns hier in der Regel be
schränken, immer, und zwar auf zwei verschiedene Arten erreichbar 
ist. Jetzt können wir die beiden Vektoren a, ä zur Kennzeichnung 
der gerichteten, d. h. mit einem Durchlaufungssinn versehenen Ge
raden m: nehmen, und zwar gibt der Vektor a die Richtung. In der 
Ausdrucksweise der Mechanik ist der zweite Vektor ä das "vektorielle 
Moment" der in der Geraden m: wirkenden Einheitskraft a um den Ur
sprung. Die Bedingung dafür, daß ein Punkt ! auf m: liegt, ist 

(5) 

Wir berechnen den Fußpunkt ~ des Lotes vom Ursprung auf m:. Es ist 

(6) C!=axä. 

Tatsächlich liegt nach (5) dieser Punkt auf m:, denn es ist nach (29) 
in §2 

g x a = (a a) a- (a ii) a = a, 
und andrerseits ist 

ag=O. 
Wir setzen nun nach STUDY 

(7) 

und führen damit den "dualen Vektor" \1( ein mit den Komponenten 

(8) 

m: ist ein Einheitsvektor, denn wir haben wegen 

a2 = 1, aii = 0 
die Beziehung 

(9) 

In dieser Abbildung der Geraden des Raumes auf die dualen Punkte der 
Einheitskugel 52(2 = 1 besteht STUDYS Vbertragungsprinzip, das vielleicht 
den wesentlichsten Inhalt seines großen Werkes "Geometrie der Dy
namen" (Leipzig 1903) bildet!. 

Daß diese dem ersten Anschein nach recht willkürliche Zuordnung 
einen guten Sinn hat, sieht man sofort ein, wenn man nachrechnet, 
was dem inneren oder skalaren Produkt m:m:* zweier Vektoren im 
Linienraum entspricht. Wir setzen: 

(10) 

und finden: 

(11) 

m: = a + eä, 
~(* = a* + ea* 

m: m:* = a a* + e ( a ä* + a* ii) • 

1 Vgl. dort besonders § 23, S. 195 und die Literaturangaben S. 207, 208. 
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Wir behaupten: Die beiden Bestandteile rechts sind Bewegungsinva
rianten der beiden Geraden ll(, lll*. Zunächst ist nämlich a a* der Kosinus 
(!es Winkels rp der beiden gerichteten Geraden. Es bleibt also nur 
noch die Bedeutung des Klammerausdrucks zu ermitteln. Wählen wir 
auf ll( zwei Punkte ! und ! + a = t) und auf lll* die Punkte !* und 
!* + a* = t)*, so gibt die Determinante 

I Xt x2 Xs 

(I2) V= I :Yt :Y2 Ys 

I xf xl X~ 
I yf yl ,..: 

nach ihren beiden ersten Zeilen nach dem Determinantensatz von 
LAPLACE entwickelt, gerade den gewünschten Ausdruck 

(I3) V= aa* +a* a. 
Subtrahiert man in der Determinante die dritte Zeile von der vierten 
und dann die erste von der zweiten und dritten, so folgt 

(I4) V= (a, !*- !, a*), 

wo rechts eine dreireihige Determinante steht. Verlegt man die Punkte 
! und !* auf den Geraden lll, lll* in die Fußpunkte des gemeinsamen 
Lotes, so erkennt man, daß 

(I5) V=- 95·sin <p 

ist, wenn ip die Länge dieses gemeinsamen Lotes, d. h. den kürzesten 
Abstand der Geraden bedeutet. Dabei wäre über die Vorzeichen noch 
eine geeignete Festsetzung zu treffen. In der Mechanik nennt man V 
das Moment der einen Geraden um die andere. Sein Vorzeichen ist von 
der Reihenfolge der Geraden unabhängig, abhängig aber vom Sinn der 
gerichteten Geraden. 

Setzen wir 

(I6) 

so ist wegen (1 a) nach (11) und (I5) 

(I7) ~{ ~(* = cos (/) = cos:q; - e (jj sin <p. 

Der "duale Winkel" (/)der Geraden ll(, lll* setzt sich aus dem gewöhnlichen 
Winkel <p und dem kürzesten Abstand~ zusammen: 

(/)=<p+e(jj. 

Insbesondere ergibt sich als Bedingung, daß sich zwei Geraden ll(, ~{* 

senkrecht schneiden. 

(IS) ~L ~!* = 0. 
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Bezeichnen wir mit 
W (A) und ~ (A) 

Real- und Dualteil der Zahl A, so haben wir nach (17) für Winkel cp 
und kürzesten Abstand (jj der beiden Geraden 2( und 2(*, wenn wir den 
Fall paralleler Geraden für den Augenblick ausschließen: 

- ~ (21: 21:*) 
COS m = 31 (2( )}(*); cp - ---===:-':=:~cc-

' -ll ~ [lR (2i 21:*)]2. 

Es ist also 

(I8a) w (\J( 9l*) = 0 

die Bedingung für die senkrechte Lage windschiefer Geraden und 

(I8b) ~ (2! 2!*) = 0 (312 + 1) 

die Bedingung für das Schneiden zweier Geraden. (Für W = ±I, 
~ = 0 haben wir parallele Gerade.) 

Unterwirft man y"etzt die Einheitskugel 2( 2 = I der Gruppe der dualen 
Drehungen, d. h. den orthogonalen Substitutionen mit dualen Koeffizienten, 
so entsprechen ihnen die Euklidischen Bewegungen des Linienraums und 
umgekehrt. Denn die Bewegungen des Raumes sind als stetige Gruppe 
von Transformationen dadurch gekennzeichnet, daß bei ihnen der 
duale Winkel zweier Geraden, also kürzester Abstand und Winkel, er
halten bleibt. 

Den so hergestellten Zusammenhang zwischen der dualen Geo
metrie auf der Kugel und der Liniengeometrie wollen wir zunächst 
dazu benutzen, um die geradlinigen Flächen zu untersuchen. 

Wir schicken noch die folgenden Bemerkungen voraus: 
Die Bewegungen des Linienraums sind in den dualen Linienkoordi

naten A durch die Substitutionsformeln 
3 

A;= ..2 B;"At 
k=l 

gegeben, wo die 9 dualen Koeffizienten den sechs Relationen 

s {I für k = l(= I,2,3) 
i.;{_ B;kBil = 0 für k =f= l 

genügen. Denn es sind ja nach dem eben Gesagten die kongruenten 
Abbildungen des dualen Raumes der A1 , A 2 , A3 , die die Einheitskugel 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, den Ursprung fest lassen. Wir 
haben also formal dieselben Transformationen, wie in § 3 (35), (33) für 
die Vektoren. Für die Invariantenbildung kommen dann wieder die 
Sätze des § 4 zur Anwendung. Soll das vollständige System unab
hängiger Invarianten einer Reihe von Geraden bestimmt werden, so 
sind diese durch die Reihe ihrer dualen Einheitsvektoren 

9((1}, )}((2), )2((3),,. )){(P) 
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gegeben. Nach § 4 haben wir aus diesen Vektoren irgendwie die Höchst
zahl linear unabhängiger Vektoren als Grundvektoren herauszugreifen 
und aus den Grundvektoren dann alle weiteren linear zu kombinieren. 
Das vollständige System der unabhängigen Invarianten ist dann durch 
die Skalarprodukte der Grundvektoren und die Koeffizienten der Li
nearkombinationen gegeben. Jede dieser Invarianten ist eine duale 
Größe, bei Zerlegung in Real- und Dualteil gibt das jedesmal zwei un
abhängige reelle geometrische Invarianten. Ein Vektor ~ läßt sich 
natürlich aus drei linear unabhängigen ~((ll, ~{< 2>, ~<3 ' in eindeutiger 
Weise linear kombinieren: 

(19) 

mit skalaren dualen Koeffizienten A; = J.i + di. (19) gibt in Real- und 
Dualteil gespalten: 

{ o = A1 a<1> -t- A2 a<2> + A3 a<3> 

(19a) b = ~1 a<1l + :X2 a(2) + Xa a<s> + ;.1 (i(l) + ;.2 (i(2l + As a<s>. 

Die sechs Größen Ai, ii sind Invarianten der vier Vektoren ~(1>, 
~(2), ~(3), ~-

Die lineare Kombination des Paares der Dreiervektoren o, o aus 
den sechs Vektoren a, a nach Art von (19a) ist in eindeutig bestimmter 

Weise möglich. Zwar ist in der zweiten Gleichung b auf sehr viele Weisen 
durch die sechs Vektoren a, a kombinierbar, aber nur auf eine Weise so, 
daß bei der Kombination die Koeffizienten der drei a dieselben werden 
wie die Koeffizienten der ersten Gleichung. Die a substituieren sich bei 
einer Bewegung nicht wie Vektoren im strengen Sinne, im Gegensatz 
zu den a. 

§ 121. Geradlinige Flächen. 

Stellen wir den dualen Einheitsvektor 

(20) ~( = a (t) + s a (t) 
in seiner Abhängigkeit von einem reellen Parameter t dar, so ist uns 
dadurch eine geradlinige Fläche gegeben. Dabei wollen wir, um das 
Stirnrunzeln des gestrengen Geometers zu vermeiden, dem dieses 
Büchlein gewidmet ist, ausdrücklich den Fall ausschließen, daß a und ä 
nur konstante Vektoren sind. Für den dualen Winkel zweier benach
barter Erzeugender haben wir 

(20a) df/12 = (dtp+sdqi)2 =d~2 = (da+sda)2. 

Daraus ist 

(21} 
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und in 

(22) 

Liniengeometrie. 

I d ip a'. a' 
7 = d 'P = a-;-:-c? 

haben wir die einfachste Differentialinvariante der geradlinigen Flächen. 
Die Invariante d pflegt man seit M. CHASLES (1793-1880) mit dem 
langweiligen Namen "Verteilungsparameter" zu belegen. Wir wollen sie 
kürzer den "Drall" der Fläche nennen. Der Ausdruck (22) für 1 : d wird 
nur bei den Zylindern a' 2 = 0 unbrauchbar (wenn wir uns, wie erwähnt, 
auf Reelles beschränken). Sein identisches Verschwinden ist für die 
Torsen kennzeichnend. Die Zylinder schließen wir im folgenden aus. 
Geradlinige Flächen, die keine Torsen sind, hatten wir als "windschief" 
bezeichnet. Eine geometrische Deutung des Dralles folgt unten. 

Jetzt führen wir ein unsre geradlinige Fläche begleitendes Dreibein 
ein, das erstens aus der Erzeugenden 12( = W1 besteht und zweitens aus 
der Geraden 

(23) P= y2t' 2 , 

endlich drittens aus der Geraden 

(24) 

Um die geometrische Bedeutung von &2 und 12(3 festzustellen, beachten 
wir, daß aus 12( 2 = 1 durch Ableitung nach t 

(25) 12( 2l' = 0 

folgt. Wir behaupten nun zunächst, daß W3 das gemeinsame Lot be
nachbarter Erzeugender 12( und 2( + 12(' dt ist. Tatsächlich! Wir haben 
dazu nach (18) nur zu bestätigen, daß 

(26) 

ist, und daß \2(3 der Normierungsbedingung genügt: 

(27) 

Den Schnittpunkt ~ der drei Geraden unsres Dreibeins 12(1 , 2!2 , 12(3 , 

also den Punkt auf \2(1 , der von der Nachbarerzeugenden die kleinste 
Entfernung hat, werden wir als "Kehlpunkt" 1 der Fläche bezeichnen 
und den Ort ~ (t) dieses Punktes als ihre "Kehllinie". Statt Kehlpunkt 
und Kehllinie sagt man wohl auch "Hauptpunkt" und "Striktionslinie". 
2(3 ist die Tangente unsrer Fläche im Kehlpunkt, die zur Erzeugenden· 
llh senkrecht ist, ?lt2 ist die Flächennormale im Kehlpunkt. Die Ebene 
durch &1 , \2(2 nennt man "Asymptotenebene" unsrer Fläche. 

1 Dieser Kehlpunkt begegnete uns schon im § 34. 
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Wir wollen nun die Ableitungen ~{k der drei dualen Vektoren ~k 
aus den ll!k linear aufbauen: 

(28) 

Aus 

(29) 

folgt durch Ableitung 

(30) 

d. h. die Matrix der akz ist schiefsymmetrisch. Das Gleichungssystem 
(28} hat also die Form 

(31) 

~(~ = al2 m:2 - aal 5lla , 
~l~ = a2a 2la - a12 lll1 , 
~{~ = aal lll1 - a2a ~ · 

Nach (23) war aber lll' = lll~ = P lll2 , es ist also a12 = P, a31 = 0, 
und es bleibt nur 

(32) a23 = \l(~ 9{3 

zu berechnen. Aus (23} folgt durch Ableitung 

{33) ~{~ = ~I+ I}{' ( ~ )', 

und da andrerseits nach (24) 
2{ X 2{' 

(34) 2{3 = lll1 X ~l2 = p 

war, so finden wir für a23 , wofür wir Q setzen wollen, den Ausdruck 

(35} 
(2! 2{' 2!") (2! 2{' 2!") 

Q = p2 = - 2{'2{' -- • 

Somit haben unsre Ableitungsgleichungen schließlich die Gestalt: 

(36) 

lll~ = + P~{2, 
2{~ = - P lll1 + Q 9la , 
~l~ =- Qlll2; 

p = -v~{'2, 

(2! 2{' 2!") Q = ------~,-2--. 

Trennen wir hierin Reelles und Duales und setzen wir 

{37} P=P+ep, Q=q+eq, 
so finden wir, falls wir 

{38) 
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einführen, das Gleichungssystem 

(39} 

(40) 

j a~=+ Pa2, 
a~ _ - P a1 • + q aa , 
as-- qa2, 

I a~ = + p a2 + P ä2 , 
~f = - ~ al + q ~a - P 0.1 + q O.a , 
a3 = - q a2 - q a2 . 

Darin sind 

(41) 

- a'a' 
p = ya'2' p = l a' 2 ' 

(aa' a") 
q = a'-2 -, 
-· (a a' a") + (a a' a") + (a a' a") (a a' a") (a'u') 
q = a'2 - 2 (a'2)2 • 

In diesen Formeln ist der Parameter, auf den wir die Regelfläche be
ziehen, noch nicht in invarianter Weise festgelegt. 

Für die "duale Linge" der sphärischen Kurve ltf1 (t) erhalten wir 
nach (36), (37) 

(42) J fl2{~ 2 dt = J Pdt = J (p + sp) dt 

und für die duale Länge von \){3 (t) 

(43) fyllt~2 dt=JQdt=f(q+sq)dt. 

Dabei blieb ein Vorzeichen willkürlich. Somit sind die Integrale 

f pdt, fpdt, f qdt, fqdt 

Integralinvarianten unsrer geradlinigen Fläche IJf (t) 

Ferner findet man mittels der Formel (22) für den Drall d1 der 
Fläche ltf1 (t) den Wert 

(44) 

p = 0 kennzeichnet dann die Zylinder. 
Um den Drall geometrisch zu deuten, wollen wir uns jetzt noch die 

Geraden ;t. darstellen, welche zu der Erzeugenden 12! = ltf1 senkrecht 
sind und die Nachbargerade IJf + dllf = IJf + llf' dt schneiden, d. h. die 
Tangenten·% unsrer Regelfläche, welche von den Punkten von 9{ aus
laufen und zu dieser Erzeugenden I){ senkrecht sind. Setzen wir :t als 
Linearkombination 
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mit dualen Koeffizienten A 1 , A 2 , A 3 an, so folgt aus st 9!1 = 0, daß 
A1 = 0 sein muß. Wegen%% = 1 gilt A§ + A~ = 1 und wir können 

% = sin <P • 9!2 + cos <P 11{3 

mit 
sin <P = sin rp + 8 (j5 cos rp ; cos <P = cos rp - 8 (j5 sin rp 

setzen. Soll st noch die Nachbargerade 9! + 9!' dt schneiden, so muß 
weiter nach (18b): 

~ (% 9!') = 0 
gelten oder nach (23) 

(44a) 

Spalten wir in Real- und Dual teil, so gilt: 

sin <P • P = sin rp · p + 8 [ sin rp · p + (j5 cos rp · p] . 

Die Bedingung (44a) führt also mittels (44) auf 

(45) 
- p l 
'P =- -tgrp =- -tgrp. p dl 

Somit haben wir für unsre von dem einen Parameter rp abhängigen 
senkrechten Tangenten, wenn wir den Fall der Zylinder p = 0 aus
schließen: 

% (rp) = sin rp a2 + cos rp a3 

+ 8 { sin rp a2 + cos rp U3 - ~ sin rp 0 2 + ~ ~ sin rp tg rp 0 3 } • 

Für rp = 0 ergibt sich offenbar die senkrechte Tangente \!{3 im Kehl
punkt. Nehmen wir nun irgend eine Tangente :t, so gilt 

(% 9!3) = cos <P • 

Nach (17) ist also rp der Winkel zwischen % und 9!3 und rp der kürzeste 
Abstand beider Geraden. 

Zwischen beiden und dem Drall unsrer Fläche besteht nach (45) die 
Beziehung 

(46) 

Da \!( das gemeinsame Lot von % und 9!3 ist, so hat man in rp einfach 
den Abstand desjenigen Punktes M, in dem ;t Tangente ist, vom Kehl
punkt, und rp ist der Winkel, den die Tangentenebenen in M und im 
Kehlpunkt miteinander bilden. Die Formel (46) gibt uns also einen 
Aufschluß darüber, wie sich die Tangentenebene längs der Erzeugenden 
unsrer Regelfläche dreht, wenn man vom Kehlpunkt um die Strecke -
auf der Erzeugenden fortschreitet. Setzen wir rp = 1, so haben wir 

dl =- tgrp 
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und damit die folgende geometrische Deutung des Dralles: Ist rp der 
Winkel zwischen der Tangentenebene unsrer Regelfläche im Kehlpunkt 
und der Tangentenebene in einem der beiden Punkte, die vom Kehlpunkt 
im Abstand 1 auf der Erzeugenden gelegen sind, so ist der Drall unsrer 
Regelfläche gleich - tg rp. 

Entsprechend der Formel (44) für den Drall der Fläche 2!1 (t) finden 
wir für den Drall der Fläche 2!2 (t) 

1 _ a~ a~ _ PP + q 7J 
-;r;,- a~2 --:P·+q2-

und schließlich für den Drall der Fläche 2!3 (t) 

(46a) 

Um den Geschwindigkeitsvektor !' des Kehlpunktes! zu gewinnen, 
beachten wir, daß 2!3 die von (2!1) bestrichene Fläche in ! berührt, 
daß also 

(47) 

sein muß. Leiten wir andrerseits die Gleichungen 

(48) 

die aussagen, daß der Kehlpunkt! auf 2!1 und 2!3 liegt, mittels (39), (40) 
und (47) ab, so folgt 

(49) a=q, b=p. 

Damit haben wir die gewünschte Ableitungsgleichung für den Kehl
punkt 

(50) 

und daraus 

(51) 

Aus (50) ergibt sich eine geometrische Deutung der Integralinvarianten 

fqdt, fpdt. 
Es ist nämlich 

(52) 

die auf 2(1 gemessene Entfernung des Kehlpunkts von einer Kurve 
auf unsrer geradlinigen Fläche (2!1), die die Erzeugenden 2!1 senkrecht 
durchschneidet, und entsprechend 

(53) 

die Entfernung von einer senkrechten Schnittlinie der 2(3 • 



§ 121. Geradlinige Flächen. 273 

p = 0 kennzeichnet die Zylinder ~ (t). Ist p = 0, ohne daß p = 0 
ist, so hat ~ (t) nach (44) unendlich großen Drall, also ist ~ (t) auf 
jeden Fall eine Torse, wenn p = 0 ist. Aus q = 0 folgt nach {39) a~ = 0 
oder a3 = konst. Wegen a1 a3 = 0 bedeutet also q = 0, daß die Er
zeugenden von ~1 (t) einer Ebene ("Richtebene") parallel sind. Es bleibt 
noch der Fall q = 0 zu untersuchen. 

Im allgemeinen, d. h. für p + 0, q + 0 entsprechen sich die Flächen 
~{1 (t) und ~3 (t) gegenseitig, d. h. jede besteht aus den kürzesten Ab
ständen der Nachbarerzeugenden der andern. Daß nämlich ~3 das Lot 
von ~1 und ~1 + d~1 ist, drückt sich so aus [vgl. {36)]: 

(54) 

und die umgekehrte Beziehung durch 

(55) 

Beide Ausdrücke haben dabei einen guten Sinn, d~ die Realteile p, q 
der Nenner nicht verschwinden. Soll nun q = 0 sein, so hat ~3 (t) nach 
(46a) unendlich großen Drall, ist also eine Torse. ~1 (t) besteht aus 
den gemeinsamen Loten benachbarter Erzeugenden der Torse, also aus 
den Binarmalen der von der Torse im allgemeinen umhüllten Raum
kurve. q = 0 bedeutet also, daß ~1 (t) in der Regel aus den Binarmalen 
einer Kurve besteht. 

In dem Sonderfall p = 0 steckt in unsrer Theorie der geradlinigen 
Flächen die Theorie der Raumkurven (q + 0) und gleichzeitig (q = 0) 
die der Kegel. Im ersten Fall wird nämlich nach (50) t = qa1 , t 2 = q2 

und somit nach willkürlicher Entscheidung über das Vorzeichen der 
Bogenlänge s der Kehllinie 

s = fqdt. 
Die Formeln (39) bekommen also die Gestalt 

da1 p 
-d = +=a2, s q 

da2 p q 
a; = - q a1 + q aa, 

da3 q 
a;=-qa2. 

Durch Vergleich mit den Formeln (71) von FRENET in § 9 ergeben 
sich somit für Krümmung und Windung von (~) die Werte 

I p I q (56) q I q' 

Nebenbei bemerkt, kann man außer unsernvier Integralinvarianten 
für geradlinige Flächen leicht noch weitere bilden, so z. B. die von 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Aull. 18 



274 Liniengeometrie. 

dem französischen Geometer G. KOENIGS betrachtete 

(57) 

Stellen wir einen beliebigen Punkt t} einer geradlinigen Fläche, 
ausgehend von der Kehllinie ! (t) in der Form t} =! + ro1 durch die 
Parameter r, t dar, so findet sich nach (39), (50) für das Bogenelement 
der Fläche der Ausdruck: 

(581) dt)2 = dr2 + 2qdrdt + (p2r2 + p2 + q2) dt2. 

Daraus folgt etwa mittels (42) in § 36 für das Krümmungsmaß 

K--{ PP }2 (582) - p2 ~2 + pB 0 

Längs einer Erzeugenden hat also K, wenn p, p =+= 0 sind, für r = 0, 
also im Kehlpunkt seinen absolut größten Wert. 

Aus der Eiegongsinvarianz von K (§ 45) folgt: Sind zwei wind
schiefe (K =+= 0) geradlinige Flächen längentreu so aufeinander abgebildet, 
daß sich die geradlinigen Erzeugenden entsprechen, so entsprechen sich 
auch die Kehllinien. Ferner: Dafür, daß zwei windschiefe Flächen derart 
aufeinander abbildbar sind, ist notwendig und hinreichend, daß für ent
sprechende Erzeugende die Verhältnisse p : p : q übereinstimmen. 

Merken wir uns zum Schluß noch einige Formeln für den Kehlpunkt! 
einer geradlinigen Fläche an. Setzen wir dazu 

! = at1 01 + at2 02 + Ots Os • 

so gibt die Tatsache, daß ! auf ~1 liegt 

!X01 = a1, 
wobei 

! X 01 = - at2 Os + ats Oz • 

Multipliziert man mit o2 , so findet sich wegen o~ = l, o2 o3 = 0 das 
Ergebnis a3 = o2Ci1 • 

Daraus durch zyklische Vertauschung 

(591) + ! = (Os il2) 01 + (01 iis) 02 + (02 ä1) Os 

oder auch, da mt und 2fk (i =+= k) sich schneiden ( o;ilk + okai = 0) 

(592) -! = (02 Oa) 01 + (Os Ci1) 02 + (01 a2) Os· 

Mittels (39) und (40) ergibt sich weiter 

(59s) ! = o X ä + (a:;~a') o 
oder nach (6) 

(594) 

1 Entsprechend dem hier Vorgetragenen läßt sich besonders symmetrisch für 
die nicht-Euklidische Geometrie eine Theorie der geradlinigen Flächen aufstellen. 
Vgl. W. BLASCHKE: Math. Zeitschrift, Bd. 15, S. 309-320. 1922. 
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§ 122. Besondere geradlinige Flächen. 

Wir wollen von der vorhin entwickelten Theorie eine kleine Anwen
dung machen, indem wir den Drall LI derjenigen geradlinigen Fläche be
rechnen, die von einer mit dem begleitenden Dreibein einer gegebenen 
geradlinigen Fläche \2! (t) starr verbundenen Geraden @ beschrieben 
wird. 

Zu dem Zweck setzen wir den dualen Vektor @ linear aus den 
dualen Vektoren \2!1 , \2!2 , \2!3 zusammen: 

(60) 

Dabei bedeuten die Gk feste duale Zahlen mit der Quadratsumme @ 2 = 1. 
Durch Ableitung folgt wegen (36) 

(61) @' = - G2 P~(1 + (G1 P- G3 Q) ~{2 + G2Q ~(a. 

Daraus ergeben sich nebenbei für die im Augenblick ruhende Gerade 
(@' = 0) die Bestimmungsstücke 

Q p 

(62) G1=lP2+Q2' G2=0, Ga=lP2+Q2' 

Ferner folgt aus (61) 

@'2 = G;pz + (G1P- GaQ)z + G:Qz 

oder wegen Gi + G~ + G~ = 1 

(631) @'2 = p2 + Q2- (GaP+ G1 Q)2. 

Daraus durch Trennung des Real- und Dualteils: 

Gk = gk+ egk, 
@=g+eg; 

g'2 = p2 + q2 _ (gaP + g1 q)2, 

g'g' =PP+ qq- (gaP + g1 q) (gaP + gl q + iiaP + c1q). 

Somit gilt für den gesuchten Drall LI : 

(64) 

Suchen wir jetzt insbesondere die Geraden @ durch den Kehlpunkt 
~ auf, für die der Drall unendlich groß wird. Für die Geraden durch 
~ sind die gk = 0; denn die gk bedeuten die Drehmomente von @ um 
die \U:k. Somit findet sich die Bedingung 

(65) 

Das ist die Gleichung eines Kegels zweiten Grades durch ~. Fragen 
wir nun: Für wekhe Flächen \2! (t) behält dieser Kegel, dessen Erzeugende 
Torsen beschreiben, Gestalt und Lage innerhalb des Dreibeins \U:k (t) bei? 

18* 
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Nach (65) ist offenbar dafür notwendig und hinreichend, daß p: q 
und p : q längs m: (t) konstant (also unabhängig von t) bleiben. Wir 
wollen nun die geometrische Bedeutung der Bedingungen p : q und 
p : q = konst. ermitteln. p : q = konst. bedeutet, daß die Erzeugenden 
m: (t) mit einer festen Richtung einen festen Winkel bilden. In der Tat: 
Nimmt man in (61) die Realteile, so erhält man 

(66) 

Daraus folgt, daß die im Dreibein feste Richtung 

(67) 

auch im Raum fest ist (g' = 0), was sich leicht umkehren läßt. Aus (51) 
folgt andrerseits, daß p : q = konst. diejenigen geradlinigen Flächen 
kennzeichnet, für welche die Kehllinie mit der Erzeugenden m: (t) einen 
festen Winkel bildet. Da sowohl die Richtung (67) wie die Tangenten
richtung 1;' in der Ebene durch m:1 und m:3 liegen, ist auch der Winkel 
zwischen !' (50) und der raumfesten Richtung (67) unveränderlich. 
In der Ausdrucksweise von § 18 heißt das: Die Kehllinie ist eine 
Böschungslinie. 

Da a2 auf der festen Richtung und auf !' senkrecht steht und die 
Hauptnormale ~2 einer Böschungslinie nach § 18 dieselbe Eigenschaft 
hat, so können wir ~2 = a2 setzen. 

Gehen wir jetzt umgekehrt von einer Böschungslinie f (t) aus und 
konstruieren dazu eine von unsern geradlinigen Flächen m (t) , die 1: (t) 
zur Kehllinie hat, so muß wegen ~2 = a2 die Beziehung bestehen: 

(68) a1 = ~1 cos# + ~3 sin f}, f} = konst. 

Daraus folgt durch Ableitung mittels der Formeln von FRENET aus § 9 

(69) 
, _ t ( cos {} sin {} ) a -s-2 -----. 
1 e • 

Somit ist 

(70) 

Also ist die Kurve 1: (t) auf der Fläche 

(71) 

tatsächlich Kehllinie. Um also eine geradlinige Fläche mit p: q = konst., 
p : q = konst. zu konstruieren, braucht man nur durch die Punkte ! einer 
Böschungslinie die Erzeugenden mit der Richtung 

a = ~1 cos f} + ~3 sin f}, f} = konst. 
zu legen. 
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Dabei ist der Winkel {} so zu wählen, daß die Richtung a nicht 
raumfest ausfällt. Das Dreibein der ~k ist mit dem der ak starr ver· 
bunden. Eine Gerade@, die mit den llrk starr zusammenhängt, ist also 
auch mit den ~k in unveränderlichem Zusammenhang. Somit gibt es 
bei jeder Böschungslinie einen mit dem begleitenden Dreibein der ~ 
starr verbundenen Kegel mit der Spitze im Kurvenpunkt, dessen Er· 
zeugende bei der Bewegung des Dreibeins Torsen umhüllen. Diese Eigen· 
schaft ist für die Böschungslinien kennzeichnend. Damit sind wir auf 
ein von P. APPELL herrührendes Ergebnis zurückgekommen1• 

Nach (60) ist für beliebige geradlinige Flächen die Gerade 

(72) )8 (t) = Q ~1 + p ~3 
}P2 + Q2 

das, was dem sphärischen Krümmungsmittelpunkt auf der dualen 
Kugel entspricht, also etwa die "Krümmungsachse" der geradlinigen 
Fläche llf (t) . )8 (t) könnte man dann die Evolutenfläche zu \ll (t) nennen. 

Setzt man in )8 für \ll1 , \ll3 , P, Q die Werte aus (23), (24), (36) ein, 
so erhält man: 

)8 = Q~ + ~x~' 
1~'2 + Q2 ' 

Bezeichnet man den dualen Winkel zwischen I){ und )8 mit 
8 = {} + e {}, so erhält man aus (72) : 

ct e = ct {} - s 9 = Q = @ ~~ ~") · 
g g sin2 f} P (~'2)3 /, ' 

ctg{} = q 
p 

ß = q_ 'P__-:_ p 7j 
p2 + q2 

§ 123. Strahlensysteme. 

Eine Gesamtheit von Geraden, die von zwei wesentlichen Para· 
metern abhängt, nennt man ein "Strahlensystem" oder eine "Kon· 
gruenz". Wir wollen den Einheitsvektor I){ als Funktion zweier reeller 
Parameter u, v darstellen. 

(74) ll{ = a (u, v) + e a (u, v) 

und haben so ein Strahlensystem gegeben. Das duale Bogenelement 

dll{2 = {(a,. du+ a" dv) + e (a,. du+ av dv)}2 

(75) = (a~ du2 + 2a,. a11 du dv + a~ dv2) 

+ 2e {a,. a,. du2 + (a,. av + av a,.) du dv + av av dv2) 

1 P. APPELL: Arch. Math. Phys. (1) Bd. 64, S. 19-23. 1879. 
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kürzen wir so ab: 

(76) 
dW2 = E du2 + 2F du dv + G dv2 

indem wir setzen: 

E = e + ee, F=l+el, G=g+eg; 

(77) e = a~, I= au a", g = a~; 

e = 2au iiu, I= au a" + a" iiu, g = 2av iiv. 

Wir werden im folgenden die "zylindrischen" Strahlensysteme, 
d. h. solche, deren sphärisches Bild a (u, v) auf eine Kurve zusammen
schrumpft (eg- 12 = 0), ausschließen. 

Um die Abhängigkeit zwischen den beiden quadratischen Diffe
rent!· alformen 1 

I= edu2 + 2ldudv + gdv2, 

II = edu2 + 2fdudv + gdv2 
(78) 

aufzufinden, brauchen wir nur hinzuschreiben, daß die duale Differen
tialform I+ e II das GAuszsche Krümmungsmaß Eins hat. Mittels 
der Formel (138) in § 58 erhält man: 

(79) 
1 { a e.- Iu a t.- g,.} 

- 2w av -w- --a-:u-w- ' 
i g gu gv 

w2=eg-l2 

und eine zweite, etwas längliche Formel 

(80) 

wo 

I e eu ev 

+I I !u lv 
g 8u gv 

+ -~-{..!!__ e,.- Iu _ ..!!__!.-_!":} _ __!_{..!!__ e.- I~_..!!__/.- g"} 
w i)v w ou w 2w ov w i)u w 

+ _l_ {..!!__h e.- /,.- !_ h !. - g"} 
w dv w i)u w ' 

4h = e g- 2ft+ g e 
eg- f2 

gesetzt ist. 

1 Diese Formen hat systematisch zuerst G. SANNIA zur Grundlage der diffe
rentialgeometrischen Behandlung der Strahlensysteme gemacht (Math. Ann. Bd. 68, 
S. 409-416. 1910), nachdem schon K. ZINDLER beide Formen eingeführt hatte. 
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Man kann (80) mittels (79) noch ein wenig umformen. 
Überträgt man auch die Ableitungsformeln (135) (§57) von GAUSZ 

auf den vorliegenden Fall, indem man (für ~ = e = m:) nach (77) 

E=-L=e+ee, 

F=-M=f+ef, 

G= -N=g+eg 

setzt, so sieht man z. B., daß durch die Grundformen I, II mit den 
Bedingungen (79) und (80) das Strahlensystem im wesentlichen be
stimmt ist. 

Untersuchen wir den Drall d der geradlinigen Flächen, die durch 
eine Gerade m: unseres Systems hindurchgehen und aus Systemgeraden 
bestehen! Wir finden 

(81)_!_- a'ii~- (au du+ a. dv) (iiu du+ ii. dv)- _!_ e du2 + 2/ du dv + /(dv2 
d- a' 2 - (audu+a.dv)2 -2 edu2+2fdudv+gdv2 • 

Genau durch die entsprechenden Betrachtungen wie in §§ 44, 46 erhält 
man für die extremen Werte von d als Funktion der "Fortschreitungs
richtung" du: dv die Formeln: 

(82) 

und daraus 

(2e- ed) du+ (2/- fd) dv = 0 

(2 f- td) du+ (2 g- gd) dv = 0 

4 ( e g - / 2) - 2 ( e g - 2 t 7 + g e) d + (e g - /2) d2 = o 
oder 

(83) 1- 2hd + kd2 = 0, 

(84) h = _!_ (_!__ + _!__) = _!_ eg- 2/1 +__g e 
2 d1 d2 4 e g - j2 ' 

(85) 1 1 eg-i2 
k = d1 d~ = 4 -eg-- 1a • 

Dabei sind die Nenner =!= 0, wenn das Strahlensystem nicht zylindrisch 
ist, wie wir angenommen hatten. Aus (82) folgt ferner durch Entfernung 
von d für die "Hauptrichtungen" du: dv 

(86) I (edu + fdv) (~du+ fdv) j = 0 . 

(fdu + gdv) (fdu + gdv) I 

Da die Differentialform I> 0 definit ist, so sind die geradlinigen 
Flächen, die der Bedingung (86) genügen, stets reell. Diese Flächen, die 
den Krümmungslinien entsprechen, könnte man wohl als "Haupt
flächen" bezeichnen. 
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Aus (86) folgt, wenn wir den Ausnahmefall, daß die Differential
formen I, II linear abhängen, auf später (§ 127) verschieben, daß f = 0 

und J = 0 wird, sobald man die. Hauptflächen zu Parameterflächen 
u, v = konst. nimmt. 

Merken wir noch an, wie sich die Formeln (79), (80) in diesem Fall 
vereinfachen. Wir finden: 

(87) 1 =- -1-{-~ e~ + ~g .. \ 
2w ov w au w I' 

(88) 4 h = ..!...{~ 2k e~- e~ + _i_ 2kg,.- g"}· 
w av w au w ' 

wo jetzt zur Abkürzung gesetzt ist: 

(89) 

Dazu kommen die Ableitungsformeln nach §57 (136), (137): 

(90) 

~r .... = + :; ~r .. - :~ ~" - E ~r. 

~ .. " = + :;.; ~ .. + ~~ ~{", 

~""=- ~~ ~ .. + ~~ ~f"-G~{. 
Die einzigen Integrierbarkeitsbedingungen für das System (90) sind 

dann die Gleichungen (87) (88). Im § 129 wollen wir diese Grundglei
chungen der Theorie der Strahlensysteme invariant schreiben. 

Durch die Differentialgleichung 

(91) II = edu2 + 2fdudv + gdv2 = 0 

sind nach (81) die Torsen definiert, die in unserm Strahlensystem ent
halten sind. Während die Hauptflächen stets reell sind, können die 

Torsen auch imaginär sein (8 g - /2 > 0). 

§ 124. Ubertragung der Integralformel von GAusz- BONNET 

auf Strahlensysteme. 

Nach 0. BoNNET drückt sich die Gesamtkrümmung eines einfach 
zusammenhängenden Flächenstückes folgendermaßen durch ein Rand
integral aus (§ 76): 

J K·do+ f~: =2n. 

Wir wollen diese Formel auf den Sonderfall eines Flächenstücks auf 
der Einheitskugel K = + 1, ~ = ~ anwenden, wo die geodätische 
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Krümmung nach § 68 (6) durch den Ausdruck erklärt ist: 

1 
(92) ea' = + (~ ~s ~ss) • 
Wir finden jetzt 

(93) J do + f (~~,f'~dt =2n. 

Diese Formel wollen wir dual erweitern und auf ein Stück eines 
Strahlensystems anwenden, dessen sphärisches Abbild ein einfach zu
sammenhängendes Stück der Einheitskugel ist. Wir haben zunächst 

(94) J do = J J (EG:::,F 2 .du dv = J J (1 + 2 eh) (e~g~ f2 du dv 

oder, wenn wir das Flächenelement des sphärischen Bildes 

(95) 

einführen, 

(96) J do = J (1 + 2 eh) dw. 1 

Ferner ist 

(97) J {~~~") dt = J Qdt, 

wenn wir wie in (36) 

(98) 

setzen. Somit ist 

(99) j(l +2t:h)dw+~Qdt=2n 

oder, wenn man Realteil und Dualteil trennt, 

(100) 

(101) 

fdw + ~qdt = 2n, 

-2fh·dw=~qdt. 

Hieraus folgt: Die Strahlensysteme mit h = 0 haben die kennzeich
nende Eigenschaft, daß auf ihnen das Integral 

(102) fqdt 
nicht vom Wege abhängt. 

Diese Strahlensysteme mit h = 0 sind nichts anderes als die von 
uns schon in § 51 betrachteten Normalensysteme. Es folgt das sofort 
aus der Unabhängigkeit des Integrals (102) vom Wege und aus der in 
§ 121 aus (50) entnommenen geometrischen Deutung dieses Integrals. 

1 Das über ein Strahlensystem erstreckte Doppelintegral J h d w dürfte zu
erst von E. CARTAN betrachtet worden sein. Bull. Soc. Math. France Bd. 24, S. 140 
bis 177. 1896. (Vgl. § 133, Aufg. 24.) 
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§ 125. Brennflächen eines Strahlensystems. 

Nehmen wir e g- / 2 =l= 0, so können wir die Torsen zu Parameter
flächen machen, wenn wir das Strahlensystem analytisch voraussetzen 
und uns nicht scheuen, gegebenenfalls (k > 0) imaginäre Parameter
flächen zu verwenden. Für die 'Kehlpunkte der Torsen, d. h. für die 
Berührungspunkte mit dem Hüllgebilde, haben wir dann nach (59) 3 

(113) 

~ = a X a + (a a,. ii,.) a 
I a; ' 

~2 = a X a + (aa~,ii.) a. 
a; 

Nun ist in unsrem Falle= g = 0 und somit nach (77) 

(114) 
(a a,. a,J (a a,. a,.) = + (a~) (av a,.), 

Daraus folgt 

(115) 

- + (a. ii,.) 
~~ = a X a -( --) a, a a,. a. 

- (a,. a.) 
~2 = a X a - (a a,. a:) a , 

(a .. a.) + (a. a .. ) 7 a2- 51 = - --------- a = - --- a. 
(a a,. a.) (a a,. a.) (11 

(117 31 + 32 - 1 (a,. a.)- (a. a,.) 
m=-2-=axa--2 - ( ) a. 

a a,. a. 

Von der letzten Formel sieht man sofort, daß sie von der Parameter
wahl nicht abhängt, denn es ist 

- - o(a, 0:) o(a, ii) o(ul, vl) 
(118) a,. a1)- a1) a,. = i!(u, v) = i!(ul~ o(u, v) . 

Man nennt die Punkte 5k die "Brennpunkte" des Strahls m: unseres 
Systems, ihren Mittelpunkt m den "Mittelpunkt" des Strahls m:. Für 
die Entfernung der Brennpunkte folgt aus (116) 

(119) 

wenn wir die Formel gleich invariant schreiben. 
Im allgemeinen werden die Punkte 51 (u, v), 52 (u, v) Flächen be

schreiben. Da bei unsrer speziellen Parameterwahl 

(120) ~ = l 1 a,-, 832 = lz a ou J ou 

ist [die Flächen u, v = konst. sind Torsen], so liegt die Richtung a 
unseres Systemstrahls in den Tangentenebenen, die durch die Vektoren 

03k 03k 
(121) dU' i)v 
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bestimmt sind, wenn & .. X &v =!= 0. Die 5 ystemstrahlen sind also im all
gemeinen gemeinsame Tangenten der beiden "Brennflächen" crk (u, v). 

Für später merken wir uns die bei beliebigen Parametern gültigen 
Formeln für die Brennpunkte an: 

(122) 

(123) 

&=m±ai-k, I 
\ m ~ a x a - -} '· 1~;: ,~ '· a ·I 

§ 126. Formeln von HAMILTON und MANNHEIM. 

Um das Verhalten eines Strahlensystems in der Nähe eines Strahls 
einfach zu beschreiben, wollen wir an dieser Stelle die Parameter u, v 
so wählen, daß sie zu den Hauptflächen (§ 123) gehören, so daß f = 0, 

f = 0 wird und daß in diesem Punkte e = g = 1 ausfällt. Den Ursprung 
wollen wir in den Mittelpunkt m unsres Strahls verlegen. Dann wird 
schließlich, wenn d1 , d2 die Dralle der Hauptflächen bedeuten, 

(124) 
a,.a .. = 1, 

a,. ii,. = 1 : d1 , 

a .. av = 0, av a" = 1, 

a" iiv = 0' a'V ii,. = 0' a'V iiv = 1 : d2 • 

Unsre Formel (81) für den Drall einer Systemfläche vereinfacht sich zu 

1 
d 

Führen wir endlich den Winkel rx der Asymptotenebenen (§ 121) ein: 

du: dv = cos rx: sin rx, 

so wird: 

(125) 1 1 2 1 . 2 
- = - COS r:t. + -Sill r:t.. 
d dl d2 

Diese Formel für die Dralle aller geradlinigen Flächen eines Strahlen
systems durch einen Systemstrahl hat A. MANNHEIM 1872 angegeben1. 

Für die Kehlpunkte unsrer geradlinigen Flächen haben wir 
nach (59)3 

~ = a X ii + ra, 
( a, au dU + a. d V , nu dU + av d V) r = '--'--=---:-'--+-:-''----"-o--;-;;-'-'-----'

(au du+ a. dv)2 

oder wegen der Normierung (124) unsrer Koordinaten, wenn man 

1 A. MANNHEIM: Liouvilles J. (2) Bd. 17, S. 126. 1872. 
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Zähler und Nenner von r nach dem Multiplikationssatz für Deter
minanten mit (aa,.a11) multipliziert, 

(d1 - d2 ) du dv ~ 

r = d1 a;-(du2Tdli 2f · 
Führt man wieder den Winkel IY. ein, so folgt 

(126) 

Dieser Zusammenhang zwischen dem Winkel IY. der Asymptotenebenen 
und der Entfernung r des Kehlpunktes vom Mittelpunkt m ist zuerst 
von W. R. HAMILTON 1830 gefunden worden1• 

Die Punkte auf unserm Systemstrahl, die den Werten 2 IY. = ' n: 2 
entsprechen: 

r = + dl-_ d2 
- 2dld2 

werden wohl als "Grenzpunkte" bezeichnet. Aus der Formel von MANN
HEIM erkennt man auch die Gestalt der geradlinigen Fläche, die von 
den gemeinsamen Loten unsres Systemstrahls mit seinen Nachbar
strahlen erfüllt wird 2• 

§ 127. Isotrope Strahlensysteme. 

Die Differentialgleichung (86) der Hauptflächen versagt, wenn 

(127) e:j:g=e:f:g 

ist. Solche Strahlensysteme mit der kennzeichnenden Eigenschaft, daß 
alle (reellen) Systemflächen durch einen Systemstrahl dort denselben Drall 
besitzen (vgl. Formel (81)), nennt man nach A. RIBAUCOUR isotrop 3 • 

Legen wir für das sphärische Bild a (u, v) isotherme Parameter 
(vgl. § 85) zugrunde: 

(128) da2 = ').2 (du2 + dv2 ), 

so können wir nach (76) setzen: 

(129) d2'(2 = A2 (du2 + dv2), A = A(1 + Bfl); 

I e = ').2, f = 0, g = ').2; 

(130) 
I e = 2/.2 fl, I= o, rg = 2 ').2 fl· 

I 
(a a,. a") = /.2, 

k = fl2, h = fl· 
1 W. R. HAMILTON: Transact. of the Irish Ac. Bd. 15. 1828 und Bd. 16. 1830, 
2 Vgl. § 133, Aufgabe 3. 
3 A. RIBAucouR: Etude des elassoides ou surfaces a courbure moyenne nulle. 

Mem. cour. Bd. 44. Brüssell88l. Der Ausdruck "Elassoid" für Minimalfläche hat 
sich nicht eingebürgert. 
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Es gilt der Satz: Alle Systemflächen eines isotropen Strahlensystems 
durch denselben Systemstrahl haben dort denselben Kehlpunkt. 

Für ein isotropes Strahlensystem ist nämlich d1 = d2 und daher 
nach der Formel (126) von HAMILTON r = 0. Umgekehrt ist die ge
fundene Eigenschaft für die· isotropen Strahlensysteme kennzeichnend. 
Denn aus (126) folgt, daß r nur für d1 = d2 unabhängig von rx. sein 
kann; und dann ist nach der Formel (125) von MANNHEIM auch d 
unabhängig von a., also das Strahlensystem tatsächlich isotrop. 

Stellen wir unter Verwendung des Bogenelements (129) für die iso
tropen Strahlensysteme die Hauptformeln zusammen. Es ist das Krüm
mungsmaß 

(131) 1 ( iJ2 (12 ) ' 
- A2 (lu2 + (lv2 lg A.= l. 

Beachtet man, daß 

(132) lgA=lg.?.+sp, 

so folgt durch Abtrennung des Realteils 

(133) 

(134) 1 ( (12 [)2 ) 
- }.2 (lu2 + ßv2 fl = 2p. 

Aus (90) folgt 

(135) ll ::: =: ~ :: + ~: ::,-A' !l, 
~( = - Au 21: + ~ W - A2 \1{ 

vv A " A V • 

Durch Trennung der reellen und imaginären Teile ergibt sich daraus 

(136) 

(13'1) 
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§ 128. Beziehungen der isotropen Strahlensysteme 
zu den Minimalflächen. 

Aus (123) folgt wegen I= auav + avau = 0 für den Mittelpunkt m 
der Brennpunkte 

(138) 

Wir wollen daraus die Ableitungen mu und mv ermitteln. Wir finden 

(139) _ X-+ X- a,.,.a.+aua,.. + 2 a"a.A.,. a,.a. m,. - a,. a a a,. - - ,1.:2-- -- a -· ;_3- · a - J:2 au 

Zerlegen wir diesen Vektor nach den drei paarweise senkrechten Rich
tungen a, au, av , so erhalten wir 

(140) - ( ·-) - a,." a. + au ilu V + 2 a,. a. Au m,. a - a au a }.2 A_3 • 

Beachten wir, daß nach dem Multiplikationsgesetz für Determinanten 

(a au Ii) (a all av) = A2 (a a,. Ii) =·A2 av Ii 
oder 

(a au a) = av Ci 

ist, und rechnen wir das zweite Glied rechts in (140) mittels der Ab
leitungsformeln (136), (137) um, so finden wir 

m,.a =- flv, 

wenn wir beachten, daß wegen a a = 0 durch Ableitung av a + a av = 0 
ist. Entsprechend findet sich 

und somit ist 

(141) 

Ebenso erhalten wir 

(142) 

Es ist 

m,. a,. = 0, m,. av = A2 fl 

mv = + flu a - fl au . 

(143) (a m,. m11 ) = A2 fl2 , 

für .A =!= 0 und fl =!= 0 beschreibt also der Mittelpunkt m eine Fläche. 
Diese Mittenfläche steht nach RIBAUCOUR in einer merkwürdigen Be
ziehung zur Kugel a2 = 1. Es ist nämlich: 

(a,.du + avdv) (m,. du + mv dv) 

(144) = (a,.du + avdv){(- flva + fl av) du + (fl,.a - fl a,.) dv} = o, 
d. h.: Entsprechende Linienelemente der Kugel a (u, v) und der Mitten
fläche m (u, v) stehen aufeinander senkrecht. 
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Umgekehrt können wir zeigen: Entspricht eine Fläche m (u, v) der 
Einheitskugel a (u, v) unter Orthogonalität zugeordneter Linienelemente, 
so bilden die Strahlen durch m mit der Richtung a eine isotrope Kon
gruenz. 

Wir wollen die Kugel a (u, v) auf ein isothermes Parametersystem 
beziehen, so daß 

(145) 

wird und die Bedingungen (136) gelten. Dann folgt aus der Voraus
setzung 

(146) (a .. du + a"dv) (m .. du + m"dv) = 0, 

daß sich m .. , m." in der Form darstellen lassen: 

m,. = oc a + p, a", 
m" = ßa- p,a,.. 

(147) 

Unter Berücksichtigung von (136) ergibt dann die Integrabilitäts
bedingung m,." = m11 ,. das Gleichungssystem 

OC = - fl"' ß = + flu 

fluu + flvv =- 2Ä2 fl· 
Setzen wir jetzt 

a=a, a=m X a, 

so bekommen wir für das Strahlensystem dieser Geraden m: das duale 
Bogenelement 

Ä2 (1 + 2 e p,) (du2 + dv2). 

Darin ist die Bestätigung unsrer Behauptung enthalten, daß dieses 
Strahlensystem isotrop ist. 

Errichten wir jetzt auf jedem Systemstrahl m: im Mittelpunkt m 
die senkrechte Ebene und bestimmen wir die Hüllfläche dieser Ebenen! 
Es gelten für den Berührungspunkt~ nach (141), (142) die Gleichungen 

(~- m) a = 0, 

(148). (~- m) a,. = m,. a =- p,", 
(~- m) a" = m" a = + flu 

und daraus ergibt sich für den Berührungspunkt 

(149) 

Untersuchen wir jetzt die Brennflächen! Nach (122), (130) beschreibt 
der Punkt 
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eine dieser Brennflächen, deren Tangentenebene durch 2! geht, also 
in laufenden ~ die Gleichung 

(~- m, a, (m + i .u a),.) = 0 
oder 

(~ -m, a, (m +i,ua)") = 0 

besitzt. Beides gibt nach (141), (142) wegen 

Cl X (er"+ iau) = - Clu + ia" 
(150) (~ - m) (au- i a") = 0. 

Da (au- ia") 2 = 0 ist, ist demnach diese Ebene isotrop und somit 
die Brennfläche eine isotrope Torse, also im allgemeinen die Tangenten
fläche einer isotropen Kurve. Um den Berührungspunkt ~ mit der 
umhüllten Kurve zu ermitteln, brauchen wir nur die Gleichung (150) 
bei festem ~ zweimal nach u oder v abzuleiten und finden unter Be
achtung der Gleichung (150) selbst mittels (136), (141), (142) 

(151) (~-m)cr =i,u, 
(152) (~- m) Clu= i <.uu + i,u"). 

Aus (150) und (152) folgt 

(153) (~ __: m) a" = .Uu + i .Uv 

und aus (150) bis (153): 

(154) 

Der konjugiert imaginäre Brennpunkt m- i,ua beschreibt die kon
jugiert imaginäre Torse, und wir erhalten den konjugiert imaginären 
Berührungspunkt mit dem Hüllgebilde 

(155) 

Vergleicht man nun die Formeln (154), (155) und (149), so ergibt sich 

(156) 

Da nun ~ und cr, wenn sie nicht beide fest sind, isotrope Kurven durch
laufen, so beschreibt nach (156) ! im allgemeinen eine Minimalfläche 
(§ 106 (7)). 

Die Mittelebenen der Strahlen eines isotropen Strahlensystems um
hüllen in der Regel eine Minimalfläche (RIBAUCOUR 1880). 

Diese Minimalfläche schrumpft nur dann auf einen einzigen Punkt 
zusammen, wenn ~ und cr im Raume festliegen, wenn also die Brenn
flächen unsres Strahlensystems mit den isotropen Kegeln zusammen
fallen, die diese Punkte zu Spitzen haben. 
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Umgekehrt gilt: 

Bringt man die konjugiert imaginären Tangentenebenen zweier kon
jugiert imaginärer isotroper Torsen zum Schnitt, so ist die Gesamtheit 
der Schnittgeraden ein isotropes Strahlensystem. 

Ohne Rechnung ist das so einzusehen. Bringt man alle Paare von 
Tangentenebenen der beiden Torsen zum Schnitt, so erhält man neben 
den reellen auch noch die imaginären Strahlen unsres Systems und 
erkennt sofort, daß die im System enthaltenen Torsen in die Tangenten
ebenen der gegebenen Torsen fallen. Die sphärischen Bilder aller Strahlen 
einer solchen isotropen Ebene fallen in die Punkte einer geradlinigen 
Erzeugenden der Kugel a 2 = 1, also in eine isotrope Gerade der Kugel. 
Aus dem Verschwinden der quadratischen Form li für eine System
fläche folgt also das Verschwinden des Bogenelements des sphärischen 
Bildes. D. h. die Differentialformen I und li haben gemeinsame Null
linien und daher ist 

e:f:g=e:f:g. 

Das war aber die Definitionseigenschaft der isotropen Strahlensysteme~ 

§ 129. Grundformeln der Strahlensysteme in 
invarianten Ableitungen.~ 

Wie im Kap. 5 die Flächentheorie, wollen wir jetzt auch die Strahlen
systeme in invarianten Ableitungen behandeln. Wir denken uns dabei 

das System auf die Hauptflächen bezogen: F = f = J = 0. Dabei 
müssen wir dann allerdings die isotropen Strahlensysteme von der Be
trachtung ausschließen (vgl. § 127). Wir definieren jetzt die invarianten 
Ableitungen einer Ortsfunktion S im Strahlensystem durch die Formeln: 

(l56a) S - s •. 
s--==· 

lg 

Für die zweiten gemischten invarianten Ableitungen S12 und 521 gilt 
jetzt entsprechend 

Sl2 + qSt = S21 + qS2, 

wo jetzt die Invarianten q und q durch 

1 e. q = ------==' 
2 efg 

erklärt sind. Wir wollen jetzt die Gleichungen (90) invariant schreiben. 
Zu dem Zweck spalten wir (90) in Real- und Dualteil: 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Auf!. 19 
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(l56b) 

Nach (l56a) gilt jetzt: 

und genau dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir überall die a 
durch die Ci ersetzen. 

Setzen wir das in (156b) ein und führen die Abkürzungen ein: 

(157) 
e 

r=
e ' 

- g r=-, 
g 

so erhalten wir die Ableitungsgleichungen: 

a11 = - q a2 - a, 
at2 = q n2 • 

a2t = q a. • 
022 = - q a. - a; 
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iiu = - q a2 - ä + l r 1 01 - a r 2 + q (r - r) J 02 - r 0 ' 

äl2 = + q ag + i r 2 01 + ! ;;1 02' 

ä21 = + q al + ! r 2 01 + l r 1 02' 

ii22 =- qa1 -Ii- [! r1 + q (r- r)J o1 + l r2 o2- r o. 

Um die Bedingungen (87) und (88) der Integrierbarkeit in invarianter 
Schreibweise zu bekommen, brauchen wir wieder nur von den zu dem 
System (156b) gehörigen Bedingungen 

(157a) 

o112 + q o11 = 0121 + q o12 , 

0212 + q 021 = o2lll + q 022 , 

a112 + q äu = ä121 + q ii12 , 

li212 + q a21 = a221 + q a22 

auszugehen. Ersetzen wir in (157 a) alle höheren Ableitungen der a, a 
durch die 0, 01' a2, a, a., ä2' selbst nach (156b), so erhalten wir aus 
jeder Gleichung {157 a) eine Linearkombination der o, o1, o2, ä, a1, ä9• 
Hier müssen dann nach (19a) die Koeffizienten einzeln verschwinden. 
Außer vielen Identitäten führt das auf die zwei wesentlichen Be
dingungen 

q1 + q2 + q2 + q2 + 1 = 0 ' 

r22 + ru + q (2rs- r2) + q (2r1- rl) 

+ 2r (q9 + q2 + 1) + 2r (q1 + q2 + 1) = o, 
von denen die erste {87) und die zweite (88) entspricht. 

Nach (84) (85) (157) hängen die r, r mit den Drallen d1 und d2 d('r 
Hauptflächen nach 

2 
r=-·, 

dl 

zusammen. rund r sind die zwei Invarianten des Strahlensystems von 
erster und r1 , r2 , r1 , r2 , q, q die sechs hinzukommenden unabhängigen 
Invarianten zweiter Ordnung. Weil wir die. isotropen Strahlensysteme 
ausschließen, gilt r - r =f= 0. r + r = 0 kennzeichnet die Normalen· 
systeme, rr = 0 die Strahlensysteme, bei denen die Torsen, d. h. bei 
denen die beiden Brennflächen zusammenfallen. Die Formen 

sind jetzt die Bogenelemente der sphärischen Bilder der Hauptflächen, 
und die invarianten Ableitungen werden längs der Hauptflächen nach 
diesen Bogenelementen genommen. Es ist nicht schwer, die Formeln 
aufzustellen, mittels derer man von beliebigen Parametern aus zu 

19* 
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diesen linearen Differentialformen und den invarianten Ableitungen 
gelangt. Man verfährt ähnlich wie in § 62 1• 

Für die Verwendung der Grundformeln dieses Abschnitts müssen 
wir uns merken, daß für die Skalarprodukte der Grundvektoren nach 
(77) die folgenden Beziehungen gelten. 

I aa = a1 a1 = a2a2 = 1, aa1 = aa2 = a1a2 = 0, 

(157b) a: = 0~ a1-ä1 =) r, 

aa1 + aa1 = aa2 + aa2 = 0, 

-- 1 -
a2a2 = 2r' 

·Die Kenntnis der einzelnen Skalarprodukte aii1, aii2, a1 o2 usw. ist 
nicht nötig, da nach § 120 bei invarianten geometrischen Problemen 
immer nur die in (157b) auftretenden Kombinationen derselben auf
treten. Anwendungen der Formeln dieses Abschnitts finden sich in den 
Aufgaben 26 und 27 des § 133. 

§ 130. Darstellung der isotropen Strahlensysteme durch 
stereographische Linienkoordinaten. 

Wir wollen jetzt die Theorie der isotropen Strahlensysteme neuer
dings begründen, und zwar mittels eines Verfahrens, das im wesent
lichen auf J. GRüNWALD (1876-1911) zurückgeht. Dieses Verfahren 
hat den Vorteil, eine äußerst einfache Darstellung der isotropen 
Strahlensysteme zu ergeben, die mit den Formeln von WEIERSTRAsz 
für Minimalflächen (§ 107) nahe zusammenhängt. Dafür muß man den 
Nachteil völliger Unsymmetrie in Kauf nehmen. 

Benutzen wir die Formeln (10) von § 107, um die Punkte 2( der 
dualen Einheitskugel 2( 2 = 1 auf die dualen Punkte einer Ebene stereo
graphisch abzubilden. Wir setzen dementsprechend für die Koordinaten 
Ak von IX: 

(158) 

und umgekehrt 

(158a) 

2R 
A1 = l +(Ra+ 52)' 

25 
A2 = l + (R2 + 52)' 

1- (R 2 + 52) 
Aa = 1 + (Ra+ 52) 

1 Eine Differentialgeometrie der Strahlensysteme unter Verwendung des in 
Bd. II dieser Vorlesungen auseinandergesetzten "Ried-Kalküls" findet sich bei 
M. M. SLOTNICK: Math. Zeitschr. Bd. 28, S. 107-115. 1928. 
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Die rechtwinkligen Koordinaten R und S fassen wir jetzt zu einer 
komplex-dualen Verbindung zusammen, indem wir die R-, S-Ebene 
als Zahlenebene von GAUSZ ansehen: 

(159) R+iS=T. 

Setzen wir 

(160) R = r + e 1, S = s +es, T = t + et, 1 

so haben wir also 

(161) 
t=r+is, 

t=r+is, 
WO r, s, r, s reelle und t, t gewöhnliche komplexe Zahlen sind2• 

Wir können nun das Paar komplexer Zahlen t, t als Koordinaten 
für unsre gerichtete ·Gerade 5ll verwerten. Man könnte t, t vielleicht 
als stereographische Linienkoordinaten bezeichnen. Dann gilt der Satz: 

Die isotropen Strahlensysteme sind durch eine analytische Beziehung 
zwischen den stereographischen Linienkoordinaten ·t, t gekennzeichnet 
(J. GRüNWALD). 

Zum Nachweis berechnen wir den Drall einer geradlinigen Fläche. 
die dadurch gegeben sein möge, daß t, t als komplexe Funktionen 
einer reellen Veränderlichen vorgeschrieben sind. Es ergibt sich aus 
(158a) wegen 5l(2 = 1 

(162) 1f~~3 = fdR 2 + dS2 = ljdr2 + ds2 ( 1 + e dr :~! ~:2ds). 
Nun gilt für den Drall d nach (22) 

fdc:t2{1 +~} .-
(163) fdll[2 = d = _ldc:t2 {I + e (-.!--~)} 

1+Aa ( 1 +aa)(1 + 1 ~:J 1+a3 d 1+a3 • 

Bildet man in (162) und in (163) den Quotienten aus dem mit e be
hafteten und dem von e freien Teil, so ergibt sich durch Gleichsetzen 
der beiden Quotienten 

(164) _!_ = ~ + dr d"i + ds ds 
d 1+a3 dr2+ds2 

Soll nun r (r, s), s (r, s) ein isotropes Strahlensystem sein3, so ist 

1 Die neuen Größen r, fi haben nichts mit den Invarianten r, r des vorigen 
Paragraphen zu tun. 

2 Wegen dieser Zuordnung vgl. man J. GRÜNWALD: Monatsh. Math. Phys. 
Bd. 17, S. 81-136. 1906 und W. BLASCHKE: Ebenda Bd. 21. S. 201-306. 1910. 

3 Bei einem nicht-zylindrischen Strahlensystem können wir immer r, s als un
abhängige Veränderliche nehmen. 
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dazu nach § 127 notwendig und hinreichend, daß der Drall d einer 
Systemfläche unabhängig von der Fortschreitungsrichtung dr: ds aus
fällt. Es muß also 

(165) drdr+dsds 
dr2 + ds2 

a-r 2 (a-r as) as -dr + - +- drds+ -ds2 
(}y OS or OS 

dr2 + ds2 

unabhängig von dr: ds werden. Dazu ist notwendig und hinreichend 
das Bestehen der Gleichungen von CAUCHY und RIEMANN: 

(166) 
or os ------- = 0 or OS ' 

Diese Gleichungen sagen aber tatsächlich aus, daß t = r + is eine 
analytische Funktion von t = r + i s ist, w. z. b. w. 

Daraus folgt, daß durch Transformationen von der Form 

(167) 

und 

(168) 

r* + i s* = rp (r + i s' r + i s), 
r* +is* = 1p(r + is, r + is) 

r* - i s* = rp (r + i s' r + i s)' 
r* - i s* = 1fJ (r + i s, r + i s), 

wo rp und 1p analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenz
bereich sind, die isotropen Strahlensysteme wieder in solche übergeführt 
werden. Unter geeigneten Voraussetzungen läßt sich überdies zeigen, 
daß diese Eigenschaften für unsre Transformationen kennzeichnend sind. 

Hierfür sei ein Beweis von A. ÜSTROWSKI mitgeteilt. Setzen wir 

r+is=t, r-is=r; 
r+is=t, r-is=i, 

(169) 

dann können wir von unsern Transformationen annehmen, daß sie sich 
in der Form schreiben lassen: 

(170) 
t* = r* + i s* = rp (t, t; r, i), 

t* = r* + is* = "P (t, t; r, 7:), 

wo rp, 1p analytische Funktionen ihrer vier Veränderlichen sind, zwischen 
denen keine identische Abhängigkeit besteht. Setzen wir dann 

t=f(t), i=f(r), 

wo f eine reelle analytische Funktion bedeutet, so muß nach Voraus
setzung zwischen t* und t* eine analytische Abhängigkeit bestehen, 
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wenn t und T konjugiert imaginär sind, und daher muß die Funktional
determinante 

a(t*. t*) I fPt + f{Jt: 't· cp. + (/J'C '· I (171) - -o 
8(t, 1:} - "Pt+ "Pt ft, "Pr + 'f/J< /, t=f(t)

'C= {(r) 

sein. Da die reelle analytische Funktion f beliebig ist, folgt, daß die 
analytische Funktion 

I f{J t + f{J~ Z, (/Jr + (/J'C C I 
"Pt+ "Pt z, "P· + "P'<C I 

in den sechs Veränderlichen t, t, z; T, i, C verschwindet, wenn die 
letzten drei zu den ersten drei konjugiert-imaginär sind. Daraus folgt 
aber durch analytische Fortsetzung, daß die Funktion überhaupt iden
tisch verschwindet. Denn ist z. B. 

w (r + i s, r- i s) = 0 

für reeller, s, so folgt daraus auch das Verschwinden für komplexer, s. 
Somit folgt das Verschwinden der vier Funktionaldeterminanten 

ß(f{J,tp}- 0 ß(f(J,tp}- 0 
ß(t,T) - t ß(t,'f)- ' 

ß(!,tp} = 0, ß(!,tp) = 0. 
ß(t, T) ß(t,i') 

(172) 

Wäre nun im Gegensatz zu den Annahmen {167), (168) das Funktionen
paar cp, tp etwa von dem Paar t, T von Veränderlichen abhängig, so 
folgte aus den beiden oberen Gleichungen in (172), die linear in q;1 , "Pt 
sind, und aus den beiden linken Gleichungen (172), die in rp., tp, linear 
sind, auch noch 

(173) ß(cp,tp} = 0 ß(cp,tp} = 0. 
ß(T,i') t ß(t)) 

Nach (172), (173) wären aber die Funktionen cp, tp voneinander ab
hängig entgegen der Voraussetzung. 

Damit ist also gezeigt: Soll durch eine analytische Zuordnung 

(r, s, r, s)- (r*, s*, r*, s*) 
jeder analytischen Beziehung zwischen r + is und r + is wieder eine 
solche zwischen r* + is*, r* + is* entsprechen, so muß die Zuordnung 
die Form (167) oder (168) haben1• 

Zur Gültigkeit des Beweises sind ziemlich erhebliche Voraus
setzungen über die Existenzbereiche der auftretenden analytischen 
Funktionen erforderlich. 

1 Das hat schon E. STUDY behauptet: Sugli enti analitici, Rendieanti di Pa
lermo Bd. 21, S. 345-359. 1906. Für seinen etwas allgemeineren Satz hat STUDY 
dem Verfasser 1921 einen Beweis mitgeteilt. 
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§ 131. Weitere Formeln für stereographische 
Linienkoordinaten. 

Wir wollen in (158) die reellen Bestandteile absondern und er-
halten so: 

(174) 

(175) 

I a ___ 2r _ 
1- l + y2 + ,2' 

2s 
a I a2 = l + r2 + s2 ' 

l- (r·2 + '2) a - -;---,---'----;;--c--;c-
3- 1 + r2 + 5 2 ' 

- br+cs 
a = 2 l + r2 + ~2 • 

Darin bedeuten o und c die Vektoren 

(176) 

J 
1- r2 + s2 

l + r2 + s2' 

0 _--=2~-
I + r2 + s2' 

I -2rs 
I+ yz + s2, 

I+ r2- s2 

C 1 + rZ + s2' 

- 2r - 2s 
----

1 + y2 + s2 ' l + rZ + s2 • 

Die drei Vektoren a, o, c bilden ein orthogonales Dreibein von 
heitsvektoren 

(177) axo=c, bXc=a, cxa=o. 

Ein-

Aus dieser Darstellung der· Vektoren a, a folgt: Die stereographischen 
Linienkoordinaten haben folgende Bedeutung: t = r + is gibt die Rich
tung, und zwar ist t RIEMANNs komplexe Zahl auf dem sphärischen Bilde. 
t = r + i s legt die Lage des Strahls im Bündel gleichsinnig paralleler 
Strahlen fest, und zwar ist die Gaußsehe Zahlenebene der t ähnlich ab
gebildet auf das Feld der Schnittpunkte der Strahlen des Parallelbündels 
mit einer dazu senkrechten Ebene. 

Diese Deutung unsrer Koordinaten können wir benutzen, um mit 
ihrer Hilfe eine einfache Abbildung aus der Gruppe (167) darzustellen, 
die schon RIBAUCOUR betrachtet hat und die wir kurz als "Schwen
kung" bezeichnen wollen. Ist m: ein Strahl, so wird der entsprechende 
m:* nach folgender Vorschrift gefunden: Man lege durch den Ursprung 
den zu m: gleichsinnig parallelen Strahl \!( 0 und schwenke m: um die 
Achse \!{0 durch einen positiven rechten Winkel nach \!(*. In stereo
graphischen Linienkoordinaten schreibt sich diese "Schwenkung" 
offenbar so: 

- -
(178) t* = t, t* = i t 

oder ausführlicher: 

(179) 
r* = r, s* = s; 
r* = - s, s* = + r 
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und in den Vektoren a, a folgendermaßen: 

(180) a* = a, ri* = a X a. 

Geben wir nun eine geradlinige Fläche, d sei ihr Drall und l die 
Entfernung vom Fußpunkt des Lotes aus dem Ursprung auf eine Er
zeugende bis zum Kehlpunkt dieser Erzeugenden. Dann ist nach (22) 
und (593): 

(181) l = _(_a a' a') 
a'2 

Üben wir auf diese Fläche die Schwenkung aus, so finden wir für die 
transformierte Fläche 

(182) 
1 

Ii*= -l, l* = + _! d" 

Die Formel (164) für d können wir jetzt wegen (166) auch so schreiben: 

(183) 

wenn ffi den Realteil heraushebt. 
Für die Schwenkung folgt daraus nach (179) 

(184) 
1 rs-sr .dt 

Ii* = - l = - 2 1 + y2 + s2 + 9b dt . 

Somit ist 

(185) 
rs-sr .dt 

z = 2 1 + r2 +s2- ffi~ dt. 

Hierin steckt, daß alle Systemflächen durch einen Strahl eines iso
tropen Strahlensystems denselben Kehlpunkt haben und, daß dies die 
isotropen Strahlensysteme kennzeichnet, was wir früher anders be
wiesen hatten (§ 127). 

§ 132. Zusammenhang mit der Theorie der Minimalflächen 
von WEIERSTRASZ. 

Um jetzt wieder auf die Minimalflächen zu kommen, bemerken wir 
zunächst folgendes. Man kann die (reellen, eigentlichen und gerichteten) 
Strahlen eineindeutig auf hindurchgehende isotrope Ebenen abbilden. 
Dazu setzen wir die Gleichung einer durch den Strahl ~ laufenden iso
tropen Ebene in der Form an : 

(186) 
(g -iii)~ = a2 , 

a=axa. 
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Zunächst geht nämlich diese Ebene durch den Fußpunkt a des Lotes 
vom Ursprung auf 2!, dann geht sie durch a wegen -

(g- ia) a = o 
und schließlich ist sie isotrop wegen 

(g- i 0:) 2 = 0. 

Wir wollen nun die Ebenengleichung (186) auf unsre stereogra
phischen Linienkoordinaten umrechnen. Wirfinden aus (175) wegen (176) 

(187) 

Daraus ist 

(188) g-ia=2 1 ~~~52 {c-ib). 
Ferner ist nach (175) 

-2- y2·+ 52 
(189) a - 4 (l + r2 f.~2)2 · 
Durch Einsetzen in (186) erhalten wir schließlich für unsre isotrope 
Ebene durch den Strahl 2! die Gleichung 

(190) - i (1 - t2) x1 + (1 + t2) x2 + 2 i t x3 = 2 t. 
Unsre stereographischen Linienkoordinaten bestimmen also aufs ein
fachste die isotrope Ebene und vermitteln den Zusammenhang zwischen 
den Strahlen und isotropen Ebenen. 

Aus (190) ist der Zusammenhang zwischen isotropen Strahlen
systemen und isotropen Torsen klar erkennbar: Jeder analytischen 
Abhängigkeit der komplexen Koordinaten t, t entspricht im Linien
raum ein isotropes Strahlensystem und andrerseits eine durch die 
.Strahlen des Systems hindurchgelegte, von einem komplexen Para
meter abhängige Schar isotroper Ebenen, die eine isotrope Torse um
hüllen, d. h. im allgemeinen die Tangentenfläche einer isotropen Kurve. 

Setzen wir 

(191) t = t (t), 
so geht unsre Formel (190) genau in die Formel (177) von § 23 über, 
die wir der integrallosen Darstellung der isotropen Kurven zugrunde 
gelegt hatten. Wir haben daher nach (178) § 23 für den Berührungs
punkt t) mit der (im allgemeinen) umhüllten isotropen Kurve: 

(192) 
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Nennen wir den konjugiert imaginären Punkt 3, so ergibt sich für den 
Mittelpunkt ! von ~ und 3 das Formelsystem (9) von § 107 für die 
Minimalfläche ! (r, s). Die umhüllte isotrope Kurve ~ (t) und infolge
dessen auch die Minimalfläche ! (r, s) schrumpft auf einen Punkt zu-

sammen, wenn t ein in t quadratisches Polynom ist. Hingegen gibt es 
auch in diesem Falle ein zugehöriges isotropes Strahlensystem, das im 
allgemeinen aus den Erzeugenden einer konfokalen Schar von Dreh
hyperboloiden, im besonderen aus einem Strahlenbündel besteht. 

§ 133. Bemerkungen und Aufgaben. 

1. Bewegungsparameter von STUDY. Die Drehungen um einen Punkt kann 
man nach EuLER auf zwei Arten durch Parameter darstellen, erstens durch die 
"EuLERschen Winkel" und zweitens in symmetrischer Form durch die homogenen 
Parameter von EuLER. Überträgt man die zweite Art von Parametern mittels des 
Übertragungsprinzips {§ 119) auf den Linienraum, so erhält man die von STUDY 
eingeführten Parameter für die Bewegungen im Raume EuKLIDS. Vgl. E. STUDY: 
Math. Ann. Bd. 39, S. 441-566. 1891. 

2. Parallele geradlinige Flächen. Zu einer geradlinigen Fläche ~ (t) konstruiere 
man die "Parallelfläche" 2!* (t), wobei 

(193) 

und 0 = {} + e D konstant ist. Zwischen den zugehörigen Größen (§ 121) besteht 
die Beziehung: 

P* = p cos {}- q sin ff, 

q* = p sin {} + q cos {}; 
(194) p* = p cos {} - q sin {} - if { + p sin {} + q cos {} ), 

q* = p sin {} + q cos {}- # {- p cos {} + q sin ff). 

Es ist das die Übertragung des Begriffs der sphärischen Parallelkurven auf den 
Linienraum. Man kann auch dem Begriff der sphärischen Kurven konstanter 
Breite ein räumliches Gegenstück gegenüberstellen und zwischen den Integral
invarianten einer derartigen zu sich selbst parallel laufenden geradlinigen Fläche 
Beziehungen herleiten. 

3. Zylindroid. Die gemeinsamen Lote zwischen einem Strahl eines Systems 
und allen Nachbarstrahlen des Systems bilden im allgemeinen eine geradlinige 
Fläche dritter Ordnung, die man als Zylindroid zu bezeichnen pflegt. Man ver
gleiche etwa K. ZINDLER: Liniengeometrie II, S. 82. Leipzig 1906. 

4. Ein Satz von P. APPELL über das Zylindroid. Fällt man von einem beliebigen 
Punkt auf die Erzeugenden eines Zylindroids die Lote, so ist der Ort der Fuß
punkte stets eine ebene Kurve. Dadurch sind die Zylindroide unter den nicht zy
lindrischen geradlinigen Flächen gekennzeichnet. P. APPELL: Bull. Soc. Math. 
France Bd. 28, S. 261-265. 1900. Die Fragestellung APPELLS hängt aufs innigste 
mit einer von G. DARBOUX zusammen, nämlich nach allen stetigen Bewegungs
vorgängen eines starren Körpers, wobei jeder Punkt des Körpers eine ebene Bahn 
beschreibt. Comptes Rendus Bd. 92, S. 118. 1881. 

5. Ein Gegenstück zum Satz von MEUSNIER. Die Krümmungsachsen (§ 122) 
aller Systemflächen eines Strahlensystems, die sich längs einer Erzeugenden be
rühren, bilden ein Zylindroid. Dabei sind natürlich die Krümmungsachsen ge-
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meint, die zur Berührungserzeugenden gehören. Auch zum Satz von EtiLER über 
die Krümmungen der Normalschnitte einer Fläche gibt es bei Strahlensystemen 
ein Gegenstück, das von den Krümmungsachsen der Systemflächen mit Riebt
ebene handelt. Indessen ist dieser Satz etwas verwickelt. 

6. Strahlensysteme mit einer einzigen Brennfläche. Durch das Verschwinden 
der Invariante k sind die Systeme mit einer einzigen Brennfläche gekennzeichnet. 
Es umhüllen in diesem Fall die Torsen des Strahlensystems eine Schar von Asym
ptotenlinien der Brennfläche. Man vgl. etwa G. KoENIGS: These 1882 oder G. 
SANNIA: Math. Ann. Bd. 68, S. 414. 1910. 

7. Dichte eines Strahlensystems nach KUMMER. Um einen Punkt ~ eines 
Systemstrahls, senkrecht zu diesem, legen wir ein Flächenelement da. Das sphä
rische Bild aller durch da gehenden Systemstrahlen erfülle das Flächenelement 
dw der EinheitskugeL Dann nennt man nach KUMMER: 

(195) 
dw 
do 

die Dichte des Strahlensystems an der Stelle ~· Zwischen der Dichte und der In
variante k (vgl. § 123) besteht die hingeschriebene Beziehung, wenn e die Ent
fernung von ~ auf dem hindurchgehenden Systemstrahl bis zu dessen Mittelpunkt 
(§ 125) bedeutet. E. KuMMER: Crelles J. Bd. 57, S. 189-230.1860; bes. S. 208 u.f. 
Es sei die Rechnung kurz angedeutet. Einen Punkt auf einem Strahl lU: unsres 
Systems kann man in der Form (! + ra ansetzen und findet für das von ihm be
schriebene Flächenelement 

(196) 
da= ((a + r a)u, (a + r a)v, a) du dv 

- -
=(au+rau, av+rav,a)dudv. 

Durch Division mit dem entsprechenden Element dw der Kugeloberfläche folgt 
nach einer Umrechnung 

do (au Ov 0) (Ou Ov 0) + (au Ov 0) 
- = -=--=-- + - - r + r2 
dw (Ou Ova) (Ou Ov 0) 

(197) = e g- (au av) (av ilu) + _i~" Uv) - (av ilu) r + r 2 

e g - / 2 (Ou Ov 0) 

= eg-{2 +{r+ (Ouilv)-(avliu)}2 =k+ 2 • 

e g- / 2 2 (Ou Ova) e 
8. Divergenz eines Strahlensystems. Denken wir uns in jedem Punkt eines 

Strahls (a, a) eines Systems den Einheitsvektor a abgetragen, so ist dadurch ein 
"Vektorfeld" erklärt. Als Divergenz eines Vektorfeldes ak (x1 , x 2 , x3) bezeichnet 
man den Ausdruck 

aal aa2 aa3 -+-+-axl ax2 ax3. 

Für die Divergenz des eben erklärten Feldes findet man den Wert 

(198) e 
2 k + e2, 

WO k und e dieselbe Bedeutung wie in der vorhergehenden Aufgabe haben. 
9. Über die Gesamtkrümmung eines Strahlensystems. Man dehne die Integral

formel (§ 124 (101)) 
-2j'hdw=:fqdt 

auf geradlinige Flächen mit Kanten aus. 
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10. Synektische Strahlensysteme. Nach dem Vorbild einer analytischen Funk
tion einer komplexen Veränderlichen kann man die "synektischen Funktionen" 
einer dualen Veränderlichen erklären. Man findet 

(199) l(u + ev) = l(u) + ev f'(u). 

Gibt man den dualen Einheitsvektor m als derartige Funktion vor 

(200) m(u+ ev)=m(u)+ evm'(u), 

so ist dadurch ein zylindrisches Strahlensystem erklärt, das man nach STUDY 
wieder "synektisch" nennt. Man zeige, daß diese Strahlensysteme aus den Nor
malen einer Torse bestehen. E. STUDY: Geometrie der Dynamen, S. 305 u. f. 

11. Über isotrope Strahlensysteme. Man ermittle zu einer gegebenen Minimal
fläche alle zugehörigen isotropen Strahlensysteme, die die Minimalfläche zur Ein
hüllenden der Mittelebenen haben, und gebe die einfache Konstruktion an, die 
von einem dieser Systeme zu irgend einem andern führt. A. RIBAUCOUR: Brüssel 
mem. cour. Bd. 44. 1881. 

12. Strahlensysteme von BIANCHI. ''\'enn h und k konstant sind, so haben 
die Brennflächen festes Krümmungsmaß. L. BIANCHI: Annali di matematica (2) 
Bd. 15 (1887). 

13. Strahlensysteme von GUICHARD. Das duale Bogenelement d~2 eines 
Strahlensystems lasse sich auf die Form von TscHEBYSCHEFF bringen: 

(201) 
Dann ist also e = g = 1, e = g = 0. Man zeige, daß die Torsen des Systems die 
Brennflächen in Krümmungslinien berühren. C. GuiCHARD: Ann. de l'Ecole nor
male (3) Bd. 6, S. 333-348. 1889. 

14. Synektische Transformationen des Strahlenraumes. In den Linienkoordi· 
naten R = r +er, 5 = s +es von § 130 schreibt sich eine synektische Trans
formation in der Form 

R* =I (R, S) =I (r, s) + 6 { :~ r + :~ s}, 
5* = g (R, S) = g (r, s) + e { :; r + ~: s}, 

{202) 

wo I und g synektische Funktionen im Sinne der Aufgabe 10 sind. Man zeige, daß 
diese Transformationen die synektischen Strahlensysteme unter sich vertauschen. 

15. Dual konforme Abbildungen. Unter den synektischen Abbildungen (Aufg. 14) 
sind die. dual-konformen enthalten, die sich in der Veränderlichen T = t + et so 
schreiben lassen: 

{203) T* = F (T) = F (t) + eF' (t)·t, 

wo Feine Potenzreihe mit komplexdualen Koeffizienten bedeutet. Die "Winkel
treue" dieser Abbildungen äußert sich so: Ist drp + 6d(p der duale Winkelzweier 
Nachbarstrahlen, drp* + ed rp* der der entsprechenden, so ist 

(204) drp* + e drp* ~ (a + e b) {drp + 6 drp), 

(205) 
drp* dcp 
d rp* = d rp + a ' 

wo a, b nur vom Orte, nicht von der Richtung abhängen. Die Transformationen 
(203) gehören zu den Transformationen (167). J. GRÜNWALD: Monatsh. Math. 
Phys. Bd. 17, S. 118 u. f. 1906. 
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16. Die dualen Kreisverwandtschaften. Eine Untergruppe der dual-konformen 
Abbildungen entsteht, wenn wir für F eine lineargebrochene Funktion nehmen: 

(206) T*-AT+B 
- CT+D. 

Dieselbe (12gliedrige) Gruppe von Transformationen des Linienraumes kann man 
auch auf anderem Wege erhalten: Man unterwerfe die isotropen Ebenen den 
komplexen EuKLIDischen Bewegungen, dann entspricht diesen Transformationen 
der isotropen Ebenen vermöge der Abbildung von § 132 auf die Strahlen im Linien
raum die Gruppe (206). Man vergleiche dazu neben der eben genannten Arbeit 
von J. GRüNWALD noch E. v. vVEBER: Leipz. Ber. Bd. 55, S. 384-408. 1903 und 
W. BLASCHKE: Monatsh. Math. Phys. Bd. 21, S. 201-308. 1910. 

17. Dual flächentreue Abbildungen. Eine andere Untergruppe der in Auf
gabe 14 besprochenen synektischen Abbildungen sind die, bei denen das duale 
Flächenelement der Kugel 9!2 = 1 erhalten bleibt. Man beweise, daß diesen Trans
formationen Abbildungen der Strahlen entsprechen, bei denen die Normalen
systeme untereinander vertauscht werden. 

18. Formänderung von Minimalflächen. Man unterwerfe ein isotropes Strahlen
system einer Transformation (203) oder (206), wie ändert sich dann die zugehörige 
Minimalfläche ? 

19. Ein Satz von W. R. HAMILTON. Es sei a,. (x1 , x2 , x3} ein Vektorfeld. Unter 
seiner "Rotation" versteht man den Vektor 

ax2 ßxa' l
aaa_aa2 

( ) aal aaa 207 rota ---, 
axa axl 

aaz aal 
axl- ax2. 

Wenn a 2 = 1 ist, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung für die Gerad
linigkeit der Kraftlinien des Feldes: 

(208) a X rota = 0. 

W. R. HAMILTON: Transactions of the Irish Academy Bd. 15. 1828; R. ROTHE: 
Jahresber. Dt. Math. Ver. Bd. 21, S. 256. 1912. Weitere Literatur bei H. RoTHE: 
Enzyklopädie III AB 11, S. 1363 u. ff. 

20. Integralinvarianten der Liniengeometrie. Neben den in § 124 betrachteten 
beiden Doppelintegralen kann man auch Bewegungsinvarianten drei- und vier
faeher Integrale betrachten. Um sie einfach schreiben zu können, wollen wir unsre 
Linienkoordinaten ak, ak durch vier unahtängige Veränderliche rp, rp, 0, D aus
drücken: 

{209) 

a1 = cos 0 cos rp, ä1 = - cos 0 sin rp· "ij!- sin 0 cos rp·D, 

a2 = cos (} sin rp, ä2 = + cos 0 cos rp· iji- sin 0 sin rp· D, 

a3 = sin 0, ä3 = * + cos 0 · 7J.. 
Dann ist das über eine von drei Parametern abl:ängige Gesamtheit von Geraden 
erstreckte dreifache Integral 

(210) J J{sinO·d0drpffcos2 0·diji2 +dÖ2 } 

und ebenso das vierfache Integral 

(211) Jf{sinO·dOdrpJflcosOI·dDdiji} 
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bewegungsinvariant. Erstreckt man das dreifache Integral über alle (gerichteten) 
Geraden, die ein Kurvenstück schneiden, so ist der Wert des Integrals gleich 
;n2 X Länge des Kurvenstücks. Erstreckt man das vierfache Integral über alle 
Geraden, die ein Flächenstück treffen, so ergibt sich, wenn man die Vielfachheit 
der Schnittpunkte berücksichtigt, als Integralwert 2 :n X Oberfläche des Flächen
stückes. Das vierfache Integral hat in etwas anderer Schreibweise schon E. CAR
TAN betrachtet: Bull. Soc. Math. France Bd. 24, S. 140-177. 1896. Man vgl. 
auch die Aufgaben 22 in § 24 und 14 in § 104 und die dort angegebene Literatur. 

21. Ein Satz von G. DARBOUX. Eine Gerade ~ sei so beweglich, daß auf ihr 
drei Punkte \:Jk mit festen Abständen in drei festen paarweis senkrechten 
Ebenen gleiten können. Dann beschreibt ~ das Normalensystem einer Fläche, 
die vom Mittelpunkt der Strecke beschrieben wird, deren eines Ende nach j:Jk fällt, 
und deren andres Ende der Fußpunkt des Lotes vom Schnittpunkt der festen 
Ebenen auf ~ ist. Comptes Rendus Bd. 92, S. 446. 1881. 

22. Ein Lehrsatz zur Kinematik. Ein Strahl eines Strahlensystems heißt 
"isotrop", wenn dort d1 = d2 (§ 123) ist. Man zeige: Die geraden Linien eines 
mit zwei Freiheitsgeraden beweglichen starren Körpers, die in einem Bewegungs
augenblick von allgemeiner Art isotrope Strahlen der von ihnen durchlaufenen 
Strahlensysteme sind, bilden ein isotropes Strahlensystem, das aus den Erzeugen
den der Paraboloide einer konfokalen Schar besteht. W. BLASCHKE: Arch. Math. 
Phys. (3) "Bd. 17, S. 194-195. 1911. 

23. Über geradlinige Flächen. Führt man in § 121 an Stelle der ak die Koordi
naten rx.k ein: 

(212) 
durch die sich der Kehlpunkt t so darstellen läßt: 

(213) 
so treten an Stelle von (39), (40) die Ableitungsgleichungen: 

(214) 

24. Strahlensysteme von A. ScHUR. Man bestimme die Strahlensysteme, deren 
Brennflächen durch die Strahlen isometrisch aufeinander bezogen sind. ScHuR, A.: 
Math. Z. Bd.19, S. 114-127. 1923 sowie M. SLOTNICK: Math. Z. Bd. 28, S.107 bis 
115. 1928. 

25. Verhalten eines Strahlensystems bei Verbiegung seiner Leitflächen. Legt 
man durch ein Strahlensystem eine beliebige Fläche hindurch und führt bei Ver
biegungen dieser Fläche die Strahlen des Systems als starr mit den Flächen
elementen der Fläche verbunden mit, so bleibt das im § 124 (101) betrachtete 
Integral 

fhdw 

ungeändert. E. CARTAN: Bull. Soc. Math. France Bd. 24, S. 140-177. 1896. 

26. Formeln für Tangenten an die Brennflächen. Unter Verwendung der 
Formeln des § 129 zeige man, daß die beiden dualen Vektoren 

(215) !JS=V r:o(l-sr)Wl+V r _(l-er)9r2 
r-r r-r 

)ffi =V r _ (1- er) 2!1-V , _ (1- er) 2!2 
r- r r- r 

die beiden Geraden darstellen, die in den beiden Brennpunkten die Brennflächen 
berühren und zum Systemstrahl senkrecht sind. 
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2?, Krümmungslinien der Brennflächen. Man zeige, daß die Krümmungslinien 
der Brennfläche, die zu der Geraden !8 in (215) gehört, die Nullinien der quadra
tischen Differentialform 

~ [(d\ll d\ll) + (d!l! d!l!)] 

sind, während die Krümmungslinien der zweiten Brennfläche entsprechend durch 

~ [(d\ll d\ll) + (d~ d~)] = 0 
gegeben sind. 

Zum Schluß sei erwähnt, daß sich die hier vorgetragenen Methoden 
der Liniengeometrie auch dazu verwenden lassen, um die Differential
geometrie der "Linienkomplexe" zu behandeln, d. h. der von drei 
wesentlichen Parametern abhängigen Mannigfaltigkeiten von geraden 
Linien. Indessen wurde bisher die elementare Differentialgeometrie 
dieser Gebilde noch wenig untersucht!, vielleicht da kein Anstoß dazu 
aus der geometrischen Optik erfolgt ist, aber die algebraische Seite 
ist z. B. von F. KLEIN entwickelt worden, wobei er wieder auf die 
berühmte nach KuMMER benannte Fläche gekommen ist, die den 
Gegenstand der Untersuchungen vieler Geometer gebildet hat. 

1 Vgl. etwa G. SANNIA: Annali di matematica (3) Bd. 17, S. 179-223. 1910. 



Namen- und Sachverzeichnis. 
Die Zahlen geben die Seiten an, 

Abbildung der Flächen festen negativen 
Krümmungsmaßes auf Poincares 
Halbebene § 74, 156ff. 

Ableitungsformeln von GAusz § 57, 
114f., 137. 

- von WEINGARTEN §55, 110ff., 137. 
Ableitungsgleichungen für Streifen 68. 
Absolute Punkte 48. 
Abwickelbarkeit 147. 
Abwickelkrümmung 149. 
- eines Streifens 78. 
Adjungierte Minimalflächen 259. 
Ähnlichkeit 100. 
Analysis situs 166. 
APPELL, P. 277, 299. 
Äquilonge Zuordnung 122. 
ARCHIMEDES 232. 
Assoziierte Minimalflächen 259. 
Asymptotenebene 268. 
Asymptoten einer Fläche 91. 
Asymptotenlinien = Schmiegtangenten-

kurven §52, 106, 120. 
Ausgeartete Formen 129. 
Äußeres Produkt = Vektorprodukt 5. 

ßALTZER, R. 94. 
BARBIER, E. 48. 
BAULE, B. 177. 
Bedingung von jACOBI § 99, 214ff. 
Begleitendes Dreibein einer Kurve 26. 
BELTRAMI, E. 46, 113, 119, 120, 164, 

168ff., 173, 193, 227, 236, 260. 
Beltrami's erster Differentiator § 79, 

168ff. 
- zweiter Differentiator § 81, 172f. 
BERNSTEIN, F. 65f. 
BERNSTEIN, S. 247. 
BERTRAND, j. 35, 153. 
Bertrand-Kurven §'15, 35ff. 
--Paare 36. 
BERWALD, L. 48, 119, 234. 
Beschleunigungsvektor 16. 
Besondere geradlinige Flächen § 122, 

275ff. 
Bestimmung einer Minimalfläche durch 

einen Streifen § 111, 245f. 
Bewegungen 6ff. 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 3. Auü. 

Bewegungsparameter von STUDY 299. 
BIANCHI, L. 65, 83, 207, 301. 
BIEBERBACH, L. 207, 209, 260. 
Biegungsinvariante Deutung des Krüm-

mungsmaßes § 71, 153. 
Binarmale 18, 51. 
Binarmalenbild 18. 
BIRKHOFF, G. D. 212. 
BJÖRLING, E. G. 245, 246, 247. 
BLASCHKE, W. 32, 41, 45, 47, 49, 56, 

64, 119, 120, 121, 122, 192, 199, 
220, 232, 245, 252, 254, 260, 274, 
293, 302, 303. 

Buss, G. A. 216, 217, 256. 
Bogenelement einer Flächenkurve 86. 
Bogenlänge § 5, 12ff. 
BOHR, H. 103. 
BOLYAI, j. 161. 
BOLZA, 0. 211, 217, 224. 
BONNET, 0. 117, 163, 175, 182, 189, 

190, 191, 198, 212, 218, 219, 259 •. 
280. 

Böschungslinien § 18, 39f., 43, 47, 55, 
276. 

- auf Drehflächen zweiter Ordnung 4 7. 
- auf einem Drehparaboloid § 20, 41 f. 
- auf einer Kugel § 19, 40f. 
- eines parabolischen Zylinders 47. 
BRAUNER, K. 192. 
Brennflächen 283. 
- eines Strahlensystems § 125, 282. 
Brennpunkt eines Strahles 282. 
BRUNN, H. 255. 

CAMBIER, B. 233. 
CARATHEODORY, C. 49, 64, 214, 224, 

231, 232, 234. 
CARLEMANN, T. 246, 260. 
CARTAN, E. 281, 303. 
CARTESIUS 166. 
CATALAN, E. 259. 
CAUCHY, A. L. 199, 238. 
Cauchy-Riemannsche Differential-

gleichungen 179, 180. 
CAVALIERI, B. 249. 
CESARO, E. 192. 
CHASLES 28, 268. 

20 



306 Namen- und Sachverzeichnis. 

CHRISTOFFEL, E. B. 204. 
ChristoHelsymbole 114f. 
CLIFFORD, W. K. 262. 
CODAZZI, D. 117, 191. 
COHN-VOSSEN, ST. 202. 
CROFTON, M. W. 49, 234. 
CRONE, c. 56f. 
curvatura integra 162. 
CZUBER, E. 234. 

DARBOUX, G. 28, 29, 48, 119, 154, 168, 
175, 192, 193, 217, 233, 259, 260, 
299. 

Darstellung der isotropen Strahlen
systeme durch stereographische 
Linienkoordinaten § 130, 292ff. 

DELAUNAY, CH. E. 65. 
DE LA VALLEE PoussiN, CH. J. 61. 
DESPEYROUS, TH. 48. 
Determinante dreier Vektoren § 2, 4ff. 
Determinantenentwicklung von LA-

PLACE 6. 
Deutungen des Krümmungsmaßes 120. 
Dichte eines Strahlensystems 300. 
Differentialgeometrie im Großen 20, 31. 
- im Kleinen 19. 
Differentialgleichung der geodätischen 

Linien 129. 
Differentiationsregeln für Vektoren 15. 
Differentiator 168. 
LI 173ff. 
17 169ff. 
DIGUET 153. 
DINI, U. 193, 207. 
Dirichletsches Prinzip 211, 224. 
Divergenz eines Strahlensystems 300. 
Drall 268, 270. 
Drehflächen 142. 
Drehung eines Streifens um seine Kurve 

§ 36, 73ff. 
Drehvektor 29. 
dreifaches Orthogonalsystem 98. 
Dreikörperproblem 209. 
Dreizeigersymbole 115. 
Dritte Grundform 104. 
Duale Drehungen 266. 
- Kreisverwandtschaften 302. 
-Länge 270. 
- Zahlen § 119, 261. 
Dualer Winkel 263, 265. 
'duales Gegenstück zum Satz von EuLER 

119. 
-- zum Satz von MEUSNIER 119. 
dual flächentreue Abbildung 302. 

dual konforme Abbildung 301. 
Dualteil 262. 
DUPIN, CH. 98, 118. 
DUSCHEK, A. 199. 

Ebene Kurven § 12, 30ff., 39. 
Eichkurve 214. 
Eifläche·l98, 232. 
Eikörper 234. 
Eilinie 31, 57. 
Einbettung einer Fläche in ein recht-

winkliges Netz von Flächen 101. 
einfach zusammenhängend 162. 
Einheitsvektoren 15. 
EISENHART, L. P. 29. 
Elassoid 284. 
elliptische Krümmung 90. 
ENGEL, F. 169, 191. 
ENNEPER, A. 47, 113, 259. 
Entfernungskreise 154, 160. 
Epizykloide 38. 
ERDMANN, G. 214. 217. 
Erdmanns Eckbedingung § 98, 212ff. 
Erste Grundform 85. 
- Variation der Bogenlänge § 25, 50f. 
- - der Oberfläche § 105, 235f. 
-- von H und K § 117, 257f. 
Euklidische Bewegungen 266. 
EuLER, L. 85, 147, 149, 181, 191, 299. 
Euterscher Winkel 299. 
Eulers Polyedersatz 166f. 
Evoluten § 21, 42f. 
Evolutenflächen 144f. 
Evolventen § 21, 42f. 
Existenzbeweise in der Variations-

rechnung 64. 
Extremale 53. 
Extreme bei Flächen Kap. 8, 235ff. 
- bei Kurven Kap. 2, 50ff. 

Fadenevolventen 42. 
Feld geodätischer Linien 150. 
FENCHEL, W. 64. 
FINSTERWALDER, S. 193. 
Flächen deren konjugierte Punkte 

festen geodätischen Abstand haben 
§ 102, 224ff. 

Flächenelement 67, 103. 
Flächen festen Krümmungsmaßes § 73, 

155f., 193. 
- mit geschlossenen geodätischen 

Krümmungskreisen § 84, 175ft. 
Flächenstreifen Kap. 3, 67ff., 88. 
Flächentheorie Kap. 4, 85ff. 



Namen- und Sachverzeichnis. 307 

Flächentheorie im Großen Kap. 7, 195ff. 
Flächentreue Abbildung 121. 
Flächen von LrouviLLE 192. 
- von WEINGARTEN 145. 
Formeln für stereographische Linien

koordinaten § 131, 296f. 
Formeln von FRENET § 9, 24ff., 30. 
Formel von GAusz für die erste Varia

tion der Oberfläche § 109, 24lff. 
Formeln von HAMILTON und MANNHEIM 

§ 126, 283f., 285. 
- von STUDY für Minimalflächen §lOS, 

239ff. 
- von WEIERSTRASZ für Minimal

flächen § 107, 237ff. 
Formel von ScHWARZ für die Oberfläche 

einer Minimalfläche § llO, 243ff. 
FORSYTH, A. R. 47. 
FRENET, F. 25. 
FROBENIUS, G. 56f. 
FUBINI, G. 207. 
FUNK, P. 233, 234. 

GAusz, F. W. 94, ll7, 121, 146, 147, 
150, 161, 163, 181, § 89, 190f., 193, 
243. 

Gaußens sphärisches Bild einer Fläche 
§ 50, 102ff. 

- theorema egregium § 45, 93 f. 
Gaußsehe Parameterdarstellung einer 

Fläche 85. 
GaußschesKrümmungsmaß 92,103,123. 
Gefälle einer Funktion 170. 
Gegenstück zum Satz von MEUSNIER 

299. 
Geodätische Dreiecke 193. 

Kegelschnitte 193. 
Kreise 152, 153, § 72, 154f. 
Krümmung§ 68, 147ff., § 83, 174f., 
192. 

- - der Krümmungsstreifen 137. 
- - eines Streifens 70. 
- Linien 47, § 69, 149ff., 191, 192. 
- Polarkoordinaten § 70, 15lf. 
geodätischer Krümmungsradius 148. 
geodätische Streifen § 35, 72f., 144. 
- Windung eines Streifens 71. 
-Zweiecke 233. 
geodätisch parallel 151. 
Geometrie auf einer Fläche Kap. 6, 

146ff. 
geometrische Anwendung des ersten 

Differentiators von BELTRAMI § 80, 
170ff. 

geometrische Deutung der Invarianten 
eines Streifens § 34, 69 ff. 

- - des Dralles 270ff. 
- - des Krümmungsmaßes 191. 
- - von Beltrami's Differentiator 

192. 
geradlinige Flächen 49, 72, § 121, 

267 ff., 303. 
GERGONNE ll8. 
gerichtetes Flächenelement 67. 
Gesamtkrümmung 162, 164. 
- eines Strahlensystems 300. 
Geschlecht einer Fläche 166. 
geschlossene Kurven auf der Kugel 49. 
- geodätische Linien auf einer Ei-

fläche § 97, 209 ff. 
Geschwindigkeitsvektor 14f. 
Gesimsflächen § 64, 139ff., 187f. 
Gleichgewicht einer gravitierenden 

Flüssigkeit 260. 
Gleichung der Schmiegeheue 16. 
Gleichungen von CoDAZZI 137f. 
GOURSAT, E. 122. 
GRAVE, D. A. 121. 
GREEN 173, 174. 
Green'sche Formeln § 82, 173f. 
Grenzpunkte 284. 
GROSS, W. 252. 
Grundformeln der Flächentheorie § 63, 

134ff. 
- der Strahlensysteme in invarianten 

Ableitungen § 129, 289ff. 
- von GAUSZ und CODAZZI §58, ll5ff. 
GRÜNWALD, J. 292, 293, 301, 302. 
GUICHARD, C. 301. 

HAAR, A. 260. 
HADAMARD, J. 232, 234. 
HALPHEN, G. H. 48. 
HAMEL, G. 52, 64. 
HAMILTON, W. R. 261, 283, 284, 302. 
Hauptflächen 279. 
Hauptkrümmungen 91, § 44, 91f. 
Hauptkrümmungsradien 123, 137. 
Hauptnormale 17. 
Hauptpunkt 268. 
Hauptrichtungen 94, 279. 
HAZZIDAKIS, J. N. 208, 209. 
HEINE, E. 204. 
Henkel 165. 
HERGLOTZ, G. 32, 211. 
HILBERT, D. 29, 195, 206, 208, 209, 224, 

227. 
HJELMSLEV, J. 229. 

20* 



308 Namen- und Sachverzeichnis. 

HöLDER, 0. 251. 
HoLMGREN, E. 209. 
hopfenwendig 28. 
HosTINSKY, B. 299. 
Hüllflächen von oo 1 Kugeln 141. 
Hüllkurvensatz 167. 
Hüllkurven von geodätischen Linien 

§ 78, 167f. 
HuRWITZ, A. 61, 204. 
HUYGHENS, 106. 
hyperbolische Geometrie 161. 
- Krümmung 90. 

Identität von LAGRANGE 6, 18. 
Imaginäre Kurven § 22, 43ff., 48. 
- Minimalfläche 4. Ord. nach GEISER 

260. 
Indikatrix 124. 
-von DUPIN 91. 
innere Eigenschaften einer Fläche 146. 
Integral der geodätischen Krümmung 

§ 76, 161ff. 
Integralformel von GAUSZ und BoNNET 

163, § 77, 163ff. 
- - - für Strahlensysteme § 124, 

280f. 
Integralinvariante 22. 
- der Liniengeometrie 302. 
Integrallose Darstellung der isotropen 

Kurven § 23, 45f. 
Integrierbarkeitsbedingung 116. 
Invariante 3f. 
- von Punkten § 3, 6ff. 
Invariante Ableitung 22. 
invariante Ableitungen auf einer 

Fläche Kap. 5, 123ff. 
- - bei beliebigen Parametern § 62, 

128ff. 
- - in beliebiger Richtung§ 65, 143f. 
- - längs der Krümmungslinien § 61, 

123ff. 
- Differentialform einer Kurve 23. 
- Differentiation 125ff. 
- isotroper Kurven 48. 
Invarianten einer Kurve § 8, 19ff., 25. 
- eines Streifens 69. 
invarianter Parameter 21. 
Invariante von KOENIGS 274. 
Inversionen 100. 
isometrisch bezogene Kurven 83. 
isometrische Abbildung 146, 158. 
- - mit Erhaltung der Krümmungs

linien § 87, 181ff., § 88, 185ff. 
Isoperimetrie auf der Kugel 65. 

Isoperimetrie der Kugel § 113, 248f. 
- des Kreises § 28, 55f. 
isoperimetrisches Problem 154. 
isotherme Parameter § 85, 177 ff. 
Isothermflächen 193. 
isotrope Ebenen 46. 
-Gerade 44. 
- Kurven § 22, 43ff., 66, 236f. 
- Regelflächen 119. 
- Strahlen 303 
- Strahlensysteme § 127, 284f., 298f., 

301. 
- - und Minimalflächen § 128, 286. 
- Torsen 298. 

JACOBI, c. G. J. 49, 118, 168, 191, 214, 
217. 

Jacobi's Bedingung 214. 
Jacobische Differentialgleichung 215, 

225. 
]ELLET, J. H. 195. 
JOACHIMSTAL, F. 75. 

Kanalflächen 121, § 64, 139ff. 
kanonische Darstellung einer Kurve 26. 
- Entwicklung eines Flächenstreifens 

82. 
- Koordinaten von RIEMANN 152. 
- Zerschneidung 166. 
Kehllinie 268. 
Kehlpunkt 70, 268. 
Kennzeichnung der Kugeln 248. 
Kettenfläche 259. 
Kettenlinien 55. 
Kinematik 303. 
Kinematische Deutung der Formeln 

von FRENET § 11, 28ff. 
Kleeblattschlinge 83. 
KLEIN, F. 261, 304. 
KNESER, A. 32. 
KNOBLAUCH, J. 123. 
KOENIGS, G. 261, 274, 300. 
Komponenten eines Vektors 1. 
konfokale Flächen zweiter Ordnung 99. 
konforme Abbildung 100, 180. 
Kongruenz 277. 
konjugierte Netze § 54, 109f. 
- Punkte 215. 
- Tangente eines Streifens 71. 
Kontigenzwinkel 22. 
Konvergenzbeweis von ,V. GRoss § ll5, 

251f. 
Koordinaten eines Vektors 1. 
Kraftfelder 48. 



Namen- und Sachverzeichnis. 309 

Kreisevolvente 41. 
krummlinige Koordinaten im Raum 98. 
Krümmung § 7, 17ff. 
- der Asymptotenlinien 120. 
Krümmungsachse 33, 277. 
Krümmungshalbmesser 33. 
Krümmungskreis 33. 
- geodätischer 154, 160. 
Krümmungslinien § 46, 94ff. 
- der Brennflächen 304. 
Krümmungsmaß 120, 192. 
- von GAUSZ 92. 
Krümmungsmittelpunkt § 13, 32f. 
Krümmungsstreifen § 35, 72f., 94. 
Kugelfunktionen 204. 
Kugeln in einer Eifläche 232. 
- um eine Ei fläche 232. 
KuMMER, E. 261, 300. 
Kummersehe Fläche 304. 
Kurven fester Windung 47. 
- im Großen 48. 
- konstanter Breite 48. 
- mit fester Krümmung 65. 
- mit fester Windung 65. 
Kurvennormale 17. 
Kurventheorie Kap. l, 12ff. 
Kurven von STUDY 48. 
kürzeste Wege auf Eiflächen § 101, 220. 

LAGRANGE, J 0 L. 6, 18, 181, 236. 
LAGUERRE, E. 122. 
LAMBERT, J. H. 181. 
LAME, G. 173. 
Landkarten 181. 
Länge eines Vektors 3. 
Iängentreue Abbildung 146. 
- - einer Fläche mit K = - 1 auf 

sich selbst § 75, 158 ff. 
LAPLACE, S. P. 6. 
Laplacesche Differentialgleichung 173. 
LASSWITZ, K. 161. 
LEBESGUE, H. 49, 59, 147, 224. 
LEGENDRE 139. 
LEVI-CIVITA, T. 79. 
LEIBNITZ 166. 
LrAPOUNOFF, A. 260. 
LICHTENSTEIN, L. 179, 257. 
LIEBMANN, H. 58, 120, 195, 197, 199, 

248. 
LIE, S. llO, 154, 236, 237, 259. 
Lie's imaginäre Minimalfläche 3. Ord. 

259. 
lineare Abhängigkeitzweier Vektoren 5. 
Liniengeometrie Kap. 9, 26lff. 

Linienkomplexe 304. 
Linienkoordinaten von Plücker 263. 
LIOUVILLE, J. 101, 148, 192, 193. 
Liouvillesches Netz 194. 
Literatur über Minimalflächen 260. 
LOBATSCHEFSKIJ, N. J. 161. 

MAINARDI, G. 117, 191. 
MALUS 105. 
MANNHEIM, A. 283. 
mechanische Erzeugung der Gesims

flächen 140. 
- Verwirklichung der geodätischen 

Linien 193. 
MERCATOR, G. 181. 
MEUSNIER, M. CH. 89. 
MINDING, F. 148, 155, 191, 195, 208, 

219. 
Minimalflächen 44, 236ff., 302. 
- als Schiebflächen § 106, 236f. 
Minimalkurven 33. 
MINKOWSKI, H. 120, 195, 202, 252, 255. 
Minkowski's Stützfunktion § 94, 202f. 
MIQUEL, A. 229. 
MrsEs, R. v. 64. 
Mittelpunkt eines Strahls 282. 
Mittlere Krümmung 92, 123. 
Möbiussches Band 83. 
MoHRMANN, H. 32. 
MoLLERUP, J. 103. 
MoNGE, G. 85, §59, ll7f., ll9, 147, 

153, 191, 192, 236, 237. 
MUKHOPADHYAYA 32. 
MüLLER, E. 39, ll9. 

Nabel 97. 
Nabelpunkte § 47, 97. 
Nabla 169. 
Natürliche Gleichung § 16, 36ff. 
- Parameter 44, 46. 
nichteuklidische Geometrie 161, 164. 
NOETHER, E. 245. 
Normalensysteme § 51, 104ff., 121, 291. 
Normalkoordinaten 152. 
Normalkrümmung eines Streifens 70. 
Normalkugel eines Streifens 70. 
Normalrisse einer Eifläche 232. 

Oberfläche 103. 
orientierbare Fläche 166. 
ÜSTROWSKI, A. 294. 
Oval 31. 

PAINVIN, L. 121. 
parabolische Krümmung 90. 



310 Namen- und Sachverzeichnis. 

parallele geradlinige Flächen 299. 
Parallelflächen 119. 
Parallelismus von LEVI-CIVITA § 38, 79f. 
Parallelkurvenscharen 171. 
Parallelverschiebung 1. 
Parameterlinien 85. 
Parametertransformation 20, 123ff. 
PERRON, 0. 251. 
PLATEAU, J. 236, 247. 
PLÜCKER, J. 261. 
POINCARE, H. 161, 168, 209, 210, 211. 
Polyedersatz Eulers 166f. 
PONCELET, J. V. 118. 
Prinzip von DIRICHLET 211. 
Problem von PLATEAU 247, 256, 260. 
Produkt eines Vektors mit einer Zahl 2. 
- skalares § 1. 
- vektorielles 5. 
PUISEUX, V. 153. 

RADO, T. 260. 
RADON, J. 52, 80, 227. 
Raumkurven fester Krümmung § 31, 

6lff. 
rechtwinkliges Flächennetz 98. 
Regelflächen 72. 
rektifizierende Ebene 4 7. 
REMBS, E. 197. 
reziproker Kräfteplan 245. 
RIBAUCOUR, A. 236, 260, 284, 286, 

296, 301. 
RICCATI, J. 107. 
Riccatische Gleichung 47. 
RIEMANN, B. 166, 191, 236, 238, 243. 
Riemanns kanonische Koordinaten 152. 
RonRIGUES, 0. 95. 
Röhrenflächen 142. 
RoTHE, H. 362. 
RoTHE, R. 302. 

SANNIA, G. 278, 304. 
Satz CARATHEODORY's über die Hüll

kurven geodätischer Linien auf Ei
flächen § 103, 230ff. 

- von BELTRAMI 228. 
-- über Minimalflächen 260. 
- - und ENNEPER § 56, 113f. 
- von T. CARLEMANN über den Kreis 

§ 112, 246ff. 
- - BoNNET über den Durchmesser 

einer Eifläche § 100, 218ff. 
- - CHRISTOFFEL über geschlossene 

Flächen § 95, 204ff. 
- - DARBOUX 303. 

Satz von DESARGURS 227. 
- - DUPIN über rechtwinklige Flä-

chennetze § 48, 98ff. 
-- EULER § 43, 89ff. 
-- W. R. HAMILTON 302. 
- - HILBERT über Flächen festen 

negativen Krümmungsmaßes § 96, 
206ff. 

- - jOACHIMSTAL 75. 
- - LIEBMANN 228. 
-- LIOUVILLE 101. 
- - MALUS und DUPIN 105. 
- - MEUSNIER § 43, 89ff. 
- - PICARD 260. 
- - SCHWARZ § 39, SOff. 
SCHEFFERS, G. 47, 121, 122, 145, 156. 
Scheitel 31. 
- einer Eilinie 49. 
Schiebflächen 110, 122. 
Schiebungen 8. 
SCHMIDT, E. 61, 64, 256. 
Schmiegebene § 6, 14ff., 46, 47. 
Schmiegkreis § 13, 32f. 
Schmiegkugel § 14, 33ff. 
Schmiegstreifen § 35, 72f. 
Schmiegtangenten 91. 
Schmiegtangentenkurven = Asympto-

tenlinien § 52, 106f. 
Schmiegtangentenlinien auf geradlini-

gen Flächen §53, 107ff. 
Schraubenachse eines Streifens 83. 
Schraubenlinie 14, 28, 39. 
schrittweise Näherung 38. 
SCHUR, A. 64, 197, 303. 
SCHWARZ, H. A. 64, 217, 236, 243, 244, 

245, 246, 252, 256, 260. 
Schwenkung 296 f. 
SERRET, J. A. 119. 
skalare Größen 4. 
skalare Produkte § 1, lff., 8 ff. 
SLOTNICK, M. M. 292, 303. 
SNELLIUS 105. 
SPEISER, A. 212. 
sphärische Kurven 34. 
sphärisches Bild einer Fläche 102. 
Spiegelungen 6ff. 
STÄCKEL, P. 94, 191. 
Starrer Körper 29f. 
Starrheit der Eiflächen § 93, 199ff. 
STEIN ER, J. 120, 248, 251, 259, 260. 
stereographische Linienkoordinaten 

293, 296. 
- Projektion 181. 
Strahlensysteme § 123, 277ff. 



Namen- und Sachverzeichnis. 311 

Strahlensysteme mit einer einzigen 
Brennfläche 300. 

Strahlensysteme von BrANCHI 301. 
- von GurcHARD 301. 
- von A. ScHUR 303. 
Streifen 49, Kap. 3, 67ff., 246. 
Striktionslinie 268. 
STUDY, E. 44, 48, ll7, 121, 122, 239, 

241, 246, 259, 260, 261, 263, 295, 
299, 301. 

STURM, J. C. F. 218, 219, 225. 
Stützfunktion von H. MINKOWSKI 121, 

§ 94, 202f. 
Summe von Vektoren 2. 
surfaces moulures 140. 
Süss, W. 197. 
Symmetrisierung 248ff. 
Synektische Strahlensysteme 301. 
- Transformation des Strahlenraumes 

301. 
System von CHRISTOFFEL 232. 

Tangente § 6, 14ff. 
Tangenten an die Brennflächen 303. 
Tangentenbild 17. 
Tangentenebene 67, 86. 
Tangentenfläche 15. 
- einer Kurve 108, 184f. 
Tangentenkrümmung eines Streifens 

70. 
Tangentenkugel eines Streifens 70. 
Tangentenvektor 18. 
Theorema cgregium § 45, 93f., 137f. 
Theorie der Minimalflächen von WEIER-

STRASZ mit Liniengeometrie § 132, 
297. 

THOMSEN, G. 230. 
Topologie 166. 
Torsen 72, 109, 112, 147, l83f. 268. 
Torsion (=Windung) § 7, l7ff. 
Transformation des Parameters 20. 
Translationsflächen 110. 
TscHEBYSCHEFF, P. L. 207. 
Tschebyscheff-Netz 207 ff. 

Übertragungsprinzip von STUDY 261, 
§ 120, 263ff. 

unabhängige Invarianten § 4, 10f. 
Unverbiegbarkeit der Kugel§ 91, l95ff. 

V ALLEE PoussrN, CH. J. DE ~A 61. 
Variation isotroper Kurven 66. 

Variationsproblem von J. RADON § 26, 
51 ff. 

Variationsrechnung 50ff. 
Vektoren Einleitung lff. 
Vektorfeld 300. 
Vektorkoordinaten I. 
Vektorprodukt 5. 
Verbiegung § 67, 146f. 
- eines Streifens § 37, 75ff. 
V erdrillungszahl 83. 
Verteilungsparameter 268. 
VESSIOT, E. 44. 
Vierscheitelsatz 3lf. 
vollständiges Invariantensystem meh

rerer Punkte § 3, 6ff. 
Vorzeichen der Windung§ 10, 27. 
Voss, A. 28, 115, 121, 207. 

Warnungstafeln 226ff. 
WEBER, E. V. 302. 
WEIERSTRASZ, K. 65, 150, 214, 217, 

236, 237, 238, 251. 
WEINGARTEN, J. 112, 232. 
weinwendig 28. 
Wendelfläche 259. 
Wendelinien 106. 
WEYL, H. 199, 202. 
W-Flächen 145. 
windschiefe Flächen 109, 268. 
Windung § 7, 17ff. 
- der Asymptotenlinien § 56, 113 f. 
Winkel der Richtungen zweier Vek-

toren 3. 
wirrkeltreue Abbildung § 86, l80f. 
- Abbildungen des Raumes § 49, 

100ff. 
Wirkung von Steiners Symmetrisierung 

auf die Oberfläche § 114, 249. 

Zahlenkugel Riemanns 239. 
Zentraflächen l44f. 
ZINDLER, K. 261, 278, 299. 
ZOLL, 0. 233. 
Zusammenhang einer Fläche 165. 
zweiseitige Fläche 167. 
zweite Grundform § 42, 88f. 
zweiter Differen tia tor 172. 
zweite Variation der Oberfläche § 116, 

255ff. 
ZWIRNER, K. 192. 
Zylinderflächen 140f. 
Zylindroid 299. 



Verlag von Julius Springer f Berlin 

Vorlesungen Uber Differentialgeometrie und geometrische 
Grundlagen von Einsteins Relativitätstheorie von Wilhelm Blaschke, 
Professor der Mathematik an der Universität Hamburg. (Band VII und 
XXIX der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften.) 

II. Affine Differentialgeometrie. Bearbeitet von Kurt Reide· 
meister, Professor der Mathematik an der Universität Wien. Erste 
und zweite Auflage. Mit 40 Textfiguren. IX, 259 Seiten. 1923'. 

RM s.so; gebunden RM 10.-

I nhal tsübe rsich t: 
Ebene Kurven im Kleinen.- Ebene Kurven im Großen.- Raumkurven. -
Flächentheorie, niederer Teil. - Allgemeine Flächentheorie. - Extreme 
bei Flächen. - Besondere Flächen. - Namen- und Stichwortverzeichnis. 

111. Differentialgeometrie der Kreise und Kugeln. Bearbeitet 
von Gerhard Thomsen, Privatdozent der Mathematik an der Uni
versität Hamburg. Mit 68 Textfiguren. X, 474 Seiten. 1929. 

RM 26.-; gebunden RM 27.60 

I nhal tsü b ersieht: 
Kennzeichnende Eigenschaften der Abbildungen von Möbius, Laguerre und 

Lie. - Stereographische Projektion und Geometrie von Möbius in der Ebene.
Invarianten der Kreisgeometrie von Möbius. - Kreisscharen, Kurven und 
Kurvennetze in der Geometrie von Möbius in der Ebene. - Geometrie von 
Laguerre in der Ebene. - Die Geometrie von Lie in der Ebene. - Geo
metrie von Lie, Möbius und Laguerre im Raum. - Flächentheorie in der 
Geometrie von Möbius und Laguerre. - Kugelsysteme. - Flächen· und Zykli
densysteme in der Geometrie von Lie. - Lebensbilder von Möbius, Laguerre 
und Lie. - Namen- und Stichwortverzeichnis. 

Mathematische Analyse des Raumproblems. Vor
lesungen, gehalten in Barcelona und Madrid. Von Dr. Hermann Weyl, 
Professor der Mathematik an der Eidgenössischen Techn. Hochschule Zürich. 
Mit 8 Abbildungen. VII, 117 Seiten. 1923. RM 5--

Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu 
Grunde liegen. Von B. Riemann. Neu herausgegeben und er
läutert von H. Weyl. Dritte Auflage. V, 48 Seiten. 1923. RM 2.-

Klein, Felix, Gesammelte mathematische Abhand· 
Iungen. In drei Bänden. 
Erster Band: Liniengeometrie. - Grundlegung der Geometrie. - Zum 

Erlanger Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. 0 strowski. 
(Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit einem Bildnis. 
XII, 612 Seiten. 1921. Unveränderter Neudruck 1925. RM 36.-

Zweiter Band: Anschauliche Geometrie. - Substitutionsgruppen und 
Gleichungstheorie. - Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von 
R. Fricke und H. Vermeil. (Von F. Klein mit ergänzenden Zu
sätzen versehen.) Mit 185 Textfiguren. VI, 714 Seiten. 1922. Unver
änderter Neudruck 1925. RM 42.-

D ri tter Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, 
hyperelliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionen
theorie und automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeich
nisse. Herausgegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel
Hagen. (Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit 
138 Textfiguren. IX, 774 Seiten, sowie 36 Seiten Anhang. 1923. Un
veränderter Neudruck 1929. RM 48.-



Verlag von Julius Springer f Berlin 

Aus den Grundlehren 
der mathematischen Wissenschaften 

Vorlesungen über höhere Geometrie. Von Felix Klein. Dritte 
Auflage, bearbeitet und herausgegeben von W. Blaschke, Professor der 
Mathematik an der Universität Hamburg. (Band XXII der Grundlehren.) 
~it IOI Abbildungen. VIII, 406 Seiten. I926. 

RM 24.-; gebunden RM 25.20 

Vorlesungen über nicht-euklidische Geometrie. Von Felix 
Klein t· Für den Druck neubearbeitet von W. Rosemann. (Band XXVI 
der Grundlehren.) Mit 237 Abbildungen. XII, 326 Seiten. I928. 

RM 18.-; gebunden RM I9.5o 

Relativitätstheorie in mathematischer Behandlung. Von A. S. 
Eddington, Ptumian Professor of Astronomy and experimental Philosophy 
in the U niv~rsity of Cambridge. Autorisierte, mit Zusätzen und Erläuterungen 
versehene Ubersetzung von Dr. Alexander Ostrowski, Privatdozent an 
der Universität Göttingen, und Prof. Dr. Harry Schmidt, Dozent am 
Friedrichs-Polytechnikum Cöthen. Mit einem Anhang: Edelingtons 
Theorie und Hamiltonsches Prinzip von Albert Einstein. 
(Band XVIII der Grundlehren.) XIV, 377 Seiten. I925. 

RM 18.-; gebunden RM I9.50 

Aus den Besprechungen: 

D<~.s vorliegende Buch ist die Übersetzung des englischen Originalwerkes 
The Mathematical Theorie of Relativity. . .. In einer Einleitung und 7 Kapiteln 
behandelt es das gesamte mit dem Namen Relativitätstheorie bezeichnete Ge
dankenwerk, soweit es innerhalb des Rahmens des gesicherten Wissens liegt, 
und führt auch in einzelnen Ausblicken über diesen hinaus... Das Werk ist 
ein Meisterwerk. Kristallklar zieht der Fluß der Gedanken vom ersten Anfang 
bis zu den letzten Folgerungen; scharf und deutlich werden vage metaphysische 
Hirngespinste, die sich an die mathematisch- physikalischen Gedankengänge 
anschließen könnten, abgewiesen, andrerseits aber das Recht der Naturwissen· 
schaft betont, sich die Grundlagen ihrer Begriffsbildungen selbst zu schaffen. 
So ist das Werk wohl geeignet, ein trefflicher Führer in den Gedankengängen 
der Relativitätstheorie zu sein. Das reichhaltige Literaturverzeichnis und das 
Register mögen dabei nicht unerwähnt bleiben... "Physikalische Zeitschrift". 

Der Ricci-Kalkül. Eine Einführung in die neueren Methoden und Probleme 
der mehrdimensionalen Differentialgeometrie. Von J. A. Schouten, 
ord. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule Delft in 
Holland. (Band X der Grundlehren.) Mit 7 Textfiguren. X, 3 I I Seiten. 
I924. RM I5.-; gebunden RM I6.2o 

Der absolute Differentialkalkül und seine Anwendungen in Geo
metrie und Physik. Von Tullio Levi·Civita, Professor der Mechanik 
an der Universität Rom. Autorisierte deutsche Ausgabe von Adalbert 
Duschek, Privatdozent der Mathematik an der Technischen Hochschule 
Wien. (Band XXVIII der Grundlehren.) Mit 6 Abbildungen. XI, 3IO Seiten. 
I928. RM I9.6o; gebunden RM 21.-

Theorie der Differentialgleichungen. Vorlesungen aus dem Gesamt
gebiet der g-ewöhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen. Von 
Ludwig Bieberbach, o. ö. Professor der Mathematik an der Friedrich 
Wilhelms-Universität in Berlin, Mitglied der Preußischen Akademie der 
Wissenschaften. (Band VI der Grundlehren.) Zweite, neubearbeitete 
Auflage. Mit 22 Abbildungen. X, 358 Seiten. I926. 

RM 18.-; gebunden RM 19.50 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




