H. Egerer
Ingenieur - Mathematik

Zweiter Band



Ingenieur-Mathematik

Lehrbuch der hoheren Mathematik
fiir die technischen Berufe

von

Dr. ing. Dr. phil. Heinz Egerer

Diplom-Ingenieur, vorm. Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Materialpriifung
an der Technischen Hochschule Drontheim

Zweiter Band

Differential- und Integralrechnung — Reihen und Gleichungen — Kurven-
diskussion — Elemente der Differentialgleichungen — Elemente der Theorie
der Flichen und Raumkurven — Maxima und Minima.

Mit 477 Textabbildungen
und iiber 1000 vollstindig gelosten Beispielen
und Aufgaben

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH
1922



Alle Rechte, insbesondere das der
Ubersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten.
Copyright 1922 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg
Urspriinglich erschienen bei Julius Springer in Berlin 1922
Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1922

ISBN 978-3-662-34868-0 ISBN 978-3-662-35198-7 (¢éBook)
DOI 10.1007/978-3-662-35198-7



Voerwort.

Wesentlich spéter als beabsichtigt kann ich den zweiten Band
der Ingenieur-Mathematik vorlegen. Die Kriegszeiten an sich und
die Erfiillung meiner Militirpflichten zu Hause und im Feld lieBen
mir wenig von jener Ruhe, die fiir ein liebevolles Aus- und Durch-
arbeiten des ganzen Werkes notwendig sind. Den SchluBband hoffe
ich in Jahresfrist bringen zu konnen.

Die Beurteilungen des ersten Bandes nehme ich dankbar als
Zeugnis, daB ich bei der Abfassung und Umgrenzung den richtigen
Weg eingeschlagen habe. Es waren nur zwei Stimmen, die groBere
Einwinde erhoben, die der ,Zeitschrift des Vereins Deutscher Inge-
nieure“ und des ,Ingenioren”; ich komme auf sie weiter unten zu
sprechen. Zuvor will ich noch einmal das Programm des Buches
festlegen und hoffe damit auch gleichzeitig kleinere Einwendungen
zu beseitigen.

Die Frage nach dem Umfang und der Methode einer Ingenieur-
Mathematik ist und bleibt Streitfrage, solange es Ingenieure mit
verschiedener Berufsvorbildung und verschiedenen Berufsbediirfnissen
gibt. Aber dariiber wird wohl Einigkeit sein, daB fiir den seinen
Namen zu Recht tragenden Ingenieur, der nicht nur rein hand-
werksmiBig arbeitet, eine griindliche mathematische Ausbildung die
Grundlage spiteren Schaffens ist. Nach meinem Dafiirhalten soll
diese griindliche Ausbildung soweit aber nur soweit gehen, daBl er
auch in spiteren Jahren, wenn er der meisten mathematischen
Formeln sich kaum mehr erinnert, doch noch soviel mathematisches
Denken und Fiihlen sich gerettet haben muf, daB er imstande ist,
an ihn herantretende wissenschaftliche Probleme im Bedarfsfall noch
mathematisch zu erfassen. DaB es also ihm nicht schwer fallen
darf, einmal angeeignete Kenntnisse wieder aufzufrischen.

Eine solche griindliche Ausbildung erwirbt er sich aber nicht
durch eine etwas weitherzige Behandlung des Stoffes, die moglichst
schnell der Technik zueilt und vielleicht durch den groBeren Um-
fang rein technischer Aufgaben und Beispiele blendet. Selbstver-
stindlich auch nicht durch eine streng wissenschaftliche, mit voll-
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sténdiger Beweisfithrung nicht geizende. Meines Erachtens ist ein
Beweis in der Ingenieurmathematik nur dann erforderlich, wenn er
wesentlich ist fiir das Verstindnis der vorliegenden Aufgabe, wenn
er diese vereinfacht, wenn er ihren Gedankengang bloSlegt. Der
Ingenieur mufl im Punkt Beweisfiihrung dem Mathematiker vom
Fach ein gewisses unbegrenztes Vertrauen entgegenbringen, er darf
nicht in den Widerspruch verfallen, auf der einen Seite den oft
unzuldnglich aufgestellten Koeffizienten der Praxis schlechtweg zu
vertrauen und auf der anderen Seite der wissenschaftlich so exakt
genauen Arbeit der Mathematiker zu miBltrauen. Durch die erste
Art von Mathematikunterricht lernt der Ingenieur vielfach ver-
stindnislose Anwendung von Formeln, meist nur fir einen be-
stimmten Einzelfall, durch die zweite Art kann ihm die Mathematik
griindlich verleidet werden. »

Warum geht der mathematische Unterricht immer noch so
wenig auf den Wunsch des Anfingers ein, zu wissen: wozu brauche
ich das alles?! Freilich ein solches Eingehen macht den Unterricht
breit. Aber sicherlich auch erfreulich, falls er die richtige Antwort
gibt. Weiter wiinscht der Anfinger und zwar mit vollem Recht
viele Beispiele. Auch sie machen den Unterricht oder das Lehr-
buch breit. Wenn nun noch hinzukommt, da ich an vielen Stellen
von vornherein unrichtige Auffassungen gar nicht erst aufkommen
lassen will, daB ich dort also weiter ausholen muB}, dann wird
man es wohl begreiflich finden, dafl insbesondere im Anfang der
Unterricht ausfithrlich zu halten war. Ich kann mir durch diese
Breite im Anfang an spéteren Stellen recht wesentliche Kiirzungen
gestatten. Der Leser wird das bereits in der zweiten Hilfte des
vorliegenden Bandes merken, wenn er die zahlreichen Beispiele in
Abrechnung bringt.

Zu einem zweiten Einwand muB8 ich mich noch erkliren. Viel-
fach herrscht die meines Erachtens irrige Ansicht, als ob ein Lehr-
buch der Ingenieur-Mathematik seinen Stoff nur dem Gebiete der
Technik entnehmen miiite. Ich spreche aber von Ingenieur-
Mathematik nur in dem Sinne, daff sie einen fiir den Ingenieur
besonders geeigneten Lehrgang einschligt. LéfBt man die der eigent-
lichen Technik angehorigen Aufgaben iiberwiegen, so liuft man ent-
weder Gefahr, recht umfangreiche Erkldrungen abgeben zu miissen,
falls man die Aufgabe mit Versténdnis gelost haben will; oder man
muB fiir die Losung schon bestimmte oft weitgehende technische
Kenntnisse voraussetzen. Man wird es daher wohl verstehen, warum
der erste Band verhiltnisméBig wenig Beispiele aus der eigentlichen
Ingenieurpraxis bringen konnte, der zweite aber wesentlich mehr.
Der dritte Band wird vorwiegend praktisch interessierende Beispiele
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bringen. Als Grundsatz leitete mich bei der Auswahl des Stoffes
fiir die Aufgaben und Beispiele: Die Ingenieur-Mathematik soll der
Technik nicht zu viel vorgreifen, sondern sie mehr vom mathema-
tischen Ballast befreien. Das Hauptgewicht habe ich darauf gelegt,
daf der Studierende Sicherheit in der Behandlung der Begriffe
Kraft, Resultante, Arbeit, Moment, Massenmoment, Trigheitsmoment,
Schwerpunkt usw. erlangt, ebenso in der Behandlung von Bewegungs-
aufgaben, um den Wert der Vektorenrechnung zu erkennen.

Die stoffliche Begrenzung des zweiten Bandes war durch die
Uberlegung gegeben, daB er im Verein mit dem ersten Band das
bieten soll, was der Ingenieur fiir den gewohnlichen Fall der Praxis
benotigt. Dafl er also eine mathematische Formel mit Verstindnis
anwenden kann, sich Kklar ist iiber den Giltigkeitsbereich einer
solchen Formel, iiber ihre graphische Darstellung, ihre Verwertung usw.
Der dritte Band soll ihm erst notwendig werden, wenn er wissen-
schaftlich weiterarbeitet. Er wird ihm unter anderem das bringen,
was man als ,praktische Mathematik“ bezeichnet. Den SchluB} bildet
eine Formelsammlung des ganzen Gebietes.

Fiir den Gebrauch bemerke ich noch, dafl die Hinweise sich
entweder auf den ersten Band beziehen, dann sind sie etwa durch
»I 15% oder ,I Beisp. 250a)“ bezeichnet; oder auf meine im gleichen
Verlag erschienene Ingenieur-Mechanik, dann lautet der entsprechende
Hinweis etwa ,Mech. I 73% usw.

Miinchen, 1. Mai 1921.
H. Egerer.
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Erster Abschnitt.
Differentialrechnung I.

1. Funktionen und Diagramme. Den analytischen Inhalt des
Funktionsbegriffes hat der erste Band durch Nummer 43 bereits be-
handelt, so da3 nur mehr eine Besprechung in graphischer Hin-
sicht nachzuholen ist. Zu diesem Zweck werde zunichst die Funktion
mit einer einzigen Veridnderlichen untersucht.

Um die Beziehung zwischen zwei voneinander abhingigen
Gréfen x und f (x) moglichst sinnfillig und gedachtnisfest darzu-
stellen, bedient man sich in jeder rechnenden Wissenschaft der
Diagramme oder Schaulinien. Man tréigt auf einer meist wag-
rechten Geraden in einem passend gewidhlten MaBstab von einem festen
Punkt aus (dem ,Nullpunkt“) die unabhingige oder willkiirliche
GroBe, Argument haben wir sie auch genannt, als Abszisse x ab
und in ihrem Endpunkt senkrecht zu ihr wieder in einem passend
gewihlten Mafistab als Ordinate die abhingige GroBe, die zuge-
hoérige Funktion f(x). Den unendlich vielen Wertepaaren x| f(x),
oder wenn man y statt f(z) als Symbol setzen will, den unendlich
vielen Wertepaaren x |y entsprechen dann die unendlich vielen
Punkte mit den Koordinaten x|y. In ihrer Gesamtheit bilden sie
die Schaulinie oder das Diagramm der wuntersuchten Beziehung.
Dabei ist es zunichst ganz belanglos, ob der Zusammenhang zwi-
schen den beiden untersuchten Gréfen gesetzmifBig oder nur erfah-
rungsgemédfl bekannt ist; einzige Bedingung ist, daf man fir hin-
reichend viele der unabhingigen GroBen die davon abhingigen kennt.
Fiir die zeitlichen Vorgénge des téglichen Lebens, wie etwa die Er-
zeugung und Forderung von Naturprodukten oder das Wachstum
gewerblicher oder industrieller Betriecbe oder die vom menschlichen
Wirken nicht beeinfluiten AuBerungen der Naturkrifte wie Nieder-
schlagsmengen in einem bestimmten Gebiet, FluBwassermenge, FluB-
h6he usw. im Lauf eines Jahres usw. kann man durch eine hin-
reichende Zahl von Beobachtungen auch fiir die wissenschaftliche
Verwertung Gesetze aufstellen, eben durch die graphische Darstellung
dieser Vorginge.

Egerer, Ingenieur-Mathematik IIL 1



2 Differentialrechnung I. 1.

Beispiel a) Es soll der Zusammenhang zwischen der Siede-
temperatur und dem Siededruck von Wasser untersucht werden.
Man weiB, daB beim Luftdruck von 760 mm das Wasser bei 100° C
siedet, dal die Siedetemperatur aber steigt mit zunehmendem Druck
und sinkt mit abnehmendem Druck. Die analytische Form des ge-
setzméBigen Zusammenhanges ist noch unbekannt. Durch eine hin-
reichende Zahl von Versuchen hat man ihn freilich bereits derart
ermittelt, daB@ man zu jedem Druck genau genug die zugehorige
Siedetemperatur angeben kann. Nach diesen Versuchen entspricht
den jedesmal in mm Quecksilberhdhe gemessenen Drucken

p="760, 684, 608, 532, 456, 380, 304, 228, 152, 76
.jeweils die Siedetemperatur in Celsiusgraden
t=100, 97,1, 93,9, 903, 86,3, 81,7, 76,3, 69,5, 60,5, 46,2.

Trigt man vom festen Nullpunkt O einer Geraden die Siededrucke p
nach rechts ab, indem man etwa den MaBstab so wéhlt, da 1 mm

e ! : { smin-tmm Ay
: Oruck in mar /g

414 oty

Abb. 1.

auf der Geraden einem Druck von 10mm Quecksilber entspricht,
und je im Endpunkt der aufgetragenen Strecke die Siedetempe-
ratur f, etwa im MafBstab ‘I mm = 2% C, so erhilt man das Dia-
gramm der Abb. 1. Man wird ihm beispielsweise entnehmen, daf
auf einer BergeshShe von 5000m, wo der normale Luftdruck nur
mehr 414 mm ist, das Wasser bereits bei 83,8° C zu sieden beginnt.

Beispiel b) Eine Lebensversicherungsbank hat aus 50 jahrigen
Beobachtungen die durch Abb.2 ausgedriickten Sterblichkeits-Schau-
linien aufgestellt. Die erste gibt an, wieviel von 1 Million 25 jihriger
Menschen nach ¢ Jahren noch am Leben tind. Wenn die Beobach-
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tungen der Bank fiir alle Menschen zutrifen, dann miiiten von dieser
Million etwa nach 25 Jahren noch rund 800000 am Leben sein. Oder
nach 40 Jahren noch rund 500000 und nach 50 Jahren noch rund
225000 Menschen,

Die zweite Linie, aus der ersten hervorgegangen, gibt die mittlere
Lebensdauer fiir jedes Lebensalter von 25 ~ 100 Jahren an. Dar-
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Abb. 2.

nach wiirde etwa ein 40 jihriger Mensch im Durchschnitt noch rund
97 Jahre zu leben haben, ein 60jihriger noch 12 Jahre, ein
80jihriger noch rund 3 Jahre.

Beispiel ¢) Ein Eisenstab, Linge 40 cm, Querschnitt 1 cm?,
wird einem Zugversuch ausgesetzt. Um die Léngeninderungen

01, 02, 03, 04, 05 06. 0,7, 08, 09, 1,0,
gemessen in Millimetern, hervorzurufen, muBSte man die Zug-
belastungen

1, 2 3, 4 48 b1, 54, 55, 555 560,

gemessen in 1000 kg, angreifen
lassen. Durch die Abb. 3 wird
die Abhiingigkeit zw ischen Lin-
geninderung und Zugkraft gra-
phisch zum Ausdruck gebracht. - —
Man entnimmt der Schaulinie,
daB Langeninderung und Zug-
kraft verhiltnisgleich sind. ro- VZ o
lange diese einen bestimmten : : T Dehnung
Betrag nicht iiberschreitet. Von Abb. 3.

<
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der Zugbelastung 4800 kg ab, in der Abbildung von der Stelle P
ab, wichst die Dehnung des Stabes schneller als die Belastung.
Weiter gibt die Schaulinie zu erkennen, daB jede iiber 5400 kg
hinausgehende Belastung ganz unverhiltnismiBig groBere Dehnung
hervorruft; in der Sprache der Materialpriifung sagt man: Das
Material beginnt zu ,flieBen¥.

Beispiel d) Der Zusammenhang zwischen dem Eigengewicht
einer gepflasterten Stadtstrafienbriicke und ihrer Stiitzweite ist durch
die Schaulinie der Abb. 4 graphisch zum Ausdruck gebracht. Diese
Schaulinie stiitzt sich auf Erfahrungswerte von ausgefiihrten Briicken-
bauten. Die eine der beiden Linien setzt die Briicke als Balken-
triager, die andere als Bogentriger voraus. Die Stiitzweite [ ist in

70m

Stutzwerte

Abb. 4.

m gegeben, das Eigengewicht in kg/m? Fiir die Konstruktion einer
36 m lang geplanten gepflasterten StadtstraBenbriicke entnimmt man
dem Diagramm ein Eigengewicht von 941 kg/m? wenn die Briicke
als Bogentriger ausgebildet wird, und 1031kg/m? wenn sie als
Balkentriger konstruiert wird. Bei einer Breite von 12m und dem-
nach einer Fliche von 432m? wirde das Gesamtgewicht der Briicke
im ersten Fall rund 400t, im zweiten Fall rund 450t sein.

Beispiel e) Die beiden Schaulinien der Abb. 5 vergleichen
zwei verschiedene Turbinengattungen L und P hinsichtlich der Kosten
einer Pferdekraftstunde. Dabei sind alle Umstéinde beriicksichtigt,
also Anlagekosten fiir Maschinenhaus und XKesselanlage sowie die
Maschine selbst, Verzinsung, Abschreibung und Reperaturen fiir Ge-
biude, Kessel und Maschinen, Lohne, Schmier- und Putzmaterial.
Der fiir die Okonomie der Maschine natiirlich sehr wesentliche
Kohlenpreis ist fiir einen ganz bestimmten Ort gedacht. Die stark
ausgezogenen Schaulinien setzen voraus, daf die Maschine das ganze
Jahr ununterbrochen titig ist, die gestrichelt gezeichneten Linien
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eine Betriebszeit von 300 Tagen zu je 10 Stunden. Auf der Wag-
rechten sind die normalen Nutzleistungen in Pferdestirken ange-
geben, als Ordinaten die Kosten einer effektiven Pferdekraftstunde
in Pfennigen.

Wenn also beispielsweise eine Fabrik eine Turbine von 200 PS
in der normalen Arbeitszeit von 300 Tagen zu je 10 Stunden be-
notigt, so wird sie bei der Wahl der Maschinengattung L auf eine
Ausgabe von 3,2 Pfennig fiir die Pferdekraftstunde oder von 6,4 Mk.
in der Stunde fiir die gewiinschte Leistung von 200 PS, also von
64 Mk. tiglich kommen; die Wahl der Gattung P der Maschine
erhoht diese Kosten auf 3,35 Pfennig bezw. 6,7 Mk. und 67 Mk.
LaBt man die Maschine das ganze Jahr ununterbrochen laufen, etwa
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Abb. 5.

fiir eine Lichtanlage, verbunden mit einer Kraftanlage, sonach 365
Tage zu je 24 Stunden, so werden die entsprechenden Kosten fiir
die Maschine L sein 2,3 Pfennig, bezw. 4,6 Mk. und 110,4 Mk. Bei
der Gattung P sind die entsprechenden Zahlen 2,45 Pfennig, 4,9 Mk.
und 117,6 Mk. (Siehe hierzu Barth: ZweckmiBigste Betriebskraft,
Sammlung Goschen.) Selbstverstindlich spielen bei der endgiiltigen
Wahl der Maschine auch noch andere Umstidnde mit, beispielsweise
ihre Okonomie, wenn man sie auf kiirzere oder lingere Zeit wesent-
lich iiber ihre normale Leistung heansprucht.

2. Fortsetzung. Die Definition einer Kurvengleichung als
eine Aussage iiber die Eigenschaft der Kurve ist bereits im ersten
Band durch 80 und die nachfolgenden Nummern behandelt.

Man kann das Wesen einer Kurvengleichung noch von einem
anderen Gesichtspunkt aus erdrtern. Gegeben sei die Gleichung
x—2y—6=0 zwischen zwei Unbekannten x und y, die von oo'
zusammengehérigen Wertepaaren x, y erfiilllt wird. Man findet letz-
tere, indem man fiir y alle méglichen Werte einsetzt und dann die
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zugehérigen x ermittelt. LaBt man etwa y immer um die Einheit
wachsen, so erhidlt man die Wertepaare

yl....—4 —3 —2 —1 01 2 3 4....
xl....——-2 0 2 4 6 8 10 12 14 ....

oder wenn man y immer um 0,1 fortschreiten 1aBt,
y| 1,0 1,1 1.2 13 1,4 1,56 16 1,7....
z|....8 82 84 86 88 9,0 92 94....

Bei dem gewihlten besonderen Beispiel kann man die y und
ebenso die x kontinuierlich oder stetig aufeinander folgen lassen,
also derart, daB man den Unterschied zwischen zwei aufeinander-
folgenden x oder y beliebig klein machen kann; beim Durchlaufen

eines gewihlten Bereiches nehmen

ay P sie dann jeden moglichen Zahlen-

z wert dieses Bereiches an. [Niher

auf den Begriff ,stetig“ oder

e wkontinuierlich“ einzugehen, bleibt

spiteren Nummern vorbehalten.]

/ oFs Definiert man nun jedes Werte-

=1 paar x|y der obigen Gleichung als

Abb. 6. Koordinatenpaar eines Punktes, so

gibt diese Gleichung co' Punkte

an, die innerhalb des durch die Zeichnung festgelegten und be-

trachteten Bereiches stetig aufeinanderfolgen und somit eine Kurve

bilden; sie ist der vorgegebenen Gleichung zugeordnet. Man nennt

dann wieder wie frither x —2y— 6 =0 die Gleichung der so kon-

struierten Kurve. Abb. 6 gibt mit Beniitzung der Tabelle der ge-
fundenen Zahlenpaare diese Kurve wieder.

Die vorausgehende Entwicklung verliert aber keineswegs an
Allgemeinheit, wenn sie auf eine beliebige andere Gleichung zwi-
schen z und y angewandt wird. Man kann immer schlieBen: TFiir
jede Gleichung zwischen zwei verdnderlichen GréBen x und y gibt
es oo! Wertepaare, die ihr Geniige leisten; die einzelnen Werte-
paare folgen (mit Ausnahmen, die an anderer Stelle noch zu be-
sprechen sind) stetig aufeinander. Definiert man jedes der to er-
haltenen Wertepaare als Koordinatenpaar eines Punktes, so erhilt
man unendlich viele stetig aufeinanderfolgende Punkte, die dann in
ihrer Gesamtheit eine Kurve bilden. Die gegebene Gleichung nennt
man die Gleichung der Kurve, die so gefunden wurde.

Die Ermittlung von Beziehungen zwischen veridnderlichen GréBen,
oder mit anderen Worten die Untersuchung von Funktionen, ist nun
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der Hauptinhalt ebensowohl der hoheren Mathematik im besonderen,
wie aller rechnenden Wissenschaften im allgemeinen. Wenn wir
wieder auf die graphische Darstellung solcher Abhingigkeiten ein-
gehen: Wei man, daB von einer GroBe z eine andere y abhiéngt,
so daB also y=1{(x), dann trigt man auf einer (meist wagrechten)
Geraden die unabhéngige Grofe, d.i. das Argument x als Abszisse

—_—
S i
§ =) 190 e
N Y&/l
Argqument 0| I z
o —f—2 % )
Abb, 7. Abb. 8.

ab, im Endpunkt dieser Abszisse die Abhéingige oder Funktion f(x)
als Ordinate. Dabei ist es nun zunichst gleichgiiltig, ob man die
genaue Art der Abhingigkeit schon kennt oder nicht. Es gehort
also zum Argument z als Abszisse die Funktion f(x) als Ordinate,
ebenso zum Argument a die GroBe f(a) als

Ordinate, zur Abszisse 2 z. B. die Ordinate f(2), .,
zur Abszisse 0 die Ordinate f(0) usw. \

Beispiel a) Man stelle die durch
y=—a?—bx-16

gegebene Abhingigkeit zwischen y und x oder mit
anderen Worten die Funktion f(x)=2?—5x 1 6
graphisch dar.

Man berechnet zusammengehérige Paare —* T
von Argumenten z und Funktionen f(z), etwa so Abb. 9.
wie in nachfolgender Tabelle zusammengestellt:

z |—5 —4—3 —2—1 0+4+1+4+2 42543 F+4+5....
f@) 56 42 30 20 12 6 2 0 —025 042 6....

und findet mit deren Hilfe die Kurve der Abb. 9 als Bild der
Funktion,

Beispiel b) Gegeben ist
u(x)=sinz—1, v(@)=x- ¢,
man bilde die neuen Funktionen
u(z—1), u (e®) + v (sin ), u(wi)-v(f).
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Es wird
u(x—1)=sin(x—1)—1,
u(e®) -+ v(sing)=sine? — 1 | sinx + ¢inz,
u(wt)-v(t)=(sinwt— 1) (t | ¢).
Beispiel ¢) Man gebe das Diagramm der allgemeinsten linear

gebrochenen Funktion y von z.
Sie wird im allgemeinsten Fall unecht gebrochen und deswegen

nach I 46 von der Form

eyt +a,

byx + b, (a)
sein. Bezeichnet man die Funktion selbst mit y, so wird durch die
Gleichung

L
box b
oder o
y (box +b,)=a,x +a, oder b,zy—ayx+4by—a, =0

ein Kegelschnitt bestimmt und zwar eine Hyperbel mit dem Mittel-
punkt M=—b,:b,| +a,:b, und den Asymptoten parallel den
Koordinatenachsen nach I 168, 170, 172. Abb. 10 gibt die Zeich-
nung fiir den besonderen Fall
_2x—3
¥=%—3

oder
ay=2, a=—3, b,=1, b =—3.

Jenen Wert von z, der eine Funktion y={(z) zu Null macht,
oder in der graphischen Sprechweise, jenes x oder jene Stelle, wo
die Ordinate y zu Null wird, nennt

v man eine Nullstelle; entsprechend
jenes z, das der Funktion einen

” unendlich grofilen Wert gibt, eine
Unendlichkeitsstelle. Die vor-

T
ON\W < Z.  ausgehend besprochene linear ge-
\\ , brochene Funktion () wird zu Null,
- wenn ihr Zihler zu Null wird und
Abb. 10. gleichzeitig der Nenner von Null
verschieden ist; es ist sonach
Z= —a, :a, eine Nullstelle der Funktion, N in der Abbildung. Sie er-
reicht den Wert oo, wenn der Nenner zu Null wird, aber dabei gleich-
zeitig der Zihler von Null verschieden ist; also ist z=—b,:b, eine

Unendlichkeitsstelle der Funktion, U in der Abbildung.
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8. Sinus und Kosinus. Zu den wichtigsten Funktionen der
Ingenieur-Mathematik gehoren die trigonometrischen oder goniome-
trischen Funktionen, auch Kreisfunktionen genannt, weil ihre
Eigenschaften in einfachster Weise mit dem Kreis in Beziehung
stehen. Es sind das der Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens eines
Bogens. Ihre grundliegenden Eigenschaften werden als bekannt
vorausgesetzt, es ist daher nur ihr Zusammenhang sowie eine Er-
génzung zu bringen. Zu diesem Zweck geht man vom Einheitskreis
aus, siche Abb. 11, und rechnet den Winkel oder Bogen von der
Wagrechten aus linksum. Der Winkel # wird gemessen durch den
zugehbrigen Bogen 2 am Einheitskreis, so daB also in der Zeich-
nung z eine doppelte Bedeutung hat; in der Rechnung darf = selbst-
verstindlich nur als Bogen betrachtet werden. Irgend ein Punkt P
auf dem Einheitskreis hat dann nach I 66 die Koordinaten cos z | sin z.
Will man die Beziehung zwischen dem Bogen 2 und dem zugehérigen sin z

Abb. 11.

graphisch darstellen, durch die Sinuskurve, so wird man den Bogen 2 zu
einer geraden Strecke ausbiegen und dann als Abszisse auf einer Wag-
rechten von einem festen Nullpunkt 0 aus abtragen und als zugehorige
Ordinate den Wert sinz errichten, am einfachsten so, wie Abb. 11
angibt. Man beachte nur immer, daB ja 2 ein Bogen, also eine Linge
ist. Wenn man den Einheitskreis einmal umléuft, hat man den Weg 2#
oder 6,28 ... Wegeinheiten zuriickgelegt. Die Bogen

01, 02, 03, 04, 05 ...

T 4 T JT T
d = = —, 4= — ..
oder Lo 2% 35 g 53
erscheinen auf der Abszissenachse als geradlinige Wegstiicke 01, 02,
03, 04, 05 ... Einer genauen Konstruktion kann man folgende

Eigenschaften der Sinusfunktion ablesen:

Fiir reelle Werte « ist sinz stets ein eindeutiger reeller
echter Bruch mit den Extremwerten 1. (a)
Der Sinus ist eine 'periodische Funktion, ihre Periode
ist 27; wenn % eine ganze Zahl ist, gilt

gin(z 4 2 kn) =sin x. (b)
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Der Sinus ist eine ungerade Funktion,
gin(—z)=—sinz. (e)
Der Sinus ist im ersten und zweiten Quadranten positiv,
im dritten und vierten negativ. Er nimmt im ersten
Quadranten von O an zu bis zum Gré8twert -} 1, im zweiten
und dritten ab vom GroStwert -1 bis zum Kleinst-
wert —1, im vierten wieder zu vom Kleinstwert — 1
bis zum Wert O. (d)

Die Sinuskurve schneidet die Abszissenachse mit der
Richtung + 1 oder — 1, d. h. mit den Richtungswinkeln

45° oder 135°. (e)
Die Sinuskurve hat bei ;z, 27, 2x, ... Horizontal-
stellen und verlduft -an diesen sehr flach. (f)

Da die Sinuskurve als Grundkurve fiir alle Schwingungserschei-
nungen und Schwingungsdarstellungen in graphischer Form sehr

> <3
/ RN

7 8!
i

ANF 4 %7
N '

Q %4

2.
Abb. 12.

wichtig ist und deswegen recht oft gezeichnet werden muB, verlohnt
es, eine Regel anzugeben, wie sie mit einfachen Mitteln schnell und
dabei ziemlich genau konstruiert werden kann. Die Skizze der
Abb. 12 ist gleichzeitig "die Anleitung: Man trigt vom Nullpunkt O
aus die Bogen 17z, n, 11n, 27, 2}7, ... als geradlinige Stiicke ab;
in den Punkten O |0, ixz|+1, #|0, 152! —1, 27|0, 257|+1 ...
der Sinuskurve zeichnet man die Richtung ein, in der Abbildung
stark ausgezogen; dann kann man freihéndig die Kurve einzeichnen,
so wie die leicht gestrichelte Linie angibt. Die Abweichung dieser
Skizze von der genau konstruierten Kurve ist sehr klein.

Beispiel a) Was lehrt die Gestalt der Sinuskurve fiir sehr
kleine Bogen?

Fiir Bogen, die von 0 wenig verschieden sind, ist die Abszisse
wenig von der Ordinate sinz verschieden. Man kann daher mit
mehr oder minder grofer Genauigkeit setzen

sin o X« fiir sehr kleine Bogen z. (8)

Beispiclsweise gehort zum Winkel 3° oder zum entsprechenden
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Bogen arc 3°=0,05236 der Sinus 0,05234, beide sind nur um
0,00002 verschieden, man begeht somit einen Fehler von nur 0,04 °/,,
wenn man sin 3% = arc 3% setzt.

Beispiel b) Man entwickle mit Hilfe der Sinuskurve einige
der bekannten Formeln iiber die Sinusfunktion.

ST
/77|

X

- ——

Tt T

Abb. 13.

s (-x,
8

Man kann der Abb. 13 unmittelbar entnehmen, dal
sin(n—z)=sinz, sin(—az)=—sinz, sin(z-+4 z)= —sinz usw.

Beispiel ¢) In der Praxis wird es zuweilen notwendig, einen
Kurvenbogen als deformierte Sinuskurve anzusprechen. Wenn man
beispielsweise vom Bogen der Abb. 14 den

Biegungspfeil f und die Sehne s kennt,
wie heiBt dann die Gleichung jener de- / N
formierten Sinuskurve, die diesen Bogen :

in der Anniherung ersetzt? s
Die Kurve y = sin  hat an der Stelle Abb. 14.
x =21n die grofte Ordinate 1. Wenn man
sie in der y-Richtung f-mal dehnt und in der 2z-Richtung s:s mal,
dann geht sie in eine Kurve iiber, deren Gleichung nach 1106 lautet

y:f=sin(a:-%) oder ?/=f3inns—x- ()

Man sieht, an der Stelle z=s wird y =0, an der Stelle r=3%s
wird y = F.

Die graphische Darstellung der Kosinusfunktion durch die
Kosinuskurve kann ebenfalls von Abb. 11 ausgehen, indem man
zu jedem z als Abszisse das zugehbrige cosz als Ordinate abtragt.
Einfacher wird man die Formel sinz== cos (z — }n) zugrunde legen.
Sie sagt aus: An der Stelle z ist der Sinus ebenso grol wie der
Kosinus an der Stelle x—1x, d.h. die Kosinuskurve geht aus der
Sinuskurve durch Verschiebung in der z-Richtung um — 37 hervor.
Die Kosinuskurve liBt dann recht einfach die folgenden Eigen-
schaften der Kosinusfunktion ablesen, Abb. 15.
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Fiir reelle Werte z ist cosz stets ein eindeutiger reeller
echter Bruch mit den Extremwerten 1. @)

Der Kosinus' ist eine periodische F'unktion, ihre Periode
ist 27; wenn k eine ganze Zahl ist, gilt

cos (z + 2 kn) == cos 2. (k)
Der Kosinus ist eine gerade Funktion,
cos(—z)—cosm, - 0

das Vorzeichen des Argumentes zx ist sonach belanglos.

Der Kosinus ist im ersten und vierten Quadranten
positiv, im zweiten und dritten negativ. Er nimmt im
ersten und zweiten Quadranten wvom GroBtwert +1 ab
bis zum Kleinstwert — 1, im dritten und vierten nimmt

er vom Kleinstwert — 1 zu bis wieder zum GroBtwert + 1. (m)
_—
¥ \
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Abb. 15.

Die Kosinuskurve schneidet die A bszissenachse mit der
Richtung }1 oder — 1, d. h. mit den Richtungswinkeln

45° oder 135°. (n)
Die Kosinuskurve hat bei 0, 7z, 2 -, 3z...Horizontal-
stellen und verlauft in diesen sehr flach. (o)

4. Harmonische Schwingung. Die einfachste Bewegung eines
materiellen Punktes ist eine gleichférmige Schiebung oder gleich-
formige Translation: Der Punkt bewegt sich geradlinig mit stets
gleichbleibender Geschwindigkeit. In der Sprechweise der Mechanik
kann man auch sagen, er ist im Gleichgewicht oder Beharrungs-
zustand, oder er folgt seinem Trigheitsbestreben, oder seine Be-
schleunigung oder Geschwindigkeitsinderung ist Null. Das bezeich-
nende Merkmal dieser Bewegung ist also die nach Zahlenwert und
Richtung gleichbleibende Geschwindigkeit. Wenn sie mit v bezeichnet
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wird, die Zeitdauer der Bewegung mit ¢, und der dabei vom Augen-
blick der Zeitzéhlung an zuriickgelegte Weg mit s, so gilt als Formel
fir die gleichfsrmige oder gleichmiBige Bewegung

s=v-t. (a)

Eine andere Bewegung des materiellen Punktes von gleich ein-
facher Art ist die gleichférmige Drehung oder gleichformige
Rotation: Der Punkt dreht sich mit stets
gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um
eine feste Achse, d. h. er legt in gleichen
Zeiten immer den gleichen Winkel oder
Bogen zuriick. (Von einem Gleichgewicht
kann natiirlich keine Rede sein, da zur Aus-
fiilhrung der beschriebenen Bewegung in
jedem Augenblick eine Kraft notwendig ist.)
Das bezeichnende Merkmal der gleichformigen
Drehung ist die gleichbleibende Winkel-
geschwindigkeit. Bezeichnet man sie mit o,
die Zeitdauer wieder mit ¢ und den in dieser
Zeit zuriickgelegten Winkelweg, d. h. den Bogen auf dem Einheits-
kreis mit ¢, so gilt

Abb. 16.

p=w-t. (b)
Der wahre Weg s ist natiirlich, Abb. 16,
=agp oder s=a-wl, (c)

der wahre Weg ist gleich Halbmesser mal Winkelweg.

Beispiel a) Wie werden die vorausgehenden Formeln, wenn
man unter s und @ den von einem beliebigen Anfangspunkt A aus
gezihlten Weg versteht?

Man wird freilich meist den Weg im gleichen Augenblick zu
zihlen beginnen, wenn man die Zeit zu zdhlen beginnt. Zuweilen
kommt es aber vor, daB der bewegte Punkt bereits einen gewissen

Weg s, zuriickgelegt hat, wenn er an

jene Stelle A kommt, von wo aus _¢ 4 T1/
man die Zeit zu zéhlen beginnt. Der i ot ——
Weg von A aus ist v¢ und sonach s —
der Weg von O aus, Abb. 17, Abb. 17.
s=:30+'vto (d)
Entsprechend bat man bei der Drehbewegung fiir den Winkel-
we, die Formel
g ¢ ©)

¢ =, + ot
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wenn ¢, der Weg ist, den der bewegte Punkt bereits zuriickgelegt
hatte, als man die Zeit zu zdhlen begann, Abb. 19.

Wenn die gleichférmige Drehung von einem in der Bewegungs-
ebene unendlich weit entfernten Ort aus betrachtet wird, erscheint sie
als geradlinige harmonischeSchwingung, auchSinusschwingung
genannt. Dieser Beschauer nimmt nichts von einer Drehbewegung
wahr, sondern eine zur (in der Abb. 18 durch den Pfeil bezeichneten)

'\ i Q A’
U
%
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— >
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A

Abb. 18. Abb. 19.

Schaurichtung senkrecht vor sich gehende schwingende Bewegung.
Das Merkmal der harmonischen Schwingung ist sonach:

Die harmonische Schwingung ist die Projektion
einer gleichférmigen Drehung. (£

Wenn man Zeit und Weg vom gleichen Anfangspunkt aus zidhlt,
so wie Abb. 18 zeigt, wird

@ =wt und damit s=—=a-sing

oder .

s=asinwt. (®)

Im allgemeinsten Fall wird der bewegte Punkt bereits einen

Winkel ¢, zuriickgelegt haben, wenn man die Zeit ¢ zu zéhlen be-
ginnt, so daB nach Abb. 19

P=0, ~+wt wird und deswegen s=—asing
s=asin(p, + wt). (h)

Folgende Benennungen sind bei der harmonischen Schwingung
zu merken: s wird der jeweilige Schwingungsausschlag genannt
a ist der groBtmégliche Schwingungsausschlag oder die Amplitude
der Schwingung, denn sin (g, + wf) kann hochstens den Wert 1 an-
nehmen und deswegen s hochstens den Wert a;  ist die Winkel-
geschwindigkeit jener gleichformigen Drehung, von der die harmo-

zu
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nische Schwingung die Projektion ist; ¢, ist der Voreilwinkel oder
Phasenverschiebungswinkel, den der bewegte Punkt zur Zeit {=—0
gegeniiber der Anfangslage O hatte.

Die harmonische Schwingung ist eine periodische Bewegung;
jedesmal wenn der Bogen wt und damit auch der Bogen ¢, + wt
um. 2z sich geindert hat, ist die Bewegung genau wieder die gleiche,
da ja die Sinusfunktion die Periode 27z hat. Es ist sonach die
Schwingungsdauer T bestimmt durch

2xn

wl'=2x oder T——. (i)
w
Beispiel b) Man beweise, daB auch die Bewegung
s=Asinat-} Beosat (k)

eine harmonische Schwingung ist.
Es muB sich schreiben lassen

A sin «t - Bcos at=asin (¢, + wi),

Asinat4- B cos at = acos g,-sin w¢ - a sin @, - cos wt.

oder

Diese Identitit muBl fiir jeden Wert von ¢ gelten, man findet

¢=w, A=acosqg,, B=—asing,,
oder w=a, a=Vys2 | B <p°=a,rctg—§. ()]

b. Tangens und Kotangensz. Die Konstruktion der Tangens-
kurve, die graphische Darstellung der Tangensfunktion, geht aus
von der Definition I 66 und wahlt die Punkte P, deren Abszissen
und Ordinaten anzugeben sind, alle auf einer lotrechten Tangente an
den Einheitskreis, Abb. 20. Da fiir diese Punkte die Abszisse jedes-
mal den Wert 1 hat, stellt wegen

tg x = Ordinate : Abszisse = Ordinate: 1

die Ordinate der Punkte P unmittelbar den Tangens des Bogens z
vor. Dadurch erklirt sich ohne weiteres die Konstruktion der
Tangenskurve. Will man sie schnell, aber doch genau genug ekiz-
zieren, so beachte man, daB sie die Achse jedesmal mit der Rich-
tung -1, also mit einem Richtungswinkel von 45° schneidet, daB3
sie an den Stellen 1#, 2x, 11n, ... die Ordinate 4-1 oler — 1
hat, und daB sie weiter die Lotrechten an den Stellen }z, 137,
237, ... zu Asymptoten hat.

In entsprechender Weise konstruiert man auch die Kotangens-
kurve, die im Zusammenhang mit der Tangenskurve durch d e ge-
strichelte Linie der Abb. 21 wiedergegeben ist. Weiter ist fiir eine
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Skizze der beiden Kurven von Vorteil die Beachtung der nach-
stehenden Eigenschaften der Tangens- und Kotangensfunktion:

Fiir reelle Werte z ist tgxz und cotgax eindeutig und

reell. (a)
Tangens und Kotangens sind periodische Funktionen,

ihre Periode ist 7; wenn k eine ganze Zahl ist, gilt

tg(z + kn)=tgz,  cotg(x | kx)=cotgx. (b)
Tangens und Kotangens sind ungerade Funktionen, d.h.
tg(—z) = —tgz, cotg (— x) = — cotg z. (e

Tangens und Kotangens sind im ersten Quadranten
positiv, im zweiten negativ, im dritten positiv usw.
Tangens nimmt stets zu, Kotangens stets ab. (@)

*¢. Die umgekehrten Kreisfunktionen, auch zyklometrische
Funktionen genannt, erhilt man, wenn man in den bereits be-
sprochenen Kreisfunktionen die Unabhiingige zur Abhingigen macht
und umgekehrt. In der Gleichung y=sinz ist x ein Bogen; man
weiB von ihm, daB sein Sinus y ist. Diese Tatsache schrieb man
friiher x=arc(sin=1y), also wortlich ,x ist ein Bogen, dessen
Sinus gleich ist y“; die jetzige Schreibweise z =arcsiny sagt das
Namliche. Die beiden Gleichungen

y=sinz oder x = arcsiny (a)

gind also nur der Form nach verschieden.

Die Arkussinusfunktion y = arcsin x
ist demnach die Umkehr der Funktion x = sin y;
dann ist sie aber nicht neu, ihre Eigenschaften Y
und die zur Gleichung gehdrige Kurve ergeben
sich unmittelbar aus den Eigenschaften der
Sinusfunktion. Man hat nur die Verénderliche
mit y oder geometrisch gesprochen die z- mit
der y-Achse zu vertauschen.

arcsinz hat unendlich viele Werte, wie xa
entweder Abb. 22 ersehen 1dBt oder auch die
periodischen Eigenschaften der Sinusfunktion. (@resinz)
Jenen Wert, der zwischen —1z und 1= =
liegt, mit EinschluB dieser Endwerte selbst,
bezeichnet man als Hauptwert. Wird er mit Abb. 22,
« bezeichnet, dann hat arcsinx die Werte

a, n—ea, 2a+tea, 3a—a, 4na-ta...

Wenn man k als ganze Zahl einfiihrt und die Beziehung beniitzt,
Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 2
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daB (—1)* den Wert 1 oder — 1 erhédlt, je nachdem % gerad-
oder ungeradzahlig ist, kann man diese unendlich vielen Werte

zusammenfassen zu
arcsinz = (— 1) a + kn. (b)

Beispiel a) Die Frage nach arcsin 0,5 lautet in anderer Form:
Von welchem Bogen hat der Sinus den Wert 0,5. Der Abb. 23 ent-

Abb. 23.

nimmt man die Werte 30° oder ;z, weiter noch 3n, 13, ..

Der Hauptwert ist }z. Dann ist
arcsin 0,5 = (— 1)* - 2 =+ ka.

Beispiel b) Man ermittle mit Hilfe der Sinuskurve angenéhert
die Werte arcsin 0,7, arcsin 1,2, arcsin (— 0,3), arcsin(— 0,1).

Die erste Frage lautet: Wo hat der Sinus den Wert 0,772
Man trigt demnach 0,7 als Ordinate in Abb. 23 ab und findet als
Hauptwert die zugehorige Abszisse 0,8; es ist daher

arcsin 0,7=(—1)*- 0,8 4 k=x.

arcsin 1,2 ist keine reelle Zahl, da fiir eine solche der Sinus stets
ein echter Bruch sein muf.
arcsin (— 0,3) hat nach Zeichnung den Hauptwert — 0,31, also ist

arcsin (—0,3) = (— 1)* . — 0,31 4 k=.
arcsin (— 1) = (— 1) - — i n -+ kn.
Ark'uskosinusfunktion. Entsprechend wird arccosz definiert
als jener Bogen, dessen Kosinus z ist. Fiir jeden gegebenen Einzel-
wert z hat arccos z unendlich viele Werte. Wenn man unter ihnen

als Hauptwert @ jenen Bogen bezeichnet, der zwischen 0 und = liegt,
mit EinschluB dieser beiden Endwerte, und wieder % als ganze Zahl

nfiihrt .

einfiibrt, dann ist arccosz =+« -+ 2 kn. ()

Beispiel ¢) Man ermittle mit Hilfe der Kosinuskurve die Werte
arccos 0,5, arccos (— 0,5), arccos (— 1).

Die erste Frage lautet: Wo hat der Kosinus den Wert 0,57
Oder graphisch: Wo hat die Kosinuskurve die Ordinate 0,5? Die
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Abb. 24 gibt als Hauptwert ¢ =60° oder %7:; die anderen Werte
gind —3n, 22—3n, 2n4-37, ... Es ist also
arccos 0,5 =+3n+4 2 kn.
Der gleichen Abbildung entnimmt man ebenso durch Abgreifen
arccos(— 0,5)=+3n 4 2kn, arccos(—1)=-+n—42kn.

L

Abb. 24.

Die Arkustangensfunktion arctgz ist nach Definition jener
Bogen, dessen Tangens z ist. Fiir jeden gegebenen Einzelwert 2 hat
arctg x unendlich viele Werte. Wenn von ihnen der Hauptwert «
zwischen — 1z und —- 3 liegt, mit EinschluB dieser beiden End-
werte, und %k eine ganze Zahl ist, dann wird

arctgr =+ kx. (d)

Ebenso ist die Arkuskotangensfunktion arccotgz jener Bogen,
dessen Kotangens x ist. arccotgz hat fiir jedes einzelne z unend-
lich viele Werte; wenn der Hauptwert « von arccotgz der Bogen
zwischen 0 und = ist, mit EinschluB beider Zahlen, und k eine

ganze Zahl, dann wird
arccotgz =« + kx. (e)

*7. Fortsetzung. Der Ingenieur kommt recht oft in die Lage,
trigonometrische Zusammenhinge zwischen den von ihm betrachteten
GroBen zu untersuchen, oder gewiinschte GroSen aus trigonometri-
schen Gleichungen zu ermitteln. Mit Hilfe der ihm zu Gebot stehen-
den Tabellen wird ihm die Losung solcher Aufgaben' freilich keine
allzu groBe Schwierigkeit bereiten. Tabellen haben aber immer den
Nachteil, daB der Uberblick verloren geht. Vielfach ist nun im
praktischen Fall nicht eine genaue rechnerische Ermittlung der inter-
essierenden Grofen notwendig, sondern nur eine ungefdhre Ab-
schitzung, ein angendherter Uberblick iiber die betrachteten GroBen.
Fiir solche rasche Abschitzungen sind die Kurven der trigonometri-
schen Funktionen das einfachste Hilfsmittel. Weiter ist noch zu iiber-
legen, daB die Tabellen immer nur die Hauptwerte der gesuchten
Winkel und Bogen angeben, wihrend doch aus trigonometrischen
Gleichungen sich neben den Hauptwerten noch andere gleichberech-

2¥
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tigte Losungen ergeben. Fiir deren Ermittlung sind die trigono-
metrischen Kurven das einfachste Mittel. Die nachfolgenden Beispiele
sind eine Ubung im schnellen Abschitzen unbekannter durch trigono-
metrische Beziehungen festgelegter GroBen. Diese sollen daher nur
angenihert angegeben werden. Beim Ubergang vom WinkelmaB zum
BogenmaB oder umgekehrt beachte man nach I 55 die Gleichheiten

Bogen 1 =~ Winkel 57,39,
Winkel 1% =~ Bogen 0,018.

Beispiel a) bis d) Man berechne auf eine Dezimalstelle die
trigonometrischen Funktionen von a) 709, b) 1409 c) 280° d) 560°.

r-\
3T F7 Z 27
22—

—_

iore 2002

Abb. 25.
Man erhilt im Fall

a) arc70°221,22. Der Abb. 25 entnimmt man
8in 70°~~0,9, cos870°~0,3, tg70°~=3, cotg70°~=0,4.
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b) Mit arc 140° == 2,45 werden die gesuchten Werte rund
0,6; —0,8; —08; —1,2.

c) Die trigonometrischen Funktionen von 280° sind die gleichen
wie die von 280° — 360°=—80°; also rund

—1; 02; —55; —02.
d) 7(560°)=((560°—360°%=((200°); die gesuchten Wertesind rund
—0,3; —09; 04; 28.

Beispiel e) bis h) Man berechne auf eine Dezimalstelle die
trigonometrischen Funktionen des Bogens z, wenn 2 den Wert hat
e)1, f)2, g)4, h) —8.

e) Im WinkelmaB wéren diese Bogen rund 579, 115° 230°, — 460°.

Man wird aber selbstverstindlich mit dem BogenmaB arbeiten.

sin1~~0,8; cosl1~0,5; tgl~~1,5; cotgl~==0,6.

f) 0,9; —04; —21; — 0,5.

g) —-08; —06; -+12; -0,8.

B) f(— 8)— f(4n—8)~ £(4,56).
—1; —02; -+56; -+02.

Beispiel i) bis m) Man berechne die iibrigen trigonometri-
schen Funktionen von «, wenn gegeben ist

i) sine=0,5; k) cosa=0,2; 1)tga=2; m) cotga=— 3.
i) Der Sinuskurve entnimmt man, daB der Sinus an zwei Stellen

den Wert 0,5 hat. Man projiziert zu den anderen Kurven
hinab, und findet,

sina=0,5; cosa~~+09; tga~~+0,6; cotga~~s—+1,7.

k) sing~~+1; tgar~+4,7; cotga==+0,2.
1) sina~+0,9; cosax~+04; cotga~0,5.
m) sina~+0,3; cosa~rF0,9; tga~~—0,3.

8. Logarithmus- und Exponentialfunktion. Die Logarithmus-
funktion y—=1logx findet durch die fein gestrichelte Linie der Abb. 26
ihre graphische Darstellung. Die Werte log 1, log 2, log 3,...log 0,1,
log0,2, ... sind einer Logarithmentabelle entnommen. Die Loga-
rithmusfunktion y=1gx, der natiirliche Logarithmus von z,
ist mit dem Briggschen Logarithmus durch die Beziehung I 19

lgac= Mlogax, wo M=—2,302..., (a)

verbunden. Fiir die graphische Darstellung bedeutet diese Beziehung:
Die Ordinaten der Kurve y=Igz sind M-mal oder 2,302...-mal
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so gro3 wie jene der Kurve y —logz. Wenn man vom Logarithmus
schlechtweg spricht, meint man in der hoheren Mathematik immer
den natiirlichen Logarithmus; desgleichen die Kurve y=Igx, wenn
man ohne nihere Bezeichnung von der Logarithmuskurve spricht.
Diese geht sonach aus der Kurve y =—1logz durch homogene De-
formation hervor, in Abb. 26 ist sie durch die stark ausgezogene
Linie dargestellt. Sie gibt die gerade fiir den Ingenieur wichtigsten
Eigenschaften der Logarithmusfunktion anschaulich wieder. An der
Stelle 1 hat der Logarithmus den Wert O; wenn der Numerus von 1
an zunimmt, dann auch der Logarithmus, aber viel langsamer, d. h.
die Logarithmuskurve geht vom Schnittpunkt mit der Abszissen-
achse flach weg; wenn der Numerus von 1 an abnimmt, dann auch

T 2)-
T

Abb. 26,

der Logarithmus, aber viel schneller, d.h. die Logarithmuskurve
geht vom Schnittpunkt mit der Abszissenachse sehr schnell an die
Ordinatenachse, ihre Asymptote heran; fiir einen negativen Numerus
ist der Logarithmus imaginér.

Nichst der Funktion sinz arbeitet der Ingenieur am meisten
mit der Exponentialfunktion y=—e¢%; sie ist die Umkehr der
Logarithmusfunktion; z=Igy und y = ¢* stellen die nimliche Be-
ziehung zwischen & und y vor und sind nur in verschiedener Form
gegeben. Ihre graphische Darstellung geht in recht einfacher Weise
aus der Logarithmuskurve hervor. Wenn man in der Logarithmus-
funktion y=Igx die beiden Veriinderlichen vertauscht, geht sie iiber
in x=Igy; geometrisch heiBt das, man hat die beiden Koordinaten-
achsen vertauscht, das Koordinatensystem um die Mediane gedreht,
80 daB diese die Symmetriegerade oder Spiegelgerade fiir die beiden
Kurven y=¢* und y=Igx ist, Abb. 26. Die Exponentialfunk-
tion ist auch fiir den Ingenieur die wichtigste aller Funktionen.
Es empfiehlt sich deswegen, ihre Eigenschaften, am einfachsten an
Hand ihrer graphischen Darstellung, der Exponentialkurve, sich
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einzuprigen. Diese selbst ist fiir praktische Bediirfnisse rasch hin-
reichend genau gezeichnet, wenn man beachtet, daB sie fir =0
die Ordinate 1 und an der Stelle x=1 die Ordinate e=2,71 ...
hat. An spiterer Stelle wird noch gezeigt, daB sie die y-Achse
mit der Richtung — 1 schneidet, also
unter einem Richtungswinkel von 459
-und daB die Tangente an der Stelle 2 — 1
durch den Nullpunkt geht. Von der y-
Achse aus geht sie rasch sehr steil weg,
fiir z=2, 3, 4... sind beispielsweise .
die Ordinaten rund 7, 20, 55,...; um- 1;":’
gekehrt schmiegt sie sich nach links _ e
auch ebenso rasch an ihre Asymptote,

die x-Achse an, Abb. 27; fir c=—1, —
—2, —3, —4, ... sind beispielsweise ~—
die rasch abnehmenden Ordinaten rund Abb, 27,
0,4, 0,1, 0,05, 0,02.

(o

Beispiel a) Man vergleiche die beiden Kurven y=¢* und
y==2'" miteinander beziiglich ihres Verlaufs rechts von der Ordi-
natenachse.

Auch die Kurve y==2!° ist sehr steil; beispielsweise hat an
den Stellen x=2, 3, 4.... die Ordinate die Werte rund 1000,
60000, 1000000 ... Scheinbar ist also diese Kurve viel steiler als
die Exponentialkurve. Scheinbar; denn wenn man groSere Werte
wihlt, etwa z= 100, so erhilt fiir diesen Wert die Exponential-
funktion ¢¢ den Wert ¢'°°, d.i. eine Zahl mit 44 Stellen, und die
Potenz z'° den Wert 100'° = 10%, also eine Zahl mit nur 20 Stellen.
Was im vorliegenden Fall fiir die Potenz 2! gilt, gilt ebenso fiir
jede beliebige Potenzfunktion z™, solange m endlich ist:

Fiir sehr groBe Werte x ist ¢* immer noch
groBer als a™. (b)

Beispiel b) Man zeichne die Kurve y=—e =

Aus der Funktion e* geht die untersuchte Funktion dadurch
hervor, daB man z mit — z vertauscht, geometrisch also die Kurve
y=¢"% aus der Kurve y =¢*, daB man die positive und die nega-
tive z-Achse vertauscht, s. Abb. 27.

Beispiel ¢) In der Mechanik hat man oft mit Bewegungs-
gleichungen von der Form
Kkt kt
s=ce m oder s=c(1 — e'_?t)

oder #hnlichen zu rechnen, wo ¢ die Zeit ist. Fiir die Anwendung
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solcher Formeln ist besonders bezeichnend das #duBerst schnelle Ver-
Kt

schwinden des Gliedes ¢ ™ mit fortschreitender Zeit ¢ Wenn man z
Kt

statt — % setzt und y statt %, dann findet die Funktion s=ce =

durch die Kurve y=—¢—* der Abb. 27 ihre graphische Darstellung.
Wie man sieht, wird die Ordinate ¥ und damit s rasch sehr klein,
wenn ¢{ und damit z zunimmt.

Beispiel d) Man zeichne die Kurve y=—a*.

Man setzt @ =— €8¢ und deswegen y=—e* 84, Die zu zeichnende
Kurve geht also aus der Exponentialkurve y—=—e¢* durch homogene
Deformation in der =z-Richtung hervor, Abb. 27, wo a=—1,5 ge-
wihlt ist.

Beispiel ¢) Man vergleiche die drei Funktionen y —lgz,
y=a™ und y=—¢® miteinander.

Die Kurve y=¢* geht am schnellsten ins Unendliche, weniger
schnell die Kurve y=—ua™, aber diese immer noch schneller als
y=Igx (siche auch die nichsten Nummern iiber ,Grenzwerte“).

DaB fiir komplexe Exponenten z die Exponen-
tialfunktion ¢ oder o verwandt ist mit den
periodischen Funktionen Sinus und Kosinus, (e)

daB sie dann selbst periodisch wird, wird ein spéterer Abschnitt
noch bringen und soll nur der Ergéinzung wegen hier schon ange-
geben werden.

9, Grenzwert. Sein Begriff und sein Inhalt soll an einigen
Beispielen klar gemacht werden. '

Wenn man eine verdnderliche Zahl 2 grofer und grofer werden
1aBt, so daB sie schlieBlich gréfer wird als jede beliebig gro3 vor-
geschriebene Zahl, so sagt man,

x nahert sich dem Wert oo,
oder
z konvergiert gegen oo.

Wenn andrerseits 2 immer kleiner und kleiner wird, kleiner als
jede noch so klein vorgeschriebene Zahl, so sagt man wieder ent-
sprechend,

z konvergiert gegen 0,
oder
« nahert sich dem Wert 0.

In Gedanken trifft man dabei die Voraussetzung, daB z den Wert Null
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selbst nicht erreichen darf. Man denke sich etwa z so veriinderlich,
daB es der Reihe nach die Werte

1 1 1 1 1
2 T B 16 3
annimmt, und diese Zahlenfolge fortgesetzt, also derart, daB jede
ihrer Zahlen, sei sie auch noch so klein, immer noch dadurch eine
Fortsetzung findet, daB man sie weiter durch 2 teilt. Abb. 28 stellt
diese einzelnen Zahlen graphisch durch die verschieden schraffierten
Teile der Kreisfliche vor. Man kann dann eine Zahl ¢ beliebig
klein vorschreiben, es wird dann in der
obigen Zahlenfolge immer noch eine Zahl
geben, die noch kleiner ist als diese vor-
geschriebene Zahl ¢. Andrerseits kann
aber in der vorgeschriebenen Zahlenfolge
der Wert O selbst nicht erreicht werden.
Von der Elementarmathematik her
ist bekannt, daB man den echten
Bruch } als periodischen Dezimalbruch

S s "mnlummlllllll i

Grad der Genauigkeit noch mehr oder Abb. 28.

weniger Ziffern 3 anzuhéngen sind. Das

heit, ; und 0,333 333 ... sind nicht gleich, sondern die Werte
0,3 oder 0,33 oder 0,333 usw. sind Niherungswerte; oder um mit
der neuen Sprechweise zu reden, der Bruch 0,333 ... ndhert sich
dem Wert 3, er konvergiert nach §, und zwar na.hert er sich ihm
um so mehr, je mehr Ziffern man hmzummmt Man gibt dieser Be-
ziehung mathematisches Gewand durch die Schreibweise (,lim“ ist

Abkiirzung von Limes, d. h. Grenzwert)

n= ,(10+10~+109+ i 1?(’)1. )=—1?; (a)

und spricht: Der Klammerausdruck ndhert sich dem Wert 1, wenn
sich n dem Wert oo nihert, d.h. der Unterschied zwischen dem
Klammerausdruck und dem Wert 3 kann beliebig klein gemacht
werden, wenn man entsprechend viele Glieder in dem Klammer-
ausdruck summiert. Oder spricht auch: der Klammerausdruck kon-
vergiert nach 3, wenn n gegen co konvergiert. Oder: Der Grenzwert
des Klammerausdruckes ist 3 fir n—=o00. Wohlgemerkt nicht der
Wert des Klammerausdruckes ist 2, sondern der Grenzwert, d.h.
der Klammerausdruck ist nicht } und wird auch nicht 3, so viel
Glieder man auch wihlen mag, sondern er nihert sich dem Wert 3.
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Natiirlich beliebig genau; sogar vorgeschrieben genau, wenn man =
entsprechend wihlt. Wenn beispielsweise verlangt wird, dafl der
beim Abbrechen des Dezimalbruchs gemachte Fehler kleiner sein soll
als ¢=0,1%", muB3 man 20 Glieder der Klammer addieren.

Beispiel a) Die Summe der Zahlenreihe
1 ,1,1,1 1,
FTaTgTieTaet

néhert sich, wie Abb. 28 ohne weiteren Beweis angibt, um so mehr dem
Wert 1, je mehr Summanden man in dieser Reihe hinzufiigt; die
gesamte Kreisfliche ist gleich 1 vorausgesetzt.

Beispiel b) Den Umfang und die Fliche eines regelméfBigen
n-Eckes gibt die Geometrie an zu

80° 1 3600

.1 o
U=2rnsin bzw. =—2-nr' sin —.
n

LaBt man die Zahl n der Seiten mehr und mehr dem Wert oo sich
nihern, so nihert sich das Vieleck einem Kreis, es wird U=2rn
und F=+?n, es muBl sonach sein
180° . . 360°
n=Ilim [n sin —O] bzw. 2 7 =1Ilim [n sm——]
f=w® n n=ow n

Beispiel ¢) soll zeigen, warum man mit solchen Grenzwerten

operieren muf. Fiir =0 wird auch sinxz =0, die oft gebrauchte

Funktion sne wiirde fir £ =0 zu 0:0 und somit einen unbestimmten
z .

. . sinz .

Wert annehmen. Man betrachte einmal die Werte von fiir
Werte z, die immer kleiner und kleiner werden. Es ist fiir

=05 0,4 0,3 0,2 0,1 0,01 0,001 0,0001

sinz —0,47920 0,38939 0,29543 0,19862 0,09961 0,01000 0,00100 0,00010
ST __ 09584 0,9745 0,9848 0,9931 0,9961 1,0000 1,0000 1,0000

Man sieht aus diesen Zahlen, je mehr sich x dem Wert O nahert,
desto mehr nidhert sich der Quotient sinTx dem Wert 1. Man hat
also vorerst noch zu unterscheiden: Fiir =0 selbst erhilt ane
nach den bisherigen elementaren Rechnungsregeln den unbestimmten
Wert 0:0; dagegen nahert sich die Funktion %E mehr und mehr

dein Wert 1, je mehr x dem Wert 0 sich néhert.
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10. Fortsetzung. Die Funktion s_u;x_x soll auch noch graphisch

untersucht werden. Zu diesem Zweck zeichnet man die Mediane y — z
und die Sinuskurve y = sin z, siehe die beiden fein gestrichelten Linien
der Abb. 29. An der Stelle x hat die erste Kurve die Ordinate z
und die zweite die Ordinate '

i -

sinz. Die Kurve y=§1—2£ Py
hat an der nimlichen Stelle 5 % 4 1

sin x j g )
die Ordinate ——, das ist g5~ | 7 :
ie Ordinate ——, das is . . §
der Quotient der Ordinaten - oE N T
der beiden erstgezeichneten 4 ;
Kurven. Es geht sonach die y'.:’-i-'!,’.’?’;
zu untersuchende Kurve, die ~— 7 Abb. 29

graphische Darstellung der
Funktion s—l:—:—v, dadurch aus den beiden gegebenen einfachen Kurven

hervor, da man an jeder Stelle die Ordinate der Sinuskurve durch
die Ordinate der Mediane dividiert. An der Konstruktionsstelle der
Abbildung ist beispielsweise rund

sinz 0,85
Tz 22
die Ordinate der untersuchten Kurve. Wollte man die ndmliche
Konstruktion an der Stelle 2 =0 vornehmen, so hitte man fiir die
beiden Ausgangskurven an dieser Stelle die Ordinaten 0, der Quo-
tient 0: 0 gébe fiir die Ordinate der untersuchten Kurve einen unbe-
stimmmten Wert. Diese Beziehung darf aber nicht so aufgefaBt
werden, als ob an dieser Stelle die gesuchte Ordinate jeden beliebigen
Wert haben kénnte; sondern: durch die angewandte Konstruktion
kann an der Stelle =0 die gesuchte Ordinate nicht bestimmt
werden. Im Sinne der vorausgehenden Erklirungen wird man des-
wegen an die Stelle 2 =0 gar nicht herangehen, sondern sich ihr
nur niéhern. Man beachte das Gemeinsame der beiden Ausgangs-
kurven: Je mehr man sich dem Nullpunkt von links oder rechts her
néhert, desto mehr werden die beiden Ordinaten sinx und z einander
gleich; wir wissen von 3, daB die Sinuskurve durch den Nullpunkt
mit der Richtung - 1 hindurchgeht, ebenso wie die Mediane; beide
Kurven werden sich also um so mehr einander anschmiegen, je mehr
sie sich dem Nullpunkt néhern, im Nullpunkt selbst werden beide

sinz=0,85, x=2,2, also =04

. 8l
sich beriihren; es wird somit der Wert %— um so mehr dem Wert 1
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sich nahern, je mehr man an den Nullpunkt herangeht, d. h. je mehr
z sich dem Wert O néhert; also in der neuen Schreib- und Sprechweise
. X

lim S8 g, (a)

x=0 X
Man beachte aber wieder: Fiir x=0 selbst sind zwar die beiden Or-
dinaten x und sin « gleich groB, nimlich # = 0 =sin z, aber wir haben
deswegen noch kein formales Recht, den Quotienten der beiden Ordi-
naten gleich 1 anzunehmen, sondern nur angenihert fiir alle Stellen x
in der Nachbarschaft von =0, und zwar um so mehr, je niher man
an z==0 herangeht. Man wird daher auch lesen: limes von si;_a:-
ist 1, wenn x dem Wert O sich nahert. [Genauer miite man demnach
schreiben sin 2

lim —=1].

limg=0 %
Durch die vorausgehenden etwas breiten Erkldrungen soll schon auf
den Weg hingedeutet werden, den die Ermittlung von scheinbar nicht
zu bestimmenden Ausdriicken, wie der eben entwickelte, einschligt.
Man urteilt: Abgesehen von Ausnahmeféllen haben wir keinen Grund,
anzunehmen, dafl ein von uns untersuchter Vorgang in seiner bis-
herigen Entwicklung sich plétzlich oder sprungweise #ndert; wenn

nx .
sich

daher in der Umgebung der Stelle x =0 die Funktion 8

dem Wert 1 nihert und dem Wert 1 sogar sich beliebig genau nihert,
je mehr man an z = 0 herankommt, dann ist nicht einzusehen, warum

an der Stelle x =0 selbst die Funktion §LZ£ einen anderen Wert

annehmen sollte. Noch mehr Beweiskraft hat eine solche Uberlegung
(Grenzbetrachtung genannt), als sie ebensosehr fiir die rechte wie
auch fiir die linke Umgebung der Stelle x =20 gilt. Ob man von
rechts oder von links her an die Stelle o =— 0 herangeht, in beiden
Féllen 1aBt Abb. 29 ersehen, daB die beiden Ordinaten sinx und z
um so mehr einander gleich werden, je niher man an #=0 heran-

kommt, daB also um so mehr der Quotient m% sich dem Wert 1

nihert. Man setzt daher fest: Die Kurve y=§l—2—f wird an der

Stelle x=0 die Ordinate 1 als Grenzwert haben, in analytischer
Ausdrucksweise:
limm$=1 fir limz=0, oder kiirzer lims—m—x-——l.
z=0
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Wenn man die Rechnung zu Hilfe nimmt, wird man iiberlegen:
Man kann den Unterschied zwischen dem Wert ilgf und 1 kleiner
machen als jede beliebig kleine Zahl ¢, wenn man nur z entsprechend
kleiner macht. Wenn beispielsweise dieser Unterschied hochstens 0,01
betragen soll, dann hat man nur z kleiner als 0,2 zu machen, weil
nach der vorausgehenden Tabelle die betrachtete Funktion fiir x = 0,2
den Wert 0,9931 hat.

11, Fortsetzung. Die Elementarmathematik 18t die Funktion
sinx

fir x =0 unbestimmt, da sie an dieser Stelle den Wert 0: O an-

nimmt. In der beiderseitigen Umgebung dieser Stelle aber, sowohl
nach rechts wie nach links, hat die Funktion einen ganz bestimmten
Wert. Hier empfindet unser Denken einen Widerspruch, weil es eine
Stetigkeit der Erscheinungen verlangt. Diesen Widerspruch verschuldet
nur die Elementarmathematik, die nicht geniigende Mittel fir die
Bestimmung der.untersuchten Fugktion hat. Sie hat hier tatsichlich
eine Liicke, da der Wert 0:0 fiir sie stets unbestimmbar bleibt. Der
Grenzwert und seine Definition sollen diese Liicke schliefen und
Jjene verlangte Stetigkeit schaffen.

Gegeben sei eine Funktion f(z), die im untersuchten Bereich
fiir jeden von a verschiedenen Wert » einen bestimmten Wert hat;
ob man den Wert f(a), d.h. den Wert der Funktion f(z), an der
Stelle z=a auch angeben kann, sei unbekannt. Beispielsweise hat
die Funktion sinz:2 im Bereich endlicher Zahlen fiir jeden von Null
verschiedenen Wert a einen bestimmten Wert; welchen Wert sin O : O,
d. h. die Funktion an der Stelle x=0 hat, sei zunéchst unbekannt;
bekannt ist jedenfalls, daB die Elementarmathematik diesen Wert
nicht angeben kann. Durch die Schreibweise limz=a wollen wir
ausdriicken, da der Unterschied zwischen = und a seinem absoluten
Wert nach kleiner gemacht werden kann als jede beliebig klein vor-
geschriebene von Null verschiedene Zahl h. In diesem Zusammen-
hang heiBt a dann auch die Grenze von z; entsprechend erklart
sich die Sprechweise, ,man geht zur Grenze z ==a iiber“. Ebenso
sollen auch die oft angewandten Sprechweisen ,z nihert sich dem
Wert a“ oder ,x konvergiert nach a“ nichts anderes aussagen, als
was durch die Formel lim z =a ausgedriickt ist. Wenn sich dann
ein Wert G finden 14Bt, dem sich die Funktion f (x) mehr und mehr
néhert, je mehr man # dem Wert a sich ndhern li8t, dann nennt
man G den Grenzwert der Funktion f(z) an der Stelle x=a

d schrei
und schreibt lim (:v) —a.
z=a
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Dieser Grenzwert G ersetzt dann den wahren Wert der Funktion f(z)
an der Stelle z —a.

Beispiel a) Die Funktion a®>— 4 ax | 2* ndhert sich dem
Wert a?, wenn sich x dem Wert 0 nahert. Man wird dafiir schreiben

lim [a® — 4 az 4 2?] = a®
z=0

Die Differentialrechnung wird spiter recht einfache Wege zeigen,
um Grenzwerte aufzufinden. Ein Vertrautsein mit dem Grenzbegriff
aber und ein Eindringen in ihn wird recht wesentlich durch die An-
wendung elementarer Mittel gefordert. Die nachfolgenden Grenzwerte
sind alle mit Hilfe der Elementarmathematik aufzusuchen.

V2

Beispiel b) Die Funktion —— hat im Bereich endlicher

Zahlen fiir jedes von 2 verschledene « einen bestimmten Wert.
An der Stelle x = 2 bestimmt die Elementarmathematik den Wert
der Funktion nicht. Es ist sonach noch der Grenzwert an dieser
Stelle zu ermitteln. Man formt die gegebene Funktion um, voraus-
gesetzt, daB = von 2 verschieden ist,

Vz—V2 Vx+V2 r—2 1

T—2 Vo tV2 (z—2)(VzV2) VatV2

und erhdlt, da ja =z nicht gleich 2 ist, sondern dem Wert 2 sich

" . Vz—V2 1 1
nur ndhert, lim =lim — == -
z=2 T — 2 s=2Vz+V2 2V2
22— a?

Beispiel ¢) Ermittle den Grenzwert lim
z=a T—a

Die gegebene Funktion nimmt an der Stelle x=a den un-
bestimmten Wert O : 0 an; man muBl deshalb an dieser Stelle zur Grenze
ibergehen, d. h. eine Grenzbetrachtung vornehmen. Elementar wird

limft-—_ =lim (_—‘_x a)(z —a) =lim (z 4 a)=2a.

z=g T—Q z= z=ga
Man beachte wohl, daB (x-—-a):(x— a) nicht gleich 1 ist, wenn
x =a wire; im vorliegenden Fall ist eben z nicht gleich a, sondern
hat nur die Grenze a; und nicht x — a ist Null, sondern der Grenz-
wert von x —a.

12. Differenzenquotient. In der Naturwissenschaft, insbesonders
in der Mechanik, fragt man selten nach Absolutwerten, sondern, da
man fast stets mit abhingigen GroBen zu tun bat, nach den Be-
ziehungen, die eintreten, wenn die unabhingigen GréBen sich @ndern,
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allgemein nach der gegenseitigen Beeinflussung verénderlicher GroBen.
Wenn etwa x eine Unabhiingige, ein Argument darstellt, und y die
davon Abhanglge, die Funktion, dann fragt man: Wie dndert sich y,
wenn sich 2 éndert? Oder genauer: Wie verhilt sich die Anderung der
Funktion zur Anderung des Argumentes? Fast alle Fragen der Natur-
wissenschaft sind solche nach Verhéltnissen, also nach Quotienten.

Sei in Zukunft jede Anderung einer GréBe durch ein vorgehiingtes
A bezeichnet, z. B. die’ Anderung von z durch Az, die der Zeit ¢
durch At, des Weges s durch 4s, der Funktion f(x ) durch Af(x),

eines Vektors m durch AWM, die Anderung von Vz® —a? entsprechend

durch 4Vz?* — a?, wobei zu beachten ist, daB 4 keine eigene Zahlen-
groBe, sondern nur ein Operationszeichen, wie V' oder log usw. ist.

Wenn etwa ein materieller Punkt m sich gradlinig bewegt, dann
hat er zur Zeit {, d. h. im untersuchten Augenblick, einen Weg s
zuriickgelegt, seine augenblickliche Geschwindigkeit ist v und seine
Beschleunigung 5. Nach Ablauf einer weiteren Zeit At ist der von
ihm zuriickgelegte Weg s - 4s, die Geschwindigkeit ist zu v 4 Adv
geworden, die Beschleunigung zu b 4b.

Im vorliegenden Fall, wo mit den GréBen z und f(z) operiert
wird, wird von Wichtigkeit sein der Ausdruck - f( ) , der eben nichts

anderes enthilt als die Frage: Wie éndert smh die Funktion f (),
wenn sich das Argument z &ndert? Spricht man Differenz statt
Anderung, so ist damit definiert: '

Der Differenzenquotient éj(;) ist das Ver-

héltnis der Funktionsinderung zur entsprechen-
den Argumentédnderung.

Af(x) Funktionsiinderung ()
Adx ~ zugehdrige Argumentinderung’

Es sei kurz darauf hingewiesen, daBl im gewohnlichen Sprach-
gebrauch , Anderung® und , Differenz“ sich wesentlich unterscheiden.
Der Name ,Differenz* statt Anderung ist nicht gliicklich gewihlt.
Da man sich nun damit abfinden muB, so bleibt noch zu erkliren,

daB in Zukunft unter ,Anderung® einer Gréfle G zu verstehen ist
die Differenz:

Neue GroBe G -+ AG minus urspriingliche GréBe G. (b)
Hat etwa ein bewegter Punkt zur Zeit f,=—10 sek die Gef
schwindigkeit v,=— 15 m/sek und die Beschleunigung b, = 0;4 m/sek?
zur Zeit t=15 sek aber die Geschwindigkeit v =17 m/sek und die
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Beschleunigung b = 0,3 m/sek? so wird in der Zeitinderung 4¢ = 5 sek
die Geschwindigkeitsinderung sein Av=—v—v,=2 m[sek und die
Beschleunigungséinderung 4b =5 — b, = — 0,1 m/sek?
Dementsprechend ist dann, wenn das alte Argument » und die
Argumentinderung Az ist, das neue Argument z -} 4z, also:

Die verénderte oder neue GroBe ist gleich der urspriing-
lichen GroBe plus Anderung der GréBe. - (e)

Zum Argument x gehort die Funktion oder Abhingige f (), zu
a ist sie f(a), zu @ - b wire sie f(a 4 b), zu 2® — x wire sie f (2> —z),
zum neuen Argument x 4 4z ist also die entsprechende neue Funk-
tion f(x+ 4z) und damit die Funktionsédnderung Af(x) gleich:

fl@+dz) — f (=), (d)
d. h. neue Funktion minus urspriingliche Funktion. Bezeichnet
wird diese Funktionsinderung mit 4f(x), so da8 der

Argumentéinderung Adzx
entspricht die

Funktionséinderung Af(z)=f(x + dxz)— f ().

Anmerkung. Man beachte, daB 4f(x) nur die Bezeichnung, eine Ab-
kiirzung, ein Symbol fiir die Funktionsinderung ist, wihrend f (x4 42) — f ()
den Wert dieser Anderung darstellt. Gerade in der Differentialrechnung ist
streng zu unterscheiden zwischen Bezeichnung, Benennung, Symbol oder wie
man es sonst nennen may, und dem Wert der durch diese Symbole dar-
gestellten GroBen.

Beispiel a) Gesucht ist der Differenzenquotient fiir die Funk-
tion 2®* —4x 4 5.

Setzt man f(x) als Symbol fiir diese Funktion, so wird sich der
Differenzenquotient nach (a) anschreiben lassen entweder

A4(x*—4z+5) Af(x)
T

dz oder —~

z
Dem urspriinglichen « entspricht die Funktion
f(x) oder z*—4x-45,

dem neuen z | Az entspricht die Funktion

fx+ Adx) oder (x4 Ax)*—4 (x4 dx) 5.
Der Argumentinderung Az entspricht also die Funktionséinderung

flz+42)—f(2)
oder (z+Adz)*—4(z+dz)+ 5] —[«*— 4z 5]
oder ausgerechnet 2z-dx+ Az — 4 Az,

wenn man A%z, A3z ... setzt statt (Ax)% (d=z)®...
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Damit ist dann fiir die gegebene Funktion der Differenzenquotient

Af(x) [z 4 Ax)* —4(x+ dz)+ 5] — [22 — 42 + 5]
dx Ax o
:2xAx+j;;x—4Ax=2x+Ax_4.

Der ganze Rechnungsvorgang kann auch geometrisch veran-
schaulicht werden. Man denke 8ich die Kurve vom Ort P—==z|y
oder ohne Symbol P=x|f(z) aus nach rechts durchlaufen, so daB
also z sich vergroBert und damit die Anderung Az positiv wird. Ist
die neue Abszisse x - Az erreicht, so wird die entsprechende neue

b
af@
L\
4z
Y
9 \fiz+4z)
¥

! Z

X - dz

Z4Z-

Abb. 30.

Ordinate sein f(x -+ dx), sonach ihre Anderung f(x + dz)— f(x)
oder abgekiirzt geschrieben Af(z). Der Quotient
Af(z) flz+d2) —f(),
dx Ax

der Differenzenquotient der Funktion f(x), ist dann nach Abb. 30
gleich tgy, also gleich der Richtung der Sekante durch Pund P’

oder unabgekiirzt

Beispiel b) bis e) Man gebe den Differenzenquotient von
b) «® c) vt d) y*—y e) am
fir positive und ganzzahlige m an.
Man bildet aus der gegebenen oder urspriinglichen Funktion die
geinderte oder neue Funktion, indem man statt des urspriinglichen
Argumentes x das gednderte oder neue Argument x-}- 4z setzt;

alsdann die Funktionsinderung als Differenz ,neue Funktion minus
Egerer, Ingenieur-Mathematik IU 3
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urspriingliche Funktion“, und dann schlieBlich den Differenzenquotient
als dasVerhiltnis der Funktionsinderung zur entsprechenden Argument-
inderung. Man fithrt der Ubersichtlichkeit wegen fiir die gegebenen
Funktionen Symbole ein, fiir die erste f(«#) und fiir die drei anderen
etwa ¢ (v), F(y) und g (x). Dann wird
b)  fu)=1u fu+du)=(u+ du®

Af(w)=1f(u 4 Au) — f ()= (4 + Au)® — u®

=3 u-Ju+t+3u-Au+ SPu,
Af(u)  3utdu -+ 3udu—+ Au

Tu = T =3u*+3udu—+ Au.

c) p)=r1!,  @tdv)=(v v},
4 () = ¢ (o+ d0)— 9 () = (v + Av)f — ot
=4 v¥4v + 6 4% | 4 vA43v + Ay,

AZJ"EU) =40+ 6 dv|+4vA%0 | L.

d Fly)=y*—y’, Fly+4y)=0u+ 4y — -+ v,
AF(y)=Fy+Ady)— F(y)=[(y+49)* — (y +4y)’] = [y’ — »°]
AF( =3y’Ay+ 3y Lyt Ly —2yly—Ay.

y

7,7)=3y*—~2y+3y4y—4y+d"y-

e) g(x)=2am, g+ dz)=(x 1 dx)m,
A9 (@)=g(x + Ax) — g (@)= (@ + dx)» —z"
— (o Az —2) [z + Ao+ (& + dapta
+.. F(r+ dx)am—2 L gm—1],
WO o+ Aot dap =22 o A2t
- .. Famt

18, Stetigkeit. Im Nachfolgenden werden wir, solange nicht.
anders angegeben, nur solche Funktionen behandeln, die an jeder
Stelle oder wenigstens im Untersuchungsbereich endlich sind.

Aber wir verlangen noch eine zweite wichtige Eigenschaft von
unseren Verinderlichen, sowohl vom Argument wie auch von der
Funktion, daB sie niamlich an jeder Stelle stetig oder kontinuierlich
sind. Vom Argument x, also von der unabhéngigen Veriinderlichen,
sagen wir, sie ist im gegebenen Bereich stetig verinderlich, wenn
sie in diesem Bereich alle Werte ohne Unterbrechung durchliuft.
Nach Abb. 31 durchschreitet beispielsweise 2 alle Werte von x, bis.
x, ohne Unterbrechung, es ist sonach z im Bereich von x, bis z,
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stetig. Wenn man aber fiir eine Verdnderliche z der Reihe nach
ihre Werte als ganze Zahlen von 10 bis 1000 annimmt, dann ist z
im Bereich von 10 bis 1000 nicht stetig, sondern sprungweise oder
unstetig oder diskontinuierlich verinderlich. Wenn zu jedem Wert
eines stetigen unabhingigen Argumentes x eine Funktion y gehort,
die im Funktionsbereich ebenfalls alle Zahlen ohne Unterbrechung
durchliuft, so heilt y eine stetige Funktion von z in diesem Bereich.

Man kann auch anders vorgehen: Es sei betrachtet die Kurve
der Abb. 31 im Gegensatz zur Kurve der Abb. 32, beide Male an der

~ T ~
Ve
y
R4
JS@ Se .
- | e _ i
|
I v z
‘—‘27—‘-
- ; "
Abb. 31. Abb, 32.

Stelle x=a. Die erste Kurve ist dort stetig, die zweite nicht.
Letztere hat, wie man sagt, bei x=a eine Unstetigkeits- oder
Diskontinuititsstelle. Geht man in beiden Fillen von dieser Stelle x
aus etwas nach rechts, so wird im ersten Fall einer nach 0 kon-
vergierenden Anderung Ax von z auch eine nach 0 konvergierende
Anderung Af(z) der Ordinate f(z) entsprechen. Oder in einer neuen
Sprechweise, wenn man sagt ,unendlich klein“ statt ,nach 0 kon-
vergierend“: Einer unendlich kleinen Ande-
rung Ax der Abszisse x mul eine unendlich
kleine Anderung Af(z) der Ordinate f(z) ent-
sprechen. In analytischer Darstellung

—

lim Af (z) =0
lz=0
oder ] , ,
lim [f(z + dx) — f(z)] =0. (a) i
Jx=0 - z

Damit ist aber der Bedingung fiir Stetigkeit
noch nicht geniigt. Denn es kann, wie aus
Abb. 33 ersichtlich, an der Stelle z=a die
obige Bedingung erfiillt und doch diese Stelle eine Unstetigkeitsstelle

sein. Man kann folgendermaBen aussagen: Es muB einer unendlich
3*

Abb. 33.
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kleinen Anderung der Abszisse # sowohl nach links wie nach rechts
eine unendlich kleine Anderung der Ordinate f(z) entsprechen.
Nun ist die Anderung der Ordinate nach rechts und links

fe+dx)—f(x) bzw. f(x—dz)—f(z).

Es miissen also die zwei nachstehenden Bedingungen gemeinsam er-
fiillt sein, wenn die Kurve an der untersuchten Stelle x stetig sein soll,
lim [f(z+42) — f(2)] =0 mit lim [f(x —dz)—f(z)]=0.

dxz=0 Adx=0

Beide kann man zusammenfassen
lim [f(x + d2)—f (¢ — d2)] =0.
dxz=0

Diese Bedingung sei in Zukunft fiir die Stetigkeit der Kurve
vorausgesetzt.

Und. weil die Kurve nur das Bild einer Funktion ist. hat man
entsprechend:

Die Funktion f(z) ist an der Stelle z stetig.
wenn dort gilt

‘1:111 [f (x +dz)—f(x — dx)] =0. (b)

Und weiter:

Die Funktion ist in einem gegebenen Bereich
stetig, wenn sie an jeder Stelle dieses Bereiches stetigist.  (c)

Beispiel a) Es soll die Funktion f ()= x——:f—_l beziiglich ihrer

Stetigkeit untersucht werden, und zwar zunichst im Bereich von
=0 bis z=oc, d. h. fiir alle positiven .

Dann muB in diesem Bereich die Bedingung (b) erfiillt sein.
Nun ist

x4 4
f(x_f—Ax):i—:i_Jx—T—T und  f(x — dz)= x-—-Ax—&ac—l
" (a-+ 1) )—— ) )

, o x+Adzx)(x+1—dx z—dz)(z+1+dx)
flatda) =l —da) = A (o1~ da) ’
so daB

24z 0
JI:mo[f(x—l—Jx)—f(.L——Jx)] _Al:lilo(x = Agx:(x-{—l)":O'

da der Nenner stets grofer als 1 bleibt. Die Funktion ist also im
Bereich von =0 bis z=00 stetig.

Beispiel b) Weiter fragt man: Ist diese Funktion fiir alle
endlichen z, d. h, im Bereich von — oo bis oo, stetig?
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Solange  von — 1 verschieden ist, wird

2 dx
lim {f(x+— d2)— f(x — d2)|=1lim —
JZ:O[r( ' ) r( )] Az:okx_f_l)z_—l-x
stets 0 sein. Nur in dem Fall z=—1 oder x + 1 =0 wird dieser
Grenzwert den unbestimmten Wert 0:0 annehmen. Man hat sonach:

Die Funktion ——_T_—l ist fiir alle endlichen «x stetig, ausgenommen
x
fir xt=—1, wo sie eine Unstetigkeitsstelle hat. Dort hat die
Funktion auch gleichzeitig eine Unendlichkeitsstelle.

Beispiel ¢) In welchem Bereich ist die Funktion sinz endlich
und stetig?

Die zeichnerische Darstellung der Funktion sinz in 4 erweist
die Funktion als endlich, solange x endlich ist. Die Untersuchung
der Stetigkeit entwickelt

lim [sin (¢ + o) — sin (2 — Jdz)] =lim [2 cosz sin Ax]
dz=0 dxz=0
=2 cos z lim gin Jx =10
4z=0
und zeigt damit, daB die Funktion sin z fiir jedes endliche x stetig ist.

14. Fortsetzung. Ein recht anschauliches Beispiel fiir die Ver-
wendung von Stetigkeitsbedingungen in der Praxis liefert die Scher-
kraft. Die Lehre von den Tragkonstruktionen rechnet meist mit
den vier GrundgréBen: Auflagerkraft, Auflagermoment, Scherkraft
und Biegungsmoment. Die Abb. 34 stellt einen sog. Balkentriger
vor, abgekiirzt gewohnlich Balken genannt. An ihm greifen die ge-

I 5
]
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Z

Abb. 34. Abb. 35.

gebenen Nutzlasten P, P,... an, sowie die beiden durch die Nutz-
lasten und das Balkengewicht hervorgerufenen Auflagerkrifte 4 und B.
Meist wird, wie gleich im folgenden Beispiel, das Balkengewicht ver-
nachlissigt. Wenn man sich den Balken an der Stelle » entzwei-
geschnitten denkt, dann greifen am linken Teil an: die &uBeren
Krifte P,, P,, 4 und die durch die #uBeren Krifte im Querschnitt
hervorgerufenen inneren XKrifte, namlich Schubspannungen und
Biegungsspannungen, Abb. 35. Die Schub- oder Scherspannungen
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sind in der Hauptsache bestimmt durch die ,Scherkraft an der
Stelle z“, die man folgendermaBen definiert:

Scherkraft ¥V an der Stelle = ist die Resul-
tierende aller am linken (abgeschnitten gedachten)
Teil angreifenden duBeren Krafte. (a)

Die &uBeren Krifte, nidmlich das Balkengewicht, die Nutzlasten
und die Auflagerkréfte, werden senkrecht zum Balken vorausgesetzt,
g0 daB die Scherkraft gleich der Summe der #duBeren Krifte ist.
Dabei werden nach zweckmiBigen aber sonst willkiirlichen Fest-
setzungen die nach aufwirts gehenden Krifte als positiv und die
nach abwirts gehenden als negativ eingefithrt. Man bestimmt nach
den Regeln der Statik die Auflagerkrifte und findet im Fall der
Abb. 34 nach Mech. I 44. wenn

P, =400kg, P,=—200kg, P,=500kg, P,=100kg. P,—=600kg
ist, und der Balken als gewichtslos vorausgesetzt wird,
A =1700kg, B=1100kg.

Die Scherkraft V ist von Ort zu Ort verdnderlich, sie ist eine
Funktion von #. Im vorliegenden Fall greifen nur Einzelkrifte am
Balken an, es ist daher

£ . & B el e im Bereich zwischen zwei

S L) benachbarten Einzelkraf-

T l ten nach Definition die

r v Scherkraft konstant, beim

_ Uberschreiten einer An-

griffsstelle einer Einzel-

777 last dndert sich die Scher-

A /// 7 kraftsprungweise. Abb.36

7 ! i | gibtdassog.Scherkraft-

v /& diagramm fiir den vor-
4 ﬁﬁ Lo

¢ L liegenden Belastungsfall.

<o

Im Bereich von x = 0 bis
x=p,, also im Raum
zwischen dem Angriffs-
punktderlinken Auflager-
7 kraft 4 und der ersten
Nutzlast P, ist die Scher-
Abb. 36. kraft konstant gleich der

Auflagerkraft 4, also

V="1700kg; denn wenn man sich in diesem Bereich einen Quer-
schnitt durch den Balken gelegt denkt, greift am abgeschnitten
gedachten linken Teil nur eine einzige #uBere Kraft an, die Auf-
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lagerkraft 4. Im Bereich von z=p, bis xz=p, greifen an dem
linken Teil als &uBere Krifte nur 4 und P, an, es ist sonach in
diesem Bereich V=4 — P, —300kg. Entsprechend ist im Bereich
von z=p, bis 2=p, die Scherkraft, so wie sie auch im Diagramm
im KraftemaBstab 1 mm =— 40 kg gezeichnet ist, V=4 —P, — P,
—100kg. Die Stellen x=p, und z=p, usw. sind Unstetigkeits-
stellen; wie die spiteren Zeilen angeben, diirfen an diesen Stellen
keine Uberlegungen angewandt werden, die sich auf Differential-
rechnung stiitzen.

Freilich, in der Natur gibt es keine Unstetigkeiten; in Wahrheit
greifen eben die Nutzlasten nicht in einzelnen Punkten an, sondern
verteilen sich iiber eine wenn auch sehr kleine Stelle, so da8 die
Scherkraft beim Uberschreiten der Angriffsstelle x=p, sich nicht
sprungweise, sondern auch noch stetig &ndert. Man rechnet aber in
der Technik mit Bildern, die der Wirklichkeit mehr oder minder
nahe kommen, wenn sie nur in ihren Ergebnissen zu keinem Wider-
spruch mit der Wirklichkeit filhren. Jedenfalls aber sind durch das
eingefithrte Bild der Scherkraft Unstetigkeiten an gewissen Stellen
des Balkens bestimmt, die bei der Anwendung der Differential-
rechnung zu beachten sind, etwa wenn man mit den gewdhnlichen
Formeln der Differentialrechnung die extremen Werte der Scher-
kraft bestimmen will.

#15. Rechnung mit Grenzwerten. Es sei y = F[u] eine Funktion von
u und u selbst wieder eine Funktion f(z), also y= F[f(x)]. Beispielsweize
w=sinz oder f(x)=sinz und F[u]=y1--% oder y==\1--sinz. Wenn
f(z) und F(u) im Untersuchungsbereich endlich und stetig sind, dann liefern
allgemeine Betrachtungen von der gleichen Art, wie sie fiir die Entwicklung
des Grenzwertes einer Funktion gefiihrt wurden,

o lim F [f ()] = F [lim f (z)]. (a)
Beispielsweise wird 1 1
lim Ig (1 4+ 2)% = Iglim (1 + )°.
z=0 z2=0

Der Satz gilt ebenso auch fiir mehrere Funktionen und fir Funktionen von
mehreren Verénderlichen:

lim F [u(x), v(x), ...]= F[limu(z), limv(@)...]. (b)
Im besonderen gilt:

Der Grenzwert einer Funktion, die sich rational aus anderen

stetigen Funktionen wu, v, w, ... zusammensetzt, ist gleich der
entsprechenden rationalen Funktion der Grenzwerte der einzelnen
Funktionen %, v, w, . . ., solange sie endlich und stetig bleiben. (c)
Sonderfille sind
lim [u(x) 4 v(x) 4-. . ] =limu(x) + limv(x) +. . , (d)
lim [u(z)-v(x). . .] =lim u(x)-lim v(z)-. . . (e)

lim [u (%) : v(2)] = lim u(x) : lim v (). ()
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Mit Hilfe dieser Sitze laBt sich weiter entwickeln:
Eine ganze rationale Funktion ist im Endlichen iiberall stetig. (g)

Sind zwei Funktionen im Untersuchungsbereich stetig, so ist
ihre Summe und ebenso ihr Produkt in diesem Bereich auch stetig. (h)

Beispiel a) Entwickle den Grenzwert G = lim ﬂ.

Man formt elementar um
l—cosx:\/'ZsinQ%z i sin
x z x 2y

I
T

wenn man x =2y setzt. Dann wird
1

G —lim | L.50Y] L, siny_ 1]
y=OL\/2 Yy J viv=0 Y V2

s

denn wenn sich 2 dem Wert O nihert, dann auch y =} .

Beispiel b) Man beweise, daB 1imtgx—”:1. @)
z=0
Es wird r .- .
G =lim | T im - lim 22 ¥ — 1.1,
r—0lLCOBZ 2—0C08Z o X
Beispiel ¢) Beweise, dal lim _a,rc:nx =1. (k)
z=0

Man setzt arcsin x =— % oder x=sinu% und erhilt, da mit 2 auch arcsin =
gegen 0 konvergiert,

G =lim — =lim|1: =1:1.
u=08ID1 L9 n o

u [l sin u |

16. Differentialquotient und Ableitung. Wir kehren wieder zu
der in 14 gestellten Frage zuriick: Wie verhalten sich die Anderungen
zweier in Beziehung gebrachter GroBen? Oder wenn man diese mit
z und f(z) bezeichnet: Welches Verhdltnis bilden die voneinander
abhéngigen Anderungen Af(r) und dx? Dieses Verhiltnis ist ein-
mal abhéngig von der untersuchten Stelle x und ferner noch ab-
hingig von der GréBe der einen der Anderungen, etwa der GroBe

4%&:_) die

von Az. Wenn man in dem Differenzenquotienten

Argumenténderung gegen Null konvergieren 148t, so wird damit auch
die Funktionsinderung gegen Null konvergieren. Der Quotient A;—ix)
wird sich dann einem bestimmten Wert néhern, seinem Grenzwert,
und diesen nennen wir die Ableitung oder die abgeleitete Funk-
tion der gegebenen Funktion f(x), die dann die Stammfunktion
heiflt. Statt Ableitung und Stammfunktion findet man zuweilen auch
die Bezeichnung ,Derivation“ oder ,Derivierte bzw. ,Primitiv-
funktion“. Als Symbol fiir diese Ableitung ist eingefiihrt f'(x),
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wenn f(z) die Stammfunktion ist. Die Titigkeit selbst nennt man
ableiten oder derivieren. . In mathematischer Darstellung ist
Af (x)

() = lim ———
f( ) dz=0 4z

f (- 4x) —f ()

oder ausgefiihrt f”(ac) :,lim dx ®

Ar=0
Wiéhlt man die neue Sprechweise ,eine Grofie wird unendlich
klein“ statt ,sie konvergiert gegen Null¥, so kann man sagen: Wird
die Argumentinderung unendlich klein, so wird auch die entsprechende
Funktionsinderung unendlich klein. Wenn noch von Differentialen
statt von unendlich kleinen GréBen gesprochen wird, so kann man
die Ableitung auch bezeichnen als Differentialquotient. Schreibt
man in kurzer Ausdrucksweise dz fiir eine GroBe z, die gegen Null
konvergiert, so kann man die Ableitung auch schreiben

A o AL,
dx dz=0 Az
Meist spricht man ,df(z) nach dz“ statt ,df(z) durch dz“.
Selbstverstidndlich ist da eine einzige GroBe, das d vor dem z also
keine Zahl, sondern ein Operationszeichen wie etwa sin oder /. Statt
ableiten sagt man dann differenzieren.

Anmerkung. Sehr oft trifft man folgende Unterscheidung zwischen dem
Differentialquotienten und der Ableitung einer Funktion. Man soll zu einem
Wert dz der Unabhingigen x einen entsprechenden Wert dy der Funktion so
bestimmen, daB8

dy _ .
ﬁ_f ()

dy
dx
Differentialquotienten der Funktion. Jedenfalls ist nach dieser Erklirung der
Differentialquotient gleich der Ableitung und nur in der Definition von ihr ver-
schieden. Der nichste Abschnitt wird auf diesen Unterschied noch einmal
zuriickkommen.

ist. Dann nennt man dx und dy Differentialien und nach Leibniz den

Selbstverstindlich kann man eine Funktion nur nach ihrem
Argument differenzieren, also f(z) nur nach z, ¢@(y) nur nach 'y,
u(z) nur nach z usw.

Beispiel a) Die Funktion f(z)=2%>—4x -+ 5 hatte nach
Beispiel 12a) den Differenzenquotienten
Af (x)
—_— = Az — 4.
P 2z + Az

Wenn nun .z gegen O konvergiert, dann auch die rechte Gleichungs -
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seite gegen 2x — 4, d. h. 22 —4 ist der Grenzwert des Differenzen-
quotienten, oder in mathematischer Darstellung

AEEOA;—E:):2$_4 oder f'(x)=2z—4.

Beispiel b) Man differenziere die Funktion f(y)=y>—y>

Sie hat das Argument y, ihr Differenzenquotient ist nach Bei-
spiel 12d) 4

Y gy 2yt 3ydy—dy+ 2.

Yy

Die Ableitung f'(y) ist der Grenzwert dieses Differenzenquotienten, also

f'(y)=lim 47 ) =lim[3y°— 2y + 3ydy— dy+ 4%y]
v=0 Ay y=0

=3y —2y.
Man hitte natiirlich mit Einfiilhrung des Differentialquotienten statt
f’(x) auch schreiben konnen

W) _ g, iy’ —v)
F 3y 2y oder Iy
Beispiel ¢) Man ermittle die Ableitung der Potenzfunktion
f(x)=a™ fiir positive ganze Zahlen m.
Den Differenzenquotienten dieser Funktion hat Beispiel 12e)

schon angegeben mit

Axm™ | \ 2 ‘
—ZF;z(x+Jx)m_1+(x—}—Ax)""%—{—(x-‘rf_’lx)’”—%“—{—...—}—:v’”‘*.
Der Grenzwert dieser Summe ist gleich der Summe der Grenzwerte
der Einzelsummanden, deren es m sind.

f'(x)=lim(x 4+ Ay~ 4+ lim (x + Ay —2 2 . .. J lim am—1
dz=0 ’ dz=0 dz=0

=3y —2y.

—am—1_i_ am-—1_|_ Logm—1 _— m—1
=X -— X e T & mx

dx™ :
h ——— =ma™m—1 b
sonac i (b)
~ Beispiel d) Unterscheidet sich der Differentialquotient g—y
von einem gewShnlichen Quotienten? v
Gar nicht, nur daB der Zihler und Nenner zusammengehéren.
daB also y von x abhingig ist. [Wenn nimlich y von z unabhingig
ist. dann &ndert sich ja y gar nicht. wenn z sich éndert, also ist
dy=0 und deswegen auch Z—Z:O] Es gilt sonach unter diesem
Vorbehalt, daB man mit Differentialen und Differentialquotienten
genau so wie mit gewohnlichen Zahlen rechnet.
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Beispiel e) Man gebe die physikalische Bedeutung des Diffe-
rentialquotienten durch einige Beispiele an.

Wenn man einem Korper vom Gewicht 1 kg eine Warmemenge @
zufilhren muB, um seine Temperatur um 7° zu erhéhen, so trifft im
Durchschnitt auf die Erhéhung um 1° eine Wirmemenge @: 7. Wenn
zu gleichen Temperaturerh6hungen auch gleiche Warmemengen not-
wendig wiren, dann wire Q:T die sogenannte Wirmedichte oder
bezogene oder auch spezifische Wirme des untersuchten Stoffes.
Es ist aber nicht einzusehen, daB gleichen Temperaturerhdhungen
auch gleiche Wirmezufuhren entsprechen. Sicher aber kann man
einen Grenziibergang vornehmen wie bei der Bildung der Ableitung
und sagen: innerhalb der unendlich kleinen Temperaturerhhung d7T°
kann man diese Proportionalitit zwischen d7 und der zugefiihrten
Wirmemenge d¢Q annehmen und erhilt dann als Definition der

. . 4

Wirmedichte ¢= T

Wenn eine physikalische GroBe A sich im Verlauf einer be-
stimmten Zeit t um A4 #ndert, dann ist 14:¢ die durchschnittliche
Anderung dieser GroBe. Man denke etwa an die Anderung AZ der
Zugkraft Z einer Lokomotive vom Beginn des Anfahrens bis zur
Erreichung der hochsten Geschwindigkeit; hier wire 4Z:t die durch-
schnittliche Anderung im Verlauf dieser Bewegung; selbstverstindlich
wird sich Z wihrend dieser Bewegung verschieden dndern je nach
den Steigungen, die der Zug iiberwinden muB, d.h. die Anderung
ist in jedem Augenblick eine andere. Man wird wieder die Anderung

.

innerhalb einer unendlich kleinen Zeit untersuchen und TR die

zeitliche Anderung der Zugkraft, einfiihren, die eine Funktion
der Zeit ist.

Auf die gleiche Weise erhilt man die spéter noch ausfiihrlich
besprochene zeitliche Anderung der Geschwindigkeit, das ist die
. dv
Beschleunigung b = e
Wenn ein FluB auf einer Strecke s einen Hohenunterschied #
iiberwindet, dann nennt man s:#% das durchschnittliche Gefill des
Flusses auf dieser Strecke. Das wahre Gefill ist natiirlich an jeder
Stelle der Strecke im allgemeinen vom Durchschnitt verschieden.
Man fiihrt wieder das wahre Gefill ein, das an jeder Stelle den
ds
Wert '
von einem Wirmegefall, in der Elektrizitatslehre von einem
Potentialgefdll usw.

hat. In der gleichen Weise spricht man im Maschinenbau
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Die Ausdehnung eines stabformigen Korpers unter dem EinfluB
der Temperaturinderung geht aus von der Temperaturausdeh-

dl
nungszahl G Usw-

17. Differentialquotient und Differential der einfachen Funk-
tionen. Es wire natiirlich moglich, aber freilich sehr mithsam, wollte
man von allen moglichen Funktionen die Ableitung mit Hilfe der
Definition ermitteln. Es wird, wie auch sonst in der Mathematik,
der iibliche Gang der sein, daB man von der Definition ausgehend
eine Reihe von Sitzen aufstellt und mit deren Hilfe die vorgelegten
Funktionen differenziert.

Zunichst sei die Frage entschieden, wie sich die Ableitung
indert, wenn zu einer gegebenen Funktion f(z) noch eine Additions-
konstante hinzutritt, wenn also die neue Funktion ¢(z) mit der
urspriinglichen durch die Beziehung

¢@)=r()+C

verbunden ist. Nach ihr ist beispielsweise
P =f(@)+C  platb)=fla+b+C,

g+ ) =1 (r+2*)—C usw,

also g (x—Jda)y=f(x+— Jx) - C,
folglich
1) _ gl —du)—¢(@) _[f(e + 1)~ 0]~ [f @)+ C]
Az dx dx
A —r@) _Jr(x)
da dx
. , . lp(x)  df()
d t 1 Y M = ! . (_____—z___
und somit auch ¢’ (x)=/{"(x) bzw T T
| Y
oder alf @+ _af @)
dx dx
d. h. eine Additionskonstante verschwindet beim
Differenzieren. (a)

Wenn die beiden Funktionen ¢ (x) und f (z) .verbunden sind
durch die Beziehung ) i
¢ (2)="C-r (),

wo also diesmal C eine Multiplikationskonstante ist, so wird wieder
gelten

g(@=Cf), ¢ @)=C-f(u) usw.
also ¢ —da)=Cf (2 — da),
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folglich
A9()__ ol dx)—g@ _[Cf(@+ 42))—[C-f(z)]
Az Az Ax
_fetde)—ria) ., If ()
Jzx dx
. , do () _ 4 9f(®)
d = C-f'(z : —(.
und somit auch ¢’ (x)=C-f"(x) bzw T c Pt
oder aC @) _ o @)
dx da
d. h. eine Multiplikationskonstante bleibt beim
Differenzieren erhalten. ®)

Um die Funktion sinz abzuleiten, bildet man zunéchst den
Differenzenquotienten
Asinz _ sin(z+ dz)— sinz
Az Az '
Wiirde man sofort zur Grenze iibergehen, so wiirden Zihler und
Nenner beide nach O konvergieren, der Wert der Ableitung kénnte
nicht bestimmt werden, Man formt deswegen den Zihler sin (v -I- dx)
—sinz mit Beniitzung der Formel fiir sin ¢ — sin 8 um,
Asing  2sin(z -+ Jx—z)cos 3 (x | dx+x)
dx Az '

und erhilt, wenn man 20 statt .x setzt,

Asinz  2sind-cos(x+0) sind .
e e >3 2_5—-005(90—{——6).

Konvergiert nun 4z und damit auch 6 nach 0. so konvergiert
sind: 6 nach 1 und cos(x -+ 0) nach cosz; in der Schreibweise der
Differentialrechnung wird

dsinz Asing Tgin O 1
ST lim 25 g 12RO :
ix leino iz }1310 3 cos (x 4 6)_]
— 1im %2 1im cos (v -9)
=0 =0
oder %—i = oS a. (c)

Der gleiche Weg entwickelt die Ableitung der Funktion cosz
und liefert
d cosx

dax

= —sinar. (d)
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Beispiel a) bis h) Man gebe die Ableitung von
a) 2 b) 4y ¢ 3248 d)yx e dxr fri-4
g) asine h) beosw—+c.

Man beachte wieder, daB man eine Funktion nur nach ihrem
Argument differenzieren kann, also die erste Funktion nur nach =z,
die zweite nur nach y, die dritte nur nach 2z usw. Nach den voraus-
gehenden Formeln und Sitzen wird dann

dx?? o 11 d4y® 5
a) ";i“i‘—lz.dl b 7{—4‘6?[
d(322—8) \ dx ddzx
. S » S 4 — =1 _—
c) P 3-2z2+-0 d) P e) 4
d(x—-4) dasinv d(bcosw—¢) .
f) - — _—_— ) —_— == .
) T 1 g o acosv h) Tw bsinw

Beispiel i) Man beweise unmittelbar aus dem Begriff der
Ableitung, da8 die Ableitung einer Konstanten nach einer Verinder-
lichen verschwindet, dafl also

ac
%=0. (e)

Die Konstante C dndert sich nicht, wie auch x sich dndern
mag, also ist dC =0 und deswegen auch der obige Quotient.

18. Fortsetzung. Es soll nun eine neue Bezeichnung fiir die
Ableitung eingefithrt werden. Schreibt man fiir die jeweils behandelte
Funktion ein Symbol, beispielsweise y statt f(x), oder etwa U statt
F(z) usw., so wird man folgerichtig auch die Ableitung und den
Differentialquotienten in dieser neuen Schreibweise passend be-
zeichnen. Man schreibt dementsprechend auch

dy statt flfl%:ﬁ und 3y’ statt f'(x).
Der Leser sei aber recht vorsichtig im Gebrauch dieser Abkiirzungen
und vermeide sie im Anfang. Die Gefahr, Sache und Benennung
zu verwechseln, ist zu leicht gegeben. Aus diesem Grunde wurde
bisher auch vermieden, entgegen dem herrschenden Gebrauch, diese
Abkiirzungen zu verwenden. Wenn man also hat

y=sin x,

. d dsinz
so kann man schreiben I—y =cosxr statt. —1_= cos .
dx dx
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Es wird spiter, besonders bei der Integralrechnung, eine andere
Formulierung der Ableitungsgesetze sich als notwendig oder wenig-
stens praktisch erweisen. Bekanntlich ist

%%= f'(z), also af(@)=f"(x)-dx,
oder mit Worten:

Das Differential einer Funktion ist gleich der
Ableitung der Funktion multipliziert mit dem
Differential des Argumentes. (a)

Damit wird z. B. .
dsinz=cosx-dx.

Entsprechend nehmen die vorausgehenden Sitze die Form an
dem=ma™1dx
a[f (x)+Cl=df(v)
d[C-f(x)]=C-df (2).
Beispiel a) bis d) Gesucht ist das Differential von
a) u* b)3:22—8z-+5 ) 3sinz|4cosxz d) yi2.

Man differenziert jedesmal die Funktion nach ihrem Argument
und wendet den Satz vom Differential an,

a,) dut =4ud - du;
b) 432> —82+45) =(62z—8)-dz;
¢) d(8sinx + 4 cos )= (3 cosx — 4 sin x)-dx;

e) diy+2) =1-dy.
19. Fortsetzung. Von allen Grenzwerten ist der wichtigste
im (14 L, (a)

wo e die bereits aus dem ersten Band bekannve Basis der natiirlichen
Logarithmen ist.

Der Anfinger ist leicht geneigt, einen elementaren Fehler zu
begehen und zu sagen, dieser Grenzwert ist 1, indem er unberechtigt
1:w=0 und ebenso 1“ =1 setzt, 8. spiter 136. Man wird sich-
iiber den untersuchten Grenzwert rasch einigermaflen klar, wenn man
der Reihe nach verschiedene Werte w =1, 2, 3. . . setzt. Es wird rund

1+1'=2, (1+3)* =225,
141p=212=237, (14}*=2}12=244 usw.

Durch einige Uberlegungen arithmetischer Art kann man leicht
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zeigen, daB der obige Grenzwert ¢ zwischen den Zahlen 2 und 3
liegen muB. Die nachfolgende Betrachtung ermittelt den genaueren
Wert e.

*Es sei zunéchst w als endliche positive und ganze Zahl voraus-
gesetzt, dann wird nach dem binomischen Lehrsatz

2= () 4+ 0

w w®

Die Summe aller Glieder, die auf das (»--1)te Glied folgen,
sei mit R bezeichnet. = ist natiirlich kleiner als w vorausgesetzt.
Sicher weil man, daB

W 1 w 1 |
R—<n+1)—wn+x+<n+z> P T

positiv ist, da alle seine Summanden positiv sind. Wegen
( ® )_w(‘w—l)...(w—n—f—l)((u——n)(w—n~1)...(w—n—k—}—l)
1.2 . n - (r+1) - (n42)... (n4k

n-+k/
:<w>(w——n)(w—n'—1)...(w—n—k—{—l)
n (n41)(n+42)...(n-+k

kann man aus R den gemeinsamen Faktor (w) aller Summanden
ausscheiden und schreiben "

__(w) 1] w—n)+(w—n)(w—n—1) y_(w—n)...(w—wﬁ—l)]

ot omn )T omfnt2) T wemrnt1). o
=(°")L. K
n/ o

wenn K den Klammerausdruck vorstellt. Setzt man bei den einzelnen
Klammersummanden statt w —#, o —n—1, o —n—2, ... in
den Zihlern iiberall w, statt n+2, n-3, n{4, ... in den
Nennern immer » -} 1, dann werden alle Zahler groBer, alle Nenner
kleiner, alle Briiche also groBer, die Klammer K geht in eine neue
iiber, die sicher gré8er ist als K; oder umgekehrt ist

11, 1 1
e U == R |

Diese neue Klammer ist eine geometrische Progression, man

weiB, daB ihre Summe dem Wert % sich nihert, es ist also

K < % und damit R < (:) a%“l (e)

n
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Man rechnet weiter

() e
:w(a)—l)(w——2)...(w——n—ﬁ—1)ml‘_
1. 2 - 3 ... n w"
=) i=2) (="

- n! K.
Da n eine endliche positive ganze Zahl kleiner als w ist, sind alle

Klammern 1 — Zl)—, 1— %, ... echte Briiche, das Produkt im Zahler

daher auch ein echter Bruch, der mit ¥ bezeichnet werden soll, so
daBl das Restglied den Wert

v . 1 d ,
) R:;zi K annimmt oder wegen K < w R ot (d)
Andererseits weil man, dal B> 0 sein muBl. Man kann n beliebig
groB wihlen und deswegen R beliebig klein machen, vorausgesetzt
n < w, d.h lim R=0. Damit wird dann

n=wo

Sl ) =m [+ (D)5 st 4 () -t

" 1 1 2
ERENEE
T 1 n—1
+...(1—7"~>“;§1— 2 >J—f—limR

=1 Lt gibgt b g Hlm R,

da die Briiche —1~, —2—, i, ... dem Wert Null sich ndhern. = ist
o’ o’ o

beliebig groB vorausgesetzt; je grofler man » wahlt, desto genauer
erhilt man dann den Grenzwert

S NS S

Aus (b) und (c) 1éBt sich entnehmen, daB der Rest R, den man ver-
nachléssigt, wenn man nach dem n--1ten Glied abbricht, kleiner
Egerer, Ingenieur-Mathematik IL 4
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ist als der nte Teil des n-}-1ten Gliedes, so daB man im voraus
angeben kann, wo man bei einer vorgeschriebenen Genauigkeit ab-
brechen darf. Es ist beispielsweise auf 12 Stellen berechnet

e=12,718 281 828 459. (£)

Dabei hat man nach dem 16ten Glied 1:15! abgebrochen, der ver-
nachlissigte Rest R ist sonach kleiner als 1:(15-15!).

Der Beweis der Formel (a) fiir beliebige w nimmt zunéchst o
noch als positive, sonst aber beliebige Zahl an und schlieBt sie
zwischen zwei ganze Zahlen g und g+ 1 ein. Auf diesem Beweis
griindet sich dann wieder jener fiir die Giiltigkeit einer beliebigen
positiven oder negativen Zahl w.

1
Wenn man 6:; einfithrt, wo dann 6 eine unendlich kleine

Zahl ist, nimmt die Formel (a) die vielfach gebrauchte Gestalt an

1
}}g(l-}-d"——* . (g
n
Beispiel a) Beweise lim <1+%) — e, (h)
fnl=®
Man setzt 2 5 oder n=—1~-x,
n J

dann wird, falls z endlich ist,
1 17z 1z
G=1im (1} 8)® * =lim [(1 + a)?} = [lim (14 5)7J = e%.
s=0 6=0 5=0
20. Fortsetzung. Die Ableitung der Logarithmusfunktion Ig z
entwickelt sich wie folgt:
Algz g4 Adx)—1gz 1 ( Az
dz dz —A—:;'lg 1+7)
1 Lo
=_S(l+9="lg+9°
wenn gesetzt wird Az =z-9.

Man erinnert sich nach dieser Umformung an den bekannten Grenz-
wert (19g) und setzt dementsprechend fort, wenn man noch iiberlegt,
daB unter der Voraussetzung eines endlichen & mit 4z auch J gegen
Null konvergiert,

dlga . Algx .. |1 %
o em Az ‘E‘L“o[?lg(l*‘”
L 1 1

—lim —-lim Ig (1 4 8)° 8

1
=ﬁlge
6=0% §=0 z

— Liglim@a +9)
x =0
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dlge 1
dr = ()

und in der andern Schreibweise

oder

algs=22 (b)

Den Logarithmus zu einer beliebigen Basis wandelt man in
einen Logarithmus fiir die Basis ¢ um,
a lgz
1 ==,
ogx lga
Beim Differenzieren beachte man, dafl 1:lga eine Multiplikations-
konstante ist; dann wird

a
dlogz _ 1 diga_ 1 1
dx ~ lga dz Iga z°
d l;gm 1
dx xlga )
oder i
4 x
dlogz= olga’ (d)
Beispiel a) bis ¢) Man gebe die Ableitung der Funktionen
a) algz b) blgu—c¢ c) lg42i.
dlalgz] 1 dblgu-tc] b
R P A
d[lg42*] dlg4+3lgz] 1
C) = =3._.,
dz dz 2

weil 1g4 eine Additionskonstante ist.

Beispiel d) bis f) Man bilde das Differential der Funktionen

d) lgVz e) 3cosu f) logu.
— 1
d¢ dlgl/x=d%lgx=%dlgx=%~dx;
e) d[3cosu]=3dcosu = —3sinu-du;
duw

21. Fortsetzung. Aus den zwei Funktionen u(z) und »(z) kann
man neue Funktionen bilden, indem man beide nach irgendeinem
4*
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Rechnungsgesetz verkniipft; im einfachsten Fall wird man von den
beiden Funktionen bilden die Summe, das Produkt und den Quotienten.
Die Ableitung der neuen Funktionen ist auf diejenigen der gegebenen
Funktionen «(x) und v(z) zuriickzufiihren. Meist wird man der Ab-
kiirzung wegen u statt «(z) schreiben und v statt v(z), dement-
sprechend dann auch die Ableitung %’ und o statt «'(z) und o'(z
und ebenso die Differentiale du und dv statt du(z) und dv(z). Man
vergesse bei dieser Abkirzung niemals, daB u» und v Funktionen
sind und daB man das Argument nur der kiirzeren Schreibw-eise
halber weggelassen hat.
Im Fall einer Summe

f@)=u@+v(@)

i 2@ 49+ 0 A42)] —{u(@) +0(z)]
dz=0 Ax ’

oder wenn man trennt,

d;_Sv):__Aii:lou(x—}—AAxa)v—-u(x)tiigv(m—}—izi——v(x)
_du(x) | dv(z)
T dx + dx
dlu(x)+v(x)] du(z) , do(a)
also da: T dx -+ dz ’

oder in abkiirzender Schreibweise

du+v) du  dv

= —_— (
dx de ' dx’ 2

d.h. eine Summe wird differenziert, indem man
jeden Summanden differenziert.

Selbstverstindlich ist der Satz fiir eine Differenz in dem voraus-

gehenden schon mitenthalten.
Rechnet man mit Differentialen, so wird

d[u (@) 4 v (@) =du (&) 1 do(2)
oder in abkiirzender Schreibweise
du—+vj=du+dv, (b)

d.h. das Differential einer Summe ist gleich der
Summe der Differentiale der Einzelsummanden.
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Man bilde die Ableitung der Funktionen
b) G(z)=asinz-}bcosz.

Beispiel a) und b)

a) Fluy=3u?—6u>-+9u-+10
g=9u2—12u—1—9 d—q=acosz—bsinz
du ! dz

Man bilde die Differentiale von
e) d[alogbz’].

Beispiel ¢) bis e)
g 8) (- 3up
P ), v (),

c) 3lgy—2logy
Man fiihrt abkiirzende Symbole fiir die Funktionen ein,

dann wird
? yige ] ] 2

) dyy)— | +
d) d@p(m—d[ +6u+9u’]=[6 4 18u|du;

4adz

ogb—}—4logz]._—=z—lgﬁ.

e) dyizy=—a-d
22, Fortsetzung. Die Funktion 2™ wird fiir beliebige m am
i ier. Fiihrt man y

¥ (2,

einfachsten mit Hilfe des Logarithmus differenziert
als Symbol fiir 2 ein, also y=2", und logarithmiert beiderseits,
=mlgz,

Igy

so erhilt man der Reihe nach
dlgy=d[mlgz],
dy=m % dz,

dy
_mdlgx—m;
(a)

UL
== gnam—l,

oder wegen y—a™
da" =ma™—1dxr bzw.
da
Recht hiufig bendtigt man die Ableitung von

_ Beispiel a)
Vz. Man setzt Vo = x* und erhilt
dVx  daz* -
—_—— T T
dx  d=z 2 ’
dx
' (b)

dVae = Ve

1
— bzw.
2 V:c
Beispiel b) Ebenso entwickelt man
1

de

[ l N
Daer dx

oder
dx

(©)
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Beispiel ¢) bis e) Man gebe die Differentiale an von
— 3
— 3 — 4. — —
)VE+VE D (V+vy)vy @ wi—w
Vu
Man beachte, daB man das Produkt und den Quotienten in eine
Summe verwandeln kann; man erhélt

-3 2 1 2
o) dla?4st]= [% x¥ - 3 1_5’J dz;

3 3 _1 1
d) d[y*ﬂ/]={zy f41dy;
1 o1 1 -_—3 1 __I_l-
e) d[u&—rul'-’]=[zu 1+Eu 1?Jdu.

23. Fortsetzung. Von der zusammengesetzten Funktion
=wu(x) v(z), oder abgekiirzt y=u-v
findet man die Ableitung entweder nach Definition oder einfacher.

wenn man logarithmiert und von beiden Gleichungsseiten das Dif-

. immt
ferential nimmt, also lgy—lgu-tlgv,

dlgy=dlgu--dlgv,

dy du . dv . (du dv)
v e vty
oder wegen y=—uv
d(uv)y=v-du +u-dv; (a)

unabgekiirzt

du(z)-v@))=v-du(z)+ u-dv(z).
Dieser Satz 1aBt sich mit Vorteil in Worten aussprechen:

Das Differential eines Produktes ist gleich
einer Summe: Zweiter Faktor mal Differential des
ersten plus erster Faktor mal Differential des zweiten.

Und wenn man mit dem Differential des Argumentes, mit dz, dividiert,

dluv] duw , dv d(ufl , ,
iz —Vde T Yas O g —vwtwd, (0
) d[u(2)-v ()] du (2) dv ()
obne Abkiraung ae U@ e

d. h. die Ableitung eines Produktes ist gleich
einer Summe: Zweiter Faktor mal Ableitung des ersten
plus erster Faktor mal Ableitung des zweiten.
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Entsprechend entwickelt man die Ableitung bzw. das Differential
des Quotienten u (x): v (x), indem man abkiirzend schreibt y=—=u:v
und logarithmiert, alsdann auf beiden Seiten das Differential nimmt,

dy du dv
1 =l ‘—1 —— e ———
gy gu g9, y % v’
oder wegen y=—=u:v
di‘.:ﬁ@_u_flﬁ) oder a¥_ VAu—wdv
v v\u v v
unabgekiirzt g(iv)_v(x)du(x)—u(x)dv(x)

d L= -
v () [v(=)]*

d. h. das Differential eines Quotienten ist wieder
ein Quotient oder ein Bruch: Unten steht das Qua-
drat des Nenners, oben Nenner mal Differential des
Zéhlers minus Zihler mal Differential des Nenners.

Und wenn man (¢) mit dz dividiert,

% du dv u
at v —uo e — ue
v dx dx oder L YU —uv,
dr v? de 2 !

unabgekiirzt, wenn man die Schreibweise

d dF
T F o ostatt  ——
beniitzt
. 4 u(z)_v@)@)—u@) (@)
dr v(x) e

d.h. die Ableitung eines Quotienten ist wieder
ein Quotient oder Bruch: unten steht das Quadrat
des Nenners, oben Nenner mal Ableitung des Zihlers
minus Zdhler mal Ableitung des Nenners.

Mit diesem Satz bildet man die Ableitung von tgx und cotg .

()

(d)

Es

ist tgx ==sinz:cosx ein Quotient zweier Funktionen; man setzt also

u=s8inz, ov=cosx,

dann wird , , .
w' =cosz, v =—sinz,
dtgx d sinz cosz-cosx—sinz-—sinz
dx ~ dxcosz cos® x
oder
dtgax 1 dz
‘e bzw. dtgzr = .

dx _ cos®w

(e)
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Genau so ermittelt man

d cot
deotgwr 1 o d cotg x = — .dﬁ—-
dx sin? a¢ sin?x

(®

Beispiel a) bis f) Man differenziere die Funktionen
a) u=z-lgx b) v=Igy-siny c) w=IgzV52)

lgv w?
) U= ©) V=inv O W=s7w

Es empfiehlt sich, den Satz von der Ableitung eines Produktes
oder eines Quotienten durch den Wortlaut einzuprigen, nicht durch
die Formel. Einmal bleibt er auf diese Weise eher im Gedichtnis.
vor allem aber 1dBt er sich leichter anwenden. Im Fall a) ist a
der erste Faktor, seine Ableitung 1, der zweite Faktor ist lga.
seine Ableitung 1:xz. Man erhilt so

du 1 dv .1
a) E;:lgw-l—}-xc;:lgaﬂ—f—l, b)_@zslny-?7+lgy-cosy.

3 1 dw 3 .
C) w:;lgz—{——z—lg& E;—-é—;j—o.

Beim Beispiel d) ist der Zihler u, seine Ableitung 1, der Nenner
lg u, seine Ableitung 1:u, demnach wird

1
lew-1— u-—
)dU &Y “ v lgu—1,
du— (gwp® = (gup’
sin 1 1
o v oy T B Yesy [ 4V aw (3—}—4w)-2w—w"cé
dv sinfv dw (84 4w) -

Beispiel g) und h) Gesucht ist das Differential von
2 -+ cosz sin u

g) 2 — cosz ) 1-tgu’

Man setzt fiir die beiden Funktionen Symbole ein, etwa f(z) und
g (u), dann wird

(2—cosz)- —sinz —(2 —’f—cosz)-sinzdz_ —4sinzdz
(2 — cosz)* ~ (2—cosz)*

) df(z)=

(14-tgu) i -
-tg u) cosu — sinu-— .
g cos® u cos® u — sin® u

h) dg(u)’: (1—}—tgu)"’ T u::m
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Beispiel i) Gesucht ist die Ableitung und das Differential von
y=uovw,
wenn u, v, w Funktionen von z sind. Man logarithmiert,
lgy=Igu+lgv+lgw,
damit ist das Differential beiderseits

dy__du  dv + dw ,

Y u v w
oder wenn man mit y beiderseits multipliziert und gleichzeitig fiir
y die vertretene Funktion uvw einsetzt,

duvw)=du-vw-+dv-wu -+ dw-uv; (g)
wenn man noch mit dz dividiert, erhilt man

ﬂ%£‘£=u’-vw+v’-wu—{—w’~uv. (h)

24. Fortsetzung. Fiir die Exponentialfunktion a* fiihrt man

ein Symbol y ein, y ==a*. Man weil} aus der Elementarmathematik:

unbequeme Exponenten beseitigt man durch Logarithmieren. Man

wird demnach die Gleichung logarithmieren und auf beiden Seiten
das Differential nehmen,

lgy==xlga, %:lga-dz,

dy=ylga-dz;
oder wenn man wieder a” fiir das Symbol y setzt,
3
da*=a*1ga-dz  bzw. %:ar Iga. (a)

Im besonderen Fall eines natiirlichen Logarithmus wird a=e und
lga=1, somit
de* —=e*dx biw. -——=—e~. (o)

Die Exponentialfunktion e* bleibt sonach beim Differenzieren un-
verindert. Im allgemeinsten Fall kommt diese Eigenschaft der
Funktion Ce* zu, denn .
A _ e (c)
dx

Die inversen Funktionen zu den Kreisfunktionen werden am
einfachsten differenziert, indem man nach Einfiihrung eines Symbols
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wieder auf die wurspriinglichen Kreisfunktionen zuriickgeht, deren
Ableitungen ja bekannt sind. Ist also arcsinz zu differenzieren, so
fihrt man fir diese Funktion ein Symbol y ein und hat

y==arcsinx oder x=—siny.
Man nimmt von beiden Seiten das Differential, dann wird der Reihe nach
dx=cosy-dy oder dx=V1—sin’y-dy oder dz=V1—a?.dy,

oder wenn man fiir das Symbol y wieder die Funktion arcsin z setzt,

d arcsin x = —i_x—_— bzw. darcsin® iﬁ . (d,
V1 —a? dx VI—a?
Genau so findet man
—dz d arccos x 1
d arccosx = ————— bzw. = —3 (e)
V1 —a? dx V1 — o2 '
dx d arctg a 1 .
g g — : — .
d arctg x e bzw. do 1 - ot (f)
—dzx d arccotg x 1
d arccotg r= 1—-—_I——x';' bzw. ——W"— _ — ii-I‘-—.'l?" . (g]

Beispiel a) mit ¢) Gesucht ist die Ableitung von

c) ez_}_ e—2

et —e—2'
Die erste Funktion kann man als Quotienten betrachten, wenn
man will. Einfacher sagt man, } ist eine Multiplikationskonstante;
statt e—% setzt man (e~!*=a® wo also a=e¢"! und Iga=—1
ist. Damit wird, wenn man noch Symbole X, U, Z fiir die drei
gegebenen Funktionen setzt,

er e~ 2 1+ arcsin «
2 1 4 arccosu

a) ——-

dX T k.
a)ﬁzo’f’(ex‘}_e =)=
(1+ o ! (1 - arcsin u) —. !
— arccos8s Y ) ——— -— : PR —
b)dU—‘ ' )Vl—u" ' Vi—u?
du (1 4 arccos u)*
__2--arccos u --arcsinu
V11— (1 —f—arccosu)"’
o Y_(e—ee—e)—(Fteletes) —4

dz (2—e—%)? (er—e—2)? "
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25. Geometrische Deutung des Differentialquotienten. Wenn
die Funktion f(z) vorliegt und in der bekannten Weise durch die
Kurve y = f(x) dargestellt wird, so ist an jeder durch die Abszisse
gegebenen Stelle P — wir nennen sie die ,untersuchte Stelle“ —
die zugehérige Ordinate f(x). Ein benachbarter Punkt P’ hat die
Koordinaten » - 12 und f(z 4 4z). In 12 war bereits klar gelegt,

A
daf % gleich ist tgy, also gleich der Richtung der Sekante
<.
durch die beiden Nachbarpunkte P und P’, Abb. 37,
Af ()
tgy=—7— (a)

Riickt man nun den Punkt P’ immer ndher und niher heran an P,

o )
o ”/”/

)
T ¥

R/ /
S — 1
m/
Ay : L g =
Abb. 37. Abb. 3R,

so wird  immer kleiner, es konvergiert gegen O, statt Iz schreiben
wir also dz und driicken dies aus in der Sprechweise: die beiden
Punkte sind unendlich benachbart. Wir schreiben in diesem Fall,
so wie Abb. 38 zeigt, in Zukunft immer U und N, wo U den unter-
suchten, N den unendlich benachbarten Punkt vorstellen soll.

Damit geht die Sekante PP’ iiber in die Tangente UN, der
Sekantenwinkel ¢ in den Tangentenwinkel z, die Sekantenrichtung
tgy in die Tangentenrichtung tgz, so daB die Ableitung

f'(x)=tgz (b)
gleich ist der Richtung tg v der Tangente und damit auch gleich der
Richtung der Kurve y=F(x) an der

untersuchten Stelle. p =

Beispiel a) Die Kurve y=sinz ¥ .
ist als bekannt vorausgesetzt. Die Ab- 7 ‘ .
leitung von sinz an der untersuchten —z— \

Stelle z, nimlich y'=cosz, ist die Abb. 39.
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Richtung der Sinuskurve an der Stelle . An den Stellen 1, 2, 3
mit den Abszissen O, 37, n sind also die zugehérigen Richtungen

cos0=1, cosgn=0, cosm=—1,
welche Werte uns aus (3) bereits bekannt sind.

Beispiel b) Die Funktion ¢* hat als Ableitung wieder e%;
geometrisch gesprochen heilit das, bei der Exponentialkurve y —e”
hat an der untersuchten Stelle x die Richtung den Wert ¢* oder y;
oder wenn man die Richtung als Quotient
anschreibt, den Wert y:1. An der Stelle
z=0, im Schnittpunkt der Kurve mit
der y-Achse, hat die Richtung den Wert e®
oder 1, die Kurve schneidet sonach die
y-Achse mit der Richtung 1 oder mit
dem Richtungswinkel 45° An der Stelle
z=1 ist die Richtung gleich e, d. h.
die Tangente an dieser Stelle geht durch
den Nullpunkt, s. Abb. 40. Hilt man
beide Eigenschaften zusammen mit den

Abb. 40. aus fritheren Untersuchungen schon be-

kannten, so ist man in der Lage, mit

einer schnell gezeichneten Skizze der Exponentialkurve fiir Ab-
schitzungszwecke noch ziemlich genaue Zahlen anzugeben.

Beispiel ¢) Welche Fortschreitungsrichtung tgz hat die Pa-
rabel y=c2* im Punkt P mit der Abszisse 2? Nach welchem
Gesetz dndert sich die Richtung? Man gebe fiir einzelne besondere
Punkte die Richtung an. In welchen Punkten hat die Parabel die
Richtung 0 bzw. 1,2, — 1, 10?

Es ist tgr=—9y'=2cx an der Stelle x. Die Richtung der
Kurve ist proportional der Abszisse, &ndert sich sonach im gleichen
Verhidltnis wie diese. An der Stelle =0 und damit y=0 oder
im Punkt 0 0 ist auch y'=0, die Parabel liuft im Nullpunkt
horizontal; im Punkt 1|c¢ ist die Fortschreitungsrichtung 2¢. Die
vorgeschriebene Richtung gy, hat die Kurve wegen y,/=2cx, an

a2 12
der Stelle 2y=y, : 2¢ oder im Punkt Z‘/_oi Yo ; demnach die Rich-
2¢jdc 1,1 1]1

t —_— i | —— Ty T
unge? 0, -1, 2, 1, 10 in den Punkten 0]0, 5646’ ¢ |0’
11 52 |
2c|4c’ ¢ ¢

Beispiel d) Die dem Ingenieur bekannten Kurven, die Auf-
schluB iiber die Forminderung geben, im besonderen iiber die Durch-
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biegung wagrecht liegender Stdbe, sind meist sehr flach. Welcher
rechnerische SchluB 148t sich daraus ziehen?

Der Richtungswinkel 7 ist sehr klein, sonach auch die Richtung
tgt. Bei sehr flachen Kurven mit wagrechter Sehne ist die
Richtung an jeder Stelle ein echter, meist sehr kleiner Bruch.

Beispiel ) Welche Richtung hat die Gerade
Az 4+ By+4C=0?
Man l6st nach y auf und erhilt

Y| c A
y=—%g*—3 und daraus y’——F

als Richtung der Geraden (s. I 85).

26. Fortsetzung. In 13 war vorausgesetzt, dafl die zu differen-
zierenden Funktionen im untersuchten Bereich endlich und stetig
sind. Fiir die Fille der Praxis ist aber noch eine zweite Forderung
notig, dal ndmlich auch die Ableitung im untersuchten Bereich
“endlich und stetig ist. Wenn die zu untersuchende Funktion beiden
Voraussetzungen geniigt, dann sagen wir, sie geniigt der Haupt-
forderung:

die Funktion ist im Untersuchungsbereich nicht nur selbst
endlich und stetig, sondern sie hat in diesem Bereich auch
eine endliche und stetige Ableitung. (a)

Ein Beispiel fiir die ZweckmaBigkeit dieser Hauptforderung
bietet die Rechnung mit Biegungsmomenten. In 14 war bereits
angegeben, da in der Lehre von den Tragkonstruktionen die Auf-
lagerkrifte, Auflagermomente, Scherkrifte und Biegungsmomente die
wichtigsten Elemente der Rechnung und auch der Konstruktion sind.
Dort war angegeben, daB im Querschnitt eines Balkens an der Stelle
Schub- und Biegungsspannungen auftreten und daf die Schub-
spannungen in der Hauptsache durch die ,Scherkraft an der
Stelle 2“ bedingt sind. Die Festigkeitslehre gibt an, daB die-an der
Stelle # (d. h. im Querschnitt an dieser Stelle xz) auftretende groBte
Biegungsspannung proportional ist dem Biegungsmoment an der
Stelle . Die Definition dieses Biegungsmomentes denkt sich ebenso
wie die Definition der Scherkraft den Balken an der Stelle  ent-
zwei geschnitten und betrachtet nur den abgeschnitten gedachten
linken Teil, s. Abb. 34 und 35. An ihm greifen als duBlere Krifte
an das Eigengewicht, die Nutzlasten P,, P, und die Auflagerkraft
und als innere Krifte die Spannungen im gedachten Querschnitt.
Die duBeren Krifte sind alle in der nimlichen Ebene liegend voraus-
gesetzt, in der lotrechten Symmetrieebene des Balkens. Denkt man
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sich im untersuchten Querschnitt die zur Krifteebene senkrecht
stehende Schwerachse DD als Drehachse, Abb. 41, so werden die
duBeren Krifte den linken abgeschnittenen Teil um diese Achse zu
drehen suchen; damit Gleichgewicht ist, miissen die in den unendlich

7 5

Abb, 41.

vielen Flichenteilchen d F des Querschnittes auftretenden Spannungen
ebenfalls eine Drehwirkung haben, die derjenigen der dufleren Kréifte
entgegengesetzt ist. Diese Drehwirkung der &uBeren Krifte nennt
man das Biegungsmoment an der Stelle z. Die nachfolgende Definition
wird daher verstédndlich sein:

Biegungsmoment M, an der Stelle 2 (oder im Quer-
schnitt an der Stelle z) ist das Moment aller am linken
abgeschnitten gedachten Teil angreifenden &ulleren Krifte
fiir die im untersuchten Querschnitt senkrecht zur Krifte-
ebene stehende Schwerachse. (b}

Der Freitrager (so genannt, weil er frei auf zwei Stiitzen auf-
liegt) der Abb. 34 oder 42 ist nach Beispiel 14 gewichtslos, ferner ist

P R P, — 400 kg,
M P, =200 kg,
[ ] P, =500 kg,
A Y] P, =100 kg,
ﬁ’ P, —600 kg,
X A=100 kg,

B=1100 kg.

Das Biegungsmoment
am linken Auflager ist
0; denn wenn man dort
einen Querschnitt ge-
legt denkt, so greift am

7
_

Abb. 42. L. M. 1:600. linken abgeschnittenen
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Teil keine duBere Kraft an (oder wenn man etwa die Auflagerkraft
noch als zum linken Teil gehorig betrachtet, dann hat sie kein
Moment, weil ihr Dreharm Null ist). Die namliche Begriindung liefert
M =0 fiir das rechte Auflager. Legt man den Querschnitt an die
Stelle « der Abbildung, so greifen am linken Teil des Balkens an
die Nutzlasten P,, P, und die Auflagerkraft 4 mit den Dreh-
armen r — p,, & —P,, «; ihre Momente fiir die im Querschnitt ge-
dachte Drehachse sind sonach — P, (x —p,), — P, (z —p,), + A=z;
P, und P, suchen den abgeschnitten gedachten Teil linksum zu
drehen, sie kaben sonach ein negatives Moment, dagegen 4 ein
positives. Das gesamte Moment von ihnen, das Biegungsmoment
an der Stelle z, ist

M,=—P,(x—p)—P,(x—p,) + 4z. (c)
Man sieht, das Biegungsmoment ist eine Funktion von z.

Recht wesentlich ist nun, daB diese in der Ingenieur-Praxis wohl
am meisten angewandte Funktion die Hauptforderung sehr oft nicht
erfiillt. Um das ersichtlich zu machen, sei eingefiihrt die Momenten-
linie, d. i. die graphische Darstellung des Biegungsmomentes.
Man trigt an jeder Stelle x des Balkens das zugehdrige Biegungs-
moment M als Ordinate auf; und zwar, wie das in der Ingenieur-
mechanik meist geschieht, die positiven Ordinaten nach abwirts.
Wenn nun Einzellasten am Triger angreifen, wie im Fall der Abb. 34,
so setzt sich das Diagramm nach (o) aus Geradenstiicken zusammen,
denn M ist linear von x abhéngig. Man braucht daher nur an jenen
Stellen die Biegungsmomente aufstellen, wo Einzelkréifte angreifen.
Man findet fiir den Triger der Abb. 42, wenn M, das Biegungs-
moment an der Stelle ¢ bezeichnet,

M, = Ap, = 1700kg-1m =700 mkg,
M, = Ap, — P, (p,—p,)= 1000 mkg,
M, =1200 mkg, M, =800 mkg, M, =550 mkg.

In Abb. 42 sind diese Biegungsmomente im MomentenmaBstab
1 mm = 40 mkg abgetragen und bestimmen so das Momenten-
diagramm. Dieses Diagramm 148t nun ersehen, daB zwar die Funk-
tion M_, d.h. das Biegungsmoment, an jeder Stelle endlich und stetig
ist, nicht aber seine Ableitung. Immer zwischen zwei Angriffspunkten
von Einzellasten ist die Richtung des Momentendiagramms konstant,
beim Uberschreiten einer solchen Angriffsstelle @ndert sich die Rich-
tung aber sprungweise, und die Richtung der Momentenkurve ist
ja die Ableitung. Sonach erfiillt also die Funktion M, die Haupt-
forderung nicht. Oder genauer: M, erfiillt die Hauptforderung nicht,
wenn man als Untersuchungsbereich die ganze Trigerlinge wihlt.
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Solange man die Untersuchung auf den Bereich zwischen zwei benach-
barten Lastangriffspunkten beschrinkt, ist natiirlich M ebenso wie
seine Ableitung endlich und stetig.

Beispiel a) und b) Man zeichne fiir den Belastungsfall der
Abb. 43 das Scherkraft- und Momentendiagramm.

P, —400kg, P,=600kg, P,—300kg, P,—500kg.

Die Scherkraft ist in den einzelnen Abschnitten zwischen je
zwei Lastangriffspunkten konstant, das Diagramm setzt sich sonach
aus lauter wagrechten Geradenstiicken zusammen. Im Raum zwischen
den Lastangriffspunkten 1 und 2 ist V= — P, = — 400kg, im Raum
von 2 nach 3 wird V=—P, + P, ——200kg, im Raum von 3
nach 4 nimmt V=3P den Wert — P, + P, —P,—=—100 kg an

und imRaum von 4 nach

A 5 den Wert — 600 kg.

T Entsprechend  diesen

4 5 Werten ist das Scher-

E- kraftdiagramm  einge-

zeichnet, so wie Abb. 44
angibt.

Das Momentendia-
gramm besteht aus Ge-
radenstiicken, weil nur
Einzellasten angreifen.
Man braucht sonach nur
an jener Stelle den Wert
des Biegungsmomentes
aufsuchen,wo die Einzel-
M, lasten angreifen. Im

Punkt 1 ist M, =0,

weil links von dieser
\ Stelle keine duBere Kraft
", S~ angreift; zum Biegungs-

8 2

)

]

My M, , moment an der Stelle 2
leistet nur P, einen Bei-
trag und zwar einen
negativen, es ist

M,= —P, p, = — 400kg- 1.5 m = — 600 mkg,

My =—P, p; + P, (p; —p,) = — 300 mkg;

M,=—P, p, 4 P, (p, — p,) — P3 (p, — py) = — 400 mkg,
My=—P, p; + P,(p,—p,)— P, (p, -—ps)—P4(p5—p4)

= — 1600 mkg.

Abb. 43 bis 45. L. M. 1:100.
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Beispiel ¢) Man entwickle den allgemein giiltigen Zusammenhang

aM
V=t )

zwischen Scherkraft ¥V und Biegungsmoment M fiir den durch
Abb. 36 und 42 gegebenen besonderen Belastungsfalll Die Formel
ist noch zu diskutieren.

Hier ist an der Stelle x

V=A4—P,—P, M=Ax—P,(x—p,)—P,(x—0p,).

Die angegebene Formel ergibt sich sonach unmittelbar, wenn
man M nach z differenziert. Sie sagt aus, daB die Richtung der
Momentenkurve an jeder Stelle durch den Zahlenwert der Scherkraft
gegeben ist. Die Formel und alle aus ihr sich ergebenden Folgerungen

sind natiirlich an den Angriffspunkten der Einzellasten nicht mehr
giiltig, weil dort ¥ sich sprungweise &dndert.

27. Fortsetzung. Wenn die Gleichung einer Kurve in Polar-
koordinaten r={f(g) gegeben ist, dann ist nach der geometrischen
dr
do
namlich nicht, daB die vorausgehende Betrachtung nur fiir recht-
winkelige Koordinaten gilt. Jedenfalls wird man wieder vom unter-
suchten Punkt U aus zu einem unendlich benachbarten Punkt N
tibergehen, Abb. 46. Dabei wird sich der vom Nullpunkt ausgehende

Bedeutung der Ableitung von r nach @ gefragt. Man vergesse

Abb. 46. Abb. 47.

Radiusvektor r um dr dndern und in r - dr iibergehen, ebenso wird

der vom Nullstrahl aus gezihlte Winkelweg ¢ um d¢ sich indern

und zu ¢ 4+ dp werden. Selbstverstindlich kénnen dr und d¢ auch

negativ sein. Bei Polarkoordinaten fehlt der Begriff des Richtungs-

winkels ebensowohl wie derjenige der Richtung. Alle Beziehungen,
Egerer. Ingenieur-Mathematik II. 5
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die sich auf dem Richtungsverhiltnis aufbauen, gehen bei Polar-
koordinaten aus von dem Winkel ¥, der vom Radiusvektor aus
zur Tangente linksum gezdhlt wird. Die Skizze der Abb. 47, die
gleichzeitig die Umgebung des untersuchten Kurvenpunktes P noch
einmal in VergroBerung wiedergibt, entwickelt die Hauptformel fiir
alle Richtungsfragen bei Polarkoordinaten durch

dr
tgd=rdp:dr=r rr
oder tg )= %, wenn M = :II—;—' (a)

zur Abkiirzung eingefiihrt wird. Man beachte wohl, da8 der Winkel &
vom Radiusvektor aus zur Tangente hin gezihlt wird.

Will man auch noch die Richtung tgr der Kurve an der
untersuchten Stelle angeben, so setzt man nach Abb. 46

r=3%+¢ (b)

r—-rtge

Y —rtgep ()

tgr=—"——""—; mit tgd=r:+ wird tgr=
g ¥ ¢

Beispiel a) Durch Abb. 48 ist die Kurve
r=2a(1l -} cos ¢)
gegeben. Man bestimme an den Stellen
=0, g¢g=1ia, p=1in,
p=37, p=
die Werte r, », tgd und daraus
die Richtung der Kurve in diesen

Punkten.
Mit

2

57, ==

r=2a(1 - cos )
wird = —2asing;

tg @ =77 und tgr erhalten die
Werte

tgd—— TP e .
sin @ 2
Abb. 48. tg 7 COSPT o829

sing48in2¢"
Die nachfolgende Tabelle gibt die den vorgeschriebenen Werten von
@ entsprechenden Werte r, ', tg# und tgz. Der Punkt mit der
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Winkelentfernung ¢ = 0 hat vom Nullpunkt die Entfernung r— 4a;
an dieser Stelle hat die Ableitung den Wert 7 =0. Daraus ergibt.
sich tgd =00, oder % =1z, d. h. der Winkel ¢ vom Radiusvektor
zur Tangente ist ein rechter. tgr= oo ragt aus, daB die Stelle p — O
eine Vertikalstelle ist.

@ 0 in : 3n in 2n T
r da a(24+V2) 3a 2a a o
v 0 —aV2 —aV3 —2a —aV3 O
tgd | o —1+V2) —V3 —1 —1vs o
tgr | o~ 1—Vv2 0 +1 o o

28. Horizontal- und Vertikalstellen einer Kurve.

I. Vorausgesetzt sind rechtwinklige Koordinaten, die x=-
Achse soll wagrecht sein. An einer Horizontalstelle ist die Tangente
parallel zur z- Achse, sonach die Richtung tgt=0 oder ¥ =0. An
einer Vertikalstelle ist die Tangente senkrecht zur z-Achse, sonach
die Richtung tgr=o0c oder y’ =oc. Somit ist die Bedingung fiir eine-

Horizontalstelle: y’'—0 (a)
Vertikalstelle: y =oc. (b)

Beispiel a) bis ¢) Man gebe die Horizontal- und Vertikal-
stellen der nachfolgenden Kurven an.

a) y=z@x—1) b)y=zte c)y=x-+cosz.

a) ¥y =2z—1. Die Horizontalstelle verlangt 3 —0 oder
2xz—1=0 oder =05 und damit y=——0,25; der Punkt
0,5 — 0,25 ist also eine Horizontalstelle. Vertikal verliuft die Kurve
an jener Stelle, wo y’ = o0, also an der Stelle co|co.

b) ' =1--¢*; die Horizontalstelle bedingt y'=—0 oder e*=—-—1,
was fiir reelle Werte von x ausgeschlossen ist; diese Kurve hat
sonach keine reelle Horizontalstelle. Ihre Vertikalstelle ist reell,
denn gy =cc oder 2 = oo gilt an der Stelle oc|occ, also im unend-
lich fernen Punkt der Kurve.

¢) 4 =1—sinz; Horizontalstellen erhélt man fiir 1 —sinz=—0
oder sinx=1 oder x=}n-|kx. Eine Vertikalstelle verlangt
1—sing=cc; da sinx stets ein echter Bruch mit den Grenz-
werten 11 ist, kann 1 —sin z fiir reelle Zahlen z nie den Wert oo
annehmen, die vorgegebene Kurve hat sonach keine reelle Vertikal-
stelle.

5%
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II. Bei Polarkoordinaten ist der Anfangsstrahl wagrecht
vorausgesetzt. An einer Horizontalstelle gilt

=0 oder genauer 7=—k=n

und deswegen @ 4% =kna nach (27b), oder mit Verwendung der
Tangensfunktion tg(p +9)==0. Man rechnet aus und erhilt als
Bedingung fiir eine

Horizontalstelle: tgd =—tgq. (e
An einer Vertikalstelle gilt

T=3n oder genauer 7=—1n-kn
und deswegen

9o+ 3=1L1n-tka oder cotg(p-+ 4)=0.
Man rechnet aus und erhilt als Bedingung fiir eine
Vertikalstelle: tg ¥ = cotg p. (d)

Beispiel d) Man ermittle die Horizontal- und Vertikalstellen
der Kurve r=2a (1 - cosg).

1

Nach Beispiel 27a) wird tgd = — i_cosw; eine Horizontal-
stelle verlangt tg 9 = —tg¢ oder hier sme

—}'-—:COS(}):_EI*IE? oder 2cos®@-+cosp—1=0.

sin @ cos ¢

Man setzt cos ¢ =—u und erhélt aus der quadratischen Gleichung
2u*+u—1=0 die beiden Werte cosp=—1 und cos @ =0.5
oder ¢ == und @ = —3n. Die Tabelle des Beispiels 27a) bestimmt

diese Werte. Eine Vertikalstelle verlangt tg# =cotgg oder hier

1-4-cosp cosg

sin g Sag oder 2cosp 4 1=0 sowie sin¢g=0.

Der Forderung wird geniigt durch @ = —+2a sowie p=0. Die
durch ¢ == bestimmte Stelle ist eine singulire Stelle, sieche dariiber
spiter.

29. Tangente und Normale. Von der Tangente an eine
Kurve y=f(x) an der Stelle Py—x,|y, kennt man den Punkt
Py=1,|y,, ferner nach dem Vorausgehenden die Richtung tgz,=—y,’
(wo y,’ die Richtung an der Stelle x, bedeuten soll, da man also
¥, statt @ in die Ableitung y' einzusetzen hat). Damit wird die
Gleichung der Tangente nach I 84(d)

Yy—yo="=g7,-(x —x,) oder Y—Yo=VYo (x—xy). (a)
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Die Normale in P, hat nach I 73(e) die Richtung — cotgz, oder
— 1:y,/, also die Gleichung
1 . \
Yy —y,=—cotgry-(x —x,) oder y—y,=— y,—-(x —x,). (b)
o
Beispiel a) Man suche die Gleichung von Tangente und Nor-
male in den Punkten 2=0, z=1la, a=3na, v=in, z=na,
x=2n der Kurve y =sinxz.
Im erzeugenden Kurvenpunkt P,=uw, y, hat die Sinuskurve
y==sinz die Richtung tgr, =y, =cosx, und damit die Tangente
bzw. Normale

Y —y,=cosx, (x—2x,) bzw. (y—y,)cosz,+(x—z,)=0.

x, l in 37 ia n in 2nm
Yo | vz 1 V2 0 —1 0
Yo | W2 o —Whvz2 —1 0 1

An den vorgeschriecbenen Stellen gibt die Tabelle die Werte der
Ordinate und der Richtung. Dann wird beispielsweise im Punkt

1713V2 die Gleichung der Tangente und Normale
y—%v_2_=%\/‘_2(x—-in) bzw. (y—1V2)ivedta—1la=0,
oder wenn man ordnet

4xV§—8y—{—V§(4—n)=0 bzw. d4x--2yV2—(2-+a)=0.

In der gleichen Weise stellt man die anderen gewiinschten
Gleichungen mit Hilfe der Tabelle auf.

30. Bogenelement, Tangenten- und Normalenabschnitt, Sub-
tangente, Subnormale. Oft sind noch andere die Gestalt einer Kurve
bestimmende Elemente verlangt.

Statt des unendlich kleinen krummlinigen Bogenstiickes ds von
U nach N, kurz Bogenelement genannt, kann man die gerad-
linige Strecke UN selbst setzen, s. Abb. 49, so daB unter der Voraus-
setzung rechtwinkliger Koordinaten

IR PR . dy dx
ds =V(dz)* +(dy)?, sint=—=,  cosT=_—. (a)

Will man nicht mit den, Differentialen, sondern nur mit der Ab-
leitung y =tgt rechnen, so wird man

! S T\ -
ds:dm‘/l—{—(—g—g) oder ds=dxV1-+y"” (b)
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setzen und damit erhalten
’

. y 1
Bin7T=—=So—s, COST= (c)
Vi+4y Vi-+y
Bisweilen werden in praktischen Féllen die in Abb. 49 mit ¢, 7
8,, 8, bezeichneten Strecken bendtigt, der Tangentenabschnitt ¢
d.i das Stiick der Tangente zwischen der x-Achse und dem unter-
suchten Punkt U, der Nor-
malenabschnitt =, d.i
das Stiick der Normalen
zwischen der 2-Achse und
dem Kurvenpunkt U, die
Subtangente s,, d. i. die
Projektion des Tangenten-
abschnittes auf die - Achse,
und die Subnormale s,
d. i. die Projektion des
< Normalenabschnittes auf

s, s die z-Achse.
Abb. 49. Man kann unmittel-
bar ablesen, daf3
b= —y,l/l -y'%, s, =ycotgt v (d)
— Y VT s —yigr—yy
" COST y‘ +y ; Sy yvgr vy . (e)

Beispiel a) Gegeben ist von dem an einem Balken angreifen-
den Kriftesystem die Schaulinie des Biegungsmomentes M. Wie
findet man nach den Lebren der Differentialrechnung Zahlenwert,
Richtung und Lage der Scherkraft V an jeder Stelle  des Balkens?

Zahlenwert: Er wird nach 26 (d) durch
M
T dx
als Wert der Kurvenrichtung an der betreffenden Stelle  gefunden.
Beispielsweise hat an der Stelle U der Abb. 50 die Kurvenrichtung
den aus dem punktierten Dreieck mit den Seiten 7,5 mm und 10 mm
zu entnehmenden Wert

tgr=V = -+ (7,5-40 mkg): 4~ (10-0,1 m) = + 300 kg,

wenn man den angegebenen Lingen- und MomentenmaBstab beriick-
sichtigt. Zu beachten ist dabei, da die Ordinate M nach abwiirts
positiv gerechnet wird.

14
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Richtung: V ist senkrecht zum Balken gerichtet, da ja nur
senkrechte Krifte an ihm angreifen.

Lage: Nach Definition ist M das Moment aller links von der
untersuchten Stelle angreifenden #uBeren Krifte, und da ¥V nach
Definition deren Mittelkraft ist, ist M das Moment von ¥V, bezogen

g g & B

A 4
| ]
8

N

" /
—

Abb. 50. L.M. 1:100, M. M. 1 mm = 40 mkg.

auf die gleiche gedachte Drehachse, die Schwerachse des Querschnittes
an der Stelle z; also
M aM
M=V-r oder r=—I;=M.—E;, )
d. h. r ist die Subtangente der M-Linie. Im Fall der Abb. 50 ist
an der Stelle U
r = (22 -40 mkg): 300 kg = 2,93 m,

was sich auch durch unmittelbares Ausmessen von r als nichtig erweist.

Beispiel b) Man bestimme im Punkt x|y, der Exponential-
kurve y=—e* den Tangenten- und Normalenabschnitt, die Sub-
tangente und Subnormale.

Es ist

y=e, y=e"

an der aligemeinen Stelle x und
Yo==re, y, =e%
an der untersuchten Stelle z,!y,. Mit diesen Werten wird
t=V1—}—y0"’=V1+e“°, s,=1, ®)
n=e%V1} e, s, = e, (b)

n
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Beispiel ¢) Man bestimme von der Parabel y*=2 px im
Punkt P=z|y die Strecken ¢, n, s,, s,.

Es ist
y=V2px=V2p-Vzx
und somit
_Vip : a2p
y=Yee_ P _ b gy YV,
2V V2px Y y p p
Mit diesen Werten wird
t=2zV1-+pl:yi=V2z(2z-F p), s,=2ux, (i)
n=yV1i+p*:y*==VpRz+ p), 8, =p- (k)

Den vorausgehenden Formeln kénnen die entsprechenden fiir
Polarkoordinaten zur Seite gestellt werden. An der untersuchten
Stelle gilt nach Abb. 47 fiir das Bogenelement ds und den Winkel &

Yo o e .o rde _dr
ds—\/(rdq)) —+ (dr)?, smﬂ—-—-ds R cosﬁ—a, 1y

oder wenn man mit r':j—r rechnet,
@

J

. r
sind = 1/71—\——'7;.—_,' ) cos d = V,.—2+—7 )

& Auch die GroBen ¢, n, s, s,
kann man fiir polare Koordinaten
einfiihren, wenn sie auch anders
zu definieren sind. Man errichtet
Sn 7/ im Nullpunkt O eine zum Radius-
9 -~ vektor nach U senkrechte Hilfs-

achse und behandelt sie genau so,
wie die z-Achse bei rechtwinkligen
g Koordinaten. Dann ist der Tan-
Abb. 51. gentenabschnitt ¢ das Stiick

der Tangente zwischen dem unter-

suchten Punkt U und dieser Hilfsachse, entsprechend wird der
Normalenabschnitt auf der Normalen durch den untersuchten
Punkt. U und die erwihnte Hilfsachse begrenzt; die Subtangente
und die Subnormale sind die Projektionen des Tangenten- bzw.

ds=d¢‘/r"’+<:l1_;>- oder ds=d¢Vr+r?, (m)
r

(n)

S
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Normalenabschnittes auf die Hilfsachse. Nach dieser Festsetzung wird

f— —-—LVr"'—|—r'2. 8 ——Ttg’ﬂ——f (o)
cos ¥ 7 P r’
r ) ) ’
n_—sin0=1/r~~}—r~, 8, =rcotg §=r". (p)

Beispiel d) Man ermittle von der Kurve r=2a(1-} cos ¢)
im Punkt Pj—r,! @, den Tangenten- und Normalenabschnitt, die
Subtangente und Subnormale; fiir den Wert ¢, —1n gebe man
noch die Zahlenwerte an.

Die Kurve ist bereits in den Beispielen 27a) und 28d) be-
sprochen. Es ist

¥=—2asing und r/=—2asing,,
7 1 - cos ——————
L,=__'__ﬂ=—cotg(p—°, Vroe—}—ro":llacos(ﬂ’
7o sin @, . 2 2

und damit ap der Stelle ¢,

P @ V4 @
t=—4acotg§°cos—29, st=—4acotg5"cos2§°,
n=4acos%, s,= — 2asin ¢;.

Fiir den besonderen Fall ¢ =21 oder  ¢,= ;7 erhdlt man und
Abb. 48 bestétigt:

t=n=2aV?2, s,=s,=2a.

31. Wiederholungs-Aufgaben, 1) Fiir welche Werte C und y sind die
beiden Bewegungen
s=Asin (wt+ )} Bsin(wt+p) und s=Csin(wt47)
identisch?

2) Beweise arcsin z |- arccosz=4=, arctgx-arccotgz=4=. ()
lx_t A (b)
+zy
4) bis 6) Man berechne z aus den Gleichungen

8) Beweise arctg x + arctg y -—— arctg

sinx=tguz, sinzx4-cosz=12, tgx—sinz=1-—cosz.

7) bis 9) Die Variablen % und v sind durch die nachfolgenden Gleichungen
in Zusammenhang gebracht ; man gebe den algebraischen Zusammenhang zwischen
w und v an. e

7) w=cos arcsinv 8) arccos u =2 arcsin v 9) w = cos arctg Lv

—b b
10) Beweise 2 arctg\/%q_—b = arccos —.



74 Differentialrechnung I. 32.

11) bis 13) Man berechne z aus den Gleichungen
11) cosz= §sin®x 12) sinz y1J-sinfx=2:sinz 18) cosx = cos 3 x.

14) bis 16) Die Integrale trigonometrischer Funktionen von x lassen
sich sehr oft durch die Substitution tg 1z =1% auf bekannte Integrale rationaler
Funktionen von ¢ zuriickfiihren. Welche Form nehmen durch diese Substitution

die nachfolgenden Funktionen an?

1 1 2+ cosz
1+cosx’ sinz+|cos x’ 2 —cosz’

17) Man entwickle geometrisch mit Hilfe des Einheitskreises den Grenz-
wert von sinz:z an der Stelle +=0.

18) bis 21) Man ermittle den Grenzwert G- von

. x—ad . sin z . s8inl —sinx . yvr—3
lim —, lim ————, im —————, m .
z=a%—a" gz—0y1—cosg 2=10081—cosx s=9(@—87—1
xﬂ
22) Beweise lim —=20. (e)
n=wh!

23) bis 28) Man differenziere die nachstehenden Funktionen

23) u:x‘—O,Gm"‘—{—% x"—[—~%x’—|—0 24) v=x"—8x‘2—f—;—x—5—}—l
1 4 . 5 3 4 3
25) w=1-+2a5--8a% —52 ¢ 26) z=3+;+4\/z‘3+3:\/x"’
P T _ 3—4u
=" a+bv B r=gi e

29) bis 31) Gesucht ist das Differential von
29) f=ctud 30) g=wvsinv —e’cosv 31) h=e"wsin w.
32, Losungen. 1) Man setzt die beiden Bewegungen gleich und rechnet

auf beiden Gleichungsseiten wie im Beispiel 4b) aus. Die Identitét muB fiir
jeden Wert von ¢ gelten, fiir die besonderen Werte ¢=0 und ¢=4x erhalt

man Asinx 4 Bsin f=0Csiny, A cosa--Bcosf=0~Ccosy,

woraus sich ergibt
2= A4*1 B*+ 24 Bcos (x—p)

und
tg » = (A sin a -+ Bsin f): (4 cos o« - Bcos f).

2) Entweder unmittelbar durch Definition, indem man sich an die Formel
sin ¢ = cos (} 7 — ) erinnert.
Oder man setzt

arcsinz = oz, arccosx=2_,, also sina =z, cosf=u

Daraus wird
sine=cosf und wegen sin o= cos(}w — ),

B=3a—a oder a-}p=1m

Ebenso wird die zweite Formel bewiesen.
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3) Der Bruch auf der rechten Seite erinnert an die Formel

_ tgxttgh
te @t h) =g g
Man setzt
arctgx = o, arctgy—=F oder x=tga, =tgf,
-dann wird zt+y zt+y
== + f = arctg =",
tg (@t p) 172y oder a=xf arcg1+zy

4) Gefragt ist: An welcher Stelle haben die Sinus- und die Tangenskurve
die ndmliche Ordinate?

Abb. 25 zeigt, daB =0, x=a, =2= oder allgemein x=Fkxn, wo k
jede beliebige ganze Zahl.

5) Man fragt: An welcher Stelle haben die Ordinaten der Sinus- und
Kosinuskurve die Summe —-1,2? Der Abb. 25 entnimmt man mit grober An-
niherung z zu 0,2~/20,3. Die Rechnung liefert, wenn man die gegebene
Gleichung quadriert und vereinfacht,

sin22=—0,44 oder x=0.5arcsin 0,44 20,2,
6) Man formt die Gleichung um,
sin z (1 — cos ) =cos 2 (1 — cos x),
und hat zwei Losungen 1 —cosz=0 und sinz=—cosz. Der Abb. 25 ent-
nimmt man, wenn k eine ganze Zahl,
x=2kx und 2z=3iw-4 k=
7) Die trigonometrischen Funktionen miissen beseitigt werden. Man setzt
‘arcsinv=gx oder v—sinux;
die gegebene Gleichung wird « = cosz; beide Gleichungen geben
ot =1
8) Man setzt
arccosu —x oder % =—cosz, arcsine=—y oder v==giny.
Die gegebene Gleichung wird z =2y und deswegen zu
u=cos2y, v=siny oder u=1—2sin%y oder wu=1—2¢%
9) Man setzt __ u=cosg, o
/ 5 i 2
also arctg AR il =z oder tgx= Lt—y——v—;

zwischen tgz und cos x besteht die trigonometrische Beziehung
1—2?

cos?z(14tg?x)=1, hier «® (l +_v‘2_) =1 oder u®=1%

‘a —b b
10) Man setzt u == 2 arctg \/Z—+7) und v = arccos e

dann ist \'_:tg% oder :—;—Z=tggg, 2=cosv,
9 sin2 2
e ¥ _1—b:ia l—cosv s —2—_t22
gT2—_1—%—b:a__l-|—cosv_2 i‘v_—gZ
- 2cos?3

oder u==21.
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11) Man setzt cosz =—=u und formt die Gleichung um, 8u=3 (1 — u?)
oder 3u?+8u—3=0. u,=—3 oder cosx, = — 3 liefert keinen reellen
Wert von z; u,—=14 oder cosz,=1} liefert x,22+13+42kx, wo k eine
ganze Zahl.

12) Man setzt sina = u und erhilt
w4 uylFu'=2 oder ul-Fut=4—4u?—4 u* oder but=4 u=-+y0,8
oder sinz =+ 0,89 liefert =+ 1,17+ kn, wo k eine ganze Zahl.

13) Man setzt cos jx=—wu und erhdlt 2u*—1==u. u, =1 oder
cos Jx=1 liefert fax=2%kr; u,=—=—05 oder cos } z=—0,5 liefert iz
=+itg42kx.

14) bis 16) Nach Aufgabe I 13b) wird

el

inZ —¢vidle 2 1T TF
sm2_t.y1—}—t, 0082—-1.\1 t

und deswegen

. 2¢ 1—12 2¢ 1—1¢2
s1nx=I+—t2, cosx:m, gr = i—& cotgx=—2i—.
Mit diesen Werten nehmen die gegebenen Funktionen die nachfolgenden
Formen an:
142 14-¢2 3+t
2 7 12t —% 1438

17) Auf dem Einheitskreis der Abbildung schneidet man den Bogen x
ab, den zugehérigen Zentriwinkel kann man dann, im WinkelmaB natiirlich,
auch mit z bezeichnen. Dann erhalten die Einzelseiten
der Dreiscke die in der Skizze eingeschriebenen Werte.

DaB der Sektor vom Bogen z grofler oder héch-
stens gleich ist dem rechtwinkligen Dreieck mit den
Katheten sinz und cosx und kleiner oder hochstens
gleich dem groBen mit den Katheten 1 und tgz, schreibt
man an —

isinzcosxZ ta<itga;
das Gleichheitszeichen wiirde natiirlich fir den Fall
gelten, daB alle drei Flichen verschwinden. Die Glei-
chung kann man noch schreiben, indem man mit % sin
dividiert, ,

. —
Abb. 52. cose sinx = cosz’

LiBt man @ mehr und mehr dem Null sich nédhern,
so wird aus dieser Beziehung

; = x . 1 . _
lim cos z Z lim —.—<hm~—;x- oder lzhm__,x Z1,

=0 z=0 8= g CO z=08in z
so daB
. . . sinx
lim — =1 und damit auch lim——=1.
z=081In X r=0 <%

18) G=lim & TZEEA @y 5 o,
r=a (@ a)ix—a)
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2 sin jxcostux

19) @ =lim EE TR limy 2cost 2 =1/2;
1=0 /2sin?}x r=0
2cosl_:-xsin1»:x - 1Lga
20) G =lim , ~ =lim — cotg ——~| = —cotg 1;
a=1 L ldx | t—a Loyl 2
— 2sin 5 sin—;

21) ¢ =1lim Gz—3hz+d
z= 9(x—b—l)('t—8—~1\(\x—a)

z—9 . 1 1
= lim — =lim
e=9g—N@—T(\z+3) =29@—T(z-L3 R

22) Solange 2 ein echter Bruch bleibt, ist die Formel ohne weiteres ein-
zusehen, weil sich der Zihler dem Wert 0 und der Nenner dem Wert oo
néhert. Ist der Absolutwert von z groBSer als 1, so ndhern sich Zihler und
Nenner dem Wert 0O, der Quotient 2":n! hat sonach fiir # = 0C einen un-
bestimmten Wert 00 : 0O, nicht aber sein Grenzwert! Man kann die positiv
vorausgesetzte Zahl z, wenn sie nicht selbst eine ganze Zahl ist, jedenfalls immer
zwischen zwei ganzen Zahlen &k und k -1 einschlieBen, etwa x =1240,3 zwischen
1240 und 1241. Man zerlegt

' xxex...x rz...%
=i =E-.B.
2

n 23k ikt Dik+2) .. on

Der erste Bruch E ist sicher eine endliche Zahl, da Zihler und Nenner end-

lich sind. Der zweite Bruch B ist sicher positiv; er wird jedenfalls groBer,

wenn man alle Einzelnenner gleich k-1 setzt. also
x-z

- el X n—k
B<grma—n. . wop o B< (A—) 4

n
Dann wird lim . — E.lim B— E- 0, denn der echte Bruch
n=wh! k -1

also unendlich oft mit sich selbst multlphmert und hat sonach als Grenze 0,
sonach erst recht B, da es ja positiv sein muB. Wenn z negativ ist, so dndert
sich nur das Vorzeichen des Quotienten, also gilt die zu beweisende Formel
auch fiir negative x:

wird (n — k) mal,

23) gg=x=l(4—3x+2xf+x*;,

24)%:9353—}—169:-3—%1:-“.

1 2 1
—ax” § 4 L
25) dz =3 8443

26) z=3-+382"11 42l 32},

L _3z-21 327t Lag )
dx
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= [sin v 4 v cos v €” (sin v — cos v) dv.

31) dh=[e’ - wsinw-}1-¢¥sinw+ cos w- e w] dw

=e’'wsinw-snw-+wcosw dw.

M= (@a—Dbop (a+bop®
=b [a-—lbv)g—i-(a—{-lbv)?:!'
) d_z=(3u—211,‘2)-’—4—(3—0411,)(3—4u)__9—12u+.)80u'3
du Bu—2u?y Bu—2ul?
99) df =e* (ub -+ 5w du=e* ut (ut 5) d u.
30) dg=[sinv -} vcosv—cosv-¢’—¢?- —sinv]de



Zweiter Abschnitt.
Differentialrechnung II.

33. Ableitung der Funktion einer Funktion. An die Spitze
der folgenden Uberlegungen stellen wir die schon ofter erwihnte
Selbstverstindlichkeit: Man kann nach z nur eine Funktion von z
differenzieren, nach # nur eine Funktion von % usw. Es hat also
die Ableitung von f(x) nach », wenn z unabhingig von u ist, den
Wert Null, da f(z) sich eben nicht #ndert, wenn u sich #ndert.

Sei untersucht die Funktion F(u), wo u wieder eine Funktion
u(z) von z ist. Man kann also hier differenzieren F (u) nach u,
und u selbst wieder nach x, aber ebenso auch F(u) nach z, da
natiirlich F(u) oder in anderer Schreibweise F [u(z)] dann auch
eine Funktion von z ist.

Im Sonderfall:

Vat—a® oder Vu, wo wu=—a>—a?
soll nach z differenziert werden. Man kann Vu differenzieren nach w,
ebenso % nach z; man erhalt
dVu 1 du
du 9 Vu' dx
Multipliziert man beide Gleichungen, so hat man
aVu _dVu du_ 2z
de  du da;_gv?,,’

oder wenn man fiir » seinen Wert 2> —a® setzt,

2x.

x
VT e
womit der gesuchte Differentialquotient ermittelt ist.

Man versuche, sich von diesem rein mechanischen Vorgehen
freizumachen, und iiberlege folgendermafien: Man kann Vz nach «
differenzieren und erhilt 1: 21/;, ebenso kann man V§ nach y
differenzieren und erhilt 1:2Vy; so kann man auch VR nach R
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differenzieren und erhilt 1:2 V R. Hier ist R eine Abkiirzung statt
,Radikand“, so daB sich auch die Sprechweise empfiehlt: man

kann ¥V Radikand nach dem Radikanden differenzieren und erhilt

—«———1—‘—.. Man denke eben daran, daB z oder y oder R Be-

2 V Radikand

zeichnungen, Abkiirzungen, Symbole fiir irgendwelche verinderliche
GroBen sind, es kann also x oder y oder R etwa bedeuten eine
Last, eine Kraft, einen Weg usw. Es kann R ein Symbol fiir jede
beliebige Funktion sein usw.

Beispielsweise: man kann Va* — a® nach 2® —a? differenzieren
und erhilt 1:2 Vz® — a®. Oder Viogu kann nach logu differenziert
werden und gibt 1:2Viogu. Ebenso ist Ve*--e—% nach e* |- e—*
zu differenzieren und liefert 1:2Ve® |- e—~.

Entsprechend wiirde es heiBen miissen: Man kann Igx nach
differenzieren und erhdlt 1:x; oder man kann Ig(a-dx) nach
a + bz differenzieren und erhilt 1:(a - bx).

Um bei unserm Beispiel zu bleiben: Vz®—a® kann nach z? — a?
differenziert werden und liefert

dVa®—a® 1

A& —a) 2y —a
Nun soll aber die Wurzel nicht nach x® — a*, sondern nach « diffe-
renziert werden; zu diesem Zweck denkt man daran, daf§

dy__dy du

dr dudx

ist. Kann man also nicht unmittelbar nach dem Argument, hier z,
differenzieren, so differenziert man mittelbar, d. h.zuerst nach einem Hilfs-
argument, hier dy : du, und dann dieses Hilfsargument selbst nach dem Ar-
gument, hierdu : d x. Oder wenn wir bei unserm Beispiel bleiben: Va* — a*
ist zundchst von x® — a?® abhingig und x* — a® selbst wieder von x;
es ist #*—a? das niichste Argument oder Hilfsargument von Vz* — a?
und z erst das SchluBargument; man wird also die Funktion V2?® — a?
nach dem nichsten Argument 2> —a? differenzieren und dann dieses

Argument selbst wieder nach dem SchluBargument z; das Produkt
der beiden Differentialquotienten gibt

d ‘/xg—a“f_dl/x'z—a"’ d (2 —a?)
dx  d@@*—a’ dx
1 z

= ____-2x= —_—,
2 Vx‘.’. —a? VZ‘"" —a?
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Man sieht, der Rechnungsvorgang spielt sich, wenn man
diese Hilfsargumente gar nicht erst nidher bezeichnet, logischer
und konsequenter ab, als durch Einfiihrung von Buchstaben
%, v, UsW.

Beispiel a) Igsin(a - 2% soll nach z differenziert werden.

Man iiberlegt: lg sin (@ - b2?) kann nach dem nichsten Argu-
thent sin(a - b2%) differenziert werden und gibt 1:sin (a4 bz3);
weiter kann man sin (@ - bx®) nach a -+ bz® differenzieren und erhilt
cos (a +- bz?); zuletzt wird man a -4 b2* noch nach z differenzieren
und 2 bx erhalten; man rechnet

dlgsin(a 4 ba®)  dlgsin(a 4 b2® dsin(a-+bz?) d(a-|ba?)
dx " dsin(a4-b2®) d(@fb2®)  de

=S—iH(*a’:;_—lE,5'COS (a+ b:c‘) 2bx

= 2 bx cotg (a } bx?).

Beispiel b) Vcos(z®> — ) soll nach » differenziert werden.

Man kann Veos (x® — x) zunéchst nach cos (z® —=) differenzieren
NB! Man scheue sich nicht zu sagen, wie auch hier geschrieben
g g

steht, Vcos Klammer kann nach ,cos Klammer* differenziert werden

d VeosKlammer __ 1 1

e — oder ——
d cos Klammer 2 Veos Klammer 2Veos( )
und erhilt 1:2 Vcos (x* —=). Man hat nach dem niichsten Argument
cos (x? —z) differenziert und muB dieses Argument selbst wieder
differenzieren. cos( ) kann wieder nach dem nichsten Argument ( )
differenziert werden und gibt —sin( ). Man hat nach der Klammer
x* —x differenziert und muB3 nun diese Klammer selbst differenzieren;
x? —z nach dem letzten Argument z differenziert gibt 22— 1.
Die drei Ableitungen miissen schliefllich multipliziert werden. Was
soeben etwas breiter durch Worte ausgefiihrt wurde, 148t sich wieder
kiirzer analytisch darstellen:

und liefert

d Veos (@ —z) _ d Voos (@ —z) deos (2°—2) d(z*—a)
dx " dcos(zx*—z) d@@'—=2) @ dx
1

2 Veos (& —a)

-—sgin(z*—z). (22 —1)

sin (2* —)-(1 —22)
2 Veos (2 —z)
Egerer, Ingenieur-Mathematik IIL 6
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Die angegebene Art und Weise, Funktionen einer Funktion zu
differenzieren, 148t sich zusammenfassen zur Regel

AF[f(x)] _dF[f(x)] df(x) ()
dx ar (x) dx ’

in Worten:

Die Funktion F[f(z)] einer Funktion wird diffe-
renziert, indem man sie nach dem néchsten Argu-
ment f(x) differenziert und dieses Argument f(x)
selbst wieder nach dem letzten Argument z, als-
dann beide Differentialquotienten multipliziert.

Die Regel wird sinngemif erweitert, wenn man mehr als emn
Hilfsargument einfithren muf.

34. Fortsetzung. Beispiel a)

detowr_a(y a()
du d() du
=3( )?_10u=30u(2+5u‘2)2

Beispiel b)

deine  define dsing

dp dsng dg ° o8
Beispiel c)
d(asin®z+bcos’2)!  d( ) d()
dz Td() dz
dsin?z dsinz dcos®z dcosz]
_ 80 . 0
=4() [adsinz dz +bdcosz dz J

=4( p-[a-28inz-cosz-}b-2cosz- — sin z]
=4(a—b)sin 2 z-(asin?z -+ b cos? z)%.

Beispiel d) Das durch Tangente und Normale in einem be-

liebigen Punkt der Kurve

y=-clglc—Ve*— %)+ Ve'—2®
auf der y-Achse ausgeschnittene Stiick hat die konstante Linge 2c.
Beweis!

Man sucht zuerst die Richtung und dann die Gleichung der
Tangente und der Normalen im beliebigen Punkt z,|y, auf; sind
die Abschnitte der beiden Geraden auf der y-Achse b, und b,, so
muBl abgesehen vom Vorzeichen b, — b, = 2¢ sein unabhingig von
der Wahl der Koordinaten z,, ,. Man beachte noch, da man y,
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beseitigen kann, da ja die Ordinate durch die Wahl der Abszisse x,
schon mitbestimmt ist.
1 —1 — 2z x c
yYy=c—~ - —-—2z =—,< ,—1)
() 2y T 2y vV \e—y

z = __alety) ety

v e—yv e—y (—yle+y) =
Mit diesem Wert y,=—1tg7, im Punkt P, wird die Gleichung der
Tangente nach 29

Y — o) (6 — V& —zp?) =, (x —=,);

b1=;—__xL‘; _!_?/o:i_(‘/—}—‘:)‘i‘?/o:““v_c“"yo

2
Zo

sie hat

als Abschnitt auf der y-Achse. Entsprechend erhélt man die Glei-
chung der Normalen

(¥ —Yo)zo=(Ve*—2,* —¢) (e —z;) und b, =y, +c—Ve'—z;°
als Abschnitt auf der y-Achse. Damit wird
by—b,=—=—V—c—c-+-V=—2c.

35. Hohere Differentialquotienten und Differentiale. Sei f’(x)
die Ableitung einer vorliegenden Funktion f(z). In diesem Zu-
sammenhang bezeichnet man dann, wie bereits mitgeteilt, f(z) als
Stammfunktion und £’ (x) als Ableitung. Natiirlich ist f’(z) auch
wieder eine Funktion von z und kann sonach selbst nach z abge-
leitet werden. Man nennt dann f’(x) auch die erste Ableitung der
Funktion f(z); und zweite Ableitung die Ableitung der ersten
Ableitung f’(z). Man kann so weiter fahren und die dritte, vierte,
...nte Ableitung aus f (x) bilden. Man definiert:

Zweite Ableitung einer Funktion f(z) ist die
Ableitung der ersten Ableitung aus f(x); (a)

allgemein:

nte Ableitung einer Funktion f(2) ist die Ab-
leitung der (»— 1)ten Ableitung dieser Funk-

tion f () (b)

Sei einen Augenblick statt y’ = f'(z) geschrieben z=¢(z), so
ist die zweite Ableitung oder der zweite Differentialquotient zu

schreiben
’

do(z) , dz
i oder ¢'(z) oder iz oder 7
6*
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oder wenn man wieder die urspriinglichen Bezeichnungen einfiihrt,

af’ (x) ) dy’ "
P oder f”(z) oder T oder y”,
’ _df(x) ’ __dy
oder wenn man f (:c)-_—dx— und y = beachtet,
f(@) oy
dz dz d df(x) d dy
iz oder v oder I da oder T dx

wofiir man schreibt, wenn d®y soviel wie d(dy) bedeutet [man liest
gewohnlich ,d zwei y“ statt ,d von dy“],

@’ f(z) d*y
P oder et

Gebriuchlich sind nur die Schreibweisen

74 1" dzf(x) dzy
f”(x) oder y” oder e oder T

Entsprechend schreibt man gewdhnlich fiir die dritte Ableitung

3 3
" (x) oder g” oder dd—’;(s@ oder %,
h
@) oder yo,

und fir die nte Ableitung

dr f‘(x) dr y
dz" oder (ix_" .

Die Gleichheit der nten Ableitung und des nten Differential-
quotienten,

f® (x) oder y™ oder

arf(x
LI _ oo ), (©
gibt auch die Formel fiir das nte Differential einer Funktion
arf(x)=f™(x).dx". (d)

d. h. das nte Differential einer Funktion ist gleich dem
Produkt der nten Ableitung dieser Funktion mal der
nten Potenz des Differentials der Unabhingigen.

So sind etwa die verschiedenen Differentiale der Sinusfunktion
dsing =  cosz-dr, d’sinx=——sinz-d2?

disinz =— — cosz-dz?, disinz=— sinz-dz* usw.
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Beispiel a) bis ¢) Man gebe die zweite Ableitung an von
a) z-sinz b) u-ev c) lgsing.
Man setzt Symbole fiir die Funktionen ein, etwa X bzw. U, P,
dann wird

a) %=sinx—'r—x-cosx,
d*X | | : : g
dzg=cosx—1—cosx-1—f—z-——smx==Zcosx—zsmx,
b) %Z-:e'hl—}—ue“, Eli;g=2e“—}—ue“;
c) Q=cotg<p d"d?=:_1..
do ’ de®  sin®¢

Beispiel d) Man gebe die hoheren Ableitungen von y =z-sinz.
Man geht von Beispiel a) aus und differenziert weiter,
y'=-+1sinz 1 x-cosz, y" =-F2cosx —x-sinz,
" =-—3sinx —z-cosz, y¥=—4cosz }z-sinz,
y®=-1bsinz - x-cosz usw.
Beispiel e) Man stelle eine Formel fiir die nte Ableitung
von zsinz auf.
Man setzt y==x sinz und erhilt

y =sinz+zcosx, y’'=2cosx—azsinx oder y’'=2coszr—y,

y'=—2sinz—y, yW=—2cosz —y".
Setzt man aus der ersten Gleichung den Wert fiir 2 cosz ein, so wird
yW—=—y" —y—y' oder y¥— —2y" —y,
y(s) =2 y"' — yf.s) —__—29 y(4) —y" usw.
oder y™W=—-—2yn-2 __qyn-1,

Man fiihrt die nte Ableitung auf vorhergehende Ableitungen zuriick,
hier auf die n—2te und n— 4te, und erhilt eine Rekursions-
oder Reduktionsformel. Wie der Name sagt, wird die nte Ab-
leitung auf die entsprechenden friiheren Ableitungen zuriickgefiihrt.

36. Fortsetzung. Beispiel a) Beweise den Satz:

Bei der Bildung der héheren Ableitungen einer Funk-
tion f(z) ist das Differential dz der unabhingigen
Verinderlichen wie eine Konstante zu behandeln. (a)

Der erste Differentialquotient oder die erste Ableitung f’ (¥) ist
das Verhiltnis der Funktionsinderung df(z) zur zugehorigen unend-
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lich kleinen Anderung dz der Unabhingigen. Der zweite Differen-
tialquotient oder die zweite Ableitung f”(x) ist das Verhiltnis der
Ableitungsinderung df’(x) zur zugehdrigen unendlich kleinen Ande-
rung dz der Unabhingigen. Genau wieder so definiert man den
Differentialquotienten oder die Ableitung dritter Ordnung /" (x) als das
Verhéltnis df” (x) zu do usw. Man sieht, bei der Bildung der h6heren
Ableitungen hat man stets die gleiche Anderung dz der Unabhiingigen,
es ist sonach dzx bei diesen Ableitungen als konstant zu betrachten.
Wenn man diese Sitze auf die Bildung der Differentiale hoherer Ordnung
anwendet, als Kontrolle etwa fiir die Formel (35d), geht man. von

df(x)={"(z)-dx
aus; auf der rechten Seite steht ein Produkt; man hat sonach die
Formel (23a) anzuwenden,
@ flz)=d[df (x)| =d[f (z)-dz]
=dx-f’(x)de+f'(2)-d(dx) =f"(x)-da* [ (x)-O

=" (z)-dz*
Beispiel b) bis d) Gesucht die erste und zweite Ableitung von
b) zVa’ _t'l—, c) abtleu, d) g—l—__if .
b V1i—2z®

Wenn man fiir jede der drei Funktionen eine Abkiirzung ein-
fihrt, X bzw. U, Z, so ist

dX 1/, x\ a2z
b Tz =€<‘+x7>_ by
4z —(a? 5T
d“'X_’l_>‘74x (a+2x)‘/_3a2x—l—2x3
dz* b Ve Y
dU 1 b+lgu
C) W:abw—lgulga_;__-:-(_L_'u_ ga;
1
u.ab+lgulga.__ab+lgu
a:u u
du"zlga u?
__abtleviga(lga — 1)
= - .
) Z=1g+)— g1 —2);
Llé__—_l_ 2z _1—22_ 2z
dz 214122 21—22 1—2v
d*Z 1—2t—z.—42% 2(14-32%
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37. Unentwickelte Funktion. Betrachtet sei die Gleichung
F (z,y)=0, wo F(z,y) irgendeine Funktion von 2 und y ist, also ein
Ausdruck, der irgendwie 2 und y enthélt. Als Gleichung betrachtet,
enthilt sie zwei Unbekannte 2 und y, kann also keinen bestimmten
Wert von 2 und y ermitteln lassen. Erst wenn man einen be-
stimmten Wert fiir « in diese Gleichung einsetzt, kann man einen
entsprechenden bestimmten Wert von y dazu ermitteln, bzw. mehrere
bestimmte Werte von y je nach dem Grad der Gleichung. Jedem
der unendlich vielen Werte, die man fiir x substituieren kann, ent-
sprechen bestimmte Werte von y. Dann stellt aber diese Gleichung
nichts anderes als eine Funktion von z dar, denn das ist ja das
Bezeichnende der Funktion, daB jedem Wert des Argumentes be-
stimmte Werte der Funktion entsprechen. Man nennt deshalb
F (x, y)=0 die implizite oder unentwickelte Form einer Funktion,
oder auch kiirzer implizite Funktion oder ,unentwickelte Funk-
tion“ y von 2, im Gegensatz zur expliziten oder entwickelten
Funktion y = f(=).

Natiirlich kann man in der Darstellung F (x,y)=0 auch y als
Argument und z als Funktion betrachten, so da8 diese Form eben-
sogut auch als unentwickelte Funktion von y betrachtet werden kann.

Beispielsweise sei  betrachtet die unentwickelte Funktion

2> +y*—1r*=0; man kann y auflosen und erhilt dann die ent-
wickelte Funktion

Y= Vﬁ - x'}}
oder wenn man nach z auflost und damit die inverse oder umge-
kehrte Funktion zu dieser aufstellt,

r =V

Soll man die Ableitung einer unentwickelten Funktion ermitteln,
so scheint es auf den ersten Blick einfacher, die Funktion zu ent-
wickeln und dann nach den bisherigen Regeln zu differenzieren.
Nun gibt es aber unentwickelte Funktionen, die sich gar nicht in
entwickelter Form darstellen lassen; und selbst wenn sie eine solche
Funktion geben, so kann diese Darstellung recht schwierig sein. Es
ist aber diese Umformung in den meisten Féllen gar nicht not-
wendig. Die Beniitzung des Satzes: jede Funktion kann man nach
ihrem Argument differenzieren, gibt ohne Schwierigkeit die Ablei-
tung einer unentwickelten Funktion. Da zwischen z und y die Be-
ziehung F(x,y)=0 besteht, ist y als von = abhiingig erkannt, des-
wegen ist auch F(z,y) eine Funktion von z, die man dann nach
z differenzieren kann.

Man beachte wohl den Unterschied, ob es heiBt: F(z,y)=—0
oder aber F(z,y) ist nach z zu differenzieren; letztere Aufgabe ist
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an sich nicht zu losen, weil ja noch nicht gesagt ist, da y von «x
abhéngig ist. Erst die Tatsache F (z,y)=—0 macht y und damit auch
die linke Gleichungsseite zu einer Funktion von z.

Um auf das obige Beispiel zuriickzugehen: die Funktion
2 +y*—r? kann man nicht nach « differenzieren. Sie ist ja in
dieser Form nicht als eine Funktion von z, sondern als eine Funktion
von z und y dargestellt; erst durch die Beziehung 2*4y*? —r*=0
oder eine andere Beziehung zwischen 2 und y wird y als eine Funk-
tion von 2 und damit auch der ganze Ausdruck z*-}y®-—7* als
eine Funktion von x erkannt, die man dann nach z differenzieren
kann. Man erhidlt also wegen 2®—-y% —7r*=0 auch

2 2 2
W—on oder 2x+2y%=0,

wenn man jeden Summanden differenziert. Man kann ndmlich 7
nicht unmittelbar nach z differenzieren, folglich wird man nach 33
zuerst y* nach dem néchsten Hilfsargument y differenzieren und
dann y selbst nach x. Wenn man auflost, erhilt man die gesuchte
Ableitung

dy =

dx y

Das Gleiche miiBte man natiirlich auch erhalten, wenn man zuvor
die Funktion entwickelt,

. y= Vet — x®,
und dann differenziert,
d —— 1 —u z
—‘/72—x2=—'—2x= ———
dx 2y Vr: —a? y

In genau der gleichen Weise findet man auch die zweite und
erforderlichenfalls auch die weiteren hoheren Ableitungen. Beispiels-
weise von der unentwickelten Funktion z*® 4-y* —r?=0. Die erste

Ableitung ist bereits gegeben durch

x+yy =0 oder y’————%.
Jede dieser beiden Gleichungen kann man nach z differenzieren,
da ja auch y’ ebenso wie y eine Funktion von a ist. Man erhilt

L4y

Iy y' +yy'=0 oder yi=——]

und wenn man die zweite Gleichung differenziert,
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Nur scheinbar sind beide Ergebnisse verschieden; man priift, indem
man in beiden den Wert von ¢ einsetzt.
Beispiel a) bis ¢) Gesucht ist die Ableitung der nachstehen-
den unentwickelten Funktionen,
a) 42®—y*=0, b))yl —z)—2*=0,
c) siny-cosx=z | sinx.
dy dy x?
2 __ Y = - A, .
a) 12z 2ydx oder e 6 e

d \ dy  3a°
b) (l—x)-d—i—}—y(—l)—3x'=0 oder d—Z= fj‘xy

c¢) cosz-cosy-y —siny.-—sing=1 -} cosz

, __1-4-cosz4-sinxsiny
COSZ COS ’

oder y

88. Fortsetzung. Beispiel a) Man suche die Gleichung von
Tangente und Normale in den Punkten =1, a =2 der Kurve
¥’ (2—a)=2a"—1.

Durch z, =1 ist die Ordinate y, =0, also der Punkt 1|0 be-
stimmt. An dieser Stelle ergibt sich die Ableitung oder Kurven-
gleichung aus

' 2249
(2—2)2yy’ +y*-—1=2z oder y=2—m
zu , Y, =tgr, =cc,
wenn man z,=1, y, =0 einsetzt. Die Stelle 1|0 ist somit eine
Vertikalstelle, die Gleichung der Tangente also z=1 und die der
Normalen y=0.

Fiir z,=2 wird entsprechend y,—oc, y,’=tgr,=oc0 (man
kann in der obigen Formel fiir die Ableitung das endliche Glied 2 x
auf der rechten Seite gegen den Summanden co vernachléssigen und
daraus y,’ ermitteln). Also auch 2|0 ist eine Vertikalstelle, die
Gleichung der Tangente ist =2, die der Normalen y=oc.

Beispiel b) und c) Gesucht ist die erste und zweite Ableitung
ven b) ye* =ev c) 2’ —3zy=—x—y.

Die erste Gleichung wird man vorteilhaft zuvor logarithmieren, als-
dann beide Gleichungsseiten nach x differenzieren,

lgy+x=y oder %y'+1=y’ oder y'(y—1)=y

oder y' =—"—.
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Die vorletzte Gleichung differenziert man noch einmal nach z und erhalt
(y—l)‘y”+y"y’=y’ Odel‘ y"(y—1)+yl2=yl.
Man setzt fiir ¥ den vorher erhaltenen Wert ein und findet

v _ Y
y—1>
Ebenso verfahrt man bei der zweiten Gleichung und erhélt der
Reihe nach

22 —3y—3z-y'=1—y oder 22—3y—1=¢y'B2z—1)

¥'(y—1P+y=0 oder y

2z—3y—1

oder g = 3 i
x.__

Man differenziert die vorletzte Gleichung wieder nach =z,
2—3y'=Bz—1)-y"+y3 oder y'(Ba—1)+6y—2=0
” _2_"‘,— 9y — 3z

oder "= Bz—1F
Beispiel d) bis f) Gesucht ist die Ableitung der Funktionen
d) u=2z* e) v=(sinz)e= f) w=sinz'8 2,

Man wird in den beiden ersten Fillen am einfachsten zuvor logarith-
mieren und dann auf beiden Seiten das Differential nehmen, im
dritten Fall w zuerst nach 2'6< differenzieren und dann wie bei den
beiden anderen Beispielen vorgehen.

d) lgu==zlgz, also dlgu=d(zlgz),
du_( 1) du z
oder = lgx—{—x-; dx  oder %—(l—klgz)-x .

e) lgv=1gzlgsinz, also dlgv=d(gzlgsinz)

dv 1
a 1 -cosz)d
oder P (lgsmx +lgz- L cosz)de
dv
oder i «lgsmx—}-cotgx -lgz)-(sinz)8=,
f) w=sinz, z=2'% oder lgz=(lgzp?
d
also dw =rcoszdz, (—lzﬁ=2lgx-—x
dx
oder dw:cosx'“-2lgx?-x‘”

¢_i_1£ 2lgx

=82 cog 2187,
dx x

oder
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*39. Hyperbolische Funktionen. Bei Rechnungen iiber Seile
und Ketten treten sehr oft Funktionen von der Form

x z
h <e" +e ")
auf. Man wird daher fiir sie ein Symbol, eine Abkiirzung einfiihren
und ihnen gleichzeitig einen Namen geben. Man definiert den Sinus
hyperbolicus von z, geschrieben Sinz, und den Kosinus hyper-
bolicus von z, geschrieben Cosz, durch die Formeln
. e*r—e*
Sinx = — 5 Cosac=—-5—-. (a)
Weiter noch Tangens hyperbolicus und Kotangens hyper-
bolicus durch die Formel

Sin « Cosa
Tgx=—, COtgw=m. (b)

Cos x
Die Benennung liaft erwarten, einmal dafB Eigenschaften dieser
Funktion Ahnlichkeit mit denen der trigonometrischen Funktionen
haben werden, und ferner daB sie auch mit der Hyperbel in Ver-
bindung gebracht werden kénnen.
Zundchst ergibt sich

e2x+e—21+2 e23_+_e—2z_2

Cos®x — S D
0s®z ) , Sinz 1
d damit
une damt Cos?z — Sin*z=1; (¢
weiter wird wegen Definition (b)
Tgz-Cotgz =1. (d)
Ebenso wird
Cos?zx — Sinxz Sin%zx — Cos?z
1—Tg*s=rooeo——— = — 2=
& Cos?z ,  1—Cotg®x Sin’z
oder
1 —
1 —Tglax=— — 2 ==
&%= Costz’ 1 —Cotg®s Sin?z (¢)

Auch die Formeln, die man durch Differenzieren erhilt, werden jenen
der gewdhnlichen trigonometrischen Funktionen &hnlich. Es wird

dSinz _ ,d(e"—e"%) e*4-e""
de =~ 2 dx o 2
oder
dSinz dCosz

iz Cosx und ebenso Ja

=S8inz. (f)
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Weiter erhilt man

dTgz __ d(Sinz: Cosx) Cos? z — Sin®z 1
dx dx Cos’z  Cos’z’

und ebenso die Ableitung von Cotgz, zusammen

dTgax 1 dCotgz 1 (&)
dx ~ Cos?z’ de ~ Sin?z’ g

Beispiel a) und b) Man bilde die Ableitung der Funktionen
z z z z z z
a) %h(ef—]—e 7) b) (ef— e_">:<e7+e_7>.

Man kann fiir die erste Form schreiben hCos—z— und erhilt

d (h Cos

dz h

Die zweite Funktion kann man schreiben Tg %; ihre Ableitung ist

—d—Tgﬁ— 1 1 1
dx " h 0 X B o
Cos % h Cos W
Beispiel ¢) Man bilde die umgekehrte Funktion zu y = % Cos %
z _z 1
Man setzt e*=—u, also e ?= - und erhilt
3 .1 o
y=5\v+ oder Au:—2uy+h=0
oder
n i __h2
u= +V~’2 —¢h, also x=hlg y—H/z . (h)

Beispiel d) Man fiihre hyperbolische Funktionen negativer
Werte auf die entsprechenden Funktionen der positiven Werte zuriick,

Sin(—a)=1(e*—e)=—3(e* — e~ =—Sing; (i)
Cos(—a)=123(e— %+ e)=3(e* 4 e—*) =+ Cosc; (k)
Tg(— «¢)==Sin (— «): Cos (— &) = — Tg¢; @

Cotg (— &) = Cos (— «): 8in (— &) = — Cotg «. (m)
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*40. Fortsetzung. Beispiel a) Man entwickle Formeln fiir
Sin(e¢+pg) wund Cos(a-+p).
Man vermutet, dal die Formeln jenen fiir die gewdhnlichen trigono-
metrischen Funktionen #hnlich sein werden und bildet
Sin ¢ Cos § - Sin 8- Cos ¢

— e — o)1 o)+ 3P — ) e e
—1l[ertbteab—e—ath_g—e—bfgtBf g—ath_gui—b_g—a—Fh]
=1(e*tF—e—*—F)=Sin (¢4 p)
oder umgekehrt

Sin (¢ -+ )= =Sin¢-Cos - Sin g-Cos . (a)

In der gleichen Weise entwickelt man die iibrigen Formeln, indem
man von der rechten Gleichungsseite ausgeht,

Sin (¢ — f) = Sina-Cosf — Sin B-Cos« (b)
Cos (¢ - B) =Cos - Cos f + Sin - Sin (c)
Cos (¢ — B)==Cos - Cos f — Sin «- Sin . @)

Beispiel b) Man entwickle Sin2z und Cos2z.
Die Formeln (a) und (c) gehen iiber in

Sin 2 x = 2 Sinx Cos (e)
Cos 2 x = Cos®z 4 Sin’z (f)
=1-428in*z=2Cos?2 — 1 (g)

nach (39c¢).

Beispiel ¢) r=1g(Cosp+Sing) ist nach ¢ zu differenzieren.
Es ist hier unpraktisch, sofort die Formeln der Differentialrechnung
anzuwenden. Man rechnet zuerst die Klammerwerte aus und erhélt

z_| o—2% T _p— %
Cosz+Sinzg=21°¢ "+ &8¢
- 2 - 2
oder Cosz+Sinz=e>". (h)

Es wird dann
r—=1g(Cos @ 1 Singp)=Ige* % ==+ ¢,
dr

also Ezi 1.
Beispiel d) Man untersuche die beiden Kurven
z=acosg z=aCos<p}. i
y=bsin<p} und y=>b8Sing )

Was wird aus beiden Kurven fiir den Sonderfall ¢ —b?
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Die erste Gleichung ist uns als jene der Ellipse bekannt. Die
Beseitigung von ¢ liefert die gewdhnliche Ellipsengleichung

22 y‘.’
PY b
fiir den Sonderfall a ==5, den Kreis, oder die gleichseitige Ellipse,

wie man sie auch nennen kann.
Die zweite Gleichung kann man wie im vorausgehenden Bei-

spiel umformen

—1=0, und 2?4 y>—a’=0

Pl o— . Y _
2a—-e‘P fe—¢ LTy
oder ,
1: ¥ — e ¥ £—1= -
2b e e J a b e

oder wenn man multipliziert,
x2 y2 o 9
?—~ﬁ—1=0, und 2?—y*—a?=0
im Sonderfall 5=a. Man sieht: mit Einfiithrung der hyperbolischen
Funktionen erhélt man fiir die Hyperbel die ganz gleiche Parameter-
darstellung wie fiir die Ellipse, nur da man hyperbolische statt der
Kreisfunktionen hat. Der Sonderfall a =05 it wieder wie so oft
ersehen, dafl die gleichseitige Ellipse, d. h. der Kreis, und die gleich-
seitige Hyperbel viele gemeinschaftliche Eigenschaften haben.
Beispiel ¢) Man zeichne die Kurven
y=Cosz, y==8inz, y=Tgx, y=_~Cotgz.
Die Ordinate der Kurve
y=—==Cosz oder =3(e®+e"%
ist an jeder Stelle « das arithmetische Mittel der Koordinaten der Kurven

yy=e* und y,;=e"7%,

&
% y 5 / QS" // so daB also
ix 0 &
& 74§ y=3Ur+9u)
/) > 8. Abb. 53. Entsprechend konstruiert
/ man die Ordinaten der Kurvey = Sinx

als die halbe Differenz der Ordinaten
der Kurven y,=—e¢® und y;;=—e¢— 2.
Die Ordinate der Kurve y=Tgx ist
z der Quotient der Ordinaten der voraus-
gehenden Kurven. Entsprechend wird
Abb. 53. die Kurve y—Cotgz konstruiert.
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41. Positive und negative Biegung oder Kriimmung, Wende-
stellen. Geht man vom untersuchten Punkt U==2|y zum unendlich
benachbarten Punkt N weiter, so dndern sich alle von z abhingigen
GroBen um ein Differential; wenn also die Abszisse z iibergeht in
z +dz, dann die Ordinate y in y-}dy, ebenso der Richtungs-
winkel 7 in 7+dt und die Richtung %' in %" -+dy’ usw. D.h. die
Ordinate y hat sich um dy geéndert, ebenso der Richtungswinkel
um dz und die Richtung y'==tgr selbst um' dy’=dtgr. Letztere
Anderung wird der Reihe nach

dy'=dtgt=-if_— =dr-(14tg?7)=dr(1}+y"?). (a)
cos®z :
Nun kann man im vorliegenden Fall, Abb. 54, urteilen: Ist die
Kurve nach oben gebogen, negativ ausgebogen, wie der Ingenieur
sagt, so wird (abgesehen von noch spiter zu besprechenden Aus-
nahmefillen wie Flachstellen
usw.) mit zunehmendem =z,
also positivem dz, der Rich-
tungswinkel 7z und damit
die Richtung y'=tgz selbst
kleiner, somit dy’ negativ;
und deswegen die zweite Ab-

. dy —
leit e e —
ung y"=- ¥
auch negativ; die entsprechen- Abb. 54.

den Beziehungen lassen sich

entwickeln, wenn die Kurve nach unten gebogen ist. Demnach gilt,
wenn man wie in der Ingenieurpraxis eine nach unten ausgebogene
Kurve positiv gebogen heit und entsprechend negativ, wenn sie
nach oben ausgebogen ist:

Die Kurve F(z,y)=0 ist an der untersuchten
Stelle negativ (positiv)ausgebogen, wenn die zweite
Ableitung an dieser Stelle negativ (positiv) ist. (b)

Nun darf man aber nicht ohne weiteres die Umkehr bilden und
etwa sagen, wenn die Kurve an der Stelle x negativ ausgebogen
sein soll, muB die zweite Ableitung an dieser Stelle negativ sein,
s. spitere Erorterungen beim Wendepunkt und Flachpunkt.

Wenn die Kurve F(z,y)=0 an der untersuchten Stelle mit
zunehmendem 2 von der positiven Biegung in die negative oder
umgekehrt iibergeht, so muB an dieser Stelle die zweite Ableitung
das Vorzeichen wechseln und sonach den Wert O oder oo annehmen.
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Man beachte, daf3 die Umkehr dieses Satzes nicht immer richtig ist:
Es kann nimlich f”(z) den Wert 0 oder oo annehmen, ohne daB des-
wegen die Kurve aus der positiven Krilmmung in die negative iiber-
geht (s. die spiter zu besprechenden Flachstellen).

Der Wechsel der Biegungsart findet mit zunehmendem x vor
allem statt beim Wendepunkt oder Inflexionspunkt; die diesem
Wendepunkt entsprechende Stelle # nennt man auch Wendestelle,
die zugehorige Tangente auch Wendetangente, s. Abb. 55 bis 57.

6} S
7
L/ w
by
Abb. 55 bis 60.

Die Stelle ist dadurch ausgezeichnet, daB die Tangente die Kurve
im Wendepunkt durchsetzt, da die Kurve also in der nichsten
Umgebung des Wendepunktes zu beiden Seiten der Tangente liegt.
Soll die Stelle 2 einen Wendepunkt angeben, so ist f”(z)=0 eine
notwendige, aber noch nicht hinreichende Bedingung (s. die spéateren
Erklirungen zum Wendepunkt in 176).

Durch Abb. 58 ist die Spitze einer Kurve dargestelll. An der
Stelle § findet zwar auch ein Wechsel der Kriimmungsart statt, wenn
man von der Stelle 1 zur Stelle 2 geht, aber nicht mit zunehmendem x.
Die Abszisse # nimmt von der Stelle 1 bis § zu, von § bis 2 wieder

ab. Durch Abb. 59 ist eine Spitze mit vertikaler Richtung

2 gegeben; auch sie stellt keinen Wendepunkt vor, es durch-

setzt zwar die Tangente die Kurve, aber es findet kein

4 Biegungswechsel statt, wenn z zunimmt. SchlieSlich ist

noch zu erwihnen eine Vertikalstelle, Abb. 61, bei der wieder

ein Wechsel der Krimmungsart stattfindet, aber nicht mit

zunehmendem z; auch durchsetzt die Tangente in der Um-

Abb. 61.  gebung der Vertikalstelle nicht die Kurve. In allen diesen

angegebenen Fillen kann f”(x)=0 an der untersuchten

Stelle = sein, ohne daB deswegen ein Wendepunkt vorhanden wire.
Als Merkma] eines Wendepunktes ist anzugeben:

7

In einem Wendepunkt durchsetzt die Tangente
die Kurve; mit zunehmendem =z wechselt die
Kriimmungsart.
Notwendige aber noch nicht hinreichende Bedingung
fiir einen Wendepunkt der Kurve y = f(z) an der Stelle
ist f”(x)=0. (c)
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Beispiel a) Die Kurve f(z)==sinz hat die Ableitungen
f (x)=-cosz und f”(x)= —sinz. Fir alle Stellen 0<z< 7 ist
sinz positiv und somit die zweite Ableitung negativ, in diesem Be-
reich ist also die Sinuskurve negativ gebogen, d. h. nach oben. Im
Bereich n< 2z <(2x ist sinz negativ und deswegen f”(r)=—sinz
selbst positiv, die Kurve ist in diesem zweiten Bereich nach unten
gebogen. Die den Werten =0, n, 27... entsprechenden Punkte
sind Wendepunkte.

Beispiel b) Fiir den Kreis 2° | y® —c*=0 sind die Ab-
leitungen
2 62

Fe)=—7 7)== oder ["(@)=—

(e —a}
An der Stelle z=c¢ oder y =0 wird f'(0)=o0c, was einer Vertikal-
stelle entspricht; und f”(0)==—o0, was einen Wechsel der Kriim-

mungsart anzeigt. Ein Wendepunkt ist diese Vertikalstelle, ebenso wie
jene der Abb. 61 aber nicht.

Beispiel ¢) Fiir die semikubische Parabel y®>=—2x® ist
fl@)=1,5Vz und f’(x)=3:4Vz.
An der Stelle z=0 wird
f(0)=0, f'(0)=o0, 1" (0)=rco.

Man hat eine Horizontalstelle mit Kriimmungswechssl; aber keinen
Wendepunkt, sondern eine Spitze mit horizontaler Richtung, Abb. I 147.

Beispiel d) Die Kurve y>=2* hat an der allgemeinen Stelle z
die Ableitungen
f@)=32% wund f"(&)=2Va.
An der Stelle t=0 wird wieder f'(0)=0, f”(0)=0, die Kurve
hat dort auch eine Spitze mit horizontaler Richtung, Abb. 60.

3,
Beispiel e) Die semikubische Parabel y®=—2" oder y = Va?
hat die Ableitungen

f'(x)=2:31?7;, f"(z')=-——2:913/a?,

die im Nullpunkt 0|0 die Werte f'(0)=00, f”(0) =00 annehmen.
Der Nullpunkt ist sonach eine Vertikalstelle, in ihr findet ein
Kriimmungswechsel statt. Ein Wendepunkt ist der Nullpunkt aber
nicht, die Kurve ist in der linken und rechten Umgebung des Null-
punktes nach oben gekriimmt, der Nullpunkt ist eine Spitze mit
lotrechter Richtung.

Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 7
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42. Hauptstellen oder Extremstellen. Die durch die Gleichung y
=f () oder F (z,y) = O dargestellte Kurve erreicht an der untersuchten
Stelle ein Maximum, heift: An dieser Stelle hat die Ordinate y
grofere Werte als in der beiderseitigen Umgebung der Stelle. Ent-
sprechend ist ein Minimum definiert: An einer Minimumstelle er-
reicht die Ordinate kleinere Werte als in der beiderseitigen Umgebung.

Wenn man von einem Maximum der Kurve oder einem Maximum
oder Minimum der Ordinate spricht, so braucht diese noch nicht

die groBte bezw. kleinste unter

5 . allen méglichen Ordinaten der
o A / Kurve sein, beispielsweise hat
die Kurve der Abb. 62 an den
l Stellen 1 und 3 maximale Or-
/1 \/ -
7

dinaten, von denen diejenige
des Punktes 3 die absolut
Abb. 62. groBte ist; das Maximum an
der Stelle 1 bezieht sich nur
auf deren Umgebung. Entsprechend hat die Kurve an der Stelle 2
nur ein relatives Minimum, d. h. ein Minimum in der Umgebung,

wahrend das Minimum in Punkt 4 ein absolutes ist.
Sieht man von der geometrischen Darstellung einer Funktion
y =1 (x) oder F (x,y) =0 ab, so ist ein Extremwert oder Hauptwert
der Funktion zu definieren: y oder f (x) erreicht ein Maximum
(Minimum) an der Stelle z,, wenn an dieser Stelle die Funktion
einen groBeren (kleineren) Wert hat
als in der beiderseitigen Umgebung,

I wenn also gilt

f (%) >f(,+4) und
f(@o) > f(xo— &)
bzw. ()
f(x) <f(@,+#% und
f (@) <f(xy— )

Die Hauptstellen einer Kurve
sind noch zu unterscheiden als
einfache Hauptstellen wund
Hauptstellen hoherer Ordnung.
Um diese Unterscheidung Kklar
zu machen, sei als Beispiel die
Kurve y = (z?—a?)(2®* — %) oder
y =a*— 2% (a4 b%) | a*b® unter-
Abb. 63. sucht. Sie hat zwei Minimum-
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stellen 1 und 5, eine Maximumstelle 3, sowie zwei Wendestellen 2
und 4. Die fein gezeichnete Linie der Abb. 63 stellt die Kurve fiir
den Fall a=1, b=2 vor. Die Kurve ist von der vierten Ordnung,
d. h. sie wird von jeder Geraden in vier Punkten geschnitten. Nun
148t man aus dieser gezeichnet vorliegenden Kurve durch die homo-
gene Deformation

x=2% y=167 eine neue Kurve 169 =(4&>—1)(4 £ —4)
oder = (& —1)(E—1)

entstehen, siehe die stark ausgezogene Kurve; bei ihr ist also a = 0,5
und b=1. (Die Abszissen und Ordinaten der neuen Kurve sind
2 mal bezw. 16 mal so klein wie jene der alten Kurve) Die
Maximum- und Minimumstellen sowie Wende-
punkte der neuen Kurve sind ganz nahe zu-
sammengeriickt; die Kurve ist in der Niéhe des
Nullpunktes sehr flach geworden. Man kann
diese Deformation weiter treiben, etwa durch
die Wahl ¢=0,1, 56=0,2, so daB diese aus-
gezeichneten Stellen einander immer ndher
riicken. Fiir den Fall a =0, b=0 geht die
Kurvengleichung iiber in y=—g=*; bei dieser
Kurve fallen die fiinf Punkte zusammen, man
nennt die betreffende Stelle einen Flachpunkt,
oder eine Flachstelle, Abb. 64. Fir die Um-
gebung verhélt sie sich genau so wie eine
Hauptstelle, die dann als Hauptstelle héherer
Ordnung zu bezeichnen wire.

Die Bedingungen dafiir, daB eine Kurve y = f(z) oder F (z,y) =0
an der Stelle + einen Hauptwert erreicht, sind leicht einzusehen.
Jedenfalls ist die Stelle  eine Horizontalstelle, so daBl die erste Ab-
leitung der Kurvengleichung an dieser Stelle den Wert Null haben
muB. Um zwischen einem Maximum und einem Minimum zu unter-
scheiden, iiberlege man, daB im ersten Fall die Kurve negativ ge-
kriimmt ist und im zweiten Fall positiv, daB also fiir ein Maximum
die zweite Ableitung negativ wird und fiir ein Minimum umgekehrt
positiv. Man falit zusammen:

Die Funktion f(x) erreicht an der Stelle z, einen
einfachen Hauptwert, wenn an dieser Stelle f'(z)=0
und gleichzeitig f” ()= 0, und zwar ein einfaches

Maximam, <
wenn f'(z)=0 und f”(z) O. (b)
Minimum, >

7*
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Beispiel a) Man gebe die Hauptstellen der Sinuskurve an.
Es ist . ] ’”" :

y =sinuz, =cosz, g =-—sinz.
¥=0 oder cosz=0 oder z=1L1a-tkan

gibt die Horizontalstellen an, wenn k eine ganze Zahl ist. Fiir
k=0,+2,44, . ..., also fiir ein gradzahliges ¥ wird die zweite
Ableitung —sin z stets negativ, somit erreicht die Sinuskurve an
den Stellen z=31n, 3a+2a, ... .. maximale Werte. Dagegen
wird fiir ungeradzahlige &k die zweite Ableitung stets positiv, so daf3
die Stellen 1z—+=x, 1ax+4+3x ..... Minimalstellen der Sinus-
kurve sind.

Beispiel b) Man gebe die Beziehungen zwischen einer Kurve
y ="{(z) und ihrer Differentialkurve y={f"(z) an.

An der Stelle z hat die
gegebene Kurve die Ordinate
f(z) und ihre Differentialkurve,
in Abb. 65 gestrichelt, die Or-
dinate f’(x). Wo also letztere
die Ordinate O hat, f'(x)=0.
hat die gegebene Kurve eine
Horizontalstelle. Wo die Ordi-

Abb. 65. nate der Differentialkurve un-

endlich gro wird, hat die

gegebene Kurve eine Vertikalstelle. An der Stelle, wo die Differential-

kurve horizontal wird, also f”(z)=0, wechselt die gegebene Kurve
die Kriimmung usw.

Beispiel ¢) Von der Kurve
15y=32"—252% 4 60z

gebe man die Hauptstellen und Wendepunkte an, sowie die ungefihre

Gestalt. SchlieBlich zeichne man noch die Differentialkurve der

gegebenen Kurve ein und ermittle den Zusammenhang beider Kurven.
Die erste und zweite Ableitung der Kurvengleichung ist

y=2x'—52"44 oder y =(2>—1)(a®—4),
y'=42®—10x oder y’'=2x(22>—5)
An den Stellen x=—2, —1, 41, 42 ist die Kurve hori-
zontal; und zwar sind die Stellenz=— 2 und z— ~+ 1 Maximum-
stellen, weil die zweite Ableitung dort negativ wird, die Stellen

x=—1 und x =} 2 aber Minimumstellen, weil dort y” positiv
wird. Es erreicht sonach in den Punkten —2|—2¢ und 1|28
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die Kurve ein Maximum und in den Punkten —1:—322 und
+ 2|32 ein Minimum. Im Wendepunkt ist y” =0, die gesuchten
Wendestellen gind sonach durch
2x(22*—5)=0 oder z, =0, 73
#,,3 =~ V2,5 bestimmt. Die Skizze
der Abb. 66 gibt an, daBl diese drei
Punkte wirkliche Wendepunkte sind.
Die nachfolgende Tabelle gibt eine ;
Reihe von Punkten der Kurve
samt Richtung und gestattet eine |
genauere Zeichnung der Kurve.
Die Gleichung der Differential- /
kurve ist y=(2>—1) (2*—4),
d. i. die schon besprochene Kurve
der Abb. 63. Die Hauptstellen
der gegebenen Kurve sind da, wo
ihre Differentialkurve die z-Achse
schneidet; und ihre Wendepunkte N\
liegen an der gleichen Stelle wie [N W
die Hauptstellen ihrer Differential-
kurve. Abb. 66.

|- 3 —2 — 10 41 +24+ 3 +Vep —V25

15y |—28¢ —16 —38 0 438 416234 +24,87 —24,87
vyl 0 o0 04 0 0 40 — 225 — 2,25
y'|— 18 —12 6 0 —6 121+ 78 0 0

43. Kriimmung und Kriimmungshalbmesser. Fiir die Art der
Kriimmung einer Kurve ist die zweite Ableitung der Kurvengleichung
ein recht einfaches Kennzeichen. Aufzustellen bleibt
nur mehr ein MaB fiir die Kriimmung einer Kurve
an der untersuchten Stelle. Man erinnert sich, daf3
bei einem Kreis, Abb. 67, die Bogenlinge b zwischen
zwei Punkten P, und P, gegeben ist durch

b=reg, (a)
@ natiirlich im Bogenmaf ausgedriickt. r ist der
Halbmesser; je kleiner r wird, desto mehr ist der
Kreis gekrimmt. Man konnte als MaB fiir die Krim-
mung direkt nehmen den reziproken Wert des Kriimmungshalb-
messers 7, also den Wert ¢ :b und diesen Wert passend benennen.
Weiter beachte man noch, daB zu den beiden Kreispunkten P,

Abb. 67.
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und P, Tangenten gehoren, die den gleichen Winkel ¢ einschlieBen.
wie die entsprechenden Halbmesser OP, und OP,.
Man nennt Biegungswinkel zwischen zwei Punkten P, und
P, einer Kurve (in der Praxis vielleicht eines gebogenen Stabes) den
Winkel 7, den die beiden Tangenten in den Punkten P, und P,
miteinander bilden, Abb.68. Die Biegung
= oder Kriimmung dieses Bogenstiickes P, P,
z miBt man durch den Winkel . Es wird
diese Kriimmung verhéltnisgleich mit =
sich iandern. Vorausgesetzt ist natiirlich.
Abb. 68. daB zwischen P, und P, kein Wende-
punkt liegt. Den Biegungswinkel dr
zweier unendlich benachbarter Punkte oder eines unendlich kleinen
Bogenstiickes ds nennt man den Kontingenzwinkel, er ist also
gleich dem Winkel, den die beiden
unendlich benachbarten Tangenten
miteinander bilden; und damit auch
gleich dem Winkel, den die beiden
Normalen in den Endpunkten des
Bogenstiickes d s miteinander bilden.
Wenn man eine Kurve an-der Stelle
U = z | y untersucht, Abb. 69, so be-
trachtet man den unendlich kleinen
Abb. 69. Kurvenbogen ds an dieser Stelle
als einen Kreisbogen und definiert:

4

A

Biegung oder Kriimmung oder auch Krimmungs-

ma der Kurve an der untersuchten Stelle ist das
dr .
Verhiltnis ——. b)
rhiltnis -~ (b)
Fiir einen Kreis ist die Kriimmung konstant, sie ist gleich dem
reziproken Wert des Halbmessers. Den Halbmesser jenes Kreises.
der die gleiche Kriimmung hat wie die Kurve an der untersuchten
Stelle, nennt man den Kriimmungshalbmesser an dieser Stelle, also gilt:

Krimmungshalbmesser an der Stelle U ist der
reziproke Wert der Kriimmung, o — Z—: (e)
Fiir den Kriimmungshalbmesser 148t sich unschwer eine Formel
aufsuchen; wenn man némlich ausgeht von der einfachen Beziehung

tgr=—1y und auf beiden Seiten nach dem Argument z differenziert,
1 dr __dy
cos’r dx  dx
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2 ds: " ds\® 1 "
oder nach (30a) <3—:> . ;x9=y oder (d—::) o=y

3
(ds:dx)® =V1 —+ 2

y y
o2 3

und damit o=

oder o=

Man wahlt nur das positive Vorzeichen der Wurzel, so dal o das
gleiche Vorzeichen hat wie y”; wenn also @ negativ wird. ist die
Kurve negativ gekriimmt, d. h. nach oben.

Beispiel a) Gesucht ist der Kriimmungshalbmesser der Sinus-
kurve y =sin 7, zuerst an der allgemeinen Stelle z,, alsdann an der
Stelle z,=37.

Aus

y=sinz, 3y =cosz, y' = —sinx

(14 cos*z)}

ergibt sich an der Stelle 2 o= :
—sinz

an der Stelle x;—=1n wird p=—1.

Beispiel b) Man gebe von der Parabel y®>=2pxz an der all-
gemeinen Stelle den Kriimmungshalbmesser ¢ an. Welche geome-
metrische Deutung hat in diesem Zusammenhang der Parameter p?

An der allgemeinen Stelle x ist nach Beisp. 30c

2 P P P’
y'=2px, y=-, = RY = 3
v Y y° Y ¥
Mit diesen Werten ergibt sich nach den vorausgehenden Formeln
3 3
_ 2 2\2 P 2
P Vp

fiir den Scheitel mit den Koordinaten xy=0, y,=0 wird o=1p.

Beispiel ¢) Welche geometrische
Deutung hat die zweite Ableitung y” Y
einer Kurvengleichung F (z,y) =0 bei
einem sehr flachen Bogen mit wage- Abb. 70.
rechter Sehne, Abb. 70.

An der beliebigen allgemeinen Stelle U hat die erste Ab-
leitung y’ einen kleinen wenig von 0 verschiedenen Wert. Dann
ist aber y’? erst recht klein, so daB man es in der Summe 1 y'?
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gegeniiber 1 vernachlissigen kann. Man erhélt dann fiir den Kriim-
mungshalbmesser

2N 2

: 1

o= (Al_—.l,_ﬁy_l m(___g)_ =1 :y"
y Y

oder

y'~1:0,
d. h. y" stellt unter der angegebenen Voraussetzung die Biegung
des flachen Bogens vor. Solche flache Bogen bilden beispielshalber
die elastischen Linjen von gebogenen Balken.

44. Erste und zweite Anniherung. Bewegungsgesetze. Die
vorausgehenden Nummern haben die Gleichheit der Ableitung und
;  des Differentialquotienten als Unterlage;

L~ deswegen sprechen wir abwechselnd und
#"  nach Belicben einmal von der Ableitung

- \a " und dann wieder vom Differential-
/ quotienten. Diese Gleichheit und ihre
z.dr Ergebnisse sollen noch graphisch be-

trachtet werden. Es seien U und N zwei
unendlich benachbarte Punkte der Kurve
y =" (x); ihre Abszisseninderung von U

az nach N ist dx, der Richtungswinkel =
T Al 6, hat sich von U nach N um dr gedndert;
Abb. 71. im Falle der Abb. 71 ist dz negativ.

Was ist nun eigentlich dy?

Geht man von der iiblichen Darstellung aus, der auch wir
folgen und bereits gefolgt sind, daBl auf dem Wege von U nach
N die Ordinate y sich um dy geéindert hat, dann ist dy=CN.
Dann wire

%ztgo,
also der Differentialquotient gleich der Richtung der Sehne UXN
und somit von der Tangentenrichtung tgz == f'(x) verschieden.
Denn wir sind ja eben davon ausgegangen, daB sich auch r um drv
andert.

Man kann auch den umgekehrten Weg einschlagen und dy so
definieren, daf3

dy ’

Ip =" (x).
Nach dieser Festsetzung mufl dy—=C7T sein, also verschieden von
der Ordinateninderung auf dem Wege von U nach N. Dieser
Widerspruch ist uns bisher nicht aufgefallen, weil wir davon aus-
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gingen, daB ,im Grenzfall“ auf dem Weg vom untersuchten Kurven-
punkt U zum unendlich benachbarten Punkt N Tangente und Sehne
und Kurve zusammenfallen, daB ¢=+t. Aber bei der Bildung des
zweiten Differentialquotienten oder der zweiten Ableitung mufl man den
Unterschied der Richtungen in den Punkten U und N beriicksichtigen,
man muB von einer Anderung dr ausgehen und wieder den Wert von
4
% oder genauer von d;itzc—i%:f” (2)

»im Grenzfall“ ermitteln. Der Widerspruch wird in der hdheren
Mathematik freilich gekldrt durch sehr scharfe Definitionen.

Der Ingenieur verwendet einfachere Hilfsmittel. Er arbeitet
mit Bildern und kann nur mit Bildern arbeiten, die mehr oder
minder genau an die Wirklichkeit herankommen. Im allgemeinen
ist seine Arbeitsweise die folgende: Er verschafft sich von einem
Vorgang zunichst ein erstes Bild, eine erste Anndherung an die
Wahrheit. Sind ihm die Ergebnisse fiir die praktische Anwendung
geniigend, so hat er keinen AnlaBl, weiter zu gehen. In recht vielen
Fallen kommt er mit solch einem einfachen Bild vollstindig aus,
in noch mehr Fillen wére er froh, wenn er solch eine erste An-
néherung iiberhaupt hétte.

Nun ist ja das Merkmal der Tétigkeit des heutigen Ingenieurs,
daB er an jeder Stelle sparen und deswegen mehr als je rechnen
muB. Es wird ihm in vielen Fillen nicht mehr eine erste Annihe-
rung geniigen, er wird sich ein genaueres mehr an die Wirklichkeit
herankommendes Bild zu verschaffen suchen.

Wenn man bei der Untersuchung der Funktion f(z) an der
Stelle x nur ein erstes Bild oder eine erste Anniherung haben
will, dann sagt man:

Auf dem Wege von U nach N ist die Richtung tgr
der Kurve y — f(x) konstant; auf diesem Weg kann man
Kurve, Tangente und Sehne als zusammenfallend be- (a)
trachten.

Eine zweite Anndherung urteilt:

Auf dem Wege von U nach N #ndert sich der Rich-
tungswinkel 7 um dt oder die Richtung tgz um dtgr;

aber das Verhiltnis d;gt=f" () bleibt auf dem Wege
x
von U nach N konstant. (b)
Eine dritte Anniherung wird wieder sagen:

Auf dem Wege von U nach N &ndert sich das Ver-
hiltnis f”(x) um df” (z) usw.
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Die Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung geben
ein gutes Beispiel fiir diese erste und zweite Annsherung. Die Ge-
schwindigkeit » ist definiert als der in der Zeiteinheit zuriickgelegte
Weg. Wenn sie konstant ist, wird in der Zeit 1 der Weg v zuriick-
gelegt, in der Zeit 2 der Weg 2v, in der Zeit ¢ der Weg

s =vt. ()

Diese Formel setzt also eine gleichférmige Bewegung voraus,
eine Bewegung mit konstant bleibender Geschwindigkeit v. Im allge-
meinen Fall wird aber ein be-
wegter Punkt seine Geschwindig-
keit wechseln; auch auf dem Weg
vom untersuchten Punkt U zum
Abb. 72. unendlich benachbarten Punkt N.
Abb. 72. Sie wird im untersuchten

Punkt v und im unendlich benachbarten Punkt v dv sein.

Um im allgemeinen Fall eine Formel fiir die Geschwindigkeit
zu erhalten, wird man in erster Anndherung sagen: Auf dem
unendlich kleinen Weg ds von U nach N, den der bewegte Punkt
in der unendlich kleinen Zeit d¢ zuriickgelegt, kann man die Be-
wegung als gleichférmig und deswegen die Geschwindigkeit » als
konstant betrachten, so dal die obige Formel (c)

—ds—

ds :
ds=wvdt  oder v=r1 (d)
gilt.

Mufl man aber auch die.Geschwindigkeitsinderung beriicksich-
tigen, so fiihrt man die Beschleunigung b ein, das ist die Ge-
schwindigkeitsinderung in der Zeiteinheit. Man kommt hier mit
der ersten Anndherung nicht mehr aus, nimmt vielmehr als Grund-
lage, daBl sich auf dem Weg von U nach N die Geschwindigkeit »
um dv geéindert hat. Es gibt unendlich viele Mdoglichkeiten, wie
sie sich gelindert hat, die einfachste Annahme ist die, daB sie sich
gleichmiBig dndert. Man nimmt sonach in zweiter Anndherung an,
daB in der unendlich kleinen Zeit d¢ die Geschwindigkeitsinderung
oder Beschleunigung konstant ist. Unter dieser Voraussetzung gleich-
méBiger Beschleunigung gilt: In der Zeit 1 ist nach Definition die
Beschleunigung &, d. h. die Geschwindigkeit hat sich in der Zeit 1
um b geéndert; in 2 Zeiteinheiten hat sich die Geschwindigkeit um
2b geindert, in der Zeit £ um b¢. Sonach gilt von der Geschwindig-
keitsinderung 4v im Fall der gleichm&Bigen Beschleunigung

Ay = bt. (e)
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Nach der Annahme der zweiten Anndherung ist auf dem Weg ds,
der in der Zeit dt zuriickgelegt wird, die Beschleunigung b kon-
stant, so daBl die letzte Formel iibergeht in
dv
dv=>0bdt =
v="4 oder b 7t 43

Beispiel a) Welchen Einflul hat der MaBstab und der Um-
fang des Untersuchungsbereiches auf die zeichnerische Darstellung?

T logx

&y j

5 3 7

Die Abb. 73, 74
und 75 stellen alle den
Bogen der Logarithmus-
kurve im Bereich von
x =25 bis x=10 dar,
jedesmal durch die
starkgezogene  Linie.
Bei der ersten Abbil-
dung ist die Léngen-
einheit in wagrechter
und lotrechter Rich-
tung durch 1cm wie- —>z
dergegeben, bei der Abb. 75.
zweiten die wagrechte
Lingeneinheit durch 0,1 cm und die lotrechte durch 1 cm, bei der
dritten die wagrechte durch 1 cm und die lotrechte durch 10 cm,
Im ersten Fall macht das Kurvenstiick den Eindruck eines Geraden-
stiickes, so daB man bei einer ersten groben Anniherung urteilen
wird: die Anderungen von z und f(z) sind proportional. Wenn also
der Untersuchungsbereich einer Funktion eng gewihlt wird, dann
ruft eine graphische Darstellung bei ungiinstiger Wahl des Malstabes
leicht den Eindruck hervor, als ob die Funktion linear sei, in der
Abbildung fillt dann das untersuchte Kurvenstiick fast ganz mit
seiner Tangente zusammen.

Beispiel b) Wie wird die Formel (d) und (f) fiir den Fall
einer krummlinigen Bewegung?

Wenn man auf die Richtung keine Riicksicht nimmt, erhalt
man die gleichen Formeln. Will man aber die Richtung mitberiick-
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sichtigen, dann wird man entweder die auftretenden GréBen Weg,
Geschwindigkeit, Beschleunigung jedesmal in Komponenten parallel
zu den zwei oder drei Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems zerlegen; oder man fiilhrt Vektoren
ein, Abb. 76. Ein giinstig ausgewdhlter Punkt
wird zum Bezugspunkt O gemacht; man kann
ihn auch das Vektorkoordinatensystem nennen.
Der bewegte Punkt soll eine beliebige rdumliche
Bewegung haben. A ist der Anfangspunkt
der Bewegung; Anfangspunkt genannt, weil man
die Zeit zu zéihlen anfingt, wenn der bewegte
Punkt an der Stelle 4 ist. Nach ¢ Zeitein-
heiten ist er an der allgemeinen oder wunter-
Abb. 76. suchten Stelle U, von U aus kommt er in der
Zeit dt in die unendlich benachbarte Lage N.
Den Vektor von O aus nach 4 bezeichnet man mit r,, nach U mit
t, der Vektor ¢} dt nach N unterscheidet sich nach Zahlenwert
und Richtung unendlich wenig von . Es é&ndert sich also in der
Zeit dt sowohl die Richtung wie auch der Zahlenwert des Vektors
unendlich wenig.

Innerhalb der unendlich kleinen Zeit d¢ kann man die Bewe-
gung von U nach N als eine geradlinige betrachten. Dann ist das
Differential dv der beiden unendlich benachbarten Vektoren nach
U und N auch gleichzeitig der Weg von U nach N, es gilt also
von dt das Gleiche wie vorher von ds. Man erhilt sonach die Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung durch die Formeln
=Z—:, ﬁ=g—? oder ﬁzz—; (g)

v

*45. Differential und Differentialquotient von Vektoren. Be-
wegungsgesetze. Der Vektor ¢ sei nur von der Zeit { abhingig.
Etwa wie im vorausgehenden Beispiel, wenn ein materieller Punkt
eine riumliche Bewegung hat. Dann wird der vom gewshlten Be-
zugspunkt O aus zum bewegten Punkt U hin gezogene Vektor v eine
Funktion der Zeit ¢ sein. Umgekehrt wird durch den Endpunkt
eines solchen von der Zeit ¢
abhingigen Vektors ¢ eine
raumliche Bewegung bestimmt.

Beim Ubergang von U
nach N wird sich ¢ unendlich
wenig #ndern, Abb. 77, und
zwar ebenso der Richtung nach
wie hinsichtlich des Zahlen-
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wertes. Bevor die Betrachtung fortgesetzt wird, soll auf einen
Fehler aufmerksam gemacht werden, der bei der Vektorenrechnung
vom Anfinger oft gemacht wird: daf er mnémlich den Zusammen-
hang zwischen der wirklichen Anderung dt des Vektors ¢t und
der Anderung dr des Zahlenwertes r vergiBt. Er ist nimlich ge-
wohnt, den Zahlenwert des Vektors £ mit r zu bezeichnen, den
von A mit A usw., und schlieBt nun falsch, daB dr der Zahlen-
wert von dt sei. Er merke sich und behalte die Abbildung in der
Erinnerung:

dr ist die Projektion von d¢ auf r. (a)

Der Zahlenwert von dgt ist

—— o dr\?
(@] =VirdgP T @r=do )/ 7 +(&) ®)
wenn dg der Winkel vom Vektor ¢ zum Vektor v-dv ist.

*46. Fortsetzung. Wenn man alle Einheitsvektoren des Raumes
vom némlichen Punkt O’ aus abtrigt, so bilden die Endpunkte
eine Kugelfliche, die Einheitskugel. Wenn man
von einem solchen Einheitsvektor ' zu einem
unendlich benachbarten ¢’ dt’ iibergeht, so be-
schreibt der Endpunkt von ¢ auf dieser Einheits-
kugel die unendlich kleine Anderung dt’ senk-
recht zu ¢. Der Winkel von ¢ nach ¢ | dt
ist de, Abb.78. Weil jeder Einheitsvektor den
Zahlenwert 1 hat, [¢']=—1, so wird nach (43a)

[dv]=dop. (@)

Gleichzeitig merke man fiir die Anwendung:

Abb. 78.

Das Differential dt’ eines Einheitsvektors t
steht senkrecht zu v. (b)

Die Ableitung eines beliebigen vom Parameter ¢ abhingigen Vektors t
ist wie in (16):

de(t) .. t(t4)—re()
R @

Wenn u und ¢ verdnderliche Vektoren sind, die von einem
Parameter ¢ abhingen, und 1 eine gleichfalls von ¢ abhingige un-
gerichtete Grofe, beweist man mit Hilfe der Nummern 198 bis 203
des ersten Bandes genau so wie in den vorausgehenden Zeilen
die Formeln
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d(uTn) du N e ,
= +dt und  d (M4 v)=du-+db, (d)
_fz’lt_“)_ ‘“_H d" und  d(iw—uditidu, (o)
d(uy) du | _db . ‘ .

7 0717 Fu_ und d(up)=0vdu--udb, (f)
d[un}_[ @] . (du] o
= “dt —7—_%0 und d [uv] = [udv] + [du- v]

oder wegen [AB]= —[BA],

d [uv) ( du] [ de -
g = v -+ LY und d[up]=—[vdu]--[udv] (g
Bezeichnet man den verinderlichen Zahlenwert des Vektors ¥ mit r
und den gleichfalls verénderlichen Einheitsvektor mit t', so wird

rt=rt¢
und deswegen nach (23b)

fzf_d_(_r_t_’) v pdr dt (h)
dt~ dt de " ae -

Genau so gilt auch
dv=v'dr+rdv. ()

Durch die vorausgehenden beiden Formeln wird dy:d¢ oder dt in

zwei Komponenten zerlegt. Ihre Richtung ist, da r, dr und d¢

richtungslose GroBen sind, bestimmt durch

v e8r t' und dv’. Es hat sonach die erste Kom-

; ponente die Richtung von t/, die zweite

jene von dv’. Die erste Komponente ist

parallel zu ¢, die zweite senkrecht zu e,

sieche auch Abb. 79. Man kann sagen,

! daB durch die Anwendung der Differential-

war ¥ rechnung der Vektor dt oder dv:dt¢ auf

Abb. 79, eine natiirliche Weise in zwei zueinander

senkrechte Komponenten zerlegt wird.

Die Zahlenwerte der beiden Komponenten von dt sowie von

dt selbst sind, da ¢’ den Zahlenwert 1 und dt’ den Zahlenwert do
hat, wegen (45b)

[Vdr]=dr, [rdv]=rdg, [dt]—dg r‘=+<%)zf (k)

Siehe auch Abb. 80, eine Wiederholung der Abb. 79, nur daB statt
der Vektoren die absoluten Zahlenwerte eingezeichnet sind.
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Beispiel a) Man zerlege die Geschwindigkeit 9 eines bewegten
materiellen Punktes mit Hilfe der Differentialrechnung in ihre zwei
natiirlichen Komponenten.

Es ist nach (h)
dr ,dr | dp

v'———r— oder b=, 0V,

p oder T FTRIMFT,

ar .

Abb. 80. Abb. &81.

Es ist also p in zwei Komponenten zerlegt, deren erste die Rich-
tung von t hat, wihrend die zweite dazu senkrecht steht, Abb. 81.
Nach den vorausgehenden Formeln sind die Zahlenwerte der beiden
Komponenten

dr de

Ys = qr K

()
Beispiel b) Man zerlege die Geschwindigkeit p eines bewegten
materiellen Punktes und seine Beschleunigung b in Komponenten
parallel den drei Grundrichtungen eines réumlichen Koordinaten-
systems.
Es ist
. . . de ay
r=ix 4 i,y +i;2, b= B:ﬁ’
wo Z, ¥, 2z ebenso wie t selbst Funktionen der Zeit ¢ sind. Dann
ersieht man ohne weiteres, daB

dr . dz . dy . dz m
V=g Shg TRy Thyg (m)
dv dx |, &z d’y , ., d*z
—_ T T 3 " 3 < — n
li_dt—ult2 hWgE” 12dvﬂ_f_'f"alte ()

Beispiel ¢) Man deute geometrisch die erste und zweite
Ableitung des verinderlichen Vektors t nach dem von seinem End-
punkt U zuriickgelegten Weg s.

Das Differential dr des Wegvektors hat den Zahlenwert ds und
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ist tangential gerichtet, Abb. 82. Wenn daher t der Einheitsvektor
parallel zur Tangente in U ist, dann ist, Abb. 83,

de=ds-t oder Z—=t. (0)

Die Ableitung hat also den Zahlenwert 1, was ja selbstverstéandlich
ist. Die zweite Ableitung wird, wenn man den Einheitsvektor
senkrecht zu t mit n bezeichnet,
&er_dt_diw_m ()
ds® ds  ds o P
o denn vom Differential dt des Ein-

N,

\*@t’\ heitsvektors t gilt Formel (a) und (b).

P ar
dz'\ ’ 4 Ad %14
ué
Abb. 82. Abb. 83.

*47. Fortsetzung. Die natiirliche Zerlegung eines Vektors in zwei
Komponenten mit Hilfe der Differentialrechnung fiihrt zu wichtigen
Formeln, wenn man sie auf die Beschleunigung anwendet. Es ist

dy __d(wy)

ﬁ:d—t oder B T

wenn v der Zahlenwert und v’ der Einheitsvektor der Geschwindig-
keit ist. v und 9’ sind Funktionen der Zeit ¢{, man erhilt also
genau wie (46h)

dlwy) ., dv ay’ \
dt *”ﬁ_{—vﬁt @

oder
5=5,-+5,. (b)

Es ist v’ der Einheitsvektor der Geschwindigkeit. dt’ sein Diffe-
rential, sonach ist die erste Komponente b, gleichgerichtet mit der
Geschwindigkeit, tangential gerichtet. Die zweite Komponente b,
hat die Richtung von dt’, sie geht zum Kriimmungsmittelpunkt M.
Abb. 84. Nach (46a) ist der Zahlenwert der Normalkomponente,
wenn man den unendlich kleinen Weg von U nach N mit ds be-
zeichnet und ds==gd beriicksichtigt, Abb. 85,

___v_d_t_z ds o*
" dt edt o
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Abb. 84. Abb. 85,

Die Tangentialkomponente b, der Beschleunigung wird

_dv

tT At

Man kann noch die Winkelgeschwindigkeit « einfiilhren und be-
handelt zu diesem Zweck die Bewegung auf dem Weg von U nach
N wie eine Bewegung auf dem Kreis um den augenblicklichen
Kriimmungsmittelpunkt M. Es gilt dann entsprechend (4c): die
wahre Geschwindigkeit ist gleich Halbmesser mal Winkelgeschwindig-
keit, hier

b

v=9u. (c)

Es darf aber nicht vergessen werden, daBl ¢ in jedem Augenblick
einen andern Wert hat. Mit dieser Formel erhdlt man dann fiir die

9
v°

Normalkomponente b"=? oder b, =u?, (d)
Tangentialkomponente b:=% oder b,=d—(}§l. (e)

Man hiite sich wieder vor dem Fehler, der aus den Formeln
fiir die geradlinige Bewegung leicht hervorgehen kann, daB man dv
mit [db], d.i der Zahlenwert von db, verwechselt. Oder ent-
sprechend b,=dv:d¢t mit [0]=[db:dt]. Der Zahlenwert von b ist

5= Vi FE = wor+ (%) ®

Die Mechanik gibt den Zusammenhang zwischen einer am mate-
riellen Punkt mit der Masse m angreifenden Kraft P und der
erzeugten Geschwindigkeitsinderung & durch die dynamische
Grundgleichung

P=—mb oder P=mb. (8)

Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 8
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Greifen mehrere Krifte am materiellen Punkt an, dann ist P
ihre Mittelkraft. Durch die natiirliche Zerlegung der Beschleunigung
in eine Normal- und Tangentialkomponente ist auch die Zerlegung
der Kraft P in die zwei entsprechenden natiirlichen Komponenten
gegeben. Aus (d, e) erhilt man durch Multiplizieren mit der Masse m
die beiden Komponenten P, und P,, oder wie man sie gewohnlich
bezeichnet, die

Zentripetalkomponente,

o

c="%" oder C = mu?y, (h)

und die Tangentialkomponente
dv d(ug) .
T—m?i—t Odel‘ T——-m*‘di —. (1)

Man gewinnt aus den vorstehenden Untersuchungen den Satz:

Bei jeder krummlinigen Bewegung ist eine die
Bewegungsinderung hervorrufende Kraft

$—6-12

vorhanden, deren Normal- oder Zentripetalkom-

2

my o -
ponente C’=—é‘ oder (=mu?0 immer von Null
verschieden ist, (k)

denn die drei GréB8en m, v und ¢ sind bei einer krummlinigen Be-
wegung immer von Null verschieden. Die Tangentialkomponente 7T
kann gleich Null sein, wenn nédmlich v konstant ist. Wenn beispiels-
weise der materielle Punkt sich auf einem Kreis mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt, wie etwa bei der Bewegung des Mondes
um die Erde, dann ist v konstant und deswegen die Tangential-
komponente T'= 0, also:

Bei der gleichférmigen Kreisbewegung ist die
den materiellen Punkt bewegende Kraft P (oder
falls es mehrere Krifte sind, deren Mittelkraft)
stets zum Kreismittelpunkt gerichtet und hat
den Wert mu®o. )]

Beispiel a) Man ermittle die Fadenspannung beim Zentrifugal-
oder konischen Fadenpendel, Abb. 86.

Das Pendel ist als materieller Punkt vorausgesetzt. Konisches
oder Kegelpendel heiBit es, weil der materielle Punkt lings eines
wagrecht liegenden Kreises um den Mittelpunkt M sich bewegt, £o
daB der Faden einen Kegel erzeugt. Am Pendel greifen an das Gewicht
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G=mg, und die gesuchte Fadenspannung F'. S
Beide haben eine Mittelkraft P, die nach /
dem vorausgehenden Satz nach dem Kriim-
mungsmittelpunkt M gerichtet sein muB,

weil das Pendel mit einer gleichformigen
Winkelgeschwindigkeit » schwingt. Unbe-
kannt sind also nur mehr die Zahlenwerte S —]
F und P. Durch die Tatsache, da P die ¢
Mittelkraft aus G und F ist, bestimmt sich das

Kriftedreieck der Abb. 87, woraus sich ergibt Abb. 86 u. 87.
G

*48. Zentrifugalkraft. Dem Zahlenwert nach der Zentripetalkraft
gleich aber entgegengesetzt gerichtet ist die Zentrifugalkraft, die
in zwei ihrem Wesen nach grundsitzlich verschiedenen Formen
auftritt. Zunidichst ist zu beachten, daB eine Zentripetalkraft oder
Zentripetalkomponente nur bei einer krummlinigen Bewegung
vorhanden sein kann. Damit eine solche krummlinige Bewegung
des materiellen Punktes mdglich ist, muB von einem Ko&rper
her auf den bewegten Punkt ein Bewegungszwang ausgeiibt
werden.

Man denke etwa an die Eisenbahnschienen, die den Wagen
zwingen, in einer bestimmten Kurve zu laufen. Um bei diesem
Beispiel zu bleiben: Vom Eisenbahnwagen, der seinem Trigheits-
bestreben folgend geradlinig sich weiter begeben will, wird ein Druck
N auf die Schiene ausgeiibt, die wieder mit dem gleichen Gegen-
druck N auf den Wagen antwortet. Nun ist zu beachten: am
bewegten Punkt, hier am Eisenbahnwagen, greift die Zentripetalkraft
oder Zentripetalkomponente an, an der Schiene dagegen die Zen-
trifugalkraft oder die Zentrifugalkomponente. In diesem Fall ist die
Zentrifugalkraft, wenn sie also die Gegenkraft zur Zentripetalkraft
ist, physikalisch existierend, d. h. sinnlich wahrnehmbar. Oder ein
anderes Beispiel: Wenn man einen an einer Schnur befindlichen
Stein im Kreise schwingt, dann greift am Stein, wenn man von
seinem Gewicht absieht, die Zentripetalkraft an und erzeugt als
Gegenzug an der Hand, die den Stein fiihrt, die physikalisch
existierende Zentrifugalkraft.

Wenn die Zentrifugalkraft physikalisch existiert, dann
ist sie immer die Gegenkraft oder Gegenkomponente zur
Zentripetalkraft oder Zentripetalkomponente. In diesem
Fall greift sie nie am bewegten Punkt an. (a)
8*



116 Differentialrechnung IT. 4%.

Spricht man aber von der am bewegten Punkt angreifenden
Zentrifugalkraft oder Zentrifugalkomponente, dann ist sie immer nur
eine gedachte Kraft, die, wenn sie vorhanden wire, die Zentripetal-
kraft oder Zentripetalkomponente im Gleichgewicht halten wiirde.

Beispiel a) In welcher Form tritt die Zentrifugalkraft im
Beispiel 47a auf?

Entweder in der Form, wie Abb. 88 zeigt, dann ist die Zen-
trifugalkraft P eine gedachte Kraft, die im Gleichgewicht mit F
und G wire, wenn sie angreifen wiirde, siehe das Krafteck der
Abb. 89.

Oder aber sie greift an der Auflagerstelle S an, von wo aus
der Bewegungszwang auf den bewegten Punkt ausgeiibt wird, wie
Abb. 90 zeigt, dann ist sie eine Komponente der wirklich vor-
handenen Gegenkraft F, die aber nicht am untersuchten Pendel,
sondern am Triger des Pendels wirks.

1S

Abb. 88. Abb. 89. Abb. 90.

Beispiel b) In welcher Form tritt die Zentrifugalkraft bei der
Mondbewegung auf?

Der Mond bewegt sich mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit
um die Erde. Nach (47]) ist also die ihn bewegende Kraft stets
zum Erdmittelpunkt hin gerichtet, es ist die Zentripetalkraft C, die
Erdanziehung. Die entgegengesetzt gleiche Gegenkraft ¢ greift an
der Erde an, sie ist die wirklich vorhandene, die physikalisch
existierende Zentrifugalkraft. Wiirde am Mond die Zentrifugalkraft
angreifen, dann wéire sie im Gleichgewicht mit der Erdanziehung,
der Mond also auch im Gleichgewicht, er wiirde sich mit gleich-
férmiger Geschwindigkeit geradlinig weiter bewegen.

Beispiel ¢) In welcher Weise tritt beim Kreispendel die Zen-
trifugalkraft auf?

Wenn man schlechtweg von einem Kreispendel spricht, meint
man das in lotrechter Ebene schwingende. An ihm greifen das
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Gewicht @ und die Fadenspannung F an, Abb. 91. Beide haben
eine Mittelkraft P, die man wieder in zwei andere Komponenten
zerlegen kann, in 7' und C, Abb. 92. Letztere, die Zentripetal-
komponente, geht zum Kriimmungsmittelpunkt M. Ihr Wert ergibt
sich aus dem Resultantensatz bzw. dessen graphischer Darstellung

in der Abb. 93 durch
C=F—Gcost.

Entgegengesetzt mit ihr greift am Auflager M die Zentrifugal-
komponente ¢ an, gleichfalls als ein Teil des Gegenzuges F. Wenn
man aber von der am Pendel angreifenden Zentrifugalkomponente
spricht, dann meint man eine gedachte Kraft, die wenn sie vorhanden
wire, die Zentripetalkomponente C aufheben wiirde.

M

l Gcos .

Abb. 92. Abb. 93.

49. Wiederholungsaufgaben, 1) bis 4) Man differenziere nach ihrem
Argument die Funktionen

1) (a+dx)? 2) ya*—w?  8) lg sing 4) igtgz.
5) bis 8) Man bilde die Differentiale der Funktionen
5) g :—é; 6) 21_d ]gg;‘; 7 (YazFb)®  8) arcsin %-
9) bis 11) Man differenziere nach ihrem Argument die Funktionen
9) lg ‘Lﬂzj:_“_’ 10) z aresinz - y1— 22 11) arctg (tgg-y1— a®)-
12) bis 14) Man ermittle die Ableitungen der Funktionen
12) VaVy=va 13) @ Fy)i=2a08  14) ayf2yi=4aVy.
15) bis 17) Man gebe die erste, zweite und dritte Ableitung an von
15) ez z® 16) esinu  17) 1 22(1g2*—1).

18) und 19) Man gebe das erste und zweite Differential der Funktionen
18) 1 z (sinlgx — cos Ig ) 19) 1 [arcsiny - (2y2 — 1)+ yv’lt-?;z] .



118 Differentialrechnung II. 50.

20) bis 26) Gesucht sind die Differentiale der nachstehenden Funktionen

I
20) y_]ga—*—bz 21)z=lg\/—iir:% 22) u= lg(x—l—\x-+a,)

i x
23) v=xy2* + @ a?lglztyai+ad) 24) w:x\a’—x"—f—a‘-’arcsina—.
25) r=arcsin z- (22 — 1) Lz y1 - —x* 26) s—earacosbr+bsinbzx.

27) und 28) Man differenziere nach x bezw. ¢.
27) x+y?=uzsiny 28) re? Fo=r¢.

Zum Vergleich entwickle man noch die beiden Funktionen nach einer der
Verinderlichen und suche daraus die Ableitung.

29) Gesucht sind die Horizontal- und Vertikalstellen der Kurve
y*=1x (1l —z). Man kontrolliere die erhaltenen Werte, indem man sich ein
Bild iiber die Gestalt der Kurve verschafft.

30) Man beweise, daB sich die Kurven (x—1)*4-y*—1=0 und
(x — 2+ y*—4=0 im Nullpunkt beriihren.

81) Man beweise, daB das durch die Koordinatenachsen abgeschnittene
Stiick jeder Tangente an die Kurve */s 4 4*/s — a*/s die konstante Linge a hat.

82) Man lése das bei Untersuchungen iiber Ketten und Seile auftretende

Gleichungssystem
uSs —vCec =—d(c—s),

w(Sc+Cs)+v(Cs—Sc)y=2¢cd
nach den beiden Unbekannten w und v, wenn

s=gsin z, ¢=1cosz, S = Sin «, C=Cos .

83) Die Zustandsgleichungen der Gase und Démpfe beniitzen auch die
Kurve y=2%(x — b), wo b=0,0023. Man gebe deren ungefihre Gestalt.

34) bis 38) Man differenziere nach 2 die Funktionen
34) w = 2 arc tg (Sin x 4 Cos ) 35) v=I1gTgx
36) w=lng2— 37) y=z-1-SinzCosx 38) z=xCosz—Sinx.

50. Losungen, 1) bis 4) Im ersten Fall ist das nichste Argument die
Klammer, im zweiten der Radikand R, im dritten sin ¢, im vierten tg z.

datbap__d() d()

) ———= 0 ds = =2()-b=2b(a+ba);
I 5 ST M=

3) ﬂ?lzn ?’_d;il:’;¢’ d‘;“;w sin ¢ - cos ¢ == cotg ¢ ;
4 dli:gz dﬁ;gzz ditﬁ'z'*““gz 51 fs.a:z'lcos:'
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8) bis 8) Man unterlasse nie, eine Vereinfachung vorzunehmen, in den
ersten beiden Fillen etwa den Logarithmus auszufiihren.

5) dlgyl=d |5 lg 712 =2 dg(l+2)—lg(1—2)

__1[ 1 ] dx
-2 R | Lt wr= g

2 -l—l—x )
6 4515272 =L ap 1 )
) 4o, =54 086 —0)—lg@+a)
ﬁl[ - da:g.
2a dx_;f_—ae’
) dy d(az+ )f‘=§(ax+b)%fa-dx:l,sa‘/az_ﬂ.dx;
8) darcsm;=———;—ldx=__d’:_

9) bis 11) Man fiihrt Symbole ein fiir die gegebenen Funktionen, etwa
(), F(z), u(p). Die erste Funktion kann man durch Ausfiilhrung des Loga-
rithmus erst noch vereinfachen,

f)=lg@+vy)—lgu,
1 —u_ 1 —w—(@tvy)y_—ea
9 ! U} —=—— ¢ ——— —_—— = -
) ') at+y Vv u (a—}—‘)u‘/ uy
PN s 1, —2z .

10) F’(z) =arcsin z - 1—{—2-7+—2~‘T—_ar051n z; -

poy_ 1 vV vV y1l—a?

1) u ((p)_l%—( 3 éos“qz cos®p +sin? @ - (1 —a*) 1—a’sin?¢ ’

so daB

12) bis 14) Es ist unpraktisch nach y aufzulGsen, im dritten Fall wire
diese Auflésung auch recht schwierig und am ehesten noch durch die Auflésung

nach z zu ersetzen.

1 1 z
12 — 4 ——.9=0 oder y=—Y\/=
) 2\/x+2\/y Y * v ‘/y
13) 2()-Qzx+42y-y)=2a-82®
oder Y =a[3az:2()—1]:y;

) ylfazy 44y y—4(‘F1+x 7 .z/)

oder ¥ =y @& —Vy):@Vy+4yVy —29).
15) bis 17) Man fiihrt die Symbole f(z), g (%), & (2) ein und erhilt im Fall
15) f'(x)=2%" | €* 22 =€ (2% 22),
f"@):=e@*+4x+2), ["(@)=e"("+6216)
16) ¢’ (u)=e"* cosu, g" (u) = esin* (cos®u — sin u),

g"” (u) =e®»* (cos® u — 3 sin u - cos u — cos u);

1
17) WEe=zlg=z, KEy=1+lgz, h’”(z)=;.
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18) und 19) Man setzt im ersten Fall » und im zweiten Fall v als
Symbol fiir die Funktionen, dann wird

18) du= [%( )—|—%x <coslg:t~%+ sin lgx-%); -dx

=sinlgz-da; dzu:%coslgx‘dx";
19) dv [(2 y:—1) ______.-I—arcsmy 4y+yv+vy- 22/ de
oder dv:yarcsmy-dy, d?v=[arcsiny 4 y:y1—y?] dy°.
20) dyzd[lg(a—{—bx)—lg(a—bx]]=—,,2—a§,—_,dz;
a®— bz’
da
21) ——d[lg(l—l-—x) Ig l—x)]——_?;
1 z dx
22 duz—(l —)d:c: —;
) z +\’ Vva' +a?
23) dv=%‘/-l+x£,,+,a2‘ll‘;dx:2 2+ at - du;
15 ‘ ‘y_'
x » 1 1 R Sy
24) dw= ‘/—ﬁ'—,—‘—a' — dx=2\al—x'~dw;
v l_ac_" a
a?

25) dr:[(2x- l)-—ll——+arcslnx 4z-1—\l—x-—xdex
v1—a? v

=4z arcsinzxdax;

26) ds=(acosbz-}bsinbz)e* a4 e*=(—asinbz b
~+bcosbx b)) dx = (a®+ b*) e*zcos bxdx.
5, . dy  sing—1
27) 14 2yy =siny-tazcosy-y oder o3y —zoosy
Oder man lost nach 2 auf, x=y*: (siny — 1) und differenziert
dz _ (siny—1)2y —y*cosy oder dy  (siny—1y )
dy (siny — 1)2 dx 2y(iny—1)—y®cosy

DaB die beiden Ausdriicke fiir die Ableitung gleich sind, ergibt sich, wenn
man in der ersten L&sung fiir 2 den Wert y2: (sin y — 1) setzt.

¢ —
W) Tglfretl—p ity oder 3L—TTEITL

Oder man 16st nach » auf,

F () —
r= Y __ , und erhalt dr _ (v l) .
@ — ¥ dqr (p — e%)?

Wenn man in der ersten Losung r=¢:(p — e%) einsetzt, kommt man zur
zweiten Losungsform.
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29) Die umgeformte Gleichung 2°-}+y* — 2 =0 gibt unmittelbar die
Lésung, denn die Kurve ist ein Kreis, der die y- Achse im Nullpunkt beriihrt.
Will man die Differentialrechnung anwenden, dann iiberlegt man: die Hori-
zontalstellen sind bedingt durch 3’ =0, hier durch 22z —1=0 wegen
22+ 2yy' —1=0. Aus der Abszisse x =0,5 ergibt sich durch die Gleichung
y2=% oder y =+ 0,5; man hat zwei Horizontalstellen 0,5|0,5 und 0,5/ — 0,5.
Die Vertikalstelle verlangt ¥’ = 00 und somit y =0 wegen y'=(1 —2x):2y.
Man erhilt zwei Vertikalstellen 0|0 und 1]0.

80) Aus beiden Gleichungen ersieht man unmittelbar (nach 1109 ebenso
wie {bei der vorigen Aufgabe), daB sie Kreise vorstellen, die die y-Achse im
Nullpunkt beriihren.

Will man die Hilfsmittel der Differentialrechnung verwenden, so mufl
man beweisen, dal beide Kurven im Nullpunkt die gleiche Richtung haben.
Natiirlich liegt der Nullpunkt auf jeder der beiden Kurven. Die beiden Rich-
tungen ergeben sich aus den Ableitungen

2@—1)+2yy’ =0 bzw. 2(x—2)+2yy'=0
zu y=Q0—=2):y lzw. y=2—2):y

an der allgemeinen Stelle z|y; im Nullpunkt nehmen beide Richtungen die
Werte 00 an, beide Kurven haben sonach im Nullpunkt lotrechte Richtung.

31) Man ermittelt die Gleichung der
Tangente an der allgemeinen Stelle z,|y, B Ay
und bringt sie auf die Abschnittsgleichung

%—}— % —1=0, dann muB das durch die

b S
beiden Koordinatenachsen abgeschnittene
Stiick s=yVa®-+b* unabhingig von den } Z =3
Zahlen z, und y, den konstanten Wert ¢
haben, Abb. 94. Die Richtung ergibt sich Abb. 94.
aus der Ableitung
%xo—%‘F %1’/0—%?/0’ =0 zu Yo = — ¥o: xo)% .

Die Gleichung der Tangente wird
1 1
¥ — Yo) @t + (& — 20) 4o¥ =0
oder xyo% -+ yxo% — (=, yo)% ("74)?;r + yo%) =0;

weil mit Beriicksichtigung der Kurvengleichung die letzte Klammer zu ¥
wird, wird die Abschnittsgleichung

—1=0 oder

R
o=

_I_

woraus sich wegen

wiedsr s=¢ ergibt.
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32) Mit Hilfe der Determinanten oder auch auf elementarem Weg
findet man
”.1__588 —Cc d(c—s)’
wiv " 18c+Cs Cs— 8¢ —2cd,
=d[20c® L (c —s)(Sc—Cs)]:d [28cs L (c — ) (Sc+Cs)]
:[Ss(Cs—8c)+Cc(Sc L Cs)]
=d[C(c?+8%) - (C+8)c(c—8)]:d[cs(C+8) -8t — Cs?]
:[C8(c*+8%) L cs(C* — S%)].
Man beriicksichtigt nach 39 und 40
dlg=1, CLS=¢, C—S=e¢", —8§2=1
und erhilt

urv:1l :.g[e“‘—{—e‘”’+?e"(cos‘31—sinzcosx}]

d - . .
) [e* (cos*x — sin®z) — e~ % - 2 ¢ sinx cosa’
131208+ 2¢s)
=de*[l e~ 2* - 2cos’z — 2sinx cosz,
:de® cos 2x — e~ ¥ —sin 2
: Sin 2@ - sin 2z,
=de* [cos 2x — sin 2z -+ 24 e~27] : de* [cos 2 1 sin 20 — €7 %]
:'Sin 2 —-sin 22

33) Man zeichnet die beiden Grundkurven y=2® und y=x —b, die
erste eine gewohnliche Parabel, die zweite eine Gerade. An jeder Stelle x ist
die Ordinate der gesuchten Kurve das Produkt der Ordinaten der beiden Grund-
kurven. Das sehr kleine b erschwert die Zeichnung,
man nimmt deswegen zunichst willkiirlich &=0,6
und findet damit die Gestalt, so wie Abb. 95 zeigt.
Die gestrichelte Kurve dieser Abbildung ist die
Parabel y =2°. Die Kurve hat im Nullpunkt ein
Maximum, unmittelbar rechts davon ein Minimum und
weiter unmittelbar rechts wieder ihren Schnittpunkt
mit der x-Achse. Die drei Punkte, ndmlich das
Maximum, das Minimum und der Schnittpunkt mit
der z-Achse fallen derart nahe zusammen, daB sie
selbst bei der Wahl b =0,6 in der Zeichnung schwer
zu unterscheiden sind. Fiir die Wahl b=—10,0023
werden diese drei Punkte noch niher zusammenriicken,
Abb. 95. die beiden Kurven

y=2z(@x —0) oder y=2a’ und y=2z(x—0)

sind fiir diesen Wert in der Zeichnung nicht zu unterscheiden. Durch Rech-
nung kann man die Extremstellen natiirlich ebenfalls auffinden. y’ =32* — 2bx
muB verschwinden, oder x (32 —2b)=0 ist die Bedingung fiir ein Extremum.
x =0 liefert das Maximum und x:§b=0,001 5 das Minimum. Der Schnitt-
punkt mit der x-Achse ist durch y=0 oder a*(r—b)=0 bestimmt; im
Nullpunkt beriihrt die Kurve die x-Achse. rechts davon im Abstand z == 0.002 3
schneidet sie diese.
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84) Nach (40h) wird « = 2arctge*, also

du_, e 2 1
de "1+ er” e Le Cosz’
dv \ 1 _ —1
) 7z =""8" Costs — Cosa-Smz”
36 ©_cogZ. 1. 1_ 1 —1
iz 2 Cost® 2 9CesZgnZ Sin®
5 085 2

37 j—i: 14 Cosa - Cosz - Sinz Sinz =1 -+ Cos?*x |- Sin?z ==2Cos® .

38) d—z=Cosx- 1+ xSinz —Cosz==zSinz.
dx !



Dritter Abschnitt.
Integralrechnung I.

51. Unbestimmtes Integral. Die Funktion

[r@ a,

genannt das unbestimmte Integral aus der Funk-
tion f(x), ist definiert als diejenige Funktion,
deren Ableitung f(z) ist. (a)

Oder in anderer Sprechweise:

f f(x)dx ist definiert als jene Funktion, deren Differential

f(x)dz ist. (b)

Damit ist die gegebene Funktion f(x) als Ableitung der ge-
suchten Funktion, diese selbst als Stammfunktion zur gegebenen
charakterisiert.

Eine Reihe von unbestimmten Integralen lassen sich unmittel-
bar aus der Definition ermitteln. Beispielsweise ist cosz die Ab-
leitung von sin x; daraus folgt

fcoszdx =sinzx.

Man fragt: ist denn sinz die einzige Lo6sung, d. h. gibt es viel-
leicht noch andere Funktionen, die als Ableitung cosz haben. Nun
wissen wir in der Tat, daB auch sinz -} 3, oder sinz -} 8, allge-
mein sinz+C, wo C eine Additionskonstante ist, als Ableitung
cosz haben. Mit andern Worten: die Aufgabe, zu einer gegebenen
Funktion die Stammfunktion zu finden, ist unbestimmt, sie hat
unendlich viele Losungen. Zur gegebenen Funktion cosz ist also
die gesuchte Stammfunktion sinz + C, oder in mathematischer Dar-
stellung
fcosxdx=sinx —C.

Wenn man sonach weil, dal

ff(x)dx =g (x)
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ist, so kann man daraus schliefen, daB allgemein

[r@an—g@+c ©

ist; bei jedem unbestimmten Integral kommt demnach eine Addi-
tionskonstante zum Vorschein, woraus sich der Name ,unbestimmtes
Integral“ 'erklirt. Die Konstante C heilt man auch ,Integra-
tionskonstante®.

Die vorausgehenden Definitionen und Entwicklungen haben das
unbestimmte Integral als eine Umkehrung der Differentialrechnung
hingestellt. Dementsprechend geht der Satz ,eine Additionskonstante
verschwindet beim Differenzieren® iiber in:

beim Integrieren kommt eine Integrationskon-
stante zum Vorschein. (d)

Auch die anderen einfachen Differentialformeln lassen sich um-
kehren. So geht

d[C-f(2)]=Cdf ()

iiber in
fC-f () dx=0ff(w) dex,
eine Multiplikationskonstante kommt vor das
Integral. (e)

Ebenso

du@) +v(@)+..]J=dul@)+dv(=)+...

iiber in
f[u(w)—{—v(w)—}—...]dw=[u(m)dw+fv(w)dw-}-...,
eine Summe wird integriert, indem man jeden

Summanden integriert. (f)

Weiterhin wird

n n
%2 nan=1, also fx"‘l dx =% 40,

oder wenn man # — 1 —m setzt,
am+l
m _—
fw S L @

Es stehen sich weiter entsprechend die nachfolgenden Diffe-
rential- und Integralformeln gegeniiber:
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— dx
dVa: == — =
2Vax

dsinx = cosxdx

dcosr=— — sinzdx

do*=a%1gadx

dzx
1—2°
—d
darc cos x =— ,:L
1—2°
dx

darctg— ————;
1427

d arc cotg x = —— dz

e

d arc sin x —

duw

V;=2v5+c;
fcosxdm=sinx—[—0;
fsin.zcdac=—c0s.x—{—0;
fcif¢=tgw+0;
fg%=—cotgx+0;

%':lgx—}-c;

fe”d.n — ety

J‘afdx.z i -—C;
Iga

dax
fv?j:arcsinx +—C

= —arecos » +—

e .20
fl—}—.nz aretga -

= —areeotgx +C’".}

(i)
(k)

M)
(m)
(n)
©)
(p)

|
o'j (a)

(r)

Wenn der Anfiénger ein Integral dieser oder der nachfolgenden
Nummern selbsténdig 13st, so wird er zuweilen scheinbar ein anderes

Ergebnis erhalten als das im Buch angegebene.

Er wird beispiels-

weise als Losung vielleicht cosx erhalten, das Buch aber 2 cos® g

Beide Losungen sind nur scheinbar verschieden, wenn man beachtet,
daB ein unbestimmtes Integral immer mit einer Konstanten ver-
sehen ist. Die beiden scheinbar verschiedenen Losungen cosxz - C

und 2 cos® % - C' sind aber tatsichlich identisch, wenn man C=1-¢

und (' =¢ setzt, da bekanntlich

1+cosx—2cos‘3%.
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Man beachte wohl, daB diese scheinbar verschiedenen Lésungen
nur bei unbestimmten Integralen auftreten kénnen; bei den spiter
zu besprechenden bestimmten Integralen sind auch scheinbare Ver-
schiedenheiten unmoglich (siehe etwa Beispiel 57 f).

Beispiel a) Wie erkldren sich die beiden scheinbar verschie-
denen Losungen (q) und (r)?
Man weiB aus (31a), da

arcsinz | arccosx —4n, arctgx - arccotgs=}n.
Man kann also auch schreiben
arcsinz + 0= —arccosz | (',

wenn man (' —C =3 7t setzt.

Beispiel b) In welchem Zusammenhang stehen die beiden
Formeln (g) und (n)?

Man konnte die Formel (g) auch auf das Integral (n) anwenden
und erhielte

0
fd;fzfx—ldx=%+o'= co+C.

Diese Losung wire zwar nicht unrichtig, aber fiir die weitere Rechnung
wertlos.

Beispiel ¢) bis p) Man ermittle die nachstehenden Integrale:

c) [5ztdx d) (2a°dz e) |92 f) (492
) [ ) [3 ) = )’ .

g [adx h) [(@*+z-+1)dx i) [8esdx
k) [(asinz - b cosx 4 c)dx

1) f(v;+ﬁ) dz  m) f (VLEJF ‘%)dx
n) f(2x+20+g$—$8—7:xe——x2)dx

o) f[f/a?—}—x : \5/;—:&:1/5:‘3/;
—V;(x— 1):2% —(2® 4 1):V§J dzx

x 4
x

P [(l—x) TV +<x_1>“} -
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Man wendet die vorausstehenden Sitze an und beachtet noch.
daB man die vorkommenden Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen
Exponenten und die auftretenden Produkte und Quotienten als
Summen anschreibt; dann wird

¢) [batdz =05 [adz=532° + C=2"1C;

d) J‘gx5dx=§-%x“—{-—0=%x“+0;

dx z—?
e) f;§=fz—3dx=_2

f) i‘ﬁ_«;f_-—ugx-w

g [adz=a [dz=az+C;

h) [=[2*dz 4 [wdz+ [de=3}2" + 1o’ +24C;

) [=3ferdz =3¢ +C;

k) [—a [ sinzdz+b [ coszde +c [ de=—acosz+ bsinz
Lox0;

1) f:fx% dx +fz%dx =§ -+ %i +C=2zVz+3 x\a/;*—}—C’;

) [=[a tda+ [abde=2at 1328 0

n) [=2fwde+20 [dz+} [ede—[ode—1 [z %de
— [ePde =2+ 2024 Fa* —}a® + 10— }2® O

o) [=[abda+ [atde— [2¥de — [atda+ [o b da
—fx%dz—fx-%dx=§x%+gx%_%x’e’ Lozt

e=% — 22t —2Vz 1 C;

fdx — 2f——fxdx - 2fdx -—f:udx ——fxn dx

—}—fzsdx— 3fx“’dm—]— 3fxdx —fdxzx —2igz —32°
Fox—tat 12,1 L 1a0_ o8 1 3,2 510

CAJ!M
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52. Fortsetzung, Welche geometrische Bedeutung hat

¥ (@)= [ f(@)ds?
Nach Definition ist

f(x)=d%ii) und sonach d¢(x)=f(z)-dz,
d. h. die Anderung der Funktion ¢ (z) ist gleich einer Fliche, gleich
dem in Abb. 96 schraffiertem Rechteck aus den Seiten f(z) und dz.
Wenn aber die Funktionsidnderung

do(z) eine Fliche ist, muB die f@

Funktion ¢ (z) selbst auch eine Fliche ~&
sein; es ist sonach f f(x)dz die aus S
den unendlich viclen - aufeinander-
folgenden Rechtecken f(z)dx zusam- 0 z
mengesetzte Fliche, gezidhlt von einer —a— 5 az .
nicht angegebenen linken Begrenzung Abb. 96.

bis zur Stelle z. Sie ist also gleich jener

Fliche, die durch die Abszissenachse und die Kurve y= f(z) gebildet
und links durch eine noch nicht nidher angegebene Ordinate sowie
rechts durch die Ordinate an der Stelle  begrenzt wird. Das unbe-
stimmte Integral ist sonach doppelt verinderlich, es hat oo® Werte,
wegen der unbestimmt gelassenen Begrenzung links und der ver-
anderlich gedachten rechten Begrenzung bei z. Dieser Tatsache
entepricht auch die Gleichung

f f(x)de =g @) C,
weil die Integrationskonstante C ebenso wie die Ordinate x zundchst
willkiirliche Verinderliche sind. Man muBl diese Beziehungen beachten,
wenn man von einem unbestimmten Integral spricht. Wir fassen
zusammen:

Das unbestimmte Integral f f(x)dx ist in rechtwink-
ligen Koordinaten geometrisch durch jene Fliche F dar-
gestellt, die durch Abszissenachse und die Kurve y —f(z)
gebildet und durch eine linke Anfangsordinate sowie rechts
durch die Ordinate bei z begrenzt wird. Wegen der Ver-
dnderlichkeit beider begrenzenden Ordinaten ist das un-
bestimmte Integral f f(z)dz als eine Funktion der Ver-
anderlichen x und C zu betrachten. (a)

Wenn man von dem durch die Fliche F dargestellten Integral
die linke und rechte Grenze kennt, oder wie man gewdhnlich sagt,
die untere und obere Grenze, z=a und x=> nach Abb. 96,

Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 9
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so erhilt man fiir die Fliche F oder fiir das Integral [ f(x)dx einen
ganz bestimmten Wert, das bestimmte Integral zwischen den
Grenzen z=—a und z =15, bezeichnet mit

z=2Db b

J f@)dz oder abgekiirzt [ f(z)da,

r=a a

gesprochen: Integral aus f(z) von x=a bis x=1".
Man faBit zusammen:

b
Das bestimmte Integral [ f(x)dx wird in rechtwink-

a
ligen Koordinaten durch jene Fliche dargestellt, die durch
die Abszissenachse und die Kurve y =/{(z) gebildet und
durch die Ordinaten x=a und z=1"> begrenzt wird. (b)

Das bestimmte Integral wird aus dem unbestimmten durch die
sogenannten Grenzbedingungen oder Anfangsbedingungen
ermittelt. Jedenfalls ist

fr@dz—p @+,

wo sich die Integrationskonstante C nach der unteren Grenze ¢ durch fol-
gende Uberlegung ausdriicken laBt: Sicher gilt die eben angeschriebene
Formel an jeder Stelle z, also auch wenn man beide Grenzen zu-
sammenfallen 148t oder x =—=a wahlt; in diesem Falle verschwindet
die Fliche F, durch die das bestimmte Integral hergestellt wird,
es ist
F=0 oder 0=¢(@-+C oder C=—¢p(a).
Damit wird

[ra)iz=p@) — o). (©

Wenn man die in dieser Formel verinderlich gedachte obere Grenze
z konstant macht, also =17 setzt, dann erhilt man das bestimmte
Integral

b
f f (@) de =g () —¢(a). @

Man hat dafiir auch die Schreibweise

J” f(x)dx=Uf(x)dx]Z=[qD(x)J:- ©

@ (x) ist das unbestimmte Integral, (@) und ¢ (b) sind seine Werte
an der unteren bezw. oberen Stelle; ¢ (b) — ¢ (a) ist die Anderung
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des unbestimmten Integrals beim Ubergang von der Stelle x—a
zur Stelle x="5. Man hat sonach

)
Das bestimmte Integral [f(z)dz ist gleich der An-
a

derung des unbestimmten Integrals beim Ubergang von
der unteren Grenze x —a zur oberen Grenze r —b. €3

Beispiel a) bis f) Um die nachstehenden bestimmten Integrale
auszuwerten, gibt man zuerst die unbestimmten Integrale an und
setzt dann die Grenzen ein. Dabei ist es nicht notwendig, die Kon-
stante zum unbestimmten Integral hinzuzunehmen, wie das erste
Beispiel zeigt.

a) fx”dx=§x3+0;

2 2
fﬁm:[gﬁ] —1@—1)=1;
1 1

wi=a

2 2
oder jx*dw:[%x'z—}—(}] =|i§2“‘—}— C—;—-l'"‘-—()’]:
1

1

b) \r(x'“'ﬁ—x—k- 1de= Fx“‘—}—’zx"—}—xJz

0

:[g.gﬁ—z-o—o—o}:eg;

+1/ex y
c) facosxdx:a[sinx] J— [1——(—1)J=2a,;
—1yn e
1 dx 1 .
d) r —=—====|arcsinz| =arcsin 1 — arcsin 0 =1x;
00 Vl —'172 Jo

1
oder — —arccosx} = —arccos1 -} arccos 0 =1 7;
0

2 2
e) 10%de = [10ng IOJ =Ig 10 [102 — 101} =901g 10;
1

b b
f) _4__=[]ng :lgb—]gazlg;.

g*
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Beispiel g) Was wird aus dem bestimmten Integral. wenn
man die Grenzen vertauscht?

Wenn ff(x)dz:qa(x)—§—0,
wird
b
['f( z)de = @ (b)—¢@(a) und ff(x)da: =g (a)— @ (b)
somit = f (g)

H

b ¢

-+ f (h)
Selbstverstandlich ist jedes Integralzeichen auf die némliche

zu integrierende Funktion anzuwenden. Wenn diese f(¥) und ihr
Integral ¢(z) ist, dann wird

Beispiel h) Man beweise

“Qqﬂa 8

fbf d‘”‘rff(x)dx—[w) @ @)]+[p(0)—p®)]

—p(0)—p@)= [ f()dz.

Beispiel i) Man definiere die Integralkurve zu einer gege-
benen Kurve y = f(z) und gebe einige Eigenschaften von ihr an.
Wenn

@ ()= f f(z)dz, dann ist n=¢(2)

die Gleichung der Integralkurve. Ihre Ordinate 7 stellt sonach die
von der gegebenen Kurve y=f(z) mit der x-Achse gebildete Fliche
vor. dn={(z)dx ist das Flachen-
——  element der Kurve y=f(x). Diese
selbst ist die Differentialkurve
gegeniiber der Kurve 7= (x),
Abb. 97.
@ 4 z Der Zusammenhang zwischen
¥ der gegebenen Kurve und ihrer
Abb. 97. Integralkurve ist geometrisch leicht
ersichtlich. Wenn die gegebene
Kurve y=f(z) die x-Achse schneidet, wechselt das Flichenelement
dn das Vorzeichen, es muB sonach die Integralkurve 7= ¢ () an
dieser Stelle einen Hauptwert haben. Wenn umgekehrt die gegebene
Kurve einen Hauptwert hat, dann bedeutet dies, daB die Zu- oder
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Abnahme der Fliche von dieser Stelle an schneller oder langsamer
vor sich geht, es wird daher die Integralkurve an dieser Stelle einen
Wendepunkt haben. Analytisch ergibt sich:

dn 'y dy

dz= Y " T
wenn alsoy =0, dann ist auch 5’=0, d. h. wo die gegebene Kurve
die x-Achse schneidet, hat die Integralkurve einen Hauptwert; und
wenn y' =0, dann ist 4" =0, d. h. an einer Hauptstelle der gege-
benen Kurve hat die Integralkurve einen Wendepunkt. Wenn die
gegebene Kurve die xz-Achse beriihrt, dann ist gleichzeitig y =0
und 3’ =0, also fiir die Integralkurve 5'==0 mit 4”"=0, d. h. an
der gleichen Stelle hat diese einen Wendepunkt mit wagrechter Tan-
gente. (Uber die Konstruktion und Verwendung der Differential-
kurve und Integralkurve zu einer gegebenen Kurve folgt Weiteres
im dritten Band.)

53. Integration von Vektoren. Bewegungsgesetze. Der Zu-
sammenhang zwischen der Zeit ¢ und den von ihr abhingigen Gréen
s, v und b wird bei der geradlinigen Bewegung eines materiellen
Punktes recht anschaulich durch die '
Weg-Schaulinie dargestellt. Man
tragt die Zeit ¢ als Unabhéngige auf
die Abszissenachse und die Geschwindig-
keit v als Ordinate an, siehe Abb. 98.
Durch zwei unendlich benachbarte
Ordinaten v und v -+ dv wird ein un- L
endlich kleines Flachenstiick vd¢ ab- Abb. 98,
gegrenzt, das wegen der Beziehung
ds=wvdt den unendlich kleinen Weg ds vorstellt, der vom bewegten
Punkt in der Zeit d¢ zuriickgelegt wird. Dann ist der Weg

’ t-=t

s= fvdt
=0
durch die Fliche dargestellt, die durch die v-Kurve und die Ab-
szigsenachse sowie die Ordinaten bei t=0 und ¢ =1¢ abgegrenzt wird.

Die Tangente an die Kurve an der untersuchten Stelle ¢ hat

die Richtung

gz

tgz:fz——i—) oder tgr=2", (a)

dt
es wird sonach auch die Beschleunigung an jeder Stelle graphisch
dargestellt und zwar durch die Richtung der v-Kurve. Es ist beispiels-
weise an der Stelle H die Geschwindigkeit am gré8ten, von da ab
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wird sie kleiner, d.h. bis zur Stelle H war die Beschleunigung
positiv, von da ab ist sie negativ, die Bewegung wird verzogert.
Mit Hilfe der Weg-Schaulinie lassen sich recht einfach die
bekannten Gesetze fiir die gleichférmige und die gleichférmig be-
schleunigte Bewegung entwickeln. Bei der ersteren ist die Geschwin-
digkeit konstant, der Weg wird durch ein Rechteck dargestellt,

Abb. 99, so dafl
b=0, v=vyv,, s=wvt (b)

das Bewegungsgesetz fiir die gleichféormige Bewegung ist.

v, v, Et
2
’ Y,
57 ¢ m_& u .
>

i b f— ¢

Abb. 99. Abb. 100. Abb. 101.

Bei der gleichformig beschleunigten Bewegung ist die Beschleu-
nigung b, d. h. die Richtung der v-Kurve, konstant, diese muB3 eine
Gerade sein, Abb.100. Ist die Anfangsgeschwindigkeit v,=0, so wichst
die Geschwindigkeit proportional mit der Zeit ¢, esist v+=>5bt; der Weg s
wird durch das Dreieck mit den Seiten ¢ und v dargestellt, so daf}

b="b, v=>bt, s=3vt oder s=3bf ()

das Bewegungsgesetz fiir die gleichférmig beschleunigte Bewegung
ohne Anfangsgeschwindigkeit ist.

Ist eine Anfangsgeschwindigkeit v, vorhanden, dann wird der
Weg s durch ein Trapez dargestellt, das sich aus einem Rechteck v,¢
und einem Dreieck 3b¢* zusammensetzt, Abb. 101, so daB

b=>b,, v=uv,4bt, s=uvt4|;bf (d)
das Bewegungsgesetz fiir eine beliebige gleichférmig beschleu-

nigte Bewegung ist. Wenn b negativ ist, kann man auch von
einer gleichférmig verzigerten Bewegung sprechen.

Beispiel a) Von den eine beliebige gleichférmig beschleunigte
Bewegung bestimmenden GroBen ¢, b, v, v,, s diirfen zwei un-
bekannt sein, weil man ja die zwei Bewegungsgleichungen (d) zur
Verfiigung hat. TFiir die Ermittlung von v und s sind sie aber nicht
einfach genug. Man soll sie so umwandeln, da man auch andere
von den GréBen ¢, b, v, v,, 8 schnell ermitteln kann.

Mit Elementarrechnung findet man, wenn man b oder ¢ oder v,
aus den aufgestellten Bewegungsgleichungen beseitigt,

2s=it(vy+v) bzw. 2bs=v*—% und 2s=1(2v—bt). (e)
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Beispiel b) Eine Kugel verlift den 80 cm langen Lauf eines
Gewehres mit einer Geschwindigkeit von 400 m/sek. In welcher Zeit
hat das Geschol den Lauf durcheilt, wenn man die
Mittelkraft aus Pulvergasdruck und Reibung konstant __%_._ z
annimmt? r‘f

Wenn die bewegende Xraft konstant ist, dann
auch die Beschleunigung, die Bewegung ist also gleich-
formig beschleunigt und zwar ohne Anfangsgeschwindig-
keit. Die erste der Gleichungen (e) liefert

2-0,8m=1¢(0 -+ 400 m/sek) oder ¢= 0,004 sek. A

Beispiel ¢) Zwei materielle Punkte m, und m,
fallen senkrecht die Hohe A hinab; der zweite beginnt
seine Bewegung, wenn der erste bereits den Weg ¢
zuriickgelegt hat. Wenn der zweite Punkt den Weg 4
zuriickgelegt hat, um wieviel ist ihm dann der erste
Punkt an Weg und Geschwindigkeit voraus? Man
wende die Losung auf den Fall an, daB zwei Wasser- 4
tropfen aus einer Hohe A=100m herunterfallen und L r
daBl bei Beginn der Bewegung der erste um den Ab-  Abb. 102.
stand 6 =1 mm ihrer Mittelpunkte voraus ist, Abb. 102.

Beide Punkte haben eine gleichférmig beschleunigte Bewegung,
der erste hat schon eine Anfangsgeschwindigkeit v, bei Beginn der
Zahlung, also ist zur Zeit ¢

v, =, +gt, s;=v,t-+3gt>+0
v, =gt, 8 =3gt>=nh.

JF"_“— V4

Damit wird der Geschwindigkeits- und Wegunterschied

Av=v; — vy =0, de=g—s;,=0,t+9.

Mit (e) v, =V2gd und (= 2—}&
wird Av=V2gé und Ads=2Vhd1}6.

Bei der Anwendung auf den Fall der beiden Wassertropfen
ist 6=0,001m, A=100m, g~ 10m/sek?, also

Ava=V2-10-0,001 =~ 0,14 m/sek, As=2V100-0,001~0,63m,

denn den zweiten Summanden J kann man gegeniiber v,¢ vernach-
lassigen.

54. Fortsetzung. Nach der dynamischen Grundgleichung ist die
Beschleunigung oder Bewegungsinderung eines materiellen Punktes
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proportional der an ihm angreifenden Kraft. Die Voraussetzung
einer ganz beliebigen gleichformig beschleunigten Bewegung, d.h. einer
konstanten Beschleunigung, ist sonach

§=0, und damit PB=P,, d.-h. P=const. (a)

Durch die vektorielle Schreibweise wird ausgedriickt, dal man eine
krummlinige Bewegung des materiellen Punktes erwartet. In der Tat,
wenn die am materiellen Punkt angreifende Kraft P eine andere
Richtung hat wie die gleichzeitige Geschwindigkeit, so wird P eine
Anderung von v sowohl dem Zahlenwert wie der Richtung nach
hervorrufen. Etwa wenn ein GeschoB die Miindung des Rohres ver-
liBt und dann unter dem EinfluB der Erdanziehung nicht mehr
die Anfangsgeschwindigkeit v, beibehdlt, sondern eine krummlinige
Bahn beschreibt.

Abb. 105. Abb. 104.

Gefragt ist nach den Bewegungsgesetzen der allgemeinen gleich-
formig beschleunigten Bewegung. Von (44g) ausgehend erhdlt man

dv="5,dt. (b)

Das Integral » kann man entweder ohne besondere Uberlegung
nach den Gesetzen der Integralrechnung auswerten oder man fragt
nach der physikalischen Bedeutung dieses Integrals. db stellt die
Anderung der Geschwindigkeit beim Ubergang von der untersuchten
Stelle U zur unendlich benachbarten Stelle N vor. Will man einen
Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit v, zur Zeit {=0 und
der Geschwindigkeit v an der untersuchten Stelle, so wird man iiber-
legen: Die gesamte Geschwindigkeitsinderung Ab ist die graphische
Summe aller der unendlich vielen unendlich kleinen Geschwindigkeits-
inderungen db, siche Abb.104. Es ist sonach

t
p=b, 4 oder =1t} [B,d¢
0
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oder

b = b, -+ By, (c)

weil ja b, als Konstante vor das Integral kommt.

Will man mehr analytisch, ohne Zuhilfenahme einer bildlichen
Darstellung arbeiten, dann geht man vom Differential (b) iiber
zum Integral

b= [0,dt oder 9—5,t+ €.

Es darf ja nicht iibersehen werden, daB die Integrationskonstante
im vorliegenden Fall ein Vektor ist und auch durch die Schreib-
weise als solcher gekennzeichnet werden mufB. Die Konstante C
bestimmt man aus Anfangsbedingungen: Die Formel fiir v gilt an
jeder Stelle, also auch im Anfangspunkt; dort ist { =0 und v=1,,
so daB

9,=0,-0+€ oder €=y,

ist. Damit wird die Formel fiir » genau so wie oben.
Die Ermittlung der augenblicklichen Stellung des bewegten
Punktes geht von (44g) aus und setzt

dev=ydt. (d)

Man beachte, daB d¢ sowohl der unendlich kleine Weg von U nach
N ist, siehe Abb. 103, wie auch das Differential des Wegvektors v
vom Bezugspunkt O aus zur untersuchten Stelle U. Es darf aber
nicht iibersehen werden, daB das Integral des unendlich kleinen
Weges dr nichts mit dem Weg zu tun hat, den der materielle Punkt
in einer endlichen Zeit zuriicklegt. Das Integral oder die Summe
aller der unendlich vielen kleinen dv im Verlauf der untersuchten
Bewegung, also von der Zeit t==0 bis zur Zeit t=¢, ist durch
den Vektor Ar ausgedriickt, siche Abb. 103. Es besteht daher
zwischen den Wegvektoren r, und r der Zusammenhang

T
t=t,+ At oder t=—rv,+ [vdt
0
oder wegen (c)
t
t =1, [ (9,4 be) dt
0

oder
r—t, 10302 (e)

Meist wihlt man den Anfangspunkt 4 auch gleichzeitig zum Bezugs-
punkt, dann wird r, =0 und

t=1b,t 106, (f)
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Die Formel ist die gleiche wie (58d), nur daB r nicht den Weg,
sondern den Wegvektor, hier den Vektor vom Anfangspunkt 4 zum
jeweils untersuchten Punkt U vorstellt.

Rein rechnerisch wird man iiberlegen: Die Integration von (d) ist

t—[bdt oder tv— [(v,b1)dt
oder v=>y,t+ 302 6C"

Die Integrationskonstante ¢’ ist natiirlich als ein Summand einer
Vektorgleichung ebenfalls ein Vektor. Sie wird bestimmt aus der
Anfangsbedingung: Die entwickelte Formel gilt fiir jedes ¢, also auch
zur Zeit t=0, wo der bewegte Punkt an der Stelle 4 war; 1i8t
man den Bezugspunkt O mit dem Anfangspunkt 4 zusammenfallen,
dann ist r=0 zur Zeit {=0, also

0=1,-0436-0-€  oder €' =0,

so daB die Formel fiir » genau wie oben unter (f) wird.
Die erhaltenen Formeln, im Zusammenhang aufgestellt,

B=%,, =8, v=0v,106: rv=v,0}35b% (2

geben eine Vorschrift fir die Losung von Aufgaben iiber die all-
gemeine gleichférmig beschleunigte Bewegung. Ist diese
geradlinig, dann sind alle Vektoren parallel, nimlich in der Geraden
der Bewegung enthalten, die Vektorschreibweise ist dann iiberfliissig;
der Wegvektor r geht in diesem Sonderfall iiber in den Weg s.

Beispiel a) Man beweise, daB bei jeder gleichférmig beschleu-
nigten Bewegung der materielle Punkt eine Parabel beschreibt,
deren Achse parallel ist der treibenden Kraft.

Man geht von der vektoriellen Darstellung iiber zur analytischen,
indem man den Anfangspunkt 4, der ja zugleich auch Bezugspunkt
ist, zum Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystemes macht.
Die Richtung der y-Achse wihlt man entgegengesetzt zur Richtung
der am materiellen Punkt angreifenden Kraft P, so daBl die z-Achse
senkrecht zu P steht, s. Abb. 105. Der Ubergang zur analytischen
Darstellung geschieht nach dem Projektionssatze (I 70e), indem man die
Gleichungen (g) auf beide Koordinatenachsen projiziert. Die Pro-
jektionen der Kraft P auf die beiden Achsen bezeichnet man mit X
und Y, *die der Beschleunigung mit &, und b, der Geschwindigkeit
mit v, und v,, die des Wegvektors sind z und y. Die Anfangs-
geschwindigkeit v, hat den Richtungswinkel «, so daB ihre Pro-
jektionen v cos ¢ und v,sinc sind. Die Projektionen von P, und
damit auch von b, auf die z-Achse sind 0, auf die y-Achse proji-
zieren sie sich in wahrer GroBe, nur sind die Vorzeichen entsprechend
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der getroffenen Festsetzungen negativ. Dann gehen die Gleichungen (g)

iber in

X=0, b,=0 v, =0, COS T == v, cosc-t,

Y=—P, b)=—05, v,=vysinc—>bt, y=v,sinc-t—1bt® (h)
Man sieht zun#chst, die ,Projektion“ der gleichférmig be-

schleunigten Bewegung auf die zur Kraft senkrechte Richtung ist

eine gleichférmige Bewegung, auf die zur Kraft parallele Richtung

»projiziert“ sie sich als eine geradlinige gleichférmig beschleunigte

Bewegung.

y
AN
¥, S

S

z
Abb. 105. Abb. 106.

Wenn man aus den beiden Gleichungen fiir  und y den Para-
meter ¢, hier die Zeit, beseitigt, erhdlt man

o

sin ¢- —— 1p i
=y, 8in¢. —1p.
y 0 vycose 2 w2, cos?c
o °
oder
bz® — zv? 8in 2¢ 4 2y v* cos® ¢« =0, (i)

nach (I169a) eine Parabel, deren Achse parallel der y-Achse, also
parallel der treibenden Kraft P ist. Die Sehne s dieser Parabel
erhdlt man fir y=0 zu

v 8in2¢ 2 sin’e
=07 , wihrend f= Yo 55 (k)

der Biegungspfeil der Parabel an der Stelle x==1s ist, Abb. 106.

Beispiel b) Man diskutiere die Bewegung beim schiefen
Wurf, wenn der Luftwiderstand vernachlassigt und das Gewicht
als konstant betrachtet wird.

Der schiefe Wurf ist eine krummlinige gleichférmig beschleunigte
Bewegung, weil die am materiellen Punkt angreifende Kraft, sein
Gewicht, konstant ist. Hier ist P—@G und die Beschleunigung b
gleich der Schwerbeschleunigung g. Daher lauten die Formeln fiir
den schiefen Wurf:

$=6, b—g, bv=0,1¢t, T=0t+15gr" @
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Geht man zur analytischen Darstellung iiber, so erhilt man wie
beim vorausgehenden Beispiel

v, =1, COS (., x ==v,tcos

v, =v;sinc—gt, y=vytsine—3gt (m)
Die Wurfweite s und die Wurfhohe f wird nach (k)

=v‘=0sin2(< und e v_%gin‘: (\"

g =g
Aus (m) gewinnt man noch die Zeit, nach welcher der bewegte Punkt
die Wurfhéhe f oder die Wurfweite s erreicht. Aus

(n)

1o »
s8=v,T cosc

erhilt man A Rl ; (o)

9
Die Wurfweite s wird in der doppelten Zeit 2T erreicht.
Wurfweite s und Wurfhéhe f wie auch die Zeit ¢ kann man
iibrigens auch recht einfach den Abb. 108 und 109 entnehmen;
beide sind Sonderfille des Weg-
und Geschwindigkeitsdreiecks der
% vg¢ Abb. 107.

A

y27f Fgl2TP

Y% ar

1 S 7

Abb. 107. Abb. 108. Abb. 109.

55. Integration durch Substitution, Die nachfolgenden Inte-
grationsverfahren haben die in 51 aufgestellten Grundformeln als
Grundlage.

I Erstes Integrationsverfahren. Man geht aus von der
Formel

f%:lgmﬂ-c oder f‘—ilé\—r=]gN+0, (a)
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und beachtet, da der Zihler des unter dem Integral stehenden
Bruches das Differential des Nenners ist. Wenn dies zutrifft, so ist
das unbestimmte Integral immer gleich dem natiirlichen Logarithmus
des Nenners. N kann dabei jede beliebige Funktion sein, beispiels-
weise N =z}, dann ist der Zihler dN = (2 z -} 1) dz; damit wire

2z + l)iz: . 2 |
J'Tﬁ—“x =lg(*+z) 4 C.
Man kann auch schreiben
f(x)dx .
man substituiert namlich
flxy==N, so daB (' (x)dz=dN.

und kommt auf die angegebene Formel.

Es soll nicht unerwihnt bleiben, dal von den in der Ingenieur-
praxis vorkommenden Integralen aus einer gebrochenen Funktion
sich die allermeisten auf die angegebene Weise losen lassen, also
nach der Formel

fig—:]g N C=IgecN, (c)

wenn man ndmlich die Integrationskonstante C' in der Form lgec
schreibt. Somit:

Das Integral aus einer gebrochenen Funktion ist
gleich dem natiirlichen Logarithmus des Nenners,
wenn der Zihler des Bruches gleich ist dem Diffe-
rential des Nenners.

Beispiel a) bis h) Bei den nachfolgenden Beispielen ist der
Zihler der zu integrierenden gebrochenen Funktion das Differential
des Nenners; oder es 1aBt sich die zu integrierende Funktion so um-
formen, daB der Zshler gleich wird dem Differential des Nenners.

dx
a) JI;—_FE=1g (x+a)+C @
=lgec(z+a).
b) faxdib=% a:ﬁbZ%lg(axﬁ—b)—f—C. (e)
°) fj;ﬁi=lg(w?+4)+o.
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zdx 2zdx 1 28 am 1
d)fx2+a2 J‘x"—}-ag ~lg(z +a?)+C

=lgV2'+a®-C.

—sinzdz
e) J‘tgxdx=—f P

= —Igcosx+C=1g(c:cosz).

sinz
=Ilgsinz -+ C=Ig (csinz).

F sinx dx ___1 bsinarzrdz
a-+bcosz

a+bcosx
———lg( a-+bcosx)+

h) dz _fdx:cos*x
"Jsinzcosx tgx

=lgtgz 4-C=Ig(c-tga);

v

* 2,
=——J‘ dz: sin =—lgcotgz—fr-0'.

cotgx

Beispiel i) Gesucht ist _ 4=z .
ngiag

()

(h)

(k)

Die anzuwendende Substitution, auf die der Anfinger allerdings

schwerlich selbst kommen wird, ist
z+Vai+tat=u oder (1 + %) dxr=du
v
! + dr du

oder "dr=du oder - = —
y ‘/ u

und fiithrt das Integral iiber in

dx du

e

oder V;f‘j‘_" =lg(z 4 Va* £ a*)4-C.
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56. Fortsetzung. II. Zweites Integrationsverfahren. Man
wird die Substitution mit Vorteil auch dann anwenden, wenn sich das
vorliegende Integral durch sie auf ein bekanntes Integral zuriickfiihren
1aBt. Auf welches, wird man im Zweifelsfall daraus ersehen, daB die
zu integrierende Funktion und jene, deren Integral man schon kennt,
sich nur durch Multiplikations- oder Additionskonstante unterscheiden,
also beispielshalber ax b und x oder az®*-4b und z*-}1 usw.

Beispiel a) [(az+bjmdz

1iBt sich auf das bekannte Integral f am dx zuriickfiihren. Man

substituiert
ax+b=wu, also adxr=du,
und erhilt

du 1 1 um+!
” S m = m —_—
f(ax—{—b) dz—fu a —afu du a 1—}—0

und mit ¥ =az+b
(ax -+ bymT1
m =y 1 7 .
J‘(ax—l—b) dz ACESY —+C (a)
Beispiel b) Durch die gleiche Substitution erhélt man

| (b)

ar—+b a

.. dx
Beispiel ¢) f,,—,
| T

1aBt sich auf f zuriickfiihren, wenn man a? aus dem Nenner

dx
14 22
als Faktor aussetzt, so daB

x 2
2 2 —a2l1 adl .
ot =at 1 (7]
Man substituiert

z:a=u oder r=—aw und damit dr=—adu

und erhilt fortlaufend
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1aBt sich wie das vorausgehende Integral behandeln, wenn man «a
aus dem Nenner als Faktor aussetzt und

zVb:a—=u oder drxr=duVa:b

substituiert. Man erhilt
1 dx [du Va:b 1
= = —arctgu C
f afl—}—(x\/b:a)‘l 14w’ " Vab gu+
dx 1 "/3
fa—f—bx‘ Ea;rctg( E-)—}—C. (d)

Beispiel e) j(;+gv;*__—l)—2

148t sich ebenso wie das vorausgehende Integral ermitteln, wenn man
b% aus dem Nenner als Faktor ausscheidet und

(*+a):b=u oder dxr=bdu
setzt; man erhilt

1 d 1 ,
i bdu 1 arctgu 4 C

T 1+<ai7)§=F 14w b,
b

oder

oder (-’;:Fi)“_ THE Z arc tg —}— C. (e)

57. Fortsetzung. III. Integrationsverfahren. In einem
dritten Fall wird sich die Substitution noch empfehlen, wenn nim-
lich in dem gesuchten Integral auBer einer Funktion nur mehr deren
Differential vorkommt. Wenn diese Funktion f(x) ist, so darf also
die Variable x aufler in f(z) nur mehr in deren Differential f’(x)dx
auftreten, so dafl das zu ermittelnde Integral von der Form

f Fif@)] f (x)d=z
sein muB. Man substituiert
f@x)=u oder ' (z)dz=du,
dann geht das vorliegende Integral iiber in
[FI[f v)dx == [F[u]d (a)

und erhilt so eine emfa.chere Form.
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Beispiel a) fenzcoszdz

enthélt das Argument x auller in der Funktion sinz nur mehr in
deren Differential cosx dx. Man setzt hier

sinx=—wu oder coszdx=—du,

und hat
fesinzcosxdx =feudu=eu+0:esinz +-c.
Beispiel b) fﬁ}_—j—%x)dx?

Hier kommt unter dem Integral das Argument z auBer in der
Funktion lgz nur noch im Differential dx:x dieser Funktion vor.
Man setzt

lgz—=wu oder ?:du

und hat

f(l+1gx)”—’§=f<1+u)du=u+%uﬂ+a Llgz (2 +1gz) +C
Beispiel [z
eispie c). Vi

Man beachtet, daB8 2xdx das Differential von 22 ist und sub-
stituiert demgemi
22=wv oder 2zdx=duv;

nilt J‘ f 2xdz . dv
man erhd Vi @y Vi—o

=--arcsmv—}—0 jarcsinz® +C.

l\’)lH

Beispiel d) Durch die Substitution

cosx=z oder —sinzdr=—dz
wird
fcos*xsin"xd:c =fcost (1 — cos®z)sinx daw = —fz2 (1—2%)dz
=[(z* —2)dz=12—122+C
=zcos®z —Lcosz+C.
Beispiel ¢) fsinxcosxdz?
Es ist
cosrdr=dsinz, man setzt also sine=u
und erhilt f:fuduzéuz—}—c’
oder
Jsinz coszdx —1Lsin*x | C. (b)

Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 10
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Oder man beniitzt die Beziehung

singcoszx=3%sin2z; mit 2x=wu oder 2dr=du
wird  [=[lsin22-1d(22)=1}[sinudu=—1lcosu+C’

oder

Jeinzcosede——fcos2z+C". (c)
Beispiel f) Mit Hilfe der letzten beiden Formeln ermittle man
1
i"nfsin zcoszdx.
’G'Jt
1x
Nach (b) wird f fz%[sin"’xP =1[2-11=1
6.77
1z 1.
und nach () 27 [——3feon2a]}” ——3[~31—F~1.
[ G
Beispiel g)
xdx d zdx
— un —_—
Va?+a? Va® —a?

Man beachtet, daB 2zdr das Differential von z* oder auch
von z?+a? ist, und setzt demgemdB, damit gleichzeitig die Wurzel
im Nenner verschwindet,

2+ a*=+*  oder xdx=vdv.

Man erhilt fiir das erste Integral

f fvdv* d'v='v=1/a?ja2.

Beim zweiten Integral wird man entsprechend a? — 2®=49® setzen;
zusammen erhélt man

zdzx 3 3
f V;"—i-_a”—vz +a* 40, (@
uded p— e
fvae—_ﬁ—_‘/“ T ©

8. Fortsetzung. Es sei hier aufmerksam gemacht, da3 bei den
bestimmten Integralen die Substitution sich natiirlich auch auf die
Grenzen zu beziehen hat.

z=0

Beispiel a.) f(ax—l‘—b)'m dx?

z=—b:a

Man substituiert ar+b=u oder adz=du,

fir =0 wird u4=b, fir zx=—b:a wird w==0;
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also
v u=b
z_.[ga:'—}—b"'dx———fu du+t+C= a(m +1)[ umt 1

1 pm+1

“am T T = am Ty

Oder wenn man sich vorbehilt, zur urspriinglichen Verinderlichen «
zuriickzukehren,

pm+1

= )[(‘”+ D :azaTm +1)

wie im oberen Fall.

Anmerkung. Man achte auf die Schreibweise bei den Grenzbezeich-
nungen. KEs ist jedenfalls identisch

b u=>b
Ju"‘ du  mit ) Jg"‘ du  oder [u™T 1]3 mit (w1 z,

weil sich die Grenzen auf das gleiche Argument % beziehen. Entsprechend
ist identisch
0 z=0
Jaz+bmdz  mit J@x4 b de.
—b:a z=—b:a
Dagegen mufl die Bezeichnung der Grenzen genau sein, wenn sie sich nicht auf
das Argument der zu integrierenden Funktion beziehen. Es wird sonach

z=0 0
Ju™ dw nicht gleichwertig Jum,
z=—b:a —b:a

weil im ersten Fall die Grenzen sich auf die Verinderliche z beziechen, im
zweiten Fall auf die Verinderliche .

dx
Beispiel b) Gesucht ist das bestimmte Integral fm

zwischen den Grenzen =0 und z=3}a=x.

Man geht auf Beisp. 56¢ zuriick und substituiert z =au oder
dxz=adu. Die Grenzen der Verinderlichen » ergeben sich aus jenen
der Verinderlichen x und zwar durch die vorgenommene Substitution;
es wird

1

z=jian WM U=3i7 und z=0 zu u=0.

el
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lax 1a
. dx 1| du 1 1=
Man erhélt _[Efq-‘liﬁ = EJVI_—}——ué = [arctg u]o
0 0

—larct n__l_
T a €L~ o’

wenn man aus irgendwelchen Griinden zur urspriinglichen Verander-
lichen 2 zuriickkehren will, so schreibt man

Ya=
dx 1 z=la= 1 x |te7

———— = —[arctgu] _ ! = |arctg— =—.

x4 a? a[ gul—o a [ ga]o a

0

Beispiel ¢) Gesucht ist ‘,abf dxﬁ .
a-+ b

Man geht auf Beisp. 56d zuriick; es ist nur & durch 1:5 zu
ersetzen. Dann wird

G LI VN R B | VTS VA
J‘ 2 ——‘/ . Larctgvﬁ . = p arctg 1= 1 PR

x
0 a—{—?

0

1

1a L
Beispiel d) Tftgxdx:—[lgcosx]gn=——[]gv2
V]

—lg 1]

59. Teilweise Integration. IV. Viertes Integrationsver-
fahren. Man geht aus von der Beziehung

d(wv)=vdu 4 udv,

wo % und ¥ Funktionen des Argumentes x sind; man integriert beider-
seits und erhilt

uv=f'vdu—li~fudv
oder umgestellt

fudv=uv—— vau. (a)

Nach dieser Formel ist also das Integral f udv auf ein anderes f vdu
zuriickgefiihrt. Von diesem neuen Integral hofft man entweder,
daB es einfacher als das urspriingliche ist, oder daB es in einem
einfachen Zusammenhang mit jenem steht.
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Beispiel 2) In dem Integral
fxe’dx

kann man % und damit dv auf verschiedene Weise wihlen: die
richtige Wahl ergibt sich aus der Uberlegung, daB das neue Integral

vdu einfacher oder doch wenigstens nicht schwieriger sein soll als
das gegebene f udv. Eine erste Wahl

u=—=xe* und deswegen dv—=—dx
ist zu verwerfen, wie ohne weiteres einzusehen; eine zweite
u=—=e? und somit dv—=—xdzx

wiirde das neue Integral schwieriger machen, da v=—732® wire; die
letzte Moglichkeit
wu=xz und damit dv=—e%*dx

liefert du=—dx und v=e?;
man sieht, das neue Integral wird einfacher, ndmlich
fxe“’dx=xe”‘——fe“’dx=xe””— e?--C

—=e%(z—1)4C. (b)

Als praktische Regel fiir die Wahl von % und dv 1Bt sich etwa

aufstellen: 4 und dv sind so auszuwihlen, daB weder du noch v

eine schwierigere oder allgemeinere Funktion liefert als » und dv

selbst. (Das Differential do des Argumentes zdhlt natiirlich bei dieser

Beurteilung nicht mit).

Beispiel b) [sinzda?
Die Wahl u=—sinz somit dv=uzdz

wiirde liefern du=—=cosz und v=3z?%

so daB also die Funktion v allgemeiner ist als diejenige dv, nim-
lich #dx. Man wéhlt

w=—z und dv=sinzdxz,
go daB du=—dxr und v=—cosx
wird, und damit
fxsinxdx=—xcosx+fcosxdx

= —zcosz -} sinz 4 C. ()

In vielen Fillen wird das neue Integral zwar nicht einfacher sein,
aber mit dem gesuchten in einem einfachen Zusammenhang stehen.
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Beispiel c¢) Bei fsin"’xdx oder fsinxsinxdx
wihlt man
u=sinx, dv=—sinzdz, so dal dwu=coszdz, v=——coscx.

und erhilt e . \ .
fsm-xdx:—smx-cosx —r—fcosnzdx.

Zwischen dem neuen und dem urspriinglichen Integral besteht der
einfache Zusammenhang
sin®z -+ cos® x = 1.
Addiert man also die Gleichung
[sin*zde = [sin®zdz
zur letzten Gleichung hinzu, so erhdlt man
2 fsin‘“’x dx = —sinzcosx - f(cos"'x - sin’z)dz

=—-—sinxcosx—,—fdx=——sinxcosx—1’—x
und damit

J‘Sin?xdx=_smx:zcosx+g_+a )

Beispiel d) [e?sinzda?
Man wihlt u=e%, dv=—sinxdx,

so daB du=ce*dx, v=——cosz,

und erhilt
fe“-sinxdx:—e”cosx-—}—fe"cosxdz.

Das neue Integral ist zwar nicht einfacher als das urspriingliche.
aber man sieht, daB die Wiederholung der Rechnung auf dieses
zuriickfithren wird; man setzt also beim neuen Integral diesmal

u=—e®?, dv=coszdu,

so daB du=e%dz, v=—sinz,
und erhilt
o fe’cosxdx:e”sinx——fezsinxdx.
Addiert man beide die Integrale enthaltende Gleichungen, so fallt
das neue Integral beiderseits hinaus und man hat
fe”sin xdx=—e%cosz |- eZsinx — fe‘sinxdx

oder

Je®sinzdz=1e*(sinz — cosx)4-C. (e)
Wenn man dagegen die untere Gleichung subtrahiert, erhélt man
als Nebenresultat

Jezcoszde=1}e*(sinz - cosz)+-C. ®
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Beispiel ) [Va®ta® und [Va® —atdx?

Zuvor schafit man die Wurzel in den Nenner,

J‘Vr—L "dx—f T _fx' fd?.

Das zweite Integral ist berelts durch Beisp. 551 gelost, im ersten
Integral setzt man

U=z, dv:giﬂ, so da du=dzxz, v=y,

z?dx

=2z —f‘/dx,

womit man zum Ausgangsmtegral zuriickgekehrt ist. Addiert man
die beiden Gleichungen, in denen dieses Integral auftritt, so wird

. | dx
2J‘\/dx =X ‘r/ia'f-T
A%

und nach Benutzung der Formel (551)
[Vt dde=1aVefa+iatlg(z+VETa)4-C.  (2)

Auf die gleiche Weise, Zerlegung und dann partielle Integration,
findet man

ngf—?dxzéx‘l/ag—?—{—%ag arcsin%-{-C’. (h)

und erhilt f

60. Andere Integrationsverfahren. V. Fiinftes Integrations-
verfahren. Zerlegung in Summanden. Ein Integral a8t sich
sehr oft dadurch l6sen, daB man es in zwei oder mehrere Sum-
manden zerlegt.

sin’z dx
B i i ? == —
eigpiel a) |tg®xdx P f

1 — cos? x
cos®x

= ————[d:c——tgx—x—}—O.

cos?
Beispiel b) J‘cos‘"’gdxz }j—_éc_oﬁ r=3 [dz—{—% cosrdx
zé(x-}—sinx) 4 C.
.. dx 1 1 )
B p—s
eispiel c) fsinzx cos®zx sin“’ + cosﬂx

+

sm x cos®x

=—cotgx+tgx+0.
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Insbesonders wird die Zerlegung in Summanden auf die Inte-
gration rationaler gebrochener Funktionen angewandt. Ist eine
solche unecht gebrochen, so zerlegt man sie in eine ganze plus einer
echt gebrochenen Funktion.

2—— —
Beispiel d) fx dz fx Elnnk 1_l_-ld

rx—1

=fx-|-1+—_1_-)dx

= |zdx -+ dx—{—f————
=142} Igx—1)4C.

Ist die zu integrierende Funktion echt gebrochen, so wird sie
(wenn nicht auf andere Weise leichter integrierbar) nach der Methode
der Partialbruchzerlegung, d. i. ebenfalls eine Zerlegung in Summanden,
durchzufithren sein. Es wird dieses Verfahren im sechsten Abschnitt
besprochen.

Beisp‘iel e) Besonders haufig bendtigt man die Zerlegung

11 11 )

zx—+a)@@+b) b—alrt+a z-4b| @

deren Richtigkeit mit elementarer Rechnung zu ersehen ist. Man
erhilt mit Hilfe dieser Formel

[eraeuy—ima) ()
— gl +a)—lg+D)]
oder

dz »7‘1__ x—[—a
JerawmiaeTiTe ®

Beispiel f) Mit Hilfe der letzten Formel erhilt man, wenn man
b= —a setzt, und die Formel — lg B==Ig (1:B) beriicksichtigt,

dx 1. x—a
fx‘-'—__ﬁzﬁ]g ;_F;—*—O- (¢)
Beispiel g) Gesucht I’:fE_yg dy.
Y
Wenn man Zihler und Nenner mit 2y multipliziert, tritt unter

dem Integral nur die Verinderliche y2 und deren Differential 2ydy
auf. Wenn man
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a’—y?=wu? oder —2ydy=—2udu

einsetzt, erhilt man der Reihe nach

Y=;—f&‘f_—_?:_2ﬂ£/=f u-udu _J‘uz—w-}:a u

u? — a®
[z

nach (¢). Man formt noch um

2 81,9,
du—u—}—a u~|—2lgu+a—|—0

= Vaz—y2—%1g‘/—j_y2— +C

=\ —alg ﬂg;i—g-lg(— 1)+4-¢

oder

f‘/a —V iy —Va'—y alg“+va —%1p, (@

wenn man die beiden letzten Summanden, d1e frei von der Verédn-
derlichen sind, zu einer neuen Konstanten D zusammenfaBt.

VI. Sechstes Integrationsverfahren durch Reihenent-
wicklung. Wenn die vorausgehend angegebenen sowie die fiir
besondere Funktionen an spiterer Stelle noch zu gebenden Inte-
grationsverfahren versagen, so bleibt noch iibrig, die zu integrierende
Funktion in eine Reihe zu verwandeln und jedes Glied einzeln zu
integrieren.

VIIL Ein siebentes Integratlonsverfahren durch Nédhe-
rung ist fiir jedes bestimmte Integral moglich nach einem der in
66 noch anzugebenden Verfahren.

VIII. Besondere Integrationsregeln fiir die rationalen
Funktionen, ebenso fiir die irrationalen und ebenso auch fiir tran-
szendente Funktionen liefert der zehnte Abschnitt.

61. Unendlich kleine GroSen verschiedenmer Ordnung. Ver-
fahren bei der Anwendung der Integrale auf Geometrie. Die
Integralrechnung dient in der Geometrie hauptsichlich zur Lésung
folgender Aufgaben:

1. Quadratur von Kurven, d. h. Ermittlung der Fliche zwischen

einer ebenen Kurve und gegebenen festen Geraden oder
anderen Kurven der namlichen Ebene.
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2. Kubatur, d.h. Ermittlung des Rauminhaltes eines Korpers,
begrenzt durch eine Fliche und feste Ebenen oder durch
mehrere Fléachen.

3. Rektifikation von Kurven, d. h. Ermittlung der Bogenlinge
einer (ebenen oder riumlichen) Kurve zwischen zwei
Punkten P, und P,.

4. Komplanation, d. h. Ermittlung der Oberflédcheeines Korpers.

Die Losung dieser Aufgaben geht aus von ihren Elementen,
also vom Flichenelement dF als unendlich kleinem Teil der ge-
suchten Fliche F, vom Volumenelement dV als unendlich kleinem
Teil eines Volumens ¥V, vom Bogenelement ds, vom Oberflichen-
element d0. Den Zusammenhang dieser Elemente im besonderen
und von unendlich kleinen GréBen im allgemeinen wird das nach-
folgende Beispiel klar legen.

Beispiel a) Es seien zwischen zwei als starr und unnach-
giebig vorausgesetzten Mauern zwei gleichlange Stibe eingeschaltet,
die mit der Mauer und unter sich durch reibungsfreie Gelenke ver-
bunden sind, so wie Abb. 110 zeigt.
Die Stdbe sind gewichtslos und in der
Anfangslage horizontal gedacht. Unter
dem Einflul eines in der Mitte an-

Abb. 110. greifenden Gewichtes oder auch einer

Temperaturinderung wird der Mittel-

knoten um den ,Biegungspfeil® f sinken, und dabei jeder Stab

eine Liingeninderung Al erfahren. Dann sagt die Erfahrung und

auch eine einfache Rechnung, daB schon eine recht kleine Léingen-

dnderung Al ziemlich groBe f hervorrufen kann. Es besteht zwischen
den Formanderungen f und 4! die Beziehung

(14402 =f2+1 oder 21 -Al--(4)*=(
oder wenn man auf der linken Gleichungsseite den sehr kleinen
Summanden (42)? gegeniiber 21-4l vernachlissigt,
2. 4l=r1". (a)
Die Formel sagt: Wenn f sehr klein ist, dann ist 4/ =f2:21 erst recht
klein. Bei der Annahme !=1m und f==1cm wire beispielsweise
Al=1em?: 200 ecm = 0,005 cm, also f=2004l.
Bei der Annahme !==1m und f=0,1 cm wire
41=0,01 cm?: 200 cm = 0,000 05 cm, also f=2000 A41.

Wenn also f klein ist, dann ist Al erst recht klein; das Verhiltnis
Al: f kann bei passender Wahl von f beliebig klein gemacht werden.
Die Differentialrechnung hat dafiir die Sprechweise:
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Wenn das Verhédltnis «:f von zwei unendlich kleinen
GroBlen ¢ und S fiir jede Wahl von a oder B eine end-
liche von Null verschiedene Zahl ist, dann nennt man «
und § unendlich kleine Gré8en gleicher Ordnung; (b)
Wenn das Verhéltnis ¢: § der beiden unendlich kleinen
GroBen ¢ und B den Grenzwert 0 erreicht; dann nennt
man ¢ unendlich klein héherer Ordnung als 8, oder
umgekehrt § unendlich klein niedriger Ordnung als ¢;  (c)
Wenn das Verhdltnis ¢:f* der beiden wunendlich
kleinen GréBen ¢ und g eine endliche von O verschie-
dene Zahl ist, dann nennt man ¢ unendlich klein von
der nten Ordnung gegeniiber f. _ (d)
Im obigen Fall der beiden durchgebogenen Stibe
wire Al eine sehr kleine GroBe, klein zweiter Ordnung
gegeniiber f.

Beispiel b) Fiir jeden Kreisbogen gilt die Formel
b=rep, (e)

der Bogen ist gleich Halbmesser mal Mittelpunktwinkel.
Weil nun fir sehr kleine Winkel, Abb. 111,

sing ~¢p~~tgy, ¢ sehr klein, ®)
gilt, kann man unter dieser Voraus- v
setzung die drei Strecken U4, UB, UC .
als gleich grof anmehmen. Denn es ist
Ud=rsing, ﬁ:rtp, % 15 C
UC=rtgo. Abb. 111.

Beispiel ¢) Ein wagrecht eingespannter Stab von der Linge !
erhilt unter den EinfluB einer am Ende angreifenden Last P am
freien Ende eine Senkung f und einen Biegungswinkel Adgp, die
nach den Gesetzen der Festigkeitslehre, Abb. 112,

P P2
f=3g7 "™ 49=3gz;

sind. Die Werte £ und J sind iiber den ganzen Stab konstant.

S
[
S,

P

Abb. 112. Abb. 113.
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Welches ist die Durchsenkung am freien Ende, wenn die Last P
im Abstand z vom linken Ende angreift?

Der Stab selbst ist als gewichtslos vorausgesetzt, so daB das
iiber die Belastung hinausgehende Balkenende nicht gebogen wird
und deswegen geradlinig bleibt. Dann ist

f=f0+xA‘P’

wo f, der Biegungspfeil unter dem Lastangriffspunkt und .1¢ die
Ausbiegung des belasteten Querschnittes gegeniiber dem eingespannten
Querschnitt ist. Denn das iiber den belasteten Querschnitt hinaus-
gehende Ende des Stabes bleibt ja ungebogen, Abb. 113. Mit

_ P(l—a)p __P(l—a=p
fo=""5gy W4 de="73;
wird
P(l—zx?®  z2P(l—2? P(l—2)?((2]ltl=x
(_PU—aP  zPl—s) _PQ—sf@l+s) ©
3EJ 2EJ 6 EJ

Die gleichen Beziehungen gelten, wenn « und 8 unendlich gro8
sind; man unterscheidet auch wieder zwischen unendlich groBen
Zahlen gleicher oder héoherer bzw. niedriger Ordnung. Ergeben sich
damit die Satze :

Wenn « unendlich klein oder unendlich groB ist, so

ist ne von der gleichen Ordnung unendlich klein bzw.

unendlich groB, falls » eine endliche von Null verschie-

dene Zahl ist. (h)
Die Summe «, 4-¢,+ ...+ «, einer endlichen Zahl

unendlich kleiner Summanden ist ebenfalls unendlich

klein und zwar von der gleichen Ordnung wie der Sum-

mand niedrigster Ordnung. (1)
Der Grenzwert der Summe ¢, -}, ...+ , der un-

endlich kleinen «; &ndert sich nicht, wenn man zu jedem a;

noch eine unendlich kleine GroéB8e & hoherer Ordnung

als ¢; hinzufiigt. (k)

Beispiel d) Wenn in der Funktion z=xy die Veriénder-
lichen # und y beide von ¢ abhiingig sind, dann kann man fiir die
zu einem unendlich wenig verinderten ¢, also t - dt, gehorige Funk-
tion anschreiben

zy -+d(xy) oder auch (x4 dz)(y1-dy).
Wenn man beide Werte entwickelt, erhilt man

zy+ydx +2zdy baw. zy +2dy +ydz +dzdy,
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woraus sich der Gleichheit wegen

z ar
drxdy = O

ergibt, d. h. dieses Produkt hat als un- y zy
endlich kleines Differential von der
zweiten Ordnung im Verhiltnis zu den R
Differentialen erster Ordnung den Grenz- %/ 4% 4
wert 0. Anschaulich wird diese Bezie-
hung durch Abb. 114. _ Abb. 114.

Beispiel ¢) Man gebe die Naherungswerte der Summe

S=a,+a,x+a,2*4... 1a,2"
fiir sehr kleine Werte von 2 an wie auch fiir sehr groBe.
Wenn z unendlich klein wire, dann konnte man in erster.
zweiter, dritter, .... Anndherung setzen

8=a, S=ay+az, S=a,+a,z+ta,2?%...
die gleiche Bezichung gilt auch noch angenihert, wenn z zwar nicht
unendlich klein, aber sehr klein ist. .
Wenn umgekehrt z unendlich grof wére, dann kénnte man

setzen
: a a Ap_
a0 1 n—1 _,
S=x <x”+x"‘1+”'+ - —,—a”).
Die einzelnen Summanden der Klammer sind alle bis auf ¢, unend-

lich klein, aber verschiedener Ordnung; man kann daher in erster,
zweiter, ... Anniherung setzen

S=a,z", S=a,_,2"'4a,z"...

Die gleiche Beziehung gilt auch noch angenshert, wenn x sehr grofie
Werte annimmt, es ist dann der Summand hdéchster Dimension aus-
schlaggebend.

So erreicht etwa die Summe §=—23—752x—250 fiir die
Zahlen

z=0, 1, 2, 5 10, 20, 100, 1000
die Werte
8=-—250, —324, —392, —500, 0, 6250, 992250, 999 924 750,

d. h. je groBer  wird, desto mehr nihert sich § dem Wert z®.
Das Bogenelement ds der Kurve der Abb. 115 zwischen den
beiden unendlich benachbarten Punkten U und N ist unendlich
klein; unendlich klein sind auch die Anderungen dx der Abszisse
und dy der Ordinate, unendlich klein ist auch das Flichenelement d F',
d. i. die Fliche U'UNQ’, sowie das Flichenteilchen UNQ. Die
GroBen dx, dy, ds sind unendlich klein von der gleichen Ordnung.
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Dagegen ist das Flachenteilchen UN@
unendlich klein hdherer Ordnung als das
Flichenelement dF; das erste hat den
Wert $dxdy, wenn man das Bogen-
element ds als geradlinig betrachtet,
dF den Wert ydx (da man das unend-
lich kleine Flachenstiick jdzdy als un-
endlich klein hoherer Ordnung gegeniiber
ydz vernachléssigen kann).

LiBt man die Kurve um die 2-Achse rotieren, so erzeugt das
Flachenelement dF einen Drehkorper vom Volumen dV, dessen
Oberfliche dO durch das Bogenelement ds erzeugt wird. Das Vo-
.lumelement d V' ist eigentlich ein abgestumpfter Kegel; er kann
aber gleich dem durch das Rechteck U"U Q@' erzeugten Kreiszylinder
gesetzt werden, so daB dV =gy’adx; denn durch das Flichenstiick
UNQ wird bei der Drehung ein Kérper erzeugt, der unendlich klein
von hoéherer Ordnung ist als dieser Kreiszylinder und somit ihm
gegeniiber vernachlissigt werden darf.

Dagegen wire es falsch, wenn man als Oberflichenelement 4O
den Mantel des Kreiszylinders betrachten wiirde; dieser Zylinder-
mantel und der Mantel des Kegelstumpfes sind beide unend-
lich klein von der gleichen Ordnung und auch die Vernéch-
lassigung wire unendlich klein von der gleichen Ordnung und somit
unzuléssig.

I z g x
Abb. 115.

62. Flichenermittlung. Bezeichnet man den unendlich kleinen
Flachenstreifen dF zwischen den Abszissen z und z |+ dx als

Flichenelement,
¢ aF =ydx, (a)
y so ist die gesamte Fliche F zwischen
‘r—/ £y der Kurve, der z-Achse und den

beiden Ordinaten beiz=a und x =25

x o gleich der Summe der unendlich
P — N .z vielen Flachenelemente, Abb. 116,
- b b
a a

Beispiel a) Die Fliche der Sinuskurve y=sinz zwischen
den Abszissen =0 und r=1az ist

1 1
27T 77

fsinxd:c= — [cosa:] =— [cos 17 —cos O]= 1.
b o
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Beispiel b) Wie groB wird die Fliche, die durch eine ganze
Welle der Sinuskurve und die 2-Achse begrenzt wird.

Eine solche Welle, Abb. 117, beginnt bei =0 und endigt bei
x =2 n, sonach ist

2 2n
F=[sinzde=— [cosz] =— (1 — 1)=0.
o 0

Man hitte fehlerhaft erwarten konnen, dafl entsprechend dem voraus-
gehenden Beispiel =4 wire. Man vergesse aber nicht, daB
eine Fliche, die unterhalb der

xz-Achse liegt, durch- die Formel (b)
ein negatives Vorzeichen erhilt. b
%—’ .................................... .
a
Abb. 117. Abb. 118.

Beispiel ¢) Man berechne den Inhalt des von der Parabel
y> =2 pz durch die Sehne # =a bestimmien Abschnittes, Abb.118.

Die gesuchte Flache F ermittelt man als das Zweifache der
oberen Abschnittshdlfte, die sonach durch den oberen Ast der Pa-
rabel, durch die 2-Achse und die beiden begrenzenden Geraden z =0
und x=a eingeschlossen ist. Die zur Abszisse a gehorige Ordi-
nate b wird durch die Beziehung =2 pa bestimmt.

a o a R _
F=2 [V2 prde—=2-V2p-2[et]—=%V2p-aVa
0 0
=£V2pa-a=£%ab. (c)

Der gesuchte Abschnitt ist sonach zweidrittelmal so grof wie das
begrenzende Rechteck a -25.

Beispiel d) Man ermittle den Inhalt einer durch zwei ver-
schiedene Kurven oder durch zwei verschiedene Kurveniste be-
grenzten Fliche.

Die beiden Kurven bzw. Kurveniste haben die Gleichungen
y=1[;(®) und y={,;(%); dann ist an der Stelle z das Flichen-
element

dF =dF,—dF =y, —y,/|dx
und damit

F=f[?/f_i‘/n]dx=f[fz(x)—fu (@)] de, (@

wo x=a und z=> die beiderseits begrenzenden Ordinaten sind.
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Wenn im besonderen die beiden Kurveniste sich auf beiden
Seiten schlieBen, Abb. 120, und nach der ganzen zwischen den beiden
Kurvenisten eingeschlossenen Fliche gefragt wird, dann werden
die begrenzenden Ordinaten x —a und z =>5 zu lotrechten Tangenten
der Kurve, die natiirlich erst aufzusuchen sind.

Y4z
Y Y
Yoiptz)
—0a . yﬂ
7l
0] b
T T h
Abb. 119, Abb. 120.

63. Fortsetzung. Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordi-
naten gegeben, so wird nach Abb.121 und 122 das Flichenelement

aF=1rag. (a)

Dabei betrachtet man die Fliche zwischen den Radienvektoren bei
¢ und ¢} dep als einen Kreissektor, 1dBt also den Unterschied
zwischen der wahren Flache dF
und diesem Sektor, nimlich das
in Abb. 122 schraffierte Dreieck

ar,

ds
rdy

Abb. 121. Abb. 122.

3dr-rdp, gegen Null konvergieren gegeniiber dem Sektor. Dann
ist die Fliche F zwischen der Kurve und den beiden Fahrstrahlen
unter ¢, und ¢, gegeben durch

P2
F=1[rde. (b)
P2

Entsprechend wie unter 62 wird man die Fliche, wenn sie
durch zwei Kurven r={f;(¢) und r=7{;,;(p) und die beiden Fahr-
strahlen bei @, und ¢, begrenzt ist, ermitteln zu

=3 f (ri*—r)de= 2 f [ (®) — s (9))d (c)
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Beispiel a) Durch die schon aus frilheren Beispielen bekannte
Kurve r=2a(1-}cosqp) der Abb.123 und den Kreis mit dem
Halbmesser a sowie die Geraden
=0 und ¢=3n werden die —_

durch verschiedene Schraffierungen ~ =
gekennzeichneten Flichen F,, F,, 2 =N
F, gebildet. Man ermittle diese |i$ i‘j
und gebe ferner eine Kontrolle fir )
die Richtigkeit der Losung an. i A ,
Es ist F, = a%n; die Fliche '
F,+F, ist begrenzt durch die 4 &r—?a—}*-’a——‘
Kurve und die beiden Radienvek- Abb. 123.

toren unter ¢, =0 und @, =3}x;
die Fliache F, 4 F,-}- F, ist durch die Kurve und die Fahrstrahlen
unter ¢, =0 und ¢, = 71 begrenzt.

A 5
F1+F2=%f4a'3(1 —|—cos¢p)"'d<p=2a"f[1 —+ 2 cos @ -+ cos?pldep
0 0
=2a“[¢+2sin¢+%sin¢008¢+%¢]f"
=2a’[3n+42]=3a*(37+8).

F,+F,+F,=2a%[p+2sing | 3singpcos g+ ;)
=3a’n.
Damit ergibt sich auch
F,—a*(n-}4), F,=3}a*(3n—8).

Eine erste Kontrolle, die man immer anwenden soll, ist die
durch angendherten Flachenvergleich. Im vorliegenden Fall ist die
Kreisfliche a?n; gefunden ist F,~za%(3,14 | 4), das ist mehr
als die doppelte Kreisfliche, was ungefdhr stimmt; ebenso ist
F,~}a%(9,42 — 8) = 0,71 a?, also nicht ganz der vierte Teil der
Kreisfliche, was nach der Zeichnung auch stimmt.

Als genauere Kontrolle kann man noch die Fliche F, un-
mittelbar bestimmen, sie ist begrenzt durch die Kurve und den Kreis,

sowie die beiden Fahrstrahlen unter ¢, =0 und ¢,=—3s. Man
hat somit

= $n
Fs=%J("12_7112)d¢=2“26”(1+005‘P)2_0052‘P]d¢’
1a
=2a“f[1—I—Zcoszp]dtp=2a2[¢»—}—28inzp]§"
v
=a’(n44).

Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 11
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64. Fortsetzung. Wenn die Kurve in der Parameterdar-
stellung gegeben ist,
r=u(l), y=vt),
dann wird wegen dz =1'(t)dt der Fldacheninhalt

T =12, t=tp

szydxzf'v(t)-u'(t)dt; (a)

zT=x t=1{;

natiirlich miissen die Grenzen ¢, und #, aus z, und z, bestimmt werden.
Beispiel a) Fiir den Fall der Ellipse wird

x=—acosp, y=bsing, dr—=—asingpdp
und somit
%2 P2
F—=— fbsimp«asin(pd(p=——abfsin’-'<pd¢p
91 %1
ab . Fz2
=3 [sin ¢ cos ¢ — (;0]%.
Will man die von der Ellipse eingeschlossene Fliche ermitteln, dann
hat man als Grenzen ¢, =0 und ¢, =37 zu wihlen und erhilt
den vierten Teil der gesuchten Fliche, so daB

1a
0

F:4-a_—;[sin<pcos<p—<p] =-—abaxa. (b)
Das Minuszeichen entspricht der Tatsache, dafl die Flache von
rechts nach links gezdhlt worden ist.
Beispiel b) Man ermittle die durch die Kurve (Zykloide)
z=a(t—sint), y=—a(l—cosi)

und die z-Achse sowie die Ordinaten =0 und z=2a gebildete
Fliche. Alsdann speziell die Fliche, die durch den ganzen Kurven-
bogen und die xz-Achse begrenzt wird. Die Gestalt der Kurve ist
durch Abb. 357 gegeben.

z t
F— [ydz—[a(1 —cost)-a(1— cost)dt
0 v

=aﬁ6f:(1 — 2cost + cos®t)dt

=—a® [t — 2sini 4 } sint cos ¢ —}—lzt]i)

=ea?[3:i— 2sint+ 1sin2t)].
Der Abbildung entnimmt man fiir die ganze Fliche zwischen Kurve
und z-Achse die Grenzen x=—0 und x=—2an, oder t=0 und

t=2ana; dann wird
F=da*[32—0-}+ 0]=23a’x. (¢)
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*Bei der Parameterdarstellung verwendet man oft den Uber-
gang von rechtwinkligen zu Polarkoordinaten. Wenn bei-
spielsweise die Kurve der Abb. 124 in
der Parameterdarstellung

z=u(t), y=v()
gegeben ist, und die Fliache F durch die
beiden Radienvektoren mit den Parametern
t, und ¢, begrenzt wird, geht man von Abb. 124
der Formel (63a) fiir die Flache aus. Mit

T=7rcosp) oder dx:cosqadr——rsiandqo}
y=rsing © dy = sinpdr - rcospde
wird .
xdy —ydr=rde (d)

und somit die Sektorfliche

-?71 b
oder wenn man Eg =u'(t), :l;: = (f)
setzt,
ts .
F;—_-.’zf(zv'—yu')dt. (e)

Beispiel ¢) Mit Hilfe der eben entwickelten Formel berechnet
man den durch zwei Parameter ¢, und ¢, begrenzten Ausschnitt
der Ellipse, sowie die ganze von ihr umschlossene Fliche.

In der Parameterdarstellung

r=—acosp, y=bsing

hat der Parameter ¢ natiirlich nichts zu tun mit dem Bogen ¢
bei Polarkoordinaten; er ist genau das, was der Parameter ¢ in der
vorausstehenden Formel ist. Man erhilt sonach

dx dy
’:——:—-—- i ':——-:b
o p asing, v ig cos @
P2
und Fzéf(acosq)-bcosqa—bsin(p-—-—asinqp)dgv
*1

®a
=1ab [dop=1ab(p,—¢,).
@: 11*
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Ein Viertelbogen der Ellipse ist begrenzt durch
die Parameter ¢, —0 und ¢, =17z, so daB
die ganze Ellipsenfliche
4-Jab(3n—0) oder abn

wird.

Beispiel d) Man ermittle die Fliche 1z
jenes Sektors, in Abb. 125 schraffiert ge-
| Sv z zeichnet, der durch die gleichseitige Hyperbel

2® —y>=1, die z-Achse und den Radius-
vektor OP begrenzt wird. Alsdann stelle man
Abb. 125. die Koordinaten des Hyperbelpunktes P als
Funktionen dieser Sektorfliche dar.
Die Fliche SPQ ist nach (59g)

z z

o

F=fydx=fo-—de=%VF:T_%lg(x+1/¢é:*1)

oder
F=3[zy —lg(z+y)).

Dann ist die Sektorfliche die Differenz der Flichen OPQ und SPQ.
z=3zy—F=1lg(x+vy)

z=Ig(x+y) oder x-t+y=c¢ 63

(M

oder

Da z'y ein Hyperbelpunkt, bestehen zwischen den drei GroBen z, y. z
die Beziehungen
22 —y*=1 und a-ty=c¢,

aus denen man z und y als Funktion von z darstellen kann. Man
formt um,

(x—y)(x+?/)=1 oder r—y=—¢e*
oder z=}E+e?) und  y=j(e—e

oder nach (39a)
z=0Co0sz, y==Sinz. (2)

Damit ist dann die Benennung ,Sinus und Kosinus hyperboli-
cus“ teilweise erklirt.

66. Die Parabel als Ersatzkurve. Die Parabel schmiegt sich an
gegebene Kurven inniger an als der Beriihrungskreis [in spiteren
Teilen wird von der ,oskulierenden Parabel“ oder ,Schmiegungs-
parabel“ noch weiter zu sprechen sein] und findet deshalb bei Kon-
struktionszeichnungen vielfache Verwendung. Es soll nun eine Kurve,
von der man die in Abb. 126 eingezeichneten GréBen &, y,, ¥, .,
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Y,.. kennt, durch eine Parabel er-
setzt werden, deren Achse parallel
der y -Achse ist, und dann die Fliche
PrPr+1 Pr+2 Qr+2 Qr+1 Qr Pr er-
mittelt werden.

Die Parabel hat die Gleichung % Yrez

y=—azx*>+}+bx 4 c;
die unbekannten Koeffizienten a, y) h—
b, ¢ bestimmt man aus der Be- 0
dingung, daB die Punkte P, P, ,, e @y Grez T
P,_,, dieser Gleichung geniigen Abb. 126.
miissen. Macht man den Punkt@, .,
zum Nullpunkt, so sind die Koordinaten der gegebenen Punkte

P=—bhy, P, =0y, P ,=hly.,,,

»r

so dafl gelten muf
y,—ah*—bh—+c, y,.,=c¢, Y,.,—ah>’+bh—+c,
woraus sich
20k’ =y, — 2y, T Yrtar 2bh=y, ., —y,. c=y,,,

ergibt. Die zu ermittelnde Fldache ist
~h

F=[(az®+bx-c)de
Zh

—=1[2a2®+ 3ba® -} 6ca]t s =1[4ah® + 12 ch)
oder 5
F= 3 (yl + 4yr+1 +y1'+2)'

Beispiel a)

Die Fliche @, P, P, P;Q,Q,Q, der
Abb. 127 soll man angendhert angeben.
Die Flache ist begrenzt durch einen
Bogen der Sinuskurve; zu den Abszissen
z, =07, z,—1,0, #,=—1,3 hat man
die Ordinaten y, =—0,64, y,=0,84,

Y3 =096 berechnet. In der zeichne- % %
rischen Darstellung wiéhle man 1dm als
Léngeneinheit. R ———A—

Man kann mit erster grober An-
niherung die beiden Teilflichen durch :
die Rechtecke @, P, D,Q, und @,P,D,Q, & 4 &
ersetzen, oder auch durch die beiden Abb. 127.
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Rechtecke @,8,P,Q, und @,S,P,Q,. Man wird im ersten Fall
einen zu kleinen Wert F, finden und im zweiten Fall einen zu
grofien F,, nimlich

F,=0,3(0,64 4 0,84) = 0,444 Flicheneinheiten,
und im zweiten Fall
F,=0,3 (0,84 + 0.96) = 0,54 Flicheneinheiten.

Wesentlich genauer wird die Losung, wenn man beide Teil-
flichen als Trapeze @, P,P,Q, und @,P,P,Q, betrachtet, dann wird

Fy—1-0,3[(0,64 4 0,84) 1 (0,84 1-0,96)] — 0,492.
Noch genauer wird nach (a) die Fliche ermittelt zu
F,=1-0,3[(0,64 + 4-0,84 4 0,96)] = 0,496.

Die Kurve ist ein Teil der Sinuskurve, so daBl es moglich ist, den
Wert der Fliche so genau anzugeben, als gewiinscht wird. Es ist
1.3
F:fsin xdx = —[cos x]é; =08 0,7 —cos 1.3
0.7 ’

— 0,765 — 0,267 — 0,498.

Man beachte die Genauigkeit der gefundenen Werte F,, F s
F;, F, gegeniiber F. Selbst wenn man die einzelnen Flichen als
Trapeze betrachtet, wird die Genauigkeit schon sehr grof3, im vor-
liegenden Fall 0,492 statt 0,498, also rund 19/, Fehler nur.

Diese groBe Genauigkeit ist freilich durch die geringe Biegung
der Kurve bedingt.

66. Niherungsrechnung bei Flichenermititlung. Den Flichen-
inhalt, den eine Kurve mit der z-Achse einschlieBt, kann man auch
mit Niaherungsverfahren ermitteln.

Sei etwa die Fliche der Abb. 128 gesucht, die begrenzt ist durch
die Kurve y = f(z), die z-Achse und die beiden Ordinaten bei z— x,

und x =1x,. Man teilt den
/ A Bereich x, — z, in n gleiche

_// o \ Teile, deren jeder also
¥ o h—="n""%0
Yo Y, ¥z Yn-1 Y n
I R Sind die Ordinaten in den
To Tn-Ty einzelnen Endpunkten der
a_ Reihe nach mit y,, y,,
“n Yas -+ Yp—y1» Y, Dezeichnet,

Abb. 128. und betrachtet man jeden
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der durch diese Ordinaten und die Kurve begrenzten Flachenstreifen
als Rechteck, so erhidlt man, wenn man immer die linke Ordinate
als Rechteckseite wihlt, als Fliche (Rechtecksformel)

F=hy,-+hy, +...+hy,,
=}"(yo+y1+ye+ cee +?/u—1)7

und wenn man stets die rechten Ordinaten bei jedem Einzelstreifen
als Rechteckseiten wihlt, entsprechend

F=h(y,+4+ . T Y-+
Wire die Kurve im Bereich b — g stets steigend, so wiirde die
erste Formel einen zu kleinen, die zweite Formel einen zu grofien
Niberungswert erhalten. Man kann korrigieren, indem man aus
beiden Werten das Mittel wihlt, so daB also (Trapezformel)

F=hky0+2y1_§_2y2_'_+2yn—1+yn) (a‘)
Natiirlich batte man das gleiche Ergebnis auch erhalten, wenn man

jeden Streifen als Trapez betrachten wiirde, so dafl also
|

F=3hWo+9)T3hW—9) - +5hWu1TY)
daher auch der Name dieser
Formel. 0 4 B

Die genaueste Anndherung | ... 2

mit einfachen Mitteln gestattet 3
die Simpsonsche Regel, die
entsprechend der vorausgehenden
Nummer die einzelnen Kurven-
bogen durch Parabelbdgen ersetzt.
Zu diesem Zweck wird der Bereich
x,—x, in eine gerade Anzahl,
also 2n gleiche Teilbereiche ein-
geteilt, so daB jetzt b = (x, — x,):
2n ein solcher Teilbereich ist.
FaBt man dann immer zwei solcher
Teilbereiche zusammen, so ist Abb. 129,
nach (65a) -

086
6
00'®
00%

I 000

) [ .
=30 4y T2y T 4% T2y T - - +4y,_.TY) (b)

Beispiel a) Durch Abb. 129 ist die Teilfliche eines Kreises
mit dem Halbmesser 10 cm gegeben. Sie ist begrenzt durch die
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Ordinaten bei =0 und z==8. Man ermittle diese Flache
niherungsweise.

Man wihlt A= 2 und erhilt so vier neue Teilflichen. Ihre Begren-
zungsordinaten liest man aus einer Zeichnung mit r =10 cm ab zu

Yo=10,00 y,—980 y,=9,15 y;=28,00 y,= 6,00.

Mit diesen Werten liefert die Rechtecksformel

F,=2 (104 9,849,156} 8) cm®=73,9 cm®
bzw. F,=2 (9,84 9,15} 8 4-6) cm®= 65,9 cm®
Die Trapezformel liefert

F,=3(F,+ F,)=69,9 cm®
und die Simpsonsche Regel

F,—=1.2(1044.98-+2.9,154 4-8 4 6) cm®="70,33 cm”.
Den wahren Wert gibt (59h) mit

F— fydo— [V100 = aPds—
(1} 0

L a8
=1 [x V100 — 2* -} 100 arc sin E—J

_ 10,
=1[8-6 4 100 arcsin 0,8] =1 (48 - 92,78)
= 70,39 cm® rund. |

Die durch die Zeichnung allein erhaltene Genauigkeit ist sonach
sehr groB.

Beispiel b) Wenn man beim vorausgehenden Beispiel fiir die
Fliche F nach der Simpsonschen Regel wegen eines Rechenfehlers
etwa 69,39 cm?® erhalten hitte, warum hitte man diesen Fehler
bemerken miissen?

Die untersuchte Kurve hat an jeder Stelle negative Biegung,
also muBl die Simpsonsche Regel fiir jede einzelne Teilfliche einen
etwas hoheren Wert liefern als die Trapezformel, siehe Abbildung.

67. Bogenlinge. Ihre Ermittlung bei Voraussetzung karte-
sischer Koordinaten geht aus vom Bogenelement

ds=Var T ay —io\1+ (W —azvity® W
Z

und liefert durch Integration

Ve

wenn der Bogen durch zwei Punkte mit den Abszissen z, und z,
begrenzt wird.
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Bei Polarkoordinaten ist das Bogenelement

ds=V(dr)’+ (rdg):=dg r'—}—( ) =doVr 77, (c)
siehe (301), und damit die Bogenlange s der Kurve

s_f\/r2+ dry’ d(p, (d)

wenn der Bogen durch zwe1 Fahrstrahlen mit den Winkeln ¢, und ¢,
begrenzt wird.
Wenn die Kurve in Parameterform gegeben ist,

r=u(t), y=v(t),

dann wird ds= VW’*‘_(W =d t‘/m‘z

s _‘ﬂ/ "y, (e)

wo den beiden Parametem t, und ¢, die begrenzenden Punkte des
Bogens s entsprechen.

Beispiel a) Man berechne die Bogenlinge s der semikubischen
Parabel y%— 4 2°.
]

o= [VIFo-da= 2 [(VIF 0Pz
=2 14 92,) — (14 92,

LaBt man den Bogen im Nullpunkt beginnen, also bei z, — 0, und
an der Stelle #, =2z aufhéren, dann w1rd

s——[(1+9x) —1]

Beispiel b) Man ermittle von der Kurve r— 2a(1-}-cos ¢)
den Bogen der oberhalb der x-Achse verlaufenden Kurve.

Thre Gestalt ist aus 28 und 30 schon bekannt; man hat
daher eine Kontrolle fiir die Richtigkeit der Lésung. Es wird
= —2asinp und damit

s=2aj'dsz2—}—2cos<p=2a\/§fd¢‘/2(,osz%2
H by

—da feos® do— P
—-4a0f0052 dqv-8a[sm2]o—8a.
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Beispiel ¢) Man stelle eine Niaherungsformel fiir die Bogen-
linge auf und zwar an einer Stelle, wo die Kurve sehr flach ist
und eine nahezu wagrechte Sehne hat, desgleichen an einer Steilstelle.

In der Technik hat man vielfach mit flachen Kurven zu arbeiten,
besonders flach sind beispielsweise die elastischen Linien von Tra-
gern. An einer solchen flachen Stelle hat die Richtung tgr=y'
einen kleinen Wert, so daB man meist 1 statt 1 -+ y'* setzt. Dann
wiirde die Formel (b) werden

ds=dz oder s=u,
d. h. wenn die Kurve sehr flach ist, kann man statt des Kurven-
bogens s ihre Projektion  nehmen.

Wenn man eine groBere Genauigkeit haben will, so setzt man,
wie spiter die Reihenlehre unter 112 zeigt,

Vidy?14-1y”
oder noch genauer V1 -+y?~1-1y? —% i
und erhilt §== fdx Vi+¢*
in erster oder zweiter Anndherung zu
srrx 13 [day? beaw. s~2x 3 [doy”—§ [dey" (D)

Wenn die Kurve steil ist, wird man setzen

ds=Vda® + dy’ =dy ‘/:@‘

dx:dy ist fiir steile flache Kurven ein kleiner echter Bruch, sein Quadrat
erst recht klein; man wird daher in erster roher Annédherung, die
aber fiir recht viele praktische Fille zuldssig ist, s=—y setzen. Eine
bessere Annidherung erreicht man, wenn man die Wurzel ausrechnet
wie oben angegeben und setzt

vl o e ) e

Beispiel d) Man ermittle die ungeféihre Linge eines Parabelbogens,
Abb. 130, wenn man die Linge 2a der Sehne kennt, sowie den Pfeil f.

Die Parabelgleichung ist a® y = f2?; damit wird nach (f) in erster
Anndherung

$ Tt gl =lo 41 e 25T
R LA )

2\2; 2 !
=at " G=atir(0)

oder s=2a-}+ 4I2—2a[1—}—§<—f)2]. (h)
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Abb. 130. Abb. 131.

Beispiel e) Man gebe eine Niherungsformel an fiir die Linge
eines flachen Bogens P, P,, wenn man die Sehnenlinge ! kennt,
sowie den Abstand des Bogenmittelpunktes M von der Sehne, Abb. 131.

Nach Beisp. d) wird b ==1 [1 + g (—9 } wegen 2a=1.

68. Oberfliche. Dreht sich ein Stiick der Kurve y = f(z) um die
x-Achse, so erzeugt es eine Drehfliche, die als Integral der Ober-
flachenelemente dO gefunden wird. Solch
ein Oberflichenelement dO entsteht durch //'—Z‘W\
Drehung des Bogenelementes ds, bildet also s \\
einen Kegelstumpfmantel von unendlich : §> *
kleiner Hohe. Aufgeschnitten und in einer Abb. 132,
Ebene abgerollt, stellt sich dO als Stiick
eines Kreisringes von der Breite ds und der Linge 2ya dar,
Abb. 132, so daf} .

d0=2ynds (a)
und damit

Ta e
0= 2:([:1/ ds=2 nfy dz ‘/1 -+ g%) (-Achse). (b)

Rotiert die Kurve um die y-Achse, so wird entsprechend
d0=2znds (e)

und die gesamte Oberfliche O, die durch den zwischen den Grenzen
z, und z, rotierenden Bogen s entsteht,

d0=2 nj‘x ds—=2 nfxdx ‘/1 -+ (:l—i%)‘ (y-Achse). (d)

Bei Verwendung von Polarkoordinaten werden die beiden
Oberflichenelemente, je nachdem die Kurve um die 2- oder y-Achse
sich dreht,

dO=2narsinpds bezw. dO=2nrcospds (e)

und die Oberfliche selbst, wenn der gedrehte Bogen durch Fahr-
strahlen mit den Winkeln ¢, und ¢, begrenzt ist,
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=2n f rsin g ‘/ —]L— ) (x-Achse) (£)

92
»

0= 2nJr cosp |/ r*4 <;—;>- do (y-Achse) (8)
1

Beispiel a) Welche Oberfliche erzeugt der Bogen der Sinus-
kurve y —=sinz zwischen =0 und x ==n, wenn er um die 2-Achse
rotiert? Die Rechnung ist auf eine Dezimalstelle genau zu fiihren.

Es wird 0=2n f'sin z V1 cos?z da.
0

Die Substitution cosz=u und damit —sinzdr=du

filhrt die Grenzen 2,—0 und x,=a= iiber in %,=-41 und
u,=—1 und liefert mit Beniitzung von (59g)

0___2an1—+-% du=—az[uy+lgu+\)]7]

:——n[—V? —'—lg(—l—{—V?)—VQ—lg(l—{—V' )]
—n(2V2—lg01(16)—n(283—l—162)
~ 14 Flicheneinheiten.

Beispiel b) Jene Oberfliche ist gesucht, die durch Drehung
der Kurve r—=2a(1 4 cosp) um den Anfangsstrahl erzeugt wird.
Das Integral wird durch die Anwendung der Formel 1 - cos¢

==2 cos® g_o vereinfacht. Man erhdlt, da Vr® L7 —4acos (5

Beisp. 304,

nach

T

0:2nf2a(1—}—cosw)sincptlacos;pd(p.
0
=2n6'f2a-2co %D 2s gcosg 4acos—d¢
=64a‘~':zbi'cos‘—§sin§d<p.
Die Substitution
cos%:u und damit —sm— 3do=du

fiihrt die Grenzen @, =0 und ¢,
so daB

=z iiber in w, =1 und u, =0,
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0
=— 64a"nfu‘-2du=~— 128a2-%[u5]2
1

=25,6a’n.
Kontrolle: Man wird die erzeugte Flache in roher Abschitzung einer
Kugel vom Durchmesser 5a gleichsetzen; diese Kugel hat die Ober-
fliche 4-(5a:2)*n=25an.

69. Rauminhalt. Wenn die Kurve y = f(x) sich um die z-Achse
dreht, so erzeugt die durch die Ordinaten x, und z, begrenzte
Fliche F einen Drehkorper, dessen Rauminhalt V als Integral der
Raumelemente dV gefunden wird. dV ist als ein unendlich
diinner Kreiszylinder von der Hohe dx und dem Radius y zu be-
trachten, Abb. 116. Es ist

AV—y*znder wd V—n" f yide (c-Achse)  (a)
23

Entsprechend wird bei der Drehung um die y-Achse das Raum-

element und der Rauminhalt

dV=2ndy bzw. V=n= } fx* dy (y-Achse). (b)
Eat

Bei Verwendung von Polarkoordinaten erzeugt die Fliche ¥
der Kurve r=1{(¢), wenn sie zwischen den durch ¢, und ¢, ge-
gebenen Fahrstrahlen und der Kurve selbst liegt, bei Drehung um
den Anfangsstrahl oder um die z-Achse das Raumelement und den
Rauminhalt

dV=2ar*singdp und V=§n:’fr3sin<pd<p. (c)

Wird die Fliche F um die y-Achse gedreht, so ist
fr"‘ cospdp. (d)

Hat man das Volumen eines beliebigen Korpers zu ermitteln,
so wird es sehr oft méglich sein, den Kérper in lauter Scheiben
parallel zu einer passend aus-
gewihlten Ebene, die man etwa
z-Ebene nennt, so zu zerlegen, dafl
man die Fliche F dieser Einzel-
scheiben an der Stelle « als Funk-

o

dV=%2%nar’cospdy und Vzgn%
P

tion dieses Argumentes x darstellen Abb. 133
kann, Abb. 133. Dann ist mit T
dV—F.dz das Volumen V=" f Fdz (e)
3

als nur von den z-Grenzen abhiingig zu ermitteln.
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Beispiel a) Gesucht ist der Rauminhalt des Drehkérpers, der
durch Drehung des Bogens der Sinuskurve y =sinz um die z-Achse
entsteht, wenn dieser Bogen durch die Ordinaten bei 0 und n be-
grenzt wird.

T

©

Es ist V=nfsin2xdx=;}n[x—sinxcosx]g:}zn )
0

Beispiel b) und ¢) Man lasse das durch die Sekante x —a
begrenzte Stiick der Parabel y>=—2pa einmal um die xz-Achse und
dann um die y-Achse sich drehen und berechne jedesmal den Raum-
inhalt des entstehenden Drehkérpers, Abb. 118.

Im ersten Fall wird

a
V1=nf2pxdx=npa°~' oder V,=jab’=n, (f)
0
wenn man die zur Abszisse a gehorige Ordinate b einfiihrt und

b*=2ap beriicksichtigt.
Im zweiten Fall wird die Formel (b) mit

a a —_
1., 0. . pdx ‘/p [2 s7e
2V._,—nfx dy=n|z®- =2y 5157
v 0

V2 px 0
oder o
V/=2%aV2ap-a*=2ad%b

jenen doppelkegelformigen Kérper liefern, der gebildet wird, wenn
sich die Fliche zwischen y-Achse und Parabel um die y-Achse dreht.
Der gesuchte Korper ist dann die Differenz aus dem Zylinder
a*7n-2b und dem gefundenen Kérper V/, also

V,=2a%=n

ga?bnzga"bn. (g)

Beispiel d) Man berechne den Rauminhalt des Korpers, der
durch Drehung der Kurve r—2a(l | cosp) um den Anfangs-
strahl entsteht.

Mit Beniitzung der Formel 1 +cos<p=2cos2% wird nach (c)
2 (o 5 16 (0 @, @
Vzgn 8a*(1 +-cosg) sm<pd<p=-§—na" 8cos 5-2s1n§ cosEdzp.
0 0

Man substituiert cosj@=wu oder —sinlg-ldp=du und geht
auch von den Grenzen ¢, =0 und ¢,== iiber zu den neuen
Grenzen u, —1 und %,=0. Dann wird

0
J— 812 .3 7 —_— 512 .3 1,810 ___ 64 .8
V=—22q nfu du=—>232ad’n[ga’]| =" a’n.
1
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Bei den nachstehenden Aufgaben darf von allen bereits

entwickelten Integralformen Gebrauch gemacht werden.

1) bis 25) Man ermittle

1 fz —4

4) fz-+4

" [
du

10 f cos® (@u - b)

13) fe”‘“’d

16) rar( sinydy

v ¥

19) J‘lg pdy

22) ftgx vIFtgiede 23) r

11) >[‘sinsucosudu
14) feyzydy
17) f@“lgwdq?

20) J-sin (lgx)d=x

an xr

25) f(asinqz—}—btg@sincpdw.

3) f(z—4)‘3dz
D) f‘fﬁ;i;dz
9) f 008 3 u du
12) fcos'l(au—}—b)du

gy
15) f“ dy
y

18) farc sinzdzx

21) ftg z(14tg*x)dx

2 ) fcosx

26) bis 40) Man berechne die bestimmten Integrale

1
26) (42

v1—2a2

w|y

29) | rsinzdx

32) fsm x

a b P
xr
35) J‘a bx®
3
38) f_i?_
g
0

o

ml.q

il

(=]

ey

30) fsin'z rdx

33) fl L cosx

3)f
Va?_“Z
]
Vs

39) f-—f"
va —baz?
1]

N
28) ftgxdz

2
31) fsinaxdz
0

la <
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41) Man beweise, daB auch gilt
92 g 40

42) Man ermittle durch Zerlegung in Summanden

dz
sin z cos

48) Gesucht ist der Inhalt jener Fliche, die begrenzt wird durch die Kurve

1
Y= 1—_*_7.
und die z-Achse, sowie die Ordinaten bei x = —a und z=+4a.
44) Man gebe die Linge des Bogens der Parabel y2=2p x vom Scheitel
bis zum Punkt P=z | y an und zwar sowohl als Funktion von z wie auch von y.
45) Man berechne den Umfang der

Sternkurve 2% + y§= a‘?f.
46) Gesucht ist der Bogen der

=a (t — sin {)

. x
Zykloide { y=a(l — cost)

vom Nullpunkt bis zum Punkt mit dem Parameter ¢, alsdann der ganze Bogen
oberhalb der z-Achse.

47) Gesucht ist die Oberfliche des Drehparaboloides, gemessen vom
Scheitel bis zu einer Ebene senkrecht zur Achse.

48) Gesucht ist die Fliche, die von der Kurve
y=2%— 2z mit der x-Achse gebildet und durch die
Ordinaten bei £ ==—1 und =-1 begrenzt wird.
Man bespreche das Ergebnis.

49) Man weiB von einer Spannung z, daB sie
sich iiber eine Strecke » symmetrisch nach einem
parabolischen Gesetz verteilt, Abb. 134. Wie gro8
ist die mittlere Spannung?

1 2N

I3

Abb. 134, Abb. 135,

50) Man betrachte den Bogen der Abb. 135 einmal als Bogen einer Parabel,
dann als solchen einer Sinuskurve und berechne fiir beide Fille den durch
den Bogen und die Sehne gebildeten Flicheninhalt. Wie groB ist der Unter-
schied? Gegeben ist die Pfeilhshe f und die Sehnenlinge s.

51) Die gleiche Aufgabe 15se man fiir die Linge des durch die Sehne s
begrenzten Bogens b. Dabei ist der Bogen als sebr flach vorausgesetzt.

52) In einem tiefen Schacht hdrt man einen Stein nach 10 Sekunden
aufschlagen? Wie tief ist der Schacht? Die Schallgeschwindigkeit ist 333 m,
der Luftwiderstand ist zu vernachlissigen.
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71. Lisungen.
1) 1g(z—4)+C oder lgc(z—4) nach (55¢c.
2)1g(z2+4)+C oder lgc(2*°+4) nach (55¢).
3) 2(z—4*+ C nach (56a).

4) Jarc tg% nach (56c).
3) % Vaz b durch die Substitution ax--b=u.

6) % vax—+ b® durch die Subst. az--b=u2.

7) arcsin 2 -+ C oder —arccos iZ— ~+C nach (51q) durch die
Subst. x=awu.

8) —va®—a*4C nach (57) durch die Subst. @® — 2% =2

9) 3sia3u—+ C nach (56) durch die Subst. 3u=ux.

10) %t; (aw 4 b) nach (56) durch die Subst. au-t+b==x.

11) isin*u+ C nach (57) durch die Subst. sinu==.

12 5 sm(au+b)cos(au+b)+21~a<au+b>+0 wie im Beisp. 59¢

durch die Subst. aeu-+-b==x.

13) 7% ¢ nach (56) durch die Subst. y +a==z  oder auch
wegen eVTO—¢¥. 8

14) 1¢¥ - C nach (57) durch die Subst. y*>==.

15) a'®¥:lga+ C nach (57) durch die Subst. lgy=n=.

16)  (arcsiny)* 4 C  durch die Subst. arcsiny==.

17) 192(2lgp—1)4C durch teilweise Integration; u=Igp, dv=gpdp.

18) zarcsinz 1 — 22 C  durch teilweise Integration und nach
Aufgabe 8); man setzt

w=arcsinr, dv=dz oder dusz_xt v=—2z
/ 2 .
v1l—a?
19) o (lgg — 1)+ C durch teilweise Integration; man setzt
do

w=Ilgp, dv=dp oder du:—(p—, v=g¢.
20) ; z (sinlg x — coslgx) 4 C durch teilweise Integration; man setzt
u=sinlgz, dv=dx oder du:cos]gz-dff, v=2x.
Das neue Integral wird auf die gleiche Weise behandelt, indem man setzt

. dx
u,=coslgx, v,=dx oder du1=-——smlgx-?, v, ==z.

Egerer, Ingenieur-Mathematik TT. 12
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21) ftgz-;é—,z; d:c:fudu:;}u‘-’—{— C=1tg’x+ C.

2) [tga L ar—[onzds_ (= du
J cos x

cos? r u?  cosx

+

23) Ig tg%-}- C  nach (55i) durch die Subst. x=2u.

24) 1g cotg + ¢ nach (55i) durch die Subst. = =% x—2u.

b sin® . — cos®

—2
——g(— sin ¢ cos qv—}—(p)—}—b.lgcotg'—-(r——4 ¥ —bsin ¢+ C
nach (59d) und Aufgabe 24).

26) [arc sin x](l) —arcsinl —arcsin0=—  nach (51).

2
27) — [\’/1_—‘1;2]:, =—[0—y1]=1 nach Aufgabe 8).
28) — ['gcos x]f, {lg—_q—lgﬂ =11g2 nach (55f).
)
29) [—xcosx+51nx]§ =[—0+41—0—0]=1 nach (59c).

T
2

30) 1 [— sinz cos 2 -+ 2] =%{o+g_o—oj‘ =LZ- nach (59 d).

31) Mit ax =« wird das Integral

».};a.—z
1 . 1 tax 1 o 1 ax
;J‘Lmu du = - [cosu]; —E[cosu]éaz—z [1 — cos -?]
v
32) {lg tg 2] =lgl —Ilg0=—oc nach Aufgabe 23).
33) Mit x=2wu wird das Integral =[tgu], -—l
o
34) —[lg(1 —}—cosx)]:: — g1 + cos%:z) — lg(1 4 cos0)] =1Ig2
nach (55c).
1 b va:b 1 n
35) ——[arctg(z /—)] =-——|arctgl —arctg 0] = ——
Vab Va 0 b[ & g0l= 4vVab

nach (56d).
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36) [arc sin = —I — arcsin] —arcsin0="2 nach Aufgabe 7).

ajo 2

37) [tge — q;] [1 — Z — 04 0} =1— nach Beispiel 60a).

%
3%) g0+ VIT o)l =leG+ Vit H—1g0+Vito=lg T2
nach (351). -

=y i i
39) Man formt die Wurzel umzu ya ¥ 1 — <ac \ %) und setzt z\b=wuya;

dann wird das Integral

40) F2*+z+lg@—1D)L, +0+lg(—=1)—5+1—1g(—2)]

=[0
=1-+1g} nach Beisp. 60d).

41) Man geht aus von (55a) und bedenkt, da8 man die Konstante C
in jeder beliebigen Form schreiben kann, also auch C=Ig(— 4). Dann
erhilt man

J%:lgx—l—C:lgx-{-—]g(—A):lg(—Ax)
=lg(—x)+1g4d
—lg(—a)+C".

42) Man beniitzt die Beziehung dax = dz (sin®z 4 cos*z) und erhilt

dr _ _|(s2z inz),
sin x cos & sing ' cosx
=lgsinz —1gcosx 4 C

=lgtga++C
wie unter (55 i)

43) F=

arctgx] =arctga — arctg (—a) =2arctga.

44) Die Differentiale der beiden Gleichungsseiten sind gleich,

ydy =pdz, woraus y’:% und dx:!ldy .
Damit wird
y? 2 9
14+y2= ——:—;—p* oder auch 14¢2= ,,fz‘i’ P @)

und weiterhin

oder auch

12*
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Man kann jeden der beiden Ausdriicke weiter beniitzen; fiir den zweiten
wird nach (59g)

v
ps=Jdyvy' TP =3l + Pl

=l Lo+ lgy+\y + ) —p’lgp]

oder . ,
Sa e Y EVY P
s==5— |y V¥’ + p* + p°1 I b)

37 {y VP + P+’ lg . | (

Wenn man y =2 pz substituiert, erhilt man

S=%{\’2x(p+'—’x)+z’lg"' EH_—‘:——@J-

(e)
45) Die Kurve ist nach Abb. 368 symmetrisch zu beiden Achsen, der
ganze Umfang sonach das Vierfache des Bogens zwischen der positiven z- und
y-Achse.

Man nimmt das Differential der Kurvengleichung
2 _1 2 _1
g% ° dx - g¥7¢ dy=0

oder
und daraus

\x/

——— —" g
ds:dx‘/H(fJ_)s:dx\/w:ﬁyj: e
x 2

x3
Der ganze Umfang wird

a
£, $ 5]
s=4a%)x 3dr==6a’|2*],=06a.
0

46) Die Gestalt der Kurve ist durch Abb. 357 gegeben.

Mit
dx=a(l —cost)dt
wird

und dy=asint
ds=1\'a> (1 —cost)* +a’sin*tdt —a y2 —2costdt
.t
=2asin 3 dt
und

t t

. .t ¢ |
s=|ds=2a |sin_dt=—4a|cos_
2 2
]

0
v
=4a(l—cos}?).

Der ganze Bogen, begrenzt durch ¢=0 und ¢t=2ux, ist
sy=4a(l —cosx)=28a.

47) Die Oberfliche entsteht, wenn sich die Parabel um ihre Achse dreht.

Nach Abb. 136 wird die Parabelgleichung

y*=2px, woraus

yy=p und 14+y?*=14p:2x
hervorgeht. Die Grenzen der Oberfliche sind =0 und z==«. Dann ist die
Oberfliche nach (68a)

z x
0=2=x [yds=2x [y \ T yRdr=2x [VIpztp dx
v Y
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a
Abb. 136. Abb. 137.
oder nach Aufg. 6)
. 2 31z 275 5 N 3:_3 .
0=2 T [‘,*}0: 5 [@px—+p3)? —p?
oder
0=2ZaVp(2z+p) —pi. @)

Wenn man noch die beiden Zahlen ¢ und b einfiihrt, erhdlt man wegen
4> =2pa fiir den Korper der Abbildung

2xb b*\3 bs
Rl t)-o%
a

T 3y2al 2a)?
oder
0=27 da+u)f —v.
6 a®
*1 1 2 +1
43) F= |(x —z)dx:z[x4—2x-]_1=0.

-1

Die Fliache setzt sich jedenfalls aus zwei einzelnen Teilen zusammen, deren
einer unterhalb der z-Achse liegt, der andere oberhalb, Abb. 137; beide Teile
F’ haben ohne Beriicksichtigung des Vorzeichens gleichen Inhalt. Die Kurve
schneidet die xz-Achse an den Stellen — 1, 0 und 4 1. Dann ist

1
F=[@— x)dz:ijx“—?x"};:———i.
0

49) ‘Die wirkliche Schaulinie hat nach (62¢) die Fliche %ht,, die gleich
sein muB der Fliche der Schaulinie bei Annahme einer durchschnittlichen
Verteilung der Spannung, also gleich kz,. Man erhidlt daraus

2 I
Tw=357, oder 7,=151,.
50) Als Parabel betrachtet hat die Kurve die Gleichung
g=41%(1_ 2\,  p_2fs—06667fs
s \ 8 3

Als Sinuskurve angesehen ist ihre Gleichung

y=fsin”® und F=—~ff.‘rcos§?]8=3~fs=0,6368fs.
B =l slo =

Auf letzteren Wert bezogen ist der erstere rund 419/, groBer.
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51) Nach (67f) ist
2 2
bt} fdey?=a+ ;J‘cos‘lﬁsxdx,

die Kurve als allgemeine Sinuskurve vorausgesetzt. Mit
2cos?x=1-1cos2x und mit 2xzr=su

wird das Integral

1 . 2 ax 1 | sdu s .
—2—f<1 - cos —s—) dx_§ﬁ1 - cos u) i (% - sin u)

und damit

e (e = 1+ T 5)
rL = = o A
L ! —}—sms Jo 81+4s‘l
Setzt man die Kurve als Parabel voraus, dann wird nach (67h)
b—s(l + 8 >
Mit 8:3=2,6667 und =*:4=2,4674 wird der Unterschied, auf letzteren

Wert bezogen, rund 89,

52) Der Stein braucht t, Sekunden bis zum Grunde des Schachtes, der
Schall #, Sekunden vom Grund bis zur Oberfliche. Wenn man die Fall-
beschleunigung rund 10 m/sek?® setzt, hat man die Gleichungen

t,+¢=10, §=0,5-10¢3 s=333¢,
zur Ermittlung von s. Man vereinfacht, wenn man noch 333-3 ~ 1000 setzt,
15¢>=10%¢, oder 3¢,2=200(10—¢,)
oder
3¢, +200¢ —2000=0.

Von den beiden Wurzeln ¢, =  (— 100 % 100 V1,6) ist nur die eine £, = 8,83 sek
brauchbar. Dann wird ¢, =1,17 sek und s =390 m.



Vierter Abschnitt.
Technische Aufgaben I.

72. Vorbemerkungen zum statischen Moment. Gewichts-
dichte y eines Stoffes ist das Gewicht der Raumeinheit. Wenn
also der Raum 1 das Gewicht y hat, dann ist Vy das Gewicht
eines Korpers vom Rauminhalt V, vorausgesetzt natiirlich, da8 y
iiber den ganzen Korper gleich groB ist. Entsprechend ist dG = ydV
das Gewicht des Raumteilchens dV. Statt Gewichtsdichte spricht
man vielfach noch vom spezifischen oder bezogenen Gewicht, nim-
lich auf die Raumeinheit bezogen. Als Raumeinheit wéhlt man in
der technischen Mechanik 1 m3, als Gewichtseinheit 1kg. Beispiels-
weise ist dann y =7800kg/m® die Gewichtsdichte von Eisen, oder
1000 kg/m® die Gewichtsdichte von Wasser, oder 1,293 kg/m® die
Gewichtsdichte von Luft beim Druck von 760 mm Hg und bei der
Temperatur 0°.

Massendichte u« (auch bezogene oder spezifische Masse ge-
genannt) eines Korpers ist die Masse auf die Raumeinheit, so daB
das Raumteilchen dV die Masse udV hat.

Wenn nicht anders angegeben, gelten in diesem Abschnitt alle
Formeln unter der Voraussetzung homogener Kérper, bei denen
also die Masse M sich gleichméBig iiber den ganzen Raum verteilt.
w ist dann iiber den ganzen Raum konstant, die Gesamtmasse ist
M= uV. Bei den mathematischen Ko6rpern, zu denen auch Linien
und Flachen gezihlt werden, setzt man u=1.

Momente von Massen nennt man in der Mechanik alle Pro-
dukte aus Massen und Abstinden, also Produkte von der Form

mr, mx, mz’, mxy, mzyz, m@®+y?) usw.

Je nach der Dimension, in der die Abstinde auftreten, unterscheidet
man Momente erster, zweiter, .... Ordnung. Die Massenmomente
erster Ordnung nennt man auch statische Massenmomente oder
auch schlechtweg nur Massenmomente oder noch kiirzer einfach
Momente.
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Beispielsweise hat das Massenteilchen m des Korpers der Abb. 138

das Gewicht mg und dieses fiir die durch den Schwerpunkt S gehende

und senkrecht zur Abbildung stehende Achse,

die man sich als Drehachse vorstellen kann, das

Moment mg-r. Hier ist also mrg das Moment

einer Kraft. Der Faktor mr dieses Kraft-

momentes ist ein Massenmoment; r ist der Ab-

stand des Massenteilchens m von einer durch

den Schwerpunkt gelegten Ebene, die senkrecht

zur Ebene der Abbildung und parallel dem

Abb. 133. Korpergewicht G geht. Man beachte also den
Unterschied

mg-r ist das statische Moment des Gewichtes mg des
Massenteilchens fiir die Schwerachse oder fiir die oben
angegebene Ebene, mr ist das statische Massenmoment
des Massenteilchens m fiir die ndmliche Ebene.

Selbstverstindlich sind die Massenmomente verschieden von den
Momenten von Kriften, wenn sie auch in Zusammenhang mit ihnen
stehen.

Wenn nicht anders angegeben, sind r, z, y, z usw. die Ab-
stinde von fest gegebenen oder gewidhlten Bezugsebenen. Wéhlt
man eine beliebige Ebene r als Bezugsebene, so haben die einzelnen
Massenteilchen m,, m,, ... m, von ihr die Abstinde r, 7,....r

n n
und damit die Massenmomente m,r,. m,7,....m,r,. Das Massen-
moment D des Korpers ist immer als die Summe der Momente
seiner einzelnen Teilchen definiert, so dal D oder D,, wenn man

noch die jeweilige Bezugsebene bezeichnen will,
D,=Zmr bzw. D, ={[udVr, (a)

falls die Massenteilchen unendlich klein sind; in letzterem Falle wird
die Summe zu einem bestimmten Integral, das sich iiber den ganzen
gegebenen Korper erstreckt. Wenn man mit rechtwinkligen Koordi-
naten rechnet, werden meist die drei Ebenen des raumlichen Koordi-
natensystems die Bezugsebenen sein, dann hat das Massensystem
fiir diese drei Ebenen die Momente

D,=Zmx, D,=ZImy, D,=— XImz; (b)
oder wenn die Massenteilchen unendlich klein sind,
szfx‘udV, Dy:fy‘udV, Dz::fz‘udV. (e)

Nach I 209 wird der Schwerpunkt eines Korpers gefunden
mit Hilfe des Schwerpunktsatzes

Mo=ZXm» oder Mo=D, (d)
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wo o der Abstand des Schwerpunktes von der vorgeschriebenen oder
gewihlten Bezugsebene ist. Mit Verwendung eines riumlichen Ko-
ordinatensystems wird diese Formel

ME{=D,, My=D, M{=D.. (e)

Jede durch den Schwerpunkt gehende Gerade heifit Schwer-
linie, jede durch ihn gehende Ebene eine Schwerebene; von
dieser hat naturgemiB der Schwerpunkt den Abstand ¢ =0, so daB

Emr =20 ()
die Bedingung fiir eine Schwerebene ist.

Zu beachten ist bei der Ermittlung des Schwerpunktes der ohne
weitere Erklirung ersichtliche Satz:

Jede Symmetriegerade des Massensystems ist
eine Schwerlinie, jede Symmetrieebene eine
Schwerebene. (g)

Beispiel a) Unter welcher Voraussetzung ist der Schwerpunkt
oder Massenmittelpunkt gleichzeitig der Punkt mittlerer Ab-
stande?

Bei n gegebenen Punkten ist der Punkt mittleren Abstandes
von einer gewihlten Ebene bestimmt durch

1
§=—27r.
n

Damit er bei einem beliebig verteilten System von n Massenpunkten
zum Massenmittelpunkt wird, mufl s=g9 werden, also

no=2r oder anZmr= MZ2r (h)

werden. Sicher fallen bei einem homogenen Korper beide Punkte
zusammen; denn man kann sich den Korper in n gleiche Teile zer-
legt denken,

m ==m,=my;=...=m, =m,

so dal M =mn-m wird und damit der Schwerpunktsatz

Mp = 3mr iibergeht in nmo= mZr oder
9=—1— 2r.
n
Beispiel b) Man beweise den Satz:
Der Schwerpunkt liegt stets auf der Mittel-
linie des Korpers. (1)
Vorausgesetzt sind natiirlich symmetrische Korper. Dann la8t sich
zu einem Massenteilchen immer ein zweites finden, das mit ihm
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gleiche Masse und entgegengesetzt gleichen Abstand von der Mittel-
linie hat. Der Schwerpunkt dieses Paares liegt auf der Mittellinie,
also auch der Gesamtschwerpunkt.

Beispiel ¢) Was sagt die Formel Mo = 2'mr aus, wenn man
eine neue Verteilung der Massenteilchen wahlt?

Solange jedes Massenteilchen seinen Abstand r von der Bezugs-
ebene beibehilt, bleibt der Ausdruck 2'mr erhalten. Da auch M
konstant bleibt, ist auch s unabhingig von der angegebenen Ver-
teilung konstant. Man kann also die einzelnen Massenteilchen im
Raum beliebig verschieben, ohne daBl sich ihr Schwerpunkt #@ndert,
wenn nur ihre Abstinde von der Bezugsebene gleichbleiben.

73. Statisches Moment und Schwerpunkt linearer Massen-
systeme. Hat man homogene linienférmige Korper und gerad-
oder krummlinige stabformige, deren konstante Dicke als unendlich
diinn betrachtet werden kann, zu untersuchen, dann wéhlt man als
Raumteilchen den durch zwei unendlich benachbarte Querschnitte
begrenzten Koérper d V = Fds, wo F der iiber die ganze Stab- oder
Linienldnge s konstante Querschnitt ist. Das Bogenelement ds hat
sonach die Masse

m=uFds oder m=y' -ds; ‘a)
die Gesamtmasse ist
M=uFs oder M=yu's, (b)

wo u' die lineare Massendichte, d. h. die Masse auf die Lingen-
einheit ist. In der Geometrie setzt man gewdhnlich x'=1 und
deswegen M =s.
Das Massenmoment des Bogens fiir die Bezugsebene r ist
nach (72a)
D,=2Zmr bzw. D,=[u'rds, (c)

falls die Massenteilchen unendlich klein sind. Der Schwerpunkt
hat von der Bezugsebene den Abstand ¢, bestimmt nach (72d) durch
Mo = D,. (d)
Meist wird man nur ebene Bogen zu untersuchen haben, die
Bezugsebenen wéhlt man dann gewohnlich senkrecht zur Ebene des
Bogens. Dann liegen alle Bogenteilchen in der Bogenebene, hier
diejenige der Abb. 139. Man wird dann nicht mehr mit der Bezugs-
ebene arbeiten, sondern mit jener Geraden, die aus ihr von der
Bogenebene ausgeschnitten wird, also etwa mit der Geraden rr der
Abbildung und von einer Bezugsachse sprechen. Dann gehen die
obigen Formeln iiber in

D1=f‘u'yds bzw. D, = [u'zds (e)
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und

Ws-é=D, bzw. wsn=D, €3]

je nachdem man die z- oder y-Achse als Bezugsachse wihlt,
Abb. 140.

Ist von der Linie, deren Schwerpunkt man sucht, die Gleichung
in kartesischen Koordinaten gegeben, so wird

_fuy\/1+ dz und D—f,m\/w-( )d:v, (8

wenn der Bogen durch die Ordinaten bei x, und x, begrenzt wird.

Abb. 139. Abb. 140.

Ist die Gleichung in Polarkoordinaten gegeben, so wird

" L@y
p— 4 i 2—1— -
D, f,ursm<er '(dq)d(p
“*1

Y2

—f/¢7005¢ ot (8 o (1)

und

wenn @, und ¢, die Winkel der begrenzenden Fahrstrahlen sind.

Man beachte den Zusammenhang zwischen dem Moment yds
eines Bogenelementes und dem Oberflichenelement d0=yds-2 7
jener Fliche, die durch Drehung dieses Bogens entsteht. Ks ist,
wenn man u =1 setzt,

87;=fyds oder s-2my=fd0

oder
0=s-2any, (@

die Oberfliche, die durch den rotierenden Bogen s'ent-
steht, ist gleich dem Produkt aus der Bogenlinge mal
dem Weg des Bogenschwerpunktes. (Erste Guldinsche
Regel)
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ds Beispiel a) Man gebe von einem
! Kreisbogen mit dem Mittelpunkts-
! winkel 2 « die Lage des Schwerpunktes
an, Abb. 141.

Jedenfalls liegt er auf der Sym-
7 :  metriegeraden; der Abstand 7 von der
: . z-Achse ist gegeben durch (f); man
setzt u’ =1, s ist hier die Linge des
Abb. 141. Kreisbogens, a die Sehne.

~N
-~

3

]

n=2D,: ‘u’s:fyds::Zr(:

e frd<Pr sin Q: 2r¢ = Tz.r_& [___ COB (pr/z.ﬂ-a

Yoa—a

rsine ar

_reine_ar (k)

a und s=2ra.

da 2rsin ¢

Beim Halbkreisbogen wird ¢ =3z, somit

2r \
n=_r 0,64 r. I
Beispiel b) Vom Gesamtumfang des Kreisausschnittes des
vorausgehenden Beispiels ist der Schwerpunkt gesucht.
Er liegt auf der Symmetriegeraden; sein Abstand 7, von der
z-Achse ist gegeben durch
My, = Zmy.
hier
Mo, = m,y, + m, gy — myY;;
dabei ist m,=—s die Masse des Bogens, m,=m,=r sind die
Massen der beiden Seiten, y, =7 ist aus dem vorigen Beispiel be-
kannt, y,—y,=0,5rcosc sind die Abstinde der Seitenschwer-
punkte. Damit wird

=sn—i—2-r0,5rcosa_ar-}—r"cosa__a-{—rcosa

" s+2r T 2ra-2r  2(a-F1)

74. Statisches Moment und Schwerpunkt ebener Massen-
systeme. Bei homogenen ebenen und solchen scheibenférmigen oder
allgemein diinnwandigen Korpern (Hohlkugel, Hohlzylinder usw.),
deren konstante Stirke % als unendlich diinn betrachtet werden
kann, wihlt man als Raumteilchen eine durch das unendlich kleine
Flichenelement dF bestimmte Siule dV =—~hdF. Auf das Flichen-
element d ¥ kommt sonach die Masse

m=uhdF oder m=y'dF; (a)
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die Gesamtmasse ist
M=uFh oder M=uF, (b)

wo u' die auf die Flicheneinheit bezogene Masse ist. In der
Geometrie setzt man gewohnlich u'=1 und deswegen M =F.

Wiahlt man irgendeine Ebene r als Bezugsebene, so hat die
Flache F fiir sie das Drehmoment

D,=2Zmr bzw. D,=[u'rdF, (e)

wenn die Massenteilchen m unendlich klein sind. Der Schwerpunkt S
hat den Abstand ¢ von der Bezugsebene, bestimmt nach (72d) durch

Mo=D,. (d)

Meist wird man freilich mit ebenen oder
scheibenformigen Korpern zu tun haben,
dann wihlt man gewdhnlich die Bezugsebene
senkrecht zur Ebene dieses Korpers. Wenn
die Ebene der Abb. 142 gleichzeitig jene des
untersuchten Korpers ist, dann projiziert sich
die Bezugsebene in dieser Ebene zu einer
Geraden, die man Bezugsachse nennt. Wie
bei der Untersuchung des Bogens wird dann
die Formel zur Bestimmung des Schwer-
punktes

Abb. 142.

Dzzf,u'dl"’y bzw. Dy=f/4'de (e)
und
WF-&=D, 6 bzw. u'F.n=D, ()

je nachdem man die z- oder y-Achse als Bezugsachse wihit. Man
beachte aber wohl, da in dieser Formel das Element u'dF statt
eines Massenteilchens gesetzt wurde und r sein Abstand von der Be-
zugsachse ist; u'd F mufl also jedenfalls so bemessen sein, dafl es einen
materiellen Punkt vertreten kann. Andernfalls stellt » nicht mehr
den Abstand des Massenteilchens d F vor, sondern seinen mittleren
Abstand, d. h. den Abstand seines Schwerpunktes.

Ist die Fliche, deren statisches Moment oder Schwerpunkt ge-
sucht ist, begrenzt durch eine in kartesischen Koordinaten ge-
gebene Kurve und eine Koordinatenachse, so wihlt man als Flichen-
element einen unendlich dinnen Streifen dF —ydx; wenn man
u' =1 setzt, wird das Moment des durch dF bestimmten Massen-
teilchens fiir die z- und y-Achse, Abb. 116,

dD,=ydx-1y und dD ,=ydzz,
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sonach
Z2 Z2
D,=3[y*dz und D, = [zydx (2)
£ Zy

und
F¢=D, bzw. Fy=D, (h)

wenn die Fliche, deren Moment gesucht
ist, durch die beiden Ordinaten bei x, und
x, begrenzt ist.

Ist die Fliche durch eine in Polar-
[T koordinaten gegebene Kurvengleichung
r g sowie durch zwei Fahrstrahlen mit den
’ Y Winkeln ¢, und ¢, begrenzt, so wihlt man
/| el als Flichenteilchen ein durch die Winkel

Abb. 148. ¢ und ¢ -+dg eingeschlossenes Dreieck
dF =3 r*dp, dessen Schwerpunkt den Ab-
stand 2r vom Anfangspunkt hat, Abb. 143. Dann ist

dD,=}r*dg-3rsing und dD =j;r’dgp-3rcosg, (i)

so daB die statischen Momente der untersuchten Fliache fiir die
z- und y-Achse

2 2
D, =3 [r’singdep und D =7 [r’cospdy (k)
1 #1

sind; der Schwerpunkt ergibt sich wieder aus dem Schwerpunkts-

satz su
F¢=D, und Fy=D,. )]

Der Schwerpunkt einer Rotationsfliche liegt auf der
Symmetrieachse; macht man sie zur z-Achse eines Koordinaten-
systems, so hat von der zu ibr senkrechten z-Ebene das Ober-
flichenelement d0 =2y=nds, d. i. ein Kegelstumpfmantel, den Ab-
stand z; das statische Moment von dO hat den Wert

d0=2ynds-x,

somit wird das statische Moment der ganzen Oberfliche, wenn sie
durch zwei zur z-Ebene parallele Ebenen in den Abstinden z, und z,

begrenzt wird,
Z2 E2 _—d;—a
D=2nfxyds=2nfxy‘/1—{—<%). (m)
A Ty

Der Abstand & des Schwerpunktes ist dann bestimmt durch

0t =D, (n)
wenn O die Oberfliche ist.
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Zwischen dem Moment 1y®dx eines ebenen Flichenelementes
dF =ydx und dem Volumenelement d V —=y*ndx jenes Drehkorpers,
der durch Drehung der Fliche um die z-Achse entsteht, besteht
nach (g) und (h) wieder der Zusammenhang

F-2ap=2n[iy*de=[y*ndz=[dV
oder
V=F-2ay, (0)
das Volumen des Korpers, der durch eine rotierende
Fliche F entsteht, ist gleich dem Produkt aus dieser
Fliche mal dem Weg des Flichenschwerpunktes. (Zweite
Guldinsche Regel.)

Beispiel a) Gesucht ist der Schwerpunkt der Fliche des durch
Abb. 141 gegebenen Kreisausschnittes.

Er liegt auf der Symmetrieachse im Abschnitt 3 von der
z-Achse; am einfachsten wird die Rechnung, wenn man die Fliche
aus unendlich kleinen Teilkreisausschnitten sich zusammengesetzt
denkt, derer jeder den Schwerpunkt im Abstand £ vom Kreismittel-
punkt M hat. Diese unendlich vielen Schwerpunkte bilden einen
Kreisbogen vom Radius ¢ =2a; der gesuchte Schwerpunkt ist somit
der Schwerpunkt dieses Kreisbogens, hat also vom Kreismittelpunkt
nach (73k) den Abstand

__2rsincc_2ar
"=73¢ = 3s° ()

Darnach der Schwerpunkt der Halbkreisfliche vom Kreis-
mittelpunkt den Abstand

4r .
n= 3—n';\,\f0,42 7. (a)

Beispiel b) Gesucht ist das Volumen einer Kugel vom Halb-
messer r.

Sie entsteht durch Drehung einer Halbkreisfliche vom Radius r;
nach dem zweiten Guldinschen Satz wird sonach wegen (q)

4r
V=F~2n17=§r"’n-2n-ﬁ=§r3n.
Beispiel ¢) Gesucht ist der Schwerpunkt der Fliche des
Parabelabschnittes der Abb. 118.
Er liegt auf der Parabelachse im Abstand & vom Scheitel; will
man fiir £ die Formel (h) anwenden, so sucht man nur den Schwer-
punkt der oberen Hilfte des Segmentes durch

Fé=[aydz—[zV2 pade=2V2ap-a?;
0 0
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mit F=2ab und b*=2ap wird £=0,6a. Den gleichen Abstand
hat natiirlich auch der Schwerpunkt des ganzen Abschnittes.

Beispiel d) Durch Drehung der Fliche des vorausgehenden
Beispiels um die y-Achse entsteht ein Korper, dessen Volumen

gesucht ist.
Nach der Guldinschen Regel wird

V=F-2ai=%ab-2af=1,60a%x, (r)
wie auch Beispiel 69¢) angibt.

a

b i
Abb. 144.

Abb. 146.

75. Fortsetzung. Beispiel a) Gesucht ist der Schwerpunkt
einer Trapez-Fliche.
Die Fliache ist nach Abb. 144

F=3}(a—+bd)r

Legt man im Abstand y von der Grundlinie eine Sehne parallel zu
ihr, so ist deren Liinge x bestimmt durch die Ahnlichkeit der beiden
Dreiecke, die man nach Abbildung konstruieren kann. Es wird

b—2x):(b—a)=y:h
a—b
oder x=>b-+ Y- (a)
Das Flachenelement ist der Streifen

dF —2zdy oder dF— (b f’;?’y)dy,
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mit dem Abstand y von der Grundlinie b, die man als Bezugsachse
wihlt. Es wird

A a—b
Frp=[dF-y=[(b+——y)ydy
(]

__[by? ¢1.—bys:|"_h'z .
=%+ gkt
Der Schwerpunkt liegt sonach im Abstand
h2a-+4b
"=3 atb ®)
von der Grundlinie. Da die Schwerpunkte der einzelnen Flichen-
streifen dF alle auf der Mittellinie des Trapezes liegen, liegt auch

der Schwerpunkt der Gesamtfliche auf dieser Mittellinie und zwar
nach (a) im Abstand

a—b 2 1 p2

=30+ 50 ot = EEE @

Elementar kann man den Schwerpunkt S des Trapezes dadurch
finden, daBl man es in ein Parallelogramm und ein Dreieck teilt,
und deren Schwerpunkte 8, und 8, aufsucht, Abb. 146. Dann
mufl der Schwerpunkt 8 auf der Geraden S, S, liegen und von
dieser laBt sich nachweisen, daf ihre Schnittpunkte O und 0’ mit
den Parallelseiten in den Abstinden a bezw. b von den Trapez-
ecken liegen. Denn es ist

und ebenso

OTI:OT‘l:[a—{—b——;—]:[a—‘

Abb. 147. Abb. 148.

Beispiel b) Gesucht ist der Schwerpunkt des durch Abb. 147
bzw. 148 gegebenen gleichschenkligen Winkeleisens.
Die Fliche F kann man schreiben
F=F,+F, oder F=0b'—(b—d)?=d(2b—d).

Egerer, Ingenieur-Mathematik IL. 13
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Man hat sich also hier die Fliche F aus einer positiven F, und
einer negativen F, zusammengesetzt gedacht. Der Schwerpunkt S
liegt auf der Symmetriegeraden und hat von der lotrechten Bezugs-
geraden den Abstand &, bestimmt durch

F¢=F z + F,x, oder d(2b—d)Eé=0*-3b—(b—d)*-L(b+d)
b 4 bd — d?
oder S——m—b-——_ﬁ
Fiir den Fall =10, d=1,2 wiirde sich ergeben

_ 10°+410-1,2 —1,2°

= =2,94.
¢ 2(2-10—1,2) 94

Die von den deutschen Walzwerken gelieferten Winkeleisen
werden alle nach einheitlichen Normen hergestellt (Normalprofile)
und durch Zahlen benannt. Die Profilnummer 10 (abgekiirzt
N.P. 10) bezeichnet ein Winkeleisen, dessen Schenkellinge b — 10 cm
ist; die Stdrke d kann bei diesem Normal-
profil zu 1 cm oder 1,2 cm oder 1,4 cm ge-
wihlt werden. Fiir diese Normalprofile sind
Tabellen aufgestellt, denen alle sich auf den

7

I Querschnitt beziehende Zahlen zu entnehmen
r—— R | sind. Man findet so in diesen Tabellen an-
Abb. 149. gegeben & = 29,0 mm. Der kleine Unterschied

rithrt von der Abrundung des Winkeleisens her.

Beispiel ¢) Gesucht ist der Schwerpunkt des halben Kreis-
ringes der Abb. 149.

Man kann die Fliche F als Differenz von zwei Kreisflichen
betrachten und nach Beisp. 74a) schreiben

. 4R 4r
}(Ra—ria)n=3R n-3—7;—%—7'2n p
4(B—1) _4(R*~+ Rr4r)
oder T=3a(B—r)"  3a(B+n

Oder man wendet die Guldinsche Regel an und gibt die durch
Drehung der untersuchten Fliche entstehende Hohlkugel an mit

ta(R—r¥)=nn-(R*—r)a,
woraus sich # genau so ergibt.
76. Statisches Moment und Schwerpunkt rdumlicher Massen-

systeme. Bei eigentlichen Ko6rpern, d. h. solchen von drei Dimen-
sionen, wird man als Massendichte u die Masse auf die Raum-



Technische Aufgaben I 76. 195

einheit definieren, demgemiB als Masse des Raumelementes dV
erhalten m—udV. Verteilt sich die Masse M gleichformig iiber
den Raum V, so ist M=uV. In der Geometrie setzt man auch
bei Korpern u=1, so daB also M=17V. Fiir irgendeine Bezugs-
ebene r ist dann das Massenmoment des Korpers

D,=ZXmr bzw. D= [urdV, (a)
wenn die Massenteilchen unendlich klein sind. Man beachte wieder,
daB in diesen Formeln das Raumteilchen &V einen materiellen Punkt
ersetzt und r dessen Abstand von der Bezugsebene ist; dV muB
also jedenfalls so dimensioniert sein, daB es einen materiellen Punkt
vertreten kann, andernfalls stellt » nicht mehr den Abstand des
Raumteilchens dV, sondern seinen mittleren Abstand, d. h. den
Abstand seines Schwerpunktes vor.

Den Schwerpunkt § selbst ermittelt man nach (72d) wieder
durch seinen Abstand ¢ von der Bezugsebene

Meist empfiehlt es sich, ebenso wie bei der Raumberechnung
den Korper in parallele unendlich diinne Scheiben zu zerlegen. Wenn
ein solches Raumelement dV —=@Qdx ist, so hat es von der zu ihm
parallelen Bezugsebene den Abstand x und deswegen das Moment
nQxdxz. Das Moment des ganzen Korpers ist dann

D= f uQrdx, (e)

wo () eine Funktion des Abstandes z ist.
Wenn eine Kurve, deren Gleichung in kartesischen Koordinaten
gegeben ist, um die x-Achse rotiert, so ist das Raumelement des
erzeugten Korpers d V = y* # dx, somit unter der Voraussetzung p=1

Zg
D=nfy2xdx und Vé=D; (d)
z1

dabei ist der Korper durch zwei parallele Ebenen in den Abstinden
z, und z, von der Bezugsebene begrenzt, & ist der Abstand des
Schwerpunktes von ihr.

Beispiel a) Man ermittle den Schwerpunkt einer Pyramide
von der Hohe 4 und der Grundfliche F. .

Die Pyramide hat die Grundfliche F und die Hohe A Die
Bezugsebene wihlt man parallel der Grundfliche durch die Spitze,
als Raumelement eine unendlich diinne Scheibe im Abstand z von
ihr, dann ist

AV—=Qde—Fode und dD—L 23da,

h? h?
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Der Schwerpunkt ergibt sich aus V&=2D oder
VE=3Vh zu &=32h, (e)

d. h. der Schwerpunkt der Pyramide hat den Abstand 2% von der
Spitze. Er liegt ferner auf der Mittellinie der Pyramide.

/‘\ Beispiel b) Gesucht ist

v AN 1 der Schwerpunkt einer Kugel-
e f— 5 ) schicht.
z L £ /r/\ e Als Raumelement d ¥V wéhlt
L[ Vl}] man eine Platte im Abstand z
J M I vom Kugelmittelpunkt, Abb.150.
Abb. 150. Dann ist der Rauminhalt

hy
V=[dV=[(*—2)adz=n[rz— 1]}
hy
=ar(hy — b)) — 37 (B —A%).

Der Schwerpunktssatz liefert

2 4

=%‘n72(h22 —h‘i)—-in(h*e —h41)

e 2,3 47 hy
VC=de~z=hf(r‘"’——z?)ndz-z=n[r z thl

oder
F=3 2r® (B% —#%,) — (B —_hfx_) 1)
* 37 (h-z - hl - (h32 - hsl) '

Fiir den Fall einer Kugelhaube gilt die gleiche Formel, wenn
man setzt
hy=r und h,—h,=h oder h =r—h.

Fiir die Halbkugel wird A,—r und A, =0 und deswegen

§=5r (8)
Die statischen Momente und Schwerpunkte von beliebigen krumm-
flichigen Massensystemen oder von Kérpern, die von beliebigen
Flachen begrenzt sind, bringt die Flichentheorie.

77. Vorbemerkungen zum Trigheitsmoment. Von der Massen-
dichte u gilt das in den vorigen Nummern angegebene. Auch hier
werden, wenn nicht anders bemerkt, stets homogene Korper vor-
ausgesetzt, bei denen also die Masse proportional dem Rauminhalt
ist. Bei den mathematischen Korpern, zu denen auch begrenzte
Linien und Flachen gezihlt werden, setzt man u—1.

Man beachte, daB das statische Moment eines Massensystems
immer von einer gegebenen Bezugsebene ausgeht, wenn nicht anders
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angegeben, und eine Bezugsachse nur unter der Voraussetzung
gewihlt werden konnte, daB sie mit dem untersuchten linearen oder
ebenen Massensystem in der nimlichen Ebene lag. Es war eben
dann der Abstand r des Massenteilchens m von der Bezugsachse
auch gleichzeitig der Abstand von der zur gemeinsamen Ebene
senkrechten Bezugsebene durch die Bezugsachse. Die Definition des
Trigheitsmomentes mr® eines materiellen Punktes oder 2 mr® eines
Korpers geht, wenn nicht anders bemerkt, immer von einer gegebenen
Bezugsachse (als gedachter oder wirklicher Drehachse) aus, die
ganz beliebig liegen kann. Beispielsweise wird man fiir einen Kreis-
bogen als Bezugsachse sehr oft die durch den Kreismittelpunkt senk-
recht zum Kreisbogen stehende Gerade wihlen. Es ist r immer der
Abstand des einzelnen Massenteilchens von der Bezugsachse, die
einzelnen r; sind im allgemeinen Fall nicht parallel, sie kénnen auch
windschief sein, beispielsweise wenn man das Trigheitsmoment einer
Strecke fiir eine zu ihr windschiefe Gerade sucht. Weiter ist zu
beachten, daB r in der Formel m#? der Abstand eines materiellen
Punktes ist, daB also das Massenteilchen m jedenfalls so dimen-
sioniert sein muB, daB es einen materiellen Punkt vertreten kann.
Andernfalls ist # nicht mehr der -Abstand des Massenteilchens m,
sondern wie aus fritheren Betrachtungen (I 102, 179, 180) hervor-
geht und in den niichsten Nummern noch einmal besprochen wird,
der Trigheitshalbmesser fiir die Bezugsachse.

Anm. AuBer dem gewohnlichen Trigheitsmoment mr® eines
materiellen Punktes oder 2 m? eines Korpers fiir eine vorgeschriebene
oder willkiirlich gewéhlte feste Bezugsachse gibt es auch noch Trég-
heitsmomente fiir einen festen Bezugspunkt, polare Trigheitsmomente,
und solche fiir eine feste Bezugsebene, planare Trigheitsmomente.
Wenn nicht anders angegeben, versteht man unter Tragheitsmomenten
immer nur solche fiir eine feste Bezugsachse, axiale Trigheits-
momente. An dieser Stelle sollen nur axiale Trigheitsmomente
besprochen werden.

78. Trigheitsmoment linearer Massensysteme. Man setzt
die auf die Lingeneinheit bezogene Masse u’ genau so fest wie in
73 und gebraucht auch die nimlichen Bezeichnungen. Mit ' =1
wird M =3, gleich der Bogenlinge. Das Trigheitsmoment eines
linearen Gebildes ist

J = Zmrs, (a)
wo die Summierung sich iiber das ganze Gebilde erstreckt. Im
Fall das Massenteilchen unendlich klein ist, m=—u’'ds, geht die
Summe in ein bestimmtes Integral iiber,

J=[u'dsr®. (b)
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Beispiel a) Man berechne das Trégheitsmoment einer
Strecke von der Linge ! fiir eine durch ihren Endpunkt gehende
Achse, Abb. 151.

Das Linienelement dz mit der
Masse m = udx hat das Trégheits-
moment

dJ =mr*=yu dzr

Abb. 151, Wenn nicht anders bemerkt, ist die
Masse iiber die ganze Strecke gleich-
férmig verteilt, so daB also M =y’l. Dann wird

7 1
J=[pdzr*=y [asin®edz
0 0

oder
J=3u Bsin® ¢ =1 MPsin’c. (e)

Steht im Sonderfall die Bezugsachse senkrecht zur Strecke, dann ist
mit a=3an
J=3; M (d)

Beispiel b) Von der letzten Formel macht man Gebrauch,
wenn etwa das Trigheitsmoment eines unendlich diinnen rechteckigen
Flédchenstreifens fiir eine zu ihm senkrechte Bezugsachse

d.k gesucht ist, s. Abb. 152. Der Streifen kann als lineares

- Gebilde betrachtet werden, man hat dann wegen
M=ydF

! J=IuWdF =7}y dbhk (e)

Beispiel ¢) Man berechne das Trigheitsmoment
des Bogens einer ebenen Kurve, deren Gleichung in
kartesischen oder polaren Koordinaten gegeben ist, fiir
Abb. 152, die 2- und y-Achse, Abb. 153.

Das Massenelement u'ds hat fiir beide
Achsen die Triagheitsmomente

Y dJ,=p'ds-y®> und dJ, =y ds-z".
y Die Beziehung x=rcos¢g, y=rsing leitet zu
polaren Koordinaten hiniiber. Wenn der Bogen

durch die beiden Ordinaten bei z, und z, oder bei
Abb. 153. Polarkoordinaten durch die beiden Fahrstrahlen
mit den Winkeln ¢, und ¢, begrenzt wird, ist

J,=u f ‘/1+ dy dz und J =y Tﬁ‘/;@%)ﬁdﬁ (f)



Technische Aufgaben I. 79. 199

;_ ,q,f \ s ‘/:—@7);,
,=u |risin?p /74 (2] do
2 do

1

bzw.

und

'(’;2 ] 0] 07-‘_’ E;_‘j
= [rew /vt (4 ) g, ®
. do

71

Die Gerade der Strecke des Beisp. a) hat als Gleichungy =z tg a,
wenn man die Bezugsachse zur z-Achse macht; begrenzt ist sie durch
z, =0 und z, =1cos a, so daB nach der obigen Formel

lcos a sin® «
Jz=lu’bfx'~'tg'2a1/1 +tglades = '5——053—2-;[ 3]% o0
=3 u Psin®a=131 Mi*sin®¢.

Der Trigheitsradius oder Trégheitshalbmesser eines
Massensystems ist bereits in I 102 definiert. Wir wiederholen und
erweitern: Reduziert man das ganze Massensystem auf den gleichen
Abstand :, d. h. denkt man sich alle Massenteilchen des Systems im
gleichen Abstand ¢ von der Bezugs- oder Drehachse angebracht, und
gleichzeitig diesen Abstand ¢ so gewihlt, daB das urspriingliche
Massensystem und das reduzierte das niamliche Trigheitsmoment J
haben, so nennt man diesen Abstand 7 den Trégheitshalbmesser oder
Tragheitsradius des Massensystems fiir die vorgeschriebene Bezugs-
achse. Dann ist ¢ bestimmt durch

J=2m*=m*+m,i*4+ ... +m
also
J=M1*> oder *=J:M. (h)

So hat die Strecke des vorausgehenden Beispiels, wenn sie senkrecht
zur Bezugsachse steht, den Trigheitshalbmesser i=1:V3.

v9. Trigheitsmoment ebener Massensysteme. Die nachfolgenden
Uberlegungen bauen auf den Nummern 102, 179 und 180 des ersten
Bandes auf. Weiter gelten wieder die allgemeinen Bemerkungen
wie in 74. Die Bezugsachsen liegen entweder in der Ebene des
Massensystems, dann unterseheidet man sie als dquatoriale Dreh-
oder Bezugsachsen von den polaren, die zur Ebene des Massen-
systems senkrecht stehen. Entsprechend unterscheidet man die zu-
gehorigen Trigheitsmomente als dquatoriale und polare Trig-
heitsmomente.

Beispiel a) Gesucht ist das Trigheitsmoment des unendlich
diinnen rechteckigen Streifens der Abb. 154 fiir eine zum Streifen
parallele Bezugsachse.
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Alle Massenteilchen u'dF des Streifens haben den gleichen
Abstand r von der Bezugsachse, somit ist

J=2Zmr=3y'dF - r**=y'r*IdF =y F.r*

oder
J =M, (a) ¥
—1
wo M= pu'F die Masse des Streifens oder ) '1@
im Fall u’'=1 dessen Fliche ist. 3{
| z
z@zzm_—:"dr
T
b j e
Abb. 154. Abb. 155.

Beispiel b) Gesucht ist das Trigheitsmoment des Rechteckes
der Abb. 155 fiir die Symmetrieachsen als Bezugsachsen.

Als Massenelement wihlt man einen unendlich diinnen Streifen
bdy, dessen Trigheitsmoment fiir die x-Achse nach dem voraus-
gehenden Beispiel dJ = u'bdy-y*® ist. Das gesuchte Trigheitsmoment
ist gleich dem doppelten Trigheitsmoment der oberen Hilfte, also

45
Jo=2u [bytdy — L Wbkt =21 MAe. (b)
h

Beispiel ¢) Durch zwei unendlich benachbarte Fahrstrahlen
von der GroBe r wird ein unendlich diinnes Dreieck gebildet,
8. Abb. 156, dessen Trigheitsmoment fiir eine durch die Spitze des
Dreiecks gehende Bezugsachse gesucht ist.

Abb. 156. Abb. 157.

Als Massenteilchen wéhlt man das durch Schraffierung hervor-
gehobene Rechteck dF —2dg-dx; sein Abstand von der Bezugsachse
ist y==2sinp. Dann ist mit @' =1

r r
dJ=fxd<pdx-xesin"<p=sin"<pd<pfxsdx
0 ¢
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oder
dJ =}rsin’ pdo=M-;(rsin )’ (c)

wo M =1r*dp der unendlich kleine Flicheninhalt des Dreiecks ist.

Beispiel d) Man wende die eben gefundene Formel auf die
Berechnung des Trigheitsmomentes einer kreisférmigen Scheibe fiir
einen Durchmesser als Bezugsachse an, Abb. 157.

Das durch zwei unendlich benachbarte Halbmesser begrenzte
Dreieck hat das Tragheitsmoment

dJ =3mr’sin’p=13%-1r*dep -r’sin’p,

so daB das Trigheitsmoment 1J einer Viertelscheibe
7T

E
2

2
%J:ir‘éfsin“qad«p=§r*[—sinq;cos<p—+—<p]0

T

=%r“-§=1—16M r?
wird, wenn M die Masse der ganzen Scheibe. Damit ist

J=1Mr. d)

Beispiel ¢) Man ermittle das Triigheitsmoment einer durch
eine Kurve begrenzten ebenen Fliche fiir die - und y-Achse,
wenn die Kurvengleichung in rechtwinkligen und polaren Koordi-
naten gegeben ist?

Als Massenteilchen wihlt man bei rechtwinkligen Koordinaten
einen Streifen dF =ydz, setzt also u’'=1; dessen Trigheitsmoment
ist nach (78e)

dJ,=3dxy®, wihrend dJ =ydz-2°

aus (a) hervorgeht. Damit wird

r
E2 Zy
J,=1[y*dz und Jy—-=fx‘*’y dz. (e) Al
£ zy
Bei polaren Koordinaten geht man von (c) Abb. 158.

aus und wiahlt als Massenteilchen ein durch

zwei unendlich benachbarte Fahrstrahlen be-
grenztes Dreieck, Abb. 158. Es wird /
P2 r/
J,=1[rtsin? pdo / de
1 {:3 v
und Y (f) 0-./:5——#———-———///\ ar

P2
J,= iqyf ricos’pdg Abb. 159.
1
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Beispiel f) Gesucht ist das Trigheitsmoment des unendlich
diinnen Kreisringstiickes der Abb. 159, fiir eine im Kreismittel-
punkt O senkrecht zur Abbildung stehende Achse.

Alle Massenteilchen y'dF haben den gleichen Abstand r von
der Achse, somit gilt wie beim Beispiel a)

dJ=Zmr* =3y dFr*=Mr* (8)

wo M =,d’-2radr die unendlich kleine Masse des Kreisringstiickes
oder fiir 4'=1 die Fliche selbst ist.

Beispiel g) Gesucht ist das Tréigheitsmoment einer unendlich
diinnen Kreisscheibe fiir eine im Kreismittelpunkt zur Scheibe senk-
rechte Achse, Abb. 157.

Nach (g) gilt fiir einen unendlich diinnen Kreisring

dJ = ma?,
wo m=—u-2xnxdz die unendlich kleine Masse des Kreisringes mit

dem Halbmesser z ist. Damit wird das gesuchte Trigheitsmoment
der ganzen Scheibe

J=f‘u2xndx-x"=%,unr4
oder 0
J=35Mr, (h)
wo M=ur’n die Masse der Scheibe oder fiir u=1 die Fliche der
Scheibe ist.

80. Triigheitsmomente riumlicher Massensysteme. Wenn man als
Massenteilchen m = udV und sonach als dessen Trigheitsmoment
dJ =udV-r® setzt, dann ist r der Abstand des als materieller
Punkt gedachten Raumteilchens dV; es muB also dV jedenfalls so
dimensioniert sein, daB es einen materiellen Punkt vorstellen kann;
wihlt man aber beispielsweise als Raumteilchen eine Scheibe, wie
es meist geschieht, dann ist r nicht wie bei der Ermittlung des
statischen Momentes sein mittlerer Abstand, d. h. der Abstand seines
Schwerpunktes von der Bezugsachse, sondern sein Tragheitshalb-
messer 7. Weiter ist noch zu beachten, daB es bei rdumlichen
Massensystemen keine polaren Trigheitsmomente gibt.

Beispiel a) Gesucht ist das Trigheitsmoment eines unendlich
diinnen kreisférmigen Hohlzylinders vom Halbmesserr und der Hohe 4.
Alle Massenteilchen udV haben gleichen Abstand r von der
Bezugsachse, somit ist
dJ =Zmrt=ZudV-r*=ur3dV=uV-r?
oder
dJ = Mr?,
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wo M =pu2radrh die unendlich kleine Masse oder fir u==1 der
unendlich kleine Rauminhalt des Hohlzylinders ist.

Beispiel b) Gesucht ist das Triagheitsmoment eines Kreis-
zylinders vom Halbmesser » und der Héhe % fiir die Symmetrieachse.
Man zerlegt den Zylinder in unendlich diinne Scheiben senk-
recht zur Achse. Jede einzelne Scheibe hat nach (79 h) das Trigheits-
moment dJ =1 mr?% wo m die Masse einer solchen Scheibe, somit ist
J=3 f mr?=13r? f m
oder
J =?Mr, ()
weni M — ur’nh die Masse oder im Fall y=1 der Rauminhalt
des Zylinders ist. Man hitte natiirlich J auch als Summe der Trig-
heitsmomente von unendlich diinnen Hohlzylindern finden kéonnen,
ausgehend vom vorigen Beispiel.

Beispiel ¢) Gesucht ist das Trigheitsmoment eines Hohl-
zylinders mit r, als #uBlerem und r, als innerem Halbmesser.

J=J,—J,=5M,7*, —3 M,r’,
=g unah(rt, —r,) =5 unh (1 —1r%) (% +1%)

J=3 M (% +1%), (b)

oder

WO
M = pah(r® —r,°)

die Masse des Hohlzylinders ist.

Beispiel d) Man stelle eine allgemeine Formel fiir das Trig-
heitsmoment eines Drehkérpers fiir die Drehachse auf.

Man macht die Achse zur z-Achse und
zerlegt den Korper in unendlich diinne
Scheiben senkrecht zu ihr. Jede solche
Scheibe hat nach (79h) das Trigheitsmoment
dJ =}my*=uly*ndzx. Fir den ganzen

Korper wird /;‘——)\

‘un
J= —2—fy‘dx- (c) Abb. 160.

Fir einen Kreiskegel vom Radius r und der Hohe h wird
nach Abb. 160 beispielsweise y:r==xz:h, also
A

4
J=EZ fh* dz oder J_—u—%}i__,u-%r?nh-%r?

0
oder

J =03 Mr*, @
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wo M= u-3r*nh die Masse oder fiir u=1 der Rauminhalt des
Kegels ist.

81. Fortsetzung. Die Sitze und Formeln der Nummern 102,
179 und 180 des ersten Bandes iiber Tridgheitsmomente sollen hier
noch einmal fiir den Gebrauch zusammengestellt werden.

i>o, (2)
der Trigheitshalbmesser ¢ eines Massensystems
fir irgendeine Bezugsachse ist stets groBer als
der Abstand ¢ des Schwerpunktes dieses Systems
von der Achse, wenn die einzelnen Massenpunkte ver-
schiedenen Abstand von der Bezugsachse haben.

J=J,+ Ma?, (b)
das Trigheitsmoment eines Massensystems M fiir
irgendeine Bezugsachse ist immer um Ma® groBer
als das Triagheitsmoment fiir die parallele Schwer-
achse, wenn a der Abstand der beiden Achsen ist.

Der Satz gilt ebenso fiir polare wie fiir #dquatoriale Trigheits-
momente. Man kann ihm noch die Form geben:

Unter allen parallelen Achsen tritt fiir die
Schwerachsen das kleinste Trigheitsmoment auf.

J;)=Ja:+Jy7 (C)
das polare Tragheitsmoment einer Scheibe ist
gleich der Summe der Trigheitsmomente fiir ein
dquatoriales Achsenkreuz durch den n#émlichen
Scheibenpunkt.

Beispiel a) Man gebe von der rechteckigen Scheibe der
Abb. 161 die Trigheitsmomente fiir die eingezeichneten Achsen,
sowie die polaren Trigheitsmomente fiir die Punkte S und O an.

Wenn man die Masse der Scheibe mit M bezeichnet, so ist
nach Beisp. 79b)

J, =350 =35 Mhr und J =Lhrbd=73% M0b.
2
Nach (b) wird J5=J3+M-%
oder J;=31bh®=1Mhn* und J,=31hb* =3 Mb.
Nach (c) wird
To=J, T, = Hbh(5 5 =35 M (5 + A @
o= T+ J, = 1bh (5 + %) — L M (6*+ I). (e)
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Beispiel b) Man gebe von der kreisformigen Scheibe der
Abb. 162 die Trigheitsmomente fiir die eingezeichneten Achsen sowie
die polaren Trigheitsmomente fiir die Punkte § und O an, schlieB-
lich noch die Trigheitshalbmesser.

Der Symmetrie wegen ist J,=J,, also Jg=2J,. Nach Bei-
spiel 79g) ist

Jh=1rtn—=1Mr und if=rVI o
somit, wie auch schon im Beisp. 79d) gefunden,
J,y=J,=irtn=1Mr* und =i =}r.
7 ¥ 4

Abb. 161. Abb. 162. Abb. 1683.

Nach (b) findet man noch, in der Abbildung steht a statt r,
Je=J,+Mr*=3Mr*, i;=1rV5,
Jo=J:+J,=3Mr, ib=1rVe.

Oder auch
Jo=Js+Mr*=3% M.

Wenn die einzelnen Massenpunkte des Systems M alle weit
genug aber gleichweit entfernt sind von der Bezugsachse, hat man als
Naherungsformel J=Ms?, ()

wo 8 der Abstand des Schwerpunktes von der Bezugsachse ist.

Beispiel c) Welche Lage muB der rechteckige Streifen b4
der Abb. 163 von der Bezugsachse haben, wenn die Niherungs-
formel nur einen Fehler von 3°/, geben soll?

Die genaue Formel liefert nach (79b)

J=J,+Ms* =L Mh* | Ms?,
der Fehler bei Anwendung der Naherungsformel ist sonach 3L MA>.
Die Forderung bedingt, daB hdchstens
iIE Mh = ‘1—(3)—0' Ms?
oder
1004 =365 oder %= 0,6s.



206 Technische Aufgaben I. 81,

Wenn etwa b=12, h=2, s=25 ist, dann wiirde genau

J=7-24.44 24.25 =24 (3 1 25)
und angendhert
J A 2425,
der Fehler sonach nur 1%/,°/, sein. In praktischen Fillen, bei
der Ermittlung der Trigheitsmomente von Trégerquerschnitten im
Briickenbau, wird der Fehler bei Anwendung der Ndherungsformel
ganz bedeutend Kkleiner.

Beispiel d) Bei welchem Verhiltnis A:r der Kreisringfliche
der Abb. 164 wird der Fehler hochstens 1%/, wenn man statt des
polaren Trigheitshalbmessers ¢ den mittleren Halbmesser r setzt?

Die Kreisringfliche ist der Unterschied von zwei Kreisflichen,
deren Halbmesser

r,==r+05k und r,=r—05%
sind. Dann wird der genaue Wert des polaren Trigheitsmomentes
J=J,'—J, =3r'n—3ira
= % n(r? —1%) (r-zl +1%) = %M r+ rié)’
wo M die Kreisringfliche ist. Mit den obigen Werten r, und r, wird
J' =M+ 1r%.
Die Néherungsformel liefert J' =~ Mr2.
Wenn der Fehler 4—731Mh* genau 1°/; ist, dann gilt

i =156 oder h=02r.

Wenn also 2<0,2r, dann ist der Fehler der Niherungsformel
kleiner als 1°,. In den praktischen Fillen des Maschinenbaues
ist A aber viel kleiner als 0,27 oder 0,1d, wenn d der Durchmesser
des Ringes ist.

Beispiel e) Man berechne das Tréigheitsmoment eines
Schwungrades, Abb. 165.

Das Trigheitsmoment der Nabe ist verschwindend klein gegen-
iiber dem Trigheitsmoment der Arme und des Ringes und wird
deswegen vernachlidssigt. Die Anzahl » der Arme wird gewdhn-
lich mit 6 -8 angenommen. Da im praktischen Fall die Stirke
des Ringes % <(0,2r ist, wird das Trigheitsmoment des Ringes

J R=M 1‘2,
wo M die Masse des Ringes ist. Nimmt man I=*% auch als Stirke
der Arme an, so wird das Trigheitsmoment eines einzelnen Armes
nach (78e) angendhert

2

mr=,
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wo m seine Masse ist. Damit wird das gesamte Trigheitsmoment
des Schwungrades

J=JR—}—nJA=r2(M—+—§nm)

Die Massen m und M verhalten sich rund wie 7:27n oder 1:2xn
oder =~1:6, also wird

3= (1455)
~r? ip. )= Mr — .
Jrr (M +5n 6) Mr 1+18
Im praktischen Maschinenbau setzt man den zweiten Summanden
der Klammer gewohnlich gleich 3 und erhéilt dann
Jr2; Mr®, (h)

man setzt also ndherungsweise das gesamte Trigheitsmoment der
Arme gleich einem Drittel des Trigheitsmomentes des Ringes, auch
fir den Fall »n=28, weil ja in Wahrheit der einzelne Arm nicht
die Linge r, sondern r — 0,5k = 0,9 r hat.

§ |

.Zgl‘——
Abb. 164. Abb. 165. Abb. 166.

Beispiel f) Gesucht ist das Trigheitsmoment des gleichschenk-
ligen Winkeleisens der Abb. 147 fiir die durch den Schwerpunkt
gehende lotrechte Achse unter der Annahme 5 =10, d=1,2.

Man setzt wie beim Beispiel 75b) die Gesamtfliche F—=F, — F,.
Das groBe Quadrat F = 10? hat fiir die durch seinen Schwerpunkt S,
gehende lotrechte Achse das Trégheitsmoment ;%-10%, sonach fiir
die vorgeschriebene Achse, s. Abb. 166,

J, =&-10* 1} 2.06%-10°

12’
nach (b). Entsprechend findet man J, und dann

104 8,814

J=J, —J,— (‘1? -+ 2,062 10?) —_ <-1-2— + 2,66 8,82)

77,44
— 220 (100 50,92) — 175" (17,44 -+ 84,91) — 210.
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82. Fortsetzung. Beispiel a) Gesucht ist das Trigheitsmoment
eines Quaders mit den Kanten 2a, 2b, 2¢ fiir die durch den Schwer-
punkt gehenden Symmetriegeraden sowie fiir die Kanten, Abb. 167.

Um das Trigheitsmoment fiir die durch den Schwerpunkt gehende
Symmetriegerade zu finden, die zur Kante 2¢ parallel ist, zerlegt
man den Quader in unendlich diinne Scheiben senkrecht zu dieser
Kante. Jede solche Scheibe hat fiir die Symmetriegerade das Trigheits-
moment [in Beisp. 81a) als polares Trigheitsmoment J; bezeichnet]

aJ =l2 abdzu-(4a® + 4b%) =35ab(a® 4 %) udz,
so daB f§ ab(a®+ b)) udz==5abcu(a*+b?
0

oder =1 M@, (a)

Entsprechend findet man

J,=3M®*4c*) und J =3M("+a’).
Das Trigheitsmoment J, kann man auf die gleiche Weise mit Be-
niitzung von Beisp. 81a) ermitteln; oder nach (81b)

=, M (@ b)) =4 M (a> -+ B). (b)

2’| \‘\
2b \
‘\gf_
2a v \'"
/ \
2c¢) z
.—‘/" x
Abb. 167. Abb. 168.

Beispiel b) Gesucht ist das Trigheitsmoment eines Kreis-
kegels fiir eine Gerade durch die Spitze senkrecht zur Symmetrie-
achse, sowie fiir eine Schwerlinie senkrecht zur Symmetrieachse.

Mit Einfithrung eines rdumlichen Koordinatensystems kann man
die erstere nach Abb. 168 zur a-Achse, letztere zur £-Achse machen.
Man zerlegt den Kegel in unendlich kleine Scheiben, deren jede die
Masse m=pu-2?ndz und fir jede in der Scheibe liegende, also
dquatoriale, Achse das Trigheitsmoment ;m2® hat, also fiir die um
z entfernte x-Achse nach (81b) das Trigheitsmoment

de=;1—mz2+mz2=§,u7tx’(w“'+422)dz~
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Wegen z:z=r:k erhilt man

h
Jx=i‘/“‘J 2 ;;;(z‘z2—;+4z'3)dz=—2%unr"h(r‘3+4h‘3)

(-]

=Z-Iriahu-(r*+45%
M (r* 4 48°). (c)
Zwischen J, und J; besteht nach (81b) die Beziehung

J,=J:+ M-,

woraus sich ergibt
To= & M(art 1), (@

Beispiel ¢) Man ermittle das Trigheitsmoment des Blechbalken-
trigerquerschnittes der Abb. 169 fiir die wagrechte Symmetrie-
achse und zwar ohne Beriicksichtigung
der Verschwichung durch die Niete. In
der Abbildung ist die untere Hilfte des
symmetrischen Querschnittes weggelassen.
Er ist zusammengesetzt aus einem Steh-
blech von den Abmessungen 100-1,2,
vier gleichschenkligen Gurtwinkeln N.P. 10
mit der Stirke d=1,2 und vier Gurt-
platten von den Abmessungen 36-1. Alle
Lingen sind in cm gegeben, die not-
wendigen Angaben entnimmt man Nach-
schlagetabellen.

Man setzt das Trigheitsmoment des
Querschnittes zusammen aus den Trig-
heitsmomenten von Rechtecken, die alle
symmetrisch zur z-Achse sind. J, ist fiir Abb. 169.
das umgrenzende Rechteck 104.36 ge-
nommen, J, fiir das nach rechts oben schraffierte Rechteck 100-7,4,
J, fir das nach rechts unten schraffierte Rechteck 97,6-8,8 und J,
fir das wieder nach rechts oben schraffierte Rechteck 80-1,2.
Dann ist

S'=J,—2,+Js+J,)
=1,[36-104®> —14,8-100° — 17,6 -97,6% — 2,4-80%] cm*
/2675 000 cm*,

| g;l

20
42

os[[los

—0b
o%_-

T

[]

0s'
===

4%
1444

Beispiel d) Das vorausgehende Beispiel soll mit Beriick-
sichtigung der Nietverschwichung (Nietdurchmesser d = 2 cm) durch-
gefiihrt werden.

Egerer, Ingenieur-Mathematik IL 14
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-3

Es kommen in Wegfall, Abb. 170,
] vier Rechtecke 3,2-2 im mittleren Ab-
stand 50,4 und zwei Rechtecke 3,6-2 im

S

/ I mittleren Abstand 44,4 von der z-Achse.
| Die Annéherungsformel J = Ms? ist hin-
e dia ' reichend genau. Dann sind die Niet-
PN verschwidchungen durch die Trégheits-
/ \ }' Lg® momente
/ §s AJ—=[4-6,4-504* | 2.7,2.44,4% cm*
/ es ——[-,-,—l—-,-,]cm
| —[65000 4 28000] cm* — 93000 cm*
/ i beriicksichtigt und das geschwichte Trig-
i heitsmoment des gesamten Querschnittes
g
/ ' = st nach dem vorigen Beispiel
Abb. 170. J=J'— 4J =582 000 cm*.

Beispiel e) Man berechne das Trigheitsmoment des Quer-
schnittes der vorausgehenden Beispiele mit Beriicksichtigung der
Nietverschwichungen auf die Weise, da8 man es aus den Trigheits-
momenten der einzelnen Teile zusammensetzt.

Diese Berechnungsart ist zwar weniger einfach wie die voraus-
gehend angegebene, man wird sie aber dann verwenden, wenn man
iiber den Beitrag der einzelnen Querschnitteile zum gesamten Trigheits-
moment im klaren sein will. Man hat dann

J=Js+4Jw+2Jp,
wo die Zeiger S, W und P sich auf das Stehblech, die 4 Winkel

und die 4 Gurtplatten beziehen. Man wird die beiden Platten oben
und unten je als ein zusammengehéoriges Rechteck betrachten. Es ist

Js=[Z-1,2-100°—2.2.1,2-44,4%] cm* ~ 90 000 cm*.

Die Fliche und das Trigheitsmoment des Winkels entnimmt man aus
Tabellen zu F == 22,7 cm*? und J:= 207 cm*, desgleichen den Schwer-
punktabstand von der z-Achse zu (50 — 2,9) cm = 47,1 cm, dann ist

Jw=[207 }22,7-47,12 —2.1,2- 44,4 — 2.1,2.49,4*] cm*
== 40 000 cm*,
Fiir das Trigheitsmoment der Platten wendet man die Naherungs-

formel J =— M s* an und beriicksichtigt, daB wegen der Nietverschwi-
chung die Breite 36 — 2-2 — 32 ist,

Jp=—132-2.51% cm* = 166 000 cm?,
damit wird
J = 582 000 cm*.
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Die Trigheitsmomente von krummflichigen Kérpern oder
von Kérpern, die durch beliebige Flichen begrenzt sind, bringt die
Flédchentheorie.

*83. Zentrifugalmoment. An dieser Stelle sollen nur ebene
Massensysteme untersucht werden, Abb. 171. Das Massenteilchen m
hat von den Achsen des gewidhlten oder
vorgeschriebenen Koordinatensystems die y
Abstinde z und y. Das Produkt mzy
heiBt das Zentrifugal- oder Deviations-
moment des Massenteilchens fiir das
zy-System. Dann ist das Zentrifugal-
moment der ganzen Scheibe, Abb. 171, z
das mit @,, bezeichnet werden soll,

D,y = ZMXY. (a)
Es tritt bei der Bestimmung von Zentrifugalkréiften auf, besonders
wenn ihre Lage in Betracht kommt. Einige leicht einzusehende
Sidtze sollen von ihm angegeben werden.

Durch das Achsenkreuz wird die Scheibe in vier Teile oder
Quadranten geteilt, vorausgesetzt, daB der Nullpunkt innerhalb der
Fliche liegt. Im ersten und dritten Quadranten haben z und
y gleiche Vorzeichen, beide liefern sonach, da ja m stets positiv ist,
einen positiven Beitrag zum Zentrifugalmoment. Umgekehrt liefern
der zweite und vierte Quadrant einen negativen Beitrag, weil « und
y ungleiche Vorzeichen haben.

3]
|

Abb. 171.

Wenn eine der beiden Achsen eine Symmetrie-
achse der Scheibe ist, dann ist das Zentrifugal-
moment O, gleichgiiltig wie die andere Achse liegt,
solange sie nur senkrecht zur Symmetrieachse ist. (b)

Es heben sich ja die Beitrige des ersten und zweiten Quadranten
gegenseitig auf, ebenso wie jene des dritten und vierten, Abb. 172.

¥
Y /7
-0 a_ m)
4 b / &
K x
Abb, 172. Abb. 173.

14*
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Geht man vom System zweier rechtwinkliger Schwerachsen z 'y
iiber zu einem andern parallelen Koordinatensystem &7, so besteht
zwischen den Zentrifugalmomenten ®,, und ®P;, ein dhnlicher Zu-
sammenhang wie beim Trigheitsmoment. Es ist nach Abb. 173

B;,— Smén=Im(c—a){y —)
=Zmxy —aZmy—b2Zmx+t+abZm
=2mzy-ab M,
weil die statischen Momente 3 ma und 2 my fir die - und y-Achse,
die ja Schwerachsen sind, verschwinden. Es ist also
@, — B,y +ab M. (©)
Beispiel a) Gesucht ist das Zentrifugalmoment eines Recht-
eckes bk, wenn zwei der Kanten das Achsenkreuz bilden, Abb. 174.

Das Zentrifugalmoment fiir das Kreuz der beiden zu den vor
geschriebenen Achsen parallelen Schwerachsen ist Null, also gilt

b &
¢zy=0+§'-2—bh

oder
D,y =73 (bh)". (d)

Y

) * x

Abb. 174. Abb. 175, L.M. 1:100.

Beispiel b) Welche Beziehung besteht zwischen den Zentri-
fugalmomenten &, und P, einer Scheibe fiir zwei beliebige parallele
Achsenkreuze dieser Scheibe?

Nach (c) ist

D, —=D+a b M, D,=D+a,b, M,
wenn @ das Zentrifugalmoment fiir das parallele Achsenkreuz durch
den Schwerpunkt ist, und a, |b, bzw. a, |b, der Nullpunkt des ersten
bzw. zweiten Achsenkreuzes bezogen auf das Koordinatensystem der
Schwerachsen. Aus beiden Gleichungen ermittelt man

b, —a,bM=D,—a,b, M. (e)

Beispiel ¢) Man ermittle das Zentrifugalmoment des durch
Abb. 175 gegebenen Querschnittes fiir das z|y-Kreuz.
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Es ergibt sich, als Summe der Zentrifugalmomente von drei
Rechtecken, nach (c), und weil das Zentrifugalmoment fiir die zu
den vorgeschriebenen Achsen parallelen Schwerachsen dieser Recht-
ecke, in der Abbildung fein gestrichelt eingezeichnet, jedesmal O ist,

D= ¢1 -+ (D? -+ ¢s
=(2-10-80 4 16-2.96 4 30-6-48) cm* =13312 cm?,
wenn man die Fliache als Masse nimmt.

*84. Zentrifugalkriifte. Es soll nur der einfachste Fall be-
trachtet werden, daB ein ebenes Massensystem um eine zur Ebene
senkrechte Achse sich dreht. Gesucht ist die Mittelkraft der
einzelnen Zentrifugalkrifte nach Zahlenwert, Richtung und Lage.

An irgendeinem der unend-
lich klein gedachten Massen-
teilchen m greift bei der Drehung
um die in O zur Scheibe senk-
recht stehende Drehachse die
Zentrifugalkraft, Abb. 1786,

dC =mu’r
an, wenn u die augenblickliche
Winkelgeschwindigkeit der Dre- x
hung ist. [dC ist entsprechend s
seiner Darstellung in der Abbil- Abb. 176.
dung nicht als wirkliche, sondern
als gedachte, als Hilfskraft anzusehen.] Wenn man durch O ein
z-y-System passend legt oder wenn ein solches vorgeschrieben ist,
dann hat dC in Richtung der beiden Achsen die Komponenten

dX=mu’z und dY=muly.
Wenn man fiir jedes Massenteilchen die gleiche Zerlegung der Zentri-
fugalkraft vornimmt, erhilt man als Mittelkraft der in die z- bzw.
y-Richtung fallenden Komponenten
X = (mulz=u®mz
oder nach 74 f f

X=u’M¢&, und ebenso Y=u>Mpy),
wo &|n der Schwerpunkt der Scheibe fiir das z |y-System ist. Aus

beiden Gleichungen erbilt man den Zahlenwert und die Richtung
von C, nidmlich

C=uwMVE L g

oder nach Abbildung
C=uw'Mg, tgp=n:¢ (®)
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Es hat sonach die Zentrifugalkraft eines ebenen
Massensystems den gleichen Wert und die gleiche
Richtung, wie wenn die ganze Masse im Schwer-
punkt vereinigt wire (vorausgesetzt Drehung um eine
zur Scheibe senkrecht stehende Achse). (b)

Es bleibt nurmehr der An-
griffispunkt von C zu bestimmen.
Man bezieht ihn praktisch auf
den Schwerpunkt 8, legt also ein
neues Koordinatensystem parallel
zum fritheren durch ihn, Abb. 177.
Es ist X die Mittelkraft aller dX,
man wendet den Momentensatz
an (Mech.I 25) und erhilt, wenn
man die Momentenachse senk-
Abb. 177. recht zur Scheibe durch den

Schwerpunkt § wihlt,

Xb=[mu'z-y=u’[mzy =u’ Py,
und damit - Eb=D: M.

Entsprechend erhilt man auch die Lage von Y durch @, zusammen-
gestellt
P

ﬂ*=§b. (C)

na=

85. Hydrostatischer Druck. Darunter versteht man den Druck
einer Fliissigkeit auf ein wirkliches oder gedachtes Flachenstiick.
Dieses sei zunichst als unendlich klein vorausgesetzt, so daB es als
eben betrachtet werden kann. Gefragt ist, in welcher Weise hingt
der hydrostatische Druck vom Ort und von der Neigung dieses
Flachenelementes ab.

1) EinfluB der Neigung des gedriickten Fléchen-
elementes. Um sie anzugeben, wird man am untersuchten Ort U
eine unendlich Kkleine gerade S&dule heraus-
greifen, Abb. 178, begrenzt durch drei Rechtecke

d d
v Z von den Abmessungen ds-dz, dxz-dz, dy-dz.
2z £ Da die ganze Fliissigkeit im Gleichgewicht vor-
Abb. 178, ausgesetzt wird, ist es nach den Lehren der Statik

auch jeder ihrer einzelnen Teile. Die Séule mufl
sonach im Gleichgewicht sein unter dem EinfluB der an ihr angreifenden
sechs duBeren Krifte. Das sind: das Gewicht der Siule im Betrag
iydxdydz, wo y die Gewichtsdichte ist, und die Fliissigkeitsdriicke
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auf die fiinf unendlich kleinen Flichen. Der Fliissigkeitsdruck ist eine
Funktion des Ortes, aber innerhalb des Bereiches der unendlich kleinen
Sdule kann er als unabhingig vom Ort bezeichnet werden und nur
mehr abhingig von der Neigung der einzelnen gedriickten Flichen.
Es heben sich dann jedenfalls die senkrecht zur Abbildung stehenden
Driicke auf die obere und untere begrenzende

Dreieckfliche auf; im Gebiet eines jeden der . Lo

drei unendlich kleinen Rechtecke ist die

Druckdichte als konstant anzunehmen, so daf

die resultierenden Driicke je in der Mitte dieser ar
Rechtecke angreifen, Abb. 179, und die Werte Abb. 179.
dP=pdsdz, dX =p, dydz, dY=p,dzdz

haben. Man sieht, daB sie unendlich klein von der zweiten Ordnung
sind, so daB ihnen gegeniiber das Gewicht 1y dxzdy dz den Grenzwert O
hat. Sonach sind die drei Krifte dP, dX, dY im Gleichgewicht.
Das Krafteck der Abb. 180 gibt an

dX:dY:dP=sing:cosgp:1

oder mit Einsetzung der Werte

p,dy:p,dx:pds—=sinp:cosp:1. ary jar
Wegen dz=dscos ¢, dy=dssing
ex('ihﬁ.lt man noch PPy ip=1:1:1 o
oder
Abb, 180.
P, =Dp,=p,
das heiBt:

Der Flissigkeitsdruck an einer bestimmten Stelle
ist unabhingig von der Neigung oder Richtung
der gedriickten Flache. (@)

2) EinfluB der Lage. Wie unterscheidet sich der Druck auf
ein Flachenteilchen dF am Ort U, von jenem am Ort U,?

Man wird die beiden untersuchten Flachen-
teilchen dF, da ja der Druck unabhingig y %7
von der Neigung der gedriickten Fliche
ist, parallel zur Fliissigkeitsoberfliche legen,
Abb. 181. Die durch beide gebildete schiefe

Séule hat die Hoéhe A. Als ein Teil der im T
Gleichgewicht vorausgesetzten Fliissigkeit ist dG
sie selber auch im Gleichgewicht. An ihr ¥

greifen an die Kriifte: Das Gewicht der Séule im i £
Betrag d@ = yh d F, die Fliissigkeitsdriicke d P, Abb, 181.
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oben und dP, unten und die Fliissigkeitsdriicke auf die Mantelfliche.

Die Gleichgewichtsbedingung in Richtung der Sdulenachse liefert
dP,sin @ 4 dG@sin p =dP, sing

oder p,dF+yhdF=p,dF

oder P, — P, =7k, (b)
der Unterschied der Druckdichte an zwei verschiedenen
Orten U, und U, einer Fliissigkeit ist gleich dem Gewicht
jener Fliissigkeitssidule, die die Grundfliche 1 und den
Ho6henunterschied %2 der beiden Orte als Hohe hat.

Wenn der Hohenunterschied der beiden Orte dz ist, dann geht
die letzte Formel iiber in

dp=ydzx. (¢)
Ist die Druckdichte an der Fliissigkeitsoberfliche p,, so ist sie
nach (b) in der Tiefe 2

P=p, 172 (d)

diese Formel geht auch aus der Differentialformel (c) durch Inte-
gration hervor, Abb. 182. In Worten lautet sie:

Die Druckdichte nimmt verhiltnis- 2
gleich mit der Tiefe 2 der Fliissig-
keit zu.

VIR I N I B I

b

)
,\p*dp
Abb. 182, Abb. 183.

Beispiel a) In dem erweiterten zylindrischen Ansatze des mit
Wasser gefiillten GlasgefiBles der Abb. 183 wird vermittels eines
luftdicht den Winden anliegenden Kolbens ein Druck P -auf das
Wasser ausgeiibt. Wie groB ist die Druckdichte in dem Glasrohr
an der Stelle z?

d=20cm, h=1m, z=3m, p==1000kg/m?, P=1000kg.

Der Druck P=1000kg verteilt sich gleichméfig iiber eine
Fliche F=1d>n=—0,01 7 m? so daB

po=P: F=(1000: 0,01 z) kg/m? = 32000 kg/m>.



Technische Aufgaben I. 86. 217

Da eine Wassersiiule von 1 m Hohe auf ihre Unterlage einen Druck
von 1000 kg/m® ausiibt, kann man auch schreiben

P, = 32 m Wassersidule, abgekirzt p,—32mW.S.

Oder auch, da man unter 1 Atm. Druck in der Maschinentechnik
den Druck von 10000 kg/m® versteht,

Po=23,2 Atm.—=32m W.S.
Dann ist an der Stelle =
P— D= (h - x) 4
oder
p=3,2 Atm. — 2 m- 1000 kg/m®=(3,2 — 0,2) Atm. = 3 Atm.

Einfacher hitte man auch sagen konnen, der Druck an der Stelle
ist um 2m W.S. kleiner als an der Stelle %, also ist

h—=(32 —2)mW.S.=30m W.S.

Beispiel b) Man diskutiere die vorausgehenden Sitze fiir die
Anwendung auf den Dampfdruck.

Da Dampf eine Fliissigkeit ist, gelten fiir den Dampfdruck die
gleichen Gesetze wie fiir eine tropfbare Fliissigkeit. Besonders maB-
gebend fiir die Anwendung der vorausgehenden Gesetze ist der ge-
ringe Wert von y fiir einen gewohnlichen Dampf. Wihrend die
Gewichtsdichte y fiir Wasser den Wert 1000 kg/m® hat, erreicht sie
beispielsweise bei Wasserdampf nur den Wert 1 kg/m® bei 15° Nach
dem letzten Gesetze (d) wiirde bei einem gegebenen p,— 10 Atm.
= 100000 kg/m® ein Hohenunterschied von

_ (10,01 —10) atm. _ 0,01-10000 kg/m®

= =100
1kg/m?® 1 kg/m* 00m

notwendig sein, um den Dampfdruck um 0,01 Atm. iz,
zu steigern. In der Praxis setzt man daher den Dampf- 42
druck an jeder Stelle konstant p=—=yp,, vernachlissigt aE
also das Glied yz der Formel (d).

86. Fortsetzung. Wenn in dem unversuchten Raum aF

Y

die Druckdichte konstant, also unabhingig vom Ort o
ist, dann 1iBt sich ein fiir praktische Félle oft an-
wendbares Gesetz ableiten. Zunichst beweist man:
In einem Raum mit konstanter
Druckdichte bilden die an einem be- dE
s,
liebigen Kérper angreifenden Druck- 9% :
krifte ein Gleichgewichtssystem. (a) Abb. 184.
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Man legt der Untersuchung ein passend gewidhltes rechtwinkliges
rdumliches Koordinatensystem zugrunde. Auf das beliebige Flichen-
teilchen dF, mit dem Neigungswinkel y, gegen die z-Ebene wirkt der
Flichendruck dP, = pdF,, dessen Komponente in der z-Richtung

dZ,=pdF, -cosy=p-dF, cosy=pdF
ist. dF ist der Querschnitt einer unendlich diinnen Siule in der
2-Richtung, die aus dem unteren Teil der Oberfliche des Korpers
das Flichenelement dF, herausschneidet. Auf dieses wirkt der

Flichendruck pdF,, dessen z-Komponente gleichfalls den Wert pd F
hat und der ersten entgegengesetzt gerichtet,

Ty

o D mit ihr also im Gleichgewicht ist. Genau so
7. g

V% / h L. . g

Vi T alten sich immer paarweise von allen iibrigen
o rrr Fldchendriicken die z-Komponenten im Gleich-

gewicht. Die gleiche Betrachtung gilt fiir die
z- und fiir die y-Komponenten, dann sind
aber alle am Korper angreifenden Druck-
krifte im Gleichgewicht.

Dann miissen auch die an einem beliebigen Teil der Oberfliche des
Kérpers angreifenden Druckkrifte im Gleichgewicht sein mit jenen, die
an dem Rest der Oberfliche angreifen, so dal aus dem obigen Satz wird:

Schneidet man von einem Korper, an dem
Druckkriafte mit konstanter Druckdichte an-
greifen, durch eine Ebene einen Teil ab, so ist
die Mittelkraft der an der 4ulleren Fliche des ab-
geschnittenen Teiles angreifenden Druckkrifte
ebenso groB wie wenn diese Druckkrifte im
Schnitt selbst angreifen wiirden. (b)

Abb. 185.

Beispiel a) Eine Hohlkugel vom Halbmesser r steht unter
einem inneren Uberdruck von p atm. Wie groB ist die Mittelkraft der an
einer Kugelhdlfte, Abb. 185, angreifenden Druckkréfte?

Man denkt sich die Hohlkugel in zwei Hilften geteilt. Dann
haben die an der inneren Fliche der halben Hohlkugel angreifenden
Druckkrifte die gleiche Mittelkraft wie die in der Kreisfliche an-
greifenden. Diese verteilen sich auf die Kreisfliche >z und haben
sonach die Mittelkraft r>z-p, die auch die Mittelkraft der an der
halben Hohlkugel angreifenden Druckkrifte ist.

87. Fortsetzung. Gesucht ist Zahlenwert, Richtung und Lage
des Fliissigkeitsdruckes P auf eine ebene Fliche F.

P ist die Mittelkraft aller an den einzelnen Flichenteilchen dF
angreifenden Druckkrifte dP. Da diese alle senkrecht zur gedriickten
Fléche sind, ist auch P senkrecht zu F.
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Die Ebene der Abb.
186 steht senkrecht zur
untersuchten Fliche F
und senkrecht zur Ober-
fliche der Fliissigkeit;
die Fliche F projiziert
sich in die Bildebene
als Strecke 4B, sie ist
auch noch umgeklappt
gezeichnet. In der Um-
klappung hat man ein
rechtwinkliges Koordi- Abb. 186.
natensystem durch den
Schwerpunkt S eingefithrt. Dieser hat von der Oberfliche den
Abstand %, irgendein Flichenteilchen dF den Abstand 2z In
der Umklappung hat letzteres die Koordinaten zly. Dann ist
nach (85b)

dP=yzdPF.

Der Abbildung entnimmt man
z:h==£§:a, so daB dP=Za}f-EdF

und deswegen

P=—-¥ EdF wird oder nach 74 P=’%”Fa

oder P=yhF, (a)

der Fliissigkeitsdruck iiber einer ebenen Fliche
F, deren Schwerpunkt den Abstand % von der
Fliissigkeitsoberfliche hat, ist gleich dem Gewicht
der senkrecht iiber dieser Fliache F errichteten
Fliissigkeitssédule von der Héhe 2. (b}

Die Flissigkeitsdriicke dP sind im allgemeinen Fall verschieden
groB je nach ihrem Abstande z von der Oberfliche. Der Fliissig-
keitsdruck P wird daher im allgemeinen Fall nicht im Schwerpunkt
S angreifen. Sein Angriffspunkt D, der Druckmittelpunkt, hat
gegen das eingefiihrte Koordinatensystem die Koordinaten z,|y,. Zu
seiner Ermittlung wendet man den Momentensatz an (Mech. I 25) und
wihlt zuerst die z- und dann die y-Achse als gedachte Drehachse.
Man erhilt

Py,= [dP-y=y [yzdF, Pzy= (dPx=y [2zdF.
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Oder mit P=yhF

fxzdF fyzdF
Z, = , =J7""" c
() Fh Yo A (c)

Die beiden Integrale kann man noch vereinfachen und zwar durch
Einfilhrung des Triagheitsmomentes der Fliche fiir die y-Achse und
des Zentrifugalmomentes der Flache fiir das Achsenkreuz. Der
Abbildung entnimmt man ‘

z— h==zzsing,
und erhilt

fyzdF:fy(xsina—}—h)dF:sinafxde—}—hfde
——_—sinafxde=sina-¢

xy?

weil das Integral f ydF als statisches Moment der Fliche fiir die
Schwerachse verschwindet. Entsprechend wird

[z2dF = [z(zsinc+h)dF =sina [2*dF +h [zd F
=sina f2°dF =sin¢-J,

Damit wird, wenn man noch A=asin« beriicksichtigt,

J D,
""o:ﬁ’ yo=ﬁ' (d)

88. Statischer Auftrieb von Luftschiffen. Der statische Auf-
trieb steht im Gegensatz zum dynamischen. Dieser kommt in der
Hauptsache bei Flugzeugen vor und wird durch die Motore erzeugt,

ersterer bei Luftschiffen und entsteht

! durch Verwendung eines Fiillgases, das

leichter als Luft ist. Beim Flugzeug ist

gaF der tragende Teil die Fliche, gegen die

‘ ein natiirlicher oder kiinstlicher Luft-

strom eine Komponente nach oben

wirken 14ft, bei den Luftschiffen der

narf Ballon oder ein System von Ballonen.

ds B, Wir wollen den eigentlich tragenden Teil

des Ballons, die mit dem Fiillgas ver-

sehene geschlossene Haut die ,Zelle“

2 nennen. Auf jedes Oberflichenteilchen

Abb. 187. dF der Zelle wirkt, Abb. 187, von auflen

der Luftdruck pd F, von innen der Druck

gdF des Fiillgases. Die Mittelkraft nd F aus beiden wollen wir mit
Zelldruck bezeichnen, so daB an jeder Stelle gilt

n=g—p (2)

—1
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p, g und » sind auf die Flicheneinheit bezogen, wir bezeichnen diese
GroBen wieder als Druckdichten.

P und g und damit auch » sind unabhingig von der Richtung
des gedriickten Flichenelementes dF und nur abhingig von seiner
Lage. Die Form der Zelle, so wie sie der lotrechte Schnitt der
Abbildung angibt, kann entweder eine freie sein (beim sogenannten
Prallballon) oder durch ein Geriist erzwungen (beim starren Luftschiff).
Es soll der gebriuchliche Fall untersucht werden, daB das Luft-
schiff im mittleren Teil zylindrische Gestalt hat. Und insbesondere
soll fiir die Untersuchung ein Stiick betrachtet werden, das durch
zwei im Abstand 1 befindliche Querschnitte begrenzt ist. Als
Flichenteilchen dF wahlt man dann einen Streifen von den Ab-
messungen 1-ds.

Die Luft sowohl wie das Fiillgas #ndern ihren Druck mit der
Hohe z; ihre Gewichtsdichten y, und y sind zwar auch mit der Hohe
veranderlich, innerhalb der beschrinkten Hoéhe % des Luftschiffes
aber kann man in erster Anniherung beide als konstant betrachten.
Es sei mit den Zeigern 1 und 2 die héchste bzw. tiefste Stelle des
Luftschiffes bezeichnet, so daB p,, g,, », die Druckdichten an der
hochsten Stelle und p,, g,, n, jene an der tiefsten Stelle angeben.
p, ¢ und n sind die entsprechenden GroSen an der allgemeinen
Stelle x. Dann gilt

91=D1 TNy Go=0+1n, g=p+n (b)
und

Po="0thv g.=g,+hy
oder allgemein

p=p1+(h_x)7o’ 9=9,+(k—2=)y. (C)
Daraus folgt

Ny =gy — Py =g, — P, +h(y —7),
allgemein

n=g—p oder =0,—p+G—2)(r—y,) ()
Wenn man noch fiir den Unterschied y,—y der Gewichtsdichten
die Abkiirzung o einfiihrt, werden beide Gleichungen

ny=g, —p, —ah

=g, — 9 +a(x_h);
oder wenn man beide Gleichungen subtrahiert,

n=n,}+az. (e)
Je nach dem Fiillungsgrad der Zelle wird der Zelldruck n, an der

tiefsten Stelle verschiedenen Wert haben. Als Normalfiillung sei
jene bezeichnet, bei der m,==0 ist, wenn also an der tiefsten Stelle
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des Ballons der Innen- und AuBlendruck gleich groB ist. Fiillt man
stirker, so wird n, groBer, man spricht dann von einem Uberdruck
im Fiillgas. MiBt man diesen Uberdruck
n,=1w
in Millimetern einer Wasserséule, so ist diese Benennung die gleiche
wie die bisherige von &z, nimlich kg/m®
Beispiel a) Der dem Ballon bei Fahrtbeginn gegebene Uber-
druck ist 20 mm W.S. Auf 1 m? kommt also eine Wassermenge
von 1m?-2 cm=0,02 m® mit einem Gewicht von 20 kg. Diese
20 kg treffen auf 1 m? so daB sich entsprechen
20 mm W.S. und 20 kg/m®
Statt n, kann man auch schreiben «a, Abb. 191, so daB}
n—a(z+a) )
das Gesetz fiir den Zelldruck ist. Wie oben schon angegeben,
ist die Form des Ballonquerschnittes belanglos. Die Gestalt der
Zelle der Abbildung kann man

z sich beispielsweise durch ein
I8 Geriist hervorgerufen denken,

an das sich die Zellhaut anlegt.
Die Schaulinie fiir den
Zelldruck ist sonach eine
! Gerade, er befolgt das gleiche
/ Gesetz wie der Fliissigkeits-
et druck, Abb. 189. Die Folge
i ! des Zelldruckes, der vom Innern
i z des Zellkorpers nach auflen
¥ / 1 wirkt, ist die gleiche wie beim
2 l ”2/ Fliissigkeitsdruck, niimlich ein
4 Auftrieb nach oben. Dieser
statische Auftrieb ist gleich
dem Unterschied des Gewichtes
der durch die Zelle verdringten Luft von dem Gewicht des Fiillgases.
Wenn sonach V der Rauminhalt des Fiillgases ist, so wird der Auf-
trieb, Abb. 188,

%4 l
Abb. 188 u. 189.

A=Vy—Vy=V(0—7)
oder A=uaV. (8)
In der Abbildung ist die Fliche des Zellquerschnittes F, die Stirke
des untersuchten Zellkorpers 1, so da V=F-1 und damit 4=¢ F.

In der Abbildung ist die Zelle im Gleichgewicht vorausgesetzt, so
daB 4 durch die beiden eingezeichneten Krifte 1 A im Gleichgewicht
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gehalten wird. Beide Krifte ersetzen das Eigengewicht des unter-
suchten Korpers sowie das Nutzgewicht.

89. Fortsetzung. Fiir eine beliebige Gestalt der zylindrisch
vorausgesetzten Zellhaut sind die lot- und wagrechten Seiten-
krifte des Zelldruckes gesucht.

Da im praktischen Fall die Zelle natiirlich immer symmetrisch
zur lotrechten Mittelebene ist, braucht man nur die eine Hilfte der
Zelle zu untersuchen. Als Flichenelement
wiahlt man einen Streifen parallel zur Zy- x
linderachse, ein Rechteck mit den Seiten 1
und ds. Auf dieses wirkt der Zelldruck
nds. Die Druckdichte ist, Abb. 190,

n=e¢(r -} a),
ihre beiden Seitenkrifte sind
lotrecht !=—ncosp=—nsinz, (a)
wagrecht w= -} nsingp=-+ncosz. (b)
Auf das Flichenelement 1.ds wirkt der
Zelldruck
dN=nds oder dN=e(z-}a)ds, (c)

seine beiden Seitenkrifte sind

Abb. 190.

lotrecht dL=Ids = —mnsinrds = — ndy,
wagrecht dW=wds= -} ncostds=-+}+ndz.

Mit Einfilhrung von n=a(z 4 a) wird

dL = —«(z-+a)dy, (d)
dW =+ a(x+a)dz. (e)
Ohne Beriicksichtigung des Vorzeichens ist dL das a-fache des

in Abb. 191 schraffiert gezeichneten Flichenstreifens von den Ab-
messungen = -+ a und dy. Dann ist

L=_af(x+a)dy oder L=—aF, (f)

das a-fache der in der Abbildung mit F, gekennzeichneten schraf-
fierten Fliche. Man beachte die aus der Formel ersichtliche Definition
von L [dhnlich wie bei der Biegung die Scherkraft ¥ und das
Biegungsmoment an der Stelle z] als die lotrechte Komponente des
am abgeschnitten gedachten unteren Teil angreifenden Zelldruckes E.
Entsprechend ist W an der Stelle x definiert.

Das , —“ gibt an, daB L nach abwirts gerichtet ist. 4L
bleibt negativ, bis * den Wert f erreicht hat, wo die Zellkurve
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genau lotrechte Richtung hat, von da an wird dL positiv. An dieser
Stelle 2=/ hat L den groSten negativen Wert erreicht, von da
nihert sich L wegen des positiven Zuwachses d L mehr und mehr
dem Wert O, den es an einer Stelle x=—g erreicht. Von da an ist
L positiv und erreicht im First des Ballons, an der Stelle z =4,

seinen grofiten Wert
L1 = % alF ’ (g)

das ist der durch (88g) gegebene Wert des Gesamtauftriebes. Er
greift, wie aus der ganzen Entwicklung hervorgeht, im Schwerpunkt

8 der halben Zellquerschnittsfliche F, an.
Abb. 192 gibt die Schaulinie fiir L wieder.

“ ‘—'jzd — % 5<—§ah'——§-<aaﬁ-> z
G
()
L
a /
y ¥
Tta |
dy z
Abb. 191 bis 193.
Y

Wihrend diese Kraft wesentlich durch die Form des Zellquer-
schnittes bedingt wird, ist

W, = [@to)de—31al(@+ap)?
oder

W=1}a(z®4 2ax2) (b)
von der Zellform unabhéingig und einzig durch z bedingt. W wichst
von =0 an immer fort bis zu x ==, wo es den Wert

W, —3a(R 420k ()

erreicht. Abb. 193 gibt die Schaulinie fiir W, eine gewohnliche
Parabel.
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W ist die ndmliche Gro8e wie der durch (87) gegebene Fliissig-
keitsdruck.

90. Scherkraft und Biegungsmoment. Ihre Definition brachte
bereits 14 und 26. Sie sind beide fiir Tragkonstruktionen wichtige
GroBen, insbesonders das Biegungsmoment. Wie der Name angibt,
spielt das Biegungsmoment M eine wichtige Rolle bei allen mit Bie-
gungserscheinungen zusammenhingenden Aufgaben. Es ist fiir einen
gegebenen Triger ein unmittelbares Maf fiir die Biegungsbean-
spruchung. Unter dem EinfluB der an einem solchen Triger an-
greifenden Lasten und der von ihnen hervorgerufenen Auflagerkrifte
wird in ihm an jeder Stelle x eine bestimmte Biegungsbeanspruchung
vorhanden sein, im allgemeinen natiirlich an jeder Stelle eine andere.
Fir den einfachsten Fall der Biegung eines homogenen
Stabes, so wie er unten ndher beschrieben ist, gilt fiir die an der
Stelle x auftretende gréBte Biegungsspannung, die sogenannte Rand-
spannung, nach den Lehren der Mechanik die Formel

M
o=e. (a)
Dieser einfachste Fall der Biegung hat folgende vier Voraussetzungen :
1. der Stab mufl gerade sein,
2. die am Stab angreifenden Krifte miissen alle senkrecht
zur Stabachse sein,
3. sie miissen alle in der ndmlichen Ebene liegen und
4. diese Ebene mufl eine Symmetrieebene des Stabes sein.

Wie weit die Formel noch gilt, wenn eine von diesen vier
Voraussetzungen nicht mehr zutrifft, lehrt die Festigkeitslehre.

In der Formel ist M das an der Stelle x auftretende Biegungs-
moment, sonach eine Funktion von z; J ist das Trigheitsmoment
des Querschnittes an der Stelle x (oder des untersuchten Quer-
schnittes, wie man gewdhnlich sagt) und zwar fiir die Nullinie des
Querschnittes, d. h. fiir die zur Kriifteebene senkrechte Schwerlinie
des Querschnittes, ¢ ist die Randentfernung, d. h. der groSte Abstand,
den ein Querschnittspunkt von der Nullinie haben kann. Im all-
gemeinen sind auch J und e von z abhéngig, gewChnlich wird aber
beim einfachsten Fall der Biegung der Triger konstanten Querschnitt
iiber die ganze Trigerlinge haben, und sonach J und e konstant
sein. J ist das Trigheitsmoment einer Fliche und hat deswegen
die Dimension Fi% also cm*, da man die Masse der Fliche gleich
dieser Flache setzt und bei Biegungsaufgaben 1 cm als Liéngen-
einheit wihlt.

Beispiel a) Man gebe eine Formel fiir das Biegungsmoment
bei dem durch Abb. 194 gegebenen Belastungsfall.

Egerer, Ingeniear-Mathematik IL 15
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Man beachte, daB in jedem Abschnitt zwischen den Angriffs-
punkten der Lasten die Formel fiir das Biegungsmoment eine andere
ist, daB man sonach vier Abschnitte

El :‘,’1 81 I II, III, IV und fiir jeden Ab-
— schnitt eine andere Formel fiir M

ax 48  hat. Liegt der untersuchte Quer-
e Abb. 194 schnitt im ersten Abschnitt, Abb.
o 194, so greift am linken Teil nur

die Auflagerkraft 4 an, es ist sonach

M,=Ax.

Liegt der untersuchte Querschnitt

——— im Bereich zwischen den Angriffs-
Abb. 195. punkten 1 und 2, also im Ab-

schnitt I, so wird nach Abb. 195

q d o gL M, ,=Ax—P, (x—p,).

Yy as Entsprechend wird fiir den dritten
~—Pr— und vierten Bereich, Abb. 196

x M, — Az — —
Abb. 196. 1 z—P, (@ —p)
- Pa r— p-z)’

MIV=A“3_P1(x_p1)_P2(x—p2)“‘Ps(x—p3)-

Wie man im dritten und vierten Abschnitt die Formel fiir M
einfacher aufstellen kann, zeigt die Mechanik.

Man kann eine allgemeine Formel fiir das Biegungsmoment
aufstellen,

z
M—Ax—3P(z—0p),
0

muB aber beachten, daB diese Formel fiir jeden Abschnitt anders
wird, wie ja auch die beiden Grenzen des Summenzeichens aus-
driicken.

Beispiel b) Wie groB ist beim Belastungsfall der Abb. 194
die Randspannung an den Angriffspunkten 1, 2 und 3 der Einzel-
lasten? Der holzerne Triger ist als Stab mit konstantem Rechtecks-
querschnitt 20 cm - 30 cm vorausgesetzt, P, = 1000 kg, P, = 3000 kg,
P, =2000 kg, Lingenmafstab der Abbildung 1:100.

Man ermittelt zuvor nach den Sitzen der Statik die beiden
Auflagerkrifte und findet 4=2500 kg, B=23500 kg (Mech.I 39
oder 44). Dann ist, wenn man der Abbildung noch p, =100 cm,
p, = 200 cm, p; =350 cm entnimmt,
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M,=2500 kg -z,
also an der Stelle 1 M, =2500 kg-100 cm = 250000 cmkg;
M, =2500 kg-z — 1000 kg (z— 100 cm),
also M,=2500 kg-200 cm — 1000 kg-(200 — 100) cm
=400 000 cmkg;
M, ,=2500 kg-z — 1000 kg(x — 100 cm)
— 3000 kg (x — 200 cm),
also M,=2500 kg-350 cm — 1000 kg-250 cm — 3000 kg-150 cm
=175000 cmkg.
Das Triagheitsmoment ist iiber den ganzen Triger konstant,

ebenso e,
J=3:bk3, e=1h.

Mit diesen Werten wird die Biegungsformel (a) fiir einen recht-
eckigen Querschnitt

_6M M
T phr NG YT 073000 em?

An den Stellen 1, 2, 3 wird sonach

()

o, =831 kgfem?®, o0,=1331 kgfem?, o,=>58% kg/ecm®

Beispiel ¢) Der wagrechte eingespannte Stab der Abb. 197
trigt eine iiber die ganze Lange ! verteilte gleichméfBige Belastung Q.
Wie groB ist die Scherkraft ¥V und
das Biegungsmoment M an derStelle 2:? .
Man zeichne noch das Scherkrast- und IR
Momentendiagramm. A B

Man fiihrt die Belastungs-
dichte ¢ ein, das ist die Belastung
auf die Langeneinheit. Auf die Lénge 1
trifit also die Belastung ¢, sonach
auf die Linge = des abgeschnitten
gedachten linken Teiles des Stabes
die Belastung gz, weil ja ¢ konstant.

Es ist dann M
V,=—qzx /

und Abb. 197—199,

X 7.

N\ A

_ 1
M, —=—qzx-52,

weil die Resultierende ¥V in der Mitte von z angreift.

Die V-Kurve ist sonach eine Gerade, die M-Kurve eine Parabel,
8. Abb. 198 und 199.

15*
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Beispiel d) Die Belastung @ des wagrecht eingespannten Stabes
der Abb. 200 nimmt iiber die ganze Lénge ! des Stabes von 0 an
gleichméBig zu. Wie groB ist die

Belastungsdichte an der Einspann-
stelle? Wie groB sind die Scherkrifte
MTWT % V und die Biegungsmomente M an

4 __ngu EE der allgemeinen Stelle z und an der
z Einspannstelle?
Abb. 200. Man fiihrt wieder die Be-

lastungsdichte ¢ ein. Auf die Linge
dx trifit qdx, wo g=cz, d.h. verhiltnisgleich dem Abstand vom
linken Ende ist. Den Verhiltnisfaktor ¢ findet man aus der Be-
ziehung, dal

Q=fqu=cfxdx=§cl‘-’.
¢ 6

Es wird c=— und g¢g=zx—

An der Einspannstelle x =1 wird ¢gg=2@:1.

V als Mittelkraft wird ebenso wie nachher M durch Integration
gefunden. Diese Summierung erstreckt sich auf alle links von =z
angreifenden #uBeren Krafte, x spielt also bei der Integration die
Rolle einer Konstanten. Um die einzelnen Kréfte links von x zu
unterscheiden, muBl man noch eine neue Verdnderliche « einfiihren.
Dann ist an der Stelle w die Belastungsdichte q,=cu, also V die
Mittelkraft aller dieser gdu = cudu,

©

z x x
14 =—fqdu=—cfudu=—%cz‘“’=—Q—_.
H

x 3 l

"“w

Die Kraft gdu hat fiir die Schwerlinie an der Stelle x den Dreh-
arm z — % und sonach das Drehmoment — cudu(x — u), so daB

z
,=—c [udu(z —u)=—c(@ju’ —ju*)yg = — oz’
0
Qa°
oder .M’::_W.

An der Einspannstelle wird =1 und demnach
Vs=—@ Mp——1QL

91. Fortsetzung. Beispiel a) Der nach einem Halbkreis ge-
bogene und an der Stelle B eingespannte Stab der Abb. 201 ist
an der #uBeren Seite einem gleichférmigen Druck ausgesetzt. Die
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Belastungsdichte g auf die Léngeneinheit wird in kg/cm gemessen.
Wie groB ist das Biegungsmoment an der allgemeinen Stelle x und
wie groB an der Einspannstelle?

Die Definition des Biegungsmomentes ist natiirlich unabhingig
davon, ob der Stab gerad- oder krummlinig ist. Bei einem kreis-
formig gebogenen Stab empfiehlt sich meist die Rechnung mit
Winkeln. Man fithrt zu diesem Zweck den Winkel ¢ ein, gemessen
vom Anfangspunkt A4 bis zum untersuchten Punkt U. Als ,linker
Teil des Stabes“ ist der Teil AU zu betrachten.

Die am Stab angreifenden duBeren Krifte sind die Druckkrifte
gds an jedem Bogenelement ds. Da die Druckverteilung eine gleich-
formige ist, erinnert man sich an den Satz (86b) und ersetzt das

Abb. 201. Abb. 202.

System der am Bogen AU angreifenden Druckkrifte durch die an
der Sehne AU angreifenden Druckkrifte. Diese haben eine Mittel-
kraft sq, die in der Mitte angreift. Damit wird das Biegungs-
moment an der Stelle U

s . 22 ®
M=—qs-§=-%qs 25.

An der Einspannstelle B ist ¢ =z und deswegen
M B=— 2 q?‘g.

Beispiel b) ‘Die halbkreisformig gebogene und beiderseits ge-
schlossene Rohre der Abb. 203 enthdlt ein Gas vom Druck p,, der
dulere Luftdruck sei p,. Wie grol ist das Biegungsmoment an der
allgemeinen Stelle U, wenn als Drehachse (Nullinie) eine Gerade
angenommen wird, die nicht mehr durch den Schwerpunkt des Quer-
schnittes geht, sondern von ihr um den Betrag # entfernt ist? Wie
groB ist das Einspannmoment unter der gleichen Voraussetzung?

Die am linken abgeschnitten gedachten Teil angreifenden
duBeren Krifte sind die unendlich vielen Druckelemente p,dF,
und p,dF,. Statt von ihnen das Moment fiir die angegebene Dreh-
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achse zu nehmen, wird man von ihrer Mittelkraft das Moment
nehmen. Man beniitzt den Satz (86b) und erhilt, daB der AuBen-
druck auf die Rohre ersetzt werden kann durch den Druck auf die
Begrenzung F,, daB also p, F, die Mittelkraft des Auendruckes ist.
Entsprechend ist p,F, die Mittelkraft des Innendruckes.

Der Unterschied zwischen den Querschnittsflichen F, und F,
ist durch die Stdirke der Rohrwand bedingt. Wiirde man die Null-

|

¥
Y
»
>

Nt

IR

Abb. 203. Abb. 204.

linie als Schwerachse des Querschnittes voraussetzen, dann wiirden
beide Mittelkriafte die Nullinie schneiden, das Biegungsmoment wire
sonach 0. Entsprechend der angegebenen Voraussetzung ist aber

M, = (p,F,— F,p,)n.

Man sieht, das Biegungsmoment an der allgemeinen Stelle U ist
unabhingig von dieser Stelle. Es ist sonach auch

-MB == (sz‘.! _p1F1) n.

Umgekehrt kann man, wenn M bekannt ist, aus dieser Gleichung n
ermitteln.

*92. Anziehung. Das Newtonsche Anziehungsgesetz

mym
P=c— 5 ()

gibt die Kraft P an, mit der sich zwei Massenteilchen m, und m,
anziehen, wenn sie den Abstand r haben. ¢ ist die Konstante des
Gesetzes; ihre physikalische Bedeutung erhélt man, wenn man m,,
m, und r gleich 1 setzt, dann ist

1.1
P0=c-—1— oder c¢=P,,

d. h. ¢ ist die Kraft, mit der zwei im Abstand 1 befindliche Massen-
teilchen 1 sich anziehen.
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Beispiel a) Anziehung zwischen Strecke und Punkt.
Dieser hat die Masse m, erstere die Masse M =Iu, wenn [ ihre
Linge und u die lineare-Massen-

dichte ist. Der Punkt hat von
der Strecke den Abstand a. l

Das Linienelement dx der
Strecke mit der Masse m' = udx b— P, S ]
kann man als Massenpunkt be- 0 ariy
trachten. Es wird vom Massen- & A
teilchen m in C angezogen mit fﬂ,x’{‘&“
der Kraft o

/ d " 3
ap=""" _ o BETT (b) -
r? a® 4z

Abb. 205.

Fiir die rechnerische Er-
mittlung ‘von P muB man dP in seine Mittelkrifte dN und dT
zerlegen. Es ist

—acm dz
=ac ’u(a“’—l—w?)"/s’

xdx

a
dN=dP7 —cmyam.

dT—dp-Z
r

Fiir die Summierung der d7 setzt man
a®t-2*=1r* oder wzdr=—=rdr

und erhilt fiir den einen Teil des Stabes, der die Linge I, hat,
Abb. 205,

z=1y

dr 17%=h 1 h
T,=cmpu g omp {7] =—cmu [——————]

2=0 Va®+2lo
z=0
der T,—om [1 ! }
oaer = —_———— .
1 ” P Va,“’—l'—ll*
Genau so wird, nur negativ
1 1
7, ——omu[E— L]
e a* 1

Beide zusammen ergeben

T=T1+T2=cmy[

1 1
Ve i, Vet lﬁ] ’ ©)

Ein positives 7 geht nach Abbildung in Richtung des Pfeiles.

Die Summierung der dN erfolgt am einfachsten, wenn man setzt

r=atg e,



232 Technische Aufgaben I. 92,

2

adgp a
1 — r 2 2 a2(1 tol ) — ——
also dax cos’ ¢ und @’ 4-2*=a’(1 tg*¢) v
erhilt. Dann wird
z=1I z=1,
adgcos® cmu
N1=acm,uf cosgtpa;pz A cos pd g
z=0 =0
=l [/
e L
a L z=0 a Va“’—{—z" 0
oder
N, = omu 4 , ebenso N2=% l"—:
a Va2+l12 a Va2+l22

und deswegen
cmu l l,
N—=N,+N,— L 2 ] :
s a (Va2+l12+Va2+l2’
Beispiel b) Man diskutiere verschiedene Einzelfille des voraus-
gehenden Beisp<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>