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Vorwort. 
Wesentlich später als beabsichtigt kann ich den zweiten Band 

der Ingenieur-Mathematik vorlegen. Die Kriegszeiten an sich und 
die Erfüllung meiner Militärpfiichten zu Hause und im Feld ließen 
mir wenig von jener Ruhe, die für ein liebevolles Aus- und Durch­
arbeiten des ganzen Warkes notwendig sind. Den Schlußband hoffe 
ich in Jahresfrist bringen zu können. 

Die Beurteilungen des ersten Bandes nehme ich dankbar als 
Zeugnis, daß ich bei der Abfassung und Umgrenzung den richtigen 
Weg eingeschlagen habe. Es waren nur zwei Stimmen, die größere 
Einwände erhoben, die der "Zeitschrift des Vereins Deutscher Inge­
nieure" und des "Ingeniören"; ich komme auf sie weiter unten zu 
sprechen. Zuvor will ich noch einmal das Programm des Buches 
festlegen und hoffe damit auch gleichzeitig kleinere Einwendungen 
zu beseitigen. 

Die Frage nach dem Umfang und der Methode einer Ingenieur­
Mathematik ist und bleibt: Streitfrage, solange es Ingenieure mit 
verschiedener Berufsvorbildung und verschiedenen Berufsbedürfnissen 
gibt. Aber darüber wird wohl Einigkeit sein, daß für den seinen 
Namen zu Recht tragenden Ingenieur, der nicht nur rein hand­
werksmäßig arbeitet, eine gründliche mathematische Ausbildung die 
Grundlage späteren Schaffens ist. Nach meinem Dafürhalten soll 
diese gründliche Ausbildung soweit aber nur soweit gehen, daß er 
auch in späteren Jahren, wenn er der meisten mathematischen 
Formeln sich kaum mehr erinnert, doch noch soviel mathematisches 
Denken und Fühlen sich gerettet haben muß, daß er imstande ist, 
an ihn herantretende wissenschaftliche Probleme im Bedarfsfall noch 
mathematisch zu erfassen. Daß es also ihm nicht schwer fallen 
darf, einmal angeeignete Kenntnisse wieder aufzufrischen. 

Eine solche gründliche Ausbildung erwirbt er sich aber nicht 
durch eine etwas weitherzige Behandlung des Stoffes, die möglichst 
schnell der Technik zueilt und vielleicht durch den größeren Um­
fang rein technischer Aufgaben und Beispiele blendet. Selbstver­
ständlich auch nicht durch eine streng wissenschaftliche, mit voll-
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ständiger Beweisführung nicht geizende. Meines Erachtens ist ein 
Beweis in der Ingenieurmathematik nur dann erforderlich, wenn er 
wesentlich ist für das Verständnis der vorliegenden Aufgabe, wenn 
er diese vereinfacht, wenn er ihren Gedankengang bloßlegt. Der 
Ingenieur muß im Punkt Beweisführung dem Mathematiker vom 
Fach ein gewisses unbegrenztes Vertrauen entgegenbringen, er darf 
nicht in den Widerspruch verfallen, auf der einen Seite den oft 
unzulänglich aufgestellten Koeffizienten der Praxis schlechtweg zu 
vertrauen und auf der anderen Seite der wissenschaftlich so exakt 
genauen Arbeit der Mathematiker zu mißtrauen. Durch die erste 
Art von Mathematikunterricht lernt der Ingenieur vielfach ver­
ständnislose Anwendung von Formeln, meist nur für einen be­
stimmten Einzelfall, durch die zweite Art kann ihm die Mathematik 
gründlich verleidet werden. 

Warum geht der mathematische Unterricht immer noch so 
wenig auf den Wunsch des Anfängers ein, zu wissen: wozu brauche 
ich das alles 1 Freilich ein solches Eingehen macht den Unterricht 
breit. Aber sicherlich auch erfreulich, falls er die richtige Antwort 
gibt. Weiter wünscht der Anfänger und zwar mit vollem Recht 
viele Beispiele. Auch sie machen den Unterricht oder das Lehr­
buch breit. Wenn nun noch hinzukommt, daß ich an vielen Stellen 
von vornherein unrichtige Auffassungen gar nicht erst aufkommen 
lassen will, daß ich dort also weiter ausholen muß, dann wird 
man es wohl begreiflich finden, daß insbesondere im Anfang der 
Unterricht ausführlich zu halten war. Ich kann mir durch diese 
Breite im Anfang an späteren Stellen recht wesentliche Kürzungen 
gestatten. Der Leser wird das bereits in der zweiten Hälfte des 
vorliegenden Bandes merken, wenn er die zahlreichen Beispiele in 
Abrechnung bringt. 

Zu einem zweiten Einwand muß ich mich noch erklären. Viel­
fach herrscht die meines Erachtens irrige Ansicht, als ob ein Lehr­
buch der Ingenieur-Mathematik seinen Stoff nur dem Gebiete der 
Technik entnehmen müßte. Ich spreche aber von Ingenieur­
Mathematik nur in dem Sinne, daß sie einen für den Ingenieur 
besonders geeigneten Lehrgang einschlägt. Läßt man die der eigent­
lichen Technik angehörigen Aufgaben überwiegen, so läuft man ent­
weder Gefahr, recht umfangreiche Erklärungen abgeben zu müssen, 
falls man die Aufgabe mit Verständnis gelöst haben will; oder man 
muß für die Lösung schon bestimmte oft weitgehende technische 
Kenntnisse voraussetzen. Man wird es daher wohl verstehen, warum 
der erste Band verhältnismäßig wenig Beispiele aus der eigentlichen 
Ingenieurpraxis bringen konnte, der zweite aber wesentlich mehr. 
Der dritte Band wird vorwiegend praktisch interessierende Beispiele 
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bringen. Als Grundsatz leitete mich bei der Auswahl des Stoffes 
für die Aufgaben und Beispiele: Die Ingenieur-Mathematik soll der 
Technik nicht zu viel vorgreifen, sondern sie mehr vom mathema­
tischen Ballast befreien. Das Ha1;lptgewicht habe ich darauf gelegt, 
daß der Studierende Sicherheit in der Behandlung der Begriffe 
Kraft, Resultante, Arbeit, Moment, Massenmoment, Trägheitsmoment, 
Schwerpunkt usw. erlangt, ebenso in der Behandlung von Bewegungs­
aufgaben, um den Wert der Vektorenrechnung zu erkennen. 

Die stoffliche Begrenzung des zweiten Bandes war durch die 
Überlegung gegeben, daß er im Verein mit dem ersten Band das 
bieten soll, was der Ingenieur für den gewöhnlichen Fall der Praxis 
benötigt. Daß er also eine mathematische Formel mit Verständnis 
anwenden kann, sich klar ist über den Giltigkeitsbereich einer 
solchen Formel, über ihre graphische Darstellung, ihre Verwertung usw. 
Der dritte Band soll ihm erst notwendig werden, wenn er wissen­
schaftlich weiterarbeitet. Er wird ihm unter anderem das bringen, 
was man als "praktische Mathematik" bezeichnet. Den Schluß bildet 
eine Formelsammlung des ganzen Gebietes. 

Für den Gebrauch bemerke ich noch, daß die Hinweise sich 
entweder auf den ersten Band beziehen, dann sind sie etwa durch 
,,175" oder "I Beisp. 2500.)" bezeichnet; oder auf meine im gleichen 
Verlag erschienene Ingenieur-Mechanik, dann lautet der entsprechende 
Hinweis etwa "Mech. I 73" usw. 

München, 1. Mai 1921. 
H. Egerer. 
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Erster Abschnitt. 

Differentialrechnung I. 

1. Funktionen und Diagramme. Den analytischen Inhalt des 
Funktionsbegriffes hat der erste Band durch Nummer 43 bereits be­
handelt, so daß nur mehr eine Besprechung in graphischer Hin­
sicht nachzuholen ist. Zu diesem Zweck werde zunächst die Funktion 
mit einer einzigen Veränderlichen untersucht. 

Um die Beziehung zwischen zwei voneinander abhängigen 
Größen x und f (x) möglichst sinnfällig und gedächtnisfest darzu­
stellen, bedient man sich in jeder rechnenden Wissenschaft der 
Diagramme oder Schaulinien. Man trägt auf einer meist wag­
rechten Geraden in einem passend gewählten Maßstab von einem festen 
Punkt aus (dem "Nullpunkt") die unabhängige oder willkürliche 
Größe, Argument haben wir sie auch genannt, als Abszisse x ab 
und in ihrem Endpunkt senkrecht zu ihr wieder in einem passend 
gewählten Maßstab als Ordinate die abhängige Größe, die zuge­
hörige Funktion f (x). Den unendlich vielen Wertepaaren x I fex), 
oder wenn man y statt fex) als Symbol setzen will, den unendlich 
vielen Wertepaaren x I y entsprechen dann die unendlich vielen 
Punkte mit den Koordinaten x I y. In ihrer Gesamtheit bilden sie 
die Schaulinie oder das Diagramm der untersuchten Beziehung. 
Dabei ist es zunächst ganz belanglos, ob der Zusammenhang zwi­
schen den beiden untersuchten Größen gesetzmäßig oder nur erfah­
rungsgemäß bekannt ist; einzige Bedingung ist, daß man für hin­
reichend viele der unabhängigen Größen die davon ~bhängigen kennt. 
Für die zeitlichen Vorgänge des täglichen Lebens, wie etwa die Er­
zeugung und Förderung von Naturprodukten oder das Wachstum 
gewerblicher oder industrieller Betriebe oder die vom menschlichen 
Wirken nicht beeinflußten Äußerungen der Naturkräfte wie Nieder­
schlagsmengen in einem bestimmten Gebiet, Flußwassermenge, Fluß­
höhe usw. im Lauf eines Jahres usw. kann man durch eine hin­
reichende Zahl von Beobachtungen auch für die wissenschaftliche 
Verwertung Gesetze aufstellen, eben durch die graphische Darstellung 
dieser Vorgänge. 

Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 



2 Differentialreohnung I. 1. 

Beispiel a) Es soll der Zusammenhang zwischen der Siede­
temperatur und dem Siededruck von Wasser untersucht werden. 
Man weiß, daß beim Luftdruck von 760 mm das Wasser bei 1000 C 
siedet, daß die Siedetemperatur aber steigt mit zunehmendem Druck 
und sinkt mit abnehmendem Druck. Die analytische Form des ge­
setzmäßigen Zusammenhanges ist noch unbekannt. Durch eine hin­
reichende Zahl von Versuchen hat Jllan ihn freilich bereits derart 
ermittelt, daß man zu jedem Druck genau genug die zugehörige 
Siedetemperatur angeben kann. Nach diesen Versuchen entspricht 
den jedesmal in mm Quecksilberhöhe gemessenen Drucken 

p = 760, 684, 608, 532, 456, 380, 304, 228, 152, 76 

. jeweils die Siedetemperatur in Celsiusgraden 

t= 100, 97,1, 93,9, 90,3, 86,3, 81,7, 76,3, 69,5, 60,5, 46,2. 

Trägt man vom festen Nullpunkt 0 einer Geraden die Siededrucke p 
nach rechts ab, indem man etwa den Maßstab so wählt, daß 1 mm 

,. 
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auf der Geraden einem Druck von 10 mm Quecksilber· entspricht, 
und je im Endpunkt der aufgetragenen Strecke die Siedetempe­
ratur t, etwa im Maßstab '1 mm = 2° C, so eJhält man das Dia­
gramm der Abb. 1. :Man wird ihm beispielsweise entnf'hmen, daß 
auf einer Bergeshöhe von 5000 m, wo der normale Luftdruck nur 
mehr 414 mm ist, das Wasser bereits bei 83,8° C zu sieden beginnt. 

Beispiel b) Eine Lebensversicherungsbank hat aus 50 jährigen 
Beobachtungen die durch Abb. 2 ausgedrückten Sterblichkeits-Schau­
linien aufgestellt. Die erste gibt an, wieviel von 1 Million 25 jähriger 
Menschen nach t Jahren noch am Leben ~ind. Wenn die Beobach-
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tungen der Bank für alle Menschen zuträfen, dann müßten von dieser 
Million etwa nach 25 Jahren noch rund 800000 am Leben sein. Oder 
nach 40 Jahren noch rund 500000 und nach 50 Jahren noch rund 
225000 Menschen. 

Die zweite Linie, aus der ersten hervorgegangen, gibt die mittlere 
Lebensdauer für jedes Lebensalter von 25 ~ 100 Jahren an. Dar-

'IIJ(J 

$IJI) 

zoo 

Abb.2. 

nach würde etwa ein 40jähriger Menrwh im Durch~chnitt noch rund 
27 Jahre zu leben haben, ein 60jähriger noch 12 Jahre, ein 
80 jähriger noch rund 3 Jahre. 

Beispiel c) Ein Eisenstab, Länge 40 cm, Querschnitt 1 cml , 

wird einem Zugversuch ausgesetzt. Um die Längenänderungen 
0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0.5, 0,6. 0,7, 0,8, 0,9, 1,0, 

gemessen in Millimetern, hervorzurufen, mußte man die Zug­
belastungen 

1, 2, 3, 4, 4,8, 5,1, 
gemessen in 1 000 kg, angreifen 
lassen. Durch die A bb 3 wird 
die Abhängigkeit z\\ ischen ~än­
genänderung und Zugkraft gra­
phisch zum Ausdruck gebracht. 
Man entnimmt der SlIhaulinie. 
daß Längenändt'rung und Zug­
kraft vel hältnisgleich ~ind. po­

lange diese einen be~tilllmten 

Betrag nicht überschreitet. Von 

5,4, 5,5, 5,55, 5,60, 

/JeIInv'19 
Abb.3. 

1* 
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der Zugbelastung 4800 kg ab, in der Abbildung von der Stelle P 
ab, wächst die Dehnung des Stabes schneller als die Belastung. 
Weiter gibt die Schaulinie zu erkennen, daß jede über I) 400 kg 
hinausgehende Belastung ganz unverhältnismäßig größere Dehnung 
hervorruft; in der Sprache der Materialprüfung sagt man: Das 
Material beginnt zu "fließen". 

Beispiel d) Der Zusammenhang zwischen dem Eigengewicht 
einer gepflasterten Stadtstraßenbrucke und ihrer Stützweite ist durch 
die Schaulinie der Abb. 4 graphisch zum Ausdruck gebracht. Diese 
Schaulinie stützt sich auf Erfahrungswerte von ausgeführten Brücken­
bauten. Die eine der beiden Linien setzt die Brücke als Balken­
träger, die andere als Bogenträger voraus. Die Stützweite l ist in 

~----~;m~-------
iifzweile 

Abb.4. 

m gegeben, das Eigengewicht in kg/m2• Für die Konstruktion einer 
36 m lang geplanten gepflasterten Stadtstraßenbrücke entnimmt man 
dem Diagramm ein Eigengewicht von 941 kg/m'l, ~enn die Brücke 
als Bogenträger ausgebildet wird, und 1031 kg/m2, wenn sie als 
Balkenträger konstruiert wird. Bei einer Breite von 12 m und dem­
nach einer Fläche von 432 m' würde das Gesamtgewicht der Brücke 
im ersten Fall rund 400 t, im zweiten Fall rund 450 t sein. 

Beispiel e) Die beiden Schaulinien der Abb. 5 vergleichen 
zwei verschiedene Turbinengattungen L und P hinsichtlich der Kosten 
einer Pferdekraftstunde. Dabei sind alle Umstände berücksichtigt, 
also Anlagekosten für Maschinenhaus und Kesselanlage sowie die 
Maschine selbst, Verzinsung, Abschreibung und Reperaturen für Ge­
bäude, Kessel und Maschinen, Löhne, Schmier- und Putzmaterial. 
Der für die Ökonomie der Maschine natürlich sehr wesentliche 
Kohlenpreis ist für einen ganz bestimmten Ort gedacht. Die stark 
ausgezogenen Schaulinien setzen voraus, daß die Maschine das ganze 
Jahr ununterbrochen tätig ist, die gestrichelt gezeichneten Linien 
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eine Betriebszeit von 300 Tagen zu je 10 Stunden. Auf der Wag­
rechten sind die normalen Nutzleistungen in Pferdestärken ange­
geben, als Ordinaten die Kosten einer effektiven Pferdekraftstunde 
in Pfennigen. 

Wenn also beispielsweise eine Fabrik eine Turbine von 200 PS 
in der normalen Arbeitszeit von 300 Tagen zu je 10 Stunden be­
nötigt, so wird sie bei der Wahl der Maschinengattung L auf eine 
Ausgabe von 3,2 Pfennig für die Pferdekraftstunde oder von 6,4 Mk. 
in der Stunde für die gewünschte Leistung von 200 PS, also von 
64 Mk. täglich kommen; die Wahl der Gattung P der Maschine 
erhöht diese Kosten auf 3,35 Pfennig bezw. 6,7 Mk. und 67 Mk. 
Läßt man die Maschine das ganze Jahr ununterbrochen laufen, etwa 

z 
1 

so 

\ 
'",t 

,~ 
~~ 

~~~~--_::::::::::::::::::: ==-::::=:.::::.-::.=':::.::::----------

z 300 

Oo--------.lIwPS'--------oi,: 

Abb.5. 

für eine Lichtanlage, verbunden mit einer Kraftanlage, 80nach 365 
Tage zu je 24 Stunden, so werden die entsprechenden Kosten für 
die Maschine L sein 2,3 Pfennig, bezw. 4,6 Mk. und 110,4 Mk. Bei 
der Gattung P sind die entsprechenden Zahlen 2,45 Pfennig, 4,9 Mk. 
und 117,6 Mk. (Siehe hierzu Barth: Zweckmäßigste Betriebskraft, 
Sammlung Göschen.) Selbstverständlich spielen bei der endgültigen 
Wahl der Maschine auch noch andere Umstände mit, beispielsweise 
ihre Ökonomie, wenn man sie auf kürzere oder längere Zeit wesent­
lich über ihre normale Leistung beansprucht. 

2. Fortsetzung. Die Definition einer Kurvengleichung als 
eine Aussage über die Eigenschaft der Kurve ist bereits im ersten 
Band durch 80 und die nachfolgenden Nummern behandelt. 

Man kann das Wesen einer Kurvengleichung noch von einem 
anderen Gesichtspunkt aus erörtern. Gegeben sei die Gleichung 
z - 2 Y - 6 = 0 zwischen zwei Unbekannten x und y, die von 001 

zusammengehörigen Wertepaaren x, y erfüllt wird. Man findet letz­
tere, indem man für y alle möglichen Werte einsetzt und dann die 
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zugehörigen x ermittelt. Läßt man etwa y immer um die Einheit 
wachsen, so erhält man die Wertepaare 

y -4 -3 -2 -1 ° 1 2 3 4 

x -2 ° 2 4 6 8 10 12 14 

oder wenn man y immer um 0,1 fortschreiten läßt, 

y 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 

x 8 8,2 8,4 8,6 8,8 9,0 9,2 9,4 .... 

Bei dem gewählten besonderen Beispiel kann man die y und 
ebenso die x kontinuierlich oder stetig aufeinanderfolgen lassen, 
also derart, daß man den Unterschied zwischen zwei aufeinander­
folgenden x oder y beliebig klein machen kann; beim Durchlaufen 

Abb.6. 

eines gewählten Bereiches nehmen 
sie dann jeden möglichen Zahlen­
wert dieses Bereiches an. [Näher 
auf den Begriff "stetig" oder 
"kontinuierlich" einzugehen, bleibt 
späteren Nummern vorbehalten.] 
Definiert man nun jedes Werte­
paar x I y der obigen Gleichung als 
Koordinatenpaar eines Punktes, so 
gibt diese Gleichung 001 Punkte 

an, die innerhalb des durch die Zeichnung festgelegten und be­
trachteten Bereiches stetig aufeinanderfolgen und somit eine Kurve 
bilden; sie ist der vorgegebenen Gleichung zugeordnet. Man nennt 
dann wieder wie früher x - 2 Y - 6 = ° die Gleichung der so kon­
struierten Kurve. Abb. 6 gibt mit Benützung der Tabelle der ge­
fundenen Zahlen paare diese Kurve wieder. 

Die vorausgehende Entwicklung verliert aber keineswegs an 
Allgemeinheit, wenn sie auf eine beliebige andere Gleichung zwi­
schen x und y angewandt wird. Man kann immer schließen: Für 
jede Gleichung zwischen zwei veränderlichen Größen x und y gibt 
es 001 Wertepaare, die ihr Genüge leisten; die einzelnen Werte­
paare folgen (mit Ausnahmen, die an anderer Stelle noch zu be­
sprechen sind) stetig aufeinander. Definiert man jedes der EO er­
haltenen Wertepaare als Koordinatenpaar eines Punktes, so erhält 
man unendlich viele stetig aufeinanderfolgende Punkte, die dann in 
ihrer Gesamtheit eine Kurve bilden. Die gegebene Gleichung nennt 
man die Gleichung der Kurve, die so gefunden wurde. 

Die Ermittlung von Beziehungen zwischen veränderlichen Größen, 
oder mit anderen Worten die Untersuchung von Funktionen, ist nun 
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der Hauptinhalt ebensowohl der höheren Mathematik im besonderen, 
wie aller rechnenden Wissenschaften im allgemeinen. Wenn wir 
wieder auf die graphische Darstellung solcher Abhängigkeiten ein­
gehen: Weiß man, daß von einer Größe x eine andere 11 abhängt, 
80 daß also y = (x), dann trägt man auf. einer (meist wagrechten) 
Geraden die unabhängige Größe, d. i. das Argument x als Abszisse 

rz) ßZ) f{lJ) 

"1} 

A. 'VmtIIIf 

Abb.7. 
Lf-t::=====::Zb~:=:::·:...-i -l 

Abb.8. 

ab, im Endpunkt dieser Abszisse die Abhängige oder Funktion fex) 
als Ordinate. Dabei ist es nun zunächst gleichgültig, ob man die 
genaue Art der Abhängigkeit schon kennt oder nicht. Es gehört 
also zum Argument x als Abszisse die Funktion (x) als Ordinate, 
ebenso zum Argument a die Größe ( (a) als 
Ordinate, zur Abszisse 2 z. B. die Ordinate (2), 
zur Abszisse 0 die Ordinate (0) usw. 

Beispiel a) Man stelle die durch 

y=x'-5x+6 
gegebene Abhängigkeit zwischen y und x oder mit 
a.nderen Worten die Funktion (x)=x9 - 5 x + 6 
graphisch dar. 

Man berechnet zusammengehörige Paare 

!I 

von Argumenten x und Funktionen (x), etwa so Abb.9. 
wie in nachfolgender Tabelle zusammengestellt: 

X!-5-4-3-2-1 0+1+2 +2,5+3+4+5 ... . 

(x) 56 42 30 20 12 6 2 0 -0,25 0 +2 6 ... . 

und findet mit deren Hilfe die Kurve der Abb. 9 als Bild der 
Funktion. 

Beispiel b) Gegeben ist 

u(x)=sinx-1, 

man bilde die neuen Funktionen 

u(x-1), u (eS) + '!) (sin x), u (rot).'!) (t). 
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u(x-1)=sin(x-1)-1, 

u (ez ) + v (sinx) = sinez -1 + sin x+ esins, 

u(cot).v(t)=(sincot-1)(t+et). 

Beispiel c) Man gebe das Diagramm der allgemeinsten linear 
gebrochenen Funktion y von x. 

Sie wird im allgemeinsten Fall unecht gebrochen und deswegen 
nach I 46 von der Form 

(a) 

sein. Bezeichnet man die Funktion selbst mit y, so wird durch die 
Gleichung 

oder 
y(box +b1 ) = aox + a1 oder boxy- aox+ b1y- a1 = 0 

ein Kegelschnitt bestimmt und zwar eine Hyperbel mit dem Mittel­
punkt M = - b1 : bo I + ao : bo und den Asymptoten parallel den 
Koordinatenachsen nach I 168, 170, 172. Abb. 10 gibt die Zeich­
nung für den besonderen Fall 

oder 

2x-3 
y= x-3 

Jenen Wert von x, der eine Funktion y = fex) zu Null macht, 
oder in der graphischen Sprechweise, jenes x oder jene Stelle, wo 

------------
'INL ----j----------------------------

! .'JC 

Abb. 10. 

die Ordinate y zu Null wird, nennt 
man eine Nullstelle; entsprechend 
jenes x, das der Funktion einen 
unendlich großen Wert gibt, eine 
Unendlichkeitsstelle. Die vor­
ausgehend besprochene linear ge­
brochene Funktion (a) wird zu Null, 
wenn ihr Zähler zu Null wird und 
gleichzeitig der Nenner von Null 
verschieden ist; es ist sonach 

x = - a1 : ao eine Nullstelle deI' Funktion, N in der Abbildung. Sie er­
reicht den Wert 00, wenn der Nenner zu Null wird,. aber dabei gleich­
zeitig der Zähler von Null verschieden ist; also ist x = - b1 : bo eine 
Unendlichkeitsstelle der Funktion, U in der Abbildung. 
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3. Sinus und Kosinus. Zu den wichtigsten Funktionen der 
Ingenieur-Mathematik gehören die trigonometrischen oder goniome­
trischen Funktionen, auch Kreisfunktionen genannt, weil ihre 
Eigenschaften in einfachster Weise mit dem Kreis in Beziehung 
stehen. Es sind das der Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens eines 
Bogens. Ihre grundliegenden Eigenschaften werden als bekannt 
vorausgesetzt, es ist daher nur ihr Zusammenhang sowie eine Er­
gänzung zu bringen. Zu diesem Zweck geht man vom Einheitskreis 
aus, siehe Abb. 11, und rechnet den Winkel oder Bogen von der 
Wagrechten aus linksum. Der Winkel x wird gemessen durch den 
zugehörigen Bogen x am Einheitskreis, so daß also in der Zeich­
nung x eine doppelte Bedeutung hat; in der Rechnung darf x selbst­
verständlich nur als Bogen betrachtet werden. Irgend ein Punkt P 
auf dem Einheitskreis hat dann nach I 66 die Koordinaten cos x I sin x. 
Will man die Beziehung zwischen dem Bogen x und dem zugehörigen sin x 

I 
z 6i.z 

Abb. 11. 

graphisch darstellen, durch die Sinuskurve, so wird man den Bogen x zu 
einer geraden Strecke ausbiegen und dann als Abszisse auf einer Wag­
rechten von einem festen Nullpunkt 0 aus abtragen und als zugehörige 
Ordinate den Wert sinx errichten, am einfachsten so, wie Abb.11 
angibt. Man beachte nur immer, daß ja x ein Bogen, also eine Länge 
ist. Wenn man den Einheitskreis einmal umläuft, hat man den Weg 2 n 
oder 6,28 .. , Wegeinheiten zurückgelegt. Die Bögen 

oder 1. n 
2 ' 

61, 02, 63, 64, 65 
3.":: 

2 ' 
4.~ 

2 ' 

erscheinen auf der Abszissenachse als geradlinige Wegstücke 01, 02, 
03, 04, 05 . .. Einer genauen Konstruktion kann man folgende 
Eigenschaften der Sinusfunktion ablesen: 

Für reelle Werte x ist sin x stets ein eindeutiger reeller 
echter Bruch mit den Extremwerten + 1. (a) 

Der Sinus ist eine periodische Funktion, ihre Periode 
ist 2 n; wenn k eine ganze Zahl ist, gilt 

sin(x + 2 kn)= sin x. (b) 
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Der Sinus ist eine ungerade Funktion, 
sin(-x)=-sinx. (c) 

Der Sinus ist im ersten und zweiten Quadranten positiv, 
im dritten und vierten negativ. Er nimmt im ersten 
Quadranten von 0 an zu bis zum Größtwert + 1, im zweiten 
und dritten ab vom Größtwert + 1 bis zum Kleinst­
wert - 1, im vierten wieder zu vom Kleinstwert - 1 
bis zum Wert O. (d) 

Die Sinuskurve schneidet die Abszissenachse mit der 
Richtung + 1 oder - 1, d. h. mit den Richtungswinkeln 
45° oder 135°. (e) 

Die Sinuskurve hat bei ~.n, in, ~n, ... Horizontal-
steIlen und verläuft. an diesen sehr flach. (f) 

Da die Sinuskurve als Grundkurve für alle Sehwingungserschei­
nungen und Schwingungsdarstellungen in graphischer Form sehr 

.. -----------;::~-:.:--1------·-·------------------------·.-----------.---------
,/ ! '!", I /' 

t /' '1 ' . 1, / 

oy i~ j >Jx 1'f.Z.Jt ,I .z..i// 2h:r: 
-I r",: . /1 

f--·--------------·-----------------······->::~::~~:~L~~'~ ___ L--------------
2X'-------------

Abb. 12. 

wichtig ist und deswegen recht oft gezeichnet werden muß, verlohnt 
es, eine Regel anzugeben, wie sie mit einfachen Mitteln schnell und 
dabei ziemlieh genau konstruiert werden kann. Die Skizze der 
Abb. 12 ist gleichzeitig' die Anleitung: Man trägt vom Nullpunkt 0 
aus die Bögen ln, n, 1!.n, 2.n, 2~n, ... als geradlinige Stücke ab; 
in den Punkten 010, lnl+1, .n!O, 1ln:-1, 2.n!O, 2~.n!+1 ... 
der Sinuskurve zeichnet man die Richtung ein, in der Abbildung 
stark ausgezogen; dann kann man freihändig die Kurve einzeichnen, 
so wie die leicht gestrichelte Linie angibt. Die Abweichung dieser 
Skizze von der genau konstruierten Kurve ist sehr klein. 

Beispiel a) Was lehrt die Gestalt der Sinuskurve für sehr 
kleine Bögen? 

Für Bögen, die von ° wenig verschieden sind, ist die Abszisse x 
wenig von der Ordinate sin x verschieden. Man kann daher mit 
mehr oder minder großer Genauigkeit setzen 

sin X ~ X für sehr kleine Bögen x. (g) 

Beispielsweise gehört zum Winkel 3 0 oder zum entsprechenden 
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Bogen arc 30 = 0,05236 der Sinus 0,05234, beide sind nur um 
0,00002 verschieden, man begeht somit einen Fehler von nur 0,04 010 , 
wenn man sin 3 0 = arc 3 0 setzt. 

Beispiel b) Man entwickle mit Hilfe der Sinuskurve einige 
der bekannten Formeln über die Sinusfunktion. 

Abb. 13. 

Man kann der Abb. 13 unmittelbar entnehmen, daß 

sin (n - x) = sin x, sin (- x) = - sin x, sin (n + x) = -'sin x usw. 

Beispiel c) In der Praxis wird es zuweilen notwendig, einen 
Kurvenbogen als deformierte Sinuskurve anzusprechen. Wenn man 
beispielsweise vom Bogen der Abb. 14 den 
Biegungspfeil (und die Sehne 8 kennt, 
wie heißt dann die Gleichung jener de­
formierten Sinuskurve, die diesen Bogen 
in der Annäherung ersetzt? 

Die Kurve y = sin x hat an der Stelle 
x = l n die größte Ordinate 1. Wenn man 

~ 
~: . 8 . 

Abb.14. 

sie in der y-Richtung (-mal dehnt und in der x-Riclitung 8::n mal, 
dann geht sie in eine Kurve über, deren Gleichung nach I 106 lautet 

y:f=sin(x. ;) oder 
. nx 

y=fsm-. 
8 

(h) 

Man sieht, an der Stell~ x = 8 wird y = 0, an der Stelle x = ~ 8 

wird y=f. 

Die graphische Darstellung der Kosinusfunktion durch die 
Kosinuskurve kann ebenfalls von Abb. 11 ausgehen, indem man 
zu jedem x als Abszisse das zugehörige cos x als Ordinate abträgt. 
Einfacher wird man die Formel sin x = cos (x -l n) zugrunde legen. 
Sie sagt aus: An der Stelle x ist der Sinus ebenso groß wie der 
Kosinus an der Stelle x -l n, d. h. die Kosinuskurve geht aus der 
Sinuskurve durch Verschiebung in der x-Richtung um -l n hervor. 
Die Kosinuskurve läßt dann recht einfach die folgenden Eigen­
schaften der Kosinusfunktion ablesen, Abb.15. 
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Für reelle Werte x ist cos x stets ein eindeutiger reeller 
echter Bruch mit den Extremwerten + 1. Ci) 

Der Kosinus· ist eine periodische Funktion, ihre Periode 
ist 2 n; wenn k eine ganze Zahl ist, gilt 

cos (x + 2 kn) = cos x. (k) 
Der Kosinus ist eine gerade Funktion, 

cos(-x)=cosx, (I) 
das Vorzeichen des Argumentes x ist sonach belanglos. 

Der Kosinus ist im ersten und vierten Quadranten 
positiv, im zweiten und dritten negativ. Er nimmt im 
ersten und zweiten Quadranten VOlll Größtwert + 1 ab 
bis zum Kleinstwert - 1, im dritten und vierten nimmt 
er vom Kleinstwert -1 zu bis wieder zum Größtwert + 1. (m) 

Abb. 15. 

Die Kosinuskurve schneidet die Abszissenachse mit der 
Richtung + 1 oder - 1, d. h. mit den Richtungswinkeln 
45 0 oder 135°. (n) 

Die Kosinuskurve hat bei 0, n, 2 7l 3 n ... Horizontal-'. stellen und verläuft in diesen sehr flach. (0) 

4. Harmonische Schwingung. Die einfachste Bewegung eines 
materiellen Punktes ist eine gleichförmige Schiebung oder gleich­
förmige Translation: Der Punkt bewegt sich geradlinig mit stets 
gleichbleibender Geschwindigkeit. In der Sprechweise der Mechanik 
kann man auch sagen, er ist im Gleichgewicht oder Beharrungs­
zustand, oder er folgt seinem Trägheitsbestreben, oder seine Be­
schleunigung oder Geschwindigkeitsänderung ist Null. Das bezeich­
nende Merkmal dieser Bewegung ist 'also die nach Zahlenwert und 
Richtung gleichbleib ende Geschwindigkeit. Wenn sie mit v bezeichnet 
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wird, die Zeitdauer der Bewegung mit t, und der dabei vom Augen­
blick der Zeitzählung an zurückgelegte Weg mit 8, so gilt als Formel 
für die gleichförmige oder gleichmäßige Bewegung 

8=V·t. (a) 

Eine andere Bewegung des materiellen Punktes von gleich ein­
facher Art ist die gleichförmige Drehung oder gleichförmige 
Rotation: Der Punkt dreht sich mit stets 
gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um 
eine feste Achse, d. h. er legt in glei chen 
Zeiten immer den gleichen Winkel oder 
Bogen zurück. (Von einem Gleichgewicht 
kann natürlich keine Rede sein, da zur Aus­
führung der beschriebenen Bewegung in 
jedem Augenblick eine Kraft notwendig ist.) 
Das bezeichnende Merkmal der gleichförmigen 
Drehung ist die gleichbleibende Winkel-· 
geschwindigkeit. Bezeichnet man sie mit w, 
die Zeitdauer wieder mit t und den in dieser 

A 

Abb. 16. 

Zeit zurückgelegten Winkelweg, d. h. den Bogen auf dem EinheitE­
kreis mit qJ, so gilt 

qJ=w·t. (b) 

Der wahre Weg 8 ist natürlich, Abb. 16, 

8=aqJ oder 8=a'rot, (c) 

der wahre Weg ist gleich Halbmesser mal Winkelweg. 

Beispiel a) Wie werden die vorausgehenden Formeln, wenn 
man unter sund ({J den von einem beliebigen Anfangspunkt A aus 
gezählten Weg versteht 1 

Man wird freilich meist den Weg im gleichen Augenblick zu 
zählen beginnen, wenn man die Zeit zu zählen beginnt. Zuweilen 
kommt es aber vor, daß der bewegte Punkt bereits einen gewissen 
Weg So zurückgelegt hat, wenn er an 
jene Stelle A kommt, von wo aus 
man die Zeit zu zählen beginnt. Der 
Weg von A aus ist v t und sonach 
der Weg von 0 aus, Abb.17, 

°bl-_~·=--,--A_i -=--=--=--s_vt~====:r 
Abb. 17. 

(d) 

Entsprechend hat man bei der Drehbewegung für den Winkel­

weg qJ die Formel 
qJ= qJo + rot, 

(e) 
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wenn fPo der Weg ist, den der bew~gte Punkt bereits zurückgelegt 
hatte, als man die Zeit zu zählen begann, Abb.19. 

Wenn die gleichförmige Drehung von einem in der Bewegungs­
ebene unendlich weit entfernten Ort aus betrachtet wird, erscheint sie 
als geradlinige harmonische Sch wingung, auch Sinussch wingung 
genannt. Dieser Beschauer nimmt nichts von einer Drehbewegung 
wahr, sondern eine zur (in der Abb. 18 durch den Pfeil bezeichneten) 

A' 

A 
--tr.,--"'---8--i 

Abb. 18. 

o 

Abb. 19. 

Schaurichtung senkrecht vor sich gehende schwingende Bewegung. 
Das Merkmal der harmonischen Schwingung ist sonach: 

Die harmonische Schwingung ist die Projektion 
einer gleichförmigen Drehung. (f) 

Wenn man Zeit und Weg vom gleichen Anfangspunkt aus zählt, 
so wie Abb. 18 zeigt, wird' 

qJ = (J) t und damit 8 = a . sin fP 
oder 

8=aslll rot. (g) 

Im allgemeinsten Fall wird der bewegte Punkt bereits einen 
Winkel fPo zurückgelegt haben, wenn man die Zeit t zu zählen be­
ginnt, so daß nach Abb. 19 

fP = fPo + w t wird und deswegen 8 = a sin cp 
zu 

8=a sin(cpo + rot). (h) 

Folgende Benennungen sind bei der harmonischen Schwingung 
zu merken: 8 wird der jeweilige Schwingungsausschlag genannt 
a ist der größtmögliche Schwingungsau!!8chlag oder die Amplitude 
der Schwingung, denn sin (fPo + rot) kann höch8tens den Wert 1 an­
nehmen und deswegen 8 höchstens den Wert a; ro ist die Winkel­
gcschwindigkeit jener gleichförmigen Drehung. von der die harmo-
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nische Schwingung die Projektion ist; €Po ist der Voreilwinkel oder 
Phasenverschiebungswinkel, den der bewegte Punkt zur Zeit t = 0 
gegenüber der Anfangslage 0 hatte. 

Die harmonische Schwingung ist eine periodische Bewegung; 
jedesmal wenn der Bogen ro t und damit auch der Bogen ({Jo + ro t 
um. 2 n /lich geändert hat, ist die Bewegung genau wieder die gleiche, 
da ja die Sinusfunktion die Periode 2:n hat. Es ist sonach die 
Schwingungsdauer T bestimmt durch 

2n 
roT= 2 n oder T=-. 

ro 

Beispiel b) Man beweise, daß auch die Bewegung 

(i) 

s=Äsinat+Bcosat (k) 

eine harmonische Schwingung ist. 
Es muß sich schreiben lassen 

oder 
Ä sin at + B cos at = a sin (lPo + rot), 

Ä sinat+ B cos at = a cos ({Jo ·sin rot + a sin ({Jo ·cos rot. 

Diese Identität muß für jeden Wert von t gelten, man findet 

oder ro=a, B 
lPo = arctg A-· (I) 

ö. Tangens und Kotanl!en>1. Die Konstruktion der Tangens­
kurve, die graphische Darstellung der Tangensfunktion, geht aus 
von der Definition I 66 und wählt die Punkte P, deren Abszissen 
und Ordinaten anzugebt'n sind, alle auf einer lotrechten Tangente an 
den Einheitskreis, Abb. 20. Da für diese Punkte die Abszisse jedes­
mal den Wert 1 hat, stellt wegen 

tg x = Ordinate: Abszisse = Ordinate: 1 

die Ordinate der Punkte P unmittelbar den Tangens des Bogens x 
vor. Dadurch erklärt sich ohne weiteres die Konstruktion der 
Tangenskurve. Will man sie schnell, aber doch genau genug F k;z­
zieren, so beachte man, daß sie die Achse jedesmal mit der Rich­
tung + 1, also mit einem Richtungswinkel von 45 0 schneidet, daß 
sie an den Stellen ln, ~ n, 1±- n, ... die Ordinate + 1 ·0 ler - 1 
hat, und daß sie weiter die Lotrechten an den Stellen ~ n, l~ n, 
2~n, " . zu Asymptoten hat. 

In entsprechender Weise konstruiert man auch die Kotangens­
kurve, die im Zus.1.mmenhang mit der Tallgf>nskurve durch d e ge­
strichelte Linie der Abb. 21 wiedergegeben ist. Weiter ist für eine 
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Abb. 21. 
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Skizze der beiden Kurven von Vorteil die Beachtung der nach­
stehenden Eigenschaften der Tangens., und Kotangensfunktion: 

Für reelle Werte x ist tg x und cotg x eindeutig und 
reell (a) 

Tangens und Kotangens sind periodische Funktionen, 
ihre Periode ist :n; wenn k eine ganze Zahl ist, gilt 

tg (x + k:n) = tg x, cotg (x + k:n) = cotg x. (h) 

Tangens und Kotangens sind ungerade Funktionen, d. h. 

tg(- x)= -tgx, cotg(- x) = - cotgx. (c) 

Tangens und Kotangens sind im ersten Quadranten 
positiv, im zweiten negativ, im dritten positiv usw. 
Tangens nimmt stets zu, Kotangens stets ab. (d) 

*6. Die umgekehrten Kreisfunktionen, auch zyklometrische 
Funktionen genannt, erhält man, wenn man in den bereits be­
sprochenen Kreisfunktionen die Unabhängige zur Abhängigen macht 
und umgekehrt. In der Gleichung y = sin x ist x ein Bogen; man 
weiß von ihm, daß sein Sinus y ist. Diese Tatsache schrieb man 
früher x=arc(sin=y), also wörtlich "x ist ein Bogen, dessen 
Sinus gleich ist y"; die jetzige Schreibweise x = arcsin y sagt das 
Nä.mliche. Die beiden Gleichungen 

y = sin x oder x = arcsin y 

sind also nur der Form nach verschieden. 
Die Arkussinusfunktion y = arcsin x 

ist demnach die Umkehr der Funktion x = sin y; 
dann ist sie aber nicht neu, ihre Eigenschaften 
und die zur Gleichung gehörige Kurve ergeben 
sich unmittelbar aus den Eigenschaften der 
Sinusfunktion. Man hat nur die Veränderliche x 
mit y oder geometrisch gesprochen die x- mit 
der y-Achse zu vertauschen. 

arcsin x hat unendlich viele Werte, wie 
entweder Abb. 22 ersehen läßt oder auch die 
periodischen Eigenschaften der Sinusfunktion. 
Jenen Wert, der zwischen - ~:n; und + ~ :n 
liegt, mit Einschluß dieser Endwerte selbst, 
bezeichnet man als Hauptwert. Wird er mit 
a bezeichnet, dann hat arcsin x die Werte 

Abb.22. 

a, :n; - a. 2 :n; + IX, 3:n; - a, 4:n + a ... 

(a) 

Wenn man k als ganze Zahl einführt und die Beziehung benützt, 
Ellerer, Ingenieur-Mathematik H. 2 
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daß (-1)k den Wert + 1 oder -1 erhält, je nachdem k gerad­
oder ungeradzahlig ist, kann man diese unendlich vielen Werte 
zusammenfassen zu 

arcsinx = (-l)k a + kn. (b) 

Beispiel a) Die Frage nach arcsin 0,5 lautet in anderer Form: 
Von welchem Bogen hat der Sinus den Wert 0,5. Der Abb. 23 ent-

nimmt man die Werte 30 0 oder ~ n, weiter noch ~ n, 16~ n, 
Der Hauptwert ist .~ n. Dann ist 

arcsin 0,5 = (_l)k.! n + kn. 

Beispiel b) Man ermittle mit Hilfe der Sinuskurve angenähert 
die Werte arcsin 0,7, arcsin 1,2, arcsin (- 0,3), arcsin (- 0,1). 

Die erste Frage lautet: Wo bat der Sinus den Wert 0,7? 
Man trägt demnach 0,7 als Ordinate in Abb. 23 ab und findet als 
Hauptwert die zugehörige Abszisse 0,8; es ist daher 

arcsinO,7 = (-1)"'.0,8 + kn. 

arcsin 1,2 ist keine reelle Zahl, da für eine solche der Sinus stets 
ein echter Bruch sein muß. 

arcsin(-0,3) hat nach Zeichnung den Hauptwert -0,31, also ist 

arcsin (- 0,3) = (- 1)". - 0,31 + kn. 

arcsin (- 1) = (- 1)k . - ~ n + kn. 

Ark'uskosin usfunktion. Entsprechend wird arccos x definiert 
als jener Bogen, dessen Kosinus x ist. Für jeden gegebenen Einzel­
wert x hat arccos x unendlich viele Werte. Wenn man unter ihnen 
als Hauptwert a jenen Bogen bezeichnet, der zwischen ° und 7l liegt, 
mit Einschluß dieser beiden Endwerte, und wieder k als ganze Zahl 
einführt, dann ist 

arccosx=±a + 2 kn. (c) 

Beispiel c) Man ermittle mit Hilfe der Kosinuskurve die Werte 

arccos 0,5, arccOB (- 0,5), arccos ( - 1). 

Die erste Frage lautet: Wo hat der Kosinus den Wert O,S? 
Oder graphisch: Wo hat die Kosinuskurve die Ordinate 0,51 Die 



Differentialrechnung I. 7. 19 

Abb. 24 gibt als Hauptwert a = 60 0 oder ~ n; die anderen Werte 
sind -1 n, 2.7l -l n, 2 n + l.7l, ... Es ist also 

arccosO,5 =± ~.7l+ 2 kn. 

Der gleichen Abbildung entnimmt man ebenso durch Abgreifen 

arccos(- 0,5) = ± ~n + 2 b, arccos (- 1) =+.7l + 2 kn. 

Abb.24. 

Die Arkustangensfunktion arctg x ist nach Definition jener 
Bogen, dessen Tangens x ist. Für jeden gegebenen Einzelwert x hat 
arctgx unendlich viele Werte. Wenn von ihnen der Haupt'Wert a 
zwischen - ~.7l und + ln liegt, mit Einschluß dieser beiden End­
werte, und k eine ganze Zahl ist, dann wird 

Cd) 
Ebenso ist die Arkuskotangensfunktion arccotg x jener Bogen, 
dessen Kotangens x ist. arccotg x hat für jedes einzelne x unend­
lich viele Werte; wenn der Hauptwert ()(. von arccotg x der Bogen 
zwischen ° und .7l ist, mit Einschluß beider Zahlen, und keine 
ganze Zahl, dann wird 

arccotg x = c: + kn. (e) 

* 7. F0l1setzung. Der Ingenieur kommt recht oft in die Lage, 
trigonometrische Zusammenhänge zwischen den von ihm betrachteten 
Größen zu untersuchen, oder gewünschte Größen aus trigonometri­
schen Gleichungen zu ermitteln. Mit Hilfe der ihm zu Gebot stehen­
den Tabellen wird ihm die Lösung solcher Aufgaben freilich keine 
allzu große Schwierigkeit bereiten. Tabellen haben aber immer den 
Nachteil, daß der Überblick verloren geht. Vielfach ist nun im 
praktischen Fall nicht eine genaue rechnerische Ermittlung der inter­
essierenden Größen notwendig, sondern nur eine ungefähre Ab­
schätzung, ein angenäherter Überblick über die betrachteten Größen. 
Für solche rasche Abschätzungen sind die Kurven der trigonometri­
schen Funktionen das einfachste Hilfsmittel. Weiter ist noch j/:U über­
legen, daß die Tabellen immer nur die Hauptwerte der gesuchten 
Winkel und Bogen angeben, während doch aus trigonometrischen 
Gleichungen sich neben den Hauptwerten noch andere gleichberech-

2* 
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tigte Lösungen ergeben. Für deren Ermittlung sind die trigono­
metrischen Kurven das einfachste Mittel. Die nachfolgenden Beispiele 
sind eine Übung im schnellen Abschätzen unbekannter durch trigono­
metrische Beziehungen festgelegter Größen. Diese sollen daher nur 
angenähert angegeben werden. Beim übergang vom Winkelmaß zum 
Bogenmaß oder umgekehrt beachte man nach I 55 die Gleichheiten 

Bogen 1 ~ Winkel 57,3°, 

Winkel 1 ° ~ Bogen 0,018. 

Beispiel a) bis d) Man berechne auf eine Dezimalstelle die 
trigonometrischen Funktionen von a) 70°, b) 140°, c) 280°, d) 560°. 

Abb.25. 

Man erhält im Fall 

a) arc 70° ~ 1,22. Der Abb. 25 entnimmt man 

sin700~0,9, cos700~0,3, tg700~3, cotg700~0,4. 
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b) Mit arc 140°R::l2,45 werden die gesuchten Werte rund 

0,6; -0,8; -0,8; -1,2. 

c) Die trigonometrischen Funktionen von 280° sind die gleichen 
wie die von 280° - 360°=-80°; also rund 

-1; 0,2; -5,5; -0,2. 

d) (560°)=((560°-360°)=((200°); die gesuchten Werte sind rund 

-O,~; -0,9; 0,4; 2,8. 

Beispiel e) bis h) Man berechne auf eine Dezimalstelle die 
trigonometrischen Funktionen des Bogens x, wenn x den Wert hat 
e) 1, f) 2, g) 4, h) -8. 

e) Im Winkelmaß wären diese Bogen rund 57°, 115°,230°, -460°. 
Man wird aber selbstverständlich mit dem Bogenmaß arbeiten. 

sin 1 ~ 0,8; oosl ~ 0,5; tg 1 ~ 1,5; cotg 1 ~ 0,6. 

f) 0,9; -0,4; -2,1; -0,5. 

g) -0,8; -0,6; +1,2; +0,8. 

h) f(- 8) = f(4n-8)R::I f(4,56). 
-1; -0,2; +5,6; +0,2. 

Beispiel i) bis m) Man berechne die übrigen trigonometri­
schen Funktionen von a, wenn gegeben ist 

i) sin a=0,5; k) cosa=0,2; 1) tga= 2; m) cotga= - 3. 

i) Der Sinuskurve entnimmt man, daß der Sinus an zwei Stellen 
den Wert 0,5 hat. Man projiziert zu den anderen Kurven 
hinab, und findet, 

sina=0,5; cosaR::l+0,9; tga~+0,6; cotga~+1,7. 

k) sina~+ 1; tga~+4,7; cotga~+0,2. 

1) sina~+0,9; cosa~+0,4; cotga R::I 0,5. 

m) sina~+0,3; cosa~+0,9; tga~-0,3. 

8. Logarithmus- und Exponentialfunktion. Die Logarithmus­
funktion y = log x findet durch die fein gestrichelte Linie der Abb. 26 
ihre graphische Darstellung. Die Werte log 1, log 2, log 3, ... log 0,1, 
log 0,2, ... sind einer Logarithmentabelle entnommen. Die Loga­
rithmusfunktion y= 19x, der natürliche Logarithmus von x, 
ist mit dem Briggschen Logarithmus durch die Beziehung I 19 

19x= Mlogx, wo M= 2,302 ... , (a) 

verbunden. Für die graphische Darstellung bedeutet diese Beziehung: 
Die Ordinaten der Kurve y = 19 x sind M-mal oder 2,302 ... -mal 
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so groß wie jene der Kurve y=logx. Wenn man yom Logarithmus 
schlechtweg spricht, meint man in der höheren Mathematik immer 
den natürlichen Logarithmus; desgleichen die Kurve y=lgx, wenn 
man ohne nähere Bezeichnung von der Logarithmuskurve spricht. 
Diese geht sonach aus der Kurve y = log x durch homogene De­
formation hervor, in Abb. 26 ist sie durch die stark ausgezogene 
Linie dargestellt. Sie gibt die gerade für den Ingenieur wichtigsten 
Eigenschaften der Logarithmusfunktion anschaulich wieder. An der 
Stelle 1 hat der Logarithmus den Wert 0; wenn der Numerus von 1 
an zunimmt, dann auch der Logarithmus, aber viel langsamer, d. h. 
die Logarithmuskurve geht vom Schnittpunkt mit der Abszissen­
achse flach weg; wenn der Numerus von· 1 an abnimmt, dann auch 

hJi 
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j; 
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Abb. 26. 

der Logarithmus, aber viel schneller, d. h. die Logarithmuskurve 
geht vom Schnittpunkt mit der Abszissenachse sehr schnell an die 
Ordinatenachse, ihre Asymptote heran; für einen negativen Numerus 
ist der Logarithmus imaginär. 

Nächst der Funktion sin x arbeitet der Ingenieur am meisten 
mit der Exponentialfunktion y = er; sie ist die Umkehr der 
Logarithmusfunktion ; x = 19 Y und y = e'" stellen die nämliche Be­
ziehung zwischen x und y vor und sind nur in verschiedener Form 
gegeben. Ihre graphische Darstellung geht in recht einfacher Weise 
aus der Logarithmuskurve hervor. Wenn man in der Logarithmus­
funktion y = 19 x die heiden Veränderlichen vertauscht, geht sie üher 
in x = 19 y; geometrisch heißt das, man hat die beiden Koordinaten­
achsen vertauscht, das Koordinatensystem um die Mediane gedreht, 
so daß diese die Symmetriegerade oder Spiegelgerade für die beiden 
Kurven y = e'" und y = 19 x ist, Abb. 26. Die Exponentialfunk­
tion ist auch für den Ingenieur die wichtigste aller Funktionen. 
Es empfiehlt sich deswegen, ihre Eigenschaften, am einfachsten an 
Hand ihrer graphischen Darstellung, der Exponentialkurve, sich 
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einzuprägen. Diese selbst ist für praktische Bedürfnisse rasch hin­
reichend genau gezeichnet, wenn man beachtet, daß sie für x = 0 
die Ordinate 1 und an der Stelle x = 1 die Ordinate e = 2,71 ... 
hat. An späterer Stelle wird noch gezeigt, daß sie die y-Achse 
mit der Richtung + 1 schneidet, also 
unter einem Richtungswinkel von 45 0 ; 

. und daß die Tangente an der Stelle x = 1 
durch den Nullpunkt geht. Von der y­
Achse aus geht sie rasch sehr steil weg, 
für x = 2, 3, 4... sind beispielsweise 
die Ordinaten rund 7, 20, 55, ... ; um­
gekehrt schmiegt sie sich nach links 
auch ebenso rasch an ihre Asymptote, 
die x-Achse an, Abb. 27; für x = - 1, 
- 2, - 3, - 4, . .. sind beispielsweise 
die rasch abnehmenden Ordinaten rund 
0,4, 0,1, 0,05, 0,02. 

Abb. 27. 

Beispiel a) Man vergleiche die beiden Kurven y = ~ und 
y = x10 miteinander bezüglich ihres Verlaufs rechts von der Ordi­
natenachse. 

Auch die Kurve y = x10 ist sehr steil; beispielsweise hat an 
den Stellen x = 2, 3, 4.... die Ordinate die Werte rund 1 000, 
60 000, 1 000000 . .. Scheinbar ist also diese Kurve viel steiler als 
die Exponentialkurve. Scheinbar; denn wenn man größere Werte 
wählt, etwa x = 100, so erhält für diesen Wert die Exponential­
funktion ~ den Wert elOO , d i. eine Zahl mit 44 Stellen, und die 
Potenz x10 den Wert 10010 = 1020, also eine Zahl mit nur 20 Stellen. 
Was im vorliegenden Fall für die Potenz x 10 gilt, gilt ebenso für 
jede beliebige Potenzfunktion xm , solange m endlich ist: 

Für sehr große Werte x ist ~ immer noch 
größer als xJn • (b) 

Beispiel b) Man zeichne die Kurve y = e- X • 

Aus der Funktion e'" geht die untersuchte Funktion dadurch 
hervor, daß man x mit - x vertauscht, geometrisch also die Kurve 
y -:- e- X aus der Kurve y = ~, daß man die positive und die nega­
tive x-Achse vertauscht, s. Abb. 27. 

Beispiel c) In der Mechanik hat man oft mit Bewegungs­
gleichungen von der Form 

s=ce:: oder s=c(1-e-~) 
oder 'ähnlichen zu rechnen, wo t die Zeit ist. Für die Anwendung 
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solcher Formeln ist besonders bezeichnend das äußerst schnelle Ver­
kt 

schwinden des Gliedes e - m mit fortschreitender Zeit t. Wenn man x 
kt s kt 

statt - - setzt und y statt -, dann findet die Funktion s = ce- m 
m c 

durch die Kurve y = e-" der Abb. 27 ihre graphische Darstellung. 
Wie man sieht, wird die Ordinate y und damit s rasch sehr klein, 
wenn t und damit x zunimmt. 

Beispiel d) Man zeichne die Kurve y = a". 
Man setzt a = e1g a und deswegen y = e" Ig a. Die zu zeichnende 

Kurve geht also aus der Exponentialkurve y = e" durch homogene 
Deformation in der x-Richtung hervor, Abb. 27, wo a = 1,5 ge­
wählt ist. 

Beispiel e) Man vergleiche die drei Funktionen y = 19 x, 
'!I = xm und y = e'" miteinander. 

Die Kurve y = e" geht am schnellsten ins Unendliche, weniger 
schnell die Kurve y = xm , aber diese immer noch schneller als 
y = Ig x (siehe auch die nächsten Nummern über "Grenzwerte"). 

Daß für komplexe Exponenten z die Exponen­
tialfunktion eZ oder aZ verwandt ist mit den 
periodischen Funktionen Sinus und Kosinus, (c) 

daß sie dann selbst periodisch wird, wird ein späterer Abschnitt 
noch bringen und soll nur der Ergänzung wegen hier schon ange­
geben werden. 

9. Grenzwert. Sein Begriff und sein Inhalt soll an einigen 
Beispielen klar gemacht werden. 

Wenn man eine veränderliche Zahl x größer und größer werden 
läßt, so daß sie schließlich größer wird als jede beliebig groß vor­
geschriebene Zahl, so sagt man, 

x nähert sich dem Wert 00, 

oder 
x konvergiert gegen 00. 

Wenn andrerseits x immer kleiner und kleiner wird, kleiner als 
jede noch so klein vorgeschriebene Zahl, so sagt man wieder ent­
sprechend, 

x konvergiert gegen 0, 
oder 

x nähert sich dem Wert O. 

In Gedanken trifft man dabei die Voraussetzung, daß x den Wert Null 
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selbst nicht erreichen darf. Man denke sich etwa x 80 verä.nderlich, 
daß es der Reihe nach die Werte 

1 1 1 1 1 
-~f' 4' 8' IS' 32' 

annimmt, und diese Zahlenfolge fortgesetzt, also derart, daß jede 
ihrer Zahlen, sei sie auch noch 80 klein, immer noch dadurch eine 
Fortsetzung findet, daß man sie weiter durch 2 teilt. Abb.28 stellt 
diese einzelnen Zahlen graphisch durch die verschieden schraffierten 
Teile der Kreisfläche vor. Man kann dann eine Zahl l! beliebig 
klein vorschreiben, es wird dann in der 
obigen Zahlenfolge immer noch eine Zahl 
geben, die noch kleiner ist als diese vor­
geschriebene Zahl E. Andrerseits kann 
aber in der vorgeschriebenen Zahlenfolge 
der Wert ° selbst nicht erreicht werden. 

Von der Elementarmathematik her 
ist bekannt, daß man den echten 
Bruch i als periodischen Dezimalbruch 
0,333 333 ... anschreibt, wo die Punkte 
bedeuten, daß je nach dem verlangten 
Grad der Gena.uigkeit noch mehr oder Abb. 28. 
weniger Ziffern 3 anzuhängen sind. Das 
heißt, i und 0,333 333 . .. sind nicht gleich, sondern die. Werte 
0,3 oder 0,33 oder 0,333 usw. sind Näherungswerte; oder um mit 
der neuen Sprechweise zu reden, der Bruch 0,333 ... nähert sich 
dem Wert ~, er konvergiert nach l, und zwar nähert er sich ihm 
um so mehr, je mehr Ziffern man hinzunimmt. Man gibt dieser Be­
ziehung mathematisches Gewand durch die Schreibweise pim" ist 
Abkürzung von Limes, d. h. Grenzwert) 

tlli=~(130 + l~lI + 1~3 + .. '+i~tI + ... ) =~, (a) 

und spricht: Der Klammerausdruck nähert sich dem Wert !, wenn 
sich n dem Wert 00 nähert, d h. der Unterschied zwischen dem 
Klammerausdruck und dem Wert i kann beliebig klein gemacht 
werden, wenn man entsprechend viele Glieder in dem Klammer­
ausdruck summiert. Oder spricht auch: der Klammerausdruck kon­
vergiert nach i, wenn n gegen 00 konvergiert. Oder: Der Grenzwert 
des Klammerausdruckes ist i für n = 00. Wohlgemerkt nicht der 
Wert des Klammerausdruckes ist 1, sondern der Grenzwert, d. h. 
der Kla.mmerausdruck ist nicht 1 und wird auch nicht 1, 80 viel 
Glieder man auch wählen mag, sondern er nähert sich dem Wert i. 
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Natürlich beliebig genau; sogar vorgeschrieben genau, wenn man n 
entsprechend wählt. Wenn beispielsweise verlangt wird, daß der 
beim Abbrechen des Dezimalbruchs gemachte Fehler kleiner sein soll 
als e=0,1 2o , muß man 20 Glieder der Klammer addieren. 

Beispiel a) Die Summe der Zahlenreihe 

-1 1 1 1 1 
-2+4+8+16+ 32 + ... 

nähert sich, wie Abb. 28 ohne weiteren Beweis angibt, um so mehr dem 
Wert 1, je mehr Summanden man in dieser Reihe hinzufügt; die 
gesamte Kreisfläche ist gleich 1 vorausgesetzt. 

Beispiel b) Den Umfang und die Fläche eines regelmäßigen 
n-Eckes gibt die Geometrie an zu 

1800 
U= 2 rnsin-- bzw. 

n 
1 Q' 3600 

F=-nY"SID--. 
2 n 

Läßt man die Zahl n der Seiten . mehr und mehr dem Wert 00 sich 
nähern, so nähert sich das Vieleck 
und F=r27f, es muß sonach sein 

I· [ . 1800J b 7f= 1m nSln-- zw. 
ft=oo n 

einem Kreis, es wird U = 2 r;n 

I. [ . 360~ 2;n= 1m nSID-- . 
n= 00 n 

Beispiel c) soll zeigen, warum man mit solchen Grenzwerten 
operieren muß. Für x = 0 wird auch sin x = 0, die oft gebrauchte 

Funktion sin x würde für x = 0 zu 0 : 0 und somit einen unbestimmten 
x . 

Wert annehmen. Man betrachte einmal die Werte von sm x für . x 

Werte x, die immer kleiner und kleiner werden. Es ist für 

a; = 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0,01 0,001 0,0001 

sina;=0,47920 0,38939 0,29543 0,19862 0,09961 0,01000 0,00100 0,00010 

sina; =0,9584 0,9745 0,9848 0,9931 0,9961 1,0000 1,0000 1,0000 a; 

Man sieht aus diesen Zahlen, je mehr sich x dem Wert 0 nähert, 

desto mehr nähert sich der Quotient sin x dem Wert 1. Man hat 
x sin x 

also vorerst noch zu unterscheiden: Für x = 0 selbst erhält --­x 
nach den bisherigen elementaren Rechnungsregeln den unbestimmten 

Wert 0: 0; dagegen nähert sich die Funktion sin~ mehr und mehr 
x 

dein Wert 1, je mehr x dem Wert 0 sich nähert. 
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10 F rt!zu D · F k' sinx 11 h h hi h • 0 se Dg. le un tlOn -- so auc noc grap sc 
z 

untersucht werden. Zu diesem Zweck zeichnet man die Mediane y = z 
und die Sinuskurve y = Bin z, siehe die beiden fein gestrichelten Linien 
der Abb. 29. An der Stelle x hat die erste Kurve die Ordinate z 
und die zweite die Ordinate 

. D' K sinz 81n z. le urve y = --
z 

hat an der nämlichen Stelle z 

d · 0 di sin x d . le r nate --, as Ist 
z 

der Quotient der Ordinaten 
der beiden erstgezeichneten 
Kurven. Es geht sonach die 
zu untersuchende Kurve, die 
graphische Darstellung der 

Abb.29. 

. sinz 
FunktIon --, dadurch aus den beiden gegebenen einfachen Kurven 

z 
hervor, daß man an jeder Stelle die Ordinate der Sinuskurve durch 
die Ordinate der Mediane dividiert. An der Konstruktionsstelle der 
Abbildung ist beispielsweise rund 

sinx=0,85, z=2,2, also sinz _ 0,85 -04 x-- 2,2 - , 

die Ordinate der untersuchten Kurve. Wollte man die nämliche 
Konstruktion an der Stelle z = 0 vornehmen, so hätte man für die 
beiden Ausgangskurven an dieser Stelle die Ordinaten 0, der Quo­
tient 0 : 0 gäbe für die Ordinate der untersuchten Kurve einen unbe­
stimmmten Wert. Diese Beziehung darf aber nicht so aufgefaßt 
werden, als ob an dieser Stelle die gesuchte Ordinate jeden beliebigen 
Wert haben könnte; sondern: durch die angewandte Konstruktion 
kann an der Stelle x = 0 die gesuchte Ordinate nicht bestimmt 
werden. Im Sinne der vorausgehenden Erklärungen wird man des­
wegen an die SteUe z = 0 gar nicht herangehen, sondern sich ihr 
nur nähern. Man beachte das Gemeinsame der beiden Ausgangs­
kurven: Je mehr man sich dem Nullpunkt von links oder rechts her 
nähert, desto mehr werden die beiden Ordinaten sin z und z einander 
gleich; wir wissen von 3, daß die Sinuskurve durch den Nullpunkt 
mit der Richtung + 1 hindurchgeht, ebenso wie die Mediane; beide 
Kurven werden sich also um 80 mehr einander anschmiegen, je mehr 
sie sich dem Nullpunkt nähern, im Nullpunkt selbst werden beide 

. sinx 
sich berühren; es wird SOmIt der Wert -- um so mehr dem Wert 1 

x 
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sich nähern, je mehr man an den Nullpunkt herangeht, d. h. je mehr 
x sich dem Wert 0 nähert; also in der neuen Schreib- und Sprechweise 

11m sin x = 1. (a) 
:1'=0 X 

Man beachte aber wieder: Für x = 0 selbst sind zwar die beiden Or­
dinaten x und sin x gleich groß, nämlich x = 0 = sin x, aber wir haben 
deswegen noch kein formales Recht, den Quotienten der beiden Ordi­
naten gleich 1 anzunehmen, sondern nur angenähert für a.lle Stellen x 
in der Nachbarschaft von x = 0, und zwar um so mehr, je näher man 

an x = 0 herangeht. Man wird daher auch lesen: limes von Bin x 
x 

ist 1, wenn x dem Wert 0 sich nähert. [Genauer müßte man demnach 
schreiben 

li sinx _ ] 
m---l. 

Iim,,=O X 

Durch die vorausgehenden etwas breiten Erklärungen soll schon auf 
den Weg hingedeutet werden, den die Ermittlung von scheinbar nicht 
zu bestimmenden Ausdrücken, wie der eben entwickelte, einschlägt. 
Man urteilt: Abgesehen von Ausnahmefällen haben wir keinen Grund. 
anzunehmen, daß ein von uns untersuchter Vorgang in seiner bis­
herigen Entwicklung sich plötzlich oder sprungweise ändert; wenn 

daher in der Umgebung der Stelle x = 0 die Funktion sin x sich 
x 

dem Wert 1 nähert und dem Wert 1 sogar sich beliebig genau nähert. 
je mehr man an x = 0 herankommt, dann ist nicht einzusehen, warum 

an der Stelle x = 0 selbst die Funktion ~~!: einen anderen Wert 
x 

annehmen sollte. Noch mehr Beweiskraft hat eine solche überlegung 
(Grenzbetrachtung genannt), als sie eben80sehr für die rechte wie 
auch für die linke Umgebung der Stelle x = 0 gilt. Ob ma.n von 
rechts oder von links her an die Stelle x = 0 herangeht, in beiden 
Fällen läßt Abb. 29 ersehen, daß die beiden Ordinaten Bin x und x 
um ,80 mehr einander gleich werden, je näher man an x = 0 heran-

kommt, daß also um so mehr der Quotient sin x sich dem Wert 1 
x 

nähert. Man setzt daher fest: Die Kurve y = sin x wird an der 
x 

Stelle x = 0 die Ordinate 1 als Grenzwert haben, in analytischer 
Ausdrucksweise: 

lun' sinx = 1 f li ür mx=O, 
x 

oder kürzer lim Bin x = 1. 
,,=0 x 
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Wenn man die Rechnung zu HiHe nimmt, wird man überlegen: 

Man kann den Unterschied zwischen dem Wert sinz und 1 kleiner 
z 

machen als jede beliebig kleine Zahl s, wenn man nur zentsprechend 
kleiner macht. Wenn beispielsweise dieser Unterschied höchstens 0,01 
betragen soll, dann hat man nur z kleiner als 0,2 zu machen, weil 
nach der vorausgehenden Tabelle die betrachtete Funktion für z = 0,2 
den Wert 0,9931 hat. 

11. Fortsetzung. Die Elementarmathematik läßt die Funktion 

sin Z für z = 0 unbestimmt, da sie an dieser ~telle den Wert 0 : 0 an-
Z 

nimmt. In der beiderseitigen Umgebung dieser Stelle aber, sowohl 
nach reohts wie nach links, hat die Funktion einen ganz bestimmten 
Wert. Hier empfindet unser Denken einen Widerspruch, weil es eine 
Stetigkeit der Erscheinungen verlangt. Diesen Widerspruch verschuldet 
nur die Elementarmathematik, die nicht genügende Mittel für die 
Bestimmung der. untersuchten FUJJktion hat. Sie hat hier tatsä.chlich 
-eine Lücke, da. der Wert ° : 0 für sie stets unbestimmbar bleibt. Der 
Grenzwert und seine Definition sollen diese Lücke schließen und 
jene verlangte Stetigkeit schaffen. 

Gegeben sei eine Funktion f (z), die im untersuchten Bereich 
iür jeden von a verschiedenen Wert z einen bestimmten Wert hat; 
~b man den Wert f (a), d. h. den Wert der Funktion f (z), an der 
Stelle z = a auch angeben kann, sei unbekannt. Beispielsweise hat 
die Funktion sin z : z im Bereich endlicher Zahlen für jeden von Null 
verschiedenen Wert z einen bestimmten Wert; welchen Wert sin 0 : 0, 
,cl. h. die Funktion an der Stelle z = 0 hat, sei zunächst unbekannt; 
bekanitt ist jedenfalls, daß die Elementarmathematik diesen Wert 
nicht angeben kann. Durch die Schreibweise lim z = a wollen wir 
.ausdrücken, daß der Unterschied zwischen z und a seinem absoluten 
Wert nach kleiner gemacht werden kann als jede beliebig klein vor­
.geschriebene von Null' verschiedene Zahl h. In diesem Zusammen­
hang heißt a dann auch die Grenze von z; entsprechend erklärt 
sich die. Sprechweise, "man geht zur Grenze z = a über". Ebenso 
sollen auch die oft angewandten Sprechweisen "z nähert sich dem 
Wert a" oder "z konvergiert nach a" nichts anderes aussagen, als 
was durch die Formel lim z = a ausgedrückt ist. Wenn sich dann 
-ein Wert G finden läßt, dem sich die Funktion f (z) mehr und mehr 
nähert, je mehr man z dem Wert a sich nähern läßt, dann nennt 
man G den Grenzwert der Funktion f (z) an der Stelle z = a 
und schreibt 

limf(z)=G. 
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Dieser Grenzwert G ersetzt dann den wahren Wert der Funktion fex) 
an der Stelle x = a. 

Beispiel a) Die Funktion a2 - 4 ax + x2 nähert sich dem 
Wert a2, wenn sich x dem Wert 0 nähert. Man wird dafür schreiben 

lim [a2 - 4 ax + x 2] = a 2. 
z=o 

Die Differentialrechnung wird später recht einfache Wege zeigen, 
um Grenzwerte aufzufinden. Ein Vertrautsein mit dem GrenzbegrifI 
aber und ein Eindringen in ihn wird recht wesentlich durch die An­
wendung elementarer Mittel gefördert. Die nachfolgenden Grenzwerte 
sind alle mit Hilfe der Elementarmathematik aufzusuchen. 

B · . I b) D· Funk· y'x - v'2 h . B . h dli h eispIe le tlOn --- at 1m erelC en c er 
x-2 

Zahlen für jedes von 2 verschiedene x einen bestimmten Wert. 
An der Stelle x = 2 bestimmt die Elementarmathematik den Wert 
der Funktion nicht. Es ist sonach noch der Grenzwert an dieser 
Stelle zu ermitteln. Man formt die gegebene Funktion. um, voraus­
gesetzt, daß x von 2 verschieden ist, 

Vx - y'2 v'x + V2 x - 2 1 

x -2· v'x + V2 = (; - 2)(V X- +V2-) = 1I:+V2 
und erhält, da ja x nicht gleich 2 ist, sondern dem Wert 

. v'x-V2. 1 1 
hm =hm---=--_= ----~. 
z=lI x-2 z=2Vx+V2 2\/2 

nur nähert, 

x 2 _a2 
Beispiel c) Ermittle den Grenzwert lim ---. 

z=a x-a 

2 sich 

Die gegebene Funktion nimmt an der Stelle x = a den un­
bestimmten Wert 0: 0 an; man muß deshalb an dieser Stelle zur Grenze 
übergehen, d. h .. eine Grenzbetrachtung vornehmen. Elementar wird 

li x2_a2 I· (x+a)(x-a) I· ( +) 2 m - .. _- = 1m = 1m x a = a. 
z=a x-a z=a x-a z=a 

Man beachte wohl, daß (x - a) : (x - a) ni ch t gleich 1 ist, wenn 
x = a wäre; im vorliegenden Fall ist eben x nicht gleich a,sondern 
hat nur die Grenze a; und nicht x - a ist Null, sondern der Grenz­
wert von x-a. 

12. Differenzenquotient. In der Naturwissenschaft, insbesonders 
in der Mechanik, fragt man selten nach Absolutwerten, sondern, da 
man fast stets mit abhängigen Größen zu tun hat, nach den Be­
ziehungen, die eintreten, wenn die unabhängigen Größen sich ändern, 
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a.l1gemein nach der gegenseitigen Beeinflussung veränderlicher Größen. 
Wenn etwa x eine Unabhängige, ein Argument darstellt, und y die 
davon Abhängige, die Funktion, dann fragt man: Wie ändert sichy, 
wenn sich x ändert 1 Oder genauer: Wie verhält sich die !n.derung der 
Funktion zur !n.derung des Argumentesl Fast alle Fragen der Natur­
wissenschaft sind solche nach Verhältniss~n, also nach Quotienten. 

Sei in Zukunft jede Änderung einer Größe durch ein vorgehängtes 
,1 bezeichnet, z. B. die· Änderung von x durch ,1 x, die der Zeit t 
durch L1t, des Weges s durch LJs, der Funktion fex) durch L1f(x), 
ein~s Vektors IR durch L11Jl, die !n.derung von VX!f_ a2 entsprechend 
durch L1VX2-~ a2, wobei zu beachten ist, daß ,1 keine eigene Zahlen­
größe, sondern nur ein Operationszeichen, wie V~ oder log UBW. ist. 

Wenn etwa ein materieller Punkt m sich gradlinig bewegt, dann 
hat er zur Zeit t, d. h. im untersuchten Augenblick, einen Weg . s 
zurückgelegt, seine augenblickliche Geschwindigkeit ist '/J und seine 
Beschleunigung b. Nach Ablauf einer weiteren Zeit LJ t ist der von 
ihm zurückgelegte Weg s + LJ s, die Geschwindigkeit ist zu v + ,1 v 
geworden, die Beschleunigung zu b + LJ b. 

Im vorliegenden Fall, wo mit den Größen x und f (x) operiert 

wird, wird von Wichtigkeit sein der Ausdruck ,1 ~ii) , der eben nichts 

anderes enthält als die Frage: Wie ändert sich die Funktion fex), 
wenn sich das Argument x ändert? Spricht man Differenz statt 
Änderung, so ist damit definiert: 

D D 'ff . L1f(x). t d V er 1 erenzenquotIent --Xx- IS as er-

hältnis der Funktionsänderung zur entsprechen-
den Argumentänderung. . 

L1f(x) Fonktlonsilnderung 
---:JX = zugehörige A.rgumentllnderung· 

(a) 

Es sei kurz darauf hingewiesen, daß im gewöhnlichen Sprach­
gebrauch "!n.derung~' und "Differenz" sich wesentlich unterscheiden. 
Der Name "Differenz" statt !n.derung ist nicht glücklich gewählt. 
Da man sich. nun damit abfinden muß, so bleibt noch zu erklären, 
daß in Zukunft unter "Änderung" einer Größe G zu verstehen ist 
die Differenz: 

Neue Größe G+L1G minus ursprüngliche Größe G. (b) 

Hat etwa ein bewegter Punkt zur Zeit to = 10 sek die Ge­
schwindigkeit Vo = 15 m/sek und die Beschleunigung bo = 0;4 m/sek2; 

zur Zeit t= 15 sek aber die Geschwindigkeit v = 17 m/sek und die 
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Beschleunigung b = 0,3 m/sekt , 80 wird in der Zeitänderung LJ t = 5 sek 
die Geschwindigkeitsändemng sein LJ v = tJ - Vo = 2 m/sek und die 
Beschleunigungsänderung Ab = b - bo = - 0,1 m/sekt • 

Dementsprechend ist dann, wenn das alte Argument x und die 
Argumentänderung LJ x ist, das neue Argument z + A z, also: 

Die veränderte oder neue Größe ist gleich der ursprüng-
lichen Größe plus Änderung der Größe. (c) 

Zum Argument x gehört die Funktion oder Abhängige fex), zu 
a ist sie f(a), zu a + b wäre sie f(a + b), zu x9 - z wäre sie f(x'l-x), 
zum neuen Argument x + A z ist also die entsprechende neue Funk­
tion f(z+Az) und damit die Funktionsänderung Af(x) gleich: 

fez + AzJ - fex), (d) 
d. h. neue Funktion minus ursprüngliche Funktion. Bezeichnet 
wird diese Funktionsänderung mit A f (x), so daß der 

Argumentänderung LJ x 
entspricht die 

Funktionsänderung A((z) = f(x + A z) - ((z). 

Anmerkung. Man beachte, daß Af(x) nur die Bezeichnung, eine Ab­
kürzung, ein Symbol für die Funktionsä.nderung ist, während f(z+ L1 x) - (x) 
den Wert dieser Änderung darstellt. Gerade in der Differentialrechnung ist 
streng zu unterscheiden zwischen Bezeichnung, Benennung, Symbol oder wie 
man es sonst nennen mag, und dem Wert der durch diese Symbole dar­
gestellten Größen. 

Beispiel 0.) Gesucht ist der Difierenzenquotient für die Funk­
tion z9-4z+ 5. 

Setzt man f (x) als Symbol für diese Funktion, 80 wird sich der 
Differenzenquotient nach (a) anschreiben lassen entweder 

LJ(x ll -4z+5) d Af(z) 
A.z 0 er ~. 

Dem ursprünglichen x entspricht die Funktion 
fex) oder z2-4x+5,' 

dem neuen z + A x entspricht die Funktion 
f(z+Ax) oder (z+Axr!-4(x+Az) +5. 

Der Argumeiltänderung A zentspricht 0.]80 die Funktionsänderung 

f(z+Az) - fex) 

oder [(z+Axr!-4(z+Az)+5]-[xt -4z+5] 

oder ausgerechnet 2 x· A z + A' x - 4 LJ x, 

wenn man A2X , A8 X • •• setzt statt (LJx)'1, (LJZ)3 ... 
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Damit ist dann für die gegebene Funktion der Differenzenquotient 

Af(x) _[(x + Llx)2 -4(x+ LI x) + 5J - [x 2 - 4x + 5] 
LI x - LI x----------- ----

2 xLIx + .. :fl x-4L1x 
= .LI x =2x+.LIx-4. 

Der ganze Rechnungsvorgang kann auch geometrisch veran­
schaulicht werden. Man denke Sich die Kurve vom Ort P = x I y 
oder ohne Symbol P = x I f(x) aus. nach rechts durchlaufen, so daß 
also x sich vergrößert und damit die Änderung .LI x positiv wird. Ist 
die neue Abszisse x + .LI x erreicht, so wird die entsprechende neue 

~--~----.".-~d~~-: 
~-------z~x-------

Abb. 30. 

Ordinate sein f(x + Llx), sonach ihre Änderung f(x + Llx) - f(x) 
oder abgekürzt geschrieben .LIf(x). Der Quotient 

Jf(x) oder unabgekürzt f(x + .LI x) - f(x) Llx --------=ri----- , 

der Differenzenquotient der Funktion f(x) , ist dann nach Abb. 30 
gleich tg1p, also gleich der Richtung der Sekante durch Pund P'. 

Beispiel b) bis e) Man gebe den Differenzenquotient von 

b) tt3 c) v4 d) y3 _ y2. e) xm 

für positive und ganzzahHge man. 
Man bildet aus der gegebenen oder ursprünglichen Funktion die 

geänderte oder neue Funktion, indem man statt des ursprünglichen 
Argumentes x das geänderte oder neue Argument x + LI x setzt; 
alsdann die Funktionsänderung als Differenz "neue Funktion minus 

Egerer. Ingenieur·Mathematik H. 3 
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ursprüngliche Funktion", und dann schließlich den Differenzenquotient 
als das Verhältnis der Funktionsänderung zur entsprechenden Argument­
änderung. Man führt der Übersichtlichkeit wegen für die gegebenen 
Funktionen Symbole ein, für die erste f (u) und für die drei anderen 
etwa rp(v), F(y) und 9 (x). Dann wird 

b) f(lt) = u3, f(1t + .du) = (I' + LI U)3 

Af(!!) = f(u + .du) - f(u)=(n + LlU)3 - u3 

= 3,,2. Ju + 3 n·A~1t + L.J3 u , 

Jf(u) = 3 n2L1u + 3 UA2 1t +A3U = 3 u2 + 3 UAlt+J2 U. 
Au LI!t 

c) q:> (v) = v\ q:> (v + A v) = (v + J v)4, 

Arp(v) =€fJ(v+Av)-q:>(v)=(v + Av)'-v' 

= 4 v3Av + 6 v2A2 V + 4 VLl8 V + A'v, 

Aq:> (v) = 4 v3 + 6,PAv+ 4 VLl2 V + A3 V • 
Av 

d) F(y)=yS_y2, F(y+Ay)= (y + Lly)3 _ (y+ Ay)2, 

LlF(y)=F(y+Lly)- F(Y)=[(V+Ay)8 - (y+Ayr] _ [y3 _ y2] 
=3 y2Ay+ 3yLl2 y+A3 y _ 2yJy _Ll2 y _ 

A:~Y)=3y2_2 y+ 3yAy-Ay+Ll2 y . 

e) g(x)=xm, 9 (x +Ax)=(x + Llx)m, 

Ag(x)=g(x + LI x) - g(x)=(x + ..1x)m -'xm 

= (x + Llx -x) [(x + Ax)m-l + (x +Axjm-2 x 
+ ... + (x + .Jx)xm- 2 +xm- l ], 

Ag (x) = (x + .J x)m-l + (x + Jx)m-2 X + (x + Ax)m-s x 2 
Ax + .. . +xm- 1• 

13. Stetigkeit. Im Nachfolgenden werden wir, solange nicht· 
anders angegeben, nur solche Funktionen behandeln, die an jeder 
Stelle oder wenigstens im Untersuchungsbereich endlich sind. 

Aber wir verlangen noch eine zweite wichtige Eigenschaft von 
unseren Veränderlichen, sowohl vom Argument wie auch von der 
Funktion, daß sie nämlich an jeder Stelle stetig oder kontinuierlich 
sind. Vom Argument x, also von der unabhängigen Veränderlichen, 
sagen wir, sie ist im gegebenen Bereich stetig veränderlich, wenn 
sie in diesem Bereich alle Werte ohne Unterbrechung durchläuft. 
Nach Abb.31 durchschreitet beispielsweise x alle Werte von Xl bis. 
x2 ohne Unterbrechung, es ist sonach x im Bereich von Xl bis x 2. 
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stetig. Wenn man aber für eine Veränderliche z der Reihe nach 
ihre Werte als gan~e Zahlen von 10 bis 1000 annimmt, dann ist z 
im Bereich von 10 bis 1000 nicht stetig, sondern sprungweise oder 
unstetig oder diskontinuierlich veränderlich. Wenn zu jedem Wert 
eines stetigen unabhängigen Argumentes x eine Funktion y gehört, 
die im Funktionsbereich ebenfalls alle Zahlen ohne Unterbrechung 
durchläuft, 80 heißt y eine stetige Funktion von x in diesem Bereich. 

Man kann auch anders vorgehen: Es sei betrachtet die Kurve 
der Abb. 31 im Gegensatz zur Kurve der Abb. 32, beide Male an der 

t-I. --~.:r.-----<.i 

Abb. 31. Abb.32. 

Stelle x = a. Die erste Kurve ist dort stetig, die zweite nichtr 
Letztere hat, wie man sagt, bei x = a eine U nstetigkeits- oder 
Diskontinuitätsstelle. Geht man in beiden Fällen von dieser Stelle x 
aus etwas nach rechts, so wird im ersten Fall einer nach 0 kon­
yergierenden Änderung LI x von x auch eine nach 0 konvergierende 
~<\nderung LI f(x) der Ordinate fex) entsprechen. Oder in einer neuen 
Sprechweise, wenn man sagt "unendlich klein" statt "nach 0 kon­
vergierend" : Einer unendlich kleinen Ände­
rung LI x der Abszisse x muß eine unendlich 
kleine ~~nderung Llf(x) der Ordinate f(x) ent­
sprechen. In analytischer Darstellung 

lim Llf(x)=O 
1.,=0 

oder 
lim [r(x+Lfx)-f(x)]=O. 

.1..,=0 
(a) 

Damit ist aber der Bedingung für Stetigkeit. 
noch nicht genügt. Denn es kann, wie aus 
Abb. 33 ersichtlich, an der Stelle x = a die 

11 

i 
I----a--

Abb. 33. 

obige Bedingung erfüllt und doch diese Stelle eine "C'nstetigkeitsstelle 
sein. Man kann folgendermaßen aussagen: Es muß einer unendHch 

3'" 
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kleinen Änderung der Abszisse x sowohl nach links wie nach rechts 
eine unendlich kleine Änderung der Ordinate f(x) entsprechen. 

Nun ist die Änderung der Ordinate nach rechts und links 

f(x+jx)-f(x) bzw. f(x-Ax)-f(x). 
Es müssen also die zwei nachstehenden Bedingungen gemeinsam er­
füllt sein, wenn die Kurve an der untersuchten Stelle x stetig sein soll, 

lim [f(x+Ax)-f(x)]=O mit lim [f(x-Ax)-f{x)]=O . 
.1"'=0 .1",=0 

Beide kann man zusammenfassen 

lim [f(x+Jx)-f(x-.Jx)]=O . 
.1",=0 

Diese Bedingung sei in Zukunft für die Stetigkeit der Kurve 
vorausgesetzt. 

Und. weil die Kurve nur das Bild einer Funktion ist. hat man 
entsprechend: 

Die Funktion f (x) ist an der Stelle x stetig. 
wenn dort gilt 

lim [fex + Ax) - fex - .Jx)] =0. (b) 
J",=o 

Und weiter: 

Die Funktion ist in einem gegebenen Bereich 
stetig, wenn sie an jeder Stelle dieses Bereiches stetig ist. (c) 

Beispiel a) Es soll die Funktion f (x) = -~ bezüglich ihrer 
XiI 

Stetigkeit untersucht werden, und zwar zunächst im Bereich von 
x = 0 bis x = 00, d. h. für alle positiven x. 

Dann muß in diesem Bereich die Bedingung (b) erfüllt sein. 
Nun ist . 

x+Llx x-Jx 
f(x+Llx)=x'--: ~x+l und f(x-.1x)=x~Ax~+1 

also 
f(x+Jx)-f'(x-.Jx) = ~±jx)(x+l-.J~)-(~-J:~H~+~+~x),. 

(x+ 1 +.1x) (x+I-Ax) 
so daß 

lim [f(x+Jx)- (x-Jx)]=lim -( \- 2I)~x ~2-= ( ~1)2=0, 
.1",=0 .1.,=0 x:- LJ x x 

da der Nenner stets größer als 1 bleibt. Die Funktion ist also im 
Bereich von x = 0 bis ~ = 00 stetig. 

Beispiel b) Weiter fragt man: Ist diese Funktion für alle 
endlichen x, d. h. im Bereich von - 00 bis + 00, stetig? 
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Solange x von -- 1 verschieden ist, wird 

li [ . ( , ,j) . ( J)1 1· 2 J x 
Jzrr;, o' X-r-.JX -1 X-'X J:~o(x-:-l)2-.J'Jx 

stets 0 sein. Nur in dem Fall x = - 1 oder x + 1 = 0 wird dieser 
Grenzwert den unbestimmten Wert 0:0 annehmen. Man hat 8Onach: 

Die Funktion +x - ist für alle endlichen x stetig, ausgenommen 
x 1 

für x = - 1, wo sie eine Unstetigkeitsstelle hat. Dort hat die 
Funktion auch gleichzeitig eine Unendlichkp.itsstelle. 

Beispiel c) In welchem Bereich ist die Funktion sinx endlich 
und stetig? 

Die zeichnerische Darstellung der Funktion sin x in 4 erweist 
die Funktion als endlich, solange x endlich ist.. Die Untersuchung 
der Stetigkeit entwickelt 

tim [sin (x + _, x) - sin (x - Jx)1 = lim [2 cosxsinJx1 
Jz=O Jz=O 

= 2 cosxIim sinJx=O 
.1:1:=0 

und zeigt damit, daß die Funktion sin x für jedes endliche x stetig ist. 

14. Fortsetzung. Ein recht anschauliches Beispiel für die Ver­
wendung von Stetigkeitsbedingungen in der Praxis liefert die Scher­
kraft. Die Lehre von den Tragkonstruktionen rechnet meist mit­
den vier Grundgrößen: Auflagerkraft, Auflagermoment, Scherkraft 
und Biegungsmoment. Die Abb. 34 stellt einen sog. Balkenträger 
vor, abgekürzt gewöhnlich Balken genannt. An ihm greifen die ge-

IJ 

~ At=:==r ___ , A~----------~---------~5 

Abb. 34. Abb. 35. 

gebenen Nutzlasten Pt, P2' .. an, sowie die beiden durch die Nutz­
lasten und das Balkengewicht hervorgerufenen Auflagerkräfte A und B. 
Meist wird, wie gleich im folgenden Beispiel, das Balkengewicht ver­
nachlässigt. Wenn man sich den Balken an der Stelle x entzwei­
geschnitten denkt, dann greifen am linken Teil an: die äußeren 
Kräfte Pt, P2 , A und die durch die äußeren Kräfte im Querschnitt 
hervorgerufenen inneren Kräfte, nämlich Schubspannungen und 
Biegungsspannungen, Abb. 35. Die Schub- oder Scherspannungen 
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sind in der Hauptsache bestimmt durch die "Scherkraft an der 
Stelle x", die man folgendermaßen definiert: 

Scherkraft V an der Stelle x ist die Resul­
tierende aller am linken (abgeschnitten gedachten) 
Teil angreifenden äußeren Kräfte. (a) 

Die äußeren Kräfte, nämlich das Balkengewicht, die Nutzlasten 
und die Auflagerkräfte, werden senkrecht zum Balken vorausgesetzt, 
so daß die Scherkraft gleich der Summe der äußeren Kräfte ist. 
Dabei werden nach zweckmäßigen aber sonst willkürlichen Fest­
setzungen die nach aufwärts gehenden Kräfte als positiv und die 
nach abwärts gehenden als negativ eingeführt. Man bestimmt nach 
den Regeln der Statik die Auflagerkräfte und findet im Fall der 
Abb. 34 nach Mech. I 44, wenn 

Pt=400kg, P2 =200kg, p'j=500kg, P 4 =100kg. P.,=600kg 

ist, und der Balken als gewichtslos vorausgesetzt wird, 

A=700kg, B=1100kg. 

Die Scherkraft V ist von Ort zu Ort veränderlich, sie ist eine 
Funktion von x. Im vorliegenden Fall greifen nur Einzelkräfte am 

Balken an, es ist daher 
im Bereich zwischen zwei 
benachbarten Einzelkräf­
ten nach Definition die 
Scherkraft konstant, beim 
überschreiten einer All­
griffsstelle einer Einzel­
last ändert sich die Scher­
kraftsprungweise. Abb.36 
gibtdassog.Scherkraft -
diagramm für den vor­
liegenden Belastungsfall. 
Im Bereich von x = 0 bis 
x = Pt' also im Raum 
zwischen dem Angriffs­
punkt der linken Auflager­
kraft A und der ersten 
Nutzlast Pt ist die Scher-

Abb. 36. kraft konstant gleich der 
Auflagerkraft A, also 

V = 700 kg; denn wenn man sich in diesem Bereich einen Quer­
schnitt durch den Balken gelegt denkt, greift am abgeschnitten 
gedachten linken Teil nur eine einzige äußere Kraft an, die Auf-
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lagerkraft A. Im Bereich von x = Pi bis x = PI greifen an dem 
linken Teil als äußere Kräfte nur A und Pt an, es ist sonach in 
diesem Bereich V = A - Pi = 300 kg. Entsprechend ist im Bereich 
von x = P2 bis x = P3 die Scherkraft, so wie sie auch im Diagramm 
im Kräftemaßstab 1 mm = 40 kg gezeichnet ist, V = A - Pi - P2 

= 100 kg. Die Stellen x = Pi und x = P2 usw. sind Unstetigkeits­
stellen; wie die späteren Zeilen angeben, dürfen an diesen Stellen 
keine überlegungen angewandt werden, die sich auf Differential­
rechnung stützen. 

Freilich, in der Natur gibt es keine Unstetigkeiten; in Wahrheit 
greifen eben die Nutzlasten nicht in einzelnen Punkten an, sondern 
verteilen sich über eine wenn auch sehr kleine Stelle, so daß die 
Scherkraft beim Überschreiten der Angriffsstelle x = Pi sich nicht 
sprungweise, sondern auch noch stetig ändert. Man rechnet aher in 
der Technik mit Bildern, die der Wirklichkeit mehr oder minder 
nahe kommen, wenn sie nur in ihren Ergebnissen zu keinem Wider­
spruch mit der Wirklichkeit führen. Jedenfalls aber sind durch das 
eingeführte Bild der Scherkraft Unstetigkeiten an gewissen Stellen 
des Balkens bestimmt, die bei der Anwendung der Differential­
rechnung zu beachten sind, etwa wenn man mit den gewöhnlichen 
Formeln der Differentialrechnung die extremen Werte der Scher­
kraft bestimmen will. 

*15. Reehnnng mit Grenzwl'rten. Es eei y=F[u] lline Funktion von 
tt und !I selbst wieder eine Funktion l(x) , also y = F [f (x)]. Beispielswehe 
u = sin x oder fex) = sin x und F[u] = VI : u oder y = ,lI + sin x. Wenn 
t (x) und F (u) im Untersuchungsbereich endlich und stetig sind, dann liefern 
allgemeine Betrachtungen von der gleichen Art, wie sie für die Entwicklung 
des Grenzwertes einer Funktion geführt wurden, 

!im F [fex)] = F[lim f (x)]. (a) 
Beispielsweise wird 1 1 

lim Ig(l + x)'" = 19lim (1 + x)"'. 
",=0 ",=0 

Der Satz gilt ebenso auch für mehrere Funktionen und für Funktionen von 
mehreren Veränderlichen: 

IimF[u(x), t'(x), ... ] = F[lim u(x) , limv(x) .. . ]. 
Im besonderen gilt: 

Der Grenzwert ~ine.r Funktiun, die sich rational aus anderen 
stetigen Funktionen u, t', 1t', •• , zusammensetzt, ist gleich der 
entsprechenden rationalen Funktion der Grenzwerte der einzelnen 

(b) 

Funktionen u, v, 10, • • " solange sie endlich und stetig bleiben. ( c) 

Sonderfälle sind 

lim [u(x)+v(x) + .. . ]=Iimu(x)+limv(x)+ .. , (d) 
!im [u(x)·v(x) ... ]=limu(x)·limv(x)·... (e) 

lim [tt(x) : v (x)] = !im u(x): lim v(x). (f) 
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Mit Hilfe dieser Sätze läßt sioh weiter entwiokeln: 

Eine ganze rationale Funktion ist im Endliohen überall stetig. Cg) 

Sind zwei Funktionen im Untersuohungsbereioh stetig, 80 ist 
ihre Summe und ebenso ihr Produkt in diesem Bereioh auoh stetig. (h) 

Beispiel a) Entwiokle den Grenzwert G = lim 1-oos x . 
x 

Man formt elementar um 

1 - oos x = ,,'2 sin2 t x = \!~ sin ~- x = ,.'2 si~y 
x x x "l.y , 

wenn man x = 2 Y setzt. Dann wird 

G = lim [ ~ • sin y 1 = ~ lim sin y = _~ , 
.,=0 V"l. Y J ~"l.If=O Y ,,'2 

denn wenn sioh x dem Wert 0 nähert, dann auoh y = t x. 

Beispiel b) Man beweise, daß Iim tg x = l. 
:1;=0 X 

Es wird 
r 1 ." 1 . 

G= lim l-_·SlnXJI=Iim --.lim smx = 1.1. 
2:=Ooosx x :I;=ooosx%=o X 

B · . I ) B . d ß I· arcsin x 1 eIs pIe c ewelse, a Im --- = . 
:1;=0 X 

Ci) 

Man setzt arcsin x = u oder x = sin u und erhält, da mit x auch arcsin x 
gegen 0 konvergiert, 

G I· u I· [1 sin u: 1 1 = Im-.-= Im :--,= : . 
u=osJn U u=o U ~ 

16. Differentialquotient und Ableitung. Wir kehren wieder zu 
der in 14 gestellten Frage zurück: Wie verhalten sich die Änderungen 
zweier in Beziehung gebrachter Größen? Oder wenn man diese mit 
x und f(x) bezeichnet: Welches Verhältnis bilden die voneinander 
abhängigen Änderungen 11((x) und Llx? Dieses Verhältnis ist ein­
mal abhängig von der untersuchten Stelle x und -ferner noch ab­
hängig von der Größe der einen der Änderungen, etwa der Größe 

von 11x. Wenn man in dem Differenzenquotienten ~~~:i1 die 

Argumentänderung gegen Null konvergieren läßt, so wird damit auch 

die Funktionsänderung gegen Null konvergiere~. Der Quotient 11 ~~x) 
wird sich dann einem bestimmten Wert nähern, seinem Grenzwert, 
und diesen nennen wir die Ableitung oder die abgeleitete Funk­
tion der gegebenen Funktion ((x), die dann die Stammfunktion 
heißt. Statt Ableitung und Stammfunktion findet man zuweilen auch 
die Bezeichnung "Derivation" oder "Derivierte" bzw. "Primitiv­
funktion". Als Symbol für diese Ableitung ist eingeführt f'(x) , 
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wenn f(x) die Stammfunktion ist. Die T~tigkeit selbst nennt man 
ableiten o:ler derivieren .. In mathematischer Darstellung ist 

f"(x) = lim Af(x) 
.dz=o Lfx 

oder ausgeführt f' (x) = 11m f(x + Ax) - 1(00) 
.1 ... =0 Ax. 

(a) 

Wählt man die neue Sprechweise "eÜle Größe wird unendlich 
klein" statt "sie konvergiert gegen Null", so kann man sagen: Wird 
die Argumentänderung unendlich klein, so wird auch die entsprechende 
Funktionsänderung unendlich klein. Wenn noch von Differentialen 
statt von unendlich kleinen Größen gesprochen wird, so kann man 
die Ableitung auch bezeichnen als Differentialquotient. Schreibt 
man in kurzer Ausdrucksweise dx für eine Größe x, die gegen Null 
konvergiert, so kann man die Ableitung auch schreiben 

;' df(x) statt lim Af(x). 
"dx .dz=o Ax 

Meist spricht man "df(x) :nach dx" statt "df(x) durch dx". 
Selbstverständlich ist dx eine einzige Größe, das d vor dem x also 
keine Zahl, sondern ein Operationszeichen wie etwa sin o:ler V. Statt 
ableiten sagt man dann differenzieren. 

Anmerkung. Sehr oft trifft man folgende Unterscheidung zwischen dem 
Differentialquotienten und der Ableitung einer Funktion. Man soll zu einem 
Wert a:l: der Unabhä.ngigen x einen entsprechenden Wert ay der Funktion so 
bestimmen, daß 

~y =(,(:1:) 
... :1: . 

ist. Da.nn nennt ma.n ax und ay Differentialien und ~~ nach Leibniz den 

Differentialquotienten der Funktion. Jedenfalls ist naCh dieser Erklärung der 
Djfferentialquotient gleich der Ableitung und nur in der Definition von ihr ver­
schieden. Der nä.chste Abschnitt wird auf diesen Unterschied noch einma.l 
zurückkommen. 

Selbstverständlich kann man eine Funktion nur nach ihrem 
Argument differenzieren, also f(x) nur nach x, cp(y) nur nach 'y, 
u(z) nur nach z usw. 

Beispiel a) Di.e Funktion fex) = x'! - 4 x + 5 hatte nach 
Beispiel 12a) de~ DifIerenzenquotienten 

Af(x) =2x+Ax- 4. 
Ax 

Wenn nun J x gegen 0 konvergiert, dann auch die rechte Gleichungs -
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seite gegen 2 x - 4, d. h. 2 x - 4 ist der Grenzwert des Differenzen­
quotienten, oder in mathematischer Darstellung 

lim Af(x) =2x-4 oder f'(x)=2x-4 . 
.1:r=O Llx 

Beispiel b) Man differenziere die Funktion f(y) = y3 - y-!. 
Sie hat das Argument V, ihr Differenzenquotient ist nach Bei­

spiel 12d) Af(y) 
~ = 3 V"l. - 2 V + 3 y Ay - A y + Lf2y. 

Die Ableitung r (y) ist der Grenzwert dieses Differenzenquotienten, also 

r~V) = lim .J ~(y) =lim [3 Vi - 2 y + 3 yAy- AV + A2 yJ 
1/=0 LJY 1/=0 

=3 y2_2y. 

Man hätte natürlich mit Einführung des DiffereIitialquotienten statt 
f' (x) auch schreiben können 

df{y) =3 y2_2y oder 
dy 

Beispiel c) Man ermittle die Ableitung der Potenzfunktion 
fex) = xm für positive ganze Zahlen 1n. 

Den Differenzenquotienten dieser Funktion hat Beispiel 12 e) 
schon angegeben mit 

AAx: =(x+Jx)m-l+(x+Ax)m-ax +(x+.:1x)",-sx2 + .. : +xm- 1• 

Der Grenzwert dieser Summe ist gleich der Summe der Grenzwerte 
der Einzelsummanden, deren es m sind. 

('(x) = 1im (x + Llx)m-l +1im(x+ Llx)m-2 x + ... +lim xm- 1 

sonach 

J:r=O J:r=O J:r=O 

=xm-1+xm--1 + .. . +xm- 1 =1nXm - 1 

doom 
--=moom-l 
doo 

(b) 

dy 
Beispiel d) Unterscheidet sich der Differentialquotient 

von einem gewöhnlichen Quotienten 1 d x 
Gar nicht, nur daß der Zähler und Nenner zusammengehören. 

daß also V von x abhängig ist. [Wenn nämlich V von x unabhängig 
ist. dann ändert sich ja V gar nicht. wenn x sich ändert, also ist 

d V = 0 und deswegen auch d V = 0.] Es gilt sonach unter diesem 
dx 

Vorbehalt, daß man mit Differentialen und Differentialquotienten 
genau so wie mit gewöhnlichen Zahlen rechnet. 
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Beispiel e) Man gebe die physikalische Bedeutung des Diffe­
rentialquotienten durch einige Beispiele an. 

Wenn man einem Körper vom Gewicht 1 kg eine Wärmemenge Q 
zuführen muß, um seine Temperatur um T O zu erhöhen, so trifft im 
Durchschnitt auf die Erhöhung um 1 ° eine Wärmemenge Q: T. Wenn 
zu gleichen Temperaturerhöhungen auch gleiche Wärmemengen not­
wendig wären, dann wäre Q: T die sogenannte Wärmedichte oder 
bezogene oder auch spezifische Wärme des untersuchten Stoffes. 
Es ist aber nicht einzusehen, daß gleichen Temperaturerhöhungen 
auch gleiche Wärmezufuhren entsprechen. Sicher aber kann man 
einen Grenzübergang vornehmen wie bei der Bildung der Ableitung 
und sagen: innerhalb der unF)ndlich kleinen Temperaturerhöhung dT 
kann man diese Proportionalität zwischen dT und der zugeführten 
·Wärmemenge dQ annehmen und erhält dann als Definition der 

VV ärmedichte c= ~~ . 
Wenn eine physikalische Größe A sich im Verlauf einer be­

stimmten Zeit t um LI A ändert, dann ist JA: t die durchschnittliche 
Änderung dieser Größe. Man denke etwa an die Änderung J Z der 
Zugkraft Z einer Lokomotive vom Beginn des Anfahrens bis zur 
Erreichung der höchsten Geschwindigkeit; hier wäre LI Z: t die durch­
schnittliche Änderung im Verlauf dieser Bewegung; selbstverständlich 
wird sich Z während dieser Bewegung verschieden ändern je nach 
den Steigungen, die der Zug überwinden muß, d. h. die Änderung 
ist in jedem Augenblick eine andere. Man wird wieder die Änderung 

innerhalb einer unendlich kleinen Zeit untersuchen und ~f, die 

zeitliche Änderung der Zugkraft, einführen, die eine Funktion 
der Zeit ist. 

Auf die gleiche Weise erhält man die später noch ausführlich 
besprochene zeitliche Änderung der Geschwindigkeit, das ist die 

Beschleunigung b = ~":.. 
dt 

Wenn ein Fluß auf einer Strecke s einen Höhenunterschied lt 
überwindet, dann nennt man s: h das durchschnittliche Gefäll des 
Flusses auf dieser Strecke. Das wahre Gefäll ist natürlich an jeder 
Stelle der Strecke im allgemeinen vom Durchschnitt verschieden. 
Man führt wieder das wahre Gefäll ein, das an jeder Stelle den 

Wert dd8 hat. In der gleichen Weise spricht man im Maschinenbau 
h 

von einem Wärmegefäll, in der Elektrizitätslehre von einem 
Potentialgefäll usw. 
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Die Ausdehnung eines stabförmigen Körpers unter dem EinBuß 
der Temperaturänderung geht aus von der Temperaturausdeh­

dl 
nungszahl dT usw. 

17. Differentialquotient und Differential der einfachen }'unk­
Honen. Es wäre natürlich möglich, aber freilich sehr mühsam, wollte 
man von allen möglichen Funktionen die Ableitung mit Hilfe der 
Definition ermitteln. Es wird, wie auch sonst in der Mathematik, 
der übliche Gang der sein, daß man von der Definition ausgehend 
eine Reihe VOll Sätzen aufstellt und mit deren Hilfe die vorgelegten 
Funktionen differenziert. 

Zunächst sei die Frage entschieden, wie sich die Ableitung 
ändert, wenn zu einer gegebenen Funktion f(x) noch eine Additions­
konstante hinzutritt, wenn also die neue Funktion 'P (x) mit der 
ursprünglichen durch die Beziehung 

q:(x)=l(x)+C 
verbunden ist. K ach ihr ist beispielsweise 

also 
folglich 

Jq:(x) 
Jx 

'p (a) = f (a) + C, rp (a -;- b) = l (a + b) + C, 

9 (.1: + x 2) = f (.1: + x~) + G usw., 

f{ (x -;- jx) = l(x -r- --.J.~) + c, 

rp (x ~ --.J x) - T (x) 
--.Jx- --

[f' (x + --.J x) ~ G] - [l (x) + C] 
Jx 

r(x--i---.Jx)-l(x) J,.(x) 
= ----.J-;;------ =~ 

und somit auch Cf' (x) = ('(x) bzw. dll}jx) = df~l, 
dx dx 

oder 
(1 [[(x) + C] df(x) 

dx =dx' 
cl. h. eine Additionskonstante yerschwindet beim 
Differenzieren. Ca) 

Wenn die heiden Funktionen Cf (x) und f (x) _ verbunden sind 
durch die Beziehung 

Cf(X)=C·t'(x), 

wo also diesmal C eine Multiplikationskonstante ist, so wird wieder 
gelten 

Ir ((() = C· ,. ( a ), (r(u)=C'l(u) usw. 

also Cf' (x ~ Jx) = ('·f (x - .Jx), 
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folglich 

Acp(x) cp(x+.Jx)-cp(x) [C·f(x+Ax)]-[C·f(x)] --:TX- = ----Llx -. --=. -.. -.. ------ J x . 

_Cf(x+.JX)-f'IX)_C Jf(x) - -~~-:-J~--- -- .- .dx' 

und somit auch bzw. (hp (x) = c. df(x) , cp' (x) = c· f' (x) dx dx . 

oder d [01(00)) c. df(x) 
dx dx ' 

d. h. eine Multiplikationskonstante bleibt beim 

45 

Differenzieren erhalten. (b) 

Um die Funktion sin x abzuleiten, bildet man zunächst den 
Differenzenquotienten 

LI sin x 
---::1;;- ~!~ {x *~t~_~~a:. 

Jx 

Würde man sofort zur Grenze übergehen, so würden Zähler und 
Nenner beide nach 0 konvergieren, der Wert der Ableitung könnte 
nicht bestimmt werden, Man formt deswegen den Zähler sin (x + LI x) 
- sin x mit Benützung der Formel für sin (( - sin ß um, 

J sin x _ 2 sin l (x + J x - x) cos ~ (x + .J x -+- x) . LlX------· .---~ Jx ------------- . 

und erhält, wenn man 2 d statt J x setzt, 

~ sin x = 2 sind ·e08 (x --!--ä) = sin d. eos (x -L ~'\. 
Jx 2 ä d I ) 

Konvergiert nun Ax und damit auch d nach 0, so konvergiert 
sin d : ~ nach 1 und cos (x --!--~) nach eos x; m der Schreibweise der 
Differentialrechnung wird 

oder 

dsinx . LI sinx . ~sin d : 
--=hm ---=hm .~.--.cos(x+ä)J 

dx .1",=0 Ax d=O L d 

. sin d l' (' .~) =hm-·-· 1m cos .~--i---.u 
.1=0 d ,)=0 

dsinoo 
----=cosx. 

doo 
(e) 

Der gleiche Weg entwickelt die Ableitung der Funktion cos x 
und liefert 

dcosoo . 
---=-SIDX. 

doo 
(d) 
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Beispiel a) bis h) Man gebe die Ableitung von 

d) x e) 4x f) x + 4 

g) a sin 'l,' h) b cos 'W + c. 

Man beachte wieder, daß man eine Funktion nur nach ihrem 
Argument differenzieren kann, also die erste Funktion nur nach x, 
die zweite nur nach y, die dritte nur nach z usw. Nach den voraus­
gehenden Formeln und Sätzen wird dann 

f) ~(x ---l- 4) = 1 
dx 

d) dx = 1 
, dx 

d4x 
e) --=4 

dx 

da sin v 
g) --=acosv 

dv 
h) d(bcosw+c) b . 

=- SIn w. 
dw 

Beispiel i) Man beweise unmittelbar aus dem Begriff der 
Ableitung, daß die Ableitung einer Konstanten nach einer Veränder­
lichen verschwindet, daß also 

tlC =0. (e) 
fIx 

Die Konstante C ändert sich nicht, wie auch x sich ändern 
mag, also ist d C = 0 und deswegen auch der obige Quotient. 

18. Fortsetzung. Es soll nun eine neue Bezeichnung für die 
Ablcitung eingeführt werden. Schreibt man für die jeweils behandelte 
Funktion ein Symbol, beispielsweise y statt f(x), oder etwa U statt 
F(z) usw., so wird man folgerichtig auch die Ableitung und den 
Differentialquotienten in dieser neuen Schreibweise passend be­
zeichnen. Man schreibt dementsprechend auch 

dy 
dx 

statt 
df(x) 

dx 
und y' statt t' ((1;). 

Der Leser sei aber recht vorsichtig im Gebrauch dieser- Abkürzungen 
und vermeid'e sie im Anfang. Die Gefahr, Sache und Benennung 
zu verwechseln, ist zu leicht gegeben. Aus diesem Grunde wurde 
bisher auch vermieden, entgegen dem herrschenden Gebrauch, diese 
Abkürzungen zu verwenden. Wenn man also hat 

y=sin x, 

so kann man schreiben 
dy d sinx 
- = COS .1: statt, --- = cos x. 
dx dx 
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Es wird später, besonders bei der Integralrechnung, eine andere 
Formulierung der Ableitungsgesetze sich als notwendig oder wenig-
6tens praktisch erweisen. Bekanntlich ist 

d~~) =f'(x), also df(x)=F(x).dx, 

oder mit Worten: 

Das Differential einer Funktion ist gleich der 
Ableitung der Funktion multipliziert mit dem 
Differential des Argumentes. (a) 

Damit wird z. B. 
d sin x= cosx·dx. 

Entsprechend nehmen die vorausgehenden Sätze die Form an 

dxm=mxm-1dx 

d [f(x) + C] = df(x) 
d [Co f(x)] = C·df(x). 

Beispiel a) bis d) Gesucht ist das Differential von 

a) u' b) 3 Z2 - 8 Z + 5 c) 3'sin x + 4 cos x d) y + 2. 

Man differenziert jedesmal die Funktion nach ihrem Argument 
und wendet den Satz vom Differential an, 

a) dlt' = 4u3 ·du; 

b) d(3z2 -8z+5) =(6z-8).dz; 
c) d(3 sin x + 4 cosx)= (3 cOSx - 4 sin x) ·dx; 

e) d(y+2) =1·dy. 

19. Fortsetzung. Von allen Grenzwerten ist der wichtigste 

Um (1 + }~)., e, 
co=oo ro 

(a) 

wo e die bereits aus dem ersten Band bekannte Basis der natürlichen 
Logarithmen ist. 

Der Anfänger ist leicht geneigt, einen elementaren Fehler zu 
begehen und zu sagen, dieser Grenzwert ist 1, indem er unberechtigt 
1 : co = 0 und ebenso 1w = 1 setzt, s. später 136. Man wird sich' 
über den untersuchten Grenzwert rasch einigermaßen klar, wenn man 
der Reihe nach verschiedene Werte (J) = 1, 2, 3 ... setzt. Es wird rund 

'(1+1)1=2, (1+W=2,25, 

(1 + i?= 2~~ = 2,37, (1 + ~)4 = 2H~ = 2,44 usw. 

Durch einige überlegungen arithmetischer Art kann man leicht 
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zeigen, daß der obige Grenzwert e zwischen den Zahlen 2 und 3 
liegen muß. Die nachfolgende Betrachtung ermittelt den genaueren 
Wert e. 

* Es sei zunächst wals endliche positive und ganze Zahl voraus­
gesetzt, dann wird nach dem binomischen Lehrsatz 

( _~)W_ ,(w) 1 (w) ~ (w) 1 ..L 
1 + w - 1 + 1 w + 2 w 2 + ... + n wß I ••• (b) 

Die Summe aller Glieder, die auf das (n + 1 )te Glied folgen, 
sei mit R bezeichnet. n ist natürlich kleiner als w vorausgesetzt. 
Sicher weiß man, daß 

R=(n-t- J W n1+1 +(n~ 2) w;+i + ... + ~w 
positiv ist, da alle seine Summanden positiv sind. Wegen 

( w )= w((O-1) ... (w-n+ l)(w-n)(w-n-l) ... (w-n-k+ 1) 

n+k, 1· 2 . n· (n+ n . (n+2)... (n+k) 

= (w) lw - n)( w - n -'- 1) ... (w - n - k + 1) 
n (n+l)(n+2) .. . (n-t-k) 

kann man aus R den gemeinsamen Faktor (w) aller Summanden 
ausscheiden und schreiben n 

=(w)~_.K. 
n wß 

wenn K den Klammerausdruck vorstellt. Setzt man bei den einzelnen 
Klammersummanden statt w - n, w -, n - 1, w - n - 2, ... in 
den Zählern überall w, statt n+2, n+3, n+4, ... in den 
Nennern immer n + 1, dann werden alle Zähler größer, alle Nenner 
kleiner, alle Brüche also größer, die Klammer K geht in eine neue 
über, die sicher größer ist als K; oder umgekehrt ist 

:1 1,1 + 1 J~ 
K<Ln+1 +(n+l)2+(n+1)3 .. '~ln-+l)",-n . 

Diese neue Klammer ist eine geometrische Progression, man 

weiß, daß ihre Summe dem Wert ~ sich nähert. es ist also n ' 

K < ~ und damit 
n 

R< (w) _~_.~. 
n wß n 

(c) 
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Man rechnet weiter 

R=(OO)~.K 
n oon 

= 00 (00 -1)(co- 2) ... (co - n+ 1) .~K 
1· 2 . 3... n wft 

1'(1-~)(1-~) .. . (l-~)K 
n. 

Da 11. eine endliche positive ganze Zahl kleiner als w ist, sind alle 
1 2 

Klammern 1 - w' 1 - w' ... echte Brüche, das Produkt im Zähler 

daher auch ein echter Bruch, der mit {} bezeichnet werden soll, so 
daß das Restglied den Wert 

6 1 
R = - K annimmt oder wegen K<-. n! n 

{) 
R<----. 

n·n! 
(d) 

Andererseits weiß man, daß R> 0 sein muß. Man kann 11. beliebig 
groß wählen und deswegen R beliebig klein machen, vorausgesetzt 
It < w, d. h. lim R = O. Damit wird dann 

(1-~) (1-11.-1)] 
+ . . . co n! co. + lim R 

1 1 1 1. 
=1+ 1!+2!+3!+"'+ n!+hmR, 

da die Brüche ~, ..!., J!.., ... dem Wert Null sich nähern. n ist 
w 00 00 

beliebig groß vorausgesetzt; je größer man n wählt, desto genauer 
erhält man dann den Grenzwert 

1 1 1 1. e=I+-+-+-+ .. +--+hmR. 1! 2! 3! . n! 
(e) 

Aus (b) und (c) läßt sich entnehmen, daß der Rest R, den man ver­
nachlässigt, wenn man nach dem 11. + 1 ten Glied abbricht, kleiner 

Egerer. Ingenieur·Mathematlk II. 4 
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ist als der nte Teil des n + 1 ten Gliedes, so daß man im voraus 
angeben kann, wo man bei einer vorgeschriebenen Genauigkeit ab­
brechen darf. Es ist beispielsweise auf 12 Stellen berechnet 

e = 2,718281828 459. (f) 
Dabei hat man nach dem 16 ten Glied 1: 15! abgebrochen, der ver­
nachlässigte Rest Rist sonach kleiner als 1: (15 ·15 I). 

Der Beweis der Formel (a) für beliebige w nimmt zunächst w 
noch als positive, sonst aber beliebige Zahl an und schließt sie 
zwischen zwei ganze Zahlen g und g + 1 ein. Auf diesem Beweis 
gründet sich dann wieder jener für die Gültigkeit einer beliebigen 
positiven oder negativen Zahl w. 

Wenn man b = ~ einführt, wo dann b eine unendlich kleine 
w 

Zahl iilt, nimmt die Formel (a) die vielfach gebrauchte Gestalt an 
1 

Um (1 + 0)-;\ = e. (g) 
~=O 

Beispiel a) Beweise 

Man setzt 

!im (1 + ~)n eX. 
n=ao n 

1 
oder n=-·x (j , 

(h) 

20. Fortsetzung. Die Ableitung der Logarithmusfunktion 19 x 
entwickelt sich wie folgt: 

JI~= Ig(x+L1x)-lgx =2-. 1 (1 + L1X) 
Jx .:Ix Ax g x 

1 1 .!. 
=~ 19 (1 + 15) = -lg(l + b)d, 

X'u X 

wenn gesetzt wird 

Man erinnert sich nach dieser Umformung an den bekannten Grenz­
wert (19g) und setzt dementsprechend fort, wenn man noch überlegt, 
daß unter der Voraussetzung eines endlichen x mit L1x auch 15 gegen 
Null konvergiert, 

~lg x = lim.::0g x = lim [~lg (1 + b)~] 
dx J.,=O A x d=O X 

1 .!. 1 .!. 1 
=lim-·lim 19 (1 + b)d = -.lg lim(l + b)~ =-lg e 

d=OX ~=O x d=O X 
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dIgx 1 
dx=x 

und in der andern Schreibweise 

dx 
dlgx=-. 

x 

51 

(a) 

(b) 

Den Logarithmus zu einer beliebigen Basis wandelt man in 
einen Logarithmus für die Basis e um, 

G 19z 
logz=--. 

19a 

Beim Differenzieren beachte man, daß 1: 19 a eine Multiplikations­
konstante ist; dann wird 

oder 

G 

d log x 1 d 19 xlI 
dx = Iga·d;-=lga·x· 
C& 

(llogx 1 
dx xIga 

G clx 
dlogz= --. 

xlga 

(c) 

(d) 

Beispiel a) bis c) Man gebe die Ableitung der Funktionen 

a) a 19 x b) b 19 u + c c) 19 4 Z3. 

a) d[alg z] = a.~; b) cl [b 19u + c] =~ 
dz x du u' 

c) d [Ig 4 Z3] = cl[lg4+3Igz] = 3.~ 
dz clz z' 

weil 19 4 eine Additionskonstante ist. 

Beispiel d) bis f) Man bilde das Differential der Funktionen 

d) 19-yx e) 3 cosu f) logu. 
- 1 

d' dlgVx =d~lgz=lcllgx= 2.z: ·dx; 

e) cl [3 cos u] = 3 clcosu == - 3 sin u·du; 
du 

f) cllgu= ulglO. 

21. Fortsetzung. Aus den zwei Funktionen u(x) und v(x) kann 
man neue Funktionen bilden, indem man beide nach irgendeinem 

4* 
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Rechnungsgesetz verknüpft; im einfachsten Fall "ird man von den 
beiden Funktionen bilden die Summe, das Produkt und den Quotienten. 
Die Ableitung der neuen Funktionen ist auf diejenigen der gegebenen 
Funktionen u(z) und v(z) zurückzuführen. Meist wird man der Ab­
kürzung wegen u statt u(z) schreiben und v statt tI(z), dement­
Eprechend dann auch die Ableitung u' und v' statt u'(x) und v'(z 
und ebenso die Differentiale du und dv statt du(z) und dv(z). Man 
vergesse bei dieser Abkürzung niemals, daß u und tI Funktionen 
sind und daß man das Argument nur der kürzeren Schreibweise 
halber weggelassen hat. 

Im Fall einer Summe 

f(x)=u(x)+v(x) 

wird df(x) = tim f (z + Llz) - fex) 
dz Jz=O Ax 

= lim [u(z+Az)+tI(z+ Lfx)] -[ u(z) +tI(z)], 
Jz=O Llx 

oder wenn man trennt, 

df(x) =lim u(z+Ax)-u(z)+lim v(x+Ax)-v(z) 
dx J:/:=O LI x L1z=O A x 

_ du (;1') + atl(z) 
-([Z dX 

also d[u(z)+tt(z)]=du(x) + av(x). 
dz dx dx ' 

.oder in abkürzender Schreibweise 

tl (u+t·)_ du + dv 
tlx - dx dx' 

d. h. eine Summe wird differenziert, indem man 
jeden Summanden differenziert. 

Selbstverständlich ist der Satz für eine Differenz in dem voraus­
gehenden schon mitenthalten. 

Rechnet man mit Differentialen, so wird 

d [u (x) + v(z)]=du (x) + atl(z) 

oder in abkürzender Schreibweise 

d[u+v]=du+dv, 

d. h. das Differential einer Summe ist gleich der 
Summe der Differentiale der EinzeIsummanden. 

(b) 
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Beispiel a) und b) Man bilde die Ableitung der Funktionen 

a) F(u)=3u3 -6u2 +9u+ 10 b) G(z)=asinz+bcosz. 
dF q, dG b . 
-=9u·-12u~9 dz =acosz- Slnz. du I 

Beispiel c) bi s e) Man bilde die Differentiale von 
2 

c) 3 Ig Y ....:- :2 log y d) (1 + 3 U)2 e) d [ a log b Z4J. 
Man führt abkürzende Symbole für die Funktionen ein, ({! (y), 'If' (u), 
7.(z" dann wird 

~ 3 1 1 
c) dcp (yj = l- + 2 -1-2 dy; y y g' -' 
d) d'fjJ(u) = d [1 + 6 u +9 ~t2J= [6 + 18 u]du; 

4a dz 
e) dr. l,z)=a.d[logb+41ogz]= zlglO' 

22. Fortsetzung. Die Funktion xm wird für beliebige m am 
einfachsten mit Hilfe des Logarithmus differenzied. Führt man y 
als Symbol für X'II ein, also y = xm, und logarithmiert belderseits, 

19y=mlgx, 

so erhält man der Reihe nach 

d 19 Y = d r m Ig x], 
dy dx 
-=mdlgx=m--, y x 

dy= mJLdx, 
x 

oder wegen y = XIII 

d ld b dx"" ,m-l xm=mxm - X zw. ---='J1l,X • 
dx 

Beispiel a) Recht häufig benötigt man die Ableitung 
V x . ~Ian setzt )/; = xt und erhält 

oder 

oder 

dVx 
dx 

dVx dx;' 1 1 

--=----x-· 
dx dx - 2 ' 

bzw. 
- dx 

dVx=--" 
2Vx 

Beispiel b) Ebenso entwickelt man 

d~ 
x dx-1 

-=--=-1·x-2 
dx dx 

d~ 
x 1 

di=- x 2 
bzw. 

1 dx 
d-=-------.,-, 

x x· 

(a) 

von 

(b) 

(e) 
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Beispiel c) bis e) Man gebe die Differentiale an von 
_ 3_ 

d) (Vy+V"y)Vy d) Vu+Vu 
4_ 
)/u 

Man beachte, daß man das Produkt und den Quotienten in eine 
Summe verwandeln kann; man erhält 

c) d[;t.'i+A]=[%x l +: x-}JdX; 

d) d[y1+y]=l!y-t+1]dY; 

) d [ 1, I ] [ 1 "+ 1 "J e U'jUH = "4 U - 4 12 U-1"2 du. 

23. Fortsetzung. Von der zusammengesetzten Funktion 

y = U (XI' v (x), oder abgekürzt y = u· v 

findet man die Ableitung entweder nach Definition oder einfacher. 
wenn man logarithmiert und von beiden Gleichungsseiten das Dif­
ferential nimmt, also 

19y=lgu+ 19 v, 

d 19 Y = d 19 u + d 19 v, 

dy du dv 
-===---r--, 

y u' t' 
dy=y(dU + dV) 

U v' 

oder wegen y = uv 
II (uv) =v·du + u·d,'; 

unabgekürzt 
d [u (xI' v (x)] = v·du (x) + u·dv (x). 

Dieser Satz läßt sich mit Vorteil in 'Vorten aussprechen: 

Das Differential eines Produktes ist gleich 
einer Summe: Zweiter Faktor mal Differential des 
ersten plus erster Faktor mal Differential des zweiten. 

(a) 

Und wenn man mit dem Differential des Argumentes, mit dx, dividiert, 

d [uvJ = v du --:-u dv oder d (u~'l =v.u'+u.v' (bi. 
dx dx' dx dx ' 

d[u(x).v(x)] __ v(x).du(x) +u(x). dV(x), 
ohne Abkürzung dx dx dx 

d. h. die Ableitung eines Produktes ist gleich 
einer Summe: Zweiter Faktor mal Ableitung des ersten 
plus erster Faktor mal Ableitung des zweiten. 
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Entsprechend entwickelt man die Ableitung bzw. das Differential 
des Quotienten u (x) : v (x), indem man abkürzend schreibt y = u : v 
und logarithmiert, alsdann auf beiden Seiten das Differential nimmt, 

dy du dv 
-y.=-;;;._---;;' 19y= 19u -lgv, 

oder wegen y = u : v 

d!!.=~(dU _ !}v) 
v v u v 

oder 
u v·(lu-u·dv d -= ---_. __ . 
V v:!' 

unabgekürzt dU (x~= v(x).du(x)-u(x).dv(x) 
v (x) [v (x)]" 

d. h. das Differential eines Quotienten ist wieder 
ein Quotient oder ein Bruch: Unten steht das Qua­
drat des Nenners, oben Nenner mal Differential des 
Zählers minus Zähler mal Differential des Nenners. 

Und wenn man (0) mit dx dividiert, 

d~ v du_ u dv d~ 
v dx dx d v 'l.'U'-UV' 

dx = v'.l 0 er dx = ---i-;li--; 

unabgekürzt, wenn man die Schreibweise 

~F 
dx 

statt 
dF 
dx 

benützt, 
d u(x) v(x).u'(x)-u(x).v'(x) 
dx v'(x) v'.l 

d. h. die Ableitung eines Quotienten ist wieder 
ein Quotient oder Bruch: unten steht das Quadrat 
des Nenners, oben Nenner mal Ableitung des Zählers 
minus Zähler mal Ableitung des Nenners. 

(c) 

(d) 

Mit diesem Satz bildet man die Ableitung von tg x und cotg x. Es 
ist tg x = sin x: cos x ein Quotient zweier Funktionen; man setzt also 

dann wird 

oder 

u=sinx, v=cosx, 

u' =cosx, 
, . 

v =- Slnx, 

dtgx d sinx cosx·cosx-sinx·-sinx 
d-X-= dxoosx coa'.lx 

dtgx 1 
dx --= cosillx 

bzw. 
dx 

dtgx=--,-. 
cos x 

(e) 
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Genau so ermittelt man 

cl cotgx 1 
(lx = - sin:t x 

bzw. 
dx 

dcotgx=---. 
sin2 x 

Beispiel a) bis f) Man differenziere die Funktionen 

a) u=x.lgx b) v=lgy.sin y c) w=lg(z V5z) 

d) U=~ e) V= ~gv w2 

f) W=3..L4w. Ig'U smv I 

(f) 

Es empfiehlt sich, den Satz von der Ableitung eines Produktes 
oder eines Quotienten durch den Wortlaut einzuprägen, nicht durch 
die Formel. Einmal bleibt er auf diese Weise eher im Gedächtnis, 
vor allem aber läßt er sich leichter anwenden. Im Fall a) ist a: 
der erste Faktor, seine Ableitung 1, der zweite Faktor ist 19 a· • 
seine Ableitung 1: x. Man erhält so 

du 1 
a) --=lgx.l+x.-=lgx+l 

dx x ' 
dv 1 

b) -d =siny.-+lgy.cosy. 
y y 

dw =~---:-O. 
dz 2z I 

Beim Beispiel d) ist der Zähler u, seine Ableitung 1, der N enuer 
19 'U, seine Ableitung 1: 'U, demnach wird 

1 
Ig'U.1- 'U.-

d) dU _ 'U _ !gu - 1 . 
du - (lg'U)2 - (lgU)2 ' 

. 1 I smv·- - gv·cosv 
dV v 

e) -dv = ~·_·-si~---; ) dW _(3+4w).2w-w2 .4 
f dw- (3+4w)2 . 

Beispiel g) und h) Gesucht ist das Differential von 

) 2 + cosz h) sin'U. 
g 2 - cosz 1 + tg 'U 

Man setzt für die beiden Funktionen Symbole ein, etwa f(z) und 
g (u), dann wird 

_ (2 - cosz)·-sinz - (2 + cosz)· sinz - 4 sin zdz. 
g) df(z)= (2-COSZ)2 - dz= (2-COSZ)2 . 

(1-+- tg u) cosu- sinu.-~ 
cos'l 'U 

h)dg(u)= (t+tgu)2 ---du 
cos3 U - sin3 'U d 
( cos u + sin'U )2 u . 
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Beispiel i) Gesucht ist die Ableitung und das Differential von 

Y=UV!D, 

wenn u, v, w Funktionen von x sind. Man logarithmiert, 

19 Y = 19 U + 19 v + 19 w, 
damit ist das Differential beiderseits 

dy = du ....:.- dv + dw , 
y u' v w 

oder wenn man mit y beiderseits multipliziert und gleichzeitig für 
y die vertretene Funktion uvw einsetzt, 

d(uvw)=du·vw+dv.wu+dw·uv; 

wenn man noch mit dx dividiert, erhält man 

d(uvw) , r' " 
-'--=U ,VW-r-V '!DU, W ·uv. 

dx ' 

(g) 

(h) 

24. Fortsetzung. Für die Exponentialfunktion a~ führt man 
ein Symbol y ein, y = a~. Man weiß aus der Elementarmathematik: 
unbequeme Exponenten beseitigt man durch Logarithmieren. Man 
wird demnach die Gleichung logarithmieren und auf beiden Seiten 
das Differential nehmen, 

19y=xlga, dY=lga.dx, 
y 

dy=ylga·dx; 

oder wenn man wieder a Z für das Symbol y setzt, 

daz=aZlga·dx bzw. 
lla:JC 
--=u"'lga. 
clx 

(a) 

Im besonderen Fall eines natürlichen Logarithmus wird a = e und 
Ig a = 1, somit 

bzw. 
cl&' 
---=e". 
dx 

Die Exponentialfunktion eZ bleibt sonach beim Differenzieren 
verändert. Im allgemeinsten Fall kommt diese Eigenschaft 
Funktion 0 eZ zu, denn 

(b) 

un­
der 

(c) 

Die inversen Funktionen zu den Kreisfunktionen werden am 
einfachsten differenziert, indem man nach Einführung eines Symbols 



58 Differentialrechnung I. 24. 

wieder auf die ursprüng1ichen Kreisfunktionen zurückgeht, deren 
Ableitungen ja bekannt sind. Ist also arcsin x zu differenzieren, so 
führt man für diese Funktion ein Symbol y ein und hat 

y = arcsin x oder x=siny. 

Man nimmt von beiden Seiten das Differential, dann wird der Reihe nach 

dx=cosy·dy oder dx=l/l-sin~y.dy oder dx=Vl-x2~dy, 

oder wenn man für das Symbol y wieder die Funktion arcsin x setzt, 

d . dx 
arCSln x = ----

Vl-x2 

Genau so findet man 

-dx 
d arccos x = ----

1/1-x2 

dx 
d arctg x = ---

1+x2 

-dx 
d arccotg x = -,-., 

l,x· 

bzw. 

bzw. 

bzw. 

bzw. 

darcsinx 1 
dx = Vl-=x2 " 

darccosx I 
dx - VI-x:!; 

darctgx I 
dx =1+x2 ; 

(l arccotg X 1 
dx --=-l+x~" 

Beispiel 80) mit c) Gesucht ist die Ableitung von 

b) 1 + arcsin u 
1 +arccosu 

(d! 

(e/ 

(f) 

(g) 

Die erste Funktion kann man als Quotienten betrachten, wenn 
man will. Einfacher sagt man, ~ ist eine Multiplikationskonstante; 
statt e- Z setzt man (e-1)Z = aZ , wo also a = e-1 und Ig a = - 1 
ist. Damit wird, wenn man noch Symbole X, U, Z für die drei 
gegebenen Funktionen setzt, 

dX eZ-e-Z 
a) -=05(ez +e-z.-l)=---" 

dx ' 2 ' 

( I 1 (' .)-1 1 - arccos U) --=--== - 1 -I- arCSlD u --= 
dU . , Vl-u 2 ' Vl-u\! 

b) du = (1 + arccos ul 
_ 2 + arccos u + arcsin u . 
- Vl- u2 (1 +arccosu)" 

dZ (ez-e-z)(ez-e-z)-(ez+e-z)(ez+rz) -4 
c)di= (eZ-e z? = (eZ_e-z)2" 
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25. Geometrische Deutung des Differentialquotienten. Wenn 
die Funktion f(x) vorliegt und in der bekannten Weise durch die 
Kurve Y = fex) dargestellt wird, so ist an jeder durch die Abszisse x 
gegebenen Stelle P - wir nennen sie die "untersuchte Stelle" -
die zugehörige Ordinate {(x). Ein benachbarter Punkt P' hat die 
Koordinaten x + -.J x und {(x + LI x). In 12 war bereits klar gelegt, 

daß J;:) gleich ist tg "p, also gleich der Richtung der Sekante 

durch die beiden Nachbarpunkte P und P', Abb. 3i, 

tg 'IjJ= Af(x). 
Jx (a) 

Rückt man nun den Punkt P' immer näher und näher heran an P, 

Abb. 3i. Abb. 38. 

so wird x immer kleiner, es konvergiert gegen 0, statt J x schreiben 
wir also dx und drücken dies aus in der Sprechweise: die beiden 
Punkte sind unendlich benachbart. Wir schreiben in diesem Fall, 
so wie Abb. 38 zeigt, in Zukunft immer U und N, wo U den unter­
suchten, N den unendlich benachbarten Punkt vorstellen soll. 

Damit geht die Sekante PP' über in die Tangente U N, der 
Sekantenwinkel 'IjJ in den Tangentenwinkel 'f, die Sekantenrichtung 
tg"P in die Tangentenrichtung tg T, so daß die Ableitung 

f'(X)=tgT (b) 
gleich ist der Richtung tg T der Tangente und damit auch gleich der 
Richtung der Kurve Y=f(x) an der 
untersuchten Stelle. 

Beispiel a) Die Kurve y = sin x 
ist als bekannt vorausgesetzt. Die Ab­
leitung von sin x an der untersuchten 
Stelle x, nämlich y' = cos x , ist die 
~ ~ i 1 _ a 

, -
Abb. 39. 
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Richtung der Sinuskurve an der Stelle x. An den Stellen 1, 2, 3 
mit den Abszissen 0, in, n sind also die zugehörigen Richtungen 

cosO=l, cos~n=O, cosn=-l, 

welche Werte uns aus (3) bereits bekannt sind. 

Beispiel b) Die Funktion eil: hat als Ableitung wieder eil:; 
geometrisch gesprochen heißt das, bei der Exponentialkurve y = eil: 
hat an der untersuchten Stelle x die Richtung den Wert eil: oder v; 

e 

oder wenn man die Richtung als Quotient 
anschreibt, den Wert V: 1. An der Stelle 
x = 0, im Schnittpunkt der Kurve mit 
der v-Achse, hat die Richtung den Wert eO 

oder 1, die Kurve schneidet sonach die 
v-Achse mit der Richtung 1 oder mit 
dem Richtungswinkel 45°. An der Stelle 
x = 1 ist die Richtung gleich e, d. h. 
die Tangente an dieser Stelle geht durch 
den Nullpunkt, s. Abb.40. Hält man 

::::::;;.-----+"----3: beide Eigenschaften zusammen mit den 
Abb.40. aus früheren Untersuchungen schon be­

kannten, so ist man in der Lage, mit 
einer schnell gezeichneten Skizze der Exponentialkurve für Ab­
schätzungszwecke noch ziemlich gen aue Zahlen anzugeben. 

Beispiel c) Welche Fortschreitungsrichtung tg-c hat die Pa­
rabel V = cx2 im Punkt P mit der Abszisse x? Nach welchem 
Gesetz ändert sich die Richtung? Man gebe für einzelne besondere 
Punkte die Richtung an. In welchen Punkten hat die Parabel die 
Richtung 0 bzw. 1,2, -1, 10? 

Es ist tg -c = V' = 2 cx an der Stelle x. Die Richtung der 
Kurve ist proportional der Abszisse, ändert sich sonach im gleichen 
Verhältnis wie diese. An der Stelle x = 0 und damit V = 0 oder 
im Punkt 0' 0 ist auch, V' = 0, die Parabel läuft im Nullpunkt 
horizontal; im Punkt 11 c ist die Fortschreitungsrichtung 2 c. Die 
vorgeschriebene Richtung Vo' hat die Kurve wegen Vo'= 2 cXo an 

, ! '2 

der Stelle Xo = Yo' : 2 c oder im Punkt Vo \ ~; demnach die Rich-
2c\4c 1:1 111 

tungen 0, 1, 2, - 1, 10 in den Punkten O! 0, '2- 14' -;-, 
1 I 1 5 25 c: c C I c __ 1- __ 
2c!4c' c c· 

Beispiel d) Die dem Ingenieur bekannten Kurven, die Auf­
schluß über die Formänderung geben, im besonderen über die Durch-
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biegung wagrecht liegender Stäbe, sind meist sehr Bach. Welcher 
rechnerische Schluß läßt sich daraus ziehen 1 

Der Richtungswinkel -r ist sehr klein, sonach auch die Richtung 
tg-r. Bei sehr flachen Kurven mit wagrechter Sehne ist die 
Richtung an jeder Stelle ein echter, meist sehr kleiner Bruch. 

Beispiel e) Welche Richtung hat die Gerade 

Ax+By+O=01 
:Man löst nach y auf und erhält 

A 0 
y=- Ii x - B und daraus 

als Richtung der Geraden (s. 185). 

26. Fortsetzung. In 13 war vorausgesetzt, daß die zu differen­
zierenden Funktionen im untersuchten Bereich endlich und stetig 
sind. Für die Fälle der Praxis ist aber noch eine zweite Forderung 
nötig, daß nämlich auch die Ableitung im untersuchten Bereich 

. endlich und stetig ist. Wenn die zu untersuchende Funktion beiden 
Voraussetzungen genügt, dann sagen wir, sie genügt der Haupt­
forderung: 

die Funktion ist im Untersuchungsbereich nicht nur selbst 
endlich und stetig, sondern sie hat in diesem Bereich auch 
eine endliche und stetige Ableitung. (80) 

Ein Beispiel für die Zweckmäßigkeit dieser Hauptforderung 
bietet die Rechnung mit Biegungsmomenten. In 14 war bereits 
angegeben, daß in der Lehre von den Tragkonstruktionen die Auf­
lagerkräfte, Auflagermomente, Scherkräfte und Biegungsmomente die 
wichtigsten Elemente der Rechnung und auch der Konstruktion sind. 
Dort war angegeben, daß im Querschnitt eines Balkens an der Steile x 
Schub- und Biegungsspannungen auftreten und daß die Schub­
spannungen in der Hauptsache durch die "Scherkraft an der 
Stelle x" bedingt sind. Die Festigkeitslehre gibt an, daß die· an der 
Stelle x (d. h. im Querschnitt an dieser Stelle x) auftretende größte 
Biegungsspannung proportional ist dem Biegungsmoment an der 
Stelle x. Die Definition dieses Biegungsmomentes denkt sich ebenso 
wie die Definition der Scherkraft den Balken an der Stelle x ent­
zwei geschnitten und betrachtet nur den abgeschnitten gedachten 
linken Teil, s. Abb. 34 und 35. An ihm greifen als äußere Kräfte 
an das Eigengewicht, die Nutzlasten PI' P9 und die Auflagerkraft 
und als innere Kräfte die Spannungen im gedachten Querschnitt. 
Die äußeren Kräfte sind alle in der nämlichen Ebene liegend voraus­
gesetzt, in der lotrechten Symmetrieebene des Balkens. Denkt man 
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sich im untersuchten Querschnitt die zur Kräfteebene senkrecht 
stehende Schwerachse DD als Drehachse, Abb.41, so werden die 
äußeren Kräfte den linken abgeschnittenen Teil um diese Achse zu 
drehen suchen; damit Gleichgewicht ist, müssen die in den unendlich 

, 
---r---·---~---_·_--- .. -----

o 

j 

I ft,/:' 
/_l.i::~·--=---==-'-':_~-=--------=-=-::~~=~-------- -----, 
A 

Abb. 41. 

vielen Flächenteilchen d F des Querschnittes auftretenden Spannungen 
ebenfalls eine Drehwirkung haben, die derjenigen der äußeren Kräfte 
entgegengesetzt ist. Diese Drehwirkung der äußeren Kräfte nennt 
man das Biegungsmoment an der Stelle x. Die nachfolgende Definition 
wird daher verständlich sein: 

Biegungsmoment Mx an der Stelle x (oder im Quer­
schnitt an der Stelle x) ist das Moment aller am linken 
abgeschnitten gedachten Teil angreifenden äußeren Kräfte 
für die im untersuchten Querschnitt senkrecht zur Kräfte-
ebene stehende Schwerachse. (b) 

Der Freiträger (so genannt, weil er frei auf zwei Stützen auf­
liegt) der Abb. 34 oder 42 ist nach Beispiel 14 gewichtslos, ferner ist 

1/ Pz r; ~ IJ P l = 400 kg, 
~"'-"'-f-+-l&,i P2 = 200 kg, 

B 

Abb. 42. L. M. 1: 600. 

Ps = 500 kg, 

P4 =100 kg, 

P5 =600 kg, 

A=700 kg, 

B=1100 kg. 

Das Biegungsmoment 
am linken Auflager ist 
0; denn wenn man dort 
einen Querschnitt ge­
legt denkt, so greift am 
linken abgeschnittenen 
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Teil keine äußere Kraft an (oder wenn man etwa die AufIagerkraft 
noch als zum linken Teil gehörig betrachtet, dann hat sie kein 
Moment, weil ihr Dreharm Null ist). Die nämliche Begründung liefert 
M = 0 für das rechte Auflager. Legt man den Querschnitt an die 
Stelle x der ,Abbildung, so greifen am linken Teil des Balkens an 
die Nutzlasten PI' P'J und die Auflagerkraft .A mit den Dreh­
armen x - PI' X - P'J' x; ihre Momente für die im Querschnitt ge­
dachte Drehachse sind sonach -PI (X-PI)' -p.(x-P2), +.Ax; 
PI und P2 suchen den abgeschnitten gedachten Teil linksum zu 
drehen, sie kaben sonach ein negatives Moment, dagegen A ein 
positives. Das gesamte Moment von ihnen, das Biegungsmoment 
an der Stelle x, ist 

MZ=-P1 (X-'PI)-P2 (X-Pll)+.AX. (c) 
Man sieht, das Biegungsmoment ist eine Funktion von x. 

Recht wesentlich ist nun, daß diese in der Ingenieur-Praxis wohl 
am meisten angewandte Funktion die Hauptforderung sehr oft nicht 
erfüllt. Um das ersichtlich zu machen, sei eingeführt die Momenten­
linie, d. i. die graphische Darstellung des Biegungsmomentes. 
Man trägt an jeder Stelle x des Balkens das zugehörige Biegungs­
moment M z als Ordinate auf; und zwar, wie das in der Ingenieur­
mechanik meist geschieht, die positiven Ordinaten nach abwärts. 
Wenn nun Einzellasten am Träger angreifen, wie im Fall der Abb. 34, 
so setzt sich das Diagramm nach ()) aus Geradenstücken zusammen, 
denn M ist linear von x abhängig. Man braucht daher nur an jenen 
Stellen die. Biegungsmomente aufstellen, wo Einzelkräfte angreifen. 
:Man findet für den Träger der Abb. 42, wenn Mi das Biegungs­
moment an der Stelle i bezeichnet, 

MI =Apl = 700kg.lm=700mkg, 

M2 =.APll-PI(P2-PI)= 1000mkg, 
Ms =1200mkg, M 4 =800mkg, Mr,..:....-550mkg. 

In Abb. 42 sind diese Biegllngsmomente im Momentenmaßstab 
1 mm = 40 mkg abgetragen und bestimmen so da.s Momenten­
diagramm. Dieses Diagramm läßt nun ersehen, daß zwar die Funk­
tion M z ' d. h. das Biegungsmoment, an jeder Stelle endlich und stetig 
ist, nicht aber seine Ableitung. Immer zwischen zwei Angriffspunkten 
von Einzellasten ist die Richtung des Momentendiagramms konstant, 
beim Überschreiten einer solchen Angriffsstelle ändert sich die Rich­
tung aber sprungweise, und die Richtung der Momentenkurve ist 
ja die Ableitung. Sonach erfüllt also die Funktion M z die Haupt­
forderung nicht. Oder genauer: Mz erfüllt die Hauptforderung nicht, 
wenn man als Untersuchungsbereich die ganze Trägerlänge wählt. 
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Solange man die Untersuchung auf den Bereich zwischen zwei benach­
barten Lastangriffspunkten beschränkt, ist natürlich Mx ebenso wie 
seine Ableitung endlich und stetig. 

Beispiel a) und b) Man zeichne für den Belastungsfall der 
Abb. 43 das Scherkraft- und Momentendiagramm. 

Pl = 400 kg, P 2 = 600 kg, P 3 = 300 kg, P, = 500 kg. 

Die Scherkraft ist in den einzelnen Abschnitten zwischen je 
zwei Lastangriffspunkten konstant, das Diagramm setzt sich sonach 
aus lauter wagrechten Geradenstücken zusammen. Im Raum zwischen 
den Lastangriffspunkten 1 und 2 ist V = - P 1 = - 400 kg, im Raum 
von 2 nach 3 wird V=-Pl +P2 =+200kg, im Raum von 3 
nach 4 nimmt V=.2;P den Wert-Pl +P2 -Pa =-100kg an 

o 

B 

+ 

.x 

Abb. 43 bis 45. L. M. 1: 100. 

und im Raum von 4 nach 
5 den Wert - 600 kg. 
Entsprechend diesen 
Werten ist das Scher­
kraftdiagramm einge­
zeichnet, so wie Abb. 44 
angibt. 

Das Momentendia­
gramm besteht aus Ge­
radenstücken, weil nur 
Einzellasten angreifen. 
Man braucht sonach nur 
an jener Stelle den Wert 
des Biegullgsmomentes 
aufsuchen,wo die Einzel­
lasten angreifen. Im 
Punkt 1 ist M l = 0, 
weil links von dieser 
Stelle keine äußere Kraft 
angreift; zum Biegungs­
moment an der Stelle 2 
leistet nur P 1 einen Bei-
trag und zwar einen 
negativen, es ist 

M2 =-Pl P2 = -400kg'1.5 m= - 600mkg, 

Ma=-Pl P3 +P2 (Pg-P2)= - 300mkg; 

M4 = -Pl P ... +P2 (p4 -P2)-Pa (P4 -Pa)=-400mkg, 

111" = - Pl P;; + P2 (p~ -P2)-Pa (Pr, -Pa)-P4 (P5 -P4) 
=-1600mkg. 
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Beispiel c) Man entwickle den allgemein gültigen Zusammenhang 

V=dM (d) 
dx 

zwischen Scherkraft V und Biegungsmoment M für den durch 
Abb.36 und 42 gegebenen besonderen Belastungsfall. Die Formel 
ist noch zu diskutieren. 

Hier ist an der Stelle x 

Die angegebene Formel ergibt sich sonach unmittelbar, wenn 
man M nach x differenziert. Sie sagt aus, daß die Richtung der 
Momentenkurve an jeder Stelle durch den Zahlenwert der Scherkraft 
gegeb~m ist. Die Formel und alle aus ihr sich ergebenden Folgerungen 
sind natürlich an den Angriffspunkten der Einzellasten nicht mehr 
gültig, weil dort V sich sprungweise ändert. 

27. Fortsetzung. Wenn die Gleichung einer Kurve in Polar­
koordinaten r = f(qJ) gegeben ist, dann ist nach der geometrischen 

Bedeutung der Ableitung :~ von r nach qJ gefragt. Man vergesse 

nämlich nicht, daß die vorausgehende Betrachtung nur für recht­
winkelige Koordinaten gilt. Jedenfalls wird man wieder vom unter­
suchten Punkt U aus zu einem unendlich benachbarten Punkt N 
übergehen, Abb. 46. Dabei wird sich der vom Nullpunkt ausgehende 

Abb. 46. Abb. 47. 

Radiusvektor r um dr ändern und in r + dr übergehen, ebenso wird 
der vom Nullstrahl aus gezählte Winkelweg qJ um dcp sich ändern 
und zu cp + dcp werden. Selbstverständlich können dr und dcp auch 
negativ sein. Bei Polarkoordinaten fehlt der Begriff des Richtungs­
winkels ebensowohl wie derjenige der Richtung. Alle Beziehungen, 

Egere r. Ingenieur·lIathematik H. 5 
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die sich auf dem Richtungsverhältnis aufbauen, gehen bei Polar­
koordinaten aus von dem Winkel {}, der vom Radiusvektor aus 
zur Tangente linksum gezählt wird. Die Skizze der Abb. 47, die 
gleichzeitig die Umgebung deli untersuchten Kurvenpunktes P noch 
einmal in Vergrößerung wiedergibt, entwickelt die Hauptformel für 
alle Richtungsfragen bei Polarkoordinaten durch 

dr 
tg {} = rdip: dr = r : a-;p 

oder tg {J. = 1'" wenn 1" =('-~ (a) 
l' dq: 

zur Abkürzung eingeführt wird. Man beachte wohl, daß der Winkel {} 
vom Radiusvektor aus zur Tangente hin gezählt wird. 

Will man auch noch die Richtung tgr der Kurve an der 
untersuchten Stelle angeben, so setzt man nach Abb. 46 

oder 
t r- tg{}+tgr . 
g - 1 - tg {} tg r ' 

mit tg{} = r: r' wird r+r'tgr tgr= ------. 
r' -rtgr 

(h) 

(c) 

Beispiel a) Durch Abb.48 ist die Kurve 

r= 2 a(l + cos IP) 

gegeben. Man bestimme an den Stellen 

Abb. 48. 

r=O, (r=~;r; IP=~1l, 

r=~.7T, ip=i n , IP=1l 

die Werte r, r', tg {} und daraus 
die Richtung der Kurve in diesen 
Punkten. 

Mit 

r=2a(1+coslP) 
wird r'= - 2 asinIP; 

tg {} = r : r' und tg r erhalten die 
Werte 

l+cosip_ IP. tg{}=- --.----cotg-, 
SJllip 2 

COS ip + cos 2 r tg T = ----- - ------ .. 
sinr+sin 2r 

Die nachfolgende Tabelle gibt die den vorgeschriebenen Werten von 
IP entsprechenden Werte r, r', tg {} und tg T. Der Punkt mit der 
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Winkelentfernung Cf' = ° hat vom Nullpunkt die Entfernung r= 4a; 
an dieser Stelle hat die Ableitung den Wert r' = 0. Daraus ergibt 
sich tgD=oo, oder D = in, d. h. der Winkel D vom Radiusvektor 
zur Tangente ist ein rechter. tg T = 00 Fagt aus, daß die Stelle Cf' = 0 
eine Vertikalstelle ist. 

Cf' 0 t;'1; in in ~n :n; 

r 4a a~2+V2) 3a 2a a 0-

r' 0 -aV:?" -ava -2a -aV3 0 

togO ~ -\1+V2) -va -1 -lva 0 

t,gT x 1-\12 Ü +1 00 0 

28. HOI·jzontal· und Vertikalstellpn einer Km·ve. 

I. Vorausgesetzt sind rechtwinklige Koordinaten, die x­
Achse soll wagrecht sein. An einer HorizontalsteIle ist die Tangente 
parallel zur x-Achse, sonach die Richtung tgT=O oder y=ü. An 
einer Vertikalstelle ist die Tangente senkrecht zur x-Achse, sonach 
die Richtung tg T = 00 oder y' = 00. Somit ist die Bedingung für ein& 

HorizontalsteIle: y' = 0 (0.) 

Vertikalstelle: y'=x. (b) 

Beispiel a) bis c) 
stellen der nachfolgenden 

a) y=x(x- 1) 

Man gebe die Horizontal- und Vert,ikal­
Kurven an. 

b) y=x+ex c) y=x+cosx. 

a) y' = 2 x - 1. Die Horizontalstelle verlangt y' = ü oder 
2 x -1 = Ü oder x = 0,5 und damit y = - 0,25; der Punkt 
0,5 i - 0,25 ist also eine HorizontalsteIle. Vertikal verläuft die Kurve 
an jener Stelle, wo y = 00, alEQ an der Stelle 00 I 00. 

b) y'=1+ex; die HorizontaIstelle bedingt y'=O oder eX=-1, 
was für reelle Werte von x ausgeschlossen ist; diese Kurve hat 
sonach keine reelle Horizontalstelle. Ihre Vertikalstelle ist reen, 
denn y' = ~ oder x = 00 gilt an der Stelle oo! 00, also im unend­
lich fernen Punkt der Kurve. 

c) y' = 1 - sin x; Horizo ntalstellen erhält man für 1 - sin x = ° 
oder sin x = 1 oder x = l n + k 11. Eine Vertikalstelle verlangt 
1 - sin x = 00; da. sin x stets ein echter Bruch mit den Grenz­
~erten + 1 ist, kann 1 - sin x für reelle Zahlen x nie den Wert 00 

annehmen, die vorgegebpne Kurve hat sonach keine reelle Vertikal­
stelle: 

5* 
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H. Bei Polarkoordinaten ist der Anfa[)gsstmhl wagrecht 
vorausgesetzt. An einer Horizontalstelle gilt 

'l = 0 oder genauer 'l = k71 

und deswegen cp +~=k71 nach (27b), oder mit Verwendung der 
Tangensfunktion tg (cp +19) = O. Man rechnet aus und erhält als 
Bedingung für eine 

Horizon talstelle: tgl'1 =-tglJ'. (el 

An einer Vertikalstelle gilt 

'l = ~ 7l oder genauer 'l = ~ 7l + k71 
und deswegen 

?J+ ~=~71+k71 oder cotg(cp+#)=O. 

Man rechnet aus und erhält als Bedingung für eine 

Vertikalstelle: tg (f = cotg ?J. (d) 

Beispiel d) Man ermittle die Horizontal- und Vertikalstellen 
der Kurve r=2a(1+cos?J). 

Nach Beispiel 27 a) wird tg & = _ 1 ~ cos?J; eine Horizontal-
Etelle verlangt tg ~ = - tg?J oder hier S10 ?J 

_ ~ .. ' cos cp = _ si~2:: 
sin rp cOS?J 

oder 

Man setzt cos (p = u und erhält aus der quadratischen Gleichung 
2 u2 + u -1 = 0 die beiden Werte cos cp = -1 und cos cp = 0.5 
oder ?J =;r und cp = ~ lll. Die Tabelle des Beispiels 27 a) bestimmt 
diese Werte. Eine Vertikalstelle verlangt tg & = cotg IP oder hier 

_ 1j'~ cos?J = cos rp 
sin?J sin (p 

oder 2 cos cp + 1 = 0 sowie sin cp = O. 

Der Forderung wird genügt durch cp = : ~ 7l sowie ?J = O. Die 
durch ?J=1l bestimmte SteHe ist eine singuläre Stelle, siehe darüber 
später. 

29. Tangente und Normale. Von der Tangente an eine 
Kurve y = fex) an der Stelle Po = X o i Yo kennt man den Punkt 
Po = Xo I Yo' ferner nach dem Vorausgehenden die Richtung tg 'lo = Yo' 
(wo Yo' die Richtung an der Stelle Xo bedeuten soll, daß man also 
X o statt x in die Ableitung y' einzusetzen hat). Damit wird die 
Gleichung der Tangente nach I 84 (d) 

y - Yo = tg 7 0 . (x - xo) oder (a) 



Different.ialrechnung 1. 30. 69 

D:e Normale in Po hat nach I 73 (e) die Richtung - cotg 10 oder 
- 1 : Yo', also die Gleichung 

y - Yo = - cotg10·(X - x o) oder 1. ) y - Yo = - -,-. (x - xo . 
Yo 

(b) 

Beispiel a) Man suche die Gleichung von Tangente und Nor­
male in den Punkten x=O, x=!n, x=~n, x=~n, x=n, 
.1: = 2 n der Kurve y = sin x. 

Im erzeugenden Kurvenpunkt Po = X o . Yo hat die Sinuskurve 
y ~o= sin x die Richtung tg 10 = Yo' = cos xo und damit die Tangente 
bzw. Normale 

Y - Yo = cosxo .(x - xo) bzw. (Y-Yo) cosxo+ (x-xo)=O. 

x 0 0 ~n ~n 1n n ~n 2n 

Yo 0 ~V2 1 ~t2 0 -1 0 

Yo 
, 

1 ~V-2 0 -l'l.'2 2 -1 0 1 

An den vorgeschriebenen Stellen gibt die Tabelle die Werte der 
Ordinate und der Richtung. Dann wird beispielsweise im Punkt 

lnl ~ V2 die Gleichung der Tangente und Normale 

y-~V2=~Y2(x-!n) bzw. (y-~v2HV2+x-!n=O, 

oder wenn man ordnet 

4 xV2- 8y+ Y2(4 -n)=O bzw. 4x+ 2 Yl/2-(2+n)=O. 

In der gleichen Weise stellt man die anderen gewünschten 
Gleichungen mit Hilfe der Tabelle auf. 

30. Bogenelement, Tangenten. und Normalenabschnitt, Sub­
tangente, Subnormale. Oft sind noch andere die Gestalt einer Kurve 
bestimmende Elemente verlangt. 

Statt des unendlich kleinen krummlinigen Bogenstückes ds von 
U nach N, kurz Bogenelement genannt, kann man die gerad­
linige Strecke U N selbst setzen, s. Abb. 49, so daß unter der Voraus­
setzung rechtwinkliger Koordinaten 

. dy 
sm'/:= ds' 

dx 
cos'/:= ds. Ca) 

Will man nicht mit den. Differentialen, sondern nur mit der Ab­
leitung y' = tg'/: rechnen, so wird man 

I (d)" 
dS= dxV1+ d=- oder (b) 
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setzen und damit erhalten 

. y' 
Sln T = ----------

Vl+y'2' (c) 

Bisweilen werden in praktischen )j'ällen die in Abb. 49 mit t, '1h 

8" 8" bezeichneten Strecken benötigt, der Tangentenabschnitt t 
d. i. das Stück der Tangente zwischen der x-Achse und dem unter­

!I t 

suchten Punkt U, der N or­
malenabschnitt '11., d. i. 
das Stück der Normalen 
zwischen der x-Achse und 
dem Kurvenpunkt U, die 
Subtangente 8 t , d. i. die 
Projektion des Tangenten­
abschnittes auf die x-Achse, 
und die Subnormale 8", 
d. i. die Projektion des 

""c..--1.:._--+ _______ ....i-__ --"i'.r"- Normalenabschnittes auf 

Abb.49. 

t=-.lL_=J[ vi~ '2, sin r y' ,y 

n=-JL=Yl/l+y~, 
COST 

die x-Achse. 
Man kann unmittel­

bar ablesen, daß 

y 
8 t = ycotgr=,. 

y (d) 

(e) 

Beispiel a) Gegeben ist von dem an einem Balken angreifen­
den Kräftesystem die Schaulinie des Biegungsmomentes M. Wie 
findet man nach den Lehren der Differentialrechnung Zahlenwert, 
Richtung und Lage der Scherkraft V an jeder Stelle x des Balkens? 

Zahlenwert: Er wird nach 26 (d) durch 

V=~M 
dx 

als Wert der Kurvenrichtung an der betreffenden Stelle x gefunden. 
Beispielsweise hat an der Stelle U der Abb.50 die Kurvenrichtung 
den aus dem punktierten Dreieck mit den Seiten 7,5 mm und 10 mm 
zu entnehmenden Wert 

tgt= V = + (7,5.40 mkg): + (10.0,1 m) = + 300 kg, 

wenn man den angegebenen Längen- und Momentenmaßstab berück­
sichtigt. Zu beachten ist dabei, daß die Ordinate M nach abwärts 
positiv gerechnet wird. 
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Richtung: V ist senkrecht zum Balken gerichtet, da ja nur 
senkrechte Kräfte an ihm angreüen. 

Lage: Nach Definition ist M das Moment aller links von der 
untersuchten Stelle angreifenden äußeren Kräfte, und da V nach 
Definition deren Mittelkraft ist, ist M das Moment von V, bezogen 

Abb. 50. L. M. 1: 100, M. M. 1 mm = 40 mkg. 

auf die gleiche gedachte Drehachse, die Schwerachse des Querschnittes 
an der Stelle x; also 

M=V·r oder (f) 

d. h. r ist die Subtangente der M -Linie. Im Fall der Abb. 50 ist 
an der Stelle U 

r = (22 ·40 mkg): 300 kg = 2,93 m, 

was sich auch durch unmittelbares Ausmessen von r als nichtig erweist. 

. Beispiel b) Man bestimme im Punkt 2:0 I Yo der Exponential­
kurve Y = eS den Tangenten- und Normalenabschnitt, die Sub­
tangente und Subnormale. 

Es ist 
y=eX , 

an der allgemeinen Stelle 2: und 

y'=eS 

an der untersuchten Stelle 2:0 i Yo' Mit diesen Werten wird 

t= 1"1 +Yo'2= Vl+e2 !to , 8t = 1, (g) 

(h) 
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Beispiel c) Man bestimme von der Parabel y2= 2 px im 
Punkt P=x!y die Strecken t, n, 81' 8", 

Es ist 

und somit 

" 1"2 P P P Y = -----= = --== = ---
21"x V2 px y 

Mit diesen Werten wird 

und 
y 
y' 

y'~ 2 p:c • 
-=---=2x. 
p P 

t = 2 x 11 1 : p2: y'J = 1"2 x (2 x + p), 

n=yl/l + p2: y2=-=l,/p(2x + p), 81l =p. 

(i) 

(k) 

Den vorausgehenden Formeln können die entsprechenden für 
Polar koordinaten zur Seite gestellt werden. An der untersuchten 
Stelle gilt nach Abb. 47 für das Bogenelement ds und den Winkel {} 

ds = V(rdcp)2 + (dr)2, sin& = r::_, (1) 

d . , dr hn o er wenn man mIt r = - rec et, 
dcp 

ds=dcp Vr2+(;;r oder (m) 

sin/}=-- r =_ ,/ .'+ ,.,' t' r" r " 

r' 
cos&=-=. ,/ ~+ ,.. t' r" r" 

(n) 

Auch die Größen t, n, 81' 8" 

kann man für polare Koordinaten 
einführen, wenn sie auch anders 
zu definieren sind. Man errichtet 
im Nullpunkt 0 eine zum Radius­
vektor nach U senkrechte Hilfs­
achse und behandelt sie genau so, 
wie die x-Achse bei rechtwinkligen 
Koordinaten. Dann ist der Tan-

Abb. 51. gentenabschnitt t das Stück 
der Tangente zwischen dem unter­

suchten Punkt U und dieser Hilfsachse , entsprechend wird der 
Normalenabschnitt auf der Normalen durch den untersuchten 
Punkt. U und die erwähnte Hilfsachse begrenzt; die Subtangente 
und die Subnormale sind die Projektionen des Tangenten- bzw. 
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Normalenabschnittes auf die Hilfsachse. Nach dieser Festsetzung wird 

r r ---
t=--=-Vr2 +r'2. 

cos {} r' . (0) 

n=_r_=Yr2 +r'2 
sin {} , 8 n = rcotg {}=r'. (p) 

Beispiel d) Man ermittle von der Kurve r=2a(1+cos97) 
im Punkt Po = r 0 ~ 970 den Tangenten- und Normalenabschnitt, die 
Subtangente und Subnormale; für den Wert 970 =~n gebe man 
noch die Zahlenwerte an. 

Die Kurve ist bereits in den Beispielen 27a) und 28d) be­
sprochen. Es ist 

r'=- 2asin97 und ro' = - 2 a sin f{Jo' 

ro 1 + cos 970 f{Jo ..,.--,=- sin;;;--=-cotg 2 , 
o '1'0 

und damit ap der ~telle 970 

t = - 4 a cotg 970 cos f{Jo 
2 2' 

8 = - 4 a cotg f{Jo cos2 f{Jo 
t 2 2 ' 

n=4acos~0 , 8n = - 2 a sin f{Jo' 

Für den besonderen Fall f{Jo = ~ n oder ~ 970 = ~ n erhält man und 
Abb. 48 bestätigt: 

t=n=2aV2, 

31. Wiederholungs-A.ufgaben. 1) Für welche Werte 0 und r sind die 
bei den Bewegungen 

s=Asin(wt+IX)+Bsin(wt+p) und s=Osin(wt+r) 

identisch? 

2) Beweise arcsin x + arccos x = t lr, arctg x + arccotg x = t:n. (a) 
x+y 

3) Beweise arctg x ± arctg y = arctg 1 i" x y . (b) 

4) bis 6) Man berechne x aUs den Gleichungen 

sinx=tgx, sin x+ cosx= 1,2, tg x- sin X= 1- COBX. 

7) bis 9) Die Variablen u und v sind durch die nachfolgenden Gleichungen 
in Zusammenhang gebracht; man gebe den algebraischen Zusammenhang zwischen 
u und v an. 

~1-=-v2 
7) u = COB arcsin v 8) arccos u = 2 arcsin v 9) u = cos arctg -v--

Va-b b 
10) Beweise 2 arctg -+ _ = arccos-. a II a 
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11) bis 13) Man berechne x aus den Gleichungen 

11) cos x = tsin2 x 12) sin x +,'1+sin2 x = 2: sin x 13) cos x = cos 1- x. 

14) bis 16) Die Integrale trigonometrischer Funktionen von x lassen 
sich sehr oft durch die Substitution tg t x = t auf bekannte Integrale rationaler 
Funktionen von t zurückführen. Welche Form nehmen durch diese Substitution 
die nachfolgenden Funktionen an! 

1 
l+cosx' sinx+cos x· 

2+«,osx 
2-cosx' 

17) Man entwickle geometrisch mit Hilfe des Einheitskreises den Grenz­
wert von sin x : x an der Stelle x = O. 

18) bis 21) Man ermittle den Grenzwert G von 

22) Beweise 

sinx 
!im , I. sin 1 - sin x 

1m 1 . z=1 cos - cos x z=o\'I-cosx 

xß 

lim~=O. 
n=ex>n! 

23) bis 28) Man differenziere die nachstehenden Funktionen 

(c) 

23) u=:r-0,6x5+i X6+~X7+C 24) v=x9 _8x- 2+ }x- 5+ 1 

3 !,~ 3 __ 
26) z=3+-+41' x3+3qlx- 2 

x 
25) w = 1 + xi + 3 xt - 5 x- t 

1 1 
27) x=--~--­

a-bv G+bv 
3-4u 

28) z = 3---<>2' . u-:::u 

29) bis 31) Gesucht ist das Differential von 

29) f=e"u 5 30) g=vsint'-ef)cos v 

32. Lösnngen. 1) Man setzt die beiden Bewegungen gleich und rechnet 
auf beiden Gleichungsseiten wie im Beispiel 4 b) aus. Die Identität muß für 
jeden Wert von t gelten, für die besonderen Werte t=O und t=t:r erhält 
Inan 

A sin oe + B sin(J=Csin)', 

woraus sich ergibt 

A cos 0:: +B cos(J=C cos)', 

und 
0 2 = A2 +.82+2 ABcos (oe - (J) 

tg;' = (A sin oe + B ainfJ): (A coa 0:: + B cosfJ). 

2) Entweder unmittelbar durch Definition, indem man sich an die Formel 
sin 'P = cos (t :Ir - 'P) erinnert. 

Oder man setzt 

arcsin x = 0::, arccos x = fJ, also sin 0:: = x, cos (J = x. 

Daraus wird 

sin oe = cos {J und wegen sin 0:: = COS (~ n -oe), 

{J = ~ :r - oe oder 0:: + {J = ~. n. 

Ebenso wird die zweite Formel bewiesen. 
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3) Der Bruch auf der rechten Seite erinnert an die Formel 

+ tgoe±tgfl 
tg (ot - P) = '1 + tg oe tg fl' 

Man setzt 
arctgz= oe, 

-dann wird 
arctgy=t1 

z+y 
tg (oe + {J) = ~ - oder 

- 1 +zy 

oder z = tg ot, Y = tg {J, 

oe + {J = arctg _~::....t.?L . 
- l+zy 

75 

f) Gefragt ist: An welcher Stelle haben die Sinus- und die. Tangenskurve 
die nämliche Ordinate? 

Abb.25 zeigt, daß z=O, x=:r, z=2# oder allgemein z=1cn, wo k 
jede beliebige ganze Zahl. 

5) Man fragt: An welcher Stelle haben die Ordinaten der Sinus- und 
Kosinuskurve die Summe + 1,21 Der Abb. 25 entnimmt man mit grober An­
näherung z zu 0,2 ~ 0,3. Die Rechnung liefert, wenn man die gegebene 
Gleichung quadriert und vereinfacht, 

sin 2 z = 0,44 oder :I: = 0.5 arcsin 0,44 '" 0,2. 

6) Man formt die Gleichung um, 

sin z (1 - C08 z) = coa:l: (1 - cos z), 

und hat zwei Lösungen 1 - cos z = ° und sin z = cos 2;. Der Abb. 25 ent­
nimmt man, wenn k eine ganze Zahl, 

z=2kJr und :I:=t#+k#. 

7) Die trigonometrischen Funktionen müssen beseitigt werden. Man setzt 

. arcsin v = z oder v = sin z; 

die gegebene Gleichung wird u = cos Z; beide Gleichungen geben 

8) Man setzt 
U9 +V2 = 1. 

arccos U =:1: oder u = COS:l:, arcsin 'I: = y oder t· = sin y. 

Die gegebene Gleichung wird z = 2 Y und deswegen zu 

u=cos211, v=sinll oder u=I-2sin2 y oder u=1-2v". 

9) Man setzt u = COS :1:, 

'
/-1 -Vi ,/1 - v2 

I t'-- odert aso arc g v z gz = -1.-;--; 

zwischen tg z und COB x besteht die trigonometrische Beziehung 

C082 z (1 + tg2 z) = 1, hier ,,2 (1 + 1 v2 Vi) = 1 oder u2 = Vi. 

,la -b b 
10) Man setzt u = 2 arctg V a + b und v = arccos a ' 

.- u a-b" b 
dann ist \ = tg"2 oder a + b = tg2 "2' Ci = cos V, 

oder 

2 sin2 .!. 
t 2~_1-b:a _1-c08" ____ 2 -t 2.!. 
g 2 - 1 + b : a - 1 + C08 V - 2 ooS2.!. - g 2 

2 
U=1:. 
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11) Man setzt C08 x = u und formt die Gleichung um, 81~ = 3 (1 - tt 2) 

oder 3112 + 811 - 3 = O. u1 = - 3 oder COS Xl = - 3 liefert keinen reellen 
Wert von x; u2 =t oder cosx2 =lliefert x2~±1,3+2k:r, wo keine 
ganze Zahl. 

12) Man setzt sin X = 11 und erhält 

u2 + U V1+,,2= 2 oder u2 +11.4=4 - 4 u2 + u' oder 5 u2 =4. U = ± v'u,8 
oder sin x = ± 0,89 liefert x = ± 1,17 + k:r, wo k eine ganze Zahl. 

13) Man setzt C08! x = u und erhält 2 u2 - 1 = u. Ul = 1 oder 
cos t x = 1 liefert t x = 2 k:r; U2 = - 0,5 oder cos ~ x = - 0,5 liefert ix 
==ft,.,+2h. 

14) bis 16) Naeh Aufgabe I 13b) wird 

sin i = t : V 1 + t2, 

und deswegen 
. 2 t 

smx= 1 +t2' 
1 - t 2 2 e 1- t 2 

COS X = 1 + t2' tg x = 1 _ t2' cotg x = 2 i-' 

Mit diesen Werten nehmen die gegebenen Funktionen die nachfolgenden 
Formen an: 

ab, 
17) Auf dem Einheitskreis der Abbildung schneidet man den Bogen x 

den zugehörigen Zentriwinkel kann man dann, im Winkelmaß natürlich, 
auch mit x bezeichnen. Dann erhalten die Einzelseiten 
der Dreiecke die in der Skizze eingeschriebenen Werte. 

Daß der Sektor vom Bogen x größer oder höch­
stens gleich ist dem rechtwinkligen Dreieck mit den 
Katheten sin x und cos x und kleiner oder höchstens. 
gleich dem großen mit den Katheten 1 und tg x, schreibt 
man an 

}sin x cos x<: ! x::: t tg x; 

das Gleichheitszeichen würde natürlich für den Fall 
gelten, daß alle drei Flächen verschwinden. Die Glei­
chung kann man noch schreiben, indem man mit t sin x 

L_ dividiert, 
_ x < 1 cos.'I:<::'-.- --. 

sln x = cosx Abb. 52. 

Läßt man x mehr und mehr dem Null sich nähern, 
so wird aus dieser Beziehung 

so daß 

I · -- l' x < I' 1 Im cos x <: Im -;-- _ Im -_. oder 
x=o x=O slnx-",=o cosx 1<: lim ~ <: 1, 

",=0 sm x 

lim~ = 1 
x=081n X 

und damit auch !im sin x = 1. 
x=o x 
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. 2 sin t x cos } x . - ,-
19) G=hm --___ :.=~-=hm"2cos*x=\!2; 

:r=0 ,'2 sin2 t x :r=0 -

l+x. I-x 2cos --Sln--. l:l 2 . ,- 1 ...L x-
20) G = 11m 1 ...L = hm ,- cotg -;- i = - cotg 1 ; 

:r=1-2!;in~sin~x :r=1'- l:l J 

l:l ~ 

21) G=lim Ü'x -3)(\;; +3) ____ _ 
:r=9 (x - 8 - I)(x - 8 + 1)(\ x + 11) 

= !im x-9 =lim 1 
:r=9(x-9)(x-7)(\ x +'1) :r=9 (a: -7)(, x +3) )2' 
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22) Solange x ein echter Bruch bleibt, ist die Formel ohne weiteres ein­
zusehen, weil sich der Zähler dem Wert 0 und der ~enner dem Wert 00 
nähert. Ist der Absolutwert von x größer als 1, so nähern sich Zähler und 
Nenner dem Wert 00, der Quotient x': n! hat Bonach für n = ce einen un­
bestimmten Wert 00: 00, nicht aber sein Grenzwert! Man kann die positiv 
vorausgesetzte Zahl x, wenn sie nicht selbst eine ganze Zahl ist, jedenfalls immer 
zwischen zwei ganzen Zahlen kund k + 1 einschließen, etwa x = 1 240.3 zwischen 
1240 und 1241. Man zerlegt 

~ = x·x·x. __ ~. _____ x·x ... x _____ =E.B 
n! 1.2·~ ... k l,k+l)·ik+l:l) ... 11 • 

Der erste Bruch E ist sicher eine endliche Zahl, da Zähler und Nenner end­
lich sind. Der zweite Bruch B ist sicher positiv; er wird jedenfalls größer, 
wenn man alle Einzelnenner gleich k + 1 setzt. also 

/ X'X ... x /( x )11-4-
B'(k+l)(k-+-I) ... I,k-,l) oder B<--.... k+T . 

Dann wird !im ~~i = E ·lim B = E, 0, denn der echte Bruch k ~ 1 wird(n- k) mal, 
1I=",n. T 

also unendlich oft mit sich selbst multipliziert und hat sonach als Grenze 0, 
sonach erst recht B, da es ja positiv sein muß. Wenn x negativ ist, so ändert 
sich nur das Vorzeichen des Quotienten. also gilt- die zu beweisende Formel 
auch für negative x; 

26) z=3+3x- 1 +ht+3x}, 

dz 3 ", 3 _1. '2 _1 dx=- x-~-t-. x '--r- x 3, 
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." dz (a-bv)·O-l·-b (a+bv)·O-l;b 2.) -=--_.---~--------- ---------0-
dv (a-bv)2 (a+bv)" 

-b r_~_+ __ l_l 
- c(a - b V)2 (a + b v)2~· 

28) dz = (3 u - 2 u 2)._ 4 - (3 - 4u) (3 - 4u) = _ ~ -12u+ 8u~ 
du ;(3 u - 2 U 2)2 (3 u; - 2 U;2)2 • 

29) df= eU (u5 + 5 U;4) du = eUu;. (u+ 5) du. 

30) dg= [Ein v+ vcos v-cos v·e v - eil. - sin v] dv 

= [sin v + v cos v+ eV(sin v - ros v)] dv. 

= eW:w sin w+ s:n w+ IV COS VJ: dw. 
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33. Ableitung der Funktion einer Funktion. An die Spitze 
der folgenden überlegungen stellen wir die schon öfter erwähnte 
Selbstverständlichkeit: Man kann nach x nur eine Funktion von x 
differenzieren, nach 'U nur eine Funktion von 'U usw. Es hat also 
die Ableitung von ((x) nach u, wenn x unabhängig von u ist, den 
Wert Null, da ((x) sich eben nicht ändert, wenn 'U sich ändert. 

Sei untersucht die Funktion F (u), wo 'U wieder eine Funktion 
'U (x) von x ist. Man kann also hier differenzieren F (u) nach 'U , 

und u selbst wieder nach x, aber ebenso auch F(u) nach x, da 
natürlich F (u) oder in anderer Schreibweise F [ 'U (x)] dann auch 
eine Funktion von x ist. 

Im Sonderfall: 
,1-2-~ 
yX -a oder Vu, wo 

soll nach x differenziert werden. Man kann y'u differenzieren nach 'U, 

ebenso u nach x; man erhält 

du 
-=2x. 
dx 

Multipliziert man beide Gleichungen, so hat man 

dy'; dVü du 2x __ = --0-=--, 
dx du dx 2Yu 

oder wenn man für 'U seinen Wert x 2 _ a 'l setzt, 

~ VX'2_ a2= ___ x _, 
dx V'x2 -a2 

womit der gesuchte Differentialquotient ermittelt ist. 
Man versuche, sich von diesem rein mechanischen Vorgehen 

freizumachen, und überlege folgendermaßen: Man kann Vx nach x 
differenzieren und erhält 1: 2 Vx, ebenso kann man VY nach 11 
differenzieren und erhält 1: 2 V1/; so kann man auch V R nach R 
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differenzieren und erhält 1: 2 VR. Hier ist R eine Abkürzung statt 
"Radikand", 80 daß sich auch die Sprechweise empfiehlt: man 

kann VRadikand nach dem Radikanden differenzieren und erhält 
1 

Man denke eben daran, daß x oder y oder R Be-
2 'Y Radikand '. 
zeichnungen, Abkürzungen, Symbole für irgendwelche veränderliche 
Größen sind, es kann also x oder y oder R etwa bedeuten eine 
Last, eine Kraft, einen Weg usw. Es kann R ein Symbol für jede 
beliebige Funktion sein usw. 

Beispielsweise: man kann Vx2 - a~ nach x 2 - a2 differenzieren 

und erhält 1: 2 V x 2 - a2. Oder Vlog u kann nach log u differenziert 

werden und gibt 1: 2 Vlog u. Ebenso ist Ve x + e-x nach eX + e- x 

zu differenzieren und liefert 1: 2 V eX + e- X • 

Entsprechend würde PS heißen müssen: Man kann Igx nach x 
differenzieren und erhält 1: x; oder man kann Ig (a + bx) naeh 
a + bx differenzieren und erhält 1: (a + bx). 

Um bei unserm Beispiel zu bleiben: vx2 -=-a2 kann nach x 2 _ al! 

differenziert werden und liefert 

dVx2~a2 

d(x2 -a1) 
1 

2Vx2 -a2 

Nun soll aber die Wurzel nicht nach x 2 - a"!, sondern nach x diffe­
renziert werden; zu diesem Zweck denkt man daran, daß 

dy dy du 
dx = du dx-

ist. Kann man also nicht unmittelbar nach dem Argument, hier x, 
differenzieren, so differenziert man mittelbar, d. h. zuerst nach einem Hilfs­
argument, hier d y : du, und dann dieses Hilfsargument selbst nach dem Ar-

gument,hierdu: dx. Oder wenn wir bei unsermBeispiel bleiben: Vx2 - a'~ 
ist zunächst von x 2 - a 2 abhängig und x 2 - a2 selbst wieder von ;1'; 

es iEt x2 _a2 das nächste Argument oder Hilfsargument von Vxl! - a2 

und x erst das Schlußargument; man wird also die Funktion 1/x2 - a2 

nach dem nächsten Argument x 2 - a2 differenzieren und dann dieses 
Argument selbst wieder nach dem Schlußargument x; das Produkt 
der beiden Differentialquotienten gibt 

d Vx2 --=- a'~ _ d Vx2_- a:!. ~(X2 -'!'] 
dx -- d (x2 _a2 ) dx 

1 x 
= --==-_-= . 2 x = -----==-_-=. 

2Vx2 -a2 'Yx2 -a2 
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Man sieht, der Rechnungsvorgang spielt sich, wenn man 
diese Hilfsargumente gar nicht erst näher bezeichnet, logischer 
und konsequenter ab, als durch Einführung von Buchstaben 
u, v, usw. 

Beispiel a) Ig sin (a + bx2) soll nach x differenziert werden. 
Man überlegt: 19 sin (a + bx2) kann nach dem nächsten Argu­

ment sin (a + bx2) differenziert werden und gibt 1: sin (a + bx2 ); 

weiter kann man sin (a + bx2 ) nach a + bx2 differenzieren und erhält 
cos (a + bx2); zuletzt wird man a + bx2 noch nach x differenzieren 
und 2 bx erhalten; man rechnet 

d Ig sin (a + bx2) 

dx 
dlg sin(a + bx2) dsin(a+bx2 ) d(a+bx2 ) 

dsin(a+bx2) • d(a+bx2 ) ·-d;;-

= ---~--. cos (a + bx2). 2 bx 
sin (a + bx2) 

= 2 bx cotg(a + bx2). 

Beispiel b) Ycos(x 2 -x) soll nach x differenziert werden. 

Man kann Ycos (x2 - x) zunächst nach cos (x 2 -x) differenzieren 
[NB! Man scheue sich nicht zu sagen, wie auch hier geschrieben 

steht, Ycos Klammer ka.nn nach "cos Klammer" differenziert werden 

d 1· f d Y cos Klammer = 1 d 1] 
un le ert d 1 0 er -~ 

cos Kammer 2 Y cos Klammer 2 Y cos ( ) 
und erhält 1: 2 Ycos (x 2 - x). Man hat nach dem nächsten Argument 
cos (x2 - x) differenziert und muß dieses Argument selbst wieder 
differenzieren. cos ( ) kann wieder nach dem nächsten Argument ( ) 
differenziert werden und gibt - sin ( ). Man hat nach der Klammer 
x 2 -x differenziert und muß nun diese Klammer selbst differenzieren; 
x 2 - x nach dem letzten Argument x differenziert gibt 2 x - 1 . 
Die drei Ableitungen müssen schließlich multipliziert werden. Was 
soeben etwas breiter durch Worte ausgeführt wurde, läßt sich wieder 
kürzer analytisch darstellen: 

d Ycos (x2 -x) 
dx 

dYcos(x2 -x) dcos(x 2 -x) d(x2 -x} 
dcos(x2 -x) d(x~-x) .--;rx-

= _ 1 .-sin(x2-x).(2 x - 1) 
2 Vcos(x~-x) 

sin(x2 -x).(1-2x) 

2Vcos(x2 -x) 
Egerer, Ingenieur-Mathematik 11. 6 



82 Differentialrechnung 11. 34. 

Die angegebene Art und Weise, Funktionen einer Funktion zu 
differenzieren, läßt sich zusammenfassen zur Regel 

in Worten: 

d.F[f(x)] dF[f(x)] df(x) 
dx = df(x) . (f"X' 

Die Funktion F [fex)] einer Funktion wird diffe­
renziert, indem man sie nach dem nächsten Argu­
ment fex) differenziert und dieses Argument fex) 
selbst wieder nach dem letzten Argument x, als­
dann beide Differentialquotienten multipliziert. 

(a} 

Die Regel wird sinngemäß erweitert, wenn man mehr als em. 
HiIfsargument einführen muß. 

34. Fortsetzung. Beispiel a) 

d(2 + 5U2)3 
du 

d( )3 d( ) 
(zTI'du 

= 3 ( )2 ·10 u = 30 u (2 + 5 U 2)2 

Beispiel b) 

d esin rp desin cp d sin qJ . 
--= -.-'--- = eSlnrp • cos ffJ. 

d ffJ d SIll qJ d rp 

Beispiel c) 

d(asin2 z+bcos2 z)4 d()4 d( ) 
d z ---:- dr)" dZ 

=4( )3. [adsin2z. dsinz --I-bdcoS2Z. dcoszl 
d sin z d z ' d cos z d z J 

= 4 ( )3. [a . 2 sin z . cos z + b· 2 cos z· - sin z] 

= 4 (a - b) sin 2 z· (a sin2 z + b cos2 Z)3. 

Beispiel d') Das durch Tangente und Normale in einem be­
liebigen Punkt der Kurve 

y=clg(c-Yc'J- x2)+VC2= x 2 

auf der y-Achse ausgeschnittene Stück hat die konstante Länge 2 c. 
Beweis! 

Man sucht zuerst die Richtung und dann die Gleichung der 
Tangente und der Normalen im beliebigen Punkt Xo I Yo auf; sind 
die Abschnitte der beiden Geraden auf der y-Achse b1 und b2 , so 
muß abgesehen vom Vorzeichen b1 - b2 = 2 c sein unabhängig von 
der Wahl der Koordinaten xo' Yo' Man beachte noch, daß man Yo. 
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beseitigen kann, da ja die Ordinate durch die Wahl der Abszisse X o 
schon mitbestimmt ist. 

, 1 -1 -2x x (c ) 
y =CrT2"T·-2X+~="J c-v-1 

x V x x(c+v) c+v' 
=~. c-..;= c-v'= (c-vlCc+ ",) x 

:Mit diesem Wert Yo' = tgTo im Punkt Po wird die Gleichung der 
Tangente nach 29 

(Y-Yo) (c - VC2 _X0 2)=xO (x-xo); 
sie hat 

x 2 x 2 ('+c) 
b =~+y =~-+y =-V-c+y 1 c _ V 0 _ Xo 2 0 0 

als Abschnitt auf der y-Achse. Entsprechend erhält man die Glei­
chung der Normalen 

(y - Yo)xo= (VC2 _X0 2 - c) (x-xo) und b2 =Yo + c - VC2 _X0 2 

als Abschnitt auf der y-Achse. Damit wird 

b1 - b2 = - V - c- c + V = - 2 c. 

35. Höhere Differentialquotienten und Differentiale. Sei f' (x) 
die Ableitung einer vorliegenden Funktion ((x). In diesem Zu­
sammenhang bezeichnet man dann, wie bereits mitgeteilt, fex) als 
Stammfunktion und f' (x) als Ableitung. Natürlich ist f' (x) auch 
wieder eine Funktion von x und kann sonach selbst nach x abge­
leitet werden. Man nennt dann f' (x) auch die erste Ableitung der 
Funktion ((x); und zweite Ableitung die Ableitung der ersten 
Ableitung f' (x). Man kann so weiter fahren und die dritte, vierte, 
... n te Ableitung aus (x) bilden. Man definiert: 

Zweite Ableitung einer Funktion (x) ist die 
Ableitung der ersten Ableitung aus f'(x); (a) 

allgemein: 

nte Ableitung einer Funktion ((x) ist die Ab­
leitung der (n - 1) ten Ableitung dieser Funk-
tion ((x). (b) 

Sei einen Augenblick statt y' = f' (x) geschrieben z = rp(x), so 
ist die zweite Ableitung oder der zweite Differentialquotient zu 
schreiben 

d rp (x) 
dx 

oder 
dz 

q;' (x) oder dx oder z', 

6* 
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oder wenn man wieder die ursprünglichen Bezeichnungen einführt, 

df' (xl 
dx 

oder (" (x) oder 
d ' ~ oder y" 
dx ' 

oder wenn man f' (x) = d~~X) und y' = :~ beachtet, 

i ((x) 
dx 

dx 
oder 

ddy 
dx d df(x) 

dx oder --~-­
dx dx 

oder d dy 
dx dx' 

wofür man schreibt, wenn d2y soviel wie d (dy) bedeutet [man liest 
gewöhnlich "d zwei y" statt "d von dy"], 

oder 

Gebräuchlich sind nur die Schreibweisen 

(" (x) oder y" oder oder 

Entsprechend schreibt man gewöhnlich für die dritte Ableitung 

('" (x) oder y'" oder 

auch 
(3) (x) oder 

und für die nte Ableitung 

oder y(n) oder 

d3 fex) 
dx3 

y(3), 

d"f(x) 
dx" 

oder 
d3 y 
dx3 ' 

d"y 
oder ---. 

dx" 

Die Gleichheit der nten Ableitung und des nten Differential-
quotienten, 

d"f(x) = {<n) (x) 
dx" , 

gibt auch die Formel für das nte Differential einer Funktion 

d"f(x) =f<") (x) .doo". 

d. h. das n te Differential einer Funktion ist gleich dem 
Produkt der n ten Ableitung dieser Funktion mal der 
n ten Potenz des Differentials der Unabhängigen. 

So sind etwa die verschiedenen Differentiale der Sinusfunktion 

dsinx= cosx·dx, 

(c) 

(d) 
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Beispiel a) bis c) Man gebe die zweite Ableitung an von 

a) x· sin x b) u· e" c) Ig sin <p. 

Man setzt Symbole für die Funktionen ein, etwa X bzw. U, CP, 
dann wird 

) dX . I 

a dx =smx--t-x·cosx, 

d2X 1 I· • -d 0 = cos x T cos X· 1 -r- X· - sm x = 2 cos x - x sm x; x· 
dU 

b) -=eu.l+ue", 
du 
dlj) 

c) -=cotgf/J, 
dT 

d 2 lj) - 1 

dT 2 sin2 q; 
Beispiel d) Man gebe die höheren Ableitungen von y =x·sinx. 
Man geht von Beispiel a) aus und differenziert weiter, 

y'=+ 1 sinx+x.cosx, 

ylll =-3 sinx -x.cosx, 
y(o)=+5sinx+x.cosx usw. 

y" = + 2 cosx -x·sinx, 
yW= _ 4 cosx +x.sinx, 

Beispiel e) Man stelle eine Formel für die nte Ableitung 
von x sin x auf. 

Man setzt y = x sin x und erhält 

y' =sinx+xcosx, y" = 2 cosx-xsinx oder y" = 2 cosx - y, 

ylll = - 2 sin x - y', yl4l = - 2 cos x - y". 

Setzt man aus der ersten Gleichung den Wert für 2 cosx ein, so wird 

yW = _ y" _ y _ y" oder yW = - 2 y" - y, 
lOi = _ 2 y'II - y', y(S) = _ 2 yW - y" usw. 

oder y~n) = _ 2y(n-2) _ y(n-4). 

Man führt die nte Ableitung auf vorhergehende Ableitungen zurück, 
hier auf die n-2te und n-4te, und erhält eine Rekursions­
oder Reduktionsformel. Wie der Name sagt, wird die nte Ab· 
leitung auf die entsprechenden früheren Ableitungen zurückgeführt. 

36. Fortsetzung. Beispiel a) Beweise den Satz: 

Bei der Bildung der höheren Ableitungen einer Funk· 
tion f(x) ist das Differential dx der unabhängigen 
Veränderlichen wie eine Konstante zu behandeln. (a) 

Der erste Differentialquotient oder die erste Ableitung f' (x) ist 
das Verhältnis der Funktionsänderung df(x) zur zugehörigen unend-
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lieh kleinen Änderung dx der Unabhängigen. Der zweite Differen­
tialquotient oder die zweite Ableitung f" (x) ist das Verhältnis der 
Ableitungsänderung df' (x) zur zugehörigen unendlich kleinen Ände­
rung dx der Unabhängigen. Genau wieder so definiert man den 
Differentialquotienten oder die Ableitung dritter Ordnung f'" (x) als das 
Verhältnis df" (x) zu dx usw. Man sieht, bei der Bildung der höheren 
Ableitungen hat man stets die gleiche Änderung dx der Unabhängigen, 
es ist sonach dx bei diesen Ableitungen als konstant zu betrachten. 
Wenn man diese Sätze auf die Bildung der Differentiale höherer Ordnung 
anwendet, als Kontrolle etwa für die Formel (35d), geht man, von 

df(x) = f' (x)· dx 

aus; auf der rechten Seite steht ein Produkt; man hat sonach die 
Formel (23a) anzuwenden, 

d2 fex) = d [d f(x)] = d [f' (x)·dx] 
= dx· (' (x) dx + f'(x).d (dx) = f" (x).dx2 + ('(x). 0 
=f"(x).dx2• 

Beispiel b) bis d) 

x y' a 2 -i--- x 2 

Gesucht die erste und zweite Ableitung von 

b) -b-'--' c) ab+1gu , d) 1 1"1 +Z2 
g --. 1"1- Z2 

Wenn man für jede der drei Funktionen eine Abkürzung ein­
führt, X bzw. U, Z, so ist 

b) dX =~( -+- ~)=a2+2x2. 
dx b" x V b ,/ ' 

.4x - (a2 + 2 x 2 ) ~ 
d2 X l' V 3a2x+2x3 

dx2 =b --- ,/2 = b,/3 

dU 1 ~+~u 
c) -- =abT1g"lga. -=---lga; 

du u u 
1 

u·ab+lgu 19 a·- - ab+ 1g " 
d2 U u 
-d .> =)ga 2 u· u 

ab+lgUlga(lga - 1) 
u2 

d) Z = ~ 19 (1 -+- Z2) - ~ 19 (1 - Z2); 
dZ 1 2 z 1 - 2 Z 2 z 
([Z = 21 + Z2 - 2 1 - Z2 = 1 -=-"Z4; 
d2 Z _91-zt-z.-4z3 _ 2 (1 + 3z4) 

dz'2 -'" ll-z4? - (1-z4)2 • 
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37. Unentwickelte Funktion. Betrachtet sei die Gleichung 
F (x, y) = 0, wo F (x, y) irgendeine Funktion von x und y ist, also ein 
Ausdruck, der irgend"ie x und y enthält. Als Gleichung betrachtet, 
enthält sie zwei Unbekannte x und y, kann also keinen bestimmten 
Wert von x und y ermitteln lassen. Erst wenn man einen be­
stimmten Wert für x in diese Gleichung einsetzt, kann man einen 
entsprechenden bestimmten Wert von y dazu ermitteln, bzw. mehrere 
bestimmte Werte von y je nach dem Grad der Gleichung. Jedem 
der unendlich vielen Werte, die man für x substituieren kann, ent­
sprechen bestimmte Werte von y. Dann stellt aber diese Gleichung 
nichts anderes als eine Funktion von x dar, daim das ist ja das 
Bezeichnende der Funktion, daß jedem Wert des Argumentes be­
stimmte Werte der Funktion entsprechen. Man nennt deshalb 
F (x, y) = 0 die implizite oder unentwickelte Form einer Funktion, 
oder auch kürzer implizite Funktion oder" unentwickelte Funk­
tion" y von x, im Gegensatz zur expliziten oder entwickelten 
Funktion y = fex). 

Natürlich kann man in der Darstellung F(x,y)=O auch y als 
Argument und z als Funktion betrachten, so daß diese Form eben­
sogut auch als unentwickelte Funktion von y betrachtet werden kann. 

Beispielsweise sei betrachtet die unentwickelte Funktion 
x'l + y'l. - r'l = 0; man kann y auflösen und erhält dann die ent­
wickelte Funktion 

y=Vr'l_-x'l., 

oder wenn man nach x auflöst und damit 
kehrte Funktion zu dieser aufstellt, 

x=Vr'l_y'l.. 

die inverse oder umge-

Soll man die Ableitung einer unentwickelten Funktion ermitteln, 
so scheint es auf den ersten Blick einfacher, die Funktion zu ent­
wickeln und dann nach den bisherigen Regeln zu differenzieren. 
Nun gibt es aber unentwickelte Funktionen, die sich gar nicht in 
entwickelter Form darstellen lassen; und selbst wenn sie eine solche 
Funktion geben, so kann diese Darstellung recht schwierig sein. Es 
ist aber diese Umformung in den meisten Fällen gar nicht not­
wendig. Die Benützung des Satzes: jede Funktion kann man nach 
ihrem Argument differenzieren, gibt ohne Schwierigkeit die Ablei­
tung einer unentwickelten Funktion. Da zwischen x und y die Be­
ziehung F(x,y)=O besteht, ist y als von x abhängig erkannt, des­
we.gen ist auch F(x,y) eine Funktion von x, die man dann nach 
x differenzieren kann_ 

Man beachte wohl den Unterschied, ob es heißt: F(x,y) = 0 
oder aber F (x, y) ist nach x zu differenzieren; letztere Aufgabe ist 
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an sich nicht zu lösen, weil ja noch nicht gesagt ist, daß y von x 
abhängig ist. Erst die Tatsache F (x, y) = 0 macht y und damit auch 
die linke Gleichungsseite zu einer Funktion von x. 

Um auf das obige Beispiel zurückzugehen: die Funktion 
x2 + y2 _ r2 kann man nicht nach x differenzieren. Sie ist ja in 
dieser Form nicht als eine Funktion von x, sondern als eine Funktion 
von x und y dargestellt; erst durch die Beziehung x 2 + y2 - r2 = 0 . 
oder eine andere Beziehung zwischen x und y wird y als eine Funk­
tion von x und damit auch der ganze Ausdruck x 2 + y2 - r:l als 
eine Funktion von x erkannt, die man dann nach x differenzieren 
kann. Man erhält also wegen x2 + y2 - r 2 = 0 auch 

wenn man jeden Summanden differenziert. Man kann nämlich y2 
nicht unmittelbar nach x differenzieren, folglich wird man nach 33 
zuerst y2 nach dem nächsten Hilfsargument y differenzieren und 
dann y' selbst nach x. Wenn man auflöst, erhält man die gesuchte 
Ableitung 

Das Gleiche müßte man natürlich auch erhalten, wenn man zuvor 
die Funktion entwickelt, 

und dann' differenziert, 
y=Vr2 -x2 , 

d --- 1 -x x 
- 1"r2 - x 2 = - . - 2 x = --==-=- = - -. 
dx 2 " V r2 - x2 Y 

In genau der gleichen Weise findet man auch die zweite und 
erforderlichenfalls auch die weiteren höheren Ableitungen. Beispiels­
weise von der unentwickelten Funktion x 2 + y2 - r 2 = O. Die erste 
Ableitung ist bereits gegeben durch 

x+yy'=O oder 
, x 
y=--. 

y 

jede dieser beiden Gleichungen kann man nach x differenzieren, 
da ja auch y' ebenso wie y eine Funktion von x ist. Man erhält 

1 +y'2 
l+y' .y' +y.y"=O oder y"=----; 

y 

und wenn man elle zweite Gleichung diffe~enziert, 

" y.l-xy' y =----0--
y-
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Nur scheinbar sind beide Ergebnisse verschieden; man prüft, indem 
man in beiden den Wert von y' einsetzt. 

Beispiel a) bis c) Gesucht ist die Ableitung der nachstehen­
den unentwickelten Funktionen, 

a) 4x3 -y'!=0, b) y(1-x)-x3 =0, 

c) siny· cosx =x + sin x. 
dy dy x'J 

a) 12x2 - 2y-- =0 oder -= 6-; 
dx dx y 

dy dy 3x2 +y 
b) (l-x)dx +y(-1)-3x2 =0 oder dx= i-x; 

c) cos x· cos y . y' + sin y . - sin x = 1 + cos x 

oder 
, 1 + cosx + sinx siny 

y = cosxcQsy . 

38. Fortsetzung. Beispiel a) Man suche die Gleichung von 
Tangente und Normale in den Punkten x = 1, x = 2 der Kurve 
y'! (2 - x) = x2 -1. 

Durch Xl = 1 ist die Ordinate YI = 0, also der Punkt 1 I 0 be­
stimmt. An dieser Stelle ergibt sich die Ableitung oder Kurven­
gleichung aus 

zu 

(2 -x)2yy' + y2._1 =2 x oder 

Yl'=tg'l:l =oc, 

wenn man Xl = 1, Yl = 0 einsetzt. Die Stelle 1 I 0 ist somit eine 
Vertikalstelle, die Gleichung der Tangente also X = 1 und die der 
Normalen y = O. 

Für x2 = 2 wird entsprechend Y2 = 00, Y2' = tg '1:2 = 00 (man 
kann in der obigen Formel für die Ableitung das endliche Glied 2 x 
auf der rechten Seite gegen den Summanden 00 vernachlässigen und 
daraus Y2' ermitteln). Also auch 2 I 0 ist eine Vertikalstelle, die 
Gleichung der Tangente ist x = 2, die der Normalen y = 00. 

Beispiel b) und c) Gesucht ist die erste und zweite Ableitung 
von 

Die erste Gleichung wird man vorteilhaft zuvor logarithmieren, als­
dann beide Gleichungsseiten nach X differenzieren, 

19y+x=y oder 
1 
-y' + 1 =y' oder 
y 

, y 
oder y =--. 

y-l 

y'(y-l)=y 
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Die vorletzte Gleichung differenziert man noch einmal nach x und erhält 

(y -1).y" + y' .y' =y' oder y" (y_1)+y'2=y'. 

Man setzt für y' den vorher erhaltenen Wert ein und findet 

y" (y - 1)3 + y = 0 oder " y y =----
(y-1r 

Ebenso verfährt man bei der zweiten Gleichung und erhält der 
Reihe nach 

2x-3y-3x'y'=1-y' oder 2x-3y-1=y'(3x-l) 

oder ' 2x- 3y-1 
Y= 3x-l -

Man differenziert die vorletzte Gleichung wieder nach x, 

2-3y'=(3x-l).y"+y'.3 oder y"(3x-1)+6y'-2=O 

oder " _ 2 2 -=t- 9 Y - 3 x 
Y - (3x-l)2' 

Beispiel d) bis f) Gesucht ist die Ableitung der Funktionen 

d) u=xZ e) v=(sinx)IU f) w=sinxlu. 

Man wird in den beiden ersten Fällen am einfachsten zuvor logarith­
mieren und dann auf beiden Seiten das Differential nehmen, im 
dritten Fall w zuerst nach XIII z differenzieren und dann wie bei den 
beiden anderen Beispielen vorgehen. 

d) 19u=xlgx, 

oder du ( 1) --u= 19x+x·x dx 

e) 19 v = 19x 19sinx, 

also 

oder 

also 

d 19u=d(xlgx), 

du 
dx =(1 +lgx).x"'. 

d 19 v =d (lgx 19sin x) 

oder dv = (lgsinx.~+lgx.~.COSX)dX 
v x SInx 

oder :; = (~ 19 sinx+ cotgx.lg x) . (sinx)llZ. 

f) 

also 

oder 

oder 

u'=sinz, z=xlgz oder 19z=(lgxl, 

dz dx 
dw=coszdz, -= 2Igx.-z x 

dx dw =cosxlllz.2Igx -·Xlilz 
x 

dw 21gx _ = __ XIII z cos XIII z. 
dx x 
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* 39. Hyperbolische Funktionen. Bei Rechnungen über Seile 
und Ketten treten sehr oft Funktionen von der Form 

h. (ei-+e -i-) 
auf. Man wird daher für sie ein Symbol, eine Abkürzung einführen 
und ihnen gleiohzeitig einen Namen geben. Man definiert den Sinus 
hyperbolicus von x, geschrieben Sinx, und den Kosinus hyper­
bolicus von x, geschrieben Cosx, durch die Formeln 

. e""-e-'" 
Smx= 2 ' 

&+e-'" 
Cos 00 =--2 --. (a) 

"reiter noch Tangens hyperbolicus und Kotangens hyper­
bolicus durch die Formel 

T 00- 81noo 
g - Cosoo' 

Cosoo 
Cotg 00 = Sln 00' (b) 

Die Benennung läßt erwarten, einmal daß Eigenschaften dieser 
Funktion .Ähnlichkeit mit denen der trigonometrischen Funktionen 
haben werden, und ferner daß sie auch mit der Hyperbel in Ver­
bindung gebracht werden können. 

Zunächst ergibt sich 

" e2 Z + e-sz + 2 
COS" x = -----''-----'---

4 ' 
und damit 

e2z -+" e-2z - 2 Sin2 x= 
4 

weiter wird wegen Definition (b) 

Tgx.Cotgx= 1. 
Ebenso wird 

oder 
1 . 

1-Tg1l x =-c 2 ' os x 

S·" C I) -C 11 _ m"X- OS"X 
1 otg x- S' 2 In :c 

-1 
1-Cotg2 x=-S' 2 • 

InX 

( c) 

(d) 

(e) 

Auch die Formeln, die man durch Differenzieren erhält, werden jenen 
der gewöhnlichen trigonometrischen Funktionen ähnlich. Es wird 

oder 
dSinx C 
--= osx dx und ebenso d Cosx ·S. ---= Inx. 

dx 
(f) 
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Weiter erhält man 

dTgx d (Sinx: Cosx) 
----;JX= dx 

COS2 X - Sin2x 
Cos2 x 

1 
COS2 X ' 

und ebenso die Ableitung von Cotgx, zusammen 

dTgx 1 
---a:x = 00S2 x' 

dCotgx 1 
dx =- Sin2 x' (g) 

Beispiel a) und b) Man bilde die Ableitung der Funktionen 

Man kann für die erste Form schreiben h Oos ~ und erhält 

-~ (h Oos .:..) = k Sin':" . ~ = Sin .:.. 
dx k k h k' 

x 
Die zweite Funktion kann man schreiben Tg h; ihre Ableitung ist 

oder 

cl x 1 1 1 
-Tg-=--._=---
dx k C" x k hO 11 X os· k os h 

Beispiel c) Man bilde die umgekehrte Funktion zu y = k Oos ~ . 

z 
Man setzt eh = u, also 

-~ 1 
e 11 = - und erhält 

u 

also 
y+Vy2_k2 

x=klg-=---. 
k 

(h) 

Beispiel d) Man führe hyperbolische Funktionen negativer 
Werte auf die entsprechenden Funktionen der positiven Werte zurück. 

Sin(-a)=l(e-a -ea)=-Hea - e-a)=_ Sina; (i) 

Cos (-a)= ~(e-a + ea) =l(ea+ e-a)=+Cosa; (k) 

Tg(-a)= Sin(-a):Cos(- a) = - Tga; (I) 

Cötg (- ce) = Oos (- a): Sin (- a) = - Ootg a. (m) 
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*40. Fortsetzung. Beispiel a) Man entwickle Formeln für 

Sin (a + ß) und Cos (a + ß). 
Man vermutet, daß die Formeln jenen für die gewöhnlichen trigono­
metrischen Funktionen ähnlich sein werden und bildet 

Sin a . Cos ß + Sin ß . Cos a 

= Hea-e-a)·HeP + e-fi) +HeP-e-P)·Hea+e-a) 
= ~ [ea+P+ea-P-e-a+P_e-a-P+ea+P+e-a+p_ ea-P-e- a- p] 

= ~ (ea+p - e-a - p) = Sin (a + ß) 
oder umgekehrt 

Sin(a + ß)= Sina·Cosß+ Sinß·Cosa. (a) 

In der gleichen Weise entwickelt man die übrigen Formeln, indem 
man von der rechten Gleichungsseite ausgeht, 

Sin (a - ß)= Sina·Cosß - Sinß·Cosa 

C08(a + ß) =Cosa.Cosß+ Sina·Sinß 

Cos(a - ß)=Cosa·Cosß-Sina·Sinß. 

Beispiel b) Man entwickle Sin2:c und Cos2:c. 
Die Formeln (a) und (c) gehen über in 

Sin 2 :c = 2 Sin:c Cos:c 

Cos 2 x = COS2:c + Sin2 :c 

= 1 + 2 Sin2 :c= 2 Cos2:c-1 
nach (39c). 

(b) 

( c) 

(d) 

(e) 
(f) 

(g) 

Bei s pie I c) r = 19 (Cos qJ + Sin tp) ist nach qJ zu differenzieren. 
Es ist hier unpraktisch, sofort die Formeln der Differentialrechnung 

anzuwenden. Man rechnet zuerst die Klammerwerte aus und erhält 

oder 
Es wird dann 

also 

eZ --I- e- Z eZ - e- Z 

Cosx+Sin:c= '2 + 2 

Cos:c + Sinx = e±";. 

r= Ig (Cos qJ + Sin qJ)= Ig e± 'P = + qJ, 

~=+1. 
dqJ -

Beispiel d) Man untersuche die beiden Kurven 

:c=acosqJ} und 
y=bsinqJ 

:c=aCosqJ}. 
y=bSinqJ 

Was wird aus beiden Kurven für den Sonderfall a = b? 

(h) 

(i) 
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Die erste Gleichung ist uns als jene der Ellipse bekannt. Die 
Beseitigung von cp liefert die gewöhnliche Ellipsengleichung 

x2 y2 ----. + -bQ - 1 = 0, und x 2 + y 2 - a2 = ° a- -

für den Sonderfall a = b, den Kreis, oder die gleichseitige Ellipse, 
wie man sie auch nennen kann. 

Die zweite Gleichung kann man wie im vorausgehenden Bei­
spiel umformen 

': ~ .. +,-. ) 
2f=e'l'-e-'P J 

oder 

oder wenn man multipliziert, 
x2 y2 
---- -1 =0 und 
a2 b 2 ' 

x 2 _y2_ a2=0 

im Sonderfall b = a. Man sieht: mit Einführung der hyperbolischen 
Funktionen erhält man für die Hyperbel die ganz gleiche Parameter­
darstellung wie für die Ellipse, nur daß man hyperbolische statt der 
Kreisfunktionen hat. Der Sonderfall a = b läßt wieder wie so oft 
ersehen, daß die gleichseitige Ellipse, d. h. der Kreis, und die gleich­
seitige Hyperbel viele gemeinschaftliche Eigenschaften haben. 

Beispiel e) Man zeichne die Kurven 

y=Cosx, y=Sinx, y=Tgx, y=Cotgx. 

Die Ordinate der Kurve 

y = Cosx oder y = He'" + e- x) 

ist an jeder Stelle x das arithmetische Mittel der Koordinaten der Kurven 

YI=e'" 
so daß also 

und YlI=e-"', 

y=HYI+YlI)' 
B. Abb. 53. Entsprechend konstruiert 
man die Ordinaten der Kurve Y = Sin x 
als die halbe Differenz der Ordinaten 
der Kurven YI=e'" und YlI= e-"'. 
Die Ordinate der Kurve Y = Tg x ist 

____ -,,/'-______ $ der Quotient der Ordinaten der voraus-

Abb.53. 

gehenden Kurven. Entsprechend wird 
die Kurve y = Cotg x konstruiert. 
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41. Positive und negative Biegung oder Krümmung, Wende­
steIlen. Geht man vom untersuchten Punkt U = x I y zum unendlich 
benachbarten Punkt N weiter, 80 ändern sich alle von x abhängigen 
Größen um ein Differential; wenn also die Abszisse x übergeht in 
x + dx, dann die Ordinate y in y + dy, ebenso der Richtungs­
winkel 't" in 't" + d't" und die Richtung y' in y' + dy' usw. D. h. die 
Ordinate y hat sich um dy geändert, ebenso der Richtungswinkel .,; 
um d't" und die Richtung y'=tg.,; selbst um' dy'=dtg't". Letztere 
Anderung wird der Reihe nach 

Nun kann man im vorliegenden Fall, Abb. 54, urteilen: Ist die 
Kurve nach oben gebogen, negativ ausgebogen, wie der Ingenieur 
sagt, so wird (abgesehen von noch später zu besprechenden Aus­
nahmefällen wie Flachstellen 
usw.) mit zunehmendem x, 
also positivem dx, der Rich­
tungswinkel 't" und damit 
die Richtung y' = tg T selbst 
kleiner, somit dy' negativ; 
und deswegen die zweite Ab-

I . "dy'-eltung y =-=-=-
dx + 

auch negativ; die entsprechen-
den Beziehungen lassen sich 

Abb. 54. 

entwickeln, wenn die Kurve nach unten gebogen ist. Demnach gilt, 
wenn man wie in der Ingenieurpraxis eine nach unten ausgebogene 
Kurve positiv gebogen heißt und entsprechend negativ, wenn sie 
nach oben ausgebogen ist: 

Die Kurve F(x,y)=O ist an der untersuchten 
Stelle negativ (positiv) ausgebogen, wenn die zweite 
Ableitung an dieser Stelle negativ (positiv) ist. (b) 

Xun darf man aber nicht ohne weiteres die Umkehr bilden und 
etwa sagen, wenn die Kurve an der Stelle x negativ ausgebogen 
sein soll, muß die zweite Ableitung an dieser Stelle negativ sein, 
s. spätere Erörterungen beim Wendepunkt und Flachpunkt. 

Wenn die Kurve F (x, y) = 0 an der untersuchten Stelle mit 
zunehmendem x von der positiven Biegung in die negative oder 
umgekehrt übergeht, so muß an dieser Stelle die zweite Ableitung 
das Vorzeichen wechseln und sonach den Wert 0 oder 00 annehmen. 
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Man beachte, daß die Umkehr dieses Satzes nicht immer richtig ist: 
Es kann nämlich f" (x) den Wert 0 oder 00 annehmen, ohne daß des­
wegen die Kurve aus der positiven Krümmung in die negative über­
geht (s. die später zu besprechenden Flachstellen). 

Der Wechsel der Biegungsart findet mit zunehmendem x vor 
allem statt beim Wendepunkt oder Inflexionspunkt; die diesem 
"Wendepunkt entsprechende Stelle x nennt man auch Wendestelle, 
die zugehörige Tangente auch Wendetangente, s. Abb. 55 bis 57. 

Abb. 55 bis 60. 

Die Stelle ist dadurch ausgezeichnet, daß" die Tangente die Kurve 
im Wendepunkt durchsetzt, daß die Kurve also in der nächsten 
Umgebung des Wendepunktes zu beiden Seiten der Tangente liegt. 
Soll die Stelle x einen Wendepunkt angeben, so ist f" (x) = 0 eine 
notwendige, aber noch nicht hinreichende Bedingung (s. die späteren 
Erklärungen zum Wendepunkt in 176). 

Durch Abb. 58 ist die Spitze einer Kurve dargestellt. An der 
Stelle S findet zwar auch ein Wechsel der Krümmungsart statt, wenn 
man von der Stelle 1 zur Stelle 2 geht, aber nicht mit zunehmendem x. 
Die AbsziEse x nimmt von der Stelle 1 bis S zu, von S bis 2 wieder 

ab. Durch Abb. 59 ist eine Spitze mit vertikaler Richtung 
gegeben; auch sie stellt keinen Wendepunkt vor, es durch­
setzt zwar die Tangente die Kurve, aber es findet kein 
Biegungswechsel statt, wenn x zunimmt. Schließlich ist 
noch zu erwähnen eine Vertikalstelle, Abb. 61, bei der wieder 
ein Wechsel der Krümmungsart stattfindet, aber nicht mit 
zunehmendem x; auch durchsetzt die Tangente in der Um­

Abb. 61. gebung der Vertikalstelle nicht die Kurve. In allen diesen 
angegebenen Fällen kann f" (x) = 0 an der untersuchten 

Stelle x sein, ohne daß deswegen ein Wendepunkt vorhanden wäre. 
Als Merkmal eines Wendepunktes ist anzugeben: 

In einem Wendepunkt durchsetzt die Tangente 
die Kurve; mit zunehmendem x wechselt die 
Krümmungsart. 

Notwendige aber noch nicht hinreichende Bedingung 
für einen Wendepunkt der Kurve y = fex) an der Stelle x 
ist f"(x)=o. (c) 
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Beispiel a) Die Kurve fex) = sin x hat die Ableitungen 
t'(x)=cosx und f"(x)=-sinx. Für alle Stellen O<x<n ist 
sinx positiv und somit die zweite Ableitung negativ, in diesem Be­
reich ist also die Sinuskurve negativ gebogen, d. h. nach oben. Im 
Bereich n < x< 2 n ist sin x negativ und deswegen f" (x) = - sin x 
selbst positiv, die Kurve ist in diesem zweiten Bereich nach unten 
gebogen. Die den Werten x = 0, n, 2 n . " entsprechenden Punkte 
sind Wendepunkte. 

Beispiel b) 
leitungen 

Für den Kreis x2 + y2 - C'! = 0 sind die Ab-

f'(x)=-~, 
y 

"( ) c2 d f X=-y3 oer 
c2 

f" (x) = - (c2 _ X2)~' 

An der Stellex=c oder y=O wird f'(0) =00, was einer Vertikal­
stelle entspricht; und f"(O)=-oo, was einen Wechsel der Krüm­
mungsart anzeigt. Ein Wendepunkt ist diese Vertikalstelle, ebenso wie 
jene der Abb. 61 aber nicht. 

Beispiel c) Für die semikubische Parabel y2=X3 ist 

f(x) = 1,5 V~ und f" (x) = 3 : 4 V~. 

An der Stelle x = 0 wird 

f(O)=O, ('(0)=0, ("(0)=00. 

Man hat eine Horizontalstelle mit Krümmungswechsel; aber keinen 
Wendepunkt, sondern eine Spitze mit horizontaler Richtung, Abb. I 147. 

Beispiel d) Die Kurve y2 =x~ hat an der allgemeinen Stelle x 
die Ableitungen 

f' (x) = ~ x·: und f" (x) = 1; V~. 
An der Stelle x = 0 wird wieder f' (0) = 0, f" (0) = 0, die Kurve 
hat dort auch eine Spitze mit horizontaler Richtung, Abb. 60. 

a­
Beispiel e) Die semikubische Parabel y3 = x 2 oder y = Y' x".! 

hat die Ableitungen 
3_ 3_ 

f'(x)=2:3Vx, f'(x)=-2:9Vx\ 

die im Nullpunkt 0[0 die Werte f'(0)=00, f"(0)=00 annehmen. 
Der Nullpunkt ist sonach eine Vertikalstelle, in ihr findet ein 
Krümmungswechsel statt. Ein Wendepunkt ist der Nullpunkt aber 
nicht, die Kurve ist in der linken und rechten Umgebung des Null­
punktes nach oben gekrümmt, der Nullpunkt ist eine Spitze mit 
lotrechter Richtung. 

Egerer. Ingenieur-Mathematik 11. 7 
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42. HauI,tstellen oder ExtremstelIen. Die durch die Gleichung y 
= t (x) oder F (x,y) = 0 dargestellte Kurve erreicht an der untersuchten 
Stelle ein Maximum, heißt: An dieser Stelle hat die Ordinate y 
größere Werte als in der beiderseitigen Umgebung der Stelle. Ent­
sprechend ist ein Minimum definiert: An einer MinimumsteIle er­
reicht die Ordinate kleinere Werte als in der beiderseitigen Umgebung. 

Wenn man von einem Maximum der Kurve oder einem Maximum 
oder Minimum der Ordinate spricht, so braucht diese noch nicht 

Abb. 62. 

die größte bezw. kleinste unter 
allen möglichen Ordinaten der 
Kurve sein, beispielsweise hat 
die Kurve der Abb. 62 an den 
Stellen 1 und 3 maximale Or­
dinaten, von denen diejenige 
des Punktes 3 die absolut 
größte ist; das Maximum an 
der Stelle 1 bezieht sich nur 

auf deren "Cmgebung. Entsprechend hat die Kurve an der Stelle 2 
nur ein relatives Minimum, d. h. ein Minimum in der Umgebung, 
während das Minimum in Punkt 4 ein absolutes ist. 

Sieht man von der geometrischen Darstellung einer Funktion 
Y = fex) oder F (x,y) = 0 ab, so ist ein Extremwert oder Hauptwert 
der Funktion zu definieren: y oder f (x) erreicht ein Maximum 
(Minimum) an der Stelle xo' wenn an dieser Stelle die Funktion 

Abb. 63. 

einen größeren (kleineren) Wert hat 
als in der beiderseitigen Umgebung, 
wenn also gilt 

f(xo) > f(xo +h) und 

f(xo) > f(xo - k) 
bzw. 

f(xo) < f(xo + h) und 
f(xo) < f(xo - k) 

(a) 

Die Hauptstellen einer Kurve 
sind noch zu unterscheiden als 
einfache Hauptstellen und 
HauptsteIlen höherer Ordnung. 
Um diese Unterscheidung klar 
zu machen, sei als Beispiel die 
Kurve y = (x' - a') (x' - b2) oder 
y=x4 _x'(a2 +b')+all bll unter­
sucht. Sie hat zwei Minimum-
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stellen 1 und 5, eine Maximumstelle 3, sowie zwei Wendestellen 2 
und 4. Die fein gezeichnete Linie der Abb. 63 stellt die Kurve für 
den Fall a = 1, b = 2 vor. Die Kurve ist von der vierten Ordnung, 
d. h. sie wird von jeder Geraden in vier Punkten geschnitten. Nun 
läßt man aus dieser gezeichnet vorliegenden Kurve durch die homo­
gene Deformation 

x=2~, y=1617 eine neue Kurve 1617=(4~2-1)(4e-4) 

oder 17 = (~2-1)(~2 -1) 

entstehen, siehe die stark ausgezogene Kurve; bei ihr ist also a = 0,5 
und b = 1. (Die Abszissen und Ordinaten der neuen Kurve sind 
2 mal bezw. 16 mal so klein wie jene der alten Kurve.). Die 
Maximum- und Minimumstellen sowie Wende-
punkte der neuen Kurve sind ganz nahe zu-
sammengerückt; die Kurve ist in der Nähe des 
Nullpunktes sehr flach geworden. Man kann 
diese Deformation weiter treiben, etwa durch 
die Wahl a=0,1, b=0,2, so daß diese aus­
gezeichneten Stellen einander immer näher 
rücken. Für den Fall a = 0, b = 0 geht die 
Kurvengleichung über in y = x'; bei dieser 
Kurve fa.llen die fünf Punkte zusammen, man 
nennt die betreffende Stelle einen Flachpunkt, 
oder eine Flachstelle, Abb. 64. Für die Um­
gebung verhält sie sich genau so wie eine 
HauptsteIle, die dann als Hauptstelle höherer 
Ordnung zu bezeichnen wäre. 

Die Bedingungen dafür, daß eine Kurve y = fex) oder F(x,y) = ° 
an der Stelle x einen Hauptwert erreicht, sind leicht einzusehen. 
Jedenfalls ist die Stelle x eine HorizontalsteIle, so daß die erste Ab­
leitung der Kurvengleichung a·n dieser Stelle den Wert Null haben 
muß. Um zwischen einem Maximum und einem Minimum zu unter­
scheiden, überlege man, daß im ersten Fall die Kurve negativ ge­
krümmt ist und im zweiten Fall positiv, daß also für ein Maximum 
die zweite Ableitung negativ wird und für ein Minimum umgekehrt 
positiv. Man faßt zusammen: 

Die Funktion fex) erreicht an der Stelle Xo einen 
einfachen Hauptwert, wenn an dieser Stelle f' (x) = 0 
und gleichzeitig f" (x):::i::: 0, und zwar ein einfaches 

Maximum, < 
wenn f' (x) = 0 und f" (x) O. (b) 

Minimum, > 
7* 
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Beispiel a) Man gebe die HauptsteIlen der Sinuskurve an. 

y=sinx, y'=cosx, 
Es ist " . Y =-SlllX. 

y'=o oder cosx=o oder x=~:n+:k'Jl 

gibt die HorizontalsteIlen an, wenn k eine ganze Zahl ist. Für 
k = 0, + 2, ± 4, . . . . , also für ein gradzahliges k wird die zweite 
Ableitung - sin x stets negativ, somit erreicht die Sinuskurve an 
den Stellen x = l n, l:n + 2 :n, . . . . . maximale Werte. Dagegen 
wird für ungeradzahlige k die zweite Ableitung stets positiv, so daß 
die Stellen ~ n + n, ~ :n + 3 :n .. . .. MinimalstelIen der Sinus­
kurve sind. 

Beispiel b) Man gebe die Beziehungen zwischen einer Kurve 
Y=f(x) und ihrer Differentialkurve y=f'(x) an. 

Abb. 65. 

An der Stelle x hat die 
gegebene Kurve die Ordinate 
f(x) und ihre Differentialkurve, 
in Abb. 65 gestrichelt, die Or­
dinate r (x). Wo also letztere 
die Ordinate ° hat, r (x) = 0, 
hat die gegebene Kurve eine 
HorizontalsteIle. Wo die Ordi­
nate der Differentialkurve un­
endlich groß wird, hat die 

gegebene Kurve eine Vertikalstelle. An der Stelle, wo die Differential­
kurve horizontal wird, also (' (x) = 0, wechselt die gegebene Kurve 
die Krümmung usw. 

Beispiel c) Von der Kurve 

15y=3x5 -25x3 + 60x 

gebe man die HauptBtellen und Wendepunkte an, sowie die ungefähre 
Gestalt. Schließlich zeichne man noch die Differentialkurve der 
gegebenen Kurve ein und ermittle den Zusammenhang beider Kurven. 

Die erste und zweite Ableitung der Kurvengleichung ist 

y'=x4 -5x2 +4 oder y'=(x2 -1)(x2 -4), 

y"=4x3 -10x oder y"=2x(2x2 -5). 

An den Stellen x = - 2, - 1, + L + 2 ist die Kurve hori­
zontal; und zwar sind die Stellen x = -- 2 und x = + 1 Maximum­
steIlen, weil die zweite Ableitung dort negativ wird, die Stellen 
x = - 1 und x = + 2 aber MinimumsteIlen, w~il dort y" positiv 
wird. Es erreicht Bonach in den Punkten - 2 ! - ~~ und + 1 I ~~ 



Differentialrechnung 11. 43. 101 

die Kurve ein Maximum und in den Punkten -1: -H und 
+ 21 i~ ein Minimum. Im Wendepunkt ist y" = 0, die gesuchten 
Wendestellen sind sonach durch 
2x(2x2 -5)=0 oder Xl =0, 

X 2'3 = + V2,5 bestimmt. Die Skizze 
der Abb. 66 gibt an, daß diese drei 
Punkte wirkliche Wendepunkte sind. 
Die nachfolgende Tabelle gibt eine 
Reihe von Punkten der Kurve 
samt Richtung und gestattet eine 
genauere Zeichnung der Kurve. 

Die Gleichung der Differential· 
kurve ist y = (x 2 - 1) (x2 - 4), 
d. i. die schon besprochene Kurve 
der Abb. 63. Die HauptsteIlen 
der gegebenen Kurve sind da, wo 
ihre Differentialkurve die x-Achse 
schneidet; und ihre Wendepunkte 
liegen an der gleichen Stelle wie 
die HauptsteIlen ihrer Differential-
kurve. Abb. 66. 

X - 3 - 2 - 1 0 + 1 2+ 3 +V2,5 -V2,5 

15y -234 -16 -38 0 +38 +16 +234 +24,87 -24,87 
y' 40 0 0 4 0 0 40 - 2,25 2,25 

y" - 78 -12 6 0 -6 +12 + 78 0 0 

43. Krümmung und Krümmungshalbmesser. Für die Art der 
Krümmung einer Kurve ist die zweite Ableitung der Kurvengleichung 
ein recht einfaches Kennzeichen. Aufzustellen bleibt 
nur mehr ein Maß für die Krümmung einer Kurve 
an der untersuchten Stelle. Man erinnert sich, daß 
bei einem Kreis, Abb. 67, die Bogenlänge b zwischen 
zwei Punkten PI und P2 gegeben ist durch 

b=rcp, (a) 

'P natürlich im Bogenmaß ausgedrückt. r ist der 
Halbmesser; je kleiner r wird, desto mehr ist der 
Kreis gekrümmt. Man könnte als Maß für die Krüm-

Abb. 67. 

mung direkt nehmen den reziproken Wert des Krümmungshalb­
messers r, also den Wert 'P: b und diesen Wert passend benennen. 
Weiter beachte man noch, daß zu den beiden Kreispunkten P 1 
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und P2 Tangenten gehören, die. den gleichen Winkel rp einschließen. 
wie die entsprechenden Halbmesser OP1 und OP2 • 

Man nennt Biegungswinkel zwischen zwei Punkten Pt und 
P 2 einer Kurve (in der Praxis vielleicht eines gebogenen Stabes) den 
Winkel 'C, den die beiden Tangenten in den Punkten PI und P'.! 

Abb. 68. 

miteinander bilden, Abb. 68. Die Biegung 
oder Krümmung dieses Bogenstückes PI Pe 
mißt man durch den Winkel 'C. Es wird 
diese Krümmung verhältnisgleich mit 'C 

sich ändern. Vorausgesetzt ist natürlich, 
daß zwischen PI und Pe kein Wende­
punkt liegt. Den Biegungswinkel d T 

zweier unendlich benachbarter Punkte oder eines unendlich kleinen 
Bogenstückes d8 nennt man den Kon tingenzwinkel, er ist also 

gleich dem Winkel, den die beiden 
unendlich benachbarten Tangenten 
miteinander bilden; und damit auch 
gleich dem Winkel, den die beiden 
Normalen in den Endpunkten des 
Bogenstückes ds miteinander bilden. 
Wenn man eine Kurve an' der Stelle 
U = x : y untersucht, Abb. 69, so be-

......",:::....-....L::. __ ---"::....-.---.:L-___ 4 X trachtet man den unendlich kleinen 
Abb. 69. Kurvenbogen ds an dieser Stelle 

als einen Kreisbogen und definiert: 

Biegung oder Krümmung oder auch Krümmungs­
maß der Kurve an der untersuchten Stelle ist das 

V h"lt' dT er a lllS ds' (b) 

Für einen Kreis ist die Krümmung konstant, sie ist gleich dem 
reziproken Wert des Halbmessers. Den Halbmesser jenes Kreises, 
der die gleiche Krümmung hat wie die Kurve an der untersuchten 
Stelle, nennt man den Krümmungshalbmesser an dieser Stelle, also gilt: 

Krümmungshalbmesser an der Stelle U ist der 

reziproke Wert der Krümmung, (! = ~:. (c) 

Für den Krümmungshalbmesser läßt sich unschwer eine Formel 
aufsuchen; wenn man nämlich ausgeht von der einfachen Beziehung 
tg 'C = y' und auf beiden Seiten nach dem Argument x differenziert, 

1 dr dy' 
cos'.! r . dx = d-;; 
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oder nach (30a) (d8)2. d8:Q=y" oder 
dx dx 

(d8)S . .!:..=y" 
dx e 

und damit 

oder (d) 

Man wählt nur das positive Vorzeichen der Wurzel, so daß Q das 
gleiche Vorzeichen hat wie y"; wenn also e negativ wird. ist die 
Kurve negativ gekrümmt, d. h. nach oben. 

Beispiel a) Gesucht ist der Krümmungshalbmesser der Sinus­
kurve y = sin x, zuerst an der allgemeinen Stelle xo' alsdann an der 
Stelle xo=~n. 

Aus 
y=sinx, , " . Y =C08X, Y = - smx 

ergibt sich an der Stelle x (1 + cos'.! x/E • 

Q= --=sinX-' 
an der Stelle Xo = ~ 3l wird e = - 1. 

Beispiel b) Man gebe von der Parabel y2=2px an der all­
gemeinen Stelle den Krümmungshalbmesser () an. Welche geome­
metrische Deutung hat in diesem Zusammenhang der Parameter p? 

An der allgemeinen Stelle x ist nach Beisp. 30c 

y'=~ " p, p2 
Y =--y =--S' y' y2 Y 

Mit diesen Werten ergibt sich nach den vorausgehenden Formeln 
9 a 

- (y'J+p'Jl (p+2X/ 
e= p'J oder Q=Vp ; 

für den Scheitel mit den Koordinaten Xo = 0, Yo = 0 wird () = p. 

Beispiel c) Welche geometrische 
Deutung hat die zweite Ableitung y" 
einer Kurvengleichung F (x,y) = 0 bei 
einem sehr flachen Bogen mit wage­
rechter Sehne, Abb. 70. 

Abb.70. 

An der beliebigen allgemeinen Stelle U hat die erste Ab­
leitung y' einen kleinen wenig von 0 verschiedenen Wert. Dann 
ist aber y'2 erst recht klein, so daß man es in der Summe 1 + y'2 
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gegenüber 1 vernachlässigen kann. Man erhält dann für den Krüm­
mungshalbmesser 

oder 

(1 +Y'2)i (1+0/' ." 
g=-y',-~-~=l.y 

y" ~ 1: g, 

d. h. y" stellt unter der angegebenen Voraussetzung die Biegung 
des flachen Bogens vor. Solche flache Bögen bilden beispielshalber 
die elastischen Linien von gebogenen Balken. 

44. Erste und zweite Annähernng. Bewegungsgesetze. Die 
vorausgehenden Nummern haben die Gleichheit der Ableitung und 

des Differentialquotienten als Unterlage; 
deswegen sprechen wir abwechselnd und 
nach Belieben einmal von der Ableitung 
und dann wieder vom Differential­
quotienten. Diese Gleichheit und ihre 
Ergebnisse sollen noch graphisch be­
trachtet werden. Es seien U und N zwei 
unendlich benachbarte Punkte der Kurve 
y = f'(x); ihre Abszissenänderung von U 
nach N ist dx, der Richtungswinkel -r 
hat sich von U nach N um d'l geändert; 
im Falle der Abb. 71 ist d'l negativ. 

T 

c 

Abb. 71. 
WaB ist nun eigentlich dy 1 

Geht man von der üblichen Darstellung aus, der auch wir 
folgen und bereits gefolgt sind, daß auf dem Wege von U nach 
N die Ordinate y sich um dy geändert hat, dann ist dy = 0 N. 
Dann wäre 

dy 
dx=tga, 

also der Differentialquotient gleich der Richtlmg der Sehne U N 
und somit von der Tangentenrichtung tg -r = f' (x) verschieden. 
Denn wir sind ja eben davon ausgegangen, daß sich auch -r um d-r 
ändert. 

Man kann auch den umgekehrten Weg einschlagen und dy so 
definieren, daß 

dy '( ) dx =tg'l=f x. 

Nach dieser Festsetzung muß dy = 0 T sein, also verschieden von 
der Ordinatenänderung auf dem Wege von U nach N. Dieser 
Widerspruch ist uns bisher nicht aufgefallen, weil wir davon aus-
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gingen, daß "im Grenzfall" auf dem Weg vom untersuchten Kurven­
punkt U zum unendlich benachbarten Punkt N Tangente und Sehne 
und Kurve zusammenfallen, daß a = f. Aber bei der Bildung des 
zweiten Differentialquotienten oder der zweiten Ableitung muß man den 
Unterschied der Richtungen in den Punkten U und N berücksichtigen, 
man muß von einer Änderung df ausgehen und wieder den Wert von 

df d dtgf __ df'(x) __ f"(X) o er genauer von 
dx dx dx 

"im Grenzfall" ermitteln. Der Widerspruch wird in der höheren 
Mathematik freilich geklärt durch sehr scharfe Definitionen. 

Der Ingenieur verwendet einfachere Hilfsmittel. Er arbeitet 
mit Bildern und kann nur mit Bildern arbeiten, die mehr oder 
minder genau an die Wirklichkeit herankommen. Im allgemeinen 
ist seine Arbeitsweise die folgende: Er verschafft sich von einem 
Vorgang zunächst ein erstes Bild, eine erste Annäherung an die 
Wahrheit. Sind ihm die Ergebnisse für die praktische Anwendung 
genügend, so hat er keinen Anlaß, weiter zu gehen. In recht vielen 
Fällen kommt er mit solch einem einfachen Bild vollständig aus, 
in noch mehr Fällen wäre er froh, wenn er solch eine erste An­
näherung überhaupt hätte. 

Nun ist ja das Merkmal der Tätigkeit des heutigen Ingenieurs, 
daß er an jeder Stelle sparen und deswegen mehr als je rechnen 
muß. Es wird ihm in vielen Fällen nicht mehr eine erste Annähe­
rung genügen, er wird sich ein genaueres mehr an die Wirklichkeit 
herankommendes Bild zu verschaffen suchen. 

Wenn man bei der Untersuchung der Funktion f(x) an der 
Stelle x nur ein erstes Bild oder eine erste Annäherung haben 
will, dann sagt man: 

Auf dem Wege von U nach N ist die Richtung tg f 
der Kurve y = f (x) konstant; auf diesem Weg kann man 
Kurve, Tangen~e und Sehne als zusammenfallend be- ( a) 
trachten. 

Eine zweite Annäherung urteilt: 
Auf dem Wege von U nach N ändert sich der Rich­

tungswinkel r um dr oder die Richtung tg r um d tg f; 

aber das Verhältnis d;!r =f"(x) bleibt auf dem Wege 

von U nach N konstant. 

Eine dritte Annäherung wird wieder sagen: 
Auf dem Wege von U nach N ändert sich das Ver­

hältnis f"(x) um df"(x) usw. 

(b) 
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Die Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung geben 
ein gutes Beispiel für diese erste und zweite Annäherung. Die Ge­
schwindigkeit v ist definiert als der in der Zeiteinheit zurückgelegte 
Weg. Wenn sie konstant ist, wird in der Zeit 1 der Weg v zurück­
gelegt, in der Zeit 2 der Weg 2 v, in der Zeit t der Weg 

s=vt. (c) 

Diese Formel setzt also eine gleichförmige Bewegung voraus, 
eine Bewegung mit konstant bleibender Geschwindigkeit v. Im allge­

meinen Fall wird aber ein be­
wegter Punkt seine Geschwindig­
keit wechseln; auch auf dem Weg 

Abb.72. 
vom untersuchten Punkt U zum 
unendlich benachbarten Punkt N. 
Abb.72. Sie wird im untersuchten 

Punkt v und im unendlich benachbarten Punkt v + dv sein. 
Um im allgemeinen Fall eine Formel für die Geschwindigkeit 

zu erhalten, wird man in erster Annäherung sagen: Auf dem 
unendlich kleinen Weg ds von U nach N, den der bewegte Punkt 
in der unendlich kleinen Zeit d t zurückgelegt, kann man die Be­
wegung als gleichförmig und deswegen die Geschwindigkeit v als 
konstant betrachten, so daß die obige Formel (c) 

ds=vdt oder 

gilt. 

ds 
v=;Ü (d) 

Muß man aber auch die. GeEchwindigkeitsänderung berücksich­
tigen, so führt man die Beschleunigung b ein, das ist die Ge­
schwindigkeitsänderung in der Zeiteinheit. Man kommt hier mit 
der ersten Annäherung nicht mehr aus, nimmt vielmehr als Grund­
lage, daß sich auf dem Weg von U nach N die Geschwindigkeit v 
um dv geändert hat. Es gibt unendlich viele Möglichkeiten, wie 
sie sich geändert hat, die einfachste Annahme ist die, daß sie sich 
gleichmäßig ändert. Man nimmt sonach in zweiter Annäherung an, 
daß in der unendlich kleinen Zeit d t die Geschwindigkeitsänderung 
oder Beschleunigung konstant ist. Unter dieser Voraussetzung gleich­
mäßiger Beschleunigung gilt: In der Zeit 1 ist nach Definition die 
Beschleunigung b, d. h. die Geschwindigkeit hat sich in der Zeit 1 
um b geändert; in 2 Zeiteinheiten hat sich die Geschwindigkeit um 
2 b geändert, in der Zeit t um bt. Sonach gilt von der Geschwindig­
keitsänderung LI v im Fall der gleichmäßigen Beschleunigung 

Llv = bt. (e) 
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Nach der Annahme der zweiten Annäherung ist auf dem Weg ds, 
der in der Zeit d t zurückgelegt wird, die Beschleunigung b kon­
stant, so daß die letzte Formel übergeht in 

dv=bdt oder b=dv. (f) 
dt 

Beispiel a) Welchen Einfluß hat der Maßstab und der Um­
fang des Untersuchungsbereiches auf die zeichnerische Darstellung? 

5 6 7 

Abb.73. 

Die Abb. 73, 74 
und 75 stellen alle den 
Bogen der Logarithmus­
kurve im Bereich von 
x = 5 bis x = 10 dar, 
jedesmal durch die 
starkgezogene Linie. 
Bei der ersten Abbil­
dung ist die Längen­
einheit in wagrechter 
und lotrechter Rich-

IlOg10 
.. x 

8 !I 10 

tung durch 1 cm wie- . ~ .:r 

dergegeben, bei der Abb. 75. 
zweiten die wagrechte 

Abb.74. 

Längeneinheit durch 0,1 cm und die lotrechte durch 1 cm, bei der 
dritten die wagrechte durch 1 cm und die lot·rechte durch 10 cm. 
Im ersten Fall macht das Kurvenstück den Eindruck eines Geraden­
stückes, so daß man bei einer ersten groben Annäherung urteilen 
wird: die Änderungen von x und f(x) sind proportional. Wenn also 
der Untersuchungsbereich einer Funktion eng gewählt wird, dann 
ruft eine graphische Darstellung bei ungünstiger Wahl des Maßstabes 
leicht den Eindruck hervor, als ob die Funktion linear sei, in der 
Abbildung fällt dann das untersuchte Kurvenstück fast ganz mit 
seiner Tangente zusammen. 

Beispiel b) Wie wird die Formel (d) und (f) für den Fall 
einer krummlinigen Bewegung? 

Wenn man auf die Richtung keine Rücksicht nimmt, erhält 
man die gleichen Formeln. Will man aber die Richtung mitberück-
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sichtigen, dann wird man entweder die auftretenden Größen Weg, 
Geschwindigkeit, Beschleunigung jedesmal in Komponenten parallel 
zu den zwei oder drei Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten-

! 
i 
i 

1IC1 
! 
! 

; ,1/&---

01 ------------=-: -

systems zerlegen; oder man führt Vektoren 
ein, Abb.76. Ein günstig ausgewählter Punkt 
wird zum Bezugspunkt 0 gemacht; man kann 
ihn auch das Vektorkoordinatensystem nennen. 
Der bewegte Punkt soll eine beliebige räumliche 
Bewegung haben. A ist der Anfangspunkt 
der Bewegung; Anfangspunkt genannt, weil man 
die Zeit zu zählen anfängt, wenn der bewegte 
Punkt an der Stelle A ist. Nach t Zeitein-
heiten ist er an der allgemeinen oder unter-

Abb. 76. suchten SteUe U, von U aus kommt er in der 
Zeit d t in die unendlich benachbarte Lage N. 

Den Vektor von 0 aus nach A bezeichnet man mit f o, nach U mit 
r, der Vektor r + dr nach N unterscheidet sich nach Zahlenwert 
und Richtung unendlich wenig von r. Es ändert sich also in der 
Zeit dt sowohl die Richtung wie auch der Zahlenwert des Vektors 
unendlich wenig. 

Innerhalb der unendlich kleinen Zeit d t kann man die Bewe­
gung von U nach N als eine geradlinige betrachten. Dann ist das 
Differential dr der beiden unendlich benachbarten Vektoren nach 
U und N auch gleichzeitig der Weg von U nach N, es gilt also 
von dr das Gleiche wie vorher von ds. Man erhält sonach die Ge­
schwindigkeit und Beschleunigung durch die Formeln 

dr dll d2 r 
., = d t ' (j = dt oder (j = d t2 • (g) 

*45. Diffel'ential und Differentialquotient von Vektoren. Be­
wegungsgesetze. Der Vektor r sei nur von der Zeit tabhängig. 
Etwa wie im vorausgehenden Beispiel, wenn ein materieller Punkt 
eine räumliche Bewegung hat. Dann wird der vom gewählten Be­
zugspunkt 0 aus zum bewegten Punkt U hin gezogene Vektor reine 
Funktion der Zeit t sein. Umgekehrt wird durch den Endpunkt 

Abb. 77. 

eines solchen von der Zeit t 
abhängigen Vektors reine 
räumliche Bewegung bestimmt. 

Beim übergang von U 
nach N wird sich runendlich 
wenig ändern, Abb. 77, und 
zwar ebenso der Richtung nach 
wie hinsichtlich des Zahlen-
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wertes. Bevor die Betrachtung fortgesetzt wird, soll auf einen 
Fehler aufmerksam gemacht werden, der bei der Vektorenrechnung 
vom Anfänger oft gemacht wird: daß er nämlich den Zusammen­
hang zwischen der wirklichen Änderung d r des Vektors rund 
der Änderung dr des Zahlenwertes r vergißt. Er ist nämlich ge­
wöhnt, den Zahlenwert des Vektors r mit r zu bezeichnen, den 
von" mit A usw., und schließt nun falsch, daß dr der Zahlen­
wert von d r sei. Er merke sich und behalte die Abbildung in der 
Erinnerung: 

dr ist die Projektion von dr auf r. (0.) 

Der Zahlenwert von d rist 

[dr] = V(rd IP)2 + (drY' = drp -V,2 + (:;r (b) 

wenn drp der Winkel vom Vektor r zum Vektor r+dr ist. 

* 46. Fortsetzung. Wenn man alle Einheitsvektoren des Raumes 
vom nämlichen Punkt (j aus abträgt, so bilden die Endpunkte 
eine Kugelfläche, die Einheitskugel. Wenn man 
von einem solchen Einheitsvektor r' zu einem 
unendlich benachbarten r' + dt übergeht, so be­
schreibt der Endpunkt von r' auf dieser Einheits­
kugel die unendlich kleine Änderung dr' senk­
recht zu t. Der Winkel von t nach r' +dr' 
ist drp, Abb.78. Weil jeder Einheitsvektor den 
Zahlenwert 1 hat, [r/] = 1, so wird nach (430.) 

[dr'J =drp. (0.) 

Gleichzeitig merke man für die Anwendung: Abb.78. 

Das Differential dt eines Einheitsvektors t 
steht senk:recht zu t. (b) 

Die Ableitung eines beliebigen vom Parameter t abhängigen Vektors f 

ist wie in (16): 

dr(t) =lim r(t+Llt)- r(t). 
dt I.u=o At 

(e) 

Wenn u und " veränderliche Vektoren sind, die von einem 
Parameter t abhängen, und A. eine gleichfalls von tabhängige un­
gerichtete Größe, beweist man mit Hilfe der Nummern 198 bis 203 
des ersten Bandes gen au so wie in den vorausgehenden Zeilen 
die Formeln 
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d(U+")_dlt+d" 
-dt--Tt dt und d(u+")=du-j-d", (d) 

~(ÄU)_ dl +2 du 
dt -u dt dt und d(lu)=u(H+i.du, (e) 

d (u") _ du --1- d" 
(ft-"dt I U dt und d (u") = "du-~ udb, (f) 

d [U"J = [ db] --1-1 dU,,] 
dt U dt I Ldt und d [UtI] = [Ud"] + [du ·b] 

oder wegen [WtJ] = - [lUI], 

d [u"J = _ r du1 + [ d"J 
dt :" dt U dt und d [Ub] = - ["du] ---;- [udb] (g) 

Bezeichnet mim den veränderlichen Zahlenwert des Vektors r mit r 
und den gleichfalls veränderlichen Einheitsyektor mit r', so wird 

r=rr' 
und deswegen nach (23b) 

dr d(rr') ,dr, dr' _. -=---=r ~- -r ---. 
dt dt dt· dt 

Genau so gilt auch 
dr= r'dr"':' rdr'. 

(h' - ) 

Durch die vorausgehenden beiden Formeln wird d r : d t oder drin 
zwei Komponenten zerlegt. Ihre Richtung ist, da. r, dr und dt 

u ,.~---. ---- \ 
\rd-A" , 

\ 
\ 

----~r-----JN 

Abb.79. 

richtungslose Größen sind, bestimmt durch 
r' und dr'. Es hat sonach die erste Kom­
ponente die Richtung von r', die zweite 
jene von dr'. Die erste Komponente ist 
parallel zu r, die zweite senkrecht zu r, 
siehe auch Abb. 79. Man kann sagen, 
daß durch die Anwendung der Differential­
rechnung der Vektor dr oder dr: dt auf 
eine natürliche Weise in zwei zueinander 
senkrechte Komponenten zerlegt wird. 

Die Zahlenwerte der beiden Komponenten von dr sowie von 
dr selbst sind, da r' den Zahlenwert 1 und dr' den Zahlenwert dcp 
hat, wegen (45 b) 

[r'dr]=dr, (k) 

Siehe auch Abb. 80, eine Wiederholung der Abb. 79, nur daß statt 
der Vektoren die absoluten Zahlenwerte eingezeichnet sind. 
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Beispiel a) Man zerlege die Geschwindigkeit" eines bewegten 
materiellen Punktes mit Hilfe der Differentialrechnung in ihre zwei 
natürlichen Komponenten. 

Es ist nach (h) 

d dr ,dr I dtt' 
" 0 er dt=r dt 7rdi oder "="P+"8' 

o 
Abb.80. Abb.81. 

Es ist also " in zwei Komponenten zerlegt, deren erste die Rich­
tung von f hat, während die zweite dazu senkrecht &teht, Abb. 81. 
Nach den vorausgehenden Formeln sind die Zahlenwerte der beiden 
Komponenten 

dq; 
v.=rTt (1) 

Beispiel b) Man zerlege die Geschwindigkeit" eines bewegten 
materiellen Punktes und seine Beschleunigung (; in Komponenten 
parallel den drei Grundrichtungen eines räumlichen Koordinaten­
systems. 

Es ist 

wo x, y, z ebenso wie r selbst Funktionen der Zeit t sind. Dann 
ersieht man ohne weiteres, daß 

b=dr 
dt 

(m) 

(n) 

Beispiel c) Man deute geometrisch die erste und zweite 
Ableitung des veränderlichen Vektors f nach dem von seinem End­
punkt U zurückgelegten Weg s. 

Das Differential dr des Wegvektors hat den Zahlenwert ds und 
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ist tangential gerichtet, Abb. 82. Wenn daher t der Einheitsvektor 
parallel zur Tangente in U ist, dann ist, Abb. 83, 

df=ds·t oder ~: =t. (0) 

Die Ableitung hat also den Zahlenwert 1, was ja selbstverständlich 
ist. Die zweite Ableitung wird, wenn man den Einheitsvektor 

senkrecht zu t mit n bezeichnet, 

Abb.82. 

dt dr·n n 
ds ds e' (p) 

denn vom Differential dt des Ein­
heitsvektors t gilt Formel (a) und (b). 

Abb.83. 

* 47. Fortsetzung. Die natürliche Zerlegung eines Vektors in zwei 
Komponenten mit Hilfe der Differentialrechnung führt zu wichtigen 
Formeln, wenn man sie auf die Beschleunigung anwendet. Es ist 

ö= db oder 
dt 

{j _ t! (vb') 
- dt ' 

wenn v der Zahlenwert und b' der Einheitsvektor der Geschwindig­
keit ist. v und b' sind Funktionen der Zeit t, man erhält also 
genau wie (46h) 

d(vb') =b,dv + v db~ 
dt dt dt 

(al 

oder 
(b) 

Es ist b' der Einheitsvektor der Geschwindigkeit, db' sein Diffe­
rential, sonach ist die erste Komponente bt gleichgerichtet mit der 
Geschwindigkeit, tangential gerichtet. Die zweite Komponente b" 
hat die Richtung von db', sie geht zum Krümmungsmittelpunkt M, 
Abb. 84. Nach (46a) ist der Zahlenwert der Normalkomponente, 
wenn man den unendlich kleinen Weg von U nach N mit ds be­
zeichnet und dB = edr berücksichtigt, Abb.85, 

b = v dr = ~ dB = v~ . 
.. dt e dt e 
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Abb.84. Abb.85. 

Die Tangentialkomponente b, der Beschleunigung wird 
dtJ 

b,= dt" 

113 

Man kann noch die Winkelgeschwindigkeit u einführen und be­
handelt zu diellem Zweck die Bewegung auf dem Weg von U nach 
N wie eine Bewegung auf dem Kreis um den augenblicklichen 
Krümmungsmittelpunkt M. Es gilt dann entsprechend (4c): die 
wahre Geschwindigkeit ist gleich Halbmesser mal Winkelgeschwindig­
keit, hier 

tJ=QU. (c) 

Es darf aber nicht vergessen werden, daß e in jedem Augenblick 
einen andem Wert hat. Mit dieser Formel erhält man dann für die 

Normalkomponente 
,p 

oder bn =u2 (!, (d) b=-
n (! 

Tangentialkomponente b, = ~; oder b = d(u(!) 
I dt' (e) 

Man hüte sich wieder vor dem Fehler, der aus den Formeln 
für die geradlinige Bewegung leicht hervorgehen kann, daß man d 'D 

mit [d"] , d. i. der Zahlenwert von d", verwechselt. Oder ent­
sprechend b,=dtJ:dt mit [']=[d":dtJ. Der Zahlenwert von ti ist 

[I] = v'br + bl = V(U2 (!)2 + (~~r (f) 

Die Mechanik gibt den Zusammenhang zwischen einer a.m mate­
riellen Punkt mit der Masse m angreifenden Kraft P und der 
erzeugten GeschwindigkeitBänderung b durch die dyna.mische 
Grundgleichung 

P=mb oder ,=mti. (g) 
Egerer, Ingenieur-Mathematik 11. 8 



114 Differentialrechnung H. 47. 

Greifen mehrere Kräfte am materiellen Punkt an, dann ist P 
ihre Mittelkraft. Durch die natürliche Zerlegung der Beschleunigung 
in eine Normal- und Tangentialkomponente ist auch die Zerlegung 
der Kraft P in die zwei entsprechenden natürlichen Komponenten 
gegeben. Aus (d, e) erhält man durch Multiplizieren mit der Masse m 
die beiden Komponenten P Il und Pt' oder wie man sie gewöhnlich 
bezeichnet, die 

Zentripetalkomponente, 

mv2 
0=- oder 

e 
und die Tangentialkomponente 

T=m dv oder T=md(~et 
dt dt . 

Man gewinnt aus den vorstehenden Untersuchungen den Satz: 

Bei jeder krummlinigen Bewegung ist eine die 
Bewegungsänderung hervorrufende Kraft 

'=i+:t: 
vorhanden, deren Normal- oder Zentripetalkom­

mv2 
ponente 0=-- oder O=mu2 g immer von Null e 

(h) 

(i) 

verschieden ist, (k) 

denn die drei Größen m, v und (! sind bei einer krummlinigen Be­
wegung immer von Null verschieden. Die Tangentialkomponente T 
kann gleich Null sein, wenn nämlich v konstant ist. Wenn beispiels­
weise der materielle Punkt sich auf einem Kreis mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegt, wie etwa bei der Bewegung des Mondes 
um die Erde, dann ist v konstant und deswegen die Tangential­
komponente T = 0, also: 

Bei der gleichförmigen Kreisbewegung ist die 
den materiellen Punkt bewegende Kraft P (oder 
falls es mehrere Kräfte sind, deren Mittelkraft) 
stets zum Kreismittelpunkt gerichtet und hat 
den Wert mu2 g. (I) 

Beispiel a) Man ermittle die Fadenspannung beim Zentrifugal­
oder konischen Fadenpendel, Abb.86. 

Das Pendel ist als materieller Punkt vorausgesetzt. Konisches 
oder Kegelpendel heißt es, weil der materielle Punkt längs eines 
wagrecht liegenden Kreises um den Mittelpunkt M sich bewegt, EO 

daß der Faden einen Kegel erzeugt. Am Pendel greifen an das Gewicht 
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G=mg, und die gesuchte Fadenspannung F. 
Beide haben eine Mittelkraft P, die nach 
dem vorausgehenden Satz nach dem Krüm­
mungsmittelpunkt M gerichtet sein muß, 
weil das Pendel mit einer gleichförmigen 
Winkelgesbhwindigkeit u schwingt. Unbe­
kannt sind also nur mehr die Zahlenwerte 
Fund P. Durch die Tatsache, daß P die 
Mittelkraft aus G und F ist, bestimmt sich das 
Kräftedreieck der Abb. 87, woraus sich ergibt 

G~7 
Abb. 86 u. 87. 

G 
F=---. 

COSH 
(m) 

*48. Zentrifugalkraft. Dem Zahlenwert nach der Zentripetalkraft 
gleich aber entgegengesetzt gerichtet ist die Zentrifugalkraft, die 
in zwei ihrem Wesen nach grundsätzlich verschiedenen Formen 
auftritt. Zunächst ist zu beachten, daß eine Zentripetalkraft oder 
Zentripetalkomponente nur bei einer krummlinigen Bewegung 
vorhanden sein kann. Damit eine solche krummlinige Bewegung 
des materiellen Punktes möglich ist, muß von einem Körper 
her auf den bewegten Punkt ein Bewegungszwang ausgeübt 
werden. 

Man denke etwa an die Eisenbahnschienen, die den Wagen 
zwingen, in einer bestimmten Kurve zu laufen. Um bei diesem 
Beispiel zu bleiben: Vom Eisenbahnwagen, der seinem Trägheits­
bestreben folgend geradlinig sich weiter begeben will, wird ein Druck 
N auf die Schiene ausgeübt, die wieder mit dem gleichen Gegen­
druck N auf den Wagen antwortet. Nun ist zu beachten: am 
bewegten Punkt, hier am Eisenbahnwagen, greift die Zentripetalkraft 
oder Zentripetalkomponente an, an der Schiene dagegen die Zen­
trifugalkraft oder die Zentrifugalkomponente. In diesem Fall ist die 
Zentrifugalkraft, wenn sie also die Gegenkraft zur Zentripetalkraft 
ist, physikalisch existierend, d. h. sinnlich wahrnehmbar. Oder ein 
anderes Beispiel : Wenn man einen an einer Schnur befindlichen 
Stein im Kreise schwingt, dann greift am Stein, wenn man von 
seinem Gewicht absieht, die Zentripetalkraft an und erzeugt als 
Gegenzug an der Hand, die den Stein führt, die physikalisch 
existierende Zentrifugalkraft. 

Wenn die Zentrifugalkraft physikalisch existiert, dann 
ist sie immer die Gegenkraft oder Gegenkomponente zur 
Zentripetalkraft oder Zentripetalkomponente. In diesem 
Fall greift sie nie am bewegten Punkt an. Ca) 

8* 
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Spricht man aber von der am bewegten Punkt angreifenden 
Zentrifugalkraft oder Zentrifugalkomponente, dann ist sie immer nur 
eine gedachte Kraft, die, wenn sie vorhanden wäre, die Zentripetal­
kraft oder Zentripetalkomponente im Gleichgewicht halten würde. 

Beispiel a) In welcher Form tritt die Zentrifugalkraft im 
Beispiel 47 a auf? 

Entweder in der Form, wie Abb. 88 zeigt, dann ist die Zen­
trifugalkraft P eine gedachte Kraft, die im Gleichgewicht mit F 
und G wäre, wenn sie angreifen würde, siehe das Krafteck der 
Abb.89. 

Oder aber sie greift an der Auflagerstelle S an, von wo aus 
der Bewegungszwang auf den bewegten Punkt ausgeübt wird, wie 
Abb. 90 zeigt, dann ist sie eine Komponente der wirklich vor­
handenen Gegenkraft F, die aber nicht am untersuchten Pendel, 
sondern am Träger des Pendels wirkt. 

Abb.88. Abb.89. 

...,LS 
! 

f: i 
t 

Abb. 90. 

Beispiel b) In welcher Form tritt die Zentrifugalkraft bei der 
Mondbewegung auf? 

Der Mond bewegt sich mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit 
um die Erde. Nach (47 1) ist also die ihn bewegende Kraft stets 
zum Erdmittelpunkt hin gerichtet, es ist die Zentripetalkraft 0, die 
Erdanziehung. Die entgegengesetzt gleiche Gegenkraft 0 greift an 
der Erde an, sie ist die wirklich vorhandene, die physikalisch 
existierende Zentrifugalkraft. Würde am Mond die Zentrifugalkraft 
angreifen, dann wäre sie im Gleichgewicht mit der Erdanziehung, 
der Mond also auch im Gleichgewicht, er würde sich mit gleich­
förmiger Geschwindigkeit geradlinig weiter bewegen. 

Beispiel c) In welcher Weise tritt beim Kreispendel die Zen­
trifugalkraft auf? 

Wenn man schlechtweg von einem Kreispendel spricht, meint 
man das in lotrechter Ebene schwingende. An ihm greifen das 
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Gewicht G .und die Fadenspannung Fan, Abb. 91. Beide haben 
eine Mittelkraft P, die ma.n wieder in zwei andere Komponenten 
zerlegen kann, in T und 0, Abb. 92. Letztere, die Zentripetal­
komponente, geht zum Krümmungsmittelpunkt M. Ihr Wert ergibt 
sich aus dem Resultantensatz bzw. dessen graphischer Darstellung 
in der Abb. 93 durch 

O=F-GcOBT. 

Entgegengesetzt mit ihr greift am Auflager M die Zentrifugal­
komponente 0 an, gleichfalls als ein Teil des Gegenzuges F. Wenn 
man a.ber von der am Pendel angreifenden Zentrifugalkomponente 
spricht, dann meint man eine gedachte Kraft, die wenn sie vorhanden 
wäre, die Zentripetalkomponente 0 aufheben würde. 

M 

- -_ .. - .~ 

-_.,--~ p 

6 

Abb.9t. 

Be,,! :; 

Abb.92. Abb.93. 

'9. Wiederholungsaufgablln. 1) bis i) Man differenziere nach ihrem 
Argument die Funktionen 

3) Ig sin tp 4) Ig tg z. 

5) bis 8) Man bilde die Differentiale der Funktionen 

5) Ig_/l+x 
VI-x 

1 x-a ( ) 6) ---Ig- 7) Vax+ b 3 
2a x+a 

8) arcsin ~. 
a 

9) bis 11) Man differenziere nach ihrem Argument die Funktionen 

9) l a + .. /fi2 - u2 
g-----

" 
10) z arcsinz+l"1-z2 

12) bis U) Man ermittle die Ableitungen der Funktionen 

12) Vi+vy Va 13) (X2+yB)2=2!Zx3 14) xy+2 y2=hVy. 
15) bis 11) Man gebe die erste, zweite und dritte Ableitung an von 

15) e:llx2 16) eeinu 17) tzll(lgzll_l). 

18) und 19) MlIon gebe das erste und zweite Differential der FunktiOll,en 

18) -~.x(sinlgx-coslgx) 19) t[arcsiny.(2y2-1)+yVl--~]. 
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20) bis 26) Gesucht sind die Differentiale der nachstehenden Funktionen 

23) v = x \IX" .:f-ä:,- =- a 2 lg (x + {r< .!.a~) 

25) r = arcsin x· (2 x 2 - 1·) + x \1-=X-:; 

---- x 
24) u: = x \a" - x" + a2 arcsin a' 

26) s = ea x :a cos b x + b sin b x: . 

27) und 28) Man differenziere nach x bezw. 'P. 

27) x + y2 = x sin y 28) r e'T + 9' = ,. 'i'. 

Zum Vergleich entwickle man noch die bei den Funktionen narh einer der 
Veränderlichen und suche daraus die Ableitung. 

29) Gesucht sind die Horizontal- und Vertikalstellen der Kurve 
y2 = x (1 - x). Man kontrolliere die erhaltenen Werte, indem man sich ein 
Bild über die Gestalt der Kurve verschafft. 

30) Man beweise, daß sich die Kurven (x - 1)" + y2 - 1 = 0 und 
(x - 2)2 + y2 - 4 = 0 im Nullpunkt berühren. 

31) Man beweise, daß das durch die Koordinatenachsen abgeschnittene 
Stück jeder Tangente an die Kurve x2fa + y2/3 = a2/ 3 die konstante Länge a hat. 

32) Man löse das bei Untersuchungen über Ketten und Seile auftretende 
Gleich ungssystem 

uSs -vOc =-d(c-s), 

u (Sc+ 08)+ V (Os - Sc) = 2 cd 

nach den beiden Unbekannten t! und v, wenn 

s= sin x, c=cosx, S= Sin x, O=Cosx. 

33) Die Zustandsgleichungen der Gase und Dämpfe benützen auch die 
Kurve y = x2 (x - b), wo b = 0.0023. Man gebe deren ungefähre Gestalt. 

34) bis 38) Man differenziere nach x die Funktionen 

34) ~,=2arctg(Sinx+Cosx) 35) v=lgTg:r 
x 

36) tV = 19 Tg 2" 37) Y = x + Sin x Cos x 38) z = x Cos x - Sin x. 

00. Lösungen. 1) bis 4) Im ersten Fall ist das nächste Argument die 
Klammer, im zweiten der Radikand B, im dritten sin rp, im vierten tg z. 

1) d (a +_~X)2 = ~iX . ~U = 2 ( ) . b = 2 b (a -+- bx)' 
dx d () dx I ' 

2) !!.i =~.J. dfl= _-.! .-2u = _=_~. 
d 11 d R d 11 2 {R ,I a2 -=- u2 ' 

d 19 sin 9' d 19 sin rp d sin <p 1 
- - = --.--- . ---- = -.-- . cos 9' = cotg 'I' ; 

d <p d sm rp d 'I' sm 'l' 
3) 

4) 
d 19 tg z d 19 tg z d tg z 1 
-a;:-=-dtg;'dz =cotgz· cos2 z sinzcosz 
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6) bis 8) Man unterlasse nie, eine Vereinfachung vorzunehmen, in den 
ersten beiden Fällen etwa den Logarithmus auszuführen. 

6) d[lgd =d [} 19 ! ~:] =~d [lg(l + x) -lg(I-:t)] 

-.!. [ __ 1_.1_ -1 J d:t-~~· 
-2 l+x 1-:t -1-x9 ' 

[ 1 :t - aJ 1· 
8) d 2algx+a = 2ad[lg(:t-a)-lg(x+a)] 

= 21a [:t 1 ;- :t~aJ dx = x9d~li2; 
"3 t ---7) d,'3= d (ax + b)ir = 2(a:t+ b) a· dx = 1,5a Va:t + b· d:t; . 

. :t 1 1 d:t 
8) d arcsm a = --/-_ (X)2 a d:t = vag _ x2 . ,1- a 
9) bis 11) Man führt Symbole ein für die gegebenen Funktionen, etwa 

f(u) I F (21), u (11'). Die erste Funktion kann man durch Ausführung des Loga-
rithmus erst noch vereinfachen, -

so daß 
f(u) = 19(a+,,) -lg u, 

9) {'(u)=-.J_. -u _.!.= -u2 -:-(a+vh' 
a + V V u (a + ,I) U V 

-a 

10) F'(z) = arcsin 21 • 1 + z . .!. + 2 221 = arcsin 21; 
" V 

11) u' ( ,) = __ 1_ . __ ,_: _ = V = {1~(il . 
q; 1+()2 00S9tp cos9 tp + sins tp • (1 - al ) 1 - a2 sins q; 

12) bis 14) Es ist unpraktisch nach y aufzulösen, im dritten Fall wäre 
diese Auflösung auch recht schwierig und am ehesten noch durch die Auflösung 
nach x zu ersetzen. 

oder 

oder 

12) 2~X+ 2~·Y'=O oder y'=- -V~; 
13) 2( ).(2x+2y.y')=2a·3x9 

14) 

y' = x [3a:t: 2 ( ) -1] : y; 

y.1 +x· y' +4Y .y'=4(-.JY .1+x· ~.y') 
2VY 

y'= y (4 -{u): (:t1jy+4y{y - 2x). 

15) bis 17) Man führt die Symbole {(:tl, g (u), h (21) ein und erhält im Fall 

15) (' (:t) = :t2ea· + eX 2x = eX (:t2 + 2:t), 
f" (:t) ,=- eX (Xl + 4x + 2), f'" (x) = er (xS + 6x + 6); 

16) g'(u)=e"1nucosu, g"(u) = e81nll (cos9 u-sinu), 
r'-" (u) = e"lou (cos3 u - 3 sin u· cos u - cos u); 

17) h'(z)=zlgz, h"(z)=I+lgz, h"'(z)=~. 



120 Differentialrechnung 11. 50. 

18) und 19) Man setzt im ersten Fall u und im zweiten Fall v als 
Symbol für die Funktionen, dann wird 

18) du= [-}C )+-}x (COSIgx.~+ Sinlga:·~r . da: 

= Bin 19 a:. da:; 

19) dv=i[C2y2_1)--=1 _+arcsin Y.4y +\+y.-:,2Y'JdY 
~ VI-y2 "V 

oder dv= y arcsin y. dy, d2 v= [arcsin y+ y: ,,'I_ y2] d y2. 

20) dy=d [lg(a+ ba:)-lg (a-ba:)] =ä2 2ab~x.!dx; 

1 da: 
21) d z ="2 d [lg (1 + a:) -lg (1 - a:)] = 1 _ a:~ ; 

22) du=_1_ (1 +~) da: = da: ; 
a: + " " " x'J :±- a2 

23) dv= 1-.1.1 +a:~+ a2 .!i dx= 2 ·'X'!+-a2 • dx,' LV " - - V J V;C-

U) dw~ [, -." 7+" 0=~ "~l d.~2\.·--"d", 

25) dr= [(2 a:2 - 1) -;-1 _ + arcsin a: . 4a: + (f:'" x~ -x ~'J da: 
V I-x~ , 

= 4a: arcsin a:da:; 

26) ds= :(a cos ba:+bsinbx) eU • a+ e""'(-asinbx· b 
+ b cos blr . b)] da: = (a2 + b2) eU cos bxdx. 

27) 1+2 ' . + y' oder dy siny-I • y Y = sm Y x cos Y . dx = 2 y _ x cos y . 

Oder man löst nach a: auf, a: = y2 : (sin y - 1) und differenziert 

dx (siny-I)2y-y2cosy 
dy = (sin y -1)1' 

oder 
dy (siny-I)2 
dz = 2y(siny-I)-y2 cos y' 

Daß die beiden Ausdrücke für die Ableitung gleich sind, ergibt sich, wenn 
man in der ersten Lösung für x den Wert y2: (sin y -1) setzt. 

dr dr 
28) e'l' drp + Telf' + 1 = rp drp + r oder 

Oder man löst nach Tauf, 

r=_'P __ , 
'P - e'" 

und erhält 

Wenn man in der ersten Lösung r = VI : ('P - eq) einsetzt, kommt man zur 
zweiten Lösungsform. 
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29) Die umgeformte Gleichung x1 + y2 - X = 0 gibt unmittelbar die 
Lösung, denn die Kurve ist ein Kreis, der die y-Achse im Nullpunkt berührt. 
Will man die Differentialrechnung anwenden, dann überlegt man: die Hori­
zontalstellen sind bedingt durch y'=O, hier durch 2x-l=0 wegen 
2x + 2yy' -1 = O. Aus der Abszisse x =0,5 ergibt sich durch die Gleichung 
y2 = i oder y = ± 0,5; man hat zwei HorizontalsteIlen 0,510,5 und 0,51- 0,5. 
Die Vertikalstelle verlangt y' = 00 und somit y = 0 wegen y' = (1 - 2 x) : 2 y. 
Man erhält zwei Vertikal stellen 0 1 0 und 1 10. 

30) Aus beiden Gleichungen ersieht man unmittelbar (nach 1109 ebenso 
wie [bei der vorigen Aufgabe), daß sie Kreise vorstellen, die die y-Achse im 
Nullpunkt berühren. 

Will man die Hilfsmittel der Differentialrechnung verwenden, so muß 
man beweisen, daß beide Kurven im Nullpunkt die gleiche Richtung haben. 
Natürlich liegt der Nullpunkt auf jeder der beiden Kurven. Die beiden Rich­
tungen ergeben sich aus den Ableitungen 

zu 

2(x -1)+ 2yy' = 0 

y'=(I-x).:y 

bzw. 

uzw. 

2 (x - 2) + 2yy'=0 

y'=(2 -x):y 

an der allgemeinen Stelle xi y; im Nullpunkt nehmen beide Richtungen die 
Werte 00 an, beide Kurven haben sonach im Nullpunkt lotrechte Richtung. 

31) Man ermittelt die Gleichung der 
Tangente an der allgemeinen Stelle Xo 1 Yo 
und bringt sie auf die Abschnittsgleichung 

~ + t -1 = 0, dann muß das durch die 

bei den Koordinatenachsen abgeschnittene 
Stück 8 = va2 + b2 unabhängig von den 
Zahlen X0 und Yo den konstanten Wert c 
haben, Abb. 94. Die Richtung ergibt sich 
aus der Ableitung 

oder 

., _1.+,> _1 , 0 
~xo 1 aYo -P;Yo = 

Die Gleichung der Tangente wird 

zu 

(y - Yo) xo~ + (x - xo) yoi = 0 

Abb.94. 

2 
weil mit Berücksichtigung der Kurvengleichung die letzte Klammer zu elf 
wird, wird die Abschnittsgleichung 

x Y -+--1=0 a b 

woraus sich wegen 

wieder 8 = cergibt. 

oder 
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32) Mit Hilfe der Determinanten oder auch auf elementarem \'Veg 
findet man 

ISS -Oe d(e-s) 
u:v:l=/Sc+Cs Os-Sc -2cd, 

=d [20c2 + (e - 8)(Se -Os)]: d [2Scs+(e ~ s)(Sc+Os)] 
: [Ss (Cs - Se)+Oc(Sc +Cs)] 

=d [C (c2 + 82) -+- \C + S)c (e - s)]: d [cs(O +S)+Se2 - C S2] 

: [CS(c 2 +s2)+es(C2 - 8 2)]. 

Man berücksichtigt nach 39 und 40 

c:!+s:!= 1 ~ C-S=e-', C2 _S2 = 1 

lind erhält 

u: v: 1 = ~ [e-" + r" -!- 2e>'(cos'x - sin x cos x)] 

d : 2' [e'" (cos2 x - sin2 XI - e-" + 2 e" sin x COSJ': 

: ~ )2 C 8 + 2 C 8J 
= der [1 + e- 2 ,'· -+- 2 cos2 x - 2 sinx cosx: 

: der :cos 2x - e- 2 )' -+- sin 2x: 
: :Sin 2x+ sin 2x: 

=de'" [cos 2x - sin 2x--;--2+ e-2rj : de'O [cos2x+ sin 2x- r 2'] 

: :Sin 2x + sin 2x:. 

33) Man zeichnet die beiden Grundkurven y = x" und y = x - b, die 
erste eine gewöhnliche Parabel, die zweite eine Gerade. An jeder Stelle x ist 
die Ordinate der gesuchten Kurve das Produkt der Ordinaten der beiden Grund­

kurven, Das sehr kleine b erschwert die Zeichnung, 
lllan nimmt deswegen zunächst willkürlich b = 0,6 

!I und findet damit die Gestalt, so wie Abb. 95 zeigt, 
Die gestrichelte Kurve dieser Abbildung ist die 
Parabel y = x3 • Die Kurve hat im Nullpunkt ein 
Maximum, unmittelbar rechts davon ein Minimum und 
weiter unmittelbar rechts wieder ihren Schnittpunkt 

.:r: mit der x-Achse. Die drei Punkte, nämlich das 
Maximum, das Minimum und der Schnittpunkt mit 
der x-Achse fallen derart nahe zusammen, daß sie 
selbst bei der Wahl b = 0,6 ili. der Zeichnung schwer 
zu unterscheiden sind, Für die Wahl b = 0,002 3 
werden diese drei Punkte noch näher zusammenrücken, 

Abb, 95. die beiden Kurven 

oder y=x'l und y=x2 (x- b) 

sind für diesen Wert in der Zeichnung nicht zu unterscheiden. Durch Rech­
nung kann man die ExtremsteIlen natürlich ebenfalls auffinden, y' = 3 x 2 - 2 b x 
muß verschwinden, oder x (3x - 2b) = 0 ist die Bedingung für ein Extremum, 
x = 0 liefert das Maximum und x = ~ b = 0,001 5 das Minimum, Der Schnitt­
punkt mit der x-Achse ist durch y=O oder x2 (x-b)=0 bestimmt; im 
Nullpunkt berührt die Kurve die x-Achse. rechts davon im Abstand x = 0,002 ;) 
~chneidet sie diese, 



Differentialrechnung II. 50. 123 

S') Nach (40h) wird 1t = 2 arctg e"', also 

du _2~;r ____ ~ ___ 1_ 
d:J: -- 1+ e~'" - r" +e" -Cos:J:' 

dv, 1 1 35) -=Cotg:J:'--= ------. 
d:J: COS2 X Cos:J:·Sin:J: 

dw xli 38) ---=Cotg-,--_'_= 
d:J: 2 C ., x 2 2C :J: S. :J: OS-2 08"2 m 2 

1 
Sin:J:' 

37) :; = 1 + Cosx· Cosx+Sin:J:Sin:J:= 1 + Cos~x+Sin2:J:=2Cos2x. 

38) ~; = C08:J: . 1 + x Sin :J: - Cou = x Sin x. 



Dritter Abschnitt. 

Integralrechnung I. 

51. Unbestimmtes Integral. Die Funktion 

ff(X)dX, 

genannt das unbestimmte Integral aus der Funk­
tion f(x), ist definiert als diejenige Funktion, 
deren Ableitung f(x) ist. (a) 

Oder in anderer Sprechweise: 

J f (x) dx ist definiert als jene Funktion, deren Differential 
f(x)dx ist. (b) 

Damit ist die gegebene Funktion f(x) als Ableitung der ge­
suchten Funktion, diese selbst als Stammfunktion zur gegebenen 
charakterisiert. 

Eine Reihe von unbestimmten Integralen lassen sich unmittel­
bar aus der Definition ermitteln. Beispielsweise ist cos x die Ab­
leitung von sin x; daraus folgt 

Jcosxdx= sinx. 

Man fragt: ist denn sinx die einzige Lösung, d. h. gibt es viel­
leicht noch andere Funktionen, die als Ableitung cos x haben. Nun 
wissen wir in der Tat, daß auch sin x + 3, oder sin x + 8, allge­
mein sinx + C, wo 0 eine Additionskonstante ist, als Ableitung 
cosx haben. Mit andern Worten: die Aufgabe, zu einer gegebenen 
Funktion die Stammfunktion zu finden, ist unbestimmt, sie hat 
unendlich viele Lösungen. Zur gegebenen Funktion cos x ist also 
die gesuchte Stammfunktion sinx + C, oder in mathematischer Dar­
stellung 

Jcosxdx = sin x + C. 

Wenn man sonach weiß, daß 

Jf(x)dx = q; (x) 
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ist, so kann man daraus schließen, daß allgemein 

f 1(00) dx=p(x) + C (c) 

ist; bei jedem unbestimmten Integral kommt demnach eine Addi­
tionskonstante zum Vorschein, woraus sich der Name "unbestimmtes 
Integral" :erklärt. Die Konstante 0 heißt man auch "Integra­
tionskonstante". 

Die vorausgehenden Definitionen und Entwicklungen haben das 
unbestimmte Integral als eine Umkehrung der Differentialrechnung 
hingestellt. Dementsprechend geht der Satz "eine Additionskonstante 
verschwindet beim Differenzieren" über in: 

beim Integrieren kommt eine Integrationskon-
stante zum Vorschein. (d) 

Auch die anderen einfachen Differentialformeln lassen sich um­
kehren. So geht 

d [0. f(x)] =O.df(x) 
über in 

f C·/(oo) dx=C ff(oo) dX, 

eine Multiplikationskonstante kommt vor das 
Integral. (e) 

Ebenso 
d [u(x) + v (x) + ... ] =du(x) + dv(x) + ... 

über in 

f [u(x)+v(x)+ • •. ] dx= f u(x) dx+ f V (x)dx+ ... , 

eine Summe wird integriert, indem man jeden 
Summanden integriert. (f) 

Weiterhin wird 

~~ = nx"-l, also f xn- 1 dx = ::: + 0, 

oder wenn man -n - 1 = m setzt, 

f xm+l 
JlJ"'dx= m+l + C, (g) 

Es stehen sich weiter entsprechend die nachfolgenden Diffe­
rential- und Integralformeln gegenüber: 
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- dx 
d\"x =----= 

2v'x 

d sinx = cosxdx 

d cosx = - sin xdx 

dx 
dtgx=--­

cos2 x 

-dx 
d cotg x = -.-" --­

sIn- x 

dx 
dIgx=­

x 

de"'=e"'dx 

da"'=a'" Igadx 

d . dx 
arc Sln x = --== 

Vl-x 2 

-dx 
d arc cos x = --=--=...= 

Vl-x2 

--=:=2 rXTC; ftlX ,/-- I 

\"x 

fCOSXdX= sinx+C; 

fSinXdX=-COS.r+C; 

fc!~x =tgx+C; 

I tlx 
-'-11- = - cotg.r + C; sm oX' 

fdx -:r =Ig.r +C; 

f &'tlx = e'" + C; 

f doX' 1 
\"1- x"l. =aresinx + C ~ 

= - are cos J~ + G' ; J 

(i) 

(k) 

(I) 

(m) 

(11) 

(0) 

(p) 

(q) 

dx 
darctg=l + x 2 

-dx 
d arc cotg x = -----

i-+x"l. =arctgx+C (r) f tloX' } 

1 +x2 
= -are cotgx + G' .. 

Wenn der Anfänger ein Integral dieser oder der nachfolgenden 
Nummern selbständig löst, so wird er zuweilen scheinbar ein anderes 
Ergebnis erhalten als das im Buch angegebene. Er wird beispiels-

weise als Lösung vielleicht cos x erhalten, das Buch aber 2 cos2 -i. 
Beide Lösungen sind nur scheinbar verschieden, wenn man beachtet, 
daß ein unbestimmtes Integral immer mit einer Konstanten ver­
sehen ist. Die heiden scheinbar verschiedenen Lösungen cos x + C 

x 
und 2 cos2 2 + G' sind aber tatsächlich identisch, wenn man C = 1 + G 

und C' = c setzt, da bekanntlich 

+ "x 1 cosx=2cos--2 . 
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Man beachte wohl, daß diese scheinbar verschiedenen Lösungen 
nur bei unbestimmten Integralen auftreten können; bei den später 
zu besprechenden bestimmten Integralen sind auch scheinbare Ver­
schiedenheiten unmöglich (siehe etwa Beispiel 57 f). 

Beispiel a) Wie erklären sich die beiden scheinbar verschie­
denen Lösungen (q) und (r)~ 

Man weiß aus (31a), daß 

arcsinx + arc cosx =~n:, arctgx + arc cotg:» = ~ n:. 

Man kann also auch schreiben 

arc sin x + 0 = - arc cos x + 0', 

wenn man 0' - 0 = ~:n setzt. 

Beispiel b) In welchem Zusammenhang stehen die beiden 
Formeln (g) und (n) 1 

Man könnte die Formel (g) auch auf das Integral (n) anwenden 
und erhielte 

Diese Lösung wäre zwar nicht unrichtig, aber für die weitere Rechnung. 
wertlos. 

Beispiel c) bis p) Man ermittle die nachstehenden Integrale: 

d) f~x/;dx e) f~~ f) 54 :x 

g) fadx h) f(x 2 +x + 1) dx i) f 3 eZdx 

k) f(asinx+ b cosx + c)dx 

1) S(Vx+Vx) dx m) f(:x+ /JdX 
n) f(2x+20+ ~x-x8-7: x2 -x2 )dx 
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Man wendet die vorausstehenden Sätze an und beachtet noch. 
daß man die vorkommenden Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen 
Exponenten und die auftretenden Produkte und Quotienten als 
Summen anschreibt; dann wird 

c) J5x4dx= 5 Jx4dx=5.~x~ +C=xil+C; 

d) f~X~dX=~,~X6+C=toX6+C: 

f) J 4 : x = 4 J ~x = 4lg x + C; 

g) Jadx=a J dx=ax+C; 

h) J= Jx'2dx+ Jxdx+ Jdx=lx3+ix2+X+C; 

i) J = 3 J exdx = 3 e'" + 0; 

k) J =a J sinxdx+b J cosxdx + c J dx=-a cosx + b sinx 

+cx+O; 

n) J = 2 Jxdx + 20 J dx +.~ J xdx-J x8 dx - 7 Jx-'Jdx 

- Jx'2dx=x2+ 20x+ 154,X2 - ~X9+ 7:X-~X3+C; 

0) J =J x~dx+ J xtdx- J xfrdx- J x-ldx+ J x-tdx 

- Jx i dx - JX-{'dx= ~xi- + !!x* - ..!Lx'i -L 2 x- t 
" 9 13 I 

p) J=fdX- 2fd;-fxdX+2fdx-fx!dX-fxyt2 dX 

+ J x3dx-3 f x2dx+ 3 f xdx -J dx=x-2Igx -lx:! 

+ 2 x - ! x* _. 12 xH- + ! x4 _ x3 + Jl. x2 - X + 0 5 13 4 2 • 
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52. Fortsetzung. Welche geometrische Bedeutung hat 

qJ (x) = f f(x)dx1 

Nach Definition ist 

f(x) __ dqJ(x) d h ( ) ( ) dx un sonac dq; x = f x ·dx, 

129 

d. h. die Änderung der Funktion qJ (x) ist gleich einer Fläche, gleich 
dem in Abb. 96 schraffiertem Rechteck aus den Seiten fex) und dx. 
Wenn aber die Funktionsänderung 
dq; (x) eine Fläche ist, muß die 
Funktion q; (x) selbst auch eine Fläche 
sein; es ist sonach .r f(x)dx die aus 
den unendlich vielen· aufeinander-
folgenden Rechtecken fex) dx zusam­
mengesetzte Fläche, gezählt von einer 
nicht angegebenen linken Begrenzung 
bis zur Stelle x. Sie ist also gleich jener 

!I 

o 
~_a~_-____ b __ ~~L-__ 

Abb.96. 

Fläche, die durch die Abszissenachse und die Kurve Y = fex) gebildet 
und links durch eine noch nicht näher angegebene Ordinate sowie 
rechts durch die Ordinate an der Stelle x begrenzt wird. Das unbe­
stimmte Integral ist sonach doppelt veränderlich, es hat 002 Werte, 
wegen der unbestimmt gelassenen Begrenzung links und der ver­
änderlich gedachten rechten Begrenzung bei x. Dieser Tatsache 
entspricht aueh die Gleichung 

J f(x)dx=qJ{x)+O, 

weil die Integrationskonstante 0 ebenso wie die Ordinate x zunächst 
willkürliche Veränderliche sind. Man muß diese Beziehungen beachten, 
wenn man von einem unbestimmten Integral spricht. Wir fassen 
zusammen: 

Das unbestimmte Integral f fex) dx ist in rechtwink­
ligen Koordinaten geometrisch durch jene Fläche F dar­
gestellt, die durch Abszissenachse und die Kurve y = f (x) 
gebildet und durch eine linke Anfangsordinate sowie rechts 
durch die Ordinate bei x begrenzt wird. Wegen der Ver­
änderlichkeit beider begrenzenden Ordinaten ist das un­
bestimmte Integral J f (x) dx als eine Funktion der Ver-
änderlichen x und ° zu betrachten. (a) 

Wenn man von dem durch die Fläche F dargestellten Integral 
die linke und rechte Grenze kennt, oder wie man gewöhnlich sagt, 
die untere und obere Grenze, x=a und x=b nach Abb. 96, 

Egerer, Ingenleur·Mathematlk 11. 9 
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so erhält man für die Fläche F oder für das Integral f f(x) dx einen 
ganz bestimmten Wert, das bestimmt e Integral zwischen den 
Grenzen x=a und x=b, bezeichnet mit 

:;r; = b b J f(x)dx oder abgekürzt J f(x)dx, 
z=a a 

gesprochen: Integral aus f(x) von x = a bis x = b. 
Man faßt zusammen: 

b 
Das bestimmte Integral f fex) dx wird in rechtwink-

a 
ligen Koordinaten durch jene Fläche dargestellt, die durch 
die Abszissenachse und die Kurve y = f (x) gebildet und 
durch die Ordinaten x = a und x = b begrenzt wird. (b) 

Das bestimmte Integral wird aus dem unbestimmten durch die 
sogenannten Grenzbedingungen oder Anfangsbedingungen 
ermittelt. Jedenfalls ist 

'" f f(x)dx= Cf' (x) + 0, 
a 

wo sich die Integrationskonstante G nach der unteren Grenze a durch fol­
gende überlegung ausdrücken läßt: Sicher gilt die eben angeschriebene 
Formel an jeder Stelle x, also auch wenn man beide Grenzen zu­
sammenfallen läßt oder x=a wählt; in diesem Falle verschwindet 
die Fläche F, durch die das bestimmte Integral hergestellt wird, 
es ist 

F=O oder O=cp(a)+O oder G=-cp(a). 

Damit wird 

'" J fex) dx = cp (x) - cp (a). (c) 
a 

Wenn man die in dieser Formel veränderlich gedachte obere Grenze 
x konstant macht, also x = b setzt,. dann erhält man das bestimmte 
Integral 

b 

jf(X)dX=P(b) -q;(a). (d) 
a 

Man hat dafür auch die Schreibweise 

aJ f(X)dx=[ff(X)dX J: = [cp(X)J:- (e) 

cp (x) ist das unbestimmte Integra~ cp ( a) und cp (b) sind seine Werte 
an der unteren bezw. oberen Stelle; cp(b)-cp(a) ist die Änderung 
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des unbestimmten Integrals beim Übergang von der Stelle x = a 
zur Stelle x = b. Man hat sonach 

b 
Das bestimmte Integral J f (x) dx ist gleich der Än-

a 
derung des unbestimmten Integrals beim Übergang von 
der unteren Grenze x = a zur oberen Grenze x = b. (f) 

Beispiel a) bis f) Um die nachstehenden bestimmten Integrale 
auszuwerten, gibt man zuerst die unbestimmten Integrale an und 
setzt dann die Grenzen ein. Dabei ist es nicht notwendig, die Kon­
stante zum unbestimmten Integral hinzuzunehmen, wie das erste 
Beispiel zeigt. 

a) fX2dX=~xa+c; 

lf x2dx= [?3 xa]: = ~ (23 _1:1)=~; 

b) of (x 2 +x + 1) dx = [~X3 + ~X2 +x]: 

_ [!!_L ~+2--0-0- 0] =6 2. - 3 12 3' 

+f'/.:r [] + 'I.:< [ J 
c) acosxdx=a sinx -li.:< (t 1-(-1) =2a; 

-'/In: 

d) ofV1'!!~2=[arcsinx]:=arcsin l-arcsinO=~ll; 

oder = [ - arc cos x J: = - arc cos 1 + arc cos 0 = ~ :n; 

fbdX [ Jb b f) 11 x- = Jg x a = 19 b -lg a = 19 a· 
9* 
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Beispiel g) Was wird aus dem bestimmten Integral. wenn 
man die Grenzen vertauscht? 

Wenn f f(x)dx=cp(x) +0, 
wird 

b a 
(f(x)dx=cp(b)-cp(a) und ff(x)dx=cp(a)-cp(b) 

a b 

b a 

somit f =-f· (g) 

.. /, 

r. b c 

Beispiel h) Man beweise f =f + f· (h) 

.. .. b 

Selbstverständlich ist jedes Integralzeichen auf die nämliche 
zu integrierende Funktion anzuwenden. Wenn diese fex) und ihr 
Integral cp(x) ist, dann wird 

b c 
f fex) dx + f fex) dx = [cp(b) - cp (a)] + [cp (e) - cp (b)] 
a b 

c 
= cp (e) - cp(a) = f fex) dx. 

a 

Beispiel i) Man definiere die Integralkurve zu einer gege­
benen Kurve y = fex) und gebe einige Eigenschaften von ihr an. 

Wenn 
qy(x)=ff(x)dx, dann ist 1]=cp(x) 

die Gleichung der Integralkurve. Ihre Ordinate 1] stellt sonach die 
von der gegebenen K~rve Y = fex) mit der x-Achse gebildete Fläche 

vor. d1] = f(x)dx ist das Flächen­
element der Kurve Y= fex). Diese 

!I selbst ist die Differentialkurve 
-_......-- gegenüber der Kurve 1] = cp (x), 

Abb.97. 
;;;r-;/fC-+--_>a::.L---"',,",-::--_$ Der Zusammenhang zwischen 

der gegebenen Kurve und ihrer 
Abb. 97. Integralkurve ist geometrisch leicht 

ersichtlich. Wenn die gegebene 
Kurve Y = fex) die x-Achse schneidet, wechselt das Flächenelement 
d1] das Vorzeichen, es muß sonach die Integralkurve 1J = qy (x) an 
dieser Stelle einen Hauptwert haben. Wenn umgekehrt die gegebene 
Kurve einen Hauptwert hat, dann bedeutet dies, daß die Zu- oder 
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Abnahme der Fläche von dieser Stelle an schneller oder langsamer 
vor sich geht, es wird daher dieIntegralkurve an dieser Stelle einen 
Wendepunkt haben. Analytisch ergibt sich: 

dYJ d2 'YJ dy 
dx=y und dx2=dx; 

wenn also y = 0, dann ist auch Il = 0, d. h. wo die gegebene Kurve 
die x-Achse schneidet, hat die Integralkurve einen Hauptwert; und 
wenn y' = 0, dann ist r/, = 0, d. h. an einer Hauptstelle der gege­
benen Kurve hat die Integralkurve einen Wendepunkt. Wenn die 
gegebene Kurve die x-Achse berührt, dann ist gleichzeitig y = 0 
und y' = 0, also für die Integralkurve 1]' = 0 mit r/, = 0, d. h. an 
der gleichen Stelle hat diese einen Wendepunkt mit wagrechter Tan.­
gente. (über die Konstruktion und Verwendung der Differential­
kurve und Integralkurve zu einer gegebenen Kurve folgt Weiteres 
im dritten Band.) 

ö3. Integration von Vektoren. Bewegungsgesetze. Der Zu­
sammenhang zwischen der Zeit t und den von ihr abhängigen Größen 
s, v und b wird bei der geradlinigen Bewegung eines materiellen 
Punktes recht anschaulich durch die 
Weg-Schaulinie dargestellt. Man 
trägt die Zeit t als Unabhängige auf 
die Abszissenachse und die Geschwindig­
keit v als Ordinate an, siehe Abb. 98. 
Durch zwei unendlich benachbarte 
Ordinaten v und v + dv wird ein un­
endlich kleines Flächenstück vd t ab-
gegrenzt, das wegen der Beziehung 

1/ 

--t-~ 

Abb.98. 

ds = vdt den unendlich kleinen Weg ds vorstellt, der vom bewegten 
Punkt in der Zeit dt zurückgelegt wird. Dann ist der Weg 

1=1 

8= J v dt 
1=0 

durch die Fläche dargestellt, die durch die v-Kurve und die Ab­
szissenachse sowie die Ordinaten bei t = ° und t = t abgegrenzt wird. 

Die Tangente an die Kurve an der untersuchten Stelle hat 
die Richtung 

dv 
tg 7: = "iü- oder tg'l = b, (a) 

es wird sonach auch die Beschleunigung an jeder Stelle graphisch 
dargestellt und zwar durch die Richtung der v-Kurve. Es ist beispiels­
weise an der Stelle H die Geschwindigkeit am größten, von da ab 
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wird sie kleiner, d. h. bis zur Stelle H war die Beschleunigung 
positiv, von da ab ist sie negativ, die Bewegung wird verzögert. 

Mit Hilfe der Weg-Schaulinie lassen sich recht einfach die 
bekannten Gesetze für die gleichförmige und die gleichförmig be­
schleunigte Bewegung entwickeln. Bei der ersteren ist die Geschwin­
digkeit konstant, der Weg wird durch ein Rechteck dargestellt, 
Abb. 99, so daß 

b=O, v=vo' 8=vt 
das Bewegungsgesetz für die gleichförmige Bewegung ist. 

~v 8 

. t 
t--' 

Abb.99. 

k@fJ 
Abb.l00. 

(b) 

Bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung ist die Beschleu­
nigung b, d h. die Richtung der v-Kurve, konstant, diese muß eine 
Gerade sein, Abb.l00. Ist die Anfangsgeschwindigkeit Vo = 0, so wächst 
die Geschwindigkeit proportional mit der Zeit t, es ist v=bt; der Weg 8 

wird durch das Dreieck mit den Seiten t und v dargestellt, so daß 

b=bo' v=bt, 8=~vt oder 8=lbt2 (c) 

das Bewegungsgesetz für die gleichförmig beschleunigte Bewegung 
ohne Anfangsgeschwindigkeit ist. 

Ist eine Anfangsgeschwindigkeit '1)0 vorhanden, dann wird der 
Weg 8 durch ein Trapez dargestellt, das sich aus einem Rechteck Vo t 
und einem Dreieck l bt2 zusammensetzt, Abb. 101, so daß 

b=bo' v=vo+bt, 8=vot+~bt' (d) 

das Bewegungsgesetz für eine beliebige gleichförmig beschleu­
nigte Bewegung ist. Wenn b negativ ist, kann man auch von 
einer gleichförmig verzögerten Bewegung sprechen. 

Beispiel a) Von den eine beliebige gleichförmig beschleunigte 
Bewegung bestimmenden Größen t, b, '1), vo' 8 dürfen zwei un­
bekannt sein, weil man ja die zwei Bewegungsgleichungen (d) zur 
Verfügung hat. Für die Ermittlung von '1.1 und 8 sind sie aber nicht 
einfach genug. Man soll sie so umwandeln, daß man auch andere 
von den Größen t, b, v, vo' 8 schnell ermitteln kann. 

Mit Elementarrechnung findet man, wenn man b oder t oder '1.10 

aus den aufgestellten Bewegungsgleichungen beseitigt, 

28=t(Vo+t1) bzw. 2b8=V'-t120 und 28=t(2v-bt). (e) 
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Beispiel b) Eine Kugel verläßt den 80 cm langen Lauf eines 
Gewehres mit einer Geschwindigkeit von 400 m/sek. In welcher Zeit 
hat das Geschoß den Lauf durcheilt, wenn man die 
Mittelkraft aus Pulvergasdruck und Reibung konstant 
annimmt 1 

Wenn die bewegende Kraft konstant ist, dann 
auch die Beechleunigung, die Bewegung ist also gleich-
förmig beschleunigt und zwar ohne Anfangsgeschwindig-
keit. Die erste der Gleichungen (e) liefert 

2·0,8 m = t (0 + 400 m/sek) oder t = 0,004 sek. 

Beispiel c) Zwei materielle Punkte m1 und m, 
fallen senkrecht die Höhe k hinab; der zweite beginnt 
seine Bewegung, wenn der erste bereits den Weg 15 
zurückgelegt hat. Wenn der zweite Punkt den Weg k 
zurückgelegt hat, um wieviel ist ihm dann der erste 
Punkt an Weg und Geschwindigkeit voraus~ Man 
wende die Lösung auf den Fall an, daß zwei Wasser- ds 
tropfen aus einer Höhe k = 100 m herunterfallen und 1____ I 

daß bei Beginn der Bewegung der erste um den Ab- Abb.102. 
stand () = 1 mm ihrer Mittelpunkte voraus ist, Abb. 102. 

Beide Punkte haben eine gleichförmig beschleunigte Bewegung, 
der erste hat schon eine Anfangsgeschwindigkeit VI bei Beginn der 
Zählung, also ist zur Zeit t 

v[=v1 +gt, 

Vll=gt, 81l =lgt2 =k. 

Damit wird der Geschwindigkeits- und Wegunterschied 

L1v=vr - v rr =v1' L18=8[- 8rr =V1t+l5. 

Mit (e) VI = V2g(; und t = y2gk 
wird L1v = Y2 gl5 und L18 = 2 Yh(j + () . 

Bei der Anwendung auf den Fall der beiden Wassertropfen 
ist 15 = 0,001 m, k = 100 m, 9 ~ 10 mJsek2, also 

LI VR:jV2.10.0,001 R:j 0,14 mJsek, L18= 2 Vl00·0,001 ~0,63 m, 

denn den zweiten Summanden 15 kann man gegenüber "1 t vernach­
lässigen. 

M. Fortsetzung. Nach der dynamischen Grundgleichung ist die 
Beschleunigung oder Bewegungsänderung eines materiellen Punktes 
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proportional der an ihm angreifenden Kraft. Die Vorauseetzung 
einer ganz beliebigen gleichförmig beschleunigten Bewegung, d. h. einer 
konstanten Beschleunigung, ist Bonach 

und damit $ = $0' d.h. $=const. (a) 

Durch die vektorielle Schreibweise wird ausgedrückt, daß man eine 
krummlinige Bewegung des materiellen Punktes erwartet. In der Tat, 
wenn die am materiellen Punkt angreifende Kraft P eine andere 
Richtung hat wie die gleichzeitige Geschwindigkeit, so wird P eine 
Xnderung von v sowohl dem Zahlen wert wie der Richtung nach 
hervorrufen. Etwa wenn ein Geschoß die Mündung des Rohres ver­
läßt und dann unter dem Einfluß der Erdanziehung nicht mehr 
die Anfangsgeschwindigkeit '170 beibehält, sondern eine krummlinige 
Bahn beschreibt. 

Abb.103. Abb.104. 

Gefragt ist nach den Bewegungsgesetzen der allgemeinen gleich­
förmig beschleunigten Bewegung. Von (44 g) ausgehend erhält man 

(b) 

Das Integral tJ kann man entweder ohne besondere überlegung 
nach den Gesetzen der Integralrechnung auswerten oder man fragt 
nach der physikalischen Bedeutung dieses Integrals. d" stellt die 
Änderung der Geschwindigkeit beim übergang von der untersuchten 
Stelle U zur unendlich benachbarten Stelle N vor. Will man einen 
Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit Vo zur Zeit t = 0 und 
der Geschwindigkeit v an der untersuchten Stelle, so wird man über­
legen: Die gesamte Geschwindigkeitsänderung All ist die graphische 
Summe aller der unendlich vielen unendlich kleinen Geschwindigkeits­
änderungen dtJ, siehe Abb.104. Es ist sonach 

tJ = "0 + All oder 
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oder 
(c) 

weil ja fio als Konstante vor das Integral kommt. 
Will man mehr analytisch, ohne Zuhilfenahme einer bildlichen 

Darstellung arbeiten, dann geht man vom Differential (b) über 
zum Integral 

Es darf ja nicht übersehen werden, daß die Integrationskonstante 
im vorliegenden Fall ein Vektor ist und auch durch die Schreib­
weise als solcher gekennzeichnet werden muß. Die Konstante 0 
bestimmt man aus Anfangsbedingungen: Die Formel für v gilt an 
jeder Stelle, also auch im Anfangspunkt; dort ist t = 0 und v = vo' 
so daß 

ist. Damit wird die Formel für v genau so wie oben. 
Die Ermittlung der augenblicklichen Stellung des bewegten 

Punktes geht von (44 g) aus und setzt 

dr=1Idt. (d) 

Man beachte, daß d f sowohl der unendlich kleine Weg von U nach 
N ist, siehe Abb. 103, wie auch das Differential des Wegvektors t 
vom Bezugspunkt 0 aus zur untersuchten Stelle U. Es darf aber 
nicht übersehen werden, daß das Integral des unendlich kleinen 
Weges d r nichts mit dem Weg zu tun hat, den der materielle Punkt 
in einer endlichen Zeit zurücklegt. Das Integral oder die Summe 
aller der unendlich vielen kleinen dr im Verlauf der untersuchten 
Bewegung, also von der Zeit t = 0 bis zur Zeit t = t, ist durch 
den Vektor .1r ausgedrückt, siehe Abb. 103. Es besteht daher 
zwischen den Wegvektoren To und T der Zusammenhang 

oder wegen (c) 

oder 

t 

r = t o + L1 f oder r = f o + J .,dt 
o 

t 

t = t o + f (110 + fit) dt 
IJ 

- ! .. t+ 11O t2 r-fol"o 2"· (e) 

Meist wählt man den Anfangspunkt A auch gleichzeitig zum Bezugs­
punkt, dann wird T 0 = 0 und 

Cf) 
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Die Formel ist die gleiche wie (53d), nur daß r nicht den Weg, 
sondern den Wegvektor, hier den Vektor vom Anfangspunkt A zum 
jeweils untersuchten Punkt U vorstellt. 

Rein rechnerisch wird man überlegen: Die Integration von (d) ist 

f = f "dt oder f = f ("0 + lit) dt 

oder 

Die Integrationskonstante 0' ist natürlich als ein Summand einer 
Vektorgleichung ebenfalls ein Vektor. Sie wird bestimmt aus der 
Anfangsbedingung: Die entwickelte Formel gilt für jedes t, also auch 
zur Zeit t = 0, wo der bewegte Punkt an der Stelle A war; läßt 
man den Bezugspunkt 0 mit dem Anfangspunkt A zusammenfallen, 
dann ist r = 0 zur Zeit t = 0, also 

o = "0· 0 + ~ li· 0 + ~' oder (t' =0, 

so daß die Formel für r genau wie oben unter (f) wird. 
Die erhaltenen Formeln, im Zusammenhang aufgestellt, 

'='0' (;=(;0' "="o+(;t, f="ot+~(;t2, (g) 

geben eine Vorschrift für die Lösung von Aufgaben über die all­
gemeine gleichförmig beschleunigte Bewegung. Ist diese 
geradlinig, dann sind alle Vektoren parallel, nämlich in der Geraden 
der Bewegung enthalten, die Vektorschreibweise ist dann überflüssig; 
der Wegvektor r geht in diesem Sonderfall über in den Weg 8. 

Beispiel a) Man beweise, daß bei jeder gleichförmig beschleu­
nigten Bewegung der materielle Punkt eine Parabel beschreibt, 
deren Achse parallel ist der treibenden Kraft. 

Man geht von der vektoriellen Darstellung über zur analytischen, 
indem man den Anfangspunkt A, der ja zugleich auch Bezugspunkt 
ist, zum Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystemes macht. 
Die Richtung der y-Achse wählt man entgegengesetzt zur Richtung 
der am materiellen Punkt angreifenden Kraft P, so daß die x-Achse 
senkrecht zu P steht, s. Abb. 105. Der übergang zur analytischen 
Darstellung geschieht nach dem Projektionssatze (I 70e), indem man die 
Gleichungen (g) auf beide Koordinatenachsen projiziert. Die Pro­
jektionen der Kraft P auf die beiden Achsen bezeichnet man mit X 
und Y, 'die der Beschleunigung mit bx und by ' der Geschwindigkeit 
mit va; und vy' die des Wegvektors sind x und y. Die Anfangs­
geschwindigkeit 'Vo hat den Richtungswinkel ce, so daß ihre Pro­
jektionen Vo cos ce und Vo sin ce sind. Die Projektionen von Po und 
damit auch von bo auf die x-Achse sind 0, auf die y-Achse proji­
zieren sie sich in wahrer Größe, nur sind die Vorzeichen entsprechend 
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der getroffenen Festsetzungen negativ. Dann gehen die Gleichungen (g) 
über in 

X=O, b.,=O 
Y=-P, by=-b, 

V",=vocosa 
vy = Vo sina - bt, 

x =vo cosa·t, 

y=vosina·t-~bt2. (h) 

Man sieht zunächst, die "Projektion " der gleichförmig be­
schleunigten Bewegung auf die zur Kraft senkrechte Richtung ist 
eine gleichförmige Bewegung, auf die zur Kraft parallele Richtung 
" projiziert " sie sich als eine geradlinige gleichförmig beschleunigte 
Bewegung. 

~------~X'-----------

Abb. 105. Abb.106. 

Wenn man aus den beiden Gleichungen für x und y den Para­
meter t, hier die Zeit, beseitigt, erhält man 

oder 
(i) 

nach (I169a) eine Parabel, deren Achse parallel der y-Achse, also 
parallel der treibenden Kraft P ist. Die Sehne 8 dieser Parabel 
erhält man für y = 0 zu 

V 20 sin2 a 
8 = '---b---' während 

der Biegungspfeil der Parabel an der Stelle x = ~ 8 ist, Abb. 106. 

(k) 

Beispiel b) Man diskutiere die Bewegung beim schiefen 
Wurf, wenn der Luftwiderstand vernachlässigt und das Gewicht 
als konstant betrachtet wird. 

Der schiefe Wurf ist eine krummlinige gleichförmig beschleunigte 
Bewegung, weil die am materiellen Punkt angreifende Kraft, sein 
Gewicht, konstant ist. Hier ist P = G und die Beschleunigung b 
gleich der Schwerbeschleunigung g. Daher lauten die Formeln für 
den schiefen Wurf: 

(1) 
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Geht man zur analytischen Darstellung über, so erhält man wie 
beim vorausgehenden Beispiel 

vx=vocosa, x=votcOS(: 

vy=vosina-gt, y=votsin(:-~gt~. (m) 

Die Wurfweite 8 und die Wurfhöhe ( wird nach (k) 

v~osin 2 H 
8=---- und 

g 
(u) 

Aus (m) gewinnt man noch die Zeit, nach welcher der bewegte Punkt 
die Wurfhöhe f oder die Wurfweite 8 erreicht. Aus 

erhält man 

~ 8 = Vo T cos (( 

T = Vo sin ((. 
g 

(0) 

Die Wurfweite 8 wird in der doppelten Zeit 2 T erreicht. 
Wurfweite 8 und Wurfhöhe f wie auch die Zeit t kann man 

übrigens auch recht einfach den Abb. 108 und 109 entnehmen; 

y 

.r 

Abb. 107. 

beide sind Sonderfälle des Weg­
und Gesch"indigkeitsdreiecks der 
Abb.107. 

/ 

v,,'2li 

Abb. 108. Abb. 109. 

55. Integration durch Substitution. Die nachfolgenden Inte­
grationsverfahren haben die in 51 aufgestellten GrundformeIn als 
Grundlage. 

I. Erstes Integrationsverfahren. :Man geht aus von der 
Formel 

oder fdN 
lr=lgN+O, (a) 
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und beachtet, daß der Zähler des unter dem Integral stehenden 
Bruches das Differential des Nenners ist. Wenn dies zutrifft, so ist 
das unbestimmte Integral immer gleich dem natürlichen Logarithmus 
des Nenners. N kann dabei jede beliebige Funktion sein, beispiels­
weise N =x2 +x, dann ist der Zähler dN = (2 x + l)dx; damit wäre 

f(2 x ~l)dx =lg(x2 +x) +0. 
x· I X 

Man kann auch schreiben 

J f';7~~~ =lgf(x)+O; (h) 

man substituiert nämlich 

f(x)=N, so daß ('(x) dx = dN. 

und kommt auf die angegebene Formel. 
Es soll nicht unerwähnt bleiben, daß von den in der Ingenieur­

praxis vorkommenden Integralen aus einer gebrochenen Funktion 
sich die allermeisten auf die angegebene Weise lösen lassen, also 
nach der Formel 

f tl X 1"'--' C 1 ~T - j\_ = g~, T = g C.H , (c) 

wenn man nämlich die Integrationskonstante 0 in der Form 19 c 
schreibt. Somit: 

Das Integral aus einer gebrochenen Funktion ist 
gleich dem natürlichen Logarithmus des Nenners, 
wenn der Zähler des Bruches gleich ist dem Diffe­
rential des Nenners. 

Beispiel a) bis h) Bei den nachfolgenden Beispielen ist der 
Zähler der zu integrierenden gebrochenen Funktion das Differential 
des Nenners; oder es läßt sich die zu integrierende Funktion so um­
formen. daß der Zähler gleich wird dem Differential des Nenners. 

f dx 
a) x+a=lg(x+a)+C (d) 

=lgc(x+a). 

f dx 1 f adx 1 
b) -+b=- -'-b=-lg(ax+b)+O. ax a aXi a 

(e) 

) f 2 x dx -1 ( 2...L )--l-
c x~ + 4 - g X I 4 I C. 
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d) f-x~~ __ =~f 2xdx =~lg (X2 +a~) -+- C 
x2+a2 2 x2 +a2 2 - I 

= 19 V x2 + a2 + C. 

f f-sinXdX 
e) tgxdx =- ---­

cosx 

= - 19 cos x + C = 19 (c : cos x). 

f) fcotgx dx =fCO~XdX 
smx 

= 19 sin x + C = 19 ( c sin x). 

f 
sinxdx If-bsinxdx 

g) a + b cosx = - -b- -a+ b cos·x 

1 
= - b 19 (a + b cos x) -+- C. 

h) f. dx =fdX : cos2 x 
. smxcosx tgx 

Beispiel i) 

= 19 tg x + C = 19 (c . tg x); 

f-dX : sinlx , I 
=- -----=-lgcotgx-r C . 

cotgx 

Gesucht ist f-!:~--. 
Vx2+a~ 

(g) 

(h) 

(i) 

(k) 

Die anzuwendende Substitution, auf die der Anfänger allerdings 
schwerlich selbst kommen wird, ist 

oder Vi .+x dx=du oder 
v/ 

dx du 
~ u 

und führt das Integxal über in 

fdX = rdU=JgU-L C V ., u I 

oder (I) 
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56. Fortsetzung. 11. Zweites Integrationsverfahren. Man 
wird die Substitution mit Vorteil auch dann anwenden, wenn sich das 
vorliegende Integral durch sie auf ein bekanntes Integral zurückführen 
läßt. Auf welche'3, wird man im Zweifelsfall daraus erseh,en, daß die 
zu integrierende Funktion und jene, deren Integral man schon kennt, 
sich nur durch Multiplikations· oder Additionskonstante unterscheiden, 
also beispielshalber ax + b und x oder ax2 + bund x 2 + 1 usw. 

Beispiel a) 

läßt sich auf das bekannte Integral J xm dx zurückführen. Man 
substituiert 

ax+b=u, also adx=du, 
und erhält 

J J du 1 f 1 Um-!-l (ax+b)"'dx= um_~=- umdu=---+C 
a a a m+1 

und mit u=ax+b 

(a) 

Beispiel b) Durch die gleiche Substitution erhält man 

f d~ b =!~lg(ax+b)+C. (b) 
aXt a 

Beispiel c) f a2 ~ x2 

läßt sich auf f~ ~+d~ zurückführen, wenn man a2 aus dem Nenner 
1 x· 

als Faktor aussetzt, so daß 

a2 +x2 =a2 [1 + (:rJ. 
Man substituiert 

x:a=u oder 

und erhält fortlaufend 

x=au und damit dx=adu 

J 1J dx 1J adu 1 =2 --( )2=~2 -+ o=-arctgu+C a 1+ ~ a 1 u· a 
a 

und wegen u=x:a 

J dx 1 x -,,--- = --~ arc tg - + C. 
a-+x2 a a 

(c) 
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Beispiel d) J dx 
a+bx2 

läßt sich wie das vorausgehende Integral behandeln, wenn man a 
aus dem Nenner als Faktor aussetzt und 

xVb:a=u oder 

substituiert. Man erhält 

dx=duVa:b 

J=-~-J dx "=~Jd'UVa:b= ~--arctgu+O 
a 1 + (xVb:a)2 a 1 +u:! Vab 

oder 

J~~= 1 are tg (x 1/!)+o. 
a+bx2 Vab V a 

Beispiel e) 

(d) 

läßt sich ebenso wie das vorausgehende Integral ermitteln, wenn man 
b2 aus dem Nenner als Faktor ausscheidet und 

(x+a):b=u oder dx=bdu 
setzt; man erhält 

oder (e) 

57. Fortsetzung. IH. Integrationsverfahren. In einem 
dritten Fall wird sich die Substitution noch empfehlen, wenn näm­
lich in dem gesuchten Integral außer einer Funktion nur mehr deren 
Differential vorkommt. Wenn diese Funktion f(x) ist, so darf also 
die Variable x außer in f(x) nur mehr in deren Differential f (x) dx 
auftreten, so daß das zu ermittelnde Integral von der Form 

J F [f(x)]. f' (x) dx 
sein muß. Man substituiert 

fex) ="u oder f' (x)dx =du, 
dann geht das vorliegende Integral über in 

J F[f(x)].f'(x)dx == I F [u] du (a) 
und erhält so eine einfachere Form. 
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Beispie 1 a) J e"inz cosx dx 

enthält das Argument x außer in der Funktion sin x nur mehr in 
deren Differential cos x dx. Man setzt hier 

sinx=u oder cosxdx=du, 
und hat 

J e"inzcosxdx= J eUdu=eu+G = esinz +0. 

Beispiel b) f l~_+ ~x)dX? 
Hier kommt unter dem Integral das Argument x außer in der 
Funktion 19 x nur noch im Differential dx: x dieser Funktion vor. 
Man setzt 

Igx=u 
und hat 

oder 
dx 
-=du 
x 

f(l +lgx)dxx f (1 +u)du=u+~u2+G=~lgx(2 +lgx)+G. 

Beispiel c) f-xdx ? 

V1-x·· 
Man beachtet, daß 2 x dx das Differential von x2 ist und sub­

stituiert demgemäß 
x'.l=v oder 2xdx=dv; 

man erhält 

Beispiel d) Durch die Substitution 

cosx=z oder -sinxdx=dz 
wird 

Jcos2 xsin3 xdx = f cos2 x (1- cos2 x)sinx dx = -Jz2(1-z2)dz 
= f(z4 - z2)dz=~z~- ~ Z3 + ° 

Beispiel e) 
Es ist 

= ~ cosD X - ~ cos3 X + 0. 

J sinx cos xdx? 

cos x dx = d sin x, man setzt also 

und erhält 

oder 
fsinx cosxdx=~sin2x + G. 

Egerer, Ingenieur·Mathematik H. 

sinx=u 

10 

(b) 
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Oder man benützt die Beziehung 

sinxcosx=~sin2x; mit 2x=u oder 2dx=du 

wird J-f~sin 2 x·id(2x)=lJsinudu= - icosu+G' 

oder 
fsinxcosxdx= -1 cos 2'x+G'. (c) 

Beispiel f) Mit Hilfe der letzten beiden Formeln ermittle man 

!:JSinx cosx dx. 
6 

Nach (b) wird 
.:!onf 1n 
3 -1 [sm· 2 XJ3 _1[!!_1]=1. 

-2 1 - 2 4 4 4' 
~n sn 

und nach (c) inf -HCOS2xJtn =-H-i-~]=l· 
~n 6:7: 

Beispiel g) 

f xdx 

Vx2 +a2 
und 

Man beachtet, daß 2 xdx das Differential von x2 oder auch 
von x2 +a2 ist, und setzt demgemäß, damit gleichzeitig die Wurzel 
im Nenner verschwindet, 

x 2 +a2 =v2 oder xdx=vdv. 
Man erhält für das erste Integral 

f = fv:v jdv=v=vx2 +a2 • 

Beim zweiten Integral wird man entsprechend a2 - x2 = v2 setzen; 
zusammen erhält man 

(d) 

(e) 

58. Fortsetzung. Es sei hier aufmerksam gemacht, daß bei den 
bestimmten Integralen die Substitution sich natürlich auch auf die 
Grenzen zu beziehen hat. 

z=o 
Beispiel a) J(ax + b)m dx? 

z=.-b:a 

Man substituiert ax+b=u oder adx=du, 

für x = 0 wird u = b, für x = - b : a wird u = 0; 
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also 

Oder wenn man sich vorbehält, zur ursprünglichen Veränderlichen x 
zurückzukehren, 

1 , ,,;=Oi, 

= a (m +1) [(ax+b)m7 1J,,;=_b:a 

wie im oberen Fall. 

Anmerkung. Man achte auf die Schreibweise bei den Grenzbezeich­
nungen. Es ist jedenfalls identisch 

u=b 
mit f",tIl cl", 

u=o 
oder [ m..!.lJb 

'" ' 0 
mit [ m+1JU=b 

u u=o' 

weil sich die Grenzen auf das gleiche Argument '" beziehen. Entsprechend 
ist identisch 

o 1Il=0 

f(az + b)m clz 
-b:a 

mit f(az+b)mclz. 
,lIl=-b:a 

Dagegen muß die Bezeichnung der Grenzen genau sein, wenn sie sich nicht auf 
das Argument der zu integrierenden Funktion beziehen. Es wird sonach 

lIl=o 
fum cl", 

lIl=-b:a 

o 
nicht gleichwertig f ",m, 

-b:a 

weil im ersten Fall die Grenzen sich auf die Veränderliche z beziehen, im 
zweiten Fall auf die Veränderliche u. 

Beispiel b) Gesucht ist das bestimmte Integral f x'J ~ a'J 

zwischen den Grenzen x = 0 und x = la :n. 
Man geht auf Beisp. 56 c zurück und substituiert x = au oder 

dx=adu. Die Grenzen der Veränderlichen 'U ergeben sich aus jenen 
der Veränderlichen x und zwar durch die vorgenommene Substitution; 
es wird 

x=la:n zu und x=O zu '1'=0. 
10· 
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Man erhält 

1 :n 1 
= - arc tg - = --; 

a 4 a 

wenn man aus irgendwelchen Gründen zur ursprünglichen Veränder­
lichen x zurückkehren will, so schreibt man 

ta:r 

f dx 1 :>:=La", 1 [ x]i a ", 1 --.-+ " = - [ arc tg u] _ o' = - arc tg - = - . 
X" a" a :>:- a a 0 a 

o 

Beispiel c) Gesucht 1st .) . 
• Ilabf dx 

X" 
o a+--­b 

Man geht auf Beisp. 56d zurück; es ist nur b durch 1: b zu 
ersetzen. Dann wird 

Vabf dx 1 /b r x lVab Vb :n Vb --- = / -larctg-= = -arctgl=- -. 
+ X2 a L Vab 0 a 4 a 

o a b 

Beispiel d) -1'" 1 [1 J jtgxdx=- [lg cosx]~" =- 19--lg 1 
o V2 

=lgV2. 

59. Teilweise Integration. IV. Viertes Integrati onsver­
fahren. Man geht aus von der Beziehung 

d(uv)=vdu + udv, 

wo u und v Funktionen des Argumentes X sind; man integriert beider­
seits und erhält 

oder umgestellt 
uv=fvdu+ Judv 

fUdv=uv-fvdU. (a) 

Nach dieser Formel ist also das Integral Judv auf ein anderes Jvdu 
zurückgeführt. Von diesem neuen Integral hofft man entweder, 
daß es einfacher als das ursprüngliche ist, oder daß es in einem 
einfachen Zusammenhang mit jenem steht. 
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Beispiel a) In dem Integral 

fxe~dx 

kann man u und damit dv auf verschiedene Weise wählen: die 
richtige Wahl ergibt sich aus der Überlegung, daß das neue Integral 
J .vdu einfacher oder doch wenigstens nicht schwieriger sein soll als 
das gegebene fudv. Eine erste Wahl 

u=xe~ und deswegen dtJ=dx 

ist zu verwerfen, wie ohne weiteres einzusehen; eine zweite 

u=e~ und somit dv=xdx 

würde das neue Integral schwieriger machen, da v = ~X2 wäre; die 
letzte Möglichkeit 

liefert 

u=x und damit dv= ef&dx 

du=dx und v=e~; 

man sieht, das neue Integral wird einfacher, nämlich 

fxe~dx=xe~-fe~dx=xe~-e~+O 

=e~(x-l)+O. (b) 

Als praktische Regel für die Wahl von u und dv läßt sich etwa 
aufstellen: u und dv sind so auszuwählen, daß weder du noch v 
eine schwierigere oder allgemeinere Funktion liefert als u und dv 
selbst. (Das Differential dx des Argumentes zählt natürlich bei dieser 
Beurteilung nicht mit). 

Beispiel b) Jxsinxdx~ 

Die Wahl u = sin x somit dv = x dx 

würde liefern du=cosx und v=ixl!, 

so daß also die Funktion v allgemeiner ist als diejenige dv, näm­
lich x dx. Man wählt 

so daß 

wird, und damit 

u=x und dv=sinxdx, 

du=dx und v=-cosx 

fxsinxdx=-xcosx+ J cosxdx 

=-xcosx+sinx+O. (c) 

In vielen Fällen wird das neue Integral zwar nicht einfacher sein, 
aber mit dem gesuchten in einem einfachen Zusammenhang stehen. 
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Beispiel c) Bei f sin2 xax oder J sinxsinxax 
wählt man 

u=sinx, av=sinxax, so daß du=coaxax, v=-cosx. 

und erhält J sin 2 x ax = - sin x . cos x + f coa2 x ax. 
Zwischen dem neuen und dem ursprünglichen Integral 
einfache Zusammenhang 

besteht der 

sm"x cos~x=. • q +" 1 

Addiert man also die Gleichung 

fSin2xax= Jsin2 xdx 

zur letzten Gleichung hinzu, so erhält man 

2 fsin2xdx=-sinxcosx+ J(cos2x+sin2x)ax 
=-sinxcoax+ Jax=-sinxcosx+x 

und damit 

f · 2 .3 - sinx cosx+x +0 sm Xux------- -2 2· 

Beispiel d) Je'" sinxax? 

Man wählt u=ez , av= sinxax, 

so daß au=eZax, v=-cosx, 

und erhält J e"'·sinxax= -e:l:cosx + J e"'cosxax. 

(d) 

Das neue Integral ist zwar nicht einfacher als das ursprüngliche, 
aber man sieht, daß die Wiederholung der Rechnung auf dieses 
zurückführen wird; man setzt also beim neuen Integral diesmal 

so daß 

und erhält 

u=eZ, av=cosxau, 

du=e"'dx, v=sinx, 

J e"'cosxax=e:l:sinx - J e"'sinxdx. 

Addiert man beide die Integrale enthaltende Gleichungen, 
das neue Integral beiderseits hinaus und man hat 

oder 
f e"'sinxdx = -e"'cosx -1- e"'sinx- f eZsinxdx 

J e"'sinxdx=lez(sinx - cosx) +0. 

so fällt 

(e) 

Wenn man dagegen die untere Gleichung subtrahiert, erhält man 
als ~ebenresultat 

(f) 
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Beispiel e) 

Zuvor schafft man die Wurzel in den Nenner, 

f --- fX2 +a2 IX2 dx "fdX Vx2+a2 dx= ---==-dx= --,-+a" --. 
V V ,I 

Das zweite Integral ist bereits durch Beisp. 55 i 
Integral setzt man 

gelöst, im ersten 

dv=xdx so daß du=dx, u=x, V ' 

und erhält 

womit man zum Ausgangsintegral zurückgekehrt ist. Addiert man 
die beiden Gleichungen, in denen dieses Integral auftritt, so wird 

2 r!dX=xv+a2f~~ 
und nach Benutzung der Formel (551) 

fVx2+a2dx=~xVx2+a2+la2Ig(x + Vx2 +a2)+0. (g) 

Auf die gleiche Weise, Zerlegung und dann partielle Integration, 
findet man 

fva2-X!ldx=~xva2-x~+~a2 arcsin: +0. (h) 

60. Andere Integrationsverfahren. V. Fünftes Integrations­
verfahren. Zerlegung in Summanden. Ein Integral läßt sich 
sehr oft dadurch lösen, daß man es in zwei oder mehrere Sum­
manden zerlegt. 

BeIspIel a) tg-xdx= --2-= ----.,-dx .. J" ISin2xdx fi-COS2X 
COS x C08" X 

=J~~-fdX=tgx-x+o. cos2 x 

Beispiel b) f C082 ~ dx = fi +2cOS X dx = ~ I dx + lJcosx dx 

=l(x+sinx) + 0. 

B · . 1 ) f dx f( 1 + 1 ) d eIspIe c - = -- --- x 
sin2 x cos2 x sin!! x cos2 x 

=Js:;x + Jc!~x 
= - cotg x + tg x + O. 
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Insbesonders wird die Zerlegung in Summanden auf die Inte­
gration rationaler gebrochener Funktionen angewandt. Ist eine 
solche unecht gebrochen, so zerlegt man sie in eine ganze plus einer 
echt gebrochenen Funktion. 

Beispiel d) fXlldX =JXIl -_X_T X - 1+1dX 
x-1 x-1 

= f(x+ 1+ x 1 1)dx 

= fXdX+ JdX+ Jx d~i 
= l x2 + X + 19 (x - 1) + O. 

Ist die zu integrierende Funktion echt gebrochen, so wird sie 
(wenn nicht auf andere Weise leichter integrierbar) nach der Methode 
der Partialbruchzerlegung, d i. ebenfalls eine Zerlegung in Summanden, 
durchzuführen sein. Es wird di~ses Verfahren im sechsten Abschnitt 
besprochen. 

Beispiel e) Besonders häufig benötigt man die Zerlegung 

(x+a/(x+b)=b 1 a [x~a - x~bl (a) 

deren Richtigkeit mit elementarer Rechnung zu ersehen ist. Man 
erhält mit Hilfe dieser Formel 

oder 

J[x+a~(X+b)=b-1 a 19:t: +0 (b) 

Beispiel f) Mit Hilfe der letzten Formel erhält man, wenn man 
b = - a setzt, und die Formel - 19 B = 19 (1 : B) berücksichtigt, 

f dx 1 x-a x2_a2=2algx+a +0. (c) 

Beispiel g) Gesucht Y = JV~y2 dy. 

Wenn man Zähler und Nenner mit 2y multipliziert, tritt unter 
dem Integral nur die Veränderliche y2 und deren Differential 2 ydy 
auf. Wenn man 
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a2 _ y2=u2 oder -2ydy=2udu 

einsetzt, erhält man der Reihe nach 

nach (c). Man formt noch um 

Y=u-~l u+a+O=u_~1 (u+a)(u+a)+C 
2 gu-a 2 g(u-a)(u+a) 

= V'a2 _y2 _~lg(v'+~)2 +0 
2 -y· 

= V - a 19 a +v' - ~ 19 (- 1) + 0 
Y 2 oder 

fv'ii2=? dy = V'(J2- y2 - a 19 a + V'CJ2=Y-2 + D, (d) 
Y Y 

wenn man die heiden letzten Summanden, die frei von der Verän­
derlichen sind, zu einer neuen Konstanten D zusammenfaßt. 

VI. Sechstes Integrationsverfah ren durch Reihenen t­
wi cklung. Wenn die vorausgehend angegebenen sowie die für 
besondere Funktionen an späterer Stelle noch zu gebenden Inte­
grationsverfahren versagen, so bleibt noch übrig, die zu integrierende 
Funktion in eine Reihe zu verwandeln und jedes Glied einzeln zu 
integrieren. 

VII. Ein siebentes Integrationsverfahren durch N ähe­
rung ist für jedes bestimmte Integral möglich nach einem der in 
66 noch anzugebenden Verfahren. 

VIII. Besondere Integrationsregeln für die rationalen 
Funktionen, ebenso für die irrationalen und ebenso auch für tran­
szendente Funktionen liefert der zehnte Abschnitt. 

61. Unendlich kleine Größen verschiedener Ordnung. Ver­
fahren bei der Anwendung der Integrale auf Geometrie. Die 
Integralrechnung dient in der Geometrie hauptsächlich zur Lösung 
folgender Aufgaben: 

1. Quadratur von Kurven, d.h. Ermittlung der Fläche zwischen 
einer ebenen Kurve und gegebenen festen Geraden oder 
anderen Kurven der nämlichen Ebene. 
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2. Kubatur, d. h. Ermittlung des Rauminhaltes eines Körpers, 
begrenzt durch eine Fläche und feste Ebenen oder durch 
mehrere Flächen. 

3. Rektifikation von Kurven, d. h. Ermittlung der Bogenlänge 
einer (ebenen oder räumlichen) Kurve zwischen zwei 
Punkten P 1 und P2' 

4. Komplanation, d. h. Ermittlung der 0 berfläche eines Körpers. 

Die Lösung dieser Aufgaben geht aus von ihren Elementen, 
also vom Flächenelement dF als unendlich kleinem Teil der ge­
suchten Fläche F, vom· Volumenelement d V als unendlich kleinem 
Teil eines Volumens V, vom Bogenelement ds, vom Oberfiächen­
element dO. Den Zusammenhang dieser Elemente im besonderen 
und von unendlich kleinen Größen im allgemeinen wird das nach­
folgende Beispiel klar legen. 

Beispiel a) Es seien zwischen zwei als starr und unnach­
giebig vorausgesetzten Mauern zwei gleichlange Stäbe eingeschaltet, 
die mit der Mauer und unter sich durch reibungsfreie Gelenke ver­

bunden sind, so wie Abb. 110 zeigt. 
Die Stäbe sind gewichtslos und in der 
Anfangslage horizontal gedacht. Unter 

Q dem Einfluß eines in der Mitte an-
Abb. 110. greifenden Gewichtes oder auch einer 

Temperaturänderung wird der Mittel­
knoten um den "Biegungspfeil" f sinken, und dabei jeder Stab 
eine Längenänderung Lll erfahren. Dann sagt die Erfahrung und 
auch eine einfache Rechnung, daß schon eine recht kleine Längen­
änderung L1l ziemlich große f hervorrufen kann. Es besteht zwischen 
den Formänderungen fund Lll die Beziehung 

(l+ L1l)2 = r +l2 oder 2l· Lll + (LI 1)2 = [2, 

oder wenn man auf der linken Gleichungsseite den sehr kleinen 
Summanden (LlW gegenüber 2 l· .11 vernachlässigt, 

21 . .11=[2. (a) 
Die Formel sagt: Wenn f sehr klein ist, dann ist LI! = f2 : 2 l erst recht 
klein. Bei der Annahme 1 = 1 mund f = 1 cm wäre beispielsweise 

Lll= 1 cm2 : 200 cm = 0,005 cm, also f= 200 L1l. 

Bei der Annahme l = 1 mund f = 0,1 cm wäre 

Lll= 0,01 cm2 : 200cm = 0,00005 cm, also f= 2 000 L1l. 

Wenn also f klein ist, dann ist .11 erst recht klein; das Verhältnis 
Ll1: f kann bei passender Wahl von f beliebig klein gemacht werden. 
Die Differentialrechnung hat dafür die Sprechweise: 
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Wenn das Verhältnis a: p von zwei unendlich kleinen 
Größen a und ß für jede Wahl von a oder p eine end­
liche von Null verschiedene Zahl ist, dann nennt man a 
und p unendlich kleine Größen gleicher Ordnung; (b) 

Wenn das Verhältnis a: p der beiden unendlich kleinen 
Größen a und ß den Grenzwert 0 erreicht; dann nennt 
man a unendlich klein höherer Ordnung als p, oder 
umgekehrt p unendlich klein niedriger Ordnung als a; (c) 

Wenn das Verhältnis a: f3" der beiden unendlich 
kleinen Größen a und p eine endliche von 0 verschie­
dene Zahl ist, dann nennt man a unendlich klein von 
der nten Ordnung gegenüber p. (d) 

Im obigen Fall der beiden durchgebogenen Stäbe 
wäre Al eine sehr kleine Größe, klein zweiter Ordnung 
gegenüber f. 

Beispiel b) Für jeden Kreisbogen gilt die Formel 

b=rq;, (e) 

der Bogen ist gleich Halbmesser mal Mittelpunktwinkel. 
Weil nun für sehr kleine Winkel, Abb. 111, 

sin 9' ~ 9' R::l tg 9', q; sehr klein, (f) 

gilt, kann man unter dieser Voraus­
setzung die drei Strecken U A, U B, U 0 
als gleich groß annehmen. Denn es ist 

UA=rsinq;, UB=rq;, 

UO=rtgqJ. 

~ 
N ABC 

Abb.l11. 

Beispiel c) Ein wagrecht eingespannter Stab von der Länge l 
erhält unter den Einfluß einer am Ende angreüenden Last P am 
freien Ende eine Senkung f und einen Biegungswinkel LJq;, die 
nach den Gesetzen der Festigkeitslehre, Abb. 112, 

Pl3 Pl2 
f= 3EJ und Aq;= 2EJ 

sind. Die Werte E und J sind über den ganzen Stab konstant. 

F~ "I f /. 
; 

P \ .______"'----1 
Abb.112. 

....... ~!J.,--­
Abb.113. 
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Welches ist die Durchsenkung am freien Ende, wenn die Last P 
im Abstand x vom linken Ende angreift 1 

Der Stab selbst ist als gewichtslos vorausgesetzt, so daß das 
über die Belastung hinausgehende Balkenende nicht gebogen wird 
und deswegen geradlinig bleibt. Dann ist 

f=fo+xLftp, 
wo fo der Biegungspfeil unter dem Lastangriffspunkt und ,1 tp die 
Ausbiegung des belasteten Querschnittes gegenüber dem eingespannten 
Querschnitt ist. Denn das über den belasteten Querschnitt hinaus­
gehende Ende des Stabes bleibt ja ungebogen, Abb. 113. Mit 

r. = P (l-X)3 und 
o 3EJ 

wird 

(g) 

Die gleichen Beziehungen gelten, wenn a und ß unendlich groß 
sind; man unterscheidet auch wieder zwischen unendlich großen 
Zahlen gleicher oder höherer bzw. niedriger Ordnung. Ergeben sich 
damit die Sätze: 

Wenn a . unendlich klein oder unendlich groß ist, so 
ist na von der gleichen Ordnung unendlich klein bzw. 
unendlich groß, falls n eine endliche von Null verschie-
dene Zahl ist. (h) 

Die Summe ((1 + a2 + ... + an einer endlichen Zahl 
unendlich kleiner Summanden ist ebenfalls unendlich 
klein und zwar von der gleichen Ordnung wie der Sum-
mand niedrigster Ordnung. (i) 

Der Grenzwert der Summe IXI + a2 + ... + a.. der un­
endlich kleinen lXi ändert sich nicht, wenn man zu jedem ai 
noch eine unendlich kleine Größe Ei höherer Ordnung 
als Cli hinzufügt. (k) 

Beispiel d) Wenn in der Funktion z=xy die Veränder­
lichen x und y beide von t abhängig sind, dann kann man für die 
zu einem unendlich wenig veränderten t, also t + dt, gehörige Funk­
tion anschreiben 

xy + d (xy) oder auch (x + dx) (y +dy). 

Wenn man beide Werte entwickelt, erhält man 

xy +ydx +xdy bzw. xy +xdy +ydx +dxdy, 
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woraus sich der Gleichheit wegen 

dxdy = ° 
ergibt, d. h. dieses Produkt .hat als un­
endlich kleines Differential von der 
zweiten Ordnung im Verhältnis zu den 
Differentialen erster Ordnung den Grenz­
wert 0. Anschaulich wird diese Bezie­
hung durch Abb.114. Abb.114. 

Beispiel e) Man gebe die Näherungswerte der Summe 

S=aO +a1 x+asx2 + ... -+-a"x" 
für sehr kleine Werte von x an wie auch für sehr große. 
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Wenn x unendlich klein wäre, dann könnte man in erster. 
zweiter, dritter, . . .. Annäherung setzen 

S=ao, S=aO+a1x, S=aO+a1 x+a2 x2, ••• 

die gleiche Beziehung gilt auch noch angenähert, wenn x zwar nicht 
unendlich klein, aber sehr klein ist. 

Wenn umgekehrt x unendlich groß wäre, dann könnte man 
setzen 

S . .. (ao+~+ +a"- l I ) 
Xl'" Ta" . x" x"- x 

Die einzelnen Summanden der Klammer sind alle bis auf an unend­
lich klein, aber verschiedener Ordnung; man kann daher in erster, 
zweiter, ... Annäherung setzen 

S = a"x", S = an- 1 x .. - 1 + a .. x", ... 
Die gleiche Beziehung gilt auch noch angenähert, wenn x sehr große 
Werte annimmt, es ist dann der Summand höchster Dimension aus­
schlaggebend. 

So erreicht etwa die Summe S = x 3 - 75 x-250 für die 
Zahlen 

x=o, 1, 2, 5, 10, 20, 100, 1000 

die Werte 

8=-250, -324, -392, -500, 0, 6250, 992250, 999924750, 

d. h. je größer x wird, desto mehr nähert sich S dem Wert x3• 

Das Bogenelement d8 der Kurve der Abb. 115 zwischen den 
beiden unendlich benachbarten Punkten U und N ist unendlich 
klein; unendlich klein sind auch die Änderungen dx der Abszisse 
und dy der Ordinate, unendlich klein ist auch das Flächenelement dF, 
d. i. die Fläche U' UNQ', sowie das Flächenteilchen UNQ. Die 
Größen dx, dy, d 8 sind unendlich klein von der gleichen Ordnung. 



158 Integralrechnung I. 62. 

y 

o 
z 

Abb.115. 

!I 

U' fl' 

Dagegen ist das Flächenteilchen UNQ 
unendlich klein höherer Ordnung als das 
Flächenelement dF; das erste hat den 
Wert ~dxdil, wenn man das Bogen­
element d s als geradlinig betrachtet, 
dF den Wert ydx (da man das unend­
lich kleine Flächenstück ldxdy als un­
endlich klein höherer Ordnung gegenüber 
ydx vernachlässigen kann). 

Läßt man die Kurve um die x-Achse rotieren, so erzeugt das 
Flächenelement dF einen Drehkörper vom Volumen dV, dessen 
Oberfläche dO durch da.s Bogenelement ds erzeugt wird. Das Vo-

. lumelement d V ist eigentlich ein abgestumpfter Kegel; er kann 
aber gleich dem durch das Rechteck U' U Q Q' erzeugten Kreiszylinder 
gesetzt werden, so daß dV=y2n dx; denn durch das Flächenstück 
UNQ wird bei der Drehung ein Körper erzeugt, der unendlich klein 
von höherer Ordnung ist als dieser Kreiszylinder und somit ihm 
gegenüber vernachlässigt werden darf. 

Dagegen wäre es falsch, wenn man als Oberflächenelement d 0 
den Mantel des Kreiszylinders betrachten würde; dieser Zylinder­
mantel und der Mantel des Kegelstumpfes sind beide um'nd­
lieh klein von der gleichen Ordnung und auch die Vernäch­
lässigung wäre unendlich klein von der gleichen Ordnung und somit 
unzulässig. 

62. Fläcbenermittlung. Bezeichnet man den unendlich kleinen 
Flächenstreifen dF zwischen den Abszissen x und x + dX als 

u 

y 

F 11 

~ ____ +-,:.r:. ______ ~dr 

:.r: 
~--------b--------~.' 

Abb. 116. 

Flächenelement, 

dF=·ydx, (a) 

so ist die gesamte Fläche F zwischen 
der Kurve, der x-Achse und den 
beiden Ordinaten bei x=a und x = b 
gleich der Summe der unendlich 
vielen Flächenelemente, Abb. 116, 

b b 
F= fydx= ff(x)dx. (b) 

a CI 

Beispiel a) Die Fläche der Sinuskurve y = sinx zwischen 
den Abszissen x = 0 und x = ~ n ist 

t~ !~ 

I sinxdx = - [C08X] =- [cos i:r - C080]= 1. 
o 0 
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Beispiel b) Wie groß wird die Fläche, die durch eine ganze 
Welle der Sinuskurve und die z-Achse begrenzt wird. 

Eine solche Welle, Abb. 117, beginnt bei x = 0 und endigt bei 
x = 2 n, sonach ist 

Sn Sn 

F= jsinxdx=-[cosz]=-(1-1)=O. 
o 0 

Man hätte fehlerhaft erwarten können, daß entsprechend dem voraus­
gehenden Beispiel F = 4 wäre. Man vergesse aber nicht, daß 
eine Fläche, die unterhalb der 
x-Achse liegt, durch· die Formel (b) 
ein negatives Vorzeichen erhält. 

Abb.117. 

'----a--

Abb. 118. 

Beispiel c) Man berechne den Inhalt des von der Parabel 
y'J = 2 pz durch die Sehne x = a bestimmten Abschnittes, Abb.118. 

Die gesuchte Fläche F ermittelt man als das Zweifache der 
oberen Abschnittshälfte, die sonach durch den oberen Ast der Pa­
rabel, durch die z-Achse und die beiden begrenzenden Geraden z = 0 
und z = a eingeschlossen ist. Die zur Abszisse a gehörige Ordi­
nate b wird durch die Beziehung b' = 2 pa bestimmt. 

a a 

F=2JY2 pxdx=2'V2P'i[zt]=~ Y2 p' aYa 
o 0 

=~ y'2 pa· a=~ab. (c) 

Der gesuchte Abschnitt ist sonach zweidrittelmal so groß wie das 
begrenzende Rechteck a· 2 b. 

Beispiel d) Man ermittle den Inhalt einer durch zwei ver­
schiedene Kurven oder durch zwei verschiedene Kurvenäste be­
grenzten Fläche. 

Die beiden Kurven bzw. Kurvenäste haben die Gleichungen 
Y=fI(z) und Y=flI(x); dann ist an der StellezdasFlächen­
element 

und damit 
b b 

F= J[Yr-YII]dz= j[fI(z)-flI(x)]dz, (d) 

wo x = a und z = b die beiderseits begrenzenden Ordinaten sind. 
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Wenn im besonderen die bei den Kurvenäste sich auf bei den 
Seiten schließen, Abb. 120, und nach der ganzen zwischen den beiden 
Kurvenästen eingeschlossenen Fläche gefragt wird, dann werden 
die begrenzenden Ordinaten x = a und x = b zu lotrechten Tangenten 
der Kurve, die natürlich erst aufzusuchen sind. 

!/{fx) 

y .'IJ 

y~(x) 

a !/E 
0 

o lJ x 

Abb. 119. Abb. 120. 

63. Fortsetzung. Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordi­
naten gegeben, so wird nach Abb.121 und 122 das Flächenelement 

dF=~~2ap. (a) 

Dabei betrachtet man die Fläche zwischen den Radienvektoren bei 
g; und g; + d 97 als einen Kreissektor , läßt also den Unterschied 

o·~~~ ______ ~~ __ 

Abb. 121. 

zwischen der wahren Fläche dF 
und diesem Sektor, nämlich das 
in Abb. 122 schraffierte Dreieck 

Abb. 122. 

~ dr·rdg;, gegen Null konvergieren gegenüber dem Sektor. Dann 
ist die Fläche F zwischen der Kurve und den beiden Fahrstrahlen 
unter (PI und 972 gegeben durch 

(b) 
'PI 

Entsprechend wie unter 62 wird man die Fläche, wenn sie 
durch zwei Kurven r = fr (g;) und r = fII (q;) und die beiden Fahr­
strahlen bei q;1 und q;2 begrenzt ist, ermitteln zu 

~. ~2 

F = ~ J (r/ - rr/) dg; = ~ J [f21 (q;) - r II (g;)Jdg;. (c) 
~l ~l 



Integralrechnung I. 63. 161 

Beispiel a) Durch die schon aus früheren Beispielen bekannte 
Kurve r=2a(1+costp) der Abb.123 und den Kreis mit dem 
Halbmesser a sowie die Geraden 
tp = 0 und q; = i:n werden die 
durch verschiedene Schraffierungen 
gekennzeichneten Flächen F 1 , F" 
F s gebildet. Man ermittle diese 
und gebe ferner eine Kontrolle für 
die Richtigkeit der Lösung an. 

Es ist F1 =~a2n; die Fläche 
F 1 + F 2 ist begrenzt durch die 
Kurve und die beiden Radienvek-
toren unter q;1 = 0 und !P2 = i :n; 

p. 

Abb.123. 

die Fläche F l +F2 + F s ist durch die Kurve 
unter f(!l = 0 und q;2 = 7C begrenzt. 

und die Fahrstrahlen 

in t n 

F l +F, =i I 4a2 (1 + cos!PY' dq; = 2 a2 I [1 + 2 cosq; + cos2 q;] dtp 
o 0 

= 2 a2 [!p + 2 sin!p + isinq;cosq; + ~ tp]t n 
o 

=2 a2(~:n + 2] =~a2(3:n+ 8). 

F l + F2 +Fs = 2 a2 [q; + 2 sinq; + i sin tp cos q; + ~q;J~ 
= 3a2 :n. 

Damit ergibt sich auch 

F2 =a2 (:n+4), Fs=la2 (3:n-8). 
Eine erste Kontrolle, die man immer anwenden soll, ist die 

durch angenäherten Flächenvergleich. Im vorliegenden Fall ist die 
Kreisfläche a2:n; gefunden ist F2~a2(3,14 + 4), das ist mehr 
als die doppelte Kreisfläche, was ungefähr stimmt; ebenso ist 
F s ~ ia'!(9,42 - 8) = 0,71 a 2 , also nicht ganz der vierte Teil der 
Kreisfläche, was nach der Zeichnung auch stimmt. 

Als genauere Kontrolle kann man noch die Fläche F2 un­
mittelbar bestimmen, sie ist begrenzt durch die Kurve und den Kreis, 
sowie die beiden Fahrstrahlen unter !Pl = 0 und q;2 = l:n. Man 
hat somit 

Ellerer. Ingenieur-Mathematik 11. 11 
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64. Fortsetzung. Wenn die Kurve in der Parameterdar­
stellung gegeben ist, 

x=u(t), y = v(t), 

dann wird wegen dx=u'(t)dt der Flächeninhalt 
x= x. I~, /. 

F = f ydx= f v (t) ·u' (t)dt; (a) 
x=x, /=/1 

natürlich müssen die Grenzen t1 lind t2 aus Xl und x~ bestimmt werden. 

Beispiel a) Für den Fall der Ellipse wird 

X = a cos<p, y =bsin cp, dx =-a sin <pd<p 
und somit 

'P2 'P. 

F = - fb sin rp·a sin <p dcp = - ab f sin2rp d<p 
VI ~l 

ab r · J'F' = 2 sm rp cos rp - Cf' 'PI' 

Will man die von der Ellipse eingeschlossene Fläche ermitteln, dann 
hat man als Grenzen rpl = 0 und CP2 = ~ n zu wählen und erhält 
den vierten Teil der gesuchten Fläche, so daß 

F ab [ . ].l:r b = 4 . 2 Sill rp cos <p - cp ~ = - a n. (b) 

Das Minuszeichen entspricht der Tatsache, daß die Fläche von 
rechts nach links gezählt worden ist. 

Beispiel b) Man ermittle die durch die Kurve (Zykloide) 

X = a (t - sin t), y = a (1 - cos t) 
und die x- Achse sowie die Ordinaten X = 0 und x = x gebildete 
Fläche. Alsdann speziell die Fläche, die durch den ganzen Kurven­
bogen und die x-Achse begrenzt wird. Die Gestalt der Kurve ist. 
durch Abb. 357 gegeben. 

z t 

F = J ydx= f a(l- cos t)·a(l- cost)dt 
o u 

= a2 J (1- 2 cos t + cos2 t) dt 
o 

=a2 [t - 2sini +~sintcost +~t]~) 

= a2 [~t - 2 sin t + lsin 2 tJ. 
Der Abbildung entnimmt man für die ganze Fläche zwischen Kurve 
und x -Achse die Grenzen x = 0 und x = 2 an, oder t = 0 und 
t = 2 n; dann wird 

(e) 
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*Bei der Parameterdarstellung verwendet man oft den über­
gang von rechtwinkligen zu Polarkoordinaten. Wenn bei­
spielsweise die Kurve der Abb. 124 in 
der Parameterdarstellung 

x=u(t), y =v(t) 

gegeben ist, und die Fläche F durch die 
bei den Radienvektoren mit den Parametern 
t1 und t2 begrenzt wird, geht man von 
der Formel (63a) für die Fläche aus. Mit 

Abb. 124. 

x=rc?stp} 
y=rsmtp 

oder 
dx = cos cpdr - r sin tpdtp} 
dy = sin tpdr + r cos tpdtp 

wird 
xdy-ydx=r2 dtp 

und somit die Sektorftäche 

oder wenn man 

setzt, 

~x =u'(t) 
dt ' 

t. 

~~= v' (t) 
dt 

F = ~ f(xv' -yu')dt. 
t, 

(d) 

(e) 

Beispiel c) Mit Hilfe der eben entwickelten Formel berechnet; 
man den durch zwei Parameter tpI und CP2 begrenzten Ausschnitt 
der Ellipse, sowie die ganze von ihr umschlossene Fläche. 

In der Parameterdarstellung 

x =a costp, y=b sin cP 

hat der Parameter cP natürlich nichts zu tun mit dem Bogen q; 
bei Polarkoordinaten; er ist gena.u das, was der Parameter t in der 
vorausstehenden Formel ist. Man erhält sonach 

I dx . u =-=-ai;lntp, 
dcp 

v'= dy =b costp 
dcp 

und F =~ f(a cos cp·b costp -b sin tp. - a sin tp)dtp 

"'. 
=~abJ dcp=~ab(tp2-tpl)' 

"', 11* 
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Abb.125. 

Integralrechnung I. 65. 

Ein Viertelbogen der Ellipse ist begrenzt durch 
die Parameter IPI = 0 und 1P2 = ~ n, so daß 
die ganze Ellipsenfläche 

4 . ~ ab (ln - 0) oder ab n 
wird. 

Beispiel d) Man ermittle die Fläche lz 
jenes Sektors, in Abb. 125 schraffiert ge­
zeichnet, der durch die gleichseitige Hyperbel 
x2 -- y2 = 1, die x-Achse und den Radius-
vektor 0 P begrenzt wird. Alsdann stelle man 
die Koordinaten des Hyperbelpunktes P als 
Funktionen dieser Sektorfläche dar. 

Die Fläche SPQ ist nach (59g) 

'" '" F=! ydx=!-Vx2 -1dx= x2 Vx2 -1 -llg(x+ 1/;;2-1) 
o 0 

oder 
F=Hxy-Ig(x+y)]. 

Dann ist die Sektorfläche die Differenz der Flächen OPQ und SPQ, 

~z=lxy - F=~lg(x +y) 
oder 

(f) 

Da x: y ein Hyperbelpunkt, bestehen zwischen den drei Größen x, y. z 
die Beziehungen 

aus denen man x und y als Funktion von z darstellen kann. Man 
formt um, 

(x-y)(x+y)= 1 oder x-y=e- z 

oder x=Hez+e- Z) und y=~(ez_e-z) 

oder nach (39a) 
x=Cosz, y= Sinz. (g) 

Damit ist dann die Benennung "Sinus und Kosinus hyperboli­
cus" teilweise erklärt. 

65. Die Parabel als Ersatzkurve. Die Parabel schmiegt sich an 
gegebene Kurven inniger an als der Berührungskreis [in späteren 
Teilen wird von der "oskulierenden Parabel" oder "Schmiegungs­
parabel" noch weiter zu sprechen sein] und findet deshalb bei Kon­
struktionszeichnungen vielfache Verwendung. Es soll nun eine Kurve, 
von der man die in Abb. 126 eingezeichneten Größen h, y,., Yr+1' 
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YrH kennt, durch eine Parabel er­
setzt werden, deren Achse parallel 
der Y -Achse ist, und dann die Fläche 
PrPr+1 P r+2 Qr+2 Qr+l Q,. Pr er­
mittelt werden. 

Die Parabel hat die Gleichung 

y=ax2+bx+e; 

die unbekannten Koeffizienten a, 
!I 
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b, e bestimmt man aus der Be- 0 
dingung, daß die Punkte Pr' Pr+1, f--Q*r---n(J,.,f-,---7/Q,...'--.z-"';:.;c 

PrH dieser Gleichung genügen Abb. 126. 
müssen. Macht man den Punkt Qr +t 

zum Nullpunkt, so sind die Koordinaten der gegebenen Punkte 

Pr=-k!Yr Pr+1=0 Y"+l P r +2 =h/Y"+2' 
so daß gelten muß 

Yr=ak2 -bh+e, Yr+l=C, Yr+2=ah2 +bk+e, 

woraus sich 

ergibt. Die zu ermittelnde Fläche ist 

...1..." 
F=f(ax2 +bx+e)dx 

-h 

=t [2 axs + 3bx2 + 6ex]!~ . ~ [4akS + 12 eh] 
oder 

k 
F= 3,(y,.+4Yr+l +Y"+2)' 

Beispiel a) 
Die Fläche Ql PI P 2 P SQSQ2Ql der 

Abb. 127 soll man angenähert angeben. 
Die Fläche ist begrenzt durch einen 
Bogen der Sinuskurve; zu den Abszissen 
Xl =0,7, x2 = 1,0, Xs = 1,3 hat man 
die Ordinaten Yl = 0,64, y" = 0,84, 
Ys = 0,96 berechnet. In der zeichne­
rischen Darstellung wähle man 1 dm als 
Lä.ngeneinheit. 

Man kann mit erster grober An­
näherung die beiden Teilflächen durch 
die Rechtecke Q1P1D2 Q2 und Q2P2DSQS 
ersetzen, oder auch durch die beiden 

-k--+--

f}, ~ q, 
Abb. 127. 

(a) 
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Rechtecke QISIP2Q~ und Q2S2PaQa' Man wird im ersten Fall 
einen zu kleinen Wert F 1 finden und im zweiten Fall emen zu 
großen F 2 , nämlich 

F 1 = 0,3 (0,64 + 0,84) = 0,444 Flächeneinheiten, 

und im zweiten Fall 

F 2 = 0,3 (0,84 + 0,96) = 0,54 Flächeneinheiten. 

Wesentlich genauer wird die Lösung, wenn man beide Teil­
flächen als Trapeze QI PI P 2 Q2 und Q~P2PaQ8 betrachtet, dann wird 

Fa = ~.0,3 [(0,64 + 0,84) + (0,84 +0,96)J = 0,492. 

Noch genauer wird nach (a) die Fläche ermittelt zu 

F, = ~·0,3 [(0,64 + 4·0,84 + 0,96)J = 0,496. 

Die Kurve ist ein Teil der Sinuskurve, so daß es möglich ist, den 
Wert der Fläche so genau anzugeben, als gewünscht wird. Es ist 

1.3 

F = f sinxdx =- [cosxJ~'; = cos 0,7 - cos 1,3 
~7 . 

= 0,765 - 0,267 = 0,498. 

Man beachte die Genauigkeit der gefundenen Werte F 1 , F 2 , 

Fa' F4 gegenüber F. Selbst wenn man die einzelnen Flächen als 
Trapeze betrachtet, wird die Genauigkeit schon sehr groß, im vor­
liegenden Fall 0,492 statt 0,498, also rund 1010 Fehler nur. 

Diese große Genauigkeit ist freilich durch die geringe Biegung 
der Kurve bedingt. 

66. Näherungsrechnung bei Flächenermittlung. Den Flächen­
inhalt, den eine Kurve mit der x-Achse einschließt, kann man auch 
mit Näherungsverfahren ermitteln. 

Sei etwa die Fläche der Abb. 128 gesucht, die begrenzt ist durch 
die Kurve y = f(x), die x-Achse und die beiden Ordinaten bei x = Xo 

und x=x", Man teilt den 
Bereich xn - X o in n gleiche 
Teile, deren jeder also 

x -x 
h=-"------ n. 

n 

Sind die Ordinaten in den 
einzelnen Endpunkten der 
Reihe nach mit Yo' Y1 • 

Y'!. • ... , Yn-l' Yn bezeichnet, 
und betrachtet man jeden 
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der durch diese Ordinaten und die Kurve begrenzten Flächenstreifen 
als Rechteck, so erhält man, wenn man immer die linke Ordinate 
als Rechteckseite wählt, als Fläche (Rechtecksformel) 

F=hyo +hyl. + ... +hY"-l 
=h(yo +Yl +Y2 + ... +Yn-l)' 

und wenn man stets die rechten Ordinaten bei jedem Einzelstreifen 
als Rechteckseiten wählt, entsprechend 

F=h(Yl +Y~ -+- ... + Yn-l +y,,). 
Wäre die Kurve im Bereil!h b - a stets steigend, so würde die 

erste Formel einen zu kleinen, die zweite Formel einen zu großen 
Näherungswert erhalten. Man kann korrigieren, indem man aus 
beiden Werten das Mittel wählt, so daß also (Trapezformel) 

F=h(Yo+2Yl+2Y2+ ... +2Y,,_1+Yn). (a) 
Natürlich hätte man das gleiche Ergebnis auch erhalten, wenn man 
jeden Streifen als Trapez betrachten würde, so daß also 

F=~h(Yo+Yl)+~h(Yl +Y2)+'" +P/,(Yn-l +Yn), 

daher auch der Name dieser 
Formel. 

Die genaueste Annäherung 
mit einfachen Mitteln gestattet 
die Simpsonsche Regel, die 
entsprechend der vorausgehenden 
Nummer die einzelnen Kurven­
bögen durch Parabelbögen ersetzt. 
Zu diesem Zweck wird der Bereich 
xn - Xo in eine gerade Anzahl, 
also 2 n gleiche Teilbereiche ein­
geteilt, so daß jetzt h = (x" - xo): 
2 n ein solcher Teilbereich ist. 
Faßt man dann immer zwei solcher 

° ......... : ........ ,1 ··········_··12 

Teilbereiche zusammen, so ist Abb. 129. 
nach (65a) 

F h( I I )-L h ( -L4 I ) I =3 YoT4Yl -rY2 I 3 Y'.! I YaTY4 T'" 

h ... + 3(Y"-2 + 4 Y .. -l + Yn) 

\ 
\ 
\ 
\ 

=~-(YO+4Yl+2Y2+4Ya+2Yl+'" +4Yn-l+Yn) (b) 

Beispiel a) Durch Abb. 129 ist die Teilßäche eines Kreises 
mit dem Halbmesser 10 cm gegeben. Sie ist begrenzt durch die 
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Ordinaten bei x = 0 und x = 8. Man ermittle diese Fläche 
näherungsweise. 

Man wählt k = 2 und erhält so vier neue TeiIßächen. Ihre Begren­
zungsordinaten liest man aus einer Zeichnung mit r = 10 cm ab zu 

Yo = 10,00 Yl = 9,80 Y2 = 9,15 Ya = 8,00 Y4 = 6,00. 

Mit diesen Werten liefert die Rechtecksformel 

F l = 2 (10 + 9,8 + 9,15 + 8) cm2 = 73,9 cm2 

bzw. F 2 = 2 (9,8 + 9,15 + 8 + 6) cm2 = 65,9 cm2• 

Die Trapezformel liefert 

Fa = ~ (Fl + F2) = 69,9 cm2 

und die Simpsonsche Regel 

F 4 =~·2 (10+4.9,8+2.9,15 + 4· 8 + 6) cm2 = 70,33 cm2• 

Den wahren Wert gibt (59h) mit 
8 8 _ _ ____ ___ . 

F= Jydx= JVI00-x2 dx= 
o 0 

=~ [x Vioo--x2 + 100 arcsin~ lJ8 
10 0 

= ~ [8. 6 + 100 arcsin 0,8] =~(48 + 92,78) 
= 70,39 cm2 rund. 

Die durch die Zeichnung allein erhaltene Genauigkeit ist sonach 
sehr groß. 

Beispiel b) Wenn man beim vorausgehenden Beispiel für die 
Fläche F .nach der Simpsonschen Regel wegen eines Rechenfehlers 
etwa 69,39 cm2 erhalten hätte, warum hätte man diesen Fehler 
bemerken müssen? 

Die untersuchte Kurve hat an jeder Stelle negative Biegung, 
also muß die Simpsonsche Regel für jede einzelne Teilßäche einen 
etwas höheren Wert liefern als die Trapezformel, siehe Abbildung. 

67. Bogenlänge. Ihre Ermittlung bei Voraussetzung karte­
sischer Koordinaten geht aus vom Bogenelement 

ds = V dx2 + d y 2 = dx y~-+(~~r = dx Vl + y'2 (a) 

und liefert durch Integration 

8 = Iv~-+-~~r . dx, (b) 

wenn der Bogen durch zwei Punkte mit den Abszissen Xl und x2 

begrenzt wird. 
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Bei Polarkoordinaten ist das Bogenelement 

ds=V(dr)2 + (rdp)2 =dtp 1Ir2 +(:~r = dtpVr2 + r'2, (c) 

siehe (301), und damit die Bogenlänge 8 der Kurve 

(d) 

'P. 
wenn der Bogen durch zwei Fahrstrahlen mit den Winkeln tpi und tp2 
begrenzt wird. 

Wenn die Kurve in Parameterform gegeben ist, 

x=u(t), y=v(t), 

dann wird ds = V(dx)! + (dy)2= dtV(:;)2 + (:;)2 

s Iv~;r+(~~r·dt, (e) 

I, 

wo den beiden Parametern t1 und t2 die begrenzenden Punkte des 
Bogens s entsprechen. 

Beispiel a) Man berechne die Bogenlänge s der semikubischen 
Parabel y2 = 4xs. 

:, 
Aus y = 2 x' und y' = 3 V; ergibt sich nach (56a) 

s=fxV1 +9x.dx=~[(V1 +9X)3t" 27 :1', 
:1'1 

2 t t 
= 27 [(1 + 9x2 ) - (1 + 9x1) J. 

Läßt man den Bogen im Nullpunkt beginnen, also bei Xl = 0, und 
an der Stelle x2 = x aufhören, dann wird 

2 ~ 
s=27[(1+ 9xr- 1] 

Beispiel b) Man ermittle von der Kurve r=2a(1+costp) 
den Bogen der oberhalb der x-Achse verlaufenden Kurve. 

Ihre Gestalt ist aus 28 und 30 schon bekannt; man hat 
daher eine Kontrolle für die Richtigkeit der Lösung. Es wird 
T' = - 2 a sin tp und damit 

s = 2 a J dtp V2 + 2 cos tp = 2 a V2 J dtp 1 / 2 cos2 T.! 
o 0 V 2 

= 4 a lcos~ dtp= Ba [sin~ J:= B a. 
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Beispiel c) :Man stelle eine Näherungsformel für die Bogen­
länge auf und zwar an einer Stelle, wo die Kurve sehr flach ist 
und eine nahezu wagrechte Sehne hat, desgleichen an einer Steilstelle. 

In der Technik hat man vielfach mit flachen Kurven zu arbeiten, 
besonders flach sind beispielsweise die elastiFchen Linien von Trä­
gern. An einer solchen flachen Stelle hat die Richtung tg T = y' 
einen kleinen Wert, so daß man meist 1 statt 1 + y'~ setzt. Dann 
würde die Formel (b) werden 

d8=dx oder 8=X, 
d. h. wenn die Kurve sehr flach ist, kann man statt des Kurven­
bogens 8 ihre Projektion x nehmen. 

Wenn man eine größere Genauigkeit haben wm, so setzt man, 
"ie später die Reihenlehre unter 112 zeigt, 

.. / 1 -1-:---'2 '" 1 --i- 1 ,~ v • y - . 2Y. 

oder noch genauer 1/ 1 + y'2 '" 1 + ~ y''}. - k y'4 

und erhält 8 = f dx VI + yi2 

in erster oder zweiter Annäherung zu 

8~X + ~ fdxy'2 bezw. 8~X +4 fdxy'2 - ~ fdxy'4 (f) 

Wenn die Kurve steil ist, wird man setzen 

ds=Ydx2 +dy2 =dy Ft(~:)~· 
dx: dy ist für steile flache Kurven ein kleiner echter Bruch, sein Quadrat 
erst recht klein; man wird daher in erster roher Annäherung, die 
aber für recht viele praktische Fälle zulässig ist, 8 = Y setzen. Eine 
bessere Annäherung erreicht man, wenn man die Wurzel ausrechnet 
wie oben angegeben und setzt 

8~y+~JdY (:;Y bzw. 8~y+- dy - --- dy -- . (g) If (dX) 2 If (dX) 4 

2 dy 8 dy 

Beispiel d) Man ermittle die ungefähreLänge einesParabelbogens, 
Abb. 130, wenn man die Länge 2 a der Sehne kennt, sowie den Pfeil f. 

Die Parabelgleichung ist a2 y = fx2 ; damit wird nach (f) in erster 
Annäherung 

oder (h) 
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-----2 

Abb.130. Abb.131. 

Beispiel e) :Man gebe eine Näherungsformel an für die Länge 
eines flachen Bogens PI Pe' wenn man die Sehnenlänge 1 kennt, 
sowie den Abstand des Bogenmittelpunktes M von der Sehne, Abb. 131. 

Xach Beisp. d) wird b = 1 [1 + ~ (f)2J wegen 2a = I. 

68. Oberfläche. Dreht sich ein Stück der Kurve y = f(x) um die 
x-Achse, so erzeugt es eine Drehfläche, die als Integral der Ober­
flächenelemente dO gefunden wird. Solch 
ein Oberflächenelement d 0 entsteht durch 
Drehung des Bogenelementes ds, bildet also 
einen Kegelstumpfmantel von unendlich 
kleiner Höhe. Aufgeschnitten und in einer 
Ebene abgerollt, stellt sich d 0 als Stück 

Abb. 132. 

eines Kreisringes von der Breite ds und der Länge 2 yn dar, 
Abb. 132, so daß 

dO=2y:rds (a) 
und damit 

z. 

0= 2 :rJYdS = 2 n f ydx -V 1 + (~~r (x-Achse). (b) 
x. 

Rotiert die Kurve um die y-Achse, so wird entsprechend 

dO=2xJ1ds (c) 

und die gesamte Oberfläche 0, die durch den zwischen den Grenzen 
Xl und x'J rotierenden Bogen s entsteht, 

x. 

dO = 2 nIx ds = 2 n f xdx -V 1 + (~~r (y-Achse). (d) 

Bei Verwendung von Polarkoordinaten werden die beiden 
Oberflächenelemente, je nachdem die Kurve um die x- oder y-Achse 
sich dreht, 

dO=2:rrsin!pds bezw. dO=2nrcos!pds (e) 

und die Oberfläche selbst, wenn der gedrehte Bogen durch Fahr­
strahlen mit den Winkeln fPl und !Pe begrenzt ist, 
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'PI 

0= 2nJrsin cp V~ + (;;y dcp (x-Achse) (f) 

tri 

0= 2nJr cos cp V~+ (:;r dcp ~y-Achse) (g) 

'P1 

Beispiel a) Welche Oberfläche erzeugt der Bogen der Sinus­
kurve y = sin x zwischen x = 0 und x = n, wenn er um die x-Achse 
rotiert? Die Rechnung ist auf eine Dezimalstelle genau zu führen. 

Es wird 0=2n]sinxVl+cos2 xdx. 
o 

Die Substitution cos x = u und damit - sin x dx = du 

führt die Grenzen Xl = 0 und x2 = n über in ul = + 1 und 
u:j = - 1 und liefert mit Benützung von (59 g) 

-1 

0=- 2 n f V 1 + u2 d u = - :r [u \I' + 19 (u + ,,')] +~ 
+1 

=-n[-V2 + Ig(-1 + V2)- V2 -lg(l + )'2)] 
= n(2 V2 -lgO,I716)= n (2,83 + 1,62) 

~ 14 Flächeneinheiten. 

Beispiel b) Jene Oberfläche ist gesucht, die durch Drehung 
der Kurve r = 2 a (1 + cos cp) um den Anfangsstrahl erzeugt wird. 

Das Integral wird durch die Anwendung der Formel 1 + cos cp 

= 2 cos2 P.. vereinfacht. 
2 

Man erhält, da Vr2 ...L, r''.! = 4a cos cp nach 
2 

Beisp.30d, 

0= 2n12a(1 +coscp)sincp4acos: dcp. 

= 2 n f:< 2a· 2 cos2 P... 2 sin P.. cos P... 4a cos P- dm 
o 2 2 2 2 'r 

= 64a2 :r ] cos' ~ sin ~ dcp. 
o 

Die Substitution 

cos P.. = u und damit 
2 

. cp Id d -SID-' 2 cp= u 
2 

führt die Grenzen CP1 = 0 und CP2 =:r über in u l = 1 und u2 = 0, 
so daß 
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o 
0=- 64a2 n JU4 . 2du= -128a2 • HU3]~ 

I 

=25,6a2 n. 

173 

Kontrolle: Man wird die erzeugte Fläche in roher Abschätzung einer 
Kugel vom Durchmesser f>a gleichsetzen; diese Kugel hat die Ober­
fläche 4.(5a: 2)2 n =25a2 n. 

69. Rauminhalt. Wenn die Kurve y = f(x) sich um die x-Achse 
dreht, so erzeugt die durch die Ordinaten Xl und x2 begrenzte 
Fläche Feinen Drehkörper, dessen Rauminhalt V als Integral der 
Raumelemente dV gefunden wird. dV ist als ein unendlich 
dünner Kreiszylinder von der Höhe dx und dem Radius y zu be­
trachten, Abb. 116. Es ist 

d V=y'l:rdx und XOf V = n y2 dx (x-Achse). 
x, 

(a) 

Entsprechend wird bei der Drehung um die y-Achse das Raum­
element und der Rauminhalt 

bzw. X·f V =n - x 2 dy (y-Achse). 
x, 

(b) 

Bei Verwendung von Polar koordinaten erzeugt die Fläche F 
der Kurve r= f(q;) , wenn sie zwischen den durch q;l und q;2 ge­
gebenen Fahrstrahlen und der Kurve selbst liegt, bei Drehung um 
den Anfangsstrahl oder um die x-Achse das Raumelement und den 
Rauminhalt 

d V = ~ n r3 sin q; d q; und V = in 'P°fra sin q; d q;. (c) 
'PI 

Wird die Fläche F um die y-Achse gedreht, so ist 

V = ~ n 'P"fr3 cos gJ dgJ. 
'P, 

dV = i nr3 cosq;dq; und (d) 

Hat man das Volumen eines beliebigen Körpers zu ermitteln, 
so wird es sehr oft möglich sein, den Körper in lauter Scheiben 
parallel zu einer passend aus­
gewählten Ebene, die man etwa 
x-Ebene nennt, so zu zerlegen, daß 
man die Fläche F dieser Einzel­
scheiben an der Stelle x als Funk­
tion dieses Argumentes x darstellen 
kann, Abb. 133. Dann ist mit 

Abb. 133. 

dV=F·dx das Volumen V= xOJFdX 
Xl 

als nur von den x-Grenzen abhängig zu ermitteln. 

(e) 
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Beispiel a) Gesucht ist der Rauminhalt des Drehkörpers, der 
durch Drehung des Bogens der Sinuskurve y = sin x um die x-Achse 
entsteht, wenn dieser Bogen durch die Ordinaten bei 0 und :n be­
grenzt wird. 

Es ist 
:r 

V = 7l f sin 2 x dx = ~ 7l [x - sin x cos x ]~ = ~ 7l2. 
o 

Beispiel b) und c) Man lasse das durch die Sekante x =a 
begrenzte Stück der Parabel y2 = 2 px einmal um die x-Achse und 
dann um die y-Achse sich drehen und berechne jedesmal den Raum­
inhalt des entstehenden Drehkörpers, Abb. 118. 

Im ersten Fall wird 
a 

VI =:nf2pxdx=71pa2 oder (f) 
o 

wenn man die zur Abszisse a gehörige Ordinate b einführt und 
b2 = 2 a p berücksichtigt. 

Im zweiten Fall wird die Formel (b) mit 

oder 
V' = ~71"/2ap- ·a2 = ~7la2 b 

2 i> V D 

jenen doppelkegelförmigen Körper liefern, der gebildet wird, wenn 
sich die Fläche zwischen y-Achse und Parabel um die y-Achse dreht. 
Der gesuchte Körper ist dann die Differenz aus dem Zylinder 
a2 7l' 2 b und dem gefundenen Körper V:' also 

(g) 

Beispiel d) Man berechne den Rauminhalt des Körpers, der 
durch Drehung der Kurve r = 2 a (1 + cos !p) um den Anfangs­
strahl entsteht. 

Mit Benützung df!r Formel 1 + cos !P = 2 cos2 ~ wird nach (c) 

:t :t 

V =~71fSa3(1 +cos !p)3 sin!pd!p = 16 7la'lfscos6 g; ·2 sin !p cos !p d(p. 
3 3 2 2 2 

o 0 

Man substituiert cos ~!p = u oder - sin ~!p' ~ d!p = du und geht 
auch von den Grenzen !Pt = 0 und !P2 =:n über zu den neuen 
Grenzen u1 = 1 und u2 = O. Dann wird 

o 
V = - 5~2 a3 :nfu' du = - 5~2 a3 :n r~a8]~= ~~a3:n. 

t 
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70. A.ufgaben. Bei den nachstehenden Aufgaben darf von allen bereits 
entwickelten Integralformen Gebrauch gemacht werden. 

1) bis 25) Man ermittle 

1 ) f dz 
z-4 

4) f Z2~4 
";) f va~d~ x2 

10) J----~-­cos2 (au+b) 

13) J tJI-'-a (ly 

16) rare sin y d'M 
... \'I_ y 2 

19) JlglPdlP 

2) J2 ZClZ 
z2+4 

5) J d~ __ 
\'ax+b 

8) J va:~x x2 

11) f sin3 u cos u du 

14) f eY• ydy 

17) f 'f ·lg IP dlP 

20) J sin (lg x) dx 

22) Jtg x· \'1 + tgiz dx 23) J-~~ sm 1: 

25) J (a sin IP + b tg 9') sin IP dlP. 

3) f (z - 4)2 dz 

6) f"ax-Fb-dx 

9) f cos3udu 

12) J cos2 (au + b) du 

JalUdY 15) -_. 
Y 

18) J arcsinxdx 

21) ftgX(1+tg2X)dX 

24) J~ cosx 

26) bis 40) Man berechne die bestimmten Integrale 
:< 

1 1 "4 
26) f\''1d~~ 27) --=--= J xdx ,'1- x2 

28) Jtgxdx 
u U U 

:< :< :< - - -2 2 2 

29) f x ein xdx 30) f sin2 xdx 31) JSinaxdx 

0 u 0 

::r n '" -
2" "2 :; 

32) J ~x 8ln x 33) J d:!' 
1 +cosx 

34) f sinxdx 
l+cosx 

0 u u 

'" r dx 
/I "4 
J du 37) J tg9 IP dlP 35) a+ bx2 36) --== 

Va2 - u2 
0 0 0 

t ~ 0 f dv 39) J dx 40) JX2 dX. 38) -= 
V1 +v2 Va - bxoJ x-I 

0 0 -1 
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41) Man beweise, daß auch gilt 

fdxX =lg(-x)+C'. 

42) Man ermittle durch Zerlegung in Summanden 

f sin ::osx· 

4a) Gesucht ist der Inhalt jener Fläche, die begrenzt wird durch die Kurve 
1 

y=l+x· 

und die x-Achse, sowie die Ordinaten bei x = - a und x = + a. 
44) Man gebe die Länge des Bogens der Parabel y2 = 2 P x vom Scheitel 

bis zum Punkt P = x I y an und zwar sowohl als Funktion von x wie auch von y. 

45) Man berechne den Umfang der 
:? 2 ~ 

Sternkurve xlf +ylf=alf . 

46) Gesucht ist der Bogen der 

Z kloide f x=a(t-sint) 
y l Y = a (1 - cos t) 

vom Nullpunkt bis zum Punkt mit dem Parameter t, alsdann der ganze Bogen 
oberhalb der x-Achse. 

47) Gesucht ist die Oberßäche des Drehparaboloides, gemessen vom 
Scheitel bis zu einer Ebene senkrecht zur Achse. 

h 
I 

I 
L. 

'------''t"e----' 

Abb.134. 

48) Gesucht ist die Fläche, die von der Kurve 
y = x3 - x mit der x-Achse gebildet und durch die 
Ordinaten bei x = - 1 und x = + 1 begrenzt wird. 
Man bespreche das Ergebnis. 

49) Man weiß von einer Spannung ~, daß sie 
sich über eine Strecke h symmetrisch nach einem 
parabolischen Gesetz verteilt, Abb. 134. Wie groß 
ist die mittlere Spannung? 

Abb.135. 

50) Man betrachte den Bogen der Abb. 135 einmal als Bogen einer Parabel, 
dann als solchen einer Sinuskurve und berechne für beide Fälle den durch 
den Bogen und die Sehne gebildeten Flächeninhalt. Wie groß ist der Unter­
schied? Gegeben ist die Pfeilhöhe f und die Sehnenlänge 8. 

51) Die gleiche Aufgabe löse man für die Länge des durch die Sehne 8 

begrenzten Bogens b. Dabei ist der Bogen als sehr ßach vorausgesetzt. 
52) In einem tiefen Schacht hört man einen Stein nach 10 Sekunden 

aufschlagen? Wie tief ist der Schacht? Die Schallgeschwindigkeit ist 333 m, 
der Luftwiderstand ist zu vernachlässigen. 
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71. Lösungen. 

1) Ig (z - 4) + C oder 19 c (z - 4) nach (55c'. 

2) Ig (Z2 + 4) + C oder Ig c (z' + 4) nach (55c). 

3) ~ (z - 4)3 + C nach (56a). 

nach (56c). 

durch die Substitution 

2 .--c---
6) 3 a lax + b3 durch die Subst. az + b = 11,2. 

7) arc sin x. + C oder 
a 

x 
- arc cos - + C' a 

nach (51 q) durch die 

Subst. x = au. 

S) - ,'a2 - i} + C nach (57) durch die Subst. a' - x' = 11,'. 

9) ; sin 3u + C nach (56) durch die Subst. 311, = x. 
1 

10) -t;;(au+b) nach (56) durch die Subst. au+b=x. 
a 

11) t sin~ u + C nach (57) durch die Subst. sin lt = x. 

12) 21aSin(au+b)cOs(au+b)+21a(au+b)+C wie im Beisp.59c 

durch die Subst. alt + b = x. 

13) e1d·a + C nach (56) durch die Subst. oder auch 

wegen 

14) ~ eY" + C nach (57) durch die Subst. y2 = x. 

15) a lg 11 : Ig a + C nach (57) durch die Subst. Ig Y = x. 

16) ~ (arc sin y/ + C durch die Subst. arc sin y = x. 

17) ~'P2(2Igq:> -1) +C durch teilweise Integration; u=lgq:>, dv=q:>dq:>. 

18) x arc sin x + ,/1- x' + C durch teilweise Integration und nach 
Aufgabe 8); man setzt 

u=arcsinx, dv=dx oder v=x. 

19) tp (Ig q:> - 1) + C durch teilweise Integration; 

dq:> 
man setzt 

u= Igq:>, dv=dq:> oder dU=q;' v=q:>. 

20) } x (sin Ig x - eos 19 x) + C durch teilweise Integration; man setzt 

u= sinlg x, dv= dx oder 
dx 

dt'= eos 19 x·-, x 
v=x. 

Das neue Integral wird auf die gleiche Weise behandelt, indem man setzt 

I d d d . I dx u1 =cos gx, v1 = X 0 er U 1 =-Sln gx·x' v1 =x. 

Egerer, Ingenieur·Mathematik II. 12 
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J 
I JSinXdx J- du 1 22) tg x -- d x = ---:;--- = --:-- = - -I-- C. 

cos x cos- X u' cos x '. 

x 
23) Igtg"2+C nach (55i) durch die Subst. x=2u. 

n-2x 
24) Ig cotg --4- + C nach (55 i) durch die Subst. x = ~ n - 2 u. 

25) J( '., + b Sin~'f) d J '.' d + bJl - cos2 'P d a sm- 'P - 'P = a sm- 'P 'P--- ---- 'P 
cos'P cos 'P 

= ~ (- sin 'P cos 'P + 'f) + b.1 g cotg ": --=-4 2 rp - b sin Cf + C 

nach (59d) und Aufgabe 24). 

26) [are sin x]~ = are sin 1 - are sin 0 =; nach (51). 

--- 1 -
27) - [,,'1 - x2]0 = - [0 - \ 1] = 1 nach Aufgabe 8). 

~ - [1 l 28) - ['g cos x] ~ = - Ig ,'2 -Ig 1 J = ~ Ig 2 nach (55f). 

29) [-xcosx+sinx]~=[-0+1-0-0]=1 nach (59c). 

~ [ , 
30) 1 [- sin x cos x ...L x] 2 = 1 O...L ~ - 0 _ 0 j = :T_ 

2 '02 '2 J 4 nach (59 d). 

31) Mit ax = u wird das Integral 

-~ a:r 

IJ' d 1[ ~a~ 1[ ]0 If an] - sm u u = - - cos u] - = - cos u = - 1 - coS·- . 
a a 0 a ~a:T a 2 

u 

32) [lg tg ~ Jt = Ig I - Ig 0 = - oc nach Aufgabe 23). 

:T 

4 " 

33) Mit x = 2 u wird das Integral J d~ = [tg u] 4" 1. 
cos' u 0 

o 

34) - [Ig (I + cos xi] ~ = - [lg (1 + cos ~:r) - 19 (1 + cos 0)] = Jg 2 
nach (55c). 

I [ (''b)Jva;b 1 n 35) -- arctg xV- =-=[arctgl-arctgO]=-== 
{ab a 0 Vab 4 ,,'ab 

nach (56d). 
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36) [arc sin ~ J: arc sin 1 - arc sin 0 = i nach Aufgabe 7). 

37) [tgQ;-Q;J!=[I-i-O+O]=I-i nach BeispieI60a). 

38) [lg (v + 1'1+ V2)J~- = 19 (~+ V1-+ -1) - Ig (0 + -Vi + 0) = 19 !~ \15 

nach (551). 

39) Man formt die Wurzel um zu \Ia ,/ 1 - (x-~/!) und setzt x v'b = u va; 
dann wird das Integral 

1 f du 1 . 1 1 [:l ., :l 
\'b\l~-u:i={b[arcsmuJo=;b 2- 0J=2{IJ' 

o 

40) [~x2+x+lg(x-l)J~1 =[O+0+lg(-I)-~+I-lg(-2)J 

= ~ + Ig ~ nach Beisp. 6Üd). 

41) Man geht aus von (55a) und bedenkt, daß man die Konstante 0 
in jeder beliebigE'n Form schreiben kann, also auch C = Ig (- A). Dann 
erhält man 

S dxx = Ig x+C= 19 x+ Ig(- A) =Ig(- Ax) 

=lg(-x)+lgA 
= Ig (- x) + C'. 

42) Man benützt die Beziehung d x = d x (sin2 x + cos2 x) und erhält 

f dx f(COS x sin x ) 
sin x-cos x = s{nx- + cosx dx 

= 19 sin x - 19 cos x + C 
=lgtgx+C 

wie unter (55i). 
+a 

f dx +a 
43) F = 1 -L ., = [arctgxJ = arctg a - arctg (- a) = 2 arctg a. 

I x· -Il 

-a 

4t) Die Differentiale der beiden Gleichungsseiten sind gleich, 

ydy pdx woraus y' = E und dx = ydy . = , y p 

und weiterhin 

oder auch 

oder auch 1 + y'2=~~2~E, 

d d '-+-----,;; d .. /2 x + p­s = x\, 1 y. = x V --- --- -
2x 

yd Y 'y2 + p2 dy v'y2+ iJ 
ds=--:p V--y2 =---p-' 

12* 

(a) 
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Man kann jeden der beiden Ausdrücke weiter benützen; für den zweiten 
wird nach (59 g) 

= ~ [y{i -VP2 + p~lg (y+ \1t+p1) - p~ 19 p] 
oder 

1 l y -L .'y" -I- p'" S = 2 p Y \ 'y1 + pi + p"lg ,\ p.' . J (b) 

Wenn man y = \:~ px substituiert, erhält man 

S = ~ I \'2 x (p + :2 xl + p 19 \~P x + \P1--rpxJ . -l . p 
(c) 

45) Die Kurve ist nach Abb. 368 symmetrisch zu beiden Achsen, der 
ganze Umfang sonach das Vierfache des Bogens zwischen der positiven x- und 
y-Achse. Man nimmt das Differential der Kurvengleichung 

2 _, 2_, 
- x ;j dx -L, - Y .- dy = 0 
€I 3 

oder 

und daraus 

Der ganze Umfang wird 

wird 

und 

a *f -, '- [ x]a s=4a" x "dx=6a" x" o=6a. 
o 

46) Die Gestalt der Kurve ist durch Abb. :357 gegeben. Mit 

dx=a(l-cost)dt und dy=asint 

ds = \'a1 (1 --cost)" + (i1 sin"idt = a \!i:l- 2 cos idt 

= 2 a sin ~ dt 

t t 

S=fdS= 2a fSin~dt= - 4a [cos~J: 
o 0 

=4a(1-cos~t). 

Der ganze Bogen, begrenzt durch t = 0 und t = 2.7. ist 

Sg = 4 a (1 - cos:r) = 8 a. 

47) Die Oberfläche entsteht, wenn sich die Parabel um ihre Achse dreht. 
Nach Abb. 136 wird die Parabelgleichung 

y1=2px, woraus yy'=p und 1+y'1=1+p:2x 

hervorgeht. Die Grenzen der Oberfläche sind x = 0 und x = x. Dann ist die 
Oberfläche nach (68a) 

z z 
0=2,.. Jyds=2:r JY \11 +y'2 dx= 2:r J V2px+ p2 dx 

o u 
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b 

.r 

~------a------~ 

Abb.136. Abb.137. 

oder nach Aufg. 6) 

0= 2 :r._?_ ["st= 2 n [(2px + p2)~ _ pa 
3·2p 0 3p 

oder 
o = ~:r ,/p[(2 x + p};- - p~-:. (d) 

Wenn man noch die beiden Zahlen a und b einführt, erhält man wegen 
b2 = 2 pa für den Körper der Abbildung 

oder 

+1 
F= J(r-x)dx=![x'-2x2j+1=0. 

-1 ~ -1 
48) 

Die Fläche setzt sich jedenfalls aus zwei einzelnen Teilen zusammen, deren 
einer unterhalb der x-Achse liegt, der andere oberha.lb, Abh. 137; beide Teile 
F' haben ohne Berücksichtigung des Vorzeichens gleichen Inhalt. Die Kurve 
schneidet die x-Achse an den Stellen - I, 0 und + 1. Dann ist 

1 
F'= J(r-x)dx=LxI-2x2]!=-l. 

o 

49) -Die wirkliche Schau linie hat nach (62c) die Fläche ihr., die gleich 
sein muß der Fläche der Schaulinie bei Annahme einer durchschnittlichen 
Verteilung der Spannung, also gleich hin' Man erhält daraus 

50) Als Parabel betrachtet hat die Kurve die Gleichung 

y=4~X(I_~); F=~f8=0,6667f8. 

Als Sinuskurve angesehen ist ihre Gleichung 

. :rx f8 r nXI' 2 f 0 3 f y=fsm-- und F=- -Icos---J =-' 8= ,668 8. 
8 n_ 80:r 

Auf letzteren Wert bezogen ist der erstere rund 4 ~ Ufo größer. 
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51) Nach (67 f) ist 

die Kurve als allgemeine Sinuskurvc vorausgesetzt. Mit 

2 cos2 x = 1 + cos 2 x und mit 2 n x = 8 it 

wird das Integral 

If(' 2:rX)d 1~( I )8du 8 ( I • ~f l,cos-8 - x=2J,I,cOSU ~n=4-; U,SIllU) 

und damit 

b ~ Ilx-Lr;n; (2 ;rx + sin 2 ;,x)lS = 8 (1 + n-'- f.:). 
I 88 S S Jo 4 S" 

Setzt man die Kurve als Parabel voraus, dann wird nach (67 h) 

Mit 8: 3 = 2,6667 und n 2 : 4 = 2,4674 wird der Unterschied, auf letzteren 
Wert bezogen, rund 8 % , 

52) Der Stein braucht t1 Sekunden bis zum Grunde des Schachtes, der 
Schall t2 Sekunden vom Grund bis zur Oberfläche. Wenn man die Fall­
beschleunigung rund 10 m/sek2 setzt, hat man die Gleichungen 

t1 +t2 =10, s=0,5·10t/, s=333t2 

zur Ermittlung von s. Man vereinfacht, wenn man noch 333· 3 ~ 1000 setzt, 

oder 
15 t12 = 103 t2 oder 3 t 12 =c 200 (10 - t 1) 

3 t21 + 200 t1 - 2 000 = O. 

Von den beiden Wurzeln t1 = ~ (- 100 ± 100 ,/1,6) ist nur die eine t1 = 8,83 sek 
brauchbar. Dann wird t2 = 1,17 sek und s = 390 m. 



Vierter Abschnitt. 

Technische Aufgaben I. 

72. Vorbemerkungen zum statischen lIoment. Gewichts­
dichte r eines Stoffes ist das Gewicht der Raumeinheit. Wenn 
also der Raum 1 das Gewicht r hat, dann ist V r das Gewicht 
eines Körpers vom Rauminhalt V, vorausgesetzt natürlich, daß r 
über den ganzen Körper gleich groß ist. Entsprechend ist dG = rdV 
das Gewicht des Raumteilchens d V. Statt Gewichtsdichte spricht 
man vielfach noch vom spezifischen oder bezogenen Gewicht, näm­
lich auf die Raumeinheit bezogen. Als Raumeinheit wählt man in 
der technischen Mechanik 1 m3, als Gewichtseinheit 1 kg. Beispiels­
weise ist dann r = 7 800 kgjmS die Gewichtsdichte von Eisen, oder 
1000 kg/m3 die Gewichtsdichte von Wasser, oder 1,293 kg/m3 die 
Gewichtsdichte von Luft beim Druck von 760 mm Hg und bei der 
Temperatur 0°. 

Massendichte ft (auch bezogene oder spezifische Masse ge­
genannt) eines Körpers ist die Masse auf die Raumeinheit, so daß 
das Raumteilchen d V die Masse ftdV hat. 

Wenn nicht anders angegeben, gelten in diesem Abschnitt alle 
Formeln unter der Voraussetzung homogener Körper, bei denen 
also die Masse M sich gleichmäßig über den ganzen Raum verteilt. 
,u ist dann über den ganzen Raum konstant, die Gesamtmasse ist 
M = ft V. Bei den mathematischen Körpern, zu denen auch Linien 
und Flächen gezählt werden, setzt man ft = 1. 

Mo m e nt e von Massen nennt man in der Mechanik alle Pro­
dukte aus Massen und Abständen, also Produkte von der Form' 

mr, mx, mx2, mxy, mxyz, m(xll +y2) usw .. 

Je nach der Dimension, in der die Abstände auftreten, unterscheidet 
man Momente erster, zweiter, .... Ordnung. Die Massenmomente 
erster Ordnung nennt man auch statische Massenmomente oder 
auch schlechtweg nur MaBBenmomente oder noch 'kü~er einfach 
Momente. 
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Beispielsweise hat das :Massenteilchen m des Körpers der Abb. 138 
das Gewicht mg und die~e3 für die durch den Schwerpunkt S gehende 

Abb.li:lt{. 

und senkrecht zur Abbildung stehende Achse, 
die man sich als Drehachse vorstellen kann, das 
Moment mg· r. Hier ist also mrg das Moment 
einer Kraft. Der Faktor m r dieses Kraft­
momentes ist ein Massenmoment ; r ist der A b­
stand des Massenteilchens m von einer durch 
den Schwerpunkt gelegten Ebene, die senkrecht 
zur Ebene der Abbildung und parallel dem 
Körpergewicht G geht. Man beachte also den 
Unterschied 

mg·r ist das statische Moment des Gewichtes mg des 
MassenteiIchens für die Schwerachse oder für die oben 
angegebene Ebene, m r ist das statische l\Iassenmoment 
des Massenteilchens m für die nämliche Ebene. 

Selbstverständlich sind die Massenmomente verschieden von den 
Momenten von Kräften, wenn sie auch in Zusammenhang mit ihnen 
stehen. 

Wenn nicht anders angegeben, sind r, x, y, z usw. die Ab­
stände von fest gegebenen oder gewählten Bezugsebenen. Wählt 
man eine beliebige Ebene r als Bezugsebene, so haben die einzelnen 
Massenteilchen m1 , m~, ... m ll von ihr die Abstände r1 , r~ . ... r" 
und damit die Massenmomente mI r 1 • m~r~ .... m,.rn' Das Massen­
moment D des Körpers ist immer als die Summe der Momente 
seiner einzelnen Teilchen definiert, so daß D oder D,., wenn man 
noch die jeweilige Bezugsebene bezeichnen will, 

D .. = ~mr bzw. D,.= j,lldVr, la) 

falls die MaRsenteilchen unendlich klein sind; in letzterem Falle wird 
die Summe zu einem bestimmten Integral, das sich über den ganzen 
gegebenen Körper erstreckt. Wenn man mit rechtwinkligen Koordi­
naten rechnet, werden meist die drei Ebenen des räumlichen Koordi­
natensystems die Bezugsebenen sein, dann hat das Massensystem 
für diese drei Ebenen die Momente 

D..,= ~m;x', D y = ~my, D,,= ~m~; (b) 

oder wenn die Massenteilchen unendlich klein sind, 

Dx = jXfldV, Dy = jypdV, Dz = jz,udV. (c) 
Nach I 209 wird ,der Schwerpunkt eines Körpers gefunden 

mit Hilfe des Schwerpunktsatzes 

oder (d) 
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wo e der Abstand des Schwerpunktes von der vorgeschriebenen oder 
gewählten Bezugsebene ist. Mit Verwendung eines räumlichen Ko­
ordinatensystems wird diese Formel 

Mg=D"" ...:l'I; = D",. (e) 

Jede durch den Schwerpunkt gehende Gerade heißt Schwer­
linie, jede durch ihn gehende Ebene eine Schwerebene; von 
dieser hat naturgemäß der Schwerpunkt den Abstand I! = 0, so daß 

~mr = 0 (f) 
die Bedingung für eine Schwerebene ist. 

Zu beachten ist bei der Ermittlung des Schwerpunktes der ohne 
weitere Erklärung ersichtliche Satz: 

Jedp. Symmetriegerade des Massensystems ist 
eine SchwerIinie, jede Symmetrieebene eine 
Schwerebene. (g) 

Beispiel a) Unter welcher Voraussetzung ist der Schwerpunkt 
oder Massenmittelpunkt gleichzeitig der Punkt mittlerer Ab­
stände? 

Bei n gegebenen Punkten ist der Punkt mittleren Abstandes 
von einer gewählten Ebene bestimmt durch 

1 
8=-~r. 

n 

Damit er bei einem beliebig verteilten System von n Massenpunkten 
zum Massenmittelpunkt wird, muß 8 = e werden, also 

oder n~mr = M~r (h) 

werden. Sicher fallen bei einem homogenen Körper beide Punkte 
zusammen; denn man kann sich den Körper in n gleiche Teile zer­
legt denken, 

so daß ~M = n· m wird und damit der Schwerpunktsatz 

Me= ~mr übergeht in nme = m~r 

1 
I!=--~r. 

n 

Beispiel b) Man beweise den Satz: 

oder 

Der Schwerpunkt liegt stets auf der Mittel-
linie des Körpers. (i) 

Vorausgesetzt sind natürlich symmetrische Körper. Dann läßt sich 
zu einem Massenteilchen immer ein zweites finden, das mit ihm 
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gleiche Masse und entgegengesetzt gleichen Abstand von der Mittel­
linie hat. Der Schwerpunkt dieses Paares liegt auf der Mittellinie, 
also auch der Gesamtschwerpunkt. 

Beispiel c) Was sagt die Formel Me = Imr aus, wenn man 
eine neue Verteilung der Massenteilchen wählt? 

Solange jedes Massenteilchen seinen Abstand r von der Bezugs­
ebene beibehält, bleibt der Ausdruck Imr erhalten. Da auch M 
konstant bleibt, ist auch s unabhängig von der angegebenen Ver­
teilung konstant. Man kann also die einzelnen Massenteilchen im 
Raum beliebig verschieben, ohne daß sich ihr Schwerpunkt ändert, 
wenn nur ihre Abstände von der Bezugsebene gleichbleiben. 

73. Statisches lUoment und Schwerpunkt linearer lIassen­
systeme. Hat man homogene linienförmige Körper und gerad­
oder krummlinige stabförmige, deren konstante Dicke als unendlich 
dünn betrachtet werden kann, zu untersuchen, dann wählt man als 
Raumteilchen den durch zwei unendlich benachbarte Querschnitte 
begrenzten Körper dV=Fds, wo F der über die ganze Stab- oder 
Linienlänge s konstante Querschnitt ist. Das Bogenelement d 8 hat 
sonach die Masse 

m=flFds oder m=fl'·ds; /a) 

die Gesamtmasse ist 

M = fl F s oder M = fl' . s, (b) 

wo fl' die lineare Massendichte, d. h. die Masse auf die Längen­
einheit ist. In der Geometrie setzt man gewöhnlich fl' = 1 und 
deswegen M = s. 

Das Massenmoment des Bogens für die Bezugsebene rist 
nach (72a) 

Dr=Imr bzw. Dr = ffl'rds, (c) 

falls die Massenteilchen unendlich klein sind. Der Schwerpunkt 
hat von der Bezugsebene den Abstand e, bestimmt nach (72 d) durch 

Me = Dr • (d) 
Meist wird man nur ebene Bogen zu untersuchen haben, die 

Bezugsebenen wählt man dann gewöhnlich senkrecht zur Ebene des 
Bogens. Dann liegen alle Bogenteilchen in der Bogenebene, hier 
diejenige der Abb. 139. Man wird dann nicht mehr mit der Bezugs­
ebene arbeiten, sondern mit jener Geraden, die aus ihr von der 
Bogenebene ausgeschnitten wird, also etwa mit der Geraden rr der 
Abbildung und von einer Bezugsachse sprechen. Dann gehen die 
obigen Formeln über in 

DII=ffl'xds (e) 



Technische Aufgaben 1. 73. 187 

und 
(f) 

je nachdem man die x- oder y-Achse als Bezugsachse wählt, 
Abb.140. 

Ist von der Linie, deren Schwerpunkt man sucht, die Gleichung 
in kartesischen Koordinaten gegeben, so wird 

wenn der Bogen durch die Ordinaten bei Xl und x2 begrenzt wird. 

ds y._----~-- ----r 
i~ ri 

r----~--~------r 

Abb.139. Abb. 140. 

Ist die Gleichung in Polar koordina ten gegeben, so wird 

und 

(h) 

wenn CfJl und CfJ2 die Winkel der begrenzenden Fahrstrahlen sind. 
Man beachte den Zusammenhang zwischen dem Moment yds 

eines Bogenelementes und dem Oberßächenelement d 0 = yds· 2 n 
jener Fläche, die durch Drehung dieses Bogens entsteht. Es ist, 
wenn man p.' = 1 setzt, 

oder 
s1] = fyds oder s·2n1]= fdO 

O=s· 2n1J, 

die Oberfläche, die durch den rotierenden Bogen S' ent­
steht, ist gleich dem Produkt aus der Bogenlänge mal 
dem Weg des Bogenschwerpunktes. (Erste Guldinsche 
Regel.) 

(i) 
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, 

Beispiel a) Man gebe von einem 
Kreisbogen mit dem Mittelpunkts­
winkel 2 a die Lage des Schwerpunktes 
an, Abb. 141. 

+-----a .' 

Jedenfalls liegt er auf der Sym­
metriegeraden; der Abstand 17 von der 
x-Achse ist gegeben durch (f); man 
setzt ,u' = L 8 ist hier die Länge des 
Kreisbogens, a die Sehne. 

da 

Abb. 141. 

17=Dx : ,U'8= fyd8: 2ra 

= f rdcpr sin cp: 2 ra = ~- [- cos cpj'l2 :T+a 2a If 2 :T-a 

rsina ar 
(( 8 

(k) 

2 rsin (( = a und 8= 2 ra. 

Beim Halbkreisbogen wird a=~:r, somit 

2r 
1] = - Rj 0,64 r. (1) 

:r 

Beispiel b) Vom Gesamtumfang des Kreisausschnittes des 
vorausgehenden Beispiels ist der Schwerpunkt gesucht. 

Er liegt auf der Symmetriegeraden; sein Abstand 171 von der 
x-Achse ist gegeben durch 

Mrh=Emy, 
hier 

J.'Ifilt = m1Y1 .+- m2 y'!. --:- m3 ys; 
dabei ist m1 = 8 die Masse des Bogens, m2 = m,j = r sind die 
Massen der beiden Seiten, Y1 = 17 ist aus dem vorigen Beispiel be­
kannt, y'!. = Y3 = 0,5 r cos a sind die Abstände der Seitenschwer­
punkte. Damit wird 

817 + 2 ·rO,5 rcosa 
17 -
1- 8+2r 

ar + r'!. cos(c a +rcosu 
2rf:+2r =T(a+1f· 

74. Statisches Moment und Schwerpunkt ebener ltIassen­
systeme. Bei homogenen ebenen und solchen scheibenförmigen oder 
allgemein dünnwandigen Körpern (Hohlkugel, Hohlzylinder usw.), 
deren konstante Stärke k als unendlich dünn betrachtet werden 
kann, wählt man als Raumteilchen eine durch das unendlich kleine 
Flächenelement dF bestimmte Säule dV = hdF. Auf das Flächen­
element d F kommt sonach die Masse 

m=,uhdF oder m=,Il'dF; (a) 
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die Gesamtmasse ist 

M=ltFk oder M=p'F, (b) 

wo ,u' die auf die Flächeneinheit bezogene Masse ist. In der 
Geometrie setzt man gewöhnlich p' = 1 und deswegen M = F. 

Wählt man irgendeine Ebene r als Bezugsebene, so hat die 
Fläche F für sie das Drehmoment 

D,.=~mr bzw. D,.= fp'rdF, (c) 

wenn die Massenteilchen m unendlich klein sind. Der Schwerpunkt 8 
hat den Abstand e von der Bezugeebene, bestimmt nach (72d) durch 

Me=Dr • (d) 

Meist wird man freilich mit ebenen oder 
scheibenförmigen Körpern zu tun haben, 
dann wählt man gewöhnlich die Bezugsebene 
senkrecht zur Ebene dieses Körpers. Wenn 
die Ebene der Abb.142 gleichzeitig jene des 
untersuchten Körpers ist, dann projiziert sich 
die Bezugsebene in dieser Ebene zu einer 
Geraden, die man Bezugeachse nennt. Wie 
bei der Untersuchung des Bogens wird dann 
die Formel zur Bestimmung des Schwer­
punktes 

r~~--~---+--,r 

und 
p:F.~=Dy bzw. ,1l'F'Tj=D"" 

Abb.142. 

(e) 

(f) 

je nachdem man die x- oder y-Achse als Bezugeachse wählt. Man 
beachte aber wohl, daß in dieser Formel das Element p' dF statt 
eines Massen teilchens gesetzt wurde und r sein Abstand von der Be­
zugsachse ist; p'dF muß also jedenfalls so bemessen sein, daß es einen 
materiellen Punkt vertreten kann. Andernfalls stellt r nicht mehr 
den Abstand des Massenteilchens dF vor, sondern seinen mittleren 
Abstand, d. h. den Abstand seines Schwerpunktes. 

Ist die Fläche, deren statisches Moment oder Schwerpunkt ge­
sucht ist, begrenzt durch eine in kartesischen Koordinaten ge­
gebene Kurve und eine Koordinatenachse, so wählt man als Flächen­
element einen unendlich dünnen Streifen dF =ydx; wenn man 
p' = 1 setzt, wird das Moment des durch dF bestimmten Massen­
teilchens für die x- und y-Achse, Abb.116, 
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sonach 

und 

Abb. 143. 

Technische Aufgaben I. 74. 

z. z. 
D =~ fy 2 dx '" - und D y= fxydx (g) 

"'1 "'1 

F~=Dy bzw. FYJ=D"" (h) 

wenn die Fläche, deren Moment gesucht 
ist, durch die beiden Ordinaten bei Xl und 
x2 begrenzt ist. 

stand 

Ist die Fläche durch eine in Polar­
koordinaten gegebene Kurvengleichung 
sowie durch zwei Fahrstrahlen mit den 
Winkeln q;l und q;2 begrenzt, so wählt man 
als FlächenteiIchen ein durch die Winkel 
q; und q; + dq; eingeschlossenes Dreieck 
dF = ~ r2 dq;, dessen Schwerpunkt den Ab­

~ r vom Anfangspunkt hat, Abb. 143. Dann ist 

dDx=}r2dq;'irsinq; und dDy=!r2dq;'ircosq;, (i) 

so daß die statischen Momente der untersuchten Fläche für die 
x- und y-Achse 

'P. 
Dy = ~ f r:3 cos q;dq; (k) 

'Fl 

sind; der Schwerpunkt ergibt sich wieder aus dem Schwerpunkts-
satz su 

(1) 

Der Schwerpunkt einer Rotationsfläche liegt auf der 
Symmetrieachse; macht man sie zur x-Achse eines Koordinaten­
systems, so hat von der zu ihr senkrechten x-Ebene das Ober­
flächenelement dO = 2 ynds, d. i. ein Kegelstumpfmantel, den Ab­
stand x; das statische Moment von dO hat den Wert 

dO=2ynds·x, 

somit wird das statische Moment der ganzen Oberfläche, wenn sie 
durch zwei zur x-Ebene parallele Ebenen in den Abständen Xl und x2 

begrenzt wird, 

z. "'. "1 /-(d)" 
D=2nf xyds=2nf xy V 1+ / ". 

Zl Zl X 
(m) 

Der Abstand ~ des Schwerpunktes ist dann bestimmt durch 

O~=D, (n) 
wenn 0 die Oberfläche ist. 
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Zwischen dem Moment ly2dx eines ebenen Flächenelementes 
dF=ydx und dem Volumenelement dV =y2n dx jenes Drehkörpers, 
der durch Drehung der Fläche um die x-Achse entsteht, besteht 
nach (g) und (h) wieder der Zusammenhang 

oder 
F· 2 n1] = 2 nJb2dx= J y2 n dx = J dV 

V=F.2n1], 
das Volumen des Körpers, der durch eine rotierende 
Fläche F entsteht, ist gleich dem Produkt aus dieser 
Fläche mal dem Weg des Flächenschwerpunktes. (Zweite 
Guldinsche Regel.) 

(0) 

Bei s pie 1 a) Gesucht ist der Schwerpunkt der Fläche des durch 
Abb.141 gegebenen Kreisausschnittes. 

Er liegt auf der Symmetrieachse im Abschnitt 1] von der 
x-Achse; am einfachsten wird die Rechnung, wenn man die Fläche 
aus unendlich kleinen Teilkreisausschnitten sich zusammengesetzt 
denkt, deren jeder den Schwerpunkt im Abstand ~ r vom Kreismittel­
punkt M hat. Diese unendlich vielen Schwerpunkte bilden einen 
Kreisbogen vom Radius e = i a; der gesuchte Schwerpunkt ist somit 
der Schwerpunkt dieses Kreisbogens, hat also vom Kreismittelpunkt 
nach (73k) den Abstand 

2rsina 2ar 
1]=---=-. 

3a 38 (p) 

Darnach der Schwerpunkt der Halbkreisfläche vom Kreis­
mittelpunkt den Abstand 

4r 
1]= 3n~O,42r. (q) 

Beispiel b) Gesucht ist das Volumen einer Kugel vom Halb­
messer r. 

Sie entsteht durch Drehung einer Halbkreisfläche vom Radius r; 
nach dem zweiten Guldinschen Satz wird sonach wegen (q) 

V F 1 2 4r 4 8 = ·2n1]=2 r n.2n· 3n=sr n. 

Beispiel c) Gesucht ist der Schwerpunkt der Fläche des 
Parabelabschnittes der Abb. 118. 

Er liegt auf der Parabelachse im Abstand ~ vom Scheitel; will 
man für ~ die Formel (h) anwenden, 80 sucht man nur den Schwer­
punkt der oberen Hälfte des Segmentes durch 

/I ,. 

F~=J xydx=J xV2pxdx=~V2ap.a2; 
o u 
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mit F=~ab und b2 =2ap wird ~=O,6a. Den gleichen Abstand 
hat natürlich auch der Schwerpunkt des ganzen Abschnittes. 

Beispiel d) Durch Drehung der Fläche des vorausgehenden 
Beispiels um die y-Achse entsteht ein Körper, dessen Volumen 
gesucht ist. 

Nach der Guldinschen Regel wird 

V =F· 21l~= ~ab. 21l~= 1,6 a2 b;r, 

wie auch Beispiel 69c) angibt. 

iY"-::'::~::'::::::~ 
...... _ ... J! .... _ ......... _ ........... _ ...... r--=--... 

-"-'-

a 
\ 

/ \ 

f-~----\s 
i\ 

1,11 \ 

Abb.14ii . 

... " .. :: ... _ ... _ ....... '---.-_--.-_...-___ ~ ....... :::.::: .. ._:.::::00_0 
a r. bT; a 

Abb. 146. 

(r) 

75. Fortsetzung. Beispiel a) Gesucht ist der Schwerpunkt 
einer Trapez-Fläche. 

Die Fläche ist nach Abb. 144 

F=Ha+b)k. 

Legt man im Abstand y von der Grundlinie eine Sehne parallel zu 
ihr, so ist deren Länge x bestimmt durch die ,Ähnlichkeit der beiden 
Dreiecke, die man nach Abbildung konstruieren kann. Es wird 

(b-x): (b -a) =y:h 

oder 

Das Flächenelement ist der Streüen 

a-b 
dF=xdy oder dF=(b + --"i,-- y)dy, 

(a) 
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mit dem Abstand y von der Grundlinie b, die man als Bezugsachse 
wählt. Es wird 

" a-b F'rJ= fdF.y= f(b+-k-y)ydy 
g 

=[br+ a k b~J:=~2(2a+b). 
Der Schwerpunkt liegt sonach im Abstand 

k 2a+b 'rJ=-----
3 a+b 

(b) 

von der Grundlinie. Da die Schwerpunkte der einzelnen Flächen­
streffen dF alle auf der Mittellinie des Trapezes liegen, liegt auch 
der Schwerpunkt der Gesamtfläche auf dieser Mittellinie und zwar 
nach (a) im Abstand 

1 a- b 1 a2 +ab+b2 
~=2lb+-k-1J) oder ~=8--a+b --. (c) 

Elementar kann man den Schwerpunkt 8 des Trapezes dadurch 
finden, daß man es in ein Parallelogramm und ein Dreieck teilt, 
und deren Schwerpunkte 81 und 8, a.ufsucht, Abb. 146. Dann 
muß der Schwerpunkt 8 auf der Geraden 81 82 liegen und von 
dieser läßt sich nachweisen, daß ihre Schnittpunkte 0 und 0' mit 
den Parallelseiten in den Abständen a bezw. b von den Trapez­
ecken liegen. Denn es ist 

eck k 
8 1 Tl: 82 T'}. ="2:3="2:3 = 3: 2 

und ebenso 

OT1 :OT2 = [a+b-iJ :[a+~(b-a)1=3:2. 

l.l.­
Abb.147. 

r 

Abb.148. 

Beispiel b) Gesucht ist der Schwerpunkt des durch Abb. 147 
bzw. 148 gegebenen gleichschenkligen Winkeleisens. 

Die Fläche F kann man schreiben 

F=F1 +F2 oder F=b2 -(b-d)2=d(2b -d). 
Ellerer, IJlllenieur-Mathematlk 11_ 13 
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Man hat sich also hier die Fläche F aus einer positiven F 1 und 
einer negativen F'J zusammengesetzt gedacht. Der Schwerpunkt 8 
liegt auf der Symmetriegeraden und hat von der lotrechten Bezugs­
geraden den Abstand ~, bestimmt durch 

F~=FIXI +F\lx'J oder d(2b-dH=b2 'lb-(b-d)2'Hb+d) 

oder 
b'J+bd-d'J 

~= 2(2b-df' 

Für den Fall b = 10, d = 1,2 würde sich ergeben 

l::. = 101l + 10 ·1,2 - 1,22 = 2 9 
I> 2 (2.10 _ 1,2) , 4. 

Die von den deutschen Walzwerken gelieferten Winkeleisen 
werden alle nach einheitlichen Normen her~estellt (Normalprofile) 
und durch Zahlen benannt. Die Profilnummer 10 (abgekürzt 
N.P. 10) bezeichnet ein Winkeleisen, dessen Schenkellänge b = 10 cm 

ist; die Stärke d kann bei diesem Normal­
profil zu 1 cm oder 1,2 cm oder 1,4 cm ge­
wählt werden. Für diese Normalprofile sind 
Tabellen aufgestellt, denen alle sich auf den 
Querschnitt beziehende Zahlen zu entnehmen 
sind. Man findet so in diesen Tabellen an­
gegeben ~ = 29,0 mm. Der kleine Unterschied 
rührt von der Abrundung des Winkeleisens her. 

Beispiel c) Gesucht ist der Schwerpunkt des halben Kreis­
ringes der Abb. 149. 

Man kann die Fläche F als Differenz von zwei Kreisflächen 
betrachten und nach Beisp. 74 a) schreiben 

oder 

J. (RI! 2) 1 R~ 4 R 1 \l 4 r 
\l ll-rll1]=2 "ll'~-2rll'3ll 

4(R3_rS) 4(RIl+Rr+r2) 

'fj= 3ll(R2_ r2)=·- ·3~(R+r)· 

Oder man wendet die Guldinsche Regel an und gibt die durch 
Drehung der untersuchten Fläche entstehende Hohlkugel an mit 

~ II (R3 - r3) = 1] II . (R'J - r2 ) ll, 

woraus sich 1] genau so ergibt. 

76. Statisches Moment und Schwerpunkt räumlicher Massen­
systeme. Bei eigentlichen Körpern, d. h. solchen von drei Dimen­
sionen, wird man als Massendichte p. die Masse auf die Raum-
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einheit definieren, demgemäß als Masse des Raumelementes . d V 
erhalten m = ft d V. Verteilt sich die Masse M gleichförmig über 
den Raum V, so ist M = ft V. In der Geometrie setzt man auch 
bei Körpern ft = 1, so daß also M = V. Für irgendeine Bezugs­
ebene r ist dann das Massenmoment des Körpers 

Dr=~mr bzw. Dr= jftrdV, (a) 

wenn die Massenteilchen unendlich klein sind. Man beachte wieder, 
daß in diesen Formeln das Raumteilchen d V einen materiellen Punkt 
ersetzt und r dessen Abstand von der Bezugsebene ist; d V muß 
also jedenfalls so dimensioniert sein, daß es einen materiellen Punkt 
vertreten kann, andernfalls stellt r nicht mehr den Abstand des 
Raumteilchens d V, sondern seinen mittleren Abstand, d. h. den 
Abstand seines Schwerpunktes vor. 

Den Schwerpunkt S selbst ermittelt man nach (72d) wieder 
durch seinen Abstand e von der Bezugsebene 

Me=Dr • (b) 
Meist empfiehlt es sich, ebenso wie bei der Raumberechnung 

den Körper in parallele unendlich dünne Scheiben zu zerlegen. Wenn 
ein solches Raumelement d V = Qdx ist, so hat es von der zu ihm 
parallelen Bezugsebene den Abstand x und deswegen das Moment 
ft Qxdx. Das Moment des ganzen Körpers ist dann 

D= jpQxdx, (c) 

wo Q eine Funktion des Abstandes x ist. 
Wenn eine Kurve, deren Gleichung in kartesischen Koordinaten 

gegeben ist, um die x-Achse rotiert, so ist das Raumelement des 
erzeugten Körpers d V = y2 n dx, somit unter der Voraussetzung ft = 1 

:1;, 

D=n j y2 xdx und V ~=D; (d) 

dabei ist der Körper durch zwei parallele Ebenen in den Abständen 
Xl und x2 von der Bezugsebene begrenzt, ~ ist der Abstand des 
Schwerpunktes von ihr. 

Beispiel a) Man ermittle den Schwerpunkt einer Pyramide 
von der Höhe h und der Grundfläche F. 

Die Pyramide hat die Grundfläche F und die Höhe h. Die 
Bezugsebene wählt man parallel der Grundfläche durch die Spitze, 
als Raumelement eine unendlich dünne Scheibe im Abstand x von 
ihr, dann ist 

x2 F 
dV=Qdx = F h2dx und dD= h2X3dx, 

F .k 
D=h2jx3dx=lFh2=~h.~Fh=~ Vh. 

o 13* 
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Der Schwerpunkt ergibt sich aus V ~ = D oder 

V~=! Vk zu ~=!k, (e) 

d. h. der Schwerpunkt der Pyramide hat den Abstand! k von der 
Spitze. Er liegt ferner auf der Mittellinie der Pyramide. 

Beispiel b) Gesucht ist 
der Schwerpunkt einer Kugel­
schicht. 

Als Raumelement d V wählt 
man eine Platte im Abstand z 
vom Kugelmittelpunkt, Abb.150. 
Dann ist der Rauminhalt 

V= fdV= J(r2 -z2)ndz=n [r2z-~z3J~: 
h1 

=nr2 (k2 -k1) - ~n (k3'2 -k\). 

Der Schwerpunktssatz liefert 

h. [r2 Z2 Z4Jh. VC= fdV.z= f(r 2-z2)ndz.z=n ---
~ 2 4 ~ 

=~ nr2 (k22 - k21 ) - tn(k\ - k41 ) 

oder 

Für den Fall einer Kugelhaube gilt die gleiche Formel, wenn 
man setzt 

k2 = rund k2 - k1 = k oder k1 = r - k. 

Für die Halbkugel wird k2 = rund k1 = 0 und deswegen 

~=ir. (g) 

Die statischen Momente und Schwerpunkte von beliebigen krumm­
flächigen Massensystemen oder von Körpern, die von beliebigen 
Flächen begrenzt sind, bringt die Flächentheorie. 

77. Vorbemerkungen zum Trägheitsmoment. Von der Massen­
dichte ft gilt das in den vorigen Nummern angegebene. Auch hier 
werden, wenn nicht anders bemerkt, stets homogene Körper vor­
ausgesetzt, bei denen also die Masse proportional dem Rauminhalt 
ist. Bei den mathematischen Körpern, zu denen auch begrenzte 
Linien und Flächen gezählt werden, setzt man ft = 1. 

Man beachte, daß das statische Moment. eines Massensystems 
immer von einer gegebenen Bezugsebene ausgeht, wenn nicht anders 
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angegeben, und eine Bezugsachse nur unter der Voraussetzung 
gewählt werden konnte, daß sie mit dem untersuchten linearen oder 
ebenen Massensystem in der nämlichen Ebene lag. Es war eben 
dann der Abstand r des Massenteilchens m von der Bezugsachse 
auch gleichzeitig der Abstand von der zur gemeinsamen Ebene 
senkrechten Bezugsebene durch die Bezugsachse. Die Definition des 
Trägheitsmomentes mr'.! eines materiellen Punktes oder X mr'J eines 
Körpers geht, wenn nicht anders bemerkt, immer von einer gegebenen 
Bezugsachse (als gedachter oder wirklicher Drehachse) aus, die 
ganz beliebig liegen kann. Beispielsweise wird man für einen Kreis­
bogen als Bezugsachse sehr oft die durch den Kreismittelpunkt senk­
recht zum Kreisbogen stehende Gerade wählen. Es ist r immer der 
Abstand des einzelnen Massenteilchens von der Bezugsachse, die 
einzelnen r, sind im allgemeinen Fall nicht parallel, sie können auch 
windschief sein, beispielsweise wenn man das Trägheitsmoment einer 
Strecke für eine zu ihr windschiefe Gerade sucht. Weiter ist zu 
beachten, daß r in der Formel mr2 der Abstand eines materiellen 
Punktes ist, daß also das Massenteilchen m jedenfalls so dimen­
sioniert sein muß, daß es einen materiellen Punkt vertreten kann. 
Andernfalls ist r nicht mehr der "Abstand des Massenteilchens m, 
sondern wie aus früheren Betrachtungen (I 102, 179, 180) hervor­
geht und in den nächsten Nummern noch einmal besprochen wird, 
der Trägheitshalbmesser für die Bezugsachse. 

Anm. Außer dem gewöhnlichen Trägheitsmoment mr'.! eines 
materiellen Punktes oder I mr'J eines Körpers für eine vorgeschriebene 
oder willkürlich gewählte feste Bezugsachse gibt es auch noch Träg­
heitsmomente für einen festen Bezugspunkt, polare Trägheitsmomente, 
und solche für eine feste Bezugsebene, planare Trägheitsmomente. 
Wenn nicht anders angegeben, versteht man unter Trägheitsmomenten 
immer nur solche für eine feste Bezugsachse, axiale Trägheits­
momente. An dieser Stelle sollen nur axiale Trägheitsmomente 
besprochen werden. 

78. Trägheitsmoment linearer lUassensysteme. Man setzt 
die auf die Längeneinheit bezogene Masse il genau so fest wie in 
73 und gebraucht auch die nämlichen Bezeichnungen. Mit p' = 1 
wird M = s, gleich der Bogenlänge. Das Trägheitsmoment eines 
linearen Gebildes ist 

(0.) 
wo die Summierung sich über das ganze Gebilde erstreckt. Im 
Fall das Massenteilchen unendlich klein ist, m = p' ds, geht die 
Summe in ein bestimmtes Integral über, 

J = f p' dsr'J. (b) 
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Beispiel a) 
Strecke von der 

Man berechne das Trägheitsmoment einer 
Länge I für eine durch ihren Endpunkt gehende 

Achse, Abb. 151. 
Das Linienelement dx mit der 

Masse m = ,u dx hat das Trägheits­
moment 

Abb. 151. Wenn nicht anders bemerkt, ist die 
Masse über die ganze Strecke gleich­

förmig verteilt, so daß also M = ,u' I. Dann wird 

I I 
J= !p' dxr2 =,u' !x2 sin2 adx 

o 0 
oder 

(c) 

Steht im Sonderfall die Bezugsachse senkrecht zur Strecke, dann ist 

(d) 

Beispiel b) Von der letzten Formel macht man Gebrauch, 
wenn etwa das Trägheitsmoment eines unendlich dünnen rechteckigen 

~~ ., 

h 

Abb.152. 

Abb.153. 

Flächenstreifens für eine zu ihm senkrechte Bezugsachse 
gesucht ist, s. Abb. 152. Der Streifen kann als lineares 
Gebilde betrachtet werden, man hat dann wegen 
M=,u'dF 

(e) 

B-eispiel c) Man berechne das Trägheitsmoment 
des Bogens einer ebenen Kurve, deren Gleichung in 
kartesischen oder polaren Koordinaten gegeben ist, für 
die x- und y-Achse, Abb. 153. 

Das Massenelement p' d 8 hat für beide 
Achsen die Trägheitsmomente 

dJ",=p:d8·Y'J und dJy=,U'd8.X~. 

Die Beziehung x = r cos p, y = r sin P leitet zu 
polaren Koordinaten hinüber .. Wenn der Bogen 
durch die beiden Ordinaten bei Xl und Xli oder bei 
Polarkoordinaten durch die beiden Fahrstrahlen 
mit den Winkeln PI und P2 begrenzt wird, ist 
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bzw. 

Jz=~'::S r2 sin2 rp yr2 + (:~r drp 

und 

J y =~' "':rr'! cos2 rp Yr'l +- (;Zr)2 drp. 
'f, drp 

(g) 

Die Gerade der Strecke des Beisp. a) hat als Gleichung y = x tg a, 
wenn man die Bezugsachse zur x-Achse macht; begrenzt ist sie durch 
Xl = 0 und x2 = I cos a, so daß nach der obigen Formel 

leosa~ " ,sin2 a leosa 
Jz=~'Jx2tg-aVl +tg-adx=.u --s-~[XS]o 

o cos a 
= k~' IS sin2 a = kMl2 sin'! (C. 

Der Trägheitsradius oder Trägheitshalbmesser eines 
Massensystems ist bereits in I 102 definiert. Wir wiederholen und 
erweitern: Reduziert man das ganze Massensystem auf den gleichen 
Abstand i, d. h. denkt man sich alle Massenteilchen des Systems im 
gleichen Abstand i von der Bezugs- oder Drehachse angebracht, und 
gleichzeitig diesen Abstand i so gewählt, daß das ursprüngliche 
Massensystem und das reduzierte das nämliche Trägheitsmoment J 
haben, so nennt man diesen Abstand iden Trägheitshalbmesser oder 
Trägheitsradius des Massensystems für die vorgeschriebene Bezugs­
achse. Dann ist i bestimmt durch 

J=~mi2=mli2 +m2i~+ ... +mn i2 

also 
J=Mi 2 oder i2 =J:M. (h) 

So hat die Strecke des vorausgehenden Beispiels, wenn sie senkrecht 
zur Bezugsachse steht, den Trägheitshalbmesser i = I: Va 

79. Trägheitsmoment ebener l\lassensysteme. Die nachfolgenden 
überlegungen bauen auf den Nummern 102, 179 und 180 des ersten 
Bandes auf. Weiter gelten wieder die allgemeinen Bemerkungen 
wie in 74. Die Bezugsachsen liegen entweder in der Ebene des 
Massensystems, dann unterscheidet man sie als äquatoriale Dreh­
oder Bezugsachsen von den polaren, die zur Ebene des Massen­
systems senkrecht stehen. Entsprechend unterscheidet man die zu­
gehörigen Trägheitsmomente als äquatoriale und polare Träg­
heitsmomente. 

Beispiel a) Gesucht ist das Trägheitsmoment des unendlich 
dünnen rechteckigen Streifens der Abb. 154 für eine zum Streifen 
parallele Bezugsaohse. 
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Alle Massenteilchen p,' dF des Streifens haben den gleichen 
Abstand r von der Bezugsachse, somit ist 

J = Imr'J = Ip-'dF·r2 = p,'r2 IdF= p.' F·r2 

oder 
(a) 

wo M = p.' F die Masse des Streifens oder 
im Fall p.' = 1 dessen Fläche ist. 

rf22Z2Z22? mm???22?i :::fir 

<-----b------' 

Abb.154. 

!I 

r 
, 

Abb.155. 

tq 
I 
~ 
.r 

Beispiel b) Gesucht ist das Trägheitsmoment des Rechteckes 
der Abb.155 für die Symmetrieachsen als Bezugsachsen. 

Als Massenelement wählt man einen unendlich dünnen Streifen 
bdy, dessen Trägheitsmoment für die x-Achse nach dem voraus­
gehenden Beispiel dJ = p,'bdy. y'J ist. Das gesuchte Trägheitsmoment 
ist gleich dem doppelten Trägheitsmoment der oberen Hälfte, also 

t" 
J z = 2p,' fb y2 dy = 112 P,'bhs = l2Mh2. 

o 
(b) 

Beispiel c) Durch zwei unendlich benachbarte Fahrstrahlen 
von der Größe r wird ein unendlich dünnes Dreieck gebildet, 
s. Abb. 156, dessen Trägheitsmoment für eine durch die Spitze des 
Dreiecks gehende Bezugsachse gesucht ist. 

Abb.156. Abb.157. 

Als Massenteilchen wählt man das durch Schraffierung hervor­
gehobene Rechteck d F = x dq;. dx; sein Abstand von der Bezugsachse 
ist y = x sin q;. Dann ist mit p,' = 1 

r r 

dJ = f xdq; dx·x2 sin2 q; = sin'Jq;dq; f xSdx 
o 0 
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oder 
(c) 

wo M = l r'.l dgJ der unendlich kleine Flächeninhalt des Dreiecks ist. 

Beispiel d) Man ,wende die eben gefundene Formel auf die 
Berechnung des Trägheitsmomentes einer kreisförmigen Scheibe für 
einen Durchmesser als Bezugsachse an, Abb.157. 

Das durch zwei unendlich benachbarte Halbmesser begrenzte 
Dreieck hat das Trägheitsmoment 

dJ = lmr'.! sin'.!gJ = l·lr'.ldgJ.r'.lsin'.lgJ, 

so daß das Trägheitsmoment ~ J einer Viertelscheibe 

2 ~ 

~ J = ~r' f sin'.l gJdgJ = ~r4 [- sinrp cos gJ + gJ]2 
o 0 

=2 r4 ·!!...=2-Mr2 
8 2 16 

wird, wenn M die Masse der ganzen Scheibe. Damit ist 

J=~M~ ~ 

Beispiel e) Man ermittle das Trägheitsmoment einer durch 
eine Kurve begrenzten ebenen Fläche für die x- und y-Achse, 
wenn die Kurvengleichung in rechtwinkligen und polaren Koordi­
naten gegeben ist? 

Als Massenteilchen wählt man bei rechtwinkligen Koordinaten 
einen Streüen dF = ydx, setzt also ,l = 1; dessen Trägheitsmoment 
ist nach (78e) 

dJ.,=ldxy3, 

aus (a) hervorgeht. 

während 

Damit wird 

und (e) 

Bei polaren Koordinaten geht man von (c) 
aus und wählt als Massenteilchen ein durch 
zwei unendlich benachbarte Fahrstrahlen be­
grenztes Dreieck, Abb. 158. Es wird 

und 

'P. 

J", = ~ f r 4 sin'.l gJdgJ 
'P1 

'P. 
J y = ~ f r4 cos'.l gJ d gJ 

tp1 

(f) 

Abb.158. 

Abb.159. 
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Beispiel f) Gesucht ist das Trägheitsmoment des unendlich 
dünnen Kreisringstückes der Abb. 159, für eine im Kreismittel­
punkt 0 senkrecht zur Abbildung stehende Achse. 

Alle Massenteilchen ft' dF haben den gleichen Abstand r von 
der Achlle, somit gilt wie beim Beispiel a) 

dJ=Lmr2 =Lft'dFr'J=Mr2 (g) 

wo M = ft'· 2 radr die unendlich kleine Masse des Kreisringstück~s 
oder für ft' = 1 die Fläche selbst ist. 

Beispiel g) Gesucht ist das Trägheitsmoment einer unendlich 
dünnen Kreisscheibe für eine im Kreismittelpunkt zur Scheibe senk­
rechte Achse, Abb.157. 

Nach (g) gilt für einen unendlich dünnen Kreisring 

dJ=mx2, 

wo m = ft . 2 xnd x die unendlich kleine Masse des Kreisringes mit 
dem Halbmesser x ist. Damit wird das gesuchte Trägheitsmoment 
der ganzen Scheibe 

oder 

r 

J = f p,2xndx.x2 = ~ftnr4 
o 

J=tM~ ~ 
wo M = p, r 2 n die Masse der Scheibe oder für p, = 1 die Fläche der 
Scheibe ist. 

80. Trägheitsmoment.e räumlicher Massensysteme. Wenn man als 
Massenteilchen m = ,udV und sonach als dessen Trägheitsmoment 
dJ = ftdV ·r'l setzt, dann ist r der Abstand des als materieller 
Punkt gedachten Raumteilchens dV; es muß also dV jp.denfalls so 
dimensioniert sein, daß es einen materiellen Punkt vorstellen kann; 
wählt man aber beispielsweise als Raumteilchen eine Scheibe, wie 
es meist geschieht, dann ist r nicht wie bei der Ermittlung des 
statischen Momentes sein mittlerer Abstand, d. h. der Abstand seines 
Schwerpunktes von der Bezugsachse, sondern sein Trägheitshalb­
messer i. Weite:r ist noch zu beachten, daß es bei räumlichen 
Massensystemen keine polaren Trägheitsmomente gibt. 

Beispiel a) Gesucht ist das Trägheitsmoment eines unendlich 
dünnen kreisförmigen Hoblzylinders vom Halbmesserr und der Höhe h. 

Alle Massenteilchen ftdV haben gleichen Abstand r von der 
Bezugsachse, somit ist 

dJ = Lmr2 = LftdV ·r2 = p,r'J LdV = ft V ·r2 

oder 
dJ=Mr2, 
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wo M = P 2rn drk die unendlich kleine Masse oder für P = 1 der 
unendlich kleine Rauminhalt des Hohlzylinders ist. 

Beispiel b) Gesucht ist das Trägheitsmoment eines Kreis­
zylinders vom Halbmesser r und der Höhe k für die Symmetrieachse. 

Man zerlegt den Zylinder in unendlich dünne Scheiben senk­
recht zur Achse. Jede einzelne Scheibe hat nach (79 h) das Trägheits­
moment dJ = ~ mr2, wo m die Masse einer solchen Scheibe, somit ist 

oder 
J =~f mr2=~r2 fm 

J={Mr, (a) 
wenrl M = P r2 n k die Masse oder im Fall p = 1 der Rauminhalt 
des Zylinders ist. Man hätte natürlich J auch als Summe der Träg­
heitsmomente von unendlich dünnen Hohlzylindem finden können, 
ausgehend vom vorigen Beispiel. 

Beispiel c) Gesucht ist das Trägheitsmoment eines Hohl­
zylinders mit r l als äußerem und r2 als innerem Halbmesser. 

J=JI-J2=~Mlr~\ -~MlIr22 
= l pnk(r\ -r\) = ~ ,unk (r\ -- r22)(r21 +r22) 

oder 
J=~M(r21 +r~2)' (b) 

wo 
M =p'llk(rI2 - r2 'l) 

die Masse des Hohlzylinders ist. 

Beispiel d) Man stelle eine allgemeine Formel für das Träg­
heitsmoment eines Drehkörpers für die Drehachse auf. 

Man macht die Achse zur x-Achse und 
zerlegt den Körper in unendlich dünne 
Scheiben senkrecht zu ihr. Jede solche 
Scheibe hat nach (79h) das Trägheitsmoment 
dJ = ~myll = ply4n dx. Für den ganzen 
Körper wird 

(c) 

····_-_······_··-r·-·1 

~~j 
r 

Abb.160. 

Für einen Kreiskegel vom Radius r und der Höhe k wird 
nach Abb. 160 beispielsweise y: r = x: k, also 

oder 

h 

pnfr4 x 4 
J=- -dx 

2 k4 
o 

oder 

J=O,3Mr ll , (d) 
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wo M = p.·1 r 2 nk die Masse oder für p. = 1 der Rauminhalt des 
Kegels ist. 

81. Fortsetzuug. Die Sätze und Formeln der Nummern 102, 
179 und 180 des ersten Bandes über Trägheitsmomente sollen hier 
noch einmal für den Gebrauch zusammengestellt werden. 

i>Q, 
der Trägheitshalbmesser i eines Massensystems 
für irgendeine Bezugsachse ist stets größer als 
der Abstand (} des Schwerpunktes dieses Systems 
von der Achse, wenn die einzelnen Massenpunkte ver­
schiedenen Abstand von der Bezugsachse haben. 

(a) 

J=J.+Ma2 , (b) 
das Trägheitsmoment eines Massensystems M für 
irgendeine Bezugsachse ist immer um Ma'J größer 
als das Trägheitsmoment für die parallele Schwer­
achse, wenn a der Abstand der beiden Achsen ist. 

Der Satz gilt ebenso für polare wie für äquatoriale Trägheits­
momE'nte. Man kann ihm noch die Form geben: 

Unter allen parallelen Achsen tritt für die 
Schwerachsen das kleinste Trägheitsmoment auf. 

J~=J",+JlI' (c) 
das polare Trägheitsmoment einer Scheibe ist 
gleich der Summe der Trägheitsmomente für ein 
äquatoriales Achsenkreuz durch den nämlichen 
Scheibenpunkt. 

Beispiel a) Man gebe von der rechteckigen Scheibe der 
Abb.161 die Trägheitsmomente für die eingezeichneten Achsen, 
sowie die polaren Trägheitsmomente für die Punkte S und 0 an. 

Wenn man die Masse der Scheibe mit M bezeichnet, so ist 
nach Beisp. 79 b) 

J:r=11gbk3='l2Mk'J und J = 11gkb3 =lgMb'l. 
k" 

Nach (b) wird J~=J",+M·4 

oder J~=lbk3=lMkll 

Nach (c) wird 

J's = J", + J!I = 19 bk (b! + k'J) = 1)2 M (b2 + kll) (d) 
JO=J~+J'1=lbk(bll+k'J)=~MW!+kll). (e) 
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Beispiel b) Man gebe von der kreisförmigen Scheibe der 
Abb.162 die Trägheitsmomente für die eingezeichneten Achsen sowie 
die polaren Trägheitsmomente für die Punkte 8 und 0 an, schließ­
lich noch die Trägheitshalbmesser. 

Der Symmetrie wegen ist J",=Jy' also Js = 2 J",. Nach Bei­
spiel 79 g) ist 

Js=~r4.n=lMr2 und is=rv'l (f) 

somit, wie auch schon im Beisp. 79d) gefunden, 

J =J =lr4.n=lMr2 
'" y.j, 4' 

und i =i =~r. 
'" y -

,---b-
i-f-' -----; ..• 

+l+~ 
s 
I 

Abb. 161. Abb.162. Abb.163. 

Nach (b) findet man noch, in der Abbildung steht a statt r, 

J~=J",+Mr'J=~Mr'J, 

J I> = J; + J y = ~ M r'J, 
Oder auch 

Jo=Js+MrL - ~Mr'J. 

Wenn die einzelnen Massenpunkte des Systems M alle weit 
genug aber gleich weit entfernt sind von der Bezugsachse, hat man als 

Näherungsformel J R:j M S2, (g) 

wo s der Abstand des Schwerpunktes von der Bezugsachse ist. 

Beispiel c) Welche Lage muß der rechteckige Streifen bh 
der Abb. 163 von der Bezugsachse haben, wenn die Näherungs­
formel nur einen Fehler von 3010 geben soll? 

Die genaue Formel liefert nach (79b) 

J-~J +Ms'J=l!Mh'J+Ms'J 8 12 , 

der Fehler bei Anwendung der Näherungsformel ist sonach 112 M 11,2. 

Die Forderung bedingt, daß höchstens 

oder 
112 M 11,2 = igo M 8 2 

oder k = 0,6 s. 
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Wenn etwa b = 12, k = 2, 8 = 5 ist, dann würde genau 

J =-{-2·24.4 + 24· 25 = 24 (~+ 25) 
und angenähert 

J~24·25, 

der Fehler sonach nur 11/ 3 % sein. In praktischen Fällen, bei 
der Ermittlung der Trägheitsmomente von Trägerquerschnitten im 
Brückenbau, wird der Fehler bei Anwendung der Näherungsformel 
ganz bedeutend kleiner. 

Beispiel d) Bei welchem Verhältnis k:r der KreisringBäche 
der Abb. 164 wird der Fehler höchstens 1 %' wenn man statt des 
polaren Trägheitshalbmessers i den mittleren Halbmesser r setzt? 

Die KreisringBäche ist der Unterschied von zwei Kreisflächen, 
deren Halbmesser 

r l =r+O,5h und r2 =r-O,5h 

sind. Dann wird der genaue Wert des polaren Trägheitsmomentes 

J' =J/ -J/ =~r\n - ~r42n 
=~n(r21-r22)(r21 +r22)=~jJ;1(r\ +r2~), 

wo M die Kreisringfläche ist. Mit den obigen Werten r l und r 2 wird 

J'=M(r2 +i h2). 
Die Näherungsformel liefert J' ~ M r2 • 

Wenn der Fehler LI =tMh2 genau 1010 ist, dann gilt 

k=0,2r. 

Wenn also h < 0,2 r, dann ist der Fehler der Näherungsformel 
kleiner als 1 °/0' In den praktischen Fällen des Maschinenbaues 
ist h aber viel kleiner als 0,2 r oder 0,1 d, wenn d der Durchmesser 
des Ringes ist. 

Bei s pie I e) Man berechne das Trägheitsmoment eines 
Schwungrades, Abb.165. 

Das Trägheitsmoment der Nabe ist verschwindend klein gegen­
über dem Trägheitsmoment der Arme und des Ringes und wird 
deswegen vernachlässigt. Die Anzahl n der Arme wird gewöhn­
lich mit 6 7 8 angenommen. Da im praktischen Fall die Stärke 
des Ringes h < 0,2 r ist, wird das Trägheitsmoment des Ringes 

J R =Mr2 , 

wo M die Masse des Ringes ist. Nimmt man l = h auch als Stärke 
der Arme an, so wird das Trägheitsmoment eines einzelnen Armes 
nach (78 e) angenähert 
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wo m seine Masse ist. Damit wird das gesamte Trägheitsmoment 
des Sch~ngrades 

J=JR +n·JA =r2 (M +~nm). 

Die Massen mund M verhalten sich rund wie r: 2 rn oder 1: 2 n 
oder ~ 1 : 6, also wird 

J ~ r'.l (M + ! n. M) = M r 2 (1 +.::.) a 6 ' 18 . 

Im praktischen Maschinenbau setzt man den zweiten Summanden 
der Klammer gewöhnlich gleich l und erhält dann 

(h) 

man setzt also näherungsweise das gesamte Trägheitsmoment der 
Arme gleich einem Drittel des Trägheitsmomentes des Ringes, auch 
für den Fall n = 8, weil ja in Wahrheit der einzelne Arm nicht 
die Länge r, sondern r - 0,5 h ~ 0,9 r hat. 

Abb.I64. Abb.165. 

~-~a8--! 

-~­

Abb.166. 

Beispiel f) GEjSucht ist das Trägheitsmoment des gleichschenk­
ligen Winkeleisens der Abb.147 für die durch den Schwerpunkt 
gehende lotrechte Achse unter der Annahme b = 10, d = 1,2. 

Man setzt wie beim Beispiel 75b) die Gesamtfläche F=F1 -F2 • 

Das große Quadrat F = 102 hat für die durch seinen Schwerpunkt B1 

gehende lotrechte Achse das Trägheitsmoment 112 .104 , sonach für 
die vorgeschriebene Achse, s. Abb. 166, 

J 1 =l2. 104 + 2,062 .102 

nach (b). Entsprechend findet man J'J und dann 

J = J 1 - J 2 = (~~4 + 2,062.102) - (i~4 + 2,662.8,82) 

= 100 (100 + 50,92) _ 77,44 (77,44 + 84,91) = 210. 
12 12 
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82. Fortsetzung. Beispiel 80) Gesucht ist das Trägheitsmoment 
eines Quaders mit den Kanten 2a, 2b, 2c für die durch den Schwer­
punkt gehenden Symmetriegeraden sowie für die Kanten, Abb. 16i. 

Um das Trägheitsmoment für die durch den Schwerpunkt gehende 
Symmetriegerade zu finden, die zur I{ante 2 c parallel ist, zerlegt 
man den Quader in unendlich dünne Scheiben senkrecht zu dieser 
Kante. Jede solche Scheibe hat für die Symmetriegerade das Trägheits­
moment [in Beisp. 81 a) als polares Trägheitsmoment J; bezeichnet] 

dJz= 112 .4 abdz fl·(4 a2 + 4 b2) = ~ab (a2 + b2 ) fl dz, 
e 

so daß Jz= 2· f~ ab (a2 + b2)fl dz= ~abc fl (a 2 + b2) 
o 

oder 
(a) 

Entsprechend findet man 

J", =~ M(b2 +C2) und Jy=lM (c2 + a2). 

Das Trägheitsmoment J/ kann man auf die gleiche Weise mit Be­
nützung von Beisp. 8180) ermitteln; oder nach (81b) 

Jz'=Jz+M(a2+b2)=~M(a2+b2). (b) 

z 

Zc 

..................... ;.. __ ....•... _-_. __ ....... _-_ .... . 

Abb.167. Abb.168. 

Beispiel b) Gesucht ist das Trägheitsmoment eines Kreis­
kegels für eine Gerade durch die Spitze senkrecht zur Symmetrie­
achse, sowie für eine Schwerlinie senkrecht zur Symmetrieachse. 

Mit Einführung eines räumlichen Koordinatensystems kann man 
die erstere nach Abb. 168 zur x-Achse, letztere zur ~-Achse machen. 
Man zerlegt den Kegel in unendlich kleine Scheiben, deren jede die 
Masse m = fl· x 2 3t dz und für jede in der Scheibe liegende, also 
äquatoriale, Achse das Trägheitsmoment ~ m x 2 hat, also für die um 
z entfernte x-Achse nach (81 b) das Trägheitsmoment 

dJx=~ mx2 + mz2 =lfl3tX2(x2 + 4z2)dz. 
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Wegen x:z=r:h erhält man 

" 
J,,=!,ull fZ2 ~:(z'i ~: +4Z2)dz=io,ullr2 k(r2 +4k2 ) 

o 
= 230 ·1 r 2 1l k ,u. (r~ + 4 k2 ) 

209 

= tö M (r2 + 4k2). (c) 

Zwischen J .. und J~ besteht nach (81b) die Beziehung 

J .. =JE+M·196k2, 
woraus sich ergibt 

(d) 

Beispiel c) Man ermittle das Trägheitsmoment des Blechbalken­
trägerquerschnittes der Abb. 169 für die wagrechte Symmetrie­
achse und zwar ohne Berücksichtigung 
der Verschwächung durch die Niete. In -! 
der Abbildung ist die untere Hälfte des 
symmetrischen Querschnittes weggelassen. 
Er ist zusammengesetzt aus einem Steh­
blech von den Abmessungen 100·1,2, 
vier gleichschenkligen Gurtwinkeln N.P.I0 
mit der Stärke d = 1,2 und vier Gurt-
platten von den Abmessungen 36·1. Alle ~ 

Längen sind in cm gegeben, die not­
wendigen Angaben entnimmt man Nach­
schlagetabellen. 

Man setzt das Trägheitsmoment des 
Querschnittes zusammen aus den Träg­
heitsmomenten von Rechtecken, die alle 
symmetrisch zur x-Achse sind. J 1 ist für Abb.169. 
das umgrenzende Rechteck 104·36 ge-
nommen, J g für das nach rechts oben schraffierte Rechteck 100· 7,4, 
J 3 für das nach rechts unten schraffierte Rechteck 97,6·8,8 und J4. 
für das wieder nach rechts oben schraffierte Rechteck 80 ·1,2. 
Dann ist 

J'=Jl -2 (Jg +Js +J4.) 
= 1; [36.1043 -14,8.1008 -17,6.97,63 - 2,4· 808] cm4. 

~675000cm4.. 

Beispiel d) Das vorausgehende Beispiel soll mit Berück­
sichtigung der Nietverschwächung (Nietdurchmesser d = 2 cm) durch: 
geführt werden. 

Egerer, ingenieur-Mathematik IL 14 
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Abb.170. 
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Es kommen in Wegfall, Abb. 170, 
vier Rechtecke 3,2·2 im mittleren Ab­
stand 50,4 und zwei Rechtecke 3,6· 2 im 
mittleren Abstand 44,4 von der x-Achse. 
Die Annäherungsformel J = M 8' ist hin­
reichend genau. Dann sind die Niet­
verschwächungen durch die Trägheits­
momente 

.d J = [4.6,4.50,4'+ 2.7,2.44,42] cm'" 

= [65000 + 28000] cm4 = 93000 cm4 

berücksichtigt und das geschwächte Träg­
heitsmoment des gesamten Querschnittes 
ist nach dem vorigen Beispiel 

J = J' - LI J ~ 582 000 cm4. 

Beispiel e) Man berechne das Trägheitsmoment des Quer­
schnittes der vorausgehenden Beispiele mit Berücksichtigung der 
Nietverschwächungen auf die Weise, daß man es aus den Trägheits­
momenten der einzelnen Teile zusammensetzt. 

Diese Berechnungsart ist zwar weniger einfach wie die voraus­
gehend angegebene, man wird sie aber dann verwenden, wenn man 
über den Beitrag der einzelnen Querschnitteile zum gesamten Trägheits­
moment im klaren sein will. Man hat dann 

J=Js +4Jw +2Jp , 

wo die Zeiger S, Wund P sich auf das Stehblech, die 4 Winkel 
und die 4 Gurtplatten beziehen. Man wird die beiden Platten oben 
und unten je als ein zusammengehöriges Rechteck betrachten. Es ist 

J s = [112 ·1,2 .1003 - 2·2 .1,2.44,42] cm4 ~ 90000 cm4• 

Die Fläche und das Trägheitsmoment des Winkels entnimmt man aus 
Tabellen zu F= 22,7 cm' und J;= 207 cm4, desgleichen den Schwer­
punktabstand von der x-AchSe zu (50 - 2,9) cm = 47,1 cm, dann ist 

J w = [207 + 22,7.47,12 - 2.1,2.44,411 - 2.1,2.49,42] cm4 

~40000cm4. 

Für das Trägheitsmoment der Platten wendet man die Näherungs­
formel J = M 8'1. an und berücksichtigt, daß wegen der Nietverschwä.­
chung die Breite 36 - 2 . 2 = 32 ist, 

J p = 32·2·51' cm4~ 166 000 cm" 
damit wird 

J ~ 582 000 cm4. 
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Die Trägheitsmomente von krummjlächigen Körpern oder 
von Körpern, die durch beliebige Flächen begrenzt sind, bringt die 
Flächentheorie . 

• 83. Zentrifugalmoment. An dieser Stelle sollen nur ebene 
Massensysteme untersucht werden, Abb. 171. Das MaBBenteilchen m 
hat von den Achsen des gewählten oder 
vorgeschriebenen Koordinatensystems die 
Abstände x und y. Das Produkt mxy 
heißt das Zentrifugal- oder Deviations­
moment des Massenteilchens für das 
xy-System. Dann ist das Zentrifugal­
moment der ganzen Scheibe, Abb. 171, 
das mit (jjSII bezeichnet werden soll, 

4>""11= "Z;mxy. (a) Abb. 171. 

Es tritt bei der Bestimmung von Zentrifugalkräften auf, besonders 
wenn ihre Lage in Betracht kommt. Einige leicht einzusehende 
Sätze sollen von ihm angegeben werden. 

Durch das Achsenkreuz wird die Scheibe in vier Teile oder 
Quadranten geteilt, vorausgesetzt, daß der Nullpunkt innerhalb der 
Fläche liegt. Im ersten und dritten Quadranten haben x und 
y gleiche Vorzeichen, beide liefern sonach, da ja m stets positiv ist, 
einen positiven Beitrag zum Zentrifugalmoment. Umgekehrt liefern 
der zweite und vierte Quadrant einen negativen Beitrag, weil x und 
y ungleiche Vorzeichen haben. 

Wenn eine der beiden Achsen eine Symmetrie­
achse der Scheibe ist, dann ist das Zentrifugal­
moment 0, gleichgültig wie die andere Achse liegt, 
solange sie nur senkrecht zur Symmetrieachse ist. (b) 

Es heben sich ja die Beiträge des ersten und zweiten Quadranten 
gegenseitig auf, ebenso wie jene des dritten und vierten, Abb.172. 

!J 

Abb.172. Abb.173. 
14* 
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Geht man vom System zweier rechtwinkliger Schwerachsen x; y 
über zu einem andern parallelen Koordinatensystem ~! 1], so besteht 
zwischen den Zentrifugalmomenten tP"'I/ und tPh ein ähnlicher Zu­
sammenhang wie beim Trägheitsmoment. Es ist nach Abb.173 

tPh=Im~1]=Im(x-a)(y-b) 

= I mxy - a ~ my - bI mx + ab Im 
=Imxy+abM, 

weil die statischen Momente I mx und I my für die x- und y-Achse, 
die ja Schwerachsen sind, verschwinden. Es ist also 

tP~1J= tP"'I/+abM. (c) 

Beispiel a) Gesucht ist das Zentrifugalmoment eines Recht­
eckes bh, wenn zwei der Kanten das Achsenkreuz bilden, Abb. 174. 

Das Zentrifugalmoment fiir das Kreuz der beiden zu den vor· 
geschriebenen Achsen parallelen Schwerachsen ist Null, also gilt 

oder 

k----b---' 

Abb. 174. 

b h 
tP"'/I=O+2·2· bh 

.r 

tP"'I/=l(bh? 

11 

Abb.175. L.M. 1: 100. 

(d) 

.r 

Beispiel b) Welche Beziehung besteht zwischen den Zentri­
fugalmomenten tPI und tPIJ einer Scheibe für zwei beliebige parallele 
Achsenkreuze dieser Scheibe? 

Nach (c) ist 

wenn tP das Zentrifugalmoment für das parallele Achsenkreuz durch 
den Schwerpunkt ist, und al I bl bzw. a\J i bll der Nullpunkt de.s ersten 
bzw. zweiten Achsenkreuzes bezogen auf das Koordinatensystem der 
Schwerachsen. Aus beiden Gleichungen ermittelt man 

tPI -al bl M = tPIJ -all bll M. (e) 

Beispiel c) Man ermittle das Zentrifugalmoment des durch 
Abb. 175 gegebenen Querschnittes für das x I y-Kreuz. 
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Es ergibt sich, als Summe der Zentrifugalmomente von drei 
Rechtecken, nach (c), und weil das Zentrifugalmoment für die zu 
den vorgeschriebenen Achsen parallelen Schwerachsen dieser Recht­
ecke, in der Abbildung fein gestrichelt eingezeichnet, jedesmal 0 ist, 

q, = ifJ1 + ifJ2 + q,s 
=(2 ·10· 80 + 16·2·96 + 30· 6· 48)cm4 = 13312 cm4, 

wenn man die Fläche als Masse nimmt. 

* 84. Zentrifngalkräfte. Es soll nur der einfachste Fall be­
trachtet werden, daß ein ebenes Massensystem um eine zur Ebene 
senkrechte Achse sich dreht. Gesucht ist die Mittelkraft der 
einzelnen Zentrifugalkräfte nach Zahlenwert, Richtung und Lage. 

An irgendeinem der unend-
lich klein gedachten Massen­
teilchen m greift bei der Drehung 
um die in 0 zur Scheibe senk­
recht stehende Drehachse die 
Zentrifugalkraft, Abb. 176, 

an, wenn u die augenblickliche 
Winkelgeschwindigkeit der Dre­
hung ist. [dO ist entsprechend 
seiner Darstellung in der Abbil­
dung nicht als wirkliche, sondern 
als gedachte, als Hilfskraft anzusehen.] Wenn man durch 0 ein 
x-y-System passend legt oder wenn ein solches vorgeschrieben ist, 
dann hat dO in Richtung der beiden Achsen die Komponenten 

dX=mu2 x und dY=mu2 y. 

Wenn man für jedes Massenteilchen die gleiche Zerlegung der Zentri­
fugalkraft vornimmt, erhält man als Mittelkraft der in die x- bzw. 
y-Richtung fallenden Komponenten 

oder nach 74 
X= fmu 2x=u2 fmx 

und ebenso Y= u2Mn, 
wo ~ In der Schwerpunkt der Scheibe für das x: y-System ist. Aus 
beiden Gleichungen erhält man den Zahlenwert und die Richtung 
von 0, nämlich 

oder nach Abbildung 

(a) 
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Es hat sonach die Zentrifugalkraft eines ebenen 
Massensystems den gleichen Wert und die gleiche 
Richtung, wie wenn die ganze Masse im Schwer­
punkt vereinigt wäre (vorausgesetzt Drehung um eine 
zur Scheibe senkrecht stehende Achse). (b) 

Abb. 177. 

Es bleibt nurmehr der An­
griffspunkt von 0 zu bestimmen. 
Man bezieht ihn praktisch auf 
den Schwerpunkt S, legt also ein 
neues Koordinatensystem parallel 
zum früheren durch ihn, Abb.177. 
Es ist X die Mittelkraft aller dX, 
man wendet den Momentensatz 
an (Mech. I 25) und erhält, wenn 
man die Momentenachse senk­
recht zur Scheibe durch den 
Schwerpunkt S wählt, 

und damit 

Xb = f mu2x.y = u2 f mxy = u2 tPa:", 

~b=tP:M. 

Entsprechend erhält man auch die Lage von Y durch a, zusammen­
gestellt 

(c) 

86. Hydrostatischer Druck. Darunter versteht man den Druck 
einer Flüssigkeit auf ein wirkliches oder gedachtes Flächenstück. 
Dieses sei zunächst als unendlich klein vorausgesetzt, so daß es als 
eben betrachtet werden kann. Gefragt ist, in welcher Weise hängt 
der hydrostatische Druck vom Ort und von der Neigung dieses 
Flächenelementes ab. 

1) Einfluß der Neigung des gedrückten Flächen­
elementes. Um sie anzugeben, wird man am untersuchten Ort U 

~ 
d:r 

Abb.178. 

eine unendlich kleine gerade Säule heraus­
greifen, Abb. 178, begrenzt durch drei Rechtecke 
von den Abmessungen ds.dz, dx·dz, dy.dz. 
Da die ganze Flüssigkeit im Gleichgewicht vor­
ausgesetzt wird, ist es nach den Lehren der Statik 
auch jeder ihrer einzelnen Teile. Die Säule muß 

sonach im Gleichgewicht sein unter dem Einfluß der an ihr angreifenden 
sechs äußeren Kräfte. Das sind: das Gewicht der Säule im Betrag 
~rdxdydz, wo r die Gewichtsdichte ist, und die Flüssigkeitsdrücke 
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auf die fünf unendlich kleinen Flächen. Der Flüssigkeitsdruck ist eine 
Funktion des Ortes, aber innerhalb des Bereiches der unendlich kleinen 
Säule kann er als unabhängig vom Ort bezeichnet werden und nur 
mehr abhängig von der Neigung der einzelnen gedrückten Flächen. 
Es heben sich dann jedenfalls die senkrecht zur Abbildung stehenden 
Drücke auf die obere und untere begrenzende 
Dreieckfiäche auf; im Gebiet eines jeden der 
drei unendlich kleinen Rechtecke ist die 
Druckdichte als konstant anzunehmen, so daß 
die resultierenden Drücke je in der Mitte dieser 
Rechtecke angreifen, Abb. 179, und die Werte 

dP=pd8dz, dX=p1dydz, 

d~ 
~ 

Abb.179. 

haben. Man sieht, daß sie unendlich klein von der zweiten Ordnung 
sind, so daß ihnen gegenüber das Gewicht lr dx dy dz den Grenzwert 0 
hat. Sonach sind die drei Kräfte .dP, dX, d Y im Gleichgewicht. 
Das Krafteck der Abb. 180 gibt an 

dX :dY: dP=smcp :coscp: 1 

oder mit Einsetzung der Werte 

P1dy: P2dx: pd8 = sincp: coscp: 1. 

Wegen dx=d8COSCP, dy=d8smcp 

erhält man noch PI : P2 : P = 1 : 1 : 1 
oder 

das heißt: 

Der Flüssigkeitsdruck an einer bestimmten Stelle 
ist unabhängig von der Neigung oder Richtung 
der gedrückten Fläche. (a) 

2) Einfluß der Lage. Wie unterscheidet sich der Druck auf 
ein Flächenteilchen dF am Ort U1 von jenem am Ort U2 1 

Man wird die beiden untersuchten Flächen­
teilchen dF, da ja der Druck unabhängig 
von der Neigung der gedrückten Fläche 
ist, parallel zur Flüssigkeitsoberfiäche legen, 
Abb.181. Die durch beide gebildete schiefe 
Säule hat die Höhe k. Als ein Teil der im 
Gleichgewicht vorausgesetzten Flüssigkeit ist 
sie selber auch im Gleichgewicht. An ihr 
greüen an die Kräfte: Das Gewicht der Säule im 
Betrag d G = r k d F, die Flüssigkeitsdrücke dP1 
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oben und dP2 unten und die Fliissigkeitsdrücke auf die Mantelfläche. 
Die Gleichgewichtsbedingung in Richtung der Säulenachse liefert 

dPt sin cp + dG sin cp = dP2 sin cp 

oder Pt dF+rhdF=P2 dF 

oder P2 -Pt =rh, 
der Unterschied der Druckdichte an zwei verschiedenen 
Orten Ut und U2 einer Flüssigkeit ist gleich dem Gewicht 
jener Flüssigkeitssäule, die die Grundfläche 1 und den 
Höhenunterschied h der beiden Orte als Höhe hat. 

(b) 

Wenn der Höhenunterschied der beiden Orte dx ist, dann geht 
die letzte Formel über in 

dp=r dx . (c) 
Ist die Druckdichte an der Flüssigkeitsoberfläche Po' so ist sie 
nach (b) in der Tiefe x 

(d) 

diese Formel geht auch aus der Differentialformel (c) durch Inte­
.gration hervor, Abb.182. In Worten lautet sie: 

Die Druckdichte nimmt verhältnis­
gleich mit der Tiefe x der Flüssig-

keit zu. 

t * '\ t t + 

Abb.182. 

p 

Abb.183. 

Beispiel a) In dem erweiterten zylindrischen Ansatze des mit 
Wasser gefüllten Glasgefäßes der Abb. 183 wird vermittels eines 
luftdicht den Wänden anliegenden Kolbens ein Druck P ·auf das 
W Mser ausgeübt. Wie groß ist die Druckdichte in dem Glallrohr 
an der Stelle x 1 

d=20cm, h=lm, x=3m, r=1000kgjm8, P=1000kg. 

Der Druck P = 1000 kg verteilt sich gleichmäßig über eine 
Fläche F=ld2~=0,01~m2, so daß 

Po=P: F= (1000: 0,01 ~)kgjm2~ 32000kgjm2• 
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Da eine Wassersäule von 1 m Höhe auf ihre Unterlage einen Druck 
von 1000 kgjm'J ausübt, kann man auch schreiben 

Po = 32 m Wassersäule, abgekürzt Po = 32 m W. S. 

Oder auch, da man unter 1 Atm. Druck in der Maschinentechnik 
den Druck von 10000 kgjm'J versteht, 

Po = 3,2 Atm. = 32 m W. S. 

Dann ist an der Stelle x 

p-Po=(k-x)r 
oder 

p = 3,2 Atm. - 2 m·l 000 kgjmS = (3,2 - 0,2) Atm. = 3 Atm. 

Einfacher hätte man auch sagen können, der Druck an der Stelle x 
ist um 2 m W. S. kleiner als an der Stelle k, also ist 

k=(32 - 2)m W. S.= 30 m W. S. 

Beispiel b) Man diskutiere die vorausgehenden Sätze für die 
Anwendung auf den Dampfdruck. 

Da Dampf eine Flüssigkeit ist, gelten für den Dampfdruck die 
gleichen Gesetze wie für eine tropfbare Flüssigkeit. Besonders maß~ 
gebend für die Anwendung der vorausgehenden Gesetze ist der ge­
ringe Wert von r für einen gewöhnlichen Dampf. Während die 
Gewichtsdichte r für Wasser den Wert 1000 kg/m8 hat, erreicht sie 
beispielsweise bei Wasserdampf nur den Wert 1 kg/m8 bei H;o. Nach 
dem letzten Gesetze (d) würde bei einem gegebenen Po = 10 Atm. 
= 100000 kgjm2 ein Höhenunterschied von 

x = (10!.9_1 - 10) atm. = 0,01·10000 kgjm'J 100 m 
1 kgjm8 1 kgjm3 

notwendig sein, um den Dampfdruck um 0,01 Atm. 
zu steigern. In der Praxis setzt man daher den Dampf­
druck an jeder Stelle konstant P = Po' vernachlässigt 
also das Glied r x der Formel (d). 

86. Fortsetzung. Wenn m dem untersuchten Raum 
die Druckdichte konstant, also unabhängig vom Ort 
ist, dann läßt sich ein für praktische Fälle oft an­
wendbares Gesetz ableiten. Zunächst beweist man: 

In einem Raum mit konstanter 
Druckdichte bilden die an einem be­
liebigen Körper angreifenden Druck-
kräfte ein Gleichgewichtssystem. (a) Abb.184. 
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Man legt der Untersuchung ein passend gewähltes rechtwinkliges 
räumliches Koordinatensystem zugrunde. Auf das beliebige Flächen­
teilchen dF1 mit dem Neigungswinkel r1 gegen die z-Ebene wirkt der 
Flächendruck dP1 = pdF1, dessen Komponente in der z-Richtung 

dZ1 =pdF1·cosr=p·dF1 cosr=pdF 
ist. d F ist der Querschnitt einer unendlich dünnen Säule in der 
z-Richtung, die aus dem unteren Teil der Oberfläche des Körpers 
das Flächenelement dF'I. herausschneidet. Auf dieses wirkt der 
Flächendruck pdF'J' dessen z-Komponente gleichfalls den Wert pdF 

Abb.185. 

hat und der ersten entgegengesetzt gerichtet, 
mit ihr also im Gleichgewicht ist. Genau so 
halten sich immer paarweise von allen übrigen 
Flächendrücken die z-Komponenten im Gleich­
gewicht. Die gleiche Betrachtung gilt für die 
x- und für die y-Komponenten, dann sind 
aber alle am Körper angreifenden Druck­
kräfte im Gleichgewicht. 

Dann müssen auch die an einem beliebigen Teil der Oberfläche des 
Körpers angreifenden Druckkräfte im Gleichgewicht sein mit jenen, die 
an dem Rest der Oberfläche angreifen, so daß aus dem obigen Satz wird: 

Schneidet man von einem Körper, an dem 
Druckkräfte mit konstanter Druckdichte an­
greifen, durch eine Ebene einen Teil ab, so ist 
die Mittelkraft der an der äußeren Fläche des ab­
geschnittenen Teiles angreifenden Druckkräfte 
ebenso groß wie wenn diese Druckkräfte im 
Schnitt selbst angreifen würden. (b) 

Beispiel a) Eine Hohlkugel vom Halbmesser r steht unter 
einem inneren Überdruck von p atm. Wie groß ist die Mittelkraft der an 
einer Kugelhälfte, Abb. 185, angreifenden Druckkräfte1 

Man denkt sich die Hohlkugel in zwei Hälften geteilt. Dann 
haben die an der inneren Fläche der halben Hohlkugel angreifenden 
Druckkräfte die gleiche Mittelkraft wie die in der Kreisfläche an­
greifenden. Diese verteilen sich auf die Kreisfläche r'J 1r und haben 
sonach die Mittelkraft r'l. 1r' p, die auch die Mittelkraft der an der 
halben Hohlkugel angreifenden Druckkräfte ist. 

87. Fortsetzung. Gesucht ist Zahlenwert, Richtung und Lage 
des Flüssigkeitsdruckes P auf eine ebene Fläche F. 

P ist die Mittelkraft aller an den einzelnen Flächenteilchen dF 
angreifenden Druckkräfte dP. Da diese alle senkrecht zur gedrückten 
Fläche sind, ist auch P senkrecht zu F. 
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Die Ebene der Abb. 
186 steht senkrecht zur 
untersuchten Fläche F 
und senkrecht zur Ober­
fläche der Flüssigkeit; 
die Fläche F projiziert 
sich in die Bildebene 
als Strecke AB, sie ist 
auch noch umgeklappt 
gezeichnet. In der Um­
klappung hat man ein 
rechtwinkliges Koordi- Abb. 186. 
natensystem durch den 
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Schwerpunkt 8 eingeführt. Dieser hat von der Oberfläche den 
Abstand h, irgendein Flächenteilchen dF den Abstand z. In 
der Umklappung hat letzteres die Koordinaten xlY. Dann ist 
nach (85b) 

dP=yzdF. 

Der Abbildung entnimmt man 

so daß dP=yh· edF 
a 

und deswegen 

p=Yahfe dF wird oder nach 74 
yh 

P=-Fa 
a 

oder P=yhF, 

der Flüssigkeitsdruck über einer ebenen Fläche 
F, deren Schwerpunkt den Abstand h von der 
Flüssigkeitsoberfläche hat, ist gleich dem Gewicht 
der senkrecht über dieser Fläche F errichteten 

(a) 

Flüssigkeitssäule von der Höhe h. (b) 

Die Flüssigkeitsdrücke dP sind im allgemeinen Fall verschieden 
groß je nach ihrem Abstande z von der Oberfläche. Der Flüssig­
keitsdruck P wird daher im allgemeinen Fall nicht im Schwerpunkt 
8 angreifen. Sein Angriffspu:r;lkt D, der Druckmittelpunkt, hat 
gegen das eingeführte Koordinatensystem die Koordinaten Xo Iyo. Zu 
seiner Ermittlung wendet man den Momentensatz an (Mech. I 25) und 
wählt zuerst die x- und dann die y-Achse als gedachte Drehachse. 
Man erhält 

pYo= fdP.y=y fyzdF, PXo= fdPx=y fxzdF. 
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Oder mit P = " kF 
_IxzdF 

xo----, 
Fk 

_fyzdF 
yo----, 

Fk 
(c) 

Die beiden Integrale kann man noch vereinfachen und zwar durch 
Einführung des Trägheitsmomentes der Fläche für die y-Achse und 
des Zentrifugalmomentes der Fläche für das Achsenkreuz. Der 
Abbildung entnimmt man 

z-k=xsina, 
und erhält 

fyzdF= fy(xsina+k)dF=sina IxydF+ k fydF 
=sina fxydF=sina. 4>;ry' 

weil das Integral f y dF als statisches Moment der Fläche für die 
Schwerachse verschwindet. Entsprechend wird 

fxzdF= fx(xsina+k)dF=sina fx 2 dF+k fxdF 
=sina fx 2 dF=sina.Jy. 

Damit wird, wenn man noch k = a sin a berücksichtigt, 

J y 4>"'11 ( 
xo= Fa' Yo= Fa· d) 

88. Statischer Auftrieb von Luftschüfen. Der statische Auf­
trieb steht im Gegensatz zum dynamischen. Dieser kommt in der 
Hauptsaohe bei Flugzeugen vor und wird duroh die Motore erzeugt, 

ersterer bei Luftschiffen und entsteht 
f ---l 

h 

Abb.187. 

duroh Verwendung eines Füllgases, das 
leichter als Luft ist. Beim Flugzeug ist 
der tragende Teil die Fläohe, gegen die 
ein natürlioher oder künstlioher Luft­
strom eine Komponente naoh oben 
wirken läßt, bei den Luftschiffen der 
Ballon oder ein System von Ballonen. 
Wir wollen den eigentlioh tragenden Teil 
des Ballons, die mit dem Füllgas ver­
sehene gesohlossene Haut die "Zelle" 
nennen. Auf jedes OberHäohenteilohen 
dF der Zelle wirkt, Abb. 187, von außen 
der Luftdruok pdF, von innen der Druok 

gdF des Füllgases. Die Mittelkraft ndF aus beiden wollen wir mit 
ZelIdruok bezeiohnen, so daß an jeder Stelle gilt 

n=g-p (a) 
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p, Y und n sind auf die Flächeneinheit bezogen, wir bezeichnen diese 
Größen wieder als Druckdichten. 

P und Y und damit auch n sind unabhängig von der Richtung 
des gedrückten Flächenelementes dF und nur abhängig von seiner 
Lage. Die Form der Zelle, so wie sie der lotrechte Schnitt der 
Abbildung angibt, kann entweder eine freie sein (beim sogenannten 
Prallballon) oder durch ein Gerüst erzwungen (beim starren Luftschiff). 
Es soll der gebräuchliche Fall untersucht werden, daß das Luft­
schiff im mittleren Teil zylindrische Gestalt hat. Und insbesondere 
soll für die Untersuchung ein Stück betrachtet werden, das durch 
zwei im Abstand 1 befindliche Querschnitte begrenzt ist. Als 
Flächenteilchen dF wählt man dann einen Streifen von den Ab­
messungen i·ds. 

Die Luft sowohl wie das Füllgas ändern ihren Druck mit der 
Höhe x; ihre Gewichtsdichten "10 und "I sind zwar auch mit der Höhe 
veränderlich, innerhalb der beschränkten Höhe h des Luftschiffes 
aber kann man in erster Annäherung beide als konstant betrachten. 
Es sei mit den Zeigern 1 und 2 die höchste bzw. tiefste Stelle des 
Luftschiffes bezeichnet, so daß PI' Yl' nl die Druckdichten an der 
höchsten Stelle und P2' Y2' n2 jene an der tiefsten Stelle angeben. 
p, Y und n sind die entsprechenden Größen an der allgemeinen 
Stelle x. Dann gilt 

(b) 
und 

P2 =Pl + hyo' Y2 =Yl + hy 
oder allgemein 

P =Pl +(h-x)yo, Y=Yl + (h-x)y. (c) 
Daraus folgt 

allgemein 
n=g-p oder n=gl-PI + (h-x)(y-yo)' (d) 

Wenn man noch für den Unterschied "10 - "I der Gewichtsdichten 
die Abkürzung a einführt, werden beide Gleichungen 

n2 =gl -pl-ah 
n=Y1 -Pl +a(x-h), 

oder wenn man beide Gleichungen subtrahiert, 

n = n2 + a x. (e) 
Je nach dem Füllungsgrad der Zelle wird der Zelldruck n2 an der 
tiefsten Stelle verschiedenen Wert haben. Als Normalfüllung sei 
jene bezeichnet, bei der n2 = 0 ist, wenn also an der tiefsten Stelle 
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des Ballons der Innen- und Außendruck gleich groß ist. Füllt man 
stärker, so wird n2 größer, man spricht dann von einem überdruck 
im Füllgas. Mißt man diesen überdruck 

n2 =w 

in Millimetern einer Wassersäule, so ist diese Benennung die gleiche 
wie die bisherige von ax, nämlich kgjm2• 

Bei s pie I a) Der dem Ballon bei Fahrtbeginn gegebene über­
druck ist 20 rum W. S. Auf 1 m2 kommt also eine Wassermenge 
von 1 m2 • 2 cm = 0,02 m3 mit einem Gewicht von 20 kg. Diese 
20 kg treffen auf 1 m 2, so daß sich entsprechen 

20 mm W. S. und 20 kgjm2• 

Statt n2 kann man auch schreiben aa, Abb. 191, so daß 

n=a~+~ W 
das Gesetz für den Zelldruck ist. Wie oben schon angegeben, 
ist die Form des Ballonquerschnittes belanglos. Die Gestalt der 

.xi 
_-.---~._", ...... __ .. _ ......... ".----':":"-r----.... 

h 

Zelle der Abbildung kann man 
sich beispielsweise durch ein 
Gerüst hervorgerufen denken, 
an das sich die Zellhaut anlegt. 

!J ----t--+2::---i-

Die Schaulinie für den 
Zelldruck ist sonach eine 
Gerade, er befolgt das gleiche 
Gesetz wie der Flüssigkeits­
druck, Abb. 189. Die Folge 
des Zelldruckes, der vom Innern 
des Zellkörpers nach außen 
wirkt, ist die gleiche wie beim 
Flüssigkeitsdruck, nämlich ein 
Auftrieb nach oben. Dieser 
statische Auftrieb ist gleich 
dem Unterschied des Gewichtes 

IA 
Abb. 188 u. 189. 

der durch die Zelle verdrängten Luft von dem Gewicht des Füllgases. 
Wenn sonach V der Rauminhalt des Füllgases ist, so wird der Auf­
trieb, Abb. 188, 

oder 

A= Vro- Vr= V(ro-y) 
A=aV. (g) 

In der Abbildung ist die Fläche des Zellquerschnittes F, die Stärke 
des untersuchten Zellkörpers 1, so daß V = F· 1 und damit A = a F. 
In der Abbildung ist die Zelle im Gleichgewicht vorausgesetzt, so 
daß A durch die beiden eingezeichneten Kräfte ~ A im Gleichgewicht 
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gehalten wird. Beide Kräfte ersetzen das Eigengewicht des unter­
suchten Körpers sowie das Nutzgewicht. 

89. Fortsetzung. Für eine beliebige Gestalt der zylindrisch 
vorausgesetzten Zellhaut sind die lot- und wagrechten Seiten­
kräfte des Zelldruckes gesucht. 

Da im praktischen Fall die Zelle natürlich immer symmetrisch 
zur lotrechten Mittelebene ist, braucht man nur die eine Hälfte der 
Zelle zu untersuchen. Als Flächenelement 
wählt man einen Streifen parallel zur Zy-
linderachse, ein Rechteck mit den Seiten 1 
und ds. Auf dieses wirkt der Zelldruck 
nds. Die Druckdichte ist, Abb. 190, 

n=a(x+a), 
ihre beiden Seitenkräfte sind 

lotrecht l=-n cos97 = - nsinl', (a) 
wagrecht w = + n sin 97 = + n cos -r. (b) 

Auf das Flächenelement l·ds wirkt der 
Zelldruck 

dN =nds oder dN = a(x +a)ds, (c) 

seine beiden Seitenkräfte sind 

-------- -----.-- --- t 
.r 

-__ ----\;>,-.'--1-- _____ J 
Abb.190. 

lotrecht dL=lds =-nsin-rds = -ndy, 
wagrecht dW=wds=+ncos-rds=+ndx. 

Mit Einführung von n = a (x + a) wird 

dL =-a(x+a)dy, (d) 
dW=+a(x+a)dx. (e) 

Ohne Berücksichtigung des Vorzeichens ist dL das a -fache des 
in Abb.191 schraffiert gezeichneten Flächenstreifens von den Ab­
messungen x + a und dy. Dann ist 

'" L=-af{x+a)dy oder L=-aF., (f) 
o 

das a-fache der in der Abbildung mit F., gekennzeichneten schraf­
fierten Fläche. Man beachte die aus der Formel ersichtliche Definition 
von L [ähnlich wie bei der Biegung die Scherkraft V und das 
Biegungsmoment an der Stelle x] als die lotrechte Komponente des 
am abgeschnitten gedachten unteren Teil angreifenden Zelldruckes R. 
Entsprechend ist W an der Stelle x definiert. 

Das ,,-" gibt an, daß L nach abwärts gerichtet ist. dL 
bleibt negativ, bis x den Wert f erreicht hat, wo die Zellkurve 
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genau lotrechte Richtung hat, von da an wird dL positiv. An dieser 
Stelle x = f hat L den größten negativen Wert erreicht, von da 
nähert sich L wegen des positiven Zuwachses dL mehr und mehr 
dem Wert 0, den es an einer Stelle x = g erreicht. Von da an ist 
L positiv und erreicht im First des Ballons, an der Stelle x = k, 
seinen größten Wert 

(g) 

das ist der durch (88g) gegebene Wert des Gesamtauftriebes. Er 
greift, wie aus der ganzen Entwicklung hervorgeht, im Schwerpunkt 
8 der halben Zellquerschnittsßäche F 1 an. 

Abb. 192 gibt die Schaulinie für L wieder . 

.:r: 
._----_.-----.. _-----

_._--._ .... -:7~'----+-

y 

Abb. 191 bis 193. 

Während diese Kraft wesentlich durch die Form des Zellquer­
schnittes bedingt wird, ist 

., 
W.,=a f(x+a)dx=~ a [(x+a)2]~ 

o 
oder 

(h) 

von der Zellform unabhängig und einzig durch x bedingt. W wächst 
von x = 0 an immer fort bis zu x = k, wo es den Wert 

(i) 

erreicht. Abb.193 gibt die Schaulinie für W, eine gewöhnliche 
Parabel. 
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W ist die nämliche Größe wie der durch (87) gegebene Flüssig­
keitsdruck. 

90. Scherkraft und Biegungsmoment. Ihre Definition brachte 
bereits 14 und 26. Sie sind beide für Tragkonstruktionen wichtige 
Größen, insbesonders das Biegungsmoment. Wie der Name angibt, 
spielt das Biegungsmoment M eine wichtige Rolle bei allen mit Bie­
gungserscheinungen zusammenhängenden Aufgaben. Es ist für einen 
gegebenen Träger ein unmittelbares Maß für die Biegungsbean­
spruchung. Unter dem EinHuß der an einem solchen Träger an­
greifenden Lasten und der von ihnen hervorgerufenen Auflagerkräfte 
wird in ihm an jeder Stelle x eine bestimmte Biegungsbeanspruchung 
vorhanden sein, im allgemeinen natürlich an jeder Stelle eine andere. 
Für den einfachsten Fall der Biegung eines homogenen 
Stabes, so wie er unten näher beschrieben ist, gilt für die an der 
Stelle x auftretende größte Biegungsspannung, die sogenannte Rand­
spannung, nach den Lehren der Mechanik die Formel 

(0.) 

Dieser einfachste Fall der Biegung hat folgende vier Voraussetzungen: 
1. der Stab muß gerade sein, 
2. die am Stab angreifenden Kräfte müssen alle senkrecht 

zur Stabachse sein, 
3. sie müssen alle in der nämlichen Ebene liegen und 
4. diese Ebene muß eine Symmetrieebene des Stabes sein. 

Wie weit die Formel noch gilt, wenn eine von diesen vier 
Voraussetzungen nicht mehr zutrifft, lehrt die Festigkeitslehre. 

In der Formel ist M das an der Stelle x auftretende Biegungs­
moment, 80nach eine Funktion von x; J ist das Trägheitsmoment 
des Querschnittes an der Stelle x (oder des untersuchten Quer­
schnittes, wie man gewöhnlich sagt) und zwar für die Nullinie des 
Querschnittes, d. h. für die zur Kräfteebene senkrechte Schwerlinie 
des QueNChnittes, e ist die Randentfernung, d. h. der größte Abstand, 
den ein Quers~hnittspunkt von der Nullinie haben kann. Im all­
gemeinen sind auch J und e von x abhängig, gewöhnlich wird aber 
beim einfachsten Fall der Biegung der Träger konstanten Querschnitt 
über die ganze Trägerlä.nge haben, und sonach J und e konstant 
sein. J ist das Trägheitsmoment einer Fläche und hat deswegen 
die Dimension FiS, also cm" da man die Masse der Fläche g1eich 
dieser Fläche setzt und bei Biegungsaufgaben 1 cm als Lä.ngen­
einheit wählt. 

Beispiel 0.) Ma.n gebe eine Formel für da.s Biegungsmoment 
bei dem durch Abb.194 gegebenen Belastungsfall. 

Egerer, Inaenleor-Matbematik IL 15 
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Man beachte, daß in jedem Abschnitt zwischen den Angriffs­
punkten der Lasten die Formel für das Biegungsmoment eine andere 

ist, daß man sonach vier Abschnitte 
I -':1 fit p,! I, II, III, IV und für jeden Ab-

-;::==J=i====_======-=:;J schnitt eine andere Formel für M 
.off i!s hat. Liegt der untersuchte Quer-

i..-x 

Abb. 194. 

A~==~~========~8 

Abb. 195. 

schnitt im ersten Abschnitt, Abb. 
194, so greift am linken Teil nur 
die Auflagerkraft A an, es ist sonach 

M1 =Ax. 

Liegt der untersuchte Querschnitt 
im Bereich zwischen den Angriffs­
punkten 1 und 2, also im Ab­
schnitt II, so wird nach Abb.195 

MII=Ax-PI (X-PI)' 

A 'i====!'====F==~===::::;J8 Entsprechend wird für den dritten 
I ! ! 

,,-----' I d . C,.., .! un VIerten Bereich, Abb. 196 
I Pz-;.-__ -' 

Abb. 196. 
]III1 = Ax - PI (x - PI) 

-P2 (x-P2 ), 

M IY= Ax - PI (x - PI) - P2 (x - P2) - Ps (x - Ps)' 

Wie man im dritten und vierten Abschnitt die Formel für M 
einfacher aufstellen kann, zeigt die Mechanik. 

Man kann eine allgemeine Formel für das Biegungsmoment 
aufstellen, 

:t: 

M=Ax-~P(x-p), 
o 

muß aber beachten, daß diese Formel für jeden Abschnitt anders 
wird, wie ja auch die beiden Grenzen des Summenzeichens aus­
drücken. 

Beispiel b) Wie groß ist beim Belastungsfall der Abb. 194 
die Randspannung an den Angriffspunkten 1, 2 und 3 der Einzel­
lasten 1 Der hölzerne Träger ist als Stab mit konstantem Rechtecks­
querschnitt 20 cm· 30 cm vorausgesetzt, PI = 1000 kg, Pi = 3000 kg, 
Ps = 2000 kg, Längenmaßstab der Abbildung 1: 100. 

Man ermittelt zuvor nach den Sätzen der Statik die beiden 
Auflagerkräfte und findet A = 2500 kg, B = 3500 kg (Mech. I 39 
oder 44). Dann ist, wenn man der Abbildung noch PI = 100 cm, 
P2 = 200 cm, Ps = 350 cm entnimmt, 
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M I =2500 kg.x, 
also an der Stelle 1 MI = 2500 kg. 100 cm = 250 000 cmkg; 

MII = 2500 kg.x -1000 kg (x-100 cm), 

also M 2 = 2500 kg.200 cm -1000 kg.(200 -100) cm 
= 400 000 cmkg; 

M III = 2500 kg·x - 1000 kg (x - 100 cm) 
- 3000 kg (x - 200 cm), 
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also Ms = 2500 kg·350 cm -1000 kg.250 cm - 3000 kg.150cm 

= 175 000 cmkg. 

Das Trägheitsmoment ist über den ganzen Träger konstant, 
ebenso e, 

J =12bhs, e=~h. 

Mit diesen Werten 
eckigen Querschnitt 

wird die Biegungsformel (a) für einen recht-

6M d h' 
0= bh2 un ler 

An den Stellen 1, 2, 3 wird sonach 

01 = 831 kg/cm2, 02 = 133l kg/cm2, Os = 581 kg/cm2• 

Beispiel c) Der wagrechte eingespannte Stab der Abb. 197 
trägt eine über die ganze Länge l verteilte gleichmäßige Belastung Q. 
Wie groß ist die Scherkraft V und 
das Biegungsmoment M an derStelle x~ 
Man zeichne noch das Scherkraft- und 
Momentendiagramm. 

Man führt die Belastungs­
dichte q ein, das ist die Belastung 
auf die Längeneinheit. Auf die Länge 1 
trifft also die Belastung q, sonach 
auf die Länge x des abgeschnitten 
gedachten linken Teiles des Stabes 
die Belastung qx, weil ja q konstant. 
Es ist dann 

V",=-qx 
und 

M",=-qx'i x , 

!!lllIIllllllllllllllIImllllllllllllmlllllllll' AI 8 
j. >r: i z 

! I 

I~ 
I =:;w 

Abb. 197-199. 

weil die Resultierende V in der Mitte von x angreift. 
Die V-Kurve ist sonach eine Gerade, die M-Kurve eine Parabel, 

s. Abb. 198 und 199. 
15* 
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Beispiel d) Die Belastung Q des wagrecht eingespannten Stabes 
der Abb. 200 nimmt über die ganze Länge 1 des Stabes von 0 an 

gleichmäßig zu. Wie groß ist die 
Belastungsdichte an der Einspann­
stelle ? Wie groß sind die Scherkräfte 
V und die Biegungsmomente M an 
der allgemeinen Stelle x und an der 
Einspannstelle ? 

Abb. 200. Man führt wieder die Be­
lastungsdichte q ein. Auf die Länge 

dx trifft qdx, wo q = cx, d. h. verhältnisgleich dem Abstand vom 
linken Ende ist. Den Verhältnisfaktor c fi,ndet man aus der Be-
ziehung, daß 

I I 
Q= Jqdx=c Jxdx=~cr!. 

o 0 

Es wird 
2Q 

c=p und 
2Q 

q=x"l,i" 

An der Einspannstelle x = 1 wird q B = 2 Q : I. 
V als Mittelkraft wird ebenso wie nachher M durch Integration 

gefunden. Diese Summierung erstreckt sich auf alle links von x 
angreifenden äußeren Kräfte, x spielt also bei der Integration die 
Rolle einer Konstanten. Um die einzelnen Kräfte links von x zu 
unterscheiden, muß man noch eine neue Veränderliche u einführen. 
Dann ist an der Stelle u die Belastungsdichte q .. = cu, also V die 
Mittelkraft aller dieser qdu = cudu, 

Die Kraft qdu hat für die Schwerlinie an der Stelle x den Dreh­
arm x - u und sonach das Drehmoment - cudu (x - u), so daß 

oder 

z 
M = -cJudu(x-u)=-c(x!u2 - :1' U 3)Z = _!cx 3 

'" 2 11 0 6 
o 

Qx3 

M"'=-312' 

An der Einspannstelle wird x = 1 und demnach 

VB=-Q, MB=-~QI. 

91. Fortsetzung. Beispiel a) Der nach einem Halbkreis ge­
bogene und an der Stelle B eingespannte Stab der Abb. 201 ist 
an der äußeren Seite einem gleichförmigen Druck ausgesetzt. Die 
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Belastungsdichte q auf die Längeneinheit wird in kg/cm gemessen. 
Wie groß ist das Biegungsmoment an der allgemeinen Stelle x und 
wie groß an der Einspannstelle ? 

Die Definition des Biegungsmomentes ist natürlich unabhängig 
davon, ob der Stab gerad- oder krummlinig ist. Bei einem kreis­
förmig gebogenen Stab empfiehlt sich meist die Rechnung mit 
Winkeln. Man führt zu diesem Zweck den Winkel cp ein, gemessen 
vom Anfangspunkt A bis zum untersuchten Punkt U. Als "linker 
Teil des Stabes" ist der Teil AU zu betrachten. 

Die am Stab angreifenden äußeren Kräfte sind die Druckkräfte 
qds an jedem Bogenelement ds. Da die Druckverteilung eine gleich­
förmige ist, erinnert man sich an den Satz (86 b) und ersetzt das 

Abb.201. Abb. 202. 

System der am Bogen AU angreifenden Druckkräfte durch die an 
der Sehne AU angreifenden Druckkräfte. Diese haben eine Mittel­
kraft sq, die in der Mitte angreift. Damit wird das Biegungs­
moment an der Stelle U 

M=-qS.!...=_lqs~= -2 qr'.l sin2 cp 2 2 2 . 

An der Einspannstelle Bist cp = 'll und deswegen 

MB =-2 qr'.l. 

Beispiel b)Die halbkreisförmig gebogene und beiderseits ge­
schlossene Röhre der Abb. 203 enthält ein Gas vom Druck P2 , der 
äußere Luftdruck sei PI. Wie groß ist das Biegungsmoment an der 
allgemeinen Stelle U, wenn als Drehachse (Nullinie) eine Gerade 
angenommen wird, die nicht mehr durch den Schwerpunkt des Quer­
schnittes geht, sondern von ihr um den Betrag n entfernt ist? Wie 
groß ist das Einspannmoment unter der gleichen Voraussetzung? 

Die am linken abgeschnitten gedachten Teil angreifenden 
äußeren Kräfte sind die unendlich vielen Druckelemente PI dFI 
und P2dF~. Statt von ihnen das Moment für die angegebene Dreh-
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achse zu nehmen, wird man von ihrer Mittelkraft das Moment 
nehmen. Man benützt den Satz (86b) und erhält, daß der Außen­
druck auf die Röhre ersetzt werden kann durch den Druck auf die 
Begrenzung F l , daß also PIFl die Mittelkraft des Außendruckes ist. 
Entsprechend ist P2F2 die Mittelkraft des Innendruckes. 

Der Unterschied zwischen den Querschnittsßächen F l und F 2 

ist durch die Stärke der Rohrwand bedingt. Würde man die Null-

A~ ______ ~ ____ ~~I 

Abb. 203. Abb. 204. 

linie als Schwerachse des Querschnittes voraussetzen, dann würden 
beide Mittelkräfte die Nullinie schneiden, das Biegungsmoment wäre 
sonach O. Entsprechend der angegebenen Voraussetzung ist aber 

M~= (p'JF2 - F1PI)n. 

Man sieht, das Biegungsmoment an der allgemeinen Stelle U ist 
unabhängig von dieser Stelle. Es ist sonach auch 

MB = (P2 F 2 - PI F 1) n. 

Umgekehrt kann man, wenn M bekannt ist, aus dieser Gleichung n 
ermitteln. 

*92. Anziehung. Das N ewtonsche Anziehungsgesetz 

(a) 

gibt die Kraft P an, mit der sich zwei Massenteilchen ml und m2 

anziehen, wenn sie den Abstand r haben. c ist die Konstante des 
Gesetzes; ihre physikalische Bedeutung erhält man, wenn man ml , 

~ und r gleich 1 setzt, dann ist 

1·1 Po=c,- oder c=Po, 
1 

d. h. c ist die Kraft, mit der zwei im Abstand 1 befindliche Massen­
teilchen 1 sich anziehen. 
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Beispiel a) Anziehung zwischen Strecke und Punkt. 
Dieser hat die Masse m, erstere die Masse M = lJL, wenn l ihre 
Länge und JL die lineare· Massen­
dichte ist. Der Punkt hat von 
der Strecke den Abstand a. 

Das Linienelement dx der 
Strecke mit der Masse m' = JLdx 
kann man als Massenpunkt be­
trachten. Es wird vom Massen­
teilchen m in C angezogen mit 
der Kraft 

dP= cmm' =c mJLd~ (b) 
r2 a2 +x2 ' 

8 

Abb.205. 
Für die rechnerische Er­

mittlung . von P muß man dP in 
zerlegen. Es ist 

seine Mittelkräfte dN und dT 

Für die Summierung der d T setzt man 

a'J + x2 = r2 oder xdx = rdr 

und erhält für den einen Teil des Stabes, der die Länge II hat, 
Abb.205, 

Tl = cmJLZf=j; = - cmp.. [~JZ=ll = _ cmJL [ 1 J'l 
r r z=o Va2 + XII 0 Z=O 

oder Tl=cmJL [! - Va2~ll2l 
Genau so wird, nur negativ 

T =-cmJL -- . [ 1 1 ] 
2 a Va2 + lll2 

Beide zusammen ergeben 

T=Tl +T2=cmJL[va\l~~\l- va9~ll2l (c) 

Ein positives T geht nach Abbildung in Richtung des Pfeiles. 
Die Summierung der dN erfolgt am einfachsten, wenn man setzt 

x=atg<p, 
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also dx= ad~~ 
cos· cp 
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und 

erhält. Dann wird 

cmp, r. JZ=ll cmp, [ x J1
l =-- slncp =-- _ 

a L z=o a l"a2+x2 o 
oder 

und deswegen 

N=N1 +N2 = c:~ [l"a21+112+v~i+12~J' 
Beispiel b) Man diskutiere verschiedene Einzelfälle des voraus­

gehenden Beispiels. 

I. Wenn die Strecke AB sich auf beiden Seiten ins Unend­
liche erstreckt, wird 

11 =cx::: = 1'J' 

Man erhält, was ja selbstverständlich ist, T = O. Bei der Berech­
nung von N sieht man, daß die Grenzwerte der beiden Wurzeln 11 

und 12 sind, so daß der Klammerausdruck den Wert 2 annimmt. 
Man erhält also 

T=O und N = 2 cmp'. 
a 

11. Wenn das Anziehungszentrum 0 auf der Strecke AB selbst 
liegt bzw. auf ihrer Verlängerung, Abb.206 und 207, wird a = O. 

r--l3O--"" _. ---l., ------" 
! 1 j 

~I'------k-------~ 

er iA B 
B C A -+ 

Abb. 206. Abb. 207. 

Ein N tritt überhaupt nicht auf, es braucht deswegen auch nicht 
weiter untersucht werden, warum scheinbar N den Wert 00 annimmt. 
T wird zu P, so daß man als Anziehungskraft nach (c) hat 

P=cmp, [~-]JJ =cm p,11 - p,12 oder P= c!" (A!L- M-J). 
12 11 11 12 11 12 

(d) 
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111. Wenn 12 unendlich groß wird und 0 auf der Strecke 
ABliegt, dann 

-cmp, -cm·p,l P = = --------.! oder 
11 11 2 

mM 
P=C p -' 

1 

(e) 

abgesehen vom Vorzeichen, d. h. die Anziehungskraft einer unendlich 
langen Strecke, die im Abstand 11 von dem auf ihrer Fortsetzung 
liegenden Anziehungszentrum beginnt, ist ebenso groß, wie wenn statt 
ihrer die Strecke 0 A, deren Masse im Punkt A vereinigt gedacht ist, 
angezogen würde. 

IV. Wenn die unendlich lange Strecke im Anziehungszentrum 0 
schon beginnt, liefert die Formel wegen 11 = 0 den Wert 00 für P. 
In Wirklichkeit aber kann 11 nicht zu NuIi 
werden, denn zwischen dem Anziehungs- C. A~======!8 
zentrum, das doch physikalisch existieren soll, 
und dem nächstgelegenen Massenteilchen der 

Abb.208. 

Strecke AB muß doch immer eine Entfernung vorhanden sein, 
Abb.208. 

Beispiel c) Anziehung zwischen einem unendlich dünnen 
Ring und einem auf der Symmetrieachse liegenden Punkt. 

dA 
dR 

.. / ... ,OdP 

Der Ring hat den Halbmesser r, der An­
ziehungsmittelpunkt 0 von der Ringebene 
die Entfernung a und die Masse m. Als 
~Iassenteilchen nimmt man die auf das Ring­
element d8 treffende Masse p,d8. Die an­
ziehende Kraft dP zerlegt man jedesmal in 
die Beiträge dA in achsialer und dR in 
radialer Richtung, Abb. 209. Die Kompo­
nenten dR heben sich immer paarweise auf 
so daß die gesamte Anziehung P gleich der 
Summe aller dA ist, nach (b) 

~,ooooo,o,o~ a--tt--r 
...... , 

T 
_o __ r 

pu 

Abb.209. 

dA=dP a 
Val! + rl! 

cmp,d8 a 
a2 +r2 ' V'~2 + r2 ' 

also A acmp, J.z oder 
= (al! + ri)"/.· ",8 

oder A= acmM_ 
(al! + r 2)"I.' 

(f) 

wenn M = 2 r:n· p, die Masse des Ringes ist. Die Mittelkraft A 
liegt in der Symmetrieachse. 
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93. Fortsetzung. Beispiel a) Anziehung zwischen einer 
unendlich dünnen homogenen Kreisscheibe und einem 

·f 

C dP I r- i--"l 
... '·---,a----!"I r 

_J 

Abb.210. 

Punkt auf ihrer Symmetrieachse. Die 
Scheibe hat den Halbmesser r; führt man 
als planare Massendichte f.t ein, so ist die 
Masse der Scheibe M = r'!nf.t. Der An­
ziehungspunkt 0 liegt im Abstand a von 
der Scheibe und hat die Masse m, Abb. 210. 
Der durch die Halbmesser x und x + dx 
begrenzte Ring der Scheibe hat die Masse 
2 nxdxf.t' wird also nach (92f) mit einer Kraft 

dP = acm 2 nxdxf.t 
(a2+x2)"/1 

angezogen. dP liegt in der Symmetrieachse. Dann ist die gesamte 
Anziehung P gleich der Summe aller dP und liegt gleichfalls in 
der Symmetrieachse, 

p = 2 ac m n",J ( ,/..:.x 2)"/ = - 2 acmnf.t [ __ l __ J'· 
a x • v'a2 +x2 0 

wie im Beispiel 92 a). Oder 

P=2acmnf.t [~_ 1 ] 
a v'a2 +r2 

oder P= 2 cmM(l_ a ) (a) 
r2 , v'a'! + r2 

Bei spiel b) Anziehung zwischen einer homogenen 
Kugel und einem Punkt außerhalb der Kugel. 

'----a----' 
Fig. 211. 

Der Anziehungspunkt 0 hat 
die Masse m und den Abstand a 
vom Mittelpunkt 0 der Kugel. 
Wenn f.t die Massendichte der 
Kugel, dann ist ihre Masse M = 

~ r3 n f.t . Man zerlegt die Kugel in 
unendlich dünne Scheiben senk­
recht zur Strecke 00. Jede solche 
Scheibe hat die Masse (!2n dx f.t 
und wird von 0 mit einer Kraft 
d Pangezogen, die in der Ge­

raden 0 0 liegt und nach (a) den Zahlenwert 
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hat. Wegen 

r2=e2 +(~_x)1l oder x2+,l=r2 + 2ax-a2 
/1+,. 

wird p=2cmllftf[l-~ x JdX. 
1'2 -all +2ax 

/I-T 

Mit der Substitution 

235 

Vr2-a2 +2ax=u oder 2ax=u2+a2-1'1l wird adx=udu; 
die beiden Grenzen Xl = a - rund x2 = a + r werden übergeführt 
in die neuen Grenzen für u, nämlich u1 = r - a und u2 = r + a. 
Dann wird das Integral 

f""(U u2+all_1'2) 1 " -- . du=--[aull_lu3_(all-1'Il)u] • 
a 2 a2 2 a2 8 '" 

'" = [3a(a+r)ll- (a+1')3-3 (a ll -rll)(a+r)-3a(a-1')2 
+ (a - r)3+ 3 (all _1'2) (a-r)] : 6 all 

= [(a+r)2 (2 1'-a) + (a-1')1l (21'+a)]: 6 all = 2 1'3: 3 a2• 

Die Anziehungskraft P hat dann den Wert 

oder 
mM 

P=c-2-, 
a 

(b) 

und liegt in der Geraden 00. a ist der Abstand des Kugelmittel­
punktes vom angezogenen Punkt 0, 

der Punkt wird sonach von der Kugel genau so 
gezogen, wie wenn ihre ganze Masse im Mittel­
punkt vereinigt wäre. 

,. 

Beispiel c) Anziehung 
zwischen einer homogenen 
Kugel und einem Punkt 
innerhalb dieser Kugel. Man 
verfährt wie beim vorausgehen­
den Beispiel und sucht zunächst 
die Anziehung des Teiles I der 
Kugel auf, s. Abb. 212. Es wird, 
wenn man r als Abkürzung für 
2 cmllft setzt, wie oben 

Abb.212. Abb.213. 

P =rf(l- x )dx=rf(l- x )dX 
I Vx2+ell Vr2 -a2 +2ax 

f( u ull+at-rll) T ". =r -- 11 dU=-1l[3aull -uS -3u(all -1'Il)]. 
a 2a 6a '" 
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Die Grenzen sind hier Xl = 0 und x2 = a + r, oder für die neue 
Veränderliche u1 =Vr2 a2 und u2 =a+r; dann nimmt die 
eckige Klammer den Wert 

[ ]~;"::a. = [er + a)2 (2 r - a) - (r2 - a2) (3 a + 2 Vr2 - a2 )] 

an, so daß 

PI = r[(r + a)2 (2 r- a)-(r2 - a2)(3a + 2 l"r2-a2)]: 6a2. 

Entsprechend erhält man PII ; nur ist hier, wie die Abb.213 zeigt, 

r2=(/ +(a+x)2 oder x2+!!2=r2 - 2ax-a2 • 

Mit der Substitution 

r2 - a2 - 2 ax = '/1,2 oder - 2 ax = u2 + a2 - r 2 

wird adx = - udu, 
und damit 

PII=f f(1- Vx2 ~e2)dX=- rf(: +~2j-2~~i-r~)dU 
'= - J._ [3 aus + u3 + 3 u (a2 _ r2)]"2 . 

6~ • 

Die Grenzen sind diesmal Xl = 0 und x2 = r - a oder u1 = v' r 2 ~-a'i 
und u2 = r - a, so daß die eckige Klammer den Wert 

[ r=~- = - [(r-a)2(2 r+a) + (r2 -a2)(3 a - 2 Vr~-=a~)] 
vr" -a" 

annimmt; dann wird 

PII = r[(r- a)2(2r+a) + (r2 _ai) (3 a - 2v'r"-a2)]: 6 a2• 

Auf den Punkt m wirken in entgegengesetzter Richtung PI und 
P II; beide liegen in der Symmetrieachse, ihre Mittelkraft ist also 
P=PI-PII • Man rechnet element·ar aus und findet, wenn man 
für r wieder seinen Wert setzt, und die Masse der Kugel mit dem 
Halbmesser a mit M a bezeichnet, 

oder 

2 cmnp. 1 
P=PI-PII = 6a2 '4a3=~a3np..m'C·a2 

P= cm~a. 
a-

(c) 

Man sieht, die Formel ist gleich der vorausgehenden (b), nur daß 
jetzt M a die Masse jener Kugel darstellt, deren Oberfläche durch 
den Punkt 0 hindurchgeht. Es wird sonach der Punkt 0 mit 
der Masse m genau so angezogen, wie wenn die Kugel­
schicht außerhalb des Punktes 0 gar nicht vorhanden und 
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die Masse der Kugel mit dem Halbmesser a in ihrem 
Mittelpunkt vereinigt wäre. 

Die Gesamtanziehung , die ein im Mittelpunkt der Kugel be­
findlicher Punkt 0 mit der Masse m von den einzelnen Massen­
teilchen der homogen vorausgesetzten Kugel erhält, ist sonach O. 

Man kann die Formel (c) noch umformen 

P = !.7l,umc·a Cd) 
und aussprechen: Ein Punkt 0 im Innern oder an der Ober­
fläche einer Kugel mit homogener Masse wird vom Mittel­
punkt der Kugel mit einer Kraft angezogen, die verhältnis­
gleich dem Abstand a des Punktes 0 vom Mittelpunk 
der Kugel ist. 

Nach dieser Regel ist die Schwere eines jeden Körpers an 
der Oberfläche oder im Innern der Erdkugel verhältnisgleich dem 
Abstand des Körpers vom Erdmittelpunkt. 

!I 

x 
<--"-' -4--' 

Abb.214. Abb. 215. Abb.216. 

94. Aufgaben. 1) Gesucht ist der Schwerpunkt des Umfangs der Fläche 
der Abb. 214 für den Fall IX = 60°. 

2) Man ermittle den Schwerpunkt des zwischen den positiven Koordi­
natenachsen liegenden Bogen (Abb. 215) der 

Sternkurve x"l. + y"l. = a"I •. 
3) Gesucht ist der Schwerpunkt der halben Ellipsenfläche der Abb. 216. 
4:) Der homogene Körper der Abb. 217 ist aus einer 

Halbkugel mit dem Halbmesser a und einem Kreiskegel mit 
der Höhe h und dem Grundkreishalbmesser a zusammen­
gesetzt. Wo liegt sein Schwerpunkt? Wie ist das Verhältnis 
h : a zu wählen, damit der Körper immer im Gleichgewicht 
ist, auf welchen Punkt der Kugelfläche man ihn auch auf­
setzen mag? 

5) Gesucht Trägheitsmoment und Trägheitshalbmesser 
eines Bogenquadranten der 

Sternkurve x"l. + y·l. = a"l. 

für eine der beiden Koordinatenachsen. 

·_····_···-1 

h 

f---r-l.J 
Abb.217. 

6) Gesucht Trägheitsmoment und Trägheitshalbmesser eines Flächenqua­
dranten der Ellipse mit den Halbachsen a und b für die beiden Achsen. 

7) Gesucht ist das Trägheitsmoment einer Rotationsoberfläche, die durch 
Drehung einer Kurve um die x-Achse entsteht. 
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8) Gesucht ist das Trägheitsmoment eines Ringes mit rechteckigem 
Querschnitt, Abb. 218. 

9) Ebenso jenes eines Ringes mit Kreisquerschnitt, Abb. 219. 
10) Wie groß ist der Fehler, den m!tn macht, wenn man bei der Ermitt­

lung des Trägheitsmomentes der Ringe der Abb. 218 und 219 den mittleren 

- ! 
Abb.218. 

~7'--t 
I I 

® 
Abb.219. 

r-k--J tu 

-:Zfr 
~ 

Halbmesser r statt des Trägheitshalb­
messers i wählt? Es soll der Längen­
maßstab 1: 4 dieser Abbildun/Zen zu­
grunde gelegt werden. 

o 
Abb.220. 

11) Eine Stange AB von der Länge 1 hat gegen die vorgeschriebene 
zu ihr windschiefe Bezugsachse den Neigungswinkel oe. Der Anfangspunkt A 
der Stange hat von der Bezugsachse die Entfernung A 0 = b, die Stange 
selbst hat gegen AO den Neigungswinkel (J. Gesucht ist das Trägheitsmoment 
der Stange für die vorgeschriebene Bezugsachse. 

12) Der Quader der Abb. 221 ist in Wasser eingetaucht. Man gebe 
die Verteilung des Wasserdruckes auf die senkrecht zur Abbildung stehenden 

Flächen durch Schaubilder und ermittle mit ihrer Hilfe 
Zahlenwert und Lage des Druckes auf jede Fläche. Die 
Kante 11' = 1 m des Quaders steht senkrecht zur Bild-

2 ebene und liegt genau in der Wasseroberfläche. Die 
gleiche Aufgabe löse man noch analytisch. 

*13) Die Zelle eines starren Luftschiffes habe kreis­
förmigen Querschnitt vom Durchmesser 20 m. Diese 
kreisf6rmige Gestalt behält sie wegen des starren 
Gerüstes bei. Durch zwei benachbarte Querschnitte im 

<4 Abstand 1 m wird ein Stück der Zelle herausgegriffen, 
für das man bei Normalfüllung mit Wasserstoff den 

3 Zelldruck N und die beiden Komponenten L und W 
Abb.221. L. M. 1 : 20. sowohl an der allgemeinen Stelle x, wie auch an aus­

gezeichneten Stellen angeben soll. 

95. Lösungen. 1) Der Schwerpunkt liegt auf der Symmetriegeraden, Abb.222. 
Man macht eine Wagrechte durch M zur Bezugsachse. Die einzelnen Massen 
m1 = 8, mg = ma = h, m4 = a haben von ihr die Abstände Yl = ar : 8, Y2 = Y3 
=-~(h-r)'Y4=-(h-~r). Dann wird 

oder 

'7 M =2my oder '7 (8+ 2h+ a) = 8'~ - 2h.~ (h - r) - a(h-ir) 
8 -

'7 = 2 ar- 2 h (h - r)-a (2h-r). 
2(8+2h+a) 

Dabei ist r bestimmt durch die Beziehung 8 = 2 a r. 
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2) Da der Bogen symmetrisch zur Mediane liegt, Abb. 368, benötigt man 
nur eine der beiden Koordinaten ;!'] des Schwerpunktes. Nach (67 a) und 
nach Aufg. 45) von 70 wird 

G, ()9 G()2 ;=DII :s=Jz-yl+ ~ td:t:~a=iJ ;. lfdz=~a='1. 
o 0 

(a) 

3) Die Ellipse mit den Halbachsen a und b 
kann man sich aus dem Kreis mit dem Halbmesser b 
durch homogene Deformation hervorgegangen denken, 
Abb. 223. Der Schwerpunktssatz für die Halbkreiafiäche 

Ms=Imr 
würde dann für die Halbellipsenfiäche lauten 

nM·s=Inm·r oder Ms=Imr, 

wo n = a: b die Deformation angibt; er führt also 

zum nämlichen Schwerpunktsabstand :! wie bei der 

Halbkreiafiäche. 

lz':'Jr 

L.....--.+--1 ..... 1 
Abb.222. 

4) Die Teilschwerpunkte 81 und 89 haben nach (76e, g) von der Kegel­
grundfiäche die Abstände 

Y. = i''' und Y2 = - ~ a. 
Den Absta.nd '] des gesamten Körpers gibt der Schwerpunktsatz 

oder 
h2 -3a2 

']= 4(h+2a)' 
(b) 

Damit die Kugel unabhängig von der AuflagersteIle im Gleichgewicht ist, muß 
der Schwerpunkt mit dem Kugelmittelpunkt zusammenfallen, sonach '] = 0 
sein oder 

h=aV3. 

5) Siehe hierzu Aufg. 2) dJy="'dSZ2=!t'Z2F+-~~)td:c 
a 

Jy = ,,' [Z2 (~)t dz=: ,,' a3 = ~.~ ,,' a·a~ 

= ~ M aB nach Aufg. 45 von Nr. 70, 

dann wird 
. 1 S='2 a. 

6) Jeder Flächenstreifen des umschriebenen 
Kreises mit dem Halbmesser a hat nach Abb. 223 
für die z- oder a-Achse das Trägheitsmoment 

r·--.. ····· 
I 

b 
!I 

Abb.223. 

dJ=t dF.y2 ; der entsprechende Flächenstreifen der Ellipse hat das Trägheits-

moment dJa=tdF~·(y~r = dJ·(~r. Die ganze Ellipsenfiäche hat dann 

mit Benützung des Beispiels 79d) das Trägheitsmoment 

Ja= (~rfdJ = (~r'l a4 :r=}abn·b2 =t Mb2• 
(c) 
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Genau so findet man 

und daraus 
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(d) 

(e) 

1) Die Oberfläche ist durch zwei Ebenen bei x, und x. senkrecht zur 
x-Achse begrenzt gedacht. Zwei unendlich benachbarte Ebenen senkrecht zur 
x-Achse schneiden nach 68 das Oberflächenelement dO = 2 1r yds aus, dessen 
Trägheitsmoment zu entwickeln ist als 

dJ = myz= 2n yds·y2, 

wobei I" = 1. Dann wird 

'P2 i-----., 
d J 2f 3'3.,...!...(dT)-d o er =:r T sm' rp \J r-, ä--- rp, 

~, rp 

wenn man Polarkoordinaten anwendet. 
8) Nach (80b) ist 

J = t M (T,2 + T22) = t,u nb (r,2- r22) (r,2 + T.2) 
oder wegen 

~r _I 

Abb.224. 

(f) 

(g) 

9) J ist die Summe der Trägheitmomente der unendlich dünnen Kreis­
ringscheiben. Nach der vorigen Aufgabe ist für die obere Hälfte des Ringes, 
Abb. 224, wegen 

-xdx 
b=dy und h=2x, sonach y=V"I!2_ X• und dy=-,==-, 

\ 

dJ = _ 4,uJl T(r~+ x2) x2 dX, 
V 

also wegen der Grenzen y, = O. Y2 = e oder x, = '2, X2 = 0 

l J = 4 ,u 1r r [fr. ~ x +fX!!"xJI! 
V \' 0 

= 4,u Jl r [r·fX: dx +! e9J~~XJ: durch part. Integration und nach (59 h) 

= 2 ,u 1r T (r· + 1f ( 2) I x V '29 - x2 + e2 arcsin ~JI! 
~ e 0 

sonach für den ganzen Ring 

J = Il 1r r (r2 + t ( 2) e2 ~ • 
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10) Mit Verwendung von i wird bei Abb. 218 

J = Mi9 "'" 2 r jf.bh·p.·r2 , 

andererseits ist gefunden 

J = 2 r jf b h p. (r2 + t h2). 

Mit h = 2, r = 7 wird der Fehler t h2 : (rl + l h2) = 1 : 50 oder 2%. 
Im Fall der Abb. 219 ist 

J = M i 2 "'" 2 r 1t. (!2 jf.p.. r 2 ; 

gefunden wurde 

J = 2 r jf (!2 1t f.t (r9 + t (!2). 

Mit r = 7t, (! = t ist der Fehler 
~ (!2 : (r2 + t (!2) = 0,008 oder kleiner 
ats IOfo. 

!I 

Abb.225. Abb.226. 
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11) Man macht die Bezugsachse zur x-Achse eines räumlichen Koordinaten­
systems, 0 zum Nullpunkt, die Gerade durch A 0 zur y-Achse und senkrecht 
dazu die z-Achse. Dann haben die Endpunkte der Stange und der Schwer­
punkt S die Koordinaten 
A = 0 I biO, B = l cos oe. 1 b+l cosp Ilcosr, S=tlcosoe.l b+tlcosp I t1cosr. 
Die Bezugsachse, hier die x-Achse, hat die Gleichung y=O mit z=O, also 
nach Math. I 230c) der Schwerpunkt S von ihr den Abstand 

d = .J(b + t l cos p)2 + (t I cos r)2 = .Jb2 +bl cos P +t 12 sin2 oe.. 

Von der durch den Anfangspunkt A parallel zur Bezugsachse gezogenen Ge­
raden hat S den Abstand d' = tl sin oe.. 

Für die letztere Gerade hat die Stange nach (78c) das Trägheitsmoment 
t Ml2 sin2 oe.; für eine durch den Schwerpunkt S parallel zur Bezugsachse ge­
zogene Gerade ist das Trägheitsmoment nach (81 b) 

J. = t Ml2 sin2 oe. - M d'2 = h MZ2 sin2 oe.. (h) 

Nach der gleichen Formel findet man das Trägheitsmoment für die vorge­
schriebene Bezugsachse 

Jx = J.+ Md2 =tM(l2 sin2 oe. + 3 b2 + 3 blcos P). (i) 

12) Die Punkte 1, 2; 3, 4 haben nach Angabe der Zeichnung von der 
Wasseroberßäehe die Abstä.nde 0 m, 0,12 m, 0,70 m, 0,57 m. An diesen Stellen 
ist die Druckdichte dementsprechend nach (85 d) wegen Po = 0 , 

Pl=O, P2=I20, Pa=700, P4=570, 

jedesmal gemessen in kg/m2 • Die Tatsache, daß der Flüssigkeitsdruck ein 
Geradliniengesetz befolgt, drückt sich durch die aus Geraden zusammengesetzten 

Egerer, Ingenieur-Mathematik ll. 16 
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Schaulinien aus. Die Flächen der SchauIinie, Dreiecke bzw. Trapeze, sind ein 
Maß für die Druckkräfte, diese selbst gehen durch die Schwerpunkte der 
Flä.chen hindurch. In der Zeichnung sind die Längen im Maßstab 1: 20 
wiedergegeben, die Druckdichten im Maßstab 1 mm = 40 kg/m 2• Die Fläche F' 12 

ist beispielsweise in der Zeichnung 

l·20 mm·8mm = 10·20 mm·8·40 kg/m2 = 24 kg/m. 

Die Kante 11' senkrecht zur Abbildung hat die Länge 1 m, so daß 

P12 =24kg/m·l m =24 kg 

ist. Der Druckmittelpunkt D12 von P12 hat nach Abbildung den Abstand 
27 cm von der Kante 11' oder 7 cm vom Schwerpunkt Su der Kante 12. 
Entsprechend entnimmt man der Zeichnung für die übrigen Druckkräfte 

F'23 = 307,5 mm2, F'S, = 317,5 mm2 , F'41 = 214 mm2, 

und dementsprechend wegen des Flächenmaßstabes 1 mm2 = 0,8 kg/m und der 
Stärke 1 m der Kanten senkrecht zur Abbildung 

P2S = 246 kg, Pu = 254 kg, Pu = 171 kg. 

Die Druckmittelpunkte haben von den entsprechenden Schwerpunkten die Ab­
stände 7 cm, 1 cm, 10 cm. 

Analytisch findet man nach (87 b) 

"12=0,06m, 
F I2 =0,4m2, 

"23 = 0,41 m, 
F 2S =0,6 m2, 

und da r = 1000 kg/mS, 

PI2 =24kg, P23 = 246 kg, 

hu =0,63m, 

F s,=0,4m2, 

Ps = 252 kg, 

'lU = 0,285 m, 

F'I=0,6m2, 

Pu =171 kg. 
Die Werte a, Jund ~, die nach (87d) zur Bestimmung des Druckmittelpunktes 
notwendig sind, werden der Zeichnung entnommen zu 

a12 = 0,2 m, a23 = 0,425 m, as, = 2,1 m, an = 0,3 m, 

J I2 =JS'= -fi·l·0,4s =r;r·0,064 m', J 2S = J41 =r;r·O,216 m" 

~12 = ~2S = ~s, = ~n = 0. 
Mit diesen Werten werden alle Yo zu Null, Xo erhält in den vier verschiedenen 
Fällen die Werte 

0,067 m, 0,073 m, 0,007 m, 0,1 m. 

:z: 

-L.. ___ 1t' 
l 

Abb.227. Abb.228. Abb.229. Abb.280. 
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13) Bei der Normalfüllung ist der überdruck w = 0; den Unterschied 
oe = "0 - i' der Gewichtsdichten von Luft, i'o = 1,293 kg{m3, und von Wasser­
stoff, i' = 0,089 kg{m3, setzt man im praktischen Fall gewöhnlich gleich 
oe = 1,1 kg/m3, bei unreinem Wasserstoff oft auch nur 1,0 kg{m3• Mit diesen 
Werten wird die Dichte des Zelldruckes 

n = 1,1 z kg{m3• (k) 
Im First der Zelle ist die Druckdichte 

n. = 1,1.20m.kg/m3 =22 kg/m2• 

Abb. 228 ,v,bt die Schaulinie für den Zelldruck oder genauer für die Dichte 
dieses Druckes. Der wahre Zelldruck N ergibt eich als Mittelkraft aus seinen 
beiden Seitenkräften L und W; es ist an der Stelle z 

W = t " Z2 = 0,55 Z2 kg/m3• 

An der höchsten Stelle ist 
W. =0,55.202 m~.kg/ma = 220 kg/m. 

An der allgemeinen Stelle z ist nach (89 f) 

L=-af zdy=-I,1 F",. 
Will man L nicht graphisch, nämlich durch Abmessen der Fläche F.r, sondern 
analytisch ermitteln, so geht man von der Kreisgleichung aus 

(z-r)2+ yl- r2=0 oder z2-2rz+y2=0 

und erhält, wenn man von der linken Gleichungsseite das Differential nimmt, 

2 (z -r) dz+2y dy=O 
oder 

Damit wird 

oder mit der Substitution 
z-r=u und dz=du 

L = af(r+ u] u du = a rf---~~~~ + af-- ~2_d~ 
Vr2 - u2 \,'r2_,,2 Vr2 - u2 

=-~ [r2arcsin~-\"r2~u2.(u+2r)J nach 57 und 59 

also 

L =!!..- r r2 arc ein ~-_-:- r - (z + r) V2 n - Z2 + ,.2 ~J . 2 c,. 2 
An der Stelle z = rist 

La = t" [-2 r2 + !r2 nJ = "r9 [-1 +i n] 
= 1,1·100 (-0,21)kg/m= -23,1 kg{m. 

An der Stelle z = 2 r muß natürlich L. den Wert tA haben, wo A der Auf­
trieb des Zellteils ist. Es muß also dort L. = t A = t "r2 3f sein. In der 
Tat wird 

L. = t" [r2'i - 0 +,.2 iJ = t",.2 n = 172,7 kg{m. 

16* 



Fünfter Abschnitt. 

Reihen. 

96. Allgemeines. Reihe heißt jede Summe, deren aufeinander­
folgende Summanden nach einem bestimmten Gesetz gebildet sind. 
Sie heißt endlich oder unendlich, je nachdem die Anzahl der 
Summanden eine endliche oder unendlich große ist. Indes ist in 
der höheren Mathematik, wenn nichts weiter bemerkt ist, eine Reihe 
immer als eine unendliche vorausgesetzt. Jenes Glied, das an nter 
Stelle steht und das Gesetz der Reihenbildung erkennen läßt, heißt 
das allgemeine Glied oder auch das nte Glied der Reihe; es 
ist U,._l in der folgenden Reihe 

8,. =UO+u1 +u2 + ... +U,.-l +u,. + ... 
Die Punkte nach dem Glied u,. sollen angeben, daß sich die Reihe 
ins Unendliche fortsetzt und sonach eine unendliche Reihe ist. Bis­
weilen heißt man n tes Glied oder allgemeines Glied der Reihe auch 
jenes, das den Zeiger n trägt, also im obigen Fall u,., 

Aus der Elementarmathematik ist z. B. bekannt die arith­
metrische Reihe 

8,.=a+(a+d)+(a+2d)+ ... +(a+[n-l]d), 
deren letztes oder n tes Glied 

und deren Summe 
z=a+(n-l)d 

8=jn(a+z) 
ist. Das Bildungsgesetz ist hier sehr einfach; das allgemeine Glied ist 

u,.=a+(n-l)d, 
das nächstfolgende Glied immer um d größer. 

Das Bildungsgesetz einer Reihe ist aus einer gewissen Zahl von 
Gliedern meist recht einfach zu ersehen. Vielfach gibt man es aber 
nur durch das allgemeine Glied u,. an. Dabei kann u,. entweder 
als Funktion des Zeigers n gegeben sein, wie eben bei der arith­
metischen Reihe 

u,.=a+(n-l)d, 
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oder als Funktion des vorausgehenden Gliedes oder ganz allgemein 
der vorausgehenden Glieder. Man könnte also bei der arithmetischen 
Reihe auch schreiben 

U .. =U .. _1 +d. 
Man hat dafür die Sprechweise: im ersten Fall ist das Glied in 
"independenter" Form gegeben, im zweiten Fall in "rekurrierender". 

Bei s pie I a) Wie heißt die Reihe, deren n tes Glied 1: Vn ist? 

111 
Hier ist u ll = V n + l' also U o = vi ' u1 = V2"' ... 

so daß die Reihe 

1 11, 1 
8= 1 +---=+---=+---=1'" + -=+ ... 

V2 V3 V4 Vn 
Beispiel b) Gesucht sind die 6 ersten Glieder der Reihe mit 

dem Bildungsgesetz 
u .. _2 -xu"_ 1 +u .. =O. 

Die ersten beiden Glieder können beliebig sein, etwa Uo = a und 
u1 = b; dann wird 

U2 =XU1 -uo=bx-a 
ua=xu2 - u1 =bx2 -ax-b 
u.=xu3 -u2 =bx3 -ax2 -2bx+a 
u5 =xu4 -us =bx4 -ax3 - 3 bx2 + 2 ax+b. 

Was Summe einer endlichen Reihe bedeutet, bedarf keiner wei­
teren Erklärung. Aber Summe einer unendlichen Reihe? Von letz­
terer sei zunächst vorausgesetzt, daß ihre Glieder stets abnehmen, 
daß also lim u .. = 0. Läßt man nun die Gliederzahl der Reihe mehr 

fl=oe 

und mehr wachsen, so wird die Summe der Glieder allmählich 
gegen einen bestimmten Wert konvergieren, den man die Summe 
der Reihe nennt. 

Beispiel c) Man weiß aus der Elementarmathematik, daß 1/3 
durch den periodischen Dezimalbruch 0,333 ... dargestellt wird: wir 
schreiben an 

und haben damit eine unendliche Reihe. Das erste Glied 0,3 ist 
um 1/30 kleiner als 1/3; die Summe der beiden ersten Glieder ist 
0,33 und nur mehr um 1/300 kleiner als 1/3 ; fügt man das dritte 
Glied hinzu, so wird die Summe dieser drei Glieder sich noch mehr 
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I/S nähern, nämlich nur mehr um I/S000 kleiner sein. Je mehr 
Glieder man zusammenzählt, desto mehr wird sich die Summe dieser 
Glieder dem Wert I/S nähern, oder in der neuen Sprechweise, desto 
mehr wird die Summe gegen den Wert 1/3 konvergieren. Voraus­
gesetzt, daß diese Gesetzmäßigkeit weiter geht, sagt man dann, die 
Summe der obigen Rei~e ist I/s' 

Beispiel d) Man veranschauliche geometrisch die Reihe 

8,,=1 +~+i+~+ ... +~n+ ... 
und bilde ihre Summe 8. 

Am einfachsten werden die Reihe und ihre Glieder durch einen 
rechteckigen Streifen dargestellt, Abb.231. Wenn dieser 2 Flächen­
einheiten enthält, so ist das erste Reihenglied gleich der Hälfte der 
Fläche, die man geometrisch durch Schraffieren veranschaulicht. Das 
zweite ist vom Flächenrest wieder die Hälfte, man wird auch diese 

Abb. 231. 

schraffieren, so daß die Fläche ~ restiert. Das dritte Glied ist vom 
neuen Rest wieder die Hälfte, auch sie wird durch Schraffieren 
hervorgehoben, so daß nur mehr die Fläche i übrig bleibt. Man 
fährt so fort und findet, daß jedes neu hinzutretende Glied den 
Unterschied zwischen der Summe der Reihe und dem Zahlenwert 2 
immer kleiner werden läßt, die Summe der Glieder konvergiert also 
gegen 2, oder in der neuen Sprechweise: die Summe der Reihe ist 2. 

97. Fortsetzung. Es bedeute 8 den Grenzwert der Summe 
aller Glieder einer Reihe, die Summe der Reihe, so daß also 

und 
8,,=uO +u1 +u2 + ... +",,+ ... 

Wenn nun diese Summe eine bestimmte endliche Zahl ist, so 
heißt man die Reihe konvergent; man nennt sie divergent, 
wenn diese Summe unendlich groß ist; und unbestimmt, wenn 
man diese Summe nicht angeben kann. Ein Sonderfall der unbe­
stimmten Reihe ist z. B. die oszillierende, sogenannt, wenn ihre 
Summe periodisch verschiedene Werte annimmt, z. B. 

(_ 1)0 + (_ 1)1 + ( _ 1)2 + (_ l)S + ... + (_ 1)1& + ... 
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Ein gutes Beispiel für die Unterscheidung liefert die von der 
Elementarmathematik her bekannte geometrische Reihe, 

Sn=l+x+x~+ ... +xfl + ... , 
deren Summe, unabhängig von n 

xn -1 
S=---. 

x-1 
(a) 

Man sieht unmittelbar aus der Reihe selbst, daß schon für x = 1, 
somit erst recht für x > 1 die Summe S unendlich groß wird. Ist 
x cin echter Bruch, also + 1 > x > - 1, oder in anderer Aus­
drucksweise, 'x I < 1, so ergibt die Formel für S den Wert 1: (l-x) 
unter der Voraussetzung, daß n gegen Unendlich konvergiert. Für 
x = - 1 wird die Summe S zwischen den Werten + 1 und - 1 
periodisch schwanken, sie oszilliert. Für x< - 1 liefert die Formel 
den Wert x für S. Es wird also diese geometrische Reihe 

divergent 
konvergent 
unbestimmt 
divergent 

x>+l 
für +l>x>-l 

x=-l 
x<-l. 

Eine andere Reihe, die harmonische Reihe, 

S- +1+1---l- 1+ i 1+ 
n- 1 "2 3'-"4 "'Ir;: ... 

zeigt sich als divergent. Daß die Glieder abnehmen, daß lim un = 0, 
fI,=oo 

ist natürlich noch kein Kennzeichen für die Konvergenz. Daß die 
Reihe mindestens verdächtig ist, ist ohne weiteres ersichtlich. Wollte 
man z. B. den Wert der Summe auf sechs Stellen genau rechnen, 
dürfte man keinesfalls Glieder über 0,000005 vernachlässigen, man 
dürfte also nicht vor dem fünfmillionten Glied, welches eben 0,000005 
ist, abbrechen. Die Divergenz der Reihe ist elementar recht leicht 
zu erweisen. Man schreibe die Reihe in folgender Ordnung 

Sn = 1 + ~ + (l + ±) + (~ + ~ + ~ + ~) + (~ + ... + t(J + ... 
Jeder der unendlich vielen Klammerwerte, die man so bilden 

kann, ist größer als ~, so daß wegen 

Sn>n.~ und n=oo 

die Reihe tatsächlich divergent ist. 

98. Reihenrest und Reihenvergleich. Wenn eine Reihe kon­
vergent ist, so nähert sich nach Definition die Summe der ersten 
n Glieder einem bestimmten Wert, der Summe der Reihe. Um ein 
Beispiel zu nehmen, 

S 1+1+1' 1 I 1 + n = 2 4; i 8 -,- 16 .•• 
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Es ist die Summe der ersten zwei bzw. drei, vier, fünf Glieder bzw. 
f, ~, ~!. Man sieht die Summe dieser zwei bzw. drei, vier, fünf 
Zahlen nähert sich schon ziemlich dem Wert 2, der Summe der 
Reihe. Bricht man nach dem zweiten bzw. dritten, vierten, fünften 
Glied ab, so begeht man einen Fehler, hier ~ bzw. h 1, 116 • Der 
Fehler wird immer kleiner, je später man abbricht. Natürlich kann 
man so spät abbrechen, daß dieser Fehler kleiner ist als irgendeine 
beliebig klein vorgeschriebene Zahl. 

Bricht man allgemein in einer Reihe nach dem n ten Glied ab, 
so vernachlässigt man einen Rest Rn' den man den Reihenrest 
nennt. Das ist nun das Kennzeichen einer konvergenten Reihe: 

Man kann an so später SteUe abbrechen, daß der 
Reihenrest Rn unter jede noch so kleine Zahl sinkt, 
daß also lim Rn = 0 wird. (a) 

n=<lO 

Natürlich kann man dieses Kennzeichen, das charakteristisch 
ist für eine konvergente Reihe, auch als ihre Definition benützen: 

Wenn der Rest der Reihe unter jede noch so kleine 
Zahl gebracht werden kann, so ist die Reihe konvergent. (b) 

Es wäre freilich sehr mühsam, wollte man bei jeder Reihe mit 
solch elementaren Mitteln wie bei der harmonischen Reihe sich Ge­
wißheit verschaffen, ob die Reihe konvergent oder divergent ist. 
Ebenso wird es nur in recht seltenen Fällen möglich sein, für eine 
vorgelegte Reihe, wie bei der geometrischen, eine Formel für die 
Summe der n ersten Glieder zu finden. Der Reihenrest Rn als 
Kennzeichen ist im allgemeinen auch schwer zu verwerten. Man 
wird sich also neue Hilfsmittel verschaffen müssen, um auf möglichst 
einfache Weise die Konvergenz oder Divergenz einer Reihe ent­
scheiden zu können. Solche - Konvergenzkriterien genannt -
gewinnt man durch den Reihenvergleich. 

Sei etwa 

die zu untersuchende Reihe. Alle Summanden seien positiv. Ange­
nommen sei, daß von einer bestimmten endlichen Stelle ab, also 
etwa ab vr ' die Glieder dieser Reihe alle kleiner sind als die ent­
sprechenden Glieder einer bekannten konvergenten Reihe 

U,,=UO+U1 + ... +ur +ur +1 + ... +u,,+ ... , 
so daß also 
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Bricht man in beiden Reihen gerade vor dem Glied 'Ur bzw. vr ab, 
und nennt den Reihenrest der konvergierenden Reihe Ur' den der 
untersuchten Vr , so ist nach Voraussetzung sicher 

Vr < Ur' 

Nun muß aber Ur eine endliche Zahl sein, also erst recht Vr; nach 
VorauSBetzung kann es ja nicht negativ werden. Da man aber an 
endlicher Stelle abgebrochen hat, so ist auch die Summe 

V=VO+v1 +v2 +··· +vr - 1 + Vr , 

d. h. die Summe der Reihe endlich, diese ist also konvergent. Man 
hat somit den Satz: 

Sind von einer bestimmten endlichen Stelle ab die 
Glieder der zu untersuchenden Reihe stets kleiner (großer) 
als die entsprechenden Glieder einer bekannten konver­
genten (divergenten) Reihe, so ist auch die zu unter-
suchende Reihe konvergent (divergent). (c) 

Denn genau wie oben beweist man den entsprechenden Satz für 
divergente Reihen. 

Natürlich wäre dieser Reihenvergleich in den einzelnen Fällen 
mehr oder weniger umständlich, wenn man ihn in dieser Form an­
wenden würde. Man wird ihm deshalb noch eine brauchbare Form 
geben müssen. 

Beispiel a) Man untersuche die Konvergenz der Reihe 

1 1 1, 1 
V .. =-=+-=+-=--r ... +-=+ ... Vl V2 va Vn 

Man denkt an die harmonische Reihe und vergleicht mit ihr. 
Das n te Glied der vorliegenden Reihe 1: Vn ist sicher größer als 
das entsprechende Glied 1 : n der harmonischen. Die zu untersuchende 
Reihe ist divergent, weil von der zweiten Stelle ab ihre Glieder alle 
größer sind als die entsprechenden Glieder der harmonischen Reihe, 
die als divergent bekannt ist. 

99. Konvergenzkennzeichen. Bei der geometrischen Reihe: 

1 +x +x2 + ... +x"+ ... 
ist jedes Glied gleich dem x-fachen des vorhergehenden; die Reihe 
konvergiert, wenn x ein echter Bruch ist. Wenn nun das, was bei 
der geometrischen Reihe zutrifft, nämlich 
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auch für die zu untersuchende Reihe 

V,,="O+"l +"2+" .+V,,+ ... 
von einem bestimmten Glied vr ab zutrifft, daß nämlich 

vr +1 < k vr = , 

k als echter Bruch vorausgesetzt, so ist zu erwarten, daß diese Reihe 
auch konvergent ist. Schreibt man nämlich die angegebene Bedingung 
in der Form 

"r+l < k'''r' 
"r+2 < k "r+l < P"r' 
"r+3 < k"r+2 < k3"r' 

so wird obige Reihe übergehen in 

V=VO+v1 +·· ,+vr - 1 +R, 
wo 

also in eine konvergente Reihe, da ja die Summe der ersten r-Glieder 
endlich ist und ebenso das Restglied R nach (97a). 

Nun könnte aber die Bedingung 

V"+l < k 
v" = 

falsch gedeutet werden. Bei der harmonischen Reihe ist beispielsweise 

1 

V"+t=n+1' 
also vlI +1 11. v:-= 11.+1 ' 
welcher Quotient für endliche n tatsächlich ein echter Bruch ist 
nicht aber für unendlich große n. An der Stelle n = 00 wird dieser 
Wert, wenn man zur Grenze übergeht, 

I · n I' 1 Im---= Im---=1, 
"=,,,11.+1 n="'1+.!.. 

n 
also kein echter Bruch. Die obige Bedingung muß aber für jedes 
n gelten, also auch für n = 00. Man wird daher vorsichtiger sagen, 
und die Mathematik beweist: Die Reihe 

U,,=UO+u1 +u2 +···+ulI +··· 
ist konvergent, wenn 

!im ulI+t < 1. 
n=:IO u ll 

(a) 
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Und entsprechend: sie ist divergent, wenn 

lim U n +1 > 1. 
n:.=::x un 

In Worten: 

Wenn in der zu untersuchenden Reihe der Grenzwert 

des Verhältnisses u" +1 für n = 00 kleiner (größer) ist 
un 

als 1, so ist die Reihe konvergent (divergent), 
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(b) 

(erstes Konvergenzkennzeichen). (c) 

Für den Fall, daß der Grenzwert des Verhältnisses unH: Un gleich 1 
ist, bleibt es unbestimmt, ob die Reihe konvergent oder divergent 
ist; das erste Kennzeichen reicht sonach für manche Fälle nicht aus. 
Für sie hat der Mathematiker neue Kennzeichen aufgestellt, die aber 
für den Ingenieur nicht belangreich sind. 

Beispiel a) bis c) Man gebe das nte und (n+ l)te Glied der 
nachfolgenden Reihen an und untersuche diese auf ihre Konvergenz. 

1 1 1 
a) U"=~+-5~7-+ 9.11 + ... 

_ 1 I 5 9 13 
b) V,,- 2 14+8+16+··· 

2 2·3 2·3·4 2·3·4·5 
c) W"=T+T4+G4-:-i+ 1.4.7.10+··· 

Die Anfangsglieder dieser Reihe seien mit uo' vo, w1 bezeichnet. 
Bei der ersten Reihe ist 

1 
U =-- und 

n (4n+1)(4n+3) 
1 

u" + 1 = (4 n +-5f(4nl- 7)· 

Man verwendet das erste Kennzeichen; 

es ist sonach noch unbestimmt, ob die Reihe konvergent oder diver­
gent ist; die Entscheidung gibt Beispiel 100a). 

Von der zweiten Reihe ist 

und 
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5 4+-
I· V + 1 I' 4 n + 5 I' n 1 Im-"-= 1m = 1m =2; 

n='" v" n=",(4n+l)2 n="'(4+ !)2 sonach 

die Reihe ist sonach konvergent. 
Von der dritten Reihe ist 

2.3.4 ... (n+l) d 
w = un 

n 1.4.7 ... (3n-2) 
2.3:4 ... (n+l)(n+2) w -----

n+1-1.4.7 ... (3n-2)(3n+l)' 

sonach 

auch diese Reihe ist konvergent. 

100. Fortsetzung. Bisher waren alle Glieder einer Reihe positiv 
vorausgesetzt._ Daß sie stets abnahmen, war zwar eine notwendige, 
aber noch nicht hinreichende Bedingung für die Konvergenz einer 
Reihe. Beispiel: die harmonische Reihe. 

Nun sollen die einzelnen Glieder verschiedenes Vorzeichen haben 
und zwar von einer endlichen Stelle ab periodisch wechselnd. Im 
einfachsten Fall etwa in der Reihenfolge + - + -. Es läßt sich 
leicht zeigen, daß eine solche Reihe immer konvergent sein -muß. 
Die Reihe heiße 

Un =(UO+u1 +u2 + .. ·)+ur - u r +1 + Ur +2 -Ur+3 + ... 
= U' +Ur-Ur+1 +Ur+2 -Ur+3 + ... 

Dann kann man die Reihe in zwei verschiedenen Formen schreiben: 

und 
U" = U' +ur-(ur+t-ur+2)-(ur+3 -urH) - ( ) - ... 

Die Klammem sind naturgemäß alle positiv, da die Glieder stets 
abnehmen. Die erste Form sagt, daß die Summe der Reihe größer 
als U' ist, die zweite, daß sie kleiner als U' + ur ist, sie liegt also 
zwischen U' und U' + ur' d. h. die Reihe ist konvergent. Sonach: 

Eine Reihe mit stets abnehmenden Gliedern ist konver­
gent, wenn von einer endlichen Stelle ab die Vorzeichen 
periodisch wechseln. ( a) 

Man kann nämlich in der entsprechenden Weise wie oben auch 
bei anderem periodischen Wechsel die Glieder so zusammenstellen, 
daß sich die Konvergenz unmittelbar ersehen läßt. 
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Beispiel a) Im Beispiel 99a) konnte nicht entschieden werden, 
ob die Reihe 

konvergent oder divergent ist. Durch einen Kunstgriff 

2 1 1 
n(n+2)=n- n+2 

formt man sie um zu 

und erkennt sie jetzt sofort als konvergent. 

101. Potenzreihe, Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Von allen Reihen werden uns diejenigen besonders interessieren, 
deren einzelne Summanden von der Form 

sind, wobei a" ein gesetzmäßig gebildeter Koeffizient ist; man heißt 
sie Potenzreihen und definiert sie als Reihen, die nach ganzen 
Potenzen von x (oder einer andern Veränderlichen) fortschreiten. 

x ist also hier eine Veränderliche und somit die Reihe 

Sn = ao + a1 X + a2 x 2 + ... + an xn + ... 
eine Funktion von x. Eine der Hauptaufgaben der Analysis ist es, 
von solchen Potenzreihen zu entscheiden,· ob sie divergent oder 
konvergent sind, und in letzterem Fall ihre Summe S als Funktion 
von x anzugeben. Notwendige Bedingung für ihre Konvergenz ist 
selbstverständlich, daß die Glieder stets abnehmen. Wenn die V or­
zeichen periodisch wechseln, dann ist die Reihe nach (100 a) sicher 
konvergent. Es werden daher in der Potenzreihe alle Summanden 
als positiv vorausgesetzt; ist die Reihe mit positiven Summanden 
konvergent, dann erst recht die Reihe bei periodischem Vorzeichen­
wechsel. Man wendet das erste Konvergenzkennzeichen an; mit 

wird lim 'UnH< 1 
n=oo 'Un 

oder 

zu lim\a,,+lxl < 1 
n= 00 an I 

(a) 
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Es war vorhin darauf hingewiesen, daß es Aufgabe der Mathe­
matik ist, die Summe konvergenter Reihen 

S .. =aO +a1 x+a2 x 2 + ... +anx" + ". 
anzugeben und zwar als Funktion von x. Umgeke.hrt kann man 
sich die Aufgabe stellen, eine gegebene Funktion in eine Reihe zu 
verwandeln. Daß diese Aufgabe überhaupt möglich ist, ist daraus 
zu ersehen, daß wir später sogar ein Mittel angeben, um jede Funk­
tion in eine Reihe zu verwandeln. Die Frage ist nur, ob man die 
Funktion nur in eine oder in mehrere voneinander verschiedene 
Reihen verwandeln kann. Die Mathematik weist nach, daß nur eine 
solche Reihe existiert, so daß man hat: 

Eine Funktion von x kann immer in eine Potenz­
reihe von der Form 

aO +a1 x+a2 x2 + ... -i-an xll + ... 
verwandelt werden, aber n ur in eine einzige. (b) 

Nun ist es ja leicht denkbar, daß man durch zwei verschiedene 
Verfahren wenigstens auf zwei verschiedene Formen der Reihe kommt, 
daß also die eine etwa 

f(x)=ao +a1 x + a2 x2 + .. . +anxll + ... , 
die andere 

f(x)=bo +b1 x+b2 x2 + ... +b .. xll + .. . 
lautet. Dann ist ein recht einfacher Zusammenhang zu konstatieren: 
für jeden Wert von x müssen ja beide Reihen den gleichen Funk­
tionswert geben, es muß also 

aO+a1 x+a2 x2 + ... +anxn+ ... -=bo+b1 x+b2 x2 + ... +bnxn + ... 
für jeden beliebigen Wert von x gelten; das Zeichen - soll eben 
diese Identität ausdrücken. Für x = 0 erhält man so 

ao=bo, 
so daß man schreiben kann 

a1 x + a2 x2 + ... =- b1 X + b~ x2 + ... ; 
oder wenn man mit x dividiert, wieder 

a1 =b1 • 

Man kann so fortfahren und erhält 

Also: 
... a,.=b,., ... 

Hat man von einer Funktion zwei verschiedene 
Entwicklungen nach Potenzreihen, so müssen 
beide Reihen gliedweise identisch sein, d. h. die 
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Koeffizienten ai und bi der gleichhohen Potenzen 
müssen gleich sein (Methode der unbestimmten 
Koeffizienten). (c) 

Um eine Funktion in eine Reihe zu verwandeln, hat man ver­
schiedene Wege: einen, der schon angedeutet, mit Hilfe der Taylor­
schen Reihe; ein anderer viel gebrauchter Weg benutzt die Methode 
der unbestimmten Koeffizienten. Man überlegt hierbei: die gesuchte 
Reihe für f(x) sei 

f(x)=aO+alx+a2x2+ ... +a"xn + ... 
Um die Koeffizienten ai zu bestimmen, wird man irgendwie eine 
analytische Veränderung der Funktionen vornehmen, so zwar, daß 
auf den Zusammenhang der ursprünglichen und der veränderten 
Funktion der vorausgehende Satz angewandt werden kann. 

Beispiel a) Die Funktion cosx ist in eine Reihe zu ver­
wandeln. 

Man setzt an 

cosx=ao+a;x+a2x2+ ... +a"xtl + ... 
Beachtet man, daß cos (-x) = cos x, so muß also auch gelten 

+ 2 3 I cosx=aO-a1x a\lx -aa x ,- ... 

oder, wenn man beide Reihen addiert, 

cosx =aO+a2xll +a,x4 + ... , 
d. h. die Glieder ungerader Potenzen fallen hinaus. Um nun die 
Koeffizienten ao' a2, a4, ... zu erhalten, wird man zweimal differen­
zieren und erhält dann 

- cos x = 2 ·1 a2 + 4 . 3 . a, x2 + 6·5 (16 x' + ... , 
und wenn man jetzt beide Reihen vergleicht, 

ao + a2 x'l + a. x' + ... = - 2· 1 a2 - 4·3 a. x2 - 6·5 a6 x4 - ... 

Der Vergleich liefert 

a4 ao a =---=--
6 6.5 6!' 

und damit 
ao Il+ ao 4 (Jo 6+ cos x = Go - 2! x 4! x - 6! x - ... 

mit (Jo als noch einzigem unbekannten Koeffizienten. Man weiß nun, 
daß oos x = 1 wird für x = 0; also erhält man 1 = (Jo' wenn man 
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auf beiden Gleichungsseiten x = 0 setzt, womit die Funktion cos x 
endgültig in der Form 

x'J x' x6 

cosx=I- 2,+ 4'-6'+-'" 
angeschrieben werden kann. 

(d) 

Erwähnt sei, daß das vorausgehende Verfahre~, cos x in eine 
Reihe zu verwandeln, nicht üblich ist. Aber als Muster für die all­
gemeine Art, Funktionen in Reihen zu verwandeln, scheint sie wohl 
empfehlenswert. Zu beachten ist noch, daß die Verwandlung natür­
lich immer unter der Vorausse~zung geschah, daß die Reihe konver­
gent ist. 

Beispiel b) Man entwickle 1: (1 +x) nach einer Reihe und 
untersuche ihre Konvergenz. 

Man könnte die Reihe auch dadurch sich verschaffen, daß man 
ausdividiert. Einfacher setzt man nach der Methode der unbe­
stimmten Koeffizienten 

1 1 + x = ao + at x + a'J x2 + a3 XS + ... + an xn + ... 
Den ersten Koeffizienten ao kann man sofort angeben, wenn man 
beiderseits x = 0 setzt; man erhält ao = 1, wobei allerdings die &ihe 
als konvergent vorausgesetzt ist, da man nur in diesem Fall auf die 
Reihe die gewöhnlichen Gesetze der Algebra anwenden kann. Man 
fährt weiter 

1 =(1 +x)(1 +atx +a2 x2+ ... ) 
= 1 +x (1 + at)+x'J (at + a'J) +x3 (a2 +as) + ... 

und erhält durch den Vergleich 

a1 =-I, a2 =+I, a3 =-I, a,=+I, 
oder 

1 
1 + x = 1 - x + x2 - x3 + x' - + .. , 

für 0< x< 1 ist die Reihe nach (100a) konvergent. 

(e) 

Beispiel c) Man gebe für Ig(1 +x) eine Reihe an und 
untersuche ihre Konvergenz. 

Man setzt 

Ig(1 +x)=aO+·alx+a2x'J+ ... +a"xn + ... 
Wenn x einen solchen Wert hat, daß die Reihe konvergent wird, 
kann man beiderseits x = 0 setzen und erhält 19 1 = ao oder ao = O. 
Unter der gleichen Voraussetzung kann man auf beiden Seiten differen­
zieren und erhält 



Reihen. 102. 257 

+1 =al + 2a2 x+ 3asx2 +4a.x8 + ... 
1 x 

oder mit Benützung von Beisp. b) 

1 - x + x2 - x3 + x4 - + ... = al + 2 al! x + 3 a8 xl! + 4 a. x8 + ... 

Der Vergleich liefert 

und damit 
xl! XS x. 

Ig(l+x)=x- 2 +3-4+-··· 
Solange x ein echter positiver Bruch oder auch gleich 1 ist, nehmen 
die Glieder fortwährend ab, gleichzeitig wechseln die Vorzeichen 
periodisch, die Reihe ist also für 0 < x <1 sicher konvergent. Ob 
sie auch noch für andere x konvergent ist, wird an späterer Stelle 
noch zu entscheiden sein. 

Bemerkt wird, daß für die Entwicklung der Logarithmusreihe 
das Taylorsche Verfahren üblich ist. 

102. Zweck und Wert der Reihen. Es wird an der Zeit sein, 
die Frage nach dem Wert und dem Zweck der Reihen zu beant­
worten. Wir wollen einen Augenblick zurückkehren zu den Elementen 
der niederen Algebra und Analysis. Dort hatten wir aufeinander­
folgend die elementaren Rechenoperationen betrachtet, von der Summe 
beginnend und mit der Wurzel schließend. Es wurde definiert: Zahlen 
heißen abgebraisch, wenn sie aus natürlichen Zahlen durch eine 
endliche Anzahl von Summen, Differenzen, Produkten, Quotienten 
und Potenzen mit rationalen Exponenten hervorgehen. (Für c,lie 
algebraischen Zahlen war dann erwiesen, daß für sie die gleichen 
Regeln gelten wie für die natürlichen Zahlen.) 

Entsprechend war definiert: Algebraisch heißt eine Funktion, 
wenn zu ihrer Bildung sich die Veränderlichen durch eine endliche 
Anzahl von Summen, Differenzen, Produkten, Quotienten und Po­
tenzen mit rationalen konstanten Exponenten zusammensetzen. 

Nun hat man eine beliebige Funktion, wenn man sie in eine 
Reihe verwandelt, der Form nach in eine ganze rationale Funktion 
übergeführt, also in die einfachste aller Funktionen. Wenn sonach 
fex) auch keine algebraische Funktion ist, so nimmt sie durch 
die Reihenentwicklung doch wenigstens die Form einer solchen, 
nämlich 

f(x)=ao+alx+~x\l+ . .. 

an. Wäre fex) eine ganze rationale Funktion, so würden auch alle 
Sätze von den rationalen Funktionen für sie gelten. Nun kann 

Egerer. ingenieur-Mathematik 11. 17 
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man aber den Unterschied zwischen dieser ganzen rationalen Funktion 
und der untersuchten Funktion fex) beliebig klein machen. Man 
schließt dann daraus, daß alle Gesetze, welche für ganze rationale 
Funktionen gelten, auch für alle Funktionen überhaupt gelten, 
so lange sie endlich und stetig bleiben. 

Damit ist dann der Beweis, daß die Elementarsätze der Ana­
lysis, wie sie im ersten Buch entwickelt waren, für alle reellen 
endlichen Zahlen überhaupt gelten, geschlossen. 

103. Mittelwertsätze. Es soll nun nach Taylor ein allgemeines 
Verfahren entwickelt werden, um beliebig gegebene Funktionen in 
Reihen zu verwandeln. Der Gedankengang ist recht einfach. Sei 
die zu untersuchende Funktion fex) im Untersuchungsbereich endlich 
und stetig. Wenn man sie in eine Reihe verwandeln kann, muß 
die Entwicklung lauten 

f(x)=ao+al x+a2 x2 + ... +a"x" + ... 
Bevor die Ermittlung der Koeffizienten ai erfolgt, sei zuerst die 
Funktion fex + h) betrachtet, wo h irgend eine Zahl vorstellt. Dieser 
Ausdruck fex + h) könnte natürlich in der Form 

f(x+h)=ao +al (x+h)+a2 (X+h)2 + ... +a,,(x+ h)" + ... 
entwickelt werden, gäbe aber eine recht langwierige Aufgabe. Indes 
kann man sich diese elementare Entwicklung durchgeführt denken 
und alle Summanden nach Potenzen von h geordnet, dann ist 
f(x + h) sicher von der Form 

f(x+ h) =Xo +XI h+X2 h2 +Xs hS+ ... +X" hn + ... 
wo Xo, Xl' X 2 , • " Funktionen von x vorstellen, die jetzt als Koef­
fizienten der Potenzen von h auftreten. 

Es sei zunächst angenommen, daß fex) eine ganze rationale 
Funktion ist, also von der Form 

f(x)=aO+al x +a2 x2 + ... +a"xn • 

Dann soll als Zwischenaufgabe ermittelt werden, welche Form die 
Funktion f (x + h) annimmt. Der einfacheren Beweisführung halber 
sei ein besonderes Beispiel gewählt, 

f(x) = 3xS+x2 + 2x+ 4. 
Dann ist 

f(x+h)=3(x+h)S+ 2 (X+h)2+ 2 (x +h)+ 4. 

Man kann nun die rechte 
Potenzen von h ordnen. 
letztere, dann wird 

Seite nach Potenzen von x oder nach 
Des Beweises wegen wählen wir das. 
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fex +k)=(3x3 +x2 + 2x+4)+(9x2 + 2x+ 2)k 
+(9x + 1)11,2 + 311,8. 

Oder wenn man für die Klammerausdrücke, die ja Funktionen von 
x vorstellen, als abkürzende Bezeichnungen 

XO=3x8+x2 +2x+4, X 1 =9x2 +2x+2, 
X 2 =9x+ 1, Xs =3 

entsprechend den Potenzt'n von k einführt, 

fex + k) =xo +X1 k +X2 k2 +Xa 1I,s. 

Natürlich könnte man dieses elementare Verfahren der Ent­
wicklung auch auf die beliebige ganze rationale Funktion fex + 11,) 
vom nten Grad anwenden. Die nachfolgenden Sätze geben aber 
einfachere Wege für diese Entwicklung an. Man geht aus von dem 
gleich nachher zu beweisenden ersten Mittelwertsatz: 

Genügt die Funktion fex) im Bereich von Xo bisxo + 11, 
der Hauptforderung der Differentialrechnung, so gibt es 
in diesem Bereich mindestens einen Wert x=xo + ek, 
für den 

wo e einen positiven echten Bruch bedeutet. 

(80) 

Zum Beweise deutet man geometrisch die einzelnen Bestandteile 
dieser Formel. fex) wird durch die Kurve der Abb. 232 dargestellt. 
Die Endpunkte PI und P2 des 
Kurvenbogens haben die Ab­
szissen Xo und Xo + 11, und da­
mit die Ordinaten f(xo) und 
f(xo + 11,). Es ist sonach die 
Richtung der Sehne PI P2 

tgo=f(xo + 11,) - f(xo)· (b) 
11, 

Die nämliche Richtung hat die 
Kurve sicher noch an einem 
Punkt P auf dem Kurvenbogen 
PI P2 • Dessen Abszisse muß 
jedenfalls größer als Xo und 
kleiner als Xo + k sein. Be­
zeichnet man sie mit Xo + 161, 

größer als 0 d. h. positiv sein. 
durch 161 = eh, wo dann 8 ein 

1+-----oZD .. h---.... J :.c 

Abb.232. 

dann muß 11,1 kleiner als 11, und 
Man drückt diese Beziehung aus 
positiver echter Bruch sein muß. 

17* 
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Es hat also dieser Punkt P die Abszisse Xo + ek und damit die 
Ordinate f(xo + ek). Die Richtung der Kurve in diesem Punkt ist 

tga=f(xo+ek). (c) 
Die Formeln (b) und (c) liefern dann den Satz (0.). Geometrisch 

gedeutet heißt sonach der Mittelwertsatz: 

Auf jedem begrenzten Bogen einer stetigen Kurve 
gibt es mindestens einen Punkt, in dem die Tangente 
parallel ist der' Sehne. (d) 

Beispiel 0.) Man wende den 
Mittelwertsatz auf den besonderen Fall 
an, daß die Kurve 1/ = ((x) die x-Achse 
an der Stelle Xo und Xo + 11, schneidet, 
Abb.233. 

Abb.233. 

Dort wird ((xo)=O und f(xo+k)=O, 
es nimmt dann der Mittelwertsatz die 
Form 1'(xo+ ek)=O an, in Worten: 

Genügt die Funktion fex) im Bereich von Xo bis Xo + 11, 
der Hauptforderung der Differentialrechnung und wird 
sie für Xo und Xo + 11, zu Null, so gibt es in diesem 
Bereich mindestens eine Stelle x, an der sie einen Haupt-
wert annimmt. (Sonderfall des Mittelwertsatzes.) (e) 

104:. Fortsetzung. Es soll graphisch an einem beliebig gewähltem 
Beispiel die zweite Form des Mittelwertsatzes entwickelt werden: 

Genügen die beiden Funktionen fex) und F (x) im 
Bereich von Xo bis Xo + 11, der Hauptforderung der 
Differentialrechnlmg, so gibt es in diesem Bereich min­
destens eine Stelle x, für die 

f(xo + 11,) - f(xo) f (x) 
F(xo+k)-F(xo> = F(x)' 

vorausgesetzt, daß F' (x) in diesem Bereich nie Null wird. 

(0.) 

Man zeichnet zwei beliebige Kurven in einem Bereich von 
Xo bis X o + 11" wo Xo und 11, beliebig gewählt werden können, 
s. Abb. 234. Die erste Kurve habe die Gleichung 1/ = fex), die 
zweite Y = F(x). Die in obigen Sätzen auftretenden Größen lassen 
sich geometrisch veranschaulichen. 

Es sind 
((xo+k)-((xo)=8 und F(xo+k)-F(xo)=8 

die Ordinatenänderungen von der Stelle Xo bis zur Stelle Xo + k, und 

f(x)=t und F'(x)=T 
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die Richtungen der beiden Kurven an der Stelle x des Bereiches. 
Man kann auch schreiben: es gibt in dem vorgeschriebenen Bereich 
mindestens eine Stelle x, an 
der t - e T = 0 ist, wenn 
man das der Abbildung zu 
entnehmende Verhältnis 8: 8 
der bei den Ordinatenände­
rungen mit e bezeichnet. 
Die Größen t = f (x) und 
T = F' (x) können nun geo­
metrisch als Ordinaten der 
Differentialkurven der beiden 
gegebenen Kurven gedeutet 
werden. Man zeichnet die 
beiden Differen tialkurven (42) 
und sucht die Stelle, wo 
t = e T. Am einfachsten 
nimmt man von der zweiten 
Differentialkurve T =1" (x) 
jedesmal die e-fache Ordi­
nate, dann ist die gesuchte 
Stelle dort, wo sich die bei­
den Kurven schneiden, näm­
lich die Differentialkurve zu 
y = ((x) und die mit e 
multiplizierte Differential­
kurve zu Y = F (x). Eine 

.. i.---Oh~ 
i 
~!.------h------~ 
--------~fk~-------

Abb.234. 

.r 

solche Stelle gibt es in dem gegebenen Bereich jedesmal, wie eben 
an dem beliebig gegebenen Beispiel gezeigt wurde. 

Setzt man in (a) wieder x =xo + 11,1 oder x =xo + 811" wo e 
ein positiver echter Bruch ist, dann nimmt der zweite Mittelwertsatz 
die Form an 

((xo + 11,) - ((xo) 
F(xo + 11,) -F(xo) 

f(xo+8h) 
F' (xo + 811,)· 

(b) 

Beispiel a) Man gebe den zweiten Mittelwertsatz für den Fall, 
daß Xo und Xo + 11, die Abszissen der Schnittpunkte der beiden 
Kurven y = ((x) und y = F (x) sind, und deute ihn geometrisch. 

In diesem Fall, s. Abb. 235, sind die Ordinaten der Schnitt­
punkte gleich, es wird 8 = 8 oder 

{(xo +11,) - ((xo)=F (xo +11,) - F(xo). 
Damit wird also der zweite Mittelwertsatz 

f (xo + 811,) = F' (xo + 811,), 
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y 

" 0 

-=~,::-
. x 

~----------~#k-----------

Abb.235. 

f(xo+h) f'(xo+eh) 
F(xo+h)= F' (xo+ eh) 

oder 

d. h. wenn zwei Kurven 
sich an den Stellen X o 
und X o + h schneiden, 
dann gibt es im Be­
reich von Xo bis Xo + h 
mindestens eine Stelle 
x=xo+Bh, wo die 
beiden Kurven gleiche 
Richtung haben. 

Erste Anwendung 
des Mittel wertsatzes . 
Wird f(xo) = ° und 
F (xo) = 0, dann geht (a) 
über in 

(c) 

wo h1 ein positiver echter Bruchteil von h oder e ein positiver 
echter Bruch ist. 

Wenn auch die beiden Ableitungen f' (x) und F' (x) und ebenso 
noch die weiteren aufeinanderfolgenden höheren Ableitungen bis 
zur n - 1 ten der Hauptforderung der Differentialrechnung genügen. 
und alle gleichzeitig an den Stellen X o zu Null werden, dann kann 
man fortsetzen 

f(xo + h) f' (xo + h1) f" (xo + h2 ) 

F (xo + h) = F' (x~-+ h1) = F"(xo+h2 ) = ... 

f(n) (xo + hn) 

F(n) (xo + hn) 
(d) 

Dabei ist wieder h2 als ein positiver echter Bruchteil von k1 voraus­
gesetzt, ebenso ha ein positiver echter Bruchteil von h2 usw., so daß man 
h,. = eh setzen kann, wo e ein positiver echter Bruch ist. Dann gilt 

f(xo + h) f(n) (xo + Bh) 
F (xo+ h) = F(n) (xo + eh)' (e) 

Voraussetzung ist dabei, daß die Funktion f (x) und F (x) sowie aHe 
ihre aufeinanderfolgenden höheren Ableitungen einschließlich der 
n - 1 ten der Hauptforderung genügen und an der Stelle X o alle zu ° werden. Im übrigen sind f(x) und F (x) ganz beliebige Funktionen. 

Zweite Anwendung des Mittelwertsatzes. Wenn man 
im besondern Fall F (x) = (x - xo)n setzt, dann wird F(n) (x) = n! 
und F (xo + h) = hn und damit die letzte Formel zu 

kn 
f(xo + h) = n! f(n) (xo + ek), (f) 
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eine neue Form des Mittelwertsatzes, die als Grundlage für die 
Entwicklung der Taylorschen Reihe dient. 

105. Taylorsche Sätze und Reihen. Es sei fex) eine Funktion, 
die im Bereich von Xo bis Xo + h ebenso wie ihre n - 1 aufeinander­
folgenden Ableitungen der Hauptforderung der Differentialrechnung 
genügt. Dann hat jedenfalls die Funktion 

( ) ( )+x-xo '( ) I (X-XO)2 "( )+ er x =f Xo 1-! -·f Xo 1-2,-f Xo ... 

-l- (x-xo)n-l ·f<n -1) (x) 
'(n-1)! 0 

die gleiche Eigenschaft. Man bildet die aufeinanderfolgenden Ab­
leitungen [wobei zu beachten ist, daß f' (xo) , f" (xo), ... Konstante sind], 

') r ( ) + x - Xo "( ) + (x - XO)2 '" ( ) + rp (x = X o -1-! -. f Xo -~-2!---' t Xo ... 

(x-x )n-2 
+-TnJ2)! - . «n- 1) (xo) , 

m"(x)-f"(x )+x-xo'f"'(x)+ + (x-xoyn-s)'f<n_l) (x ) 
't' - 0 1! 0'" (n _ 3)! 0 ' 

rp<n-l) (x) = «n-1) (xo). 

Für x = X o gehen alle diese Gleichungen über in 

rp (xo) = f(xo) , rp' (xo) = f' (xo)' ... 

d. h. die Funktion 
1p (x) = f(x) - rp (x) 

hat die Eigenschaft, daß sie und alle ihre aufeinanderfolgenden n - 1 
Ableitungen an der Stelle x = xo zu Null werden. Diese Eigenschaft 
ist Voraussetzung für die Formel (104 f). Man erhält also 

hn 
1p (xo + h) = -nT 1p<n) (xo + eh) 

Oder weil die nte Ableitung von rp (x) zu Null' wird, 

h"" 
f(xo + h) = rp (xo + h) + I" ,,"") (xo + eh). n. 
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Nimmt man den Wert von ffJ (xo + h) aus der Ausgangsgleichung, 
so wird, da Xo + h an Stelle von x zu setzen ist, 

f(xo + h) = f(xo) + :! f' (xo) + ;~ f" (xo) + ... 
hn - l hn + {In-i) (x ) + - f ln) (x + eh) 

(n-1)! 0 n! 0 

oder wenn man X o durch x setzt, 

h h2 

fex +h)= ftx)+ I! f' (x) + 2! f"(x) + ... 
hn - l + (n -1 )! f(n-l) (x) + R", \ a) 

wo hn 
Rn = n! f(n) (x + eh) 

das Restglied ist. (Erste Form des Taylorschen Satzes.) 

Genügt also die Funktion fex) mit ihren n aufeinander­
folgenden Ableitungen im Bereich von x bis x + h der 
Hauptford~rung der Differentialrechnung, so läßt sich 
für jedes x in diesem Bereich die Funktion fex + h) in 
eine nach Potenzen von h fortschreitende Summe ent­
wickeln, deren Restglied Rn bekannt ist. Ist gleichzeitig 
lim Rn = 0 für n = 00, so geht die Summe über in 
eine konvergente Reihe, die Taylorsche Reihe 

(b) 

fex + h) = fex) + :! f' (x) + ;~ f" (x) + ... + :~ f(n) (x) +. .. (c) 

Beispiel a) Gegeben ist die Funktion {(x) = x4 - x2 + 3. 
Man entwickle fex - 2) nach einer Potenzreihe. 

Als ganze rationale Funktion genügt die vorliegende Funktion 
der Hauptforderung. Man bildet die aufeinanderfolgenden Ableitungen 

f' (x) = 4 x 3 _ 2 x, l" (x) = 12 x 2 _ 2, {'" (x) = 24x, 
f(4) (x) = 24, f(6) (x)=O. 

Hier ist h = - 2, also wird 
-2 (_2)2 

f(x- 2)=(X4_X2 + 3)+~(4x3_2x)+-2! (12 x 2 - 2) 

+ (-2)3 24x + (- 2)4 24 
3! 4! 

=x4-8x3 + 23x2 - 28x+ 15. 

Man kann auch prüfen und elementar berechnen 

fex - 2)=(x- 2)4_(X - 2)2 + 3=x4 - 8x3 +23x2 - 28x+ 15. 
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106. Fortsetzung. Die erste Form der Taylorschen Reihe setzt 
von x und h nichts anderes voraus, als daß x und x + h einem 
Bereich angehören, innerhalb dessen die Funktion fex) der Haupt­
forderung der Differentialrechnung genügt. Man ~ann also inner­
halb dieses Bereiches für x und h alle möglichen Werte einsetzen, 
also auch h beseitigen und dafür Xo durch die Beziehung x + h = Xo 
oder h = X o - x einführen. Man erhält 

f(xo)=f(x)+xo 1! x.('(x)+(xo 2!X)2.(,(X)+ ... 

+ (xo - x)"-1. (,"-1) (x) + (xo- x)". «,,) [x+ e(x -x)]. 
(n-l)! n! 0 

Oder wenn man die Bezeichnungen Xo und x vertauscht, 

wo 
(x -x )" 

Rn=--~'f(")[xo+ e(x-xo)], 

o<e<1. 

(a) 

(b) 

Wenn lim Rn = 0 für·n = 00, so erhält man wieder eine 
konvergente Reihe, die zweite Form der Taylorschen Reihe, 

(x) = (xo) + x l!xo (' (xo) + (x -;!XO)2 f" (xo) + ... 

+ (x -,xo)" (n) (xo) + ... 
n. (c) 

Sie hat eine vielfache Anwendung; wir werden sie in Zukunft 
des öfteren benützen. Charakteristisch an ihr ist die Form: sie ist 
eine Potenzreihe, die nach Potenzen von x - Xo fortschreitet; man 
kann sie also auch schreiben 

(x) =aO+a1 (x -xo) +a2 (x -XO)2 + ... +a .. (x-xo)" + ... , 
wo dann 

a1 = (xo) , l!a1 =(,(xO)' 2!a2=f"(xo)"" 

Die zweite Form gestattet sonach, eine gegebene Funktion (x) 
in eine Reihe zu verwandeln, die nach Potenzen von x - X o fort­
schreitet, wo X o beliebig gegeben werden kann. 
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Beispiel a) und b) Man entwickle 3x3 - 4x nach Potenzen 
von x+l und x-1. 

Man benützt die zweite Form der Taylorschen Reihe und 
schreibt, da im ersten Fall X o = - 1, 

x+l , (x+1Y! , 
f(x)=f(-I)+~f (-1)+-2-! f' (-1)+ ... 

Es wird 

f'(x)=9x'.!-4, f"(x) = 18x, f"'(x) = 18, fC4i (x) = 0, 

sonach 

f(-I)=I, f'(-I)=5, f"(-1)=-18, f"'(-I)=18, 
also 

3x3 - 4x= 1 +5 (x+ 1) - 9(x+ 1)'.!+3(x + 1)3. 

Durch elementares Ausrechnen kann man sich von der Richtigkeit 
überzeugen. 

Im zweiten Fall wird X o = 1 und 

f(I)=-I, f'(1)=5, f"(1)=18, f"'(1)=18, 
also 

3x3 -4x=-1 +5(x-l)+9(x-l)'.!+3(x-1)B. 

107. Mac-Laurinsche oder Sterlingsche Reihe. Als Sonderfall 
der zweiten Form erhält man, wenn man X o = 0 setzt (die Reihe 
gilt ja für alle Werte von x bis xo)' die dritte Form 

f(x)=f(O)+ :!. f'(0) + ;:. f"(O)+ .. . (:fl-;)!. f(fl-l)(O)+RII , (a) 

wo 
xfl 

R =-·f(II)(ex). 
.. n! ' (b) 

Wenn lim R .. = 0 für unendlich großes n, dann geht die Summen­
formel wieder über in eine konvergente Reihe, die Mac-Laurinsche 
oder Sterlingsche Reihe, 

(x) = f(O) + :!'f'(0)+ ;:'f"(O)+ ... + :~ 'l'(fl)(O)+... (c) 

Man kann diese Reihe auch aus der ersten Form der Taylorschen 
Reihe für x = 0 erhalten, wenn man in ihr nachträglich noch h 
durch x ersetzt. 

Wenn man die Sterlingsche Reihe noch etwas umformt, 

f' (0) f" (0) (fl) (0) 
f(x) = f(O)+U-' x + 2\' x'.! + ... + --n,-.xfl + ... , 
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dann ist sie als die Reihe gekennzeichnet, die wir aufsuchen: fex) 
sollte in eine konvergente Potenzreihe umgewandelt werden, also in 
eine Reihe 

f(x)=ao+at x+a2 x2 + ... 
Im vorliegenden Fall ist dann 

f'(0) 
ao=f(O), a t =11' 

f" (0) 
a2=~"" 

Beispiel a) Wenn man schon weiß, daß fex) im Bereich 
a < x < b in eine konvergente Potenzreihe verwandelt werden kann, 
dann kann man die Mac-Laurinsche Reihe auf einfacherem Weg, 
allerdings ohne Restglied auffinden. Man setzt 

f(x)=ao+at x+a'Jx2 + ... +a"x" + ... 
und bildet die Ableitungen nach x, 

f'(x)=at + 2a2 x+ 3as x2 + ... +na"x"-l+ ... 
("(x) = 1·2 a2 + 2·3 asx + 3.4a4 x2 + ... + (n-1)nan x"-1l + ... 
f"'(x) = 1·2·3 as + 2· 3.4a4 x+ 3·4·5 all x2 + ... 

Diese Identitäten gehen, vorausgesetzt daß x = 0 im Konvergenz­
bereich liegt, für x = 0 über in 

f(O)=ao, f'(0)=1.at , f"(0)=2!a~1' f'''(0)=3!as , .. , 

oder umgekehrt 

ao = f(O), a t = :! (' (0), 1 "'() aS =3!f 0, ... 

Da nunmehr die Koeffizienten der gesuchten Potenzreihe bekannt 
sind, wird diese 

f(x) = f(O) + f'(~).x + f"\O) .x2 + ... +f(n)~o) x" + ... 
1. 2. n. 

108. Reihe für fP und arJ/J. Die Exponentialfunktion eZ ge­
nügt für endliche x der Hauptforderung der Differentialrechnung; alle 
ihre Ableitungen geben wieder eZ , 

f(x) = eZ , f'(x)=e z, f"(x)=ez, •.• , fC")(x)=ez, 

so daß 
f(O) = 1, ('(0)= 1, f"(O) = 1, ... , fC")(8x) = e9 a:. 

Mit diesen Werten wird die Mac-Laurinsche Reihe (a) 

x x2 XS X"-l 

eZ =1 + 1!+2!+3!+"'+ (n_-1)!+R", 

x" R =_e9z. 
" n! 
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Nach Aufg. 22 in Nr.31 wird für endliche Za.hlenwerte x 

limR =lim x" .lime9z=0.e9z=0 
"=",," 1I= .. n! ' 

da e ein positiver echter Bruch und somit e9z stets eine endliche 
Zahl ist. 

Es ist sonach durch 

(a) 

die Exponentialfunktion eZ in eine konvergente Reihe verwandelt. 

oder 

Für den besonderen Fall x = 1 erhält man 

111 1 
e=I+-+-2 +-3 + ... +-,+ ... 1! .!! n. 

= 1 + 1 +0,6000000+ 0,1666667 +0,041666 7 

+0,0083333 + 0,0013889 +0,0001984 

+ 0,0000248 + 0,0000027 + 0,0000003 + ... 

e= 2,718281. 

(b) 

(c) 

Man sieht, die spä.teren Glieder nehmen sehr rasch ab; will man 
beispielsweise auf zehn Dezimalstellen genau rechnen, so benötigt 
man nur drei Glieder mehr. Die Exponentialfunktion aZ läßt sich 
wegen a = elgG anschreiben 

und deswegen entwickeln 

Z=I+xlga+(xlga?+ +(xlg a)"+ 
a l' 2' ... , ... " n. 

(d) 

Beispiel a) Man diskutiere. die Reihe 

x x 2 XS 

8,,=1 +"2+2S2!+2S 3!+'" 

Das Bildungsgesetz läßt auf eine Exponentialreihe schließen. In der 
Tat wird für x: 2 =y 

Y y2 yS 
8 =1+--+-+--f-. = eil .. 1 2! 3! I ••• 

Z 

oder 8 .. =ell =e2 =VeS. 
Die Reihe ist konvergent für endliche Werte x. 
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109. Reihe für sin x und cos x. Beide Funktionen sind für 
endliche z überall endlich und stetig, ebenso auch ihre Ableitungen, 
man kann sonach jede in eine Reihe entwickeln. Für die Funktion 
sinz ist 
(z)=sinz, f' (z)= cosz, f"(z)= - sinz, ("'(z) =-cosz, 

(4)(Z) = sinz, ... 
so daß 

((0)=0, ('(0)=1, ("(0)=0, ("'(0)=-1, (W(O)=O, 

und damit 
(0.) 

wird. Die Reihe ist konvergent für endliche z, denn das Restglied 
hat eine der beiden Formen 

+ zt' .sin(ez) 
- n.! 

oder 
Zfl 

+-.cos(Bz). 
- n.! 

Die gleiche Überlegung wie bei der Exponentialreihe liefert lim RfI = ° 
für 11.=00. 

In der nä.mlichen Weise entwickelt man, daß die Kosinusreihe 
z~ z' ZS 

cosz=1- 2!+ 4!-6!+'" 

für alle endliche z konvergent ist. 
Die Reihe für tg z erhä.lt man durch den Ansatz 

tgz=ao+at z+as z 2 + ... 

(b) 

nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten, indem man 
sin z = cos z . tg z setzt und für sin z sowie cos z die Reihen an­
schreibt, 

x ZS zr. [Z2 Z4 ] 
1!-3!+ 5!-"'= 1-2!+4'-+'" .[ao+at z+asz2 + ... ], 

zu ZS 2 zß 17 Z7 

tgz=z+a+ 15-+ 315 + ... (e) 

Beispiela) Man beurteile die Näherungsformeln 

sinz~z und tgz~z, z sehr klein, (d) 

graphisch und analytisch. 
Graphisch wird man die Sinus- und Tangenskurve zeichnen 

und zwar nur in der Nähe des Nullpunktes, wo also z sehr klein 
ist. Beide Kurven werden an dieser Stelle von der Mediane berührt. 
Abb.236 macht ersichtlich, daß im ersten Quadranten 

sinz<z<tgz 
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ist und weiter, daß tg x sich von der berührenden Geraden viel 
schneller entfernt als sin x. Es wird daher der Fehler geringer sein, 
wenn man sehr kleine Bogen x durch sin x ersetzt als durch tg x. 

Analytisch verwendet man die Sinus- und Tangensreihe. In 
erster Annäherung liefern beide 

sinx~x und tgx~x. x sehr klein. 

In zweiter Annäherung nimmt man noch die dritte Potenz von x 
hinzu und schreibt 

x 3 
sinx~x--

6 
und x sehr klein. (e) 

Man erkennt aus dieser Beziehung, daß der Fehler sin x ~ x für 
sehr kleine x halb so groß ist, wie bei der Annäherungsformel 
tgx~x. 

A 8 

Abb.236. Abb.237. 

Beispiel b) Gesucht ist die erste und zweite Annäherung von 

x-sinx, 

wenn x sehr klein vorausgesetzt wird. 
In erster Annäherung wird nach (d) 

x-sinx~O, x sehr klein, 

in zweiter nach (e) 
. 1 3 

x-smx~6x , x sehr klein. ( f) 

Beispiel c) Unter dem Einfluß eines Flüssigkeitsdruckes biegt 
sich die Membrane AB der Abb.237 zu einem sehr flachen Kreis­
bogen aus. Man beweise unter dieser Voraussetzung die Formel 

(g) 

wo 2 ce der Winkel, r der Halbmesser, f der Biegungspfeil und 8 die 
Sehne des Kreisbogens ist. 
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Für ganz beliebige ce gilt 

• ce 8 a 
f=r(l- cosa)=r·2 sm2 2= 2"tg 2 · 

Man multipliziert beide Gleichungen und erhält 

. "8 2 ce rl=8-: cos-
2 

oder "ce " 8 rfc08~ -=8-2 . 

Die Formel gilt für beliebige Winkel a. Wird a sehr klein, dann 

ist nach (b) in erster Annäherung cos ce ~ 1, womit die Formel (g) 
b · . t 2 eWlesen IS • 

Beispiel d) Unter der gleichen Voraussetzung wie im vorigen 
Beispiel ist der Biegungspfeil f sowie der Unterschied A8 zwischen 
dem Bogen b und der Sehne 8 gesucht. 

Nach Abb. 237 ist 
8= 2 rsina, b= 2 ra 

und nach dem vorausgehenden Beispiel 

II a . ., 8rfc08--=8-
2 

und deswegen 

oder '.I CC 6"'2(( "a 8rfcos -=1 r-SIn -cos--
222 

f '2a 
=2rsm 2' 

d il . A"h . a a o er we In erster nna erung SIn 2 ~ -2-' 

f~!ra2. 
Dann wird 

A8 = b - 8 = 2 r (a - sin a). 

(h) 

Die erste Annäherung für A8 wäre 0, d. h. man kann in erster An­
näherung Bogen und Sehne gleich setzen. Will man aber diesen 
Unterschied LI s ausdrücken, so nimmt man die zweite Annäherung 
und erhält nach (f) 

A8~ira3. (i) 

Wenn man A8 nach 
drücken will, wird 

der Sehne 8 und dem Biegungspfeil f aus-

8 r 2 ((4 1 8 1 
A8 ~ -. --.--~ - f2.-

3 4 2ra 3 b' 

oder wenn man die Sehne 8 statt des Bogens b setzt, 

8[2 
Ll8~3s' (k) 
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110. Reihe für Ig (1 + x) und Jg x. Die Entwicklung der 
Logarithmusfunktion in eine Reihe soll ausführlicher besprochen 
werden, um einen Einblick in die Aufstellung von Tabellen zu geben. 

a 
Da jeder Logarithmus logx für eine beliebige Basis a durch die 

a 
Formel log x = 19 x : 19 a auf den natürlichen Logarithmus von x 
zurückgeführt wird, ist nur für 19 x eine Reihe aufzustellen. Soll 
diese praktisch brauchbar sein, so muß sie folgende zwei Eigen­
schaften haben: 1. möglichst für alle endlichen Werte x gelten, d. h. 
konvergent sein, 2. gleichzeitig sehr stark konvergieren, um womöglich 
schon beim zweiten oder dritten Glied abzubrechen und trotzdem die 
verlangte Genauigkeit erfüllen zu können. 

Man geht aus von der Funktion f(x)=lg(l +x), dann ist 

f(x)=lg(l+x) f(O)=O 
1 

f'(x} =--=(1 +X)-l 
l+x 

f" (x) = -1! (1 +X)-2 
f'" (x) = + 2! (1 +x)-s 
f (4) (x) = - 3! (1 +X)-4 

f'(0)=1 

f" (0)= -1! 

f'" (0) = + 2! 

f(4) (0)= - 3! 

fCnl(X) =(_l)n-l (n-1)! (1 +x)-n 
f Cn) (ex) =(_1)n-1 (n-1)!(1 + ex)-n, 

so daß also die Reihe wird 

I ( I) + 1 1! 2+ 2 ! s + g 1--,-x =0 -·X-_·X -·x-
I 1! 2! 3! '" 

(n-2)' + (_1)(n-2). . ·xn- 1 + R 
(n-1)! . n 

oder 
x x2 XS x4 xn- 1 

Ig(1+x)=T-"2+3-4+-" .+(_1)n-2 n-l +Rn , 

wo das Restglied 

R =(_1)n-1.( __ ~_)n 
n n l+ex 

wird. Es muß für n = 00 verschwinden, wenn man auf die Funk­
tion 19(1 +x) die Mac-Laurinsche ·Reihe anwenden soll, wenn man 
also schreiben will 

(a) 
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Man könnte das Restglied untersuchen, praktischer wendet man das 
erste Konvergenzkennzeichen an und findet, daß die Reihe konver­
gent ist für alle Werte x, die durch - 1 < x <1 begrenzt sind. 

Die entwickelte Reihe hat zwei Nachteile: einmal gilt sie nicht 
für alle endlichen x, weiterhin ist sie auch schwach konvergent für 
alle x, die sich dem Wert 1 nähern. Setzt man nämlich x = 1 , 
wofiir ja die Reihe noch konvergent ist, so würde das tausendste 
Glied noch 0,001 sein, also für eine Genauigkeit selbst auf nur 
drei Stellen eine überaus große Anzahl von Gliedern zu berück­
sichtigen sein. 

Man braucht nun solche Reihen nicht schlechtweg zu verwerfen, 
oft führt, wie im vorliegenden Fall, eine Umformung zum gewünschten 
Ziel. Solange x ein echter Bruch ist, gilt die Reihe, unter dieser 
Bedingung also auch noch, wenn man - x statt + x setzt, so daß 

x x2 x3 x4 
Ig(l-x)=---------- ... 

1 2 3 4 

Oder wenn man diese Reihe von der ersten subtrahiert und 

Ig(l +x)-lg(l +x) =lg[(l +x): (l-x)] 
setzt, 

1 +x [x x3 Xl; l 
Ig-=2 -+-+-+ .. 'J' l-x 1 3 5 

Die neue Reihe hat noch die gleichen Nachteile wie die vorher­
gehenden: sie konvergiert nur für x gleich einem echten Bruch und 
dann nur schwach. Setzt man aber zunächst 

l+x . 
--=Z l-x oder umgekehrt 

z-l x----z+l' 
so wird für jedes positive z der Bruch x echt und die Reihe sonach 
konvergent. Es ist also die Reihe 

[z - 1 1 (Z - 1)3 1 (z - 1)/l l 
Igz=2 Z+1+3 z+l +"5 Z+l +"'J (b) 

bereits für alle positiven z konvergent, so daß es sich nur mehr 
darum handelt, sie stark konvergent zu machen. Die Umformung 

z=u:v und damit (z-l):(z+l)=(u-v):(u+V), 
wo u und v beliebige Werte sein können, die nur gleiches Vorzeichen 
haben müssen und damit z positiv machen, verwandelt die Reihe 
weiter in 

Ig~'=2 f:+: +~ (:+:Y+ ~ (:+:Y+··.J. 

Egerer, Ingenieur-Mathematik 11. 18 



274 Reihen. 110. 

Die neue Reihe ist solange konvergent, als u und v gleiches Vor­
zeichen haben. u und tI sind als Funktion der nämlichen Variabeln 
gedacht, am einfachsten wieder von x. Man hat es nun in der 
Hand, die Reihe stark konvergent zu machen, wenn man den Bruch 
(u - v) : (u + v) möglichst klein macht, also u und tI passend wählt. 

Eine der vielen möglichen Vorschläge, nämlich 

u=x2, v=x2 -1, 

führt zu einer recht befriedigenden Schlußform der Reihe. Man er­
hält für diese Wahl 

x 2 

Igx2 -1"= Igx2 -lg(x2 - 1)= 21gx-Ig(x2 -1) 

und damit 

21gx=lg(x2 -1)+2[2X/ 1 +3(2X21_1?+5(2X21_1)"+···J· 

Oder wenn man zur Abkürzung 

1 1 1 
Rx = 2 x2-1 + 3 (2x2 _1)3 + 5-(2 x2-=-1)" + . . . (c) 

einführt, 
(d) 

Die Reihe R x ist äußerst konvergent; für x = 10 etwa nimmt 
der Bruch 1: (2 x 2 -1) den Wert 1: 199 an; bei einer verlangten 
Genauigkeit auf sechs Dezimalstellen brauchte man also das zweite 
Glied von R x gar nicht mehr in Rechnung ziehen. Für x = 2 wird 
dieser Bruch den Wert 1: 7 und damit das vierte Glied nur mehr 
den Wert 1: 78 oder 1: 5764801 haben, bei der oben verlangten 
Genauigkeit also nicht mehr in Betracht kommen. 

Beispiel a) Man entwickle die Reihe für Ig(l +x) mit Hilfe 
der Integralrechnung. 

Man kann Ig(l +x) als Integral einer. Funktion betrachten, 
und diese Funktion vor der Integration erst in eine Reihe ver­
wandeln. Man erhält mit Benutzung von (55d) und (101e) 

Ig(l+x)= f1 ~x =J(l +xt1dx 

= J(1-x+x2 _x3 +x~ - + ... ) dx 
=O+x -lx\l+lx3_~X4+- .. . 

Die Konstante ermittelt man aus der Bedingung: die erhaltene 
Identität gilt für jedEm Wert von x, also auch für x = 0, 

Ig(l +0)=0=0+0 oder 0=0. 
Somit ist 
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111. Tafel der natürlichen Logarithmen. Um diese a.ufzu­
stellen, beginnt man mit 19 2, 19 3 usw., die man mit möglichster 
Genauigkeit auswertet. Man setzt also für diese Zahlen 2 und 3 
nach der gefundenen Formel an 

Ig2=}1g3+R'i' 

Ig3=}lg8+Rs , 

und hat so, da Ig8 = 31g 2, für die beiden Werte Ig2 und Ig3 
zwei Gleichungen. Aufgelöst erhält man 

Ig2=4R2 +2Rs und Ig3=6R2 +4Rs . 

Nach Ermittlung von 

1 1 1 1 
R2 =""7+ 3.7S+ 5.7r, + 7.77+ ... =0,143841 036 2 

1 1 1 1 
RS=17+a.-17S+~171;+~177+ ... =0,058 8915178 

erhält man 
Ig2 = 0,693147180 ... , Ig 3 = 1,098 612 288 ... 

Alle andem Logarithmen lassen sich auf diese beiden zurückführen; 
so wird 

Ig5=}lg24+ Rr,=~]g2 +}lg 3 + Rö 

= 1,039 7209 + 0,549306 1 + 0,020 410 9 
= 1,609 437 9, 

Ig7 =}lg48 + R7 = 21g2 +ilog 3 + R7 , 

Ig 11 =}Ig 120 + RH =~lg2 +llg 3 + }Ig 5 + RH' 

Beispiel a) Gesucht log 31 mit Hilfe von Reihen. 
Man ermittelt zuerst den natürlichen Logarithmus von 31. 

Nach (110 d) wird 

Ig31 =}Ig 30 + }lg32 + RS! 

=}(Ig2 +lg3 +lg5 + 5Ig2)+R31 

=~ (61g2 +lg3+lg 5) + RSI ' 
1 1 l' 1 

Ru 2.312 -1 + 3 (2-312 -=:-1) + ... = 1921 + 3·1921s + ... 

Wenn man auf 6 Dezimalstellen genau rechnen will, ist die 7 te 
noch hinzuzunehmen. Man sieht, daß man schon mit dem ersten 
Glied der Reihe für Ru abbrechen darf. Die Logarithmen von 2, 
3 und 5 sind oben bereits berechnet, so daß 

Ig 31 = 0,5 (4,1588831 + 1,098 6123 + 1,609 437 9) + 0,000 520 6 
= 0,5 . 6,866 933 3 + 0,000 520 6 = 3,433 987 3 

18· 
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und deswegen 

log 31 = Ig 31: Ig 10 = 3,433 987 3 ·0,4342945 
=1,491361. 

Beispiel b) Man wende die erste Form der Taylorschen Reihe 
auf Ig x an und diskutiere die erhaltene Reihe auf ihren Wert. 

Hier ist 

({x)=lgx, ('(x)=x-1, ("(x)=-x- 2, ('''(x)=2!x- 3, 

({4) (x) = - 3! x-4, ... 
Man erhält nach (105c) 

19(x+h)=lgx+: - ~ (:r+ ~ er- ~ (:r+··· (a) 

Statt das Restglied der Taylorschen Reihe zu untersuchen, wendet 
man das erste Konvergenzkennzeichen an, 

lim I 'U" H 1 =lim hn +1nx: 1 =~<1. 
n=",,1 'U" I n=",,(n+1)xn hn x 

Es muß sonach das Verhältnis h: x ein echter Bruch sein, wenn die 
Reihe konvergent sein soll. 

Für den Fall x = 1, für den ja die Reihe auch noch kon­
vergent ist, da ihre Vorzeichen periodisch wechseln und gleichzeitig 
abnehmen, erhält man die schon aufgestellte Form 

h h2 ' h3 h4. 
Ig(1+h)=T-"2+3-4+-"" (b) 

nur daß h statt x steht. Das Verhältnis h: x geht für x = 1 über 
in k, das dann ein echter Bruch sein muß, wie ja auch schon be­
kannt ist. 

Für den Fall h = 1 erhält man aus (a) 

1 1 1 1 
Ig(1+x)=lgx+X-- 2x2 + 3x3 - 4x4.+- ... (c) 

das Verhältnis h: x geht für diesen Fall k = 1 über in 1: x. Da es 
ein echter Br.uch sein soll, ergibt sich als Bedingung für die Kon­
vergenz der letzten Reihe, daß x ein unechter Bruch ist. 

Die letzte Reihe ist besonders wertvoll, wenn man den Loga­
rithmus einer größeren Zahl schon kennt, und den Logarithmus der 
um 1 größeren Zahl sucht, siehe Beispiel d) und e). 

Beispiel c) Wenn die natürlichen Logarithmen der beiden 
Zahlen 12420 und 12430 bekannt sind, dann schalte man mit! An­
wendung der Reihe (a) die Logarithmen der zwischenliegenden ganzen 
Zahlen ein. 
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Man wählt in allen Fällen z = 12 420 und h der Reihe nach 
gleich den Zahlen 1,2 ... 9, dann wird 

1 1 ( 1 )2 
Ig(12 420+ 1)=lg 12420+ 12 420-2 12420 + ... 

2 1 ( 2 )2 
19 (12420 + 2) = 19 12 420 + 12 420 - 2 12420 + ... 

Ig(12420+3)=lg12420+12~20- ~ C2:20r+· .. 

usw. Man kann jedesmal schon mit dem zweiten Glied abbrechen, 
wenn man auf nur 6 Dezimalstellen genau rechnen will. 

Beispiel d) Gesucht Ig31 mit Hilfe der Reihe (c). 

1 1 ( t )2 1 (1 )3 1 (1 )' Ig(1+30)=lg30+ ---. - +- - -- - + 30 2 30 3 30 4 30 ... 

Wenn man auf 5 Dezimalstellen genau rechnen will, kann man mit 
dem vierten Glied abbrechen und erhält 

19 31 = 19 2 + 19 3 + 19 5 + 0,033 333 3 - 0,000 555 6 
+ 0,000 0123 = 3,433987. 

Beispiel e) Gegeben 

19 100 = 4,6051702, gesucht 19101 auf 6 Dezimalstellen genau. 

1 1 ( 1)\1 1 ( 1 )3 19101=lg(1+100)=lgtOO+ 100 - i 100 +'3 100 -+ ... 

Man kann mit dem vierten Glied abbrechen und erhält 

19 101 = 4,6051702 + 0,0100000 - 0,000 050 0 + 0,000 0003 
= 4,6151705 - 0,0000500 = 4,6151205. 

112. BinomiaIreihe. Man soll die Funktion (1 + z)m in eine 
Reihe verwandeln. Zunächst sieht man, daß z beliebige Werte an­
nehmen kann, wenn m eine positive ganze Zahl ist. Es wird eben 
dann (1 +z)m nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt. Wenn 
aber m eine beliebige Zahl sein soll, dann muß z bestimmte Be­
dingungen erfüllen, damit die aufzustellende Reihe gültig ist. Eine 
Untersuchung darüber erfolgt am Schluß. Mit 

wird 
((z)=(1 +z)m 

f' (z)=m(l +z)m-l, f"(z)=m(m-1)(1 +z)m- 2 , 

f''' (z) = m (m - 1) (m - 2) (1 + z)m-s, ... 
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Oder mit Benützung der Binomialkoeffizienten 

f(x) = (7)·11(1 +x)m-l, f"(x) = (~).21(1 +x)m-2, 
f"'(x)=(~) ·31(1 +x)m-a, ... 

Damit wird 

f(O) = 1, f' (0) = (7)· 1l, t"(0)=(~).21, ... , 

(In> (0) = (:)- n! 

und die Reihe nach der Form von Mac-Laurin 

Sie hat die Form des binomischen Lehrsatzes, nur daß sie eben 
eine unendliche Reihe ist. Sie ist sicher konvergent, wenn x ein 
echter Bruch ist. Denn dann müssen von einer bestimmten Stelle 

ab alle Faktoren (:), sobald nämlich n größer als das gegebene m 

geworden ist, abnehmen und weiter periodisch das Vorzeichen wech­
seln, so daß nach (100d) die Reihe konvergent ist. Also ist die 
Binomialreihe für beliebige m konvergent, wenn x ein 
echter Bruch ist. Zum gleichen Ergebnis führt auch die Unter­
suchung des Restgliedes. 

Man beachte den Unterschied zwischen dem binomischen 
Lehrsatz und der Binomialreihe; ersterer 

(1 +x)m= 1 + (7)~ + (~) x2 + ... (7)xm-1 +xm 
hat eine endliche Summe von Zahlen und gilt für beliebiges x, aber 
nur ganzzahIiges m; letztere 

(1 +x)m=l + (7)x+ (~)X2 + ... (~)xn+ ... 
ist eine unendliche Reihe und gilt für beliebiges m, aber x gleich 
einem echten Bruch. 

Die Binomialreihe hat ein großes Anwendungsgebiet. Wir ge­
brauchen sie in der Hauptsache zur näherungsweisen Ermittlung von 
Wurzelwerten. So kann man setzen 
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Wenn x hinreichend klein ist gegen 1, wird 

1"1 +X~ 1+0,5x. 

Unter der gleichen Voraussetzung wird 
s __ _ 
ii't+x~l+~x, 

1 -0-----=--:-=~ 1 + .ox. 
1"1 +x ' 

Ebenso wird, wenn b klein gegenüber a'J ist, 

oder 
- b 

Va2+b~a+-- -2a' 

ebenso {t-- b 
a3+b~a+-. - -3a 
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(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

Anm. Man betrachte die vorausgehenden Näherungsformeln 
nur als Faustformeln für eine überschlägige Rechnung; im Maschinen­
bau werden sie oft verwendet bei Rechnungen, bei denen der An­
satz selbst bereits derart angenähert ist, daß genauere Zahlenrech­
nungen sinnlos wären. 

Wurzeln berechnet der Ingenieur, wenn die angegebenen Nähe­
rungsformeln nicht mehr zulässig sind, entweder mit dem Rechen­
schieber oder schlägt sie unmittelbar aus seinen Handbüchern nach, 
die ja alle die am meisten gebrauchten zweiten und dritten Wurzeln 

.!r: -angeben. Auch eine vierte Wurzel y a= v'..ja läßt sich noch nach-
schlagen, entsprechend auch eine sechste oder achte Wurzel usw. 
Allenfalsige andere Wurzeln werden am einfachsten und schnellsten 
mit der Logarithmentafel ermittelt. 

Beispiel a) Man beurteile graphisch die Annäherungsformel 

VI +x~l +0,5x. 
Man bezeichnet den wahren Wert mit y, den angenäherten 

mit "I; es ist 

y=v'l+x oder y2=1+x und fJ=1+0,5x. 

Beide Gleichungen lassen sich durch Kurven darstellen, die erste durch 
eine Parabel, die von der zweiten Kurve an der Stelle x = 0 be-
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rührt wird, Abb: 238. Der Fehler bei dieser Annäherungsformel 
wird durch die Differenz 1] - y der beiden Ordinaten zum Ausdruck 
gebracht. Man sieht, daß die Genauigkeit um so größer ist, je 
weniger x von 0 verschieden ist, vor allem aber, daß der Fehler 
für positive x viel geringer ist wie für negative. Für x = 1 etwa 
wird y = v'2" = 1,41 und 1] = 1,5, somit 1] - y = 0,09; für x = - 1 
dagegen würde y = vo = 0, der Näherungswert 1] = 0,5 also unzu­
lässig sein. 

,~l~.z 
_l-_' 

~!.--------s---------
Abb.238. Abb.239. 

Beispiel b) Man stelle mit Hilfe der Binomialreihe eine 
Formel auf für den durch den Biegungspfeil f und die Sehne 8 ge­
gebenen sehr flachen Bogen der Parabel der Abb. 239 .. 

Man wählt das Koordinatensystem passend so, wie die Abbil-
dung zeigt, und erhält für es die Abschnittsgleichung der Parabel 

x'.! y 
-+--1=0 l2 , f 

nach (1162b). Für den Krümmungshalbmesser p im Scheitel gilt 
nach (I 162c) 

l'J 
P=2f oder 

das ist die gleiche Formel wie (109g) für den Kreisbogen, was ja auch 
selbstverständlich ist. 

Das Bogenelement d8 einer beliebigen Kurve ist 

d8=dxv'1 +y''J. 

Unter der gegebenen Voraussetzung, daß der Parabelbogen, dessen 
Sehne ja wagrecht läuft, sehr flach ist, wird y' und damit erst 
recht y''J sehr klein, so daß man nach (b) erhält 

d8~dx(1 + ly''J). 

Die Ableitung y' ergibt sich aus der obigen Parabelgleichung zu 

y'=-2fx:t'.l, 
so daß 

d8~dx(1 + 2 [2x'J: l') 
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I 

und die Bogenlänge b ~ 2 f (1 + 2 ~:X2) dx = 2 [x + 2 ~:~31 

wird; oder auch 

o 

( 2f") ~21 1+-
312 

( sr) b~8 1+- . 
382 

281 

(g) 

Man kann noch den Unterschied L18 = b - 8 zwischen der Sehne 8 

und der Bogenlänge b angeben. Er wird 

Sr 
L18~- (h) 

38 

genau so wie er bei einem sehr flachen Kreisbogen gefunden wurde. 
Das ist selbstverständlich, weil man eben einen flachen Kreisbogen 
in erster Aunäherung durch einen Parabelbogen ersetzen kann und 
auch umgekehrt. 

* 113. Reihe für are tg x. Man beginnt mit der Beziehung 

arctgx=f +dX Q +0 
1 X" 

und verwandelt den Bruch unter dem Integral in eine Binomial­
reihe. x muß dabei ein echter Bruch sein. 

arc tg x = f (1 - x2 + x 4 - x 6 + - ... ) dx + 0 
x 3 Xli x 7 =O+x--+---+- ... 3 5 7 

Diese Identität gilt für jeden Wert des Konvergenzbereiches, also 
auch für x = 0; dann ist 

arctgO=O oder 0=0, 

so daß die gesuchte Reihe 

X x 3 x5 x 7 , 
arctgx=---+---+- ... 

1 3 5 ·7 
(a) 

Die Entstehung der Reihe verlangt für die Gültigkeit, daß x 
ein echter Bruch sein muß; sie ist aber auch noch' für x = 1 gültig, 
weil die Reihenglieder abnehmen und gleichzeitig die Vorzeichen 
periodisch wechseln. Für den Fall x = 1 wird arc tg 1 = ~ 17- und 
die Reihe 

(b) 
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Diese Reihe von Leibniz ist schlecht konvergent. Eine rascher 
konvergente zur Ermittlung von n erhält man durch die Beziehung (31b) 

In der Form 

oder 

n 
arctg 1 + arctg 1 =-

2 11 4 

( c) 

Diese Reihe von Euler konvergiert schon bedeutend stärker wie 
jene von Leibniz; durch geeignete Kunstgriffe läßt sich nach Machin 
eine dritte Reihe für in aufstellen, die den Vorzug sehr starker 
Konvergenz hat und mit weniger Gliedern 

n = 3,14159265 ... (d) 
liefert. 

Beispiel a) Man entwickle eine Reihe für arcsinx. 
Man geht aus von der Beziehung 

f dx 
arc sinx =0 +,F " 

tl-x· 

und verwandelt den Bruch unter dem Integral in 
reihe. Dabei muß x wieder ein echter Bruch sein. 
arcsinx = 0 + f (1 - X 2)-O.5dx 

oder 

eine Binomial­
Man erhält 

. 1 x3 1· 3 x 5 1· 3 . 5 x' 
arcsmx=x+2'3+~45+ 2.4.67+"" (e) 

nachdem man wie bei der arc tg Reihe 0 = 0 gefunden hat. Die 
Entstehung der Reihe verlangt, daß x ein echter Bruch ist. Auch 
sie kann man zur Berechnung von n verwenden, wenn man berück­
sichtigt 

. n 0 
SIn6"= ,5 oder ~ = arc sin 0,5. (f) 
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lU. A.ufgaben. 1) und 2) Von den nachfolgenden Reihen gebe man 
das allgemeine Glied an und untersuche mit dessen Hilfe, ob die Reihen 
konvergent sind. 

3) Von der nachfolgenden Reihe ist die Summe mit den Mitteln der 
Differential- und Integralrechnung anzugeben: 

U=:x:+2:x:2 +3:x:3 +4:r:'+ ... +n:x:"+ ... 
4) Man untersuche graphisch, unter welcher Bedingung gilt 

f(:x: + k) - f(:x:) = k·f' (:x:). 

5) Man kann k so klein wählen, daß unter der Voraussetzung f' (:x:) = 0 

f(:x:+ k) - f(a:) und f" (:x:) 
gleiche Vorzeichen haben, wie man auch h wählen mag, positiv oder negativ. 
Beweis! 

6) Man leite auf die gleiche Weise wie im Beispiel I07a) die Reihe 
für f (:x: + h) ab, wenn man weiß, daß diese Reihe im Bereich a <:x: < b 
konvergent ist. 

7) Man gebe einen Näherungswert für VII + :x:, falls :x: ein eohter Bruch. 
-I/C 

8) Man gebe Näherungswerte für die nachstehenden Ausdrücke, wenn 
2;, p, r, ~ unendlich kleine Größen sind. 

(1 + at)(1 + P), (1 + at)(1- p) (1 + ex)B ~1 + ex, (1 + ex)". 

9) Die gleiche Aufgabe löse man für 

I I-at (1+ ex)(1 +P) 
I+ex l+ex (l+r)(I+W 

10) Die gleiche Aufgabe löse man für 

~a, Ig(l+ex), sin(:x: + ex). 

11) Man gebe für die nachfolgenden Ausdrücke die Annäherung zweiten 
Grades an, wenn ~ sehr klein ist 

12) Viib·~Ha+b), 

I :x:+~ g--. 
:x:-~ 

wenn a und b sehr wenig verschieden sind. Beweis! 
13) Gesucht ~ mit Hilfe der Binomialreihe. 

(a) 

*U) Man zeige, wie man die Exponentialreihen zur Ermittlung irrationaler 
Zahlen verwenden könnte. 

115. Llisuugen. 1) 

!im 'UnH =! lim 4n+5 =! lim 4+5:n 1 
tt=oo 'U" 2 tt=004n+l 2 ,,=004+1:n 2' 

Die Reihe ist konvergent. 
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2) 
2·3·4 ... (n+l) 

VII = 1 .4.7 ... (3 n - 2) , 
2·3·4 ... (n+ 1) (n+2) 

Vn + 1 = 1 ·4· 7 ... (3 n - 2) (3 n + 1) 

also ist die Reihe konvergent. 

3) U :x= 1+2x+3x2 +4x3 + ... + nxn- 1 +(n+ l)xn + ... 

fu d C + + 2 L 3' + n , + X n - 1 -X x = x X T X ---:-... X T'" = a .2; --f ' 

wenn C = a + 1 gesetzt wird. Dann ist 

U d xn_l 
-X=(jx x-I 

oder 

Die Summe läßt sich auch anders entwickeln: 

~ _ U = 1 + x + x 2 + ... + xn + ... =:n .11 

oder 

Damit die Reihe konvergent ist, muß x ein echter Bruch scin; in diesem 
Fall wird xn = 0 für n = 00 und es stimmen die beiden gefundenen Aus­
drücke für U überein. 

4) Die linke Gleichungsseite ist die Funktionsänderung auf dem Weg 
von x nach x + h, Abb. 240. Man kann die Frage auch stellen, wann gilt 

y 

-+-------h----~ 

Abb .. 240. 

f(x+h) - fex) =f' (x)? 
h 

Dann ist die linke Gleichungsseite 
die Richtung der Sehne zwischen 
den durch x und x + h bestimmten 
Punkten der Kurve y = f (x). Die 
rechte Gleicliungsseite ist die Rich­
tung der Tangente an der Stelle x. 
Es muß also an der Stelle x die 
Tangente mit der Sehne gleich­
gerichtet sein, wenn man h beliebig 

groß wählt. Ist aber h unendlich klein, dann trifft die angegebene Beziehung 
für jeden Wert von x zu, vorausgesetzt, daß x eine Stetigkeitsstelle ist. 

5) Unter der VorausseLzung f' (x) = 0 wird der Taylorsche Satz 

f(x+ h) = {(x) + ~~ f" (x) + ~~ f'" (x) + ... 
Wenn man h klein genug wählt, kann man jene Glieder vernachlässigen, die 
nach dem Summanden mit h2 folgen, so daß 

f(x +h> - f(x) = t h2 -f" (x). 

Da h2 stets positiv ist, hat die linke Gleichungsseite das nämliche Vorzeichen 
wie f" (x). 
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6) Auch f (z + h) ist eine Potenzreihe von z, so daß 

fez +h) =aO+a1 z+a9z'+ ... + a .. z" + ... , 
wo die Koeffizienten a, nach h auszudrücken sind. Man differenziere nach z, 

f' (z+h)= I·a1 + 2 a,z+ 3 asz'+ ... + na .. z"·-l + .. . 
fIt (z+ h) = 1·2a2 + 2·3asz+ ... +(n- 1) na"z"-2 + .. . 
f'" (z+ h)= 1·2·3a3 + 2.3·4a4z+ ... 

Diese Identitäten gehen für z = 0, das natürlich dem Konvergenzbereich 
angehören muß, über in 

f(h)=ao, f'(h)=I!a1 , f"(h)=2!tIg, ... 
so daß die Reihe wird 

f(z+h)=f(h)+ f~(~) z+f'~~h) Z2+ ... +f(':~h) z"+ ... 

Wenn man z mit h vertauscht, erhält man die erste Form der Taylorschen Reihe. 

7) 

nach (112b). Oder auch 

V = _/1 - :t + 2 z 
V I-z 

.1 2z z 1 
Vl+-~I+--=-. l-z l-z I-z 

8) Bei den ersten drei Ausdrücken rechnet man elementar aus, bei den 
a.nderen Ausdrücken wendet man die Binomialreihe an. Bei einer ersten 
Annäherung wird man die unendlich kleinen Größen zweiter Ordnung ver­
nachlässigen gegenüber jenen erster Ordnung. Man erhält so 

(1 + Ot)(I±P)~ 1 + Ot±p, (a) 

(I+Ot)g~I+20t, (1+Ot)"~I+nOt, Vl+Ot~I+tOt. (b) 

9) Auf den ersten Ausdruck wendet man die Binomialreihe an, das 
Ergebnis verwendet man für die beiden anderen Ausdrücke. 

1 I-Ot 
I+Ot =(1 +Ot)-l~ I-Ot, I+Ot ~(1- Ot)2~ 1-2 Ot 

(1 + Ot) (1 + P) 
(1 +r) (1 +~ ~(1 +Ot)(1 +P)(I-r)(l-~)~ 1 +Ot+P-r-~· 

10) In den beiden ersten Fällen nimmt man die Reihen zu Hilfe, im 
dritten Fall rechnet man elementar aus 

ea~I+Ot, Ig(I+Ot)~Ot, Bin(z+Ot)~sinz+Otcosz. 

11) 19 (I + ~)=~ - t~9; 

19 (z + ~) = 19 [:r; (1 + ~) ] = Ig z + 19 (I + ~) ~ 19 z + ~ - 2~;2 ; 
:r;+~ ~ ~9 ~ ~g 

19 --. = 19 (z + ~) - 19 (z -~) ~ 19 z + - - -2 9 -lg:r; + - + -2 Ii ' z-" z z z z 

oder 
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12) Sei a die größere von den beiden Zahlen, dann wird 

~ab=~m2 ~2=mV1~(!r 
oder 

Väb ~m (1- 2~~2) ~m=t(a+b), 

13) Man formt um 

V70=V64+6=V64(1 -+ 6; 64)=4 (1 + 332t a 

und wendet mit 11: = ;2 und m = ~ die Binomialreihe an, 

Es wird 

(m) 1 (m) 1 (m) 5 (m) 10 (m)' 22 
1 = 3 ' 2 = - 11 ' 3 = 81' 4 = - 243 ' 5 = 729 ' ... 

_ 3 2 _ 9 3 _ 27 _ 81 _ 243 
11:- 32 , x -1024' x - 32768' :z:4-1048576' :z;:;- 33554432"" 

( 3 )1/" 1 3 1 9 5 27 10 81 
1+32 = 1 +3'32 -ifl024 +81' 32768 - 248'1048576 

22 243 
+ 729' 3355443l! 

1 1 5 10 11 
= 1 + 32 -10l!4 + 98304 - 314:5728 + 50331648 - ... 

Mehr Glieder benötigt man nicht, wenn man nur die ersten sieben Dezimal­
stellen genau haben will. Bei einer etwa verlangten Genauigkeit von vier 
Dezimalstellen kann man mit den ersten vier Gliedern abbrechen und erhält 

(1 + ;2Y'"= 1 + 0,03125 - 0,00098 + 0,00005 = 1,03032 

oder 
3 (3 )1/1 V70=4 1+32 =4,1,03082=4,1218, 

8 
U) Wenn etwa V7ö gesucht ist, dann benützt man die Reihe (108a), 

indem man 

V7Ö = Ve1g 70 = el/o Jg 70 

umformt, Wenn man t· 19 70 = b setzt, erhält man 

3 - b b2 b3 b" 
i/70=eb=l+ 1!+ 2!+ 3!+"'+ n! + ... 

19 70 muß natürlich vorher bekannt sein, 



Sechster Abschnitt. 

A. Gleichungen. 

116. Gleichung nten Grades. Wir knüpfen an die Nummern 51 
bis 54 des ersten Bandes an und wiederholen: die allgemeinste Glei­
chung mit einer Unbekannten x heißt f(x) = 0, wo f(x) irgendeine 
beliebige Funktion von x sein kann. Je nachdem diese Funktion 
transzendent oder algebraisch ist, unterscheidet man transzendente 
und algebraische Gleichungen. Letztere kann man stets so um­
formen, daß die linke Gleichungsseite eine ganze rationale Funktion 
nten Grades G (x) wird und somit die Gleichung 

:aox"+a1x1l - 1+a2x1l - 2+ ... +an_1x+an=0 (a) 
vom nten Grad. Die Lehre von den Gleichungen will Formeln auf­
stellen für die Werte der Unbekannten, die einer gegebenen Glei­
chung genügen sollen. Wenn die Gleichung in der voranstehenden 
allgemeinen Form gegeben ist, d. h. die Gleichungskoeffizienten a i 

sind keine besonderen Zahlenwerte, dann kann man eine solche 
Formel auf algebraischem Weg nur dann aufstellen, wenn sie höch­
stens vom vierten Grad ist. Sind die Koeffizienten einer Gleichung 
gegebene Zahlenwerte, so kann man die reellen Zahlenwerte, die der 
Gleichung genügen sollen, immer näherungsweise auf graphischem 
oder analytischem Wege finden, teilweise auch mit Hilfe von Appa­
raten. Solche Näherungslösungen kommen besonders auch für die 
transzendenten Gleichungen in Betracht. 

Obige allgemeine Gleichung nten Grades in x wird als reell 
vorausgesetzt, d. h. alle die Koeffizienten a. sind reell. (Die Wurzeln 
selbst können aber deswegen doch imaginär sein.) Ferner setzen 
wir in Zukunft a o= 1, indem wir uns den etwa bei x" stehenden 
Koeffizienten wegdividiert denken. 

In der Form (a) heißt die Gleichung nten Grades vollständig, 
dagegen unvollständig, wenn einzelne der Glieder fehlen. Wenn ins­
besonders das zweite Glied a1 x1l -1 fehlt, also a1 = ° ist, dann nennt 
man die Gleichung eine reduzierte. Die Lösung der Gleichung 
dritten und vierten Grades geht von der reduzierten Gleichung aus; 
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wenn sie als vollständige gegeben ist, muß sie demnach erst redu­
ziert werden. 

Alle jene Werte von x, die der Gleichung f(x) = 0 genügen, 
d. h. die linke Gleichungsseite zu Null machen ("verschwinden lassen", 
wie man auch sagt), heißen Wurzeln der Gleichung f(x)=O. Es 
ist sonach a eine Wurzel der Gleichung f(x)=O, wenn f(a)=O. 

Entwickelt man fex) mit dem Taylorschen Satz, nach Potenzen 
von x-a, 

x-a (x--ar! , (x-at' (n) 
fex) = f(a) + 11 f (a) + ~- f (a) + ... + -----ni- f (a), 

so läßt sich für den Fall, daß a eine Wurzel ist, wegen f(a) = 0 
schreiben 

fex) = (x - a) [f'(a) + x 2! a f" (a) + ... + (X--:"7),,-1 f(n) (a)] , 

d. h. x - a ist ein Faktor der Funktion f(X) , wenn 
a eine Wurzel der Gleichung ((x)=O ist. (b) 

Bewiesen ist der Satz durch die vorausgehende Entwicklung nur 
für algebraische Gleichungen. Für andere als diese kommt er übrigens 
nicht in Betracht. 

Nach dem Gausschen Fundamentalsatz der Algebra, den 
wir ohne Beweis anführen, hat jede Gleichung mindestens eine 
Wurzel. Betrachtet sei eine Gleichung nten Grades O(x)=O. Die 
eine Wurzel, die sie nach dem Fundamentalsatz haben muß, heiße a1 ; 

dann ist nach dem vorhergehenden Satz x-al ein Faktor von 
o (x), so daß man die Gleichung schreiben kann 0n-1 (x).(x - a)= 0, 
die somit in die Gleichung x - a = 0 und 0n-1 (x) = 0 zerfällt. 
Letztere Gleichung ist vom n - 1 ten Grad, auf die 'sich wieder der 
Fundamentalsatz anwenden läßt. Man kommt, wenn man das Ver­
fahren fortsetzt, zum Schluß auf n Wurzeln a1 , a2 , • •• an der Glei­
chung oder entsprechend auf n Faktoren x-al' x - ~, ... x - an 
der linken Gleichungsseite 0 (x). Gleichzeitig ist damit der Satz 
bewiesen: 

Eine Gleichung nten Grades hat n Wurzeln. (c) 

Beispiel a) und b) Welche kubische Gleichung hat die 
Wurzel 

a) 1, 2 und 3; b) 2, - 2 und 1. 

Wenn die Gleichung fex) = 0 heißt. dann muß sie im ersten 
Fall die drei linearen Faktoren x - 1, x - 2, x - 3 haben, sie muß 
also, da sie vom dritten Grad ist, heißen 

a(x-1)(x- 2)(x- 3)=0, 
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wo a eine beliebige Zahl sein kann. Am einfachsten wird man frei­
lich a weglassen und schreiben 

(x-1)(x-2)(x- 3)=0 oder x3 -6x2 +l1x-6=0. 
Im zweiten Fall heißt die Gleichung 

(x-2)(x+2)(x-1)=0 oder x3 -x2 -4x+4=0. 

Beispiel c) Welche Gleichung vierten Grades hat die Wurzel 
(C, {3, r? 

Die linke Gleichungaseite muß eine ganze rationale Funktion 
vierten Grades sein und gleichzeitig die Faktoren x - a, x - {3, 
x - r haben. Sie lautet sonach 

(x-a){x-{3) (x-r) (ax+b)=O. 
Man kann auch a wegdividieren oder was das gleiche ist, a = 1 
setzen. 

Beispiel d) bis f) Man löse die Gleichungen 

d) xS+x'!-x-1=0, e) x3 -4x+3=0, 
f) x3 -4x2 +8=0. 

Im ersten Fall sieht man unmittelbar, daß der Zahlenwert 1 
die Gleichung befriedigt. [Auch wenn man es nicht sofort sieht, so 
lohnt sich der Versuch, zu prüfen, ob nicht die einfacheren Zahlen 
1, -1, 2, - 2, '" der Gleichung genügen.] Man schreibt 

x(x2 -1)+(x'.l-1)=0 oder (x'.l-1)(x+1)=0. 
Die Gleichung hat sonach die Wurzeln 1, - 1, - 1, die Wurzel -1 
ist doppelt zu zählen, sie ist eine Doppelwurzel. 

Im zweiten Fall findet man durch den Versuch, daß die Zahl 1 
der Gleichung genügt, es ist also x -1 ein Faktor, den man weg­
dividiert. Dann löst man noch die verbleibende Gleichung zweiten 
Grades 

x3 _ 4x+3=(x-1)(x2 + x-3). 
Die drei Wurzeln sind 1, - 0,5 + 0,5 V13. 

Im dritten Fall findet man durch den Versuch 2 als Wurzel; 
man zerlegt 

x8 - 4 x 2 + 8 = (x - 2) (x'.l - 2 x - 4) 

und findet die drei Wurzeln 2, 1 + V5. 
Beispiel g) und h) Man zerlege in lineare Faktoren 

g) x3 + 3 x2 - X - 3, h) x' - 2 x3 - 4 Xli + 2 x + 3. 

Entweder man sieht unmittelbar, daß man zerlegen kann 

x 2 (x+3) -(x+ 3)= (Xli -l)(x+ 3)= (x-1)(x+ 1) (x + 3). 
EIerer, Ingenieur-Mathematik IL 19 
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Oder man wendet den Satz (b) an und sucht durch Probieren eine 
Wurzel zu finden, hier 1. Dann ist x-I ein Faktor, die beiden 
anderen zu ermitteln, macht weiter keine Schwierigkeiten mehr. 

Im zweiten Fall findet man durch Probieren 1 als Wurzel und 
sonach x-I als Faktor; die Funktion läßt sich schreiben 

(X-I) (X3 _X2 _ 5x-3). 
Durch Probieren findet man weiter, daß - 1 die Funktion dritten 
Grades zu Null macht, daß also X + 1 ein Faktor ist. Man schreibt 

(x-I) (x+ 1) (x2 _ 2x - 3) = (x-I) (x+ 1) (x+l) (x-3). 

*117. Beziehung zwischen Koeffizienten und Wurzeln. Die 
Gleichung "+ "-1 r + 0 x a1 x T... a .. = 
habe die n Wurzeln a1 , ((2' ••• a ... Dann besteht zwischen den Koeffi­
zienten a1 , a2 , ••• a" der Gleichung und den Wurzeln a1' ((2' ••• (: .. 

ein ganz einfacher Zusammenhang. überlegt man nämlich, daß 
x - ((1' X - ({2' ••• x - a" nach (116 b) Faktoren der gegebenen 
Gleichung sein müssen, so kann man diese auch in der Form 

(x - ((1) (x - ((2) ( ) ... (x - an) = 0 

anschreiben, oder nach dem allgemeinen binomischen Lehrsatz ent­
wickelt, 

x" - X" -1 (al + ((2 + ... ((n) -:- xn - 2 (al ((2 + ((1 ((3 + ... + ((,. -1 (C,,) 
+xn-1 ( ) + ... + ((1((2 ••• ((,,=0. 

Die Gleichung hat damit eine andere Form erhalten. Vergleicht 
man beide Formen, die letzterhaltene und die gegebene, so wird 

-al =((1 +(~ + ... +a .. , 
+a2 = a1 ((2 + a1 ((3 + ... +a .. _1a .. , 
-a3=((1~a3+··· +(("-·2 a,,-1((,, 

(- 1 t an = a1 ((2 ••• ((n· 

(a) 

Dieser wichtige Zusammenhang zwischen den Wurzeln und 
Koeffizienten einer GIElichung kommt vielfach mit Vorteil zur 
Anwendung, wie die nachfolgenden Beispiele zeigen. 

Beispiel a) Von der Gleichung x 3 +2x2 +cx+d=O kennt 
man zwei Wurzeln 1-i und 1 + i. Man gebe die dritte Wurzel 
mit Hilfe des Satzes (a) an. 

Im vorliegenden Fall ist a1 = 2; wenn man die dritte Wurzel 
mit y bezeichnet, dann gilt 

-2=1-i+l +i+r oder y=-4. 
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Beispiel b) Eine kubische Gleichung hat die Koeffizienten 1, 
- 6, 11, a und die Wurzeln ce, p, r; diese sowie a sind gesucht, 
wenn ce=P + rist. 

Die Gleichung heißt 

XS - 6 x2 + 11 x + a = O. 
Dann gilt nach (a) 

6=a+P+r, l1=ap+ar+Py, -a=aPr 
oder wegen 

a=P+r 
6 = 2 (( oder (( = 3 und ebenso ß + r = 3, 

11 =a(ß+r)+ßr=9+ßr oder ßr=2. 
Aus beiden Beziehungen erhält man wieder ß = 2, r = 1 und daraus 
a=-6. 

Beispiel c) Eine Gleichung dritten Grades ist gesucht, deren 
Wurzeln alle um 8 größer sind als die Wurzeln von 

xS+px+q=O. 
Für die Wurzeln ce, ß, r der gegebenen Gleichung gilt 

a+ß+r=O, ceß+Pr+rcc=p, (eßr=-q· 
Die gesuchte Gleichung xS + a1 x2 + a2 x + as = 0 hat die Wurzeln 
t: + 8, P + 8, r + 8, für die dann gilt 

(:+ß+r+ 38=-a1 , 

aß+Pr+ r a + 2 (a+ P + r) + 3 8 2 =a2 , 

apr +s(aß + ßr + ra) +S2 (ce + ß + r) + 83 = - aa 
oder 

o + 3 s = - a1 , P + 0 + 3 8 2 = a2 , - q + ps + 0 + S3 = - as ' 
so daß die gesuchte Gleichung ist 

x3 _ 38X2 +(p+ 382)X +(q- pS-811)=O. 

*118. Mehrfache Wurzel. Die obige Entwicklung der linken 
Gleichungsseite nach einer Reihe gibt noch über manche Fragen 
Aufschluß. Es sei einen Augenblick eine spezielle Gleichung 

X3 +X2 _X-1=O oder zerlegt (x-1)(x+1)2=O 
betrachtet. Die Gleichung hat drei Wurzeln + 1, -1, -1, also 
die Wurzel -1 zweimal. Man nennt dann - 1 eine Doppel­
wurzel der Gleichung. Die Gleichung 

XS - 3 x2 + 3 x - 1 = 0 oder (x - 1)3 = 0 

hat drei Wurzeln, alle vom Wert + 1; man spricht in diesem Fall 
von einer dreifachen Wurzel, ebenso wie man von einer r-fachen 

19* 
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Wurzel einer Gleichung reden kann, wenn nämlich r Wurzeln 
gleich sind. 

Man hat ein einfaches Kennzeichen einer mehrfachen Wurzel. 
Entwickelt man wieder 

f(x)=f(a)+x llC:f'(a)+ ... +(x nlaY'rtJ)(cc) (a) 

und setzt x = a als Wurzel voraus, so wird wie früher wegen 
f (ce)=O 

) ( )[ ,()+x-ce"()+(x-ce)2,,,()+ ] () fex = x - a f ce -21- f a 31 f a .... b 

Nun muß aber, da a als Doppelwurzel auftritt, dementsprechend 
auch x - ce als Doppelfaktor auftreten, d. h. die rechte Gleichungs­
seite muß den Faktor x - ce nochmal haben, und das kann sie nur 
dann, wenn auch' f'(ce)=O ist. Sonach: 

a ist eine Doppelwurzel der Gleichung f(x)=O, 
wenn gleichzeitig f(a) und f' (a) = 0 ist. (c) 

Man kann entsprechend weiterfahren und die Bedingung für 
eine dreifache Wurzel a der Gleichung fex) = 0 aufsuchen. Dann muß 
(x - a)S ein Faktor der Gleichung (a) sein, also in dieser Entwick­
lung außer f(a) und f' (ce) auch noch f" (a) verschwinden, damit fex) 
die Form 

(d) 

annehmen kann. Damit also a eine dreifache Wurzel der Gleichung 
fex) = 0 ist, muß gleichzeitig f(a) = 0, f' (a) = 0, f" (a) = 0 sein. 
Und allgemein: 

Damit a eine r-fache Wurzel der Gleichung fex) = 0 
ist, muß gleichzeitig gelten 

f(a) = 0, f'(a)=O, f"(a)=O, ... f(r-l)(a) =0. (e) 

Beispiel a) Hat die Gleichung x 8 -l3x2 +56x-80=0 
eine Doppel wurzel? 

Wenn a eine Doppelwurzel ist, muß gleichzeitig gelten 

a8 -l3a? +56a-80=0 und 3a? - 26a+56=0. 

Letztere Gleichung löst man auf. und findet die Wurzeln 4 und 42/ S ; 

die Wurzel 4 genügt auch der gegebenen Gleichung, sie ist daher 
eine Doppelwurzel. 

Beispiel b) Die Gleichung x'-x8 -3x2 +asx+a.=0 hat 
eine dreifache Wurzel; man suche alle Wurzeln. 
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Wenn die dreifache Wurzel mit a bezeichnet wird und die vierte 
mit 15, dann gilt 

(('_((3_ 3a9 +asa+a, =0, 4((3- 3 a2 -6 a+as=O, 
12((2-6((-6=0. 

Eine von den beiden Wurzeln 1, - 0,5 der letzten Gleichung muß 
auch die beiden andern erfüllen. Für die Wahl a = 1 gilt nach (11 7 a) 

- a1 = 3 a + 15, hier + 1 = 3· 1 + 15 oder 15 = - 2. 

Die vier gesuchten Wurzeln sind also 1, 1, 1, - 2. 
Für die andere Wahl ce = - 0,5 wird entsprechend 

+ 1 = - 1,5 + eS oder 15 = 2,5, 

so daß die vier Wurzeln - 0,5, - 0,5, - 0,5, 2,5 sind. 

119. Imaginäre Wurzeln. Wenn auch die Koeffizienten einer 
Gleichung reell sind, so können deswegen doch die Wurzeln alle 
oder zum Teil komplex sein. Es sei (( + iß eine solche Wurzel der 
Gleichung (x)=O, dann muß (a + iß) = ° sein. Wenn man 
nämlich die linke Gleichungsseite ausrechnet, wird sie 

(a) 

wobei A die Summe aller reellen, B die aller rein imaginären 
Glieder in dieser Ausrechnung ist. Man kommt nun leicht auf die 
Vermutung, daß auch a-iß eine Wurzel der Gleichung ist, und 
findet diese Vermutung bestätigt. Zunächst gilt 

(a-iß)=A -iB, (b) 

da man ja nur - i statt + i in der oberen Ausrechnung zu setzen 
hat. Nun kann A + iB nur dann Null werden, wenn sowohl Aals 
auch B Null ist. Trifft dies zu, dann ist aber auch A - i B = 0, 
also (a - iß) = 0, d. h. a - iß tatsächlich eine Wurzel. Man hat 
sonach den Satz: . 

Ist a+iß eine Wurzel einer reellen Gleichung, 
dann auch a-iß. Oder: die imaginären Wurzeln 
treten immer nur paarweise konjugiert auf. (c) 

Nach diesem Satz mÜl!sen also die Wurzeln linearer Gleichungen 
stets reell sein. Eine Gleichung zweiten Grades kann entweder 
zwei reelle oder zwei imaginäre Wurzeln haben. Eine Gleichung 
dritten Grades kann haben: drei reelle, oder eine reelle und zwei 
imaginäre; eine reelle Wurzel muß sie immer haben. Ganz allge­
mein gilt: 

Eine Gleichung ungeraden Grades hat mindestens eine 
reelle Wurzel. (d) 
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Beispiel a) Von der Gleichung 2 XS - 5 x2 + a2x + as = ° 
weiß man, daß sie die Wurzel 1 - i hat; wie heißen die beiden 
anderen Wurzeln 1 

Mit 1 -- i ist auch 1 + i eine Wurzel; die dritte Wurzel sei c5. 
Wenn man die Gleichung umformt, 

XS - 2,5x2 + ~a2x + ~a3 =0 
dann muß nach (117 a) gelten 

-a1=(:+ß+r, 

hier + 2,5 = l-i+ 1 +i +" oder "=~. 

*120. Wurzeln 0 und 00. Wenn in der Gleichung nten Grades 

xn+alxn-l+a2xn-2+ ... +a .. _1x+a,,=0 

die r letzten Koeffizienten Null werden, die Gleichung aleo lautet 

xn+a1 x,,-1+ ... +a .. _ r x'+O·x,-l+ ... +O·x+O=O, 
so kann man sie auch schreiben 

x'(xn-'+a1 xn-,-1+ ... +an _ r _ 1 x+a,,_r)=0, 
d. h. die Gleichung hat dann rmal die Wurzel Null, oder in anderer 
Ausdrucksweise, die dache Wurzel Null. Sonach: 

Werden in einer Gleichung nten Grades die 
r letzten Koeffizienten Null, so tritt rmal die 
Wurzel ° auf. (a) 

Wann nun in der nämlichen Gleichung die r ersten Koeffizienten 
N uU werden, und so die Gleichung 

0·xn+O·xn-1 + ... +a,·xn-'+a'+lxn-'-l+ ... + an- 1 x + all =0 

oder 

lautet, so darf man nicht den falschen Schluß ziehen, daß die 
Gleichung nun einfach in eine solche 11. - rten Grades übergegangen 
ist und demnach nur mehr 11. - r Wurzeln hat. Denn die Gleichung 
war tatsächlich nten Grades, hat also nach (116c) unabhängig von 
den Zahlenwerten der Koeffizienten 11. Wurzeln. Man geht aus von 
der ursprünglichen Form und nimmt zunächst an, daß die r ersten 
Koeffizienten von Null verschieden sind. Dann setzt man x = 1 : y 
und erhält 

ao+~+ ... +an- 1 +a =0, yn yn-l y n 
oder geordnet 

any" +a"_l y"-l + ... a'Jy2 +a1y+aO =0 
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Geht man jetzt zu der gegebenen Bedingung über, daß nämlich 
die r ersten Koeffizienten der ursprünglichen Gleichung Null werden, 
so wird daraus die neue Bedingung, daß die r letzten Koeffizienten 
der neuen Gleichung Null werden. Nach (a) muß dann die neue 
Gleichung rmal die Wurzel y = 0 haben und die ursprüngliche 
Gleichung wegen x = 1 : y somit rmal die Wurzel x = 00. Also: 

Werden in der Gleichung nten Grades die r 
ersten Koeffizienten Null, so hat sie r mal die 
Wurzel 00. (b) 

Beispiel a) Gesucht sind die Schnittpunkte der Parabel 
y2 = 2 cx mit der Geraden y = 1 x + b für den Fall 1 = O. 

Die Parabel wird von jeder Geraden in zwei Punkten geschnitten; 
die Koordinaten ~11] des Schnittpunktes müssen beiden Gleichungen 
genügen, es gilt sonach 

1]~=2c~ mit 1]=l~+b oder (~~+b)2=2c~. 

Diese Gleichung 
~~ ~2+ 2 H~b-c)+b2=0 

hat stets zwei Wurzeln ~1 und ~2' Für den Fall 1 = 0 muß man 
schreiben 

0·~2-2c~+b2=0 oder ~1 =b'.l: 2c und ~2=00, 

denn diese Gleichung ist zwar der Form nach linear, in Wahrheit 
ist sie aber der Sonderfall einer quadratischen Gleichung. 

121. Lösnng numerischer Gleichungen. Muß man Gleichungen 
von höherem Grad als vom zweiten auflösen, so empfiehlt sich der 
Versuch, durch Probieren eine der Wurzeln zu erhalten. Sei 
beispielsweise gegeben die Gleichung XS + 2 x 2 + 9 = O. Man 
probiert der Reihe nach die Zahlen 1, -1, 2, -2, 3, -3 und 
findet, daß -3 eine Lösung ist. Dann weiß man, daß x + 3 ein 
Faktor ist, wird also mit x + 3 dividieren und erhält eine quadra­
tische Gleichung 

x2 - x + 3 = 0, deren Wurzeln x = 0,5 + 0,5 iVll 
sind. 

Findet man auf diese Weise keine Lösung, dann ist zu unter­
scheiden, ob die gesuchten Wurzeln genau oder nur angenä.hert 
richtig sein sollen. 

In letzterem Fall empfiehlt sich meist eine graphische Lösung. 
Man geht aus von der graphischen Darstellung der Gleichung f(x) = 0 
durch die Kurve y = f(x). Es ist f(a) = 0 die Bedingung dafür, 
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daß a eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 ist; für die Wurzel a 
muß sonach die Ordinate f(a) der Kurve verschwinden, d. h. 

die Wurzeln der Gleichung f(x)=O sind durch 
die Schnittpunkte der Kurve y = f(x) mit der 
x-Achse bestimmt. (a) 

Je genauer man die Kurve zeichnet, desto genauer erhält man 
natürlich auch die Werte der Wurzeln. Wenn im Besonderen die 
gegebene Gleichung rational und ganz ist, dann stellt die Gleichung 

y=aOxn+alxn-l+ .... +an_1x+a,,=ü 
eine allgemeine Parabel nter Ordnung vor, bei Abb. 241 eine Parabel 
dritter Ordnung. 

Wenn die Zeichnung der Kurve Y = f(x) Schwierigkeiten macht, 
dann wird sich recht oft eine andere Überlegung empfehlen. Man 
zerlegt die linke Gleichungsseite f(x) in die Form f(x) =f1 (x) - f2 (x) 
und zeichnet die beiden Kurven y = f1 (x) und y = t~ (x). Soll a 
eine Wurzel sein, dann muß gelten f(a) = 0 oder f1 (a)= f2 (a), d. h. 
an der Stelle x = a müssen die Ordinaten der beiden Kurven 
einander gleich sein, an der Stelle x = a müssen sich beide Kurven 
schneiden. 

Man findet so die Wurzeln der Gleichung t~ (x) = t~ (x) 
als Abszissen der Schnittpunkte der beiden Kurven 
y=f1(x) und Y=f2(x). ~b) 

Abb. 241. 

! 
i 
I 
/ 

! I r-a,. 

Abb.242. 

Beispiel a) Man ermittle graphisch angenähert die Wurzeln 
der Gleichung x 3 - 3 x + 1 = O. 

Entweder zeichnet man die Kurve y =xs - 3x + 1, eine 
Parabel dritter Ordnung, und findet die Wurzeln als Abszissen der 
drei Schnittpunkte dieser Parabel mit der x-Achse, Abb.241. Oder 
einfacher: man schreibt die Gleichung an x 3 = 3x -1; hier ist 
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f1 (x) = x3 die gewöhnliche kubische Parabel und f2 (x) = 3x - 1 
eine Gerade. Man zeichnet beide Kurven y = x 8 und y = 3x - 1, 
Abb. 242; sie schneiden sich in drei Punkten mit den ungefähren 
Abszissenwerten 0,5, 1,5, -2. 

Wenn man noch die genaueren Werte durch eines der nach­
folgend angegebenen Verfahren ermitteln will, dann ist es zwecklos, 
die Genauigkeit der graphischen Darstellung der Gleichung zu über­
treiben. In Beisp. 122a wird der genauere Wert der drei obigen 
Wurzeln noch ermittelt. 

Beispiel b) Man löse angenähert die Gleichung eil: -x _. 2 = o. 
Man zerlegt eil: = x + 2 und findet die Wurzeln als Abszissen 

der Schnittpunkte der beiden Kurven y = eil: und. y = x + 2; an­
genähert wird Xl = - 1,8, x2 = 1,2, Abb. 243. 

Abb.243. Abb.244. 

Beispiel c) Man entwickle geometrisch, daß die Gleichung 
f(x)=O eine Doppelwurzel a hat, wenn gleichzeitig f(a)=O und 
f(a)=O. 

Man stellt die Gleichung graphisch durch die Kurve y = f( x) 
dar. Die Bedingung f(a) = 0 sagt aus, daß a eine Wurzel der 
Gleich1,lllg ist; geometrisch sagt f(a)=O, daß die Kurve die x-Achse 
an der Stelle x = a schneidet. Die Bedingung f (a) = 0 läßt sich 
geometrisch dahin deuten, daß die Kurve an der Stelle x = a 
horizontal verläuft. Dann muß sie aber die x-Achse an dieser 
Stelle berühren, d. h. in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, 
es ist somit x = a doppelt zu zählen. 

Beispiel d) Man entwickle graphisch den Satz: 

Zwischen a und b liegt eine ungerade Zahl von 
Wurzeln der Gleichung f(x) = 0, wenn f(a) und f(b) 
ungleiches Vorzeichen haben. (c) 

Man stellt die Gleichung wieder durch die Kurve y = fex) 
graphisch dar. (Ca) und f(b) sind die Ordinaten dieser Kurve an 
der Stelle x = a und x = b. Wenn also beide ungleiches Vorzeichen 
haben, Abb.244, dann liegt an der Stelle b der Kurvenpunkt ullter-
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halb der x-Achse, wenn er an der Stelle a oben liegt, oder umgekehrt; 
jedenfalls muß also die Kurve zwischen den Stellen x = a und x = b 
die x-Achse mindestens einmal schneiden, oder dreimal oder fünfmal 
usw.; vorausg€'setzt ist natürlich, daß sie in diesem Bereich endlich 
und stetig ist. Durch jeden solchen Schnittpunkt ist eine Wurzel 
bestimmt, womit der Satz bewiesen ist. 

Anmerkung. Man nennt die Werte, die der Gleichung fex) = ° 
genügen, auch die Nullstellen der Funktion fex), weil sie die 
Funktion f(x) zu Null machen. Analytisch sind also die Nullstellen 

einer Funktion Y = fex) die Wurzeln der 

) 
Gleichung fex) = 0, graphisch kann man 
sie als die Schnittpunkte der Kurve 
Y = fex) mit der x-Achse deuten. Ent­
sprechend nennt man Unendlich­
keitsstellen der Funktion fex) jene 

11 

I~ 
( 

I 

-"- I 

'\1 
I 

....L. 

z Zahlenwerte, die die Funktion f'(x) un­
endlich groß werden lassen. Graphisch 
sind sie durch die Schnittpunkte der 
Kurve Y = fex) mit der unendlich fernen 
Geraden dargestellt. So hat beispiels-

Abb. 245. weise die Funktion 
Y= (x'.l-I): (x2 _ 4) 

die Nullstellen + 1 und -1 und die Unendlichkeitsstellen + 2 
und - 2, siehe auch Abb. 245. 

122. Fortsetzung. Hat man durch irgendein graphisches oder 
analytisches Verfahren den u~gefähren Wert a einer Wurzel der 
Gleichung fex) = 0 gefunden, so kommt man nach dem N ewtonschen 
Näherungsverfahren zu einem genaueren Wert. Man denke sich 
die Kurve Y = fex) ganz genau gezeichnet, dann ist ~ eine Wurzel 
der Gleichung, wenn die Kurve an der Stelle ~ die x-Achse schneidet. 
Um nun vom Näherungswert a zum waln'en Wert ~ zu kommen 
oder entsprechend der Abb. 246 vom Kurvenpunkt P zum Schnittpunkt 
S, ersetzt man nach dem Newtonschen Verfahren an der Stelle 
x = a den Kurvenbogen durch die Tangente. Die wahre Fortsetzung 
des Kurvenbogens würde im Schn!ttpunkt S mit der x-Achse den 
gesuchten Wert ~ liefern, die Tangente schneidet auf der x-Achse 
einen Punkt P' aus, dessen Abszisse 0: = a - k sich dem gesuchten ~ 
bedeutend mehr nähert als a. Man entnimmt der Abbildung 

tg 7: = f(a): k, oder weil tg 7: = f" Ca), 

k=f(a) und a'=a-k ta) 
((a) 

als den genaueren Wurzelwert. 
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Hat man für eine gesuchte Wurzel ~ zwei Näherungswerte a 1 

und a2 , so wird man nach der Regula falsi den durch die beiden 
Werte a1 und a~ begrenzten Kurvenbogen P 1 P 2 ersetzen durch die 
Sehne. Die wahre Fortsetzung des Kurvenbogens würde im Schnitt­
punkt S mit der x-Achse die gesuchte Wurzel ~ liefern, die Sehne 
schneidet auf der x-Achse einen Punkt P' aus, dessen Abszisse a r ein 
bedeutend besserer Näherungswert als a1 oder a2 ist. Abb: 247 lehrt, daß 

r(al ): ((a2) = (al - ar): (ag - a'), 

woraus sich der genauere Näherungswert 

a' = a + (a2 - a1) ((al) 
1 ((al) - ((a2) 

(h) 

ergibt. Natürlich kann man das Verfahren fortsetzen, um mit Hilfe des 
gefundenen schon genaueren Wertes a' neue Zahlenwerte aufzufinden, 
die sich dem wahren Wurzelwert ~ immer noch mehr nähern. 

I------~---

k------a,r----~ 

Abb.246. Abb.247. 

Beispiel a) Man ermittle die genaueren Wurzelwerte des 
Beisp. 121 a). 

Es ist a = 0,5 ein angenäherter Wert; nach dem Newtonschen 
Verfahren wird 

f'(x)=x3 - 3x+ 1, f(0,5)=-~, f'(x) = i3x2 - 3, ('(0,5)= -~, 

h=-~: - ~=~ und a'=~-l=l=0,3333 

ein genauerer Wert. Man wendet das gleiche Verfahren noch mal 
an; mit 

. d " 1 + 1 25 ° 347 WIr a ="3 72=72=' 

sich dem wahren Wurzelwert noch mehr nähern als l 
Man hätte beim zweiten Mal auch die Regula falsi anwenden 

können, wenn man a l =~, a2 = l setzt. Dann erhält man einen 
genaueren Wert a' durch 
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tel) = -~, f(~)=fi' !Z2 - al =- t, 
1 3 

und a' __ 1 + - 6~-=-~ = 31 - 0 3483 
- 2 3 1 89-' . 

-8-2-7 

Für die zweite Wurzel ist b = 1,5 ein roher Näherungswert; 
man hat nach dem ersten Verfahren 

f(1,5)=-~, f'(1,5)=1l-, h=-j(j und so b'=1,5333 

als genaueren Näherungswert. 
Für die dritte Wurzel ist wieder c = - 2 eine erste Annäherung; 

man hat 

f(-2)=-1, f'(-2)=9, h=-~ und so 0'=-1,8889 

als zweite Annäherung. 

Beispiel b) Es soll die Genauigkeit der bei den Näherungs­
verfahren an einem Zahlenbeispiel dargestellt werden. 

Die Wurzeln der Gleichung 

x 2 -4x + 1 =0 sind x= 2 +V3 =2+ 1,73205080; 

die eine der beiden Wurzeln, x=0,26794920 dient zum Vergleich. 
Man wählt a = ° als ersten Näherungswert, dann ist bei der An­
wendung des N ewtonschen Verfahrens wegen 

f(x)=x 2 - 4x + 1 und f'(x)=2x- 4 

f(O)=I, f'(0)=-4, h=-0,25, a'=a-h=0,25 

eine erste Annäherung. Das Verfahren wird wiederholt 

f(0,25) = 0,062 5, f' (0,25) = - 3,5, h' = - 0,017857, 

a" = a' - h' = 0,267857. 

Die Annäherung ist schon groß. Man wiederholt nochmal, 

f(a") = 0,000319, f' (a'') = - 3,464286, h" =- 0,000092, 

a"! =a" -h" = 0,267949. 

Man beachte die große Genauigkeit bei dreimaliger Anwendung des 
Verfahrens. 

Für die Anwendung der regula falsi wählt man die Annäherungs­
werte al = 0, a2 = 1 und erhält 

f(al) = 1, f(a2) = - 2, a' = ° + 1 ~12 = 0,333. 

Man würde natürlich schon genauer an den wahren Wert 
gekommen sein, wenn man etwa a2 = 0,5 gewählt hätte. 
wiederholt das Verfahren und wählt a/ = 0, a2' = ~. 

f(a/) = 1, f(a2')=-~' a" = 131 =0,2727. 

heran­
Man 
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Man wiederholt nochmal und wählt at" = l~ und a,t = i; 
f(at")=- 2: 121, f(a,/,) = -2: 9, ti" = 7,5: 28= 0,26785. 

Man hat bei dreimaliger Anwendung den' gleichen Näherungswert, 
den das Newtonsehe Verfahren bei zweimaliger Anwendung lieferte. 
Man hat ja auch den ersten Näherungswert a2 = 1 sehr grob 
gewählt. 

* 123. Simultane Gleichungen für die nämliche Unbekannte 
Zwei oder mehrere gleichzeitig bestehende Gleichungen für eine oder 
mehrere UnbekaI!nte nennt man simultane Gleichungen, d. h. 
zusammengehörige. Aus 151 wird von der Resultante die Definition 
wiederholt: 

Resultante von zwei Gleichungen für die näm­
liche Unbekannte ist jene Funktion der Koeffi­
zienten beider Gleichungen, deren Verschwinden 
die Verträglichkeit beider Gleichungen angibt, (0.) 

sowie der Satz: 

die Resultante zweier Gleichungen für die näm­
liche Unbeka.nnte ist das Eliminationsergebnis 
der Unbekannten aus den gegebenen Gleichungen. (b) 

Gelten also zwei Gleichungen gleichzeitig, d. h. simultan, dann muß 
ihre Resultante verschwinden: wenn die gemeinsame Wurzel ce ist, 
dann muß x - ce ein Faktor beider Gleichungen sein. 

Beispiel a) Die Gleichungen 

x~+ 3x-70=0 und xS -6x2 -6x+a=O 

haben eine gemeinsame Wurzel; wie heißen die Wurzeln der zweiten 
Gleichung 1 • 

Die erste Gleichung hat die Wurzeln -10 und 7, eine von 
ihnen muß nach Angabe auch der zweiten Gleichung genügen, ent­
weder 7 oder -10. Im ersten Fall findet man durch Einsetzen in 
die zweite Gleichung a = - 7. Sie hat dann x - 7 als Faktor und 
zerfällt in 

7, - 0,5+0,5iV3 

ihre Wurzeln sind. 
Im zweiten Fall wird a = 1540, die Gleichung zerfällt in 

(x+1O)(x2 -16x+154)=0, so da.ß 10, ~+iV90 

ihre Wurzeln sind. 
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Beispiel b) Man suche die Resultante eines Systems von n 
linearen Gleichungen. 

Damit n lineare homogene Gleichungen mit n Unbekannten oder 
n lineare unhomogene Gleichungen mit n - 1 Unbekannten zusammen 
bestehen können, muß nach I 50 die Determinante des Gleichungs­
systems verschwinden. Also gilt: 

Die Resultante von n linearen homogenen Glei­
chungen mit n Unbekannten oder von n linearen un­
homogenen Gleichungen mit n - 1 Unbekannten ist gleich 
der Determinate dieses Gleichungssystems. (e) 

Beispiel c) Gesucht ist die Resultante der heiden Gleichungen 
n ten Grades. 

aoxfl +a1 xfl - 1 + ... +a"_lx +a,,=O } 
boxn +b1 xfl - 1 + ... + b"-l X + bn=O 

Man wird genau so verfahren wie beim Aufsuchen der Resultante 
von zwei quadratischen Gleichungen in I 51: Durch Multiplizieren 
und Subtrahieren wird man einmal die beiden Glieder nter Ordnung, 
das zweite Mal die beiden absoluten Glieder beseitigen, und dann 
noch durch x dividieren; man erhält 

+(anbo-aobn)=O (d) 
Xfl - 1 (al bo-aobl)+xfl-2 (a2 bo- aOb2) + ... j 
xn- 1 (ao bn - an bo) +xn- 2 (al bn - a"b1) + ... 

+ (an- 1 b" - an bn- 1) = O. 
Damit ist die Resultante der beiden Gleichungen n ten Grades auf jene 
von zwei Gleichungen n - 1 ten Grades zurückgeführt. Wenn man so 
weiterfährt, findet man die gesuchte Resultante schließlich als Resul­
tante von zwei linearen Gleichungen, d. h. als deren Determinante. 

* 124. Diskriminante. Damit die beiden Wurzeln der quadra­
tischen Gleichung ax'l + bx + c = 0 gleich sind, müssen nach I 54 
die Koeffizienten a, b, c so gewählt werden, daß b2 - 4 ac = 0 ist. 
Der Ausdruck D = b2 - 4 ac, oder in der neuen Sprechweise die 
Funktion D der Gleichungskoeffizienten, war die Diskriminante der 
quadratischen Gleichung genannt. Damit eine beliebige Gleichung 
f(x) = 0 eine Doppelwurzel hat, muß jedenfalls eine Beziehung 
zwischen ihren Koeffizienten bestehen, es muß eine aus ihnen ge­
bildete Funktion zu Null werden. Man definiert: 

Diskriminante einer Gleichung ist jene Funk-
tion der Gleichungekoeffizienten, deren Ver­
schwinden das Vorhandensein einer mehrfachen 
Wurzel anzeigt. (a) 
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Es läßt sich für jede Gleichung eine solche Diskriminante aufstellen: 
verschwindet sie, wie im obigen besonderen Fall b2 - 4 ac, dann hat 
die Gleichung eine mehrfache Wurzel, also mindestens eine Doppel­
wurzel; verschwindet sie nicht, so hat die Gleichung keine Doppel­
wurzel. Wenn eine solche mehrfache Wurzel mit ce bezeichnet wird, 
so muß nach (118c) von ihr gelten {(ce) = 0 mit f' (a) = 0, also 
werden die Gleichungen ((x) = 0 und f' (x) = 0 beide gemeinsam 
von a erfüllt, sie bilden ein Simultan system für diese Wurzel a. Die 
Bedingung, daß {(x) = 0 eine mehrfache Wurzel hat, ist so zurück­
geführt auf die Bedingung, daß ((x) = 0 und f' (x) = 0 eine gemein­
same Wurzel haben, woraus folgt: 

Die Diskriminante einer Gleichung ist die Re-
sultante der Gleichung und ihrer Ableitung. (b) 

Beispiel a) Man bestimme in der Gleichung x 2 + Äx +), = ~ 
den Wert Ä so, daß die beiden Wurzeln gleich sind. 

Es muß die Diskriminante b2 - 4 ac, hier 22 - 4 (l - !), zu 
Null werden, also . 

oder 21 = 3, 

Beispiel b) Man gebe die Diskriminante der sogenannten 
reduzierten kubischen Gleichung x3 + P X + q = 0 an. 

Man bildet die Resultante aus dieser Gleichung und ihrer Ab­
leitung 3x2 + p = 0 am einfachsten, indem man aus der letzten Glei­
chung x ausrechnet und in die erste einsetzt; man erhält als Be­
dingung für das gemeinsame Bestehen 

oder 4 pS+27 q2=0; 

also ist 4 pS + 27 q2 oder ein Vielfaches davon die gesuchte Dis­
kriminante, in der nachfolgenden Nummer beispielsweise 

4 pS + 27 q2 
D =--------- - oder auch 

108 
(q)2 (p)S D= - + - . 

2 3 
(c) 

*125. Gleichungen dritten und vierten Grades. Man wird immer 
zuerst den Versuch machen, durch Probieren eine Wurzel zu finden. 
Im allgemeinen Fall wird man mit dem Näherungsverfahren schneller 
zum Ziel kommen als mit den untenstehenden Formeln, zudem diese 
ja auch nur für die sogenannten reduzierten Gleichungen gelten, 
das sind Gleichungen mit fehlendem zweiten Glied, also von der 
Form xS+px+q=O oder x4 +rx2 +8X +t=O. 
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Der Gedankengang, der zur Lösung einer beliebigen Gleichung 
dritten Grades, oder in anderer Benennung einer beliebigen kubischen 
Gleichung, führt, ist folgender. Diese, 

Z3 +a1 Z9+ a2 z+a3 =0, 

kann man durch Substitution 

(a) 

stets auf die wesentlich einfachere reduzierte kubische Gleichung, 
auf die 

Form von Cardano (b) 

bringen. Deren Lösung wieder führt man auf eine mit ihr im Zu­
sammenhang stehende quadratische Gleichung zurück, auf ihre 

Resolvente y2 +qy- (~Y= ü. (c) 

Diese Resolvente hat mit der Cardanischen Gleichung nach Bei­
spiel 124b) die 

Diskriminante 

gemeinsam. 
Wenn u und tI die Wurzeln der Resolvente sind, 

u=- ~ +VD, v=-!I-VD, 
2 

Cd) 

3_ 
ferner e und e'J die konjugiert imaginären Wurzeln von V 1, also 
nach (129) 

dann hat die Cardanische Gleichung 

x3 +px+q=ü 
die drei Wurzeln 

,sc 3_ 3_ 3_ 3_ s_ 
xl=Yu+Vv, X'J=eVu + e'.!YV, X S =e2 VU+eYV. (e) 

Von diesen drei Wurzeln Xl' X 2 ' Xs sind für den Fall 

> 1 reell und 2 konjugiert imaginär, 
D = Ü 3 reell, davon zwei gleich, 

< 3 reell und verschieden. 

Im letzten Fall, D < ü, liefert das Verfahren nach Cardano die drei 
Wurzeln in imaginärer Form; man nennt diesen Fall den Casus 
irreducibilis, die Cardanische Formel versagt hier. Um die drei 
Wurzeln in ihrer reellen Form aufzustellen, verwendet man eine 
goniometrische Substitution; man setzt im Fall der Gleichung 
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(f) 

und erhält die drei reellen Wurzeln für k = 0, 1, 2 in der Form 

- l/P IP+2kn 
x = + 2 V 3"' cos 3 . (g) 

Der Beweis der vorausgehenden Formeln ist mit elementarer Rech­
nung dadurch zu erbringen, daß man die angegebenen Wurzeln in 
die Cardanische Gleichung einsetzt. 

Beispiel a) Gesucht die Wurzeln der Gleichung 
x 3 -3x2 -5x-25=0. 

Will man Formeln anwenden, dann muß die Gleichung zuerst redu­
ziert werden, nach (a) durch die Substitution 

x = ~ - ~ a1 , hier x = ~ + 1. 
Die Cardanische Gleichung wird 

(~+ 1)3_ 3 (~+1)2_ 5 (~+ 1)- 25 =0 oder ~3-8~-32=0, 

so daß 

p=-8, q=-32, D=162_(~)S= 6400 
3 27 

ist, und die Resolvente mit den Wurzeln u und 'V 

y'J_ 32Y+(:)s= O. 

Dann wird die erste Wurzel der Cardanischen Gleichung 

• 1 s/ -6--~80V3 + ... s; 6 80 v' 3 
;1= V.l -'--9- VI --9-

1a; ....a; 
= 2 [V 2+~-~~-~+ V 2_-~0:3J 

= 2[ V3,92;iö + VÖ,0755] = 2 [1,577 4 + 0,4226] =4. 
Die zweite Wurzel ist 

~2=(- ~ +{v'3)VI6+~+(- ~-! V3)V~6- 80:3 

=-[V2+~+ V2-~J 
+H'3rV2+ 10V3 _ Y._lOVsJ 

'- 9 9 

= - [1,5774+0,4226] +iV3[1,5774- 0,4226] =- 2 + 2i; 

nach (119 c) wird die dritte ~3 = - 2 - 2 i. 
Egerer, Ingenieur-Mathematik Il. 20 
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Damit werden die Wurzeln x = ~ + 1 der gegebenen Gleichung 

x1 =5, xll =-1+2i, xs =-1-2i. 
Zur Lösung einer beliebigen Gleichung vierten Grades führt 

der entsprechende Gedankengang wie bei der kubischen Gleichung. 
Man wird die allgemeine Gleichung 

z' + al ZS + all Zll + aa Z + a4 = 0 
durch die Substitution 

Z=x-l~ ~ 
reduzieren auf eine einfachere Gleichung von der Form 

x'+rxll +8X+ t=O. (b) 
Deren Lösung führt man wieder auf die Lösung einer mit ihr im 
Zusammenhang stehenden Gleichung dritten Grades zurück, auf die 
Resolvente r y (rll ) 8 2 

Y3--l-_ yll+_ --t --=0 
: 2 4 4 64' Cc) 

Wenn 'U, v, w die drei Wurzeln dieser Resolvente sind, dann er­
scheint die Lösung der reduzierten Gleichung in der Form 

a) für positives 8 

Xl = - vii" + Vr; + Vw, 
Xs = V;t" + V; - y'W, 

b) für negatives 8 

Xl = y;t" - V; - Vw, 
xs=-Vu-V;+Vw, 

x2 = + Vu - vV + Vw, 
x4 =-Vu-Vv- Yw, 

XI! = - Vu + 1"v - Yw, 
x,=Vu+Vv+Vw. 

Cd) 

(e) 

Der Beweis dieser Formeln wird wieder mit elementarer Rechnung 
dadurch erbracht, daß man die angegebenen Wurzeln in die redu­
zierte Gleichung einsetzt. 

*126. Simultane Gleichungen mit mehreren Unbekannten. In 
den einfacheren Fällen werden die aus der Elementarmathematik 
bekannten Verfahren anzuwenden sein. Zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten x und y kann man im allgemeinen Fall folgender­
maßen auf eine Gleichung mit einer einzigen Unbekannten zurück­
führen: man behandelt die eine der Unbekannten, etwa y, .wie eine 
bekannte Größe, dann hat man zwei simultane Gleichungen mit der 
nämlichen Unbekannten x. Damit heide gleichzeitig bestehen können, 
muß ihre Resultante verschwinden. Diese enthält dann y als einzige 
Unbekannte und wird nach y aufgelöst. Ist die erste der Gleichungen 
vom m ten Grad und die zweite vom n ten, so wird im allgemeinen 
die Resultante vom Grad m·n sein; das Gleichungspaar hat dann 
m· n Wertepaare als Lösungen. 
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Beispiel 0.) Das Gleichungspaar 

allx'+ 2 a l2 xy +a22 y2 + 2 alS x + 2 a2s y+a33 =0 } (0.) 
bll x2 + 2 b12 xy + b22 y2 + 2 bl3 X + 2 b2S Y + bS3 = 0 

oder 
a11 x 2 +2x(a12 y +a13) + (a22 y2 + 2 a23 y + a33) = 0 
bu x 2 + 2 X (b12 Y + bls) + (b22 y2 + 2 b23 Y + bs3) = 0 

oder 
Aox2+Alx+~=O } 
B ox2+ BI x + B2 = 0 

(b) 

hat nach I 51 die Resultante 

R=- (ÄoB2-~ Bo)'! +(AoBl -Al Bo)(Al B2 -~ Bl ). (c) 

Die Koeffizienten Al' ~, Bl , B2 sind Funktionen von y; nach ihrer 
Substitution erhält man durch R = 0 eine Gleichung vierten Grades 
in y, die vier Wurzeln liefert. Für jede einzelne dieser Wurzeln 
erhalten die Koeffizienten Al'~' Bl , B2 bestimmte bekannte Werte. 
Das obige Gleichungspaar (b) kann man dann in eine lineare Glei­
chung überführen, indem man die erste Gleichung mit Bo' die zweite 
mit Ao multipliziert und subtrahiert; man erhält 

x (Al Bo - Ao Bl ) + (~ Bo - Ao B2 ) = 0 
und dadurch für jeden einzelnen Wert von y den zugehörigen Wert 
von x. Insgesamt erhält man also vier Wertepaare x I y. 

Bei Gleichungen höheren Grades oder bei transzendenten Glei­
chungen versagt das vorausgehende Verfahren oder wird doch recht 
mühsam. Dann empfiehlt sich als mehr oder minder grobe Annähe­
rung die graphische Lösung, die jede der beiden Gleichungen 
durch eine Kurve darstellt und die gesuchten Wertepaare als Koordi­
naten der Schnittpunkte der beiden Kurven aufsucht. Beim voran­
gehenden Beispiel stellt jede der beiden Gleichungen einen Kegel­
schnitt dar; beide schneiden sich in vier Punkten, die die Koordinaten 
der gesuchten Wertepaare x! y geben. 

Eine analytische An näh er u n g s 1 ö s u n g entsprechend dem 
Newtonsehen Näherungsverfahren für eine einzige Unbekannte werden 
wir an späterer Stelle noch nachbringen. Naturgemäß liefert sie ge­
nauere Werte als das graphische Verfahren, sogar beliebig genaue. 

Beispiel b) Man löse das System 

x2+XY-2 y2 =O} 
x 2 + y2 - 2 Y = 0 . 

Man berechnet aus der zweiten Gleichung x und setzt es in die 
erste ein, 
2 y - y2 + y v2'Y _ y2 - 2 y2 = 0 oder yV2 y -y' = 3 y2_ 2 y. 

20· 
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Man kann Yl === ° als Wurzel absondern, muß aber beachten, daß sie 
eine Doppelwurzel ist. Deutlicher ist diese ihre Eigenschaft zu er­
kennen, wenn man sie nicht absondert, 

y'J (2y_ y'J) =y'J (3 y_ 2)2 oder 

Man erhält 

y2 (10y2 -14y + 4) = 0. 

Yl=O, Y2=0, Ya=1, Yt=0,4. 

Für die zugehörigen Werte x benötigt man eine lineare Gleichung; 
man erhält sie, wenn man die eine der gegebenen Gleichungen von 
der anderen abzieht, 

3 y2- xy - 2y =0 oder y(3y - x - 2)=0 oder x= 3y- 2. 

Aber dann werden die zugehörigen Werte teilweise falsch, nämlich 
- 2, - 2, 1, - 0,8, wie sich durch Einsetzen in die gegebenen 
Gleichungen erweist. Das hat seinen Grund darin, daß sich y jedes­
mal als abzusondernder Faktor abspaltet. Die bei den letzten Werte 
für x sind richtig, die beiden ersten nicht. Wenn man Yl =Y2 = ° 
in die Gleichungen einsetzt, ergibt sich Xl = x2 = 0. Dann sind die 
vier Lösungspaare 

0[0, 1 i 1, -0,8\0,4. 

Am einfachsten wird die Lösung, wenn man sieht, daß die erste 
Gleichung x2 + xy = 2 y2 homogen ist und in zwei lineare Glei­
chungen x = y und x = - 2 Y zerfällt. Jede dieser einfachen Glei­
chungen mit der zweiten gegebenen zusammengenommen liefert auf 
dem einfachsten Weg die Lösung. 

Beispiel c) Ist das System 

verträglich? 

x2 + xy + 2 y2 = 11 ) 
2 x2 - xy - 5 y2 = 4 

3x2 + 4xy+ 3 y2= 15 

Wenn ja, dann muß die Resultante des Systems zu Null werden. 
Aber wie bildet man diese, nachdem man nur eine Regel für die 
Resultante von zwei Gleichungen mit der nämlichen Unbekannten 
oder von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten hat? 

Man kann auf die erste Regel zurückgehen, indem man eine 
der Unbekannten, etwa x, aus der ersten Gleichung ermittelt und 
in die beiden anderen einsetzt. Man hat dann nur mehr zwei Glei­
chungen mit einer Unbekannten y. 

Im vorliegenden Fall kann man auch die Produkte x 2 , xy, y2 
je als einzelne Unbekannte u, v, w betrachten. Man hat dann für 
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diese drei Unbekannten drei lineare Gleichungen. Wenn die drei 
gegebenen Gleichungen verträglich sind, muß 'Uw = v2 sein. Man findet 

u=x'J=9, 'v=xy=-6, w=y'J=4, 

so daß die Bedingung u w = v'J tatsächlich erfüllt ist. Das Werte­
paar + 3 i - 2 oder - 31 + 2 genügt also den drei Gleichungen. 

Oder man behandelt in den ersten beiden Gleichungen y wie 
eine Bekannte und ermittelt die Resultante R I , so wie das bereits im 
vorhergehenden Beispiel angegeben wurde. R I = 0 ist dann eine Glei­
chung in y. Ebenso wird man die zweite und dritte Gleichung zusammen­
fassen und eine Gleichung R'J = 0 für y erhalten. Die Resultante R 
dieser beiden neu gebildeten Gleichungen gibt dann in der Form R = 0 
auch gleichzeitig die Verträglichkeit des ursprünglichen Systems an. 

B. Partialbruchzerlegung. 

12'7. Rationale Funktionen. Die einfachste aller Funktionen 
ist die ganze rationale (s. auch I 45); wenn sie vom nten Grad 
in x rational und ganz ist, hat sie die Form 

G(x)=aO x"+a1 x,,-1+ ... + a"_lx +a". (a) 

Wegen ihres einfachen Aufbaues bietet die Anwendung der Differential­
und Integralrechnung auf sie keine Schwierigkeiten. Sie ist endlich 
und stetig für alle endlichen Werte x und hat im Bereich endlicher 
x immer eine endliche und stetige Ableitung. Wenn sie vom ersten 
Grad ist, also n = 1, wird sie durch eine Gerade dargestellt, für den 
Fall n = 2 stellt sie eine gewöhnliche Parabel zweiter Ordnung vor, 
für beliebige n nennt man die Kurve allgemeine Parabel n ter 
Ordnung. Die Einfachheit der ganzen rationalen Funktion erklärt 
das Bestreben, andere Funktionen in Reihen zu verwandeln und 
sie sonach in Annäherung durch eine rationale ganze Funktion zu 
ersetzen. 

Nach der ganzen rationalen Funktion ist die nächst einfache 
die gebrochene rationale Funktion (s. auch I 46); die all­
gemeinste rationale Funktion von z ist 

R(x)= aO z"+a1 X,,-l + ... +a"_1 z+a" (b) 
bozm+blxm-l+ ... +bm_Iz+bm' 

" und m ganzzahlig vorausgesetzt, somit der Quotient von zwei 
ganzen rationalen Funktionen. Sie heißt echt gebrochen, wenn der 
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Grad des Zählers kleiner ist als der Grad des Nenners, und heißt 
unecht gebrochen, wenn der Grad des Zählers gleich oder größer 
ist als der Grad des Nenners. Die größere Zahl moder n gibt 
dabei den Grad der Funktion überhaupt an; ist sonach n > m, so 
ist sie unecht gebrochen vom Grad n und ist n < m, so ist sie echt 
gebrochen vom Grad m. 

Wenn man eine unecht gebrochene Funktion zu behandeln hat, 
so wird man sie dadurch vereinfachen, daß man sie durch Aus­
dividieren verwandelt in die Summe einer ganzen Funktion und 
einer echt gebrochenen Funktion. Die unecht gebrochene Funktion 
erübrigt sonach eine weitere Besprechung, da sie sich stets auf eine 
ganz rationale und eine echt gebrochene rationale Funktion zurück­
führen läßt. Man merke für die Anwendung, insbesondere bei der 
Integralrechnung: 

Jede unecht gebrochene Funktion kann man 
durch Ausdividieren in die Summe einer ganzen 
und einer echt gebrochenen Funktion verwandeln. (c) 

Für diese Division wendet man entweder die Regeln der gewöhn­
lichen Division an. Oder, was meist einfacher, man wandelt den 
Zähler der unecht gebrochenen Funktion so um, daß jeder einzelne 
Summand ein Vielfaches des Nenners ist, bis auf den sogenannten 
Rest. Einige Beispiele werden dieses Verfahren klar machen. 

Beispiel a) Die Funktion x + 1 
x-4 

ist unecht gebrochen, weil der Nenner nicht vom höheren Grad ist 
als der Zähler. Man wandelt um 

x+1=(x-4)+5 
x-4 x-4 

6 
1+--4 , x-

Man hat also im Zähler 4 weggenommen und gleichzeitig wieder 
hinzugefügt. 

Beispiel b) 

x' (x2 + 3x) - 3x x (x + 3) - 3x - 9 + 9 
x+3= x+3 x 

oder 

Man hat also 3x hinzugefügt und wieder weggenommen, ebenso 
- 9 hinzugefügt und wieder weggenommen. 
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Beispiel c) 

x 3 + 1 (xa - 2 x'.!) + (2x'.! - 4x)+ (4x-8) +8 + 1 ---= . -.~-_. -'--._-_-'-:-~'-----
x-2 x-2 

=x2+2x+4+-~-. 
x-2 

Das Hinzufügen der einzelnen Glieder ist natürlich dadurch be­
stimmt, daß jede einzelne Klammer ein Vielfaches des Nenners 
x - 2 wird. 

Beispiel d) 

3x4 - 3x2 +x 3x2 (x2 - 2x + 2) + 6x3 - 6x2 - 3x2 +x 
x 2 -2x+2 = -------x~~2x+2---·----

Die erste Klammer beginnt mit 3x4, der Nenner mit x2, also muß 
die erste Klammer das 3x2 fache des Nenners sein. Entsprechendes 
gilt für die anderen Klammern, Man setzt für 

3x4 -3x'.!+x 
x 2 -2x+2 

128. Fortsetzung. Echt gebrochene Funktionen von der Form 

A A p . Ib .. h S' . d 1 h --, ( )" . " nennt man artla ru c e. le SIll aso ec t x-a x-a" 
gebrochene Funktionen von einfachstem Aufbau, deren Behandlung 
in der Differential- und Integralrechnung deswegen auch recht ein­
fach wird. Wie man nun beliebige Funktionen oft in Reihen ver­
wandelt, um sie für manche Aufgabe einfacher behandeln zu können, 
so wird man oft eine echt gebrochene Funktion von höherem Grad 
in eine Summe von Partialbrüchen verwandeln und so mancher Rech­
nung, insbesonders der Integralrechnung, zugänglicher machen. 

Es sei die zu untersuchende echt gebrochene rationale Funktion 
R (x) als Quotient der ganzen rationalen Funktionen cp (x) und fex) 
vorausgesetzt; und weiter sei vorausgesetzt, daß man die n Wurzeln 
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der Gleichung f(x)=O alle kennt, somit die Nennerfunktion f(x) 
in n lineare Faktoren zerlegen kann; und schließlich noch, daß f(x) 
und qJ (x) keine Wurzel und damit auch keinen der linearen Fak­
toren gemeinsam haben. Von den Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 
werden einzelne auch mehrfache sein, einzelne auch imaginär. Dem­
entsprechend können die linearen Faktoren im aHgemeinen Fall 
teilweise auch gleich sein, teilweise oder alle auch imaginär; in 
letzterem Fall ist zu beachten, daß die imaginären Wurzeln immer 
paarweise konjugiert imaginär auftreten, dementsprechend auch die 
linearen Faktoren. Ist also x = a + ib eine Wurzel der Gleichung 
f (x) = 0 und damit x - a - i b ein Faktor der ganzen rationalen 
Nennerfunktion f(x), dann ist auch x - a +ib ein Faktor von ihr. 

Die Zerlegung einer echt gebrochenen Funktion in Partialbrüche 
geht am einfachsten von folgender· überlegung aus: einen Bruch, 
dessen Nenner viele Teiler hat, kann man sich entstanden denken 
als Summe von Einzelbrüchen, deren jeder einen dieser Teiler als 
Nenner hatte. Beispielsweise kann man sich entstanden denken 

7 7 a+b+c,d,e 
120=23 .3.6 =8 4" 2 1 3 1 5' 

wo die unbekannten Zähler a, b, c, d, e noch zu ermitteln sind. In 
der gleichen Weise wird man die Nennerfunktion f(x) in ihre 
linearen Faktoren zerlegen und als Generalnenner betrachten: man 

denkt sich dann die gebrochene Funktion ~~j entstanden als Summe 

von mehreren anderen Brüchen, deren Einzelnenner zusammen den 
Generalnenner f(x) haben. 

Beispiel a) Wie kann man sich die Funktion 

qJ(x) x'- 6x' + 1 
f(x) = (x-1)2 (x + l)2x 

entstanden denken? 
Man stellt sich f(x) = (x _1)2. (x + 1)2. x als Generalnenner von 

mehreren Einzelnennem vor; im allgemein möglichen Fall wird 
f(x) der Generalnenner von den Einzelnennern (x-1)2, x --1, 
(x + Ir', x + 1, x sein. Daß die Funktion qJ (x): f(x) auch wirklich 
so entstanden ist, soll damit nicht gesagt sein, sie kann aber so 
entstanden sein. Unzulässig wäre es, wenn man etwa auch noch 
(x -1). (x + 1) als Einzelnenner angeben würde, weil ja dieser 
Nenner selbst wieder als Generalnenner von x-I und x + 1 be­
trachtet werden 'kann. Hat man so die Einzelnenner angegeben, 
aus den~m sich die Funktion f(x) zusammensetzen kann, so wird 
man sich entsprechend die gegebene Funktion entstanden denken 



Partialbruchzerlegung. 129. 313 

können als Summe von Partialbrüchen mit diesen Einzelnennern 
und setzt 

x4 -6x2+1 ABO D E 
X(X-l)2(X+1)2=X-+ (x-1)2+ic-l+ (x+ 1)2+ x+ l' 

wo die Zähler dieser Partialbrüche noch unbestimmt sind und erst 
ermittelt werden müssen. 

129. Ermittlung der Zähler der Partialbrüche. Erster all­
gemeiner Weg. Wenn man wie eben angegeben setzt 

x· - 6x2 + 1 ABO D E 
X(X-1)2(X+1)2=X-+(X-q+ x-l +(X+1)'.!+ x+I' 

so hat man damit eine Identität angeschrieben, die für jeden Wert 
von x gilt. Man kann also für die Ermittlung der fünf Unbekannten 
beliebig viele Gleichungen sich verschaffen, indem man für x be­
liebige Zahlenwerte setzt. Natürlich darf man x nicht so wählen, 
daß die Werte 00 auftreten; im vorliegenden Fall beispielsweise darf 
man nicht x gleich 0, 1, - 1, setzen, außer man hat vorher mit 
den Partialnennern x bzw. (x _1)2 oder (x + 1)2 multipliziert. 
Wenn man etwa x = 2 ansetzt, erhält man 

-7 ABO D E 
18="2+1+1+9"+3' 

also eine von den fünf notwendigen Gleichungen zur Ermittlung der 
fünf Unbekannten. 

Dieser erste angegebene Weg hat zwar den Vorzug allgemeiner 
Anwendung, aber die Nachteile umständlicher Rechnung. Man ver­
wendet ihn mit Vorteil in Verbindung mit anderen Verfahren, die 
nicht alle die unbekannten Zähler angeben. (Am besten in Ver­
bindung mit dem Verfahren von 130). 

Zweiter allgemeiner Weg nach der Methode der un­
bestimmten Koeffizienten. Man multipliziert auf beiden Seiten mit 
dem Generalnenner, also mit der Funktion fex), wodurch die linke 
und rechte Gleichungsseite zu ganzen rationalen Funktionen werden, 
die identisch sind. Dann wendet man den Koeffizientenvergleich an. 
Wie das vorhergehende, hat auch dieses Verfahren den Nachteil, 
daß es mit umständlichen Rechnungen verbunden ist, dafür den 
großen Vortei~ für alle Fälle anwendbar zu sein. 

Die angegebenen zwei allgemeinen Verfahren haben den Vorzug, 

daß sie bei jeder Form der zu zerlegenden Funkti~n ~ ~:? anwendbar 

sind. Andrerseits haftet ihnen der Nachteil allgemeiner Verfahren an: 
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sie sind umständlich und erfordern größere Rechnung, wenn man sie 
auf besondere Fälle anwendet. Die weiteren Nummern werden einige 
einfachere Verfahren angeben, die für Sonderfälle anzuwenden s~nd. 
Zu diesem Zweck unterscheidet man drei Fälle der Zerlegung in 
Partialbrüche, je nachdem die linearen Faktoren der Nennerfunktion 
fex) aUe reell oder imaginär sind, ob sie alle verschieden oder einige 
auch gleich sind. 

Erster und einfachster Fall: die Faktoren sind ~eell und ver­
schieden; zweiter Fall: die Faktoren sind reell, einzelne auch gleich; 
dritter Fall: einzelne Faktoren sind auch imaginär. 

Wenn die Zerlegung des Nenners fex) in seine linearen Faktoren 
nicht auf einfache Weise zu ermöglichen ist, dann verwendet man 
den Satz, daß x - a ein Faktor von fex) ist, wenn a eine Wurzel 
von f(x)=O ist, d. h. man löst die Gleichung f(x)=O auf, jeder 
Wurzel a entspricht dann ein linearer Faktor x + a. 

Beispiel a) Man berechne die Zähler der Partialbrüche des 
vorausgehenden Beispiels mit der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten. 

Man multipliziert beiderseits mit dem Generalnenner x (x _1)2 (x + 1)2 
und erhält 

x4 - 6x2 + 1 = A(x-1)'(x+ I)' +Bx(x+ 1)2 +Cx(x-1) (x+1)2 
+Dx(x-1)2 +Ex(x-1)2(x + 1) 

=x4 (A+O+E)+x3 (B+C+D-E) 
+x2 (-2A+2B-O-2D-E) 
+x(B-O+D+E)+A. 

Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen müssen auf beiden Seiten 
gleich sein, 

1=A+O+E, O=B+C+D-E, 
-6=-2A+2B-O-2D-E, O=B-C+D+E, l=A. 

Aus diesen Gleichungen findet man 

A=1, B=-l, 0=0, D=l, E=O 
und somit 
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130. Erster Zerlegungsfall. Alle linearen Faktoren von 
fex) sind reell und verschieden. Dann wird 

qJ(x) 
I(x) (x-a)(x-b)(x-c) ... 

=xAa+xBb+xOc+'" (a) 

Das einfachste Lösungsverfahren zur Ermittlung der noch unbekannten 
Zähler A, B, 0 ... multipliziert beiderseits mit dem Nenner x - a, 
wenn es den Zähler A aufsucht, und liefert 

qJ(x).(x-a)= __ P(x)_=A....!-. x-a [_~ ~ I 
fex) f(x):(x-al ! ( ) x-b + x-c + ... J 

oder 

qJ(x) I [B 0 ] 
(- b)( )( d--)--=AT(x-a) --b+-- + .... x- X-(l x- .,. x- x-c 

Diese Gleichung ist eine Identität, die für jeden Wert von x gilt, 
somit auch für x = O. Man erhält 

. qJ (a) 
A=(a-b}(a_c)(a"'::"'d). ~. (b) 

Man beachte wohl, daß x - a ein Faktor von fex) ist, daß a]so 
f(x): (x - a) frei ist von diesem Faktor x - a. Man kann daher 
auch schreiben 

fex) = ft (x). (x - a), 

und erhält entsprechend 

Wenn man f(x) = ft (x)· (x - a) na.ch x differenziert, erhält man 

(x)=(x-a)·f1'(x) +ft(x), 1 oder f(a)=O+ft(a). 

Somit kann man auch schreiben 

A = tp (a) lfJ (b) qJ ( (l ) 
n. (a)' ebenso B=f"(b)' O=f(c)'''' 

Natürlich kann man die Zähler A, B, 0 ... auch nach einem 
früher angegebenen allgemeinen Verfahren ermitteln. 

Beispiel abis c) Man zerlege in Partialbrüche die echt 
bröchenen Funktionen 

x-l 
a) x(x+l) 

4x-l 
b)x2 _2x_8 

e)xs+2. 
x -x 

(e) 

(d) 

der 

ge-
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Im ersten Fall setzt man an 
x-I .A B 

X(X+l)=;+ x +10 
Um A zu finden, multipliziert man mit x, 

x-I B 
x+l =A+x oX+ 1 ° 

Der zweite Summand, der B enthält, stört und muß beseitigt werden; 
man setzt deswegen x = ° und erhält A = - 1. 

Um B zu erhalten, multipliziert man mit x + 1, 
x-I A 
-x-=B+(x+I)oxo 

B ist gesucht, also muß A in dieser Gleichung beseitigt werden; 
man setzt deswegen x = - 1 und erhält B = 20 Damit ist gefunden 

x-I -1 2 
x(x+l)=X+ x+l° 

Im zweiten Fall hat die Gleichung ((x) = 0, hier x2 - 2x - 8 
= 0, die Wurzeln 4 und - 2, somit der Nenner die Faktoren 
x + 2 und x - 4; man setzt an 

4x-l 4x-l _~+_~ 
x2 -2x-8 (x+2)(x-4)-x+2 x_4° 

Um A und B zu erhalten, multipliziert man beiderseits mit x + 2 
bzwo x-4, 

4x-l B 4x-l A 
-;-4 =A+(X+2)x_4' x+2 =B+(x-4);;+2° 

Dann setzt man x = - 2 bzwo x = 4 und erhält A = 1,5 und 
B= 2,5, somit 

4x - 1 _ 1,5 + 2,5 
x\l-2x~8-x+2 x_4° 

Im dritten Fall wird 
x+2 x+2 AlB 0 
x3 -x = x(x-l)(x+l)=x l x-I + x+1° 

Um A, Bund G zu erhalten, multipliziert man mit x bzwo x-I 
und x +1, 
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Dann setzt man x = 0 bzw. x = 1 und x = - 1 und erhält 

A=-2, B=1,5, 0=0,5, 

somit X+~=-2+~+~ 
x3 -x x x-1 x+1' 

317 

Beispiel 
Px+Q 

(x + a)(x+b) 
und b). 

d) Man gebe eine Formel für die Zerlegung von 

und prüfe sie durch Anwendung auf die Beisp. a) 

Px+Q A B 
(x+a)(x+b)= x+a + x-f7)' 

Man multipliziert beiderseits mit x + a, 
erhält daraus 

setzt dann x = - a und 

A = -Pa+Q., b _ a entsprechend 

wenn man beiderseits mit x + b multipliziert und x = - b setzt. 
Dann wird 

Px+Q 1 lr_ pa+Q Pb-QJ 
(x+a)(x+b)=b_a - x+a -+ x+b . 

Im Beisp. 80) ist P = 1, Q = - 1, a = 0, b = 1, so daß 

~-1 =_1_[-1.0+(-1)+1.1-(-1)J-
x(x+l) 1-0 x . x+1 

-1 2 
=--;-+X+l' 

(e) 

Im Beisp.b) ist P=4, Q=-l, a=2, b=-4; mit diesen 
Werten wird 

4x-l 1 [-4.2 -1 4'-4+1J 
(x + 2) (x - 4) = ~=--4-~ 2 --X~ + ----x:- 4--

I [3 5 ] 
=2" X+2+X-4' 

131. Zweiter Zerlegnngsfall. Alle Faktoren von fex) sind 
reell, einzelne sind gleich. Es soll die Gleichung ((x)=O die 
einfachen Wurzeln a, b, c ... haben, ferner die x-fache Wurzel k, 
ebenso die l-fache WurzelE usw., somit die Nennerfunktion fex) die 
einfachen linearen Faktoren x - a, x - b, x - c . .. usw., sowie 
den x-fachen Faktor x - k, den l-fachen Faktor x - 1 usw. Dann 
kann man die echt gebrochen vorausgesetzte Funktion schrf:'iben 

tp(x) tp(x) 
fex) =(x - a)(x - b)(x - c) .. . (x - k)" (x ......:~l :-.. 
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Man geht wieder davon aus, daß die Funktion f(x) der General­
nenner aller Partialbrüche ist, dann ist die allgemein mögliche 
Zerlegung 

q;(x) A,B G 
{(x) = x-=-ä' x-b + x -c + ... 

I ~l_' K 2 I -l- -.!~_ 
T (x _ k)" T (x _ k)"-l T . .. I X - k 

+ LI I L 2 I ; LI. 
(x-IfT(x-I/-I" " T x-z 

+ ..................... . (al 

Die zu den einfachen linearen Faktoren x - a, x -- b, x - c, ... 
gehörigen Zähler A, B, 0 .,. findet man genau so wie in der 
vorigen Nummer angegeben. Ebenso auch die Zähler Kl' LI' ... 
zu den Nennern (x-k)", (x-zy·, ... Man wird also, um K I zu 
finden, die beiden Seiten der vorausgehenden Identität mit (x - k)'" 
multiplizieren und dann x = k setzen: 

l(x):C;x1 k),,=KI +(x-k) [x A ä+ x B b + ... 
+ K 2 I K lI I l (b) 

... (X-k),,-I'(x-k),,-2T"'j' \ 

Setzt man auf beiden Seiten x = k, dann wird 

cp (k) 
KI=g(k)' wo g(x)=f(x):(x-k)". (c) 

Scheinbar kommt sowohl auf der linken wie rechten Gleichungs­
seite der Faktor x - k im Nenner vor, so daß also für x - k links 
und rechts die Zahlenwerte 00 auftreten würden. Scheinbar! Denn 
der Generalnenner f(x) enthält ja den Faktor (x - k)", er ist von 
der Form 

f(x)=g(x).(x-k)", so daß f(x):(x-k)"=g(x); 

und in der Klammer der rechten Gleichungsseite kommt beim Aus­
multiplizieren überall der Faktor x - k mindestens in der ersten 
Potenz in den Zähler, so daß tatsächlich die Klammer für x = k 
versch windet. 

Das gleiche Verfahren läßt sich auf die Berechnung der übrigen 
Zähler K2, L 2 , ••• , K a, La' .. , nicht mehr anwenden, außer wenn 
man diejenigen Partialbrüche, die bereits ermittelt sind, auf die 
linke Gleichungsseite geschafft und diese dann vereinfacht hat; das 
Verfahren ist aber rechnerisch recht umständlich. In den meisten 
Fällen wird man zur Berechnung der noch unbekannten Zähler das 
in 129 angegebene erste allgemeine Verfahren zu Hilfe nehmen. 
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Beispiel a) Man zerlegt 

3x3 +3x-l -5x+ 3 ABO D E 
(x~I)2-(x+ 1)2 x =;; + (x-q+;; - 1 + (x + 1)2+ x + i' 

Die Zähler A, B, D ermittelt man in der bisherigen einfachen 
Weise, daß man mit den zugehörigen Nennern x, (x-l)2, (X+1)2 
multipliziert und dann x = 0 bzw. x = 1, x = - 1 setzt. Man erhält 

3x3 +3x2 -5x+3 I [B ] 
(x_l)2(x+-i)2""=Ai X (X-l)2+"" A=3 

3x3 + 3x2 - 5x + 3 2[A 1 
---(X-+l)2 X --=B+(X-l) x + .. 'J' B= 1 

3X3+(3.!2 )25X + 3 =D+(x--l--1)2 rL~+" .], D=- 2. 
x-I, x I x 

Zur Ermittlung von 0 und E nimmt man das erste allgemeine 
Verfahren zu Hilfe und setzt in die Ausgangsgleichung x = 2 und 
x = -- 2; man erhält 

1 ABO D E 
-=-+--+-+-+--18 - 2 9 - 3 1 - 1 ' 

also zwei Gleichungen zur Ermittlung von 0 und E, da ja A, B, D 
bereits gefunden sind. Sie liefern 0 = 0,5 und E = - 3,5, so daß 

3_x_3 j- 3x2 _-=- 5x + ~ _ ~ ___ 1 __ I 1 ___ 2 __ _ 
(X-l)2(x+l)2 x -x +(X-l)21 2(X-l) (x+l)2 

7 
2(x+l)' 

Beispiel b) Man behandle das vorausgehende Beispiel nach 
der Methode der unbestimmten Koeffizienten. 

Der Ansatz der gegebenen Funktion für die Zerlegung ist genau 
der gleiche wie vorher, nur die Bestimmung der Zähler A, B, 0, 
D, J!) ist eine andere. Dieser Ansatz wird auf beiden Seiten mit 
dem Generalnenner (x - 1)2 (X + 1)2 X multipliziert und liefert 

3x3 +3x2 -5x+ 3 

=(X-l)2(X+l)2X[~+- B_+ ~--+~"+~Jl x (x - 1)2 x-I (x + 1)- x + 1 
oder 

3x3 +3x2 - 5x+ 3 =A(x-l)2(x+1)2+B(x+qx 
+O(x-l)(x + 1)2 x +D(x-l)2 x +E(x+ 1)(x-l)2 x 

=~~+O+~+~~+O+D-~ 
-+- x2 (- 2 A + 2 B - 0 - 2D - E) + x (B - 0 + D + E) + A. 
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Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen müssen auf beiden Seiten 
gleich sein, 

O=A+O+E, 3=B+O+D-E, 
3=-2A+2B- 0-2D-E, -5=B-O+D+E, 3=A. 

Aus diesen Gleichungen findet man 

A = 3, B = 1, 0 = 0,5, D = - 2, E = - 3,5 

ebenso wie vorher. 

132. Dritter Zerlegunsfal1. Einzelne der linearen Faktoren 
von fex) sind konjugiert imaginär. Es soll die Gleichung 
fex) = 0 außer verschiedenen reellen Wurzeln auch noch die Wurzeln 
a + ib, c + id, . .. haben. Dann hat sie nach (119c) gleichzeitig 
auch die Wurzeln a -ib, c - id, . .. Somit hat die Nennerfunk­
tion fex) außer reellen Faktoren auch noch die imaginären x - a - ib, 
x-a+ib, x-c-id,' x-c+id,... Dann kann man zerlegen 

q; (x) . q;(x) 
fex) = (x - a-ib)(x - a + ib)(x - c - id)(x -c +-Ü)-.-. : 

A B 0 
= x-=;;'-=--ib + x-a+ib + x-c-id 

D +- I 'd+'" x-ci~ 
(a) 

Wenn man will, kann man die unbekannten Zähler A, B, C, D, 
gen au so wie in 130 ermitteln; sie würden aber ebenso wie die 
Nenner in imaginärer Form erscheinen. Nun vermeidet man, wenn 
es geht, das Auftreten imaginärer Größen, das Verfahren wird des­
wegen recht selten angewendet. Würde man beispielsweise die 
Formel (130e) anwenden, dann erhielte man für a=-:-c-id und 
b=-c+id 

___ . Px+Q = ._~_JP.(c+id) + Q . P(- c +id- Ql 
(x-c-id)(x-c+id) 2idL x-c--id + x-c+id .J 

= _1 fPc+Q+iPd _ PC+Q-iPdJl 2idL x - c -id x-c +id . 

Man sieht, auch die Zähler der Partialbrüche würden konjugiert 
imaginär. In dieser Form wären die Partialbrüche sicher recht 
unbequem. Man wird sie deshalb in eine reelle Form überführen, 
indem man ihre zwei zusammengehörigen linearen Partialbrüche 
auf den gemeinschaftiichen Nenner bringt. Im vorliegenden Fall 
ist dieser 

[(x - c)-id] [(x - c) + id] = (x - c)2 +d2• 
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Praktischer läßt man daher die gegebene Funktion unzerlegt, um 
die imaginären Zahlen zu vermeiden. 

Wenn man ebenso im allgemeinen Fall von vornherein jede 
imaginäre Zahl vermeiden will, setzt man 

q? (x) <p(x) 
(x) [(x-a-ib)(x - a +ib)] [(x -c-id)(x - c +id)] ... 

q; (x) 

[(x - a)2 +b2J[(x - C)2 +d2] • '.' 

Ax+B Ox+D 
(x -a)2 +b2. + (x _ C)2 + d2+ .. . (b) 

Zu beachten ist, daß der Zähler eine lineare Funktion ersten Grades 
wird, wenn man die Zerlegung des Nenners in die beiden imaginären 
Faktoren unterläßt. Die gesuchten Zahlen A, B, 0, D,... in den 
Zählern berechnet man am einfachsten nach der Methode der un­
bestimmten Koeffizienten. 

Beispiel a) bis c) Man zerlege in Partialbrüche 

1 - x2 X + 1 x 2 - 2 
a) x(l+x2) b) X4 +X2 c) x(x2 + 4)(x2 +-2); 

Im ersten Fall setzt man an, da die Zerlegung von x2 + 1 in 
zwei lineare Faktoren imaginäre Zahlen liefern würde, nämlich 
x'.! + 1=(x+i)(x-i), 

~-=-~_~ !3x+O 
x(x2 + 1) - x + x2 + 1 ' 

und multipliziert beiderseits mit dem Generalnenner x (x2 + 1), 

l-x2 =A (x2 + 1)+(Bx +0)x=x2 (A +B) +Ox +A. 
Der Vergleich der beiden Identitäten liefert 

A+B=-I, 0=0, A=l, oder A=I, B=-2, 0=0 
und damit 

l-x2 1 2x 
x(x2 +1)=;-x2 +1' 

Im zweiten Fall wird gesetzt 

x+l A B Ox+D 
---~-- = - -I- - + _.~-
x2 (x2 +1) x2 , x x2 +1' 

oder wenn man beiderseits mit dem Generalnenner multipliziert 
und ordnet, 

x + 1 =A(x2 + 1)+Bx(x2 + 1)+(Ox +D)x2 =x3 (B+0) 
+x2 (A +D)+Bx+A. 

Egerer, Ingenieur-Mathematik U. 21 
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Der Vergleich liefert 

B+O=O, A+D=O, B=l, A=l 

oder A=l, B=l, 0=-1, D=-l. 

Auch im dritten Fall läßt man die beiden quadratischen Fak­
toren x2 + 4 und x 2 + 2 unzerlegt, da die linearen Faktore beide 
Male imaginär würden, und setzt an 

x2 -2 A Bx+O, Dx+E 
x(x2 +4)(x2 +2)=X-+ X 2 +"4 T x2 +2-· 

Wieder wird mit dem Generalnenner beiderseits multipliziert und 
dann geordnet, 

x2 - 2 =x4 (A +B+D)+x3 (0 +E) +x2 (6A+ 2B -+ 4D) 
+x(20+4E)+8A. 

Der Vergleich liefert 

A+B+D=O, O+E=O, 6A+2B+4D=1. 
O+4E=0, 8A=-2 

oder 
A=-±, B=-!, 0=0, D=l, E=O. 

c. Unbestimmte Formen. 
o 

133. O. Die Zahlenausdrücke 00 - x, 0·00, 0: 0, 00: x, 0°, 

cxP, 100 wurden in I als unbestimmte Ausdrücke, oder auch un­
bestimmte Zahlen erklärt, d. h. solche, deren Wert nach den Defini­
tionen und Sätzen der Elementarmathematik nicht bestimmt werden 
kann. Wenn eine Funktion an einer gewissen Stelle x = a die Form 
eines dieser unbestimmten Ausdrücke annimmt, dann sagt man: die 
Funktion erscheint an dieser Stelle x = a in un bestimm ter Form. 
Mit den Mitteln der Elementarmathematik kann man den Wert der 
Funktion an dieser Stelle x = a nicht ermitteln, wohl aber unter 
Mithilfe eines Grenzübergangs, wenn man nämlich definiert: 

Nimmt eine Funktion F (x) an einer Stelle x = a eine 
unbestimmte Form an, so ist als Wert der Funktion 
an dieser Stelle x =a der Wert limF(x) erklärt. (a) 

z=a' 

Solche Grenzwerte wird man in recht vielen Fällen elementar 
berechnen, insbesonders wenn man an bekannte Grenzwerte an-
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knüpfen kann. Nummer 11 brachte eine Reihe von Beispielen dafür. 
Die Differentialrechnung gibt eine allgemeine Regel für die Berech­
nung der unbestimmten Formen, und zwar dadurch, daß sie diese 

alle auf die unbestimmte Form ~ zurückführt. 

Sei f(a) = 0 und q; (a) = 0, so erscheint der Quotient ~((2) 
an der Stelle x = a in unbestimmter Form ~. Sein Wert an dieser 

Stelle x = a ist 

lim {(x) =lim (',(~_, 
Z=4 q; (x) z=o, q; (x) (b) 

wie gleich bewiesen werden soll. 
Es wird nach dem Mittelwertsatz (104c), da f(a)=O und 

q;(a) =0, 
f(a+k) f(a+8k) 

;P-(a+k)=qT(a+ek)' wo 0<8<1. 

Konvergiert h gegen 0, dann auch eh, man hat also 

lim f(:L-lim ((x)_ 
Z=4q;(X)- z=o,q;'(x)' 

Wenn auch ('(x) und q;'(x) an der Stelle x=a zu Null werden, 
also neben f(a) = 0, q;(a)=O auch noch f(a)=O und q;'(a)=O, 
dann kann man den Mittelwertsatz von neuem anwenden; unter 
dieser Voraussetzung gilt 

lim f(:L = lim ("(x)_ (c) 
z=o,q;(x) z=o,q;"(x)' 

Wenn auch neuerdings sowohl f' (x) wie q;" (x) an der Stelle x=- a 
zu Null wird, wiederholt man das Verfahren wieder usw. Man 
erhält als Erweiterung von (b) 

Wenn an der Stelle x=a die Funktionen fex) und 
q; (x) nebst ihren n ersten Ableitungen verschwinden und 
erst q;<n+l)(x) an' dieser Stelle von 0 verschieden ist, 
dann gilt 

. fex) . «n+1) (x) 
lim -( )=lim (+1)()' 11:=4 q; X z=o, q;" x 

(d) 

Beispiel 80) bis d) Man ermittle den Wert der unbestimmten 
Formen 

80) arcsinx 
x ' 

an der Stelle x = o. 

1-cosx 
c) sinx 

d) arctgx 
x 

21* 
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Im ersten Fall erinnert man sich an den Grenzwert lim sin x = 1 
z=o x 

und setzt arc sin x = y oder x = Bin y; dann wird 

lim arc Bin x =!im -J!- = 1. 
z=o x f/'=0 slny 

Nach (b) hätte man erhalten 

1. arc sin xlii : v' 1 - x2 1 1m ---= m = . 
z=o X z=o 1 

Im zweiten Fall setzt man 

lim sin x arc sinx = lim sin x .lim arc sinx = 1.1 = 1 
z=o Xli z=o X s=o x 

Die Ermjttlung des Grenzwertes mit Hilfe der Differentialrechnung 
wäre umständlicher. 

Im dritten Fall setzt man 
• II X 

2sm -2 
I· 1 - cos x li li t x 0 1m . = m = m g-= ; 
z=o Slnx z=02 . x x z=o 2 SIn- cos-

2 2 
einfacher wird nach (b) 

lim 1- cosx = !im sinx =0. 
z = 0 sinx s=ocosx 

Im vierten Fall kann man setzen x = tg Y oder arc tg x = y. 
Mit x = 0 wird auch y = 0; dann wird 

1· arctgx 1· y I· (y ) 1m ---= 1m -= 1m -;--cosy 
s=o x I/=otgy 1/=0 SInY 

!im -J!-.lim cosY= 1·1 = 1. 
f/'=oslny 1/=0 

Nach (b) hätte man erhalten 

!im arc tg x = lim 1: (1 + Xli) =!im -.!_q = 1. 
z=o x z=o 1 s=o 1 +x· 

Beispiel e) Man berechne den Grenzwert 

X S - sin3 x 
lim 3 
s=o X 

auf möglichst viele Arten. 
Der Anfänger wird meist die Formel versuchen, also 

G -li f' (x) -li 3 Xli - 3 sinllxcosx 
- m '()- m II s=oqJ X z=o 3x 
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Auch der neue Quotient nimmt die Formel 0: 0 an, also wird 

G=Iim (~(x) =lim 6x-6sinxcos2 x+3sin3 x. 
z=oCP (x) z=o 6x 

Auch dieser Quotient erhält die Form 0: 0, folglich 

G = lim Cjx) = lim ~~=-~ ~c~s~~ +_!2!!n2 x co~x + ~_sin2 X cosx 
q/" (x) Z= 0 6 

o 
=6=0. 

Weitaus einfacher erhält man nach (10a) 

G=~i~o [1- (~i~XrJ = 1-1 = O. 
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Auch dadurch, daß man sin x nach einer Reihe entwickelt, kann 
man die Aufgabe lösen, 

Beispiel f) Berechne auf die einfachste Weise 
3 • 3 

G-l' x -sln x 
-1m " . 

z=o X" 

Mit Zuhilfenahme des vorausgehenden Beispieles wird 

. r x3 - sin3 x] . [{ (Sin X)8}] G=~~o LX'--;S-- =~1~0 x· 1- -X- =0. 

134. :. Wenn f(a)=oo und qJ(a)=oo, dann nimmt an der 

Stelle x = a der Quotient {((x» die unbestimmte Form 00 an. Er 
qJx 00 

hat an dieser Stelle den Wert 

I · fex) -1' f'(x) 
1m () - 1m , ( )' z=aqJ /x z=aqJ x 

Zum Beweis setzt man den gesuchten Grenzwert 

G=lim fex) =lim~qJ(x)=lim cZ>(x). 
z=a qJ (x) z=a 1: fex) z=aF (x) 

(a) 

Werden die Funktionen fex) und qJ(x) an der Stelle x=a unend­
ich groß, dann verschwinden ihre reziproken Werte F (x) und i.p ( 
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an dieser Stelle, es erhält durch die Einführung der reziproken Werte 

der zu untersuchende Quotient die Form ~. Man hat demnach 

. tIJ' (x) 
G=bm F'( )' :r;=a X 

Oder weil (Jj = 1 : qJ und F = 1 : f und deswegen 

dlP -1 aqJ aF -1 df 
- und-dx - 9>2 • ax ax - r-'dx 

ist, 

Dann wird 

• qJ' (x) 
G = G2 . hm f' () oder umgekehrt 

:r;=a x 
. f' (x) 

G = bm.----( )' :r;=af!J x 

Der Beweisgang setzt den Grenzwert G zunächst freilich als 
von 0 und 00 verschieden voraus. Durch eine Erweiterung der ge­
führten Betrachtungen kann man aber die Formel (a) auch für jene 
Fälle noch mitbeweisen, daß G den Wert 0 oder 00 annehmen kann. 

Beispiel a) Für x=oo wird Igx und ebenso xn unendlich 
groß. An dieser Stelle erscheint sonach der Quotient Ig x : xn in 
unbestimmter Form. Der Wert des Quotienten an dieser Stelle wird 

I · Ig x l' 1 : x l' 1 (b) Im--= lm--= lm--=O; 
';=00 xn :r;=oo nz"-l :r;=oo nxn 

das Ergebnis kann man in die Worte fassen: 

Jede Potenz xn wird viel früher unendlich groß als der 
Logarithmus. (c) 

Abb. 248. 

Geometrisch kann man sich dieses 
Ergebnis an Hand der Logarithmus­
kurve leicht verständlich machen, 
Abb. 248. Die Logarithmuskurve 
y = Ig x schneidet bei x = 1 die a;­

Achse und geht dann in recht flachem 
Lauf ins Unendliche. 

Beispiel b) Für x = 00 wird 
a:r; und xn unendlich groß. Dieses 
Großwerden erfolgt in beiden Fällen 
in verschiedener Weise, wie am ein­
fachsten der Verlauf der beiden 
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Kurven y = aZ und y = xtl lehrt, Abb. 248. Die erste Kurve, die 
Exponentialkurve, schneidet an der Stelle y = 1 die y-Achse und 
verläuft dann überaus steil in das Unendliche. Sicher bedeutend 
steiler als jede Parabel y = x tl• Man kann dann auch sprechen: 

Die Exponentialfunktion a Z wird viel früher unendlich als 
jede Potenz xtl• (d) 

Analytisch beweist man diesen Satz durch den Grenzwert des Quo­
tienten aZ : xtl an der Stelle x = 00. An dieser Stelle nimmt der 
Quotient die unbestimmte Form 00: 00 an, man erhält 

. a Z • aZlg a 
hm-=hm---. 

s=<x> xtl z=<x> nxtl - 1 

Da auch der neue Quotient die unbestimmte Form 00: 00 annimmt, 
wiederholt man das Verfahren n mal und findet schließlich 

lim a Z =lim aZ(loga)tI =00 (e) 
z=<x> x" z=oo n! • 

Die Sätze (c) und (d) kann man noch zusammenfassen und 
durch Abb. 248 darstellen: 

die Exponentialfunktion aZ wird viel früher un­
endlich als jede Potenz x" und diese wieder viel 
früher unendlich als der Logarithmus Igx. (f) 

135. O'IX>, IX> - 00. Man führt diese Formen auf die unbe­
stimmte Form 0: 0 oder 00: 00 zurück, indem man mit ihren Rezi­
proken rechnet, die zu 0 oder 00 werden. 

I. Wenn (a)=O und q;(a) =00, dann nimmt das Produkt 
f (x)· q; (x) an der Stelle x = a die unbestimmte Form o· 00 an. Mit 
Einführung von 

cP (x)'- _1_ wird 
q; (x) 

Dieser Quotient nimmt an der Stelle x = a die Form 0: 0 an und 
wird nach den vorausgehenden Regeln weiter behandelt. 

II. Wenn (a) = 00 und q; (a) = 00, dann nimmt die Differenz 
f(x)-q;(x) an der Stelle x=a die unbestimmte Form 00-00 an. 
Man führt wieder die reziproken Werte 

ein und erhii.lt 

1 
F(x)= fex) und 

1 
fP(x) = q; (x) 
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Abb.249. 

Unbestimmte Fo~n. 135. 

welcher Quotient nach den vorausgehenden Regeln 
weiter behandelt wird. 

Beispiel a) Für x = - 00 wird a X zu Null 
und x'" unendlich groß. Das Produkt aX • x'" nimmt 
an dieser Stelle x = - 00 die unbestimmte Form 
o . 00 an. Geometrisch kann man sich über den 
Wert aX • x'" für x = - 00 ein Bild verschaffen, 
wenn man überlegt: Die Exponentialkurve y = a X 

geht überaus rasch an die negative x-Achse 
heran, wird also sehr rasch zu Null, die allgemeine 

Parabel y = x'" wird zwar für negative x recht bald steil, aber nicht 
in dem Maß steil als die Exponentialkurve flach wird, Abb. 249. 
Man schließt: 

Die Exponentialfunktion a X wird für negative x 
viel früher Null als die Potenz x'" unendlich wird. (a) 

Den analytischen Beweis führt man durch die Ermittlung des Wertes 
von a Z XII an der Stelle x = - 00 durch nmalige Anwendung der 
Formel (134a) 

. x'" . nx",-l . n! 
lim [aZ x"'J = hm -,- = lim --~-- = hm ----,,------;--

z=-oo x=_oca-z z=-oo - a- Z 19a z=-oo (-1)'" a- Z (lga)'" 

oder 
lim [az x"'J = o. (b) 

z=-oo 

Beispiel b) mit d) Man ermittle den Wert der unbestimmten 
Formen 

b) Iim [lg x tg x J , 
z=o 

c) Iim (12 - cotgx), 
z=o x 

d) lim (1" _ co,sx), 
z=o X" X Sill X 

Für x = 0 nimmt das Produkt Jg x tg x die unbestimmte Form 
00 . 0 an, man schreibt 

I' [1 t J I' Igx I' l:x li sin2 x 1m gx gx = 1m--= lm--------,--;,-=- m--. 
x=o z=ocotg x x= 0 - 1 : Sill" x z=o X 

Für x = 0 wird auch der Quotient unter dem Limes unbestimmt; 
man wird entweder nochmal die Regel anwenden oder man erinnert 
sich an den bekannten Grenzwert (10a) und setzt 

• ,2 ' 

I ' Sill X li smx I' , lm--= m--, Imslllx=I·0=O. 
x=o X z=o X x=o 

Im zweiten Fall nimmt die Differenz für x = 0 die unbestimmte 
Form 00 - 00 an; man schreibt 
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1. (1 COSX) l' sinx-x2 cosx 1m - - -- = 1m --,,---,---
z=o x2 sinx z=o x2 sinx 

= lim cosx - ~ xcosx ,:+- x 2 sin~=~ =00. 
z=o 2xsmx+x-cosx 0 

Im dritten Fall wird man genau so vorgehen, 
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lim (_1 _ ~~) = lim sin_ x - x c~~ = lim x sin x 
z=o x 2 xsinx ",=0 x2 sinx z=02xsinx+x2 cosx 

. sinx . cosx 1 =lim· - . ---- --=hm- --- ------
z=02sinx+xcosx ",=03cosx-xsinx 3 

136. 0°, 00°, 100 • Man wird die Funktionen, die an der Stelle 
x = a die unbestimmte Form 0° oder 00° oder 1 GO annehmen, logarith­
mieren und so auf die Form 0, 00 bringen. 

Wenn beispielsweise f( a) = 0, cp (a) = 0, so erscheint die Funk­
tion f(x)'f(z) für x = a in der unbestimmten Form 0°. Man bestimmt 
den Grenzwert G an der Stelle x = a, indem man setzt 

G = lim [f(x)q> (Zl] 
z=a 

oder 
19 G = 19!im [f(x)'P(Zl] = lim [cp (x) .1g f(x)]. (c) 

z=a z=a 

Wenn man 19 G bestimmt hat, wird man noch de1ogarithmieren, um 
G zu erhalten. 

Beispiel a) bis e) Man ermittle die Werte der unbestimmten 
Formen 

oder 

oder 

a) 1imxz, 
:1:=0 

b) limxsinz, 
:1:=0 

c) lim(xIU)Z, 
z=o 

d) lim (x l : Z), e) lim (ez)Igz. 
%=00 z=o 

Im Fall a) ist G = lim XZ und somit 

1 G 1· [1 ] l' Ig x I' 1 : x l' g = 1m x gx = 1m -=1= Im---:-2=- Imx=O 
z=o z=e X z=o-l.x z=o 

b) 

G=limxz =l. 
z=o 

1 G 1· [' 1 ] l' Ig x l' 1 : x g = 1m sm x g x = 1m -. -.- = 1m ( .' 2 ) 
z=o z=o1.smx z=o -1.sm x cosx 

=Iim -sin2 x =lim~ 2 si~c?sx =0 
",=0 xcosx z=ocOsx-xslnx 

G=Iimxsinz = 1. 
z=o 
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c) G I· [I 2] I' Igt X I' 2 Ig x: x Ig = 1m x g x = 1m-----=-!= 1m . , 
Q;=O Q;=O X Q;=O -1.x 

= - 2lim[xlgx]=-2·0 
IIl=O 

nach Beispiel a), oder G = !im (x Ig Q;)Q; = 1. 
IIl=O 

d) I G I' [1 1 ] I' Ig x I' 1 : x g = 1m - gx = Im--~--= Im--=cc, 
Q;=CIO x Q;=O X IIl=O 1 

so daß 

e) (e lll) Iglll= (e IU)S= x lll , 

so daß nach Beispiel a) .lim [(eQ;YU] = 1. 
Q;=O 

137. WiederholungsauCgaben. 1) bis 3) Man löse die Gleichungen 

1) X 3 -z2 +6z-6=0, 2) z4+2z3-z-2=0, 
3) z4-2x3 -4xll +8z=0. 

4) Die Gleichung x3 + a Xl + b2 X + eS = 0 hat drei Wurzeln, Cl, p, r, 
von denen gilt 0:9 = Pr. Welcher Zusammenhang besteht zwischen a, b, c? 

5) und 6) Die Wurzeln der reduzierten kubischen Gleichung 
:r1 + p z + q = 0 sollen a) eine arithmetische, b) eine geometrische Reihe 
bilden. Welche Beziehung gilt für p und q? 

*7) Wenn die Gleichung z3+px+q=O die Wurzeln Cl, p, r hat, 
welche Gleichung hat die Wurzeln o:+P, P+r, r+«1 

* 8) Von den Wurzeln der Gleichung z4 - 3 :t3 + Z2 + 3 x + a4 = 0 sind 
zwei entgegengesetzt gleich; gesucht sind aUe Wurzeln. 

9) Die Gleichung z4 - 4 ZS + 2 XII + as z + a4 = 0 hat eine Wurzel 2 + i; 
gesucht sind die übrigen Wurzeln sowie as und a4 • 

*10) Wie müssen die Koeffizienten F 11 , F 12 , Fu beschaffen sein, damit 
die Funktion U = 'U2 F 11 + 2 'U Pu + F 22 für reelle 'U nie ihr Vorzeichen wechselt? 

11) Von der Gleichung :tlogz-17=0 suche man zuerst einen rohen 
Näherungswert, alsdann den genaueren mit Anwendung sowohl des Newton­
sehen Verfahrens wie auch der "regula falsi". 

12) Man bestimme a und b in der Gleichung 

z4+xs-3x2+ a:t+ b=O 
so, daß sie eine dreifache Wurzel hat. 

*13) Man verwende den Sa.tz (123c) zur Aufstellung der Resultante von 
zwei simultanen Gleichungen f (:t) = 0 und fjJ (z) = 0 beliebigen Grades und 
gebe ein Beispiel dafür an. 

14) Von der Gleichung x - oos x = 0 suche man zuerst graphisch einen 
rohen Näherungswert, dann mit Hilfe des Newtonsehen Verfahrens eine erste 
Annäherung. 

* 15) Man löse graphisch die Gleichung 

elll - e-Q; - 2,392:t = 0, 
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16) Man behandle Beispiel 127c) nach der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten. 

* 17) und 18) Man gebe von den nachfolgenden Reihen das allgemeine 
Glied an und untersuche mit dessen Hilfe auf dem Weg der Partialbruch­
zerlegung, ob die Reihen konvergent sind. 

u= /3+ 3\ + 5\+/9+'" 
1 1 1 

v= xlx+ 1) + (x+ 1)(x+2j+ (x+-2)(x+i:I)+' .. 

19) bis 21) Die drei Integrale 

f X-2 
-a-- dx , x -x fX-2 ---dx 

X!J_ X2 ' 

sind mit Hilfe der Partialbruchzerlegung aufzufinden. 

22) M I Px2 +Qx+R. P t' Ib .. h und wende die 
an zer ege (x + a) (x + b) (x + c) m ar la ruc e 

gefundene Formel auf Beispiel 130c) an. 

23) fX63 +~ d x mit Hilfe der Partialbruchzerlegung zu ermitteln. 
X' -x 

24) und 23) Man zerlege in Partialbrüche 

Z2_ Z 
und (Z2+ l)~ 

26) bis 29) Gesucht der Wert von 

I. sinx-x 
Im--.--, 

:1:=0 XSlnx 

eX _ esinx 
lim ---- .. --. 
:I:=ox-slnx 

I · [ . an] 1m nSln- . 
fl.=CCl n 

30) Man zeige an der Aufgabe 26, daß auch eine Reihenentwicklung den 
Wert der unbestimmten Form ermittelt. 

* 31) Bei lotrechtem Wurf wird bei Berücksichtigung des Luftwiderstandes 
die Steigzeit T und die Steighöhe X des geworfenen Körpers 

T vo_IG _Iwo =-v-·arctgv­
g Wo G 

und X = V 02 G. 1 (1..L Wo) 
2gWo giG ' 

wo Vo die gegebene Anfangsgeschwindigkeit, g die Erdbeschleunigung, G das 
Gewicht und Wo der Luftwiderstand bei Beginn der Bewegung ist. Wie groß 
ist die Steigzeit und die Steighöhe, wenn der Luftwiderstand vernachlässigt wird? 

32) bis 34) Gesucht der Wert von 

. 1 a+,la2+x2 I' x-tgx hm-Ig ,lm---.-, 
"=0-0 a x :I:=ox- SIn x 

!im (Ig x):t. 
x=O 

35) Gesucht sind die Grenzwerte von 

a [cos ('1' + Ra~) - cos '1'] und a [Sin ('1' + ~tp) - sin '1' J, 
wenn a gegen 00 konvergiert. 
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• 36) Für das Integral J +.~:1; findet man zwei verschiedene Formeln 
a • cosz 

J1 = 2 arc tg (~+-bb- tg ~ ), wenn a'il > b2• 
Va!!-b9 a 

J = 1 I b+a COS:1; + Bin :1;'Vb2 =-1Ji wenn a2< b2. 
'4 Vb!! _ 0.9 g a + b cos :1; , 

Man zeige, daß beide den gleichen Wert für a = bannehmen. 

• 37) In der Festigkeitslehre ist noch unbekannt das Elastizitätsgesetz, 
das den Zusammenhang zwischen der Spannung a und der durch sie hervor­
gerufenen Dehnung Ii gibt. Der Elastizitätsmodul E ist auch noch nicht ge-

nügend definiert. Eine der Definitionen gibt E als den Grenzwert an, den ~; 
für unendlich kleine a annimmt. Man ermittle nach dieser Festsetzung E für 
die nachfolgend vorgeschlagenen Elastizitätsgesetze 

0.) B="a, b) e=uo+pa2, c) e=«om, 
d) B="o+pa{i, e) OB=lgK-lg(K-o). 

38) Gesucht ist die Richtung der Kurve 11 = 19 (1 + z) ::1; an der 
Stelle :1;= O. 

138. Lösungen. 1) Im ersten Fall kann man die Zerlegung vornehmen 

Z2 (z-I)+ 6 (:1; -1)= 0 oder (:1;-1)(:1;2+6)= 0 

und erhält die drei Wurzeln 1, ± i {S. 
2) Ebenso zerlegt man im zweiten Fall 

z3(:1;+ 2) - (:1;+ 2)= (:1;+2) (:1;3-1)= (:1;+2) (:1; -1) (:1;2 + z+ 1) 

und erhält die vier Wurzeln - 2, + 1, - 0,5 ± 0,5 i iS. 
a) Die Wurzeln sind 0, 2, 2, -- 2, weil man zerlegen kann 

:1;3 (1A:-2) -4:1;(1A:- 2) = (IA:- 2):1;(:1;2 - 4). 

') Gegeben ist ,,2 = P y. Nach (117 a) wird 

-a=~ +P+ y, b2 =«P+ py+ u y=« (u +P+ y) = - a«, 
_c3 =UPy=«3. 

,,3 == _ c3 und «= _ b'" : a oder ,,3 = _ b8 : a3 • 

Daraus folgt 

5) «=a, 
Nach (1170.) wird 3a+8d=0 oder P=O, die drei Wurzeln sind also 
«,0, -«; dann wird p=_,,9, q=O. 

6) «=a, p=a{!, y=a{!t. 

Nach (1170.) wird a (1 +(! +119) = 0, a2 {! (1 + 11 +{!9)=p, (1,3 I1S = - q. 
Entweder a = 0, dann auch «= p = y = 0 und p = g = O. Oder 
1+{!+I1'4=O, dann wird 

p = 0, 11 = - ~ (1 ± i {S), q = - a3• 
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7) Für die Wurzeln der gegebenen Gleiohung gilt naoh (11780) 

«+p+,,=O, «P+P,,+,,«=p, ap,,=-q. 
Wenn die gesuohte Gleichung Z3+ az2+b:t:+c=0 ist, dann gilt für ihre 
Koeffizienten a, b, c nach (117 a), und wenn man gleiohzeitig die für «, p, " 
geltenden Beziehungen benützt, 

2(<<+p+,,)=-a=0, «p+p"+,,a=b, -«p,,=-c 
<>der a=O, b=p, c=-q, so daß die gesuchte Gleiohung z3+pz-q=O ist. 

8) Die Wurzeln IX, p, ", -" erfüllen die Beziehungen (11780), hier 
«+P=3, ap _,,2= 1, ,,2 (<<+ P} = 3, «p,,2=-a4 

<>der «+P=3, ,,2=1, ap=2 
<>der y=±I, «=2, P=I, 

so daß die vier Wurzeln sind 2, 1, 1, - 1 . 
9) Naoh (lI90) sind die vier Wurzeln a, p, 2+i, 2-i. Von ihnen 

gilt (117a) 
IX+P+4=4, "p+4(a+p)+5=2 oder a+p=O, «P=-3, 

woraus sich a =..[3, p = - va ergibt.. Dann wird 

-aa=4"p+5(a+p)=-12 und a4 =5ap=-15. 
10) Beim Vorzeichenwechsel müßte U = 0 sein; die Lösung dieser Glei­

chung nach " gäbe 
'U = (- F 12 ± {F122 - F11 F 2sl: F 11 0 

Damit dieser Vorzeichenwechsel nur für imaginäre 'U eintreten kann, muß der 
Radikand negativ sein, also 

F 11 F 22 > F12'. (a) 
11) Nach (121 c) setzt man dieVersuchswerte in die Gleichung f(z) = 0 ein. 

f(l) =-17, f(10}=-7, f(20)=9, f(15}~0,64, f(14)~- 0,95, 
also liegt zwischen 14 und 15 eine Wurzel. Man betrachtet 14 als erste rohe 
Annäherung. 

f(14) = 14·1,146 -17 = 16,044-17 = - 0,956, 
f' (z)= log:l:+ 1: 19 10=logz+loge =logz + 0,43429, 

f' (14) = 1,146 + 0,434 = 1,580. 
Der genauere Wert ist naoh (12280) 

-0,956 
14 - 1,580 = 14,6. 

Eine größere Genauigkeit, als sie der Rechenschieber gewährt, war bisher nicht 
notwendig. Die nächste Annäherung wird schon genauer rechnen müssen. 

f(14,6) = 14,6·1,16435 -17 = - 0,0005, 
f' (14,6) = 1,16435 + 0,43429 = 1,59864. 

Der genauere Wert der Wurzel ist dann 

-0,0005 
14,6- 1,59864 14,6003. 

Naoh der "regula faJsi" wird man von den beiden Näherungswerten a1 = 14 und 
a, = 15 ausgehen und erhält als genaueren Wert 

14+{15 -14}_:.-0,956 -14+ 0,956 = 14+06= 146 
- 0,956 - 0,641 - 1,597 " . 
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Als noch genaueren, wenn man a i = 14,6 und a~ = 15 wählt, 

0,4·- 0,0005 
14,6+ -0,0005 _ 0,6414 = 14,6+0,0003 = 14,6003. 

12) Es muß für diese dreifache Wurzel auch die erste und zweite Ab­
leitung der Gleichung verschwinden, also 

4z3 + 3z2 -6:r:+a=0 und 12:1:2 +6:1:-6= 0. 

Die letzte Gleichung hat die Wurzeln -1 und t; eine von beiden kann die 
dreifache Wurzel sein. Sie muß dann auch noch den beiden anderen Glei­
chun6!en genügen. Im ersten Fall erhält man 
1-1-3-a+b=0, -4+3+6+a=0 oder a=-5, b=-2. 
Und im zweiten a=li, b=-h· 

13) Man multipliziert jede der beiden Gleichungen fortlaufend mit 
:1:, :r:2, :1:8, ••• und setzt :r:9 =y, Z3=Z, z'=u, ... , bis man eine Gleichung 
mehr hat als Unbekannte vorhanden sind. Dann ist die Resultante der ge­
gebenen Gleichungen gleich der Determinante des neu erhaltenen Gleichungs-
systems (Verfahren nach Sylvester). . 

Nach diesem Verfahren bildet man beispielsweise aus den beiden simul­
tanen Gleichungen 

w+p:r:+q=O und a:r:2 +b:r:+c=0 

das neue Gleichungssystem 

ay+bz+c=O 
az+by+c:r:=O ) 

z+pz+q=O }, 
au+bz+cy=O J 
u+py+q:l:=O 

von dem 

die Resultante ist. Man rechnet aus und findet 
R als den a ten Teil jenes Ausdruckes, der in 
Aufgabe I 51 b für die Resultante gefunden wurde. 

!J 

Abb.250. 

100abc ! 
OabcO 

R= OlOpq 
abcOO 
10pqO 

Abb.251. 

14) Die Wurzel verlangt :r:=cosz, man zeichnet die Kurven 1I=:r: und 
y = COS:l:; wo beide sich schneiden, haben sie gleiche Ordinaten, dort ist 
:r:=oos:r:. Man findet :r:=0,7 als rohe Annäherung. Eine bessere erste An­
näherung ist z = 0,7 + k. 0,7 ist im Bogenmaß gemessen, der entsprechende 
Winkel ist 40° 6'. Mit 

f(z)=:r:-cos:r:, f' (:r:) = 1 + sin :r: 

wird k-- f(0,7) =_ 0,7-cosO,7 =_ 0,7-0,7~~=004 
- f'(0,7) 1 + sin 0,7 1+0,644" 

Oder die erste bessere Annäherung :r:=0,7+0,04=0,74. 
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15) Man denkt an 

Sinz= ~ (eZ_e-~, so daß Sinz=I,196z 

die Gleichung wird. Die Abszissen des Schnittpunkte der Kurven y = Sin z 
und Y = 1,196 z sind die gesuchten Wurzeln. Man erhält mit Hilfe der 
Abb.251 Zl=O, Z2~ 1,0, z3~-1,0. 

16) ~3+1=Az2+Bz+0+~_, 
~-2 ~-2 

oder wenn man beide Gleichungsseiten mit dem Nenner z - 2 multipliziert 
und ordnet, 

Z3+ 1 =A ~3+Z2(B-2A)+x(0- 2B)+(D-20). 
Der Vergleich liefert 

A=I, B-2A=0, 0-2B=0, D-20=1 
D=9. oder A= 1, B=2, 

1 
17) 

11,. = (2-n +1)(2-n + 3)' 
1 

woraus 
lim Unh =lim (211.+1)(211.+3) =lim (2+1:11.)=1. 

5=00 U.. .=00 (2 11. + 3)(2 11.+5) .=00(2 + 5: 11.) 
Das Konvergenzkennzeiohen versagt. Man zerlegt vorsohlagsgemäß 

1 1( 1 1) 
""=(211.+1)(211.+3)=2 211.+1 - 211.+3 ' 

dann lautet die Reihe 
11.111111, 

2 U=T-S'S-5+5-T+'f-9 ,- ... =1. 

18) 1 lim ~n+1_ = lim z+n 1 
v"=(z+n)(~+n+l)' 5=00 v" 5=00 z+n+2= . 

Man zerlegt 
1 1 v ----------

"-z+n z+n+l' 
also wird die Reihe 

11 1 1 1 1 1 
V=-Z-il:+l +Z+I-z+2+z+2-;;+3+" .=--Z. 

Die Reihe ist für alle W erte ~, ausgenommen ~ = 0, konvergent. 

z-2 x-2 ABO 
19) x3-x = x(x-l)(x+ 1) -Z+ Z -1 + x+ l' 

Wie im Beispiel 1300) wird 

x-2 x-2 
~1=A+x(), -.+ =B+(x-l)(), x-x· x 

x-2 
x2 -x =O+(x+ 1)( ). 

Daraus A=2, B=-0,5, 0=-1,5. 

fZ-..!dz=f2dZ +f-O,5dZ +J-l,5dZ 
Z3_ X ~ :1:-1 :1:+ 1 

Ox2 
=21g:l:-0,5Ig(:I:-l)-1,5Ig(z+I)+lgO=lg I ----

,,(x-l)(:I:+l)3 
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20) 
z-2 z-2 ABO 
z3-z9=X2(z-I)= z~+-x+x-l' 

A und 0 ermittelt man nach 130, 

z-2=A+Z2( ), 
z-l 

z-2 
- .. -=0 +(x-l)( ) 

Z" . 

oder A=2, 0=-1. 
B findet man am einfachsten nach dem ersten allgemeinen Verfahren; für 
z=-1 wird 

-1-2 2 B -1 
1.(-1-1)=1+ -1+ -1-1 oder B=1. 

f ~-2.,dZ=2fd~ +f~~-f~ 
Z'I - z· z· z z - 1 

2 Cz 2 
= - - + Ig z -lg (z - 1) + IgO = 19 -- - -- • 

z z-1 z 

z2-2z-2 z2-2z-2 A Bz+C 
21) Z-1_C--= (z - 1) (Z~+z+ 1)= x-I + Z2+Z+ l' 

weil die beiden linearen Faktoren von z~ + z + 1 imaginär sind. Nach der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten wie in 132 wird 

Z2 - 2z- 2=A (z~+z+ 1)+(Bx+C)(z -1) 

=Z2 CA +B)+z(A -B+C)+ (.4 -C). 
Der Vergleich liefert 

A+B=I, 
oder A=-I, B=2, 

JX~-__ 2X-2 dz=-f~..Lf- ~z+1 dz 
Z'I - 1 x-I' z~ + z + 1 

.4-C=-2 
0= 1. 

z2 ..L z +1 
= -lg(z-I)+ 19 (Z2+ X + 1)-lgO=lg C(~ -1) . 

22) p z2+Qz+R A + B + 0 
(z+a) (x + b)(z+o) = z+a z+b z+o' 

Um A zu finden, multipliziert man beiderseits mit z + a und setzt dann 
z = - a; dann erhält man 

Pa9 -Qa+R 
A = -(b=a)(c-af' 

Die Zähler Bund 0 erhält man durch zyklische Vertauschung: a wird durch 
b ersetzt, b durch c, 0 durch a, A durch B usw., 

P z2+Qz+R Pa9 -Qa+R Pb2 -Qb+R 
(z+a) (z+b) (z+c) = eb -CI) lc- a)tx+a) + (c- b) (a-b) (z+b) 

Pc2 -Qc+R 
+(a-c)lb-c)(z+C)' (b) 

Im Beispiel c) ist P=O, Q=I, R=2, a=O, b=-I, c=l, so daß 

z+2 -2 3 1 
x (z - 1) (z + 1) = Z + 2(% -1) + 2 (z +1)' 
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23) Die zu integrierende Funktion ist unecht gebrochen. Statt sie in 
die Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen Funktion zu zerlegen und 
letztere dann in Partialbruche nach einem der in Betracht kommenden Ver­
fahren, kann man diese Zerlegung auf einmal vornehmen; man muß nur be­
achten, daß die ganze Funktion vom dritten Grad ist. 

x (X"':I;{!+ 1) =Ax3 + Bx2+Ox+D+! + x F 1 + x~ 1 . 

}Ian multipliziert mit dem Generalnenner, ordnet und vergleicht nach der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten, 

z6+ 1 =(A x~+ Bx2 + Ox+D) (x3 -x)+ E (x2-1) +F(x2 +x)+ G (x2-x) 
=A~+B~+~~-~+~~-~+~~O+E+F+~ 

+x(-D+F-G)-E. 
Aus dem Vergleich 

I=A, O=B, O=O-A, O=D-B, O=E+F+G-O, 
O=F-G-D, 1=-E 

ergibt sich 

A=I, B=O, 0=1, D=O, E=-I, F=I, G=1. 

fX~+~dx=S~dX+fxdX-SdX +S-~+f~ x3 _ x x x-I x+ 1 

24) 

= ! ~+ ! x2 -lgx+lg (x -l)+lg(x+ 1) -lgO 

= .!.~+.!_X2+ Ig x2-1 
4 2 Oz • 

Z2_ Z Az+B Oz+D 
(Z2 + 1)2 = (Z2 + 1 )2 + Z2 + 1 • 

z2- z=A z+B+(Oz+D) (Z2+ 1); 
durch Vergleich findet man A = - 1, B = - 1, 0= 0, D = 1. 

25) Man kann wie im vorausgehenden Fall das Verfahren der un­
bestimmten Koeffizienten anwenden. Für manche Fälle, bei denen die ge­
gebene Aufgabe vorkommt, ist es zweckmäßiger, weil z immer nur im Quadrat 
vorkommt, Z2 = U zu setzen; dann ist zu zerlegen 

Durch den 
findet man 

28} 

Für x=O 
berechnet 

u A B 
(U+l)2=(u+l)2+ u+l' 

Vergleich nach dem Verfahren der unbestimmten 
A=-I, B=+1 und deswegen 

u Z9 -1 1 
(u + 1)2 . (Z2+ 1)11 = (Zll + 1)11 + Z9 +1' 

G=lim f:(z) =!im . cosx-l . 
z=o!P (x) z=osmx+zcosz 

nimmt auch dieser Quotient die unbestimmte Form 

G - I' f" (x) _ li - sin x - 0 
- 1m "()- m . -. z=o!P X z=o 2cOSX-XSIDZ 

Ege r er. Ingenieur·Mathematik IL 

Koeffizienten 

0:0 an; man 

22 
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. ('(z) . e2O_eBin2O·cOSZ 
G = hm -,- = hm --::---

20=0 tp (z) 20=0 I-cosx 
27) 

Für z = 0 nimmt dieser Quotient wieder die unbestimmte Form 0: 0 an; 
man wiederholt 

. f"(x) . e2O+esin2O(sinz_cos2 z) 
G = lim --,,-( ) = lim . 

2O=oP X 20=0 ~nx 

• fm (x) • e.l: + esiu sin x cos x (3 + cos x) 
= hm --",--( ) = hm . 

20=0 q; X 20=0 cosx 

Man mußte das Verfahren dreimal anwenden, weil auch f" (0) und 9" (0) zu 
Null werden. Da fm (0) = 1 und p'" (0) = 1, ist der gesuchte Wert G = 1 . 

28) 
f' (x) 
'T' (x) 

2x: (x2 -3) 
(x-I): " 

2 x {t~-':":2-;; 
(x -1) (x2 -=3)' 

Für x = 2 wird dieser Quotient zu Null, d. i. der gesuchte Wert. 

29) Für a3f =" wird der gesuchte Grenzwert 
n 

. [ sindl G=hm a:r· -~-' =an. 
cI=O u, 

30) Man wird Zähler und Nenner der unbestimmten Form 0: 0 in eine 
nach Potenzen von x steigende Reihe verwandeln und erhält für x = 0 

x 3 x~ x--+-- I -x . sin x - x. 3 ! 5! -r . . . 
hm--.--=hm- ----

.1:=0 XSlnx zc~o ( x3 + x~ + \ x x-aT -gT- .. -) 

. x3 (-~-!-+ :: -+ ... ) 
=hm- - -- •• ----=0. 

20=0 2(1_~+x __ -L ) 
x 3! 5! I'" 

*31) Da.nn ist Wo=O, die Formeln für T und X können unbestimmte 
Werte liefern, man wird daher den Grenzwert suchen. 

T -- Vo I' [,(0' t ,/Wol Vo I' a.rc tg ~aj --- 1m I-are g ,,-- =--- 1m 
gW.=o WO GJ gw.=o VWo:G 

oder nach Beispiel 133d) T = ~ . 
g 

Entsprechend wird 

1J.2 
nach (19 g), wenn man Wo: G = d setzt. Oder X = 2°g . 
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32) 
x 

Man beachte, daß man Zähler und Nenner nach a differenzieren muß, also x 
die Rolle einer Konstanten spielt, 

33) G I, x - tg x I' 1 -1 : cos~ x I' cos~ x-I = 1m ----= 1m = 1m --.-----;-:;,-----------;: 
z=ox-sinx z=o l-cosx z=ocos2 x(1-cosx) 

o lim--- 2sinxcosx 
o z=0-cos2 xsinx+2(1-cosx)cosxsinx 

2 
=Jim -2, 

z=02-3cosx 

llan hätte auch nach Beispiel 109a) schreiben können 

I, x - tg x I' - x3 : 3 = _ 2 , Im --,- = Im 'I 
x-sinx z=o X':6 

34) I, -, Ig (Igx) I' 1: xIgx 
IgG= Im [x·lg(Igx)]=hm-=-1= Im -~.i 

z=o z=o X z=o-x -

=-lim~=O also G= I, 
z=olgx ' 

35) Man setzt R q: : a = e oder a = R q; : e, dann wird der erste Grenzwert 

, Rq' , cos(q;+e)-cosq 
hm -- [cos (tp + e) - cos 'p) = R q; Iim ----~----
,=0 e .=0 e 

, -sin('I'+e) , 
=Rtphm 1 =-RtpSIDtp, 

.=0 
Der zweite Grenzwert wird 

I, R'I' [' ( +) , ] R I' cos ('I + e) R Im-- Sin tp e -smq = 'I' Im---l--= tpcosq.>, 
.=0 e .=0 

36) Für a = b wird V 0,2 ~ 1)2 = 0 und arc tg ( ) = 0, der Bruch unter 
dem Logarithmus wird 1 und deswegen der Logarithmus auch 0, Die beiden 
Ausdrücke J 1 und J 2 erscheinen dann für a = b in der unbestimmten Form 
o : 0, Man wird daher in beiden Fällen zur Grenze übergehen und dabei a 
als veränderlich betrachten, Die Rechnung wird umständlich, beim ersten 
Ausdruck läßt sie sich vereinfachen, wenn man 

... /a-b x 
V a+b tg 2=u oder va - b = u cotg ~ 'Va + b 

setzt; dann wird 
x 

2 2arctgu,tg 2 
J. = -- ------- arc tg u = --

1 • ./a-7jv'a+b u(a+b) 
und 

I, J 2 x]' arc tg u li 1 1 t x Im 1= tg-2 · 1m ---, m +b'=-b g", 
u=o u (lo=b a " 

22* 
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Den zweiten Ausdruck wird man zuvor noch etwas umformen und erhält 

I· J li Ig(b+acosx+sinx·,lb2 -a2 )-lg(a+bcosx) 
1m • = m -=-'--'------'----=== 

- a=b Vb2-a2 

[( 
• /J ) 1 cosx- smx . 

= lim vb2 - a~ ___ 1__ . .~~ 
a=b b+acosx+sinx·,'b2-/J~ a+bcosx· \,'b~-a2 

. 1 r - cos x . ,'b2 ":' ai! + a sin x , ,lb2 --- ä:! I 
= hm - , -!-----J 

a=b a Lb+acosx+sinx.,lb2-a2 ' a+bcosx 

sin:l: 1:1: 
b (1 + cOS:!:) = b tg"2. 

37) Es ist immer 

a) 

b) 

c) 

E I· da d h = Im·-d 0 er aue E I· [1 de-" =lm :-d I· 
a=O E n=O a. 

dE 
oder 

1 
-=(X E=-; da a 

dE 1 1 
ro=,,+2{1a oder E=lim -; 

a=oa+2{1a " 
dE 1 E=lim ... __ 1 __ = 00 '_="mam - oder 
da a=O atntl"-l 0 

, 

je nachdem m > 0 oder m < 0 ist; für m = 1 wird E = 1 : a ; 

d) dE {O oder E=lim 
1 1 do =a+l,5{1 a 

a=oa+l,5p,'a a 

e) 
dE 1 

oder E = C lim (K - a) = C K . a;a=C(K -a) a=O 

38) y' = :I: - (1 +:1:) Ig (1 + x) wird 
0 

für :1:=0. :1:2 (1 +x) 0 

Man kann entweder nach der Regel verfahren und erhält 

y'=lim -lg (1 +:1:) -~=lim -1 1 
Z=O 3x2 +2:1: - 0 z=0(6x+2)(I+:1:)=-2· 

Oder man wird die Funktion y in eine Reihe entwickeln (110 a), 

1 
Die Reihe gilt für :I: ~ 1, also auch an der Stelle :I: = 0, dort ist y' = -""ir. 



Siebenter Abschnitt. 

Differentialrechnung III. 

A. Differentiation von Funktionen mehrerer Ver­
änderlicher. 

139. Partielle Ableitung. Durch die Schreibweise z = ((x, y) 
soll die Funktion z oder ((X,YI sowohl von x wie auch von Y ab­
hängig dargestellt werden. Wenn keine weiteren Angaben ge­
macht sind, müssen die beiden Veränderlichen x und Y als 
voneinander unabhängig gelten. Durch die einfache Angabe 
z = sin x + sin y - a ist beispielsweise z als Funktion von x und y 
dargestellt, zwischen x und y besteht keine Beziehung, es kann 
sich x unabhängig von y ändern, umgekehrt kann y alle möglichen 
Werte annehmen, ohne daß x sich irgendwie ändern muß. 

Anders dagegen, wenn man von einer gegebenen Gleichung 
sin x + sin y - a = 0 ausgeht und im Lauf der Rechnung die linke 
Gleichungsseite der Abkürzung wegen mit f (x, y) oder noch kürzer 
mit z bezeichnet; dann ist zwar auch wieder z = sin x + sin Y - a 
eine Funktion von x und y, aber in diesem Fall sind die beiden 
Veränderlichen x und y voneinander nicht mehr unabhängig. Es 
gehört wegen der gegebenen Gleichung zu jedem x ein bestimmtes y, 
es wird sich mit x auch y in einer bestimmten Weise ändern; 
durch diese Gleichung ist eine unentwickelte Funktion y von x ge­
geben. Es kann daher z ebensowohl als Funktion von x wie auch 
von y betrachtet werden; z ist der Form nach zwar eine Funktion 
von zwei Veränderlichen, in Wirklichkeit aber eine Funktion einer 
einzigen. 

Wir haben als selbstverständlich aufgestellt: jede Funktion kann 
man nach ihrem Argument differenzieren (vorausgesetzt natürlich, 
daß sie der Hauptforderung der Differentialrechnung genügt), und 
dabei immer nur an Funktionen einer einzigen Veränderlichen ge­
dacht. Die dabei erhaltenen Differentialquotienten und Differentiale 
wollen wir als gewöhnliche Diff erentialq uotienten und 
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Differentiale bezeichnen. Wenn z aber eine Funktion der bei den 
voneinander unabhängigen Veränderlichen x und y ist, dann kann 
man diese gewöhnlichen Differentialquotienten und Differentiale nicht 
mehr bilden. Es wird sich z schon ändern, wenn nur x oder nur y sich 
ändert, und ebenso auch, wenn x und y gleichzeitig sich ändern. 
In den ersten beiden Fällen spricht man von einer teilweisen oder 
partiellen Änderung, im letzten Fall von einer vollständigen 
oder totalen Änderung. Einer Änderung Llx allein entspricht 
eine Änderung Llxz, die durch den Zeiger x oder auf andere Weise 
als partielle Änderung gekennzeichnet wird; einer Änderung Jy 
allein die partielle Änderung Llyz. Mit Llz soll die vollständige 
Änderung bezeichnet werden, die den gleichzeitigen Änderungen LI x 
und LlY entspricht. 

Beispiel a) Das Volumen v eines Gases ist eine Funktion so­
wohl der Temperatur wie auch des Druckes p, unter dem das Gas 
steht. Es wird sich v schon ändern, wenn man nur die Temperatur 
oder nur den Druck ändert. Die Abhängigkeit des Volumens von 
Temperatur und Druck ist durch die Gleichung pv = RT, die so­
genannte Zustandsgleichung der Gase, zum Ausdruck gebracht, wo v 
das Volumen der Gewichtseinheit, p die Druckdichte, R eine Kon­
stante und T die absolute Temperatur ist. Man kann beispielsweise 
die Temperatur konstant halten, dann ist durch die Gleichung pv = C 
der partielle Zusammenhang zwischen Druck und Volumen gegeben. 
Dieses M a rio t t esche Gesetz p v = C oder pv = Po Vo setzt also 
konstante Temperatur voraus, wie auch der nicht gerade glücklich 
gewählte Name Isotherme angeben soll. Graphisch wird dieser 
partielle Zusammenhang zwischen Druck und Volumen durch eine 
gleichseitige Hyperbel (x y = G, wenn man v = x und p = y setzt) 
zum Ausdruck gebracht, durch eine Mariottesche Kurve, wie 
man für die gleichseitige Hyperbel auch sagt. 

Das Gesetz von Gay-Lussac gibt den partiellen Zusammen­
hang zwischen dem Volumen v und der Temperatur T bei kon­
stantem Druck in der Form v = c T oder v = Vo (1 + ce t), wenn man 
die Celsius-Temperatur t einführt. In der Schreibweise v = RT: p 
ist das Volumen v als eine Funktion sowohl der Temperatur T wie 
auch des Druckes p dargestellt, als eine Funktion der bei den von­
einander unabhängigen Argumente p und T. 

140. Fortsetzung. Wenn man die Funktion z = f( x, y) unter­
sucht und für die Dauer der Untersuchung nur x sich ändern läßt, 
dann ist y für diese Dauer wie eine Konstante zu betrachten, also 
ist z eine nur von x abhängige Funktion, auf die man alle die bis-
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herigen Definitionen und Sätze anwenden kann. Es wird dann 
die partielle Änderung Llxz oder Ll,.,f(x,y) 

Axz = f(x + ,1x,y)- f(x,yl 

und der partielle Differenzenquotient 

.J,J(x,y) oder .1x z f(x+,1x,y)-f(x,y) 
---~Tx- .Jx =----·L/x-----

Unter der Voraussetzung, daß die Funktion z = f (x, y) in 
einem Bereich 

endlich und stetig ist, bezeichnet man den Grenzwert dieses Diffe­
renzenquotienten, falls er selbst einen bestimmten endlichen Wert 
hat, als partiellen Differentialquotienten von 'z nach x. Wenn man 
zur Unterscheidung von den bisherigen gewöhnlichen und den nach­
folgenden totalen Differentialen (} statt d schreibt, wird 

o~=_of(x,y)..= lim f(X+d~,II)-f(x,y). (al 
ex ~x J.r=O .Jx 

Entsprechend ist 

oz = of(x,y) = Um l(~,-IL±L1I1)-=iJ~I1Jl. (b) 
a y oy Jy=O ,111 

Man hat bei den partiellen Ableitungen die Zeiger x und y 
weggelassen, weil durch den hinzugekommenen Nenner der Unter­
schied hinreichend gekennzeichnet ist; es ist aber wohl zu beachten, 
daß der Zähler (}z in jedem der beiden Differentialquotienten eine 
andere Bedeutung hat. 

Als Abkürzungen dieser partiellen Ableitungen gebraucht man oft 

of~~ y) = (c' (x, y) = f1 (x, y), of(x,y) '() ( ) ., (} y = fy x, y = f2 x, y; (c) 

oder noch kürzer 

°f..=f'=f ox .e 1 
und (d) 

Die partiellen Differentiale werden nach (a) gebildet; zur Unter­
scheidung gibt man ihnen jetzt wieder die Zeiger x und y und erhält 

(}"f(x, y) = fx'(x ,y).dx, Oyf(x, y) = fy' (x, y) .dy. (e) 

Natürlich hätte man auch d:r;f(x,y) statt o:r;f(x,y) schreiben können, 
da ja die partielle Änderung durch den Zeiger x schon kenntlich ist. 

Die vorausgehenden Betrachtungen gelten ohne weiteres für 
eine Funktion von mehr als zwei Veränderlichen. 
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Beispiele b) bis d) Man gebe die partielle Ableitung nach 
x und y von 

Wenn man partiell nach x differenziert. muß man y wie eine 
Konstante betrachten. Man kann auch zur etwaigen Erleichterung 
b statt y setzen und nach Ausführung der Rechnung für b wieder y. 
Ebenso wird man x wie eine Konstante a behandeln, wenn man 
nach y partiell differenzien soll. 

Man setzt beim ersten Beispiel .F (x ,y) als Symbol für die zu 
differenzierende Funktion oder noch kürzer F und erhält 

F=ex-xy +yeX, 
oF 
-=eX-y+yeX 
ox ' 

oF _=-x+ex . 
oy 

Wenn man im zweiten Fall als Symbol u(x,y) wählt, wird 

ou(x,y) ( ) ou(X'Y)X_l --o----;;-=yxlgy-cos xy 'y, -jTy--=XY -coslxy)·;r. 

Im dritten Fall nimmt man als Symbol etwa z und erhält 

oz 1, 1 1 
-=----r----, ox x - y x y 

Die Erweiterung der Betrachtung für eine Funktion von mehr 
als zwei Veränderlichen ist selbst gegeben. :Man würde also für eine 
Funktion F=F(x,y,z) haben 

oF (x, y, z) = lim ! (x_±:!~y~.L - F (~ y, z) 
ox .lx~O Jx 

und 

F " - oF d 0x (x,y, z)= ox· x usw. 

Beispiele e) bis g) Man bilde die partiellen Ableitungen und 
Differentiale der Funktionen 

e) z =x2 +xy, f) U =x2 siny + cosxy, 

g) v=xyz+x3 +yz+z. 

oz oz 
e) ox=2X+y, 8y=x, 0xz=(2x+y)dx. 0yz=xdy; 

f) ou . . 
ox = 2 X smy - ysmxy, 

0" u = (2 x siny - y sinxy)dx, 

ou 0 • - =x· cosy - x SIn xy, 
oy 

OyU = (x 2 cosy -x sin xy)dy; 
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) 011 I" 

g ax=yz --r- 3x-, 
0'11 
oy=xz+z, 0'11 . + oz=xY-r-Y 1, 

o",v=(yz+ 3x2)dx, o"v=(xz+z)dy, ozll=(xy+y+1)dz. 

141. Fortsetzung. Beispiel a) Die Wärmedichte eines festen 

Körpers war nach (16) durch die Formel c= ~~ bestimmt. Bei 

den gasförmigen Körpern sind alle Wärmevorgänge wesentlich durch 
den augenblicklichen Druck p und das augenblickliche Volumen v 
bestimmt. Um eine Temperaturerhöhung von 1 0 herbeizuführen, 
wird man eine ganz verschiedene Wärme verbrauchen, je nachdem 
man den Druck während der Wärmezufuhr konstant erhält oder 
das Volumen. Im ersten Fall wird das Volumen sich vergrößern, im 
letzten der Druck. Natürlich könnte man auch noch ein anderes 
Gesetz für das Verhältnis von p und v während der Wärmezufuhr 
vorschreiben, uns interessiert aber nur die Wärmemenge c, die man 
entweder bei konstantem Druck oder bei konstantem Volumen not­
wendig hat, um eine Temperaturerhöhung von 10 zu erzielen. Es 
werden in beiden Fällen ganz verschiedene Wärmemengen notwendig 
sein, und man unterscheidet daher die Wärmedichte cp und c,,; 
der Zeiger p gibt an, daß p konstant vorausgesetzt ist, entsprechend 
der Zeiger 11. Die für eine notwendige Temperaturerhöhung zu­
zuführende Wärmemenge Q ist eine Funktion der Temperatur T. 
Man erhält daher entsprechend der obigen Formel 

(a) 

Die Wärmetheorie lehrt, daß zwischen den beiden Größen cp und c" 
ein Zusammenhang 

cp=c,,+,AR 

besteht, wo ,A und R Konstante sind. 

(b) 

Beispiel b) Man gebe die geometrische Deutung der Funk­
tion z = f(x, y) an sowie diejenige der Größen 

oz oz 
O",z, dz. ox' oy' 

Nach 1210 ist z=f(x, y) die Gleichung einer Fläche. x=konst., 
etwa x = a, ist die Gleichung einer zur x-Ebene, d. h. zum Aufriß 
parallelen Ebene. Sobald man also bei Untersuchungen der Funk­
tion z = f (x, y) an ein konstantes x denkt, hat man in der geo­
metrischen Deutung den Schnitt der Fläche z = f(x, y) mit einer 
zum Aufriß parallelen Ebene im Auge. Verschiebt man das Koordi-
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natensystem in der x-Richtung um a, dann liegt diese Schnittkurve 
III der yz-Ebene, so wie sie in Abb.252 dargestellt ist, so daß im 

z 

.r 
y 

Abb. ~52. 

Raum oz: oy gleichwertig mit dem 
früheren d y : dx in der Ebene wird. 
Danach sind also 

OZ 
-:- =tg rp 
cy 

und 
oz 
-=tgV' ox 

wie in der analytischen Geometrie 
der Ebene als Richtungen gedeutet. 
Legt man sonach durch den unter­
suchten Punkt U = x I y I z der Fläche 
z = f(x, y) eine Ebene parallel zur 

x-Ebene, zum Aufriß, so schneidet sie eine Kurve aus, deren Rich­
tung tg Cf! im untersuchten Punkt durch die partielle Ableitung 
nach y gegeben ist. Entsprechend wird eine Ebene parallel zur 
y- Ebene, zum Seitenriß, eine Kurve ausschneiden, deren Richtung 
tg"P durch die partielle Ableitung nach x gegeben wird. 

Geht man vom untersuchten Punkt U = x . y \ z der Fläche 
Z = f(x, y) zu einem unendlich benachbarten Punkt N, so werden 
sich x, y und z unendlich wenig ändern. Hier interessiert nur die 
Änderung dz. Bei einer ebenen Kurve kann man nur auf eine einzige 

; c! .. z 

Jbll I 
'1 f 

f ! 
.r _-----J,.-----------;::.,J !I 

Abb. 253_ 

Weise von einem untersuchten Punkt U 
zum unendlich benachbarten Punkt N 
gelangen. Bei einer Fläche dagegen auf 
unendlich vielfache Weise. Im unter­
suchten Flächenpunkt gibt· es unendlich 
viele Tangenten, die in ihrer Gesamtheit 
die Tangentialebene der Fläche im Punkt 
U bilden. Auf jeder der unendlich vielen 
Tangenten kann man sich vom unter­
suchten Punkt U aus weiterbewegen. Wenn 
man insbesondere parallel zum Aufriß 
sich weiterbewegt , so daß also x = a 

konstant bleibt, dann kommt man zu einem Nachbarpunkt Ny, 
dessen z sich um dyz oder OyZ geändert h~~. Die Schreibweise 
bringt zum Ausdruck, daß während dieser Anderung x konstant 
geblieben ist. Genau so erhält man die Änderung dxz oder O",Z, 
wenn man vom Punkt U aus derart unendlich wenig weiter geht, 
daß man stets parallel dem Seitenriß, der y-Ebene bleibt. Während 
dieser Bewegung ist y konstant geblieben, man gelangt zu einem 
Punkt N",. Geht man aber in beliebiger Richtung weiter, so kommt 
man zum unendlich benachbarten Punkt N, dessen Änderung dz in 
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einem recht einfachen Zusammenhang mit den Änderungen dxz und 
d z zu bringen ist. Legt man nämlich durch N zwei Ebenen parallel 
z~m Aufriß und zum Seitenriß, siehe Abb.253, dann wird durch 
die Punkte U, Kund N r , Ny ein Parallelogramm gebildet, dessen 
Gegenseiten also parallel und gleich sind. Damit ergibt sich auf 
einfache Weise, wie auch in der Abbildung zum Ausdruck gebracht 
ist, daß 

dz=dxz+dyz oder dz=o",z+oi, (dl 

je nachdem man die eine oder die andere Schreibweise anwendet. 

142. Vollständiges oder totales Differentia1. Wenn in der 
Funktion z=((x,y) die beiden Argumente x und y voneinander 
unabhängig sind, dann lassen sich nur die beiden partiellen Ab­
leitungen von z nach x und y bilden und ebenso die beiden ent­
sprechenden partiellen Differentiale 0xz und cyz. Aus letzteren kann 
man aber auch noch bilden das totale Diffen'lltial dz, das einer 
gleichzeitigen unendlich kleinen Anderung von x und y entspricht. 
Man überlegt: zu den geänderten Argumenten x + Ll x und y + J y 
gehört die geänderte Funktion f(x + J x, y + J y), so daß die 
Funktionsänderung J z oder J t'(x, y) den Wert 

J ((x,y)= (Ix - J x.y +.J y)- t'(x,YI 

hat. Man formt sie um zu 

J f(x,y) = f'(x +.J x,y --:- j y) - f(x,y - J y) -i- f(x,y -LJ y) 

- f\x,y) 

. _(lx-Jx.y-Jy)-f'(x,y+Jy) -11 (x. y) - . . ---J-- _oo_._ -- ---- • _, x , x 

....:.. ((x,y + J y) - f(x,y).Ll 
, jy y. 

Geht man zur Grenze über, läßt also die beiden Änderungen J x 
und J y gegen 0 konvergieren, so wird 

df 'i 'I_ct'(x,y)d r af'(x,y)d \x,y - 0" xT--·- Y 
ox oy 

(a) 

das vollständige Differential der Funktion f(x,y). 
Die Erweiterung auf eine Funktion von mehr als zwei Veränder-

lichen ist wieder selbstverständlich. Wenn man eine Funktion 
F(x,y,z, ... ) hat, so wird 
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wenn man abkürzend F statt F (x, y, z ... ) schreibt. 

Oder wenn man die partiellen Differentiale 0.,F, ° yF, 0.,F . . . einführt, 

d.h. 
dF(x,y,z ... )=o",F+oyF+ozF+ ... , (c) 

das vollständige Differential ist gleich der 
Summe seiner partiellen Differentiale. 

Beispiele a) bis c) Man bilde die vollständigen Differentiale 
der Funktionen 

a) z=Oe"'lI, b) g=x3 +xy+y+z. 

c) F=usinv+ vsinw+wsinu. 

Man bildet die partiellen Ableitungen nach den einzelnen Veränder­
lichen und dann das totale Differential. Es wird im Fall 

oz OZ 
a) -=Oe"'lIy --=Oe"'lIx. OX 'oy , 

dz=Oye"'lIdx+Oxe"'lIdy oder dz=Oe"'lI(ydx+xdy). 

b) de=(3x2 +y)dx+(x+l)dy+l.dz. 

oF oF 'OF 
c) dF=äudu+ov dV+'Ow dw 

=(sinv+w cosu)du + (ucosv+ sinw)dv 
+(vcosw+ sinu)dw. 

Beispiel d) Wenn ein Körper belastet ist, so wird unter dem 
Einfluß der als bekannt vorausgesetzten Belastung an jeder Stelle 

x : y j z im Körper eine Spannungsdichte e ent­
stehen, die von Ort zu Ort verschieden oder 
wie wir sagen eine Funktion der Stelle x I y i z, 

~ also eine Funktion der drei von Ort zu Ort 
veränderlichen Koordinaten x, y und z ist. 
Wenn an einer untersuchten Stelle U = x I y i z 

Abb. 254. diese Spannungsdichte e ist, dann wird sie 
an einer unendlich benachbarten Stelle N = 

x + dx Iy + dy lz + dz sich um de geändert haben, Abb. 254. Diese 
vollständige oder totale unendlich kleine Änderung de ist dann 
gegeben durch die Formel 

'Oe oe oe de=-dx+;;;--dy+-dz. 'Ox oy 0% (d) 
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Beispiel e) Bei einer Messung wird der Gesamtfehler das 
Ergebnis einer Reihe von Einzelfehlern der Einzelmessungen sein. 
~lan gebe ein Beispiel für den Zusammen­
hang an. 

Das Ergebnis E wird eine Funktion von 
gemessenen Größen x, y, z. .. sein, also 
E = f (x, y, z ... ). Wenn die Einzelfehler bei 
diesen Messungen mit dx, dy, dz . .. bezeichnet 
sind, dann ist 

dE =f1 dx+ f2 dy+ fsdz+ ... 

A 

c 

1 

Abb.255. 

B 

So ist beispielsweise die Entfernung z der Punkte Bund 0 bestimmt, 
wenn man die Länge l und die Winkel a und ß kennt, Abb. 255. Es ist 

z = 1 sin ~~n -+ ß) oder 19 z = 19 1 + 19 sin a -lg sin (a + ß), 

und deswegen, weil 1, a und ß die unabhängigen Veränderlichen 
sind, 

dz dl -Z=T +cotga·da-cotg(a +ß)·d (c:+ ß), 

oder d z = 1· sin (~n +- ß) [d/ + cotga d (( - cotg (a + ß) d (a + ß) ] . 

Eine Diskussion von dz wird ein Urteil über die verschiedenen 
Messungen und Meßverfahren ergeben. 

Beispiel f) Unter welchen Umständen läßt sich das Super­
positionsprinzip auf die Differentialrechnung anwenden? 

Solange man über die erste Annäherung nicht hinausgeht, 
dürfen die krummlinigen Linienelemente ds und Flächenelemente dF 
als geradlinig betrachtet werden. Dann gilt innerhalb dieser An­
wendungsmöglichkeit auch das Prinzip nach (Meeh. I 63 ). Ein Sonder­
fall davon ist der Satz (c), das totale oder resultierende Differential 
ist gleich der Summe der einzelnen Differentiale. 

143. Vollständiges Differential einer Funktion von Fnnktionen. 
Die vorausgehenden Sätze über das totale Differential sind auch 
noch für den Fall gültig, daß die Argumente x, y der Funktion 
z = fex, y) selbst von einer dritten Veränderlichen t abhängig sind, 
wenn also 

x=u(t), y=v(t). 
Man denke sich einmal statt x und y das neue Argument t ein­
geführt, dann ist z eine Funktion von t allein, die auf die gewöhn­
liche Weise nach t differenziert werden kann. Wenn sich t um LI t 
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ändert, dann auch x um LI x und y um J y und deswegen wieder z 
um LI z. Dann wird 

Jf(x,y) f'(x +.J x, y+jy)-f(x,y) 
- .1i-· = .::.I t ----

f(x+,Jx, y~Jy)-nx,y+jy) jx 

.::.Ix ·jt 

+ [(x,rt : jy) - ((x,y) . .J Y . 
jy ,1 t 

Geht man zur Grenze über, indem man .J t gegen 0 konvergieren 
läßt,dann wird auch LI x und A y gegen 0 konvergieren, voraus­
gesetzt, daß die Funktionen u (t) und v (t) der Hauptforderung der 
Differentialrechnung genügen. Dann wird die gewöhnliche Ableitung 

df'(x,y)_o{(x,y) dx , ct(x,y) dy 
---dT-----ax-·dt -" cy-·dt 

oder. wenn man wieder abkürzend f statt f'( x, y) schreibt 

(a) 

(b) 

Wenn man mit dem Differential d t multipliziert, 
das totale Differential 

erhält man wieder 

d f(x,y) = ~f' dx + ~f.dY. 
uX oy 

(c) 

Bei s pie I a) In der Funktion Ig x - sin y --T- y Ig x sind die 
Argumente x und y beide von einem dritten Argument tabhängig. 
Man bilde die Ableitung der Funktion nach t. 

Man setzt zur Abkürzung U oder U (x, y) = Ig x - sin y + y Ig x 
und erhält 

oU -~+1L 
ox - x x' 

oU , I 
oy=-cosy-t- gx, 

dU = y +~ . ~;x; + (Ig x _ cos y) . r!Jt . 
dt x dt ' dt 

Beispiel b) Man bilde die totale Ableitung von Vx2 +y2 
+xy-Ig(xy) nach x und y, wenn man weiß, daß x und y von­
einander abhängig sind. 

Man kann entweder nach x oder y total differenzieren. Im 
ersten Fall setzt man etwa x = t und y = v (I), dann wird, wenn man 

abkürzend F=Vx2+y2+xy-lgx-Igy setzt, 
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dF r x 1] dx r y 11 dy 
~=!--:-+Y-- ~+l/+x-- -d t q' x d t \' y _ d t 

dF = r:.+ y _ ~ 1.1 + rl~+x-~J~1!. 
dx ~\' x J \' Y dx 

Ebenso erhält man im zweiten Fall 
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Beispiele c) bis e) Gesucht sind die Ableitungen der nach­
stehenden Funktionen 

c) x:li e) (sinx):Ii·. 

Man kann ohne Zuhilfenahme der neuen Formel die Ableitungen 
bilden, wenn man die unbequemen Exponenten durch Logarithmieren 
beseitigt; im ersten Fall wird man beispielsweise setzen z = x:li oder 
19 z = x .lg x und dann auf beiden Seiten nach x differenzieren, 
oder noch einfacher auf beiden Seiten das Differential nehmen. 
Man erhält 

dz 
- = (lgx + 1)dx oder dz=z(lgx + 1) =x:li(lgx + 1). z 

Einfacher kommt man zu diesem Ergebnis, wenn man die )j'unktion 
setzt z = x", wo also y = x ist. Man erhält nach (b) wie beim 
vorausgehenden Beispiel 

dz dx dy 
dx =yx ll - 1 • dx + xlllgx· dx =x:li+x:lilgx.1 =x:li(l +lgx). 

Ebenso setzt man im zweiten Fall 

F=(a+bx)lI, wo y=sinx ist, und wendet Formel (b) an, 

~: =Y ()II-l.b + ()lIlg().:= 

=(a+bx)"-l [by+ (a+bx)lg(a+bx).cosx] 

=(a +bX)slnz-l [bsinx +(a+bx)lg(a+bx).cosx]. 

Im dritten Fall kann man setzen 

X = (sin x)" , wo also y= x'J 

ist, oder man setzt 

X=u", wo u=sinx, t1=x'J 
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ist, und erhält dann nach (b) 

dX oX du oX dv - = --. - + -. -- = V u V - 1 • cosx -t- uVlgu. 2x 
dx ou dx ov dx 

= U v-I [v cos x + 2 u 19 u . x] 

= (sinx)z2- 1 [x2 cosx + 2x sinx Igsinx]. 

Die Entwicklung bleibt die gleiche, wenn man eine Funktion 
F (x, y, z, ... ) von mehr als zwei Veränderlichen hat und diese alle 
selbst wieder von einer neuen Veränderlichen t abhängen, also von 
der Form 

x=u(t), y=v(t), z=w(t), ... 

sind. Man erhält die Erweiterung 

dF(x, y, z, ••. ) = iJFllx + iJFd·y + iJ'Fdz -+-- (d) 
dt iJx dt iJy dt azdt I ••• , 

und wenn man mit dem Differential dt multipliziert, 

dF( ) oFd +oF d ,oF d I x,y,z, ... =-;-- x - YT-~- Zl'" ux oy cz 
(e) 

Man beachte die Voraussetzung für die Formel (d): Es sind 
x, y, z,... alle abhängig von t, es ist somit auch t von x oder y 
oder z usw. abhängig. Dann ist aber die Funktion F (x, y, z, ... ) 
ebensogut auch als Funktion von x oder y oder'z usw. zu betrachten. 
Man kann also von ihr die gewöhnlichen Ableitungen nach x, y, z, ... 
bilden, und zwar mit der Formel 

dF =oF + oFdy + oFdz + ... 
dx ox oy dx oz dx 

dF oFdx oF oFdz - = --- - -t- - + -- --- -t- ... 
dy ox dy oy ozdy 

(f) 

dF =oFdx + oF~1t I ~! + 
dz ox dz oy dz 1 oz ... 

Beispiel f) Gesucht das vollständige Differential. von 

a x 2 + 2 bxy + cz2 

und dann die gewöhnlichen Ableitungen nach x, y und z unter der 
Voraussetzung, daß x, y, z von einem gemeinsamen neuen Argument 
abhängen. 

Man setzt als abkürzendes Symbol für die gegebene Funktion 
etwa U und erhält 
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dU = 2(ax+by)dx+ 2bxdy+ 2czdz, 

dU dy dz 
dx= 2(ax+by)+ 2 bx dx+ 2 cZiix' 

dU . dx dz 
dy = 2 (ax-j-bY)dy +2bx+2cz dx ' 

dU dx dy 
rTz-=2(ax+bY)dz +2bx dz +2cz. 

144. Fortsetzung. Die Formeln für das totale Differential 
bleiben auch dann noch gültig, wenn in der Funktion F (x, y, %, ••• ) 

die Veränderlichen x, y, z .... selbst wieder Funktionen von mehreren 
neuen Veränderlichen u. v, w... sind, wenn also 

x=q;(u,v,w, ... ), y=ljJ(u,v,w, ... ), z=X(u,v,w, ... ). 

Diese neuen Veränderlichen u, v, w, . .. sind unter sich als ganz 
unabhängig vorausgesetzt. 

Zunächst kann man auf jede einzelne der Funktionen x, y, z, ... 
die Formel vom totalen Differential anwenden, 

oq; oq; oqJ 
dX=~udu+ov dV+owdw+ ... , 

(a) 

Denkt man sich die neuen Veränderlichen u, v, w, ... in die Funk­
tion F eingesetzt, so wird F eine Funktion der voneinander un­
abhängigen Veränderlichen u, v, w, ... , sonach ist nach (142b) 

oF oF oF 
dF=- du+-;;- dv+ ;;,-dw+ ... 

iJu cv uw 
(b) 

Wenn man andererseits von der ursprünglichen Form F (x, y, %, ••• ) 

ausgeht und sich nur u als Variable, v, W, ••. dagegen als Konstante 
denkt, hat man den Fall (143 d), ebenso wenn man sich v als 
Variable denkt, u, w, . " aber als Konstante usw. Dann wird nach 
dieser ~~ormel 

oF _oF. o~ I oF. oy + ~~. 0% + 
OU - ox OU T iJy ou 0% cu .. . 

oF = oF. ~+ oF. oy + o~. 0% + .. . 
ov iJx OV oy ov 0% iJv 

(c) 

Egerer. Ingenieur·lIathematik H. 23 
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Wenn man die erste dieser Gleichungen mit du, die zweite mit 
dv multipliziert usw., und alle Gleichungen addiert, erhält man 

oF du+ oF dv+ oF dw+ .. . = oF(ox du+ ~:dv--+-- ~~ dW+ ... ) 
ou ov ow ox ou ov 'ow 

+ oF(OY du+ ~dv+ oy dW+ ... ) ---L ... 
oy ou ov ow ' 

Die linke Gleichungsseite ist d F nach (b), die einzelnen Klammern 
sind dx, dy, dz, ... nach (a), somit wird 

oF oF oF 
dF= ox dx + oydy + 6zdz+... (d) 

Es ist also die Formel vom totalen Differential auch für den all­
gemeinsten Fall erwiesen, daß die Veränderlichen x, y, z, ... der 
Funktionen F(x, y, z, ... ) selbst wieder Funktionen neuer Veränder­
licher u, v, W, .•• sind. 

Beispiel a) In einer strömenden Flüssigkeit sei an einer 
bestimmten Stelle U = x' y : z die Geschwindigkeit v gegeben durch 
ihre Komponenten 

v1 =xz, v2 =yz, va=a2_z2. 

Dann kann man dv dadurch ermitteln, daß man von 

v2 =V1 2 +V2 2 + va2 =a4 - 2a2 Z2 + Z2(X2 + y'! +z~) (e) 

ausgeht und auf beiden Gleichungsseiten das totale Differential 
nimmt, also 

2vdv=2v1 dt\ +2v2 dv2 +2va dva• 

Nach (142b) wird 

dVl = zdx + xdz, 

und deswegen 

dv,! =zdy+ydz, dv3 =-2zdz 

vdv=xz(zdx +xdz) + yz(zdy +ydz) + (a2 - Z2) (- 2z)dz, 

oder wenn man v aus der obigen Gleichung einsetzt, 

dv = [xz2 dx + yz2 dy + (x 2 z + y2 z + 2z:l - 2a'!z)dz]:v 

xzdx +yzdy +(x2 + y2 + 2z2 - 2a2)dz 
=z ~~ ~ ~ ~ --. 

Va' - 2a2 Z2 + Z2 (x 2 + y2 + Z2) 

Man kann auch unmittelbar von 

v=Va4 -2a2 z2 +Z2(X2 +y2 +Z2) 

ausgehen und erhält 
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wie oben. 

146. Höhere partielle Differentialquotienten und Differentiale. Die 
verschiedenen möglichen Ableitungen der Funktion F(x,y,z, .•. ) 
sind im allgemeinen wieder Funktionen von x und y, von denen 
man auch wieder partielle Ableitungen und partielle und totale 
Differentiale aufsuchen kann. Für diese höheren Ableitungen hat 
man die Schreibweisen 

~oF 
oF 0 cx 02 F F =_1= __ = __ 

11 ox ox ox2 , 

usw. 

Bei diesen partiellen Ableitungen hat der Zähler 02F jedesmal eine 
verschiedene Bedeutung, wie ja auch die Entstehung schon angibt. 
Wollte man diese Differentiale 02 F jedesmal unterscheiden, so müßte 
man setzen oiz F, 0;;1/ F, oiz F, . .. Ihre Werte sind 

o;;zF=Fudx'l, 0;;I/F=F12 dxdy, oiz F=F13 dxdy usw. (a) 

Beispiele a) bis c) Man bilde von den nachstehenden Funk­
tionen die höheren partiellen Ableitungen. 

a) x2 -4xy+y2-2x+l, b) x4 _3x2y+ xy2, c) ysinx+e". 

Man führt Symbole F, G, H für diese Funktionen ein, dann 
wird 

oF . oF 
a) -=2x-4y-2 -=-4x+2y 

ox ' oy 
02F o'JF 02F 
---=2, --=-4=---, 
cx2 OX oy oy ox 

28* 
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b) Gt =4x3 -6xy+y2, G2 =-3x2+2xy, 

Gll =12x2-6y, Gt2 =-6x+2y=G21 , G22 =2x. 

c) Ht=ycosx+ze xz, H2=sinx, Ha=xe xz, 

H11 =-ysinx+z2 exz, HI2 =cosx=H21 , 
H -eXZ +xzeXZ=H 13 - 31 

H22 =0, H2:l=0=H3~' H:u=x'!.e XZ • 

146. Unabhängigkeit der Reihenfolge bei partiellen Differen­
tiationen. Die vorausgehenden Beispiele haben gezeigt. daß F12 = F21 , 
F 13 = F 31 usw. Man beweist diese Beziehungen mit HiHe des Mittel­
wertsatzes. Nach ihm ist 

ebenso 

fex +h) - fex) = h·t'(x + e 1 h), 

g (y + k) -g (y) = k.g'(y + e 2 k). (a) 

Im ersten Fall war das Argument x, es wurde nach x differenziert. 
im zweiten Fall dagegen nach dem Argument y. Setzt man 

rex) = F (x. y -I- k) - F (x,y), 

g (y) = F(x + h, y) - F(x,y). 

so gehen die bei den Sätze (a) über in 

und 

F(x +h,y -T ki-F(x + h,y) -F(x,y + k)+ F(x,y) 

= lt [F1 (x + BI h,y + k) - F1 (x + e 1 h, y)] 

F(x +h,y+ k) - F(x,y + k.I-F(x +lt,y)+ F(x,y) 

=k[F.!(x+h,y-:- e:?k)-F'!.(x,y+e2 k)] 

Dabei bedeutet der Zeiger 1, daß man nach x partiell differen­
ziert, also y als Konstante betrachtet, und der Zeiger 2, daß F nach 
y partiell differenziert worden ist. 

Von den beiden umgeformten Gleichwlgen sind die linken 
Gleichungsseiten gleich, also auch die rechten. Auf beide rechte 
Gleichungsseiten wendet man neuerdings den Mittelwertsatz an und 
erhält in beiden Fällen 

hk [F12 (x + BI h,y+ Ba k)] = kh [F21 (x + e 4 h,y + 8 2 k)]. (bl 

Dabei bezeichnet F12 () die zweimalige partielle Ableitung der Funk­
tion F ( ) und zwar zuerst nach x und dann nach y. Ebenso F 21 ( ) 
auch eine zweimalige partielle Ableitung von F, diesesmal aber zu­
erst nach y und dann nach x. Läßt man in der Gleichung (h) die 
Werte hund k nach 0 konvergieren, dann wird 

F 12 = F 21 , (c) 
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die Reihenfolge bei der Durchführung einer par­
tiellen Ableitung ist belanglos, 
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es ist also gleichgültig, ob man zuerst nach x und dann nach y 
partiell differenziert oder umgekehrt zuerst nach y und dann nach x. 
In der gleichen Weise nämlich, wie man den Satz für eine partielle 
Ableitung zweiter Ordnung entwickelt, wird der Beweis auch für 
Ableitungen höherer Ordnung durchgeführt. Und ebenso wird auch 
der Beweis sich gestalten, wenn man mehr wie zwei Veränderliche 
hat. Es wird also beispielsweise von der Funktion F (x, y, z, ... ) 

iPF 'iPF o2F o'JF 02 F 02 F __ =_0_, 
oxoy oyox 

----=--, oyoz i)zoy ozox = oxi)z' ... 

oder abgekürzt 

allgemein 
(d) 

*14:7. Höheres vollstiindiges Differential einer Funktion von 
mehreren unabhängigen Veränderlichen. Vorausgeschickt soll werden, 
daß die höheren Differentiale sich wesentlich unterscheiden, je nach­
dem sie von einer Funktion von unabhängigen Veränderlichen ge­
nommen werden oder von einer Funktion, deren Veränderliche selbst 
wieder Funktionen von neuen Veränderlichen sind. Für das erste 
totale Differential dF der Funktion F(x,y,z, ... ) konnte durch (144) 
nachgewiesen werden, daß es gleichgültig ist, ob diese Veränder­
lichen :1:, y, z, ... voneinander unabhängig sind oder selbst wieder 
Funktionen von neuen Veränderlichen 'U, v, w, ... sind. Ein ein­
faches Beispiel soll diesen Unterschied klarmachen. 

Beispiel a) Gegeben sei die Funktion y=x +x2, von der 
die höheren Differentiale gesucht sind. Mit 

wird 

dy 
--=1+2x dx ' 

usw. 

dy=(1+2x)dx, d'J y =2dx'J, d3y=O usw. 

Dabei wurde stillschweigend vorausgesetzt, daß x willkürlich gewählt 
werden kann, also nicht selbst von einer weiteren Veränderlichen 
abhängt. Wenn aber x etwa das Gesetz x = Bin t befolgt, dann ist es 
selbst wieder von einer neuen Veränderlichen t abhängig. Dann geht 
y=x+x2 über in y=sint+sin2 t, und dessen Ableitungen sind 
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:~ =cost+sin 2t, ~':!/: = - sin t + 2 cos 2 t, 

,py 4 . 2 df=-cost- SlD t usw. 

Dann werden die Differentiale 

dy = (cos t + sin 2 t) dt, d2 y = (- sin t + 2 cos 2 t)dt', 

dSy = - tcos t + 4 sin 2 t)dtS usw. 

Man betrachte noch einmal die Ableitungen der nämlichen Funk­
tion (x) oder y, einerseits 

dy 
dx' 

und 
dy d2 y 
de' dt2 ' 

andererseits. Daß beide verschieden sind, ist selbstverständlich. 
Dann ist aber auch ohne weiteres leicht einzusehen, daß auch die 
entsprechenden Differentiale dy, d2 y, dSy, ... verschieden sein werden, 
je nach ihrer Entstehung. Es ist eben beim Differential nicht 80 

wie ·beim Differentialquotienten in der Schreibweise schon das Argu­
ment enthalten, x im einen Fall und t im andern. dy, d'ly, d3 y, ... 
haben in beiden Fällen eine ganz verschiedene Bedeutung, je nach­
dem x oder t das Argument ist. 

Dieser Unterschied wird auch noch klar, wenn man die Be­
deutung des Differentiales dx in beiden Fällen erkannt hat. Im 
ersten Fall, wenn x unabhängig von einer anderen Veränderlichen 
bleibt, ist dx eine Konstante, im zweiten Fall ist 

dx =d(sin t) = costdt, 

also ebenso wie auch x von t abhängig und sonach veränderlich. 

Beispiel b) Man gebe eine Formel für das zweite Differential 
von y = f (x) an, wenn x von einer neuen Veränderlichen ab­
hängig ist. 

Es ist dY=f'(x)dx. Die rechte Seite ist ein Produkt, also wird 

oder 
d2 y =d [f'(x).dx] =dx· f" (x)dx + f' (x).d2 x 

d2y = (" (x)·dx2 + f' (x).d2 x. (a) 

Wäre x unabhängig und somit willkürlich veränderlich, da.nn dx 
konstant und somit d2 x = o. Das zweite Glied der Formel (a) 
würde dann wegfallen und man hätte wieder die bereits bekannte 
Formel (35 d). Im Fall 

(x)=x+x9 und x=sint 

geht mit dx =costdt und d2x = - sin t dt2 
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die Formel Ca) über in 

d/'y = 2 (dxf' + (1 + 2 x) d'Jx 
= 2 (costdt)2 +(1 + 2 sint).- sin tdt'l 
= [2 cos2 t - (1 + 2 sin t) sin t] dt'J 
= [2 cos 2 t-sin t] dt2, 

wie oben bereits ermittelt. 
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*148. Fortsetzung. Wenn eine Funktion 'z = f(x, y) gegeben ist, 
so ist deren totales Differential df(x,y) oder dz oder df nach 142. 

of of 
df=--dx+ -dy 

ox oy 
oder in anderer Schreibweise 

df=f1dx +f2dy. 

Die Verä.nderlichen x und y sind wieder unabhängig voneinander an­
genommen, so daß dx und dy konstant sind. Die Größen f1 und f2 

sind im allgemeinen wieder Funktionen von x und y, so daß nach (142) 

d f1 = ~~ dx + ~ dy = f11 dx + f12 dy } 

d _Of2d of'ld - d +~ d . f2 - ox x+ oy y-f'.ll x /22 y, 

dann wird df=d[df]=d[fldx+f2dy] 

=dx·df1 +dydf\p 

(a) 

weil dx und dy konstant sind. Man setzt die Werte df1 und df'l 
ein und erhält wegen f12 = 1;1 

d2f= fu dx2 + 2 f1'l.dxdy + f22dy2. 

Die rechte Seite dieser Gleichung erinnert an die symbolische Potenz 
in 1131. Es ist 

(f1 dx + f2dy)2 = f12dx2 + 2 f1 f'ldx dy + f2'ld y2 

das wahre Quadrat von f1dx + t;dy. Setzt man fll< statt Mv 
hier f11 statt f1 'J , fIS = fu statt f1 f'l , f2'J statt f22 , so geht das 
wahre Quadrat über in das symbolische 

[(1 dx + 1;dy]('J) = f11 dx2 + 2 f1'Jdx dy + f'l.2dy2. 

Mit dieser Einführung der symbolischen Potenz kann man die Formel 
für das zweite totale Differential d,2 f (x , y) schreiben 

d2f=[dt]<2) 
oder d2 f= [f1 dx + fsdy](Il). (b) 
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Ebenso entwickelt man das dritte totale Differential 

dSf= [df](S) oder d3 f= [f1dx + t~dy](S) 
oder ausgeführt 

dSf=f111dxs + 3 f112dx'Jdy + 3 fm dxd y2 + 1222dys. 

Die vorausgehenden Betrachtungen werden sinngemäß erweitert 
auf eine Funktion F (x, y, z, ... ) der voneinander unabhängigen Ver­
änderlichen x, y, z, ... Man erhält 

d2F(x,y,z, ... )=[F1dx +F2dy+Fsdz+ ... f!) 
= F ll dx2 + 2 F 12 dx dy + F22 dy2 + 2 F13 dx dz 

+2F2Sdydz+Fssdz2+... (c) 
cl" F(x,y,t.:, ... ) = [F1tlx + F 2dy + Fsclt.: + .. . t n). (d) 

Beispiele a) und b) Man gebe das erste, ·zweite und dritte 
Differential an von den Funktionen 

a) f=x2+xy2, b) g=xs-xy+y. 

Man bildet zunächst die höheren partiellen Ableitungen und 
dann die gesuchten Differentiale. Es wird 

a) f1 = 2x +y2, f2 = 2xy, f11 = 2, f12 = 2y = 121 , 

f22 =2x, .f111 =0, f112 =0, f122 = 2, f2'J2=O. 
df= (2x + y2) dx + 2xy dy, 

d2 f= 2dx2 + 4ydxdy + 2xdy2, 
dSf= 6dxdy2. 

b) g1=3x2-y, g2=-x+1, gll=6x, g12=-1=g21' 

g22=0, g111=6, gU2=O, g122=0, g2U=0. 
dg=(3 x'J -y)dx +(l-x)dy, 

d2g= 6xdx2 - 2dxdy, 

dS g=6dxs. 

Beispiel c) Man ermittle das erste und zweite Differential 
von y sin x + eZZ • 

Die höheren partiellen Ableitungen sind bereits durch Bei­
spiel 145c) aufgestellt und nurmehr in 

dF = F 1 dx + F'Jd·y + Fsdz, 

d2 F=Fu dx2+ 2F12dxdy+F'J2dy'J + 2F1S dxdz 

+ 2F'Jsdydz+Fasdz2 
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einzusetzen. Man erhält 

dF = Iycosx ~ zeXZ)dx + sinxdy +xexzdz, 

d~ F = (- y sinx + z~eXZ) dx~ + :! {'os X dx dy 

+2eXZ (1 +xz)d.l:dz+x~exzdz2. 
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*U9. Höheres vollständiges Differential einer Funktion von 
Funktionen. Wenn die Veränderliehen x, Y, z,... der Funktion 
F (x, y, z, ... ) selbst wieder Funktionen einer neuen Veränderlichen t 
sind, dann sind die Differentiale d x, d y, d z, . .. nicht konstant, 
sondern auch veränderlich, nämlich Funkt.ionen von t. Dann ist 
vom ersten Differential 

cF I cF cF 
dF=--;;-dx-~ ;--dy--_ dz+ ... 

ox 'oy 'cz 
das Differential 

d-JF=d[~Fdxl+dr~Fd l~d~~FdzJ-l- ... 
CX.J LCY YJ' ~cz ' 

=dx.d~F +dy.d~F +dz'd~F + ... 
cx cy OZ 

I oF d2 + cFd~ + oF d :! I 
-;- --- X -;::- Y - z T ... 

d t h d (1 '8a) ox cy cz . o er en sprec en \ '± 

d2 F = [F1 dx + F-Jdy + Fadz + ... ](2) 

+F1d2 x+F-Jd'!y+Fad2 z+... (a) 

Wenn aber im Sonderfall die Veränderlichen x, y, z, ... linear von 
dem neuen Argument t abhängen, wenn also 

x=ao+ajt, 
dann "ird d2x=O, d2 y=O, d~z=O, '" 

und die Formel (a) geht über in die Formel (148d) 

d-J F=[F1dx + F-Jdy +F:Jdz+ ... ](2). 

(b) 

(c) 

(d) 

Unter der Voraussetzung, daß x, y, Z, ••• selbst wieder von t ab­
hängig sind, wird F (x, y, z, ... ) eine Funktion von t allein, oder 
auch von x allein oder von y allein usw. Man kann daher von 
F(x,y, z, ... ) die gewöhnliche Ableitung nach t oder x, y, Z, ••• 

bilden und erhält entsprechend (a) 

d2 F [dX dy dz 1(2) 
dt2 = FldT+F2Tt+FsTt+··· 

d2 x d-J y d2 y 
+F1 ·dt2 + F~ dt2 +Fs dt2 +... (e) 
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Wenn aber x, y, z, ... linear von t abhängen, dann verschwindet 
wieder der zweite Teil der rechten Gleichungsseite und die Formel 
für den zweiten Differentialquotienten wird entsprechend (d) 

tPF [dx dy dz l(2) 

dt' = F1 dt + F 2 dt + F 3 dt + ... J . (f) 

Beispiel a) Man bilde den zweiten Differentialquotienten der 
Funktion z=xsiny+ysinx nach t, wenn x=e t und y=e2t • 

Statt z kann man auch f (x, y) oder in der Abkürzung f 
schreiben, dann wird 

dx t 
-=e 
dt ' 

dY=2e2t 

dt ' 
d2 y = 4e2t 
dt . 

f1 = sin y + y cos x, f2 = X cos y + sin x, 

f11 = -ysinx, f12 =cosy +COSX=f21 , f22 = - x siny. 

Nach (e) wird dann 

~~ =(SinY+Ycosx)~; +(xCOsy+sinx)~~ 
= (sin y + y cosx)et + 2 (xcosy + sinx) e2t , 

d2f . (dX)2 dx dy (d y)2 I d2x I d2y 
dt = f11 dt + 2f12 dt dt + f22 dt T f1 dt2 T f2 dt2 

= -ysinx·e2t + 4 (cosx +cosy)e3t - 4x siny.e4t 

+ (siny +y cosx) et + 4 (x cosy + sinx) e2t • 

*160. Sätze über homogene Funktionen. Eine Funktion heißt 
in ihren Veränderlichen x, y, z, ... homogen, wenn jeder Summand 
dieser Funktion in den Veränderlichen von der gleichen Dimension ist. 
Beispielsweise ist die Funktion ax + by + cz homogen vom ersten 
Grad in den Veränderlichen x, y, z; die Funktion x3 - 4x2 y+y3 
ist homogen vom dritten Grad in den Veränderlichen x und y; die 
allgemeinste homogene Funktion zweiten Grades in x, y, z heißt 

S = all x2 + 2a12 xy + a22y2 + 2a1S xz + 2a2sYz +ass z2 • 

Setzt man tx, ty, tz, ... statt der Veränderlichen x, y, z, ... so gehen 
die angegebenen Funktionen über in~ 

atx + bty + ctz = t (ax + by + cz), 

(tX)3 - 4 (tX)2. ty + (ty)3 = tS (x3 - 4x2 y + yS), 
all (tX)2 + 2a1'Jtx.ty + ... =t2 (a11 x 2 + 2aI2 xy+ .. .): 

Man benützt diese Eigenschaft unmittelbar zur Definition der 
homogenen Funktion: 
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Eine Funktion F(x,y,z, ... ) heißt homogen vom Grad 11., 

wenn bei Multiplikation aller Veränderlichen mit einem 
Faktor t die Funktion bis auf den Faktor tri erhalten 
bleibt, wenn also 

F (tx, ty, tz, ... ) = trl·F (x,y, z, .. . ). 
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(a) 

Wenn man x, y, z, ... wie Konstante behandelt, dann ist die 
rechte und linke Seite der Gleichung je eine Funktion von t allein, 
von der man also die gewöhnliche Ableitung bilden kann. Man setzt 

~=xt, 't}=yt, !:;=zt, .. . (b) 

so daß F~~, 1],!:; ... 1 = tn.F(x, y, z ... ) 
wird, und bildet 

dF(~, 't}, C ... I n-l F' ) 
dt =nt . 'x,y,z, .... ' 

oder nach (143d) 

oF d~ r oF dlJ -1 
~'-d T-,-'-d - ... =ntn ·F(x,y,z, ... ), 
0.. t 0 I} t ' 

oder wegen (b) 

oF +oF, -1 F ) 
a-~-'x a;j'y T'" = nt n . ~x,y,z .... 

Für den Fall t = 1 wird e = x, I} = Y , . .. und deswegen 

oF oF oF I 
ox x + oy Y +iJZZT'" =nF(x,y,z .. . ). (c) 

(Satz von Euler). 

Beispiel a) Man beweise die Wahrheit dieses Satzes an dem 
besonderen Beispiel 

F(x, y, z)=au x 2+ 2a12 xy + a22y'J +assz'J. 

In diesem Fall ist n = 2. Man bildet 

und beweist 
2 (a11 x + a1'JY) x + 2 (a12 x + a22 y)y + 2assz.z 

= 2 [au x2 + 2a12xy + a22y'J + a3S z2] 

=2·F(x,y,z). 
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B. Verschiedene Formen der Abhängigkeit zwischen 
zwei Veränderlichen. 

101. Parameterdarstellung. Zwischen zwei Veränderlichen x und y 
wird auch dadurch eine Beziehung, eine Abhängigkeit geschaffen, 
daß man jede von ein,er neuen dritten Veränderlichen abhängig 
macht, daß man etwa 

x=u(t), y=v(t) (a) 

setzt, wo u und v ganz beliebige Funktionen sind. In dieser Dar­
stellung heißt die dritte Veränderliche t gewöhnlich Parameter, 
die Darstellung der Abhängigkeit auch Parameterdarstellung. 
Sie macht x abhängig von t und damit rückwärts t abhängig von x, 
also auch y abhängig von x. Durch sie ist sonach y als eine un­
entwickelte Funktion von x dargestellt. 

Wenn beispielsweise 

x = r cos qJ, y = r sin qJ 

vorgeschrieben ist, dann ist qJ der Parameter, seine B~seitigung liefert 
die Beziehung x 2 + y2 = r2 , eine unentwickelte Funktion zwischen 
x und y. In diesem besonderen Fall ist die Beseitigung des Para­
meters recht einfach, in den meisten Fällen aber umständlich, in 
praktisch vorkommenden Fällen oft au('h unmöglich. Die geometri­
sche und mechanische Deutung der Parameterdarstellung werden 
die nächsten Nummern bringen, soweit sie nicht schon im ersten 
Band (83) klargemacht wurde. 

Die Ermittlung der Ableitungen einer in Parameterdarstellung 
gegebenen Funktion geht aus von den Differentialen 

dx = u'(t)·dt, dy =,; (t).dt, 
woraus sich ergibt 

dy v' (t) 
dx = u'(t) oder 

wenn man wieder abkürzend schreibt. 

dy v' 
dx=u" (b) 

Beispiel a) bis c) Man gebe die Ableitung der in Parameter­
form gegebenen Funktionen 

a) {x=a1 +b1 t 
y=a\l+bst 

Im ersten Fall wird 

dX=b1 dt} 
dy=bsdt 

b) {x=rc~sqJ 
y=Tsmrp 

{ x=acosrp 
c) y=bsinrp 

und damit dy b2 
dx= b1 • 
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Entsprechend wird für das zweite Beispiel 

dx= - r sing;dg;} 
und damit 

dy = + r cosg;dqJ 

oder 
dy x 
dx=-y 

dy 
-- = -cotgg; 
dx 

Im dritten Fall ist 

dx=-asinqJdg;} 
dy = -+- b cosg;dg; 

oder 
dy b 
-=--cotgg; 
dx a 

dy 
oder 

dx 
--.,-. 

a"y 
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Will man von einer in Parameterdarstellung gegebenen Funk­
tion x = u (t), Y = v (t) die höheren Ableitungen, so geht man von 
der ersten Ableitung (b) aus und differenziert sie nach x; dabei 
halte man fest, daß ebenso wie u und v auch u: und v' Funktionen 
von x sind. Man kann nicht unmittelbar nach x differenzieren, wird 
also erst nach dem Parameter t und dann diesen Parameter t selbst 
nach x differenzieren; es wird dabei, wenn man wieder zur Ab­
kürzung die zweite Ableitung von u (t) nach t mit u" bezeichnet, 
entsprechend mit v" die zweite Ableitung von v (t) nach t, 

dU: dU: dt u" d v' dv' dt v" 
dx = Tt'dx= u:; dx =dTdx= u" (c) 

:Mit diesen Hilfswerten wird 
u,dv _v du' 

d'J y =i_(dY)=~(~)= dx dx 
dx'J dx dx dx u' U'2 

oder 
d2 Y u' v" - v' U" 

dx'J-= U'3 (d) 

Entsprechend wird man, wenn es sich notwendig erweisen sollte, 
die dritte Ableitung bilden. 

Beispiel d) bis f) Von den Funktionen der Beispiele a) bis c) 
gebe man noch die zweite Ableitung an. 

Im ersten Fall ist die Ableitung b1 : b'j konstant, die zweite 
Ableitung sonach O. 

Im zweiten Fall wird man am einfachsten die Ableitung y' 
zuerst nach dem Hilfsargument qJ und dieses selbst dann nach x 
differenzieren. Man erhält 

d2 y d(-cotgqJ) d(-:-cotgg;) dg; 1 dg; -1 
dx2 = dx =--dg; 'dx=-sin2 g;'-rsinqJdg; rsin3 g;' 
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Das dritte Beispiel wird genau so behandelt: 

0,2 y b a cotg tp b 0, tp 
o,z2=-adx= asin2 q;' o,z 

batp -b 
= asin 2 q; (-a sin q;o,q;) = a2 sin3 q; • 

Man hätte auch die Formel (d) anwenden können (der Parameter 
ist tp statt t): 

u=acosq;, 
v=bsinq;, 

Dann wird 

, . 
u =-asmq;, 

v' = + bcosq;, 
1'" = - a cos q;, 
v" = - b sin q;. 

o,y '" b -=--=--cotgq; 
az u' a ' 

o,2 y -asinq;.-bsintp-bcosq;·-acosq; -b 
o,z2 = (-asinq;)3 = a 2 sin3q;' 

Beispiel g) Man gebe die erste und zweite Ableitung y' und y" 
der in Parameterform gegebenen Funktion 

z =a(mcosq;-cos mq;), y=a(msin q;-sinmq'). 
Es ist 

o,z=-am(sinq;-sinmq;)o,q; = 2amcos(m+ 1)~ sin (m -1) ~ o,({" 

o,y = am(cosq;-cosmq;)o,tp=2amsin(m+ 1) fsin (m-1) ~ af(. 
Dann wird, wenn man zur Abkürzung schreibt 

m+1=l und m-l=n, 

q; lq; 
y=tg(m+ 1)2=tg2 -, 

und 
, o,y' ay a tp l 1 

y' = az =d~' az = 2COS2fl~-' 2amcosilq;siiiTnqc 

=l:4amcos3l:sin n;. 
*11»2. Der ti"bergang von rechtwinkligen zu Polarkoordinaten 

ist durch die Gleichungen 

Z=7COStp, y =rsin q; (a) 

gegeben. Dabei ist zu beachten, daß sowohl q; wie 7 veränderlich 
sind. Wenn y eine (entwickelte oder unen I2ivickelte) Funktion von x 
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ist, dann auch r eine Funktion von q;. Eine Beziehung F (x, y) = 0 
geht über in F(rcosq;, rsinq;)=O oder f(r,q;)=O. Im nachfolgen­
den werden die Abkürzungen y', y", y''' ... für die erste, zweite, 
dritte ... Ableitung der Unabhängigen y nach x gebraucht, ent­
sprechend auch die Abkürzungen r', r", r'" ... für die verschiedenen 
Ableitungen von r nach q;. Die Ableitungen y', y", y'" usw. gehen 
aus von den Differentialen des Gleichungspaares (a), also von 

tlx = cos q;tlr - rsin q;tlq; = (r' cosp - r sinq;) tlq; = N tlq;,} 
tly = sin pdr + r cosq;tlq; = (r' sinp + r cos q;) tlq; = Zdp. (b) 

Die Symbole N und Z werden als Abkürzung für die Klammern 
gebraucht; die Bezeichnung rührt davon her, daß sie beide als Zähler 
und Nenner in der nachfolgenden Formel (f) auftreten. Zwischen bei­
den besteht ein Zusammenhang 

N2+Z2 =r'l +1'2, (c) 

wie die Ausrechnung ergibt. N und Z sind beide Funktionen von 11', 
da ja r selbst von q; abhängt. Man kann bilden 

~" = tlq; =r cosq;-2r smq;-rcosq; N' tlN" , . } 

Z' = :: =r" sinq; + 2 r' cos q; - rsinq; , 

und findet durch Ausrechnen den Zusammenhang 

NZ' _ZN'=N tlZ _ZdN =r2+2r'9- rr". 
tlq; tlq; 

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich für den Übergang 
rechtwinkligen zu Polarkoordinaten 

, = dy = ~" oder tly = r' sin q; + r cos 11' 
y dx N tlx l' cos q; - r sin q; . 

y' ist wieder eine Funktion von q;, also wird 

"= tly' = tly' . tlq; = tly' . N 
y tlx dq; dx tlq; . 

=~ ~._~=NZ'-ZN' =(r'l+2r'Il- rr") . .N3 
drp N N NS . 

tl2 y r2 +2r'2- rr" 
dx'J = (r' cos q; - r sin q;)s· 

"oder 

(d) 

(e) 

von den 

(f) 

(g) 

Beispiel a) Man gebe mit Hilfe der vorstehenden Formeln 
den Krümmungshalbmesser in Polarkoordinaten an. 
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oder 
(r2 + r'7/• 

e = r"! + 2 r'"! - r r" . 
(h) 

(Siehe später auch Kurvendiskussion.) 

Beispiel b) Ebenso gebe man die Bedingungen für eine Hori­
zontal- und Vertikalstelle einer KUl"\-e an, die in Polarkoordinaten 
gegeben ist. 

Die Ableitung y' =~ nimmt an einer HorizontalsteIle den Wert 

Null an und an einer Vertikalstelle den Wert unendlich. Bei An­
wendung von Polarkoordinaten wird die Bedingung für eine 

HorizontalsteIle : 

oder 

oder 

Z = 0 oder r' sin q' -+- r cos q' = 0 

r 
tgq'=-7 oder tg {} = - tglf, 

Vertikalstelle: 

N = 0 oder r' ('os q' - r sin If = 0 

r 
cotg rp = ---, oder tg,9 = cotg tp. 

r 

Beispiel c) :Mit Hilfe der vorstehenden Formeln beweise man 
den Zusammenhang -r= If +8 aus (27b). 

oder 

Man wandelt die Formel (f) für y' um zu 

r 
, r' sin 9' + r cos 9" tg 9' + 7 

y =tg-r=-,- - --.---= ---------
r cos9' - r smcp r 

I-tgq' , 
r 

tg q:' +tg 1') 
1 - t-gq-;:-tg-iJ 

*153. Umkehr einer Funktion. Wenn man aus irgendwelchen 
Gründen die Funktion y = fex) umkehrt, so daß y die Abhängige 
und x die Funktion wird, also x = 11 (y), dann wird man meist auch 

die Ableitungen d~1t, dd2~, ... der gegebenen Funktion nach den 
x x-
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dx d2 x .. 
Ableitungen d-' d ~, ... auszudrucken haben. Am einfachsten geht 

Y y· 
man aus von der Parameterdarstellung x = u (t), y = t) (e) der 
Nummer 1 Ö 1, die für den Fall y = t sich zu 

x=u(t), y=t 

vereinfacht. Für diesen Fall wird 

, dx dx 
u=_·=··· 

dt dy' 
, dy 
v=-=l 

dt 
" d2 X d2 X 

U = dt:j= dy~' v" = d2 y =0 
dt 2 ' 

und deswegen nach (151 b) 

also 

dy v' 1 
dx=,l=u" 

Ferner nach (151 d) 

oder 

d~y _ u'v,,-:-v'tt:~' _ i~!.'0_1.d2XJ~' (dx)S 
dx2 - U'3 - Ldy dy2 • dy 

d2 y _ d'!.x. (dX):1 
dx2-- dy~' dy . 

(a) 

(b) 

Beispiel a) Von der Umkehr der Funktion y=xsinx gebe 

d· d' Abi' dx d d2 x man Ie erste un zweIte eltung -d un -d" an. y y. 

Es wird y' = sin x + x cos x, y" = 2 cosx- xsinx. 

Die vorausgehenden Formeln 

dx 1 
dy='l/ 

dx 1 
dy= sin-x+xcosx 

liefern 

und 
d'!. X y" 
d y2 =- y'3 

d'!.x 2 cosx - xsinx und -=- _.... .._-
d y 2 (sinx+xcosx)s' 

Einfacher hätte man ohne diese Formeln die Gleichung x sinx - Y = 0 
zweimal nach y differenziert. Man erhält 

(Sinx+xcosx)~: -1=0 

und dx ( . ) dx , (' r ) d2 X 0 -. 2 cosx - x sm x - -t- smx I xcosx d---" = dy dy y. 

und damit die gleichen Werte für die gesuchten beiden Ab· 
leitungen. 

Egerer, Ingenieur·lIathematik 11. 24 
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Beispiel b) Man gebe von der Funktion 

Y+Vy2 -a2 

x=alg 
a 

. dy d 2 y 
die erste und zweite AbleItung fi;; und dx 2 an. 

Man könnte sich eine entwickelte Funktion y = f(x) verschaffen, 
wenn man die gegebene Gleichung nach y auflöst. Im vorliegenden 
Fall ist diese Aufgabe noch möglich, in den meisten anderen Fällen 
aber nicht mehr. Diese Auflösung ist aber nicht notwendig, wenn 
man unmittelbar nach x oder y differenziert. Aus 

x=alg(y -+ Vy 2 _a2 ) -alga 

erhält man dx = 1 -+ Y : v' dy = a dy 
y-+v V 

oder 
dy ,j-.,-., 

a d;; = yy- -a-. 

Man differenziert auf beiden Seiten nach x und erhält 

oder 

154. Unentwickelte Funktionen F (x, y) = O. Durch diese 
Gleichung ist ein Zusammenhang zwischen x und y gegeben, somit 
die rechte Gleichungsseite F (x, y) eine Funktion von x allein, die 
man sich in der Gleichung y nach x ausgedrückt denken kann. 
Wenn man auf diese Funktion die Formel von 143 anwendet, er­
hält man 

oder 
tl/I Pt 
llx=- F'I.' 

b k ·· dy oF oF una ge urzt -- --=--:-
dx OX oy (a) 

als gewöhnliche Ableitung der unentwickelten Funktion F (x, y) = o. 
Im allgemeinen Fall sind F l und F2 und damit auch y' unent­
wickelte Funktionen von x, die sonach eine vollständige Ableitung 
nach x zulassen. Es wird nach (143) 

dFl = OFl -L 0 Fl • dy = F I F dy 
dx cx I oy dx 11 T 12 dx 
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dF'J = oF'J + oF2 • dy = F~ -+- F~~ ~Jt. 
dx ox oy dx .1 I .- dx 

Die zweite Ableitung y" findet man als Ableitung der ersten Ab­
leitung zu 

F dFt _ F dF'J 
" d(-F1 :F~) 'J dx . 1 dx 

Y = dx· =---1'2 
2 

oder mit Benützung der vorher entwickelten Werte 

y" = _ F2 (Fa + Ft'.!y') -., F 1 (F21 +F2_2 y') 
F 2 -

F12 F22 - F1 F2 (F12 + F21 ) + F22 F n 
F2 3 

Benützt man noch die Formel F t2 = F 21 , so wird 

(b) 

Beispiel a) Durch die Gleichung x' + xy + y3 = 0 ist y als 
eine unentwickelte Funktion von x dargestellt. Man könnte frei­
lich y nach x entwickeln, da aber die gegebene Gleichung vom 
dritten Grad in y ist, so wäre die Rechnung recht umständlich. 
Sind von dieser Funktion die erste und zweite Ableitung gesucht, 
so kann man entweder unmittelbar nach x differenzieren, so wie in 
37 gelehrt wurde, 

und 
12 x2 +y' +y'.l +xy" + 3y'. 2 yy' + 3 y2 y" =0, 

und aus der ersten Gleichung zunächst y' aufsuchen, aus der zweiten 
alsdann y". 

Einfacher wendet man die oben stehenden Formeln an. Man 
sucht zunächst die partiellen Ableitungen auf: 

F u = 12x2, 

Mit diesen Werten wird 

dy F1 4x3 +y. -=_. --=----." 
dx F2 x+3y· 

(4x3 +y)2.6Y- 2(4x3 +y)(x +3y2).1 +(x + 3 y2)2.12x2 • 

dx2=- (X+3 y2)3 

24'" 
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Beispiel b) Solange in der Geradengleichung 

y=.tx+b 

die Zahlenwerte l und b endlich sind, hat die erste Ableitung y' 
den Wert l und die zweite y" den Wert O. Welche Werte nehmen 
y' und y" für eine zur y-Achse parallele Gerade an ~ 

Für eine solche wäre die Richtung l = 00, die Darstellung 
y = .tx + b eignet sich daher nicht für die Rechnung. Man kehrt 
die Funktion um und erhält 

x=(y-b): l oder x=.uy+a, 
wo also p=l:.t; dann ist 

dx 
und 

d2 x 
-=.u (["=0, dy y· 

also 
dy 1 

und 
d'J y _ . 3 

- ([,,-0.1-' . dx .u x· 

Für den Wert l = 00 oder p = 0 wird also y' = 00 und y" unbe­
stimmt. 

Oder man wendet die Gleichungsform Ax + By + 0 = 0 an, wo 
also A=l, B=-l, O=b, und erhält 

F1=A, F'J=B, Fu=O, F 12 =0, F22 =0 

und deswegen nach (a) und (b), solange l endlich, 

dy A ~y 0 
dx =- B =.t, dx2= BS=O. 

Beispiel c) Gesucht die erste und zweite Ableitung der Glei­
chung der 

Astroide xii. + y·/1 = a"l •. (c) 

Man wird entweder so, wie in 37 angegeben, nach x differenzieren, 

dy y' = dy = _ (_y)I'", ll.x- 1/.+ll.y_l,.·_=O·' woraus 
3 3 dx '. dx x 

d'J y = dy' =_~(JL)-IfaXY' -y.1 =_ x·,· [-x(~r'-yJ 
dx 2 dx 3 X Xl 3 y1/ox2 

= ~ X-"" y_l'. [x"" + y""] = ~ x-oll rIo a"l •. 

Oder man wendet die Formeln (a) und (b) an. Es ist 

F1=ix-1'a, F2=iy_l'a, 

F u = - ~x-·'., F 12 = 0, F'19 = - ~y-"". 
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Dann wird 

y' __ g x-li • . gy_li. __ (JL)'/a. (d) 
- 3 '3 - X ' 

100. Fortsetzung. Eine unentwickelte Funktion y von x kann 
auch durch mehrere simultane Gleichungen gegeben sein, durch 

F(x,y,z)=O mit 
oder 

G(x,y,z)=O (a) 

F(x,y,z,t)=O mit G(x,y,z,t)=O und H(x,y,z,t)=O. (b) 

Im ersten Fall (a) kann man sich z als Funktion von x und y 
aus der ersten Gleichung berechnet und in die zweite eingesetzt 
denken. Man hat dann eine einzige Gleichung zwischen x und y, 
die eine unentwickelte Funktion y von x wie in der vorigen Nummer 
darstellt. Ebenso kann man aus der zweiten Gleichung y als Funktion 
von x und z ermittelt und in die erste eingesetzt denken. Die neue 
Gleichung stellt dann eine unentwickelte Funktion z von x vor. Es 
ist daher von jeder der beiden gegebenen Gleichungen (a) die linke 
Gleichungsseite, die wir abkürzend mit Fund G bezeichnen, eben­
sowohl eine Funktion von x allein wie auch von y oder z allein. 
Man kann daher Fund G total nach x (oder y oder z) differenzieren 
und erhält 

O=oF +oFdy+oFdz 
ox oy dx oz dx 

und 
O=oG + oGdy + oGdz =0. 

ox oy dx oz dx 

Für die beiden gesuchten Ableitungen dy: dx und dz: dx hat man 
so zwei Gleichungen. Oder man nimmt von den beiden gegebenen 
Gleichungen das totale Differential und erhält, wenn man für die 
partiellen Ableitungen die Abkürzungen F 1 , F2 , F s und GI' G2 , Gs 
einführt 

und 
0=G1 dx +G2 dy +Glldz. 

Aus beiden Gleichungen ermittelt man nach (150) 

oder 

. . _ 1 F1 F2 Fs _: F 2 F 3 1. i F3 F1 [' '1' F 1 F2 . 
dx.dy.dz- I GI G2 Gsl-I G2 G3 1' i GS G1 • G1 G2 1 

dy F 3 G1 -F1 G3 

{j,-;= F 2 Ga-F3 G2 
und 

dz_F1 G2 -F2 G1 

dx - F2 GS -F3 G2 ' 

(c) 

(d) 
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Im zweiten Fall (b) kann man sich eine einzige Gleichung ver­
schafft denken, die nur die beiden Veränderlichen x und y enthält. 
Man hätte dann wieder Y als unentwickelte Funktion vom x, könnte 
also die Ableitung d Y : dx bilden. Jedenfalls sind die linken Glei­
chungsseiten F, G, 'H des Systems (b) als Funktionen nur von x 
oder ebensogut nur von Y oder nur von z oder nur von t zu denken 
und können deswegen nach x oder y oder z oder t total differen­
ziert werden. Man erhält, wenn man das totale Differential einer 
jeden Gleichung bildet, 

oF oF oF oF 
i3x dx+a:ydY + OZ dz +aTdt=O, 

i3G dx I (JG d -l- oG dz I oG dt = 0 
ox T oy Y I OZ T ot ' 

oH ax + oH dy + oH dz + ?!!dt=O. 
ox cy oz ot 

Aus den drei Gleichungen wird man wieder das Verhältnis dx: dy: d z: dt 
mit den Formeln der Determinanten ermitteln. 

c. Taylorsehe Reihe für Funktionen von mehreren 
Veränderlichen. 

*156. Taylorscbe und Mac-Laurinscbe Reibe für zwei Veränder­
licbe. Die Funktion z = f( x, y) soll in eine nach Potenzen von x 
und y steigende Reihe verwandelt werden. Man wird zunächst für 
den Ausdruck f (x + h, y + k) eine Reihe aufsuchen. Zu diesem 
Zweck geht man aus von der Funktion 

indem man x und y als Konstante betrachtet. Auf sie wendet man 
den Mac-Laurinschen Satz (107) an und erhält 

F (t) = F(O) + lt! F' (0) + ~2! F" (0) + ... + (n tn-~)! F(n-l) (0) + R, 

tn 
wo R=-F(n)(et) 

n! ' 

das Restglied ist. Dabei ist der Koeffizient F(n) (0) die nte Ablei­
tung der Funktion F (t) an der Stelle t = 0, also 

F(n) (0) -= r dn F (t)J . 
L dtn 1=0 
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Die einzelnen Koeffizienten F (0), F' (0), F" (0) sind noch zu er­
mitteln. 

Da man x und Y als konstant betrachtet, ist die Ausgangs­
funktion, wenn man 

setzt, 
f(x+11,t,y+kt) oder f(u,v) oder F(t), 

nur von abhängig. Man kann also mit (148) die verschiedenen 
höheren Ableitungen nach t bilden: 

Wegen 

wird 

dF _oFdu+oFdv 
(it-- ou Te av dt ' 

d2 F = [OF du + oF~!! i (2) 

dt2 ou dt ov dtJ ' 

dnF loF du oF dv-"(n) 
_I 1 J dtn - Lou diT~- dt . 

du dv oF oF oF 
--=h dt =k, -=-, 
dt ' i:lu ox ov 

dnF = loF 11, oF kr). 
dtn lox + oy 

oF 
oy 

Die Koeffizienten F (0), F' (0), F" (0) ... der oben angeschrie­
benen Reihe sind die Ableitungen der Funktion F nach t an der 
Stelle t = o. Unter der Voraussetzung t = 0 wird 

F(O)=f(x,y), 

F'(O)=_o[11,~~[k, 
ox 'oy 

wo 
tn tn [0{ of J(n) 

R =-F(n) et =- -h+-k , 
n n! () n! ox oy z+hBt, II+Hlt 
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d. h. man hat zur Bildung des Restgliedes Rn in dem Ausdruck 
p,tt)(t) die Veränderliche t durch Bt, also x+kt durch x+kBt 
und y + kt durch y + k Bt zu ersetzen. e ist ein positiv echter 
Bruch. 

Die für den Ausdruck f (x + k, Y + k) gesuchte Reihe geht aus 
der letzten hervor, wenn man t = 1 setzt, man erhält also 

(a) 

wo 

(b) 

Die Reihe wird zur Taylorschen Reihe für zwei Veränder­
liche, wenn limRn=O. 

Unter dieser Voraussetzung und wenn ferner im Untersuchungs­
bereich die einzelnen Funktionen und ihre Ableitungen alle endlich 
und stetig sind, gilt die Reihe für jeden Wert x, y, k, k, also auch für 

x+k=xo, y+k=yo oder k=xo-x und k=yo-Y' 

Mit diesen Werten geht die Reihe, wenn man noch x mit X o und 
ebenso y mit Yo vertauscht, über in 

1 
f(x, y) = f(xo'yo) + I! [(x - xo)' fl + (y -Yo)' f2J 

1 + 2! [(x - x o)' fl + (y - Yo)' f2 ]<2) 

+ ..... . 
1 

+ (n _ 1)! [(x-XO)·fl +(y-yo)· f2 ]<tt-l)+Rn ,,·, (c) 

(zweite Form der Taylorschen Reihe). fl , f2 , fu ' fl2 usw. 
sind die partiellen Ableitungen der Funktion f (x, y) an der Stelle 

xo' Yo' 
Diese zweite Form geht dann noch für den besonderen Wert 

X o = 0, Yo = 0 über in die Mac-Laurinsche Reihe für zwei Ver­
änderliche 

f(x, y) = f(O, 0)+ ;,[X' fl +y·f2J+ :![X' fl +y·f2f l)+ ... 
1 

+ (n-1)! [x'fl +y·f2J(tt-l) + ... (d) 
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*157. Taylorsche und lUae·Laurinsche Reihe für n Veränderliche. 
Um für eine Funktion F(x,y,z, ... ) von beliebig vielen Veränder­
lichen x, y, z, . .. diese Reihen zu entwickeln, wird man genau so 
vorgehen wie in der vorigen Nummer. Man erhält zunächst den 
Satz von Taylor 

F(x+h, y + k, z+ I, . .. ) 

= F (x y z ... ) --l- ~ [~ h -+- cF k -L ~! 1- ... l 
, , , I I! ox 'oy 'oz J 

wo 

+ ~ [~~ h r oF k -+- oF l-L ... J(21 
2! ox I oy '0% ' 

+ 
1 !oF oF cF ;In-l) 

+(---,,:-:::-h+-;-k+-;,-l+ ... , +Rn , (a) 
n-1). ~(}X I/Y 0% _ 

das Restglied ist. Die einzelnen Klammern sind alle symbolische 
Potenzen der ersten Klammer, im Restglied sind die einzelnen par­
tiellen Ableitungen an der Stelle 'x + eh, y + Bk, z + BI, ... zu 
nehmen. Unter der Voraussetzung, daß lim Rn = 0 ist, liefert dieser 
Satz die erste Form der Taylorschen Reihe. 

Die Reihe gilt für jeden Wert von x, y, z, '" also auch für 
x+h=xo, y+k=yo"" oder h=xo-x, k=yo-y, .. · 
Mit diesen neuen Werten geht die Reihe, wenn man noch x mit xo' 
y mit Yo' vertauscht, über in 

F(x,y,z, ... )=F(xo,yo,zo"") 

+ :! [(x -~O)·Fl +(y-yo)·F2 + (z -zo)·Fs + " .] 
1 + 2! [(x-xO)·F1 + (y -yo)·F2 +(z - zo)·Fs + ... ]<2) 

+ .. 
+-. _1_) [(x-xO)F1 + (y--yo).F2 + (z-zo).Fs+" .](n-l)+ ... 

(n-1 ! 

zweite Form der Taylorschen Reihe. Fl' F2 , F s"'" Fu ' Fl'J"" 
sind die partiellen Ableitungen der Funktion F (x, y, z, ... ) an der 
Stelle xo' 110' zo' . . . .-

Wenn man noch speziell xo=O, yo=O, %0=0 setzt, erhält 
man die Mac-Laurinsche Reihe für beliebig viele Ver­
änderliche. 
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F(x, y, z, ... )=F(O, 0, 0, ... ) 

+ :! [x.FI +y.F2 +z·F3 +···] 

+ ! [x.F +y·F -+-z.F...L ](2) 2! I 2 I 3 I ••• 

+ 
+ 1 [F + F I F I ](n - 1) I (n-l)! x· 1 y. 2'Z' 3:'" , ... 

158. A.ufgaben. 1) Gesucht ist die Ableitung der Funktion 

t (x) = "'1 ·U2 ·Ua··• 'Un , 

wo "'1' "'2' . . . Funktionen von x sind. 
2) und 3) Gesucht die partiellen und vollständigen Differentiale von 

G=xysinz2 und H=zexy+,'xyz. 

(d) 

4) In einer strömenden Flüssigkeit wird an einer bestimmten Stelle 
U = x: y I z eine Untersuchung vorgenommen. Zu diesem Zweck betrachtet man 
einen unendlich kleinen Raum der Flüssigkeit und gibt an, wieviel Flüssigkeit 
in ihn während der Zeit 1 hinein- und herausströmt. Den Raum denkt man 

dz z~ 
.r 

-t~~---l--------------l. 
,Yz:"";'' .... ' ....... 
~ " 

Abb. 256. 

sich am einfachsten als Quader dxdydz, so daß also seine Kanten parallel 
den Koordinatenrichtungen sind. Wenn dieser Raum einer nQuellsteIle" an­
gehört, wird mehr Flüssigkeit aus ihm strömen als hineinfließen, und um­
gekehrt wird man von einer nSinkstelle" sprechen, wenn mehr Flüssigkeit 
hineinströmt als heraus. Man gebe ein analytisches Merkmal dafür an, ob 
man eine QuellsteIle oder eine Sinkstelle hat, oder ob die gleiche Flüssigkeits­
menge herausströmt wie hinein. 

5) bis 7) Von den in Parameterform gegebenen Funktionen 

x = a cos5 t} x = a (t - sin t) } x = a sin t + b cos t} 
Y = a sins t y = a (1 - cos t) Y = a cos t 

gebe man die Größen dx, dy, ydx, y', y" als Funktion des Parameters t an, 
die beiden Ableitungen y' und y" auch als Funktionen der Koordinaten x I y. 

8) Gesucht die Ableitungen dd Y und d~~ der unentwickelten Funktion 
x x-

X --alg a+va2_y2 ,'a2 _ y2. 
Y 
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d d' , 
9) und 10) Gesucht die Ableitungen dY und d Y, aus x x-

y2 a2 = x. (a + xl (b - x) und (y - W - x2 = eil: y. 

*11) 12) Gesucht ist das vollständige Differential der Funktionen 

z zy 
U = log (x + y) und V = log (x y + XX Y) • 

159. Lösungen. 1) Nach (143d) wird 

2) 

df(x)_ cf .dU1....l- of .du2 + ..L cf .~un 
dx -cu) dx ' 0'1'2 dx ... I CUn dx 

d ['1'1' '1'2 ... U.: I Ut' U/ + un'] 
d X U 1 U 2 ••• U n ! - + :-- ... + - . 

L.. U1 U2 U n 

d1G = y sin z2·dx, d2G = x sin z2·dy, daG = xy CoS Z2 2z· dz, 

dG = y sin Z2 dx + x sin Z2 dy + 2 xyz cos Z2 dz. 

379 

(0.) 

S) dlH = [yz eZY + h)z: x] dx, d2 H = [xze zy +h/xz7Yl dy, 

4) Man kann entweder vektoriell arbeiten oder analytisch. In diesem 
Fall wird man die Geschwindigkeit v in ihre Komponenten vx , vy , Vz in Rich­
tung der drei Koordinatenachsen betrachten. Durch die Öffnung dydz, in 
der Abb. 256 auf der Rückseite des Quaders gelegen, strömt die Flüssigkeit 
mit der Geschwindigkeit Vx hinein und durch die gleich große Öffnung auf der 
gegenüberliegenden Seite mit der Geschwindigkeit Vx + dvx wieder heraus. In 
der Abbildung ist der übersichtlichkeit wegen nur Vx + statt V.r + dvx ge­
schrieben. Der Geschwindigkeit Vx entspricht eine Einflußmenge vx·dydz in 
der Zeiteinheit. Vorausgesetzt ist natürlich, daß an der untersuchten Stelle 
die Strömungsverhältnisse unabhängig von der Zeit sind. Entsprechend wird 
die Ausflußmenge (vx + dvx ) dydz. Es strömt also durch diese Öffnung dvx dydz 
mehr aus als ein, falls dv.., positiv ist. Entsprechend wird für die beiden 
Öffnungen senkrecht zur y-Richtung der Mehrausfluß sein dvy dz dx und für die 
beiden letzten Öffnungen dvz dx dy. Insgesamt strömt also aus dem unter­
suchten Raum 

mehr aus als ein. Man wird die Differentiale der Geschwindigkeitskomponenten 
noch umformen. Es ist allgemein 

d - o v.., d + o v.., d + o v.., d 
Vx - o-X' x oy y Fz z. 

Im Bereich des untersuchten Raumes ist v-" nur von x abhängig, seine par­
tiellen Ableitungen nach y und x verschwinden also, so daß 

oV- d dvz = oz- z. (b) 

Die beiden anderen Formeln werden genau so entwickelt. Damit wird der 
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Uberschuß der ausfließenden über die einfließenden Mengen 

dM = (~; + ~; + ~:,) dxdydz 0 (c) 

Der zweite Faktor der rechten Gleichungsseite ist der Inhalt des untersuchten 
Raumes. Maßgebend für die Untersuchung ist der Ausdruck 

ov3' + ~~ + ov, . 
ox oy OZ 

Ist er positiv, dann gehört die untersuchte Stelle einer QuellsteIle an; ist er 
negativ, dann liegt sie in einer Sinkstelle. In der Hydrodynamik nimmt man 
die "ideale" Flüssigkeit als nicht zusammendrückbar an. Von einer Quellstelle 
kann dann ebensowenig die Rede sein wie von einer Sinkstelle, so daß aus 
dem untersuchten Raum dxdydz die gleiche Flüssigkeitsmenge herausströmen 
muß wie in ihn hineingeströmt ist. Diese Bedingung, die " Kontinuitäts­
bedingun~", wird dann analytisch durch 

G:!'!+OVy+OV,=o 
ox oy oz 

(d) 

zum Ausdruck gebracht. 
5__ 5_ 5_ 

5) sin t = V y : a, cos t = -V x : a, tg t = V y : x. 

dx = - 5a cos4 t sin tdt, dy = 5a sin4 t eos tdt, ydx = - 5a~sin6.t eosl t dt. 
5 __ _ 

y' = - tg3 t = - -V y" : x 3 , 

"=-3t 2t _1_~~= 3sin~=~ 5/a7 y 
y g eos2 tdx 5aeos8 t 5a \)7 0 

y --- lj2ay- y 2 
6) Mit 1 - cos t = - wird sin t = ,,'1 - cos2 t = -'---=---~ 

a a 

dx=a(l-eost)dt, dy=asintdt, ydx=a2(I-cost)2dt. 

, sin t V2a y _ y2 
Y =i-cost=--y---' 

" (l-cost)eost-sint·sint dt -1 -a 
y = (1 - cos t)2 . dz = a (1 - cos t)2 = 7 . 

7) Mit cost=1L und sint=ax-by wird 
a a2 

dx = (a cos t - b sint) dt, dy = - a sin tdt, ydx = a eosl (a cos t - b sint) dt. 

,-asint a(by-ax) 
y =acost-bsint y(a2 +b2 )-abx' 

y" = - (a cos t - b sin t) a cos t - a sin t (a sin t + b ooS t) . dt 
(acost-bsint)2 dx 

_ag _ 8 2 2 '3 

( t b' p--a : [y(a +b)-abxj. acos - sm) 

8) Man formt die Gleichung um, 

x = a 19 (a + v) - a Ig y - V 



Differentialrechnung m, 159, 381 

und differenziert nach y, 

dz~_a_. -y _~+1L_ - ay2- av (a+v)+Y'(a+v) 
dy- a +v v y oJ - y(a+v)v 

oder 

a2 _yl+ av v (a+v) .Ja~ - y~ 
= -y(a+oJ) = -y(a+v)=----=-y-' 

y'=d y =_ -L 
dz yag _ y2' 

Die zweite Ableitung könnte man auch nach (153) bilden; einfacher wird 

d2 y dy' dy' dy \'+y~:" -y 
dz7J =dx =dy 'dx=- -,/--'7-

= (l + y2) Y a l y 
l (a2 _ y2)2" 

9) Man könnte nach y auflösen und auf die gewöhnliche Weise differen­
zieren. Einfacher wendet man die Formeln (154) an; man wird ausmulti­
plizieren und alle Summanden auf die linke Gleichungsseite bringen, 

z'+z'(a- b) -z2 ab+ y2 a2= O. 
Es wird 

also 

F 1 =b3 +3z2 (a- b) - 2zab, F2=2ya2, 

F ll =12z2 +6z(a-b)-2ab, F 12 =O. F22 =2a2, 

dy =_ 4z3 +3z2 (a-b)-2abz 
(h: 2a2 y 

d2 y [4z3+ 3z2 (/1- b) - 2:1:ab]2 2a2 + 4 y2 a' [12:1:2 + 6:1: (a - b) - 2ab] 
dz2 =- 8 y3 a6 

10) Man verfährt ebenso, 

y[(y-b)2_ X2J=C. oder x2y_y3+2by2-b2Y+C3=O. 

F 1 =2:t:y, Fg =x2-3y2+4by_b2 , 

Fll =2y, F 19 =2:t:, F22 =-6y+4b. 

dy= -2xy 
dz :t:2 -3y9+4by-b2 ; 

mit der Abkürzung Fs = z9 - 3y2 + 4by - b2 = () wird 

d2y 4Z2 y2(4b-6y)-2·2zy( )2x+( )22y 
d:t:2 = (:t:2 _ 3y2 + 4by _ b2)3 

3:1:' + 6:t:2 y2 - 2b2 :t:2 _ 911' + 24b y3 - 22b2 y2 + 8b3 Y - b' 
=2y (x2_3 y2+4by_b2)3 

11) Nach den elementaren Formeln (I 18e) wird U=!g(lz+y), also 
gx 

1 1 
19z':t:+y-lg(x+y)·z 1 1 

dU=---- Ig2z '-- --d:t:+lgx':t:+ydy 

_ [:t: 19z- (:t:+y)lg (:t:+y): d:t:+xlgxdy 
- x(z+y)lg2:t: 
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12) Man setzt 
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tII 19(u+z") 
V= log (u + z1') =---

19w 

und erhält V der Form nach von den 4 Veränderlichen z, u, v, w abhängig. 
Bei der Rechnung ist dann nur noch zu beachten, daß 

u=v=w=zy oder du=dv=dw=ydz+zdy. 

1 vx,,-1 1 1 ,1 z"lgz 
dV=-.--dz+-·--du,--·---dv 

19w u+z" 19w u+z" 19w u+z" 

_ 19 (u +z") dw 
wlg2 w 

= u2 zU - 1 Igu.dz+:(1 + z" 19z) ulgu-(u+z")lg(u+z")] (ydz+zdy 
.u(u+z") Ig2 u 

wo noch u = z y zu setzen ist. 



Achter Abschnitt. 

Kurvendiskussion I. 

A. Allgemeine Sätze zur Diskussion und Konstruktion 
von Kurven. 

160. Kurvengleichung. Im wesentlichen behandelt die Kurven­
diskussion die beiden Aufgaben: 

1. die Gleichung einer Kurve aufzustellen, wenn eine ihrer Eigen­
schaften angegeben ist, 

2. aus der angegebenen Kurvengleichung Eigenschaften der Kurve 
abzulesen. 

Die erste Aufgabe stützt sich auf den Satz: 
Gleichung einer Kurve ist der analytische Aus­

druck für die Eigenschaften des (die Kurve) er-
zeugenden Punktes, (a) 

s. I 80. Als Kurvengleichungen kommen für uns nur in Betracht 
die Formen 

F(x, y)=O und ihr Sonderfall y=f(x) 

oder die Parameterdarstellung 

x=u(t) mit y=v(t) 

sowie die Gleichung in Polarkoordinaten 

r=f(rp). 

Wenn nicht eine besondere Angabe mitfolgt, dann gelten die kom­
menden Abmachungen und Sätze nur für die in rechtwink­
ligen Koordinaten gege benen Kurvengleichungen F (x, y) = 0 
und Y=f(x). 

Zur Parameterdarstellung x =u(t), y=v(t) ist noch zu be­
merken, daß jedem Parameter t ein bestimmtes x und ein be­
stimmtes y :und somit ein bestimmter Punkt x' y zugewiesen ist. 
Die Parameterdarstellung kommt besonders häufig bei Bewegungs­
aufgaben vor, wo dann t meist die Zeit ist. In solchen Fällen bietet 
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sie mehr als eine gewöhnliche Kurvengleichung F (x, y) = 0; eie be­
stimmt nicht nur die Kurve als solche, sondern gibt auch noch auf 
der Kurve selbst die Bewegung des erzeugenden Punktes an, schreibt 
für jeden Augenblick eine ganz bestimmte Lage x I y des Punktes vor. 

Bei der Parameterdarstellung sind die Koordinaten x und y 
meist durch trigonometrische Beziehungen mit dem Parameter t ver­
bunden; man kann dann, wenn es verlangt wird, mit Hilfe der 
trigonometrischen Formeln, etwa sin'.! q; + ros2 q; = 1 oder verwandte, 
den Parameter t beseitigen und zur gewöhnlichen Darstellung 
F (x, y) = 0 übergehen. Der übergang von der gewöhnlichen Dar­
stellung F (x, y) = 0 zur Parameterdarstellung ist oft empfehlenswert. 
Der Übergang ist jedenfalls immer möglich; man kann beispielsweise 
x = t setzen, dann .ist aus F (t, y) = 0 auch y als eine Funktion 
von t bestimmt. 

Bei s p i el a) 0 A ist der Durchmesser eines gegebenen Kreises, 
A S Tangente in A, Abb.257. Man ziehe durch 0 beliebige Strahlen 

und halbiere auf jedem das Stück 

o 

s R S. Gesucht ist der Ort der Hal­
bierungspunkte P. 

Am einfachsten wird die Lö­
sung bei Verwendung von Polar­
koordinaten. Wenn der Halbmesser 
mit a bezeichnet wird, dann ist 

----------2a------~ OR=2acosq;, OS=2a:cosq;, 

also r=OP=~(OR+OS) Abb. 257. 

oder 
a(l +cos2 q;) r = ---------. 

cosq; 

Man kann noch zu rechtwinkligen Koordinaten übergehen und erhält 

rcosq;=a(1+cos2 q:;) oder x=a(1+x2 :r'.!) 
oder 

x(x2 + y2) =a(2 x2 +y2). 

Beispiel b) Gegeben ist die Gleichung 

x=a,sint, y=asin 2 t 

einer Kurve in der Parameterdarstellung. Man gehe zur gewöhn­
lichen Darstellung F (x, y) = 0 über und ebenso zur Darstellung 
G (r, cp) = 0 in Polarkoordinaten. 

Man setzt in 

y2 = 4 a2 sin2 t cos2 t oder y'! = 4 a'! ein'! t (1 -- sin'! t) 
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den Wert von sin t = x : a ein und erhält 

y2=4a2 x: (1- x:) oder a211~=4x2(a~-x'l). 
a- a-

Der übergang zu Polarkoordinaten gibt 

a 2 sin'! cp = 4 C082 cp (a2 - r~ C082 CP), 

oder wenn man nach rauflöst, 
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1~1. Yektorkoordinaten. Die Parameterdarstellung einer Kurven­
gleichung hat den nämlichen Sinn wie die Darstellung in Vektor­
koordinaten, Abb. 258, 

r=f(t), 

wo t der Parameter ist. Denn 
für jeden Wert t erhält man einen 
nach Zahlenwert und Richtung be­
stimmten Vektor r, dessen End­
punkt der erzeugende Punkt P ist. 
Durch die Beziehung 

r = 11 x + i2 Y Abb. 258. 

kann man von der gewöhnlichen 
Parameterdarstellung übergehen zur vektoriellen Darstellung und 
umgekehrt. 

Beispiel a) Durch die beiden simultanen Gleichungen 

x = a) + b1 t , Y = a2 + b2 t 

wird eine Gerade dargestellt. Man gebe den Beweis durch den 
übergang zu vektoriellen Koordinaten. 

oder 

r = I) x + i 2 Y = i1 (al + b1 t) + i2 (a~ + b'J t) 

=(11 al +i2a~)+t(i1bl +i2 b2 ) 

wenn. a die graphische Summe der beiden Vektoren a1 und a2 und 
ebenso b die graphische Summe von b1 und b'J ist. Wenn man den 
Parameter t als Zeit betrachtet, dann stellt (a) die Bewegungs­
gleichung eines materiellen Punktes vor und zwar eine gleichförmige, 
der Punkt muß sich also auf einer Geraden bewegen. 

Egerer. Inl8nieur-Yathematlk H. 25 
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Der Beweis auf die gewöhnliche analytische Weise ist allerdings 
bedeutend einfacher. Man beseitigt t aus den gegebenen Gleichungen 
und erhält eine Gleichung ersten Grades, die immer eine Gerade 
vorstellt. 

Beispiel b) Man gehe von der Parameterdarstellung 

x=a1 +b1 t+c1 t2 , y=a2 +b2 t+c2 t2 (b) 

zur vektoriellen über und bespreche die durch diese Darstellung ge-
gebene Kurve. 

Wie beim vorigen 

oder 

Beispiel erhält man 

r=i1 x+i2 y 

r=" + 1it+ c t2, (c) 

wo a, ti und c Vektoren mit den Projektionen a1 , a2 bzw. b1 , b2 

und Cl' c2 sind. Wenn man diese neue Gleichung differenziert, 

und den Parameter t als Zeit auffaßt, dann sieht man, daß die 
zweite Ableitung, die Beschleunigung, konstant ist. Man hat also 
eine gleichförmig beschleunigte Bewegtmg, Beisp. 54a, bei der der 
bewegte Punkt immer eine Parabel beschreibt. Man sieht sonach, 
daß die beiden Darstellungen (b) und (c) eine Parabel bestimmen, deren 
Achse parallel dem Vektor C ist. 

Beispiel c) Welche Kurve ist durch die Parameterdarstellung 

x = a1 sin lp t + b1 COS lp t , 

gegeben? Man gehe wieder zur vektoriellen Darstellung über. 
Wie bei den vorausgehenden Beispielen erhält man 

f = a sin lp t + 1i cos lp t . 

Man kann wieder t als die Zeit auffassen, die Gleichung sonach als 
die Bewegungsgleichung eines materiellen Punktes. Wenn man den 
Vektor r zweimal nach t differenziert, erhält man 

r' = lp a cos lp t -lp 1i sin lp t , 
r" = _lp2 asin lp t _lp'J 1i COS lp t = _lp2 (a sin lp t + ti cos lp t) 

oder 
r"=-lp2r. 

Mit Berücksichtigung des ,,-" sagt die letzte Formel aus, daß die 
Beschleunigung r" entgegengesetzt gerichtet ist dem Vektor r, also 
stets zum Bezugspunkt 0 hingerichtet, Abb.258. Die Dynamik 
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nennt eine solche Bewegung, bei der die Kraft stets zum nämlichen 
Punkt hingerichtet ist, eine Zentralbewegung (der Punkt 0 ist das 
Zentrum) und beweist, daß bei jeder Zentralbewegung eine Ellipse be­
schrieben wird. Die zu besprechende Kurve ist also eine Ellipse. 

Beispiel d) Man zeige, daß durch die Vektorengleichung 

(d) 

eine Hyperbel dargestellt wird Welche geometrische Deutung haben 
die Konstanten a und b 1 

Man geht durch Projektion auf die beiden Koordinatenachsen 
zur gewöhnlichen Parameterdarstellung über; am einfachsten wird 
die Lösung, wenn man schiefwinklige 
Koordinaten wählt, und zwar die 
~-Achse in Richtung des Vektors a, 
die "I-Achse in Richtung von b. 
Dann muß man natürlich schief 
projizieren, das eine Mal in Rich­
tung von b auf die E-Achse, das 
andere Mal in Richtung von a auf 
die "I-Achse. Die "Projektion" der 
gegebenen Gleichungen wird dann 

E=at, 1J=b:t. 
. Abb. 259. 

Durch Beseitigung des Parameters t erhält man 

E1J=ab 
als Kurvengleichung, die tatsächlich eine Hyperbel vorstellt. Gleich­
zeitig ist zu ersehen, daß die Vektoren a und b die Richtungen der 
Asymptoten angeben, denn die vorstehende Gleichung ist nach (1158) 
die Hyperbelgleichung, bezogen auf die Asymptoten als Koordinaten­
achsen, Abb. 259. 

162. Unterscheidung der Kurven. Die Entwicklungen der Num­
mern 103 bis 108 des ersten Bandes sollen erweitert werden. Um 
die Sätze über Kurvendiskussion und Kurvenkonstruktion im Zu­
sammenhang zu haben, wird eine Reihe von Definitionen und Sätzen 
aus diesem Band wiederholt. 

Wir wissen, jede Gleichung F (x, y) = 0 stellt eine Kurve vor; 
und zwar eine transzendente Gleichung eine transzendente Kurve 
und eine algebraische Gleichung eine algebraische Kurve. Um 
letzte diskutieren zu können, wird man ihre Gleichung meist rational 
und ganz machen. Notwendig wird diese Umformung, wenn man 

25* 
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verschiedene Definitionen anwenden will, etwa wenn man nach der 
Ordnung der Kurve fragt. 

Beispiel a) Die trigonometrischen Kurven y=sinx, y=cosx 
usw., wie auch die Arkuskurven y=arcsinx usw. sind transzendent, 
ebenso die Exponentialkurve y = aZ und die Logarithmuskurve 

a 
y=logx. 

Beispiel b) Die Gleichung r=cqJ ist zwar algebraisch, stellt 
aber keineswegs eine algebraische Kurve vor, r und qJ sind polare 
Koordinaten; beim übergang zu rechtwinkligen würde die Gleichung 

lauten V x 2 + y2 = C MC tg JL, sie ist transzendent und stellt somit 
x 

eine transzendente Kurve vor (Archimedische Spirale, s. 214). 

Beispiel c) Die Gleichung r=aVcos2qJ ist zwar transzendent 
in den Polarkoordinaten r und qJ, stellt aber deswegen doch eine 
algebraische Kurve vor. Denn der Übergang zu rechtwinkligen 
Koordinaten x und y liefert 

Vx2 +y2=av'cos2 qJ-sin2 p oder x2+y2=a2(:: - ~:) 
oder (x2 + y2)2 = a2 (x2 _ y2), 

somit eine algebraische Kurve und zwar von der vierten Ordnung 
(Lemniskate, s. 197). 

Anm erkung. Der Mathematiker unterscheidet die Kurven nach ihrer 
Ordnung, aber auch nach ihrer Klasse, und definiert: 

Eine Kurve ist von der n ten Klasse, wenn es von jedem Punkt 
aus an sie nreelle oder imaginäre Tangente gibt. (a) 

Nach dieser Definition sind die Kegelschnitte Kurven zweiter Klasse. 
Der Vollständigkeit halber sei noch unbewiesen ein Satz angegeben: 

Eine Kurve mter Ordnung schneidet eine Kurve nter Ordnung 
in m· n Punkten. 

Damach schneiden sich zwei Kegelschnitte, etwa zwei Ellipsen, in vier 
Punkten, die alle oder teilweise reell oder imaginär sein können. Auch zwei 
Kreise schneiden sich stets in vier Punkten; \'on ihnen sind zwei stets imaginär, 
die bei den anderen können reell oder imaginär sein. 

Nach I 103 ist definiert: 

eine Kurve heißt von der nten Ordnung, wenn sie von 
jeder Geraden in n (reellen oder imaginären) Punkten ge-
schnitten wird, (b) 

und der Satz aufgestellt: 

eine Gleichung n ten Grades in Parallelkoordinaten stellt 
eine Kurve nter Ordnung dar. (c) 
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Beispiele d) bis f) Gegeben ist eine 
feste Gerade g und ein fester Punkt 0 
im Abstand 0 A = 2 a von ihr, Abb. 260. 
Durch 0 zieht man alle möglichen Strahlen, 
deren Schnitte mit der festen Geraden D 
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g 

sind. Gesucht ist der geometrische Ort des O,.L----i.:C _____ ---.,pA'--

Punktes P auf der Strecke 0 D oder deren -----2a--~ 

Verlängerung, wenn von ihm gilt: Abb. 260. 

d) er teilt die Strecke 0 D in zwei Abschnitte, deren Produkt 
gleich c2 ist; 

e) man trägt von D aus das Stück DA vorwärts oder rück­
wärts auf D 0 ab, P ist der Endpunkt; 

f) Punkt P teilt die Strecke D 0 im Verhältnis 2, wenn 2 = A D. 

Man gebe .von jeder der erhaltenen Kurven die Ordnung an. Zur 
Lösung werden Polarkoordinaten empfohlen. 

Es ist stets 

OP=r, OA =2a, OD=2a:coscp, AD=2atgcp . 

Im ersten Fall ist die Eigenschaft des erzeugenden Punktes 

oder r (OD - r) . c·~ oder ( 2 a ) ~ 
r cos;P - r = c" 

oder 
r (2 a - r cos cp) = c2 cos cp. 

Beim Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten erhält man, wenn man 
den Punkt 0 als Nullpunkt und die Gerade 0 A als x-Achse wählt, 

r 2 (2 a -r cos cp) =c2 ·rcos cp oder (x 2 + y2)(2 a -x) = c2 x, 

die Kurve ist sonach von der dritten Ordnung. 
Im zweiten Fall gilt vom erzeugenden Punkt 

2a 
D P = D A oder OP = 0 D - DA oder r = -- - 2 a tg tp 

cos tp 

oder 
r cos tp = 2 a (1 - sin tp) . 

Der Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten geschieht durch 

x = 2 a (1 - y: r) eder (x-2a)r=-2ay 
oder 

(x - 2 a)2 (x2 +y2) = 4 a2y2, 

die Kurve ist also von der vierten Ordnung. 
Im dritten Fall gilt für den erzeugenden Punkt 

2=PD:PO oder AD·PO=OD-OP; 
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oder wenn man noch beachtet, daß PO = - 0 P = - r, 

2a 
2atg<p.-r=---r oder -2arsin<p=2a-rcos<p. 

cos <p 

In rechtwinkligen Koordinaten ist die Kurvengleichung 

-2ay=2a-x oder x-2ay-2a=O 

und stellt demnach eine Gerade vor. 

163. Analytische Merkmale für Kurveneigenschalten. Nach I 104 
bis 106 gilt: 

Ist in der Gleichung einer Kurve das Vorzeichen von 
x belanglos, so ist die Kurve symmetrisch zur y-Achse. (a) 

Ist in der Gleichung einer Kurve das Vorzeichen von 
y belanglos, so ist die Kurve symmetrisch zur x-Achse. (b) 

Die Kurve F (y, x) = 0 geht aus der Kurve F (x, y) = 0 
durch Vertauschung der x- und y-Achse hervor. Beide 
Kurven liegen gegenseitig symmetrisch bezüglich der 
Mediane y=x. (e) 

Eine in den Veränderlichen x und y symmetrische 
Gleichung (d. h. x und y sind vertauschbar, ohne daß sich 
die Gleichung ändert) stellt eine zur Mediane symmetrische 
Kurve dar. (d) 

Genügt mit + a ; + bauch - a ' - b der Kurven­
gleichung, so ist der Nullpunkt Mittelpunkt der Kurve. (e) 

Ist die Kurvengleichung F(x, y)=O homogen nten 
Grades bezüglich der Veränderlichen, so stellt sie n Gerade 
durch den Nullpunkt dar, und umgekehrt muß eine Glei­
chung, die Gerade durch den Nullpunkt darstellen soll, 
homogen sein (f) 

Fehlt in einer Kurvengleichung x bzw. y, so stellt sie 
eine endliche Zahl von Parall~len zur x- bzw. y-Achse vor. (g) 

Die Kurve F (x, y + c) = 0 geht aus der Kurve 
F(x, y)=O hervor, indem man letztere in dery-Richtung 
um - c verschiebt. (h) 

Die Kurve F (x + c, y) = 9 geht aus der Kurve 
F (x, y) = 0 hervor, indem man letztere in der x-Richtung 
um - c verschiebt. (i) 

Die Kurve F(x+a, y+bJ=O geht aus der Kurve 
F (x, y) = 0 hervor, indem man letztere in der x-Richtung 
um - a, in der y-Richtung um - b verschiebt. (k) 
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Die Kurve F (x, c y) = 0 geht aus der Kurve F (x, y) = 0 

hervor, indem man diese in der y-Richtung ..!-.- mal homogen 
c 

deformiert, d. h. c mal verkürzt oder preßt. (1) 
Die Kurve F(cx, y)=O geht aus der Kurve F(x, y)=O 

hervor, indem man diese in der x-Richtung ~ mal homogen 
c 

deformiert, d. h. c mal verkürzt oder preßt. (m) 
Die Kurve F (ax, by) = 0 geht aus der Kurve 

F(x, y)=O hervor, indem man diese in der x-Richtung 

~ mal und in der y-Richtung -~- mal homogen deformiert. (n) 

Die Kurve F (c x, c y) = 0 geht aus der Kurve 
F (x, y) = 0 durch eine Ähnlichkeitstransformation (mit 
dem Nullpunkt als Ähnlichkeitszentrum) hervor. (0) 

Wenn die Kurvengleichung in ganzer und rationaler Form ge­
geben ist, dann nennt man das von den Veränderlichen freie Glied 
das absolute Glied. 

Wenn das absolute Glied fehlt, geht die Kurve 
durch den Nullpunkt, (p) 

denn dieser genügt mit seinen Koordinaten 0 • 0 der Kurvengleichung. 

Beispiel a) Der Gleichung x2+y2_-2ax=O entnimmt man 
sofort, daß sie einen Kreis vorstellt (I l09b); weil das absolute Glied 
Null ist, geht er durch den Nullpunkt, ferner ist er symmetrisch zur 
x-Achse (b). Er berührt sonach die y-Achse im Nullpunkt. 

Beispiel bund c) Man gebe von den durch die Gleichungen 

b) x 2 - y2 + 2 X y2 = 0 , c) x 2 y2 = x2 + y2 - 4 

gegebenen Kurven möglichst viele Eigenschaften an. 
Die erste Kurve ist symmetrisch zur x-Achse, weil das Vor­

zeichen von y belanglos ist; sie geht durch den Nullpunkt, weil 
das absolute Glied fehlt, sie ist von der dritten Ordnung, wird 
also von jeder Geraden in drei reellen oder imaginären Punkten ge­
schnitten. 

Die zweite Kurve ist symmetrisch zur x- und y-Achse, weil 
sowohl das Vorzeichen von x wie auch von y belanglos ist. Die 
Kurve ist ferner symmetrisch zur Mediane, weil die Gleichung in den 
Variablen x und y symmetrisch ist. Die Kurve ist vierter Ordnung, 
wird also von jeder Geraden in vier reellen oder imaginä.ren Punkten 
geschnitten. 
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Beispiel d) Man gebe für die Kurve 

[(x- d)2 +y2]X2=C' 

eine Konstruktion, indem man sich die einzelnen Teile der Gleichung 
geometrisch veranschaulicht. 

V(x - d)2 +y2 ist eine Entfernung und zwar die des erzeugenden 
Punktes P = x I y von einem festen Punkt A = d o. Bezeichnet 

!I 
man sie mit r, so kann man die Gleichung 
der Kurve auch schreiben 

r2 x2 =c' oder +rx=c2 • 

r ist die Entfernung des erzeugenden Punktes 
vom festen Punkt A und x seine Entfer­
nung von der festen y-Achse, er hat also 
die Eigenschaft, daß diese bei den Entfer-

o x nungen ein konstantes Produkt haben. 
-l----f.l!....-......::lof---+.... Die Kurve, Abb.261, wurde teilweise 

Ahh. 261. 

schon in Aufg. I 128 a) besprochen. Man kann 
noch hinzufügen, daß sie symmetrisc·h zur 
x-Achse und von der vierten Ordnung ist. 
Aus der letzten Bedingung ergibt sich, daß 
sie aus zwei Ästen besteht, weil der in 

der Abbildung stark ausgezogene Ast nicht mit jeder Geraden vier 
Schnittpunkte geben würde. 

In Polarkoordinaten hat die Kurve die Gleichung 

c r- . 
- V+cosq;' 

oder 

dabei ist der feste Punkt Aals Anfangspunkt gewählt. 

164. Beelle und imaginäre Gebiete einer Kurve lassen sich sehr 
oft aus einer Kurvengleichung ablesen. So kann die durch y = x2 + x' 
gegebene Kurve nur oberhalb der x-Achse verlaufen, da y für reelle 
x und damit für reelle Punkte nie negativ sein kann. Ebenso ent­
nimmt man der Gleichung y = x 3 der kubischen Parabel, daß y immer 
das gleiche Vorzeichen haben muß wie x, daß also die Kurve nur 
im ersten und dritten Quadranten verlaufen kann; oder in anderer 
Sprechweise, daß die Kurve im zweiten und vierten Quadranten nur 
imaginäre Äste hat. 

Beispiel a) Welche Eigenschaften kann man für die durch 
y = x Vi x gegebene Kurve aus der Gleichung ablesen 1 

Rechts von x = 1 wird die Kurve imaginär, weil in diesem Be-
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reich 1 - x negativ und damit V 1 - x imaginär würde. Wenn man 
die Gleichung quadriert, y~ =x2 (1- x), sieht man zunächst, daß 
die Kurve von der dritten Ordnung ist und sonach von jeder Ge­
raden in drei reellen oder imaginären Punkten 
geschnitten wird, und ferner, daß das Vorzeichen 
von y belanglos ist und somit die Kurve sym- Y 

metrisch zur x-Achse verläuft, Abb. 262. Die 
weitere Diskussion der Kurve bringen die Bei­
spiele 165a) und 167b). 

Beispiel bund c) Man untersuche die 
beiden Kurven der Beispiele 163 b) und 163 c) 
auf ihre imaginären Gebiete. 

b) Die erste Kurvengleichung kann man an-
schreiben x 2 =y2(1-2x). Die linke Gleichungs- Abb. 262. 
seite ist für positive x reell, also muß es auch-
die rechte sein, also auch die Klammer, d. h. x < 0,5 . Das ganze 
Gebiet rechts von der Geraden x = 0,5 ist somit imaginär. Zum 
gleichen Ergebnis wäre man gekommen, wenn man nach y auf­
gelöst hätte. 

c) Wenn x und y reell ist, muß die linke Gleichungsseite x2 y2 
der Kurvengleichung positiv sein, also auch die rechte, also muß 
x2 + y2 größer sein als: 4; oder wenn man r2 = x'.l + y2 berück­
sichtigt: der Fahrstrahl r eines jeden Kurvenpunktes muß größer als 
:2 sein, d. h. innerhalb eines Kreises vom Halbmesser 2 liegt kein 
reeller Punkt. 

165. Das Verhalten der Kurve in der Nähe des Nullpunktes und 
im Unendlichen kann recht oft der Kurvengleichung unmittelbar 
entnommen werden. Voraussetzung ist natürlich im ersten Fall, daß 
sie durch den Nullpunkt hindurchgeht. 

Die Kurve y = x2 + x 4 etwa verhält sich in der Umgebung des 
Nullpunktes wie die Kurve y =x2 ; für sehr kleine x nämlich, etwa 
< 0,1, wird x 2 < 0,01 und x4 < 0,0001. Man wird daher nur einen 
sehr kleinen Fehler machen, -wenn man unter der Voraussetzung 
kleiner Werte von x den zweiten Summanden x4 gegenüber xl! ver­
nachlässigt. 

In entsprechender Weise ergibt sich recht häufig auch das Ver­
halten der Kurve im Unendlichen. Die obige Kurve y=xl! +x4 

hat für große x und damit auch für große y, also weit weg vom 
Nullpunkt, fast den gleichen Verlauf wie y -= x4 ; weil man unter 
dieser Voraussetzung x'.l gegenüber x 4 vernachlässigen kann. Wenn 
x etwa gleich 10 ist, wird xl! schon 100 und x4 gleich 10000; man 
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macht daher nur einen Fehler von 1 %' wenn man 100 gegenüber 
10000 streicht. 

Beispiel a) Welchen Verlauf hat die durch y=xY1 ~x 
gegebene Kurve in der Nähe des Nullpunktes und weit weg von 
diesem Punkt? 

Nach Beispiel 164a) wird die Kurvengleichung y2=X2_X3. 
Sie geht durch den Nullpunkt und verläuft in ihm genau EO, wie 
die Kurve y2 = x 2. oder 11 = + x, denn man kann x 3 gegenüber x 2 
vernachlässigen, wenn x sehr klein ist. Für große Werte von x und 
damit auch y kann man umgekehrt x2 gegenüber x3 streichen und 
sagen: weit weg vom Nullpunkt verläuft die Kurve genau so, wie 
y2 = _ x 3, d. h. wie die semikubische Parabel. Mit den für die Kurve 
bisher angegebenen Eigenschaften läßt sie sich so zeichnen, wie 
Abb.262 angibt. S. auch noch Beispiel 167b). 

Beispiel b) In einem zylindrisch gestalteten Luftschiff, Abb. 263, 
mit kreisförmigem Querschnitt ist bei der Normalstellung, wenn also die 
Schiffsachse wagrecht liegt, die wagrechte Komponente w der Druck­
dichte p durch eine Schaulinie dargestellt, deren Gleichung 

cy2=x3(2a-x) 

ist (89 b). c ist eine stets positive Konstante. Man zeichne die 
Schaulinie. 

Man entnimmt zunächst der Gleichung, daß sie eine Kurve 
vierter Ordnung vorstellt; daß sie ferner symmetrisch zur x-Achse 

.:r: .r 

.... 

!I ___ =--+-~.L 

Abb.263. Abb.264. 

ist, was einfach der Tatsache entspricht, daß auf der linken und 
rechten Seite des Luftschiffes die Druckverhältnisse symmetrisch sind. 

Die linke Seite ist stets positiv, also auch die rechte; es muß 
sonach x < 2 a sein. Aus dem gleichen Grunde kann x auch nicht 
negativ werden, also liegt die Kurve im Bereich von x = 0 bis x = 2 a, 
was ja auch selbstverständlich ist. In der Nähe von x = 0 kann 
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man x gegenüber 2 a vernachlässigen, für sehr kleines x kann man 
sonach die Schaulinie durch die, Kurve c y2 = 2 axs ersetzen, durch 
eine semikubische Parabel, wie sie in Abb. 264 durch die gestrichelte 
Linie angedeutet ist. Um die Gestalt der Kurve in der Nähe des 
Firstes, wo x = 2 a ist, zu beurteilen, wird man das Koordinaten­
system verschieben, so daß der Nullpunkt im First liegt. Für 
dieses neue Koordinatensystem lautet die Gleichung der Kurve 
cy2 = - X (x + 2 a)3. In der Nähe des Firstes ist nun x sehr klein, 
die Schaulinie läßt sich sonach durch die Kurve c y2 = - 8 a3 x ert 
setzen, durch eine gewöhnliche Parabel, wie sie gleichfalls gestrichel­
eingezeichnet ist. Beide Annäherungen genügen, um die Schaulinie 
in ihrer ungefähren Gestalt (birnförmig) wiederzugeben. 

Beispiel c) Man zeige, daß die Kurve des vorausgehenden 
Beispieles durch die in Abb. 265 gegebene Konstruktion mit Hilfe 
eines Kreises vom Halbmesser a entsteht. Dabei geben die Buch-

... 

......••.. / 
..... ' . 

Mi iA 
'----a----II--Ä--' 

Abb. 265. 

staben A, B, G, 0, P die Reihenfolge der Konstruktionseinzelheiten 
an, wenn man einmal den Parameter Ä. gewählt hat. 

oder 
Mit 

wird 

Aus M A = A ergibt sich 

und AP:MC=OA:OM 

y :Va2 -l'!=(a +l):a. 

oder A=x-a 

,j-" -(--'0 ya=x ya- - x-a)" oder 

Setzt man noch a2 = c, so erhält man die Gleichung der Kurve wie 
im vorausgehenden Beispiel. Läßt man nun a konstant und ver­
ändert c, so erhält man als Deformation Kurven von der Form der 
Abb.264. 
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166. Konstruktion der Kurven. Im ersten Band wurde bereits 
gezeigt, wie man eine Kurve oft mit großem Vorteil konstruiert 
und teilweise auch diskutiert, indem mau sie auf einfachere oder 
bekannte Kurven zurückführt. Etwa indem man diese verschiebt 
oder deformiert oder gleichzeitig verschiebt und deformiert. Die 
entsprechenden Sätze, die gleichzeitig die Konstruktion angeben, 
sind durch (163 g bis 0) gegeben. 

Beispiel a) Man zeichne die Kurve y = sin'.! x. 

Man geht aus von der Hilfskurve y=sinx, in Abb.266 ge­
strichelt eingezeichnet. An der Stelle x ist die Ordinate dieser 

Abb. 266. 

Kurve sin x, die Ordinate der 
gesuchten Kurve soll sein sin2 x, 
es ist somit die Ordinate der 
neuen Kurve an jeder Stelle 
gleich dem Quadrat der Ordinate 
der Hilfskurve. Wie die Abbil-
dung zeigt, gehört zur Ordi­

nate 0,9 der Hilfskurve die Ordinate 0,9'.1 R;j 0,8 der gesuchten 
Kurve. Die Ordinate der Sinuskurve ist immer ein echter Bruch 
mit den Grenzwerten + 1, die Ordinate der gesuchten Kurve muß 
daher an jeder Stelle kleiner oder höchstens gleich sein der Ordinate 
der Hilfskurve. 

Beispiel b) Man zeichne die Kurve y'.! = sinx. 

Man geht wieder aus von der Hilfskurve y = sin x, in Abb. 267 
gestrichelt eingezeichnet. An der Stelle x ist ihre Ordinate sin x , 

dagegen soll die Ordinate der gesuchten Kurve sein Vsin x-, 
also an jeder Stelle gleich der Wurzel aus der Ordinate der Hilfs­

Abb. 267. 

kurve. Die Abbildung zeigt, wie 
zur Ordinate 0,25 der Hilfskurve 

die Ordinate VO,25 = 0,5 der ge­
suchten Kurve konstruiert ist. Die 
Ordinaten der gesuchten Kurven 
müssen an jeder Stelle größer oder 
mindestens gleich sein den Ordi­
naten der Hilfskurve, dabei sind sie 
aber stets echte Brüche. Das Vor-

zeichen von y ist belanglos, somit ist die Kurve symmetrisch zur 
x-Achse. Im Bereich von x =:n bis x = 2:n hat die Kurve y2 = sinx 
keinen reellen Punkt, weil die Ordinaten der Hilfskurve in diesem 
Bereich negativ sind. 
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Beispiel c) Man gebe zuerst die ungefähre Gestalt der in der 
Festigkeitslehre auftretenden Kurve 

y =b(1- e- az) 

und dann die genauere für die Werte a = 200, b = 6000. 
Die Kurve y = e Z geht über in jene y = e- z, wenn man sie 

eine halbe Drehung um die y-Achse ausführen läßt; und diese wieder 
in jene y = - e- z, wenn man sie ebenso um die x-Achse dreht. 
Verschiebt man die letzterhaltene um + 1 in der y-Richtung, so 
erhält man die Kurve 

y=1-e-x• 

Aus dieser geht die vorgeschriebene Kurve nach (163n) durch ho­
mogene Deformation in der x- und y-Richtung hervor, Abb.268. 

Für den angegebenen Sonderfall wird die Kurve 

y: 6000 = 1-e- 2OOZ ; 

um sie zu erhalten, wird man die letztkonstruierte Kurve homogen 
so deformieren, daß die neuen Abszissen 200 mal so klein und die 

Abb. 268. 

neuen Ordinaten 6000 mal so groß 
werden. Man kann die Kurve aber 
nur in einem verzerrten Maßstab 
zeichnen: in der Abb. 269 sind 

Abb.269. 

2000 lotrechte Längeneinheiten durch die Strecke 1 dargestellt und 
0,005 wagrecbte Längeneinheiten gleichfalls durch die Strecke 1. 

Beispiel d) und e) Man gebe die ungefähre Gestalt der Kurven 
der Beisp. 163b und c), indem man von den Kegelschnitten 

x 2 -y+2xy=0 bezw. xy=x+y-4 
ausgeht. 

Im ersten Fall zeichnet man zuvor den Kegelschnitt, nach den 
Lehren des ersten Bandes eine Hyperbel mit dem Mittelpunkt 
M = 0,5 i - 0,5 und den Asymptotenrichtungen tg CfJl = 00, tg CfJ2 
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= - 0,5, in Abb. 270 die fein gezeichnete Kurve. Diese Hyperbel 

x2 - y + 2xy = 0 wird zur Kurve x2 - y2 + 2xy2 = 0 

deformiert, indem man überlegt, daß für ein bestimmtes x bei der 
neuen Kurve y2 den gleichen Wert hat wie y bei der Hyperbel. 
Oder umgekehrt, das neue y ist die Wurzel des alten y. Man wird 
also an jeder Stelle von den alten Ordinaten die Wurzeln nehmen 
und erhält so die stark ausgezogene neue Kurve. Dabei ist nicht zu 
·vergessen, daß die Wurzel immer zwei verschiedene Vorzeichen hat. 
Der untere Ast der Hyperbel kommt nicht in Betracht, weil sein 
y stets negativ, die Wurzel daraus also imaginär ist. 

Im zweiten Fall verfährt man genau so: Man zeichnet zuvor 
den Kegelschnitt, eine gleichseitige Hyperbel mit dem Mittelpunkt 

:r 

Abb. 270. Abb.271. Abb.272. 

1 1 und den Asymptoten x = 1, Y = 1, in Abb. 271 fein gezeichnet. 
Diese Hyperbel 

xy=x+y-4 wird zur Kurve xy2=X+y2_4 

genau so wie im vorausgehenden Fall deformiert. Die Kurve ist in 
Abb.271 stark ausgezogen, in Abb.272 aber fein gezeichnet. Von 
ihr geht man zur vorgeschriebenen Kurve über, indem man das 
gleiche Konstruktionsverfahren noch einmal anwendet, nur daß man 
an jeder Stelle die Wurzel aus x nimmt; wieder darf das doppelte 
Vorzeichen der Wurzel nicht vergessen werden. In Abb.272 ist 
die Kurve stark ausgezogen gezeichnet. 

Beispiel f) Man gebe die ungefähre Gestalt der Wahrschein­
lichkei tskurve y = ce- z'. 

Man läßt sie aus der Exponentialkurve y = e Z hervorgehen, 
indem man diese öfter deformiert, Abb.273. Die Reihenfolge der 
Änderungen ihrer Gestalt ergibt sich durch folgenden Übergang 

y=ez , y=e-z , y=ce-z , y=ce-zt . 

Man geht also aus von der Kurve y = eZ ; läßt man sie eine halbe 
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Umdrehung um die y-Achse machen, 
so wird sie zur Kurve y = e-z, s. Abb. 
268; und macht man deren Ordinaten 
alle emal so groß, zur Kurve y = ee- z ; 

um zur gewünschten Kurve zu ge­
langen, überlegt man noch, daß x 2 in 
ihr den nämlichen Wert hat wie x 
in der letzten Hilfskurve , d. h. die 
Abszisse der gesuchten Kurve ist an 
jeder Stelle gleich der Wurzel der letzten 

Abb. 273. 

Hilfskurve y = ee- Z • 
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167. Fortsetzung. Recht häufig läßt sich eine Kurve unschwer 
mit Hilfe von anderen einfacheren HiIfskurven konstruieren, indem 
man die Ordinaten der gesuchten Kurve an jeder Stelle als Summen 
oder Produkte oder auch Quotienten von Ordinaten anderer Kurven 
erhält. Die nachfolgenden Konstruktionsangaben sind ohne weiteres 
einzusehen. 

Die Ordinate der Kurve y=u(x)+v(x) ist an jeder 
Stelle x gleich der Summe der Ordinaten der Kurven 
y=u(x) und y=v(x) an dieser Stelle. (a) 

Die Ordinate der Kurve y=u(x).v(x) ist an jeder 
Stelle x gleich dem Produkt der Ordinaten der Kurven 
y=u(x) und y=v(x) an dieser Stelle. (b) 

Beispiel a) Die Kurve y =x + cosx geht aus den Hilfs­
kurven y I = x und y II = COS x hervor, indem man an jeder Stelle 
x ihre Ordinaten als Summe der Ordinaten der beiden Hilfskurven 
darstellt, Y=YI+YW Abb.274. 

Beispiel b) Die Kurve y =x VI x geht aus den beiden 

Hilfskurven YI=X und Yn=Yl-x oder y}r= I-x hervor; die 
erste Kurve ist die Mediane, die an-
dere Kurve eine Parabel symmetrisch 
zur x-Achse mit dem Scheitel im Punkt Y 

1 ! 0, siehe die beiden fein gestrichelt 

.r 

Abb. 274. Abb. 275. 
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eingezeichneten Kurven der Abb. 275. Wie diese zeigt, sind an 
der Stelle x = - 1,25 die Ordinaten der beiden Hi1fskurven 
-1,25 und + 1,5, somit die Ordinaten der untersuchten Kurve 
-1,25.+1,5~+1,9. Man wird bei der Konstruktion der Kurve 
auf die angegebene Weise sich mit einer ganz geringen Zahl von 
Punkten genügen, mit so vielen eben, daß man ein Bild von der 
ungefähren Gestalt der Kurve hat. Die bereits in Beisp. 16411.) 
und 16511.) angegebenen Eigenschaften der Kurve tragen ja auch 
recht wesentlich zur Konstruktion der Kurve bei. 

Beispiel c) Man zeichne die Kurve Y =x sinx. 
An jeder Stelle x ist die Ordinate der gesuchten Kurve das 

Produkt der Ordinaten der Kurven YI=X und Yll=sinx, Abb.276. 

Beispiel d) Man zeichne die Kurve 

y=~(e~ +e-:} 

Man geht aus von der Kurve 

y=~(ez+e-Z). 

deren Koordinaten an jeder Stelle x das Mittel der Koordinaten der 

Abb. 276. Abb. 277. 

beiden Kurven y=e z und y=e-z sind, Abb.277. Aus ihr geht 
die zu zeichnende Kurve 

(y: a) = ~ (ez : 11 + e-Z : ") 

durch "eine Ähnlichkeits-Transformation hervor. 

168. Fortsetzung. Eine Reihe von wichtigen Kurven lassen sich 
nur mühsam mit kartesischen Koordinaten behandeln, wogegen ihre 
Diskussion beim Übergang zu Polarkoordinaten recht einfach wird. 
Oder umgekehrt, wenn sich bei Verwendung von Polarkoordinaten 
die Eigenschaften einer Kurve in einfacher Form darstellen lassen, 
so wäre es natürlich töricht, würde man kartesische Koordinaten 
verwenden. 
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Beispiel a) Die Archimedische Spira~e hat in Polarkoor­
dinaten die Gleichung r=c qJ, die eine recht einfache Konstruktionsvor­
schrift für die Kurve gibt. Zu jedem Bogen qJ hat der zugehörige Radius­
vektor r den Wert c qJ. Wenn r nur positive Werte annehmen soll, 
so beginnt die Kurve im Nullpunkt und geht in immer größer wer­
dendem Bogen unendlich oftmal um den Nullpunkt herum. Läßt 
man r auch negativ werden, dann erhält man die gestrichelt ge­
zeichnete Linie, Abb. 278. 

Beispiel b) :Man diskutiere die Kurve r=acosqJ. 

Wenn man an die Formel x = r cos qJ, y = r sin qJ für den 
Übergang von rechtwinkligen zu polaren Koordinaten denkt, kommt 
man zur Vermutung, ob nicht hier der Übergang zu rechtwinkligen 
Koordinaten am Platze sei. Man setzt r·r=a·rcosqJ und erhält 

Abb. 278. Abb. 279. 

x 2 + y2 = ax, d. i. die Gleichung eines Kreises, der die y-Achse im 
Nullpunkt berührt. 

Auch bei polaren Koordinaten wird sich in vielen Fällen die 
Herleitung der zu untersuchenden Kurve aus einfacheren Hilfskurven 
durch Deformation empfehlen, oder aus mehreren einfacheren Hilfs­
kurven, indem man deren Fahrstrahlen addiert oder multipliziert usw. 

Beispiel c) :Man gebe die ungefähre Gestalt der Kurve 
r = 2a(1 + cos qJ). 

:Man zerlegt r = 2 a cos qJ + 2 a und sagt: Der Fahrstrahl der 
gesuchten Kurve ist an jeder 'Stelle qJ um 2 a größer als jener der 
Hilfskurve r = 2 a cos qJ. Letztere ist nach dem vorausgehenden 
Beispiel ein Kreis mit dem Durchmesser 2a durch den Nullpunkt, 
so wie in Abb. 279 dargestellt. In ihr ist nur die obere Symmetrie­
hälfte der Kurve eingezeichnet. 

Beispiel d) Eine veränderliche Tangente an den Kreis 
x 2 + y2 = c2 schneidet die Koordinatenachsen in den Punkten PI 
und P2 • Gesucht ist der geometrische Ort des Punktes P auf 

Egerer. Ingenieur-Mathematik 11. 26 
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dieser Tangente, dm; die Strecke PI P, im Verhältnis l teilt. Für 
den Sonderfall l = - 1 gebe man noch die ungefähre Gestalt des 

Abb.280. 

Dann wird 

oder 
Andrerseits ist 

also 

P, 

Ortes an und seine Beziehung zum gegebenen 
Kreis, Abb. 280.-

Es ist 

P1=a!0. P'J=Oib, 

P=xiy, l=PP1:PP'J. 

l·O-a 
x=----

l-l ' 
lb-O 

y=--
1-1 

a=x(l-l), lb=y(l-l). 

cos1J' = c : a und sin 1J' = c : b 

Oder wenn man die Werte fUr a und beinsetzt, 

c' [12 x2 +y2] =x2 y'J (l- 1)2. 

Für den Fall 1 = -1, d. h. wenn P jedesmal der Mittelpunkt der 
Strecke PI P'J ist, wird die Kurvengleichung 

C2 (X2 +y2)= 4X2y2. 

Die Kurve ist vierter Ordnung, symmetrisch zur x- und y-Achse 
wie auch zur Mediane. Wenn man zu Polarkoordinaten übergeht, 
erhält man 

c2 r 2 = 4 r' cos2 q; oder ± c = :2 r sin er cos er 
als Gleichung des Ortes, oder 

c r=+-.--. --sm 2 er 
Ihr entnimmt man, daß für q; = 0, l n, In, 2 n, der Fahrstrahl r 
unendlich groß wird. Die Gestalt der Kurvt<) läßt sich mit Hilfe 
eines Kreises erkennen, wenn man ihre Gleichung umformt, 

C'J(~+~)=4 oder ~+~=:. y2 x'J x2 y2 c-

Die neue Gleichung geht aus der Kreisgleichung 

x2 +y2=4: c2 

hervor, wenn man x durch 1: x und y durch 1: y ersetzt. 
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169. Fortsetzung. Ist die Kurvengleichung in Parameter­
darstellung 

x=u(t), y=v(t) 

gegeben, so wird man in vielen Fällen eine Reihe von Eigenschaften 
und auch einfache Konstruktionsmöglichkeiten gewinnen, wenn man 

Abb. 281. 

Abb. 282. 

den Parameter t eliminiert und eine Gleichung F (x, y) = 0 herstellt. 
Ist eine solche Gleichung nicht zu erzielen, oder nur mit Schwierig­
keiten, dann ermöglicht sich eine Konstruktion 
dadurch, daß man jede der beiden Parameter­
gleichungen einzeln graphisch darstellt, so wie 
Abb. 281 bis 283 zeigt. Für jeden Parameter t 
liefern die beiden Hilfskurven ein zugehöriges 
Wertepaar x I y und damit einen Punkt der ge- .r 

suchten Kurve. Natürlich läßt sich noch eine 
praktischere Anordnung der Konstruktion geben, 
etwa derart, daß man t als dritte Veränderliche 
im Raum betrachtet, vielleicht auch z dafür 
setzt. Dann stellt x = u (t) mit y = v (t) eine 
Raumkurve vor, und von ihr wieder x = u (t) Abb. 283. 
den Seitenriß und y = v (t) den Aufriß. Aus 
beiden wird die gesuchte Kurve als zugehöriger Grundriß gefunden. 
Die Konstruktion wird zwar bequemer, dafür aber nicht mehr über­
sichtlich, siehe später 276. 

26* 
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Beispiel a) Man gebe eine ungefähre Zeichnung der Kurve 

x = a sin t, y = b sin 2t. 

Man kann zur gewöhnlichen Darstellung übergehen, wenn man den 
Parameter beseitigt. Mit 

sint=x:a, also 

wird die zweite der beiden Gleichungen 

x Va2 -x2 
y=2b-.----

a a 
oder 

Für die Zeichnung der Kurve lassen sich aus dieser Gleichung 
einige Eigenschaften ablesen: sie ist eine Kurve vierter Ordnung; 
sie ist symmetrisch zur x- und zur y-Achse; der Nullpunkt ist 
Mittelpunkt; sie geht durch den Nullpunkt; im Nullpunkt ver­
hält sie sich wie die Kurve a 4 y 2 = 4a2 b2 x 2 (weil man x 2 gegen­
über a2 vernachlässigen kann) oder wie ay = + 2 bx, d. h. der 
Nullpunkt ist ein Doppelpunkt mit den beiden Tangenten 
ay = + 2 bx. Den gegebenen Parametergleichungen entnimmt man 
noch: x schwankt zwischen den Werten + a und - a und y zwischen 
den Werten + bund - b. Wenn man noch die Schnittpunkte mit 
den Achsen, vielleicht noch die Richtung in einzelnen Punkten auf­
sucht, so werden diese Angaben schon hinreichen, um die ungefähre 
Gestalt der Kurve anzugeben. Ziemlich genau findet man die Gestalt 
nach dem oben angegebenen Verfahren. Abb.281 bis 283 gibt die 
Entstehung der Kurve und ihre Gestalt für die Werte a = 1, b = 2. 

B. Annäherungskurven. 
170. Grad der Annäherung. Wenn man eine in Blei gezeichnete 

Kurve ausziehen will, so wird man je nach der gewünschten Ge­
nauigkeit verschiedene· Hilfsmittel benützen. Man wird ein sehr 
kleines Stück b eines flachen Bogens noch recht gut durch ein 

Geradenstück ersetzen, ohne daß die ge­
wünschte Genauigkeit verletzt wird, s. Abb. 
284. Dieses Geradenstück hat dann die 
Richtung der Sekante zwischen dem An­
fangs- und Endpunkt des Bogenstückes und 
fällt um so mehr mit den Tangenten in 

Abb. 284. den einzelnen Punkten des Bogenstückes 
zusammen, je kleiner das Bogenstück ist. 

Es ist nur eine andere Sprechweise, wenn wir von dem "kleinen Bogen­
stück" b sprechen, statt von der "Umgebung des Kurvenpunktes U". 
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Die Tangente im untersuchten Kurvenpunkt U ist die Annäherung 
ersten Grades an die Kurve in der Umgebung dieses Punktes. 

Größere Annäherung erhält man, wenn man die Kurve in der 
Umgebung von U durch eine Kurve zweiter Ordnung, durch einen 
Kegelschnitt ersetzt. Dabei ist zu beachten, daß ein Kreis durch 
drei Punkte bestimmt ist, eine Parabel durch vier und eine Ellipse 
oder Hyperbel durch fünf. Durch die drei als unendlich benachbart 
anzunehmenden Punkte Pp P2 und U der Umgebung des Punktes U 
ist jedenfalls ein Kreis bestimmt, der später noch zu besprechende 
Krümmungskreis. Wie man mit solchen aufeinanderfolgenden An­
näherungskreisen die Kurve zeichnet, s. Abb. 285, ist bekannt. Eine 
genauere Annäherung als dieser Kreis sie bietet, wird jedenfalls die 

Abb. 285. 

Annäherungsparabel bringen, die 
man durch vier unendlich benach-

Abb. 286. 

barte Punkte legt. Die vom Ingenieur gebrauchten Kurvenlineale 
sind in der Hauptsache aus Parabelbögen zusammengesetzt und ge­
statten deswegen auch für größere Bogenstücke noch eine ziemlich 
genaue Annäherung. Den Ersatz der Umgebung des untersuchten 
Punktes durch einen Kegelschnitt nennen wir eine Annäherung 
zweiten Grades. Zu ihr gehört auch der Ersatz des Bogenstückes 
in der Nähe eines Doppelpunktes durch ein Geradenpaar , Abb. 286, 
durch einen zerfallenden Kegelschnitt also. Will man eine noch 
größere Annäherung, so wird man die Kurve in der Umgebung des 
untersuchten Punktes durch eine Kurve dritter oder vierter Ordnung 
ersetzen: Annäherung dritten, vierten Grades usw. 

171. Tangente und Normale im Kurvenpunkt Po. In den nach­
folgenden Nummern werden einer einfacheren Schreibweise wegen 
die Koordinaten des erzeugenden Punktes oft mit ~! 'YJ bezeichnet, 
und die Koordinaten des untersuchten Punktes U mit x I y. Man 
hat also nur in den früheren Formeln x I y durch ~ I 'YJ und X o I Yo 
durch x I y zu ersetzen. 

Wenn die Gleichung der zu besprechenden Kurve in recht­
winkligen Koordinaten gegeben ist, dann ist nach (29a) an der unter­
suchten Stelle U = x I y die Gleichung der 
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Tangente 'YJ-y=y'(~-x) 

1 
Normalen 'YJ-y=--;(~-x). 

y 

(a) 

(b) 

Dabei ist y' die gewöhnliche Ableitung der Kurvengleichung an der 
Stelle x /y. Wenn diese Ableitung aus der Gleichung F(x,y)=O 
nach (154) ermittelt wird, dann ist 

oder 

Mit diesen Werten wird die Gleichung der 

Tangente 

Normalen 

(~-X)Fl + (1]-y)F2 =0, 

~-x 1]-y 
-F;-=-F;-· 

(c) 

(d) 

Ist die Gleichung der Kurve in der Parameterform ~ = u (t) 
mit 1]=v(t) gegeben, so ist nach (151) 

y'=v':u'. 
Es wird die Gleichung der 

Tangente (~-x)'V'-(1]-Y)u'=O, 

Normalen (~-x)u' + (1] -y) v' = o. 
(e) 
(f) 

Bei Anwendung von Polar koordinaten wird eine etwa ge­
wünschte Tangente oder Normale oder die Kurvenrichtung im 
.Punkt Po ermittelt mit der Beziehung (27b) 

t r +r'tg<p 
g'l'= r' _,. tg<p· (g) 

Tangentenstück, Normalenstück, Subtangente, Subnormale 
siehe 30. 

Beispiel a) Gesucht sind die Gleichungen der Tangente und 
Normalen der Kurve 

x=asint, y=bsin2t 
zuerst an der allgemeinen Stelle x I y, dann im Punkt mit dem 
Parameter t = 1/3 1C. 

Hier ist u'=acost, tI=2bcos2t, 
also sind nach (e) und (f) die gesuchten Gleichungen 

(~-asint) 2b cos 2t - ('YJ - b sin 2t)a cost = 0, 

(~- asint)a cos t -+- ('YJ - b sin 2t) 2b cos 2t= O. 
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Für t = 1 ! 3 n wird 

x =a·O,5 va, y=b·o,5va, 

obige Gleichungen gehen über in 

u'=0,5a, 

407 

v'=-b, 

4b~+ 2a17- 3abva =0 und 2a~ - 4b17 + V3(2b 2 -all ) = 0. 

Beispiel b) Die Gleichung der Kurve 

x = a sin t, y = b sin 2 t 

gebe man in der gewöhnlichen Darstellung F (x, y) = ° und suche 
dann die Gleichung von Tangente und Normale an der Stelle 

x=0,5ava. 
Man findet nach Beisp. 169a) als Kurvengleichung 

4 bl! xl! (all _xl!) - a4 y l! = 0. 

Es ist 

Für x = O,5a va wird 

y=0,5bva, F 1 = - 2a3 b2 V"ii", F~ = - a4bva 

und somit die Gleichung der Tangente und Normalen nach (c) und 
(d) wieder wie im vorigen Beispiel. 

172. Tangente von einem Punkt Po aus an die Kurve. Wenn 
der Berührungspunkt P = x I y bekannt wäre, dann würde nach der 
vorausgehenden Nummer die Tangente sein 

17-y=y'(~-x). 

Für die beiden unbekannten Koordinaten x I y hat man zwei Glei­
chungen. Die Koordinaten des gesuchten Punktes müssen einmal 
der gegebenen Kurvengleichung genügen, und zweitens muß die eben 
angeschriebene Tangente durch den gegebenen Punkt Po hindurch­
gehen. 

Beispiel a) Gesucht sind die Gleichungen der Tangente an 
die Kurve y = eX (x3 - xl!) vom Punkt Po = 11 ° aus. 

Der gesuchte Berührungspunkt P = x 1 y liegt auf der Kurve, 
also gilt für ihn 

1) y=ez (x3 -x ll ). 

In dieser Gleichung ist jetzt x nicht eine Veränderliche, sondern eine 
Konstante aber unbekannte Koordinate. Die Kurve hat an der 
Stelle x die Richtung 

tgr=y' = ez (x3 + 2xll - 2x), 
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also ist die Tangente im Punkt x: y 

fJ - y= eZ(xS + 2x2 - 2x).(~ -x). 
Sie muß durch den vorgeschriebenen Punkt 1 10 gehen, 

2) O-y= eZ (XS + 2x2 _ 2x)(1-x), 

Aus den beiden Gleichungen 1) und 2) wird 

ez (x3 _x2)= ez (x3 + 2x2 - 2x)(x -1) 

oder ezx(x-l)2(x+2)=0. 

Die einzelnen Wurzeln dieser Gleichung sind Xl = - 00, x2 = 0, 
Xs = x. = 1, xl! = - 2. Vom gegebenen Punkt 1 i 0 aus sind sonach 
fünf Tangente möglich. Für Xl = - 00 wird YI = 0, die x-Achse 
ist Tangente, ihre Gleichung ist Y = 0; sie berührt die Kurve im 
unendlich fernen Punkt, sie ist eine Asymptote. Für x2 = 0 wird 
Y2 = 0, die Gerade von Po aus zum Nullpunkt ist auch eine Tangente, 
ihre Gleichung ist Y =0. Die Wurzeln x3 = x4 = 1 entsprechen der 
Tatsache, daß der vorgeschriebene Punkt Po auf der Kurve selbst 
liegt, also mit dem gesuchten Berührpunkt PI zusammenfällt; die 
Tangente in diesem Punkt ist zweüach zu zählen; ihre Gleichung 
ist y=e(x-1). Für x5 =-2 wird Yl\=-12:e2 ; die Gleichung 
der Tangente wird 

Y + 12e- Il =4e- ll (x + 2) oder 4x- e2 y - 4 =0, 

wo jetzt wieder X und y Koordinaten des erzeugenden Punktes sind. 

173. Asymptoten. Aus I 135 wird wiederholt: 

Unendlich ferne Punkte einer Kurve sind ihre 
Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden. (a) 

Eine Kurve n ter Ordnung hat nunendlich 
ferne Punkte. (b) 

Asymptoten einer Kurve sind die Tangenten in ihren 
unendlich fernen Punkten. (c) 

Eine Kurve n ter Ordnung hat n Asymptoten. (d) 

Sie können alle oder nur zum Teil imaginär sein. Ist die Kurve 
ungerader Ordnung, so läßt sich aus dem Satz (119c) von den kon­
jugierten imaginären Wurzeln schließen, daß auch die imaginären 
Asymptoten immer paarweise konjugiert imaginär auftreten. Dann 
muß aber eine Kurve dritter, fünfter, siebenter usw. Ordnung min:­
destens eine reelle Asymptote haben, also: 

eine Kurve ungerader Ordnung hat mindestens eine 
reeHe Asymptote. (e) 
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Wenn die Gleichung der gesuchten Asymptote y = Ä.x + 1 ist, 
so ermittelt man zuerst die n Richtungen Ä." alsdann zu jedem 
einzelnen Ä., noch das zugehörige I,. 

Die Kurveugleichung F (x, y) = 0 läßt sich auch anschreiben 
F(x,lz)=O, wenn man die Richtung Ä.=y:x des Fahrstrahles 
zum erzeugenden Punkt einführt. Rückt dieser in das Unendliche, 
dann wird er zum unendlich fernen Punkt der Kurve und die 
Tangente in ihm zur Asymptote. 

Es ist dann die Richtung Ä. des Radiusvektors auch gleichzeitig 
die Richtung der Asymptote. Im allgemeinen Fall wird die Ab­
szisse des unendlich fernen Punktes zu x = 00, aus der Gleichung 
F(x, Ax) = 0 bestimmt sich also die Asymptotenrichtung als jener 
Grenzwert, gegen den Ä. für x = 00 konvergiert. 

Ist Ä. gefunden, dann wird der Abschnitt I der Asymptote auf 
der y-Achse aus der Tatsache ermittelt, daß die Abszisse x = 00 

sowohl der Gleichung der Asymptote als auch der Gleichung der 
Kurve genügen muß. Setzt man daher y = Ä.x + I in die Kurven­
gleichung, so wird diese für x = 00 zu einer Gleichung für l. 

Der angegebene Weg liefert ni c h t die Asymptoten mit der 
Richtung A=oo, d. h. die zur y-Achse parallelen Asymptoten. Wenn 
eine solche vorhanden, dann wird man die Gleichung der Asymptote 
in der Form x = p.y + m anschreiben und ,u und m genau so ermitteln 
wie vorher 1 und I. Man hat nur die Veränderlichen x und y 
zu vertauschen. 

Beispiel a) Gesucht sind die Asymptoten der Kurve 

6x'.l-5xy+y'.l=y. 

Die Gleichung stellt einen Kegelschnitt vor, der sonach zwei 
Asymptoten hat. Die Richtung 1 ist unter der Voraussetzung x = 00 

bestimmt durch 

6x2 - 51x'.l +12x2=Ax oder 6 - 5A+11l=~ 
x 

oder 6 - 51 + A2 = O. 

Al = 2 und ~ = 3 sind die beiden verschiedenen Richtungen. Die 
beiden Asymptoten sind sonach y = 2x + 11 und Y = 3x + '12 • Für 
II gilt wieder unter der Voraussetzung x = 00 

6xll - 5x(2x+l1 ) +(2x + 11)2= 2x+ 11 

oder ausgerechnet 

oder 

112 -11 =x(11 + 2) oder 

11 =-2. 

Die erste Asymptote ist sonach y= 2x - 2. 

11 2 -11 =1 + 2 
x 1 
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Für 12 gilt ebenso unter der Voraussetzung x = oe 

6x2 -5x (3x + 12)+(3x +12)2 = 3x+l'J 

oder ausgerechnet 

oder ~ = 3. Die 

Beispiel b) 

12'J-l'J=x(--12+ 3) oder 122- l2 =_12 +3 
x 

zweite Asymptote ist sonach y = 3x + 3. 

Gesucht sind die Asymptoten der Kurve 

XS _ 3xy2=aS • 

Die Kurve ist dritter Ordnung, sie hat sonach drei Asymptoten, 
von denen mindestens ein e reell sein muß. Die Richtung .l der 
Asymptote bestimmt man unter der Voraussetzung x=oo aus 

also .l1 = 1 V3, ~ = -1 V3. Die dritte Richtung ist aus der vor­
stehenden Gleichung nicht zu ermitteln, weil die entsprechende 
Asymptote parallel zur y-Achse ist, siehe weiter unten. 

Zu Ä.1 = 1 V3 bestimmt sich das zugehörige 11 unter der Voraus­
setzung x = 00 aus 

X S _ 3x(lxV3 +llY'=as oder -211 V3=(a3 + 3xI12):X2 

zu 11 = o. Ebenso findet man 12 = o. Die beiden ersten Asymp­
toten sind sonach 

y=+lxY3 und y=-lxV3. 

Um die dritte Asymptote in der Form x =,uy + m zu finden, er­
mittelt man zuerst ,u nach der Voraussetzung y = 00 aus der Gleichung 

Von den drei Wurzeln P1 = 0, ,u2 = V3, ,us = - V3 entspricht 
offenbar die erste der gesuchten Asymptoten, die also lautet x = ms ; 
man ermittelt noch m3 unter der Bedingung y = 00 aus der Gleichung 

ms3 - 3msy2=a3 oder 3m3 =(m3 _a3):y2 

zu ma = o. Die dritte Asymptote ist sonach x = o. 
Beispiel c) Gesucht sind die Asymptoten der Kurve xy=sinx. 

Die Richtung .l der Asymptote ist wieder unter der Voraus­
setzung x = 00 bestimmt durch die Gleichung 

x·.lx=sinx oder oder 
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Die Gleichung der Asymptote ist sona.ch y = l, wo sich l unter 
der Bedingung x = 00 bestimmt aus 

x·l=sinx oder 1= sin==O. 
x 

Die gesuchte Asymptote ist sonach y = 0, die x-Achse, Abb. 29. 

Beispiel d) Gesucht sind die 
Asymptoten der Kurve 

y(x2 -4)-x2 +1=0. 
/I~ -rt-------

:r 

....1..... 
Man könnte sie mit Hilfe der For­
meln finden, vorteilha.fter ist es aber, 
hier wie oft, wenn man sich zuvor 
über die ungefähre Gestalt der Kurve 
klar wird. Wenn man die Gleichung 
anschreibt Abb. 287. 

x 2 _ 1 
Y= x2_~4~ oder y =_YI 

Yll 
mit Yl=x2 -1, Yll=x 2 -4, 

dann ist schon eine recht einfache Konstruktion der Kurve aus zwei 
Parabeln gegeben, EO wie die Abb.287 andeutet. Man erkennt un­
mittelbar, daß die Geraden x = 2, x = - 2, Y = 1 Asymptoten sind. 

174. Horizontal- und Vertikalstellen. Wenn eine Kurvengleichung 
in rechtwinkligen Koordinaten gegeben ist, erhält man nach 28 
als Bedingung für eine 

HorizontalsteIle y' = 0, 

Vertikalstelle y' =00. 
(a) 

Will oder kann man die unentwickelte Form der Kurven­
gleichung F (x, y) = 0 nicht nach y auflösen, so wird man y' nach (154) 
angeben und erhält als Bedingung für eine 

HorizontalsteIle ~: =0, 1 (b) 
Vertikalstelle cF =0. 

oy 
Für den Fall, daß 

din oF 0 d gungen -= un ox 
punkt, s. später. 

ein Kurvenpunkt 

oF 0 .. t -= genug, oy 

Po gleichzeitig den Be­

hat man einen Doppel-

Wenn die Kurvengleichung in der Parameterform x=u(t), 
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y = v (t) gegeben ist, wird man y' nach (153) angeben und erhält als 
Bedingung für eine 

HorizontalsteIle t! = 0, 
Vertikalstelle u' =0. 

(c) 

Wenn ein Kurvenpunkt Po gleichzeitig den Bedingungen u' = 0 
und v' = 0 genügt, dann ist er ein Doppelpunkt, s. später. 

Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten gegeben, 
so wird nach (28) die Bedingung für eine 

Horizontalstelle tg Cf' = - tg {}, 
Vertikalstelle tgtp=cotg{}. 

(d) 

176. Berührung von Kurven. Wenn zwei Kurven y = f (x) und 
y = g (x) einen Punkt Po gemeinsam haben, so muß an diesel' Stelle 
f (x) = g (x) sein. Wenn die beiden Kurven sich in Po auch noch 
berühren, so müssen beide in Po die Richtung gemeinsam haben, 
es muß auch noch f (x) =g' (x) gelten. Die beiden Kurven haben 
dann in Po eine gemeinsame Tangente. Weitere Beziehungen werden 
im allgemeinen nicht mehr existieren. Wir sagen dann, die Be­
rührung ist erster Ordn ung. Wenn an der Berührstelle auch 
noch f' (x) = g" (x) gilt, dann ist die Berührung eine innigere, denn 
diese Beziehungen lassen sich auch schreiben 

df (x) dg' (x) oder dtgT d tg T 
fiX = - dx fiX = -----;IX , 

d. h. die Änderung der Tangentenrichtung ist für beide Kurven an 
der Berührstelle die gleiche. In diesem Fall haben die Kurven eine 

Berührung zweiter Ordnung. Allge-
F • 'f:rJ mein sagt man, die beiden Kurven 

t--lz.--I--k 

Abb.288. 

6 l'-"I:t) haben an der untersuchten Stelle eine 
Berührung nter Ordnung, wenn 
an dieser Stelle gilt 

f(x)=g(x), f'(x)=g'(x), 
f' (x) =g" (x),... f(lI) (x) =g(lI) (x), 

dagegen 
«"+1) (x) :eg(fl+l) (x). (a) 

Im Berührungspunkt Po sind die 
beiden Ordinaten fex) und g(x); wenn man um ein Stück k weiter 
geht, so entsprechen der geänderten Abszisse x + k die Ordinaten 
fex + k) und g (x + k). Der Unterschied d zwischen beiden Ordinaten 
ist, Abb.288, 

d=GF=f(x+k)-g(x+h). 
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Wenn man an der untersuchten Stelle die beiden Funktionen f (x) 
und g(x) nach dem Taylorschen Satz entwickeln darf, wird 

k kfl kfl+1 
fex + 11,) = fex) + -J' (x) + ... +"1 f(fll(x) + ( --1-1)' «fI+1) (x) + ... , 

1. n. n I • 

11, kfl kfl+1 

g(x + 11,) =g(x) + -,g' (x) + ... + -,g(fI) (x) + ( + l),g{fI+1l (x) + ... , 
1. n. n. 

und damit unter Berücksichtigung von (a) 

(b) 

Wenn also die Abszissenänderung 11, unendlich klein ist, so wird der 
unterschied der Ordinaten beider Kurven unendlich klein von der 
(n + l)ten Ordnung bei einer Berührung nter Ordnung, denn der 
zweite Summand R ist jedenfalls unendlich klein von einer höheren 
Ordnung als der erste. 

Bei Berührungen ungerader Ordnung verläuft die eine 
Kurve immer auf der nämlichen Seite der anderen Kurve, bei einer 
Berührung gerader Ordnung durchsetzen sich beide im Berührpunkt. 
Man beachte nämlich, daß man 11, so klein wählen kann, daß in der 
Formel für c) der zweite Summand R gegenüber dem ersten zum 
Verschwinden gebracht werden kann, er hat also keinen EinHuß 
mehr auf das Vorzeichen des ersten Summanden. Wenn man nun 
- 11, statt + k wählt, so wird für ungerades n der vor der Klammer 
stehende Faktor sein Vorzeichen nicht ändern, also auch c) nicht. 
Umgekehrt wird bei Berührung gerader Ordnung n geradzahlig, also 
n + 1 nngeradzahlig; dann wechselt c) das Vorzeichen, wenn man 
- 11, statt + 11, nimmt, die Kurven durchsetzen sich gegenseitig im 
Berührpunkt. 

Beispiel a) Von welcher Ordnung ist die Berührung einer 
Kurve Y = f(x) mit der Tangente in einem allgemeinen Berühr­
punkt B? 

Die Gerade ist y =).:1; + l; der Berührpunkt B muß der Kurve 
und der Tangente gemeinsam sein, somit gilt f'(x) =1. Jedenfalls 
ist die Berührung zunächst von der ersten Ordnung. Soll sie von 
höherer Ordnung sein, dann müßte ebenso wie für die Gerade auch 
für die Kurve an der Stelle B f" (x) = 0 sein, was für einen beliebigen 
Berührpunkt im allgemeinen nicht zutrifft. Folglich ist die Berüh­
rung zwischen Kurve und Tangente in einem beliebigen Berühr­
punkt von der ersten Ordnung. 
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Beispiel b) Gesucht ist die Gleichung jener Parabel, die mit 
der Kurve y = x eZ an ihrer im Endlichen gelegenen HorizontalsteIle 
eine Berührung möglichst hoher Ordnung hat. 

Die Horizontalstelle verlangt y' = 0 oder eZ (1 + x) = 0; für 
x = - 00 hat man eine im Unendlichen und für x = - 1 die im 
Endlichen gelegene HorizontalsteIle H = -11-1: e. Die Achse 

der berührenden Parabel in diesem Punkt 
H ist parallel zur y-Achse, somit deren 
Gleichung y = ax2 + bx + c. Im vorlie-

,."......... ./{ genden Fall ist 

~-~:;;::::::::H.~r",;: f(x)=xez und g(x)=ax2 +bx+c. 

Abb.289. Für x = - 1 muß gelten 

oder fex) =g(x), ((x)=g'(x), f'(x) =g" (x), 

xez =ax2 +bx+c, eZ (x+1)=2ax+b, ez (x+2)=2a. 

Die dritte Ableitung f'" (x) = eZ (x + 3) kann für x = -1 nicht 
mehr gleich g''' (x) = 0 sein, die Berührung ist also höchstens von 
der zweiten Ordnung. Man setzt x = - 1 ein und erhält 

-l:e=a-b+c, 0=-2a+b, 1:e=2a 
oder 2a=1:e=b, c=-1:2e. 

Mit diesen Werten wird die gesuchte Parabel, Abb. 289, 

2 ey = x 2 + 2 x - 1. 

176. Wendepunkt. Nach (41) ist die Biegung der Kurve 
Y = fex) im untElrsuchten Punkt U 

positv positiv 
wenn an dieser Stelle (' (x) ( a) 

negativ negativ. 

Im untersuchten Punkt U hat die Kurve die gleiche Richtung 
tg 1: = f' (x) wie ihre Tangente. Die zweite Ableitung einer Geraden­
gleichung ist Null, wenn daher an der untersuchten Stelle auch 
noch gilt (' (x) = 0, und gleichzeitig f'" (x) ::z. 0, so hat an dieser 
Stelle die Kurve mit ihrer Tangente eine Berührung zweiter Ord­
nung, die Tangente muß also die Kurve in U durchsetzen; oder um­
gekehrt, die Kurve liegt in der Umgebung von U zu beiden Seiten 
der Tangente. Wenn noch weiter gilt f'" (x) = 0 und gleichzeitig 
fW (x)::z. 0, so ist die Berührung zwischen Kurve und Tangente von 
der dritten Ordnung, die Tangente verläuft in der Umgebung des 
untersuchten Punktes auf der gleicheIl: Seite der Kurve. Wenn zu 
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f" (x) = 0, f" (x) = 0 auch noch gilt fW (x) = 0 und gleichzeitig 
f(5)(x):eO, so durchsetzt die Tangente wieder die Kurve, weil die 
Berührung vierter Ordnung ist. Wir nennen jene Punkte, in denen 
die Tangente die Kurve durchsetzt, Wendepunkte der Kurve. 

Die notwendige (aber noch nicht hinreichende) Be­
dingung für einen Wendepunkt der Kurve y = fex) an 
der untersuchten Stelle x ist 

r (x) =0. 
Wenn für diesen Wert die letzte der folgenden verschwin­
denden Ableitungen gerader Ordnung ist, dann hat man 
an der Stelle x einen Wendepunkt. Wenn aber diese 
Ableitung ungerader Ordnung ist, dann ist an der Stelle x 
kein Wendepunkt. (b) 

Die Formel setzt endliche und stetige Werte der Ableitungen 
voraus. 

Beispiel a) Der vorausgehende Satz trifft für eine lotrechte 
Wendestelle nicht zu, wie sofort an einem Sonderfall zu ersehen ist. 
Die kubische Parabel y = x3 ist bekannt, 
sie hat im Nullpunkt einen Wendepunkt mit 
horizontaler Tangente. Zu ihr ist die kubi­
sche Parabel x = y3 symmetrisch bezüglich 
der Mediane, es muß diese Parabel also im 
Nullpunkt gleichfals einen Wendepunkt haben, 
nur mit lotrechter Tangente, s. Abb. 290. Für 
diese neue Parabel ist 

l' y=x 1:, 

also ist im Nullpunkt y' = oe und y" = 00. 

.r 

Abb.290. 

Beispiel b) Man suche die Wendepunkte der Kurve y=xe%. 
Notwendige Bedingung ist f" (0) = 0, hier e% (x + 2) = O. Die 

erste Lösung dieser Gleichung x = - 00 bestimmt den unendlich 
fernen Punkt der Kurve, in dem sie ganz flach wird; als ein eigent­
licher Wendepunkt ist er nicht anzusprechen, weil ja auch die fol­
genden Ableitungen alle für x = - 00 verschwinden. Die zweite 
Lösung x = - 2 liefert einen Wendepunkt, denn f''' (0) = e% (x + 3) 
ist für x = - 2 von Null verschieden, Abb. 289. 

Beispiel c) Die in der Parameterform gegebene Kurve 

x=u(t), y=v(t) 
soll einen Wendepunkt haben. Welche ist die erste Bedingung. 
dafür? 
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d2 y 
Jedenfalls dx2 = 0, wenn man sie auf die gewöhnliche Form 

Y=f(x) überführt. Will man diese Umwandlung vermeiden, dann 
benützt man (151 d) und erhält als Bedingung 

u'v" -v'u" =0. (c) 

Beispiel d) Die gleiche Aufgabe löse man für die in Polar­
koordinaten gegebene Kurve 

r = f(fTJ). 

Nach (152g) wird d2 y "b h . -d ,,= ° u erge en In x· 

r2 + 2 rr' -rr" =0. (d) 

Beispiel e) Man bestimme in der Gleichung der Kurve 

y = ao + a1 x + a2 x2 + asxs + a4 x 4 + aöxö + a6 x6 

die Koeffizienten ai der Gleichung so, daß diese Kurve die x-Achse 
im Nullpunkt berührt, im Punkt -1! 1 eine wagrechte Tangente 
und im Punkt 1 11 eine wagrechte Wendetangente hat. 

Man muß sich zunächst klar werden, wieviel Bedingungen für 
die Kurve vorgeschrieben sind. Sie muß erstens durch den Null­
punkt gehen, d. h. für x = ° muß auch y = ° sein; zweitens muß 
sie dort die x-Achse berühren, also für x = 0 muß y' = 0 sein; 
ferner soll sie durch den Punkt - 1 11 gehen, also muß für x = - 1 
gelten y = 1; viertens muß sie dort wagrechte Richtung haben, d. h. 
für x = - 1 ist y' = 0; weiter geht sie durch den Punkt 1 i 1, also 
gilt: für x = 1 ist Y = 1; sechstens muß ihre Tangente in diesem 
Punkt wagrecht sein oder für x = 1 gelten y' = 0; schließlich soll 
diese Tangente eine Wendetangente oder der Punkt 1 11 ein Wende­
punkt sein, also muß für x = 1 sein y" = 0. Man stellt diese 7 Be­
dingungen zusammen: für 

x=O, x=O, x=-l, x=-l, x=l, x=l, x=l 

muß gelten 

y=o, y'=O, y=l, y'=o, y=l, y'=O, y"=O. 

Aus diesen 7 Bedingungen kann man die 7 Koeffizienten ao' 
a1 , ••• a6 der Kurvengleichung bestimmen. Man gibt noch die bei­
den Ableitungen an, 

y' =a1 + 2 a2 x + 3asx2 + 4a4 xs + 5 a:\x4 + 6 a6 x5, 

y" = 2 a2 + 6 asx + 12 a4 x2 + 20 aöxs + 30 a6 x 4• 
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Dann werden die obigen Bedingungen 

1) O=ao' 
2) 0 =at , 

3) 1 =aO-al +a2 -aa +a4 - a3 +ae, 

4) 0 = a t - 2 a2 + 3 as - 4 a4 + 1) al) - 6 ae, 

1») 1 = ao -L a t + a2 + as + a, + al) + as ' 
6) 0=.al+2a2+3as+4a,+5a3+6a6' 
7) 0= 2 a2 + 6as + 12 Q4 + 20 al) + 30al\' 
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Man löst diese Gleichungen mit elementaren Mitteln auf und findet 

ao=O, a1 =0, a2 =3, as =0, 

a.=-3, a:;=O, al\=1, 

so da.ß die Gleichung der gesuchten Kurve ist 

Y= 3x2 - 3x4 +x6• 

!I 

..L. 

Man entnimmt dieser Gleichung noch, daß die Kurve 
symmetrisch zur y-Achse ist, daß also auch im 
Punkt - 111 die Tangente eine Wendetangente ist, 
Abb.291. Abb. 291. 

177. Näherungsparabel. Gegeben sei die Kurve y = f(x). Die 
Funktion ((x) kann man nach der zweiten Form der Taylorschen 
Reihe auch in der Form 

((x) = ((xo) + x 1!x0 f'(xo)+(x--;!xo)'.l ("(xo)+'" 

+ (~ n !xo)n (1') (xo) + ... 
schreiben und erhält folgende geometrische Erklärung: wenn man 
eine Kurve y = ((x) an einer bestimmten Stelle xo untersucht, so 
werden. die erste und auch die höheren Ableitungen der Funk­
tion ((x) an dieser Stelle X o maßgebend für das 
Verhalten der Kurve an der Stelle xo sein, Abb. 292. 
Xo ist die Abszisse des untersuchten Punktes Po 
und x die Abszisse eines Punktes P der Umgebung 
von Po, Je kleiner man diesen Umgebungsbereich 
des Punktes Po wählt, desto kleiner wird auch 
die Abszissenänderung x - xO' (( xo) ist die Or-

Abb.292. 

dinate an der Stelle xo' sie sei mit Yo bezeichnet; entsprechend die 
Ableitung f' (xo) an der Stelle Xo mit Yo' usw. Dann kann man die 

Egerer. Ingenieur-Mathematik H. 27 
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Kurvengleic'hung statt Y = ((x) auch in der Form schreiben 

_ 1 x - X o , 1 (x - xo? " + + (x - xo)n () ! 
Y-YOI"~-Yo I" 2! Yo'" n! y n -;- ... (a) 

Dabei sind also Xo I Yo die Koordinaten des untersuchten Punktes Po, 
x und Y die Koordinaten eines Punktes P der Umgebung. Wählt 
man eine unendlich kleine Umgebung, so wird x - Xo unendlich 
klein; die auf Yo folgenden einzelnen Summanden der Reihe werden 
dann unendlich klein von der ersten, zweiten, dritten . .. Ordnung. 
Wenn man die Reihe nach dem ersten, zweiten, dritten . . . Glied 
abbricht, so wird man einen unendlich kleinen Fehler erster, zweiter, 
dritter . . . Ordnung machen. Man erhält dann statt der gegebenen 
Kurve y = ((x) eine Annäherungskurve. die sich mit um so größerer 
Genauigkeit an die gegebene Kurve anschmiegt, je später man die 
Reihe abbricht. Oder in anderer Sprechweise: 

,x-xo , 
Y=Yo-t-~-Yo' (b) 

+ x-xo ,+(x-xo)2 " 
Y=Yo .... l-!-Yo 2! Yo' (c) 

= +x-.. ~ ,+(x-xor "I.. +(X-xoln In) 
Y Yo 1! Yo 2! Yo I'" n! Y. (d) 

sind die Annäherungen ersten, zweiten, ... nten Grades an 
die Kurve Y = (\x) im untersuchten Punkt Po, sie sind im unter­
suchten Punkt Po Annäherungskurven erster, zweiter 
nter Ord"nung statt der Kurve y=((x). 

Die Annäherung ersten Grades ist uns als Tangente 

Y-Yo=Yo'(x-X IJ ) 

bereits bekannt. Die Annäherung zweiten Grades (c) 

Y=Yo +Yo' (x -xo) + ~Yo" (x - xo)2 (e) 

stellt eine Parabel vor, die gewöhnliche Näherungsparabel, ihre 
Achse ist parallel der y-Achse. 

Beispiel a) Die Näherungsparabel des Beispiels 175 b) ermittle 
man nach der Formel. 

Die Ableitungen 

y=xeZ , y'= e" (x + 1), 

nehmen an der Stelle x = - 1 die Werte 

Yo'=O, 
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an, also wird nach (e) die gesuchte Parabel 

Y = - e- 1 + O·(x +1)+ ~e-l(x + 1)2 oder 2 ey=x2 + 2 x-1. 

Bei s pie 1 b) An der Stelle x = ~ .,; ist für die Sinuskurve 
y = sin x die Näherungsparabel gesucht. 

Die Werte y = sinx, y'=cosx, " . Y =-SlllX 

nehmen an der Stelle x = l.,; die Werte 

Yo = 1, Yo' = 0, Yo" = - 1 

an, folglich wird die gesuchte Parabel 

Y= 1-Hx- ~.,;l oder 8y= - 4x2 + 4:rx+ l8 -:r:!). 

Beispiel c) Man beurteile die bei technischen Untersuchungen 
vielfach gebrauchte Annäherungsformel 

Solche Untersuchungen führt man geometrisch mit Hilfe der 
Schaulinien. Dann ist durch diese Formel die Annäherungsparabel 
dargestellt, die die Schaulinie im untersuchten Bereich ersetzen soll. 
Sie wird um so genauere Ergebnisse liefern, um so mehr die tatsäch­
lichen Verhältnisse treffen, je mehr die Schaulinie in der L mgebung 

Abb.293. Abb.294. 

der untersuchten Stelle den Charakter einer Parabel hat. Wenn bei­
spielsweise die ausgezogene Kurve der Abb. 293 die Schaulinie der 
untersuchten Aufgabe ist, dann werden die durch die Näherungs­
formel bedingten Abweichungen von der Wirklichkeit sehr klein sein. 
Umgekehrt kann man der Abb. 294 entnehmen, daß die Abweichungen 
unter Umständen sehr groß sein werden, wenn die Schaulinie des 
Problems eine Wendestelle hat. Wollte man im ganzen Gebiet der 
Untersuchung mit Näherungsformeln zweiten Grades arbeiten, so 
müßte man im letzteren Fall mit zwei verschiedenen Näherungsformeln 
arbeiten, eine im Gebiet von U und eine andere im Gebiet von U'. 

27· 
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Beispiel d) Unter dem EinHuß einer symmetrischen Belastung 
wird der wagrecht eingespannte Stab der Abb. 295 durchgebogen; 
man gebe die Annäherungsparabel für die elastische Linie des Stabes, 

:r 

Abb. 295. 

d. h. für die Kurve, die die 
Achse des durchgebogenen Stabes 
bildet. 

Man muß hier beachten. 
daß der Stab an den Enden 
eingespannt ist, daß also die 
Annäherungsparabel an dieser 
Stelle wagrecht verläuft. Unter 

Zugrundelegung des durch die Abb. 295 gegebenen Koordinaten­
systems hat man für die Näherungsparabel folgende Bedingungen: 
Sie läuft im Nullpunkt wagrecht, ebenso an der Stelle 1 i 0 und in 
der Mitte des Stabes. Insgesamt sind das fünf Bedingungen, die 
man folgendermaßen anschreiben kann: Für 

x=O, x=O, x=0,5l, x=l, x=l 
muß gelten 

y=O. 
dy 
d-=O' ,x 

dy=O 
dx ' 

y=O, ~Jt=O. 
dx 

Die Annäherungsparabel wird also von der vierten Ordnung sein 
und die Gleichung haben . 

y=ao +a1x + a2 x2 +asxs -t,a,x'. 
Die fünf Konstanten ao' a1 • a2 , as' a, lassen sich aus den gegebenen 
fünf Bedingungen, auch Anfangsbedingungen genannt, in der gleichen 
Weise ermitteln wie beim Beispiel 176 e). 

Beispiel e) Eine Bahnlinie läuft bis zum Punkt A gerad­
linig, von da ab geht sie mit einer Kurve über zum Punkt Bund 

verläuft von dort aus wieder geradlinig, 
Abb. 296. Man soll die Kurve durch eine 
Näherungsparabel von der Form (d) er­
setzen. 

Abb. 296. 
Dieser Parabel sind 6 Bedingungen 

vorgeschrieben; sie soll durch den Punkt A 
hindurchgehen, dort eine vorgeschriebene 

Richtung haben und gleichzeitig die Biegung 0, d. h. A soll ein Wende­
punkt sein. Das sind an der Stelle A drei Bedingungen und ebenso 
viele an der Stelle B. Die Parabel ist also von der fünften Ordnung 

y=~+~x+~~+~~+~0+~~ 
Die 6 unbekannten Koeffizienten ai ermittelt man aus den gege­
benen Bedingungen. 
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* 178. Doppelpunkt. Wenn die unentwickelte Form l' (x, y) = 0 
einer Kurvengleichung nicht oder nur mit Schwierigkeit in die Form 
Y = f(x) übergeführt werden kann, wird man eine Annäherungskurve 
in der Umgebung des Punktes U = x Iy dadurch erhalten, daß man 
l' (x,y) nach der zweiten Form der Taylorschen Reihe 
entwickelt (156). Natürlich ist vorausgesetzt, daß 
die Funktion l' (x, y) im untersuchten Bereich der 
Hauptforderung der Differentialrechnung genügt. 
Die gefundene Reihe gilt dann für jeden Wert von 
x I y oder Xo I Yo' es kann also Xo I Yo der untersuchte Abb. 297. 
Kurvenpunkt U 0 sein, Abb. 297, und x I y ein 
Punkt P in der Umgebung des untersuchten Punktes. U = X o I Yo 
genügt der Kurvengleichung, also ist l' (xo' Yo) = 0 und damit die 
Entwicklung von l' (x, y) in der Umgebung des untersuchten Punktes, 
wenn man x I y durch ~ I TJ und Xo [Yo durch x: y ersetzt, 

1 
l' (~, TJ) = [(~ - x) 1'1 + (TJ -y) 1'2] + 2! [(~-X)1'1 +(TJ-y)1'2 )<2)+· .. 

+ ~! [(~ -x) 1'1 + (TJ - y)1'\I]\fll +... .(a) 

Es sind also wieder ~ I TJ die Koordinaten des erzeugenden Punktes P 
und x I y diejenigen des untersuchten Punktes U. Je kleiner man 
die Umgebung des Punktes U wählt, desto näher werden P und U 
sein und desto kleiner die Differenz ~ - x und TJ - Yj für eine 
unendlich kleine Umgebung des Punktes Po wird ~ - x und TJ - y 
auch unendlich klein. Wenn man die symbolischen Potenzen in der 
vorausgehenden Entwicklung ausführt, wird 

1 
1'(~, TJ)= [(~ -X)1'1 +(TJ -y)1'\I] + 2! [(~ -x)1! 1'11 

+ 2 (~-x) (TJ -y)F12 + (TJ_y)2 F2\1] + :! [] +... (b) 

Man beachte, daß in dieser Entwicklung die partiellen Ableitungen 
F1, 1'2' 1'11 usw. Konstante sind, da sie an einer als gegeben zu 
betrachtenden Stelle x [y genommen sind; die veränderlichen Koordi­
naten sind ja ~ I TJ. Es werden die Summanden der ersten Klammer 
alle unendlich klein von der ersten Ordnung, diejenigen der zweiten 
Klammer unendli ~h klein von der zweiten Ordnung usw. Man wird 
sonach eine Annäherung erster Ordnung erhalten, wenn man 
nach der ersten Klammer abbricht, also statt F (e, TJ) = 0 schreibt 

(~-X)Fl+(TJ-y)F\l=O, (c) 
d. i. die uns bereits bekannte Gleichung der Ta.ngente, was ja 
selbstverständlich ist. Bricht man nach der zweiten Klammer ab, 
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so erhält man statt F (~. rJ) = 0 

2(~-x)Fl +2(ll-y)F2 +(~-xrFll +2(~-,x)(1]-y)F12 

+(rJ-y)2F22 =0, (d) 

d. i. die Annäherung zweiter Ordnung, der Annäherungskegel­
schnitt. 

In einem Doppelpunkt kann die Kurve nie durch eine ein­
zelne Gerade ersetzt werden. sondern immer nur durch ein Geraden­
paar; für einen Doppelpunkt gibt es somit keine Annäherung erster 
Ordnung, die erste Annäherung ist schon eine solche zweiter Ord­
nung, das Tangentenpaar. Damit die durch (d) gegebene Annähe­
rung zweiter Ordnung ein Geradenpaar vorstellt, müssen die bei den 
ersten Summanden verschwinden. Macht man nämlich den unter­
suchten Punkt U = x y zum Nullpunkt, so geht die Gleichung (d) 
über in 

2 ~Fl + ~11F2 + e F ll + 2 ~1]F12 + 1]2 F22 = O. 

welche Gleichung nach (163f) nur dann ein Geradenpaar vorstellt, 

Abb.298. 

wenn die Koeffizienten von ~ und 1] verschwinden. 
Es ist sonach das gleichzeitige Bestehen der drei 

. Gleichungen 

(e) 

die Bedingung dafür. daß der Punkt U = x y ein 
Doppelpunkt ist. Denn die erste dieser drei Glei­
chungen ist ja nur die Bedingung, daß der Punkt 
P auf der gegebenen Kurve F (~. rJ) = 0 liegt. 

Das Tangentenpaar, das die Kurve in einem Doppelpunkt 
U = x I y ersetzt, ist 

(~_X)2 F ll + 2 (~-x) (1] - y)F12 + (rJ _y)2 F 22 = O. (f) 

Die beiden Geraden dieses Paares können entweder reell und ver­
schieden sein, so wie Abb.298 zeigt. dann hat man einen eigent-

299 300 301 302 303 

Abb. 299-303. 

lichen Doppelpunkt, oder sie können beide konjungiert imaginär 
und verschieden sein. dann ist ihr reeller Schnittpunkt ein isolierter 
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Punkt, auch "Einsiedler" genannt, oder sie können schließlich beide 
zusammenfallen, dann spezialisiert sich der Doppelpunkt zur Spitze 
(auch Rückkehrpunkt genannt). Die Abb. 299-303 sollen den 
übergang einer Kurve von einem eigentlichen Doppelpunkt D über 
eine Spitze S zum isolierten Punkt J vorstellen. 

Die Diskriminante 
(g) 

der obigen Gleichung entscheidet, welcher der drei Fälle vorhanden 
ist. Es ist für den Fall 

eigentlicher Doppelpunkt 
Spitze 

isolierter Punkt 

> 
D=O. 

< 
Beispiel a) Die Parabeln dritter Ordnung 

y=x(x-a)(x-b) 

(h) 

sind durch die Abb. 304-307 wiedergegeben. Dabei ist im ersten 
Fall a = 1. b = 2 angenommen, im zweiten Fall a = 0, b = 2, im 
dritten a = b = 0, im vierten a = b = 2. 

Aus diesen Kurven gehen die neuen Kurven 

y2=x(x-a)(x-b) oder y=Vx(x-a)(x-b) 

der Abb. 308-311 dadurch hervor, daß an jeder Stelle x die Ordi­
nate der neuen Kurve' gleich ist der Wurzel der alten Ordinate. 

S04 305 306 307 

'.r .r :Je 1 .2: 

308 309 310 311 

Abb. a04-311. 

Man sieht, wie im Fall a = 0, b = 2 der Nullpunkt ein isolierter 
Doppelpunkt wird, für den Fall a = 0 = b zu einer Spitze und mit 
a = b = 2 zu einem eigentlichen Doppelpunkt. 
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Bei s pie I b) Man suche den Doppelpunkt der Kurve 

a'y2 = 4 b2 x 2 (a 2 - x2 ). 

Man bringt sämtliche Glieder auf die rechte Seite, dann ist 

F=4b2 x 2 (a2_x2)_a'y2. F 1 =8b2 x(a2- 2x2), 
F 2 = - 2a4y. 

Die drei Gleichungen 

4b2 x2 (a2 _x2) -a'y'! = 0, 8 b2 x(a2 -:2 x2 ) = 0, 

- 2a'y =0 

bestimmen den Doppelpunkt. Aus den beiden letzten Gleichungen 
findet man x = 0, y = 0, welche Werte durch die erste Gleichung 
erfüllt werden. Um noch die Arten dieses Doppelpunktes zu unter­
scheiden, bildet man die Ableitungen 

Fll =8b2 (a2_6x2). F12 =0. F22 =-2a'. 

die für x = 0, y = ° zu Fu = 8a2 b2, F 12 = 0. F22 == - 2a' 
werden. Die Diskriminante D wird dann D = ° + 16 a6 b2 • Da D 
positiv ist, hat man einen eigentlichen Doppelpunkt, Abb. 283. 

Beispiel c) Die durch die Gleichung des Beispiels 168 cll 

4 X2y2 - c2 (x2 --:-- y2) = ° 
dargestellte Kurve hat einen Doppelpunkt. der aufzusuchen ist. 

Aus den drei Gleichungen F = 0, F 1 = 0. F 2 = 0, hier 

4X2y 2=C2(X2+y2), 8 xy2=2c2 x, 8x2 y=2c2 y, 

wird der Nullpunkt ° ° als Doppelpunkt gefunden. [Der Punkt 
+~CI±~C genügt zwar auch den Gleichungen F1=0 und Fz=O, 
nicht aber der Gleichung F = 0.] Der Doppelpunkt ist isoliert, 
denn wegen 

F ll =8 y2_2cz. F 12 =16xy, F z.!=8x2-2c2 

wird an der Stelle ° ° 
D=F122_Fll·F22 

also negativ. 
zu D=0-4c4 , 

c. Krümmungsverhältnisse. 
179. Krümmung und Krümmungshalbmesser. Die Erklärung und 

Definition der Krümmung oder Biegung und des Krümmungs- oder 
Biegungshalbmessers brachte 43. Dort ist auch die Formel 

(a) 
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für den Krümmungshalbmesser e an der untersuchten Stelle U = x I y 
der Kurve y = f(x) aufgestellt. 

Wenn die Gleichung der Formel in unentwickelter Form 
F (x, y) = 0 gegeben ist, kann man y' und y" nach (154) ermitteln 
und erhält dann 

(F12 +F2 2)f 
0= _. --- ---~---- .. _- . . - (b) 
'" F12F22-2F1F2F12+F22Fu 

Für den Fall der Parameterdarstellung x=u(t), y=v(t) sind 
die beiden Ableitungen y' und y" aus (151) bekannt; damit wird 

(U'2 -+- v'2)f 
!! = '/1,' v" ~ v' '/1," • 

Für den Fall von Polarkoordinaten ist die Formel 

(r2 + r''.l)~ 
o - ',--'-=--'-
I;;;; - r2 + 2 r'2 _ r ri' 

bereits in 152 entwickelt. 

(d) 

Beispiel a) Man gebe von der Kurve r = 2 a (1 + eos!p) den 
Krümmungshalbmesser zuerst an der allgemeinen Stelle !p =!Po an. 
dann an den besonderen Stellen ({Jl = 0, ({J2 = ~ 7C, ({J3 = ~ 7C • 

Mit r' = - 2 a sin ({J und r" = - 2 a cos ({J wird 

2 [2 (1 + eos !p)]f 
e=a =*aY2(1 +cos ((J) 

3(1 + cos ({J) 3 

an der allgemeinen Stelle ({J. Für die besonderen Werte 0, i 7C, 

!7C wird 

Beispiel b) Unmittelbar von der Beziehung l' = ({J +& aus­
gehend stelle man die Formel (d) auf. 

ds=ed1' geht über in ds=e(d({J+d{}). 

Durch Differenzieren wird die bekannte Beziehung (27 a) 

oder 

oder zu (d). 

r 1 d {} r'2 - r r" 
tg{}=r' zu --.---~-cos2 {} d ({J - r'2 

r'2 - rr" 
d {} = d ({J cos2 {} --,,,­r • 
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Beispiel c) Gesucht ist eine allen Kegelschnitten gemeinsame 
Formel für den Krümmunl!shalbmesser. 

Man geht am besten aus von der allen Kegelschnitten gemein­
samen Gleichung in Polarkoordinaten 

r=--~----
1 - 13 COS cp 

und bildet die beiden Ableitungen 

und 
" pdEsin'.?cp+E-cOSCP) r = ._--

(I-ECOS cp? 
, -- pE sin q r =. __ . -

(I-ECOS'l'r 

Aus ihnen ergibt sich dann e nach (d) zu 

p (1 - 2 13 COS cp + E2)f 
e= (I-ECOScp)3 . 

Im linken Scheitel des Kegelschnittes ist cp = n und deswegen 

oder e=p 
unabhängig davon. ob der Kegelschnitt eine Ellipse. Hyperbel oder 
Parabel ist. Für die Parabel ist 13 = 1, der Krümmungshalbmesser 
der Parabel an einer beliebigen Stelle ist daher bestimmt durch die 
Formel 

P (1 - 2 cos q; + l)f 
e = (1 _ COS 'l'Yl oder 

2pV2 
e= 3' 

(1 - coscp)--

180. Krümmungsmittelpunkt. Man definiert: 

Krümmungsmittelpunkt einer Kurve an der unter­
suchten Stelle ist die Grenze des Schnittpunktes der 
Normalen in den unendlich benachbarten Punkten U 
und N. (a) 

Seine Koordinaten sind geometrisch aus der Skizze abzulesen. Wenn 
x y die Koordinaten des untersuchten Punktes U und ~ 1] die des 
Krümmungsmittelpunktes M sind und man den Krümmungs-

Abb. 312. 

halbmesser wie einen Vektor behandelt, ihm 
also einen Richtungssinn gibt, und zwar den 
vom Kurvenpunkt U aus zum Krümmungs­
mittelpunkt M, so ist 

e=UM; ex=$-x und ey=1]-Y 
sind dann seine Projektionen auf die Ko­
ordinatenachsen. Im Fall der Abb. 312 sind 
beide positiv, man erhält wegen 

ex=esin(-r) und ey=ecos(- r) 
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die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes in der Form 

~=x-gsin't und 

oder " dy 
~=x-o-­.. d 8 

oder nach (30) und (43) 

1 + '2 " , Y 
~ = x - y ---" --, 

y 

und 

1]=y+gcos't 

dx 
,}=y+g-ds 

1 +y'2 
11=Y+ --,,-. 

y 

(b) 

(c) 

Eine genaue Festlegung des Richtungssinnes der Tangente und des 
Krümmungshalbmessers wird auch für alle anderen gegenseitigen 
Lagen von Kurvenpunkt U und Krümmungsmittelpunkt M die 
gleiche Formel geben. 

Im Fall der Parameterdarstellung x = u (t) mit y = v (t) wird 
man y' und y" nach (151) ermitteln und erhält 

"" , 1./'2 + v'"!. 
~=x-v ,,, , ". u v -v u 

I , U'2 + v'"! 
I} = Y T lt u' v" _ v' u" . (d) 

Beispiel a) Man stelle die Gleichung jenes Kreises auf, der 
im untersuchten Punkt U der Kurve y = f'(x) mit ihr eine Berührung 
von möglichst hoher Ordnung hat. 

Seine Gleichung ist (x - ar + (I) - b)2 - c2 = 0, wenn man die 
Ordinate des Kreises an der Stelle x mit 1] bezeichnet zum Unter­
schied von der Ordinate der gegebenen Kurve y = f(x). Der Kreis 
hat drei Konstante a, b, c; man kann also im allgemeinen nur drei 
Verfügungen übel' sie treffen oder drei Bedingungsgleichungen auf­
stellen, denen sie genügen müssen. Diese drei Gleichungen sind: 
An der Stelle x muß gelten 

, , 
y =1], y" = 1]", 

der Kreis hat also im allgemeinen mit der Kurve, die er berührt, 
nur eine Berührung zweiter Ordnung. Man ersetzt in der Kreis­
gleichung und ihren zwei Ableitungen, also in 

(x -a)2 +(1} - W - c2 =0, 

(x - a) + (I} - b)1]' = 0 , 1 + 1r + (1] - b) 1]" = 0 , 

1], r/, 1]" bedingungsgemäß durch y, y', y" der gegebenen Kurve, 
dann hat man für die gesuchten Konstanten a, b, c die drei 
Gleichungen 

(x -ar +(y_b)2 - c2 = 0, 

(x - a) + (y - b) y' = 0 , 1 + y'2 + (y - b) y" = 0 . 



428 Kurvendiskussion 1. 180. 

Man rechnet a, b, c aus und findet 

(1 +y'2)f 
c=------y" , 

,1+y'2 
a=x-y --,,-. 

y 

genau wie e, ~, 1] in (c), d. h. 

Mit 

der berührende Kreis ist der Krümmungskreis. (e) 

Beispiel b) Gesucht ist der Krümmungskreis für die Ellipse 

b'!x'! + a2 y'!. =a2 b'!. 

F 1 = 2 b2 x, F'!. = 2 a'!. y. F 11 = 2 b2• F 12 = O. F22 = 2 a2 

wird nach (154) 

und damit 

(f) 

oder wenn man die Klammer mit Hinzunahme der Ellipsengleichung zu 

umformt, 
~~+~~=~W+~~=~~-~~ 

\ / 
\/ 
'i 

MI> 

A.bb. 313. 

A 

tg) 

Im allgemeinen Fall ist die Be­
rührung zweiter Ordnung. der 
Krümmungskreis durchsetzt also 
an der allgemeinen Stelle die 
Ellipse. Dagegen läßt sich nach­
weisen. daß in den Scheitel­
punkten die Berührung zwischen 
der Ellipse und dem Krüm­
mungskreis von der dritten Ord­
nung ist, es wird also im Scheitel 
der größeren Achse der Krüm­
mungskreis ganz innerhalb der 
Ellipse verlaufen, und im Scheitel 

der kleineren Achse der Krümmungskreis ganz auBerhalb der Ellipse, 
Abb.313. 

Im Scheitel a. 0 wird e = b2 : a, im Scheitel 0, b nimmt eden 
Wert a'!.: ban. 
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Beispiel c) Man gebe für die Kurye des Beispieles 179a) die 
Krümmungsmittelpunkte an den Stellen If 1 = 0, 'P2 = ~ JOt, Cf's = } JOt 

an. Man benütze auch die Ergebnisse der Beispiele 27 a) und 179a). 
An der Stelle 'P1 = 0 läuft nach diesen Beispielen die Kurve 

lotrecht; dort ist Ifl = 0, Tl = 4 a, somit hat wegen f'1 = ~ ader 
Krümmungsmittelpunkt vom Nullpunkt die Entfernung ~ a. 

An der Stelle Cf'2 = ~:c hat die Kurve die Ri9htung tg'f = 1. 
die Normale also den RichtungswinkeI135°. Man trägt vom Kurven­
punkt aus auf ihr den Krümmungshalbmesser ('2 = ~ a V2 ab und 
kommt zum Krümmungsmittelpunkt. 

An der Stelle Cf's = ~ JOt läuft die Kurve wagrecht. Senkrecht 
unter diesem Kurvenpunkt liegt in der Entfernung es = ~ a 1"3 der 
Krümmungsmittelpunkt. 

Beispiel d) An der allgemeinen Stelle xo der Sinuskurve 
y = sin x sind Halbmesser und Mittelpunkt des Krümmungskreises 
anzugeben. Alsdann stelle man die Gleichung des Krümmungskreises 
an der SteUe xo = l:c auf. 

Aus 11 = sin x, y' = cos x, y" = - sin x ergibt sich an der 
St-elle x nach den vorausgehenden Formeln 

(1 + cos'.! x)~" 
0- "----
-- -sinx ' 

~ =x +- cotgx (1 -7- cos2 x) , f} = -- 2 cotg x cos x . 

An der Stelle xo = ~:c wird 

e=(-) 1. 

und damit die Gleichung des Krümmungskreises 

(x - ~ JOt)2 - y2 - 1 = 0 . 

181. Evolute. Die EvoluteoderKrümmungsmittelpunktskurye 
ist der geometrische Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Kur"ve. 
Zu jedem erzeugenden Kurvenpunkt gehört ein bestimmter Krümmungs­
mittelpunkt, durchläuft also der erzeugende Punkt die Kurve, dann 
beschreibt der Krümmungsmittelpunkt die Evolute. Die beiden 
Gleichungen (180c) geben das Gesetz des Krümmungsmittelpunktes, 
sie bilden sonach die Gleichung der Evolute, wenn man noch die als 
unbekannt zu betrachtenden Größen x und 11 beseitigt; denn die 
Koordinaten der Eyolute sind ja ~ und f} als Koordinaten des er­
zeugenden Krümmungsmittelpunktes. 
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Beispiel a) :Man gebe für die Parabel y'" = 2 px den Krüm­
mungshalbmesser und den Krümmungsmittelpunkt an der allgemeinen 
Stelle x an, alsdann auch noch die Gleichung der Evolute. 

~1it 

Y2 = 2 P x wird y' _ ~ y" - p'" und 1 + y'2 _ p2 -t- y'!. - y' - - y3- -y~. 

Die Formeln (180c) und (179a) geben die Lage des Krümmungsmittel­
punktes und den Krümmungshalbmesser. 

( ~ I ~)' P---rY- T 
0=--·----
~ p2 

oder 
. (p+ 2x)~ e= --/=---. 

lp 
Die beiden ersten Gleichungen stellen die Evolute dar. wenn man 
noch die Unbekannten x und y beseitigt. Dazu benötigt man noch 
die Parabelgleichung y2 = 2 px. Man ermittelt 

3__ _ 

x=H~-p)' y=V-- 1Jp2 

und setzt in y2 = 2 P x ein. dann wird 
3 __ .. __ 

VI72p4=2p.!(~-p) oder 27pl/=R(~-pl (a) 

die Gleichung der gesuchten Evolute. Sie ist eine semikubische 
Parabel, die im Krümmungsmittelpunkt des Scheitels ihre Spitze hat. 

Beispiel b) Gesucht ist die Evolute der Ellipse. 
Die Koordinaten des erzeugenden Punktes. des Krümmungs­

mittelpunktes, sind nach (180 g) 

und 

Zu diesen beiden Gleichungen für die Unbekannten x und y kommt 
noch hinzu die Ellipsengleichung selbst; man rechnet aus den ersten 
beiden Gleichungen x und y aus und setzt sie in die Ellipsengleichung, 
dann hat man in 

(b.a V~f-r+ (a'b V=--:~J= a2 b2 

oder (a ~)i + (b 'IJ)ii = e~· (b) 

die gewünschte Gleichung der Evolute der Ellipse, Abb.313. 
Geht man von dem untersuchten Punkt U der Kurve zum un­

endlich benachbarten Punkt N, so rückt der Krümmungsmittelpunkt 
von M nach M', der Krümmungshalbmesser e ändert sich zu e + d e, 
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die Koordinaten ~ und 1] des Krümmungsmittelpunktes werden 
~ + d ~ und 1] + d 1] • Den Abb. 312 und 314 entnimmt man die 
Beziehung 

und 

oder 

d~=desinl-T) 

d1]=decos l-T) 

d~=-d!?sinT, 

und daraus 

dl] 
d I: =-COtgT 

''> 

oder 

(c) 

(d) 

d. h. die Tangente der Evolute steht senkrecht Abb. 314. 
zur Tangente im entsprechenden Punkt der 
gegebenen Kurve; oder in der gewöhnlichen Sprechweise: 

die Normalen der gegebenen Kurve sind gleich-
zeitig Tangenten der Evolute. (e) 

Die beiden Gleichungen (e) kann man quadratieren und addieren, 

oder 
d!?=da, 

die unendlich kleine Änderung des Krümmungs­
halbmessers !? einer Kurve ist gleich der ent­
sprechenden unendlich kleinen Änderung des 
Bogens a der Evolute. 

Wenn man die letzte Gleichung integriert. so wird sie 

(f) 

wo die Integrationskollstante 0 aus der Bedingung zu bestimmen ist, 
daß diese Gleichung an jeder Stelle gilt, also auch in dem beliebig 
gewählten Anfangspunkt Mo der Evolute. Dort ist natürlich a = 0, 
und wenn man den Krümmungshalbmesser in Mo mit eo bezeichnet, 
gilt dort 

O=!?o+O oder O=-eo, 
so daß 

a=!?-eo' 

die Länge des Bogens (J der Evolute, gemessen 
von einem beliebig gewählten Punkt Mo aus bis 
zum erzeugenden Punkt M, ist gleich der .i\nde-
rung der Krümmungshalbmesser. (g) 
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182. Evolvente. Die Sätze der vorigen Nummer lassen sich 
geometrisch darstellen und für praktische Zwecke deuten. Man denke 
sich um. eine gegebene Kurve, in Abb. 315 die Kurve Mo M l M2 ••• , 

einen Faden gewickelt, der im Punkt Mo von der Kurve weggeht, 
und diesen Faden gleichzeitig straff gespannt, 
dann muß er offenbar im Punkt Mo die ge­
gebene Kurve berühren. Nimmt man irgendein 
Ende Po dieses Fadens und wickelt ihn auf. 
so wird bei dieser Aufwicklung der Punkt Po 
der Reihe nach in die Lagen P l' P 2' P 3 •.. 

übergehen und gleichzeitig der Faden sich in 
den Punkten MI ,M2 ,Ms ... von der Kurve 
abheben. Offenbar muß dann die gegebene 
Kurve Mo MI M2 • •• die Evolute zu der 
durch den Punkt P erzeugten Kurve sein. 

Abb. 315. Umgekehrt nennt man die Kurve der Punkte 
p. ihrer Entwicklung wegen die Evolvente 

der gegebenen Kurve Mo M l M 2 • •• Da der Anfangspunkt Po auf 
dem Faden ganz beliebig gewählt werden kann, so gibt es natür­
lich zu jeder Kurve unendlich viele Evolventen. Man merke: 

zu einer gegebenen Kurve gibt es nur eine einzige 
Evolute, aber unendlich viele Evolventen. (a) 

Beispiel a) Der Geometer, der die Länge eines auf der Karte 
aufgezeichneten Kurvenbogens abmessen soll, bestimmt diese am 
einfachsten nach (181 g) und zwar in folgender Weise: Er nimmt eine 
praktisch, sonst aber beliebig gewählte Zirkelöffnung Po Mo, 
Abb. 315, setzt die erste Zirkelspitze im Punkt Mo ein und läßt die 
zweite Zirkelspitze mit der Zirkelöffnung Mo Po den kleinen Bogen 
POPI beschreiben. Dann läßt er die zweite Zirkelspitze im Punkt PI 
ruhen und erweitert die Zirkelöffnung, bis das erste Zirkelende im 
Punkt M l sitzt, und läßt wieder die zweite Zirkelspitze mit der 
Zirkelöffnung M 1 PI den kleinen Bogen PI P 2 beschreiben. Es bleibt 
wieder die zweite Spitze im Punkt P2 ruhen. die ZirkelöfInung wird 
erweitert, so daß die erste Spitze zum Punkt M 2 gelangt usw. Wenn 
der zu messende Kurvenbogen Mo Mi ist, dann hat man ihn nach 
diesem Verfahren aufgewickelt, er ist gleich der .Änderung der Zirkel­
öffnung, also gleich M. Pi - Mo Po oder gleich der .Änderung der 
Krümmungshalbmesser, also gleich ei - eo . 

Die Gleichung der Evolvente siehe unter Orthogonaltrajek­
torien in 192. 

IS3. Wiederholungs-A.ufgaben. 1) bis 5) Gegeben ist der feste Durch­
messer A B = 2 c eines Kreises, Abb. 316. Durch A lege man alle möglichen 
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Sehnen A 0 und bestimme die Gleichung des geometrischen Ortes des 
Punktes P, der folgendermaßen entsteht: 

1) P ist der Mittelpunkt von A 0; 
2) P teilt A 0 im gegebenen Verhältnis 1; 
3) P teilt A 0 so, daß A p. P 0 = a~ ; 
4) P liegt auf A 0 so, daß d P=O B; 
5) P ist die Spitze des gleichschenkligen recht- A B 

winkligen Dreieckes A 0 P, wobei A 0 die 
Grundlinie ist, 

Man gebe die Gleichung sowohl in rechtwinkligen Abb. 316. 
wie in Polarkoordinaten an. 

6) bis 9) Man bespreche die in vektorieller Darstellung gegebenen Kurven 
\" cos ut= 0+ fJ sinu', \" 1 = 0+ fJ 12, 

\" 12 = 0+ fJ 1, \" = ° + fJl + ci.~. 
0, b, t, u sind konstante Werte. 

10) bis 12) Man gt'be die ungefähre Gestalt der Kurven 

10) y(x2+ 1) =x2, 11) y2=X(X2 -1), 12) e1/ =y eZ. 

13) Man gebe für eine in Polarkoordinaten gegebene Kurve die ~'ormel 
für den Krümmungsmittelpunkt an. 

14) Gesucht ist der Krümmungshalbmesser und der Krümmungsmittel­
punkt der Archimedischen Spirale r = a p • 

15) Die Kurve y = a + b x + e x2 + d x3 soll im Nullpunkt die Richtung + 1 und die Krümmung 0 haben, ferner soll sie die Gerade 3 y = 2 berühren. 
Man bestimme aus diesen Bedingungen die Konstanten a, b, e, d. 

16) Eine veränderliche Gerade schneidet die x·Achse im Punkt P1 und 
die y-Achse im Punkt P2 so, daß stets Lf 0 Pt P2 = 2 e2• Gesucht ist der geome­
trische Ort des Punktes P auf dieser· Geraden, wenn von ihm gilt 

a) P ist der Mittelpunkt von Pt Pg ; 

b) P teilt die Strecke Pt P g im gegebenen Verhältnis i.. 
17) Unter der nämlichen Voraussetzung suche man die Kurve für P, wenn 

P der Fußpunkt des Lotes vom Nullpunkt 0 aus auf die Gerade ist. Von der 
Kurve, deren Gleichung am einfachsten mit Benutzung von Polarkoordinaten 
gefunden wird, gebe man an 

a) ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten; 
b) einige Eigenschaften, die man aus beiden Gleichungsformen ab­

lesen kann; 
c) die ungefähre Gestalt; 
d) an der allgemeinen Stelle den Winkel {} vom Fahrstrahl zur Tangente 

und mit dessen Hilfe die Horizontal- und Vertikalstellen ; 
e) die von der Kurve im ersten Quadranten umschlossene Fläche. 

18) Gegeben ist in Parameterdarstellung die Kurve 

12 -1 i.2 -1 
x = a ).2 + 1 ' Y = J. a ~ + 1 . 

a) Welche geometrische Bedeutung hat i.? 
b) Man gehe durch Beseitigung dieses Parameters zur gewöhnlichen 

Darstellung F (x, y) = 0 der Kurve über. 
c) Mit Hilfe beider Darstellungen. aber ohne Benutzung von Differential­

rechnung, verschaffe man sich eine Vorstellung von der Gestalt der 
Kurve und gebe eine Skizze derselben. 

E ge r e f. Ingenieur-Matbematik 11. 28 
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d) An den Stellen x = a und x = - a gebe man die Richtung der 
Kurve an. 

e) Man ermittle die Horizo n talstellen. 
f) Man beweise, daß der Nullpunkt ein Doppelpunkt ist; welche Rich­

tung hat die Kurve dort? 
g) Irgend zwei senkrechte Strahlen durch den Xullpunkt schneiden die 

Kurve in den Punkten Pt und P2 • Man zeige, daß die Gerade Pt p. 
die y·Achse im Mittelpunkt M von Pt P 2 und die x·Achse im Kur,en­
punkt A = - a I 0 schnei det. 

h) Man gehe von der Darstellung in rechtwinkligen Koordinaten zu 
Polarkoordinaten über. 

i) Die Kurve bildet eine Schleife; man ermittle die durch sie begrenzte 
Fläche mit Hilfe von rechtwinkligen sowohl wie von Polarkoordinaten. 

* 19) Man versuche, mit Hilfe vektorieller Darstellung die durch die 
simultane Darstellung' 

x=ateat+b,e-at mit y=a2eal+b2e-at 

gegebene Kurve zu besprechen. 
* 20) Man weise nach, daß für die heiden Kurven 

y =x2 + x1.5 und y=x2 + x2,5 

der Nullpunkt ein Doppelpunkt ist. Welcher Art ist er und wie unterscheidet 
er sich bei bei den Kurven? 

18t. Lösungen. 1) Die Lösung wird am' einfachsten bei Verwendung 
von Polarkoordinaten. A macht man zum Anfangspunkt und A B zum 
Anfangsstrahl. Dann ist 

A P = P C oder 2 A P = A C oder T = C cos 'f . 

Beim übergang zu rechtwinkligen Koordinaten erhält man 

T 2 = C r cos rp oder x2 + y2 = C x. 
Wenn man von vornherein rechtwinklige Koordinaten benützt, geht man 

davon aus, daß die Koordinaten von C doppelt so groß sind wie die von P. 

Wegen AC = 2 C cos 'T' sind erstere 2 C cos2 'f 2 C cos er sin er . 
Also ist 

x = C cos2 rp , Y = C cos 'P sin 'P 

die Gleichung des Ortes in Parameterdarstellung. Die Beseitigung von (I' 
liefert die Kurvengleichung wie oben. 

2) Auch hier führen Polarkoordinaten am schnellsten zum Ziel. 

l = PA: P C oder PA = i. (A C - AP) oder - r = i. 12 eros 'f - r) 
oder 

T (i. - 1) = 2 ci. cos 'J: • 

Der übergang zu rechtwinkligen Koordinaten liefert 

r 2 (J.-l). 2cJ.·TCOSrp oder (x2+y2)(i.-l)=2ci.x. 

AP·PO=a2 oder r·(AC-AP)=a2 3) 
oder 

r (2 c cos 'T' - r) = a". 
In rechtwinkligen Koordinaten 

2 C TCOS rp - r2 = a 2 oder x2 + y2 _ 2 cx + a2 = O. 
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oder 
4) o P = 0 B oder A P - A 0 = 2 c sin <p 

r = 2 c (sin <p + cos 'I) , 

in rechtwinkligen Koordinaten 

x~ + y. = 2 C(X + y). 

435 

1 5) Der Winkel von AB nach A 0 ist q - f:T, Abb. 317, also wird 

oder 
2r=AO.{2' p 

r = c cos ('f' - ! :r) ,"2 
oder 

r = c (sin Cf + cos 9), 

in rechtwinkligen Koordinaten 
1~~~ __ ~ ______ -+,8 

oder 
r2 = c (r cos 'I' + l' sin«l 

xe + y' = c (x ~ yl . Abb. 317. 

6) Man geht' zu einem schiefwinkligen Ko-
ordinatensystem über, dessen Achsen die Richtung von 11 und b haben. Die 
schiefwinklige Projektion auf diese heiden Achsen liefert 

~ cos u t = a + 0 mit 1] cos u t = 0 ~ b sin ut, 

und die Beseitigung des Parameters u t 

a 1] = b \'~ - aZ oder b' ~2 - a' 1]~ - a2 b" = 0 , 

eine Hyperbel, bezogen auf zwei konjungierte Durchmesser. 

7) Eine schiefwinklige Projektion wie eben liefert' 

~ i. = a + 0 mit 'I i. = 0 + b ,).2 oder E 'I = a b 

nach Beseitigung des Parameters ;.. eine Hyperbel, bezogen auf ihre Asym­
ptoten. 

S) Wie eben erhält man 

~Ä.2=a+O mit 'li.~~=O+bi. oder a'12=b2~, 

eine Parabel nach (I 166). 

9) Man führt ein neues Vektorkoordinatensystem ein, 

t- Il=!.'j " und erhält !.'j = (J i.+ ri.2 , 

nach Beisp. 54 a) eine Parabel. 

10) Man schreibt 

y =x2 : (x2 + 1) oder y= y/: YI1' 
wo 

y/=x' und YI1=x2 + 1 

zwei kongruente Parabeln sind. Dann ist die Ordinate der gesuchten Kurve 
an jeder Stelle x als Verhältnis der beiden Ordinaten YI und YII zu finden, 
Abb. 318. Oder man läßt wie bei den Beispielen 166d), e) die Kurve aus 
y (x + 1) = x hervorgehen. 

28* 
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11) 11 = ';111 YII' wo 111 = Z und 1111 = z2_1. 

Abb.319 zeigt, daß an jeder Stelle z die Ordinate der gesuchten Kurve das 
geometrische Mittel der beiden Ordinaten 111 und 1111 ist. 

12) Man logarithmiert und formt um 

y=lgy+z oder Z=lI-lgy oder z=zI-zlI. 

'; '. ....!..c i! 
\', .. 
\ \ ;i! 
\ \,!/' I I 

\\, ,/;/ 
\. '\. .... ./ ; 
\ 

Abb.318. 

\-L 

\. 
\ 

Abb.319. Abb.320. 

Wie auch Abb. 320 angibt, findet man die Abszisse der gesuchten Kurve an 
jeder Stelle als Unterschied der Abszissen z1 und XII der bekannten Kurven 

Z=lI und z=lgll oder lI=ez . 

13) Mit 'f = D + 'f gehen die Formeln (180b) über in 

~ = r cos fP - (! sin (0 + fP) , '} = r sin 'I' + (! cos (0 + fP) . 

Mit tgD=r:r' wird sinO=r:n, cosO=r':n. wo n=\!r~+,n die 
Polarsubnormale ist. Dann wird 

€I = na : (n2 + r '2 - r r") , 

sin (0+fP)=(rc08 fP+ r'sinfP):n, cos(D+fP)=(r'cos'I'-rsinrp):n, 

und deswegen 
~ n2 (r cos fP + r' Bin (1') 
; = r cos <p - --- ,,2+ 1'9 = r r" --- , 

. + n' (r' cos fP - r sin fP) 
'1 = r sm <p n2 + r'! _ r r" • 

14) Mit l' = a und r" = 0 wird nach der vorigen Aufgabe 

na 
n' = a2 (1 + 'I''r>. , n 

, 0:: = ft2+a~' 

" a' (1 + 9'2) a (9' cos <p + sin p) 
,; = a fP cos fP - a2 (2 + <;,2) 

fP cos tp - (1 + 9") sin 9' 
=a 2+fP9 ' 

_ . + a9 (1 + fP7 a (cos tp - fP sin<;') 
'1 - a P sm fP a2 (2 + p2) 

fP sin fP + (1 + fP2) cos fP 
=a----- 2+fP2 • 

(a) 

(b) 

15) Gesucht vier Konstante, also müssen vier -Bedingungen gegeben sein. 
Diese sind: die Kun-e geht durch den Nullpunkt, d. h. für z = 0 ist Y = 0 ; 
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ferner hat sie dort die Richtung + I, d. h. für :r; =" 0 ist y' = 1; weiter gilt 
') 

dort noch (! = 00 oder y" = 0 für :r; = 0; schließlich noch y' = ° für y = ~ . 

y = a + b:r; + e z~ + d :r;', 

I) O=a+O+O+O, 

y'=b+2ez+ 3d:r;~, 

2) l=b+O+O, 

y"=2e+6dz. 
3) 0=2e+O. 

Aus diesen ersten drei Bedingungen erhält man a = 0, b = 1, e = 0, und 
deswegen 

Die vierte Bedingung ist gegeben durch 

2 
- = z + d z~ mit 0= 1 + 3 d z~, 
3 

woraus sich ergibt d = - 1 : 3 und die gesuchte Kurve 

1 
y=z-3-z~. 

16) Pt = a I 0, P2 =0 I b, Abb. 321; von den beiden Abschnitten a undb weiß 

!I 

Abb.321. Abb.322. 

man einmal ~ a b = 2 e2, eine andere Gleichung ist durch die dem erzeugenden 

Punkt P vorgeschriebene Bedingung gegeben. 

a) 

daraus 

b) 

ab=4e', 

4zy=ab oder zy=c~. 

lb-O 
y=--r=I' 

l·O-a 
:1:= l-I ' a·b=4e'. 

Man löst die erste Gleichung nach a, die zweite nach b auf und setzt die er­
haltenen Werte in die dritte Gleichung ein. Dann wird die Kurvengleichung 

:I: y (l - 1)2 + 4 l c2 = ° . 
17) r = a cos rp , r = b sin 'f' , a b = 4 e2, 

Abb. 322. Man beseitigt a und b und erhält als gesuchte Kurvengleichung 

_r_. _~ = 4 c2 oder r2 = 4 c2 sin rp cos rp 
cos rp sm rp 

a) r'=4e2 rsinrp.rcosrp oder (z2+y~)2=4c2:1:Y. 

b) Der ersten GIeichungsform oder auch der Umformung r = c 1/2 sin 2 rp 
entnimmt man, daß die Kure periodisch ist; weiter daß die linke und damit 
auch die rechte Gleichungsseite stets positiv sein muß. also sin rp und cos rp 
stets gleiches Vorzeichen haben müssen, d. h. die Kurve verläuft nur im ersten 
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und dritten Quadranten; der Größtwert von rist c, 2, er wird bei cp = ~:r er­

reicht. Der zweiten Gleichungsform entnimmt man, daß die Kurve symme­
trisch ist zur Mediane y = x und auch zur' G~raden 

Abb. 3~3. 

y = - x; daß sie sich in der Nähe des Nullpunktes ver­
hält wie x y = 0; Kurve vierter Ordnung. 

c) Die ungefähre Gestalt (Lemniskate) ist durch 
Abb. 323 gegeben. 

d) r2 = 2 c2 sin 2 'I' , 

r r' = 2 c2 cos 2 'P , 

r r2 
tg {) = -, = ---; = tg 2 cp 

r T r 

uder 

Die HorizontalsteIle ergibt sich aus tg {) = - tg <r oder tg 2 <r = - tg «( zu 

tg er, = 0 lInd tg CP2 = ± ,13, 

sonach an den Stellen k:l und -!-:r -!- k:r, wo k eine ganze Zahl ist. Die 

Vertikalstellen ergeben sich, da die Kurve symmetrisch zur Mediane ist. aus 
den Horizontalstellen. 

e) d F = -!. r' d 'T = c' sin 2 cP d 'I' = ! c2 sin (2 er)' d (2 ,/.) 

c' ~"'.) 
F = - 2 [cos 2 cp]ö = c· . 

Abb. 324. 

18) a) i. ist die Richtung des Fahr­
strahles zum Kurvenpunkt, denn y=l.x. 

b) y = I. x oder;' = y: x eingesetzt 
in die Gleichung für x gibt 

oder 

oder 
X(y9 +x2) = a (y2 __ X)2 

y2(x-al+x2 (x+a)=O. 

c) Die' Kurve ist von der dritten 
Ordnung; geht durch den Nullpunkt; ist 
symmetrisch zur x-Achse; Größtwert von 
x für ;. = 00; Kleinstwert von x für 
;. = 0; in der Nähe des Nullpunktes ver· 
hält sich die Kurve wie 

- ay2-!-ax2 =O oder y=±x; 

also ist der Nullpunkt Doppelpunkt. l!'ür x = + a wird y = 00, also ist 
x = a Asymptote, Abb. 324. 

d) Von der Gleichung in der entwickelten Darstellung bildet man die 
Ableitung und erhält nach elementarer Umformung 

ax-x2 +a2 

y'=----=. 
(a -x) ,la2 - x2 
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An der Stelle z = a und % = - a ist y' = 00, also die Kurve dort 
lotrecht. 

e) Für eine HorizontalsteIle ist y' =_0, also 
1 -

%2 - a z - a l = ° oder z = "2 a (1 ± ..j 5) . 

Z1 ~ a (0,5 - 1,12) = - 0,62 a ist reelle HorizontalsteIle. 
f) Es ist 

F= y2 \z- a)+z2 (z+a), F1 · yl+ 3z9 +2 az, F, = (z - a)2 y. 

Für %=0, y=O wird F=O, F 1 =0, F9 =0. 
9 

Im Nullpunkt ist die Fortschreitungsrichtung y' =: 9 = ± 1 . . a 
g) Die zwei senkrechten Strahlen y = J. % und y -=- z : J. schneiden die 

Punkte P 1 = Z1 I J. Z1 und PI = Z2 I - Z2 : J. aus. Es ist, wenn man den Quo­
tienten (i.2 - 1) : (J.I + 1) mit q bezeichnet, 

Z1 = a q , Y1 = J. a q , %2 = - a q , 

Die Gerade P1 Ps hat dann die Gleichung 

oder (%-aq) (J. - !) =2(y-J.aq) 
oder 

Sie schneidet die z-Achse im Punkt y = 0, z = - a und die y-Achse im 
Punkt z = 0, y = a (J.I - 1): 2 J.. Die gleichen Koordinaten hat tatsächlich 
auch der Mittelpunkt M von P1 PI' nämlich 

1 1 ( 1 ) z=2(aq-aq)=0, y="2aq J.+ y =aq(J.2+1):2J.=a(J.I-l):2J.. 

h) Mit z = r cos rp, y = r sin rp geht die Gleichung über in 

r2 sin9 rp (r cos rp - a) + r9 cosl rp (r cos rp + a) = ° 
oder 

rcosrp+acos2rp=O. 

i) y=%Vf!.+%= %(a+z) 
a-% ..jal_%2 

und Verwendung der Integralformeln von 57 und 59, also 

oder 

Oder in Polarkoordinaten mit Verwendung der Integralformeln aus Beisp. 59c), 

die begrenzenden Winkel werden als .rpl = ! " und rpg =:Ir gefunden, 
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-F=-- r2d'P=- -- d'P=-- 2cos'P--- d'P 1 1 f a2f(COS2'P)9 a2 f( 1 )2 
2 2 2 cos'P 2 cOS'P 

n 

= - 4COS2'P-4+-- d'P a·'f( 1 ) 
2 cos2 'I' 

-in 

=.a2
2 [2sin'Pcos'P+2'P-4'P+tg'P]~ = a2

2 [sin2 '1'-2'1' +tg'PJ; 
'4X .:r 

= a 2 [0 _ 2 jf + 0 + 1 + ~~ + IJ 
- 2 2 

1 
oder F=2a2-"2a2n. 

19) a1 und a2 betrachtet man als die Komponenten eines Vektors a in 
Richtung der beiden Koordinatenachsen, entsprechend b1 und b2 als die Kom­
ponenten eines Vektors b. Dann sind die beiden gegebenen Gleichungen die 
"Projektionen" von 

f=lleat +fJe-at 

auf die beiden Koordinatenachsen. Von dieser Darstellung geht man wieder 
zurück zur gewöhnlichen analytischen, indem man wie bei den vorausgehenden 
Aufgaben auf zwei schiefwinklige Achsen in Richtung von a und b projiziert, 

;=aeat+O mit 1J=O+-be- at oder ;'1=ab, 
wie bei Aufg. 7. 

*20) Man macht beide Gleichungen rational, 

y2 -2z2 Y+ZI _Z'=0 und y2 -2 Z2 y+z'-x3 = O. 

Wie die Ausrechnung am Schluß ergibt, sind die Bedingungen für den Null­
punkt erfüllt; das Entscheidungsmerkmal D für die beiden Kurven wird 

Abb. 325. Abb. 326. 

nach (178g) an der allgemeinen Stelle z I y entsprechend der nachfolgenden 
Berechnung 

D=4(2y-2x2 +3z) bzw. D=4(2y-2x2 +10x3); 
für den Nullpunkt wird in beiden Fällen D = 0, so daß er für jede der beiden 
Kurven eine Spitze ist. Die i-Achse ist gleichzeitig Tangente. Man kann 
beide Kurven aus einfacheren Kurven zusammensetzen. Die erste 8uperponiert 
sich aus der gewöhnlichen Parabel Yl = x2 und der semikubischen YII2 = x3, 

die zweite Kurve aus den Parabeln Yl = x2, Yl/ = x5• Die Abb. 325 und 326 
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geben eine Skizze der beiden Kurven. \Venn man noch zusammenhält, daß 
die erste Kurve von der vierten Ordnung ist, die zweite von der fünften, dann 
ergibt sich, daß die x-Achse die erste Kurve im Nullpunkt in drei zusammen­
fallenden Punkten schneidet, die zweite in vier zusammenfallenden; es wird 
sonach die zweite Kurve von der Tangente inniger berührt als die erste. Man 
heißt die Spitze der zweiten Kurve auch eine Schnabelspitze. 

y = x~ + x1.1', 
(y - X~)2 = x~, 

y2 _ 2 x~ y + x'-x-1= 0, 

F. = - 4 x y + 4 x'l - 3 x2, 

F2 =2y-2x2 , 

F ll =-4y+ 12x~ - 6x, 
F.!=-4x, F~=2, 

D= 16x~- 2 (-4y+ 12x2 - 6 x) 
=4(2 y -2x2 +3x) 

Y=X:!+X2,5, 

Iy-x~)~=x;. 

y2 _ 2 Y x2 + x' - x~ = 0 , 

F. = -4xy+4x·l - 5 x'. 
F2 =2y- 2 x~. 

F Il -'- - 4 y + 12 x2 - 20 X'I • 

F '2 = - 4 x, F 22 = 2 . 
D= 16x2 -2(- 4y+ 12 x2 - 20 x") 

=4(2 y -:2 x2 + 10 x3). 



Neunter Abschnitt. 

Kurvendiskussion II und Differential­
gleichungen I. 

A. Integralgleichung und Differentialgleichung 
von Kurvensystemen. 

18ö. Kurvensystem, Kurvenbüschel. Jede Gleichung F (x, y) = 0 
stellt eine Kurve vor. Wenn in dieser Gleichung ein Parameter, 
eine verfügbare Konstante. auftritt, so erhält man für jede Verfügung 
d. h. für jeden Wert des Parameters eine andere Kurvengleichung 
und damit auch eine andere Kurve. Es ist daher die Gleichung 

F(x.y,O)=O. (a) 

wo 0 dieser Parameter ist. die Gleichung eines Kurvensystems. 
oder einer Kurvenschar. Jedem einzelnen Wert von 0 entspricht 
eine andere Kurve, den unendlich vielen Werten, die man 0 geben 
kann. entsprechen die unendlich vielen Kurven des Systems. 

Man beachte die gemeinsame und die verschiedene Bedeutung 
des Begriffes "Parameter". Wir hatten den Parameter definiert 
als eine verfügbare Größe von der Art, daß jedem ihrer Werte ein 
bestimmtes geometrisches Gebilde zugeordnet ist. Eben sagten wir. 
daß man für je den anderen Wert von 0 auch eine andere Kurve 
erhält. Wenn man die Gleichung einer Kurve in vektorieller Dar­
stellung gibt. 

f = f(l) , (b) 
dann tritt immer ein solcher Parameter auf. hier mit 1 bezeichnet. 
Man erhält dann für jeden Wert von 1 einen bestimmten Vektor r 
und damit auch einen bestimmten Endpunkt U dieses Vektors, Abb. 327. 

Hier ist also jedem Wert 1 ein bestimmter Kurven-

~ 
punkt zugeordnet. die Gesamtheit aller dieser 

O 
_ U Punkte ist dann die Kurve (b). Wenn man diese 
• Kurvengleichung (b) auf die Koordinatenachsen 

"projiziert". erhält man zwei Gleichungen 

Abb.32;. x=u(l) mit y=v(l). (e) 
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man spricht dann. die Kurvengleichung ist "in Parameterform " 
gegeben. Für jeden Wert von 1 erhält man ein bestimmtes Werte­
paar x, y und damit einen bestimmten Punkt P. 

In an den angegebenen Fällen ist das Gemeinsame, daß man 
über den Parameter 0 oder 1 willkürlich verfügen, daß man ihm 
()(} Werte beilegen kann, und daß jedem Wert ein bestimmtes geo­
metrisches Gebilde entspricht, eine Kurve, ein Punkt, oder auch ein 
anderes Gebilde. 

Wenn man von einer Kurve oder Kurvengleichung "in Para­
meterform " spricht. dann meint man natürlich die Darstellung der 
Kurve durch zwei simultane oder zusammengehörige Gleichungen von' 
der Form (c). Spricht man aber von dem Parameter eines Kurven­
systems, dann ist an die Darstellung des Kurvensystems in der 
Form (a) gedacht. 

In der Parameterform kann die Gleichung eines Kurvensystems 
gegeben sein durch 

x=u(t,O), y=v(t,C), (d) 

wo dann 0 den Parameter des Kurvensystems vorstellen soll; für 
jeden Wert von 0 erhält man wieder eine andere Kurve. Eine 
andere Darstellung eines Kurvensystems geschieht durch 

F(x.y,a,b)=O mit f(a,b)=O; (e) 

die Gleichung enthält zwei Parameter, durch die zweite Gleichung 
ist aber angegeben, daß man nicht beide willkürlich wählen darf, 
sondern, daß jedem Wert a des einen Parameters ein ganz bestimmter 
Wert b des zweiten zugeordnet ist. 

Selbstverständlich kann man ein Kurvensystem auch in Polar-
koordinaten 

F(r,qJ,O)=O 
oder in vektorieller Darstellung 

f=f(t,O) 

(f) 

(g) 
geben. In beiden Fällen soll 0 den Parameter des Kurvensystems 
vorstellen, genau so wie bei den zusammengehörigen Gleichungen 
(d); t ist der Parameter, der den einzelnen Punkt U der Kurve 
bestimmt. 

Ein besonderer Fall des Kurvensystems oder der Kurvenschar 
ist das Kurvenbüschel. Wenn die verfügbaren Konstanten des 
Kurvensystems linear auftreten, dann kann man die Gleichung immer 
auf die Form bringen 

F(x,y)-lO(x,y)=O oder F -10=0, 
wenn man abkürzend schreibt. 1 ist die verfügbare Konstante, der 
Parameter des Systems. Das Kurvensystem steht in recht einfacher 
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Weise in Beziehung zu den Kurven F = 0 und G = O. Beide Kurven 
schneiden sich in Punkten, deren einer Po sei. Dann müssen seine 
Koordinaten Xo I Yo sowohl der Gleichung F = 0 genügen, wie auch 
der Gleichung G = 0, somit auch der Gleichung F - Ä. G = 0, d. h. 
der Schnittpunkt Po der beiden Kurven F = 0 und G = 0 liegt 
auch auf allen Kurven F - Ä. G = 0, welchen Wert auch Ä. haben mag; 
oder umgekehrt, alle Kurven des Systems F - Ä. G = 0 gehen durch 
den Punkt Po hindurch. Was von dem einen Schnittpunkt Po gilt, 
gilt ebenso auch für alle anderen, es gehen also alle Kurven des 
Systems F -1 G = 0 durch die Schnittpunkte der beiden Kurven 
F = 0 und G = O. Ein solches Kurvensystem nennt man ein 
Kurvenbüschel, F - 1 G = 0 ist seine Gleichung. 

Beispiel a) Man disku­
tiere und zeichne das Kurven­
system 

2a(y-c)=(x-c)2, 
wo c ein veränderlicher Para­
meter ist. 

Man denkt an Satz (163k) 
und geht aus von der Parabel 
2ay=x2 ; das gegebene Kur­
vensystem entsteht, wenn man 
diese Parabel in der x-Rich-
tung um c und gleichzeitig in 

Abb. 328. der y-Richtung um c ver-
schiebt, oder was auf das 

gleiche hinauskommt, wenn man die Parabel in der Richtung der 
Mediane um c V2 verschiebt. Man hat also ein System von kon­
gruenten Parabeln, s. Abb. 328, wo die Zeichnung für a = 0,5 durch­
geführt ist. 

Beispiel b) Man diskutiere und zeichne das Kurvensystem 

x'.l +cy2 -y=O, 
wenn c eine willkürliche Konstante ist. 

Die Kurven sind Kegelschnitte, symmetrisch zur y-Achse nach 
(163 a), sie gehen alle durch den Nullpunkt. Sonach haben sie alle 
ihren Mittelpunkt auf der y-Achse, diese selbst ist für jeden einzelnen 
Kegelschnitt eine Achse. Alle berühren die x-Achse im Nullpunkt. 
Wenn man die Kegelschnittsdeterminante aufstellt, wird 

ASl = 0, AS2 = ~, Ass = c , A = - ~. 

Für alle endlichen Werte c stellt daher die Gleichung wirkliche 
Kegelschnitte vor und zwar für c> 0 Ellipsen, für c < 0 Hyperbeln. 
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c = 0 gibt die Parabel y = Xi. Der Mittelpunkt eines jeden Kegel­
schnittes hat die Koordinaten 0 11 : 2 c. Die halben Achsen a und b 
jedes einzelnen Kegelschnittes berechnen sich nach I 173 wegen 

alt = 1, a12 =0, a22 =c, k1 = 1, k2 =c, A :Aas=-1 :4c 

zu 

oder 

1 a"-­-4c' 

1 
a=--=, 

2Yc 

1 
b=-. 

2c 

Man zeichnet für einige c die Kegel­
schnitte und ergänzt dann das 
Kurvensystem, Abb. 3"29. 

Man kann das Kurvensystem 
auch als Kurvenbüschel anschreiben, 
nämlich 

(X2_Y)+C.y2=0, 

d. h. alle Kurven gehen durch den 
Schnittpunkt der Parabel x'J - 11 = 0 

u 

und des doppelt zählenden Geraden- Abb. 329. 
paares y := 0; da diese beiden 
Kurven x 2 - y = 0 und y2 = 0 sich im Nullpunkt berühren, 
auch alle Kurven des Büschels dort sich berühren. 

müssen 

186. Geometrische Deutung der Differentialgleichungen. Die 
ausführliche Behandlung der Differentialgleichungen bleibt dem dritten 
Band vorbehalten. Hier sollen sie nur soweit behandelt werden. 
als für die vollständige Diskussion einer Kurve oder eines Kurven­
systems notwendig ist. 

Jede Gleichung, die ein Differential oder einen Differential­
quotienten enthält, ist eine Differentialgleichung. Dann sind 
auch die bisher gebrauchten Formeln oder Sätze aus dem Gebiet 
der Differentialrechnung alle Differentialgleichungen. und jedes 
Integral stellt die Lösung einer Differentialgleichung vor; so ist 
beispielsweise 

du=cosxdx 
eine Differentialgleichung und 

u=sinx+O 
ihre Lösung oder ihr Integral. Freilich werden im allgemeinen Fall 
weder die Differentialgleichungen noch ihre Lösungen von dieser 



446 Kurvendiskussion II und Differentialgleichungen I. 186. 

Einfachheit sein. Man teilt die Differentialgleichungen für die Be­
handlung ein in solche erster und solche höherer Ordnung, je 
nachdem nur Ableitungen bezw. Differentiale höchstens erster Ord­
nung oder auch Ableitungen bezw. Differentiale höherer Ordnung in 
der Differentialgleichung vorkommen. So sind beispielweise 

y'=3 oder y'-y+x=l oder x+yy'=O 
oder 

sinx cosy dx + cos x sin ydy = 0 oder rdcp = 2cpdr 
oder 

y = y' - y''2 oder e yl sin y' = x ~ 

besondere Fälle von Differentialgleichungen erster Ordnung. Die 
allgemeinste Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Ver­
änderlichen x und y ist von der Form 

tP(x,y, y')=O, (a) 

wo cP eine beliebige Funktion der drei Veränderlichen x. y. y' ist. 
Ebenso sind 

y" - 3y' + 2y = 0, x y'" - y" = co~ x oder y(4) = 2 y'" 

besondere Differentialgleichungen von der zweiten bezw. dritten und 
vierten Ordnung. Die allgemeinste Differentialgleichung zweiter 
Ordnung bezw. dritter usw. in x und y ist von der Form 

CP(x, y,y'.y") = 0, ITr( '''''') 0 r x.y.y.y ,y = usw. 

Wenn man eine Differentialgleichung cP (x. y. y') = 0 geometrisch 
deuten will, wird man x und y als Parallelkoordinaten der Ebene 

auffassen. Dann ist die erste Ableitung y' oder :~ eine Richtung 

und deswegen eine Differentialgleichung erster Ordnung cP (x. y, y') = 0 
eine Aussage über die Richtung an der Stelle x. y. Denkt man 
sich nämlich an jeder Stelle x I y die Richtung y' durch ein Linien­
element festgelegt, d. h. durch eine unendlich kleine Strecke ds 
von der Richtung tg T = y'. so wird durch die Differentialgleichung 
cP (x, y, y') = 0 für jedes Wertepaar x i y. das man willkürlich ein­
setzt, ein bestimmter Wert y' festgelegt. vorausgesetzt, daß die 
Gleichung in y' vom ersten Grad ist, allgemein k bestimmte Werte y', 
wenn sie in y' vom k ten Grad ist. [Man verwechsle nicht Ordnung 
und Grad einer Differentialgleichung.] Die Betrachtung wird einfach. 
wenn man zunächst y' vom ersten Grad in der Differentialgleichung 
voraussetzt. Dann kann man geometrisch deuten: Durch die Dif­
ferentialgleichung cP (x, y, y') = 0 wird jedem Punkt x I y der Ebene 
ein ganz bestimmtes Linienelement zugeordnet, also in der Ebene 
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002 Linienelemente, etwa so wie Abb. 330 zeigt. Diese Linien­
elemente stellen in ihrer Gesamtheit ein Kurvensystem vor. Geht 
man nämlich von einem Punkt x I y der Ebene in der durch das 
dortige Linienelement vorgeschriebenen Richtung zum unendlich be­
nachbarten Punkt und von dort aus wieder in der angegebenen 
Richtung weiter, so bewegt man sich auf einer Kurve des Systems. 
In Abb. 3~3 ist solch· ein Kurvensystem durch feingezeichnete 
Linien dargestellt. 

I/x ... '1 _x 
+l? ~ {k/ 

.r 

Abb.330. Abb.33L 

[Wenn die Differentialgleichung die Richtung y' vom lcten Grad 
enthält, so werden jedem Punkt x i y der Ebene lc Fortschreitungs­
richtungen oder lc Linienelemente zugeordnet, auch sie bilden in 
ihrer Gesamtheit ein Kurvensystem. So ist etwa durch Abb. 331 
der Fall dargestellt, daß lc = 2 ist; jedem Punkt x' y sind zwei 
Linienelemente zugeordnet. durch die Linienelemente die~er Abbildung 
sind zwei Systeme von parallelen Geraden gebildet.] 

Die ganze Betrachtung läßt sich natürlich sinngemäß genau so 
durchführen, wenn man mit Polarkoordinaten arbeitet. Dann ist 
das Linienelement da durch die drei Koordinaten r, rp und r' be­
stimmt, so daß jede Gleichung ifJ (r, rp, r') = 0, das heißt jede Dif­
ferentialgleichung erster Ordnung, ein Kurvensystem vorstellt. 

Man kann die Differentialgleichung ifJ(x, y, y') = 0 noch von 
einem andern Gesichtspunkt aus diskutieren. Das Linienelement da 
hat in der Ebene drei Freiheitsgrade oder Koordinaten: Es ist voll­
ständig bestimmt, wenn man von ihm die Lage durch zwei Zahlen 
x und y und seine Richtung y' angibt. Es gibt in der Ebene sonach 
003 Linienelemente. Oder in anderer Sprechweise: man kann dem 
Linienelement in der Ebene drei Bedingungen vorschreiben. Schreibt 
man ihm nur eine einzige vor, so gibt es noch 002 Linienelemente. 
Durch die Gleichung ifJ(x,y,y')=O ist dem Linienelement tatsäch­
lich eine Bedingung gestellt, also muß diese Differentialgleichung 
oo!! Linienelemente vorstellen. 

187. Fortsetzung. Die vorausgehenden Betrachtungen lassen 
sich zusammenfassen: 
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Durch die Differentialgleichung lP(x, y, y') = 0 
wird jedem Punkt x I y der Ebene eine bestimmte 
Richtung tg7:=y' und damit ein bestimmtes 
Linienelement zugeordnet [falls sie vom ersten Grad 
in y' ist, und k bestimmte Linienelemente, falls sie vom 
k ten Grad ist]. Also stellt lP(x,y,y')=O ein Kurven­
system vor. Durch jeden Punkt der Ebene gehen 
je nach dem Grad eine oder mehrere Kurven des 

·Systems. (a) 

[Genauer müßte man sagen: Durch jeden Punkt der Ebene gehen 
k Kurven oder Kurvenäste. wenn die Gleichung vom kten Grad ist.] 

Beisp. a) bis d) Aus den nachfolgenden Differentialgleichungen 
selbst soll man möglichst viele Eigenschaften der durch die Gleichung 
bestimmten Kurvensysteme ablesen und womöglich den ungefähren 
Verlauf der Kurvensysteme skizzieren. 

a) y'=3; b) y'=cp(x); c) tP(y,y')=O; d) y'=_:'. 
y 

a) Am einfachsten ist die Lösung im vorliegenden Fall freilich. 
wenn man die Gleichung unmittelbar integriert, also 

dy=3dx setzt und y=3x+C 
erhält. Durch die Lösung ist ein System paralleler Geraden gegeben. 
Man gewöhne sich aber, genau so wie bei den gewöhnlichen Kurven­
gleichungen vorzugehen. Die Definition einer Kurvengleichung wird 
sich bei den Differentialgleichungen geom. gedeutet umformen zu: 

Differentialgleichung eines Kurvensystems ist 
der analytische Ausdruck für die Eigenschaft 
des erzeugenden Elementes. (b) 

Erzeugendes'Element kann ebensowohl der Punkt wie 
auch das Linienelement oder eine Kurve des Systems 
sein. Für die Diskussion von Differentialgleichungen 
ist es daher in vielen Fällen recht zweckmäßig, un­
mittelbar aus der Gleichung Eigenschaften abzulesen. 
Im vorliegenden Fall wird man sagen: das Linien­
element hat an jeder Stelle, also unabhängig von x 
und y die Richtung 3, die Differentialgleichung stellt 
sonach ein System paralleler Geraden mit der Rich­
tung tg 7: = 3 vor, Abb. 332. 

Abb. 332. b) Durch die Gleichung y' = Cf' (x) wird y' ab-
hängig nur von x, also unabhängig von y dargestellt. 

Ob man y = 1. Y = 2, Y = 3 usw. wählt, man erhält stets das 
gleiche LinienelemeIit. Mit anderen Worten: in allen Punkten einer 
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zur y-Achse parallelen Geraden ist das Linienelement das gleiche, 
Abb.333. Daher stellt die vorgeschriebene Gleichung ein System 
von kongruenten Kurven vor, die alle 
aus einer einzigen durch Verschiebung 
in der y-Richtung hervorgehen. 

Abb.333. 

c) Man urteilt wie oben: y' ist eine 
unentwickelte Funktion nur von y; die 
Differentialgleichung stellt sonach ein 
System von kongruenten Kurven vor, 
die alle aus einer einzigen durch Ver­
schiebung in der x-Richtung hervorgehen. 

d) y: x ist bekanntlich die Richtung tg ffJ des Fahrstrahles zu 
der Stelle x, y und tg -r = - x : y oder tg -r = - cotg ffJ die dazu 
senkrechte Richtung. Die vorgegebene Differentialgleichung sagt 
dann aus: an der .Stelle x I y soll das Linienelement senkrecht zum 
Fahrstrahl stehen; sie stellt sonach konzentrische Kreise um den 
Nullpunkt vor, Abb.330. 

Die erste Ableitung y' einer Kurvengleichung ist gleich der 
Richtung der Kurve an der Stelle x, y. Die zweite Ableitung y" 
gibt Aufschluß über die Krümmung an dieser Stelle. Wenn man 
nach (43) 

y" = (1 + y'2)'/.: (} 

setzt, kann man die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung 

fP(x, y, y',y") = 0 auch fP (x, y,y', (1 + {2)') = 0 

schreiben und erkennt daraus, daß jede Differentialgleichung zweiter 
Ordnung eine Aussage über Richtungen und Krümmungen ist. 

Die Fortsetzung dieser Betrachtungen bringt die .Lehre von den 
Differentialgleichungen im dritten Band. 

188. Entstehung der Differentialgleichung eines Kurvensystems 
aus der Integralgleichung. Wie eben entwickelt, ist die Gleichung 
eines Kurvensystems 

fP(x,y,y') =0. 

Nach (185a) ist seine Gleichung auch 

F(x,y,c)=O. 

(a) 

(b) 

Man nennt letztere ihre Integralgleichung, die erste ihre Dif­
ferentialgleichung. Gefragt ist, wie man von der einen Form 
zur anderen übergeht, zunächst von der Integralgleichung zur 
Differentialgleichung. . 

E,erer, Ingenieur-Mathematik 11. 29 
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Scheinbar, indem man die Integralgleichung einfach nach der 
Unabhängigen x differenziert. Scheinbar! denn im allgemeinen wird 
die durch Differenzieren erhaltene Gleichung die verfügbare Kon­
stante ° noch enthalten, als Ergebnis hätte man sonach eine 
Differentialgleichung von der Form 

G(x,y,y',O)=ü. (c) 

Nun stellt jede Differentialgleichung eine Kurvenschar, ein System 
von 001 Kurven vor, die eben gefundene Differentialgleichung müßte 
demnach, da sie eine verfügbare Konstante ° enthält, 001 Kurven­
systeme liefern, nämlich für jeden Wert der Konstanten ° ein anderes 
Kurvensystem. Es kann also im allgemeinen die durch Differenzieren 
erhaltene Gleichung nicht die Differentialgleichung des vorgegebenen 
Kurvensystems sein, außer wenn zufällig die Konstante ° beim 
Differenzieren herausfäll t. 

Um die gesuchte Differentialgleichung zu erhalten, überlege man: 
die einzelnen Kurven des vorgelegten Kurvensystems müssen der 
Gleichung (b) genügen, andrerseits aber auch der Gleichung (c); es 
gilt sonach: 

Wenn F(x,y,O)=O eine vorgelegte Integral­
gleich ung ist, so findet man ihre Differential­
gleichung als Ergebnis der Beseitigung des Para­
meters ° aus der gegebenen Gleichung und ihrer 
Ableitung nach x, indem man also aus den beiden 
simultanen Gleichungen 

F(x,y,O)=O und G(x,y,y',O)=ü 
die Konstante ° beseitigt. (d) 

Beispiel a) und b) Man stelle die Differentialgleichungen der 
durch die nachfolgenden Integralgleichungen gegebenen Kurven­
systeme auf. 

a) 2a(y-c)=(x-c)2 

a) Man differenziert die Gleichung nach x und beseitigt die 
Konstante c. Man erhält im Fall 

a) 2ay'=2(x-c) oder x-c=ay'. 

Beide Gleichungen 

2a(y-c)=(x-c)2 und x-c=ay' 
sind simultan oder zusammengehörig; man beseitigt c und erhält 

2 a (y - x + ay') = a2 y'2 
als Differentia.lgleichung des Kurvensystems. 
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b) Man differenziert wieder nach x und beseitigt c. Es wird 

2yy' = 2c oder c=yy' 
und deswegen die gesuchte Differentialgleichung 

y2 = 2yy'(x - yy') oder y= 2y'(x-yy'). 

Bei s pie I c) Man stelle die Differentialgleichungen aller Kreise 
auf, die im Nullpunkt die y-Achse berühren. 

Man stellt zuerst die Integralgleichung auf: die Kreise haben 
alle ihren Mittelpunkt auf der x-Achse, ihr Halbmesser ist gleich 
der Abszisse des Mittelpunktes, sonach ihre Gleichung 

(x-a)2+ y2- a2=O oder x2-2ax+y2=O. 

Hier ist a die verfügbare Konstante. Man differenziert nach x, 
2(x-a)+ 2yy'=O, 

und beseitigt a. Die gesuchte Differentialgleichung wird dann 

-2xyy'+y'J- x'J=O oder x'J- y'J+2xyy'=O. 

189. Entstehung der Integralgleichung eines Kurvensystems aus 
der DiHerentiaigleichung. Umgekehrt geht man von der Differential­
gleichung eines Kurvensystems durch Integration zur Integralgleichung 
über. Beim Integrieren erscheint eine Integrationskonstante C, woraus 
sich die Form der Integralgleichung 

F (x, y, C) = 0 gegenüber cP (x, y, y') = 0 (a) 

erklärt. Beim Integrieren ist zu beachten: man kann nur von 
f'(x)ax oder von F(u)au usw. das Integral bilden, man muß daher 
die Differentialgleichung separieren, d. h. alle Funktionen von x 
zum Differential ax und alle Funktionen von y zum Differential ay 
bringen, also die Form 

Xax + Yay=O 
herstellen, wo X eine Funktion nur von x und Y eine Funktion 
nur von y ist. Es ist freilich nur in den wenigsten Fällen möglich, 
eine vorgelegte Differentialgleichung ohne Anwendung von Kunst­
griffen zu separieren. Die im dritten Band noch folgende eingehende 
Theorie der Differentialgleichungen beschäftigt sich in der Haupt­
sache mit den verschiedenen Wegen, eine Differentialgleichung zu 
integrieren, insbesonders sie zu separieren. 

Beispiel a) Man löse die Differentialgleichung 

sinx cosyax + cosx sinyay=O. 

Man separiert, sin x ax + ~!1 y ay = 0, 
cosx cosy 

29* 
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und integriert, 
ftgxdx+ ftgydy=O 

. oder 
-lgcosx -lgcosy=-lgc, 

da man die verfügbare Konstante in jeder beliebigen Form an­
schreiben kann. Man erhält 

19(cosxcosy)=lgc oder cosxcosy=c 

als Integralgleichung des Kurvensystems. 

Beispiel b) Von welchen Kurven gilt ; =y, wo 11. das Nor­

malen- und t das Tangentenstück ist. 
Nach (30) kann man die Eigenschaften umformen zu 

oder 
dy 

Y = dx' oder wenn man sepa.riert, 

Man integriert und erhält 

dy 
dx=-. 

y 

z=lgy-Igc oder x=lg(y:c) oder y=cez 

als Gleichung der gesuchten Kurven. 

Beispiel c) Man diskutiere die Kurven mit der Eigenschaft: 
die Summe aus der Ordinate und der Subnormalen ist gleich dem 
Produkt dieser beiden Größen. 

Nach (30e) drückt man diese Eigenschaft 

aus durch 

Damit ist 
gefunden. 

y+8n =y'8n 

y+yy'=y.yy' oder l=y'(y-l). 

die Differentialgleichung der zu 
Man separiert, 

dx = dy(y-l), 

diskutierenden Kurven 

und integriert, 
2Z=y2_2y+c. 

Die Kurven sind Parabeln, ihre Achsen parallel zur x-Achse. Nach (163) 
gehen sie aus einer einzigen Parabel, etwa 

2X=y2 -2y+ 1 oder 2x=(y-l)2 

durch Verschiebung in der x-Richtung hervor .. 

Beispiel d) Von welchen Kurven gilt: Der Fahrstrahl zum 
Kurvenpunkt P hat die gleiche Richtung wie die Kurve selbst1 
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Gnmittelbar kann man einsehen, daß die zu ermittelnden Kurven 
nur Gerade durch den Nullpunkt sein können, also die Gleichung 
y = Ox haben, wo 0 eine willkürlich wählbare Konstante. 

Man kann aber auch die Differentialgleichung für das Kurven-
system aufstellen, nämlich 

y ily 
- - Man separiert, x - ilx· 

und integriert, 
Igx+lgO=lgy oder y=Ox. 

190. A.nfangsbedingungen. Wie in 186 bereits erörtert, hat das 
Linienelement in der Ebene drei Freiheitsgrade. Durch eine Glei­
chung tP (x, y, y') = 0 wird ihm ein Freiheitsgrad genommen, so daß 
diese Gleichung 002 Linienelemente vorstellt, die in ihrer Gesamt­
heit ein Kurvensystem bilden. Durch eine zweite solche Gleichung 
'l' (x, y, y') = 0 wird dem Linienelement noch ein weiterer Freiheits­
grad genommen. Der Verein von 

tP (x, y, y') = 0 und 'l' (x, y, y') = 0 (a) 

greift sonach unter allen möglichen Linienelementen der Ebene nur 
001 heraus, die in ihrer Gesamtheit im allgemeinen Fall eine Kurve 
bilden. Man kann die Ableitung y' als einen Parameter betrachten 
oder als eine. Unbekannte, die man aus der einen der beiden Glei­
chungen berechnet und in die andere einsetzt. Das Ergebnis dieser 
Elimination wird eine Gleichung von der Form F (x,'y) = 0, die eine 
einzige Kurve vorstellt. 

Beispiel a) Durch die Differentialgleichung 

x2 - y2 + 2 xy· y' = 0 

ist ein System von Kreisen gegeben, s. Beispiel 188c). Wo liegen 
die Kreispunkte mit gegebener Richtung tg 'l = Y 1 

Die zwei Differentialgleichungen (a) sind hier 

X 2 _ y2+2xy·y'=O und y'=y, 
aus denen man 

x 2 _y2+ 2xyy=O 
als Ort der vorgeschriebenen Kreispunkte erhält. Auf jedem ein­
zelnen Kreis gibt es einen oder mehrere Punkte, in denen die Rich­
tung den vorgeschriebenen Wert y hat; diese aufeinanderfolgenden 
Punkte bilden dann eine Kurve, deren Gleichung gefunden wurde. 
Sie stellt ein durch den Nullpunkt gehendes Geradenpaar vor. 

Wenn die zweite der Gleichungen (a) eine Aussage nicht für 
eine allgemeine, sondern für eine bestimmte Stelle ist, also derart, 
daß sie an der Stelle X o ein bestimmtes Yo oder Yo' vorschreibt, 
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oder an der Stelle Yo ein bestimmtes Xo oder y;, so nennt man sie 
eine Anfangsbedingung, auch Grenzbedingung. 

Durch eine solche Anfangsbedingung wird aus den 001 Kurven 
des durch die Gleichung iJ> (x, y, y') = 0 oder durch deren Integral­
gleichung F (x, y, 0) = 0 gegebenen Kurvensystems eine bestimmte 
Kurve herausgegriffen. 

Beispiel b) und c) Man bestimme die Kurven mit der Eigen­
schaft: Die Differenz aus der Subnormalen und der Ordinaten ist 
gleich dem Quotienten aus der Subnormalen und der Ordinaten. 
Dann wähle man aus diesen Kurven jene aus, die durch den Punkt 
o 11 geht; ferner jene, die die Gerade x = 1 berührt. Man zeichne 
letztere Kurve; wie geht aus ihr das ganze Kurvensystem hervor? 

Nach Beisp. 30 c) wird 

8n -y=8n :Y zu Y'(Y-1)=Y 
als Differentialgleichung des Kurvensystems. Man separiert, 

dy(y-1)=dx. 
y . 

und erhält durch Integration 

y-Igy=x+a. 
als Integralgleichung des Kurvensystems. 

Die Forderung, daß zur Abszisse x = 0 die Ordinate y = 1 ge­
hört, ist eine Anfangsbedingung. Aus ihr berechnet sich ein be­
stimmter Wert der Konstanten a durch 

1 -lg 1 = 0 + a, nämlich a = l. 

Die durch den Punkt 0 11 gehende Kurve des Systems ist sonach 

y-Igy=x+ l. 
c) Eine andere Anfangsbedingung ist gegeben durch die Forde­

rung, daß eine der Kurven die Gerade x = 1 berühren soll. Im 
Berührpunkt ist x = 1 und y' = 00; es ist sonach dem Wert x = 1 
der bestimmte Wert y' = 00 zugeordnet. Aus der gegebenen Diffe­
rentialgleichung entnimmt man 

y=l wegen 
, y 

y=--=oo. 
y-1 

Dann geht also die Kurve durch den Punkt 1 11, die Integralgleichung 
des Kurvensystems muß sonach durch diesen Punkt erfüllt werden, 

1 -lg 1 = 1 + a oder a = 0, 

so daß die zweite gesuchte Kurve die Gleichung 

y-Igy=x 

hat. Ihre Konstruktion ist in Abb. 320 gegeben. 
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Die Differentialgleichung läßt nach Beisp. 187 c) ersehen, daß die 
Kurven des Systems kongruent sind und aus einer einzigen durch 
Verschiebung in der x-Richtung hervorgehen. Auch die Integral­
gleichung sagt nach (163 i) das Gleiche aus. 

191. Enveloppe oder Einhüllende. Jede einzelne Kurve eines 
Kurvensystems F (x, y, 0) = 0 ist durch einen bestimmten Para­
meter 0 gegeben. Man kann sonach von einer Kurve 0 = 1 oder 
0=4 usw. sprechen. Wenn man statt eines bestimmten Para­
meters 0 einen unendlich wenig geänderten 0 + dO wählt, so wird 
die durch diesen Parameter 0 + dO gegebene Kurve des Systems 
nach Lage und Gestalt sich unendlich wenig von der Kurve 0 
unterscheiden. Im allgemeinen schneiden sich zwei verschiedene 
Kurven des Systems unter endlichen Winkeln, zwei unendlich be­
nachbarte 0 und 0 + dO aber werden sich unter unendlich kleinen 
Winkeln schneiden. Der Schnittpunkt 8 von zwei solchen unendlich 
benachbarten Kurven 0 und 0 + dO muß dann gleichzeitig den 
beiden Gleichungen 

F(x,y,O)=O und F(x,y,O+dO)=O 
genügen, also auch der Gleichung 

F (x,y,O + da) - F (x,y.O) = 0 

oder der Gleichung 

OF~OY'O)=O. (a) 

Definition: Enveloppe oder Einhüllende eines Kur­
vensystems ist der geometrische Ort der Schnittpunkte 
unendlich benachbarter Kurven des Systems. (b) 

Der erzeugende Punkt 8 der Einhüllenden muß einmal auf der 
Kurve F (x, y, 0) = 0 liegen, ebenso nach der vorausgehenden Er­
klärung auch der Gleichung (a) genügen, also gelten für ihn gleich­
zeitig die beiden Gleichungen 

F(x,y,O)=O mit 
Op'(x,y,O) 

00 
o. (c) 

Jedem Einzelpunkt der Einhüllenden ist ein ganz bestimmtes 0 
zugeordnet, folglich ist die Darstellung (c) die Parameterdarstellung 
der Einhüllenden, es ergibt sich daher ihre gewöhnliche Darstellung, 
wenn man den Parameter 0 aus den beiden Gleichungen (c) 
beseitigt. 

Die Entwicklungen lassen ohne weitere Erklärung den 
Satz einsehen: die Evolute einer Kurve ist die Ein-
hüllende aller Normalen, (d) 
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da je zwei unendlich benachbarte Normalen sich im Krümmungs­
mittelpunkt schneiden. 

Beispiel a) Man ermittle die Einhüllende des Kurvensystems 
des Beispiels 185 a) analytisch. 

Die beiden simultanen Gleichungen (c) sind hier 

(x-crl-2a(y-e)=0 mit x-c-a=O. 
Wenn man aus beiden Gleichungen c eliminiert, erhält man die ge­
wöhnliche Gleichung der Einhüllenden 

x-y-0,5a=0, 
d. i. eine zur Mediane parallele Gerade, in Abb.328 fein gestrichelt 
eingezeichnet. 

Beispiel b) Kann ein Kurvenbüschel auch eine Einhüllende 
haben? 

Man kann die Gleichung eines Büschels immer auf die Form 
F - 1 G = 0 bringen. Man erhielte, wenn man partiell nach dem 
Parameter 1 differenziert, 

Abb.334. 

F-1G=0 mit 0=0. 
Die einzelnen Punkte der Einhüllenden müssen 
sonach den beiden Bedingungen F = 0 und 
G = 0 gleichzeitig genügen, sie kann also nur 
aus den Schnittpunkten der beiden Kurven 
F = 0 und G = 0 bestehen, d. h. sie besteht 
aus lauter singulären Punkten. 

Beispiel c) Zu jenen unendlich vielen Geraden, die zwischen 
den Koordinatenachsen Dreiecke von stets gleichem Flächeninhalt c2 

abschneiden, ist die Einhüllende gesucht, Abb.334. 

Die Abschnittgleichung : + : - 1 = 0 dieser Geraden geht 

wegen ab = 4 c2, wenn man b beseitigt, über in 

4c2x+a2 y - 4ac2 =0 
und bildet die Integralgleichung des Geradensystems ; a ist hier der 
Parameter, denn e soll ja einen vorgeschriebenen Wert haben. Die 
partielle Ableitung nach a liefert 

2ay......;.4c2 =0 oder a=2c2 ;lI, 
und die Beseitigung von a aus beiden Gleichungen 

c' 8e' 
4c2x+4-- -=0 oder xy=(;2, 

y y 
das ist eine gleichseitige Hyperbel, die ja nach bekannten Sätzen 
(I 159) zu erwarten war. 
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Beispiel d) Gesucht ist zum vorausgehenden Geradensystem 
die Differentialgleichung. 

Man differenziert die oben gefundene Integralgleichung 

4 e2x + a2 y - 4 ae2 = 0 

nach der Unabhängigen x, 

4c2 +a2dy =0 
dx ' 

und beseitigt aus beiden Gleichungen den Parameter a. Das Er­
gebnis, 

4 2 4c2 y 4 2"1 /-4~ 0 d (' )2+4 2' 0 
eX-7-cv~= oer xy-y cy=, 

ist die gesuchte Differentialgleichung des Kurvensystems. 

192. Isogonal- und Orthogonaltrajektorien. Wenn zwei Kurven­
systeme F(x,y,O)=O und G(~,1J,O)=O derart einander zugeordnet 
sind, daß jede Kurve der einen Schar jede Kurve der andern Schar 
unter dem gleichen Winkel a schneidet, so 
nennt man jedes System das System der 
Isogonal traj ektorien zum andern System. 
Es ist natürlich das Gleiche, wenn man sagt, 
im Schnittpunkt von zwei solcher Kurven ist 
die Winkelentfernung ader beiden Tangenten 
konstant, Abb. 335. 

Wenn die durch x! y gehende Kurve 
des ersten Systems in diesem Punkt die 
Richtung tg 'tI hat, so ist die Richtung tg T II 
der durch den gleichen Punkt gehenden 
Kurve des zweiten Systems dort gegeben 
durch die Beziehung Abb. 335. 

+ d t • _ tgTI+tga 
tII=TI a 0 er g "I I-

1- tgTI tga 
(a) 

Ist das erste Kurvensystem in rechtwinkligen Koordinaten ge­
geben, so geht wegen 

tgTI=Y! und tg'tII=yh 

die Gleichung (a) über in 

, y~+tga 
YII= 1-Yltga 

(b) 
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Im Fall von Polar koordinaten geht wegen (27b) die Beziehung 
'llI = 'l1 + (e über in 

'19-11 + IP ='19-1 + IP + c: oder 'l9-II ='19-1 + (( 

oder 

oder wegen (27 a) in 

t '19- _ tgß1 +tgc: . 
g II - 1 - tg'19-1 tg a ' 

(c) 

(d) 

Wenn im besonderen Fall der Winkel a ein rechter wird, dann 
werden aus den Isogonaltrajektorien die Orthogonaltrajektorien. 
Für diesen besonderen }'all werden die Formeln (b) und (d) für 

rechtwinklige Koordinaten: 

Polarkoordinaten : 

(e) 

(f) 

Solche Orthogonalsysteme treten in der Technik häufig auf; es sei 
nur einstweilen erinnert an das System der Kraft- und Niveaulinien, 
oder an das System der Schicht- und Fallinien bei der Karten­
darstellung, oder an die Systeme der Spannungstrajektorien in einem 
auf Biegung beanspruchten Balken usw. 

Ein weiteres Beispiel für solche Orthogonaltrajektorien ist das 
System der Evolvent,en einer Kurve, deren jede zu jeder Tan­
gente der Kurve senkrecht steht. Man findet daher die Gleichung der 
Evolventen nach (e) oder (f), indem man sie als Orthogonaltrajektorien 
des Systems der Tangenten der gegebenen Kurve aufstellt. Wenn 
man zu einer Kurve die Evolute aufsucht, dann ist umgekehrt die 
Kurve selbst zur Evolute eine der unendlich vielen Evolventen. 

Beispiel a) Man bestimme vom Kurvensystem 

y2= 2cx+c2 

die gestaltlichen Verhältnisse und die Einhüllende; ferner die Diffe­
rentialgleichung der Orthogonaltrajektorien und ihre Beziehung zum 
gegebenen Kurvensystem. 

Die Kurven sind Parabeln; durch Umformen erhält man die 
Abschnittsgleichung 

y2 2 x 
----1=0. c2 c ' 

und entnimmt ihr, daß die Parabeln auf der y-Achse die beiden 
Abschnitte + c und -c bilden und auf der x-Achse den Ab­
schnitt - ~ c. Natürlich kann c positiv wie negativ sein. Abb. 336 
gibt eine Skizze· des Kurvensystems. 
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Die Einhüllende ist nach (191) das 
Ergebnis der Beseitigung des Para­
meters c aus 

y2=~CX+C2 und O=2x+2c, 

ihre Gleichung ist sonach 

Q ~ 0+ 0 d y- = - ~ x· x- 0 er x2 +y'.l=O, 

d. i. ein Kreis um den Nullpunkt mit dem 
Halbmesser 0, also ein singulärer Punkt. 

Die Differentialgleichung des ge­
gebenen Kurvensystems ist nach (188) 
das Ergebnis der Beseitigung des Para­
meters c aus 

y'.l=2cx+c2 und 2yy'=2c, 
ihre Gleichung ist sonach 

o 2 ' + 0 ,Q y· = xyy y-y· 

Abb.336. 

Daraus gewinnt man die Differentialgleichung der Orthogonaltrajek­
torien, wenn man - 1 : y' statt y' nach (e) setzt, 

y 2x 
11'2+ _y,-y=O oder y'2 y+2xy'-y=O. 

Man sieht, die Differentialgleichung der Orthogonaltrajektorien ist 
auch die Differentialgleichung der ursprünglichen Kurven, d. h. diese 
Kurven sind schon, wie auch die Zeichnung ersehen läßt, Ortho­
gonalkurven. 

Beispiel b) Man stelle die Gleichung des Systems der Kreise 
mit dem Halbmesser a und dem Mittelpunkt auf der x-Achse auf; 
alsdann di!l Differentialgleichung des Systems, ferner die Differential­
gleichung der Orthogonaltrajektorien und die dazu gehörige Integral­
gleichung; und schließlich noch die Gleichung der Einhüllenden. 

Die Integralgleichung des Kreissystems ist, c als Parameter 
vorausgesetzt, 

(x-c)2 +y2 -a2 =O. 

Man differenziert nach der Unabhängigen x ~nd beseitigt den Para-
meter c; 

2(x-c)+2yy'=O oder x-c=-yy' 

in die Integralgleichung eingesetzt, liefert die Differentialgleichung 

oder 
dy 
dx 
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dy dx 
Nach (e) hat man nur dx durch - dy zu ersetzen, um die Diffe-

rentialgleichung der Orthogonaltrajektorien zu erhalten, also 

oder 
dYVa2 _ y2 

- dx = --=-----=-
y 

Die Gleichung ist schon separiert; man kann unmittelbar integrieren, 

fva'3_ y2 

-x= dy 
y 

oder nach Beispiel 60 g), und wenn man das doppelte Vorzeichen der 
Wurzel berücksichtigt, 

--- a -I-Va2 _y2 
+x=Va2 -y'3- a lg -I-D. 

y 

Die Gleichung stellt Traktrixkurven vor, s. 200, die alle a.us einer 
einzigen durch Verschiebung in der x-Richtung hervorgehen. 

Für die Einhüllende des Kreissystems gelten nach (191 c) die 
bei den Gleichungen 

(X-C?+y2_ a2=0 und -2(x-c)=0 

gemeinsam. Man beseitigt den Parameter c und erhält das Geraden­
paar y - a = 0 und y + a = 0 als Einhüllende, was ja auch ohne 
Rechnung hätte angegeben werden können. 

B. Ausgezeichnete Kurven und ihre Eigenschaften. 

Gerade und Kegelschnitte behandelt der erste Band, zweiter 
und dritter Abschnitt. 

193. Parabeln höherer Ordnung. Die durch Gleichangen von 
der Form 

(a) 

dargestellten Kurven nennt man verallgemeinerte Parabeln n ter Ord­
nung; n ist dabei als ganze positive Zahl vorausgesetzt. Wenn 
auf der rechten Seite nur ein Summand steht, hat man eine 
Parabel n ter Ordnung, also in 

y=aox2 eine Parabel zweiter Ordnung oder 
gewöhnliche Parabel, 

y=aox3 eine Parabel dritter Ordnung oder 
kubische Parabel, 

y=aox 4 eine Parabel vierter Ordnung usw. 
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Wenn man von einer Parabel schlechtweg spricht, meint man immer 
die gewöhnliche Parabel. Natürlich kann man auch die Veränderlichen 
vertauschen, x=y'l, X=y3. x=y~ usw. Den Namen "Parabel" 
wendet man auch noch an auf Kurven mit der Gleichung y =cxll , 
wenn n eine gebrochene aber positive Zahl ist; ein besonderer Fall 
ist die im Vorausgehenden öfter besprochene 

Neilsche oder semikubische Parabel y2=X3 bzw. X 2 =y3. 

Beispiel a) Man bespreche kurz die Gestalt der Parabel y=xll 
für die verschiedenen positiven Werte von n. 

Je größer n ist, um so flacher ist die Parabel in der Nähe 
des Nullpnnktes und um so steiler verläuft sie auf ihrem Weg in 
das Unendliche. Für den Fall n = 1 hat man die Mediane y = x. 

4 2 

Abb.337. Abb.338. 

die man als Parabel erster Ordnung bezeichnen könnte. Sie trennt die 
steilen Parabeln von den flachen. In Abb.337 sind die Parabeln 
für die Fälle n = 1, ~, 1, I, 2, 4 eingezeichnet. Ist n eine gerade 
Zahl, dann öffnen sich die Parabeln nach oben, die y-Achse ist 
Symmetrieachse, der Nullpunkt ist die tiefste Stelle. Ist n eine 
ungerade Zahl, dann verläuft die Parabel im ersten und dritten 
Quadranten, der Nullpunkt ist Mittelpunkt der Parabeln. Wenn n eine 
gebrochene Zahl ist, wird man am einfachsten die Diskussionsregeln 
der Nummern 163 und 164 anwenden; so ist etwa y =X1,6 oder 
y2 = x3 eine semikubische Parabel symmetrisch zur x- Achse; y = X2,5 
oder y2 = XII ist eine Parabel fünfter Ordnung symmetrisch zur 
x-Achse von ungefähr der gleichen Gestalt wie die semikubische, 
nur daß sie viel steiler in das Unendliche verläuft und im Null­
punkt viel flacher ist. 
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Die Parabel y=cx" hat im Punkt x!y die Richtung 

t ' y ( ) tg'l=Y =cnx,,-l oder g'l=y =nx' b 

Geometrisch gedeutet: im Punkt x i Y ist die Richtung der Parabel 
n mal so groß wie die Richtung des zugehörigen Fahrstrahles oder 
tg'l=n·tgfP. Nach Abb.338 ist 

Y '7 tgfP=- und tg'l=-, also 1]=ny. x x 
Diese Beziehung gilt für jedes n. 

Die Tangente im Punkt P=x Iy ist, wenn man die ver­
änderlichen Koordinaten mit ~! 1] bezeichnet, 

y (l: ) oder n~ + 1] 1 0 'Yj-y=n-X"-x (n-l)x (l-=-n)y- = , 

sie schneidet also auf den Achsen die Stücke 
n-l 

a=---x, b={l-n)y 
n 

(c) 

ab. Unter Umständen kann man für die Bestimmung der gestaltlichen 
Verhä.ltnisse auch noch die Subtangente verwenden; nach (3üd) wird 

y 1 
8=-=-X (d) 

t y' n' 

Die Parabel y = cx" bildet mit der x-Achse ·und den Ordinaten 
bei Ü und x die in Abb. 339 lotrecht schraffierte Fläche 

IZ IZ f f CX,,+l 
F= yax =C x"ax=---

. n+l 
o 0 

oder (e) 

:r p 

Abb.339. Abb.340. 

194. Fortsetzung. Man verwechsle nicht die Parabeln y = cx" 
und x = cym. Selbstverständlich gelten für beide die gleichen 
Formeln, nur daß man die letztere zuvor noch umformen muß, 

y=vx:c oder y=Ox l
/",; 
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es ist sonach bei ihr n = 1 : m zu setzen. Weiter ist genau zu be­
achten, daß die Fläche F begrenzt wird durch den Parabelbogen 
und die x-Achse sowie die Ordinate bei x. 

Die Fläche F hat für die Koordinatenachsen die statischen 
Momente 

xy·x n+l =--=F·----x. 
n+2 n+2 

(cxnYl.x 
2(2n+l) 

Die Koordinaten des Schwerpunktes sind nach (74) 

(g) 

(h) 

Nach (7ge) wird das Trägheitsmoment der Fläche F für die 
bei den Koordinatenachsen 

xy.y2 n+l" 
= 3(3n + 1) =F· 3 (3n+ l)Y-; (i) 

(k) 

Beispiel a) Durch die kubische Parabel x = y3, die Abszissen­
achse und die Gerade x = a wird das in Abb. 340 schraffiert ge­
zeichnete Flächenstück F abgegrenzt. Man ermittle von ihm den 
Inhalt, das statische Moment für die Koordinatenachsen, den Schwer­
punkt und das Trägheitsmoment für die Koordinatenachsen. 
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Man wendet die eben entwickelten Formeln an. Wegen y = xl 
ist hier 

n=~, n+l=~, n+2=i, n+3=laO, 2n+l =~, 
3n+l=2. 

3-
Zu X = a gehört als Abszisse y = b = Va. Dann wird 

F=!ab, D",=~bF, DII=~aF, 

*195. Konstruktion der Parabeln höherer Ordnung y = cx". 
Die nachfolgende überlegung gilt zwar für aUe n, solange sie reell 
sind, es soll aber zunächst n als positiv vorausgesetzt werden, weil 
man beispielsweise für negative n statt y = cx - n besser schreibt 
yxR = c und dann von den Hyperbeln höherer Ordnung spricht, 
siehe die nachfolgende Nummer.~ 

Eine erste Konstruktion durch Deformation, indem man 
von der Geraden y=cx ausgeht bzw. von der gleichseitigen Hyperbel 
xy = c, und die Ordinate der gesuchten Kurve als n te Wurzel der 
Ordinate der Geraden findet, ist in ihrem Gedankengang zwar recht 
einfach, bereitet aber rechnerische Schwierigkeit, die man eben 
vermeiden will. 

Eine zweite Konstruktion durch (logarithmische) De­
formation verringert die Rechnung ganz erheblich und benötigt 
nur die Anwendung des Rechenschiebers. Man geht aus von der 
logarithmierten Gleichung 

19y=lgc+nlgx oder 1]=lgc+n~, (a) 

die eine Gerade vorstellt, wenn man als Koordinaten 19 x und 19 Y 
wählt. Die Koordinaten dieser Geraden und der gegebenen Kurve 
sind durch die Beziehung 

Igy=1] und 19x=~ oder y=num1] und x=num~ (b) 

verbunden, zu jedem Punkt ~ 11] der Geraden findet man also einen 
Punkt der Kurve, dessen Abszisse bzw. Ordinate gleich ist dem 
Numerus der Abszisse bzw. Ordinate des Geradenpunktes. 

Eine dritte Konstruktion (mit Hilfe des geometrischen 
Mittels) beruht auf dem Satz: 

Wenn P1=xllYl und P2=x'JIY2 Punkte der 
Parabel y=cxn sind, dann auch Pm=xmIYm' wo 
xm und Ym die geometrischen Mittel aus Xl und Xll 

bzw. aus Yl und Yll sind. (c) 
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Multipliziert man nämlich die beiden Gleichungen 

so erhält man 

oder VYtY'J = C, Vxtx2 n 
oder 

Ym=CX::', (d) 

womit dann tatsächlich der Punkt Pm = X m I Ym als Punkt der 
Parabel erwiesen ist. 

Wenn Pt=Xl:YI und P2 =X2 !Y2 gegeben ist, so kann man 
sofort die Konstruktion beginnen. Ist weiter gegeben P l = Xl ! Yl 

und n, so wird man zuvor ein passendes x2 wählen und das zu­
gehörige Y2 berechnen. Die geometrischen Mittel xm und Ym sind 
dann die Koordinaten eines eingeschalteten Punktes. Auf die gleiche 
Weise kann man noch beliebig viele Punkte einschalten, etwa zwischen 
Xl : Yt und xm ! Ym usw. Abb. 341 gibt die Konstruktion an, 

!I 

Abb. 341. Abb.342. 

Eine vierte Konstruktion (mit Hilfe des geometrischen 
Mittels) benützt gleichfalls den Satz (c). Wenn zwei Punkte Pt 
und P2 der Kurve gegeben sind, dann erhält mari beliebig viele 
weitere Punkte Pm =Xm I Ym durch die Beziehung 

oder in anderer Schreibweise 

und Yt :Ym =Ym:Yg· (e) 

Wenn man nun eine Reihe von Abszissen x t ' x2 ' Xs . .. so an­
nimmt, daß 

oder (f) 

E ger er. Ingenieur-Mathematik 11. 30 
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dann werden die zugehörigen Ordinaten durch die Bedingung 

oder (g) 

bestimmt sein. 
Sind nicht die beiden Anfangspunkte Pi und P 2 gegeben, son­

dern ein Anfangspunkt Pi und der Exponent n, so wird man 
zuvor x 2 passend wählen und aus der Bedingung 

Yl:Y2=(xl :x2r=yn 
das zugehörige Y2 berechnen. Die beiden Reihenfolgen (f) und (g) 
lassen sich geometrisch so darstellen, wie Abb. 342 angibt: es ist Xl 

gegeben, x2 hat man beliebig gewählt. Durch den Punkt 0 ziehe 
man unter einem beliebigen Winkel a die Hilfsgerade 0 A ; sie 

B 'f----,j. 

Abb.343. 

schneidet die lotrechten Geraden durch 1 und 2 in den Punkten Al 
und ~; dadurch ist die Richtung von Al nach 2 gegeben; wenn 
man von A2 in dieser Richtung aufwärts geht, erhält man einen 
Punkt 3 mit der Abszisse xs; man geht nach abwärts bis zum Schnitt­
punkt As, dann von hier aus wieder in der angegebenen Richtung 
aufwärts bis zum Punkt 4 mit der Abszisse x4 usw. Die Kon­
struktion bedingt 

Xl x2 Xs -=-=-= ... , 
X'J Xs X 4 

wie oben verlangt. Die zugehörigen Y2 , Ys' Y4 ... findet man durch 
die gleiche Konstruktion, wie man die X gefunden hat: Yl ist gegeben, 
Y2 hat man berechnet; man zieht eine beliebige Hilfsgerade 0 Bund 
bestimmt die Ys' Y4' Y5 ... ebenso wie man vorher die xs' x4' Xs ... 
ermittelt hat, Abb. 343. 



Kurvendiskussion II und Differentialgleichungen I. 196. 467 

*196. Verallgemeinerte Hyperbel. Gravitationskurve. Polytrope. 
Die Gleichung x y = c stellt die gleichseitige Hyperbel vor, in der 
Wärmetheorie auch Mariottesche Kurve oder Isotherme genannt. 
Von ihr ausgehend nennt man verallgemeinerte Hyperbel jede 
Kurve, deren Gleichung ymx'" = eist. Wenn man diese Gleichung 
nach y auflöst y =Ox-n :m , dann hat sie die nämliche Gleichung 
wie die Parabel der vorigen Nummer, kann also auch mit den 
gleichen Hilfsmitteln behandelt und insbesonders konstruiert werden. 
Es gelten auch die gleichen Sätze, wenn man n ersetzt durch - n: m. 
Man erhält dann im Punkt x I y nach (193b) die 

Richtung: 

die Subtangente: 

, ny 
tg'l=Y =-­

mx' 
(a) 

(b) 

Die von der Kurve und der x-Achse gebildete Fläche, die durch 
die Ordinaten bei Xl und x2 begrenzt wird, ist nach (193e) 

(c) 

Die Formel verliert ihre Brauchbarkeit für den Fall m = n, d. h. bei . f m+l 
der gleichseitigen Hyperbel, genau so wie xmdx =:+ 1 nicht 

mehr brauchbar ist für m=-1, also für fd:. 
Ein Sonderfall der verallgemeinerten Hyperbel ist die G r a vi­

tationskurve mit der Gleichung 

oder 

(die Gravitation ist umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent­
fernung). Für sie ist m = 1, n = 2. Die durch die Kurve gebildete 
Fläche ist 

F=~~-~~, ~ 
wenn sie von Xl bis x2 gemessen wird. 

Ein anderer Sonderfall der verallgemeinerten Hyperbel ist die 
Polytrope 

yxn=c. 
Bei ihrer Anwendung in der Wärmetheorie ist der Exponent n eine 
gebrochene Zahl, meist zwischen 1 und 1,5 gelegen. Ihre Gestalt 
wird natürlich von derjenigen der gleichseitigen Hyperbel um so 
weniger abweichen, je weniger n von 1 verschieden ist. Für positive 
x und y verläuft sie auch für beliebige n im ersten Quadranten 

30· 
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und hat die bei den Koordinatenachsen als Asymptoten. Für n > 1 
wird sie sich verhältnismäßig früher an die x-Achse als an die 
y-Achse anschmiegen. Wenn man in den obigen Formeln der ver­
allgemeinerten Hyperbel m durch 1 (oder in den Formeln für die 
Parabel höherer Ordnung n durch -n) ersetzt, erhält man ihre 

t ' Y. Richtung: g7:=Y =-n-, . x (e) 

die Tangente im Kurvenpunkt P = x ; y schneidet 
natenachsen nach (193c) die Stücke 

auf den Koordi-

n+l 
a=+-n--x, b=(l+n)y (f) 

ab. Für die Zeichnung der Kurve kommen :noch in Betracht die 
Werte der Subtangenten und der Subnormalen; es ist 

X 
8=--

t n' 
ny2 

8 =--
n X ' 

sonach (g) 

Die Polytrope bildet mit der x-Achse zwischen den Stellen Xl 

und x 2 die Fläche 

F = X2Y2 -X1 Y1. (h) 
I-n 

Die Konstruktion der Polytrope ist die gleiche wie diejenige der 
Parabel höherer Ordnung Y =x", s. Abb. 341 bis 343. 

!I 

F. r, .r 

~~ a----' 
Abb. 344. Abb. 345. 

197. Cassinische Kurve. Lemniskate. Die Lemniskate ist ein 
Sonderfall der Cassinischen Kurve. Diese ist der geometrische Ort 
jener Punkte, deren Abstände F1 P=rl und F2 P=r2 von zwei 
festen Punkten (den Brennpunkten) F1 und F2 ein konstantes Produkt 

r1 r2 =b2 

haben, Abb. 344 und 345. 
Man macht die Gerade F 1 F 2 zur x-Achse, ihren Mittelpunkt 

zum Nullpunkt. Mit PI F 2 = 2a wird F1 = al 0, F 2 = - a I ° und 
"1 r2 = b2 geht über in 

F1 P.F2P=r2 oder Y(x_a?+y2·Y(x+a)2+ y2=b2 
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oder 
(x2 +y'J +a'J_ 2ax)(x'J +y2 +a2 + 2ax)=b4 

oder (x2 + y'2)2 + a4 + 2 a2 (x2 + y'J) - 4a'.!x'J = b4 

oder (a) 

Von dieser Gleichung kann man zu Polarkoordinaten übergehen 
und erhält 

oder 

oder 

r'.! = a2 cos 2cp+ Va4 cos2 2cp + b4 - a4 

=a2 cos 2cp+ Vb4-a4 sin'J 2cp 

(b) 

(c) 

Die Gleichung (a) sagt aus, daß die Kurve symmetrisch zu beiden 
Koordinatenachsen ist, die Gleichung (c), daß r immer einen end­
lichen Wert haben muß. 

Sonderfälle der Kurve sind: 

a=O, die Kurve wird zu einem Kreis, wie ja auch r1 =r2 =r aussagt; 
a=b, die Kurve geht über in die Lemniskate 

(x'J + y2)'J = 2 a2 (x'J _ y'J) 

oder in Polarkoordinaten 

r'J= 2a'J cos 2 cp oder r=aV2 cos2cp. 

(d) 

(e) 

Wenn Fragen beantwortet werden sollen, die mit der Richtung 
zusammenhängen, so wird man am einfachsten mit Polarkoordinaten 
arbeiten; Man findet, wenn man noch 

cos 2cp=r2 : 2a 'J und daraus sin 2cp=V4a4 -r4 : 2a'J 
benützt, 

rr' = - 2a2 sin 2cp oder ry =-V4a4 _r4 ; (f) 

weiterhin durch nochmaliges Differenzieren 

,3y' = _ (4a4 + r4). (g) 

Für den Winkel {} vom Fahrstrahl zur Tangente ist nach (27a) 
r _r'J 

tg{}= .1=2 '2 • 2 =-cotg2cp. (h) 
T aSlD cp 

Man kann auch den Winkel e vom Fahrstrahl zur Normalen ein­
führen; wegen D = e + i.7l wird 

tge= - cotg{}=tg 2cp oder e = 2cp. (i) 
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Beispiel a) Man gebe die Gleichung der Lemniskate an, be­
zogen auf die beiden Tangenten im Nullpunkt als Koordinatenachsen, 
Abb.346. 

Gleichung (e) wird, wenn man die alten Koordinaten mit r' 
und cp' bezeichnet, 

r' = a V 2cos 2-,p' . 
Die Beziehung r = r', cp = cp' + t n führt die Gleichung über in 

r = aV2 cos (2 cp - ~n) oder r =aV~ sin 2cp. (k) 

Beim übergang zur rechtwinkligen Koordinaten erhält man 

r2 = 4a2 sin cp cos cp 
oder 

Abb.346. Abb.347. 

Beispiel b) Gesucht sind die Horizontal- und Vertikalstellen 
der Lemniskate. 

Für eine Horizontalstelle gilt tg& = - tg Cf!, hier 

cotg 2lp = tg Cf! oder cotg lp - tg lp = 2 tg lp oder cotg q;' = 3 tg (I' . 

cotgcp = u gibt u2 = 3 oder u = + V3 oder lp = ± 30° + k;r, 

also vier Horizontalstellen, Abb.347. Für diese Werte wird r=a, 
d. h. der Kreis um den Nullpunkt durch die Brennpunkte schneidet 
auf der Kurve die Horizontalstellen aus. 

Für eine Vertikalstelle wird tg 11 = cotg q;', hier 

- cotg 2lp = cotg q;' oder cotg (- 2 q;') = cotg q;' oder - 2 q;' = q;', 

welche Gleichung nur für lp = 0 erfüllt werden kann. 

Beispiel c) Man ermittle den Krümmungshalbmesser und 
den Krümmungsmittelpunkt für den erzeugenden Lemniskatenpunkt, 
alsdann auch noch die Evolute zur Lemniskate. 

Nach (179) wird 

( 4a4 - r4)31. 
(r2+r'~)'/. r2+_~_ 

(! = ---------- --- - -------- -----
r2 +2r'2- rr"- 0 8a4 -2r4 4a4 +r4 

r-+ ----0-+ 0 r- r-

oder (m) 
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Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind nach (152) und 
(180) 

~=rcoscp -
Z (r 2 +r'2) 

o 0 ---- -=rcoscp_1Z. 
r- + 2 r' " - rr" 3 

. + N (r2 + r'2) • 1 1 N Yj=rslncp 0 1 I.' ,,=rslncp--rli' 
T"i2r "-rr 

Diese beiden Gleichungen, die man noch umformen kann zu 

3~T = 4a2 cos3 cp, 31Jr = - 4a2 sin3 cp, 

stellen in Verbindung mit der Lemniskatengleichung die Evolute 
vor; cp und r sind als Parameter zu betrachten. Die Beseitigung 
von r liefert 

(n) 

Beispiel d) Man gebe eine Formel für die von der Lemnis­
kate gebildete Fläche an. 

Die von ihr und den beiden Fahrstrahlen unter cp = 0 und 
q;" = cp begrenzte Fläche ist 

'P 'I' 

F = i f r2 dcp = a2 f cos 2 cpdcp = ~ ci2 sin 2 cp. (0) 
o 0 

Das im ersten Quadrant gelegene Flächenviertel ist begrenzt durch 
cp = 0 und cp = i: n und daher gleich ~ a2 , so daß der ganz von der 
Kurve eingeschlossene rechte oder linke Flächenteil a2 ist. 

198. Kettenlinie. Ein in zwei Punkten aufgehängter gewichtslos 
gedachter Faden (Kette), dessen Belastung proportional der Bogen­
länge ist, biegt sich nach einer Kettenlinie durch. Ihre Gleichung ist 

Wenn man die Funktion umkehrt, 
erhält man nach (39 h) die Gleichung _ 
in der Form 

y + v' y2 - a'J (b) x = a 19 -'----'--=---
a 

Beisp. 167d) gibt eine Konstruktion 
für die Kurve. a heißt der Para­
meter der Kettenlinie; er ist die 
Ordinate des tiefsten Punktes, des 
Schei tels der Kettenlinie, Abb. 348. 

Durch Differenzieren erhält man 

(a) 
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, S. x y= ID­
a 

und y"= ~Cos~. 
a a 

(c) 

Man kann auch beide Ableitungen als Funktionen von y darstellen, 
wenn man von (b) ausgeht. Nach Beisp. 153b) ist 

ay'=Vy'l.-a'l. und a'!.y"=y. 

·Die vorausgehende Gleichung 
, Vy2_ a2 

tg-r=y =----­
a 

(d) 

muß man geometrisch veranschaulichen, dann gibt sie die Anweisung 
für die Konstruktion der Tangente: um den Fußpunkt F der 
Ordinate des Kurvenpunktes P zieht man einen Kreis mit dem 
Halbmesser a, dann ist die Tangente durch P auch gleichzeitig Tan­
gente an den Kreis. 

Die erste der Gleichungen (d) kann man für öfter gebrauchte 
Beziehungen noch umformen und erhält 

dx= ady und 1 + ''.l=y2 ,/ Y a2. t' y2_ a2 
(e) 

Beispielsweise wird die Bogenlänge 8, vom Scheitel aus gemessen 
durch 

oder 

oder 

fl) ,/--.12 11 ady y 11 ydy 
8= [dx d+y = [ff-=~2·a= [yY2=a2 

8=Vy'.l-a2• (f) 

Will man aber die Bogenlänge als Funktion von x, so setzt man 

s = f dx "1 /1 +Sin2 ~ = f dx Cos ~ V a a 

S. x 
8=a ID-. 

a 
(g) 

Die Bogenlänge, gemessen zwischen zwei Punkten PI und P2, ist 

S· x'l. S· Xl 8=8 -8 =a ln-·-a ID-
2 1 a a 

oder 8 = a (Sin :: - Sin :1) (h) 

Abb. 348 läßt ersehen, daß die Konstruktion der Tangente auch 
gleichzeitig die Bogenlänge 8 liefert. Der gleichen Abbildung ent­
nimmt man noch 

sin-r=s:y, cos-r=a:y. (i) 
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Diese Formeln dienen zur Berechnung des Tangentenstückes, des 
Normalenstückes, der Subtangente und der Subnormale; man erhält 
nach (30) 

,s y2 
Y =-, t=-, 

a s 
y2 

n=-. 
a" 

ys 
s =­
" a 

Der Krümmungshalbmesser an der Stelle P ist 

(k) 

(1 + y'2)"/. y3: a3 y2 
e=-y"--= y:a2 =(1' (I) 

Im Scheitel ist wegen y = ader Krümmungshalbmesser (! 8 = a. 
Nach (k) ist gleichzeitig 

(!=n (m) 

und damit eine einfache Konstruktion für den Krümmungsmittel­
punkt der Kettenlinie gegeben. 

Die Kurve bildet mit der x-Achse und den beiden Ordinaten 
bei x=O und x=x die Fläche 

z z X x 
F= fydx=a fOos -dx=a2 Sin-; 

o 0 a a 

oder wenn man die Fläche als Funktion der Ordinate haben will, 
nach (e) 

F= jydx= jy. adY.=.=aVy2_ a'l=as. 
o "Vy2 a2 

(n) 

Die Näherungsparabel an einer beliebigen Stelle Po =xo I Yo 
ist nach (197) 

+( ) vy/'~a'l+l( )2YO y=Yo x-xo ---- 2 x-xo 2' a a 

Im Scheitel wird xo=O, yo=a, 
Yo' = 0, y;' = 1 : a und somit dort 
die Näherungsparabel 

oder 
x 2 = 2a(y-a). (p) 

Abb. 349 zeigt die große An­
näherung der Parabel (fein ge­
strichelt eingezeichnet) an die 
Kurve. 

a 

-..!::o+-----x 
Abb.349. 

(0) 
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199. Fortsetzung. Wenn ein aufgehängtes gewichtslos gedachtes 
Seil eine Belastung trägt, die an jeder Stelle der Länge dB des 
Bogenelementes proportional ist, dann bildet es eine Kettenlinie. 
Denkt man sich das Seil nicht mehr gewichtslos, aber überall gleich 
stark und von jeder Steifigkeit frei, so hat man den vorausgesetzten 
Belastungsfall, es wird das Seil, wenn es zwischen zwei Punkten PI 
und P2 durchhängt, eine Kettenlinie bilden. Wenn es sehr flach ist, 
dann zeigt die Mechanik, daß man genau genug die Kurve durch 
eine Parabel ersetzen kann. 

Übrigens hat auch die Näherungsparabel (198p) im Scheitel mit 
der Kettenlinie nicht nur eine Berührung zweiter sondern dritter 
Ordnung; bezeichnet man die Ordinate der Kettenlinie mit y, die 
der Näherungsparabel mit 'Yj, so wird nach (c) 

x 
y=aCos-, 

a 

x 2 
17=a+-2 . . a 

Für x= 0 ist 

, S. x 
y= IDa-' 

1 

a 

y='Yj, y' = r/, . y" === r/', 

, 
", y 

y =---;;, 
a" 

17'" = 0, 

'" '" y ='Yj , 

'Yj(4) = O. 

dagegen y(4) von 17(4) verschieden. Man hat also tatsächlich eine 
Berührung dritter Ordnung. 

Im praktischen Fall kennt man von einem durchhängenden 
Seil meist die Aufhängepunkte und die Seillänge. 

Wenn die beiden Aufhängepunkte P l und P2 verschieden hoch 
liegen, wird ihr Mittelpunkt M vom Scheitelpunkt S eine lotrechte 
Entfernung f und eine wagrechte m haben. Die bei den Aufhänge­
punkte Pl und P2 selbst haben eine lotrechte Entfernung 2b und 
eine wagrechte 2d. Die Länge des Seils zwischen P l und P2 ist 
2 l. Gefragt ist nach der Durchhängung, die durch die Größe f und 
m vollständig bestimmt ist. Um die Gleichung der Kettenlinie auf­
zustellen, benötigt man auch noch den Parameter a, so daß man 
für die drei Unbekannten a, f, m drei Gleichungen aufstellen muß. 
Sie sind gegeben durch die Bedingung, daß PI und P2 auf der 
Kune liegen müssen, ferner durch die Formel (198h) für die Seil­
länge 2l. Mit 

PI =m-dja+f-b, 

liefern die Gleichungen 

P2 =m+di a+f+ b 

x 
y=aCos-, 

a 
(S' x~ S' Xl) 2l=a m ;,- ill(i , 
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wenn man d = ~a. m = Ita einführt, 

1) a+f- b=aCos(Il-~) 2) a+ f+ b=aCos(p +~) 
3) 2l = a [Sin(1l +~) - Sin (ft - ~)]. 

Man rechnet nach (40) aus und findet 

a + f" - b = a (Cos Il Cos ~ - Sin Il Sin ~) . 
a+ f+ b =a(Cos Il Cos ~ + Sinll Sin~). 

1 = a Sin ~ Cos Il. (a) 
Wenn man die ersten bei den Gleichungen sowohl zusammenzählt 
wie auch voneinander abzieht, wird 

a + f = a Cos ~ Cos Il. 
b = a Sin ~ Sin fl-

Aus Gleichung (a) und (c) erhält man wegen (39c) 

l2_b'.l=a2Sin2~ 

oder 

(b) 
(c) 

bVl2-b2=dSin~ (d) 

Aus Gleichung (a) und (b) bezw. (a) und (c) erhält man noch 

a+f=lCotg~ und b=lTgll. (e) 

Man beachte, daß die Gleichung (d) nur ~ als Unbekannte enthält. 
Man ermittelt aus ihr ~ und daraus a = d : ~, aus Gleichung (e) 
dann noch f bzw. Il und daraus m = Il a. Die zur Bestimmung 
von ~ dienende Gleiehung (d) ist transzendent. Ihre Lösung geschieht 
entweder graphisch, wie in (121) angegeben oder mit Benützung von 
Tafeln der Werte der hyperbolischen Funktionen. 

Wenn die bei den Aufhängepunkte PI und P 2 gleichhoch liegen. 
dann wird b = 0, m = 0 und die Gleichungen (d) und (e) zur Er­
mittlung von a und f gehen über in 

~ l=dSin~, d=a~, a + f=lCotg~. (f) 

Beispiel a) Zwei Punkte PI und P2 haben voneinander die 
wagrechte Entfernung 40 m, der erste Punkt liegt 6 m, der zweite 
10 m über der Erde. Beide Punkte sind verbunden durch einen 
Draht von 48 m Länge. Man gebe seine Durchhängung an, die als 
jene einer Kettenlinie vorausgesetzt ist. 

Hier ist 1 = 24, d = 20, b = 2. Mit diesen Werten werden die 
Gleichungen (d) und (e) 

~V242_22= 20Sin~, a= 20:~, 

a+f=24Cotg~ und 2=24Tgft. 
Die erste dieser Gleichungen 

1,196 ~ = Sin ~ oder 2,392 b = ed + e-d, 
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ist durch Aufg.15 in 137 bereits gelöst, Abb. 251. Von den drei Wurzeln 
kommt hier nur () = 1,05 in Betracht. (() = - 1,05 würde bedeuten, 
daß man die Kettenlinie mit ihrem Scheitel auch nach oben durch­
biegen könnte,) Dann wird a = 19,05, f = 24 ·1,277 - 19,05 = 11,6. 
Tg I-' = 0,083 liefert I-' = 0,083 5 oder m = I-' a = 1,59. Wenn man 
eine Tabelle der Werte der hyperbolischen Funktionen zur Hand 
hat, wird man die gesuchten Werte schneller mit dieser Tabelle 
ermitteln. 

*200. Die Traktrix oder Antifriktionskurve hat die Gleichung 

a~Va'.l_y2 
+x=alg '--- Va2 _ y2; - Y (a) 

das ,,+" bezieht sich auf den rechten Teil der Kurve, das" 
auf den linken Teil. 

" 
Ihre Haupteigenschaft, aus der ihre Gleichung mit Hilfe 

der Sätze der Differentialgleichungen entwickelt wird. ist: das Tan­
gentenstück ist konstant 

t=a, (b) 

Abb. 350. Bildet man nämlich die erste und zweite Ableitung, 

d " a2 y 
un y =( " 2)'" a--y, -

und daraus 

(c) 

___ a ( ) VI -L y'2 = -- =-=.:., d 
I Va2_y2-

so wird 

y V--- YV' a ! t=i/' l+y'2= _Yl/=-a. 
! i Eine andere Eigenschaft 

//-.-----r--.. ' .... "., :!~lv~~:en T~~t~:t~~~ini:~eDa~~ 
P'~: \ 

, muß die Kettenlinie die Evolute 
--~oJ---1flL~s:t:::::..,-._'~;.r der Traktrix sein. Man bildet 

Abb.350. 
nach (180) die Koordinaten ~, 1] 

des erzeugenden Krümmungsmittel­
punktes M. 

~=x +'!L. a2~~_=x+ Va'.l-li"2. 
~ ~.~y , 
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x und y sind als Konstante zu betrachten, die noch verbunden sind 
durch die Gleichung (a); man muß x und y beseitigen und eine 
Gleichung in ~ und 'TJ bilden. Man formt Gleichung (a) um zu 

- a+Va2 _ y2 x+Va2 y\l=alg--'----~ 
y 

a+ Vall _(all :'TJ)2 
oder ~=alg 11 

a :'TJ 
oder 1J+W-a2 

~=alg-----, 
a 

d. i. die Gleichung (198b) der Kettenlinie. 
Die Eigenschaft der Traktrix als Evolvente der Kettenlinie 

erklärt auch die Konstruktion der Tangente in Abb. 350. 
Weitere Eigenschaften der Traktrix: die Orthogonaltra­

jektorien zu Kreisen mit dem Halbmesser a und den Mittelpunkten 
auf der x-Achse sind Traktrixkurven, s. Beisp. 192 b); wenn man einen 
Stab von der Länge a, dessen beide Endpunkte die Koordinaten 
o ! 0 und 0 I ahaben, vermittels einer unendlich langen Schnur zieht, 
die im Endpunkt 0 I 0 am Stab angreift und parallel der x-Achse 
ist, dann beschreibt wegen der Reibung das andere Ende eine 
Traktrixkurve, daher auch die Benennung. 

Beispiel a) Man beweise, daß die Parameterdarstellung 

+ x = a (Tg rp - rp) mit y = a: Cos rp (e) 

die Traktrix darstellt. 

M· Ca. dS' +Vall_yll It osrp=- WIr mrp= , y - y 
Vall y2 

Tgm=+--, 
T - a 

nach (39). rp ermittelt man aus 

2 Cosrp=e<P+e-<p oder 2 Cosrp=u+ 1 :u, 

wenn man e<P = u oder rp = Ig u setzt. Dann wird 

ull-2uCosrp+1=O oder u=Cosrp+VCosllrp-1 

~der und 

Damit geht die erste der beiden Parametergleichungen über in 

[ Vall_y2 a+vall _ y2J +x=a + -lg -!.._--=-- - a y 

~der in die Gleichung (a), wenn man nur das obere Vorzeichen 
der Wurzel wählt. 
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Beispiel b) Man ermittle den Krümmungshalbmesser der 
Traktrix im Punkt P = x-I y und gebe eine Konstruktion für ihn an. 

(1 +y'2)8:. aS • /4 a " " 
n-' . - "- .. Ia - y- (f) "'---'-'---3--"---" - . Y ~ ·a-y y 

Geometrisch ist die Wurzel zu deuten wie Abb. 350 angibt. 
gibt das Verhältnis 

Dann 

e:v=a:y 

unmittelbar den Krümmungshalbmesser und gleichzeitig den Krüm­
mungsmittelpunkt M. 

201. Gleitkurven. Die Scheibe hat in ihrer Ebene drei Frei­
heitsgrade oder Bewegungsmöglichkeiten (1 59 und Mech. I 18). 
Wenn man ihr zwei Führungen vorschreibt, hat man ihr zwei Frei­

heitsgrade genommen, sie hat 
dann nurmehr einen einzigen 
Freiheitsgrad, ihre Bewegung 
ist zwangläufig. Jeder ein­
zelne Punkt U der Scheibe hat 
dann eine ganz bestimmte Bahn, 
die naturgemäß von den beiden 
gegebenen Führungen abhängt. 
Wenn die beiden vorgeschrie­
benen Führungen darin bestehen, 

Abb. 351. daß zwei ausgewählte Punkte 
A und B der Scheibe vorge­

schriebene Kurven beschreiben, Bahnkurven genannt, dann nennt 
man die von jedem beliebigen Scheibenpunkt U erzwungene Kurve 
eine Gleitkurve, Abb.35l. 

Man denke etwa an die Bewegung der Schubstange einer 
Maschine, Abb. 352. Hier ist die Schubstange die Scheibe, die 

Abb.352. 

beiden EndpunkteZ undK 
der Stange sind die Punkte 
A und B. Der eine Punkt 
A, der Kurbelzapfen, 
bewegt sich auf dem Kur­
belkreis, der andere Punkt 
B, das Kreuzkopfge­
lenk, auf einer Geraden, 

die man in der Rechnung mit dem Kreuzkopfschlitten zusammen­
fallen läßt. Jeder Punkt der Schubstange beschreibt eine Gleitkurve. 

Je einfacher die beiden Bahnkurven der Punkte A und B sind. 
desto einfacher werden selbstverständliC'h auch die Gleitkurven und 



Kurvendiskussion II und Differentialgleichungen I. 201. 479 

ihre Gleichungen. Ein ganz allgemeiner Weg zur Auffindung der 
Gleitkurven wäre der folgende: Es sei F (~, 1]) = 0 die Gleichung der 
ersten Bahnkurve, die also der feste Punkt A beschreibt, dann sind 
~ I 1] seine veränderlichen Koordinaten, während der Bewegung. Ent­
sprechend setzt man B = u Iv, die von ihm beschriebene Bahnkurve 
hat die Gleichung G (u, v) = O. Die vom beliebigen Scheibenpunkt 
U = x i y beschriebene Gleitkurve ist dann durch die Bedingung 
bestimmt, daß die Abstände AB, AU, BU konstant sind, Abb.351. 
Man hat also fünf Gleichungen 

F(~,1])=O, G(u,v)=O, 
a~=(x _U)2 + (y-v)2, 

C2=(~ - ur + (1] _V)2, 
b2=(X_~)2 + (y - 1])2 (a) 

mit vier Unbekannten ~, 'fj, u, v. Deren Beseitigung gibt in der 
verbleibenden Schlußgleichung die gesuchte Gleitkurve. Recht häufig 
wird man mit großem Vorteil einen Parameter einführen, indem 
man sich erinnert, daß die Bewegung der ganzen Scheibe eine zwang­
läufige, eine Bewegung mit nur einem einzigen Freiheitsgrad ist. 
Es muß sonach eine Veränderliche. eben dieser Parameter, hinreichen, 
um jede Stellung sowohl von A und B wie auch deswegen von U 
anzugeben. Hier sollen aber nur die 
einfacheren Fälle besprochen werden, 
wenn nämlich die beiden Bahnkurven 
entweder Gerade oder Kreise sind. Statt 
von der geführten Scheibe kann man 
auch ebensogut von einem geführten 
Stab sprechen; man denke sich die 
Scheibe mit diesem Stab fest verbunden. 

Abb.353. 

I. Beide Bahnkurven sind rechtwinklige Gerade. Beide 
macht man zu Koordinatenachsen, dann hat der erste Festpunkt A 
der Scheibe die Koordinaten ~ I 0, der zweite 0 Iv. Dann werden 
die letzten drei Gleichungen (a), Abb.353, 

Aus den beiden letzten Gleichungen ermittelt man ~ und 1) und setzt 
sie in die erste Gleichung ein, die dann 

c2 = (x - Vj)2=~2 + (y - Va2 _X2)2 

wird und die Gleichung der Gleitkurve ist. Man macht sie 
rational und führt dabei 

a2 +b2 _c2 = 2d2 

als Abkürzung ein. Man erhält der Reihe nach 
.--,----= 

a2 +b2 -c'! =2xVb'!-y2+2YVa2-x'! 
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oder d2=xVb2_y2+YVa2_x2 

oder d'=b2x2 +a'l.y'l.- 2X'l.y2 + 2xy V(a'l.-x2) (b 2 _y2) 

oder [d' - (b2 X'l. + a'l. y2) + 2X2 y2]2 = 4X2y2 (a2 _x2)(b2 _y2) 

oder [d' - (b2 x2 + a2 y2)]2 = 4x2 y2 (a2 b2 - d'). 

Formt man die Konstante auf der rechten Seite noch um, 

4a2 b2 - 4d' = (2ab + 2d2) (2ab - 2d2) 

=(a+b + c)(a + b - c)(b +c-.a)(c+a-b)= 16f!, 

wo nach der Heronischen Formel [2 der Inhalt des Dreieckes ABU 
ist, dann erhält man die Gleichung der Gleitkurve 

[d' - (b2x2 + a2y2)]2 = 16f'x2 y2 

oder d' -(b2x2 +a2y2)=+4[2xy 

oder b2x2 + a2y2+4 rxy-d'=O, (b) 

das sind zwei zusammengehörige Ellipsen mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt. 

Beispiel a) Wie wird die eben entwickelte Gleichung. wenn 
der Punkt U auf der Strecke AB selbst liegt1 

Der Dreiecksinhalt wird r = 0, ferner d'J = ab, also 
2 'I. 

b2x2+a2y2_a2b2=0 oder ~+!..-l=O (c) 
a2 b2 

die Gleichung der Gleitkurve. Die beiden Ellipsen fallen zu einer 
einzigen ZUEammen, die symmetrisch zu beiden Koordinatenachsen ist. 

Beispiel b) Wie wird die Gleitkurve, wenn das Dreieck ABU 
rechtwinklig ist, der rechte Winkel bei U vorausgesetzt? 

Hier wird c2=a2 +b2 oder d2=O und 4r=2ab, 
sonach stellt die Gleichung der Gleitkurve 

b2 X'l. +a2y2 + 2abxy= O· oder (bx +ay)(bx-ay)=O 

zwei Gerade durch den Nullpunkt vor (Geradführung). 

Beispiel c) Man stelle die Gleichung der Gleitkurve der 
Abb. 353 in Parameterform auf. 

Als Parameter wählt man den Winkel cp; dann sind x und y 
die Projektionen des Fahrstrahles von 0 nach U, also die gesuchte 
Darstellung gegeben "durch 

x=ccoscp-bcos(cp+a) mit y=bsin(cp+a). (d) 

Nach umständlicher Beseitigung des Parameters cp gelangt man 
wieder zur Gleichung (b). 
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*202. Fortsetzung. H. Die eine Bahnkurve ist eine Gerad e, 
die andere ein Kreis mit dem Mittelpunkt auf der Geraden. 
(Der allgemeine Fall wäre natürlich der, daß der Mittelpunkt des 
Bahnkreises beliebig liegen darf, so wie die Abb. 354 zeigt, wo der 
Schlitten A sich zwangläufig auf der 
Geraden A D bewegt, und der Kurbel­
zapfen B um den Mittelpunkt 0 des 
Kurbelkreises.] Wie schon in der 
vorigen Nummer angegeben, wird im 
praktischen Fall die Scheibe zur Schub­
stange X Z; der eine Endpunkt, der 
Kreuzkopf X, bewegt sich bei einer 
normalen Maschine auf einer Geraden, Abb.354. 
der andere Endpunkt, der Kurbel-
zapfen Z, auf einem Kreis um M. Meist untersucht man die Gleit­
kurve für einen beliebigen Punkt U auf der Schubstange. Man nennt 
diese ganze zwangläufige Bewegung, die durch einen einzigen Para­
meter ausgedrückt werden kann, die Bewegung des Kurbel­
mechanismus. Als Parameter kann man entweder den Kreuzkopf­
weg 8 einführen, gezählt von der Totpunktlage Ko aus, oder meist 
praktischer den von der Kurbelstange zurückgelegten Weg qJ, berechnet 
im Bogenmaß von der Lage Zo aus. Der Kurbelzapfen Z beschreibt 
einen Kreisbogen ZoZ, dessen Projektion ZoZ' auf die Wagrechte 
gleich ist r (1 - cos qJ); der Kreuzkopf K beschreibt einen Weg 

8=XoM -K M = (l+r) -(lcosa+rcosqJ) 
oder 

8 =r(l- cOSqJ) + 1(1 - cosa) , (a) 

wenn I die Länge der Schubstange ist. Zwischen den Winkeln a und 
.q; besteht die Beziehung 

lsina=ZZ'=rsinqJ oder 
. r . 

sma=-ysIDqJ. (b) 

Dann sind die Koordinaten des erzeugenden Punktes U, wenn man 
Ko als Nullpunkt wählt, gegeben durch 

X=8+ acosa, 11 =asincc, 

wo KU=a, oder 

x =r(l-cosqJ) +1 +(a-l) cosa, y=asina. (c) 

Beide Gleichungen zusammen stellen die Gleitkurve in der Parameter­
form dar, wenn man noch die obige Gleichung (b) berücksichtigt, 
.die den Bogen a nach qJ ausdrückt und umgekehrt. Will man zur 
gewöhnlichen Darstellung übergehen, 80 setzt man 

E ger er. Ingenieur-Mathematik 11. 31 
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sina=JL, 
a 

Va2 _ y'! 
cosa= , 

a 
. ly 

Slnep=-, 
ra 

in die erste der Gleichungen ein und erhält 

ax=ar- Vr2 a2_l2y2 +al+(a-l)Va2 _y2. 

Wenn man noch die Wurzel beseitigt. erhält man eine Gleichung 
vierten Grades, die Gleitkurve ist also von der vierten Ordnung. 

Abb.355. 

III. Die beiden Bahnkurven sind Kreise. Es beschreibt 
sowohl der Endpunkt A der ersten Kurbel wie auch derjenige B der 
zweiten Kurbel je einen durch die Lage gegebenen und begrenzten 
Kreisbogen. Praktisch wichtig ist besonders der Fall, daß die Scheibe 
nur aus einem Stab besteht, so wie Abb.356 zeigt; man nennt dann 
den zwangläufigen Mechanismus ein Gelenkviereck, den in die Ge­
lenke A und B eingehängten Stab AB auch eine Koppel, die von den 
Punkten U der Koppel beschriebenen Kurven auch Wattsche Kurven. 

Wählt man den einen Mittelpunkt 0 1 als Nullpunkt des Koordi­
natensystems, dann haben die Punkte A und B die Koordinaten 

A = r1 cos epl I r1 sin epl , B = rg cos ep2 i r2 sin ep2 . 

Wählt man den einen Bogen epl als Parameter, dann ist durch ihn 
der andere Bogen ep2 bestimmt. Es ist die Länge l der Koppel vor­
geschrieben, also gilt 

rl =(e+r2 COSep2 -r1 cosepl)2+(r2 sinep2 -r1 sineplf. (d) 

Der Punkt U hat eine ganz bestimmte Lage auf der Koppel, es ist 
sonach sein Teilverhältnis l = U A : U B bekannt; dann sind seine 
Koordinaten bestimmt durch 

l (e + r2 cos fP2) -r1 cos epl x= ---
l-l ' 

Beseitigt man aus diesen drei Gleichungen die Unbekannten epl und 
ep2' dann erhält man die Gleichung der Gleitkurve in der gewöhn­
lichen Form F (x, y) = 0, sie ist sechsten Grades, die Gleitkurve 
sonach sechster Ordnung. 
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203. Zykloide. Eine Kurve soll in der Ebene ihre Lage derart 
verändern, daß sie stets auf einer festen Kurve rollt, ohne zu gleiten. 
Jeder Punkt der zur bewegten Kurve gehörigen Ebene erzeugt dann 
wieder eine Kurve, die man allgemein eine Rollkurve oder zykloi­
dale Kurve, auch Trochoide nennt; in diesem Zusammenhang wird 
dann die feste Kurve die Basis der Rollkurve genannt. 

Abb.357. 

Wenn man als bewegliche Kurve einen Kreis wählt und als Basis 
eine Gerade, dann entsteht die Zykloide, Abb.357. Sie wird also 
erzeugt durch die Punkte der Ebene eines Kreises, der auf einer festen 
Geraden rollt, ohne zu gleiten. Wenn diese Punkte auf dem Kreis 
selbst liegen, hat man die gemeine Zykloide, liegen sie außerhalb 
des rollenden Kreises, erzeugen sie die verlängerte Zykloide, und 
entsprechend die verkürzte Zy­
kloide, wenn sie innerhalb des 
Kreises liegen. 

Es sei a der Radius des rollen­
den Kreises, d der Abstand des 
die Kurve erzeugenden Punktes P 
vom Mittelpunkt M. Man legt das 
Koordinatensystem so, daß die Basis 
zur x-Achse wird und die y-Achse 
durch die Anfangslage Mo des Mittel­
punktes des rollenden Kreises geht. 
In Abb. 358 ist die Lage des Kreises 
angegeben, die er im untersuchten 

. Augenblick hat. Der Weg, um den 
er sich auf der Geraden abgewälzt 

Abb.358. 

hat, der Wälzungsweg, ist stark ausgezogen wiedergegeben. 
Während dieser Bewegung ist der Wälzungswinkel t zurückgelegt 
worden, so daß der Wälzungsweg at ist. Man kann die Lage, 
die der Kreis im untersuchten Augenblick einnimmt, auch dadurch 
herstellen, daß man den Kreis eine reine Schiebung at wagrecht 

31* 
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machen läßt, während deren also alle Punkte de:.: Kreisebene den 
gleichen Weg at in der x-Richtung zurücklegen; und dann eine 
Drehung um den festgehaltenen Mittelpunkt M mit dem Winkel t. 
Während der Schiebung legt der untersuchte Punkt Po des Kreises 
den Weg at in der x-Richtung zurück und gelangt in die Lage P'. 
Bei der darauffolgenden Drehung macht auch der Punkt P' diese 
Drehung mit dem Winkel t mit und beschreibt den Bogen P' P; 
dieser Bogenweg hat in den beiden Achsenrichtungen die Projek­
tionen - d sin t und d - d cos t . Wenn man die Anfangslage Po des 
erzeugenden Kurvenpunktes P durch den Vektor 80 wiedergibt, so 
wird die untersuchte Lage bestimmt durch den Vektor 

f='O+'1 +'~p (a) 
wo 81 und 82 den Schiebungs- und Drehweg angeben. Diese Glei­
chung stellt bereits die Zykloide dar, allerdings in Vektorkoordinaten. 
Von ihr geht man zur gewöhnlichen Darstellung über, wenn man sie 
auf beide Koordinatenachsen projiziert. Man erhält 

x=O+at-dsint, y=a-d+O+d-dcost. (b) 

Also ist die Gleichung der Zykloide in Parameterdarstellung 

x=at-dsint mit y=a-dcost. (" ) 
Diese Gleichung bzw. die Beschreib~ng ihrer Entstehung gibt auch 
gleichzeitig eine Konstruktion für die Zykloide. 

Für die gemeine Zykloide ist d=a und somit ihre Gleichung 

x=a(t-sint) mit y=a(l-cost), (d) 

oder wenn man den Parameter t entfernt, 
a-y 

x=aarccos-- + Y(2a-y)y. 
a (e) 

Wenn man von einer Zykloide schlechtweg spricht, meint man 
immer die gemeine Zykloide. 

Die (gemeine) Zykloide ist in der Dynamik bekannt als Tauto­
chrone: Ein schwerer Punkt wird, auf einem in lotrechter Ebene 
liegenden Zykloidbogen widerstandsfrei sich bewegend, immer in der 

nämlichen Zeit zu seinem tiefsten Punkt S 
gelangen, unabhängig von seiner Anfangs­
lage Po. 

Abb.3S9. 

Sie ist in der Dynamik ferner bekannt 
als Brachistochrone: Damit ein schwerer 
Punkt mit einer gegebenen Anfangs­

geschwindigkeit '110 von einem Punkt Po aus in der kürzesten Zeit 
zu einem andern vorgeschriebenen Punkt P gelangt, Abb.359, muß 
er eine Zykloide mit wagrechter Basis beschreiben. 
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Die Zykloide und ihre Eigenschaften sind für den Maschinen­
ingenieur von besonderer Wichtigkeit: sie spielen bei der Herstellung 
von Zahnrädern eine ebenso wichtige Rolle wie bei der Herstellung 
von Werkzeugen für die Metallbearbeitung. 

204. Fortsetzung. Die erste und zweite Ableitung der Kurven­
gleichung der Zykloide wird nach Aufg. 6 in 158 

" -1 -a 
y = a(1-cost)2=7 (a) 

und damit 
') 

1-1-, '2_ ... 
I Y -l-cost 

2a 
y 

(b) 

Nach Gleichung (203 a, b) hat der Vektor 32 die Projektionen - a sin t 
und a (1 - cos t) . Er steht also nach (a) senkrecht zur Tangente 
und ist deswegen gleich dem Normalenstück, Abb.357, 

n=yVl+y'2=V2ay= 2asini't=32' (c) 

Der Krümmungshalbmesser an der Stelle x I y ist nach (179) 

2aV2a.y2 
0= 2V2ay=2n=282 • (d) 
~ yVy·a 

Im Scheitel ist e = 4 a, im Nullpunkt e = 0 . 
Für den Krümmungsmittelpunkt geben die Formeln (180) 

• . sint 2[-a(1-cost)2] . 
~=a(t-smt)-. =a(t+smt), 

l--cost 1-cost 

2 a (1 - cos t)'1. 
1]=a(l- cost) + 1-cost'- -1 =-a(l- cost). 

Beide Formeln stellen in der Parameterdarstellung 

~=a(t+ sint), f/= -a(l- cost) (e) 

wieder eine Zykloide vor, Abb. 360, d. h. 

die Evolute der Zykloide ist eine ihr kongruente 
Zykloide. (f) 

Nach Beispiel 64 b) ist die durch den 
Zykloidebogen und die Basis gebildete 
Fläche 

F= 3a2 1f (g) 

dreimal so groß wie die Fläche des 
Rollkreises. Abb.360. 
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Nach Aufg. 46 in 70 ist der ganze oberhalb der Basis gelegene 
Bogen 

8=8a (h) 
achtmal so groß wie der Halbmesser des Rollkreises. 

205. Epizykloide. Auch sie ist eine Rollkurve : auf der Außen­
seite eines festen Kreises (Grundkreis) rollt, ohne zu gleiten, ein 
Kreis; jeder Punkt der Ebene dieses bewegten Kreises beschreibt 

!I 

Abb. 361. 

eine Epizykloide, auch Epitro­
choide genannt. Die gemeine 
Epizykloide wird von den 
Umfangspunkten des rollenden 
Kreises beschrieben, die ver­
längerte Epizykloide von 
einem Punkt außerhalb und die 
verkürzte Epizykloide von 
einem Punkt innerhalb des rol­
lenden Kreises, Abb. 361. Wenn 
man schlechthin von Epi­
zykloide spricht, meint man 
immer die gemeine. 

Aus einer Anfangslage, ge­
geben durch Mo Po in'Abb.362, 
kommt der rollende Kreis in 

eine Lage, die durch M P charakterisiert ist, wo P ein Punkt 
der Ebene des rollenden Kreises ist. Man kann den Kreis in 
diese Lage auch dadurch überführen, daß man den Kreis zuerst 

Abb.362. 

eine Schiebung machen läßt, die ihn aus der Anfangslage MoPo 
in eine Zwischenlage M P' überführt. Bei dieser Schiebung müssen 
alle Punkte des rollenden Kreises kongruente Bahnen beschreiben 
und alle seine Geraden sich parallel bleiben. Aus der Zwischen-
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lage M P' kommt der Kreis dann noch durch eine Drehung um M 
in seine untersuchte Lage M P. Die Drehung ist dadurch bestimmt, 
daß sich bei der wirklichen Rollbewegung gleiche Stücke des Grund­
kreises und des rollenden Kreises aufeinander abwälzen. Es müssen 
also die beiden stark ausgezeichneten Bögen des Grundkreises und 
des rollenden Kreise~ gleich sein. Oder 

Rq;=at, (a) 
wenn q; der Wälzungswinkel des festen und der Wälzungswinkel 
des rollenden Kreises ist. Rund a sind die Halbmesser beider Kreise. 

Als Nullpunkt wählt man den Mittelpunkt des festen Kreises, 
die x-Achse legt man durch die Anfangslage Po des erzeugenden 
Punktes. Die Aufstellung der Gleichung und auch eine Konstruktion 
der Epizykloide superponiert den Vektor r vom Nullpunkt zum er­
zeugenden Punkt P als Summe der beiden Vektoren '"1 und rl!' wo 
Tl durch die Schiebung des rollenden Kreises und r2 durch· seine 
Drehung um M bestimmt ist, 

f=f1 +f2 • (b) 
Durch die reine Schiebung ergeben sich die Projektionen von r 1 zu 

Xl = (R+a)cosq;-a, 1ft =(R+a)sinq;, 
wenn a die Entfernung des erzeugenden Punktes P vom Mittelpunkt 
des rollenden Kreises ist, und durch die reine Drehung die Projek­
tionen von r2 zu 

x2 =a - a cos(q; + t), y, = -asin(q; + t). 
Die Projektionen von r, d. h. die Koordinaten des erzeugenden 
Punktes, sind dann nach (b) 

oder 
x = (R + a) cosq; - acos(q; + t)} 
y = (R + a)sin q; -asin(q; + t) (c) 

Bei der gemeinen Epizykloide liegt der erzeugende Punkt 
auf dem Umfang des rollenden Kreises, also ist a=a und somit 
ihre Gleichung wegen (a) 

x=(R+ a)cosq; _ acos (R ~ a q;)} 

y =(R+a) sin q;-asin (R~ a q;) 

(d) 

Wenn man den Halbmesser R des Grundkreises als Vielfaches des 
Halbmessers des rollenden Kreises angibt, erhält die Gleichung eine 
einfachere Form; man setzt 

R = n a, daher t = n q; , ferner m = n + 1 , (e) 
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und erhält aus Gleichur~.g (c) 

x=a(mcosrp- cos mrp) } 
y=a(m sin rp-sin mrp) 

als neue Gleichung der (gemeinen) Epizykloide. 

(f) 

206. Fortsetzung. Nach Beispiel 151g) wird für die Epizykloide 
die erste und zweite Ableitung, wenn man 1= m + 1 als Abkürzung 
einführt, 

y'=tg ': ' 
und damit 

;y" = I: 4 am coss ': sin nt 

1 + y'2 = 1 : cos2 !:.:E.. 
2 

Die Richtung im Punkt P ist demnach 

tg-r=y' =tg lrp oder 
2 

(a) 

(b) 

Der Krümmungshalbmesser an der Stelle rp wird nach 179 
4am. t 

(!=-,-SID"2' (c) 

Im Scheitel ist t = 1l und damit (! = 4 am : I, für den Anfangs­
punkt ~ ist (! = 0 . Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 
werden nach 180 berechnet zu 

wo a1 bestimmt ist durch a1'=na. 

Abb.363. 

Beide Gleichungen stellen in Parameterform die Evolute der 
Epizykloide vor. Sie ist wieder eine Epizykloide, die der gegebenen 
ähnlich ist, Abb. 363. 
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Das Verhältnis n = R : a der Halbmesser des Grundkreises und 
des rollenden Kreises ist maßgebend für die Art der Kurven. Wenn 
n eine rationale Zahl ist, werden die Epizykloiden, sowohl die ge­
meinen wie die verlängerten oder verkürzten, alle zu algebraischen 
Kurven. Man hat insbesonders für 

1. n= 1 oder R=a die Pascalsche Schneckenlinie, s.207. 
Dabei darf d selbst beliebig sein. Von ihr ist, wie auch später zu 
ersehen, die Kardioide oder Herzkurve ein Sonderfall. 

2. Im Fall a = 00 erhält man di~ Kreisevolvente, s. 210. 

Beispiel a) Abb. 363 gibt eine Epizykloide. Für sie ist 

also wird 

n=4, m=ö, 

R=4, a=l, 

l=6, 

die kleinere Epizykloide ist die Evolute zur gegebenen. 

Beispiel b) Man beweise für alle Rollkurven den Satz: 

Die Normale geht stets durch den Berührpunkt 
des Rollkreises. (e) 

Der jemeilige Berührpunkt B des Rollkreises, Abb.364, hat die Ge­
schwindigkeit O. Die augenblickliche Bewegung der Scheibe des 
Rollkreises ist also genau die gleiche, wie wenn sie sich 'um den 
Punkt B drehen würde. Es ist daher die Geschwindigkeit eines 
jeden Scheibenpunktes U senkrecht gerichtet zum Fahrstrahl B U, 
d. h. die Tangente im Kurvenpunkt U ist senkrecht zu B U oder 
umgekehrt BU ist die Normale im Kurvenpunkt U. 

Abb.364. Abb.365. 

207. Pasealsehe Linie, Herzkurve. Die Pascal sc he Linie, 
Abb. 365, hat wegen R = a die Gleichung 

x = 2 a cos t - d cos 2 t mit Y = 2 a sin t - d sin 2 t . (a) 
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Im Sonderfall der Her z kur ve wird diese Gleichung wegen d = a 

x=a(2cost-cos2t) ,mit y=a(2sint-sin2t). (b) 

Macht man den Anfangspunkt A zum Nullpunkt des Koordinaten­
systems, indem man das alte System um a nach rechts verschiebt, 
so wird mit x = ~ + a und y = r; im neuen System die Kurven­
gleichung 

~+a=a(2cost-cos2t) mit r;=a(2sint-sin2t). (c) 

Beide Gleichungen quadriert 'und addiert geben 

~2 + r;2 + 2 a ~ = 4 a2 (1 - cos t). 

Wenn man beide Parametergleichungen noch umformt, 

~ + a = a (2 cos t - 2 cos2 t + 1) oder ~ = 2 a cos t (1 - cos t) , 
r; = a (2 sin t - 2 sin t cos t) oder r; = 2 a sin t (1 - cos t) , 

erhält man durch Quadrieren und Addieren 

~2 + r;2= 4a2 (l-cost)2. 

Die beiden erhaltenen Gleichungen kann man zusammennehmen und 
erhält 

W + r;2 + 2 a ~?= 4a2. 4 a2 (1 - cos t)2 = 4a2 (~2 + r/). 
oder wenn man wieder x I y statt ~ I r; setzt, 

(x2 +y2+2ax)2=4a2(x2+y2). (d) 

Die Herzkurve ist sonach von der vierten Ordnung. 
Recht bequem wird die Behandlung der Kurvengleichung, wenn 

man zu Polarkoordinaten übergeht, 

(r2 + 2 arcosrp)2= 4a2r2 oder r2 + 2 arcosrp = + 2 ar 

oder 
r= 2 a(l- cosrp). 

Die Kurve und ihre Eigenschaften sind aus einer Reihe von Bei­
spielen, 27 a), 28d), 30d) usw., bereits bekannt. Nur war die Gleichung 
r = 2 a (1 + cos rp), weil die Kurve nach rechts gewendet ist. 

Bei s pie I a) Der Zell druck in einem kreiszylindrischen Luft­
schiff war bei der normalen Lage nach 88 gegeben durch 
n = no + a x; man gebe diese Druckdichte n als eine Funktion des 
Winkels q;, den man von der Lotrechten aus zählt, und zeichne die 
zugehörige Schaulinie, indem man n einmal vom Kreismittelpunkt 
aus abträgt, das andere Mal von den Kreispunkten aus nach einwärts. 
Dabei soll Normalfüllung angenommen, d. h. no = 0 vorausgesetzt 
werden. 
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Mit x=cI,l-coscp) und ccc=2a wird 

n=2a(1-coscp), 

die Schaulinie also eine Herzkurve, Abb.366. Anschaulicher wird 
die Schaulinie. wenn man die Druckdichte n von den Kreispunkten 
aus gegen den Kreismittelpunkt hin richtet; wählt man den Maßstab 
der Zeichnung noch so, daß die größte Dichte nmax = 4 a im First 
der Zelle. also bei 9-' = n, durch den Halbmesser c des Kreises dar­
gestellt wird. dann wird die Gleichung der Schaulinie, Abb.367, 

oder 
r=c-n=4a- 2a(1- costp) 

r = 2 a (1 + cos cp) . 
Sie stellt gleichfalls eine Herzkurve vor, die nur nach der entgegen­
gesetzten Seite wie die vorige gerichtet ist. 

:c "'_ 

Abb.366. Abb.367. 

208. Hypozykloide. Sie entsteht auf die gleiche Weise wie die 
Epizykloide, nur daß der rollende Kreis sich auf der Innenseite des 
Grundkreises abwälzt. Auch bei ihr beschreiben die Umfangspunkte 
des rollenden Kreises die ge­
meine Hypozykloide, während 
die verlängerte bzw. ver­
kürzte von Punkten außer- und 
innerhalb des rollenden Kreises 
beschrieben wird, Abb. 368. 

Die Gleichung und Kon­
struktion erfolgt genau so wie 
bei der Epizykloide, man hat nur 
R - a statt R + a zu setzen, 
~rhä.lt also die Gleichung der 
allgemeinen Hypozykloide mit Abb. 368. 
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x=(R-a)cOsq;+dcOS(t-rp)} R-
y=(R-a)sinq;-dsin(t-rp)' rp-at. (a) 

Wenn man schlechtweg von Hypozykloide spricht, meint man immer 
die gemeine, deren Gleichung also 

x~(R-a)cosq;+acosR a aq;} 

(R ) . . R-a 
y= -a slnq;-asln--q; 

a 

(b) 

mit Einführung von n und m durch 
R=na, m=n-l, l=m-l 

auch geschrieben werden kann 

x = a (m cos q; + cos m q;), } (c) 
y=a(t'1\sinq;-sin mq;). 

Die erste und zweite Ableitung der Kurvengleichung ist 

y'=-tg q;(n2-2) = - tg I:, y" =1: 4amsin n2q; cos3 I: . (d) 

Die Richtung der Hypozykloide im Punkt P ist gegeben durch 
lq; lq; 

tg-r=l/'=-tg T oder '1'=-2' (e) 

die Normale hat die Richtung PT. 
Der Krümmungshalbmesser im Punkt P ist 

4am. t 
e=-l-Sln2"; (f) 

er wird im Scheitel e = 4 am : I, im Anfangspunkt A wird e = 0 . 
Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 

~=al (m cos q; - cos m q;), 'fJ =a1 (msin q; + sin m q;), (g) 

Abb.369. 

wo a1 = na: I ist, geben als 
Funktion des Parameters q; 
betrachtet die Gleichung der 
Evolute der Hypozykloide. 
Sie ist wieder eine Hypo­
zykloide, die der gegebenen 
ähnlich ist. 

Wenn das Verhältnis n = R : a 
der Halbmesser des Grund­
kreises und des Rollkreises 
rational ist, wird die Hypozy­
kloide eine algebraische Kurve. 
Insbesondere wird sie für 
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1. R=4a und cl=a zur Astroide oder Sternkurve, in 
Abb. 368 die stark ausgezogene Kurve; 

2. R = 2 a und cl = a zu einer Geraden A 0, in Abb. 369 
stark ausgezogen; 

3. R = 2 a und cl ~ a zur Ellipse, Abb. 369. 

209. Astroide odu Stemkurve. Als Sonderfall der Hypozykloide 
ist ihre Gleichung in Parameterform (208c) 

x=a(3cost+cos3t) mit y=a(3sint-sin3t); (a) 

oder w~nn man . sin 3 t und cos 3 t nach sin t und cos t entwickelt 
und 4 a = c setzt, 

x =ccos3 t mit Y = csin3 t. 

Man beseitigt noch t und erhält die gewöhnliche Gleichung 
xii. + y./. = c"/ •. 

Ihre erste und zweite Ableitung erhält man am einfachsten aus 
Parameterdarstellung oder nach Beispiel 154c), 

clx = - 3 C cos2 t sin tclt, cly = 3 c sin2 t cos tclt, 

V-
y'=-tgt=- ~. 

x· 
" 1 1 c2 V-

Y = 3 ccos't sin t =3 x'y' 
Damit wird 

1 V-()2 1 +11'9= 1--l-tg2 t=-- = ~ =c"/.:x·I •. 
I cos2 t x 

Die Richtung ist bestimmt durch 

tg'E'=y'=-tgt oder 'I:=-t. 
Der Krümmungshalbmesser ist 

3 C cos4 t sin t 
3 c sin t cos t = 3 V exy. e = --C-o-s3~t--

(b) 

(c) 

der 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden nach 180 

~ = C C08 t (cos9 t + 3 sin2 t), fJ = csin t (sin9 t + 3 cos9 t) 
und geben für veränderliche t auch gleichzeitig die Gleichung der 
Evolute, die wieder eine Astroide ist. 

210. Kreisevolvente. Die Punkte einer auf einem Kreis sich 
abwälzenden Geraden beschreiben Kreisevolventen. Ein jeder solcher 
Punkt kann auch betrachtet werden als Endpunkt eines gespannten 
Fadens, der vom Kreis abgewickelt wird. Die beiden Wälzungs­
wege sind in Abb.370 stark ausgezogen gezeichnet, sie haben den 
Wert at, wenn ader Kreishalbmesser. Den Kreismittelpunkt macht 
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Abb.370. 

man zum Nullpunkt des Ko­
ordinatensystems, die x-Achse 
legt man durch die Anfangs­
lage des erzeugenden Punktes. 
Die Aufstellung der Glei­
chung und auch die Kon­
struktion gelingt durch Super­
position (man wird die Gerade 
zuerst eine reine Schiebung 
vornehmen lassen, die das 
Stück BoPo in die Lage BP' 
bringt, und dann eine Dre­
hung in die Lage BP) 

(a) 

Die Projektionen dieser Gleichung sind 

x=x1 +x2 =acos t +at sin t 

Y=Yl +Y2 =a sin t - at cos t, 
so daß 

x=a(cost+tsint) mit y=a(sint-tcost) (b) 

die Parameterdarstellung der Kreisevolvente ist. 
Wenn man zu Polarkoordinaten übergeht, führt man den Krüm­

mungshalbmesser e ein, der nach 181 gleich ist dem abgewälzten 
Weg r 2 = B P = at, ebenso a statt r 1. Der Abbildung entnimmt man 

r 2 = e2 + a2 oder e = 1Ir2 - a 2• (c) 

Bezeichnet man den Winkel t -- q; mit w, so gilt 

aw + aq; = at = e oder w = (e - aq;): a. 
Die Beziehung tg w = e : a liefert dann die gewünschte Ku rv e n­
gleichung durch 

w=arctg2..=e-a q; oder 
a a 

e t (! q;=--arc g~-. 
a a 

(d) 

Ihre erste und zweite Ableitung ergeben sich nach (b) 

dx=atcostdt, dy=atsintdt (e) 
zu 

y'=tgt, 

Für die Richtung der Kreisevolvente gilt dann 

tg?: = y' = tg t oder ?: = t, 

d. h. im Kurvenpunkt P ist die Tangente parallel 

(f) 

dem entsprechenden Halbmesser OB. (g) 
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Der Krümmungsmittelpunkt ist nach der Definition der 
Kreisevolvente der Berührpunkt B; die Evolute zur Kreisevolvente 
ist der Konstruktionskreis. 

Beispiel 0.) Man ermittle die von der Kurve, der x-Achse und 
dem Fahrstrahl unter dem Winkel qJ eingeschlossene Fläche. 

Nach (64d) berechnet man 

xdy-ydx=a'Jt'Jdt 
und erhält 

also 

Beispiel b) Man ermittle die Bogenlänge Pop. 
~ach (e) wird 

da = dt V(at cos t)2 + (at sin t)2 = atdt, 

(h) 

(i) 

211. Polkurve. Eine Scheibe hat in ihrer Ebene drei Freiheits­
grade oder drei Bewegungsmöglichkeiten. Wie schon in I 59, 93 
und 95 erklärt wurde, kann man sie aus einer gegebenen Anfangs­
lage Uo dadurch in ihre untersuchte Lage U überführen, daß man 
mit ihr eine Schiebung a in der x-Richtung, eine Schiebung b in 
der y-Richtung und schließlich noch eine Drehung mit dem Winkel qJ 

vornimmt. a, b, qJ kann man dann auch die Koordinaten der Scheibe 
nennen. Oder indem man sie mit dem Winkel qJ um einen Punkt 
M =xo I Yo dreht; man kann dann genau so auch xo' Yo und qJ als 
Koordinaten der Scheibe ansprechen. Uns interessiert hier besonders 
die letzte Bewegung der Scheibe. Selbstverständlich wird die Scheibe 
beim Übergang von der Anfangslage in die untersuchte Lage eine 
andere Bewegung machen wie die eben als möglich angegebene. 
Man kann sie aber so wie angegeben aus der Lage U 0 in die Lage U 
verbringen. 

Genau so kann man die Bewegung der Scheibe von einer unter­
suchten Lage in die unendlich benachbarte ersetzen durch eine 
Drehung um einen noch zu bestimmenden Punkt M; auch der Dreh­
winkel df{' muß noch bestimmt werden. Man nennt dann diesen 
Punkt M Drehpunkt der augenblicklichen Bewegung oder auch 
kurz den Pol der Bewegung, auch Momentanzentrum im unter­
suchten Augenblick, Abb.371. Er ist aus der gegebenen Erklärung 
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graphisch leicht zu ermitteln, wenn man die Bahnkurven von zwei 
ausgewählten Punkten A und B der Scheibe kennt. Denn wenn die 
Scheibe eine Kreisbewegung hat, dann auch jeder einzelne Punkt, 
die unendlich kleinen Wege, die A und B beim Übergang zur un­
endlich benachbarten Lage beschreiben, sind also Kreisbögen, dann 
ist der Pol M der Schnittpunkt der beiden Normalen in den Bahn­
punkten A und B, so wie Abb.371 zeigt, wo die Scheibe durch 
das Dreieck ABO vorgestellt wird. 

Abb.371. 

Die beiden Punkte A und B wie auch jeder weitere Punkt 0 der 
Scheibe bewegen sich zwangläufig, es wird daher für jede Lage von A 
auch jene von B mitbestimmt sein und damit auch ein bestimmter 
Pol M. Wiederholt man die Konstruktion des Poles für jede der 001 

Lagen der Scheibe, dann bilden die 001 Pole M eine Kurve, die 
Polkurve der gegebenen Bewegung, auch Rastpolbahn genannt. 

Beispiel a) Zwei feste Punkte A und B einer Scheibe be­
wegen sich auf zwei zueinander senkrechten Geraden so wie in 201 
angegeben. Gesucht ist die Polkurve der Bewegung. 

Q 

Abb.372. 

Die beiden Bahnnormalen sind die 
Geraden AM und BM mit den Gleichungen 
x=a und y=b. Der Stab AB hat die 
konstante Länge c, so daß 

c'l=a'l+b'l oder x'l+y'J=c'J 

die Gleichung der Polkurve ist. Sie stellt 
einen Kreis um den Nullpunkt mit dem 
Halbmesser c vor, Abb.372. 

Beispiel b) Gesucht ist die Gleichung der Polkurve für den 
Kurbelmechanismus, so wie er in 202 angegeben wurde. 



Kurvendiskussion II und Differentialgleichungen I. 211. 497 

Der Punkt A bewegt sich auf einer Wagrechten, die Bahn­
normale ist sonach jedesmal eine Lotrechte durch A. Der zweite 
feste Punkt B der Scheibe bewegt sich auf dem Kurbelkreis, die 
Bahnnormale ist also stets ein 
Kreisdurchmesser. Graphisch ist 
sonach die Polkurve leicht zu 
ermitteln, Abb.373. Der Stel­
lung B im höchsten Punkt des 
Kurbelkreises entspricht eine 
Asymptote der Polkurve. 

Zur Aufstellung der Glei­
chung verwendet man am ein­
fachsten Polarkoordinaten, in­
dem man den Kreismittelpunkt 
als Nullpunkt wählt und 0 A 
als Anfangsstrahl. Dann ist 
r=OM. Es ist 

OA=OM·cos<p 

oder 

c cos fJJ + 1 cos ce = r cos rp. 

Daneben gilt noch die Beziehung 

c sin <p = 1 sin ce, 
Abb.873. 

die die Unbekannte ce beseitigen läßt. 
die beiden Gleichungen 

Man quadriert und addiert 

und erhält 

oder 

lsin ce = csin <p und 1 cos ce =(r - c)cos <p 

V'l2 - c2 sin2 <p 
r=c+ 

cos2 <p 
(a) 

als Gleichung der Polkurve. Man kann von der vorgehenden Glei­
chung noch zu rechtwinkligen Koordinaten übergehen und erhält 

oder 
l2 = c2 + r 2 cos2 <p - 2 rc cos2 <p 

oder 
(c2 +x2-l2)r= 2 cx2 

(x2 + y2) (x2 + c2 _ Z2)2 = 4 C2X 4• (b) 
Die Kurve ist von der sechsten Ordnung. Daß sie zu beiden Ko­
ordinatenachsen symmetrisch ist, hat darin seine Begründung, daß 
die mathematische Rechnung auch die Möglichkeit mitberücksichtigt, 
daß der Kreuzkopf A auch auf der rechten Seite des Kurbelkreises 
liegen kann. 

Egerer. Ingenieur-Mathematik II. 32 
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Für den Fall c = I, wenn also die Schubstange und Kurbel­
stange gleich lang sind, artet die Kurve zu einem Kreis aus, 

x2 +y'l.=4 c'J. 

*212. Fußpunktkurven. Cissoide. Fußpunktkurve oder Pedal­
kurve eines festen Poles S bezüglich einer festen Kurve ist der 

geometrische Ort der Fußpunkte der vom Pol 

Abb.374. 

auf die Tangenten der Kurve gefällten Lote. 
Die Cissoide, deren Entstehung I 81 

brachte, entsteht als Fußpunktkurve, wenn 
man als feste Kurve die Parabel wählt und als 
festen Pol den Scheitel der Parabel, Abb. 374. 
Die Gleichung der Cissoide ist nach 180 

oder 

2 sin'Jtp 
r='a-­

costp 
(a) 

(b) 
oder auch, wenn man den Polarwinkel tp als 
Parameter einführt, 

sins tp 
x=2asin '.ltp, y=2a--. (c) 

costp 

Die Gerade x = 2 a ist Asymptote der Kurve, der Nullpunkt 
ist eine Spitze. 

Die erste Ableitung der Gleichung kann man nach (c) bilden, 

dx = 4 a sin tp costpd rp, d sin'l.tp (1 + 2 cos'.ltp)dtp 
.y=2a '.l 

cos tp 

und damit (d) 

Den letzteren Wert gewinnt man auch unmittelbar aus (b). 

* 213. Konchoiden oder Muschellinien. Sie entstehen aus einem 
feshen Punkt 0 und einer feshen Kurve: Man zieht Strahlen durch 0 
und bringt sie im Punkt S zum Schnitte mit der Kurve; von diesem 
Schnittpunkt S aus trägt man auf beiden Seiten der Kurve die 
Strecke S P = a ab, dann bilden die Endpunkte P dieser Strecke 
eine Konchoid e. 

Wenn man von Konchoide schlechtweg spricht, meint man 
jene (Konchoide des Nicomedes), die als feste Kurve eine Gerade hat 
(180); ihre Gleichung ist, wenn d der Abstand des festen Punktes 
von der festen Geraden ist, 

d 
r=--+a; ta) 

costp-
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oder in der Parameterdarstellung 

x=d+acos<p, y=dtg<p+asin<p; (b) 
oder in der gewöhnlichen Darstellung 

(x2 +y9)(X_ d)'1. =a2x2. (c) 
Die Kurve ist von der vierten Ordnung. Die feste Gerade ist 
Asymptote der Kurve. Der Nullpunkt ist ein Doppelpunkt 
und zwar ein gewöhnlicher für a > d, eine Spitze für a = d und 
ein isolierter für a < d. 

214. Archimedische Spirale. Jede Funktion r = f (<p), die mit 
zunehmendem <p selbst immer zunimmt oder immer abnimmt, ist 
eine Spirale. Sie umläuft in unendlich vielen Windungen den Null­
punkt, und zwar liegt im ersten 
Fall jede neue Windung außerhalb 
(im zweiten Fall innerhalb) der vor­
hergehenden. Eine Spirale wird so­
nach von jeder Geraden in unend­
lich vielen (imaginären oder reellen) 
Punkten geschnitten, sie ist also 
eine transzendente Kurve. Man 
nennt die Schraubenlinie oder ihr 
ähnliche räumliche Kurven oft 
auch Spiralen. Mit den Spiralen der 
Mathematik haben diese Kurven 
nichts zu tun. 

Bei der 
Abb.375. 

Archimedischen Spirale r = aq> (a) 

vollführt der Fahrstrahl eine gleichförmige Drehung um den Null­
punkt und gleichzeitig auf ihm der Kurvenpunkt P eine gleich­
förmige Verschiebung nach außen. Abb. 375 gibt nur den einen 
Teil der Spirale, der andere zum Anfangsstrahl symmetrische Teil 
ist niqbt eingezeichnet; dieser entspricht der Bewegung des Punktes 
auf der beweglichen Geraden, die er vor überschreiten des Null­
punktes hatte. Man nennt a den Parameter der Spirale. 

Die erste und zweite Ableitung der Kurve sind 

r' = a und r" = 0 ; (b) 
daraus 

(c) 
Für den Tangentenwinkel {} und alle mit ihm zusammenhängen­
den Fragen verwendet man die Formel (27a), hier 

tg {} = <po (d) 
32* 



500 KurveJldiskussion II und Differentialgleichungen I. 214. 

Nach (30) ermittelt man t, n, 8" 8n und findet 

t=rV1 + rp2=!...- Va2+r2, n=aV1 +rp2=Va'l+r'.l, 
a 

8,=r'l:a=arp'J, 8n =a. (e) 

Die Polar-Subnormale ist sonach konstant und 
gleich dem Parameter. 

Der Krümmungshalbmesser ist bestimmt durch 179 zu 

(a2 + r'l)"/. n3 e- (f) 
- r'J + 2 a2 a2 + n 2 • \ 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind nach 
Aufg. 14 in 183 

Die Fläche, die durch die Kurve, den Anfangsstrahl und den 
Fahrstrahl unter dem Winkel rp begrenzt wird, ist 

rp rp 

1 f a'lf a2 rp3 r 3 
F=2 r2drp=2 rp2 d rp =-6-=6a' (h) 

o 0 

Die Länge des Bogens zwischen den Polarwinkeln 0 und rp ist 

8 = J d rp V r2 + r' 2 = a f d rp V 1 + rp'l } 
o 0 

=l a [rpV1 + rp'l + 19 (rp + V1 + tp2)] 

(i) 

nach (59g). Wenn der Bogen 8 aus sehr vielen Windungen besteht. 
kann man 1 gegen rp2 vernachlässigen und ebenso auch 19 2 tp 
gegenüber tp2; dann geht die Formel 8 über in 

8R:$la [rp. Vtp2 + 19(tp + v'qJ2)] =la [tp2 + 19 2 rp] 
oder 

(k) 

Beispiel a) Beweise, daß die Archimedische Spirale die Fuß­
punktkurve des Kreismittelpunktes bezüglich der Kreisevolvente ist. 

Nach (210) hat die Tangente im Punkt P der Kreisevolvente 
die Richtung tg t und den Abstand e = at vom Mittelpunkt, somit 
ist ihre Gleichung 

xsin t-ycost=at. 
Die dazu senkrechte Gerade durch den Nullpunkt hat die Richtung 
- cotg t und damit die Gleichung 

x cos t.+ysin t=O. 
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Beide Gerade schneiden sich im erzeugenden Punkt der Kurve. 
Weil man die Kurve in Polarkoordinaten haben will, setzt man in 
heiden Gleichungen x = r cos ({J und y = r sin q;; sie werden 

r sin (t - ({J) = at und r cos (t - ((J) = 0, 
woraus sich 

und daraus wieder 

r=a«({J+~:'l) oder r=a1jJ 

als Gleichung einer Archimedischen Spirale ergibt. 

215. Hyperbolische Spirale. Ihre Gleichung ist 
a 

r(jJ=a oder r=--. 
q; 

(a) 

Die Benennung erklärt sich aus der Gleichung xy = a2 der gleich­
seitigen Hyperbel. Eine Konstruktion dieser Spirale ist durch ihre 
Gleichung gegeben: a = r (p ist ein Bogen des Kreises mit dem 
Halbmesser r um den Nullpunkt; man zieht daher alle möglichen Kreise 
um den Nullpunkt und trägt auf jedem vom Anfangsstrahl aus den 
Bogen a ab: der Endpunkt 
dieses Bogens ist ein Punkt 
der hyperbolischen Spirale. Da 
der Bogen a immer gleich 
bleibt, muß r bei zunehmenden 
cr abnehmen. Je mehr sich q; 
dem Wert unendlich nähert, 
desto kleiner wird r, der Null­
punkt ist daher ein asymp­
totischer Punkt der Spirale, 
dem sie sich in unendlich vielen 

Abb.376. 

immer kleiner werdenden Windungen mehr und mehr nähert. Je 
kleiner umgekehrt ({J wird, desto größer muß r werden; nach der 
angegebenen Konstruktion wird der Kreisbogen a immer flacher 
und flacher, für unendlich kleines ({J und damit unendlich großes r 
wird dieser Kreisbogen senkrecht stehen zum Anfangsstrahl, d. h. die 
Parallele zum Anfangsstrahl im Abstand a ist eine A s y m p tot e 
der hyperbolischen Spirale, Abb.376. 

Die erste und zweite Ableitung 

, _ 9 r r 2 

r =-a({J =- q; =-a' (b) 

liefert 

r:r'=-a:r=-({J und 
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Man erhält nach (30) 

t= - v'a9 +r2, 
r ~ .. ~+-~ (d) n=- ra"- r", 8t=-a, 8,.=--. a a 

Winkelbeziehungen sind durch die Formel 

r a 
tgl}=fl=-tp=-; (e) 

gegeben. Der Krümmungshalbmesser wird nach 179, weil 
2r's-rr"=0, 

(f) 

Die hyperbolische Spirale schließt mit zwei Fahrstrahlen r1 und r'l 
die Fläche 

(g) 

Der durch zwei Fahrstrahlen r1 und rs begrenzte Bogen ist 
nach Beispiel 231 e) 

,0-- -- r (a+Va'+r 11\ 8=ra2+r12-v'a2+r.,2+alg 1 2J. (h) 
" r2 (a+Va2 +r1') 

216. Logarithmische Spirale. Ihre Gleichung ist 

,. = C et''I' oder 
r 

tp=alg-. 
c 

(a) 

Für tp = 0 wird r = c, mit 'zunehmendem tp nimmt r noch viel 
rascher zu, mit abnehmendem d h. negativ werdendem tp nimmt 

Abb.377. 

auch r ab und nähert sich dem Wert Null, 
den es nach unendlich vielen Windungen 
erreicht. Der Nullpunkt ist demnach ein 
asymptotischer Punkt der logarithmischen 
Spirale, Abb.377. 

Die erste und zweite Ableitung 

r' = ar und r" = a,2 r (b) 
liefern 

r:r'=l:a und r2 +r'2=r2 (1 +a2) (c) 

und nach (30) 

r 
8'=0;' 8,. =a,r. (d) 
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Die Winkel beziehungen gehen aus von der Formel 

1 
tg&=-, (e) a 

d. h. die logarithmische Spirale schneidet jeden Fahrstrahl unter 
konstantem Winkel; sie heißt deshalb auch gleichwinklige 
Spirale. 

Der Krümmungshalbmesser wird nach (179) wegen r'2=rr" 
n3 ,---e = " = n = r y 1 + [(2, n-

d. h. er ist an jeder Stelle gleich der PolarnoImalen. 
naten des Krümmungsmittelpunk tes sind nach 
183 wegen r'2 = rr" 

I: ' • • } ,,= - r SIll cp = - cer SIn cp = - ay 
'YJ = +r' cos cp= + arcoscp= +ax 

(f) 

Die Koordi­
Aufg. 13 in 

(g) 

Sie stellen gleichzeitig die Gleichung der Evolute vor, wenn man 
sie für alle Punkte der Kurve nimmt. Beseitigt man den Parameter cp, 
so erhält man in Polarkoordinaten die Gleichung der Evolute, 

~2 + 'YJ2 = ((2,2 oder R = cer, (h 

wenn man ihren Fahrstrahl zur Unterscheidung eIllen Augenblick 
mit R bezeichnet. Ma.n kann noch umformen 

R = acea<p oder cp = a Ig [R . .!.] 
c a 

oder 
R 1 

cp=alg--alg -, 
c a 

d. h. die Evolute der logarithmischen Spira.le ist 
wieder eine logarithmische Spirale, (i) 

die der gegebenen kongruent und nur um einen Winkel gedreht ist. 
Die Fläche vom Pol (cp= - (0) an ist 

und der Bogen vom Pol an 

-rV1+((2 
8=t=----. 

a 

(k) 

(1) 

Beispiel a) Man mache sich von der gedämpften harmo­
nischen Schwingung 

x=ce- at sinßt 

mit Hilfe der logarithmischen Spirale eine ungefähre Vorstellung. 
Man schreibe die Gleichung 

x=rsinßt 
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und stelle sich einen Augenblick lang r als konstant vor. Dann 
hätte man eine gewöhnliche harmonische Schwingung, die man sich 
nach 4 am einfachsten als "Projektion" einer gleichförmigen Kreis­
bewegung vorstellt; dabei ist p = ß t der Winkelweg und ß die 
konstante Winkelgeschwindigkeit. Wenn nun dieser Fahrstrahl r 
nicht konstant ist, sondern entsprechend der Bedingung 

r=ce- at oder r=ce-a<p:{J oder r=ce-Y<P 

ist, dann wird sich die Bewegung nur insoweit ändern, als rnach 
eben diesem . Gesetz sich ändert, sonst aber mit der konstanten 
Winkelgeschwindigkeit ß 

Abb.378. 

rotiert. Die Veränderlichkeit von rist 
durch die letzte Gleichung vorge­
schrieben, die eine logarithmische 
Spirale vorstellt, Abb. 378. Und zwar 
nimmt r mit fortschreitender Zeit ab. 
Es dreht sich also dieser Fahrstrahl r 
mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
um den Nullpunkt und nimmt gleich­
zeitig nach dem Gesetz der logarith­
mischen Spirale ab. Die zu unter­
suchende Gleichuüg ist dann die 
"Projektion" der Bewegung des End­
punktes U auf den wagrechten 
Durchmesser. 

217. Allgemeine Spirale. Parabolische Spirale. Die allgemeine 
Spirale 

hat als erste und zweite Ableitung 

dann wird 

" ( ) n Q n (n - 1) r r =n n-1 ap --=---.,--; 
p- (a) 

r:r'=p:n und r2+r'2=r2(n2+p2):p2. (b) 

Die Winkel beziehungen findet man mit Hilfe der Formel 

tg#=p:n. (c) 

Nach 30 wird, wenn man die Polarnormale mit n' bezeichnet, 

t r '~+-2 , r ,/ Q+-" rp nr = n y n Q -r p, n = -;p y n- p-, 8t = n' 8n = q;' (d) 

Der Krümmungshalbmesser wird nach (179) 
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(aq>,,-l )111,9 + 11'2)3 
0=-----
~ (a!p,,-l )111,2 + 11'2)2+ (na!p"-lJ2 -a!p".n(n-l)a!p"-2 

_ a !p,,-l (11,2 + !p2)3/2 _ r (11,2 + !p2)3/2 

- n2 +n+!p2 -q>(n2+n+!p2)' 
(e) 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 
nach Aufg. 13 in 183 

$ = nr If COS!p=- (11,2_+ !p2) sin!p 11 = nr !p sin!p + (11,2 +.!p2~)OS rp (f) 
!p(n2+n+cp2) ,., !p(n2+n+!p" 

Die durch die Kurve, den Anfangsstrahl und den Strahl unter dem 
Winkel rp begrenzte Fläche ist 

F_1J'P 2d _ 1J'P 2 2"d _ a2 !p2"+1 _ r2 q> ( ) 
-2

0 
r rp-20 a!p !P-2(2n+l)-2(2 n +l)' g 

Für den Fall 11, = 1 erhält man als Sonderfall der allgemeinen 
Spirale die Archimedische, für 11, = - 1 die hyperbolische, und für 
n=~ die parabolische Spirale 

r=a)l;P oder r'J=c!p, wo c=a2 • (h) 

Ihre Benennung hat sie in Anlehnung an die Gleichung y2 = C x 
der Parabel. Man erhält alle notwendigen Formeln, wenn man in 
der allgemeinen Spirale 11, = ~ setzt, also beispielsweise 

, r 
r =---- .. 

2!p 
" r r =---4!p2 ' 

218. Aufgabeu. 1) Bei wel­
chen Kurven ist die Subtangente 
konstant? 

2) Bei welchen Kurven gilt 

8t= a Bin x cosx? 

3) Welche Kurven erfüllen 
die Eigenschaft: die durch die 
Kurve und die x-Achse gebildete 
Fläche, gerechnet vom Nullpunkt 
an, ist F = y - b? 

.l) Durch die Skizze der 
Abb. 379 ist ein System von 002 

Linienelementen festgelegt. Man 

1+4 m2 r2+r'2=r2 ___ T_ tg_o. 2m 4 !p2' 'U' = T , 

r 
8 =-. ,. 2!p 

Abb.379. 
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suche die dazugehörige Differentialgleichung und integriere diese. Man gebe 
eine Konstruktion für das gefun~ene Kurvensystem an. 

5) Gesucht die Differential- und Integralgleichung jener Kurven, bei 
denen der Winkel {} vom Fahrstrahl zur Tangente n mal so groß ist wie der 
Winkel 'P von der x-Achse zum Fahrstrahl, Abb. 380? Man suche zum System dieser 
Kurven noch die Differential- und Integralgleichung der Orthogonaltrajektorien. 

6) Wenn der Stab AB von konstanter Länge e sich so bewegt, daß seine 
Endpunkte A und B stets auf den Koordinatenachsen bleiben, Abb. 381, be­
rührt er immer eine Kurve, deren Gleichung gesucht ist. 

~ 
a A 

Abb.380. Abb.381. Abb.382. 

7) Man weise nach, daß auch alle Gleitkurven die von den einzelnen 
Punkten des bewegten Stabes AB beschrieben werden, die Sternkurve der 
vorigen Aufgabe als Einhüllende haben. 

S) Man zeichne die allgemeine Parabel vierter Ordnung 

y = x (x - 1) (x - 2) (x - 3). 

9) Mit Hilfe der vorausgehenden Aufgabe ermittle man graphisch die 
Näherungswerte der Wurzeln der Gleichung 

Ix-l x2 -1 x3 _1: 
Ix -2 x2 -4 x3-8 1=1. 
I x - 3 x2 - 9 x3 - 271 

10) Ein Stab von der Länge Z bewegt sich mit seinen Endpunkten A und 
B auf zwei zueinander senkrechten Geraden; von deren Schnittpunkt 0 aus 
fällt man stets das Lot OP auf den Stab, Abb. 382. Gesucht ist die Gleichung 
des von P erzeugten Ortes; man bespreche sie. 

11) Von der Lemniskate beweise man folgende Eigenschaft: 
Die zum Fahrstrahl 0 P senkrechte Sekante durch P schneidet mit den 

Tangenten im Mittelpunkt ein Dreieck von konstantem Flächeninhalt ab. 
12) Ein Kreiszylinder ist in eine Flüssigkeit so eingetaucht, daß er eben 

noch mit einer Mantellinie die Oberfläche berührt. Man trage an jeder Stelle 
eines Zylinderquerschnittes den Flüssigkeitsdruck vom Kreisumfang aus nach 
innen ab. Die Endpunkte bilden eine Kurve, deren Gleichung gesucht ist. 

13) Man entwickle die Gleichung der Kreisevolvente . aus jener der 
Epizykloide, indem man a = 00, d = 00 und a - d = e setzt. 

14,) Welche Kurve wird durch 

dargestellt? 
x=ae-btcost, y=ae-blsint 

15) Man gebe möglichst viele Konstruktionen für die Kurve y=eaal• 

*16) Man beweise den Satz: Die Tangente an die Einhüllende eines 
Kurvensystems im Punkt x I y ist auch gleichzeitig Tangente jener Kurve des 
Systems, die mit der Einhüllenden diesen Punkt gemeinsam hat. 
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219. Lösungen. 1) St=C oder nach (30d) 

?=C oder dx=cty . 

Die Gleichung ist schon separiert, mit b als Integrationskonstante wird sie 

oder 1 

y=O(eC)Z oder y=Oaz, 

wenn mau e b : c = 0 und e 1 : C = a setzt. Die gesuchten Kurven sind sonach 
Exponentialkurven. 

2) Man setzt wie eben St = Y : y' und erhält 

dx. d y dy = a sm x cos x 0 er 
dx dy 

-.---=a-. 
smxcosx y 

Diese bereits separierte Differentialgleichung wird nach (55i) integriert, 

Igtgx+lgO=algy oder OtgX=y4 
oder 

4 __ 

y=bVtg x, 
B_ 

wenn man V 0 = b setzt. 

3) dF=d(y-b) oder ydx=dy oder 
dy 

dx=-- , 
y 

wenn man separiert. Das Integra.l ist 

x + a = Ig y oder y = e Z + 4 oder y = e a e Z 

oder 
y=Oe Z. 

Die Konstante 0 ist noch durch die Anfa.ngsbedingung bestimmt, daß die 
Fläche von x = 0 a.n gerechnet, den Wert y - b ha.t. Es ist 

Z Z 

F= J ydx=O J eZdx=O[ez]~ =Oez-O 
o 0 

=y-O, 
also muß 0 = b sein und damit die gesuchte Kurve 

y=be z. 
4) Auf der Geraden x = 1 gehen alle Linienelemente durch den Null­

punkt, auf der Geraden x = 2 durch den Punkt 2 - ~ I 0, auf der Gera.den 
x = 3 durch den Punkt 3 - ~ I 0 usw., a.llgemein auf der Geraden x = a durch 

den Punkt a - ~ I O. Dann hat das Linienelement 

an der Stelle x I y die Richtung, Abb. 383, 

1 d ß dy =y~ tg 1" = Y : ;;' so a. dx N 

die Differentialgleichung des durch die Linien­
elemente bestimmten Kurvensystems ist. Man 
separiert und integriert Abb.383. 
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dy =zdz oder Ig1L=tz9 
y c 

oder 
~",9 y=ce , 

und hat damit die Integralgleichung des Systems. Es geht aus dem System 
der Exponentialkurven y = ce'" hervor; man wird dieses in der z-Richtung 

homogen deformieren und erhält das System y=ce f "'. Wenn man diese neuen 
Kurven weiter noch so deformiert, daß man an Stelle der Abszisse z deren 
Wurzel setzt, dann ist die alte Abszisse gleich dem Quadrat der neuen, man 
muß also für z das Quadrat Z2 setzen und erhält damit die Gleichung des 
obigen Kurvensystems. 

5) o = n rp oder tg 0 = tg n rp 

oder drp 
rdr=tgnrp nach 27. 

Diese Differentialgleichung separiert man und integriert sie, 

oder 

dr dr 
drp cotg nrp = --- oder n dq; ·cotg nrp = n-r r 

dr 
cotg (nrp).d (nrp) = n -. 

r 

Nach 55 wird das Integral 

Ig sin nrp = n 19 r + n Ig 0 oder sin 1Hf = (Or)" 
oder 

wenn man 1: 0 = an setzt. 
Von der Differentialgleichung der Kurven geht man zu den Orthogonal­

trajektorien über, indem man d r : d 9' durch - d rp : d r nach (192 f) ersetzt. 
Man erhält dann ihre Differentialgleichung 

dr 
-r drp =tgnrp. 

Man separiert und integriert wie oben, 

n r dr = - tg nrp.d (nrp) , 
oder 

~ nr2 = Ig cos nrp + 19 0 oder i nr2 = Ig (0 cos nrp). 

6) Die Kurve ist die Einhüllende der 001 Geraden AB. Die Gleichung 
dieser Geraden ist 

~ + t - 1 = 0 oder bz + ay = ab. 

Als Parameter wählt man a; die Unbekannte b ist durch die Nebenbedingung 
a9 + b2 = c2 bestimmt. Die partielle Ableitung der Geradengleichung ist 

~b ~b ~b 
z~a+y·l=b.l+a~a' wo noch 2a+2b Ja =O 
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wegen der Nebenbedingung gilt. Man setzt !! = - i aus dieser in die erste 

Gleichung ein und erhält dann die zusammengehörigen Gleichungen 

bz+ay=ab, - ax+ by = b2 - a~, 

Aus den beiden ersten Gleichungen ermittelt man elementar xc2 = a" und 
yc2 = b3 und setzt sie in die Nebenbedingung ein, 

(xc2)!/a + (yc')"/' = c' oder X"/I + yOi. = c"/·. 

Damit ist die Einhüllende als die Stemkurve erkannt. 

7) Nach (201) haben diese Gleitkurven die Gleichung 

b2 x2 + a2 y2 = a2 b2, wo a + b = c 

die Stablänge ist; hier hat natürlich a und b nichts mit den Achsenabschnitten 
der vorigen Aufgabe zu tun, Abb. 384. Man wird wie im vorigen Fall vor­
gehen, also partiell nach a differenzieren, 

2bx2(-1)+2ay9=2ab2+2a2b(-1), weill+!!=O 
sich aus der Nebenbedingung ergibt. Man erhält dann die drei zusammen­
gehörigen Gleichungen 

b2 x'+a2 y2 = a' b', - bx2 + ay2 = ab! - a2 b, a+ b =c. 

Aus den beiden ersten ermittelt man elementar x2 c = a3 und y2 c = b' und 
setzt sie in die Nebenbedingung ein, 

(x'c)'/a+(y2 c)'/.=c oder x"/a+y"/a=c·/·. 

Daß die einzelnen Punkte des 
Stabes A B Kurven beschreiben, 
die die nämliche Einhüllende haben 
wie der Stab selbst, war eigentlich 
selbstverständlich. 

Abb.384. 

8) Man zerlegt 

Abb.385. 

Y=YlYlI wo YI=x(x-l) und YIl=(x-2)(x-3), 

so daß sich die Ordinaten der gesuchten Parabel an der Stelle x als Produkt 
der Ordinaten der beiden Hilfsparabeln, in Abb. 385 fein gestrichelt eingezeichnet, 
ergeben. 
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9) Man wird die verschiedenen Sätze für die Vereinfachung der Deter­
minanten zu Hilfe nehmen. Zunächst kann man aus jeder Zeile einen gemein­
samen Faktor ausschneiden. Man bezeichnet die Determinante mit D und 
erhält 

1
1 z+1 Z9+ z+11 

D=(z-l)(z-2)(z-3) 2 z+2 z9+2z+' 
3 z+3 z2+3z+9 , 

oder wenn man das Produkt der drei linearen Faktoren mit p bezeichnet, und 
von der dritten Zeile die zweite, von der zweiten Zeile die erste abzieht, und 
dann in der neuen Determinante noch einmal die zweite Zeile von der dritten, 

i1 z+1 ze+ z + 1 1 11 z+1 z2+z+11 
D=Pi1 1 z+3 =p 1 1 z+3 

[1 1 z+5 iO 0 2 . 
=-2px=- 2x(z-I)(z- 2)(z- 3). 

Die Gleichung heißt dann 

- 2z(x-l) (z - 2) (z- 3)= 1 oder z(z -1) (z - 2) (z- 3)+ 0,5 = 0. 

Man zeichnet das Bild dieser Gleichung, die Kurve 

y=z(z-l) (z- 2) (z -3)+ 0,5, 

deren Ordinaten an jeder Stelle um 0,5 größer sind als die Ordinaten der Para­
bel der vorigen Aufgabe. Um die neue Kurve zu erhalten, hat man nur das 
Koordinatensystem um - 0,5 in der y-Richtung zu verschieben, so wie das 
durch die punktierte Linie der Abb. 385 angedeutet ist. Man liest dann die 
Näherungswerte ab, 

ZI ~ 0,1, x2 ~ 0,9, Z3 ~ 2,1, Z4 ~ 2,9. 

10) Man wählt Polarkoordinaten mit 0 als Anfangspunkt. Wenn a und 
b die Stücke sind, die vom Stab auf den Achsen abgeschnitten werden, gilt 
für jede Lage des Stabes 

r=acosq', r=bsin'P, a9 +b2 =l2. 

Die Unbekannten a und b setzt man aus den ersten heiden Gleichungen in 
die dritte ein und erhält 

Abb.386. 

oder 

r2 ,2 .., . .., .., --+ -.-- = r- oder r2 = l- sm- '1' C08- '1' 
cos2 '1' sm2 '1' 

r=t lsin2 'P 

als Gleichung des Ortes. 
r ist eine periodische Funktion von '1', es werden die 

Werte von r also stets wiederkehren, und zwar immer, 
wenn 2 '1' um 2:Ir oder '1' um n größer wird. Der größte 
Wert von rist t l. Abb. 386 gibt die Gestalt der Kurve. 

1 1 r r r2 
11) F=-2 OB·OA. =-2' -. _. -= -;--2 nach Abb.387 

Sln '1' cos '1' sm '1' 

oder wegen (197 k) 

F - 2 aB sin 2'1' _ 2 2 - - a. 
sin 2'1' 
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12) Die Druckdichte P erfüllt nach 85 das Gesetz P = Po + rx, wenn 
die Tauchtiefe mit x bezeichnet wird. Po ist hier gleich O. Man wird wie im 
Beisp. 207a) vorgehen und erhält mit rc=2a die Gleichung 

r=2a(1 +cosq», 
also eine Herzkurve, Abb. 388. 

11 

~7-~J 
Abb.387. Abb.388. 

13) In (205 c) setzt man d = a - c und erhält 

x = (R+ a) cos.q> + (e -a) cos (q> + ~a5t:), 

y = (R+ a) sinq>+(e-a)sin (q> + ~'l'); 
oder für 

Rq;: a = B und deswegen a= Rq;: E 

x = R cos q> + e cos (q> + E) + ~q> [cos q> - cos (q> + E) j, 

Y = Rsin q> +e sin (q> +e)+ Req> [sin q> - sin(q> + e):. 

Wenn a gegen 00 konvergiert, dann I! gegen 0, ein Grenzübergang liefert 

x =(R+e) cos q> + R q> Bin q>} 
y=(R+e)sinq>-Rq>cosq> . 

Diese verallgemeinerte Kreisevolvente wird für e = 0 zur gewöhnlichen, wie 
(210b) angibt. 

14) Man denkt an die Beziehungen 

sin2 t + cos2 t = 1, und y: x = tg q>, x2 + y2 = r2 

und erhält 

x2+y2=a2e-2bt oder r=ae- bt und y:x=tgt=.:tgq> oder q>=t. 

Dann wird die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten r = a e-b<p, eine 
logarithmische Spirale. 

15) Man schreibt y = e eZ 19 a und sieht, daß die Exponentialkurve y = eZ 

die untersuchte Kurve vorstellt, wenn man auf der x-Achse als Einheit 19a 
wählt und auf der y-Achse als Einheit 1: e. 

Ist aber die Einheit in beiden Richtungen vorgeschrieben, dann kann 
man sie 'nach 163 durch homogene Deformation in der x- und y-Richtung 
aus der Exponentialkurve y = eZ hervorgehen lassen. 
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Wenn man Tafeln für die Potenzen em zur Verfügung hat, kann man sie 
unmittelbar Punkt für Punkt konstruieren. 

Wie bei der Konstruktion der allgemeinen Parabel und Hyperbel kann 
man die untersuchte Kurve konstruieren, wenn man zwei Punkte P, und P2 

bereits hat. Aus 
y, = caz, und Yg = caz• wird Vy, yg = ca'/.(z, +z.) 

Man kann dann einen neuen Punkt ~ 11'J durch die in Abb. 389 gegebene Kon­
struktion einschalten, denn mit 

1'J=VY'Y2 und ~=i (x,+x2) wird 1'J=ca~. 

In manchen Fällen verwendet 
man noch eine logarithmische Defor­
mation, indem man die Gleichung 
umformt, 

log Y= logc+xloga 
oder 

Y = log c + x log a. 

.2:,---i 
4----------' 

Man zeichnet die Kurve Y = log c + x log a, eine Gerade; aus ihr geht 
dann durch die logarithmische De­
formation in der y-Richtung die 
untersuchte Kurve hervor, nämlich 
durch log Y = Y oder Y = 10Y . Abb.389. 

*18) Eine bestimmte Systemkurve hat die Gleichung F (x, y, C) = 0, wo 
dann 0 einen bestimmten Zahlenwert hat. In dieser Gleichung ist Y demnach 
eine unentwickelte Funktion von x, daher die Richtung y' dieser Kurve im 
Punkt x I y bestimmt durch 

oF oF 
1) oxdx+oydy=O. 

Für den nämlichen Punkt x I y gilt, wenn man ihn als Punkt der Enve­
loppe betrachtet, 

F( 0) -0 't oF(x,y,C)_O x, y, - ml 00 -. 

Man hat zwei Gleich ungen für die drei Größen x, y, 0, es können demnach 
y und 0 nach x ausgedrückt werden, beide Gleichungen sind unentwickelte 
Funktionen von x. Die Richtung der Enveloppe im Punkt x I y bestimmt sich 
daher durch 

2) 

Der dritte Summand dieser Gleichung verschwindet, da für die Enveloppe 

:~= 0 ist; dann ist aber die Gleichung 2) die nämliche wie 1) und damit 

auch die Richtung y' für einen Punkt x I y der Enveloppe die gleiche, wie 
wenn man diesen Punkt zur Systemkurve zählt. 

Der Beweis und damit auch der Satz wird hinfällig für singuläre Punkte, 
also beispielsweise für einen isolierten Punkt der Enveloppe. 



Zehnter Abschnitt. 

Integralrechnung 11. 
Vorbemerkuug. Die Ausführung eines vorgelegten Integrals 

macht auch schon in den einfacheren Fällen recht umständliche 
Rechnungen erforderlich. Notwendig bei der Integration sind daher 
Integraltabellen, Zusammenstellungen der gewöhnlich auftretenden 
Integrale. Auf sie führt man stets ein vorgelegtes Integral zurück, 
falls es nicht unmittelbar in der Tabelle enthalten ist. Eine solche 
übersichtliche Zusammenstellung bringt der spätere Teil. 

Die Integrationskonstante wird von jetzt ab der Raumersparnis 
halber meist weggelassen, der Leser mache es sich aber trotzdem 
zur Grundregel, sie immer anzuschreiben. 

A. Integrale rationaler Funktionen. 
220. Ganze rationale Funktionen. Rekursionsformeln. Eine 

ganze rationale Funktion läßt sich stets mit Hilfe der Formel 

xm+ 1 
Jxmdx=--+O (a) 

m+l 

entwickeln, indem man sie auf jeden einzelnen Summanden anwendet. 
Wenn die ganze rationale Funktion zufällig eine Potenz ist, benützt 
man einfacher die Formel (56 a) 

J (ax+b)m+l 
(ax + b)m dx = a (m + 1) + O. (b) 

Ohne weitere Erklärungen ist ersichtlich: 

Die Integrale ganzer rationaler Funktionen 
sind wieder ganze rationale Funktionen. (c) 

Beim Integral Jxm(ax+b)ndx wendet man besser eine Rekur­
sionsformel oder Reduktionsformel an, die das Integral auf 
ein einfacheres der gleichen Art zurückführt. Für solche Rekur­
sionen kommt mit Vorteil meist die partielle Integration zur An-

Egerer, Ingenieur-Mathematik H. 33 
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wendung. Im vorliegenden Fall wählt man 

u=xm, also du=mxm-1dx. dv=(ax+b)ndx, 

fax + b)"+l 
•• - \--..,--'----cc'--:-c--
v- a(n+1) , 

Das zweite Integral ist nicht einfacher als das erste, man kann es 
aber umformen, wenn man in ihm von der ersten Potenz einen 
Faktor ax + b absondert und mit ihm multipliziert, dann erhält man 

f
=xm(ax + b)n+l _f(ax+b)nXma+(ax+b)nXm-lb mdx. 

a(n+1) a(n+1) 

Wenn man noch beiderseits mit a (n + 1) multipliziert und das 
Integral auf der rechten Seite spaltet, so daß der erste Summand 
dem gesuchten Integral gleich ist, 

a(n+ 1) J=xm(ax +b)n+l-am I -bm J(ax+b)nxm-ldx, 

und dann die gleichen Integrale zueammenfaßt, wird 

xm(ax + b)n+l 
I xm(ax--1- b)n dx = . 

I a(m+n+1) 

bm 
- a(m+n+1)Ixm-1(ax+b)fldx. (d) 

Man sieht, das gesuchte Integral ist auf ein einfacheres zurückgeführt, 
das statt der m ten Potenz von x nurmehr die m - 1 te hat. Genau 
so .kann man dieses Integral auch auf ein anderes reduzieren, das 
statt der n ten Potenz der Klammer nur mehr die n -- 1 te hat, 

xm+1 (ax + b)n 
J xm (ax + b)n dx = ----;-'--­

m+n+1 
bn 

+m+n+iIxm(ax+b)n-ldx. (e) 

Beispiel a) Nach den letzten Regeln findet man 

X 3 ()1i ab 
J x3 (ax +b)4 dx =---sa - 8aI x2 ( )4dx, 

X 2 ()1i 2b 
Jx2 (ax+W dx =7(,J - 7a Ix( )4dx, 
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x ( )5 b 
J x (ax +- b)' dx = --sa - 6 a J ( )' dx, 

( )5 
J(ax+b)'dx= 5a 

damit wird, abgesehen von der Konstanten, 

J x3 ( )"dx 

l-~:[X2( )~-::(x( )5_b[~~5+0])]}, 
wenn man abkürzend () statt ax + b setzt. 

221. Rationale echt gebrochene Funktionen ersten Grades. Wenn 
sie unecht gebrochen ist, wird man sie ausdividieren und in die 
Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen Funktion ver­
wandeln. Die gesuchten Integrale werden alle nach (55 c) gefunden. 

fd; =lgx+O oder fd; =lgcx; 

f x~a = Ig(x+a)+O oder f dx 
x +a = 19[c(x +a)]; 

--=- --=-lg(ax+b)+C f 
dx 1f adx 1 

ax+b a ax+b a 

oder 

I axd+b = ~lg[c(ax+b)]. 

(a) 

(b) 

(c) 

Die miterscheinende Konstante 0 kann man ja in jeder beliebigen 
Form anschreiben, also auch 19 c oder bei der dritten Formel 
1 
-lg c. Man erhält also: 
a 

Die Integrale echt gebrochener rationaler 
Funktionen ersten Grades sind Logarithmen. (d) 

Beispiel a) bis c) 

) IX - 1 d b) fX2 - 4x + 2 d a . 1 x, 2 x, x-t- x-

Die drei zu integrierenden Funktionen sind alle unecht gebrochen 
und zwar die erste vom ersten Grad, die zweite vom zweiten und 
die dritte vom dritten Grad; man wird ausdividieren und erhalten 

33* 
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a) fX;~ ~ 2 dx= I(l- x~ 1)dX=X-2Ig(x+ 1)+0; 

b) fX2_2X-2X+4-2 dx=I(x-2- ~-) dx 
x-2 x-2 

=~X2 - 2x-2Ig(x-2)+0; 

f I
t3+t2_t2-t+t+ 1-1 f( ~ 1 ) 

c) = t+(----dt= t--t+1- t -f! dt 

t3 t2 

=3 -2"+t-Ig(t+ 1)+0. 

222. Rationale echt gebrochene Funktionen zweiten Grades. Jede 
unecht gebrochene Funktion wird man ausdividieren und in die 
Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen Funktion ver­
wandeln. Von den praktisch vorkommenden Fällen werden die 
meisten nach (221 b) integriert; zuweilen wird man deswegen die zu 
integrierende Funktion noch umformen müssen, um auf sie diese 
Formel anwenden zu können. Wenn man in der Formel 

f~=Ix-2dX=- ~ +0 (a) 

x + a = u oder dx = du setzt, wird 

I(x~a?= I~:=-~=-x~a' (b) 

Durch Partialbruchzerlegung findet man 

1 1 A B 1 1 
x'-a2=(x-a)(x+a)= x-a + x+a=2a(x-a)- 2a(x+a) 

und damit 

f dx 1 I ( dx dX) 1 --=-- ----- =-[lg(x-a)-lg(x+a)]+O 
x2 - a2 2 a x - a x + a 2 a 

1 x-a 
=-lg--+O. 

2a x+a 
(c) 

Anm. Im Sonderfall a = 0 würde diese Formel als Ergebnis 
o + ° liefern, was ja wegen der Unbestimmtheit der Konstante ° 
nicht falsch ist; die Formel ist aber nicht zu gebrauchen, man hat 
dafür (a). Nach (c) wird, wenn man aus dem Integral ,,-" aus­
scheidet und dann a = 1 setzt, 
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f dx 1 x-I 
l_x2=-"2lg x+l +0 

1 x+ 1 '1 /x+ I 
=2- lg x_l+0=Ig V x-I +0. (d) 

Im nachfolgenden Integral wird man aus dem Nenner a als 
Faktor aussetzen und b: a statt a' oder V b : a statt a in (c) ein­
setzen, dann hat man, a und b als positiv vorausgesetzt, 

f dx 1 f dx 1 1 x - V b : a 
ax:!-b =(i x2=b:;=(i' 2Vb:a 19 x+Vb:a +0 

1 ax-Vab 
=--= 19---=+O. (e) 

2Vab ax+Vab 

Wenn man x+a=u oder dx=du setzt, wird nach (c) 

f dx f du I u-b 
(x+a)2-b ll = u2-b2=2b 19 u+b +0 

1 x+a-b 
=2b 19x+a+b +0. (f) 

Die vorstehenden Integrale sind alle derart, daß man den 
Nenner in zwei reelle Faktoren zerlegen kann. Wenn diese Zer­
legung bereits ausgeführt ist, wird man die Partialbruchzerlegung 
anwenden: 

1 1 1 
(x +a)(x +b) = (b-a)(x+a) + (a-b) (x +b) (g) 

und damit 

f dx - I f( dx dx ) I x +a 
,(x+a)(x-f-b)-b-a x+a-x+b =b-a 19 i+b+O. 

Die nachstehenden Integrale sind bereits in 56 entwickelt: 

f x2~1 =arctgx+O; 

f dx =!arctg~+O; 
x 2 +all a a 

faX~~b = V~b arctg(x -V-~) +0; 

f dx I x+a , 
(x +-a)2 + b2 = b arctg b- + O. 

(h) 

(i) 

(k) 

(1) 

(m) 
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Wenn die Koeffizienten a, b, c im nachfolgenden Integral alle 
von Null verschieden sind, wird man den Nenner quadratisch er­
gä.nzen und dann eine der Formeln (b), (f) oder (m) anwenden. 
Oder man sieht die Zerlegung des Nenners in zwei lineare Faktoren 
unmittelbar, dann ist Formel (h) zu benutzen, 

fax2 ;;x+c = f a(x;:)2+ e= f a(x+:)(x+P)· (n) 

Beispiel a) Nach (e) wird das bei der Fallbewegung auf­
tretende Integral 

f mdv f dv -m C'V- v' cmg 
mg_cv2 =-m c'V2 -mg= 2v'cmg 19 c'V+v'cmg· 

Beispiel b) bis d) 

b) f 3X2 ::X+ 5 
\ f dx 

cJ 3x2 +4x+l 
In allen drei Fällen kann man die quadratische Ergä.nzung im 

Nenner vornehmen. Unschwer kann man auch sehen, daß man in 
den beiden letzten Fällen den Nenner zerlegen kann, 

3xll +4x+l=(3x+1)(x+1) = Hx+~)(x+1); 

3x2 +4x + 1~=H9x2+12x+4) = H3x+ 2)2= 3 (X+~)2. 

Damit werden die Integrale: 

1f dx 
3" (X+i)2+1i 

223. Fortsetzung. In der vorausgehenden Nummer hatten die 
zu integrierenden gebrochenen Funktionen alle 1 als Zähler. Solange 
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der Zähler konstant bleibt, ändert sich an der Entwicklung nichts 
weil man ihn ja vor das Integral setzen kann. Wenn er aber ver­
änderlich ist, dann wird er, da die zu integrierenden Funktionen 
alle echt gebrochen sein sollen, höchstens linear in x sein. Es sind 
sonach Formeln anzugeben für die verschiedenen Fälle des Integrals 

r (Px+Q)~. ax2 I bx+c .. T 

In praktisch vorkommenden Fällen wird der Zähler meist das 
Differential des Nenners sein oder sich zu dessen Differential um­
wandeln lassen. Trifft aber dieser Fall nicht zu, so wird man den 
Nenner a x 2 + b x + c durch die quadratische Ergänzung auf die 
Form (x + a)2 + b2 bringen und dann das Integral auf eine der drei 
nachfolgenden Formeln zurückführen. 

(a) 

nach (222b). 
Die nachfolgenden Integrale zerlegt man ohne weitere Kunst­

griffe in zwei Summanden und wendet die Formeln der vorigen 
Nummer an, 

= P 19(x2-a2)+ ~ 19 x-a +0. 
2 2a x+b 

(b) 

Entsprechend findet man 

fPx + Q f xdx f dx In. x2+a2 dx=P x2+a2+Q x 2 +a2 

= flg(x2 + a2) + ~ arctg~- +0. (0) 

Durch die Substitution x + a = u oder dx = du führt man 
die beiden nachfolgenden Integrale wieder auf die eben entwickelten 
zurück, 
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f~X-tJL-dX=fPu-pa+Q du 
(x+a)2-b2 u2-b~ 

= P Ig(u'.l-b'2)+ Q-=P!!.lg1!'-~+O 
2 2b u+b 

= p 19[(x+a)2-b2] + g_=-ya 19x+a_-b + 0" (d) 
2 2b x+a+b ' 

f Px+Q fPu - pa +Q 
(x+a)2+b2dx= --u2+b~du 

PI ( ., + b") + Q - Pa u + C =2 g U' - -b-arctg1J 

P Q-Pa x+a 
=2" Ig[(x+a?+b'.l] + --b -arctg-b-+C. le) 

Beispiel a) und b) Gesucht 

f (x + 2)dx und 
3x2 +4x+5 

a) Nach Beispiel 222b) wird das Integral zu 

1 ((x+2)dx _1 1} [( +2)2+11] 
. 3J(X+~)2+\! -3"2" g x g 9-

1 2-~ x+~ + - " -.=- arctg --=:--'-
3 1'\1 V\1 

1 "4 -) + 4 3x + 2 =-lg(X"+äx+ ~ --= arctg-...=--, 
6' 31/11 Y11 

b) Beispiel 222c) macht das Integral zu 

~f (x+2)dx =;1 "~1 [( _L~)2_1) 
3 (x + ~)2 _ ~ 3 2 g X I 3 9 

+ 1 2-i 1 x+i-?J 
3'---r- gx+~+!. 

3 3 3 

_11 [2+4 +'J+ 2 1 3X+1 -sgx gX ä 3 g 3(x+1)" 

224. Rationale echt gebrochene Funktionen höheren Grades. Wenn 
die Funktion unecht gebrochen ist, wird man sie wieder ausdividieren 
und in die Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen Funktion 
verwandeln, Letztere kann man nach 128 immer in eine Summe 
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von Partialbrüchen zerlegen, deren jeder einzeln integrierbar ist, wie 
die nachfolgenden Zeilen entwickeln sollen. Es ist sonach jede 
rationale Funktion integrierbar, vorausgesetzt allerdings, daß man 
den Nenner der gebrochenen Funktion immer in lineare Faktoren 
zerlegen kann. Je nachdem diese linearen Faktoren reell oder 
imaginär sind, unterscheiden wir zwei Fälle. 

I. Die linearen Faktoren des Nenners der zu integrieren­
den Funktion 

tp(x) tp(x) 
fex) =(x-a)a(x-b'l ... 

sind re eIl, dann nehmen alle Partialbrüche im allgemeinsten Falle 

die Form (~-)- an. Das Integral eines solchen Partialbruches x-an 
geht von 

f~:= fx-ndx=(n~)~n_l+O (a) 

aus und setzt x-a=u oder dx=du. Dann wird 

r_dx __ fdU_ -1 +0 
J(x-a)n- un -(n-l)(x-a)n-l . (b) 

Mit ax+b=u oder adx=du wird ebenso 

f_d~_=~fau- -1 0 
(ax+b)n a u"-a(n-l)(ax+b)n-l+ . (c) 

f3x3-1-3X2_5X+ 3 
Beispiel a) Gesucht (x ~ 1)2 (x + ql X dx. 

Nach Beispiel 131 a) liefert die Partialbruchzerlegung 

3x3 + 3x2-5x+3 3 1 1 
-(x - 1? (x + 1)2 X = X + (x - 1 Y1 + 2 (x -1) 

2 7 

(X+ql 2(x+l)' 
so daß das gesuchte Integral übergeht in 

3 f dxX + f(x dXl? + ~ f x dx 1 - 2 f(X~1)2 - ~f x~ 1 . 

Auf den zweiten und vierten Summanden wendet m""n die 
vorausgehenden Formeln an, 

f dx -1 und 
(x-l)2 = x-l J dx -1 

(x + 1)2 = X + 1 ' 
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womit das ganze Integral wird 

3lgx- x 1 1 + ~ Ig(X-1)+X~1-}lg(X+1)+O. 

225. Fortsetzung. H. Die linearen Faktoren des Nenners 
der zu integrierenden Funktion sind teilweise imaginär, dann 
nehmen im allgemeinsten Fall einzelne der Partialbrüche die Form 

[(x ~:)-t -: b2]n an. Das Integral eines solchen Partialbruches geht 

x2 
aus vom Integral der Funktion (x2 + c)n' das durch partielle Inte-

gration zu berechnen ist. Man setzt 

2xdx 
dv = (-;;--1-)-' x-Tc n 

so daß 

nach (224a) wird, und erhält 

f X2 dx - x 1 f dx 
(XII +c)n = 2(n _1)(x2 +c)n-l + 2 (n-1) (x2 + c)n-l' 

Aus 
C C+X2 _X2 1 x 2 

(x2 + c)n = (x2 +C)"n = (x2 + c)n-l- (x2 + c)n 

erhält man durch Integration 

J(X2c~xC)n = f(x2 ~:)n-l-f(x~~:)n' 

(a) 

und wenn man das zweite Integral der rechten Gleichungsseite nach 
(a) auswertet, 

f dx x + 2n-3 f dx (b) 
(x ll +c)n=2c(n-1)(x2 +c)n-l 2c(n-l) (x2 +c)n-l' 

Man hat für das auf der linken Gleichungsseite stehende Integral 
eine Rekursionsformel geschaffen, nach der man es vollständig aus­
werten kann. Auf dieses Integral führt man das nachfolgende zu­
rück, indem man 

x + a = bu setzt, also dx = bdu 

erhält und damit 

(c) 
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Beispiel a) Als Sonderfall des vorausgehenden Integrals wird 

f dx 1 f du U 1 f du 
[(x + a)2 +-b2J2 = b3 ~2 + 1)2 = b3 .2' (u2 TI) + b3 -:2 u2 +t 

u 1 
2b3 (u2 + 1) + 21)3 arctgu +0 

x+a 1 x+a 
2b2 ((x+a)2+ b2] + 2 b3arctg -b-+ 0. (d) 

Beispiel b) Für den Fall a = - 1, b = 2 wird das voraus-
gehende Beispiel 

f 
dx x-I 1 x-I 

. [(x - 1)2 + 4]2 = 8 [(x-l)2 + 4] + 16 arctg 2 - +0. 

Unter der Voraussetzung n> 1 zerlegt man 

I 
(Px+Q)dx -IP(x+a)-pa+ Q 

[(x+a?+b2]n- [(x +a)2 +b2]n 

f P(x+a)dx f dx =. [(x + a)2 + b2]n + (Q - Pa) [(x +~ar;O---+~b2-=-]n 
und findet das gesuchte Integral der linken Seite als die Summe 
von zwei einfacheren. Das erste Integral der rechten Gleichungs­
seite wird durch die Substitution 

(x +a)2 +b2=v oder 2(x+a)dx=dv 
weiter vereinfacht, das zweite Integral ist bereits durch (b) und (c) 
gelöst, indem man 

x+a=bu 
setzt. Man erhält dann 

oder dx=bdu 

I 
(Px+Q)dx PIdV Q-paf du 

[(x+a)2+b2]n=2' "n + b2n=1 (u2 +1)n 

-P Q-paf du 
=2(n_l)[(x+a)2+b2]n-l+ b2n - 1 (u2+1)n' (e) 

Für das letzte Integral hat man in (b) eine Rekursionsformel. 
Als Ergebnis der bisherigen Überlegungen kann man aussprechen: 

Jede beliebige rationale Funktion, die im allgemeinsten 

Fall von der Form ~~? ist, kann durch die vorausgehen­

den Formeln berechnet werden und führt immer auf 
rationale, logarithmische und Arcustangensfunktionen. 
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Vorausgesetzt wird, daß man ((x) in seine Einzelfaktoren 
zerlegt hat. (f) 

B · . I ) M . I f xdx eIspIe c an erIDltte (x2 +1)'" 

Man erinnert sich sofort, daß 2xdx das Differential von x2 ist, 
wird also nicht das vorausgehend angegebene Verfahren anwenden, 
sondern setzt 

oder 2xdx=du 

B. Integrale irrationaler Funktionen. 
226. Allgemeines und Einteilung. Die Integration irrationaler 

Funktionen unterscheidet folgende Fälle, indem sie von den ein­
facheren zu den schwierigeren fortschreitet: 

1. Die zu integrierende Funktion enthält in rationaler Form 
neben x nur noch die pte, qte, rte, Wurzel aus der nämlichen 

I · F"nk' ax+b d"rf db' ., d mearen u bon cx+d; p, q, T, ••• U en a el POSItIV 0 er 

negativ, ganz oder gebrochen sein. Die Funktion ist also von der 
Form F (x, P, Q, R, .. . ), wo F () eine rationale . Funktion von 
x, P, Q, R, ... ausdrücken soll; dabei ist abkürzend gesetzt 

lrjax +b 
R= V cx+d' ... 

11. Die zu integrierende Funktion enthält in rationaler Form 
neben x nur noch eine zweite Wurzel der quadratischen Funktion 
ax2 .+ bx + c, sie ist also von der Form R (x, X), wo abkürzend 

X=Vax2 +bx+c 
steht und R () eine in x und X rationale Funktion ausdrücken soll. 

~I1. Die zu integrierende Funktion enthält in rationaler Form 
neben x noch eine zweite Wurzel der Funktion 

G=ax' +bxs +cx2 +dx+e, 
sie ist also von der Form R (x, VG). Das Integral einer solchen 
Funktion ist ein elliptisches Integral. Der Sonderfall a = 0, 
b = 0 ist durch 11 gegeben. 

IV. Die zu integrierende Funktion enthält in rationaler Form 
neben x noch eine zweite Wurzel aus einer ganzen rationalen Funktion 
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von höherem als viertem Grad, oder eine dritte, vierte Wurzel aus 
nichtlinearen Funktionen usw., hyperelliptisehe Integrale, Abel­
sehe Integrale usw. 

227. IR (x, X) dx, wo 

und R I x. X I eine rationale Funktion von x und X vorstellt. Als 
Integrationsregel gilt: 

also 

oder 

Man setzt für die Wurzel eine neue Veränder-
liche. (a) 

zn- b 
X=_·-·­

a 

'tf/---1 -
z=l'ax T b 

nzn-l dz 
und dx = ------- . 

a 
(b) 

Damit geht die zu integrierende Funktion über in eine rationale 
von z. und das Integral nimmt die Form an 

f R(x,X)dX=JR(zn a ~.z) ~~~~ldZ. (e) 

Für den praktisch am meisten vorkommenden Fall n = 2 wird 

J R(x, Vax + b) dx.= f R(Z'.! ab, z) 2Z",dZ. (d) 

Beispiel a) bis c) Naeh der angegebenen Regel ermittle man 

Z'.!- b 2z dz 
Man setzt 1/ ax + b = z. so daß x = --- und dx = ---

a a 
wird. und erhält 

f J 2zdz 2 Z3 
a) Vax+bdx= z-a-=a'3 

oder I Vax--fbdx= 32a (v'ax+-ijf +0; (e) 

bl f v'a:~b = f?=:z=! z 

oder 

(f) 
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c) f=~fP(Z2-b)+aQ. 2zd.:= ~>f(Pz2-Pb-l-aQ)dZ 
a z a a"' I 

2 
= 3a~ [P Z3 + 3 (Qa - Pb)z] 

oder 

f Px+Q_dx= ~ Vax+b [Pax + 3Qa- 2Pb]+0. (g) 
Vax+b 3a-

Beispiel d) und e) Man ermittle 

d) fVax+bdx e) f dx . 
Vä;;+ b 

n __ 

Man setzt z statt Vax + bund nzn-l dz: a statt dx und erhält 

d) f Vax-f-b dx = n f zna
dz = a (~~11) = a (~~zl) 

n n __ 

=a(n+ l)(ax+b)Vax+b+O; (h) 

e) f va:~-b =~fzn-2dZ= a~::ll) 
- n(ax+b) +0 (i) 
------n-~ . 

a(n-1)Vax +b 

Beispiel f) und g) Gesucht der Wert der bestimmten Integrale 

f) fVa-xdx g) fl/a-x ·xdx 
zwischen den Grenzen 0 und a. 

Man ermittelt zuvor die unbestimmten Integrale. Nach (e) wird 

f) fVa-xdx=-~V(a--x)3+0 
a 

f =-HV(a-x)3]~=-HO-l/a3J=~aVa. 
o 

g) Man setzt 

Va-x=z, so daß a-x=z2 und -dx=2zdz 
wird, und erhält 

f xVa xdx =-2 f (a-z2)z2 dz= - 2af z2dz+ 2 f z4 dz 
=-iaz3 + ~zr,= 12;; V(a-x)3 [3 (a-x) - 5a] 

a 
=-12;; (2a + 3x) V(a _X)3. 

f = -125 [0 - 2a· VaS] = 1~ a2 Va. 
o 
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228. f.R (00, X) doo, wo 

und R (x, X) eine rationale Funktion von x und X ist. Als Inte­
grationsregel gilt wieder: 

also 

man setzt für die Wurzel eine neue Veränder-
liehe ein, 

-'''Iax +b =z 
Vcx+d 

oder 
znd-b 

x = -a--c-z-';" 
und daraus 

nz,,-l (ad-bc) 
dx= ( n)n dz. a-cz • 

(a) 

(b) 

(c) 

Dann geht die zu integrierende Funktion über in eine rationale 
von z und das Integral nimmt die Form an 

f f (Znd - b ) nzn-l (ad - bc) 
R(x,X)dx= R n'Z ( nr dz. . a-cz a-cz • (d) 

Für den recht häufig vorkommenden Fall n = 2 wird 

f R (x, yax+b)dX =fR (Z2d-:::.~ z) 2z(ad-bc) dz. 
cx+d a-cz·' , (a-cz2)2 (e) 

Beispiel a) ~nd b) Auf Integrale rationaler Funktionen führe 
man zurück 

Das zweite Integral ist ein Sonderfall des ersten, man hat 
nur n= 2 zu setzen. Nach (d) wird 

f "1"iax+ b f nzn-l(ad-bc) r zfldz 
a) V cx+ll dx = z (a-czny' dz=n(ad-bc)JCa_czny'" (f) 

das Integral ist damit auf jenes einer rationalen Funktion in z 
zurückgeführt. Dieses neue Integral wird man im allgemeinen 
Fall durch Partialbruchzerlegung auffinden. Mit n = 2 löst man 
das zweite Beispiel, 

b) fV::t!dx=2(ad-bC)f(a Z2dcZZ2)2' (g) 

229. f.R(oo,X)dx, wo X=Va2 -x2 bzw. X=vool +a2 

und R eine rationale Funktion von x und X ist. 
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I. Erster Sonderfall: Gesucht sind Reduktionsformeln für 

und f v:1;;; . 
Für den Fall m = 0 und m = 1 sind die Integrale bereits nach (551) 
und (57d, e) ermittelt. Abgesehen von der Konstanten ist darnach 

f 
dx . x 

----====- = arc Sln -, 
Va'2-:li'.l a f dx 1 ( I ,/-:';F''' .. 1--== g xi t'X"::r:: a -;, 

t'x2 +a'2 -
(a) 

(b) 

Im allgemeinen Fall wendet man die teilweise Integration an 
und wählt 

U =xm- 1 , also 

dann wird 

du=(m-1)xm- 2 dx 

xdx 
dv= ,/_--==, 

.t' a'.l-x2 

und v=-Va2- x'.l, 

---=---= = - xm- 1 Va'.l- x'.l + (m -1) xm- 2 Va:! _x2 dx. f xmdx f ---
Va2 -x2 

Das neue Integral ist von anderer Form wie das gegebene, 
man wird es noch umformen müssen, indem man Zähler und Nenner 
mit der Wurzel multipliziert, 

f xmdx fa2xm-lIdx 
-:====_xm- 1Va'.l_x2 +(m_1) --=--=--==-

Va2 -x2 Va2 -x2 

-(m-l)f ~~dx , 
Va--x2 

oder wenn man die beiden gleichen Integrale zusammenfaßt und 
die ganze Gleichung mit m dividiert, 

f :~~x =_xm-l~~_2-x2+[m-1)_a2fxm-2dX. (c) 
Va'.! _x'.l m m Va'.l-x2 

Genau so entwickelt man 
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Beispiel a) Für m= 2 werden die beiden letzten Formeln 

J x'Jdx =_XV'ä2~ +a'Jf d:_ 
Va'J _x2 2 2 Va2 -x2 

=-~xv+la2arcsin: +0, (e) 

(f) 

Beispiel b) Gesucht ist der Wert des bestimmten Integrals 
a 

J--~~. Va'J-x'J 
o 

Es kann gefunden werden, auch ohne daß man das unbestimmte 
Integral ganz ermittelt. Es ist 

(g) 

Wenn man das Verfahren wieder auf das neue Integral anwendet 
und immer wiederholt, erscheint schließlich unter dem Integral 
entweder die ~ nullte oder erste Potenz von x, es wird nach (a, b) 

a J xdx ---a Va2 -x2 - • 

o 

Man muß also unterscheiden, ob m eine gerade oder ungerade Zahl 
ist. Je nachdem wird 

a 

J,/X2ß dX = 2n -=--!.. 2n - ~ '" !.. :n .a2ß 

ya2 _x2 2n 2n-2 2 2 
o 

oder umgekehrt 
a J x2n_dx =1.3.5 ... (2n-l)a2ß.~. (h) 
Ya2_x2 2·4·6 ... 2n 2 

o 
Egerer, Ingenieur-Mathematik II. 34 
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Auf die gleiche Weise erhält man 

230. Fortsetzung. Zweiter Sonderfall. Die Integrale 

JxmYa2-xdx und Jxmyx2 +a2 dx 

(i) 

entwickelt man, indem man die Wurzel in den Nenner schafft, 
man erhält dann 

Genau so entwickelt man 

fxmvx2+a2dx= xm+l~ +_~fxmdX 
- m+2-m+2 V 

=~m-~~:x:~rh _~m~;;fxm-~2dx (d) 

Beispiel c) Für m=O werden beide Formeln (b, d) 

bzw. 

f --- Xv a2IdX v'x2 +a2dx=2±2" 7=~xv+~a2Ig(x+V)+0. 

Beide Formeln wurden bereits durch (59g, h) entwickelt. 

Beispield) Für m = 1 wird wegen m - 1 = 0 

Jx Ya2-x2dx= -l(a2-x2)Ya2 _x2 +0, 
Ix yx2+a2dx=l(x2+a2)Yx2±a2+0. 

(e) 

(f) 
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Beispiel e) Für m=2 wird 

fx'2v'a'2-~x2dX= x!"a~ __ X2(2x2-a~Ll- __ ~f d~ __ 
2·4 I 2·4 v'a2-x2 

531 

fx2v'a2-x2dx=!xVa2=---x2(2x2+a2) - !afarcsin~· (g) 
8 - 8 a' 

fx'.! v'x~+a2 dx = X v'x2 ±_a2 (2 X~::t-_~2) -~J dx 
- 2·4 2·4 v'x2+a2 

fx2v'x2+a2 dx =~xv'xi±a2(2x2 +a2)+~a4Ig (x + v'x2 +a2). (h) 

Beispiel f) Bei welchen Kurven gilt für die Bogenlänge 8, 

von einer bestimmten Abszisse X o aus gemessen, 

S2=y2 _a2. 

Man bildet die Differentialgleichung der gegebenen Bedingung, 

28d8=2ydy oder 8dxVl +y'2=ydy 

oder (y2 _ a2) (1 + y'2) = y2y'2 oder 

Diese Differentialgleichung separiert man, 

dy 
dx=a-==, Vy2_ a2 

oder 8 'ti' = yy' 
--- dy Vy2- a2=a-. 

dx 

und erhält durch Integration die Gleichung der gesuchten Kurve 

x=alg(Y+Vy2- a2)+ c. (i) 

Die Konstante c· bestimmt man aus der gegebenen Anfangsbedingung, 
daß nämlich der Bogen von X o aus gemessen ist, also muß Yo = a 
sein wegen 89 = y2_ a2 , da ja im Punkt Po selbst 8 = 0 wird. 
Ferner muß der Punkt Po = Xo I a ein Punkt der Kurve sein, also gilt 

xo=alg(a+Ya2 a2)+ c oder c=xo-alga. 

Damit wird die gesuchte Kurve 
y + Yy2-='-a2 

x -xo = alg - ------ --- -- -, 
a 

das ist eine Kettenlinie, siehe 198. 

231. Fortsetzung. IH. Dritter Sonderfall. Gesucht sind 
Reduktionsformeln für 

und I dx 
xm Yx2 +a2 • 

34* 
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Die vorausgehenden Formeln gelten für jedes beliebige m, man 
könnte sie daher ohne weiteres auf die vorliegenden Integrale an­
wenden, aber die entstehenden Formeln würden auf keine einfacheren 
Integrale zurückführen. Man erhielte nämlich nach 229, wenn man 
- n statt + m setzt, 

Das Integral auf der rechten Seite ist also nicht einfacher, im 
Gegenteil schwieriger geworden. Durch den Ersatz 

n+2=m oder n=m-2, 

und wenn man das Integral auf der rechten Seite nach links schafft 
und umgekehrt das Integral der linken Seite nach rechts, erhält man 

----===- + (a) f dx --v'a2 -x2 m-2 f dx 
x"'q~x2 - (m-l)a2 x'" 1 (m-l)a2 x"'-2 v'al! _ x2 • 

Ebenso entwickelt man 

(b) 

Beispiel a) Für m=ü kommt man auf die Formeln (229a). 
Für m = 1 sind die entwickelten Formeln unbrauchbar; in diesem 
Fall entwickelt man die Integrale dadurch, daß man Zähler und 
Nenner mit x multipliziert und V = 'U setzt, 

f-_d~--~lga+v +0, 
xv'a2 - xl! a x 

(c) 

f dx =_~lga+v +0, 
x v'x2 + a2 a x 

(d) 

--=-==--arcsln-+O. f dx 1. a 
xv'x2 - a2 a x 

(e) 

Beispiel b) Für m= 2 erhält man 

f dx - v~..fa2 
xl!Vx2+a2 =+ a'J x . (f) 

IV. Vierter Sonderfall. 

fv'a2 -x2 
---dx 

x'" 

Die Integrale 

f v'x2 +a2 
und - dx 

x'" 
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entwickelt man wie beim zweiten Sonderfall, indem man die Wurzeln 
in den Nenner schafft, 

Auf das erste Integral der rechten Gleichungsseite wendet man die 
Formel (a) an und erhält so 

fv'a'J - x'J - v'ti2=z2 1 f dx 
xm dX=(m_l)xm- 1 - m-l xm-2v'a2_x2' (g) 

Auf die gleiche Weise entwickelt man 

f v'x2+a2 . -~ 1 f dx 
-----;m dx = (m - 1)xm- 1 + m-- 1 xm-2 v'x2 ± a2 ' 

(h) 

Beispiel c) Für m = 1 führt die Formel zu keinem Ergebnis, 
man wendet die allgemeine Regel an, die Wurzel in den Nenner zu 
schaffen, und erhält 

, x + ,/--;;--" = a arCSln- yX" - a", 
a 

(i) 

(k) 

(1) 

Beispiel d) Für m = 2 werden die Formeln (g) und (h) zu 

fW=x'J --v'a2-x~ I dx 
-~-dx= - -. 

x2 x v'a2 -x2 
,/"--,, - ya"-x" , x 

x - arCSlD-a; (m) 
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Beispiel e) Gesucht ist der durch r l und r2 begrenzte Bogen 
der hyperbolischen Spirale rcp = a. 

Mit 

cpdr+rdcp=O oder rcpdr+r2dcp=O oder adr+r2dcp=O 
wird 

adr 
dcp=- -0 

r" 
und 

dr , r2 
-=r=----
dcl' a 

und deswege!l 

.-Q-------,;; adrv~7 drVa2 +r2 
d8=dcpVr-+r-=--- r-i-Q=----. 

r 2 a- r 
also 

8 = -Iva~ dr = [alg ~ + Va2-+ r2 
_ Va'3 + r'!.]'· 

r r '. 

*232. Fortsetzung. V. Fünfter Sonderfall. Gesucht sind 
Reduktionsformeln für 

und 

Die zu integrierenden Funktionen werden durch Einführung 
einer neuen Veränderlichen z auf die vorausgehenden Formeln zurück­
geführt und zwar durch die Substitution 

und 
b2 +a2 

x - b = --=---­
z-b 

(a) 

im ersten bzw. zweiten Fall. Man erhält nach Durchführung der 
Rechnung 

f(x - b/~a2- x2 = W _a2)n~lva2 _b2I(Z-v~:t-~2dZ, (b) 
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J dx -1 f(Z-b)II-1 dZ 
(;='b)n Vx2 -+ a2 = ~;+ a'.!)"-1 Vb2 + a2 Vz2 + a2 ' (c) 

J dx --1 f(Z-b)II-1 dZ 
(x - b)n Vx2 -=- a2 = W _ a2)"-1 Va'.! _ b2 Va2 _z2 ' (d) 

Nach der Lösung dieser einfacheren Integrale geht man zur alten 
Veränderlichen x zurück durch die Beziehung 

b2 - a~ b2 + a2 
z-- b=-- bzw. z-b=---:---

x-b x-b 

oder 
bx- a2 bx+a2 

z=--- bzw. z=--:=....-. 
x-;-b x-b (e) 

Beispiel a) Gesucht JfX-+3)f:2+4;' 
Die quadratische Ergänzung im Nenner und dann die Substitution 

x + 2 = Y liefert 

J = f (x + 3) V(:x+ 2)2 ~ 4 = f (y + 1)d~y-2 - 4 . 
Nach (d) wird mit b=-l, a=2 und n=l das gesuchte Integral 

f -1 f(Z+l)OdZ 1 J dz 
= (1~ 4)0 V 4 -1 V 4 - Z2 = - V3 V 4- Z2 

und nach (229a) 

J 1 . Z d 
= - Va arc sm 2" 0 er wegen 

J 1 . -x-6 
= - V3 arc sm 2 (x + 3)' 

*233. Fortsetzung. VI. Allgemeiner Fall. Jedes Integral 

f R(x,X)dx, wo X=Va'.!-x'.! bzw. X=Vx2 +a\l (a) 

und R eine beliebige rationale Funktion in x und X ist, läßt sich 
auf einen der vorangehenden Sonderfälle zurückführen. Im allge­
meinen Fall ist R von der Form 

.AX+B 
R(x,X)=OX +D' (b) 

wo A, B, 0, D ebenso wie die noch folgenden Funktionen E, F, 
H, g, f, gJ rational und ganz in x sind. Wenn man Zähler und 
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Nenner mit OX - D multipliziert, wird der Nenner rational und 
damit die Funktion R von der Form 

R( X)_(AX+B)(OX-D)_AOX2- BD + BC-AD 
x, - 0~X2_D2 - 0~X2_D2 (PX2_D2· X 

'oder . 
FX2 H 

R(x,X)=E+F.X=E+y=E+:x-, (c) 

denn X2 ist ja rational und ganz. Man hat also die zu integrierende 
Funktion zerlegt in zwei Summanden, von denen der erste E rational 
ist und der zweite .der Quotient aus einer rationalen Funktion H 
und der Wurzel X. Im allgemeinsten FalJ ist H gebrochen; man 
kann sie, wenn sie unecht gebrochen ist, verwandeln in die Summe 
einer ganz rationalen Funktion g und einer echt gebrochenen Funk­
tion rp: f. Damit ist dann das vorgelegte Integral zurückgeführt auf 
die Summe von drei Integralen 

f f fg (x) frp (x) dx 
R(x, X)dx= E(x)dx+ X- dx + f(x).X. (d) 

Das erste Integral ist das einer rationalen Funktion; da g eine ganze 
rationale Funktion ist, sind die einzelnen Summanden des zweiten 
Integrals von der Form 

und deswegen nach (229 c, d) zu integrieren. Die echt gebrochene 
Funktion rp: f läßt sich in Partialbrüche zerlegen, somit die unter 
dem dritten Integral stehende Funktion in Summanden von der Form 

__ LZ) X zerlegen, wenn man keinen Unterschied macht zwischen 
(x- n 

den reellen und imaginären linearen Faktoren der Funktion fex). Das 
Integral eines jeden dieser Summanden ist nach (232b, c, d) zu er­
mitteln. Will man komplexe Zahlen vermeiden, so wird man am 
einfachsten nach der in der folgenden Nummer angegebenen tri­
gonometrischen Weise verfahren. 

Beispiel a) Gesucht J~ + x dx. 
2-x2 -1 

Hier ist A=1, B=x, 0=1, D=-1, X=V2-x2, 

a2 = 2. Man wird Zähler und Nenner der zu integrierenden Funk-
tion mit dem Nenner ff- x 2 + 1 multiplizieren, 
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f =f(Y +x) (v + 1)dx=f2 - X2 + x t (x+ 1),,1 dx 
(V - 1)( V + 1) 2 -- x - 1 

=fx'.l - X - 2 dx +f x + 1 V. dx. 
x'.l-1 1-x\! 

Hier ist geworden 

x2 -x- 2 1 
E= =1--- und x2-1 x-1 

F=x+1 =_1_. 
1-x2 1- x 

Man setzt fort 

f f( 1) f ,/·V - 1--- dx • dx - x - 1, + (1 - x) V 

=x-Ig(x-1)+ - dx. f 2-X2 
(1-x)V2-x2 
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Die neu entstandene Funktion H ist unecht gebrochen, man zerlegt sie 

2 - x2 x2 - 2 x2 - X + X - 1 - 1 1 
H= 1-x = x-1 = x-1 =x-f-1-x-1' 

so daß also 
<p=-1, f=x-1 

wird. und das gesuchte Integral 

f =X-IOg (X-1)+f x+1 dx-f-._d-,:X==. 
V2 x2 (X-1)V2-x2 

Das erste Integral der rechten Seite zerlegt man in zwei Summanden 
und erhält nach (229b, c) 

f x + 1 IX dx JdX . x dx = ----:; + -:t = - V + arc sm ,(;;"' 
~-~ v v r2 

Das zweite Integral wird nach (232b), da hier a2 = 2. b = 1, n = 1, 

f -.-_dX_ .,=f :z =lg(z+Vz2 -2) 
(x-1)V2-x· Vz-2 

(X-2 1/2-X2) (x-2 V2-X2 ) 

= 19 x-i + V (x-1? =lg x -1 + x--=--1 

x-2+V2- x'.l 
=lg . x-1 
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Damit wird insgesamt 

J =x-Ig(x -1)-1"2= x2+arcsin x_ -lg (x-2+ V2-X2) 
V2 

+lg(x-1) 

=x-V2-x2 + arc sin x--=_lg(x_ 2 +V2-x2) +0. 
V2 

234. J R(x, X)dx, wo X=Vax2+bx+c und Reine 
rationale Funktion von x und X. Am einfachsten und in den 
meisten Fällen führt zum Ziel ein 

I. Erster Weg: Zurückführung auf bekannte Integrale 
nach vorausgegangener quadratischer Ergänzung. Durch 
diese Ergänzung geht der Radikand durch passende Substitution über 
in u2 ± a2 oder a2 - u2 , die umgewandelten Integrale lassen sich 
meist auf eine oder mehrere der Formeln der vorangehenden Num­
mern zurückführen. 

Beispiel a) Gesucht ist f x + 4 dx. 
Vx2 -1 

Der Radikand ist schon quadratisch ergänzt; man trennt das 
Integral und erhält 

= --==-+4 =Vx2-1+4Ig(x+Vx2 -1) f f" xdx f dx -- --
Vx2-1 Vx2 -1 

nach 229. 

Beispiel b) Gesucht ist f dx =. 
Vx2 +2x 

Durch die quadratische Ergänzung wird 

x2+2x+ 1-1 =(x+ 1)2_1; 

die Substitution x + 1 = u oder dx = du 

liefert J= f V(X::)2-1 = f Vu:
u 

1 

=lg(u+Vu2 1)=lg(x+1+Vx2 -f2x). 

Beispiel c) Gesucht ist f (x + 2) dx .. 
Vx2+4x-- 5 

Man kann die quadratische Ergänzung vornehmen. Einfacher 
wird die Rechnung, wenn man nicht übersieht, daß der Zähler gleich 
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ist der Hälfte des Differentials des Radikanden, 

d(x'.! +4x - 5)=2 (x+ 2)dx. 
Man setzt 

x2 + 4x- 5 =u oder 
und erhält 
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11. Zweiter Weg: trigonometrische Lösung nach voraus­
gegangener quadratischer Ergänzung. Man geht aus von den 
bekannten Formeln 

sin'.! u + cos2 U = 1. 

und setzt 

1 I t ., 1 T g"u=-,,--. cos-u 
+ Q 1 

1 cotg- u = - ----
, sin'.! u 

a) x=acosu oder x=asinu, wenn X "li-~' - ".l = a"-x, (al 

b) x=atgu oder x=acotgu. wenn X="lix2 +a\ (bi 

c) 
a 

oder 
a 

X = "lix2 -a2• (CI x=-- x=-.-. wenn 
cosu smu 

Diese Substitutionen bezwecken, X als eine rationale Funktion der 
trigonometrischen Funktionen sin u. cos u. tg u, cotg u darzustellen; 
man erhält im Fall 

a) x=acosu. dx=-asinudu. X=asinu 

bzw. x=asinu, dx=acosu du. X=acosu; 

b) 
adu 

X=--Il x=atgu. dx=----. cos2 u - cosu 

bzw. 
adu X-~' x =acotgu. dx=---

sin'.! u -. , 
SInu 

c) 
a 

dx= 
asinudu 

X=atgu x= ----- , 
cos2 u cosu 

bzw. 
a d acosudu X=acotgu. x=-.-, x=-- sin2u' Sinu 

Beispiel d) 

Nach (f) wird 

Gesucht ist f--~ -. 
(x-b)"lix'.!-a'.! 

= -- - - u:- --- - = a - b cos u . f f asinudu f du 

coS'.lUCOS1t -b)atgu 

(d) 

(e) 

(f) 



540 Integralrechnung TI. 235. 

Dieses neue Integral einer trigonometrischen Funktion wird in 236 
ausgewertet. Eine einfachere Lösung hätte (232d) ergeben. 

Beispiel e) Gesucht ist J-- dx . 
(x2 -1)Vx2 + 1 

Man substituiert x = 1 . tg u und erhält nach (e) und (222 e) 

f f ducosu f ducosu f dv 
= coS2U(tg2u-1)= 2sin2 u-1 = 2v2 =i 

= 1 _lg 2 v - V2 = 1 _lg sin u· V! - 1 
2 V 2 2 v + V 2 2 V 2 sin u· y 2 + 1 

=_1_ 1 xv"2-v7+!. 
2y"2 g xV2 + Vx2 + 1 

Beispiel f) esuc t Ist --=--==-= . G h · J xdx 
• 1 x2 -'- x--+-1 y, I I 

Man wird zuvor den Radikanden quadratisch ergänzen, 

x 2 +x+t+ !=(x + i)2 +(~ V3)2 =Z2 --+- a2, 
wenn man x +~=z und !=a2 setzt; es wird 

f f(Z-~)dZ f zdz 1J dz 
= yz2+ a2 = vz2-t-a2-2 yz2+ a2 

=Vz2+a2-.~lg(z+ Vz2 + a2) 

= V x2 + X + 1 - ~ 19 (x + ~ + Yx2 + x -1- 1) 

nach (229a, b). 

C. Integrale transzendenter Funktionen. 
235. Integrale trigonometrischer Funktionen. Ein allgemeiner 

Weg, so wie er 'für die rationalen und irrationalen Funktionen an­
gegeben war, fehlt für die Integrale transzendenter und insbesondere 
trigonometrischer Funktionen. Die Kenntnis zahlreicher trigonome­
trischer Formeln ist eine wesentliche Unterstützung; deswegen braucht 
man diese trigonometriscben Formeln aber nicht auswendig wissen, 
wenn man nur Kenntnis von ihrem Vorhandensein hat. Es sei 
beispielsweise nur erinnert an die oft gebrauchten Formeln 

+ "x 1 cosx= 2coS-"2' 1 - cosx = 2 sin2 ":. 
2 

. . x x ( ) slDx=2sID"2COS"2 a 
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2 sino,x sinbx=c08(a-b)x - cos(o, +b)x, } 
2 cosaxcosbx = cos(o,- b)x + cos(a+b)x, 
2 sin ax cosbx = sin (0, + b)x + sin (0, - b)x usw. 

So wird beispielsweise nach (65 i), wenn man x = 2 z setzt. 

f ~x =f~dZ_=lgtgZ+Ol =-lgcotgz+O'j 
smx 2smz cosz 

oder 

f dx x x 
-. - =lgtg- +01 =-lgcotg-2 +0'1.' smx 2 

Durch die Substitution x = l n - z erhält man 

J c::x = f Si:: =-lgtgj+Ol =lgcotg~+O'J 
=-lgtg(~-i)+OI = IgCotg(~-j) +02' 

541 

(b) 

(c) 

(d) 

Nach (a) werden die beiden nachfolgenden Integrale, wenn man 
x = 2t setzt, 

f dx 
1 +cosx 

f dt 
--=t t cos2 t g 

oder 

f dx .=tg~· ebenso f~-=-cotg~. (e.) 
1+cosx 2' 1-cosx 2 

Auf sie wieder führt man durch die Substitution x = l n - z 
zurück 

f 1 d:inx = f 1=::SZ =cötg~=cotH(~-j). 
Die Beziehung 

sinx+cosx=i2 sin(x + ln) 

und die Substitution 

liefern 

f dx f dx 1 I dz 
Sinx+cosx=o; Y2sin(x+ln) =i2 sinz 

1 z 1 (x n) =--..=lgtg---lgtg -+-Y2 2-i2 2 8' 

(f) 

(g) 
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Die Anwendung der Formel (b) gibt 

f sinaxsinbxdx=! f cos(a-b)xdx-~ f cos(a +b)xdx, 
und wenn man beim ersten bzw. zweiten Integral substituiert 

. du dv 
~a-b)x=u oder dx= a-b bzw. (a+b)x=v oder dX=a+b' 

oder 
J =2(a1 b).fcOSUdU-2(a~b)fcoSVdV 

f · . b d _sinla-b)x sin(a+b)x. 
SlDaXSlD x x- 2(a-b) - 2(a+b) , 

ebenso findet man noch 

f _sinla-b)x I sin(a+b)x. 
cosax cosbxdx- 2 (a-b) T 2(a+b) , 

f
Sin ax cos bx dx = _ ~os (a ~ bl~ _ COf.'l (a - bt:2: . 

. 2(a-rbl 2(a-b) 

(h) 

Ci) 

(k) 

Mit Anwendung der partiellen Integration setzt man beim nach­
folgenden Integral 

u=arcsinx und dv=dx, 
dx 

also v=x, du=-= 
Vl-x~ 

und erhä.lt f . d . f x~ arCSlD x x = x arCSln x--:=..----= 
Vl-x 2 

oder 
f arcsinxdx=xarcsinx + Vl-x2 • 

Nach dem gleichen Verfahren erhä.lt man 

f arccosxdx=xarccosx- VI -:i:2; 

J arctgxdx=xarctgx - ~lg(1 +x2); 

J arc cotgxdx =x arccotgx + llg(1 +x2). 

(1) 

(m) 

(n) 

(0) 

Beispiel a) und b). Gesucht der Wert der bestimmten Integralen 
::< 

a) fCOS2tp d 
cos tp tp 

i;-c 

... 
b) r sinu· V3cos2 u + 1 du. 

0; 

o 

a) f=f2 cos2 tp-l dcp = 2fCOSCf'dCP -f d cp 
& COS tp cos tp 

= 2 sin tp + 19 tg (~ - ~) + O. 
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Das bestimmte Integral wird 

:r 

I =2Sinn+lgtg(~-~) - 2 sin~n-Igtg (~- 3Sn) 
{-:r 

=O+lg(-1)-2.1V2-lg (1-V2)=-)12 +lg _1_ 
2 V2-1 

=-V2+lg(l +)12). 

b) Neben cos u tritt nur mehr das Differeatial von cos u auf 
man setzt oos u = x, 

nach (230f) für a2 =~. Die Grenzen u = 0 und u = n gehen über 
in x = 1 und x = - 1, so daß das bestimmte Integral wird 

u=:r :1:=-1 

f = f =-rv'3(3xvx2+l+lg(x+Vx2+l)r1 
u=o :I:~ 1 

= - ~ V3 [-3 vI+Ig(-l" + vI)-3vI-Ig (1 + V~)] 
=2 -~ \"3Ig(2- Va). 

236. Fortsetzung. Eine für viele Integrale trigonometri­
scher Funktionen brauchbare allgemeine Regel sagt aus: 

f f(sinx, cosx, tgx, cotgx)dx 

geht durch die Substitution tg ~ = u über in 

Denn 

also 

x 
tg-=u 

2 
bedingt 

. . x x 2u 
SIDX= 2 SID"2 CQS "2= 1 +u2 ; 
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und daraus wieder ergibt sich 

1-u2 2u 1-u2 

cosx=1+u2' tgx=1=- u'J' cotgx=2u' 

Aus tg ~2 = u oder x = 2 arctg u wird noch dx = 2+dU ~ . 
1 u· 

Beispiel a) Nach dieser Regel berechnet man 

f dx . f 2du f 2du 
a+bcosx= (a+b ~+::)(1+U2) = la-b)u~+a+b 

(b) 

und hat das Integral der trigonometrischen Funktion auf ein solches 
einer rationalen Funktion zurückgeführt. .Je nach den Werten von 
a und b kommt entweder (222e) oder (2221) zur Anwendung; die 
erste Formel setzt la: < I b I voraus, die zweite umgekehrt I a I > I b !. 
Man erhält demnach, wenn man b - a statt a und a + b statt b 
in (222e) setzt und vereinfacht, 

f-~_x-- = -- 1 1 b+acosx+sinx. v'bCa2 füra2 <b2• (c) 
a+bcosx Vb2.,.-a2 g a+bcosx . 

und wenn man a-b statt a und a+b statt b in (2221) einsetzt 
und wieder vereinfacht, 

f +dbx =y ., 2 b~'arctg("1 /a+bbtg~) für a2>b'J. (d) 
a cosx a" - " V a 2 

Von der Richtigkeit der Formel überzeugt man sich am einfachsten 
durch Differenzieren. 

Beispiel b) Gesucht ist der Wert des bestimmten Integrals 

2 

f dx 
a+bcosx 

o 

und zwar für jeden der drei Fälle, daß nämlich a2 > b2 oder a'J < b2 

oder a=b. 
Die unbestimmten Integrale sind bereits durch die Formeln (d), 

(c) und (235e) entwickelt, man erhält sonach im ersten Fall mit 
Benützung von Aufg. 10 in 31 

2 f 2 "1!i=b 1 b 
= Ya2 b2 arctg V an = Ya2 --':1;2 arccos Ci' 

o 
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im zweiten Fall 
::r 

::r 

2" 

und im dritten f = ~ [tg ~ - tg 0 J = ~. 
o 

Alle drei Formeln werden gleich, wenn man imaginäre Zahlen be­
nützt, also für den Fall b2 > a2 auch setzen kann V a2 - b2 

=iVb2 -a2 • 

Beispiel c) Wenn man x=~n- z setzt, wird 

f a+~:inx =-fa+~zcosz 
nach der vorausgehenden Formel ausgewertet. 

Beispiel d) Man ermittle f ~x... durch die Substitution 
t t 1-a sm-x 
gx= . 

Diese Substitution bedingt 

. t 1 
,Sln x = --=-=, 

V1 +t2 
cosx= , 

1'1 + t2 

dt 
dX=l +t2 ; 

dann wird 

f dX 1 --
1 ". " ='/1 .,arctg(tV1-a2)' -a-sm-x v -a" , 

1 ,/--
=-==.arctg(y 1-a2 .tgx). 

V1-a2 
(e) 

Dabei ist a als echter Bruch vorausgesetzt; für a2 > 1 erscheint 
das Integral in imaginärer Form; um es in reeller Form zu erhalten, 
wendet man (222e) an. 

237. Fortsetzung. Die meisten der für den Ingenieur wichtigen 
trigonometrischen Integrale lassen sich mit Hilfe der nachfolgenden 
Reduktionsformeln lösen. Diese selbst werden gewöhnlich mit 

EIerer, Ingenieur-llathematik Il. 35 
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Hilfe der partiellen Integration gefunden. Bei all den gefundenen 
Formeln werden die Exponenten mund n, wenn nicht anders an­
gegeben, als ganz und positiv vorausgesetzt. 

Wenn man beim ersten der nachfolgenden Integrale 

u = sinm- 1 x wählt, wird dv = sin x d~, 
also 

du=(m-1)sinm- 2 xcosxdx und v=-cosxdx, 

und deswegen 

f sinmx dx=- sinm-1x cosx + (m -1) f sinm- 2 x cos2 xdx. 

Das Integral der rechten Gleichungsseite zerlegt man in zwei neue 
mit Hilfe der Beziehung cos2 x = 1-sin2 x und erhält 

f sinmxdx =-sinm-1x cosx+(m-1)f sinm- 2 x dx-(m-1)f sinmxdx. 

Dann schafft man das zweite Integral auf die linke Seite und divi­
diert mit m, 

. d -sln xcosx. m- . "d f . m-l 1 f smmx x = -+- --- Slnm-·x x. mim (a) 

Ebenso erhält man 

f cosm-lx sinx m -1 f cosmxdx= ---+---- cosm- 2 xdx. mim (b) 

Für die Sonderfälle m = 2 wird 

f . " d sin x cos x 1 x 
sm"x x= - 2 '"2' 

f "d sin x cos x + x 
COS"X x=---- -. 

2 2 

(c) 

Beispiel a) und b) Man entwickle die Integrale der Formeln 
(a) und (b) ohne Reduktionsformel für den Fall eines ungeraden m. 

Man berücksichtigt 

sinxdx = -d cosx, cosxdx =d sinx, sin2 x + cos2 x= 1, 

und erhält 

f sin2n+1 x dx = f (sin2 x)n sinxdx = f (1-cos2 x)n sinxdx, 

oder mit cos x = u und deswegen - sin x dx = du 

f sin2n+1 x dx = - f (1 - u2)n du. 

Ebenso erhält man für sin x = u 

f COS 2nH X dx = f (1- u2)" du. 

(d) 

(e) 
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Durch partielle Integration wie oben erhält man die Reduktions­
formeln 

f tgm-lx f tgmxdx=----- tgm- 2 xdx, 
m-l 

f cotgm-lx f cotgmxdx=------ cotgm- 2 xdx. 
m-l 

Für den Sonderfall m = 2 wird 

f tg2 xdx=tgx-x, 

f cotg2 xdx=- cotgx-x. 

(f) 

(g) 

(h) 

Man kann die beiden Integrale (f, g) durch die Substitution 

tgx= u oder x =arctgu, 
du 

sonach dx = -+-----;;' 
1 u· 

auch auf solche rationaler Funktionen zurückzuführen: 

ebenso 

f S umdu 
cotnfllxdx=- --. 

I!> 1+u2 

(i) 

(k) 

Beispiel c) und d). Gleichfalls mit Hilfe der partiellen Inte­
gration erhält man das nachfolgende Integral; wenn man setzt 

sonach 

u=sinmxcosn- 1 x, wird dv=cosxdx, v=sinx, 

du = sinm- 1 x cosn- 2 x [m cos2 x - (n - 1) sin2 x] dx, 

= sinm- 1 x cosn- 2 x [(m + n - 1) cos2 x + 1-n]dx, 

f sinmx cosnxdx = sinm+1 x cosn- 1 x 

- f sinmx cosn- 2 x· [(m + n - 1)cos2 x + 1- n] dx. 

Das Integral der rechten Seite wird, wenn man ausmultipliziert, 

-(m +n -1) J sinmx cos" x dx + (n -1) f sinmx cosn- 2 xdx. 

Wenn man noch die gleichen Integrale auf die linke Seite schafft 
und dann mit 'In + n dividiert, wird 

f . n sinm+ 1xcosn- 1 x n-lf· 
81nmxcos xdx= m+n + m+n slnmxcosn- 2 xdx. (1) 

35* 
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Wenn man a.ber dv=sinxdx wählt, erhält man nach dem gleichen 
Verfahren 

} _sinm-lxcostHlx m-1f 
sinmxcos"xdx= + +-+ sinm-2xcos"xdx. (m) m 11. m 11. ' , 

Beispiel e) und f). Wie wird man die Integration verein­
fachen, wenn moder 11. eine ungerade Zahl ist? 

Man geht wie bei Beispiel a) und b) vor und erhält 

J coslnx sin h+1 X dx = J COSmx sin2ta x·sinxdx 

=-J um (1-u2fdu,· 

wenn man nämlich cos x = u setzt; und ebenso 

J sinmx cos2ta+1xdx = J um (l- u'Jfdu 

für die Substitution sin x = u. 

(n) 

(0) 

238. Fortsetzung. Beispiel a) und b). Wie wird die Formel (1) 
der vorausgehenden Nummer für negative moder n? 

Die Formeln gelten selbstverständlich für jedes moder 11.; wenn 
man m durch - m in (1) setzen würde, hätte man 

f cos" x dx COS,,-l x n - 1 fCOS"-2 X 
. = ( )' 1 + -- . dx. smmx n-m Slnm- n-m smmx 

Die erhaltene Formel ist für recht viele Zwecke weniger brauch­
bar, weil im Integral der rechten Gleichungsseite die m-te Potenz 
im Nenner geblieben ist. Man wünscht eine Formel, die das Integral 
der linken Seite auf ein anderes reduziert, bei der nicht die Zähler-, 
sondern die Nennerfunktion einfacher ist. als vorher. Man verfährt 
wie unter 231 und ersetzt 11. durch - r, so daß 

f
Sinmx sinm+1x r+ 1 JSinmx 
--dx- --- --dx cOS'x - (m - r) COS,+l x m - r COS,+2 . 

Die Gleichung bleibt richtig, wenn man r + 2 durch 11. ersetzt und 
deswegen r durch 11. - 2, 

f sinmx sinm+1x 11.-1 fSinmx ---::;-- dx = . - --,.- dx. 
COS,,-2 X (m-n+2)cos"-l x m-n+2 cos x 

Oder wenn man nach dem Integral der rechten Seite auflöst, 

f sinm x sinm+1 x 11. - m - 2 f sinm x 
--,.-dx=() + 2 dx. cos x 11.-1 eos,,-l x n- 1 J C06"- X 

(a) 
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Ebenso erhält man 

f cos"x _cosn+lx m-n-2f cos"x 
--dx= +---- ----dx sinmx (m-1)sinm- 1 x m-1 sinm- 2 x . (b) 

Von beiden Formeln sind Sonderfälle 

f dx -cosx m-2f dx 
sinmx =(m-1)sinm- 1 x + m""::"'l sinm- 2 x' (c) 

f dx sin x n - 2 f dx 
cos" x = (n - 1) cosn-1x + n -1 cosn--2 x· (d) 

Beispiel c) und d). Man entwickle die beiden letzten Integrale 
ohne ReduktionsformeIn, falls moder n eine gerade Zahl ist.. 

Man berücksichtigt 

dx 1 
--~-=dtgx und --=1 +tg2 x 
cos- x cos2 x 

f~ = f(1 + u2)n-l du cos2nx JI , (e) 

wenn man tg x = u setzt. Ebenso erhält man 

f~ = -f(1 + u 2)n-l du 
sm2n x ' 

(f) 

wenn man cotg x = u setzt. 

Beispiel e). Gesucht ist der Schwerpunkt des über der x-Achse 
gelegenen Bogens der Herzkurve 

T=2a(1+coscp). 

Aus Beispiel 67 b) weiß man, daß die Bogenlänge 8 = 8 a. Dann 
wird nach (73) und Beispiel 31 d) 

~ ~ 

8 a·~ = f 2a (1 + cos cp) cos cp 4a cos ~ dcp = 16a2 f cos3 ~COSq7 dcp 
o 0 

oder mit cp = 2 u und nachher sin u = x , 

*n 1 

~= 4a:r cos2 u(l- 2 sin2 u)· cosudu = 4a f (l-x2)(1 - 2x2)dx 
o 0 

= 4 a [x - x 3 + ~ x 5] 1 = t! a. 
OJ 0 J 
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Man beachte den Wechsel der Grenzen beim Übergang von der 
Veränderlichen q; zu u und dann zu x. Ebenso erhält man 

n :r 

'YJ = a f (1 + cos q;) sin q; cos ~ d q; = 2 aI cos8 ~ sin q; d cp 

o 0 

t:r 0 

= BaI cos'u sinudu=- Ba I x'dx=- ~a[x~]O=~a 
o 1 1 

239. Fortsetzung. Beim Integral I xm sin x dx setzt man 

u=xm, so daß dv=sinxdx, 
du= mxm-t, tI = - cosxdx 

wird, und erhält 

Ixmsinxdx=-x7ncosx+m Ixm- 1 cosxdx. (a) 

In der gleichen Weise ergibt sich 

I xmcosxdx=x7n sinx- mIxm- 1 sinxdx. (b) 

Beispiel a und b) Wie werden die vorausgehenden Formeln, 
wenn m negativ ist? 

Die Formeln gelten selbstverständlich für alle m; setzt man 
- r statt m, so wird 

f Sinxdx cosx fCOSXdX 
--;;:-=---;r-r -;;,+1' 

Nun kann man r + 1 durch n und deswegen r durch n - 1 er­
setzen und nach dem Integral der rechten Gleichungs8eite auflösen. 
Dann wird 

f COSXd!!.= -cosx 1 fSinxdx (e) 
x" (n-l)x" I-n-l X"-1' 

Ebenso erhält man 

fSinxdx = - sinx +_l_fCOSXdX. 
x" (n-l)x,,-t n-l X"-l 

Beispiel c) und d) Man gebe die Sonderfälle der 
gehenden Integrale für m = 1 und n = 1 an. 

Die Formeln (a) und (h) gehen für m= 1 über in 

I xsinxdx=-xcosx+sinx, 

I xcosxdx=xsinx+cosx. 

(d) 

voraus-

(e) 
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Die Formeln (c) und (d) würden für n = 1 unbrauchbare Werte an­
nehmen, weil in beiden Summanden n - 1 im Nenner auftritt. Die 
Berechnung dieser Integrale siehe unter 243. 

Beispiel e) Man ermittlefx t sinx dx. 
1 cosx 

x 
Man geht auf 236 zurück und setzt tg 2" = u. Dann wird 

x = 2 arc tg u und wegen (235m) 

f f2arctgu+2U:(1+U2) 2du 2f[ + u Ja 
= 1+(1-u2):(1+u2) 1+ü2= arctgu. 1+u2 u 

=2farctg u.au +f 2ud~ 
1 +u· 

= 2 [uarctgu -llg (1 +u2)] + 19 (1 + u2) = 2u arctg u 
oder 

fX+SinX dx=xt ::. 
l+cosx g2 

Beispiel f) Durch die Substitution 

x=sinu oder dx=cosudu und u=arcsinx 
wird 

f x arc sinxdx = f sinu·u cosudu. 

(f) 

Das neue Integral kann man mit Hilfe der teilweisen Integration 
auswerten; oder man setzt 

2u=v sonach 2au=dv, 
und erhält nach (e) 

oder 

f u.sinucosudu=Ä f v sin v dv=- ~vcosv+ ~sin" 
=-lu(l- 2 sin2 u)+lsinucosu 

f xarc sinxdx=t[arcsinx.(2x2 -1)+xY1-x2]. (g) 

Ebenso wird mit cosu=x, bezw. tgu=x, cotgu=x 

f xarc cosxdx=Harccosx.(2x2 -1)-xY1-x2]; (h) 

f xarc tgxax=l[arctgx.(x2 + l)-x]; (i) 

f xarccotgxax=l[arccotgx.(x2 + l)+x]. (k) 

240. Integrale von Exponential- und Logarithmusfunküonen. 
Zu beachten sind die Beziehungen 
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eU = (e/J)\: oder umgekehrt aZ = (elll/J)Z, 
• 

log x =lgx: 19a, 
/J dx 

daz=aZlgadx, dlogx=-l--' 
x ga 

Von früher her sind bereits bekannt die Integrale 

fazdx=~. loga 

Auf das letzte Integral führt man zurück 

J J e/JZ 
eudx= (e/J)Zdx=-. 

a 

(a) 

(b) 

(c) 

Das nachfolgende Integral löst man durch partielle Integration. 
Man setzt 

u=lgx, so daß dv=dx, 
dx 

du=-, 
x 

v=x 

wird, und erhält 

oder 

Jlgxdx=x.lgx -fx. dx =xlgx-x x . 

Jlgxdx=x (lgx -1). (d) 

/J 

Wegen log x = 19 x: 19a wird 

fl~gXdX=lg1aJIgXdX=I:a(lgX-l) (e) 

Beispiel a) Man ermittle f 1:: . 

dx 
Man setzt 19 x = u, sonach - = du, und erhält 

x 

Jl:: = Jx~u = Jeu:u. (f) 

Die Entwicklung dieses neuen Integrals bringt 243. 
Durch partielle Integration findet man das nachfolgende Integral. 

Man setzt 
u=xm, so daß dv=ezdx, 

du=mxm-1dx, v=eZ 
wird, und erhält 

J xmezdx=xmez-mJ xm-1ezdx. (g) 
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Wenn man die gleiche Formel nochmal auf das rechts stehende 
Integral anwendet und immer wiederholt, erhält man 

J r (m) l' (m) 2' m'J xm eZ dx = xm eZ 11 - -= + -= - + ... + (- 1'r----': 
L 1 x 2 x 2 xm 

(h) 

Auf dieses Integral führt man das nachfolgende zurück, indem 
man schreibt 

und x 19 a = u substituiert. Dann wird 

(i) 

und wenn man ausrechnet, 

xmaZ [ (m) 1! J xmazdx=-- 1- - ---
19a 1 xlga 

(m) 2! + 2 (xlga)2 + I ( \ m! ] 
... T -lr (xlga)m . (k) 

Beispiel b) Für die Sonderfälle m = 1 und m = 2 erhält man 
die Formeln 

J x eZ dx = eZ (x - 1), (1) 

J Z d _ a Z (x 19 a -1) 
xa x- (Iga)2 ' (m) 

J x 2 ez dx=eZ(x 2 -2x+2), (n) 

f x 2 azdx = (I;:l [(x Iga)2 - 2x Iga+ 2]. (0) 

Die Formeln (g, i, k) gelten zwar für beliebige m, müssen aber 
zuvor noch umgewandelt werden, wenn sie für negative Exponenten 
brauchbar sein sollen. Setzt man - 11. statt m, so wird 

J x-neZ dx=x-nez+nJ x- n- 1 ez dx; 

oder wenn man 11. + 1 durch m ersetzt, sonach 11. durch m - 1, 

feZ dx eZ fez dx 
xm - 1 = xm - 1 + (m -1) -;;m-, 

oder umgekehrt 

feZ dx - eZ 1 fez dx 
---xm- = (m-l)xm 1 +;;&-1 xm- 1 · 

(p) 
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Diese letzte Formel wird für m = 2 

f
ell: dx -eil: fell:dX 
zg=--X+ -x-

Für m = 1 führt die Formel zu keinem Ergebnis, siehe 243. 

(q) 

241. Fortsetzung. Ebenfalls durch partielle Integration erhält 
man die nachstehenden beiden Integrale. Man wählt beim ersten 

u=eClII:, so daß dv=cosbx.dx, 

du=ael!.lI:dx, v=!.sinbx 
b 

wird, und 

J eucosbxdx=!.eusinbx -~ J eUsinbxdx. 
b b 

Das neue Integral ist nicht einfacher, es ist von der gleichen Art 
wie das gegebene. Man wendet auf es noch einmal die partielle 
Integration an, 

und erhält 

u=eU , also dv=sinbxdx, 

1 
v=-iJcosbx, 

J eUsinbxdx=-!.eu cosbx+~ J eUcosbxdx. 
b b 

Man hat so zwei Gleichungen für zwei Integrale; wenn 
ihnen auflöst, erhält man 

J acosbx+bsinbx el!. 11: cos bx dx = el!. 11: ----
a2 +b2 , 

man nach 

(a) 

J . asinbx-bcosbx 
eU SlD bx dx = eU a2 + b2 ' (b) 

Für den oft auftretenden Sonderfall a = 1 = b gehen die beiden 
Formeln über in 

J eil: cosxdx=~ell:(cosx +sinx); (c) 

J eil: siI!.x dx = l eil: (sinx - cosx). (d) 

Gleichfalls durch partielle Integration wertet man das nach­
stehende Integral aus. Man setzt 

u=lgx, so da.B dv=x"'dx, 

dx 
du=-, 

x 

X",+l 
V= -_.-

m+l 
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wird, und 

f 19x.xm+l f x"'dx xmlgxdx= - ---
m+1 m+1 

oder 

J xm 19x dx = -.:m+l (lgx __ 1 __ ). 
m+1 m+1 

(e) 

Für m = 1 erhält man den Sonderfall 

f x 19x dx = ~X2 (lgx -~) = lx2 (lgx2 -1). (f) 

Für negative m würde die Formel (e) lauten 

I 19 x dx = Xl-~ (lg x __ 1 _) 
xm 1-m 1-m 

= (1n_~)~m-l (lgx + m 1"1). (g) 

Diese letzte Formel würde für m = 1 einen unbrauchbaren 
Wert geben, so daß man sie für diesen Fall nicht anwendet; man 
wird rechnen 

f 19:dx = flgX.dlgX=HlgX)2. (h) 

Beispiel a) und b) Gesucht 

J sin(lgx)dx und f cos(lgx)dx. 

Nach den Regeln der partiellen Integration setzt man im 
ersten Fall 

wird, und 

u=sin(lgx), so daß dv=dx 

dx 
du=cos(lgx)­

x 
v=x 

J Bin (lg x) dx = x sin (lg x) - f cos (lg x) dx . 

Auf das neue Integral wendet man wieder die partielle Integration 
an und setzt 

wird, und 

u=cos(lgx), so daß dv=dx 

_ ) dx du = - sin (lgx --', - x v=x 

J cos (lg x) dx = x cos (lg x) + J sin (lg x) dx . 

Die beiden erhaltenen Gleichungen wird man einmal addieren, das 
anderemal subtrahieren, und erhält 
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f cos (Igx) dx = ix [sin (Igx) + cos (Igx)]; 

f sin (Igx) dx = i x [sin (Igx) - cos (Igx)]. 

(i) 

(k) 

Beispiel c) Mit partieller Integration erhält man, wenn man 

1 dx 
u=lg(lgx), also dfJ=dx, du=--·- fJ=X 

19x x, 

setzt, f1g(lgX)dX=XIg(lgx)-f 1:: . (I) 

Das auf der rechten Seite stehende Integral ist nach Beisp. 240a) 
auszuwerten. 

Beispiel d) Wieder durch partielle Integration, indem man 

u=lg(lgx), 

setzt, erhält man 

also 
dx 

dfJ= -;-, 
1 dx 

du=--·-
19x x' 

f
lg (1gX)dX 
---x-= 19 x .lg (lgx) -lgx. 

v=lgx 

(m) 

Zum gleichen Ergebnis wäre man gekommen, wenn man 19 x = u 
gesetzt hätte. 

Beispiel e) Gesucht istf(~+:;)". 
Man wendet die partielle Integration an und setzt 

u=lgx, so daß dv=dx(a+bx)-" 
dx -1 

du = - , v = =--:------,--,----:-::--:-
X b(n-l)(a+bx)"-l 

wird und damit 

f 19xdx -lgx 1 f dx 
(a+bx)"=b(n-l)(a+bx),,-1+b(n-1) x(a+bx)" l' 

Für den Fall a = 0, b = 1 erhält man die Formel (g). 

B eis p iel f) Durch die Substitution 19 x = u erhä.lt man 

(n) 

f (lgx)" dx =fu" du = (lgx)"+~. (0) 
x n+l 

Wenn unter dem Integral eine Exponential­
oder eine Logarithmusfunktion auftritt und die 
bisherigen Formeln nicht ausreichen, wird in 
recht vielen Fä.llen die Integration dadurch er­
möglicht, daß man für die Exponential- bezw. 
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Logarithm usfunktion eine neue Veränderliche 
einsetzt. (p) 

Es wird beispielsweise durch die Substitution 

eX=u oder x=lgu und dx=du:u 

J f(eX)dx=j llU).du. 
u 

Entsprechend wird 

J l(aX)dx=j f(u) u~;a ' 

wenn man aX = u substituiert. Ebenso wird mit 19 x = u 

J f(lgx) dx = J f(u). eU du. 

wird 

Beispiel g) Durch die Substitution 

l+ex=u oder eX=u-l oder eXdx=du 

f dx I du I u-l 
1 +ez= lU-l)u = g -u-

nach (222h); also 

f dx eX 

1 + eX = 19 1 + ez = x -lg (1 + eX). 

(q) 

(r) 

(s) 

(t) 

Beispiel h) Genau so findet man durch die Substitution 
a+bemx=t, 

I dx =~ [mx-lg(a+bemx)]. (u) 
a+bemx am 

Beispiel i) Die Substitution 

emx=u oder mudx=du 
liefert 

oder 

I dx 1 I du 
aemx + be-mx = m au2 -fb' 

Das neue Integral ist nach (222 I) weiter zu behandeln, so daß 

I dx - ~-= are tg [emX1 /~J . 
aemx+be-mx - mVab V b 

(v) 

Beispiel k) Wenn man 19x=u nach (s) substituiert, wird 

jlgmxdx=J umeudu=umeu-mJ um- 1 eudu 

JIgmx dx =x 19mx -mJIgm-l x dx. (w) 
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* 24:2. Fortsetzung. Von den Integralen der hyperbolischen Funk­
tion sind durch Umkehr der entsprechenden Differentialformeln ohne 
weiteres bekannt 

f Sin xdx = Cos x, 

f Cosxdx=Sinx 

nach (39 f). Daraus findet man 

J T XdX=JSinxdx 
g Cosx 

oder 
fTgxdx=lgCosx, 

ebenso 
f Cotg xdx = Ig Sin x. 

Weiter wird mit Sinx=u, also Cosxdx=du 

fSinxCosxdx =f udu=lu2 

oder 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

f Sinx Cosxdx= ~Sin2x +O=~ COS2X+0', (e) 

welches Ergebnis auch der Formel 

COS2 X = 1 + Sin2 x 

entspricht. Wegen Sin 2 x = 2 Sin x Cos x kann man auch setzen 

f Sinx Cosxdx = ~ f Sin 2 xdx = l Cos 2 x +0". (f) 

Die Umkehr der Formel (39 g) liefert 

und 

J dx 
-.-,,- = - Cotgx 
Sm"x 

J dx 
C-., = Tg x. 

os ·x 

Mit beiden letzteren Integralen erhält man 

J dx 
SinxCosx 

oder 

also 

fdX:COS2X -I T +0 ----- g gx 
Tgx 

JdX : Sin2 x I C t I 0' = ----=- g 0 gX-r , 
Cotgx 

(g) 

(h) 

J Sin:~osx IgTgx + 0= -Ig Cotgx +0'. (i) 
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Wenn man in diesen Formeln ~ x statt x setzt, wird 

f dx x x 
Sinx =lgTg2"+O=-lgCotg 2"+(/' 

Dagegen wird durch die Substitution eZ = t oder tdx =dt 

f 2dt 
t2+ 1 =2arctgt+0 

= 2 arctgez+O; 

oder auch, weil Sin x + Cos x = eZ , 

559 

(k) 

fcdX = 2 arctgeZ +0= 2 arctg(Sinx +Cosx)+O. (1) osx 

Das nachfolgende Integral entwickelt man wie (237 c) mit partieller 
Integration, indem man Cos x = u setzt und erhält 

JCos2xdx = CosxSinx - J Sin2xdx 

= Cos x Sin x - J (COS2 x-I) dx; 
=CosxSinx- f Cos2xdx+x; 

das Integral rechts schafft man auf die linke Seite, dann wird 

JCos2xdx=~SinxCOBX+lx. (m) 

Auf die gleiche Weise entwickelt man J Sin2 xdx und erhält 

fSin2xdx=lSinxCosx-~x. (n) 

Die Formel Sin2 x = COS2 x-I hätte noch schneller zum Ziel 
geführt. 

Gleichfalls mit partieller Integration, indem man u = x setzt, 
so daß dv = Sinxdx wird, erhält man 

oder 

und 

f xSinxdx=xCosx- f Cosxdx 

f xSinxdx=xCosx-Sinx, 

f xCosxdx=xSinx-Cosx. 

(0) 

(p) 

Beispiel a) Gesucht ist der Schwerpunkt des Bogens Pl P2 

einer Kettenlinie. 
Wenn die Bogenlänge zwischen den Punkten P 1 und P'2 mit 8 

bezeichnet wird, ist der Schwerpunkt ~ I fj nach (73 f) bestimmt durch 

~8=fxVl+Y'2dx, fj8=fyV1+y'2dx 
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zwischen den Grenzen Xl und x2 • Nach (198 a) ist die Gleichung der 
Kettenlinie 

y = k Cos ~ und ihre Ableitung y' = Sin ~ . 

Dann wird 1+y'2=1 +Sin2~=COS2~ k k 

und 
X 

ds=dxV1+y'2=CosJ;' dx. 

Setzt man x: k = u, dann wird 

s=kf COSU'du=k[Sin~J:~oder S=k[Sini-Sin~lJ=k9?' (q) 

wenn 9? eine Abkürzung für die Klammer ist. 
Die Schwerpunktformeln werden mit der Substitution X = ku 

2:. ~I 

~s fxcos ~dX=k2fuCOSUdU oder ~9?=k[uSinu-CosuJ:: 
:111 

oder 

~flJ= [x2 Sin i -kCos~ -Xl Sin i +kCosi J. (r) 

Ebenso erhält man mit der Substitution X = ku 
2=2 ~= 

'YJS = 'YJkflJ f k COS2 ~ dx = k'.lI COS2 udu 

oder nach (m) 

oder 

:rl SI 

(S) 

Beispiel b) Man wende die entwickelten Formeln auf den 
Fall an, daß der Bogen durch die Punkte Xl = - k, x2 = + k be­
grenzt wird. 

Hier ist 

flJ =Sin 1-Sin(-1)=2 Sin 1 = e-1: e. 
Dann wird 

~flJ=k[Sin 1-Cos 1 +Sin(-l)+Cos(-l)] =0, 

'YJflJ = ~k [SÜ\l Cos1 + 1- Sin( -l)Cos( -1) + 1] =lt[Sin 1 Cos 1 + 1]; 

also hat der Schwerpunkt die Koordinaten 

~=O, 'YJ=k(Sin1Cosl+l):2Sin1. 
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D. Verschiedene Sätze über Integrale. 
243. Integration durch Beihenentwicklung. Führt keines der in 

den vorausgehenden Zeilen augegebenen Verfahren zur Auswertung 
eines vorliegenden Integrals, so wird man oft mit Vorteil die zu 
integrierende Funktion in eine Reihe verwandeln und jedes Glied 
einzeln integrieren. Voraussetzung ist natürlich, daß die Reihe inner­
halb des Untersuchungsbereiches konvergent ist. 

Beispielsweise führt keines der bisher angegebenen Verfahren 

L·· d I t I fSin x dx M . d d h . . . zur osung es n egra s -x----. an WIr a er sm x In eme 

Reihe entwickeln und erhält nach 109 

und damit 

fSin x dx x3 x;; x· ---=x---+-----+- ... x 3·3! b·b! 7·7! 
(a) 

Dieses Integral ist natürlich wieder eine Funktion von x; sie 
hat viele Eigenschaften, die den Mathematiker interessieren; man 
gibt ihr deswegen einen eigenen Namen und nennt sie den Integral­
Sinus von x. 

Ebenso erhält man durch Reihenentwicklung den Integral­
Kosinus von x, nämlich 

(b) 

Auf die gleiche Weise entsteht der Integral-Logarithmus 
von x, 

(c) 

Beispiel a) Für welche Werte von x sind die drei Funk­
tionen (a, b, c) konvergent? 

Der Integral-Sinus wechselt das Vorzeichen periodisch, auch 
nehmen seine Glieder von einer bestimmten Stelle an immer ab, 
welchen Wert auch x haben mag, s. Aufg. 22 in 31, die Reihe ist da­
her für jeden Wert x konvergent. Genau die gleiche Überlegung sagt aus; 

Egerer, Ingenieur-Mathematik ll. 36 
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daß auch der Integral-Kosinus für jeden endlichen Wert von x kon­
vergent ist. Die Reihe für den Integral-Logarithmus vergleicht man 
mit der Exponentialreihe. Dem Glied x": n! der letzteren entspricht 
das Glied x": (n·n!) der untersuchten Reihe, so daß also schon vom 
dritten Glied an jedes Glied der untersuchten Reihe kleiner ist als 
das entsprechende Glied der konvergenten Exponentialreihe. Es ist 
daher auch die untersuchte Reihe für jeden Wert von x konvergent. 
Die letztere Überlegung hätte· man auch auf die beiden anderen 
Funktionen anwenden können. 

b 

244. Graphische Integration. Das Integral f f(x) dx hat folgende 
/J 

geometrische Deutung: Es wird dargestellt durch jene Fläche, die 
von der Kurve y = f(x) und der x-Achse zwischen den beiden Ordi­
na.ten bei x = a und x = b begrenzt wird. 

Beispiel 80) Auf graphischem Wege ermittle man den Wert 
0.6 

des bestimmten Integrals J,~' 
v1-x3 

o 
Man zeichnet die Kurve y = 1 : V1 x3 im angegebenen Be­

reich. Durch Abb. 390 ist ihre ungefähre Gestalt wiedergegeben. Man 
wird für die Werte x=O,O, 0,1, ... 0,6 die zugehörigen Ordinaten 

ermitteln und auftragen. Am besten eignet sich 
für solche Zwecke das sogenannte nKoordinaten­
papier". Will man einigermaßen genau zeichnen, 
so genügt im vorliegenden Fall allerdings die Ge­
nauigkeit des Rechenschiebers nicht mehr, die Zahlen­
werte der Ordinaten sind ebenso wie jene des Beisp. b) 
einer der üblichen Formelsammlungen der techni­
schen Handbücher und Kalender entnommen. Der 

1.--f-I-.J...J......I.....L...t,"'I:z Zahlenwert der von der Kurve und der x-Achse 
l---a6--l gebildeten Fläche F zwischen den Ordinaten x = ° 
Abb.390. und x = 0,6, die man am einfachsten mit Hilfe 

eines Planimeters mißt, ist gleich dem Zahlenwert 
des gesuchten Integrals. Es wurden die Strecken alle im Längenmaß­
stab 10: 1 eingetragen und bei dreimaliger Anwendung des Plani­
meters gefunden F = 0,62, welehen Wert das vorgegebene Inte­
gral hat. 

Eine ganz gute Genauigkeit wird auch noch erreicht, wenn 
man die durch Zeichnung gefundene Fläche ausschneidet und wiegt. 
Freilich ist dabei Voraussetzung, daß man ein vollkommen gleich­
artiges Papiermaterial hat. 
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245. Näherungsweise Integration. Sie geht auf die graphische 
zurück und verwendet in passender Weise die Rechteckformel oder 
Trapezformel oder die Simpsonsche Regel der Nummer 66. Will 

b 

man also den Wert des bestimmten Integrals f f(x)dx ermitteln, 
a 

so zerlegt man den vorgeschriebenen Bereich b - a in n gleiche 
Teilbereiche h-. Der erste geht von abis 0, + 11" der zweite von 
0,+11, bis 0,+211, usw. An den Stellen a, 0,+11" a+2h ... b-h,b 
nimmt die Funktion fex) die Werte 

Yo=f(a), Yl=f(a+h), Y2=f(a+2h), ... y,,=f(b) 

an. Dann ist nach der Rechteckformel 

b 

f f(x)dx =h(yo+ Yl +Y2 + ... Y"-l) 
a 

oder 
b 

f f(x)dx= h(Yl +Y2 + ... +Yn-l +Yn)· 
a 

Nach der Trapezformel wird 

b 

f f(x)dx =!h(Yo+2Y1 + 2 Y2 + ... + 2Yn-l +Yn), 
a 

und nach der Simpsonschen Regel, wenn man 2 n Teilbereiche 
wählt, 

b I f(x)dX=: (Yo + 4Yl + 2Y2 +4ys + 2 Y4 + ... + 4YSn-l +Y2n). 
a 

über die Fehler, die bei dieser näherungsweisen Rechnung gemacht 
werden, folgen weitere Betrachtungen im dritten Band. 

Beispiel 

0,6 

a) Man ermittle näherungsweise J dx = 
Y1-xs · 

o 

Den Bereich von 0, = Obis b = 0,6 teilt man in 6 gleiche Teil­
bereiche 11, = 0,1; an den StelleIP 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6 sucht 

man die Werte der Funktion 1---= auf, so wie die beistehende 
Y1-x3 

Tabelle angibt, und findet Yo, Yl' Y2' Ys' Y4' Y5 ' Ye· 

36· 
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x 
a I a+h la+2hia+3h!a+4hla+5hla+6h 
° I 0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,4 0,5 0,6 

x 3 
° 0,001 0,008 1°,027 0,064 0,125 0,216 

1-x3 1 0,999 0,992 0,973 0,936 0,875 0,784 

Vl-x3 1 0,9995 0,9960 0,9864 0,9675 0,9354 0,8854 

1 :Vl xii 1 1,0005 1,0040 1,0138 1,0336 1,0691 1,1294 

Dann wird nach der Rechteckformel 

f = 0,1· 6,121 ° = 0,61210; oder auch f = 0,1· 6,2504 = 0,62504; 

und nach der Trapezformel 

f =~·0,1 (6,1210 + 6,25Q4)= 0,61857. 

Nach der Simpsonschen Regel wird 

f =l·O,l [Yo + 4Y1 +2Y2 +4ys + 2 Y4 + 4ys +Y6] 
=~.0,1.18,5382 = 0,61794. 

Beispiel b) Man löse die vorausgehende Aufgabe mit Hilfe 
der Binomialreihe. 

Nach (112d) wird in erster Annäherung 

1 
-===l+~xs; 
Vl-x3 

und in zweiter Annäherung 

Also 

50,S dx 
Vl-x3 

o 

1 

0.6 

f(l +~X3+~X6)dx= [x+ ~4 + 35:I'S 
° 

= 0,6 +~. 0,64 + 536.0,67 = 0,6 [1 + 0,027 + 0,002499] 
=0,6162 bzw. 0,6177, 

je nachdem man die erste oder zweite Annäherung wünscht. 
Will man noch eine genauere, eine dritte Annäherung, so über­

legt man: das vierte Glied in der Binomialreihe wird 

_(-0,5) 9_~ 9 
3 x -16 x , 

also ~. x10 = 5.0,610 =000019 
16 10 160 ' 
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beim Integrieren. Bei einer gewünschten Genauigkeit auf vier Dezimal· 
stellen erhält man dann 

F=0,6179, 

den gleichen Wert, den auch die Simpsonsche Regel des vorigen 
Beispiels gibt. 

Eine andere Näherungsrechnung geht davon aus, daß sie 
den gesuchten Wert zwischen zwei Werte einschließt und benützt 
den Satz: 

Wenn im Bereich von abis b die Kurve f (x) stets 
zwischen den Kurven fP (x) und 'IP (x) liegt, so daß an 
jeder Stelle 

fP (x) < {(x) < 'lj) (x). 

dann liegt in dem vorgeschriebenen Bereich die durch 
die x-Achse und die Kurve y = {(x) gebildete Fläche 
stets zwischen den beiden Flächen, die durch die Kurve 
y = fP (x) bzw. Y = "p (x) und die x-Achse begrenzt sind; 
d. h. es gilt in diesem Bereich 

b b b 

J ;P(x) dx ~ J ((x) dx < J 'IP (x) dx. (a) 
a a a 

0.6 

Beispiel c) Man ermittle nach diesem Satz f _ d~_~ . 
. Vl-x3 

o 
Im vorgeschriebenen Bereich ist x stets ein positiver echter 

Bruch; unter dieser Voraussetzung gilt für jedes x 

° < x 3 < x 2 oder 1 ?: 1 - x 3 > 1 - x 2 

oder 

0.6 0.6 0.6 

und damit f dx <J Vi i!~ ~3 <J Vf-~-:;2' 
000 

Die Werte der beiden bestimmten Integrale, zwischen die man das 
gesuchte eingegrenzt hat, sind bekannt; der Wert des ersten ist 0,6, 
der des zweiten ist nach (229a) 

arc sin 0,6 = are (36° 52') = 0.6424. 

Man hat somit fO.6 dx 
0,6< -=-0.<0,6424. 

Vl-x3 

'0 
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Wie man sieht, geben die vorausgehenden Verfahren, selbst das graphi­
sche, wenn man nicht allzu ungenau zeichnet, bessere Näherungswerte. 

246. Integration, wenn die Funktion oder die Grenzen unendlich 
gro8 werden. Bei allen unseren bisherigen Rechnungen war Voraus­
setzung, daß die zu integrierende Funktion im untersuchten Bereich 

l/, 
endlich und stetig ist; der Bereich war 
gleichzeitig als endlich vorausgesetzt. 
Recht häufig kommt es vor, daß eine 
der beiden Grenzen oder auch beide 
den Wert 00 haben. Die Kurve 

.z Y = {(x) der Abb. 391 verläuft nach 
rechts ins Unendliche und hat eine 
zur x-Achse parallele Gerade als Asym-

~-----------~------
Abb.391. 

ptote. Die durch die Kurve, die x-Achse 
und die Ordinate bei x = a begrenzte Fläche kann unendlich groß 
oder auch endlich sein, selbst wenn man ihre rechte Grenze erst bei 
b = 00 wählt. Um den etwaigen endlichen Flächeninhalt zu finden, 
wird man eine Grenzbetrachtung vornehmen und 

b=oo b 

f {(X)dX=b~f f(x)dx (a) 

setzen, also zuerst den Flächeninhalt unter der Voraussetzung be­
stimmen, daß b eine beliebige noch unbekannte Zahl ist, und dann 
erst mit b = 00 zur Grenze übergehen. 

Beispiel a) Gesucht ist der Inhalt der Fläche, den die Kurve 
y = er; mit der x-Achse zwischen x = - 00 und x = 0 bildet.: 

Diese Fläche ist 
o 0 

F=fezdX= limfezdX=lim[ez1~/J =lim[l-e-/J] = 1-0=1. 
CI=oo a=CD .=00 

-CI> -/J 

Abb.392 zeigt den Fall, daß die zu inte­
grierende Funktion y = f (x) selbst an der 
rechten Grenze unendlich groß wird, daß also 
{(b)=oo. Man wird den durch die Kurve, 
die x-Achse und die beiden Ordinaten bei a 
und b begrenzten Flächeninhalt wieder durch 
einen Grenzübergang erhalten, wenn man zu-

i z nächst als begrenzende Ordinaten nicht a 
1-----11~---'1 und b, sondern a und b - ~ wählt und dann 

Abb. 392. mit Um ~ = 0 die wirkliche rechte Grenze ein-



Integralrechnung II. 246. 567 

führt. Es ist sonach unter der Voraussetzung f(b) = 00 . 
b b-d 

f f(x)dx = ~~f f(x)dx. (b) 

a a 

Beispiel b) Gesucht ist der Inhalt der Fläche, den die Kurve 
y = 19 x mit der x-Achse zwischen x = 0 und x = 1 bildet. 

Diese Fläche ist die gleiche wie die im Beispiel a) gefundene, 
denn die Kurve y = 19 x liegt symmetrisch zur Kurve y = eZ gegen­
über der Mediane. Wenn man aber diese Beziehung nicht kennt, 
berechnet man nach (240 d) 

1 

F =flgxdx= [x (lgx -1)]~= 1· (0 -1) - 0'(00-1), 
o 

man würde also einen unbestimmten Wert erhalten. Deswegen 
setzt man 

1 

F= !i~flgXdX=~~[X(IgX-1)J! 
Cl 

=lim (-1-15 (lg!5-1)] = - 1- lim 15 19 15 + lim d. 
Cl=O Cl=O 0=0 

Der letzte Grenzwert ist 0, der 
zweite ist gleichfalls 0 nach 
Beispiel 13 6 a) also ist F = - 1. 
Das ,,-" erklärt sich, weil die 
Fläche unterhalb der x-Achse 
liegt. 

Wenn schließlich im un­
tersuchten Bereich selbst die 
Funktion y = ((x) den Wert 
unendlich annimmt, also bei­
spielsweise nach Abb. 393 
((Xl) = 00 wird, dann wird 

!---.:t"1------' 
~------b----------~ 

Abb. 393. 

man das bestimmte Integral als Summe von zwei neuen Integralen 
erhalten, b x, b 

J ((x)dx=f f(x)dx + f ((x)dx. 
a a Zl 

Auf jedes der beiden Integrale ist die Formel (b) anzuwenden, so 
daß unter der Voraussetzung ((Xl) = 00 gilt 

b z,-Cl b 

f ((x)dx = !~f ((x)dx + !~f f(x)dx. (d) 
a a Z,+, 
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*247. Differentiation von Integralen. Wenn die Funktion fex) 
außer von x auch noch von t abhängig ist, dann wird im allgemeinen 
Fall das Integral aus fex) auch eine Funktion von t sein; desgleichen 
wird dann beim unbestimmten Integral die Integrationskonstante 0 
von t abhängig sein, und ebenso beim bestimmten Integral im all­
gemeinen Fall auch noch die Integrationsgrenzen a und b. Schreibt 
man f(x, t) für die zu integrierende Funktion fex) und cp(x, t) für 
das Integral, so daß also das unbestimmte Integral 

J fex, t)dx=cp(x, t)+O(t), (a) 

dann ist im allgemeinen Fall die Konstante ° auch eine Funktion 
von t. Das bestimmte Integral wird dann 

b 

J fex, t)dx=cp(b, t)-cp(a, t), (b) 
a 

wo auch noch a und b von t abhängig sein können. Wenn die neue 
Veränderliche t um L1 t sich ändert, geht das unbestimmte Integral 

J=J fex, t)dx+O(t) 
über in 

:J +AJ=Jf(x, t+At)dx+O(t+At), 

und wenn man von dieser neuen Gleichung die ursprüngliche abzieht 
und mit At dividiert, 

AJ =ff(X, t+At) - fex, t) dx + O(t+.1t)-O(t). 
L1t At At' 

oder wenn man zur Grenze übergeht, 

~ =50 f (::!J dx -L ~~ 
ot ot I dt (c) 

J ist das Integral der Funktion fex, t) und zwar bezieht sich das 
Integral nur auf die Veränderliche x, so daß ° zwar eine Konstante 
bezüglich x, nicht aber bezüglich t ist; d. h. 0 ist eine ganz beliebige 
Funktion von t. Dann ist aber auch dO:dt eine ganz beliebige funk­
tion von t. Es läßt sich also die Formel (c) auch noch anschreiben 

d. h. 

b b 

~ff(X t) dx =fO{(x, t) dx 
ot' ot' 

:a a 

ein Integral wird nach einer nicht mit der Integrations­
veränderlichen identischen neuen Veränderlichen differen-

(d) 
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ziert, indem man die Funktion unter dem Integralzeichen 
nach dieser neuen Veränderlichen differenziert. 
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Beispiel a) Statisch unbestimmte Aufgaben löst man in der 
Festigkeitslehre meist mit Hilfe des Satzes von Castigliano, 

oA 
----=0 
oX ' 

wo A die in einem statisch unbestimmt gelagerten Körper auf­
gespeicherte Formänderungsarbeit und X die statisch unbestimmte 
Auflagerkraft ist. Nun ist in einem auf Biegung beanspruchten Stab 
diese Formänderungsarbeit A bestimmt durch die Formel 

A= f~~~s, 
so daß in diesem Fall der obige Satz übergeht in 

j. ds oM2 f oM ds 
oder 2EJ oX =0 oder. MjjX EJ =0, 

da E und J von X unabhängig sind. 

Beispiel b) Die Formel (d) verwendet man vielfach, um mit 
Hilfe von bekannten Integrationsformeln neue Integrale auf dem Weg 
der Differentation zu finden. So ist etwa nach Beispiel 246a) 

'" l' I e-flJtdx = -...:. 
o t 

Wenn man die beiden Gleichungsseiten nach t partiell differenziert, 
erhält man einerseits 

'" '" ,., 

-~-fe-flJtdx =f~(e-flJt)'dX = -fXe-flJtdx ot ot ' 
o 0 0 

andrerseits ist ~ (~) = - -~-, woraus sich ergibt f xe- flJt dx = 12 • ot t tot 
Das Verfahren setzt man fort, 

~ 3' 
I x3e-flJtdx=~ usw., 
o t4 

allgemein wird, wenn man t = 1 setzt, 
00 

I xne-·flJdx=n! 
u 

(e) 
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* 248. Fortsetzung. Ist J ein bestimmtes Integral der Funktion 
fex, t), so werden im allgemeinen Fall auch die Integrationsgrenzen 
a und b Funktionen von t sein, 

b 

J! = f fex, t)dx = [tp (x, t)]! = tp (b, t) - tp (a, t). 
11 

Die totale Ableitung dieses bestimmten Integrals J nach t wird 

oder weil 
J=-tp(a, t)+cp(b, t), 

dJ _ oJ _ otp(a, t). da + otp(b, t) . db 
dt - ot oa dt iJb dt . 

Der erste Summand der rechten Gleichungsseite ergibt sich 
nach (247 d), die beiden anderen Summanden durch die Voraussetzung 

otp (x, t) 
ox 

fex, t). 

Wenn man statt des Symbols J wieder das Integral selbst schreibt, wird 

b b 

d f fOf(x, t) da , db Te f(x,t)dx= ----u-dx-f(a,t)TtTf(b,t)·Tt· (a) 
11 11 

Wenn a und b von t unabhängig sind, ergibt sich der erste Sonderfall 

b b" 

I. d f fof(X, t) fit fex, t)dx= -u- dx . (b) 
11 11 

Ebenso erhält man als zweiten Sonderfall 

d b d b 
II. da [f(x)dx=-f(a) und db [f(x)dx=f(b), (e) 

wenn die zu integrierende Funktion unabhängig ist von t, dagegen 
eine der Grenzen, a bzw. b, veränderlich. 

Sind heide Grenzen a und b gleichzeitig von einer Veränder­
lichen t abhängig, die zu integrierende Funktion aber nicht, dann 
erhält man als einen dritten Sonderfall 

d b da db -J f(x)dx=-f(a)·-d +f(b)·-d . 
dt a t t 

III. (d) 
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.19. Wiederholungsantgaben. 1) Man führe 

J 1~ ~--- ~---R(z, yaz+b, yaz+b, yaz+b, .. . )dz 
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auf das Integral einer rationalen Funktion zurück und wende das Verfahren 
an auf den Sonderfall 

}
1+,\,,2Z 5+V2z-5 

3 dz. 
'\"2z-5+V2z - 5 

2) Zu integrieren f V::t: dz . 

S) Bei welchen Kurven gilt für die Bogenlänge 8, wenn sie von :1:=0 
aus gemessen ist, 

-a 
4) Gesucht f~(a+Z)dZ . yat _z2 

o 

5) und 6) Man berechne die heiden Integrale 

U= J sinuy3cos2 u+ 1 du, T= J cos'hintyl +tg6tdt. 

7) Gesucht ist der Schwerpunkt der durch die Herzkurve 

gebildeten Fläche. 
T = 2 a (1 + cos rp) 

8) und 9) Gesucht die Werte der bestimmten Integrale 
1 

8) J Z2 arc sin z dz , 
o 

1 

9) J z2 arc tgzdz. 
o 

10) Gesucht ist der Inhalt und Schwerpunkt 
jener Fläche, die durch die Kettenlinie und die z-Achse 
gebildet und die Ordinaten bei Z1 und Z2 begrenzt 
wird. 

Q, 

Q, Q, 

11) Gesucht ist der Inhalt und Schwerpunkt der 
in der Abb. 394 schraffiert gezeichneten (durch eine 
Kettenlinie mit dem Parameter a gebildeten) Fläche F. 

12) Auszuwerten ist das in der Festigkeitslehre Abb.394. 
auftretende Integral 

f( -~ll-~) 
l-e b B-1I dy. 

13) und U) Man ermittle die Werte der bestimmten Integrale 

0 co f (aez :a - bez :b) dz und f dz 
(1+:1:)\1;;;· 

-00 0 

16) Man stelle das Integral 

J VI +u2 d:l:, wo tt=f(:I:) , 
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als eine begrenzte Linie dar; das Verfahren wende man dann auf den Fall 

J VI + sin2 z sin2 Cl dx an. 
2 

16) fIOg(~ +x) dx 

1/. 

ist mit Hilfe einer Reihenentwicklung auf zwei Dezimalstellen genau aus­
zuwerten. Zur Kontrolle mache man noch eine Skizze. 

250. Lösungen. 1 ) Wenn n das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aus 
den Wurzelexponenten p, q, r, ... ist, dann führt nach (227) die Substitution 

oder 
z"-b 

X=--­
a 

und 

das in z irrationale Integral auf ein in z rationales Integral zurück. 
Bei dem vorgelegten Sonderfall sind die auftretenden Wurzelexponenten 

2 und 3, ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches ist 6, man setzt 

2x-5=t6 oder 2dx=6t6 dt 

und erhält, wenn man Beispiel 221 c) anwendet, 

f =fl +t3+t2 3t5 dt= 3f t3 dt + 3ft.dt 
t 3 +t2 t+ 1 

=t3 - j t2 + 3 t - 3lg (t+ 1) + t t6 

-~~ S ~_~ 6 ___ ~ 6 __ _ 
=t(2x-5) +V2x- 5 - fV2x-5+3 V2x - 5 - 3Ig(V2x-5+1)+C. 

2) Nach Beispiel 228b) wird 

f =2(ad-bc)f (a~~:2)2' wo z=.j. 

Das neue Integral wird entweder mit Hilfe der Partialbruchzerlegung gefunden, 
oder man erinnert sich an (2250.); zu diesem Zweck formt man um, indem 
man a = ck2 setzt und c aus der Klammer ausscheidet, 

f z2dz If z2 dz -z 1 f dz 
(a - cz2)2 = c2 (Z2 - -k2)2 = C2lr(Z2 - k2) + 2 c9 Z2 - k2 

-z 1 1 z-k 
= 2 c(cz2 - a) + 2 c2 '2 k lg z+ k' 

vorausgesetzt, daß k 2 positiv, d. h. daß a und c gleiches Vorzeichen haben; es 
wird dann schließlich 

J =(ad-bc) [_~Z ___ +~l =lg zvc-{a]. 
c (a - c z'l) 2 c Vac z VC + Va 

Oder wenn man für z seinen Wert einsetzt 

f-Jaz + b dx =..!.. \,'(ax~+b) (cx+d) + ad -bClg v'C(in+b) - va (cx+d) . 
c:I:+d c 2cyac vc(ax+b)+va(cx+d) 

Wenn aber a und c ungleiches Vorzeichen haben, setzt ma.n c = - a : k2 und 
erhält entsprechend 



und damit 

-z 1 z 
;::--,---;;--,- + -- arc tg -
2c(cz~-a) lIkc2 k 

f-Jaz+b 1 _,-- .acl-bc! c(az+b) 
+ .3clz =- v(az+b) (cz+d:J+ -=arctgV- -'-+.3)-

cz 16 c CV- ac a\cz ... 

3) Die Aufgabe ist von der gleichen Art wie Beispiel 230 f). 

28cl8=ady oder 28 vI +y''l=ay'; 
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oder wenn man quadriert und 81 = ay berücksichtigt, dann ordnet und separiert, 

_ la-4y 
411=y'2(a-4y) oder 2 clz= V---cly. 

y 

Man integriert und erhält nach der vorausgehenden Aufgabe, wenn man a 
durch - 4, b durch a, c durch 1 und cl durch 0 setzt, als Kurvengleichung 

O-a _~ 
2(z+0)=v(a-4y)y+ V4 arctgVT 

oder 

4(z+0)=2Va1l-4yt-a.arctgVa -:;:'1. 
Die Integrationskonstante 0 ist durch die Anfangsbedingung bestimmt. 

daß der Bogen von z = 0 ab zu zählen ist. An dieser Stelle muß die Ordinate 
o sein, damit die gegebene Bedingung 8 = ViiY stimmt, die Kurve geht also 
durch den Punkt 0 I 0, sonach muß gelten 

::r 
4 (0 +0)=2·0-aarctgoo oder 40= - a""i' 

so daß die Gleichung der gesuchten Kurve lautet 

4z-tan=2VaY-4y2-aarctg~:'I. 
~) Man kann das vorgelegte Integral entweder in zwei Summanden zer­

legen und dann Formeln benützen, 

J=aJ zclz +f z2 dz =- a,;-tz,;+ta2arcsin=­
Va2_z2 Va2_z2 a 

nach (229b, e). 
Oder man formt um, 

J-J z(a+z)dz =JVa + z zdz 
v(a-z)(a+z) a-z 

und setzt nach (227 a) für die Wurzel eine neue Veränderliche ein, da sie z linear 
enthält. Natürlich ist mit Benutzung der Formelsammlung der eute Weg der 
einfachere. Das bestimmte Integral wird dann -. J = - a·O - t z·O + t aB arc sin (-1) + a·a + t·O - t a2 ·O 

o 
=ta9 ·-t::r+a2 = i-a2 (4 -::r). 
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5) Mit cos u = x oder - sin u du = dx wird 

U = - f V3x~+ 1 dx=-va f vx2 +t dX=- h'a [xv'+tlg(x+v)] 

= - {- va [coSUVCOS2U+t+ tlg(cosu+vcos2 u+ t)]. 

6) Man vereinfacht zuvor, indem man cos3 t in die Wurzel bringt und 
dann aus dieser sinll t + C082 t = 1 ausscheidet, 

T= f costsintvcos6t+sin6tdt 

= f cos t s~n t vcos4 t - cos2 t sin\! t + sin4 t dt 

= f cos t sin t VCOS4 t - cosll t (1 - cos2 t) + (1- cos2 t)\l dt 

= f cos t sin I V3 CO~4 t - 3 cos2 t + 1 dt = f cos t sin t V3 CO-S-"2-=-t -;-( -s~in-"2-:;t)-+-;--:;-1 

oder wenn man sin t cos t = -~- sin 2 t = t sin x und später cos x = y setzt, 

T= f t sinxV1- tsin2 xt dx=tf V4= 3 (1- cos2 x) Bin xd:r: 

=-tfV1 + 3 y2 d y . 

Von hier ab geht die Lösung wie bei der vorausgehenden Aufgabe. 

7) Er liegt auf der Symmetrieachse im Abstand ~ vom Nullpunkt und 
ist nach (74 I) bestimmt durch 

" ~ F = Dy = ! aB f (1 + COS rp)3 cos rp drp . 
o 

F ist hier, wie ja auch die obere Grenze ;r angibt, die oberhalb der :r:-Achse 
gelegene Flächenhälfte; nach Beisp. 63a) ist F=3a2 ;r. 

8" ( ) 128 1/." 
3 a2:11'~=:ra3 f 8 cos6 ; 2 cos2 -f-l drp=Ta3 f cos6 w (2 cos2 w -1) dw 

o I 0 

128 [2f f Jl/I" 128 [1.3.5.7 1.3.5J n 
=T a3 cos~wdw- cos6 wdw 0 =T a3 22.4.6.8-2.4.6 2 

nach (237 b). Man vereinfacht und erhält; = ta . 
8) Man wendet die partielle Integration an und setzt 

u=aresinx, so daß dv=x2 dx, du= dx 
Vl-x2 

f=~X3 arc sinx - !f_,x3 dx = ~x3arcsin x- J, [_lx2 v'+!fXdx] 
3 3 V 1 _ x2 3 3 3 3..; 

=i xB are sinx+ ~ (x2 + 2) vr= XII. 

Das bestimmte Integral wird dann 

1 

[ xl! arc sin x dx = ~ . ; + 0 - 0 - : = 118 (3 3l - 4) . 

9) Man wendet die partielle Integration an und setzt 

u=arctgx, so daß 
1 

v=:r xB, 
dx 

dU=I+x2 ' 
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f 1 3 1 f 3 dx 1 3 1 f( X) d =-x arctgx--- x -- = -x arctgx-- x--- x 
3 3 l+x2 3 .3 l+x9 

1 1 1 
= 3" x3 arc tg x - 6" x9 + 6" 19 (1 + x9) • 

Das bestimmte Integral ist dann 
1 

f x9 arc tg x d x = ~. ~ - ~ + ~ Ig2 - 0 + 0 - 0 = ~ (n - 2 + 2lg 2) o 3 4 6 6 12 . 

10) Die Gleichung der Kettenlinie ist 

Y= h Cos ~, so daß F = f 11. Cos ~ dx 

oder mit der Substitution x = hu 

F=h2 f Cosudu=h2 Sinu+0=h9 Sin ~ +0 

wird. Zwischen den Ordinaten bei Xl und X2 ist die Fläche 

F=h2 [Sin ~J::=h2 [Sin i - Sin ~l ] =h2 'P, 

wenn man die Klammer mit 'P bezeichnet. 
Die Koordinaten ~ 1"1 des Schwerpunktes sind nach (74g,h) bestimmt durch 

x. 
~F=fxydx, 

x. 
"I F=H y9 dx. 

Xl 

Hier wird mit der Substitution x = h u 

~F= fXhCOS ~ dX=h3fucoSUdU=h3[USinU-CoSU] 

oder wegen F = 11.2 'P 

. X2 [ . X xJX' ~ 'P = [hu SIDU - 11. Cos uJ Xl = X Sm h-hCos h x. 

r S' X 2 hC X2 ". Xl +hC xlJ = lX2 IDT- os7/, -Xl ~mT oST' 

Genau so findet man 

oder 

"I F = "I 'P 11.2 = ! f 11.2 COS2 ~ dx = ! 11.3 f COS9 U du 

"I 'P = ! h [Sin u Cos U + U J:: = ! [11. Sin ~ Cos ~ + x]:: 

1 lrh S' x2 Co x., + h S' Xl C Xl J = "4 lD -h- s h X 2 - lD h os T - Xl • 

11) Die Gleichung der Kettenlinie ist nach (198) 

X y=aCos--. 
a 

(a) 

(b) 

Dabei ist a die Ordinate des tiefsten Punktes, wodurch sich das Koordinaten­
. system bestimmt. In der vorausgehenden Aufgabe ist der Inhalt und Schwer-
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Abb. 395. 
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punkt jener Fläche F' gefunden worden, die 
durch die Kurve und die x-Achse gebildet und 
durch die Ordinaten bei Xl und :1:9 begrenzt 
wird, Abb.395. Wählt man entsprechend der 
gegebenen Skizze Xl = - a und :1:2 = + a, so 
gehören zu ihnen die Ordinaten 

-a 
111 = a Cos - = a Cos 1, a 
1Ig=aCos 1. 

Dann ist nach der vorigen Aufgabe 

F' = a2 (Sin : - Sin a a) = 2 a2 Sin 1 ; 

das Rechteck R mit den Seiten 2 a und 111 oder R = 2 a Yl oder R = 2 a2 Cos 1 
ist die Summe der Flächen Fund F', so daß 

F = 2 a2 Cos 1 - 2 a2 Sin 1 = 2 a2 (Cos 1 - Sin 1), 

oder wenn man ausrechnet F = 2 a2 e - 1. 

Auf das aus Fund F' zusammengesetzte Rechteck R wendet man den 
Schwerpunktsatz an, 

R8=Fr+F'r', 

wo 8, ,. und" die Schwerpunktsabstände von der x-Achse sind, siehe (72d). 
Aus der vorigen Aufgabe ist der Abstand r' oder 'YJ bekannt, 

r'= : [Sin 1 Cos 1 + 1- Sin(-I)Cos(-I)+ IJ: [Sin 1- Sin(-I)J 

= : [2 Sin 1 Cos 1 + 2]: 2 Sin 1 = : (Sin 1 Cos 1 + 1): Sin 1. 

Mit diesen Werten wird der obige Schwerpunktsatz 

2 2C I . .!. =2 2(C I-S' 1). +2 2S' l.a(l+SinlCosl) a os 2 1/1 a os m r a m 4 Sin 1 

oder 
2 a COS2 1 = 4 (Cos 1 - Sin 1)· r + a (1 + Sin 1 Cos 1) , 

woraus sich ergibt 

r=a(2Cos2 1- Sin 1 Cos l-I):4(Cosl- Sin 1). 

Man prüft noch: mit den Näherungswerten Sin 1 = 1,18, Cos 1 = 1,54 er­
hält man 

r ~ a (2·2,37 -1,18·1,54 - 1): (4·0,36)~a·2,02: 1,44 ~ 1,4a, 

welches Ergebnis der Zeichnung entspricht. 

12) J J J B-v 0 J( B-V)O 
= dy- elg"IJ'bdy=y_ elg-Bbdy 
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Man setzt B - y = Bu oder - dy = Bdu und erhält 

abgesehen von der Konstanten. 

13) Nach (240c) wird 

J = a J(e1:lIyr: dz - b J(e1:b)'" dz = a2 e"':I1- b2 e",:b +0; 

o 0 
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J= lim J= lim [a2 e"':11 - b2 e"':bt = a2 - b2 -lim (a2 e-w : 1I - b2 e-w:~ 
co=oc ro=CJ!) -co ro=QI) 

-co -00 

U) Nach (227a) setzt man Z=Z2 oder dz=2zdz und erhält 

f J 2 zdz f dz J= 
= (l+z2)z=2 1+z2 =2 arctgV x+O , 

oe 

f =2 [arc tg iX); =2(; - 0) =n. 
o 

15) Man denkt an die Formel 

so daß y'=u oder y= Judz 

ist. Man zeichnet also die Kurve y = J 1t dz, dann ist der Bogen dieser 
Kurve, gemessen in Längeneinheiten, das gesuchte 
Integral. 

In dem besonderen Fall ist 

u = sin" sinx 
und damit 

y = sin" J sinxdx 
oder 

y=ccosz 

die zu zeichnende Kurve, wenn man die Konstante 
- sin" mit c bezeichnet. 

16) Die Reihe für Ig (1 + z) gilt nur, wenn 
x ~ 1. Nun ist aber die obere Grenze 2, man 
wird also das Integral zerlegen in 

2 1 2 

J=J+f 
1/. 1/. 1 

und noch 

19 (1 + z) = 19 [z (1 + !) ] 
Egerer, Ingenieur-Mathematik IL 

Abb.396. 

37 
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für die obere Grenze anwenden. Man erhält daDD 

l! 1 2 

f = f(~ - ~9 + ~3 -+ .•. ) d: + f (lg:e+ ~ -2~9+8~-+"') d: 
1/. 1/. 1 

[ :e2 :e3 J1 [1 1 1 1 J2 
= :1;-4+9-+'·' 1/.+ 2"lg2 :e--z+ b 2-9z3+'" 1 

( 1 1 1 ) (1 1 1 1 ) 
= 1-4 +9 - 16 +", - 2"-16+72-256+'" 

+(! Ig22-! +1~-712+2~6-' .. )-(0-1+·! -! +:6-"') 

~ 0,799 - 0,408 + (0,240 - 0,408) + 0,799 = 0,891 + 0,681 = 1,022 ~ 1,02 . 

Die Skizze der Abb. 896 zeigt die ungefähre Richtigkeit der Lösung. 



Elfter Abschnitt. 

Technische Aufgaben 11. 
251. Vorbemerkungen. Die praktischen Aufgaben, die mit Hilfe 

der Differential- und Integralrechnung gelöst werden, sind in der 
Hauptsache zweifacher Art. 

Einmal sind es Summierungen, so wie sie der vierte Abschnitt 
brachte. Sie führen auf bestimmte Integrale, deren Grenzen durch 
den Beginn und das Ende der Summierung gegeben sind. Wenn 
beispielsweise nach Abb.397 das Trägheitsmoment des Rechteckes 
gesucht ist, so wird man dieses als Summe der Trägheitsmomente 
der einzelnen Rechteckstreifen ermitteln. Man wird dann, wenn y 
die Integrationsveränderliche ist, unten beginnen und oben aufhören, 
y = a wird die untere Grenze sein und y = b die obere. 

Gleich wichtig sind für den Ingenieur jene Aufgaben, die ein Gesetz 
aufsuchen sollen. Das einzuschlagende Verfahren ist fast immer 
folgendes: man geht von einem untersuchten 
Zustand U zu einem (zeitlichen oder räum­
lichen) Nachbarzustand N über und stellt !I 
eine Beziehung zwischen den sich ändernden 
Größen auf. Man hat dann eine Differential­
gleichung aufgestellt. Diese kann man nun 
allerdings schon als das gesuchte Gesetz 
betrachten, in vereinzelten Fällen wird es 
auch gar nicht notwendig sein, weiter zu 
gehen. Gewöhnlich aber wird man von der 

Abb.897. 

aufgestellten Differentialgleichung zur gewünschten Integralgleichung 
übergehen. 

Die einzelnen Verfahren zur Lösung solcher Differentialgleichungen 
im Zusammenhang bringt der dritte Band; der vorausgehende Ab­
schnitt bietet eine Einleitung zum Wesen und zur Lösung der 
Differentialgleichungen. An dieser SteUe sollen nur solche Aufgaben 
gestellt werden, daß die Lösung der Differentialgleichung mit ein­
fachen Mitteln erfolgen kann. Für diese Lösung ist hauptsächlich 

37* 
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zu beachten, daß man nur von f(x)dx das Integral angeben kann 
oder nur von F (y) dy usw. Und daß man, um die in den auf­
gestellten Differentialgleichungen auftretenden Differentiale zur Inte­
gration bringen zu können, die Differentialgleichung separieren muß. 

Bei jeder Lösung einer Differentialgleichung tritt eine Konstante 
auf, die Integrationskonstante, die durch die sog. Anfangs­
bedingungen bestimmt wird. Da man nämlich die durch die 
Lösung dargestellten Beziehungen an ganz allgemeiner Stelle ge­
funden hat, gelten sie offenbar an jeder Stelle. Wenn es nun eine 
bestimmte Stelle gibt, an der die einzelnen auftretenden unter­
suchten Größen bestimmte Werte haben, dann kann man auf diese 
bestimmte Stelle die gefundene Lösung anwenden und die so er­
haltene Beziehung zur Ermittlung der Integrationskonstanten ver­
wenden. Fängt man an der bestimmten Stelle zeitlich oder räum­
lich zu zählen oder zu messen an, dann spricht man von einem 
Anfangszustand; die untersuchten Größen im Anfangszustand 
nennt man gewöhnlich auch Anfangsgrößen. 

Beispiel a) Ein Punkt bewegt sich nach dem Gesetz 

d8=aucosutdt; 

gesucht ist die Integralgleichung. 
Die Differentialgleichung ist schon separiert, man integriert 

und erhält 
8=asinut+O. Ca) 

Die Größen a und u sind bekannt, es handelt sich. um die Be­
stimmung des Wertes von O. Die vorstehende Gleichung ist eine 
Bewegungsgleichung , die den Weg 8 zur Zeit t angibt. Man setzt 
nun fest, daß man den Weg im gleichen Augenblick zu zählen be­
ginnt, wenn man die Zeit zu zählen anfängt, d. h. 

8=0, wenn t=O. 

Diese Vorschrift ist eine Anfangsbedingung. Sie gestattet den Wert 
von 0 zu ermitteln, denn die aufgestellte Bewegungsgleichung gilt 
für jedes 8 und t, also auch im Anfangspunkt; sonach ist 

O=asinO+O oder 0=0 

und deswegen die gewünschte Integralgleichung 

8=asinut. 

252. Fortsetzung. Beispiel a) Wie wird die Integralgleichung 
der vorigen Aufgabe, wenn man die Zeit erst zu zä.hlen beginnt, 
nachdem der Punkt den Weg 8 = 80 zurückgelegt hat 1 
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In der Dynamik nennt man Anfangsstelle oder Anfangspunkt 
oder Anfangslage meist jene, an der der bewegte Punkt oder Körper 
zur Zeit t = 0 war. Im vorliegenden Fall hat also der bewegte 
Punkt, wenn er zur Anfangsstelle kommt, bereits den Weg 8 zurück­
gelegt, es gilt sonach für ihn 

wenn t=O 
und deswegen 

80 =a.sinO+0 oder 0=80 , 

Dann ist die gewünschte Integralgleichung 

8=80 +asinut. 

Bei s pie I b) Wie wird man sich am einfachsten über das 
Wesen einer Konstanten klar? 

Wenn sie eine Additionskonstante ist, dann ist sie von der 
gleichen Art (in der Sprechweise der Physik, sie ist von der gleichen 
Dimension) wie die übrigen Summanden der Gleichung, in der sie auf 
tritt. Beispielsweise ist sofort ersichtlich, daß Oin der Gleichung (2510.) 
ein Weg sein muß, weil 0 nur als Summand auftritt und einer der 
Summanden, nämlich 8, einen Weg vorstellt. 

Ist dagegen 0 eine Multiplikationskonstante , dann kann man 
zunächst die Dimensionen und damit oft die Bedeutung von 0 fest­
stellen. Gelingt diese Feststellung nicht, dann wird man meist die 
in der Gleichung auftretenden Faktoren bis auf zwei gleich der 
Einheit setzen und daraus die Bedeutung der Konstanten erkennen. 
In der Gleichung 

P=cx 

ist P als Kraft und x als Weg eines mathematischen Punktes vor­
geschrieb'en, folglich kg!m die Dimension von c. Der Anfänger wird 
sich daraus wohl kaum ein Bild vom Wesen der Konstanten c 
machen können. Anders, wenn man P = c· 1 setzt und dann sagt, 
c ist die Kraft, die auftritt, wenn der materielle Punkt den Weg 1 
zurückgelegt hat, c ist die Kraft beim Weg 1. 

Beispiel c) In der Gleichung 

d2 x dx . 
m dt2 +k dt +CX=PSlll1]t 

ist P eine Kraft, x der Weg eines materiellen Punktes mit der 
Masse m, t die Zeit. Gefragt ist nach der Bedeutung von kund c. 

Da sin 1] t dimensionslos ist, ist der rechte Teil der Gleichung 
eine Kraft, folglich sind es auch alle einzelnen Summanden. Wenn 
c x eine Kraft ist, dann hat c die gleiche Bedeutung wie im voraus-
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gehenden Beispiel. Auch der zweite Summand ist eine Kraft, man 
kann setzen 

kv=K 

und erhält k, wenn man v = 1 setzt, in der Form k· 1 = K, d. h. k 
ist die Kraft, die auftritt, wenn die Geschwindigkeit des materiellen 
Punktes die Geschwindigkeit 1 erreicht hat. Die Dimension von k 
ist deswegen 

Kraft: Geschwindigkeit oder kg : mlsek oder kg sek/m. 

253. Natürliche Änderung einer GrÖBe. Zwei Größen U und W 
seien voneinander abhängig, 

W=f(U). 

U ist die Unabhängige; wenn man will, kann man sie auch die 
Ursache nennen; W ist die von ihr abhängige Größe, wir nennen 
sie auch die Wirkung. Einer Änderung dU entspricht eine be­
stimmte Änderung d W. Der Zusammenhang zwischen U und W 
wird durch eine Differentialgleichung zwischen dU und d W gegeben. 
Die einfachsten Fälle für diese Zusammenhänge sind 

dW=cdU, 
dW dU 
-=c-W U' 

dW 
W=cdU, dW=cUdU. 

Nennt man dU:U die relative Änderung von U, so ändert sich 
im ersten Fall die Wirkung im gleichen Verhältnis wie die Ursache; 
im zweiten Fall sind die relativen Änderungen der Wirkung und 
der Ursache proportional, im dritten Fall ist die relative Äuderung 
der Wirkung proportional der Änderung der Ursache usw. 

Uns interessiert besonders der Fall, der sehr viele Neben­
erscheinungen in der einfachsten Weise beschreibt, 

oder 

dW 
dW=cWdU oder W=cdU, (a) 

d. h. die Änderung der Wirkung ist in jedem Augenblick 
proportional der Wirkung selbst und proportional der 
Ursacheänderung, 

die relative Änderung der Wirkung ist propor-
tional der absoluten Änderung der Ursache, (b) 

und nennen diesen Zusammenhang das Gesetz der natürlichen 
Änderung einer Größe. 

Der Name ist einfach zu erklären. Wenn beispielsweise eine 
Größe G in jeder Sekunde um 1010 ihres Anfangswertes G zunimmt, 
so wird sie nach 100 Sekunden um 100·0,01 Go oder um Go zu-
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genommen haben und somit doppelt so groß geworden sein. Wenn 
sie umgekehrt in jeder Sekunde um 1010 von Go abnimmt, dann 
wird sie nach 100 Sekunden um Go abgenommen haben und somit 
verschwunden sein. Eine solche Änderung nennen wir eine lineare. 
Der natürliche oder logarithmische Fall einer Ab- oder Zunahme 
einer physikalischen Größe ist aber meist der, daß die Abnahme 
oder Zunahme in einem bestimmten Verhältnis nicht zu Go' sondern 
zu dem augenblicklichen Wert G steht. Wenn also beispielsweise 
diese sekundliche Abnahme 1010 vom jeweiligen G ist, dann wird Go 
nicht schon nach 100 Sekunden, sondern erst nach unendlich langer 
Zeit verschwunden sein. Und umgekehrt wird Go in einem ganz 
anderen Maßstab wachsen, wenn die Änderung immer im gleichen 
Verhältnis zu G selbst steht. 

Das Gesetz der natürlichen Ände rung wird von einzelnen auch 
das "Gesetz des logarithmischen Wachsens" genannt, zuweilen auch 
(allerdings nicht ganz richtig) "Zinseszinsgesetz" oder "Sparkassen­
formel ". Die beiden letzten Bezeichnungen werden durch das nach­
folgende Beispiel erklärt. 

Beispiel a) Man gebe den Unterschied zwischen der gewöhn­
lichen Zinsrechnung und der Zinseszinsrechnung durch Aufstellung 
von Differentialgleichungen ap. Weiter stelle man diesen Unterschied 
auch g:\'aphisch dar. 

Die untersuchte Funktion ist das Kapitel K, das sich mit der 
Zeit t ändert. Als Einheit der Zeit dient das Jahr, der Zinsfuß p 
ist vom Hundert genommen, das anfängliche Kapital sei mit K o 
bezeichnet. Bei der gewöhnlichen Zinsberechnung, die Jahr für Jahr 
oder allgemein jedesmal nach einem bestimmten Zeitabschnitt den 
Zins nimmt und ihn zwar zum Kapital hinzufügt, aber in der 
Folgezeit nicht an der weiteren Verzinsung teilnehmen läßt, gilt 

und wenn man integriert, 
pt 

K=Ko 100 +0. 

(c) 

° ermittelt man aus der Bedingung, daß bei Beginn der Zeit­
zählung K = K o ist, 

Damit wird 

K=Ko+Ko io~ 

oder O=Ko' 

oder K=K 100+pt 
o 100 . (d) 
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pt 
Ko 100 ist der Zins, den das Kapital Ko in t Jahren trägt. Natür-

lich hätte man zur Aufstellung dieser Zinsformel keine Differential­
gleichung gebraucht, sondern sie auf ganz elementarem Wege finden 
können. 

Bei der theoretisch reinen Zinseszinsberechnung, auch stetige 
Verzinsung genannt, wird in jedem Augenblick der Zins zum 
Kapital geschlagen und nimmt von diesem Augenblick an auch an 
der weiteren Verzinsung teil. Es gilt sonach für diese stetige Ver­
zinsung die gleiche Formel (c), nur daß die Zinsen vom augenblick­
lichen Kapital K und nicht von K o genommen werden. Die Diffe­
rentialgleichung der stetigen Verzinsung ist demnach 

dK=K pdt 
100 

oder (e) 

Man sieht, der Zinseszins befolgt das Gesetz der natürlichen Ände­
rung. Statt p: 100 setzt man c und integriert beiderseits, nach (55) 
erhält man 

K 
19--=ct o 

o bestimmt sich aus der Bedingung ,daß K zur Zeit t = 0 den 
Wert Ko hatte. 

oder O=Ko' 

o ist also das Anfangskapital Ko' Damit wird die Formel für 
die stetige Verzinsung 

'Pt 
oder K = Koe 100 • (f) 

Bei der in der Praxis gebräuchlichen abgesetzten Zinses­
zinsrechnung schlägt man die Zinsen immer nach einem bestimmten 
Zeitabschnitt, etwa nach einem Jahr oder einem halben Jahr, zum 
Kapital. Die Elementarrechnung findet auf einem etwas umständ­
lichen Weg 

wo k=l + l:Or' 

wenn die Zinsen jeden r ten Teil des Jahres zum Kapital geschlagen 
werden sollen. 

Stellt man die drei verschiedenen Gesetze durch Schaulinien 
dar, so wird der Unterschied der Kapitaländerung recht deutlich 
ersichtlich. Für die Darstellung der Abb.398 wurde gewählt 

K o=l, p=4, r=l, also k=1,04. 



Technische Aufgaben II. 253. 585 

Die drei ersten Gesetze sind mit diesen Werten 

K=1+0,04t, K =eO,04t, K=1,04 t • 

Man sieht, daß nach 50 Jahren das Kapital bei Zinseszinsberechnung 
rund zweieinhalbmal so groß geworden ist, wie wenn nur einfache 
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Abb. 398. 

t 

Zinsen berechnet werden. Der Unterschied zwischen der theoretisch 
reinen und der praktisch gebräuchlichen Zinseszinsberechnung kommt 
erst nach größeren Zeiträumen zur Geltung. 

Beispiel b) Ein Kapital wird alljährlich um 4 % des Anfangs­
wertes K o verringert. Man gebe den Unterschied zwischen dieser 
und der natürlichen Verringerung an. 

Im ersten Fall wird das Kapital nach 25 Jahren aufgebraucht. 
Im zweiten Fall wird die Verringerung von 4 % immer vom augen­
blicklichen Kapital genommen, man hat wie bei der reinen Zinses­
zinsrechnung, nur negativ, 

pdt 
dK=-K 100' (g) 

und sonach als Integralgleichung 

(h) 
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Es wird also K erst nach t = 00 vielen Jahren verbraucht sein. 
Abb.398 gibt den Unterschied zwischen der linearen und der natür­
lichen Verringerung an. 

254. Fortsetzung. Für das Gesetz der natürlichen Änderung ist 

dW=cWdU oder 
dW 
W=cdU 

die Differentialgleichung. Die Integralgleichung 

(a) 

(b) 

wird wie beim vorausgehenden Beispiel gefunden. Es ist sonach 
die Wirkung mit der Ursache durch ein Exponentialgesetz verbunden. 
Man erinnert sich wieder an die charakteristischen Eigenschaften 
der Exponentialfunktion eZ : äußerst rapides Anwachsen, wenn erst 
:x; einmal groß geworden ist; den Wert 0 erreicht die Funktion 
für x = - 00, oder umgekehrt die Funktion e- Z wird für x = 00 

zu Null; man sagt auch, sie nähert sich asymptotisch dem Wert 0, 
oder sie "klingt asymptotisch" aus. 

Gelegentlich soll noch bemerkt werden, daß der Exponent cU 
dimensionslos ist. Das geht übrigens auch aus der Differential­
gleichung hervor, wo der Quotient links dW: W dimensionslos ist, 
so daß es auch die ganz rechte Gleichungsseite cdU und damit 
auch cU sein muß. Die Dimension von c ist also reziprok zu 
jener von U. 

Eine Eigenschaft des Gesetzes der natürlichen Änderung ist 
besonders bemerkenswert: 

bilden die einzelnen Werte der Ursache eine 
arithmetische Reihe, dann die entsprechenden 
Werte der Wirkung eine geometrische. (c) 

Bilden nämlich die aufeinanderfolgenden Werte U1 , U\l' Us ... eine 
arithmetische Reihe mit der konstanten Differenz d, so daß also 

d=U\l- U1 =Us - U\l= ... ' 

dann gilt für die entsprechenden Werte W 

W _3 -ecUa 
Wo - , 

oder 
w W W _11 =ecd=_S =_4 = ... 
W1 WII Ws 

e cd ist sonach der konstante Zahlenfaktor, mit dem die Glieder 
dieser geometrischen Reihe W1 , W\l' Ws ... fortschreiten. 
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Die Logarithmen einer geometrischen Reihe 

W1 , W2=fW1, WS =f2W1,··· 
bilden bekanntlich eine arithmetische Reihe, 

Ig W1 , Ig W1 +lgf, Ig W1 + 21gt .... 

Man nennt dann den konstanten Unterschied log f dieser neu ent­
standenen Reihe logarithmische Abnahme, 80 daß man für das 
Gesetz der natürli~hen Änderung dW=eWdU auch sagen kann: 

einer konstanten Abnahme der.U entspricht eine 
konstante logarithmische Abnahme der W. (d) 

Beispiel a) Man stelle die Differentialgleichung und Integral­
gleichung für das Gesetz der linearen Änderung einer Größe auf. 

Bei ihr ändert sich die Wirkung im gleichen Verhältnis wie 
die Ursache. 

dW=eWodU oder integriert W=cWoU +0. (e) 

° ermittelt man aus der Anfangsbedingung, daß für U = 0 die 
Größe W den Wert Wo hat. Sonach Wo=eWo'O+O oder O=Wo' 
Damit wird die Integralgleichung 

W=WocU+Wo 
oder 

(f) 

Bei s pie 1 b) Unter welcher Voraussetzung lä.ßt sich die natür­
liche Änderung durch die lineare ersetzen ~ 

Wenn man in der Formel W = Woecu die Exponentialfunktion 
nach einer Reihe entwickelt, erhält man 

W= Wo [1 + e1~ + (e~)2 + ... J. 
Unter der Voraussetzung, daß eU ein kleiner echter Bruch 
ist, wird HeU)2 erst recht klein und noch vielmehr die nach­
folgenden Glieder, die man also gegenüber den ersten heiden Sum­
manden der Klammer in erster Annäherung vernachlässigen kann. 
Damit ist das angenäherte Gesetz 

W= Wo (1 +eU) 

das gleiche wie bei der linearen Änderung, 

Beispiel c) Man beurteile die Längenänderung eines gerad­
linigen homogenen Stabes unter dem Einfluß einer Temperatur­
änderung, wenn man einmal das Gesetz der linearen Änderung und 
dann der natürlichen Änderung annimmt. 
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Wenn 10 die Stablänge bei der Temperatur 00 und I die 
Länge bei der Temperatur tO, ferner a die Temperaturdehnungs­
zahl ist, dann hat man bei der linearen Änderung 

(g) 

Bei der natürlichen Änderung wird 

dl = al dt oder 1= loeat • (h) 

Nun ist a ein sehr kleiner Wert; für Eisen beispielsweise a = 1: 80000. 
Nimmt man die Tempera,turänderung etwa bis zu 1000 an, dann 
wird at erst den Wert 1: 800 erreichen. Innerhalb dieser Grenzen 
ist also nach Beispiel b) der Unterschied der Werte von laus 
beiden Gesetzen sehr klein. 

255. Fortsetzung. Beispiel a) Man beurteile die unter dem 
Einfluß einer Spannungsdichte a hervorgerufene Dehnung eines 
homogenen geradlinigen prismatischen Stabes von der Länge 10 bei 
spannungslosem Zustand. Für die Beurteilung nehme man zuerst 
an, daß die Änderung linear sei und dann, daß sie natürlich ist. 

Unter dem Einfluß einer Änderung da der Spannungsdichte 
wird der Stab eine Dehnung dl erfahren, das Verhältdis d1: 10 , das 
ist die bezogene Dehnung, bezeichnet man mit E und nimmt 
es nach Ho 0 k e proportional der Spannungsänderung, setzt also 

d1 
-=ada oder dl=a1oda. (a) 
10 

a ist die Dehnungszahl; nach der Festigkeitslehre ist ce = 1: E, 
wo E der Elastizitätsmodul. a ist eine sehr kleine Zahl; für die ver­
schiedenen Eisensorten ist rund 

a ~ 0,000000 5 cm 2jkg. 

Wie bei der Dehnung unter dem Einfluß einer Temperaturänderung, 
Beisp. 254c), erhält man die Integralgleichung 

1=10 (1 +cea), (b) 

oder wenn man 1 - 10 = A I setzt, und Al: to = E, 

E=aa. (c) 

Bei dieser Betrachtung ist a als konstant angenommen. Die ent­
wickelte Formel gibt einen der Hauptsätze der Festigkeitslehre 
wieder, das Hookesche Gesetz, 

die Dehnungsdichte ist proportional der Span-
nungsdichte. (d) 
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Nimmt man aber die natürliche Änderung für dl an, so 
erhält man 

dl=alda 

als Differentialgleichung und als Integralgleichung nach (254 b) 

1 = 10 ea a oder l -10 = 10 (ea a - 1); 

oder wenn man wieder I - 10 = Lll und Lll: 10 = e setzt, 

e=eaa -1. 

(e) 

(f) 

Für die gewöhnlichen Fälle der Praxis ist es gleichgültig, welches 
der beiden Gesetze man anwendet. Entwickelt man nämlich die 
Exponentialfunktion nach einer Reihe, so kann man auch schreiben 

( aa a 2 a'.l ) 
f= 1+,+-, + ... -1 1. 2. . 

oder 

Nun iEt a ein sehr kleiner Bruch, wie oben angegeben wurde; 
andererseits wird die Spannungsdichte auch bei hochwertigem Eisen 
nicht höher als 20000 kg/cm'.l kommen, das Produkt aa somit einen 
Maximalwert von 0,01 nicht überschreiten. Man wird also einen 
Fehler von nicht viel über 1 % begehen, wenn man nur das erste 
Glied der Reihe berücksichtigt und schreibt 

f=aa. 

Man kommt sonach wieder zum nämlichen Gesetz wie oben. Inner­
halb der in der Praxis gebräuchlichen Spannungen ist es somit be­
langlos, ob man (c) oder (f) als Gleichung des Elastizitätsgesetzes 
annimmt. 

Beispiel b) Man versuche eine Aufstellung des Elastizitäts­
gesetzes, indem man von der Tatsache ausgeht, daß bei einem auf 
Zug belasteten Stab innerhalb der gebräuchlichen Spannungswerte 
die Dehnung e proportional ist der Spannung a, daß aber bei starker 
Beanspruchung die Dehnung viel rascher wächst als die entsprechende 
Spannung, bis schließlich kurz vor der Zerstörung e im Verhältnis 
zu a ganz unverhältnismäßig groß wird. 

Wenn man die Bruchfestigkeit des Stabes mit K bezeichnet, 
sind im Ansatz 

df=~ K-a 
die angegebenen Eigenschaften des belasteten Stabes enthalten. Wenn 
a weit unter der Bruchgrenze liegt, ist K - a wenig von K ver­
schieden, also der Nenner nahezu konstant; es wächst also e ungefähr 
im gleichen Verhältnis wie a. Später aber wird der Nenner immer 
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kleiner, also wird die Dehnung rascher zunehmen als die Spannung. 
Wenn 0 schließlich gleich der Bruchfestigkeit wird, steigert sich die 
Dehnung unendlich; der Stab beginnt zu fließen. Der Nenner K - 0 

hat folgende Bedeutung: K ist das anfängliche Tragvermögen; wird 
der Stab durch 0 belastet, so wird das jetzt noch vorhandene Trag­
vermögen um eben diesen Wert 0 noch verringert; es ist daher 
K - 0 das in jedem Augenblick vorhandene oder noch nicht aus­
genützte Tragvermögen. Der obige Ansatz kann also auch so 
ausgesprochen werden: ' 

die Dehnung wächst einmal im gleichen Verhältnis wie 
die Spannung, andererseits im umgekehrten Verhältnis 
zum augenblicklich noch vorhandenen Tragvermögen. 

Die Integration des gemachten Ansatzes würde liefern 

-e=clgO(K -0). 
o bestimmt man: bei Beginn war 0=0 und e=O, 

O=clgOK oder 0=1 :K. 

Dann wird die Integralgleichung 

X-o 
- e = e 19 -----x- oder 

X 
e=clgx-· 

-0 
(g) 

Man kann auch elementar nach 0 auflösen, und erhält die andere 
Form 

0= K (1 - e-e:c). (h) 

Für sehr kleine Werte e wird sich 0 als proportional mit e ergeben 
müssen. In der Tat, wenn man die Exponentialfunktion nach einer 
Reihe entwickelt, wird 

O=K[l-(+l-~+ e2
\l_ •• • )]. 

c 2e , 

e: e ist ein sehr kleiner Wert, erst recht klein wird 0,5 e'l: eil und 
noch viel kleiner sind die nachfolgenden Summanden. Man wird daher 
in erster Annäherung schreiben dürfen 

(i) 

d. i. wieder das Elastizitätsgesetz in der Form des Hookeschen 
Gesetzes. Für gewöhnliches Flußeisen kann man etwa· setzen 
K = 6000 at und wenn man 0 nicht höher als 1500 at nimmt, 
würde e : e für den gewöhnlichen Anwendungsbereich den Wert 
t nicht überschreiten. 

Für e = 00 erreicht 0 den Wert X, d. h. der Stab wird zerstört. 
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Zur Zeichnung der Kurve benötigt man noch den Wert c. In 
der Nähe des Nullpunktes gilt nach der obigen Formel 

K a =--;;e, andrerseits (J = E E 

nach dem Hookeschen Gesetz, woraus sich 

c=K:E 

ergibt. Für den oben gewählten Fall 
wird E R:j 2 ·10 at, sonach c R:j 0,003. 

Die Abb. 399 bringt die durch (g) dar­
gestellte Kurve, ihre Konstruktion wurde 
bereits unter 166 gezeigt. Abb. 399. 

266. Fortsetzung. Beispiel a) Bei den gewöhnlichen Festig­
keitsaufgaben ist der Einfluß des Eigengewichtes so verschwindend, 
daß es nie berücksichtigt wird. Anders bei einer hohen Mauer oder 
Säule oder bei einem sehr langen Förderseil, 
dessen oberste Teile außer der Nutzlast P noch 
das recht große Eigengewicht zu tragen haben. 
Man soll dem Seil eine solche Gestalt geben, 
daß alle seine Querschnitte gleich beansprucht 
werden, Abb. 400. 

Wenn in dem Querschnitt F die Span­
nung P herrscht, dann ist sie im unendlich be­
nachbarten Querschnitt P + dP. Die Änderung 
dP rührt von dem Gewicht des Seilelementes 
dx her, so daß 

dP=Fdxy, 

wo r die Gewichtsdichte ist. Die Ausgangs­
bedingung ist, daß in allen einzelnen Quer­
schnitten Fo' F, F + dF usw. die Spannungs­
dichte konstant ist, also 

P : F = k = konstant. (a) 

Mit dieser Bedingung wird die erste Gleichung 

oder 

l 

P, 

I 

I 
:Je 1 
I i 

I 

I 
I 
! 
I 

ro 
Po 

Abb.400. 

Man sieht, die Änderung der Belastung ist eine natürliche, die 
Integralgleichung wird nach (254b) 

(b) 
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Mit P = Flc und Po = F(}lc wird daraus 

r z 
F=Foek 

als Gesetz für die Querschnittsgestalt. 

(c) 

Beispiel b) Die starke Wirkung der Bandbremse ist darin zu 
erblicken, daß die Zunahmen der Reibung für jedes neue an der 
Bremsung beteiligte Bogenelement das Gesetz der natürlichen Än­
derung befolgt. 

Sei ds an der untersuchten Stelle ein Element des Bremsbande8, 
beiderseits greifen an ihm an die Kräfte P und P + dP und drücken 
es mit einer Kraft dN normal an den Bremsbacken; folglich erhält 

PtdP --------------~ ~ 

402 

Abb. 401-403. 

das Bandelement wieder einen Gegendruck d N; weiter wird durch 
diesen Gegendruck eine Reibung dF=fdN erzeugt. In Abb.402 
sind alle diese an dem Bogenelement ds angreifenden Kräfte ein­
getragen; der hierdurch bedingte Kräfteplan gibt an, daß 

oder 
dN=Pdcp, woraus dP=dF=fdN=fPdcp 

dP 
p=fdcp 

folgt. Die Integralgleichung ist nach (254 b) 

P=Poe!'I' oder Po=Pe-f'l', 

(d) 

(e) 

wenn man Po als den Zug betrachtet, der die Reibung hervorrufen 
soll. Ist p.. die auf dem Kreisbogen a abzubremsende Kraft, so ist 
der zur Bremsung notwendige Zug 

Po =p .. e- fa• (f) 

Wenn beispielsweise f = 0,5 und a = 2 n entsprechend einer ein-
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maligen Umschlingung des Bremszylinders angenommen wird, dann ist 

1 
Po=P .. e-:r~ 23 p .. , 

Eine zweimalige Umschlingung würde ergeben 

1 
Po=P .. e-2n~ 534 p ... 

Der Zug, den ein am Ufer anlegendes Schiff noch ausübt, darf 
also schon sehr gewaltig sein, wenn er nicht durch zweimaliges 
Umschlingen eines festen Bremsbaumes mit dem Bremsseil auf­
gehalten werden soll. 

Beispiel c) Man erkläre den bemerkenswerten Unterschied 
der archimedischen und der logarithmischen Spirale mit Hilfe ihrer 
Differentialgleichungen. 

Die archimedische Spirale hat als Integralgleichung 

r=aep und deswegen dr=adep 

als Differentialgleichung. Entsprechend gilt für die logarithmische 
Spirale 

und dr = a cea'P d ep dr 
oder - =adep. 

r 

Es ergibt sich sonach: Bei der archimedischen Spirale hat man 
eine lineare Änderung des Fahrstrahles, bei der logarithmischen aber 
eine natürliche Änderung. Daraus ergibt sich, daß letztere sehr rasch 
wächst, wenn einmal der Bogen ep größer geworden ist, und um­
gekehrt mit kleiner werdendem ep der Fahrstrahl sich asymptotisch 
dem Nullpunkt nähert. 

267. Bewegungsaufgaben. Fast bei allen Bewegungsaufgaben 
beginnt man oder nimmt wenigstens als Grundlage die dynamische 
Grundgleichung 

P=mb 
dv d2x 

oder P=m dt oder P=mdt'J' (a) 

Dabei sind natürlich geradlinige Bewegungen vorausgesetzt; x ist 
der Weg, v die Geschwindigkeit nach t Zeiteinheiten. Man wird 
meist derart vorgehen, daß man über die treibenden oder erzeugenden 
Kräfte entsprechend der gestellten: Aufgabe eine Aussage macht und 
dann für die Kraft einen der in der obigen Gleichung angegebenen 
Werte einsetzt, oder umgekehrt mit der dynamischen Grundgleichung 
beginnen und für P den durch die Aufgabe gestellten Wert ein­
setzen. 

Egerer, Ingenieur-Mathematik H. 38 
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In diesem Abschnitt werden nur solche Bewegungen behandelt, 
deren Gleichungen mit Hilfe der vorausgehenden Abschnitte be­
sprochen werden können. Für den Ingenieur wichtigere Bewegungs­
aufgaben bringt der dritte Band, nachdem die Differentialgleichungen 
eingehender behandelt worden sind. 

Beispiel a) Bewegung unter dem Einfluß eines kon­
stanten Widerstandes. Die Bewegung geschieht nach dem Gesetz 

d~x 
P = m d-----;'-' wo P = - 0 t-

der von der Zeit unabhängige Widerstand ist. Damit wird die 
Bewegungsgleichung 

d2x d2x 0 
m d-----;'- = - 0 oder d-----;'- = - , t- t- m 

d. h. die Beschleunigung ist gleichfalls konstant. Man erhält also 
die gleichförmig beschleunigte Bewegung, deren Gesetz 

b=bo' v=vo+bt, x=vot+~bt2 

als bekannt vorausgesetzt wird. Die Beschleunigung b ist hier eine 
Verzögerung, wie das negative Vorzeichen angibt, 

b=-O:m, 

und mit diesem Wert in die Integralgleichungen einzusetzen. 

Beispiel b) Bewegung unter dem Einfluß eines Wider­
standes W, der sich im gleichen Verhältnis wie die Ge­
schwindigkeit ändert. Der Aufgabe entspricht der Ansatz 

W=-cv, (b) 

wo das ,,-" angibt, daß der Widerstand entgegen der Geschwin­
digkeit wirkt. W ist die die Bewegungsänderung hervorrufende Kra.ft, 
für sie gilt nach (a) 

also ist 
dv 

m dt =-cv oder 
dv c 
-=--dt 
v m 

(c) 

die Differentialgleichung der Bewegung. Die Bedeutung der Kon­
stanten c ergibt sich aus (b), wenn man v = 1 setzt: c ist der 
Widerstand, den der materielle Punkt bei der Geschwindigkeit 1 
erfährt. Die Dimension von eist 

kg: m/sek oder sek kg: m. 
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Eine Verwechslung der Dimension m mit der Masse m ist wohl 
ausgeschlossen. Die Differentialgleichung (c) gibt an, daß bei der 
vorliegenden Aufgabe v das Gesetz der natürlichen Änderung befolgt, 
also ist nach (2Mb) 

(d) 

Man weiß aus früheren Erörterungen, daß v nach unendlich langer 
Zeit erst zu Null wird, daß sich der bewegte materielle Punkt 
asymptotisch seiner Endlage nähert. Um den Irrtum, als müßte auch 
der vom bewegten Punkt zurückgelegte Weg 8 unendlich groß sein, 
auch za.blenmäßig nachzuweisen, ist nur notwendig, die letzte 
Gleichung zu integrieren. Man setzt 

dx 
'11=-, so daß 

dt 

wird. Die Integralgleichung liefert 

v·m -~ x= __ 9_- e m+O. 
c 

C bestimmt sich aus der Anfangsbedingung: 

für t = 0 ist auch x = 0, so daß 0 = - ~o m. 1 + 0 
c 

und damit 0 bestimmt ist. Dann ist 

v m _E...t 
x = _0_ (1 - e m). 

C 
(e) 

Nach t = 00 Zeiteinheiten wird der zweite Klammersummand Null 
und deswegen 

vom 
x"'=-c-' (f) 

d. i. die oben berechnete Konstante 0, die sonach den vom mate­
riellen Punkt überhaupt zurückgelegten Weg bedeutet. Zur Zurück­
legung dieses endlichen Weges x braucht der materielle Punkt eine 
unendlich lange Zeit, er nähert sich, wie oben bereits angegeben, 
asymptotisch seiner Endlage. 

Beispiel c) Bewegung unter dem Einfluß eines Wider­
standes, der sich proportional dem Quadrat der Geschwin­
digkeit ändert. Entsprechend dem vorigen Beispiel hat diese 
Bewegung 

dv ., d m- =-cv- 0 er 
dt 

dv 
-m-=cdt 

'112 
(g) 

38* 
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als Differentialgleichung, und deswegen als Integralgleichung für '11 

m 
-=ct+O oder m=v(ct+O). v 

° ermittelt man aus der Anfangs-Bedingung: 

v=vo wenn t=O, so daß. m=vo(O+O), 
oder 

O=m:vo' 
Damit wird die Integralgleichung für die Geschwindigkeit 

( +) d m I'h) mvo=v c·vot m 0 er v=vo +. \ m cvot 
Man entnimmt der Gleichung, daß v erst nach t = 00 Zeiteinheiten 

zu Null wird, daß der materielle Punkt erst nach unendlich langer 
Zeit zur Ruhe kommt. Um den Weg x zu erhalten, setzt man 

oder 

dx mt'o 
fit = m+cvot 

oder separiert dx=_mvo~ 
m+cvot 

~dx= cvodt und 
m cvot+m 

~x+O'=lg(cvot+m). m (i) 

Die erhaltene Gleichung ergibt für 0' zunächst, daß es dimen­
s~onslos sein muß, da ja die rechte Seite, die Logarithmusfunktion, 
gleichfalls dimensionslos ist. Zur Kontrolle kann man auch nach­
prüfen. Aus (g) ergibt sich, daß c die Dimension von P: v2, also 
kgsek2 : m2 hat; dann hat der erste Summa.nd der linken Gleichungs­
seite (i) die Dimension von 

c·Weg kgsek'.l m 
-'-- oder ---·m·--- oder 1, 
Masse m\l kg sek'l 

wie es auch der Fall sein muß. 0' ist also eine unbenannte Zahl. 
Ihren Wert findet man aus der Anfangsbedingung: 

x=O zur Zeit t=O, also O+O'=lgm. 

Damit wird die Integralgleichung für den Weg 

c cv t+ m 
-x=lg(cvot+m)-lgm=lg-O ---
m m 

oder x =; 19 (1 + c~o t). (k) 

Aus ihr ergibt sich zum Unterschied von der vorher behandelten 
Bewegung, daß nach t = 00 Zeiteinheiten der Weg x = 00 zurück­
gelegt wird. Das Ergebnis darf nicht verwundern: wird nämlich 
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v sehr klein, dann wird der Widerstand Werst recht klein, da er 
sich ja proportional dem Quadrat von v ändert. Wenn beispielsweise 

v = 0,001 dann wird W = - 0,000 001 c. 

Es wird also bei sehr kleiner Geschwindigkeit der Bewegungs­
widerstand so klein werden, daß er die weitere Bewegung nicht 
mehr beeinflußt, .daß sich also der bewegte materielle Punkt von 
da ab in erster Annäherung mit konstanter wenn auch unendlich 
kleiner Geschwindigkeit weiter bewegt. 

258. Fortsetzung. Beispiel a) Freier Fall und lotrechter 
Wurf. Die Erdschwere ist als konstant angenommen, der Luft­
widerstand proportional dem Quadrat 
der Geschwindigkeit. Auf den materiellen 
Punkt wirkt das Gewicht G = + mg 
ein und der Luftwiderstand W = - cv'.!. 
Wenn man das Vo:zeichen ,,+" in Rich­
tung der Bewegung wählt, dann ist 
beim freien Fall G positiv, dagegen beim 
Wurf nach aufwärts negativ, Abb.404 
u.405. Wie in der vorigen Nummer ist die 
Differentialgleichung dieser Bewegung 

oder 

dv -L 0 m dt = __ ,_ mg-cv· 

d,,! = 1. (+ mg _ cv~). 
dt m--

Man separiert die Gleichung, 
Abb.404. 

dt = mdv oder cdt dv 
+mg-cv2 m ±a2=--v2 ' 

Abb.405. 

(b) 

wenn man mg: c = a2 setzt. Bis hierher konnte man den freien Fall 
und den lotrechten Wurf gemeinsam behandeln. Die Integration 
der Differentialgleichung verlangt eine Trennung. 

I. Freier Fall: Nach (60c) wird die Integralgleichung 

ct = 1 1 at~+O. 
m 2a ga-v 

° bestimmt sich aus der Anfangsbedingung: 

also O=~-l a+vo+ O . v=vo' 2a g a-v 
° 

für t = ° ist 

Man subtrahiert die Bedingungsgleichung von der Bewegungs-
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gleichung und erhält 

2aet (a+v)(a-vo) 
m- =lg (a=;,na+vo) 

Oder wenn man noch v auflöst, 

e2lJct:m (a + vo) - (a-vol 
v = a .. -----.. --- - .. ----- c - '--, 

e2IJct:m(a +vo) +(a - vo) 

oder wenn man Zähler und Nenner mit eact :m dividiert, 

eact :m (a + vo) - e-act:m(a_ vo) 
v=a . -. 

eact :m (a + Vo) + e-act:m(a_ vo) 

Für den Sonderfall, daß die Anfangsgeschwindigkeit vo=O ist, 
vereinfacht sich die Formel, wenn man noch ae: m = h setzt. zu 

eht _ e-ht 

v=a ehl+e-ht ' oder nach (39) v=aTght. (fl 

Die Konstante a ist eine Geschwindigkeit und zwar jene, die der 
materielle Punkt nach unendlich langer Zeit annimmt, wie sich aus 
(d) für t = 00 ergibt. Der materielle Punkt wird also im Verlauf 
seiner Bewegung seine Geschwindigkeit unter dem Einfluß der Erd­
anziehung mehr und mehr vergrößern, bis schließlich einmal der 
Widerstand W der Erdanziehung G Gleichgewicht hält. Von da an 
bewegt sich der Punkt gleichförmig weiter und zwar mit der 
Geschwindigkeit 

(gi 

Allerdings geht der Punkt zu dieser gleichförmigen Bewegung erst 
nach unendlich langer Zeit über. 

Die Integralgleichung für den Weg x findet man aus (f) 

dx 
~=aTg(ht) 
dt 

nach (242) zu 
a 

x=hlg [Cosht] +C'. 

C' bestimmt sich aus der' Anfangsbedingung: 

0+ -0 
f " al 0 ale e + C' x=o urt=O, so =h g 2 . 

Mit diesem Wert C' = - X-Ig 1 = 0 wird dann die Gleichung für 

den Weg oder die Fallhöhe x in t Zeiteinheiten 

oder (h) 
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Löst man nach t auf und beseitigt a und h, so Ült 

t = 'I Im 19 [ecz:m+Ve2cz:m-=-1] V gc --

599 

(i) 

die Zeit, in der der Punkt einen vorgeschriebenen Weg x durchfällt. 

II Lotrechter Wurf. Die Gleichung für Hin verlangt ein 
" "in Gleichung (b), 

cdt d'IJ 
--m-= a2-+'IJ~' 

so daß nach (56 c) die Integralgleichung 

ct 1 v 
--+O=-arctg-

m a a 
oder mit ac:m=h 

v=atgtOa - ht) oder ~= tgOa-tght 
a 1 +tgOa.tght 

wird. 0 bestimmt sich aus der Anfangsbedingung: 

v = Vo für t = 0, also 'lJo = a tg 0 a. 

tg 0 a = Vo : a in die obige Gleichung eingesetzt liefert 

!t! - tght 
a 

v=a------ oder 
1 + Vo tght 

a 

Nach welcher Zeit T wird v = O? 
Man geht von der oben aufgestellten Gleichung 

v=atg(Oa-hT) 

aus. v = 0 verlangt, daß 

Oa=hT oder T=~O oder T= m O 
h c 

wegen ac=mh ist. Mit Rücksicht auf den Wert von 0 wird 

m Vo T = ----- arc tg-
ac a 

oder 
1 v 

T=-arctg~ 
h a 

die zur Erlangung der Steighöhe notwendige Zeit. 

(h) 

(i) 

Vor allem ist die Steighöhe X gewünscht. Man geht von 
(h) aus, 

d Vo cos ht -- a ein ht d 
x=a l. + . l. t, a cos ,.t 'lJo sln ,.t 

und beachtet, daß die Ableitung des Nenners des Bruches das h-fache 
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des Zählers ist. Dann wird nach (55c) 

x =~Ig(a cos kt +vo sinkt) + 0'. 

Die Anfangsbedingung 

x=O für t=O 

liefert 0'; wenn man beide Gleichungen subtrahiert, erhält man die 
Gleichung für. den Weg 

X=~lg(COSkt+~sinkt). (k) 

Die Steighöhe X ergibt sich für t = T zu 

X =~Ig [cOSkT+ ~SinkT J. (I) 

Man kann diese Formeln noch vereinfachen, wenn man berücksichtigt 

v t' sinkT 
kT=arctg...JJ oder J!=tgkT=--

a a coskT 
oder 

sinkT: coskT: 1 =vo:a :VV02 + a'.l. 

Es wird mit diesen Werten 

a a + Vo 2 : a m Va2 + vo'.l m '1 F -- -V~2 
X=-,;;Ig Va'.l+v~ij=clg--a--=c-Ig V 1 + a2-

oder 

X= m] (1+ CV02
). 

2c g mg (m) 

259. Bewegung von Kurbelzapfen und Kreuzkopf, Abb. 406. Als 
Normalfall der Bewegung ist jener angenommen, bei dem die 
Drehung des Kurbelzapfens Z eine gleichförmige ist, so daß also gilt 

o. 

dqJ d2 qJ nn 
qJ=ut, Tt=u, -dt2=O, wo 11.= 30 

Abb.406. 

und n die Umdrehungszahl 
ist. In Wahrheit wird sich 
sowohl im Lauf einer ein­
zelnen Umdrehung wie auch 
im Verlauf einer Reihe' von 
Umdrehungen die Umdre-
hungszahl 11. und damit auch 

die Winkelgeschwindigkeit 11. ändern. Die Gleichmäßigkeit der Drehung 
während eines einzelnen Umganges möglichst konstant zu halten, ist 
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der Zweck des Schwungrades; die infolge des stets wechselnden 
Arbeitsbedarfes auch mitwechselnde Umdrehungszahl n möglichst 
gleich während einer längeren Zeitperiode zu halten, ist Aufgabe 
des Regulators, der je nach Bedarf die Dampfzufuhr regelt. Diese 
Abweichungen von der gleichmäßigen Drehung untersucht die theo­
retische Maschinenlehre. Dabei geht sie natürlich ebenfalls vom 
Normalfall der Bewegung aus. 

Durch die Bewegung von Z ist auch jene des Kreuzkopfes K 
mitbestimmt; denn der Kurbelmechanismus, wie man das System 
von Dampfkolben D, Kolbenstange 
D K, Kreuzkopf K, Schubstange 
oder Pleuelstange K Z, Kurbel­
zapfen Z, Kurbelstange Z M nennt, 
ist ja zwangläufig, so daß aus der 
Lage irgendeines dieser Teile sich 
auch jene der übrigen bestimmt. 
Es ist sonach der Weg des Kreuz­
kopfes durch den Winkelweg q; 
des Kurbelzapfens gegeben. Die 
Gerade DM oder KM heißt man 
auch eine Achse des Systems. 

I. Angenäherte Rechnung 
für die "unendlich lange Schub­
stange". Man drückt die Länge r 
der Kurbelstange gewöhnlich nach 
jener der Schubstange Z aus und 
setzt r = ll. Die angenäherte 
Rechnung geht von 1 = 0 aus. 

Abb. 407. 

Für diesen Fall wäre die Schubstange K Z parallel der Achse und 
der Kreuzkopfweg immer gleich der Projektion ZoZ' des Kurbel­
weges, also 

x=r(l- cosq;). (a) 

Dann wäre die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Kreuzkopfes 

dx . dq; oder dx. (b) dt =r SIDq;([i v=dt =rusIDq;, 

oder (c) 

Abb. 407 gibt die Schaulinien für die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigung des Kreuzkopfes an. Dabei wird der Rückgang, also 
die Kolbenbewegung von rechts nach links durch die gestrichelte 
Linie angegeben. Kennt man die Beschleunigung b eines bewegten 
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Körpers in irgendeinem Augenblick, dann ist P = mb die in diesem 
Augenblick an ihm angreifende Kraft, oder genauer die Resultierende 
sämtlicher an ihm angreifenden Kräfte. Man sieht also aus der 
Schaulinie, daß bei jedem Wechsel der Bewegungsrichtung die am 
Kolben angreifende Kraft P, der Kolbendruck, am größten ist. 
Und zwar sieht man weiter, daß dieser Kolbendruck bei jedem 
solchen Wechsel, also in jeder der beiden Totpunktslagen, auch 
seine Richtung wechselt; daß er also im Augenblick des größten 
Druckes auf das Gestänge des Kurbelmechanismus in einen ebenso 
großen Zug übergeht und umgekehrt. (Dieser Kolbendruck darf 
natürlich nicht verwechselt werden mit dem Dampfdruck; er ist ja 
die Resultierende aus allen am Kolben angreifenden Kräfte, also 
aus Dampfdruck, Reibung, Druck vom Gestänge her.) 

11. Genauere Rechnung für die "endliche Länge der Schub­
stange". Hier ist l von Null verschieden vorausgesetzt. Nach 
Abb.406 ist 

x=KoK=KoM -KZ' -Z'M 
x=r(l- COS(ji)+ l(l-cosa), 

wenn man den Rückgang auch gleich mitnimmt. Aus der Beziehung 

Isina=ZZ'=rsin(ji oder sincc=lsin(ji (e', 

kann man cos a berechnen, 

cos ce = VI _l2 siIi2 ;P ~ 1- ~ l2 sin2 (ji 

nach (112); in der Praxis ist gewöhnlich l = 1 "'~. Die Annäherung 
ist für praktische ~wecke genau genug. Dann wird 

( )+ 1 r 2 • " x=r 1- cos(ji _ "2ySID- (ji. (g) 

Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit und Beschleunigung des 
Kreuzkopfes 

h ~x 
dt = ru sin (ji (1 + l cos (ji), Clt2 = ru2 (COS(ji + lcos 2 (ji). {h') 

Für den Fall l = 0 erhält man wieder die erste Annäherung 

260. Arbeit, Wucht. Wie die Mechanik lehrt, sind diese Größen 
ebenso wie die Wärme verschiedene Energieformen. 

Legt ein bewegter materieller Punkt unter dem Einfluß einer 
an ihm angreifenden Kraft P in der Zeit dt den Weg da zurück, 
so ist, nach Mech. I 23, die in dieser Zeit von der Kraft P ge­
leistete Arbeit, wenn (ji der von P nach da gemessene Bogen ist, 

dA=Pdacos(ji oder dA =Pdx. (a) 
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wo dx die in Richtung der Kraft P gemessene Wegprojektion ist, 
Abb. 408. Wenn also beispielsweise, wie die Abb. 409 zeigt, ein 
schief empor geworfener Massenpunkt in 
der Zeit d t vom untersuchten Punkt U 
zum unendlich benachbarten Punkt N ge-

Abb.408. 

6 

Abb.409. 

langt, so ist die vom Gewicht G auf dem Weg dB geleistete Ar­
beit dA =-Gdx, weil dx in entgegengesetzter Richtung geht 
wie G. 

Die W u c h t oder Bewegungsenergie oder lebendige Energie 
L eines mit der Geschwindigkeit v sich bewegenden materiellen 
Punktes ist 

Zwischen der Wucht L eines bewegten Punktes und der von der 
bewegenden Kraft geleisteten Arbeit A besteht ein einfacher Zu­
sammenhang, der zunächst unter der Vosaussetzung einer gerad-

:r: 
ui da:, 

Ai iN 
taO t tftlt 
II-u" 11 lIt-d71 
z-o z zt-dr 

Abb. 410. 

linigen Bewegung, Abb. 410, mit Hilfe der dynamischen Grund­
gleichung abzuleiten ist. Diese 

P=mb oder 
dv 

P=m-dt' 

wird man umformen und zwar so, daß sie einen Zusammenhang 
zwischen der Bewegungsänderung dx und der Geschwindigkeits­
änderung dv gibt. Also 

oder 

dv 
Pdx=m-dx 

dt 
oder 

dx 
Pdx=m-dv 

dt 

Pdx=mvdv. (b) 
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Nun ist il (~mv'l) = mvilv das Differential oder die Änderung der 
Wucht, so daß diese Gleichung aussagt: 

Die in der Zeit il t von der bewegenden Kraft geleistete 
Arbeit ist gleich der Änderung der Wucht des materiellen 
Punktes. 

Integriert man die Gleichung, so wird sie 

f Pilx = f mvdv +0. 

P ist natürlich eine veränderliche Funktion der Zeit t, so daß man 
den Wert des links stehenden Integrals erst dann angeben kann, 
wenn man das Gesetz der Änderung von P kennt. Man weiß aber 
jedenfalls, daß es die von der Kraft P während eines gewissen 
Weges x oder während einer gewissen Zeit t geleistete Arbeit ist. 
Das rechts stehende Integral kann man dagegen, abgesehen von 
der Konstanten 0, sofort angeben, so daß 

f Pdx=~mv2+0 
ist. ° ermittelt man aus der Anfangsbedingung : wenn man die von 
P geleistete Arbeit erst vom Anfangspunkt .A aus, Abb.410, zu 
messen beginnt, also von der gleichen Zeit ab, wo man die Zeit zu 
zählen beginnt, dann ist im Anfangspunkt, zur Zeit t = 0, die von 
der Kraft geleistete Arbeit 0; die Geschwindigkeit ist Vo zur Zeit 
t=O, so daß 

0=~mv02+0. 

Man zieht die zweite Gleichung von der ersten ab und erhält mit 
t=t 
f Pdx=~mv2-lmv02. (c) 

t=o 

Die Integrationsgrenzen ° und t anzugeben, ist nicht notwendig, da 
sie ja schon durch die vorausgehenden Bemerkungen bestimmt sind. 

Die gewonnene zweite Form der dynamischen Grundgleichung 
spricht man aus: 

Greift an einem materiellen Punkt eine Kraf t 
P an, so ist die von P in einer gewissen Zeit t 
geleistete Arbeit gleich der in dieser Zeit erfolg-
ten Änderung der Wucht des bewegten Punktes. (d) 

Der Satz wird in entsprechender Weise für jede beliebige Be­
wegung des materiellen Punktes bewiesen. 

Beispiel a) Ein als materieller Punkt zu betrachtender Körper 
bewegt sich von einer Stelle .A aus unter dem Einfluß seines Ge­
wichtes G in lotrechter Ebene längs einer beliebigen reibungsfreien 
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Kurve, Abb.411. Gefragt ist nach seiner Geschwindigkeit an einer 
um h tieferen Endstelle E. Am einfachsten wird die Lösung mit 

u ' : rl 
E~-=~=-r 

Abb.411. 

Anwendung des vorausgehenden Satzes. Hier ist dann P = G kon­
stant, so daß gilt 

Oder 

h 

G f dx=im,P-~mvo!J· 
o 

wegen G = mg und Vo = O. Man erhält als Endgeschwindigkeit 

v=V2gx. (e) 

261. Fortsetzung. Beispiel a) bis d) Die in lotrechter Ebene 
. liegende Kurve der Abb. 412 geht an der Stelle B in eine kreisförmige 
Bahn über. V om höchsten Punkt A rollt ein materieller Punkt rei­
bungsfrei die Kurve herunter. Liegt 
A noch hoch genug, so wird dieser 
Punkt die Kreisbahn ohne Zwang 
von innen beschreiben. Gesucht ist 

a) die Geschwindigkeit des 
Punktes an den Stellen 
B, D, E; 

b) die Wucht an diesen 
Stellen; 

c) die Zentrifugalkraft dort- Abb. 412. 
selbst; 

d) der Bahndruck N, mit dem der materielle Punkt an dieser 
Stelle gegen die Kurve gepreßt wird, vorausgesetzt h = r; 

e) die Mindesthöhe k, wenn der materielle Punkt nicht aus 
dem Kreise herausfallen soll. 

a) Man verwendet die letzte Formel und erhält 

vB=V2g(k+2r), vD=V2g(h+r), vE=V2gk. 
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also 
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b) Es ist 
L = ~ m v2 = ~ m 2 gx = G x, 

LB=G(h+2r), LD=G(h+r), LE=Gh. 

c) Nach 47 ist 

O=mv'J =m'!!l~=2G ~ 
r r r ' 

sonach 0B= 2G~.+~!, 
r 

d) An dem materiellen Punkt greifen an jeder Stelle an sein 
Gewicht G und der Bahndruck N. Beide haben eine Mittelkraft P, 
für deren Komponenten 0 und T an der beliebigen Stelle man die 
Formeln (47h, i) hat. Es ist, wenn man N zum Kreismittelpunkt 
gerichtet positiv zählt, 

k+2r k+r OB=2G-- . =NB-G, 0D=2G--=ND. 
r r 

h 
OE=2G-=NE +G. r 

Mit h = r wird dann 

N B=OB+G=7G. 

e) Solang der materielle Punkt gegen die Bahn gepreßt wird,. 
verläßt er die .Bahn nicht. Solang also ein wirklicher Bahndruck 
vorhanden, d. h. NE positiv ist, fällt der Punkt aus dem Kreis 
nicht heraus, es muß also im Grenzfall NE = 0 oder 2 h = r, also h 
mindestens 0,5 r sein. 

262. Wucht und Drall eines um eine feste Achse drehenden 
Körpers. Irgendein Massenteilchen mi des Körpers, das als mate­
rieller Punkt zu betrachten ist, hat die Wucht Li = ~ mivt Bei 
der Drehung um eine feste Achse führt man die für alle Einzel­
punkte gemeinsame Winkelgeschwindigkeit u ein und erhält 

Li=i m•v/ =l mi u2,.2= l u'J· mir/" 
oder weil miri'J das Trägheitsmoment des Massenteilchens m i für die 
Drehachse ist, 

Dann ist die Wucht des ganzen Körpers 

oder 
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wo J = 2mr'! das Trägheitsmoment des ganzen Körpers für die 
feste Drehachse ist. Man beachte aber wohl, daß diese Formel nur 
für die Drehung um eine feste Achse gilt. 

Die Bewegungsgröße eines einzelnen Massenteilchens ist mi Vi 

= miriu. Sie ist eine vektorielle Größe in der Richtung der Ge­
schwindigkeit. Wenn man sie genau wie eine Kraft behandelt, kann 
man von ihr auch ein Moment für die Drehachse angeben, also 

B: = m.vir. = m;r/,u = uJi , 

wenn man B;.' als Abkürzung für dieses Moment einführt. Es ist 
wie das Moment einer Kraft gleichfalls eine vektorielle Größe, auch 
ein Momentenvektor, der durch das Momentendreieck vollständig 
dargestellt wird. 

Man nennt dieses Moment der Bewegungsgröße mivi auch den 
Drall des bewegten Massenteilchens mi für die feste Drehachse, 
und spricht von einem Drallvektor und einem Dralldreieck, in 
Abb. 413 schraffiert gezeichnet. Die Bewe-
gungsgröße mi Vi ist tangential zur Bahn, das 
Dralldreieck liegt in der Bewegungsebene. Wie 
bei einem gewöhnlichen Moment gilt: die Maß­
zahl des Dralles ist gleich der doppelten Maß­
zahl des Dralldreiecks, der Drall steht senk- l.Co 

recht zum Dralldreieck, der Drallvektor ist 
gegen den Beschauer gerichtet, wenn dieser Abb.413. 

eine Rechtsdrehung von v wahrnimmt. Bei 
der Drehung des Körpers um eine feste Achse ist jedes Dralldreieck 
senkrecht zur Drehachse, also jeder Einzeldrall parallel zur Dreh­
achse; dann ist auch der Drall des ganzen Körpers parallel 
der Drehachse und hat den Zahlenwert 

B'=~B/ oder B'=IuJi oder B'=uJ. (b) 

Man beachte aber wohl, daß diese Formel nur für die Drehung um 
eine feste Achse gilt. Und weiter beachte man: genau wie man das 
Moment einer Kraft für eine Achse und für einen Punkt unter­
scheidet, Achsenmoment und Punktmoment , so unterscheidet man 
auch das Moment der Bewegungsgröße für eine gewählte Achse von 
jenem für einen gewählten Punkt, und spricht im ersten Fall von 
einem Achsendrall, im zweiten von einem Punktdrall. Der Drall 
der Formel (b) ist natürlich ein Achsendrall. 

Beispiel a) Der Körper der Abb. 414 drcht sich um die feste 
Achse D D und zwar von rechts gesehen rechtsum. Man wählt einen 
beliebigen Punkt 0 auf der Drehachse als Bezugpunkt und bildet 
für ihn den Drall eines beliebigen Massenteilchens mi • Man gebe 
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die Projektion dieses Einzeldralls auf die Achse an und dann noch 
die Projektion des Gesamtdralles auf diese Achse. In welchem Zu­
sammenhang steht diese Projektion des Punktdralles mit dem Achsen­
drall? 

Man legt durch die Drehachse und dp.s Massenteilchen mi eine 
Ebene, die Bildebene der Abb.414. Dann steht die augenblickliche 
Geschwindigkeit und auch die Bewegungsgröße mi"i senkrecht zu 

o 

Abb. 414. 

dieser Ebene und projiziert 
sich sonach als Punkt. Das 
Dralldreieck steht gleichfalls 

Abb. 415. 

senkrecht zur Bildebene und projiziert sich als Strecke Om,. Der 
Drallvektor Bi' der ja völlig frei ist, kann in einem beliebigen Punkt 
errichtet werden, nach Abbildung im Punkt 0 selbst; er steht senk­
recht zum Dralldreieck und damit parallel zur Bildebene, die Ab­
bildung gibt ihn sonach in wahrer Größe. Sein Zahlenwert ist gleich 
der doppelten Maßzahl des Dralldreiecks, Bi = mi ",8" die Projektion 
auf die Drehachse ist dann, Abb. 415, 

oder 
B: = B, cos a i = m#f)j 8; cos ai = m.· ri'U· ri 

B/=u.m.ri 2 oder B.=uJi . (c) 

Es ist alEO die Projektion des Punktdralles auf die feste Drehachse 
gleich dem oben angegebenen Achsendrall; der Bezugpunkt 0 ist 
dabei auf der Drehachse vorausgesetzt. 

Genau so erhält man die Projektion des Gesamtdralles 

B' = I B/ oder B' = 2,' uJi 
oder 

B' = uJ, (d) 

die also gleich ist dem Achsendrall des ganzen Körpers. Die Formel 
gilt unabhängig von der Wahl des Bezugspunktes 0, solange er auf 
der Drehachse liegt. 

263. Dynamische Grundgleichung für einen um eine feste A.chse 
sieh drehenden Körper. Für einen ganz beliebig bewegten Massen­
punkt m gilt die dynamische GrundgJeichung 

'=mO. 
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Wenn ein Körper sich um eine feste Achse dreht, dann beschreibt 
jeder einzelne Punkt mi einen Kreis, die Beschleunigung b, dieses 
Punktes und damit die Mittelkraft Pi aller an ihm wirkenden Kräfte 
liegen also in der Ebene dieses Kreises. 
Sie ist die Ebene der Abb.416, die einen 
Schnitt des Körpers quer zur Drehachse 
durch den bewegten Punkt mi vorstellt; 
die Drehachse D D projiziert sich als Punkt, 
r i ist der Abstand des Punktes mi von 
der Drehachse. Die Kraft Pi hat nach 47 
die Komponenten 

und 

in radialer und tangentialer Richtung. Die 
erstere schneidet die Drehachse und hat 

Abb.416. 

kein Moment für diese, also ist das Moment der Kraft Pi gleich 
dem Moment der zweiten Komponente 

Ki= miri ~; ri = mir;J ~; = miri2 ~'Jt~' 
Schreibt man diese Gleichung für jeden Einzelpunkt des Körpers 
und addiert, dann wird K = I K i das Moment des am Körper an­
greifenden Kräftesystems für die- Drehachse, 

also 

K = Im.r.'J du = du Im.ri'J= dU,J, 
• • dt dt • dt 

oder K --J d'Jq; d K J o er = 00. dt'J (a) 

Man kann diese Formel die dynamische Grundgleichung 
für einen um eine feste Achse sich drehenden Körper nennen. Sie 
ist hervorgegangen aus der entsprechenden Gleichung für einen mate­
riellen Punkt P = mb und aus dieser zu konstruieren, wenn man 
Moment statt Kraft setzt, Trägheitsmoment statt Masse, Winkel­
beschleunigung statt Beschleunigung. Es wird sich ganz allgemein 
in der Mechanik zeigen, daß man zu jedem Gesetz für den ge­
radlinig bewegten materiellen Punkt ein entsprechendes Gesetz 
für den sich um eine feste Achse drehenden Körper erhält, wenn 
man setzt 

q;, U, 00, J, K, B 

wie ja schon das Gesetz für 
Punktes ersehen läßt. 

Egerer, Ingenienr-Mathematlk H. 

statt 8, V, b, m, P, mv, 

die Kreisbewegung eines materiellen 

39 
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Nach dieser Regel müßte also die zweite Form der dynamischen 
Grundgleichung nämlich 

JPdt=mv-mvo 
und die dritte Form 

übergehen in JKdt=Ju-Juo 

JPd8=~ mv2- ~mvo2 

Beispiel a) In der Tat kann man die erste Form, die eben 
abgeleitet wurde, 

K=J du auch Kdt=Jdu oder J Kdt=Ju+O 
dt 

schreiben. Die Konstante 0 bestimmt sich aus der Anfangsbedingung : 
wenn man die Summe der K dt von der Zeit t = 0 an zu zählen 
beginnt, dann ist im Anfangszustand, zur Zeit t = 0, dieses Integral 
J Kdt natürlich 0; die Winkelgeschwindigkeit iI?- diesem Augenblick 
ist mit Uo bezeichnet, also gi It 0 = J Uo + 0 und damit 

t 

jKdt=Ju-Juo oder jKdt=B'-Bo'. (b) 
o 

Man hat J Pdt als das Zeit-Integral der Kraft oder auch als den 
Impuls der Kraft im. Verlauf der untersuchten Bewegung bezeichnet. 
Entsprechend kann man J Kdt, von t=O bis t=t zusammen­
gezählt, als den Impuls bezeichnen, den das Moment K im Verlauf 
der untersuchten Bewegung erhält, und hat dann den Satz: 

Der Impuls, den das Moment der an einem Körper 
angreüenden Kräfte während der Bewegung dieses Körpers 
um eine feste Achse erhält, ist gleich der durch diese 
Bewegung erfolgten Änderung des Achsendralles. (c) 

Beispiel b) Die erste Form (a) kann man auch noch schreiben 

Kdrp=J drp du=Judu 
dt 

und integrieren, 
J Kdrp = ~Ju2 +0'. 

Dabei ist Kdrp die während einer unendlich kleinen Drehung drp 
vom Moment K geleistete Arbeit. Denn 

du du 
K.dm=m.r.-·r.·dm= m.r.-·r.dm = T.d8. 

• T •• dt • T •• dt • T •• 

ist die von der Kraft Pi während dieser Bewegung geleistete Arbeit, 
da ja die Radialkomponente von Pi keine Arbeit leistet: also ist 
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die vom Einzelmoment K i geleistete Arbeit gleichzeitig auch die von 
der Eimelkraft Pi geleistete Arbeit. Die Konstante 0' der Integral­
gleichung bestimmt die Anfangsbedingung: wenn man die von den 
Kräften geleistete Arbeit von der Zeit t = 0 an zählt, dann ist 
bei Beginn der Zeitzählung f K d qJ = 0 und u = uo' also gilt 
O=iJu02+O und damit 

d.h. 

t=t 
f KdqJ=~Ju2 - ~Ju02, 

t=o 

Die Arbeit, die das Moment der an einem Körper an­
greifenden Kräfte während der Bewegung dieser Körper 
um eine feste Achse leistet, ist gleich der durch diese 
Bewegung erfolgten Änderung der Wucht. 

(d) 

Beispiel c) Man gebe einen Zusammenhang zwischen dem 
Achsendrall B' eines um eine feste Achse sich drehenden Körpers 
und dem Moment K der am Körper angreifenden Kräfte an. 

Man hat nach den vorausgehenden Formeln 

B'=Ju und K=J du . 
dt 

Solange sich der Körper um die nämliche feste Achse dreht, ist 
sein Trägheitsmoment J für diese Achse konstant, also kann man 
auch schreiben 

d.h. 

K=d(Ju) 
dt 

oder K=dB' 
dt ' 

Die zeitliche Änderung des Achsendralles eines um 
eine feste Achse sich drehenden Körpers ist gleich dem 
Moment der an diesem Körper angreifenden Kräfte. 

(e) 

2U. WiederholungsaufgabeD. 1) Es geht eine bestimmte Lichtmenge Lo 
bei A in einen Raum über, der dem Licht einen Widerstand entgegensetzt, 
so daß ein mit der Tiefe z des Eindringens veränderlicher Lichtverlust ent­
steht. Man gebe die in der Tiefe z noch vorhandene Lichtmenge an. 

2) Ein Körper vom Gewicht G und der Temperatur "1 wird in einen 
Raum von der tieferen Temperatur "9 gebracht; der anfangs vorhandene 
Temperatorunterschied Wo = "9 - "1 wird allmählich zu 0, es wird in jedem 
Augenblick ein anderer Unterschied W vorhanden sein. Man stelle das Gesetz 
für die Abkühlung als Funktion der Zeit tauf, indem man als Abhängige 
den jeweiligen Unterschied Weinführt. 

3) Man wandle die Formel für die Steigzeit T und die Steighöhe X 
beim lotrechten Wurf so um, daß T und X in der Hauptsache vom Ge­
wicht G des Körpers sowie dem Widerstand Wo beim Beginn der Bewegung 
abhängig gemacht werden. 

89* 
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') Man wende die bei der vorausgehenden Aufgabe gefundenen Formeln 
auf den FalI an, daß der Luftwiderstand 0 ist. 

5) Man zeige, daß die nach oben geöffnete Zykloide eine Tautochrone 
ist, d. h. daß ein auf ihr wideratandsfrei sich bewegender materielIer Punkt 
unter dem Einfiuß der Schwere immer nach der gleichen Zeit ,in die tiefste 
Lage P der Kurve kommt, unabhängig davon, wo er seine Bewegung auf ihr 
beginnt. 

6) Ein FußgäDger hat einen Weg tD zurückzulegen und beginnt mit 
einer Anfangageschwindigkeit vO' Im Verlauf der Bewegung nimmt sie ver­
hältnisgleich mit dem zurückgelegten Weg ab, so daß sie v = vo - er 8 zur 
Zeit e ist. In welcher Zeit wird der Weg tD zurückgelegt? Die allgemeine 
Lösung wende man an auf den Fall tD = 40 km, vo = 6 km/Stunde, er = 0,05. 

7) Man denke sioh einen Sohacht durch die Erde gebohrt, der mit einem 
Durchmesser zusammenfällt, und einen als mat. Punkt betraohteten Körper 
unter dem Einfluß der Erdsohwere duroh diesen Sohacht bewegt. Man gebe 
die Bewegungsgleiohung an, wenn der Körper zur Zeit 1=0 an der Erd­
oberfläohe war. 

S) Ein mat. Punkt m kann sioh wideratandsfrei auf einer Geraden 

bewegen, Abb. 417. Auf ihn wirkt eine Kraft P = e "! von einem festen 
T 

Punkt 0 aus; zur Zeit e = 0 ist der Punkt an der Stelle A und hat die Ge­
sohwindigkeit O. Wie groß ist eine Gesohwindigkeit an der Stelle U? Welohe 

Abb. 417. 
.r 

Abb.418. 

Arbeit leistet die ihn bewegende Kraft auf dem Weg von A naoh U? Und 
welohe auf dem Weg VOll. A nach .M, sowie auf dem Weg VOll .M nach dem 
unendlioh femen Punkt der Geraden? 

9) Die Ausflußgesohwindigkeit von Wasser ist v=V2gh, wenn h die 
Höhe des Wasserspiegels über der Ausflußö!fnung ist und dabei keine Reibung 
angenommen wird. Nach wieviel Sekunden hat sioh bei einem zylindrischen 
Gefäß der Spiegel um z gesenkt? 

10) Eine Wasseruhr solI folgender Bedingung genügen: die Senkung z 
des Wasserspiegels, Abb.418, ist verhältnisgleioh der Zeit. Welohe Form muß 
das Gefäß haben, aus dem das Wasser ausströmt? 

265. LUS1DlgeD. 1) Man setzt den Liohtverlust dL auf dem Weg dz ver­
hältnisgleioh mit diesem Weg; andererseits wird der Liohtverlust auoh verhältnis­
gleioh der noch vorhandenen Liohtmenge sein. Man erhält sonaoh als Ansatz 

dL=-eLdz, (a) 
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wo das n-" wieder die Abnahme des Lichtes angibt, c ist eine aus Versuche. 
zu bestimmende Konstante. Die Integralgleichung des Problemes wird nach (254 b) 

(b) 

2) Man nimmt die natürliche Anderung von W an, setzt also 

dW=-cWdt und erhält W= Woe- cc 

nach (254b). Das ,,-" entspricht der Tatsache, daß dW eine Abnahme von W 
ist. Man sieht, daß nicht die Temperatur des Körpers und des Abkühlungs­
raumes, sondern nur ihr Unterschied Wo maßgebend ist. 

3) Setzt man Wo statt CV02 und G statt mg, dann werden die aus (258) 
zu entnehmenden Größen 

1 Vo ~ Im Vo Ve ~ I mgv09 ~ IC1)o;'-
T = -- arc tg - = V:::; arc tg ---= V--- -arc tg V--

-", a cg {mg gBcvo~ mg 

= 1)0 aWG arc tg V!fi.Go = 1)0 arc tg T. 
9 0 gT 

X=~l (1 +CV02) = mgv02 1 (1 + Wo) = "01 ~I (1 + Wo) 
2c g mg 2cv02 g g G 2g Wo g G 
VII 

=2 0 9 Ig(1+T2). gT 

4:) Mit W = 0 wird auch T = O. Dann werden aber die Ausdrücke 
für T und X unbestimmt. Man wird demnach den Grenzwert ermitteln. 

T I· 1)0 Vo li arc tg T Vo = Im-arctg1'=- m--=-. 
<=og'r 9 <=0 I' 9 

X = "09 lim Ig (1 :+-- 1'2) = 1)09 lim __ 2_T __ = 1)02 • 

2g <=0 1'2 2g <=0(1 +1'2)21' 2g 

5) Für die durch Abb.419 gegebene Wahl des :r 
Koordinatensystems ist die Gleichung der Zykloide ::.----r-..---+ 
nach (203) 

mit 

Es ist 

und 

z = a (tp - sin tp) 

y=a(1-costp). 

dz= a (1 - cos tp) dtp 

ds=dzJl+y'2 

oder nach (204 b) 
Abb. 419. 

ds = a (1- cos tp) dtp \/1--~=~---== = a ~/i! (I-=-cos~) dtp. 
- cos tp 

tp ist der Parameter an der untersuchten Stelle U; im Anfangspunkt A, bei 
Beginn der Bewegung, ist er tpo. Der Höhenunterschied zwischen A und U 
ist y - Yo' Dann ist nach (260e) die Geschwindigkeit im untersuchten Punkt U 

1) = V2g(y -Yo) = :: oder ds= dt J2g(y-yo) = dt J2ga (cos tpo - cos tp). 

Setzt man 

1 + cos tp = 2 cos2 ; , 
- f{i'o 

1 + cos tpo = 2 cosl -2' 
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dann hat man für d" zwei verschiedene Formeln, 

d,,=2asin; d,fII 

und 

d,,= d,e V2g.a (1 + cos fIIo - 1 - cos fII) =d,t Y2ga (2cos' ~o - 2cos2 ;). 

Man faßt beide Formeln zusammen und erhält 

oder 

Die Substitution 

2asin; d,fII=2d,tyag(cos9~O_cos' ;) 

. fII:I _ ra BlD"2" fII 
d,t = V -;; ----;:===== 

g - / COlt VJo _ COS~ !L 
V 2 2 

cos ~o=c, COS ; =u, oder 

liefert 

oder 

Oder 

t=-2~f d,u +0. 
g >/c9 -u· 

t=-2Y-;arcsin..!..+0. 
g c 

o bestimmt sich aus der Anfangsbedingung, daß zur Zeit t = 0 der Para­
meter fII = VJo oder u = eist, 

O=_2y a arcsin1+0 
g 

oder 

Damit wird die Zeit, di& der bewegte Puukt von A nach U braucht, 

'VJ _ r- cos"2 Ja 
t = - 2V ~ arc sin --+ # V';. 

g cos VJo g 
2 

(c) 

An der tiefsten Stelle P ist 11 = 2 a oder VJ = n; somit wird die Zeit t., in 
der der bewegte Punkt von A nach P kommt, wegen cos t n = 0 

t.=n~. (d) 
g 

also vollständig unabhängig von der Wahl des Parameters fIIo' d. h. vollständig 
unabhängig von der Wahl des Anfangspunktes A. 

8) Die Differentialgleichung der Bewegung ist 

d" 
d,t=vo-a, 

man formt um und integriert, 

-ad" =-adt 
vo - a, 

oder 

oder 

d, 
d,t; vo - a, 

19 [(vo - a,) OJ = - at. 
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Die Konstante C bestimmt man aus der Anfangsbedingung , daß 8 = 0 zur 
Zeit t = 0 ist, 

oder 
und erhält dann 

Für den Sonderfall erhält man 

t=..!..lg~-. 
a Vo - a8 

(e) 

6 
t = 20 19 6 _ 0,05.40 = 20 19 1,5 = 20·0,4055 = 8,n. 

Der Fußgänger braucht also 8,11 Stunden für den Weg; hätte er die Anfangs­
geschwindigkeit beibehalten, dann würde er den Weg in 40: 6 = 6 2 13 Stunden 
zurückgelegt haben. 

7) Die Lösung der Aufgabe setzt die Erde als 
kugelförmig und homogen voraus. Dann ist an der 
untersuohten Stelle U, in die der Körper nach t Se­
kunden kommt, Abb. 420, der zurückgelegte Weg z 
und deswegen nach (98 d) die anziehende Kraft P 
verhältnisgleioh mit a - z. Ist g die Besohleunigung 
in A und b jene in U, so ist 

b: g=(a-z): a, also dv =!LCa-z). 
dt a 

Diese Bewegungsgleichung enthält drei Veränder­
liohe, v, t und z. Will man diese Differentialgleiohung 
lösen, so muß man eine von ihnen beseitigen. Man 
denkt an dz = vdt und erhä.lt 

8 
Abb. 420. 

avdv=g (a-z) dz oder integriert av2 =g(2az-z2)+C. 

Für C hat man als Anfangsbedingung : an der ersten Stelle A ist tI = ° , 
z = O. Man erhält C = 0, so daß die Gleiohung wird 

oder 

Die Gesohwindigkeit wird graphisch dargestellt durch die zum Durchmssser AM 
senkreohte Sehne an der untersuchten Stelle, denn diese. ist ..; aB - (a - Z)9 

=f2az-zB • Im Mittelpunkt der Erde ist die Geschwindigkeit v=Vag, im 
Endpunkt B ist sie wieder 0; der Körper wird also zwischen den End­
punkten A und B des Durchmessers eine pendelnde Bewegung ausführen. 

Mit dz = tldt geht die Gleichung für tI über in 

Va dx ~a . z-a , -_._- dt oder t= -arosm---+C g V2fiZ-x9 = g a 
nach 284 und (229a). Für 0' hat man die Anfangsbedingung: an der Stelle 
A ist t = 0, z= O. Man erhält 

O=~ a arcsin(-1)+0' 
g 

und damit die Gl~iohung für t, 

oder 

_ia( . z-a+ 1 ) t=V U' arcsm~a- 2 n . 
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Man kann die Formel noch vereinfachen, wenn man an 

. + :Ir are sm ce arc cos ce = 2' are Bin ce = - arc Bin (- ce) 

denkt, und erhält 
_ Ja a-:r 

t = V -;; arc cos --- . 
9 a 

(f) 

Zum Durchfa.llen des Halbmessers a der Erdkugel braucht der Körper die Zeit 

tll=~arccosO 
9 

oder (g) 

8) Von der Kraft P kommt nur der Beitrag P' = P sin qJ für die Be­
wegung zur Wirkung; also gilt 

oder 

b cm. m =gSIDqJ 
r 

dv c (a - :r) 
di = [1&'+ (a - :r)9]'/. 

oder 

oder 

b= c(a-:r) 
Ta 

wenn man dt = d:r: v setzt. Das Integral wird für 11,9 + (a - :r)' = r' oder 
- (a - a;) rl,z =TrlT 

fVrlv=-c fT~T oder ~V9=~+ O. 

o bestimmt man aus der Anfangsbedingung : an der Stelle :r = 0, also für 

T=To ist v=O;es wird dann 0= !:..+O und damit 
TO 

!vl!=c(!_~). 
2 T To 

Wenn man mit 2 multipliziert und dann die Wurzel zieht, erhält man ". 
Die gesuchte Arbeit findet man am einfachsten mit Hilfe der dynamischen 
Grundgleichung in der Form (260 c). 

A~=fp'd:r= ~mvil-O=mc (!_~). 
2 - T To 

Auf dem Weg von A nach M wird T = ", also die geleistete Arbeit 

A~=mcG-k) . 
Wenn der Punkt über M hinaus ins Unendliche sich bewegt, wird 

A""=mc (~_~)=_ tIIC, 
o 00 To To 

sOll&ch die auf dem vorgeschriebenen Wege von der treibenden Kraft geleistete 
Arbeit 

A""_ A""_ Aa __ ~ .n.. - A o 4 0 - h' 

9) Der Ausflußquerschnitt sei r Dann legt das ausfließende Wasser 
in einer Sekunde den Weg v zurück, so daß also in dieser Zeit t = 1 die 
Menge v f ausfließen würde, wenn v konstant bliebe. Sicher gilt diese Be-
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ziehung in der Zeit dt, in der also die Menge dQ = vf dt ausfließt. Bei 
Beginn des Ausflusses ist v = V2gh, nach t Sekunden v=V2g (h -:r:). In der 
Zeit de senkt sich der Spiegel um d:r:, so daß also die Menge Fdz ausgefiossen 
ist. Dann ist 

Fd:r:=fv2g(h -z)dt oder 

oder wenn man nach (227 f) integriert, 

dt= F dz , 
f V2g(h-z) 

-F ~~~----c 
t= gf V2geh-z)+O. 

Wegen der Anfangsbedingung z = 0 

- F .ro:::i: 
0= gf v2 gh+O, also 

für t = 0 .wird 

t= Ff [V2gh-V2g(h-:r:)] 9 . (k) 

die Zeit, in welcher sich der Spiegel um z gesenkt hat. 
worden ist, fiießt kein Wasser mehr aus, also nach 

Wenn :r:=h ge-

F_12h 
p = 7 V g Sekunden. 

10) Wie bei der vorausgehenden Aufgabe er­
hält man, Abb. 421, 

Fdz= f~2g (h - z) dt. 

Dabei ist aber zu beachten, daß F veränder­
lieh, daß es eine Funktion von z ist. Es kommt 
noch die gegebene Forderung hinzu: t verhältnis­
gleich :r:, oder dt = cdz, wo c der Verhältnisfaktor. 
Die vorausgehende Gleichung wird dann' 

, ~1 
h 

Abb.421. 

F=cfv2g(h-z) oder F'=a(h-:r:), (1) 
wo a = 2gc9f9 ist. Will ml!oß. das Gefäß als Drehfiäche ausbilden, Abb.418, 
dann ist an der Stelle z der Querschnitt F = y9 n;, also 

1/',,2 = 2ge2f2 (h - z), 

die Gleichung des Meridians des Gefäßes. Die Kurve ist eine Parabel vierter 
Ordnung, die sich nach oben öffnet und im Punkt z = h, also im tiefsten 
Punkt, ihren Scheitel hat. 



Zwölfter Abschnitt. 

Hauptsätze der Raumgeometrie. 
266. Gleichungen räumlieher Gebilde. Als Grundlage der nach­

folgenden Überlegungen dienen die allgemeinen Erörterungen des 
ersten Bandes (58, 192, 197) über Koordinaten, Freiheitsgrade usw. 
in der Ebene und im Raum. 

Darnach sind es nur verschiedene Sprechweisen, wenn man 
sagt: ein Punkt im Raum ist durch drei ZahlEmangaben bestimmt; 
oder ein Punkt im Raum hat drei Koordinaten oder drei Freiheits­
grade; oder im Raum gibt es 00 3 Punkte. Wenn man einen be­
stimmten Punkt im Raum haben will, so muß man für die Koordi­
naten z! y I z dieses Punktes bestimmte Zahlenangaben machen; oder 
was auf das Gleiche hinauskommt, man muß drei Bedinguugen oder 
Bedingungsgleichungen für diese drei Koordinaten aufstellen, aus 
denen man dann die einzelnen Werte z, y, z ermitteln kann. Man 
sagt dann, man hat dem Punkt seine drei Freiheitsgrade genommen, 
man hfl.t ihn festgelegt. Gibt man nur eine einzige Bedingung für 
die Koordinaten des Punktes an, etwa z'l. + y - 2 yz = 0, oder im 
allgemeinen Fall F (z, y, z) = 0, so hat man ihm nur einen einzigen 
Freiheitsgrad genommen, er hat also noch zwei Freiheitsgrade, er 
muß sich daher auf einer Fläche bewegen, d. h. durch diese einzige 
Gleichung zwischen den Koordinaten z, y, z eines Punktes ist 
eine Fläche bestimmt, auf der sich der Punkt bewegen muß. Wir 
merken also: 

Oder: 

eine Gleichung F (z, y, z) = 0 stellt im Raum eine 
Fläche vor. (a) 

wenn man. einem Punkt im Raum nur eine einzige 
analytische Bedingung vorschreibt, dann bildet er eine 
Fläche. (b) 

Beispiel a) Man gebe noch andere Erklärungen dafür, daß 
eine Gleichung F (z, y, z) = 0 im Raum eine Fläche vorstellt. 
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Für jede beliebige Wahl von x und y ergibt sich aus der vor­
geschriebenen Gleichung F (x, y, z) = 0 ein ganz bestimmtes z. Geome­
trisch gesprochen: durch eine beliebige Wahl von x und y hat man 
einen bestimmten Punkt der x I y-Ebene festgelegt und für ihn aus 
der gegebenen Gleichung ein bestimmtes 2 gefunden; es liegt also 
über jedem Punkt der x I y-Ebene ein ganz bestimmter Punkt im 
Raum. Die Aufeinanderfolge dieser Punkte im Raum gibt eine Fläche. 

Schreibt man dem Punkt P oder seinen Koordinaten x, y, z 
zwei Bedingungen vor, etwa F(x,y,z)=O nebst G(x,y,z) =0, so 
hat man dem Punkt zwei Freiheitsgrade genommen, er hat sonach 
nur mehr einen einzigen, er muß sich also auf einer Kurve im 
Raum bewegen. Man kann auch anders überlegen: durch jede ein­
zelne dieser Bedingungen hat man dem Punkt eine Fläche vorge­
schrieben, auf der er sich bewegen muß; da er sich gleichzeitig auf 
jeder der beiden Flächen F(x,y,z)=O und G(x,y,z)=O bewegen 
soll, kann er sich nur auf der Schnittkurve der beiden Flächen 
F = 0 und G = 0 bewegen. Man merke: 

ein zusammengehöriges Gleichungspaar 

F (x, y, z) = 0 mit G (x, y, z) = 0 

stellt eine Kurve im Raum vor, nämlich die Schnitt-
kurve der beiden Flä.chen F = 0 und G = O. (c) 

Durch die Gleichungen 

F(x,y,z)=O, G(x,y,z)=O, H(x,y,z)=O, 

die man dem Punkt P oder seinen Koordinaten x, y, z vorschreibt, 
hat man ihm seine drei Freiheitsgrade genommen und damit jede 
Bewegungsmöglichkeit, man hat ihm eine feste Lage vorgeschrieben. 
Man kann auch derart überlegen: jede einzelne der drei Gleichungen 
F = 0, G = 0, H = 0 stellt eine Fläche vor, auf der sich der Punkt 
bewegen soll; er kann also nur in dem gemeinsamen Schnittpunkt 
der drei Flächen liegen. Voraussetzung ist natürlich, daß die drei 
Gleichungen unter sich keinen Zusammenhang haben. Oder man 
hätte überlegen können: die ersten beiden Gleichungen F = 0 nebst 
G = 0 stellen eine Kurve vor, auf der sich der Punkt bewegen soll 
und die Gleichung H = 0 eine Fläche, auf der er gleichfalls liegen 
soll; er kann also nur im Schnittpunkt der Kurve mit der Fläche 
liegen, d. h. durch die drei Gleichungen ist ein fester Punkt be­
stimmt. Oder auch eine endliche Zahl von festen Punkten, wenn 
die Gleichungen nicht linear sind. 

267. Fortsetzung. Die Definition (I 80 a) der Gleichung einer 
Kurve der Ebene erweitert man: 
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Gleichung eines geometrischen Gebildes ist der 
analytische Ausdruck der Eigenschaften des das 
Gebilde erzeugenden Elementes. (a) 

Eine Fläche kann man sich sowohl durch einen Punkt erzeugt 
denken wie auch durch eine Kurve. Beispielsweise kann man sich 
die Kugel erzeugt denken durch einen Punkt, der von einem festen 
Punkt stets den gleichen Abstand hat; oder auch etwa durch einen 
um einen festen Durchmesser sich drehenden Kreis. In den meisten 
Fällen läßt man eine Fläche dadurch entstehen, daß eine defor­
mierbare (oder auch nicht deformierbare, 80nach stets kongruente) 
Kurve auf mehreren gegebenen festen Kurven gleitet. Zuweilen ist 
es praktisch, wenn man die Fläche aus einer anderen bekannten 
Fläche durch Deformation entstehen läßt, beispielsweise das Ellipsoid 
aus der Kugel durch homogene Deformation. Die Raumkurven wird 
man in den meisten Fällen durch einen Punkt erzeugen, und von 
dieser Entstehungsweise ausgehend die Gleichung aufstellen. 

Beispiel a) Gesucht ist die Gleichung einer Kugel mit dem 
Halbmesser (! um den Mittelpunkt M = alb I c. 

Als erzeugendes Element wählt man den Punkt P mit der Eigen­
schaft: seine Entfernung vom Mittelpunkt ist konstant gleich (!, also 

MP=(! oder V(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=(!; 

oder wenn man noch umformt, 

(x-a)S+ (y- b)s+ (z-c)S -f!s=O. (b) 

Im Besonderen hat die Kugel um den Nullpunkt mit dem Halb­
messer (! die Gleichung 

x2 + y2 + Z2 _ ell = o. (c) 

Beispiel b) Wie geht das Ellipsoid mit den Halbachsen a, 
b, c aus der Kugel mit dem Halbmesser (! hervor? Man stelle die 
Gleichung des Ellipsoides auf.' 

Wenn man die Kugel in einer bestimmten Richtung, etwa in 
Richtung der z-Achse homogen deformiert, so geht sie in ein Rota­
tionsellipsoid über. Ein allgemeines Ellipsoid erhält man aus der 
Kugel, indem man diese in drei oder auch nur zwei verschiedenen 
Richtungen homogen deformiert. Bei dieser Deformation wird sich 
der Kugeldurchmesser 2 (! in der x-Richtung deformieren zu 2 a, er 
wird also im Verhältnis (!: a gedehnt und im gleichen Verhältnis 
auch alle zu ihm parallelen Kugelsehnen. Entsprechend wird der 
zur y- oder z-Achse parallele Kugeldurchmesser im Verhältnis e: b 
bzw. (!: c gedehnt und im gleichen Verhältnis alle Kugelsehnen, die 
parallel sind zur y- bzw. z-Achse. 
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Wenn die Kugel den Nullpunkt als Mittelpunkt hat, geht der 
Kugelpunkt ~ 1 'YJ 11; durch die homogene Deformation 

1;=z~ 
c 

(d) 

über in den Punkt xl y 1 z des Ellipsoides, und deswegen die Kugel­
gleichung 

über in 

oder 

( e) 

d. i. die Gleichung des Ellipsoides. 

268. Fortsetzung. Eine Gleichung 

F (x, y, z) = 0 

stellt im Raum eine Fläche vor, sonach eine Gleichung mit einem 
verfügbaren Parameter 0, 

F (x, y, z,O) = 0 oder z = f(x, y, 0), 

ein Flächensystem, auch Flächenschar genannt. 
Zwei zusammengehörige Gleichungen stellen im Raum eine Kurve 

vor, sonach zwei Gleichungen 

F (x, y, z, t)= O} 
G (x, y, z, t) = 0 

(a) 

mit einem verfügbaren Parameter tein Kurvensystem, auch 
Kurvenschar genannt; oder was das gleiche ist, eine Fläche. 
Denn unendlich viele stetig aufeinanderfolgende Raumkurven bilden 
in ihrer Gesamtheit eine Fläche. 

Ein Punkt auf einer Fläche hat zwei Freiheitsgrade oder zwei 
Koordinaten. Durch zwei Zahlen ist seine Lage auf dieser Fläche 
bestimmt. Beispielsweise wird ein Punkt auf der Erdoberfläche 
durch Angabe seiner (geographischen) Breite und Höhe festgelegt. 
Diejenigen beiden Zahlen u und v, die die Lage des· Punktes auf 
der Fläche angeben, nennt man auch die Flächenkoordinaten 
des Punktes. Durch sie ist der Punkt P, oder was das Gleiche ist, 
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sind seine gewöhnlichen Koordinaten x, y, z, bestimmt, 
nach x, y, z als Funktionen von u und tI ausdrückbar, 

es sind so-

x = cp (U,tI)} 
y = "p (u,tI) . 
Z = X (u,v) 

(b) 

Die vorausgehenden Betrachtungen kann man zusammenfassen: 

Ein'e Fläche wird dargestellt 
a) durch eine einzige Gleichung zwischen x, y und z 

entwickelt z = f (x, y), 
unentwickelt F (x,y,z) = 0; (c) 

b) als Kurvenschar durch zwei Gleichungen mit einem 
Parameter 

F (x,y,z, t) = 0 mit G (x, y, z, t) = 0; 

c) mit Einführung von Flächenkoordinaten durch drei 
Gleichungen mit zwei Parametern 

(d) 

x=(u,v) mit y=(u,v) mit z=(u,tI); (e) 

d) durch 11, Gleichungen mit 11, - 1 Parametern. 

Wenn man die Parameter beseitigt, kommt man zur gewöhn­
lichen Darstellung a). Umgekehrt kann man von dieser Form a) 
zu den andern Formen übergehen und zwar durch Einführen von 
passenden sonst aber beliebig gewählten Parametern. 

Beispiel a) Gegeben sind zwei 
genau übereinander im Abstand 2 h 
liegende parallele Kreise vom Halb­
messer a. Man verbinde jeden Punkt 
des oberen Kreises mit demjenigen 
Punkt des unteren, der gegenüber 

11 dem oberen um 90 0 voreilt und 
stelle die Gleichung der durch diese 
Geraden erzeugten Fläche auf. 

Man wählt das Koordinaten­
system so, daß der Nullpunkt auf 
der Mitte der beiden Kreismittel-

x punkte liegt und die z-Ebene pa-
Abb. 422. rallel den Kreisebenen ist. Irgend-

ein Punkt 0 des oberen Kreises, 
Abb. 422, hat die Koordinaten a C08 cp la sin cp I h; jener Punkt U 
des unteren Kreises, der ihm um 900 voreilt, hat dann die Ko­
ordinaten 
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a cos(900 + gJ) I a sin (90° + gJ) 1-h 
oder 

- a sin gJ : a cos gJ I - h. 

Die Gerade durch die beiden Punkte 0 und U ist die erzeugende 
Gerade, der Winkel gJ spielt die Rolle eines Parameters. Jedem ein­
zelnen Parameter gJ ist eine bestimmte Gerade 0 U zugeordnet, den 
00 1 Parametern gJ entsprechen die 001 Verbindungsgeraden, die in 
ihrer Gesamtheit eine Fläche bilden. Die Gleichung der veränder­
lichen Verbindungsgeraden wird sonach auch gleichzeitig die Glei­
chung der erzeugten Fläche sein, und zwar in der Parameterdar­
stellung. 

Die Gerade durch 0 und U ist nach (I 222 e) 

x-acosgJ y-asingJ z-h 
=27i,' - a (sin gJ + cos gJ) 

Man hat sonach zwei Gleichungen mit einem Parameter gJ für die 
Darstellung der Fläche. Wenn man von Gleichung (I 222 d) aus­
geht, erhält man die gesuchte Flächengleichung in der Form 

- a (hin gJ + cos gJ) a (1 cosgJ - singJ) 
x= 1-1 ,y= 1-1 ' 

z = - ~ ~ t 1) , (f) 

also durch drei Gleichungen mit zwei Parametern 1 und gJ dar­
gestellt. 

Von jeder der beiden Formen kann man zur gewöhnlichen Dar­
stellung übergehen, wenn man die Parameter beseitigt. 

269. Fortsetzung. Beispiel a) 
mit gemeinsamem Scheitel und Achse. 
ander senkrecht. Es soll eine' 
Ellipse mit veränderlichen Halb­
achsen diese beiden Kurven so 
entlang gleiten, daß ihre Ebene 
stets senkrecht zur Parabelachse 
und ihr Mittelpunkt auf dieser 
Achse bleibt, während ihre Scheitel 
auf den beiden Parabeln selbst 
gleiten. Man gebe die Gleichung 
der erzeugten Fläche, eines allge­
meinen elliptischen Parabo­
loides, an, Abb.423. 

Gegeben sind zwei Parabeln 
Ihre Ebenen stehen zuein-

z 

11 

Abb. 423. 
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Das erzeugende Element ist hier die gleitende Ellipse. Um die 
Gleichung der gesuchten Fläche zu erhalten, muß man vom erzeu­
genden Element eine Eigenschaft angeben. .Am einfachsten meist 
seine Gleichung. Man wählt die .Achsen 0 A und OB als Koordi­
natenachsen auf der Ellipse, dann ist deren Gleichung 

~2 ",2 

a2 + /p-1=0. (a) 

Die beiden veränderlichen Halbachsen a und ß, die man auch als 
Parameter ansprechen kann, sind für jede einzelne Lage der Ellipse 
aus der Bedingung zu entnehmen, daß die Scheitel der Ellipse auf 
den gegebenen Parabeln liegen müssen. Der Scheitel der beiden 
Parabeln liegt im Nullpunkt, die Koordinatenachsen sind Tangenten 
an die Parabeln, man verwendet sonach die Scheiteltangenten­
gleichung der Parabel. Die in' der x-Ebene liegende Parabel hat 
die Gleichung 

oder genauer 

da man ja im Raum arbeitet und die Tatsache, daß die Parabel 
in der x-Ebene liegt, durch x = 0 ausdrücken muß. Entsprechend 
ist die Gleichung der in der y-Ebene liegenden Parabel 

x2 =2az mit iy=O. 

Der Punkt A der erzeugenden Ellipse mit den Koordinaten a I 0 i z 
liegt auf der zweiten Parabel, er muß also deren Gleichung erfüllen, 
ebenso der Punkt B mit den Koordinaten 0 I ß I z die Gleichung der 
ersten Parabel, es muß sonach gelten 

a2 =2az und 

damit wird die Gleichung der erzeugenden Ellipse 

~2 ",2 
-+--1=0 
2 az 2 bz oder 

(b) 

(c) 

da ja die Koordinaten ~ und 'fJ des Punktes P in der Ellipsenebene 
auch gleichzeitig seine Koordinaten x und y im Raume sind. Man 
hat die Gleichung der gesuchten Fläche in der entwickelten Form 
z = f (x, y) erhalten. Wenn man will. kann man auch sagen, die 
Fläche ist durch die drei Gleichungen (a) und (b) mit den zwei 
Parametern a und ß dargestellt. Wenn man diese beiden Para­
meter, wie auch tatsächlich geschehen, beseitigt, erhält man die ge­
wöhnliche Darstellung. 
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270. Fortsetzung. Für eine Raumkurve sind zwei Darstellungen 
üblich; eine erste erzeugt die Kurve als Schnitt zweier Flächen und 
stellt sie durch zwei Gleichungen 

F (x, y, z) = 0 mi t G (x, y, z) = 0 (a) 

dar. Die zweite Darstellung geht von einem erzeugenden Punkt 
aus und gibt dessen Eigenschaft an; der analytische Ausdruck dieser 
Eigenschaft ist dann die Gleichung der untersuchten Raumkurve. 
Ein Punkt auf einer (ebenen oder räumlichen) Kurve hat mir einen 
Freiheitsgrad oder nur eine Koordinate. Durch eine einzige Zahl t 
ist also die Lage des Punktes auf der Kurve und damit auch im 
Raum vollständig bestimmt. Also sind vom Punkt P durch diese 
Koordinate t auf der Kurve auch die Koordinaten x I y I z im 
Raum bestimmt. Es werden sonach die drei Gleichungen mit dem 
verfügbaren Parameter t, 

X = (jJ (t) mit 'y = tp (t) mit Y =1.. (t) (b) 

eine Raumkurve darstellen. 
Diese zweite Darstellung einer Raumkurve durch drei Glei­

chungen mit einem verfügbaren Parameter ist die übliche. Meist 
ist dieser Parameter die Zeit, so daß also für jeden Zeitpunkt t 
eine ganz bestimmte Lage des auf der Kurve sich bewegenden 
Punktes P gegeben ist; die Koordinaten x, y, z sind dann Funk­
tionen der Zeit. 

Wenn man den Parameter beseitigt, erhält man die Darstel­
lung (a); umgekehrt wird es sich recht oft verlohnen, durch Ein­
führung eines Parameters von der Darstellung (a) zu jener (b) über­
zugehen. Eine Darstellung der Raumkurve durch mehr als drei 
Gleichungen ist nicht üblich; wenn man sie durch n Gleichungen 
darstellt, müssen natürlich in diesen Gleichungen n - 2 Parameter 
auftreten; ihre vollständige Beseitigung führt zur Darstellung (a); 
ihre Beseitigung bis auf einen zur Darstellung (b). 

Beispiel a) Man stelle die Gleichung der 
Schraubenlinie auf. . 

Sie wird durch einen Punkt erzeugt, der 
eine gleichmäßige Drehung um eine feste Achse 
ausführt und gleichzeitig eine gleichmäßige Ver­
schiebung in ihrer Richtung. Er hat sonach eine 
konstante Verschiebungsgeschwindigkeit 'IJ und eine 
konstante Winkelgeschwindigkeit u. Dann ist sein 
Verschiebungsweg in Richtung der Achse, die man 
Abb.424, 

z =vt. 
Egerer, Ingenieur-Mathematik 11, 

A 
;z; 

Abb.424. 

als z-Achse wählt, 

(c) 
40 
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Sein Winkelweg um die z-Achse ist cp = ut. Zur Zeit t = 0 hat er 
die Lage A; durch diesen Anfangspunkt legt man die x-Achse, 
dann ist 

x=ac~s9?} 
y=asm 9? 

oder x=ac~sut}. 
y=asmut 

(d) 

Die drei Gleichungen 

x=acosut mit y=asinut mit z=vt (e) 

bilden dann die übliche Darstellung der Schraubenlinie. 
Vielfach führt man die Ganghöhe h der Schraubenlinie ein, 

d. i. der Verschiebungsweg des erzeugenden Punktes nach einer Um­
drehung. Wenn 9?o= uto= 2 n geworden, dann ist eine Umdrehung 
vollendet, dann gilt auch k = vto' wo to die für eine Umdrehung 
notwendige Zeit. Aus dieser Beziehung ergibt sich 

k=2n.!=2cn. 
u (f) 

Die Schraubenlinie liegt auf einem Kreiszylinder vom Halbmesser a 
und schneidet, am einfachsten aus der Abwicklung zu ersehen, alle 
Parallelkreise des Zylinders unter dem konstanten Winkel IX, so 
zwar daß 

k c 
tglX=--=-

2an a 
ist. 

Beispiel b) Wie wird in Vektorkoordinaten die Gleichung 
einer Raumkur.ve dargestellt 1 

Wie in der ebenen Geometrie durch eine 
Gleichung 

f = f(t), 

wo t ein verfügbarer Parameter ist. Denn für 
jeden Wert von t erhält man einen bestimmten 

Abb. 425. Vektor r und damit auch einen bestimmten 
Endpunkt U desselben, -also 001 Punkte, die in 

ihrem Gesamtpunkt eine Raumkurve bilden, Abb.425. 

Beispiel c) Wie stellt man in Vektorkoordinaten die Glei­
chung einer Fläche dar 1 

Durch 
f = ((u, v), (g) 

wo u und v verfügbare Parameter sind. Denn für jedes der 002 

Wertepaare u I verhält man einen bestimmten Vektor r und damit 
auch einen bestimmten Endpunkt U dieses Vektoren, also insgesamt 
002 solche Punkte, die in ihrer Gesamtheit ein Fläche bilden. 
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271. Erzeugung der Flächen. In den vorausgehenden drei 
Nummern wurde als Weg für die Aufstellung der Gleichungen von 
Flächen und Raumkurven vorgeschlagen, daß man die Eigenschaft 
des erzeugenden Elementes angibt. Bei einer Fläche ist dieses 
gewöhnlich eine bewegte Kurve. Man teilt die Flächen deswegen 
nach der Art der erzeugenden Kurve ein und betrachtet insbesondere 
jene Flächen eingehender, deren erzeugendes Element eine Gerade 
ist, d. s. die Linien- oder Regelflächen. Die bewegliche Gerade 
heißt man kurz die Erzeugende, die festen Kurven, auf denen sie 
gleitet, heißen Leitlinien. 

Je nachdem zwei unendlich benachbarte Erzeugende sich schneiden 
oder windschief sind, teilt man die Regelfiächen noch ein in ab­
wickelbare Regelfiächen und nicht abwickelbare (auch gekrümmte 
oder windschiefe genannt). Durch je 
zwei unendlich benachbarte Erzeu­
gende werden nämlich im ersten Fall 
aufeinanderfolgende Flächenstreifen 
gebildet, deren jeden einzelnen man 
in die Ebene des vorausgehenden 
Streifens dadurch bringen kann, daß 
man ihn um die begrenzende Gerade 
dreht, Abb. 426. Setzt man dieses 
Drehen von Streifen zu Streifen fort, 
so wird schließlich die ganze FIä.che 
in einer Ebene ausgebreitet, sie ist 
auf dieser Ebene abgewickelt. Be- Abb. 426. 
sondere Fä.lle solcher abwickelbarer 
Regelßächen sind die gleich nachher zu besprechenden Zylinder­
und Kegelßächen. 

Eine andere Entstehung für abwickelbare Regelßächen ist auch 
jene durch eine Schar von stetig aufeinanderfolgenden Ebenen. 
Je zwei unendlich benachbarte Ebenen der Schar scheiden sich 
in einer Geraden, die 001 Schnittgeraden bilden dann die Regel­
ßäche. Von ihnen schneiden sich auch wieder je zwei aufein­
anderfolgende, Abb. 426, sonach ist die entstehende Regelfiäche 
abwickelbar. 

Die Zylinderflächen sind besondere abwickelbare Regelßächen. 
Ihr Kennzeichen ist: die Erzeugende bleibt sich stets parallel, die 
Leitlinie ist eine beliebige Kurve. Wählt man beispielsweise als 
Leitlinie eine Ellipse, so erhält man einen elliptischen Zylinder, von 
dem der Kreiszylinder wieder ein Sonderfall ist. Eine Hyperbel 
liefert einen hyperbolischen Zylinder, eine Parabel einen parabolischen, 
eine Sinuslinie einen Sinuszylinder usw. 

40· 
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Beispiel a) Man beweise den Satz: 
Jede Gleichung F(x,y)=O stellt im Raum einen 

Zylinder parallel der z-Achse vor, (a) 
entsprechend natürlich die Gleichung F (y, z) = 0 oder F (z, x) = 0 
einen Zylinder parallel zur x- bzw. y-Achse. 

Wenn nämlich z in der Flächengleichung fehlt, so liegen alle 
Punkte alb I z mit beliebigem z auf der Fläche, sobald der Punkt 
alb I c der Fläche angehört; diese Punkte a f bl z, die sich also nur 
durch verschiedene z unterscheiden, liegen aber selbst wieder auf 
einer Geraden parallel zur z-Achse, es muß sich sonach die Fläche 
F (x, y) = 0 aus lauter Geraden parallel zur z-Achse zusammElnsetzen, 
sie bildet tatsächlich einen Zylinder parallel der z-Achse. Die gleiche 
Betrachtung gilt, wenn x oder y in der Flächengleichung fehlt. 

Die Kegelflächen sind besondere abwickelbare Regelfiächen. 
Ihr Kennzeichen ist: die Erzeugenden gehen alle durch den gleichen 
Punkt, die Kegelspitze, die Leitlinie ist eine beliebige Kurve. Wählt 
man eine Ellipse als Leitlinie, so erhält man einen elliptischen 
Kegel, dessen Sonderfall der Kreiskegel ist; die Hyperbel als Leit­
linie liefert den hyperbolischen Kegel, die Parabel den parabolischen 
Kegel usw. 

Beispiel b) Man beweise: 
Eine in den Veränderlichen homogene Glei­

chung stellt einen Kegel mit der Spitze im Null-
punkt vor. (b) 

Wenn die Gleichung in x, y, z homogen ist, dann müssen nach 
(150a) alle Punkte (!a I (!b I (!C der Fläche angehören, sobald der Punkt 
alb I c auf ihr liegt; dabei ist (! jede beliebige Zahl. Alle die 
Punkte (!a I (!b I (!C mit beliebigen (! liegen aber auf dem gleichen 
durch den Nullpunkt gehenden Strahl, es setzt sich deswegen die 
untersuchte Fläche aus lauter solchen Strahlen zusammen, d. h. sie 
ist ein Kegel mit der Spitze im Nullpunkt. 

Besonders oft auftretende abwickelbare Flächen sind ferner die 
Konoidflächen mit dem Kennzeichen: die Erzeugende schneidet 
stets eine gegebene feste Gerade, die Leitgerade oder Direktrix, 
und bleibt einer gegebenen festen Ebene, der Leitebene, stets 
parallel, während sie auf einer gegebenen festen Kurve, der Leit­
linie, gleitet. 

272. Fortsetzung. Bei s pie I a) Eine besondere Konoidfiäche 
ist die Schraubenfläche; man stelle ihre Gleichung auf. 

Sie entsteht aus der Schraubenlinie folgendermaßen [das Koor­
dinatensystem ist wie im Beisp. 270a gewählt]: eine Gerade bewegt 
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sich so, daß sie stets die Schraubenlinie und die z-Achse schneidet, 
während sie gleichzeitig zur z-Ebene parallel bleibt. Es ist sonach 
die Schraubenlinie Leitlinie, die z-Achse Leitgerade und die z-Ebene 
Leitebene. Stellt man die Gleichung der Erzeugenden auf, so hat 
man damit auch gleichzeitig die Gleichung der Schraubenßäche 
aufgestellt. Von der Erzeugenden liegt ein Punkt P., immer auf der 
Schraubenlinie, der zugehörige Punkt P1 auf der z-Achse. Nach 
(270e) ist 

und deswegen 
Xl =0, Y1 =0, Zl =tJt. 

Die Gleichung der Geraden P1 Ps ist dann nach (I 222e) 

a cosut 

oder umgewandelt 

Y 
asinut 

z -tJt 

o 

X sin ut = y cos ut mit z = tJt, 

oder nach Beseitigung des Parameters t 

~=tg(z;) oder z=carctg~, (c) 

wenn man wieder den Quotienten der beiden konstanten Zahlen 
tJ : u = c setzt. 

B eis pi el b) Über dem Mittelpunkt einer gleichseitigen Hyperbel 
im Abstand h von deren Ebene liegt der Punkt Po. Man stelle die 
Gleichung jener Fläche auf, die durch eine die Hyperbel entlang 
gleitende und stets durch Po gehende Gerade gebildet wird, Abb.427. 

Man macht die Ebene der Hyperbel zur z-Ebene, die Senkrechte 
zu ihr durch Po zur z-Achse; in der z-Ebene selbst wählt man die 
Asymptoten der Hyperbel als x- und y-Achse, 
dann ist ihre Gleichung xy = c". Die er­
zeugenden Geraden bilden einen Kegel, für 
den die gegebene Hyperbel die Leitkurve 
ist; also einen hyperbolischen. Die Glei­
chung der erzeugenden Geraden ist auch 
gleichzeitig die Gleichung der Fläche, denn 
diese ist eben nichts anderes als die Ge- Abb. 427. 
eamtheit der Geraden. Natürlich wird in 
der Gleichung der erzeugenden Geraden ein Parameter auftreten, 
entsprechend der Tatsache, daß man 001 Gerade hat. Von den 
Gleichungen einer Geraden im Raum ist die brauchbarste jene der 
Geraden durch zwei Punkte P1 und P.,. Im vorliegenden Fall wählt 
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man Po als den ersten Punkt PI und einen beliebigen Punkt der 
Hyperbel als zweiten P2 • Und zwar in der Weise, daß man etwa 
sein x als Parameter einführt und mit ~ bezeichnet. Dann gilt 

c2 

~y'J = c2 oder Y2 = f' also PI = 0; 0 I h, 

Die Geradengleichung wird dann 

x-o y-O z-h x Y~ z 
~-O= C2:~-O =O-}" oder ~ = C2=1-X-' 

Vorstehende Gleichung stellt die Erzeugende dar; oder genauer 
wegen des Parameters ~ die 001 Geraden, die möglich sind; also 
auch die Fläche selbst, deren Erzeugende diese Gerade ist. Wenn 
man noch ~ beseitigt, erhält man die Flächengleichung in der ge­
wöhnlichen Form 

273. Fortsetzung. Eine Drehfläche entsteht auf zweierlei 
Weise: entweder man dreht eine ebene Kurve um eine gegebene 
feste Achse; oder ein sich stets parallel bleibender Kreis mit im 
Raum unveränderlicher Symmetrieachse aber veränderlichem Halb­
messer gleitet auf einer vorgeschriebenen Kurve, der Leitlinie. Um 
die Gleichung der Drehßäche anzugeben, wird man bei der ersten 
Erzeugung die Gleichung des sich drehenden Meridians aufstellen, 
die dann nach Entfernung aller auftretenden Unbekannten die ge­

suchte Flächengleichung ist. Im 
zweiten Fall ist die Gleichung 

'" des erzeugenden Kreises auch 
,. gleichzeitig die Gleichung der 
\: ..... /. untersuchten Drehßäche, wenn 

1\ (XI man alle Unbekannten besei-
k-----+,+\ -+---I,-I/~y tigt hat. 

zi \ .' 
I \;/ ,// 

r-----::-:-----"-.;,:I ..... ··· \ ._,.--
'/'-

r 
Abb. 428. 

Beispiel a) Die Kurve 
F (x, y) = 0 der xy-Ebene dreht 
sich um die y-Achse. Gesucht 
ist die Gleichung der entstehen­
den Drehßäche. 

Man muß vom ebenen xy-System, in Abb.428 durch X, Y an­
gedeutet, übergehen zu einem räumlichen xyz-System. Gewöhnlich 
ma.cht man die Drehachse zur z-Achse. Erzeugendes Element ist 
der sich drehende Meridian, in der Abbildung gestrichelt eingezeichnet. 
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Da er kongruent ist der gegebenen Kurve F (X, Y) = 0, so hat er 
auch die nämliche Gleichung 

F(r,z)=O. (a) 

Denn die X-Achse ist ja übergegangen in die sich 'mitdrehende 
r-Achse und die Y-Achse in die Drehachse, die z-Aohse. 

l' ist wie das frühere X die Entfernung des Kurvenpunktes 
von der Drehachse, mit l' = Vz2 + y2 wird dann die Gleichung des 
rotierenden Meridians, die ja auch die Gleichung der untersuohten 
Fläche ist, 

(b) 

Beispiel b) Die Ellipse b2z2+a2y2=a2b2 dreht sich um 
die y-Achse. Gesuoht ist die Gleiohung des entstehenden Rotations­
Ellipsoides. 

Bei der Drehung geht die z-Aohse über in die rotierende 
r-Aohse, die y-Aohse in die z-Achse und deswegen die Gleichung der 
gegebenen Kurve in die Gleichung des rotierenden Meridians 

b"'1'2 +a2z'l..=a2 b'l., wo 1'2 =Z2 +y2. 

Dann wird die gesuohte Gleiohung, wenn man umformt, 

Zll y'" Zll 
b2 (z2+ yll)+a"'z2=a2b2 oder -+-+--1=0. (0) 

a2 a ll bll 

Beispiel c) Die Kurve F(z,y)=O der zy-Ebene dreht sich 
um die z-Achse, gesuoht ist die Gleichung der entstehenden Drehfläche. 

Man sucht zuerst die Gleiohung des erzeugenden Meridians. mer 
geht die y-Achse über in die sioh mitdrehende r-Achse und die 
z-Achse in die Drehaohse, die man meist wieder' als z-Aohse be­
zeichnet. Die Gleichung des rotierenden Meridians ist sonaoh 

F(z,1')=O, oder F(Z,yzil+y'l.)=O (d) 

wegen r2 =x2 +yll die Gleichung der Fläche. 

Beispiel d) Die Parabel y'J=2pz dreht sich um die z-Aohse. 
Gesucht ist die Gleiohung des entstehenden Rotationspara-
boloides. 

Bei der Drehung geht die y-Achse über in die rotierende 
r-Achse, die Gleiohung des erzeugenden Meridianes, 

1'2 =2pz oder z2+ y'l.=2pz (e) 

ist sonach auch die Gleichung des Rotationsparaboloides. Sie ist 
nur ein Sonderfall der Gleichung (269c) des allgemeinen Paraboloides. 

Beispiel e) Man gebe ein Kennzeichen für eine Rotations­
fläche, die eine der Koordinatenachsen als Drehachse hat. 
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Die Gleichung des sich drehenden Meridianes ist 

F(r,z)=Q, wo r'=Yz'+y2, 
wenn die z-Achse Drehachse ist. In diesem Fall treten sonach in 
der schlußgieichung die beiden Koordinaten z und y immer nur in 
der Verbindung z' + y2 auf. Entsprechend wird die Aussage, wenn 
die z- oder 'li-Achse Drehachse ist. Man hat sonach: 

Wenn in einer Flächengleichung zwei der Koordinaten 
immer nur in der Verbindung Zl +y2 bezw. y? +z' 
oder Zl + z? auftreten, so stellt die Gleichung eine 
Drehfläche mit der z-Achse bzw. z- oder 'li-Achse als 
Drehachse vor. (f) 

274. Fläehensehnitte. Höhenlinien. Eine Fläche wird von jeder 
Ebene nach einer ebenen Kurve geschnitten. Wenn die Gleichung 
der Fläche 

F(z,y,.z)=O ist und E=Az+By+Oz+D=O 
die Gleichung der schneidenden Ebene, so ist die Gleichung 
Schnittkurve 

F(Z,y,Z)=O} F=O} 
Äz+By+Oz+D=O oder abgekürzt E=O 

der 

(a) 

Insbesonders sind die Schnitte der Fläche mit den Koordinaten­
ebenen durch 

F(Z,y,Z)=O} F(Z,y,z)=O} F(Z,y,Z)=O} 
bzw. und 

z=o y=O z=o 
dargestellt. 

Beispiel a) Man gebe von der Fläche 

Y?Z+Z2_ y=0 

(b) 

(c) 

die Schnittkurven mit den drei Koordinatenebenen an und dis­
kutiere sie. 

Sie sind nach (b) 

y?,z+z?_y=O} 
z=O , 

y2 Z+ Z2_ y=0} y2 Z+ Z2_ y =0} 
y=O , z=O ; 

oder wenn man vereinfacht, 

y(YZ-l)=O} 
z=o bzw. 

Z2=0} und Z2_ y =0} 
y=O %=0 . 

Es ist sonach die Schnittkurve mit der z-Ebene, dem Aufriß, gegeben 
durch die z-Achse y = 0 und die gleichseitige Hyperbel yz = 1 ; 
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die Schnittkurve mit der y-Ebene, mit dem Seitenriß, durch die doppelt 
zählende z-Achse x'J = 0; und die Schnittkurve mit dem Grundriß, 
der z-Ebene, durch die Parabel x'l =y, Abb.429. 

Eine Fläche heißt von der nten Ordnung, wenn 
sie von jeder Ebene in einer Kurve n ter Ord­
nung geschnitten wi'rd. 

z 
(d) 

Nach dieser Festlegung ist eine Ebene 
eine Fläche erster Ordnung, und die Kugel 
eine Fläche zweiter Ordnung. Bei ebenen 
Kurven wurde der Satz bewiesen: eine 
Gleichung n ten Grades in Parallelkoordi­
naten stellt eine Kurve nter Ordnung dar. 
Eine entsprechende Beweisführung für die .r: 

_____ 11 

Ra.umgeometrie, die .übrigens im dritten 
Band noch nachgeholt wird, liefert den Satz: 

Abb. 429. 

eine Gleichung n ten Grades in Parallelkoor­
dinaten stellt eine Fläche n ter Ordnung dar. (e) 

Darnach werden also durch Gleichungen zweiten Grades Flächen 
zweiter Ordnung dargestellt. Die Gleichung (c) stellt eine Fläche 
dritter Ordnung vor; die von jeder Ebene in einer Kurve dritter 
Ordnung geschnitten wird. Beispielsweise von der x-Ebene nach 
der Kurve y (zy -1) = O. [Scheinbar wird sie von der y- und 
z-Ebene in Kegelschnitten, also in Kurven zweiter Ordnung geschnitten; 
indes nur scheinbar, denn die vollständige rechnerische Durchführung 
liefert für jede dieser beiden Ebenen auch noch die unendlich ferne 
Gerade als Schnittkurve ]. 

Meist stellt man sich die z-Achse als lotrecht im Raum stehend 
vor. Dann ist die z-Ebene und jede zu ihr parallele Ebene eine 
Horizontal- oder Niveau-Ebene. Ihre Gleichung ist z = c, wo c 
jeden beliebigen Wert haben kann. Die Schnitte solcher Ebenen 
mit der untersuchten Fläche bezeichnet man als Horizontalschnitte 
der Fläche oder auch als Horizontallinien, Niveaulinien (auch 
Höhenlinien oder Höhenschichtlinien oder Schichtlinien, zuweilen 
Isokoten). 

Die Gleichung einer Höhenlinie der gegebenen Fläche F (x, y, z) = 0 
ist demnach 

F(X,y,z~ ~}. (f) 

Die Höhenlinien einer Fläche dienen besonders für die Ermittlung 
der Gestalt einer durch ihre Gleichung gegebenen Fläche. 
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Beispiel b) Man mache sich von der Fläche des Beisp. a) ein 
ungefähres Bild durch Diskussion ihrer Höhenlinien. Zu untersuchen 
ist nur der über der z-Ebene liegende Teil der Fläche. 

Deren Gleichung ist 

y2 Z + X2_ y =O mit Z=C· 
oder 

y2 c +x2 -y=O, 

wenn man sich ein ebenes Koordinatensystem parallel der z-Ebene 
denkt. Die untersuchten Kurven sind alle Kegelschnitte symmetrisch 
zur y-Achse, ihre Mittelpunkte liegen sonach alle auf dieser Achse. 
Die auf ihr liegenden Scheitel der einzelnen Kegelschnitte sind 
gegeben durch 

x=O, also y'!.c-y=O oder y(yc-l)=O 
oder 

Yl =0 und Y2=1:c. 

Der Mittelpunkt hat sonach die Lage ° I : c . 

Ob die Kegelschnitte Ellipsen oder Hyperbeln sind, entscheidet 
man am einfachsten durch Bestimmung der beiden anderen Scheitel; 
sind diese reell, so hat man Ellipsen, sind sie imaginär, Hyperbeln. 
Die zur x-Achse parallele Gerade durch den Mittelpunkt schneidet 
die beiden anderen Scheitel aus; für sie gilt 

also 
y=1:2c nebst y2 C+ X2_ y =0, 

o 

oder + x = 1 : 2 Vc. 
Die einzelnen Niveaulinien sind so­
nach Ellipsen, mit dem Mittelpunkt 
auf der y-Achse; ihre Halbachsen sind 

1 1 
a=--= und b=-. 

2Vc 2c 

Y Sie berühren alle die x-Achse im 
Nullpunkt. Die Formel für die Hal.»­
achsen läßt ersehen, daß diese Ellipsen 

.r um so größer sind, je kleiner z ist, 
d. h. je benachbarter die Höhenkurve 

Abb. 430. der z-Ebene ist. Das vorausgehende 
Beispiel hat bereits gezeigt, daß die 

mit der z-Ebene zusammenfallende Niveaulinie eine Parabel ist. 
Umgekehrt werden die Ellipsen kleiner und kleiner, je mehr sich 
die Niveau-Ebene von der z-Ebene entfernt, Abb.430. 
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276. Diskussion von Raumkurven. Diegestaltlichen Verhältnisse 
einer Raumkurve werden in den allermeisten Fällen bestimmt durch 
ihre Projektion auf zwei Koordinatenebenen. Legt man durch jeden 
Punkt U der Raumkurve eine Gerade parallel der Projektions­
richtung, etwa der z-Richtung, so bilden diese Geraden in ihrer 
Gesamtheit den Projektionszylinder. Dessen Gleichung wird ge­
funden als Gleichung der erzeugenden Geraden, nämlich der durch 
den Raumkurvenpunkt gehenden Geraden parallel zur z-Achse, wenn 
die Projektion auf die z-Ebene gesucht ist. Die Gleichung der 
Raumkurve sei 

x=q;(t) mit Y=1Jl(t) mit z=X(t). (a) 

Jedem Parameter t ist ein bestimmter Punkt U = x I Y I z der Raum­
kurve zugeordnet und deswegen auch eine bestimmte Projektionsgerade. 
Eine Gerade parallel zur z-Achse durch den Punkt Po = Xo I Yo I Zo 

hat die Gleichung x = Xo mit y = Yo' die Projektionsgerade durch 
den untersuchten Punkt U also die Gleichung 

x =q; (t) mit y = 1Jl (t). (b) 

Da nun t ein vedügbarer Parameter ist, steUt vorstehende Gleichung 
alle Projektionsgeraden und somit gleichzeitig den Projektionszylinder 
in der z.Richtung vor. Will man nicht die Parametedorm, so muß 
man taus beiden Gleichungen entfernen. 

Entsprechend ist die Gleichung des Projektionszylinders in der 
x- oder y-Richtung 

y = 1Jl (t)} 
Z= X(t) 

bzw. z=x(t) }. 
x =q;(x) 

Wenn die Gleichung der Raumkurve gegeben ist durch 

(c) 

F(x,y,z)=O mit G=(x,y,z)=O, (d) 

so kann man sich diese Gleichung auf die Form (a) zurückgeführt 
denken, wenn man z = t setzt. Die drei Gleichungen 

F (x, y, t) = ° , G(x, y, t)=O, z=t (e) 

ersetzen dann in unentwickelter Form die drei Gleichungen (a). 
Man kann sich ja die ersten beiden Gleichungen nach x und y auf­
gelöst denken. Dann stellen wieder die beiden ersten Gleichungen 
den Projektionszylinder in der z-Richtung vor und zwar in 
der Parameterdars~llung. Von ihr aus kann man zur gewöhnlichen 
Darstellung übergehen, wenn man den Parameter t entfernt. Es 
ergibt sich daraus die einfache Regel für die Aufstellung der Glei­
chung des Projektionszylinders in der z-Richtung: 
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Die Projektion lier Raumkurve 

F(x, y, z)=O} 
G(x, y, z)= 0 

in der z-Richtung geschieht durch den Projektionszylinder 
in dieser Richtung. Dessen Gleichung f(x, y) = 0 erhält 
man, wenn man z aus den beiden Gleichungen F = 0 
und G = 0 beseitigt. (f) 

Die Projektion der Raumkurve auf die z-Ebene ist. deren 
Schnitt mit dem Projektionszylinder in der z-Richtung; ihre Glei-
chung ist sonach 

fex, y)=O}. 
z=O 

(g) 

Entsprechend erhält man die Projektion auf die x- und y-Ebene. 

Beispiel a) Man gebe die Projektionen der Schraubenlinie 
auf die drei Koordinatenebenen an. 

Ihre Gleichung ist nach (270e) 

x=acosut mit y=asinut mit z=vt. 

Auf die z-Ebene wird sie projiziert durch den Projektionszylinder 

x=aco.sut 1
J oder x 2 + y2 = a2, 

y=aslDut 

einen Kreiszylinder; dessen Schnitte mit der z-Ebene, 

mit z=O, 
ein Kreis um den Nullpunkt mit dem Halbmesser a, ist die z-Projektion. 

Auf die x-Ebene projiziert man die Schraubenlinie durch den 
Projektionszylinder 

y=asinut} 
oder 

z=vt 
Dessen Schnitt mit der x-Ebene, 

y=asin(: z) mit x=O, 

eine homogen deformierte Sinuslinie, ist die Projektion auf die 
x-Ebene. 

Ebenso ist die Projektion auf die y-Ebene eine homogen 
deformierte Sinuslinie oder Kosinuslinie. 

Beispiel b) Gesucht sind die Spurpunkte einer Raum­
kurve im Grundriß. 
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Sie liegen sowohl auf der Kurve wie auch im Grundriß, also 
müssen ihre Koordinaten die Gleichungen beider Gebilde erfüllen, 
man erhält sonach die Koordinaten der Spurpunkte aus den Glei­
chungen 

F(x, y, z)=O, G(x, y, z)=O, z=O 
bzw. (h) 

y=1p(t), z=x(t), :<:=0 

je nach der Gleichungsform für die Raumkurve. 
Entsprechend findet man die Spurpunkte im Aufriß x = 0 oder 

im Seitenriß y = 0 . 

276. Fortsetzung. Beispiel a) Wenn die Gleichung einer 
Raumkurve 

F(x, y, Z)=O} 
G(x,y,z)=O 

ist, dann stellt auch 

die nämliche Raumkurve vor. Beweis! 

aF+PG=O} 
"F+()G=O 

Es sei PI irgendein Punkt der Raumkurve. Dann muß er 
sowohl auf der ersten Fläche F = 0 wie auch auf der zweiten 
G = 0 liegen, seine Koordinaten müssen sowohl F wie G zum Ver­
schwinden bringen, d. h. es muß F (Xl' YI' Zl) = 0 sein und ebenso 
G(XI'YI,ZI)=O. Dann macht der Punkt PI aber auch aF+pO 
zu Null und ebenso "F + () G , d. h. er liegt auf den Flächen 
aF+pG=O und "F+()G=O. Was von PI gilt, gilt auch von 
jedem beliebigen Punkt P der Raumkurve. Es müssen also die 
beiden erwähnten Flächen sich in dieser Raumkurve schneiden. 

Beispiel b) Man beweise mit Hilfe von Vektoren, daß die 
zusammengehörigen Gleichungen 

x=a1 +a2 t+as t2, y=bl +bll t+bs t2, z=cI +clI t+cs t2 

eine ebene Kurve vorstellen. Was für eine Kurve ist das1 
Die drei analytischen Gleichungen kann man als Projektionen 

einer vektoriellen Gleichung betrachten und zu dieser übergehen, 

f=IIX+~y+lsz 
= (al 11 + a ll ~ + as Is) + (bI i1 + b2 12 + bs Is) t + (Cl 11 + CIl ~ + Cs Is) tll 

oder f = 11 + (jt + ttll, 

wo 11, (j, e nach Zahlenwert und Rich­
tung gegebene Größen sind. Man wird 
die Gleichung zuvor noch vereinfachen, 
indem man das Koordinatensystem 
um 11 verschiebt, so wie Abb. 431 an­
gibt. Dann wird Abb. 431. 
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oder ,='t+ CI'.! 

im neuen Koordinatensystem die Kurvengleichung. Sie gibt gleich­
zeitig auch die Konstruktion der Kurven an: Man trägt von einem 
Punkt 0' aus ein Vielfaches des Vektors b an und an dessen End­
punkt ein Vielfaches des Vektors c. Es muß sonach der Kurven­
punkt U immer in der gleichen Ebene bleiben. 

Wenn aber die Kurve eben ist, dann kann man genau 80 über­
legen wie in der Ebene und erhält nach 161, daß sie eine gewöhn­
liche Parabel vorstellt. 

Beispiel c) In 169 war bemerkt worden, daß man eine ebene 
Kurve 

x=u(t) mit y=tJ(t) 

zuweilen mit recht einfachen Mitteln besprechen und auch zeichnen 
kann, wenn man t als dritte veränderliche Raumkoordinate betrachtet. 
Bezeichnen wir sie mit 21, dann ist 

x=u(z) mit y=tJ(z) 

die Gleichung einer Raumkurve, Die erste der beiden Gleichungen 
stellt den Projektionszylinder in der y-Richtung dar, die zweite jenen 
in der x-Richtung. Die erste Gleichung für sich allein betrachtet 

Abb.432. 

ist die Projektion der Raumkurve auf den Seitenriß, die andere die 
Projektion auf die x-Ebene, auf den Aufriß. Wenn man aus beiden 
Gleichungen z beseitigt, erhält man die zu untersuchende Kurve in 
der gewöhnlichen Darstellung f(x, y) = O. Sie ist die Projektion 
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der Raumkurve auf den Grundriß. Man erhält also die zu unter­
suchende Kurve als eine Kurve in der xy-Ebene, die hervorgegangen 
ist aus den Kurven x = U (21) im Seitenriß und y = t1 (21) im Aufriß. 
Die drei Projektionen gehören na.türlich zusammen, so daß jedem 
zusammengehörigen Punktpaar, Pt im Aufriß und Pt' im Seitenriß, 
eiq zugehöriger Punkt PI' im Grundriß entspricht, 80 wie das die 
bekannte Konstruktion der Abb. 432 angibt. 

277. Fortsetzung. An irgendeiner Stelle der Raumkurve 

x=cp(t), y =1jJ (t), z=x(t) (0.) 

ist die Fortschreitungsrichtung der Raumkurve und damit auch 
jene der Tangente an die Raumkurve gleich der Richtung des 
Bogenelementes dB an dieser Stelle. Dessen Projektionen sind 
dx, dy, dz, also seine Richtungskoeffizienten nach (I 193) 

COsIX: cosp: cos'Y: 1 =dx: dy: dz: dB; 

oder wenn man die Ableitungen 

einführt, 

dy , 
Tt=y, 

dz , 
-=21 
dt ' 

d8 , 
-=8 
dt 

cosa: cosp: cosr: 1 =x': y': i: H. 

(b) 

(c) 

Von der Tangente kennt man den Berührpunkt P = x I y 121 und 
nach der entwickelten Formel die Richtungskoeffizienten der Raum­
kurve oder der Tangente, sonach ist die Gleichung der Ta.ngente 
nach (I222b) 

X-x Y-y Z-z 
(d) ---=--=--

COSIX cos{J cosr 
oder' 

X-x Y-y Z-z 
(e) ----r = ---y;- = -z-' -

wenn man die Koordina.ten des untersuchten Punktes mit x, y, z 
und die des allgemeinen, des erzeugenden Punktes mit X, Y, Z 
bezeichnet. 

Im untersuchten Punkt steht die Normalebene der unter­
suchten Kurve senkrecht zur Tangente, sie hat sonach die gleichen 
Richtungskoeffizienten und deswegen nach (I 212c) die Gleichung 

(X -x)coscc +(y -y) cosp +(Z-z)cos r= 0, (f) 

oder nach Berücksichtigung der Werte der Richtungskoeffizienten 

(X -x)x' +(Y-y)y' +(Z -z)i=O. (g) 
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Beispiel 80) Man gebe die Gleichung der Tangente und der 
Normalebene für jenen Punkt der Schraubenlinie 

x=acosut, y=asinut, z=vt 
an, den sie nach einer halben Umdrehung erreicht. 

Bei Beginn und ebenso nach einer vollen Drehung ist x = a , 
y = 0, nach einer halben Umdrehung also x = - a und y = 0, was 
für ut = n oder t = n: u zutrifft. Der untersuchte Punkt hat sonach 
die Koordinaten 

x=acosn=-a, 
v 

y=asinn=O, z=-n=lh, u 
siehe auch (270 e, f). An der untersuchten Stelle ist 

x'=-ausinut, y' =au cosut, z' =v, 

oder nach Einsetzung von t = n : u 

x'=O,. y'=-au, z' = V', 

sonach die Gleichung der Tangente 

X+a Y =Z-ik 
o -au 'V 

oder 
(h) 

Die Normalebene hat die Gleichung 

(X +a).O+ y. -au+(Z -lk)v=O 
oder 

auY=(Z-lk)v. 

Beispiel b) Wenn die Gleichung der Raumkurve nicht in der 
Parameterdarstellung (a) gegeben ist, wie ist dann die Gleichung der 
Tangente zu ermitteln 1 

Die andere weniger übliche Darstellung einer Raumkurve ist 

F(x,y,z)=O mit G(x,y,z)=O. 
Man kann diese Darstellung auf die Parameterdarstellung überführen, 
wenn man einen Parameter t einführt, etwa so, wie durch (275e) 
angegeben. Oder man sagt: die Kurve ist der Schnitt von zwei 
Flächen F = 0 und G = 0, es werden so nach im untersuchten Punkt 
die beiden Tangentialebenen an die Fläche F = 0 und G = 0 sich 
in einer Geraden schneiden, die mit der gesuchten Tangente zusammen­
fällt. Die Gleichung der Tangentialebene selbst ist noch aufzustellen. 

Das Bogenelement da der Raumkurve an der untersuchten 
Stelle ist gegeben durch seine Projektionen dx, dy, dz und zwar in 
der Form 
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oder wenn man wieder z', 1/', i für diese Ableitungen einführt, 

as=atl/z''J + 1/''4 + i 2• 

641 

(i) 

(k) 

Die Bogenlänge S zwischen zwei Punkten PI und P2 der Raum­
kurve, die beide durch die Parameter '1 und ts bel!timmt sind, ist 
dann durch Integration zu fiilden, 

(1) 

Beispiel c) Vom Bogenelement der Schraubenlinie gilt nach 
Beispiel a) 

x' = - ausinut, y=aucosut, '1.'=", 
sona.ch 

t. 
as=atVa'Ju'J+v'J und s=I as=Va'Ju'J+v'J(t'J -tl)' (m) 

'1 
Beispiel d) Wie kann man die Bogenlänge der Schrauben­

linie mit einfachen Mitteln ausfinden 1 
Ihr erzeugender Punkt führt zwei Bewegungen aus: eine Drehung 

um eine feste Achse mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit u 
und eine Verschiebung in Richtung dieser Achse mit der konstanten 
Geschwindigkeit v. Sie bewegt sich 
sonach auf einem Kreiszylinder mit ····-1 
dem Halbmesser a. Wenn man diesen 

" längs einer Mantellinie aufschneidet 8" J 
und in eine Ebene abwickelt, wird 
die Schraubenlinie in wahrer Größe O'lr"-"-----:.r4:---.L--~­
mit abgewickelt, sie wird "rektifiziert". '------aa.:!l~---...J 

Da wegen der konstant vorausgesetzten 
u und v der Drehweg und der Ver­

Abb.433. 

schiebungsweg immer proportional sind, wird die Schraubenlinie auf 
dem Kreiszylinder als eine Gerade abgewickelt. Es ist, wenn man 
den Weg 8 vom Beginn der Zeitzählung aus zählt und den Drehweg 
mit Sd' den Verschiebungsweg mit Sv bezeichnet, Abb.433, 

8d =au·t, 8v =V·t, 
s=Vsd'J +8v'A=tVa'J u2 +,,2. (n) 

Der Weg zwischen zwei Zeiten t1 und t2 ergibt sich dann so wie 
oben schon entwickelt. 

Egerer, Ingenieur-Mathematik 11. 41 
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278. RiChtungsbeziehungen. Wenn die zu untersuchende Fläche 
durch die entwickelte Darstellung z = fex, y) gegeben ist, dann ist 
die geometrische Deutung der partiellen Ableitungen 

f=p=of(~Y) und r.=q=of(x,y) ('a) 
1 OX 2 oy 

nach (141) folgende: Im Punkt U=x!1IIz der Fläche z=f(x,y) 
stellt 

t _ of(x"y) _~_{._ 
grp- oy - oy - 2-q (b) 

die Richtung der Schnittkurve der Fläche mit der zum Aufriß paral­
lelen Ebene durch U vor. Sonach wird, wenn man die erzeugenden 
Koordinaten mit ~! 1] 11; bezeichnet, die Gleichung der Tangente in 
diesem Punkt U 

1;-z=q(1]-Y) mit ~=x. (c) 

Ihr Spurpunkt im Grundriß ist 81 = x ! Y - ~ I' 0 . 
I q 

Entsprechend ist 

tg1p= Of(X.J!l=~={, =P 
ox OX 1 

(d) 

die Richtung der Schnittkurve der Fläche mit der zum Seitenriß 
parallelen Ebene durch U. Und die Gleichung der Tangente dieser 
Kurve im Punkt U wird entsprechend werden 

1;-z=p(~-x) mit 1]=Y. (e) 

Ihr Spurpunkt im Grundriß ist 82 = X - ~ ! Y I! 0 . 
PI 

Die Tangentialebene im Punkt U =x 1 Y; z an die Fläche 
z = fex, y) geht durch die eben gefundenen beiden Tangenten hin­
durch. Also auch durch die drei Punkte U, 81 , 8 2 , ihre Gleichung 
ist nach (I 211 a), wenn man die Koordinaten ihres erzeugenden 
Punktes mit ~: 1] i 1; bezeichnet, 

~ 1] 1; 1 ~-x 1]-Y 1;-z 0 

x Y z 1 x Y z 1: 
z z I 

X Y-- 0 1 =0 oder 0 -z 0 1 =0. 
q q 

Z 
0 

Z 
x-- Y 1 0 -z 0 

P P I 

Wenn man nach der vierten Kolonne entwickelt und umformt, 
erhält man 

(f) 
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als Gleichung der Tangentialebene an die Fläche z= fex, y) 
im Punkt P=xlylz. 

In diesem Punkt U hat die Fläche oder ihre Tangentialebene die 
zunächst noch unbekannten Richtungskoeffizienten cos a, cos ß, cos r; 
nach (I 212c) ist dann die Gleichung der Tangentialebene 

K~ - x) cos cc + (Tj -y)cosß +(C -z)cos r =0. 

Diese Gleichung und die Gleichung (f) sind, da sie die nämliche 
Ebene vorstellen, nur Umformungen, es muß sonach gelten 

cos ce : cos ß : cos r = P : q: - 1 , (g) 

oder mit Einführung eines Verhältnisfaktors f! 

COSCC=f!P, cosß=f!q, cosr=-e· (h) , 

Mit Hilfe der Beziehung 

COS2 {( + cos2 ß + cos2 r = 1 
findet man 

!! = 1 : + v' p2 + q2 + 1 
und daraus 

cos a : cos ß: cos r : 1 = P : q : - 1 : + v' p2 + q2 + 1 , (i) 

wo entweder immer nur das obere oder immer nur das untere Vor­
zeichen der Wurzel zu wählen ist. 

Die Normale zur Fläche z=f(x, y) im untersuchten Punkt U 
steht senkrecht zur Tangentialebene und hat sonach die gleichen 
Richtungskoeffizienten (!P, eq, - e? so daß 

~-x Tj-y '-z ---=------.=-- oder f~x=Tj-y=z-_, (k) 
ep eq -e p q 

die Gleichung der Normalen im untersuchten Punkt U ist. 

Beispiel a) Man gebe von der Fläche 

1 1 z=-----
1+x2 1+y2 

zuerst die Richtungskoeffizienten an der allgemeinen Stelle an, als­
dann im Nullpunkt, schließlich noch die Tangentialebene im Nullpunkt. 

Man sucht zunächst die partiellen Ableitungen 

- 2x • 2y 
P=i.1 + X2)2' ,q= (1 +y2)2 
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wo ..j ein abkürzendes Symbol für den ganzen Wurzelausdruck ist. 
Dann wird nach (i) an der allgemeinen Stelle U = z 11/1 z 

cosa: cosp:cosr: 1 =p:q: -1:..j. 

Im Nullpunkt wird 

p=O, 

80nach an dieser Stelle 

q=O und ..j=+1, 

oder 
cosa: cosp:cosr: 1 =0:0:-1: + 1 

cosa=O, cosP=O, cos,,=+1. 

Im Nullpunkt ist dann die Tangentialebene 

(;-O=(~- 0).0+(1]-0).0 oder (;=0, 

d. h. die untersuchte Fläche berührt die z-Ebene im Nullpunkt. 

279. Fortsetzung. Wenn die Gleichung der Fläche in der unent­
wickelten Form F (z, 1/, z) = 0 gegeben ist, dann ermittelt man die 
Richtungskoeffizienten an der untersuchten Stelle z 11/1 z mit Hilfe 
der unter 144 aufgestellten Beziehungen, da ja z als Funktion von 
z und 1/ zu denken ist, 

oF +~!.~=o und ox OZ OX 
(a) 

oder in der abkürzenden Schreibweise 

F1 +Fsp=O und F'J +Faq=O. (b) 

Mit dieser Formel geht (278i) über in 

F F o "1/i! 11 F 11 
cosa:cosP:cosr: 1 =-/:-F":-1: V F\+ F'J\l+l 

3 3 3 a 
oder 

(c) 

wo entweder immer nur das positive oder immer nur das negative 
Vorzeichen der Wurzel zu wählen ist. 

In recht vielen Fällen ist es praktisch, das vorausgehende Ver­
hältnis mit Einführung eines Verhältnis faktors zu verwenden, also 
in der Form 

cosa=eFl' cosP=eF., cosy=eFa (d) 
mit Worten: 

Die Richtungskoeffizienten der Fläche F(z,1/,z)=O 
an der untersuchten S teIle x 11/1 z sind verhältnis­
gleich den partiellen Ableitungen der Flächen-
gleichung an dieser Stelle. (e) 
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Mit diesen bekannten Werten der Richtungskoeffizienten wird 
nach (1212 c) 

(~-Z)Fl +(t'J -y)F2 + (C - z)Fs = 0 (f) 

die Gleichung der Tangent.ialebene im untersuchten Punkt 
U=z!y!z und 

~-z t'J-y C-z 
-p-;- = F-;- = F-;- (g) 

die Gleichung der Normalen in diesem Punkt. 

Beispiel a) Man gebe von der Fläche 

zyz=z+y 

die Richtungskoeffizienten sowie die Tangentialebene und die N or­
male zuerst an der allgemeinen Stelle und dann für den N ull­
punkt an. 

Man könnte zwar nach z auflösen und so verfahren wie in der 
vorausgehenden Nummer angeben. Einfacher wird aber die Lö­
sunng, wenn man von der unentwickelten. Form zyz - z - y = 0 
ausgeht. Man erhält 

F1 =yz-1, F2 =zz-1, Fs=zy 

und als Gleichung der Tangentialebene und der Normalen 

(~-z).(yz-1)+(t'J -y)·(zz-1)+(C -z)·zy= 0 
bzw. 

~-z 1/-y C-z 
yz-1 =zz-1 =-Xy 

Für den Nullpunkt wird wegen z=O, y=O, z=o 

F 1 =-1, F",=-1, Fs=O 

und die Gleichung der Tangentialebene bzw. der Normalen 

~+t'J=0 bzw. ~=t'J mit C=O. 

Beispiel b) Man gebe vom Ellipsoid 

Z2 y2 Z2 

a2 + b2 +&2- 1 =0 (h) 

die Richtungskoeffizienten an der Stelle Po = Zo ! Yo ! Zo an, ferner 
dort die Tangentialebene und die Normale. 

Hier ist 
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und somit an der Stelle Po 

2 x 2 Y 2 Z V (x 2 y, 2 Z 2) cosa:cosß: cos')': 1 =~Q: b90:~:+ 4 ~+--bo..-+4 
a" " C" -- a" " C" 

oder 

_ xo . yo . Zo . + 
--2· b9.n. 1 a "C·-

x 
cosc=+ ~, -a- (i) 

wo entweder nur das obere oder nur das untere Vorzeichen gilt. 
Dann wird die Gleichung der Tangentialebene, wenn man x, y, Z 

statt ~, 1], C setzt, 

(x-x )x~--l-_(y_y )y~+(z-z )~=O 
o a" lOb" \ 0 C" 

oder 

oder 

da ja der Punkt Po =xo I Yo I Zo der gegebenen Gleichung des Ellip­
soides genügen muß. 

Die Gleichung der Normalen wird 

~=x_Oa2=y- yo b2 = z-ZOc2. 
Xo yo Zo 

(0 

280. Diskussion von Flächen. Aus der Diskussion ebener Kurven 
lassen sich einige Sätze durch Erweiterung herübernehmen. Wenn 
beispielsweise das Vorzeichen von z belanglos ist, dann liegt mit 
dem Punkt alb i c auch der Punkt a i b I - c auf der Fläche, man hat 
sonach: 

Wenn das Vorzeichen von z (oder von x oder von y) 
belanglos ist, dann ist die Fläche symmetrisch zur 
z-Ebene (bzw. x- oder y-Ebene). (a) 

Ebenso ist unschwer die Erweiterung des Satzes (163d) einzusehen: 

Wenn man in einer Flächengleichung die Veränder­
lichen x und y vertauschen kann, ohne daß sich die 
Gleichung ändert, dann ist die Fläche symmetrisch 
zur Medianebene y =X. (b) 

Der entsprechende Satz gilt für die Vertauschung von y und z oder 
von z und x. 
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Als Erweiterung von I 105 definiert man: 
Mittelp~nkt einer Fläche ist jener Punkt, in dem alle Sehnen 
der Fläche halbiert werden. Im besonderen gilt: 

Und 

Der Nullpunkt ist Mittelpunkt der Fläche, falls 
mit dem Punkt alb I c auch der Punkt - a I - b I - c 
der Flächengleichung genügt. (c) 

Die Definition und der Satz von 162 wird wiederholt: 

Eine Fläche heißt von der nten Ordnung, wenn 
sie von jeder Ebene nach einer Kurve n ter Ordnung ge-
schnitten wird. (d) 

Eine Gleichung nten Grades in x, y und z stellt 
eine Fläche nter Ordnung dar. (e) 

Wir geben noch die Definition: 

Eine Raumkurve heißt von der nten Ordnung, 
wenn sie von jeder Ebene in n Punkten geschnitten 
wird; 

und schreiben als bewiesen den Satz: 

Eine Fläche mter und eine Fläche nter Ordnung 

(f) 

schneiden sich in einer Raumkurve m· n ter Ordnung. (g) 

Außer durch die vora.ngehenden Sätze gewinnt man durch Diskussion 
der Schnitte der Fläche mit den drei Koordinatenebenen oder an­
deren passend gewählten Ebenen sowie der Höhenkurven Einblick 
und ein Bild von den gestaltlichen Verhältnissen einer Fläche. Natur­
gemäß ist der Begriff Höhenkurve weiter zu fassen, insofern es ge­
stattet ist, jede der drei Koordinatenachsen im Raum lotrecht zu 
stellen, und die zu ihr senkrechten Ebenen dann als Horizontal­
ebenen zu betrachten. 

Beispiel a) Man diskutiere die Fläche 

x2 +y2_ z2 + 2xz2= 0 

und suche sich ein ungefähres Bild von ihrer Gestalt zu machen. 
Die Fläche ist von der dritten Ordnung, wird also von jeder 

Ebene nach einer Kurve dritter Ordnung gesehnitten. Das Vor­
zeichen von y und auch von z ist belanglos, die Fläche ist sonach 
symmetrisch zum Seitenriß , und ebenso auch zum Grundriß. Man 
hat daher nur den oberhalb des Grundrisses und rechts vom Seiten­
riß liegenden Teil der Fläche zu untersuchen. 

Die Fläche schneidet die drei Koordinatenebenen nach den 
Kurven 
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y2_; ~} X2_-Z2+2X~ ~} x2+y: ~}. 
Der Schnitt mit dem Seitenriß ist weiter unten eingehend be­
sprochen. 

Die Höhenkurven, nach 274 

x 2 +y2_ C2+2xc2=0 oder (x+ (2)2+ y'J_(e'J +(4)=0, 

sind Kreise mit dem Halbmesser e = V eil + e4 = e V 1 + e2 , deren 
Mittelpunkte alle im Seitenriß liegen, 
da ja das Vorzeichen von y be- Z 

langlos ist. Auf die z-Ebene proji-
zieren sich diese Kreise alle so, daß 
ihre Mittelpunkte auf der x-Achse 
liegen, Abb. 434. Am einfachsten 
konstruiert man die Kreise, wenn J: 

Abb.434. Abb. 435. 

man sie in Beziehung setzt zur Schnittkurve der Fläche mit dem 
Seitenriß, Abb. 435. Ihre Gleichung in diesem Riß ist 

x'.l_ Z2 + 2xz2=0 oder (x + Z2)2 =Z2 +z4, 
liefert also in jeder Höhe z die bei den Punkte 

Xl =+z1"l +Z2 _Z2, x2 =--z1"l +Z'.l_Z2. 

Mit der Hilfskurve läßt sich das System der Höhenlinien, das Kreis­
system, recht einfach zeichnen. Eine beliebige Gerade im Abstand e 
von der x-Achse schneidet zwei Punkte aus der Hilfskurve aus; 
projiziert man beide auf die x-Achse, so erhält man die Endpunkte 
des dem Wert c zugeordneten Kreisdurchmessers P1 P2 • 

Die Zeichnung des Kreissystems gibt dann ein Bild von der 
Fläche. Nachdem man einmal weiß, daß die Niveaukurven Kreise 
sind und die Fläche symmetrisch zur y-Ebene ist, kann man auch 
einfacher so vorgehen, daß man sich die Fläche dadurch entstanden 
denkt, daß man einen Kreis mit veränderlichem Durchmesser Pt P2 
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auf der Schnittkurve x'J - z'J + 2 xz'J = 0 der Fläche mit der y-Ebene 
gleiten läßt; bei dieser Bewegung muß der Kreisdurchmesser P1P'J 

immer in der y-Ebene bleiben und der x-Achse parallel sein; siehe 
auch Abb. 435. 

281. Fortsetzung. Wenn man von HorizontalsteIlen, von Hori­
zontalebenen oder von lotrechten Geraden usw. im Raum spricht, 
dann denkt man sich in der Regel die z-Achse lotrecht. 

Unter dieser Voraussetzung bedeutet eine HorizontalsteIle 
der Fläche F (x, y, z) = 0 jene Stelle, wo die Tangentialebene parallel 
ist der z-Ebene, wo also cos a = 0 und gleichzeitig cos P = 0 ist. Die 
Formel (279 d) und die Tatsache, daß die Horizontalstelle natürlich 
der Fläche angehören muß, liefert in 

(a) 

die Bedingung für eine HorizontalsteIle derFlächeF (x,y, z)=O. 
An einer Vertikalstelle der Fläche steht die Tangentialebene 

senkrecht zur z-Ebene, dort ist also cos r = 0 oder F s = O. Da 
diese Stelle natürlich auf der Fläche selbst liegt, gilt auch noch 
F=O für sie, d. h. 

Fs=O, F=O, (b) 

ist die Bedingung für die VertikalstAlle der Fläche F (x, y, z) = O. 
Man vergleiche: eine HorizontalsteIle setzt zwei Bedingungen 

voraus, e!ne Vertikalstelle nur eine einzige. Das ist ja auch klar, 
da eine Fläche im allgemeinen nur eine oder wenigstens eine be­
grenzte Zahl von Horizontalstellen hat, dagegen im allgemeinen 
unendlich viele Vertikalstellen. Den geometrisohen Ort dieser unend­
lich vielen Vertikalstellen einer Fläche heißt man ihre Kontur oder 
ihren Umriß in der z-Richtung. Deren Gleichung ergibt sich aus 
der Bedingung, daß jeder ihrer Punkte der Fläche angehören und 
gleichzeitig eine Vertikalstelle sein muß. Also ist die Bedingung (b), 
d. h. die Vereinigung 

F(X'y,Z)=O} 
?F (x,y,z) =0 

oz 
oder abgekürzt F=O} 

Fs=O 
(0) 

die Gleichung der Umrißkurve (auch Kontur oder Konturkurve 
genannt) in der z-Richtung. Man kann natürlich auch von einer 
Umrißkurve in der x- oder y-Richtung spreohen; ihre Gleichung 
wäre entsprechend 

F=O mit F1 =O bzw. F=O mit F2 =O, (d) 
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Von der Umrißkurve geht man über zum Umrißzylinder oder 
Tangentialzylinder an die Fläche in der z-Richtung. Er ist nichts 
anderes als der Projektionszylinder der Umrißkurve, es muß sonach 
seine Gleichung das Beseitigungsergebnis von z aus den beiden Glei­
chungen (c) sein; man beseitigt also z aus den beiden Gleichungen 
F = 0 und Fa = 0 und erhält eine Gleichung von der Form fex, y) = 0 
als Gleichung des Umrißzylinders. 

Der Schnitt dieses Umrißzylinders mit der z-Ebene ist dann 
die Umrißprojektion oder Konturprojektion der gegebenen Fläche 
auf der z-Ebene, ihre Gleichung wäre also 

f(X,y)=O} 
z=O . 

(e) 

Entsprechend findet man natürlich auch die Umrißprojektion in der 
x- und y-Riehtung. 

Beispiel a) Man bestimme die in Richtung der x- bzw. y- und 
z-Achse äußerst gelegenen Punkte der Fläche 

x'y2 =X2+yll+Z'+2x. 

Statt zu sagen "die in Richtung der z-Achse äußerst gelegenen 
Punkte" wird man einfacher eagen "HorizontalsteIlen". Diese sind 
gegeben durch die Bedingung (a). Wenn man die Flächengleichung 
umformt 

XII + y' + Zll + 2 x - xlly' = 0, 

werden diese Bedingungen 

2x +2-2 xy2=0, 2y-2x2 y=0, X2 +y2+ Z2+2x=X2 y2. 

Man geht von der zweiten Gleichung y(1-x2)=0 aus und findet 

- 1 I 0 11 und -11 0 ! - 1 als reelle und 1 \ + 1"21 +i V3 als 
imaginäre HorizontalsteIlen. 

Die äußersten Punkte in der x-Richtung sind gegeben durch 
die Bedingungen 

F=O, 
hier 

X2+y2+ Z2+2x=x·yll, 2y=2x2 y, 2z=0. 

Man findet als gesuchte Punkte 

o i 0 I 0, - 2\ 0 I 0, + 11 00 I 0, -11 00 1°. 
Entsprechend gilt für die äußersten Punkte in der y-Richtung 

X2+y2+ Z2+2x=X2y2, 2z=0, 2x+2=2 xy2. 



Hauptsätze der Raumgeometrie. 282. 651 

Oder wenn man umformt und die dritte Gleichung zur Vereinfachung 
der ersten verwendet, 

Z=o, x+l= xy 'J, 

, 
Es sind - 0,5 + 0,5 i val + v' + 0,5 + 0,5 i val ° die gesuchten Punkte, 
wo man die Vorzeichen beliebig wählen kann. 

282. Fortsetzung. 'Für die nachfolgende Betrachtung ist nach 
Belieben entweder die entwickelte Form z=f(x,y) einer Flächen­
gleichung angenommen oder die unentwickelte F (x, y, z) = 0. Drückt 
man nun eine Eigenschaft der Fläche F (x,y,z)=O durch eine 
analytische Gleichung aus, die die Größen F l , F~, Fa enthält, so 
wird man diese Eigenschaft für die Gleichung z = f (x, y) ohne wei­
teres dadurch ausdrucken, daß man ersetzt 

F l durch p, F2 durch q, Fa durch -1. 

Beim umgekehrten Übergang wird man setzen müssen 

Die Koordinaten des allgemeinen Punktes der noch aufzustellenden 
Gebilde sollen mit ~, 'YJ, C bezeichnet werden, um eine Verwechslung 
mit den Koordinaten x, y, z des untersuchten Punktes zu vermeiden. 

Im untersuchten Punkt U = x \ y I z der Fläche kann man eine 
Reihe von wichtigen Geraden und Kurven unterscheiden. Zunächst 
schneidet die durch U gelegte Hori­
zontalebene die Horizontal- oder 
Höhenkurve I aus, s. Abb. 436. Die 
Tangente II an diese Kurve im Punkt 
U bestimmt die Streichrichtung der 
Fläche an dieser Stelle. Die Gerade II 
ist gleichzeitig auch die Schnittgerade 
der Tangentialebene und der Hori­
zontalebene. Zu beiden Ebenen oder, 
was das Gleiche ist, zur Streichrich­
tung steht senkrecht die Profilebene. 
Sie schneidet aus der Fläche das 
Flächenprofil III aus und aus der 

1Y 

Abb. 436. 

1/l 

y 

I 

Tangentialebene die Fallrichtung IV. Die Profilebene und die 
Horizontalebene schneiden sich in einer Geraden V. 

Wenn man an jeder Stelle der Fläche die Fallrichtung durch 
ein unendlich lcleines Linienelement andeutet, so erzeugen diese in 
ihrer Gesamtheit das System der Fallinien der Fläche. Projiziert 
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man die Höhenlinien und die Fallinien auf die z-Ebene, so bilden 
beide miteinander Orthogonalsysteme. 

Als Böschungswinkel cp bezeichnet man den Winkel von der 
HOl'izontalebene zur Tangentialebene. Er ist gleich dem Richtungs­
winkel r der Tangentialebene gegenüber der z-Ebene. Den Tangens­
wert tg cp des Böschungswinkels nennt ma.n die Böschung. Man 
bestimmt sie nach (278 i) aus 

cos cp = 1 : v' p9 + q9 + 1 zu tg ~ = 11 p9 + qs, (a) 

wenn die Flä.chengleichung in der entwickelten Form z = f(z, y) ge­
geben ist, und aus 

coscp=F3 :VF12+F29+Fs' zu tgCP=VF1S+F29:F8' (b) 

wenn man für die Fläche die unentwickelte Gleichungsform 
F (x, y, z) == 0 hat. . 

Beispiel a) Man gebe die Richtungskoeffizienten der Streich­
richtung und der Profilebene an. 

Die Horizontalebene im untersuchten Punkt hat die Richtungs­
koeffizienten 0, 0, 1, die Tangentialebene cos a, cos P, oos r. Zu 
beiden Ebenen steht die Profilebene senkrecht, also sind die Rich­
tungskoeffizienten der Profilebene, ebenso wie jene der zu ihr senk­
rechten Streichrichtung nach (1196 i) gegeben durch 

I cosa oosp oos r I 
cosa:cosb: cosc= 0 0 1 I 

=cosp:-cosa:O 
oder 

cosa=(}cosp, cosb=-(}cosa, cosc=O. (c) 

Die Werte von oosa und cosp kann man aus (278) bzw. (279) ent­
nehmen. 

283. Fortsetzung. Bei~piel a) Man gebe die Richtungskoeffi­
zienten der Fallrichtung an. 

An der untersuchten Stelle wird die Fallgerade durch die Tan­
gentialebene und die Profilebene ausgeschnitten. Es steht sonach 
die Fallrichtung senkrecht sowohl zur RichtUng der Profilebene wie 
a.uch zur Richtung der Tangentialebene. Sona.ch sind die Richtungs­
koeffizienten der Fallrichtung nach (1196 i) und (282c) gegeben durch 

IcosP -cosa 0 I cosÄ:cosll:COS'P =\ 
!cosa cosp cosr 

= - cosacos r: - cospcos 'Y: (cosSa + cos9 P) 
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oder 
cos l = - !! cos a cos r, cos f1- = - !! cos ß cos r, 

cos" = !!(cos2 a + cos2 ß). (a) 

Die Werte von cosa, cosß, cosr kann man wieder aus (278) bzw. 
(279) entnehmen. 

Beispiel b) Man gebe die Richtung der Projektion der Fall­
linien in der z-Ebene an. 

Die Profilebene im untersuchten Punkt schneidet aus der Fläche 
an der untersuchten Stelle das Linienelement der Fallrichtung aus 
und aus der z-Ebene dessen Projektion. Die Richtungskoeffizienten 
der Profilebene kennt man aus (282 c), ihre Gleichung ist sonach 

(~- x)!! cosß -('YJ -y)(! cosa= o. 
Man kann (! wegdividieren und die Werte von cosa und cosß ein­
setzen. Die Profilebene schneidet die z-Ebene in der Geraden 

(~- x) cos ß-(IJ - y) cosa= O}, 

z=O 
deren Richtung die gesuchte Richtung ist. Man ermittelt nach 
(I 220 b) ihre Richtungskoeffizienten zu 

I cos ß - cos a 0 I 
cosrp:cos1p:cosX=j I 

I 0 0 1 

= - cos a : -- cos ß : 0 
oder 

cosrp=(!cosa, cos~=(!cosß, cosX=O. (b) 

Da diese Gerade in der z-Ebene selbst liegt, so ist der von der 
x-Achse aus zu ihr gezählte Winkel rp der nämliche, den man in 
der analytischen Geometrie der Ebene gleichfalls mit rp bezeichnete; 
dann ist cos 1p = sin rp und sonach 

cos'IjJ cosß 
tg rp = cos rp = cos a . ( c) 

284. Flächen zweiter Ordnung. Nach (280 e) stellt jede Glei­
chung zweiten Grades eine Fläche zweiter Ordnung dar. Sie wird von 
jeder Ebene nach einem Kegelschnitt geschnitten, so daß man auch 
von Kegelschnittflächen statt von Flächen zweiter Ordnung 
spricht. Weiter wird sie . von jeder Geraden in zwei Punkten ge­
schnitten. Im dritten Band sind die Flächen zweiter Ordnung aus­
führlicher zu behandeln, an dieser Stelle sollen nur ihre einfacheren 
Gleichungen besprochen werden. 
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Das Ellipsoid geht aus der Kugel durch homogene Deforma­
tion nach drei beliebigen Richtungen hervor, Beisp. 267 b), oder auch 

z 
entsprechend der Entstehung des Paraboloids 
nach Beisp. 269 a) dadurch, daß man eine 
Ellipse mit veränderlichen Halbachsen auf 
z w e i zueinander senkrechten festen Ellipsen 
mit gemeinsamer Achse gleiten läßt, Abb.437. 
Seine Gleichung ist, wenn man den Mittel­
punkt als Nullpunkt wählt und die Achsen 

A-..::.....-t.....;:.Y als Koordinatenachsen, 

Abb. 437. 

Die Tangentialebene im Punkt Po = Xo I Yo I Zo 
ist bereits gefunden durch 

XXo I YYo . zZo 
---r-----!- ---1 =0 a2 J b'2 I c2 . (b) 

Die Kugel ist als gleichseitiges Ellipsoid 
zu betrachten. Ist der Nullpunkt Mittelpunkt, so ist ihre Gleichung 

x2 +y2 +z2 _e2 • o. (c) 

Beispiel a) Man diskutiere die Fläche zweiter Ordnung 

(d) 

Sie ist symmetrisch zu allen drei Koordinatenebenen , also ist der 
Nullpunkt Mittelpunkt der Fläche. Wenn die drei Koordinaten x, 
y, z reell wären, so wären alle vier Summanden der Gleichung po­
sitiv, dann könnte ihre Summe unmöglich Null sein, weil der letzte 
Summand allein schon + 1 ist. Es ist daher immer eine der drei 
Koordinaten imaginär, die Fläche hat sonach keinen einzigen reellen 
Punkt. Man nennt die Fläche imaginäre Fläche zweiter 
Ordnung oder wegen ihrer Gleichungsform oft auch imaginäres 
Ellipsoid. 

Dreht man eine Hyperbel um ihre Achsen, so entsteht ein 
Rotationshyperboloid, und zwar nach Abb.438 das einschalige, 
wenn man um jene Achse dreht, die von der Hyperbel nicht ge­
schnitten wird; um das zweischalige, wenn man um die anderc Achse 
dreht. Durch homogene Deformation geht aus ihnen das gewöhn­
liche einschalige oder zweischalige Hyperboloid hervor. 

Wie man im Beisp. 269 a) das Paraboloid entstehen ließ, so 
kann man auch das gewöhnliche einschalige oder zweischalige Hy­
perboloid entstehen lassen, wenn man auf zwei zueinander senk-
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reckten Hyperbeln mit gemeinsamer Achse eine Ellipse oder Hy­
perbel mit veränderlichen Halbachsen gleiten läßt. 

Die Hyperbel der Abb. 438 hat die Gleichung 
x2 y'l. 
a2 -b2 - 1 =0. 

Man läßt sie um die y-Achse rotieren und macht diese im Raum 

Abb. 438. Abb. 489. 

zur y-Achse; nach 273 stellt man die Gleichung des rotierenden Me­
ridians auf, 

r2 Z2 
----1=0 der wegen r2=x2+y2 a2 b2 , 

als Gleichung des einschaligen Rotationshyperboloides. Abb.439, 

x2 y2 Z2 

a2+ a2 -b2 -1=0 (e) 

liefert. Man deformiert diese Fläche in der y- und z-Richtung, bis 
die Abschnitte auf den Koordinatenachsen bund c werden, und er­
hält sonach als Gleichung des gewöhnlichen einschaligen Hyper­
boloides 

(f) 

Die Gleichung. der Tangentialebene im Punkt Po=xo :Yo i Zo findet 
man wie im Beisp. 279 b) zu 

Läßt man die obige Hyperbel um die 
x-Achse rotieren und macht diese 
zur z-Achse, so erhält man, wenn 
man noch die Fläche homogen de­
formiert, als Gleichung des gewöhn-
lichen zweischaligen Hyper- Abb. 440. 
boloides, Abb. 440, 

x2 y2 Z2 

-;l2-b2+ c2 -1=0. 

(g) 

(h) 
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Ihre Tangentialebene im Punkt Po wird wie oben 

_ X:o_Y~o+ZZO_1=O. 
a- b- c2 

( i) 

Die Ellipsoide und Hyperboloide heißen auch Mittelpunkts­
flächen, weil sie einen Mittelpunkt haben; genauer müßte man 
sagen, sie haben (im Gegensatz zum Paraboloid) ihren Mittelpunkt 
im Endlichen. Die Gleichungen (a, d, e, h) nennt man Mittel­
punkts-Achsengleichungen. 

285. Fortsetzung. Wenn man eine Parabel um ihre Achse dreht, 
erhält man ein Rotationsparaboloid. Durch homogene Defor­

mation geht daraus das gewöhnliche 
elliptische Paraboloid hervor. 

r Oder auch so, wie Beisp. 269 a) 
~--':~'" lehrt, indem man eine Ellipse mit 

veränderlichen Halbachsen auf zwei 
zueinander senkrechten Parabeln mit 
gemeinsamer Achse gleiten läßt. Auf 
entsprechende Weise entsteht das 
hyperbolische Paraboloid, auch 
Sattelfläche genannt: Die zwei 
zueinander senkrechten Parabeln 

Abb. 441. öffnen sich beide nach entgegenge-
setzter Richtung. Statt der Ellipse 

läßt man eine Hyperbel mit veränderlichen Halbachsen a und b auf 
den beiden Parabeln gleiten, so also daß ihr Mittelpunkt stets auf der 
gemeinsamen Achse, der z-Achse nach Abb.441, bleibt, während ihre 
beiden Scheitel sich auf einer 
der beiden Parabeln bewegen. 

Abb. 442. Abb. 443. 

Im gemeinsamen Scheitelpunkt beider Parabeln geht die veränderliche 
Hyperbel von einer Parabel zur andern über. Den gemeinsamen 
Scheitelpunkt 0 nennt man den Sattel der Fläche. In Abb.442 
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sind noch die Höhenkurven der Sattelfläche angegeben. Es sind 
lauter Hyperbeln, die stark gezeichneten liegen über dem Sattel, 
die gestrichelt gezeichneten unter ihm. Abb. 443 bringt noch eine 
axonometrische Ansicht der Sattelfläche. Die Gleichung des hyper­
bolischen Parabploides erhält man genau so wie im Beisp. 269 a) 
jene des elliptischen, man hat nur - b statt + b zu setzen. Dem­
gemäß stellt die Gleichung (genannt Scheitel gleichung) 

x2 y2 
2z=-+- (a) 

a. b 

das elliptische Paraboloid vor, wenn a und b gleiches Vorzeichen 
haben, und das hyperbolische Paraboloid, wenn a und b un­
gleiches Vorzeichen haben. 

Beispiel a) Gesucht ist die Gleichung der Tangentialebene 
des Paraboloides im Punkt Po = Xo I Yo I zo' 

Der Gleichung (a) entnimmt man an der allgemeinen Stelle U 

2x 
F =---

1 a' 

sonach wird die Tangentialebene im Punkt Po, wenn man x, y, z 
statt ~, 'Yj, (; setzt, 

. ) 2 Xo ( ) 2 Yo ( lx-xo --a+ Y-Yo T+ z--zo)' - 2=0 

oder 

~-~+YYo+Z _z=X02 +1102. 
a . bOa b 

Wenn man noch berücksichtigt, daß die Koordinaten Xo i Yo i Zo der 
Gleichung (a) genügen müssen, erhält man als gesuchte GI e ich u n g 
der Tangentialebene 

z+zo=x:o+Yio. (b) 

286. Fortsetzung. Wenn die Hyperbel der Abb.438 zu einem 
Geradenpaar ausartet, dann geht das durch Drehung erzeugte Hy­
perboloid in einen Kreiskegel über, und dieser wieder durch homo­
gene Deformation in einen gewöhnlichen reellen Kegel. Seine 
Gleichung ist sonach 

(a) 

er hat seine Spitze im Nullpunkt, schneidet die x- und y-Ebene 
nach einem reellen, die z- Ebene nach einem imaginären Geraden-

Egerer, Ingenieur-Mathematik H. 42 
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paar. Weiter schneidet er alle Ebenen parallel der x- und y-Ebene 
nach Hyperbeln, alle Horizontalebenen nach Ellipsen. Er ist eine 
Ausartung des Hyperboloides und zwar des einschaligen sowohl wie 
auch des zweischaligen, er ist der Übergang vom einschaligen zum 
zweischaligen Hyperboloid. 

Die Tangentialebene in einem beliebigen Flächenpunkt hat 
die Gleichung 

xXo +YYo %%0_ 
a2 V-"C2- 0 . (b) 

Die Gleichung 

stellt nach 271 b) und nach der gleichen Betrachtung wie in 284 
einen imaginären Kegel mit der Spitze im Nullpunkt vor; er 
hat nur einen einzigen reellen Punkt, die Spitze. Er kann als Aus­
artung des Ellipsoides betrachtet werden, genau BO wie in der ebenen 
Geometrie das imaginäre Geradenpaar eine Ausartung der Ellipse 
darstellt. 

Ein Zylinder zweiter Ordnung kann ebensogut als Sonderfall 
eines Kegels betrachtet werden, da nämlich die Kegelspitze im Un­
endlichen liegt, wie auch als Ausartung eines Paraboloides, wenn 
man sich dessen Scheitel in das Unendliche gerückt denkt. Dic 
Aufstellung der Gleichung geht am einlachsten von einer erzeugen­
den Geraden aus, die immer parallel bleibend auf einem Kegel­
schnitt als Leitlinie gleitet. Je nachdem diese Leitlinie eine Ellipse 
oder Hyperbel oder Parabel ist, hat man den elliptischen Zy­
linder 

(c) 

der von jeder Ebene nach einer Ellipse oder nach einem Paar 
paralleler Geraden geschnitten Wird; oder den hyperbolischen 
Zylinder 

(d) 

der von jeder Ebene nach einer Hyperbel oder nach einem Paar 
paralleler Geraden geschnitten wird; oder den parabolischen Zy­
linder 

(e) 

der von jeder Ebene nach einer Parabel oder nach einem Paar 
paralleler Geraden geschnitten wird. 
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287. Wiedel'holungsaufgaben. 1) Man untersuche die Schnittkurve der 
bei den Ellipsoide 

2) Die erzeugende Gerade einer Fläche bleibt bei ihrer Bewegung stets 
einer gegebenen Ebene parallel. Sie erhält eine gleichförmige Schiebung in 
Richtung senkrecht zu dieser Ebene und eine gleichförmige Drehung um eine 
feste Achse, von der sie stets den Ab_ 

z stand p hat, Abb. 444. Gesucht ist die 
Flächengleichung. ~---+----+-

c 
y 

Abb.444. Abb.445. 

3) Zwei im' Raum feste Gerade gi und g~ sind windschief, stehen zu 
einander senkrecht und haben den kürzesten Abstand 2 c, Abb. 445. Der 
eine Endpunkt A eines Stabes A,B von konstanter Länge l bewegt sich mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit Vi auf gi' der andere Endpunkt B auf g2 Nach 
passender Wahl eines rechtwinkligen Koordinatensystems bestimme man a) die 
Bewegungsglcichungen beider Punkte; b) die Gleichung der Geraden durch 
AB zur Zeit t; c) die Bewegungsgleichung der Bahnkurve des Mittelpunktes M 
der Strecke AB. 

4) Gesucht sind die Spurpunkte der Kurve 

im Grundriß. 
5) Im allgemeinen Punkt x I y I z der Raumkurve der vorigen Aufgabe 

gebe man die Gleichung der Tangente an. Dann noch in den Grundriß­
spurpunkten. 

6) Man konstruiere die 1\urve 

y=x'+4z3+ 5x~+2x-2 
nach dem unter 276 angegebenen Verfahren. 

7) Welche Kurve wird von jenen Punkten des einschaligen Hyperboloides 

~+1L:-~--1 a2 b2 c~-

gebildet, in denen die Tangentialebene parallel der z-Achse ist? 
8) In welchem Punkt der Fläche der vorausgehenden Aufgabe ist die 

Tangentialebene parallel zum Aufriß? Gesucht ist die Gleichung des Geraden­
paares, nach denen diese Tangentialebene die Fläche schneidet. 

9) Welchen Abstand p hat die Tangentialebene der Fläche 

vom Nullpunkt? 

x2 y2 Z2 
··_+--1--=1 
a'l. - b2 ....!..- c2 

42* 
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10) Man beweise, daß dieser Abstand p gegeben ist durch 

p2 = a2 cos2 a ± b2 cos2 p ± Cl cos! l', (0.) 

wenn cos a, cos p, cos l' die Richtungskoeffizienten der Tangentialebene sind. 
11) Welche Fläche wird durch die Gleichung 

X2 +y2=2pz 

dargestellt? Man bestimme den Parameter p derart, daß die Fläche von 
der vorgeschriebenen Geraden 

y=mx+b mit z=nx+c 
berührt wird. 

12) Gesucht ist der Schwerpunkt eines halben Umlaufes der Schraubenlinie 

x=acosut, y=asinuI, z=vt. 

28S. Lösungen. 1) Wenn man alle Glieder der beiden Flächengleichungen 
nach links schafft und die linke Seite dann mit F bzw. G abkürzt, dann sind 

F = 0 und G = 0 die Gleichungen der beiden Ellipsoide, und F = O} die 
0=0 

Gleichung ihrer Schnittkurve. Nach 276 ist auch F = O} die Gleichung 
F-G=O 

der Schnittkurve, oder wenn man ausführlich schreibt, 

Die Gleichung x = ± z stellt ein Ebenenpaar vor, also ist die Schnittkurve 
eine ebene Kurve, nämlich der Schnitt dieser beiden Ebenen mit dem ersten 
oder zweiten Ellipsoid. Mit x = ± z oder x2 = Z2 kann man die Gleichung 
der Schnittkurve noch einfacher anschreiben 

X2(~+~)+1[=1 mit X2=Z2. 
a2 c2 b2 

Die erste Gleichung stellt einen elliptischen Zylinder parallel der z-Achse vor, 
die Schnittkurve wird sonach aus diesem Zylinder durch das Ebenenpaar 
x = ± z ausgeschnitten. 

2) Natürlich muß die feste Achse senkrecht zur Ebene sein, wenn die 
Erzeugende stets parallel zur Ebene sein soll. Wählt man die feste Achse als 
z-Achse, jene Ebene, in der die Erzeugende zur Zeit t = 0 war, als z-Ebene, 
und die x-Achse so, daß die Erzeugende zur Zeit t = 0 zu ihr senkrecht war, 
dann gibt die Abb. 444 die Projektion der beweglichen Geraden zur Zeit t. 
Ihre Gleichung ist 

x cos g; + y sin 9' - P = O. 

Der Winke)weg 9' und der Verschiebungsweg z sind gegeben durch die kon­
stante Winkelgeschwindigkeit u und die konstante Verschiebungsgeschwindigkeit v, 

g;=ut und z=vt, 
woraus sich die Gleichung der Erzeugenden ergibt, 

xcos~t+ysinut-p=O mit z=vt. 
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Sie stellt auch gleichzeitig die Fläche vor, die sich ja aus den Erzeugenden 
zusammensetzt; man kann noch den Parameter' beseitigen und erhält 

uz . uz 
ZCOS -+YSlD -=p. 

V v 
3) Man wählt den Mittelpunkt des kürzesten Abstandes 2c zum Nullpunkt, 

die z- und y-Achse in Richtung der Geraden U1 und Us, s. Abb. 445. Dann 
sind die Gleichungen der beiden festen Geraden 

Y=O} und 
z=-c 

a) Wenn man die Zeit von dem Augenblick ab zu zählen beginnt, wo A 
auf der z-Achse liegt, dann gilt für A zur Zeit t 

Z1 = v1 t, Y1 = 0, Z1 = - c. 

Durch die Bedingung AB = l oder wenn man l = 2 a setzt, durch die Bedingung 
AB = 2 a ist die jeweilige Lage von B = Z2 I Y2 I Zg bestimmt. Denn mit 
Z,,=0,Z2=C wird aus AB=2a 

(z" - Z1)2 + (Y2 - Y1)2 + (Zg - Z1)2 = 4a2 oder V12 t2 + Y/ + 4c2 = 4a2, 

&Iso die Bewegungsgleichung von B 
..,.--;;:-----:-.----

x,,=O, yg=V4a2-4c2-v/t", Z2=C. 

b) Die Gerade durch AB bat nach (I 222) die Gleichung 

x - v1 t Y z+c 
-VI'. '"j=2C"' 

t ist der Parameter, in jedem Augenblick hat man natürlich eine andere Gerade; 
die 001 Geraden bilden eine Fläche, deren Gleichung die vorstehende ist. Wenn 
man -t beseitigt, erhält man die gewöhnliche Darstellung F (z, y, z) = O. 

c) Der Mittelpunkt M von AB hat nach (I 194) die Koordinaten 

z=tv1t, Y=t.j, z=O. 

Durch diese Darstellung ist die Bewegung von M gegeben. Gleichzeitig auch 
die Gleichung der Bahnkurve in der Parameterdarstellung. Man sieht, M 
bewegt sich in der z-Ebene. Dann ist 

2z=v1 t} 
oder 4y2=4a2-4c2 -4z9 oder z2+ y'=a2 _c2 

2y=.j 

die Gleichung der Bahnkurve in der z-Ebene. Sie ist ein Kreis um den 
Nullpunkt. 

4) Für den Spurpunkt im Grundriß gilt noch z = 0, so daß seine Koor­
dinaten sich aus den drei Gleichungen 

z=O, y=z2+z-2, z=x2 +2z 

ergeben. Man findet zwei Spurpunkte 

81 = 0 I - 2 I 0 und 8 2 = - 2 I - 2 I o. 
5) Entweder nach (277 d), wozu die Gleichungsform in der Parameter­

darstellung notwendig ist. Man führt z = tein, 

Mit 
z=t, y=(t2 +2t)2+(t2 +2t)-2, z=t2 +2t. 

z'=I, y'=(2t+2) (2t2 +4t+l), z'=2t+2 
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wird die gesuohte Gleichung 

X-e Y-(e9 +2e)9_(e2+2e)+2 Z-,1-2e 
-1-= (2e+2) (2'~+4t+ I) = 21+2 

Nach der vorausgehenden Aufgabe entspreohen den beiden Spurpunkten die 
Parameter t1 = 0 und e9 = - 2, demnach die Tangenten 

X Y+2 Z 
1=-2-="2 oder 2X=Y+2=Z 

bzw. 

Oder man arbeitet, wie in Beisp. 277 a angegeben. Die beiden Flächenglei­
chungen F = 0 mit G = 0 sind hier 

:l:1+2:1:-z=0 und z2+ z - y -2=0_ 
Die partiellen Ableitungen an der Stelle z I y 1 z sind dann 

F1 =2:1:+2, Fg=O, Fa=-I 
bzw. 

G1 =0, Og=-I, 03=2z+l, 
also die Gleichung der Tangente 

(X -z)(2:1:+2)+ (Y -Y)O+(Z-Z)(-I)=O} 
(X -z) O+(Y -y)(-I)+(Z -z)(2z+ I) = 0 

oder vereinfacht, mit Benützung der Kurvengleichung, 

2X(z+ I)-Z -:1:9=0 mit Y -Z(2z+ 1)+Z9+2=0. 

An den besonderen Punkten 81 = 0 I - 2 1 0 und 82 = - 21- 2 I 0 wird die 
Tangente 

bzw_ 
2X-Z=0 mit Y-Z+2=O 

2X+Z+4=O mit Y-Z+2=0, 
d. s. die nämliohen Gleiohungen wie beim ersten Verfahren gefunden, falls man 
die zweite Gleichung nooh etwas umformt. 

6) Man zerlegt 

Y= (:1:'+ ·b3 + 4z2) + (:1:2 +2:1:) -2 oder y= (Zl+ 2:1:)2+(:1:2 + 2z)-2 

oder y=z9+ z -2 mit Z =:1:1 + 2:1:. 

Abb.446. 

Die erste Gleichung stellt eine im 
Aufriß liegende Parabel vor, die zweite 
eine Parabel im Seitenriß ; dann ist die 
gesuchte Kurve dargestellt als Grund­
riß der durch die beiden anderen Risse 
bestimmten Raumkurve, Abb. 446. 

'1) In einem beliebigen Punkt Po 
hat die Tangentialebene nach (2'19d) 
die Richtungskoeffizienten 

cos a = e :1:0 : a l , 

C9S P = e Yo : b9, 

cos,.= - eZo: Cl. 
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Wenn diese Ebene parallel zur z-Achse sein soll, ist cos)' = 0 oder Zo = 0, 
das heißt die gesuchten Punkte liegen alle in der z-Ebene, oder die gesuchte 
Kurve ist der Schnitt der z-Ebene mit der gegebenen Fläche. 

8) 8011 die Tangentialebene auch noch senkrecht zur 1/-Achse werden, 
dann ist cos {J = 0 und damit 1/0 = O. Der gesuchte BelÜhrpunkt ist dann 
Zo I ° I 0, oder wenn man Zo aus der Flächengleichung ermittelt, a I ° I O. Die 
Tangentialebene heißt dann nach (284 g) 

z=a, so daß~+~-~=I} oder ~-~=o} 
z=a z=a 

die Gleichung jenes Geradenpaares wird, nach dem sie die gegebene Fläche 
schneidet. Daß es tatsächlich ein- Geradenpaar ist, sieht man, wenn man die 
erste Gleichung noch zerlegt; man erhält dann in 

!._~=o} !.+!.=O} bc undb c 

z=a z=a 
die beiden Geraden einzeln dargestellt. 

9) Ihre Gleichung ist nach (284ob) 

Z:llo + 1/1/0 zZo 
a~ - 1)2 ± "'& - 1 = 0 oder z cos a ± 1/ cos (J ± z cos )' - l' = 0, 

wenn man sie auf die Normalform bringt. Dabei sind die Richtungs­
koeffizienten cos a, cos (J, cos)' und der Abstand l' nach (I 213) bestimmt durch 

9:110 (J 91/0 9Zo 
cos a = /i2' cos = b" cos r = Ci' l' = 9· 

Man erhält 

cos'a+cos1fJ+COSI )' =1 =1'2 (~: +1/;: + ;), 

oder der gesuchte Abstand ist 

V" , t 
1'=1: :110 +lIJ1.+ zo 

. a' b' c,· 
10) Nach der vorausgehenden Aufgabe wird 

a cos a= 1'Zo: a, b cos{J= Wo: b, c C08)' = 1'Zo: c. 
Wenn man die drei Gleichungen quadriert und je nach der gegebenen Fläche mit 
einem n+" oder n-" versehen addiert, erhält; man 

(Zl 1/' Zl) a2 cos2 a + b' cos2 fJ + Cl cosl .,' = pi J1.. + J!_ + J!.. - - , aB - b' - Cl 

und damit die vorausgesagte Form für 1', da ja die bei l' stehende Klammer 
den Wert 1 hat. 

11) Nach 285 ein Paraboloid, nach 267 eine Umdrehungsfiäche mit der 
z-Achse als Drehachse, also ein Drehparaboloid. Im allgemeinen wird eine 
Fläche zweiter Ordnung von einer Geraden in zwei Punkte geschnitten, deren 
Koordinaten hier bestimmt Bind durch die drei Gleichungen 

z9+1/9=21'z, 1/=mz+b, z=nz+c. 
Man beseitigt 1/ und z und erhält 

:11' + (mz + b)1 = 21' (11.:'; + c) oder Z2 (1 + m') + 2z (mb - 11.1') 
+b2 -21'c=O. 
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Soll diese Gerade die Fläche berühren, so müssen die beiden Schnittpunkte 
zusammenfallen zum Berührpunkt, die beiden Wurzeln der letzten Gleichung 
müssen gleich sein, also muß ihre Diskriminante verschwinden; es gilt nach (154) 

(mb _np)2= (1 + m9)(b2 - 2pc) oder n2 p2+2p (cm9 - mnb+c)-b2 = 0, 
woraus sich ergibt 

p= [- (cm2 -mnb +c)±v(cm2 -mnb+c)2 +11.2 b2] :11.2• 

12) Mit 
11 = - au ein ut, y' =au cosut, z'= v 

wird nach (277 m) 

da=dt\.'a2 u 2 +V2 und 8=?:"Va2'U2+V2, 
1.1 

da nach 270 dem halben Umlauf der Parameter '=;r: 'U entspricht. Der 
Schwerpunkt des Bogens ist bestimmt durch die drei Gleichungen 

8;=! da·x, a7J =! da·y, aC=! da·z. 

Als Anfangspunkt des Bogens wählt man den durch den Parameter t = 0 
bestimmten Punkt, der Endpunkt ist dann durch t =;r : 'U bestimmt. Von 
den drei Gleichungen wird die erste, wenn man vä2~ + Vi abkürzend mit \' 
bezeichnet, 

jf Y.;= y; cos utdt,; oder 
'U 0 

n ~ a [ . t.:r:u -u-=; smu·o ' 

woraus sich n; = a· 0 oder ~ = 0 ergibt. 
Die zweite Gleichung wird 

, :t:u 
n'.1J=!asinutdt.j 
'U 0 

oder :r7J a, ]"':u -= - - 'cos'Ut 'U 'U' 0 

und liefert 
:rl/=2a oder 7J=2a::r. 

Die dritte Gleichung 

jf.J.~=·!"':;tdtv oder nC=2vn•2 lief~rt C=Vjf oder 
u 0 'U 'U. 2'U 

nach 270. Damit ist der gesuchte Schwerpunkt 8 = 0 I ~ ~ I ! k. jf t 4 

o 
11 

Abb.447. 

Die Lösung wird am einfachsten nach Beisp. 72c). Proji­
ziert man den Bogen auf den Grundriß , dann wird er zu 
einem Halbkreisbogen, Abb. 447, dessen Schwerpunkt 8' die 
Koordinaten ; = 0, 7J = 2a: jf nach (731) hat. Den Abstand C 
des Schwerpunktes 8 über dem Grundriß erhält man am 
einfachsten, wenn man den Kreiszylinder mit der Schrauben­
linie aufwickel ; der halbe Bogen wird zu einem Geradenstück, 
dessen Schwerpunkt. in der Mitte liegt. Damit wird der Ab­
stand vom Grundriß i k, wenn h die Ganghöhe ist. 



Dreizehnter Abschnitt. 

Hauptwerte (Maxima und Minima). 

A. Hauptwerte der Funktion einer einzigen Ver­
änderlichen. 

289. Einfache Hauptwerte. In 42 sind die Bedingungen für den 
Eintritt eines einfachen Hauptwertes der Funktion y = fex) entwickelt 
worden. Darnach erreicht sie an der Stelle x einen einfachen Haupt­
wert, wenn an dieser Stelle f' (x) = 0 und gleichzeitig f" (x) von N uU 
verschieden ist, und zwar ein einfaches 

Maximum, 
M. . wenn 

lnlmum, f'(x)=o und 
f"(x)<O 
f"(x»O. 

(a) 

Oft ist die extrem gewünschte Funktion in der Form eines 
Quotienten 

fex) = u (x) 
v (x) 

oder abgekürzt 
u 

f(x)=-v 

gegeben. Ihre erste Ableitung f' (x) ist wieder ein Quotient. Damit 
dieser verschwindet, muß im allgemeinen Fall sein Zähler vu' - uv' = 0 
sein. Unter dieser Voraussetzung wird die erste und zweite Ableitung 

, , 
f'(x) = vu ~ uv , " " "() vu - uv f X =--Q-' v· (b) 

Man beachte, daß der Nenner der zweiten Ableitung auf das Vor­
zeichen gar keinen Einfluß hat, da er stets positiv ist. Damit also 
f" (x) entsprechend der Bedingung (a) positiv oder negativ ist, muß 
einfach der Zähler positiv oder negativ sein. Dann läßt sich die 
Bedingung (a) für das Eintreten eines Hauptwertes umformen: 

Die Funktion 
, u(x) 

f(x)= v(x) 
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erreicht an der Stelle x ein 

Maximum, 
M. . wenn 

lnlmum, 
'Ou'-uv =0 vu" - uv' < 0 und 

vu" - uv" > 0. 

Im Sonderfall u (x) = 1 erhält man wegen u' = ° und u" = 0 : 
Die' Funktion 

erreicht an der Stelle x ein 

Maximum, 
M. . wenn 

lnlmum, 

1: 
f(x)=­

v (x) 

v'=O und 
-'0"<0 
-'0">0 .. 

(d) 

Beispiel a) Bei gegebener Belastung ist nach 90 die Biegungs­
festigkeit eines Balkens von rechteckigem Querschnitt, Abb. 448, pro· 

portional' dem Produkt bh2• Man soll aus einem 
Holzstamm mit kreisförmigem Querschnitt einen 
Balken von möglichst großer Biegungsfestigkeit 
aussägen. Wie ist er zu gestalten 1 

Wenn der Stamm nicht zu lang ist, kann er 
in erster Annäherung als Kreiszylinder betrachtet 
werden. Gegeben ist der Durchmesser d; bezeichnet 
man die Breite des Balkens mit x statt mit b, 

Abb. 448. dann ist die Höhe gegeben durch die Beziehung 
h2 = d2 - x 2 ; das Produkt x h2 soll einen Maximal­

wert haben; oder wenn man ein Symbol X zur Abkürzung ein­
führt, die Funktion 

X=x(d2 -X2) oder X=xd2 -X3 

soll ein Maximum werden. Dann muß gelten 

dX • ~X 
dx =d"-3x2 =0 und dx2 =- 6x<0. 

Die Gleichung liefert x = ~ d V3, und die Ungleichung wird für 
diesen Wert erfüllt. Aus x erhält man noch h = ~ d VB. 

Beispiel b) Damit durch Adhäsion beim Ausgießen möglichst 
wenig Flüssigkeit verloren gehe, soll ein Gefäß von gegebenem In­
halt V eine möglichst kleine Oberfläche 0 erhalten. Wenn das Gefäß 
die Form eines Kreiszylinders hat, wie groß muß man dann Höhe 
und Halbmesser wählen? 

Letzterer sei r, die Höhe h; dann ist V und 0 gegeben durch 

V=r2 nk, O=r2n+2rnk, 

denn das Gefäß ist ja oben offen. V ist gegeben und deswegen 
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auch eine Beziehung zwischen rund h; man beseitigt h und erhält 

rSn+2V 
0=-----. 

r 
Hier ist 

u'=3rll n, 
v'=l, 

'Ii' = 6rn, 
tI'= o. 

Nach (c) wird 0 ein Minimum, wenn 

2r3 n-2V=0 und gleichzeitig 6rlln>0. 

Die Gleichung liefert 
s ____ _ 

r3 n=V oder r=VV:n, 

durch welchen Wert auch die Ungleichung erfüllt ist. 
Man wird die erhaltene Bedingung noch umformen, indem man 

k einführt. Es ist V = r ll n h und gefunden wurde V = r3 n, woraus 
sich k = r als Bedingung für das Eintreten eines Mimimums ergibt. 

Beispiel c) Von welchem Punkt der Geraden im Raum 

y=mx+b} 
z=nx+c 

hat der gegebene Punkt Po = Xo I Yo I Zo den kürzesten Abstand? 
Das Ergebnis wende man an, um die Entfernung des Nullpunktes 
von der Geraden aufzusuchen. 

Irgendein Punkt P dieser Geraden hat die Koordinaten 
x I mx + b I nx + c, so daß das Quadrat der Entfernung Po P 

Q =(x-xo)ll+(mx +b-YoY"+(nx+c-zo)2 
ist. Damit sie möglichst klein wird, muß 

:~ =0 oder (x-xo)+(mx+b-yo)m+(nx+c-zo)n=O 

sein, woraus sich 

xo+ m(yo- b) +11, (zo - c) X= ----, y=mx+b, z=nx+c 
1 +m9 +n2 

ergibt. 
Bei der Anwendung auf den Nullpunkt ist Xo = Yo = Zo = 0, 

sonach hat jener Punkt P, der von ihm den kürzesten Abstand hat, 
die Koordinaten 

bm+cn Z x=- =--1+mlJ +n2 N' 
z=nx+c, 

wenn man Z und N als Abkürzung einführt. 
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Der Nullpunkt hat von diesem Punkt die Entfernung 

r= VX2+y2 +Z2=Yx2 (1 +m2 +n2)+ 2x(mb + nc)+b2 +c2 

= '1 /b2 c2_ Z2 =~(b2+C2)N-ZJ = Yb2+c2+(mc-bn)~ 
V + N YN V1 +m2 +n2 ' 

(siehe auch I 230). 

290. Fortsetzung. Die rein analytische Ermittlung eines Haupt­
wertes liefert alle aus der analytischen Aufstellung möglichen Ergeb­
nisse, ohne Rücksicht darauf, ob diese Lösungen einen Sinn haben 
oder nicht. 

Beispiel a) Aus einer gegebenen Kugel schneide man einen 
Kegel von möglichst großer Oberfläche aus, Abb. 449. 

Diese ist nach den Regeln der elemen­
taren Mathematik 

O=xn(x+r) 
oder 

O=n(x2 +rx). 

Man sieht hier unmittelbar, daß 0 um so 
größer wird, je größer x ist. Es erreicht 
daher 0 seinen größten Wert für x = r, 

Abb. 449. denn größer kann ja x nicht werden. 
Hätte man analytisch die Aufgabe ge­

löst, 80 würde man als Bedingung für einen Hauptwert von 0 haben 

dO =0 oder 2x+r=0 oder x =-0,5r. 
dx 

Die Benützung der zweiten Ablfitung würde noch ergeben, daß man 
für diesen Wert x ein Minimum hat. Physikalisch hat diese Lösung 
natürlich keinen Sinn, weil eben x nicht kleiner werden kann als O. 

Beispiel b) Man gebe das größte Biegungsmoment an, das 
im Balken der Abb. 450 auftritt. P = 4 t, Q = 6 t . 

Die Aufgabe analytisch zu lösen, ist nicht zu empfehlen. Ein­
mal nämlich hat man in jedem der drei Bereiche I, H, III, die 
durch die angreifenden Kräfte (Nutzlasten und Auflagerkräfte) ge­
bildet werden, eine verschiedene Formel für das Biegungsmoment M. 
Man müßte also jeden der drei Bereiche einzeln untersuchen. Ferner 
weiß man aus früheren Überlegungen (26), daß die Ableitung des 
Biegungsmomentes M nach x, das ist die Scherkraft V, unstetig ist. 
All unsere Sätze über Ableitungen sind aber gebildet unter der 
Voraussetzung, daß diese Ableitungen stetig sind. Wenn man frei-
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lich sich immer gegenwärtig hält, daß diese Unstetigkeit der Ab­
leitungen dM : dx nur in den Angriffspunkten dei" Einzellasten auftritt, 
kann man allerdings unbedenklich innerhalb des Bereiches zwischen 
Einzellasten die Ableitungen bilden und mit ihnen arbeiten. Am 
einfachsten löst man die Aufgabe graphisch mit Hilfe der wenigen 

A~lfillllli~ 
; 2m. i 3m ---! 

Abb. 450. L. M. 1: 100. 

Hauptsätze über Biegungsmomente. Diese geben bereits an, daß 
das größte Biegungsmoment an der Grenze der Bereiche I und II 
auftritt. Wenn man die Biegungslinie in diesem Bereich zeichnet, 
eine Parabel, findet man ohne Schwierigkeit die Stelle des größten 
Biegungsmomentes. 

Analytisch wird man zunächst die Auflagerkräfte nach Mech. I 44 
ermitteln, 

Dann ist an 

A=10,5t, 
der Stelle x 

B=-0,5t. 

. M=-P tx+p)+Ax-lqx2 ; 

P ist der Abstand der Last P vom Aufleger A, 
p = 200 cm ; q ist die Belastungsdichte alÜ der 
unserem Fall q = 6000 kg : 200 cm = 30 kg/cm . 
größten M verlangt 

dM 
----=0 oder -P+A-qx=O oder 
dx 

pI 11111111t 11111 " I 

Abb .• 51. 

in unserem Fall 
Strecke A 0, in 
Die Stelle des 

A-P x=--. 

'8 i 
! 
! 
I 
! 

q 

Hierwird x=(10500 - 4000 )kg: 30 kg/cm= 216icm. Die Lösung 
ist nicht gestattet, weil die gefundene Stelle außerhalb des Be­
reiches n liegt. Ihr physikalischer Sinn ergibt sich, wenn man die 
Momentenlinie nach den Lehren der Statik zeichnet, so wie Abb.451 
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zeigt. Dann würde die Fortsetzung der Parabel, die im Bereich II 
das Biegungsmoment darstellt, im Bereich III an der Stelle x = 216 g cm 
ihre tiefste Stelle haben. In der Abbildung ist diese Fortset:ung 
feingestrichelt eingezeichnet. 

291. Hauptwerte höherer Ordnung. Die erste Bedingung für das 
Eintreten eines Hauptwertes der Funktion fex) an der Stelle x ist 

!ll·~ ~. 
'-.:r-h-_! !! .:r 
; .:r--'1 
'. -.:r#~. 

Abb. 452. 

immer f' (x) = 0; oder in geometrischer 
Sprechweise: an der Stelle x muß die 
Kurve Y = fex) eine HorizontalsteIle haben. 
Die weitere Entscheidung hängt dann von 
den höheren Ableitungen an dieser Stelle 
x ab. Abb.452 macht ersichtlich, so wie 
auch die Formel (42a) schon angab, daß 
die Bedingung 

<0 . Maximum 
und f(x+k)-f(x»o eIn M' . (a) lnlmum . f(X-k)-f(X);~ 

bedeutet. 
Mit Hilfe der Taylorschen Reihe kann man diese Differenzen 

unter Voraussetzung eines Hauptwertes an der Stelle x anschreiben 

f(x+h)-f(x)= :: f"(x) + :: f"'(x)+ •.. 

·f(x-h)-f(x)= :: f"(X)-~;f"'(x)+- ... 
(b) 

Man kann den Zahlenwert h, der die Umgebung der untersuchten 
Stelle x angeben soll, jedenfalls so klein machen, daß in den beiden 
Reihen die Summe aller Glieder, die nach dem Glied mit h2 folgen, 
gegen dieses verschwinden, dann wird unter dieser Voraussetzung 

f(x+k)-f(x)= ~: f"(x) und f(x-k)-f(x)= ~: f"(x). (c) 

Wenn f" (x) von Null verschieden ist, dann hängt das Vor­
zeichen der rechten und damit auch der linken Gleichungsseite nur 
von der zweiten Ableitung f" (x) ab. In diesem Fall geht die Be­
dingung (a) über in die bereits bekannte Formel, daß nämlich 

f' (x)=O und 
angibt. 

. Maximum 
em M' . illlmum 

(d) 

Wenn aber f" (x) = 0 ist, dann läßt sicherst mit Hilfe der 
nächsthöheren Ableitungen das Vorhandensein eines Hauptwertes 
entscheiden. Denn mit f" (x) = 0 gehen die Reihen (b) über in 
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fex + k) - fex) = +~; f'" (x) + !~ (C4l (x) + ... 
fex - k)- f(x)=- :~ f"'(x) + :~ f("l(x) - + ... 

671 

(e) 

Man kann wieder wie oben vorgehen: Die Umgebung der unter­
suchten Stelle x läßt sich so klein machen, daß alle Glieder der 
beiden Reihen, die dem Glied mit },,8 folgen, verschwinden. Dann 
haben die auf der rechten Seite verbleibenden Glieder der beiden 
Reihen entgegengesetztes Vorzeichen. Es könnte also die Bedingung (a), 
daß die beiden Differentiale, die auf den linken Seiten der Glei­
chungen (e) stehen, für den Fall eines Hauptwertes entweder gleich­
zeitig positiv oder gleichzeitig negativ sein müssen, nicht erfüllt sein. 
Es muß sonach für den Fall eines Hauptwertes an der Stelle x auch 
noch die dritte Ableitung f'" (x) an dieser Stelle verschwinden, wenn 
schon die erste und zweite Ableitung den Wert Null haben. Dann 
nehmen a.ber die Gleichungen (e) die Form an 

k" 
f(x+},,)-f(x)= 4! ("l(x) und 

}"" 
((x-k)-f(x)= 4!.'{-i) (x) , lf) 

wenn man wieder die Umgebung der untersuchten Stelle entsprechend 
klein macht und damit auch h. Man kann nun wieder die näm­
liche Folgerung ziehen wie aus den Gleichungen (c), daß nämlich 
die Vorzeichen der Differentiale der linken Gleiohungsseiten nur 
von ({4) (x) abhängig sind. Die Bedingung (a) geht dann über 
in die Formel: 

Wenn an der Stelle x die beiden ersten Ableitungen 
f' (x) und f" (x) verschwinden, dann gibt 

("'(x)=O und 
. Maximum 

em M· . 
lUlmum. 

(g) 

Wenn an der untersuchten Stelle außer den beiden ersten Ableitungen 
auch noch die dritte und vierte verschwinden, dann wird man die 
eben ausgeführte Betrachtung wiederholen und die fünfte und sechste 
Ableitung für die Untersuchung heranziehen und so fortsetzen. Man 
hat dann die allgemeine Regel: 

Notwendige aber noch nicht hinreichende Be­
dingung für das Eintreten eines Hauptwertes der 
Funktion ((x) an der Stelle x ist f' (x)= O. Ein 
Hauptwert ist wirklich vorhanden, wenn von 
den fQlgenden höheren Ableitungen an der unter­
suchten Stelle x die erste nicht verschwindende 
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f(n) (x) von gerader Ordnung ist; und zwar hat man 
ein Maximum, wenn diese Ableitung negativ wird, 
und ein Minimum, wenn sie positiv wird. (h) 

Wenn aber die erste nicht verschwindende Ableitung an der 
untersuchten Stelle x von ungerader Ordnung ist, dann ist diese 
Stelle keine HauptsteIle. 

Beispiel a) Man ermittle die Hauptwerte der Funktion 

(x-a)'+b. 
Notwendige Bedingung für das Eintreten eines Hauptwertes ist das 
Verschwinden der ersten Ableitung. Man setzt fex) als Symbol für 
die gegebene Funktion und hat 

f(x)=(x-a)'+b, f'(x)=4(x-a)3. 
f'(x)=O bedingt x=a. An dieser Stelle x=a kann ein Haupt­
wert vorhanden sein. Man ermittelt weiter 

f" (x) = 12 (x - a)2, f'" (x) = 24 (x - a), 
An der untersuchten Stelle x = a verschwinden die zweite und dritte 
Ableitung. Die erste nichtverschwindende Ableitung fW(x) ist von 
der vierten, also gerader Ordnung. Es ist sonach x = a wirklich 
eine HauptsteIle. Da diese vierte Ableitung unabhängig von x (also 
auch für x=a) positiv ist, so hat man an der Stelle x=a ein 
Minimum. 

Beispiel b) Gesucht sind die Hauptstellen der Funktion 

(x-2)3,(x-1)2. 
Man setzt u (x) als Abkürzung für die gegebene Funktion und hat 

u(x)=(x - 2)3 (x _1)2, U' (x)=(x - 2)2 (x - 1) (5 x - 7). 

Die erste Ableitung verschwindet an den Stellen 

x=2, x=l, x=1,4. 
Diese Stellen können Hauptstellen sein. Ob sie es sind, entscheiden 
die höheren Ableitungen, zunächst die zweite 

u"(x) = 2 (x - 2)(lOx2 - 28x + 19). 

Für x = 1 wird die zweite Ableitung - 2, daher hat an dieser 
Stelle die Funktion einen Maximalwert. Für x = 1,4 wird sie 0,72, 
die Funktion hat an dieser Stelle ein Minimum. Für x = 2 ver­
schwindet die zweite Ableitung, sie entscheidet also noch nicht, man 
muß deswegen. die nächsthöhere nichtverschwindende Ableitung auf 
suchen. Man bildet 

u"'(x) = 6 (10x 2 -32x+25) 
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und findet, daß sie für x = 2 den Wert 6 annimmt, also nicht ver­
schwindet. Es ist sonach an der Stelle x = 2 weder ein Maximum 
noch ein Minimum vorhanden. 

292. Hauptwerte von unentwickelten Funktionen. Wenn die Ab­
hängigkeit zwischen dem Argument x und der Funktion y in un­
entwickelter Form 

F(x, y)=O (a) 

gegeben ist, dann geht die notwendige Bedingung für das Bestehen 
eines Extremums, nämlich 

dy=O, 
dx 

über in _F1 =0 
F2 

oder 
F1=0 mit F(x,y)=O (b) 

als Bedingung einer HauptsteIle x. y. Denn die zweite Glei­
chung drückt ja nur die Forderung aus, daß das Wertepaar x I y 
an der Hauptstelle der vorgegebenen Gleichung genügt. 

Ob wirklich ein Hauptwert vorhanden ist und ob er ein Maximum 
oder ein Minimum ist, entscheiden wieder die höheren Ableitungen, 

zunächst die zweite. Mit Berücksichtigung der Bedingung oF = 0 
OX 

geht die Formel (154b) für die zweite Ableitung über in 

so daß man die Regel erhält: 

Die in der unentwickelten Form F(x, y)=O gegebene 
Funktion y erreicht an der Stelle x ein 

Maximum, 
M. . wenn dort F 1 = 0 

Inlmum, 
und F ll < 

- F 2 > O. 

(c) 

(d) 

Die Regel setzt natürlich endliche und stetige Funktionen vor­
aus; weiter ist zunächst auch der Fall ausgeschlossen, daß für das 
gefundene Wertepaar x I y nicht nur F 1 , sondern auch F 2 ver-

schwindet, weil in diesem Fall die erste Ableitung :~ unbestimmt 

würde. 

Beispiel a) Man ermittle die Hauptwerte der durch die 
Gleichung 

(x2 +y2)2 _a2(x2 _y2) =0 

gegebenen Funktion y. 
Egerer, Ingenieur-liathematik II. 43 
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Wenn man für die linke Gleichungsseite die Abkürzung F ein­
führt, wird 

Die notwendige Bedingung für einen Hauptwert ist sonach 

(x2+y2)2=a2(x2_ y 2) mit 2x(2x2+2 y2_ a2)=0. 

Man findet als Lösung 

x=O, y=O und 

wo nach Belieben die Wurzel ein positives oder negatives Vorzeichen 
haben kann. Für das erste Wertepaar wird auch F 2 zu Null, es 
bestimmt einen Doppelpunkt der Kurve F = 0 . Fiir das zweite 
Wertepaar nimmt die zweite Ableitung 

Fu 2(6x2 +2 y2_ a2) 

-- F'l = - 2y(2x2+ 2 y2+ a2) 

den Wert - 3 )12: 2a an. Dieses Wertepaar bestimmt sonach ein 
Maximum oder ein Minimum,. je nachdem man das positive oder 
das negative Vorzeichen von )12 gewählt hat. 

Geometrisch läßt sich die Betrachtung veranschaulichen, wenn 
man überlegt, daß die vorgelegte Gleichung F = 0 die Lemniskate 
vorstellt. 

B. Hauptwerte der Funktion mehrerer Ver­
änderlicher. 

293. Hauptwerte einer Funktion mit zwei voneinander unab­
hängigen Veränderlichen. Sei diese Funktion 

z=f(x,y), (aj 

dann. sagt man, z hat an der Stelle x, y einen Hauptwert, wenn 
in der nächsten Umgebung dieser Stelle überall 

f(x +k,y+k)- f(x,y) (b) 

stets positiv oder stets negativ ist; kund k können beliebig gewählt 
werden, positiv oder negativ, die Werte müssen nur hinreichend 
klein sein, um der Forderung einer "nächsten Umgebung" der unter­
suchten Stelle zu genügen. Und zwar erhält man ein Maximum, 
wenn die Differenz (b) stets negativ ist, und ein Minimum, wenn 
sie stets positiv ist. 

Die Werte x und y, die z zu einem Hauptwert machen, findet 
man durch die nachfolgende Überlegung. Man denke sich, das not-
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wendige y sei bereits gefundt'n; wenn man es in die Gleichung (a) 
einsetzt, ist z nur mehr eine Funktion von x. Dann muß auch 
noch x so bestimmt werden, daß zein Hauptwert wird. Nach den 
Regeln der vorausgehenden Nummer ist dafür notwendig, daß die 
Ableitung der Funktion nach x verschwindet; diese Ableitung ist 
jetzt partiell, die Bedingung lautet also 

JJ((x,y) = 0 d b k' o er a ge urzt (1 =0. OX 

Entsprechend findet man auch noch 

o((x,y) =0, oder 
oy 

(c) 

(d) 

als Bedingung dafür, daß zeinen Hauptwert erreicht. Man hat sonach: 

Dam it die Funktion z = ((x, y) an der Stelle x, y 
einen Hauptwert erreicht, ist eine notwendige 
aber noch nicht hinreichende Bedingung 

!1=o ox und !L=o. oy (0) 

Man kann auch eine geometrische Betrachtung vornehmen, 
wenn man daran denkt, daß die Gleichung z= ((x,y) eine Fläche 
vorstellt. Soll nun z an der Stelle xo'Yo einen Hauptwert Zo er­
reichen, so wird die durch die Werte xo,yo,zo gekennzeichnete Stelle 
eine HorizontalsteIle sein, für die nach (281) die unter (e) auf­
gestellten Bedingungen gelten müssen. Daß aber diese Bedingungen 
noch nicht ausreichen, ersieht man daraus, daß eine Horizontal­
steIle einer Fläche noch nicht einen höchsten oder tiefsten Punkt 
angeben muß. 

Die unter (e) aufgestellten Bedingungen sind zwar notwendig, 
aber noch nicht hinreichend für das Bestehen eines Hauptwertes. 
Die Entscheidung darüber, ob die aus (e) gefundenen Werte x und y 
einen solchen liefern, kann man in recht vielen Fällen schon durch 
die Art der Aufgabe treffen, entsprechend wie das bereits bei 
früheren Beispielen geschehen ist. 

Beispiel a) Eine Zahl a ist so in drei il'eile zu zerlegen, daß 
deren Produkt ein Maximum wird. 

Durch zwei von diesen drei Teilen ist der dritte schon mit 
bestimmt, man hat sonach nur zwei Veränderliche. Seien die ersten 
beiden mit x und y bezeichnet, dann ist die dritte a - x - y. 
Das Produkt 

z =xy (a-x - y)=axy _x'Jy_xy'J (f) 
43* 
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erhält einen Hauptwert, wenn die beiden Ableitungen 

OZ 
·-=y(a-2x-y) OX 

und 
oz 
-=x(a-x-2y) oy (g) 

gleichzeitig verschwinden. Als Lösung findet man die Wertepaare 

x=O, y=O oder x=O, y=a oder x=a, y=O 
oder x=~a, y=~a. 

Die ersten drei Lösungen liefern 0 als Wert des Produktes z, 
also keinen Maximal-, sondern einen Minimalwert. Ein Maximal­
wert von z muß aber sicher vorhanden sein, sonach ist dieser durch 
die letzte Lösung bestimmt, die angibt, daß alle drei Teile gleich 
groß sein müssen. Siehe übrigens auch noch Beisp.297a). 

" 2 " 

Beispiel b) An das Ellipsoid :: + ~2 + :: = 1 ist eine 

Tangentialebene so zu legen, daß sie mit den drei Koordinatenebenen 
ein Tetraeder von möglichst kleinem Rauminhalt bildet. Gesucht 
ist dieser Inhalt. 

Der Berührpunkt Po =xo I Yo I Zo ist unbekannt. Die Tangential­
ebene in ihm, 

a2 b2 c2 
liefert den Inhalt T = ----- des Tetraeders, denn sie schneidet 

6xoYozo 
die Stücke a2 : xo, b2 : Yo und c2 : Zo auf den Achsen ab. Damit T 
möglichst klein wird, muß das Produkt xoYozo möglichst groß 
werden oder auch das Produkt 

x 2 y2 Z2 
~-.-o-.-o-=uvw wobei u+v+w=l 
a2 b2 c2 , 

aus der Gleichung des Ellipsoides zu entnehmen ist. Wenn man 
w = 1 - u - 'IJ beseitigt, lautet die Aufgabe jetzt: wie muß man u 
und v wählen, damit T=uv-U2V-UV2 möglichst groß wird? 
Die Bedingung 

oP 
---=0 ou mit oT =0 

ov oder V-2UV-V2 =0} 
u-2uv-u2 =0 

liefert eine Reihe von Lösungen: u = 0, v = 0, w = 1 und damit 
X o = 0 l Yo = 0, Zo = c würde eine Tangentialebene bestimmen, die 
parallel ist zum Grundriß und daher ein unendlich großes Tetraeder 
gibt. Für die Lösungen v=O, w=O, u= 1 und w=O, u= 0 
'IJ = 1 gilt das nämliche. Eine andere Lösung ist u = v = w = ~ 
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die offenbar einem Minimum des Tetraederinhaltes entspricht, da 
ein solches auf alle Fälle auftreten muß. eine andere Lösung aber 
nicht mehr vorkommt. 

294. Fortsetzung. Beispiel a) Gesucht ist der kürzeste Ab­
stand der zwei windschiefen Geraden 

y=mx+b} y=m'x+b'} (a) 
Z= nx+c z= n'x+c' . 

Am einfachsten löst man die Aufgabe so wie in 1230 gezeigt. 
Will man sie mit den Mitteln der Differentialrechnung lösen, so 
nimmt man auf der ersten Geraden einen veränderlichen Punkt P 
an und auf der zweiten Geraden einen veränderlichen Punkt P' 
und fragt, wie muß man diese beiden Punkte wählen, damit ihr 
Abstand d ein Minimum wird. Wenn man vom Punkt P die Koordi­
nate x wählt, dann sind durch die gegebenen Gleichungen auch 
die Koordinaten y und z bestimmt, ebenso durch x' auch die anderen 
Koordinaten y' und z' des Punktes P'. Es ist sonach d eine Funktion 
der beiden Veränderlichen x und x'. 

Mit 

P = x I mx + b i nx + c und P' = x' : m' x' + b' I n' x' + c' 
wird das Quadrat des Abstandes der beiden Punkte 

Q=(x -x'?+(mx+b- m/x' -b')2 +(nx+c-n'x' - d)2 
eine Funktion von x und x'. Natürlich wird d ein Minimum, wenn 
Q = d2 ein solches ist. . 

Die Bedingungen für ein Extremum sind 

oQ=O und oQ=O 
ox oy' 

hier 

2 [x-x' + m(mx+b-m'x' -b')+n(nx +c-n'x' - c')]=O} 
2 [x' -x+ m'(m'x' +b' - mx-b)+n'(n'x' +d -·-nx-c)] =0 . 

Man formt die beiden Gleichungen um zu 

x(l + m2 +n2)-x'(l + mm/ + nn') + m(b-b')+n(c-d)=O, 
-x(l + mm' +nn')+x'(l +m'2 +n'2)_ m'(b-b')-n'(c-c')=O, 

und findet aus ihnen eine Formel 

(b'-b) [m-m'+n'(mn'-m'n)]+(c' -c) [n-n' +m' (m'n-mn')J x = .... - .... ----;--'---.---:---:--cc;:--,----'-;=---'--~=_'_"-:----=:---'----~ 
(mn' -m'n)2+ (m - m')2+(n_n')2 

Die Formel für x' geht aus ihr hervor, wenn man m, n, b, c durch 
m', n', b', c' ersetzt. Durch x und x' sind auch die anderen Koor-
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dinaten y, z und V', z der beiden Punkte P und P' bestimmt und 
durch deren Entfernung der kürzeste Abstand d. Die Frage, ob 
die beiden gefundenen Werte x und x' wirklich ein Minimum be­
stimmen, ist durch die Art der gestellten Aufgabe schon gelöst. 
Denn sicher müssen die beiden Geraden einen kürzesten Abstand 
haben. Gefunden wurde nur eine Lösung, also ist diese auch die 
richtige. 

Die Behandlung der Aufgabe ist im Vergleich zu jener des 
ersten Bandes eine recht umständliche, wenn man nicht den ein­
fachen Gedankengang als einen Vorzug der Lösung betrachtet. 

Beispiel b) Vorteilhaftestes Kanalprofil. Der Querschnitt 
F sei gegeben. Die Geschwindigkeit v des Wassers hängt wesent­

\f 1 "". -'-----~;:.o Ci 

lich ab vom Wasserperimeter P d. i. 
der benetzte Umfang AODB des Quer­
schnittes; sie ist um so größer, je kleiner 
P ist. Wenn der Böschungswinkel q; 
vorgeschrieben ist, Abb. 453, dann ist 
gefragt: wie groß ist 11, zu wählen, da­
mit P möglichst klein wird. 

!. 8~ 

Abb. 453. 
Aus 

F=h(8 +11, cotg q;) und P=s+ 211,: sinq; 

ergibt sich 
F 211, 

P=--hcotgq;+-. -. 
11, SlDq; 

Damit P ein Minimum wird, muß 

oder 

sein. 

dP =0 oder 
dh 

F 2 
---cotgq;-l- -- =- 0 

h'J I sin9J 

11,= 1/ Fsi~cp_ 
V 2-cosq; 

(b) 

Wenn der Böschungswinkel q; nicht vorgeschrieben ist, sondern 
auch möglichst günstig gewählt werden soll, so wird man P als 
Funktion von 11, und q; behandeln und erhält ein Minimum, wenn 
gleichzeitig 

oder 

oP =0 und 
oll, 

F 2 
- --cotgq;+-.-=O und 

11,' Sill.q; 

Aus der letzten Gleichung erhält man 

11, 2hcosq;_0 
sin' q; - sin\! Cf - . 

cos 9J = l oder q; = 60° 
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und dann aus der ersten 

YFsincp h 
h= ---- oder ,IF-=O,760 

2-coscp t' 

p 
und v'j= 2,632. 

295. Fortsetzung. Die vorausgehende Entwicklung der Bedingung 
für das Eintreten eines Hauptwertes soll noch auf einem anderen 
Weg abgeleitet werden, gleichzeitig kann die Betrachtung auch auf 
eine Funktion von mehr als zwei Veränderlichen erweitert werden. 

Gegeben sei eine Funktion 

F(x,y,z .. . ) (a) 

von gegenseitig unabhängigen Veränderlichen x, y, z . .. und gefragt 
ist nach jenen Werten dieser Veränderlichen, die die Funktion F 
zu einem Maximum oder zu einem Minimum machen. Eine erste 
Antwort ist: es muß in der nächsten Umgebung die Differenz 

.1 F=F(x +h, y+ k, z+ l, ... ) -F(x, y, 'Z, • •• ) (b) 

unabhängig von den Werten h, k, l. " entweder stets positiv oder 
stets negativ sein. Diese Werte h, k, l . .. dürfen beliebig sein, 
positiv wie negativ, natürlich hinreichend klein, damit der Begriff 
der "nächsten Umgebung" gewahrt bleibt. Nach dem Taylorschen 
Satz ist 

JF=:l [h~~ +k~: +l~: + ... J 
+~[h~F +k~F +l~!+".J(2) +~r J(3)+ ... (c) 

210x oy OZ 31L 

Nach (175) kann man die Zahlen h, k, l . . , so klein wählen, 
daß die erste Klammer rechts die Summe aller noch folgenden über­
wiegt, so daß das Vorzeichen der rechten Gleichungsseite bedingt 
ist durch das Vorzeichen dieser Klammer 

(d) 

Nun soll einerseits für den Fall eines Extremwertes das Vorzeichen 
von LI F stets gleich bleiben, also stets positiv oder stets negativ, 
wie man die Zahlen h, k, l ... auch wählen mag. Andrerseits wird 
das Vorzeichen der Klammer sich mit der Wahl von h, k, 1 ... jeden­
falls ändern. Es muß also dieser Klammerausdruck (d) verschwinden, 
um den Widerspruch zu lösen; es muß 

(e) 
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sein. Diese Bedingung (e) wird aber für jede beliebige Wahl von 
k, k, l ... nur dann erfüllt, wenn gleichzeitig gilt 

oF=O 
OX ' 

Man hat sonach als Regel: 

oF 
-----=0 oy , 

oF =0 
oz ' 

Damit F(x,y,z ... ) an der Stelle x,y,z ... einen 
Hauptwert erreicht, ist eine notwendige aber 
noch nicht hinreiohende Bedingung, daß 

oF =0 - oF_ O 
OX ' oy - , 

oF 
--=0 oz ' (f) 

Man beachte wohl, man hat nur eine notwendige Bedingung 
für das Vorhandensein eines Hauptwertes aufgestellt. Ob die aus 
den Gleichungen (f) gefundenen Werte wirklich einen solchen liefern, 
ist a.nalytisch erst durch die Unte1'8uchung der höheren Ableitungen 
festzustellen. In den praktisch vorkommenden Fällen ist freilich 
meist aus der Natur der Aufgabe heraus ohne weiteres die Fest­
stellung möglich, ob die durch das Gleichungssystem (f) bedingten 
Werte x, y, z ... einen Hauptwert von F ergeben. Die analytische 
Untersuchung wird recht verwickelt, wenn es sich um mehr als 
zwei voneinander unabhängige Verä.nderliche x, y, z . .. handelt. 
Und selbst, wenn' man es nur mit zwei unabhängigen Veränderlichen 
x und y zu tun hat, wird sich die analytische Untersuchung nur 
auf jene Fälle beschränken, bei denen die Ableitungen zweiter Ord­
nung zu einem Urteil ausreichen; sie wird sich sonach auf jene 
Fälle beschränken, die in 289 als einfache Hauptwerte be­
zeichnet werden. 

Beispiel a) Im Raum bilden die Punkte PI =x1 IY1'P\J=x2 iY2' ..• 
p .. = x .. 1 Y .. mit den Massen "'1' "'t, ... "' .. ein Massensystem. Man 
soll einen Punkt S = ~ I 'YJ 1 C so bestimmen, daß die Größe 

J=m1 r11l +m\Jr\J\J+ ... +m"r .. ll, wo 'i = SP • ., 

ein Minimum wird. 
Die Größe mi'ill ist das Trägheitsmoment des Massenpunktes Pi 

bezüglich des gesuchten Punktes S, die Summe J = I m,ll nennt 
man das polare Trägheitsmoment des Massensystems für den 
Punkt S. 

Mit 



wird 

oder 

oder 
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J = m1 [(~-Xl)2 +(fJ - Yl)'I. +CC-Z1)2] 

+ m2 [(~-x,JJ+(fJ -Y9)2 +(C- Z2)2] 

+ ... +m .. [(~-xSI+(fJ-y • .)2+(C-z .. YI] 

J = Im [(e - X)2 + (fJ - y)2 + (C - Z)2] 

J =Im(e _X)2 +Im(fJ _y)2 +Im(C - Z)2, 

681 

wo das Summenzeichen sich auf die gegebenen Koordinaten xi I Yi i zi 
und die gegebenen Massen m. der einzelnen Punkte Pi des Massen­
systems bezieht. Veränderlich sind nur die Koordinaten e, fJ, C des 
Punktes S, insofern man ihn beliebig wählen kann. Wenn er aber 
so gewählt werden muß, daß J ein Minimum wird, dann müssen 
für ihn die Bedingungen 

'OJ 'OJ -0 'OJ =0 
'Oe=O, 'OfJ -, 'OC 

gelten; oder wenn man ausrechnet, 

Im(e-x)=O, Im(fJ-y)=O, Im(C-z)=O 
oder 

M~=Imx, MfJ=Imy, MC=Imz, 
wenn man die Gesamtmasse 

m1 +m2 + ... m2 =Im 

mit M bezeichnet. Durch die drei gefundenen Bedingungsgleichungen 
ist der Punkt S als Schwerpunkt des Massensystems erkannt. Man 
hat nur eine einzige Lösung und diese muß daher auch die richtige 
sein; denn J ist stets positiv und größer als Null, muß also einen 
Kleinstwert haben. 

296. Fortsetzung. Gefragt ist nach einer nicht nur notwendigen 
sondern auch hinreichenden analytischen Bedingung für das Bestehen 
eines Hauptwertes der Funktion F (x, y); oder mit anderen Worten: 
nach einer brauchbaren analytischen Formulierung der Bedingung, 
daß die Differenz 

LlF=F(x+k,y+Tc)-F(x,y) (a) 
in der nächsten Umgebung der Hauptstelle entweder stets positiv 
oder stets negativ ist. Mit Benützung des Taylorschen Satzes und 
der Formel (295f) kann man schreiben 

L1 F =!.. [k~!' + Tc 'OF]<SI+ ~ [k 'OF + Tc ~~(3I+ ... 
2! 'Ox 'Oy 3! 'Ox 'OyJ 
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oder wenn man· diese symbolischen Potenzen ausrechnet und gleich­
zeitig Abkürzungen einführt, 

LI F = :! [k2 F ll + 2 klcF1'l + k'l F 22 ] + :! [1.8 F111 + ... ] + . . . (b) 

Nach (175) kann man wieder die Größen hund k so klein 
wählen, daß die erste Klammer der rechten Gleichungsseite die Summe 
aller noch folgenden Glieder übersteigt, daß also das Vorzeichen von 
LI F nur durch die erste Klammer bedingt ist. Dann ist die Frage 
wie müssen die partiellen Ableitungen F11' Fl2' F22 beschaffen sein, 
damit für jede Wahl von hund k diese erste Klammer das Vor­
zeichen nicht wechselt? [Dabei ist der Fall 

(c) 

von vornherein auszuschalten, weil man dann die Ableitungen höherer 
Ordnung für die Entscheidung zu Hilfe nehmen müßte; wir haben 
aber einfache Hauptstellen vorausgesetzt, die nur durch erste und 
zweite Ableitungen beurteilt werden sollen]. 

Wenn man k2 aus der ersten Klammer als Faktor aussetzt und 
gleichzeitig k: k = ~ einführt, wird sie 

Das Vorzeichen von k2 hat keinen Einfluß auf das Vorzeichen der 
Klammer; die Frage lautet jetzt: welche Beziehung muß zwischen 
den Größen Fll' F12' F22 bestehen, damit 

(d) 

nie sein Vorzeichen wechselt? Die Antwort wird geometrisch gefunden, 
wenn man 

als Gleichung einer Kurve in einem rechtwinkligen Koordinaten­
system ~ I 'I} betrachtet. Sie stellt eine Parabel vor, deren Achse 
parallel zur 'I}-Achse ist. Damit 'I} stets positiv oder stets negativ 
bleibt, darf diese Parabel die ~-Achse nicht schneiden; oder in 
anderer Sprechweise, die aus der Gleichung 

F ll ~2 + 2 F l2 ~ +F22 =0 

sich ergebenden Schnittpunkte der Parabel mit der ~-Achse müssen 
imagmar sein. Das werden sie, wenn die Diskriminante der 
Gleichung negativ ist, wenn also 

F l22 - F ll F~2 < O. (e) 
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Diese Beziehung ist also die Bedingung dafür, daß die erste 
Klammer in (b), 

(f) 

und damit auch LI F das Vorzeichen nicht wechselt; sie ist also 
eine hinreichende Bedingung für das Vorhandensein eines Haupt­
wertes der Funktion F. 

Unter Voraussetzung der Ungleichung (e) sieht man, daß F ll 

und F 22 gleiches Vorzeichen haben müssen, weil andernfalls die linke 
Seite der Ungleichung aus zwei positiven Summanden bestünde. 
Weiter sieht man: wie man auch 11, und Je wählen mag, die Summe 
(f) wechselt ihr Vorzeichen nicht; also auch nicht, wenn man 11, = 0 
wählt; ·also hat Je2 F'J2 und deswegen auch F'J2 das gleiche Vorzeichen 
wie die ganze Summe (f) und damit auch wie die Differenz LI F. 
Oder umgekehrt: LI F hat unter der Voraussetzung (e) das gleiche 
Vorzeichen wie F 22 oder F ll. Man faßt die vorausgehenden Ent­
wicklungen zusammen: 

I. Damit die Funktion z=F(x,y) an der Stelle 
x, y einen Hauptwert erreicht, ist eine not­
wendige Bedingung, daß 

F 1 =0 und F2 =0. 

Die aus diesen Gleichungen sich ergeb enden 
Wertepaare x, y bestimmen einen Hauptwert 
dann, wenn 

und zwar ein 

Maximum, 
wenn 

Minimum, 

11. Wenn für die aus den Gleichungen 

F 1 =0 und F2 =0 

sich ergebenden Wertepaare x, y 

F19 2 - F ll F22 >0 
wird, dann liefern sie weder ein Maximum noch ein 

(g) 

Minimum. (h) 

111. Wenn für die aus den Gleichungen 

F1=0 und Fll=O 

sich ergebenden Wertepaare x, y 

F 1'J.'J.-Fll F 211 =0 
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wird, dann geschieht die Entscheidung, ob die Funktion F 
ein Extremum hat, im allgemeinen Fall durch die 
Ableitungen dritter und vierter Ordnung. (i) 

Die Aussage (h) ist nichts anderes als eine Umkehr der für die 
Aussage (g) gemachten Betrachtungen. 

297. Fortsetzung. Beispiel a) Man weise analytisch nach, daß 
die Lösung des Beispiels 29380) richtig ist. 

Aus den Bedingungen, denen die Funktion F = xy (a - x - y) 
genügen muß, nämlich F 1 = 0 und F'l = 0, wurde als mögliche 
Lösung gefunden 

x=la, y=la. 

Für diese Werte nehmen die partiellen Ableitungen 

Fll =-2y, F12 =a-2x-2y, F22 =-2x 
die Werte 

an. Die Diskriminante (296e) wird 

F 122 - F ll F 22 =-la2, 

also negativ, man hat lIonach einen wirklichen Hauptwert. Da a 
als positiv vorausgesetzt wird, ergibt sich aus (296f) wegen Fll < 0, 
daß durch die gefundenen Werte x und y ein Maximum bestimmt ist. 

Beispiel b) Die Seiten eines Dreieckes von gegebenem Um­
fange 28 sollen so gewählt werden, daß der Flächeninhalt F den 
größtmöglichen Wert erhält. 

Wenn zwei Seiten mit x und y bezeichnet werden, dann ist 
die dritte % = 28 - X - y. Nach der Heronischen Formel ist der 
Flächeninhalt . 

F=V8(8 -x) (8-Y)(8-Z). 

F wird ein Maximum, wenn das Produkt 

ein Maximum ist. 

U =(8-X)(8-Y)(X+y-8) 

Für diesen Fall muß 

und 
U1 =(8-y)(28-2x-y)=0 

U'1. =(8 -x )(28-2y-x)=0 

sein. Aus beiden Gleichungen ergibt sich 

x=s, y=s, %=0 und x=i8, y=is, z=i8. 
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Die erste Wertegruppe ist keine Lösung, da der Flächeninhalt 0 
wird. Die zweite Gruppe ist eine Lösung, denn sicher muß der 
Flächeninhalt, da er nicht unendlich groß werden kann, einen 
Maximalwert erreichen. Auch analytisch läßt sich die zweite Werte­
gruppe als Lösung erweisen, wenn man die partiellen Ableitungen 
zweiter Ordnung bildet. Es nehmen 

Uu =2(y-s), U12 =2x+2y-3s, U'!2=2(x-s) 

an der Stelle x=is, y=is die Werte 

Uu =-i s, U12=-~S, U22 =-i s 

an, so daß die Bedingung (296g) für ein Maximum erfüllt ist, nämlich 

U122- Ull U22 <0 und Uu <0. 
298. Hauptwerte ~it Nebenbedingungen. Diejenigen Veränder-

lichen 
x, y, z einer Funktion F (x, y, z) , (a) 

die einen Hauptwert dieser Funktion F bestimmen, sind häufig 
durch das Hinzutreten von einer oder von zwei neuen Bedingungs­
gleichungen - genannt Nebenbedingungen - erst wirklich be­
stimmt. 

Man denke etwa an das letzte Beispiel; die drei Seiten x, y, z 
eines Dreieckes von gegebenem Umfange 2 s so zu bestimmen, daß 
die Fläche ein Maximum wird. Bei ihm war die Nebenbedingung 

28=X+Y+Z. 
I. Erstes Verfahren. Man wird in vielen Fällen aus der 

gegebenen Nebenbedingung 

G(x,y, z)=O (b) 

eine der Veränderlichen, etwa z, berechnen und in die untersuchte 
Funktion 

F(x,y,z) (c) 

einsetzen, so daß diese nur mehr zwei Veränderliche x und y enthält. 
Etwa so, wie man beim letzten Beispiel aus der gegebenen N eben­
bedingung 

2 S = x + y + z die Veränderliche z = 2 s - x - y 

in die Funktion einsetzte. 
Oder wenn zwei Nebenbedingungen 

G(x,y,z)=O und H(x,y,z)=O (d) 

vorgeschrieben sind, daß man aus ihnen zwei Veränderliche, etwa 
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und z, nach x ausdrückt und in die untersuchte Funktion Feinsetzt, 
so daß diese nur mehr eine einzige Veränderliche x enthält. 

Beispiel a) In Beispiel 289c) war auf der gegebenen Geraden 

y=mx+b mit z=nx+c 

ein Punkt P so gesucht, daß die Entfernung e = Po P des gegebenen 
Punktes Po dessen kürzeste Entfernung von der Geraden ist. Diese 
Entfernung e ist von den drei Koordinaten x, y, z abhängig. Weil 
aber P auf der gegebenEm Gerac;len liegen soll, hat man für x, y, z 
noch die zwei Nebenbedingungen 

y=mx+b und z=nx+c. 
Man konnte so y und z nach x ausdrücken und die Entfernung e 
nur von x abhängig machen. 

11. Zweites Verfahren. In vielen Fällen ist aber der eben 
vorgeschlagene Weg nicht gangbar oder doch. nur mit Aufwand ver­
wickelter Rechnung. Man wird dann das folgende Verfahren ein­
schlagen. 

Es seien die drei Größen x, y, z, die einen Hauptwert der 
Funktion F (x, y, z) erzeugen sollen, noch durch die zwei N eben­
bedingungen 

G(x,y,z)=O und H(x,y,z)=O (e) 

näher bestimmt. Dann ist in Wahrheit F nur eine Funktion von x, 
da ja y und z durch die beiden Nebenbedingungen als unentwickelte 
Funktionen von x gegeben sind. Im allgemeinen wird es aber nicht 
gelingen, y und z nach x auszudrücken. Man wird dann statt mit 
den gegebenen Nebenbedingungsgleichungen mit ihren Differential­
gleichungen arbeiten, aus ihnen die notwendigen Ableitungen von y 
und z nach x berechnen und in die l)ifferentialgleichung. der zu 
untersuchenden Funktion F einsetzen. Denn damit Feinen Haupt­
wert hat, muß ja gelten 

ferner 

G=O 

H=O 

dF =0 oder 
dx 

ergibt sich aus den 

oder 
dG 
--=0 
dx 

oder dH=O 
dx 

oF + oF~1!.. , .0Fdz =0; 
ox oy dx T oz dx 

(f) 

Nebenbedingungen 

oder oG + oGdy + cGdz = 0 
ox oy dx OZ dx ' 

(g) 
oder oH + oHdy + oHdz =0. 

ox oy dx OZ dx 
Aus zweien von diesen drei Differentialgleichungen kann man 

die Werte von :~ und ~~ ausrechnen und in die dritte einsetzen; 
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sie bildet dann mit den beiden gegebenen Nebenbedingungen die 
drei erforderlichen Gleichungen zur Bestimmung der gesuchten 

Werte x, y, z. [Statt :~ und :: aus zwei von den drei auf­

gestellten Gleichungen auszurechnen, wird man meist sagen: für die 

zwei Ableitungen :~ und ~~ hat man drei lineare Gleichungen, es 

muß sonach deren Resultante 

verschwinden.] 

IF1 F'J Fa 
j 0 1 G'J Ga 
i H1 H'JHa 

(h) 

299. Fortsetzung. Beispiel a) Von einem Kreiskegel ist die 
Oberfläche 0 gegeben; man bemesse ihn so, daß sein Volumen V 
ein Maximum wird. 

Der Halbmesser des Grundkreises sei x, die 
Höhe y, die Mantelseite z, Abb.454. Das Volumen 

V=~X2~y (a) 
'ist zunächst eine Funktion von zwei Veränderlichen' x 
und y. Wegen der vorgeschriebenen Oberfläche 

0=X2~+~XZ oder O=~x(x+z) (b) 

besteht aber noch eine Beziehung zwischen x und y, 
Abb.454. 

die gestattet, eine der beiden Veränderlichen zu entfernen. Man 
kann nämlich diese Nebenbedingungen umformen zu 

0= ~x(x+ )lx2 +y9) oder y2 X'J X'J = 0'1. - 2 0 1lx'J (e) 

und erhält damit 

9 V2 = ~2.X4y'l oder 9 V'J = 02X 2 - 2 O~x4.. 

Wenn V ein Maximum wird, dann natürlich auch 9 Vi, man wird 
daher die Bedingung aufsuchen dafür, daß U = 9 V'J ein Maximum 
wird. Sie ist 

dU ---=0 oder 2x02_8x3~0=0 oder x(0-4x'J~)=0 (d) 
dx 

und liefert x = 0 und x'J = 0 : 4 1l • Der erste Wert liefert ein 
Minimum; der zweite Wert ein Maximum, was ja unmittelbar ein­
zusehen ist, da V einen endlichen Wert und damit auch ein Maximum 
haben muß. Mit diesem Wert wird dann 

y'!=8 x 'J oder y'l=20:1r und z'J=x'J+y'J oder z'l=9 x'l. 



688 Hauptwerte (Maxima und Minima). 300. 

Die drei Größen x, y, z bilden dann das Verhältnis 

x2 : y2 : Z2 = 1 : B : 9 

2 20 
Y =~, 

o x2 __ 

- 4:n' 
2 90 

Z =--. 
4:n 

(e) oder 

Nach dem angegebenen neuen Verfahren (Berücksichtigung der 
Nebenbedingungen durch deren Differentialgleichungen) wird man 
folgendermaßen vorgehen. Die Funktion 

V=lx2y:n 
soll einen Maximalwert erhalten. Gegeben ist noch, daß die Ober­
fläche 0 einen vorgeschriebenen Wert hat, 

0=x2:n+xz:n, wo X2+y2=Z2. (f) 
Man hat sonach zwei Nebenbedingungen für die drei Veränderlichen 
x, y, z. Die drei Gleichungen (298f und g) werden hier 

+ 2 dy + + dz + dy dz 2xy x ([;;=0, 2x z xdx=O, x Ydx=zdx' (g) 

Man rechnet aus den bei den ersten :~ und :: aus und setzt sie in 

die dritte ein und erhält 

x2 -2y2 +2xz+z2 =O oder 2 y2=(x+zr. (h) 

Diese neue Gleichung liefert im Verein mit den obigen zwei Neben­
bedingungen (f) die notwendigen drei Gleichungen zur Bestimmung 
jenes Wertesystems, das V zu einem Maximum machen soll. Wenn 
man diese Gleichungen etwas umformt, werden sie 

O=:nx(x+z), y2=(X+Z)(z-x), 2 y2=(X+Z)2, 
und liefern genau wie oben 

x2=0:4:n, y2 = 2 O::n, Z2= 9 0: 4:n. 

300. Fortsetzung. Beispiel a) Gegeben sind zwei senkrecht 
zueinander stehende Gerade und ein Punkt P, Abb. 455. Man 

soll durch ihn eine Gerade so legen, daß sie 
mit den beiden festen Geraden ein Dreieck 
von möglichst kleinem Flächeninhalt bildet. 

Man macht die beiden Geraden zu Ko­
ordinatenachsen, die beiden Abschnitte auf 
ihnen bezeichnet man mit a und b. Dann 

Abb. 455. soll das Dreieck F = i ab möglichst klein 
werden. a und b sind nicht willkürlich ver­

änderlich, beide sind noch durch die Bedingung verbunden, daß 
der Punkt P mit den Koordinaten x I y auf der Geraden liegen 
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muß, also durch die Beziehung : +: = 1. Man kann a als die 

Unabhängige betrachten, von der b wegen der gt'gebenen Bedingung 
abhängig ist. Der Punkt P ist gegeben, also sind x und y selbst­
verständlich konstant, sie sind gegeben e Glößen. Damit Feinen 
Hauptwert erreicht, muß gelten 

~~=o oder ~(b'l+a.~!)=o; aus -;-~~!=o 
kann man :! berechnen und in die erste Gleichung einsetzen; 

man erhält 

x y 
-=-; 
a b 

in Verbindung mit x Y -+-=1 a b 
gibt diese Beziehung 

a = 2 x, b = 2 Y und damit F = 2 xy als kleinstes Dreieck. 

Beispiel b) Die Gerade des vorausgehenden Beispiels EOU EO 

gewählt werden, daß das auf ihr von den beiden Koordinatenachsen 
abgeschnittene Stück möglichst klein wird 

Hier soll l = v' a2 + bll möglichEt klein werd€n, a]so auch die 
Funktion F = all + bll • Zwischen a und b beEteht femer noch die 
gleiche Beziehung wie bei der vorigen Aufgabe. Man erhält 

dF =0 
da 

mit 
x y db 

-----=0 a2 b2 da . 

Aus beiden Gleichungen erhält man 

in Verbindung mit 

Aus diesen beiden Gleichungen wieder findet man 
s~ 3 __ 

a=x+Vxy'J, b=y+ Vx2y 
und damit 

3_ 3_ 

l2=a'J + bll=x'J +3XVxyll+ 3y Vxlly+yll 

oder 
rl. == x'/l + y·I •. 

Beispiel c) In den Raum Ader Abb. 456 
soll durch die etwas schmale Tür eine hohe 
Tafel von gegebener Länge l gebracht werden. 
Welche lichte Öffnung muß der Türstock min­
destens haben, damit die Tafel noch hinein­
gebracht werden kann. 

Egerer, Ingenieur-Mathematik IL 

A 

Abb.456. 

44 
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Die Aufga.be ist die Umkehr derjenigen des vorhergehenden 
Beispiels. Man könnte nämlich auch fragen, wie groß darf I höch­
stens sein, damit die Tafel noch durch die Tür gebracht werden kann. 
Es ergibt sich demgemäß als Bedingung für die Mindestbreite y des 
Türstockes 

fis = x'/l + y'/s oder Ymin = V(f/l - X·/I)8. 

Die Aufgabe wird oft noch in folgender Form gestellt: Gegeben sind 
zwei sich rechtwinklig kreuzende Straßen von gegebener Breite. 
Man soll einen Balken von der einen Straße in die andere bringen 

Abb. 457. 

und zwar so, daß er bei der Bewegung wagrecht bleibt, Abb.457. 
Wie lang darf er höchstens sein? Man erhält die gleiche Lösung 
wie oben, nämlich 1'/1 = x"l. + y·/s. 

301. Fortsetzung. Das für Hauptwerte notwendige Wertesystem 
kann man nach Lagrange auf die folgende Weise erhalten. 

m. Drittes Verfahren. Sei die auf einen Hauptwert zu 
untersuchende Funktion 

F(x,y,z) 

noch mit den zwei Nebenbedingungen 

O(x,y,z)=O und H(x,y,z)=O 

(a) 

(b) 

verbunden. Unsere ganze Untersuchung beschäftigt sich nur mit 
jenen Werten x, y, z, die F zu einem Hauptwert machen und 
gleichzeitig den Gleichungen 0 = 0 und H = 0 genügen. Unter 
dieser Voraussetzung ist es gleichgültig, ob man die Funktion 
F (x, y, z) oder die Funktion 

U=F(x,y, z) +10(x, y, z)+,uH(x, y, z) (c) 

untersucht, weil ja 0 und H für das gesuchte Wertesystem x, y, z 
zu Null werden. 1 und I-' sind dabei willkürliche Parameter, die 
als unbekannt zu betrachten sind. 

Die Bedingung für einen Extremwert von U ist dU = 0 oder 

oU oU oU 
-qx+-dy+-dz=O ox oy oz 

(d) 
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oder 

(oF+1oG+ oH)dx 
ox ox ft OX 

+(oF +1~ + oH)d oy oy ft oy Y ( e) 

+(oF +1 oG_+ oH)dz=O. 
oz az ft az 

Wenn man beachtet, daß durch die Nebenbedingungen (b) die Ver­
änderlichen y und z als unentwickelte Funktionen von x gegeben 
sind, so ist von den drei Veränderlichen x, y, z nur eine einzige, 
nämlich x, willkürlich veränderlich, und ebenso auch sein Differential dx. 
Damit also die Gleichung (e) für jedes dx bestehen kann, muß der 
Koeffizient von dx, nämlich 

aF aG oH 
a;+la;-+ ft-ax =0 (f) 

sein. Ferner waren 1 und p, als ganz willkürliche Zahlen eingeführt 
worden. Man kann sie daher auch derart wählen, daß sie zusammen 
die Koeffizienten von dy und dz zu Null machen, so daß also auch 
noch gilt 

(g) 

Für die drei gesuchten Werte x, y, z, die der Funktion Feinen 
Extremwert verleihen sollen, und die beiden Parameter 1 und p" 

zusammen also für die fünf Unbekannten x, y, z, 1, p, hat man die 
fünf Gleichungen (b), (f), (g), womit die Aufgabe gelöst ist. Es soll 
noch zusammengefaßt werden: 

Soll die Funktion F(x, y, z) einen Hauptwert erhalten, 
und gelten für die Größen x, y, z noch die Neben­
bedingungen 

G(x, y, z)=O und H(x, y, z)=O, 

so bilde man unter Einführung der beiden als konstant 
zu betrachtenden Parameter 1 und p, die Funktion 

U=F+lG+ft H. 

Dann findet man das gesuchte Wertesystem x, y, z und 
44* 



692 Hauptwerte (Maxima und Minima). 302. 

die beiden Unbekannten l und I-' durch die fünf Glei-
chungen 

G=O, H=O, oU =0, oU =0, oU =0 
ox oy oz 

oder G=O} 
H=O 

F1 +lGI +,uHI =O} 
und F 2 +lG,+,uH2 =0. 

Fs+lGs+,uHs=O 

(h) 

Beispiel a) Das Beispiel 299a) soll nach diesem neuen Ver­
fahren gelöst werden. 

Die zu untersuchende Funktion ist 

V=lx2yn, 
die NebEmbedingungen sind 

x'n+xzn-O=O, 

Man bildet die Funktion 

(i) 

U=lx2y~+l(x2n+xzn- 0)+,u(x2 +y2_ Z2). (k) 

Die partiellen Ableitungen dieser Funktion nach x, y, z müssen ver­
schwinden, 

~xyn+l(2 xn+zn) + ,u-2x=0, 
1 x2 n + l· ° + ,u. 2 Y = 0, 

O+l·xn-I-'.2z=0, 
(I) 

und bilden mit den zwei Nebenbedingungen (i) die notwendigen 
fünf Gleich:ungen zur Ermittlung von x, y, z, l, 1-'. Aus den letzten 
beiden Gleichungen erhält man 

·und xz 
l=--

3y 

und setzt sie in die erste Gleichung ein, die dann 

2 y2=(X+Z)2 

wird und mit den beiden Bedingungsgleichungen (i) die gesuchten 
Werte x, y, z genau wie im Beispiel 299a) liefert. 

Das Beispiel zeigt, daß im vorliegenden Fall das neue Verfahren 
dem früheren gegenüber nicht von Vorteil ist. 

300. Fortsetzung. Wenn für die drei Veränderlichen x, y, z, die 
der Funktion F (x, y, z) einen Hauptwert geben sollen, nur eine 
einzige Nebenbedingung 

G (x, y, z) = ° (b) 
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vorgeschrieben ist, dann gibt diese die Veränderliche % als unent­
wickelte Funktion von x und Y an und macht damit auch die zu 
untersuchende Funktion F nur von den beiden Veränderlichen x 
und y abhängig. 

I. Erstes Verfahren. 
wird dargestellt durch 

Die Bedingung für einen Extremwert 

oF =0 
ox 

mit oF =0. 
oy (c) 

Diese beiden Gleichungen im Verein mit der Nebenbedingung (b) 
sind die drei für die Bestimmung des Wertesystems x, y, % not­
wendigen Gleichungen. Für die Ausführung der Gleichungen (c) ist 
natürlich vorausgesetzt, daß man % als Funktion von x und y aus 
der Nebenbedingung bereits in die zu untersuchende Funktion F 
eingesetzt hat, so daß diese also die Form 

F [x,y, f(x,y)] 
hat. 

ß. Zweites Verfahren. Wenn diese Substitution nicht her­
gestellt werden kann oder zu schwierig ist, dann muß man die bei­
den partiellen Ableitungen (c) nach 144 entwickeln und erhält 

oF + oF. 0% =0 mit oF + oF. 0% = O. 
ox 0% ox oy 0% oy (d) 

0der abgekürzt 

F l +FaP=O mit F2 +Faq=O; 
ebenso wird man die gegebene Nebenbedingung (b) partiell nach x 
und y differenzieren und erhält 

oG+oG.oz=O und 
OX 0% OX 

(e) 

oder in der gewöhnlichen Abkürzung 

Gl +Gap=O und G2 +Gaq=O. 

Aus diesen vier Gleichungen wird mau die partiellen Ableitungen P 
und q beseitigen und erhält zwei Gleichungen; 

F l Ga - FaGl = 0 und F'}.Gs - FS G2 = 0, (f) 

die im Verein mit der vorgeschriebenen Nebenbedingung (b) die 
drei notwendigen Gleichungen zur Bestimmung des Wertesystems x, 
y, % liefern. 

Beispiel a) Man löse das Beisp. 297 b) nach dem angegebenen 
Verfahren. 
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Es handelt sich um die Bestimmung der Werte x, y, z, die der 
Funktion 

F =(s-x)(s-y)(s -z) 

einen größten Wert geben sollen, wenn gleichzeitig noch als Neben­
bedingung gegeben ist 

x+y+z-2s=0. 

Man bildet die durch (f) vorgeschriebenen partiellen Ableitungen 

F1 =-(s-y)(s-z), F'J=-(s-z)s-x), 
F3 =-(s-x)(s-y) (g) 

G1 =1, G.=1, G3 =1. (h) 
Dann werden die Gleichungen (f) 

x=z, y=z, 
und liefern im Verein mit der vorgeschriebenen Nebenbedingung 
genau so wie an der früheren Stelle 

x=y=z=~s. 

303. Fortsetzung. m. Drittes Verfahren. Nach Lagrange 
sagt man: Das Wertesystem x, y, z, das die untersuchte Funktion 
F (x, y, z) zu einem Hauptwert macht, muß der Nebenbedingung 

G (x, y' z) = 0 (a) 
genügen. Unter Voraussetzung eines solchen Wertesystems wird 
dann auch die Funktion 

U=F+1G (b) 
zu einem Hauptwert, wo 1 eine später noch näher zu bestimmende 
Größe ist. Damit U einen Hauptwert erhält, muß gelten 

dU=O 
oder 

(OF +loG)dx+(oF +loG)d +(oF +loG\dz=O. 
OX ox oy oy y oz OZ) (c) 

Nun beachte man, daß wegen der Nebenbedingung (a) eine von den 
Veränderlichen, etwa z als unentwickelte Funktion von x und y be­
trachtet werden kann. Dann sind also x und y willkürlich ver­
änderlich. Damit die vorausgehende Gleichung (c) für jedes dx 
und dy gilt, muß gleichzeitig gelten 

oF +loG =O,} 
ox ox (~ 

oF +loG =0 
oy oy 
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über den neu eingeführten Parameter l kann man so verfügen, 
daß er den Koeffizienten des Differentials dz zu Null macht, daß 
also auch noch 

(e) 

Für die gesuchten Werte x, y, z, die der Funktion Feinen Haupt­
wert erteilen sollen, und den eingeführten Parameter l, zusammen 
also für die vier Unbekannten x, y, z, l hat man. nun die vier 
Gleichungen (a), (d), (e), womit die Aufgabe gelöst ist. Man kann 
noch zusammenfassen: 

Soll die Funktion F (x,y, z) einen Hauptwert erhalten, 
und gilt für die Größen x, y, z noch die Nebenbedingung 

G (x, y, z) = 0, 

so bildet man unter Einführung des als konstant zu be­
trachtenden Parameters l die Funktion 

U . F +lG. 

Dann findet man das gesuchte Wertesystem x, y, z und 
den Unbekannten Parameter I. durch die vier Gleichungen 

oder 

G=O, oU =0 
ox ' 

oU =0 
oy , 

oU =0 
oz 

F 1 +lG1 =O} 
G=O und FIl+lGIl=O . 

Fa +lGs=O 

(f) 

(g) 

Beispiel a) Man löse das Beisp. 297 b) nach dem Verfahren 
von Lagrange. 

Man überlegt wie im Beisp. 3020.), daß 

F=(s-x)(s-y)(s-z) 
und die Nebenbedingung 

G=x+y+z-2s=0 
ist. Man bildet mit Einführung von l die neue Funktion 

(h) 

U =(s -x)(s-y)(s- z) +l(x+y + z- 2 s). (i) 

Deren partielle Ableitungen nach x, y, z müssen verschwinden, 

-(s-y)(s -Z)+l=O,} 
-(s - z)(s - x) + l = 0, 
- (s-x)(s-y)+l=O, 

(k) 
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und bilden mit der Nebenbedingung (h) die notwendigen vier Glei­
chungen zur Ermittlung von 4, x, 1/, z. Man erhält aus den letzten 
drei Gleichungen x = 1/ = z und in Verbindung mit (h) noch 

~=Y=Z=~8. 

*304. Fortsetzung. Um die Hauptwerte der Funktion 

F (Xl' xIP " • X"H) (0.) 

zu suchen, fa.lls zwischen den Veränderlichen Xl' X9 ' ••• X"H noch 
die Tc Nebenbedingungen 

G2 (Xl' X 9 '''' X"H)-O (b) 
G1 (Xl' x2"" X"H) _ O} 
. . . ..... . 
GI; (Xl' X\I' •.• X,,+I;) = 0 

bestehen, wird man nach Lagrange folgendermaßen überlegen. 
Von den n + Tc Veränderlichen Xl' X9 ' ••• X,,+I; sind nicht a.1le 

willkürlich veränderlich, sondern nur n, da ma.n Tc von ihnen mit 
Hilfe der vorgeschriebenen Nebenbedingungen beseitigen kann. Seien 
diese letzteren etwa x .. +1 , x"+ 9"" X .. + I< , dann sind also die anderen 
Xl' X2 , '" X .. die willkürlichen Veränderlichen. 

Die Untersuchung bezieht sich nur auf jene Werte Xl' X\I"" X,,+/<, 
die der Funktion F einen Extremwert geben und gleichzeitig den 
vorgeschriebenen Nebenbedingungen Genüge leisten sollen, die also 
die Funktionen G1, G\I' ••• 01< zu Nnll machen. Unter dieser Voraus" 
setzung wird mit der Funktion F auch die Funktion 

(c) 

zu einem Hauptwert, also für das gleiche Wertesystem Xl' X2' ••• X .. +"" 
für das F allein ein Hauptwert wird. Die Para.meter ~,~, ... 4", 
sind zunächst willkürlich gewä.hlt und durch später noch aufzustellende 
Bedingungen bestimmt. Die Bedingung für einen Hauptwert ist 
dU =0 oder 

[ oF +~OG1+4200\l+ •.• +41<0G"'Jdxl 
o~ o~ o~ o~ 

+ [oF +41 oG1 +~ 00\1 + ... + 41< oG1<J dX\I 
oX2 oX2 oX2 oX2 

(d) 

+ 
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Von den einzelnen Differentialen dx1 , dx" . . , dXtlH sind wie oben 
festgestellt, die ersten n willkürlich, so daß in der angeschriebenen 
Differentialgleichung ihre Koeffizienten verschwinden müssen; die 
neu eingeführten Parameter 41 '~' •• ~ 4le können ganz beliebig ge­
wählt werden, also auch derart, daß sie die Tc Koeffizienten der an­
deren Tc Differentiale auch zu Null machen. Dann sind alle n + Tc 
Koeffizienten der n + Tc Differentiale dx1 , dx, . ... dxtl+1c Nl1l~ man 
hat sonach n + Tc Gleichungen 

~U = 0 oder oF1 +41 001 + ls ~G, + ... 4" oGle=O 
aX1 aX1 oX1 oX1 oX1 

oU =0 " oF1+ 41 oOl+ls oG2 + ... 4• oGle=O 
ox, ox, ox, oX2 OX, . (e) 

~-O d oF1 +' 0°1 '+ ~ oG9 + ' !!!.lL-0 - 0 er Al "'2 ••• AI< -
oXtl+k OXn +1c oXn+1c OXtI+1c oXn +1< 

Diese Gleichungen und die Tc Bedingungsgleichungen (b), zusammen 
80nach n + 2 Tc Gleichungen, genügen zur Ermittlung der n + Tc Be­
stimmungsgrößen Xl' x2 " •• xn +1c und der eingeführten Tc Hilfsgrößen 
11,~,···Ä,le· 

*306. Fortsetzung. Beispiel 0.) Man löse das Beispiel 2940.) 
nach dem Verfahren von Lagrange. 

Irgendein Punkt P auf der ersten Geraden hat die Koordi­
naten X I y I z, ein Punkt P' der zweiten Geraden die Koordinaten 
x' I y' I 1. Dann soll der Abstand d der beiden Punkte, oder was 
das gleiche ist, das Quadrat Q = d2 des Abstandes, 

Q = (x - ~)' + (y - y')'l + (z - 1)2, (0.) 

einen Größtwert erreichen. Für die n + Tc Veränderlichen x, y, z, 
x', y', 1 hat man als Nebenbedingungen nooh die Gleichungen der 
beiden Geraden, auf denen die Punkte P und P' liegen müssen, 
nämlich die Gleichungen (2940.) 

GI =mX-Y+b=O}, Ga=m'x'-y'+b'=O) 
G'l =nx -z +c =0 G, =n'x' - z' +c' =0 f' (b) 

so daß von diesen sechs Veränderlichen nur zwei willkürlich ver­
ä.nderlich sind. In der früheren Lösung waren das x und x'. Hier 
ist aJso n + Tc= 6, Tc = 4, n= 2. Man führt sonach Tc= 4 Para­
meter ~, Ä,., Ä.a, Ä" ein und sucht den Hauptwert von 

U = (x - ~)2 + (y _ y')2 + (z - 1)2 + ~ (mx~ - y + b) 
+ l" (nx - z + c) + 18 (m'x' - y' + b') + Ä,4 (n'x' - 1 + c'). (c) 



698 Hauptwerte (Maxima und Minima). 305. 

Die n + Tc = 6 Gleichungen (304 e), die man durch partielle Ablei­
tung nach den sechs Veränderlichen erhält, sind 

2(y-y')-l1=0 , -2(Y-Y')-Äa=0 . (d) 
2(X-X')+l1 m + l 2 n =0} - 2 (x-x')+lam' +l4n'=0} 

2(z-z')-Ä2 =0 -:-2(z-z')-Ä,=O 

Zu ihnen treten noch die obigen 4 Nebenbedingungen, so daß man 
insgesamt 10 Gleichungen für die 10 Unbekannten x, y, z, x', y', z', 
Ä1 , Ä1 , Ä3 , l, hat. Man findet 

Ä1 = 2 (y-y'), ~ = 2 (z-z'), l3 = 2 (y' -y), Ä, = 2 (z'-z) 

und setzt sie in die restlichen zwei Gleichungen (d) ein; diese werden 

x-x' +m (y-y')+n (Z-Z')=O,} 
(e) 

x - x' + m' (y - y') + n' (z - z') = O. 

Diese beiden neuen Gleichungen genügen mit den vier Gleichungen (b) 
zur Ermittlung der Koordinaten der beiden Punkte P und P', die 
den kürzesten Abstand d bilden. Die Rechnung wird weniger um­
ständlich, wenn man die möglichen Vereinfachungen sieht. Man 
rechnet sich nämlich nicht die Koordinaten selbst aus, sondern nur 
die in dem Quadrat Q auftretenden Differenzen x - x', y - y', z - Z. 
In den Gleichungen (e) treten sie bereits auf. Die Gleichungen (b) 
formt man zunächst um, indem man bildet 

oder 
G3 - G1 = 0 und G, - G2 = 0 

m' x' - mx + y - y' + b' - b = O,} 
n' x' - nx + z - z + c' - c = O. 

Aus beiden bildet man 

(f) 

x'(nm'-mn')+n (y-y')+n (b'-b)-m (z-z')-m (c'-c)=O 
x .(nm'-mn')+n'(y-y')+n'(b' -b)- m'(z-z')-m' (c' -c)=O 

und daraus wieder 

~-~~~-m~+~~~~-~-~-~~-~ 
- (b - b') (n - n') + (m - m') (c - c') = O. 

Die drei Gleichungen (e) und (g) genügen zur Bestimmung 
x-x', y-y' und z-z'. Man erhält aus (e) 

11 mn I 
(x - x') : (y - y') : (z - z') = 11 m' n' I 

oder 
, (") , ( ') x-x =e mn -mn, y-y =e n-n , 

z - z' = e(m' -m). 

(g) 

von 

(h) 
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Diese Werte liefern 

oder 
Q=e'J [(mn'-m'n)2+ (n- n')2 + (m-m')2J (i) 

wenn man die Klammer mit N abkürzt. e ergibt sich, wenn man 
die Differenzen (h) in die Gleichnng (g) einsetzt, 

e [(mn' - m' n)2 + (n - n')2 + (m - m')2] 

Oder 
= - (m-m') (c- c') + (n-n') (b-b'). (k) 

eN2 = Z, 

wenn man Abkürzungen einführt. Aus den Gleichungen (i) und (k) 
wird dann 

d=oN=Z oder d= -(n-n')(b'-b)-(m-m')(c-c') , (I) 
.. N V(mn'-m'n)2+(n-n?+(m-m')2 

das ist die bereits gefundene Formel (I 230a), abgesehen vom Vor­
zeichen. 

306. Wiederholungsaufgaben. 1) Gesucht sind die Hauptwerte von 
u = a sin x + b COS:l:, wenn x die Veränderliche ist. 

2) Ermittle den größten Wert der Krümmung der Kurve y = x3• 

3) Dem symmetrisch begrenzten Parabelabschnitt der Abb. 458 soll ein 
gleichfalls zur Achse symmetrisches Rechteck so eingeschrieben werden, daß 

-_4-----..: 
, 

b 

Abb.458. 

es möglichst große Flächeninhalt hat. 
4:) Das Rechteck der vorigen Aufgabe 

soll einen möglichst großen Umfang haben. 

_-___ 80 ____ 
8 
.... 120 

Abb. 459. 

5) Aus einer Kugel schneide man einen Kreiskegel von möglichst großem 
Rauminhalt aus, Abb.449. 

6) Wie groß ist das der Ellipse eingeschriebene größte Rechteck? 
7) Man wende den Satz von' Fermat nein Lichtstrahl pflanzt sich so 

fort, daß er für die Bewegung ein Minimum an Zeit braucht" auf die Brechung 
und Spiegelung an. 

S) Eine Truppe soll in möglicht kurzer Zeit von einem Punkt A zu 
einem Endpunkt B kommen. Punkt A liegt in einem Gelände, das eine Marsch­
geschwindigkeit von 6 km in der Stunde gestattet; das Gelände, in dem Punkt 
B liegt, erlaubt nur 3 km; beide Gebiete sind durch eine Gerade getrennt. 
Die Entfernungen sind in Abb.459 in km gegeben. Welchen Weg müßte die 
Truppe theoretisch einschlagen? Man ~ebe noch den ungefähren Zeitunter­
schied bei der geradlinigen Bewegung von A nach B und der untersuchten 
Bewegung an. 
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9) Durch eine Brücke sollen zwei Gemeinden A und B in Verbindung 
mit einer jenseits eines FluSlles liegenden Stadt 0 gebracht werden. Durch 
eine Zuschußleistung haben sie sich einen Einfluß auf die Lage der Brücke 

At'"-'''''---__ ....I 

~----~~~----~ 

Abb.460. 

gesichert und zwar soll nach einer zwi­
schen der Stadt und den beiden Ge­
meinden getroffenen Vereinbarung die 
Brücke so gelegt werden, daß der Ge­
samtweg , den die Einwohner beider 
Gemeinden im Laufe eines Jahres bei 
ihrem Verkehr mit der Stadt 0 zurück­
legen, ein Minimum ist, Abb. 460. Wie 

t(+-I-.:2.o;-r---,* ~ 
i~'--_________ nr, __________ ~i 

Abb.461. 

bestimmt man die Lage? Man untersuche noch den Sonderfall, daß die 
beiden Gemeinden A und B unmittelbar am Flusse liegen. 

10) Ein Luftschiff hat die durch Abb. 461 gegebene Form, wo jeder 
Querschnitt ein Kreis ist. Die beiden Enden des Schiffes werden durch Para­
boloide gebildet. Die Länge des Schiffes ist gleich dem n-fachen Halbmesser. 
Welches Verhältnis n ist am günstigsten, um bei gegebenen Rauminhalt V 
eine kleinste Oberfläche 0 zu erhalten. 

11) Aus einer Kreisfläche soll man das in Abb. 462 stark ausgezogene 
Stück so ausschneiden, daß der aus ihm durch Zusammenbiegen entstehende 
Kreiskegel möglichst großen Rauminhalt hat. 

12) Aus einem rechteckigen Stück Blech soll durch Ausschneiden 
der Ecken, so wie durch Abb. 463 angedeutet, und durch Umbiegen der 

~---------a--------~ 

Abb. 462. Abb.463. Abb.464. 

Kanten ein Gefäß von möglichst großem Inhalt V hergestellt werden. Ge­
sucht ist V. 

13) Der in Abb. 464 gegebene Querschnitt eines Gerinnes soll ein gleich­
schenkliges Dreieck bilden und eine bestimmte Fläche F haben. Man suche IX 

so, daß der Materialaufwand M möglichst gering ist. 
14:) Man suche den kleinsten Winkel, den zwei konjugierte Halbmesser 

der Ellipse mit den Halbachsen a und b unter sieb bilden. 
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15) Durch eine Lichtquelle L wird im Abstand z von Leine Beleuch­
tungsdichte c: z'l hervorgerufen, wo c eine Konstante ist. An: welcher Stelle U 
einer Strecke AB ist die Beleuchtung am geringsten, weun deren Endpunkte 
A und BLichtmengen von der Stärke J i und JI aussenden, Abb.465. 

16) In welcher Höhe h an der Wand muß man ein Licht aufstellen, 
damit ein auf dem Boden wagrecht liegendes FlächenBtück F möglichst stark be­
leuchtet wird? Die Beleuchtungsdichte wie in 
der vorausgehenden Aufgabe, von der auf die 
Fläche F auftreffenden Lichtmenge J kommt 
nur der Teil J cos tp zur Wirkung, Abb. 466. 

17) Vom geradlinigen Hauptstrang 
Pi P9 einer Wasserleitung soll ein Seiten-

Ar-............... ~ ..... ~Ur-.......... ~8 

l:1:=~:::::-~_a._-:"-:"-:"'-8 ::1 ==_11_ ..... I 
Abb.465. 

L 

r 
h. 

L~~ 
10--__ a---' 

Abb.466. 

strang zu einem Ort Pa abzweigen, Abb.467. Der Punkt Z der Abzweigstelle 
soll so gewählt werden. daß die Kosten des Netzes zwischen Pu PI und Pa 
mögli!lhst gering werden. Es kommt 1 m in der Leitung insgesamt auf fnt für 
den Hauptstrang vor der Abzweigung, auf ~ nach der Abzweigung und auf ma 
für den Seitenzweig. Der Ort Pa hat vom Hauptstrang die Entfernung e. 
Wenn man die allgemeine Lösung gefun4en, wende man sie auf den Fall an: 
e=Skm, f1lt=10M, ma=RM, ma=5M. 

18) Drei Ortschaften Pu PI' Pa sollen eine Wasserleitung erhalten. 
Deren HauptBtrang schneidet das durch die drei Ortschaften gebildete Dreieck. 

P, Po 
. I 

!---z----l 
!. 4-----" 

Abb.467. Abb.468. 

Von einer noch zu ermittelnden Stelle Z des Hauptstranges sollen die drei 
Einzelleitungen abgezweigt werden, Abb.468. Man weiß, daß die Wahl der 
Stelle Z auf die Konstanten des Hauptstranges einen unwesentlichen Einfluß ha.t; 
Z soll so bestimmt werden, daß die Gesamtkosten der drei Einzelleitungen mög­
lichst klein werden. 

19) Gesucht sind jene beiden Punkte Pi der Parabel yl = 2 pz und Pg 

der Geraden A z + By + 0 = O. die den kürzesten Abstand haben. Wie groß 
ist dieser Abstand für die Parabel yl = 2 z und die Gerade z + y + 4 = O. 

20) Man löse den Sonderfall der vorausgehenden Aufgabe nach dcm 
Verfahren von Lagrange. 

du 
307. Lisnngen. 1) d = 0 oder a cos z - b sin z = 0 liefert tg z = a : b 

und damit z 
sinz=± a: ya2 +bl , cosz=±b: ya2+ b2, 
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wo entweder nur das obere oder nur das untere Vorzeichen gilt. Damit 
werden die Hauptwerte von u 

u.=±Va2+b2. 
Dem positiven Vorzeichen entspricht ein Maximum, dem negativen ein Minimum 

2) y=x3, y'=3x2, y"=6x, e=(1+9x4)3/·: 6x . 

de x· t ( )'/. 36x3 - ()"/ • (45x4 - 1) (1 + 9X~)'/' 
6-= , = . 

dx ~ ~ 

Ein Größtwert der Krümmung d. h. ein Kleinstwert des Krümmungshalb· 
messers e verlangt de: dx = 0, woraus sich die Stelle 

4 4.~~= x=±v'1 :45~±VO,022222~±0,3861 
dieser Hauptkrümmung ergibt und damit die größte Krümmung selbst zu 

1: e,= 6.0,3861: (1 +9'i"5")'/'~ 1,76. 
3) Man führt am einfachsten die Abschnittgleichung der Parabel 

da ja die Größen a und b bekannt sind. Dann muß der Punkt mit 
Koordinaten u i v, der das Rechteck bestimmt, der Gleichung genügen. 

2 2 ; + ~ = 1 wird erfüllt durch .; + ~ = 1, 
woraus sich 

ergibt. 

V2=b2(1_~) oder v=~l'at-au 
Der Flächeninhalt des Rechtecks ist R = 2 u v, so daß 
dB 2b d --- -au 
d-=O oder -d-uva2-au=0 oder v+--2' =0 u a u v 

ein, 
den 

oder 3au - 2a2 = 0 die Bedingung für einen Hauptwert von B ist. Man erhält 
u = ta. In Abb. 469 ist dieses größte Reckteck gestrichelt eingezeichnet. 

4b .c:o-.-4) S=2u+4v=2u+- va2-au. 
a 

Ein Hauptwert von S verlangt 

dS=O oder 2+2b. -a=O 
du a V 

woraus sich 
oder b=v, 

all.=a2-b2 

ergibt. In Abb. 469 ist dieses Rechteck strichpunktiert eingetragen. 

Abb. 469. Abb. 470. 

5) Die Aufgabe könnte auch heißen: ein Kreiskegel mit gegebener Mantel· 
linie r soll einen möglichst großen Rauminhalt haben, 8. Abb. 470. Hier ist 

V = t :l" x2 y,. wo x2 + y2 = r2• 
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Man betrachtet:l: als die Unabhängige und erhält als Bedingung für sein 
größtes V 

~: =0 oder t.1f(y·2:1:+:I:'y')=0 mit 2:1:+2yy'=0. 

Als erste Lösung findet man :I: = 0, wofür man aber nicht einen größten, 
sondern einen kleinsten Wert von Verhält. Wenn man aus beiden Gleichungen 
y' beseitigt, erhält man in Verbindung mit der Nebenbedingung 

:l:2 =2y2 mit :l:2 +y'=r2 oder Y'=lr2, x9 =j-r9 

uD;d damit als größten Wert von V 

V=tn·tr' trV3 oder V=fi.1fr3 V3. 
6) Wenn die Ellipse die Halbachsen a und b hat, wird ihre Gleichung 

b2 :1:2 + a2 y2 _ a2 b9 = O. 

Jedes ihr eingeschriebene Reohteck hat die Fläche 
F=4xy, Abb.471. Weil y durch die Wahl von x 
bestimmt wird, ist F eine Funktion von :I: allein. 
Um z so zu bestimmen, daß Feinen Größtwert 
erhält, kann man entweder aus der gegebenen 
Ellipsengleichung y nach x ausdrücken, und in die 
Funktion F einsetzen; dann bestimmt dF: dz = 0 Abb. 471. 
den Wert von :1:, der ein Maximum liefert. 

Oder man setzt y nicht wirklich ein, sondern denkt es sich nur eingesetzt. 
Dann erhält man als Bedingung für das Eintreten eines Größtwertes von F 

. dF dy dy. 
d:l: =0 oder 4y.l+4x dz =0, wo 2b9 x+2a2Y d :l:=0 

sich aus der gegebenen Ellipsengleichung ergibt und die Ableitung dy: dx 
liefert. Dann geht die Bedingung für einen Größtwert von F über in 

4Y+4x(- b:x)=O oder a2y'=b9 z 2• a-y . 
Stellt man diese Forderung mit der gegebenen EUipsengleichung zusammen, 
so erhält man 

2b2z 2 =a2b' . 2a'y' oder x=a:{i, y=b:V2 

und damit den Größtwert von F zu F.=4zy oder F.=2ab. 
Man kann die Aufgabe auch nach dem Verfahren von Lagrange lösen 

Die untersuchte Funktion ist 
F=4xy, während G=O oder b2x2+a2y2_alb2=0 

die Nebenbedingung ist. Man bildet die erweiterte Funktion 

U = 4:1:y+l (b2:1:2 + a2 yl_al bl). 

Dann sind durch die drei Gleichungen 

oU oU 
- =0, - =0, G=O 0:1: oy 

jene drei Werte x, y, 1 bestimmt, die F zu einem Größtwert machen. Die 
drei Gleichungen werden 

2y+lb':I:=O, 2x+la'y=O, b2 :1:2 +a'y2=a2 b'. 
Man löst sie auf und erhält wie oben F = 2 a b. 
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7) Tritt ein Liohtstrahl aus einem Bewegungsmittel I in ein anderes 11 
über, so wird er gebroohen, Abb.472. Der Zusammenhang zwischen den 
Winkeln al und a,. ist durch den Satz von Fennat gegeben. Es muß die Zeit 
' 1 + I, während der Bewegung von PI naoh PB ein Minimum sein. In beiden 
Räumen ist die Bewegung selbst eine gleiohförmige, 80 daß 

81 = Cl ft und 8. = cg ' 11 oder ft = _Ilt__ und '. = ~- . 
Cl cos al es cos a. 

Die Forderung ist dann: Es soll t=ft +tll ein Minimum sein, also 

_Ilt __ + ~- = Min.. wobei b = Il]. tg al + ~ tg a. 
Cl cos al es cos a,. 

noch einen Zusammenhang zwischen a1 und a. angibt. Es ist sonach a. ab-

Abb.472. 

hängig von a1 und diese allein als Veränderliche zu betrachten. Dann geht 
dt: da1 = 0 über in 

Il]. Binal + a,.sina,. .dCXg=O wobei O=~L+~.d/J9 
Cl cos9 al CI cosB a,. dal' cosll 1%1 cosl a. dal 

die Nebenbedingung angibt. Aus beiden Gleichungen beseitigt man die Ab-
leitung da,.: da1 und erhält in 

das bekannte Brechungsgesetz. 
Bei der Spiegelung geht der Lichtstrahl zur Grenze der beiden Räume 

und von da aus wieder in den Raum I zurück. Hier ist Ct = es und deswegen 

sin al = Bin a,. oder a,. = a1 
das bekannte Spiegelungsgesetz, Abb. 473. 

I 

Abb. 473. 

A. _.- 7f 

~I------~~--------~ 
Abb.474. 

8 

8) Die Truppe schlägt den gleichen Weg ein, den ein Lichtstrahl nach 
dem Fermatschen Gesetz einschlagen würde, s. Aufg. 7. Dann ist 

sinal: sina.=cl:es=2:1 oder sinal=2Bin a,.. 
Weiter ist, Abb.474, 

80=5tgal +20tga,. oder 16=tg al + 4tg a.. 
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Aus den beiden Gleichungen läßt sich al und ~ ermitteln. Analytisch wird 
die Ermittlung der beiden Winkel umständlich, man wird sie am besten 
graphisch aufsuchen, indem man unmittelbar von der Beziehung sin al = 2 sin a g 

ausgebt. Es muß dann nach Abb.474 gelten 

Yl : Tl = 2 (yg : T2)· 

Als erste und praktis<,he Annäherung hat man jedenfalls 

al ~ -} n also sin a2 ~ 0,5 oder a2 ~ ~.:r. 

Unter Zugrundelegung dieser ersten Annäherung findet man einen Weg von 
Tl = 70 km und T2 = 22,5 km im ersten bzw. zweiten Gelände, so daß der Marsch 
von A nach B im ganzen 19 t Stunden dauert. Bei der geradlinigen Bewegung 
unmittelbar von A nach B hat man 17,S km und 62,5 km im ersten bzw. 
zweiten Gelände zu marschieren, für welche Bewegung man insgesamt 23 ~. 
Stunden braucht. 

9) Jeder Einwohner der ersten Gemeinde legt den Weg Tl + Ta zurück, 
der Gesamtweg aller ml Einwohner ist sonach f'1It (Tl + Ta); entsprechend ist 
m2 (r2 + Ta) der Gesamtweg, den die Einwohnerschaft der zweiten Gemeinde 
im Laufe der nämlichen Zeit zurücklegt. Dabei sind natürlich gleiche Verhält­
nisse vorausgesetzt. Es soll also der Gesamtweg beider Gemeinden 

m!CT1+Ta)+m2 (T2 +rS) oder F=mlrl+m2 r2 +(ml+m2)rS 

ein Minimum werden. Die Lage der Brücke ist durch eine einzige Veränder­
liche bestimmt. Man wählt x so, wie die Abb. 460 angibt. Dann ist 

rl=y(xl-X)2+ y12, r2=v(x2+X)~+Y22, T3=VX2+Y32. 
Es muß gelten 

d F Xl ~ Z X2 + Z X 
d- = 0 oder - ml--+ m2 ---+ (mi + m2) - = 0, 

X ~ ~ ~ 

aus welcher Gleichung sich X berechnen läßt. Die Auswertung von X stößt 
auf Schwierigkeiten, man wird im allgemeinen Fall z angenähert finden. Unter 
Umständen wird man noch mit Winkeln rechnen und die eben angeschriebene 
Gleichung umformen zu 

- ml cos 911 + mg COS 'Pm + (mi + mg) cos 'Pa = O. 
Wenn die beiden Orte A und B am Fluß selbst liegen, dann ist Yl = Y2 = O. 
die Gleichung für x wird dann 

z 
-mi +mg+(m1 +m2)r=0 

und liefert 3 

( ~ + ") ( )"" ( + )" d (m., - ml) Ya x- Ya" m2 - ml - = x- m1 m2 - 0 er x = -2-~;:"1 ,;;;~_ .. 

10) Der Rauminhalt setzt sich aus drei Teilen I, 11, 111, zusammen, von 
denen Teil I und III gleich sind. Nach (69f) wird 

V=2Vl + VIi .2·t2r.r2n+(n-4)r.r2:r 

= r 3 n (2 + 11. - 4) = (11. - 2) r3 :r. 

Ebenso wird nach Aufg. 47 in 71 die Oberfläche 

0= 2°1+ 0ll =2 ~ [(4.4r2 + 72)3/ • _r3] +(11. - 4) r·2rn , 6·4r2 

rl '1 rl 'j = r9 jf bl! (17'10-1)+ 2n - 8J = r2 n l12 (70, 09-1) + 211. - 8. 

EIerer, Inpnleur-MathematIk. H. 45 
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oder 
o =~ (2 n - 2,24) r 2 ,r. 

Aus der Formel für V kann man r berechnen und in 0 einsetzen; man erhält 

0 - (2 _ 2 24) r ~_!./._ 11 '!lI 2n -2,24 - n , .7f. I ( 2) j - n .• 3 '/ • _n- 7r (n-2) • 

Das günstigste n ergibt sich aus 

dO (n - 2)2/3 2 - (2n - 2,24)-;; (n _ 2) _1/. 
-=0 oder - -.. ----.- ---.---------- =0. 
dn (n- 2)'/3 

Man vereinfacht diese Bedingung und erhält, wenn man den Fall n = 00 

nicht berücksichtigt, 

3(n-2)=2n-2,24 oder n=3,76. 

Setzt man n = 4, so müßte sich also das Luftschiff nur aus den beiden Para­
boloiden zusammensetzen. 

11) Die Lösung erfolgte bereits in Aufg. 5). Von dem untersuchten Kegcl 
ist die Mantellinie vorgeschrieben. Man erhält wie dort für den Halbmesser x 
des Grundkreises 

3 x2 = 21.2 und daraus 3 a2 = 8 ,,2 wegen ra = 2 xn, 

denn der Bogen b des Kreisausschnittes wird zum Umfang 2 xx des Kegel. 
grundkreises. 

12) V = x (a - 2 x) (b - 2 x) wird möglichst groß, wenn 

.dV =cO oder 12x2-4(a+b)x+ab=0. 
dx 

Man erhält 
6 x = a + b - ,/a~ - ab + b2• 

13) Bezeichnet man die schiefen Seiten mit 8, dann ist 

F = ~- S2 sin Cl und M = 2 sl· c , 

wo 1 die Gerinnlänge und c ein Verhältnisfaktor. M soll möglichst klein 
werden, also 

dM =0 
da 

oder 
ds ---0· dc( - , O . ds + 1 • 0 = sm Ci . S d c~ 2"" s- cos (( ~ 

ist die Nebenbedingung. Man erhält cos Ci = 0 oder (( = ~ x . 

14,) Für diesen Winkel {} gilt nach (I 148, 149) 

afJsin{)=ab und ae+p=a2 +b2• 

a und b sind gegeben, damit also {} möglichst klein wird, muß das Produkt a{J 
möglichst groß werden. Man betrachtet Ci als die Veränderliche, von der fJ 
wegen der oben gegebenen zweiten Gleichung abhängig ist. Dann gilt 

dfJ 
ß·l+a--=O da nebst 2 C( + 2 fJ d

dfJ = 0, 
Cl 

oder nach Beseitigen der Ableitung a2 = fJ2 und damit Cl2 = ß2 = } (a2 + b2) 

oder 
. ab 2 ab 

sln{)=----;;= 2+b" a" a -
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10) Der Punkt U der Strecke erhält von A und B die Beleuchtungs. 
dichte Ä.l = Cl : a2 bzw. Ä2 - C. : b2, so daß die gesamte Beleuchtungsdichte 

l_(Clb'+c2a2):a2bll, wo a+b=8. 

Man kann a als Veränderliche betrachten, von der b wegen der Neben· 
bedingung abhängig ist. Ä erreicht einen kleinsten Wert für 

!-.!:.. =0 oder ~~.:i~~~\~bY_+2 c2 a) - (Cl b2 + c.a2) (b2 ·2 a + a2 2 bb') _ 0 
da a'b4 ' 

wo aus der Nebenbedinguug sich 1 + b' = 0 oder b' = - 1 ergibt. Dabei ist 
b' eine Abkürzung für db: da. Man erhält als Bedingung für einen Kleinst· 
wert von ). 

ab[a3c2-b3c1J-0 mit a+b=8. 

Die Lösung a = 0 und ebenso b = 0 hat physikalisch keinen Sinn, es würde 
l = 00, was ausgeschlossen ist; denn sicher kann der beleuchtete Punkt mit 
der Lichtquelle nicht zusammenfallen. Bleibt nur mehr die Lösung 

3_ 8_ 
a3 c2 -b3 cl oder a:b=Ycl:Vc., 

woraus sich die Lage des gesuchten Punktes U bestimmt. 

18) Die Beleuchtungsdichte ist Ä. = ; cos q; = c:, wo r· = a' + h2• Man 
r r 

betrachtet h als Veränderliche, von ihr ist r abhängig wegen der Neben­
bedingung. Man erhält 

oder mit rr'=h, 

wo r' als Abkürzung für dr: dh steht. Man beseitigt r' und erhält 

mit oder 
als Lösung. 

17) An der überlegung ändert sich nichts, ob man nun das Netz PI p. Pa 
oder das Netz PI Q2 P3 betrachtet. Wird PI Q2 mit a bezeichnet, dann ist 
PI Z =:c gesucht. Die gesamten Kosten K der Leitung sind für das Netz PI PaQ. 

K =ml:c+m2 (a - :c)+ma v(a~:c)2 +e2• 

Damit sie möglichst gering werden, muß dK: dx = 0 sein oder 

a-x 
fltl - m. - m3 -- = 0 oder ml - m. = 'ln3 cos a , 

.j 

wenn a der Winkel der Zweigleitung gegen die Hauptleitung. Man erhält 

Für den angegebenen Sonderfall wird 

cosa=0,4, cotga=2:V21, a-x=3cotga oder a-x=6:V21~1,31. 

Die Abzweigstelle Z hat sonach vom Punkt Q. die Entfernung 1,31 km. 
18) Wenn die Abzweigstelle Z von den einzelnen Ortschaften die Ent· 

fernungen T" r2 , r 3 hat und die Kosten der drei Einzelleitungen für den 
laufenden Meter m l , 'In., 'Ins sind, werden die Gesamtkosten, Abb.475, 

K='lnl rl +m.r.+m3ra , wo ri2= (X-X,)2+ (Y_YI)2 

die Lage der Ortschaften für ein beliebig gewähltes Koordinatensystem aus· 
45* 
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drück t; dabei ist P, = X, I 1/, und Z = X I 11. Hier hängt K von den Veränder­
lichen z und !I ab. K wird am kleinsten, wenn 

8K =0 oder ~m, 8T, =0 oder ~m,~ -x, =0 
8x 8x, T, 

und gleichzeitig 

~=O 
81/ 

oder 

Abb.475. 

8T, 
~m,-=O oder 

8y, 
Weil 

und 

~m, y-y~=O. 
T, 

x - Xi = T, COS lf'i 

11 - 1/1 = Ti sin lf', , 

kann man die bei den Bedingungsglei­
chungen auch schreiben 

m1 cos lf'1 +m2 cos lf'2 + ma cos 9'a = 0, 

,ni sin lf'1 + m2 sin lf'a + ma sin 9'a = 0 . 

Man multipliziert die erste Gleichung 
mit sin lf'a' die zweite mit cos 9'3' und 
zieht die zweite von der ersten ab, dann 
wird 

ml (C08 lf'1 sin lf'a - cos lf'a sin lf'1) + ma (C08 lf'2 sin lf'a - COS lf'3 sin 9'~) = 0 
oder 

ml sin (lf'a - lf'l) + ma sin (lf'3 - 9'2) = 0 . 

Führt man die Winkel a, {J, " ei~ die die drei Leitungen unter sich bilden, 
dann sieht man, daß 

lf'a - 9'1 = n - {J und lf'3 - 9'2 = - a , 
80 daß die obige Bedingungsgleichung übergeht in 

ml sin {J = m2 sin a oder sin a : sin {J = m1 : ma . 

Genau so zeigt man, daß auch 

sin a: sin" =m1 : m3 • 

Man kann dann zusammenfassen 

sin a : sin {J : Bin " = m 1 : m2 : ma , wo a + {J + y = 2 ;r . 

Aus diesen drei Gleichungen bestimmt man a, {J, " und hat damit die Lage 
des Punktes Z. Graphisch wird man ein Dreieck mit den Seiten 1nv ma , ma 

zeichnen, dessen Winkel nach dem Sinus· 
satz a, {J, " sind, Abb.476. Man erhält 
dann zunächst die RelatiTlage der drei 
Einzelleitungen. Diesen Verteilungsplan, 
auf Pauspapier gezeichnet, wird man dann 
im Felde der drei Ortschaften so ver­
schieben, bis jede Einzelleitung durch den 
zugehörigen Ort geht, und dann den Punkt 
Z vom Pauspapier aus durchstechen. 

19) Durch die Ermittlung der Ordi­
nate ist auf jeder der beiden Kurven der 
Punkt bestimmt. Zur Ordinate u gehört 

Abb. 476. auf der Parabel der Punkt Pt und zur 
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Ordinate v auf der Geraden der Punkt PI' Abb. 477. Dann ist 

Pt =.~ I u, 'Pg = B~~O I v und Q= (B~~O ;~Y+ (11- u)Z 

das Quadrat der Entfernung, das einen kleinsten 
Wert erreichen soll. Q ist eine Funktion von u 
und v; damit es einen Kleinstwert erreicht, müssen 
die partiellen Ableitungen nach u und 11 verschwin­
den, es muß gelten 

und 

u 
-X1 --XZ =0 

p 

wenn man den Inhalt der beiden Klammern, 
die in Q auftreten, abkürzend mit Xl und X2 

bezeichnet. Man formt um und erhält 

mit 

Abb. 477. 

oder 

u in eine der beiden Gleichungen eingesetzt liefert noch v, zusammen 

Bp -B(2AO+2A2 p +B2p) 
Yl=u=-T' Y2=V= 2A(A2+B:!) , 

xl=Y12 :2p, zl=-(BYz+O):A. 

.:r: 

Für den gegebenen Sonderfall ist p = 1, A = 1, B = 1, 0 = 4, sonach 
YI = - 1, Y9 = - 2-1. XI = t, Zg = - 1 i und die kürzeste Entfernung 
zwischen der Geraden und der Parabel e = t -.j2 . 

20) Die Punkte PI = XI I Yl der Parabel yZ = 2 X und PI = X2 I Y2 der 
Geraden z + Y + 4 = 0 sollen einen kürzesten Abstand e haben. Dann gilt 

e2 = (x2 - ZI)2 + (y2~- Yl)2 = Minimum, Y12 - 2 Xl = 0, X2 + Y2 + 4 = O. 

e2 ist von den 4 Veränderlichen Xl' Yl' Z2' Y2 abhängig, die noch du rch zwei 
Nebenbedingungen verbunden sind. Hier ist, wenn. man die Bezeichnungen 
von 301 gebraucht, 

F=(Z2 -ZI)2 + (Y2-Yl)2, 0=Y12 - 2xI' H=x2 +Y2+ 4 . 
Man bildet 

oder 

und hat für die 6 Unbekannten Xl' Yl' x2 , 

~=O oU =0 !.!!..=O 
OXI ' OX2 ' 0Yl ' 

Y2' )., f' die 6 Gleichungen 

~=O, 0=0, H=O 
°Y2 

oder 2 (Xl - Zg) - 2}. = 0 , 2 (x2 - Xl) + " = 0 , 
2 (YI - Y2) + 2 }.Yl = 0 , 2 (YI - Yl) +" = 0 , 

Y12 -2x1 =O, X2 +Y2+ 4 =0. 
Man findet die Lösung Xl = 1/2 , Yl = -1, x2 = -1 1/ 4 , Y2 = - 2 3/ 4 , }.= '18 
tt= 13/4 , 
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