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Vorwort. 
Die vorliegende Arbeit wurde in Berlin in einem Zimmer mit der 

Aussicht auf ein Birkenwaldchen geschrieben. Es sind schon mehrere 
Jahre vergangen, seitdem ich dort studienhalber weilte. Damals wurde 
ich zuerst aufmerksam auf die Theorie der keilformigen Trager. Urn 
die tatsachliche Spannungsverteilung in diesen mit der nach der Theorie 
zu vergleichen, kam ich auf den Gedanken, dabei die optische Methode 
der Spannungsermittlung mit durchsichtigen Modellbalken bei pola
risiertem Licht anzuwenden, die damals (1922) die Fachleute noch 
nicht so sehr interessierte. Wahrend ich nun diese Methode zuerst 
unter Herrn Prof. Dr. Ambronn, Prof. Dr. Winkelmann und Prof. 
Dr. Kohler, Jena, und spater unter Herrn Prof. Dr. Konig, GieBen, 
studiert habe, denen ich auch bei dieser Gelegenheit noch einmal fUr 
ihren Rat und ihre freundliche Unterstutzung meiner Versuche meinen 
aufrichtigen Dank ausdrucken mochte, begann mich die genaue Er
forschung uberhaupt der Spannungsverteilung imeinfachgestutzten 
Balken zu interessieren, besonders in den Belastungs- und Stutz
punkten, weil diese ziemlich abweicht von der nach der gewohnlichen 
Balkentheorie. In mehreren Versuchen habe ich mich mit keilformigen 
und rechteckigen Glasbalken beschaftigt, indem ich nebenbei eine 
moglichst theoretische Behandlung der Spannungsermittlung er
strebte. So sind die hier vorliegenden Studien noch kurz vor meiner 
Heimkehr nach Japan entstanden. 

Weil nur wenige Veroffentlichungen speziell uber Spannungskurven 
und besonders uber die optische Spannungsuntersuchung mit polari
siertem Licht vorhanden sind, wunschte ich die Arbeit gedruckt zu 
sehen. Dies wurde mir ermoglicht durch die groBzugige finanzielle 
Unterstutzung von Herrn Dr. T. Yokokawa, Direktor des Yokokawa 
Bruckenbaubureaus, Tokio. Ich mochte ihm dafur an dieser Stelle 
herzlich danken. 

SchlieBlich mochte ich erklaren, daB ich gern bereit bin, Vorschlage 
meiner Fachkollegen zur Verbesserung und Erganzung dieser Studien 
mit Dank entgegenzunehmen. 

Kioto, am 28. Mai 1928. 

Akira Miura. 
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§ 1. Einleitung. 

Trotzdem die Kenntnis der genauen Spannungsverteilung in den 
Bauelementen, wie z. B. Balken, Fundament usw. sehr wichtig ist, ist 
unser Wissen daruber noch gering. Was im allgemeinen bekannt ist, 
ist die Spannungsverteilung nach der Hooke-Bernoullischen Theorie, 
die nur fur besondere FaIle gultig ist. Die sog. Spannungstrajektorie 
nach Culmann zeigt nur die Hauptspannungsrichtungen. Die Giiltig
keit der gewohnlichen Balkentheorie trifft nur zu in dem Gebiet des 
Balkens weit von den Last- und Stutzpunkten, falls es sich um kon
zentrierte Belastung handelt. Fur die gleichmaBige Belastung ist die 
Theorie naturlich im strengen Sinne nicht richtig, weil dabei die Span
nungen in der Richtung senkrecht zur Balkenachse vernachlassigt wer
den, die in Wirklichkeit eine ziemlich groBe Rolle spielen, wie wir 
spater beobachten werden. In bezug auf die Spannungstrajektorie 
muB gesagt werden, daB sie nicht genugt, um nach ihr die Spannungen 
im Balken vollkommen zu ermitteln. Sie gibt uns nur die Haupt
spannungsrichtungen oder Hauptschubspannungsrichtungen an, aber 
die noch wichtigeren HauptspannungsgroBen werden dabei nicht ge
geben. 

Ich habe im folgenden versucht, die Spannungsverteilung im Balken 
genauer zu ermitteln. Zu diesem Zwecke habe ich zwei noch ziemlich 
unbekannte Kurven fUr Spannungen eingefUhrt, namlich: 

1. die isoklinischen Kurven, 
2. die isochromatischen Kurven oder Hauptschubspannungskurven. 

Diese beiden Arten von Kurven sollen hier zusammen als Spannungs
kurven bezeichnet werden. Diese Kurven kann man durch optisches 
Experiment ermitteln, und die Namen isoklinische und isochromatische 
Kurven haben hiervon ihren Ursprung. Die genaue Orientierung findet 
man in Abschnitt VI bis VII. 

Durch die Kurven (1) erhalten wir die Hauptspannungsrichtungen 
an jeder beliebigen Stelle im Balken, und durch die Kurven (2) die 
HauptspannungsgroBen. 

Fur die Ingenieurpraxis ist es sehr wichtig, die Hauptschubspan
nungen zu ermitteln, weil diese Spannungen vor allem in Betracht 
kommen fUr den Bruch oder das Gleiten des Materialsl . Ieh glaube 

1 Vgl. F6ppl: Drang und Zwang Ed. 1., § 6. Mohr: Technische Mechanik. 
Abhandlung V. E. Andrew: The theory and design of structures, S.22ff. 

Miura, Spannungskurven. 1 



2 Einleitung. 

bestimmt, da13 diese Spannungen fUr den Bruch ma13gebend sind in 
bezug auf die Materialien, die als elastisch und homogen angesehen 
werden konnen, z. B. Stahl, Schmiedeeisen usw. Als beweisend Hi-13t 
sich dafiir anfiihren das Experiment mit Glasbalken zwischen ge
kreuzten Nikols. Fur die Materialien, die nicht als homogen und ela
stisch angesehen werden konnen, trifft diese Voraussetzung nicht zu, 
und es ist sehr schwer zu beurteilen, was fUr eine Spannung oder Form
anderung in solchem Falle den Bruch oder das Gleiten bedingt. Die 
Unmoglichkeit, die Bruch- oder Gleitgrenze festzustellen, erschwert 
uns immer noch die Berechnung. 

Ich werde hier darauf nicht weiter eingehen, aber wenn man den 
Balken so berechnen will, da13 die durch Belastung hervorgerufenen 
Spannungen an keiner Stelle des Balkens uber die elastische Grenze 

hinausgehen, so mu13 man vor 
allem die Hauptschubspannun

~~~~~==~~--~~--~~~~ gen betrachten. 

Wie ich schon gesagt habe, 
hat die gewohnliche Balkentheo
rie fUr das Gebiet nahe der Be
lastung keine Gultigkeit. In Wirk
lichkeit aber ist die Spannungs-

Abb. 1. verteilung gerade in diesem Ge
biet von gro13er Bedeutung. 

Weil sie dieses Gebiet vernachlassigt, hat die sog. Spannungstrajektorie 
wie die Abb. 1 zeigt, sehr wenig Sinn, wie wir spater sehen werden. 

Ich setze im folgenden zuerst die genaue Spannungsverteilung im 
Balken mit Benutzung der oben genannten Spannungskurven aus
einander (Abschnitt I bis IV) indem, in Abschnitt IV besonders die 
lokale Storung behandelt wird. Abschnitt V widme ich den Spannungen 
in keilformigen Tragern. 

Die theoretischen Resultate habe ich zur Nachpriifung mit den 
Ergebnissen der optischen Versuche mit Glasbalken verglichen, die man 
in Abschnitt VI bis VII findet. Ich habe diese optischen Versuche 
zum Teil auf der Universitat in Jena yom Sommer 1923 bis Winter 
1924 unter Prof. Ambronn, Winkelmann und Kohler ausgefiihrt, 
und von Mai bis Juni 1924 habe ich mich besonders mit Versuchen 
in bezug auf die Spannungen im Fundament in dem physikalischen 
Institut der Universitat zu Gie13en unter Prof. Konig beschaftigt. 



Erster Teil. 

Theorie. 
I. Spannungen nach Hooke-Bernoullischenl 

Gesetz. 
§ 2. Hauptspannungen. 

Wir wollen zuerst allgemein den ebenen Spannungszustand be
trachten. Wir nehmen die X Y-Ebene als die Spannungsebene. (X = 
Horizontal-, Y = Vertikalachse.) Die resultierenden Normal- und 

/,~-------- .......... 
I ' 

I 
I 
I 
I 
\ 

\ 

') ~ 

/LS 
.... / 

' ... _----"''' 

\ 
\ 

Abb.2. 

Schubspannungen as und is an der dritten Ebene mit der Neigung 1) 

gegen die X-Achse an dem Punkt, wo es die Normal- und Schubspan
nung a x, a y und i gibt, werden bekanntlich folgendermaDen ermittelt: 

as = ay cos2 qJ + ax sin2 tJj + 2 .. sin qJ cos tJj } 

"s = (a y - ax) cos tJj sin tJj - .. (cos2 tJj - sin2 tJj) (1) 

Die Hauptspannungen (a1 und ( 2) und Hauptschubspannungen (i1 und 
i 2) an demselben Punkt sind 

a = Ox + Oy + }_ 1/(a _ a )~ + 47:2 ) 
12 2 - 2 x y 

(2) 
7: = +1_ ~/(a _ a )<J + 4 7:2 

12 - 2 V x y 

1* 



4 Spannungen nach Hooke-Bernoullischem Gesetz. 

und die Neigungswinkel WI fUr Hauptspannung und W2 fur Haupt
schubspannung sind gegeben durch die Gleichungen 

tan 2 WI =~) CJy-Gx 

tan 2 W2 = OX;;,Oy 
(3) 

Abb.2 zeigt die Veranderung der Spannungen as und is fUr den Fall, 
in dem ax = 1,5, au = 0,5 und i = 1 sind. 

§ 3. Spannungskul'ven nach del' gewohnlichen Balkentheol'ie. 
In der gewohnlichen Balkentheorie vernachlassigt man die Span

nung au; die Spannung a", wird gegeben nach dem Hooke-Bernoulli
schen Gesetz mit der Gleichung 

(4) 

wo M das iiuJ3ere Moment an dem betreffenden Querschnitt, y der Ab
stand von der Neutralachse, und J das Tragheitsmoment des Balken
querschnittes sind. 

Die Schubspannung i fUr den rechteckigen Querschnitt wird wie 
folgt ermittelt: 

( 4') 

wo T die Schubkraft in dem Querschnitt und 2 b die H6he des Bal
kens ist. 

Wenn man diese Werte von a und i in die Gleichung (3) einsetzt, 
so erhalt man 

T y2 _ b2 yO _ b2 

tan 2 1\ = M·~y-='7tYl 

tan 2 fj)2 = :. b2 ~ yO = #! y2 

wo K = ~ ist. 

(3') 

Daraus folgen die Differentialgleichungen der Hauptspannungs- und 
Hauptschubspannungstrajektorien 

dy ky r---k2yZ···j 
dx = b" - y2 ± ),1 + (J/i=--ilj2 

d Y yO - b2 l/ (y2 - b2)2 r 
d x = kY ± 1 + -Ie" y< _. J 

(5) 

Die Gl. (5) geben uns zwei Spannungstrajektorien, davon ist ge
wohnlich nur eine in technischen Biichern behandelt. Man kann aber 
die eine Trajektorie aus der andern sehr wohl ermitteln, weil die Trajek-
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toriepaare (eins der Hauptspannung, eins der Hauptschubspannung) 
sich im Winkel von 45 0 treffen, und die beiden Kurvenarten einerTrajek
torie senkrecht aufeinander stehen. Die praktische Unmaglichkeit der 
Lasung der Differentialgleichungen (5) laBt die Spannungstrajektorien 
unklar und ungenau. Man kann natiirlich nach Gl. (3') die Neigungen 
der Haupt- und Hauptschubspannungen an mehreren verschiedenen 
Punkten berechnen und danach die Spannungstrajektorien dar
stellen, wenn man eine groBe rechnerische Bemiihung nicht scheut. 
Prof. H. Lorenz empfiehlt, die Reinschubspannungslinien von Wagner 
zu benutzen. Diese Linien sind die Kurven, deren Richtung mit der 
reinen Schubspannungsrichtung iibereinstimmt. Man bezeichne mit 
([J' ind ([J" die Reinschu bspannungsrichtungen, so er
halten wir durch Verschwinden vona, in der Gl. (I) 

tan rp' = -~, darum = tan 2 rp11 
ax (6) 

und rp" = O. 

Die Reinschubspannungslinien sind die Inte- Abb.3. 

gralkurven der Gl. (6). Z. B. zeigt Abb. 31 die 
Kurven fUr Kragtrager mit einer Last am Ende. Die Gleichung da
fUr ist 

(b2 - y2)Z2 = b2 z02 • (7)2 

Man kann natiirlich danach auch die Spannungstrajektorien ermitteln, 
aber diese Methode ist leider ein Umweg. 

Die einzige geschickte Aufzeichnung der Trajektorien findet man 
in einem Aufsatz von Wilson3, in dem er sog. isoklinische Kurven 
benutzt. Maxwell hat diese Kurven "isoclinic lines" genannt. Man 
sieht diese Kurven beim optischen Experiment mit einem Glasbalken 
zwischen gekreuzten Nikols, und deshalb hat diese Methode den Vor
zug, experimentell bewiesen werden zu kannen. 

Beim optischen Versuch bleiben die Stellen, wo die Hauptspannungs
richtungen mit den Nikolachsen iibereinstimmen, dunkel, und man 
sieht schwarze Kurven im Gesichtsfeld. Diese nennt man isoklinische 
Kurven, weil die Hauptspannungsrichtung (und Hauptschubspannungs
richtung) an jedem Punkte der Kurven dieselbe Neigung hat 4. 

Die Gl. (3) sind namlich die Gleichungen der isoklinischen Kurven, 
wenn die Tangente an der linken Seite als konstant angesehen wird. 

Es hat an sich wenig Wert, die Spannungstrajektorien nach der 
gewohnlichen Balkentheorie aufzuzeichnen, weil, wie oben schon ge-

1 Entnommen aus Lorenz: "Elastizitatslehre". 
2 Lorenz: Technische Elastizitatslehre, § 15. 
3 Phil. Mag. Vol. 32. No. 199. S. 5. 1891. 
4 Genauer S. Abschn. VI bis VII. 



6 Spannungen nach Hooke-Bernoullischem Gesetz. 

sagt ist, sie nur in beschranktem Gebiet richtig sind. Ich werde sie aber 
im folgenden in einigen Fallen aufzeichnen, damit man sie spater mit 
den genauer ermittelten Trajektorien vergleichen kann. 

§ 4. Einige Beispiele fur Spannungstrajektorien nach der 
gewohnlichen Balkentheorie. 

a) Kragtrager mit einer Last am Ende. 

M=-Px, T=-P. 
Daraus folgt 

K= x. 

Wenn man dies en Wert in die Gl. (3) einsetzt, so erhalt man 

'2 b2 
tan 2 tJ\ = ~ und 

xy 
oder a us der ersteren 

xy 
tan 2 Wo = -b2 ----;; 

- - y-

y2 - A x Y - b2 = 0, wo A = tan 2 WI 

(8) 

ist. Dies ist 
y = Ax und 

die Gleichung der Hyperbel, deren zwei Asymptoten 
y = 0 sind. Wenn man fur if> 1 verschiedene Werte in 

p 
die Gleichung einsetzt (50 0, 60 0 usw.), so 
erhalt man zwei Hyperbelscharen, die durch 

_-'--__ B _~__ die Eckpunkte B und B' gehen (s. Abb. 4). 
: --,"B' Diese sind die isoklinischen Kurven, nach 
I<---X -I 

iy denen man vier Trajektorienkurven zeich-
Abb.4. nen kann, die aber streng genommen nur 

weit yom Ende Richtigkeit behalten. Am 
Ende werden die Kurven durch die lokale Starung stark geandert, wie 
wir uns spater uberzeugen werden. 

y 
Um die Kurven rechnerisch zu ermitteln, setze man T = 17 und 

1 - 1)2 • . 
--- = 8 m dIe Gl. (3') ein, so ist 

1) 

K 
tan 2 if>Q = b-' 

" • 8 

Graphischerweise kann man sie wie folgt ermitteln. Die Schub
spannungen an den Punkten, die konstante Ordinaten haben, sind 
konstant, und die Spannung a x ist dem Abstand yom Ende proportional. 
In der Abb. 5 a ist der gesuchte Winkel if>2 aus den gegebenen Werten 
a x und T mit P B A bezeichnet, wo P B Q ein Kreis ist, dessen Mittel
punktO ist. Danach ist es klar, daB es fUr die Linie y = konstant eine 
Kurve P A gibt. Diese ist selbstverstandlich eine Hyperbel, deren 
Gleichung 
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ist. Man kann diese Kurve sehr leicht aufzeichnen, weil die Strecken 
o P und 0 B immer einander gleich sind. N achdem man, wenn man 
die Neigung an beliebigen Punkten ermitteln will, diese Auxiliarkurven 

Abb.5a. Abb.5b. 

fiir verschiedene wagerechte Schichten gezeichnet hat, nimmt man zu
erst den a~ entsprechenden Abstand wagerecht auf der Hyperbel, und 
bekommt den Punkt Q2 und danach den Winkel @~. (Die Werte T 

Houptsponnungsfrojekforie Houpfschubsponnungsfrtjekforie 

Abb.6. 

erhiilt man nach der parabolischen Anderung dieser Spannung im Ver
tikalschnitt.) Um isoklinische Kurven zu zeichnen, zieht man um
gekehrt zuerst eine Gerade mit dem bestimmten Winkel @2 zur Y
Achse von den Scheitelpunkten der Auxiliarhyperbeln, wie die Abb. 5b 
zeigt, und die Projektionen der Punkte p und a auf die betreffenden 
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Schichten geben uns die Punkte auf den isoklinischen Kurven. Die 
Kurven durch diese Punkte sind die gesuchten isoklinischen Kurven. 
(Vgl. Abb. 6.) 

b) Kragtrager mit gleichma8iger Belastung. In diesem Fane 

-wx 

Die isoklinischen Kurven sind hier auch eine Hyperbelschar wie im 

Fane (a), nur mit dem Unterschied, daB in diesem FaIle K = -~
ist, statt x (s. Abb. 7). 

50 0 = ________ ==~600 

Hallpf.schllbspannllng.sfrajeklvrie 

Abb.7. 

Houpfsponnungsfrojekforle 

c) Trager, gestiitzt an den Enden, mit einer Last in der Mitte. Der 
Fall kann als ein Spezialfall der Kragtrager mit einer Last am Ende t betrachtet werden. 

'b Weil t-----i -1i$jx _ M _ ~ (a - x) _ _ 
, k-x-->O.--X I K - T - 2 P - a x 
--l=2a:..-.--------

r-a~ 2 
Abb.8. ist, ist die Gleichung fur isoklinische Kurven 

a-x X 
tan 2 <Po = -b- = -b . 

" - 8 ·8 
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Abb. 9 zeigt die isoklinischen Kurven und die danach gezeichneten 
Spannungstrajektorien fUr den Fall 

a 
Y=/i=3. 

d) Trager, einfach gestiitzt an den Enden, gleiehmaBig belastet. 
Weil 

K = M =p (l-X)X = a2_~2 

T 212(l_2X) 2x 
2 

I 1 

Hauptschubspannungsfrajekforie Haupfspannungsfrajekforie 
Abb.9. 

ist, so ist die Gleichung fur isoklinische Kurven 

1 a2 - x2 1 1 a 1 _1;'2 "I tan 2 qJ = - --. ---- = -- -- _._-. -- (9) 
2 ::; X b2 - y' 2 b 1;' 1 - "1 2' 

wo 
x* ~'=- . 
a ' 

ist. Wenn man 
1 a 

tan 2 qJ2 ="2 b 

Y 

annimmt, so besteht die Gleichung 

1 _1;'2 
~,--

(9') 

1_"12 

"I 

Ein reeller Faktor der Gleichung ist 

'Yj=e 

f"·IIIIII'II"I't""ljl!l;III""'"}~' , 
:"---l"?~X->'<-X-- : 

ra~ 

Abb.10. 

(9") 
x * 1;' ist zu unterscheiden von 1; = Ii' was spater vorkornrnt. 



10 Hauptschubspannungskurven. (Isochromatische Kurven.) 

D. h. die Kurve in diesem Fane ist eine Gerade durch die Punkte (0, 0) und 
(a, b). Die Neigung der Hauptschubspannung an jedem Punkt ist durch 
Gl. (9') gegeben. 

Z. B. 
a 

fiir -b- = 4 ist tan 24>2 = 2 = tan 63° 30'. Daraus foIgt 4>~ = 31 ° 45', 

fiir -~ = 2 ist tan 24>2 = 1 = tan 45°. Daraus foIgt 4>2 = 22,5°, 

fiir -~ = 1 ist tan 24>2 = ~ = tan 26° 30'. Daraus foIgt 4>2 = 13° 15'. 

f"""""" '1 
90 0 fur 

Abb.l1. 

Diese Gerade kann man anwenden, um nachzupriifen, ob die Trajek
torien richtig sind. Die isoklinischen Kurven werden flacher, je nach-

dem das VerhiUtnis : groBer wird, und zwar im Fane ~- = 00 stimmen 

die Kurven mit denjenigen in gleichmiiBig belasteten Kragtragern iiber
ein. Abb.11 zeigt die isoklinischen Kurven und die danach gezeich-

neten Spannungstrajektorien, indem : = 4 angenommen wird. 

II. Hanptschnbspannnngsknrven. 
(Isochromatische Knrven.) 

§ 5. Einfiihrung der Hauptschubspannungskurven in die 
Spannungsorientierung im Balken. 

Ich habe schon in der Einleitung gezeigt ,daB die Spannungstrajek
torie nicht geniigt, um die Spannungsverteilung im Balken hinreichend 
auszudriicken. Es fehlt das wichtigste, d. h. die anschauliche Zeichnung 
der SpannungsgroBe im Balken. Wenn man nun nicht vergiBt, daB 
wir den Spannungszustand im homogen angesehenen Balken behandeln, 
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in dem das Verhaltnis der Spannung zur Formanderung dem Hooke
schen Gesetz folgt, so muB man vor allem die Hauptschubspannungs
groBen betrachten. Wir wollen deshalb die Kurven, die durch die 
Punkte der gleichen Hauptschubspannungen gehen, aufzeichnen, und 
sie Hauptschubspannungskurven nennen. Beim oben genannten Ver
such mit Glasbalken zwischen gekreuzten Nikols sieht man bei zirkular 
polarisiertem Licht farbige Streifen im Gesichtsfeld. Diese Farben 
sind die Interferenzfarben infolge der Doppelbrechung des belasteten 
Glaskorpers, und die Doppelbrechung ist nach der Neumannschen1 

Voraussetzung der Hauptspannungsdifferenz und deshalb der Haupt
schubspannung proportional. Daraus kann man ohne wei teres schlieBen, 
daB die Stellen derselben Farbung auch dieselbe Hauptschubspannung 
haben. Diese Kurven hat Maxwell "Isochromatic Lines'; genannt. 
Weil dieser Terminus in Rticksicht auf das optische Experiment ge
wahlt ist, und fUr die theoretische Orientierung tiber die Spannung das 
Wort "isochrom" seine Bedeutung verliert, mochte ich sie hier nach 
ihrer Kurveneigenschaft Hauptschubspannungskurve nennen 2• 

Ich will zuerst die Hauptschubspannungskurven fUr einige FiiIle 
nach der gewohnlichen Balkentheorie ermitteln, um sie spater mit den 
genaueren vergleichen zu konnen. 

§ 6. Beispiele del' Hauptschubspannungskul'ven. 
a) Kragtrager mit einer Ijast am Ende. Infolge der Gl. (4), (4') 

und (2) in § 2 erhalten wir 

11M' T' 
27:12 = V J2 y2 + J2 (b2 - y 2)2. 

Daraus folgt 

4 Ti2 J2 2 Q + (b Q Q)" 
-~ = x Y" " - Y" -. 

Man setze in der Gleichung 

<,2 J n=----
b2 p 

2 T'2 b 
3P' 

so erhiilt man (angenommen die Balkenbreite = 1) 

1/4n"-=-(f~~)2 'V411,2 2 x = + b ------- = ± b .... - 8 
-, 1)2 1)2' 

wo 
1 _1)2 

und 8 = -- sind. 
1) 

Lx~ 
yj 

Abb. 12. 

p 

(I) 

1 Neumann, Gesammelte Werke, 3. Bd., 1912: "Die Gesetze der Doppel
brechung des Lichtes in komprimierten oder ungleichformig erwiirmten unkristal
linischen Korpern". 

2 Den Ausdruck "isoklinische Kurven" kann man ebenfalls zur Orientierung 
tiber die Spannung brauchen, weil das Wort "isoklin" auch fur diese Sinn hat. 
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Abb. 13 zeigt die Hauptschubspannungskurven nach G1. (I), dabei 
habe ich auch die Hauptspannungskurven, d. h. die Kurven aI' zum 
Vergleich mit punktierten Linien gezeichnetl. 

Abb.13. 

b) Kragtrager, gleichmaBig belastet. Infolge (2) in § 2 

o M" 0 + T2 (bO 0)0 4 Ti2 = Ji Y- J2" - Y- " ~ 

4 2 J2 
-~t;2 = K2 y2 + (b2 _ y2? 

:Man setze K = -i-, T2 = p2 x2 in die Gleichung, so erhiiJt man 

Abb· 14. 

(angenommen die 

4 0 J2 • 
'~2 = ¥- y2 + (b2 _ y2)~ x2 

_~ 4 liz J2 _ x' 2 + (1 2)2 2 -iFV-4 b2 'YJ -'YJ x, 
y . 

wo 1] = -b- 1St. 

Wenn 
2 "2 J 4 "2 

n = pb3- = 3p 

Balkenbreite = I) gesetzt wird, so ist 

l-r{' 
8 = - - ist. (2) 

'YJ 

1 Die Gleichung fiir die Hauptspannungskurven ist 

n = x y + fx2 y2 + (b2 - y2)", wo n = (J~!. ist. 
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Abb. 15 ist nach Gl. (2) gezeichnet. In der Abbildung bedeuten die 
punktierten Linien die Hauptspannungskurven. 

c) Trager, einfach gestiitzt an den Enden, mit einer Last in der Mitte. 
In diesem Falle ist die Gleichung dieselbe wie im Falle a), nur mit 
dem Unterschied 

n = 2 '12--! = _4_ '12 b (statt n = ~ 'i2~) 
b2 P il P 3 P 

Die Gleichung ist 

oder 

(a - X)2 
be 

Abb.15. 

4 n2 - (1 _ '1)2)2 

'1)2 

x = b l/~~~ _ 8 2 • 
V 'I)" 

Abb. 13 ist naturlich fur diesen Fall auch anwendbar. 

, , 
\\ 

\ 
\ 

0,133\ , 
I 
I 

1/2 : 

-t~ 

/ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

/ 

(3) 

d) Trager, einfach gestiitzt an den Enden, gleichmaBig 
Wenn 

bclastet. 

m die Gleichung 

4~12;;;~ = K2 y2 + (b2 _ y'J? 

eingesetzt wird, so erhalten wir 

4 2J2 (2 ")" " 
-i~~2 = a ~~:-"L + (b2 - y2l. 

Man set.ze 
2 '12 J 4 '12 -- - = n = ----. 

p b" 3 p 
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Daraus folgt 

Oder 

Fur ~ = y ist 

8 
6 

/laupl:Jchub.s'PffflflUf7gslrurve 

Abb.16. 

ist. 

1" """",",, 1 

( 4") 

Infolge (4) erhalten wir die Hauptschubspannungskurven in der Abb. 16 

indem das Verhiiltnis y = ~. = 4 angenommen ist. 

III. Spannungskurven, gerechnet nach 
Airyscher Funktion. 
§ 7. Airysche Funktion. 

Wir haben bekanntlich fUr die allgemeinen Gleichgewichtsbedin
gungen eines homogenen elastischen Korpers die folgenden GJeichungen 
bei fehlender Massenkraft: 
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acr", + o'Y + 0,. = 0 1 ox oz oy , 
ocr!! + 8,. + o'a: = 0 
oy ox OZ ' I 
~iJ~ + o'x + or" = 0 
OZ oy Ox ' 

(1) 

in denen (J die Normalspannung, T die Schubspannung bedeutet. Fur 
ebenen Spannungszustand in der X Y -Ebene ist (J. = 0 und T x = T. = 0 1. 

Somit gehen die Gl. (1) in die folgende Form uber: 

Daraus folgt 

OOx = or. = 0 I ox oy , 
OOy = 0,. = o. 
8y iJx 

(la) 

02F 
T =-~-

z ax oy (2) 

Wir erhalten drei Spannungskomponenten in Form der partiellen Ab
leitung einer Funktion von xy. Airy hat schon im Jahre 1862 diese 
Funktion behandelt, und man benennt sie nach ihm2 • 

Diese Funktion muJ3 ganz allgemein neben den Randbedingungen 
der folgenden Bedingung genugen, die man von den Formanderungs
gleichungen mit Rucksicht auf Gl. (2) ableiten kann3 • 

04F 04F o4F 
ox' + 2 ax" oy2 + oy4 = O. (3) 

1 In bezug auf das Ebenenproblem sind zwei Voraussetzungen miiglich, nam
lich ebener Formanderungszustand und ebener Spannungszustand. Wenn man 
mit w die Langsanderung nach der Z·Achsenrichtung bezeichnet, so ist im ersten 
Faile w = O. Dies ist der Fall beim Balken mit groDer Dicke. Der ebene Span
nungszustand kommt beim Balken mit geringer Dicke vor. Beim gewiihnlichen 
Balken kann man den ebenen Spannungszustand annehmen. 

2 "On the strains in the interior of beams". Phil. Trans. Vol. 153. 
3 Wenn u und v die Langsanderung in den Richtungen X und Y bedeuten, 

erhalt man folgende Beziehung zwischen Spannungen und Formanderungen: 

E ~: = ax - ~, 1 wo E: Elastizitatsmodul 

E OV aX . P' , h Z hI iiY = Oy ~ -P , I It. Olsson sc e a 

G (OU + iJ v) =, , G: Schubelastizitatsmodul 
oy ox ist. 

Daraus folgt die Gl. (4) mit Riicksicht auf die Gl. (2) und auch auf die bekannte 
Beziehung zwischen elastischen Konstanten. 

Man schreibt 
bedeutet. 

It 
G = E 2(" + 1)' 

die Gleichung gewiihnlich Ll2 F oder Ll Ll F = 0, indem Ll = !- + -~-
ax cy 
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§ 8. Beispiele der Losung des Balkenproblems durch 
Airysche Spannungsfunktion. 

a) Kragtrager, gleichmaBig belastet. Weil M = ~ (l- X)2 ist, kann 

man wohl annehmen, daB die Spannung (J x die Form 

a = (j2 F = A (l _ X)2 + dO Y, 
X oy" y dy2 (4) 

hat, wo Y1 eine reine Funktion von y und A eine Konstante ist. Die 
Schubspannung ist zur Schubkraft proportional und muD an der oberen 
und unteren Kante Null sein. Daher ist die Sehubspannungsgleichung 
vermutlich 

r = - ~2F_=B(l_ X)(y2 _ b2) 
ox oy , , (5) 

wo Beine Konstante ist. 
Durch Integration der Gleichung (4) naeh y haben wir 

iJF = :ty~ (l _ x)2 + dY, + X . 
oy 2 dy 1 

(4a) 

Dureh Integration der Gl. (5) nach x haben wir 

~: = - B(y2 - b2 )lx + B(y2 - b2)~2 + Y2 

B y2 (l )" + B b2 x (2l ) l' B 2 l2 = -2- - x " -2- - x 2 - -2- Y (5 a) 

Weil diese Gleiehung der von (4a) gleieh sein muD, erhalten wir die 
folgenden Beziehungen: 

A =B, 

( 6) 
b2 X 

X = B -- (2l - x) 
1 2 ' 

~ Y 1 = Y _ B y2l2 
dy 2 2 . 

Wir haben nun statt (4a) 

iJF =,,!_~2(l_x)2+Ab2'::'(2l_x)+~Y'. 
oy 2 2 dy 

Daraus folgt 

A y3 2 b2 X Y r 
F= 6-(l- x) + A-2 -(2l- x) + X 2 + Ii' (7) 

(} F = _ ~ y3 (l _ x) + A b2 Y l _ A b2 X Y + dX2 • 
OX ;) dx 

(8) 
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(1 u muD fUr y = + b, - p und fUr y = - b Null sein. Daraus folgt 

_ p = :4:b3 _ Ab3 -L d'X. 
3 I dx" 

P 
2' 

Die Spannungsfunktion ist jetzt 

3p 
A = 4/)3' 

F= ~y3(l-x)2 + ~b2 x(2l- x)y - Pf" + Y1 . 

(9) 

Die Glieder, die in unserem FaIle keine Bedeutung haben, sind ver
nachlassigt. Durch Vergleich mit der Bedingungsgleichung (3) der 
Spannungsfunktion erhalten wir 

Daraus folgt 

Infolge (4) 

d4 y 
-d l+4Ay=O. ,y 

(10) 

Hierbei muD die Konstante C2 Null sein, weil fur x = 1 (1 x immer Null 
sein muD, unabhangig von y. 
Daraus folgt 

+b b f r 2 y3 2 A yO 01 yS] + a y dy = LA (l - x) - - - -- + -
:r 3 3 5 3_b 

-b 

[ A 4 A b' b3 ] 
= 2 - (l - X)2 b3 - -. - + 2 C -3 3 5 1 3 

[ p P b2 b3 l 
= -(l- X)2 - - + 2c --j 2 5 1 3 . 

+b 

J ax ydy gleicht anderseits dem Moment an der Stelle M =~- (l - x)2. 
-b 

Daraus folgt 

(11) 
Miura, Spannuugskurven. 2 
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Wir erhalten danach 
3 P 2 3 P P y3 

ax = 4 -b3 Y (l - x) + 10b- Y - 2 63 

_ E (~(l _ )2 y -L ~ ~ _ y3) 
-22 xb31 5b b3 ' 

(12 ) 
P ( y3 3 y ) a = - - --- - - - - 1 Infolge (8) 

y 2 2b3 2 b . 

b) Trager, gestiitzt an den Enden, gleichmaBig belastet. Wir erhalten 
in derselben Weise wie im FaIle a} 

F = - E{~ (a2 _ x~) + ~~X2 + 2X2} + X.~ (y2 _ JL) (13)1 
8 b3 b 20 b 2 b2 

und die Spannungskomponenten sind 

(14) 

Anmerkung: Wir miissen aber darauf achten, daB die Spannung ax an den 
Balkenenden in beiden oben erwahnten Fallen nicht verschwindet, trotzdem sie 
theoretisch Null sein muB. Darin liegt noch eine Unvollkommenheit der Lasung 
Es darf deshalb nicht vergessen werden, daB diese Darstellung in einigem Ab
stand von den Enden erst streng giiltig ist. 

§ 9. Spannungskurven, genauer berechnet mit Hille 
Airyscher Funktion. 

a) Kragtrager, gleichma.6ig belastet. 
1. Isoklinische Kurven. 

E (~ (l- x2
) y _ ~ + ~ ~ _ ]3 + ~Jt + 1) 

t 2 m. _ '1x - (Jy _ 2 2 b3 b3 5 b 2b.J b 
an '*'3 - - ---------,;c:------

2, -iia (l- x) (y2 - b2) 

3 (l-X)2 y 3 y3 21 y 
2 ----6- - 2 b3 + 10' Ii + 1 

-- (l- x) (y2 _ b2) 
-3 

b3 

1 S. Lorenz: Elastizitatslehre, § 52, oder Fappl: Drang und Zwang, § 42. 
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Wenn ~ = 'YJ gesetzt wird 

Daraus folgt 

~ = - A'8 ± Y(A'8)2 + K, (15) 

A = tan 2 iJ>2' } 
S __ 1_'}2 

- '7 ' 

K = 'YJ2 _ O,66~ _ 1,4 ist. 
'} 

wo 

Wir mussen aber hier darauf achten, daB die Gleichung fUr das 
Ende nicht gultig ist, wie wir schon in den letzten Paragraph en bemerkt 
haben. Weil die Spannungen (1~ und 'i fUr den Querschnitt X = 0 
Null sein mussen, ist die Vertikalkante selbst die isoklinische Kurve 
fUr iJ>1 = 90°. Die isoklinischen Kurven treffen sich am unteren Eck
punkt. Davon kann man sich uberzeugen durch den optischen Ver
such mit einem Glasbalken. (Vgl. Abb. ll4a, ll5a.) Wir erhalten 
schlieBlich die Kurven wieAbb.17a zeigt, dabei ist die Hauptspannungs
trajektorie auch aufgezeichnet. Wie man in Abb.17a sieht, sind die 
Kurven oberhalb der X-Achse nach unten zu konkav1 . Man merkt 
hier, daB die Kurven ganz anders aussehen als diejenigen nach ge
w6hnlicher Theorie (vgl. Abb. 7). 

2. Hauptschubspannungskurven. In dies em FaIle 

4Ti2 = (ax - ay)2 + 4T2, 

4Ti2 - [! P'YJ(~2 - k)y - 4~~~p2'YJ2~282 = 0, 

oder 

x ,--
I Die Gleichung durch die hochsten Punkte der Kurven ist b = f - k. 

2* 
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wo ist. 

Isoclinische Kurl/e u/faupfspannungstrqjektorie 

Abb. 17 a. 

Abb.17b. 

4 7:12 
Wenn -f p = n gesetzt wird, SO ist 

~ = Y(K- 2 S2) ± V(K-;8~) - (K2_ j'1~2). (16) 

Wir erhalten danach die Hauptschubspannungskurven wie Abb. 17b 
zeigt. Man vergleiche diese mit Abb. 15, in der die Kurven nach 
gewohnlicher Balkentheorie gezeichnet sind. 
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b) Trager, gestiitzt an den Enden, gleichmallig belastet. 
1. Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. 

2 rti. fJx - fJ y 
tan 'PQ = -2-' 

Daraus folgt 

" " 

wo 

e - 2;·8· A - (1'2 + K) = 0, 

; = 8· A + -V 8 2 A2 + 1'2 + K, 

A = tan 2 ~2' I 
1 - 1]2 

8=-- . wo 1]' 1St. 

K = ('Yj2 _ O,~66 _ 1.4) 

ist. 

(17) 

Auf dem Querschnitt x = ° hat der Punkt, in dem (J x - a y = ° ist, 
in keiner Richtung Schubspannung. Dieser Punkt im Glasbalken 
zwischen gekreuzten Nikols bleibt dunkel, auch wenn man die Nikols 
umdreht. Die Gleichung fUr den Punkt ist K = - 1'2. Durch die gra
phische Lasung dieser Gleichung des 3. Grades erhiiJt man 

fur I' = 4 1] = 0,045 

" I' = 3 1] = 0,09 

" Y = 2 1] = 0,25 . 

Fur I' = 00 stimmt der Punkt mit dem Nullpunkt der Koordinaten 
uberein. Es gibt noch zwei Punkte auf der oberen Kante, in denen 
a x = (J y und T = ° ist. Diese Punkte bleiben beim optischen Versuch 
mit Glasbalken im Gesichtsfeld auch dunkel, trotz der Umdrehung 
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der Nikols. Wir kommen in Abschnitt VII darauf wieder zuruck. 
(Siehe auch FuBnote S.34.) 

Abb. 18a zeigt die isoklinischen Kurven und Spannungstrajektorien 
nach Gl. (17), indem 'Y = 4 angenommen ist (vgl. Abb.ll). Wieder ist 
zu beachten, daB durch die Unvollkommenheit der Losung die Kurven 
nahe dem Ende nicht streng richtig sind. Nach der Mitte zu sind sie 

r'f 
Xlliill" ""IIii"'''l 

Isoclinische ){lJrve lJ.HillJptspannlJngstrqjeklorie 90ofiirtP1 

Abb.lSa. 

6 

HO'lJpfschlJbspannlJngskuf've 

Abb.lSb. 

1 

aber theoretisch genau richtig. Das Gebiet nahe dem Ende wollen wir 
im nachsten Abschnitt genauer beobachten. 

2. Hauptschubspannungskurven. 
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4. 
Wenn 3 ~2 = n gesetzt wird, so ist 

7 - ~4 + 2 [(y2 + K) - 282] e - (y2 + K)2 = 0, 

~ = V;~ + K - 282) ± V(y2 + K - 2 8 2)2 ~ [(y2 + K)2 - 4'l~2 J. (18) 

Fur ~= 0: 
2n 

rJ = jT+K' 

Fur 1]= 0: ~= Vn2~}. 
1 

Fur 17 = + 1: ~ = -V y2 - 1,066 - 2 n. J 
(18') 

Fur 1]=-1: ~ = -Y0,267 + y2 - 2n. 

In Abb. 19 sieht man die Anderung der Spannung .12 in dem Quer
schnitt in der Spannmitte, gerechnet nach gewahnlicher und nach gena uer 
Theorie. Abb. 18 zeigt die Haupt- 8 

schubspannungskurven nach Gl. (18), 7 

die mit Abb. 16 verglichen werden 5 

solI. 

IV. Lokale Storung. 
§ 10. Ubersicht. 

n5 

3 

2 

o 

\ 
\ 

\ 
r\ 

'\ 
'\ 

~ 
"" 'l 

~ :<:' ~ 

':Ico/ "12 
.llj 

~O/; 

~ IV 
~ 1/ Trotzdem die lokalen Starungen 

auf die Spannungsverteilung groBen 
EinfluB haben, fehlt noch eine ge
naue Untersuchung dariiber. Die 

-1 -0,8 -0,6 -0,'1 -w 0 0,2 0," qo 0,8 1,0 
77 

Abb.19. 

theoretische Behandlung dieser Aufgabe ist sehr verwickelt und nur 
zum Teil gelOst. Filon hat sich mit der lokalen Starung in der Mitte 
des Balkens beschaftigt, indem er eine allgemeine Lasung des Balkens 
als Ebenenproblem in Form eines bestimmten Integrals aufgestellt 
hat!. Spater hat er durch seine optischen Versuche die isoklinischen 
Kurven in der Mitte des an zwei Punkten gestiitzten und in der Mitte 
belasteten Balkens nachgepriift2. Aber er ist nicht dazu gekommen, 
die gesamten Spannungskurven zu ermitteln. Bleich hat kiirzlich nach 
derselben Methode wie Filon (mit Anwendung der Fourierschen Reihen) 
dasselbe Thema behandelt mit besonderer Beriicksichtigung der Span-

1 Filon: On an approx. solution for the bending of a beam of rectangular 
cross-section etc. 

2 Filon: The investigation of stresses in a rectangular beam by means of 
polarised light. 
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nung am Stabende und in Bolzen l . Trotz dieser Losung bIeibt die 
Spannungsverteilung im Gebiet der Iokalen StOrung noch sehr unkIar, 
weil der Ausdruck fiir Spannungen sehr kompliziert ist. 

Um den Verlauf der Spannungskurven im Gebiet der lokalen Sto
rungen zu ermitteln, habe ich im folgenden die strenge Losung an
gewendet so weit es moglich ist. Fiir die FaIle des Balkens, gestiitzt 
an den Enden, in der Mitte belastet, ist die allgemeine Losung sehr 
umstandlich. Ich habe deshalb nach ihr nur an einigen Punkten die 
Spannungskurven berechnet und mit deren Benutzung unter gewissen 
Voraussetzungen die Kurven annaherungsweise ermittelt. Die Kurven 
stimmen mit dem Resultat des Versuches gut iiberein. 

§ 11. Definition der lokalen Storung. 
Die Iokale Storung ist die Veranderung der Regularitat 

der Spannungsverteilungsart infolge der Diskontinuitat der 
UmriBlinien des Korpers. In diesem Sinne gibt es keine Iokale 
StOrung, z. B. im FaIle der Halbscheibe mit einer Last und auch im 

Abb.20. 

Abb.21a. 

FaIle des keilformigen Tragers mit einer 
Last an der Spitze (s. Abb. 20). 

In dieser Weise hat der Balken, ein
fach gestiitzt an den Enden, mit einer 
Last, drei Stellen, wo Iokale Storun
gen vorhanden sind. (Unter der Last 
und iiber den beiden Auflagern.) Ein 
Stab mit gegenseitigem konzentriertem 
Druck oder Zug hat zwei solche Stellen. 
Kragtrager, mit einer Last oder gleich
maBig belastet, haben jeder eine solche 
Stelle (s. Abb. 21 a). 

Abb. 21 b. 

1m FaIle der konzentrierten Last kann man manchmal von vorn
herein annehmen, daB die Spannungsverteilung nahe der Last wie die 
im FaIle der Halbscheibe oder Viertelscheibe angesehen wird, wenn 
dort kein starkes Moment oder keine Schubkraft vorhanden ist. 1m 
Auflager des Balkens, wie Abb. 21 b zeigt, ist die Iokale Storung sehr ver-

1 Bleich: Der gerade Stab mit Rechteckquerschnitt als ebenes Problem. 
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wickelt. An dem rechten Ende in der Abbildung bemerkt man eine 
zweimalige Diskontinuitat der Form. Wir konnen diese lokale Storung 
des zweiten Grades nennen. 

§ 12. Spannungskurven am Stabende. 
Wie ich schon vorher erwahnte, hat Bleich die Spannung im Stab

ende behandelt, jedoch hat er nur mit der Hauptspannung 
(]y sich beschaftigt, was, wie ich glaube, zur Spannungs-

orientierung nicht geniigt. Wir wollen hier die isoklini- ~t_ 
schen Kurven und auch die Hauptschubspannungskurven 
zur Spannungsermittelung anwenden und mit seinem Re
sultat vergleichen. 

In einem Stab 2a X 2b (wo a gegeniiber b klein ist), 
sind die Spannungskomponenten nach Bleich folgender
maBen ausgedriickt: 

p 

Abb.22. 

'- ~(A +B )Sinrx.b-rx.b[olrx.b)~olrx.y+rx.ySinrx.bSinrx.y 
ax -.LJ n n Sin2rx.b + 2rx.b cos I)(X, 

n=1 

+ ~(A _ B ) (~ol rx.b - rx.b Sin rx.b) Sin rx.y + rx.y~ol rx.b~ol rx.y • 
.LJ n n Sin 2 rx.b _ 2rx.b cos I)(X, 
n=1 

-x 

=Ao + ~(A +B )(Sinrx.b+rx.b~olrx.b)~olrx.y-rx.ySinrx.bSinrx.y. 
a'll 2 .LJ n n Sin 2 rx.b+2rx.b COSI)(X, (1) 

n=1 

+ ~(A -B ) (~ol rx.b + rx.b Sin rx.b) Sin rx.y - rx.y~oi rx.b~ol rx.y • 
.LJ n l' .Sin2rx.b-2rx.b COS I)(X , 

n=1 

- ~(A +B )rx.ySinrx.b~olrx.y-rx.b~olrx.bSinrx.y .. 
"C-.LJ n l' Sin2rx.b+2rx.b SlllI)(X, 

1'=1 

+ )OO'(A -B )rx.y~olrx.bSinrx.y-rx.bSinrx.b~olrx.y .. 
..:....J n n Sin2rx.b _ 2rx.b SlllI)(X, 

n=1 

Fiir unseren Fall ist 

Ao 
2 

Daraus folgt 

WO 1)(= n:n: ist. 
a 

p 
-2a' 

P A =B =--n n a 

_ 2P ~(Sin rx.b - rx.b ~ol rx.b) (~ol rx.y + rx.y Sin rx.b Sin rx.y ( _ ' ) 
ax - -7 .LJ Sin 2rx.b + 2rx.b cos I)(X cos I)(a , 

n=1 
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ab 

Weil b gegeniiber a groB ist, konnen wir e
2 statt I!:oi IXb und @>in IXb 

annehmen und 2 IXb gegeniiber @>in 2 IXb vernachliissigen. In derselben 

Weise konnen wir statt @>in IX y und I!:oi IX y e;u schreiben, weil wir nur 

das Gebiet nahe der oberen Kante beobachten. Man erhiilt dann 

00 1 - n:n (b - y) 1 
are=-~ 2: a (cosnn-X~-cosnn) , 

a n=1 nn (b-y) a 
e a 

j (2a) 
00 1 +n~ (b- y) 

ay=-~- p 2: a cosnn x_ , 
2a a n:r (b- ) a 

n=2 e a y 

00 n:n (b _ y) 

+ p '" a . x (2b) 
1:= a;L.i n";(b )slnnn-;;, 

n=l - -y 
e a 

00 n _:n_ (b _ y) I 
a - a =!L + 2 P 2.) a COS nn _:1:_ 

'" y 2a a -1 ~~(b-y) a 
n- e a 

j (3) 
P 00 (1 - n : (b - y») 

+. -2.) cos nn . 
a n= 1 n:n: (b-y) 

e a 

Durch die Gl. (2b) und (3) kann man die isoklinischen Kurven und die 
Hauptspannungskurven erhalten. Man setze z. B. b - y = a in der 
Gl. (3), so erhiilt man: 

'" 00 P 2P2.) nn T P 2.)(l-nn) 
a - a = - + - -- cu::; n n - + - --- cos nn 

x y 2 a a en:n: a a en:n: 
n=l n=l 

=-+- -cos-+-.-cos2n-+-cos3n-+··· P 2P(n nx 2n x 3n x ) 
2a a e:n: OC e-"; a e3:n: a 
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(Weil en = 23,14, e2n = 535,49 und e3n = 12391,64 ist, genugt es 

praktisch schon, nur bis zum dritten Gliede zu rechnen.) In derselben 
Weise ist 

7:= - -Sln-- -.-sm Tl-- -,-SIn Tl~ ...• P (n . xn + 2n . 2 x + 3n . 3 x + ) 
a en a e~n a e3n a 

Weil fUr x = ° r Null ist, betragt die Hauptschubspannung fur diesen 
Querschnitt: 

27:12 = Ox ~ uy 
= ~ + 2P(--,,-- I ~ + 3n ... ) 

2 a a en I e2n e3n 

+~ (n -1 ~ 2 n - 1 -L :) n - J ~ ... ) 
a en e'!.;r; I e°-{;r; 

= ~ r 1 + 6 (--"-- + ~ + ... ) 
2a l en eon. 

+2 (~+~+ ... ) 
e~;t e4n 

-L 2 (~_1 + ~ _ ~ ... ) \ 
I en e2 ;r; J ,;: 

= {a {1+6(0,136 +0,00084) 

2 (0,0136 ~ 0,0432)} 

=-~.1,76. 
2a 

- - ---
[\..\ 

6. @y\'6 x y 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
I 

o 
1 

1 
Z 
3 

1 

za 
12108·5'120 

!ax liatiptschubspU!7!7t1!7gsktirve 

Abb.23. 

In derselben Weise berechnet man 

a~-ay = 10,386 fur b - Y = ~a 

a x - a y = 5,56 "b - y = ~ a 

aX-a y = 3,984" b-y=~a 

ax -au = 3,186 " b - y = ~a 

Abb.24. 
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ax -au = 2,263 fUr b - y = ~a 

ax -a y = 1,238 " b - y = ~a 

aX-a y = 1,067 " b-y = 2a. 

In Abb. 23 sieht man die Spannungsverteilung (ax -au) im Quer
schnitt durch die Achse, wobei die von a y mit punktierter Linie ge
zeichnet ist. Fur Stahl und Schmiedeeisen ist die Schubfestigkeit ein 
wenig graBer als die Halfte del' Zug- odeI' Druckfestigkeit. Es ist des
halb wahrscheinlich auch maglich, daB in unserem Fane die Haupt
schubspannung (die durch die Hauptspannungsdifferenz gegeben wird), 
den Bruch angibt, statt del' Hauptspannunga u, wie Bleich angenommen 
hat. 

Die Spannungsverteilung am Ende eines Stabes wird uns durch 
Abb. 24 veranschaulicht. 

§ 13. Lokale Storung in del' Mitte del' Spannweite 
durch konzentrierte Kraft. 

In diesem FaIle (b < a) gelten die Gl. (1) auch, III denen diesmal 

Die Beiwerte A und B in den allgemeinen Gl. (1) sind in diesem Falle: 

P A =--
n a ' 

P 
-2i.t' 

P C B = - - -- cos n n -. 
n a a 

Danach erhalt man 

A --L B = _!'- (1 - cos n n _C) 
n I n a a ' 

A - B = - P (1 - cos n n !-) . 
n n a a 

Wir wollen hier a = 1 annehmen. Wir erhalten dann 

An Bn = 0 fUr die ungeraden Zahlen von n, 

2P 
A + B = - - fUr die geraden Zahlen von n, n n a 

An - Bn = - ~ fUr die ungeraden Zahlen von n, und 
a 

An - Bn = 0 fUr die geraden Zahlen von n. 
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Daraus folgt 

3 Pya 2 P '\, (@Sin cc~ cc b ~of~~) ~ol~Y±~Y @Sin co b @Sin IX Y . cos a x 
- 8" b 3- -- -11,-- L.J @Sin 2 C( b + 2 C( b ' 

n~2·4·fj ... 

2P 
a 

,\1 (~of C( b - ~~in C( b) @Sin C( y + C( y ~of C( b ~of C( y . cos CI. x 
L.J @Sin 2 C( b - 2 C( b ' 

n=1·3·5 ... 

P 2P 
a =--y 2a 

\" (@Sin C( b + C( b ~of C( b) ~of C( y - C( Y @Sin C( b @Sin C( y 
L.J @Sin 2 C( b + 2 C( b -. cos CI. x , 

T= 

a 
n=2·4·6 ... 

2 P ...... ; (~of C( b ± C( b @Sin ~~~@)in C( y - C( y ~of C( b ~o~y . cos CI. x 
a L.J @Sin 2 C( b - 2 C( b ' 

n=1·3·5 ... 

P {'1 C(Y ~of C( b @Sin C( y - C( b @Sin C( b ~of C(Y . 
- -2a L.J @Sin 2 C( b _ 2 C( b . sm G( x . 

n=1·3·5 ... 

wo CI. = ~ ist. 
a 

Filon hat in seinem Werke nur die durch lokale Starung hervor-

gerufene Spannung berechnet, indem er ein Moment ~~ Pa (im FaIle 

a = c) an den beiden Enden des Balkens hinzufiigte, urn das Moment 
im Mittelschnitt auszulOschen und so die Spannungen (P, Q und S) 
nur durch die lokale Starung verursacht sein zu lassen 1. Nach seinem 

1 Sein Resultat ist folgendes: 

_ _ _2f!''::'( _ 4 W ~ (~.)2" cos 2n.~~ 
P-()~.)- '4 bL.J b Hz" (2 )", :n: r Jt n . 

o 

4W ~ (r')" cosnCP' -t:r - n b L.J (- 1)" T --;;:r- HI' W 

o '" r' I !I' ' 
4 W , '\, ( r')" cos n ([>' +-_-'1:. + ~ Y L.J (- 1)" b H"H --,- , , 
n 0 \ n. Abb.25a. 

Q-(J ) __ ~y'a-l-~W ~(~)2n+1H + {]o..s_(2~+D<1i' 
- y - nr'4' nb L.J b 2" 1 (2n+1)! 

o 

_ ~W y' ~, (-1)" (~)" H + ~_n <P' 
n b2 L.J b n 1 n! ' 

o 
00 

2 W xy'2 , 4 W '\"1")2" sin 2n ([>' 
S=(r) = -;;;-~ '-;;bL.J (7) H2n (2n)!-

1 
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Ergebnis sind die Spannungen fur den Punkt (0, 0)1 
o PoP 

ax = -'if) 0,249 ; Oy = - 21J 0,920, 

und fur den Punkt (0, - b) 

-b P ° ° ax = - 2b ,25 ; 

O;b' bedeutet die Spannung infolge lokaler Sti:irung. 
Stokes hat folgende Annaherungsgleichungen fur die Spannungen 

im Mittelschnitt vorgeschlagen: 

0y= - 2: (:' -l~2)' I 
= _~ (~ _ ~ + 3 (y' - b) a) (A) 

aX 2 b or orb 3 b2 , 

wo y' der Vertikalabstand des betreffenden Punktes von der Ober
flache des Balkens ist. 

Damus folgt: 
o P 

Oy = - 21J O,955 , 

o P 
ax = - 21)0,318, 

-b' P 
ax = - 2b 0,657 

(die Spannung nur durch die lokale Sti:irung und berechnet durch 
die beiden ersten Glieder der Gl. (A)). 

Nach Filon und Stokes kann man die lokalen Spannungen als 

aus zwei Teilen bestehend betrachten, erstens aus 2~, wo r' der Aborr 
stand des betreffenden Punktes von dem belasteten Punkt ist, und aus 

wo 
00 

f( (ab)2 3 ) 
Ho = l5in22ab-4()(2b2 - 16()(2b2 dn, 

o 

'" 1 1 1 J' { (()( b)3 + -- (a b)2 + -- ()( b - - ()( b e - 4 a b } 
H = _ 2 8 8 ___ 3_ dn, 

1 l5in22()(b-4()(2b2 16 (()(b)2 
o 

ist. 
1 Vgl. Phil. Trans. Roy. Soc., Vol. 201, Series A. 
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einem zweiten Teile, den ieh in folgendem bequemliehkeitshalber als 
Zusatzspannung bezeiehnen moehte. 

Die lokalen Spannungen sind also von der Spannweite (d. h. von 
dem Biegungsmoment) unabhangig. Ieh glaube aber, daB sie sieh je 
naeh dem Verhaltnis der Hohe zur Spannweite des Balkens andern. 

Die lokale Starung ist deshalb von dem Moment abhangig, und die 
Zusatzspannung ist keine konstante, sondern eine veranderliehe. Wir 
wollen hier drei wiehtige Punkte betraehten (0, 0), (0, + b) und (0, - b). 
Fur diese drei Punkte erhalten wir allgemein folgende Gleiehungen 
(vgl. Gl. (1)): 

a O = ~(A +B ) @linocb-ocb(Fojocb 
m L.J n n (Sin 2 oc b + 2 oc b 

1 

0= AD + ~(A + B ) @lin oc b + oc b (Foj oc b 
a y 2 L.J n n @lin 2 oc b + 2 oc b 

(4) 

1 

+b = __ ~ ~ (A _ B ) cos n n 
a x 2 b2 .L..; n n oc2 

1 

+ ~"1 An (@lin2 2 oc b - 4 oc2 b2 ) - 4 En oc b (Sin 2 oc~ 
L.J (Sin2 2 oc b - 4 oc2 b2 

1 

-b_ 3 ~ cosnn 
am - + 2/)2 L.J (An-Bn) ~ 

(5) 

1 

. ~, - 4 An (X b @lin 2 oc b + En (@lin2 2 oc b + 4 oc2 b2 ) 

T L.J @lin2 2 oc b - 4 oc2 b2 ._-

1 

a;b=-oo, a-b=O, r=O 

Ieh habe danaeh die folgenden Werte fUr die versehiedene Spannweite 
bereehnet: 

a 
2 

I 
3 

I 
4 

I 
6 

I 
8 

Berechnung nach 
- ----- ---, 

b Filon Stokes 

0,2484
1 

, 

P 
aD = -. 0,202 0,246 0,2491 0,2495 0,249 0,318 

x 2b 
p 

aD =-. -0,878 '-0,915 1- 0,91931- 0,9196 -0,9205 -0,920 -0,955 
y 2b 

Der Punkt (0,0) ist gerade die Stelle, wo der EinfluB des Biegungs
momentes am geringsten ist. Trotzdem bemerkt man, daB die Zahl 
nieht ganz konstant bleibt, die sieh, je naehdem das Verhiiltnis von 
a 
b groBer wird, derjenigen FiIons nahertl. 

a 
1 1m allgemeinen ist die lokale Starung von dem Verhaltnis b- und dazu 

c 
von dem Verhaltnis a (d. h. dem Verhaltnis der Spannweite zur Balkenlange) 

abhangig, wie spater bewiesen werden soll. 
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Fiir den Punkt (0, - b) ist die Veranderung starker: 

a 
b 

-b_ P 
a< - 2b . 

P 
(f-br = -- . 

x 2b 

2 3 6 

I 
2,296 3,923 5,488 8,57 

-0,704 ,-0,578 1- 0,512 -0,434 

8 

11,62 1 

Berechnung nach 

Filo~-IStoke8-

- 0,38 1- 0,25 -0,637 

a; b' ist die Spannung nur durch die lokale Starung 1. Die Abb. 26 
ist nach dieser Berechnung gezeichnet. Hier sieht man ganz 

p deutlich die Verande-
zb 

-0,9 
~ 

12P rung der lokalen Sta-
2 b rung nach dem Ver-Lrie 

-0,8 \ 

~ ~e'll 

.~ ~ 
'/ 

10 haltnis~. Die von Fi

Ion empfohlene Zahl 
(0,25) ist viel zu klein 
fur gewahnliche Bal
ken. Ubrigens stimmt 
die Stokessche Glei
chung mit dem Resul
tat Wilsons sehr gut 
uberein2 • Das kommt 
vielleicht daher, daB 
die Balken, die Wi 1-
son gebraucht hat, 

\ , (lrJc 'l 
1\0 -u 

~~ 
-0,7 8 
-b' 

Vx 
-0,0 '\. 

I'-.. 

/f/ 
/' V 

-0,5 

V. / 
~ V 

2 J 

/ ~ b 

0 / 

r'-
............ -l-

(j 

t--

7 

6 

-- 2 

o 
8 5 

alb 
Abb.26. im Verhaltnis i von 

3 bis 6 sind, und wie man in obenstehender Tabelle sieht, die Zahl 
0,637 in solchem FaIle der richtigen Zahl naher kommt als die Zahl 0,25. 

§ 14. EinfluBlinien del' Spannungen. 
1m vorhergehenden Paragraphen haben wir angenommen, daB die 

Auflagerungspunkte sich an den Enden des Balkens befinden. Diese 

Annahme ist nur fur den Balken mit einem haheren Verhaltnis ~ 
annaherungsweise anwendbar. Wir wollen in diesem Paragraphen den 

Fall betrachten, in dem das Verhaltnis i konstant bleibt, wahrend 

1 Diese Werte erhiilt man dadurch, daB man die Spannungen a~b von den
jenigen nach gewohnlicher Balkentheorie abzieht. 

2 Wilson: The influence of surface-loading on the flexured beams. 189l. 
Phil. Mag. S.5. Vol. 32. No. 199. 
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die Spannweite sich andert. Ich nehme das konstante Verhaltnis 

~ = 6 an. In meinem Versuch habe ich ebenfalls Praparate von diesem 

Verhaltnis benutzt. 

wo 

Wir konnen die Gl. (4) und (5) auch in folgender Weise schreiben: 

a~ = - .2 (An + Bn) C1 , l 
a~ = ~o + .2 (An + B n) C 2 • 

a+ b = _ ... ~ "(A _ B ) cos n:;r 
x 2 b2 L.i n n (f.2 

~ ~(An + Bn) C3 

1 + - "(A - B) C 2L.i n n 4' 

_~_ "(A _ B ) cos n :;r 
2 b2 L.i n n (f." 

+ .~ . .2 (An + Bn) C3 

1 -2.2 (An - Bn) C4 , 

C _ - @:lin (f. b +(f. b [0\ (f. b 
1 - -®Tn2~b+2~b-' 

C = @:lin 2 (f. b - 2 (f. b 
3 @:lin 2 (f. b + 2 (f. b ' 

C = @:lin (f. b + (f. b [0\ (f._~ 
2 @:lin 2 (f. b + 2 (f. b ' 

C _ @:lin 2 (f. b + 2 (f. b 
4 - @:lin 2 (f. b - 2 (f. b ' 

1 Die vier Konstanten findet man in folgender Tabelle: 

n= 0 1 O2 
! 

0 3 0 4 

1 0,0222 0,498 0,088 11,35 
2 0,0708 0,479 0,313 3,200 
3 0,1116 0,425 0,573 1,745 
4 0,1250 0,341 0,787 1,290 
5 0,1138 0,251 0,894 1,116 
6 0,0910 0,175 0,954 1,048 
7 0,0673 0,118 0,980 1,020 
8 0,0482 0,0785 0,994 1,005 
9 0,0333 0,0512 0,998 1,002 

10 0,0230 0,0331 
11 0,0150 0,0213 
12 0,00985 0,0136 
13 0,00640 0,0086 
14 0,00413 0,00545 
15 0,00267 0,00344 
16 0,00176 0,00224 
17 0,00108 

! 

0,00135 
18 0,000685 I 0,000845 

Miura, Spannungskurven. 3 

( 4') 

(5') 

ist 1. 
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Die berechneten SpannungsgroBen (ich habe zu dieser Berechnung die 
Tabelle auf der vorhergehenden Seite FuBnote 1 benutzt) fUr die ver
schiedene Spannweite sind in folgender Tabelle angegeben. 

Tabelle 1. 

c o 
a 

p 
O'~ = 2b . 0,499 0,293 0, 17 1 0,193 0,226 1 0,247 ! 0,2491 0,249 0,249 

P 
20 

-1,1 

-0,9 

-0,2 

o 

0 

p 

2b 
1,038 1,460 1,01 0,903 0,899 0,916 0,919 0,919 0,919 

I 

I 
. \ 
\ 

* - OC! 

co** 

V 

V ~ 
1 L 

V 

0,927 1,35 

-0,1771 0, 15 1 

p 
21i 
0,'1 

a 
fDx 

6; 
0,2 

16 2/6 3/6 '1/6 5/6 1 
',0. 

~ b'l\~ 
~c'fl9~ 

;0 (I~ 6;'° 

8 

'/' 

/' ~ "'x 

I§ 
....1 !::'" 

2 

"1 o 
I 

V 

Abb.27. 

2,60 4,08 

10,40 10,42 

5,57 

0,43 

7,07 

10,43 
I 

0,57 

0,43 

Vergleicht man diese Werte 
mit denen, die in den Tabellen 
auf S. 31 u. 32 sich finden, so 
bemerkt man, daB die lokale 
Starung mehr von dem Ver-

haltnis ~ als von dem Verhalt

nisi; abhangt. Abb. 27 ist 

nach den oben berechneten 
Werten gezeichnet. Da die 
Ordinaten jeder Linie die Span
nungen in einem bestimmten 
Punkt zeigen, wah rend die 
Spannweite sich andert, sind 
die Linien die EinfluBlinien der 
Spannungen der betreffenden 
Punkte. In dieser Abbildung 
sind auch die EinfluBlinien der 
Spannungen nach der ublichen 
Rechnungsweise eingetragen. 
Man sieht hier, wie die Span-

* Hier muB eine zweimalige Ver
dunkelung des Gesichtsfeldes vor
genommen werden. Naheres s. § 15. 

** Diese unendliche GroBe ist natlirlich nur theore
tisch richtig. In Wirklichkeit wird die Belastung nach 
einigem Nachlassen des Materials in etwas parablischer 
Verteilung liber eine kleine Flache verbreitet. Abb.26a. 
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nungen sich stark andern, wenn die Spannweite bis zu einem Sechstel 
del' Balkenlange gekiirzt wird. 

§ 15. Annaherungsgleichung fur Spannungell 
in der Spannmitte. 

Del' Punkt, del' im optischen Versuch mit Glasbalken keinen Strahl 
durchla13t, trotz del' Umdrehung del' beiden Nikols, hat iiberhaupt 
keine Spannung odeI' ist mit gleichen einander senkrecht gerichteten 
Spannungen vorhanden. Er ist deshalb ein Nullschubspannungspunktl. 

Wir wollen das Verhaltnis ~ = 6 und die oben berechneten Werte 

p p -// P 
o~ = 0,248 2b' o~ = - 0,918 2b und Ox = - 0,43 2 b 

annehmen. Die sog. Zusatzspannungen im Sinne von Filon und Stokes 
(vgl. S. 30) sind danach: 

01 2P ° 18 P P 5 
Oy = -;;r; -,9 2b = + -2ij 0,3 5, 

-b' 2 P P 
Oy = n 2 b = + 2b 0,637. 

Diese Zahl ist abel' nul' giiltig fUr 

ein h6heres Verhaltnis ~. lUnter 

V ora ussetzung del' geradlinigen 
Veranderung del' Zusatzspannun
gen wird in del' Abb. 28 die Span
nung ax' mit del' GeradenAB und 
a u' mit CD ausgedriickt. Da wir 
uns nul' mit den Spannungen 

I<cqw/i------o,t>J7.z: ~ 
-Oruck +Zug 

Abb.28. 

a x - a. zu beschaftigen brauchen, wollen wir auch nur die Zusatzspan
nung a x' -a v' betrach ten, die mit del' Geraden K L bezeichnet werden 
kann, wobei 

ML = - (0,637 
P P 

0,43) 2b = - 1,067 2b 

und 
P P 

NO = - (0,355 - 0,248) 2b = - 0,107 2b ist. 

Die Gleichung diesel' Geraden ist (vgl. Abb. 28): 

Z '7 
-ON+OS=l, 

1 Wie ich spater ausfiihren werde, gibt es noch andere Nullschubspannungs
punkte, namlich unter der Mittelachse. Wilson hat sie nicht behandelt. 

3* 
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wo 
P 

o N = 0,107 2b' 

o S = °O~9~~' t6 ist. 

Z ( 0,96 '7) ° P = - 1 - 0)07 0,1 7 2-6 

P 
= ( - 0,107 0,961]) 2b. 

Daraus folgt 

(o~ - o~) = :b (- 0,107 + 0,961]). (6) 

Wir erhalten dann die Annaherungsgleichung fur die Hauptspannungs
differenz in der Spannmitte durch Superposition dieser Spannung mit 
der Spannung nach gewohnlicher Balkentheorie und der Spannung 
a/' in der Halhscheibe, bela stet in einem Punkt. 

Daraus folgt: 

o -0 = _Pc.,!_X_ 2P J'-(-0107.-L 09617) 
x y 2 2 b3 JC y' 2 b ' " 

= _~ (_ ~.S 'rJ _ 1,273 _ ° 107.-L ° 96 n \) 
2 b b r/ ' 1,·/, (7) 

y' 
wo -b- = r/ und y' der Abstand des betreffenden Punktes vom oberen 

Rande ist. 
Fur den Nullschubspannungspunkt muLl dieser Ausdruck Null sein. 

Wenn r/ = - 'Y) + 1 gesetzt wird, so erhalt man fUr diesen Punkt 
folgende Gleichung: 

Oder 

wo 

[( 0,96 - 1,5 6) (- 1]' + 1) 1]' - 0,107 1]' - 1,273 = ° 
( C)'2 ( . C) , _ - 0,96 - 1,5 b 1] + \0,853 - 1,n b 1] - 1,273 - 0, 

(6 - 0,64) 1]'2 + (~ - 0,565) 1]' + 0,849 = 0. 

- B ± VB2-=3,4~ 
2A 

A = - -6 + 0,64, 1 

B =6 - 0,565 J 
ist. 

(8) 

Es gibt also gewohnlich zwei Punkte der Nullschubspannungen. Diese 
beiden Punkte kommen einander desto naher, je nachdem die Spann-

weite oder das Verhaltnis ~ kleiner wird, bis sie schliel3lich in einem 
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Punkte zusammentreffen. Letzteres ist der Fall, wenn B2 = - 3,4 A istl. 
Daraus folgt 

c 
b = 3,888 und r;' = 0,5115 . 

Fur 
c 

ist r;' = 0,6024 und 0,42. 1 6=4 

c 
0,2563 . J 

(8 a) 
Fur -- = 5 ist r;' = 0,7609 und 

b 

Man vergleiche ALb. 89 a und 89 b ! Fur das Ge biet nahe der Last ist 
diese Abbildung nicht genau genug, weil ich dabei mich hauptsachlich 
nur bemuht habe, den allgemeinen Kurvenverlauf aufzuzeichnen. Die 
dunkeln Punkte kann man ohne Schwierigkeit feststellen, wie es Wilson 
schon versuehte. Sein Ergebnis ist folgendes: 

Praparat 
Spannweite 

88 em 
100 em 
120 em 

128 X 5,5 X 19 em 
Abstand der dunkeln Punkte von der Oberflaehe 

6,4 em 

7,2 em 
7,8 em 

3,3 em 
2,5 em 

1,8 em 

a 128 c 
Das Verhaltnis T ist somit -19 = 6,43 und fUr das von b- erhalt man 

fiir Spannweite 88 em 4,63 
100 em 5,27 
120 em 6,32 

Wenn man 2 b = 19 em annimmt, so erhalt man infolge (8a) 

fiir Spannweite 76 em 

und 95 em 

'I)' (in em) 

{ 5,723 
3,99 

{ 7,23 
2,435 

Dies Resultat stimmt mit dem Stokesschen gut uberein, wenn man 

die Versehiedenheit des Verhaltnisses ~ in beiden Fallen beruek

siehtigt. Die Stokessehen Annaherungsgleiehungen sind 

1 Die zwei Wurzeln dieser Gleiehung sind 3,888 und 0,6415. Der letztere 
Wert (0,6415) stellt eigentlieh auch die Lage eines Nullschubspannungspunktes 
dar. Diese Zahl ist aber nicht zuverlassig, weil fiir das kleine Verhaltnis von 
c 
}; die Gl. (7) nieht mehr ganz gilt. 
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Diese Rechnungsart ist im Grunde dieselbe wie die sog. Wilsonsche 
"Intersection Method". Die Nullschubspannungspunkte werden er
mittelt durch die Schnittpunkte der Hyperbel mit einer Geraden durch 
den Anfangspunkt. Aber die beiden Methoden ergeben fast dasselbe 
Resultat, wenn die Spannweite graBer wird, weil dann der Korrektions
zusatz O"~ - 0"; gegeniiber der Spannung 0" x nach der iiblichen Balken
theorie sehr klein wird 1. 

Wenn man nun die Spannweite kleiner macht, so wird zuletzt die 
Zugspannung 0" x nach der gewahnlichen Theorie kleiner als die Zusatz
druckspannung O"~. Es muB dann eine Stelle, wo der Unterschied 
0" x - 0" y Null ist, unter der Mittelachse vorhanden sein. Diese Tat
sache stimmt mit dem Experiment iiberein. In der Abb.93 ist die 
Stelle, wo aIle isoklinischen Kurven sich treffen,der Nullschubspannungs-

punkt, in dem das Verhaltnis ~ genau = 0,5 ist. In dies em FaIle 

kann man nicht mehr eine Annaherungsgleichung wie die oben an
gefiihrte aufstellen, weil die Spannungsverteilung sich von Punkt 
zu Punkt stark und in eigentiimlicher Weise andert (vgl. FuBnote 
S.37). 

§ 16. Annahernde Ermittelung der Spannungskurven fUr den 
Balken mit einer Last in der Mitte, an den Enden gestiitzt. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die lokale Starung den Verlauf 
der Spannungskurven beeinfluBt. Man kann naturlich nach Gl. (1) 
die Kurven genau feststellen, aber weil die Berechnung sehr kompli
ziert und unpraktisch ist, sind wir genatigt, die Spannungskurven 
annaherungsweise unter einigen Voraussetzungen zu ermitteln. 

Zuerst wollen wir die Kurven in der Spannmitte betrachten. 

a) Spannungskurven in der Spannmitte. 
Man nehme an wie fruher, daB die lokalen Spannungen aus fol

genden zwei Gliedern bestehen: 
1. die Spannungen, abgeleitet nach der bekannten Spannungs

gleichung fur Halbscheiben, d. h. nach der Gl. 

2P 
a = -cosO. 

I' nr 

2. die sog. Zusatzspannungen. 

1 Wilson hat versucht diese Nullschubspannungspunkte zu ermitteln durch 
Superposition der Spannung nach gewahnlicher Theorie mit derjenigen der Halb-

( Pc 3 ) scheibe mit einer Last. d. h. durch die Schnittpunkte der Geraden ax = b3 8' Y 

. . H b 1 ( 2P\ mltemer yper e au = ny)' 
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Fur die 1. Spannungen nehme ich die Stokessche Annaherungs
gleichung fur vertikale Spannung in der Spannmitte an, d. h. 

a = __ 2P(~ _Y) 
Y n Y h2 ' 

wo h die Hohe des Balkens ist. 
Weil das Gebiet der lokalen Starung ungefahr 

mit einem Kreis, dessen Mittelpunkt der Belastungs
punkt ist, und des sen Durchmesser der Balken
hohe gleicht, beschrieben wird, wird die Span
nung der 1. Art durch die folgende Gleichung 

Weil 

Abb.29. 

angegeben: 

(9) 

h2 _ (x" + y2 ) 
~- ,-,-~~ -,,----

r 
, 

h2 (x2 + y2)", 

1 1 __ ~' 2 _ r/ 2 ( ) 
- --- ----- wo~' = * und r/ = -~ ist 
h W2~r/2)§ 

und 

oder 

wo 

cos e = ____ '1_' - . 
1 , 

(~'2 + r/2)2 

1;' 
sin e = 1 ist, so ist 

(e2 + '1'2)" 

_ 2P(1_~'2_'1'2), 12 

1 ax - - --;tb W2 + '1'2)2 'Yj ~ , 

2 P (1 - e2 - '1'2) , 
aY=-nh (~'2+'1'2)2 'fj3, 

2 P(l - ~'2 - '1'2) '2~' 
1 T = -;;r" W2 + '1'2? ; ~ 

1 ax= - {{.K~'2, 

a = _ .1_P' K''Y)'2 
Y 2 b .,' 

~P.K. 1:.' 'Y)' 
2 b <;." 

2 (1-e 2 -r/2)'1' 
K = -3--;' (e2 + '1'2)2 ist. 

(10) 

Urn die Spannung der 2. Art zu bestimmen, wollen wir hier den 

Balken mit den Verhaltnissen -6- = 6 und ~ = 4 betrachten, und 

nach Tabelle 1 folgende Werte fur die Zusatzspannung auswahlen: 

a~ = 0,25, 
-b' 

a y = -- 0,43. 
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Wir wollen annehmen, daD die Zusatzspannung in den Y und X Rich· 
tungen geradlinig sich andert und an dem Querschnitt x = b voll
kommen verschwindet. 

Daraus folgt die Gleichung fur Zusatzspannung 

2 Ox = ~ ·0,93 (1 - 2 n (1 - 0,~~4) 1 

= ~~(1- 2~')H, (11) 

wo H = 0,31 -- 0,453 r/ ist. 

Dazu kommen noch die Spannungen nach gewohnlicher Balkentheorie, 
die durch folgende Gleichung ermittelt werden. 

in diesem FaIle 

m diesem FaIle 

° - 1111 Y] 3 x - L J 

= -6P~3=-~(~ - Y) 

= - 3:(2 _ t)(1- 2 r/) 

3 p( t') ; ') = - 2b 2 - ~ (1 -- 2 YJ 

27: = [{JW - y2)] 

(12) 

(13) 

Nach Gl. (10) bis (13) berechnet man die Gleichung fUr Hauptschub-
spannungskurven 

3 P 
27:12 =2b n 

= ~ f V[(2 -~')(1- 2YJ') + k(~'2 + YJ'2)-(1-2 ~')HJ2 + 4 [(1-YJ')YJ' + KtYJ']2 

n= V[(2-t) (1-2YJ') +K (~'2-YJ'2)_(1-2 ~') HJ2 +4 [(1-YJ') YJ' + Ke-;j'J2. (14) 

1 Wenn wir den Querschnitt rj' = konst. betrachten, wird die Spannung wie 
folgt ausgedruckt: 20"x = (1- 2 ~') O"xo, wobei O"xo die Spannung in dem Quer-

~ 
schnitt durch die Spannmitte ist. Diese Spannung O"xo, 

6 andert sich geradlinig nach unserer Voraussetzung und 
:Co _ • '1 f ( f) P "T wird mit der Gl. 0xo = 1-0,~ 0,93 2b ausgedruckt. 

Abb,29a. Dies ist namlich die Gleichung einer Geraden, die durch 
die Punkte A (0,5, 0,25) und B (1, - 0,43) geht. 
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Man berechnet nach (14) die Werte von n fUr verschiedene Werte von ~' 
und 'YJ', wie Tabelle 2a zeigtl. Fur isoklinische Kurven erhalt man 

2 [(1 - 'YO '1/ + K~' 1]'] 
tan 2 iJJ1 = (2 _ nC1 _ 21'}') + K(~'2+1]'2) _ (1- 2 ~')H' (15) 

Tabelle 2b ist danach gerech
net. 

Abb. 30 zeigt die Span
nungsanderung in der Spann
mitte. Die Lage der Null
schubspannungspunkte wird 
durch die Schnittpunkte der 
Kurven fur Spannungen (J z 

und (J'Y gegeben. 
b) Spannungskurven an den 

Auflagern. Wir wollen die Ge
biete "d" und "e" jedes fur 
sich betrachten (s. Abb.). In 

O°r----,--~1.TO----~r_~~~~ 

V~1'~--_+----+-~~--~~~~ 
q2r----t--~F--....J 

~==~~1 
zlJ 

~=~~~4_1 

bezug auf das Gebiet "d" nehme man dieselbe Voraussetzung wie im 
FaIle 1. an, so erhalt man fUr die Spannungen der 1. Art: 

Tabelle 2a "n". 

x ° 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

° 1,652 1,614 1,537 1,400 1,200 1,000 

0,1 0,765 1,790 1,600 1,337 1,168 0,987 0,819 
0,2 0,039 1,080 1,327 1,115 0,96 0,815 0,680 
0,3 0,Dl8 0,781 0,928 0,893 0,775 0,662 0,580 
0,4 0,175 0,680 0,755 0,723 0,633 0,557 0,519 
0,5 0,403 0,713 0,720 0,650 0,567 0,512 0,500 

0,6 0,666 0,832 0,800 0,697 0,607 0,537 0,519 
0,7 0,947 1,010 0,963 0,835 0,719 0,637 0,58 
0,8 1,243 1,235 1,174 1,04 0,898 0,788 0,68 
0,9 1,547 1,495 1,385 1,275 1,133 0,977 0,819 
1,0 1,857 1,786 1,757 1,561 1,400 1,20 1,000 

Tabelle 2b. "tan 2 !Pl ". 

X r( 
0,1 I 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

0,1 0,933 0,330 0,174 0,166 0,189 0,225 
0,2 2,005 0,769 0,448 0,402 0,447 0,533 
0,3 4,700 1,800 0,916 0,795 0,876 1,050 
0,4 -7,670 9,500 2,245 1,780 1,965 2,400 
0,5 -1,780 -2,850 -12,900 46,300 89,000 
0,6 -0,893 -l,UO - 1,580 - 1,925 - 2,000 -2,400 
0,7 -0,514 -0,591 - 0,718 - 0,790 - 0,875 -1,050 
0,8 -0,287 -0,319 - 0,362 - 0,381 - 0,444 -0,533 
0,9 -0,128 -0,142 - 0,146 - 0,161 - 0,188 -0,225 



42 Lokale Sterung, 

l Ox - - ~- p. K t'2 - 2 b 2'; , 

3 P K ,Q 
0y = - Tb'-2-'Yj " 

3 PK t' , 
17:=2b2"'Yj, 

wo der Anfangspunkt der Koordinaten der Stutzpunkt ist, 

(16) 

Fur die Spannung der 2. Art muE man zuerst die Zusatzspannung 
berechnen. Wir wollen zwei Punkte D und E im vertikalen Querschnitt 
durch den Stutzpunkt betrachten. 

Infolge (1) 

00 = OE = - '" (A x x ~ n 

(17) 

wo fUr die Konstanten GI , G3 und G 4 Gl. (4') und (5') heranzuziehen sind, 
Daraus ergibt sich 3 P 

20If = + 2b .0,0415, 

3P 
20 f = - 2b' 0,102 , 

Dies sind in diesem FaIle zugleich die Zusatzspannungen infolge der 
lokalen Starung. 

Man nehme die geradlinige Spannungsveranderung an, wie im 
FaIle 1, so erhalt man 

(18) 

wo H' = 0,185 -0,287 r/ ist. Der Ursprung der Koordinatenachsen 
ist in diesem FaIle der Stutzpunkt. Dazu kommen noch die Span
nungen nach der gewahnlichen Balkentheorie, 

3P t ,( ') 
3 0 x = '2 b'; 1 - 2 'Yj (19) 

3 P ( ')' 27: = -'i b 1 - 'Yj 'Yj. (20) 

Infolge Gl. (16) bis (20) erhalten wir 

n = V[Hl-2'Yj')+H' (1-2e) - ~ (~/2_'I]'2)T +[2(1-'Yj')'Yj' +K~''Yj']2 (21) 

2 (1 - ./) ./ + K 1;' r/ tan 2 tPl = - (22) 
I; (1- 2 r/) + H' (1- 21;') _ K (1;'2 - ./") 

2 
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In bezug auf das Gebiet von dem Stutzpunkt bis zum freien Ende 
wollen wir annehmen, daB die Spannungen 2" und 2(J x nach dem Balken-

ende zu geradlinig sich andern und an dem Querschnitt {= 1 ver

schwinden. 
Wir erhalten somit folgende Gleichungen fur Spannungskurven in 

unserem Falle (2 b = e) 

n =V[ H' (1-2 ~')-! (~'2 _1]'2)Y + [2 (1-1]')1]' (l-n-K ~'1]'J2 (23) 

tan 2 t[J _ 2 (1 - rl') 11' (1 - n -.K 1;' 1/ (24) 

1 - H' (1 _ 2 n _~(~'2 - 1}'2) 
2 

Die berechneten Werte von n und t[J1 fUr verschiedene Werte von ~' 

und r/ findet man in den Tabellen 3a und 3b 1 . 

Tabelle 3a. "n". 

XI 0,8 0,6 0,4 0,2 I 0,1 
I 0 I 0,1 

I 
0,2 

0 I 0,800 0,600 

I 
0,437 

I 

0,311 0,348 

I 
0,148 0,111 

0,02 0,064 0,060 
0,05 0,432 0,305 0,003 
0,08 

I 

0,380 0,043 

0,1 0,660 0,499 0,368 0,369 0,729 1,218 0,396 0,060 
0,2 0,570 0,476 0,443 0,597 0,760 0,713 0,350 0,093 
0,3 0,528 0,500 0,534 0,652 0,686 0,593 0,347 0,153 
0,4 0,513 0,528 0,578 0,643 0,633 0,562 0,373 0,210 
0,5 0,506 0,533 0,575 0,601 0,585 0,539 0,383 0,242 

0,6 0,507 0,518 0,538 0,539 0,524 0,496 0,367 0,246 
0,7 0,528 0,493 0,477 0,456 0,442 

I 

0,425 0,321 

I 

0,223 
0,8 0,577 0,480 0,411 0,357 0,334 0,320 0,245 0,173 
0,9 0,665 0,512 0,379 0,127 0,219 0,187 0,144 0,105 
1,0 0,800 0,600 0,420 0,271 0,182 0,102 0,082 0,061 

Tabelle 3b. "tan 2 f])". 

" ~' 0,8 0,6 0,4 0,2 0,1 
I 

0 I 0,1 
I 

0,2 1}~ i 

0,01 - 0,035 1 

0,02 1,070 I 0,233 
0,05 -16,900 2,255 - 0,257 
0,08 - 21,100 1,105 

0,1 0,286 0,402 0,669 2,570 3,410 0,148 3,000 1,960 
0,2 0,697 1,013 1,810 2,880 1,588 0,502 0,194 - 0,679 
0,3 1,375: 2,080 3,340 2,780 1,700 0,998 0,536 0,418 
0,4 3,1801 4,920 6,070 3,345 2,230 1,635 1,200 1,055 
0,5 - 176,000 87,300 22,900 4,940 3,240 2,490 1,985 1,765 
0,6 - 3,000 - 4,200 - 9,740 12,180 5,560 3,810 3,090 2,745 
0,7 - 1,3121- 1,820 - 3,170 -13,600 23,700 6,850 5,380 4,680 
0,8 - 0,667

1
- 0,888 - 1,427 - 3,040 - 6,450 I 100,000 I 28,600 20,450 

0,9 - 0,281, - 0,375 - 0,548 - 0,992 - 1,560 - 3,535 - 3,650 - 3,510 
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Abb. 32 zeigt die Spannungsvel'anderung im vertikalen Querschnitt 
durch den Sttitzpunkt. Del' Schnittpunkt del' Kurven (J x und (J y gibt 

I _. i I 
1,0 
r' 

I 'v 
0,9 

I 

I~ 
0,8 

D,7 

I / I( 
V ,f5 

V ,·\ox 

~ V lo~ -V 
I---I---' 0,1-~j 

0-
1,0 0,9 0,8 D,7 0,8 0,5 0,'1 o,J 0,2 0,1 0 

fJruclr 
0185'1..£ , 2 lJ 

Zug 
Abb.32. 

Isoklinische Kurven 
Abb.33a. 

HouptschubsponnungslrUf've 

Abb.33b. 

in diesem FaIle die Stelle, 
wo die Hauptspannungs
l'ichtung mit den Kool'di
natenachsen einen Winkel 
von 45° bildet. 

Abb. 33a und b zeigen 
die Spannungskurven im 
ganzen Gebiet des Balkens, 
die nach den Tabellen 2 
und 3 gezeichnet sind. Die 
beiden Spannungskurven 
sehen ganz anders aus als 
diejenigen nach der ge
wahnlichen Balkentheorie 
(vgl. Abb.9 und 13). 

Die isoklinischen Kurven z. B. sind im Gebiet der lokalen Starung 
in den Richtungen nach den Sttitzpunkten und dem Belastungspunkt 
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hin gesammelt, und gehen von der Form A in der Abb. 34 zur Form 
B iiber. 

Dies Resultat stimmt mit dem Versuch, besonders in bezug auf die 
isoklinischen Kurven ganz genau iiberein 
die Hauptschubspannungskurven war 
der Versuch nicht genau genug, wei 1 
ich dabei weiBes Licht anwendete und 
mit den gewohnlichen Gipsplattchen aus 
der Mohrschen Kollektion 1 die Span
nungskurven ermittelt habe (Genaue
res s. Abschn. VII). Die Dbereinstim
mung ist trotzdem so groB, daB wir mit 
dem Resulta t sehr zufrieden sein konnen. 

(vgl. Abb. 90a und b). Fiir 

A 

Abb.34. 

Anmer kung. Die Zusatzspannungen an den Auflagern verstarken die Haupt
spannungen nach der gewiihnlichen Balkentheorie. Diese Tatsache ist besonders 
flir Eisenbetonbalken beachtenswert. 

V. Keilformige Trager. 
A. Keiiformige Trager mit einer Last. 

§ 17. Obersicht. 
Keilformige Trager werden in den Fundamenten der Gebaude, in 

Stiitzmauern usw. benutzt. Was die Rechnungsart anbetrifft, so steht 
in den Biichern meistens, daB man sie als Trager von kon
stanten Querschnitten ansieht. In den Stiitzmauern bei
spielsweise ist das Widerstandsmoment: 

M= fK bh2 

6 

(Siehe Abb.35.) Diese Voraussetzung paBt nur bei ge
ringer Schrage, in anderem Falle ist sie nicht anwend
bar. Wenn die Schrage gering ist, so kann man diese 
Gleichung nach Hooke-Bernoullischer Theorie als An
naherungsgleichung benutzen, andernfalls aber darf man 
sie nicht mehr anwenden. Der Grund liegt darin, daB man: 

1. die Spannungsverteilung geradlinig voraussetzt, 
Abb.35. 

2. die Hypothese N a viers benutzt fiir den Querschnitt A B, 
welcher nicht der zur Achse senkrechte ist. 

Unter der Voraussetzung der geradlinigen Spannungsvariationen 
und des Navierschen Gesetzes muB man noch beachten, daB die auBerste 
Spannung IK nicht die maxima Ie Spannung am Punkt A, sondern cine 

1 Vgl. § 42. 



46 Keilformige Trager. 

Komponente ist. Die maxima Ie Randspannung muB immer der Rich
tung des Randes parallel sein. Denn weil die Schubspannung parallel 
und lotrecht zur Randrichtung selbstverstandlich immer Null sein muB, 
so ist die Hauptspannung parallel zum Rand. 

Die Spannung t Kist deshalb die Komponente (lotrecht zu A B) der 
Hauptspannung, die zum Rand parallel ist. Die Hauptspannung ist 
hier die Biegungsspannung. Man muB die geradlinige Variation der 
Spannungen nur fUr Biegungsspannungen und nicht fur die Kompo
nenten der Biegungsspannungen benutzen. Nebenbei bemerkt, muB 
man darauf achten, daB die Theorie der sog. Trager von konstanten 
Starken nur annaherungsweise zutrifftl. 

In folgendem werde ich die genaue Theorie fur keilformige Trager 
nach Airyscher Funktion behandeln und am SchluB auf die durch 
Anwendung der Hooke-Bernoullischell Theorie entstandenen Fehler 
eingehen. 

§ 18. Halbscheiben mit einer Last. 
Wenn in einem Punkt einer unendlich ausgedehnten Ebene eine 

konzentrierte Last, deren Richtung mit der Ebene zusammenfallt, 
wirkt, wird die Spannungsverteilung folgendermaBen in Polarkoordi
naten ermittelt: 

wo 

Abb.36. 

aT: radiale Spannung -:c co~ w * 1 (1) 

at: tangentiale Spannung = 0 J 
?:: Schubspannung = 0 
r: die Strecke, 

Punkt, 
P: die Last, 
(jj: der Winkel 

der Last, 

gemessen von dem belasteten 

zwischen r und der Richtung 

c: die Dicke der Ebene (im folgenden wird die 
Einheitsstarke angenommen) 

ist. 

Selbstverstandlich ergeben die oben genannten Formeln die Losung 
des Problems als Ebenen-Problems. Weil die tangentiale Spannung 
immer Null ist, und weil die Summe der Spannungen parallel zur Last
richtung in den beiden Half ten, die durch eine durcb den Pol gehende 
Gerade entstehen, dieselbe ist, so konnen wir uns die Ebene in zwei 
Teile geteilt denken. 

1 Bach: Elastizitat und Festigkeit, S.255. 
* Diese Formel hat Stokes in seiner optisch-experimentellen Abhandlung 

tiber Glasbalken schon gefunden (1891). Theoretische Behandlung dartiber s. 
"Foppl" oder "Lorenz". 
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Wir haben jetzt das Halbscheibenproblem, und fUr dieses gilt die 
Gleichung: 

2 PeDs rp 
Or = - ----;- -r-' at = T = O. (2) 

Die Tatsache, daB es nur die Normalspannung und weder Tangential
spannung noch Schubspannung gibt, laBt uns die Ebene mit den Linien, 

Abb.37. 

die vom belasteten Punkt ausstrahlen, beliebig teilen und diese Teile 
fUr sich betrachten. Wir haben auf diese Weise das Problem keil
formiger Trager ganz allgemein. 

§ 19. Keilformige Trager mit einer Last an del' Spitze. 
Die Betrachtung der Formel (2) zeigt uns gleich, daB die 

Airysche Funktion fUr keilformige Trager mit einer Last folgende 
Form hat: 

F = A· r sin f/J •. f/J + B· r . cos f/J. f/J , (3) 

wo A und B die Konstanten, abhangig von dem Keilwinke12 y sind. 
Wenn man von (3) die Normalspannung 

ableitet und y =~- setzt, so muB die Glei

chung dieselbe Form erhalten wie (2). 
Wir erhalten danach: 

1 of 1 02 F 
a I' = r or + T2 a rp2 

Abb.38. 

sin rp A . = A f/J -- + - (- rp sm f/J + cos f/J + cos f/J) 
r r 

B2F 
a=--=O t or2 

+ B rp e_~: rp + -~ (_ f/J cos f/J + sin P + sin f/J) 

= - sm f/J + - -- cos f/J 
r r 

2B . 2A 1 

a (1 of' 
T= - or rorp) = 0 j 

(4) 

Um die Konstanten A und B zu bestimmen, haben wir folgende zwei 
Gleichgewichtsbedingungen: 
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" 
P sin w = Py = ! or sin (j) r d (j) 

= 2 A ( _ COs~()( + cos 2 fl) 
\ 4 4 

+ % {2 (IX - (3) - sin 2 IX + sin 2 f3} 

P cos w = P x = J Or cos (j) r d (j) 1 
= 2 B ( _ co~ 2 ()( + co: 2 fl) 
f-~{2(oc~-fi) I &n2OC-ffin2Pl.! 

(5) 

Aus diesen Gl. (5) kann man 1eicht die Konstanten A und B bestimmen. 

Wenn 

so ist 

Daraus fo1gt: 

IX = - f3 = + y angenommen wird, 

Py = B (2 Y - sin 2 y) , 

Px = A(2 Y + sin 2 y) . 

B=~Y---
2 y -- sin 2 y 

A p.~ 
= 2y+sin2y 

Daraus fo1gt info1ge (4) 
2 P", cos <P 2Py sin <P 

or = I" (2 y + sin 2 y) + T (2 y-=sin 2 y) 

oder = 2 P ( cos ill cos <P + ~in ill sin <P ) 
T 2y+sin2y 2y-sin2y 

Die Spannung ist Null in der Richtung: 
Abb.39. ( 2 y -sin2 y ) 

tan (j) 0 = - 2 y + sin 2 y cot w 

(6) 

(S) 

Durch Anderung der Koordinatenachsen kann man immer den Fall 
Abb.39 ab1eiten aus dem Fall Abb. 3S. Wir wollen deswegen im fo1-
genden nur die Gleichung (7) benutzen. 

Wir betrachten zuerst einige SpezialfiiJle. 
1. Ha1bscheibe mit einer Last in be1iebiger Richtung. 

In diesem Fane ist 
n 

y=2 

Info1ge (7) ° = 2 P (cos w cos (j) + sin w sin (j)) 
r Tn 

2P 2P 
=-'COs(W - (j))= -.~ cos(), 

rn rn Abb.40. 

wo () der Winkel zwischen r und der Richtung der Last ist. 
2P ° = - ~ cos () 

r n r ' 
(9) 
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Wir erhalten hier natiirlich denselben Ausdruck wie (1'). Die Normal

spannung ist in der Richtung der Last am gr6Bten und betragt ar = 2 P 
rn 

und ist Null in der Richtung senkrecht zur Lastrichtung. In den Rich
tungen OA, OB und oe hat die Spannung ar denselben Wert: 

12Psinocj 
'---I I rn I 

Man kann die Halbscheibe in zwei Teile teilen und dadurch zwei 
Keile AOe und BOe erhalten. Die Spannungsverteilung dieser Halb
scheibe wird erhalten durch die Zusammenfassung des Keils mit einer 
Last an der Spitze in der Achsenrichtung und des Keils mit einer Last 
an der Spitze senkrecht zur Achse (s. Abb.). 

Abb.41. Abb.42. 

2. Keilf6rmige Trager mit einer Last an der Spitze in der Richtung 
einer Kante. 

In diesem Falle haben wir 

Daraus folgt 

w = n - y, und Sill W = + sin y , 

cos W = - cos y . 

a = ~ (--"in r sin_<1>_ - _cos l'5()scp ) 1 
r r 2r-sin2r 2r+ sin2 r 

at =7:= O. 

Urn die Nullachse zu ermitteln, setzen wir ar = 0 

2r- sin2 r 
tan tJj 0 = 2 . 2 . cot Y • 

r+ sm r 
n 

Wenn y = '4 gesetzt wird, so ist 

a = ~ ( sin <1> _ cos <1» 
r r 1;-2- 2 n 

, -;--1 -2+1 

at = 7: = O. 

(10) 

(11) 

(12) 

Das sind die Spannungen des Scheibenviertels mit einer Last an der 
Spitze in der Richtung einer Kante (s. Abb. 43). 

Miura, Spannuugskurven. 4 
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Die Spannung ist Null in der Richtung: 
n~2 

tan rfJo = n+ 2 = 0,222 

oder rfJo = 120 30' . 

3. Keilformige Trager mit einer Last an der Spitze in der Richtung 
senkrecht zu einer Kante. 

In diesem Falle ha ben wir 

p 

}VP~ 
\X \~"X 

Abb. ,13. Abb.44. 

Infolge (7) 
° = ~ (_ sin y oos y + oos)' sin <P '\ 

,. r 2 )' + sin 2 )' 2 )' ~ sin 2 r ) 

. 2 Y ~ sin 2 Y I tan rfJo = 2 . 2 ·tan y. 
Y+Slll r 

°t=7:=O. 
(13) 

4. Keilformige Trager mit einer Last an der Spitze in der Richtung 
der Achse. 

Wir haben in diesem Fane 

Abb.45. 

w = n und sin w = 0, 
cos w = -1. 

Infolge (7) 
2P oos <l> 

Or r 2r+sin2y 

0t = 7: = O. 

p 

Abb.46. 

5. Keilformige Trager mit einer Last an der Spitze in der Richtung 
senkrecht zur Achse. 

Weil und cos w = ° 
ist, erhalten wir infolge (7) 

2 P sin <P 1 
Or = -r- (2 y ~ sin 2 n) l 

0t = 7: = 0. J 
(15) 
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§ 20. Uber die Widerstandsfiihigkeit keilformiger Trager 
mit einer Last an der Spitze. 

Wir wollen jetzt die Gl. (7) naher betrachten. 
Die Ausdriicke 

2r+ sin2 1' und 
21' - sin 2 r 

2 
---~-2--

in der Gleichung gleichen 

r r 
2 J cos2 CPd cP bzw. 2 J sin2 cP d CP. 

0 0 

Daraus folgt 

a = 
Px cos .p Pysin rp·r 

I' r v 
(16) r· 2· f 00S2 rp d rp r2. 2· S sin" rp d rp 

0 u 

Wir wollen diese Formel mit der des rechteckigen Kragtragers ver
gleichen. Die Gleichung fiir die Biegungsspannung (J x in rechteckigem 
Kragtrager ist bekanntlich 

a = _~"'- + pyx·y 
x F J' 

wo J das Tragheitsmoment des Balkenquerschnittes und F der Balken
querschnitt sind (vgl. Abb. 47). 

Diese beiden Ausdriicke sind einander l----~ 

ganz analog. 

Wir wollen hier 

r 
r· 2· J cos2 cP d (fj mit F p 

o 
r 

Abb,47. 

und r22 J sin2 cP d (fj mit 
o 

J bezeichnen. 
p 

Dann wird die Gl. (16) wie folgt: 

oder 

wo 

a = !0l0~ + P!lr,sin rp 
r Fp Jp 

Px cos .p 
--Fp --

Msin .p 
-.1;:---

1 Fp = :2 (2 y + sin 2 y) 1 
Jp = 2(2 Y - sin 2 y) 

(16') 

ist. 

Die Werte 2 y + sin 2 y = C und 2 y - sin 2 y = S fUr die verschie-
4* 
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denen Winkel findet man in der Tabelle 4 Anm. 1 . Wir k6nnen die 
G1. (16') auch folgenderma13en umschreiben: 

a = ~ (COB PCOS W + sin iPSinw) (16") 
r y G S 

Die Spannung ar ist am gr613ten, wenn @ = y und 2 y < 90 0 ist. Wenn 
man die gr613te Beanspruchung des Materials mit I bezeichnet, erhlHt 
man fUr die zuUissige Last: 

t- r 1 
p = 2 cos y cos w sin y sin w (17) 

~7J- S·~ 

Diese Uberlegung ist nur theoretisch gestattet, mit Ausschlu13 des Ge
bietes nahe der Last. In Wirklichkeit bricht der Trager an der Spitze 
gleich. Wenn in der G1. (16") r = 0 gesetzt wird, so ist aT = 00. 

§ 21. Spannungskurven keilformiger Trager. 
a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. Weil 

m 2, . . {WI = 0 
tan 2 'PI = 0,-6; = 0 1St, so 1St W = 450 

~ 

@{ = W oder @ + 90 0 } 

@~ = @ ± 45°, 
(18) 

wo @~ und @~ die Winkel zwischen der X - (wagerechten) Achse und 
der Richtung der Hauptspannung bzw. Hauptschubspannung sind. 
(@1 und @2 sind die Winkel zwischen der Richtung der Hauptspannung 
bzw. Hauptschubspannung und der Richtung von r). 

Tabelle 4. 

2y I =2Y;Sin2y I = 2y!Sin2Y I GIS 

10 0,3482 I 0,0009 I 386,7 
15 0,5206 , 0,0029 I 179,7 
20 0,6908 I 0,0070 98,60 
25 0,8589 

I 
0,0137 62,69 

30 1,024 0,0232 44,33 
35 1,184 

I 

0,0373 31,74 
40 1,342 0,0565 23,75 
45 1,492 0,0784 19,05 
50 1,639 I 0,1066 15,38 
60 1,912 

I 

0,1812 10,56 
70 2,161 0,2820 7,663 
80 2,381 0,4114 5,787 
90 2,571 0,5708 4,542 

100 2,730 0,7605 3,390 
120 2,960 1,228 2,410 
140 3,086 1,801 1,713 
160 3,135 2,451 1,277 
180 3,142 3,142 1,000 
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Die Hauptspannungstrajektorie besteht deshalb aus der von dem 
Anfangspunkt ausstrahlenden. Geraden und aus den konzentrischen 
Kreisen, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt ist (s. Abb. 48a). In 
diesem Fane stimmen die isoklinischen Kurven mit einer Gruppe der 
Spannungstrajektorien ii berein. 

Die Hauptschubspannungstrajektorie besteht aus der Schar der 
logarithmischen Spiralen, deren Polargleichung r = c· eP ist, weil der 
bestimmte Winkel, unter dem die Kurven die ausstrahlenden Geraden 
treffen, 45° ist (s. Abb. 48 b). 

Abb.48a. 

/ 
'\:- rf / 
Isodil7. f(urre---;io 

'IIauplsc!lUbsptTl7l7ul7!ls
frajeldorie 

Abb.48b. 

I 
I 

'15 0 

b) Hauptschubspannungskurven. Infolge (16/1) ha ben wir 

Wenn 

wo 

2 P cos <I> 2 P. sin <I> 
or = C· cos W -r- + Ssm W -r-' 

P 
Or = n(fcosw gesetzt wird, so ist: 

. 2 C t sin <I> + 2 cos <I> n = ~ anw-- ---
S r r 

= 2 (Q ~in~ tan w + cos <I» 
S r r , 

= 2 Ky + x 
x2 + y2' 

C 
K = stan wist. 

(19) 
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oder 
1 

tan <P = --o K 
(infolge Gl. (8) S. 48). 
Daraus folgt K 

x2 + y2 - 2 - Y - 2'::' = 0 
n n 

( 1 \ ~ ( K)2 K2+ 1 
oder x - n-) + y - n- = n2-' (20) 

Die Gl. (20) bedeutet eine Schar von Kreisen, deren Mittelpunkte 

(x = + ~-, y = +~) auf einer Geraden ; = ~ sich bewegen. Diese 

Gemde ist natiirlich senkrecht zur Nullspannungsrichtung <Po' Die Null
linienrichtung bewegt sich nach der oberen Kante, wenn der Winkel 
w zunimmt und umgekehrt. 

Wir wollen jetzt einige Spezialiiille betrachten. 

§ 22. Beispieie fiir Spal111ul1gskurven keilformiger Trager 
mit einer Last. 

1. Die Richtung der iiuBeren Kraft parallel zur Keil
achse. 

a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. (SieheAbb. 49!) 

Abb.49. 

(Die Spannungskurven 
fUr Halbscheiben s. 
Abb.48a und 48b.) 

b) Hauptschubspan
nungskurven. 

Wenn man in der 
Gl. (20) tan w = 0 em
setzt, erhiilt man 

( x _1)2 + y2 = 1 
\ nn2 ' 

Das ist die Gleichung 
des Kreises, dessen Mit-

1 
telpunkt y = 0, x =n 
ist (s. Abb.50!). 

2. Rich tung der ii uBeren Kraft senkre'ch t zur Kei1achse. 
a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien (vgl. Abb.51). 
b) Hauptsch ubspannungskurven. 

In der Gleichung or = f· x2 ;y2 (vgl. Gl. (15) S. 50) setze man 

n P h"1 9 + ( +' 1)2 1 D . d' Gl' h or = s-' so er a t man X" y n = n2' as 1St Ie mc ung 

des Kreises, des sen Mitte1punkt x = 0, y = - -~- ist. (S. Abb. 52!) n 
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3. Die Richtung der auJ3eren Kraft senkrecht zu einer 
Kante. 

a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. Sie sind die
selben wie in den vorhergehenden Beispielen. 

Hcrllpfschllbspannlln!Jskllrve 

Abb.50. 

b) Hauptschubspannungskurven. Der Wert von K in der Gl. (20) 
ist in diesem Falle 

C ~r 
K = - scot ,', und ferner ist tan CPo = -S. 

1. Beispiel: 

Abb.01. 

1 
Y =30 o tan30 o =--, 

f3 ' 
S 6- = 10,56 (nach Tabelle 4), 

o 

woraus folgt: 0,5774 
t ffi 00547 ffio=3° 8'. an '¥o = lO,5ff = , '¥ 
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Die Hauptschubspannungskurve s. Abb. 53a. 
2. Beispiel: 

')' = 45 0 tan')' = 1, 1 
tan ifJo = 4,542 = 0,22, 

0,25 

IIOIJl'tSCflubsl'fJnnun!lSkurve 

Abb.52. 

woraus folgt: 
ifJo = 12 0 25'. 

Der Kurvenverlauf ist wie Abb. 53b zeigt. 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
,/ 

Abb. 53a. 

025 

\ 
\ 

Abb. S3b. Abb.53e, 

3. Beispiel: 

')' = 60 0 , 

woraus folgt: 

tan')' = 13, 1,732 
tan ifJo = -2-41- = 0,718, , 

ifJo = 35 0 40'. 

Die Abb.53c zeigt die Hauptschubspannungskurven. 



Halbscheibe gleichmiiJ3ig belastet. 57 

B. KeilfOrmige Trager mit gleichmaBiger Belastung. 
§ 23. Halbscheibe gleichmaBig belastet. 

Die Spannungsverteilung keilformiger Trager mit gleichmaBiger Be
lastung kann, wie es beim Keil mit einer Last an der Spitze der Fall 
ist, von dem Halbscheibenproblem ab
geleitet werden. Wir wollen zuerst eine 
Halbscheibe mit gleichmaBiger Belastung 
betrachten. In der Abb. 54 ist 0 der 
Anfangspunkt der Koordinaten. Dabei 
wollen wir annehmen, daB die gleich
ma,Bige Last p pro Einheitslange sich 
nach rechts unendlich ausdehnt. Abb. O~. 

Die Spannung a; an dem Punkte Q (if>, r) in der Richtung if> durch 
die Last pdx ist , 2 sin e pdx 0 o = - ----- COS" (G - if». 

r J( e 
Die gesamte Spannung an dem Punkt Q in der Richtung if> ist danach 

Weil 

o == _ 2 Pfsin ecos2 (e- rp)dx 
r n r 

. Cld CI d ede sm CI x = (} d CI oder x = --
Sllle 

ist, so ist 
;n; 

or = - 2: f cos2 ( G - if»d G = - -~{ - sin(n- if»cos(n - if» + (n - <p)} 
if> 

In derselben Weise 
= - E{ - sin if> cos if> (n - if»}. 

J( 

0t = - 2 Pf"Sin2 (e - if» de = - E [sin if> cos if> + (n - if»] 1 
n n· 

if> 

" 
'C = - 2nP f sin(e - if»cos(G - if»dG = tJ((cos2 if> -1). 

if> I 
Auf der andern Seite 

:n: 

2 P fsina e 2pf . 0 o = - -- -- dx = - - sm" G d G 
Y J( en' 

<P 

" 
o = - ~PfCOS2 €:)sine dx = - 2PJcoS2 Gde 

x J( e J( , 

q, 

" 
2pfsin2 e cos e d 2PJ' Q Ll dLl 

'C = - - x = - - SIn CI cos CI CI zy J( en' 
if> 

woraus folgt: 

(21) 
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Wir haben hier zwei wichtige Resultate: 
1. Die Spannung bleibt konstant entlang den von dem Anfangs

punkt ausstrahlenden Richtungen. 
2. Die Spannungsgruppe an at und L gleicht der Gruppe a Xl a y und 

L xu an jedem Punkte. 

§ 24. Spannungskurven der Halbscheibe, gleichmaOig belasiet. 
a) Isoklinische Kurven. Die Neigung der Hauptspannungen ist 

~ ~ (cos 2 l' - 1) 
tan 2tP = 2Txy = =tantP, 

1 Oy -ax p 
~-(sin 2 cp) 
n 

Daraus folgt: 

Wir konnen diese Richtungen graphisch sehr leicht erhalten. In der 
Abb.55 ist 0 der Anfangspunkt und Q der beliebige Punkt, in dem 

c wir die Richtungen der /----t------, Haupt- und Haupt-
/// 'I \ """'-.... 

,,/ --;\', schubspannungen un-
// , \ " /.1 \ \ tersuchen.Manzeichne 

I I \ \ 

f I \ \ 
I '\ 

I • \ \ 

I \ 
I _\ \ 

~'~'A ~\'\'\,\"\\\j""\\%%,,,~~k~~:l~mIt{{{~~~JJ1¥L\' 
t ~ ............ i ,. '"J' "I"" ,,' ,'\ /,1 

einen Kreis mit dem 
Anfangspunkt 0 und 
mit dem Radius OQ. 
Der Kreis schneidet 

\ ............ ;>. )., I I \ ............ _ ,----" -·- .. f'~ r.!-L~"; '- I 

\ -. '--J s, - ; ."-,' \ / wagerechten Geraden 
\ ,- i ~----- __ >, \ // in C, D und A, B. Man 

"" Jj" ~~_ verbinde A und B mit 
" 1-' /, ,- Q und C und D mit Q, 

'------_.P+:::..---/. dann sind AQ und BQ 

die lotrechten und 

Abb. 55. die Richtungen der 
Hauptspannung und CQ und DQ diejenigen der Hauptschubspannung. 

Ferner ist die isoklinische Kurve: 

oder 

2 dy 
dx 

1 _ (d y )2 
. dx 

(22 ) 

x 
y 

Die Differentialgleichung ist in diesem Falle losbar. Man setze JL = t 
x 

in die Gleichung, so erhiiJt man: 
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~~ = t ± Vt 2 + 1 = f(t) 

Y = x t, y' = t + x t' = f(t) 
dt f(t)-t 
dx. x 

Daraus folgt: 

In diesem Falle 

-- = log x - 100' C = JdX J dt 
X '" ll+t2+t-t 

=fimt 1 ( , ;-+-") = . -- = og t T 11 t" T1 + t2 
oder 

3_ = (t --l- 1/1 + t2 ) = .Y + J/1 -t--- 1/2 

c I X I I x.3 

x'2 I ~~- .., 'l X4 x'2 Y Q 

·c = Y yx2 + y~ ; X" + Y" = c2 - 2 -c- + Y" 

x' X2 y 
x~ - - -+ 2 -- = 0 

c2 C 

oder 

(23) 

Diese Gl. (23) der Parabel des zweiten Grades mit dem Parameter 2c 

ist namlich die . Gleichung der lIouptsporJl7ungstrqieMorie 
Hauptschubspannungstraj ektorien 

(s. Abb.56). 
Die Trajektorien zeichnet man 

am besten mit Hilfe der isoklini
schen Kurven. 

b) Hauptschubspannungskurven. 
Wir bezeichnen die Hauptspannun
gen mit 01 und 02' die Hauptschub
spannungen mit '12' so ist be
kanntlich 

01 - 02 = 2T12 = ± V(~~ ~ J~)2 + 4/J-

oder in diesem Falle 

= ± J!.. V sin2 2 If> + ,fsi11.4 (p 
:n: 

= + 2 sin If>X. - :n: 
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p 
Wenn '1:12 = n n gesetzt wird, so erhiilt man 

n= ±sin<P= ± 

oder 

y 

I x2 + y2 

(24) 

Dies ist die Gleichung der Geraden durch den Anfangspunkt O. Abb.57 
zeigt die Hauptschubspannungskurven. 

17 0 Infolge (24) 
--------~--------<P n 

{),5 

01 0 
30° 0,.5 

D,88S 0,868 45° 0,707 
1,0 

60° O,S66 
Havp~chubspannvngskurve 90° 1,00 

Abb.57. 

Abb.58. 

Die Abb.58 zeigt den ganzen Spannungsverlauf in den verschie
denen Punkten nach "Lorenz". 
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§ 25. Keilformige 'frager, gleichmiillig belastet. 
Naeh der vorhergehenden Uberlegung konnen wir sehr wohl an

nehmen, daB die Spannungsgleiehungen oder im allgemeinen die Airy
sehe Funktion fur keilformige Trager mit 
gleiehmaBiger Belastung eine ahnliehe Form - of'l~~~~~!Il!J7I~!!l\J!I 
hat wie in dem FaIle der Halbseheibe. Die OJ 

Spannungsgleiehungen bestehen voraussieht
lieh aus den Gliedern von sin 2 f[>, eos 2 ([J, 

f[>, r und der Konstanten. 
Die angenommene Spannungsfunktion ist 

daher: 

i 
i 
i 

Abb.59. 

Ro, Rv R2 und R3 sind dabei reine Funktionen von r und haben die 
folgenden Formen 2 : 

Ro = Aor2 logr + Bor2 + Co logr 

Rl = A1 r2 + ~~. + C1 r4 + D1 

R2 = A2 r2 + ~: + C2 r4 + D2 

(26) 

R3 = A3 r2log r + B3 r2 + C3 log r + D3 

wo A, B, C die Integrationskonstanten sind. 
Weil es in den Spannungsgleiehungen kein Glied von r gibt, so ist 

klar, daB nur das Glied des zweiten Grades von r in der Spannungs
funktion (25) Bedeutung hat. Daraus folgt: 

F = A r2 + B r2 sin 2 f[> + C r2 eos 2 f[> + D r2 f[>. (25') 

Dabei sind die Konstanten A, B und C naeh der Randbedingung wie 
folgt zu bestimmen: 

loF la2 F . 
(J = -- - + _. -, = 2 A + 2 B sm 2 f[> + 2 C cos 2 f[> 

r r or' r2 a tP· 
- 4 B sin 2 <I> - 4 C cos 2 <I> + 2 D· <I> 

oder 
(J r = 2 A - 2 B sin 2 <I> - 2 C cos 2 <I> + 2 D . <I> . 

Ferner 

(J t = ~:~ = 2 A + 2 B sin 2 <I> + 2 C cos 2 <I> + 2 D . <I> 

T = - _a (1 a F) = _ 2 B cos 2 <I> + 2 C sin 2 <I> - D . 
or r a tP 

1 Fur Halbscheiben ist die Airysche Funktion: 
P. r2 Pr2 P([J r2 

F=~---sm2tP···-+-~--~ -
:n; 4 2 :n; 2 

(27) 

2 Die Ableitung der Funktionen Ro ---+ R2 s. Lorenz: "Technische Elektri
zitatslehre", S.529 ff. 
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Wenn c[J = 0 gesetzt wird, so ist at = -p und T = O. 
Daraus folgt: 

2A+2C=-p 

-2B=D. 

oder 

Wenn c[J = y in der G lei chung gesetzt wird, so erhalten wir: 

at = 2 A + 2 B sin 2 y + 2 C cos 2 l' + 2 D· 1'. 
Infolge (28) 

= - p - 2 C + 2 B sin 2 l' + 2 C cos 2 l' - 4 B l' 

= - p - 4 C sin 2 l' + 2 B (sin 2 l' - 2 1') . 

Diese Spannung rouB Null sein. 
Daraus folgt: 

4 sin 2 y C 2 (2 l' - sin 2 1') B + p = 0 . 

(28) 

(29 ) 

Wenn in der letzten der Gl. (27) c[J = y gesetzt wird, erhalten wir 

1: = - 2 B cos 2 Y + 2 C sin 2 l' - D . 
Infolge (28) 

= - 2 B cos 2 l' + 2 C sin 2 l' + 2 B . 

Weil diese Spannung Null sein rouB, erhalten wir die folgende Gleichung; 

2 sin2 l' B + C sin 2 l' = O. (30) 

Infolge (29) und (30) erhalten wir 

B = _ P sin 2 l' __ _ 
2 sin 2 l' (2 l' - sin 2 )') - 8 sin 4 l' 

pcos l' 
2 cos l' (2 l' - sin 2 1') - 4 sin" l' 

pcos)' 
4 (y cos l' - sin 1') 

wo K = (1' cos l' - sin 1') ist. 

Infolge (28) 

C _ p siIlL 
- 4K • 

A= -2 2K+ 1 , p (sin l' ) 1 

I 
Wir haben jetzt die Spannungsfunktion vollkororoen gelost: 

F --- _ p (sinl' -f- 1) 2 _ Ecos1' 2 • 2 n. + psin1' 0 n. 2 \ 2 K Y 4 K r sm '¥ -4r r- cos 2 '¥ 

+ pcos1'. 2 n. 
2K r '¥. 

(31) 

(31') 

(32), 
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Daraus folgt: 

( sin y ) cosr. psiny 
or = - p 2 K + 1 + p 2 K sm 2 fJj - 2 K cos 2 fJj + 

---L P cos Y fJj 
I K 

( sin y ) cos y • p sin y 
at = - p -2K + 1 - P-27[ sm 2 fJj + 2K cos 2 fJj + 

+ Pc~? fJj 

cos y p sin" . COS" 
T = P ~ cos 2 fJj + -~ -sm 2 fJj - p ~ 2K 2K 2K· 
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(33) 

Diese Gleichungen stimmen naturlich mit den Gl. (21) uberein, wenn 
darin y = n gesetzt wird. Denn weil Kin diesem FaIle -n; ist, so ist: 

p . p p c- sin 2 iPl 
0_= - p + -- sm 2 fJj + ---- fJj = - -l(n - fJj) - ---

I 2n n n 2 .J 

p . p p 'I sin 2 iP] a = - p - - sm 2 fJj + -- fJj = - --- (n - fJj) --L ----
t 2% n nL I 2 

= _E.. [ cos 2 fJj - 1] . 
2n 

Zur Berechnung wollen wir bequemlichkeitshalber in den Gleichungen 
folgende zwei Konstanten einfUhren, namlich: 

o = _ COS" cos y 1 
K 2 C" COS" -- sin,,) - 2K = - 2 (y - tan y) , 

SK= __ ~_~=_sin,,=_ 1 . 
2 (y COS" - sin)') 2 K 2 (" cot y - I ) 

Daraus folgt: 

or = p [(S K - 1) - OK sin 2 fJj + S K cos 2 fJj - 2 OK fJj] , 

at = p [(SK - 1) + OK sin 2 fJj - SKCOS 2 fJj - 2 OK fJj], 

T = P [ OK (1 - cos 2 fJj) - S K sin 2 ell] , 
= - 2 P sin fJj (SKCOS fJj - OK sin fJj). 

(34) 

(35) 

Wenn in den Gleichungen y = i gesetzt wird, so erhalten wir das 

Problem der Viertelscheibe. Weil in diesem FaIle OK = 0, S K = i ist, 
so ist: 

( 1 cos 2 iP) P 1 
Or = P ~2 + ~2- = -2 (1 - cos 2 fJj), 

at = -2 (1 cos 2 fJj), I 
T = - -~ sin 2 fJj. 

(36) 
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Abb. 60 und Tabelle 5 zeigen die Anderung der Spannungen a" at 
und T fUr verschiedene Keilwinkel. 

y = 300 

o + 
5 + 

10 + 
15 

Tabelle 5. 

T 

p p p 

9,742 -1,000 0 
6,406 -0,904 -0,793 
3,190 -0,744 -1,276 
0,500 - 0,500 - 1,439 

o 5 10 
! 

M{lliS/{lb 

20 
25 
30 

3,987 - 0,257 - 1,276 
-77,414 -0,094 -0,785 
-10,739 0 0 

y = 450 

o + 
5 + 

10 + 
22,5 -
30 
40 -
45 -

= 600 

o + 
10 + 
20 + 
30 
40 
50 
60 

3,77 --1,000 0 
2,92 - 0,984 0,395 
2,01 -0,910 -0,705 
0,49 -0,490 -0,985 
1,997 - 0,233 - 0,875 
3,887 
4,745 0 0 

1,530 - 1,000 0 
0,955 - 0,929 - 0,389 
0,255 -0.744 -0,643 
0,497 - 0,500 - 0,970 
1,255 -0,255 -0,642 
1,955 - 0,070 - 0,387 
2,527 0 0 Abb.60. 

§ 26. Spannungskurven keilformiger Trager, 
gleichmaBig belastet. 

a) Isoklinischc Kurven. 

2 r 1 tan 2 CPl = 15, -l5r 

2 [C K (cos 2 <l> - 1) + S K sin 2 <l> 1 
----2CKsin2<l>-2SKcos2<l> I 
tan r sin 2 <l> + (cos 2 <l> - 1) 

tanycos2 <l>-sin2 <l> 

y (37) 

Abb. 61. 

Man setze ferner P; = P - P lo WO PI der 
Neigungswinkel zur Richtung P und cP; der 
zur Horizontalachse sind. Die isoklinischen 

Kurven sind die durch den Anfangspunkt ausstrahlenden Geraden. 
Wir wollen dies im nachsten Paragraph en fUr speziale Falle naher 
betrachten. 
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b) Hauptschubspannungskurven. 

2 r12 = ± y(ox - Oy? + 4r2 

= ± p Y2 2(8KOOS 2<P - CKsin 2 <P)2 22 [C K(1- 00s2<P) - 8 Ksin2<p]2 , 

ri, = p2 [8]:00S2 2 <p + C]:sin2 2 <P - 2 CK8Koos 2 <Psin 2 <P (38) 

C]: 00S2 2 <P + CK8 K 0082<P sin2 <p - C]:00s2 <p +8KC K oos 2<P sin 2 ([J 

+ 8]: sin 2 2 <P - C K 8 K sin 2 <P - C]: oos 2 <P - C K 8 K sin 2 <P + o.k] 
=p2 [(8]: - 2 CK 8 K sin2 <P) + 2 C]:(1- 00s2 <P)]. 

Wenn in der G1. (38) 7'12 = np gesetzt wird, so ist 

n2 - S]: 0'. Q • 

--4-= Cksm-<P- CK8Ksm<Poos<P, 

2 S2 
n 4-c]:K = (sin <P - tan r oos <P)sin <P = M, 

M = 1L±x y taIl,~ 
X2+y2 

oder 
M x2 + tan y x y + (M - 1) y2 = O. (38') 

Dies ist die Gleichung des Geradenpaares, wenn M < 1 oder 
n < Y4Ck+ 8]: ist, und wenn n > Y4-C]: + 8]: ist, ist der Fall 
imaginar. 

§ 27. Beispiele fiir Spannungskurven keilformiger Trager, 
gleichmaBig belastet. 

1. Viertelscheibe, gleichmaBig belastet. 

a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. 

2, 
tan 2 <PI = -- = tan 2 <P. 

Daraus folgt: 

<PI = <P; 

Ut -Or 

<pf = 0 und 

Die isoklinischen Kurven sind die horizontalen 
Geraden. Die Hauptspannungstrajektorie ist 
ein Gitter aus den horizontalen und vertikalen 
Geraden. Die Hauptschubspannungstrajektorie 
ist ebenfalls ein Gitter aus den Geraden mit 

, " /', 

"'''/ "oj' " !follplscnllosplrrijek!orie 

Abb.62. 

der Neigung 45° zur Hauptspannungstrajek-
torie. Die Trajektorien sind, wie erwartet, dieselben wie diejenigen 
bei der Halbsoheibe mit gleichma13iger Belastung (vg1. Abb. 62). 

Miura, Spannungskurven. 5 
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b) Hauptschubspannungskurven. 

Infolge (36) 

27:12 = ± P VcOs2 2 rp + sin2 2 (f> = + p. 

In diesem Falle gibt es keine Hauptschubspannungskurven. Das Glas
stab chen zwischen den Nikols sieht namlich einfarbig aus. 

2. Keilformige Trager mit 
OOfiirp'1 11k 1 H 

~r;:T::I==+==:::=:F=t== be i e big e m K e i wi n e. ier 
wird nur der Fall, in dem y = 60 0 

ist, als Beispiel behandelt. Abb. 63a 
zeigt die Spannungskurven, und 
Abb.63b zeigt die Veranderung der 
HauptschubspannungsgroDen und 

JsodintscneKurve ' -richtungen. 
u.Haupt~pann,!ngs

tr'ajektorle 

Hauptscnllbspan -
mmgskurve 

Abb. 63 a. 

0,8 

0,9 

Abb.63b. 

§ 28. Die groOte Beanspruchung. 
Wir wollen zunachst die Veran

derung der Hauptschubspannungen 
betrachten. 

dri'J 2( ,? Ffi Weil -rriJ = P 4 C K sm 2 'P 

- 4 C K S K cos 2 <I» = 0 

oder cos y sin 2 <I> - sin y cos 2 <I> = 0 

sin (2 <I> - y) = 0 . 

<I> = .~. ist, so ist die Hauptschub

spannung Maximum oder Minimum 
an der Keilachse. 

d2 0 

, T'2 = (8 C 2 2 <I> d tJJ" K cos Ferner 

+ 8 CK SK sin 2 <I»p2 

= 8 eK (eK cos 2 <I> + SK sin 2 <I»p2. 

Man setze <I> = .~. in der Gleichung, so erhalt man 

d2 Tie 8 OK ( +..) .2 
-il--;j)2 = - -2K COS y COS Y sm Y sm Y p 

wo K = (ycosy - siny) ist. 
Daraus folgt: Wenn 0 < y < 90 0 ist, so ist die Hauptschubspannung 

an der Keilachse Minimum und wenn 90 0 < y < 180 0 ist, so ist sie 
Maximum. Die maximalen Hauptschubspannungen im Falle 0 < y < 90° 
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kommen an den oberen und unteren Kanten vor und sind die Werte 

't'12 = SK' 
Z. B. wenn y = 30° ist, so ist <12 = SK = 5,371 p. 
Daraus folgt die groBte Beanspruchung f = 10,742 p. 
Wenn y = 45° ist, so ist<12 = SK = 2,385 p. Daraus folgt f = 4,77 p. 

Wenn man die Neigung der untern Kante vernachlassigt, und die maxi
male Spannung nach der gewohnlichen Balkentheorie ~-l~ 

berechnet, so erh ... alt man fUr y = 30°, ~'" . ~ ...•.. 
M pl2 6 '. l' : 

f = w = 2 - l2 tan2W = 9 p I 

und fur y = 45°, f = t 32~50 = 3 p. 
an Abb.64. 

Man weiB danach, daB die Vernachlassigung nur fur kleine Keil
winkel gestattet ist. Fur y = 30° ist der Unterschied uber 10%. 

C. Abgestumpfte keilformige Trager. 
§ 29. AbgestumpUe keilformige Trager. 

In der Praxis kommen die abgestumpften keilformigen Trager hau
figer in Gebrauch als die gewohnlichen keilformigen Trager, z. B. bei 
Fundament, Schutzmauer usw. (s. Abb. 65 !). Die Schwierigkeit der 

Ah!>.65 

Abb.66b. 

It\ / I 

t: Rm 

Abb.66a. ,r'ra
) .%. 

(b) 
m 

Abb.66c. 

Anpassung an die Randbedingung ermoglicht uns in diesem FaIle leider 
nicht, das Problem mathematisch zu losen. Aus Vorhergehendem 
konnen wir aber schon die ungefiihre Spannungsverteilung abgestumpfter 

5* 
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keilformiger Trager vermuten. Wir betrachten zuerst den abgestumpften 
Keil mit einer Last in der Richtung der Achse (Abb. 66a). Um die 
Spannungsverteilung in diesem FaIle zu ermitteln, kann man die vorher
gehende Uberlegung sehr wohl anwenden, auBer in bezug auf das Gebiet 
nahe der Last. Betreffend das Gebiet nahe der Last kann man sich wohl 
denken, daB die Spannungsverteilung diejenige des Falls der Halbscheibe 
ist und durch Gl. (I) ausgedruckt wird. Allerdings besteht dann die Span
nungsverteilung aus dem Fane der Halbscheibe mit einer Last senk
recht zur Kante (Gl. (I)) und dem Fane des Keils mit einer Last in der 
Richtung der Keilachse (§ 19 Gl. (14)). Wenn wir abgestumpfte Keile 
mit einer Last in der Richtungsenkrechtzur Achse betrachten (Abb. 66b), 
konnen wir wohl voraussetzen, daB die Spannungsverteilung im Gebiet 
nahe der Last dem FaIle (2) in § 19 entspricht. Fur den Fall weit von 
der Last ist folgendes zu uberlegen:. Man nehme an die gegenseitig 
sich aufhebenden und der Last parallelen Krafte P an der Spitze des 
Keils, so hat man den Fall (5) in § 19 des keilformigen Tdigers und den 
Fall des Keils mit dem Moment Pm belastet, wo rn der Abstand zwischen 
den parallelen Kraften ist. 

Wir konnen dieselbe Uberlegung auch auf die FaIle abgestumpfter 
keilformiger Trager mit einer Last senkrecht zu einer Kante oder mit 
gleichmaBiger Belastung anwenden. 1m folgenden wollen wir die ab
gestumpften Keile mit verschiedener Belastungsart weiter betrachten. 

§ 30. Abgestumpfte keilformige Trager mit einer Last in del' 
Richtung senkrecht zur Keilachse. 

Wenn wir nur die Spannungsverteilung entfernt von der Last be
trachten, so ist der Fall annahernd derselbe wie der Fall des keilfor-

~
\(b) 

:r \ 
G- . -t 

: y ;: 
1 /1 
I( .., ) 

migen Tragers mit einer Last 
senkrecht zur Keilachse an dem 
Punkt A, des sen Horizontalab
stand von der Keilspitze mist 
(Abb.67b). 

Um den Spannungszustand in 
letzterem Fall zu untersuchen, 
nehme man die sich gegenseitig 
aufhebenden Krafte P an der 
Keilspitze an, wie im § 29 schon 
erwahnt wurde (Abb. 68). 

Der Belastungszustand des 
Keils ist dann zuriickzufiihren auf folgende zwei Belastungszustande: 

1. des keilformigen Tragers mit einer nach unten gerichteten Kraft 
an der Spitze, 

Abb.67. Abb.68. 
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2. desjenigen mit einem Moment Pm (im Drehungssinne des Uhr
zeigers in unserem Falle). 

Fur den ersteren Zustand gilt G1. (15) in § 19. 
Den zweiten Zustand (Abb.68b) betrachten wir in folgendem. Zu

niichst nehmen wir ganz allgemein folgende Spannungsfunktion an: 

F = Ro + Rl cP + R2 sin cP R3 cos cP 
x ~ + 2nR4 sin n cP + .J;nR5 cosn CP, (39 ) 

n=2 n=2 

wo Ro . .. n R5 die reinen Funktionen von r sind, und \vie folgt aus
gedruckt sind 1 : 

Ro =~ Ao r210g r + Bo r2 Co log r + Do ' 

R1 = Al r 2 10g r + Bl r2 + C1 log r + Dl ' 

+ ~ 
r ' 

+ 1)a 
r ' 

+ B -n + C 2+n + D 2-11 } n4 r n4 r n4 r , 
+ nB5 r- n + nC5r2+n + nD5 r2- n , 

R = A r" n 4 n 4 

(40) 

fUr n = 2 - ~ IXJ 

wo A ... D die Konstanten abhiingig von dem Keilwinkel und der 
Belastung sind. 

Da at ( = °0"-:) Null ist, so kann man schlieDen, daG die Glieder, 

die nur den ersten Grad von r haben, und diejenigen, die kein r haben. 
in Betracht kommen. Danach kann man die Spannungsfunktion fol
genderweise umschreiben: 

F = A + B cP + C· r sin cP + D· r . cos cP + E sin 2 cP F cos 2 CP, 

wo A ... F die Konstanten abhiingig von dem Keilwinkel und der 
Belastung sind. Ferner 

laF lc2 F 4 E sin 2 <[> 4 F cos 2 <[> 

a"=rar r2 o<[>2 

Weil fUr cP = 0, (JT = 0 sein muD, ist F (der Faktor von cos 2 CP) = 0 

und 
4 Fsin 2 <[> 

or = - ---r-Z--~' 

Auf der andern Seite ist 

T= () (1 C F) = l- _ ~ _ 2 E cos 2 <[>'1. 
orr a <[> r2 r2 ~ 

Fur cP = y muD T = 0 sein. 

1 Vgl. S.61 und auch Lorenz: "Technische Elastizitatslehre" S. 529 ff. 
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Daraus folgt: 

und 

Keilfiirmige Trager. 

B = - 2 Ecos 2 "I 
2E( ffi , 

T = - ri - cos 2 '¥ - cos 2 "I) . 

Urn die Konstante E zu bestimmen, sind die Momente urn die Keil
spitze zu snmmieren und als Null zu setzen. 

Daraus folgt: 

J' 

M = 2· ~r~ f (cos 2 (jj - cos 2 "I) d (jj r2 
o 

= 4 E (~0 ~i' - cos 2 "I . "I I. 
2 I 

E - - ...... . _M-----c~-c 
- 2(cos21'.2r-sin2r)' 

oder E=--l!:!..· wo K =cos2y·2r-sin2y 
2K(21'/ (21') 

Wir erhalten jetzt Or = 2 ~(:~~r~.q; ) 

T = K M 2 ( COS 2 (jj - cos 2 "I) . 
(21') r 

ist. 

( 41) 

Von Gl. (15) und (41) erhalten wir fUr die Spannungen abgestumpfter 
keilformiger Trager die folgenden Gleiehungen: 

wo 

° = ~-~sin (jj + 2Pm sin 2 <P ) 
r r· 8 K(2Y) r2 

mP 
T = ~K 2 ( COS 2 (jj - cos 2 r) 

(21') r 

S = 2 "I - sin 2 r. 

( 42) 

K(21') = cos 2 r' 2 "I - sin 2 "I ist. 

Die Werte von K (2y) sind aus der folgenden Tabelle zu erhalten. 

2y 

-K(e)') 0,00182 0,00595 I 0,01404 1 0,0272 10,04656 i 0,073131 0,108051 0,15174 

§ 31. Abgestumpfte keilformige Trager mit einer Last 
in del' Richtung senkrecht zu einer Kante. 

Dieser Fall kommt in der Praxis oft vor (Abb. 69). 
Dureh Einfuhrung der sieh gegenseitig aufhebenden Krafte P an 

der Keilspitze erhalten wir, wie im vorhergehenden Paragraphen, die 
folgenden zwei Belastungszustande: 

1. den keilformigen Trager mit einer Last senkreeht zu einer Kante 
(den Fall (3) in § 19). 

2. denjenigen mit dem Moment Pm im Drehungssinne des Uhr
zeigers in unserem FaIle. 



Abgest.umpfte keilf6rmige Trager. 71 

Durch Superposition erhalten wir aus (13) und (41) 

(J = ~~ (- sin i' cos <P + C_~BL~i~~) + ~ 1'_1n sin 2 <P 1 
r res rO K(zy) , 

Pm 
T = ----2 (cos 2 W - cos 2 r. 

K(2y)r 

(43) 

C = 2 r + sin 2 r, 1 
S = 2 r - sin 2 r, 

K(21') = cos 2 r' 2 r - sin 2 r. 

wo 

ist. 

Fur W = - Y ist 
(J r = - p (Sj~~J.: + sin ~1') _ 2 P:: sin_2_~ . 

res r" K(2Y) 

Der groJ3te Wert von or wird ermittelt durch Ansetzung des ersten 
Differentials dieser Gleichung nach 
r als Null. Daraus folgt: 

4m 

r = - (b-+~) K(zl')' 

Fur 2 r = 30° r = 1,945 m. 
,I 

'8 
Abb.69. 

Als Beispiel nehmen wir an, daJ3 erstens 2 y = 15°, und zweitens 2 y = 30 0 

seien, und daJ3 'f _ ,2m und m = 1 sei, so ist or an dem Punkt B fur 

2 y = 15 0 (Abb. 70) r--7'==tP=4~'A_ 
= 2P(_ sin ~1' _ Si~2)') _ 2 p~ sin 2)' "",:::---,~ 

r 2 C 2 S r" KI21'l """""" '---. 

= ~ ( - 0,5~OEl - O~Ot29 + O~OJ595) 0,25882 

= - 23,098P. Abb.70. 

Wenn man einen Kragtrager mit der Hohe A' B annimmt, so erhalt man 
ElM 

wo 

Daraus folgt: 

(Jmax = A' Be' 

A' B = rsin 2 r = 2 ·0,2588 = 0,5176, 

1Yl = (r cos 2 r - m) P 
= (2 . 0,9659 - l)P = 0,9319 P 

= 6.PO~~ = 208- P 
°max 0,.51762 ' 0 . 

or an dem Punkt B fur 2 y = 30 0 

= !:. (- .!. - I, __ ~) sin 2 r 
2 C S K(21') 

( 1 1 1) O,'} 
= P - 1,024 - 0,0232 - -0,04656 "2 
= - 5,644P. 

ist. 
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Wenn man einen Kragtrager mit der Bohe A' B annimmt, so erhalt man 
8M 

wo 

(J =--
max A' B2' 

A' B = r sin 2 r = 1, 

M = P(rcos 2 r - m) = (2~3 -1) P 

= 0,732 P ist. 
Daraus folgt: 

O"max = 6·0,732 P= 4,392 P. 
In diesem letzten FaIle ist der Unterschied zwischen beiden Berechnungs
weisen so groB, daB man die gewohnliche Voraussetzung hierzu nicht 
mehr gestatten darf. Es ist klar, daB die Abweichung der Spannungen 
desto groBer wird, je groBer der Keilwinkel wird. 

§ 32. Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien 
abgestumpfter keilformiger Trager mit einer Last. 

Man kann die isoklinischen Kurven nach oben beschriebener Methode 
zeichnen. Z. B. im Fane 1 in der Abb. 71 kann man die Kurven nach 

Abb.71. 

dem Fane (3) in § 19 und nach § 31 1\'3) zeichnen; d. h. nahe der Last ist 
der Fall der von y = 45° in § 19, 
und weit von dieser der von y = 15° 

, in § 31 usw., und die Kurven im 
Zwischengebiet kann man wohl 

andeutungsweise zeichnen (vgl. Abb.74b). 

Haupf'pannungsfrajekforie Haupfschubspannungsfrajekforie 

Abb.72. Abb.73. 

In derselben Weise werden der Fall 2 aus den Fallen (3) in § 19 
und in § 30, und der Fall 3 aus dem FaIle (4) in § 19 ermittelt wie die 
Abb. 72 und 73 zeigen, in denen die Spannungstrajektorien mittels 
isoklinischer Kurven gezeichnet sind. 
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§ 33. Hauptschubspannungskurven abgestumpfter 
keilformiger Trager mit einer Last. 

Wir betrachten hier als Beispiel nur einen abgestumpften keil
formigen Trager mit einer Last in der Richtung senkrecht zu einer 
Kante. Die Kurven nahe der Last kennt man schon nach § 19. 

Infolge Gl. (12) 

Daraus folgt: 
P f2 ( sin <P cos <P ) 

27:12 = -r- 0,5708 - 2,5708 

= P (2,475 sin ~ - 0,548 cos ~). r 

Diese Gleichung gilt fUr das Gebiet nahe der Last. 

(44) 

Weit von dieser kann man sie infolge (43) folgendermaBen ermitteln: 

27:12 = ± V[2P(- sin I' cos <P + ~~sin <P) + 2Pzm sin 2 <pJz +4-[Pm(COS~()~2~1')~Z 
res r K(ZY) K(zYJr J 

Fur 2 y = 30°. 

2 = l/lI-2P-(- 6,2588008 ~ 0,9659Sill<P) =~'Tp!!!. sin2 <Pl-z+-~[-Pmccosu>-=--o,866fJz (4-) 
7:12 t L- r 1,024 + 0,0232 r2 0,04656~ r2 0,04656 D 

15°f'iir P, 

Haupfschubspannungskurve Haupfspannungsfrajekforie 

Abb.74a. Abb. Hb. 

Abb.74a zeigt die Hauptschubspannungskurven, in der die Ziffern 2, 
3 ... 5 die Werte 2712 bedeuten, vorausgesetzt P = 1 und m = 1. 

§ 34. Abgestumpfte keilformige Trager, gleichmaOig belastet. 
Die Spannungsverteilung an dem Punkt entfernt von A eines ab

gestumpften keilformigen Tragers, der gleichmaBig belastet ist, wird 
annahernd derjenigen des keilformigen Tragers gleichen, der von der 
Entfernung m von der Spitze an zuerst gleichmaBig belastet ist. 
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Um die Spannungsverteilung in letzterem Fane zu erhalten, nehmen 
wir gleichmaBige gegenseitig sich aufhebende Belastung im Gebiet m 

Abb. 75 u. 76. 

an, wie Abb. 75 zeigt. In dieser 
Weise konnen wir unsern Fall auf 
zwei BelastungsIalle in einem keil
formigen Trager zuruckfiihren, 
namlich: 

1. auf den keilformigen Trager 
gleichmaBig nach unten belastet, 

2. auf denjenigen nur nahe der 
Spitze auf der Strecke m teilweise 
gleichmaBig nach oben gerichtet 
belastet. 

Fur den letzteren Fall nehmen 
wir eine nach oben gerichtete, kon-

zentrierte Kraft mp im Abstand ~ 

von der Keilspitze an (Abb. 76). 
Wir werden mit dieser Voraus
setzung Recht haben, so lange wir 
es mit den Spannungen weit von 
der Spitze zu tun haben. Wir kon
nen dann die Spannungen aus Gl. 
(35) und (43) durch Superposition 
erhalten. Man muB nur dabei be
achten, daB die beiden Gleichun
gen verschiedenen Koordinaten
systemen angehoren. Durch Dre
hung der Koordinatenachsen um 
-I- y in Gl. (43) und durch Ein-

t Y r fUr P se zung von"2 ur y, - mp 

und i fur m, erhalten wir 

f - sin X. cos (L - w) 
2pm 2 2 

or = -'r-l---iJ'--- + 
pm2 sin (y - 2 <P) 

-~·--·k···· 

T=- pm" {cos(y-2.<P)-cosy} 
2K r2 

1 
c' = y + sin Y , I 

wo s' = y - sin y , 

K = cos Y -y - sin y 

(43') 

ist. 
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(Dabei ist ([J als positiv angenommen, wenn nach der Drehung des 
Uhrzeigers gemessen wird.) 

Durch Superposition der Spannungen aus der Gl. (35) und (43') 
erhalten wir die gesuchten Spannungsgleichungen: 

wo 

or = p [( S K - 1) - C K sin 2 ([J + S K cos 2 ([J - 2 C K <J;] 

_ 2 ~m {_ sin {cos}{_=-<p) 1_ cos ~ Sins~ ~ ~ <P~} 
pm2 sin (y ~ 2 <P) - --·r2- K -, 

at = p [(SK - 1) + CK Si .. n. 2.1[> - SK cos 2 I[> - 2 CKI[>] , 1 
T=- 2psin([J(SKcosl[>- CK sin 1[» 

pm2 {cos(y~2<P)~cosy} 
- 2 K ----r'" "_." .. ".-- , 

CK = _ cos)' 
2 (y cos y ~ sin y) , 

S = __ ~_~iny 
K 2 (y cos-y-'---s""'"in-y"""C") , 

ist. 
C' = Y + siny, 

S' = )' - siny, 

K = cos y. y - sin y 

( 46) 

§ 35. Spannungskurven abgestumpfter keilfi)rmiger Trager, 
gleichmaGig belastet. 

a) Isoklinische Kurven und Spannungstrajektorien. Die Spannungs
verteilung an der Spitze ist in diesem Falle dieselbe wie die bei Krag
tragern mit gleichmaBiger Belastung. Es ist zu beachten, daB man 
hierbei den Fall der Viertel scheibe nicht anwendet, weil hier die Biegungs
spannung groBen EinfluB hat, wahrend diese bei einer Last gegenuber 
der Druckspannung der Last vernachlassigt werden kann. 

Nach Gl. (46) berechnet man die Werte von tan 2 ([J, wie folgende 
Ta belle zeigt: 

Ta belle 6. "tan 2 flJ". 

~ I 
I 

I 

1.5 2,0 2,5 
I 

3,0 

I I 

0 0 0 

I 
0 

5 0,70 0,526 0,458 0,407 
10 1,30 1,28 1,17 1,082 
15 4,74 8,54 11 ,95 16,400 
20 -6,64 -2,43 - 1,73 -1,455 
25 -1,422 -0,70 - 0,523 I -0,428 
30 0 0 0 0 
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Auf Grund dieser Werte sind die isoklinischen Kurven und Spannungs
trajektorien in der Abb. 77b gezeichnet. 

b) Hauptschubspannungskurven. Wir konnen die Kurven dadurch 
erhalten, daB wir die Werte von aT> at und i in Gl. (46) in die Gl. 

2i12 = ± Y((J"r- a t)2+ 4i2 

einsetzen. 2T12 • d Die errechneten Werte von - -- fm et man 
p 

in folgender 

Tabelle. 

Tabelle 7. 2T12" 

P 

~I 1,5 
I 

2,5 3,0 2,0 I 
I 

0° 1,474 2,904 4,027 4,917 
5° 1,55 2,53 3,20 3,61 

10° 1,78 2,42 2,82 308 
15° 1,63 2,17 2,43 2,57 
200 1,44 2,07 2,47 2,75 
25° 1,07 2,04 2,83 3,53 
30° 0,82 2,41 3,63 4,59 

Die Abb. 77 a zeigt die Hauptschubspannungskurven fUr den Fall 
y = 30 0 • Diese Kurven sind auf Grund der Werte in der Tabelle ge
zeichnet. Die beiden Figuren in Abb. 77a und b stimmen mit dem Re
sultat des optischen Versuches ganz genau iiberein (vgl. Abb.1l2b und c). 

§ 36. Die grofite Beanspruchung. 
Wenn wir in die Gl. (46) cp = y einsetzen, so erhalten wir 

0,. = P [(BK - 1) - OK sin 2 y + BK cos 2 Y - 2 OK y] 
m. {Ill m2 sin y 

+Prsmy IF C'J+ P-;:2----x-' 
T=O. 
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Fur 

m m2 
ist or = - p 10,74 + p r- 22,04 - P r" 10,739. 

Daraus folgt: 

Or = - 2,405 P fur '1"_ = 2 
m 

und 

= - 4,586 P fUr 

Fur y = 15° ist in derselben Weise 

Or = - 43,633 P 
m m 

89 745p-- - 43 5p-- . , r ' r2 

Daraus folgt: 

Or = - 9,635 P fUr ~ = 2 
m 

und 

= - 18,551 P fur ~=3. m 

Nach der Voraussetzung gewohnlicher Balkentheorie ist fUr y = 30 0 

( m)2 cos --° = i()osl'.r ---: m)2 6p = 3 P _\_r_~ ___ = 12 P (0 866 _ ~_)2 
,. 2r2sm2r sin"r ' 1"' 

= 1,607 P fur 
r 
-- = 2 
m 

und 

= 3,409p fur _r=3. 
m 

Fur y = 15° ist gleicherweise 

3 p (0,9659 -~ r 
or = -- 0,25882-- = 9,72 P fUr 

r 
-- = 2 
m 

und 

= 17,925 P fUr ~ = 3. 
m 

Nach dieser Voraussetzung erhiilt man zu kleine Werte falls der Keil
winkel groB und die in Betracht kommende Stelle weit von der Spitze ist. 



Zweiter Teil. 

Versuch. 

VI. Prinzip der Versuche. 
§ 37. Beziehung zwischen kiinstlicher Doppelbrechung 

uud Spannung. 
Wenn ein Lichtstrahl durch einen durchsichtigen Korper geht, 

spaltet er sich in zwei linear polarisierte Strahlen, die man den ordent
lichen und den auBerordentlichen Strahl nennt. Diese Erscheinung 
der Doppelbrechung findet auch beim belasteten durchsichtigen Korper 
statt. Brewsterl hat die Doppelbrechung des Glasstabchens unter 
Belastung zuerst betrachtet. Nachdem mehrere Forscher 2 damit Ver
suche angestellt haben, wird dies Verfahren jetzt viel angewendet, 
um die ebene Spannungsverteilung in Bauelementen (Balken, Walze, 
Stab usw.) zu ermitteln. Das Prinzip dieses Versuches beruht auf der 
Neumannschen Voraussetzung: "Die kiinstliche Doppelbrechung (d. h. 
der Unterschied der Geschwindigkeiten ordentlicher und auBerordent
licher Strahlen) ist proportional mit dem Unterschied der groBten und 
kleinsten der mit ihrer Ebene parallelen Dilatationen des" Korpers"3. 
Weil die Dilatationen innerhalb der elastischen Grenze den Spannungen 
proportional sind, so ist die Doppelbrechung der Hauptspannungs
differenz proportional4 • 

Man bezeichne den Gangunterschied (Phasendifferenz) mit L1, 
die Dicke des Korpers mit d und die Konstanten, abhangig von 
der Glasorte oder von andern durchsichtigen Stoff en mit J. Man er
halt somit: 

(1) 

1 Brewster: Phil. Tr. I. Teil, S. 156. 1816. 
2 Seebeck, Fresnel, Neumann, Wertheim, Mach, Wilson, Mes

nager, Konig, Honigsberg, Coker, Filon. 
3 Neumann: Gesamte Werke, III. Band. 
4 Wir mlissen beachten, daB nach den neueren Untersuchungen die Doppel

brechung in Zelluloid anormal ist, und es fraglich ist, ob die N eumannsche 
Voraussetzung flir Zelluloid zutrifft. Filon hat bewiesen, daB die Doppelbrechung 
auBerhalb der Elastizitatsgrenze mehr von der Spannung abhangig ist als von 
der Dilatation: "On the stress-optical effect etc. Siehe Literaturangabe! 
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§ 38. Beziehung zwischen Doppelbrechung und Schubspannung. 
Man kann die Gl. (1) wie unten schreiben: 

LI = 2.d·J·"[1~' 

WO 7:12 Hauptschubspannung ist. lch ziehe hier diesen Ausdruck der 
Gl. (1) vor, oder in Worten ausgedruckt: 

Der Gangunterschied in kunstlicher Doppelbrechung ist 
der Hauptschubspannung proportional. 

Wahrend die oben genannte Beziehung eine solche zwischen der 
Qualitat der kunstlichen Doppelbrechung und dem Gangunterschied 
ist, konnen wir wahrscheinlich noch eine interessante Beziehung zwischen 
der Quantitat der kiinstlichen Doppelbrechung und der Schubspannung 
annehmen. 

A 

In der Abb. 78 

8 

p 

P 
Abb.7S. 

B 

bedeuten P P und AA die Schwingungsrichtungen 
des polarisierten und analysierten Lich tes 1 und 
BB die optische langere2 Achse. 

A 

Abb.79. Abb.80. 

Man bezeichne die Amplitude des durch Polarisator zerlegten Lichtes 
mit OC, so wird diese durch Doppelbrechung in zwei Komponenten OD 
and OF zerlegt. Dadurch entsteht eine etwaige Schwachung des Lichtes. 
Eine nochmalige Lichtschwachung tritt ein, weil der Analysator nur 
die Schwingung parallel zur Achse A A gestattet. Zuletzt kann man 
die Amplitude des durch den Analysator gehenden Lichte8 mit den 
Strecken 0 E und OG ausdrucken. 

Weil OD = OC cos (jJ ist, so ist OE = OC cos (jJ sin (jJ = OG. 
Wenn nun das Licht durch das Objekt mit der Phasendifferenz (y) 

eintritt, so erhalten wir nach dem Vektordiagramm die resultierende 
Amplitude 

OK = 0 C sin 2 cP cos -~ . (4) 
1 1m Versuche setzt man den durchsichtigen Korper zwischen Polarisator 

und Analysator, deren Achsen rechtwinklig zueinander stehen. 
2 Man unterscheidet drei Arten der Polarisation, namlich: zirkulare, lineare 

und elliptische Polarisation. Wenn der Gangunterschied des Lichtes nach dem 
1 

Eintritt in den polarisierenden Korper -4-.l. (.l. = WeIlenlange) ist, nennt man 

dies Zirkular-Polarisation, wenn Ll = l.l. ist, Linear·Polarisation. In anderem 
FaIle handelt es sich um eIliptische Polarisation. Die optische langere Achse 
bedeutet die langere Achse der angenommenen optischen Ellipse. Siehe Abb. 79! 
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Weil die Lichtintensitat vom Quadrate der Amplitude abhangt, so ist 

~~~ = ~ = sin2 2 ([> cos2 L 
002 So 2 

Daraus folgt: 

8 = 8 sin2 2 ([> cos2 .! o 2 

Wenn der Winkel ([> 45° ist, so ist bekanntlich die Doppelbrechung 

am starksten. In solchem FaIle ist 0 E = ()2(7 

Andrerseits ist die Beziehung TS = (°2 - (1) sin 22 c[j bekannt, in der 

die SchubspannungsgroBe in der Richtung ([> zur Hauptachse, durch 
Hauptspannungen ausgedruckt wird1 • Die Spannung Ts ist in diesem 
FaIle die Schubspannung in der Achsenrichtnng des Polarisators und 
des Analysators. 

Man vergleiche die Gleichung mit (4). Weil cos ; und ~2_; 0'1 als 

konstant angesehen werden konnen, erhalten wir somit folgende Be
ziehung: 

( 2 TS)2 2 Y 8 = 8 0 --- cos ~-. 
02 - 0, 2 

Oder die kunstliche Doppelbrechungsstarke (eines optisch~iso
tropen Korpers zwischen gekreuzten Nikols) ist dem Quadrate der 
Schubspannung in der Richtung der Polarisator- und Ana
lysa torachsen proportional. 

Die Veranderung der Spannung T fiir die verschiedenen Winkel ([> 

ist wie Abb. 81 zeigt (vgl. Abb. 2 in § 2). 

b 
Abb.81. Abb.82. 

1 Wenn wir die Koordinatenachsen mit den Hauptspannungsachsen parallel 
setzen, so erhalten wir durch die Gl. (1) in § 2 durch Einsetzung 

O"x = a 1 , <J y = 0'2' 1: = 0 
die folgende Beziehung 
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Diese Kurve wird zugleich als Veranderung der Amplitude an
gesehen. Die Kurve a in Abb.82 zeigt uns die Intensitatsanderung 
des Lichtes fUr die verschiedenen Lagen des Versuchskorpers. 1m 
Falle des zirkular polarisierten Lichtes ist i konstant, und die Kurve 
wird ein Kreis (Abb. 82b). Das bedeutet: die Starke der Doppelbrechung 
bleibt in jeder Richtung dieselbe. 

§ 39. Prinzip des Versuchs. 
Man macht zuerst das durch den Polarisator linear polarisierte Licht 

durch eine Linse parallel, dann laBt man es durch den Versuchskorper 
gehen und beobachtet es mit dem Analysator. Die Versuchseinrichtung 
ist in Abb. 83 schematisch dargestellt. 

Priiparl7l Linse Kompen- IInaly-
~ srnor sa/or 

I~ 
/ 

$A5ips 

Abb. sa. 

Man beobachtet direkt hinter dem Analysator, oder man kann 
auch hinter demselben eine VergroBerungslinse einstellen und das Bild 
an die Wand projizieren lassen. Fur zirkular polarisiertes Licht muB 

1 
man zwischen beiden Nikols 2 T Je (Je: Wellenlange) Gipsblattchen 

einschalten (siehe Abb.). Den Kompensator stellt man vor den 
Analysator. Um die von Punkt zu Punkt veranderlichen Spannungen 
zu ermitteln, mug ein umdrehbarer und mit Kreiseinteilung versehener 
Polarisator und Analysator vorhanden sein. Coker und Wilson haben 
solche Einrichtung benutzt. Man kann es auch so einrichten, daB statt 
beider Nikols nur die Praparate umgedreht werden, wie es Konig 
und Honigsberg gemacht haben. Fiir die LichtqueUe paBt mono
chromatisches Licht am besten, um die Doppelbrechung zu messen. 
Zur Beobachtung isoklinischer Kurven kann man auch gut weiBes Licht 
benutzen. Das weiHe Licht verdient manchmal den Vorzug, weil man 
beim weil3en Licht die Interferenzfarben, die man genauer miteinander 
vergleichen kann, sieht, wahrend man beim monochromatischen Licht 
die Schattierung von Dunkel und Hell beobachtet. 

Die isoklinischen Kurven kann man leicht unmittelbar beobachten. 
Durch Umdrehung der gekreuzten Nikols erhalt man alle die moglichen 
isoklinischen Kurven. Nicht so leicht zu erhalten sind aber die iso
chromatischen Kurven. Man mul3 namlich fUr jeden Punkt den Gang
unterschied mittels Kompensator oder Gipsblattchen ablesen, und durch 
Verbindnng der Punkte gleicher Doppelbrechung bekommt man nun 
erst die isochromatischen Kurven. Danach erkennt man nur die Ver-

lIIiura, Spannungskurven. 6 
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anderung del' Hituptsehubspannungen im Balken, abel' nieht die GroDe 
in den einzelnen Punkten. Die HauptsehubspannungsgroDe zu ermitteln, 
ist nieht unbedingt notwendig, notigenfalls kann man sie dureh Fest
stellung des Wertes J bereehnen. Um die Hi1uptspannungen a1 und a2 

zu ermitteln, benutzt man die Beziehung: 

0= .":1_+(52 ·d (5) 
mE ' 

wo E: Elastizitatsmodul, m: Querdehnungszahl, d: die Dicke des 
Balkens und a die Diekeniinderung ist. 

Wenn man den Wert a feststellt, so erhiilt man dureh Gl. (1) und 
(5) die Spannung a l und a2 . In meinem Versueh habe ieh mieh zur 
Naehprufung del' Balkentheorie in bezug auf die isotropen Korper nul' 
mit den Hauptspannungen besehaftigt. Man muD beaehten, daB diesel' 
Versueh seinem Zweeke naeh wesentlieh andel's ist, als die gewohn
lichen praktisehen Versuehe (z. B. in Eisenbeton, Holz usw.). 

VII. Ergebnis des ersten Versuchs. 
§ 40. Einrichtung des Versuchs. 

Die ersten Versuehe habe ieh im Institut fur angewendete Mathe
matik auf del' Universitat zu Jena gemaeht. Als Belastungsapparat 
_____ .___ _ benutzte ieh denselben, den Herr 

I I 

1,6m 

Abb.84 . 
.A Zugeinrichtung, B Hebel zur Ausbalan· 
zierung, C Schneiden, D Glasbalken, E Fiih· 
rungshi.ilsen ZUT Verstellung der Traverse F, 
G Bela~tllngg~('wi('htt', H Distanzfohre, 
I Flihrllllg~~tangeIl, E V-Eisen fur die I'~u.l3-
fesseln, L Wagebalken. Hebeliibertragung 

1: 10. 

Aue fUr seine Arbeit benutzt hat l . 

Die samtliehen optisehen Apparate 
habe ieh vom Zeiss-Werke in Jena 
zur Verfugung gestellt bekommen. 
Abb. 84 zeigt den Belastungsappa
rat. Nur statt del' Sehneiden fUr 

Abb.85. 

Auflager habe ieh Messingrundstabe 
(5 mm Durehmesser) benutzt. Ein 
Holzbrett, dessen Oberflaehe mit 
keilformigen Kerben im Abstande 
von je 10 mm versehen war, diente 
zur Unterlage (s. Abb. 85 t). 

Man kann somit die Spannweite 
beliebig andel'll. 

1 Aue: Zur Berechnung dcr Spannungen in gekriimmten Staben. Disser
tation 1910. 
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Fur die Versuchseinrichtung siehe untenstehende Abbildungen. 
Die zwei Nikols Fund K sind mit Kreiseinteilung, bis zu einem 

Grade lesbar, versehen. Die Gruppen (A) und (B) stehen auf je einem 
Tische, der in beliebiger Richtung verschiebbar ist. Beim Versuch habe 

*~~t-~~7~~ 
I I I I 

Abb.86. 
A I-ieht'luclle Xitrolampe 8 Volt 24 HR, B Deformierte Linse, deren Irisblende C bUdet das BUd 
der Liehtquflle auf die Blende E ab, D Riivettc fiir Wasser odcr Liehtfilter, F Polarisator, 
G, J Glimmer :4 i.*. H, I Linsen (f ~ 70 em, <P ~ 8 em), M Projektionsobjektiv (direkt hinter dem 

Nikol aufgestrllt). 

ich die Spannungskurven zum Teil nach der Projektion an der Wand 
gezeichnet, zum Teil direkt beobachtet und gezeichnet. Um korrekter 
zeichnen zu konnen, habe ich einen Rahmen mit gekreuzten Faden 
(5 mm X 5 mm) hinter dem Objekt ein
geschaltet und danach auf kariertem I 

Papier ubertragen. 
(Samtliche Praparate wurden vom 

Zeiss-Werke Jena geliefert.) 
Nebenstehende vier Versuchsprapa

rate habe ich benutzt. Die Praparate I 
und III sind aus Glas ,,0.376"1, von dem 
Praparat II jst ein Exemplar von der- III 

selben Sorte und eins aus gewohnlichem 
Spiegelglas. Das Praparat IV ist aus 
Spiegelglas. Zur Untersuchung der iso-

IV 
chromatischen Kurven genugt Spiegel-
glas, zur Orientierung uber die Doppel
brechurrgsgroBe muB man l1aturlich 

L---_----II [lJm 
",~~~12cm'-~~~; ~~5cm 

Abb. 87. Praparate. 

einen sorgfaltig ausgewahlten, spannungsfreien Glasstab benutzen. 
Abb. 123 und 124 auf Tafel I am SchluB des Buches zeigen die Ein
rich tung des Versuchs. 

§ 41. Ausfiihrung des Versuchs. 
Zuerst muB man untersuchen, ob die Praparate spannungsfrei sind. 

Zu dies em Zwecke setze man das unbelastete Pr:aparat zwischen die 
gekreuzten Nikols. Dabei darf keine Helligkeit auftreten. Dann drehe 

* Um zirkular polarisiertes Licht zu erhalten, muE man die optischen Achsen 
der Glimmerplattchen senkrecht zueinander stellen, mit einer Neigung von 45° 
zur Polarisatorachse, die zur Analysatorachse senkrecht steht. 

1 Die Zusammensetzung ist folgende: 55,5% Sio; 4,5% NaO; 8% KO; 6% 
1 

PhO; 0,3% AsO. E = 5945 kgjmm2; f.l = m = 0,2234445. 

6* 
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man die beiden Nikols, indem man die Polarisations- und Analysations
ebene immer zueinander senkrecht halt. Das Gesichtsfeld muB bei 
allen Lagen der Nikols dunkel bleiben. Nach SchluB des Versuchs 
muB man die Priiparate entlasten und sie wieder bei verschiedenen 

o 

e e 

Lagen der gekreuzten Nikols priifen. Dabei habe ich 
natiirlich keine Helligkeit gemerkt, weil die Last weit 
unter der elastischen Grenze war. 

Zuerst beobachtete ich die isoklinischen Kurven, in

Ilillllllllll:IIII"!"!!III demd . icdh die1 Nd.ikodls kjel umK 50 o~er IGOO .wheitferlddre?the, 
un Je esma Ie un en urven 1m eslC ts e zelC-
nete. Dies sind die isoklinischen Kurven. 

Ilil:if!II"i!!i!I!I!!!:!!!1 Um eine gleichmiiBige Belastung zu erhalten, ha,be 
ich zwei Praparate II aufeinander gesetzt und in kiir-

Abb.88. zerer Spannweite in der Mitte belastet. Man erhiilt da-
durch den Fall etwa des gleichmaBig belasteten Balkens 

und den mit konzentrierter Last bei gleichmiiBiger FuBbelastung 
(Abb. 88). 

§ 42. Neue Methode zur Aufzeichnung 
isochromatischer Kurven. 

Besonders schwer ist es, die isochromatischen Kurven genau zu 
zeichnen. Man kann sie indirekt aufzeichnen, wenn man die Gang
unterschiede Ll an moglichst vielen Punkten abliest. (Diese Methode 
wird in Abschnitt VII genauer behandelt.) Die indirekte Feststellung 
der isochromatischen Kurven ist bis jetzt nie gelungen. Ich habe hierzu 
folgende neue Methode angewendet, die mir fiir diesen optischen Ver
such sehr zweckmiiBig scheint. Mit zwei t A Glimmerpliittchen mache 
man zuerst zirkular polarisiertes Licht, dann schalte man die Pliittchen 
verschiedener Wellenlange in der Lage J' (s. Abb. 86) ein. Ich benutzte 
die Plattchen aus der Mohrschen Kollektion. Sie enthielt vier Glimmer
und vier Gipsbliittchen t A, t A, ~ A, } A, 1. bis 4. Ordnung Rot) fiir 
Newtonsche Skala). Durch Superposition (bei parallelen optischen 
Achsen: Addition, oder bei gekreuzten optischen Achsen: Subtraktion) 
bekommt man Variationen von t A Unterschied (d. h. t, t, i,L 
§-, t, i und 1 A). Man nehme an, daB ein {- A-Plattchen so ein
geschaltet sei, daB die Indexachse (optische Achse) zur lotrechten Rich
tung in einem Winkel z. B. rx. geneigt ist, so bleibt irgendeine Stelle 
im Gesichtsfeld, wo die Doppelbrechung mit t A ausgelOscht worden 
ist, ganz dunkel. Man notiert diese Stelle, dreht das Pliittchen etwas 
weiter und erhiilt eine neue Stelle, die dunkel bleibt usw. Auf diese 
Weise gewinnt man viele solche Punkte. Durch Verbindung derselben 
erhiilt man eine Kurve. Dies ist die isochromatische Kurve, in der die 
HauptschubspannungsgroBe korrespondiert mit dem Gangunterschied 
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von i A. Wenn man auf diese Weise die andern Plattchen einschaltet 
und dasselbe Verfahren wiederholt, erhalt man die weiteren isochroma· 
tischen Kurven. 

§ 43. Ergebnisse des Versuchs. 
Ich habe zuerst mit Praparat I die isoklinischen Kurven bei ver· 

schiedener Spannweite aufgezeichnet. Die Ergebnisse sind wie Abb. 89 
bis 94 zeigen. 1m FaIle der Abb. 89b ist das Verhaltnis der Spannweite 

c 
zur Rohe des Balkens gerade b = 5. 

Abb. 9b. lsokllnlschc Kur,'o (Priiparat 1). 

Nach der Annaherungsberechnung in § 15 erhielten wir fur die Ab· 
stande der Nullschubspannungspunkte von der oberen Kante r/ = 0,7609 
und 0,2563; diese Lage kann man in der Abbildung ungefahr erkennen 1. 

Die FaIle der Abb. 90 bis 94 sind bei verschiedener Spannweite von 

8 cm bis Null untersucht. Die Verhaltnisse ~ sind also 4 (Abb.90) 

2 (Abb.91), 1 (Abb. 92), 0,5 (Abb.93) und ° (Abb.94). 1m letzten 
FaIle ist die Kurve fast dieselbe. wie bei einer quadratischen Scheibe. 
Wie Abb. 95 zeigt, habe ich zum Vergleich die Kurven in einem Wurfel 
von 3 cm Seitenlange untersucht. Die isoklinischen Kurven werden 

1 In Abb. 89a sieht man die Nullschubspannungspunkte deutlicher. 
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Abb. Ill. J oklln~he Iturve (Priiparllt 1). 

Abb. 112. Isokllnisehe Kurvo (Praparat 1). Abb.1l3. I kllnlllChe KUl"\"e (Priipara t 1). 
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Abb 94. Isoklinische Kurve (Praparat 1). 

Abb.05. IRokllnlsche Xurve. 

Abb.97. Hauptspannungstrajektorie (Praparat 1). 

aus einer Schar £lacher, par
allel laufender, horizontaler 
Linien, je nach dem das Ver-

haltnis ~ kleiner wird, all

mahlich gekriimmt, bis sie 
zuletzt etwa kreisformig aus
sehen. 

Die Spannungstrajekto
rien, die nach den gemesse
nen isoklinischen Kurven 
gezeichnet sind, findet man 

Abb.98. Hanptspannungstrajektorie (Praparat 1) 
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in Abb. 96 bis 98. Man sieht hier sehr deutlich, daB die lokale Starung 
bei der Spannungsorientierung beachtet werden muH, besonders fur 

den Fall, daB das Verhaltnis ~ klein ist. In der Abb.93 sieht man 

Abb.99. Isochromatische Kurven. 

Abb. 100. Isoklinische Kurve (Priiparat 2). 

einen Nullschubspannungspunkt unterhalb der Balkenachse (vgl. 
§ 15). 

Abb. 90a und 90b sind zu vergleichen mit dem Resultat, das wir in 
§ 16 annaherungsweise erhielten (vgl. Abb. 33a und 33b). In der Abb. 90b, 
die nach der in § 42 dargestellten Methode gezeichnet ist, ruhren die 
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Zahlen t bis l her von den Wellenlangen der Gips- und Glimmer
plattehen, die ieh fUr die Untersuehung benutzt habe. Die Zahlen 
haben also an sieh keine Bedeutung; sie dienen nur als Mittel, um da
naeh das Verhaltnis der Hauptsehubspannungen an verschiedenen 
Punkten miteinander zu vergleichen. 

Abb. 99 zeigt die isochromatischen Kurven in einem Zelluloidbalken 
13,5 X 2 X 1,2 cm. 

Weil Zelluloid nicht so sprode ist wie Glas, kann man den Zelluloid
balken so stark belasten, daB bei weiBem Licht im Gesichtsfeld mehrere 

~ ~ 
I vn v..~ 

1\'-= &! 
'-6 

I 
~ I / 

'1'1 ....-"" Y \ - I-
1/8 y /8 

- _\ I 

~ 

~ ~ "!'II r--- r---... l-
i"-..... 

~I ~ 
Abb.101. Isochromatische Kurve (Praparat 2). 

dunkle Streifen erseheinen. leh habe die Kurven dieser Streifen mit 
Benutzung zirkular polarisierten Liehtes aufgezeichnet. Diese Kurven 
sind isochromatische Kurven. Man muB aber beachten, daB der Zelluloid
balken dabei schon auBerhalb der Elastizitatsgrenze belastet ist, wie 
man aus der starken Durchbiegung des Balkens in der Abbildung er
kennen kann. Dieses Resultat habe ich zum Vergleich mit dem beim 
Glasbalken hier beigesetzt (ferner vgl. § 48). Die Ergebnisse des Ver
suchs mit den Praparaten II, in dem die zwei aufeinander gesetzten 
Balken untersucht werden, sind wie Abb. 100 und 101 zeigen. Beim 
oberen Balken sieht man Spannungskurven, ganz ahnlich denen, beim 
FaIle der Halbscheibe mit einer Last (vgl. Abb. 48bund50). Dies Resultat 
dient indirekt zur Nachpriifung der Beziehung 

2P 
(J = - _.- cos l[J (vgl. § 18). 

1" :n:r 
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In bezug auf den unteren Balken sieht man Kurven, die mit den
jenigen in Abb. 18a und b ubereinstimmen, abgesehen von dem Gebiet 
der Auflager. Man kann also umgekehrt schliel3en, dal3 die Belastung, 

Abb. 102. Isoklinische Kurven (Praparat 3). 

Abb.103. Isoklinische Kurve (Praparat 4). 

wie beabsichtigt, gleichmal3ig war. Abb.96 zeigt die Hauptspannungs
traj ektorie. 

Praparate 3 und 4 habe ich nur fur die isoklinischen Kurven 
benutzt (Abb. 102 und 103). Abb. 104 und 105 zeigen die danach ge-
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zeichneten Hauptspannungstrajektorien, die sehr gut zur Nachpriifung 
der Theorie des abgestumpften Keils mit einer Last an der Spitze 
parallel zur Keilachse dienen (vgl. § 32). Man sieht dabei, daB die 
Hauptspannungstrajektorie, wie sie in Abb. 72 andeutungsweise auf
gezeichnet war, wie erwartet, genau stimmt. 

Abb. 104. Hauptspannungstrajektorie (Praparat 3). Abb. 105. Hauptspannungstrajektorie (Praparat 4). 

Die photographischen Aufnahmen fur die isoklinischen Kurven findet 
man in Abb. 125 bis 137 auf Tafel II bis IV am SchluB des Buches. 

VIII. Ergebnisse des zweiten Versuchs. 
§ 44. Einrichtung des Versuchs. 

Den zweiten Versuch habe ich im physikalischen Institut der Uni
versitat zu GieBen gemacht. Ich benutzte dabei die Einrichtung, die 
Prof. Konig fur seinen Versuch gebraucht hat!. 

f!lIeckSl1berlompe 

$ommeillnse 

Orehb. fJelosftJngsopporof 

Linse IInolysotor 

~ft-~+----1tt------i:=:lttt-----jIt-~ 
Kompensolor 

Abb.106. 

Die Einrichtung ist in der Abb. 106 schematisch dargestellt. 
Das Licht der Quecksilberlampe geht zuerst durch einen Mono

chromator2, dadurch kann man jede beliebige Farbe des Spektrums 

1 Konig: Nachweis elastischer Spannungen in ringformigen Korpern mit 
Hilfe kiinstlicher Doppelbrechung. 1915 usw. Siehe Literaturangabe. 

2 Monochromator nach Voigt. V gl. Deutsche Mechaniker-Zeitung 1911, 
S.67-69. 
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erhalten. Ich habe die hellgrune Farbe gewahlt, deren Wellenlange 
A. = 546 ftft ist (ftft = Millimikron). Die Belastung ist bei dies em zweiten 
Versuch durch Schrauben verursacht (s. Abb. 107). Das Praparat wird 
in einem Stahlrahmen unter einer Traverse eingelegt, die mittels der 
Schraube heruntergedruckt wird. Fur unseren Versuch ist es nicht 
notig die LastgroBe zu messen, weil wir es nur mit dem Verhaltnis der 
Spannungen an den einzelnen Punkten zueinander zu tun haben. 

Wenn man aber die sog. spezifische Doppelbrechung (J) kennt, 
so kann man durch sie die SpannungsgroBen berechnen. 

Zur Belastungseinrichtung brauchen wir noch einen Apparat, den 
Abb. 108 zeigt. Dieser hat senkrecht zueinander verschiebbare Metall
scheib en (PI P 2) und eine kreisformige Scheibe mit Kreiseinteilung. 
Auf dieser kann man 
die Drehung bis zu 
30" mit dem Nonius 
(V erni er) ablesen. 

o 0 

Abb.107. Abb.108. 

Hinter der Scheibe P schraubt man den Belastungsrahmen fest. 
Man kann dann jede beliebige Stelle des Praparats genau in die Mitte 
des Gesichtsfeldes bringen und dann beobachten. 

Urn moglichst nur einen Punkt des Versuchskorpers beobachten 
zu konnen, laBt man den, von dem eng geoffneten Spalt des Mono
chromators austretenden Strahl durch die Blendoffnung von ungefahr 
1 mm Durchmesser an das Eintrittsrohr R gehen. Man laBt den Strahl 
aus dem Versuchskorper noch einmal durch eine kleine Blendoffnung 
(ungefahr 1 mm Durchmesser) vor dem Analysator durchgehen, damit 
man jeden Beobachtungsfehler moglichst vermeidet. 

Bei der Aufstellung ist es das wichtigste, die Drehungsachse des 
Praparats vollkommen senkrecht zur Praparatsflache und mit dem 
Lichtstrahl genau zusammenfallend zu stellen. 

Ich habe dazu folgende Vorbereitung getroffen. Zuerst markierte 
ich die Stelle auf dem Praparat, auf die der Lichtstrahl fant, und dann 
drehte ich das Praparat. Wahrend des Drehens muB der Lichtfleck 
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in derselben Lage bleiben, wenn die PraparatsfHiche zur Strahlen
richtung senkrecht ist. 

Z ur Messung des Gangunterschieds 
benutzte ich den Soleil-Babinetschen 
Kompensator, mit dem man den 
Gangunterschied bis zu 0,01 I' (I' = 

Mikron) ablesen kann 1. 

Da der Zweck des Versuchs die 
Ermittelung der Spannungen 1m 
Mauerfundament war, habe ich fur 
die Praparate folgende vier gebrauch
lichste Formen gewahlt (s. Abb. 
109). 

~---J 015 ---, I " J,Oem 
2 em I 
I '150 4 

300.t 1cm 
~5cm J 

1----lf.,5cm~ l !oE---1.J,5~ 
Dicke: 1cm 

rE---J,5Cm ----J. 
Abb.109. 

Die gesamte Versuchseinrichtung findet man abgebildet am SchluB 
des Buches (s. Abb. 138 u. 139 auf Tafel V). 

§ 45. Ausfiihrung des Versuchs. 
rch habe zuerst das hellgrune Licht durch den Kompensator beob-

achtet und folgende Ablesung der Phasenverschiebung erhalten: 

Mittelwerte 
Differenz 

+ 25,32 + 12,51 - 0,36 - 13,21 
+ 25,33 + 12,47 - 0,34 - 13,15 
+ 25,29 + 12,52 - 0,24 - 13,05 
+ 25,40 + 12,65 - 0,28 - 13,16 

+ 25,34 + 12,54 
12,80 

-0,31 
12,85 

-13,14 
12,83 

Daraus schlieBe ich, daB 12,83 {l dem Gangunterschied einer Wellen
lange entspricht, und daB 0,31 die Ablesung fur den Null Gangunter
schied ist 2,3. 

Wie bei dem ersten Versuch muB man auch diesmal wieder vor 
und nach dem Versuch prufen, ob die Praparate spannungsfrei sind. 
Die Methode ist dieselbe wie in § 41. Nur statt der beiden Nikols habe 
ich in diesem Falle den Ni::irenbergschen Apparat benutzt 4 • Urn die 

1 Der Kompensator besteht aus einer planparallelen Quarzplatte und zwei 
gegeneinander verschiebbaren Quarzkeilen, die senkrecht zur optischen Achse 
geschnitten sind. Niiheres siehe z. B. Schulz und Gleichen: Die Polarisations
apparate und ihre Verwendung. 

2 Die Ablesung (0,31) muE eigentlich Null sein, wenn der Kompensator 
ganz in Ordnung ist. Wahrscheinlich sind die Quarzkeile des benutzten Kom
pensators etwas nach einer Seite geschoben. Es schadet aber bei der Untersuchung 
nichts weiter. 

3 Diese Kompensatorlesung fUr das benutzte Licht ist fur unsern Versuch 
nicht notig. Wenn man aber die HauptschubspannungsgroEe feststellen wilL 
fiuE man sie benutzen. (Siehe § 46.) 

4 Der Noerenbergsche Apparat ist ein Polarisationsapparat durch Re
flexion mit 2 Spiegeln. (Siehe Abb. 111.) 
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Belastung moglichst gleichmaBig zu machen, habe ich die Praparate 
zwischen mehreren Lederschichten eingelegt unddann gedruckt. Trotz
dem ist die Belastung vielleicht nicht ganz gleichmaBig, sondern etwa 
parablisch verteilt (s. Abb. llO). Diese parablisch verteilte FuBbelastung 
entspricht wahrscheinlich mehr dem wirklichen Belastungszustand im 
Fundament, weil der Boden immer etwas nachgiebig ist. 

Um die symmetrische Belastung zu erhalten, habe ich bei der Be
lastung das Praparat auf den Objekttisch des Noerenbergschen Apparats 
gesetzt, es beobachtet und korrigiert. Um Entlastung des Praparats 
wahrend des Versuchs zu vermeiden, lieB ich die Praparate nach der 
Belastung eine Nacht durch stehen. (Ich habe die Priiparate in den 

Abb.110. 

Abb.111. 

meisten Fallen so stark gedruckt, daB im oberen 
Teil der Praparate die violette Farbe der 1. Ordnung 
erschien.) 

Die Polarisator- und Analysatorachsen mussen 
zuerst mit der Neigung von 45 0 zur horizontalen 
Richtung eingestellt werden, weil die Quarzkeile 
dieses Kompensators in wagerechter Richtung ver
schiebbar sind. Nach Aufstellung des Praparats 
bringe man die Stelle, deren Spannung gemessen 
wird, in den Gang des Lichtes1 und drehe das 

~:c. Praparat, bis das Gesichtsfeld dunkel wird. Die Ab-
/1' 

lesung der Kreiseinteilung bei dieser Lage zeigt die 
Hauptschubspannungsrichtung des betreffenden Punk
tes. Man drehe dann das Praparat um 45 0 weiter, so 
stimmt die Hauptschubspannungsrichtung mit der 
Polarisations- und Analysationsebene uberein. In 

dieser Lage ist die Aufhellung am starksten. Man stelle dann den 
Kompensator hinter den Analysator und lOsche die Aufhellung durch 
Umdrehung der Schraubentrommel des Kompensators aus. Die Ab
lesung am Kompensator gibt uns das Doppelbrechungsverhaltnis an 
diesem Punkte. 

Auf diese Weise habe ich die Hauptspannungsneigung und das 
Doppelbrechungsverhaltnis im Vertikal- und Horizontalabstand von 
je 2 mm gemessen. Es ergaben sich dabei Stellen, wo man die Aufhellung 
leicht ausloschen und solche, wo man sie nie vollkommen ausloschen 
konnte; in letzterem FaIle bleibt das Gesichtsfeld halbdunkel. Die 
ersteren Stellen liegen in dem Gebiet, wo die Hauptschubspannungen 
sich von Punkt zu Punkt verhaltnismaBig rasch andern, wahrend sie 
sich an den letzteren Stellen allmahlich andern. Dasselbe bemerkt man 
in bezug auf die Messung der Hauptspannungsneigungen. 

1 Wie ich schon bemerkt habe, ist das Lichtbiindel, das auf das Praparat 
fallt, kaum so groB wie 1 mm Durchmesser. 
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§ 46. Ergebnisse des Versuchs. 
Die Ablesung der Hauptspannungsrichtung und des Doppelbrechungs

verhaltnisses findet man in Tabelle 8 bis 11, in welchen der Anfangs
punkt der Koordinaten der Mittelpunkt der oberen Kante ist. 

Tabelle 8a. 
Hauptspannungsrichtungen. (Praparat 1.) 

'" ",(nun) 

y(nun) 

I 
3 
5 
7 
9 

2 I 4 
I 

0 I i 0 I 

1-20 1-30 
1-20, I-50 
1-20 I-50 
1-20 I-50 
1-20 I-50 
4-50 3-35 

I 
6 

I 
0 I 

8 I 10 

I 

, 
I 0 I 0 I o I 

18 I 20 I 

o I I 0 I I 

16 21,5 

o I 

! 1 

! 

II 
13 
15 
17' 
19 
21 
23 
25 
27 
29 

II-50 11-20 
22-30 29-50 
20-35 32-50 45-50 i 59-35 
IE-50 29-20 42-50 i 54-15 59-00 
II-30 24-50 35--25 j 44-50 50-50 56-50 158-10 
7-50 17-00 28-30'34-50 40-05 43-50147-20 52-50 57-00, 
5-10 10-05 I 15--50 119-50,26-10 31-05 32-50 35-50 38-05140-50 36-20 
2-50 4-50 I' 8-20111-20 13-50 16-50 19-20 '21-40124-20 23-35 17-20 

50 1-40, 2-30 I 3-10 4-10 5-10 6-50 j 7-55 i 10-50' 12-50 I 8-05 

x(mm) I ? '4 6: 8 : 10 : 12 I 14 I 16 18 I 20 I 21,5 

Tabelle 8b. 
Hauptschubspannungsverhaltnis. (Praparat 1.) 

I 16,66 
3 6,42 
5 6,34 
7 6,25 
9 6,18 

II 5,25 
13 3,19 
15 1,61 
17 0,58 
19 0,72 
21 1,48 
23 2,46 
25 3,54 
27 4,98 
29 6,82 

x (mm) 0 

2 

6,24 
6,08 
6,08 
6,08 
5,94 
5,54 
4,23 
2,22 
1,06 
1,29 
1,72 
2,38 
3,48 
4,98 
6,82 

2 

15,81 
1 6,03 
1 6,03 
'1'6,03 

6,03 

8 10 12 14 16 18 20' 21,5 

i 6,03 
, 6,24 
'1

4,87! I i 
3,00 6,58 ! 6,71 ! ' i I 

! 2,55 ! 4,32 j 4,97 5,04 1 i I I ' 
i 2,51 I 3,35 , 3,81 I 4,U 4,20 I 4,24 I I 

I, 2,54

1

2,90 I 3,13 i 3,21 I 3,37 I 3,31 2,96
1

2,87 I 

I 3,41 3,30 13,20 : 3,12 13,05 I 2,90 12,73 2,19 I 1,30 0,01 
i 4,74 4,31 i 4,04 I 3,70 3,2913,05 2,80 I 2,30 11,59 0,62 
I 6,55 6,07, 5,43 14,77 I 4,20 3,61 I 3,10 ! 2,40 ,1,79 1,30 

I 4 i 6 ! 8 I 10 I 12 I 14 I 16 I 18 ! 20 .21,5 

In bezug auf die Ablesung der Doppelbrechung darf man nicht ver
gessen, daB die Zahlen an sich keine bestimmte Bedeutung fur die 
SpannungsgroBe haben. Sie geben die Verhaltnisse der Hauptschub
spannungen an verschiedenen Stellen an. Falls man die Hauptschub-
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Tabelle 9a. 
Hauptspannungsrichtungen. (Praparat 11.) 

"'~ (mm) 1 2,5 1 4,5 1 6,5 1 8,5 
'Y<mm~ 0 I 0 ' 0 I 0 ' 

10,5 

o ' 
1

12,5 

o ' 

14,5 

o , 

16,5 18,5 

o ' o ' 
1

21,5 

o ' 

I I 0-02 2-50 i 3-40 
3 1-15 3-24: 2-30 

I 
I 

I 5 1-25 3-1511-55 
7 I-50 3-10 2-15! 
9 1-50 4-16 1-45' ! i 

II 3-35 7-10, 3-14 I 

13 4-30 II-I0 8-50 ! 

15 3-20 12-00 19-30 
17 2-15 9-50 18-00 30-30 
19 2-20 II-OO 18-20 26-40 39-45 
21 3-25 11-30 18-30 24-00 32-35 40-00 
23 4-00 12-00 16-20 21-30 27-30 33-00 39-15 
25 4-00 II-30 15-00 18-30 23-22 27-30 31-10 38-24 
27 4-30 10-30 14-00 16-30 19-20 22-40 25-20 27-30 30-40 
29 6-00 9-30 12-50 , 14-20 17-00 19-30 21-10 21-10 22-40 26-00 
31 6-30 8-30 11-12 12-15 14-30 16-05 17-00 15-40 17-00 21-00 
33 5-30 6-50 9-10 10-40 11-47 13-40 12-45 11-30 13-00 17-30 
35 3-55 5-20 6-45

1 

7-55 8-30 10-001 9-30 9-00 9-00 12-40 
37 3-15 3-45 3-20 4-42 6-00 6-50, 7-20 7-00 6-30 8-00 
39 1-25 0-20 0-30 1-30 2-10 3-00: 4-00 4-00 2-00 0-30 

x(mm) I 2,5 I 4,5 6,5 i 8,5 I 10,5 12,5 1 14,5 i 16,5 I 18,5 ! 21,5 

Tabelle 9b. 
Hauptschubspannungsverhaltnis. (Praparat 11.) 

" x (mm) 1 
1 2,5 1 8,5 

I 1 

y(:~ 0 4,5 6,5 10,5 12,5 :,14,5 16,5118,5 1 21 ,5 
I 

I 9,54 9,02 7,46 6,87 1 

I i 
! 3 9,16 8,86 7,56 7,05 

5 8,64 8,58 7,58 7,24 
7 8,92 8,12 7,60 7,41 

I 9 7,22 7,54 7,70 7,78 i 
II 6,28 6,88 7,83 8,19 ! 
13 5,23 5,69 7,73 9,52

1 
I 

7,05 
! 

15 4,37 4,55 5,68 10,71 I 
17 4,20 4,32 5,30 6,70 I 7,52: 
19 4,24 4,40 5,34 5,6515,68! 4,56 I 

21 4,30 4,60 5,30 4,98 4,5414,03 3,56' 
23 4,45 4,70 4,87 4,73 I 4,45 3,90 3,44 2,55 
25 4,53 4,73 4,56 4,43 [4,45 3,90 3,38 2,55 1,80 
27 4,53 4,64 4,44 4,38 i 4,40 I 3,99 3,28 2,60, 1,88 1,22 
29 4,57 4,63 4,55 4,33 I 4,35

1 

4,05. 3,37 2,741 2,06 1,40 
0,36 

31 4,65 4,75 4,65 4,37 I 4,30 I 4,10 1 3,64 3,03 i 2,29 1,66 0,79 
33 4,81 4,99 4,78 4,4514,26 4,1O! 3,70 3,10 2,49 1,80 I,ll 
35 5,10 5,22 4,99 4,56 4,45! 4,1613,82 3,221 2,50 1,81 1 1,16 
37 5,65 5,60 5,32 4,65 4,60 i 4,40 4,06 3,29 2,60 1,90 1,42 
39 6,52 6,22 5,88 5,16 ! 4,641 4,52 4,19 3,501 2,77 i 2,10, 1,64 

x(mm) I 0 2,5 4,5 6,5 1 8,5 110,5 112,5 14,5: 16,5 ! 18,5 121,5 
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Tabelle lOa. 
Hauptspannungsrichtungen. (Praparat IlL) 

~x(:m) I 2,5 
I 

4,5 I 6,5 I 
I I I 

8,5 10,5 12,5 14,5 16,5 

y(mm) ,,_ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 
I 0 , 0 , 0 , 

" I 

1 0-30 3-30 6-30 
! 

i 

4 0-30 4-00 2-50 
6 0-30 2-10 
8 0-30 3-30 2-10 

10 2-10 
12 1-40 6-00 2-30 
14 2-30 
16 4-30 9-30 I 4-00 
18 7-30 19-30 9-00 

13-00 

I 
20 11-30 19-30 28-00 

46-30 63-20 64-20 
22 10-30 14-40 18-00 53-30 
24 9-30 12-30 16-00 27-45 36-05 41-30 42-10 38-00 
26 8-30 12-00 18-30 22-40 29-40 32-15 32-30 28-30 
28 7-40 12-00 17-30 19-10 25-40 26-30 26-30 21-40 
30 7-00 12-00 13-50 17-00 20-10 21-50 18-40 14-15 
32 5-30 12-00 9-00 11-10 15-05 15-30 11-30 9-10 
34 3-00 7-30 5-00 5-00 8-00 9-15 5-30 3-30 

x (mm) I 2,5 I 4,5 I 6,5 I 8,5 I 10,5 I 12,5 I -14,5 I 16,5 

Tabelle lOb. 
Hauptschubspannungsverhaltnis. (Praparat IlL) 

'~'(~I I I 

I 
I 

0 2,5 4,5 6,5 I 8,5 10,5 12,5 14,5 16,5 

I 
I 

I 

1 11,00 I 9,69 7,20 6,79 
4 10,65 9,56 7,97 7,56 
6 10,28 9,25 7,61 
8 9,62 8,93 8,19 7,78 

10 9,07 8,78 7,81 
12 8,20 8,48 8,36 7,95 
14 7,43 8,11 9,48 
16 6,40 6,79 8,55 9,48 
18 4,86 5,53 9,13 

I 

20 3,87 , 4,22 4,39 5,43 

414 I 
i 5,82 1,94 -0,03 -0,05 -0,31 

22 , 4,54 

I 

5,03 6,28 I 
24 4,81 5,36 6,40 6,94 6,76 4,16 2,24 0,84 ,-0,04 
26 5,52 6,16 6,60 6,90 6,62 4,92 3,36 2,00 0,70 
28 6,37 6,77 i 7,00 7,00 6,57 5,43 4,20 2,82 1,49 
30 7,27 7,53 

I 
7,50 7,25 6,60 5,49 4,72 

I 

3,41 2,16 
32 8,15 8,08 7,90 7,49 6,61 5,55 

I 

4,76 3,68 2,80 
34 9,68 9,38 I 8,43 7,70 6,83 5,80 4,94 3,68 2,99 

x (mm) I 0 I 2,5 I 4,5 I 6,5 I 8,5 I 10,5 I 12,5 I 14,5 ! 16,5 

spannungen ermitteln will, kann man sie nach Gl. (1) in § 37 berechnen, 
wenn der Wert J bekannt ist. Wir nehmen die optische Konstante 

Miura, Spannungskurven. 7 
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Ta belle 11 a. 
Hauptspannungsrichtungen. (Praparat IV.) 

~~~)I 3,5 

I 
6,5 9,5 12,5 I 15,5 18,5 

I 
21,5 , 

y (mm) '~ 0 , 0 , 0 , 0 , I 0 , 0 , I 0 , 
I I 

0,5 4-00 6-30 I 

I 

I 

2 3-10 4-30 
4 2-15 0-55 
6 2-00 0-40 
8 1-00 0-40 I 

I 

I 
10 0-20 0-30 
12 4-00 0-30 
14 5-10 0-30 
16 11-00 5-20 
18 18-20 16-40 : 

20 29-00 33-10 
50-00 72-30 65--20 56-10 41-45 

22 20-30 25-50 
24 14-30 21-30 34-00 47-00 49-00 46-20 41-45 
26 ll-OO 17-10 28-10 36-50 39--30 39-20 33-20 
28 9-20 14-10 23-20 28-50 32-15 31-50 26-20 
30 6-50 I 

10-00 18-30 21-30 23-55 23-50 19-20 
32 5--00 5-40 13-30 15--10 16-20 16-45 12-00 
34 3-10 3-45 7-10 7-15 7-30 5--50 3-10 

x(mm) I 3,5 I 6,5 I 9,5 I 12,5 15,5 
I 

18,5 i 21,5 I I 

Tabelle llb. 
Hauptschubspannungsverhaltnis. (Praparat IV.) 

~"'(=) I 
I 

i I 

I 
I 

I 

y(mm~ 
0 I 3,5 6,5 9,5 12,5 i 15,5 I 18,5 21,5 

I I I ! I I 

0,5 9,90 8,48 4,89 I 
2 9,60 8,35 5,67 
4 9,28 7,98 6,15 
6 8,76 7,85 6,30 

I 
8 8,60 I 7,75 6,38 I 

10 8,04 , 7,61 6,47 . 
12 7,50 

I 

7,40 6,70 I I 
14 6,19 6,67 7,20 I 

16 3,91 5,21 7,95 
I 

18 1,79 

I 

3,17 1l,72 I 
20 1,30 2,54 12,17 

I I 6,56 2,60 0,80 0 -0,31 
22 1,91 

I 

2,70 3,78 I , 
24 3,51 4,07 5,60 I 6,90 4,63 2,51 0,89 0,30 I 

26 5,06 
I 

5,73 6,31 

I 
6,97 5,30 3,33 I 1,64 0,85 

28 6,65 6,70 6,82 6,94 5,70 3,93 
I 

2,17 1,34 
30 8,51 

I 

7,73 I 7,34 7,20 5,96 4,27 2,52 
I 

1,78 
32 10,45 9,00 I 8,16 I 7,60 6,26 4,55 2,70 2,15 
34 12,07 10,70 I 9,68 i 8,52 i 6,88 4,86 3,25 i 2,50 I 

x (mm) I 0 3,5 6,5 9,5 ! 12,5 ! 15,5 I 18,5 I 21,5 

wie folgt an: Die optische Konstante Jist die Phasendifferenz, die in 
einem Wurfel von 1 mm Kantenlange bei einer Belastung von 1 kg 
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hervorgerufen wird. Nach dem Ergebnis von SteinheiF ist J = 0,602 A 
(A = Wellenlange des hellgriinen Lichtes des Spektrums = 456,u). 

I 
I 
:~ 

Abb. 112a. Isoklinische Kurve (Praparat I). 

Abb. 112 b. Hauptspannungstrajektorie (Praparat I). 

Daraus folgt: Die HauptschubspannungsgroBe an dem Punkt, wo die 

1 Steinheil: Einige Faile von Doppelbrechung in kreisf6rmigen Glasscheiben. 
1920. 

7* 
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Abb. 112 c. Isochromatische Kurve (Praparat I). 

Abb. 113a. Isoklinische Kurve und Hauptspannungstrajektorie (Praparat II). 
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Kompensatorablesung 6,82 ist (vgl. Tabelle 8b) 

6,82 - 0,31 * 1 0 602 0 1 
12,83 * II. = 2 T12 , X 1 X II. , 

TI2 = 12,0:j-\2,83 kgjmm2 = 4,2143 kgj cm2. 

Dies ist die groBte Spannung in diesem Falle. 

Abb. 113b. Isochromatische Kurve (Praparat II). 

Abb. 112 bis 115 zeigen die isoklinischen Kurven, die danach ge
zeichneten Spannungstrajektorien und die isochromatischen Kurven. 
Die Spannungskurven in Abb. ll2b und c stimmen sehr gut mit den
jenigen in Abb. 77 a und b iiberein, die theoretisch gerechnet sind. 
Dies dient als giinstige Nachpriifung fUr die Theorie der keilformigen 
Trager in Abschnitt V. 

Abb. 114 und ll5 sind mit den Abb. 17a und 17b zu vergleichen. 
Man kann hier also feststellen, daB die Theorie mit dem Versuch hin
reichend iibereinstimmt. Besonders Abb.115a und b stimmen genau 
mit den theoretischen Ergebnissen (Abb. 17a und 17b) iiberein. 

* Vgl. § 45. 
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Abb. 114 a. Isoklinische Rurve. Hauptspannungstrajektorie (Praparat III). 

Abb. 114 b. Isochromatische Rurve (Praparat III). 
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Abb. 115 a. Isoklinische Kurve und Hauptspannungstrajektorie (Praparat IV). 

Abb. 115 b. Isochromatische Kurve (Praparat IV). 
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Lorenz hat in seinem Werke die Hauptspannungstrajektorie im 
Fundament wie Abb. 116 zeigt, vermutungsweise gezeichnet. 

Diese stimmt verhaltnismiWig gut mit unserem Versuch liberein 
(s. Abb. 114a und 115a). 

Abb.116. Abb.117. 

Die photographischen Aufnahmen der isoklinischen Kurven fUr 
einige FaIle findet man auf Abb. 140 bis 142 Tafel VI im Anhang. 

Wie man bei den isochromatischen Kurven sieht, ist die Druck
verteilung an der oberen Kante vermutlich parablisch und andert sich 

zur Mitte des Stammteiles hin 
~2q./~12'*-2q.~ t-E-2q/~12*-21,l~ 
I I I I allmahlich gleichmaBig. 
I I I I 

PO;]'----r R 
LR_-3_-_6--L ___ • ___ ..L11rT'I-1--1z-:-1 --s""'; ~ 

R'---r- R 
L~_1~;~-_3 __ ~ 1 ____ ~ltT,11---1z-:-1_-S~~ 

M'---r- R 
L~_-S_-_6 __ ~ __ · ____ ~I~T,11---2--q~~ 

Nach unsern Ergebnissen kann 
man allgemein schlieBen, daB in 
dem Fundament die gefahr
lichsten Stellen die Mitte 
der Unterschicht und die 
Eckpunkte B und B' sind (s. 
Abb. 117). 

Beim Bruch erscheinen die 
Risse vermutlich wie die Abbil
dung zeigt. Diese Annahme er
flillt sich tatsachlich, wie man 
beim Versuch des Betonfunda-
ments von Talbot an der Illinois 
Universitat sieht. Die Abb. ll8 

R R ECY 11f,TI-1--1--2-::cJ 
L...... ____ --'-______ ~ ist aus "Reinforced concrete wall 

ffi707 ,.. ____ ~r;1709'--__ --, footing and column footing" von "I I Talbot entnommen 1 . 1-2-1/ 11" 1-2-11 
+. ____ --1...,-___ ...... Man sieht hier sehr deutlich, 

~S6~ 1<;1"--~~-8""-"-----,.""i1 

Abb.118. wie die Risse in der Mitte der 
Unterschicht anfangen, mit nur 

3 Ausnahmen (Nr.1303, 1306 und 1703). Er behauptet in seiner Ab
handlung: 

"Although the maximum bending moment is shown by the above analysis 
to be at the section which passes through the middle of the wall, the resisting 
moment of the section will be far greater than that of a section of the projection 

1 illinois bulletin. 1913, Nr.67. 
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of the footing in those cases where the wall and footing are poured at the same 
time or where they are well bonded together ... " 

"Altogether, it may be expected that the section at the face of the wall will 
be the critical section for bending moment ... " 

Sein Resultat ist aber nicht giinstig fUr seine Theorie, sondern um
gekehrt fUr unsere Theorie, denn es liefert vielmehr den Beweis, daB 
die groBte Spannung in der Mitte der Unterschicht vorkommt. 

§ 47. Neue Methode zur Berechnung des Mauerfundaments. 
1m vorhergehenden Paragraphen haben wir die Spannungsverteilung 

im Fundament beobachtet und uns iiberzeugt, daB die gewohnliche Be
rechnungsart wenig Sinn hat. lch schlage hier folgende Rechnungsart vor. 

Wie wir schon gesehen haben, sind die Spannungen nahe den Ecken E 
und F sehr gering (s. Abb. 119). Wir wollen deshalb annehmen, daB 
nur der Keil AD B als Widerstandselement & . 
wirkt. Wenn aber der Vorsprung des Fun- d1J I 

F __ , B E F BE daments aus der Mauer sehr gering ist, , - , ' 10:' \ H 

verbindet man zuerst den Eckpunkt B mit A- r-:",-'o' '~D' 
dem Mittelpunkt der Unterschicht A, und 
dann den Punkt B mit dem Punkt D', Abb.119. 

wo die Gerade, die A B senkrecht halbiert, mit der Unterschicht sich 
trifft. Wir erhalten in diesem FaIle einen abgestumpften keilformigen 
Trager BH DA. 

Nun ist das Problem, das des keilformigen Tragers, von dem wir 
schon in Abschnitt V gehandelt haben. Diese Rechnungsart ist viel
leicht theoretischer als die gewohnliche, in der man sich auf die Span
nungsverteilung nur im wagerechten und lotrechten Querschnitt be
schrankt. Wir wollen hier ein Beispiel des Talbotschen Versuchs nach 
unserer Methode berechnen, und mit dem dort gegebenen Resultat ver
gleichen. Man muB aber darauf achten, daB der Beton nicht zu dem 
Material gehort, das dem Hookeschen Gesetz folgt. Unsere Berechnung 
ist deshalb nur ein MaBstab, nach dem man die Spannungen mitein
ander vergleichen kann. Die Rechnungsart, die Tal bot dort empfiehlt, 
ist naturlich in demselben Sinne auch nur einMaBstab, obschon er nichts 
dort daruber gesagt hat. 

Wir wollen das Praparat 1707 1 betrachten 
(s. Abb. 120). 

Aus Tabelle 

(Jr=3,77 p 
= 3 77 ~9,600_ = 432 5 -++/0" 

, X 36 x 12 ,-t+ 

~J611~ 

Abb.120. 

1 In anderen Versuchskorpern sind die Strecken (a-b) gegeniiber den Strek
ken (b) so groB, daB es gleichgiiltig ist, ob man nach der Spannung am Punkt A 
die Beanspruchung berechnet oder nach der Annahme des keilformigen Tragers. 
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Dieser Wert ist viel hoher als der, den Tal bot berechnet hat; namlich 
344#/0". Man kann daraus schlieBen, daB die Risse deshalb in der 
Mitte erscheinen. Man muB hier die berechnete Spannung mit der 
Zugfestigkeit des Materials vergleichen, aber nicht mit dem Bruch
modul (modulus of rapture). Die beiden Rechnungsarten sind vollig 
verschieden. 

Dieselbe Berechnungsart wie bei Talbot findet man im "Taschen-
buch fUr Bauingenieure". Abb.121 ist dem "Grundbau" von Engel 

it A ent~;ll~;:~h, wie ihn die Abbildung 

,zeigt, ist theoretisch nicht moglich, 
h . und kommt vielleicht auch praktisch 
± , ,IX nicht vor, wie man nach Talbotschen 

i<C-b __ mb... Versuchen vermuten konnte. Engel 
Abb.121. hat dabei zwei groBe Fehler gemacht: 

1. Er hat einen Fundamentteil mit so groBem Keilwinkel (cx = 60°) 
einfach als Balken mit der Rohe "h" angesehen. 

2. Er hat die Schubspannung ganz vernachlassigt, die fUr eine der
artige Proportion der Fundamentform den Bruch sehr stark beeinfluBt. 
Rier trifft unsere Keiltrager-Berechnungsart gerade zu. Nach seiner 
Methode ist' 

I 

Daher ist p = (1. 

Nach Tabelle 5 sind die Spannungen in der Mitte der Fundament-
unterschicht : 2,527 P 

T12 =--2-' 

Or = 1,53 p. 

Die Zugspannung in der Mitte ist 1,5mal so groB wie diejenige 
nach der Engelschen Berechnungsart. Diese Abweichung ist viel zu 
groB, um die von ihm empfohlene Gleichung zu benutzen. 

Anmer kung. Das sog. Bruchmodul (modulus of rapture) soll natiirlich ein 
MaJ3stab sein, um nach ihm die Beanspruchung zu vergleichen. Dabei ist es sehr 
notig, darauf zu achten, daB die Spannungszustande dieselben sind. Vielleicht 
ist es richtiger, wenn man das Bruchmodul fUr gleichmaJ3ige Belastung (modulus 
of rapture for uniform load) von dem Bruchmodul fUr konzentrierte Belastung 
(modulus of rapture for concentrated load) unterscheidet. Wahrscheinlich kommt 
die starke Abweichung der Bruchmodule des Versuchskorpers von denjenigen 
des Kontrollbalkens daher, daB man die obenerwahnten Module nicht unter
schieden hat. (Vgl. Tabelle 7 von Talbot.) 

§ 48. N achbemerkung zum optischen Versuch. 
Der obenerwahnte optische Versuch hat einen ganz anderen Zweck 

als die anderen technischen Versuche, wie z. B. fur Eisenbetonbalken, 
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eiserne Saulen usw. Man kann den ersteren als "den theoretischen 
Versuch" von dem letzteren als "dem praktischen Versuch" unter
$cheiden. Bei dem ersteren handelt es sich um die Spannungsverteilung 
in homogenen und elastischen Korpern, d. h. um die Spannungsermitt
lung eines Korpers innerhalb der elastischen Grenze, indem das Material 
~ls homogen angesehen wird. Dieser Versuch dient zur Nachpriifung 
der Theorie oder zur Spannungsermittlung bei einem Korper, bei 
dem die theoretische Losung sehr schwierig oder iiberhaupt unmog
lich ist. Wesentlich anders ist der gewohnliche technische Versuch, in 
dem man den wirklichen Spannungszustand (meistens auBerhalb der 
Elastizitatsgrenze) beobachtet. Es ist klar, daB das Resultat des ersten 
Versuchs direkt zur Spannungsorientierung im Betonbalken oder im 
Balken aus heterogenen Materialien nicht anwendbar ist. AuBerdem 
ist auch zu beachten, daB dieser Versuch nur innerhalb der Elastizitats
grenze ausgefUhrt werden soll. AuBerhalb der Elastizitatsgrenze ver
liert der Versuch schon seinen Sinn und gehort jetzt nicht mehr zur 
erst en Versuchsart, sondern zur zweiten. Diesen wichtigen Punkt ver
giBt man leider zuweilen und gewinnt dann ein verkehrtes Resultat. 

Auch zwei in der "Zeitschrift fiir technische Physik" erschienene 
Aufsatze sind, wie ich glaube, von dem oben erwahnten Fehler nicht 
frei 1. 

Da Zelluloid dem Hookeschen Gesetz nicht folgt2, so kann man 
wohl schlieBen, daB der Versuch, der mit den Praparaten aus Zelluloid 
gemacht worden ist, den Wert der erst en Versuchsart verliert und des
halb nur als solcher der zweiten Bedeutung hat; d. h. fiir die Spannungs
ermittlung im Zelluloidbalken auBerhalb der Elastizitatsgrenze. Man 
darf das Ergebnis eines solchen Versuchs auf keinen Fall als Nach
priifung der Theorie des elastischen isotropen Korpers gelten lassen. 
Selbst wenn man auch Proportionalitat zwischen Spannung und Form
anderung (oder Doppelbrechung) in Zelluloid voraussetzt, sind die 
Versuehe doeh nieht richtig, wenn sie bei einer Belastung auBerhalb 
der Proportionalitatsgrenze ausgefiihrt werden. 

Z. B. Asch hat in seinem Aufsatz als Proportionalitatsgrenze fiir 
Zelluloid 120 kg/cm2 empfohlen. Er hat trotzdem in seinem dritten 
Versueh das Praparat 1,01 em X 11 cm X 0,519 em auf zwei Auflagern 
von 10,6 cm Spannweite mit 7,5 kg gedriiekt. Daraus folgt: die naeh 
gewohnlieher Balkentheorie berechnete groBte Spannung in der Spann-

1 Die Aufsatze sind: 
Asch: Untersuchung der Spannungen des gebogenen Balkens im polarisierten 

Licht. Z. techno Phys. 1922, Nr. 9. 
Birnbaum: Optische Untersuchung des Spannungszustandes in Maschinen

teilen mit scharfen und abgerundeten Ecken. Z. techno Phys. 1924, Nr.4. 
2 Ambronn: tiber anormale Doppelbrechung beim Zelluloid. 1911. 
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mitte ist 
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~.1l1-~~ -----""'5~-22 k I 2 bh2 - 2 X 0,519 X 1,012 - 5 gem. 

Weil die Spannung so weit die Elastizitatsgrenze ubersehritten hat, 
ist die Spannungsverteilung bedeutend anders als die naeh der Theorie. 
Aseh hat die Spannung in einem Quersehnitte, der 3,3 em vom Stutz
punkt entfernt ist, gemessen. Es ist moglieh, daB die Spannung in diesem 
Quersehnitt innerhalb der Proportionalitatsgrenze sieh befindet, aber 
die Spannungsverteilung bleibt naturlieh nieht dieselbe wie wenn die 
Spannung an keiner Stelle die Proportionalitatsgrenze ubersehritt. 

In dem Versueh von Coker 1 habe ieh ein ahnliehes Versehen be
merkt. Er empfiehlt dabei 4000 #/0" als Elastizitatsgrenze fUr Xylo
nite, das er als Versuehsmaterial benutzt hat. 

Man findet am Ende seines Aufsatzes folgende Tabelle: 

1--0--0,16 
Abscissa (") 

.---------~--,-----

0,25 0,5 Neutral ax. 1,5 2 

Stress 2380 1970 at 0,1 0,7 640 
(#/0") 3370 2380 " 0,16 0,7 950 1270 

4060 2480 " 0,25 0,7 1460 1720 
4570 1460 0,75 1910 2730 

Die beiden unterstriehenen Spannungen sind also auBerhalb der Elasti
zitatsgrenze. Der von ihm festgestellte Abstand .cler Neutralaehse von 
der Mitte des Streifens ist 0,057" (die Streifenbreite war 0,473"). Durch 
Vergleieh dieses Wertes mit dem berechneten Werte 0,055" nach Pear
son und Andrew sehloB er, daB die Theorie mit dem Versueh gut 
ubereinstimme. Der Wert 0,057" entspricht dem Fane der Spannungen 
in der 4. Zeile in der Tabelle, wo die Spannung 4570 #/0" schon weit 
die Elastizitatsgrenze ubersehritten hat. Fur den Fall, in dem die Span

nungen innerhalb der Grenze bleiben (z. B. bei 
den Fallen der 1. und 2. Zeile in der Tabelle) ist 
der Abstand viel groBer und ist ungefahr 0,07" 
naeh der Abbildung, die in dem Aufsatz sieh be
findet. Daraus folgt, daB seine Naehprufung der 
Theorie nicht ganz stimmt. Ubrigens sind die dort 
abgebildeten isoklinischen Kurven (Abb. 4) nieht 
richtig (vgl. Abb. 122 !). Das kann man sofort· 
merken, wenn man die Symmetrie der Kurven 
zur Horizontalaehse beaehtet (s. die Ziffern in der 

Abb.122. Abbildung). 
Zum SehluB freue ieh mieh, darauf hinweisen zu konnen, daB wah

rend meiner Arbeit mein verehrter Freund Ikuzo Arakawa fUr einen 

1 The optical determination of stress. Phil. Mag. Vol. 20, Ser. 6, 1910. 
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optischen Versuch Bakeli te mit gutem Erfolg zum erstenmal benutzt 
hat!. 1m Verhaltnis zu Zelluloid ist die Spannungs- und Langsanderungs
kurve bei diesem Material fast geradlinig 2 und hat auch die gerade 
ftir den Versuch geeignete Eigenschaft, daB es bei den niedrigen Lasten 
eine starke Doppelbrechung zeigt. Bakelite ist das Material, das meines 
Erachtens fiir den optischen Versuch ktinftig am meisten gebraucht 
werden diirfte. 

1 Arakawa, 1.: Phys. Math. Soc. Japan, lII, 5, Nr.9-Il. 
2 Tsuji, J.: Berichte d. Phys. Chern. lnst. Japan. Jahrg.5, Nr. 5. 
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