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Yorwort.

Der Urquell aller Mathematik sind die ganzen Zahlen. Dies
verstehe ich mnicht bloB in dem althergebrachten Sinne, da auch der
Begriff des Kontinuums sich aus der Betrachtung diskreter Mengen
ableitet. Vielmehr denke ich bei diesen Worten an Ergebnisse neueren
Datums. Die Beherrschung der Exponentialfunktion von der Kreis-
teilung aus, die Erfassung der elliptischen Kunktionen mittels der
Modulargleichungen lassen zuversichtlich glauben, daB die tiefsten Zu-
sammenhinge in der Analysis arithmetischer Natur sind. Diese Zu-
versicht hat heute schon Erfolge gezeitigt. Nichtsdestoweniger sind
die Theorien, die eines Tages solche Ahnungen in GewiBheit wm-
wandeln sollen, noch weit davon entfernt, Gemeingut zu sein. AuBer-
halb eines engen Kreises deutscher Mathematiker ist die Zahlentheorie
in den letzten Dezennien wenig gepflegt, wenig gefordert worden.

Wie mag es zugehen, dall so Viele von den eigenartigen, durch
die Zahlentheorie ausgelGsten Stimmungen kaum einen Hauch ver-
spiiren? Die Schipfungen eines Gaull und anderer Groben sind zu
erhaben. Iiir diejenigen, die nicht nur erbaut, auch ergitzt sein
migen, liegen zu wenig leicht einschmeichelnde Melodien in dieser
gewaltigen Musik. Vielleicht lieflen sich da Anhiinger fiiv die reinen
Lehren der Arithmetik eher nach der Methode der Salutisten werben.

Von solchen Erwiigungen her kam ich zu einer Art Metamor-
phose des klassischen Lehrgangs der Zahlentheorie. In einer durchaus
elementar gehaltenen kleineren Vorlesung, die ich im Wintersemester
19034 hielt, riickte ich geometrische und analytische Problenistellungen
i den Vordergrund und drang dabei doch ziemlich weit in die Theorie
der algebraischen Zahlkirper ein. ks war von vornherein meine Ab-
sicht gewesen, die Vorlesung, die auch vieles neue brachte, zu ver-
offentlichen. Die Publikation zog sich wegen anderer Arbeiten hinaus.
Herr Dr. A. Axer, einer meiner damaligen Zuhirer, hat seinerzeit mit
grofler Sorgfalt die Vorlesung ausgearbeitet und noch ein letztes Kapitel
nach Aufzeichnungen in einem Manuskript von mir angefiigt. Fiir
seine wertvolle und trewe Mitarbeit bin ich ihm zu grofem Danke
verpflichtet.
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Erstes Kapitel.
Anwendungen eines elementaren Prinzips.

Die Betrachtungen dieses Kapitels werden sich auf ein einfaches
Prinzip stiitzen, von welchem Dirichlet seinerzeit mehrere tief-
liegende Anwendungen gemacht hat; dasselbe lautet:

Wenn n + 1 Dinge auf wn I'dcher irgendiwie wverteilt werden, so
mufd es darunter mindestens ein Fach geben, welches mehr als ein Ding
aufninmt.

§ 1. Begriff der niichsten ganzen Zahl.

Wir stellen uns das System der ganzen rationalen Zahlen in der
iiblichen Weise durch eine Skala dquidistanter Punkte auf einer un-
begrenzten Geraden dar (Fig. 1) und wollen festsetzen, daB zu jedem
der entstandenen Intervalle

! . i P A
von der absolute}l Linge 1 ————p—t—; R
etwa bloB der linke End- .

ig. 1.

punkt gerechnet werde;
dann wird jeder Punkt der Geraden in ein bestimmtes Intervall hinein-
versetzt, so daB sich zu jeder beliebig vorgegebenen reellen Grofie a
zwel aufeinanderfolgende ganze Zahlen x, und x, + 1 derart eindeutig
angeben lassen, daB

g <a<wy+1 oder 0<a—ay<1 (1)
wird. Die Zahl x. die nach links niichste Zahl von «. heillt die grifte
gunze Zahl in o und wird nach GauB mit [«] bezeichnet.

Zihlt man dagegen zu jedem Intervalle dessen rechten Endpunkt

und den linken nicht, so gehoren eindeutig zu jedem beliebigen a
zwel ganze Zahlen x;, — 1 und z,, derart, dal}

2 —1<a<g, oder 0<g —a<l1 (2)

ist; z, 18t dann die nach rechis niichste ganze Zahl von a.

z, und «; sind offenbar die Endpunkte cines Intervalles, den Fall
ausgenommen, wo ¢ eine ganze Zahl ist und sonach x, und z, in «
zusammenfallen.

Minkowski, diophant. Approximationen 1



2 I. Anwendungen eines elementaren Prinzips.

Es ist weiter evident, daB @ entweder eine ganze Zabl ist oder
von einem und nur einem Endpunkte des Intervalls, in welchem es
liegt, um weniger als 1 absolut entfernt ist oder von jedem der End-
punkte um % absteht. Sonach existiert zu a immer eine ganze Zahl
derart, daB

e—a|<4 (3)

wird; sie ist eindeutig bestimmt, bis auf den IFall, wo a 4 1 ganze
Zahlen sind und z also zweier Werte fihig ist; sie moge die ab-
solut nichste oder kurzweg die ndchste ganze Zahl von « heiBen.

§ 2. Annitherung an eine beliebige reelle Grife.

Ist @ eine beliebig gegebene reelle Grofle, y eine positive ganze
Zahl) so gehort nach dem zuletzt Gesagten zu ay eine ganze Zahl x
(unter Umstéinden gehoren dazu zwei Zahlen z) derart, daB

£

| f 1 .
|z —ay| <4 oder ‘V?I—a,{‘gﬁ (4)
wird. Die letztere Ungleichung besagt, da zu a sich eine rationale
Zahl mit dem Nenner y derart angeben liBt, da der Unterschied

zwischen letzterer und @ dem Betrage nach die GroBe ;;J nicht tiber-

schreitet. Auf diese Weise kann man der GréBe o durch rationale
Zahlen beliebig nahe kommen, indem man nur y grof genug wiihlt.
Zu einer Verstirkung dieser Anndherung fithrt die folgende Uber-
legung: Wir teilen das Intervall O1 in ¢ gleiche Teilintervalle (¢>2),
die, wenn wir zu einem jeden dessen linken Endpunkt, nicht aber
den rechten zéhlen, unter-
i, einandervollstindig getrennt
sind und in ihrer Gesamtheit

% % % Lz 1

e die ganze Strecke 01, zu
welcher ebenfalls bloB der linke Endpunkt O, nicht aber der rechte 1
zu zihlen ist, zusammensetzen (Fig. 2). Sonach mufl jede in diese
Strecke fallende GroBe £ eine und nur eine der folgenden Unglei-

chungen erfiillen:
: 1 2 , -
0<i<t, t<ic?, , Tl<e<l )
Es sei nun z die nach rechts niichste ganze Zahl von ay:
0<z—ay<<l;

dann muB z — ay einer der Ungleichungen (5) geniigen. Wir lassen
y die Werte 0, 1,2, - .- ¢ durchlaufen; da die so entstandenen ¢ -4 1
GroBen 2 — ay in den ¢ Teilintervallen Unterkunft finden miissen, so



§ 2. Annitherung an eine GréBe. § 3. Anwendung auf lin. Dioph. Gleich. 3

wird es nach dem an die Spitze dieses Kapitels gestellten Prinzip
mindestens ein Teilintervall geben, welches mehr als eine dieser GréBen

aufnimmt. Fin solches sei etwa das li-te und 2" — ay/, 2" — ay” seien
zwel von den in dasselbe fallenden GréBen; dann ist

I

h—1 —1 ' v
| T ey

’ ’ h
y SE—ay <,
Hierbei sei "> y'. Aus diesen Ungleichungen folgt durch Subtraktion

— <l =) < g
Wird hier
==z, Y-y =y

gesetzt, wobei y offenbar eine der Zahlen 1,2 --. ¢ ist, so hat man:

}x—ay§<—;—r oder ‘Z —al<%/,
und a fortiori
x
LY
Diese Formeln liefern das folgende Theorem:

L Zu einer belicbigen Grife a wnd einer ganzen positiven Zahl t
lipt sich mindestens ein Paar von ganzen Zahlen z, y, deren letztere
n den Grenzen 1, tliegt, derart angeben, daf3 (& — ay| <1/t wird.

Hiermit ist eine rationale Zahl x/y gewonnen, die der GroBe a
um weniger als 1/y® absolut nahekommt, welche Anniherung von
stiirkerer Ordnung ist als die vorherige.

! 1
e <y (6)

.

§ 3. Anwendung auf lineare Diophantische Gleichungen.

Iis seien I, S, r, s positive ganze Zahlen, R/S = r/s und zwar so,
dall mittelst » und s dieses Verhiltnis in kleinstmdglichen ganzen
Zahlen ausgedriickt ist, alsdann liefert das letzte Theorem einen ein-
fachen Existenzbeweis fiir die Lésungen der linearen Diophantischen
Gleichung

sX—r¥Y=1 (M)
Fir s =1 liegt die Losung X =1, ¥ = 0 auf der Hand; denken wir
uns daher s > 1. Auf das erwihnte Theorem bezugnehmend, setzen
wir a—=r/s, t=s—1; dann gibt es einen Bruch x/y, wobel
1 <y <s— 1, welcher der folgenden Ungleichung gentigt:
£ r! 1

- <

Yy s S s—1y

oder
p . 1
|sw—ry <1+ _,
1



4 1. Anwendungen eines elementaren Prinzips.

oder auch, da 1/(s— 1) hochstens den Wert 1 hat, links aber eine
ganze Zahl steht:
sz —ry| <1

Die links stehende GroBe muB also entweder — O oder =1 sein;
ersteres kann nicht stattfinden, da 7/s in kleinsten Zahlen ausgedriickt,
hier aber y <s — 1 ist; daher gilt notwendig

[ Sx — 1Y | = 17
oder, wenn ¢ das Vorzeichen der Zahl sz — ry bedeutet:
¢(se—ry) =1

Hiermit ist aber eine Losung der vorgelegten Gleichung gegeben,
und zwar:

X=s2, Y=zsy. (2)

Wird nun R =dr, S=ds gesetzt und (7) mit d multipliziert, so
zeigt sich, daB d eine ganze Zahl sein muf; d heibt der grifte ge-
meinsame Teiler von I und S, und » und s heilen teilerfremd.

T+7 § 4. Zirkulare Anordnung von Intervallen.

Wir zeichnen (Fig.3) neben der Zahlengeraden einen die-
selbe im Nullpunkte bertihrenden Kreis vom Radius 1/2x und
denken uns beide Aste der Geraden, den positiven und den
negativen, in entgegengesetzten Richtungen um den Kreis
gewickelt. Sodann bildet sich jeder Punkt @ der Greraden in
einem Punkte b der Kreisperipherie ab; b 1st dann zu gleicher
Zeit Abbild aller Zahlen, die sich von a um eine ganze
Zahl unterscheiden. So bilden sich die ganzen Zahlen

VR selbst alle im Nullpunkte O ab. Der Bogen 00 stellt,
g 1n positiver Richtung gemessen, die Grofie a — [a] dar.
A

Die durch eine solche Abbildung gewonnene An-

ordnung des Kontinuums aller reellen Werte lings der

A Peripherie eines Kreises wollen wir die zirkwlare Anord-
nung des Kontinuums nennen.

Es seien ¢ Grofen ay, a,, - - -, a, (t > 2) durch Punkte
auf der Geraden gegeben. Wir bilden dieselben auf den
Kreisumfang in der obigen Weise ab und bezeichnen die
Abbilder in der Reihenfolge, wie sie entlang der Peri-
pherie vom Nullpunkte ab in positiver Richtung auf-
treten, mit 0, b,, - -, b;; eventuell zusammenfallende
+-7 Punkte sollen in dieser Folge nebeneinander stehen. So-
dann wird es unter den Bogenstiicken




§ 4. Zirkulare Anordnung von Intervallen. A

bybg, byby, -+, b,_1by, b,by,

in welche der Kreisumfang zerfillt, mindestens eines geben, das die
Linge 1/t nicht iiberschreitet; so sei etwa

0 < areh, b, <+ (9)
Fiir das kleinste aller Bogenstiicke wird in dieser Ungleichung rechts
sicherlich nur das Ungleichheitszeichen gelten, auler, wenn alle Bogen-
stiicke gleich lang sind und sonach fiir alle das Gleichheitszeichen
gilt. In dem ersteren Falle seien a’, a” jene von den gegebenen
Grofen, welche sich in &, , resp. b, abbilden; dann ist

arc0b, , =a' —[a'], arc0b, = a" —[a"],
mithin
arch, ,b,=a"—da + [a'] — [a"];
es existiert somit eine ganze Zahl z = [a'] — [a], welche der Un-
gleichung

0<a —a+a<t (10)
geniigt. Im zweiten Falle haben wir:
arcz}z‘—ibi:’%’ (=123t by =by), <11>

daher fiir beliebige ¢, k:

und in der Folge fiir beliebige zwei a’, ” unter den gegebenen
GroBen a:

a’ —a = »i—, (12)
worin ! eine jeweils bestimmte nicht durch ¢ teilbare ganze Zahl be-
deutet.

Diese Betrachtung liefert somit den Satz:

II.  Unter t beliebig gegebenen reellen Grifien a,. oy, - - -, a, gibt
es entweder mindestens ein Paar, o, a”, welches bei entsprechend ge-
withltem gangzahligem x die Ungleichung

Oga"’_a/,_*—x<—}‘

erfiillt, oder es gehirt zu jedem o ein & derart, daf bei jedesmal ge-
eignet gewdhltem ganzzahligem x

o —d +x= % (13)

wird.



6 I Anwendungen eines clementaren Prinzips.

Nimmt man speziell a,, , = ay(y =0,1,2,-- ., f— 1) an und be-
zeichnet die dem a’ bzw. ¢” entsprechende Gréle mit ay’ bzw. ay”,
so geht die Ungleichung (10) in die folgende iiber:

0<o—aly —y)< |,
oder, wenn
y—y' =y (- <y<i—1,y=+0)
gesetzt wird:

0<o—ay< (14)

und wenn man hier, so oft y negativ wird, die Vorzeichen umkehrt,
wie folgt:

02—c—a(-y)>—1, (15)
hernach — # durch z, — y durch y ersetzt, ‘so lassen sich die Un-
gleichungen (14), (15) in die eine

!x-ary‘<%~ (16)

zusammenfassen, wobei y eine positive Zahl <t — 1 ist.

Der Fall (12) hingegen erfordert hier, wo unter den gegebenen
Zahlen ay jedenfalls die Null vorkommt, daB alle ¢ — 1 anderen
Zahlen ay gebrochene Zahlen sind, aber at ganz ist, woraus folgt,
dafl a selbst ein nicht reduzierbarer Bruch vom Nenner ¢ ist; und in
diesem Falle findet die Gleichung (13) statt, welche hier die Form

x— ay = i, (—t—1H<y<it—1, y+0)
oder

o —ayi =, (<y<i-1) (1n
annimmt. Der Satz Il sagt sonachim Falle a,,, =«y(y=0,1,2,---,¢—1)
im Wesen dasselbe aus, was der Satz I, nur mit dem Unterschiede,
daB die obere Grenze des y dort ¢, hier { — 1 ist, ferner, daBl anderer-
seits | # — ay | dort immer unterhalb 1/¢ herabgedriickt werden kann,
hier aber nur bis auf den bezeichneten Ausnahmefall, in welchem
z —ay =1/t ist.

§ 5. Angeniiherte Darstellung zweier Grifien.

Um eine gleichzeitige Annitherung durch Briiche mit gleichem
Nenner an zwei gegebene GroBen @, b anzubahnen, nehmen wir eine
ganze Zahl 2z an, bezeichnen mit » bzw. y die nach rechts niichste
ganze Zahl von az bzw. bz, so daB also

0y —aqe=8<1, 0<y—be=9y<1



§ 5. Angenitherte Darstellung zweier Grofen. 1

ist, und teilen die Strecke O1 ebenso, wie im § 2, in ¢ gleiche Teil-
intervalle, so daB dann § wie 7 fiir sich je einer der Ungleichungen

g

i

¢ 1 1
O§n<_{’ 7<

t—1 3

2
<,
<1

geniigen. Lassen wir nun 2 die Werte 0, 1,

2, ..+ t% durchlaufen, so entspricht jedem =z

ein bestimmtes GroBenpaar £ 5 und hiermit

eine Kombination derjenigen zweli unter den

bezeichneten Teilintervallen, in denen die betreffenden §, % bzw. liegen.
Da nur ¢ verschiedene solche Kombinationen méglich sind, z aber
2?4+ 1 Werte annimmt, so muB es mindestens eine Kombination
geben, welcher zwei Werte von z, etwa £, 2” entsprechen, so dab die
zugehorigen Werte &', £ einerseits und v, %" andererseits in je ein
und dasselbe Intervall fallen. Es seien dies das h-te resp. I-te Inter-
vall (Fig. 4); dann haben wir:

h —1 ’ ’ , /] kE—1 ’ ’ ’ v
R D . e L P P
h—1 ’” 7 2 h F—1 ’” % ’” k
, S =a"—ad <4, - <y =y"—bz )
woraus durch Subtraktion
1 v , " . 1 1 1 , " " 1
— < ——x—a(z—z)<t, — e <Y =y =0 (=)<
folgt, oder, wenn
xub__x/:x7 yr/_y/:y, Z”—Z’:z
gesetzt werden:
| 1 1
w—an| <, y—bz| <, (18)
wobel
1< < (19)
ist, — oder auch
x ‘ 1 Y 1
s <, pob <y
und a fortiori
1 7 ‘ 1
-—a <y, ;i_b‘< 3
sz | F Do

Hiermit ist das folgende Theorem gewonnen:

L. Zu zwei beliebig vorgegebenen Griflen a, b und einer ganzen
positiven Zahl t kawn man immer mindestens eine in den Grenzen 1,
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t* gelegene ganze Zall z und dazu zwei andere ganze Zahlen x. y der-
art angeben, daf3 gleichzeitig die Ungleichungen bestehen :

{I«—azl<1, y——bzi<%—-

Hierdurch sind also rationale Zahlen z/z und y/z gewonnen, die

den GroBen @ und b bzw. um weniger als 1/z% absolut nahekommen.

Man sieht ohne weiteres, wie dieser Satz auf beliebig viele ge-
gebene Grofen ausgedehnt werden kann. In der allgemeinen Fassung
lautet er, wie folgt:

IIT'.  Zu wi gegebenen Grifen a,, ay, ... a, und einer positiven
ganzen Zahl t kann man tmmer mindestens eine in den Grenzen 1. t
liegende ganze Zahl z und dazu n andere ganze Zahlen z,, %,. ..., r
derart angeben, daf

"

' —asl < L , ori T g e 1
2 — a2 < und a fortiori ;W :< 3 (20
z n
(1=1,2,3,..,n)
wird.
Wir wollen die Ungleichungen (18) unter Hinzufiigung des Gleich-

heitszeichens zum Ungleichheitszeichen folgendermaBen schreiben:
te —atz | <1, ty—btz| <1,

und gemilh (19)

1

In

17t: '

als dritte Ungleichung hinzufiigen; dann 1aBt sich das Theorem III
so formulieren:

III”. Es gibt mindestens ein System von ganzzahligen Werten 2, y, 2
die wicht alle gleichzeitiy verschwinden und den drev linearen Formen

>

E=tx —atz, m=ty—Dbtz, §=t12.z (21)
mit der Determinante
't, 0, —at
0, t, — bt 1‘ — 1
\
O) 0; 25’ i

Werte erteilen, deren Betrige die Einheit nicht iibersteigen.
Dieser Satz ist bloB ein Spezialfall eines viel allgemeineren

Satzes, welcher den Gegenstand der nichstfolgenden Paragraphen
bilden soll.
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§ 6. Satz iiber drei terniire lineare Formen.

Der allgemeine Satz lautet:
IV. Zu drei reellen linearen Formen dreier Variabeln,

E=az + by + ¢z,
n=a'z+ by + ¢z, (22)
E=a"2x +V'y+ 'z,

mit der Determinante 1 lassen sich immer ganzzahlige Werte x, y. 2.
die wicht siimtlich verschwinden, derart angeben, daf fiir dieselben

8 <1, [7 51, [§[<1 (23)
wird.

Dieser Satz 148t sich auch auf Formen (22) mit beliebiger nicht
verschwindender Determinante A in der Weise iibertragen, daB in (23)
die Einheit durch !%/Al ersetzt wird; denn steht er einmal fir For-
men mit der Determinante 1 fest und haben &, 7, { die Determinante
A =0, so ist er auf die Formen E/%/A, 2)VD, ¢/VA, deren Deter-
minante offenbar 1 ist, anwendbar: alsdann existiert ein ganzzahliges,
von (0, 0, 0) verschiedenes Wertesystem (z,y, 2), fiir welches

Ev im0 8 i<1

Yol oA’ i/A“ ’
also B
wird.

Fir den Satz IV sind drei wesentlich verschiedene Beweise be-
kannt geworden. Der eine beruht auf geometrischen Betrachtungen,
die mich auf den Satz gefiihrt haben, und ist sehr durchsichtig, setzt
aber gewisse geometrische Begriffe voraus, auf die wir erst in den
nichstfolgenden Kapiteln eingehen wollen; einen anderen, arithme-
tischen Bewels hat Hurwitz (Gottinger Nachrichten, Math.-phys. Kl
1897, p. 139) gegeben; der dritte, der in den folgenden Zeilen ent-
wickelt werden soll, beruht wesentlich auf einer Idee von Hilbert.

Wir beweisen den Satz zunichst fiir folgende drei spezielle
Formen mit der Determinante 1:

§=z, ;]=—Z—, §=Ax + By + {1,z (24)

worln t,, t, ganze positive Zahlen und A, B beliebige reelle Grofen
sind, — und fiihren sodann durch gewisse Kontinuititsbetrachtungen
den allgemeinen Fall auf diesen speziellen zuriick.
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Um den Satz IV fiir die Formen (24) zu heweisen, lassen wir x
die Werte 0,1,2,...,¢ und unabhingig davon y die Werte 0, 1, 2,
.ty durchlaufen. Jede der so entstehenden (¢, + 1)(¢, + 1) Kom-
binationen (z, y) erteilt der GroBe — (Ax + By)/t,t, einen bestimmten
Wert, zu welchem wir die nach rechts benachbarte Zahl z suchen, so
daB jedesmal
Ax+ By

0<sy AEI <,

also fiir jedes so erhaltene Wertesystem (z, ¥, 2)
0<e<tt,

wird. Da auf diese Weise (¢, + 1)(t, + 1) Werte von { hervorgehen,
welche sdmtlich in dem Intervall von O bis ¢ ¢, liegen, dieses Inter-
vall aber nur # ¢, Teilintervalle von der Linge 1 besitzt, so miissen
in mindestens einem der letzteren nicht weniger als zwei Werte von §
zu liegen kommen. So sel etwa:

h<E=A0 4+ By +t 4,2 <h+1,

h<{=A2"+ By"+ t,t,2" <h+ 1
Hieraus folgt durch Subtraktion:

1§ —=¢| <1 (25)
Setzen wir nun
x/l _ x/ — x, y//_ ]// - 3/’ Z// _ Z,: Z’
wobel offenbar
0 v £, 0Z 9y £t (26)
ist, so wird:
1§ —¢i=|4dr+ By + tit,z, <1 (27)

und hiermit sind drei ganzzahlige Werte . 9, # gewonnen, fiir welche
nach (26), (27), (24)

8 £1, Inl<t, g <t
wird. Dabei kinnen diese Werte z, y, # nicht simtlich verschwinden,
denn wiren auch nur z, y beide gleich O, so wiirde dies bedeuten,
daB die beiden Kombinationen (2, %), (#”, ') miteinander identisch

sind, was ausgeschlossen ist.
Demnach ist unser Satz fiir den Spezialfall (24) bewiesen.

§ 7. Das Minimum eines Formensystems.

Der weitere Gang des Beweises erfordert die Entwicklung einer
Reihe von vorbereitenden Tatsachen und Begriffen, deren erster das
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Minimum eines linearen Formensystems fiir ganzzahlige Werte der
Variabeln sein soll.

Es sei das allgemeine Formensystem (22) mit der Determinante 1
vorgelegt und ¢ sei der grobte unter den Betriigen der Koeffizienten
dieses Formensystems:

ia"7 bi,...,jc"igg. (28}

Setzt man beliebige zwei der Variabeln z, y, # gleich 0, die dritte
gleich 1, so wird jede der drei Formen sichtlich gleich einem ihrer
Koeffizienten, also gleichfalls

&, Inl, 18 <o (29)

Hiermit ist die Existenz solcher ganzzahliger Werte x, y, # klar ge-
legt, die nicht alle Null sind und den drei Formen Werte § v, { er-
teilen, welche dem absoluten Betrage nach die GroéBe g micht iiber-
steigen; diese letzteren Werte kOnnen auch nicht alle drei zugleich
verschwinden, denn solches tritt wegen Nichtverschwindens der Deter-
minante von (22) nur fir 2 =0, y = 0, 2 = 0 ein, das letatere Werte-
system kommt aber hier nicht in Betracht.

Um nun Schranken zu finden, innerhalb deren die Grofen 2.y, 2
iiberhaupt liegen miissen, wenn irgendwie die Ungleichungen (29) be-
stehen sollen, 15sen wir die Formen (22) nach z, ¢, z auf:

x=«f + &+ g,
y=BE+ B+ 8¢ (30)
s=yE+yn+ ¢,
worin «, f3, ..., ¢ Unterdeterminanten von
a, b ¢
A= o, b, ¢ %

14 z ’” ’r

a’, 07, ¢

sind. Da wegen (28) jede solche Unterdeterminante absolut ge-
nommen < 2¢% sein muf, so haben die (leichungen 130) und die
Ungleichungen (29) notwendig zur Folge:

l2y lyl, 2 < 04° (31)

Hiermit sind in — 6¢3 6¢® Schranken der verlangten Art gefunden.
Es gibt sonach bloB eine endliche Anzahl von solchen ganzzahligen
Wertesystemen (z, v, #), welche die Ungleichungen (29) bewirken, und
wir denken uns diese Wertesysteme aus der (esamtheit der zwischen
den besagten Schranken liegenden ganzzahligen Werte , y. # heraus-
gesucht, doch unter Ausschluf des Wertesystems (0, 0, 0).
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Es moge nun ¢ (z,y,2) den groéBten, resp. einen der griBten
unter den drei einem vorgegebenen Wertesystem (z, y, 2) entspringen-
den Betriigen |&, |7n, |{| bedeuten. Dann wird fiir die soeben aus-
geschiedenen ganzzahligen Wertesysteme (7, y, ) und nur fiir diese,

N<gyz<yg

sein. Unter diesen zugehdrigen ¢, deren es eine endliche Anzahl
und zwar mindestens eins gibt, muBl es einen kleinsten Wert geben,
der sicher von O verschieden ist und eventuell auch fiir mehrere der
Systeme (2, 4, #) herauskommen kann; dieses kleinste ¢ wollen wir
das Minimum des Formensystems &, 1, { (scil. fiir ganzzahlige Werte
der Variabeln) nennen. Die Existenz desselben ist durch die vor-
stehende Betrachtung dargetan; zugleich ist festgestellt worden, daB
es <g ist und bei Werten z, 4, # eintritt, die jedenfalls in den
Schranken — 6¢° 6¢° liegen.

Der Beweis des Satzes IV wird nunmehr darauf hinauslaufen, zu
zeigen, daB das Minimum des Formensystems (22) den Wert 1 nicht
tiberschreiten kann; fiir das spezielle System (24) ist dies bereits be-
wiesen.

§ 8. Variation und Transformation linearer Formen.

Wir zeigen zuniichst, daB das Minimum sich kontinuwierlich dndert,
wenn man die Koeffizienten der drei Formen kontinuierlichen Anderungen
unterwirft.  Wir varileren die Koeffizienten a, o, ..., ¢” bzw. um
GroBen da, db, ..., 8¢, deren Betriige unterhalb einer positiven

Grenze ¢ liegen mogen:
[dal, |0b], ..., dc"| <e; (32)

wir bezeichnen dies als eine Variation <& der Formen &, 7, {. Hs
sei nebenbei bemerkt, dafl, wenn wir eine willkiirliche erste Variation
< & vorgenommen haben und dabei & der grofite unter den Betriigen
|dal, |0b1, ..., |0¢”| ist, wir an dem so gewonnenen neuen Formen-
system alsdann noch eine ganz beliebige Variation < ¢ — g, vornehmen
konnen und dabei das Resultat gleichbedeutend mit einer Variation
<& von & 7, { sein wird. Haben wir nun eine Variation < ¢ an
g, 7, ¢ ausgefiibrt und bezeichnen mit &% ¥ ¢* die dadurch aus
g, %, ¢ hervorgegangenen Formen, mit 0§, 07, 0§ dagegen die Ande-
rungen, welche die gegebenen Formen dabei erfahren haben, so ist

*—Et 4L otk=(a+ da)yr+ (b+0b)y+ (c+ de)e,
W=y + o= (a4 da)z + O+ 0V )y + (¢ + 0c)z, (33)
= L 0= (0" + da")x + b+ V)y + (" + 0c")2.
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Es sei nun M das Minimum der urspriinglichen, M* jenes der
variierten Formen. Wir wollen unter , y, z solche ganzzahlige Werte
der Variabeln verstehen, fiir welche das Minimum M eintritt; dann
miissen dieselben, sobald die Voraussetzung (28) getroffen ist, nach
§ 7 der Ungleichung

), 1yl 12] < 64° (34)

geniigen. Mit Riicksicht darauf und auf (32) folgt aus (83) fiir dieses
Wertesystem (x, , 2):
R I, [ < M+ 18y,
M* < M + 18¢g°. (35)

Analog seien z¥, y* z* gewisse das Minimum M* bewirkende
ganzzahlige Werte der Variabeln. Da aus der Voraussetzung (28) und
aus (32) eine analoge Voraussetzung fiir die Koeffizienten der variierten
Formen folgt, nimlich

la+ 0a:, (b4 0bl, ..., "+ <g+ ¢

so miissen 2% y* #* einer zu (34) analogen Ungleichung geniigen,
und zwar

umsomehr also

< Bg e
und dementsprechend folgt aus (33) fiir dieses Wertesystem (2%, y*, 2*):

E il |Gl < ME 418 (g 4 &,
M <D+ 186 (g +¢)" (36)
Aus den Ungleichungen (35), (36) entnehmen wir nun:
— 18&(g+)* < M* — M < 18¢ g%,

wodurch der Unterschied beider Minima, M und M# zwischen zwel
Grenzen eingeschlossen erscheint, welche beliebig klein gemacht wer-
den konnen, sobald nur & geniigend klein genommen wird, d. h. so-
bald die Variation der gegebenen Formen einen hinreichend kleinen
Spielraum nicht iiberschreitet. Hiermit ist also dargetan, daB das
Minimum von drei linearen Formen eine kontinuierliche Funktion der
Koeffizienten ist.

Im folgenden werden wir das Formensystem & 7, ¢, und zwar
immer nur zwei der Formen, so zu variieren haben, daB die System-
determinante den Wert 1 beibehiilt und dabei die Variationen aller
Koeffizienten eine Grenze ¢ nicht iiberschreiten. Dies wird in fol-
gender Weise zu erzielen sein: Wir variieren zuniichst etwa bloB die
Koeffizienten von £ bzw. um die GréBen d«, db, d¢, so zwar, daB

dal, 0b, ldc| < (37)

daher auch
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bleibt, wobei & noch unbestimmt, jedenfalls aber
0<H<e (38)
sel, und es sel 1 4+ dA die Determinante des variierten Formensystems,

wobel also
da, 0b, dc'

A= &, UV, ¢ |

i
rr 144 rr
al, VY e

ist. Damit aus dieser Determinante wieder eine Determinante vom
Werte 1 hervorgeht, multiplizieren wir in ihr eine der unvariierten
Zeilen, z. B. die dritte, mit 1/(1404A). Dadurch wird aber zugleich
eine Variation der Koeffizienten von { hervorgerufen, und zwar bzw.
um die GroBen:

g — — 204

_bNHA ! —C”d\A
T 140Av

0" = tonr O =114a>

und jetzt handelt es sich darum, dafl auch diese Variation den fest-
gesetzten Spielraum nicht tiberschreite, also

[da”, 1007, |0c"| < ¢
bleiben. Nun ist mit Riicksicht auf (28)

FOA | < 6ry?
und daher, wenn noch

609t <1 (39)
vorausgesetzt wird,
oA L ey
TH98 S T—esg
mithin werden |da”|, [00”|, |0¢” sicher simtlich < & ausfallen,
wenn nur
689° .
1—68y° <eé (40)

ist. Man braucht also, um das Gewlinschte zu erreichen, nur & so
zu wihlen, daf es die Ungleichungen (38), (39), (40) gleichzeitig
erfiillt.

Dem Beweise des Satzes IV mufl noch die folgende Betrachtung
vorausgeschickt werden:

Wir iiben an den Formen £ v, { eine durch die Gleichungen

c=pX+pY+p'Z
y=q9X+qY+q"Z, (41)
s=r X+ VY ++¥'Z
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gegebene lineare Transformation aus, wobei p, p’, ..., 7" ganze Zahlen
sein mogen und die Transformationsdeterminante

» P, »
T= q 4, 4"

aqr ‘, Y
r, o, 1

i

den Wert 1 haben soll. Dann gehen die drei Formen in drei neue
mit den Variabeln X, Y, 7 iiber:

ZE—=AX+BY + (7,
H=AX+BY+ ('Z, (42)
Z—=A"X + B'Y+ (7

wobei der Zusammenhang zwischen den transformierten Koeffizienten
A, B,.., (" und den urspriinglichen a, b, ..., ¢’ durch eine Be-
ziehung zwischen den zugehorigen Matrizen und der Matrix 7, und
zwar

l4, B, C a
A, B, ¢ = da, ¥V, ¢ = T (43)

‘ A”} _B”} O//: | a//’ b//’ (/‘” ‘

gzum Ausdruck gebracht werden kann. Dieser Beziehung zufolge
stimmt nach dem Multiplikationssatze der Determinanten die Deter-
minante der transformierten Formen /5, H, Z mit derjenigen von
g, 7, ¢ im Werte iiberein, ist also wieder = 1.

Fiir je zwel durch die Gleichungen (41) verbundene Wertesysteme

(2, 4, 2) und (X, Y, Z) gilt:
3;(x,y,z)=E(X, KZ)) 77(x7?/)5;):H(X; Ir) Z);
g(‘% Y Z) =7 (X} Y, Z);

dabei entspricht jedem ganzzahligen Wertesystem (X, Y, Z) ein ganz-
zahliges Wertesystem (z, y, ), und — weil 7'=1 ist — auch um-
gekehrt; speziell fir X=0, Y =0, Z=0 gehen x, y, # ebenfalls in das
Wertesystem (0, 0, 0) iiber, und setzt man umgekehrt in (41) x = 0,
y =0, z=0 ein, so folgt wegen Nichtverschwindens der Determinante
als einzige Losung: X =0, Y =0, Z=0.

Aus dieser Sachlage folgt ohne weiteres, daB das Minimum des
Formensystems 5, H, Z dasselbe sein muf, wie jenes von § 7, &
Durch eine lineare Transformation mit der Determinante 1 (unimodu-
lare Substitution) iindert sich also das Minimum von drei terniiven line-
aren Formen niclt.
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§ 9. Ausfithrung besonderer Variationen.

Nun lLiBt sich der Beweis des Satzes IV in wenigen Ziigen er-
ledigen. Angenommen, der Satz wiire nicht richtig, also das Minimum
der Formen &, 5, { grofler als 1. Dann kann man nach § 8 ein ¢>0
derart angeben, daf fiir alle Variationen <C¢ dieser Formen das
Minimum sich so wenig dndert, dal es immer noch die Einheit iiber-
steigt. Eine solche Variation fithren wir aus, indem wir zunichst
zu ¢ ein positives & derart bestimmen, daB gleichzeitig

9 dg° )

wird, sodann eine positive ganze Zahl s derart festlegen, daB
1 -
— <4 (45)

wird, hierauf rationale Zahlen p/s, ¢/s, r/s suchen, so daB

1A

1
s

2 _al< (46)

} ‘—q———b‘é-l} :7—01
s 8 |= s § |

wird (s. § 1), und in der Form & ¢ durch /s ersetzen, weiter b durch ¢/,
wobel wir ¢ == 0 annehmen kénnen, da wir fiir dasselbe sicher die
Wahl zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen haben, schlieflich

durch ’Z;'+q‘1ﬂ;, wobel ¢ eine so gewihlte ganze Zahl bedeute, daB
gst >0 und zugleich % + q%t < & (47)

wird. Hierdurch werden die Koeffizienten von & um GroBen variiert,
die wegen (45) und (47) dem Betrage nach unterhalb & liegen. Um
noch die gleichzeitig erfolgte Variation 0 A der Determinante des
Formensystems zu beheben, multiplizieren wir die Koeffizienten in ¢
mit 1/(1+ 0A) und erhalten so das variierte Formensystem

qt 41 7
g2l Ly 4

a5t
=, (4%)
.t
Y
&= ifoA’

welches aus dem urspriinglichen wegen (44) (s. § 8) durch eine
Variation <C¢ hervorgeht und darum ein Minimum hat, das sicher
noch > 1 ist.
Nun erfiillen die ganzen Zahlen w = — p*, v = — pgi + 1 die
Relation
(pgt+1)v —g*tu=1,
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und wir fithren an dem System (48) die durch die Gleichungen

a'= (pgt+ 1)z + ¢*ty + qrtz,
Y =ux + vy,

’

g = Z
gegehene Transformation mit der Determinante

pat+1, ¢*, qrt
, v, 0 =1
0, 0, 1

aus. Die transformierten Formen, welche £, %', & heilen mogen (wo-

bei & schon die fiir den Spezialfall (24) charakteristische Gestalt
o
= st

hat), und welche nach § 8 dasselbe Minimum > 1 haben, wie die

Formen (48), variieren wir nun in #hnlicher Weise, wie dies mit den

urspriinglich gegebenen geschehen ist. Wir bestimmen &, 8 dhnlich,

wie vorhin &, & bestimmt wurden, legen sodann eine positive ganze

Zabl s derart fest, dafl
934 (49)

wird, finden weiter zu den Koeffizienten von % mnach Analogie von

(46) rationale Naherungszahlen p'/s’, /s, +'/s’, wobei wir "= 0 ein-
richten, und substituieren in %" p’/s" fir den Koeffizienten von 2z,
7 7 ten . 4 / 1 .. hd 4 . 4

#/s" fir jenen von 2 und Z + F St fiir jenen von ¥, wobei ¢ als ganze
Zahl so gewihlt sei, daB

1
¥t

r ryr . 1 r -
¥st >0 und zugleich — + <) (50)
wird; gleichzeitig multiplizieren wir ¢ mit dem aus der soeben er-
folgten Variation 0’A der Determinante sich ergebenden Faktor 1/(1+d'A)
und erhalten so das folgende variierte Formensystem von der Deter-
minante 1:

wi_ &
§¥— gst’

s P o gt =
n*“f: o x + TRV Y + '8',,2’7 (Ol)
w5
§ 14 oA

dessen Minimum immer noch > 1 sein wird An diesem Formen-
system tiben wir die Transformation

Minkowski, diophant. Approximationen. 2
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=,
Y'=p '+ (T Dy + 2,
Z'= 'y + W'
aus, wobel wir mit v'= — ¢*%¢, w'= — ¢*'¥+ 1 der Gleichung

(frt+ 1w —»2 =1

Geniige leisten, so dal die Transformationsdeterminante

1, 0, 0
1p'7"t’, q’?”, t/+ 17 rrgt/ ‘ _ 1
L0 v w’

> ’

wird. Hierdurch geht das Formensystem (51), wenn zur Abkiirzung
qst=1t,, rst=t,

gesetzt wird, in das folgende iiber:
- "
t,’

= ¥ (52)

t,’

t'= Az"+ By '+ ¢,t,2".
(Der dritte Koeffizient in {” mufl = ¢,¢, sein, weil die Determinante
des Formensystems = 1 ist; die tibrigen zwei Koeffizienten bezeichnen
wir kurz mit A4, B.)) Dieses Formensystem hat dasselbe Minimum
wie jenes (H1), also ein Minimum > 1; dies steht aber im Wider-
spruch mit dem Satze IV., insofern dieser fiir den Spezialfall (52)
bereits bewiesen ist. Hiermit ist die Unzulissigkeit der Annahme,
daB das Minimum von §, 7, { die Einheit iibersteige, dargetan, woraus
a contrario die Richtigkeit des Satzes IV. fiir beliebige drei ternire
lineare Formen mit der Determinante 1 folgt.

§ 10. Grenzfille des Satzes iiber drei lineare terniire Formen.

Fiir die Anwendungen werden von besonderer Wichtigkeit die
Grenzfillle sein, in denen das Minimum der Formen (22) genau
gleich 1 und nicht kleiner ist. Im allgemeinen werden auch solche
ganzzahlige Werte der Variabeln existieren, die nicht alle verschwinden
und fiir welche die Betrdge aller drei Formen <1 werden; ist dies
aber nicht der Fall, wofiir wir spiter die vollstindigen Bedmgungen
ahleiten werden, so muB, wie sich zeigen wird, namentlich mindestens
eine der Formen ganzzahlige Koeffizienten haben.

Ein dem Satze IV. ganz entsprechender allgemeiner Satz fiir
n lineare Formen mit » Variabeln 148t sich #hnlich, wie der Satz IV,

beweisen; doch bietet der weitere Ausbau der soeben erwiihnten, auf
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den Grenzfall des Satzes IV. beziiglichen Kriterien fiir mehr als drel
Formen erhebliche Schwierigkeiten dar, die sich mit der Anzahl der
Formen steigern.

Dagegen lift sich eine andere Tatsache sehr leicht fiir » lineare
Formen mit » Variabeln beweisen, sobald einmal der zu IV. analoge
allgemeine Satz feststeht, — diese niimlich, daB es sfets ganzzallige
Werte der Variabeln gibt, die wicht alle verschwinden und fiir welche
alle n Formen bis auf eine, von vorn herein belichig ausgewdillte, dem
Betrage nach < 1 werden, diese eine dagegen < 1 wird.

Denn bilden wir, um bei drei Formen zu bleiben, aus den Formen
g, n, ¢ mit der Determinante 1 die drei neuen Formen (14 )&,
(14 8)n, ¢/(14+8)% wobei & eine willkiirliche positive Grile bedeute,
so haben die letzteren Formen ebenfalls die Determinante 1, und es
gibt darum ganzzahlige, von (0, 0, 0) verschiedene Wertesysteme
(2,9, 2), fir welche

(L+0) 811, 1+9)[n]<L, i<t

<1, ni<l, £ <(1+9) (3)
wird. Unter den siimtlichen, sicher nur in endlicher Anzahl vorhan-
denen Wertesystemen, die iiberhaupt den Ungleichungen (53) geniigen,
greifen wir nun ein solches heraus, welches dem || den kleinst-
moglichen Wert erteilt; das so bestimmte Minimum fiir || kann sich
offenbar bei einem Ubergang zu griéBerem & nicht iéindern, hat somit
den gleichen Wert fiir irgend zwei &, d. h. es ist von & ganz unab-
hiingig; da es nun stets < (149)* ist, © aber beliebig klein an-
genommen werden kann, so mufl es notwendig < 1 sein. Sonach
gibt es in der Tat mindestens ein von (0,0, 0) verschiedenes Werte-
system (x,y, 2), fiir welches

E<L g <1, jo L1

und also

wird, . d.e.



Zweites Kapitel.
Zahlengitter in zwei Dimensionen.

§ 1. Geometrische Darstellung des Zahlengitters.

Die Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme zweier Variabeln
x,y wollen wir das Zallengitter in zwei Dimensionen nennen. Das-
selbe kann durch ein Parallelkoordinaten-

system geometrisch dargestellt werden, in-

dem jedem ganzzahligen Wertepaare (z,y) ein

Gitterpunkt mit den Koordinaten x, 3 zugeord-

net wird (Fig. 5). Das Koordinatensystem

kann recht- oder schiefwinklig angenommen

werden, auch konnen fiir die Zeichnung

der Koordinaten parallel den zwei Achsen

zwei verschiedene und ganz beliebige MaB-

stitbe angewandt werden: fiir die Darstel-

lung des Zahlengitters ist dies irrelevant.

Ist in der Koordinatenebene der z,

eine begrenzte Figur gegeben, so wollen wir unter dem Inhalt der-
selben in diesen Koordinaten das auf die Fliche der Figur be-

zogene Doppelintegral
J=ffdxdy

verstehen, wobei das Element des Integrals stets als wesentlich posi-
tive Grofe zu denken ist.

§ 2. Satz iiber zwei binire lineare Formen.

Es seien zwei lineare Formen zweier Variabeln mit beliebigen
reellen Koeffizienten und mit nicht verschwindender Determinante
gegeben:

=ax+ By, n=ypx+0y; (1)
A=0od—fy+0. (2)
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Wir bilden in der Ebene des Zahlengitters der z, ¥ das von den Geraden
§=1, §=~1, 7]":‘1; 77—":—1

begrenzte, den Nullpunkt zum Mittelpunkt habende Parallelogramm
(Fig. 6), dessen Inhalt

J:f dxdy—-‘d@’z; ﬂdgdn~» fdgfdyx‘f (3)

betriigt, und denken uns dasselbe vom Nullpunkte aus nach allen
Richtungen in irgend einem Ver-

hiltnis ¢/1 dilatiert; das neu ent-

standene, von den Geraden

=t, E=““t) n=1t, n=—1
begrenzte Parallelogramm hat damn
den Inhalt
9 42

Jedem Werte des positiven Para-
meters ¢ ist ein solches Parallelo-
gramm zugeordnet.

Wird nun der grofere von den beiden Betriigen &', 5/, welche
einem beliebig vorgegebenen Wertepaare (x, %) entspringen, bzw. ihr
gemeinsamer Wert (analog, wie in Kap. I § 7) mit ¢(z, y) bezeichnet,
so ist es einleuchtend, dall, je nachdem der Punkt (z, #) innerhalb, auf
der Begrenzung oder auBerhalb des Parallelogramms vom Parameter-
werte ¢ liegt,

oz, y) <<t, vesp. =1¢, resp. >
sein wird.

Die urspriingliche, zum Parameter 1 gehorige Iigur bezeichnen
wir als Fichfigur.

Wir denken uns nun die Eichfigur zuerst durch Verkleinerung
des ¢ so stark zusammengezogen, dafl die resultierende neue Figur
aufer dem Nullpunkte keinen weiteren Gitterpunkt enthilt, und dila-
tieren sodann diese letztere durch kontinuierliche VergréBerung des ¢
so lange, bis sie mit ihrer Begrenzung zum ersten Mal an einen
Gitterpunkt, etwa P, stoft (Fig. 6); es soll dieses fiir den Parameter-
wert ¢ == M geschehen, so daB der Inhalt der zugehirigen Figur MM2J
betrigt. Dann ist es klar, daB ¢(z,y) im Punkte P den Wert M
hat und daB dies der kleinste Wert ist, den ¢(z,y) fiir ganzzahlige
Werte z, y, ausgenommen fiir das System (0, 0), anzunehmen vermag.
Fiir den Punkt P ist also

<M, v <M,
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wobei in mindestens einer dieser Ungleichungen sicher das Gleich-
heitszeichen gilt. Somit ist M nichts anderes, als das Minimum der
Formen & n fiir ganzzahlige von 0, 0 verschiedene Werte der Variabeln
(vgl. Kap.I §7). An diese Erkenntnis liBt sich ein neuer Beweis
des im vorigen Kapitel bewiesenen Satzes fiir lineare Formen —

hier wiire es fiir zwei Formen — ankniipfen; ein solcher wird néimlich
erbracht sein, sobald gezeigt wird, daBl
ESN

ist, und dies werden wir durch eine einfache geometrische Uber-

legung erschlieBen.

_ Der groBeren Anschaulichkeit halber empfiehlt es sich fiir diese

Uberlegung die Koordinatenachsen und die MaBstibe auf den Achsen
so zu wihlen, dafl die betrachtete Eich-
figur in ein Quadrat iibergeht (Fig. 7).
Wir ziehen das dem Parameter M ent-
sprechende, der Eichfigur homothetische
Quadrat A BCD, auf dessen Rande
der Gitterpunkt P liegt, im Verhiilt-
nis 1:2 zusammen und denken uns
das neu entstandene Quadrat, dessen

Inhalt = (%IYJ ist, vom Nullpunkte

aus zu jedem anderen Gitterpunkt als
Mittelpunkt parallel mit sich selbst
verschoben. Es ordnen sich dann lauter
solche Quadrate zuniichst lings der beiderseits insUnbegrenzte verlingerten
Geraden OP an, so zwar, daB je zwei benachbarte an den einander
zugekehrten Seiten zusammenstoBen; und dhnliche Ziige von Quadraten
erhalten wir lings weiterer, zu OJF paralleler Reihen von Gitter-
punkten. Die einzelnen Ziige sind untereinander getrennt; denn wiirde
etwa das Quadrat um I! in jenes um O hineingreifen, so miiBte der
Punkt R, wie eine einfache Uberlegung zeigt, im Inmeren der
Figur ABCD liegen, was ausgeschlossen ist. Im allgemeinen wer-
den sich beide genannten Quadrate, um R und um O, nicht einmal
beriihren; eine Berithrung wird nur dann eintreten, wenn der Gitter-
punkt R auf der Begrenzung der Figur 4 BCD liegt. So wird also
die ganze Ebene von den besagten Quadraten vom Parameter /2
jedenfalls nirgends mehrfach iiberdeckt sein; sie kann dabei unter
Umstiinden von diesen Quadraten liickenlos ausgefiillt sein, im all-
gemeinen aber werden zwischen den einzelnen Ziigen unbedeckte
Zwischenriume bleiben.
Konstruieren wir nun andererseits um jeden Gitterpunkt als
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Mittelpunkt das Parallelogramm, dessen Seiten Strecken von den
Lingen 1 parallel zu den Koordinatenachsen vorstellen (Fig. 8). Da
diese Parallelogramme die ganze Ebene einfach und liickenlos tiber-
decken, so kann man schon daraus den Schluf} ziehen, daB der Flichen-

inhalt (—{?)2J eines jeden der vorhin um die Gitterpunkte konstruierten

Quadrate vom Parameter /2 kleiner, und nur im Grenzfalle der liicken-
losen Erfiillung der ganzen Ebene
auch durch jene Quadrate gleich

ist dem Flicheninhalt 1 eines jeden der auf Fig. 8 gezeichneten
Parallelogramme; aus

M2 2
(5)7<1 baw (F)T=1 (4)
folgt aber wegen (3):
M* M*
N <1 bzw. {—fl———l

oder N
M<V|a baw. M=V Al
und hiermit erscheint der dem Satze IV. entsprechende Satz fiir zwei

binére lineare Formen mit beliebiger nicht verschwindender Deter-
minante bewiesen.

§ 3. Strenge Begriindung der oberen Grenze fiir das Minimum.

Um noch dieser SchluBweise einwandfreie Strenge zu verleihen,
wollen wir jetzt x, y als gewGhnliche rechtwinklige Koordinaten an-
nehmen und denken uns zuniichst ein endliches Stiick aus dem Gitter
herausgeschnitten, nimlich das um den Nullpunkt symmetrisch liegende
Quadrat mit den Eckpunkten (Q,Q), (—Q,Q), (?,—Q), (—Q,—9Q)
(Fig. 9), wobei Q eine ganze Zahl bedeute, iiber deren GriBe noch
verfiigt werden soll, — und konstruieren um die (2Q-+1)% innerhalb
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und auf der Begrenzung dieses Quadrates liegenden Gitterpunkte als
Mittelpunkte unsere der Eichfigur homothetischen Parallelogramme
vom Parameter /2. Die letzteren kommen ins Innere des Quadrates
mit den Ecken (4-Q, + Q) zu liegen, mit Ausnahme gewisser, welche
iiber die Begrenzung dieses Quadrates hinausragen. Jedes dieser
Parallelogramme 148t sich nun in ein Quadrat mit demselben Mittel-
punkte einschlieBen, dessen Seiten bzw. zu den Koordinatenachsen
parallel und von der Linge M) sind, wobei b den gréBten unter
jenen Werten bedeutet, welche von den GroBen |z , y| innerhalb und
auf der Begrenzung der Kichfigur angenommen werden. Die Gesamt-
heit dieser Quadrate fallt nun vollstindig in ein Quadrat, welches
iber die Berandung des Quadrates mit den Kcken (4-Q,4+ Q) an

jeder Seite um die Breite i{h hinausragt und sonach den Flichen-

inhalt (2Q + Mh)? hat. In dieses letztere Quadrat fallt also auch
die durch Konstruktion der Parallelogramme um die Gitterpunkte
entstandene Figur vollstindig hinein und, da die letztere den Flichen-

inhalt (2Q+1)2<M> J hat, so haben wir:

2+ 12 (§)7< @+ My,

AMh
yprsliom) »

oder:

Da <; > J eine bestimmte endliche Gréfe ist, der rechts stehende

Ausdruck dagegen fiir geniigend grofes Q der Einheit beliebig nahe
kommt, so folgt aus (5) notwendig:

(3)7=<1, (6)

was zu bewelsen war.

§ 4. Grenzfiille des Satzes iiber zwei biniire lincare Formen.

Konstruiert man um den Nullpunkt als Mittelpunkt das der Eich-
figur homothetische Parallelogramm mit dem Parameter M, also dem
Inhalt M%J, sodann ein dazu homothetisches Parallelogramm vom
Flacheninhalt 4, so sagt die zuletzt gewonnene Ungleichung, wenn
man sie in der Form

M*J <4
schreibt, aus, daB das erstere Parallelogramm ganz im Inneren des
letzteren liegt oder im duBersten Falle mit thmn zusammenfillt. Da
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nun das erstere Parallelogramm in seinem Inneren auBer dem Null-
punkte keinen weiteren Gitterpunkt enthilt, wohl aber auf seiner Be-
grenzung Gitterpunkte aufweisen mufi, so konnen wir das vorhin ge-
wonnene Resultat (6) auch folgendermafBen aussprechen:

V. Ein um den Nullpunkt als Mittelpunkt Eonstruiertes Parallelo-
gramm vom Flicheninhalt 4 enthilt immer auper dem Mittelpunkte
noch weitere Gitterpunkte.

Im allgemeinen werden bereits im Inneren des Parallelogramms
vom Flidcheninhalt 4 auBer dem Mittelpunkte noch weitere Gitter-

. . JUAN: . .
punkte liegen; nur in dem Grenzfalle, wo (—27> J genau gleich 1 ist

(und also die beiden linearen Formen (1) nicht gleichzeitig durch ganz-

zahlige Werte £=0,0 der Variabeln dem Betrage nach <}/ A gemacht
werden konnen), liegen diese weiteren (itterpunkte nicht im Inneren,
sondern auf der Begrenzung des Parallelogramms. Die Art und Weise,
wie sie sich dabei auf die Begrenzung verteilen, liBt sich unschwer
erkennen. Zunfichst muf jede Seite in ihrem Inneren mindestens
einen Gitterpunkt enthalten, denn wiire dies z. B. fiir die Seite A B

(Fig. 10), also auch fiir die gegeniiberliegende (1), nicht der Fall,
so konnten wir diese beiden Seiten in entsprechender Weise parallel
zu sich selbst aus dem Parallelogramm herausschieben, so daB dabei
keine neuen Gitterpunkte ins Parallelogramm hereintreten; hierdurch
wiire aber ein Parallelogramm mit einem Flicheninhalt >4 gewonnen,
in dessen Innerem sich kein Gitterpunkt auBer dem Mittelpunkte be-
finde, was zu einem Widerspruch mit V. fithrt. Liegt ferner im Inneren
einer Seite ein einziger Gitterpunkt, so muB er in der Mitte der Seite
liegen; denn wire dies nicht der Fall, so konnten wir durch ent-
sprechende Drehung dieser Seite um den Gitterpunkt (Fig. 11) und
der gegeniiberliegenden Seite um den auf ihr befindlichen, zum ersteren
symmetrisch beztiglich O gelegenen Gitterpunkt wiederum ein Parallelo-
gramm von einem Fliicheninhalt > 4 gewinnen, welches im Inneren
immer noch keinen Gitterpunkt auBler dem Mittelpunkte enthalten
wiirde. Hieraus folgt, daBl in unserem Parallelogramm A BCD entweder
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a) jede Seite nur einen Gitterpunkt in ihrem Inneren, und zwar
genau in der Mitte, enthilt, oder

b) zwel gegeniiberliegende Seiten je einen Gitterpunkt in der
Mitte, die iibrigen zwei dagegen je zwei Gitterpunkte enthalten.

Weitere Eventualititen, daB etwa im Inneren einer jeden Seite
zwel Gitterpunkte ligen oder gar irgend welche Seite mehr als zwei
Gitterpunkte enthielte, schlieBen sich von selbst aus, denn aus diesen

Gitterpunkten wiirde sich durch Parallelogrammkonstruktion (Fig. 12,13)
jedesmal ein solcher neuer Gitterpunkt ableiten lassen, der im Inneren
des Parallelogramms lige und mit dem Mittelpunkte nicht zusammen-
fiele, entgegen unseren Voraussetzungen.

Im Ialle a) ist es nun klar, daB hier auch die Eckpunkte des
Parallelogramms Gitterpunkte sind, also im ganzen acht Gitterpunkte
auf der Begrenzung desselben liegen (Fig. 14). Im Falle b) dagegen
gibt es sechs solcher Gitterpunkte (Fig. 15); dabei miissen die Gitter-

punkte P, @ (resp. R, S) auf einer Seite so liegen, dafl sich aus thnen
und dem Gitterpunkte L oder N auf der anstoBenden Seite durch ge-
eignete Parallelogrammkonstruktion gerade der Mittelpunkt O ergibt;
denn wiire nicht der Punkt O auf diese Weise herzustellen, so wiirde
wiederum neben dem Mittelpunkte noch ein anderer Gitterpunkt im
Inneren des Parallelogramms vorhanden sein. Man sieht auch, dafl unser
Parallelogramm dann dem Inhalt nach ein Vierfaches vom Parallelogramm
OLPQ ist; wenn also p,q bzw. r,s die (jedenfalls ganzzahligen)
Koordinaten der Punkte I bzw. @ bedeuten, so mubB der Flichen-
inhalt von OLPQ

ps—qr=1 (0

sein. Ganz entsprechend ist es anch 1m Falle a) (Fig. 14). Die



§ 4. Grenzfiille des Satzes iiber zwei biniire lineare Formen. 27

Relation (7) muB also bestehen, wenn das zur Eichfigur homothetische,
zum Parameter M gehorige Parallelogramm genau den Inhalt 4 haben
soll; und umgekehrt: besteht diese Relation, so ist der besagte Inhalt
tatsiichlich = 4. Ist dies nun der Fall, so 18t sich das Zahlengitter
in z,y durch die Substitution

r=pX+rY,

. (3)
y=qX+sY,
welche wegen (7)
X=sx—ry, 9)
Y=—qz+py '

liefert, in ein Zahlengitter in X, Y iiberfithren, in dem dann die Punkte
(p,q), (r,s) die Koordinaten X =1, ¥=0 bzw. X=0, Y =1 er-
halten. Sind ferner

Emaot By, n=yotdy (10)
gerade die Formen, welche = 1 resp. — 1 gesetzt die vier Seiten des

Parallelogramms A BCD darstellen, wobei wir uns der Iinfachheit
wegen M = 1, also
wd —fy=+1

denken, so finden wir leicht die Formen = H, in welche diese ge-
gebenen (10) infolge der Transtformation (8) tibergehen, indem wir
bloB beriicksichtigen, daB die Gleichung der Seite ALDB (wir setzen
diese Zeichen auf £=1 oder n=1) und die Gleichung der Mittellinie
NL (=0 bzw. §=0) beide von dem Punkte (X=1, ¥Y=0) befriedigt
werden miissen. Ts ergibt sich.

==X—a¥Y, H=417, (11)
hzw.
==F7, H=X-—0aY, (12)

worin @ eine durch die Substitutionskoeffizienten und die Koeffizienten
der Formen (10) bestimmte Konstante bedeutet.

Hiermit rzeigt es sich, daB so oft einer von dem besprochenen
Grensfillen cintritt, notiwendig eine ganzeahlige wnimodulare Substitution
existieren muf3, welche die gegebenen Iormen (10) in solche (11) oder
(12) diberfiihrt.  Diese notwendige Bedingung der Grenzfille ist aber
auch hinreichend : denn da die Ungleichungen

X —aV!<1, [Y|<1
auller X =0, Y =0 keine weitere gunzzahlige Ldsung besitzen, =o
kann infolgedessen dann das gegebene Parallelogramm vom Inhalt 4
aufer dem Nullpuukte keinen weiteren Gitterpunkt in seinem Inneren
enthalten, und es tritt sonach einer der beiden Grenztille ein. Zu-
gleich hat man dann wegen (9) und (11) bzw. (12)



28 II. Zahlengitter in zwei Dimensionen.

+n bzw. FE=—qz+py

und wenn man beriicksichtigt, daB p, ¢ zwel ganze teilerfremde
Zahlen sind, andererseits die arithmetische Bedeutung der Grenz-
fille beachtet, — diese nimlich, daB dann die Betriige der Formen
g, 7 nicht beide zugleich durch ganzzahlige Werte (z, y), auller durch
(0, 0), kleiner als 1 gemacht werden kénnen —, so erhellt die folgende
Tatsache, eine Ergéinzung des Satzes iiber zwei lineare Formen:

V1. Zwei Uneare Formen mit zwei Variabeln wvon der Defer-
minante 1 kimnen durch ganzzahlige, von (0, 0) wverschiedene Werte-
systeme der Variabeln dann und nur dann nicht beide zugleich dem
Betrage nach <1 yemacht werden, wenn mindestens eine der Formen
ganzzahlige teilerfremde Koeffizienten lat. — Daraus ergibt sich ohne
weiteres die Bedingung fiir den analogen Grenzfall bei belichiger von O
verschiedener Determinante A der Formen; diese Bedingung lautet,

daB die Koeffizienten mindestens eirer der Formen die Gestalt — ¢ }/1A|,

pV A mit ganzzahligen teilerfremden p, ¢ haben miissen.

Die bisherigen Betrachtungen des zweiten Kapitels lassen sich
ohne weiteres auf den n-dimensionalen Raum iibertragen und fiihren
dann zu einer Verallgemeinerung des hier fiir zwei lineare Formen
bewiesenen Satzes. Nur bietet die Ausdehnung des fiir die Grenz-
fille zuletzt gewonnenen Kriteriums auf beliebig viele Formen erheb-
liche Schwierigkeiten dar. % lineare Formen mit » Variabeln und
von einer Determinante — + 1 kounen durch ganzzahlige Werte der
Variabeln, die nicht alle verschwinden, dem Betrage nach simtlich
<1 gemacht werden; soll nun das Minimum des Formensystems
genau = 1 sein, so vermute ich wohl und ich mdchte es als Aufgabe
stellen, diesen Umstand allgemein zu erweisen, daf dann mindestens
eine der Formen notwendig ganzzahlige Koeffizienten haben mufl;
aus dieser einen Bedingung wiirden sich hernach die vollstindigen
Bedingungen dieses Grenzfalles leicht durch einen Schluff von n — 1
auf n ergeben.

§ 5. Allgemeiner Satz iiber konvexe Figuren mit Mittelpunkt.

Unter einer Aowvexem Figur wollen wir eine von einem ge-
schlossenen, sich nirgends durchsetzenden Kurvenzug begrenzte Figur
verstehen, die so beschaffen ist, daB durch jeden Punkt ihrer Be-
grenzung mindestens eine Gerade sich ziehen 1iBt, welche die Figur
canz auf einer Seite LiBt. Solche Geraden sollen Stiitzgeraden der
Figur heiBen; im allgemeinen werden es Tangenten der Begrenzungs-
kurve sein; liegt der betreffende Punkt etwa in einem geradlinigen
Stiick der Begrenzungskurve, so bestimmt das letztere zugleich die
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Sttitzgerade fiir diesen Punkt; bildet die Kurve in dem Punkte eine
Spitze, so gehen durch ihn unendlich viele Stiitzgeraden (Fig. 16).
Falls die konvexe Figur einen
Punkt besitzt, welcher jede durch
ithn gehende Sehne halbiert, so heifit
derselbe Mittelpunkt der Figur.

Verschiebt man eine konvexe Figur mit Mittelpunkt irgendwie
parallel zu sich selbst (Fig. 17), so leuchtet es ein, daB das von der
urspriinglichen und der verschobenen Figur dargestellte Gebilde sym-
metrisch ist in bezug auf den die Verbindungslinie beider Mittel-
punkte halbierenden Punkt.

Wir werden den folgenden Satz beweisen, eine Verallgemeinerung
des Satzes V:

VII. Jede konvexe Figwr mit cinem Gitterpunkt als Mittelpunkt,
vom Flicheninhalt 4, enthalt aufer dem Mittelpunkte stets noch weitere
Gritterpuniite.

Der Beweis 1ift sich ganz analog fithren, wie im Falle des
Parallelogramms (§ 2, § 3), welch letzteres ja nur eine spezielle
konvexe Figur mit Mittelpunkt 1st.

Wir denken uns die gegebene Figur
vom Flicheninhalt 4, deren Mittelpunkt
im Nullpunkt O liegen mag (Fig. 18),
zuniichst in einem Verhdltnis ¢:1 der-
art zu einer Figur vom Parameter t
wie wir dafiir sagen wollen, zusammen-
gezogen, daB diese letztere auBer dem
MittelpunktekeinenweiterenGitterpunkt
enthilt, und dilatieren hernach diese letz-
tere, indem wir ¢ wachsen lassen, so lange,
bis sie etwa fiir t = M zum erstenmal
mit ihrer Begrenzung an einen Gitterpunkt, etwa P, stoBt. (Selbst-
verstindlich stoBt sie dann gleichzeitig an einen zweiten, zu P be-
ziiglich O symmetrischen Punkt P’) Die so gewonnene Figur vom
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Flicheninhalt 4 M? ziehen wir im Verhiltnis 2 : 1 zusammen, erhalten
auf diese Weise eine zu ihr homothetische Figur vom Parameter
M/2 und dem Flacheninhalt M? und verschieben nun die letztere
parallel mit sich selbst vom Nullpunkt aus zu jedem anderen Gitter-
punkt als Mittelpunkt. Wir betrachten die gegenseitige Lage irgend
zweler beliebiger unter den Figuren, die wir so erhalten: die ecine
sel die Figur um O als Mittelpunkt; bei der anderen werden wir zu
unterscheiden haben, ob ihr Mittelpunkt, etwa wie P, sich auf der
Figur vom Parameter M um den Nullpunkt findet, oder ob er, wie
z. B. It, auBerhalb der letzteren Figur fillt. Im ersteren Falle miissen
offenbar beide zuvor genannten Figuren den Punkt @, welcher die
Verbindungslinie OP ihrer Mittelpunkte halbiert, gemein haben; da
sie nun nach einer friilheren Bemerkung um den Punkt @ zueinander
symmetrisch liegen, so leuchtet es ein, daB sie durch eine diesem
Punkte zugehorige Stiitzgerade der ersten Figur, die dann auch Stiitz-
gerade der zweiten Figur ist, vollstindig getrennt werden, also sicher nicht
ineinanderdringen. Im anderen Falle seien H, K die Schnittpunkte
der Begrenzungskurven beider Figuren mit der Verbindungslinie OR
der Mittelpunkte; dann ist

0H=KR< 2L,

und es zeigt folglich die Betrachtung paralleler Stiitzgeraden beider
Figuren in den Punkten H, K, daB die Figuren vollstindig ausein-
anderliegen. Somit wird durch die Gesamtheit der gezeichneten
Figuren je von einem Flicheninhalt M? jedenfalls kein Stiick der
Ebene mehrfach iiberdeckt, im allgemeinen nicht einmal die ganze
Ebene liickenlos erfiillt. Konstruiert man nun andererseits um jeden
Gitterpunkt als Mittelpunkt ein Parallelogramm, dessen Seiten je die
Liinge 1 haben und zu den Koordinatenachsen parallel sind, wie z B.
das Parallelogramm
—1ge<y, —1<y<y

(Fig. 8), so wird die ganze Ebene von der Gesamtheit dieser Paralielo-
gramme vom Inhalt 1 einfach und lickenlos iiberdeckt  Hieraus
folgert man:

M*<1, (13)
und dieser Schlufl lifit sich in genau derselben Weise streng be-
griinden, wie dies in § 4 fiir den Fall eines Parallelogramms ge-
schehen ist. Aus der Ungleichung (13) folgt nun, daf die Figur
vom Parameter M hoéchstens den Fliacheninhalt 4 hat, also innerhalb
der gegebenen Figur vom Flicheninhalt 4 liecen mufl oder iuBersten-
falls mit ihr zusammenfillt, woraus dann unmittelbar die Richtigkeit
des Satzes VII einleuchtet.
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§ 6. Das Produkt zweier biniirer linearer Formen.

Indem wir zu den Anwendungen der gewonnenen Siitze iiber-
gehen, betrachten wir ein Produkt von zwel biniiren linearen Formen:

o En = («x+By) (yz + 9y), (14)
wobel wir
od —py=1 (15)

annehmen. Ein solches Produkt stellt eine biniire indefinite quadra-

tische Form in den Variabeln x,y mit der Determinante — } dar. Da

nimlich &y und («x + By) (yz+ Jdy) wegen (15) algebraisch-iqui-

valente Formen sind, so ist die Determinante von («z -+ y) (y© + dy)

gleich jener von g7, also = — 4.
Setzen wir

En=c, En=—c, (16)

worin ¢ eine Konstante bedeutet, iiber die noch verfiigt werden soll,
so stellen diese Gleichungen im Koordinatensystem (£, %), welches wir
der Anschaulichkeit halber

als rechtwinklig annehmen

kénnen ¥) (Fig. 19), zweil

gleichseitige Hyperbeln dar,

welche die Koordinatenachsen

zu Asymptoten haben und

eine kreuzformige, beziiglich

jederder Achsen symmetrische

Figur einschlieBen. Legt man

in einem beliebigen Punkte

P = (&, n,) eines der vier

Hyperbeliste eine Tangente

APD an den Ast und sym-

metrisch dazu Tangenten an

die drei iibrigen Aste, so

schiiefen die vier Tangenten

ein  Parallelogramm  ein,

welches fiir die gegebenen Hyperbeln einen bestimmten, bei der
Variation der Tangenten konstant bleibenden Inhalt hat. Wir wollen
nun die Konstante ¢ so bestimmen, daf dieser Fliicheninhalt = 4 wird.
Da fiir den letzteren wegen (15)

‘/:/'dxdg/ =ffd§d)1

# Todem wir iiber die Achsen des Koordinatensystems (v, y) und iber die
MaBstibe auf den Achsen entsprechend verfiigen.
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gilt, so kann derselbe =204 - OB gesetzt werden; nun ist
AP=PB
folglich N 7
04 =2¢,, OB=21;
daher ist der gesuchte Inhalt mit Riicksicht auf (16) gleich 8¢ und

es ist also
C =

N

zu nehmen.

Wir werden im folgenden jene Gitterpunkte in Betracht ziehen,
welche fiir ¢ = 4 innerhalb der von den vier Hyperbelisten begrenzten
Figur liegen, deren Koordinaten also alle ganzzahligen Lésungen der
Ungleichung

(ex +By) (yo+0y) <% (17)
darstellen. Zieht man durch einen Gitterpunkt (z,y), der vom
Nullpunkte verschieden sein soll, vom letzteren aus einen Strahl
so wird dieser Strahl méglicherweise noch andere, innerhalb der be-
sagten Figur gelegene Gitterpunkte enthalten; jedenfalls wird es
darunter einen dem Nullpunkte niichsten geben, etwa (p,¢q), und
es ist klar, dal die Koordinaten desselben zueinander teilerfremde
Zahlen sein werden und durch Verdoppelung, Verdreifachung usf.
derselben sich die Koordinaten der weiteren, auf dem nimlichen
Strahle befindlichen Gitterpunkte ergeben: (2p, 2¢), (3p, 3¢), usf. bis
zu (z,y). Gitterpunkte (p, ¢) mit teilerfremden Koordinaten, welche
die Ungleichung (17) befriedigen, wollen wir primitive Lisungen dieser
Ungleichung nennen. So werden sich alle Gitterpunkte der genannten
Figur auf Strahlen, die durch den Nullpunkt gehen, anordnen lassen,
und unsere Betrachtung wird sich dann bloB auf die primitiven
Losungen von (17) beschrinken konnen. Die letzteren werden in
einer bestimmten, geometrisch sehr anschaulichen Weise zu ermitteln
sein, niimlich mit Hilfe einer Tangente, welche lings eines Hyperbel-
astes gleitend, nach und nach alle primitiven Lo&sungen hervor-
treten laBt.

Um dies einzusehen, miissen wir zuerst die Verteilung der Gitter-
punkte in einem Parallelogramm vom Flicheninhalt 4 studieren.

§ 7. Verteilung der Gitterpunkte in einem Parallelogramm
vom Inhalt 4.

Bs sei ein solches Parallelogramm um den Nullpunkt O als
Mittelpunkt gegeben. Es kann zuniichst vorkommen, da dasselbe
nur Gitterpunkte enthilt, die auf einer einzigen durch den Nullpunkt
gehenden Geraden liegen, daher in beliebiger Anzahl vorhanden sein
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konnen (z. B., wenn das Parallelogramm gentigend lang in der Rich-
tung einer der Achsen ist, Fig. 20). Gibt es zweitens im Parallelo-
gramm Gitterpunkte, die auf zwei verschiedenen Strahlen vom Null-
punkt aus liegen, so sei 4 = (p, ¢) ein solcher Gitterpunkt auf dem
einen, 3= (r, s) ein solcher auf dem anderen

Strahl, wobei die Bezeichnungen so gewiihlt

werden konnen, dafl

ausfillt. Dann ist es klar, daB das von diesen Punkten und den dazu
beziiglich O symmetrischen, = (—p, —¢q), D= (—r,—3s), als Ecken
gebildete Parallelogramm ganz in dem gegebenen liegen muB, und da
es den Inhalt 2 (ps—qr) hat, so folgt hieraus notwendig:
ps—qr < 2.

Diese Ungleichung kann, da ps — ¢» eine ganze Zahl ist, nur so be-
stehen, daf

entweder ps— qr =2 oder ps—qr=1 (18)
ist, und diese zwel Fille werden nun zu unterscheiden sein.

Im ersteren Falle hat das von den vier bezeichneten Punkten
gebildete Parallelogrammm genau den Inhalt 4; dies ist nur so mog-
lich, dafl diese Punkte mit den Kcken des gegebenen Parallelogramms
bzw. zusammenfallen. Gibt es nun im Inneren des letzteren keine
Gitterpunkte auBer dem Nullpunkte, dann liegt offenbar der erste
von den im § 4 besprochenen Grenzfillen vor, und es werden sonach
neben den Ecken des Parallelogramms auch die Mittelpunkte seiner
Seiten (Fig. 21), E, F, &, H, Gitterpunkte sein.

Um diese Umstiinde weiter arithmetisch auszulegen, identifizieren
wir OADB mit dem gleichbezeichneten Dreieck vom Inhalt 1 in der
Figur 19 und transformieren das Koordinatensystem der 2,y durch
elne ganzzahlige lineare Substitution von der Determinante 1 derart,
daB die Mittelpunkte zweier anstoBender Sciten des Parallelogramms,
etwa £, F, im neuen System X, } die Koordinaten 1,0 resp. 0,1

v

Minkowski, diophant. Approximationen. 3
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erhalten. Dann miissen die Gleichungen der Diagonalen in die folgen-
den tibergehen:
X—Y=0, X4+ Y=0,
und es sind sonach
E=o(X-Y), n=0(X+Y)
die transformierten Ausdriicke von §, 7, wobei ¢, ¢ positiv sind und
zum Produkt 4 ergeben miissen, weil der Wert 1 der Determinante
der Formen £, durch unsere Substitution nicht geéndert wird; im
iibrigen bleibt etwa o beliebig. Die Form &7 geht dann in die Form
3 (X?—Y?) iiber. L#Bt sich umgekehrt £ durch eine ganzzahlige
Substitution von der Determinante 1 in % (X*—Y?) transformieren, —
wir bezeichnen dieses Verhalten als arithmetische Aquivalenz der
beiden Formen -—, so entsprechen ganzzahligen Lésungen der Un-
gleichung
IS
ganzzahlige Losungen der folgenden:
HEX=Y) (X+Y)[ <45
die letztere hat aber auBer (0,0) nur noch die folgenden acht pri-
mitiven ganzzahligen Losungen:
(+1,0), (0,+£1), (£1, £1).

In diesem Fall enthilt also der von den vier Hyperbelisten ein-
geschlossene Bereich auf den beiden Achsen unendlich viele Gitter-
punkte, auBerhalb derselben dagegen nur vier Gitterpunkte, die auf
den Hyperbeldsten symmetrisch liegen und fiir welche |E%  genau
= 4 wird.

Nehmen wir jetzt an, es sei zwar ps — qr = 2, es liege aber noch
im Inneren des Parallelogramms 4 BCD ein vom Nullpunkte verschie-
dener Gitterpunkt (+, s’) und zwar etwa Im Quadranten 408 und
nicht auf der Strecke 0OA4, dann zeigt es sich ebenso, wie vorhin
entsprechend fiir die Punkte (p, ¢), (r, s), daB ps’— gr'= 1 sein mub*),
also das von den Punkten

(»,0), (,5), (=p,—q), (—r,—5)
gebildete Parallelogramm dem Inhalte nach die Hilfte des gegebenen
betrigt, und hieraus geht auf Grund einer einfachen geometrischen
Uberlegung hervor, daB der Punkt (+,s") notwendig auf der Geraden
ET liegt; wiirde nun (v, s") nicht auf OB fallen, so wiirde analog
einzusehen sein, dafl dieser Punkt auf der Geraden HE liegen, somit
in Iy fallen miiBite, was ein Widerspruch gegen die Voraussetzung be-

*) Die Eventualitit ps’— ¢r'=2 ist von vornherein ausgeschlossen, da
der Punkt (7, ¢") im Inneren des gegebenen Parallelogramms liegen soll.
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treffs (+', ") wire. Also kann nur » = 2+, s = 25" sein. Alsdann geht
£n durch die unimodulare ganzzahlige Substitution

r=pX+7rY, y=qX+5Y
in XY iber, und die Ungleichung |£n| <4 hat nur die vier primi-
tiven ganzzahligen Lisungen (X, Y) = (£ 1,0), (0, = 1).

Nehmen wir andererseits an, daB nicht alle vier Ecken des ge-
gebenen Parallelogramms vom Inhalt 4 Gitterpunkte sind, so haben wir
notwendig

ps—qr=1. (19)
Wir wenden alsdann auf das Zahlengitter der z,y die Substitution
z=pX+1rY, y=qX+sY

an, wodurch die Punkte (z,y)=(p,q), (,s) bzw. in die Punkte
(X, Y)=(1,0), (0, 1) iibergehen. Sollten dann auBer den fiinf Gitter-
punkten (X, Y) = (0,0), (+1,0), (0, 4+ 1) noch weitere zwei, etwa
(P, @), (— P, — @) im Parallelogramm liegen, so kann hierbei jede
der Determinanten
P11 P,0
¢o =% g
jedenfalls nur einen von den Werten O, + 1, — 1 haben; da jedoch
die Kombinationen (P =+ 1, § =0) und (P =0, @ = + 1) bereits
vertreten sind, so kommen nur die vier (P=+1, @ =+ 1) in Be-
tracht; nehmen wir nun an, es liege von den letzteren etwa der
Punkt (—1,1) und hiermit auch (1,—1) im Parallelogramm, so
konnen dann die Punkte (1, 1), (—1, —1) nicht mehr im Parallelo-
gramm liegen, weil sonst aus den zwei Punkten (1, —1), (1, 1) die
11
—11
nicht entspricht.

Somit liegen im gegebenen Parallelogramm, in dem jetzt unter-
suchten Falle, aufler dem Mittelpunkt entweder 4 oder 6 Gitterpunkte;
weitere Eventualititen gibt es nicht.

Um noch bei Eintritt der zweiten Eventualitit die Lage des
Parallelogramms zu den 6 Gitterpunkten zu erkennen, fragen wir nach
den an Flicheninhalt kleinsten Parallelogrammen unter allen, die das
Sechseck jener Gitterpunkte in sich schlieBen. Man erkennt zuniichst,
dal, wenn in einem solchen kleinsten Parallelogramm irgend eine
Seite nur einen einzigen Eckpunkt vom ganzen Sechseck enthalten
soll, dieser notwendig in der Mitte der Seite liegen muf; denn
sonst konnte durch Drehung dieser Seite um den bezeichneten Punkt
und der gegeniiberliegenden Seite um den zu jenem beziiglich O sym-
metrischen Punkt der Inhalt des Parallelogramms verkleinert werden
(Iig. 22). Es erhellt sodann, daf die Verbindungslinie der beiden

BE
R

.y

. | .
Determinante = 2 hervorginge, was unseren Voraussetzungen
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besagten Punkte Mittellinie des Parallelogramms sein wird, und hier-
aus folgt, daBl des letzteren tibrige zwei Seiten mit zwei Seiten des
Sechsecks zusammenfallen miissen (Fig.23). Daneben bleibt nur noch
die Méglichkeit bestehen, dafl alle vier Seiten des Parallelogramms
mit vier Seiten des Sechsecks bzw. zusammenfallen, was nur in der
auf Fig. 24 dargestellten Weise geschehen kann. Dies sind die einzigen
Fille, in denen der Inhalt unseres Parallelogramms einen minimalen
Wert haben kann, und da derselbe in diesen Fillen offenbar 4 be-
triigt, so sind hiermit iberhaupt diejenigen Parallelogramme vom In-
halt 4 gefunden, welche ein Sechseck von Gitterpunkten enthalten. Da
nun das zweite, der Fig. 24 entsprechende Parallelogramm offenbar

Vi \/
\V_/\ /\

Fig. 23. Fig. 21.

auch seine iibrigen zwei Ecken zu Gitterpunkten hat, also zu dem
schon friiher abgehandelten Falle gehort, so bleibt die auf Fig. 23 dar-
gestellte Lage als die hier einzig mdgliche bestehen.

§ 8. Eigenschaften der Losungen von |§x| < 1.

Wir kehren nun zur Betrachtung séimtlicher Parallelogramme
vom Flicheninhalt 4 zuriick, die den Nullpunkt zum Mittelpunkt und
die zwei Geraden

E=wr+py=0, n=pr+dy=0 («d—py=1) (20
zu Diagonalen haben, also von den zwei Hyperbeln
En—x14
eingeschlossen werden. Dabei schliefen wir die schon vorher er-
ledigten Fille aus, daB die Form £y in den Variabeln z,y sei es mit
der Form XY, sei es mit der Form 4 (X®—1?) arithmetisch dqui-
valent ist.

Sind 29, 26 die Lingen der auf der £- bzw. 7-Achse gelegenen
halben Diagonalen eines solchen Parallelogramms, wobei go = 1 ist,
80 sind
£ n

2¢ ' 2¢ LT 77 20 26

=+1

die Gleichungen der vier Seiten dieses Parallelogramms, und mit Riick-
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sicht darauf kann man das Innere und die Begrenzung dieses letzteren
durch die Ungleichung

g
|| =t (21)
definieren.

Den Ergebnissen des § 7 zufolge wird ein jedes der in Rede

stehenden Parallelogramme im allgemeinen entweder nur ein Paar
entgegengesetzter primitiver Losungen der Ungleichung

Al <3 (22)
und dann beliebig viele dquidistante Gitterpunkte auf einer (Gteraden
durch den Nullpunkt oder zwei Paare entgegengesetzter primitiver
Loésungen und dann ausschlieflich diese vier Gitterpunkte (auBer O)
enthalten; endlich kann noch der besondere Fall eintreten, daB sechs
Gitterpunkte (auler O) im Parallelogramm liegen, und zwar alle auf der
Begrenzung desselben; da aber im letzteren Falle zwei von den Gitter-
punkten in den Mitten zweier gegeniiberliegender Seiten des Parallelo-
gramms, also auf zwei Hyperbelisten liegen und daher die Gleichung

=1 (23)
erfiillen, die tibrigen vier dagegen sicherlich im Inneren der von den
vier Hyperbeldsten begrenzten Figur enthalten sind, also der Un-
gleichung (22) geniigen, so gibt es im Parallelogramm auch in diesem
Falle bloB zwei primitive Losungspaare von (22).

Wir zeigen nun andererseits, dafl zu jeder primitiven Losung (p, q)
von (22) sich ein Parallelogramm (21) konstruieren lift, welches aufer
dem Nullpunlte nur die zwei Gitterpunkte (p, q), (—p, — q) und keine
weiteren enthdlt. Wir legen zu diesem Behufe durch den Punkt
(p, q) = A, welcher etwa im positiven £, 7-Quadranten und, wie wir
der Einfachheit wegen annehmen wollen, weder auf der & noch auf
der n-Achse liege, eine Tangente an den in demselben Quadranten be-
findlichen Hyperbelast, und zwar etwa jene von den beiden mioglichen
Tangenten, deren Berithrungspunkt die kleimmere Abszisse hat. Durch
die Spiegelungen der konstruierten Tangente an den Achsen geht
ein Parallelogramm vom Inhalt 4 hervor, welches auBer (p, q) und
(—p, —¢q) sicherlich noch weitere vom Nullpunkte verschiedene
Gitterpunkte enthalten wird. Liegen dieselben alle auf der Begrenzung
des Parallelogramms, so tritt, weil die Aquivalenz der Form £y in
x,y mit §(X2—Y?) ausgeschlossen wurde, notwendig der zu Ende
des § 7 besprochene Fall von sechs Gitterpunkten ein, welche als-
dann die auf Fig. 25 dargestellte Lage haben und wobei die durch 4
laufende Seite noch einen zweiten Gitterpunkt, 3, enthilt. Liegt dagegen
ein von A verschiedener Ghitterpunkt, etwa (v,s)= B, im Inncren des
Parallelogramms, so enthilt dieses letztere auBer dem Nullpunkte not-
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wendig nur die vier Gitterpunkte: (p,q), (—p, — q), (r, s), (—7, —s) und
keine weiteren (Fig. 26). Zerfillt man dann das Parallelogramm durch
Konstruktion der zu den Seiten parallelen Mittellinien in vier Qua-
dranten, so sieht man leicht ein, daf 4 und B nicht in einem und
demselben Quadranten liegen konnen (und eo ipso auch nicht in zwei
gedenuberliegenden Quadranten): denn es wiirde sonst auch der Punkt
(p —r, ¢ —s) in das Parallelogramm fallen, dieses also mehr als vier
Gitterpunkte (auBer O) enthalten, die nicht alle auf seiner Begrenzung

ligen, was ausgeschlossen ist. Daher wird jedenfalls der Quotient >
fiir B kleiner als fiir A ausfallen:

£ 94"
e (24)

|77 |5

Zieht man nun durch A4 die andere Tangente an den nimlichen
Hyperbelast, so erhellt aus denselben Griinden, wie vorhin, daB das
zugehdrige Tangentenparallelogramm auBer (p, ¢) noch eine Losung
von (22), etwa (+',s) = I3, enthalten wird, welche sodann von (p, q)
wiederum durch eine Mittellinie des neuen Parallelogramms getrennt
sein wird, so da8 sicher

‘ f
1st.
Wir lassen nun die eine der durch A gezogenen Tangenten, AH,
gegen die andere, A=', hin an der Hyperbel kontinuierlich gleiten,
bis sie mit AZ=" zusammenfillt. Der Punkt A bleibt dann fort-
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wihrend im Inneren des Dreiecks liegen, welches von den Achsen
und der beweglichen Tangente gebildet wird; folglich kann dabei
gleichzeitig mit B weder B’ noch sonst ein anderer Gitterpunkt, der
vom Nullpunkte O und den zu A, B beziglich O symmetrischen
Punkten verschieden wire, sich im Parallelogramm vorfinden, und es
ist somit klar, daB in einem bestimmten Momente der Punkt B aus
dem Parallelogramm heraustreten und nachher noch eine Zeitlang weder
B noch ein sonstiger neuer Gitterpunkt sich im Parallelogramm be-
finden wird. Die besagte Tangente wird somit withrend ihrer Bewegung
sicherlich auch in solche Lagen kommen, bei denen das zugehorige
Parallelogramm auBer (0, 0), (p, q), (—p, —¢q) keine weiteren Gitter-
punkte enthilt, was zu beweisen war.

§ 9. Die Kette der primitiven Liosungen.

Es ist nun leicht zu zeigen, daB} es keine primitive Losung der
Ungleichung (22) geben kann, deren zugehoriger Betrag von £/y der
GroBe nach zwischen den Betriigen ?%"A und ‘i 1B lige.

Denn angenommen, C = (z, y) wire eine solche Losung, so seien
(B) und (C) diejenigen Punkte im positiven &, -Quadranten, welche
mit B bzw. C in den Betrigen |£]|, |%| tbereinstimmen, also B bzw. C
selbst oder Spiegelbilder davon an den Achsen oder dem Punkte O
vorstellen; die Annahme bedeutet, daB (C) im Winkelraume 4 O(B)
der von O durch 4 und (B) gezogenen Strahlen liege. Dann
lieBe sich dem soeben Bewiesenen zufolge eine Tangente an den
Hyperbelast im ersten Quadranten konstruieren, welche den Punkt (')
auf der Seite des Nullpunktes, dagegen A und (B) auf der anderen
Seite liegen liBt, — wund dies
wiirde jedenfalls erfordern, daB (C)
innerhalb des Dreiecks OA(D)
sich befinde. Alsdann aber wiirde
eines der beiden Tangentenparal-
lelogramme, welche aus den zwei
Tangenten durch 4 bzw. hervor-
gehen, alle drei Punkte 4, DB, C
und die dazu beziiglich O symme-
trischen enthalten, und zwar nicht
alle auf der Begrenzung, was aus-
geschlossen ist.

Hiermit ist in der beweglichen Tangente am Hyperbelaste &1 =1,
£ >0, ein Mittel gewonnen, alle primitiven Losungen (z,y) der Un-
gleichung (22), fiir die > 0 ist, durch aufeinanderfolgende Absonderung
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je einer von ihnen in ganz bestimmter Anordnung hervortreten zu
lassen. Man la8t die Tangente, von eimer bestimmten Lage derselben
ausgehend, einmal in der einen, ein anderes Mal in der anderen Rich-
tung an dem Hyperbelaste ins Unendliche fortgleiten, konstruiert
bestindig das Spiegelbild der Tangente an der m-Achse und gewinnt
eine Kette der iiber der &-Achse gelegenen primitiven Losungen A,
von (22), ausgehend von einer beliebigen solchen Losung 4,, wobel
die Reihenfolge der Losungen durch eine der Ungleichungen

£l & ! )
l%’}hf . baw. ‘g1>§i\[_ (26)

In
gekennzeichnet wird, je nachdem die Kette in der einen oder anderen
Richtung durchlaufen wird, unter 4, 4, , bzw. 4, A, ; zwei be-
nachbarte Glieder der Kette verstanden. Dieses Gesetz der Anordnung
laBt sich noch schirfer fassen: legt man némlich durch den Punkt
A, jene von den zwei in Betracht kommenden Tangenten, deren zu-
gehoriges Parallelogramm den folgenden Punkt A4, ., enthilt, so
miissen 4, und A4, ,, wie wir gesehen haben, in zwei anstofenden
von den vier Quadranten, in welche das genannte Parallelogramm
durch Konstruktion der Mittellinien zerfillt, zu liegen kommen
(Fig. 28), woraus dann notwendig

‘giA,:> ;g‘Ax+l (27)
folgt, und in ganz entsprechender Weise ergibt sich, wenn man hier
die Rollen von A4, und A4, , vertauscht:

'n“fix<§n“4;¢+1‘ (28)

Es ordnen sich somit die primitiven Lisungen von (22) dwrch unser

Verfahven in der Weise an, dafp &| fortwihrend abnimmt und |n| fort-

wéhrend wiiclst, oder wingekehrt, und zwar je nach dem Bewegqungssinne

der Tangente. Fir zwei aufeinanderfolgende primitive Losungen A,

A, hat dabei das Dreieck OA, A, , jedesmal, sei es mit positivem,
sei es mit wegativem Umlaufssinne, den Flédcheninhalt 1.

Ayt

§ 10. Ketten mit Ende.

Wotern keine der Achsen vom Nullpunkte verschiedene Gitter-
punkte enthiilt, wird die Kette der primitiven Ldsungen von (22)
sich nach beiden Richtungen ins Unendliche erstrecken. Anders ist
es, wenn auch auf einer oder auf beiden Achsen sich Gitterpunkte
befinden, und diese Grenzfille wollen wir jetzt betrachten.

lis mogen etwa auf der §-Achse Gitterpunkte vorhanden sein
und .1, sei der nach der positiven Seite dem Nullpunkte nichste unter
ihnen. Wiy kénnen unter Zulassung einer entsprechenden ganzzahligen
unimodularen Transformation der Variabeln annehmen, da A4, die
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Koordinaten 1,0 hat. Dann ergibt sich, da A4, auf der Geraden
n =0 liegt (vgl. (20)):

=0
und in der Folge "
%= 5,

woraus 1

E= 5 (x+poy), n=20y

hervorgeht, und da es hier bloB auf die Werte von |£y| ankommt,

so konnen wir 0 — 1 annehmen, worauf sich die beiden Formen,
wenn wir noch — ¢ fiir
B0 setzen, in der Gestalt

E—a—ay, n—y (29)
schreiben. Der Grenzfall,

den wir hier betrachten,
Iiuft also wesentlich darauf

hinaus, daB in der urspriinglich gegebenen Form % die Koeffizienten
ein rationales Verhiltnis haben.

Legen wir nun durch den Punkt 4, jene Tangente an die Hyperbel
gy =4, deren Beriihrungspunkt im Endlichen liegt (Fig. 29), so ent-
hilt das zugehorige Tangentenparallelogramm vom Inhalt 4 eine
weitere primitive Ldsung A, oberhalb der &-Achse und es gibt damn
keinen Gitterpunkt C, wofiir

0<IH < ¢

\
¢ |4,

| (30)
wire, was genau in der Art von § 9 zu beweisen ist. Ziehen wir
hernach durch (A;) diejenige Tangente an £y = I, welche einen Be-
rithrungspunkt mit gréBerem |£, aufweist, so enthilt das zugehorige
Tangentenparallelogramm den Punkt 4, und wenn wir dann dic letzt-
genannte Tangente entlang der Hyperbel in der Richtung der wach-
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senden |£| gleiten lassen, so wird im gleichzeitig variierten Parallelo-
gramm fortan nur noch die einzige primitive Losung A4, enthalten
sein, denn eine weitere C miiBite jedenfalls der Ungleichung (30) ge-
niigen, was nicht moglich ist.

Somit erscheint im wvorliegenden Grensfolle die Kette der primitiven
Liosungen von (22) nach der Richtung der wachsenden |&| im Punkte A,
abgebrochen und wir haben in A, eine erste Losung, von welcher die
Kette angelt.

Von da aus kann sich die Kette in der Richtung der abnehmen-
den |£| ins Unendliche erstrecken oder aber auch nach dieser Richtung
abbrechen. Letzteres wird némlich dann und nur dann der Fall sein,
wenn auch die %-Achse Gitterpunkte enthilt, also die Gleichung
g =2 —ay=0 vom Nullpunkte verschiedene ganzzahlige Ldsungen
besitzt, wozu es sichtlich notwendig und hinreichend ist, dafl a eine
rationale Grofe ist. Ist dagegen « irrational, so ist die Kette nach
der besagten Richtung endlos.

Dieser Fall =y bietet ein besonderes arithmetisches Interesse
dar. Man erkennt nimlich, daf die sich in diesem Falle ergebende
Kette der primitiven Losungen (z,%) von |[§n| = (z—ay)y| <<% in
den GroBen z/y die fortlaufenden Niherungsbriiche eines Kettenbruchs
fiir @ liefert, welcher unter den siamtlichen mdglichen Kettenbriichen
fiir ¢ am schuellsten konvergiert.*®)

§ 11. Nichthomogene zerleghare quadratische Ausdriicke.

Wir wollen jetzt nichthomogene zerlegbare quadratische Aus-
driicke von der Gestalt

(E—&)(m—mo) = («x+ By —E) (v + 0y — 1) (31)
betrachten, wozu wesentlich andere Uberlegungen als bei den homo-
genen Ausdriicken erforderlich sind. Die wichtigste Anwendung der
Untersuchung, die sich an solche Formen kniipfen wird, bezieht sich
auf die Frage mnach der Anniherung eines Ausdrucks x — ay — b,
worin «, b beliebige reelle GroBen bedeuten, mittels rationaler ganzer
z, y an die Null. Die ersten diesen Gegenstand betreffenden Sitze
stelite Tschebyschew auf*¥), indem er die Existenz ganzzahliger
Lésungen (z, y) der Ungleichung
- |z —ay —b <y

*) Dariiber vgl. Minkowski, Uber die Anniherung an eine reelle GriBe
durch rationale Zahlen. Math. Ann. Bd. L1V 8. 91ff.

**) Ob odnom arifmetiteskom woprosje. (Uber eine._ arithmetische Frage.)
Denkschr. d. Petersb. Akad. Bd. X. 1866. (Auch in franz. Ubers. in den ,,OQeuvres
de P. L. Tchebychet*, hgg. v. Markow u. Sonin. Bd. 1. S.6371f.)
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nachwies und solche Losungen mit Hilfe je zweier sukzessiver Nihe-
rungswerte des fiir @ zu bildenden Kettenbruchs aufstellte. Hermite
ging auf die Tschebyschewschen Sitze ein®) und gab einen zweiten
Beweis derselben, welcher sich auf einen Hilfssatz iiber definite ter-
nire quadratische Formen stiitzt und zu einer etwas schirferen An-
niherung, als die Tschebyschewsche, fiihrt.

Wir werden im folgenden durch geometrische Behandlung des
Problems nicht nur zu einem allgemeineren Resultate, als dem von
Tschebyschew angegebenen, gelangen, sondern auch die Anniiherung
der fraglichen Ausdriicke an Null erheblich verschirfen. Wir ziehen
statt der speziellen quadratischen Verbindung (z—ay —b)y die allge-
meinere (31) in Betracht und werden beweisen, daf zu derselben sich
immer ganze Zahlen z, y derart angeben lassen, daB

(E—E)m—m) <+ (32)

wird; dabei kénnen die betreffenden Zahlen z, y unter Umstiinden
auch beide gleich Null sein. Es wird sich ferner zeigen, daB das
Gleichheitszeichen hier nur in dem Falle erforderlich ist, wo der Aus-
druck (¢ —&) (q —1n,) in den Variabeln z, y mit dem Ausdrucke
(X — 1) (Y —1) arithmetisch dquivalent ist.

Zunichst soll die Idee der geometrischen Methode, die uns zu
dieser Erkenntnis fithren wird, auseinandergesetzt werden.

Es sei eine konvexe Hichfigur vom Inhalt J um den Nullpunkt
als Mittelpunkt gegeben; sie soll so klein sein, daf}, wenn sie von da
aus zu jedem anderen Gitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sich
selbst verschoben wird, alle so entstehenden Figuren auseinanderliegen
(Fig. 30). Diese letzteren dehnen wir in der bereits wiederholt an-
gewandten Weise in einem kontinuierlich
wachsenden Dilatationsverhiltnis ¢ von
ihren Mittelpunkten so lange aus, bis sie
zum erstenmal zusammenstoBen; die neu
gewonnenen Figuren entsprechen sodann,
der im § 2 eingefihrten Bezeichnung ge-
mif, dem Parameter ¢ = M/2 und jede von
ihnen hat den Flicheninhalt M2J/4. Da-
bel werden im allgemeinen zwischen den
einzelnen Figuren noch Liicken vorhanden
sein. Nun dehnen wir die Figuren weiter
aus, bis sie bel einem bestimmten anderen
Werte des Parameters, etwa ¢ = N/2 (und

*) Sur uno extension donnée a la théorie des fractions continues par
M. Tchebychet, Crelles Journ. Bd. 88. 1880.
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also dem Flicheninhalt N?J/4 jeder einzelnen Figur), keine Liicken mehr
lassen, sondern die ganze Ebene vollstindig und mindestens einfach
tiberdecken. Dieser Zustand muB sichtlich dann bereits erreicht sein,
wenn die Figur um den Nullpunkt den Bereich

—3Z25y, 1Sy

ganz einschlieBt. Wihrend wir nun fiir den Flicheninhalt M2J/4
die Existenz einer oberen Grenze, und zwar der Grenze 1, nach-
gewiesen hatten, liBt sich fiir N%J/4 im allgemeinen keine obere
Grenze angeben. (Es geniigt z. B. die Eichfigur als eine Ellipse an-
zunehmen, deren groBe Achse etwa in der z-Achse liegt und die ein
entsprechend kleines Verhiltnis der kleinen zur groBen Achse auf-
weist, damit der Parameter N/2 eine beliebig angebbare Grenze iiber-
schreite. Fig. 31). Indessen lassen sich gewisse besondere Figuren
angeben, bei denen fiir N2J/4 eine obere Grenze existiert; dies ist
nimlich immer dann der Fall, wenn die Figur vom Parameter M
mehr als zwei Gitterpunkte auf der Begrenzung enthilt.

Wir wollen nun als Eichfigur irgend ein solches Parallelogramm
um den Nullpunkt als Mittelpunkt annehmen, dessen Diagonalen auf
den durch die Gleichungen

E=wax+py=0
W A Py =0, (33)
y=yx+0y=0
e
e« ® ® o & ° e o @ <“6'_ﬁy:1>
¥ig. 1. gegebenen Geraden liegen (I'ig. 32).

Wir verschieben dieses Parallelo-
gramm parallel mit sich selbst zu
jedem anderen Gitterpunkt als
Mittelpunkt und dehnen die so
entstandenen Figuren in der oben
beschriebenen Weise so lange aus,
bis sie zum erstenmal die ganze
Ebene liickenlos iiberdecken, zu
N/2- Parallelogrammen werden, wie
wir kurz sagen wollen. Dies moge
eintreten, sobald die halben Dia-
gonalen jedes einzelnen Paralle-
logramms die Lingen 29, 26, also
der Flicheninhalt den Wert 8¢g
erreicht haben. Zu jedem beliebig in der Ebene vorgegebenen Punkte
P, = (z,,9,), dessen &-, y-Koordinaten &;, 5, seien, liBt sich dann min-
destens ein Gitterpunkt P*= (2% y¥), resp. (&% o*), derart angeben,
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daB das um den letzteren als Mittelpunkt befindliche IN/2-Parallelo-
gramm den erstgenannten Punkt enthilt.

Da nun der Innenraum und die Begrenzung des um den Null-
punkt befindlichen Parallelogramms durch die Ungleichung

IEREAPS! 34)

definiert ist und das Parallelogramm um (&%, 7*) aus dem erstgenannten
durch Parallelverschiebung um £¥ #* lings den £-, y-Achsen entsteht,
so miissen &, 7, der folgenden Ungleichung geniigen:
168 — &%)
2e

&3
1 Lﬂoéﬂ"? | <1, (35)

umsomehr also der Ungleichung

1§ — &% [mo — 1™ an
Yl oy, (36)

da das geometrische Mittel zweier (nicht negativer) GrdBen nicht
grofer sein kann als das arithmetische Mittel derselben Gréfen. Die
Ungleichung (36) schreiben wir, wie folgt:

| — &) (o7 — o) | < g0 (37)

Es friigt sich nun, ob sich ein Parallelogramm mit Diagonalen
auf den gegebenen Geraden £ = 0, 5 = 0 immer so konstruieren lifit,
daB fiir dasselbe die GroBe 896, also der Flicheninhalt des zugehorigen
N/2-Parallelogramms, eine gewisse, von der Wahl der Formen &, 7
unabhiingige, endliche GréBe nicht iiberschreitet. Dies ist tatsiichlich
der Fall; wir werden niimlich bei beliebig gegebenen Diagonalgeraden
(83) N/2-Parallelogramme um den Nullpunkt in solcher Art herstellen
konnen, daB durch Translation des betreffenden N/2-Parallelogramms
vom Nullpunite zu jedem Gitterpunkt als Mittelpunkt eine nirgends
oftere, als zweifache, lickenlose Uberdeckung der bene crreicht wird.
Da bei tiberall zweifacher Uberdeckung der Ebene auf den einzelnen
Gitberpunkt genau ein Flicheninhalt = 2 kommen wiirde, so wird
alsdann ein derartiges N,/2-Parallelogramm notwendig einen Flichen-
inhalt < 2 haben miissen, alsc dafiir o6 <} sein und dadurch gemiih
(37) ein System von ganzzahligen Lisungen x, y der Ungleichung

E_tN(y—p) <1 a9
[E—E&)(n—m) <1y (38)
bzw. in dem eingangs dieses Paragraphen erwiihnten Spezialfalle, der
Ungleichung

@ —oy—byl<i (39)

gefunden sein.
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§ 12. Paare primitiver Lisungen.

Zu Parallelogrammen, wie die zuletzt erwihnten, wird man durch

die Kette der primitiven Losungen der Ungleichung |&y < 1 gefiihrt.
Wir legen durch einen Punkt 4, welcher einer primitiven Losung

der erwithnten Ungleichung entspricht und etwa im ersten -, %-Qua-
dranten liege (Fig. 33), cine Tangente an die Hyperbel £y = 4. Dann
enthilt das zugehdrige Tan-

gentenparallelogramm noch

eine zweite primitive Losung

B in demselben oder dem

zweiten Quadranten und es

bedeute wiederum (B) im

ersten Falle B selbst, im

zweiten das Spiegelbild von B

an der 5-Achse (den Punkt

mit gleicher 7-, entgegenge-

setzter £-Koordinate wie I3).

Wirlassen die besagteTangente

(falls sie nicht von vornherein

durch (B) geht, vgl. Fig. 25,

8. 38) an der Hyperbel in der

Richtung gegen den Punkt (I3)

hin so lange gleiten, bis sie

den letzteren erreicht; dann

wird das Parallelogramm, wel-

ches dieser neuen Lage der Tangente entspricht, immer noch den
Punkt A4 enthalten und es leuchtet daher ein, da die Tangente wihrend
ihrer Bewegung einmal parallel zur Verbindungslinie der Punkte 4, (B)
gerichtet sein muB. Das dieser Zwischenlage (bzw. Ausgangslage) ent-
sprechende Tangentenparallelogramm nehmen wir als Eichfigur an; als-
dann wird die zugehérige Figur vom Parameter M die Punkte 4, I? beide
auf ihrer Begrenzung enthalten und bilden wir nun die homothetische
Figur vom Parameter M/2 und konstruieren zur letzteren kongruente
und dhnlich orientierte Figuren um die einzelnen Gitterpunkte als Mittel-
punkte, so stéBt die um den Nullpunkt O befindliche Figur an jede der
vier um A, um B und um deren Gegenpunkte heziiglich O gelegenen
Figuren an. Infolgedessen konnen dann die Liicken zwischen allen
den konstruierten Figuren nie mehr ineinander zu unendlichen Ge-
bieten verschmelzen, wie dies unter anderen Umstinden (vgl. Fig. 7)
moglich wiire, sondern sie werden untereinander vollig getrennt sein
und einzeln ebenfalls parallelogrammatische Gestalt haben. Die Ge-
samtfigur zeigt dann entweder das anf Fig. 34 oder das auf Fig. 35
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dargestellte Bild*), und zwar je nachdem jedes einzelne Parallelo-
gramm mit jeder der vier Seiten an je ein benachbartes Parallelo-
gramm sich anlehnt oder bloB mit
zwei gegeniiberliegenden Seiten an
je zwei Parallelogramme st6Bt, d. h.
je nachdem A und B (Fig. 33) in
zwei nebeneinanderliegenden oder
aber in demselben &-, - Quadranten
sich befinden. Die Liicken kom-
men ganz zum Kortfall, wenn die
Verbindungslinie 4 (B) selbst Tan-
gente der Hyperbel ist, andererseits
wiirden sie von gleicher Grofle wie
die M/2-Parallelogramme (kon-
gruent mit diesen) wer-
den, falls A und B beide
auf den Achsen ligen,
was die arithmetische
Aquivalenz der Form £ 9
der Variabeln z,y mit
der Form X Y bedeuten
wiirde.

Nun braucht man,
damit die Liicken ver-
schwinden, die konstru-
ierten Figuren nur soweit homothetisch auszudehnen, daB sie iiber
ihre urspriingliche Begrenzung um die halbe Linge der kleineren
Seite einer Liicke in Richtung dieser Seite hinausragen. Alsdann
wird die ganze Ebene von den Figuren liickenlos, und zwar offenbar
nirgends mehr als zweifach, iiberdeckt sein. Daraus folgt, daB der
Flicheninhalt jedes einzelnen der so entstandenen Parallelogramme
< 2 ist, welcher Schluf sich ohne Schwierigkeit in der im § 3 an-
gewandten Weise strenge begriinden laBt, und hieraus geht ohne
weiteres das am Schlusse des § 11 ausgesprochene Resultat hervor.

§ 13. Potenzsummen.
Wir wollen unsere Sitze iiher konvexe Figuren noch auf einen

ziemlich allgemeinen Fall anwenden.

# Dabei ist das Koordinatensystem der x, y so gewihlt gedacht, daB die
TFiguren quadratformig austallen.
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Es seien zwei lineare Formen

E—ax+ By, n=ye+dy (40)
mit positiver Determinante
A=cad—-fy>0 (41)

gegeben. Wir betrachten im positiven &-, 5-Quadranten die durch die
Gleichung
&+ =1 (42)

dargestellte Kurve, indem wir unter p irgend eine reelle Grofle > 1
verstehen; dabei setzen wir das
Koordinatensystem in &, 5 als
rechtwinklig voraus, indem wir
tiber das Koordinatensystem in
x, y entsprechend verfiigen
(Fig. 36). Die Kurve (42) im
positiven Quadranten erfiillt
tiberall die Bedingung:

0<E<1 und 0<y<1. (43)

Wir spiegeln die Kurve noch
an jeder Achse und ferner am
Nullpunkte und gewinnen so
eine Figur, welche im Null-
punkte einen Mittelpunkt hat
und deren Inneres mnebst der
Begrenzung durch die Unglei-

chung
it =1 (44)
definiert wird. Fiir p =1 geht dieselbe in ein Quadrat mit den Eck-
punkten (§, %) = (+ 1, 0), (0 + 1) iiber; wiichst p von da an, so er-
geben sich aus der Gleichung (42) zu einem und demselben Werte
des | £| immer griBere Werte des | 5| und umgekehrt, so daB also die
ganze Figur sich allmihlich aufbldht und ihre Begrenzung sich immer
enger an das von den Seiten £ =+ 1, n = + 1 begrenzte Quadrat
anschmiegt, welches darum als Grenzfall der Figur flir p = oo auf-

gefalit werden kann.

Hs ist leicht zu ersehen, daB, so lange p > 1 ist, die betrachtete

. . - . . d*n .
Figur konvex ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daB 7" = d; innerhalb

des ersten Quadranten bestindig negativ ist. In der Tat ergibt sich
aus (42):
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=== (#9)

il .

und hieraus durch logarithmische Differentiation:

v Ly
0 (Z) 1) (g 71)’
oder mit Riicksicht auf (45)

” p—-1 1 gp~1
=== (),

oder wegen (42)

-2

14 gp
'=—(-—1 ;1"2;:’1'5

hieraus geht wegen der gleichzeitigen Positivitit von £ und 4 die
Richtigkeit unserer Behauptung fiir p > 1 hervor; gleichzeitig sieht
man auch, daB die entsprechende Figur fiir Werte p << 1 aufhoren
wiirde, konvex zu sein.

Wir fassen nun die Figur (44) mit p > 1 als Kichfigur auf; ihr
Inhalt sei . Durch Dilatation aller Durchmesser im Verhiltnis ¢:1
gelangen wir zu einer homothetischen Figur

}75 |p

ST (46)
erteilen wir dem ¢ einen solchen Wert A/, dafl die zugehorige Figur
mit ihrer Begrenzung an Gitterpunkte st6Bt und im Inneren nur den
Nullpunkt als einzigen Gitterpunkt enthélt, so muB nach dem Satze
VII der Flicheninhalt }*J dieser Figur <4 sein; er kann aber, so
lange p endlich und > 1 ist, nicht = 4 sein, weil dann die Begrenzung
der Figur aus lauter krummlinigen Stiicken besteht und daher die
zugehorigen Figuren vom Parameter M 2, um die Gitterpunkte (z, y)
in der iiblichen Weise konstruiert, sicherlich zwischen einander Liicken
in der Ebene lassen; mithin gilt dann notwendig die Ungleichung:

M2J <4 oder M< (40

2
VI

J = //dxd3/=if/d£clr;,

wobei der Integrationsbereich beztiglich £, 1 durch die Ungleichung (44)
gegeben ist, oder, wenn wir fir J das Vierfache des Inhalts des im
ersten Quadranten liegenden Teiles der Figur nehmen,

oJ = Zf/?lid;;, (48)

Minkowski, diophant. Approximationen. 4

Nun ist
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worin das Integral auf den Bereich
<1, £E20, 720
zu beziehen ist. Durch die Substitution
=9, =0
in dem Integral geht der Ausdruck (48) in den folgenden iiber:

oyl
J=15;erfgp ¢’ dodo,
worin das Integral sich auf den Bereich
0+06<1, 020, 620

bezieht, und der letztere Ausdruck kann nach einer bekannten Formel
durch Werte der Gammafunktion ausgedriickt werden, wie folgt:

)

—_——— s 49)
A 5 (
ri+y)
Wir setzen
2\\1
o)
Db
ML S A 50
r (1 + }) “ (50)
»
und haben also
4
J= szW ?
folglich nach (47): B
M<xVA. (51)

Andererseits ist fiir einen beliebigen Punkt (z, ), welcher auf
der Begrenzung der Figur vom Parameter M liegt,
|ex + By P + yz + Oy ? = M
hieraus folgt wegen (51):

P
lwx + BylP 4 | yx 4 0y <aHpAT, (52)
und die Tatsache, daf auf der Begrenzung dieser Figur sich Gitter-
punkte befinden, fithrt uns zu folgendem Satze:
VIII. Sind & = ex+ By, n = yxr + 0y zwei lineare Formen
mit positiver Determinante A wnd ist p eine beliebige reelle Grofle > 1,
so lassen sich wmmer ganzzallige Werte der Variabeln x, y, die wicht
beide verscluvinden, derart angeben, daf fir dieselben

.p,
P+ <ma® (53)
wird, wobel w, den Zahlenfaltor (50) bedeutet.
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§ 14. Der Maximalwert fiir das Minimum von |£]? + |7 .

Das Ungleichheitszeichen in (53) zeigt an, daB das Minimum des
Ausdrucks |§1P 4+ g fiir ganzzahlige z, y == 0, 0 wohl immer unter-
halb der GroBe x,A?” liegt, aber dieselbe nie erreicht; folglich muB
der grifite Wert, den die GroBe M/YA (vgl. (51)) fiir ein bestimmtes
p bel beliebig variierenden Koeffizienten «, g, y, d erreichen kann, —
falls ein solcher iiberhaupt existiert, was erst zu beweisen ist, — kleiner
als », sein. Uber diesen eventuellen Maximalwert von M/)/A wollen
wir jetzt AufschluB zu erhalten suchen.

Zunichst sieht man unmittelbar ein, daB der Ausdruck M/)/A
ungeiindert bleibt, wenn die Formen § % durch t§, r7 ersetzt werden,
unter ¢ eine beliebige positive Konstante verstanden. Nehmen wir nun
7 gleich dem den Formen §, % zugehirigen Werte von 1/M an, so geht
der Parameter M fiir das Formensystem &/ M, /M in 1 iber, und
bezeichnen wir die neuen Formen und deren Determinante wiederum
bzw. mit § %, A, so liuft alsdann unsere Aufgabe darauf hinaus, den
Maximalwert von 1/A oder den Minimalwert von A zu finden, wihrend
¢, B, 7, 0 in solcher Weise variieren, dafl die zugehirige Eichfigur

Ertinr=1 (54)
dabei stets in ihrem Inneren auBer dem Nullpunkte keinen weiteren
Gitterpunkt, aber Gitterpunkte auf der Begrenzung enthilt. Wir be-
merken noch, dafl das Vorhandensein von Gitterpunkten auf der Be-
grenzung von (54) hierbei nicht ausdriicklich verlangt zu werden
braucht; denn wofern nur M > 1 vorgeschrieben wird, bringt ein
Minimum von A = M*. (A/M?) von selbst M = 1 mit sich.

Die so gefaBte Aufgabe lifit sich in anschaulicher Weise geo-
metrisch deuten. Wir denken uns das Koordinatensystem der £, 7
und darin die Figur (54) festgehalten, dagegen die Koordinaten z, y
und damit das parallelogrammatische System des Zahlengitters in

z, y entsprechend den Veriinderungen von «, f3, 7, 0 variiert. Da der
Flicheninhalt des im x-. y-Gitter durch

U=e<l, 0<y<l (85)

gegebenen Parallelogramms, welches wir kurzweg das Grundparallelo-
gramm in x, y nennen wollen, sich in den £-, 4-Koordinaten gleich

Sfatdy = A [fizdy=n

berechnet, so kinnen wir infolge der so festgestellten geometrischen

Bedeutung von A unsere Aufgabe nunmehr folgendermafBen inter-

pretieren: Bei gegebener Figur (54) in cinem festen Koordinatensysten
1%
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der & v mit dem Nullpunkte O sind diejenigen Zahlengitter in x, y
mit O als Nullpunkt zu suchen, welche aufer O keinen weiteren Glitter-
punkt ins Innere der Figur (54) schicken wnd dabei ein Grundparallelo-
gramm von miglichst kleinem Inhalt haben.

Diese Stellung der Frage gibt auch die Mittel an die Hand, die
vorgelegte Aufgabe in Angriff zu nehmen. Wir wollen dabei p end-
lich und > 1 voraussetzen, so daB die Figur (54) konvex, aber kein
Parallelogramm wird; den Fall eines Parallelogramms hatten wir ja
bereits abgehandelt. Wir konstruieren nun zunichst im Koordinaten-
system der &, 7, das wir als ein gewdhnliches rechtwinkliges annehmen
wollen, irgend ein solches Zahlengitter der x, ¥y mit O als Nullpunkt,
wobei aufler O kein weiterer der Gitterpunkte (z,y) ins Innere oder

auf die Begrenzung der
Figur (64) hinkommt.
Sodann denken wir uns
durch Translation des
in diesem Gitter durch
(55) gegebenen Grund-
parallelogramms OABC
von O aus nach jedem
der Gitterpunkte (z, )
als Mittelpunkt ein Netz
von Parallelogrammen
hergestellt, welche in
ithrer Gesamtheit die
Ebene einfach und
liickenlos  tiberdecken,
und veriindern dieses Netz in der Weise, daBl wir einen O nicht
gegeniiberliegenden Eckpunkt von OA BC, etwa A, auf dessen Ver-
bindungsgeraden mit O in der Richtung gegen O riicken lassen, dabei
den zu A gegeniiberliegenden Eckpunkt (' festhalten und die iibrigen
Gitterpunkte (z, y) gleichzeitig so bewegen, dafi dieselben fortwihrend
ein parallelogrammatisches Netz bleiben. Unterdessen verkleinert sich
offenbar kontinuierlich und unbegrenzt der Inhalt von O ABC. Diese
unsere Variation des Gitters soll nun soweit vor sich gehen, bis zum
erstenmal, aullerhalb der festgehaltenen Geraden OC, Gitterpunkte
auf die Begrenzung der Figur (54) fallen, was ja einmal geschehen
muBl, nimlich infolge des Satzes VII, bevor noch der Inhalt von
0ABC zu einem Viertel des Inhalts der Figur (54) zusammen-
schrumpft.

Es mége nun etwa bloB ein Paar von Gitterpunkten in die Be-
grenzung der Figur fallen; die Koordinaten eines jeden derselben sind
gewifl teilerfremde Zahlen, und wir kionnen daher das Gitter der z, y
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durch eine geeignete ganzzahlige Substitution von der Determinante 1
derart in sich transformieren, daB das Grundparallelogramm der neuen
Koordinaten, fiir die wir der Einfachheit halber die Zeichen z,y be-
lassen wollen, die Strecke zwischen O und einem jener zwei auf die
Peripherie der Figur getretenen Gitterpunkte zu einer Seite erhilt
(Siehe hierzu Fig. 37). Zu diesem Parallelogramm, das wiederum
mit 0ABC bezeichnet werde, wobei C den zuletzt genannten Gitter-
punkt bedeute, denken wir uns wiederum das zugehorige parallelo-
grammatische Netz entworfen und verdndern dasselbe genau nach dem
fritheren Prinzipe, indem wir den zu C in 0 A BC gegeniiberliegenden
Eckpunkt A auf der Geraden OA gegen O hin solange verschieben
und damit gleichzeitig den Inhalt von OABC solange verkleinern,
bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung der Figur (54) eintreten,
was wiederum einmal aus demselben Grunde und vor analogem Ter-
min, wie vorhin, erfolgen mufl. Es liegen alsdann mindestens vier
Gitterpunkte auf der Peripherie der Figur.

Fallen jetzt auch nicht mehr als vier Gitterpunkte auf die Be-
grenzung der Figur, so greifen wir irgend welche zwel unter ihnen
heraus, die mit dem Nullpunkte nicht in einer Geraden liegen. Die
Determinante der Koordinaten dieser Punkte ist dann mnach einer
fritheren Uberlegung®) notwendig = 4+ 1, und wir kinnen daher
wiederum die Koordinaten des Gitters so unimodular transformieren,
daB diese zwei Punkte, die jetzt A, C heiflen mogen, die neuen Ko-
ordinaten 1, 0 bzw. O, 1 erhalten. Wir ergiinzen sodann das Dreieck
OAC zum Parallelogramm OABC mit B= (1, 1) und verindern
wiederum das zu 0 ADBC gehirige parallelogrammatische Netz, dies-
mal in der Weise, da}
wir (! auf der Begren-
rung der Figur gegen
die Gerade OA heran-
riicken lassen, wodurch
der Inhalt von 0ABC
abermals bestindig ab-
nimmt (Fig. 38). Dies
soll wiederum so lange
geschehen, bis neue
Gitterpunkte in die Peri-
pherie der Iigur ein-
treten.

Nun liegen minde-

*) Vgl. (18) 8. 83. Es kommt hier offenbar die zweite dort besprochene
Moglichkeit ps— q# =1 ausschlieflich in Frage.
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stens drei Paar von Gitterpunkten, 4, 4', B, B’, C, ¢" (Fig. 39), auf
der Begrenzung der Figur (54). Irgend zwel unter diesen Gitter-
punkten, die nicht in einer Geraden mit dem Nullpunkt liegen, etwa
A, B, konnen wir uns mit den Koordinaten (1,0) bzw. (0, 1) ver-
sehen denken; dann haben zwei weitere der sechs Gitterpunkte not-
wendig Koordinaten + 1, + 1 und indem wir uns eventuell z, y
durch — 4, x ersetzt denken, und
da jene Gitterpunkte sich paarweise
um O als Mittelpunkt gruppieren,
konnen wir sonach annehmen, daB
die Koordinaten von A, B, C bzw.
1,05 0,1; — 1,1 sind. Mehr als
diese sechs Gitterpunkte konunen
unter den gestellten Bedingungen
auf keinerlei Weise auf der Be-
grenzung der Figur liegen; denn
eine solche Lage kime nur noch
fir die Punkte (1,1), (—1, —1)
in Frage, wiirde aber, da (1,1)
mit (— 1, 1) die Determinante 2
ergibt, einen Widerspruch dagegen
involvieren, daf der Inhalt der Figur (54) hier <4 sein soll.

Jetzt ist es klar, daB wir solche Wertesysteme «, 3, y, 0, aus
denen das Minimum von A entspringt, nur unter allen denjenigen
zu suchen haben, welche der Fig. 39 entsprechen, d. h. so beschatfen
sind, daB jeder der sechs Punkte (+ 1,0), (0,+ 1), (—1,1), (1, —1)
der Gleichung

jex A+ Byl +lyx+ oy P =1 (56)
geniigt, daBl also die drei (Heichungen
e +lyr=1,
1Br+1or=1, (57)
—ak By b =1
bestehen. Mit Hilfe dieser Gleichungen kénnen wir uns die vier Un-
bekannten «, 8, y, d als Funktionen eines Parameters dargestellt
denken, und es wiirde endlich eriibrigen, diesen Parameter so zu be-
stimmen, daB |«d — By | ein Minimum wird.

Fiir den Spezialfall p = 2 148t sich diese Aufgabe leicht erledigen.
Die Potenzsumme |[£? 4 |y ? stellt in diesem Falle eine positive
quadratische Form

f(z,y) = (e + By + (v + 0y)* = aa® + 2bay + cy*
mit den Koeffizienten
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a=c*+9% b=af+yd, ¢c=p"+0°
und der Determinante
D=ac—1"=(ad— By?=A"
vor. Die Gleichungen (57) gehen dann in die folgenden iiber:
a=1, ¢=1 a—2b+c=1,
und daraus ergibt sich unmittelbar
fym Byt =2t 2y + (58)

als diejenige Form, oder vielmehr als Reprisentant derjenigen Klasse
arithmetisch dquivalenter Formen, fiir welche das Minimum von A
eintritt, wihrend M =1 ist; und zwar wird dieser minimale Wert
von A hier

—_ V3
p VD2

Mithin ist 1/A, = 2/)/3 unseren friiheren Ausfilhrungen gemiB der
Maximalwert, den das Minimum des Ausdrucks a@’F 2bay +oy?
fiir ganzzahlige, von (0,0) verschiedene Wertesysteme (2, y) im ganzen
durch a¢ — b? > 0 und @ > O definierten Bereiche reeller Werte a, b, ¢
zu erreichen vermag und auch tatsiichlich im Falle (58) erreicht, und
es gilt somit der Satz:

IX. Zu einer bindren positiven quadratischen Form f(x, y) mit der
Deteriminante D lassen sich immer fiir die Variabeln ganzzahlige
Werte x, y, die nicht beide verschwinden, derart angeben, daf3 fiir
dieselben

mmg%yﬁ

wird. Hierbei hat das Gleichheitszeichen wur dann statt, wenn f(r, y)
mit der Form VD (a® + zy 4+ y?) arithmetisch dquivalent ist.

Das geometrisch sehr
evidente Resultat dieser Be-
trachtung fiir den Fall p =2
formulieren wir noch dahin:

Bei der dichtesten Lage-
rung von Kreisen in der
Ebene derart, dafi die Mittel-
punkte ein Gitter bilden und
die Kreise nicht ineinander
eindringen, verhilt sich der
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von den Kreisen bedeckte Flicheninhalt zu dem tibrigen freien Flidchen-

inhalt wie -
3 7 .

(- ") — 9141 ... (vel. Fig. 40).

/

Ist nun p>2 oder p <2 und > 1, so bestimmen die Rela-
tionen (57) den Minimalwert von A noch nicht vollstindig. Die Be-
stimmung desselben hingt dann von einer transzendenten Gleichung
ab, iiber deren Losung wir wenigstens eine Vermutung formulieren
wollen. Es seien M, M’ bzw. N, N' die Schnittpunkte der Figur (54)

mit der &- bzw. n-Achse, P, P’ bzw. @, Q' die Schnittpunkte der-
selben mit der Geraden & =% bzw. § = — 5. Unter den Losungen
der Gleichungen (57), deren jeder ein bestimmtes Sechseck 4 BC A" B'C’
mit Mittelpunkt und mit Seiten parallel seinen Diagonalen entspricht
(Kig. 39), denken wir uns diejenige herausgegriffen, deren zugehoriges
Sechseck die Punkte M, M’ zu Eckpunkten hat, und konstruieren
das letztere, indem wir in der Iigur (54) jene zwei zur &-Achse
parallelen Sehnen errichten, welche je die Linge O3 = § M'M haben
(Fig. 41). Die Eckpunkte dieses beziiglich der & und der 7-Achse
symmetrischen Sechsecks wollen wir mit je einer Ziffer 1 bezeichnen.
In #@hnlicher Weise konstruieren wir sodann jenes Sechseck, welches
die Punkte N, N' zu Eckpunkten hat und dessen sechs Eckpunkte
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einzeln mit der Ziffer 2 bezeichnet werden mogen; dasselbe ist eben-
falls beziiglich jeder der Achsen symmetrisch und dem vorigen kon-
gruent und gebt aus dem vorigen durch eine Drehung um =/2 in
beliebigem Sinne hervor. Weiter konstruieren wir noch zwei Sechs-
ecke mit O als Mittelpunkt und Seiten parallel den Diagonalen, welche
die Punkte P, P’ resp. ¢, @ unter ihren Kckpunkten haben und
deren einzelne FEckpunkte wir mit der Ziffer 3 bzw. 4 versehen; diese
zwei Sechsecke liegen symmetrisch beziiglich jeder der Geraden & =7,
£ = — 75, sind einander kongruent und gehen durch eine Drehung
um 7/2 auseinander hervor. Wir lassen nun den Punkt A von der
Ecke M(1) lings der Begrenzung der Figur gegen den nichst-
benachbarten Kckpunkt 4 fortschreiten und denken uns dazu jedesmal
das zugehorige aus sechs kongruenten Dreiecken bestehende Sechseck
ABCA'B'C’ konstruiert; dann ist es leicht zu ersehen, daB gleich-
zeitig jeder der iibrigen Eckpunkte von 1 zum bzw. benachbarten Eck-
punkte 4 wandert und dabei die sechs vereinzelt liegenden Bogen-
stiicke, welche von den Eckpunkten des verinderlichen Sechsecks
ABCA'B'C" beschrieben werden, durch geeignete Spiegelungen an
den Symmetrielinien der Figur in den positiven £-, 5-Quadranten
hineinversetzt werden konnen, so daB sie hier den ganzen Quadranten
ausmachen. Daher gentigt es, mit Riicksicht auf jene Symmetrien
um alle moglichen Formen des Sechsecks 4 BCUA'B'C’ in Betracht
zu ziehen, den Punkt A4 bloB von M aus die erste Strecke 14
durchwandern zu lassen. Ks liegt nun die Vermutung nahe, daB die
Grofle A, der Flicheninhalt des Grundparallelogramimns, sich wihrend
dieser Bewegung fortwihrend im gleichen Sinne indert und daher das
Minimum von A einer der beiden &uBersten Lagen von 4 BCA'DB'C’
entspricht: entweder dem Sechseck (1) oder jenem (4). Da ferner
wenig unterhalb p =2 dieses Minimum, wie man sich leicht iiber-
zeugt, wesentlich dem Sechseck (1) entspricht, dagegen wenig ober-
halb p =2 dem Sechseck (4), im Falle p = 2 aber (wie auch in den
Grenzfillen p — 1 und p = oo selbst) von allen moglichen in Betracht
kommenden Sechsecken derselbe Wert von A geliefert wird, so liegt
es weiter nahe zu vermuten — wofiir der Beweis aber noch zu er-
bringen wire —, daB} fiir p <2 immer das Sechseck (1), fiir p > 2
immer das Sechseck (4) dem Minimum von A entspricht. Im ersteren
Falle wiirde dann, weil die Punkte x =1, y =0 und £ =1, =0
zusammenfallen, aus

=ar+py=1, n=ypz+dy=0
sich
ce=1 y=0

ergeben, was in die Gleichungen (57) eingesetzt:
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1
=13, 0= (1 - 2—1))?

liefert; sonach wiirde fiir das Minimum von A in diesem Falle

1
o= (1—2-7)7
folgen. Im anderen Falle dagegen, wo der Gitterpunkt (1 <p < 2)
(— 1, 1) auf der Geraden £ = — # und #hnlich der Gitterpunkt (1, 1)
auf der Geraden & = % liegt, haben wir infolgedessen:
—at+f=y—0, a+pf=y+0,

also
«=90, = Vs
und dies ergibt, in die Gleichungen (57) eingesetzt,
o + =1, 2(“—ﬁ>p=17

oder
1 1 1

1
«=2""PAL2 Y g2 T A2 Y

(2;A+ 1)p+ (2;'A~ 1)p=21”+1(p>2);

doch 1aBt sich die Auflésung der letzteren Gleichung fiir A nicht in
geschlossener Form bewerkstelligen. *)

*) Die Ausfiihrungen hier iibertragen sich zu groBem Teile auf ein jedes
konvexe Oval, das die vier Geraden £ =0, 1 =0,£= 4 zu Symmetrielinien
hat und in der Tat ist in den Figuren 37 (p. 52), 38 (p. 53), 39 (p. 54), 41 (p.56),
wie schon aus dem Vorhandensein von Ecken ersichtlich, nicht speziell ein Oval

1871+ n”! =1(p>1) gezeichnet.



Drittes Kapitel.
Zahlengitter in drei Dimensionen.

§ 1. Definition des Zahlengitters in drei Dimensionen.

Unter dem Zallengitter in drei Dimensionen wollen wir die
Gresamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme dreier Variabeln z, y, 2
verstehen. Dieses Zahlengitter kann man geometrisch mittelst eines
raumlichen Parallelkoordinaten-Systems darstellen, indem man drei sich
in einem Punkte treffende und nicht in einer Ebene gelegene Geraden
beliebig im Raume als Koordinatenachsen annimmt, die MaBstibe auf
denselben beliebig festlegt und einem
jeden ganzzahligen Wertesystem (p,q,7)
den Punkt mit den Koordinaten z = p,

Y = q, #2=1r zuordnet. Dieses rium-
liche Gitter kann auch durch beliebige
Festlegung der vier Punkte

(07 ()7 0)7 (1? 07 0)? (07 1? O)? <O7 0? 1)7

doch so, daB nicht alle vier in einer
Ebene liegen, vollstiindig bestimmt
werden (Fig. 42); das durch diese vier
Punkte als Ecken gebildete Tetraeder
bezeichnen wir dann als das Funda-
mentaltetraeder des betreffenden Gitters.
Ist im Koordinatenraume ein
irgendwie begrenzter Kérper gegeben, so wollen wir unter dem Vo-
lumen desselben das auf den Bereich des Korpers bezogene dreifache

Integral
I = [[[dvaydz (1)

verstehen, wobei das Element des Integrals stets als wesentlich posi-
tive GroBe zu denken ist.
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§ 2. Theorem iiber konvexe Korper mit Mittelpunkt.

Da wir uns im Laufe der weiteren Untersuchungen hauptsichlich
auf die Betrachtung einfacher, nur von Ebenen oder Flichen zweiter
Ordnung begrenzter Korper beschriinken werden, so kéunnen wir hier
von der Aufstellung einer strengen Definition fiir die konvexen Korper
absehen und uns nur mit der Feststellung der wesentlichsten Eigen-
schaften derselben begniigen. Wir stellen uns unter einem konvexen
Korper eine abgeschlossene Punktmenge vor, die wollstindig im Ind-
lichen liegt, d. h. in eine um den Nullpunkt mit angebbarem endlichem
Radius beschriebene Kugel vollstindig eingeschlossen werden kann;
sie soll ferner nicht vollstindig in einer Libene liegen und durch jeden
Punkt ihrer Begrenzung soll wenigstens eine Stiitzcbene gelegt werden
kionnen, d. h. eine Ebene, auf deren einer Seite kein Punkt der Punkt-
menge liegt.

Falls ein konvexer Korper einen Punkt aufweist, der alle durch
ithn gehenden Sehnen des Korpers halbiert, so heit dieser Punkt
Mittelpunkt des Korpers.

Fir die konvexen Korper mit Mittelpunkt gilt im Raume ein
ganz analoges Theorem, wie in der Ebene fiir die konvexen Figuren
mit Mittelpunkt; dasselbe lautet:

X. Iiin kowvexer Korper mit einem Gitterpunkt als Mittelpunlt,
vom Volumen 8, enthilt stets aufer dem Mittelpunlt snoch wenigstens
etnen weiteren Gitterpunlit.

Auch der Beweis dieses Satzes gestaltet sich #hnlich wie im
Falle der ebenen konvexen IKiguren.

Es sel um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein konvexer Korper
vom Volumen J gegeben. Dilatieren wir alle seine Radien im Ver-
hiltnis ¢: 1, so wollen wir den so hervorgehenden neuen Kérper vom
Volumen #J als den zum Parameter t gehirigen Korper oder kurz
als den ¢-Korper bezeichnen. Der urspriinglich gegebene, dem Para-
meterwerte £ = 1 entsprechende Korper soll der Fvichkirper heiflen.

Wir ziehen den Hichkorper zunidchst derart zusammen, daB der
neu entstandene Korper auBer dem Mittelpunkt keinen weiteren
Gitterpunkt enthilt, und treiben dann den letzteren Kiorper so lange
auf, bis er etwa fiir den Parameterwert ¢ = A mit seiner Begrenzung
zum erstenmal an einen Gitterpunkt stoBt.*) Diesen M-Korper ziehen
wir hierauf im Verhéltnis 2:1 zusammen und denken uns den so
gewonnenen MM /2-Korper vom Nullpunkt aus zu jedem anderen
Gitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sich selbst verschoben. So

*) Schematisch kann man sich diese Verhiltnisse an der Fig. 15, 8. 29 ver-
anschaulicht denken.
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entsteht ein System von Korpern, deren jeder an mindestens zwei
benachbarte stoft und in keinen anderen der Korper eindringt, so
daB keine Stelle des Raumes mehr als einfach von dem System aus-
gefiillt wird, withrend zwischen den einzelnen Korpern im allgemeinen
noch Liicken vorhanden sein werden. Denken wir uns nun anderer-
seits um den Nullpunkt als Mittelpunkt das von den sechs Ebenen
r=-4%, y=-41%, 2=+ 4 begrenzte Parallelepiped konstruiert und
sodann dasselbe von da aus zu jedem anderen Gitterpunkt als Mittel-
punkt parallel mit sich selbst verschoben, so erscheint der ganze
Raum von diesen Parallelepipeden, deren jedes das Volumen 1 hat,
einfach und lickenlos erfiilllt. Hieraus erhellt, daB das Volumen eines
DM/2-Kérpers nur kleiner oder hochstens gleich 1 sein kanm:

M3
(<, @

und daher folgt fiir das Volumen des M-Korpers:
M3J < 8. (3)
Um einen zum Kichkirper homothetischen Korper genau vom
Volumen 8 zu erhalten, muB man sonach den J7-Kérper im all-
gemeinen noch ein wenig ausdehnen und nur im Grenzfalle fallen
die zwei genannten Korper zusammen. s enthilt also der Kirper
vom Volumen 8 den AM-Kirper und damit auBer dem Mittelpunkte

notwendig noch weitere (mindestens zwei) Gitterpunkte, und zwar im
allgemeinen in seinem Inneren, im Grenzfalle nur auf der Begrenzung.

§ 3. Grenzfille des letzteren Theorems.

Es soll zunfichst ein strenger Beweis der schon an sich plau-
siblen Tatsache gegeben werden, daB das Volumen eines 1//2-Kirpers
<1 oder =1 ist, je nachdem die um die einzelnen Gitterpunkte kon-
struierten M /2-Korper Liicken zwischen einander lassen oder den
ganzen Raum lickenlos ausfiillen.

Wir nehmen zuniichst an, daB derartige Liicken vorhanden sind.
Sind . ¥,, £, die Koordinaten irgend eines im Inneren einer Liicke
gelegenen Punktes, so leuchtet es ein, daB auch alle Punkte
(%o +p, Yo+ 4, 4 + 1), wobel p, ¢, » unabhiingig voneinander simt-
liche ganze Zahlen durchlaufen, im Inneren von Liicken liegen werden;
die Gesamtheit dieser Punkte, die wir als ein System von Lomologen
Punkten bezeichnen, geht aus dem gegebenen Zahlengitter einfach
durch eine derartige Translation desselben hervor, bei welcher irgend
ein Gitterpunkt in den Punkt (z,y,.2,) iibergeht. Um jeden der
Punkte (z, 4 p, ¥, + ¢, 2, + ) als Mittelpunkt denken wir uns einen
zum IHichkdrper fhnlichen und dbnlich gestellten Kirper konstruiert,
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von solcher, etwa dem Parameterwerte 7'/2 entsprechender GriBe, daf
weder irgend zwei von diesen 7'/2-Korpern ineinander eindringen
noch irgend ein 7'/2-Kérper in einen der um die einzelnen Gitterpunkte
konstruierten M /2-Koérper eindringt. Zwischen den so errichteten 7/2-
Kérpern und den vorhin konstruierten M/2-Korpern kann eine ein-
eindeutige Zuordnung festgelegt werden, indem etwa dem M/2-Korper
um (p, ¢, r) der T/2-Korper um (z, 4+ p, ¥, + @, 2, + r) als Trabant,
wie wir sagen wollen, zugeordnet wird. Nun konstruieren wir um
jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt einen Wiirfel mit Seitenflichen
parallel den Koordinatenebenen und einer solchen festen Kantenlinge
2d, daf der Wiirfel den um den Gitterpunkt befindlichen M/2-Koérper
und jetzt auch den Trabanten des letzteren vollstindig in sich ein-
schliefit, — endlich um den Nullpunkt
einen Wiirfel mit Seitenflichen parallel
den Koordinatenebenen und einer Kante
28, wobei  eine positive ganze Zahl
bedeute, iiber deren GroBe wir noch
verfiigen wollen (Fig. 43). Die Ge-
samtheit derjenigen unter den erstge-
nannten Wiirfeln, deren Mittelpunkte
im Inneren und auf der Begrenzung
des grofen Wiirfels von der Kante 28
liegen, ragt iiber des letzteren Begren-
zung fiiberall hochstens so weit heraus,
daB, wenn der Wiirfel von der Kante
28 zu einem homothetischen von der
Kante 22 +2d ausgedehnt wird, dieser neue vergrioBerte Wiirfel
sicherlich alle vorhin genannten Wiirfel von der Kantenlinge 2d und
damit auch alle die von diesen Wiirfeln bzw. eingeschlossenen Paare
von je einem M/2-Korper und dem zugehirigen Trabanten vollstindig
in sich schlieBt. Da nun (28 + 1) solche getrennt liegende Korper-
paare hier in Betracht kommen, so hat man hiernach:

2o 2z U () +(0)) 7

woraus, wenn man beiderseits durch (2L 41)° dividiert und zur
Grenze fiir & = oo iibergeht,

()+ ()<,

(2)7<1 g

folglich

hervorgeht, was zu beweisen war.
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Im Falle lickenloser Ausfilling des Raumes durch die M/2-
Korper fassen wir zunichst die aufBerhald des Wiirfels von der Kante
2L gelegenen Gitterpunkte ins Auge. Jeder der um diese Punkte
befindlichen Wiirfel von der Kantenlinge 2d liegt entweder ganz
auBerhalb dieses erstgenannten Wiirfels oder dringt zum Teil in ihn
ein, und zwar hochstens bis zur Tiefe d, in Richtungen normal zu
den entsprechenden Koordinatenebenen gemessen. Wir nehmen nun
£ >d an und konstruieren um den Nullpunkt einen zum erstge-
nannten homothetischen kleineren Wiirfel von der Kante 2 — 2d;
in diesen letzteren dringt dann keiner der besagten Wiirfel von der
Kantenlinge 2d mehr ein, folglich muf sein Inneres ganz in solche
der M/2-Korper aufgehen, deren Mittelpunkte im Wiirfel von der
Kante 29 gelegen sind. Der von der Gesamtheit der hiermit be-
zeichneten M/2-Korper ausgefiillte Raum kann daher nicht kleiner
sein, als das Volumen des Wiirfels von der Kante 22 — 2d und es
gilt demnach die Ungleichung:

@ 24P <22+ 17 (3)'7

Aus dieser schlieBen wir, indem wir & wiederum iiber jede Grenze
hinaus wachsen lassen:

M3

() 721,

2

und dies ist wegen (2) nur so moglich, daB

(ZI)3J= 1 (5)

ist, was zu beweisen war.

Durch Parallelverschiebungen auseinander hervorgehende konvexe
Korper, die um Gitterpunkte als Mittelpunkte konstruiert sind und,
wie die M/2-Korper, teilweise aneinander stoBen, ohne je ineinander
einzadringen, wollen wir Stufen im Zallengitter nennen. Wir wollen
nun die Gestalt der Stufen im Falle des maximalen Volumens 1
derselben, also bei lickenloser Erfiillung des ganzen Raumes durch
die Stufen, eingehender studieren.

§ 4. Charakter der Oberfliche bei einem maximalen 2//2-Korper.

Zunichst erkennen wir, daB jeder Punkt der Oberfliiche einer
Stufe vom Volumen 1, kurz: einer wmazimalen Stufe, zugleich der
Oberfliche wenigstens einer von den homologen Stufen um die anderen
Gitterpunkte angehiren mufl. Wiirde namlich ein Punkt P der Be-
grenzung einer maximalen Stufe, deren Mittelpunkt wir etwa im
Nullpunkte O annehmen wollen, keiner anderen Stufe angehiren, so
miibten wir, auf dem Radius OP iiber P hinaus fortschreitend, auf
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Punkte kommen, welche iiberhaupt keiner Stufe angehtren, was wegen
der liickenlosen Ausfiillung des Raumes durch die Stufen ausge-
schlossen ist.

Es sei nun 4 = (p, q,7) der Mittelpunkt einer unter denjenigen
maximalen Stufen, welche mit der um O befindlichen Stufe, die kurz
die Nullpunktstufe heiBe, zusammenstofien (Kig. 44). Die Stufe um A
und die Nullpunktstufe sind dann offenbar beide in bezug auf den
Halbierungspunkt F der Strecke OA zueinander symmetrisch. Der
Punkt I ist beiden Stufen gemein und es geht durch ihn eine ge-
meinsame Stiitzebene der beiden Stufen. In dieser Stiitzebene haben
beide Stufen entweder blol den Punkt E oder geradlinige Strecken
oder aber konvexe ebene Partien liegen. Da nun die Stufe uwm 0O,
als Stufe iberhaupt, wie leicht einzusehen, nur mit einer endlichen

Anzahl anderer Stufen zusam-
menstoBen kann und dabet, als
maximale Stufe, mit threr ganzen
Begrenzung an andere Stufen
stofen muf}, so ist es klar, daB
thre Oberfliche ganz in einer
endlichen  Anzahl ihrer Stiitz-
ebenen liegen mufl. Die maxi-
malen Stufen sind somit Poly-
eder. Zugleich erkennen wir,
daB es unter den der Nullpunkt-
stufe benachbarten Stufen ge-
wisse gibt, welche mit der Null-
punktstufe ebene Partien (nicht bloB Kanten oder Ecken) gemein
haben und daf die ganze Begrenzung der Nullpunktstufe aus den
Partien solcher Art besteht.

Umgekehrt leuchtet jetzt ein, daBl, wenn jede Stufe ihre ganze
Oberfliche mit anderen Stufen teilt, die Stufen tatsiichlich den Raum
liickenlos ausfiillen, also je das Volumen 1 haben miissen. Denn an-
genommen, es existierten dabei noch Liicken und es wiire ) ein
Punkt in einer Liicke, so kinnten wir eine Strecke von @ aus nach
dem Inneren irgend eimer Stufe derart legen, daf} diese Strecke in
ihrem Verlaufe keiner einzigen Stufe in einer Kante oder einer Ecke
begegnet; und wire dann P, von ¢ aus gerechnet, der erste Punkt
der Strecke, der auf der Oberfliche einer Stufe zu liegen kommt, so
konnte P offenbar nur dieser einen Stufe und keiner weiteren unter
den Stufen angehdren, was unserer Voraussetzung widerspriiche.

Liegt eine heliehige konvexe Iigur @ vor (Fig. 45), so wollen
wir jenen Teil von @, welchen diese Figur mit einer Figur @* ge-
mein hat, die durch Spiegelung von @ an einem inneren Punkte F
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von @ entsteht, die Deckung der Figur @
i bezug auf den Punkt F nennen.

Haben nun die Nullpunktstufe und
die dieser benachbarte Stufe um A in der
den heiden gemeinsamen Stiitzebene Seiten-
flichen (und nicht bloB Kanten oder Ecken)
liegen und ist @ die Seitenfliche der Null-
punktstufe und I der Halbierungspunkt
von 04, so ist die den zwel Stufen ge-
meinsame Partie offenbar mit der Deckung
von @ in bezug auf E identisch. Be-
achten wir noch, daB der Punkt ¥ kein Gitterpunkt sein kann, also
die Koordinaten p/2, ¢/2, »/2 von E Hilften von ganzen Zahlen,
aber nicht simtlich ganzzahlig sind, so liBt sich das Ergebnis unserer
Betrachtung folgendermallen zusammenfassen:

XL Eine maximale Stufe ist von lauter cbenen Seitenfliichen be-
grenzt; dabei enthilt jede Seitenfliiche wenigstens einen Punkt, dessen
Koordinaten Hilften von ganzen Zahlen, aber nicht sdmtlich ganzzalhlig
sind, und es besteht jede Seitenfliiche genaw aus thren Deckungen in
bezug auf die verschiedenen derartigen in ihr enthaltenen Punkie.

Wir kénnen diese Kigenschaften der maximalen 1//2-Korper
ohne weiteres auf die mazimalen M-Kirper, d. h. M-Korper vom
Volumen 8 in folgender Weise iibertragen:

Ein mazimaler BM-Kirper ist ein Polyeder, dessen jede Seiten-
fldiche mindestens einen Gitterpunkt mit nicht simtlich durcl zwel teil-
baren Koordinaten enthdlt und regelmiflig genaw aus ilven Declungen
. bezug auf die wverschiedenen in ihr befindlichen Gitterpunkte besteli.

§ 5. Die Anzahl der Seitenfliichen eines maximalen JM-Korpers.

Dieses Ergebnis gestattet uns, die groftmogliche Anzahl der Seiten-
flichen eines maximalen J/-Kirpers sowie in der Folge die genaue Gestalt
eines solchen Korpers zu ermitteln.

Es sei ein maximaler M-Korper
um den Nullpunkt O als Mittelpunkt
gegeben. Seine Seitenflichen werden
paarweise parallel und zueinander
in bezug auf O symmetrisch sein.

Es sei Ay=(p,, ¢y, 1) ein Gitter-
punkt auf der Begrenzung des Kor-
pers, und zwar liege derselbe im
Tuneren einer Seitenfliche des Kor-
pers; derartige Punkte mul} ja nach

Minkowski, diophant Approximationen.
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§ 4 jede Seitenfliche des Korpers aufweisen (Fig. 46). Dann liegt
auch der Gitterpunkt 4y = (—p,, — ¢q,, —7,) auf der Begrenzung des
Korpers, und zwar im Inneren derjenigen Seitenfliche, welche zur
erstgenannten beziiglich O symmetrisch ist. Ist weiter A = (p,¢, 1) ein
Gitterpunkt im Inneren einer weiteren, von den zwel vorigen ver-
schiedenen Seitenfliche des Korpers, so liegt der Punkt

B:(%(p ~p0), ¥(q—q0), ’%‘U"“%))r
welcher die Strecke 4 4, halbiert, notwendig im Inneren des Kirpers,
ist aber vom Nullpunkte verschieden; infolgedessen konnen die Ko-
ordinaten von I3 nicht simtlich ganze Zablen sein, also nicht die
Kongruenzen
p=p,, 9=¢q,, r=r7, (mod 2)
sdmtlich gleichzeitig bestehen. Fassen wir nun fiir jede einzelne Seiten-
fliche einen der in ihrem Inneren gelegenen Gitterpuunkte ins Auge
und bilden wir die echten Reste der Koordinaten dieses Punktes
modulo 2, so miissen die so erhaltenen Restetripel fiir irgend zwel
Seitenflichen, die nicht speziell als Spiegelbilder in bezug auf den
Nullpunkt zusammengehoren, stets untereinander verschieden aus-
fallen. Solcher Tripel gibt es aber {iberhaupt 2% = 8, indem jeder
Rest nur die Werte 0,1 annehmen kann; dabei wird das Tripel
(0, 0, 0) jedenfalls nicht vorkommen, da die Begrenzung des J-Korpers
keinen Gitterpunkt mit lauter geradzahligen Koordinaten enthiilt; so-
mit leuchtet der folgende Satz ein:
XIL. Die Anzall der Seitenfliichen eines muxi-
malen M- Kirpers (und c¢benso einer maximalen
Stufe) kann hichstens 2 (2% — 1) = 14 betragen.
Solche maximale M-Polyeder kann man
auch nach Methoden, die wir in der Folge
kennen lernen werden, ermitteln. Es sind dies
14-Flichner (resp. Ausartungen derselben), die
aus Oktaedern durch Stutzung der Ecken mit-
tels entsprechend gefiihrter ebener Schnitte ent-
stehen (Fig. 47).
Die hier abgeleiteten Siitze lassen sich auf
Riume von beliebig vielen Dimensionen iiber-
tragen. s zeigt sich, daB im Raume von
n Dimensionen die maximalen J/-K&rper Polyeder sind, deren Seiten-
anzahl héchstens 2(27 — 1) betragen kann.

§ 6. Die Anzahl der Gitterpunkte auf einem M-Korper.

Wir fragen ferner nach der Anzahl der Gitterpunkte, die auf
der Oberfliche eines M -Korpers liegen kinnen.
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Es sei um den Nullpunkt O (Fig. 48) ein beliebiger M -Korper
gegeben und A, = (py, gy, 7y), A = (p,q, ) seien irgend zwei ver-
schiedene Gitterpunkte auf der Oberfliche
desselben.  Wir betrachten das von den
Punkten

0,4y = (—poy — q0y — 70 4
gebildete Dreieck. Der Schwerpunkt des-
selben,

B = (1% P—p $@—aqy), % (r—179)),
liegt unter allen Umstéinden im Inneren
des gegebenen JM/-Korpers und ist jeden-
falls von O verschieden; er ist daher sicher
kein Gitterpunkt und mit Riicksicht darauf kinnen die Zahlen p, ¢, »
nicht alle zugleich den Zahlen p,, gy, r, mod. 3 bzw. kongruent sein.

Wenn wir also nun fiir jeden auf der Oberfliche des M-Korpers
gelegenen Gitterpunkt die echten Reste seiner Koordinaten mod. 3
ins Auge fassen, so koOnnen unter den so erhaltenen Restetripeln
keine zwei gleichen vorkommen; da es aber tiberhaupt nur 3% = 27
solche Restetripel gibt und das Restetripel (0, 0,0) hier jedenfalls
ausgeschlossen erscheint, so folgt, daf

XIIL die Oberfliche eines M-Kivpers nicht melr als 3% —1 =26
Gitterpunkte enthalten Lann.

Es gibt auch in der Tat M-Korper mit 26 Gitterpunkten auf
der Begrenzung; ein solcher Korper ist z B. der durch die Un-
gleichungen

-1z <L,
—l=zwv=t,
—1<L2<1

definierte Wiirfel; die Koordinaten der auf dessen Oberfliiche gelegenen
Gitterpunkte ergeben sich durch Bildung simtlicher Kombinationen
aus je einem Werte jeder der drei Wertereihen

L=-—1, 0, +1,
y=—1, 0, +1,
z=—1, 0, +1,

mit Ausschlufl der Kombination 2 =0, y =0, z = 0.

§ 7. Parallelepipede.

Wir wollen nun die ewonnenen Siftze auf spezielle konvexe
2
Korper, zundchst auf Paralleleplpede, anwenden.

n¥
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Es selen drei lineare Formen dreier Variabeln x, y, # mit be-
liebigen reellen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante A
gegeben:

E=Adx+ Ay + V', A, A, A
=ur+uy+uz, A= g W, u +0. (6)
t=wvar+ vy +1"z, v, v, v

Wir betrachten als Eichkdrper das von den sechs Ebenen
E=1, E=—1, n=1, y=—1, (=1, {=—1 (7>

begrenzte Parallelepiped und wenden auf dasselbe das Theorem (3)
(S.61) an. Danach gilt, wenn J das Volumen des bezeichneten Eich-
kérpers in den Koordinaten z, g, z bedeutet, fir das Volumen M3J
des zugehirigen M-Korpers die Ungleichung:

M3J< 8. (8)

- LT 7
J=./:/]dxdydz = -—m‘/f: dEdndg,

wobel das letztere dreifache Integral auf den Bereich
—l=8<1l, —1=<9=1, —1=¢=1

zu erstrecken ist, also

Nun ist

8

J = A

und dies ergibt, in (8) eingesetzt, fiir I}/ die folgende Ungleichung:
w<y al ©)
Da die Oberfliche des vorliegenden M-Korpers aus allen jenen
Punkten (z,y, #) besteht, fiir welche
max( El, [y, [¢) =DM

ist, und unter diesen Punkten der Bedeutung von M zufolge sich
notwendig auch Gitterpunkte befinden miissen, so folgt aus (9) weiter,
daf3 es ganzzahlige Werte x, y, z geben muf3. die nicht simtlich ver-
schwinden und fiir welche

max (&), o, ¢) <V14)

& <V|a, w VAl g <V al (10)

wird. Hiermit erscheint derselbe Satz IV (8.9) bewiesen, welcher
den Hauptgegenstand des ersten Kapitels bildete und dort dureh rein
arithmetische Betrachtungen abgeleitet wurde. Wihrend aber dort
die Frage nach den Grenzfiillen, in denen das Minimum M der drei

also
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Formen genau den Wert %fﬁ hat, offen blieb, werden wir jetzt diese
Frage durch eine geometrische Uberlegung vollstindig beantworten.

Soll M =7/ A sein, dann hat das M-Parallelepiped genau den
Inhalt 8, ist also ein maximaler M-Korper. Daher muBf dann eine
jede Seitenfliche desselben, den Ergebnissen des § 4 gemil, in ihrem
Inneren wenigstens einen Gitter-
punkt enthalten und genau aus den
einzelnen, untereinander getrennten
Deckungen ihrer selbst in bezug auf
die simtlichen in ihr enthaltenen
Gitterpunkte bestehen. Da nun die
Seitenflichen im vorliegenden Ialle
Parallelogramme sind, so werden
auch ibre Deckungen, wie man leicht
sieht, parallelogrammatische Form haben; dabei wird eine jede dieser
Deckungen notwendig mindestens einen der Eckpunkte der betreffen-

den Seitenfliche mitnehmen (Fig. 49). B (,

Wir fassen nun irgend eine Seitenfliiche
ABCD des maximalen JAl-Parallelepipeds und T
einen darin enthaltenen Gitterpunkt P ins Auge A |! . LA
und bilden die Deckung von AL ('] in bezug it
auf P, welche etwa jedenfalls den Hckpunkt 4 4™
mitnehmen moge. Um zu erkennen, wie sich 2
ADBCD weiter aus Deckungen aufbaut, werden
wir zun#chst zu unterscheiden haben, ob die
erstgenannte Deckung nur die eine Hcke 4
oder noch eine andere oder alle vier Ecken der
Seitenfliche mitnimmt [Fig. 50, A), B), IN)];
nur diese drei Eventualititen sind otfenbar
mdoglich.

Im Falle A) mull die Seitenfliche aufler I’
noch wenigstens zwel weitere Gitterpunkte ent-
halten. Es sei ¢ derjenige von den letsteren,
dessen zugehirige Deckung die Icke I fort-
nimmt; dann ist es klar, daf die Deckungen
um P und @ aneinander stoBer miissen: denn sonst miilite es weitere
Deckungen geben, welche gar keine KEcken von ALCD in sich
enthalten, was ausgeschlossen ist. Sind nun die Seiten, mit denen
die beiden genannten Deckungen, um P und um ¢, aneinander stofen,
von ungleicher Linge, so ist zu unterscheiden, ob die Deckung um ¢
nur die eine KEcke D oder auch noch die Ecke C fortnimmt; im
ersteren Falle mufl es im Parallelogramm A.BCD notwendig noch

CN]
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zwei Deckungen geben, deren jede je eine der noch tibrigen Jicken
B, C fortnimmt (Fig. bla); im zweiten Falle dagegen ist nur noch
eine, die Kicke B enthaltende Deckung vorhanden (Fig. 510). Fallen
aber die beiden bezeichneten Seiten der Deckungen um P und ¢ auch
der Linge nach zusammen, dann kann der noch freie Teil des
Parallelogramms entweder in zwel weitere Deckungen zerfallen
(Fig. le, d) oder selbst eine Deckung sein (Fig. ble).

Im Falle B) gibt es nur zwei Mdglichkeiten: entweder wird
jeder der mnoch freien Fckpunkte D, C durch je eine besondere
Deckung mitgenommen (Fig. 51f) oder gehdren beide Eckpunkte
einer einzigen Deckung an (Fig. 51g).

Im Falle I') schlieBlich bildet das Parallelogramm selbst seine
eigene Deckung (Fig. H17).

Hiermit wiiren alle moglichen Fille erschipft.  Wir sehen zu-
gleich, daB die Fille a), ¢) wesentlich miteinander identisch sind und
d) bloB einen gemeinsamen Grenzfall dieser beiden Fille darstellt,
ferner, daB auch b), ¢), ) im Wesen einen und denselben Fall dar-
stellen. Daher kommen hier blof die folgenden vier wesentlich unter-
einander verschiedenen Fille in Betracht: «), D), ¢), ), und diese
werden nun nacheinander zu untersuchen sein.

Wir kénnen dabei der Einfachheit halber A =+ 1, also M =1
annehmen.

Angenommen, es befinde sich unter den Seitenflichen des in
Rede stehenden maximalen M-Parallelepipeds eine solche, etwa in der
Ebene £ =1 gelegene, welche dem Falle «) entspricht; ihre Seiten
sollen in der Reihenfolge, wic sie von den Ebenen §=-—1, £=1,
y = — 1, y =1 ausgeschnitten werden, A0, BC, AB, DC heilen
und P, ), R, S seien die vier Gitterpunkte in den Deckungen dieser
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Seitenfliiche, in der Rethenfolge, wie diese Deckungen die Kcken
A. D, B, (y bzw. mitnehmen (Fig. 52). Sind dann o, B, 1 die
Koordmaten von P im §-, o, {-System, wobei offenbar — 1 < e, < 0,
— 1< f;< 0 ist, so hat R die Koordi-

naten «, + 1, [31, 1, denn es ist PR

=348 und PR AB Mit Riicksicht

danuf dab die PlO]ektlon von P @ auf

AD gleich £ AD ist, seien ferner o,

B, + 1, 1 die Koordinuten von . Sind

nun etwa a”, b7, ¢” die Koordinaten

von P im x-, y-, z-System, a + a”,

b+#, ¢+ ¢ jene von R in demselben

System, so hat der Punkt (a, b, ¢), wel-

cher ebenfalls ein Gitterpunkt ist und

symbolisch mit 12 — P bezeichnet werden moge, im &-, x-, &-System
dem oben Gesagten gemii die Koordinaten 1, 0, 0. Sonach gibt es
im vorliegenden Falle ein System von ganzzahligen Werten der Va-
riabeln z, y, 2, und zwar o =a, y = b, 2 = ¢, fir welches

E=1, =0, ¢=0 (11)

wird. In derselben Weise finden wir durch Betrachtung des Punktes
@) — P, daB ein anderes ganzzahliges Wertesystem derselben Variabeln,
etwa (@, V', (), existiert, fiir welches

= “17 N = 17 5= 0 (12>

wird, wobel «, — ¢, = ¢ gesetzt ist. Zu diesen zwei Wertesystemen
= . -~ 1z 12 4 .

von «, ¥, # wollen wir noch das System (a”, ¥”, ¢”) hinzufiigen und

die ans dem letszteren hervorgehenden Werte von §, 9, { nunmehr

der Analogie halber mit

see

=, n=10p", =1 (13)
bezeichnen. Dabei ist zu beachten, dafl

a/ , a// , Ij” < 1
sind.

Die Beziehungen, in welchen die drei den Punkten R — P,
¢ — P, P bzw. als Koordinaten entsprechenden Wertesysteme der
Variabeln #, y, £ zu den zugehirigen Wertesystemen (11), (12), (13)
der Formen § 7, { stehen, lassen sich in der Matrizen-Relation

1, ¢, o« A, A, a7
0, L, g = u u, o -0 ¥, b

’ 4 4 rr
0, 0, 1 v, vV, v e, €, ¢
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zusammenfassen und diese letztere ergibt, da die links stehende
Determinante = 1 und die erstere der rechts stehenden = -+ 1 ist:

’ 1

a, @, @
bYW, V¥V =%1. (14)
c, c/, cl ’ ;

Wenden wir nun auf das Zahlengitter in z, y, #z die Trans-
formation
z=aX+dY+ a2,
y=b0X +0Y +1"Z, (19)
z2=c¢cX +cY +c'7Z

an, so entspricht vermdge derselben jedem ganzzahligen Wertesystem
(X, Y, Z) ein ganzzahliges Wertesystem (2, y, 2) und wegen (14)
auch umgekehrt. Die Transformation (15) fithrt also das Zahlen-
gitter der a2, y, # genau in das Zahlengitter der X, Y, Z iiber; dabei
erhalten die Punkte R— P, Q— P, P im neuen Gitter bzw. die
Koordinaten 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1 und mit Riicksicht darauf und
auf (11), (12), (13) gehen die gegebenen Formen §, %, ¢ durch die
besagte Transformation in die folgenden iiber:
X+ Y+ "2,
Y+ 47, (16)
Z.

Hiermit ist im vorliegenden Falle die Fxistenz einer wnimodularen
ganzzahligen Substitution nachgewiesen, welche das gegebene Formensystem
(6) in cin spezielles Formensystem (16) iiberfiihrt. Dabei ist die An-
ordnung, in welcher die Formen (16) aus jenen &, , ¢ entstehen, gleich-
giiltig; sie héngt bloB davon ab, in welcher der Seitenflichen des
Parallelepipeds und bei welcher Reihenfolge ihrer Kanten der hier
vorausgesetzte Fall a) sich darbietet.

Nicht anders, wie im Falle «), liegen die Dinge in jedem der
drei weiteren Fille: 0), g), /).

Fir den Fall 1) bleibt die soeben durchgefiihrte Betrachtung
ohne weiteres giiltig, denn das Vorhandensein eines vierten Gitter-
punktes S in der betreffenden Seitenfliche, wodurch sich der Fall «)
von jenem 0) unterscheidet, war fiir die obige Betrachtung véllig
belanglos.

Nehmen wir weiter an, es wiirde fiir keine der Seitenflichen des
Parallelepipeds der Fall ) noch der Fall ) zutreffen, es gebe aber
eine Seitenfliche ABC'D, in welcher der Fall ¢) statthat, und diesc
liege etwa in der Ebene 7 = 1, wobei die Seiten A B, DC bzw. von
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den Ebenen § — — 1, £ =1 ausgeschnitten werden mogen (Fig. 53).
Die zwei in dieser Seitenfliche befindlichen Gitterpunkte P, ¢ haben
dann §-, 9-, &-Koordinaten «', 1, O;

« -+ 1, 1, 0:; hieraus 1aBt sich wn-

mittelbar der Gitterpunkt @ — P, (E=1,

=0, {=0), ableiten; nehmen wir nun

zu den Gitterpunkten @ — P, P mnoch

einen dritten 7' hinzu, welcher inner-

halb der Seitenfliche

g§17 |77|<17 §=1
liege und &-, %-, {-Koordinaten «”, 87,
1 habe, bezeichnen wir ferner die x-,
y-, 2-Koordinaten der drei Gitterpunkte
@— P, P, T bzw. mit

a, by es o, bW, ¢y o,V "

und wenden auf das Formensystem (6) die Transformation an, die sich
hier genau wie (10) schreibt, so zeigt es sich wiederum, wie in den
Fillen @), 0), daB dann das Formensystem (6) in das spezielle (16)
tibergeht.

Nehmen wir schliellich an, dal sich keiner der Fille «), 1), ¢)
auf den Seitenflichen des maximalen }M-Parallelepipeds vorfindet, also
Jede Seitenfliche desselben gemiB /) im Inneren bloB einen Gitter-
punkt, und zwar in der Mitte, enthilt; dann haben die drei Gitter-
punkte, welche innerhalb der in den Ebenen

tE=1 n=1, t=

bzw. gelegenen Seitenflichen sich befinden, bzw. folgende &-, 13-, ¢-
Koordinaten:

1, 0,0, 0,105 0,0, 1,

und die -, y-, z-Koordinaten dieser Punkte liefern sonach wiederum
eine unimodulare ganzzahlige Substitution, durch welche das gegebene
Formensystem in das folgende iibergeht:

tE=X, =Y, ¢t=7 (17
also in den allereinfachsten Spezialfull des Formensystems (16).

Wir sehen somit, daB in alleii vier Fillen eine wnimodulare ganz-
zalhlige Substitution existiert, welche dic yegebenen Formen &, v, &, abyesehen
von der Reihenfolge, in spezielle Formen (16) diberfiihrt. Es gilt aber auch
die Umkehrung hiervon: wenn die Formen & 1, & abgeschen von der
Reilenfolye, durch cine unimodulare ganzzallige Substitution in speziclle
Formen (16) ibergefiilvt werden kimnen, so ist i Minimuon fiir ganz-
zahlige @, y, z notwendig = 1. Denn dieses Minimum ist dann jeden-
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falls gleich jemem der transformierten Formen, diese letzteren aber
konnen, wie ersichtlich, durch ganzzahlige Werte der Variabeln nicht
samtlich absolut <C 1 gemacht werden, es sei denn so, daB zunfichst
4 =10, sodann Y =0, schlieBlich X =0 angenommen wird; das
letztere Wertesystem schlieffen wir aber von vornherein aus.

Hiermit haben wir fiir alle Falle bewiesen, daf

XIV. das DMinimum wvon drei linearen Formen § vw, { mit einer
Determinante = 1 dann und nuwr dann genaw = 1 wird, und also die
diesen Formen entsprechenden M2 - Parallelepipede dann und nur dann
den Raum lickenlos erfiilllen, wenn eine ganzzahlige Substitution mit
einer Determinante == 1 existiert, welche die drei Formen, abgeschen von
der Reihenfolge, in solche von der speziellen Gestalt (16) iiberfiihrt.

XIV'. Im besonderen ist es dann immer miglich, zwei von den
Formen  durch  ganzzablige Werte der Variabeln = 0 2u machen,
wdhrend die dritte =1 wird. Solches tritt niimlich bei den oben
gebrauchten Bezeichnungen fiir # =a, y = b, £ = ¢ ein, indem hierfiir

X=1 Y=0, Z=0,
und also
E=1, =0, =0 (18)
wird.

Andererseits geht dabei durch die besagte Substitution stets
mindestens eine der drei Formen (oben war es immer zumindest die
Form ¢) einfach in eine der drei neuen Variabeln X, Y, Z ftiber;
da nun jede dieser letzteren sich durch die fritheren Variabeln z, y, 2
aus (15) linear homogen miit ganzzalligen Koeffizienten ohne einen ge-
meinsamen Teiler > 1 ausdriickt, so erkennen wir weiter als

XIV”. eine notwendige DBedingung fiir das Entreten des Grenz-
talles M =1 dies, daf3 wenigstens in eincr der gegebenen I'ormen die
Koeffizienten ganzzallig und olne gemeinsamen Teiller > 1 sind.

Den heiden zuletzt hervorgehobenen Umstinden kommt auch
eine einfache geometrische Bedeu-
tung zu. Wegen des ersteren Um-
standes gibt es an einem maximalen
B -Parallelepiped mindestens ein Paar
von gegeniiberliegenden Seitentla-
chen, die im Innern blof je einen
Gitterpunkt, in der Mitte, enthalten
(oben war von dieser Art die Seiten-
fliche £ = 1 wit dem Punkte X =1,
Y =0, Z=0); hieraus folgt, daB dic
mazimalen M/2-Parallelepipede sich
im  LRawme . dwrchgehende  Siulen
ordnen, indem jedes von ihnen mit
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einem Paar gegeniiberliegender Seitenflichen in deren ganzer Aus-
dehnung an zwei benachbarte Jf/2-Parallelepipede stoBt (Fig. 54).
Andererseits geht aus dem zweiten der besagten Umstéinde hervor,
dall sich die DM)2- Parallelepipede in Schichten ordnen, die hier inshe-
sondere von je zwei sukzessiven der Hhenen

=) 2=, — 4, —
begrenzt werden (Fig. 54).

L
N
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§ 8. Elliptische Zylinder.

Indem wir noch einige weitere konvexe Kérper in Betracht ziehen,
werden wir zu Sitzen gelangen, welche spiter auf die Theorie der
algebraischen Zahlen Anwendung finden sollen.

Es seien wiederum drei lineare Formen dreier Variabeln mit
nicht verschwindender Determinante A gegeben:

—du Ay A,
y=ux+ Wy ue, (19)
t=wva+ vy -+

Diesesmal sollen aber die Koeffizienten von & # bzw. konjugiert-kom-
plexe Groflen sein,

dee

R T S 8
A= ve == V2 A= ve '’
e—16 r__ @ —id v @'— 10"

uw = _ u = _ - _ e
! Y2 0 ya 7 vz’

worin o, ¢', 0", 6, ¢, 6" irgend welche reelle Werte sind; die dritte
Form ¢ dagegen habe reelle Koeffizienten. Die Determinante A ist
dann eine rein imaginire GriBe, da sie bel der Vertauschung von i
mit — ¢ bloB das Vorzeichen indert. Jede der Formen £, % denken
wir uns in ihren reellen und imaginiren Bestandteil zerlegt:

£ — BT; vy =7 ;é“” , (20)
worin
p=ox+ 0y + 0, 21
Y =062+ dy+ o'z '
1st.

Wir nehmen als Eichkiorper den Korper an, dessen Bereich durch
die Ungleichungen

gl nl=1, jg<t, (22)

oder, was dasselbe ist, durch die Ungleichungen
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P2, —1<¢L1 (23)
definiert ist. Verfigen wir iiber das Koordinatensystem (z, y, #) in
der Weise, daff das Koordinatensystem (g, ¢, {) sich als ein gewGhn-
liches rechtwinkliges herausstellt, dann wird jener Eichkirper offenbar
ein gerader Kreiszylinder, welcher von der Mantelfliche

¢+ P =2

=1, ¢(=—1
begrenzt erscheint. (Sonst ist es ein allgemeiner elliptischer Zylinder.)
Auf diesen Korper wenden wir nun das Theorem (3) an; danach
gilt, wenn J das Volumen des Eichkorpers in den Koordinaten 2. v, 2
bedeutet, fiir das Volumen M?3J des zugehérigen M-Korpers die Un-

gleichung:

und den Grundflichen

M3J < 8

da aber das Gleichheitszeichen in (3) nur bei Polyedern statthaben
kann, so gilt im vorliegenden Falle notwendig das Ungleichheitszeichen
und wir haben also
2 p
M <‘57_ : (24)

_ , . cl(x,y,i)w;f/v‘
J ‘/:/:/dxdydz— agvo ). dody dg,

wobei das letztere dreifache Integral das Volumen des Kreiszylinders
(23) in den ¢-, 9-, ¢-Koordinaten ausdriickt, also den Wert 4z hat.
Ferner ist nach einem bekannten Satze tiber Funktionaldeterminanten

Nun ist

d@y,z) _ dxys  dEn |
d(@, v, ) dénd  d,p,H’
da nun
d®,y, z) 1

A& m, &) AN
1 i

dEm _dEm _ V2 VR _
d ((pw l/)v g) d(‘va) B ‘i_ :i o
VERE
ist, so haben wir:
d@,y,2) i
] dp, v, ) A
Es folgt somit:
4x
c]z A‘

und also wegen (24):
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Der M-Koérper ist nun im vorliegenden Falle durch die Un-
gleichungen

@ 2 P 2 \‘
G+ G <2 3 <t (26)
oder auch
EISM, |9|< M, [¢|<M (27)

charakterisiert, und da seine Oberfliche notwendig Gitterpunkte ent-
hilt, so gibt es sonach ganzzahlige Werte z, 4. z, die nicht alle ver-
schwinden und, in %, { eingesetzt, die Ungleichungen

</ 2an <)/ 218l 1<)/ sl

bewirken. Hiermit ist der folgende Satz gewonnen:

XV. Sind drei linecare Formen dreier Variabeln mit nicht ver-
scluvindender Determinante I gegeben, icobei eine der Formen recll ist
und die beiden iibrigen in ihren Koeffizienten konjugiert-komplex sind,
dann gibt es ganzzahlige Werte der Variabeln, die nicht alle ver-
schumden und fiir welche jede dev drei Formen dem Betrage nach

<V Al wird.
§ 9. Oktaeder.

Bs seien, wie in § 7, drei lineare Kor-
men &, n, ¢ dreier Variabeln z, ¢, z mit reellen
Koeffizienten und nicht verschwindender De-
terminante A gegeben. Wir fassen im ge-
wohnlichen rechtwinkligen Koordinatensystem
der &, u, ¢ das Oktaeder ins Auge, welches
die sechs Punkte

(gv A @ = (£ 1,0, O)? (07 + 1’0)y <0J 0, + 1>
zu Eckpunkten hat (Fig. 55), dessen Bereich
also, wie man leicht findet, durch die Un-
gleichung
&) +m]+ [¢] <1

gegeben ist.

Fiir das Volumen J dieses Oktaeders in
den #z, y, #2-Koordinaten haben wir

szffdxdy dz — %‘fffdg dydg

und in der Folge, da f f /'dicln dg, das Volumen desselben Kérpers
in den &, n-, §-Koordinaten, = 8- 1 ist,
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_ 4
WL
Denken wir uns nun den besagten Kérper zu einem homothetischen
M-Kérper dilatiert und wenden auf den letzteren die Formel (3) an,
so ergibt sich fiir I mit Riicksicht aut (28) die Ungleichung:

M<V6 Al (29)

Das Gleichheitszeichen wird hier nie statthaben kénnen, da der Raum,
wie wir zeigen werden, nicht vollstindig von homologen Oktaedern
erfiillt werden kann. Zum Beweise dieser letzteren Behauptung
brauchen wir den folgenden Hilfssatz:

XVIL FEine ebene konvexe Figur, welche sich aus einer endlichen
Anzahl von lauter Figuren mit Mittelpunlt zusammensetzt, besitzt immer
selbst einen Mittelpunlit.

Fiir unsere Zwecke gentigt es, diesen Satz bloB fiir Polygone zu
beweisen. IHs sei ein konvexes Polygon gegeben, welches irgendwie
vollstindig in eine endliche Anzahl von lauter Polygonen mit Mittel-
punkt zerfillt (Fig. 56). Wir greifen von den Seiten desselben

irgend eine, A B, heraus und
denken uns dieselbe etwa hori-
zontal, so zwar, daB die ganze
Figur unterhalb A5 zu liegen
kommt. Nun suchen wir in
jedem einzelnen der Teilpoly-
gone, aus denen sich die ganze
Iigur zusammensetzt, jede exi-
stierende horizontale Seite auf
und bringen ihre Liinge jedesmal
mit dem Vorzeichen 4+ oder —
in Rechnung, je nachdem das betreffende Teilpolygon unterhalb oder
oberhalb an sie angrenzt. Da die Teilpolygone lauter Figuren mit Mittel-
punkt sind, erhalten wir dadurch fiir jedes einzelne und also auch fiir
alle zusammen ein verschwindendes Aggregat von Strecken. In diesem
Gesamtaggregat finden wir alle diejenigen horizontalen Strecken,
welche Teilpolygone trennen und im Inneren der gegebenen Kigur
verlaufen, einerseits mit positiver, andererseits mit negativer Gesamt-
linge vertreten, sodann die Strecke A ihrer ganzen Linge nach
positiv gerechnet, und miissen daher endlich, weil eine konvexe Figur
nicht mehr als zwei horizontale Strecken auf der Begrenzung dar-
bieten kann, notwendig die tiefstgelegenen Punkte des gegebenen Poly-
gons sich zu ciner horizontalen Seite B’A" desselben von gleicher Liinge
wie A B vereinigen. Hiermit ist zunichst erwiesen, dal die Begrenzung
des Polygons aus Paaren von parallelen Secitern gleicher Ldnge besteht.

J (28)
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Ein Polygon von diesem besonderen Charakter hat aber notwendig einen
Mittelpunkt, und zwar ist dies im vorliegenden FKalle der Schnitt-
punkt O der Geraden AA', BB’; denn dieser letstere halbiert jede
durch ihn gelegte Sehne des Polygons, was man leicht einsieht, wenn
man die Begrenzung des Polygons von B4 bzw. B’A" aus in gleichem
Umlaufssinne fortsetat.

Der Satz XVI lifit sich auch auf den Raum iibertragen, wo er,
wie folgt, lautet:

XVI'. Wenn ein kowverer Kirper sich aus einer endlichen Anzahl
von Alauter Kirpern wmit Mitielpunkt zusammensetzt, so hat er stets
selbst einen Mittelpunlit.

Ist dabei der Korper ein Polyeder, so kann man durch eine der
obigen analoge Betrachtung zeigen, dafi dieses Polveder von Paaren
paralleler Seitenflichen gleichen Ildcheniihalts begrenzt sein mull; der
Nachweis aber, dafl ein Polyeder von dieser letzteren IKigenschaft
notwendig einen Mittelpunkt hat, gestaltet sich schwierig und er-
fordert ein tieferes Eindringen in die Theorie der konvexen Korper
(vgl. Gottinger Nachrichten, Math.-phys. K1 1897, pag. 216).

Kehren wir nun zum vorliegenden Kalle des Oktaeders zuriick.
Angenommen, es lige ein M-Oktaeder vom Maximalvolumen 8 vor;
dann sollte jede Seitenfliiche desselben wenigstens einen Gitterpunkt
im Inneren enthalten und genau aus ihren Deckungen in bezug auf
die simtlichen in ihr befindlichen Gitterpunkte bestehen. Da nun
die Deckung einer konvexen Figur notwendig eine konvexe Figur mit
Mittelpunkt ist, so zerfiele hiernach jede Seitenfliche unseres maxi-
malen M- Oktaeders, wie iiberhaupt eines jeden maximalen J/-Poly-
eders, in eine endliche Anzahl konvexer Figuren mit Mittelpunkt, miiBite
also nach dem soeben fiir Polygone bewiesenen Hilfssatze XVI stets
selbst einen Mittelpunkt haben. Letzteres trifft aber bei Oktaedern
nicht zu; hiermit ist die Unmdglichkeit eines M -Oktaeders vom
Volumen 8 und also der liickenlosen Erfiillung des Raumes durch
homologe Oktaeder dargetan und es gilt daher in (29) notwendig
das Ungleichheitszeichen:

M<V6 Al

Aus dieser Ungleichung folgern wir durch eine schon wiederholt ange-
wandte Uberlegung den Satz:

XVIL Sind &, 4, & drei lineare veelle Formen dreier Variabeln niit
niclht verschiwcindender Determinante B, so gibt es stets ganszallige Werte
der Variabeln, die wicht similich verschwinden und fiir welche

£+ oql+ o <V6 A

wird.
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Wegen ‘ ‘
ATHESE N (30)

folgt aus diesem Satze weiter insbesondere der nachstehende:
XVII. Es gibt immer ganzzallige Werte der Variabeln, die nicht
samtlich verselhwinden und fiir welche

v < 3 A

wird. Dieser letztere Satz wird in der Theorie des kubischen Zahl-
korpers eine wichtige Anwendung finden.

Was die zw1schen dem allthmetlschen und dem geometrischen
Mittel dreier nicht negativer GréBen bestehende Undlelchund (39)
betrifft, so bieten sich ddfur hier folgende Beweise dar

Erstens Wir betrachten den Ausdmck

1

<a T1)+c) ’ (31)

3

worin 7 elnen variablen Parameter und «, b, ¢ irgend welche mnicht
negative Konstanten bedeuten, welch letztere wir zunfichst als nicht
simtlich einander gleich voraussetzen wollen. Fiir v =1 geht dieser
Ausdruck in das arithmetische Mittel der drei Groflen a,b,c iiber;
dagegen haben wir fir 7 =0:

1 1
. / “t br CZ 4 . e-rloga e1logb eﬂogc T
lim \— - 3 T i (0 F - R R
7=0 7=0
1 ov(abc)

= li_n; (1 -4 % log (arbc)) —e ' = ¥ abe.
Es 148t sich zeigen (vgl. Geom. d. Zahl. p. 118), daBl der Ausdruck (31)
stets gleichzeitig mit r wichst und abnimmt, und so folgt hieraus:

a+b+c V I)(

Ist aber @ = b = ¢, so haben wir unmittelbar:

“+b+“ — Vabe.

Ein anderer Beweis erg1bt sich bei simtlich positiven «a, b, ¢ aus
der Betrachtung der Fliche
Eng = abc
im positiven §- 7, £-Oktanten. Diese Fliche ist iiberall konvex und
wendet ihre konvexe Seite bestindig dem Nullpunkte zu; sie hat die
drei Koordinatenebenen zu asymptotischen Tangentialebenen. Wir denken
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uns an diese Flache im Punkte (%/abc, ]‘9’/@7)0, 'i/(lb;}) die Tangential-
ebene gelegt; dieselbe hat die Gleichung:

T(E+n+8 =V abe. (32)
Ein beliebiger Punkt der Fliche liegt dann, wofern er nicht gerade
mit dem Beriihrungspunkte selbst zusammenfillt, immer auf jener
Seite der Tangentialebene (32), auf welcher sich der Nullpunkt nicht

befindet; dies gilt insbesondere auch fiir den Punkt (a, b, ¢) und fiir
diesen folgt daher aus (32) die Ungleichung:

a+ Z;;J’_c >Vabe, g d e

§ 10. Doppelkegel.
Is seien, wie in § 8, & 7 zwei konjugiert-komplexe und § eine
reelle lineare Form der drei Variabeln z, y, 2, wobel die Determinante
A der Koeffizienten der drei Formen nicht verschwinden soll; ferner

sel wiederum

_otiv _r—iv

g — V? > '} VZ >
worin ¢, ¥ reell sind. Wir fassen die Gesamtheit jener reellen Werte-
systeme (z, 4, #) ins Auge, fiir welche
&+l +18 =1,

oder, was dasselbe ist,

Velgtey) + 16 <1
wird. Der Bereich der Wertesysteme (@, v, {), welche der letzteren
Ungleichung gentigen, bildet, auf ein gewGhnliches rechtwinkliges
Koordinatensystem (g, v, {) bezogen, einen Doppel-Kreiskegel, dessen
Spitzen auf der &-Achse in Abstinden 1 vom Nullpunkte liegen und
dessen Basis von dem in der ¢-i'-Ebene gelegenen Kreise

P’ +yi=14

gebildet wird. Das Volumen dieses Korpers in den -, ¢-, {-Koordinaten
betriigt /3, also das Volumen in den -, y-, z-Koordinaten

1 .
J={7A}fff(7(pdwd§=3‘21—.

Mithin gilt fiir den zugehorigen M-Ko6rper nach (3) die Ungleichung:
5 5T
m<2y/t A
<27/ %,
und zwar kann hier, da der Korper kein Polyeder ist, nur das Un-

gleichheitszeichen statthaben. Wir erhalten somit den Satz:

Minkowski, diophant. Approximationen. 6
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XVIII. Zu zwei konjugicrt-komplexen terndren linearen Formen
£, n und einer dritten reellen Form § wobei die Determinante & der drei

Formen nicht versclucindet, lassen sich immer ganzzahlige, nicht ins-
gesamt versclucindende Werte der Variabeln angeben, fiir welche

El+ o+ e <2)/t A

werd.

Gehen wir wiederum vom arithmetischen zum geometrischen
Mittel iiber, so ist hiermit

XVIIT'. witer den gegebenen Voraussetzungen auch die Existenz von
ganzzahligen Werten x, y, z nachgewiesen, die nicht samtlich verschwinden

und fiir welche
. _8lA]
e <52

wird.

§ 11. Dichteste Lagerung kongruenter homologer Kirper.

Withrend das Volumen M?¥J eines M-Parallelepipeds die obere
Grenze 8 unter Umsténden wirklich erreicht, gilt fiir die drei weiteren
von uns behandelten Kérper, und zwar fiir den Zylinder, das Oktaeder
und den Doppelkegel, in der Ungleichung (3) notwendig nur das
Ungleichheitszeichen. Wenn es nun fiir jeden einzelnen dieser drei
Kérper bei beliebig variierenden Koeffizienten 4,4’,---,»” in den
Formen &, 7, § einen Maximalwert von M*J gibt, — was wir in der
Tat zeigen werden, — so muB derselbe jedesmal unterhalb 8 liegen.
Die Methoden zur Bestimmung dieses Maximalwertes wollen wir jetzt
allgemein in Angriff nehmen. Dabei kinnen wir, anstatt das Zahlen-
gitter in z,y, 2z festzuhalten und das Koordinatensystem der &, 7, §
resp. der ¢, ¥, { und mit diesem zugleich den darin gegebenen J/-
Korper gemiB den Anderungen von 1, 4, - -, v” zu variieren, hier mit
mehr Vorteil (vgl. Kap. II, § 14) umgekehrt das -, y-, & resp. -, ¢-, &
System und darin den M-Korper festhalten, hingegen das Gitter in
x, Y,z entsprechend variieren. Dieses letztere Gitter wird dann also
derart zu bestimmen sein, da M *J dafiir ein Maximum wird; da aber

MﬁJ:f’f[f dtdydt  buw. =;“ff/'/}z¢d¢dg

ist, wobei das Integral iiber den betreffenden Eichkérper zu erstrecken
ist, und da ferner das Volumen des Eichkorpers in den -, -, §- bzw.
in den g-, ¢-, {- Koordinaten wiithrend der Variationen, die wir vornehmen
wollen, konstant bleibt, so fragt es sich hiernach lediglich um das

. e
Maximum von Al
1
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Denken wir uns nun in den Gleichungen (6) bzw. (19) alle GriéfBen
A, 4, -+, v” mit einer willkiirlichen positiven Konstante v multipliziert.
Dies wird geometrisch unter Festhalten der &-, %-, {-Koordinaten auf
eine Dilatation des 2-, y-, z-Gitters im Verhiltnis z:1 hinauslaufen.
Der in dem so gewonnenen neuen Gitter zum gegebenen Eichkorper
gehorige M-Korper wird daher aus dem M-Korper des urspriinglichen
Gitters ebenfalls durch eine Dilatation im Verhdltnis z:1 hervor-
gehen und daher zum Parameter nicht mehr den fritheren Wert M,
sondern M*= v M haben. Andererseits geht dabei gleichzeitig A in
A¥*= g3A iiber, so dal

e M

AT T Al
. M® . .
wird, also der Ausdruck A auf den es uns allein ankommt, dabei

seinen Wert nicht dndert. Mit Riicksicht darauf nehmen wir speziell
1=1/M, also M*=1 an und unsere Aufgabe liuft dann darauf

binaus, die DBedingungen und den Wert des Maximums von oder

\Al* K
des Minimums von |A¥ | zu suchen. Wenn wir noch der Einfachheit
halber fiir die GroBen ti, 74, - - -, tv”, A* wieder bzw. die Bezeich-
nungen 4, 4, -+, v, A einfiihren und beachten, daf |A mit dem
in den &-, %-, §- bzw. ¢-, ¢, {-Koordinaten berechneten Volumen des
Parallelepipeds

0<e<l, 0Zy<l, 0L (33)
identisch ist:

/L//ﬂdgdn d¢ bzw. '/:/:fd¢rdw(l§ = jA‘\‘/:/’:fdxd_z/d,z = |A],

so konnen wir nunmehr unsere Aufgabe folgendermaflen aussprechen,
wobel wir uns fiir das Parallelepiped (33) hier, wie in der Folge, der
Bezeichnung Grundparallelepiped, scil. in den Koordinaten x, y, z, be-
dienen wollen:

In einem festen Koordinatensystem der &, v, § baw. @, ¥, & mit dem
Nullpunkte O ist ein konvexer Kirper K mit Mittelpunkt in O gegeben;
es soll ein Zahlengitter in x,y,z mit dem Nullpunkte O gefunden
werden, welches aufer O keinen weiteren Gitterpunkt in das Innere
von K schickt und dabei ein Grundparallelepiped von moglichst kleinem
Volumen hat, also, kurz ausgediiickt, moglichst dicht ist.

An diese Formulierung unserer Aufgabe (vgl. auch Kap. II, § 14)
werden wir bei der Losung derselben anzukniipfen haben.

Wenn wir uns den um den Nullpunkt als Mittelpunkt gegebenen
M-Korper im Verhéltnis 1:{ zusammengezogen und dann von da
aus parallel mit sich selbst zu jedem Gitterpunkt als Mittelpunkt ver-
schoben denken, so koénnen wir dementsprechend unsere Aufgabe auch
noch in der folgenden Variante aussprechen:

6*



84 III. Zahlengitter in drei Dimensionen.

Unendlich viele gegebene kongruente konvexe Kovper mit Mittelpunkt
sollen im Rauwme parallel orientiert und derart angeordnet sein, dafs
keine zwel dieser Korper imeinander eindringen, wihrend die Mittel-
punkte der Korper ein dreidimensionales Punkigitter bilden; wie ist die
Anordnung dieser Korper eimzurichten, damit der von denselben wicht
erfiillte Rawm moglichst Elein ausféllt?

Hs wird also, kurz ausgedriickt, nach der dichiesten gitterformigen
Lagerung homologer kongruenter konvexer Korper mit Mittelpunkt ge-
fragt; dabei sind unter homolog (scil. in hezug auf ein Zahlengitter)
allgemein solche Gebilde zu verstehen, die durch Translationen um
ganzzahlige Werte der Gitterkoordinaten auseinander hervorgehen.

Es leuchtet vor allem ein, daB} bei einer solchen dichtesten Lage-
rung der Korper jeder derselben an gewisse andere anstoBen, also den
Charakter eines J/2-Korpers (einer ,,Stufe”) haben wird. Wir wer-
den nun zeigen, daB jeder der Korper dabel in eimer ganz bestimmiten
Weise an eine gewisse Folge der idibrigen Korper anstoBen muB. Zu
diesem Zwecke werden wir aber vorerst unserer Aufgabe eine ana-
lytische Formulierung geben miissen und hierzu ist vor allem eine
analytische Definition des konvexen Korpers erforderlich. Der Ableitung
dieser letzteren wollen wir uns jetzt zuwenden.

§ 12, Analytischer Charakter der konvexen Kéorper.

Wir denken uns im Raume ein festes Parallel-Koordinatensystem
der & y, ¢ und es sei darin ein beliebiger konvexer Korper K ge-
geben, der keinen Mittel-
punkt zu haben braucht,
aber den Nullpunkt O des
Koordinatensystems im
Inneren enthalte. Wir de-
finieren eine Funktion
o (& 4,5 in folgender
Weise: Fiir die Punkte der
Begrenzung von K soll

g n =1 (34)

sein; bedeutet dagegen

P =(§n ¢ einen Punkt

in dem aufBerhalb oder

innerhalb der Begrenzung

von K befindlichen Raume,

so kionnen wir uns K zu einem dazu beziiglich O homothetischen
Korper derart dilatiert denken, daf die Begrenzung des neuenstandenen
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Korpers durch P geht (Fig. 57), und ist ¢: 1 das hierzu erforderliche
Dilatationsverhiltnis (2 1), so setzen wir fiir die Koordinaten von P:

(/:(g) , §) =t (35)
fiir den Nullpunkt nehmen wir so insbesondere

an.
Es gilt alsdann fiir nicht negatives ¢ und beliebige &, v, { stets
die Beziehung:

o (8, in, 15 =to (&, n, §); 37

die Funktion (&, 7, {) ist danach in ihren Variabeln homogen von
erster Ordnung.

Den Wert ¢ (&, %, ) wollen wir als die Stralidistanz des Punktes
(¢, 7, £) vom Nullpunkte und K als den Eichkirper dieser Strahl-
distanzen bezeichnen; der Bereich des Eichkorpers ist durch die Un-
gleichung

_ pl&n, <1 (38)
definiert.

Die Voraussetzung, dal der Eichkorper ein konvexer Korper sei,
zieht eine weitere Eigentiimlichkeit der Funktion ¢ (&, %, {) nach sich.

Es seien
P= (‘51? Wl;él)) -P2= (22,7]2, €2>

zwei beliebige vom Nullpunkte O verschiedene Punkte mit den Strahl-
distanzen #, bzw. ¢, von O (Fig. 57). Wir denken uns die Schnittpunkte
der von O nach P, bzw. P, gehenden Strahlen mit der Oberfliche
des Eichkorpers, und zwar

Q1= <%7 217 %)y Q2= (i: ’ :‘I:; %))
als Massenpunkte, mit den Massen ¢, bzw. ¢, behaftet; das System
dieser zwei Massenpunkte hat dann den Punkt
B (él—’{a%g, N4, Q-i—s“?)
tit, t1+t2 ’ t1+ ty
zum Schwerpunkt und da dieser letztere jedenfalls in der Strecke

Q, @, liegt, diese Strecke aber, sobald der Eichkorper konvex ist, stets
vollstindig dem Bereiche desselben angehort, so folgt geméf (38):

‘.tnflr;‘gs n +i7): G+ &
g (i e i) <L
oder wegen (37):

@ (Et o, ey G+ 6) S+,
und sonach, der Bedeutung von ¢, ¢, zufolge,

‘P(gﬁ“ €y it Mgy &+ 252) <g¢ (gn ) {;,) + o (‘gw Tg» §2>° (39>
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Diese Bezichung (39) muB also fiir beliehige Werte &, %, &, &5, 15y &
bestehen, damit der Korper (38) konvex sei und umgekehrt: besteht
diese Beziehung fiir beliebige £, 1, §;, Es, 7, §y, s0 ist, wie man leicht
riickschlieBend erkennt, der Korper (38) tatsiichlich konvex.

Die Funltionalungleichung (39) ist somit fiir die konvewen Korper
charakteristisch.  Jede Funktion ¢ (§, 1, ), welche stets, aufer fiir die
Argumente 0, 0, 0, positiv ist, die Gleichung (37) fiir alle Werte t > 0 er-
fillt und dabei der Funktionalungleichung (39) Genwiige leistet, definiert,
< 1 gesetzt, einen konvexen Kirper, und zwar einen solchen, der den
Nullpunkt als inneren Punkt enthdlt.

Sind P, @ zwei beliebige Punkte im Koordinatenraume und It
derjenige Punkt, fiir den der Vektor O R gleich dem Vektor P @ ist,
so definieren wir die Strahldistanz P@ (von P nach @) als mit der
Strahldistanz OR (von O nach R) identisch. Dies vorausgeschickt,
stellt sich die Funktionalungleichung (39) als eine Forderung heraus,
dafl die Summe der Lingen zweier Seiten im Dreieck nie kleiner sei,
als die Linge der dritten Seite, wenn wir dabei statt gewshnlicher
Léngen die hier definierten Strahldistanzen in Betracht ziehen. Denn
wird eben P = (§,7,&), B =(, 1, &) und in der Folge @ =
(E+ & M+ 1y, &+ &) angenommen, dann bedeutet die Ungleichung
(39) fir die Strabldistanzen OP, PQ = OR, O¢ im Dreieck OP )
folgendes:

00 < 0P+ Py.

Soll noch ein konvexer Koérper (38) einen Mittelpunkt im Null-
punkt haben, so muB zu den zwei Bedingungsgleichungen (37), (39)
fiir die Funktion ¢ (§, 4, {) offenbar tiberdies

‘P(—gy*%—@:q)(g;’h@:) (40)
als dritte Bedingungsgleichung hinzukommen; und es gilt auch die

Umkehrung hiervon. Im iibrigen liBt sich diese dritte Gleichung mit
jener (37) zu einer einzigen folgenden vereinigen:

@ (t8 ty, 1) = ¢t @& n,0),
welche fiir beliebige reelle ¢, &, %, { zu gelten hat.

Es ist noch zu bemerken, dafl wenn mit dem Koordinatensystem
der &, 7, & ein Zahlengitter in «, 9, # durch Transformationsgleichungen
(6) verbunden ist und durch diese letzteren die Funktion ¢ (&,7,¢)
etwa in die Funktion F'(z,y,2) ibergeht, dann die fiir die Funktion
(&, 7, §) eigentiimlichen Beziehungen (37), (39), (40), welche zu-
sammengenommen den Kérper (38) als konvexen Koérper mit Mittel-
punkt charakterisieren, durch die genannten Transformationsgleichungen
wiederum in ganz analoge Bezichungen fir die Funltion F(z,1,2)
iibergehen, so da hernach die Ungleichung
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Flap <1
denselben konvexen Korper mit Mittelpunkt in demselben analytischen
Sinne darstellt, wie die Ungleichung (38).

§ 13. Relative Dichte zweier Gitter.

Fir die Behandlung der in § 11 gestellten Aufgabe werden wir
ferner Hilfshetrachtungen iiber lineare Substitutionen mit ganzzahligen
Koeffizienten brauchen, die wir an dieser Stelle, und zwar ebenfalls
in geometrischem Gewande, ausfiihren wollen.

Wir denken uns ein Zahlengitter in z, y, z gegeben und greifen

aus demselben irgend drei Gitterpunkte heraus,

A= (pyayr), B=Dy01), C=(psdyt), (41)
die vom Nullpunkte O verschieden seien und mit demselben nicht
simtlich in einer Ebene liegen sollen. HEs ist dann

D Pay 2)31
D= g, ¢ g +0. (42)
i, T ’%i
Wir bauen unter Zugrundelegung des Tetraeders O ABC als Funda-

mentaltetraeders ein neues Koordinatensystem der X, Y, Z auf, welches
mit dem gegebenen der z,y, 2z durch die Transformationsgleichungen

r=p X+ pY+pZ,
Y= X+ Y +q7, (43)
g=rX 4+ rY +1r7

zusammenhingt; d. h. zu jedem Punkte S = (2,y,2) bestimmen wir
X, Y, Z so, daB der Vektor OS sich mit den Vektoren OA, OB,
OC durch die Relation

08§=X-04+1Y - OB+Z-0C

verbunden erweist. Aus den Gleichungen (43) dricken sich dann
X, Y, Z durch z,y,2 in Formen

X=Pux+ Qy+ Iz,

Y =P+ @y + Rz, (44)

Z = Pyz + Qy + Ry
‘P17 Qla 1{1
jsz @ By = (45)
])37 Q37 ]‘)3

aus, wobel

ist.
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Jeder Gitterpunkt in X, Y, Z wird nun zugleich ein Gitterpunkt
In x,y, z sein; soll auch umgekehrt jeder Gitterpunkt in «z, y, z ganze
Zahlen zu X-; Y-, Z-Koordinaten erhalten, so miissen insbesondere
auch die drei Punkte

(x,9,2) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

ganzzahlige X-, Y-, Z-Koordinaten aufweisen, und da diese letzteren
Koordinaten mit den Koeffizienten P,, ¢,,---, R, in den Transforma-
tionsgleichungen (44) bzw. identisch sind, so mufl hiernach auch die
Determinante (45) eine ganze Zahl sein; letzteres ist aber, da D) selbst
eine ganze Zahl == 0 ist, nur so moglich, daB

D =

ist. Hat umgekehrt diese letstere Bedingung statt, dann ergibt sich
auch aus (43) fiir jedes ganzzahlige Wertesystem (x,y, 2) emn ganz-
zahliges Wertesystem (X, Y, Z) und sind dann also die Gitter in
x,y,2 und X, Y, Z wirklich miteinander identisch. In diesem Falle
kann also das Grundparallelepiped G in X, Y, Z, definiert durch

0<X<«<1, 0LY<1, 07«1, (46)
zur Konstruktion des Zahlengitters in 2, y, # ebensogut dienen, wie
das Grundparallelepiped in «, y, 2

0<z<<l, 0Zy<l, 02, (47)
und daher werde es ebenfalls als ein Grundparallelepiped fiir das
Zaklengitter in x,y,z bezeichnet, wihrend jenes (47) speziell das
Grundparallelepiped in z, y, z heiBe.

Es moge jetzt I einen beliebigen (scil. ganzzahligen, von Null
verschiedenen) Wert === 1 haben. In diesem FKalle werden wir zu-
niichst beweisen, daB [D| wmit der Awzahl derjenigen Gitterpunkte
(x,y,2) zusananenfillt, welche dem Grundparallelepiped G der X, Y, Z
angehiren. (Im Falle D= =+1 ist ja diese Tatsache evident und
trivial.) In der Tat: Zuniichst ist | D| mit dem in den -, y-, 2- Koordi-
naten berechneten Volumen des letztgenannten Parallelepipeds G
1dentisch, denn fiir dieses Volumen ergibt sich:

fjfcleljclz— d()‘fi;z}) fJJ(ZXdY(iZ:\Di.

Nun denken wir uns im Gitter der z,y,z, welches als ein ge-
wohnliches rechtwinkliges angenommen werde, um den Nullpunkt O
als Mittelpunkt einen grofien Wiirfel mit den Ecken (4-Q, + Q, + Q)
beschrieben, wobei Q eine ganze Zahl bedeute, iiber die noch vertiigt
werden soll; dann enthilt dieser Wiirfel (2Q + 1)® Gitterpunkte (z, y, 2)
und hat im Gitter der x,y,z das Volumen 8Q% Wir betrachten
weiter die in diesem Wiirfel gelegenen G(itterpunkte in X, Y, Z und
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denken uns einem jeden dieser Punkte ein Parallelepiped zugeordnet,
welches den betreffenden Punkt zum Mittelpunkte hat und dem Grund-
parallelepiped G homolog (vgl. S. 84) ist.

Es sei ferner d eine solche ganze Zahl, daB fiir alle dem Grund-
parallelepiped G angehdrenden Punkte (x,9,2) stets

< d, lyl=d, |sl=d

bleibt; dann liBt sich G in einen Wiirfel mit Kanten bzw. parallel
den x-, y-, 2-Achsen, der Kantenlinge 2d und dem Mittelpunkt im
Nullpunkte vollstindig einschliefen. Wir nehmen endlich noch @ > d
an. Alsdann wird der Koérper, welcher von den vorhin konstruierten,
zu G im X-, Y-, Z-Gitter homologen Parallelepipeden gebildet wird,
ganz in dem Wiirfel mit den Ecken (+(Q+d), +Q+d), + Q+d)
enthalten sein und mindestens ganz den Wiirfel mit den Ecken
(+Q—d), +(Q—d), +(Q—da) in sich enthalten; somit gilt fiir das
Volumen V dieses Korpers die Ungleichung:

8(Q—aP <V < &(Q+d) (48)

Dieser Korper vom Volumen V' besteht, zufolge der Bedeutung
von . D|, aus genau V/|D dem Grundparallelepiped G homologen
Bereichen. Ist nun N die Anzahl der in G, also im Bereiche (46),
gelegenen Gltterpunkte (%, ¥, 2), so enthdlt danach der besagte Korper

insgesamt D I)\ N Gitterpunkte (z, y, 2)*) und diese letzteren sind

einerseits simtlich unter den (2Q 4 2d + 1)® Gitterpunkten des Wiirfels
mit den Ecken (+ Q+d), + (Q+d), - (Q+d)) enthalten, andererseits
begreifen sie alle diejenigen Gitterpunkte in sich, welche im Wiirfel
mit den Ecken (+(Q—d), +(Q—d), + (R—d)), und zwar in der An-
zahl (2Q—2d+1)3, vorhanden sind. Es ist daher

(2Q—2ad+ )3<— N (2Q+2d+1)% (49)
Aus (48) und (49) folgt nunmehr durch Division:
(29—-2(l+1>3 N <<2§2+2d+1)3

2Q+d) /=D =\ 2Q—d
oder
__ 1 8
1 (lQ ' v 1+(l+
e |EEl )
L I Q

und da diese Beziehung fiir ein beliebig groBes Q gilt, die beiden

*) Dabei ist zu beachten, daB von der Begrenzung des in Rede stehenden
Korpers vermdge seiner Definition nur gewisse Partien zum Bereiche des Korpers
zu zihlen sind.
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duBeren Ausdriicke darin aber sich fiir unbegrenzt wachsendes Q der
Grenze 1 nihern, so muB notwendig

AY
o7 =1
oder
N=|D

sein, was zu beweisen war.

Den Quotienten 1/N = 1/|D| wollen wir als die relative Dichte
des enthaltenen Zahlengitters der X, Y, Z zu dem enthaltenden Zahlen-
gitter der z,y, # bezeichnen.

§ 14. Adaption eines Zahlengitters in bezug auf ein enthaltenes
Gitter.

Wir werden nun fiir den Fall, daB | D| > 1 ist, also beide Zahlen-
gitter, das in x,y,# und jenes in X, Y, Z, miteinander nicht iiber-
einstimmen, unter allen moglichen Grundparallelepipeden fiir das Gitter
in z,y,z ein spezielles in eindeutiger Weise mit Riicksicht auf das
Grundparallelepiped G- in X, Y, Z heraussuchen.

Wir wollen aber zuerst die analoge Aufgabe fiir zweidimensionale
Gitter behandeln.

Wir greifen da in einem zweidimensionalen Gitter der x,y zwei
vom Nullpunkte O verschiedene und mit demselben nicht in einer
Geraden liegende Gitterpunkte

A=, 1), B=(p: q)
heraus, wobel also
| Py Pe
|Q17 qs
ist (Fig. 58). Wir erginzen das Dreieck O 4B zu einem Parallelo-
gramm OALB mit AB als Diagonale und nehmen an, daf der
Inhalt des letzteren |p,q,— q,p,]
> 1 ist; dann folgt aus einer Uber-
legung, welche der soeben fiir
den Raum angestellten ganz ana-
log ist, daBl das genannte Paralle-
logramm auBer seinen Eckpunk-
ten notwendig noch weitere Gitter-
punkte enthalten muB. Um nun
daraus ein anderes Parallelogramm
abzuleiten, welches zu Eckpunkten
ebenfalls Gitterpunkte haben, aber
keine weiteren Gitterpunkte ent-
halten soll, fixieren wir zunichst

+0 (50)
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auf der Strecke OA denjenigen von O verschiedenen Gitterpunkt A,
welcher am nichsten an O liegt. (Moglicherweise kann auch A mit 4
identisch sein.) Durch fortgesetztes Abtragen der Strecke OA von ()
aus auf der nach beiden Seiten verlingerten Geraden OA erhalten
wir weitere Gitterpunkte auf der letzteren und in dieser Weise wer-
den sdmtliche auf dieser Geraden gelegenen Gitterpunkte hervorgehen;
denn liage auf der Geraden zwischen irgend zwei benachbarten der so
erhaltenen Gitterpunkte irgend ein sonstiger Gitterpunkt, so wiirde sich
aus 1hm durch diejenige Translation des Koordinatensystems, welche
jene zweil benachbarten Gitterpunkte bzw. in O, A iiberfithrt, ein Gitter-
punkt auf der Strecke zwischen O und A ergeben, was der iber A
gemachten Voraussetzung widerspriiche.

Wir suchen nun unter den auBerhalb OA noch in O AEB vor-
handenen Gitterpunkten einen solchen B* aus, welcher moglichst nahe
an OA liegt, und ziehen durch ihn eine Gerade parallel zu O4; diese
wird dann in ganz analoger Weise, wie 04, mit fiquidistanten Gitter-
punkten behaftet sein, was wir erkennen, wenn wir das Gitter so
parallel zu sich verschieben, daf O auf B* fallt. Ks gehe bei dieser
Verschiebung A etwa in E* (in der Figur nicht gezeichnet) iiber;
ferner sei B der der Strecke OB nichstliegende unter denjenigen
Gitterpunkten, welche auf der Geraden B*E*, doch nicht im Inneren
von OAED liegen (eventuell fillt B auf OB selbst), und E sei her-
nach der auf B in der Richtung von O nach A (also nach dem Paral-
lelogramm OAFEB zu) unmittelbar folgende Gitterpunkt. Sodann
ist OAEB ein Parallelogramm von der hier verlangten Art: dasselbe
kann niimlich aufler den Kcken, welche Gitterpunkte sind, keine weiteren
Gitterpunkte enthalten, denn eine gegenteilige Annahme wiirde, wie
leicht zu sehen, den iiber A und B gemachten Voraussetzungen wider-
sprechen.

Wir denken uns nun aus den Punkten O, A, B ein neues Qitter
in Koordinaten &,  abgeleitet, indem wir darin fiir diese Punkte bzw.
die Koordinaten &, 1 =0,0; 1,0; 0,1 festsetzen; das Zahlengitter
in §, y stimmt dann mit jenem in 2,y vollig tiberein, und sind «,, ¥,
bzw. a,, b, die z,y-Koordinaten der Punkte A, B, dann sind beide
Gitter durch die Transformationsgleichungen

r=a.k+ ayy,
=08+ by

miteinander verbunden und es ist dabei

N
(b1
—

N

| Ay, - 41

by, b,

Denken wir uns andererseits aus den zuerst betrachteten Gitterpunkten
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0, A, B ein Zahlengitter in X, Y abgeleitet, indem wir darin fiir
diese Punkte bzw. die Koordinaten X, ¥ = 0,0; 1, 0; 0, 1 annehmen,
so hidngt dieses Gitter mit jenem der &, % mittels der Gleichungen
t= (X4 LY,
p=m; X+ ny}Y
zusammen, worln [, n; bzw. ly, m, die £-, y-Koordinaten fiir 4 bzw. B,
also jedenfalls ganze Zahlen sind; dabei haben wir fiir den Punkt 4
offenbar 7/, > 0, m, = 0, ferner fiir den Punkt B, in welchem OB
die Strecke BE trifft, & =/{/m, >0 und <1, =1, und hieraus
erhellt weiter noch: 0 <[, < m, Der Zusammenhang zwischen den

Variabeln z,y einerseits und X, Y andererseits wird nun durch die
Gleichungen

(52)

c=p X+ p Y,
y=u X+ Y

vermittelt und so haben wir mit Riicksicht auf (51), (52):

Py Pe Gy | by by (53)
Ty O | by, by 0, my ’ ‘
wobel
0<t, 051, <my (54)
1st.

Den hier beschriebenen Prozef zur Bestimmung eines Grund-
parallelogramms OAEB fiir das Gitter in «, y aus dem Grundparallelo-
gramm OAED eines im erstgenannten enthaltenen Gitters der X, ¥
wollen wir als die Adaption des ersteren Gitters in bezug auf das
darin enthaltene Gitter mit OAFEB als Grundparallelogramm be-
zeichnen. Das Ergebnis dieses Prozesses liBt sich auch, des geometri-
schen Gewandes entkleidet, in dem folgenden Satze aussprechen:

XIX. Jede ganzzallige bindre lineare Substitution mit wnicht ver-
schwindender Determinante 163t sich aus zwei ebensolchen Substitutionen
zusaminensetzen, deven erstere eine Determinante + 1 hat und deren
letztere in der Hauptdiagonale lauter positive Koeffizienten, unterhalb
derselben die Null, oberhalb cine nicht negative Zall auficeist, wobes
die letstgenannie kleiner st als die darunter stehende Zalhl der Haupt-
diagonale.

Eine ganz analoge Uberlegung liBt sich nun auch fiir drei-
dimensionale Gitter durchfiihren.

Wir fassen, zu den in § 13 eingefiihrten Bezeichnungen zuriick-
kehrend, in dem durch (46) definierten Grundparallelepiped (+ mit
0A, OB, OC als Kanten die Seitenebene O AB ins Auge, bestimmen
in dieser Ebene die Gitterpunkte A, B und das Parallelogramm OAEB
genau nach der soeben fiir den Fall eines zweidimensionalen Gitters
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auseinandergesetzten Methode, stellen sodann in der genannten Ebene
unter Zugrundelegung von OAEB als Grundparallelogramm ein Gitter
mit den Koordinaten &, % her, welches genau aus allen der besagten
Ebene angehorigen Gitterpunkten (x,y, #) bestehen wird, und teilen
dasselbe nach einem Netz von solchen Parallelogrammen ab, die dem
Parallelogramm OAEB homolog sind (Fig. 59); dabei rechnen wir das
Parallelogramm OAEB, gemil den Ungleichungen 0 <E<1, 0<y<1,
mit AusschluBl der ganzen Seiten AE, BE und entsprechend auch
jedes homologe Parallelogramm. Nun suchen wir im betrachteten
Parallelepiped, jetzt unter

Einschluf} der nach (46)

bisher ausgenommenen

Grenzen, einen Gitter-

punkt in =z, y, z, etwa

M* auf, welcher auBei-

halb der Ebene O 4 Bund

dabei moglichst nahe an

derselben liegt, und legen

durch ihn eine Ebene pa-

rallel zu OAB. Durch

diejenige Parallelverschiebung der Ebene O A B in die durch I'* gelegte
Ebene, durch welche O in ¥ iihergeht, erhalten wir aus dem Netze in
der Ebene OAB ein Netz von Parallelogrammen in der durch * ge-
legten Ebene, welches uns in seinen Kreuzungspunkten alle in dieser
Ebene existierenden Gitterpunkte (x,y, #) kenntlich macht.

Unter den letztgenannten Parallelogrammen suchen wir nun das-
jenige eindeutig bestimmte auf, welches den Schnittpunkt ' der
Ebene dieser Parallelogramme mit der Geraden OC in sich, d. h. in
seinen wie oben definierten Bereich aufnimmt. Es sei dann [ die
zu O homologe Ecke in diesem Parallelogramm; und nun haben wir
in dem Parallelepiped mit den Kanten OA, OB, OT ein Grundparallel-
epiped fiir das Gitter in «, y, z: denn auller den Ecken, die Gitter-
punkte sind, kann dasselbe keinen weiteren Gitterpunkt enthalten, da
eine entgegengesetzte Annahme offenbar der Art, in welcher die
Wahl der Punkte A, B, I' getroffen wurde, widersprechen wiirde.

Nun fithren wir neue, dem Fundamentaltetraeder OABT ent-
sprechende Koordinaten & #, ¢ ein. Sind ay, b, ¢;5 ¢y, by, 63 ay, by, ¢4
bzw. die x-, y-, z- Koordinaten der drei Punkte A, B, I, dann driicken
die Gleichungen

z=a; & + ayn + 458,
y =08+ byn + b8, Gh))

chlg_i—()g')]_}'(l;;;v
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wobel

| 6, Gy G
ist, den Zusammenhang der Koordinaten &, %, { mit jenen x,y, z aus.
Mit den X-, Y-, Z-Koordinaten dagegen, welche durch das Fundamental-
tetraeder O A BC bestimmt waren, mdge das Koordinatensystem §, , &
durch die Gleichungen

E= X+ LY+ LZ,
=, X+ m, Y +mgZ, (56)
=, X+ n,Y + 0, 2
verbunden sein, wobei I, m,, -+, n; notwendig ganze Zahlen sind. Da
hier die Ebene ¢ = 0 mit der Ebhene Z = 0 identisch ist, haben wir
n =0, #n,=0;
fiir jeden Punkt dieser Ebene gelten die Gleichungen
E= L X+ LY,
p=m X+ Y
und es ist dabel ganz analog, wie in (52):
my =0, 0<l, 01 <my;

ferner gilt fir ¢ wegen OC/0C =1/n:

A My
b - -1
: ng ’ / 1y 7 ¢ ’
und infolgedessen mufl mit Riicksicht auf die Lage von C in dem
oben besprochenen, zu OAEB homologen Parallelogramm
0 <ng, 0L my < ny
sein. Nun konnen wir die Substitution (43), welche den Zusammen-
hang zwischen den Koordinaten z,y,z uwnd X, Y, Z ausdriickt, als

aus den Substitutionen (55) und (56) zusammengesetzt auffassen und
haben demnach:

1 1 . ! |
D15 Dgs psi Ly Gy, ‘ by, by i
iy T2y s 1 = by, by, by -0, my, my L) (\07)
ryy Ty s e, Gy 60, 0,

worin also simtliche Koeffizienten ganze Zahlen sind und dabei
0<ly; O0ZL <y O <mg, O mg<<mg (58)
ist. ,
Analog, wie im Falle eines zweidimensionalen Gitters, wollen wir
die Einfithrung der speziellen Gitterkoordinaten &, v, { fiir das Gitter
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in z,y,z mit Riicksicht auf das darin enthaltene Gitter in X, Y, Z
als die Adaption des ersteren Gitters in bezug auf dieses darin ent-
haltene Gitter bezeichnen.

Und wieder lifit sich das Ergebnis unserer Betrachtung nach
Abstreifung des geometrischen Gewandes im folgenden, zu jenem XIX
ganz analogen Satze aussprechen:

XIX'. Jede ganzzalhlige lineare ternire Substitution mit wicht ver-
schawvindender Determinante laft sich aus zwei ebensolchen Substitutionen
zusammensetzen, deren erstere eine Determinante + 1 hat und deren
letatere in der Hauwptdiagonale lauter positive Koeffizienten, unterhalb
derselben lauter Nullen, oberhalb lauter wicht negative Zahlen aufweist,
wobei jede der letztgenannten kleiner ist als die in der namlichen Vertikal-
rethe stehende Zahl der Hauptdiagonale.

§ 15. Dreifache Stufen.

Indem wir nun zum Problem der dichtesten gitterférmigen Lage-
rung von vorgegebenen kongruenten konvexen Korpern im Raume
zuriickkehren, werden wir
zunichst beweisen, daB die
dichteste Lagerung nur dann
eintreten kann, wenn jeder
einzelne der Korper, jede
Stufe, wie wir wieder sagen
wollen, nicht bloB an eine,
sondern an dres verschiedene
Stufen anst6Bt, und zwar
derart, daB ihr Mittelpunkt
nicht mit den drei Mittel-
punkten dieser anstofenden
Stufen zusammen in einer
Ebene liegt.

Um dies zu zeigen,
denken wir uns im Gitter
der z,y, 2z um den Null-
punkt O als Mittelpunkt
einen M - Kérper gegeben, dessen Begrenzung blof ein Paar von Gitter-
punkten, A4, A4’, enthalte, und greifen von den auBerhalb dieses Korpers
befindlichen Gitterpunkten beliebige zwei, B, (, die mit O.A nicht in
einer Ebene liegen, heraus. Wir adaptieren sodann das gegebene Gitter
in bezug auf das darin enthaltene aus OABC als Fundamentaltetra-
eder hervorgehende Gitter und gewinnen dadurch ein solches Funda-
mentaltetraeder OABTI fiir das gegebene Gitter (Fig. 60), wobei offen-
bar A mit 4 zusammenfillt; und nun konnen wir das Zahlengitter der
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z, ¥, z durch eine geeignete unimodulare Substitution derart transfor-
mieren, daf das neue Gitter das Parallelepiped mit den Kanten OA,
OB, OI' zum Grundparallelepiped erhélt. Wir verringern sodann das
Volumen dieses letzteren Parallelepipeds kontinuierlich, indem wir B auf
OB und T auf OT gegen O hin verschieben und dementsprechend das
ganze Gitter so stetig verindern, daB es nie aufhért, ein parallelepipedi-
sches System von Gitterpunkten zu bilden. Dies soll solange von
statten gehen, bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung des JI- Kérpers
eingetreten sind, was nach dem Satze X (8. 60) duBerstenfalls in dem
Augenblicke erfolgen mufl, wo das Volumen des Grundparallelepipeds
zu einem Achtel von jenem des MM-Korpers zusammengeschrumpft ist.
Nunmehr befinden sich auf der Begrenzung des M-Korpers min-
destens zwei mit O nicht in einer Geraden liegende Gitterpunkte, die
wir wiederum mit 4, B bezeichnen wollen, wihrend die dazu in be-
zug auf O bzw. symmetri-

schen Punkte A’, B’ heillen

mogen. Liegen nicht mehr als

diese vier Gitterpunkte auf der

Oberfliche des M-Korpers oder

gibt es dort neben diesen blof

noch solche Gitterpunkte, die

in der Ebene dieser vier lie-

gen, so nehmen wir irgend

einen auBerhalb des J-Kor-

pers und mnicht in der Ebene

O AB gelegenen Gitterpunkt hinzu und gewinnen aus dem Tetraeder
OABC wieder durch den ProzeB der Adaption ein solches Fundamen-
taltetraeder OABT fiir das gegebene Gitter (Fig. 61), wobel die Ebene
OAB sich offenbar mit der Ebene O A B decken wird; hierauf verkleinern
wir allméhlich das Volumen von OABT, indem wir [ auf O gegen O
fortschreiten lassen unter gleichzeitiger entsprechender stetiger Variie-
rung des Gitters, was wiederum so lange geschehen soll, bis neue Gitter-
punkte auf die Begrenzung des M-Korpers fallen. Diese neu hinzu-
tretenden Gitterpunkte werden sicher nicht in der Ebene O A D liegen;
denn das zweidimensionale Gitter in dieser Ebene, welches mit den
Gitterpunkten O, 4, B festliegt, hat sich bei der diesmal vorgenommenen
Anderung des ganzen dreidimensionalen Gitters offenbar garnicht gedndert.
Jetzt leuchtet es ein, daB der gegebene J-Korper, wenn ihm
eine dichteste Lagerung der zugehérigen homolog angeordneten 1/2-
Korper entsprechen soll, wenigstens drei Paar gegeniiberliegender,
nicht insgesamt in einer Ebene gelegener Gitterpunkte enthalten mub:
denn sonst kinnten wir eben durch eine entsprechende Anderung des
Gitters das Volumen des Grundparallelepipeds dieses Gitters verkleinern.
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Jeder der M/2-Korper stoBt alsdann an mindestens drei solche Nach-
barstufen, mit deren Mittelpunkten sein eigener Mittelpunkt nicht
zusammen in einer Ebene liegt. Stufen von diesem Verhalten wollen
wir dreifache Stufen nennen; die Untersuchung derselben ist nicht nur
fiir die weitere Behandlung des Problems der dichtesten Lagerung
homologer Kiorper, sondern auch fiir gewisse Anwendungen auf die
Theorie der algebraischen Zahlen von Bedeutung.

§ 16. Gitteroktaeder.

Auf der Begrenzung eines um O als Mittelpunkt gegebenen M-
Korpers mdgen sich nun sechs Gitterpunkte befinden, angeordnet zu
je zwei beziiglich O symmetrischen Punkten, 4, 45 B, B'; C, C, und
dabei nicht siimtlich in einer Ebene gelegen. Diese sechs Gitterpunkte
bestimmen als Ecken ein Oktaeder, welches, da wir den M-Korper
als konvex voraussetzen, in demselben ganz
enthalten sein wird, also, wie dieser, im
Inneren auBer dem Nullpunkte keinen wei-
teren Gitterpunkt enthalten wird. Auf der
Begrenzung aber kann dieses Oktaeder ne-
ben den Ecken moglicherweise noch weitere
Gitterpunkte aufweisen. Ist D ein solcher
und liegt er z. B. auf der Seitenfliche
ABC des Oktaeders, dabei etwa auBer-
halb der Kante 4B, so erhalten wir in
AA'BBDID, wobei D' der zu D beziig-
lich O symmetrische Punkt ist, ein Okta-
eder, dessen KEcken ebenfalls Gitterpunkte
auf der Begrenzung des JM-Korpers sind
und dessen Volumen kleiner ist als das-
jenige von AA'BBCC (Fig. 62).

Wenn wir nun unter allen mdoglichen Oktaedern, die sich aus je
drei Paaren diametral gegeniiberliegender Gitterpunkte auf der Be-
grenzung des M-Korpers bilden lassen und deren es gewif nur eine
endliche Anzahl gibt, ein solches wihlen, welches ein mdglichst kleines
Volumen hat, so ist hiernach klar, daB die Begrenzung eines solchen Okta-
eders auBer den Ecken gewi keine weiteren Gitterpunkte enthalten wird.

Ein Oktaeder, welches den Nullpunkt zum Mittelpunkt und lauter
Gitterpunkte zu Ecken hat, auBer diesen aber keine weiteren Gitter-
punkte enthilt, wollen wir ein Gitferoktaeder nennen. Es gibt also
immer wenigstens ein Gitteroktaeder, dessen Kcken auf der Begrenzung
des betrachteten M -Korpers liegen.

Es sei nun AA'BB CC irgend ein Gitteroktaeder im Gitter der

Minkowski, diophant. Approximationen. 7
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2,Y,2. Indem wir zu OABC als Fundamentaltetraeder Koordinaten
X, Y, Z einfithren, so daf in X, Y, Z

4=(1,0,00, B=(0,1,0), €=(0,0,1) (59)
wird, kénnen wir den Bereich des besagten Gitteroktaeders durch die
Ungleichung

X +|Y|+ 2/ <1 (60)

definieren. Wir wollen nun nachsehen, wie man von diesem (itter-
oktaeder resp. dem Gitter in X, Y, Z ausgehend, das ganze Gitter in
Z, 4, 2 herstellen kann. Zu dem Behufe leiten wir aus dem Tetraeder
0ABC auf die in § 14 beschriebene Art ein Fundamentaltetraeder
OABT fiir das Gitter in x, 9, z her; dabei haben wir fiir die Punkte
A, B direkt bzw. A, B zu nehmen, denn das aus den letzteren her-
vordehende Paralleloovramm OAEB (Fig. 62) kann, da das Dreieck
AEB hier im Glttel mit dem Dreieck B'0A’ homolog ist, aufler
seinen Ecken keine weiteren Gitterpunkte aufweisen. Zu dem F unda-
mentaltetraeder OABI mogen nun die Koordinaten £, %, { gehoren,
wobhei also das Gitter in £, %,§ mit dem Gitter in z,y, 2z iiberein-
stimmt; ferner seien !, m, n die -, 7-, {-Koordinaten des Punktes ()
also nach § 14 gewisse ganze Zahlen, fiir die die Ungleichungen

0li<n, 0 m<n (61)
bestehen; dann haben die Transformationsgleichungen, welche die

Koordinatensysteme der &,%,¢ und der X, Y, 7 miteinander ver-
binden, die Form:

E=X + 17,
n= Y+ mZ, (62)
¢ = VA

und ist sonach das Oktaeder A A" BB CC in den &-, 4-, {-Koordinaten
mit Riicksicht auf (60) durch die Ungleichung

R LS (63)

gegeben.
Es fragt sich noch, wie die Koeffizienten I, m, n weiter be-
schaffen sein miissen, damit A A" BB CC ein Gitteroktaeder sei, d. h.

also die Ungleichung (63) auBer den Losungen

(&m,6) = (0,0,0), (+1,0,0), (0,4-1,0), ({,m,n), (—l,—m,—n) (64)
keine weiteren ganzzahligen Ldsungen zulasse.

Es werden hierbei mehrere Fille zu unterscheiden sein.

Ist zunichst » = 1, so haben wir nach (61): [ =0, m =0, also
tE=X,n=Y, =27, und es ist offenhar 4 A" BB’ CC ein Gitteroktaeder.

Ist #>1 und eine ungerade Zahl, etwa =2¢+ 1 >3, dann
mub wegen (61) jedenfalls
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01L2t, 0Em<L2¢
sein. Wir setzen in (63) fiir { den Wert 1 ein, ferner fiir £ den
Wert O oder 1, Je nachdem [ < ¢ oder > ¢+ 1 ist, dhnlich fiir % den
Wert O oder 1, je nachdem m <t oder =>t+1 1st in jedem dieser
Fille wird alsdann

L

1
e I TR

t ‘ m ’__ ¢ ‘\
12t + ‘ 2t+1

K 7t+1§ "Qt»rl

und also die Ungleichung (63) erfiillt sein. Demnach hitten wir

diesmal in unserem Oktaeder einen Gitterpunkt mit den Koordinaten
=O0oder1l, n=0o0der1l, {=1,

welcher mit keinem der Gitterpunkte (64) zusammenfillt, — also

wire AA'BB CC" kein Gitteroktaeder.

Ist endlich »n eine gerade Zahl, = 2{ > 2, so mubB jedenfalls

0I<2t—1, 0<m<L2t—1

sein. Wir setzen nun in (63) { =1, ferner £ = 0O oder = 1, je nach-

dem [ <t oder >t ist, und 4 = O oder = 1, je nachdem m < ¢ oder

> ¢ ist. Dann wird in allen diesen Fillen, bloB mit Ausnahme des

Falles | = m = ¢,

m

Jé"‘z +2t+2t

und also erhalten wir jeaesmal in dem entsprechenden der Punkte
£=0,1, n=0,1, ¢=1

einen im Oktaeder A A"BB CC" befindlichen, doch mit keinem der
Punkte (64) identischen Gitterpunkt, woraus wiederum folgen wiirde,
daB 4A4'BBCC" kein Gitteroktaeder ist. In dem ausgenommenen
Falle | = m =t dagegen nimmt die Ungleichung (63) die Form

| | '

-ttt -t 4+ f o<
an; alsdann liegt in §=1, y =1, {=2 wieder eine ganzzahlige
Lésung derselben vor und ist diese Losung von den Losungen (64)
verschieden, es sei denn, da ¢ =1, also =1, m =1, n =2 ist, in
welch letzterem Falle die Losungen (64) die einzigen ganzzahligen
Lésungen der Ungleichung (63) sind.

Wir gelangen somit zu dem Ergebnis, daB der Zusammenhang
zwischen dem Gitter in £,7,¢{ und dem zu dem Gitteroktaeder
AA'BBCC (d. h. zum Fundamentaltetraeder OAB(’) gehirigen
Gitter in X, ¥, Z notwendig entweder durch die (leichungen

g:‘X; l=Y7 gzzy (65)
oder durch die Gleichungen
7*
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E=X+Z, =Y+ 2, (=27 (66)
gegeben sein muB. Im ersteren Falle wollen wir das besagte Gitter-
oktaeder als ein Gitteroktaeder erster Art, im anderen Falle als ein
solches zweiter Art bezeichnen.

Wir seben, daB im Falle eines Gitteroktaeders erster Art das
Gitter in X, ¥, Z mit dem Gitter in £ 5, & vollkommen tibereinstimmt;
aus den Kckpunkten A4, B, C des Oktaeders in Verbindung mit dem
Nullpunkte O LiBt sich dann in der iiblichen Weise das vollstindige
urspriingliche Gitter ableiten. Im Falle eines Gitteroktaeders zweiter
Art aber liegen Gitterpunkte (&, n, {) nicht nur in den Gitterpunkten
(X, Y, Z) vor, sondern, wegen

Xet— 5 y=p_-=Lt z-

27 2’

&

2’

auflerdem noch in allen denjenigen Punkten, deren X-, Y-, Z-Koordi-
naten simtlich ungerade Vielfache von 4 sind; alsdann gibt das zu
dem Gitteroktaeder gehorige Gitter (X, 1, Z) nicht das ganze urspriing-
liche Gitter wieder, sondern man muB, um dieses urspriingliche
Gitter zu erhalten, zu dem Gitter in X, Y, Z noch dasjenige Gitter
hinzunehmen, welches aus diesem durch eine Translation hervorgeht,
die den Nullpunkt in den Punkt (X, Y, Z)=(4,1,1), d. i in den
Mittelpunkt des Grundparallelepipeds in X, Y, Z, iiberfiihrt.

Sind 2y, ¥y, 25 %, Ya, %55 L5, Y5, 2, die Koordinaten von drei mit
dem Nullpunkte nicht in einer Ebene gelegenen Eckpunkten eines
Gitteroktaeders, welches um den Nullpunkt des z-,y-, z-Gitters als
Mittelpunkt gegeben ist, so besteht fiir den Betrag der Determinante

Ty, Xy, 3

‘Y1, Yey, Yy ),

8y, &, &
von welchem vier Drittel offenbar das Volumen des Gitteroktaeders
bedeuten, auf Grund der oben erzielten Herleitung des X-, Y-, Z-Gitters
aus dem &-, -, §- und dem z-, y-, z-Gitter (vgl. (65) bzw. (66)), der
Wert 1 im Falle eines Gitteroktaeders erster Art, dagegen der Wert

', 0, 1]
0, 1, 1 =
0, 0, 2,

im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art, und iiberdies sind im
letzteren Falle die drei Verbindungen

Lo+ Tyt Ty, Yo+ Yot Vs &+ 2+ 2
simtlich gerade Zahlen. Diese Umstinde werden uns in der Folge
hiufig als Kriterium zur Erkennung der Art eines Gitteroktaeders dienen.
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Die zwei Arten von Gitteroktaedern werden bei der analytischen
Behandlung des Problems der dichtesten Lagerung von homologen
Kérpern im Raume zu unterscheiden sein. Wir sind nun bereits in
der Lage, dieses Problem analytisch zu formulieren, und dazu wollen
wir jetzt iibergehen.

§ 17. Analytische Formulierung der Bedingungen fiir eine dichteste
gitterfoirmige Lagerung kongruenter Korper im Raume.

Es seien, wie zu Beginn des § 16, 4, 4’, B, B’, C, (' die Ecken

eines in einem gegebenen M - Kérper K enthaltenen Gitteroktaeders.

Wir fiilhren zu OABC als Fundamentaltetraeder die Koordinaten
X, Y, Z ein, so dafl in denselben

4=(1,0, 0), B= (07 1, O): C= (07 0,1
wird, und beziehen auf diese Koordinaten den gegebenen M -Korper;
der Bereich des letzteren wird dann, nach der Bemerkung am Schlusse
von § 12, durch eine Ungleichung
F(X,Y,2)X1 (67)
bestimmt sein, worin F (X, Y,Z) eine Funktion von X, Y, Z ist,
welche den Funktionalgleichungen

F(0,0,0) =0, F(@X,tY,t2)=tF(X,Y,Z) fir t>0, (68)
F(-X,—Y,—Z)=F(X,Y,7) (69)

und dazu der Funktionalungleichung
F (X, Y, Z) + F(Xy, Yy Zy) 2 F( X4 X, Y+ Y, Z,+2,)  (70)

geniigt. Zugleich ist mit Riicksicht darauf, daB A, B, C' auf der Be-
grenzung von K liegen,

F(1,0,0)=1, F(,1,0)=1, F(0,0,1)=1. (71)
Der Umstand nun, daB im Inneren von K kein vom Nullpunkte ver-
schiedener Gitterpunkt enthalten sein soll, erfordert fiir die Funktion
F das Bestehen noch folgender weiterer Einschrinkungen: falls das
eingangs genannte (itteroktaeder von erster Art ist, muB fiir jedes
ganzzahlige, von (0,0,0) verschiedene Wertesystem (I, m,n) die Un-
gleichung

Fl,m,n=>1 (12)
statthaben; im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art hingegen miissen
zuniichst wieder diese Ungleichungen (72) statthaben und muf aufer-
dem mnoch fiir jedes beliebige ganzzahlige Wertesystem (I, m,n) die
Ungleichung

Fl+i,m+4i,n+H =1 (713)
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bestehen. Durch die drei Gleichungen (71) und die unendlich vielen
Ungleichungen (72) resp. (72) und (73) wird die Forderung, daB der
Korper (67) ein M-Korper sei, vollig erschopft.

Nun lassen sich die unendlich vielen Ungleichungen (12) resp. (12)
wnd (713) mit Riicksicht auf das DBestehen der Gleichungen (11) auf
eine endliche Anzahl gewisser unter ihnen zuriickfiihren.

Es reduzieren sich ndmlich zundchst tm Fall eines Gitteroktaeders
erster Art die Ungleichungen (12) auf die folgenden:

F(+1,4+1,0)>1, F(+1,0,+1)>1, FO,+1,+1)>1, (74)
F(+1,+1,+1)>1, (75)
F(+1,4+1,+2>1, F(+1,42,+1)>1, F(+2,+1,+1)>1; (16)

sind diese neben den Gleichungen (1) erfilllt, dann gilt die Ungleichung
(12) fiir jedes beliebige gamzzahlige, von (0, 0, 0) wverschiedene Werte-
system (I, m, n).

In der Tat: angenommen, es wire trotz des Bestehens der Glei-
chungen (71) und der Ungleichungen (74), (75), (76) fiir irgend einen
Gitterpunkt D, (X =1, ¥ =m, Z=mn), der von den in (71), (74),
(75), (76) genannten und von dem Nullpunkte O verschieden ist,

F,m,n) <1; (77
wir kénnen dabei ohune wesentliche Beschrinkung
0<I<m<n

annehmen und es ist dann jedenfalls » > 2 und (I, m, n) von (1, 1, 2)
verschieden. Wir betrachten nun das Oktaeder A A" BB’ DD’, wobhei
D’ den zu' D beziiglich O symmetrischen Punkt bedeute; der Be-
reich desselben ist (vgl. § 16) durch die UncrleichunO'
X—wz 4+ v=27 4+ T <1 (18)
i I

gegeben. Durch dieselben Erwigungen, d1e oben an (63) angekniipft
wurden, erkennen wir, nach den hier iiber I, m, n gemachten Voraus-
setzungen, daB die Ungleichung (78) stets durch wenigstens eines der
Wertesysteme

(X7 Y} Z) = (Oz O) 1)} (O> 1) 1)7 (1; 17 1)7 (17 1) 2)

befriedigt wird; der durch dieses betreffende Wertesystem gegebene
Gitterpunkt, etwa = (X, Y,,%,), liegt somit im Oktaeder 44" BB’ DI,
und zwar jedenfalls auBerhalb. der Ebene A A BB’, denn fir diese ist
stets Z=0; da nun aber D, D" unserer Annahme (77) nach im
Inneren des Korpers K liegen sollen, so wiirde hieraus offenkundig
folgen, daB auch JJ im Inneren von K enthalten, also

I'(Xy, Yy, 2y) < 1
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ist; dies wiirde aber einer der als feststehend angemommenen Glei-
chungen resp. Ungleichungen (71), (74), (75), (76) widersprechen.
Hieraus folgt die Unzulissigkeit unserer Annahme und also die Richtig-
keit der auf S. 102 ausgesprochenen Behauptung.

Fast noch einfacher liegen die Dinge, wenn AA'BB'C(" ein
Gitteroktaeder zweiter Art vorstellt. Hier lassen sich die simtlichen
Ungleichungen (12), (13) mit Ricksicht auf das Destehen der Glei-
chungen (1) auf die einzigen folgenden Ungleichungen zuriickfithren:
oder, was dasselbe ist:

F+1,+1,+) =2 (80)

In der Tat folgen aus den letztgenannten Ungleichungen (80)
zuniichst die Ungleichungen (74), (75), (76); es folgt nimlich (75)
von selbst, ferner erhalten wir, auf Grund der allgemeinen Regel (70)
und unter Berticksichtigung von (80) und (71),

F(1,1,0) > F(1,1,1) — F(0,0,1) > 1
und dhnlich die idbrigen der Ungleichungen (74), sodann

F(1,1,2) > F(1,1,1) — F(0,0,—1) > 1
und dhnlich die ibrigen (76). Infolgedessen gehen aus (79) unter
Beriicksichtigung von (71), auf Grund der im ersteren Falle darge-
legten Umstinde, weiter die simtlichen Ungleichungen (72) hervor.

Was jetzt die Ungleichungen (73) betrifit, so nehmen wir an,
es wire fiir irgend ein Wertesystem von drei halben ungeraden Zahlen

F@I+1), 1@m+1), 12n+1
trotz des Bestehens von (71) und (79):
Fl+3,m+3,n4+5H <1 (81)
wir konnen dabei ohne wesentliche Beschriinkunyg
O<li+3ism+4<n+14
annehmen, und es ist dann jedenfalls
Y
Ist nun D der Gitterpunkt mit X =0+ 1, Y=m+ &, Z=n+1}
und D’ der dazu beziiglich O symmetrische Punkt, so wird das Okta-
eder AA'BB'DD’ durch die Ungleichung
‘ 241 - :m’—rl
X -, 1 Z + | Y-S / -+
definiert, und da diese letztere 1nsbesondele durch das Wertesystem
(X, Y, '/) L, 5, 1) befriedigt wird, so wiirde hiernach der Gitter-
punkt (1,1, 1) = F im beqagten Ol\taeder und zwar jedenfalls nicht

2Z

. ini—}:‘lﬁ‘ g 1
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in der Ebene AA'BB’ liegen. Da nun andererseits D, D’ unserer
Annahme (81) gem#B im Inneren des Korpers K sich befinden sollen,
so miifte danach auch E im Inneren von K liegen; dies wiirde aber
einer der Ungleichungen (79) widersprechen. Hieraus folgt, daB
tatsichlich auch alle Ungleichungen (73) eine Folge von (71) und
(79) sind. —

Die Aufgabe der dichtesten gitterformigen Lagerung von Kor-
pern, die dem Kérper K kongruent und homolog im Raume ange-
ordnet sind, stellt sich sonach analytisch folgendermafien dar:

Auf der Oberfliche des konvexen Korpers K mit Mittelpuniit
i O, welcher in einem Koordinatensystem der &, v, & mit O als Null-
punkt durch eine Ungleichung

p (<1
gegeben ist, greifen wir drei Punlte,
(‘27777@2(}"!17”)7 (l,uu’;”,)) (l”uu'”7y”)7

heraus, dic mit dem Nullpunkte wicht in einer Ebene liegen, denken
wns aus denselben und aus O em Gitter in X, Y, Z abgeleitet, welches
also mit dem Systeme der &, m, & durch die Transformationsgleichungen

E=1X+21Y + 127,

n=wuX+uY+u'Z,

f=v X+ Y+ 02
susammenhdngt, und setzen

g En ) =F(X Y, 2);
mdem wir nun entweder die Ungleichungen (74), (75), (16) oder die

Ungleichungen (19) als erfiillt annchinen, haben wir im ersteren Falle
den Betrag der Determinante

A, X, 1

’ ol 5
oo W (82)
% 1}’ 1}/’ /U” %

im zweiten die Hilfte dieses DBetrages zu bilden und diese Funktion
des Gitters durch gecignete Wahl der Grifien A, u,---, v" 2zu einem
Minimum zu machen.

Hiermit ist zur Losung unseres Problems fiir jeden speziellen
gegebenen Korper K der Weg geebnet. Die weitere Behandlung des
Problems wollen wir hier jedoch der Kiirze wegen nur fiir den Spezial-
fall einer Kugel, den einfachsten, den es diesbeziiglich gibt, darlegen.*)

*) Beziiglich der weiteren Behandlung des allgemeinen Problems, wie auch
insbesondere der dichtesten Lageruag von Oktaedern, vgl.: Minkowski, Dichteste
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§ 18. Dichteste Lagerung von Kugeln.

Auf der Oberfliche einer Kugel K mit dem Mittelpunkte O
greifen wir irgend drei Punkte A, B, C' heraus, die mit O nicht in
einer Kbene liegen, und fithren zu 04 BC als Fundamentaltetraeder
Koordinaten X, Y, Z ein; in denselben wird dann der Bereich von K
durch eine Ungleichung

FUX, Y, Z)= X+ Y2+ 224+ 20'YZ + 2VZX 4+ 2XY <1 (83)

gegeben sein.

Es ist nun hier fiir die Kugel von vornherein der Fall aus-
geschlossen, daB das Gitteroktaeder der Punkte A, B, ¢ und der dazu
beziiglich O symmetrischen Punkte ein solches von zweiter Art wire,

gitterformige Lagerung kongruenter Korper, Gottinger Nachrichten, Math.-phys.
K1 1904, p. 311.

Von den in dieser Arbeit bewiesenen Sitzen sei hier nur der folgende an-
getiihrt.

Ein beliebig vorgegebenes Oktaeder

EltInl+1e <y
kann auf acht Arten an einer dichtesten gitterférmigen Lagerung von Oktaedern

teilnehmen. Jede der betreffenden Lagerungen ist von dem Ausgangs-Oktaeder
her abzuleiten, indem man

—&+a+8 E—nt+f E+n—8 —E—n—¢
in irgend einer Folge gleich
X—3Y, Y—37Z, —3X4+2Z —1X—1Y—-1Z

setzt und das Zahlengitter in X, Y, Z als Ort der Mittelpunkte der homologen
Oktaeder fixiert.

Die Fig. 63 libt die gegenseitige Anordnung
der Oktaeder im Falle einer solchen dichtesten
Lagerung erkennen; sie zeigt das halbe Netz, 4
Seitenflichen, des Oktaeders, in einer Ebene neben-
einander ausgebreitet, und gibt die Deckungen
mit Mittelpunkt an, welche die betreffenden Seiten-
flichen bzw. mit 7 anstoBenden Oktaedern gemein
haben. Das Volumen des von den Oktaedern be-
setzten Raumes verhiilt sich in diesen extremen
Fillen zum Volumen des ganzen unendlichen
Raumes wie 18:19, und das Verhdltnis 1% ist
damit der Maximalwert, den M?%J/8 fiir Oktaeder
als Eichkorper anzunehmen vermag. Die Ermittlung dieses Extremums gestattet
es, in dem Theoreme XVII (8. 79) die obere Schranke ig’/GVA‘ auf i/éi%ijiéﬂ
herunterzudriicken, wobei jedoch die letztere Grenze in jenen extremen Fillen
wirklich erreicht wird und daher gleichzeitig in der Fassung des Theorems das
Zeichen < ar die Stelle von < gesetzt werden muf.
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mit anderen Worten, daB die Ungleichungen (79) statthitten. Diese
letzteren wiirden hier némlich besagen:
3 2a'db 220

A >1, (34)

worin jedesmal die drei Vorzeichen so zu nehmen sind, daf ihr
Produkt + 1 wird; nun konnen wir zwei dieser Vorzeichen beliebig
wihlen und also die drei Vorzeichen auch so einrichten, dafl von den
Ausdriicken + 24/, 4+ 20, + 2¢/, wenn sie nach nicht zunehmendem
Betrage geordnet werden, die beiden ersten darunter negativ auf-
treten; fiir diese Vorzeichenkombination wird daun der links stehende
Ausdruck in (84) sicher < %, im Widerspruch mit einer der Un-
gleichungen (84).

Sonach ist hier das hesagte Gitteroktaeder notwendig von der
ersten Art und unsere Aufgabe besteht also darin, die Punkte 4, B, C
so zu wiihlen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Koeffizienten
a,b,c in (83) so zu bestimmen, daB das Volumen des Tetraeders
OABC ein Minimum wird, wihrend die simtlichen Ungleichungen
4), (15), (76) statthaben.

Es zeigt sich zunéchst, daB fir den Fall des Minimums des be-
sagten Volumens gewisse unter den Ungleichungen (74), (75), (76) not-
wendig mit dem Gleichheitszeichen erfilllt sein miissen. In der Tat,
so lange die in endlicher Anzahl vorhandenen Ungleichungen (74),
(75), (76) gelten, bleiben iiberhaupt samtliche unendlich vielen Un-
gleichungen (72) in Kraft. Wenn also bei kontinuierlichen Verinde-
rungen der o/, ¥, ¢ einmal das System der Ungleichungen (72) auf-
hort, voll zu bestehen, so wird gleichzeitig wenigstens eine der Un-
gleichungen (74), (75), (76) ihre Giiltigkeit verlieren miissen. An-
genommen nun, es gelte anféinglich in diesen letzteren Ungleichungen
durchweg das Zeichen >; dann kdnnen wir, unter Festhalten der
Punkte 4, B, den Punkt C lings einer Kurve auf der Oberfliche der
Kugel K stetig an die Ebene OA DB annihern, uanter gleichzeitiger
entsprechender Variation des Gitters in X, ¥, Z, so daB es seinen
Charakter als Gitter nie verliert; hierdurch bewirken wir eine kon-
tinuierliche Abnahme des Volumens von OABC und wir konnen
diesen ProzeB unter Erhaltung aller Ungleichungen (72) so lange
weiterfithren, bis einmal in einer der Ungleichungen (74), (75), (76)
das Gleichheitszeichen statthat, d.h. der auf der linken Seite der be-
treffenden Ungleichung vorkommende Gitterpunkt P auf die Begren-
zung von K tritt. Dieser AbhschluB des Prozesses muB sich ereignen,
bevor noch das Volumen von OABC zu einem Achtel des Volumens
von K zusammengeschrumpft ist. Dabei kann nun der Gitterpunkt P
zu keiner der Ungleichungen (76) gehoren, denn gesetzt, es wire z. B.
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F(1,1,2) =1,

dann wiirden die Punkte (—1,0,0), (0,—1,0), (1,1,2) mit den
dazu beziiglich O symmetrischen Punkten ein in K enthaltenes Gitter-
oktaeder zweiter Art bilden, was ausgeschlossen ist. KEs muf hier
also jedenfalls in einer der Ungleichungen (74) oder (75) das Gleich-
heitszeichen eintreten.

Wir wollen nun zuerst den Fall ausschlieBen, daB jetzt oder bei
den weiteren, von uns noch vorzunehmenden Variationen des Gitters
irgend eine der Ungleichungen (75) mit dem Gleichheitszeichen er-
fiillt werde. Dann haben wir also den Punkt P, — der auch jeden-
falls nicht in der Ebene Z =0 liegt, und zwar deshalb, weil das
zweidimensionale Gitter in dieser Ebene durch die soeben vorge-
nommene Variation des gesamten X-, Y- Z-Gitters nicht bertihrt wurde,
— allein unter den Punkten (0,+1,+1), (+1,0,+1) zu suchen.
Indem wir nun statt P auch den dazu beziiglich O symwmetrischen Punkt
nehmen konnen, ferner eventuell die Bezeichnungen X und Y mit-
einander vertauschen und auch Y durch — Y ersetzen kénnen, diirfen
wir fiir P den Punkt (0, —1, 1) annehmen. Dann haben wir:

F2(0,—1,1)=1;
andererseits ist
F2(0,—1,1)=2— 24
hieraus folgt also:
2a'=1.
(leichzeitig erhalten wir:

F2(0,1,1) =2 + 2a'=3,

woraus wir erkennen, daB, wenn (0O, —1,1) auf der Oberfliche von
K liegt, der Punkt (0,1, 1) auBerhalb derselben bleibt.

Sind auBler P und P’'= (0,1, —1) keine weiteren Gitterpunkte
in die Oberfliche von K eingetreten, so bewegen wir behufs weiterer
Verringerung des Volumens von OABC die Sehne PC, welche
parallel und gleich mit OB ist, parallel mit sich derart, daf sie sich
der Ebene OAD bestindig nihert und dabei ihre beiden Endpunkte
auf der Oberfliche der Kugel K verbleiben; gleichzeitig varileren wir
in entsprechender Weise das ganze Gitter, und zwar so lange, bis in
die Oberfliche von K weitere in (74), (75), (76) vorkommende Gitter-
punkte eintreten (Fig. 64). Iiir diese letzteren kommen dann, — da
die Gitterpunkte in (76), ebenso der Punkt (0,1, 1) sich bereits als
erledigt erwiesen haben und diejenigen in (75) von uns einstweilen
ausgeschlossen wurden, — nur die Punkte (4 1, O, 4+ 1) in Betracht,
und indem wir eventuell X durch — X uns ersetzt denken, kdnnen
wir annehmen, daB jetzt die Punkte Q@ = (1,0, —1) und @' = (— 1,0, 1)
in die Oberfliche der Kugel eingetreten sind. Dann ist also
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F2(1,0,—1)=1
und daraus folgt:
2 = 1;
gleichzeitig haben wir:
F2(1,0,1) =2 + 2b = 3,

folglich bleibt dabei der Punkt (1,0,1) notwendig auBerhalb der
Kugel.

Nunmehr liegen fiinf Paare von Gitterpunkten auf der Oberfliche
von K. Finden sich keine weiteren darauf, so konnen wir das

Volumen von OABC noch weiter verringern, in der Weise, daB wir
die Ebene 0 A C und darauf die Punkte 4,C, @ festhalten und nunmehr
die zu OC parallele Sehne P'B sich dieser Ebene, withrend B und
P’ auf der Oberfliche von K verbleiben, unter gleichzeitiger entspre-
chender Variation des gesamten Gitters so lange nihern lassen, bis
in die Oberfliche von K wiederum weitere Gitterpunkte aus (74)
eintreten. Fiir diese letzteren kommen dann nur noch die Punkte
(£ 1,+1,0) in Frage; da aber der Gitterpunkt (1,1,0) hierbei aus-
geschlossen ist, weil er mit den Punkten P = (0, —1,1) und
¢ = (—1,0,1) drei Ecken eines Gitteroktaeders zweiter Art bildet,
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so treten demnach jetzt notwendig die Gitterpunkte (—1,1,0) = R,
(1,—1,0)= R’ in die Oberfliche von K ein und es ist also
Ir?(-1,1,0)=1,
folglich
2¢=1.

So sehen wir, daB bei der dichtesten Lagerung von Kugeln,
und zwar in dem von uns zunichst betrachteten, durch das Bestehen
der simtlichen Ungleichungen (75) mit dem Ungleichheitszeichen ge-
kennzeichneten Falle, in drei und nicht mehr Paaren von den Unglei-
chungen (74) das Gleichheitszeichen statthaben muB, und wir kénnen
als die sechs Paare von Gitterpunkten, welche dann auf der Ober-
fliche der Kugel um den Nullpunkt O liegen, eben die Punkte
A=(1,0,0), B=(0,1,0), C=(0,0,1), P=(0,—1,1), @ =(1,0,—1),
R =(—1,1,0) nebst den dazu beziiglich O symmetrischen Punkten
annehmen.

Nebenbei bemerkt, kann das System
der besagten sechs Paare von Gitterpunkten
nach einem in § 12 erwihnten Prinzip
durch ein Vektorentetraeder veranschaulicht
werden (Fig. 65).

Wir haben jetzt noch den Fall in Be-
tracht zu ziehen, daff in die Oberfliiche der
Kugel K irgend welche von den Gitterpunkten
(41,41, 41) eintreten. Es zeigt sich zu-
nichst, daB nur ein Paar solcher Punkte auf
die Begrenzung von K fallen konnen; denn
befinden sich etwa die Punkte (1,1,1) =17, (—1,—1, —1)=1T
daselbst, — was wegen der Moglichkeit, die Koordinatenachsen und
die Richtungen auf denselben entsprechend zu vertauschen, keine be-
schrinkende Annahme bedeutet, — ist also

1,1, =Fr(1,-1—-1)=1, (85)
so miissen die anderen von den Gitterpunkten (4- 1, 4- 1, + 1), die
bzw. durch Verlingerung der Strecken 7’4, TB, TC, T'A’, T' B,
T°C" iiber deren Endpunkte um sich selbst erreicht werden, not-
wendig auBlerhalb K bleiben und daher alle von (85) verschiedenen
unter den Ungleichungen (75) mit den Ungleichheitszeichen erfiillt
sein. Weiter mufl jeder der Punkte P, @, B (und P, ¢, R') auBer-
halb K bleiben, weil er mit 7 und bzw. 4, B, ( ein Gitteroktaeder
zweiter Art bestimmt.

Liegen nun auBer 4, B, C, T und den dazu beziiglich O sym-
metrischen Punkten keine weiteren Gitterpunkte auf der Oberfliiche
von K, dann konnen wir durch genau dasselbe Verfahren, wie vorhin,
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— indem wir zuerst C1' gegen OAB, und sodann ndtigenfalls AT
gegen OBC (bzw. BT gegen 0AC) moglichst nahe heranriicken
lassen, unter gleichzeitiger entsprechender Variation des Gitters, —
bewirken, daB weiter zwei Paare von Gitterpunkten aus (74) in die
Oberfliche von K eintreten; und zwar diirfen wir, da es hier auf
eine Permutation von X, Y, Z nicht ankommt, annehmen, es seien
dies die Punkte (0,1,1), (0,—1,—1), (1,1,0), (—1,—1, 0).
Wir erhalten also wiederum sechs
Paare von Gitterpunkten auf der Oberfliche
der Kugel, und wir kdnnen uns das Sy-
stem dieser Punkte wieder durch ein Vek-
torentetraeder veranschaulichen (Fig. 66).
Der Vergleich von Fig. 66 mit Fig. 65 zeigt
nun unmittelbar, daf der vorhin behandelte
Fall sich von dem jetzt behandelten nur
unwesentlich unterscheidet; in der Tat ver-
wandeln sich durch die unimodulare Sub-
stitution
X=7Z, Y=Y -7, Z=X-Y
die sechs Gitterpunkte
(X,7 Y’? Z,) = (1? 1’ 1)7 (17 1’())7 <17 0) 0)7 (07 —_17 ()>7 (O’ 17 1:)7 (()7 07_1>
des zweiten Falles bzw. in die sechs Gitterpunkte
(X,Y,2)=(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,—1,1), (1,0,—1), (—1,1,0)
des ersten Falles.

Sonach kommt als dickieste gitterformige Lagerung gleicher
Kugeln im Raume wesentlich nur eine ganz bestimmte Lagerung in
Frage, und da jede andere Lagerung in diese, wie wir sahen, unter
kontinuierlicher Abnahme des Volumens des Grundparallelepipeds
iiberzufiihren ist, so muB diese schlieBlich allein iibrig gebliebene
Lagerung in der Tat die dichteste sein.

Dieselbe stellt sich in der Weise dar, daB jede Kugel in den
12 Ecken eines Kubooktaeders*) (Fig. 64) an benachbarte Kugeln an-
stof3t. Die Kugeln ordnen sich dann in Schichten an, in deren jeder
durch Verbindung der Mittelpunkte je zweier anstoBender Kugeln sich
ein ebenes Netz von kongruenten gleichseitigen Dreiecken heraus-
stellt; die Schichten ruhen derart aufeinander, daf die Kugeln
einer jeden einzelnen Schichte in die Liicken der zwei benach-
barten moglichst tief eindringen und daf iiberdies jede Schichte in

*; Ein Korper, welcher in der aus Fig. 64 ersichtlichen Weise durch gegen-
seitiges Durchdringen eines Wiirfels und eines reguliren Oktaeders entsteht.
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die zwel benachbarten durch
zwei einander entgegenge-
setzte Translationen iibergeht
(Fig. 67).

XX. Aus dieser Tatsache
ergibt sich auch alsbald der
Wert des Verhdltnisses, in
welchem der von den mioglichst
dicht  gitterformig  gelagerten
Kugeln eingenommene Rawm
dem Volumen nach zum ge-
samten Rawme steht. Dieses
Verhiltnis berechnet sich (vgl.

unten § 19) zu ﬂz/Q-

Die Ausfiihrungen dieses Paragraphen haben Geltung nicht blo8
fir die dichteste gitterférmige Lagerung von Kugeln, sondern — mit
entsprechenden ganz unwesentlichen Modifikationen — auch fiir die
dichteste gitterfirmige Lagerung von beliebigen untereinander longruenten
und homolog orientierten FEllipsoiden. Man braucht nimlich nur an
Stelle der Kugel K ein allgemeines Ellipsoid als Eichkorper von Strahl-
distanzen I zugrundezulegen und fiiberzeugt sich leicht, daB dann
die ganze Betrachtung hier fast wortlich in Kraft bleibt.

XX". So gilt dann ebenfalls die Tatsache, daB der von homologen
Ellipsoiden in dichtester gitterformiger Lagerung erfiillte Raum sich

1]/2

zum gesamten Rawme dem Volumen nach wie '—g~ : 1 verhdlt.

Das Bild, welches dabei die Ellipsoide darstellen, geht aus dem-
jenigen der moglichst dicht gelagerten Kugeln (Fig. 67) durch eine
derartige affine Transformation des Raumes hervor, welche eben die
Kugel K in das gegebene Ellipsoid iiberfiihrt.

§ 19. Arithmetische Folgerungen.

Das gefundene Resultat wollen wir nun arithmetisch auslegen.
Es sei eine positiv definite ternire quadratische Form

f(z,y,2) = ax®+ by*+ c2®+ 2a’yz + 2V 2z + 2czy (86)

mit der Determinante

P
w, ¢, b}
D=¢, b, a|
’ r’ ?‘

b, o, ¢

vorgelegt. Dabei sind a, ab — ¢? und D notwendig > 0 und diese
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Umstinde charakterisieren auch f vollig als positive Form. Wir
konnen eine solche Form immer, ohne das reelle Zahlengebiet zu ver-
lassen, auf die Gestalt

f(x,9,2) = (Vax+V y+V )

() e (Va2

bringen; wir wollen hierfiir, indem wir

(87)

) ¢ v
£t =Vax + ﬁy + V_&Z’
ab—¢* ad — ¢
- Vs Vr Yavar =+ &9

setzen, kurz
f(xﬂ‘/y 7) =8+ N+ &
schreiben und zugleich &, 74, ¢ als gewohnliche rechtwinklige Koordi-
naten deuten und betrachten nun in den letzteren die durch die Un-
gleichung
gttt 21

dargestellte Kugel mit Mittelpunkt im Nullpunkt. Das Volumen
dieser Kugel betrigt in den - u-, {-Koordinaten 4x/3, also in den mit
diesen durch das Gleichungssystem (88) verbundenen -, y-, 2-Koordinaten

J=./‘/:fdxdydz—~d(zz:z)/./ /dgdq]dg—sﬁ

Die zugehorige M-Kugel in bezug auf das Gitter der z,y, 2, mit der

Unoleichlmo‘ 2 "+ Cz < M2
U = ’
=} E + = 4nM‘

hat sonach in den -, y-, z- Koordinaten das Volumen M?J = YD’
wenn wir also auf dieselbe die Formel (3) anwenden und zugleich
beachten, daB in dieser Formel im vorliegenden Falle nur das Un-

gleichheitszeichen statthaben kann, so folgt:

M<]/ VD.

Da M? zugleich den kleinsten Wert bedeutet, den f(z,y,2) fir
ganzzahlige, nicht insgesamt verschwindende Werte der Argumente

5,
anzunehmen vermag, so ist hiermit in V~ﬂ,~1) eine obere Grenze fiir

dieses ,Minimum® der Form f gefunden; doch ist diese Grenze nicht
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prizis, es hat der Wert von -~ bel beliebig variierenden solchen
VD
Koeffizienten a, b, - -, ¢, wobel die Form [ stets eine positive bleibt, ein

3 .
. 36 . .
Maximum, welches unterhalb ]/;1, liegt. Nun gestatten uns die

Resultate der im § 18 durchgefithrten Untersuchung dieses Maximum
2

M . . T - - .
von 5 - au bestimmen. Es ist niimlich /D, wie aus den Gleichungen

(88) erhellt, mit dem Volumen des Grundparallelepipeds fiir das a-,
-, 2-Gitter, berechnet in den &, %-, {-Koordinaten, identisch; wir fanden
aber im vorigen Paragraphen, indem wir M = 1 annahmen, daB bei
variierendem Gitter der z, y, # das Minimum des besagten Volumens
insbesondere dann eintritt, wenn sich die M-Kugel in den z-, y-, z-
Koordinaten durch die Gleichung

2yttt tary=1
darstellt; das Minimum von D hierbei betrigt somit

) >

= o

1

-

> ’

. -
R =
P e

-

2 ’

und es ist also das Maximum von ’MI) gleich }/2, folglich stets
V s

M2 <i2D.
Hiermit ist der folgende Satz gewonnen:

XXI  Jede positiv definite ternire quadratische Form wvon der
Determinante D (> 0) Lift sich durch entsprechend gewillte ganzzahlige
Werte der Variabeln, die nicht siimtlich versclwinden, dem Werte nach
< V2D machen. Dus Gleichheitszeichen ist dubei noch entbehrlich, aufer
wenn die Form arithmetisch dquivalent ist mit der Form

’l”)i/QD P2y oz 4 oay).

§ 20. Anwendungen auf die Aquivalenztheorie der terniiren
quadratischen Formen.

Aus den in den beiden vorhergehenden Paragraphen gefundenen
Tatsachen tiber die dichteste gitterférmige Lagerung von Ellipsoiden
laBt sich in wenigen Ziigen die ganze Theorie der arithmetischen
Aquivalenz positiver ternirer quadratischer Formen ableiten, eine
Theorie, die in ihren Hauptsitzen zuerst von GauB*) und Seeber®*)

") Gaub, Gott. gel. Anz. 1831 (wiederabgedruckt in Bd. Il der ges. Werke).
™) Seeber, Untersuchungen iiber die Eigenschaften der pos. tern. qu.
Formen, Freiburg i. Br. 1891.

Minkowski, diophant. Approximationen 3
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gegeben, nachher namentlich von Dirichlet®) durch geometrische
Uberlegungen einfacher dargestellt, bisher jedoch immer noch auf
ziemlich umsténdlichen Wegen entwickelt wurde.

Hier wollen wir nur den folgenden Satz von GaulB aus dieser
Theorie beweisen:*¥)

XXIL.  Zu einer belieblg gegebenen positiv definiten terndren qua-
dratischen Form

f(z,y,2) =aa®+ by* + c2° 4+ 2d'yz + 2022 + 2c'xy

mit der Determinante D (> 0) lift sich immer eine arithmetisch dgui-
valente Form
g(X, Y, /)= AX*+ BY*+ CZ4*+ 2A'YZ + 2BZX + 20'XY
angeben. wobei
ABC<2D

ist.

Zum Beweise dieses Satzes deuten wir die Variabeln z. y, 2 der
gegebenen Form f als Parallelkoordinaten im Raume; dann stellt die
Ungleichung

&y, 2) <&, (89)

unter ¢ einen Parameter > O verstanden, den Bereich eines Ellipsoids
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt O der Koordinaten vor. Wir denken
uns zunidchst ¢ so klein genommen, daf das Ellipsoid (89) auBler O
keinen Gitterpunkt in z, y, z enthilt, und dilatieren sodann dieses
Ellipsoid durch VergroBerung des ¢ so lange, bis etwa fiir ¢ = M,
zam erstenmal ein Gitterpunkt, P, = ({,, m,, n,), in die Begrenzung
des Ellipsoids eintritt; hierauf dilatieren wir das neue Ellipsoid bis
zu einem Parameterwert ¢ = I, > M, so daBl dafiir zum erstenmal
ein Gitterpunkt P, = (I;, m,, n,) auBerhalb der durch O und P, ge-
zogenen Geraden in die Begrenzung des Ellipsoids fillt; schlieBlich
dilatieren wir das neu gewonnene Ellipsoid weiter bis zu einem
Parameterwert ¢ = M, > M,, so da dafiir zum erstenmal ein auBer-
halb der Ebene OP,P, befindlicher Gitterpunkt P, = (I5, m,, n;) In
die Begrenzung des Ellipsoids eintritt. Hernach denken wir uns aus

*) Dirichlet, Crelles Journ. Bd. 40, p. 209 (auch Werke Bd. II, p. 27).

*#) Zur zahlengeometrischen Behandlung der vollstiindigen Theorie vgl.:
Minkowski, Dichteste gitterformige Lagerung kongruenter Korper, Gott. Nachr.,
Math.-phys. Kl 1904, pag. 330. Dort finden sich auch Angaben iiber die ein-
schligige Literatur. — Das Problem der dichtesten gitterférmigen Lagerungen
von Kugeln lifit sich auf Riéume von beliebig vielen Dimensionen iibertragen
und nimmt allgemein eine zentrale Stellung in der arithmetischen Theorie der
positiven quadratischen Formen ein. Vgl dariiber Minkowski, Diskontinuitiits-
bereich fiiv arithmetische Aquivalenz, Journ. f Math. Bd. 129, p. 220.
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OP,P, P, als Fundamentaltetraeder ein Gitter in X, Y, Z abgeleitet,
welches also mit jenem der #, y, # durch die Transformationsglei-
chungen
= LX+ LY+ 1,7,
y=mX+mY -+ m;Z,
2= X+ n,Y + n, 4
mit der Determinante
‘ by by }
my, My, My = E
Mg, My
zusammenhiingt; diese Transformationsgleichungen fiihren zugleich die
Form f(z, 4, 2) in eine Form
9 X, Y, Z)=AX*+ BY*+ O+ 24'YZ + 2BZX + 20°XY (90)
mit der Determinante ¥ = E?D iiber, wobei
A=yg(1,0,0) = £, m;, n) = M?,
B—yg(0,1,0) = f(ly, my, my) = M?,
C= L(/(O; 0, 1) = f(z:n Mg, %3) = J”?xz
ist, und diese letatere Form ist eine solche, deren Fxistenz in dem
Sutze XXII belauptet wird.

Um dies darzutun, bringen wir ¢(X, Y, Z) zunichst (nach Anpa-
logie von (87)) auf die Gestalt:
/ ape c B \?
XY, Z)=(VAX+ Y Z

+ (V4 B: - Y+ V: 11/:19]}_((2 Z>2+ (Vf4 Bn_* o )2’

(91)

oder, wenn wir die Klammerausdriicke hier der Reihe nach kurz mit
=, H, Z bhezeichnen,
- - D 2
\(/(Xy ¥, :—2+HZ+Z~;

und betrachten nun im Koordinatensystem der z, ¢, # den durch die
folgende Ungleichung gegebenen Bereich:

WX, Y, Z) =" 42 <, (92)

indem wir uns hierin X, Y, 7 durch z, y, # ausgedriickt denken.
Dieser Bereich stellt sich als ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkte in O
und dem Punkte P, auf der Begrenzung dar; dabei enthilt er im
Inneren auBer O keinen weiteren Gitterpunkt in z, y, #, und zwar aus
folgenden Griinden: erstens ist fiir jeden Gitterpunkt (z, y, 2), der anf
8*
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der Geraden durch O und P, auBerhalb O liegt, also X 20, ¥ =0,
Z = 0 hat, offenbar
h(X, Y, Z) > 1;

ferner ist fiir jeden Gitterpunkt (z, v, #), der auBerhalb der genannten
Geraden in der Ebene OP,P, liegt, also Y20, Z =0 hat,

9(X, Y, 2) > B
und weil B> A4, daher ebenfalls

WX, Y, Z) > 1;
schlieBlich ist fiir jeden Gitterpunkt (z, y, £), der auflerhalb der Ebene
OP,P, liegt, also Z2 0 hat,

9(X, Y, 2) > C
und weil C> B> A4 ist, daher wiederum

MX, Y, Z)> 1.

Mit Riicksicht darauf gilt fiir das in den a-, y-, #-Koordinaten ge-
messene Volumen J des Ellipsoids (92) nach dem Satze XX’ iiber die
dichteste Lagerung von Ellipsoiden notwendig die Ungleichung:

J 71:]/2 o
’ < (93)

‘d(x 7/,,,> 2000
Az H.2) /JJ((-((HdZ

wobel das dreifache Integral iiber den Bereich (92) zu erstrecken ist,

Nun ist

also gleich 4—37—51/ ABC kommt; andererseits ist
diz,y,2)
d{z,y,?) (I(X YA)
dEH,2) ~ dEHZ)
d(X,Y,7)
dx,y,2) d=,H,2) 7.
AX,Y,72) E, dX, Y, 7 EVD;
hieraus folgt:
4xy/ABC
=5V
und dies fiihrt, in (93) eingesetzt, zur folgenden Ungleichung fiir die
Koeffizienten 4, B, C:
ABC<L2D, (94)

wie eine solche in dem Satze XXII verlangt wird. Weiter erkennen
wir, wenn wir die Koeffizienten bei Y2 und 2% in (90) und (91) ver-
gleichen, daB jedenfalls
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AB—(C? D*
Bz="4= 0=, p_ ¢

sein muB, und hieraus folgt:

ABC > D¥ = E*D,
was sich mit (94) nur so vereinbaren lifit, daB die ganze Zahl E
gleich + 1 ist; letzteres ist aber damit gleichbedeutend, daf die
Form ¢(X, Y, Z) mit jener f(x,y, #) arithmetisch Aquivalent ist, wo-
durch fir ¢(X,Y, Z) die zweite im Satze XXII postulierte Eigen-
schaft hervorgeht und also nunmehr der Satz selbst vollstindig be-
wiesen erscheint.

Wir kénnen uns die zur Form f(z, y, 2) vermoge der Transfor-
mation (88) in § 19 gehirenden Variabeln £ 7, als gewdhnliche
rechtwinklige Koordinaten im Raume denken, wobei wegen der Kon-
stanten in dieser Transformation das Grundparallelepiped in z, y, 2
ein vollig allgemeines Parallelepiped bildet. Alsdann aber stellen )/ D
das Volumen dieses Parallelepipeds und )/ 4, VB, }/C die Léngen von
OP,, OP,, OP; im gewohnlichen Sinne vor und wir kénnen danach
dem Theoreme XXII die folgende geometrische Einkleidung geben:

XXII'. Fin beliebiges parallelepipedisches Zahlengitier im Raume
lift sich stets nach einem solchen Grundparallelepiped anordnen, in
welchem das Produkt aus den Lingen der drei Kanten nicht grofer ist
als das V2-fuche des Volumens des Grundparallelepipeds.



Viertes Kapitel.
Zur Theorie der algebraischen Zahlen.

Wenn auch die in den vorausgehenden Kapiteln angestellten
Untersuchungen ein selbstindiges Interesse beanspruchen diirfen, so
wird ihr Wert jedenfalls durch den Umstand erhoht, daB die dabei
gewonnenen Sitze eine Reihe von Anwendungen auf die Theorie der
algebraischen Zahlen, der quadratischen Formen, der periodischen Funk-
tionen gestatten. Einige von den Anwendungen auf die Theorie der
quadratischen Formen haben wir bereits im Zusammenhang mit den all-
gemeinen Untersuchungen kennen gelernt; hier im folgenden sollen nun
speziell die Anwendungen auf die Theorie der algebraischen Zahlen
zur Darstellung gelangen. Es werden sich dabei mehrere Sitze er-
geben, die bisher iiberhaupt nicht anders, als mit den Hilfsmitteln der
Geometrie der Zahlen, bewiesen worden sind.

Der groBeren Anschaulichkeit wegen wollen wir uns dabei meist
auf die Betrachtung der kubischen Zahlkdrper beschriinken; doch lassen
sich die Uberlegungen, die wir anstellen werden, und die Sitze, zu
denen wir gelangen werden, durchweg auf Zahlkorper beliebig hohen
Grades iibertragen. Vorerst aber miissen wir den Begriff des alge-
braischen Zahlkorpers selbst in allgemeiner Weise einfithren. Neben
den ganz elementaren Tatsachen der Algebra werden wir dabei nur
den Fundamentalsatz der Algebra iiber die Existenz von n Wurzeln
einer algebraischen Gleichung nten Grades und andererseits den Haupt-
satz iiber die symmetrischen Funktionen von » Gréfen voraussetzen;
den letzteren Satz brauchen wir hier in der Fassung, daB jede ganze
symmetrische Funktion von # GroBen mit lauter ganzzahligen Koeffi-
zienten sich aus den » elementarsymmetrischen Funktionen dieser Grofien
durch Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen aufbauen 14Bt.

§ 1. Begriff der ganzen Zahl.
Jede Zahl, welche Wurzel einer algebraischen Gleichung mit
rationalen Koeffizienten ist, heiBt eine algebraische Zalhl. Die Koeffi-
zienten der Gleichung konnen wir dabel immer als ganzzahlig voraus-
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setzen. Eine algebraische Zahl, welche irgend einer Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten und dem hochsten Koeffizienten 1 geniigt,
wird eine ganze algebraische Zahl genannt.

XXIIL.  Eine rationale Zahl, welche algebraisch ganz ist, ist stets
eine ganze rationale Zahl. Denn geniigt eine Zahl #»/s, wobel r, s
rationale ganze Zahlen und teilerfremd sind und s positiv ist, fiir »
gesetzt einer Gleichung

P4t taat -+ aq,=0,

mit ganzen rationalen Koeffizienten «,, a,, ..., «,, so folgt daraus:
rl
. U=l g =2 .. g d—1,
=" a,”~%s a,s -1

demnach ist »'/s eine ganze rationale Zahl. Sind nun p, ¢ zwel ganze
rationale Zahlen, die der Gleichung ps — gr = 1 geniigen (s. Kap. |,
§ 3), so folgt aus (ps— 1) = (¢gr)Y durch Division mit s, daB 1's
eine ganze Zahl, mithin notwendig s = 1 ist.

Ganze algebraische Zahlen werden wir in der Folge auch schlecht-
hin ganze Zahlen nennen.

XXIV. Summe, Differenz und Produkt ziceier ganzer Zahlen sind
ebenfalls ganze Zahlen. Denn es seien «, «,, . . ., «,, baw. 3, B,, ..., B,
simtliche Wurzeln von solchen zwei Gleichungen mit ganzzahligen
Koeffizienten und dem hdochsten Koeffizienten 1, denen die zwei
vorgegebenen ganzen Zahlen «,, 8, hzw. geniigen. Dann sind die
Koeffizienten der nach Potenzen von y entwickelten Gleichung

1,m  1,n
Ty e.+801=0
h k

symmetrisch einerseits in den «,, andererseits in den §,, folglich —
wie eine zweimalige Anwendung des Hauptsatzes iiber symmetrische
Funktionen ergibt — ganze rationale Zahlen; dabei ist der hochste
Koeffizient der Gleichung = 1; daraus folgt, daBl jede Wurzel dieser
Gleichung, inshesondere also auch «, 4+ f,, eine ganze Zahl ist. Ent-
sprechend beweist man den Satz fiir die Differenz und fiir das Pro-
dukt zweier ganzer Zahlen.

XXV.  Von jeder algebraischen Zahl ist stets ein gewisses DMlulti-
plwm (i gewdslmlichem Sinne) eine ganze algebraische Zahl. Denn ge-
niigt die Zahl « fiir » gesetzt der Gleichung

agdt + a2t 4+ a, =0

mit ganzen ratiomalen g, «, ..., @, so ist a,« eine Wurzel y der
Gleichung

Y+ oyt a4 faa) =0,
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welch letztere aus der vorigen Gleichung durch Multiplikation mit
ay~' und Substitution von y fiir a,2 hervorgeht; folglich ist «,«
eine ganze algebraische Zahl.

Es zerfalle eine ganze rationale Funktion F'(x), welche zu Koeffi-
zienten lauter ganze rationale Zahlen habe und dementsprechend
kurz eine ganze ganzzahlige Funltion heiBe und welche iiberdies 1
zum hochsten Koeffizienten haben soll, in zwei ganze rationale Funk-
tionen von r mit rationalen Koeffizienten, kurz: in zwei ganze rational-
zaldige Faktoren:

F(z) = fla) g (@),

wobel wir annehmen konnen, daBl die hochsten Koeffizienten in f(.x)
und in g(x) gleich 1 sind. Da die simtlichen Nullstellen von F'(x)
(d. h. die Wurzeln von F(x) = 0) ganze Zahlen sind, so sind es auch
alle Koeffizienten in f(z) und in ¢(x), indem dieselben sich jeweils
aus gewissen unter den Nullstellen von F'(z) durch lauter Additionen
und Multiplikationen zusammeunsetzen; da nun diese selben Koeffi-
zienten zugleich rationale Zahlen sein sollen, so sind sie hiernach
(vermoge XXIIT) ganze rationale Zahlen.

XXVL  Wenn also eine ganze ganzzallige Funktion wmit  demn
hichsten Koeffizienten 1 in ein Produkt von ganzen rationalzahligen
Funlktionen zerfallt, so miissen sich die Koeftizienten der letzteren, so-
bald die hichsten darunter =1 gemacht worden sind, durchieg eben-
fulls als ganze rationale Zahlen ericeisen.

Unter einer rreduziblen Funltion bzw. irreduziblen Gleichuny
schlechthin wollen wir hier eine solche ganze Funktion f(z) bzw.
Gleichung f(x) = O verstehen, die im Bereiche der rationalen Zahlen
irreduzibel ist, d. h. wobei f(x) rationalzahlig ist und nicht in zwei
ganze rationalzahlige Faktoren mit Graden >1 zerlegt werden kann.

XXVIL. Zu jeder alycbraischen Zahl « gehirt eime villig bestimmte
irreduzible Gleichung wmit dem hichsten Kocffizienten 1, acelcher « ge-
iiigt. Denn es sei F(z) =0 irgend eine Gleichung mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten und dem hochsten Koeffizienten 1, welcher die
cuniichst als ganz vorausgesetzte Zahl « geniigt, und es sel n der
Grad von F(z). Um vor allem eine irreduzible Gleichung fiir «
nachzuweisen, setzen wir zunichst ganz allgemein

Fe) = i) 91)
an, wobei f(«), y(z) Funktionen von derselben Beschaffenheit sein
sollen wie F(x), « sich unter den Wurzeln von f(x) =0 befinden
mdoge und ausdriicklich auch die Eventualitit f(x) = F(z), g(z) = 1

zugelassen sei. Es laBt sich leicht aus den Koeffizienten von F'(.c)
vine obere GGrenze fiir die Betriige der siimtlichen Nullstellen von F'(x)
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erschliefen; und weil die Koeffizienten von f(x), bei dem eben ge-
machten Ansatze, elementarsymmetrische Funktionen gewisser unter
den Nullstellen von F'(x) sind, so folgen daraus weiter obere Grenzen
fiir die Betriige der Koeffizienten von f(z). Da nun diese letzteren
Koeffizienten der Reihe der ganzen rationalen Zahlen angehoren sollen,
so laBt sich hiernach von vornherein eine endliche Anzahl von ganzen
ganzzahligen Funktionen mit Gradzahlen <2 und dem hdochsten
Koeffizienten 1 angeben, unter denen sich ein jedes hier in Be-
tracht kommende f(z) notwendig befinden mufl. Unter allen diesen
Funktionen suchen wir nun eine von moglichst niedrigem Grade
auf, welche in F(z) aufgeht und « zu einer Nullstelle hat; diese
Funktion ist dann nach der Art, wie sie bestimmt wurde, notwendig
irreduzibel. Dafl es aber keine von dieser verschiedene irreduzible
Funktion mit dem hochsten Koeffizienten 1 geben kann, welche « zu
einer Nullstelle hitte, folgt daraus, daB sonst die betreffenden zwei
Funktionen einen gréften gemeinsamen Teiler von mindestens erstem
Grade haben miiten, welcher durch rationale Operationen bestimmbar,
also rationalzahlig wire und sonach einen Divisor von F(z) mit «
als Nullstelle von noch niedrigerem Grade, als hier miglich, vorstellen
wiirde.

Der so fiir ganze Zahlen « bewiesene Satz liBt sich nunmehr
durch Vermittlung des Satzes XXV auf beliebige algebraische Zahlen
itbertragen.

§ 2. Der Kkubische Korper.

Es sei die algebraische Zahl 0 als eine bestimmte Wurzel einer
irreduziblen kubischen Gleichung

f@) =8 +at* +0t+c¢c=0 (1)

festgelegt. Die Gesamtheit der Zahlen, welche sich als rationale
Funktionen von 6 mit rationalen Koeffizienten darstellen lassen, hildet
den Kirper oder Rationalitiitsbereich von 6. Wir bezeichnen denselben
mit K(0). Jede Zahl w dieses Korpers erscheint also in der Form
g9(0)/h(6), wo g(0), h(0) ganze rationalzahlige Funktionen des Argu-
ments sind und 7(0) <40 ist. Da die Funktionen f(#) und A(t)
wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitit von /() und wegen / (0 =+=0
keine ganze Funktion von { von einem Grade > 1 als gemeinsamen
Teiler hdben konnen, so lassen sich nach eimem bekannten Satze
zwel weitere ganze rationalzahlige Funktionen I'(f), H(f) derart er-
mitteln, daB identisch in ¢

F@ @) +HEOL( =1

wird; daraus folgt dann fiir 7 = 6:



122 IV. Zur Theorie der algebraischen Zablen.

!
no — HO)
was in
__ 99
“ T o
eingesetzt, i
o =g(0) H(0)

ergibt. Da ferner eine jede ganze Funktion von 0 sich mittels der

Gleichung
F=—at—b0—c

auf eine ganze Funktion von niedrigerem als dem dritten Grade redu-
zieren liBt, so folgt weiter, daB jede Zahl w in K(#) sich in der Form

©=p+ q0 4+ r6* (2)

darstellen 1aBt, wobei p. ¢, + rationale Zahlen sind. Diese Darstellung
ist eindeutig; denn wire zugleich

o = p*+ ¢%0 + r¥0?

mit ebenfalls rationalen p* ¢* +* so wiirde

p—p¥+ (—¢H0 + (r—r¥)0?=0

folgen und dies kann wegen der Irreduzibilitit von (1) nur so statt-
finden, daB p* =p, ¢* =¢q, »* =r ist. Umgekehrt ist es klar, daB
jede GriBe (2) mit rationalen p, ¢, r zum Korper K(0) gehort. Mit-
hin bildet der Korper K(8) den Inbegriff aller Grifen von der Form
P+ q8 + r6 wobei p, q, v belichige rationale Zahlen sind. —

Sind 6, 6, 07 die drei Wurzeln von (1), die wegen der Irredu-
zibilitiit von (1) gewiB untereinander verschieden sind, so nennen wir
die drei Zahlen

O=p+q0+1r0 o'=p+q0+r0% o =p+q0 + rf"*

untereinander konjugiert.

Wegen der Irreduzibilitdit von f(¢) wird jede rationalzahlige
Gleichung, welcher 6 geniigt, auch durch 6" und 6 erfiillt sein. Ist
nun ® in irgend einer von (2) verschiedenen Weise als rationale

Funktion von 6 dargestellt, @ =p + ¢80 + r6* = ZEZ)), so besteht da-

mit eine rationalzahlige Gleichung fiir 0 und darf in dieser  durch
¢ und durch 6" ersetzt werden; es folgt daher, daB dann stets auch
g9 . g®
ey Y heny T 9
gelten wird. Begegnet man ferner einer rationalzahligen Gleichung
fir @, so geniigen derselben Gleichung auch o und w”. Ist w selbst
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rational, so muB in der Darstellung (2) wegen ihrer Eindeutigkeit
notwendig @ =p, ¢=0, r =0 sein, und wenn speziell ® = 0 ist,
so muB zudem p =0 sein. Drei konjugierte Zahlen sind danach
entweder simtlich = 0 oder siimtlich = 0, und tiberhaupt, wenn eine
von ihnen rational ist, so sind sie simtlich untereinander gleich.

Aus der Definition der ganzen algebraischen Zahl folgt nun un-
mittelbar, daB wenn eine Zahl & ganz ist, auch die dazu konju-
gierten Zahlen o', ©” ganz sind.

Das Produkt der drei konjugierten Zahlen o, o, 0" heiBt die
Norm von @, in Zeichen: Nm w; dieselbe ist als symmetrische Funktion
von 0, 0, 07 eine rationale Zahl; falls dabei o eine ganze Zahl <=0
ist, mufp Nm o eine ganze rationale Zahl <=0, also inusbesondere von
Betrage einem > 1 sein. —

Aus irgend einem Vielfachen von 6, aus 260,30, ..., geht offenbar
derselbe Korper, wie aus 6, hervor. Da wir nun nach XXV ein solches
Vielfaches von 6 bestimmen konnen, das eine ganze Zahl ist, so
werden wir hier ohne wesentliche Beschrinkung annehmen diirfen, dal 0
selbst eine ganze Zahl ist, also a. b. ¢ in (1) ganze rationale Zahlen
sind. DaB sich unter dieser Voraussetzung aus (2) mittels ganzer ratio-
naler p. ¢, r lauter ganze Zahlen w des Korpers ergeben, ist klar; es
fragt sich nur, ob es in K(#) nicht auch andere ganze Zahlen gibt,
die aus der Form (2) mittels gebrochener rationaler p. g, » hervorgehen.

Um diese Frage zu beantworten, bedienen wir uns eines geometrischen
Bildes fiir dic Zahlen in K(0). Wir beziehen diese Zahlen auf Punkte
im Raume, indem wir ein riumliches System von Parallelkoordinaten
X, Y, Z zugrundelegen und einem Punkte (X, Y, Z) jeweils die Grofe
X + Y0 + Z6* zuordnen. Einem jeden Punkte mit rationalen Ko-
ordinaten X, Y, Z entspricht alsdann eine Zahl in A(6) und umge-
kehrt. Es ist klar, daB hierbei jedem Gitterpunlte in X, Y, Z eine
ganze Zahl in K(0) entsprechen wird; das Umgekehrte 18t sich aber
nicht behaupten und wird auch im allgemeinen nicht der Ifall sein.
Jedenfalls leuchtet es ein, daB wenn ein Punkt (X, Y, /) einer ganzen
Zahl in K(6) entspricht, dann auch jeder zu (X, 1, Z) in unserem
Gitter homologe Punkt, d. h. (vgl. 5. 84) jeder Punkt, dessen Koordi-
naten von den beziiglichen X.Y.Z um ganze rationale Zahlen differieren,
eine ganze Zahl in K(0) vorstellen wird. Mit Riicksicht darauf kénnen
wir uns gegenwirtig auf die Betrachtung jener ganzen Zahlen in A(6)
beschrinken, deren zugehdrige Punkte (X, Y, Z) in dem durch

0<X <L, 0<Y <1, 0<Z<1 (%

definierten Grundparallelepiped unseres Gitters liegen; aus allen dazu
homologen Punkten, und nur aus diesen, ergeben sich dann siimtliche
ibrige ganze Zahlen in K(8).

b
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Nun ist es zuniéichst leicht einzusehen, daf i Grundparallel-
epiped (3) nur eine endliche Anzahl von Punkten (X, Y, Z) vor-
handen sein kann, welche ganzen Zahlen w = X + Y6 + Z6* ent-
sprechen. Bilden wir nimlich fiir eine in dieser Weise dargestellte
ganze Zahl o die Gleichung

D)= (t—o)t—o)(t—0e")=0, (4)

so hat dieselbe zu Koeffizienten Groflen, welche als symmetrische
Funktionen der Grofen 6, ', 67 rationale Zahlen werden; fiir die
Fille, wo X, Y. Z dem Bereiche (3) angehdren, kénnen wir ferner,
eben mit Riicksicht auf (3) und mittels einer oberen Grenze fiir die
Betriige von 6, €, 6", ganz bestimmte obere Grenzen fiir die Betrige
der Koeffizienten in @(f) angeben; da nun diese Koeffizienten als
rationale und zugleich ganze algebraische Zahlen sich als ganze
rationale Zahlen erweisen miissen, so folgt daraus, daB es nur eine
endliche Anzahl von solchen Gleichungen (4) geben kann, welche
ganzen Zahlen o und dabei Punkten (X, Y, Z) aus dem Bereiche (3)
entsprechen; hieraus geht dann umgekehrt hervor, daf nur eine end-
liche Anzahl von solchen ganzen Zahlen v existieren kann, fiir welche
X, Y, Z simtlich > 0 und <1 sind.

Wir konnen nun eine Adaption des Systems aller jener Punkte
(X, Y, Z), welche den ganzen Zahlen in K(0) entsprechen, in bezug
auf das Gitter der X, Y. Z genau nach der in Kap. III § 14 darge-
legten Methode vornehmen. Wir kommen dann zu dem Ergebnis,
dall die Gesamtheit dey ganzen Zahlen i K(0) zu ilwem geometrischen
Bilde wicder cin parallelepipedisch anzuordnendes Punltsystem, also ein
Zahlengitter hat oder, wie wir in solchen Fillen sagen wollen, einen
~Modul* bildet. Wir konnen niimlich, wie jetzt einleuchtet, unter
allen jenen Punkten, welche ganzen Zahlen in K (6) entsprechen, zu-
niichst auf der positiven X-Achse einen dem Nullpunkte O am ndch-
sten gelegenen Punkt A finden, weiter auBlerhalb der X-Achse in der
Halbebene Y > 0 der XY-Ebene einen Punkt B bestimmen, welcher
der X-Achse moglichst nahe liegt, schlieBlich auflerhalb der X Y-Ebene
im Halbraume Z > O einen Punkt I ermitteln, welcher méglichst nahe
an der X Y-Ebene liegt. Wenn wir nunmehr aus dem Tetraeder
OABT in der iiblichen Weise Koordinaten .. y, #z ableiten, indem wir
fiir einen beliebigen Punkt S des Raumes die vektorielle Beziehung

0S=u-0OA+y-0B+z-0T

ansetzen, und wenn wir andererseits mit ©,, w,, o, digjenigen ganzen
Zahlen in K(6) bezeichnen, welche den Punkten A B, I in dem fest-
gelegten Sinne bhzw. entsprechen, dann stellt jeder Gitterpunkt in
sy Y, 2 offenbar eine ganze Zahl, und zwar
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O =20,+ Yo, + 20, (5
vor. Aber auch umgekehrt entspricht dann jeder ganzen Zahl in K(6)
ein Gifterpunkt in 2, y, z; denn wiirde irgend einer solchen Zahl ein
Punkt mit nicht lauter ganzzahligen Koordinaten z, y, z entsprechen,
so wiirde sich aus demselben durch eine entsprechende Translation
ein Punkt im Grundparallelepiped OABT des z-, y-, 2-Gitters, also mit
0<2<l, 0Ky <1, 0<z< 1, ergeben, welcher einer ganzen Zahl
entspriche und nicht mit dem Punkte O zusammenfiele, was der Art und
Weise, wie die Punkte A B, bestimmt wurden, widersprechen wiirde.

XXVIII. Wir haben hiermit festgestellt, daB in einem kubischen
Kirper sich immer drei ganze Zallen o,, oy, oy derart angeben lassen
(und zwar offenbar auf unendlich viele Weisen), dafi dwrch dieselben
jede ganze Zahl des Korpers sich in der I'orm (5) mit ganzen ratio-
nalen x, y, 2 eindeutiy darstelll. Drei Zahlen im kubischen Korper
von dieser Kigenschaft nennt man eine Busis im Korper.

Sind dann o/, ©,"; o), 0,": 0], o;” die zu o, o,, @, bzaw. kon-
jugierten Zahlen, so ist es einleuchtend, daB auch o, w,, @, eine
Basis im Korper K(6'), ebenso ®,”, ,”, ws” eine Basis im Korper
K (") bilden.

Eine der obigen analoge Betrachtung laBit sich fiir einen Korper
beliehig hohen Grades durchfiihren. Xs stellt sich dann allgemein
die Tatsache heraus,

XXVIII. dap in einem Korper vom Grade n, d. h. in einem
Rationalititsbereich, wcelcher aus einer Wurzel einer irreduziblen Glei-
chung n-ten Grades entspringt, sich eine Basis. bestehend aus n ganzen
Zuhlen, angeben aft, derart, daf3 durch diese w Zahlen jede ganze
Zahl des Korpers sich linear homogen mit ganzzahligen rationalen
Kocffizienten, und zwar auf eindeutige Weise, darstellen lif3t.

§ 3. Diskriminante des Korpers.

Wir suchen nun nach einem einfachen Kriterium dafiir, wanu
drei beliebig gegebene von Null verschiedene ganze Zahlen o, o,, o,
eines kubischen Korpers K(6) eine Basis in diesem hilden. Damit
solches der Fall sei, diirfen vor allem die drei Punkte, welche im Ko-
ordinatensystem der X, Y. Z (vgl. § 2) den drei Zahlen w,, 0,, @, bzw.
entsprechen und etwa die Koordinaten p,, g, 75 pa, Go, 725 Dy, 45, 75
haben mogen, mit dem Nullpunkte nicht in einer Ebene liegen; es
muf} also

Pu P2 D
Ty d2 45 +0 (6)

P Py 1y
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sein. (tehen wir nun von den Zahlen
@y =p+ 0+ r, 0%
@y = Py + G0 + 1, 0%
@, = p;+ g0 + r;0°
«u den dazu bzw. konjugierten iiber, und zwar
O =p g0 +r0% o =p+q0" +r07%
@y = Pyt ¢ + 1,07 0= py+ @07+ 1,07,
@0y = py+ ¢ 0"+ 1307 @ = ps+ g, 0" + ry07,

und bilden wir die Determinante

2 ‘ ;

@y, g, Oy 1 1, 6, 6%  py, py Py

o ’ ’ ’ o ’ ’9 ! .
Aoy, 6y, 0) = @, 0, o “117 0, 0% - g1, 4, 45,

1 rr 12 r "9 P - " .

0, By, O ’1’ 67, 07 ry, 1y, 1y

so wird, sobald die Bedingung () erfiillt ist, wegen

‘ 1, 6, 6* i
‘ 1, 0, 02 =—(0—6)Y0—6")\6'—0")=+0
! 1’ 0//, 0//2 “

auch

A (0, 0y, @y) + 0 (7

sein; umgekehrt hat (7) notwendig die Ungleichung (6) zur Folge.
Anstatt der Determinante A wollen wir nun das Quadrat hiervon in
Betracht ziehen,

A%, 0y, @) = D(0,, 0y, ©,),

welches als ganze algebraische Zahl und zugleich symmetrische Funktion
von 6, 8, 0" eine ganze rationale Zahl ist; diese Zahl soll die Diskri-
minante der Zahlen o, oy, @, heiBen. Als erste, mit der Ungleichung
(6) gleichbedeutende Bedingung dafiir, da o,, w,, w, eine Basis
bilden, erkennen wir nunmehr den Umstand, daB die Diskriminante
dieser drei Zahlen == 0 sei.

Drei Zahlen in K(6) von der letztgenannten Kigenschaft werden
voneinander unabhdngiy genannt.

Die Diskriminante einer [Basis besitzt nun noch eine weitere
wesentliche Eigenschaft, durch welche sie unter den Diskriminanten
von Tripeln unabhiingiger ganzer Zahlen iiberhaupt ausgezeichnet
wird. Angenommen némlich, es stellen die ganzen Zahlen o, o,, o,
eine Basis in K(0) vor und es selen £,, £,, &, irgend welche drei
voneinander unabhiingige ganze Zahlen in K(6); dann driicken sich
die letzteren durch die ersteren in der Form
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Q=4 ,0,+ Bjo,+ C o,

Ry, = Ay0,+ Byo, + Cyoy,

Qg = Ao, + By, + Cy 0
aus, wobei 4,, B, ..., C, ganze rationale Zahlen sind, und gleich-
zeitig tibertragen sich diese drei linearen Beziehungen auch auf die

Zu @, ..., 2, konjugierten Werte w,’, ... L, baw. o,”, ... R,"; aus
dem ganzen System der neun linearen Gleichungen folgt sodann:
jAl) A27 ‘43‘2
D&y, &y, L) = D(w,, 0y, ) - iBn B,, B, i
G, Gy Gy
Die hier an letzter Stelle stehende Determinante ist eine ganze ratio-
nale Zahl und von Null verschieden, da die linke Seite & 0 ausfallen
soll; ist diese Zahl = + 1, dann lassen sich w,, @,, w; und hiermit
weiter alle ganzen Zahlen in K(#) auch durch &, Q,, Q, linear
homogen mit rationalen ganzen Koeffizienten darstellen, es bilden
dann also auch £,, &, Qg eine Basis in K(6); ist dagegen die be-
sagte Determinante dem Betrage nach > 1, dann konnen die Koeffi-
zienten der linearen Darstellung von w,, w,, @; durch K,, £,, 2,
nicht simtlich ganzzahlig seln, also stellen &, Q,, £, in diesem
Falle keine Basis vor.

XXIX. Hieraus folgt unmittelbar, dal simtliche Basen eines
lubischen Kirpers eine und dieselbe Diskriminante haben, welche wnter
allen Diskriminanten von je drei unabhingigen ganzen Zahlen des Kir-
pers den Keinsten Detrag hat und zugleich gemeinsamer Teiler aller
solcher Diskriminanten ist. Dieselbe wird kurzweg die Diskriminante
des Korpers genannt.

Ein ganz analoger Satz liBt sich fiir jeden algebraischen Zahl-
kérper, von beliebig hohem Grade, heweisen.

Wir werden nunmehr zur Darstellung der Zahlen in einem ku-
bischen Korper K(6) ausschlieBlich die Form

0 =L, + Y0, + 2wy

mittels einer Basis brauchen und mit Riicksicht darauf eine solche
Form eine Basisform fiir K(0) nennen.

§ 4. Eine Eigenschaft der Diskriminanten von Zahlkirpern.

Es gilt der folgende wichtige Satz:

XXX. Die Diskriminante cines algebraischen Zahlkirpers, ausge-
nommen den Kirper der rationalen Zahlen, ist immer durch wenigstens
eine Primzald teilbar.
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Um diesen Satz fiir einen kubischen Kérper K(6) zu beweisen,
unterscheiden wir, ob die drei konjugierten Kérper K(6), K(6"), K(6")
alle reell sind oder zwei derselben, etwa K(f) und K(6), konjugiert-
komplex und der dritte, K(0"), reell ist, mit anderen Worten, ob die
Diskriminante D von K(6) positiv oder negativ ist.

Im ersteren Falle bilden wir mittels der Basen o, ,, oy;
@, @), 03'; o, ©,", @;" in den drei konjugierten Kérpern K (), K(6"),
K(6”) die drei linearen Formen

E=2w, +yw,+ 2w,
N =20, +yo, + 0y, (8)

{ =20+ yo, "+ 7047,
deren Determinante +7/D ist, und wenden auf dieselben den Satz IV
aus dem ersten Kapitel an, mit der Verschirfung, die wir diesem
Satze in § 10 desselben Kapitels gegeben haben. Darnach gibt es
ganze rationale Werte x, y, z, die nicht alle verschwinden und fiir

welche . o B

EI<VD, w <VD, | <VD ©)
wird; zugleich wird keiner dieser drei Betriige verschwinden, denn
die Null 148t sich durch eine Basis wegen der Eindeutigkeit der Dar-
stellung nur in der Weise mit rationalen Koeffizienten x, y, z dar-
stellen, daB diese Koeffizienten sémtlich verschwinden, was hier aus-
geschlossen ist. Es gibt demnach in K(6) eine ganze Zahl £ von der

Eigenschaft, daf 7
0< Nmé = &yti<VD (10)

ist. Da nun die Norm einer von Null verschiedenen ganzen Zahl eine
rationale ganze Zahl =+ 0 ist (vgl. S. 123), so ist dabei notwendig

[Eng| > 1,
und daher folgt aus (10):
D>1.
Mithin mul D mindestens eine Primzahl als Faktor enthalten.
Im zweiten Falle, D < 0, zerlegen wir die Formen £, 4 in ihre
reellen und imaginiren Bestandteile, wie folgt:

—1
E=TH, =T (1n)
Die drei reellen Formen g, ¢, { haben sodann dem Betrage nach
dieselbe Determinante wie die Formen £ v, ¢ (vgl. Kap.III § 8), und
indem wir auf sie wieder den vorhin herangezogenen Satz anwenden,
erkennen wir, daB drei ganze rationale Zahlen z, y, # existieren
miissen, die nicht alle verschwinden und fiir welche



§ 4. Eine Eigenschaft der Diskriminanten von Zahlkorpern. 129

pl<V=D, w <V=D, £ <V=D 12

wird. Fir drei solche Werte z, y, z wird somit, mit Riicksicht
noch auf

eng| =2t g
und darauf, daB &, u, { fiir eben diese z, %, 2 von Null verschieden
ausfallen miissen, die Ungleichung bestehen:

0<|Nm§ = &¢] <V — D;

da nun gleichzeitig

1 <|Nmé|
wird, so folgt hiernach:

1< —D,
was zu zeigen war.

Mit Hilfe entsprechender unter den in Kap. III §§ 9, 10 ge-
wonnenen Sitzen, zu welchen uns die Betrachtung des Oktaeders und
des Doppelkegels gefiihrt hat, lassen sich fiir die Betriige der Dis-
kriminanten kubischer Korper hohere untere Grenzen, als die niemals
angenommene Grenze 1, angeben. Im ersteren der beiden wunter-
schledenen Fille (D > 0) konnen wir auf die Formen & %, £ den Satz
XVII" anwenden; darnach gibt es rationale ganze Zahlen z, y, z, die
nicht alle ve1schwmden und fiir welche

1< 8 < 2yD
wird; hieraus folgt:
31
D:>4,
also D21 (13)

Im zweiten Falle (D < 0) gibt es nach dem Satze XVIII' rationale
ganze Zahlen z, y, 2, die nicht alle verschwinden und fiir welche

< &g <8y_
wird; daher ist im zweiten Falle
D~ 8171:
also
— D> 13% (14)

Die hier durchgefiihrte Betrachtung lift sich auch auf Korper

*) Tatsichlich ist nicht 21 resp. — 13, sondern 49 resp. — 23 der absolut
kleinste Wert, welchen eine positive brw. neoatwe Diskriminante eines kubischen
Korpers annehmen kann.

Minkowski, diophant. Approximationen. 9
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beliebig hohen Grades in Anwendung bringen. Man findet dann all-
gemein, daB

XXXI1. fiir einen Korper n-ten Grades, bei welchem die erzeugende
irreduzible  Gleichung n-ten Grades 2s imagindre und n — 2s reelle

Wurzeln hat, _ . 9
D1 ]

-

> (%)he 27:;” (15)

ist.*) Diese untere Grenze von |D| ist eine mit der Zahl »n iiber
jede Grenze hinaus wachsende GroBle, so daB zu jeder noch so groBen
positiven Zahl G sich eine ganze positive Zahl » derart angeben
liBt, daB bei den Korpern hoheren als #n-ten Grades Diskriminanten
von einem Betrage << G gewil nicht vorkommen.

§ 5. [Endlichkeit der Anzahl der zu gegebener Diskriminante
gehirigen Korper.

XXXIIL Es gilbt nwur eine endliche Anzahl von Tubischen Korpern,
welche eine gegebene Zahl D zur Diskriminante haben.

Ehe wir diesen Satz beweisen, suchen wir zunichst die folgende
Frage zu entscheiden: Wenn o irgend eine Zahl im kubischen Korper
K(6) ist, unter welchen Umstéinden wird dann der aus « hervor-
gehende Rationalititsbereich K (w) mit dem Korper K(0) zusammen-
fallen?

Wie bei (4) ausgefiihit wurde, gentigt jede Zahl aus K(6) einer
rationalzahligen kubischen Glelchung, dle irreduzibel oder reduzibel
sein mag, ist also der Korper K(w) hichstens vom Grade 3. Wenn
nun K (w) = K(0) sein soll, so miissen insbesondere die Zahlen 1, 6, 6*
durch die Zahlen 1, ®, w® linear homogen mit rationalen Koeffizienten
darstellbar sein; hieraus folgern wir leicht durch Heranziehung der
zu den in Rede stehenden konjugierten Zahlen, dafi dann die Deter-
minante A (1, 6, 6?) (siehe S. 126) sich als Produkt der Deter-

minante

R

1, o, o
All,o,0%) =1, o, o = (0—a)(o—o")(a
1, o', o

in eme rationale Zahl darstellen muB. Darnach muB dann die De-

*) Zur Ableitung dieses Satzes vgl. Minkowski, Geometrie der Zahlen,
S 134,
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terminante A (1, w, ©?) notwendig 4 O und also miissen die Zahlen
w, &, @’ untereinander verschieden sein. Ist umgekehrt die letztere
Bedingung erfiilllt und damit auch A (1, w, ©®) &= 0, so ist die besagte
lineare Darstellung von 1, 6, #2 durch 1, w, ®® dann immer méglich
und daher der Rationalititsbereich K (o) mit dem Korper K(9)
identisch.

Jetzt sel eine ganze rationale Zahl D<=0 vorgelegt; wir fragen,
ob es kubische Korper mit der Diskriminante D gibt. Nehmen wir an,
es sei K(0) ein solcher Korper, o, w,, w, eine Basis in demselben,
£ =20, + Yo, + 20, die zugehorige Basisform; terner seien %, { nach
(8) die dem & entsprechenden Basisformen in den zu K(6) konju-
gierten Ko6rpern.

Ist D> 0, sind also § %, { simtlich reelle Formen, dann gibt
es nach dem Satze auf Seite 19 rationale ganze Werte z, y, 2, die
nicht simtlich verschwinden und fiir welche

<L i<l p g (16)
wird; andererseits mufl fiir diese Werte z, y, z
gt > 1 (17)
sein; daher wird zugleich notwendig
& >1

und also ¢ sicherlich von ¢ und % verschieden ausfallen. Infolgedessen¥)
wird die erhaltene ganze Zahl & nach dem kurz vorhin Gesagten in
threm Rationalititsbereich K (&) den Korper K(0) vollstindig erzeugen.
Nun folgen aus den Ungleichungen (16) obere Grenzen fiir die Betriige
der rationalen ganzen Koeffizienten in der Gleichung

(t—=&E—n)t—§) =0,

hierin unter &, %, & die eben ermittelten speziellen Werte verstanden;
fiir diese Gleichung und also auch fiir den Wert von £ hierin kommen
darnach bei gegebenem I) von vornherein nur eine endliche Anzahl
von Moglichkeiten in Betracht; daher kann es auch nur eine endliche
Anzahl von kubischen Korpern mit der positiven Diskriminante D
geben.

Im Falle D < 0 seien & = g—i——_@—, Yy = P=% die zwel imagi-

V2 V2
ndren und ¢ die reelle der drei konjugierten Basisformen. Wir wen-

+) Von selbst kann nunmehr auch nicht &= sein. Denn die (leichung
{t—&E(t— n)(t—¢ =0 ist entweder irreduzibel und sind §, 1, ¢ durchweg ver-
schieden, oder es ist wenigstens eine Wurzel darunter rational und dann gilt
E=n=¢
9*
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den den erwahnten Satz von 8. 19 diesmal auf die Formen ¢, ¥

V ])7§7
unter Auszeichnung der zweiten Form, an; darnach gibt es ganze
rationale Werte z, v, 2z, die nicht simtlich verschwinden und

pl<1, o< <t (13)
ergeben. Andererseits wird fiir diese Werte , y, 2
Engl =1
sein, und darin haben wir
= =R

Hieraus folgt, mit Riicksicht auf die dritte der Ungleichungen (18),
&l =fnl>1
und alsdann, mit Riicksicht auf die erste der Ungleichungen (18),
v o>

es sind daher & und % untereinander verschieden, andererseits beide
von ¢ verschieden, so daB die erhaltene Zahl £ in ihrem Rationalit#its-
bereiche den Korper K(6) vollstindig erzeugen wird. Hieraus folgt
auf Grund derselben Uberlegung, wie vorhin, die Richtigkeit des zu
beweisenden Satzes.

Bei Kérpern héheren als dritten Grades wird der Beweis des zu XXXII
analogen Satzes denselben (Gedankengang hefolgen. Nur kommt da,
wenn man nach den zur Erzeugung eines Korpers geeigneten Zahlen
desselben fragt, deutlicher als schon vorhin noch ein besonderer Um-
stand in Betracht, der jetzt an dem Beispiel eines Kérpers vierten
Grades beleuchtet werden moge. Dieser entspringe aus einer Zahl 6
und es seien 0, 67, 6 die ibrigen Wurzeln der irreduziblen Glei-
chung fiir 6; © = y(6) sei eine Zahl in /(0) und die dazu konjugierten
Zahlen seien o'= y(6), 0"= 4(0"”), ®"= %(6”"). Finden sich unter
diesen vier Zahlen irgendwie zwei gleiche, so wird die higuadratische
rationalzahlige Gleichung, der diese Zahlen geniigen,

F(t) = (t—o)(t—o )t — o) (t—a") =0

reduzibel. Ist nun ¢(¢#) irgend ein irreduzibler Faktor der linken
Seite und etwa so, daB fiir ihn

g(@)=g[r0)]=0

ist, so folgt dann, da die Gleichung mit den Wurzeln 6, 6', 67, 6"
irreduzibel ist, auch

gg(0)] =g(@) =0, g[x(0")]=g@") =0, glxl")]=g(0")=0,
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so daB notwendig jeder irreduzible Faktor von F'(f) auf ¢g(¢) hinaus-
kommt, daher F'(f) als cine Potenz wvon ¢(f) erscheint. Wenn also
unter den Werten o, ', 0", o sich zwel gleiche finden, so kommt
jeder Wert darunter gleich oft vor, also insbesondere w selbst not-
wendig mehr als einmal. Um sicher zu sein, daf K(wo) mit K(0)
identisch ist, geniigt es danach festzustellen, daB die eine Zahl © von
Jeder der zu ihr konjugierten verschieden ist.

Diese Uberlegung gilt analog fiir Korper beliebig hohen Grades.
Ein Korper von einem Grade n wird durch eine beliebige solche
unter seinen Zahlen, die von den siimtlichen » — 1, zu ihr beziiglich
des Korpers konjugierten Zahlen verschieden ist, vollstindig erzeugt.

Um nun den Satz XXXII fiir einen Korper beliebigen Grades n zu
erzielen, kann man #hnlich, wie bei kubischen Korpern, verfahren,
unter Anwendung des Satzes, daB man bei n reellen linearen Formen
mit der Determinante 1 durch gewisse ganzzahlige rationale Werte der
Variablen, die nicht alle verschwinden, # — 1 Formen dem DBetrage
nach <1 und die n-te noch <1 machen kann. Dabei hat man, von
den Basisformen der n konjugierten Korper ausgehend, entweder, wie
bei kubischen Korpern mit positiver Diskriminante, die Basisform
irgend eines reellen Korpers oder, wie bei kubischen Korpern mit
negativer Diskriminante, den imagindren Teil der Basisform eines
komplexen Korpers mit geeignetem Faktor als die n-te Form ein-
zurichten, um dann mit Sicherheit auf eine Zahl des vorgelegten
Kérpers zu kommen, die von allen zu ihr konjugierten verschieden ist.

§ 6. Einheiten.

Unter einer Einheit versteht man eine ganze algebraische Zahl,
deren reziproker Wert ebenfalls eine ganze Zahl ist.

Es ist einleuchtend, daB ein Produkt beliebig vieler Einheiten,
ebenso eine Potenz einer Einheit mit beliebigem rationalem ganzem
Exponenten stets ebenfalls eine Einheit ist.

Geniigt eine Zahl ¢ einer irreduziblen Gleichung

g+ a4 e+a, =0, (¢g>0)
deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, so ist die daraus
folgende Gleichung fiir 1 e,
1\! 1\I—1
«, (f)—{—ul_l (T) + o tae+uy=0
ebenfalls irreduzibel; wenn nun & eine ganze Zahl ist, so haben wir
to=1, und wenn 1/¢ ebenfalls eine ganze Zahl ist, gleichzeitig

a,=+ 1. Mt ¢ zugleich sind dann alle Wurzeln der Gleichung
Einheiten.



134 1V. Zur Theorie der algebraischen Zahlen.

§ 7. Einheitswurzeln in einem Zahlkirper.

Es sei ¢ eine Einheit in einem Koérper K(6), den wir diesmal
als biquadratischen Kérper annehmen wollen; ¢, &7, & seien die zu &
konjugierten Zahlen bzw. in den zu K(6) konjugierten Korpern K(6"),
K(0"), K(6"); alsdann sind 1/¢, 1/¢", 1/¢” zu 1/¢ konjugiert und
daher ebenfalls ganze Zahlen, mithin stellen auch &, &”, ¢” Einheiten
vor. Da nun &&'¢”¢” und 1/¢¢'s"e"” ganze und zugleich rationale, folg-
lich ganze rationale Zahlen sind, so muf notwendig

Nme =¢&e"¢" =+ 1 (19)

sein. Die letztere Relation ist nun entweder so moglich, daB jede
der vier konjugierten Einheiten dem Betrage nach =1 ist, oder so,
daB ein Teil darunter dem Betrage nach > 1, ein anderer Teil << 1 ist.

Wir wollen uns zunichst mit den Einheiten spezieller Art be-
schiftigen, fiir welche alle konjugierten Werte Betriige 1 haben. Ist
eine der konjugierten Einheiten dabei reell, so ist sie notwendig + 1
oder — 1 und daher sind dann auch die zu ihr konjugierten Einheiten
simtlich = + 1 resp. siimtlich = — 1. Die zwei Werte 4+ 1 kommen
offenbar unter den Einheiten eines jeden Korpers vor, und wenn der
Korper reell ist, so sind dies die einzigen in ihm vorhandenen Ein-
heiten von der speziellen hier betrachteten Art. Dagegen kann es
in einem komplexen Korper unter Umstéinden aufler diesen zwei noch
weitere, komplexe Einheiten von jener speziellen Art geben.

XXXIII. Wir werden nun beweisen, daf die Anzahl sdimtlicher
im Korper vorhandener Einheiten von der besonderen Awt, daf3 sie mit
allen konjugierten FEinheiten Betrige 1 auficeisen, stets endlich ist, ferner,
daf diese besonderven Einheiten lauter Einheitswurzeln sind, d. h. Zaklen,
welche zu bestimmien ganzzahligen Fxponenten erhoben 1 ergeben.

Fiir den Beweis nehmen wir K(0), wie oben, als biquadratischen,
und zwar als einen komplexen Korper an; der Beweis wird sich ohne
weiteres auf Korper beliebigen Grades iibertragen lassen. Denken
wir uns in K (0) irgend zwei Einheiten ¢, 1 derart, daB fir sie und
die dazu konjugierten Werte

e

lel=1, &|=1, | =1, -1, (20)

=1, =1, 1" =1, [y =1 (21)
gelte, und nehmen wir an, es sei 5 nicht nur von & sondern auch
von — ¢ verschieden; dann wird auch ' 4= + &, 1"+ + &, = + &7
sein.*)  Alsdann ist

*) Hieraus ist evident, daB zugleich mit dem angenommenen komplexen
K () auch alle dazu konjugierten Korper komplex zu denken sind, wofern iiber-
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— &, z l's |
O < L”:L,Q‘,._‘_ < nl —;77\ | 1
. . . PR o e
und ebenso sind die GréBen i?ﬂ, I ) € . In Z &

>0 und < 1. Infolgedessen ist weiter

samtlich

O<‘Nmn-r8 <1

2

und es kann daher {(y — &) keine ganze Zahl sein. Stellen wir also ¢, y
durch eine Basisform des Korpers dar, etwa

E= P+ 0, + r0; + Say,
n =p*o, + ¢*o, + 1*o; + o,
worin p, q, . . ., s¥ canze rationale Zahlen sind, so diirfen sich hier die
2 ’ D ’

" *— *— F—r §f—s . T
GroBen ¥ ;;/P-, 1~2~—q—, 51 - nicht simtlich als ganze Zahlen

erweisen, und wenn wir sonach die echten Reste der Zahlen p. q. 7, s,
ebenso jene der Zahlen p¥ ¢¥ »* s* mod. 2 bilden, dann miissen die
beiden so erhaltenen Restequadrupel voneinander verschieden ausfallen.
Zu einem vorgegebenen Restequadrupel von vier Zahlen p, ¢, ». s
mod. 2 kann somit in der soeben gekennzeichneten Weise nur ent-
weder ein Paar von Einheiten der betrachteten Art in K(8) gehoren,
und zwar werden dies dann zwei entgegengesetzte Einheiten sein,
oder es gehdrt zu dem Restequadrupel keine derartige Kinheit in
K(6). Nun gibt es derartiger Restequadrupel im Ganzen 2*; dabei
erscheint noch das Restequadrupel (0,0, 0, 0) ausgeschlossen, da sonst
die Hilfte der ihm zugehdrigen Einheit eine ganze Zahl wire, was
nicht moglich ist, indem die Norm der Hilfte einer Einheit sicher
<1 ist. Hieraus folgt als erstes Resultat, daB ein biquadratischer
Korper gewiB nicht mehr als 2(2*— 1) Einheiten ¢ von der Eigen-
schaft (20), also jedenfalls nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten
enthalten kann.

Bilden wir nun aus einer derartigen KEinheit & die Potenzen
1, & & & ..., so ist jede derselben wieder eine Einheit von dem
gleichen, durch (20) bezeichneten Charakter; wir miissen daher unter
diesen unbegrenzt vielen Potenzen auch gleiche Zahlen vorfinden. Sei
also etwa einmal
=g O0<h <k
dann folgt daraus:

=1,

d. h. & ist eine Einheitswurzel, was zu beweisen war.

haupt komplexe Einheiten jener besonderen Art in K () moglich sein soilen;
denn wiire z. B. K(6"”) reell, so wiiren darin notwendig nur die zwei Einheiten
-+ 1 und — 1 vorhanden, es konnte also nicht " == 4 &¢” sein.
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Die hier durchgefiihrte Abzihlung der Einheiten von der Art (20)
in einem bigquadratischen Korper ist, geometrisch ausgelegt, im Wesen
mit der in Kap. III, § 6 vorgenommenen Abzihlung der Gitterpunkte
auf einem J-Korper gleichbedeutend.

§ 8. Existenz der von Einheitswurzeln verschiedenen Einheiten
in einem Korper.

Wir gehen nun zur Behandlung derjenigen Einheiten iiber, die
keine Einheitswurzeln sind.

Mit Ausnalune der komplexen quadratischen Kivper (und selbstver-
stindlich auch des Kiorpers der rationalen Zallen) enthilt jeder Korper
Einheiten, die nicht Einleitsicurzeln sind, und zwar in unendlicher
Anzall; diese Einheiten lassen sich aber immer aus einer endlichen
Anzall gewisser unter imen durch blofe Anwendung der Potenzierung
und Multiplikation erzeugen.

Diesen fundamentalen Satz hat zuerst Dirichlet gegeben. Durch
Verwendung der geometrischen Hilfsmittel, welche hier im zweiten
und dritten Kapitel entwickelt worden sind, wird sich der Beweis des
Dirichletschen Theorems sehr durchsichtig gestalten.

Wir nehmen wieder das Beispiel eines kubischen Korpers K (6)
auf; K(0), K(0”) seien die dazu konjugierten Korper. Von den drei
Korpern ist immer wenigstens einer reell; es sei dies etwa der Korper
K(0). In K(0) gibt es alsdann auBer 4 1, — 1 keine weitere Ein-
heit, die eine Einheitswurzel wire (vgl. § 7).

Es sei zuniichst K (6) ein Kérper mit positiver Diskriminante,
so dafl auch A(0") und A(6”) reell sind. Wir bilden konjugierte
Basisformen in diesen drei Korpern,

§=urw, + Yo, + 20,
Y=o, - Yo, + 20, (22)
(=ro, "+ Yo, + 20,
beziehen mittels derselben die ganzen Zahlen in diesen Korpern in
bekannter Weise auf das Gitter in x, ¢, # (vgl. § 2) und betrachten
in dem letzteren das von den sechs Khenen
=+ n==x1, {==+1 (23)

begrenzte Parallelepiped (Fig. 68). Dieses Parallelepiped kann im
Inneren auBler dem Mittelpunkte keinen weiteren Gitterpunkt ent-
halten; denn drei ganze konjugierte Zahlen (22), wenn sie von Null
verschieden sind, konnen nicht simtlich dem Betrage nach <1 sein,
indem sonst der Betrag ihrer Norm 'g%¢], > O und < 1 werden wiirde,
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was ausgeschlossen ist. Auf der Begrenzung unseres Parallelepipeds
werden sich in zwel gegeniiberliegenden Eckpunkten Gitterpunkte,
etwa (2, Yy, 2o) und (— 2y, —¥y,, — &,), befinden; diese entsprechen nim-
lich den zwei einzigen Einheitswurzeln in K(6),

+ (2,0, + Y0, + Z00,) =+ 1,

resp. diesen selben Einheitswurzeln in K(6'), K(6”). Da ferner jede
ganze Zahl in einem K&rper nur auf eine Weise durch eine Basis-
form mit rationalen Argumenten darstellbar ist, so kann auch keine
Seitenfliche des Parallelepipeds mehr als nur einen Gitterpunkt ent-
halten; infolgedessen werden jene zwei Eckpunkte die einzigen Gitter-
punkte auBer O im Parallelepiped sein.

Um nun zu einer ersten solchen Einheit in K (), welche keine
Einheitswurzel ist, zu gelangen, entfernen wir die zwei Seitenflichen
¢ =+ 1 des Parallelepipeds parallel mit sich selbst und zueinander
symmetrisch in bezug auf O von dem Parallelepiped kontinuierlich
fort, und zwar so, daf} sie bestiindig im Inneren der von den Ebenen
=41, {=+1 begrenzten parallelepipedischen Réhre bleiben, —
so lange bis eine davon, etwa die frithere Seitenfliche & = 1, inner-
halb der Rohre auf einen neuen Gitterpunkt, (z,, y,, 2,), stoBt, was
infolge des Satzes X (8. 60) sich notwendig einmal ereignen muf}; der
erhaltene Gitterpunkt (z,y,,2,) liefert eine zugehorige ganze Zahl

§ =20, + Y0, + 2,05

und dazu konjugierte Zahlen %, &. Gleichzeitig mit diesem Gitter-
punkte kann nun kein weiterer in die besagte Seitenfliche hineinfallen,
denn sonst wiire dieselbe Zahl & auf zwel verschiedene Arten durch
die Basisform £ mit rationalen x,y, 2z dargestellt. Der Gitterpunkt
(&1, Yy, ;) liegt dabei notwendig im Inneren der Seitenfliiche & = g,
d. h.esist (<1, |§ < 1; denn lige er auf dem Rande derselben,
wire also eine der Zahlen 3, ¢ gleich 1 oder — 1, so wiirde dies
zu einer neuen Darstellung von 1 resp. — 1 durch eine der Basis-
formen (22) mittels rationaler ., y. z fithren. Andererseits liegt
(x,, ¥, 2,) In keiner Mittellinie der besagten Seitenfliche, d. h. es
ist 4 40, {4+ 0; denn drei konjugierte Zahlen sind entweder alle
= 0 oder alle & 0. Gleichzeitig haben wir die Seitenfliche § = —1
entsprechend vom Parallelepiped entfernt, bis sie durch den Gitter-
punkt (—z,, —y,, —#) geht. Wenn wir nunmehr noch die vier
Seitenflichen 7= 41, {=+ 1 parallel mit sich gegen das Innere
des zuletzt entstandenen Parallelepipeds soweit heranziehen, bis jede
derselben durch den ihr niheren der zwei Gitterpunkte (z,.y,, #),
(—x;, — ¥y, — 2,) geht, dann schliefen die Ebenen

E==+&, v=+uy, == 24)
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wieder ein Parallelepiped ein, welches die bezeichneten zwei Gitter-
punkte zu gegeniiberliegenden Ecken hat, aufler diesen aber und dem
Mittelpunkte keine weiteren Gitterpunkte enthilt. Infolgedessen ist
das in den z-, y-, #z-Koordinaten berechnete Volumen dieses neuen
Parallelepipeds nach dem Satze X (und XI) im dritten Kapitel < 8;
dieses Volumen betriigt aber

Y _ L “"c ] 28‘\51711?1;_
.f]/dx dyds = VI'L/JL/(]JM& VD '

sonach ist
} L6l < VD~

Nun entfernen wir weiter die Seitenflichen &= 4 & in &hn-
licher Weise wie vorhin vom Parallelepiped (24) fort, his die erste
davon auf einen neuen Gitterpunkt (z,, y,, #;) stoBt. Es treten so-
dann den vorigen ganz analoge Verhiltnisse ein und wir erhalten aus
(2, Ysr 2;) mittels (22) drei konjugierte ganze Zahlen §&,, 7,, & in den
drei vorliegenden Korpern von der Eigenschaft, daB

‘51‘<‘§21y Ingl > el i§1 >i§2’ 152712§21<VD

ist. Diesen Vorgang komnen wir be-
liebig oft wiederholen; ein Halt kann
ihm nicht geboten werden, da fiir jeden
Gitterpunkt, auf den wir nach und
nach kommen, stets 4 ==0 und ¢{==0
wird.

Wir erhalten auf diese Weise eine
unendliche Folge von Tripeln konju-
gierter Zahlen §,, %,, &, von der Kigen-
schaft, daB

&< Ht:!/»+1 ’ (.)5>

:)/‘b;> 7]/1-*—1" ;§/L‘>§§h+ll’
Sk <VD (26)
(h=0,1,23,...)

ist. Wegen (26) miissen sich nun unter diesen Tripeln unendlich
viele befinden, welche einen gleichen Zahlenwert, etwa N, als Norm
haben. Wir betrachten nun in den Darstellungen aller solcher die
Norm N aufweisender Zahlen &, durch die Basisform ¢ die echten
Reste der Koeffizienten z,, y,, 2z, modulo N; dann ist klar, da die
Anzahl der verschiedenen unter den so herauskommenden Restetripeln
Jedenfalls endlich (<< N3) ist, daBl wir unter den besagten & gewiB
einmal auch zwei Zahlen
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§p = 1,0y + Y0y + 2,05,
§ =70, + Y0, + 2,0,
mit genau identischen derartigen Restetripeln antretfen miissen, so

daB also die drei Quotienten

Yy Y 5%
N’ N’ N

ganze rationale Zahlen sind und infolgedessen die Grofe

© = gl }gf\
eine ganze Zahl ist. Alsdann haben wir:
It
;’» =1+ o= 1460,

also ist die Zahl &= §/¢ ebenfalls eine ganze Zahl und dabei ist

N
Nme = = 1;
folglich ist & eine Einheit i K(0) und y, vy, =&, {5 = ¢ sind die
dazu konjugierten Einheiten in K(0") resp. K(67). Dabei gilt wegen (25)
e >1, f]<1, ¢ <l (21)
also ist diese Einheit sicher keine Einheitswurzel.

Die Rolle, welche bei dieser Betrachtung den Seitenflichen
¢ =+ 1 des Parallelepipeds (23) zukam, kann auch den Seitenflichen
n =+ 1 oder jenen ¢ = 4 1 zugewiesen werden. Anstatt der vorhin
erhaltenen Kinheit &, welche den Bedingungen (27) geniigt, gewinnt
man bei der ersteren dieser zwei Modifikationen eine solche Kinheit ¢,
welche den Ungleichungen

le <1, &i>1, & <1 (28)
geniigt, bei der anderen eine solche Einheit ¢, welche den Unglei-
chungen

o<1, & <1, ¢ >1 (29)
geniigt.

Damit ist bewiesen, daB jeder hubische Korper mit positiver Dis-
kriminante Einheiten besitzt, die Leine Einheitsicnrzeln sind, und daf} er
speziell auch drei solche Einheiten enthalt, die nebst ilven konjugierten
baw. den Ungleichungen (27), (28), (29) geniigen.

Ist jetzt K(0) ein reeller kubischer Korper mit negativer Dis-
kriminante D, so ist von den entsprechenden Basisformen (22) die
Form ¢ reell, die Formen 1, ¢ dagegen sind konjugiert-komplex, also
stets 'y| =|¢. Die Gleichungen
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—1<8<1, i<l

stellen dann den Bereich eines elliptischen Zylinders dar (vgl. Kap. III,
§ R), und zwar sind die Ebenen der Grundflichen desselben durch

f=+ 1;
die Mantelfliiche durch
yt=1

gegeben (Fig. 69). Auf den Schnittrindern der Grundflichen und der
Mantelfliche liegen zwel Gitterpunkte, (x4, ¥y, 20)y (— %oy — Yo, — 20)
so daB

+ (X0, + Y@y + Z,05) = £+ 1

und das entsprechende fiir die dazu konjugierten Formen gilt. Aufer
diesen zwel Gitterpunkten konnen die Grundflichen des Zylinders
keine weiteren Gitterpunkte enthalten, da die Zahl 1 nur auf eine
Weise durch die Basisform & mittels rationaler x, y, z darstellbar 1ist,
und auch sonst kann der Zylinder auBler dem Nullpunkte keinen wei-
teren Gitterpunkt enthalten, da fiir einen solchen g£y¢ <1 wiire, was
zu dem schon oben erwihnten Widerspruche fiihren wiirde.

Wir entfernen nun die zwei Grundflichen des Zylinders parallel
mit sich selbst vom Nullpunkte nach beiden Seiten in symmetrischer
Weise kontinuierlich fort, derart, dall sie bestindig innerhalb der
zylindrischen Réhre 7,¢ =1 bleiben, — so lange, bis sie innerhalb
der Rohre, also im Gebiete | << 1 auf neue Gitterpunkte (z,y,, %),
(—x, —Ufy, —&) bzw. stoben. Sind &, u,, & vesp. —&, —n, —§
die diesen letzteren entsprechenden, sicher von Null verschiedenen
Zahlen in den vorliegenden drei konjugierten Kérpern, so erkennen
wir, dall

1< &, 1> 94 >0

ist. Dabei ist der neu entstandene Zylinder wieder ein M-Korper;
ziehen wir nun die Mantelfliche desselben zu einer mit ihr homo-
thetischen Fliche soweit zusammen, daB die neue Fliche durch die
Punkte (z,, y;, 2)), (—a, —4, —%) geht, so wird der zuletzt ent-
stehende Zylinder, gegeben durch die Ungleichungen

_€1§§<§17 ['/‘1< ’hi;

wieder ein M-Korper sein und sonach fiihrt die Betrachtung des Vo-
lumens dieses Korpers in bekannter Weise zur Ungleichung

b < ;VD-

Die fortgesetzte Wiederholung des dargestellten Vorgangs liefert
alsdann eine unbegrenzte Folge von mnie verschwindenden ganzen
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Zahlen &,, 7, ¢, in den drei
konjugierten Korpern, von der
Eigenschaft, daf§

{’g/ll<ig/l+lt7
> st s
(lw §]L‘»>|§][+1:‘7)

. . 2
e ] < x VD
=01,23,..)

ist, und aus diesen Zahlen
148t sich in derselben Weise,
wie im Falle eines kubischen
Korpers mit positiver Diskriminante, ein Tripel derartiger konjugierter
Einheiten s, &, ¢’ in den Korpern K(6), K(6"), K(0") ableiten, daB
. el >1, [d]<1, [[<1 (30
1st. ' "
Verfolgt man nun den beschriebenen Vorgang in umgekehrter
Richtung, indem man bei einem vorliegenden Zylinder, der auBer 0
nur auf den Schnittrindern des Mantels mit den Grundflichen Gitter-
punkte enthilt, zunichst die Mantelfliche solange homothetisch aus-
dehnt, bis ‘'sie zwischen den Grundflichen auf neue Gitterpunkte
st6Bt, sodann die Grundflichen gegen den Nullpunkt heranzieht, bis
wieder nur auf den Schnittrindern von Mantel und Grundfliichen
Gitterpunkte bleiben, und indem man hernach diesen Prozef ent-
sprechend unbegrenzt fortsetzt, so gelangt man zu einem Tripel
solcher Einheiten ¢, &, &”, wofiir

el<l, & >1, & >1 {31)
1st.

So zeigt es sich, daB auch jeder lubische Kirper mit negativer
Diskriminante aufler Liheitsicurzeln  (die ibrigens diesmal ariederion
durch + 1 schon erschipft werden) noch andere Linheiten enthilt, welche
keine Einheitswurzeln sind. und dabei speziell cuch zicel solche Ein-
heiten enthdlt, die nebst ilren konjugierten bzic. den Ungleichungen
(30), (31) geniigen.

Es sei noch bemerkt, daB aus einer solchen Einheit & in einen:
kubischen Korper, welche nebst ithren konjugierten irgend einem der
Ungleichungssysteme (27), (28), (29), bzw. (30), (31) geniigt, durch
Erhebung in die 2te, 3te, ... Potenz lauter verschiedene und dabei
lauter derartige Einheiten entstehen, die nebst ihren konjugierten dem-
selben Ungleichungssystem, wie ¢ mit den konjugierten, geniigen. Dafl
dem so ist, ist ohne weiteres klar.
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Die hier durchgefiihrten geometrischen Betrachtungen lassen sich
ohne weiteres auf Rdume beliebig vieler Dimensionen iibertragen und
fiihren zu analogen Resultaten fiir Zahlkorper beliebigen n-ten Grades.
Das allgemeine Ergebnis lautet:

XXXIV. In einem algebraischen Zallkiorper n-ten Grades gibt es
immer auer den in endlicher Anzall vorhandenen Einheitswurzeln
noch andere Einheiten, die keine Einleitswurzeln sind; speziell gibt es
im Korper immer eine solche Finheit, welche selbst cinen DBetrag > 1
hat, wilwend die zu ihr konjugierten Zahlen in den konjugierten Kor-
pern, — abgesehen jedoch von dem Fkonjugiert-komplexen Kirper, falls
der gegebene Kirper komplex ist, — lauter Betrdge < 1 haben. Eine
Ausnalhime von diesem Satze bilden nur die quadratischen Kiorper mit
negativer Diskriminante, sowie der Korper der rutionalen Zahlen; diese
Korper besitzen aufler Eimheitsicurzeln leine weiteren Einleiten.

Die aus diesem Satze fiir den Zusammenhang zwischen den Ein-
heiten eines und desselben Korpers hervorgehenden Konsequenzen
werden im ndchsten Paragraphen zum Vorschein kommen und ent-
sprechend prizisiert werden.

§ 9. Zusammenhang zwischen den Einheiten eines Korpers.

Wir werden nun zeigen, daB simtliche Einheiten eines Korpers
sich als Produkte von Potenzen ciner bestimmten endlichen Anzall ge-
eignet  gewdhlter unter ihwen mit ganzzakligen Ezxponenten darstellen
lassen.  Auch diese Tatsache ldBt sich am einfachsten durch eine
geometrische Betrachtung erschliefen. Da es aber im vorliegenden
Falle eine zu weitgehende Spezialisierung bedeuten wiirde, wollten
wir die Entwicklungen, wie bisher, auf kubische Korper beschrénken,
— dadurch wiirde manches wesentliche Moment verloren gehen, — so
wollen wir diesmal unsere Ausfithrungen an den Fall eines biquadra-
tischen Kérpers kniipfen.

Wir nehmen als Beispiel zuerst einen reellen biguadratischen Kor-
per K(6) an, welcher zu konjugierten Kérpern ebenfalls lauter reelle
Kérper K(6), K(6”), K(60"") habe. Mit denselben Mitteln, wie im
Falle eines kubischen Korpers mit positiver Diskriminante, kénnen
wir in K(0) die Existenz von derartigen vier Einheiten &, &, &, &
nachweisen, daf}

&l >1, <1, ‘51”l<1; & <1,
e <1, & >1, & <1, [&"]<]1,
&<l &/[<1, & >1, &7 <1,
e <1, g <, i*°4”}<1’ 184”,j>1
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wird (s. das allgemeine Theorem XXXIV). Wir werden nun zeigen,
daB beliebige drei unter solchen vier Ewlciten zu einer Darstellung
simtlicher Einleiten in K(0) in der oben genannten Weise alsbald
hanfiihren.

Zu diesem Zwecke bilden wir fiir irgend drei unter den vier
Einheiten, etwa fiir ¢, &, &, die natiirlichen Logarithmen der Be-
trige, reell gedacht:

logle, | =a,, logie’ =0, log &"[=¢, log & =1,
log|&| =0y, logle =by, logl&” =0, log &"|=>0, (32)
log|&|=ua;, log|e'|=1b;, log|e”|=c;, log'&™ =D,

Von diesen 12 Werten a;, b,,...d; sind dann a,, b,, ¢; simtlich > 0,
alle tibrigen Werte sind << 0 und es ist dabel

a+b +¢ +9 =0,
ag + 0, + ¢ + 0, =0, (33)
ag + by + ¢5 + by = 0.

Wir werden nun zuniichst durch eine einfache geometrische Uber-
legung feststellen, daBl die Determinante

| o b ¢
]—b1’ _D17 —b,
|
Ty by Cg h
!, -D27 _b;" —0, ; (34>
oA b::r s |
}—'bu’ "“bs’ —D,

von Null verschieden ist.

In der Tat: Diese Determinante hat in der Hauptdiagonale lauter
positive Elemente, alle iibrigen Elemente sind negativ und es ist
dabei in jeder einzelnen Horizontalreihe wegen (33) die Summe der
Elemente = 1. Wir denken uns nun
in emer Ebene ein gleichseitiges
Dreieck von der Héhe 1 gezeichnet
und setzen als Koordinaten eines
Punktes in der Ebene die Abstiinde
des Punktes von den drei Seiten des
besagten Dreiecks fest, wobei wir
einen Abstand positiv oder negativ
zihlen, je nachdem wir, das Dreieck
in positiver Richtung umkreisend,
den Punkt jeweils links oder rechts

von der betreffenden Seite antreffen
(Fig. 70). Die Summe der drei Ab-
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stinde ist dann fiir einen beliebigen Punkt in der Ebene nach einem
bekannten Satze gleich der Hohe des Dreiecks, also — 1. Alsdann
knnen wir die drei in den Horizontalreihen von (34) stehenden Werte-
tripel als Koordinaten von drei Punkten im obigen Sinne auffassen.
Die drei Seiten des Dreiecks teilen nun, verlingert, die ganze Ebene
in 7 Gebiete ein, deren jedes durch ein besonderes, ihm zukommen-
des Tripel von Vorzeichen der Koordinaten, wie auf Fig. 70 ersicht-
lich, gekennzeichnet ist. Man sieht hiernach, daB die drei Punkte,
die wir aus den drei Zeilen der Determinante (34), wie gesagt, ab-
leiten, bzw. in die drei an die Dreiecksecken anstoBenden Scheitel-
riume zu liegen kommen; infolgedessen konnen diese drei Punkte
offenbar nicht in einer Geraden liegen und daher mufl die Determinante
(34) notwendig 4 0 sein.*)
Jetzt erweist sich unmittelbar auch die Determinante

ay, by,
| (g, by, Cz;
T
als &= 0 und wenn wir nun in einem riumlichen Parallelkoordinaten-
system der 1, v, § mit dem Nullpunkte © die drei Punkte (ay, b, ¢,)
=Gy, (ay, by, o) = C,, (a5, by, ¢;) = €, fixieren, so werden hiernach
die vier Punkte O, €,, €,, €, nicht in eine Ebene fallen. Wir leiten
dann aus diesen Punkten vermige der vektoriellen Beziehung

VE=X-0€C, +)- 906G, + 3 - D€,

fir einen variablen Punkt & neue Koordinaten X, ), 3 ab, welche
mit den Koordinaten 1, v, § durch die Beziehungen

L= X 4 0) + 03,

y="0,% + 0,9 +0,3, (35)

S:CLI +C22) +C33
verbunden sind, und gewinnen zugleich ein dreidimensionales Gitter
in X, Y), 8, indem wir %, 9), 3 alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen lassen. Jedem Punkte & = (&, 9), 3) dieses Gitters ordnen
wir nun durch die Bildung

e¥ele8 =0 (36)

eine Kinheit ¢ in K () zu; fiir dieselbe ist dann jedesmal

logio| =1, log|d'|=y, logle” =3

*) Einen arithmetischen Beweis des hier bewiesenen Satzes habe ich in den
Gottinger Nachrichten, Math.-phys. K1. 1900, S. 90 gegeben. Die hier dargelegte
geometrische Betrachtungsweise liefert eine ganze Reihe von Sitzen iiber das
Nichtverschwinden von Determinanten infolge linearer Bedingungen fiir die
Koeffizienten.
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Durch die Form (36) werden jedoch im allgemeinen noch nicht
simtliche Kinheiten in K () erschopft sein: bedeutet niimlich 7 eine
beliebige Einheit in K(6), so wird der zur GroBe 7 im Koordinaten-
system der 1, v, 3 vermoige

logiz =1, log| =y, log t”

=3 (37)
zugeordnete Punkt (1, v, §) nicht notwendig ein Gitterpunkt in X, ), 3
sein miissen. Es ist aber leicht festzustellen, dall die gesamte Menge
der verschiedenen Punkte (r, v, 3), welche in der hier bezeichneten
Weise aus den siimtlichen Einheiten ¢ in K(6) hervorgehen, ein
Gitter fiir sich bildet.

Sind nimlich (r, v, 3), (0% v*, ) zwei Punkte dieser Punkt-
menge, etwa den Einheiten v, t* bzw. entsprechend, so gehdrt der
Punkt (1* —1, y* —vy, 3% —3), da die GroBe %/t ebenfalls eine
Einheit ist und hier auf diesen letzteren Punkt fiihrt, wiederum der-
selben Menge an; damit besitzt diese Punktmenge die fiir ein Gitter
notwendige parallelogrammatische Grundeigenschaft.®)

Ferner enthiilt das Grundparallelepiped in X, 9), 3, gegeben durch

0<X<L, 0<Y)<1, 0<8<L, (3%)

nur eine endliche Anzahl von Punkten, die durch Einheiten 7 gemiill
(37) geliefert werden. Denn liegt fiir eine Kinheit 7 der zugehérige
Punkt (x, v, §) im besagten Grundparallelepiped, so folgen fiir den
Betrag von 7 und fiir die Betriige der zu t bzw. konjugierten Werte
7', 77, v aus den Gleichungen (35), (37), der Gleichung

't =1

und den Ungleichungen (38) bestimmte obere Grenzen:; aus den letz-
teren lassen \ldl weiter obere Grenzen fiir die Betriige der (rationalen
gauzen) Koeffizienten in einer jeden solchen blquadmtlschen G’lel~
chung entnehmen, welche ein Quadrupel von Einheiten 7, 7, ¢, t””
von der bezeichneten Art zu Wurzeln hat; aus diesem Umstande folut
aber unmittelbar die Endlichkeit der Anzahl von Quadrupeln der be-
zeichneten Art, sonach auch die Endlichkeit der Anzahl von Punkten
(1, v, 3), welche diesen Quadrupeln entsprechen.

Nachdem hiermit gezeigt ist, daB die den Einheiten in K(6) ge-
miB (37) entsprechenden Punkte (1, v, 3) die genannten zwei Eigen-
schaften haben, kiénnen wir nunmehr die gesamte Menge dieser
Punkte als Gitter mittels der schon so oft Verwendeten Methode,
durch Adaption an das enthaltene Gitter in X, 9), 3. nachweisen.

. °

# Darunter verstehen wir zutreffendentfalls die Kigenschaft einer Punkt-
menge, mit drei HEcken eines Parallelogramms stets zugleich auch die vierte zu
enthalten.

Minkowski, diophant. Approximationen. 10
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Wir suchen unter den besagten Punkten drei spezielle, T,, T,, T,,
heraus, wobei T, auf der Geraden D€; dem Punkt O am nichsten
liege und von £ verschieden sei, T, in der Ebene L€,€, moglichst
nahe an der Geraden ©€,, doch auBerhalb derselben liege, T, auller-
halb der Ebene ©C,C,, dabei mdglichist nahe an derselben liege;
dann geht aus dem Tetraeder TT,T,T; vermoge der vektoriellen
Beziehung

T=u-0T,+0v- 0T, +w-CT3F,,

“

worin U, v, w alle ganzen rationalen Werte durchlaufen, in den
Punkten ¥ das ganze in Rede stehende System von Punkten und
offenbar als ein Gitter hervor.

Sind nun 7,, 7,, 7, drel Einheiten in K(6), die durch ihre Be-
triige und die Betriige der dazu bzw. konjugierten Einheiten im letzteren
Gitter der u, v, w eben auf die drei Punkte T, T,, T; bzw. hinfithren,
so entspricht einem jeden Gitterpunkte (u, v, w) in dem bezeichneten
Gitter vermoge

T AT T =1

eine Einheit v in K(6); umgekehrt erscheint einer jeden beliebigen
Einheit z in K (0) ein Gitterpunkt (u, v, w) hier eindeutig derart zu-
geordnet, daB

|t = 77,0 ,"
ader

ir,rl-urgv,[;m =1

ist und zudem die analogen Gleichungen fiir die zu 7 konjugierten
Einheiten 7/, v und — wegen tt't"7”| =1 — schlieBlich auch
fir © statthaben. Nun wird 777 %7777 ™ cbenfalls eine Einheit und
da nach dem soeben Bemerkten der Betrag derselben und jeder der
dazu konjugierten Zahlen = 1 ist, so ist diese Kinheit notwendig eine
Einheitswurzel, also hier (in einem reellen Kérper) == 1; wir haben
daher:
=910 r0, § =41

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen:

XXXV. In cinem biquadratischen Korper, welcher veell ist wsnd
lauter reclle Lonjugiorte Kirper hat, lassen sich stets drei Einheiten
devart angeben, daf3 cine jede Einhelt des Kiovpers sich in eindeutiger
Weise als ein Prodult aus einer Finheitscurzel im Korper und aus
Potenzen jener drei Einheiten mit irgendwcelchen rationalen ganzzahliqen
Exponenten darstellt. —

Wir betrachten nun als weiteres Beispiel einen solchen biquadra-
tischen Korper K(6), welcher selbst reell ist und unter den konju-
gierten Kéorpern einen reellen, K(6"), und zwei konjugiert-komplexe,
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K(6), K(6"), hat. In diesem Falle kann man nach Satz XXXIV in
K(0) drei Einheiten &, &, & derart angeben, daB

g 1>1, &l=1g"1<1, §71<1,

le, <1, & |=|&" >1, &7 <1,

e[ <1, &= &"[<1, &7 >1
ist. Alsdann lassen sich sidmtliche Einheiten in K () durch irgend

zwei dieser Einheiten, z. B. ¢, &,, ableiten.
Um dies darzutun, bilden wir die natiirlichen Logarithmen

logle =a,, logle' =log| & | =14b,, logle” =g, (39)
log|e, =ay, log & =log|a” =4b,, log &"[=¢,
reell genommen, und haben dann:
q >0, b <0, ¢<0, (40)

4, <0, b,>0, ¢<O0;
a +0 +¢=0,
@G + by + ¢, =0
Wir orduen hierauf in einem ebenen Parallelkoordinatensystem
der 1, 1 den Einheiten &, & bzw. die Punkte €, = (a;, b,), €, = (qa,, b,)

zu; dieselben liegen mit dem Nullpunkte © nicht in einer Geraden,
da wegen (40)

(41)

oy, by
6y, Dby

+0

ist; sonach konnen wir aus diesen zwei Punkten durch den fiir einen
variablen Punkt & gemachten Ansatz

0C =X 06, 406,

ein zweidimensionales Gitter in X, )) ableiten. Ordnen wir nun iiber-
haupt einer jeden Einheit r in K(6) einen Punkt (1, y) in der Ko-
ordinatenebene durch die Gleichungen

y=1log|t , y=2logir

zu, dann wird die Menge der so erhaltenen Punkte im allgemeinen
nicht vollstiindig in dem Gitter der X, J) aufgehen; doch stellt es
sich heraus, daB diese Punktmenge, in der jenmes Gitter jedentalls
enthalten ist, als Ganzes wieder ein Gitter bildet, und dieses kann
dann in der bekannten Weise aus zwel entsprechend gewihlten Punkten
T,, €, in Verbindung mlt £ abgeleitet werden. Smd hernach 7, 7,
zwei den Punkten T,, T, “bzw. entsprechende Einheiten in K(6), so
zeigt es sich analog, wie in dem vorhin behandelten Falle,

10*
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XXXV’ daf jede Einleit v in K(0) in der Form
T =dr"1,°

darstellbar ist, wobei & eine Einhedsicwrzel m K(0), also hier wiederum
+ 1 /st, und u. v ganze rationale Zallen sind. —

Die hier durchgefiihrten Betrachtungen lassen sich auf Korper
beliebig hohen Grades iibertragen. Dabei ist nur zu bemerken, daB
in solchen Ko6rpern, welche samt allen ihren konjugierten Kérpern
komplex sind, sich unter Umstinden auch andere EKinheitswurzeln als
blof + 1 vorfinden kénnen. Das allgemeine Resultat, zu dem wman
gelangt, lautet dann, wie folgt:

XXXVL  Ist K(0) ein Kirper n-ten Grades und befinden sich
unter den n Lonjugicrten Korpern, von denen K(0) einer ist, insgesamt
r reelle Korper und s Paare konjugiort-komplexer Korper, so lussen
sich in K(0) r + s — 1 Linheiten (auf unendlich viele Weisen) derart
angeben, daf3 jede belichiye Iinheit in K(0) sich als ein Produkt von
Potenzen dieser r -+ s — 1 Finheiten, mit jeweils ganz bestimmten ganz-
zahligrn rationalen Lxponenten, und aus cinem Zusatzfaktor, bestehend
m einer Eimheitswurzel des Kirpers, darstellt.

Dieser BSatz verliert auch fiir den Koérper der rationalen Zahlen
und fiir quadratische Korper mit negativer Diskriminante seine Giiltig-
keit nicht, indem fiir diese Korper » 45— 1 =10 ist.

r + § — 1 Einheiten in K(0) von der bezeichueten Art nennt man
ein System von Fundamentaleinheiten des Korpers.



Finftes Kapitel.
Zur Theorie der Ideale.

§ 1. Teilbarkeit der ganzen Zahlen.

Wenn zu zwel ganzen Zahlen «, f§ eine dritte ganze Zahl p der-
art existiert, daf « = 3y ist, so sagen wir, dal « durch B teilbar ist
und nennen dann § einen ZTeiler von «.

Durch cine Finleit ist jede ganze Zall teilbar. Denn ist & elne
Einheit und « eine beliebige ganze Zahl, so sind auch 1/¢ und (1/¢)- «
ganze Zahlen: wegen

cme (19

ist dann also « durch & teilbar.

Wir werden nun speziell immer die Zahlen in einem vorgegebenen
algebraischen Zahlkiorper K (0) ins Auge fassen.

Aus einer Relation

«—py
in K(6) folgen die analogen Relationen
({’ — ﬁly/’ ..

in den zu K(0) konjugierten Korpern K(6), ..., und durch Produkt-

bildung geht daraus jedesmal eine entsprechende Relation zwischen
den Normen von ¢, f3, y, und zwar

Nma =Nmg Nmy,
hervor.

Die Zahlen in K (0), welche sich aus einer von Null verschiedenen
ganzen Zahl in K(0) dadurch ergeben, daB man diese Zahl mit den
einzelnen Einheiten des Korpers multipliziert, heien zueinander asso-
ziiert.  Assozilerte Zahlen haben offenbar stets dieselben Teiler.

Wenn wir im folgenden von echten Zerleyungen einer von Null
verschiedenen ganzen Zahl « in Faktoren im Korper K(0) sprechen
werden, so werden wir damit derartige Zerlegungen « = gy meinen,
wobei f3, y dem Koérper angehiren und ganze Zahlen, aber keine Ein-
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heiten sind, also sowohl |[Nmg|> 1, wie |[Nmyp| > 1 ist. Jede solche
von Null verschiedene ganze Zahl, welche im Korper keine echte Zer-
legung besitzt, also nicht anders in ganzzahlige Faktoren zerlegbar
ist, als in eine zu ihr assoziierte Zahl und eine Einheit, werden wir
kurzweg eine wicht zerlegbave Zahl (d. h. in diesem Korper nicht
zerlegbare Zahl) nennen.

XXXVII.  Eine von Null verschiedene ganze Zall eines algebra-
ischen Zallkorpers lifit sich stets in eine endliche Amzalhl wvon mwicht
zerlegbaren, diesem Korper angehorenden ganzzahligen Faltoren zerlegen.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der analogen Tatsache fiir den
Korper der rationalen Zahlen. Damit némlich in K(6) fiir eine ganze
Zahl « 4= 0 eine Zerlegung « = fy statthabe, muB, wie vorhin aus-
gefiihrt, vor allem

Nme = Nmg-Nmy, Nme!= | Nmg|- Nmy]

sein; da nun bei fortgesetzter echter Zerlegung von « in ganz-
zahlige Faktoren in K(6) und damit korrespondierend von | Nme in
positive rationale ganze Faktoren die letztgenannten hestiindig ah-
nehmen, nie aber die Einheit erreichen diirfen, so miissen wir schlieB-
lich dabei zu einer Zusammensetzung von ¢ aus einer endlichen Anzahl
solcher Faktoren kommen, die in K(#) nicht weiter zerleghbar sind.

Jede vorgelegte Zerlegung einer ganzen Zahl konnen wir noch
durch Hinzuftigen von FEinheiten zu den Faktoren und Umstellung
der Faktoren modifizieren; die so auseinander abzuleitenden Zer-
legungen bezeichnen wir als voneinander nicht wesentlich verschieden.

Wihrend nun jede von Null verschiedene ganze rationale Zahl
wesentlich nur auf eine Weise in nicht zerleghare ganze rationale
Faktoren, nimlich in ibre natiirlichen Primfalktoren zerfiillt¥), gilt in
algebraischen Zahlkdrpern das dieser Tatsache unmittelbar Entsprechende
im allgemeinen nicht: /n eimem algebraischen Kirper kamn unter Um-
stinden eine gegebene von Null verschiedenme Zahl auf mehrere, iwesent-
lich verschiedene Arten in mnicht zerlegbare Faltoren zerlegt averden.
Ein einfaches Beispiel eines ¢uadratischen Korpers soll diesen wich-
tigen Umstand beleuchten.

Eine allgemeine Bemerkung iiber die ganzen Zahlen in einem
quadratischen Korper sei diesem Beispiel vorausgeschickt. Es sei
ein quadratischer Korper K(6) durch die irreduzible Gleichung

0+ ab+b=0

mit ganzen rationalen Koeffizienten «, b gegehben. Man kann diesen

.. IRAL A R
Koérper anstatt aus 0 = — 1a + 1)a? — 4b auch aus }a® — 4D

*) Der Beweis dieses Theorems wird iibrigenz in den folgenden allgemeinen
Ausfiilhrungen mit enthalten sein.
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hervorgehen lassen, oder auch aus }/d, wobhei d die aus a? — 4b
durch Unterdriickung des groBten darin aufgehenden quadratischen
Faktors entstehende Zahl bedeute. Jede ganze Zahl in K(6) laBt

i +;vr]{tilr
o

sich sonach in der Form darstellen, wobei u, v, w teiler-

fremde ganze rationale Zahlen sind. Damit umgekehrt eine Zahl
ut+vyd . . . .o
: T({_—Vf mit ganzen rationalen teilerfremden w. v, ¢«¢ ganz sei, ist es

hinreichend und notwendig, dall die Koeffizienten der Gleichung
(Z _utuvya )(, _ 3&,—,,?;1/&,) ST
w w w

ganze Zahlen sind. Vor allem muB dann also « in 2u aufgehen;
wiirde aber i mit u» einen Teiler ¢ > 1 gemein haben, so miiite
weiter v?d durch #* und in der Folge, da d keinen quadratischen
Teiler == 1 enthélt, v durch ¢ teilbar sein, also wiiren «. ¢, w nicht
teilerfremd; sonach muf i notwendig ein Teiler von 2 sein.*) Fiir

[

w=1 stellt die Form +7f Ve selbstverstindlich ganze Zahlen dar.

. wu+ryd . .
Dagegen wird - +2 va nach der Gleichung (1) dann und nur dann

. w* — v?d . . . o
ganz sein, wenn - ~—— ganz ist; da nun « mit u keinen Teiler
> 1 gemein haben darf, so muB in diesem Falle # und hernach auck
v ungerade sein, und setzen wir u = 2u® + 1, ¢ = 2¢¥ 4+ 1 mit ganz-
zahligen ¥ v¥® so zeigt sich, dal endlich

1—d
4
eine ganze Zahl sein mufl; danach erkemnen wir in der Ganzzahlig-

keit von
d—1 w—1 v — 1
4 ’ Y b : ,nb), N

- a2

. .1 . " wutoyd .
die vollstindigen Bedingungen dafiir, daf +,) v eine ganze Zahl

darstellt.

Autf’ diese Weise finden wir, daBl wenn } (d— 1) nicht ganz ist,

simtliche ganze Zahlen des quadratischen Korpers K()/d) in der Form

U+ v ]//:l mit rationalen ganzen u, v darstellbar sind und also dann

1, Vd eine Basis in K()/d) bilden; ist aber 1(d —1) ganz, so sind

1 ]/(l
2

auBer diesen Zahlen w + v }/d auch noch alle diejenigen ganz,

*) Die hier behaupteten Umstinde lussen sich leicht mit Hilfe des Satzes
in Kap. I, § 3 einsehen.
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worin u, v beide ganz rational und ungerade sind, und es bilden dann

die Zahlen 1, 1—+3Vd eine Basis in K(l/?i) —

B

Wir betrachten nun beispielsweise den durch die Gleichung
02+ 6=0

definierten Korper. Hier ist d = — 6, also die erstere Form u + v }/—6
fir alle ganven Zahlen des Korpers zutreffend. Die ganze Zahl
0? = — 6 liBt sich nun in diesem Korper einmal in der Weise
6* = — 2.3, ein anderes Mal in der Weise 0 = 0 - 6 in ganzzahlige
Faktoren echt zerlegen und es sind dabei die Faktoren der Zerlegung
heidemal im vorliegenden Korper nicht weiter echt zerleghar. Wiire
nimlich etwa 6 —)/—6 = fy, so wirde darans 6 = Nmg Nmy
folgen und dies ist, insofern die ganzen Zahlen j, y nicht Einheiten
sein sollen, nur so moglich, dal Nmg, Nmy bzw. mit den Zahlen
2, 3 identisch sind; es gibt aber im vorliegenden Korper keine ganze
Zahl von der Norm 2 oder 3, da weder die Gleichung u* + 6¢? = 2
noch die Gleichung »? 4 6¢? = 3 eine Losung in ganzen rationalen
w, v zuliBt, und infolgedessen ist J/— 6 in unserem Korper nicht echt
zerlegbar. Ahnlich zeigt es sich, daf weder 2 noch 3 im vorliegen-
den Korper echt zerlegbar sind.

Auch die Zahl 4 — 62 = 10 Iibt sich im Korper K()/'—6) auf
zweierlei Weise, und zwar: 10 = (2 +1/—6)(2 —)/— 6) und 10=2.5,
in Faktoren zerlegen, die, wie sofort zu sehen ist, nicht weiter echt
zerlegbar sind. Derartige Beispiele kann man in beliebiger Menge kon-
struleren.

Fiir einen algebyraischen Korper kann solcherweise dey Satz von der
eindeutigen Zerleqbarkeit der ganzen Zahlen in unzerlegbare ganzzallige
Falktoren fehlen. Dieser Umstand legt aber nur den Gedanken nahe,
dal in einem derartigen Korper die Zallen im gewishnlichen Sinne
nicht dic einfachsten Elemente sind, mit denen die Theorie dev Teilbar-
keitsgesetze fiir diesen Korper aufzubauen ist. Und in der Tat sind in
diese Theorie Zahlen in einem erweiterten Sinne des Wortes, soge-
nannte ideale Zallen, eingefithrt worden, welche wieder eine cindeutige
multiplikative Zerlegung in unzerlegbare Elemente gestatten und da-
durch erst eine natiirliche und einfache Ausgestaltung der fraglichen
Theorie ermdglichen.*)

* Kummer hat zuerst Begriff und Namen der idealen Zahlen in der
Theorie der aus Einheitswurzeln abgeleiteten Korper geschatfen. (Vgl. Journ.
fiir Math. Bd. 35 (1847), Bd. 40 (1850); (Liouville) Journ. de Math. t. 16 (1851);
Abh. der Berliner Akad. 1856.) Hernach haben Kronecker und Dedekind
diesen Begriff allgemein fiir beliebige Zahlkorper gebildet. Dedekind setzte
seine Theorie auseinander in dem letzten Supplement zur zweiten und den fol-
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Wir wollen zunfchst die Griinde fiir die Einfithrung der idealen
Zahlen niher auseinandersetzen.

§ 2. Ideale.

Wenn zwel ganze rationale Zahlen «, b, die nicht beide Null sind,
den grifBiten gemeinsamen Teiler ¢ haben, so ist jede Zahl, welche
aus der linearen Form ax 4 by durch Kinsetzung beliebiger rationaler
ganzzahliger Werte fir x, y hervorgeht, durch ¢ teilbar; und umgekehrt
ist dann zunfchst ¢ selbst und weiter auch jede durch ¢ teilbare Zahl
in der Form «x + by mit ganzzahligen 2, y darstellbar. Die Gesamt-
heit aller dieser ax -+ by ist somit mit der Gesamtheit aller durch ¢
teilbaren ganzen rationalen Zahlen identisch und kann darum gewisser-
maflen als ein Bild des Teilers ¢ gelten; wir bezeichnen diese Ge-
samtheit von Zahlen mit (¢, b) und dieses Symbol soll zugleich den
groften gemeinsamen Teiler von « und b bedeuten. Sind insbesondere
a. b teilerfremd, dann bedeutet («, b) den Inbegritt sdmtlicher ganzer
rationaler Zahlen und stellt andererseits die Kinheit vor.

Analog kann man den grofiten gemeinsamen Teiler beliebig vieler
ganzer rationaler Zahlen, die nicht siimtlich verschwinden, charakteri-
sierem.

Sind nun in einem Zahlkorper K(6) zwei ganze Zahlen «, f, die
nicht beide verschwinden, vorgelegt und ist v ein gemeinsamer Teiler
derselben, so ist zwar eine jede Zahl von der Form «i 4 Bu, wobei
4, w, hier und im folgenden, beliebige ganze Zahlen in K(6) bedeuten
sollen, durch t teilbar; es braucht daun aber nicht immer einen
solchen Teiler 7 von « und § zu geben, daf auch umgekehit dieses r
und damit alle durch v teilbaren Zahlen des Korpers in der Form
«l + Bu darstellbar whren.

In der Tat, wenn etwa «, § durch keine ganze Zahl in K(6), ab-
gesehen von den Einheiten, beide gleichzeitig teilbar sind, so kiimen
fiir 7 hier eben nur die Einheiten in Betracht und es wiire die Frage,
genden Auflagen von Dirichlet’s Vorlesungen iiber Zahlentheorie; vgl. ferner
seine Arbeiten in: Bull. des sc. math. et astron. 1. sér. 11, 2. sér. 1 (1877); Ablh.
der Gott. Ges. d. Wiss. Bd. 23 (1878), Bd. 29 (1882). Kronecker verstfentlichte
seine Untersuchungen ausfiihrlich zuerst in der Festschrift zu Kummers 50jiihr.
Doktor-Jub. Berlin 1882, abgedr. im Journ. fiir Math. Bd. 92.

Gienauere Literaturnachweise iiber dieses Gebiet findet man in Weber’s
Algelra Bd. IT 8. 4944d. I. Aufl., wie auch in Hilbert’s Bericht {iber die Theorie
der algebraischen Zahlkorper im Jahresber. der deutschen Math. Vereinig. Bd. TV
(1897). — Beit die vorliegende Vorlesung gehalten wurde, sind noch Darstellungen
der Idealtheorie in den Lehrbiichern von P. Bachmann, Allgemeine Arithmetik
der Zahlenkorper (Zahlentheorie, Teil V), bei B. (. Teubner 1905, und von
J. Sommer, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, bei B. G. Teubner 1907, gegehen
worden.
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ob notwendig jede Zabl in K(6), insbesondere also die Zahl 1, sich
in der Form «2 + fp darstellen 1iBt. Nehmen wir nun beispielsweise
die Zahlen 5, 2 +)/—6 in dem vorhin betrachteten Kérper K()/—6),
so wiirde aus
24V—61+bu=1 (2)
durch Multiplikation mit (2 —) — 6)/5
22+ ('2 .y 6)[.L = 27—_7},)/— 6

folgen, also miiBte die Zahl (2 — }/— 6)/5 mit der Norm 2 ganz sein,
dies ist aber ausgeschlossen. Die Gleichung (2) hat somit keine
Losung in ganzen Zahlen 1, u, trotzdem 5 und 2 +}/—6 im vor-
liegenden Korper keinen von den Einheiten verschiedenen gemein-
samen Teiler haben; der Inbegriff (¢, ) der Zahlen von der Form
«l + Bu ist also im vorliegenden Falle, trotz anscheinend teilerfremder
«, B, nicht identisch mit dem Inbegriff der ganzen Zahlen in K(6).

Suchen wir die hier angetroffene Abweichung der Umstinde in
einem algebraischen Kérper von denen im Korper der rationalen
Zahlen aufzukliren.

Wenn eine ganze rationale Zahl ¢, die = 0 ist, im Kérper der
rationalen Zahlen zwei wesentlich verschiedene echte Zerlegungen hat,

g = aa® = bb*,
so schlieBen wir daraus, daB jeder Faktor in der einen Zerlegung mit

mindestens einem Faktor in der anderen Zerlegung einen von 1 ver-
schiedenen Teiler gemein hat, also gewil mindestens eine der Un-

gleichheiten , / )

‘ (a4, b) + (1), (0% D)+ (1)

statthat, unter (1) die Gesamtheit der ganzen rationalen Zahlen ver-
standen. Haben wir es dagegen mit algebraischen Zahlen (== 0) zu
tun, wie in dem Beispiel in K(}/—6):

10=(24+V=6)(2—V—06)=2.5,

so wire da der SchluB, daB 2 4-})/—6 oder doch —}/ — ¢ und 5 einen
von den Einheiten verschiedenen Teiler in K(}/—6) gemein haben,
falsch; nichtsdestoweniger ist aber nach dem, was wir soeben aus-
gefithrt haben,

(2 +V—6,5) % (1) und desgleichen (2 —)/—6,5) = (1);
dabel soll allgemein unter (y) der Inbegriff aller Zahlen vy im Kérper
mit ganzzahligen v, also speziell unter (1) der Inbegriff séimtlicher
ganzer Zahlen des Korpers verstanden werden.

Dieser Sachverhalt fiilhrt unmittelbar dazu, im Korper neben den
einfachen Zahlen, wie vorhin ¢, 8, auch die Inbegriffe (¢, ), die durch
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Zusammenfassung aller Zahlen von einer Form «i 4 Bu entstehen,
der Betrachtung zu unterziehen; es zeigt sich dann, daB fiir derartiye
Inbegriffe nach Einfiilrung entsprechender Definitionen die Gesetze der
multiplilativen Zallentheorie wieder mit ihrem urspriinglichen, dem Kirper
der rationalen Zahlen eigenen Wortlaute gelten. Solche Inbegriffe sind
es, die Dedekind unter dem Namen der Ideale in die Zahlentheorie
eingefiihrt hat.

Sind ¢, @, ..., ¢, beliebige ganze Zahlen eines Korpers K(6),
so verstehen wir unter dem aus diesen Zahlen hervorgehenden Ideal,
in Zeichen dem Ideal

a= (“1; Cgy e v s @),
in K(6), den Inbegriff aller derjenigen Zahlen in K(f), welche sich
irgendwie in der Form

ey + e+ e,
darstellen, wobei u,, u,,..., u, irgendwelche ganze Zahlen in K(#)
sein diirfen. Bei dieser Begriffsbildung des Ideals soll immer still-
schweigend angenommen werden, daf die zugrunde liegenden Zahle:
¢, Gy, ..., «, nicht simtlich Null sind; jedes Ideal soll also stets
auch von Null verschiedene Zahlen enthalten.
Wir nennen zwei Ideale

a=(t, Gy ), b=(0B,Rk, . .. B
gleich, wenn sie aus genau derselben Gesamtheit von Zahlen hestehen,
wenn also jede Zahl des einen in dem anderen enthalten ist und um-
gekehrt. Hierfiir ist, wie man sofort sieht, erforderlich und hinrei-
chend, daB jede der Zahlen f,, f,, ..., B, sich in a und jede der
Zahlen «, «,, ..., «, sich in 0 vorfinde.

Der einfachste Fall eines Ideals ist die Gesamtheit aller mog-
lichen Produkte w« einer einzelnen von Null verschiedenen ganzen
Zahl « des Korpers in beliebige ganzzahlige, im Korper enthaltene u:

a = («;
ein solches Ideal heiflt ein Hauptideal.

Das Hauptideal (1) ist mit dem Inbegriff aller ganzen Zahlen des
Kérpers identisch; wir bezeichnen es auch mit o.

Sind zwei Hauptideale («), () im Korper einander gleich, so
muB es hiernach im Korper zwei ganze Zahlen 1, v geben, so daB

B=uu, «=1f
wird; alsdann ist

' ¢ = Auc
oder

1=4iu,

was nur so stattfinden kann, duB 1, u zueinander reziproke Einheiten,
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also «, B zueinander assoziierte Zahlen sind. Gleiche Hauptideale be-
stimmen somit bis auf eine Einheit als IFaktor eine und dieselbe
(von Null verschiedene) ganze Zahl.

Auch ein aus beliebig vielen gegebenen ganzen Zahlen des Korpers
hervorgehendes Ideal kann ein Hauptideal sein. In diesem Falle
definiert es den griften gemeinsainen Teiler der gegebenen Zahlen in
ganz entsprechender Bedeutung, wie dieser Begriff im Korper der
rationalen Zahlen auftritt. Denn ist etwa

(@, @) = («),
so muB es ganze Zahlen yu,, u,, 4;, 1, im Korper derart geben, daB
o = &, =, «=25ia + L

wird; nun folgt aus den zwei ersten dieser Gleichungen, dafl « gemein-
samer Teiler von «, «, ist, aus der dritten, daB « durch jeden ge-
meinsamen Teiler von ¢, «, teilbar ist, also aus allen drei Gleichungen
zusammen, daB das Ideal (¢, «,) genau mit dem Inbegriff aller Viel-
fachen eines gewissen sogenannten ,urdfiten gemeinsamen Teilers
von «;, «, identisch ist.

§ 3. DBasis eines ldeals.

Wir wollen die weiteren Entwicklungen iiber Ideale an dem
Beispiel eines kubischen Korpers K(6) vornehmen.

Im AnschluB an die in Kap. IV § 2 fiir den Inbegriff der ganzen
Zahlen in K(0) gegebene geometrische Darstellung lifit sich auch
fiir ein beliebiges in K(#) gegebenes ldeal a = (¢, «y, ..., &) ein
geometrisches Bild gewinnen. Ks sel

0 =20, + Y0, + 20,

eine Basisform fiir den Kérper K(0). Wir deuten z, #, 2 als Parallel-
koordinaten im Rawme und wollen das Gitter in ., y, 2, welches ein
geometrisches Bild fiir die sdndlichen ganzen Zahlen in K(6) liefert,
mit (3(0) bezeichnen. Dann bildet die Menge aller jener Punkte in
(3(0), welche speziell den Zahlen des Ideals a entsprechen, ebenfalls
ein dreidimensionales Punktgitter, (b(a). In der Tat: erstens besitzt
diese Punktmenge die parallelogrammatische Grundeigenschaft eines
Punktgitters, indem aus beliebigen zwei Zahlen des Ideals,

€=Ut + e, =po, t qey + 1oy,
=Ty A wF e = pF o, + gFey +rFoy,
durch Subtraktion eine Zahl

F— = (pF—plo, + (¢F —q)os + F—1r) o,

hervorgeht, die jedesmal wicder dem Ideal angehirt; und zweitens
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liegen die Punkte von () nicht simtlich in einer Ebene; denn be-
deutet « eine beliebige Zahl 4 0 in q, so liegen jedenfalls diejenigen
drei Punkte von (3(a), welche den drei (offenbar dann ebenfalls in a
enthaltenen) Zahlen cw,, «o,, cw, bzw. entsprechen, sicher nicht in
einer Ebene mit dem Nullpunkte, indem die Diskriminante der ge-
nannten drei Zahlen

A (cwy, ww,, coy) = (Nme)? - Ao, 0,, o),
also &= 0 ist.

In der wiederholt dargelegten Weise kénnen wir sonach in ((a)
auf unendlich viele Arten drei Punkte

o= (P a1, m0)s Co= D2, @5 1); 5= (55 45, 75)
bestimmen, so daB aus dem Tetraeder OC, (,(; sich das ganze Gitter
®(a) ableitet, als die Gesamtheit derjenigen Punkte S = (X, Y, 7)
in (o), fiir welche die vektorielle Relation

08S=X.00+Y-00,+ % 0C,

mit ganzzahligen rationalen X, Y, Z besteht. Sind nun p,, 7., 7, die-
jenigen ganzen Zahlen in K(f), welche den Punkten C, (,, (; in
®3(0) bzw. entsprechen, also in a enthalten sind und mit den Basis-
zahlen ©,, @,, ©; von K () mittels der Gleichungen

V=P + 0, e,

Ve = P20 + (05 + 1,05, (3)

Vs = Dy0p + 05 + 130,
zusammenhiingen, so entspricht jedem Punkte (X=P, Y=, Z=1I)
des Punktgitters G(a) eine Zahl in a, nimlich Py, 4+ @y, + Ry,
und umgekehrt liBt sich jede Zahl des Ideals a in der Form

Py, + @y, + By,

mit ganzzahligen rationalen, eindeutig bestimmten I, @, I darstellen.
Daraus folgt der Satuz:

XXXV In cinem Ideal cines kubischen Korpevs lassen sich stets
(auf wnendlich viele Weisen) drei Zahlen  derart angelen. dafi duwrel
dieselben  sich jede Zahl des Ideals linear lLomogen mit gquzzahligen
rationalen Koeffizienten, und zwicar nwur in einer Weise, darstellen lift.

Drei Zahlen im Ideal von der bezeichueten Eigenschaft heiBen
eine Basis des Ideals.

Ist das Ideal ein Hauptideal (¢), so bilden direkt die drei Pro-

dukte «w®,, ¢0,, cw, eine Basis desselben; denn da jede ganze Zahl
u des Korpers sich in der Forw

== pu,; 4+ o, + re,
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mit ganzen rationalen p, ¢, » darstellt, so folgt hieraus fiir jede Zahl
e in («) die Darstellung:

U =D ¢@ + ¢ ey + ¥ o,

Sind y,, 7., p; beliebige drei ganze Zahlen in K(6) mit nicht
verschwindender Diskriminante, so fithrt die Gesamtheit derjenigen
ganzen Zahlen in K (@), welche sich in der Form Py, + @y, -+ Ly,
mit ganzzahligen rationalen P, ¢), R darstellen, — genannt der Aodul
71y 72, ¥3], — immer auf ein in (o) enthaltenes dreidimensionales
Gitter; indessen muB eine solche Gesamtheit von Zahlen nicht not-
wendig ein Ideal vorstellen. Soll sie némlich ein Ideal sein, so
miissen auch simtliche Zahlen u,p, + uy9s + wy7;, wobel w,, u,, us
beliebige ganze, nicht bloB rationale, Zahlen in K(6) sind, ebenfalls
diesem Ideal angehéren, also in der Form

Py, + @Yy, + By,

mit ganzen rationalen P, ¢, Il darstellbar sein. Vor allem miissen
dann somit auch die Zahlen

V105, Py, V304,
71@2, P20y, V3@, (4)
V103, V203, V303

in der besagten Form darstellbar sein. Diese letztere Bedingung ist

aber auch hinreichend dafiir, da der Modul [y, #,, ;] ein Ideal vor-
stellt; denn sobald sie erfiillt ist, 1la8t sich jede Zahl]

Wyt ey 1+ U3Ys

in der besagten Form darstellen, indem sie sich aus den neun Zahlen
(4) linear homogen mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten zu-
sammensetzen 14Bt.

§ 4. Norm eines ldeals.

Bilden wir fiir ein gegebenes Ideal a die Diskriminante einer
in den Ausdriicken (3) dargestellten Basis y,, y,, 7, desselben, so er-
gibt sich:

2 2
Yio Vo Vs Py Doy D3

Ay, v vs) = 0 v, 7 = A¥oy, 0y, O5) Gy, 13 G (®)

rr rr I . i
P P2 Vs STRRNEYRNN Y

diese Diskriminante wird also gleich dem Produkt aus der Diskrimi-
nante des Korpers in das Quadrat der Determinante
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P, Py D3l
My Q2 s 1
Ty Ty T
Den Betrag dieser letzteren Determinante, welcher, wie sogleich deut-
lich werden wird, von der Wahl der Basis y,, 9,, »; in a unabhingig
ist, bezeichnen wir als die Norm des Ideals a, in Zeichen: Nma.
Ist a ein Hauptideal, = (&), so kann fiir dasselbe (vgl. § 3)

V1= 00, Yo = U@y, Yy = (0 (6)

als Basis angenommen werden und es wird dann
Ay, vay v5) = B0y, 0y, @) - (') = A0, 0y, 0y) - (Nme)? (7)

sonach ist die Norm eines Hauptideals («) bis eventuell auf das Vor-
zeichen, (das ja bei der Norm eines Ideals stets positiv ist), gleich
der Norm der Zahl «, aus welcher das Hauptideal hervorgeht. Da-
durch erscheint die Verwendung des Wortes ,Norm“ auch hier bei
den Idealen gerechtfertigt.

Die Norm eines Ideals a hat eine einfache geometrische Be-
deutang: sie (st gleich dem Volumen des Grundparallelepipeds ine Grittor
Gy (). welches die Zallen des Ideals o reprisentiert. — bezogen auf das
Grundparallelepiped des die Gesamtheit der ganzen Zahlen des Korpers
darstellenden Gitters ($(0) als Volumeneinheit. Denn bezeichnen wir,
wie in § 3, mit z, y, z die dem Gitter ((0) zugrunde gelegten Ko-
ordinaten und mit X. Y, Z diejenigen fiir (J(a), so ist, hei den von
uns in § 3 angewandten weiteren Bezeichnungen

z=pX+pY + p;Z,
y=u N+ Y+ g7, ()
z=r X+ rY+ 2

und folglich berechnet sich das Volumen des Grundparallelepipeds

vou G(a) in den z, y. z-Koordinaten zu
’ Do Pos Vs
'[/](thzj((~ = dc {f’ljg‘”/)'/’[/dX(lY(l/—abs Gy, 0oy Gy = NDL0O.
)l7 ‘77 )5

Wir kénnen dieser Tatsache, weun wir eine hierauf passende Be-
merkung in Kap. III § 13 (8. 88) beachten, auch durch die Aussage
Ausdruck geben, daB Nm a der Anzall devjenigen  Gitterpunlte in
5 (0) gleichkommt, welche dem Bereiche

0<X <1, 0<Y <1, 0<Z<1

des Grundparallelepipeds von (3(a) angeloren.  Mit Riicksicht darauf



160 V. Zur Theorie der ldeale.

kénnen wir den reziproken Wert von Nma auch als die Diclte des
Ideals o (scil. relativ zum Ideal 0) bezeichnen.

§ 5. Aquivalente Ideale. Idealklassen.

Wenn fiir zwei Ideale a, 0 in dem vorliegenden kubischen Korper
K(6) solche Basiszahlen oy, ay, ¢y resp. f;, 8,, B; angebbar sind, die
cinander proportional sind, so daff also

€ O.': - oy
B B B
gilt, so nennt man die Ideale q, b einander dquivalent und schreibt

dies in Zeichen:
a ~ D

Es 1dBt sich alsdann zu jeder beliebigen Basis % «,% «® in a eine
Basis 8%, B,% B,* in b derart angeben, daBi die Elemente der einen
proportional sind den Ilementen der anderen, — wodurch erst der
Begriff der Aquivalenz unabhiingig von der Auswahl eines besonderen
Paars entsprechender Basen in den Idealen wird. Denn die Basis
aF, o, «* geht aus ¢, «,, ¢, jedenfalls durch eine lineare homogene
Substitution mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten und mit einer
Determinante + 1 hervor und dieselbe unimodulare Substitution er-
gibt, auf die Zahlen ,, §,, B, angewandt, drei Zahlen 8% pg,% g,%
welche wieder eine Basis von 0 darstellen werden; ist nun dabei, der
Voraussetzung gemil, etwa

By =xw, Py=1v, PBs=y;, (9)

worin y eine Zahl (< 0) in A () bedeutet, so folgt daraus sofort im
Einklang mit unserer Behauptung:

B =y, B =y, B = yen®.

Ziwel Hauptideale («), () im Korper A'(0) sind immer dquivalent;
denn aus emer Basis ©,, ©,, o, des Korpers ergeben sich in der
Form «¢w,, cw,, coy; fw,, fe,, fo, Basen der zwei genannten
Hauptideale, woraus unmittelbar die Proportionalitit dieser letzteren
zwel Basen, mit dem Quotienten y = (f/e), einleuchtet. Sonach ist ein
beliebiges Hauptideal im Korper dquivalent dem Hauptideal (1).

Die Aquivalenz von Idealen liBt sich mnoch auf eine ander-
Weise definieren, wodurch dieser Begrift in ein helleres Licht ge-
riickt wird.

Die Gesamtheit der Zahlen im Ideal a bzw. b stellt sich mittels
einer Basis ¢, ¢, ¢, in a bzaw. einer Basis g,, f,, 8, in b in der
Form
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Xo, + Yo, + Zoy l
bzw. (10)
XB, + Y, + 4P, l

dar, worin X, Y, Z unabhiingig voneinander stimtliche ganzen rationalen
Werte durchlaufen. Wenn also beide Ideale a, b &quivalent sind und
demgemiB gewisse Basen derselben, etwa eben «, ¢y, o535 B, By, B,
durch Relationen (9) miteinander verbunden sind, so erkennen wir
aus (10), daB zu jeder beliebigen Zahl ¢ in a dann eine Zahl g in b
derart gehort, daB B/« gleich dem in (9) bezeichneten Proportio-
nalititsfaktor y wird. Denken wir uns nun y, welches irgend eine
Zahl im Korper sein mag, als Quotienten zweier ganzer Zahlen des
Korpers, = u/v, dargestellt, so haben wir:

v = ue,

d. h.: die Gesamtheit der Produkte aller Zahlen des Ideals o in die
Zahl w ist mit der Gesamtheit der Produkte aller Zahlen des Ideals b
m die Zahl v identisch.

Wir definieren nun als das Produkt wa eines Ideals

a= (“11 Uay ooy Oﬁ,,)

amn eme von Null verschiedene ganze Zahl w des Korpers den Inbegritt
simtlicher Produkte von g in die Zahlen des Ideals a. Man sieht
leicht, daB dieser Inbegriff ebenfalls ein Ideal im Korper ist, und
zwar das aus den Zahlen we,, we,, ..., we, hervorgehende Ideal.

Sonach lassen sich zu zwei #qguivalenten Idealen q, b immer zwei
von Null verschiedene ganze Zahlen u, v derart angeben, daB

rh = una (L)

wird. Umgekehrt sind zwei Ideale a, b von einem derartigen Zu-
sammenhange immer einander iiquivalent; denn aus einer beliebigen
Basis von a folgt dann sofort eine hierzu elementenweise proportio-
nale Basis fiir 0. Die Aquivalenz von Idealen Lann somit durch diesen
Zusammenhany (11) definiert werden.

Es ist unmittelbar klar, daB zwei Ideale, welche demselben dritten
dquivalent sind, auch untereinander dquivalent sind. Dieser Umstand
legt die Einteilung aller Ideale eines Korpers in Inbegriffe von unter-
einander #duivalenten Idealen nahe. Ein solcher Inbegriff heiBt eine
Klasse von Idealen.

Alle Hauptideale eines Kirpers bilden offenbar eine Idealklasse
fiir sich, — die sogenannte Haupthlassc.

Minkowski, diophant. Approximationen 11
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§ 6. Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen.

XXXIX. Die Anzahl der samtlichen in einem algebraischen Zahl-
korper vorhandenen Idealllassen ist endlich.

Den Beweis dieses Satzes werden wir auf Grund bereits in
Kap. III erledigter zahlengeometrischer Uberlegungen fithren, wobei
wir uns, wie bisher, das Beispiel eines kubischen Korpers K(6) vor
Augen halten.

Es sei D die Diskriminante, o,, w,, 0, eine Basis von K(6). Wir
denken uns ein beliebiges Ideal a in K (f) und es sei y;, ,, 75 eine
Basis von a. Alle Zahlen in a werden dann durch dic Form

E=pX+nY+p/ (12)

mittels ganzzahliger rationaler X, 1, 7 geliefert und die dazu konju-
gierten Zahlen werden bzw. durch die Formen

H=p'X +2Y + 7, (127)
Z=p"X+ 9" Y+ 7 (127)

jedesmal mittels derselben Werte der Variabeln, dargestellt. Auf die
drei Formen (12), (12'), (12”), welche die Determinante

A(yy, 79y ¥3) = + VD - Nma
haben (s. Gleich. (), wenden wir den Satz XVII' (8. 80) oder den Satz
XVIII" (S. 82) an, je nachdem D positiv oder negativ ist; danach liBt
sich im Ideal a eine solche von Null verschiedene Zahl
y=nl+nrnQ+rl
ermitteln, welche nebst ihren konjugierten 3. 3" der Ungleichung
777 <@ VD Nma (13)
veniigt, wobei der Zahlenfaktor @ gleich 2/ oder 8/97 zu nehmen
ist, je nachdem /) positiv oder negativ ist.

Wir stellen nun dem Ideal a das aus der Zahl y hervorgehende
Hauptideal (y) mit der Basis y0,, y0,, yo; an die Seite; die simt-
lichen Zahlen in (y), sowie die dazu bzw. konjugierten Zahlen sind
dann bzw. in den Formen

s= (0,7 + 0.5 + o,2), (14)
= 70,7 + 0§ + 0,7), (14)
¢=y"(0,"% + @0,y + 0;"7) (147

mit ganzzahligen rationalen 7, i, z enthalten.
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Wir suchen nun in dem Punktgitter (3(o) die beiden darin ent-
haltenen Punktgitter (5(a), G(p) auf, welche die Ideale a, (y) bzw.
repriisentieren und deren ersteres durch die Gleichungen (12), (12),
(12”) auf ein Grundparallelepiped

0<X<1, 0<Y<1, 0<Z<1, (15)

letzteres durch die Gleichungen (14), (14'), (14”) auf ein Grundparallel-
epiped
n<r<1, 0<g<l, 0<z<1 (16)

bezogen ist. Da alle Zahlen des Ideals (y) zugleich Zahlen von a
sind, so ist dabei das Gitter ($(p) in dem Gitter ($(a) enthalten. Es
kann sich nun ((p) véllig mit ®(a) decken und anderenfalls kdénnen
wir nach der in Kap. III § 14 gegebenen Methode das dichtere, mehr
Punkte aufweisende Gitter G (a) an das im Raume weniger dicht zer-
streute Gitter () adaptieren, d.h. wir konnen stets fiir das enthal-
tende Gitter (3(a) an Stelle von X, Y, 7, durch eine lineare homo-
gene Substitution mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten und einer
Determinante 4- 1, solche neue Variable X, Y, Z auf eindeutig he-
stimmte Weise einfithren, welche mit jenen 7, 7, 7 durch Gleichungen

X =04LF +Ly+ 7,

Y = T+ My 2, (17)
Z = nz

Bl

zasammenhiingen, wobei [}, Iy, my, Iy, my, #; ganze rationale Zahlen
sind und tiberdies die Bedingungen

>0, my>0, ny;>0, (18)
12 13 g N
Oémz<1’ ”<u_.:<]7 ()§T<1 <l9)

8
erfiillt sind.

Ist nun ,, 7,, 7, jene Basis in a, welche den Gitterkoordinaten
X,Y,Z in bewuBter Weise zugrunde liegt, so gilt fiir je zwei
Systeme rationaler Werte (X, Y, Z), (T, y, 7), welche vermittelst der
(leichungen (17) miteinander zusammenhiingen, die Relation

NX Ty Al = yo T+ o)+ yo,f; (=0
denn es miissen die Koeftizienten von &, j, : beiderseits iiherein-
stimmen. Aus dieser Gleichung und den zwei zugehorigen, die in
den zu K(0) konjugierten Korpern statthaben, folgt unter Bertick-
sichtigang von (17), nach dem Multiplikationssatze der Determinanten:

. DYy, Ve, 73) - iyt = Doy, yo,, pay). (21)
Nun ist

1t
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Ay, Yoy Vs) = £ Ay, v, ¥) = iVD' Nma,

Ayoy, yos, yo5) =+ vyy"VD;
aus (21) folgt somit: o
Limgny = + %’qg& )

und hieraus wegen (13):

[ mgny < @ \ VD .

Aus dieser letzteren Ungleichung geht hervor, daB bLei gegebenem D
gundchst fiir die ganzen rationalen positiven Zahlen 1, m,, 1y in (17)
und hernach, wegen (19). auch fiir die dibrigen Koeffizienten in den
Gleichungen (17) lier nur eine endliche Anzahl von Wertelombinationen
m Frage kommen. Es kommen sonach tiberhaupt fiir die Substitution
(17) bei gegebenem I) von vornherein nur eine endliche Anzahl von
Maglichkeiten in Frage.

Denken wir uns nun die zu (17) reziproke Substitution ge-
bildet, welche also die Variabeln , 7, # durch jene X, Y, Z dar-
stellt, und sodann durch Einfihrung dieser Substitution ir die Rela-
tion (20) die GroBen p,/y, /v, vy/y durch die GriBen o, o,, o,
ausgedriickt, so stellen sich die ersteren durch die letzteren linear
homogen dar, mit Koeffizienten, welche aus den GroBen I, 1{,,.. ., n,
in bestimmter Weise rational zunsammengesetzt sind. Daraus folgt, da8
auch fitr die Griflen p,.ly, ys'y, vs!y, und in der Folge uch fiir deren
Verhdltnisse p,:p,:7p, in dem Korper K(0) hier nur eine endliche An-
zahl von Mdoglichleiten vorliegen.

Auf diese Weise stellt es sich heraus, dall v einem jeden
Ideal o eines  kubischen Kirpers K(0) ecine derartige Basisformn
X + .Y + p,Z ewistiert, wobel fiir die Verliiltnisse p, : 7y, : ps von
vornherein nur eine endliche, durch den Kirper bestimmie Anzahl von
Miglichkeiten existiert. Da nun einem jeden hier von vornherein
denkbaren Wertesystem der besagten Verhiltnisse wenn iiberhaupt,
dann hochstens nur eine einzige Idealklasse in K (6) entspricht, so
folgt daraus, dal die Anzall der Idealllassen in K(0) endlich ist.

§ 7. Beispiel.

Der hier gefundene Beweis des Salzes XXXIX gibt zugleich in
jedem Einzelfalle die geeigneten Mittel an dic Hand, wm alle exi-
stierenden Ideall:lassen eines gegebenen Kirpers wwivklich aufzustellen.
Wir wollen dies hier an Beispielen von quadratischen Kirpern er-
liutern.

Durch die entsprechenden Uberlegungen, wie sie in § 6 fiir einen
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kubischen Korper vorgenommen wurden, kann man fiir einen quadra-
tischen Korper die folgende Tatsache gewinnen: Es sei D die Dis-
kriminante und o,, o, eine Basis des Korpers; bedeutet nun a irgend
ein Ideal in dem Korper, so existiert in a immer eine Zahl y und
eine Basis 7,, 7,, derart, daB identisch in 7, j

1T +5) + 7o mf = y(0, 7 + 0,7) (22)

ist, wihrend [, l,, m, ganze rationale Zahlen sind, die den Un-
gleichungen

L, >0, my>0, (23)
0l <my, (24)
lmy < © VD] (25)

geniigen, mit @ = 4 oder = 2/x, je nachdem D >0 oder <0 ist.
Aus (22) folgt alsdann:

7o —hoyho, (26)

" My,

Dabei wird, wie noch bemerkt sei, die Ungleichung (25) durch
Vermittlung von Sitzen gewonnen, welche jenen XVII', XVIII" analog
gind und lauten:

XL. Zu zwei linearen Formen & v in zwei Variabeln, wit reellen
Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante A, lassen  sich
immer ganzzahlige rationale Werte der Variabeln angeben, die wicht
beide verschwinden wund die Ungleichung &n < +|A' bewirken.

Zu zwel linearen Formen &, v in zwel Variabeln mit konjugiert-
komplexen Koeffizienten und wicht wverschwindender Determinante A
lassen sich immer ganzzahlige rationale Werte der Variabeln angeben,
die nicht beide verschicinden und die Ungleichung |&n| < ;--iAi he-
wirken.

(Der erste dieser Sitze wurde in Kap. II § 6 u. ff. behandelt; der
zweite ergibt sich als Spezialfall des allgemeinen Theorems VII in
Kap. I fiir die Ellipse || = %<1 als Eichfigur.)

Nun wollen wir speziell den quadratischen Korper K (i) der
vierten und den quadratischen Korper K (j) der dritten Einheitswurzeln
betrachten; dieselben sind bzw. durch je eine Wurzel der Gleichungen

F4+1=0, jF4+)j+1=0

definiert. Auf diese Korper wenden wir die oben ausgesprochene
Tatsache an.

Fiir den Korper K(i) ist die in § 1 dieses Kapitels mit d be-
zeichnete Zahl = — 1, also }(d—1) nicht ganz; daher bilden 1,
i=7)—1 eine Basis dieses Korpers und also
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.9
1.7
\=——4;

i

1
D=7
i 1’ -
seine Diskriminante. In der Folge wird hier aus (25):
I, < —j < 2,
und also mit Riicksicht auf (23), (24):
=1, my=1, [,=0.

Jedes Ideal in K (i) besitst demmach eine Basis y,, p,, fiir welche (vgl. 26)

73 =% =y
b 0,
wird, also welche zur Basis w,, o, des Korpers proportional ist; jedes
Ideal in K (i) ist somit ein Hauptideal.

Fiir den Korper K(j) finden wir d = — 3, dabei ist } (d — 1) ganz;

es bilden sonach 1, ¥— 3 noch keine Basis in K(j), wohl aber bilden

1,/ =_1+2V—3 eine solche. In der Folge ist fir K(j):
1 |2
p=""1-_3
R

und geht sonach (25) hier in
[m, < : 53 <2

iiber, woraus mit Riicksicht auf (23), (24) wieder
L=1, my=1, 1, =0

folgt.  Somit besitat jedes Ideal in K(j) eine Basis py, 7y von der
Eigeuschaft, daf3 )
Yo

7 =/

eL8

1

wivd, und st daher invmer cin Hauptideal,

Die Korper K (i), K(j) enthalten also keine anderen Ideale als
Hauptideale. In jedem dieser Korper entsteht daher auch der Begriff
des grofiten gemeinsamen Teilers genaw so, wie im Korper der rationalen
Zahlen. Sind nimlich «,, «, beliebige zwei ganze Zahlen, die nicht
beide verschwinden, im Korper K(7) bzw. im Kérper K(j), so ist
das ldeal (e, «;) des betreffenden Korpers nach dem Gesagten immer
ein Hauptideal, etwa = («); es mufl somit im Korper ganze Zahlen
Ay Ay 1y, us geben, so daB

o =ldie, + dyoty, € =@, = U,

.
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wird, und aus diesen Relationen folgt, dafl « ein gemeinsamer Teiler
von «, und «, und daB jeder gemeinsame Teiler von «, e, zugleich
Teiler von « ist, also daB « der ,groBte” gemeinsame Teiler von «, o,
ist.  Daher gelten auch im Korper K(i) sowohl als im Kirper K(j)
fir die ganzen Zahlen analoge Teilbarkeitsgesetze, wie fiir die ganzen
rationalen Zahlen, und in der Folge auch das Geselz der eindeutigen
multiplikativen Zerlegbarkeit der ganzen Zaklen in wnzerlegbave Zahlen.

§ 8. Multiplikation von Idealen.

Wir fahren wieder in der allgemeinen Theorie eines beliebigen
Korpers K(6) fort.
Unter dem Produkte ab der zwei Ideale

= (e, ;.. ¢,), b= (Buy Bas - -y By (27)
im Korper versteht man das folgende Ideal:
ab =

(g Byy oy -5 @By By €afBss - oo 4By ooy ¢ By afyy - «, By,

welches also genan alle Produkte aus einer Zahl in a und einer Zahl
in 0 und jede Summe aus derartigen Produkten enthalten wird.

Es ist klar, daB das so definierte Ideal ab unabhiingig ist von
der Auswahl der Zahlen in a bzw. b, welche zur Festlegung dieser
Ideale dienten.

Es liegt auf der Hand, wie diese Definition auf Produkte von
beliebig vielen Idealen zu erweitern ist. Hs ist ferner klar, was man
unter der Potenz cines Ideals mit ganzzahligem positivem Exponenten
zu verstehen haben wird.

Fir die so definierte Multiplikation von Idealen gilt, wie man
unmittelbar einsieht, das assoziative Gesetz und das kommutative Gesetz:

(aby-¢=a-(bc),
ab=ba

Bezugnehmend auf (27) definiert man ferner (a, 0) als das fol-
gende Ideal:

(0, 0) = (e oy sy BroPoyvoy B
Alsdann tritt zu den bezeichneten zwei Gesetzen fiir die Multipliku-
tion der Ideale noch ein distributives Gesetz hinzu, indem

(0, b) - ¢ = (ac, be) (2%)
wird. )
Es kommt offenbar auf dasselbe hinaus, ob man ein Ideal mit
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einer ganzen Zahl « (4 0) oder mit dem aus dieser Zahl hervor-
gehenden Hauptideal («) multipliziert (vgl. § 5).

XLI.  Jedes Ideal reproduziert sich selbst, wenn man es mit dem
Hauptideal (1) multipliziert.

Dieser Satz ist von vornherein klar; es gilt aber auch, was sehr
wichtig ist, die Umkehrung hiervon, welche lautet:

XLI'. Aus einer Idealrelation

ab=a (29)
folyt notewendiy
b= (1)

(Dabei wird, wie immer [vgl. § 2], daran festgehalten, daB ein Ideal
stets auch von Null verschiedene Zahlen enthiilt.)

Der Einfachheit halber denken wir uns den vorliegenden Korper
wieder als einen kubischen; zudem konnen wir die Ideale a und b
insbesondere je durch eine Basis «,, «,, «; bzw. f,, f,, B, festgelegt
annehmen; dann bedeutet (29), daB jede Zahl « in a sich als lineare
Verbindung der neun Zahlen « 8, ,f,, ..., ¢, mit ganzzahligen
mm Korper liegenden Koeffizienten darstellen lifit; fassen wir nun in
dieser Darstellung je die Glieder mit «,, mit «,, mit «; zusammen,
so erhalten wir « in der Form einer linearen Verbindung der Zahlen
@y, ty, uy mit Koeffizienten, welche Zahlen in b sind. Es ist also
unter anderem

up = P + Bty + Piyu,
wy = By + Poatty + Postty,
Uy = Py 0y + Paoety + Pazy,
worin B, By, - - -, Bss gewisse Zahlen in b bedeuten. Hieraus folgt
mit Notwendigkeit das Verschwinden der Determinante dieser in
¢y, Uy, ¢y homogenen Gleichungen:
‘ ﬁn_l} ﬁm; ﬁw :
ﬂzu 522"‘1y ﬂ?3 = 0.
ﬂsn ﬂ32; 1333 —1
Denken wir uns nun diese Determinante entwickelt und in der er-
haltenen Gleichung das Glied 1 auf die rechte Seite fiir sich gebracht,
so sagt dann die Gleichung aus, dab 1 eine Zahl in b ist. Infolgedessen

ist aber auch jede ganze Zahl des Korpers, als Produkt ihrer selbst
in 1, eine Zahl in b, und also

b = (1).

Die Sitze XLI, XLI" lassen sich noch wesentlich verallgemeinern,
und zwar zu folgenden:
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XLII. Ist
a=2>0

und ¢ ein beliebiges Ideal im Kdirper, so ist auch
ac = be.

Diese Tatsache ist unmittelbar klar. Es ldBt sich aber auch
die Umkehrung hiervon beweisen:
XLII".  Aus

folgt

ac = be (30)

a=50

(Den Idealen a, b, ¢ hier entsprechen in (29) bzw. b, (1), a.)
Bei dem Beweise dieses letzteren Satzes werden wir drei Fille
unterscheiden:

1% ¢ ser ein Hauptideal, = (p). Dann bedeutet
a(y) = b(y),

daB zu einer jeden Zahl « in a eine Zahl § in b und zu einer jeden
Zahl f in b eine Zahl « in a derart gehort, dafl

wy =Py,
also
«=2_
wird; dies heiBt aber, daB
a=>0

ist.

20 ¢ set ein beliebiges Ideal; dagegen sei iwenigstens cines der
Ideale a, b ein Hauptideal, etwa b= (f). Indem wir uns der Ein-
fachheit halber den vorliegenden Korper wieder als einen kubischen
denken, nehmen wir p,, p,, 7, als eine Basis in ¢ an; dann ist offen-
bar By, B7,, By; eine Basis in (f)c und die Voraussetzung

ac = ()¢ (31)
besagt also, daB eine jede Zahl in ac als lineare Verbindung der
GroBen By,, B7,, By, mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten dar-

gestellt werden kann, also insbesondere, wenn « eine heliebige Zahl
in a ist, stets drei Gleichungen

wpy=pBy+ GBvy + riBys,
wyy = PeByy + G Bve + 1875,
apy; =psByy + GByy + 1By
mit ganzen rationalen Zahlen p,, ¢,, ..., r, bestehen. Daraus folgt

notwendig das Verschwinden der Determinante dieser drei in p,,p,,7,
homogenen Relationen:
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\ « .

1Py — B q1» Fyy

i o

| P2y ’12_737 Vo = 0.
| o

‘ s, A3, 73— ‘g

Diese letztere Gleichheit besagt nun, nach Entwicklung der Determi-
nante hierin, daB die Zahl «/f einer algebraischen Gleichung mit
ganzen rationalen Koeffizienten und dem hichsten Koeffizienten 1 ge-
niigh; hiernach ist also «/f eine ganze Zahl. Jede Zahl in a ist so-
mit durch f teilbar und es existiert infolgedessen ein Ideal e =
(/B «/B, ..., «,/P); fir dasselbe gilt dann die Relation

a=e(f) (32)
Diese liefert nun, in (31) beriicksichtigt:
e(B)e=(B)e,

woraus dem unter 1° Bewiesenen gemil

CC=¢

und also nach dem Satze XLI
e =(1)

folgt; mit Riicksicht darauf ergibt aber (32):
a=(f).

was zu bewelsen war.

3% q, 0. ¢ selen belichige Ideale ¢m Kirper. Den Beweis des
Satzes XLII” griinden wir unter diesen allgemeinsten Umstéinden auf
zwel Hilfssiitzen, denen auch an sich eine fundamentale Bedeutung in
der Idealtheorie zukommt. Der eine dieser Hilfssiitze lautet:

XL Zuw jedene beliebigen Ideal ¢ des Kirpers gibt es eine posi-
tive ganze rationale Zall g derart, daff ¢ ein Hauptideal wird.

Beweis: Ist ¢ selbst ein Hauptideal, so versteht sich der Satz
von selbst, speziell mit dem Werte ¢ = 1. Ist ¢ kein Hauptideal, so
bilden wir aus ¢ durch fortgesetzte Potenzierung die Folge der Ideale
¢, ¢ % ...; jedes dieser Ideale reprisentiert irgend eine von den
Idealklassen des Korpers, der es selbst angehirt; da nun fir den
Korper, nach Satz XXXIX, tiberhaupt nur eine endliche Anzahl ver-
schiedener Idealklassen existieren, so miissen wir in der obigen Folge
von Idealen auch dquivalenten Idealen begegnen. Es sei demgemiils
¢ das erste angetroffene Ideal, welches einem bereits vorher vor-
kommenden, etwa ¢, dquivalent ist; dann gibt es im Korper irgend
welche von Null verschiedene ganze Zahlen u, v, so daB
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) = ()

wird. Daraus folgt nach dem schon unter 2° Bewiesenen:

()ers = (u);
demnach ist die ganze Zahl u durch die ganze Zahl v teilbar, also
etwa = ywv, wobel p eine weitere ganze Zahl 4= 0 im Korper bedeutet,
und somit haben wir: i
(v)en= = (p)(v);

hieraus folgt endlich dem unter 1° Bewiesenen gemif:

(h— o = (7)
Danach ist unser Satz mit dem Werte g = ¢, — ¢, richtig. Die hier
ermittelte Zahl g, — ¢, ist zugleich der &leinste positive Exponent,
zu dem a erhoben ein Hauptideal wird, denn eine gegenteilige An-
nahme wiirde, wie man sich leicht tiberzeugt, zu einem Widerspruch
gegen die Voraussetzung iiber die Natur des Exponenten ¢, fiihren.

Der andere von den erforderlichen Hilfssiitzen lautet:

XLIV. 2w jedem beliebigen Ideal kanw wman im Kiorper ein wei-
teres Ideal derart finden, daf3 das Produkt beider Ideale cin Haupl-
tdeal wird.

Beweis: Ist ¢ das gegebene Ideal und ¢ ein solcher ganzer ratio-
naler positiver Expouent, daB ¢ ein Hauptideal, = (p), wird, so
brauchen wir nur ¢! fiir das weitere Ideal, von welchem in dem
Satze die Rede ist, zu nehmen und haben damit in der Tat:

-t = (p).
Dabei ist, sollte ¢ =1, also ¢ selbst ein Hauptideal sein, unter ¢
das Hauptideal (1) zu verstehen.

Nun gestaltet sich der Beweis des Satzes XLII' im allgemeinen
Falle 3° sehr einfach. Wir bestimmen zu dem in der Formel (30)
auftretenden Ideal ¢ ein Ideal ¢* im Korper derart, daB cc* ein Haupt-
ideal, = (), wird: multiplizieren wir sodann in (30) beide Seiten mit
¥, so ergibt sich:

a(y) =b(p),

und hierans folgt gem#f dem bereits im Falle 1° Bewiesenen:

a="5,
was zZu beweiseu war.

§ 9. Reziproke ldealklassen.

Den auf Gleichheiten zwischen Idealen beziiglichen elementaren
Stitzen des vorigen Paragraphen entsprechen ganz analoge Siitze
tiber Aquivalenzen zwischen Idealen.
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Es wird hier immer nur von Idealen und ganzen Zahlen in einem
bestimmten Korper gesprochen.

So ist aus der Definition der Aquivalenz von Idealen unmittel-
bar klar,

XLV. daB wenn a ein beliebiges Ideal und (B) ein beliebiges
Hauptideal im Kirper bedeuten, stets

. a(f) ~a
ist.

Es gilt aber auch die Umkehrung hiervon, lautend:
XLV'. Wenn
ab~a

ist, so ist b notwendig <ein Hauptideal. Denn es gibt dann ganze
Zahlen u =0 und v 4+ 0 im Korper, so daB

vab = pa
ist, und hieraus folgt nach dem Satze XLII":
vh = (u);

danach ist w durch v teilbar und kommt b auf das Hauptideal (u/v)
hinaus, also ist

b~ (1).

XLVL  Multipliziert man zwei dquivalente Ideale a, b mit einem
und demselben Ideal ¢, so sind auch die erhaltenen Produkte dqui-
valent. In der Tat: nach Voraussetzung gibt es zwei von Null ver-
schiedene ganze Zahlen u, v im K&rper derart, daB

vh = ua
ist; daraus folgt
vbo=pac,
also
be~ac
Auch fiir diesen Satz gilt die genaue Umkehrung, und zwar:
XLVI.  Aus
ac~ be
folyt
a~Db.

Denn der Voraussetzung gemiB gibt es von Null verschiedene ganze
Zahlen yu, v im Korper derart, daB

pac = vhe
wird; daraus folgt dann nach XLII':
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pa = vh,
also
a~b.

Durch Anwendung des Satzes XLVI bzw. XLVI' ergeben sich
die folgenden Tatsachen:
XLVII.  Hat man
a~a¥ Db~ b¥
so gilt
ab ~ a¥b ~ a*p*
XLVII'.  Hat man
ab ~ a®b¥ -~ 0¥
so folgt hieraus zundichst:
ab ~ a*b ~ a* 0¥
und daraus:
b~ 0¥

Zu einem Ideal a kann nach dem Satze XLIV immer im Korper
ein solches Ideal b ermittelt werden, dafl

ab ~ (1)

wird. Hernach wird dann dem Satze XLVII zufolge auch das Pro-
dukt eines beliebigen ldeals derjenigen Klasse, welcher a angehort, in
ein beliebiges Ideal der durch b bestimmten Klasse ~ (1) sein.

Zwei in derartiger Beziehung zueinander stehende Idealklassen
des Korpers, daB ein Produkt aus einem beliebigen Ideal der ersten
und einem beliebigen Ideal der zweiten Klasse stets ein Hauptideal
liefert, nennt man zueinander veziprok.

Zu jeder Idealllasse gehort im Kivper eine einzige veziproke Ideal-
klasse; hat man nimlich fiir Ideale a, b, 0* des Korpers gleichzeitig

ab~ (1), ab*~ (1),
so kann dies wegen des Satzes XLVI nicht anders stattfinden, als daB
b~ b*

ist, also b und 0% zu derselben Idealklasse gehoren.

Die Klasse der Hauptideale ist zu sich selbst veziprol; denn das
Produkt von zwei Hauptidealen ist immer wieder ein Hauptideal.

§ 10. Teilbarkeit von Idealen.

Wenn zu zwei Idealen «a, t ein drittes m derart gehort, daB

a —mt ist, so sagen wir, daB a durch t feilbar ist oder daB t ein
Tetler von a ist.



174 V. Zur Theorie der Ideale.

Jedes Ideal ist durch sich selbst und durch das Hauptideal (1)
teilbar.

Der Umstand, daf3 ein Ideal a durch ein Hauptideal () teilbar
ist, kommt offenbar darauf lhinaus, daf jede Zall in o dwrch z teil-
bar ist.

Die Beziehung eines Ideals a zu einem Teiler t desselben lift
sich noch auf eine andere Weise charakterisieren. Ist a = mt, so
folgt daraus, daf jede Zahl in a sich linear aus Zahlen in t zusammen-
setzen liBt mit Koeffizienten, die Zahlen in m sind. Daraus geht
dann vor allem hervor, daf3 jede Zahl in o wunter den Zahlen des
Ideals t vorkommt. daB also das Punktgitter (3(a) ganz im Punkt-
gitter ((t) aufgeht, — oder, wie wir sagen wollen, um die Aus-
drucksweise besser der Vorstellung von t als Teil anzupassen, —
daB das Punktgitter 5(a) das Punktgitter (3(t) wngibt.

Wenn umgekehrt es zunichst feststeht, daB das Punktgitter (5(a)
das Punktgitter &(t) umgibt, d. h. dafl eine jede Zahl von a unter
jenen von t vorkommt, so folgt daraus sofort auch mit Notwendig-
keit, daf das Ideal o durch das Ideal t teillbar ist. Ist némlich zu-
niichst t ein Hauptideal, so versteht sich die behauptete Tatsache
ohne weiteres. Ist ferner t kein Hauptideal, so kinnen wir dazu
jedenfalls ein Ideal t* derart bestimmen, dafl tt* ecin Hauptideal,
= (r) wird; da alsdann infolge unserer Voraussetzung, wie man ohne
Weiteres erkennt, auch jede Zahl aus at* eine Zahl uus tt* sein wird,
d. h. alle Zahlen von at* unter jenen von tt* also unter den simt-
lichen Vielfachen von 7 vorkommen. so ist also nach dem bereits so-
eben Bemerkten gewiff at® durch tt* und in der Folge nun, nach
dem Satze XLII', a durch t teilbar.

Auf Grund dieser Tatsachen ergibt sich hiermit die folgende
andere Charakterisierung des Begriffs ,Teiler eines Ideals“: Fin Ideal
t st ein Teiler des Ideals a, wenn alle Zahlen von a auch in t vor-
konanen.

Man hat hiernach zu beachten, dall von zwel Idealen, deren eines
cin Teiler des anderen ist, der Teiler zumindest dieselben Zahlen um-
faBt, wie das andere Ideal, also das an Zahlen reichere Ideal ist,
falls nicht beide Ideale identisch sind. Wie denn bheispielsweise das
Ideal (1), welches Teiler eines jeden Ideals im Korper ist, iiberhaupt
alle ganzen Zahlen des Korpers in sich begreift.

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser letzteren Charakterisierung
eines Idealteilers ist der folgende Satz:

XLVIL  Bedeutet « cine beliebige Zahl in einem Ideal a, so ist
stets das Hauptideal («) durch a teilbar. —

Ist t gleichzeitig Teiler eines jeden von zwei Idealen q, b, so nennt
man es einen gemeinsanen Teiler der zwel Ideale.
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Das aus zwei Idealen «, b abzuleitende Ideal (a, b) (vgl. § 8) st
ein gemeinsamer Teiler von a und b; denn sowohl jede Zahl von q, als
auch jede von b ist unter den Zahlen des Ideals (a, D) enthalten.
Zugleich ist jeder gemeinsame Teiler von a und b auch Teiler von (q, b):
denn aus zwei Gleichungen

a=tm, b=tn
fiir Ideale t, m, n folgt (nach § 8, Gleich. (28)):
(a, b) = (tm, tn) = t(m, n).
Wegen dieser beiden Eigenschaften nennt man das Ideal (q, b) den
gropten gemeinsamen Teiler der Ideale q, D.

Ist der grofite gemeinsame Teiler zweier Ideale = (1), so nennt

man diese Ideale {feilerfremd oder relativ prim.

XLIX. Sind die Ideale o, b tellerfremd, so lassen sich in ilnew
bziw. zwer Zallen «, 8 derart angeben, dafi

«+f=1
(a, 0) = (1),
dabei (nach den Zahlen, aus denen die ldeale entspringen),
0= (e, Gy ), b=, Bs...,B)

so muf} sich die Zahl 1, weil sie in (a, b) vorkommen soll, in der
Form

L= dyoy + Ayty + -+ Ay, + 0,y + 1B, + -+ e (33)

darstellen lassen, worin

wird.  Ist nimlich

Ay hgy ooy dyy Uy, L1y,

irgend welche ganze Zahlen des Kérpers sind; nun ist in (33)
Ao+ dyuy + oo+ A,

B+ wefy

emme Zahl in b und daraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der Be-
hauptung. —

Die Begriffe cines gemeinsamen und des grofiten gemeinsamen
Teilers zweier Ideale und die darauf beziiglichen Sétze lassen sich in
naheliegender Weise auf gemeinsame Teiler beliebig vieler Ideale er-
weitern, ganz wie dies mit den analogen Begriffen und Sitzen in der
Theorie der rationalen Zahlen zu geschehen pflegt.

eine Zahl in q,



176 V. Zur Theorie der Ideale.

§ 11. Zerlegung von Idealen in Primideale.

Die Beziehung zwischen einem Ideal a und einem Teiler des-
selben, t, lieB in § 10 die einfache geometrische Deutung zu: das
Punktgitter &(a) umgibt das Punktgitter ((t).

Wir konnen danach alle Teiler t eines vorgelegten Ideals a in
der Weise ermitteln, daB wir zunichst alle im Gesamtgitter & (o) des
Korpers irgendwie enthaltenen Gitter suchen, welche vom Gitter G (a)
umgeben werden, und von den gefundenen Gittern sodann nur die-
jenigen beibehalten, welche tiberhaupt Idealen entsprechen, wofiir die
am Schlusse von § 3 angegebenen Umstiinde maBgebend sind.

Zu jedem Teiler t von a, resp. zu dem ihm entsprechenden Gitter
O (t) gehort nun, wenn das Gitter (5(a) irgendwie auf ein Grund-

parallelepiped
0<X<1, 0<Y<1, 0<7z<1

bezogen ist, ein diesem letzteren adaptiertes Grundparallelepiped, (vgl.

Kap. IIT § 14), — also eine ganz bestimmte Substitution
Z=LX+LY+ ,Z,

= myY + my 2, (34)

nyZ

mit ganzzahligen rationalen, die Ungleichungen

I, >0, my>0, ng>0,
l, Iy m,
0< <1, 0 k<1, 0t @5

3

4]

~

befriedigenden Koeffizienten, — derart, daff (3(t) genau durch das Gitter
in 7, §, £ vorgestellt wird. Zugleich ergibt sich aus dieser Sub-
stitution der Zusammenhang zwischen der dem 7-, -, Z - Gitter zugrunde
liegenden Basisform des Ideals t, etwa 7,# + 7,7 + 73, und der dem
X, Y, Z-Gitter zugrunde liegenden Basisform des Ideals a, etwa
o, X + Y + ¢;Z, und zwar in den Relationen:

w =,

vy = bt + My 1y,

wy = Iyt + myT, + g7
Ziehen wir noch die zu diesen letzteren analogen Relationen fiir
die zu &, ...7, konjugierten GroBen e« ,...7y bzw. ", ... 7"
heran, so ergibt sich aus allen neun Relationen zuniichst die folgende
Beziehung zwischen der Diskriminante von ¢, ey, ¢; und jener von
Ty T2y T3t

Aa,, ¢, o) =1 2m2 02 A1, 1,, T,). 36
1 2 3. 1 2 S 1> Y29 *3
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Da nun (vgl. § 4)
A%y, ¢y, 05) = (Nma)* - A%, 0, w,),
Az, 1y, 75) = (Nmt)® - Ao, 0y, o)

ist, unter ®,, ©,, ®, eine Basis im Korper verstanden, so folgt aus
(36) weiter:
Nma = {;myn, - Nmt.

Es ist also { myn; ein Teiler von Nma und hieraus folgt, daB, wenn
das Ideal a, oder selbst nur Nma, vorgegeben ist, zuniichst fiir die
ganzen positiven Zahlen 1, my. ny und Lernach, mit Riicksicht noch auf
(35), iiberhaupt fiir die samtlichen Koeffizienten in der Substitution (34)
von vornhercin wwr eine endliche Anzall von Wertelombinationen zu-
liissiy ist. Namentlich zeigt sich, daf in jedem besonderen Falle ent-
weder [[mg1; > 1 und dann Nmt < Nma ist, oder andernfalls nur
t=oa sein kann; d. h. jeder Teiler von qa, aufer o selbst, hat eine Norm,
die <Nma ist. Da {iberdies zwei verschiedenen Teilern von a not-
wendig zwel verschiedene Substitutionen (34) entsprechen, so liefert
unsere Uberlegung den folgenden Satz:

L. Ein gegebenes Ideal Lann nur eine endliche Anzahl von ver-
schiedenen Teilern haben.

Ein von (1) verschiedenes Ideal, welches auBer sich selbst und
dem Hauptideal (1) keine weiteren Teiler besitzt, also nicht anders in
zwel Idealfaktoren zerleghar ist, als in ein Produkt aus sich selbst in
das Hauptideal (1), soll ein Primideal heien.

Der Wert 1 als Norm kommt nur dem Ideale (1) zu. Wir be-
zeichnen eine Zerlegung a = mit eines von (1) verschiedenen Ideals a
als eine echte Zerlegung, wenn dabei weder m — (1), t=aqa, noch
m=aqa, t=(1) ist; bei einer solchen echten Zerlegung muB dem
Obigen zufolge Nmt und muB desgleichen Nmm als ganze rationale,
1 mnoch tiberschreitende Zahl < Nma ausfallen. Auf Grund dieser
Tatsache liBt sich unmittelbar der SchluB ziehen, dal ein beliebiy
vorgelegtes, wvon (1) verschiedenes Ideal entweder leine echte Zerleguug
zuldfit oder durch fortgesetzte echte Zerlequng in Teiler sich schlieBlich
als Produkt einer endlichen Anzall von solchen, von (1) wverschiedenen
Idealen darsteller muf3, welche keine echie Zerlequng mehr zulassen.
Wir kommen damit zum folgenden Satze:

LL  Iin gegebenes wvon (1) wverscliedenes Ideal ist entweder ein
Primideal oder es lift sich als Produkt einer endlichen Awzahl wvon
Primidealen darstellen.

Die hier durchgefiihrte Betrachtung zeigt auch den Weg, auf

welchem die Damtellunu‘ eines [deals als Produl\t von Prlmldeﬂen
gewonnen werden kann.

Minkowski, diophant. Approximationen 12
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§ 12. Eindeutigkeit der Zerlegung von Idealen in Primideale.

Es fragt sich nun, ob man auf verschiedenen Wegen nicht etwa
zu verschiedenen multiplikativen Darstellungen desselben Ideals durch
Primideale gelangen kann. Diese Frage ist zu verneinen:

LIL  Die multiplikative Zerlegung eines Ideals in Primideale ist
immer eindeutiy.

Zum Beweise dieses fundamentalen Satzes brauchen wir den fol-
genden Hilfssatz:

LI  Wenn das Produkt zwecier Ideale durch ein Primideal teil-
bar ist, so muf3 mindestens einer der beiden Faktoren durch dieses
Primideal teilbar sein.

Beweis: Es sel das Primideal p ein Teiler des Produkts der
Ideale a, b. Angenommen, es sei dabei a nicht durch p teilbar und
daher a zu p teilerfremd, dann ist hier zu zeigen, daB p in b aut-
gehen muB. Wir bestimmen nach dem Satze XLIX (8. 175) eine Zahl
« in a und eine Zahl ¢ in p derart, daB

¢ +@p=1

wird. Bedeutet nun g eine beliebige Zahl in 0, so ist «f3 eine Zahl
in ab, also auch in dem Teiler p von ab; ferner ist Sg ebenfalls
eine Zahl in p; in der Folge ist also auch die Summe der beiden
Zahlen, (¢ + @)f = p, unter den Zahlen von p enthalten. Sonach ist
jede Zahl in 0 zugleich eine Zahl in p und also p ein Teiler von b,
was zu beweisen war.

Der Hilfssatz LIII iibertriigt sich sofort, mit entsprechend ge-
dndertem Wortlaute, auf ein Produkt von beliebig vielen Idealen.

Angenommen nun, um zum Beweise des Satzes LII iiberzugehen,
es ligen fiir ein Ideal a 4 (1) zwei verschiedene Zerlegungen vor:

81 . Sa s
a=p/'p;...p/

4ty ¢
=0/, ... 97,

worin P, Py, . . ., P, fliv sich und qy, 0y, .. ., q, fiir sich jedesmal unter-
einander verschiedene Primideale und s, s, ..., s;, t;, &, . . ., t, lauter
positive ganze Zahlen hedeuten. Auf Grund des soeben bewiesenen Hilfs-
satzes erschliefit man, dall jedes der Ideale p,, p,, ..., p, Teiler von
mindestens einem der Ideale g, gy, .. ., q, sein muf und umgekehrt.
Dies ist aber, da hier lauter Primideale vorliegen, offenbar nur so
moglich, daB die einzelnen p mit den einzelnen g bis auf die Reihen-
folge bzw. identisch sind. Wir kiimen also bei entsprechender An-
ordnung der q zu zwei Darstellungen folgender Art fiir a:
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$; 3. 8
a=5p'p, ... :pff

t) ..t t
=p,Ps ... prf.

Wiire nun beispielsweise s, < #,, so wiirde aus (37) folgen:

(37)

S 8y =8 L ¢
A L U IR

wobel also die rechte Seite, aber kein Faktor der linken Seite durch
p, teilbar wire, was dem besagten Hilfssatze widersprechen wiirde.
Es mull daher notwendig s, =# und aus analogen Griinden auch
weiter s, =14, ..., s, =%, sein; hiermit ist aber der Satz LII be-
wiesen.*)

§ 13. Restensystem nach einem Ideal.

Wenn eine Zahl « in einem gegebenen Ideal a enthalten ist,
so sagen wir, daB « kongruent 0 ist mach dem Modul a und schreiben
dies, wie folgt:

« =0 (mod a).

Diese Aussage ist also gleichbedeutend damit, daB das Hauptideal
(e) durch a teilbar ist.

Wir nennen zwel ganze Zahlen des Korpers, o o, nach einem
Ideal o des Kirpers als Modul emander Longruent, in Zeichen

o* = o (mod ),

wenn

©* — o =0 (mod a)
ist. Bilden ¢, «,, «; eine Basis des Ideals a, — wir nehmen dabei
wieder das Beispiel eines kubischen Korpers auf, — so kommt die

eben erwihnte Beziehung zwischen o* und o auf das Bestehen einer
(leichung

oFf = o + P¢ + Qu, + Re,

mit rationalen ganzen P, ), It hinaus.

* Die Idee, vuerst dic Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen festzu-
stellen und diese Tatsache dann als Grundlage fiir den Beweis des Satzes von
der eindeutigen Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale zu nehmen, rithrt von
Hurwitz (Gott. Nachr. 1895, pag. 324) her. Hurwitz fiihrte diese Idee auf
einem Wege durch, der als eine Verallgemeinerung des Euklidischen Divisions-
verfahrens zur Bestimmung des groften gemeinsamen Teilers zweier Zahlen an-
gesehen werden kann. Neu ist hier die Verwendung der Sitze tiher die Adap-
tion eines Zahlengitters an ein enthaltenes Gitter (Kap. III § 14) und der allge-
meinen diophantischen Approximationen in bezug auf Parallelepipede bzw.
elliptische Zylinder behufs Erreichung des gleichen Zieles.

12*
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Man beweist mit Leichtigkeit die folgenden Sitze, in denen unter
ganzen Zahlen und Idealen stets ganze Zahlen und Ideale des ge-
gebenen Korpers zu verstehen sind und kleine griechische Buchstaben
nur solche ganze Zahlen, kleine deutsche Buchstaben nur solche
Ideale bezeichnen sollen:

LIV. Jede ganze Zahl ist sich selbst nach einem beliebigen Ideal
als Modul kongruent.

LIV'. Wenn zwel ganze Zahlen derselben dritten ganzen Zahl nacl:
einem Ideal a als Modul Longruent sind, so sind sie auch untereinander
mod o kongruent.

LV. Wenn
¢t =06, =1 (moda)
sty so folgt daraus:

6% 4 1% =06 + v (mod a),
6*1r¥ = 6v (mod a).
LV. Weii
cw* =60 (mod q)
und dabel das Hauptideal () zu a teilerfremd ist, so ist auch

o* =0 (mod q).

LVI. Weun

0 =0 (mod Q)

und t ein Teiler von «a ist, so ist auch

0¥ =0 (mod ).
LVI. TWeun

w* = (mod q),
o* =0 (mod b)

ist wnd zugleich o, b teilerfremd sind, so ist auch
®* = o (mod ab).

Wir denken uns ein Ideal a von der Norm N(a) = N in der
iithlichen Weise durch ein Gitter ((a) dargestellt, welches selbst in
dem Gitter (5(o) der simtlichen Zahlen des (hier wieder als kubisch
gedachten) Korpers enthalten ist; es sei dabei G(a) auf ein Grund-
parallelepiped

0<X<1, 0<Y <1, 6<x<1 (38)

bezogen und ¢ X 4 ¢, + w3/ die diesem Gitter (S(a) entsprechende
Basisform fiir a. Sind dann

Gy, Gyy - ..y Oy (39)

diejenigen, der Anzahl nach N, ganzen Zahlen des Korpers, fiir welche
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die zugehédrigen Gitterpunkte in ($(o) dem Bereiche des Grundparallel-
epipeds (38) angehéren (vgl. §4), so 148t sich zu einer jeden ganzen
Zahl o des Korpers eine Zahl o, unter jenen (39) eindeutig derart

angeben, daf
@ =g, (mod q) (40)

wird. Es ist ndmlich offenbar dieses o6, genau diejenige eindeutig
bestimmte unter den Zahlen (39), fiir welche der zugehorige Gritter-
punkt dem der Zahl @ entsprechenden Gitterpunkte in bezug auf das
Gitter G(a) homolog ist, d. h. aus diesem letzteren Gitterpunkte bei
einer entsprechenden Translation des Gitters (¥(a) in sich selbst
hervorgeht; sind X =— P, Y= — @, 7/ =-— R die (ganzzahligen)
Bestimmungsstiicke der betreffenden Translation, so haben wir dabei:

6, = 0 — Pu, — Quy — Ry,

woraus die Beziehung (40) folgt. Zugleich erhellt, daBl es unter den
Zahlen (39) selbst nicht zwei mod a einander kongruente geben kann.
Wir gewinnen damit folgenden Satz:

LVIL Zu einem Ideal o von der Norm N lassen sicl stets N
ganze Zahlen i Korper devart angeben, daf3 jede ganze Zahl des
Kirpers emer und nur einer dieser N Zahlen mod a kongruent ist.

N Zahlen 1m Kérper von dieser Art nennen wir ein wollstiindiges
Restensystem modulo a.

Aus einem vollstiindigen Restensystem mod a kann man beliebig
viele andere solche Systeme ableiten, indem man die einzelnen Ele-
mente des erstgegebenen beliebig durch additive Hinzufiigung von
irgend welchen Zahlen des Ideals a variiert.

Hiermit haben wir fiir die Norm eines Ideals eine neue Be-
deutung gefunden: die Nowm eines Ideals st mit der Anzall der
Elemente i einem  vollsténdigen Restensystem  nach dem Ideal als
Modul identisch.

& 14. Sitze iiber Normen von Idealen.

Auf der zuletzt gewonnenen Bedeutung der Norm eines Ideals
wird sich der Beweis des folgenden Satzes wesentlich griinden:

LVIIL. Die Norm des Produltes zwcier Ideale a, b ist gleich dem
Produkte der Normen der einzelnen Ialtoren:

Nm (ab) = Nma - Nm 0.
Wir werden beim Beweise dieses Satzes hier nach einander vier

Fille betrachten; den vorliegenden Koérper denken wir uns wieder der
Einfachheit halber als einen kubischen.
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1°. Mindestens einer der Faktoren ist ein Hauptideal, etwa a = (c).
Ist By, Bs, B; eine Basis fiir b, so ist «f,, «f,, «B,; eine solche fiir
(¢)b und wir haben sodann nach der urspriinglichen Definition der
Norm eines Ideals (s. § 4 Gleich. (5)):

A*(By, By By) = (Nmb)* - Aoy, 0y, 0),
A (afy, afy, ¢fy) = (Nm(eb)? - Aoy, 0,, o),

unter ©,, 0y, 0y eine Basis des Korpers verstanden. Andererseits finden
wir unmittelbar, auf Grund von Nme = eo’a”:

A (afy, efy, efy) = (Nma)* - A*(By, B, B5).

Aus den drei Beziehungen zusammen ergibt sich nun, — wenn wir
noch beriicksichtigen, daB die Norm eines ldeals als eine wesentlich
positive GroBe eingefiihrt ist, — die Relation:

Nm (eb) = Nm (&) - Nm b.

20 Die beiden Faktoren o, b sind teilerfremde. sonst beliebige Ideale.
Dann lassen sich eine Zahl « in a und eine Zahl 8 in b derart an-
geben, daf

o+ p=1
und also
¢« =0, =1 (moda),
41
¢=1, =0 (modb) (4

wird. Durchliuft nun ¢ die Nma Zahlen eines vollstindigen Resten-
systems mod a und 7 die Nmb Zahlen eines vollstindigen Resten-
systems mod b, so zeigen wir, daf die Nma - Nmb Verbindungen (o, )
in den Werten

Bo 4+t (42)

genan ein vollstindiges estensystem mod ab ergeben.
In der Tat: Ist @ eine beliebige ganze Zahl im Korper, so haben
wir mit eindeutig bestimmten unter den Zahlen ¢ und t:

o =0 (moda), w=r7 (modD)); (43)
wegen (41) ist dann, unter Benutzung des Satzes LV,
® =p6+ et (moda), ®=p6+ ar (modbh),
also, da q, b teilerfremd sind, nach dem Satze LVI,
® = f6 + ¢t (mod ab).

Andererseits gibt es unter den simtlichen Nma - Nmb entstehenden
Zahlen (42) keine zwei mod ab einander kongruente; demn die An-
nahme einer Kongruenz
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Bo* 4+ ar* = Bo + ar (mod ab)
fiir irgend zwei jener Verbindungen, (g, t), (6%, %), wiirde zunichst zu
6* =0 (moda), 7*=r7 (modb)

und damit sogleich zu

0% =0, =

fithren, so daB es sich hier garnicht um zwei verschiedene jener
Verbindungen handeln konnte.

Es bilden also auf diese Weise die Nma-Nmb Zahlen (42)
tatsiichlich ein vollstindiges Restensystem mod (a 0) und, da ein solches
eben genau aus Nm(ab) Elementen bestehen soll, so folgt notwendig:

Nm(ab) = Nma - Nmb, w.z b.w.
3% q ist ein Primideal, = p. b irgend cine Potenz desselben, = y'.

Nach dem Satze XLIII existiert zu p ein ganzzahliger rationaler
Exponent g > 1, so daf \
p~ (1) (44)

wird. Nun sei ¢ eine solche Zahl in p’—% welche in p’ nicht ent-
halten ist; solche Zahlen muf es in p/—! geben, denn wire jede
Zahl von p—' in p”’ enthalten, so wire p’=! duvrch p” teilbar, was
durch den Satz LII hier ausgeschlossen ist. Fiir das aus ¢ hervor-
gehende Hauptideal gilt nun:
WJ) =l

wobel ¢ ein bestimmtes zu p teilerfremdes Ideal sein wird, und zu-
gleich hat man

P (L) v
Aus (44) und (45) folgt nun nach dem Satze XLVI (8. 172):
¢~ p,

und es gibt sonach von Null verschiedene ganze Zahlen u, » im
Kérper, so daB
ue=wp (46)

wird; dann ergibt sich weiter durch Multiplikation mit p’:
pept = vpitt

und hieraus folgt unter Berticksichtigung der in den Fiillen 1° und 2°
bereits bewiesenen Tatsachen insbesondere, da ¢ zu p prim ist:

Nm(u) - Nmc - Nmp’ = Nm(v) - Nmptt (47)
Andererseits ist wegen (46), mit Riicksicht auf den Fall 19,
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Nm () - Nm¢= Nm(») - Nmp;
berticksichtigen wir dies in (47), so folgt endlich:
Nmyp'*? = Nmp - Nmp/, w.z b.w

40 qa, b sind belicbige Ideale. Denken wir uns a in Primideale
zerlegt,
A ty
a=p'p; ... Py,
. : : . . . 0
so folgt unter schrittweiser Anwendung der in den Fillen 2° und 3
bewiesenen Tatsachen:

Nma = (Nmp,) - (Nmpy)=...(Nmp ).

Ziehen wir andererseits die entsprechende Darstellung fiir Nm b und die-
jenige fiir Nm(ab) heran, so ergibt sich aus den drei Darstellungen
zusammen unmittelbar:

Nm (ab) = Nma - Nmb.

Nunmehr ist der Satz LVIII in voller Allgemeinheit bewiesen.
Auf ihn gestiitzt, werden wir jetzt den folgenden Satz beweisen:

LIX. In jeder Idealklasse eines kubischen Kirpers vom der Dis-
kriminante D gibt es  immer mindestens cin  Ideal, dessen Norm
<6'\]/D’ ausfillt, wobei @ die Konstante 2/9 oder 8/9w bedeutet,
Jje nachdem dic Diskriminante positiv oder wegativ ist.

Es sei namlich die zu betrachtende, ganz beliebig vorausgesetzte
Idealklasse des Korpers durch ein ihr angehoriges Ideal a reprisen-
tiert. 'Wir ziehen dann aus der zu ihr reziproken Idealklasse ein be-
liebiges Ideal ¢ heran und konnen, wie dementsprechend in § 6 aus-
gefithrt wurde (8. 162 Formel (13)), in ¢ eine Zahl p derart bestimmen,
daB die Ungleichung

Nmy|<@Nme VD] (48)

sich als erfiillt erweist. Nun ist das Hauptideal () durch ¢ teilbar
(s. § 10); wir setzen demgemifl

(y) = ay¢ (49)
und daraus folgt unter Anwendung des Satzes LVIII:
INmy = Nm(y)= Nma, - Nm;
dies ergibt, in (48) eingesetzt:

Nma, < @ | VD (50)
Nun ist wegen (49)
ag¢ ~ (1),
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und andererseits war, wie ¢ bestimmt wurde,
ac~ (1);
folglich ist nach dem Satze XLVI
Ty ~ a3

es gehort sonach a, der gegebenen, durch das Ideal a reprisentierten
Idealklasse an und erscheint daher durch die Ungleichung (50) der
Satz LIX bewiesen. —

Alle Methoden und Resultate dieses Kapitels lassen sich, wo wir
sie nur auf kubische Kirper bezogen haben, unschwer auf Korper
beliebigen Grades iibertragen. Es lautet dann insbesondere die Ver-
allgemeinerung des zuletzt bewiesenen Satzes LIX, wie folgt:

LIX. Hat ein algebraischer Zahlkorper n-ten Grades die Diskri-
minante D und sind under den n Wurzeln der irreduziblen Gleichung
n-ten Grades, welcher eine den Korper bestimmende Zahl genligt. im
ganzen s Paare konjugiert-lLomplexer Wurzeln vorhanden, so it sicl
in jeder Idealklasse des Korpers mindestens ein Ideal derart angeben,
daf3 die Norm desselben < <%>3~ :i,: 11/771' ausfillt.

Der Beweis dieses Satzes verliuft in allen Einzelheiten durchaus
analog dem Beweise jenes LIX.*)

¥y In Betreff der allgemeinen diophantischen Approximationen, die beim
Beweise des Satzes LIX’ heranzuziehen sind, vgl. Geometrie der Zahlen § 40, § 42.



Sechstes Kapitel.

Anndherung komplexer Grofen durch Zahlen des
Korpers der dritten oder der vierten Einheitswurzeln.

§ 1. Zahlengitter in vier Dimensionen und konvexe Kirper in
demselben.

Durch eine Ausdehnung der von uns fiir die Ebene und fiir den
Raum im zweiten und dritten Kapitel gebildeten Begriffe auf Mannig-
faltigkeiten von vier reellen Variabeln werden wir in diesem Kapitel
inshesondere Sitze ableiten iiber die Anniherung komplexer Grifien
1° durch die Zahlen, die im Rationalitiitsbereiche der dritten, 2° durch
die Zahlen, die im Rationalitiitshereiche der vierten Einheitswurzeln
liegen.

Die Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme von vier reellen
Variabeln z,, 2,, 7,, #, nennen wir ein Zallengitter in vier Dimen-
sionen und jedes einzelne Wertesystem daraus einen Gitterpunkt in
dem Zahlengitter.

Es bedeute f(z,,a,,¥,,y,) rgend eine eindeutige Funktion der
vier Argumente hierin, welche die Bedingungen

f(()? 0,0, 0) =0, (1)
(@, 25 41, 492) > 0 fiie (2, 2y, 1y, 95) + (0, 0,0, 0), @)
ferner allgemein fiir positives ¢ die Funktionalgleichung
[ty tay, by, ty) = tf(ay, @, 2y, 20e) (3)
und allgemein die Funktionalungleichung
Floy 2% @y %y 00 0+ ™) < F@y, 25, 90 92)
+ £l @, 9% ™) (4)

erfiillt. Den Bereich X der siimtlichen Wertesysteme oder Punkte
Iy, T9, Yy, Us), Welche die Ungleichung

[y o, 0) £ 1 ()
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befriedigen, kOnnen wir dann als einen konvexen Korper (in vier Di-
mensionen), und zwar als einen solchen, der den Nullpunkt im Inneren
enthilt, bezeichnen.

Hat die Funktion f(x,, y, y,, ¥,) noch die weitere Eigenschatt, daB

[(— @y, — &y =Yy — o) = flay, 2o, U1, Ys) (6
ist, so besitzt der Korper K im Nullpunkt einen Mittelpunit.
Wir werden im folgenden es nur mit konvexen Korpern mit Mittel-
punkt zu tun haben.
Unter dem Voluwen des Korpers K verstehen wir das iiber den
Bereich des Korpers zu erstreckende vierfache Integral

J = //T/dxl dz, dy, dy,.

JI

Es gilt der folgende Satz:

LX. Ein lonvexer vierdimensionaler Korper mit Bittelpunkt im
Nullpundt, vom Volumen 2* =16, enthilt aufler seinem Mittelpunkte
immer noch mindestens einen weiteren Gitterpunkt.

Dieser Satz kann genau nach dem Muster der analogen, auf das
zwei- und das dreidimensionale Gitter beziiglichen S#tze bewiesen
werden (vgl. Kap.II § 5, 8.29, Kap. IIl § 2, 8. 60); zwar versagt
hier die geometrische Anschauung, nichtsdestoweniger aber kinnen
simtliche Begriffe und Prozesse, auf denen der geometrische Beweis
in den zwei genannten Fillen beruhte, auch auf den Raum von vier
Dimensionen iibertragen werden, da sie alle auch analvtisch in ganz
bestimmter Weise definiert waren.

Es sei M der kleinste Wert, den die Funktion f(z,, z,, v, #,)
fiir ganzzahlige, nicht insgesamt verschwindende Werte der Argu-
mente anzunehmen vermag. Wir nennen den Kirper (5) kurzweg
den FEichkirper und dann den Korper, welcher durch

[y, way iy ve) < M
definiert ist, den dem Eichkoérper (H) zugehorigen M- Kirper. Dieser
DM -Korper enthiilt also auf der ihn begrenzenden Oberfliche Gitter-
punkte (und zwar offenbar immer in Paaren, die den Nullpunkt als
Mittelpunkt haben), im Inneren aber auBer dem Nullpunkt keinen
weiteren Gitterpunkt. Sein Volumen mufl demnach infolge des soeben
ausgesprochenen Satzes <16 sein und da dasselbe mit Riicksicht auf
die Beziehung (3) sich = M*J ergibt, so folgt hiernach fiir A die
Ungleichung:
2

M < %7} (1)

Zugleich ist es unschwer zu erkennen, daB gewif3 wur in solchen
Fillen das Volumen des M -Kirpers = 16 sein, also in (7) dus Gleichheits-
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zeichen gellen Lann, wo der Kovper ein von einer endlichen Anzald von
Ebenen begrenztes  Polyeder vorstellf. Wir iiberzeugen uns némlich
leicht, analog, wie dies an den entsprechenden Stellen des zweiten
und dritten Kapitels fiir die Ebene resp. den gewdhnlichen Raum ge-
schehen ist, daB die Gesamtheit von Korpern, welche dem M-Kirper®)
lomolog und Tongruent um die einzelnen Gitterpunkic mit lauter ge-
radzalligen x,, z,, 4y, y, als Mittelpunkte Lonstruiert werden, den vier-
dimensionalen Raun nirgends mehr als cinfach, aber gewifp nur n
solchen Fillen liickenlos zu erfilllen vermag, wenn die Oberfliche des
Fichkorpers aus lauter Ebenenstiicken in endlicher Anzahl bestelit: hier-
aus folgt dann leicht die soeben ausgesprochene Behauptung.

§ 2. Einfithrung des Imaginiiren.

Wir werden im folgenden Funktionen f(x,, 25, y,, 9,), resp. solchen
zugehorige Eichkorper () von ganz spezieller Art betrachten.
s bedeute # eine beliebig angenommene komplexe Grifie und
setzen wir
&y 4 Puy =, Y+ Yy = Y;

dann wird dadurch eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem Qua-
drupel der reellen Variabeln x, #,, ¥, ¥, und dem Paar der kom-
plexen Variabeln x, y festgelegt und es kann daher die oben be-
trachtete Funktion f der Variabeln z,, 2,, y,, u, als eine reellwertige
Funktion ¢ der Variabeln 2, y aufgefafit werden:

(21, @9, Yoy Yo) = ¢ (2, ). (8)
Zugleich mit (1), (2), (3), (4), (6) sind dann auch, wie leicht zu
sehen, analoge Beziehungen fiir die Funktion ¢(z, y) erfiillt, und zwar:

¢ (0,0) = 0; (9)

¢ le, y) >0 fir (z,y) + (0, 0); (10)

g (1o, Ly) = tg(z, y) fir (reelles) ¢ > 0; (11)
¢ @+ 2%y +yF) S ela y) + g @ * (12)
g(—a, —y) = ¢(z,9) (13)

Die Funktion ¢(z, y) mige nun weiter noch statt (11) und (13)
die allgemeinere Eigenschaft haben, daf fiir jedes beliebige komplexe
T =1, + #1,, wobei 7, 7, reell gedacht sind,

#) Wir vermeiden noch die Einfithrung des Begriffs der 37/2-Kdrper und
sprechen demzufolge in der Aussage oben nur von den Gitterpunkten mit lauter
geradzahligen Koordinaten.
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v e
)

plre,ry) =7 @z, y) (14)

gelte. Dies bedeutet fiir f(,, 2,, y,,9,) eine ganz bestimmte, bei ge-
gebenem & leicht anzugebende Funktionalgleichung: so lautet dieselbe
fir & =q:

[Ty —Toy, Ty 0y + T, %y, T Yy — Tyllyy oYy + 71 0s)

= Ve, + LR AR N Ak

. 9 - o .
= Vii—m1, ‘i‘Tz‘; Uy @y Yy Y-

Wir werden uns nun im folgenden nur auf die zwel soeben an-
gefithrten Falle & =4 und & = j beschriinken und wollen demgemil
weiterhin unter & immer einen beliebigen dieser zwei Werte ver-
stehen. Sobald dann 2, 2,, y,, ¥, ganz rational gedacht werden,
stellen uns z, y beliebige ganze Zahlen im Korper von ¢ resp. von j
vor. Wir werden auch vom Gitter und von Gitterpunkten in 2, v,
statt von solchen in a, x,, ¥,, ¥, in wohlverstandenem Sinne sprechen.

Fiir das Folgende wird es von Bedeutung sein, duff die genannten
zwel Zahlkiérper K(7) und K(j) auBer -+ 1 noch weitere Hinheiten
enthalten; und zwar enthilt der erstere Korper im ganzen die vier
Einheiten + 1, + ¢, der letztere im ganzen die sechs Einheiten -+ 1,
+ Jj, + % es sind dies die sdmtlichen vierten, resp. die siimtlichen
sechsten Eiuheitswurzeln.

§ 3. Gitterpunkte auf einem AZ-Korper.
Es sei ein konvexer A[-Korper durch eine Ungleichung
plz,y) < M (15)

gegeben, worin die Funktion ¢(2,y) der komplexen Variabeln
x=ua + 9z, y=1y, + ¥y, die in § 2 angefithrten Kigenschaften
habe, und (»=p, y=g¢q) sei ein Gitterpunkt auf der Oberfliiche dieses
M-Korpers, also

w(p,q) = D (16)

p, ¢ sind dann notwendig teilerfremde Zahlen in K(&); denn hitten
beide einen von den Rinheiten des Korpers verschiedenen (reellen
oder komplexen) Teiler ¢ gemein, so wiren auch p't, ¢/t ganze Zallen
in K(®) und also wiirde der MM -Korper wegen

F(O )= M-
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den von (0, U) verschiedenen Gitterpunkt (p,4, ¢/f) im Inneren ent-
halten, was aber der Bedeutung eines solchen Korpers widersprechen
wiirde. Bedeutet nun & eine beliebige der vier resp. sechs Einheiten
im betreffenden zugrunde gelegten Zahlkorper K(9) (& = ¢ bzw. =),
so werden 7u01e10h mit (p q) wegen (14) auch die iibrigen drei bzw.
fiinf der Glttelpunkte (ep, €q) auf der Obertliiche des M- K()lpels (15)
liegen; auBler diesen kann kein weiterer Gitterpunkt von der Art (zp, vq)
auf dem JM-Korper liegen, denn es miiite dann, da p, ¢ teilerfremd
sind, 7 eine ganze Aahl sein, wegen (14) und (16) miifite andererseits
't =1 sein, was zusammen nur so moglich ist, daBl eben = eine
Einheitswurzel ist (vgl. Kap. IV § 7).

Enthilt die Oberfliche des A -Korpers (15) auBler den bezeich-
neten vier bzw. sechs noch weitere Gitterpunkte, so wollen wir den
M-Korper einen vierfachen M-Korper nennen (nach Analogie der drei-
fachen Stufen in Kap. III § 15). Es sei dann (r, s) einer von jenen
weiteren Gitterpunkten. Alsdann kinnen wir fiir den Betrag der De-
terminante ps — qr = E it Hilfe des Satzes LX sofort eine obere
Grenze gewinnen; eine Tatsache, die uns bei einer weiter unten, in
§ 4 und § 8, folgenden Untersuchung niitzliche Dienste leisten wird.

Zunichst bestimmen wir nimlich zwei ganze Zahlen p¥* ¢* in
K(®) derart, daB

pa*—gpF =1

wird, und transformieren die Mannigfaltigkeit der z, y mittels der
Gleichungen
z=pX *Y,
L 1 + l)__‘ 2 (17)
y=qgX+*Y
in eine Mannigfaltigkeit der X, Y, wobei

)
X=X, +0X, Y=Y, 4287,

und X, X,, Y, ¥, reell seien. Es wird dadurch das Zahlengitter
der 2y, 2y, ¥, ¥» in das Zahlengitter der X, X,  Y,, Y, iibergefiihrt
und insbesondere gehen dabei die Punkte (,y) = (p, q), (r,s) bzw. in
die Punkte (X, Y) = (1,0), (¢¥*r —p*s=R, —qr+ps=S=E) iber.
Zugleich wird aus der Funktion ¢(z,y) eine Funktion @(X|Y),
welche, wie leicht zu sehen, die zu (9), (10), (12), (14) analogen
Eigenschaften vollstindig iibernimmt.
Wir hetrachten nun den durch die Ungleichung

FX, V)= X - 0¥ 4+ <1 (18)

definierten Kérper, welcher die Gitterpunkte (X, Y)=(1,0), (&, S)
in seiner Oberfliche enthiilt. Dieser gleichfalls konvexe Korper ist
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in dem gegebenen M-Korper (15) vollstiindig enthalten; denn fiihren
wir zwel neue komplexe Variable durch

X-%y—g (=mH
ein, so geht die Bedingung (18) in
B+ HIL1 (19)
tiber; da nun, mit Riicksicht auf (12) und (14), allgemein
®(X, V)~ ®(F + RH, SH) < &(&, 0) + ®(RH, SH)
= F|lo(1,0)+ H|®(R,S)= (& + H)M

ist, so gehdrt hiernach jeder Punkt aus (18) auch dem M-Korper (15)
an. Darnach ist offenbar der Bereich (18) selbst wieder ein M-Korper.
Bezeichnen wir nun mit J, das Volumen dieses letzteren M-Korpers,
so gilt fir dasselbe dem Satze LX, sowie der Bemerkung am Schlusse
des § 1 zufolge mit Notwendigkeit die Ungleichung:

Jy < 16.

Fiir dieses o, erhalten wir, unter Einfilhrung neuer reeller Variabeln
=, E,, H, H, durch die Gleichungen

A
v
H + 9H, = s =H,

zunichst:

fd(@y, Zey Yy Ys)
'I() = ‘d(»-q: Héw 11111 H§ j«]] dHl dH2 dH (ZH)’

wobei sich das vierfache Integral iiber den Bereich (19) erstreckt
Setzen wir hierin im Falle & =4

E, =tcosw, 5,=tsine,

H, = t*cosw* H, = {¥sino¥
so ergibt sich:
L/dmdwdﬂdﬂﬂ_émAhﬁMdﬁ—ﬁ
(t>0, 450, 141+ < 1)
dagegen wird im Falle & = j, wenn wir
1%3-) H, = tsino,

: 3 i
H, — 1 H, = t* cos o™, K— H, = t¥sinw*
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setzen:

fffdmdydedH 16?‘-[/tt*dtdt* .

(£20, 430, t+ 1< 1)

Da sich weiter die Funktionaldeterminante (xl,x,,yl,AyQN7 wie durch
d&"“l! ""9? Hl? H >

Heranziehung der zu z, y, 5, H konjugiert-komplexen GriBen leicht
zu sehen ist, zu

day) AKX ¥)
AX, Y)Y  dEH) T

berechnet, so erhalten wir hiernach schlieBlich:

82| = | B2

J:_.__iE21m Falle & = ¢,
Jy = :%[E!Z im Falle & = .

Hieraus ergeben sich nun mit Riicksicht auf J, < 16 die fol-
genden Grenzen fiir | E*:

|E]* < 20 <10 im Falle 9 =4, (20)
‘E"-’<Zﬁ,<8 im Falle & = j. (21)

§ 4. Genaue Ermittlung der zuliissigen Werte von E im Falle
des Zahlkorpers K (7). Charakter vierfacher 27-Korper.

Wir wollen nun dic mdglichen Werte von E genauer bestimmen
und dabei jeden der zwei Fille & = 4, j gesondert betrachten.

Im Falle & =7 sind fiir die Norm von E nach (20) vorderhand
hochstens nur die Werte 1, 2,3, ..., 9 zulissig; von diesen sind
aber bloB 1, 2, 4, 5, 8, 9 wirklich Normen gewisser ganzer Zahlen in
K(7)*), und zwar bzw der Zahlen ¢, ¢(1 +2), &, e(2410), 26 (1 41),
3¢, unter & hier wieder einen behebwm der V\erte +1, +7 ver-
standen. Da nun ein der Bedingung ( 14) gemil eingerichteter kon-
vexer Korper mit Mittelpunkt in O zugleich mit einem Punkte (R, S)
jedesmal auch alle Punkte (¢R, ¢S) enthiilt, andererseits konjugiert-
komplexe Zahlensysteme hier zn ganz analogen SchluBfolgerungen
AnlaB geben, so geniigt es hier allein zu untersuchen, ob und unter
welchen Umstéinden E = S die Werte 1, 1 4/, 2, 2 + i, 2424, 3
annehmen kann.

Wir verfolgen zuniichst die Annahme E=3. Da R.S=E

*) D. h. von der Form S} S; mit ganzen rationalen S,. S,.
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jedenfalls teilerfremd sein sollten, miiite B hier einer der Zahlen
4+ 1, +4, + 14 ¢ mod. 3 kongruent sein; denn diese acht Zahlen
bilden mit 0 zusammen in K (i) ein vollstindiges Restensystem mod. 3
und sind simtlich teilerfremd zu 3, welches in K(7) eine Primzahl
ist. Folglich kénnte eine ganze Zahl X so gewihlt werden, daB

und in der Folge

wiirde. Alsdann aber wiirde der betreffende Gitterpunkt (X, 1) im
Inneren des M-Korpers (18) liegen und zugleich vom Nullpunkte
verschieden sein, was nicht mdglich ist. Daher erscheint der Iall
E = 3 hier ausgeschlossen.

Wir wollen zweitens die Fille E =2+ 2i, 2 + 7 gemeinsam
betrachten. IR miifite im ersteren dieser Fille notwendig einer der
Zahlen + 1, 4 i mod. (2 + 2¢), im anderen einer derselben Zahlen
mod. (2 + i) kongruent sein. Daraus ersehen wir, daB sich in beiden
Fillen eine derartige ganze Zahl X angeben lieBe, dal

R 1
X—-y = S

wiirde; es wiirde sodann fiir dieses X

P(X, 1) = g‘ - 1/1? im Falle § =2 -+ 2/,
— % im Falle S =2+ 4,
V5
also beidemal
WX, 1)< |

werden, was wiederum einen Widerspruch nach sich zoge. Die Fille
E =2 4 24, 2 4+ { sind somit hier ebenfalls ausgeschlossen.

Wir konnen nun ferner den Fall E =2 auf Grund eines Zu-
sammenhanges mit dem Falle E—1 fiir die spiteren Betrachtungen
beseitigen. In der Tat: fir S = 2 haben wir notwendig R =1 oder
=i (mod. 2); es kann daher in diesem Falle eine ganze Zahl X derart
bestimmt werden, daB

X R _ t
ASY 2

und damit
(X, 1)=1

wird; dann liegt also der betreffende Gitterpunkt (X, 1) auf der Ober-
fliche des Korpers (18), gehort somit auch dem M-Korper (15) an

Minkowski, diophant. Approximationen. 13
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und kann eo ipso ebenfalls nur auf der Oberfliche dieses letzteren
liegen, da dieser ja als JM-Kérper im Inneren den Nullpunkt als ein-
zigen Gitterpunkt enthilt. Sind nun ¥, s%* die z, y-Koordinaten des
besagten Gitterpunktes (X, 1), und fassen wir an Stelle der Gitter-
punkte (p,q) und (»,s) jetzt die Kombination (p,q) und (+¥, s*) ins
Auge, so wird fiir diese letzteren zwei Gitterpunkte
tp, o l‘ 1, X

g s 10,1
und demnach 148t sich im Falle E = ps — ¢qr = 2 auf der Oberfliche
des M-Korpers (15) auch stets ein solcher Gitterpunkt (2%, s¥) er-
mitteln, daB die zu E analoge Determinante E* — ps¥* — gr* =1 ist.

Hiernach geniigt es, bloB die Falle E = 1, 1 4- ¢ weiter zu unter-
suchen.

Es sei zuniichst E = ps — ¢qr = 1. Wir transformieren das Zahlen-
gitter der z, y jetzt durch die Substitution

z=pX+rY,

y=qX+sY
in ein Zahlengitter der X, Y, wobei die Punkte (z, y) = (p, q), (7, )
bzw. in die Punkte (X, Y) = (1,0), (0, 1) iibergehen. Zugleich geht
die Funktion ¢ (2, y) in eine Funktion von X, Y iiber, die wir wieder-
um mit @(X, ¥Y) bezeichnen wollen. Dabei wollen wir den M-Kérper

(15) der Einfachheit halber als Eichkorper, also M = 1 annehmen;
dieser Korper ist alsdann im X, Y-Gitter durch die Ungleichung

E* —1 (22)

(23)

(X, Y)<1 (24)
definiert und es ist dabei zugleich einerseits
2(1,0)=1, @V, 1)=1, (25)

andererseits fiir jedes beliebige ganzzahlige, von (0, 0) verschiedene
Wertesystem (G, H) stets
o(G,H)> 1. (26)

Dic unendlich vielen Ungleichungen (26) lassen sich nun, wie wir
zeigen werden, mit Riicksicht auf das DBestehen der zwei Gleichungen
(2D) dwrch eine endliche Anzall gewisser unter thnen, und ziar dwrch
diese zwdlf:

D, 1) >1, D1+ >1, d(ed+i,1)=>1, (27)
(e==+1, + i))

villiy ersetzen, so dafs aus (25) und (27) bereits alle Ungleichungen (26)
folyen.
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In der Tat: Durch (25) und (27) sind zuniichst alle diejenigen
der Ungleichungen (26) gewihrleistet, in welchen G, H beide dem Be-
trage nach < 2 sind. Angenommen nun, es ligen weiter zwei ganze
Zahlen G, H (< 0,0) vor, so daB entgegen (26)

(G, H) <1 (28)
wiire; dabei konnen wir &, H als teilerfremd und ohne wesentliche

Beschriankung etwa | H|> | G| voraussetzen; dann haben wir jeden-
falls | H| > 2 anzanehmen. Wir setzen

G . .
ﬁ=11+ZT27

so daB T,, T, reell sind, und konnen dann zu I}, 7, zwei ganze
rationale Zahlen X,, X, bestimmen, so daB
| X, =1 <4, | X -1 <Y,
also fir X = X, 4+ i X, sicher
‘ G i e 3 1 c
X f - VXD (i<t (29)
wird. Hernach stellen wir fiir den Funktionswert @(X, 1) die Un-
gleichung
G G
O(X, 1) <@ (X—3,0) + & (3, 1)
: G 1 ,
= X— 5 ©(1,0)+ o & (G, H)

auf und aus dieser folgt dann wegen (25) und (28) weiter:
G 1 a
X< XG4 b (30)

Hier wird nun die rechte Seite mit Riicksicht auf (29) sicher
dann < 1 sein, sobald

1 1
w <1
oder also
[HP > @2+ V2)

austillt, also gewiB, wenn | H|? > 12 ist, und unter dieser letzteren
Annahme folgt 1lso fiir den bewuBten Welt X stets

D(X, 1) < 1.

Nehmen wir hingegen | H|{* < 11 an, so geniigt es hier fiir uns,
(indem wir noch G, H durch &G, ¢H mit entsprechend gewiihlter
Einheit ¢ ersetzen k&nnen), iiberhaupt nur die folgenden Werte von
H in Betracht zu ziehen:

13*
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1, 144, 2 244 20141, 3, (1+9)(2+i);

H =1 und H=1 4 ¢ sind hier aber durch die Voraussetzung | H|> 2
ausgeschlossen. Fiir H =2, 2 4+ ¢, 2(1+74), 3 ldBt sich, wie am An-
fang dieses Paragraphen gezeigt wurde, jedesmal eine ganze Zahl X
derart bestimmen, daB

G 1
X—w Fm sl

und in der Folge, nach (30),
D(X,1)<1

wird. Das Néamliche trifft auch schlieflich im Falle H = (1 4 ¢)(2 + 7}
zu, wie eine Uberlegung zeigt, die der in den Fillen H =2 + i.
2(1 + i) angewandten (S.193) vollstiindig entspricht, indem hier (=
als teilerfremd zu H nur einer der vier Zahlen + 1, + 7 mod. H kon-
gruent sein kann.

So werden wir bei jedem der fraglichen Werte des H in (28)
auf eine Ungleichung

DX, 1)< 1 (31)

gefiihrt, worin X jedesmal eine bestimmte ganze Zahl vorstellt, welche
der Ungleichung

- G
X—g <1
und in der Folge der Ungleichung

| X <L A—H""— T <2
geniigt, also jedenfalls mit einer der Zahlen 0, & &(14¢) zusammen-
fillt; eo ipso steht aber eine jede solche Ungleichung (31) im Wider-
spruch mit einer der als erfiillt angenommenen Beziehungen (25), (27)
und hiermit erweist sich die Unzuliissigkeit der Annahme (28), folgt
also die Richtigkeit der auf S. 194 ausgesprochenen Behauptung. —
Es sei nun zweitens E = ps — qr =1+ 4. Wir bemerken zu-
vorderst, daB hier fiir p, ¢ und ebenso fiir 7, s, je als Paare teiler-
fremder Zahlen, modulo 1 4 7 offenbar nur die Restensysteme 1,0;
0,1; 1,1 in Frage kommen und also mit Riicksicht auf

ps —qgr =0 (mod. 1+7)
notwendig
p=r, ¢=s (mod. 1+7),
somit
p+r=0, ¢+s=0 (mod. 1-+7)

sein mub.
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Wir fiihren in diesem Falle wiederum neue Variabeln X, ¥ ge-
maB den Transformationsgleichungen (23) ein, wobei die Punkte
(z,y) = (p, q), (r,s) bzw. in die Punkte (X, Y) = (1,0), (0, 1) iiber-
gehen. Einem Gitterpunkte in X, Y entspricht dann stets ein Gitter-
punkt in 2, y; doch ist, wegen

sx—7 —qz

QL A ljtzu,
das Umgekehrte hier nicht immer der Fall: den Gitterpunkten in x, y
werden  diesmal nicht blof Gitterpunkte in X, Y, sondern zum Teil
auch Punkte (X,Y) mit gebrochenen Koordinaten wvon der Form
X=U/(1+1), Y = V)1 +¢), worin U,V ganze Zahlen sind, entsprechen;
dabei werden U, V beide = 1 (mod. 1+ ¢) sein miissen, denn von den
sonstigen Moglichkeiten kommt diejenige U= 0, V=0 (mod. 1 + i)
fiir gebrochene X, Y nicht in Betracht und die Eventualititen U=1,
V=0 (mod. 1+ ¢) und U=0, V=1 (mod. 1 4+ /) sind ebenfalls auszu-
schlieBen, da bei der elsteren derselben aus (23)

1—1:-1’ J;1+ (mod- 1),
bei der anderen
o= if—"{:?’ V=17 (mod. 1)

folgen wiirde, also im ersteren Falle p, ¢, im zweiten », s den ge-
meinsamen Teiler 1-¢ haben miiBten, was beides sicher nicht der
Fall ist. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaare X = U/(1 4 7),
Y= V/(l + @), worin U, V beide ganzzahlig und =1 (mod. 1 4 i)
sind, in

x_pU—i—lV y = qU+ sV

144 141
ein ganzzahliges Wertepaar «, y, indem hierbei dem auf der vorigen
Seite iiber p, q, v, s Gesagten zufolge stets

pU+rV=p+r=0 (mod. 1+7),

qU 4+ sV=¢q+s=0 (mod. 1+7)
sein wird. So zeigt es sich, daf wir, um das Gitter in x Y zu erhalten, zu
dem Gitter in X, ¥ noch simtliche Punkte (X + 5 + ) Y+ ) mit

beliebigen ganzzahligen X, Y hinzunehmen miissen.
Im Falle E = 1 + i ist also, wenn wir den vorliegenden M-Korper
wieder wie in (24) darstellen, einerseits

®(1,0)=1, @0,1)=1, (32)

andererseits fiir jedes ganzzahlige, von (0, 0) verschiedene Wertepaar

(G, H)

1414
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oG, H)>1 (33)
und zudem fiir jedes beliebige ganzzahlige Wertepaar (G, H)
@(G+ i HA 1Jrl) > 1. (34)

Es lassen sich nunmehr die unendlich vielen Ungleichungen (33), (34)
mit Riicksicht auf das Bestehen der zwei Gleichungen (32) bereits durch
die vier folgenden unter ihnen:

& 1
? (1 i 1+ z)
oder, was dasselbe ist, durch die vier Ungleichungen:
(s 1) > V2 (35)

HV

1, (¢=4+1, +17

vollig ersetzen.
In der Tat: Zunichst folgt aus den Ungleichungen (35) im Hin-
blick auf die Regeln (12) und (14):

D(e(1+4),1) + ©0,9) > P(e(1+0, 1 +)=V2D(g 1) > 2,
also mit Riicksicht auf (32):

D(e(1+0,1) >1; (36)
ganz entsprechend stellt sich
D, 1440 >1 (37)

heraus; aus den acht Ungleichungen (36), (37), den vier Ungleichungen
(35) und den zwei Gleichungen (82) folgt aber zunichst schon, wie
bei Untersuchung des Falles E=1 dargetan wurde, die Gesamtheit
der Ungleichungen (33).

Was sodann noch die Ungleichungen (34) betrifft, so sei, ent-
gegen unserer Behauptung, wihrend (32) und (35) statthaben, fiir
irgend zwei ganze Zahlen G, H

(G+1+1,H+1+)<1 (38)
oder, indem
A4+dD6G+1=U, A+9H+1=T (39)
gesetzt wird: B
o(U,V)<V2. (40)

Wir konnen dabei ohne wesentliche Beschrinkung U|<|V| an-
nehmen; ferner diirfen wir voraussetzen, da U mit V weder identisch
noch assoziiert ist, indem im Gegenfalle aus (40) eine Ungleichung

o 1)< V2,
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im Widerspruch mit (35), folgen wiirde. Es ist nunmehr notwendig
|V, >V?2 anzunehmen. Wir bestimmen jetzt eine Einheit & in K(7)
derart, daB in

sich

erweist; alsdann wird wegen U+ 0 gewifl

L5 <1 (41)

sein (s. Fig. 72 8. 206). Hierauf stellen wir fiir den Funktionswert
@D(¢, 1) die Ungleichung

@(s,ngqs(hﬂ 0>+q>( 1)
— a3 o, 0)+ 4~ @(U, V)

her, woraus dann nach (32) und (40) weiter

U N

D(e 1) <V2< G T ,)
folgt.

Hier wird nun der Klammerausdruck rechts mit Riicksicht auf
(41) sicher dann < 1 sein, wenn V 22> 12 ist (vgl. oben (29), (30)
und den anschlieBenden Text), und es folgt sodann

D(e, 1) <V2,

im Widerspruch mit (35). Ist dagegen |V |* <
nach (39) nicht durch 1 4 i teilbar ist, nur mit einem der Werte
2 41, 3 identisch oder assozliert sein und brauchen wir hiervon nur
die Fille V=2 4+ ¢ und V' = 3 selbst zu diskutieren, indem wir uns
gegebenenfalls eine Multiplikation der Zahlen U, V' mit einer und
derselben Einheit vorbehalten.

Im Falle V=3 nun miiite U =¢ oder = ¢(2+) sein; dann
wire also

bzw.
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und in der Folge wiirde sich

o5 1)< 2TV <2
herausstellen.
In den Fillen V=2 + i dagegen wire U wegen U| L[|V
notwendig entweder = ¢ oder = + & (2 F ¢), worin ¢ irgend eine Kin-
heit in K(7) bedeutet; bei der ersteren Annahme wiirde

v __ 1 4/9
;8_7;_:1"‘24_4;‘1”‘]/?);

1 'T_]/2
2+¢ V5

Bs, 1) < ZVV; <V?

bei der zweiten

=)
H
| o

und daher beidemal

folgen.
So wiirde also die Annahme (40) in jedem Falle zu einer Un-
gleichung ~
D, 1)< V2

fiihren; eine solche steht aber im Widerspruch mit der Ungleichung
(35) und hiermit ist die Unzuléissigkeit der Annahme (40), also die
Richtigkeit der auf S. 198 ausgesprochenen Behauptung bewiesen.

§ 5. Satz iiber zwei binire lineare Formen mit komplexen
Variabeln fiir den Zahlkirper K(:).

Wir wollen nun zuniichst die wesentlichste Anwendung der hier
fir den Fall & = gemachten Ausfiihrungen entwickeln und erst
in der Folge die abweichenden Umstinde fiir den Fall & =j in Be-
tracht ziehen.

Es seien

£ =ax + By,

n=pz+ yy

zwei lineare Formen in den komplexen Variabeln z, y, mit beliebigen
komplexen Koeffizienten «, B, 9, 0 und nicht verschwindender Deter-
minante

A=ad—fy.

In ihre reellen und imagindren Bestandteile zerlegt, seien
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&=y + i, Y=y + iy,

§=4§ + i&, N =1 + i
Wir betrachten den Bereich der simtlichen Wertesysteme (2, y), welche
die beiden Ungleichungen

<1 <l (42)
zugleich erfiilllen; wir konnen diese zwei Bedingungen auch in die
einzige folgende: '

(s y) =max([El, |y ) <1 (43)

zusammenfassen und es ist leicht zu bestétigen, dal die hiermit ein-
gefiihrte Funktion ¢(z, y) den Bedingungen (9), (10), (12), (14) ge-
niigt und sonach (43), d. i. (42), einen konvexen Korper mit Mittel-
punkt im Nullpunkt darstellt. Dieser Kérper hat das Volumen

d h' 01 ’ '
7= iina Mo,
wobei das vierfache Integral iiber den Bereich
E+5<1, g+ <1

zu erstrecken und also gleich =? ist; weiter haben wir, wenn die zu
Z, 4, & %, A konjugiert-komplexen GroBen bzw. mit 2, ¢, &, ', &’
bezeichnet werden:
di&m &, 1)
d(xvxzvyv}b) (&, & myym,) . 1
a&y; &, miyme) d(x,y,a'y) ~_dEn &)

d(xhx:v?/u Ys) diz,y, 2,y

und hieraus berechnet sich, indem der erste Quotient rechts offenbar
=1 ist, unmittelbar

d(muxu le‘/z) 1 1

d@xvgzvnnnz) YN .'AP;

auf diese Weise ergibt sich

Denken wir uns nun den M-Korper, der durch entsprechende Dila-
tation des Korpers (42) vom Nullpunkte aus entsteht, gegeben durch
die Ungleichungen

5l <M, |9 < M,

so ist das Volumen desselben

iy =" (44)
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und da nach dem Satze LX und dem bei (7) gemachten Zusatze
dieses Volumen im vorliegenden Falle notwendig <16 sein mubB,

so folgt:
Min®

also:

M< V% VAL (45)

Beachten wir dabei die Bedeutung von M, so ist mit (45) der fol-
gende Satz gewonnen:

LXI. Zu zwei linearen Formen &, v in ziwei komplexen Variabeln
mit beliebigen komplexen Koeffizienten und wicht verschwindender Deter-
mainante A lassen sich fiir die Variabeln tmmer zwei ganze Zahlen des
Korpers von i, die nicht beide verschwinden, derart angcben, daf fiir
dicse Zahlen

R 2 L
: —_— A "? — Aj 46)
:g <V7”Vl P ]l<V7'7V ! ( /

wird.

§ 6. Genane Bestimmung des Minimums von zwei biniiren linearen
Formen mit komplexen Variabeln im Falle von K(i).

Die Ungleichheitszeichen in (46) beweisen, dafl der kleinste unter
den Werten, welche von der Funktion max( &/, %|) fiir ganzzahlige
im Korper K (i) gelegene, von 0, 0 verschiedene x, y angenommen

werden, wohl stets <i V| A ist, aber diese obere Schranke niemals
2

erreicht. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, fiir dieses Minimum
M von max ('£!, %) die priizise, nur von A abhiingige obere Grenze
aufzufinden, d. h. den groftmoglichen Wert von 1—/1.1[51« bei beliebig
|
variierenden Koeffizienten «, 8, y, 0 zu ermitteln, natiirlich zugleich
auch die Existenz eines solchen grofiten Wertes darzutun.
Multiplizieren wir alle Koeffizienten in &, 4 mit einer willkiir-
lichen positiven Konstante ¢, wodurch gleichzeitig M in M* = ¢ M,
A in A* = A iibergeht, dann bleibt offenbar - M indem
| VAT ya
wir nun ¢ = 1/M annehmen und zugleich fiir te, ¢, ¢y, {0 wieder
bzw. «, 3, y, 0, fiir A¥ wieder A schreiben, sehen wir, daB unsere
Aufgabe darauf zuriickgeht, das Maximum von 1/ A' oder das Mini-
muwm von A bel beliebig variierenden «, B, y, 0 2u bestimomen, wih-
rend gleichzeitiy vorgeschrieben wird, daf3 der Korper (42) auper dem
Nullpunkte Leinen iweiteren Gitterpunkt in seinem Inneren, wolhl abey
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Gitterpunkte auf der Begrenzung enthilt. Beachten wir noch die Be-
ziehung (44), so konnen wir das nimliche Problem noch dahin for-
mulieren, unter I'esthaltung des Gitters in x,y sei das Volumen des
LEichkorpers (42) zu einem Maximum 2w machen, wihrend dicser Kirper
ein M- Korper bleiben soll.

Es ist nun zuniichst leicht einzusehen, daB die Begrenzung eines
derartigen maximalen JV[ Korpers (4)') sowohl Qitterpunkte enthalten
muf, bei denen | =1, 3| <1 ist, wie auch solcke, bel denen & <1,

n, = 114st. Hnthielte namhch die Bemenzund eines solchen Kmpels
keinen Gitterpunkt, wofiir |£] <1, |4 | =1 wire, beféinden sich also
alle Gitterpunkte, die auf der Bemenzuno des Kmpels liegen, speziell
auf der Fliche £| =1, so Wﬁrde der Bereich

g1, <t (47)

auch noch fiir Werte des ¢, die > 1 sind, his zu einer gewissen
Grenze hin einen JM-Korper vorstellen; das Volumen dieses sich mit ¢
kontinuierlich #ndernden M-Korpers (47) wiirde aber gegeniiber dem
Volumen des M-Korpers (42) bestindig mit ¢ zunehmen und danach
der Korper (42) noch kein maximaler M-Korper sein. Ganz ent-
sprechend zeigt man, daB ein maximaler M-Korper (42) auch Gitter-
punkte aufweisen mull, fiir die (1§ =1, 35| <1 ist. Ein maximaler
M-Korper der oesuchten Art wird darnach jedenfalls ein vierfacher
M-Korper sein miissen.

Wir setzen nunmehr voraus, dall auf der Oberfliche des M-Kir-
pers (42) zwei Gitterpunkte (2, y) = (p, ¢), (, s) vorhanden seien, fiir
deren ersteren

£ =1, [y <1 (4%)
und fiir deren letzteren
gl<1, yl=1 (49)
ist. Durch die Transformation
r=pX +1rY
xr=1p '+) ,’ (50)
y=qX+ sl

mégen die Formen & % bzw. in Ausdriicke

E=21(X+o)) -
(dH
H=u(6X +1Y) :

tibergehen und wird sodann der Korper (42) in den Koordinaten X, Y
durch die Ungleichungen

=<1, [H <1 (52)

definiert, withrend die genannten zwei Gitterpunkte auf der Oberfliche
desselben die Bestimmungsstiicke X =1, T'=0 baw. X =0, ¥ =
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erhalten. Fiir diese zwei Punkte gelten dann gemiB (48), (49) die
Relationen

=1, [H[<1
bzw.

E <1, |H=1

und aus diesen Relationen ergeben sich unmittelbar fiir die Koeffi-
zienten in (51) die Bedingungen:

.l‘}=17 =1, ‘9‘<1) 6§<1' (53)

Die Determinante ps — g fiir die besagten zwei Gitterpunkte
konnte nun nach § 4 nur einen der Werte ¢, (1 + i), 2¢ haben, unter
¢ eine der Einheiten + 1, + ¢ verstanden. Die Werte 2¢ kommen
hierbei jedoch nicht in Betracht; denn aus ps — ¢» — 2¢ wiirde hier,
nach den Ausfiihrungen in § 4 bei Gleich. (22), folgen, daB auf der
Fliche | X| 4| Y| = 1 noch ein Gitterpunkt (z = 7% y = s*) existiert,
welcher mit dem Punkte (p, ¢) eine Determinante = & liefert und fiir
welchen daher |Y =4, hernach |X|=1, also B <1, H|<1
wird, was der Bedeutung von (52) als M-Korper widersprechen wiirde.
Darnach kann gegenwiirtig p s — ¢» nur mit einem der Werte &, &(1 - 7)
zusammenfallen und wir diirfen, indem wir uns 7, s bzw. durch /e,
s/e ersetzt denken, direkt ps — g» =1 bzw. = 1 4 7 annehmen; diese
zwei Fille werden wir nun nacheinander zu untersuchen haben.

Es sei zundchst ps — gr = 1. Durch Bildung der Determinante
von (51) erhalten wir

lu(l—o0) = A(ps—qr),
also im vorliegenden Falle, unter Beriicksichtigung von (53),
U (54)

Unsere Aufgabe liBt sich nunmehr dahin formulieren, di¢c Lom-
plexen Griffen 9, ¢ mit Betrigen <1 seien so zu bestimmen, daf
11— 96| zu eimem Minimum wird, wéilrend gleichzeitig der Korper

X+0Y|<1, |[6X+Y|<1 (55)

im  Duneren  aufer dem  Nullpunkte Feinen weiteren  Gitterpunkt
enthalt.

Diese letztere Bedingung ist nun nach § 4 (8. 194) hier vollig
dadurch zu charakterisieren, daB die 12 Ungleichungen

max(!s—{—gj, 1'6—}-'1 ,)gl, (66)

max (Je+o(1+), o+ ' T5)>1, (57)
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max (|e(1+2) +ol, (14 +5 )21, (53)
(=1, £9)

erfilllt sind. Hierbei kionnen wir noch, — indem wir uns notigen-
falls Y und gleichzeitig damit auch y in geeignete der dazu asso-
ziierten Griflen verindert denken, — von vornherein annehmen, dafl

0=10, 110y 0 =020

(mit reellen g, 0,) ist, und da iiberdies eine eventuelle Vertauschung
von / mit —4 den Betrag von 1 — g6 und die Gesamtheit der Be-
dingungsungleichungen (56), (57), (58) nicht indern wiirde, so kinnen
wir weiter noch die Annahme

Q=0 — 9, 0,=20,=20

machen. SchlieBlich wollen wir noch von dem Werte ¢ =0, welcher
bei beliebigem ¢ die Ungleichungen (56), (57), (58) ohne weiteres
immer erfilllt und |A =1 liefert, vorerst absehen, und zwar mit
Riicksicht auf den Umstand, den wir schon hier vorweg erwihnen,
daB das gesuchte Minimum von |A| sich <1 erweisen wird.

Wir haben nun die Aufgabe, die Ungleichungen (56), (57), (%)
ihersichtlich weiter zu verarbeiten; diese Aufgabe ist keineswegs
miihelos, 1iBt sich aber doch in durchaus hefriedigender Weise durch-
fiihren, indem die hekannte geometrische Darstellung der komplexen
Grofen in der Ebene herangezogen wird, wobei unter Zugrundelegung
rechtwinkliger Koordinaten a, b ein Punkt (a, b) als Repriisentant der
komplexen Zahl @ + b¢ gilt. Zunéchst werden dann die Bedingung
lo] <1 und die iiber ¢ gemachte Annahme

0 =09, —10,0, 9, =20,20 (39)

damit gleichbedeutend, dafl der der Zahl ¢ entsprechende Punkt oder,
wie wir kurz sagen wollen, der

Punkt ¢ sich (Fig. 71) nur in dem

letzten Oktanten 4 OB des um den

Nullpunkt O als Mittelpunkt mit

dem Radius 1 beschriebenen Krei-

ses, und zwar mit AusschluB des

Bogens BA und des Nullpunktes

0, bewegen kann.

Es ist alsdann weiter fest-
zustellen, in welchem Bereiche die
GriBe ¢ je nmach dem Orte des o
verweilen darf, damit die Unglei-
chungen (56), (57), (68) siimtlich
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erfiillt sind. Diese letzteren Ungleichungen lassen sich nun folgender-

maflen aussprechen: so oft fiir irgend welches der Wertepaare
(X,Y) = (& 1), (6 14+, (140 1)

sich | X + ¢ Y| < 1 herausstellt, soll fiir dieses selbe Wertepaar (X, Y)

gleichzeitig |6 X + Y| > 1 gelten. Der Vordersatz in dieser Bedingung

kommt also jedesmal auf das Bestehen einer der zwilf Ungleichungen

‘.s—i—@“<1 (60)
1+Z+9 <1/ (61)
e(14+4)+o|<1 (62)

hinaus und hedeutet sonach, dall der Punkt ¢ im Inneren eines der
Kreise: um — & als Zentrum vom Radius 1, um — &/(1 + i) als Zen-
trum vom Radius 1/)/2, um — &(1 + 4) als Zentrum vom Radius 1,

sich befindet.
Von den vier unter (60) fallenden Ungleichungen sind nun die-

jenigen .
L+ol<1, [—itel<1
hier von vornherein ausgeschlossen, da sie der Griofle ¢ solche Bereiche
zuweisen, welche mit dem Bereiche 4 0B, in dem sich ¢ nach der
Voraussetzung (59) befinden soll, keinen Punkt gemein haben (Fig. 72).
Was ferner die Ungleichung
=140 <1 (63)
betrifft, so 1iflt dieselbe fiir ¢ offenbar den Bereich 4 OB (von O ab-
gesehen) vollstéindig in Geltung; gleich-

zeitig mit (63) soll nun nach (56)
6—1>1 (64)

sein, also ¢ aulerhalb oder auf der Peri-
pherie des Kreises um 1 vom Radius 1
und folglich in dem nicht innerhalb dieses
Kreises befindlichen Teile NON'PN
des Einheitskreises, mit AusschluB des
Bogens N'PN, liegen (Fig. 72). End-
lich ist die Ungleichung
itel<l1
dann erfiillt, wenn ¢ dem Bereiche O BC
angehdrt, den der Kreis um — ¢ vom Radins 1 mit dem Oktanten
A OB gemein hat, wobei noch die Bogen CO, BC auszuschlieBen
sind; fillt ¢ in diesen Bereich, dann wird gleichzeitig ¢ vermoge

o—il>1 (65)
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auf denjenigen Teil 7’OSRT des Einheitskreises, mit AusschluB des
Bogens SRT, verwiesen, welcher nicht innerhalb des Kreises um ¢
vom Radius 1 liegt (Fig. 72).

Von den vier Ungleichungen (61) (Fig. 73) kénnen wiederum
zwei, nimlich

bei der schon vorausgesetzten Lage des ¢ iiberhaupt nicht statthaben.
Dagegen trifft die Ungleichung
| —1

y |
2~+~t+@i< 13

v

im ganzen Bereiche AOD der GréBe o (von O und A abgesehen)
zu und mufl sich daher ¢ gleichzeitig immer der Bedingung

66— (1+4)i>1 (66)
unterwerfen, also notwendig in demjenigen Teile AD'QPLRI.A des
Einheitskreises, mit Ausschlufl des Bogens Q I’ R A, verweilen, welcher
nicht innerhalb des Kreises um 1 + ¢ vom Radius 1 liegt. Im Falle
des Bestehens von

1 o

e T 9 <V2—
schlieBlich wird ¢ aut das Segment 0D 4 0, das dem Einheitskreise und

144

. . 1 . . .
dem Kreise um o~ vom Radius o5 gemeinsam ist, mit AusschluB

des Bogens 0D A, verwiesen und alsdann muBl ¢ wegen
66— (1—¢) >1 (67)

m dem Teile RDAQPR des Einheitskreises, welcher nicht innerhalb
des Kreises um 1 — ¢ vom Radius 1 liegt, mit AusschluB des Bogens
AQPR, verweilen.
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Von den vier Ungleichungen (62) endlich (Fig. 74) konnen drei;
und zwar
—1l—ite<l, 1—i+eo <1, 1+4+it+9 <1,
bei der fiir o vorausgesetzten Lage tiberhaupt nicht statthaben; durch
die tibrige Ungleichung jedoch,

—lt+ite <1,

wird der Bereich des ¢ auf die Figur ADEBA, die dem Oktanten
AOD und dem Kreise um 1 — 4 vom Radius 1 gemeinsam ist, mit

Ausschlull der Bogen ADE, BA eingeschrinkt, ¢ dagegen gleich-
zeitig infolge : oy L
i(l—}—i)ﬁ—i!Zloder\G—TiT}_—f (68)
‘ i | =12
auf denjenigen Teil ADOQPRBA des Einheitskreises verwiesen, der
sich nicht innerhalb des Kreises um - -21- :
Ausschiufl des Bogens Q PRBA.

Der Oktant A OB erscheint jetzt durch die drei ihn durchsetzen-

den unter den hier fiir ¢ in Frage gekommenen Kreisen in sieben

vom Radius befindet, mit
V2
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Partien geteilt (Fig. 75), die wir zu fiinf Partien in folgender Weise
zusammenfassen wollen:
I. AGC4,
I: AFGA,
IlI: AOFA4,
IV: DOED uwnd DEBCGD,
V: DFOD und DGED.

Dabei sind von jedem dieser 5 resp. 7 Bereiche, wie aus der soeben
durchgefiihrten Betrachtung zu entnebmen ist, die jeweils nach dem
Bereiche hin konkaven Teile der begrenzenden Kreishogen, wie auch
der zur Begrenzung eventuell gehidrende Nullpunkt O aunszuschlieflen,
die sonstigen Teile der Begrenzung des Bereiches sind dagegen jedesmal
zam Bereiche mitzuziiblen. Indem wir uns nun ¢ jeweils in einem der
fiinf Bereiche bewegt denken, konnen wir aus der obigen Betrachtung
und den zugehdérigen Figuren 72, 73, T4 genau entnehmen, in welchem
zugehdrigen Bereiche sich jedesmal die Grofe ¢ gleichzeitic hewegen
darf. Wir finden alsdann, dall o stefs jemseits — das soll hier
heifien: nicht auf der konkaven Seite — der Kreishogen NOFV und
V'@ liegen mufl und zu gleicher Zeit iiherdies in den Féllen IV, V
des ¢ jenseits des Bogens OS, in den Fillen II, III, V des ¢ jenseits
des Bogens R W, schlieBlich in den Fillen I, II des ¢ und im Falle
einer gewissen besonderen Lage des o in IV oder V jenseits des
Bogens O ¢ liegen mufl. Hierbei ist noch zu bemerken, dall die letzte
der fiir ¢ aufgezihlten Bedingungen, soweit sie sich auf den Fall
jener besonderen Lage des ¢ in IV oder V bezieht, bereits durch die
zweite der Bedingungen, (daB nimlich ¢ in den Fillen IV, V des o
jenseits OS liege), erledigt ist, indem der Bogen OS jedenfalls jen-
seits des Bogens O liegt. Hiermit erscheint der Gesamthereich
OVQOSPRNWO, in dem sich 6 auf diese Weise tiherhaupt bhewegen
kann, in vier Partien, und zwar

oveo, 0QS0, OSPRWO, WRNW (64)
zerlegt und es vertriigt sich dabei, wie wir sehen, eine Lage des ¢
in der ersten dieser Partien mit dem Beveiche III des ¢. in der
zweiten mit den Bereichen I, II, III des ¢, in der dritten mit den
Bereichen [ II, III, IV, V des ¢, in der vierten mit den Bereichen
I, IV des ¢. Die hier auf ¢ beziiglichen Nummern sind in Fig. 75
in die einzelnen Bereiche (69) des o entsprechend eingetragen.

Um nun jene Wertekombinationen g, 6 zu ermitteln, welche ein
Minimum von |1--p6! unter den hier gegebenen Umstinden be-
wirken, denken wir uns gegenwiirtic ¢ mit seinem Werte in einem
beliebigen Punkte eines der fiir diese GroBle in Frage kommen-
den Bereiche festgehalten und suchen 6 so zu variieren, daB fiir das

Minkowski, diophant Approximationen 11
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festgehaltene ¢ und das zu findende ¢ der Wert von |1- 96|, also
auch derjenige von —:——6, moglichst klein wird. Wir beachten

dabei, daB diese letztere GroBe die Distanz des Punktes ¢ vom
Punkte 1/¢ hedeutet und stellen mit Riicksicht darauf nun auch
fiir die Grofe 1/¢ diejenigen Bereiche fest, welche den Bereichen
I, II, III, IV, V des ¢ bzw. entsprechen. Dabei konnen wir von
einem Punkte ¢ zum zugehdrigen Punkte 1/¢ durch Spiegelung
am Einheitskreise und daran anzuschlieBende Spiegelung an der
reellen Achse iibergehen; es geht alsdann der Einheitskreis in sich
selbst iiber, der Radius 4O in den auBerhalb des Einheitskreises ge-
legenen positiven Teil 4.4, der Achse der reellen Zahlen, der Radius
BO in den auBlerhalb des Einheitskreises im positiven Quadranten
verlaufenden Teil KK, der Halbierungslinie des genannten Qua-
dranten, der im vierten Quadranten befindliche Bogen AGDO des
durch die Punkte 4, 1, 0 gelegten Kreises in den im ersten Quadranten
verlaufenden Teil 4 H, der Geraden, welche durch die Punkte — 4,
1 geht, der Kreisbogen CGF O, der im Nullpunkte die Achse der
reellen Zahlen beriihrt und riickwirts fortgesetzt durch — 2¢ lduft,
in den zur Achse der reellen Zahlen parallelen, von 47 herkommenden
Strahl 77, endlich der Kreishogen AL, welcher die Achse der
reellen Zahlen in 1 beriihrt und fortgesetzt durch — ¢ lduft, in einen
Kreishogen A, welcher ebenfalls in 1 die Achse der reellen Zahlen
beriihrt und fortgesetzt durch ¢ liuft, also dem Kreise um 147 vom
Radius 1 angehort. Auf diese Weise entsprechen den fiinf im letzten
Oktanten des Einheitskreises gelegenen Bereichen I, II, III, IV, V
fiir @ bzw. die fiinf auBerhalb des Einheitskreises im ersten Oktanten
der GroBenebene verlaufenden Bereiche AHT A, AJHA, T,JAA,,
K,KTHH,, H HJT, fir 1/o, die bzw. mit I*, II¥ III¥ IV¥ V#
bezeichnet seien.

Der Wert von 1/¢ werde nun irgendwie in einem der letz-
teren Bereiche festgehalten; wie wir alsdann auch in dem zugehirigen,
damit vertriglichen Bereiche fiir ¢ den Punkt ¢ wihlen mdgen,
immer kinnen wir durch Verschiebung dieses Punktes in der Rich-

tung auf den Punkt 1/¢ zu die GroBe 1 bestindig verkleinern,

bis schlieflich 6 auf einen innerhalb fles Einheitskreises gelegenen
Begrenzungspunkt des betreffenden Bereiches fillt. Es geht dieses
daraus hervor, dal die zwei Tangenten am Einheitskreis in ¢ und N
den Bereich I* jene in @ und R die Bereiche II* und III¥, in S und
N den Bereich IV# endlich die Tangenten in S und R den Bereich V*
zwischen sich fassen. Wir konnen uns daher darauf beschrinken,
6 bloB auf den Grenzbogen der jeweils ihm zukommenden Bereiche
sich bewegen zu lassen und haben also nur noch auf diesen Bogen
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jedesmal Punkte mit einem Minimum des Abstandes vom Punkte 1/
zu suchen.

Nehmen wir ¢ zuniichst om Inneren irgend eines der hierfiir nun
in Betracht kommenden Kreisbogen

OV, vq, 09, 08, WO, RW, NW (70)

beliebig an und es werde der Mittelpunkt des Kreises, dem der be-
treffende Kreishogen angehort, durch die GroBe 6, reprisentiert; denken
wir uns ferner um den Punkt 1/¢ als Mittelpunkt einen Kreis durch den
angenommenen Punkt ¢ geschlagen. Die zwei Kreise, um ¢, vom Radius

: L 1] ..
|6 — 6, und um 1/9 vom Radius 6 — o 4, werden sich im Punkte 6
' i |

entweder schneiden oder beriihreﬁ; darunter kann die Berithrung, wie
Fig. 70 auf den ersten Blick zeigt, nie eine duBere sein. Im Falle
des Schneidens kann man nun durch Fortbewegung des 6 von der
fiir dasselbe angenommenen Stelle aus lings des betreffenden Kreis-
bogens in einem bestimmten Sinne (Fig. 76a) den Abstand ; — 7|
stets verringern. Im Falle der '
Beriihrung dagegen iiberzeugt

man sich zuniichst, daB dabei

der Kreis um 6, vom Radius

6 — 6, notwendig im Inneren

des Kreises um 1/¢ vom Ra-

dius 6 — i— liegen muf, und

zwar deshalb, weil die zu den Fig. 76.

Kreisbogen (70) bzw. gehorigen

Kreissektoren mit dem Gesamtbereiche des 1/¢ auBer dem Punkte

%: 1, welcher aber fiir 1/¢ iiberhaupt nicht in Frage kommt, und

dem Punkte %= 1 44, welcher jedoch auBerhalb ILII* liegt, keinen
sonstigen Punkt gemein haben; daraus folgt, dafl in diesem zweiten
Falle der Abstand ?_:;_ ¢ durch Fortbewegung von o auf dessen

betreffendem Kreishogen, sowohl im einen, wie im anderen Sinne
. 3 D ) bl b
jedesmal verkleinert wird (Fig. 76b). Demnach kann ein Minimum

1 | - .
von —-—al, also auch von |1 — go |, nicht statthaben, wenn ¢ 1m
|

Inneren eines der Kreisbogen (70) liegt, und kann daher dieses Mini-
mum nur eintreten, wilhrend 6 in emem der Endpunkte O, V, VW liegt,
cventuell kann eine untere Grenze der in Frage kommenden Werte von
1 — 96! sich ergeben, wenn @ in einen der Punkte @, S, R, N des
FEinheitskreises gelangt.

14*
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Was nun zunichst diese letzteren Punkte @, S, R, N anbetrifft,
so zeigt Fig. 75, daB der Punkt 1/¢, wie er auch in den jeweils ihm
zukommenden Bereichen liegen mag, jedenfalls vom Punkte O eine
geringere oder hochstens die gleiche KEntfernung hat, wie von dem
gerade betrachteten jener vier Punkte. Daher geniigt es, beziiglich
des Zustandekommens des Minimums von 1 —pc6| bloB die Werte
des ¢ in den Punkten O, V, W, die wir mil 6o, 6,, 6y bezeichnen
wollen, zu priifen.

Zunichst ist 6o =0, also hier |1— 96 = 1. Beziiglich 6}, on
fragen wir mit Riicksicht auf

[1—e0 =fo | —o
weiter nach jenen speziellen Lagen des ¢, welche ein Minimum von
—617—9 resp. icl};—,~gt bewirken. Den ¢-Werten auf dem Kreise
um 1 vom Radius 1, welcher durch den Nullpunkt geht und auf der
Achse der reellen Zahlen senkrecht steht, entspricht als Ort der zu-
gehorigen Werte 1/¢ die zur Achse der reellen Zahlen senkrechte
Gerade Y,NY, (Fig. 15), welche durch die Schnittpunkte des ge-
nannten Kreises mit dem Einheitskreise lduft. Diese Gerade geht
durch die Punkte A(p=4, in der Figur nur mit 4 bezeichnet) und
F und es liegen auf ihr die den Zahlen 1/6y, 1/6w bzw. entspre-
chenden Punkte V* W%*; diese letzteren befinden sich notwendig
symmetrisch zueinander beziiglich der Achse der reellen Zahlen. Fiir
6 = 6 erscheint nun ¢ auf den Bereich III angewiesen und sonach

. 1 . . -
wird der Abstand ——0 , Wie aus Fig. 75 ersichtlich, dann am
v

kleinsten, wenn ¢ im Punkte I zu liegen kommt; es ist alsdann

¥

1
1 R Y 4
| @G - ‘ }:”"7 - Orx' .

10
Im Falle ¢ = o dagegen kann ¢ im ganzen Oktanten AOB vari-

. . 1 . . .
ieren und sonmach wird ——¢ am kleinsten, wenn ¢ im Mittel-

1Oy
punkte A der Strecke O A liegt; dann haben wir:

1 AW
1—eol =05y
Da nun .
OWE=0V*>AW*>TV*1"
ist, so folgt daraus }
AWH* 17y
>0 > e
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und danach tritt endgiiltis i dem gegenwdrtig betrachteten Falle der
kleinstmogliche Wert von |1—o6 ein, wenn ¢ in F, 6 in V liegt.
Man berechnet leicht die beziiglichen Werte von ¢, 6 zu

_ ~ 2ai
1 . .3 . . 3—1 T og
9F='2" -—l—{-ll—/?:—?/_fz]/*’i'/_'zré"e 247
V_ _emi
. .. 3—1 ° o1
6V=ZQF=1'-—J‘]2=&‘1‘/F2:A€ 4,
2ni -
wo j die dritte Binheitswurzel ¢ * =:~1~—;—U£O bezeichnet, und erhilt
dafiir
_ . 2a
(15 3 8 ~V8 oo
1——9F6V=1{7—a( "’—"g)='i/§1/*e s (1)

sonach fir das gesuchte Minimum von |1 — oe| den Wert

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung des zweiten der beiden Iille
iiber, die oben auf Seite 204 zu unterscheiden waren, und machen
also die Annahme

ps—qr=1+71.

Wir transtormieren jetzt wiederum, wie auf S. 203, die Formen
£, n mittels der Gleichungen (50) bzw. in
' E=MX+0Y), H=u(cX+7Y), (12)
wobel sich

%'”:17 u =1, o <1, ‘6‘<1
erweist. Diesesmal wird
[1—g6, =|A ps—qri=V2|A.

Unsere Aufgabe lautet nun, die GroBen ¢, ¢ seien so zu be-

stimmen, daBl |1 — g6 ' ein Minimum wird, withrend der Bereich

X 4o¥ <1, [6X+7Y <1 (13)
im Inneren auBer dem Nullpunkt weder einen weiteren Punkt mit
ganzzahligen X, Y, noch auch irgend einen Punkt, fiir den (1 4 ¢) X,
(1 4+ )Y beide ganzzahlig und = 1 (mod. 1 + %) sind, enthalt.

Der hiermit geforderte Charakter des Bereiches (72) wird nun
nach § 4 (8. 198) vollig durch die vier Ungleichungen

max (|e+ol, o+1)=V2 (=%l 4+0) (1)

ausgedriickt. Zur bloBen Ermittelung des Minimums von |1 — 96|
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konnen wir uns ferner aus
analogen Griinden, wie vor-
hin, auf die Annahme

0 =0,— 10y 9,220, =0

beschrinken; dadurch wird
o in der komplexen Grofen-
ebene wiederum auf den
letzten Oktanten 4 OB des
Einheitskreises mit Aus-
schluf des Bogens BA
verwiesen (Fig. 77).

Die Bedingungsunglei-
chungen (74) sagen nun
aus, daBl so oft fiir ein ¢
und ein &

let+ol <V2 (15)

wird, gleichzeitig ¢ derart beschaffen sein soll, daB
o+ 5 212

wird. Von den vier in Frage kommenden Ungleichungen (75) treten
nun, wie Fig. 77 zeigt, die folgenden zwei

—1+ei<V2, litel<V2, (76)
fiir jedes o des Bereiches AOB (vor A abgesehen) ein, indem die
Kreise um 1 und um — i vom Radius }/2 diesen Bereich gauz in sich
einschlieBen; gleichzeitig muBl demnach

;6_1 2V§7 16—”2}/2
sein, also ¢ in demjenigen Teile des Kinheitskreises liegen, welcher
nirgends ins Innere der Kreise um 1 und um ¢ je vom Radius V2
eindringt, d. i. ¢ muf im Kreisdreieck RUP liegen, wovon noch der
Bogen PR wegen der Bedingung o| <1 auszuschlieBen ist. Dieses
Dreieck R UP fiillt andererseits ganz in den Kreis um — ¢ vom Radius

V2 und ist darin also fiir jeden Punkt ¢, — bloB mit Ausnahme
des Punktes P, der hier aber nicht in Betracht kommt, —

o+ <V2;
folglich darf niemals gleichzeitig
|—it+ol<V2

sein, d. h. es mul} fiir ¢ hier stets
—ite =2V2
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gelten, also ¢ auBerhalb oder auf die Peripherie des Kreises um ¢ vom
Radius 12, d. h. hier notwendig in das Kreisdreieck A LD, mit Aus-
schluf des Bogens BA, fallen. Im Bereiche dieses Kreisdreiecks ist
nun, wie Fig. 77 zeigt, auch niemals

L+ <V2Z
es erscheinen hier also die zwei weiteren, auler (76) zu diskutieren-
den Ungleichungen (75) ausgeschlossen.

Wir hftben demnach d’lS Minimum der Werte von |1 — g6
zu suchen, wihrend nunmebr ¢ sich in ALB, ¢ in RUP, jedesmal
mit AusschluBl der Werte auf dem Einheitskreise, bewegen. Aus dem
Bereiche fiir o finden wir zu diesem Zweck zunichst als zugehdrigen
Bereich fiir 1/¢p das Kreisdreieck AM K, indem der Bogen A des
Einheitskreises 1m letzten Oktanten in den Bogen AKX desselben
Kreises im ersten Oktanten iibergeht, ferner der den Bogen AL ent-
haltende Kreis, wie Jedel durch die Punkte 1,—1 laufende Kreis, in
sich selbst und also sein Bogen AL im letzten Oktanten in seinen
Bogen A M im ersten Oktanten tibergeht, schlieBlich die Strecke I3 L
auf der Halbierungslinie des letzten Quadranten in die Strecke KM
auf der Halbierungslinie des ersten Quadranten sich verwandelt; wie
der Bogen BA vom Bereiche BAL, so ist jetzt der Bogen KA vom
Bereiche A MK auszuschlieBen. Halten wir nun vorderhand den Wert
von 1/¢ beliebig im Bereiche A MK fest, so handelt es sich dann

um das Minimum von o — ; bei diesem 1'g. Wir schen zuniichst,

— da die Tangenten in P und B am Einheitskreise das Kreisdreieck
AMK zwischen sich schliefen, — daB ein Minimum der fraglichen
GroBe hier nur eintreten kann, wenn ¢ auf einem der Bogen R[]
UP liegt, und weiterhin, — da die Kreissektoren QP U, 4 UR nicht
in 4 MK eintreten, — nur wenn ¢ in einen der Endpunkte R, U, P
dieser Bogen fillt. Hierbei kommen die Punkte P und B nicht in
Frage, da das Kreisdreieck 4 M K auf derselben Seite der Geraden ¢
wie der Bogen P U, ferner auf derselben Seite der Geraden A wie der

Bogen E U bleibt.
Das Minimum von | , — o tritt also notiwendig eim, wihrend o

i Punkte U liegt. Zu dem betreffenden Werte 6 = 6, suchen wir
1

jetzt weiter das Minimum von 1 — g6y| =]dy] o o die GrofBe
v

1/6; wird durch den Schnittpunkt Z der Halbierungslinie des vierten

Quadranten mit dem Kreise um ¢ vom Radius }/2 reprisentiert, indem

beim ﬁbeloang von den Werten ¢ zu den Werten 1/6 dieser letztere

Kreis in sich tibergeht und aus der Halbmunoshme des dritten Qua-

dranten die qublelundshme des vierten Quqdlanten wird. Nun hat
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unter allen Punkten ¢ im Bereiche BAL die Ecke L sichtlich den
kleinsten Abstand von Z; sonach tritt das Minimum von 1 — g6} in
dem hier betrachieten Falle endgiiltiy fiir

L R
' g_ . e ?;_ 27
=0y=—ig,= —1—l>V2"’=*J_@J2:yV§~e 021

ein und es betrigt i
11— o6y =3 —V3.

Auf diese Weise evhalten wir hier fiir das Minimum von |A = "-|1—ga|

V2

denselben Wert 3‘,,”, wie . dem an erster Stelle behandelten Falle

2

ps— qr =1

§ 7. Endgiltige Formulierung des Satzes iiber zwei binéire lineare
Formen fiir K(7).

Indem wir nun auf die urspriingliche Fassung des von uns nun-
mehr erledigten Problems aus dem Anfang des § 6 zuriickgehen,
konnen wir die gewonnenen Resultate in folgender Weise aussprechen:

Sind &,  zwei binfire lineare Formen in den komplexen Varia-
beln z =2, 4 ix,, vy =1y, + iy,, mit beliebigen komplexen Koeffi-
zienten und einer Determinante A 4= 0, und betrachten wir im vier-
dimensionalen Gitter der z,, #,, 4,, ¥, den zum Eichkorper

HES RIS
homothetischen M-Korper, so gilt fiir dessen Parameter M stets die
Ungleichung

u<l/-V* _ia. (i7)

=V s_ys!

Dabei tritt in dieser Ungleichung unter gewissen Umstinden das
Gleichheitszeichen ein, und zwar dann und nur dann, wenn der Aus-
druck 1 — g6, welcher aus den Koeffizienten von &, % in der im
vorigen Paragraphen ertrterten Weise zu bilden ist, fiir die vor-
liegenden &, n gerade sein von uns dort gefundenes Minimum er-
reicht. Diesbeztiglich haben wir noch die zwel im vorigen Para-
graphen unterschiedenen Fille einzeln zu betrachten.

Im ersteren dieser Fille tritt das Minimum von |1 — g&| unter
der beziiglich des ¢ gemachten Annahme (19) fiir

o= —i—F, o= 1—if
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ein (8. 213), also allgemein dann, wenn g, ¢ mit einem der 4 Werte-
paare

o 1 - , )
—e(—i— ), o= A—if) (6= 1,7)

oder mit einem der 4 dazu konjugiert-komplexen Wertepaare zu-
sammenfallen. Ist nun dieses der Fall, dann existiert der Bedeutung
von ¢, 6 zufolge (S. 203) eine ganzzahlige Substitution von einer
Determinante + 1 oder 4- i, welche die Formen &,y bzw. in Aus-
driicke

H=yu[(l1 —iPX+ Y]

resp. in dazu konjugierte Ausdriicke iiberfithrt, wihrend 4, u irgend
welche Groflen von Betrigen 1 werden. Beachten wir noch, daf} die
hier auftretenden ¥ormen

X (—imp)Y, 1—iPX+7¥
die bemerkenswerte Eigenschaft haben, durch die Substitution
X=X*¥47Y% Y=—1Y*
von der Determinante — 1 in die Formen
X*E 4= )Y% =i [(L+ ) X* + Y]
iiberzugehen, deren erstere offenbar zu der ersten in (78) konjugiert-
komplex und deren letztere bis auf den Faktor — ¢j* vom Betrage 1
zu der zweiten in (78) konjugiert-komplex ist, — so kdnnen wir schon
erschopfend sagen, dab die GroBe 1 — g6 ithr Minimum im vor-
liegenden Falle dann und nur dann erreicht, wenn eine ganzzahlige
Substitution von einer Determinante 4 1 oder + ¢ existiert, welche
die Formen &, % in Ausdriicke (78) iiberfihrt.

Erwihnt sei hier noch eine andere bemerkenswerte Eigenschaft
der Formen (78), des Inhalts ndmlich, dall diese Formen durch die
Substitution

X=(—14+)X¥4+iY¥ Y=X*-—-/Y* (79
von der Determinante 1 in die Formen

JOXF o (— i = BY#), (A — i XF 4 T

iibergehen, sich also einfach mit j bzw. j* multiplizieren. Die drei-
malige Ausiibung der Substitution (79) nacheinander muf} hiernach,
wegen j® = 1, auf die identische Substitution hinauskommen.

Im zweiten der oben unterschiedenen Iille tritt das Minimum
von 1 — g6 ein, wenn ¢, 6 eines der 4 Wertepaare

(18)

o=¢(F—1)), 6= _-(—=j—i) (E=+x1L+7
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oder eines der 4 dazu konjugiert-komplexen Wertepaare vorstellen,

wenn also (vgl. S. 203) fiir £, % eine ganzzahlige Substitution (50) von

einer Determinante 4 1 4 ¢ existiert, wodurch &,  in Ausdriicke
E— (X + (P — ipT),
H—u(—j—iPX + )

oder in dazu konjugiert-komplexe Ausdriicke transformiert werden,

wihrend 4, u irgend welche GréBen vom Betrage 1 werden. Nun
gehen die Ausdriicke (80) durch die Substitution

(80)

1

X=X*+1+?.Y*, 7
1 (31)
_ _ i
Y = i Y
. 1.
von der Determinante — i n

AXE + (=i — Y,
—iPa(( — iPHXE + 1),

d. h. in Ausdriicke von der Gestalt (78) iiber, und Entsprechendes
gilt auch fiir die zu jemen (80) konjugiert-komplexen Ausdriicke.
Mithin folgt durch Komposition der betreffenden Substitution (50)
mit (81), (nach der Eigenschaft p =7, ¢ =5 (mod. 1 4 4), die den
Koeffizienten p, ¢, r, s der Substitution (50) hier zukommen muB,
vgl. 5. 196), auch im gegenwiirtigen Falle, wie im vorigen, wieder eine
ganzzahlige Substitution von einer Determinante 4 1 oder + 7, welche
die Formen &, % in Ausdriicke von der Gestalt (78) iiberfithrt. Der
Grenzfall, in dem (T7) mit dem Gleichheitszeichen erfiillt ist, ist somit
unter den gegenwdirtigen Umstinden nicht verschieden von dem Grenz-
falle, der sich unter den vorhin betrachteten Umstinden herausstellte.

Indem wir nun in der Ungleichung (77) die Bedeutung von Af
ins Auge fassen und noch die Formel (71) berficksichtigen, kionnen
wir jetzt die erzielten Resultate endgiiltig in dem folgenden Satze aus-
sprechen:

LXIL. Sind

E=uax+ By,
n=yar+ 0y

zwei Lineare Formen in zwei komplexen Variabeln z, y mit beliebigen
lomplexen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determinante
A, so gibt es stels ganze Zahlen z, y im Korper von 4, die nicht beide
versclwinden, so daf fiir dieselben

" J—
HIES VLIS VAR
53— V3 3—7V3
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wird. Im allgemeinen lassen sich die besagten Zahlen x, y sogar der-
art angeben, daf3 die Bezichungen hier mit dem Ungleichheitszeichen er-
fiillt sind; eine Ausnahme bildet wur der Fall, wo &, n so beschaffen
sind, daf3 eine ganzzahlige Substitution von einer Determinante ¢ = + 1
oder = + ¢ cxistiert, welche diese Formen in Formen

VR A X i Y
]/S—VﬁA e (X 4+ (—i—5HY),
ev/fw NS RS
~1+1']/§

dberfiilat, worin j = -—-.—~"= ist und o irgend eine reelle Grofe be-
deutet.

§ 8. Bestimmung der zulissigen Werte von E im Falle von K(j).
Charakter vierfacher 1I/-Kirper.

Wir wollen nun fiir den Zahlkérper der dritten Einheitswurzel
J= —! _;“{: analoge Untersuchungen durchfiihren, wie solche in den
§§ 4—7 fur den Korper von ¢ angestellt wurden.

Wir verwenden dabei wieder die in den §§ 2, 3 gewilhlten Be-
zeichnungen, in dem dortigen Sinne, indem wir zugleich unter Gitter-
punkten jetzt Punkte (7, y) verstehen, fiir welche z und y ganze
Zahlen im Zahlkérper von j sind, — und kniipfen unmittelbar an die
folgende in § 3 Formel (21) fiir den Fall & =j erschlosscne Tat-
sache an: stellt

¢l@,y) < M (82)

einen vierfachen M-Korper im Gitter der z, y vor, d. h. befinden
sich auf der Oberfliche dieses M-Korpers solche zwei Gitterpunkte
(p, q), (r, s), wobei ps — gr = E = 0, also nicht gerade p = &7, ¢ = &s
ist, unter & eine der sechs Kinheiten 4- 1, 4+ j, 4 j* verstanden, dann
ist dabei sicherlich E *< 8. Wir wollen nun im folgenden die hier
tatsiichlich moglichen Werte von E genau ermitteln, um hernach den
Charakter des Bereiches (82) als eines J/-Korpers in einfacher Weise
formulieren zu konnen.

Die Zahlen p, ¢ sind teilerfremd; daher konnen wir jedenfalls
zwel ganze Zahlen in K(j), etwa p¥* ¢¥ derart bestimmen, daB

gt —gp* =1

wird. Wir fiihren alsdann das Gitter der 2, y durch die Substi-
tution
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z=pX+p*Y,

y=qX +q*Y
in ein Gitter der X, Y iiber; die X, Y-Koordinaten des Gitterpunktes
(p, ¢) werden dann 1,0, jene des Gitterpunktes (r, s) mogen R, S heifien,
wobel S = E wird, endlich geht die Funktion ¢(z,y) in eine Funk-
tion @(X, Y) und die den Bereich des M-Korpers definierende Un-

gleichung (82) in die folgende iiber:

(X, Y)< M. (83)
Wir konnen dabei statt (r,s) iiberhaupt irgend einen Punkt
(er, &s) unserer Betrachtung zugrundelegen, wobei & eine beliebige der

kin
sechs oben aufgezihlten Einheiten, —e 3 (=0, 1,2,3,4,5), be-
deutet; es tritt alsdann &S an Stelle von S und nun denken wir
uns ¢ unter dessen sechs moglichen Werten speziell so festgesetzt,

daB die komplexe GriBe ¢S dabei einen Arkus g—'; und <,’éi
erhilt. Alsdann wird bei dem Ansatz

. . eS=28,+Jj5S,,
worin S, S, reell sind,

§,>0, —8 <8< (84)

sein (vgl. Fig. 82, 8.232). Nun denken wir uns an Stelle von er,
s, ¢S wiederum bzw. 7, s, S geschrieben und es gelten jetzt fiir
S =S8, +jS,=E die Bedingungen (84). Mit Riicksicht auf diese
letzteren und auf die Relation
4|EF = (28, — 5)° + 357 =357 4 (5, — 25,)° (85)
folgen nunmehr aus der Ungleichung
4|E <32
fiir E die Werte
Sl +JSE = 17 11—, 2,2—, 3+)=2 -}2
mit den Normen bzw.
1, 3, 4, T, 1
als die einzigen Werte, die hier fiir E in Betracht kommen kénnen,
und diese sind nun einzeln zu untersuchen.
Wir ziehen dabei analog, wie in § 4, den durch die Unglei-
chung ‘ , ‘
(X, ¥) = X — ty + 3 <1
PN
definierten Korper zur Betrachtung heran; derselbe ist, wie wir in
§ 3 gesehen haben, im Korper (83) vollstindig enthalten.
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In den Fillen S = E = 2 —j, 2 — j? konnte nun, da R, S teiler-
fremd sein sollen, R nur =+ 1, +j, 44 (mod. S) ausfallen und
liesse sich daher X als ganze Zahl hier stets so bestimmen, daB
v~ R 1
TS T s

und in der Folge

?P(X7 1) = % =5

also
rX, <1
wiirde. Darnach wiirde aber der betreffende Gitterpunkt (X, 1) sich
im Inneren des Korpers (83) befinden, was ausgeschlossen ist; es
kann daher hier keiner der Fille £ =2 —j, 2 — 47 statthaben
Im Falle S= E =2 muf R =1 oder j oder 52 (mod. 2) sein und
konnen wir hier sonach X als ganze Zahl so bestimmen, dal
Ny 2
PX =5 =1
wird. Der zugehorige Gitterpunkt (X, 1) mufl hernach dem Korper
(83) angehéren und also notwendig auf dessen Begrenzung liegen.
Entsprechen diesem Gitterpunkte die Werte & = +%, y = s¥, so ist fiir
die Punkte (z,9) = (p, q), (r¥ s%):
E* =ps* —qgr¥ =1
und konnen wir somit von dem Falle E = 2 aus stets auf den Ifall
E =1 zuriickkommen.
* Wir brauchen mithin nur noch die zwei Annahmen E =1 und
E =1 —j weiter zu verfolgen.
Es sei zuniichst E = 1. Durch die Substitution
a=pX +1Y
Y. ) r; (86)
y=qX + sY ’
transformieren wir das z, y-Gitter in ein X, Y-Gitter, wobel die
Punkte (z, y) = (p, q), (r,s) bzw. in die Punkte (X, ¥) = (1, 0), (0, 1)
iibergehen. Zugleich schreiben wir
(p(x, ?/) = (D(X7 Y),
nehmen der Einfachheit halber 3/ =1 an und haben sonach
2(1,0)=1, @O, 1)=1. (37)
Soll nun der Korper
(X, Y)<1 (88)
einen M-Korper vorstellen, so muf fiir ein beliebiges, von (0, 0) ver-
schiedenes ganzzahliges Wertepaar ((+, H) stets
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(G, H)>1 (89)
sein.

Diese unendlich vielen Bedingungsungleichungen (89) sind jedoch
mit Riicksicht auf das Bestehen der Gleichungen (87) bereits eine Folge
der machstehenden 18 speziellen, unter (89) enthaltenen Ungleichungen.:

B(e, 1) > 1, (90)
Dl —j), )21, @ 1—j)>1, (o1)
(e==+1,xj,+5%)

Um dieses zu beweisen, nehmen wir an, die Gleichungen (87) und
alle Ungleichungen (90), (91) seien erfiillt, es giihe aber trotzdem ein
von 0,0 verschiedenes Paar teilerfremder ganzer Zahlen G, H, wofiir

(G, H)<1 (92)
wire. Wir denken uns dabei etwa |G| < | H ; alsdann muB, da (87),
(90), (91) bereits vorausgesetzt werden, jedenfalls | H| > |1 — il=V3,
mithin |H| > 2 sein. Wir stellen nun fiir (X, Y) die folgende Un-
gleichung her:

w&m§¢@—%K@+q%xn

G Y
— X~ Y[0(1,0 + 5 @G, H);
daraus folgt wegen (87) und (92), ¥ 4= 0 vorausgesetzt,

MXH<M—%W+§L (93)
Ist | H' = 2, s0 miiBte % entweder = ; oder = 5(12——@ sein, wo-

rin ¢ irgend eine der Einheiten in K (j) bedeutet, und wiirde dann
aus (93) entweder
. 1
2(0,1) < — 5 + 5 =1,

oder
Y
De,1) < & — 5(7”2”)) +, =1
folgen, beidemal im Widerspruch mit einer der Bedingungen (87), (90).
Ist dagegen | H|> 2, also hier auch >1/7, so denken wir uns

eine Finheit ¢ derart bestimmt, daB der Punkt ;—i m der komplexen

GroBenebene einen Arkus > ~Z und < Z erhalte; es hitte dann
dieser Punkt von mindestens einem der zwei Punkte O und 1 (O und

4) einen Abstand < 1—;—5 (siehe Fig. 81 auf S. 231) d. h. es wiire min-

destens eine der Ungleichungen
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o Gicd, [Elgt

S
5{
==

erfiillt und sonach wiirde dann mit Ricksicht auf (93) fir mindestens
eines der Wertesysteme (X, ¥) = (¢, 1), (0,1) die Ungleichung

Mxm<f+f<1

gelten, wiederum im Widerspruch mit einer der Beziehungen (87),
(90). Hiermit erweisen sich in der Tat die simtlichen Ungleichungen
(89) als eine Folge der Gleichungen (87) und der Ungleichungen
(90), (91)

Es sei zweitens E = ps — qr = 1 — j. Wir bemerken zuvirderst,
daB fiir p,q und s, s hier mod. 1 —j nur die Restensysteme 4 1,0:
0,4+ 1; + 1,41 in Betracht kommen; mit Riicksicht darauf finden
wir leicht, daB wegen

ps=qr (mod. 1 —j)

hier notwendig entweder

p=r, q=s(mod 1—))

oder
p=—r g=-—s(mod. 1 —))
sein muf. Indem wir nun gegebenenfalls gleichzeitig y durch — ¥,
Y durch — Y und damit p, », ¢, s durch p, —#», — ¢, s ersetzen
konnen, diirfen wir ohne wesentliche Beschriinkung annehmen, es sei
p=—1r g¢g=—s(mod 1—j). (94)
" Die Transformation
r=pX+rY, 5
(93)
¥y=1q X+ 8Y7

die wir alsdann ausfiihren, 148t aus jedem Gitterpunkte in X, Y einen
Gitterpunkt in x, y hervorgehen; doch sind damit diesesmal noch nicht
samtliche Gitterpunkte in z,y erschopft: die letzteren erhalten niim-
lich wegen

Y o SE Yy ; __ —gqr+py
N="= ! 1—j
X, Y-Koordinaten von der folgenden Gestalt:
U Vv -
X = i—p =3p (96)

worin U, V ganze Zahlen sind, welche, da wegen (94)
s& —ry=—qz + py (mod. 1 — j)

ist, entweder beide = 0 oder beide == 1 oder beide = — 1 (mod. 1 — j)
sind. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaar (96) der X, Y von
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dem hier beschriebenen Charakter in der Tat ein ganzzahliges Werte-
paar der 2, vy, und zwar
Mp(,’-{—ﬂ' . qgU+sT”
T=ryy o VY=o
indem wegen (94)
pU+ V=0 (mod. 1 — jj,
qU+ sV =0 (mod. 1 — )

wird. Um also das vollstindige Gitter in «,y zu erhalten, haben wir
zu dem jetzt konstruierten Gitter in X, ¥ noch alle diejenigen Punkte
(X, Y) hinzuzufiigen, bei denen

X=G+lij, Y=H+1i~}.

oder
X—G-—-1 vy—m— !
R 1—j
ist, unter G, H beliebige ganze Zahlen verstanden.
Wir setzen nun wieder

¢ (z,y) = 2(X, Y),
denken uns I = 1, und haben zunichst, indem die Punkte (z, y) = (p,9),
(r,s) vermdge (95) in die Punkte (X, Y) = (1,0), (0,1) bzw. iiber-
gehen,
D(1,0)=1, @(0,1)=1. (97)
Damit
(X, 1) <1

einen M-Korper vorstelle, mull neben (97) weiter noch fiir jedes von
(0,0) verschiedene ganzzahlige Wertepaar (G, H)

oG, H) > 1 (93)

gelten und {iberdies fiir jedes heliebige ganzzahlige Wertepaar (G, H)
. 1 1

(p(a oy H= 1_j) >1 (99)

sein, wobei die Vorzeichen 4 stets an beiden Stellen in gleichem
Sinne zu nehmen sind.

Der Inhalt der unendlich viclen Ungleichungen (98), (99) wird
nun it Riicksicht auf das Bestelen der zwel Gleichungen (97) bereits
durch dic folgenden 12 besondeven, unter (98), (99) enthaltenen Un-
gleichungen crschopft:

B(—0,1)=1, ©(6,1)213, (100)
O(—0,2) = V3, o(—26,1)> V3, (101)

worin 8 jeden der drei Werte 1, j. 52 zu bezeichnen hat.
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In der Tat: zuniichst haben wir, mit Riicksicht auf die Regeln
(12) und (14),
DO —5),1) + ¢(0,—5) = DO —j),1—j5)=13d(6,1),
D 00—, 1)+ B0, — )= (601 — ), — (1 —5) ~ 30, 1),
D(0,1—j)+ O(—05,0) > D01 —j), 1 —))=V3d(6,1),
D(— 0,1 —j) + @(07%,0) = (0,1 —j), 1 ~j) =3P (6% 1);
hierin sind die rechten Seiten wegen (100) jedesmal >3 und folgt
daher hieraus unter Benutzung von (97), fiir alle sechs Einheiten
TER i D2 o 1—j s (102)
zudem ist nach (100) immer

D(e,1)>1; (103)

die Ungleichungen (102), (103) haben aber nach den im Falle E =1
gemachten Ausfiihrungen bereits die Gesamtheit der Ungleichungen
(98) zur Folge.

Was weiter die Ungleichungen (99) betritft, die wir,

1=)G+1=0U, A—-HHE1=V

gesetzt, in der Form

®(U, V)2 V3

schreiben wollen, worin also U, V" ganze Zahlen bedeuten, die ent-
weder beide =1 oder beide = — 1 (mod. 1 — j) und sonst beliebig
sind, — so sind diejenigen unter diesen Ungleichungen worin U,
be1de absolut <2 und teilerfremd sind, selbst in (100), (101) auf~
gefiihrt. ‘Wenn wir also jetzt annehmen, 1aB trotz des Bestehens aller
Ungleichungen (100), (101) ein Paar von ganzen Zahlen U, V, die
wir als teilerfremd und etwa mit | (] g[V‘ uns denken kﬁnnen,
derart existiert, daBl

U=V =+1(mod 1—))
und zugleich

(U, V) <V3 (104)

ist, so miiBte dabei jedenfalls V| > }/7 sein. Wir setzen nun wieder-
um die Ungleichung
o(X, )< X0 Y 91,00+ 3 (U, V)

an und hieraus wiirde fiir die in Rede stehenden Werte U, ¥, nach
(97) und der Annahme (104), ¥ <4 0 vorausgesetzt,

X, V)< XY +|1'V3 (103)

Minkowski, diophant. Approximationei. 15
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folgen. Nun konnen wir eine Einheit 6 = 1, j, j2 so bestimmen, daB
% als komplexe GroBe einen Arkus > — 7733 und < 7; erhilt, wobei

alsdann der dieser Zahl in der komplexen Grifenebene entsprechende
Punkt offenbar von dem Punkte 1 einen Abstand <1 hat (vgl
Fig. 78 auf 8. 228); es ist dann also fiir dieses 6

1_,_|<1

und in der Folge wiirde aus (105) weiter die Ungleichung

o(0,1) <1+ V<3

6,D<1+ Z<V

hervorgehen. Diese letztere steht aber im Widerspruch mit einer der
Ungleichungen (100) und hiermit stellt sich die Annahme (104) als
unzuldssig heraus, wodurch zugleich die auf S. 224 ausgesprochene
Behauptung vollends bewiesen erscheint.

§ 9. Satz iiber zwei biniire lineare Formen mit komplexen Variabeln
fiir K (y).

Es seien zwei lineare Formen in den komplexen Variabeln z, y
vorgelegt,

E=oaz+ By,

n=yx+ 0y,

wobei die Koeffizienten «, 8, p, 0 beliebige komplexe Griofien seien

und die Determinante A = «d — B4 nicht verschwinde. Wir werden

wiederum die Werte der Variabeln x, y auf ganze Zahlen des Zahl-
korpers von j beschrinken und setzen deshalb

X =12 + %, Y=y +IiY

an, wobei z;, %,, ¥y, ¥, reelle Groflen bedeuten; entsprechend setzen wir
zagleich

(106)

CE=&tJk, v=mutin
an, worin &, &, u,, 7, reell sind.
Betrachten wir in der Mannigfaltigkeit der z,, ,, y,, ¥, den Korper

B £, (107)

go ist das Volumen desselben

J= z((g:,‘g:,“éizji) f[ff{lgld«ﬁ2tlnl(ln2,

wobel das vierfache Integral auf den Bereich

<§1 - 522')2‘1‘ 3‘%; <1, (’71 772) -+ 3”'2 < 1
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Ay %y, Yy 5 Y)
d(§1 1 &5y May M)
berechnet sich hier in ganz analoger Weise, wie dies im Falle des Zahl-

zu erstrecken, also =4 x? ist. Die Funktionaldeterminante

korpers von ¢ (S.201) geschehen ist, zu Es wird sonach

1
[A

J—gx‘

Mit Riicksicht darauf liefert uns hier die Formel (7), wenn wir
gleichzeitig den Zusatz am Schlusse des § 1 beachten, fiir den Para-
meter M des zu (107) gehorigen M-Korpers die folgende Ungleichung:

M< ?f: VAl (108)

und hiermit gewinnen wir den folgenden Satz:

LXIIL.  Zu zwei linearen Formen &, v in zwei Variabeln x,y mit
beliebigen komplexen Koeffizienten wund wnicht wverschwindender Deter-
minante A lassen sich stets fiur x,y ganze Zahlen im Kirper von

SR

J= , die wnicht beide verscluwinden, devart angeben, daf} fiir
dzeselben

Va, m<V” N

g 14/12
‘§<W

wird.

§ 10. Genaue Bestimmung des Minimums von zwei biniren linearen
Formen im Falle von K(j).

Um die priizise obere Grenze fiir den zu zwei Formen (106)

e s . M .
zugehorigen Quotienten Ti ™ finden, also eine solche obere Grenze,
1 '

M T . . i S
welche von VA womoglich bei gewissen Verhéltnissen «:f:y:0 wirk-
| ,
lich erreicht wird, konnen wir, wie in § 6, M = 1 annehmen, — dem-
gemif unser Augenmerk auf diejenigen Koeffizientensysteme «, g3, y, 0

richten, bei denen der Korper
=L, in =1 (109)

ein M-Kérper ist, — und nun nach dem Minimum des Betrages von
A = ¢ — fy bei allen so eingeschrinkten Koeffizientensystemen fragen.
Dieses Minimum kann, wie iihnlich in § 6 (8. 203) ausgefiihrt ist,
nur unter den Umstiinden sich ereignen, daB der M-Korper (109) so-
wohl Gitterpunkte enthilt, bei denen

=1, 7 <1

ist, als auch solche, bei denen

15*
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El<1, [n{=1

ist. Es sei also (p, g) ein Gitterpunkt der ersteren, (r, s) ein Gitter-
punkt der letzteren Art auf der Begrenzung des Korpers (109). Wir
wenden auf &, 3 die Transformation

z=pX +rY,
b - (110)
y=qX+s1l
an und dadurch mogen diese Formen bzw. in
E=14X+oY),
(X + o) (111)
H=u(eX + Y)
iibergehen; hierin ist dann
1]=1, 1w =1, |o <1, Jo|<L (112)

Nach den Ausfithrungen in § 8 diirfen wir dabei ps — ¢r =1 oder
=1 —j annehmen; eine Bemerkung in § 6, die dort an die mit
(112) gleichlautenden Ungleichungen (53) ankniipfte, kann hier genau
wiederholt werden und es ist danach hier von vornherein ausge-
schlossen, daB ps — ¢r mit 2 assozilert wire.

Es stellt sich nunmebr ferner heraus, daB der Fall ps —qr=1-—
bei der gegenwdrtigen Aufgabe iiberhaupt nicht in Frage kommt. Machen
wir nimlich die Annahme ps — qr = 1 —j und setzen zudem noch,
was keine eigentliche Beschrinkung ist (vgl. S. 223),

=—r g¢=-—s(mod 1—yj)
voraus, dann miissen, damit (109), oder was dasselbe ist,
max (| X 4+ oY!, |[6X+Y )<L

einen M-Korper vorstelle, zufolge (100) insbesondere auch die drei
Ungleichungen

max (04, o+ ,)=V3 (0=1,7)  (113)

erfiillt sein. Indem wir noch eventuell
Y durch jY oder j2Y ersetzen und
auch iiberdies in allen vorliegenden Be-
ziehungen (auch im Werte von ps—gqr)
{ mit — ¢ vertauschen konnen, ohne daB
dadurch die hier wesentlichen Umstéinde
eine Anderung erfahren, diirfen wir
in der komplexen GréBenebene von vorn-
herein auf den Sektor AOC (das letzte
Sechstel) des Einheitskreises (Fig. 78)
verweisen, wobei der Bogen CA4 vom
Bereiche des ¢ wegen (112) auszu-
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schlieBen ist. Nun lassen sich die drei Bedingungsungleichungen (113)
folgendermaBen aussprechen: so oft fir § =1, j, ;2 die Ungleichung

0+el<V3
statthat, d. h. o innerhalb des Kreises um — 6 vom Radius V3 sich
befindet, muB jedesmal gleichzeitig

\ 6+ 4 } >V3
gein, d. h. ¢ auBerhalb oder auf der Peripherie des Kreises um — %

vom Radius }/3 liegen. Nun befindet sich ¢, so lange es sich in
dem ihm zugewiesenen Bereiche 4 OC bewegt, stets im Inneren des
Kreises um —j vom Radius /3, wie des Kreises um —j* vom
Radius }/3; also diirfte ¢ insbesondere weder im Inneren des Kreises
um — j* vom Radius /3, noch im Inneren des Kreises um — j vom
Radius /3 liegen; da aber andererseits 6 nach (112) auf das Innere
des Einheitskreises verwiesen ist und der Einheitskreis von den so-
eben genannten zwei Kreisen vollstindig iiberdeckt wird, so wire fiir
6 danach im vorliegenden Falle iiberhaupt kein Wert zuldssig. Die
Beziehung ps —gr =1 —j kann folglich unter den gegenwiirtig
postulierten Umstdnden gar nicht eintreten.

Wir diirfen nunmehr ps — qr = 1 voraussetzen. Indem wir dies-
mal die Formeln (90), (91) und den Text hierzu heranziehen, stehen

wir jetzt vor der Aufgabe, |A| = |1 — g6| derart zu einem Minimum
zu machen, daB gleichzeitig die 18 Bedingungsungleichungen

max (| X +o¥|, [6X+ ¥[)21 (114)
fiir

X7Y=5r1; 5(1 _j);l; 51—y (‘E=i1yij’ij2)
erfillt sind. Da wir dabei g, 6 durch ein beliebiges anderes der
GroBenpaare o, : und ferner i durch — ¢ uns ersetzt denken konnen,
8o kdnnen wir infolgedessen ¢ mit einem

Arkus > — : und < 0 annehmen, also

¢ auf den Sektor A OB (das letzte
Zwolftel) des Einheitskreises, mit Aus-
schluB des Bogens BA, verweisen (Fig.79).

Vom Werte ¢ = 0, wofiir alle
Ungleichungen (114) erfiillt sind und
1 — 96 =1 ist, mag vorderhand abge-
sehen werden.

Die Bedingungen (114) besagen
nun: so oft eine der Ungleichungen
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let+e <1, |e(l—j)+el<1, [e+e(l—y|<]
statthat, soll jedesmal gleichzeitig, mit dem n@mlichen Werte des ¢,
bzw. die Ungleichung

so+ 1121, ls(l—jo+121, leo+1—ji>1
erfiillt sein, — mit anderen Worten: so oft ¢ im Inneren eines der

¢1—J%)
3

vom Radius —13 zu liegen kommt, soll zu gleicher Zeit 6 auBerhalb

Kreise um — & vom Radius 1, um — ¢(1 —j) vom Radius 1, um —

oder auf der Peripherie des bzw. entsprechenden unter den Kreisen
um — % vom Radius 1, um ——1—%"—' vom Radius —1—3, um — }—?17-
vom Radius 1 liegen.
Was zunichst die sechs
Kreise um die Punkte — ¢
vom Radius 1 betrifft
(Fig. 79), so haben die-
jenigen um j, — 1, 5* iiber-
hauptkeinen inneren Punkt
mit dem Bereiche OAB
der GroBe ¢ gemein und
geben daher hier zu kei-
ner Beschrinkung des ¢
AnlaB. Die Kreise um 1
und um —j vom Radius
1 schlieBen den Bereich
des ¢ (von ¢=0 eben
abgesehen) vollstindig in
sich ein, folglich darf hier
¢ jedenfalls nicht im In-
neren der Kreise um 1 und
um — j* vom Radius 1
liegen und ist demnach nur
auf die Partie OKLMNO des Einheitskreises, mit AusschluB des
Bogens KLMN, verwiesen. Der Kreis um - j* vom Radius 1 end-
lich teilt den Bereich des ¢ in zwei Partien, von denen wir die obere
0AO kurz mit I, die untere 0 BAO kurz mit II bezeichnen wollen,
wobei wir den Bogen OA der Partie II zuzuzihlen haben. Befindet
sich alsdann ¢ im Bereiche I, so darf ¢ nicht im Inneren des Kreises
um —j vom Radius 1 liegen, wird also bloB auf das Kreisdreieck
MOK, mit AusschluB des Bogens KM, verwiesen; liegt dagegen ¢
im Bereiche II, so bleibt fiir 6 der volle vorhin angetroffene Bereich
OKLMNO in Geltung.
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Von den weiteren sechs Kreisen fiir ¢, d. i um die Punkte
— &(1 — j) mit Radien 1 (Fig. 80), trifft bloB ein einziger, der Kreis um
1 — j, den Sektor AOB; bei einer gewissen Lage von g diirfte also

6 nicht im Inneren des Kreises um 1-%_!—, vom Radius 1}5 liegen;

letzteres ist aber bereits von selbst ausgeschlossen, sowie ¢ im Be-

reiche OKLMN O bleibt.

Von den sechs Kreisen um die Punkte 8(13 79

endhch (F:g 81) haben nur diejenigen fiir ¢ = — 3% j, — 1, d. h. die Kreise
i 3_1 , 1;‘7 , 1 ;1—, innere Punkte mit dem Sektor 4 O B gemein;

der Bereich OKLMNO des 6

aber tritt von selbst nirgends

in das Innere der zugehdrigen

. — 1~y
unter den Kreisen um -(—;—J-),

mit Radien —1:

also der Kreise um j — j%, 1 — 53
1 —j von Radien 1, und da-
her entspringt hierdurch eben-
falls keine neue Bedingung
fiir o.

Um jetzt die untere Grenze
von |1 — g6 zu ermitteln, den-
ken wir uns zundéchst den Wert
o in einem Punkte des Sektors
A O Bfestgehalten, wobei wir den
Wert ¢ = 0, wie schon gesagt,
vorderhand ausschlieBen wollen,
und haben dann die Lage von
6 in dem dieser GriiBe jeweils zukommenden Bereiche so zu bestimmen,

daB der Abstand w— — 6| der Punkte 1/¢ und ¢ maoglichst klein wird.

Aus den BerelchenI 10 fiir o ergeben sich durch Inversion die entspre-
chenden Bereiche fur 1/o (Fig. 82); der Radius 40 geht dabei in
seine Fortsetzung von A nach oo iiber, der Strahl OB von O nach
in in
e ¢ geht in den Strahl B, B von oo nach e ® iiber und der Kreis-
bogen A0, welcher in O den Radius OB beriihrt, verwandelt sich
in den zu B'B’, parallelen Strahl 4 H_. Sonach transformieren sich
die Bereiche I, II fiir ¢ bzw. in die von H_AA_, B  BAH_
begrenzten Bereiche fiir 1/p, die wir bzw. mit I*, II* bezeichnen
wollen; dabei sind die Punkte des Bogens 4B’ von diesen letzteren
Bereichen auszuschlieBen und die Punkte auf dem Strahl AH_ nur
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dem Bereiche II* zuzuzihlen*) Mit Hilfe analoger Uberlegungen,
wie wir solche fiir den Fall des Zahlkorpers von ¢ im § 6 angestellt
haben, erkennen wir nun aus Fig. 82, daB wenn 1/¢ irgendwo in I* oder
IT* festgehalten wird, bei der hier zulasslgen Variation von ¢ flir ein

\
Minimum bzw. fiir eine untere Grenze von |1 —go| =g  -— — G

erforderlich ist, daB zunidchst ¢ auf einen der Bogen OK, OM ON
riicke, und Weiterhin auf
O falle, bzw. nach einem
der Bogen - Endpunkte
K, M, N hinriicke. Der
Punkt M fillt aber da-
bei auBer Betracht, weil
der Radius M N den Be-
reich fir 1/¢ auf der-
selben Seite wie den Bo-
gen MO 1aBt; ferner
steht K von einem be-
liebigen Punkte in I*
oder IT* immer weiter als
O ab und endlich steht
N von einem beliebigen Punkte in II* (der Bereich I* fiir 1/o0 kommt
bei der Anniiherung von 6 an N nicht in Betracht) niemals weniger als

0 ab. Somit ist | é — ¢ fir alle hier in Frage kommenden 6 groBer,

als fiir ¢ =0. Damach besitzt also |1 — 6| den Wert 1 als Mini-
mum und tritt dieser Wert nur ein, wenn 6 = O ist, oder aber, da o
und ¢ hier gleichberechtigt sind, wenn ¢ = 0 oder ¢ = 0 ist, welch
letzterer, vorhin ausgeschlossener Wert des ¢ hiermit ebenfalls zur
Geltung kommt.

§ 11. Endgiiltige Formulierung des Satzes iiber zwei biniire lineare
Formen fiir K()).

Indem wir nun zu dem in § 10 aufgeworfenen Problem in dessen
urspriinglicher Formulierung zurtickkehren, sehen wir, daB wenn
A wie vorhin die (nicht verschwindende) Determinante der Formen
&, n in (106) bedeutet, fiir den Parameter M des zum Korper

[E1<1, |9 £1
gehorigen M- Korpers stets

*) Die Schraffierung neben dem Strahle 4 H_ sollte in der Figur nach der
Seite von I* hin angebracht sein.
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M 1
— = . — <1
lval  t—es =
gilt, wobei das Gleichheitszeichen rechts dann und nur dann eintritt,
wenn ¢ = 0 oder 6 = O oder beides der Fall ist, d. h. der Bedeutung
von g, 6 gemiB (vgl S.228), wenn eine ganzzahlige Substitution
(110) von der Determinante 1 existiert, welche £ in einen Ausdruck
|VA|ewX oder 7 in einen Ausdruck |}/ A|e'” Y mit irgend welchem
reellen @ iiberfithrt. Mit Riicksicht auf die Bedeutung von M ge-
winnen wir nunmehr hieraus den folgenden Satz, durch welchen das
Ergebnis des § 9 wesentlich vertieft wird:

LXIV. Sind

§=ax + By,
n=yx+dy

zwei lineare Formen in zwei komplexen Variabeln xz, y mit beliebigen kom-
plexen Koeffizienten «, 8, y, 0 und nicht verschwindender Determinante

A =ad — By, so gibt es im Kirper von j — -1+ 2—]/;?3 stets ganze

Zahlen z, y, die nicht beide verschwinden wund fiir welche
& <lval, in <iva

wird. Es lassen sich im allgemeinen sogar ganze Zahlen xz,y in diesem
Korper finden, die nicht beide verschiinden und

E<va, wi<iva
hervorbringen; eine Ausnahme bilden wnwr die Fille, wo wenigstens
eine der Formen &, n von der Gestalt |V Ale“(— qx + py) ist und
darin p, q ganze teilerfremde Zahlen im Korper von j sind wund o
irgend eine reclle Grife ist.
Es fillt hier die merkwiirdige Tatsache auf, daB dieser Satz und
der darin ausgesprochene Grenzfall einen wesentlich anderen Charakter

tragen, als der ihnen in der Theorie des Kérpers von ¢ entsprechende
Satz und Grenzfall, die in § 7 formuliert worden sind.

Von den Sitzen LXII und LXIV aus gelangen wir durch die
Spezialisierung y = 0 zu Aufschliissen, betreffend die Anniherung
an eine beliebige komplexe GriéBe — f/«¢ durch Quotienten 2,y von
ganzen im Korper von 7 bzw. im Koérper von j gelegenen Zahlen;
wir erhalten dadurch Theoreme, die dem Theoreme I iiber die An-
niherung an eine reelle GréBe durch rationale Zahlen an die Seite
zu stellen sind.
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Wir sind damit am Schlusse der Vorlesung angelangt; werfen
wir noch einen kurzen Riickblick auf das von uns hier Erreichte.

Als Ausgangspunkt nahmen wir in Kap. I ein elementares Ordnungs-
prinzip; durch dasselbe wurden wir bereits, allerdings etwas umstind-
lich, zu der Wahrnehmung gefithrt, daB in bezug auf die Werte
linearer Ausdriicke bei ganzzahligen Veriinderlichen gewisse allgemeine
Schranken sich aufstellen lassen. Gerade die verhiltnismiBige Weit-
liufigkeit der anfangs erforderlichen Hilfshetrachtungen war danach
angetan, die Einfachheit der spiter zu befolgenden geometrischen
Methoden ins rechte Licht zu setzen.

Nunmehr entwarfen wir das geometrische Bild des Zahlengitters.
Uns erwuchs als eine Hauptaufgabe, die Verteilung dieses Gitters im
Raume schirfer zu erfassen. Dazu bedienten wir uns des Hilfsmittels,
daB wir Korper konstruierten, die den einzelnen Gitterpunkten zu-
geordnet waren und den Raum nirgends mehrfach iiberdeckten. Be-
trachtungen dieser Art sind iibrigens, wie ich nicht unterlassen mochte
zu erwihnen, auch fiir die physikalischen Theorien tiber die Struktur
der Kristalle von Wert.

Wir variierten die Form der Korper in mannigfacher Weise und
gelangten dadurch zu einer Fiille von speziellen Theoremen. Als
deren gemeinsamen Charakter konnen wir es — in ungefihren Um-
rissen — hinstellen, daB sie angeniiherte Auflosungen von Gleichungen
darbieten, wobei die eingehenden Konstanten irgend welche GriBen
sein konnen, die Unbekannten aber ganzzahlig werden sollen. Ich
mochte hiernach die ganze Klasse der von uns gewonnenen Unglei-
chungen mit dem Namen Diophantische Approximationen belegen, wie
man ja Gleichungen mit zu bestimmenden ganzen oder rationalen
Werten fiir die Unbekannten nach Diophant zu benennen pflegt.

Wir wandten uns weiter dem allgemeinen Begriffe der alge-
braischen ganzen Zahl zu. Wir erkannten das Zahlengitter als ein
die Auffassung #uBerst erleichterndes Bild der Gesamtheit der ganzen
Zahlen in einem algebraischen Zahlkdrper und wir betraten damit
das wichtigste Anwendungsgebiet der diophantischen Approxima-
tionen.

Mittels gewisser solcher Approximationen gelangen uns anschau-
liche Beweise fiir die Existenz der Einheiten, fiir die Endlichkeit der
Anzahl der Idealklassen in einem algebraischen Zahlkorper. Es war
nun ein Leichtes, zu dem fundamentalen Satze von der eindeutigen
Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale vorzudringen.

Alle Theoreme hier wiesen einen Ursprung auf, wir schopften sie
aus einer gemeinsamen, sehr durchsichtigen Quelle, die ich als das
Prinzip der zentrierten konvexen Korper im Zahlengitter bezeichnen
mochte.
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Nun sind wir in der Tat eine Strecke Wegs in das Reich der
heutigen Zahlentheorie eingedrungen. Wir konnen daran denken,
uns auf diesem Boden zu akklimatisieren. Zunichst wiirde der Auf-
bau der Ideale aus Primidealen tiefer zu erforschen sein. Der Zu-
sammenhang der Einheiten und die Einteilung der Ideale in Klassen
sind die wertvollsten Geriite fir diese weitere Arbeit, in deren Ver-
folg sich wunderbare Zusammenhinge zwischen der Zahlentheorie und
der Theorie der Funktionen offenbaren.
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Berichtigungen.

Zeile 20 ist vor , Wertesystemen* einzuschalten ,von (0, 0, 0) ver
schiedenen.

Zeile 22 ist ,,als Mittelpunkt* zu streichen.

Zeile 12 v. u. ist ,hat ... nur dann statt' durch ,ist ... noch ent-
behrlich auBer* zu ersetzen.

ist von Zeile 4 die Bemerkung ,,(1 << p < 2)** nach Zeile 8 dariiber zn
riicken.

Zeile 2 lies ,als Eckpunkt enthilt* statt ,zum Mittelpunkt hat.
Zeile 10 v. u. lies .2 — J/— 6" statt ,,— }/— 6“.

Zeile 12 lies ,¢* statt ,,a‘.
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Mathematische Vorlesungen an der Universitédt Gottingen. Band I:

F. Klein:

Vortrdge iiber den mathematischen Unterricht
an den hoheren Schulen.
Nach Vorlesungen aus den Jahren 1904—O05 bearbeitet von Rud. Schimmack.

Teil 1: Von der Organisation des mathematischen Unterrichts.

Mit 8 zum Teil farbigen Figuren. [IX u. 286 S.] gr. 8. 1907.
In Leinwand geb. n. A 5.—

Inhalt: Einleitung. — Kap. 1. Die Volksschulen. — Kap. 2. Die sechs unteren
Klassen der hoheren Knabenschulen. — Kap.3. Die Midchenschulen und die mittleren
Fachschulen. -— Kap. 4. Geschichtliches iiber den Entwicklungsgang des mathematischen
Unterrichts an unseren héheren Schulen. — Kap. 5. Die drei Oberklassen der hoheren
Schulen nach den Lehrplinen von 1901 (mit einem Exkurs iiber die Frage der Infini-
tesimalrechnung). — Kap. 6. Reformvorschlige fiir die Oberklassen der hoheren
Schulen (nebst Erdrterung iiber die allgemeinen Fragen der Schulreform). — Kap. 7.
Die Universititen und die technischen Hochschulen. — Anhang: Wiederabdruck
des Berichts an die Breslauer Naturforscherversammlung iiber den Stand des
mathematischen und phbysikalischen Unterrichts an den htheren Schulen (1904), —
des Meraner Berichts der Unterrichtskormmission betreffend den mathematischen
Unterricht an den neunklassigen hoheren Lehranstalten (1905), — des Aufsatzes
iiber Probleme des mathematisch-physikalischen Hochschulunterrichts (1905).

Als Mitglied der von der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte im
Herbst 1904 eingesetzten Unterrichtskommission hatte der Verfasser besonderen Anla8,
Vorlesungen zu versuchen, die dem allseits anerkannten Bedlirfnis einer geeigneten
Vermittlung zwischen dem Hochschulstudium der mathematischen Lehramtskandi-
daten und ihrer spiteren Lehrtitigkeit in neuer Weise gerecht wiirden. Die Vor-
trige, die er dementsprechend im Wintersemester 1904/05 und Sommersemester 1905
gehalten hat, waren von vornherein fiir einen weiteren Kreis bestimmt. Galt es doch
zugleich, jene Reformvorschliage fir den mathematischen Unterricht allseitig dar-
zulegen und zu begriinden, die er Ostern 1904 vor dem Gottinger Ferienkursus skizziert
hatte und die der Ausgangspunkt der einschligigen Arbeiten der Naturforscher-
Unterrichtskommission geworden sind. Immerhin waren die Vortrige so, wie sie
gehalten wurden, noch weit davon entfernt, druckfertic zu sein, weshalb der Ver-
fasser seinen damaligen Assistenten Herrn Rudolf Schimmack, gegenwirtigen
Probekandidat am Gymnasium zu Gottingen, mit der Heransgabe betraut hat. Charakte-
ristisch fiir die dabei gewihlte Darstellung ist, daf die Unterrichtsaufgaben der
hoheren Schulen immer im Rahmen des gesamten Unterrichtswesens und seiner
historischen Entwicklung gesehen werden.

In den zwei Teilen, die noch folgen sollen, werden Einzelausfihrungen fiir die
verschiedenen Gebiete des mathematischen Unterrichts, also Arithmetik, Algebra,
Analysis und Geometrie, gebracht werden. Es wird kein systematischer Lehrgang
angestrebt, sondern eine freie Erorterung tber die in Betracht kommenden Bezie-
hungen zwischen Hochschul- und Schul-Mathematik, unter Darlegung der haupt-
giichlichsten literarischen Verhdltnisse und des historischen Werdeganges. Mancherlei
Einzelheiten, die der Verfasser im Laufe der Jahre in anderweitigen Elementarvor-
lesungen gegeben hat, sollen mit eingearbeitet werden.
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Einfiihrung in die Vektoranalysis
mit Anwendungen auf die mathematische Physik.

Von Dr. Richard Gans,
Privatdozont an der Universitit Ttbingen.

Mit 31 Figuren im Text. [X u. 98 8.] gr. 8. 19056. In Leinwand geb. n. .# 2.80

Dje Entwicklung der modernen Elektrodynamik und der Elektronentheorie erfordert immer mehr
die K is der Vek lysis. Das Bfichlein verfolgt den Zweck, gans kurs und mit alleiniger Vorsus-
setsung der Elemente der hdheren Mathematik in die Rechenmethoden der Vektoranalysis einzuftihren.
Um die Anwendbarkeit dieser Rech thoden zu zeigen, sind vlelo Boi-piele aus der Mechanik, Hydro-
dynamik, tischen Theorie, Elektrodynamik und Elek geben; dabei sind die physi-
kalischen Grundlagen der Theorien nicht etwa vorausgesetst, sondern au{ einfache Weise abgeleitet.

Elemente der Vektor-Analysis.

Von Dr. A. H. Bucherer,

Privatdozent an der Universitit Bonn.
2. Auflage. [VIIO u. 103 S.] gr. 8. 1905. geb. n. A 2.40.

Durch die Verdffentlichung dieses elementaren Werkchens glaubt der Verfasser dem Studierenden
der Physik ein Hilfsmittel an die Hand zu geben, das ihm das Eindringen in die mathematische
Physik ganz wesentlich erleichtern und sein Wissen auf diesem Gebiete durch eine stirkere Heranziehung
der Vorstellungskraft su einem lebendigeren gestalten soll. Angesichts der Tatsache, daB8 grundlegende
Abhandlungen unserer bedeutendsten Gelehrten in neuerer Zeit in zunehmendem MaBe in vektor-
uulyﬁlcher Form verfaBt werden, muB das Erscheinen eines derartigen elementaren Werkchens als

i #8 beseichnet werden. Das Verstindnis der Rechenmethode hat der Verfasser sich stets
durch einﬁche Beispiele aus der Physik zu erleichtern bemfiht.

Vorlesungen iiber die Vektorenrechnung.

Mit Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische Physik.
Von n"- E- Jahnke’

Professor an der Kdnigl. Bergakademie zu Berlin.
Mit 32 Figuren im Text [XII u. 235 8.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. .# 5.60.

Die Vorlesungen sollen dem Techniker wie dem Physiker eine leichte Einfuhrung in die Vektor-
methoden bieten, wobei auf eine Einsicht in den Zusammenhang der Begriffe und Definitionen Wert
gelegt wird. Die vielseitige Verwendbarkeit des Vektorbegriffs, wie er von Gra8mann geschaffen worden
ist, und der vektoriellen Differentialoperatoren wird an der Hand eines reichen Ubungsmaterials sowie
in Verbindung mit zahlreichen Anwendungen auf die Statik und Kinematik des starren Korpers, auf
Probleme der Graphostatik, der Elastizitit, der Optik und insbesondere der Elektrizitit erléutert.

Auch dem Mathematiker will das Buch Neues bieten. Die neuere Dreiecks- und Tetraeder-
geometrie findet ausgedehnte Berticksichtigung. Unter den Tetraederkonfigurationen werden vor allem
die Konfigurationen der Mdbiusschen und der vierfach hyperboloid gelegenen Tetraeder erdrtert, die
gur Theorie der hyperelliptischen Thetas in einem einfachen Zi hang steh Die ki i
geometrische Erzeugung der ebenen Kurven, der Raumkurven und der Fliichen bietet dankbaren Stoff
fur vektorielle Behandlung. Die geometrische GrdBe zweiter Stufe wird — in weiterem Verfolg eines
zuerst von Herrn F. Klein dargelegten Gedankenganges — einmal in jhrer Bedeutung fur die Statik und
Kinematik des starren Kdrpers, sodann als Bindeglied swischen der Mechanik des starren Kdrpers einer-
seits und dem Staudtschen Nullsystem und dem Pltickerschen Linienkomplex andrerseits untersucht.
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Bachmann, Dr. Paul, Professor in Weimar, Zahlentheorie. Versuch
einer Gesamtdarstellung dieser Wissenschaft in ihren Hauptteilen,
In 6 Teilen. gr. 8.
I Teil: Die Elemente der Zahleatheorie. [XII u.
264 S.] 1892. geh. A 6.40, in Leinwand geb. £ 7.20.
~—— —— TII. Teil: Die analytische Zahlentheorie. [XVIII u.
494 8] 1894. geh. A 12.—, in Leinwand geb. A 13.—
HOI. Teil: Die Lehre von der Kreisteilung und ihre
Beziehungen zur Zahlentheorie. ~Akademische Vorlesungen. Mit
Holzschnitten im Text und 1 lithogr. Tafel. [XII u. 300 S.]
1872. geh. A 7.—, in Leinwand geb. M 8. —
= ——— V. Teil: Die Arithmetik der quadratischen Formen.
1. Abt. [XVIu.668 S.] 1898. geh. A 18.—, in Leinw. geb. A 19. —
V. Teil: Allgemeine Arithmetik der Zahlenkéorper.
[XXII u. 548 8.] 1905. geh. A 16.—, in Leinw. geb. A 17.—

[Fortsetzung unter der Presse.]

Bauner, Geheimrat Dr. Gustav, Professor der Universitit Miinchen,
Vorlesungen itber Algebra. Herausgegeben vom Mathematischen
Verein Miinchen. Mit dem Portrit Gustav Bauers als Titelbild und
11 Figuren im Text. [VIu. 376 8] gr. 8. 1903. geh.n. 4 12.—,
geb. n. # 13.—

Biermann, Dr. Otto, Professor an der k. k. Technischen Hochschule zu
Brtinn, Elemente der hoheren Mathematik. Vorlesungen zur
Vorbereitung des Studiums der Differentialrechnung, Algebra und
Funktionentheorie. [XII u. 382 8.] gr.8. 1895. geh. n. A 10. —,
in Leinwand geb. n. M 11.—

Theorie der analytischen Funktionen. [X u. 452 8]
gr. 8. 1887. geh. n. A 12.80, in Leinwand geb. n. M 14.—

Bohlmann, Dr. @, Professor in Berlin, Ubersicht iiber die wich-
tigsten Lehrbiicher der Infinitesimalrechnung von Euler
bis auf die heutige Zeit. [IV u. 110 8] gr. 8. 1899. geh.

n. M 4.—

Bruns, Dr. Heinrich, Professor der Astronomie an der Universitit
Leipzig, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. [VI
u. 159 8.] gr. 8. 1903. geh. n. A 3.40, in Leinwand geb. n. A 4. —

Wahrscheinlichkeitsrechnung und KollektivmaB-
lehre. [VIIl u. 8310 S. u Anhang 18 S] gr. 8. 1906. In
Leinwand geb. n. /. 8.40.

Burkhardt, Dr. H,, Professor an der Universitit Ziirich, Vorlesungen
iiber die Elemente der Differential- und Integralrechnung.
Mit zahlreichen Textfiguren. [XII u. 252 S.] gr. 8. In Leinwand
geb. n. A 6.—

Graefe, Dr. Friedrich, Professor an der Technischen Hochschule zu Darm-
stadt, Vorlesungen iiber die Theorie der Quaternionen
mit Anwendung auf die allgemeine Theorie der Flichen und der
Linien doppelter Kriimmung. [IV u. 164 S. mit Figuren im Text.]
gr. 8. 1883. geh. n. A 3.60.




Klein, Dr. F., Professor an der Universitdt Géttingen, autographierte
Vorlesungshefte. 4. geh.
I. Ausgewdhlte Kapitel der Zahlentheorie.
et 1 91 Seten (V. 18950)| e . 4 1400,
Konig, Dr. Julius, Professor am Polytechnikum zu Budapest, Ein-
leitungin die allgemeine Theorie der algebraischen GroBen.
[X u 564 8.] gr. 8. 1903. geh. A 18.—, in Leinw. geb. 4 20.—

Kronecker, Leopold, Vorlesungen uber Mathematik. Heraus-
gegeben unter Mitwirkung einer von der Konigl. Preu8ischen Akademie
der Wissenschaften eingesetzten Kommission. Vorlesungen iiber
die Theorie der einfachen und der vielfachen Integrale,
herausgegeben von E. Netto. [X u. 346 S.] gr. 8. 1894. geh.

n M 12.—

Legendre, Adrien-Marie, Zahlentheorie. Nach der 3. Ausgabe ins
Deutsche iibertragen von H. Maser. 2 Binde. 2., wohlfeile Aus-
gabe. [I. Band: XVIIT u. 442 S, II. Band: XII u. 453 S.] gr. 8.
1893. geh. n M 12.—

Einzeln: jeder Band n. M 6.—

Minkowsky, Dr. Hermann, Professor der Mathematik an der Universitst
Gottingen, Geometrie der Zahlen. In 2 Lieferungen.
I. Lieferung. [240 S.] gr. 8. 1896. geh. M 8.—

[Die II Lieferung befindet sich in Vorbereitung.]

Mehmke, Dr. R., Professor an der Konigl. Technischen Hochschule zu
Stuttgart, #iber graphisches Rechnen und iber Rechen-
maschinen, sowie tiber numerisches Rechnen. gr. 8. In
Leinw_ geb [In Vorbereitung.]

Netto, Dr. Eugen, Professor der Mathematik an der Universitit GieBen,
Vorlesungen tiber Algebra. 2 Binde. gr.8. geh. n.  28.—

Einzeln:
I. Band. [X u. 388 S.] 1896. geh.n. . 12.—, in Leinwand geb. n. .£18.—
II. — 1. Lieferung. Mit Holzschnitten im Text. [192 S.] 1898.
geh. n. H 6.—
II. — 2. Lieferung. Mit Holzschnitten im Text. [XIIu.S.198—519.]
1899. geh. n. A 10.—
O — (1. und 2. Lieferung. geh. n. 4 16.—, in Leinwand geb.
n. A 17.40.
Lehrbuch der Kombinatorik. [VII u. 260 8.] gr. 8.
1901. In Leinwand geb. n. A 9.—

Serret, J.-A., Handbuch der hoheren Algebra. Deutsche
Ubersetzung von G. Wertheim, Lehrer an der Realschule der
israelitischen Gemeinde zu Frankfurt a. M. 2 Binde. gj" 8. geh.

n. 19. —
Einzeln: I. Band. [VII u. 528 S.] 2. Auflage. 1878. n 4 9. —
. — [VI[I u. 574 S.} 2. Auflage. 1879. n. 4 10.—

Sommer, Dr. J., Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig.
Vorlesungen iiber Zahlentheorie. Einfithrung in die Theorie
der algebraischen Zahlkorper. Mit 4 Figuren im Text. [VI u. 361 8.]
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. M 11.—

Wertheim, Gustav, Elemente der Zahlentheorie. |[X u. 382 S.]
gr. 8. 1887. geh. n. A 8.40.
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