


P. P. 
Meinen umfangreichen V erlag auf dem Gebiete der Mathematischen, 

der Technischen und Naturwissenschaften nach allen Richtungen hin 
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmänner des In- und Auslandes 
auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen­
Sl:haft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge­
diegener Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 
auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben Gegenstand in 
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, 
München und Wien heransgegebene Encyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik und Algebra, 
die Analysis,. die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die Geodäsie und 
Geophysik und die Astronomie liehandelt und in einem Schlußband 
historische, philosophische und didaktische Fragen besprechen wird. Eine 
französische Ausgabe, von französischen Mathematikern besorgt, hat zu 
erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur­
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe­
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica (Zeitschrift für Ge­
schichte der Mathematischen Wissenschaften), das Archiv der Mathematik 
und Physik, der .Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereini­
gung, die Zeitschrift für Mathematik und Physik (Organ für 
augewandte Mathematik), die Zeitschrift für mathematischen und natur­
wissenschaftlichen Unterricht, die Mathematisch-naturwissenschaft­
lichen Blätter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift für den gesamten natur­
kundlichen Unterricht aller Schulen), die Geographische Zeitschrift u. a. 

Seit 1868 veröffentliche ich: "Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung 
B. G. Teubner". Diese jährlich zweimal erscheinenden "Mitteilungen", die 
unentgeltlich in 30 000 Exemplaren sowohl im In- als auch im Auslande 
von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage 
Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen 
und von den vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags in 
Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jüngstzeit fortgeführte 
Ausführliche Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf dem 
Gebiete der Mathematik, der Technischen und Naturwissenschaften 
nebst Grenzgebieten, 100. Ausgabe [XLVIII u. 272 S. gr. 8], in allen Buch­
handlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter 
Kreuzband von mir unmittelbar an die BestAller übersandt. 

Lt1IPZIG, Poststraße 3. B. G. Teubner. 
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\,_onvort. 

Der Urquell aller Mathematik sind die ganzen Zahlen. Dies 
verstehe ich nicht bloß in dem althergebrachten Sinne, daß auch der 
Begriff des Kontinuums sich aus der Betrachtung diskreter Mengen 
ableitet. Vielmehr denke ich bei diesen \V orten an Ergehnisse neueren 
Datums. Die Beherrschung der Exponentialfunktion YOn der Kreis­
teilung aus, die Erfassung der elliptischen Funktionen mittels der 
Modulargleichungen lassen znversichtlich glauben, daß die tiefsten Zu­
sammenhiinge in der Analysis arithmetischer Natur sind. Diese Zu­
versicht hat heute schon Erfolge gezeitigt. ~ichtsdestoweniger sind 
die Theorien, die eines '.L'ages solche Ahnungen in Gewißheit um­
wandeln sollen, noch weit daYon entfernt, Gerneingut zu sein. Außer­
halb eines engen Kreises deutscher Mathematiker ist die Zahlentheorie 
in den letzten Dezennien wenig gepflegt, wenig gefördert worden. 

~Wie mag es zugehen, daß so Viele von den eigenartigen, durch 
die Zahlentheorie ausgeliisten Stimmungen kaum einen Haut.:h ver­
spüren? Die Schiipfungen eines Gauß und anderer Großen sind zu 
erhaben. Für diejenigen, rlie nicht nur erbaut, auch ergötzt sein 
mögen, liegen zu wenig leicht einschmeichelnde Melodien in dieser 
gewaltigen Musik. Vielleicht ließen sich da Anhänger für die reinen 
Lehren der Arithmetik eher nach der Methode der ~alutisten werben. 

Von solchen Erwiigungen her kam ich zu einer Art Metamor­
phose des klassischen Lehrgangs der Zahlentheorie. In einer durchaus 
elementar gehaltenen kleineren Vorlesung, die ich im ~Wintersemester 
Hlü3;-± hielt, rückte ich geometrische und analytische Prohlemstellungrn 
in den Vordergruml und drang rlahei doch ziemlich weit in die Theorie 
der algebraischen Zahlkiirper ein. Es \Yar von vornherein meine Ab­
sicht gewesen, die V orlesnng, die auch vieles neue hraehte, zu Yer­
öffentlichen. Die Publikation zog sich 1ngen anderer Arbeiten hinaus. 
Herr Dr. A. Axer, einer meiner damaligen Zuhörer, hat seinerzeit mit 
großer Sorgfalt die Vorlesung ansgearbeitet und noch ein letztes Kapitel 
nach Aufzeichnungen in einem Mannskript von mir angefügt. Für 
seine wertvolle und h·eue ~Iitarbeit hin ieh ihm zu großem Danke 
Yerpflich tet. 
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Erstes Kapitel. 

Anwendungen eines elementaren Prinzips. 
Die Betrachtungen dieses Kapitels werden sich auf ein einfaches 

Prinzip stützen, von welchem Dirichlet seinerzeit mehrere tief­
liegende .Anwendungen gemacht hat; dasselbe lautet: 

lVenn n + 1 Dinge auf' n Fächer irgendn·ie verteilt zcerden, so 
muß es darunter mindestens ein J?ach geben, tcelches mehr als ein Ding 
anf'nimmt. 

§ 1. Begriff der nächsten ganzen Zahl. 

vVir stellen uns das System der ganzen rationalen Zahlen in der 
üblichen Weise durch eine Skala äquidistanter Punkte auf emer un­
begrenzten Geraden dar (Fig. 1) und wollen festsetzen, daß zu jedem 
der entstandenen Intervalle 
YOn der absoluten Länge 1 
etwa bloß der linke End-
punkt gerechnet werde; 

-1 0 

a 
I 

}'ig. 1. 

dann wird jeder Punkt der Geraden in ein bestimmtes Intervall hinein­
versetzt, so daß sich zu jeder beliebig vorgegebenen reellen Größe a 
zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen x0 und x0 + 1 derart eindeutig 
angeben lassen, daß 

x0 "? a < x0 + 1 oder 0 :'-:;_ a - J'0 < 1 (1) 

wird. Die Zahl x. die nac/1 linl,os niicltsfc Zahl ron a. heißt die yriißte 
ganze Zahl in n nnd wird nach Gauß mit [u] bezeichnet. 

Zählt man dagegen zu jedem Intervalle dessen rechten Endpunkt 
und den linken nicht, so gehören eindeutig zu jedem beliebigen a 
zwe1 ganze Zahlen x1 - 1 und x1 , derart, daß 

(2) 

ist; x1 ist dann die nach rcclds 11iid1ste yanzc Zahl ron n. 
x0 und J'1 sind offenbar die Endpunkte chws Intenalles, den Fall 

ausgenommen, wo a eine ganze Zahl ist und sonach J'0 und .1'1 in 11 

zusammenfallen. 
Jli11kuwski, di(Jphant. Appr(IXimah(Hl('Jl 



I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 

Es ist weiter evident, daß a entweder eine ganze Zahl ist oder 
von einem und nur einem Endpunkte des Intervalls, in welchem es 
liegt, um weniger als -} absolut entfernt ist oder von jedem der End­
punkte um -} absteht. Souach existiert zu a immer eine ganze Zahl x 
derart, daß 

(3) 

wird; sie ist eindeutig bestimmt, bis auf den Fall, wo a ± -} ganze 
Zahlen sind und x also zweier Werte fähig ist; sie möge die ab­
solut nächste oder kurzweg die nächste ganze Za.hl ·von a heißen. 

§ 2. Annäherung an eine beliebige reelle Größe. 

Ist n eine beliebig gegebene reelle Größe, y eine positive ganze 
Zahl, so gehört nach dem zuletzt Gesagten zu ay eine ganze Zahl x 
(unter Umständen gehören dazu zwei Zahlen x) derart, daß 

I x - ay I ~ 1 oder 
X : 1 --n•<­Y i = 2y 

(4) 

wird. Die letztere Ungleichung besagt, daß zu n sich eine rationale 
Zahl mit dem Nenner y derart angeben liißt, daß der Unterschied 

zwischen letzterer und a dem Betrage nach die Größe 1 nicht über-
u 2y 

schreitet. Auf diese Weise kann man der Größe a durch rationale 
Zahlen beliebig nahe kommen, indem man nur y groß genug wählt. 

Zu einer Verstärkung dieser Annäherung führt die folgende Über-

legung: Wir teilen das Intervall 0 1 in t gleiche Teilintervalle (t ?> 2), 
die, wenn wu zu einem jeden dessen linken Endpunkt, nicht aber 

den rechten :1.ählen, unter-
I'J , ~ , 1 einandervollständiggetrennt 

~ ~ ~" r;- sind und in ihrer Gesamtheit 
Fig. 2. 

die ganze Strecke 0 1, zu 
welcher ebenfalls bloß der linke Endpunkt 0, nicht aber der rechte 1 
zu zählen ist, zusammensetzen (Fig. 2). Souach muß jede in diese 
Strecke fallende Größe ~ eme und nur eine der folgenden Unglei­
chungen erfüllen: 

O<~<t-_- - t ' 
1 2 
T<~< t' t-1 <~<1. (5) 

Es se1 nun .1: die nach rechts nächste ganze Zahl von ay: 

O<x-ay<1; 

dann muß X- ay einer der Ungleichungen (5) genügen. vVir lassen 
y die \Verte 0, 1, :J, · · ·, t durchlaufen; da die so entstandenen t + 1 
Größen :r - ay in den t Teilintervallen Unterkunft finden müssen, so 



§ 2. Annäherung an eine Größe. § 3. Anwendung auf lin. Dioph. Gleich. 3 

wird es nach dem an die Spitze dieses Kapitels gestellten Prinzip 
mindestens ein 'l'eilintervall geben, welches mehr als eine dieser Größen 
aufnimmt. Ein solches sei etwa das h-te und x'- ay', x"- ay" seien 
zwei von den in dasselbe fallenden Größen; dann ist 

h-1 < ' ' h -- X -Cli'J < t ~- . t ' 
h-1<" " h 

t ~- x - ay < t. 
Hierbei sei y" > y'. Aus diesen Ungleichungen folgt durch Subtraktion 

1 " ' ( " ') 1 - t < X - X - Cl ,Y - Y < t 

Wird hier 
x"-x'=x, y"--y'=y 

gesetzt, wobei y offenbar eine der Zahlen 1, 2, · · ·, t ist, so hat man: 

x- ay ! <: 2_ oder 
I I ' t 

I X I 1 
-a,<-t' y y 

und a fortiori 
X : 1 
-a <-·· y ! y- (6) 

Diese Formeln liefern das folgende Theorem: 
I. Zu einer l1eliebigen Größe a nnd einer ganzen positiven Zahl t 

läßt sich mindestens ein Paar wn ganzen Zahlen x, y, deren letztere 
in den Grenzen 1, t liegt, derart angeuen, daß 1 x- cty I < 1ft wird. 

Hiermit ist eine rationale Zahl J'/Y gewonnen, die der Größe a 
um weniger als 1jy2 absolut nahekommt, welche Annäherung von 
stiirkerer Ordnung ist als die vorherige. 

§ il. Anwendung auf' lineare DioJlhantische Gleichungen. 
Es seien R, S, r, s positive ganze Zahlen, RjS = r/s und zwar so, 

daß mitte1st r und s dieses Verhältnis in kleinstmöglichen ganzen 
Zahlen ausgedrückt ist, alsdann liefert das lebte Theorem einen ein­
fachen Existenzbeweis für die Lösungen der linearen Diophantischen 
Gleichung 

sX-1·Y= 1. (7) 

Für s = 1 liegt die Lösung X= 1, Y = 0 auf der Hand; denken wir 
uns daher s > 1. Auf das erwähnte 'l'heorem bezugnehmend, setzen 
wir a = rjs, t = s- 1; dann gibt es einen Bruch xjy, wobei 
1 ;::;; y < s - 1, welcher der folgenden Ungleichung genügt: 

i y 
oder 

1 
1 sJ:- ry. < 1 +:; _ 1 , 

1 ·•· 



4 I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 

oder auch, da 1/(s-1) höchstens den Wert 1 hat, links aber eme 
ganze Zahl steht: 

1 sx- ry 1 > 1. 

Die links stehende Größe muß also entweder = 0 oder = 1 sem; 
ersteres kann nicht stattfinden, da r/ s in kleinsten Zahleu ausgedrückt, 
hier aber y «:::: s - 1 ist; daher gilt notwendig 

1 sx- ry t = 1, 

oder, wenn s das Vorzeichen der Zahl sx- ry bedeutet: 

s (sx- TY) = 1. 

Hiermit ist aber eine Lösung der vorgelegten Gleichung gegeben, 
und zwar: 

X=sx, Y=sy. (8) 

Wird nun R = dr, S = ds gesetzt und (7) mit d multipliziert, so 
zeigt sich, daß d eine ganze Zahl sein muß ; d heißt der größte ge­
meinsame Teiler von R und 8, und r und s heißen teiletfremd. 

+ t § 4. Zirkulare Anordnung von Intervallen. 

Wir zeichnen (Fig.3) neben der Zahlengeraden einen die­
selbe im Nullpunkte berührenden Kreis vom Radius 1/ 2:n: und 
denken uns beide Äste der Geraden, den positiven und den 
negativen, in entgegengesetzten Richtungen um den Kreis 
gewickelt. Sodann bildet sich jeder Punkt a der Geraden in 

t einem Punkte u der Kreisperipherie ab; bist dann zu gleicher 
I a Zeit Abbild aller Zahlen, die sich von a um eine ganze 

Zahl unterscheiden. So bilden sich die ganzen Zahlen 
selbst alle im Nullpunkte 0 ab. Der Bogen 011 stellt, 
in positiver Richtung gemessen, die Größe a - [a] dar. 

Die durch eine solche Abbildung gewonnene An­
ordnung des Kontinuums aller reellen \V erte längs der 
Peripherie eines Kreises wollen wir die zirkulare Anord­
nuny des Kontinuums nennen. 

Es seien t Größe11 a1 , a2 , • • ·, a1 (t ~ 2) durch Punkte 
auf der Geraden gegeben. Wir bilden dieselben auf den 
Kreisumfang in der obigen Weise ab und bezeichnen die 

a - t Abbilder in der Reihenfolge, wie sie entlang der Peri­
pherie vom Nullpunkte ab in positiver Richtung auf­
treten, mit u11 u~ , · · ·, b1; eventuell zusammenfallende 

- 1 Punkte sollen in dieser Folge nebeneinander stehen. So-
l ' ig. s. dann wird es unter den Bogenstücken 



§ 4. Zirkulare Anordnung YOn Intervallen. 5 

b1 b2 , b2 b3 , • • ·, b1_ 1 b0 b1bu 

in welche der Kreisumfang zerfällt, mindestens emes geben, das die 
Länge 1/t nicht überschreitet; so sei etwa 

(9) 

Für das kleinste aller Bogenstücke wird in dieser Ungleichung rechts 
sicherlich nur das Ungleichheitszeichen gelten, außer, wenn alle Bogen­
stücke gleich lang sind und sonach für alle das Gleichheitszeichen 
gilt. In dem ersteren Falle seien c/, a" jene von den gegebenen 
Größen, welche sich in bh_ 1 resp. b,, abbilden; dann ist 

arc Obh_ 1 = a'- [a'J, arc Obh = a"- [ a"], 
mithin 

b b " ' [" '] [ "] arc h _ 1 h = a - a + a - a ; 

es existiert somit eine ganze Zahl x = [a'] - [a"], welche der Un-
gleichung 

O< " , 1 o~a -a+x<t 

genügt. Im zweiten Falle haben wir: 

arcbi-l b; = { (i = 1, 2, 3, ·· ·, t; b0 = b1), 

daher für beliebige i, k: 
k-i 

arc bibk = -t-, 

(10) 

(11) 

und in der Folge für beliebige zwei a', c~" unter den gegebenen 
Größen c~: 

" ' l a - a = t' (12) 

wonn l eine jeweils bestimmte nicht durch t teilbare ganze Zahl be­
deutet. 

Diese Betrachtung liefert somit den Satr.: 

II. Unter t beliebig gegebenen reellen Grüßen a 1 , a2 , • · •• a1 gibt 
es enttceder mindestens ein Paar, a', a", tcelches bei entsprechend ge­
wähltem ganzzahligem x die Ungleichnng 

0 < " ' 1 ~a-a+x<t 

erfüllt, oder es gehärt zu jedem a' ein a" derart, daß bei jedesmal ge­
eignet gewähltem ganzzahligem x 

a"- n' + x = + (13) 

wird. 
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Nimmt man speziell ay+l = ay (y = 0, 1, 2, · · ·, t- 1) an und be­
zeichnet die dem a' bzw. a" entsprechende Größe mit ay' bzw. ay", 
so geht die Ungleichung (10) in die folgende über: 

0 :<::::X- a (y'- y"} < ~ , 
oder, wenn 

y'- y" = y (- (t -1) ~ y < t -1' y =!= 0) 
gesetzt wird: 

1 
0 ~ x- ay < t; (14) 

und wenn man hier, so oft y negativ wird, die Vorzeichen umkehrt, 
wie folgt: 

1 0?- x- a (- y) >- t , (15) 

hernach - x durch x, - y durch y ersetzt,· so lassen sich die Un­
gleichungen (14), (15) in die eine 

1 
I x- ay < t (1G) 

zusammenfassen, wobei y eine positive Zahl < t- 1 ist. 
Der Fall ( 12) hingegen erfordert hier, wo unter den gegebenen 

Zahlen ay jedenfalls die Null vorkommt, daß alle t- 1 anderen 
Zahlen ay gebrochene Zahlen sind, aber at ganz ist, woraus folgt, 
daß Cl selbst ein nicht reduzierbarer Bruch vom Nenner t ist; und in 
diesem Falle findet die Gleichung (lß) statt, welche hier die Form 

1 
x- ay = t , (- (t- 1) <:::, !/ ~ t- 1, y =!= 0) 

oder 

(1<:: y s: t- 1) (17) 

annimmt. Der Satz II sagt so nach im Falle au+1 = uy (y = 0, 1, 2, · · ·, t-1) 
im Wesen dasselbe aus, was der Satz I, nur mit dem Unterschiede, 
daß die obere Grenze des y dort t, hier t - 1 ist, ferner, daß anderer­
seits ! x- ay I dort immer unterhalb 1/t herabgedrückt werden kann, 
hier aber nur bis auf den bezeichneten Ausnahmefall, in welchem 
.1; - ay · = 1 !t ist. 

§ 5. Angenälwrte Darstellung zweier Größen. 

Um eine gleichzeitige Anniiherung durch Brüche mit gleichem 
Nenner an zwei gegebene Größen a, b anzubahnen, nehmen wir eine 
ganze Zahl z an, bezeichnen mit x lnw. y die nach rechts nächste 
ganze Zahl von az hzw. liz, so daß also 

0 '<: :r- a.z = ~ < 1, 0 -s: y- bz = Ii < 1 
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ist, und teilen die Strecke 01 ebenso, wie im § 2, in t gleiche Teil­
intervalle, so daß dann ~ w1e "7 für sich je einer der Ungleichungen 

O < G < !_ ~ < s < ~ 
= 1) t' t •1) t' 

t-- ~<s< 1 
t =~ 1) 

genügen. Lassen wir nun z die Werte 0, 1, 
2, · · ·, t2 durchlaufen, so entspricht jedem z ~ 
ein bestimmtes Größenpaar ~' "7 und hiermit 

0~.{<.$ !Ji!".t <~ 

f<~ J,!? 

~<~ 

sce<1 

eine Kombination derjenigen zwei unter den Flg. 4. 

lk~.t <1 

bezeichneten Teilintervallen, in denen die betrefi'enden ~' 17 bzw. liegen. 
Da nur t2 verschiedene solche Kombinationen möglich sind, z aber 
t2 + 1 Werte annimmt, so muß es mindestens eine Kombination 
geben, welcher zwei vVerte von z, etwa z', z" entsprechen, so daß die 
zugehörigen Werte ~', ~" einerseits und r/, "7" andererseits in je ein 
und dasselbe Intervall fallen. Es seien dies das h-te resp. /;-te Inter­
vall (Fig. 4) ; dann haben wir: 

h -1 < t' ' , h 
- - . "' = x - az < -t - t ' 

11 - 1 < t" " " < h t ~ ., = x - az t ' 

woraus durch Subtraktion 

1 " , ( " ') 1 -t<x-x-az-z<t' 

folgt, oder, wenn 

h:-1< ,, b' k --- - 1j = 1/ - z < --t . . . t ' 

k-1 <" "b" < k - t = 'I = y - z t' 

1 1 < y" - y'- b (z"- z') < 

x" - x' = x, y" - y' = Jl, z" - z' = z 

gesetzt werden: 

wobei 

ist, - oder auch 

und a fortiori 

1 
.x - az i< ··· 
' t ' 

X 1 
- -a <--. , 

z z" 

y - b 
z 

1 ,....-_ 
--...... t z ' 

Hiermit ist das folgende Theorem gewonnen: 

(lt\) 

( 19) 

III. Zu zu:ei beliebig vorgegebenen Größen a, b und einer ganzen 
positiven Zahl t kann man immer mindestens eine in den Grenzen 1, 
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t2 gelegene ganze Zahl z und dazu zwei andere ganze Zahlen x. y dPr­
art angeben, daß gleichzeitig die Ungleichungen bestehen: 

1 1 
l·:r-az[< t, y-bz <t· 

Hierdurch sind also rationale Zahlen xj z und yj z gewonnen, die 
den Größen a und b bzw. um weniger als 1/zt absolut nahekommen. 

Man sieht ohne weiteres, wie dieser Satz auf beliebig viele ge­
gebene Größen ausgedehnt werden kann. In der allgemeinen Fassung 
lautet er, wie folgt: 

III'. Zu nj gegebenen Größen a1 • a2 , ••• , an tmd einer positiven 
ganzen Zahl t kann man immer rnindestens eine in den Grenzen 1. t" 
liegende ganze Zahl z und dazu n andere ganze Zahlen xv x2 , ••. , J'" 

derart angeben, daß 

i xi - aiz i <-} und a fortiori 

(i = 1, 2, 3, ... , n) 
1cird. 

1 • 
<-1 

1+­
z II 

(20) 

Wir wollen die Ungleichungen (18) unter Hinzufügung des Gleich­
heitszeichens zum Ungleichheitszeichen folgendennaßen schreiben: 

tx - atz I <:::: 1, ! ty - btz <::; 1, 

und gemäß (19) 

als dritte Ungleichung hinzufügen; dann läßt sich das Theorem III 
so formulieren: 

III". Es gibt mindestens ein System von ganzzcdtliycn Werten :r, y, z, 
die nicht alle gleichzeitig verschwinden und den d1·ei linearen Formen 

~=tx-atz, r;=ty-btz, 

mit der Determinante 
t, 0, 

0, t, 

o, o, 

- at i 

- bt: = 1 
1 I 

t" i 
I 

1 
~ = t2 z 

Werte ertrilcn, deren Beträge die Einheit nicht iibersteigen. 

(21) 

Dieser Satz ist bloß ein Spezialfall eines viel allgemeineren 
Satzes, welcher den Gegenstand der nächstfolgenden Paragraphen 
bilden soll. 



§ 6. Satz über drei ternäre lineare Formen. 

§ 6. Satz über drei ternäre lineare Formen. 

Der allgemeine Satz lautet: 

IV. z~~ drei reellen linearen Fonnen dreicr Variabeln, 

~ = ax + by + cz, 

1) = a'x + b'y + c'z, (2:2) 

s = a"x + l/'y + c"z, 

mit der Determinante 1 lassen sich immer ganzzahl1:ge Werte x, y, z, 
die nicht sämtlich verschwinden, derart angeben, daß fiir dieselben 

(23) 
wird. 

Dieser Satz läßt sich auch auf Formen (22) mit beliebiger nicht 
verschwindender Determinante !:::. in der Weise übertragen, daß in (23) 

die Einheit durch ll/K I ersetzt wird; denn steht er einmal für For­
men mit der Determinante 1 fest und haben ~' '1), s die Determinante 

3 -- 0 - 3 -
l:::.=f=O, so ist er auf die Formen Uvt::., r;/f/1:::., s/l/1:::., deren Deter-
minante offenbar 1 ist, anwendbar: alsdann existiert ein ganzzahliges, 
von (0, O, 0) verschiedenes Wertesystem (x, y, z), für welches 

i 1J 

,yii' 
also 

wird. 
Für den Satz IV sind drei wesentlich verschiedene Beweise be­

kannt geworden. Der eine beruht auf geometrischen Betrachtungen, 
die mich auf den Satz geführt haben, und ist sehr durchsichtig, setzt 
aber gewisse geometrische Begriffe voraus, auf die wir erst in den 
nächstfolgenden Kapiteln eingehen wollen; einen anderen, arithme­
t.ischen Beweis hat Hurwitz (Göttinger Nachrichten, Math.-phys. Kl., 
1897, p. 139) gegeben; der dritte, der in den folgenden Zeilen ent­
wi ekelt werden soll, beruht wesentlich auf einer Idee von Hilber t. 

Wir beweisen den Satz zunächst für folgende drei spezielle 
Formen mit der Determinante 1: 

X y ( ) ~ = t , 11 = -- -, s = Ax + By + t1 t2 z, 24_ 
1 t':!. 

worin t17 t2 ganze positive Zahlen und A, B beliebige reelle Größen 
sind, - und führen sodann durch gewisse Kontinuitätsbetrachtungen 
den allgemeinen Fall auf diesen speziellen zurück. 
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Um den Satz IV für die Formen (24) zu beweisen, lassen wir x 
die Werte 0, 1, 2, ... , t1 und unabhängig davon y die Werte 0, 1, 2, 
... , t2 durchlaufen. Jede der so entstehenden (t1 + 1)(t2 + 1) Kom­
binat.ionen (x, y) erteilt der Größe- (Ax+By)/t1 t2 einen bestimmten 
Wert, zu welchem wir die nach rechts benachbarte Zahl z suchen, so 
daß jedesmal 

also für jedes so erhaltene Wertesystem (x, y, z) 

0 ~ s < tl t2 

wird. Da auf diese Weise (t1 + 1) (t2 + 1) Werte von s hervorgehen, 
welche sämtlich in dem Intervall von 0 bis t1 t2 liegen, dieses Inter­
vall aber nur t1 t2 Teilintervalle von der Länge 1 besitzt, so müssen 
in mindestens einem der letzteren nicht weniger als zwei Werte von s 
zu liegen kommen. So sei etwa: 

h < s' = Ax' + By' + t1 t2z' < h + 1, 

h < S" = Ax" + By" + t1 t~.z" < h + 1. 

Hieraus folgt durch Subtraktion: 

ls"-S'i<l. (2fl) 
Setzen wn· nun 

x" - x' = x, y" - y' = y, z" - z' = z, 

wobei offenbar 
(26) 

ist, so wird: 

und hiermit sind drei ganzzahlige vVerte X. y, z gewonnen, für welche 
nach (26), (27), (24) 

1~ <1, 1111<1, lsi<1 
wird. Dabei können diese Werte :x:, y, z nicht sämtlich verschwinden, 
denn wären auch nur x, y beide gleich 0, so würde dies bedeuten, 
daß die beiden Kombinationen (x', ~/), (x", y") miteinander identisch 
sind, was ausgeschlossen ist. 

Demnach ist unser Satz für den Spezialfall (24) bewiesen. 

s 7. Das lUinimum eines Formensystems. 

Der weitere Gang des Beweises erfordert die Entwicklung einer 
Heihe von vorbereitenden Tatsachen und Begriffen, deren erster das 
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Minimum eines linearen Formensystems für ganzzahlige Werte der 
Variabeln sein soll. 

Es sei das allgemeine Formensystem (22) mit der Determinante 1 
vorgelegt und g sei der größte unter den Betl·iigen der Koeffizienten 
dieses Formensystems: 

Iai, bl, · · ., 'c"[ <g. (28) 

Setzt man beliebige zwei der Variabeln x, y, z gleich 0, die dritte 
gleich 1, so wird jede der drei Formen sichtlich gleich einem ihrer 
Koeffizienten, also gleichfalls 

(29) 

Hiermit ist die Existenz Rolcher ganzzahliger Werte x, y, z klar ge­
legt, die nicht alle Null sind und den drei Formen ·werte ~' 17, s er­
teilen, welche dem absoluten Betrage nach die Größe g nicht über­
steigen; diese letzteren Werte können auch nicht alle drei zugleich 
verschwinden, denn solches tritt wegen Nichtverschwindens rler Deter­
mimtnte von (22) nur für x = 0, y = 0, z = 0 ein, das letztere Werte­
system kommt aber hier nicht in Betracht. 

Um nun Schranken zu finden, innerhalb deren die Größen x. y. ,g 

überhaupt liegen müssen, wenn irgendwie die Ungleichungen (29 1 be­
stehen sollen, lösen wir die Formen (22) nach x, y, z auf: 

x = a~ + a'11 + c/'s, 

fJ = y~ + y'17 + y"S", 

wonn a, ß, ... , y" Unterdeterminanten von 

a, b, c 
I 

a', b' ' ß= c I 

' I 

a", l" 
) ' c" I 

(30) 

siml. Da wegen (28) jede solche Unterdeterminante absolut ge­
nommen < 2g2 sein muß, so haben die Gleichungen 1 i30) und die 
Ungleichungen (29) notwendig zur Folge: 

(31) 

Hiermit sind in - Gg3, Gg3 Schranken der verlangten Art gefunden. 
Es gibt sonach bloß eine endliche Anzahl von solchen ganzzahligen 
Wertesystemen (x, y, z), welche die Ungleichungen (:!9) bewirken, und 
wir denken uns rliese Wertesysteme aus der Gesamtheit der zwischen 
den besagten Schranken liegenden ganzzahligen Werte x, y. z heraus­
gesucht, doch unter Ausschluß des vV ertesystcms ( 0, 0, 0). 
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Es möge nun g; (x, y, z) den größten, resp. einen der größten 
unter den drei einem vorgegebenen Wertesystem (x, y, z) entspringen­
den Beträgen I~ , 111 , I ~! bedeuten. Dann wird für die soeben aus­
geschiedenen ganzzahligen Wertesysteme (x, y, z) und nur für diE•se, 

0 < g; (x. y, z) < g 

sein. Unter diesen zugehörigen g;, deren es eme endliche Anzahl, 
und zwar mindestens eins gibt, muß es einen kleinsten Wert geben, 
der sicher von 0 verschieden ist und eventuell auch für mehrere der 
Systeme (x, y, z) herauskommen kann; dieses kleinste g; wollen wir 
das Minimum des Formensystems ~' 1/, ~ (scil. für ganzzahlige Werte 
der Variabeln) nennen. Die Existenz desselben ist durch die YOr­
stehende Betrachtung dargetan; zugleich ist festgestellt worden, daß 
es < g ist und bei Werten x, y, z eintritt, die jedenfalls in den 
Schranken - 6 g3, 6 g3 liegen. 

Der Beweis des Satzes IV wird nunmehr darauf hinauslaufen, zu 
zeigen, daß das Minimum des Formensystems (22) den Wert 1 nicht 
überschreiten kann; für das spezielle System (24) ist dies bereits be­
wiesen. 

§ 8. Variation und Transformation linearer Formen. 

Wir zeigen zunächst, daß das lJiinimum sich kontinuierlich ändert. 
wenn man die Koeffizienten der drei Formen kontinuierlichen Änderungen 
untcrwt"l-{t. Wir variieren die Koeffizienten a, b, ... , c" bzw. um 
Größen oa, ob, ... , oc'', deren Beträge unterhalb emer positiven 
Grenze s liegen mögen: 

... , oc" 1 < s; (,, •)) ,,_ 

wir bezeichnen dies als eine Variation < s der Formen ~~ q, i;. Es 
sei nebenbei bemerkt, daß, wenn wir eine willkürliche erste Variation 
< s vorgenommen haben und dabei s0 der größte unter den Beträgen 
I o a I, I ob ! , ••• , I o c" , ist, wir an dem so gewonnenen neuen Formen­
system alsdann noch eine ganz beliebige Variation < s - s0 vornehmen 
können und dabei das Resultat gleichbedeutend mit einer Variation 
< c von ~' 1/, ~ sein wird. Haben wir nun eine Variation < s an 
~. r;, i; ausgeführt und bezeichnen mit ~ *, r;*, ~* die dadurch aus 
~' 11, ~ hervorgegangenen Formen, mit o ~, o r;, ö' ~ dagegen die Ände­
rungen, welche die gegebenen Formen dabei erfahren haben, so ist 

~* = ~ + 0~ = (a + oa)x + (b + ob)y + (c + oc)z, 

1)* = 11 + 01) = (a' + oa')x + (b' + ob')y + (c' + oc')z, (3:l) 

~* = ~ + 0~ = (a" + oa")x + (b" + ob")y + (c" + r'Jc")z. 
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Es sei nun M das Minimum der ursprünglichen, M* jenes der 
variierten Formen. Wir wollen unter x, y, z solche ganzzahlige Werte 
der Variabeln verstehen, für welche das Minimum JJI eintritt; dann 
müssen dieselben, sobald die Voraussetzung (28) getroffen ist, nach 
§ 7 der Ungleichung 

(34) 

genügen. Mit Rücksicht darauf und auf (32) folgt aus (33) für dieses 
Wertesystem (x, y, z): 

umsomehr also 
J;*i, l11*l, ,s*I<M+18sg3, 

(35) 

Analog seien x*, y*, z* gewisse das Minimum M* bewirkende 
ganzzahlige Werte der V ariabeln. Da aus der Voraussetzung (28) und 
aus (32) eine analoge Voraussetzung für die Koeffizienten der variierten 
Formen folgt, nämlich 

I a + il a , i b + il b I, ... , : c" + il c" < f1 + s, 
so müssen x*, y*, z* einer zu (34) analogen Ungleichung genügen, 
und zwar 

I x* ' Y* ' ' ·. z* : < 6 (f/ + E )3, 

und dementsprechend folgt aus (33) für dieses Wertesystem (x*, y*, z*): 

daher auch 
; , 1]1, isi<M*+18s(g+s'i3, 

M < JJI* + 18s (g+sl (36) 

Ans den Ungleichungen (35), (36) entnehmen wir nun: 

- 18s(g+ s) 3 < 1li*- M < 18sg3, 

wodurch der Unterschied beider Minima, M und JJI*, zwischen zwei 
Grenzen eingeschlossen erscheint, welche beliebig klein gemacht wer­
den können, sobald nur E genügend klein genommen wird, d. h. so­
bald die Variation der gegebenen Formen einen hinreichend kleinen 
Spielraum nicht überschreitet. Hiermit ist also dargetan, daß das 
Minimum von drei linearen Fonneu eine kontinuierliche Funktion der 
Koeffizienten ist. 

Im folgenden werden wir das Formensystem ;, 11, s, und zwar 
immer nur zwei der Formen, so zu variieren haben, daß die System­
determinante den \V ert 1 beibelüllt und dabei die Variationen aller 
Koeffizienten eine Grenze E nicht überschreiten. Dies wird in fol­
gender Weise zu erzielen sein: Wir variieren zun1ichst etwa bloß die 
Koeffizienten von ; bzw. um die Größen iJ a, () b, iJ c, so zwar, daß 

!o'nl, iJb,! ilcl < it 
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bleibt, wobei & noch unbestimmt, jedenfalls aber 

O<&<s (38) 

sei, und es sei 1 + o 6. die Determinante des variierten Formensystems, 
wobei also 

oa, ob, oc' 
ob.= a', 1/, c ' i 

I 

" 7/' " I a' ' 
(; 

ist. Damit aus dieser Determinante wieder eine Determinante vom 
Werte 1 hervorgeht, multiplizieren wir in ihr eine der unvariierten 
Zeilen, z. B. die dritte, mit 1/(1 +ob.). Dadurch wird aber zugleich 
eine Variation der Koeffizienten von s hervorgerufen, und zwar bzw. 
um die Größen: 

und jetzt handelt es sich darum, daß auch diese Variat,ion den fest­
gesetzten Spielraum nicht überschreite, also 

1 -"" '-"1"' I Sn· ua 'iuJ r, uc i<c 

bleiben. Nun ist mit Rücksicht auf (28) 

· ot::..! < 6&y2 

und daher, 'Yenn noch 

vorausgesetzt wird, 
ob. : . 6irg" • 

l+oE < 1=r5-&c72 ' ' I , 

(3D) 

mithin werden 1 oa" I, 1 ob" 1, 1 oc'' sicher sämtlich < f ausfallen, 
wenn nur 

(40) 

ist. Man braucht also, um das Gewünschte zu erreichen, nur ,'} so 
zu wählen, daß es die Ungleichungen (38), (39), ( 40) gleichzeitig 
erfüllt. 

Dem Beweise des Satzes IV muß noch die folgende Betrachtung 
vorausgeschickt werden: 

Wir üben an den Formen ~' 11, s eine durch die Gleichungen 

X= pX + p'Y + p"Z, 

y = q X + q'Y + q" Z, 

z = r X + 1: Y + 1'" Z 

(41) 



§ 8. Variation und Transformation linearer Formen. 15 

gegebene lineare Transformation aus, wobei p, p', ... , r" ganze Zahlen 
sein mögen und die 'rransformationsdeterminante 

p, p', p" 

T= q, q'' r/' 
r 
' 

r', r" 

den Wert 1 haben soll. Dann gehen die drei Formen m drei neue 
mit den Variabeln X, Y, Z über: 

S = AX + BY + CZ, 

H= A'X + B'Y + C'Z, 

Z = A"X + B"Y + C"Z, 

(42) 

wobei der Zusammenhang zwischen den transformierten Koeffizienten 
A, B, ... , C" und den ursprünglichen a, b, ... , c" durch eine Be­
ziehung zwischen den zugehörigen Matrizen und der Matrix T, und 
zwar 

lA, B, c a, u, c 

A' B' C' I b', c ' ·T (4:3) 
' ' 

((' 

A" B" .(J'' II u" II 

' 

' ' 
! a' ' 

c 

zum Ausdruck gebracht werden kann. Dieser Beziehung zufolge 
stimmt nach dem Multiplikationssatze der Determinanten die Deter­
minante der transformierten Formen Ä, EI, Z mit derjenigen von 
;, Yj, ~ im \Verte überein, ist also wieder = 1. 

Für je zwei durch die Gleichungen ( 41) verbundene vV ertesysteme 
(x, y, z) und (X, Y, Z) gilt: 

; (x, y, z) =$(X, Y, Z), 11 (x, y, z) = H(X, Y, Z), 

~ (x, y, z) = Z (X, 1~ Z); 

dabei entspricht jedem ganzzahligen VV ertesystem (X, Y, Z) ein ganz­
zahliges \Vertesystem (x, y, z), und - weil T = 1 ist - auch um­
gekehrt; speziell für X= 0, Y = 0, Z = 0 gehen x, y, z ehenfalls in das 
Wertesystem (0, ü, 0) über, und setz.t man umgekehrt in ( 41) x = 0, 
y = 0, z = 0 ein, so folgt wegen Nichtverschwindens der Determinante 
als einzige Lösung: X= 0, Y = 0, Z = 0. 

Aus dieser Sachlage folgt ohne weiteres, daß das Minimum des 
Formensystems Ä, H, Z Jasseibe sein muß, wie jenes von ;, Yj, ~­
Durch eine lineare Transformation mit der Determinante 1 (unimodu­
lare Substitution) iindert sich also das .1llinimwn t·on drei temiiren line­
aren Formen nicht. 
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§ c ::1. Ausführung l1esmulerer Variationen. 
Nun läßt sich der Beweis des Satzes IV in wenigen Zügen er­

ledigen. Angenommen, der Satz wäre nicht richtig, also das Minimum 
der Formen ~' t7, s größer als 1. Dann kann man nach § 8 ein c > 0 
derart angeben, daß für alle Variationen < c dieser Formen das 
Minimum sich so wenig ändert, daß es immer noch die Einheit über­
steigt. Eine solche Variation führen wir aus, indem wir zunächst 
zu c em positives {7 derart bestimmen, daß gleichzeitig 

6itg 3 

{7 < c' 6 &g2 < 1 ' ---- -- < c (44) 
1- 6itg 2 

wird, sodann eine positive ganze Zahl s derart festlegen, daß 

1 
--<& 

8 

wird, hierauf rationale Zahlen pjs, qjs, 1-js suchen, so daß 

1!__-al<__!__ 
i s ,= s' 

~ r I 1 --c <-, s 1 = s 

(45) 

(46) 

wird (s. § 1), uml in der Form~ c durch 1'/S ersetzen, weiterb durch q, s, 
wobei wir q + 0 annehmen können, da wir für dasselbe sicher die 
Wahl zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen haben, schließlich a 

p 1 
dnrch -+ --- wobei t eine so gewählte ganze Zahl bedeute, daß 

s '1st' 

qst > 0 und zugleich _!_ + -- 1 - < {7 
s qst 

( 47) 

wird. Hierdurch werden die Koeffizienten von ~ um Größen variiert, 
die wegen (45) und (47) dem Betrage nach unterhalb & liegen. Um 
noch die gleichzeitig erfolgte Variation d 1:::. der Determinante des 
Formensystems zu beheben, multiplizieren wir die Koeffizienten in s 
mit 1j(l + o!:::.) und erhalten so das variierte Formensystem 

t* p r1 t + 1 '1 r 
"' = -qst--x + --;Y + -s z, 

r;* = 1), 

f-*- !; 
" - 1+ oA' 

welches aus dem ursprünglichen wegen (44) (s. § 8) durch eine 
Variation < c hervorgeht und darum ein Minimum hat, das sicher 
noch > 1 ist. 

Nun erfüllen die ganzen Zahlen n = - zh, t' = - p q t + 1 die 
Helation 

(pqt+ 1)v- q2tu = 1, 
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und wu führen an dem System ( 48) die durch die Gleichungen 

x' = (pqt+ l)x + q2 ty + qrtz, 

y'=nx + vy, 
' Z= 

gegebene Transformation mit der Determinante 

·u, v, 
o, o, 

qrt 

0 I= 1 
1 I 

17 

aus. Die transformierten Formen, welche ~', r/, ~' heißen mögen (wo­
bei ~' schon die für den Spezialfall (24) charakteristische Gestalt 

~' x' 
= 118-t 

hat), und welche nach § 8 dasselbe Minimum > 1 haben, wie die 
Formen ( 48), variieren wir nun in ähnlicher Weise, wie dies mit den 
ursprünglich gegebenen geschehen ist. vVir bestimmen s', .fJ1 ähnlich, 
wie vorhin c, -& bestimmt wurden, legen so dann eine positive ganze 
Zahl s' derart fest, daß 

(49) 

wird, finden weiter zu den Koeffizienten von ·t/ nach Analogie yon 
( 46) rationale Näherungszahlen zl'/s', r//s', r'js', wobei wir / + 0 ein­
richten, und substituieren in r/ p'js' für den Koeffizienten von x', 
'· ' f. · ' d rf 1 f·· · ' b · t' 1 ~· / s ür Jenen von z un -,/ + r' s' t' ur Jenen von y' wo el a s ganze 

Zahl so gewählt sei, daß 

r's't: > 0 und zugleich :, + 1-'~'t' < -&' (50) 

wird; gleichzeitig multiplizieren wir ~' mit dem aus der soeben er­
folgten Variation o' D. der Determinante sich ergehenden Faktor 1/(1 +o' D.) 
und erhalten so das folgende variierte Formensystem von der Deter­
minante 1: 

~**- x' 
- qst' 

' ' -'t'+ 1 r' .,.,**= P, x' + 1_11_,-;-,-v'+ " ., s r s t s' (./' 

"'**- !;' ~ -1+ni' 

dessen Minimum immer noch > 1 sein wird. 
system üben wir die Transformation 

Minkowski, diophant. Appn,ximationen. 

(51) 

An diesem Formen-

2 
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" ' X= X, 

ff ' ltl '+ (' ' 't'+ 1) '+ ' 2t' I y=pr x qr y r z, 

z" = v' yl + W 1 z' 

aus, wobei wu mit V 1 =- q'2 t', u/ = - (j_ 11.' t' + 1 der Gleichung 

(q1r't1+ 1)w1
- r' 2 t'v1 = 1 

Genüge leisten, so daß die Transformationsdeterminante 

1, o, 0 
p'r'tl, (j1F1t1 + 1, r' 2t''=1 

o, I I v, w 

wird. Hierdurch geht das Formensystem (51), wenn zur Abkürzung 

q s t = t1 , rl 81 tl = t2 

gesetzt wird, m das folgende über: 

~" = ~"' 
1 

r/'= (52) 

(= Ax"+ By"+ t1 t2 z". 
(Der dritte Koeffizient in s" muß = t1 t2 sein, weil die Determinante 
des Formensystems = 1 ist; die übrigen zwei Koeffizienten bezeichnen 
wir kurz mit A, B.) Dieses Formensystem hat dasselbe Minimum 
wie jenes (51), also ein Minimum > 1; dies steht aber im Wider­
spruch mit dem Satze IV., insofern dieser für den Spezialfall (52) 
bereits bewiesen ist. Hiermit ist die Unzulässigkeit der Annahme, 
daß das Minimum von ~' ~/, 6 die Einheit übersteige, dargetan, woraus 
a contrario die Richtigkeit des Satzes IV. für beliebige drei ternäre 
lineare Formen mit der Determinante 1 folgt. 

§ 10. Grenzfalle (les Satzes iiber drei lineare ternäre Formen. 
Für die Anwendungen werden von besonderer Wichtigkeit die 

Grenzfälle sein, in denen das Minimum der Formen (22) genan 
gleich 1 und nicht kleiner ist. Im allgemeinen werden auch solche 
ganzzahlige Werte der Variabeln existieren, die nicht alle verschwinden 
und für welche die Beträye aller drei Formen < 1 wm·den; ist dies 
aber nicht der Fall, wofür wir später die valistfindigen Bedingungen 
ableiten werden, so muß, wie sich zeigen wird, namentlich mindestens 
eine der Formen ganzzahligc Koeffizienten haben. 

Ein dem Satze IV. ganz entsprechender allgemeiner Satz für 
n lineare Formen mit n Variabeln läßt sich ähulicb, wie der Satz IY., 
beweisen; doch bietet der weitere Ausbau der soeben erwähnten, auf 
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den Grenzfall des Satzes IV. bezüglichen Kriterien für mehr als drei 
Formen erhebliche Schwierigkeiten dar, die sich mit der Anzahl der 
Formen steigern. 

Dagegen Hißt sich eine andere Tatsache sehr leicht für n lineare 
Formen mit n Variabeln beweisen, so bald einmal der zu IV. analoge 
allgemeine Satz fe~tsteht, - diese nämlich, daß e$ stets ganzzahlige 
liVerte der Variabelu gibt, die nicld alle t'et·sclncinden 11ncl f'iir welche 
alle n Formen bis an( eine, von vorn herein beliebig auS[Jewiiltlte, dem 
Betrage nach < 1 werden, diese eine dagegen < 1 wird. 

Denn bilden wir, nm bei drei Formen zu bleiben, aus den Formen 
~' r;, ~ mit der Determinante 1 die drei neuen Formen (1 + it)~, 
(1 + it)r;, ~/(1+it) 2, wobei it eine willkürliche positive Größe bedeute, 
so haben die letzteren Formen ebenfalls die Determinante 1, und es 
gibt darum ganzzahlige, von (0, 0, 0) verschiedene Wertesysteme 
(x, y, z), für welche 

unr1 also 

wird. Unter den sämtlichen, sicher nur in endlicher Anzahl vorhan­
denen vVertesystemen, die überhaupt den Ungleichungen (53) genügen, 
greifen wir nun ein solches heraus, welches dem I ~ I den kleinst­
rnöglichen Wert erteilt; das so bestimmte :Minimum fiir I~ I kann sich 
offenbar bei einem Übergang zu größerem it nicht iindern, hat somit 
den gleichen \V ert für irgend zwei it, d. h. es ist von it ganz unab­
hiingig; da es nun stets < (l+it)2 ist, it aber beliebig klein an­
genommen werden kann, so muß es notwendig < 1 sein. Souach 
gibt es in der 'l'at mindestens em von (0, 0, 0) verschiedenes Werte­
system (x, y, z), für welches 

~1<1, r;,<1, 1~:<1 
wird, q. d. e. 



Zweites Kapitel. 

Zahlengitter in zwei Dimensionen. 

§ 1. Geometrisclte Darstellung <les Zahlengitters. 

Die Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme zweier Variabeln 
x, y wolleu wir das Zahlengitter in zu:ei Dimensionen nennen. Das­

selbe kann durch ein Parallelkoordinaten-
• 

• 

• 

• 

• 

!I • system geometrisch dargestellt werden, in­
dem jedem ganzr.ahligen Wertepaare ( x, y) ein 
Gitterpunkt mit den Koordinaten x, y zugeord­
net wird (Fig. 5). Das Koordinatensystem 

------..,.:+------.. x kann recht- oder schiefwinklig angenommen 

• • 

·werden, auch können für die Zeichnung 
der Koordinaten parallel den zwei Achsen 
zwei verschiedene und ganz beliebige Maß-
st1ibe angewaudt werden: für die Darstel­
lung des Zahlengitters ist dies irrelevant. 

Fig. 5· Ist in der Koordinatenebene der x, y 
eme begrenzte Figur gegeben, so wollen wir unter dem Inhalt der­
selben in diesen Koordinaten das auf die Fläche der Figur be­
zogene Doppelintegral 

J Jjaxdy 
verstehen, wo bei das Element des Integrals stets als wesentlich posi­
tive Größe zu denken ist. 

§ 2. Satz über zwei binäre lineare Formen. 

Es seien zwei lineare Formen zweier Variabeln mit beliebigen 
reellen Koeffizienten und mit nicht verschwindender Determinante 
gegeben: 

~ = ax + ßy, 1) = yx + oy; 
6. = ao- ßy + 0 . 

(1) 

(2) 
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Wir bilden in der Ebene des Zahlengitters der x, y das von den Geraden 

~=1, ~=-1, 1)=1, t]=-1 

begrenzte, den Nullpunkt zum Mittelpunkt habende Parallelogramm 
(Fig. 6), dessen Inhalt 

1 1 

J rra d !d(x,y) lßdtz 1 Jat.Ja -1 , J)LX y= l d (~,'IJ) ! J (o,C'l)= j ~ ! s Yj=T (3) 
-1 -1 

beträgt, und denken uns dasselbe vom Nullpunkte aus nach allen 
Richtungen in irgend einem V er- • • • • • • • 
hältnis t./ 1 dilatiert; das neu ent­
standene, von den Geraden 

~ = t, ~ =- t, '11 = t, '11 = - t 
begrenzte Parallelogramm hat dann 
den Inhalt 

Jedem Werte des positiven Pam- • • • • 
meters t ist ein solches Parallelo­ F ig. G. 

gramm zugeordnet. 

• • • • 

·wird nun der größere von den beiden Betriigen · ~ ', 1 1') :, welche 
einem beliebig vorgegebenen Wertepaare (x , y) entspringen, bzw. ihr 
gemeinsamer ·wert (analog, wie in Kap. I § 7) mit fJJ ( x , y) bezeichnet, 
so ist es einleuchtend, daß, je nachdem deT Punkt (x, y) innerhalb, auf 
der Begrenzung oder außerhalb des Pa-rallelogramms vom Parameter­
werte t liegt, 

rp(x, y) < t, resp. = t, resp. > t 
sein wird. 

Die ursprüngliche, zum Parameter 1 gehörige Figur bezeichnen 
wir als Eicltfignr. 

Wir denken uns nun die Eichfigur zuerst durch Verkleinerung 
des t so stark zusammengezogen, daß die resultierende neue Figur 
außer dem Nullpunkte keinen weiteren Gitterpunkt enthält, und dila­
tiei·en sodann diese letztere durch kontinuierliche Vergrößerung des t 
so lange, bis sie mit ihrer Begrenzung zum ersten Mal an einen 
Gitterpunkt, etwa P, stößt (Fig. 6); es soll dieses für den Parameter­
wert t = J.1I geschehen, so daß der Inhalt der zugehörigen Figur 21f2J 
beträgt. Dann ist es klar, daß rp (x, y) im Punkte P den ·wert .ZII 
hat und daß dies der kleinste Wert ist, den rp (x, y) fii.r ganzzrthlige 
Werte x, y, ausgenommen für das System (0 , 0) , anzunehmen H'rmag. 
Für den Punkt P ist also 

: ~ ~ < Jll, lj . < 111, 
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wobei m mindestens einer dieser Ungleichungen sicher das Gleich­
heitszeichen gilt. Somit ist M nichts anderes, als das Minimum der 
Formen ;, rJ für ganzzahlige von 0, 0 verschiedene Werte der Variabeln 
(vgl. Kap. I § 7). An diese Erkenntnis läßt sich ein neuer Beweis 
des im vorigen Kapitel bewiesenen Satzes für lineare Formen -
hier wäre es für zwei Formen - anknüpfen; ein solcher wird nämlich 
erbracht sein, sobald gezeigt wird, daß 

ist, und dies werden wu durch eine einfache geometrist:he Über­
legung erschließen. 

Der größeren Anschaulichkeit halber empfiehlt es sich für diese 
Überlegung die Koordinatenachsen und die Maßstiibe auf den Achsen 

b'ig. 7. 

,----LI-.-- so zu wählen, daß die betrachtete Eich­
figur in ein Quadrat übergeht (Fig. 7). 
Wir ziehen das dem Parameter ]}J ent­
:,;prechende, der Eichfigur homothetische 
Quadrat .ABCD, auf dessen Rande 
der Gitterpunkt P liegt, im Verhält­
nis 1 : 2 zusammen und denken uns 
das neu entstandene Quadrat, dessen 

(JJI)2 Inhalt = 2 J ist, vom Nullpunkte 

aus zu jedem anderen Gitterpunkt als 
Mittelpunkt parallel mit sich selbst 
verschoben. Es ordnen sich dannlauter 

solche Quadrate zuniichstlängs der beiderseits ins Unbegrenzte verlängerten 
Geraden OP an, so zwar, daß je zwei benachbarte an den einander 
zugekehrten Seiten zusammenstoßen ; und ähnliche Züge von Quadraten 
erhalten wir längs weiterer, zu 0 P paralleler Reihen von Gitter­
punkten. Die einzelnen Ziige sind untereinander getrennt; denn würde 
etwa das Quadrat um B in jenes um 0 hineingreifen, so müßte der 
Punkt B, wie eine einfa~.;he Überlegm1g zeigt, im Inneren der 
Figur ABCD liegen, was ausgeschlosseu ist. Im allgemeinen wer­
den sieb beide genannten Quaurate, um R und um 0, nicht einmal 
berühren; eine Berührung wird nur dann ein treten, wenn uer Gitter­
punkt R auf der Begrenzung der Figur ABCD liegt. So wird also 
die ganze Ebene von den besagten Quadraten vom P arameter JJI/2 
jedenfalls nirgends mehrfach überdeckt sein; sie kann dabei unter 
Umst1inden von diesen Quadraten lückenlos ausgefüllt sein , im all­
gem eilten aher werden zwischen den einzelneu Zügen un belleckte 
Zwischenriiume bleibe11. 

Konstruieren wir nun andererseits um j eden Gitterpunkt als 
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Mittelpunkt das Parallelogramm, dessen Seiten Strecken von den 
Längen 1 parallel zu den Koordinatenachsen vorstellen (Fig. 8). Da 
diese Parallelogramme die ganze Ebene einfach und lückenlos über­
decken, so kann man schon daraus den Schluß ziehen, daß der Flächen-

inhalt ( ~rJ eines jeden der vorhin um die Gitterpunkte konstruierten 

Quadrate vom Parameter IYI/2 kleiner, und nur im Grenzfalle der lücken­
losen Erfüllung der ganzen Ebene 
auch durch Jene Quadrate gleich 

Fig. 8. 

/-QJJ) 

• 

0 0 0 

otßo 

( Q:-fj) 

}'ig. 9. 

ist U.em Fl[icheninhalt 1 emes jeden der auf Fig. 8 gezeichneten 
Parallelogramme; aus 

(~rJ < 1 bzw. - J =1 ( JJ[) 2 
2 

(4) 

folgt aber wegen (3): 
JJJ2 

bzw. 
M' 

: ~ 1 < 1 ·-- = 1 I b. l 
oder 

~I < VT6 ' bzw. 111 =V' Al, 
uml hiermit erscheint der dem Satze IV. entsprechende Satz für zwei 
binäre lineare Formen mit beliebiger nicht verschwindender Deter­
mimtnte bewiesen. 

§ 3. Strenge BrgriiiHlung tler olwren •~reuze fiir (las ~linimum. 
Um noch dieser Schlußweise einwandfreie Strenge zu verleihen, 

wollen wir jetzt x, y als gewöhnliche r echtwinklige Koordinaten an­
nehmen und denken uns zunächst ein endliebes Stück aus dem Gitter 
herausgeschnitten, nämlich Jas um den Nullpunkt symmetrisch liegende 
Quadrat mit den Eckpunkten (Q, Q), (-- Q,Q), (Q,- Q), (- Q,-Q) 
(Fig. 9) , wobei Q eine ganze Zahl bedeute, über deren Größe noch 
verfügt werden soll, - und konstruieren um die (2 Q -1- 1)2 innerhalb 
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und auf der Begrenzung dieses Quadrates liegenden Gitterpunkte als 
Mittelpunkte unsere der Eichfigur homothetischen Parallelogramme 
vom Parameter M/2. Die letzteren kommen ins Innere des Quadrates 
mit den Ecken (± Q, ± Q) zu liegen, mit Ausnahme gewisser, welche 
über die Begrenzung dieses Quadrates hinausragen. Jedes dieser 
Parallelogramme läßt sich nun in ein Quadrat mit demselben Mittel­
punkte einschließen, dessen Seiten hzw. zu den Koordinatenachsen 
parallel und von der Länge Mh sind, wobei h den größten unter 
jenen Werten bedeutet, welche von den Größen I x , · y I innerhalb und 
auf der Begrenzung der Eichfit,rur angenommen werden. Die Gesamt­
heit dieser Quadrate fällt nun vollständig in ein Quadrat, welches 
über die Berandung des Quadrates mit den Ecken (+ Q, ± Q) an 

jeder Seite um die Breite ~I_h hinausragt und sonach den Flächen­

inhalt (2 Q + JJih )2 hat. In dieses letztere Quadrat fällt also auch 
die durch Konstruktion der Parallelogramme um die Gitterpunkte 
entstandene Figur vollständig hinein und, da die letztere den Flächen-

inhalt (2 Q + 1 )2 (~I_r J hat, so haben wir: 

oder: 

(2Q + 1)2 (~Ir J ::_:; (2Q + Mh)2, 

(11{)2 (1 + ;~l~~r 
2. J <F+-~~y· (;)) 

Da ( ~~1) 2 J eme bestimmte endliche Größe ist, der rechts stehende 

Ausdruck dagegen für genügend großes Q 

kommt, so folgt aus (5) notwendig: 

- J< 1 ( JJ1)2 
2 = ' 

was zu beweisen war. 

der Einheit beliebig nahe 

(6) 

§ 4. Grenzflille tles Satzes iiber zwei hiniire lineare Formell. 

Konstruiert man um den Nullpunkt als Mittelpunkt das der Eich­
figur homothetische Parallelogramm mit dem Parameter JJI, also dem 
Inhalt JJI2J, sodann ein dazu homothetisches Parallelogramm vom 
Flächeninhalt 4, so sagt die zuletzt gewonnene Ungleichung, wenn 
man s1e m der Form 

schreibt, aus, daß das erstere Parallelogramm ganz im Inneren des 
letzteren liegt oder im iiußersten Falle mit ihm zusammenfällt. Da 
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nun das erstere Parallelogramm in seinem Inneren außer dem Null­
punkte keinen weiteren Gitterpunkt enthält, wohl aber auf seiner Be­
grenzung Gitterpunkte aufweisen muß, so können wir das vorhin ge­
wonnene Resultat (6) auch folgendermaßen aussprechen: 

V. Ein um den Nullpunkt als ~Mittelpunkt lconstruiet·tes Parallelo­
gramm vom Flächeninhalt 4 enthält immer attßer dem Mittelpnnktc 
noch weitet·e G itterpunkte. 

Im allgemeinen werden bereits im Inneren des Parallelogramms 
vom Flächeninhalt 4 außer dem Mittelpunkte noch weitere Gitter-

punkte liegen; nur in dem Grenzfalle, wo ( ~~) 2 J genau gleich 1 ist 

(und also die beiden linearen Formen (1) nicht gleichzeitig durch ganz­
zahlige Werte =f= 0,0 der Variabeln dem Betrage nach <V ß gemacht 
werden können), liegen diese weiteren Gitterpunkte nicht im Inneren, 
sondern auf der Begrenzung des Parallelogramms. Die Art und Weise, 
wie sie sich dabei auf di e Begrenzung verteilen, läßt sich unschwer 
erkennen. Zunächst muß jede Seite in ihrem Inneren mindestens 
einen Gitterpunkt enthalten, denn wäre dies z. B. für die Seite A B 

' ' 

• 
() 

L-L.---------J 

Fig. 10. 

---

• 
0 

L-------- --- --- H 

Flg. 11. 

(Fig. 10), also auch für die gegenüberliegende C'D , nicht der Fall, 
so könnten wir diese beiden Seiten in entsprechender W eise parallel 
zu sich selbst aus dem Parallelogramm herausschieben, so daß dabei 
keine neuen Gitterpunkte ins Parallelogramm hereintreten; hierdurch 
wäre aber ein P arallelogramm mit einem Flächeninhalt > 4 gewonnen, 
in dessen Innerem sich kein Gitterpunkt außer dem Mittelpunkte be­
fände, was zu einem Widerspruch mit V. führt. Liegt ferner im Inneren 
einer Seite ein einziger Gitterpunkt, so muß er in der Mitte der Seite 
liegen; denn wäre dies nicht der Fall, so könnten wir durch ent­
sprechende Drehung dieser Seite um den Gitterpunkt (Fig. 11) und 
der gegenüberliegenden Seite um den auf ihr befindlichen, zum ersteren 
symmetrisch bezüglich 0 gelegenen Gitterpunkt wiederum ein Parallelo­
gramm von einem Fticheninhalt > 4 gewinnen , welches im Inneren 
Immer noch keinen Gitterpunkt außer dem Mittelpunkte enthalten 
würde. Hieraus folgt, daß in unserem Parallelogramm ABCD entwedrr 
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a) jede Seite nur einen Gitterpunkt in ihrem Inneren, und zwar 
genau in der Mitte, enthält, oder 

b) zwei gegenüberliegende Seiten je einen Gitterpunkt in der 
Mitte, die übrigen zwei dagegen je zwei Gitterpunkte enthalten. 

Weitere Eventualitäten, daß etwa im Inneren einer jeden Seite 
zwei Gitterpunkte lägen oder gar irgend welche Seite mehr als zwei 
Gitterpunkte enthielte, schließen sich von selbst aus, denn aus diesen 

c 
"" ," 

' ' "------- __ _..," 
• 0 

A 
Fig. 12. 

I 
I 

I 
I I I __ ___ ...__..._ ____ _. 

(} 

A 
ig. 13. 

Gitterpunkten würde sich durch Parallelogrammkonstruktion (Fig.12, 13) 
jedesmal ein solcher neuer Gitterpunkt ableiten lassen, der im Inneren 
des Parallelogramms läge und mit dem Mittelpunkte nicht zusammen­
fiele, entgegen unseren Voraussetzungen. 

Im Falle a) ist es nun klar, daß hier auch die Eckpunkte des 
Parallelogramms Gitterpunkte sind, also im ganzen acht Gitterpunkte 
auf der Begrenzung desselben liegen (Fig. 1-:1-). Im Falle b) dagegen 
gibt es sechs solcher Gitterpunkte (Fig. 15); dabe i müssen die Gitter-

e (J c (J .B 
I 

I 

.M ----------i:.~---- - ---
,/'0 

./) .Jl A 
F ig . U. 

' 
' ' 

--------~-------- _Ii. 

' (} ' ' 
', ~ \ 

I __ _ j 

s Jl .A 
.·;g. 15. 

punkte P, Q (resp. R, S) auf einer Seite so liegen, daß sich aus ihnen 
tmd dem Gitterpunkte L oder N auf der anstoßenden Seite durch ge­
eignete P arallelogrammkonstrukt ion gerade der Mittelpunkt 0 ergibt; 
denn wäre nicht der Punkt 0 auf diese Weise herzustellen, so würde 
wieLlerum neben dem Mittelpunkte noch ein anderer Gitterpunkt im 
Inneren des Parallelogramms vorhanden sein. Man sieht auch, daß unser 
Parallelogramm dann dem Inhalt nach ein Vierfaches vom Parallelogramm 
OLPQ ist; wenn also p, q bzw. r, s die (jedenfalls ganzzahligen) 
Koordinaten der Punkte L b11w. Q bedeuten , so muß der Flächen­
inhalt von OLPQ 

ps - qr=l (7) 

sem. Gm111 entsprechend ist es rrnch im Falle a) (Fig. 14). Die 
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Relation (7) muß also bestehen, wenn das zur Eichfigur homothetische, 
zum Parameter JYI gehörige Parallelogramm gerrau den Inhalt 4 haben 
soll; und umgekehrt: besteht diese Relation, so ist der besagte Inhalt 
tatsächlich = 4. Ist dies nun der Fall, so läßt sich das Zahlengitter 
in x, y durch die Substitution 

welche wegen (7) 

x = pX + rY, 
y = qX + .sY, 

X= sx- ry, 

Y =- qx + PY 

(S) 

(9) 

liefert, in ein Zahlengitter in X, Y überführen, in dem tlann die Punkte 
(p, q), (r, s) die Koordinaten X= 1, Y = 0 bzw. X= 0, Y = 1 er­
halten. Sind ferner 

~ = ax + ßy' 1) = yx + oy (10) 

genule die Formen, welche = 1 resp. - 1 gesetzt tlie vier Seiten des 
Parallelogramms ABCD darstellen, wobei wir uns der Einfachheit 
wegen JYI = 1, also 

ao- ßy = ± 1 

denken, so finden wir leicht die Formen .::, H, in welche diese ge­
gebenen (10) infolge der Transformation (8) übergehen, indem wir 
bloß berücksichtigen, daß die Gleichung der Seite ALB (wir setzen 
diese Zeichen auf ~ = 1 oder r; = 1) und die Gleichung cler Mittellinie 
NL (1j=0 bzw. ~=0) beidevondem Punkte (X=1, Y=O) befriedigt 
werden müssen. Es ergibt sich. 

.::=X-nY, H = ±Y, (11) 
bzw. 

.:: = + Y, H=X-c~Y, ( 1:!) 

worin (t eine durch die Substitutionskoeffizienten und die Koeffizienten 
der Formen (10) bestimmte Konstante bedeutet. 

Hiermit zeigt es sich, daß su o(t einer von den uPsprocllf'lwn 
Grenz(ällen eintritt, nut1cendig eine ,r;anz:::altlige w1imodularc Substitutii,JI 
existieren muß, lcelclw die geyebenen Formen (10) in solche (11) oder 
( 12) iiuerf'iihrt. Diese notwewlige Bedinguny der Grcn:fiillc ist aber 
wrclt hinreichend: denn da die Ungleichungen 

'X-aY<1, [Y[<1 
außer X = 0, Y = 0 keine weitere ganzzahlige Lösung besitzen, :<o 

kann infolgedessen dann das gegebene ParallPlogramm Yom Inhalt -! 
außer dem Nullpunkte keinen weiteren G itterpnnkt in seinem Inneren 
enthalten, und es tritt sonach einer der beiden Grendälle em. Zu­
gleich hat man dmm wegen (9) und ( 11) bzw. (1:?) 



28 II. Zahlengitter in zwei Dimensionen. 

± r; bzw. + ~ =- qx + py 

und wenn man berücksichtigt, daß p, q zwei ganze teilerfremde 
Zahlen sind, andererseits die arithmetische Bedeutung der Grenz­
fälle beachtet, - diese nämlich, daß dann die Beträge der Forlllen 

~' 'I) nicht beide zugleich durch ganzzahlige Werte (x, y), außer durch 
(0, 0), kleiner als 1 gemacht werden können-, so erhellt die folgende 
Tatsache, eine Ergänzung des Satzes über zwei lineare :B'ormen: 

VI. Ztcei lineare FoTmen mit zwei Van'abeln von der Dder­

minante 1 können duTCh ganzzaltlige, von (0, 0) veTschiedene TYerte­

systeme deT Variabeln dann ttnd nnT dann nicht beide zugleich dem 

Betrage nach < 1 yemacht u·crden, tccnn mindeste11s eine der .Formen 

ganzzahligc teiler(remde Koeffizienten hat. - Daraus ergibt sich ohne 

weiteres die Bedingung für den analogen Grenzfall bei beliebiger von 0 
verschiedener Determinante D. der :b'ormen; diese Bedingung lautet, 

daß die Koeffizienten mindestens einer der :B'orlllen die Gestalt - q V~, 

p y'D. mit ganzzahligen teilerfremden p, q haben müssen. 
Die bisherigen Betrachtungen des zw·eiten Kapitels lassen sich 

ohne weiteres auf den n-dimensionalen Raum übertragen und führen 
dann zu einer Verallgemeinerung des hier für zwei lineare Formen 
bewiesenen Satzes. Nur bietet die Ausdehnung des für die Grenz­

fälle zulebt gewonnenen Kriteriums auf beliebig Yiele :B'ormen erheb­
liche Schwierigkeiten t.lar. n lineare Formen mit n Variabeln und 
von einer Determinante = ± 1 können durch ganzzahlige Werte der 
Variabeln, die nicht alle verschwinden, dem Betrage i1ach sämtlich 

< 1 gemacht werden; soll nun das Minimum des Formensystems 
genau = 1 sein, so vermute ich wohl und ich möchte es als Aufgabe 
stellen, diesen Umstand allgemein zu erweisen, daß dann mindestens 

eine der Formen notwendig ganzzahlige Koeffizienten haben muß; 
aus dieser einen Bedingung würden sich hernach die vollständigen 
Bedingungen dieses Grenzfalles leicht durch einen Schluß von n - 1 
auf n ergeben. 

§ 5. Allgemeiner Satz über konvexe Figuren mit lUittel1nmkt. 

Unter einer konvexen Pignr wollen wir eine von einem ge­
schlossenen, sich nirgends durchsetzenden Kurvenzug begrenzte Figur 
verstehen, die so beschaffen ist, daß durch jeden Punkt ihrer Be 

grenzung mindestens eine Gerade sich ziehen läßt, welche die Figur 
ganz auf einer Seite liißt. Solche Geraden sollen Stützgeraden der 

Figur heißen; im allgemeinen werden es Tangenten der Begrenzungs­
kurve sein; liegt der betreffende Punkt etwa in einem geradlinigen 

~tüek der Begrenzungskurve, so bestimmt das letztere zugleich die 
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Stützgerade für diesen Punkt; bildet die Kurve in dem Punkte eine 
Spitze, so gehen durch ihn unendlich viele Stützgeraden (Fig. 16). 

Falls die konvexe Figur einen 
Punkt besitzt, welcher jede durch 
ihn gehende Sehne halbiert, so heißt 
derselbe Mittelpunkt der Figur. 

Fig. 16. Fig. 17. 

Verschiebt man eine konvexe Figur mit Mittelpunkt irgendwie 
parallel zu sich selbst (Fig. 1 7), so leuchtet es ein, daß das von der 
ursprünglichen und der verschobenen Figur dargestellte Gebilde sym­
metrisch ist in bezug auf den die Verbindungslinie beider Mittel­
punkte halbierenden Punkt. 

vVir werden den folgenden Satz beweisen, eine Verallgemeinerung 
des Satzes V: 

VII. J ede konvexe Figur mit einem Gitterpunkt als Mittelpunkt, 
1:om Flächeninhalt 4, enthält außer dem Mittelpunkte stets noch tceitere 
Gitterpunkte. 

Der Beweis läßt sich ganz analog führen, ww im Falle des 
Parallelogramms (§ 2, § 3), welch letzteres ja nur eme spe;üelle 
konvexe F igur mit Mittelpunkt ist. 
Wir denken uns die gegebene Figur 
vom Flächeninhalt 4, deren Mittelpunkt 
im Nullpunkt 0 liegen mag (Fig. 18), 
zuniichst in einem Verhältnis t: 1 der­
art zu einer Figur vom Parameter t, 
wie wir dafür sagen wollen, zusammen­
gezogen, daß diese letztere außer dem 
Mittel punkte keinen weiterenGi tterp unkt 
enthält, und dilatieren hernach diese letz­
t ere, indem wirtwachsen lassen, so lange, 
bis sie etwa für t = JJf zum erstenmal Fig. ts. 
mit ihrer Begrenzung an einen Gitterpunkt, etwa P, stößt. (Selbst­
verständlich stößt sie dann gleichzeitig an einen zweiten, zu P be­
ziiglich 0 symmetrischen Punkt P'.) Die so gewonnene Figur vom 
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FHichenin halt 4M2 ziehen wir im Verhältnis 2 : 1 zusammen, erhalten 
auf diese Weise eine zu ihr homothetische :Figur vom Parameter 
Jll/2 und dem Flächeninhalt JJ1 2 und verschieben nun die letztere 
parallel mit sich selbst vom Nullpunkt aus zu jedem anderen Gitter­
punkt als Mittelpunkt. VVir betrachten die gegenseitige Lage irgend 
zweier beliebiger unter den Figuren, die wir so erhalten: die eine 
sei die Figur um 0 als Mittelpunkt; bei der anderen werden wir zu 
unterscheiden haben, ob ihr Mittelpunkt, etwa wie P, sich auf der 
:Fignr vom Parameter M um den Nullpunkt findet, oder ob er, wie 
z. B. B, außerhalb der letzteren Figur fiillt. Im ersteren Falle müssen 
offenbar beide zuvor genannten Figuren den Punkt Q, welcher die 
Verbindungslinie 0 P ihrer Mittelpunkte halbiert, gemein haben; da 
sie nun nach einer früheren Bemerkung um den Punkt Q zueinander 
symmetrisch liegen, so leuchtet es ein, daß sie durch eine diesem 
Punkte zugehörige Stiitzgerade der ersten Figur, die dann auch Stütz­
gerade der zweiten Figur ist, vollständig getrennt werden, also sicher nicht 
ineinanderdringen. Im anderen Falle seien H, K die Schnittpunkte 
der Begrenzungskurven beider Figuren mit der Verbindungslinie OR 
der Mittelpunkte; dann ist 

OH=KR< OR 
:J ' 

nnd es zeigt folglich die Betrachtung paralleler StUtzgeraden beider 
Figuren in den Punkten H, K, daß die Figuren vollstiindig ausein­
aJJderliegen. Somit wird dnrch die Gesamtheit der gezeiehneteu 
Figuren je von einem Fl1icheninhalt JJ1 2 jedenfalls kein Stück der 
Ebene mehrfach überdeckt, im allgemeinen nicht einmal die ganze 
Ebene lückenlos erfüllt. Konstruiert man nun andererseits um jeden 
Gitterpunkt als Mittelpunkt ein Parallelogramm, dessen Seiten je die 
Liinge 1 haben und zu den Koordinatenachsen parallel sind, wie 1-. B. 
das Parallelogramm 

--~-<x<i-, -}<y<-~-

(Fig. 8), so wird die ganze Ebene von der Gesamtheit dieser Parallelo­
gramme vom Inhalt 1 einfach und lückenlos überdeckt Hieraus 
folgert man: 

(lß) 

und dieser Schluß Hißt sich in genan derselben \V eise streng be­
gründen, wie dies in § 4 für den Fall eines Parallelogramms ge­
sehehen ist. Aus der Ungleichung (13) folgt nun, daß die Figur 
vom Parameter J.1/ höchstens den FHicheninhalt 4 hat, also innerhalb 
der ;.\egelJenen Figur vom Fliicheninhalt 4 liegen muß oder iiußersten­
falls mit ihr >~Usammennillt, woraus dann unmittelbar die Hiehtigkeit 
des Satzes V li einleuchtet. 
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§ 6. Das Produkt zweier binärer linearer Formen. 

Indem wir zu den Anwendungen der gewonnenen Siitze über­
gehen, betrachten wir ein Produkt von zwei binären linearen Formen: 

wobei wir 
~'rl = (ax + ßy) (yx + O'y) , 

aO'- ßr = 1 

(14) 

(15) 

annehmen. Ein solches Produkt stellt eine binäre indefinite quadra­
tische Form in den Variabeln x , y mit der Determinante - {- dar. Da 
nämlich h und (ax + ßy) (y x + O'y) wegen (15) algebraisch-äqui­
valente Formen sind, so ist die Determinante von (ax + ßy) (y x + O'y) 
gleich jener von ; 1], also = - -}. 

Setzen wir 
;1] =C7 ; 'I}==C, ( 16) 

worin c eine Konstante bedeutet, über die noch verfügt werden soll, 
so stellen diese Gleichungen im Koordinatensyst em (~, ·17), welches wir 
der Anschaulichkeit halber 
als rechtwinklig annehmen 
könne.n *) (Fig. 19), zwei 
gleichseitige Hyperbeln dar, 
welche die Koordinatenachsen 
zu Asymptoten haben und 
eine kreuzförmige, bezüglich 
jederder Achsen symmetrische 5 
Figur einschließen. Legt man 
in einem beliebigen Punkte 
P = (~0 , '1)0) eines der vier 
Hyperbelii.ste eine Tangente 
AP B an den Ast und sym­
metrisch dazu Tangenten an 
die drei übrigen Äste, so 
schließen die vier Tangenten Fig. l9. 

ein Parallelogramm ein, 
welches für die gegebenen Hyperbeln einen bestimmten , bei der 
Variation der Tangenten konstant bleibenden Inhalt hat.. W ir wollen 
nun die Konstante c so bestimmen, daß dieser Fliicheninhalt = 4 wird. 
Da flir den letzteren wegen (15) 

JJ dx dy = JJr~;d'i 

*) Iudem wir über die Achsen des Koo1·dinatensystems (:c, !f) und über die 
l\IaßstäLe auf den Achsen entsprecheml verfügen. 
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gilt, so kann derselbe = 2 OA · OB gesetzt werden; nun ist 

AP= P73 
folglich 

0A=2~0 , 0B=2t)0 ; 

daher ist der gesuchte Inhalt mit Rücksicht auf (16) gleich Sc und 
es ist also 

c = -} 

zu nehmen. 
Wir werden im folgenden jene Gitterpunkte in Betracht ziehen, 

welche für c = t innerhalb der von den vier Hyperbeliisten begrenzten 
Figur liegen, deren Koordinaten also alle ganzzahligen Lösungen der 
Ungleichung 

: ( a X + ß y) (y X + 0 y) < t (17) 

darstellen. Zieht man durch einen Gitterpunkt (x, y), der vom 
Nullpunkte verschieden sein ~oll, vom letzteren aus einen Strahl, 
so wird dieser Strahl möglicherweise noch andere, innerhalb der be­
sagten Figur gelegene Gitterpunkte enthalten; jedenfalls wird es 
darunter einen dem Nullpunkte nächsten geben, etwa (p, q), und 
es ist klar, daß die Koordinaten desselben zueinander teilerfremde 
Zahlen sein werden und durch Verdoppelung, Verdreifachung usf. 
derselben sich die Koordinaten der weiteren, auf dem nämlichen 
Strahle befindlichen Gitterpunkte ergeben: (2p, 2q), (3p, Bq), usf. bis 
zu (x, y). Gitterpunkte (p, q) mit teilerfremden Koordinaten, welche 
die Ungleichung (17) befriedigen, wollen wir primitive Lösungen dieser 
Ungleichung nennen. So werden sich alle Gitterpunkte der genannten 
Figur auf Strahlen, die durch den Nullpunkt gehen, anordnen lassen, 
und unsere Betrachtung wird sich dann bloß auf die primitiven 
Lösungen von (17) beschdinken können. Die letzteren werden in 
einer bestimmten, geometrisch sehr anschaulichen Weise zu ermitteln 
sein, niimlich mit Hilfe einer Tangente, welche tings eines Hyperbel­
astes gleitend, nach und nach alle primitiven Lösungen hervor­
treten läßt. 

Um dies einzusehen, müssen wir zuerst die Verteilung der Gitter­
punkte in einem Parallelogramm vom Flächeninhalt 4 studieren. 

§ 7. Verteilung der Gitterpunkte in einem Parallelogramm 
vom Inhalt 4. 

Es sei ein solches Parallelogramm um den Nullpunkt 0 als 
Mittelpunkt gegeben. Es kann zunächst vorkommen, daß dasselbe 
nur Gitterpunkte enthält, die auf einer einzigen durch den Nullpunkt 
gehenden Geraden liegen, daher in beliebiger Anzahl vorhanden sein 
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können (z. B., wenn das Parallelogramm genügend lang in der Rich­
tung einer Jer Achsen ist, Fig. 20). Gibt es zweitens im Parallelo­
gramm Gitterpunkte, die auf zwei verschiedenen Strahlen vom Null­
punkt aus liegen, so sei A = (p, q) ein solcher Gitterpunkt auf dem 
einen, B = (r, s) ein solcher auf dem anderen 
Strahl, wobei die Bezeichnungen so gewiihlt 
werden können, daß 

p - q1· > 0 

• • 
• • 

• • 
• 

• • • • • • 
• • • 

l•'ig. 20. 
.D 

Fig. 21. 

ausHillt. Dann ist es klar, daß das von diesen Punkten und den dazu 
bezüglich 0 symmetrischen, C = (-p, - q), D = ( - r, - s ), als E cken 
gebildete Parallelogramm ganz in dem gegebenen liegen muß, und da 
es den Inhalt 2 (ps - qr) hat, so folgt hieraus notwendig: 

ps - qr < 2. 

Diese Ungleichung kann, da p s - qr eme ganze Zahl ist, nur so be­
stehen , daß 

enttceder ps- qr = 2 oder ps - fJ.1' = 1 (18) 
ist, und diese 11wei Fiille werden nun zu unterscheiden sein. 

Im ersteren Falle hat das von den vier bezeichneten Punkten 
gebildete Parallelogramm genau den Inhalt 4; dies ist nur so mög­
lich, daß diese Punkte mit den Ecken des gegebenen P::trallelogramms 
bzw. zusammenfallen. Gibt es nun im Inneren des letzteren keine 
Gitterpunkte außer dem Nullpunkte, dann liegt offenbar der erste 
von de11 im § L1 besprochenen Grenzfiillcn vor, und es werdl'n sonach 
neben den Ecken des Parallelogramms auch die Mittelpunkte seiner 
Seiten (Fig. 21), E, F, G, H, Gitterpunkte sein. 

Um diese Umstiinde weiter arithmetisch auszulegen, identifizieren 
wir OAB mit dem gleiehbezeichneten Dreieck vom Inhalt 1 in der 
Figur 19 und transformieren d::ts Koordinatensystem der x, y durch 
eine gauz·,~ahlige linerue Subst itution von der Determinante 1 derart, 
daß die Mittelpunkte zwcier anstoßender Seiten de,; Parallelogramms, 
etwa .E, F, im nencu System X, Y die Koord iuaten 1, 0 resp. 0, 1 

)f in k ow s k i , <liopl tau t. .Approx11natioiJe n . 
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erhalten. Dann müssen die Gleichungen der Diagonalen in die folgen­
den übergehen: 

X-Y-0, X+Y-0, 
und es sind sonach 

~ = f! (X-Y), t7 = 6 (X+Y) 
die transformierten Ausdrücke von ~' t], wobei (!, 6 positiv sind und 
zum Produkt {- ergeben müssen, weil der Wert 1 der Determinante 
der Formen ~' rJ durch unsere Substitution nicht geändert wird; im 
übrigen bleibt etwa !? beliebig. Die Form ~ rJ geht dann in die Form 
t(X2-Y2) über. Läßt sich umgekehrt ~tl durch eine ganzzablige 
Substitution von der Determinante 1 in t (X"-Y2) transformieren, -
wir bezeichnen dieses Verbalten als arithmetische Äquivalenz der 
beiden Formen --, so entsprechen ganzzahligen Lösungen der Un­
gleichung 

~t]! < t 
ganzzahlige Lösungen der folgenden: 

~-I(X-Y) (X+Y): < t; 
die letztere hat aber außer (0, 0) nur noch die folgenden acht pn­
mitiven ganzzahligen Lösungen: 

(± 1, 0), (0, + 1), (± 1, ± 1). 
In diesem Fall enthält also der von den vier Hyperbelästen ein­
geschlossene Bereich auf den beiden Achsen unendlich viele Gitter­
punkte, außerhalb derselben dagegen nur vier Gitterpunkte, die auf 
den Hyperbelästen symmetrisch liegen und für welche I ~tl genau 
= -i- wird. 

Nehmen wir jetzt an, es sei zwar ps- qr = 2, es liege aber noch 
im Inneren des Parallelogramms ABCD ein vom Nullpunkte verschie­
dener Gitterpunkt (r', s') und zwar etwa im Quadranten A 0 B und 
nicht auf der Strecke OA, dann zeigt es sich ebenso, wie vorhin 
entsprechend für die Punkte (p, q), (r, s), daß ps'- qr' = 1 sein muß*), 
also das von den Punkten 

(p, q), (r', s'), (-p, -q), (-~·' -s') 
' ' 

gebildete Parallelogramm dem Inhalte nach die Hälfte des gegebenen 
beträgt, und hieraus geht auf Grund einer einfachen geometrischen 
Überlegung hervor, daß der Punkt (r', s') notwendig auf der Geraden 
EF liegt; würde nun (r', s') nicht auf OB fallen, so würde analog 
einzusehen sein, daß dieser Punkt auf der Geraden HE liegen, somit 
in E fallen müßte, was ein Widerspruch gegen die Voraussetzung be-

') Die Eventualität ps'- qr' = 2 ist voll vomherein ausgeschlossen, da 
der Punkt (r', s') im Inneren deH gegebenen Parallelogramms liegen soll. 
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treffs (r', s') wäre. Also kann nur r = 2r', s = 2s' sein. Alsdann geht 
~ YJ durch die unimodulare ganzzahlige Substitution 

x=pX+r'Y, y=qX+s'Y 
in X Y über, und die Ungleichung I ~'I) I < -} hat nur die VIer primi­
tiven ganzzahligen Lösungen (X, Y) = (± 1,0), (0, ± 1). 

Nehmen wir andererseits an, daß nicht alle vier Ecken des fJC­
gelJenen Parallelogramms vom Inhalt 4 Gitterpunkte sind, so haben wir 
notwendig 

ps- qr = 1. (19) 

\Vir wenden alsdann auf das Zahlengitter der x, y die Substitution 

x = pX + t·Y, y = qX + sY 

an, wodurch die Punkte ( x, y) = (p, q), (r, s) bzw. in die Punkte 
(X, Y) = (1, 0), (0, 1) übergehen. Sollten dann außer den fünf Gitter­
punkten (X, Y) = (0, 0), (± 1, 0), (0, ± 1) noch weitere zwei, etwa 
(P, Q), (- P, - Q) im Parallelogramm liegen, so kann hierbei jede 
der Determinanten 

.P,O,= p 
Q 1. 

' 
jedenfalls nur einen von den Werten 0, + 1, - 1 haben; da jedoch 
die Kombinationen (P = ± 1, Q = 0) und (P = 0, Q = ± 1) bereits 
vertreten sind, so kommen nur die vier (P = ± 1, Q = ± 1) in Be­
tracht; nehmen wir nun an, es liege von Jen letzteren etwa der 
Punkt (- 1, 1) und hiermit auch (1, - 1) im Parallelogramm, so 
können dann die Punkte (1, 1), (- 1, - 1) nicht mehr im Parallelo­
gramm liegen, weil sonst aus den zwei Punkten (1, - 1), (1, 1) die 

I 1 1 Determinante ' _ 1 1 = 2 hervorginge, was unseren Voraussetzungen 

nicht entspricht. 
Somit liegen im gegebenen Parallelogramm, in dem jeb:t unter­

suchten Falle, außer dem Mittelpunkt entweder 4 oder G Gitterpunkte; 
weitere Eventualitäten gibt es nicht. 

Um noch bei Eintritt der zweiten Eventualität die Lage des 
Parallelogramms zu den 6 Gitterpunkten zu erkennen, fragen wir naeh 
den an Flächeninhalt kleinsten Parallelogrammen unter allen, die das 
Sechseck jener Gitterpunkte in sich schließen. Man erkennt zunächst, 
daß, wenn in einem solchen kleinsten Parallelogramm irgend eine 
Seite nur einen einzigen Eckpunkt vom ganzen Sechseck enthalten 
soll, dieser notwendig in der Mitte der Seite liegen muß; denn 
sonst könnte durch Drehung dieser Seite um den bezeichneten Punkt 
und der gegenüberliegenden Seite um den zn jenem hezüglieh 0 sym­
metrischen Punkt der Inhalt des Parallelogramms verkleinert wercleu 
(Fig. 22). Es erhellt sodann, daß die Verbindungslinie der beiden 
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besagten Punkte Mittellinie des Parallelogramms sein wird, und hier­
aus folgt, daß des letzteren übrige zwei Seiten mit zwei Seiten des 
Sechsecks zusammenfallen müssen (Fig. 2i3). Daneben bleibt nur noch 
die Möglichkeit bestehen, daß alle vier Seiten des Parallelogramms 
mit vier Seiten des Sechsecks bzw. zusammenfallen, was nur in der 
auf Fig. 24 dargestellten Weise geschehen kann. Dies sind die einzigen 
Fälle, in denen der Inhalt unseres Parallelogramms einen minimalen 
Wert haben kann, und da derselbe in diesen Fällen offenbar 4 be­
trägt, so sind hiermit überhaupt diejenigen Parallelogramme vom In­
halt 4 gefunden, welche ein Sechseck von Gitterpunkten enthalten. Da 
nun das zweite, der F ig. 24 entsprechende Parallelogramm offenbar 

Fig. 22. Fig. 2S. Fig. 21. 

auch seine übrigen zwei Ecken zu Gitterpunkten hat, also zu dem 
schon früher abgehandelten Falle gehört, so bleibt die auf Fig. 23 dar­
gestellte Lage als die hier einzig mögliche bestehen. 

§ 8. Eigenschaften tler Lösungen von I S'Jl I < l· 
Wir kehren nun zur Betrachtung sämtlicher Parallelogramme 

vom Flächeninhalt 4 zurück, die den Nullpunkt zum Mittelpunkt und 
Llie zwei Geraden 

; = ax + ß!J = o, ?] = y x + oy = 0 (a o - ßr = 1) (20) 
m Diagonalen haben, also von den zwei Hyperbeln 

b7= ± t 
eingeschlossen werden. Dabei schließen Wir die schon vorher er­
ledigten F rille aus, daß die Form ~11 in den Variabeln x , y sei es mit 
der Form X Y, sei es mit der Form l (X2 - Y 2) arithmetisch äqui­
valent ist. 

Sind 2Q, 2o die Längen der auf der ~- bzw. ?] -Achse gelegenen 
halben Diagonalen eines solchen Parallelogramms, wobei Q6 = } ist, 
so Rind 

~ + _21_ = + 1 _3 - ' 1) = + 1 
2(l 2 a - ' 2(l 2a -

die Gleichungen der vier Seiten dieses Parallelogramms, und mit Rück-
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sieht darauf kann man das Innere und die Begrenzung dieses letzteren 
durch die Ungleichung 

(21) 
definieren. 

Den Ergebnissen des § 7 zufolge wird ein jedes der in Rede 
stehenden Parallelogramme im allgemeinen entweder nur ein Paar 
entgegengesetzter primitiver Lösungen der Ungleichung 

(22) 

und dann beliebig viele äquidistante Gitterpunkte auf einer Geraden 
durch den Nullpunkt oder zwei Paare entgegengesetzter primitiver 
Lösungen und dann ausschließlich diese vier Gitterpunkte (außer 0) 
enthalten; endlich kann noch der besondere Fall eintreten, daß sechs 
Gitterpunkte (außer 0) im Parallelogramm liegen, und zwar alle auf der 
Begrenzung desselben; da aber im letzteren Falle zwei von den Gitter­
punkten in den Mitten zweier gegenüberliegender Seiten des Parallelo­
gramms, also auf zwei Hyperbelästen liegen und daher die Gleichung 

(23) 
erfüllen, die übrigen vier dagegen sicherlich im limeren der von den 
vier Hyperbelästen begrenzten Figur enthalten sind, also der Un­
gleichung (22) genügen, so gibt es im Parallelogramm auch in diesem 
Falle bloß zwei primitive Lösungspaare von (22). 

Wir zeigen nun andererseits, daß zn jeder primitiven Lösung (p, q) 
t·on (22) sich ein Pamllelognxmm (21) konstruieren liißt, welches außer 
dem Nullpunkte nur die zwei Gitte1punl.:tc (p, q), (- p, - q) und keine 
weiteren enthält. Wir legen zu diesem Behufe durch den Punkt 
(p, q) = A, welcher etwa im positiven ~' 1)-Quadranten und, wie wir 
der Einfachheit wegen annehmen wollen, weder auf der ~- noch auf 
der 1)-Achse liege, eine Tangente an den in demselben Quadranten be­
findlichen Hyperbelast, und zwar etwa jene von den beiden möglichen 
Tangenten, deren Berührungspunkt die kleinere Abszisse hat. Durch 
die Spiegelungen der konstruierten Tangente an den Achsen geht 
ein ParallelogTamm vom Inhalt -! hervor, welches außer (lJ, q) und 
(- p, - q) sicherlich noch weitere vom Nullpunkte verschiedene 
Gitterpunkte enthalten wird. Liegen dieselben alle auf der Begrenzung 
des Parallelogramms, so tritt, weil die Äquivalenz der Form ~1) in 
x, y mit -}( X 2 - Y 2) ausgeschlossen wurde, notwendig der w Ende 
des § 7 besprochene Fall von sechs Gitterpunkten ein, welche als­
dann die auf Fig. 2f> dargestellte Lage haben und wobei die durch A 
laufende Seite noch einen zweiten Gitterpunkt, B, enthält. Liegt dagegen 
ein von A verschiedener Gitterpunkt, etwa (r, s) = B, im Inneren des 
Parallelogramms, so enth[ilt dieses letztere außer dem Nullpunkte not-
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wendig nur die vier Gitterpunkte: (p, q), (- p, - q), (r, s ), (- r, - s) und 
keine weiteren (Fig. 26). Zerfällt man dann das Parallelogramm durch 
Konstruktion der zu den Seiten parallelen Mittellinien in vier Qua­
dranten, so sieht man leicht ein, daß A und B nicht in einem und 
demselben Quadranten liegen können (und eo ipso auch nicht in zwei 
gegenüberliegenden Quadranten) : denn es würde sonst auch der Punkt 
(p - r, q - s) in das Parallelogramm fallen, dieses also mehr als vier 
Gitterpunkte (außer 0) enthalten, die nicht alle auf seiner Begrenzung 

lägen, was ausgeschlossen ist. Daher wird jedenfalls der Quotient ;_g_ 
1] 

für B kleiner als für A ausfallen: 

ll_ J <[1_/ · 
1 1] IB ! 1] A 

(24) 

F'ig . 25. "' ig. 26. 

Zieht man nun durch A die andere 'rangente an den nämlichen 
Hyperbelast, so erhellt aus denselben Gründen, wie vorhin, daß das 
zugehörige Tangentenparallelogramm außer (p, q) noch eine Lösung 
von (22), etwa (r', s') = B', enthalten wird, welche sodann von (p, q) 
wiederum durch eine Mittellinie des neuen Parallelogramms getreun t 
sein wird, so daß sicher 

(25) 

ist. 
vVir lassen nun die eine der durch A gezogenen 'l'angenten, A H, 

gegen die andere, A :=.', hin an der Hyperbel kontinuierlich gleiten, 
bis sie mit A:=.' zusammenfällt. Der Punkt A bleibt dann fort-



§ 9. Die Kette der primitiven Lösungen. 39 

während im Inneren des Dreiecks liegen, welches von den Achsen 
und der beweglichen Tangente gebildet wird; folglich kann dabei 
gleichzeitig mit B weder B' noch sonst ein anderer Gitterpunkt, der 
vom Nullpunkte 0 und den zu A, B bezüglich 0 symmetrischen 
Punkten verschieden wäre, sich im Parallelogramm vorfinden, und es 
ist somit klar, daß in einem bestimmten Momente der Punkt B aus 
dem Parallelogramm heraustreten und nachher noch eine Zeitlang weder 
B noch ein sonstiger neuer Gitterpunkt sich im Parallelogramm be­
finden wird. Die besagte Tangente wird somit während ihrer Bewegung 
sicherlich auch in solche Lagen kommen , bei denen das zugehörige 
Parallelogramm außer (0, 0), (p, q), (- p, - q) keine weiteren Gitter­
punkte enthiilt, was zu beweisen war. 

§ 9. Die Kette der primitiven Lösungen. 

Es ist nun leicht zu zeigen, daß es keine primitive Lösung der 
Ungleichung (22) geben kann, deren zugehöriger Betrag von ~/YJ der 
fJ_ ''ß h . h d B t .. j ~ : d I ~ l" u ro e nac zw1sc en en e ragen -, un age. 

1) .A i YJ B 

Denn angenommen, C = (x, y) wäre eine solche Lösung, so seien 
(B) und ( 0) diejenigen Punkte im positiven ~' '1/ -Quadranten, welche 
mit B bzw. C in den Betriigen \ ~\, \YJ\ übereinstimmen, also B bzw. C 
selbst oder Spiegelbilder davon an den Achsen oder dem Punkte 0 
vorstellen; die Annahme bedeutet , daß (C) im Winkelraume AO(B) 
der von 0 durch A und (B) gezogenen Strahlen liege. Dann 
ließe sich dem soeben Bewiesenen zufolge eine Tangente an den 
Hyperbelast im ersten Quadranten konstruieren, welche den Punkt (C) 
auf der Seite des Nullpunktes, dagegen A und (JJ) auf der anderen 
Seite liegen läßt, - und dies 
würde jedenfalls erfordern, daß ( 0) 
innerhalb des Dreiecks OA( TJ) 
sich befinde. Alsdann abeT wüTde 
eines der beiden Tangentenparal­
lelogramme, welche aus den zwei 
Tangenten durch A bzw. hervor­
gehen, alle drei Punkte A, B , C 
und die dazu bezüglich 0 symme­
trischen enthalten, und zwaT nicht 
alle auf der Begrenzung, was aus­
geschlossen ist. 

' I , 

I 
I 

' 
' 

Fig. 27. 

Hiermit ist in der beweglichen 'l'angente am Hyperhelaste ~ Ii = t, 
~ > 0, ein Mittel gewonnen , alle primitiven Lösungen (:r, y) der Un­
gleichung (22), für die rJ ? 0 ist, durch aufeinanderfolgende Absonderung 
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je einer von ihnen in ganz bestimmter Anordnung hervortreten zu 
lassen. Man läßt die 'l'angente, von einer bestimmten Lage derselben 
ausgehend, einmal in der einen, ein anderes Mal in der anderen Rich­
tung an dem Hype1·belaste ins Unendliche fortgleiten, konstruiert 
beständig das Spiegelbild der Tangente an der ?]-Achse und gewinnt 
eine Kette der über der ~-Achse gelegenen primitiven Lösungen A" 
von (22), ausgehend von einer beliebigen solchen Lösung A 0 , wobei 
die Reihenfolge der Lösungen durch eine der Ungleichungen 

1
1/ > !Lj , bzw. 1 .. ~ .. ' > '!ll (26) 
7J ,A" ! 7J Ax+l i G Ax ' G IAx-1 

gekennzeichnet wird, je nachdem die Kette in der einen oder anderen 
Richtung durchlaufen wird, unter Ax, Ax+ 1 bzw. Ax, Ax-l zwei be­
nachbarte Glieder der Kette verstanden. Dieses Gesetz der Anordnung 
läßt sich noch schärfer fassen: legt man nämlich durch den Punkt 
A" jene von den zwei in Betracht kommenden Tangenten, deren zu­
gehöriges Parallelogramm den folgenden Punkt Ar.+ 1 enthält, so 
müssen Ax und Ax+U wie wir gesehen haben, in zwei anstoßenden 
von den vier Quadranten, in welche das genannte Parallelogramm 
durch Konstruktion der Mittellinien zerfällt, zu liegen kommen 
(Fig. 28), woraus dann notwendig 

I~ !Ax >! ~ IAx+l (27) 
folgt, und in ganz entsprechender ·weise ergibt sich, wenn man hier 
die Rollen von A" und Ax+l vertauscht: 

I?J1Ax<I?JI.1x+l' (28) 
Es ordnen sich somit die primitiven Lüsungen von (22) durch unser 

Verfahren in der Weise an, daß ~ I fortwährend abnimmt und I?J I fort­
'Während wiicl1st, oder umgekehrt, tmd zwar ,je nach dem Bewegungssinne 
der Tangente. Für zwei au(cinanderfolgende primitive Lösnnyen A", 
Ax+i hat dabei das Dreieck OA"Ax+i jedesmal, sei es mit positivem, 
sei es mit nrgativem Umlauf'ssinnl', den Flächeninhalt 1-. 

§ 10. Ketten mit Ende. 
Wofern keine der Achsen vom N nilpunkte verschiedene Gitter­

punkte enthält, wird die Kette der primitiven Lösungen von (22) 
sich nach beiden Richtungen ins Unendliche erstrecken. Anders ist 
es, wenn auch auf einer oder auf beiden Achsen sich Gitterpunkte 
befinden, und diese Grenzfälle wollen wir jetzt betrachten. 

Es mögen etwa auf der ~-Achse Gitterpunkte vorhanden sein 
und A 0 sei der nach der positiven Seite dem Nullpunkte nächste unter 
ihnen. Wir können unter Zulassung einer entsprechenden ganzzahligen 
unimoclularm1 Transformation der Variabeln annehmen, daß A0 die 



Koordinaten 1, 0 hat. 
'1'/ = 0 liegt (vgl. (20)): 

und in der Folge 
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Dann ergibt sich, da A 0 auf der Geraden 

y=O 

1 
IX = ·-;v, 

woraus 1 
%=-;v (x+ ßoy), '1'/=oy 

hervorgeht, und da es hier bloß auf die Werte von i % '1'/ I ankommt, 
so können wir o = 1 annehmen, worauf sich die beiden Formen, 

• 

• 

• 

• 
• 

Flg. 28. 

• 

• 

• 

wenn wir noch - a für 
ß o setzen, in der Gestalt 

% = x - ay, '1'/ = y (29) 

schreiben. Der Grenzfall, 
den wir hier betrachten, 
liiuft also wesentlich darauf 

Fig. -9 . 

hinaus, daß in der ursprünglich gegebenen Form '1'/ die Koeffizienten 
ein rationales Verhältnis haben. 

Legen wir nun durch den Punkt A 0 jene Tangente an die Hyperbel 
%"1 = t, deren Berührungspunkt im Endlichen liegt 1Fig. 29), so ent­
hiilt das zugehörige Tangentenparallelogramm vom Inhalt 4 eine 
weitere primitive Lösung A 1 oberhalb der %-Achse und es gibt dann 
keinen Gitterpunkt C, wofür 

0 < i _7)_ 1 < \2L l 
l ~ ,C , ~ [A, 

(ßü) 

wäre, was genau in der Art von § 9 zu beweisen ist. Ziehen wir 
hernach durch (.A.1) diejenige Tangente an b1 = ~· , welche einen Be­
rührungspunkt mit größerem I % ! aufweist, so enthält das zugehörige 
Tangentenparallelogramm den Punkt A 0 , und wenn wir dann die letzt­
genannte Tangente entlang der Hyperbel in der Richtung der wach-
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senden I ~ : gleiten lassen, so wird im gleichzeitig variierten Parallelo­
gramm fortan nur noch die einzige primitive Lösung A 0 enthalten 
sein, denn eine weitere C müßte jedenfalls der Ungleichung (30) ge­
nügen, was nicht möglich ist. 

Somit erscheint im vorliegenden Grenzfalle die Kette der primitiven 
Lösungen von (22) nach der Richtung der wachsenden I ~I im Punkte A0 

abgebrochen und wir haben in A 0 eine erste Lösung, von welcher die 
Kette angeht. 

Von da aus kann sich die Kette in der Richtung der abnehmen­
den I g I ins Unendliche erstrecken oder aber auch nach dieser Richtung 
abbrechen. Letzteres wird nämlich dann und nur dann der Fall sein, 
wenn auch die ?)-Achse Gitterpunkte enthält, also die Gleichung 
~ = x = ay = 0 vom Nullpunkte verschiedene ganzzahlige Lösungen 
besitzt, wozu es sichtlich notwendig und hinreichend ist, daß a eine 
rationale Größe ist. Ist dagegen a irrational, so ist die Kette nach 
der besagten Richtung endlos. 

Dieser Fall 1) = y bietet ein besonderes arithmetisches Interesse 
dar. Man erkennt nämlich, daß die sich in diesem Falle ergebende 
Kette der primitiven Lösungen (x, y) von i ~ IJ j = , (x- ay)y I< -i- in 
den Größen xjy die fortlaufenden Näherungsbrüche eines Kettenbruchs 
für a. liefert, welcher unter den sämtlichen möglichen Kettenbrüchen 
für a am schnellsten konvergiert.*) 

§ 11. Nichthomogene zerlegbare qua(lratische Ausdrücke. 

Wir wollen jetzt nichthomogene zerlegbare quadratische Aus­
drücke von der Gestalt 

(ii-iio)(?1-1Jo) = (ax+ßY-~o)(rx+~Y-1Jo) (31) 

betrachten, wozu wesentlich andere Überlegungen als bei den homo­
genen Ausdrücken erforderlich sind. Die wichtigste Anwendung der 
Untersuchung, die sich an solche Formen knüpfen wird, bezieht sich 
auf die Frage nach der Annäherung eines Ausdrucks x- ay- b, 
worin a, b beliebige reelle Größen bedeuten, mittels rationaler ganzer 
x, y an die Null. Die ersten diesen Gegenstand betreffenden Sätze 
stellte Tschebyschew auf**), indem er die Existenz ganzzahliger 
Lösungen ( x, y) der Ungleichung ,, 

I x -- ay - b < ; I 

*) Darüber vgl. Minkowski, Über die Annü.herung an eine reelle Grüße 
durch rationale Zahlen. Math. Ann. Bd. LI V S. 91 ff. 

'"*) Ob odnom arifmeticcskom woprosje. (Über eine arithmetische Frage.) 
Denkschr. d. Petersb. Akad. Bd. X. 1866. (Auch in franz. Übers. in den "Oenn-es 
de P. L. Tchebychef", hgg. v .. Markow u. Sonin. ßd. 1. S. 637 ff.) 
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nachwies und solche Lösungen mit Hilfe je zweier sukzessiver Nähe­
rungswerte des für a zu bildenden Kettenbruchs aufstellte. Herm i te 
ging auf die 'l'schebyschewschen Sätze ein*) und gab einen zweiten 
Beweis derselben, welcher sich auf einen Hilfssatz über definite ter­
näre quadratische Formen stützt und zu einer etwas schärferen An­
näherung, als die T s c heb y s c h e w sehe, führt. 

Wir werden im folgenden durch geometrische Behandlung des 
Problems nicht nur zu einem allgemeineren Resultate, als dem von 
Tsche byschew angegebenen, gelangen, sondern auch die Annäherung 
der fraglichen Ausdrücke an Null erheblich verschärfen. Wir ziehen 
statt der speziellen quadratischen Verbindung (x - ay - b )y die allge­
meinere (31) in Betracht und werden beweisen, daß zu derselben sich 
immer ganze Zahlen x, y derart angeben lassen, daß 

(B2) 

wird; dabei können die betreffenden Zahlen x, y unter Umständen 
auch beide gleich Null sein. Es wird sich ferner zeigen, daß das 
Gleichheitszeichen hier nur in dem Falle erforderlich ist, wo der Aus­
druck (~ - ; 0) ( r; - r;0 ) in den Variabeln x, y mit dem Ausdrucke 
(X- t)( Y- -}) arithmetisch äquivalent ist. 

Zunächst soll die Idee der geometrischen Methode, die uns zu 
dieser Erkenntnis führen wird, auseinandergesetzt werden. 

Es sei eine konvexe Eichfigur vom Inhalt J um den Nnllpunkt 
als Mittelpunkt gegeben; sie soll so klein sein, daß, wenn sie von da 
aus zu jedem anderen Gitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sich 
selbst verschoben wird, alle so entstehenden Figuren auseinanderliegen 
(Fig. 30). Diese letzteren dehnen wir in der bereits wiederholt an-
gewandten Weise in einem kontinuierlich •• --, ~-, ____ , 
wachsenden Dilatationsverhältnis t von / \ -/ 'x,- \ 
ihren Mittelpunkten so lange aus, bis sie 
zum erstenmal zusammenstoßen; die neu 
gewonnenen Figuren entsprechen sodann, 
<ler im § 2 eingeführten Bezeichnung ge­
mäß, dem Parameter t = M /2 und jede von 
ihnen hat den Flächeninhalt M 2J j4. Da­
bei werden im allgemeinen zwischen den 
einzelnen Figuren noch Lücken vorhanden 
sein. Nun dehnen wir die Figuren weiter 
aus, bis sie bei einem bestimmten anderen 
Werte des Parameters, etwa t = N /2 (und 

' 

~~~~~~~~~~~ . 

Fig. SO. 

I 
I 

*) Sur uno extension donnee iL la theorie des fractions continues par 
~I. Tchel>ychef. Crelles Journ. Bd. t-18. 1880. 
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also dem Flächeninhalt ]1.72J /4 jeder einzelnen :B'igur), keine Lücken mehr 
lassen, sondern die ganze Ebene vollständig und mindestens einfach 
überdecken. Dieser Zustand muß sichtlich dann bereits erreicht sein, 
wenn die Figur um den Nullpunkt den Bereich 

-t<x<-h --1-<y< t 
ganz einschließt. Während wir nun für den Flächeninhalt JYPJ/4 
die Existenz einer obe1·en Grenze, und zwar der Grenze 1, nach­
gewiesen hatten, läßt sich für N 2J/4 im allgemeinen keine obere 
Grenze angeben. (Es genügt z. B. die Eichfigur als eine Ellipse an­
zunehmen, deren große Achse etwa in der x-Achse liegt und die ein 
entsprechend kleines Verhältnis der kleinen zur großen Achse auf­
weist, damit der Parameter N / 2 eine beliebig angehbare Grenze über­
schreite. Fig. 31 ). Indessen lassen sich gewisse besondere :Figuren 
angeben, bei denen für WJ/4 eine obere Grenze existiert; dies ist 
nämlich immer dann der :B'all, wenn die Figur vom Parameter M 
mehr als zwei Gitterpunkte auf der Begremmng enthält. 

Wir wollen nun als Eichfigur irgend ein solches Parallelogramm 
um den Nullpunkt als Mittelpunkt annehmen, dessen Diagonalen auf 
den durch die Gleichungen 

• 

• • • • • 
Fig. 81. 

• • 
• • • • • 

• • • • • 
• • • 

• 
X 

• • • 

• • • 

• 

• 

• 
• 

• 

~ = ax + ßy = 0 , 
(33) 

17 = ,,x + oy = o 
(ao- ßy = 1) 

gegebenen Geraden liegen (Fig. 32). 
Wir verschieben dieses Parallelo­
gramm parallel mit sich selbst zu 
jedem anderen Gitterpunkt als 
~Tittelpunkt und dehnen die so 
entstandenen Figuren in der oben 
beschriebenen Weise so lange aus, 

• bis sie zum erstenmal die ganze 
--.---+&<--++n<--_.._--.--..:.•-s Ebene lückenlos überdecken , zu 

• • • 

• • • • • 
• • 

• • 

Fig. 32. 

• • 
• • 

• 

• N / 2-P arallelograrnmen werden, wie 
wir kurz sagen wollen. Dies möge 
eintreten, sobald die halben Dia­
gonalen jedes einzelnen Paralle­
logramms die Längen 2Q, 2o, also 
der Flächeninhalt den Wert 8 Q 6 

erreicht haben. Zu jedem beliebig in tler Ebene vorgegebenen Punkte 
P0 = (x0 , y0) , dessen ~-, 17-Koordinaten ~0 , 17o seien, läßt sich dann min­
destens ein Gitterpunkt P* = (x*, y*), resp. (~*, 17*), derart angeben, 
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daß das um den letzteren als Mittelpunkt befindliche N / 2- Parallelo­

gramm den erstgenannten Punkt enthält. 
Da nun der Innenraum und die Begrenzung des um den Null­

punkt befindlichen Parallelogramms durch die Ungleichung 

I ~ I I 'IJ I 
--I+ -I< 1 

12(! j2a = 
(.34) 

definiert ist und das Parallelogramm um (~*, r;*) ans dem erstgenannten 

durch Parallelverschiebung um ~*, r;* Hings den ~-, 11-Achsen entsteht, 

so müssen ~0 , r;0 der folgenden Ungleichung genügen: 

I t t* I 'I *I 
I So-_§ _ ___!_ + _'IJo_- 'IJ ::::_: 1' 

2(! 2 (j 
(ß5) 

umsomebr also der Ungleichung 

~~~~6~;;-*-i < 1, (36) 

da das geometrische Mittel zweier (nicht negativer) Größen nicht 

größer sein kann als das arithmetische Mittel derselben Größen. Die 

Ungleichung (36) schreiben wir, wie folgt: 

I(~*- ~o) (r;*- 11o): < (!6. (37) 

Es frägt sich nun, ob sich ein Parallelogramm mit Diagonalen 

auf den gegebenen Geraden ~ = O, 11 = 0 immer so konstruieren läßt, 

daß für dasselbe die Größe 8 (! 6, also der Flächeninhalt des zugehörigen 

N/2-Parallelogramms, eine gewisse, von der Wahl der Formen ~' r; 
unabhängige, endliche Größe nicht überschreitet. Dies ist tats[ichlich 

der Fall; wir werden nämlich bei beliebig gegebenen Diagonalgeraden 

(33) N/2- Parallelogramme um den Nullpunkt in solcher Art herstellen 

können, daß durch 'l'ranslation des betreffenden N /2- Parallelogramms 

vom Nullpunkte zu jedem Gitterpunkt als J\littelpunkt eine nirgends 

öf~ere, uls ztceifache, lückenlose Überdeckung der Ebene erreicht wird. 

Da bei überall zweifacher Überdeckung der Ebene auf den einzelwm 

Gitterpunkt gemm ein Flächeninhalt = ':! kommen würde, so wird 

alsdann ein derartiges N; ':!-Parallelogramm notwendig einen FHichen­

inhalt < 2 haben müssen, also dafür Q 6 -s:: } sein und dadurch gemiiß 

(37) ei;~ System von gamzahligen Lösungen x. y der Ungleichung 

(38) 

bzw. in dem emgangs dieses ParagraphC'll erwiihnten Spezialfalle, der 

Ungleiehung 
(x- ay- b) Y I~ 1 (ß!l) 

gdunden sein. 
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§ 12. Paare primitiver Lösungen. 

Zu Parallelogrammen, wie die zuletzt erwähnten, wird man durch 
die Kette der primitiven Lösungen der Ungleichung i ;17 < t geführt. 

Wir legen durch einen Punkt A, welcher einer primitiven Lösung 
der erwähnten Ungleichung entspricht und etwa im ersten ;-, 1)- Qua­
dranten liege (Fig. 33), eine Tangente an die Hyperbel ;17 = t. Dann 

I 
I 

Flg. SS. 

enthält das zugehörige Tan­
gentenparallelogramm noch 
eine zweite primitive Lösung 
B in demselben oder dem 
zweiten Quadranten und es 
bedeute wiederum (B) 1m 
ersten Falle B selbst, im 
zweiten das Spiegelbild von B 
an der 17 ·Achse (den Punkt 
mit gleicher 17-, entgegenge­
setzter ;-Koordinate wie B). 
Wir lassen die besagteTangente 
(falls sie nicht von vornherein 
durch (B) geht, vgl. Fig. 25, 
S. 38) an der Hyperbel in der 
Richtung gegen den Punkt C B) 
hin so lange gleiten, bis sie 
den letzteren erreicht; dann 
wird das Parallelogramm, wel­

ches dieser neuen Lage der Tangente entspricht, immer noch den 
Punkt A enthalten und es leuchtet daher ein, daß die Tangente während 
ihrer Bewegung einmal parallel zur Verbindungslinie der Punkte A, (B) 
gerichtet sein muß. Das dieser Zwischenlage (bzw. Ausgangslage) ent­
sprechende Tangentenparallelogramm nehmen wir als Eichfigur an ; als­
dann wird die zugehörige Figur vom Parameter JYI die Punkte A, B beide 
auf ihrer Begrenzung enthalten und bilden wir nun die homothetische 
Figur vom Parameter M /2 und konstruieren zur letzteren kongruente 
und ähnlich orientierte Figuren um die einzelnen Gitterpunkte als Mittel­
punkte, so stößt die um den Nullpunkt 0 befindliche Figur an j ede der 
vier um A, um B und um deren Gegenpunkte bezüglich 0 gelegenen 
Figuren an. Infolgedessen können dann die Lücken zwischen allen 
den konstruierten Figuren nie mehr ineinander zu unendlichen Ge­
bieten verschmeh.en, wie dies unter anderen Umständen (vgl. Fig. 7) 
möglieh wäre, sondern sie werden untereinander völlig getrennt sein 
und einzeln ebenfalls parallelogrammatiscbe Gestalt haben. Die Ge­
samtfigur zeigt dann entweder das auf Fig. i34 oder das auf Fig. 30 
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dargestellte Bild*), und zwar je nachdem jedes einzelne Parallelo­
gramm mit jeder der vier Seiten an Je em benachbartes Parallelo­
gramm sich anlehnt oder bloß mit 
zwei gegenüberliegenden Seiten an 
je zwei Parallelogramme stößt, d. h. 
je nachdem A und B (Fig. 33) in 
zwei nebeneinanderliegenden oder 
aber in demselben ~-, 11- Quadranten 
sich befinden. Die Lücken kom­
men ganz zum Fortfall, wenn die 
Verbindungslinie A ( B) selbst Tan­
gente der Hyperbel ist, andererseits 
würden sie von gleicher Größe wie 
die 111/2-Parallelogramme (kon- ·lg. 34· 

gruent mit diesen) wer- ,..-- - - ---r- ------,------- - ;---- ------, 
den, falls A und B beicle j : : ! i 
anf den Achsen lägen, : • : • l • 1 • : 

was die arithmetische :---r --- .--- ~ ---- ,-- ~- ---,-- + -- -l : 
Äc1uivalenz der Formt 11 L __ !- --'---- .:.. _j ____ J1'- _ _ J ____ "+--_j 

~ e : e I e I • 1 

der Variabeln x, y mit :----r ---,..- ..:- ---,-- ~ ----r- ~- ----, i 
der Form X Ybedeuten j L - - T .L- f _.L ___ l _r_ __ ~- --J 
würde. 1 • 1 • • • 

Nun braucht man, : l • : 
damit die Lücken ver- :_ ________ j __ ----- ---'-- - --- __ __ J. ---- _____ ..: 

schwinden, die konstru­
Fig. 85. 

ierten Figuren nur soweit homothetisch auszudehnen, daß s1e über 
ihre ursprüngliche Begrenzung um die halbe Länge der kleineren 
Seite einer Lücke in Richtung dieser Seite hinausragen. Alsdann 
wird die ganze Ebene von den Figuren lückenlos, und zwar offenbar 
nirgends mehr als zweifach, überdeckt sein. Daraus folgt , daß der 
Flächeninhalt jedes einzelnen der so entstandenen Parallelogramme 
:::;: 2 ist, welcher Schluß sich ohne Schwierigkeit in der im § 3 an­
gewandten Weise strenge begründen läßt, und hieraus geht ohne 
weiteres das am Schlusse des § 11 ausgesprochene Resultat hervor. 

§ 13. Potenzsummen. 

Wir wollen unsere Sätze über konvexe Figuren noch auf einen 
ziemlich allgemeinen Fall anwenden. 

*) DtLLei ist das Koordinatensystem der x, y so gewählt gedacht , da ß die 
Figuren quadratförmig ausfallen. 
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Es seien zwei lineare Formen 

;=ax+ßy, 1J=rx+oy 

mit positiver Determinante 

(40) 

/:::,. = ao- ßy > 0 (41) 

gegeben. Wir betrachten im positiven ;-, '1)-Quadranten die durch die 
Gleichung 

;p + 1Jp = 1 (42) 

dargestellte Kurve, indem wir 

Fig. 86. 

unter p irgend eine reelle Größe ~ 1 
verstehen; dabei setzen wir das 
Koordinatensystem in ~' 11 als 
rechtwinklig voraus, indem wir 
über das Koordinatensystem in 
:r, y entsprechend verfügen 
(Fig. 36). Die Kurve ( 42) im 
positiven Quadranten erfüllt 
überall die Bedingung: 

Yt,-1} 

s 0 ::=::: ~ < 1 und 0 < 11 ::=::: 1. ( 43) 

Wir spiegeln die Kurve noch 
an jeder Achse und ferner am 
Nullpunkte und gewinnen so 
eine Figur, welche im Null­
punkte einen Mittelpunkt hat 
und deren Inneres nebst der 
Begrenzung durch die Unglei­
chung 

(44) 

definiert wird. Für p = 1 geht dieselbe in ein Quadrat mit den Eck­
punkten (~, 17) = (± 1, 0), (0 ± 1) über; wiichst p von da an, so er­
gehen sich aus der Gleichung ( 42) zu einem und demselben Werte 
des I ~ I immer größere W erte des I?] I und umgekehrt, so daß also die 
game Figur sich allmählich aufbläht und ihre Begrenzung sich immer 
enger an das von den Seiten ~ = + 1, 1] = ± 1 begrenzte Quadra,t 
auschmiegt, welches darum als Grenzfall der Figur für p = oo auf­
gefaßt werden kann. 

Es ist leicht zu ersehen, daß, so lange p > 1 ist, die betrach tete 

Figur konvex ist. Dazu genügt es zu zeigen, daß ?]" = ~~; innerhalb 

des ersten Qua,dranten beständig negativ ist. In der Tat ergibt ,.; ieb 
aus (42) : 
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(45) 

und hieraus durch logarithmische Differentiation: 

" ( 1 ') ~' = (p- 1) ~ - ~ ' 

oder mit Rücksicht auf ( 45) 

n ~ p-1(1 ~p-1) 
11 = - (p- 1) (-1]-) I + ~}I , 

oder wegen ( 42) 
~p- 2 

1( = - (p - 1) - --- . 1]2p-1' 

hieraus gebt wegen der gleichzeitigen Positivität von ~ und 11 die 
Richtigkeit unserer Behauptung für p > 1 hervor; gleichzeitig sieht 
man auch, daß die entsprechende Figur für Werte p < 1 aufhören 
würde, konvex zu sein. 

Wir fassen nun die :B'igur (44) mit p > 1 als Eichfigur auf; ihr 
Inhalt sei .7. Durch Dilatation aller Durchmesser im Verhältnis t : 1 
gelangen wir zu einer homothetischen Figur 

1. { )p+ II 1] p < 1 . (-!G) 
: t 1 t = , 

erteilen wir dem t einen solchen Wert .lll, daß die zugehörige Figur 
mit ihrer Begrenzung an Gitterpunkte stößt und im Inneren nur den 
Nullpunkt als einzigen Gitterpunkt enthält, so muß nach dem Satze 
VII der Flächeninhalt JJI2J dieser Figur <:-± sein; er kann aber, so 
lange p endlich und > 1 ist, nicht = 4 seiit~ weil dann die Begrenzung 
der Figur aus lauter krummlinigen Stücken besteht und daher die 
zugehörigen Figuren vom Parameter 11[ 2, um die Gitterpunkte (x, y) 
in der üblichen Weise konstruiert, sichm·lich zwischen einander Lücken 
in der Ebene lassen; mithin gilt dann notwendig die Ungleichung: 

oder 

Nun ist 

.r =.f.(axay = ~ffa~ a~1 , 
wobei der Integrationsbereich bezüglich~' 11 durch die Ungleichung ( H) 
gegeben ist, oder, wenn wir für J das Vierfache des Inhalts des im 
ersten Quadranten liegenden Teiles der Figur nehmen, 

411' c ,J = l:J., dl; dlj, 

::\Ii n ko w 8 ki, diophant. Approximationen. 
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worm das Integral auf den Bereich 

~p + t)p <:::: 1 ' ~ ~ 0' 1) > 0 
zu beziehen ist. Durch die Substitution 

~p=Q, t)P=(j 

m dem Integral geht der Ausdruck ( 48) in den folgenden über: 

41('(.1-1~-1 
J=p2!::J. JQP (jp dQd6 1 

wonn das Integral sich auf den Bereich 

Q+o<1, Q>O, o>O 

bezieht, und der letztere Ausdruck kann nach einer bekannten Formel 
durch Werte der Gammafunktion ausgedrückt werden, wie folgt: 

vVir setzen 

und haben also 

folglich nach ( 4 7): 

4 (r (1 + i)f 
J = Ii -r ( ~ + -~~f- . 
(r(1 + ;))Z 
-- --- - --

r(1 + ~) 

(49) 

(50) 

M < xP V/::,.. (51) 

Andererseits ist für einen beliebigen Punkt (x, y), welcher auf 
der Begrenzung der Figur vom Parameter 1lf. liegt, 

I ax + ßy :p + • yx + oy p = MP; 

hieraus folgt wegen (51): 
p 

lax+ßy[P+:yx+oyP<x;ß 2 , (52) 

und die Tatsache, daß auf der Begrenzung dieser Figur sich Gitter­
punkte befinden, führt uns zu folgendem Satze: 

VIII. Sind ~ = ax + ßy, 1J = yx + oy zwei lineare Formen 
mit positiver Determinante /::,. ~md ·ist p eine beliebige reelle Größe > 1, 
so lassen sich immer ganzzahlige Werte der Variabeln x, y, die nicht 
beide verschwinden, derart angeben, daß fiir dieselben 

P_ 

I ~ ,P + 1) t < x; /::,. 2 (53) 

wird, tcubei xP den Zahlenfaktor (50) bedeutet. 
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§ 14. Der 1\Iaximalwert für das ~Iinimum von l ~ 1v + Ir; 1v. 
Das Ungleichheitszeichen in (53) zeigt an, daß das Minimum des 

Ausdrucks I ~ !P + r; lv für ganzzahlige x, y =f= 0, 0 wohl immer unter­
halb der Größe xtD.P 12 liegt, aber dieselbe nie erreicht; folglich muß 

der größte Wert, den die Größe lJ!Ijyl;. (vgl. (51)) für ein bestimmtes 
p bei beliebig variierenden Koeffizienten u, ß, r, o erreichen kann, -
falls ein solcher überhaupt existiert, was erst zu beweisen ist,- kleiner 

als xP sein. Über diesen eventuellen Maximalwert von llf/V D. wollen 
wir jetr.t Aufschluß zu erhalten suchen. 

Zunächst sieht man unmittelbar ein, daß der Ausdruck l!I/V D. 
ungeändert bleibt, wenn die Formen ~' r; durch r ~' 't1) ersetzt werden, 
unter r eine beliebige positive Konstante verstanden. Nehmen wir nun 
't gleich dem den Formen ~' r; zugehiirigen vV erte von 1 I]}[ an, so geht 
der Parameter M für das Formensystem ~/ 111, ti/ JJI in 1 über, und 
bezeichnen wir die neuen Formen und deren Determinante wiederum 
bzw. mit ~' 17, D., so läuft alsdann unsere Aufgabe darauf hinaus, den 
Maximalwert von 1/ b. oder den Minimalwert von b. zu finden, während 
a, ß, y, o in solcher Weise variieren, daß die zugehiirige Eichfigur 

~ p +Ir; ,P = 1 (54) 

dabei stets in ihrem Inneren außer dem Nullpunkte keinen weiteren 
Gitterpunkt, aber Gitterpunkte auf der Begrenzung enthält. Wir be­
merken noch, daß das Vorhandensein von Gitterpunkten auf der Be­
grenzung von (54) hierbei nicht ausdrücklich verlangt zu werden 
braucht; denn wofern nur -~I> 1 vorgeschrieben wird, bringt ein 
Minimum von b. = M" · (b./ M 2) von selbst M = 1 mit sich. 

Die so gefaßte Aufgabe läßt sich in anschaulicher -weise geo­
metrisch deuten. Wir denken uns das Koordinatensystem der ~' t) 

und darin die Figur (54) festgehalten, dagegen die Koordinaten x, y 
und damit das parallelogrammatische System des Zahlengitters in 
x, y entsprechend den Veränderungen von a, ß, y, o variiert. Da der 
Fliicheninhalt des im x-. y-Gitter durch 

0 <X< 1, 0 < y < 1 (55) 

gegebenen Parallelogramms, welches wir kurzweg das Grundparallelo­
gramm in :c, y nennen wollen, sich in den ~-, 11- Koordinaten gleich 

Jfd~ d11 = b.Jj~txdy = b. 
berechnet, so können wir infolge Jer so festgestellten geometrischen 
Bedeutung von 6 unsere Aufgabe nunmehr folgendermaßen inter­
pretieren: Bei ge,qcbencr Fiy ur ( 5-!) in ci ncm fi;stcn Kuord inatcnsystem 

1* 
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deT ~' 'Y/ mit dem Nullpunkte 0 sind diejenigen Zahlengitte:r in x, y 
mit 0 als Nullpttnkt zu suchen, welche auße:T 0 keinen weiteren Gittm·­
punlct ins Innere der Figur (54) schicken und dabei ein Gnmdparallelo­
grnmm von möglichst kleinem I nhalt haben. 

Diese Stellung der Frage gibt auch die Mittel an die Hand, die 
vorgelegte Aufgabe in Angriff zu nehmen. Wir wollen dabei p end­
lich und > 1 voraussetzen, so daß die Figur (54) konvex, aber kein 
Parallelogramm wird; den Fall eines Parallelogramms hatten wir ja 
bereits abgehandelt. Wir konstruieren nun zunächst im Koordinaten· 
system der~' ?) , das wir als ein gewöhnliches rechtwinkliges annehmen 
wollen, irgend ein solches Zahlengitter der x, y mit 0 als Nullpunkt, 
wobei außer 0 kein weiterer der Gitterpunkte (x, y) ins Innere oder 

auf die Begrenzung der 
Figur (54) hinkommt. 
Sodann denken wir uns 
durch Translation des 
in diesem Gitter durch 
(55) gegebenen Grund­
parallelogramms OABO 
von 0 aus nach jedem 
der Gitterpunkte (x, y) 
als Mittelpunkt einNetz 
von P arallelogrammen 
hergestellt, welche in 
ihrer Gesamtheit die 

l<' ig. 37. Ebene einfach und 
lückenlos überdecken, 

und verlindern dieses Netz in der Weise, daß wir einen 0 nicht 
gegenüberliegenden Eckpunkt von OABC, etwa A, auf dessen Ver­
bindungsgeraden mit 0 in der Hichtung gegen 0 rücken lassen, dabei 
den zu A gegenüberliegenden Eckpunkt C festhalten und die übrigen 
Gitterpunkte (x, y) gleichzeitig so bewegen, dt~ß dieselben fortwährend 
ein parullelogrammatisches Netz bleiben. Unterdessen verkleinert sich 
offenbar kontinuierlich und unbegrenzt der Inhalt von 0 ABC. Diese 
unsere Variation des Gitters soll nun soweit vor sich gehen, bis zum 
erstenmal, außerhalb der festgehaltenen Geraden 0 C, Gitterpunkte 
auf die Begrenzung der Figur (54) fallen, was ja einmal geschehen 
muß, nämlich infolge des Satzes VII, bevor noch der Inhalt von 
OABC zu einem Viertel des Inhalts der Figur (54) zusammen­
;;;clirumpft. 

E s möge nun etwa bloß ein Paar von Gitterpunkten in die Be­
grenzung der Figur fallen; die Koordinaten eines jeden derselben sind 
gewiß teilerfremde Zahlen, und wir können daher das Gitter der x, y 
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durch eine geeignete ganzzahlige Substitution von der Determinante 1 
derart in sich transformieren, daß das Grundparallelogramm der neuen 
Koordinaten, für die wir der Einfachheit halber die Zeichen x, y be­
lassen wollen, die Strecke zwischen 0 und einem jener zwei auf die 
Peripherie der Figur getretenen Gitterpunkte zu einer Seite erhält 
(Siehe hierzu Fig. 37). Zu diesem Parallelogramm, das wiederum 
mit OABC bezeichnet werde, wobei C den zuletzt genannten Gitter­
punkt bedeute , denken wir uns wiederum das zugehörige parallelo­
grammatische Netz entworfen und verändern dasselbe genau nach dem 
früheren Prinzipe, indem wir den zu C in OA BC gegenüberliegenden 
Eckpunkt A auf der Geraden OA gegen 0 hin solangr verschieben 
und damit gleichzeitig den Inhalt von OABC solange verkleinern, 
bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung der Figur (54) eintreten, 
was wiederum einmal aus demselben Grunde und vor analogem Ter­
min, wie vorhin, erfolgen muß. Es liegen alsdann mindestens vier 
Gitterpunkte auf der Peripherie der Figur. 

Fallen jetzt auch nicht mehr als vier Gitterpunkte auf die Be­
grenzung der Figur, so greifen wir irgend welche zwei unter ihnen 
heraus, die mit dem Nullpunkte nicht in einer Geraden liege11. Die 
Determinante der Koordinaten dieseT Punkte ist dann 11ach einer 
früheren Überlegung*) notwendig = ± 1, und wir können daher 
wiederum die Koordinaten des Gitters so unimodular transformieren, 
daß diese zwei Punkte, die jetzt A, C heißen mögen, die neuen Ko­
ordinaten 1, 0 bzw. 0, 1 erhalten. vVir ergänzen sodann das Dreieck 
OAC zum Parallelogramm OABC mit B = (1, 1) und verändern 
wiederum das zu OABC gehiirige parallelogrammatisehe Netz, dies­
mal in der Weise, daß 
wir C auf der Begren­
zung der Figur gegen 
die Gerade 0 A heran­
rücken lassen, wodurch 
der Inhalt von OABC 
abermals beständig ab­
nimmt (Fig. 38 )· Dies 
soll wiederum so lange 
geschehen, bis neue 
Gitterpunkte in die Peri­
pherie der Figur ein­
treten. 

Nun liegen minde- l!'ig. s 0 

*) V gl. (1:-i) S. 33. Es kommt hier offenbar die zweite dort besprochene 
~Iöglichkeit ps - qr = 1 <Lusschließlieh in Frage. 
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stens drei Paar von Gitterpunkten, A, A', B, B', C, C' (Fig. 39) , auf 
der Begrenzung der Figur ~54). Irgend zwei unter diesen Gitter­
punkten, die nicht in einer Geraden mit dem Nullpunkt liegen, etwa 
A, B, können wir uns mit den Koordinaten (1, 0) bzw. (0, 1) ver­
sehen denken; dann haben zwei weitere der sechs Gitterpunkte not­
wendig Koordinaten ± 1, ± 1 und indem wir uns eventuell x, y 

7J durch - y, x ersetzt denken, und 
da jene Gitterpunkte sich paarweise 
um 0 als Mittelpunkt gruppieren, 
können wir sonach annehmen, daß 
die Koordinaten von A, B, C bzw. 
1, 0; 0, 1; - 1, 1 sind. Mehr als 

--+-+---~k---4--+--s diese sechs Gitterpunkte können 
unter den gestellten Bedingungen 

},-ig. 39. 

auf keinerlei Weise auf der Be­
grenzung der Figur liegen; denn 
eine solche Lage käme nur noch 
für die Punkte (1, 1), (- 1, - 1) 
in Frage, würde aber, da (1, 1) 
mit (- 1, 1) die Determinante 2 
ergibt, einen Widerspruch dagegen 

involvieren, daß der Inhalt der Figur (54) hier < 4 sein soll. 
Jetzt ist es klar, daß wir solche Wertesysteme a, ß, y, ~, aus 

denen das Minimum von !:::. entspringt, nur unter allen denjenigen 
zu suchen haben, welche der Fig. 39 entsprechen, d. h. so beschaffen 
sind, daß jeder der sechs Punkte (± 1, 0), (0, ± 1 ), (- 1, 1 ), (1, - 1) 
der Gleichung 

i lXX + ßy iP + i yX + ~y P = 1 

genügt, daß also die drei Gleichungen 

I a [P + ! r p = 1, 

I ß ~p + 1 ~ p = 1, 

! - a + ß 'P + I - r + 0 p = 1 

(5G) 

(57) 

bestehen. Mit Hilfe dieser Gleichungen können wir uns die vier Un­
bekannten a, ß, y, o als Funktionen eines Parameters dargestellt 
denken, und es würde endlich erübrigen, diesen Parameter so zu be­
stimmen, daß i a o - ß y I ein Minimum wird. 

Für den Spezialfall p = 2 läßt sich diese Aufgabe leicht erledigen. 
Die Potenzsumme I ~ P + ! 1J 'p stellt in diesem Falle eine positive 
quadratische Form 

f'(x, y ) = (ax + ßy/ + (yx + ~y)2 = ax2 + 2b x y + cy2 

mit den Koeffizienten 
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a=a2 +y2, b=aß+ro, c=ß2 +o" 

und der Determinante 

D = ac- 7J2 = (ao- ßr)2 = D._2 

vor. Die Gleichungen (57) gehen dann in die folgenden über: 

a=1, c=1, a-2b+c=1, 

und daraus Prgibt sich unmittelbar 

fo = ~2 + 1)2 = x2 + xy + y2 (58) 

als diejenige Form, oder vielmehr als Repräsentant derjenigen Klasse 
arithmetisch äquivalenter Formen, für welche das Minimum von D. 
eintritt, während M = 1 ist; und zwar wird dieser minimale Wert 
von D. hier 

1- y3 
D.o = l Do = 2· 

Mithin ist 1/ D..0 = 2 jy3 unseren früheren Ausführungen gemäß der 
. . . ax2 + 2bxy + cy• 

Maximalwert, den das Mm1mum des Ausdrucks ~-"=·'-· -·· ---
r ac - b· 

für ganzzahlige, von (0,0) verschiedene Wertesysteme (x, y) im ganzen 
durch ac - b2 > 0 und a > 0 definierten Bereiche reeller Werte a, b, c 
zu erreichen vermag und auch tatsächlich im Falle (58) erreicht, und 
es gilt somit der Satz: 

IX. Zu einer binären positiven quadratischen Fonn f (x, y) mit der 
Determinante D lassen sich immer für die Variabeln ganzzahlige 
W erte x, y, die m"cht beide verschwinden, derart angeben, daß (iir 
dieselben 

f (x, y) < .Js yD 

wird. Hierbei hat das Gleichheitszeichen nur dann statt, trenn f (.r, y) 

mit der Form VD (x2 + x y + y2) arithmetisch äquivalent ist. 

Fig. 40. 

Das geometrisch sehr 
evidente Resultat dieser Be­
trachtung für den Fall p = 2 
formulieren wir noch dahin: 

Bei der dichtesten Lage­
rung von Kreisen in der 
Ebene derart, daß die Mittel­
punkte ein Gitter bilden und 
die Kreise nicht ineinander 
eindringen, verhält sich der 
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von den Kreisen bedeckte Flächeninhalt zu dem übrigen freien Flächen­
inhalt wie 

: : (~~-- _:J) = n,741 . . . (vgl. Fig. 40). 

Ist nun p > 2 oder p < 2 und > 1, so bestimmen die Rela­
tionen (57) den Minimalwert von D. noch nicht vollständig. Die Be­
stimmung desselben hängt dann von einer transzendenten Gleichung 
ab, über deren Lösung wir wenigstens eine Vermutung formulieren 
wollen. Es seien M, M' bzw. N, N' die Schnittpunkte der Figur (54) 

t =o 

2.N 

Fig. <11. 

mit der ~- bzw. n-Achse, P, P' b"-w. Q, Q' die Schnittpunkte der­
selben mit der Geraden ~ = T} bzw. ~ = - '11· Unter den Lösungen 
der Gleichungen (57), deren jeder ein bestimmtes Sechseck ABCA' B 'C' 
mit Mittelpunkt und mit Seiten parallel seinen Diagonalen entspricht 
(Fig. 39), denken wir uns diejenige herausgegriffen, deren zugehöriges 
Sechseck die Punkte JJI, JJ[' zu Eckpunkten hat, und konstruieren 
das letztere, indem wir in der .Figur (54) jene zwei zur ~-Achse 

parallelen Sehnen errichten, welche je die Länge 0 JJI = ~ JJ1' Jli[ haben 
(Fig. 41 ). Die Eckpunkte dieses bezüglich der ~- und der r]-Achse 
symmetrischen Sechsecks wollen wir mit je einer Ziffer 1 bezeichnen. 
In iihnlicher Weise konstruieren wir so dann jenes Sechseck, welches 
die Punkte N, N ' zu Eckpunkten hat und dessen sechs Eckpunkte 
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einzeln mit der Ziffer 2 bezeichnet werden mögen; dasselbe ist eben­
falls bezüglich jeder der Achsen symmetrisch und dem vorigen kon­
gruent und geht aus dem vorigen durch eine Drehung um ;r; /2 in 
beliebigem Sinne hervor. Weiter konstruieren wir noch zwei Sechs­
ecke mit 0 als Mittelpunkt und Seiten parallel den Diagonalen, welche 
die Punkte P, P' resp. Q, Q' unter ihren Eckpunkten haben und 
deren einzelne Eckpunkte wir mit der Ziffer 3 b:t.w. 4 versehen; diese 
zwei Sechsecke liegen symmetrisch bezüglich jeder der Geraden ~ = 1), 

~ = - 11, sind einander kongruent und gehen durch eine Drehung 
um 7r /2 auseinander hervor. \Vir lassen nun den Punkt A von der 
Ecke 1J,f(1) längs der Begrenzung der Figur gegen den nächst­
benachbarten Eckpunkt 4 fortschreiten und denken uns dazu jedesmal 
das zugehörige aus sechs kongruenten Dreiecken bestehende Sechseck 
ABCA'B'C' konstruiert; dann ist es leicht zu ersehen, daß gleich­
zeitig jeder der übrigen I~ckpunkte von 1 zum bzw. benachbarten Eck­
punkte 4 wandert und dabei die sechs vereinzelt liegenden Bogen­
stücke, welche von den Eckpunkten des veränderlichen Sechsecks 
ABCA'B'C' beschrieben werden, durch geeignete Spiegelungen an 
den Symmetrielinien der Figur in den positiven h 11- Quadranten 
hineinversetzt werden können, so daß sie hier den ganzen Quadranten 
ausmachen. Daher genügt es, mit Rücksicht auf jene Symmetrien, 
um alle möglichen Formen des Sechsecks ABU A' B' C' in Betracht 
zu ziehen, den Punkt A bloß von lJ,f aus die erste Strecke 14 
durchwandern zu lassen. Es liegt nun die Vermutung nahe, daß die 
Größe 6., der Flächeninhalt des Grundparallelogramms, sich während 
dieser Bewegung fortwährend im gleichen Sinne ändert un(l daher das 
Minimum von 6. einer der beiden äußersten Lagen von ABCA'ß'C' 
ent;;pricht: entweder dem Sechseck (1) oder jenem ( 4). Da ferner 
wenig unterhalb p = 2 dieses Minimum, wie man sieb leicht über­
zeugt, wesentlich dem Sechseck (1) entspricht, dagegen wenig ober­
halb p = 2 dem Sechseck (4), im Falle p = 2 aber (wie auch in den 
Grenzfällen p = 1 und p = CXJ selbst) von allen möglichen in Betracht 
kommenden Sechsecken derselbe Wert von 6. geliefert wird, so liegt 
es weiter nahe zu vermuten -- wofür der Beweis aber noeh zu er­
bringen wäre -, daß für p < 2 immer das Sechseck (1 ), für p > 2 
immer das Sechseck ( 4) dem Minimum von 6. entspricht. Im ersteren 
Falle würde dann, weil die Punkte x = 1, y = 0 und ~ = 1, 11 = 0 
zusammenfallen, aus 

~ = aX + ßy = 1, 1) = 'f'X + O!J = () 

sich 
a = 1, 'Y = 0 

ergeben, was m die Gleichungen (57) eingesetzt: 
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1 

ß = {-, 0 = (1 - 2-P)P 

liefert; sonach würde für das Minimum von 1::. m diesem Falle 

ß 0 = (1 - 2-P)P 

folgen. Im anderen Falle dagegen, wo der Gitterpunkt (1 < p < 2) 
(- 1, 1) auf der Geraden ; = - 11 und ähnlich der Gitterpunkt (1, 1) 
auf der Geraden ; = 11 liegt, haben wir infolgedessen: 

-a+ß=y-~ a+ß=y+~ 
also 

a = o, ß = y, 

und dies ergibt, m die Gleichungen (57) eingesetzt, 

al' + ßP = 1, 2(a- ß)P = 1, 
oder 

1 1 
-1+- -1- -

a=2 Pß+2 P, 

1 1 
-1+- -1--

ß=2 Pf::.-2 P, 

( 2 )p ( 2 )p 
2 P ß + 1 + 2 P ß - 1 = 2P + 1 (p > 2) j 

doch läßt sich die Auflösung der letzteren Gleichung für 1::. nicht m 
geschlossener Form bewerkstelligen.*) 

*) Die Ausfiihrungen hier übertragen sich zu großem Teile auf ein jedes 
konvexe Oval, das die vier Geraden 6 = 0, 1J = 0, 6 = ± 1J zu Symmetrielinien 
hat und in der 'l'at ist in den Figuren 37 (p. 52), 38 (p. 53), 39 (p. 54), 41 (p. 56), 
wie schon aus dem Vorhandensein von Ecken ersichtlich, nicht speziell ein Oval 
I F • + ; 1JP! = 1 (p > 1) gezeichnet. 



Drittes Kapitel. 

Zahlengitter in drei Dimensionen. 

§ 1. Definition des Zahlengitters in drei Dimensionen. 

Unter dem Zahlengitter in drei Dimensionen wollen wir die 
Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme dreier Variabeln x, y, z 
verstehen. Dieses Zahlengitter kann man geometrisch mitte1st eines 
räumlichen Parallelkoordinaten-Systems darstellen, indem man drei sich 
in einem Punkte treffende und nicht in einer Ebene gelegene Geraden 
beliebig im Rau~e als Koordinatenachsen annimmt, die Maßstäbe auf 
denselben beliebig festlegt und einem 
jeden ganzzahligen Wertesystem (p, q, r) 
den Punkt mit den Koordinaten x = p, 
y = q, z = r zuordnet. Dieses räum­
liche Gitter kann auch durch beliebige 
Festlegung der vier Punkte 

(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), 

doeh so, daß nicht alle vier in einer 
Ebene liegen, vollständig bestimmt 
werden (Fig. 42); das durch diese vier 
Punkte als Ecken gebildete Tetraeder 
bezeichnen wir dann als das Fnnda­
mentaltetraeder des betreffenden Gitters. 

Ist im Koordinatenraume ein 
irgendwie begrenzter Körper gegeben, so wollen wir unter dem Vo­
lumen desselben das auf den Bereich des Körpers bezogene dreifache 
Integral 

J = J[{dx dy dz (1) 

verstehen, wobei das Element des Integrals stets als wesentlich posi­
tive Größe zu denken ist. 
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§ 2. Theorem über konvexe Körper mit JUitt~lpunkt. 

Da wir uns im Laufe der weiteren Untersuchungen hauptsächlich 
auf die Betrachtung einfacher, nur von Ebenen oder Flächen zweiter 
Ordnung begrenzter Körper beschriinken werden, so können wir hier 
von der Aufstellung einer strengen Definition für die konvexen Körper 
absehen und uns nur mit der Feststellung der wesentlichsten Eigen­
schaften derselben begnügen. Wir stellen uns unter einem konvexen 
Körper eine abgeschlossene Punktmenge vor, die vollständig im. End­
lichen liegt, d. h. in eine um den Nullpunkt mit angehbarem endlichem 
Hadius beschriebene Kugel vollständig eingeschlossen werden kann; 
sie soll ferner nicht vollständig in einer Ebene liegen und durch jeden 
Punkt ihrer Begrenzung soll wenigstens eine Stützebene gelegt werden 
können, d. h. eine Ebene, auf deren einer Seite kein Punkt der Punkt­
menge liegt. 

Falls ein konvexer Körper einen Punkt aufweist, der alle durch 
ihn gehenden Sehnen des Körpers halbiert, so heißt dieser Pullkt 
JJ[ittelpnnkt des Körpers. 

Für die konvexen Körper mit Mittelpunkt gilt im Raume ein 
ganz analoges Theorem, wie in der Ebene für die konvexen Figuren 
mit Mittelpunkt; dasselbe lautet: 

X. Ein konvexer Körper mit einem Gitterpunkt nls JJ1.ittelpunkt, 
t•om Volumen 8, enthält stets anßer dem J.lfittelpttnld noch u·enigste11s 
einen ~ceiteren Gitterpztnl<t. 

Auch der Beweis dieses tlatzes gestaltet sich ähnlich wie im 
Falle der ebenen konvexen Figuren. 

Es sei um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein konvexer Körper 
vom Volumen J gegeben. Dilatieren wir alle seine Radien im Y er­
hältnis t : 1, so wollen wir den so hervorgehenden neuen Körper vom 
Volumen t3 J als den zwn Parameter t gehiirigen Körper oder kurz 
als den t-Körpcr bezeichnen. Der ursprünglich gegebene, dem Para­
meterworte t = 1 entsprechende Körper soll der Eichkörper heißen. 

Wir ziehen den Eichkörper zunächst derart zusammen, daß der 
11eu entstandene Körper außer dem Mittelpunkt keinen weiteren 
Gitterpunkt enthält, und treiben dann den letzteren Körper so lange 
auf, bis er etwa fi.i.r den Parameterwert t = .1'1[ mit seiner Begrenzung 
zum erstenmal an einen Gitterpunkt stößt.*) Diesen li!J~Körper ziehen 
wir hierauf im V erhiiltnis 2 : 1 zusammen und denken uns den so 
gewonnenen llf/2-Körper vom Nullpunkt aus zu jedem anderen 
Gitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sich selbst verschobe11. So 

*) Schematisch kann man sich diese Verhliltnisse <m der l!'ig. 1:-i, S. 2\J \er­
anschauli~ht JenkerL 
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entsteht ein System von Körpern, deren jeder an mindestens zwei 
benachbarte stößt und in keinen anderen der Körper eindringt, so 
daß keine Stelle des Raumes mehr als einfach von dem System aus­
gefüllt wird, während zwischen den einzelnen Körpern im allgemeinen 
noch Lücken vorhanden sein werden. DenKen wir uns nun anderer­
seits um den Nullpunkt als Mittelpunkt das von den sechs Ebenen 
x = ± }, y = + }, z = ± } begrenzte Parallelepiped konstruiert und 
sodann dasselbe von da aus zu jedem anderen Gitterpunkt als Mittel­
punkt parallel mit sich selbst verschoben, so erscheint der ganze 
Raum von diesen Parallelepipeden, deren jedes das V olurnen 1 hat, 
einfach und lückenlos erfüllt. Hieraus erhellt, daß das Volmnen emes 
M/2- Körpers nur kleiner oder höchstens gleich 1 sein kann: 

(M)3J < 1 
2 = ' 

und daher folgt für das Volumen des . .ZII- Körpers: 

]}[3J < 8. 

(21 

(ß) 

Um emen zum Eichkiirper homothetischen Kör:per genau vom 
Volumen 8 zu erhalten, muß man so nach den JII- Körper im all­
gemeinen noch ein wenig ausdehnen und nur im Grenzfalle fallen 
die zwei genannten Körper zusammen. Es enthält also der Kürper 
vom Volumen 8 den 111- Kiirper und damit außer dem Mittelpunkte 
notwendig noch weitere (mindestens zwei) Gitterpunkte, und zwar im 
allgemeinen in seinem Inneren, im Grenzfalle nur auf der Begrenzung. 

§ ß. Grenzfälle des letzteren Thl.'orems. 

Es soll zunächst ein strenger Beweis der schon an sich plau­
siblen Tatsache gegeben werden, daß das Volumen eines .211/2-Kiirpers 
< 1 oder = 1 ist, je nachdem die um die einzelnen Gitterpunkte kon­
struierten lii/2- Kiirper Lücken zwischen einander lassen oder den 
ganzen Raum lückenlos ausfüllen. 

Wir nehmen zunächst an, daß derartige Lücken vorhanden sind. 
Sind x0 , y0 , .<:0 die Koordinaten irgend eines im Inneren einer Lücke 
gelegenen Punktes, so leuchtet es ein, daß auch alle Punkte 
(x0 + p, Yo + q, z0 + r), wobei p, q, r unabhängig voneinander sämt­
liche ganze Zahlen durchlaufen, im Inneren von Lücken liegen werden; 
die Gesamtheit dieser Punkte, die wir als ein System von homolo.qen 
Punkten bezeichnen, geht aus dem gegebenen Zahlengitter einfach 
durch eine derartige Translation desselben henor, bei welcher irgend 
ein Gitterpunkt in den Punkt (x0 , y0 , z0 ) ühergeht. "Gm jeden (1er 
Punkte (x0 + p, y0 + q, z0 + r) als .Mittelpunkt denken wir uns einen 
zum Eichkörper iihnlichen und ähnlich gestellten Kiirper konstruiert, 
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von solcher, etwa dem Parameterwerte T /2 entsprechender Größe, daß 
weder irgend zwei von diesen T /2- Körpern ineinander eindringen 
noch irgend ein T/2-Körper in einen der um die einzelnen Gitterpunkte 
konstruierten M/2-Körper eindringt. Zwischen den so errichteten T/ 2-
Körpern und den vorhin konstruierten _li;I/2- Körpern kann eine ein­
eindeutige Zuordnung festgelegt werden, indem etwa dem .ll.f j2-Körper 
um (p, q, r) der T/2-Körper um (x0 + p, y0 + q, z0 + r) als Tmbant, 
wie wir sagen wollen, zugeordnet wird. Nun konstruieren wir um 
jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt einen Würfel mit Seitenflächen 
parallel den Koordinatenebenen und einer solchen festen Kantenlänge 
2 d, daß der Würfel den um den Gitterpunkt befindlichen _ll;f/2- Körper 
und jetzt auch den Trabanten des letzteren vollständig in sich ein-

schließt, - endlich um den Nullpunkt 
./ / einen Würfel mit Seitenflächen parallel 
r-----------t den Koordinatenebenen und einer Kante 

Fig. 43. 

2 .Q, wobei &, eine positive ganze Zahl 
bedeute, über deren Größe wir noch 
verfügen wollen (Fig. 43). Die Ge­
samtheit derjenigen unter den erstge­
nannten Würfeln, deren Mittelpunkte 
im Inneren und auf der Begrenzung 
des großen Würfels von der Kante 2 .Q 
liegen, ragt über des letzteren Begren­
zung überall höchstens so weit heraus, 
daß, wenn der Würfel von der Kante 
2 .Q zu einem homothetischen von der 

Kante 2.Q + 2d ausgedehnt wird, dieser neue vergrößerte Würfel 
sicherlich alle vorhin genannten Würfel von der Kantenlänge 2 d und 
damit auch alle die von diesen ·würfeln bzw. eingeschlossenen Paare 
von je einem M/2-Körper und dem zugehörigen Trabanten vollständig 
in sich schließt. Da nun (2 &, + 1 )3 solche getrennt liegende Körper­
paare hier in Betracht kommen, so hat man hiernach: 

woraus, wenn man beiderseits durch (2 &, + 1 )3 dividiert und zur 
Grenze für .Q. = = übergeht, 

folglich 
(4) 

hervorgeht, was zu beweisen war. 
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Im Falle lückenloser Ausfüllung des Raumes durch die lYI/2-
Kiirper fassen wir zunächst die außerhalb des Würfels von der Kante 
2 .Q gelegenen Gitterpunkte ins A. uge. Jeder der um diese Punkte 
befindlichen Würfel von der Kantenlänge 2 d liegt entweder ganz 
außerhalb dieses erstgenannten Würfels oder dringt zum Teil in ihn 
ein, und zwar höchstens bis zur Tiefe d, in Hichtungen normal zu 
den entsprechenden Koordinatenebenen gemessen. Wir nehmen nun 
.Q, > d an und konstruieren um den Nullpunkt einen zum erstge­
nannten homothetischen kleineren Würfel von der Kante 2 .Q - 2 d; 
in diesen letzteren dringt dann keiner der besagten Würfel von der 
Kantenlänge 2 d mehr ein, folglich muß sein Inneres ganz in solche 
der 111/2-Körper aufgehen, deren Mittelpunkte im Würfel von der 
Kante 2 .Q gelegen sind. Der von der Gesamtheit der hiermit be­
zeichneten Mj2- Körper ausgefüllte Raum kann daher nicht kleiner 
sein, als das Volumen des Würfels von der Kante 2Q- 2d und es 
gilt demnach die Ungleichung: 

(2.Q- 2d)3 < (2.Q + 1)3 c~Ir J. 

Aus dieser schließen wir, indem wir .Q wiederum über jede Grenze 
hinaus wachsen lassen: 

e~r J2. 1, 

und dies ist wegen (2) nur so möglich, daß 

(5) 

ist, was zu beweisen war. 
Durch Parallelverschiebungen auseinander hervorgehende konvexe 

Körper, die um Gitterpunkte als Mittelpunkte konstruiert sind und, 
wie die M/2-Körper, teilweise aneinander stoßen, ohne je ineinander 
einZLldringen, wollen wir Sütfen im Zaldengittm· nennen. Wir wollen 
nun die Gestalt der Stufen im Falle des maximalen Volumens 1 
derselben, also bei lückenloser Erfüllung des ganzen Raumes durch 
die Stufen, eingehender studieren. 

§ 4. Charakter der Obel'fläclle bei einem maximalen lYI/2- Kör11er. 

Zuniichst erkennen wir, daß jeder Punkt der Oberfläche einer 
Stufe vom Volumen 1, kurz: einer maximalen Stufe, zugleich der 
Oberfläche wenigstens einer von den homologen Stufen um die anderen 
Gitterpunkte angehören muß. ·würde niimlich ein Punkt P der Be­
grenzung einer maximalen Stufe, deren Mittelpunkt wir etwa im 
Nullpunkte 0 annehmen wollen, keiner anderen Stufe angehören, so 
müßten wir, auf dem Haclius 0 P über P hinaus fortschreitend, auf 
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Punkte kommen, welche überhaupt keiner Stufe angehören, was wegen 
der lückenlosen Ausfüllung des Raumes durch die Stufen ausge­
schlossen ist. 

Es sei nun A = (p, q, r) der Mittelpunkt einer unter denjenigen 
maximalen Stufen, welche mit der um 0 befindlichen Stufe, die kurz 
die Nullpunktstufe heiße, zusammenstoßen (Fig. 44). Die Stufe um A 
und die Nullpunktstufe sind dann offenbar beide in bezug auf den 
Halbierungspunkt E der Strecke OA zueinander symmetrisch. Der 
Punkt E ist beiden Stufen gemein und es geht durch ihn eine ge­
meinsame Stützebene der beiden Stufen. In dieser Stützebene haben 
beide Stufen entweder bloß den Punkt E oder geradlinige Strecken 
oder aber konvexe ebene Partien liegen. Da nun die Stufe um 0, 
als Stufe überhaupt, wie leicht einzusehen, nur mit einer endlichen 

Fig. H. 

Anzahl anderer Stufen zusam-
menstoßen kann und dabei, als 
maximale Stufe, mit ihrer ganzen 
Begrenzung an andere Stufen 
stoßen muß, so ist es klar, daß 
ihre Oberfliiche ganz in einer 
endlichen Anzahl ihrer Stütz­
ebenen liegen muß. Die maxi­
malen Stnfen sind somit Poly­
eder. Zugleich erkennen wir, 
daß es unter den der Nullpunkt­
stufe benachbarten Stufen ge­
wisse gibt, welche mit der Null­

punktstufe ebene Partien (nicht bloß Kanten oder Ecken) gemein 
haben und daß die ganze Begrenzung der N nilpunktstufe aus den 
Partien solcher Art besteht. 

Umgekehrt leuchtet jetzt ein, daß, wenn jede Stufe ihre ganze 
Oberfläche mit anderen Stufen teilt, die Stufen tatsächlich den llaum 
lückenlos ausfüllen, also je das Volumen 1 haben müssen. Denn an­
genommen, es existierten dabei noch Lücken und es wiire Q ein 
Punkt in einer Lücke, so könnten wir eine Strecke von Q aus nach 
dem Inneren irgend einer Stufe derart legen , daß diese Strecke in 
ihrem Verlaufe keiner einzigen Stufe in einer Kante oder einer Ecke 
begegnet; und wäre dann P, von (J aus gerechnet, der erste Punkt 
der Strecke, der auf der Oberfläche ciuer Stufe zu liegen kommt, so 
könnte P offenbar nur dieser einen Stufe unrl keiner weiteren unter 
den Stufen angehören, was unserer Voraussetzung widerspriiche. 

Liegt eine beliehige konvexe Figur <P vor (Fig. 45) , so wollen 
wir jenen 'feil von iP, welchen diese Figur mit einer Figur iP* ge­
mein hat, die durch Spiegelung von IP an einem inneren Punkte E 
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von rp entsteht, die Deckung der Figur rp 
in bezug cwf den PunktE nennen. 

Haben nun die Nullpunktstufe und 
die dieser benachbarte Stufe um A in der 
den beiden gemeinsamen Stützebene Seiten­
flächen (und nicht bloß Kanten oder Ecken) 
liegen und ist rp die Seitenfläche der Null­
punktstufe und E der Halbierungspunkt 
>On OA, so ist die den zwei Stufen ge­
meinsame Partie offenbar mit der Deckung 
von P in bezug auf E identisch. Be­

Fig. -15. 

achten wir noch, daß der Punkt E kein Gitterpunkt sein kann, also 
die Koordinaten p/2, q/2, r/ '2 von E Hälften von ganzen Zahlen, 
aber nicht sämtlich ganzzahlig sind, so läßt sich das Ergebnis unserer 
Betrachtung folgendermaßen zusammenfassen: 

XI. Eine maximale Stufe ist von lauter ebenen Seitenfliic!ten /Je­
.rJrenzt; dabei enthiilt j ede Seitenfläche wenigstens einen Punkt, dessen 
Koonlinaten Hälften 1·on ganzen Zahlen, aber nicht sämtlich ganz.ealdig 
sind, und es besteht jede Seitenfläche genatt aus ihren D eckungen in 
bezug auf die verschiedenen derartiycn in ihr enthaltenen Puukte. 

Wir können diese Eigenschaften der maximalen JJJ/ 2 - Kiirper 
ohne weiteres auf die max imalen JJi-Körpcr, d. h. 1ll-Kürper vom 
Volumen 8 in folgender Weise übertragen: 

E in maximaler .M-Körper 'ist ein Polyeder, dessen jede Scitm­
jläche rnindesf{?ns einen Gitterpunkt mit nicld siimtlich durch z tcei teil­
baren Koordinaten enthält und 1·egelmiißiy genau aus i711"en D f'ckuugen 
in be;:ug auf die verschiedenen in ilw befindlichen GiftCJpunkte bcsteld. 

s 5. Die Anzahl der Seitenfiiichen eines maximalen JJI-Körpers. 

Dieses Ergebnis gestattet uns, die größtmögliche Anzrthl der Seiten­
flächen eines maximalen JJI-Kiirpers sowie in der Folge die genaue Gestalt 
eines solchen Kiirpers w ermitteln. 

Es sei ein maximaler JJf.Kiirper 
um den Nullpunkt 0 als Mittelpunkt 
gegeben. Seine Seitenflächen werden 
paarweise parallel und zueinander 
in bezug auf 0 symmetrisch sein. 
Es sei A0 = (p 0 , q0 , T 0 ) ein Gitter­
punkt auf der Begrenzung des Kör­
pers, und zwar liege derselbe im 
Inneren einer Seitenfläche des Kiir­
pers; derartige Punkte muß ja nach 

l\Ii 11 k ow s ki , diopba ut Approx imationen. 

Fig. 46. 

5 
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§ 4 jede Seitenfläche des Körpers aufweisen (Fig. 46). Dann liegt 
auch der Gitterpunkt A 0' = (-p 0 , - q0 , - r0) auf der Begrenzung des 
Körpers, und zwar im Inneren derjenigen Seitenfläche, welche zur 
erstgenannten ber.üglich 0 symmetrisch ist. Ist weiter A = (p, q, r) ein 
Gitterpunkt im Inneren einer weiteren, von den zwei vorigen ver­
schiedenen Seitenfläche des Körpers, so liegt der Punkt 

B= (HP-Po), -}(q-qo), -hr-r0)), 

welcher die Strecke AA0' halbiert, notwendig im Inneren des Kijrper::;, 
ist aber vom Nullpunkte verschieden; infolgedessen können die Ko­
ordinaten von B nicht siimtlich ganze Zahlen sein, also nicht die 
Kongruenzen 

sämtlich gleichzeitig bestehen. Fassen wir nun für jelle einzelne Seiteu­
ftfiche einen der in ihrem Inneren gelegenen Gitterpaukte ins Auge 
und Lilden wir die echten Reste der Koordinaten dieses Punktes 
rnodulo 2, so müssen die so erhaltenen Restetripel für irgend zwei 
Seitenflächen, die nicht speziell als Spiegelbilder in bezug auf den 
Nullpunkt ~usammengehören, stets untereinander verschieden aus­
fallen. Solcher Tripel gibt es aber überhaupt 23 = 8, indem jeder 
Reflt nur die Werte 0, 1 annehmen kann ; dabei wird das 'rripel 
(0, 0, 0) jedenfalls nicht vorkommen, da die Begrenzung des 111-Körpers 
keinen Gitterpunkt mit lauter geradzahligen Koordinaten enthiilt; so­
mit leuchtet der folgende Satz ein: 

XII. Die Anz·uhl der Seitenflächen eines maxi­
mctlen llf- Kürpers (und ebenso einer maximalen 
Stuf'e) lcann höchstens 2 (23 - 1) = 14 betragen. 

Solche maximale Jlf-Polyeder kann man 
auch nach Methoden, die wir in der Folge 
kennen lernen werden, ermitteln. Es sind dies 
14-Flächner (resp. Ausartungen derselben) , die 
aus Oktaedern durch Stutzung' der Ecken mit­
tels entsprechend geführter ebener Schnitte ent­
stehen (Fig. 4 7). 

Flg. 47. 

Die hier abgeleiteten S~itze lassen sich auf 
Räume von beliebig vielen Dimensionen über­
tragen. Es zeigt sich , daß im l~aume von 

n Dimensionen die maximalen Jl[. Körper Polyeder sind, deren Seiten­
anzahl höchstens 2 (2n - 1) betragen kann. 

§ 6. Die Anzahl der Gitterpunkte auf einem M- Körper. 

Wir fragen ferner nach der Anzahl der Gitterpunkte, die auf 
der Oberfläche eines j1f-Körpers liegen künnen. 
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Es sei um den Nullpunkt 0 (Fig. 48) ein beliebiger M-Körper 
gegeben und A 0 = (p0 , q0 , t·0), A = (p, q, r) seien irgend zwei ver­
schiedene Gitterpunkte auf der Oberfläche 
desselben. vVir betrachten das von den 
Punkten 

0, Ao' =(-Po, - qo, - ro), A 

gebildete Dreieck. Der Schwerpunkt des­
selben, 

B = 0 (p- Po), -} (q- qo), -} (r- ·ro) ), 

liegt unter allen Umständen im Inneren 
des gegebenen lii-Körpers und ist jeden- Fig. 48. 

falls von 0 verschieden; er ist dtther sicher 
kein Gitterpunkt und mit Rücksiebt darauf können die Zahlen p, q, r 
nieht alle r.ugleich den Zahlen p 0 , %1 1·0 mod. 3 bzw. kongruent sein. 

Wenn wir also nun flir jeden auf der Oberfläche des llf-Körpers 
gelegenen Gitterpunkt die echten Heste seiner Koordinaten mod. 3 
ins Auge fassen, so können unter den so erhaltenen Restetripein 
keine zwei gleichen vorkommen; da es aber überhaupt nur 3~ = 27 
solche Restetripel gibt und das Restetripel (0, 0, O) hier jedenfalls 
ausgeschlossen erscheint, so folgt , daß 

XIII. die Oberflüche eines 111-Kürpers nicht mehr als 33 - 1 = 2G 
Gittmpuukte enthalten kann. 

Es gibt auch in der 'l'at M -Kiirper mit 26 Gitterpunkten auf 
der Begrenzung; em solcher Körper ist r.. B. der durch die Un­
gleichungen 

-1 < X< 1, 

- 1 < !I:::; 1, 

- 1<z < 1 

definierte Würfel; die Koordinaten der auf dessen Oberfläche gelegenen 
Gitterpunkte ergeben sich durch Bildung sämtlicher Kombinationen 
aus je einem Werte jeder der drei Wertereihen 

.c =- 1, 

y = -1, 

0 
' 

0, 
+ 1, 

+ 1, 
z =- 1, 0, + 1, 

mit Ausschluß der Kombination x = 0, y = 0, z = 0. 

§ 7. Parallelepipeclt>. 

Wir wollen nun die gewonnenen Siitze nuf spezielle konvexe 
Kürper, zunächst auf Parallelepipede, anwenden. 

r. * ,) 
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Es seien drei lineare Formen dreier Variabeln x, y, z mit be­
liebigen reellen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante b.. 
gegeben: 

~ = 1x + 1'y + 1''z, l, )"' 
' 

1" 

11 = ,ux + p,'y + p,"z, b..= ' " .+0. (6) /L, /L, /L 

[; = v :J' + v' y + v" z, ' " . v, v, V 

Wir betrachten als Eichkörper das von den sechs Ebenen 

~ = 1' ~ = - 1' r; = 1' l) = - 1' b = 1' s = - 1 (7) 

begrenzte Parallelepiped und wenden auf dasselbe das Theorem (3) 
(S. 61) an. Danach gilt, wenn J das Volumen des bezeichneten Eich­
körpers in den Koordinaten x, y, z bedeutet, für das Volumen JJ[3,J 
des zugehörigen JJI- Kürpers die Ungleichung: 

1Jf3J < 8. 
Nun ist 

J = .[fJax dy az = }
1

./.{(a ~ ar; d r;, 
wobei das letztere dreifache Integral auf den Bereich 

- 1 < ~ < 1' - 1 < 1/ < 1' - 1 < s < 1 

zu erstrecken ist, also 
8 

J = !t, i' 

(8) 

und dies ergibt, m (8) eingesetzt, für JJI die folgende Ungleichung: 

JJI <V Al (9) 

Da die Oberfläche des vorliegenden JJI-Körpers aus allen jenen 
Punkten (x, y, z) besteht, für welche 

max C ~ 1 , ! 11 , 1 n = JJI 

ist, und unter diesen Punkten der Bedeutung von JJI zufolge sich 
notwendig auch Gitterpunkte befinden müssen, so folgt aus (9) weiter, 
daß es ganzzahlige lVcrtc x, y, z geben muß. die nicht siimtlieh ver­
schwinden und fiir welche 

max (I~ I, ! 11 I, ·. b I) < f. 6.j, 
also 

(10) 

~cinl. Hiermit erscheint derselbe Satz IV (S. 9) bewiesen, welcher 
den Hauptgegenstand des ersten Kapitels bildete und dort durch rein 
arithmetische Betrachtungen abgeleitet wurde. Während aber dort 
die Frage nach den Grenzf1illen, in denen das Minimum JJ[ der drei 
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Formen genau den Wert Vli hat, offen blieb, werden wir jetzt diese 
Frage durch eine geometrische Überlegung vollständig beantworten. 

Soll M = fFLi -1 sein, dann hat das M- Parallelepiped geuau den 
Inhalt 8, ist also ein maximaler _lJ,f- Körper. Daher muß dann eine 
jede Seitenfläche desselben, den Ergebnissen des § 4 gemäß, in ihrem 
Inneren wenigstens einen Gitter­
punkt enthalten und genau aus den 
einzelnen, untereinander getrennten 
Deckungen ihrer selbst in bezug auf 
die sämtlichen in ihr enthaltenen 
Gitterpunkte bestehen. Da nun die 
Seitenflächen im vorliegenden Falle 
Parallelogramme sind, so werden 
auch ihre Deckungen, wie man leicht 

Fig. •19. 

sieht, parallelogrammatische Form haben; dabei wird eine jede dieser 
Deckungen notwendig mindestens einen der Eckpunkte der betreffen­
den Seitenfläche mitnehmen (Fig. 4D). 

Wir fassen nun irgend eine Seitenfläche 
ABCD des maximalen -~.V-Parallelepipeds und 
einen darin enthaltenen Gitterpunkt P ins Auge 
und bilden die Deckung von ABC]) in bezug 
auf P, welche etwn, jedenfalls den Eckpunkt A 
mitnehmen möge. Um zu erkennen, wie sich 
ABOD weiter aus Deckungen aufbaut, werden 
wir zunächst zu unterscheiden haben, ob die 
erstgenannte Deckung nur die eiue Ecke A 
oder noch eine andere oder alle vier Ecken der 
Seitenfläche mitnimmt [Fig. 50, A), B) , r )]; 
nur diese drei Eventualitäten sind offenbar 
möglich. 

Im Falle A) muß die Seitenfläche außer P 
noch wenigstens zwei weitere Gitterpunkte ent­
halten. Es sei Q det:jeuige von den letzteren, 
dessen :tugehörige Deckung die Ecke D fort­
nimmt; dann ist es klar, daß die Deckungen 

.0,--------,C 

J) ,..--------,C 

B 
A u.uw.LW.W.LW.W.WJJUJ.W.W.LWWJ.!ß 

Fig. &0. 

um P uud Q aneinander stoßen müssen: denn sonst müßte es writere 
Deckungen geben, welche gar keine Ecken von ADCD in sich 
enthalten, was ausgeschlossen ist. Sind nun die Seiten, mit denen 
die beiden genannten Deckungen, um P und um Q, aneinander stoßen, 
von ungleicher Länge, so ist zu unterscheiden, ob die Decku11g um (J 
nur die eine Ecke D oder auch noch die Ecke 0 fortnimmt; im 
er::;teren Falle muß es im Parallelogramm ABC/) noh\Cil<lig noch 
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zwei Deckungen geben, deren jede je eine der noch übrigen Ecken 
B, C fortnimmt (Fig. 51a); im zweiten Falle dagegen ist nur noch 
eine, die Ecke B enthaltende Deckung vorhanden (Fig. 51b). Fallen 
aber die beiden bezeichneten Seiten der Deckungen um P und Q auch 
der Länge nach zusammen, dann kann der noch freie Teil des 
Parallelogramms entweder in zwei weitere Deckungen zerfallen 
(Fig. f>l c, d) oder selbst eine Deckung sein (Fig. 51 e). 

Im Falle B) gibt es nur zwei Möglichkeiten: entweder wird 
jeder der noch freien Eckpunkte D, C durch je eine besondere 
Deckung mitgenommen (Fig. 51{) oder gehören beide Eckpunkte 
einer einzigen Deckung an (Fig. 5lg). 

Im Falle I) schließlich bildet das Parallelogramm selbst seine 
eigene Deckung (Fig. 51h). 

fEJI ?I ~ - lf: 11:1: 11:1 ··1 
BA 1 ? 11D B: 1 BA B 

A 1 ß~ r B 

A .B 
]'ig. 51. 

Hiermit wären alle möglichen Fälle erschöpft. Wir sehen zu­
gleich, daß die Fälle a), c) wesentlich miteinander identisch ;;.:ind und 
d) bloß einen gemeinsamen Grenz.fall dieser beiden Fälle darstellt, 
ferner, daß auch b), e), f) im vVesen einen und denselben Fall dar­
stellen. Daher kommen hier bloß die folgenuen vier wesentlich unter­
einander verschiedeneu Fälle in Betracht: a), b), g), h), und diese 
werden nun nacheinander ;o:n untersuchen sein. 

Wir können dabei der Einfachheit halber b. = + 1, also .BI = 1 
annehmen. 

Angenommen, es befinde sid1 unter den Seitenfiii.chen des in 
Rede stehenden maximalen .llf-Parallelepipetls eine solche, etwa in der 
Ebene ~ = 1 gelegene, welche dem Falle a) entsprich t; ihre Seiten 
sollen in der Reihenfolge, wi•~ sie von den J%enen ~ = - 1, ; = J, 
1j = - 1, YJ = 1 ausg-e:;dmitten werden, AD, BC, AB, DO heißen 
nl1(l P, (J, R, S seien die vier Gitterpunkte in den Deckungen diPser 
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Sei teufläche , in der Iteihenfolge, wie diese Deckungen die Ecken 
A. D, B, C bzw. mitnehmen (Fig. 52). Sind dann a11 ß11 1 die 
Koordinaten von P im L '1')-, ~-System, wobei offenbar - 1 < a1 < 0, 
- 1 < ß1 < 0 ist, so hat R die Koordi- .D 

uaten a1 + 1, {:l1 , 1, denn es ist PR 
= }AB und PB AB. :Mit Itücksicht 
darauf, daß die Projektion von P Q auf -;-

;:::'V! AD gleich }AD ist, seien feruer a"' -~.,." 

fl s 
----- --~ • fa~,JJ,+I,I) 

i 

/ 
' ß1 + 1, 1 die Koordinaten von Q. Sind ~~ 

nun etwa a", 7/', c" die Koordinaten 
P ' ----+-- - - _____ ... Jl 

(a1,fo,l) (a,•l,fJJ,I) 

vou P im x-, y-, .z -System, a + a", 
b + r/', c + c" jene von B in demselben A -I$ !,~f 
System, so hat der Punkt ( a, b, c ), wel- 7~-t, ~-J 
eher ebenfalls ein Gitterpunkt ist und Flg. ' 2· 

symbolisch mit B - P bezeichnet werden möge, im ~-, rj .. , ~-System 
dem oben Gesagteu geuüiß die Koordinaten 1, 0, 0. Souach gibt es 
im vorliegenden Falle ein System von ganzzahligen W erten der Va­
riaheln x, y, z, und zwar X= a, y = b, z = c, für welches 

~ = I, I) = 0, ~ = 0 (11) 

wml. In derselben Weise finden "·ir durch Betrachtung des Punktes 
Q- P, daß ein anderes ganzzahliges W er te::;ystem derselben Variahelu, 
etwa ( n', b', c' ), existiert, für welches 

~ = cl, Jj = 1, ::: = 0 (12) 

wird, 1vobei a~ - c11 = a' gesetzt ist. Zu diesen zwei \V ertesystemen 
YOn [1.', y, .z wollen wit· noch das System (a", b", c") hinzufügen und 
die ans dem letzteren hervorgehenden vVerte VOll ~' 1/, ~ nunmehr 
der Analogie halber mit 

~= a " Yj = tr', ~ = 1 (lß) 
' 

bezeichnen. Dabei ist zu heachkn, Jaß 

' " ,r < 1 (( 

' 
IX 

f:!ind. 
Die Beziehungen, in welchen die drei den Punkten B - P, 

Q - P, P bzw. als Koordinaten entsprechenden Wertesysteme der 
Variabeln x, y, .z zu den zugehörigen ~Wertesystemen ( 11), (12), (13) 
der Formen ~~ '1'), ~ stehen, lassen sieb in der :Matrizen-Relatio11 

1, ' " l , J..' )." (( ', " a, a 
' 

n, (( 

o, 1' 
,r, ' " b, b', {;" ,u, 1-1' IL 

o, (), ' " ' " '1', V ' j ! (' c' c 
' 

c 

'B 



72 III. Zahlengitter in drei Dimensionen. 

zusammenfassen und diese letztere ergibt, da die links stehende 
Determinante = 1 und die erstere der rechts stehenden = ± 1 ist: 

Wenden Wir nun 
formation 

a, n', a " 

! b 
' 

b' 
' 

I" ) ' =±1. 

e, e', e " 

auf das Zahlengitter 

x = aX + n'Y + rt"Z, 

y = b X + 1/ Y + b" Z, 

z = e X + e' Y + e" Z 

(1.-J-) 

lll x, y, z die Trans-

an, so entspricht vermöge derselben jedem ganzzahligen Wertesystem 
(X, Y, Z) ein ganzzahliges Wertesystem (x, y, z) und wegen (14) 
auch umgekehrt. Die Transformation (15) führt also das Zahlen­
gitter der :r, y, z gerrau in das Zahlengitter der X, Y, Z über; dabei 
erhalten die Punkte R- P, (J- P, P im neuen Gitter bz.w. die 
Koordinaten 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 und mit Rücksicht darauf und 
auf ( 11 ), (12), (1:3) gehen die gegebenen Formen ~' 1), 6 durch die 
besagte Transformation in die folgenden über: 

X+ c/Y + a"Z, 

Y + f3"Z, (11i) 
z. 

Hiermit ist im vorliegenden Falle die Existenz einer nnimodularen 
grmzzahligen Substitution ncu:!tgewiesen, 1celefte das gegebene Formensy::;tem 
(6) in ein spezielles Fm·mensystem (16) iiberfiihrt. Dabei ist die An­
ordnung, in welcher die Formen (16) aus jenen ~' tj, 6 entstehen, gleich­
gültig; sie hängt bloß davon ab, in welcher der Seitenflächen des 
Parallelepipeds und bei welcher Reihenfolge ihrer Kanten der hier 
vorausgesetzte Fall a) sich darbietet. 

Nicht anders, wie im Falle a ), liegen die Dinge in jedem der 
drei weiteren Fälle: b), g), h). 

Für den Fall l1) bleibt die soeben durchgeführte Betrachtung 
ohne weiteres gültig, denn das Vorbandensein eines vierten Gitter­
punktes S in der betreffenden Seitenfläche, wodurch sich der Fall a) 
von jenem Ii) unterscheidet, war für die obige Betrachtung völlig 
belanglos. 

Nehmen wir weiter an, es würde für keine der Seitenfliichen Jes 
Parallelepipeds der Fall a) noch der Fall Ii) z.utreffen, es gebe aber 
eine SeitenfHiche ABCJJ, in welcher der Fall !J) statthat, und diese 
liege etwa in der Ebene 11 = 1, wobei die Seiten AB, D C bzw. von 
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den Ebenen ~ = - 1, ~ = 1 ausgeschnitten 
Die zwei in dieser Seitenfläche befindlichen 
dann ~-, r;-, ~-Koordinaten a', 1, 0; 
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werden mögen (Fig. 53). 
Gitterpunkte P, Q haben 

a' + 1, 1, 0; hieraus läßt sich un- .EJ.-- ---------,C 

mittelbar der Gitterpunkt Q- P, (~ = 1, (l,(it '~l,t,fJ) 
1] = 0, ~ = 0), ableiten; nehmen wir nun 1 

~~-----~~-----~ zu den Gitterpunkten Q- P, P noch ..... • 1 
VI ".1) I 

einen dritten T hinzu, welcher inner- "<Y>._.;- 1 

halb der Seitenfläche ~ ~ P lra:t,tJJ 
~ 1 ~ 1, !r;!<1, ~=1 

liege und ~-, r;-, ~-Koordinat.en a", ß", 
1 habe, bezeichnen wir ferner die x-, 
y-, z-Koordinaten der drei Gitterpunkte 
Q- P, P, T bzw. mit 

A 

a, l1, c; n', b', c'; a", b", c" 

Fig. 53. 

und wenden auf das Formensystem ( G) die Transformation an, die sich 
hier genau wie (15) schreibt, so zeigt es sich wiederum, wie in den 
Fällen a ), b ), daß dann das Formensystem (6) in das spezielle (Hi) 
übergeht. 

Nehmen wir schließlich an, daß sich keiner der Fälle a ), b), g) 
auf den Seitenflächen des maximalen 111-Parallelepipeds vorfindet, al so 
jede Seitenfläche desselben gemäß lt) im Inneren hloß einen Gitter­
punkt, und zwar in der Mitt~, enthält; dann haben die drei Gitter­
punkte, welche innerhalb der in den Ebenen 

~ = 1, 1] = 1, ~ = 1 

bzw. gelegenen Seitenfliichen sich befinden, bzw. folgende ~-, 1)-, ~­
Koordinaten: 

1, 0, 0; o, 1, 0; 0, 0, 1, 

und die x-, y-, z- Koordinaten dieser Punkte liefern smmeh wiederum 
eine unimodulare ganzJ~ahlige Substitution, durch welche das gegeben<-' 
Formensystem in das folgende übergeht: 

~ = X, 11 = Y, ~ = Z, ( 17 1 

also in den allereinfuchsten Spezialfall des FonnensyHtems ( 1 G). 
Wir sehen somit, daß in alle1i vier Füllen eine w1imodularc ,r;anz­

znhlige Substitution e:cistiert, ·welc/w rlie f/i'.tJCbenr:n Formen ~' r;, ~' ab!fcseheu 
von der Reihenfolge, in SJH'Ziellc Formen (16) iil1erf'iihrt. Es gilt aber auch 
die Umkehrung hiervon: u:cnn die Formen ~' 1'j, ~' auge::;I'IH:n vun der 
Reilwnfol.r~e, durch eine unimodulare gwtzzaltlige S~tbstitution in spezielle 
Formen ( lli) iibergcj'iihrt 1cerdeu l:ünncn, Sf} ist ihr llfiniJIWIII ji'ir !tanz­
:whlige :r, y, z notm.:ndig = 1. Deun dieses .:\Iinimum ist dann jeden-
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falls gleich jenem der transformierten Formen, diese letzteren aber 
können, wie ersichtlich, durch ganzzahlige Werte der Variabeln nicht 
sämtlich absolut < 1 gemacht werden, es sei denn so, daß zunächst 
Z = 0, sodann Y = 0, schließlich X = 0 angenommen wird; das 
letr.tere Wertesystem schließen wir aher von vornherein aus. 

Hiermit haben wir für alle Fälle bewiesen, daß 
XIV. das JYiinimttm von drei linearen Formen ~' YJ, ~ mit einer 

Determinante ± 1 dann ttnd nur dann gena1t = 1 u;inl, und also die 
diesen Formen entsprechenden lYI/ 2-ParallelepilJede dann Hnd nur dann 
den Rmun lückenlos e1j"iillen, u:cnn eine ganzzaltligc Substitution mit 
einer Determinante ± 1 existiert, welche die drei Formen, abyesehcn von 
der Reihenfolye, in solche von deT speziellen Gestalt (16) iiberfYihTt. 

XIV'. Im besonderen 'ist es dann immer möylich, zwei von den 
Formen durch gonzzahlige Werte deT V(triabeln = 0 zu machen, 
während die dritte = 1 wird. Solches tritt nämlich bei den oben 
gebrauchten Bezeichnungen für x = a, y = b, z = c ein, indem hierfür 

X = 1, Y = 0, Z = 0, 
und also 

~ = 1, 1) = o, s = 0 (18) 
wird. 

An<lererseits geht dabei durch die besagte Substitution stets 
mindestens eine der drei Formen (oben war es immer zumindest die 
Form ~) einfach in eine der drei neuen Variabeln X, Y, Z über; 
da nun jede dieser letr.teren sich durch die früheren Variabeln x, y, z 
ans (15) linear homogen mit r;anzzahligcn Koeffiz ienten ohne einen ge­
Jneinsamen Teiler > 1 ausdrückt, so erkennen wir weiter als 

XIV". eine notwrmdige Beding~tng fiir das Einb·eten des Grenz­
(alles JJ1 = 1 dies, daß wenigstens in einer der gegebenen Fonnen die 
Koeffizienten ganzzahlig nnd ohne gemeinsumcn T eiler > 1 sind. 

Den boiden zuletr.t hervorgehobenen Umständen kommt auch 
eine einfache geometrische Bedeu­
tung w . Wogen des ersteren Um­
standes gibt es an einem maximalen 
JJJ-Parallelepipe<l mindestens ein Paar 
von gegenüberliegenden Seitenflä­
chen, die im lnnern bloß je einen 
Gitterpunkt, in der Mitte, outhalten 
(oben war von dieser Art die Seiten­
fHiche ~ = 1 mit dem Punkte X= 1, 
1' = 0, ;( = 0) ; hieraus folgt, daß dü· 
ma:rimalen .L"'l-1/2-P1Nallelcpipedc sich 
im Raume in durcltqehcnde Süulen 

Fig. 54. ord11rm, indem jedes von ihnen mit 
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einem Paar gegenüberliegender Seitenftichen in deren ganzer Aus­
dehnung an :r.wei benachbarte llf/2-Parallelepipede stößt (Fig. 54). 
Andererseits geht aus dem zweiten der besagten Umstände hervor, 
daß sich die M/2- Parallelepipede in Schielden ordnen, die hier insbe­
sondere von je zwei sukzessiven der Ebenen 

(~ =) z = ... , - L - L h -}, 
begrenzt werden (Fig. 64 ). 

§ 8. Elliptische Zylintler. 

Indem wir noch einige weitere konvexe Körper in Betracht ziehen, 
werden wir zu Sätzen gelangen, welche später auf die Theorie der 
algebraischen Zahlen Anwendung finden sollen. 

Es seien wiederum drei lineare Formen drei er Variabeln mit 
nicht verschwindender Determinante !:::. gegeben: 

~ = A;L' + A,'y + 1".7, 

17 = ,ux + t-t'Y + tt"z, 
~= vx + v'y + v"z. 

(H1J 

Diesesmal sollen aber die Koeffizienten von ~~ '17 hzw. konjugiert-kom­
plexe Größen sem, 

}. = (l+ ia 
V2 , 

Q- iG 
U= . -v~ ' 

).' = i_+f~~ 
V2 ' 

, r/-iu' 
f1 = 

V2 
"r/'-iu" 

t~ = ------- -~ 
' y\! ' 

worin (J, (J', (J", o, u', o" irgend welche reelle Werte sind; die dritte 
Form ~ dagegen habe reelle Koeffizienten. Die Determinante !:::. ist 
dann eine rein imaginäre Griiße, da sie bei der Vertauschung von i 
mit - 7 bloß das Vorzeichen 1indert. .J ecle der Formen ~' 17 dtmken 
wir uns in ihren reellen und imagin1iren Bestandteil zerlegt: 

'YOl'ln 

ist. 

" rp + i'lJI 
~ = - -.· -

V2 ' 

cp = QX + (J'y + (/'z, 
'ljJ = ox + o'y + o"z 

(20) 

(21) 

Wir nehmen als Eichkörper den Kiirper an, dt>ssen Bereich durch 
dit> Ungleichungen 

1~1 < 1, (22) 

oder, was dasselbe ist, durch die Ungleichungen 
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(23) 
definiert ist. Verfügen wir über das Koordinatensystem (x, y, z) in 
der Weise, daß das Koordinatensystem ( rp, 7/J, h) sich als ein gewöhn­
liches rechtwinkliges herausstellt, dann wird jener Eichkörper off'enbar 
ein gerader Kreiszylinder, welcher von der Mantelfläche 

rp2 + 1/J2 = 2 
und den Grundflächen 

t = 1, t =- 1 
begrenzt erscheint. (Sonst ist es ein allgemeiner elliptischer Zylinder.) 

Auf diesen Körper wenden wir nun das Theorem (3) an; danach 
gilt, wenn J das Volumen des Eichkörpers in den Koordinaten J', y, z 
bedeutet, für das Volumen JJ[ 3 J des zugehörigen 111- Körpers die U n­
gleichung: 

]}JBJ :s: 8; 

da aber das Gleichheitszeichen in (B) nur bei Polyedern statthaben 
kann, so gilt im vorliegenden Palle notwendig das Ungleichheitszeichen 
und wir haben also 

(24) 

Nun ist 

Ul• . d'X 11 z) 1 ll/' J= dxdydz= ''·"': drpd'!jJd~, 
• • d(rp,lj!,/;)1 ••• 

wobei das letztere dreifache Integral das Volumen des Kreiszylinders 
\23) in den rp-, 1/J-, s- Koordinaten ausdrückt, also den Wert 4:n: hat. 
Ferner ist nach einem bekannten Satze über Funktionaldeterminanten 

da nun 

d(x, y, z) 
(l(~, 1fJ,1) 

"'·~' 1], !;) 
d(~~ljJ,,) 

ist, so haben wu: 

d(x, y, z) d (~, 7], !;) 
d ({;, 'i), !;) . d (q;, ip~·· t\- ; 

d(x,y,z) 1 

d({;, 1), !;) 6.' 

d (G, 'iJ) 
d(rp~~) 

' 1 

V2' V2 
1 -- ., 

, :V2' l/{ 
=-1 

d(x, y, z) 
d(rp, 1/J, ') =- ·~:.·. 

Es folgt ,;omit: 

und also wegen (24): -v'l •) 

jlJ < :! 1::!.. (2ö) 
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Der 111-Körper ist nun im vorliegenden Falle durch die Un­
gleichungen 

oder auch 

_t I< 1 M! -=- (26) 

(27) 

charakterisiert, und da seine Oberfläche notwendig Gitterpunkte ent­
hält, so gibt es so nach ganzzahlige Werte x, y. z, die nicht alle ver­
schwinden und, in ~' '1'), t eingesetzt, die Ungleichungen 

1;1 <V-!1~-;, 1'1') 1 <}<[-~~~, lt l <V!~i 
bewirken. Hiermit ist der folgende Satz gewonnen: 

XV. Sind drei lineare Fornwn dreier Variabeln mit nicht vm·­
schwindender Determinante D. gegeben, u;obei eine der Formen 1·ecll i::;t 
und die beiden übripen in ihren K oeffizienten konjugiert-komplex sind, 
dann gibt es ganzzaltlige Werte der Variabeln, die nicht alle ve1·­
sch1cinden tmd fiir welche jede der drei Formen dem Bctmge nach 

3 Q ~ <V: D. l wird. 

§ 0. Oktaeder. 

Es seien, wie in § 7 , drei lineare B'or­
men ~' '1'), s drei er Variabeln x, y, z mit reellen 
Koeffizienten und nicht verschwindender De­
terminante D. gegeben. Wir fassen im ge­
wöhnlichen rechtwinkligen Koordinatensystem 
der ~' '1'), t das Oktaeder ins Auge, welches 
die sechs Punkte 

(~, '(j, 0 = (± 1, 0, 0), (0, ± 1, 0), (0, 0, ± 1) 

zu Eckpunkten hat (Fig. 5ö), dessen Bereich 
also, wie man leicht findet, durch die Un­
gleichung 

I; I + 111 1 + ltl:::;: 1 

gegeben ist. 
Für das Volumen J dieses Oktaeders m 

den x, y, z-Koordinaten haben wir 

J=_(fjaxdydz= l 1f!Ja~dYJd s 

((),!_()) 

F lg. 55. 

und in der Folge, da JJf'd;dYJds, das Volumen desselben Körpers 
in den ;., YJ-, s-Koordinaten, = 8 · -~ ist, 
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4 
J = 3/S. i . 128) 

Denken ·wir uns nun den besagten Körper zu einem homothetischen 
M-Körper dilatiert und wenden auf den letzteren die Formel (3) an, 
so ergibt sich für JYI mit Rücksicht auf (28) die Ungleichung : 

1li :<;:; y6 . 6 1. (28) 

Das Gleichheitszeichen wird hier nie statthaben können, da der Raum, 
wie wir zeigen werden, nicht vollständig von homologen Oktaedern 
erfüllt werden kann. Zum Beweise dieser letzteren Behauptung 
bmuchen wir den folgenden Hilfssatz: 

XVI. Eine ebene konvexe F~igur, welche sich ans einer endlichen 
Auzaltl von lauter Fig~wen mit Jtlittelpnnl.-t zusammensetzt, besitzt immer 
selbst einen JJiittelpunl<t. 

Für unsere Zwecke genügt es, diesen Satz bloß für Polygone zu 
beweisen. Es sei ein konvexes Polygon gegeben, welches irgendwie 
vollständig in eine endliche Anzahl von lauter Polygonen mit Mittel­
punkt zerf~illt (Fig. 56). Wir greifen von den Seiten desselben 

irgend eine, AB, heraus und 
denken uns dieselbe etwa hori­
zontal, so zwar, daß die ganze 
Figur unterhalb AJJ zu liegen 
kommt. Nun suchen wir in 
jedem einzelnen der Teilpoly­
gone, aus denen sich die ganze 
Figur zusammensetzt, jede exi­
stierende horizontale Seite auf 

Fig. 56. und bringen ihre Länge jedesmal 
mit dem Vorzeiehen + oder -

in Rechnung, je nachdem das betreffende Teilpolygon unterhalb oder 
oberhalb an sie angrenzt. Da die Teilpolygone lauter Figuren mit Mittel­
punkt sind, erhalten wir dadurch für jedes einzelne und also auch für 
alle zusammen ein verschwindendes Aggregat von Strecken. In diesem 
Gesamtaggregat finden wir alle diejenigen horizontalen Strecken, 
welche Teilpolygone trennen und im Inneren der gegebenen Figur 
verlaufen, einerseits mit positiver, andererseits mit negativer Gesamt­
länge vertreten, sodmm die Strecke AB ihrer ganzen Länge nach 
positiv gerechnet, und müssen daher endlich, weil eine konvexe Figur 
nicht mehr als zwei horizontale Strecken auf der Begrenzung dar­
bieten kann, notwendig die tiefstgelegenen Punkte des gegebenen Poly­
gons sich zu einer horizontalen Seite B'A' desselben von gleicher Liinge 
wie AB vereinigen. Hiermit ist zun~ichst erwiesen, daß die Begrenzung 
des Polygons aus Paaren '&On parallelen Seiten gleicher Länge besteht. 
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Ein Polygon von diesem besonderen Charakter bat aber notwendig einen 
Mittelpunkt, und zwar ist dies im vorliegenden Falle der Schnitt­
punkt 0 der Geraden AA', BB'; denn dieser letztere halbiert jede 
durch ihn gelegte Sehne des Polygons, was man leicht einsieht, wenn 
man die Begrenzung des Polygons von BA hzw. B'A' aus in gleichem 
Umlaufssinne fortsetzt. 

Der Satz XVI hißt sich auch auf den Haum übertragen, wo er, 
w1e folgt, lautet: 

XVI'. ~Wenn ein konvexer J(örJiCJ" sich aus einer endlichen Anzahl 
von lanter Kürzwrn mit JJfittelpunkt znsammensetzt, so lud er stets 
selbst einen ~~fittelpunld. 

Ist dabei der Körper ein Polyeder, so kann man durch eine der 
obigen analoge Betrachtung zeigen, daß dieses Pol!'eder von Pam·en 
paralleler Seitenfliicltcn yleiclien Fliiclienin"7wlts begrenzt sein muß; der 
Nachweis aber, daß ein Polyeder von dieser letzteren Eigenschaft 
notwendig einen :Niittelpunkt hat, gestaltet sich schwierig und er­
fordert ein tieferes Eindringen in die 'l'heorie der konvexen Körper 
(vgl. Göttinger Nachrichten, Math.-phys. Kl. ll-i97, pag. 216). 

Kehren wir nun zum vorliegenden Falle des Oktaeders zurück. 
Angenommen, es Hige ein JJl-Oktaeder vom Maximalvolumen 8 vor; 
dann sollte jede Seitenfliiche desselben wenigste11s einen Gitterpunkt 
im Inneren enthalten und genau aus ihren Deckungen in bezug auf 
die sämtlichen in ihr befindlichen Gitterpunkte bestehm1. Da nun 
die Deckung einer konvexen :Figur notwendig eine konvexe Figur mit 
Mittelpunkt ist, so zerfiele hiernach jede Seitenfiiiche unseres maxi­
malen 111- Oktaeders, wie überhaupt eines jeden maximalen JJI- Poly­
eders, in eine endliche Anzahl konvexer Figuren mit Mittelpunkt, müßte 
also nach dem soeben für Polygone bewiesenen Hilfssatze XVI stets 
selbst einen Mittelpunkt haben. Letzteres trifft aber bei Oktaedern 
nicht zu; hiermit ist die Unmöglichkeit eines JJi- Oktaeders vom 
Volumen H und also deT lückenlosen Erfüllung des Raume:-; durch 
homologe Oktaeder dargetan und es gilt daher in (:29) notwendig 
das Ungleichheitszeichen: 

Aus dieser Ungleichung folgern wir durch eme schon wiederholt auge­
wandte Überlegung den Satz: 

XVII. Sind ~' '1), \; drei lineare reelle Formen dreier Variabeln mit 
nicht verschzcindender Determinante D., so gibt es stets ganzza!tlige lVcrte 
der Variabeln, die nicli t siimtliclt ver8eh zeinden und (iir welche 

~ . + 'Y/ 1 + ~ < Vtf bl 
·w-ird. 
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Wegen 

(30) 

folgt aus diesem Satze weiter insbesondere der nachstehende: 
XVII'. Es gibt immer ganzzahligc Wate der Variabeln, die nicht 

siimtl,icli verschwinden und fiir 1celche 

l~lls <: .D. 

1.vird. Dieser letztere Satz wird in der Theorie des kubischen Zahl­
körpers eine wichtige Anwendung finden. 

Was die zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen 
Mittel dreier nicht negativer Größen bestehende Ungleichung (30) 
betrifft, so bieten sich dafür hier folgende Beweise dar. 

Erstens: Wir betrachten den Ausdruck 

( llr + ~r :±- CT) T) (31) 

wonn -r einen variablen Parameter und a, b, e irgend welche nicht 
negative Konstanten bedeuten, welch letztere wir zunächst als nicht 
sämtlich einander gleich voraussetzen wollen. Für -r = 1 geht dieser 
Ausdruck in das arithmetische Mittel der dTei Größen a, b, e über; 
dagegen haben wiT für -r = 0: 

1 1 

lim ( r(+ ~'+ c')r = lim (floga_±_e'~og_b.:T_Il"l<>g_c) r = 

r=O \ r=O 

1og(abc) 

= ~i~ ( 1 + ; log c ab c)) r = e 3 = y;:( b c . 

Es läßt sich zeigen (vgl. Geom. d. Zahl. p. 118), daß der Ausdruck (31) 
stets gleichzeitig mit -r wächst und abnimmt, und so folgt hieraus: 

(l + b + c > 3/ b·-
-:3 1 a c. 

Ist aber a = b = c, so haben wir unmittelbar: 

n +~+ c =V cLbc. 

Ein anderer Beweis ergibt sich bei sämtlich positiven a, b, c aus 
der Betrachtung der Fläche 

~'l)s = abc 

im positiven ~-, 1;-, s- Oktanten. Diese Fläche ist überall konvex und 
wendet ihre konvexe Seite bestämlig dem Nullpunkte zu; sie hat die 
drei Koordinatenebenen zu asymptotischen Tangentialebenen. Wir denken 
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uns an diese Fläche im Punkte (f/ abc, fal1c, yabc) die Tangential­
ebene gelegt; dieselbe hat die Gleichung: 

-~ (~ + r; + 6) = fabc-. (32) 

Ein beliebiger Punkt der Fläche liegt dann, wofern er nicht gerade 
mit dem Berührungspunkte selbst zusammenfällt, immer auf jener 
Seite der Tangentialebene (32), auf welcher sich der Nullpunkt nicht 
befindet; dies gilt insbesondere auch für den Punkt (a, b, c) und für 
diesen folgt daher aus (32) die Ungleichung: 

a+b+c s--- --- > Uabc q. d. e. 
3 =V ' 

§ 10. DoppelkegeL 
Es seien, wie in § 8, ~' ~~ zwei konjugiert- komplexe und 6 eine 

reelle lineare :B'orm der drei Variabeln x, y, z, wobei die Determinante 
!:::.. der Koeffizienten der drei Formen nicht verschwinden soll; ferner 
sei wiederum 

worin cp, 1/J reell sind. Wir fassen die Gesamtheit jener reellen ·werte­
systeme ( x, y, z) ms Auge, für welche 

oder, was dasselbe ist, 

1 v 2(q;-2+~) ' + I 6 i < 1 
wua. Der Bereich der Wertesysteme ( cp, 1/J, 6), welche der letzteren 
Ungleichung genügen, bildet, auf ein gewöhnliches rechtwinkliges 
Koordinatensystem (cp, 1/J, 6) bezogen, einen Doppel-Kreiskegel, dessen 
Spitzen auf der 6-Achse in Abständen 1 vom Nullpunkte liegen und 
dessen Basis von dem in der cp-'ljJ-Ebene gelegenen Kreise 

cp2 + 1/12 =} 

gebildet wird. Das V olmneu dieses Körpers in den cp-, ljJ-, 6-Koordinaten 
beträgt :n:/3, also das Volumen in den x-, y-, z-Koordinaten 

J = ~-~ J J Jdcpdl)Jrl6 = 31~ . 

Mithin gilt für den zugehörigen M-Körper nach (3) die Ungleichung: 
3 ----

lJ[ < 2}13:' 
und zwar kann hier, da der Körper kein Polyeder ist, nur das U n­
gleichheitszeichen statthaben. Wir erhalten somit den Satz: 

1\linkowHki, diophant. Approximatimn'n. 6 
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XVIII. Zn zwei km~jugiert- komplexen ternären linearen Formen 
~' r; nnd einer dritten reellen Form ~' wobei die Determinante 6. der drei 
Formen nicht verschu:indet, lassen sich immer ganzzahlige, nicht ins­
gesamt verschtcindcnde Werte der Variabeln angeben, für welche 

i ~ ! + r; I + s : < 2 f 3-1:1 
wird. 

Gehen wir wiederum vom arithmetischen zum geometrischen 
Mittel über, so ist hiermit 

XVIII'. unter den gegebenen Voraussetzungen aneh die Existenz wn 
ganzzahligen Werten x, y, z nnchgewiesen, die nicht sämtlich cerschwinden 
und {iir welche 

wird. 

§ 11. Dichteste Lagerung kongruenter homologer Körper. 

\Vährend das Volumen 1J1[3 J eines M- Parallelepipeds die obere 
Grenze 8 unter Umständen wirklich erreicht, gilt für die drei weiteren 
von uns behandelten Körper, und zwar für den Zylinder, das Oktaeder 
und den Doppelkegel, in der Ungleichung (3) notwendig nur das 
rn~leichheitszeichen. \Venn es nun für jeden einzelnen dieser drei 
Körper bei beliebig variierenden Koeffizienten l, l', · · ·, v" in den 
Formen ~' r;, ~ einen JYinximalzcert von M 3J gibt, -was wir in der 
Tat zeigen werden, - so muß derselbe jedesmal unterhalb H liegen. 
Die Methoden zur Bestimmung dieses Maximalwertes wollen wir jetzt 
allgemein in Angriff nehmen. Dabei können wir, anstatt das Zahlen­
gitter in x, y, z festzuhalten und das Koordinatensystem der ~, r;, ~ 
resp. der cp, 1/J, s und mit diesem zugleich den darin gegebenen Jll­
Körper gemäß den Anderungen von l, l', · · , v" zu variieren, hier mit 
mehr Vorteil (vgl. Kap. II, § 14) umgekehrt das~-, r1-, s- resp. cp-, 1/J-, s­
System und darin den 1li-Körper festhalten, hingegen das Gitter in 
x, y, z entsprechend variieren. Dieses letztere Gitter wird dann also 
derart zu bestimmen sein, daß Jl1 3,J dafür ein Maximum wird; da aber 

bzw. 7113 )~ l'f' = ~t:. ,_, .. drpdl/.·ds 

ist, wobei das Integml über den betreffenden Eichkörper zu erstrecken 
Ült, und da ferner das Volumen des Eichkörpers in den ~-, r)-, s- bzw. 
in den rp-, 1/J-, s-Koordinaten wiihrend der Variationen, die wir vornehmen 
wollen, konstant bleibt, so fragt es sich hiernach lediglich um das 

jJ" 
Maximum von r-E~. 



§ 11. Dichteste Lagerung kongruenter homologer Körper. 83 

Denken wir uns nun in den Gleichungen (6) bzw. (19) alle Größen 
l, X, · · ·, v" mit einer willkürlichen positiven Konstante-r multipliziert. 
Dies wird geometrisch unter Festhalten der ~-, '1)-, ~-Koordinaten auf 
eine Dilatation des x-, y-, z- Gitters im Verhältnis -r : 1 hinauslaufen. 
Der in dem so gewonnenen neuen Gitter >'-Um gegebenen Eichkörper 
gehörige M- Körper wird daher aus dem M- Körper des ursprünglichen 
Gitters ebenfalls durch eine Dilatation im Verhältnis -r : 1 hervor­
gehen und daher zum Parameter nicht mehr den früheren Wert M, 
sondern M* = -r Jll haben. Andererseits geht dabei gleichzeitig D.. in 
D..*= -r3D.. über, so daß 

31* 3 2vt" 
~b.* 'b.' 

wird, also der Ausdruck j"'~ , auf den es uns allein ankommt, dabei 

seinen Wert nicht ändert. Mit Rücksicht darauf nehmen wir speziell 
r = 1 j ]}J, also jli* = 1 an und unsere Aufgabe läuft dann darauf 

hinaus, die Bedingungen und den Wert des JJlcrxinmms von 
1 
~* 

1
, oder 

des Mininmms 1.:on I D..* , zn suchen. Wenn wir noch der Einfachheit 
halber für die Größen r l, TJ..', · · ·, -rv", D..* wieder bzw. die Bezeich­
nungen l, ),', · · ·, v", D.. einführen und beachten, daß I D.. mit dem 
in den ~-, '1)-, ~- bzw. rp-, lj_•-, ~-Koordinaten berechneten Volumen des 
Parallelepipeds 

(33) 
identisch ist: 

JJf'd~d'l)d~ bzw. Jj{drpdlf!d~ = :D..IjjJdxdydz = ID..!, 
so können wir nunmehr unsere Aufgabe folgendermaßen aussprechen, 
wobei wir uns für das Parallelepiped (33) hier, wie in der Folge, der 
Bezeichnung Grundpnrallelepiped, scil. in den Koordinaten x, y, z, be­
dienen wollen: 

In einem festen Kom·dinatensystem der ~' t), ~ bzw. rp, lf!, ~ mit dem 
Nnllpunkte 0 ist ein konvexer Kijrper K mit -"l[ittelpunkt in 0 gegeben; 
es soll ein Zahlengitter in :c, y, z mit dem Xullzmnkte 0 pefunden 
tcerden, welches außer 0 keinen tceiteren Gitterpunkt in das Innere 
von K schickt und dabei ein Grundparallelepiped von möglichst kleinem 
Volwuen hat, also, kurz ausgedrückt, möglichst dicht ist. 

An diese Formulierung unserer Aufgabe (vgl. auch Kap. II, § 14) 
werden wir bei der Lösung derselben ammknüpfen haben. 

Wenn wir uns den um den Nullpunkt als Mittelpunkt gegebenen 
111- Körper im Verhältnis 1 : ~- zusammengezogen und dann von da 
aus parallel mit sich selbst zu jedem Gitterpunkt als Mittelpunkt ver­
schoben denken, so können wir dementsprechend unserf' Aufgabe auch 
noch in der folgenden Variante aussprechen: 

6* 
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Unenrllich viele gegebene kongruente konvexe K örper rnit 11fittelpunkt 
sollen i1n Raume parallel orientiert und derart angeordnet sein, daß 
keine zwei dieser Körper ineinander eindringen, während die Mittel­
punkte der Kürper ein dreidimensionales Punktgitter bilden; wie ist die 
Anordnung diese1· Kürper einzurichten, damit der von denselben nicht 
erfullte Raum möglichst klein ausfällt? 

Es wird also, kurz ausgedrückt, nach der dichtesten gitterfürmigen 
Lagerung homologer kongruenter konvexer Kü11Jer mit Mittelpwdct ge­
fragt; dabei sind unter homolog (scil. in bezug auf ein Zahlengitter) 
allgemein solche Gebilde zu verstehen, die durch Translationen um 
ganzzahlige Werte der Gitterkoordinaten auseinander hervorgehen. 

Es leuchtet vor allem ein, daß bei einer solchen dichtesten Lage­
rung der Körper jeder derselben an gewisse andere anstoßen, also den 
Charakter eines lii/2- Kiirpers (einer "Stufe") haben wird. Wir wer­
den nun zeigen, daß jeder der Körper dabei in einer ganz bestimmten 
Weise an eine gewisse Folge der übrigen Körper anstoßen muß. Zu 
diesem Zwecke werden wir aber vorerst unserer Aufgabe eine ana­
lytische Formulierung geben müssen und hierzu ist vor allem eine 
analytische Definition des konvexen Kö11Jers erforderlich. Der Ableitung 
dieser letzteren wollen wir uns jetzt zuwenden. 

s 12. Analytischer Charakter der konvexen Körper. 

Wir denken uns im Raume ein festes Parallel-Koordinatensystem 
der ~' 11, t und es sei darin ein beliebiger konvexer Kiirper K ge-

I 

I 
I 
I 
I 

------- geben, der keinen Mittel-
.... .... punkt zu haben braucht, 

Fig. 57. 

'\ aber den Nullpunkt 0 des 
\ Koordinatensystems im 

\ Inneren enthalte. V\Tir de-
' finieren eine Funktion 

rp (~ , 11, t) in folgender 
·weise: Für die Punkte der 

·(52' '/2 ,$2) 
Begrenzung von K soll 

rp(~, lj,!;) = 1 (34) 

sein; bedeutet dagegen 
P = (~, t), !;) einen Punkt 
in dem außerhalb oder 
innerhalb der Begrenzung 
von K befindlichen Raume, 

so können wir uns K zu einem dazu bezüglich 0 homothetischen 
Körper derart dilatiert denken, daß die Begrenzung des neuenstandenen 
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Körpers durch P geht (Fig. 57), und ist t: 1 das hierzu erforderliche 
Dilatationsverhältnis (< 1 ), so setzen wir für die Koordinaten von P: 

cp(~, r;, b) = t; (35) 
fiir den Nullpunkt nehmen wir so insbesondere 

rp(O, 0, 0) = 0 (3G) 
an. 

Es gilt alsdann für nicht negatives t und beliebige ~, r;, s stets 
die Beziehung: 

cp cn, tr;, tsl = tcp(~, 11, s); (37) 

die Funktion rp(~, t), 1:) ist danach in ihren Variabeln homogen von 
erster Ordnung. 

Den Wert cp (L 11, s) wollen wir als die Strahldistwnz des Punktes 
(~, 11, s) vom Nullpunkte und K als den Eichkörper dieser Strahl­
distanzen bezeichnen; der Bereich des Eichkörpers ist durch die Un­
gleichung 

(38) 
definiert. 

Die Voraussetzung, daß der Eichkörper ein konvexer Körper sei, 
zieht eine weitere Eigentümlichkeit der Funktion cp (~, 11, s) nach sich. 
Es seien 

P1 = (~v Ylu s1), P2= (~2, 1/21 s2) 
zwei beliebige vom Nullpunkte 0 verschiedene Punkte mit den Strahl­
distanzen t1 bzw. t2 von 0 (Fig. 57). Wir denken uns die Schnittpunkte 
der von 0 nach P 1 bzw. P 2 gehenden Strahlen mit der Oberfläche 
des Eichkörpers, und zwar 

Q (~' 1h t,) Q (~' 7), ~.) 
1 = t; ' t, ' ~~ I 2 = t, ' t, ' t, I 

als Massenpunkte, mit den Massen t1 bzw. t2 behaftet; das System 
dieser zwei Massenpunkte hat dann den Punkt 

p = (~' + ~2 7)1 +r12 t1 + t,) 
l t, + t, ' t, + t, ' t, + t, 

zum Schwerpunkt und da dieser letztere jedenfalls in der Strecke 
Q1 Q2 liegt, diese Strecke aber, sobald der Eichkörper konvex ist, stets 
vollständig dem Bereiche desselben angehört, so folgt gemäß (38): 

g: ( ~~+ ~. 7)1 + 7), t, + ~2) < 1 
t, + t, ' t, + t, I t, + t, = I 

oder wegen (37): 
cp (~1+ ~2~ lJ1+ t)2, s1+ s2) < t1 + t2 ~ 

nnd sonach, der Bedeutung von t1 , t2 zu folge, 

cp c~~+ ~2~ 'h+ lJ2, s1+ s2) < r:p (~111111 s1) + cp C~2' 1121 s21. (3H) 
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Diese Beziehung (39) muß also für beliebige Werte ~1 , 1Jv s1, ~2, 1)2, ~2 
bestehen, damit der Körper (38) konvex sei und umgekehrt: besteht 
diese Beziehung für beliebige ~D 1)1, Sp ~2 , 1)2, ~2, so ist, wie man leicht 
rückschließend erkennt, der Körper (38) tatsächlich konvex. 

Die Funktionalungleichung (39) ist somit für die konvexen Köt]Jer 
charakteristt.sch. Jede -Funktion rp (g, 1), ~), 1celche stets, außer für die 
Argumente 0, 0, 0, positiv ist, die Gleichung (37) für alle Werte t ~ 0 m·­
füllt und dabei der Funl<tionalungleichung (39) Genüge leistet, definied, 
< 1 gesetzt, einen konvexen Kö1pm·, ttnd zzcar et'nen solchen, der den 
Nullpunkt als inneren Punkt enthält. 

Sind P, Q zwei beliebige Punkte im Koordinatenraume und R 
derjenige Punkt, für den der Vektor 0 R gleich dem Vektor P Q ist, 
so definieren wir die Strahldistanz P Q (von P nach Q) als mit der 
Strahldistanz 0 R (von 0 nach R) identisch. Dies vorausgeschickt, 
stellt sich die Funktionalungleichung (39) als eine Forderung heraus, 
daß die Summe der Längen zweier Seiten im Dreieck nie kleiner sei, 
als die Länge der dritten Seite, wenn wir dabei statt gewöhnlicher 
Längen die hier definierten Strahldistanzen in Betracht ziehen. Denn 
wird eben P = (~11 1)11 ~1 ), R = (g2 , r12, ~2) und in der Folge Q = 

(;1+ ~2 , 1)1+ r;2, ~1+ ~~) angenommen, dann bedeutet die Ungleichung 
(39) für die Strahldistanzen OP, PQ = OR, 0(~ im Dreieck OPf,j 
folgendes: 

OQ< OP+ Pfl 

Soll noch ein konvexer Körper (38) einen Mittelpunkt im Null­
punkt haben, so muß zu den zwei Bedingungsgleichungen (37), C39) 
für die Funktion rp (;, 1), S) offenbar überdies 

rp(-;, -1), -~) = rp(g,tJ,~) (401 

als dritte Bedingungsgleichung hinzukommen; und es gilt auch die 
Umkehrung hiervon. Im übrigen läßt sich diese dritte Gleichung mit 
jener (37) zu einer einzigen folgenden vereinigen: 

rp (t;, ty, t~) =! t rp(g, 1), ~), 

welche für beliebige reellE' t, g, 1), ~ zu gelten hat. 
Es ist noch zu bemerken, daß wenn mit dem Koordinatensystem 

der g, 11, ~ ein Zahlengitter in x·, y, z durch Transformationsgleichungen 
(6) Yerbunden ist und durch diese letzteren die Funktion rp (~, r;, ~) 
etwa in die Funktion F (x, y, z) übergeht, dann die für die Funktion 
rp(~, 11, ~) eigentümlichen Beziehungen (37), (39), (40), welche zu­
sammengenommen den Körper (38) als konvexen Körper mit Mittel­
punkt charakterisieren, durch die genannten Transformationsgleichungen 
wiederum in ganz analoge Beziehungen für die Funktion F ( x, y, z l 
übergehen, so daß hernach die Ungleichung 
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F(x,y,z)<l 
denselben konvexen Körper mit Mittelpunkt in demselben analytischen 
Sinne darstellt, wie die Ungleichung (38). 

§ 13. Relative Dichte zweier Gitter. 

Für die Behandlung der in § 11 gestellten Aufgabe werden wir 
ferner Hilfsbetrachtungen über lineare Substitutionen mit ganzzahligen 
Koeffizienten brauchen, die wir an dieser Stelle, und zwar ebenfalls 
in geometrischem Gewande, ausführen wollen. 

\Vir denken uns ein Zahlengitter in x, y, z gegeben und greifen 
aus demselben irgend drei Gitterpunkte heraus, 

A = (p1, qu r1), B = (p2, q2, r2), C = (ZJs, qs, rs), ( 41) 

die vom Nullpunkte 0 verschieden seien und mit demselben nicht 
sämtlich in einer Ebene liegen sollen. Es ist dann 

Pu p~, Pö, 
D = 1 qv q2, !IJ I =!= o. (42) 

I 
I 

1 r1, r2' 1" 3 I 

Wir bauen unter Zugrundelegung des Tetraeders OABC als Funda­
mentaltetraeders ein neues Koordinatensystem der X, Y, Z auf, welches 
mit dem gegebenen der x, y, z durch die Transformationsgleichungen 

X = Pt X + 1'2 y + Ps Z, 
y = q1 X + q2 Y + q3 Z, ( 43) 

z = r 1 X + 1·2 1' + r3 Z 
zusammenhängt; d. h. zu jedem Punkte S = (x, y, z) bestimmen wir 
X, I', Z so, daß der Vektor OS sich mit den Vektoren OA, OB, 
0 C durch die Relation 

OS= X· OA+ I'· OB+Z· OC 
verbunden erweist. Aus den Gleichungen ( 4ß) drücken sich dann 
X, Y, Z durch x, y, z in Formen 

aus, wobei 

ist. 

X=P1 x+Q1 y+R1 z, 

Y = P2 x + (J~y + R?.z, 
Z=P3 x+Q3 y+H3 z 

Pu Qll Rt 
: P2, Q~, H2 

1 
]) 

: Ps, Q3, R 3 

(44) 

(45) 
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Jeder Gitterpunkt in X, Y, Z wird nun zugleich ein Gitterpunkt 
in .c, y, z sein; soll auch umgekehrt jeder Gitterpunkt in x, y, z ganze 
Zahlen zu X-, Y-, Z- Koordinaten erhalten, so müssen insbesondere 
auch die drei Punkte 

(x,y,z)=(l,O,O), (0,1,0), (0,0,1) 

ganzzahlige X-, Y-, Z- Koordinaten aufweisen, und da diese letzteren 
Koordinaten mit den Koeffizienten P 1 , Q1 , · · ·, R8 in den Transforma­
tionsgleichungen ( 44) bzw. identisch sind, so muß hiernach auch die 
Determinante ( 45) eine ganze Zahl sein; letzteres ist aber, da D selbst 
eme ganze Zahl + 0 ist, nur so möglich, daß 

D=± 1 
ist. Hat umgekehrt diese letztere Bedingung statt, dann ergibt sich 
auch aus (43) für jedes ganzzablige Wertesystem (x, y, z) ein gauz­
zabliges Wertesystem (X, Y, Z) und sind dann also die Gitter in 
:c, y, z und X, Y, Z wirklieb miteinander identisch. In diesem Falle 
kann also das Grundparallelepiped G in X, Y, Z, definiert durch 

O<X<1, O<Y<l, O<Z<l, (46) 

zur Konstruktion des Zahlengitters in x, y, z ebensogut dienen, wie 
das Grundparallelepiped in x, y, z 

O<x<1, O<y<1, O<z<1, (47) 
und daher werde es ebenfalls als ein Grundparallelepiped f'iir das 
Zahlengitter in x, y, z bezeichnet, während jenes ( 4 7) speziell das 
Grundparallelepiped in x, y, z heiße. 

Es möge jetzt D einen beliebigen (scil. ganzzahligen, von Null 
verschiedenen) Wert 9= ± 1 haben. In diesem Falle werden wir zu­
nächst beweisen, daß I D I mit der Anzahl dmjenigen Gittmymnkte 
( x, y, z) zusammenf'ällt, zcelche dem G1·nndparallelepiped G der X, Y, Z 
w1gehüren. (Im Falle D = ± 1 ist ja diese Tatsache evident und 
trivial.) In der Tat: Zunächst ist IDI mit dem in den x-, y-, z-Koordi­
naten berechneten Volumen des letztgenannten Parallelepipeds G 
identisch, denn für dieses Volumen ergibt sich: 

Jjj'dxdydz =_ r~~i.tz1l ·JJj'dXdYdZ = IDI. 
Nun denken wir uns im Gitter der x, y, z, welches als ein ge­

wöhnliches rechtwinkliges angenommen werde, um den Nullpunkt 0 
als Mittelpunkt einen großen Würfel mit den Ecken (± Q, ± Q, ± Q) 
beschrieben, wobei Q eine ganze Zahl bedeute, über die noch verfügt 
werden soll; dann enthält dieser Würfel (2Q + 1) 3 Gitterpunkte (x, y, z) 
und hat im Gitter der x, y, z das Volumen 8 Q3. Wir betrachten 
weiter die in diesem Würfel gelegenen Gitterpunkte in X, Y, Z und 
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denken uns einem jeden dieser Punkte ein Parallelepiped zugeordnet, 
welches den betreffenden Punkt zum Mittelpunkte hat und dem Grund­
parallelepiped G homolog (vgl. S. 84) ist. 

Es sei ferner d eine solche ganze Zahl, daß für alle dem Grund­
parallelepiped G angehörenden Punkte (:c, y, z) stets 

[x[<d, [y[<d, [zi<rl 
bleibt; dann läßt sich G in einen vVürff'l mit Kanten bzw. parallel 
den :c-, y-, z-Achsen, der Kantenlänge 2d und dem Mittelpunkt im 
Nullpunkte vollstlindig einschließen. \Yir nehmen endlich noch Q > d 
an. Alsdann wird der Körper, welcher von den vorhin konstruierten, 
zu G im X-, Y-, Z-Gitter homologen Parallelepipeden gebildet wird, 
ganz in dem Würfel mit den Ecken (± (Q+dl, ± (Q+cl), ± (Q+dl) 
enthalten sein und mindestens ganz den \Vürfel mit den Ecken 
(± (Q- dl, ± (Q- d), ± (Q- d)) in sich enthalten; somit gilt für da<s 
Volumen V dieses Körpers die Ungleichung: 

8 (Q-d)3 s: V< 8 (Q+riY (48) 

Dieser Körper vom V olutnen V besteht, zufolge der Bedeutung 
von • D [, aus genau V;[ D dem Grundparallelepiped G homologen 
Bereichen. Ist nnn N die Anzahl der in G, also im Bereiche ( 46), 
gelegenen Gitterpunkte (x, y, z), so enthält danach der besagte Körper 

insgesamt l~l N Gitterpunkte (x, y, z) *) und diese letzteren sind 

einerseits sämtlich unter den (2 Q + 2 d + 1 )3 Gitterpunkten des Würfels 
mit den Ecken (± (Q+d), ± (Q+d), ± (Q+dl) enthalten, andererseits 
begreifen sie alle diejenigen Gitterpunkte in sich, welche im \Vürfel 
mit den Ecken (±(Q-dl, ±(Q-d), ±(Q-d)), und zwar in der An­
zahl (2 Q- 2 d + 1 y, vorhanden sind. Es ist daher 

(2Q-2d+1)3 ::::; ;N<(2Q+2d+1)3. (49) 

Aus ( 48) und ( 49) folgt nunmehr durch Division: 

oder 

(2Q- 2d + 1)3< .X < (2Q +2d + 1)3 
2(Q+d) = 1D = 2(Q-d) 

( <Z+c~)3 
< ~ ~. Q-
= d ' 

1-
, Q / 

und da diese Beziehung fiir ein beliebig großes Q gilt, die beiden 

•) Dabei ist zu beachten, dttß von der Begrenzung <les in Rede stehenden 
Körpers vermöge seiner Definition nur gewi"se Partien zum Bereiche des KörperR 
zu zählen Hincl. 
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äußeren Ausdrücke darin aber sich fiir unbegrenzt wachsendes Q der 
Grenze 1 nähern, so muß notwendig 

N 
--~ = 1 
[D[ 

oder 
N= ID i 

sein, was zu beweisen war. 
Den Quotienteil 1/N = 1/J D\ wollen wir als die relative Dichte 

des enthaltenen Zahlengitters der X, Y, Z zu dem enthaltenden Zahlen­
gitter der x, y, z bezeichnen. 

§ 14. Adaption eines Zahlengitters in bezug auf ein enthaltenes 
Gitter. 

Wir werden nun für den Fall, daß !D\ > 1 ist, also beide Zahlen­
gitter, das in x, y, z und jenes in X, Y, Z , miteinander nicht über­
einstimmen, unter allen möglichen Grundparallelepipeden für das Gitter 
in x, y, z ein spezielles in eindeutiger Weise mit Rücksicht auf das 
Grundparallelepiped G in X, Y, Z heraussuchen. 

Wir wollen aber zuerst die analoge Aufgabe für zweidimensionale 
Gitter behandeln. 

Wir greifen da in einem zweidimensionalen Gitter der x , y zwei 
vom Nullpunkte 0 verschiedene und mit demselben nicht in einer 
Geraden liegende Gitterpunkte 

A = (p1 ,rl!), B = (p 2,q2) 

heraus, wobei also 

(50) 

ist (Fig. 58). Wir ergänzen das Dreieck 0 AB zu emem Parallelo­
gramm OAEB mit AB als Diagonale und nehmen an, ftaß der 

Y. 

• Y. • it • . . . . 
Inhalt des letzteren 1 p 1 q2 - q1P2 \ 

> 1 ist; dann folgt aus einer Über­
legung, welche der soeben fUr 
den Raum angestellten ganz ana­
log ist, daß das genannte Paralle­
logramm außer seinen Eckpunk­
ten notwendig noch weitere Gitter­
punkte enthalten muß. Um nun 

• • 1!1 • • daraus ein anderes Parallelogramm 

• ® • 
ab1mleiten, welches zu Eckpunkten 
ebenfalls Gitterpunkte haben, aber 

• • • • keine weiteren Gitterpunkte ent-
• I> • 

. . 
Fig. 5~. halten soll, fixieren wir zunächst 
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auf der Strecke OA denjenigen von 0 verschiedenen Gitterpunkt A, 
welcher am nächsten an 0 liegt. (Möglicherweise kann auch A mit A 
identisch sein.) Durch fortgesetztes Abtragen der Strecke 0 A von () 
aus auf der nach beiden Seiten verlängerten Geraden 0 A erhalten 
wir weitere Gitterpunkte auf der letzteren und in dieser Weise wer­
den sämtliche auf dieser Geraden gelegenen Gitterpunkte hervorgehen; 
denn läge auf der Geraden zwischen irgend zwei benachharten der so 
erhaltenen Gitterpunkte irgend ein sonstiger Gitterpunkt, so würde sich 
aus ihm durch diejenige Translation des Koordinatensystems, welche 
jene zwei benachbarten Gitterpunkte hzw. in 0, A überführt, ein Gitter­
punkt auf der Strecke zwischen 0 und A ergehen, was der über A 
gemachten Voraussetzung widerspräche. 

Wir suchen nun unter den außerhalb OA noch in OAEB vor­
handenen Gitterpunkten einen solchen B* aus, welcher möglichst nahe 
an OA liegt, und ziehen durch ihn eine Gerade parallel zu OA; diese 
wird dann in ganz analoger Weise, wie 0 A, mit ~iquidistanten Gitter­
punkten behaftet sein, was wir erkennen, wenn wir das Gitter so 
parallel zu sich verschieben, daß 0 auf B* fällt. Es gehe bei dieser 
Verschiebung A etwa in E* (in der Figur nicht gezeichnet) über; 
ferner sei B der der Strecke OB nächstliegende unter denjenigen 
Gitterpunkten, welche auf der Geraden B* E*, doch nicht im Inneren 
von OAEB liegen (eventuell fällt B auf OB selbst), und E sei her­
nach der auf B in der Richtung von 0 nach A (also nach dem Paral­
lelogramm 0 AEB zu l unmittelbar folgende Gitterpunkt. Sodann 
ist OAEB ein Parallelogramm von der hier verlangten Art: dasselbe 
kann nämlich außer den Ecken, welche Gitterpunkte sind, keine weiteren 
Gitterpunkte enthalten, denn eine gegenteilige Annahme würde, wie 
leicht zu sehen, den über A und B gemachten Voraussetzungen wider­
sprechen. 

Wir denken uns nun aus den Punkten 0, A, B ein neues Gitter 
in Koordinaten ~' 1J abgeleitet, indem wir darin für diese Punkte bzw. 
die Koordinaten ~~ r; = 0, 0; 1, 0; 0, 1 festsetzen; das Zahlengitter 
in ~~ tj stimmt dann mit jenem in :r, y völlig übe rein, und sind a11 7, 1 

bzw. a2 , b2 die x, y-Koordinaten der Punkte A, B, dann sind beide 
Gitter durch die Transformationsgleichungen 

:r = a1 g + a2 11, 

y = bl g + b~tj 
miteinander verbunden und es ist dabei 

1 °u a2 = + 1. 
flu b2 --

(51) 

Denken wir uns andererseits aus den z.uerst betrachteten Gitterpunkten 
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0, A, B ein Zahlengitter in X, Y abgeleitet, indem wir darin für 
diese Punkte bzw. die Koordinaten X, Y = 0, 0; 1, 0; 0, 1 annehmen, 
so hängt dieses Gitter mit jenem der ~, r; mittels der Gleichungen 

~ = 71 X+ l 2 Y, 
(52) 

zusammen, worin lp 111 1 bzw. 72 , 111 2 die ~-, r;-Koordinaten für A b"'w. B, 
also jedenfalls ganze Zahlen sind; dabei haben wir für den Punkt A 
offenbar 11 > 0, m1 = 0, ferner für den Punkt B, in welchem OB 
die Strecke BE trifft, ~ = Z2/m 2 > 0 und < 1, r; = 1, und hieraus 
erhellt weiter noch: 0 < l2 < m2• Der Zusammenhang zwischen den 
Variabeln x, y einerseits und X, Y andererseits wird nun durch die 
Gleichungen 

X = JlJ X + P2 Y, 

!! = q1 x + q2 r 
vermittelt und so haben wir mit Wieksicht auf (51), (52): 

' (53) Pt' P2 , al, a21· • Zu l2 ' 
I qu q2 I uu u2 i o, m2 

wobei 
(54) 

ist. 
Den hier beschriebenen Prozeß zur Bestimmung eines Grund­

parallelogramms 0 A E B für das Gitter in x, y aus dem. Grundparallelo­
gramm OAEB eines im erstgenannten enthaltenen Gitters der X, Y 
wollen wir als die Adaption des ersteren Gitters in bezug auf das 
darin enthaltene Gitter mit OA EB als Grundparallelogramm be­
zeichnen. Das Ergebnis dieses Prozesses läßt sich auch, des geometri­
schen Gewandes entkleidet, in dem folgenden Satze aussprechen: 

XIX. Jede ganzzahlige binäre lineare Substitution mit nicht ver­
schwindender Determinante läßt sich aus zwei ebensolchen Substitutionen 
zusammensetzen, deren erstere eine Determinante ± 1 hat und deren 
letztere in der Hauptdiagonale la~tter positi·ve Koeffizienten, unterhalb 
derselben die Null, ol1erhalb eine nicltt negative Za.Jd aufleeist, wobei 
die letztgenannte kleiner ist als die darunter stehende Zahl der Haupt­
diagonale. 

Eine ganz analoge Überlegung läßt sich nun auch für drei­
<!imensionale Gitter durchführen. 

Wir fassen, zu den in § 13 eingeführten Bezeichnungen zurück­
kehrend, in dem durch (46) definierten Grundparallelepiped G mit 
OA, OB, 00 als Kanten die Seitenebene OAB ins Auge, bestimmen 
in dieser Ebene die Gitterpunkte A, B und das Parallelogramm 0 A E B 
genau nach der soeben für den Fall eines zweidimensionalen Gitters 
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auseinandergesetzten Methode, stellen sodann in der genannten Ebene 
unter Zugrundelegung von OAEB als Grundparallelogramm ein Gitter 
mit den Koordinaten ; , 't) her, welches genau aus allen der besagten 
Ebene angehörigen Gitterpunkten (x , y, z) bestehen wird, und teilen 
dasselbe nach einem Netz von solchen Parallelogrammen ab, die Llem 
Parallelogramm 0 A E B homolog sind (Fig. 5!.!); dabei rechnen wir das 
Parallelogramm OAEB, gemäß den Ungleichungen 0 <; < 1, 0<11< 1, 
mit Ausschluß der ganzen Seiten A E, BE und entsprechend auch 
jedes homologe Parallelogramm. Nun suchen wir im betrachteten 
Parallelepiped, jetzt unter z 
Einschluß der nach ( 4G) 
bisher ausgenommenen 
Grenzen, einen Gitter­
punkt in x, y, z, etwa 
r*, auf, welcher außer­
halb der Ebene OABund 
dabei möglichst nahe an 
derselben liegt, und legen 
durch ihn eine Ebene pa­
rallel zu 0 AB. Durch 

Fig. 59. 

diejenige Parallelverschiebung der Ebene OAB in die durch r* gelegte 
Ebene, durch welche 0 in P übergeht, erhalten wir aus dem Netze in 
der Ebene 0 AB ein X etz Y011 Parallelogrammen in der durch r ,;, ge­
legten Ebene, welches uns in seinen Kreuzungspunkten alle in dieser 
Ebene existierenden Gitterpunkte (x, y, z) kenntlich macht. 

Unter den letztgenannten Parallelogrammen suchen wir nun das­
jenige eindeutig bestimmte auf, welches den Schnittpunkt C der 
Ebene dieser Parallelogramme mit der Geraden 0 C in sich, d. h. in 
seinen wie oben definierten Bereich aufnimmt. Es sei dann r die 
zu 0 homologe Ecke in diesem Parallelogramm; und nun haben wir 
in dem Parallelepiped mit den Kanten 0 A, 0 B, 0 r ein Grundparallel­
epiped für das Gitter in x , y, z : denn außer den Ecken, tlie Gitter­
punkte sind, kann dasselbe keinen weiteren Gitterpunkt enthalten, da 
eine entgegengesetzte Annahme offenbar der Art, in welcher die 
vV ahl der Punkte A, B, r getroffen wurde, widersprechen würde. 

Nun führen wir neue, dem Fundamentaltetraeder 0 AB r ent­
sprechende Koordinaten ~' 1}, ~ ein. Sind a11 b11 c1 ; a2 , b2 , c2 ; a3 , b3 , c3 

bzw. die x-, y-, z -Koordinaten der drei Punkte A, B, r, dann drücken 
die Gleichungen 

x = a1 ~ + a2 11 + a3 ~, 

y = b! ~ + b2 1) + b;; ~ ' 

Z = C1 ; + C0 I) + (; ~, 
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wobei 
I a 1, a 2' 0 s 

't bu u2 ' bs = ± 1 
.cu c2, Cs 

ist, den Zusammenhang der Koordinaten L 1), ~ mit jenen x, y, z aus. 
Mit den X-, Y-, Z- Koordinaten dagegen, welche durch das Fundamental­
tetraeder OABC bestimmt waren, möge das Koordinatensystem ;, 1), s 
durch die Gleichungen 

; = 11 X + l2 Y + Z3 Z, 

l] = m1 X + m2 Y + m3 Z, 

s = n1 X + n2 Y + n3 Z 

(Ö6) 

verbunden sein, wobei l1 , 111 1 , • • ·, n~ notwendig ganze Zahlen sind. Da 
hier die Ebene ~ = 0 mit der Ehene Z = 0 identisch ist, haben w1r 

n1 =0, n2 =0; 

für jeden Punkt dieser Kbene gelten die Gleichungen 

; = l1 X+ 72 Y, 

l] = mlX + m2 y 

und es ist dabei ganz analog, wie in (52): 

1)11 = 0, 0 < llJ 0 < z2 < m"; 
ferner gilt für (; wegen 0 C / 0 C = 1 / n3 : 

t=.1_ m, ~ 1 
s n3 ' 1) = n, ' ~ = ' 

und infolgedessen muß mit Rücksicht auf die Lage von C m dem 
oben besprochenen, zn OAEB homologen ParallelogTamm 

0 < /3 < n3 , 0 < m3 < n:J 

sem. ~un können wir die Substitution (43), welche den Zusammen­
hang zwischen den Koordinaten x, y, z und X, Y, Z ausdrückt, als 
aus den Substitutionen ! 55) und (5G) zusammengesetzt auffassen und 
haben demnach: 

I 

as , Zu l2' Zs : P1, P2, Ps i al, ((,2, 

lfl, fh, lfs = 711J b2, bs •o m2, )113 i' (57) 
' 

l"u T2, r;; :c c2, Cg '0, 0, ns[ .lJ 

wonn also sämtliche Koeffizienten ganze Zahlen sind und dabei 

0 < l!; u<t~<m2; U < Z3 < n3 , 0 < ms < n3 (58) 
ist. 

Analog, wie im Falle eines zweidimensionalen Gitters, wollen wir 
die Einführung der speziellen Gitterkoordinaten ;, 1), s für das Gitter 
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in x, y, z mit Rücksicht auf das darin enthaltene Gitter in X, Y, Z 
als die Adaption des ersteren Gitters in bezug auf dieses darin ent­
haltene Gitter bezeichnen. 

Und wieder läßt sich das Ergebnis unserer Betrachtung nach 
Abstreifung des geometrischen Gewandes im folgenden, zu jenem XIX 
ganz analogen Satze aussprechen: 
. XIX'. J ede ganzzahlige linea1·e ternäre Substitution mit nicht ver­
schwindender Determinante läßt sich aus zwei ebensolchen Substittdionen 
ZHsa.mmensetzen , deren erstere eine Determinante ± 1 hat und deren 
letztere in der Hauptdiagonale lauter positive Koeffizienten, tmterhalb 
derselben lauter Nullen, oberhalb lauter nt~cht negative Zahlen aufweist, 
wobei jede der letztgenannten kleiner ist als die in der nämlichen Vertikal­
reihe stehende Zahl der Hmtptdiagonale. 

§ 15. Dreifache Stufen. 
Indem wn· nun zum Problem der dichtesten gitterf'örmigen Lage­

rung von vorgegebenen kongruenten konvexen Körpern im Raume 
zurückkehren , werden wir 
zunächst beweisen, daß die 
dichteste Lagerung nur dann 
eintreten kann , wenn jeder 
einzelne der Körper, jede 
Stll(e, wie wir wieder sagen 
wollen, nicht bloß an eine, 
sondern an drei verschiedene 
Stufen anstößt, und zwar 
derart, daß ihr Mittelpunkt 
nicht mit den drei Mittel­
punkten dieser anstoßenden 
Stufen zusammen in einer 
Ebene liegt . 

Um dies zu ze1gen, 
denken wir uns im Gitter 
der x, y, z um den Null­
punkt 0 als Mittelpunkt 

Fig. 60. 

einen JJ[ -Körper gegeben, dessen Begrenzung bloß ein Paar von Gitter­
punkten, A, A', enthalte, und greifen von den außerhalb dieses Körpers 
befindlichen Gitterpunkten beliebige zwei, B, C, die mit OA nicht in 
einer Ebene liegen, heraus. Wir adaptieren sorlann das gegebene Gitter 
in bezug auf das (larin enthaltene aus OAB O als Fundamentaltetra­
eder hervorgehende Gitter und gewinnen dadurch ein solches Funda­
mentaltetraeder OABI für das gegebene Gitter (Fig. GO), wobei offen­
bar A mit A "'usammen:fällt.; und nun können wir das Zahlengitter der 
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x, y, z durch eine geeignete unimodulare Substitution derart transfor­
mieren, daß das neue Gitter das Parallelepiped mit den Kanten 0 A, 
0 8, 0 r zum Grundparallelepiped erhält. Wir verringern so dann das 
V olmneu dieses letzteren Parallelepipeds kontinuierlich, indem wir 8 auf 
0 8 und r auf 0 r gegen 0 hin verschieben und dementsprechend das 
ganze Gitter so stetig verändern, daß es nie aufhört, ein parallelepipedi­
sches System von Gitterpunkten zu bilden. Dies soll solange von 
statten gehen, bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung des JJ[- Körpers 
eingetreten sind, was nach dem Satze X (S. 60) äußerstenfalls in dem 
Augenblicke erfolgen muß, wo das Volmnen des Grundparallelepipeds 
zu einem Achtel von jenem des JJf-Körpers zusammengeschrumpft ist. 

Nunmehr befinden sich auf der Begrenzung des JJf-Körpers min­
destens zwei mit 0 nicht in einer Geraden liegende Gitterpunkte, die 
wir wiederum mit A, B bezeichnen wollen, während die dazu in be-

Fig. 61. 

zug auf 0 bzw. symmetri­
schen Punkte A', B ' heißen 
mögen. Liegen nicht mehr als 
diese vier Gitterpunkte auf der 

.......,>'----7"'---+--_,. 0 herfläche des JJf-Körpers oder 
gibt es dort neben diesen bloß 
noch solche Gitterpunkte, die 
in der Ebene dieser vier lie­
gen , so nehmen wir irgend 
einen außerhalb des JJ1-Kör­
pers und nicht in der Ebene 

0 AB gelegenen Gitterpunkt hinzu und gewinnen aus dem Tetraeder 
OABO wieder durch den Prozeß der Adaption ein solches Fundamen­
t altetraeder OA8r fiir das gegebene Gitter (Fig. 61), wobei die Ebene 
0 AB sich offenbar mit der Ebene 0 A B decken wird; hierauf verkleinern 
wir allmählich das Volumen von 0 A 8 r, indem wir r auf 0 r gegen 0 
fortschreiten lassen unter gleichzeitiger entsprechender stetiger V ariie­
rnng des Gitters, was wiederum so lange geschehen soll, bis neue Gitter­
punkte auf die Begrenzung des M-Kiirpers fallen. Diese uen hinzu­
tretenden Gitterpunkte werden sicher nicht in der Ebene 0 AB liegen; 
denn das zweidimensionale Gitter in dieser Ebene, welches mit den 
Gitterpunkten O, A,B festliegt, hat sich bei der diesmal vorgenommenen 
Änderung des ganzen dreidimensionalen Gitters offenbargarnicht geändert . 

• Je tzt leuchtet es ein , daß der gegebene JJ[- Körper, wenn ihm 
eine dichteste Lagerung der zugehörigen homolog angeordneteu JJf./ 2-
Kiirper entsprechen soll , wenigstens drei P aar gegenüberliegender, 
nicht insgesamt in einer Ebene gelegener Gitterpunkte enthalten muß: 
denn sonst kiinnten wir eben durch eine entsprechende Änderung des 
Gitters das Volumen des Grundparallelepipeds dieses Gitters verkleinern. 
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Jeder der M / 2-Körper stößt alsdann an mindestens drei solche Nach­
barstufen, mit deren Mittelpunkten sein eigener Mittelpunkt nicht 
zusammen in einer Ebene liegt. Stufen von diesem V erhalten wollen 
wir dreifache Stufen nennen; die Untersuchung derselben ist nicht nur 
für die weitere Behandlung des Problems der dichtesten Lagerung 
homologer Körper, sondern auch für gewisse Anwendungen auf die 
Theorie der algebraischen Zahlen von Bedeutung. 

§ 16. Gitteroktaeder. 

Auf der Begrenzung eines um 0 als Mittelpunkt gegebenen M­
Körpers mögen sich nun sechs Gitterpunkte befinden, angeordnet zu 
je zwei bezüglich 0 symmetrischen Punkten, A, A' ; B, 13'; C, (J, und 
dabei nicht sämtlich in einer Ebene gelegen. Diese sechs Gitterpunkte 
bestimmen als Ecken ein Oktaeder, welches, da wir den M-Körper 
als konvex voraussetzen, in demselben ganz 
enthalten sein wird, also, wie dieser, im 
Inneren außer dem Nullpunkte keinen wei­
teren Gitterpunkt enthalten wird. Auf der 
Begrenzung aber kann dieses Oktaeder ne­
ben den Ecken möglicherweise noch weitere 
Gitterpunkte aufweisen. Ist D ein solcher 
und liegt er z. B. auf der Seitenfläche 
ABC des Oktaeders, dabei etwa außer­
halb der Kante AB, so erhalten wir in 
AA'BB'DD', wobei D' der zu D bezüg­
lich 0 symmetrische Punkt ist , ein Okta­
eder, dessen Ecken ebenfalls Gitterpunkte 
auf der Begrenzung des lJri- Körpers sind 
und dessen Volumen kleiner ist als das­
jenige von AA'BB'CC' (Fig. G2). 

c 

Fig. 62. 

C' 

Wenn wir nun unter allen möglichen Oktaedern, die sich aus je 
drei Paaren diametral gegenüberliegender Gitterpunkte auf der Be­
grenzung des M -Körpers bilden lassen und deren es gewiß nur eine 
endliche Anzahl gibt, ein solches wählen, welches ein möglichst kleines 
Volumen hat, so ist hiernach klar, daß die Begrenzung eines solchen Okta­
eders außer den Ecken gewiß keine weiteren Gitterpunkte enthalten wird. 

Ein Oktaeder, welches den Nullpunkt zum Mittelpunkt und lauter 
Gitterpunkte zu Ecken hat , außer diesen aber keine weiteren Gitter­
punkte enthält, wollen wir ein Gitteroktaeder nennen. Es gibt also 
immer wenigstens ein Gitteroktaeder, dessen Ecken auf der Begrenzung 
des betrachteten M- Körpers liegen. 

Es sei nun AA' BB' C(! irgend ein Gitteroktaeder 1m Gitter der 
Min kowsk i, diophant. Approxirnation en. 7 
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x, y, z. Indem wir zu OABC als Fundamentaltetraeder Koordinaten 
X, Y, Z einführen, so daß in X, Y, Z 

A. = (1, 0, 01, B = (0, 1, 0), C = (0, 0, 1) (59) 
wird, können w1r den Bereich des besagten Gitteroktaeders durch die 
Ungleichung 

X + iYI + Z~ < 1 (60) 

definieren. 'Vir wollen nun nachsehen, wie man von diesem Gitter­
oktaeder resp. dem Gitter in X, Y, Z ausgehend, das ganze Gitter in 
x, y, z herstellen kann. Zu dem Behufe leiten wir aus dem Tetraeder 
OABC auf die in § 14 beschriebene Art ein Fundamentaltetraeder 
OA8f für das Gitter in :r, y, z her; dabei haben wir für die Punkte 
A, 8 direkt bzw. A, B zu nehmen, denn das aus den letzteren her­
vorgehende Parallelogramm OAEB (Fig. 62) kann, da das Dreieck 
A.EB hier im Gitter mit dem Dreieck H OA.' homolog ist, außer 
seinen Ecken keine weiteren Gitterpunkte aufweisen. Zu dem Funda­
mentaltetraeder 0 A 8 r mögen nun die Koordinaten ~, 1J, s gehören, 
wobei also das Gitter in ~' 'Y/, s mit dem Gitter in x, y, z überein­
stimmt; ferner seien l, m, n die ~-, YJ-, s-Koordinaten des Punktes 0, 
also nach § 14 gewisse ganze Zahlen, für die die U ngleichnngen 

0 < l < n, 0 < m < n (61) 

bestehen; dann haben die Transformationsgleichungen, welche die 
Koordinatensysteme der g, r;, s und der X, Y, Z miteinander ver­
binden, die Form: 

"t)= 

s= 

+ lZ, 
Y+mZ, 

nZ 
(62) 

und ist sonach das Oktaeder A.A.' BB'CC' in den ~-, r;-, s-Koordinaten 
mit Rücksicht auf (60) durch die Ungleichung 

• g- }_ s . ..L Yj - II! s + ~ il. < 1 (6~) 
i n . ' n n.-

gegehen. 
Es fragt sich noch, wie die Koeffizienten Z, m, n weiter be­

schaffen sein müssen, damit A.A' BB' CC' ein Gitteroktaeder sei, d. h. 
also die Ungleichung (G3) außer den Lösungen 

(g,YJ,s) = (0,0,0), (± 1,0,0), (0,± 1,0), (l,m,n), (-l,-m,-n) (64) 
keine weiteren ganzzahligen Lösungen zulasse. 

Es werden hierbei mehrere Fälle zu unterscheiden sein. 
Ist zunächst n = 1, so haben wir nach ( G 1): l = 0, m = 0, also 

g = X, t; = Y, s = Z, und es ist offenbar A A.' B B' C C' ein Gi tteroktaeder. 
Ist n > 1 und eine ungerade Zahl, etwa = 2 t + 1 > 3, dann 

muß wegen (Gfl jedenfalls 
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0 < l < 2tJ 0 < rn < 2t 

sein. Wir setzen in (63) für ~ den Wert 1 ein, ferner für ~ den 
Wert 0 oder 1, je nachdem l < t oder > t + 1 ist, ähnlich für YJ den 
·wert 0 oder 1, je nachdem m < t oder 2 t + 1 ist; in jedem dieser 
Fälle wird alsdann 

l ' t ·. m 1 t 1 ~I 1 
~ - 2 t +-i ~I < 2 f + l) tj- 2 t + 1 s I < it + 1' 1 2 t -t-11 = 2 t + 1 

und also die Ungleichung (63) erfüllt sein. Demnach hätten wir 
diesmal in unserem Oktaeder einen Gitterpunkt mit den Koordinaten 

~ = 0 oder 1, t) = 0 oder 1, ~ = 1, 
welcher mit keinem der Gitterpunkte (64) zusammenfällt, - also 
wäre AA' BB' CO' kein Gitteroktaeder. 

Ist endlich n eine gerade Zahl, = 2 t > 2, so muß jedenfalls 

0 < l < 2t- 1, 0 < m < 2t- 1 
sein. Wir Retzen nun in (63) ~ = 1, ferner ~ = 0 oder = 1, je nach­
dem l < t oder > t ist, und YJ = 0 oder = 1, je nachdem m < t oder 
> t ist. Dann wird in allen diesen Fällen, bloß mit Ausnahme des 
Falles l = m = t, 

:t_i_~!+lt)-_l'_i_~:+,j_l<t=-l+ t_+2_-1 
1"' 2t»l 1 1 2t»: 2ti= 2t 2t 2t-

und also erhalten wir jedesmal in dem entsprechenden der Punkte 

~=0,1, 1)=0,1, ~=1 

einen im Oktaeder .AA' BB' CU befindlichen, doch mit keinem der 
Punkte (64) identischen Gitterpunkt, woraus wiederum folgen würde, 
daß A.A' BB' CC' kein Gitteroktaeder ist. In dem ausgenommenen 
Falle l = m = t dagegen nimmt die Ungleichung (fiil) die Form 

!~- 1 ti+IYJ--1 ~ + ~: ,<1 
1 2 ~ 1 ! 2 • 2t 1. -

an; alsdann liegt in ~ = 1, YJ = 1 , ~ = 2 wieder eine ganzzahlige 
Lösung derselben vor und ist diese Lösung von den Lösungen (64) 
verschieden, es sei denn, daß t = 1, also l = 1, rn = 1, n = 2 ist, in 
welch letzterem Falle die Lösungen (ti4) die einzigen ganzzahligen 
Lösungen der Ungleichung ((jB) sind. 

Wir gelangen somit zu dem Ergebnis, daß der Zusammenhang 
zwischen dem Gitter in ~, t/, ~ und dem zu dem Gitteroktaeder 
AA' BB' CO' (d. h. zum Fundamentaltetraeder OABC) gehörigen 
Gitter in X, Y, Z notwendig entweder durch die Gleichungen 

~=X, YJ=Y, ~=Z, (65) 
oder durch die Gleichungen 

7* 
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(66) 
gegeben sein muß. Im ersteren Falle wollen wir das besagte Gitter­
oktaeder als ein Gitteroktaeder erster Art, im anderen Falle als ein 
solches zweiter Art bezeichnen. 

Wir sehen, daß im Falle eines Gitteroktaeders erster Art das 
Gitter in X, Y, Z mit dem Gitter in ;, r;, 6 vollkommen übereinstimmt; 
aus den Eckpunkten A, B, C des Oktaeders in Verbindung mit dem 
Nullpunkte 0 läßt sich dann in der üblichen Weise das vollständige 
ursprüngliche Gitter ableiten. Im Falle eines Gitteroktaeders zweiter 
Art aber liegen Gitterpunkte (;, r;, 6) nicht nur in den Gitterpunkten 
(X, Y, Z) vor, sondern, wegen 

X=t- t Y=oo-l_ Z= {; s 2' ., 2' 2 ' 

außerdem noch in allen denjenigen Punkten, deren X-, Y-, Z-Koordi­
naten sämtlich ungerade Vielfache von t sind; alsdann gibt das zu 
dem Gitteroktaeder gehörige Gitter (X, Y, Z) nicht das ganze ursprüng­
liche Gitter wieder, sondern man muß, um dieses ursprüngliche 
Gitter zu erhalten, zu dem Gitter in X, Y, Z noch dasjenige Gitter 
hinzunehmen, welches aus diesem durch eine Translation hervorgeht, 
die den Nullpunkt in den Punkt (X, Y, Z) = (t, t, }), d. i. in den 
Mittelpunkt des Grundparallelepipeds in X, Y, Z, überführt. 

Sind x1 , y1 , z1 ; x2 , y2 , z2 ; x3 , y3 , z3 die Koordinaten von drei mit 
dem Nullpunkte nicht in einer Ebene gelegenen Eckpunkten eines 
Gitteroktaeders, welches um den Nullpunkt des x-, y-, z-Gitters als 
Mittelpunkt gegeben ist, so besteht für den Betrag der Determinante 

xt, x2, Xs 

I Yu Y2' Ys , ' 
I . 
I Zu Z2, Za ! 

von welchem vier Drittel offenbar das Volumen des Gitteroktaeders 
bedeuten, auf Grund der oben erzielten Herleitung des X-, Y-, Z-Gitters 
aus dem ;-, r;-, 6- und dem x-, y-, z-Gitter (vgl. (65) bzw. (66)), der 
Wert 1 im Falle eines Gitteroktaeders erster Art, dagegen der Wert 

1, o, 
o, 1, 

1 I 
I 

1=2 
0, 0, 2 1 

im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art, und überdies sind 1m 
letzteren Falle die drei Verbindungen 

X1 + X2 + Xs, Yt + Y2 + Ys, Z1 + Z2 + Zs 

sämtlich gerade Zahlen. Diese Umstände werden uns in der Folge 
häufig als Kriterium zur Erkennung der Art eines Gitteroktaeders dienen. 
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Die zwei Arten von Gitteroktaedern werden bei der analytischen 
Behandlung des Problems der dichtesten Lagerung von homologen 
Körpern im Raume zu unterscheiden sein. Wir sind nun bereits in 
der Lage, dieses Problem analytisch zu formulieren, und dazu wollen 
wir jetzt übergehen. 

§ 17. Analytische Formulierung der Bedingungen für eine dichteste 
gitterförmige Lagerung kongruenter Körper im Raume. 

Es seien, wie zu Beginn des § 16, A, A', B, B', 0, 0' die Ecken 
eines in einem gegebenen M- Körper K enthaltenen Gitteroktaeders. 
Wir führen zu OABO als Fundamentaltetraeder die Koordinaten 
X, Y, Z ein, so daß in denselben 

A=(l,O,O), B=(0,1,0), 0=(0,0,1) 

wird, und beziehen auf diese Koordinaten den gegebenen M -Körper; 
der Bereich des letzteren wird dann, nach der Bemerkung am Schlusse 
von § 12, durch eine Ungleichung 

F(X, Y, Z) < 1 (67) 

bestimmt sein, worin F(X, Y, Z) eine Funktion von 
welche den Funktionalgleichungen 

F(O,O,O) = 0, F(tX,tY,tZ) = tF(X, Y,Z) für 

F(- X, -Y, -Z) = F(X, Y, Z) 

und dazu der Funktionalungleichung 

X, Y, Z ist, 

t > o, (68) 

(69) 

Ft_X1,Y11 Z1) + F(X2,Y2,Z2) > F(X1+X2, Y1+Y2,Z1+Z2) (70) 

genügt. Zugleich ist mit Rücksicht darauf, daß A, B, C auf der Be­
grenzung von K liegen, 

F(1,0,0)=1, F(0,1,0)=1, F(0,0,1)=1. (71) 

Der Umstand nun, daß im Inneren von K kein vom Nullpunkte ver­
schiedener Gitterpunkt enthalten sein soll, erfordert für die Funktion 
F das Bestehen noch folgender weiterer Einschränkungen: falls das 
eingangs genannte Gitteroktaeder von erster Art ist, muß für jedes 
ganzzahlige, von (0,0,0) verschiedene Wertesystem (l, m, n) die Un­
gleichung 

F(l, m, n) > 1 (72) 

statthaben; im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art hingegen müssen 
zunächst wieder diese Ungleichungen (72) statthaben und muß außer­
dem noch für jedes beliebige ganzzahlige Wertesystem (l, m, n) die 
Ungleichung 

F(l+}, m+h n+-D > 1 ( 73) 
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bestehen. Durch die drei Gleichungen (71) und die unendlich vielen 
Ungleichungen (72) resp. (72) und (73) wird die Forderung, daß der 
Körper (67) ein M-Körper sei, völlig erschöpft. 

Nun lassen sich die unendlich vielen Ungleichungen (72) resp. (72) 
nnd (73) mit Rücksicht a~~r das Bestehen der Gleichungen (71) auf 
eine endliche Anzahl gewisser unter ihnen zurückfüln·en. 

Es reduzieren sich nämlich zunächst im Fall eines Gitteroktaeders 
m·ster Art die Ungleichungen (72) auf die folgenden: 

F(± 1, ± 1,0) > 1, F(±1,0, ± 1) ~ 1, F(O, ± 1, ± 1) > 1, (74) 

F(±1,±1,±1)>1, (75) 

F(±1,±1,±2)>1, F(±1,±2,±1)>1, F(±2,±1,±1)>1; (76) 

sind diese neben den Gleichungen (71) m·fiillt, dann gilt die Ungleichung 
(72) für jedes beliebige ganzzahlige, von (0, 0, 0) verschiedene Werte­
system (l, m, n ). 

In der Tat: angenommen, es wäre trotz des Besteheus der Glei­
chungen (71) und der Ungleichungen (74), (75), (76) für irgend einen 
Gitterpunkt D, (X= l, Y = m, Z = n), der von den in (71), (74), 
(75), (76) genannten und von dem Nullpunkte 0 verschieden ist, 

F(l, m, n) < 1; (77) 

wir können dabei ohne wesentliche Beschränkung 

O<l<m<n 

annehmen und es ist dann jedenfalls n > 2 und (Z, m, n) von (1, 1, 2) 
verschieden. Wir betrachten nun das Oktaeder AA' BB' DD', wobei 
D' den zu D bezüglich 0 symmetrischen Punkt bedeute; der Be­
reich desselben ist (vgl. § 16) durch die Ungleichung 

· x- _l_zl + · Y _1/lz', +I z: < 1 (78) 
i n ! i n i u;-

gegeben. Durch dieselben Erwägungen, die oben an (63) angeknüpft 
wurden, erkennen wir, nach den hier über l, m, n gemachten Voraus­
setzungen, daß die Ungleichung (78) stets durch wenigstens eines der 
Wertesysteme 

(X, Y, Z) = (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 2) 

befriedigt wird; der durch dieses betreffende Wertesystem gegebene 
Gitterpunkt, etwa E = (X0, Y0,Z0), liegt somit im Oktaeder AA'BB'DD', 
und zwar jedenfalls außerhalb der Ebene AA'BB', denn für diese ist 
stets Z = 0; da nun aber D, D' unserer Annahme (77) nach im 
Inneren des Körpers K liegen sollen, so würde hieraus offenkundig 
folgen, daß auch R im Inneren von K enthalten, also 

F ( X 0, 1'0, Z0 ) < 1 
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ist; dies würde aber einer der als feststehend angenommenen Glei­
chungen resp. Ungleichungen (71), (74), (7i'>), (76) widersprechen. 
Hieraus folgt die Unzulässigkeit unserer Annahme und also die Richtig­
keit der auf S. 102 ausgesprochenen Behauptung. 

Fast noch einfacher liegen die Dinge, wenn AA' BB' CC' ein 
Gitteroktaeder zweiter Art vorstellt. Hifr lassen sich die sämtlichen 
Ungleichungen (72), (73) mit Rücksicht auf" das Bestehen der Glei­
chungen (71) auf" die einzigen f"olgenden [-nglric7mngen zuriickf"iihren: 

F(±-L±t,±~l>1, (79) 

oder, was dasselbe ist: 

F(±1,±1,±l)>:Z. (SO) 

In der 'fat folgen aus den letztgenannten Ungleichungen (SO) 
zunlichst die Ungleichungen (74), (75), (76); es folgt nämlich (45) 
von selbst, ferner erhalten wir, auf Grund der allgemeinen Regel (70) 
und unter Berücksichtigung von (SO) und (71), 

F(1, 1,0) > F(1, 1, 1)- F(O,O, 1) =?: 1 
und ähnlich die übrigen der Ungleichungen (74), sodann 

F(1, 1, 2) > F(1, 1, 1)- F(O, 0, -1) > 1 
und ähnlich die übrigen (76). Infolgedessen gehen aus (79) unter 
Berücksichtigung von (71), auf Grund der im ersteren Falle darge­
legten Umstände, weiter die sämtlichen Ungleichungen (72) hervor. 

Was jetzt die Ungleichungen (7 3) betriftt, so nehmen wir an, 
es wäre für irgend ein Wertesystem von drei halben ungeraden Zahlen 

-} (2l + 1), ~-(2m+ 1), } (2n + 1) 

trotz des Besteheus von (71) und (79): 

F (l + {-, m + }, n + 1-l < 1; 
wir können dabei ohne wesentliche Beschränkung 

O<l+-i-<m+}<n+} 

annehmen, und es ist dann jedenfalls 

n+-~->~-. 

(81) 

Ist nun D der Gitterpunkt mit X= l +}, Y = m + t, Z = n + + 
und D' der dazu bezüglich 0 symmetrische Punkt, so wird das Okta­
eder AA'BB' DD' durch die Ungleichung 

1 X _ 2lj- 1 Z + y _ 21/l _±-_1_ ;( + 2 z < 1 
, 2n+1 ~ I 2n-!-1 i ,lln+l 

definiert, und da diese letztere ins besondere durch das \V ertesystem 
(X, Y, Z) = (h}, l) befriedigt wird, so würde hiernach der Gitter­
punkt \ }, 1-, -}) = E im besagten Oktaeder, und t~war jedenfalls nieht 
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in der Ebene AA'BB' liegen. Da nun andererseits D, D' unserer 
Annahme (81) gemäß im Inneren des Körpers K sich befinden sollen, 
so müßte danach auch E im Inneren von K liegen; dies würde aber 
einer der Ungleichungen (79) widersprechen. Hieraus folgt, daß 
tatsächlich auch alle Ungleichungen (73) eine Folge von (71) und 
(79) sind. -

Die Aufgabe der dichtesten gitterförmigen Lagerung von Kör­
pern, die dem Körper K kongruent und homolog im Raume ange­
ordnet sind, stellt sich sonach analytisch folgendermaßen dar: 

Anf der Oberfläche des kont·exen Kö1pers K mit Mittelpunkt 
in 0, tcelcher in einem Koordinatensystem der ~, 'Y/, ~ mit 0 als Nttll­
pnnkt dttrch eine Unglciclmng 

cp(~,1/,~) < 1 
gegeben ist, greifen 1cir drei Punl.le, 

(~,11,0 = (1,/l,v), (l',r',v'), (l",r",v''), 

heraus, die mit dem Nullpunkte nicht in einer Ebene liegen, denken 
uns aus denselben und aus 0 ein Gitter in X, Y, Z abgeleitet, welches 
also mit dem Systeme der ~' 1), ~ durch die Tmnsformationsgleichungen 

~ = l X + l'Y + l" Z, 

11 = ll'x + 11-' Y + 11'" z, 
s = v X + v' Y + v" Z 

zusammenhängt, und setzen 

cp (~, 1), n = F(X, Y, Zl; 

indem wi1· nnn entzceder die Ungleichungen (74), (75), (7ö) oder die 
Ungleichungen (79) als erfiillt annehmen, haben wir im ersteren Falle 
dm Betrag der Determinante 

I l, ).', l" 

r', " (82) ! r, 11 
v', " v, V 

im zweiten die Hälfte dieses Betrages zn bilden und diese Funktion 
des Gitters durch geeignete Wahl der Größen l, 11, · · ·, v" zu einem 
Jl'Iinimwn ztt machen. 

Hiermit ist zur Lösung unseres Problems für jeden speziellen 
gegebenen Körper K der \Veg geebnet. Die weitere Behandlung des 
Problems wollen wir hier jedoch der Kürze wegen nur für den Spezial­
fall einer Kugel, den einfachsten, den es diesbezüglich gibt, darlegen.*) 

*) Bezüglich der weiteren Behandlung des allgemeinen Problems, wie auch 
insbesondere der dichtesten Lagerung von Oktaedern, vgl.: Jl{inkowski, Dichteste 
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§ 18. Dichteste Lagerung von Kugeln. 

Auf der Oberfläche einer Kugel K mit dem Mittelpunkte 0 
greifen wir irgend drei Punkte A, B, C heraus , die mit 0 nicht in 
einer Ebene liegen, und führen zu OABC als Fundamentaltetraeder 
Koordinaten X, Y, Z eiu; in denselben wird dann der Bereich von K 
durch eine Ungleichung 

F 2 (X, Y,Z) = X 2+ P+ Z 2+ 2a'YZ + 21./ZX + 2c'XY< 1 (83) 

gegeben sein. 
Es ist nun hier für die Kugel von vornherein der Fall aus­

geschlossen, daß das Gitteroktaeder der Punkte A, B, C und der dazu 
bezüglich 0 symmetrischen Punkte ein solches von zweiter Art wäre, 

gitterförmige Lagerung kongruenter Körper, Göttinger Nachrichten, ~fath.-phys. 
Kl. 1\104, p. 311. 

Von den in dieser Arbeit bewiesenen Sätzen sei hier nur der folgende an­
geführt. 

Ein beliebig vorgegebenes Oktaeder 

;:+ l11l+ls ~1 
kann auf acht Arten an einer dichtesten gitterförmigen Lagerung von Oktaedern 
teilnehmen. Jede der betreffenden Lagerungen ist von dem Ausgangs-Oktaeder 
her abzuleiten, indem man 

- ;+11+1:, i; - 11 + 1:. ~ + 11-1:, - ~ - 11-1: 

in irgend einer Folge gleich 

X-iY, Y--JZ, 
setzt und das Zahlengitter in X, 
Oktaeder fixiert. 

-JX+Z, - !J X--:1-Y--:\-Z 
Y, Z als Ort der ~Iittelpunkte der homologen 

],'ig. 63. 

Die Fig. 63 Hißt die gegenseitige .-\.nordnung 
der Oktaeder im Falle einer solchen dichtesten 
Lagerung erkennen; sie zeigt das halbe Netz, 4 
Seitenflächen, des Oktaeders, in einer .Ebene neben­
einander ausgebreitet, und gibt die Deckungen 
mit Mittelpunkt an, welche die betreffenden Seiten­
flächen bzw. mit 7 anstoßenden Oktaedern gemein 
haben. Das Volumen des YOD den Oktaedern be­
setzten Raumes verhält sich in diesen extremen 
Fällen zum Y olumen des ganzen unendlichen 
R.aumes wie 18: 19, und das Verhältnis H ist 
damit der Maximalwert, den M "J / 8 für Oktaeder 
als Eichkörper anzunehmen vermag. Die Ermittlung dieses Extremums gestattet 
es, in dem Theoreme XVII (S. 7\.1) die obere Schranke -f; 6 · t:. , auf y6·~-H t:.l 
herunterzudrücken, wobei jedoch die letztere Grenze in jenen extremen }<'~illen 
wirklich erreicht wird und daher gleichzeitig in der Fassung des Theorems das 
Zeichen ::;: an die Stelle von < gesetzt werden muß. 
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mit anderen Worten, daß die Ungleichungen (79) statthätten. Diese 
letzteren würden hier nämlich besagen: 

3 + 2a'+ 21/+ 2c· 
____ "CCC _---c- ~-- > 1 (84) 

4 = ' 
worin jedesmal die drei Vorzeichen so zu nehmen sind, daß ihr 
Produkt + 1 wird; nun können wir zwei dieser Vorzeichen beliebig 
wählen und also die drei Vorzeichen auch so eimichten, daß von den 
Ausdrücken ± 2a', ± 2b', ± 2c', wenn sie nach nicht zunehmendem 
Betrage geordnet werden, die beiden ersten darunter negativ auf­
treten; für diese Vorzeichenkombination wird dann der links stehende 
Ausdruck in (84) sicher < -!}, im Widerspruch mit einer der Un­
gleichungen (84). 

Souach ist hier das besagte Gitteroktaeder notwendig von der 
ersten Art und unsere Aufgabe besteht also darin, die Punkte A, B, 0 
so zu wählen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Koeffizienten 
a', b', c' in (83) so zu bestimmen, daß das Volumen des Tetraeders 
OABO ein Minimum wird, während die sämtlichen Ungleichungen 
(74), (75), (76) statthaben. 

Es zeigt sich zunächst, daß für den Fall des Minimums des be­
sagten Volumens gewisse unter den Ungleichungen (74), (75), (76) not­
wendig mit dem Gleichheitszeichen erfüllt sein müssen. In der Tat, 
so lange die in endlicher Anzahl vorhandenen Ungleichungen (7 4 ), 
(75), (76) gelten, bleiben überhaupt sämtliche unendlich vielen Un­
gleichungen (72) in Kraft. \Venn also bei kontinuierlichen Verände­
rungen der a', b', c' einmal das System der Ungleichungen (72) auf­
hört, voll zu bestehen, so wird gleichzeitig wenigstens eine der Un­
gleichungen (7 4), (7 5), (76) ihre Gültigkeit verlieren müssen. An­
genommen nun, es gelte anfänglich in diesen letzteren Ungleichungen 
durchweg das Zeichen >; dann können wir, unter Festhalten der 
Punkte A, B, den Punkt 0 liings einer Kurve auf der Oberfläche der 
Kugel K stetig an die Ebene OAB annähern, unter gleichzeitiger 
entsprechender Variation des Gitters in X, Y, Z, so daß es seinen 
Charakter als Gitter nie verliert; hierdurch bewirken wir eine kon­
tinuierliche Abnahme des Volumens von OABC und wir können 
diesen Prozeß unter Erhaltung aller Ungleichungen (72) so lange 
weiterführen, bis einmal in einer der Ungleichungen (7 4 ), (7 5 ), (7 6) 
das Gleichheitszeichen statthat, d. h. der auf der linken Seite der be­
treffenden Ungleichung vorkommende Gitterpunkt P auf die Begren­
zung von K tritt. Dieser Ahschluß des Prozesses muß sich ereignen, 
bevor noch das Volumen von OABC zu einem Achtel des Volumens 
von K zusammengeschrumpft ist. Dabei kann nun der Gitterpunkt P 
zu keiner der Ungleichungen (7ti) gehören, denn gesetzt, es wäre z. B. 
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F (1, 1, 2) = 1, 

dann würden die Punkte (-1, O, 0), (0, -1, 0), (1, 1, 2) mit den 
dazu bezüglich 0 symmetrischen Punkten ein in K enthaltenes Gitter­
oktaeder zweiter Art bilden, was ausgeschlossen ist. Es muß hier 
also jedenfalls in einer der Ungleichungen (74) oder (75) das Gleich­
heitszeichen eintreten. 

Wir wollen nun zuerst den Fall ausschließen, daß jetzt oder bei 
-den weiteren, von uns noch vorzunehmenden Variationen des Gitters 
irgend eine der Ungleichungen (7 5) mit dem Gleichheitszeichen er­
füllt werde. Dann haben wir also den Punkt P, - der auch jeden­
falls nicht in der Ebene Z = 0 liegt, und zwar deshalb, weil das 
zweidimensionale Gitter in dieser Ebene durch die soeben vorge­
nommene Variation des gesamten X-, Y-, Z-Gitter:; nicht berührt wurde, 
- allein unter den Punkten (0, + 1, ± 1), (± 1, 0, ± 1) zu suchen. 
Indem wir nun statt P auch den dazu bezüglich 0 symmetrischen Punkt 
nehmen können, ferner eventuell die Bezeichnungen X und Y mit­
einander vertauschen und auch Y durch - Y ersetzen können, dürfen 
wir für P den Punkt (0, - 1, 1) annehmen. Dann haben wir: 

F 2 (0,-1,1)=1; 
andererseits ist 

F 2 (0, - 1, 1) = 2 - 2 a'; 
hieraus folgt also: 

2a' = 1. 
Gleichzeitig erhalten w1r: 

F"(O, 1, 1) = 2 + :!.a'= 3, 

woraus wir erkennen, daß, wenn (0, -1, 1) auf der Oberfläche von 
K liegt, der Punkt (0, 1, 1) außerhalb derselben bleibt. 

Sind außer P und P' = (0, 1. - 1) keine weiteren Gitterpunkte 
in die Oberfläche von K eingetreten, so bewegen wir behufs weiterer 
Verringerung des Volumens von OABC die Sehne PC, welche 
parallel und gleich mit 0 B ist, parallel mit sich derart, daß sie sich 
der Ebene 0 AB beständig niihert und dabei ihre beiden Endpunkte 
auf der Oberfläche der Kugel K verbleiben; gleichzeitig variieren wir 
in entsprechender Weise das ganze Gitter, und zwar so lange, bis in 
die Oberfläche von K weitere in (74), (75), (76) vorkommende Gitter­
punkte eintreten (Fig. 64). Für diese letzteren kommen dann, - da 
die Gitterpunkte in (76), ebenso der Punkt (0, 1, 1) sich bereits als 
erledigt erwiesen haben und diejenigen in (75) von uns einstweilen 
ausgeschlossen wurden,- nur die Punkte (± 1, 0, ± 1) in Betracht, 
und indem wir eventuell X durch - X uns ersetzt denken, können 
wir annehmen, daß jetzt die .Punkte()= (1, 0, -1) und Q' = (-1, 0, 1) 
in die Oberfläche der Kugel eingetreten sind. Dann ist also 
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und daraus folgt: 
F 2 (1, 0, -1) = 1 

gleichzeitig haben w1r: 
2b'= 1; 

F 2 (1, 0, 1) = 2 + 2b' = 3, 
folglich bleibt dabei der Punkt (1, 0, 1) notwendig außerhalb der 
Kugel. 

Nunmehr liegen fünf Paare von Gitterpunkten auf der Oberfläche 
von K. Finden sich keine weiteren darauf, so können wir das 

F i g. ()4. 

Volumen von OABC noch weiter verringern, in der W eise, daß wir 
die Ebene OA 0 und darauf die Punkte A, 0, Q festhalten und nunmehr 
die zu 0 C parallele Sehne P' B sich dieser Ebene, während B und 
F auf der Oberfläche von K verbleiben, unter gleichzeitiger entspre­
chender Variation des gesamten Gitters so lange nähern lassen, bis 
in die Oberfläche von K wiederum weitere Gitterpunkte aus (74) 
eintreten. Für diese letzteren kommen dann nur noch die Punkte 
(± 1, ± 1, 0) in Frage; da aber der Gitterpunkt (1, 1,0) hierbei aus­
geschlossen ist, weil er mit den Punkten P = (0, - 1, 1) und 
(J' = ( - 1, 0 , 1) drei Ecken eines Gitteroktaeders zweiter Art bildet, 
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so treten demnach jetzt notwendig die Gitterpunkte (- 1, 1, 0) = R, 
(1, - 1 , 0) = R' in die Oberfläche von K ein und es ist also 

F 2 ( - 1, 1 , 0) = 1 , 
folglich 

2c' = 1. 

So sehen wir, daß bei der dichtesten Lagerung von Kugeln, 
und zwar in dem von uns zunächst betrachteten, durch das Bestehen 
der sämtlichen Ungleichungen (75) mit dem Ungleichheitszeichen ge­
kennzeichneten Falle, in drei und nicht mehr Paaren von den U nglei­
chungen (74) das Gleichheitszeichen statthaben muß, und wir können 
als die sechs Paare von Gitterpunkten, welche dann auf der Ober­
fläche der Kugel um den Nullpunkt 0 liegen , eben die Punkte 
.A.=(1,0,0), B=(0,1,0), 0=(0,0,1), P= (0, -1, 1), Q=(1,0, -1), 
R = ( -1, 1, 0) nebst den dazu bezüglich 0 symmetrischen Punkten 
annehmen. 

Nebenbei bemerkt, kann das System 
der besagten sechs Paare von Gitterpunkten 
nach einem in § 12 erwähnten Prinzip 
durch ein Vektorentetraeder veranschaulicht 
werden (Fig. 65 ). 

Wir haben jetzt noch den Fall in Be­
tracht zu ziehen, daß in die Oberfläche der 
Kugel K irgend welche von den Gitterpunkten 
( + 1, ± 1, + 1) eintreten. Es zeigt sich zu­
nächst, daß nur ein Paar solcher Punkte auf 
die Begrenzung von K fallen können; denn 

- -I,J,(} 
Fig. 65. 

befinden sich etwa die Punkte (1, 1, 1) = T, (-1, -1, -1) = T' 
daselbst, - was wegen der Möglichkeit, die Koordinatenachsen und 
die Richtungen auf denselben entsprechend zu vertauschen, keine be­
schränkende Annahme bedeutet, - ist also 

F 2 (1, 1, 1) = F 2 (-1, - 1, - 1) = 1, (85) 

so müssen die anderen von den Gitterpunkten (± 1, ± 1, ± 1), die 
bzw. durch Verlängerung der Strecken T .A, TB, 1'0, T' A', 1'' B', 
1'' 0' über deren Endpunkte um sich selbst erreicht werden, not­
wendig außerhalb K bleiben und daher alle von (85) verschiedenen 
unter den Ungleichungen (75) mit den Ungleichheitszeichen erfüllt 
sein. Weiter muß jeder der Punkte P, Q, R (und P', Q', R') außer­
halb K bleiben, weil er mit T und bzw . .A', B', C' ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmt. 

Liegen nun außer .A., B, 0, T und den dazu bezüglich 0 sym­
metrischen Punkten keine weiteren Gitterpunkte auf der Oberfläche 
von K, dann können wir durch genau dasselbe V elfahren, wie vorhin, 
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- indem wir zuerst Cl' gegen OAB, und sodann nötigenfalls AT 
gegen OBC (bzw. BT gegen OAC) möglichst nahe heranrücken 
lassen, unter gleichzeitiger entsprechender Variation des Gitters, -
bewirken, daß weiter zwei Paare von Gitterpunkten aus (74) in die 
Oberfläche von ]( eintreten; und zwar dürfen wir, da es hier auf 
eine Permutation von X, Y, Z nicht ankommt, annehmen, es seien 
dies die Punkte (0, 1, 1 ), (0, - 1, - 1 ), (1, 1, 0), (- 1, - 1, 0). 

Fig. 66. 

'\Vir erhalten also wiederum sechs 
Paare von Gitterpunkten auf der Oberfläche 
der Kugel, und wir können uns das Sy­
stem dieser Punkte wieder durch ein V ek­
torentetraeder veranschaulichen (Fig. 66). 
Der Vergleich von Fig. 66 mit Fig. 65 zeigt 
nun unmittelbar, daß der vorhin behandelte 
Fall sich von dem jetzt behandelten nur 
unwesentlich unterscheidet; in der Tat ver­
wandeln sich durch die unimodulare Sub-
stitution 

X= Z', Y = Y'- Z', Z =X' - Y' 
die sechs Gitterpunkte 

(X ', Y',Z') = (1,1,1) , (1,1,0), (1,0,0), (0,-1,0), (0, 1,1), (0,0, -1) 

des zweiten Falles bz,v. in die sechs Gitterpunkte 

(X,Y,Z) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,-1,1), (1,0, - 1), (- 1,1,0) 
des ersten Falles. 

Sonach kommt als dichteste gitterförmige Lagerung gleicher 
Kugeln im Raume wesentlich nur eine ganz bestimmte Lagerung in 
Frage, und da jede andere Lagerung in diese , wie wir sahen, unter 
kontinuierlicher Abnahme des Volumens des Grundparallelepipeds 
überzuführen ist, so muß diese schließlich allein übrig gebliebene 
Lagerung in der Tat die dichteste sein. 

Dieselbe stellt sich in der Weise dar, daß jede Kugel in den 
1,2 Ecken eine:; Knbooktaeders*) (Fig. 64) an benachbarte Kugeln an­
stößt. Die Kugeln ordnen sich dann in Schichten an, in deren jeder 
durch Verbindung der Mittelpunkte je zweier anstoßender Kugeln sich 
ein ebenes Netz von kongruenten gleichseitigen Dreiecken heraus­
stellt; die Schichten ruhen derart aufeinander, daß die Kugeln 
einer jeden einzelnen Schichte in <lie Lücken der zwei benach­
barten möglichst tief eindringen und daß überdies jede Schichte in 

* 1 Ein Körper, welcher in der ::tus Fig. 64 ersichtlichen Weise durch gegen­
seitiges Durchdringen eines Würfels und eines regulären Okt::teders entsteht. 
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die zwei benachbarten durch 
zwei einander entgegenge­
setzte Translationen übergeht 
(Fig. 67). 

XX. Aus dieser Tatsache 
ergibt sich auch alsbald der 
Wert des Verhältnisses, in 
welchem der von den möglichst 
dicht gitterförmig gelagerten 
Kugeln eingenommene B.anm 
dem Volumen nach zwn ge­
samten Raume steht. Dieses 
Ve1·hältnis berechnet sich (vgl. 

:rry2 
unten § 19) zn 6 · Fig. 67. 
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Die Ausführungen dieses Paragraphen haben Geltung nicht bloß 
für die dichteste gitterförmige Lagerung von Kugeln, sondern - mit 
entsprechenden ganz unwesentlichen Modifikationen - auch für die 
dichteste gitterfürmige Lagerung von beliebigen untereinander kongruenten 
und homolog orientierten Ellipsoiden. Man braucht nämlich nur an 
Stelle derKugelKein allgemeines Ellipsoid als Eichkörper von Strahl­
distanzen F zugrundezulegen und überzeugt sich leicht , daß dann 
die ganze Betrachtung hier fast wörtlich in Kraft bleibt. 

XX'. So gilt dann ebenfalls die Tatsache, daß dm· von homologen 
Ellipsoiden in dichtester gitterförmiger Lagerung erfüllte Raum sich 

z1un gesamten Raume dem Volumen nach u;ie :r r~: 1 verhält. 

Das Bild, welches dabei die Ellipsoide darstellen, geht aus dem­
jenigen der möglichst dicht gelagerten Kugeln (Fig. 67) durch eine 
derartige affine Transformation des Raumes hervor, welche eben die 
Kugel K in das gegebene Ellipsoid überführt. 

§ 19. Arithmetische Folgerungen. 
Das gefundene Resultat wollen wir nun arithmetisch auslegen. 
Es sei eine positiv definite ternäre quadratische Form 

f (x,y,z) = ax 2 + bJ/+ cz2+ 2 a'yz + 2b'zx + 2c'x y (86) 
mit der Determinante 

a , c' 
' 

b' 

D= c' b ' 

' ' 
a 

b' 
' 

a.', c 
vorgelegt. Dabei sind a, nb - c'2 und D notwendig > 0 und diese 
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U rnstände charakterisieren auch f völlig als positive Form. vVir 

können eine solche Form immer, ohne das reelle Zahlengebiet zu ver­

lassen, auf die Gestalt 

f(x,y,z) = (Vax + ~~~ y + !i__cz)2 

, ra ya 

(l ab-e'" aa'-b'c' )~ ( j-D~ )2 

+ 1 -----a--y+:v-al/;b=d,;Z + 1 ab-c''Z 
bringen; w1r wollen hierfür, indem w1r 

~ =Yax 

'Yj= 

~= 

setzen, kurz 

c' + ---=Y va 
b' 

+ vaz, 

f(x,y,z) = ~2+ ?J2+ ~2 

(87) 

(88) 

schreiben und zugleich ~' '1}, ~ als gewöhnliche rechtwinklige Koordi­
naten deuten und betrachten nun in den letzteren die durch die Un­

gleichung 
~2+ 1)2+ ~2 < 1 

dargestellte Kugel mit Mittelpunkt im Nullpunkt. Das V olmneu 

dieser Kugel beträgt in den ~-, n-, ~-Koordinaten 4"z;j3, also in den mit 

diesen durch das Gleichungssystem (88) verbundenen x-, y-, z-Koordinaten 

J= dxdydz= -· d~dnd~=--- . /'jf d(x,y,z) jj'/' . 4:n: 

._ ._ ac~,1J,sl. ._ 3lJ'D 

Die zugehörige M- Kugel in bezug auf das Gitter der x, y, z, mit der 

Ungleichung 

4n M" 
hat sonach in den x-, y-, z-Koordinaten das Volumen M 3J = -:;;---; 

3 r D 

wenn wir also auf dieselbe die Formel (3) anwenden und zugleich 

beachten, daß in dieser Formel im vorliegenden Falle nur das Du­

gleichheitszeichen statthaben kann, so folgt: 

M<V!--vn. 
Da M 2 zugleich den kleinsten Wert bedeutet, den f(x, y, z) für 

ganzzahlige, nicht insgesamt verschwindende Werte der Argumente 
3 --

anzunehmen vermag, so ist hiermit in V~~-D eine obere Grenze für 

dieses "Minimum" der Form f gefunden; doch ist diese Grenze nicht 
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Präzis, es hat der vV ert von M1- ' bei beliebi&r variierenden solchen vn ~ 

Koeffizienten a, b, · · ·, c', wobei die Form f stets eine positive bleibt, ein 
3 .. -

Maximum, welches unterhalb V:~ liegt. Nun gestatten uns die 

Resultate der im § 18 durchgeführten Untersuchung dieses Maximum 
JYI" b . E . t .. 1· h ' 1D . d Gl . h von 3 . zu est1mmen. s 1s nam 1c r , Wie aus en e1c ungen 
fD 

(88) erhellt, mit dem Volumen des Grundparallelepipeds für das ;r-, 

y-, z-Gitter, berechnet in den L r;-, s-Koordinaten, identisch; wir fanden 
aber im vorigen Paragraphen, indem wir JJ1 = 1 annahmen, daß bei 
variierendem Gitter der x, y, z das Minimum des besagten Volumens 
insbesondere dann eintritt, wenn sich die JJ1-Kugel in den x-, y-, z­
Koordinaten durch die Gleichung 

x2 + y~ + z2 + yz + zx + xy = 1 
darstellt; das Minimum von D hierbei beträgt somit 

1, 1_ 
2' } 

-~-, 1' 
_1_ ~-2 

~- ' + ' 1 
M" und es ist also das Maximum von &rleich fl2, folglich stets yD ~ r ~ 

.J.'I1 2 <}''21). 
Hiermit ist der folgende Satz gewonnen: 

XXI. Jede positiv definite temüre quadmtisehe Form von der 
Detm·minante D (> 0) läßt sich durch entsprechend gewählte ganzzahli!fe 
T'Verte der Vm·iabeln, die nicht siimtlich verschwinden, dem tVertc nach 
<; V2 I) machen. Das Gleichheitszeichen ist dabei noch entbehrlich, aujJer 
1cenn die Form arithmetisch iiquivalent ist mit der Fonn 

'l/2Dvr2 + y2 + z2 + y.z: + ZJ' + :r!f). 

§ 20. Anwendungen auf die Äquivalenztheorie der ternärt>n 
quadratischen Formen. 

Aus den in den beiden vorhergehenden Paragraphen gefundenen 
'ratsachen über die dichteste gitterförmige Lagerung von Ellipsoiden 
läßt sich in wenigen Zügen die ganze Theorie der arithmetischen 
Äquivalenz positiver ternärer quadratischer Formen ableiten, eine 
Theorie, die in ihren Hauptsätzen zuerst von Gauß*) und See her**) 

*) Gauß, Gött. gel. Anz. 1831 I wiederabgedruckt in Bd. I[ der ges. Werkei. 
**) See b er, Untersuchungen iiher die Eigenschaften der pos. tern. qu. 

Formen, Freiburg i. Br. 1891. 
Mi nkowski, d.iophaut. Approximationen 
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gegeben, nachher namentlich von Dirichlet*) durch geometrische 
Überlegungen einfacher dargestellt, bisher jedoch immer noch auf 
ziemlich umständlichen 'Vegen entwickelt wurde. 

Hier wollen wir nur den folgenden Satz von Gauß aus dieser 
Theorie beweisen:**) 

XXII. Zn einer 7Jeliebig gegebenen positiv definiten ternären qna­
dmt ischen Form 

((x, y, z) = ax2 + bi + cz2 + '2a'yz + 2b'zx + 2c'xy 

mit der Determinante D (> 0) läj3t sich imme1· eine arithmetisch äqui­
valente Form 

g(X, Y, Z) = AX2 + BY2 + CZ2 + 2A'YZ + 2JJZX + 2C'XY 

angeben. 1cobei 
ABC<2D 

ist. 
Zum Beweise dieses Satzes deuten wir die Variabeln x, y, z der 

gegebenen Form l als Parallelkoordinaten im Raume; dann stellt die 
Ungleichung 

(89) 

unter t einen Parameter > 0 verstanden, den Bereich eines Ellipsoids 
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt 0 der Koordinaten vor. Wir denken 
uns zunächst t so klein genommen, daß das Ellipsoid (89) außer 0 
keinen Gitterpunkt in x, y, z enthält, und dilatieren sodann dieses 
Ellipsoid durch Vergrößerung des t so lange, bis etwa für t = -"1'I1 

zum erstenmal ein Gitterpunkt, P1 = ( l17 m17 n1), in die Begrenzung 
des Ellipsoids eintritt; hierauf dilatieren wir das neue Ellipsoid his 
zu einem Parameterwert t = Jf2 )> -"1Iu so daß dafür zum erstenmal 
ein Gitterpunkt P2 = (l2 , m2 , n2:) außerhalb der durch () und P1 ge­
zogenen Geraden in die Begrenzung des Ellipsoids fiillt; schließlich 
dilatieren wir das neu gewonnene Ellipsoid weiter bis zu einem 
Parameterwert t = .11'!3 > -"112 , so daß dafür zum erstenmal ein außer­
halb der Ebene OPJ)2 befindlicher Gitterpunkt P3 = (l3 , m3 , n3) in 
die Begrenzung des Ellipsoids eintritt. Hernach denken wir uns ans 

*, Dirichlet, Crelles Journ. Bd. 40, p. 209 (auch Werke Bd. II, p. 27:,. 
**) Zur zahlengeometrischen Behandlung der vollstlindigen Theorie vgl.: 

Minkowski, Dichteste gitterförmige Lagerung kongruenter Körper, Gött. Xachr., 
l\Iath.- phys. Kl. 1904, pag. 330. Dort finden sich auch Angaben iiuer die ein­
schliigige Literatur. - Das Problem der dichte8ten gitterförmigen Lagerungen 
v<•n Kugeln Hißt sich auf Rliume von beliebig vielen Dimensionen übertragen 
und nimmt allgemein eine zentrale Stellung in der arithmetitichen Theorie der 
positiven quadratisehen Formen ein. \'gl. darüber Minkowski, DiskontinuiUits­
bnt>il'h füt· arithmE'tische Äquivalenz, Journ. f l\Iath. Bd. 129, p. 220. 
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0 P1 P 2 P 3 als Fundamentaltetraeder ein Gitter in X, Y, Z abgeleitet, 
welches also mit jenem der x, y, z durch die Transformationsglei­
chungen 

mit der Determinante 

x = Z1 X + l2 Y + l3 Z, 

y = m1X + m2 Y + m3 Z, 

z = n1 X + n2 Y + n3 Z 

lu l2' Zs 
I 
I 

I 

! ml, m2, m3 ! = E 

nl1 n2, n3 i 

zusammenhängt; diese Transformationsgleichungen führen zugleich die 
Form f'(x, y, z) in eine Form 

g(X, Y, Z) = AX2 +BY2 + CZ2 + 2A'YZ + 2B'ZX + 2C'XY (90) 

mit der Determinante D* = E 2D über, wobei 

A = g (1, U, 0) = f'(lu m11 n1) = M/, 

B = g(O, 1, 0) = f'(l2 , m2 , n2) = J'Vl/, 

0 = g(O, O, 1) = f'(l3 , m3 , n3) = M32 

ist, und dirse letztere Form ist eine solche, deren Existenz in dem 
Satze XXII bell(utptet wird. 

Um dies darzutun, bringen wir g(X, Y, Z) zunächst (nach Ana­
logie von (8 7)) auf die Gestalt: 

g(X, Y, Z) =(VA X+ ~· Y + B' z)2 

VA YA . 
+(1 jAB-Ö' 2 Y+ AA'-JJ'('' z)\(1/__ n~. zr 

V A VAVAJJ-C'2 . V ~41J-C 2 . ' 

(91) 

oder, wenn wir die Klammerausdrücke hier der Reihe nach kurz mit 
.=., H, Z bezeichnen, 

(X 1' Z) = =2 I H2 + Z2 g_., ,.., - T ' 

und betrachten nun im Koordinatensystem der x, y, z den durch die 
folgende Ungleichung gegebenen Bereich: 

• .::• H' z• 
h (X, Y, Z) = A + J{ + c <:::: 1 , (92) 

indem wir uns hierin X, Y, Z durch x, y, z ausgedrückt denken. 
Dieser Bereich stellt sich als ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkte in 0 
und dem Punkte P 1 auf der Begrenzung dar; dabei enthiilt er im 
Inneren außer 0 keinen weiteren Gitterpunkt in x, y, z, und zwar aus 
folgenden Gründen: erstens ist für jeden Gitterpunkt ( x, y, z ), der auf 

8* 
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der Geraden durch 0 und P 1 außerhalb 0 liegt, also X < 0, Y = 0, 
Z = 0 hat, offenbar 

h (X, Y, Z) > 1 ; 

ferner ist für jeden Gitterpunkt (x, y, z), der außerhalb der genannten 

Geraden in der Ebene OP1P 2 liegt, also r< U, Z = 0 hat, 

g(X, Y, Z):?; B 

und weil B ::; A, daher ebenfalls 

h(X, Y, Z) ~ 1; 

schließlich ist für jeden Gitterpunkt (x, y, z), der außerhalb der Ebene 

OP1 P2 liegt, also z<o hat, 

g(X, Y, Z)? C 

und weil C > B > A ist, daher wiederum 

h(X, Y, Z) > 1. 

Mit Rücksicht darauf gilt für das in den x-, y-, z- Koordinaten ge­
messene Volumen J des Ellipsoids (92) nach dem Satze XX' über die 
dichteste Lagerung von Ellipsoiden notwendig die Ungleichung: 

(93) 

Nun ist 

J = 1. d. (:r, y, z) ·l= 7H dZ I • J.~~· 
1dr= H Zl r - r ' 
I ,-, ' , " 

wobei das dreifache Integral über den Bereich (92) zu erstrecken ist, 

also gleich 4
3tt y ABC kommt; andererseits ist 

hieraus folgt: 

d(x, y, z) 
d(:ö, H, Z) 

d(x, y, z) = E 
d(X, Y, Z) ' 

dlß,'!J, z) 
acx,-:Y,:Z) 
d(~H,:Z)' 
d(X, Y,Z) 

d(:ö, H,Z_)_ = EYD· 
d(X, Y,Z) ' 

J=h1/ABC 
3 V D 

und dies führt, in (93) eingesetzt, zur folgenden Ungleichung für die 
Koeffizienten A, B, C: 

ABC~2D, (94) 

wie eine solche in dem Satze XXII verlangt wird. Weiter erkennen 
wir, wenn wir die Koeffizienten bei Y2 und h2 in (90) und (91) ver­
gleichen, daß jedenfalls 
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AB- 0' 2 
B > ---- ----

= A ' 

sem muß, und hieraus folgt: 

ABC ::::0: D* = E 2D, 
was sich mit (9-!) nur so vereinbaren läßt, daß die ganze Zahl E 
gleich ± 1 ist; letzteres ist aber damit gleichbedeutend, daß die 
Form g(X, Y, Z) mit jener t\x, y, z) arithmetisch äquivalent ist, wo­
durch für g (X, Y, Z) die zweite im Satze XXII postulierte Eigen­
schaft hervorgeht und also nunmehr der Satz selbst vollständig be­
wiesen erscheint. 

vVir können uns die zur Form f" (x, y, z) vermöge der Transfor­
mation (88) in § 19 gehörenden Variabeln ~~ r;, s als gewöhnliche 
rechtwinklige Koordinaten im Raume denken, wobei wegen der Kon­
stanten in dieser Transformation das Grundparallelepiped in x, y, z 

ein völlig allgemeines Parallelepiped bildet. Alsdann aber stellen V D 
das Volumen dieses Parallelepipeds und VA, VB, VC die Längen von 
UP11 UP2 , OP3 im gewöhnlichen Sinne vor und wir können danach 
dem Theoreme XXII die folgende geometrische Einkleidung geben: 

XXII'. Ein beliebiges parallelepipedisches Zahlen.r;itter im Raume 
liißt sich stets nach einem solchen Grundparallelepiped anordnen, m 
tcelchem das Produkt aus den Längen der drei J(antcn nicht größer ist 

als das V2-fitclte des Volumen:; des Onuul]JW-rlllelepi]Jed::;. 



Viertes Kapitel. 

Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 
Wenn auch die in den vorausgehenden Kapiteln angestellten 

Untersuchungen ein selbständiges Interesse beanspruchen dürfen, so 
wird ihr Wert jedenfalls durch den Umstand erhöht, daß die dabei 
gewonnenen Sätze eine Reihe von Anwendungen auf die Theorie der 
algebraischen Zahlen, der quadratischen Formen, der periodischen Funk­
tionen gestatten. Einige von den Anwendungen auf die Theorie der 
quadratischen Formen haben wir bereits im Zusammenhang mit den all­
gemeinen Untersuchungen kennen gelernt; hier im folgenden sollen nun 
speziell die Anwendungen auf die Theorie der algebraischen Zahlen 
zur Darstellung gelangen. Es werden sich dabei mehrere Sätze er­
geben, die bisher überhaupt nicht anders, als mit den Hilfsmitteln der 
Geometrie der Zahlen, bewiesen worden sind. 

Der größeren Anschaulichkeit wegen wollen wir uns dabei meist 
auf die Betrachtung der kubischen Zahlkörper beschränken; doch lassen 
sich die Überlegungen, die wir anstellen werden, und die Sätze, zu 
denen wir gelangen werden, durchweg auf Zahlkörper beliebig hohen 
Grades übertragen. Vorerst aber müssen wir den Begriff des alge­
braischen Zahlkörpers selbst in allgemeiner vVeise einführen. Neben 
den ganz elementaren Tatsachen der Algebra werden wir dabei nur 
den Fundamentalsatz der Algebra über die Existenz von n Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung nten Grades und andererseits den Haupt­
satz über die symmetrischen Funktionen von n Größen voraussetzen; 
den letzteren Satz brauchen wir hier in der Fassung, daß jede ganze 
symmetrische Funktion von n Größen mit lauter ganzzahligen Koeffi­
zienten sich aus den n elementarsymmetrischen Funktionen dieser Größen 
durch Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen aufbauen läßt. 

§ 1. Begriff der ganzen Zahl. 
Jede Zahl, welche Wurzel einer algebraischen Gleichung mit 

mtionalen Koeffizienten ist, heißt eine nlgelll'aische Zahl. Die Koeffi­
zienten der Gleichung können wir dabei immer ab ganzzahlig voraus-
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setzen. Eine algebraische Zahl, welche irgend einer Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1 genügt, 
wird eine ganze algebrctische Zahl genannt. 

XXIII. Eine mtionnle Zahl, tcelche algebraisch ganz ist, ist stets 
eine ganze rationale Zahl. Denn genügt eine Zahl 1·/s, wobei r. ;;; 
rationale ganze Zahlen und teilerfremd sind und s positi ,. ist, für }: 
gesetzt einer Gleichung 

xz + alxz-1 + a2:rz-2 + ... + Oz = 0, 

mit ganzen rationalen Koeffizienten a1 , a2 , ••• , a1 , so folgt darans: 

r1 • 1 - =- a 1 r 1- 1 - a.JJ--s- · · ·- a1s1- : 
s - ' 

demnach ist 1·1;s eine ganze rationale Zahl. Sind nun p, q zwei ganze 
rationale Zahlen, die der Gleichung ps- qr = 1 genügen (s. Kap. 1, 
§ 3), so folgt aus (ps -· 1Y = (qrY durch Division mit s, daß L s 
eine ganze Zahl, mithin notwendig s = 1 ist. 

Ganze algebraische Zahlen werden wir in der Folge auch schlecht­
hin [Ianze Zahlen nennen. 

XXIV. Summe, Diff'erenz und Produkt z1cein· ganzer Zahlen sind 
efHm(alls ganze Zahlen. Denn es seien al' a2 , ••• , IX11,, hzw. ß1, ß2, ••• , ß,. 
sämtliche Wurzeln von solchen zwei Gleichungen mit ganzzahligen 
Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1, denen die zwt>i 
vorgegebenen ganzen Zahlen a 11 ß1 hzw. genügen. Dann sind die 
Koeffizienten der nach Potenzen von y entwickelten Gleichung 

s.vmmetrisch einerseits in den an, andererseits in den ßk, folglich -
wie eine zweimalige Anwendung des Hauptsatzes über symmetrisclie 
Funktionen ergibt - ganze rationale Zahlen; dabei ist der höchste 
Koeffizient der Gleichung = 1; daraus folgt, daß jede Wurzel dieser 
Gleichung, insbesondere also auch a 1 + ßu eine ganze Zahl ist. Ent­
sprechend beweist man den Satz für die Differenz und für das Pro­
dukt zweier ganzer Zahlen. 

XXY. Von jeder algehraischen Zahl ist stets ein gewisses .JJlulti­
pllml (iu gezcülwlichem Sinne) eine ganze af.qevraischc Zahl. Denn ge­
nügt die Zahl a für .r gesetzt der Gleichung 

aoxz + l!tJ.z-1 + ... + at = () 

mit ganzen rationalen a0 , ul' ... , a" so ist a0 a eme 'Yurzel y dt>r 
Gleichung 
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welch letztere aus der vorigen Gleichung durch Multiplikation mit 
a01- 1 und Substitution von y für a0 x hervorgeht; folglich ist a0 a 
eine ganze algebraische Zahl. 

Es zerfalle eine ganze rationale Funktion F(x), welch~ zu Koeffi­
zienten lauter ganze rationale Zahlen habe und dementsprechend 
kurz eine ganze yanzzalilige Funldion heiße und welche überdies 1 
zum höchsten Koeffizienten haben soll, in zwei ganze rationale Funk­
tionen von :r mit rationalen Koeffizienten, kur"': in zwei ganze rational­
zahliye Faktoren: 

F(x) = ((:r)g(x), 

wobei wir annehmen können, daß die höchsten Koeffizienten in ((.c) 
und in g(x) gleich 1 sind. Da die sämtlichen Nullstellen von F(:c) 
(d. h. die Wurzeln von F(x) = 0) ganze Zahlen sind, so sind es auch 
alle Koeffizienten in f{x) und in g(x), indem dieselben sich jeweils 
aus gewissen unter den Nullstellen von F(x) durch lauter Additionen 
und Multiplikationen zusammensetzen; df1 nun diese selben Koeffi­
zienten zugleich rationale Zahlen sein sollen, so sind sie hiernach 
(vermöge XXIII) ganze rationale Zahlen. 

XXVI. lYenn also eine ganze ganz,zahlige Funktion mit dun 
hüchsten KoetfizieJden 1 in ein Produkt von .r~nnzen rationa,lzahligc:n 
Funktionen zerfiillt, so n1iissen sich die Koelfizienten der letzteren, so­
uald die hüchsten darmder = 1 gernacht n·orden sind, durcluceg eben­
{illlS als gunze rationale Zahlen enceisen. 

Unter einer irreduziblen Funl.-tiou bzw. irreduziblen Gleichung 
schlechthin wollen wir hier eine solche ganze Funktion f'(x) bzw. 
Gleichung f"(x) = 0 verstehen, die im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreduzibel ist, d. h. wobei f"(x) rationalzahlig ist und nicht in zwei 
ganze rationalzahlige Faktoren mit Graden ;> 1 zerlegt werden kann. 

XXVII. Zn jeder algeuraisrlwn Zahl a gehürt eine völlig bestimmte 
irredaziulr: Glr:ichnng mit dem hüchstcn Koeffizienten 1, 1celcher a qe­
uiigt. Denn es sei F(x) = 0 irgend eine Gleichung mit ganz;en ratio­
nalen Koeffizienten und dem höchsten Koeffiz;ienten 1, welcher die 
zunächst als ganz vorausgesetz;te Zahl a genügt, und es sei n der 
Hrad von F(x). Um vor allem eme irreduzible Gleichung für u 
nach zu weisen, setz;en wir zunächst ganz allgemein 

F(:t) = f{c) g(x) 

an, wo bei f'( :t), g ( x) Funktionen von derselben Besehaffenheit sein 
sollen wie F(x), a sich unter den 'Vurzeln von ((1:) = 0 befinden 
möge und ansdrücklieh auch die Eventualität ((x) = F(x), g(x) = 1 
zugela'Jsen sei. Es läßt sich leicht aus den Koeffizienten von F(-1:) 
l·ine ohere Grenze für die Beträge der sämtlichen ::\ullstellen von F(:r) 
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erschließen; und weil die Koeffizienten von {(x), bei dem eben ge­
machten Ansatze, elementarsymmetrische Funktionen gewisser unter 
den Nullstellen von F(x) sind, so folgen daraus weiter obere Grenzen 
für die Beträge der Koeffizienten von f(x ). Da nun diese letzteren 
Koeffizienten der Reihe der ganzen rationalen Zahlen angehören sollen, 
so läßt sich hiernach von vornherein eine endliche Anzahl von ganzen 
ganzzahligen Funktionen mit Gradzahlen '5 n und dem höchsten 
Koeffizienten 1 angeben, unter denen sich ein jedes hier in Be­
tracht kommende f"(x) notwendig befinden muß. Unter allen diesen 
Funktionen suchen wir nun eine von möglichst niedrigem Grade 
auf, welche in F(x) aufgeht und a zu einer N nilstelle hat; diese 
Funktion ist dann nach der Art, wie sie bestimmt wurde, notwendig 
irreduzibel. Daß es aber keine von dieser verschiedene irreduzible 
Funktion mit dem höchsten Koeffizienten 1 geben kann, welche a zu 
einer Nullstelle hätte, folgt daraus, daß sonst die betreffenden zwei 
Funktionen einen größten gemeinsamen Teiler von mindestens erstem 
Grade haben mUßten, welcher durch rationale Operationen bestimmbar, 
also rationalzahlig wäre und sowteh einen Divisor von F(x) mit a 
als N nilstelle von noch niedrigerem Grade, als hier möglich, vorstellen 
würde. 

Der so für ganze Zahlen a bewiesene Satz llißt sich nunmehr 
durch Vermittlung des Satzes XXV auf beliebige algebraische Zahlen 
übertragen. 

§ 2. Der kubische Körper. 

Es se1 die algebraische Zahl 0 als eine bestimmte 'Wurzel emer 
irreduziblen kubischen Gleichung 

f(t) = t3 + at2 + ut + c = 0 (1) 

festgelegt. Die Gesamtheit der Zahlen, welche sich als rationale 
.Funktionen von 0 mit rationalen Koeffizienten darstellen lassen, bildet 
den Köi]!er oder Rationaliti.itsuereich voll 0. '\Vir bezeichnen denselben 
mit K(O). Jede Zahl w dieses Körpers erscheint also in der Form 
g ( 0)/ h ( 0), wo g( 0), h( 0) ganze mtionalzahlige Funktionen des Argu­
ments sind und h(O) + 0 ist. Da die Funktionen f(t) und h(t) 
wegen der vorausgesetzten Irreduzihilitiit von {(t) und wegen h(O) + 0 
keine ganze Funktion von t von einem Grade =:; 1 als gemeinsamen 
Teiler haben können, so lassen sich nach einem bekannten Satze 
zwei weitere ganze rationalzahlige Funktionen F(t), H(t) derart er­
mitteln, daß identisch in t 

P(t) t'(t) + H (t) h (t) = 1 

wird; daraus folgt dann für t = 0: 
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was m 

eingesetzt, 
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1 
h c&) = H(O), 

m = grfJ) 
h (0) 

w = g(OJ H(O) 

ergibt. Da ferner eme jede ganze Funktion von 0 sich mittels der 
Gleichung 

03 = - a 02 - b 0 - c 

auf eine ganze Funktion von niedrigerem als dem dritten Grade redu­
zieren läßt, so folgt weiter, daß jede Zahl w in K ( 0) sich in der Form 

(jJ = p + (j (} + 1"02 (2) 

darstellen läßt, wobei p. q, r rationale Zahlen sind. Diese DMstellung 
ist eindrutig; denn wäre zugleich 

w = p* + q*O + r*0 2 

mit ebenfalls rationalen p*, q*, r*, so würde 

p- p*+ (q-q*)O + (r-1·*)02 = 0 

folgen und dies kann wegen der Irreduzibilität von (1) nur so statt­
finden, daß 11* = 11, q* = q, r* = 1· ist. Umgekehrt ist es klar, daß 
jede Größe (2) mit rationalen p, q, r zum Körper K(O) gehört. Mit­
hiu hildet der Kijrper K(O) den Inbegriff" aller Größen t•on der Form 
ZJ + qO + 1·82, tcobei p, q, 1· lH:liel1ige mtionalr Zalden sind. -

Sind 0, 0', 0" die drei Wnrzeln von (1), die wegen der lrredu­
zibilitiit von (1) gewiß untereinander verschieden sind, so nennen wir 
die drei Zahlen 

w = p + qO + r02, w' = 71 + qO' + r0' 2, w" = 11 + rzO" + r0"2 

untereinander konjuyim·t. 
\Vegen der Irreduzibilität von f'(t) wird jede rationalzahlige 

Gleichung, welcher 0 genügt, auch durch 0' und ()" erfüllt sein. Ist 
nun w in irgend einer von (2) verschiedenen Weise als rationale 

Funktion von 0 dargestellt, w = 11 + q 0 + r 02 = ~ ~~~, so besteht da­

mit eine rationalzahlige Gleichung für 0 und darf in dieser 0 durch 
0' und durch (}" ersetzt werden; es folgt daher, daß dann stets auch 

g (0") " 
h cO"J = oJ 

gelten wird. Begegnet man ferner einer rationalzahligen Gleichung 
für w, so genügen derselben Gleichung auch w' und w". Ist w selbst 



§ 2. Der kubische Körper. 123 

rational, so muß in der Darstellung (2) wegen ihrer Eindeutigkeit 
notwendig m = p, q = 0, r = 0 sein, und wenn speziell m = 0 ist, 
so muß zudem p = 0 sein. Drei konjugierte Zahlen sind danach 
entweder sämtlich = 0 oder sämtlich =\= 0, und überhaupt, wenn eine 
von ihnen rational ist, so sind sie sämtlich untereinander gleich. 

Aus der Definition der ganzen algebraischen Zahl folgt nun ml­
mittelbar, daß wenn eine Zahl OJ ganz ist, auch die dazu konju­
gierten Zahlen m', m" ganz sind. 

Das Produkt der drei konjugierten Zahlen m, m', m" heißt die 
Norm von m, in Zeichen: Km m; dieseihe ist als symmetrische Funktion 
von 0, ()', 0" eine rationale Zahl; falls dabei m eine ganze Zahl =\= 0 
ist, muß Nm m eine ganze mtiouale Zahl =F 0, also iusl1esondere 'con 
Betrage einem ~ 1 sein. -

Aus irgend einem Vielfachen von 0, aus 20, 30, ... , geht offenbar 
derselbe Körper, wie aus O, hervor. Da wir nun nach XXV ein solches 
Vielfaches von 0 bestimmen können, das eine ganze Zahl ist, so 
werden wir hier ohne wesentliche Beschränkung annehmen dürfen, daß 0 
selbst eine ganze Zahl ist, also o. b. c in (1) ganze rationale Zahlen 
sind. Daß sich unter dieser Voraussetzung aus (2) mittels ganzer ratio­
naler p. q. r lauter ganze Zahlen m des Körpers ergeben, ist klar; es 
fragt sich nur, ob es in K(O) nicht auch andere ganze Zahlen gibt, 
die aus der Form (2) mittels gelwocheuer rationaler p. q, 1· hervorgehen. 

Um diese };~rage zu beantworten, bedienen wir uns eines geometrischen 
Bildes {ii1· die Zahlen in K(O). Wir beziehen diese Zahlen auf Punkte 
im Haume, indem wir ein räumliches System von Parallelkoordinaten 
X, r, Z zugrundelegen und einem Punkte (X, 1~ Z) jeweils die Größe 
X + YO + Z02 zuordnen. Einem jeden Punkte mit rationalen Ko­
ordinaten X, Y, Z entspricht alsdann eine Zahl in K(O) und umge­
kehrt. Es ist klar, daß hierbei jedem Gitterpnnlde in X, r, Z eine 
ganze Zahl in K(O) entsprechen wird; das Umgekehrte läßt sich aber 
nicht behaupten und wird auch im allgemeinen nicht der Fall sein. 
Jedenfalls leuchtet es ein, daß wenn ein Punkt (X 1~ Z) einer ganzen 
Zahl in K(O) entspricht, dann auch jeder zu (X, 1~ Z) in unserem 
Gitter homologe Punkt, d. h. ( vgl. S. 84) jeder Punkt, dessen Koordi­
naten von den bezüglichen X. Y. Z um ganze rationale Zahlen differieren, 
eine ganze Zahl in K( 0) vorstellen wird. Mit Rücksicht darauf können 
wir uns gegenwärtig auf die Betrachtung jener ganzen Zahlen in KUi 1 

besc~ränken, deren zugehörige Punkte (X, 1', Z) in dem durch 

O<X<1, O<:::Y<l, ü<Z<l 

definierten Grundparallelepiped unseres Gitters liegen; aus allen dazu 
homologen Punkten, und nur aus diesen, ergeben sich dann sämtliche 
übrige ganze Zahlen in K( 0). 
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Nun ist es zunächst leicht einzusehen, daß im Grundparallel­
epiped (B) nur eine endliebe Anzahl von Punkten (X, Y, Z) vor­
handen sein kann, welche ganzen Zahlen w = X+ YO + Z8 2 ent­
sprechen. Bilden wir nämlich für eine in dieser Weise dargestellte 
ganze Zahl w die Gleichung 

14) 

so hat dieselbe zu Koeffizienten Größen, welche als symmetrische 
F nnktionen der Größen (), 8', ()" rationale Zahlen werden; für die 
Flille, wo X. Y, Z dem Bereiche (3) angehören, können wir ferner, 
eben mit Rücksicht auf (3) und mittels einer oberen Grenze für die 
Beträge von 0, 0', ()", ganz bestimmte obere Grenzen für die Beträge 
der Koeffizienten in i.P(t) angehen; da nun diese Koeffizienten als 
rationale und zugleich ganze algebraische Zahlen sieh als ganze 
rationale Zahlen erweisen müssen, so folgt daraus, daß es nur eine 
endliche Anzahl von solchen Gleichungen ( 4) gehen kann, welche 
ganzen Zahlen w und dabei Punkten (X, Y, Z) ans dem Bereiche (3) 
entsprechen; hierans geht dann umgekehrt benor, daß nur eine end­
liche Anzahl von solchen ganzen Zahlen w existieren kann, für welche 
X, Y, Z sämtlich ~ 0 uml < 1 sind. 

\Vir können Jltm eine Adaption des Systems aller jener Punkte 
(X, Y, Z), welche den ganzen Zahlen in K({}) entsprechen, in bezug 
auf das Gitter der X. l~ Z genau nach der in Kap. III § 14 darge­
legten Methode vornehmen. \Vir kommen dann zu dem Ergebnis, 
daß die Gesamtheit der ganzen Zahlrn in K( 0) zn ihrem yeometrischen 
Bilde 1rieder ein parallelepipedisclt auzuordnendes Punktsystem. also ein 
Z ahlengittcr hat oder, wie 1cir in solchen Füllen sagen 1wllen, eiaen 
. .Jfodul" l1ildet. vVir können niimlich, wie jetzt einleuchtet, unter 
allen jenen Punkten, welche gan",en Zahlen in K( 0) entsprechen, zu­
niichst auf der positiyen X-Achse einen dem Nullpunkte 0 am näch­
sten gelegenen Punkt A finden, weiter außerhalb der X-Achse in der 
Halbebene Y > 0 der XY-Ebene einen Punkt B bestimmen, welcher 
der X-Achse möglichst nahe liegt, schließlich außerhalb der XY-Ebene 
im Halbraume Z > 0 einen Punkt I ermitteln, welcher möglichst nahe 
an der X Y- Ebene liegt. Wenn wir nunmehr aus dem Tetraeder 
0 AB I in der üblichen Weise Koordinaten .c. y, z ableiten, indem wir 
für einen beliebigen Punkt 8 des Raumes die vektorielle Bei\iehung 

OS= .L • OA + y · OB+ z · 01 

anset",en, und wenn wir andererseits mit w1 , w2 , Wu diejenigen gan",en 
Zahlen in K( ()) bezeichnen, welche den Punkten A, B, I in dem fest­
gelegten Sinne bzw. entsprechen, <lann stellt jeder Gitterpunkt in 
,,., y, z offenbar eine ymzzc Zahl, und 1\War 
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w = XuJ 1 + yw2 + zm3 (6) 

vor. Aber auch umgekehrt entspricht dann jeder ganzen Zahl in K( e I 
ein Gitterpunkt in :r, y, z; denn würde irgend einer solchen Zahl ein 
Punkt mit nicht lauter ganzzahligen Koordinaten x, y, z entsprechen, 
so würde sich aus demselben durch eine entsprechende 'l'ranslation 
ein Punkt im Grundparallelepiped OABr des x-, y-, z-Gitters, also mit 
0 <::::_ x < 1, 0 ~ y < 1, 0 .<::: z < 1, ergeben, welcher einer ganzen Zahl 
ent~präche undnicht mit dem Punkte 0 zusammenfiele, was der Art und 
Weise, wie die Punkte A, B, r bestimmt wurden, widersprechen würde. 

XXVIII. Wir haben hiermit festgestellt, daß in einem ktibischcn 
Körper sieh immer drei ganze Zahlen w1 , m2 , w3 deml't angeben lassen 
(und ztcar off'enbar att{ unendlich viele lYeisen), daß durch dieselben 
jede ganze Zahl des Kürpers sich in der Form (5) mit ganzen ratio­
nalen x, y, ,z eindeutig darstellt. Drei Zahlen im kubischen Kiirper 
von dieser Eigenschaft nennt man eine Basis im Körper. 

Sind dann m/, wt; w2', w2": w3', w3" die zu m1 , m2 , w3 bzw. kon­
jugierten Zahlen, so ist es einleuchtend, daß auch w 1', w._/, w3' eine 
Basis im Körper K( 8'), ebenso w1", wt, w3" eine Basis im Körper 
K (0") bilden. 

Eine der obigen analoge Betrachtung läßt sich für einen Körper 
beliebig hohen Grades durchführen. Es stellt sich dann allgemein 
die Tatsache heraus, 

XXVIII'. daß in einem Körper vom Grade n, d. h. in einem 
Rationalitätsbereich, u·elcher aus einer lVnrzel einer irreduziblen Glei­
chung n -ten Grades entspringt, sich eine Basis, bestehend aus n fJanzen 
Zahlen, angeben läßt, derart, daß durch diese n Zahlen jede ganze 
Zahl des Köi]Jers sich linear lwnwgen mit yanzzahligen mtionalcn 
Koeffizienten, und zu·ar auf' eindeutige Weise, darstellen lüßt. 

§ i\. Diskriminante •les Körpers. 

Wir suchen nun nach einem einfachen Kriterium dafür, wann 
drei beliebig gegebene von Null verschiedene ganze Zahlen OJ1l w"' w3 

eines kubischen Körpers K(Ol eine Basis in diesem bilden. Damit 
solches der Fall sei, dürfen vor allem die drei Punkte, welche im Ko­
ordinatensystem der X Y. Z (vgl. § 2) den drei Zahlen mu w,u w3 bzw. 
entsprechen und etwa die Koordinaten liu qu r 1 ; p 2 , q2 , r"; }!3 , q:J, r3 

haben mögen, mit dem Nullpunkte nicht in einer Ebene liegen; es 
muß also 

Pu p~, lis 
ql' q~, q'J =i=O (\5) 

l'u rj, 1':1 
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sem. Gehen w1r nun von den Zahlen 

w1 = p1 + q1 0 + r1 (J2, 

w2 = P2 + q20 + r202, 

w3 = p 3 + q3 0 + r3 02 

zu Jen dazu bzw. konjugierten über, und zwar 

wi' = P! + q1 ()' + rl ()'2, wl" =PI+ ql ()" + rl ()''2, 

wz' = P2 + q20' + ~"2 0'2, w2" = P2 + q2 ()" + ~"2 ()" 2, 

ws' = Ps + qs 0' + ~"s ()' 2, ws" = Ps + q3 ()" + rs 0'' 2, 

und bilden wir die Determinante 

Wu (02' Ws . 1, ()' 
()2 Pu p2, 

A(w11 w2, w.:) = ro/, m./, ' 1, Wg ()' 
' 

()'2 ql) q2, 
" " " [1, ()" ()"2 

, rl' wl ' Wz ' 
Wg ' r2, 

so wird, sobald die Bedingung (Ii) erfüllt ist, wegen 

1, o, ()2 I 
I 
I 

1, ()' 
' 

0' 2 ! = - ( () - 0' )(0 - ()" )( ()'- ()") + 0 

. 1, ()" 
' 

()"21 
auch 

Ps 
q3 
r3 ! 

(1) 

sein; umgekehrt hat ('i) notwendig die Ungleichung \6) zur Folge. 
Anstatt der Determinante Cl. wollen wir nun das Quadrat hiervon in 
Betracht ziehen, 

A 2 (w11 w2 , w3) = D(w11 w2 , w3), 

welches als ganze algebraische Zahl und zugleich symmetrische Funktion 
von 0, 0', ()" eine ganze mtionale Zahl ist; diese Zahl soll die Diskri­
minante der Zahlen w 11 w2 , w3 heißen. Als erste, mit der Ungleichung 
( G) gleich bedeutende Bedingung dafür, daß w1 , w2 , w3 eine Basis 
bilden, erkennen wir nunmehr den Umstand, daß die Dis!.:riminwde 
dieser drei Zalden + 0 sei. 

Drei Zahlen in K( 0) von der letztgenannten Eigenschaft werden 
voneinander wwuhiingig genannt. 

Die Diskriminante einer Basis besitzt nun noch eine weitere 
wesentliche Eigenschaft, durch welche sie unter den Diskriminanten 
>On Tripein unabhängiger ganzer Zahlen überhaupt ausgezeichnet 
wird. Angenommen nämlich, es stellen die ganzen Zahlen w1 , w2 , w3 

eine Basis in K (0) vor und es seien .!~1 , Q 2 , .!~3 irgend welche drei 
voneinander unabhängige ganze Zahlen in K(O); dann drticken sieb 
die letzteren durch die ersteren in der Form 
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.Ql =At wl + Bt w2 + Ct ws, 

.Q2 = A2 wt + B2 w2 + C2 w3, 

.Qs = As wt + Bs w2 + C3 Ws 

aus, wobei A 11 B 11 •.. , 0 3 ganze rationale Zahlen sind, und gleich­
zeitig übertragen sich diese drei linearen Beziehungen auch auf die 
zu wu ... , .Q3 konjugierten Werte w/, ... Q 3' bzw. w/', ... .Q3"; aus 
dem ganzen System der neun linearen Gleichungen folgt sodann: 

. At, 

D(.Q1 , .Q2 , J~3) = D(wu w2 , w3) · · Bu 

Cu 

A2, 
B2, 

02, 

As ,2 
B.~. 

o, 

0. 
3 ! 

Die hier an letzter Stelle stehende Determinante ist eine ganze ratio­
nale Zahl und von Null verschieden, da die linke Seite =F 0 ausfallen 
soll; ist diese Zahl = ± 1, dann lassen sich w0 w 2 , w3 und hiermit 
weiter alle ganzen Zahlen in K(O) auch durch .Qu .Q2, .Q3 linear 
homogen mit rationalen ganzen Koeffizienten darstellen, es bilden 
dann also auch .Q1, .Q2, S~3 eine Basis in K(O); ist dagegen die be­
sagte Determinante dem Betrage nach > 1, dann können die Koeffi­
zienten der linearen Darstellung von w0 w2, w3 durch .Qu .Q2 , .Q3 

nicht sämtlich ganzzahlig sein, also stellen J~u .Q2 , J~3 in diesem 
Falle keine Basis vor. 

XXIX. Hieraus folgt unmittelbar, daß sämtliche Basen eines 
1.-ttbischen Kürpers eine und dicscll!C Diskriminante haiJen. trelche unter 
allen Diskriminanten vvn je drei 1maiJhiingigen ganzen Z1thlen des Kör­
pers den kleinsten Betrag hat und zayleieh gemeinsamer Teiler aller 
solcher Diskrimt'nanten ist. Dieselbe wird kurzweg die Diskriminante 
des Körpers genannt. 

Ein ganz analoger Satz läßt sich für jeden algebraischen Zahl­
körper, von beliebig hohem Grade, beweisen. 

Wir werden nunmehr zur Darstellung der Zahlen in einem ku­
bischen Körper K(O) ausschließlich die Form 

w = xw1 + yw 2 + zw3 

mittels emer BaRis brauchen und mit Rücksicht darauf eme solche 
Form eine Basisf(mu fi:ir K( 0) nennen. 

§ 4. Eine Eigenschaft tler Diskriminanten von Zahlkörpern. 

Es gilt der folgende wichtige Hatz: 
XXX. Die Diskriminante eines algehraischen Zahlkürpers, ausge­

nommen den KÖI]Jer der rationalen Zahlen, ist immer dnrch tceniystens 
eine Primzahl teilbar. 
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Um diesen Satz für einen kubischen Körper K(8) zu beweisen, 
unterscheiden wir, ob die drei konjugierten Körper K(8), K(8'), K(8") 
alle reell sind oder zwei derselben, etwa K(8) und K(O'), konjugiert­
komplex und der dritte, K(O"), reell ist, mit anderen Worten, ob die 
Diskriminante D von K(8) positiv oder negativ ist. 

Im ersteren Falle bilden wir mittels der Basen w1 , w 2, w3 ; 

w/, w/, w3'; wt, w2", wt in den drei konjugierten Körpern K( 8), K( 0'), 
K( 0") die drei linearen Formen 

~ = xw1 + yw2 + zw3 , 

11 = xw1' + yw2' + zw3', (8) 

~ = xm1" + yw2'' + zw3", 

deren Determinante ± yD ist, und wenden auf dieselben den Satz IV 
aus dem ersten Kapitel an, mit der Verschärfung, die wir diesem 
Satze in § 10 desselben Kapitels gegeben haben. Darnach gibt es 
ganze rationale Werte x, y, z, die nicht alle verschwinden und für 
welche 

(9) 

wird; zugleich wird keiner dieser drei Beträge verschwinden, denn 
die Null läßt sich durch eine Basis wegen der Eindeutigkeit der Dar­
stellung nur in der Weise mit rationalen Koeffizienten x, y, z dar­
stellen, daß diese Koeffizienten sämtlich verschwinden, was hier aus­
geschlossen ist. Es gibt denmach in K(O) eine ganze Zahl ~ von der 
Eigenschaft, daß 

0 < , Nm~ · = ~'I s • < yD (10) 

ist. Da nun die Norm einer von Null verschiedenen ganzen Zahl eine 
rationale ganze Zahl =\= 0 ist ( vgl. S. 123), so ist dabei notwendig 

und daher folgt aus (10): 
I~ 'IS I ~ 1' 

D>l. 
:Mithin muß ]) mindestens eine Primzahl als Faktor enthalten. 

Im zweiten Falle, D < 0, zerlegen wir die Formen ~~ 'I in ihre 
reellen und imaginären Bestandteile, wie folgt: 

t='P_+ilfJ 
s y2 ' 

'P- i'ljl 
lj = y2 (11) 

Die drei reellen Formen rp, 1/J, s haben soclann dem Betrage nach 
dieselbe Determinante wie die l<'ormen ~' 17, s (vgl. Kap. III § 8), und 
indem wir auf sie wieder den vorhin herangezogenen Satz anwenden, 
erkennen wir, daß drei ganze rationale Zahlen x, y, z existieren 
müssen, die nicht alle verschwinden und für welche 
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1 IP 1 < v::..... n, 11/1 < v=- n, s ~ v- n (12) 

wird. Für drei solche Werte x, y, z wird somit, mit Rücksicht 
noch auf 

und darauf, daß ~' r;, s für eben diese x, y, z von Null verschieden 
ausfallen müssen, die Ungleichung bestehen: 

da nun gleichzeitig 

wird, so folgt hiernach: 

was zu zeigen war. 

1<1Nm~l 

1 <-D, 

Mit Hilfe entsprechender unter den in Kap. III §§ 9, 10 ge­
wonnenen Sätzen, zu welchen uns die Betrachtung des Oktaeders und 
des Doppelkegels geführt hat, lassen sich für die Beträge der Dis­
kriminanten kubischer Körper höhere untere Grenzen, als die niemals 
angenommene Grenze 1, angeben. Im ersteren der beiden unter­
schiedenen F~ille (IJ > 0) können wir auf die Formen ~~ t), s den Satz 
XVII' anwenden; darnach gibt es rationale ganze Zahlen x, y, z, die 
nicht alle verschwinden und für welche 

wird; hieraus folgt: 
]) > 81 

4 ' 
also 

]) ?:. 21. (13) 

Im zweiten Falle (JJ < 0) gibt es nach dem Satze XVIII' rationale 
ganze Zahlen x, y, z, die nicht alle verschwinden und fiir welche 

wird; daher ist un zweiten Falle 

also 

81 :n:' 
-]) > 64 ' 

-]) > 13.*) ( 14-) 

Die hier durchgeführte Betrachtung läßt sieh auch auf Körper 

*) Tatsächlich ist nicht 21 resp. - 13, sondern 49 resp. - 23 der absolut 
kleinste Wert, welchen eine positiYe bzw. uegatiYe Diskriminante eines knbi;chen 
Körpers annehmen kann. 

l\1inkowaki, diophant. Approximationen. 
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beliebig hohen Grades in Anwendung bringer1. Man findet dann all­
gemein, daß 

XXXI. fiit· einen Körper n-ten Grades, bei welchem die erzeugende 
irreduzible Gleichung n-ten Grades 2 s imaginäre nnd n- 2 s reelle 
Wurzeln hat, 

D [( "')'' u" ]2 > ,( 1 : 2 . 3 .. :-)~ 

:.?rt--_!___ 

> ( "'4 ) ~' e ,; " 
2nn 

(15) 

ist.*) Diese untere Grenze von 1 D I ist eine mit der Zahl n über 
jede Grenze hinaus wachsende Größe, so daß zu jeder noch so großen 
positiven Zahl G sich eine ganze positive Zahl n derart angeben 
llißt, daß bei den Körpern höheren als n-ten Grades Diskriminanten 
von einem Betrage < G gewiß nicht vorkommen. 

Endlichkeit der Anzahl der zu gegebener Diskriminante 
g('hörigen Körper. 

XXXII. Es gibt nwr eine endliche Anzahl von btlJisdwn Körpern, 
1ulche eine gegebene Zahl D zur Dish·im inante haben. 

Ehe wir diesen Satz beweisen, suchen wir zunächst die folgende 
Frage zu entscheiden: Wenn w irgend eine Zahl im kubischen Körper 
K(O) ist, unter welchen Umständen wird dann der aus w hervor­
gehende Rationalitätsbereich K(w) mit dem Körper K(O) zusammen­
fallen? 

Wie bei ( 4) ausgeführt wurde, genügt jede Zahl aus K(O) einer 
rationalzahligen kubischen Gleichung, die irreduzibel oder reduzibel 
sein mag, ist also der Körper K ( w) höchstens vom Grade 3. Wenn 
nun K(w) = K(O) sein soll, so müssen insbesondere die Zahlen 1, 0, ()2 

durch die Zahlen 1, w, w2 linear homogen mit rationalen Koeffizienten 
darstellbar sein; hieraus folgern wir leicht durch Heranziehung der 
zu den in Rede stehenden konjugierten Zahlen, daß dann die Deter­
minante 6. (l, 0, O:!.) (siehe S. 12G) sich als Produkt der Deter-
minante 

1, w, w~ ! 

ß(l,w,w~)= 1, w', w'" =-(w-w')(m-w")(w'-w") 

. 1' ü:/', (!]"2 i 

m eme rationale Zahl darstellen muß. Darnach muß dann die De-

*J Zur Ableitung dieses Satze,; vgl. ~Iinkowski, Geometrie der Zahlen, 
H. 134. 
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terminante ~ (1, w, w2) notwendig + 0 und also müssen die Zahlen 
w, w', w" untereinander verschieden sein. Ist umgekehrt die letztere 
Bedingung erfüllt und damit auch ~ (1, w, w2) + 0, so ist die besagte 
lineare Darstellung von 1, 0, 02 durch 1, w, w2 dann immer möglich 
und daher der Rationalitätsbereich K( w) mit dem Körper K(O) 
identisch. 

Jetzt sei eine ganlr.e rationale Zahl D + 0 vorgelegt; wir fragen, 
ob es kubische Körper mit der Diskriminante D gibt. Nehmen wir an, 
es sei K(O) ein solcher Körper, w1, w2 , w3 eine Basis in demselben, 
g = xw1 + yw2 + zw3 die zugehörige Basisform; ferner seien r;, ~ nach 
( 8) die dem ~ entsprechenden Basisformen in den zu K ( 0) konju­
gierten Körpern. 

Ist D > 0, sind also ~' 'Yj, ~ sämtlich reelle Formen, dann gibt 
es nach dem Satze auf Seite 19 rationale ganze \V erte x, y. z. die 
nicht sämtlich verschwinden und für welche 

g < 1, Ii:! < 1 vn = 

wird; andererseits muß für diese \Verte x, y, z 

sem; daher wird zugleich notwendig 

I~ > 1 

(16) 

(17) 

und also ~ sicherlich von ; und 11 verschieden ausfallen. Infolgedessen*) 
wird die erhaltene ganze Zahl ~ nach dem kurz vorhin Gesagten in 
ihrem Rationalitätsbereich K(s) den Körper K(O) vollständig erzeugen. 
Nun folgen aus den Ungleichungen (16) obere Grenl'-en für die Beträge 
der rationalen ganzen Koeffilr.ienten in der Gleichung 

(t- sJ(t-,,)(t- t) = o, 
hierin unter ~' 'I, ~ die eben ermittelten speziellen Werte verstanden; 
für diese Gleichung und also auch für den Wert von ~ hierin kommen 
darnach bei gegebenem D von vornherein nur eine endliche Anzahl 
von Möglichkeiten in Betracht; daher kann es auch nur eine endliche 
Anzahl von kubischen Körpern mit der positiven Diskriminante D 
geben. 

Im Falle D < 0 seien 

nären und s die reelle der 

- rp + i1J' rp- i1J! d' . . . " = ---- · r1 = -· -- 1e zwe1 nnacr1-
" y2 ' y2 "' 
drei konjugierten BasisformeiL ·wir wen-

•') Von selbst kann nunmehr auch nicht ~ = 1J sein. Denn die (Heichung 
(t- ~) (t- IJ) (t- f;) = 0 ist entweder irreduzibel und sind ~. 'i• ~ durchweg ver­
schieden, oder es ist wenigstens eine ·wurzel darunter rational und dann gilt 
~=rJ=f:. 

9* 



132 IV. Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 

den den erwähnten Satz von S. 19 diesmal auf die .Formen rp, __j>__' s, 
V-D 

unter Auszeichnung der zweiten Form, an; darnach gibt es ganze 
rationale Werte x, y, z, die nicht sämtlich verschwinden und 

i rp I< 1, _ _1/JJ_ < 1 I s i < 1 v-n'- ' 
ergeben. Andererseits wird für diese "VVerte x, y, z 

1~ 1/sl > 1 
sein, und darin haben wu 

' i l~ 
I ~ I = i l) I = V --2 2------ . 

(18) 

Hieraus folgt, mit Rücksicht auf die dritte der Ungleichungen (18), 

l~l=it!l>1 

und alsdann, mit Rücksicht auf die erste der Ungleichungen (18), 

11/1 > 1; 

es sind daher ~ und 11 untereinander verschieden, andererseits beide 
von s verschieden, so daß die erhaltene Zahl ~ in ihrem Rationalitäts­
bereiche den Körper K(O) vollständig erzeugen wird. Hieraus folgt 
auf Grund derselben Überlegung, wie vorhin, die Richtigkeit des zu 
beweisenden Satzes. 

Bei Körpern höheren als dritten Grades wird ller Beweis des zu XXXII 
analogen Satzes denselben Gedankengang befolgen. Nur kommt da, 
wenn man nach den zur Erzeugung eines Körpers geeigneten Zahlen 
desselben fragt, deutlicher als schon vorhin noch ein besonderer Um­
stand in Betracht, der jetzt an dem Beispiel eines Körpers vierten 
Grades beleuchtet werden möge. Dieser entspringe aus einer Zahl 0 
und es seien 0', 0", ()'" die übrigen Wurzeln der irreduziblen Glei­
chung für (); w = X r 0) sei eine Zahl in J( ( 0) und die dazu konjugierten 
Zahlen seien w' = X ( 0'), w" = X ( 0"), w"' = X ( 0"'). Finden sich unter 
diesen vier Zahlen irgendwie zwei gleiche, so wird die biquadratische 
rationalzahlige Gleichung, der diese Zahlen genügen, 

F(t) = (t- w) (t- w'J(t- w") (t- w"') = 0 

reduzibel. Ist nun g(t) irgend ein irreduzibler Faktor der linken 
Seite und etwa so, daß für ihn 

g ( w) = g !x ( 8 J l = o 
ist, so folgt dann, da die Gleichung mit den Wurzeln 0, 0', 0", 0"' 
irreduzibel ist, auch 

.olx(O')l = g(w') = 0, g[x(O")] = y(w") = u, glx(O'")] = g(w"') = 0, 
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so daß notwendig jeder irreduzible Faktor von F(t) auf g(t) hinaus­
kommt, daher F(t) als eine Potenz von g(t) erscheint. Wenn also 
unter den Werten w, w', w", w"' sich zwei gleiche finden, so kommt 
jeder Wert darunter gleich oft vor, also insbesondere w selbst not­
wendig mehr als einmal. Um sicher zu sein, daß K(w) mit K(O) 
identisch ist, genügt es danach festzustellen, daß die eine Zahl w von 
jeder der zu ihr konjugierten verschieden ist. 

Diese Überlegung gilt analog für Körper beliebig hohen Grades. 
Ein Körper von einem Grade n wird durch eine beliebige solche 
unter seinen Zahlen, die von den sämtlichen n - 1, zu ihr bezüglich 
des Körpers konjugierten Zahlen verschieden ist, vollständig erzeugt. 

Um nun den Satz XXXII für einen Körper beliebigen Grades n zu 
erzielen, kann man ähnlich, wie bei kubischen Körpern, verfahren, 
unter Anwendung des Satzes, daß man bei n reellen linearen Formen 
mit <1er Determinante 1 durch gewisse ganzzahlige rationale Werte der 
Variablen, die nicht alle verschwinden, n - 1 Formen dem Betrage 
nach < 1 und die n-te noch ;<: 1 machen kann. Dabei hat man, von 
den Basisformen der n konjugierten Körper ausgehend, entweder, wie 
bei kubischen Körpern mit positiver Diskriminante, die Basisform 
irgend eines reellen Körpers oder, wie bei kubischen Körpern mit 
negativer Diskriminante, den imaginären Teil der Basisform eines 
komplexen Körpers mit geeignetem Faktor als die n-te Form ein­
zurichten, um dann mit Sicherheit auf eine Zahl des vorgelegten 
Körpers zu kommen, die von allen zu ihr konjugierten verschieden ist. 

§ 6. Einheiten. 

Unter einer Einheit versteht man eine ganze algebraische Zahl, 
deren reziproker \\7 ert ebenfalls eine ganze Zahl ist. 

Es ist einleuchtend, daß ein Produkt beliebig vieler Einheiten, 
ebenso eine Potenz einer Einheit mit beliebigem rationalem ganzem 
Exponenten stets ebenfalls eine Einheit ist. 

Genügt eine Zahl E einer irreduziblen Gleichung 

a0 1J + a1 c1- 1 + · · · + a 1_ 1 E + a1 = 0, ( a0 > 0) 

deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, so ist die daraus 
folgende Gleichung für 1 E, 

(( l ( ~ y + (ll - 1 ( + y- 1 + . . . + (11 E + (( 0 = () 

t>benfalls irreduzibel; wenn nun E eine ganze Zahl ist, so haben wir 
a0 = 1, und wenn 1 E ebenfalls eine ganze Zahl ist, gleichzeitig 
a1 = ± 1. :Mit c zugleieh sind dann alle Wurzeln der Gleichung 
Einheiten. 
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§ 7. Einheitswurzeln in einem Zahlkörper. 

Es sei s eine Einheit in einem Körper K (0), den wir diesmal 
als biquadratischen Körper annehmen wollen; s', s", s"' seien die zu s 
konjugierten Zahlen bzw. in den zu K(O) konjugierten Körpern K(O'), 
K(O"), K(O"'); alsdann sind 1/s', 1/s", 1/s"' zu 1/s konjugiert und 
daher ebenfalls ganze Zahlen, mithin stellen auch c', s", s"' Einheiten 
vor. Da nun cs's"s"' und 1/cs's"s'" ganze und zugleich rationale, folg­
lich ganze rationale Zahlen sind, so muß notwendig 

Nms = sc's"s"' = ± 1 (19) 

sein. Die letztere Relation ist nun entweder so möglich, daß jede 
der vier konjugierten Einheiten dem Betrage nach = 1 ist, oder so, 
daß ein Teil darunter dem Betrage nach > 1, ein anderer Teil< 1 ist. 

Wir wollen uns zunächst mit den Einheiten spezieller Art be­
schäftigen, für welche alle konjugierten Werte Beträge 1 haben. Ist 
eine der konjugierten Einheiten dabei reell, so ist sie notwendig + 1 
oder - 1 und daher sind dann auch die zu ihr konjugierten Einheite11 
sämtlich = + 1 resp. sämtlich = - 1. Die zwei Werte ± 1 kommen 
offenbar unter den Einheiten eines jeden Körpers vor, und wenn der 
Körper reell ist, so sind dies die einzigen in ihm vorhandenen Ein­
heiten von der speziellen hier betrachteten Art. Dagegen kann es 
in einem komplexen Körper unter Umständen außer diesen zwei noch 
weitere, komplexe Einheiten von jener speziellen Art geben. 

XXXIII. VVir werden nun beweisen, daß die Anzahl sämtlicher 
im Körper vorhandener Einheiten von der besonderen Art, daß sie mit 
allen konjugierten Einheiten Beträge 1 anficeisen, stets endlich ist, fm·ner, 
daß diese besonderen Einheiten lauter Einheitswurzeln sind, d. h. Zahlen, 
welche zu bestimmten ganzzahligen Exponenten erhoben 1 ergeben. 

Für den Beweis nehmen wir K(O), wie oben, als biquadratischen, 
und zwar als einen komplexen Körper an; der Beweis wird sich ohne 
weiteres auf Körper beliebigen Grades übertragen lassen. Denken 
wir uns in K(O) irgend zwei Einheiten E, 'i derart, daß für sie und 
die dazu konjugierten Werte 

1 .s 1 = 1, I s' 1 = 1, 1 s" = 1, s"' 1 = 1, 

I 11 • = 1, I t/ i = 1 , I r/' 1 = 1 , j 1(' = 1 

(20) 

(21) 

gelte, und nehmen wir an, es sei 11 nicht nur von s, sondern auch 
von - s verschieden; dann wird auch 1/ 9= ± s', 1/' 9= ± s", 1/" + ± s"' 
sein.*) Alsdann ist 

*) Hieraus ist evident, daß zugleich mit dem angenommenen komplexen 
1\iß) auch alle dazu konjugierten Körper komplex zu denken 8ind, wofern über-
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O<l2L-=~<'1JI+ Ei =1 
2 2 

. .. !11'- c' I 1 r(- c" und ebenso sind d1e Großen '--- -:--- · · ··· ·· 
2 ' 2 

I ~·"- <'" 
2 

siim tlich 

> 0 und < 1. Infolgedessen ist weiter 

0 < Nm ·~ -;- c < 1 

und es kann daher l(ll- E) keine ganze Zahl sein. Stellen wir also c, 11 
durch eine Basisform des Körpers dar, etwa 

E = pw1 + qw2 + 1·w3 + sw4, 

1) = p*w1 + q*w2 + r*w3 + s*w1 , 

worin p, q, ... , s* ganze rationale Zahlen sind, so dürfen sich hier die 

G ""ß p*- P q*- q r*- r s* - 8 • ht ·· tl" h l Z ll ro en - 2-, ~2--, - 2·-, ·· 2 mc . sam 1c a s ganze a 1 en 

erweisen, und wenn wir sonach die echten Reste der Zahlen p. q. r, s, 
ebenso jene der Zahlen p*, q*, r*, s* mod. 2 bilden, dann müssen die 
beiden so erhaltenen Restequadrupel voneinander verschieden ausfallen. 
Zu einem vorgegebenen Restequadrupel von vier Zahlen p, q, r. ;; 
mod. 2 kann somit in der soeben gekennzeichneten Weise nur ent­
weder ein Paar von Einheiten der betrachteten Art in K(8) gehören, 
und zwar werden dies dann zwei entgegengesetzte Einheiten sein, 
oder es gehört zu dem Restequadrupel keine derartige Einheit in 
K(8). Nun gibt es derartiger Restequadrupel im Ganzen 24 ; dabei 
erscheint noch das Restequadrupel (0, 0, 0, 0) ausgeschlossen, da sonst 
die Hälfte der ihm zugehörigen Einheit eine ganze Zahl wäre, was 
nicht möglich ist, indem die Norm der Hälfte einer Einheit sicher 
< 1 ist. Hieraus folgt als erstes Resultat, daß ein biquadratischer 
Körper gewiß nicht mehr als 2 (.24 - 1) Einheiten c von der Eigen­
schaft ( 20), also jedenfalls nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten 
enthalten kann. 

Bilden wir nun aus einer derartigen Einheit E die Potenzen 
1, s, s2, s3, ..• , so ist jede derselben wieder eine Einheit von dem 
gleichen, durch (20) bezeichneten Charakter; wir müssen daher unter 
diesen unbegrenzt vielen Potenzen auch gleiche Zahlen vorfinden. Sei 
also etwa einmal 

dann folgt daraus: 
Ek-h = 1' 

d. h. c ist eine Einheitswurzel, wa:-; zu beweisen war. 

haupt komplexe· Einheiten jener besonderen Art in K(O) möglich sein soilen; 
denn wäre z. B. K(O'"! reell, so wliren darin notwendig nur die zwei Einheiten 
+ 1 und - 1 vorhanden, es könnte also nicht ~·" =1= ± <"' sein. 
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Die hier durchgeführte Abzählung der Einheiten von der Art (20) 
in einem biquadratischen Körper ist, geometrisch ausgelegt, im Wesen 
mit der in Kap. III, § 6 vorgenommenen Abzählung der Gitterpunkte 
auf einem JJI- Körper gleichbedeutend. 

§ 8. Existenz (ler von Einheitswurzeln versclJie(lenen Einlwiteu 
in einem Körper. 

Wir gehen nun zur Behandlung derjenigen Einheiten über, die 
keine Einheitswurzeln sind . 

.J.liit Ausnahme der komplexen IJUadratischen Küi]JCr (und selbstver­
ständlich mu·h des Kül]JCrs der rationalen Zahlen) enthült jedm· Kürper 
Einheiten, die nicht Einltcitstc1wzeln sind, und ztcar in unendlicher 
~Jnzahl; diese Einheiten lassen sich aber immer aus einer endlichen 
Anzahl ,I)Ctcisser unter ihnen durc!t bloße Anwendung der Potcnzicrung 
und Multiplikation erzeugen. 

Diesen fundamentalen Satz hat zuerst Dirichlet gegeben. Durch 
Verwendung der geometrischen Hilfsmittel, welche hier im zweiten 
und dritten Kapitel entwickelt worden sind, wird sich der Beweis des 
Dirichletschen 'l'heorems sehr durchsichtig gestalten. 

Wir nehmen wieder das Beispiel eines kubischen Körpers K ( 0) 
auf; K( 0'), K( 0") seien die dazu konjugierten Körper. Von den drei 
Körpern ist immer wenigstens einer reell; es sei dies etwa der Körper 
K(O). In K(O) gibt es alsdann außer + 1, - 1 keine weitere Ein­
heit, die eine Einheitswurzel wäre (vgl. § 7). 

Es sei zunächst K(O) ein Körper mit positiver Diskriminante, 
so daß auch K(O') und }{(()") reell sind. Wir bilden konjugierte 
Basisformen in diesen drei I\ örpern, 

~ = :rw1 + yw2 + zw3 , 

lj = xw1'+ yw2'+ :zca3', 

t = :cw/' + yw2 " + zw3'; 

(22) 

beziehen mittels !lm·selben die ganzen Zahlen in diesen Körpern in 
bekannter Weise auf das Gitter in x, .11, z ( vgl. § 2) und betrachten 
in dem letzteren das von den sechs Ebenen 

; = ± 1' 1/ = ± 1' s- ± 1 (23) 

begrenzte Parallelepiped I Fig. 68). Dieses Parallelepiped kann im 
Inneren außer dem Mittelpunkte keinen weiteren Gitterpunkt ent­
halten; denn drei ganze konjugierte Zahlen (22), wenn sie von Null 
verschieden sind, können nicht siimtlich dem Betrage nach < 1 sein, 
indem sonst der Betrag ihrer Norm ! ; 1) s J, > 0 und < 1 werden würde, 
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was ausgeschlossen ist. Auf der Begrenzung unseres Parallelepipeds 
werden sich in zwei gegenüberliegenden Eckpunkten Gitterpunkte, 
etwa (x0, y0, z0) und (- x0 , - y0 , - z0), befinden; diese entsprechen näm­
lich den zwei einzigen Einheitswurzeln in K(O), 

± (xowl +yow2+zows) = ± 1, 

resp. diesen selben Einheitswurzeln in K( ()'), K (8"). Da ferner jede 
ganze Zahl in einem Körper nur auf eine vV eise durch eine Basis­
form mit rationalen Argumenten darstellbar ist, so kann auch keine 
Seitenfläche des Parallelepipeds mehr als nur einen Gitterpunkt ent­
halten; infolgedessen werden jene zwei Eckpunkte die einzigen Gitter­
punkte außer 0 im Parallelepiped sein. 

Um nun zu einer ersten solchen Einheit in K(O), welche keine 
Einheitswurzel ist, zu gelangen, entfernen wir die zwei Seitenflächen 
~ = ± 1 des Parallelepipeds parallel mit sich selbst und zueinander 
symmetrisch in bezug auf 0 von dem Parallelepiped kontinuierlich 
fort, und zwar so, daß sie beständig im Inneren der von den Ebenen 
"l = ± 1, b = ± 1 begrenzten parallelepipedischen Röhre bleiben, -­
so lange bis eine davon, etwa die frühere Seitenfläche ~ = 1, inner­
halb der Riihre auf einen neuen Gitterpunkt, ( x11 y11 z1), stößt, was 
infolge des Satzes X (S. G0) sieb notwendig einmal ereignen muß; der 
erhaltene Gitterpunkt (x1 , y1 , z1) liefert eine zugehörige ganze Zahl 

~~ = xl wl + 1ft w2 + Z1 m3 

und dazu konjugierte Zahlen 1711 b1. Gleichzeitig mit diesem Gitter­
punkte kann nun kein weiterer in die besagte Seitenfläche hineinfallen, 
denn sonst wäre dieselbe Zahl ~1 auf zwei verschiedene Arten durch 
die Basisform ~ mit rationalen x, y, z dargestellt. Der Gitterpunkt 
(x11 y11 z1) liegt dabei notwendig im Inneren der Seitenfliiche ~ = ~ 11 
d. b. es ist liJ i < 1, ! b1 · < 1; denn läge er auf dem Rande derselben, 
wäre also eine der Zahlen liJ, b1 gleich 1 oder - 1, so wünle die::; 
zu einer neuen Darstellung von 1 resp. - 1 durch eine der Basis­
formen (2:!) mittels rationaler .1', y. z führen. Andererseits liegt 
(x11 y11 z1 ) in keiner Mittellinie der besagten Seitenfläche, d. h. es 
ist 111 =l= 0, bt =l= 0; denn drei konjugierte Zahlen sind entweder alle 
= 0 oder alle =l= 0. Gleichzeitig haben wir die Seitenfläche ~ = - 1 
entsprechend vom Parallelepiped entfernt, bis sie durch den Gitter­
punkt (- x1 , - y1 , -- z1) geht. VV enn wir nunmehr noch die vier 
Seitenflächen 17 = ± 1, b = ± 1 parallel mit sich gegen das Innere 
des zuletd entstandenen Parallelepipeds soweit heranziehen, bis jede 
derselben durch den ihr niiheren der zwei Gitterpunkte (x1 • y1 , z1 ), 

(- x1, - y1, - z1) geht, dann schließen die Ebenen 
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wieder ein Parallelepiped ein, welches die bezeichneten zwei Gitter­
punkte zu gegenüberliegenden Ecken hat, außer diesen aber und dem 
Mittelpunkte keine weiteren Gitterpunkte enthält. Infolgedessen ist 
das in den x-, y-, z-Koordinaten berechnete Volumen dieses neuen 
Parallelepipeds nach dem Satze X (und XI) im dritten Kapitel < 8; 
dieses Volumen beträgt aber 

Jß~lx dy dz = v~)j]]'a; d l j d~ = 8 ~ -~j)b~ _; ; 
sonach ist 

I ih 'itS11 < yD. 
Nun entfernen wn· weiter die Seitenflächen ~ = ± ;1 in ähn­

licher Weise wie vorhin vom Parallelepiped (24) fort, bis die erste 
davon auf einen neuen Gitterpunkt ( x2 , y2 , z2) stößt. Es treten so­
dann den vorigen ganz analoge Verhältnisse ein und wir erhalten aus 
(x2, y2, z2) mittels (22) drei konjugierte ganze Zahlen ; 2 , tj2 , ~2 in den 
drei vorliegenden Körpern von der Eigenschaft, daß 

I ;1 I < . g2 1 , l'lt ! > 'it I, i t1 > l t2 , , g21/s t2 I < -vn 

Fig. 6. 

ist. Diesen Vorgang können wir be­
liebig oft wiederholen; ein Halt kann 
ihm nicht geboten werden, da für jeden 
Gitterpunkt , auf den wir nach und 
nach kommen, stets 11 =f= 0 und ~ 9= 0 
wird. 

Wir erhalten auf diese Weise eine 
unendliche Folge von Tripein konju­
gierter Zahlen ~h ' 17!,., ~" von der Eigen­
schaft, daß 

. g" ' < ! ~I•+ I ' 

,t;", > liJ, + 1 . ' I t,. > : ~" + 1 I ' 
~" 'h t" ' < V D (26) 

(h = 0, 1, 2,3, . . . ) 

ist. \Vegen (2G) müssen sich nun unter diesen Tripein unendlich 
viele befinden, welche einen gleichen Zahlenwert, etwa N, als Norm 
haben. Wir betrachten nun in den Darstellungen aller solcher die 
Norm N aufweisender Zahlen ~" durch die Basisform g die echten 
I-teste der Koeffizienten x1,, y"' z" moJ.ulo K; dann ist klar, da die 
Anzahl der verschiedenen unter den so herauskommenden Restetripein 
jedenfalls endlich (< N:1) ist, daß wir unter den besagten g,, gewiß 
einmal auch zwei Zahlen 
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i;k = xkwl + YkW2 + zkw;p 

~~ = xtwl + YtW2 + ztw3 

(k < l) 
mit genau identischen derartigen Restetripein antreffen müssen, so 
daß also die drei Quotienten 

:rt-:l'k Zz-Zk 

N .. jy 

ganze rationale Zahlen sind und infolgedessen die Größe 

i;l-~k 
(iJ = ]{ 

eme ganze Zahl ist. Alsdann haben wir: 

~~ 1 ~- 1 
1:-- = + ;:w = + 1h~kw, 
Sr, ~k 

also ist die Zahl s = g1/~k ehenfalls eine ganze Zahl und dabei ist 

~-
Nmc = N = 1; 

folglich ist s eine Einheit in K( ()) und 'h ''k = s', ~~~ ~k = s" sind die 
dazu konjugierten Einheiten in K(O') resp. K(0"). Dabei gilt wegen (25) 

1 s > 1, 1 s' I < 1, , s" , < 1, ( 27l 
also ist diese Einheit sicher keine EinheitswurzeL 

Die Rolle, welche bei dieser Betrachtung den Seitenflächen 
~ = ± 1 des Parallelepipeds (:?3) zukam, kann auch den Seitenflächen 
1) = ± 1 oder jenen ~ = + 1 zugewiesen werden. Anstatt der vorhin 
erhaltenen Einheit s, welche den Bedingungen (:!7) genügt, gewinnt 
man bei der ersteren dieser zwei Modifikationen eine solche Einheit s, 
welche den Ungleichungen 

1 s < 1 , · s' , > 1 , s" < 1 ( :!8) 

genügt, bei der anderen eine solche Einheit s, welche den Unglei­
chungen 

I s ' < 1, I s' < 1, 1 c" . > 1 (29) 
genügt. 

Damit ist bewiesen, daß jeder kubische Kürwr mit positive1· Dis­
kriminantr Einheiten besitzt, die keine Einheit81Citrzeln sind. und daß er 
speziell auch drei solche Einheiten enthält, die nebst ihren konjugierten 
bzu·. den Cngleichungen ( 271, ( :!8 ), ( :29) yeni(qen. 

Ist jetzt K( 8) ein reeller kubischer Körper mit negativer Dis­
kriminante D, so ist von den entsprechenden Basisformen (22) die 
Form ~ reell, die Formen 1;, ~ dagegen sind konjugiert- komplex, also 
stets ' 'I I = I h . Die Gleichungen 
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stellen dann den Bereich eines elliptischen Zylinders dar \vgl. Kap. III, 
§ ~), und zwar sind die Ebenen der Grundflächen desselben durch 

g = ± 1, 
die ManteltEiche durch 

gegeben (Fig. 69). Auf den Schnitträndern der Grundflächen und der 
Mantelfläche liegen zwei Gitterpunkte, (:r0 , y0 , z0), (- :r0 , - y0 , - z0), 

so daß 
± IX0 w1 + y0 w2 + z0 w3) = ± 1 

und das entsprechende für die dazu konjugierten Formen gilt. Außer 
diesen zwei Gitterpunkten können die Grundflächen des Zylinders 
keine weiteren Gitterpunkte enthalten, da die Zahl 1 nur auf eine 
vV eise durch die Basisform ~ mittels rationaler X' !J' z darstellbar ist, 
und auch sonst kann der Zylinder außer dem Nullpunkte keinen wei­
teren Gitterpunkt enthalten, da für einen solchen ; I) s < 1 wäre, was 
zu dem schon oben erwähnten Widerspruche führen würde. 

\Vir entfernen nun die zwei Grundflächen des Zylinders parallel 
mit sich selbst vom Nullpunkte nach beiden Seiten in symmetrischer 
vV eise kontinuierlich fort, derart, daß sie best~indig innerhalb der 
zylindrischen Röhre I;S = 1 bleiben, - so lange, bis sie innerhalb 
der Röhre, also im Gebiete l11; < 1 auf neue Gitterpunkte \X'11 Yu zi), 
(_- x11 - y11 - zi) bzw. stoßen. Sind ; 11 1711 si resp. - ~ 11 - 1)11 -- si 
die diesen letzteren entsprechenden, sicher von Null verschiedenen 
Zahlen in den vorliegenden drei konjugierten Körpern, so erkennen 
w1r, daß 

ist. Dabei ist der neu entstandene Zylinder wieder ein _][-Körper; 
ziehen wir nun die Mantelfläche desselben zu einer mit ihr homo­
thetischen Fläche soweit zusammen, daß die neue Fläche durch die 
Punkte (x11 y11 z1), (-xi, -y11 -z1 ) geht, so wird der zuletzt ent­
stehende Zylinder, gegeben durch die Ungleichungen 

- ;1 < ; ;<: ;11 !11 I < '1/i I , 

wieder ein .21I-Körper sein und sonach führt die Betrachtung des Vo­
lumens dieses Körpers in bekannter ·weise zur Ungleichung 

i;i 11iSi <! yD. 
Die fortgesetzte "Wiederholung des dargestellten Vorgangs liefert 

alsdann eine unbegrenzte Folge von nie verschwindenden ganzen 
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Zahlen g"' 11Jt , sh in den drei 
konjugierten Körpern, von der 
Eigenschaft, daß 

I g" I < i ;h +1 I , 
i II;, I > i 11!, + 1 ' 

Ci s,, >ls"+l:,) 
1 g" 'h s~, i < ! V n 

(h =:: 0, 1, 2, 3, . . . ) 

ist, und aus diesen Zahlen 
läßt sich in derselben w· eise, 
wie im Falle eines kubischen 

],"ig. 69. 

Körpers mit positiver Diskriminante, ein 'fripel derartiger konjugierter 
Einheiten •, s', s" in den Körpern K (O), ]((()' ), K(O") ableiten, daß 

ist. 
s 1 > 1, 1 s' ! < 1 , i ;;" ! < 1 (30i 

V erfolgt man nun den beschriebeneu Vorgang in umgekehrter 
Richtung, indem man bei einem Yorliegenden Zylinder , der außer 0 
nur auf den Schnitträndern des Mantels mit den Grundflächen Gitter­
punkte enthält, zunächst die l\Iantelfläche solange homothetisch aus­
dehnt, bis ·sie zwischen den Grundflächen auf neue Gitterpunkte 
stößt 1 so dann die Grundflächen gegen den Nullpunkt heranzieht , bis 
wieder nur auf den Schnitträndern von 1\Iantel und Grundflächen 
Gitterpunkte bleiben, und indem man hernach diesen Prozeß ent­
sprechend unbegrenzt fortsetzt , so gelangt man zu emem Tripel 
solcher Einheiten ;;, ;;', ;;", wofür 

" 1 < 1, ;;' > 1, . ;;'' > 1 (iH) 
ist. 

So zeigt es sich, daß au(;h jrder kubische Körper mit newrtiar 
Diskriminanir' außer Ein/witstntrzl'ln (die ,·ibrigens diesmal 1riedemm 
durch ± 1 schon erschüp{"t u-rn7en) noch andere Einheiten enthiilt, 1relclw 
keine E'inhPitswm·zeln sind. ·und dabei speziell auch z1cei solclte Ein­
heiten enthält, die nebst ihren 7.-rmjugierten k:1c. den T.:ngleidmnyl'n 
(30), (ßl) lJCniigcn. 

Es sei noch bemerkt, daß aus einer solchen Einheit c in einen: 
kubischen Körper, welche nebst ihren konjugierten irgend einem der 
Ungleichungssysteme (27), (:!8), (29), bzw. ~;)0), (ßl) genügt, dur~h 
Erhebung in die 2 te, 3 te, .. . Potenz lauter \·erschiedene und dabei 
lauter derartige Einheiten entstehen, die nebst ihren konjugierten dem­
selben Ungleichungssystem, wie ;; mit den konjugierten, genügen. Daß 
dem so ist. ist ohne weiteres klar. 
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Die hier durchgeführten geometrischen Betrachtungen lassen sieh 
ohne weiteres auf Räume beliebig vieler Dimensionen übertragen und 
führen zu analogen Resultaten für Zahlkörper beliebigen n-ten Grades. 
Das allgemeine Ergebnis lautet: 

XXXIV. In einem algebraischen Zaltlköt]Jcr n-ten Grades gibt es 
immer außet· den in endlicher Anzahl vorhandenen Einheitswnrzeln 
noch andere Einheiten, die keine Einlteitstcurzeln sind; speziell gibt es 
im Körper immer eine solche Einheit, ~velche selbst einen Betrag > 1 
hat, während die zn ihr km{jugierten Zahlen in den kon)ttgierten Kör­
pern, - abgesehen jedoch von dem koujugiert-komplexen Kü?]Jer, falls 
der gegebene Kürper komplex ist, - lauter Beträge < 1 haben. E1:ne 
Ausnahme von dirsem Satze bilden nur die quadratischen Körper mit 
negativer Diskriminante, so1t·ie der Kötprr der rationalen Zr.dzlen; diese 
Kü1per besitzen außer Einheits1curzeln 7.-eine tcciteren Einheiten. 

Die aus diesem Satze für den Zusammenhang zwischen den Ein­
heiten eines und desselben Körpers hervorgehenden Konsequenzen 
werden im nächsten Paragraphen zum Vorschein kommen und ent­
sprechend präzisiert werden. 

§ 9. Zusammenhang zwischen den Einheiten eines Körpers. 

\Vir werden nun zeigen, daß sämtliche Einheiten eines Kürpers 
sich als Produkte von Potenzen einer bestimmten endlichen Anzahl ge­
eignet getciihlter unter ihnen mit ganzzaldigen Exponenten darstellen 
lassen. Auch diese Tatsache läßt sich am einfachsten durch eine 
geometrische Betrachtung erschließen. Da es aber im vorliegenden 
Palle eine zu weitgehende Spezialisierung bedeuten würde, wollten 
wir die Entwicklungen, wie bisher, auf kubische Körper beschränken, 
- dadurch würde manches wesentliche Moment verloren gehen, - so 
wollen wir diesmal unsere Ausführungen an den Fall eines biquadra­
tischen Körpers knüpfen. 

Wir nehmen als Beispiel zuerst einen reellen biquadratischen Kör­
per K(O) an, welcher zu konjugierten Körpern ebenfalls lauter reelle 
Körper K(O'), K(fl'), K(O'") habe. Mit denselben Mitteln, wie im 
Falle eines kubischen Körpers mit positiver Diskriminante, können 
wir in K( (]) die Existenz von derartigen vier Einheiten Eu E2 , E3 , E4 

nachweisen, daß 

.ftl > 1, ' < 1, . cl" I < 1' · c/" I < 1, fl 

f2. < 1, ' I> 1, " < 1' I "'1<1 f2 i f2 I f2 ' 

c3 ! < 1, : f;/ 1 < 1, " > 1, "' < 1, fg fg 

! f41 < 1, ' < i, if/i < 1, : c4 '" >1 f4 
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wird (s. das allgemeine Theorem XXXIV). W ir werden nun zeigen, 
daß beliebige drei nntcr solchen vier Einheiten zn einer Dm·stellttng 
sämtlichet· Einheiten in K(O) in der oben genannten W eise alsbald 
hinführen. 

Zu diesem Zwecke bilden wir für irgend drei unter den vier 
Einheiten, etwa für Eu E2 , c3 , die natürlichen Logarithmen der Be­
träge, reell gedacht: 

log I E1 I = Ou log' <1 
I 

= 61 , loo· " I log i E1 "' =b 
"' 

E1 =Cu ' u 

log I E2 I = a2 , log I c2 ' : = 62, log I E2 " ' : = c2, log E2 '" \ = b2 , (32) 

log I E3 I = 0 3 , log I <3' I = b~, log I c3" I = c3, log i <3 
", . 

= b3 . 

Von diesen 12 ·werten a17 b17 ••• b3 sind dann a17 62, c3 sämtlich > O, 
alle übrigen \Verte sind < 0 und es ist dabei 

a1 + {11 + cl + b1 = 0 ' 

a2 + 62 + c2 + b2 = 0 , 

a3 + 63 + C3 + b3 = ü. 

(33) 

Wir werden nun zunächst durch eine einfache geometrische Über­
legung feststellen, daß die Determinante 

a, 
-b, ' 

11? 

-b, ' 
Os 

o, 
- b, 

~ 
- b, 

[1" 

' 

' 

c, 
-b, 

c, 
- b2 

Cg 

- b, ' - b3 ' - b0 

von Null verschieden ist. 

(34) 

In der Tat: Diese Determinante hat in der Hauptdiagonale lauter 
positivB Elemente, alle übrigen Elemente sind negativ und es ist 
dabei in jeder einzelnen Horizontalreihe wegen (33) die Summe der 
Elemente = 1. Wir denken um; nun 
in einer Ebene ein gleichseitiges 
Dreieck von der Höhe 1 gezeichnet 
und setzen als Koordinaten eines 
Punktes in der Ebene die Abstände 
des Punktes von den drei Seiten des 
besagten Dreiecks fest, wobei wir 
einen Abstand positiv oder negativ 
ziihlen, je nachdem wir, das Dreieck 
in positiver Richtung umkreisend, 
den Punkt jeweils links oder rechts 
von der betreffenden Seite antreffen 
(Fig. 70). Die Summe der drei Ab · F ig. 70. 
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stände ist dann für einen beliebigen Punkt in der Ebene nach einem 
bekannten Satze gleich der Höhe des Dreiecks, also = 1. Alsdann 
können wir die drei in den Horizontalreihen von (34) stehenden Werte­
tripel als Koordinaten von drei Punkten im obigen Sinne auffassen. 
Die drei Seiten des Dreiecks teilen nun, verlängert, die ganze Ebene 
in 7 Gebiete ein, deren jedes durch ein besonderes, ihm zukommen­
des Tripel von Vorzeichen der Koordinaten, wie auf Fig. 70 ersicht­
lich, gekennzeichnet ist. Man sieht hiernach, daß die drei Punkte, 
die wir aus den drei Zeilen der Determinante (34), wie gesagt, ab­
leiten, bzw. in die drei an die Dreiecksecken anstoßenden Scheitel­
räume zu liegen kommen; infolgedessen können diese drei Punkte 
offenbar nicht in einer Geraden liegen und daher muß die Determinante 
(34) notwendig =F 0 sein.*) 

Jetzt erweist sich unmittelbar auch die Determinante 

! a11 011 C1 i 

1 a2' b2, c2 1 
: aa, {ls, Ca 1 

als =F 0 und wenn wir nun in einem Täumlichen Parallelkoordinaten­
system der ~, l), ~ mit dem Nullpunkte D die drei Punkte ( a11 b1 , c1) 

= a;11 (a2 , b2 , C2) = ~2 , (a3 , b3 , c3) = ~3 fixieren, so werden hiernach 
die vier Punkte D, ~1 , ~2 , G;3 nicht in eine Ebene fallen. Wir leiten 
dann aus diesen Punkten vermöge der vektoriellen Beziehung 

D El = a: · D ~1 + V · D ~2 + 3 · D ~3 
für einen variablen Punkt (5 neue Koordinaten x, V, 3 ab, welche 
mit den Koordinaten ~' l), ~ durch die Beziehungen 

~ = a1 a: + a2 ~) + a3 .~L 

D = bl~ + b2V + 63.3, (35) 
b = C1 1 + C2 V + Cs 3 

verbunden sind, und gewinnen zugleich ein dreidimensionales Gitter 
in ~~ ~), 8, indem wir l, ~~ 8 alle ganzen rationalen Zahlen durch­
laufen lassen. Jedem Punkte (5 = (3:::, V, 3) dieses Gitters ordnen 
Wir nun durch die Bildung 

c130 c}J c3.8 = u (36) 
eme Einheit fJ in K(O) zu; für dieselbe ist dann jedesmal 

log I a I = ~, log I u' I = l), log I 6" : = b· 

*) Einen arithmetiHchen Beweis des hier bewiesenen Satzes habe ich in den 
Göttinger Nachrichten, Math.-phys. Kl. 1900, S. 90 gegeben. Die hier dargelegte 
geometrische Betrachtungsweise liefert eine ganze Reihe von Sätzen über das 
Nichtverschwinden von Determinanten infolge linearer Bedingungen für die 
Koeffizienten. 
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Durch die ·Form (HG) werden jedoch im allgemeinen noch nicht 
sämtliche Einheiten in K(O) erschöpft sein: bedeutet nämlich T eine 
beliebige Einheit in K(O), so wird der zur Größe T im Koordinaten­
system der !;, l), ~ vermöge 

log I T i = ~, log I -r' , = t), log ' r" I = ~ (37) 

zugeordnete Punkt (!:, l), b) nicht notwendig ein Gitterpunkt in :f, g), 3 
sein müssen. Es ist aber leicht festzustellen, daß die gesamte Menge 
der verschiedenen Punkte (!:, 1), b), welche in der hier bezeichnet.m 
Weise aus den sämtlichen Einheiten T in K(O) hervorgehen, ein 
Gitter für sich bildet. 

Sind nämlich (!:, lJ, J), (r*, t)*, 0*) zwei Punkte dieser Punkt­
menge, etwa den Einheiten T, r* bzw. entsprechend, so gehört der 
Punkt (1:*- !:, t)* -1), b*- b), da die Größe r*/r ebenfalls eine 
Einheit ist und hier auf diesen letzteren Punkt führt, wiederum der­
selben Menge an; damit besitzt diese Punktmenge die für ein Gitter 
notwendige parallelogrammatische Grundeigenschaft.*) 

Ferner enthält das Grundparallelepiped in .X, ~), ~), gegeben durch 

0 <; :f < 1' 0 ~ ~) < 1 ' 0 ~ .8 < 1 ' 

nur eine enclliche Anzahl von Punkten, die durch Einheiten T gemiiß 
( 37) geliefert werden. Denn liegt flir eine Einheit T der zugehörige 
Punkt (r, l), ö) im besagten Grundparallelepiped, so folgen für den 
Betrag von T und für die Betriige der zu r hzw. konjugierten Wert., 
-r', r", r"' aus den Gleichungen (Bö), (ß7), der Gleichung· 

,r-r'-r''-r"'l = 1 

und den Ungleidmngen (BK) bestimmte obere Grenzen; aus den letz­
teren lassen sich weiter obere Grenzen für die Beträge der (rationalen 
ganzen) Koeffizienten in einer jeden solchen biquadratischen Glei­
chung entnehmen, welche ein Quadrupel von Einheiten T', -r', r", -r'" 

von der bezeichneten Art zu Wurzeln hat; aus diesem Umstande fole!,'t 
aber unmittelbar die Endlichkeit ller Anzahl von Quallrupeln der he­
zeichneten Art, sonach auch die Endlichkeit der Anzahl YOn Punkten 
(!:, l), ;,) , welche diesen Quadrupeln entsprechen. 

Naehdem hiermit gezeigt ist, daß die den Einheiten in K(O) ge­
mäß (37) entsprechenden Punkte (b l), /)') die genannte11 zwei Eigen­
schaften haben, können wir nunmehr die gesamte Menge dieser 
Punkte als Gitter mittels der schon so oft verwendeten Methode, 
durch Adaption an das enthaltene Gitter m .\. ~), i). naehweisen. 

*) Darunter verotehen wir :.\utreffeudenfalls die Eigenschaft einer Punkt­
menge, mit <lrei .~<;cken eine~ ParallelogrammR steb zugleich aueh die vierte ztt 

enthalten. 
M1uk o w s k 1, diophant. Approximatlonl'n. 10 
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VVir suchen unter den besagten Punkten drei spezielle, l'u :t'2 , :Z 3 , 

heraus, wobei :t, auf der Geraden 0(~\ dem Punkt 0 am nächsten 
liege und von C verschieden sei, :t2 in der Ebene t::' ~1 ~2 möglichst 
nahe an der Geraden 0 ~1 , doch außerhalb derselben liege, :.:t' 3 außer­
halb der Ebene 0<5:1 <5:2 , dabei mögliclv.;t nahe an dc;·selben liege; 
dann geht aus Jem Tetraeder [' 1:1 ~2 1:3 vermöge der vektoriellen 
Beziehung 

worin 11, u, w alle ganzen rationalen vV erte durchlaufen, in den 
Punkten % das ganze in Rede stehende System von Punkten und 
offenbar als ein Gitter hervor. 

Sind nun Tu r 2 , T:1 drei Einheiten in K(O), die durch ihre Be­
träge und die Beträge der dazu bzw. konjugierten Einheiten im letzteren 
Gitter der u, u, ltJ eben auf die drei Punkte 'lu 1'2 , 1'3 bzw. hinführen, 
so entspricht einem jeden Gitterpunkte (u, 11, 1t1) in dem bezeichneten 
Gitter vermöge 

eme Einheit r in Ki 0); umgekehrt erscheint einer jeden beliebigen 
Einheit r in K(O) em Gitterpunkt (u, u, m) hier eindeutig derart zu­
g:eonlnet, daß 

nder 

ist und ,-;udem die analogen Gleichungen für die zu r konjugierten 
Einheiten r', r" und - wegen rr' r" r"' I = 1 - sehließlich auch 
für r"' statthabe11. Nun wird TTj uy;2 °r3 tv ebenfalls eine Einheit und 
da nach dem soeben Bemerkten der Betrag derselben und jeder der 
dazu konjugierten Zahlen = 1 ist, so ist diese Einheit notwendig eine 
Einheitswurzel, also hier (in einem reellen Körper) ± 1; wir haben 
daher: 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 
XXXV. In einem biquadratiscl11'U J{ü;per, tcrlchcr reell ist nnd 

lauter reelle konjugierte Körper hat, lassen sielt stets drei Einheiten 
derart angeben, daß eine jede Rinlwit drs Kürwrs sich in eindeutiger 
Weise als ein Produkt was einer EinheitstwTzel im Kürper und aus 
Potenzen jener drei Einheiten mit ir_rrnrhcrlc!ten rationalen ganzzalili,rten 
Exponenten darstellt. -

Wir betrachten nun als weiteres Beispiel einen solchen biquadra­
tischen Körper K(O), welcher selbst reell ist und unter den konju­
gierten Kiirpern einen reellen, K(O'"), und zwei kolljngiert-kornplexe, 
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K(O'), K(O"), hat. In diesem Falle kann man nach Satz XXXIV m 
K(O) drei Einheiten E11 E2, E3 derart angeben, daß 

'fl, > 1, 
l f:!. < 1' f2' I = II f~" > 1' f2"' : < 1' 

I ~'s I < 1 , Es' i = F3" I < 1 , En"' · > 1 

ist. Alsdann lassen sich sämtliche Einheiten in K(O) durch irgend 
zwei dieser Einheiten, z. B. c1 , E2 , ableiten. 

reell 

Um dies darzutun, bilden wir die natürlichen Logarithmen 

log I E1 = al, 
log i E2 = a2, 

genommen, nnd 

log [ E1 '' 

log! E2 ' 

haben 

= log i E/' I = ~- 611 

=log 1 E2 " = !-62, 

dann: 

b1 < 0, C1 < 0, 

b2 > 0, (2 < 0; 

al + bl + cl = 0, 
(12 + (12 + (2 = u. 

log [ c1 "' = cl, 
l . '" I og E2 = c2 , 

(~39) 

(40) 

! 41) 

\Vir ordnen hierauf in einem ebenen Parallelkoordinatensystem 
der ~:, 1) den Einheiten c11 E2 bzw. die Punkte <S:1 = ( a11 l'J), (5;2 = ( n2 , b2) 

zu; dieselben liegen mit dem Nullpunkte C nicht in einer Geraden, 
rla 'Yegen (40) 

ist; sonach können wir aus diesen zwei Punkten durch den für emen 
variablen Punkt @5 gemachten Ansatz 

c s = .t . i:· (5;1 + ~) . c (5;2 

ein zweidimensionales Gitter in .t, ~) ableiten. Ordnen wir nun über­
haupt einer jeden Einheit r in K!O) einen Punkt (l', tJ) in der Ko­
ordinatenebene durch die Gleichungen 

\' = log I r , 1) = 2log ' r' 

zu, dann wird die Menge der so erhalteneu Punkte im allgemeinen 
nicht vollstiindig in dem Gitter der :\:', ~) aufgehen; doch stellt es 
sich heraus, daß diese Pnnktmenge, in der jenes Gitter jedenfalls 
enthalten ist, als Ganzes wieder ein Gitter bildet, und dieses kann 
dann in der bekannten \V eise aus zwei entsprechend gewählten Punkten 
1:11 '! 2 in Verbindung mit. D abgeleitet werden. Sind hernach r 11 r 2 

zwei den Punkten ~11 1:2 bzw. entsprechende Einheiten iu K(O), so 
zeigt es sich analog, wie in dem vorhin behandelten Falle, 

10* 
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XXXV'. daß jede Einheit r in K( 8) in der Form 

darstellbar ist. tcobci it eine Einhcitsmwzel in K ( 8 ). also hier tciederum 
± 1 ist, und u. tJ .r;anze rationale Zahlen sind. -

Die hier durchgeführten Betrachtungen lassen sich auf Körper 
beliebig hohen Grades übertragen. Dabei ist nur zu bemerken, daß 
in solchen Körpern, welche samt allen ihren konjugierten Körpern 
komplex sind, sich unter Umständen auch andere Einheitswurzeln als 
bloß ± 1 1·orfinden können. Das allgemeine Resultat, zu dem man 
gelangt, lautet dann, wie folgt: 

XXXVI. L'>t K(O) ein KürJICr n-ten Umdes und befinden sich 
unter den n 1.-m~iurJiertcn Kü11Jern, mn denen K(O) einer ist, insgesamt 
r reelle Kürprr und s Paarr konjugiert- komplrxer Kiirpcr, so lassen 
sich in K(O) ~· + s - 1 Einlieitrn (auf unendlich rielr Weisen) derart 
angebrn. daß jede l!eliebi!JC Einheit h~ K(OJ sich als ein Prod~dd wn 
Potenzen dieser T + s- 1 E'inl1eiten, mit jmceils gan,:: bestimmten ganz­
zahli[JI'n rationalen Exponenten, und aus l'inem Zwmtzfaktor, bestehend 
in einer ~Hin/witsu:w·zel des KÜiJWrs, da~·stellt. 

Dieser Satz verliert auch fiir den Körper der rationalen Zahlen 
und fi.ir quadratische Kiirper mit negativer Diskriminante seine Gültig­
keit nicht, indem für diese Körper 1' + s - 1 = 0 ist. 

1· + s - 1 Einheiten i~1 K( fJ) Yon der bezeichneten Art nennt man 
ein System von Fundamental('inhriten des Kiilper;:;. 



Fünftes Kapitel. 

Zur Theorie der Ideale. 

§ 1. Teilbarkeit (ler ganzen Zahlen. 

\Venn zu zwei ganzen Zahlen a, ß eine dritte ganze Zahl r der­
art existiert, daß a = ß r ist, so sagen wir, daß a durch ß teilbar ist 
und nennen dann ß einen Teiler von a. 

Durch eine Rinlwit ist jede .r;amze Zahl teilbar. Denn ist E eine 
Einheit und cc eine beliebige ganze Zahl, so sind auch 1/E und (1/c) · a 
ganze Zahlen; wegen 

a = c · (-~ · cc) 
ist dann also a durch c teilbar. 

\Vir werden nun speziell immer die Zahlen in einem vorgegebenen 
algebraischen Zahlkörper K(O) ins Auge fassen. 

Aus einer Relation 
a = ßr 

m K ( 0) folgen die analogen Helationen 

a' = ß'r', ... 

in den zu K\0) konjugierten Körpern K( 0'), ... , und durch Produkt­
bildung geht daraus jedesmal eine entsprechende Relation zwischen 
dPn Normen Yon a, ß, 'f· und zwar 

Nm a =Nm ß :Xm r, 
hervor. 

Die Zahlen in ]( ( 0\ welche sich aus einer von Null verschietlenen 
ganzen Zahl in K(Ol dadurch ergeben, daß man diese Zahl mit den 
t'inzelnen Einheiten des Körpers multipliziert, heißen zueinander asso­
ziiert. Assoziierte Zahlen haben offenbar stets dieselben Teiler. 

\Venn wir im folgenden von echten /:erlcgwngen einer Yon Null 
versehiedenen ganzen Zahl a in Faktoren im Körper K ( 0) sprechen 
werden, so werden 'vir damit derartige Zerlegungen cc = ßr meinen, 
wobei ß, r dem Körper angehiiren und ganze Zahlen, aber keine Ein-
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heiten sind, also sowohl IN m ß I > 1, wie 1. Nm r I > 1 ist. Jede solche 
von Null verschiedene ganze Zahl, welche im Körper keine echte Zer­
legung besitzt, also nicht anders in ganzzahlige Faktoren zerlegbar 
ist, als in eine zu ihr assoziierte Zahl und eine Einheit, werden wir 
kurzweg eine nicht zerlrgbor"' Zahl ( d. h. in diesem Körper 11icht 
zerlegbare Zahl) nennen. 

XXXVII. Eine von Nttll rerscliiedenr yanze Zahl eines algebra­
ischen Zahlkörpm·s läßt sich ~;tets in eine endliche Anzahl von nicht 
zerlegbaren, diesem Körper angehörenden [Janzza!tligen Faktoren zerlegen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der analogen Tatsache für den 
Körper der rationalen Zahlen. Damit nämlich in K(O) für eine ganze 
Zahl u + 0 eine l;erlegung u = ß y statthabe, muß, wie vorhin aus­
geführt, vor allem 

Nma = Nm(J · Nmy, 'Nma I = i Nmß i • Nmy I 
sein; da nun bei fortgesetzter echter Zerlegung von a in ganz­
zahlige Faktoren in K ( 0) und damit korrespondierend von 

1 
Nm a ' in 

positive rationale ganze Faktoren die letztgenannten beständig ah­
nehmen, nie aber die Einheit erreichen dürfen, so müssen wir schließ­
lich dabei zu einer l;usammensetzung von v. aus einer endlichen Anzahl 
solcher Faktoren kommen, die in K(O) nicht weiter zerlegbar sind. 

Jede vorgelegte Zerlegung einer ganzen Zahl können wir noch 
durch Hinzufügen von Einheiten zu den Faktoren und Umstellung 
der .Faktoren modifizieren; die so auseinander abzuleitenden Zer­
legungen bezeichnen wir als voneinander nicld 1resentlicli verscliiedm. 

Während nun jede von Null verschiedene ganze rationale Zahl 
wesentlich nur auf eine Weise in nicht zerlegbare ganze rationale 
Faktoren, nämlich in ihre natürlichen Primfaktoren zerfiillt*), gilt in 
algebraischen Zahlkörpern das dieser Tatsache unmittelbar Entsprechende 
im allgemeinen nicht: in einem al[Jebraischen Küi]Jer kann unter rm­
ständen einr gegebene von Null verschiedene Zahl auf" mehrere, n·esent­
lich vet·scldedene Arten in nicht zerlegbare Fa!."foren zerlegt 1cerden. 
Ein einfaches Beispiel eines quadratischen Körpers soll diesen wich­
tigen Umstand beleuchten. 

Eine allgemeine Bemerkung über die ganzen Zahlen in einem 
quadratischen Körper sei diesem Beispiel Yorausgeschickt. Es set 
ein quadratischer Körper K(O) durch die irreduzible Gleichung 

02 + a (} + b = 0 

mit ganzen rationalen Koeffizienten u, b gegeben. .Man kann die.~en 
.. 1 -., --- - r ·- - -· 

Korper anstatt aus () = - -~ a + }J; a- - 4b auch aus }a2 - 4b 

':') Der Beweis dieses Theorems wird iibrigen3 in den folgenden allgemeinen 
Ausfiihrungen mit enthalten ~ein. 
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hervorgehen lassen, oder auch aus Vd, wobei rl die aus a~- 4b 
durch Unterdrückung des größten darin aufgehenden quadratischen 
Faktors entstehende Zahl bedeute. Jede ganze Zahl in K(O) Hißt 

. h h . l V 1l +V yd d t ll b . t 'l stc sonac m c er .r orm · ---;z,- -- ars e en, wo et u, v, u· et er-

fremde ganze rationale Zahlen sind. Damit umgekehrt eine Zahl 
71 -+- v V d · t' l t 'l f 1 · · t - ' -- mtt g-anzen ra wna en et er remc en u. r. u; ganz set, ts es 

lD '-" ' 

hinreichend und notwendig, daß die Koeffizienten der Gleichung 

( z _ tt + v_yd )(.<: _ ~~--=~.· yri) = .:~ _ '.!n z + tt"~-.~''!I = 0 ( 1 J 
w u " w-

ganze Zahlen sind. Vor allem muß dann also lt' in 2u aufgehen; 
würde aber u: mit n einen Teiler t > 1 gemein haben, so müßte 
weiter v2rl durch t 2 und in der Folge, da d keinen f!Uadratischen 
Teiler + 1 enthält, v durch t teilbar sein, also wären 'lt, r, w nicht 
teilerfremd; sonach muß w notwendig ein Teiler von 2 sein.*) Für 

1c = 1 stellt die Form 11 + vVd selbstverständlich ganze Zahlen dar. 
'/[' '~ 

. /( + t·yd Dagegen wtrd - - 2 --- nach der G-leichung (1) dann und nur dann 

ganz sem, wenn 
11"-v~d . 

- 4----- ganz tst; da nun II' mit u keinen 'reiler 

> 1 gemein haben darf, so muß in diesem Falle u und hemach auch 
v ungerade sein, und setzen wir u = 2 u* + 1, r = 2v* + 1 mit ganz­
zahligen 1t*, v*, so zeigt sich, daß endlich 

1-rl 
4 

eme gan?.e Zahl sem nmß; danach erkennen wtr m der Ganzzahlig­
keit von 

rl-1 
4 

lt-1 V -1 

d . ll t" l' B 1· daf'l·l·t·, cl~lu 11 + v y'_rl Z hl te vo s an( tgen ec mgnngen LI ~ eme ganze ,a 

darstellt. 

Auf diese vV eise finden wir, daß wenn 1 ( d- lJ nicht ganz ist, 
sämtliche ganze Zahlen des ttuadratischen Körpers K(Vd) in der Form 
u + c V'd mit rationalen ganzen u, v darstellbar sind nud also dann 
1, y;l eine Basis in K(yd) bilden; ist aber l (d- 11 ganz, ,;o sind 

außer diesen Zahlen u + I' y1/ auch noch alle diejenigen u + ~- ylt ganz, 

':') Die hier behaupteten U mstl'tnde la:'sen sich leicht mit Hilfe rles ::->atze' 
m Kap. I, § 3 einsehen. 
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worm u, v beide ganz rational und ungerade sind, und es bilden dann 

die Zahlen 1, 1-+/d eine Basis in K(yd). 
Wir betrachten nun beispielsweise den durch die Gleichung 

02 + G = 0 

definierten Körper. Hier ist d = - li, also die erstere Form n + v y.::__ 6 
für alle ganzen Zahlen des Körpers zutreffend. Die ganze Zahl 
02 = - 6 Hißt sich nun iu diesem Körper einmal in der \Y eise 
()2 = - 2 · 3, ein anderes Mal in der Weise 02 = fJ · 0 in ganzzahlige 
Faktoren echt zerlegen und es sind dabei die Faktoren der Zerlegnng 
heidemal im vorliegenden Körper nicht weiter echt zerlegbar. ~Wäre 

nämlich etwa 0 = V-G = (-Jy, so würde daraus 6 = Nmß · Nmy 
folgen und dies ist, insofern die ganzen Zahlen ß, y nicht Einheiten 
sein sollen, nur so möglich, daß Nm ß, Nm y hzw. mit den Zahlen 
:!, 3 identisch sind; es gibt aber im vorliegenden Körper keine ganze 
Zahl von der Norm 2 oder i3, da weder die Gleichung 'lt2 + 6v2 = 2 
noch die Gleichung n2 + 6 v2 = 3 eine Lösung in ganzen rationalen 
n, v zuläßt, und infolgedessen ist y.::__ 6 in unserem Körper nicht echt 
zerlegbar. Ähnlich zeigt es sich, daß weder 2 noch 3 im vorliegen­
t1en Körper echt zerlegbar sind. 

Auch die Zahl .J-- 02 = 10 läßt sich im Körper K(j,/_:__-6) auf 
zweierlei weise, und zwar: 10 = (2 + v= B)(:!- 1/ __:_-f1) und 10 = 2. 5, 
in 11-,aktoren zerlegen, die, wie sofort zn sehen ist, nicht weiter echt 
zerlegbar sind. Derartige Beispiele kann man in beliebiger .Menge kon­
:-;truieren. 

Für einen algebraiselten Körper kann solcliencl'ise der Satz ron der 
cindcutl:r;en Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen in unzcrlegbare yanzzahlige 
Faktoren (ehlen. Dieser Umstand legt aber nur den Gedanken nahe, 
daß in einem derartigen Körper die Zaldm im ge~cölmlie!ten Sinne 
nic/d die einf'aehsten Elemente sind, mit rlmen die Theorie der Teilbar­
keitsgesetzc f'iit· diesen Körper auf'zubauen ist. Und in der Tat sind in 
diese Theorie Zahlen in einem erweiterten Sinne des \V ortes, soge­
nannte ideale Zahlen, eingeführt worden, welche wieder eine eindeutige 
multiplikative Zerlegung in unzerlegbare Elemente gestatten und da­
durch erst eine natürliche und einfache Ausgestaltung der fraglichen 
'fheorie ermöglichen.*) 

*) Kummer hat zuerst Begriff und Namen t1er idealen Zahlen in der 
Theorie der aus Einheitswurzeln abgeleiteten Körper geschaffen. (V gl. Journ. 
für ..\fath. lld. i:l5 (184-7), lld. 4-0 (1850); (Liouville) Joum. de ..\Iath. t. 16 (1851); 
Abh. der Berliner Akad. 1856.) Hernach h<tben Kronecker und Dedekiud 
<liesen Begriff allgemein für beliebige Zahlkörper gebildet. D e d e k in d setzte 
seine Theorie auseinander in dem letzten Supplement zur zweiten und den fol-
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Wir wollen zunächst die GrUnde fiir die Einführung der idealen 
Zahlen näher auseinandersetzen. 

§ 2. ltleale. 
\Venn zwei ganze rationale Zahlen a, u, die nicht beide Null sind, 

den größten gemeinsamen Teiler t haben, so ist jede Zahl, welche 
aus der linearen Form ax + u !I durch Einsetzung beliebiger rationaler 
ganzzahliger Werte für x, y hervorgeht., durch t teilbar; und umgekehrt 
ist dann zunächst t selbst und weiter auch jede durch t teilbare Zahl 
in der Form a x + u y mit ganzzahligen x, y darstellbar. Die Gesamt­
heit aller dieser ax + uy ist somit mit der Gesamtheit aller durch t 
teilbaren ganzen rationalen Zahlen identisch und kann darum gewisser­
maßen als ein Bild des Teilers t gelten; wir bezeichnen diese Ge­
samtheit von Zahlen mit (a, b) und dieses Symbol soll zugleich den 
größten gemeinsamen Teiler von a und u bedeuten. Sind insbesonden· 
a. l1 teilerfremd, dann bedeutet (a, l1) den Inbegriff sämtlicher ganzer 
rationaler Zahlen und stellt andererseits die Einheit vor. 

Analog kann man den größten gemeinsamen Teiler beliebig vieler 
ganzer rationaler Zahlen, die nicht siimtlich verschwinden, charakteri­
Sleren. 

Sind nun in einem Zahlkörper K ( 0) zwei ganze Zahlen a, ß, die 
nieht beide verschwinden, vorgelegt und ist r ein gemeinsamer 'l'eiler 
derselben, so ist zwar eine jede Zahl von der Form a}. + ßtl, wobei 
.J., (l, hier und im folgenden, beliebige ganzt' Zahlen in K(8) bedeuten 
sollen, durch r teilbar; es braucht dann aber nicht immer einen 
solchen 'l'eiler r von a und ß zu gehen, daß auch umgekehrt dieses r 
und damit alle durch r teilbaren Zahlen lles Körpers in der Form 
a l + ß fl darstellbar wären. 

In der Tat, wenn etwa a, {3 durch keine ganze Zahl in KCß), ab­
gt>sehen von den Einheiten, beide gleichzeitig teilbar sind, so kiimen 
für r hier eben nur die Einheiten in Betracht und es wiire die Frage, 

genden _\uflagen von Dirichlet·s Vorlesungen ülH'r Zahlentheorie; vgl. ferner 
seine Arbeiten in: Bull. des SC. math. et astron. 1. ser. 11, 2. ser. 1 r)877); Al.h. 
der Gött. Ges. d. Wiss. Bd. 23 (1878), Bd. 29 (1882). Kronecker veröffentlichte 
st'ine l'ntersuchungen ausführlich zuerst in der Festschrift zu Kummers 50jlihr. 
Doktor-J ub. Berlin 1tl82, abgedr. im Journ. für 1\Iath. Bd. !12. 

l~enauere Literaturnachweise über dieses Gebiet findet man in \V e ], er 's 
Algeln·a Bel. II S. 494d. I. Auf!., wie aueh in Hilbert's Bericht über die Theorie 
der algebraischen Zahlkörper im Jahresber. der deutschen :\Iath. Yereinig. Bd. n­
(1897).- Seit die vorliegende Vorlesung gehalten wunle, sind noch Darstellungen 
der Idealtheorie in den Lehrbüchern \Oll P. Bachmann, Allgemeiue Arithmetik 
der Zahlenkörper ',Zahlentheorie, Teil VI, bei B. (~. Teubner 1!!05, und H>n 

.1. Sommer, Yorle,;ungen über Zahlentheorie, bei B. G. Teubne1· 1\HJ7, gegPl>L'll 
worden. 
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ob notwendig jede Zahl in K(O), insbesondere also die Zahl 1, sich 
in der Form cd + ß!-1' darstellen läßt. Nehmen wir nun beispielsweise 
die Zahlen 5, ~ +V- 6 in dem vorhin betmehteten Körper K(V-=- 6), 
so würde aus 

(2 + l/~ 6) l + 5t-t = 1 

durch Multiplikation mit (2- V- 6 )15 

:!J. + (2 -y_:G),tt = ~-~- 6 
,) 

(2) 

folgen, also müßte die Zahl ( 2 - V- 6) /5 mit der Norm F, ganz sein, 
dies ist aber ausgeschlossen. Die Gleichung (2) hat somit keine 
Lösung in ganzen Zahlen 1, 11, trotzdem 5 und ~ +V- G im vor­
liegenden Körper keinen von den Einheiten verschiedenen gemein­
samen Teiler haben; der Inbegriff (a, ß) der Zahlen von der Form 
a l + ß 11 ist also im vorliegenden Falle, trotz anscheinend teilerfremder 
a, ß, nicht identisch mit dem Inbegriff der ganzen Zahlen in K( 8). 

Suchen wir die hier angetroffene Abweichung der Umstände in 
einem algebraischen Körper von denen im Körper der rationalen 
Zahlen aufzuklären. 

Wenn eine ganze rationale Zahl !J, die =I= 0 ist, im Körper der 
rationalen Zahlen zwei wesentlich verschiedene echte Zerlegungen hat, 

y = aa* = bb*, 

so schließen wir daraus, daß jeder Faktor in der einen Zerlegung mit 
mindestens einem Faktor in der anderen Zerlegnng einen von 1 ver­
schiedenen Teiler gemein hat, also gewiß mindestens eine der U n­
gleichheiten 

(a, b) =I= (1), 

statthat, unter (1) die Gesamtheit der ganzen rationalen Zahlen ver­
standen. Haben wir es dagegen mit algebraischen Zahlen ( =\= U 1 zu 
tun, wie in dem Beispiel in K(}/ __ _:G): 

1o = (:z + v- ü)(2- f-o) = ~. :), 

so wäre da der Sehluß, daß 2 +V-ti oder doch -V- i i und 5 einen 
von den Einheiten verschiedenen Teiler in K1 V- 6) gemein haben, 
falsch; nichtsdestoweniger ist aher nach dem, was wir soeben aus­
geführt haben, 

(:! +V- G, 5) =1= (1) und desgleichen (2 -v=-ti, 5) =\= (ll; 
dabei soll allgemein unter ( y) der Inbegriff' aller Zahlen v y im Körper 
mit ganzzahligen v, also speziell unter (11 der Inbegriff sämtlicher 
ganzer Zahlen des Körper,; verstanden werden. 

Dieser Sachverhalt führt unmittelbar dazu, im Körper neben den 
einfachen Zahlen, wie vorhin a, {'i, auch die Inbegriffe (c, ß'l, die dureh 
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Zu~ammenfas:mng aller Zahlen von einer Form al + ßtL entstehen, 
der Betrachtung zu unterziehen; es zeigt sich dann, daß (ür derarti.IJ'' 
Inbeyrif{e nach Einfi'ihmng entsprec/wnder Definitionen die Grsetzc drr 
multiplikativen Zahlenti!Corie wieder mit ihrem ursprünglichen, dem Kürprr 
der rationalen Zahlen eigenen vVortlautc gelten. Solche Inbegriffe sind 
es, die Dedekind unter dem Namen der Idmle in die Zahlentheorie 
eingeführt hat. 

Sind ul' u2 , .•• , a11 beliebige ganze Zahlen eines Körpers K(O), 
so Yerstehen wir unter dem aus diesen Zahlen hervorgehenden Jd"al, 
m Zeichen dem Ideal 

a = (a11 a2 , ... , a11), 

in KiJJ), den Inbegriff aller derjenigen Zahlen m K(O), welche sich 
irgendwie in der Form 

fLlUl + fLtU2 + • .. + (L;,C;, 

darstellen, wobei 111, tt 2, ..• , 11 11 irgendwelche ganze Zahlen in K( I) I 
sein dürfen. Bei dieser Begriffsbildung des Ideals soll immer still­
schweigend angenommen werden, daß die zugrunde liegenden Zahle11 
a11 a,:, ... , c~" nicht sämtlich Null sind; jedes Ideal soll also stets 
auch von Null verschiedene Zahlen enthalten. 

I.Yir nennen zwei Ideale 

n = (c(11 u2, .. . , cc11 \, b = (#u {1,, ... , ßk) 

gleich, wenn sie aus genau derselben Gesamtheit Yon Zahlen bestehen, 
wenn also jede Zahl des einen in dem anderen enthalten ist und um­
gekehrt. Hierfiir ist, wie man sofort sieht, erforderlich und hinrei­
chend, daß jede der Zahlen ß11 ß2, ... , ßk sich in a und jede der 
Zahlen a11 a2 , ... , ah sich in (1 vorfinde. 

Der einfachste Fall eines Ideals ist die Gesamtheit aller mög­
lichen Produkte 11 e einer einzelnen von Null Yerschiedenen ganzen 
Zahl u des Körpers in beliebige ganzzahlige, im Körper enthaltene IL: 

n = (c'l; 

ein solches Ideal heißt ein Hauplidml. 
Das Hauptideal (1) ist mit dem Inbegriff aller ganzen Zahlen des 

Körpers identisch; wir bezeichne11 es auch mit o. 
Sind zwei Hauptideale (a), (J3) im Körper einander gleich, so 

muß es hiernach im Körper zwei ganze Zahlen l, ,tt geben, so daß 

ß = (W, a = J.ß 
wird: alsdann ist 

oder 
l=J.,n, 

wcts nur so stattfinden kann, chß }., ,u zueinander reziproke Einheiten, 
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also u, ß zueinander assoziierte Zahlen sind. Gleiche Hauptideale be­
stimmen somit bis auf eine J~inheit als Faktor eine und dieselbe 
(von Null verschiedene) ganze ZahL 

Auch ein aus beliebig vielen gegebenen ganzen Zahlen des Körpers 
hervorgehendes Ideal kann ein Hauptideal sein. In diesem Falle 
definiert es den grüßten r;emeinsa men Teiler der gegebenen Zahlen in 
ganz entsprechender Bedeutung, wie dieser Begriff im Körper der 
rationalen Zahlen auftritt. Denn ist etwa 

(u17 ccJ = (a), 

so muß es ganze Zahlen flu 112 , ).11 A2 im Körper derart geben, daß 

al = !11 a' CC;: = !12 cc' u = A1 u1 + A:J CC2 

wird; nun folgt aus den zwei ersten dieser Gleichungen, daß a gemein­
~amer Teiler von a11 a2 ist, aus der dritten, daß a durch jeden ge­
meinsamen 'reiler von a17 a2 teilbar ist, also aus allen drei Gleichungen 
zusammen, daß das Ideal (a1 , cc2 ) genau mit dem Inbegriff aller Viel­
fachen eines gewissen sogenannten "größten" gemeinsamen Teilers 
von cc1 , a2 identisch ist. 

§ ß. Basis riues ltlt>als. 

\Vir wollen die weiteren Entwieklungen über Idenle an dem 
Beispiel eines kubischen Körpers K(()) vornehmen. 

Im Anschluß an die in Kap. IV § :2 für den Inbegriff der ganzen 
Zahlen in K ( e) gegebene geometrische Darstellung läßt sich auch 
für ein beliebiges in K(()) gegebenes ltleal a = (a1 , a2 , •• • , ah) em 
geometrisches Bild gewinnen. Es sei 

w = xw1 + yc.J2 + zw;; 

eme Basisform für den Körper ](((}). \Vir deuten x, y, z als Parallel­
koordinaten im Rmune und wollen das Gitter in .r, y, z, welches ein 
geometrisches Bild für die siioltlichcn ganzen Zahlen in K( 0) liefert, 
mit (1)(0) bezeichnen. Dann bildet die J\fenge aller jener Punkte in 
(i) ( o), welche speziell den Zahlen der-; Ideals 11 entsprechen, ebenfalls 
ein dreidimensionales Punktgitter, (lj(!1). In der Tat: erstens besitzt 
diese Punktmenge die parallelogrammatische Grundeigenschaft emes 
Pnnktgitters, indem aus beliebigen zwei Zahlen des Ideals, 

a = !11 a1 + · · · + !',.a,. = pwt + qw2 + rw3, 

a* = 11/a1 + · · · + ,u;,*a;, = p*w1 + rJ*w~ + r*w3 , 

dureh Subtraktion eine Zahl 

a*--cc = ip*-J!)w1 + (IJ*-q)w2 + \r*-r:lw3 

hervorgeht, die jedesmal wieder dem Ideal angehört; und zweitens 
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liegen die Punkte von (lj ( a) nicht sämtlich in einer Ebene; denn be­
deutet a eine beliebige Zahl =1= 0 in a, so liegen jedenfalls diejenigen 
drei Punkte von (l)(a), welche den drei (offenbar dann ehenfalls in a 
enthaltenen) Zahlen am17 aw2 , e~.m3 bzw. entsprechen, sicher nicht in 
einer Ebene mit dem Nullpunkte, indem die Diskriminante der ge­
nannten drei Zahlen 

D." (am17 aw"' ccw;,) = (Nma)~ · D.2 (w1 , m~, m3 1, 

also =1= 0 ist. 
In der wiederholt dargelegten Weise können wir so nach in {I) ( et'i 

auf unendlich viele Arten drei Punkte 

Cl= (pp qu 1'1), c~ = (P"' !Jz, Yz), C;; = (p3, '13, 1'31 

bestimmen, so daß aus dem Tetraeder 0 C1 C2 C3 sich das ganze Gitter 
(il(a) ableitet, als die Gesamtheit derjenigen Punkte S =(X, 1~ 71 
in (lj (0 ), für welche die vektorielle Relation 

0 S = X · 0 C1 + Y · 0 C2 + Z · 0 C3 

mit ganzzahligen rationalen X. Y, Z besteht. Sind nun }'u y2 , y3 llie­
jenigen ganzen Zahlen in K( 0), welche den Punkten 017 C2 , C3 in 
(i\(o) bzw. entsprechen, also in a enthalten sind und mit den Basis­
zahlen m11 uJ 2 , t•Js von K(O) mittels der Gleichungen 

}'t = Pt(i)l + q1w2 + }'l(j)J) 

}':3 = }lßJt + (hW2 + 1'3VJJ 

zusammenhängen, so entspricht jedem Punkte (X= P, l"= (!, Z = R) 
des Punktgitters (\) ( a) eine Zahl in a, n[imlich Pr 1 + (!1'2 + R J'.;, 
und umgekehrt Hißt sich jede Zahl des Ideals a in der Form 

J>,,, + Qrt + Rr3 
mit ganzzahligen rationalen, eindeutig bestimmteil P, (/, R darstellen. 
Daraus folgt rler Satz: 

XXXVIII. In einem Ideal ci11cs l•ul,ischcn Kürpers lassen 8id1 sfds 
(auf' nnendlich vielc Weise11) dni Zahlen dcmrt allgelJI'II. daß dllrch 
dicsellJCJI sie/1 jnle Zahl des Ideals linear lwmoycn mit .rJWI.z·zaMi,(/PJI 
mtionale11 Koeffizienten, und zzcar uur in einer H"eise, dorstel{l'll liißt. 

Drei Zahlen im Icleal von der bezeieh11eten l~igensehaft heißen 
eine Basis des Jde(({s. 

1st das Ideal ein Hauptirkal (a), ::;o bilden direkt t1ie (lrei Pro­
dukte a w1 , a w 2 , a w3 eine Bnsis drsselben; denn da .iede g-am>:P Zahl 
!1 des Körpers sich in der Form 
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mit ganzen rationalen p, q, r darstellt, so folgt hieraus für jede Zahl 
p.a in (a) die Darstellung: 

flCI = p. aw1 + q. aw2 + r. aws. 

Sinrl /'u 1'2 , /'s beliebige drei ganze Zahlen in K(O) mit nicht 
verschwindender Diskriminante, so führt die Gesamtheit derjenigen 
ganzen Zahlen in KiO), welche sich in der Form Pr1 + (!1'2 + Rr,1 

mit ganzzahligen rationalen P, (d, R darstellen, - genannt der Jlfodul 
lr11 '}'2 , r3 J, - immer auf ein in (1) ( o) enthaltenes dreidimensionales 
Gitter; indessen muß eine solche Gesamtheit von Zahlen nicht not­
wendig ein Ideal vorstellen. Soll sie nämlich ein Ideal sein, so 
müssen auch sämtliche Zahlen 111 '}'1 + !12 '}'2 + (t 3 y3 , wobei !111 !12 , !ls 
lwliebige ganze, nicht bloß rationale, Zahlen in K ( 0) sind, ebenfalls 
diesem Ideal angehören, also in der Form 

mit ganzen rationalen P, (J, 1l darstellbar sein. Vor allem müssen 
dann somit auch die Zahlen 

1'1 Wu 1'2Wu YsWP 

1'1 w2, 1'2w2, 1'3w2, (4) 

1'1 Ws, 1'2w:J, YsWs 

in der besagten Form darstellbar sein. Diese letztere Bedingung ist 
aber auch hinreichend dafür, daß der Modul [r1 , r 2 , r 3J ein Ideal vor­
stellt; denn sobald sie erfüllt ist, läßt sich jede Zahl 

!111'1 + l121'2 + !ls Ys 

in der besagten Form darstellen, indem sie sich aus den neun Zahlen 
( 4) linear homogen mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten zu­
sammensetzen Hißt. 

~ 4. :Norm eines ltll'als. 

Bilden wir flir eiu gegebenes Ideal a die Diskriminante emer 
in den Ausdrücken (3) dargestellten Basis Yu r~, I':J desselben, so er­
gibt sich: 

'}'p 0/ Ys 
2 Pu P2, Ps I 2' 

.t."r Yu r~, Ys) = 1'1', 1':/, 
I 

= ß2(wu w2' ws). q~ (5) Ya ljp 1]2, 

" " " rs 1'1 , 1'2 ' 1'3 r1, r2, 

diese Diskrimiuante wird also gleich dem Produkt aus der Diskrimi­
nante des Körpers in das Quadrat der Determinante 
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P1, P2, Pal 
I 

qu q2' qa I • 

, ~'u ~"2' ra I 

159 

Den Betrag dieser letzteren Determinante, welcher, wie sogleich tleut­
lich werden wird, von der Wahl der Basis /'1, y2 , y3 in a unabhängig 
ist, bezeichnen wir als die Norm des Ideals a, in Zeichen: Nma. 

Ist a ("in Hauptideal, = (a), so kann für dasselbe (vgl. § ß) 

1'1 = awu 1'2 = aw2, Ys = aws 

als Basis angenommen werden und es wird dann 

(G) 

sonach ist die Norm eines Hauptideals (a) bis eventuell auf das Vor­
zeichen, (das ja bei der Norm eines Ideals stets positiv ist), gleich 
der Norm der Zahl u, aus welcher das Hauptideal hervorgeht. Da­
durch erscheint die Verwendung des vV ortes "Norm" anch hier bei 
den Idealen gerechtfertigt. 

Die Norm eines Ideals a hat eine einfache geometrische Be­
deutung: sie ist gleich dem Jrolumen des Grundparallelepipeds im Ciil/1 r 
(l)(a). tcelcltcs die Zahlen des Ideals n repriisentiert. ~bezogen auf das 
Grundparallelepiped des die Gesamtheit der ganzen Zahlen des Körpers 
darstellenden Gitters (i) ( o) als Volumeneinheit. Denn bezeichnen wir, 
wie in § ß, mit x, y, z die dem Gitter (I) ( o) zugrunde gelegten Ko­
ordinaten und mit X. Y, L diejenigen für (I) ( n ), so ist, hei den von 
uns in § 3 augewandten weiteren Rezeiclmungen 

J; = p 1X + p 2Y + p 3Z, 

y = 111 X + IJ:J Y + y3 Z, 

,:; = r1 X + r~ Y + r3 Z 

und folglich berechnet sich das Volumen des Grnndparallelepipetl,.; 
von @(a) in den :r, y. z-Koordinaten zu 

Jl1 • P2 • Jl3 

•~[/.]~lxdyd.z= (;~~:~~l..J.jj:zxrtYdZ=abs q17 'b fJ:1 =Nml1. 

l'u ~'2, ~':; 

\Vir können dieser Tatsache, we11n wir eine hierauf passende Be­
merkung in Kap. III § li~ (S. 88) beachten, auch durch die Aussage 
Ausdruck gehen, daß Nm n der A11zahl dcJ;jenigl'll Gittr·rpn11lde i11 
(I) ( o) gleic!tkommt, welcltr drm Bereiche 

o;;:::X<l, o;::::Y<l, o~L<l 
rles GrUJldparnllelepipeds vo11 (I) ( n) (t/lgeltijrcn. Mit Rücksicht darauf 
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können wir den ·reziproken \Vert von Nm a auch als die Diclde des 
Ideals a (scil. relativ zum Ideal o) bezeichnen. 

§ 5. Äquivalente Ideale. Itlealklasseu. 

Wenn für zwei Ideale a, (l in dem vorliegenden kubischen Körper 
K(O) solche Basiszahlen u1, a~, a:J resp. ßu ß2 , {33 angehbar sind, die 
einander proportional sind, so daß also 

0: 1 

(11 {I, j1,, 

gilt, so nennt man die Ideale a, (1 einander äquirale11t und schreibt 
dies in Zeie hen: 

Es Hißt sich alsdann zu jeder beliebigen Basis c:/', e/, u/ in Cl eine 
Basis ß1 *, ß/, ß/ in 6 derart angeben, daß die Elemente der einen 
proportional sind den Elementen der anderen, - wodurch erst der 
Begriff der ÄqniYalenr. unabhängig von der Auswahl eines besonderen 
Paars entsprechender Basen in den Idealen wird. Denn die Basis 
a 1*, a/', cc:;* geht aus ccl' a:!., a3 ,jedenfalls durch eine lineare homogem• 
Substitution mit ganzzahligen rationalen Koeffir.ienten und mit einer 
Determinante ± 1 hervor und dieselbe unimodulare Substitution er­
gibt, auf die Zahlen ßJJ ß2 , ß:; angewandt, drei Zahlen ß/, ß2*, ß/', 
welche wieder eine Basis von (l darstellen werden: ist nun dabei, der 
Voraussetzung gemäß, etwa 

ßt = xuu /)2 = Xll2! ß3 = J.C(J! (9l 

worin X eine Zahl (=F Ü) in K(&! bedeutet, so folgt darans sofort im 
Einklang mit unserer Behauptung: 

ßt = xa/, P/' = xa2*, ßt = J.lX3*· 

Zwei Hauptideale (a), ({3) im Körper K(O) sind immer iiquivalent; 
denn aus einer Basis v>u w2 , w" des Körpers ergehen sich in der 
.Form cc l•J 1 , a w2 , lX l•J3 ; ß w1 , {'J w2 , {J wu Basen der zwei genannten 
Hauptideale, woraus unmittelbar die Proportionalität dieser let:r.teren 
zwei Basen, mit dem Quotienten X= (ß/a!, einleuchtet. Souach ist eiil 
beliebiycs Hrmptideril im Körper iiquivalent dem Hauptideal (1 ). 

Die Aquivalem von Idealen Hißt sich noch auf eine andere< 
vVeise definieren. wodurch dieser Begriff in ein helleres Licht ge­
rückt wird. 

Die Gesamtheit der Zahlen im Ideal n bzw. 6 stellt sich mittels 
einer Hasis lX1, a", u,: in n hz;w. einer Basis tlu {3 2 , {33 in (l in der 
Form 
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bzw. 

dar, worin X, Y, Z unabhängig >Oneinander sämtliche ganzen rationalen 
Werte durchlaufen. Wenn also beide Ideale a, 6 äquivalent sind und 
demgemäß gewisse Basen derselben, etwa eben a11 a2 , c<;3; ß17 ß2 , {'J3 , 

durch Relationen (9) miteinander verbunden sind, so erkennen wir 
aus (10), daß zu jeder beliebigen Zahl a in a dann eine Zahl ß in (1 
derart gehört, daß ß/u gleich dem in (H) bezeichneten Proportio­
nalitätsfaktor X wird. Denken wir uns nun x;, welches irgend eine 
Zahl im Körper sein mag, als Quotienten zwei er ganzer Zahlen des 
Körpers, = !L/v, dargestellt, so haben wir: 

vß = fLU, 

d. h.: die Gesamtheit der Prolukte aller Za!tlen des Ideals a in die 
Zahl !L ist mit der Gesamtheit der Produkte aller Zaltlen des Ideals b 
in die Zahl v identisch. 

Wir definieren nun als das PTodukt fLU eines Ideals 

in eine ron Null verschiedene ganze Zahl !L des Küi]Jers den Inbegriif 
sämtlicher Produkte von 11 in die Zahlen des Ideals a. Man sieht 
leicht, daß dieser Inbegriff ebenfalls ein Ideal im Körper ist, und 
zwar das ans den Zahlen ~w17 ~w2 , ••• , ,nah hervorgehende Ideal. 

Souach lassen sich zu zwei :1quivalenten Idealen a, 6 immer z\•tei 
von Null verschiedene ganze Zahlen p, v derart angeben, daß 

11b = ,un (ll) 

wird. Umgekehrt sind zwei Ideale n, b von einem dernrtigeu Zu­
sammenhange immer einander 1i<Iuivalent: denn aus einer beliebigen 
Basis von n folgt dann sofort eine hierzu elementenweise proportio­
nale Basis für (l. Die .:iquivalenz ?"OJI Idealen l.wm ·'"mit durrl1 dirsru 
Zn:;ammenhang (11) definiert zre1·den. 

Es ist unmittelbar klar, daß zzcei Ideale, zcehhe demselben dritfeu 
äquiv(~lent sind, auclt untereinander äquivalent sind. Dieser Umstand 
legt die Einteilung aller Ideale eine" Körpers in Inhegrifl'e von unter­
einander äquivalenten Idealen nahe. Ein solcher Inbegriff heißt eine 
Klasse t·on Idealen. 

Alle Hanptideale eines Kü1pers bilden oft'elll)((l' eine Idealklasse 
f'iir sich, -- die sogenannte Hauptldassc. 

l\1 i nk u w ~ k i 1 diophant. Appl'uxima.tionen 11 
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s 6. Emllichkeit {ler Anzahl der ldealk1assen. 

XXXIX. Die Anzahl der siimtlichen in einem algebraischen Zahl­
körper nwhandenen ldeall.-lassen ist endlirk 

Den Beweis dieses Satzes werden wir auf Grund bereits in 
Kap. III erledigter zahlengeometrischer Überlegungen führen, wobei 
wir uns, wie bisher, das Beispiel eines kubischen Körpers K(O) vor 
Augen halten. 

Es sei D die Diskriminante, w17 üJ2, w0 eine Basis von K(O). Wir 
denken uns ein beliebiges Ideal a in ]( ( 0) und es sei y11 y2 , y3 eme 
Basis von a. Alle Zahlen in a werden dann rlurch die Form 

(12) 

mittels ganzzahliger rationaler X, 1~ Z geliefert und die dazu konju­
gierten Zahlen werden bzw. durch die Formen 

H = ·r/X + y2'Y + y3'Z, 

z = r/'X + rtY + rtz, 
jedesmal mittels tlerselben \Verte der Variabeln, dargestellt. 
drei Formen (12), (12'), (12"), welche die Determinante 

ß(y11 y2 , y3) = ± yD · Nma 

(12') 

(12") 

Auf die 

habzn (s. Gleich. (Ö)), wenden wir den Satz XVII' (S. 80) oder den Satz 
XVIII' (S. 82) an, je nachdem D positi> oder negativ ist; danach läßt 
:;;ich im Ideal a eine solche von Null verschiedene Zahl 

r = 1'1 P + Y2 (J + rJt 
ermitteln, ''elche nebst ihren konjugierten ;/. y" !ler Ungleichung 

(13) 

iSenügt, wobei der /:ahlenfaktor w gleich 2/\) oder 8/fl 'lt r.u nehmen 
ist, je nachdem lJ positiv oder negativ ist. 

Wir stellen nun dem Ideal a das aus der Zahl y hervorgehende 
Hauptideal (y) mit der Basis /'Wu ym2, {'Ws an die Seite; die sämt­
lichen Zahlen in \f'), sowie die tlazu bzw. kon.iugierten Zahlen sind 
dann hzw. in den Formen 

~ = J'(Wl.f + W:!)f + Wsz), 

11 = y'(w/x + m2'y + w3'.Y), 
)- "( "- + "_ + "-) s = I' w1 .t: w2 y w3 z. 

mit gannahligen rationalen :t, y, .'f enthalten. 

(14, I 

(14-') 

(14") 
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Wir suchen nun in dem Punktgitter (l)(o) die beiden darin ent­
haltenen Punktgitter (Ii ( a), (\) ( y) auf, welche die Ideale a, (y) bzw. 
repräsentieren und deren ersteres durch die Gleichungen (12), (1:!'), 
(12") auf ein Grundparallelepiped 

O<X<1, O<Y<1, U~Z<l, l)ö) 

letzteres durch die Gleichungen (UI, (14'), (14") auf ein Grundparallel­
epiped 

(115) 

bezogen ist. Da alle Zahlen des Ideals (y) zugleich Zahlen von n 
sind, so ist dabei das Gitter (1) (y) in dem Gitter (I) ( a) enthalten. Es 
kann sich nun (IJ(y) völlig mit (li(n) decken und anderenfalls können 
wir nach der in Kap. III § 14 gegebenen Methode das tlichtere. mehr 
Punkte aufweisende Gitter @ (a) an das im Raume weniger dicht zer­
streute Gitter (li(y) adaptieren, d. h. wir können stets für daR enfllltl­
tende Gitter (li(a) an Stelle von X, Y, Z, durch eine liueare homo­
gene Substitution mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten und einer 
Determinante ± 1, solche neue Variable X, Y, Z auf eindeutig lH~­
stimmte VIfeise einführen, welche mit jenen .'i', y, .f dnreh Gleichungen 

X = 11 x -t- l2fi -t- 13 .z, 
y = lll2fi + 111 3.2, 

Z= 
(17) 

zusammenhängen, wobei lu 12 , m2 , (;, m3 , II;; ganze rationale Zahlen 
sind und überdies die Bedingungen 

erfüllt sind. 

tl > o, 

o< 1'<1, 
111, 

1/12 > 0, 1l;; > 0, 

() < l, < 1 ' u < 111" < 
Ji ~: - 05 

(18) 

(19) 

Ist nun }'11 r2 , y3 Jene Basis in n, welche <leu Gitterkoordinaten 
X, Y, Z in bewußter Weise zugrunde liegt, so gilt fiir je zwei 
Systeme rationaler \Verte ~X, Y, Z), (7, !], ,f), \Yeld1e Yennitkl»t del' 
Gleiehungen (17) miteinander zu~ammenhängen, die Ltelatim1 

denn es mlis~en die Koeffizienten von L . .17, .~ beider~eit~ überein­
stimmen. Aus dieser Gleichung und den zwei zugehörigen, die in 
den zu K(O) konjugierten Körpern statthaben, folgt unter Berüek­
sichtigung von ! 1 7), nach dem Multiplikationssatze <ler Determinantell: 

! :! 1 I 
Nm1 ist 

11 
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ß (ru r2, Y3) = ± ß(ru Y2, Ys) = ± yD ·Nm a, 

ß(rrou yro2, rms) = ± rr'r"· YD; 

aus (21) folgt somit: 

und hieraus wegen (13): 
l1 m2 n3 < w I yD ,. 

Aus dieser letzteren Ungleichung geht hervor, daß Dei gegebenem D 
zunächst für die ganzen mtionalen positiren Zahlen 71 , m2 , n3 in (17) 
und hernach, tcegen (19). auch fiir die ülwi_qen Koeffizienten in den 
Gleichungen (17 l hier nur eine endliche Anzahl riJn H'ertekombinationen 
in Fmge kormnen. Es kommen sonach überhaupt für die Substitution 
( 1 7) bei gegebenem D von vornherein nur eine endliche Anzahl von 
Möglichkeiten in Frage. 

Denken wir uns nun die zu (17) reziproke Substitution ge­
bildet, welche also die Variabeln x, y, Z durch jene X, Y, Z dar­
stellt, und sodann durch Einführung dieser Substitution in die Rela­
tion (20\ die Größen y1/y, j/2/y, y3 jy durch die Größen m17 m2 , m;: 

ausgedrückt, so stellen sich die ersteren durch die letzteren linear 
homogen dar, mit Koeffizienten, welche aus den Größen 711 72 , .•. , n3 

in bestimmter Weise rational zusammengesetzt sind. Daraus folgt, daß 
auch fiir die Grüßen rJF, y2 ,y, y3!y, und in der Folge auch fiir deren 
Ve1·hältnisse y1 : y2 : y3 in dem Kürper K( 0) hier nur rmc endlt:che An­
zahl von Möglichkeiten 1:m·lieycn. 

Auf diese vVeise stellt es sich herans, daß w einem jeden 
Ideal n eines kubischen Kürpers ]( ( 0) eme derart?"ge Basisform 
j/1 x + y2Y + y3Z e::ristiert, wobei fiir die I 'erhiiltnisse y1 : r~ : y3 von 
vornherrin nur eine endliche, durch den }(ÖJ)Ier bestimmte Anzahl von 
JJlöglichkciten e.ristiert. Da nun einem jeden hier von vornherein 
denkbaren Wertesystem der besagten Verhtiltnisse wenn überhaupt, 
dann höchstens nur eine einzige Idealklasse in K(O) entspricht, so 
folgt daraus, daL\ die Anzahl der Idealklassen iu K( 0) endlieh ist. 

§ 7. Beispiel. 

Der hier gefundene Beweis des Salzes XXXIX gibt zugleich in 
jedem Einzelfalle die geeigneten Mittel an die Hand, wn alle exi­
stierenden Idealklassen eines gegebenen KÜJ]Jers 1cirldich a?t(zustellen. 
Wir wollen dies hier an Beispielen von quadratischen Kürpern er­
Uiutern. 

Durch die entsprechenden Überleguugeu, wie sie in § G für einen 



§ 7. Beispiel. 165 

kubischen Körper vorgenommen wurden, kann man für einen quadra­
tischen Körper die folgende Tatsache gewinnen: Es sei D die Dis­
kriminante und Wu w2 eine Basis des Körpers; bedeutet nun a irgend 
ein Ideal in dem Körper, so existiert in a immer eine Zahl r und 
eine Basis y1 , y2 , derart, daß identisch in x, ff 

(22) 

ist, während lp l2 , m2 ganze rationale Zahlen sind, die den Un­
gleichungen 

l1 > 0, m2 > 0, 

0 <: l2 < 1/12' 

ll m2 < w! y'D [ 

(23) 

(24) 

(25) 

genügen, mit w = i- oder = 2j'lt, je nachdem D > 0 oder < 0 ist. 
Aus (22) folgt alsdann: 

(26) 

Dabei wird, wie noch 1)emerkt sei, die Ungleichung (25) durch 
Vermittlung von Sätzen gewonnen, welche jenen XVII', XVIII' analog 
sind und lauten: 

XL. Zn zwei linearen Formen ~' 11 in zwei V ariabelu, mit reellen 
Koeffizienten wul uicht verschwindender Determinante D., lassen sieh 
immer ganzzahlige rationale Werte der Vm·iabeln angeben, die nicht 
beide verschwinden und die Ungleichung ~ 'f/ < } [ D. bewirken. 

Zn zwei linearen Formen ~, 'f/ in ztcei Variabeln mit konjugiert­
komplexen Koeffizienten und nicht verschwindendrr Determinante D. 
lassen sich immer ganzzaltligc rationale Werte der V(triabeln angeben, 

die nicht beide versehteinden und die Ungleichung [ ; 11[ < ·~ i D.[ lu)­

wirken. 
(Der erste dieser Sätze wurde in Kap. II § 6 u. ff. behandelt; der 

zweite ergibt sich als Spezialfall des allgemeinen Theorems VII in 
Kap. II für die Ellipse I g I = i YJ 1 .~ 1 als Eichfigur.) 

Nun wollen wir speziell den quadratischen Körper K(i) der 
vierten und den quadratischen Körper K(j) der dritten Einheitswurzeln 
betrachten; dieselben sind bzw. durch je eine Wurzel der Gleichungen 

i2 + 1 = 0' l + j + 1 = 0 

definiert. Auf diese Körper wenden wir die oben ausgesprochene 
Tatsache an. 

Für den Körper K(i) ist die in § 1 dieses Kapitels mit d be­
zeichnete Zahl =- 1, also l (d- 1) nicht ganz; daher bilden 1, 
i = y=..-1 eine Basis dieses Körpers und also 
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D= 
1, l 

=-4 
1, -I 

seine Diskriminante. In der Folge wird hier aus (25): 

4 
l1 m. < -- < 2, 

- 1t 

und also mit Rücksicht auf (::.>a), (24): 

11 = 1, m" = 1, l2 = 0. 

Jedes Ideal in K ( i) besitzt demnach eine Basis y17 j/2 , fiir welclte ( vgl. 2li) 

~ = w, = i 
}'1 (1)1 

wird, cdso welche zur Basis m17 m2 des Kö1pers proportional ist; jedPc' 
Ideal in K(i) ist somit ein Hauptideal. 

Für den Körper K(j) finden wird=- 3, dabei ist Hd- 1) gauz; 
es bilden sonach 1, V- 3 noch keine Basis in K(j), wohl aber bilden 

1 . - 1 +V- 3 . 1 h I d F 1 . f T7"( . ,.J = 2 eme so c e. n er o ge 1st ür 11. .J): 

und geht sonach (25) hier in 

2 y3 ' 
l1 m~ < ~ < 2 

über, woraus mit Rücksicht auf (23), (241 wieder 

71 =1, mt=1, 72 =0 

folgt. Sowit besitzt Jedes Ideal iu K(.j) eme Basis y17 }'2 von di'l· 
Ri_gensdw(t, daß 

u·ird, nnd ist da/irr immer ein Hauptideal. 
Die Körper K(i), K(j) cuthalten also keine anderen Ideale als 

Hauptideale. In jedem dieser Körper entsteht daher auch der Begritl" 
des größten gemeinsamen Teilers ffeJwu so. wie im Kü1per der rational(')! 
Zahlen. Sind nämlich «v IX2 beliebige zwei ganze Zahlen, die nicht 
beide verschwinden, im Körper K(i) bzw. im Körper K(j), so ist 
das Ideal ( a1 , 1X2) des betreffenden Körpers nach dem Gesagten immer 
ein Hauptideal, etwa = (a); es muß somit im Körper ganze Zahlen 
l 17 12 , fLu tt2 geben, so daß 

IX = ).1 IX1 + }.~ l'~ 1 C~ 1 = fLJ IX, IX~ = ,u2 a 
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wird, und aus diesen Relationen folgt, daß u ein gemeinsamer Teiler 
von a1 und a2 und daß jeder gemeinsame 'I' eil er von a1 , a2 zugleich 
Teiler von a ist, also daß a der "größte" gemeinsame Teiler von a1 , a:l 

ist. Dahet· gelten anch im Körper K(i) sowohl als im Körper K(j) 
{iir die ganzen Zahlen analoge TcilbMkeitsgesetze, wie (iir die gm1zen 
1·ationalen Zahlen, und in der Folge a1wh das Gesetz der eindeutigeil 
multiplikativen Zerleybarkeit der yanzen Zalden in nnzerlegbare Zahlen. 

§ 8. ßiultiplikation von Idealen. 

Wir fahren wieder in der allgemeinen Theorie 
Körpers K ( 0) fort. 

Unter dem Produlde n 6 der .m·ei Ideal!' 

emes beliebio·en ,., 

n = (a17 a2 , ••• , u11), b = ({'311 ß2 , .• • , (3k) ( :!7) 

1m Körper versteht man das folgende Ideal: 

n6 = 

(atßu a2ßu · · ., at.ßil a1ß2, a2{'32, · · ., a"ß2, · · ., C!l(3k, a2ßk, · · ., ahßk.). 

welches also genan alle Produkte aus einer Zahl in n und einer Zahl 
in (1 und jede Summe aus derartigen Produkten enthalten wird. 

Es ist klar, daß das so (1efinierte Ideal Ct 6 unabhiingig ist von 
der Auswahl der /';nhlen in Cl bzw. (J, welche zur Festlegung dieser 
Ideah) dienten. 

Es liegt auf der Hand, wie die8e Definition auf Produkte von 
beliebig Yielen Idealen zu erweitern ist. Bs ist ferner klar, was man 
unter der Pofe11z eiues Ideals mit ganzzahligem positivem Exponenten 
zu verstehen haben wird. 

Fiir die so definierte Multiplikation von Idealen gilt, wie mau 
unmittelbar einsieht, rlas ttS8o.ziative Gesetz uml das kommututire (}esPl::: 

(nb\ · c = n. ((1c'1, 

nb = bn. 

Bezugnehmend auf ( :!7) definiert man fprner ( n, (l) als das fol­
gemle Ideal: 

Alsdann tritt zn den bezeichneten zwei Gesetzen für die Multiplika­
tion der Illealt' noch ein distrilmtives Gesetz hinzu, indem 

( a, b) · c = ( n c, (1 c) 
wird. 

Es kommt offenbar auf dasselbe hinau;;, ob man em Ideal mit 
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einer ganzen Zahl a ( =l= 0) oder mit dem aus dieser Zahl hervor­
gehenden Hauptideal (a) multipliziert (vgl. § 5). 

XLI. Jedes Ideal reprodnziert sich selbst, wenn man es mit dem 
Hauptideal (1) multipliziert. 

Dieser Satz ist von vornherein klar; es gilt aber auch, was sehr 
wichtig ist, die U mkehrnng hiervon, welche lautet: 

XLI'. Ans einer Idealrelation 

a& = a (29) 
fiJiyt not1ceJ1diy 

& = (1). 

(Dabei wird, wie immer [ vgl. § 2], daran festgehalten, daß em Ideal 
stets auch von Null verschiedene Zahlen enthält.) 

Der Einfachheit halber denken wir uns den vorliegenden Körper 
wieder als einen kubischen; zudem können wir die Ideale a und b 
insbesondere je durch eine Basis a11 a2 , a3 bzw. ß1 , ß2 , ß3 festgelegt 
annehmen; dann bedeutet (29), daß jede Zahl a in a sich als lineare 
Verbindung der neun Zahlen a1 ßu a2 ßp ... , a3 ß3 mit ganzzahligen 
im Körper liegenden Koeffizienten darstellen läßt; fassen wir nun in 
dieser Darstellung je die Glieder mit a11 mit a2 , mit a3 zusammen, 
so erhalten wir a in der Form einer linearen Verbindung der Zahlen 
a11 a2 , a3 mit Koeffizienten, welche Zahlen in & sind. Es ist also 
unter anderem 

al = ßn al + ß12 a2 + ß1s Us' 

a2 = ß21 al + ß22a2 + ß23a3, 

"s = ßs1 a1 + ßs2 a2 + ßss Us' 

worin ß11 , ß121 ... , ß33 gewisse Zahlen in b bedeuten. Hieraus folgt 
mit Notwendigkeit das Verschwinden der Determinante dieser in 
a1 , a2 , a3 homogenen Gleichungen: 

ßu -1, ß12' ß1s 

ß2l' ß22 - 1' ß23 = 0. 

ßs1 ' ßs2' ßss - 1 
Denken wir uns nun diese Determinante entwickelt und in der er­
haltenen Gleichung das Glied 1 auf die rechte Seite für sich gebracht, 
so sagt dann die Gleichung aus, daß 1 eine Zahl in & ist. Infolgedessen 
i8t aber auch jede ganze Zahl des Körpers, als Produkt ihrer selbst 
in 1, eine Zahl in &, und also 

& = (1). 

Die Sätze XLI, XLI' lassen sich noch wesentlich verallgemeinern, 
und zwar zu folgenden: 
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XLII. Ist 
a=b 

'Hnd c ein beliebiges Ideal 1m Körper, so ist mtch 

ac = bc. 
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Diese Tatsache ist unmittelbar klar. Es läßt sich aber auch 
die Umkehrung hiervon beweisen: 

XLII'. Aus 
ac = bc (30) 

folgt 
a = 6. 

(Den Idealen a, b, c hier entsprechen in (29) bzw. b, (1), a.) 
Bei dem Beweise dieses letzteren Satzes werden wir drei Fälle 

un tm·scheiden: 
1°. c sei ein Hanptideal, = (y). Dann bedeutet 

a (y) = 6 (y), 

daß zu einer jeden Zahl a in a eine Zahl ß in b und zu einer jeden 
Zahl ß in b eine Zahl a in a derart gehört, daß 

ay=ßy, 
also 

a=ß 
wird; dies heißt aber, daß 

a=b 
ist. 

2°. c sei ein beliebiges Ideal; dagegen sei tcenigstens eines der 
Ideale a, b ein Hauptideal, ettca b = (ß). Indem wir uns der Ein­
fachheit halber den vorliegenden Körper wieder als einen kubischen 
denken, nehmen wir ru y2 , y3 als eine Basis in c an; dann ist offen­
bar ß Yu ß y2 , ß y3 eine Basis in (ß) c und die Voraussetzung 

ac = (ß)c (31) 

besagt also, daß eine jede Zahl in a c als lineare Verbindung der 
Größen ßy11 ßy2, ßy3 mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten dar­
gestellt werden kann, also insbesondere, wenn a eine beliebige Zahl 
in a ist, stets drei Gleichungen 

ar1 = P1ßl'1 + fJ1ßl'2 + ~"1/3rs, 
ar2 = P2ßl'1 + fJ2ßl'2 + ~"2ßra, 
ay3 = Paßr1 + fJsßr2 + rsßYJ 

mit ganzen rationalen Zahlen p1 , q1 , .•. , r3 bestehen. Daraus folgt 
notwendig das Verschwinden der Determinante dieser drei in y11 y2 , y3 

homogenen Relationen: 
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IX 

Pt- ß ' (jp l'p 

IX 
=Ü. 112' '12 -ß' 1'2' 

IX 

PrJ• '131 r ---
a (3 . 

Diese letztere Gleichheit besagt nun, nach Entwicklung der Determi­
nante hierin, daß die Zahl a/ß einer algebraischen Gleichung mit 
ganzen rationalen Koeffizienten und dem hiichsten Koeffizienten 1 ge­
nügt; hiernach ist also a/ß eine ganze Zahl. .Jede Zahl in lt ist so­
mit durch ß teilbar und es existiert infolgedessen ein Ideal e = 

(e1 /ß, a2j(J, ... , ah/ß); für dm:selbe gilt dann die Relation 

n = e(ß). (32) 

Diese liefert nun, m (:31) berücksichtigt: 

r(ß)c = (ß)c, 

"-oraus dem unter 1° Bewiesenen gemäß 

cc = c 

und also nach dem Satze XLI' 

e = (1) 

folgt; mit Wieksicht darauf ergibt aber (:32): 

n = (ß), 
was zu beweisen war. 

3°. a, b. c seien ueliebiyc ld!!alc im Kü1pcr. Den Beweis des 
Satzes XLII' gründen wir unter diesen allgemE'insten Umständen auf 
zwei Hilfssätzen, dPnen auch an sich eine fundamentale Bedeutung in 
der Idealtheorie zukommt. Der eine dieser Hilfssätze lautet: 

XLIII. Xn jedem beliebigen Ideal c des Kürpers yiut es eine posi­
tire yanze rationale Zahl g derart, daß c:' ein Hauptideal 1cird. 

Beweis: Ist c selbst ein Hauptideal, so versteht :-ich der Satr. 
von selbst, speziell mit dem Werte y = 1. Ist c kein Hauptideal, so 
bilden wir aus c durch fortgesetzte Potenzierung die }1'olge der Ideale 
(, c2, c3, ... ; jedes dieser Ideale repräsentiert irgend eine von den 
Idealklassen des Körpers, der es selbst angehiirt; da nnn für den 
Kiirper, nach Satz XXXIX, liberlmupt nur eine endliche Anzahl ver­
schiedener Idealklassen existieren, so müssen wir in der obigen Folge 
von Idealen aueh äquivalenten Idealen begegnen. ER sei demgemiiß 
( 111 das erste angetroffene Ideal, welches einem bereits vorher vor­
kommenden, etwa C1'", äquivalent ist; dann gibt es im IGirper irgend 
welche von Null verschiedene ganze Zahlen ,u, 1', so daß 
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(v)cr" = (.u)c?., 

wird. Daraus folgt nach dem schon unter 2° Bewiesenen: 

(V) (9t- Yo = (flo); 

denmach ist die ganze Zahl !l- durch die ganze Zahl v teilbar, also 
etwa = yv, wobei y eine weitere ganze Zahl =I= 0 im Körper bedeutet, 
und somit haben wir: 

(v)c:;,-r,., = (r)(v); 

hieraus folgt endlich dem unter 1° Bewiesenen gemäß: 

er"- r;., = (I'). 
Danach ist unser Satz mit dem Werte g = fit - f!o richtig. Die hier 
ermittelte Zahl fh - f!o ist zugleich der kleinste positive Exponent, 
zu dem a erhoben ein Hauptideal wird, denn eine gegenteilige An­
nahme würde, wie man sich leicht überzeugt, zu einem \Viderspruch 
gegen die Voraussetzung über die Natur des Exponenten g1 führen. 

Der andere von den erforderlichen Hilfssätzen lautet: 
XLIV. Zn jedem beliebigen Ideal kann man im Kürper ein zcei­

teres Ideal derart finden, dajJ dus Produkt beider Ideale ein IIcwpt­
idcal wird. 

Beweis: Ist c das gegebene Ideal und rt ein solcher ganzer ratio­
naler positiver Exponent, daß c11 ein Hauptideal, = (y), wird, so 
brauehen wir nur ( 1 - 1 für das weitere Ideal, von welchem in dem 
Satze l1ie Hede ist, zu nehmen und haben damit in der Tat: 

c. cv-1 = (?'). 

Dabei ist, sollte g = 1, also c selbst ein Hauptideal sem, unter c0 

das Hauptideal (1) zu verstehen. 
Nun gestaltet sieh der Beweis des Satzes XLII' im allgemeinen 

Falle ;)0 sehr einfach. Wir bestimmen zu dem in der Formel (:10) 
auftretenden Ideal c ein Ideal c* im Körper derart, daß cc* ein Haupt­
ideal, = ( y ), wird: multiplizieren wir sodam1 in (ßO) beide Seiten mit 
(', so ergibt sich: 

a(y) = b(y), 

und hieraus folgt gemäß dem bereits im Falle 1° Bewiesenen: 

a = b, 
was zu beweisen war. 

§ !1. Reziproke hlealklassen. 

Den auf Glcichheiten zwischen Idealen bezüglichen elementaren 
Siitzen des vorigen Paragraphen entsprechen ganz analoge Siib:e 
über -'iyuiwleiiZ('Jl ztci:,;!'/n'll Idealen. 
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Es wird hier immer nur von Idealen und ganzen Zahlen in einem 
bestimmten Körper gesprochen. 

So ist aus der Definition der Äquivalenz von Idealen unmittel­
bar klar, 

XLV. daß wenn a ein beliebiges Ideal tmd (ß) ein beliebiges 
Hauptideal im Kürper bedeuten, stets 

ist. 
Es gilt aber auch die Umkehrung hiervon, lautend: 
XLV'. Wenn 

ab"' a 

ist, so ist 6 notwendig ·ein Hauptideal. Denn es gibt dann ganze 
Zahlen !"' =f= 0 und v =f= 0 im Körper, so daß 

vab = pa 

ist, und hieraus folgt nach dem Satze XLII': 

vb = (p); 

danach ist !"' durch v teilbar und kommt o auf das Hauptideal (IL/v) 
hinaus, also ist 

b"' (1). 

XL VI. Mnltipliziert man ztcei äquivalente Ideale a, 6 mit einem 
und demselben Ideal c, sv sind auch die erhaltenen Produkte äqlti­
valcnt. In der Tat: nach Voraussetzung gibt es zwei von Null ver­
schiedene ganze Zahlen 11, v im Körper derart, daß 

V b = fl Cl 

ist; daraus folgt 
vbc = !Lac, 

also 
bC"-'UC. 

Auch für diesen Satz gilt die genaue Umkehrung, und zwar: 
XLVI'. Aus 

UC"-•OC 

jiJlyt 
a "' b. 

Denn der Voraussetzung gemäß gibt es von N nll verschiedene ganze 
Zahlen /1, v im Körper derart, daß 

pac=vbc 

wird; daraus folgt dann nach XLII': 
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p,a = vb, 
also 

a "' o. 
Durch Anwendung des Satzes XLVI bzw. XL VI' ergeben sich 

die folgenden 'l'atsachen: 
XLVII. Hat mcm 

a "' a*, 6 '""' 6*, 
so gilt 

ab"' a*6"' a*b*. 
XLVII'. Hat man 

a6'"'"' a*b*, a ~ a*, 
so folgt hieraus zunächst: 

a6'"'"' a*b"' a*b*, 
und daYaus: 

6 "' b*. 

Zn einem Ideal a kann nach dem Satze XLIV 1mmer im Körper 
em solches Ideal (1 ermittelt werden, daß 

a(l rv (1) 

wird. Hernach wird dann dem Satze XLVII zufolge auch das Pro­
duld eines velieliigen Ideals derjenigen Klasse, welcher a angehört, in 
ein beliebiges Ideal der durch b bestimmten Klasse "' (1) sein. 

Zwei in derartiger Beziehung zueinander stehende Idealklassen 
des Körpers, daß ein Produkt aus einem beliebigen Ideal der ersten 
und einem beliebigen Ideal der zweiten Klasse stets ein Hauptideal 
liefert, nennt man zueinander 1·eziprok. 

Zu jeder Idealklasse gel1ört im Kürper eine einziye 1·eziproke Ideal­
klasse; hat man nämlich für Ideale a, 6, 6* des Körpers gleiclu:eitig 

a6 ""'(1), ab*"' (1), 

so kann dies "·egen des Satzes XLVI' nicht anders stattfinden, als daß 

(1 ''""' (1* 

ist, also b und b* zu derselben Idealklasse gehören. 
Die Klasse der Hauptideale ist zu sich selbst reziprok; denn das 

Produkt von zwei Hauptidealen ist immer wieder ein HauptideaL 

§ 10. Teilbarkeit von Idealen. 

Wenn zu zwei Idealen a, ein drittes m derart gehört, daß 
a- mt ist, so sagen wir, daß a durch t teilbar ist oder daß t ein 
Teiler von a ist. 
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,Jedes ideal ist dunlt sich selbst nnd durch das Hanptideal (1) 
tr:illJ((r. 

Der Umstand, daß ein Ideal a durch ein Hauptideal (r) teilbar 
ist, kommt offenbw· darauf ltinatts, daß jede Znhl in a durch t: teil­
lJ(( r ist. 

Die Beziehung eines Ideals a zu einem 'l'eiler t desselben tißt 
sich noch auf eine andere "\V eise charakterisieren. Ist n = 11t t, so 
folgt daraus, daß jede Zahl in a sich linear aus Zahlen in t zusammen­
setzen läßt mit Koeffizienten, die Zahlen in m sind. Daraus geht 
dann vor allem hervor, daß jede Zahl in a unter den Zahlen des 
Ideals t vorkommt. daß also das Punktgitter (1) ( n) ganz im Punkt­
gitter (1l(t) aufgeht, -- oder, wie wir sagen wollen, um die Aus­
drucksweise besser der Vorstellung von t als Teil anzupassen. -
daß das Punktgitter @(a) das Punktgitter (1l(t) Wll,r;ibt. 

Wenn umgekehrt es zunächst feststeht, daß das Punktgitter (1\ ( lt) 

das Punktgitter (i)(t) umgibt, d. h. daß eine jede Zahl von n unter 
jenen von t vorkommt, so folgt daraus sofort auch mit Notwendig­
keit, daß das Ideal a durch das Ideal t teilbar ist. Ist nämlich zu­
niichst t ein Hauptideal, so versteht sich die behauptete Tatsache 
ohne weiteres. Ist ferner t kein Hauptideal, so können wir dazu 
jedenfalls ein Ideal t* derart bestimmen, daß t t* ein Hauptideal, 
= ( t:) wird; da alsdann in folge unserer Voraussetzung, wie man ohne 
\Veiteres erkennt, auch jede Zahl aus a t* eine Zahl aus tt* sein wird, 
d. h. alle Zahlen von nt* unter jenen von tt*, also unter den sämt­
lichen Vielfachen von ,; vorkommen. so ist also nach dem bereits so­
eben Bemerkten gewiß 11 t* durch t (' und in der Folge nun, nach 
dem Satze XLIJ', a durch t teilbar. 

Auf Grund dieser Tatsachen ergibt sich hiermit die folgende 
andere Charakterisiernng des Begriffs ,,Teiler eines Ideals": Ein Ideal 
t ist ein Teiler des Ideals a, u·e1111 olle Zahfrn 1'011 n owh in t vor­
komnu'n. 

}lau hat hiernach zu beachten, daß von zwei Idealen, deren eines 
l'in Teiler des anderen ist, der Teiler zumindest dieselben Zahlen nm­
faßt, wie das andere Ideal, also das an Zahlen reichere Ideal ist, 
falls nicht beide Ideale identisch sind. Wie denn beispielsweise das 
Ideal ( l), welches Teiler eines jeden Ideals im Körper ist, überhaupt 
alle ganzen Zahlen des Körpers in sich begreift. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser letzten•u Charakterisierung 
eines Idealteilers ist der folgende Satz: 

XL VIII. Bedeutet a rinc belicbiye Zahl in einem Ideal a, so ist 
stets das Hauptideal ( a) durc!t a trill)(lr. -

Ist t gleichzeitig Teiler eines jeden von zwei Idealen n, 6, so nennt 
man es einen gemein;;anwn Teiler der zwei Ideale. 
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Das atts zwei Idealen n, o abzuleitende Ideal ( n, (1) ( vgl. § 8) ist 
ein gemeinsamer Teiler von n nnd b; denn sowohl jede Zahl von n, als 
auch jede von b ist unter den Zahlen des Ideals ( n, b) enthalten. 
Zt~gleich ist jeder gemeinsame Teiler i'On a und o auch Teiler von (n, b ): 
denn aus zwei Gleichungen 

n=tm, b=tn 

für Ideale t, m, n folgt (nach § 8, Gleich. (:?81): 

(n, b) = (tm, tn) = t(m, 11). 

\Vegen dieser beiden Eigenschaften nennt man das Ideal (a, b) den 
größten gemeinsamen Teiler der Ideale n, b. 

Ist der größte gemeinsame Teiler zweier Ideale = (1), so nennt 
man diese Ideale teilerf1·emd oder relativ prim. 

XLIX. Sind die Ideale n, b teilerfi·emd, so lassen ..;ich in ilmet1 
bztc. zzcei Zahlen a, ß derart angeben, daß 

a+f3=1 
tcird. Ist nämlich 

( a, 6) = ( 1), 

dabei (nach den Zahlen, aus denen die Ideale entspringen), 

tl = (al, a2, ... , a")' b = (f3u f3"' .. . , (J,J, 
so muß sich die Zahl 1, weil sie in ( a, b) vorkommen soll, m der 
Form 

1 = }.1 U1 + A2C(2 + · · · + l"c(;, + l11ß1 + !12ßz + · · · + ,ukßk (ß3} 

darstellen lassen, wonn 

irgend welche ganze Zahlen de.-; Körpers sind; nun ist m ('m) 

eme Zahl m n, 
,u1/J1 + !12ßi + · · · + ,u,A 

eme Zahl in b und tlaraus folgt unmittelbar die Hichtigkeit der Be­
hauptung. -

Die Begriffe eines gemeinsamen und des größten gemeinsamen 
Teilers zweier Ideale und die darauf bezüglichen Sätze lassen sich in 
naheliegender vV eise auf gemeinsame Teiler beliebig vieler Ideale er­
weitem, ganz wie dies m{t den analogen Begriffen und Siitzen in der 
Theorie der rationalen Zahlen 1\U geschehen pflegt. 
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§ 11. Zerlegung von Idealen in Primidealr. 

Die Beziehung zwischen einem Ideal a und einem Teiler des­
selben, t, ließ in § 10 die einfache geometrische Deutung zu: das 
Punktgitter ® ( a) umgibt das Punktgitter ® ( t ). 

Wir können danach alle Teiler t eines vorgelegten Ideals a in 
der Weise ermitteln, daß wir zunächst alle im Gesamtgitter ®(o) des 
Körpers irgendwie enthaltenen Gitter suchen, welche vom Gitter ®(a) 
umgeben werden, und von den gefundenen Gittern sodann nur die­
jenigen beibehalten, welche überhaupt Idealen entsprechen, wofür die 
am Schlusse von § 3 angegebenen UmsHinde maßgebend sind. 

Zu jedem Teiler t von a, resp. zu dem ihm entsprechenden Gitter 
(l)(t) gehört nun, wenn das Gitter (ll(a) irgendwie auf ein Grund­
parallelepiped 

O~X<l, O~Y<l, O~Z<1 

bezogen ist, ein diesem letzteren adaptiertes Grundparallelepiped, (vgl. 
Kap. III ~ 14), - also eine ganz bestimmte Substitution 

x = l1 X+ l2Y + l3 Z, 

y= 
Z= 

m21' + m3 Z, 

n3 Z 

mit ganzzahligen rationalen, die Ungleichungen 

ll > 0, 

0 < I, < 1 
= '111"!. ' 

1112 > 0, 113 > 0, 

0 < l, < 1 0 < 1113 < 1 
- 11s ' - ·. lls 

(ß4) 

(311) 

befriedigenuen Koeffizienten, - derart, daß (i) (t) genau durch das Gitter 
in x, y, .? vorgestellt wird. Zugleich ergibt sich aus dieser Sub­
stitution der Zusammenhang zwischen der dem x-, y-, f- Gitter zugrunde 
liegenden Basisform des Ideals t, etwa t:1 x + t:2 y + t:3 .f, und der dem 
X, Y, Z-Gitter zugrunde liegenden Basisform des Ideals n, etwa 
a1 X + a2 Y + a3 Z, und zwar in den Helationen: 

al = ll t:'u 

((2 = l2t:l + Ji/2T'2, 

a3 = lst:l + 1113T'2 + nst:'s· 

Ziehen wu· noch die zu diesen letzteren analogen Relationen für 
die zu a17 ... t:'s konjugierten Größen a/, ... t:3 ' bzw. a1", .•. t:s" 

heran, so ergibt sich aus allen neun Relationen zuniichst die folgende 
Beziehung zwischen der Diskriminante von a11 a2 , a3 und Jener von 

(36) 
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Da nun (vgl. § 4) 

L').2 (a11 a2 , a:3) = (Nm ai · ß\ ro11 ro2 , ro~ I, 

ß 2 (-z:17 -z:2 , -r3) =(Nm tf · ß 2 (ro17 ro2 , w3 l 
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ist, unter ro17 m2 , roö eine Basis im Körper veTstanden, so folgt aus 
( 36) weiter: 

Nm a = {1 m2 n0 • Nm t. 

Es ist also l1 m2 n3 ein Teiler von Nm a und hieraus folgt, daß, wenn 
das Ideal a, oder selbst nur Nm a, vorgegeben ist, zunächst (iir die 
ganzen positiven Zahlen l17 m2 • n3 und lwrnaclt, mit Rücksicht noch auf 
(ß5), iiberlwupt (iir die sämtlichen Koeffizienten in der Substitution (34) 
von vornherein nur eiue endliche Anzahl von lVertel,mubinationen zu­
lässig ist. Namentlich zeigt sich, daß in jedem besonderen Falle ent­
weder /1 m2 n3 > 1 und dann Nmt < Nma ist, oder andernfalls nur 
t = n sein kann; d. h. jeder Teiler von a, uußer a selbst, hat eine ;.Yorm, 
die <Nm a ist. Da überdies zwei verschiedenen Teilern von a not­
wendig zwei verschiedene Substitutionen (34) entsprechen, so liefert 
unsere Überlegung den folgenden Satz: 

L. Ein gegebenes Ideal 7.-ctnn nur eine cwllic!w Anmhl ron t·cr­
sch iedenen Tcilem haben. 

Ein von (1) verschiedenes Ideal, welches außer sich selbst und 
dem Hauptideal (1) keine weiteren Teiler besitzt, also nicht anders in 
zwei Idealfaktoren zerlegbar ist, als in ein Produkt aus sich selbst in 
das Hauptideal (1!, soll ,~in Primidml heißen. 

Der vV ert 1 als X orm kommt nur dem Ideale ( ll zu. Wir be­
zeichnen eine Zerlegung a = 111 t eines von ( 1'1 verschiedenen Ideals ll 

als eine echte Zerlegung, wenn dabei weder 111 = (1), t = o, noch 
nt = a, t = (1) ist; bei einer solchen echten Zerlegung muß dem 
Obigen zufolge Xm t und muß desgleichen Nm m als game rationale, 
1 noch überschreite11de Zahl < Nm a ausfallen. Auf Grund dieser 
Tatsache lfißt sich unmittelbar der Schluß ziehen, daß ein l1eliebig 
vorgelegtes, von ( 1) verschiedenes Ideal entweder keine echte Zer/ e.!Jnlt.fJ 
zuläßt oder durch fi;rt_qeset:de echte Zerlegung in Teiler sich scldießlidt 
als Produkt einer endlichen Anzahl ron solclwn, vun (1) t'crschirdl?nr'n 
IdenZen dat·stelle11 muß, welche !.-eine echte Zerlepwl.rt mehr zulasseu. 
Wir kommen damit z.um folgenden Satze: 

LI. Ein pegebenes von ( 1 l rrrsc!t iedenes Idc((l ist mt1cedcr e111 
Primideal oder es läßt sic/1 als Prod11ld einer endlichen Anznlif vou 
Primidenleu darstellen. 

Die hier durchgeführte Betrachtung zeigt auch den vV eg, auf 
welchem die Darstellung eines Ideals als Produkt von Primidealen 
gewonnen werden kann. 

::\Iiukowski, diophant. ApproxinHttlDnen 
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§ 12. Eindeutigkeit der Zerlegung von Idealen in Primideale. 

Es fragt sich nun, ob man auf verschiedenen Wegen nicht etwa 
zu verschiedenen multiplikativen Darstellungen desselben Ideals durch 
Primideale gelangen kann. Diese Frage ist zu verneinen: 

LII. Die multiplikative Zerlegung eines Ideals in Primideale ist 
immer eindeutig. 

Zum Beweise dieses fundamentalen Satr.es brauchen wir den fol­
genden Hilfssatz: 

LIII. Wenn das Produkt zwtie1· Ideale durch ein Primideal teil­
um· ist, so muß 'mindestens eine1· der beiden Faktoren durch dieses 
Primideal teilba1· sein. 

Be>veis: Es sei das Primideal :p ein 'l'eiler des Produkts der 
Ideale a, b. Angenommen, es sei dabei n nicht durch V teilbar und 
daher a w V teilerfremd, dann ist hier zu zeigen, daß V in b auf­
gehen muß. Wir bestimmen naeh dem Satr.e XLIX (S. 175) eine Zahl 
u in a und eine Zahl rp in V derart, daß 

a+rp=1 

wird. Bedeutet nun ß eine beliebige Zahl in b, so ist uf3 eine Zahl 
in a6, also auch in dem Teiler p von n6; ferner ist ßrp ebenfalls 
eine Zahl in :p; in der Folge ist also auch die Summe der beiden 
Zahlen, (a + rp) ß = ß, unter den Zahlen von V enthalten. Souach ist 
jede Zahl in 6 zugleich eine Zahl in :p und also :p ein Teiler von b, 
was zu beweisen war. 

Der Hilfssatz LIII überträgt sich sofort, mit entsprechend ge­
ändertem Wortlaute, auf ein Produkt von beliebig vielen Idealen. 

Angenommen nun, um zum Beweise des Satzes LII überzugehen, 
es lägen für ein Ideal n =l= (1) zwei verschiedene Zerlegungen vor: 

- tJ t'l tl} 

- ql q2 · · · qri ' 

worin Pv v2, ... , vf für sich und llu Lh, ... , q!l für sich jedesmal unter­
einander verschiedene Primideale und s1 , s2 , .•. , s1 , t11 t2 , ... , til lauter 
positive ganze Zahlen bedeuten. Auf Grund des soeben bewiesenen Hilfs­
satzes erschließt man, daß jedes der Ideale :p11 V2 , .•. , V 1 Teiler von 
mindestens einem der Ideale q11 q2 , •.. , qv sein muß und umgekehrt. 
Dies ist aber, da hier lauter Primideale vorliegen, offenbar nur so 
möglich, daß die einzelnen :p mit den einzelnen q bis auf die Reihen­
folge bzw. identisch sind. Wir kämen also bei entsprechender An­
ordnung der q zu r.wei Darstellungen folgender Art für a: 
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a - n 81 1)82 nsf 
-.,..1t2'''1"j 

- t, t, tf 
- j)l ])2 ... j) f . 

Wäre nun beispielsweise s1 < t11 so würde aus (37) folgen: 

Sz sf- tl-sl !z tf 
:p2 ... :p/ - j)l :p2 ... :Pt ' 

179 

(37) 

wobei also die rechte Seite, aber kein .Faktor der linken Seite durch 
:p1 teilbar wäre, was dem besagten Hilfssatze widersprechen würde. 
Es muß daher notwendig s1 = t1 und aus analogen Gründen auch 
weiter s2 = t2 , ••. , s1 = t1 sein; hiermit ist aber der Satz LII be­
wieseiL *) 

§ 13. Restensystem nach einem Ideal. 

Wenn eine Zahl a in einem gegebenen Ideal a enthalten ist, 
so sagen wir, daß a kongruent 0 ist nach dem J[odttl a und schreiben 
dies, wie folgt: 

a _ 0 (mod a). 

Diese Aussage ist also gleichbedeutend damit, !laß das Hauptideal 
(a) durch ll teilbar ist. 

vVir nennen 7.wei gan7.e Zahlen des Körpers, ca*, ca, nach einem 
ideal n des Kijrpers als Modul einander Z·ongment, in Zeichen 

m* = w (mod 11), 
wenn 

w* - w - 0 ( mod a) 

ist. Bilden a11 a2 , cc3 eine Basis des Ideals a, wn nehmen dabei 
wieder das Beispiel eines kubischen Körpers auf, - so kommt die 
eben erwähnte Beziehung 7.wischen ru* und w auf das Bestehen emer 
Gleichung 

mit rationalen gan7.en P, Q, R hinaus. 

*) Die Idee, zuerKt die Endlichkeit der Anzahl der Illealklassen fesbm­
stellen und diese Tatsache dann a,ls Grundlage flir den Beweis des Satzes von 
der eindeutigen Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale zu nehmen, rührt von 
Hurwitz (Gött. Nachr. 1895, pag. 32.J.) her. Hurwitz führte diese Idee auf 
einem Wege durch, der ab eine Verallgemeinerung des Euklidischen Divisions­
verfahrens zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen an­
gesehen werden kann. Neu ist hier die Verwendung der Sätze über die Adap­
tion eines Zahlengitters an ein enthaltenes Gitter (Kap. III § 14.> und der allge­
meinen diophantischen Approximationen in bezug auf Parallelepipede bzw. 
elliptische Zylinder hehufs Erreichung des gleichen Zieles. 
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Man beweist mit Leichtigkeit die folgenden Sätze, in denen unter 
ganzen Zahlen und Idealen stets ganze Zahlen und Ideale des ge­
gebenen Körpers zu verstehen sind und kleine griechische Buchstaben 
nur solche ganze Zahlen, kleine deutsche Buchstaben nur solche 
Ideale bezeichnen sollen: 

LIV. Jede ganze Zahl ist sich sell,st nach einem beliebigen Ideal 
als Modul kongment. 

LIV'. ·wenn ztrei ganze Zahlen derselben dritten ganzen Zahl nach 
einem Ideal a als JJ1odul kon[JI'Uent sind, so sind sie auch nntereinander 
mod a konyruent. 

LV. Wenu 

ist, so (ol,qf daraus: 

LV'. lYe1w 

u* c::= u, r~' c= r (mod Ci I 

u*±r* u±r (modal, 

u*r* c=:= ur (mod a). 

uw*- uw (mod a) 

w1d dal1ei das Hauptideal ( u) zu a teilerfremd ist, so ist aucl1 

w* - w (mod aL 
LVI. lVem1 

w* ~cc w (mod a) 

und t ein l'r:ilcr ron a ist, so ist aucl1 

LVI'. Wenn 
m* =c~ w (mod t I. 

m* - w ( mod ni, 

w*=w (modb) 

ist w1rl zuyleich a, {l teilerfremd sind, so ist ouch 

m* -- w (mod a 61. 

vVir denken uns ein Ideal a von der Norm .N(al = N in der 
üblichen ·weise durch ein Gitter (1) ( a) dargestellt, welches selbst in 
dem Gitter (il(ol der sämtlichen Zahlrn des (hier wieder als kubisch 
gedachten) Körpers enthalten ist; es sei dabei (IJ(o) auf ein Grund­
parallelepipPCl 

0 < X < 1, 0 < 1- < 1, () <:: X< 1 (38) 

bezogen und c<1 X + a2 Y + a3 X die diesem Gitter (i) (a I entsprechende 
Basisform für a. Sind dann 

(39) 

diejenigen, der Anzahl nach N, ganzen Zahlen des Körpers, für welche 
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die zugehörigen Gitterpunkte in (\) ( o) dem Bereiche des Grundparallel­
epipeds (38) angehören ( vgl. § 4 ), so läßt sich zn einer jeden ganzen 
Zahl w des Körpers eme 7.ahl ok unter jenen (39) eindeutig derart 
angeben, daß 

(40) 

wird. Es ist nämlich offenbar dieses ok genau diejenige eindeutig 
bestimmte unter den Zahlen 0>9), für welche der zugehörige Gitter­
punkt dem (ler Zahl w entsprechenden Gitterpunkte in bezug auf das 
Gitter (l)(a) homolog ist, d. h. aus diesem letzteren Gitterpunkte bei 
einer entsprechenden Translation des Gitters (lj(a) in sich selbst 
hervorgeht; sind X= - P, Y = - Q, Z =- R die (ganzzahligen) 
Bestimmungsstücke der betreffenden Translation, so haben wir dabei: 

ok = w- Pcc1 - Qa2 - Ra3 , 

woraus die Beziehung ( 40) folgt. Zugleich erhellt, daß es unter den 
Zahlen (ß})) selbst nicht zwei mod a einander kongruente geben kann. 
\Vir gewinnen damit folgenden Satz: 

LVII. Zu einem Ideal a von der Sonn .N la;;sen sich stets N 
ganze Zcdtlen im Körper derart cmgeben, daß jede ganze Zald des 
Kijrpers einer und nur einer dieser N Zahlen mod a kon.r;ruent ist. 

N Zahlen im Körper von dieser Art nennen wir ein vollstiiwliges 
Restensystem modulu n. 

Aus einem vollstiindigen Restensystem mod a kann man beliebig 
viele andere solche Systeme ableiten, indem man die einzelnen Ele­
mente des erstgegebenen beliebig durch additive Hinzufügung von 
irgend welchen Zahlen des Ideals lt variiert. 

Hiermit haben wir für die X orm eines Ideals eine neue Be­
deutung gefunden: die Nunn eines Ideals ist mit der Anzahl der 
Elemente in einem vollständi.r;r:n Restensystem nach dem Ideal als 
.Jfodul identisch. 

~ 14. Sätze iiber Normen von Itlealen. 

Auf der zuletzt gewonnenen Bedeutung der Norm eines Ideals 
wird sich der Beweis des folgenden Satzes wesentlich gründen: 

LVIII. Die Norm des Procll(/.-fes z1rcicr Ideale n, b ist gleich dem 
Produkte der :formen der einzelnen FaZ·tureu: 

Xm (n6) =Nm n ·Nm b. 

Wir werden beim Beweise dieses Satzes hier nach einander v1er 
Fälle betrachten; den vorliegenden Körper denken wir uns wieder der 
Einfachheit halber als einen kubischen. 
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1°. Mindestens einer der Faktoren ist ein Hauptideal, etwa a = (IX). 
Ist ß1 , ß2 , ß3 eine Basis für 6, so ist IX ß1 , IX ß2 , IX ß3 eine solche für 
(1X)O und wir haben sodann nach der ursprünglichen Definition der 
Norm eines Ideals (s. § 4 Gleich. (5)): 

ß2(ßv ß2, ß3) = (Nmb)2. ß2(wu w2, ws), 

6 2(1Xßu 1Xß2, 1Xß3) = (Nm(1XÜ)) 2 • 6 2(w0 m2 , w3), 

unter m11 w2 , w3 eine Basis des Körpers verstanden. Andererseits finden 
w1r unmittelbar, auf Grund von N nH< = a c/ IX'': 

6 2(1Xß11 1Xß2, 1Xßa) =(Nm 1X)2 · .6.2 (ßu ß2, ßs)· 

Aus den drei Beziehungen zusammen ergibt sich nun, - wenn wir 
noch berücksichtigen, daß die Norm eines Ideals als eine wesentlich 
positive Größe eingeführt ist, - die Relation: 

Nm (ab)= Nm (a) ·Nm 6. 

2°. Die beiden Fc~ldoren a, 6 sind teile1"(remdc. sonst beliebige Ideale. 
Dann lassen sich eine Zahl IX in a und eine Zahl {:J in 6 derart an-
geben, daß 

und also 
ac=O, ß=l (moda), 

a == 1, ß ~-= U ( mod 6) 
(41) 

wird. Durchläuft nun o die ~ m a Zahlen eines vollständigen Resten­
systems mod a und T' die Nm b Zahlen eines vollständigen Resten­
systems mod 6, so zeigen wir, daß die Nma · Nmb Yerbindungen (o, T') 
h1 den Werten 

yenau ein rollständiges Bestensystem mod ab er_(tebeu. 
In der Tat: Ist w eine beliebige ganze Zahl im Körper, so haben 

wir mit eindeutig bestimmten unter den Zahlen tJ und r: 

w .c= u (mod a), w - T' (mod b); (43) 

wegen ( 41) ist dann, unter Benutzung des Satzes L Y, 

W c= ßo + IXT' (mod UJ, rJ = ßo + IXT (mod (1), 

also, da n, b teilerfremd sind, nach dem Satze LVI', 

w = ßo + ar (mod ab). 

Andererseits gibt es unter den sämtlichen Nm a ·Nm b entstehenden 
Zahlen ( 42) keine zwei mod ab einander kongruente; denn die An­
nahme einer Kongruenz 
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ßu* + ar* :::=c {~u + ccr (mod ab) 

für irgend zwei ,iener Verbindungen, ( u, r ), ( u*, r*), würde zunächst zu 

o* = o (mod a), r* := T (mod {l) 

und damit sogleich zu 
u* = u, r* = r 

führen, so daß es sich hier garnicht um r.wei verschiedene jener 
Verbindungen handeln könnte. 

Es bilden also auf diese Weise die Nma · Nmo Zahlen (42) 
tatsächlich ein vollständiges Restensystem mod (ab) und, da ein solche8 
eben genau aus Nm(a{1) Elementen bestehen soll, so folgt notwendig: 

Nm( ab)= Nma · Nmb, w. r.. b. w. 

3°. a ist cm Primideal, = p. b irgend eine Potenz desselben, = V 
Nach dem Satze XLIII existiert zu p ein ganzzahliger rationaler 

Exponent g 2 1, so daß 
P" "' (1) (44) 

wird. N uu sei 1/J eine solche Zahl in pr'- 1, welche in p" nicht ent­
halten ist; solche Zahlen muß es in pt1 - 1 geben, denn w1ire jede 
Zahl von :p9- 1 in P" enthalten, so wäre pr'- 1 durch pt' teilbar, was 
durch den Satz Lll hier ausgeschlossen ist. Für das ans 1{· hervor­
gehende Hauptideal gilt nun: 

( 1/J) = P''- 1 c, 

wobei c em bestimmtes zu p teilerfremdes Ideal sem wird, und zu­
gleich hat man 

pr'- 1 C "-' (1). 

Aus (44) und (45) folgt nun nach dem Satze XLVI' (S. 172): 

C"-'~, 

und es gibt sonach von Null ,·erschiedene ganze Zahlen !I, v 1111 

Körper, so daß 
!-tC = vp (46) 

winl; dann ergibt sich weiter durch Multiplikation mit pt: 

ftCPt = vpt+ t 

und hieraus folgt unter Berücksichtigung der in den F;illen 1° und :2° 
bereits bewiesenen Tatsachen insbesondere, da c zu p prim ist: 

Nm(.u) · Nmc · Nmp 1 = Nm(v). Nmp1+1• 

Andererseits ist wegen ( 46), mit IWcksicht anf den Fall 1°, 

( 47) 
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Nm (.u) ·Nm c = Nm(v) · Nm.p; 

l1erücksichtigen wu dies in ( 47), so folgt endlich: 

Nm.p1+ 1 = Nm.p · Nmp1, w. z. b. w. 

-±0• n, b sind beliebige Ide(dc. Denken wir uns a in Primideale 
zerlegt, 

- tl lz tg 
a - :P1 P2 · · · V 9 , 

so folgt unter schrittweiser Anwendung der m den Fällen 2° und 3° 
bewiesenen Tatsachen: 

Nm n = (Nm :p1 y, · (Nm .p2 )1z ... (Nm py)1v. 

Ziehen wir andererseits die entsprechende Darstellung für Nm 6 und die­
jenige für Nm(n6) heran, so ergibt sich aus den drei Darstellungen 
zusammen unmittelbar: 

Nm (ab)= Nm n · Nmb. 

Nunmehr ist cler Satz LVIII in voller Allgemeinheit bewiesen. 
Auf ihn gestützt, werden wir jetzt den folgenden Satz beweisen: 

LIX. In jeder IdeeLlklasse eines kubischen Körpers von der Dis­
kriminante D :;ibt es immer mindestens ein Ide(ll, dessen Norm 
< w j VD I ausfällt, u·obei w die Konstante 2/9 oder 8/Vn bedeutet, 
je uaehdem die Diskriminante positiv odrr nrgativ ist. 

Es sei nämlich die zu betrachtende, ganz beliebig vorausgesetzte 
Idealklasse des Körpers durch ein ihr angehöriges Ideal lt repräsen­
tiert. Wir ziehen dann aus der zu ihr reziproken Idealklasse ein be­
liebiges Ideal c heran und können, wie dementsprechend in § 6 aus­
geführt wurde (S. 162 Formel (13)), in c eine Zahl r derart bestimmen, 
daß die Ungleichung 

1 Nmr I< wNmc ·iVD I (48) 

sich als erfüllt erweist. X un ist das Hauptideal (y) durch c teilbar 
(s. § 10); wir setzen demgemäß 

( r) = no c 

und daraus folgt unter Anwendung des Satzes LVIII: 

INmy =Nm(r)=Nma0 ·Nmc; 

dies ergibt, in (-±8) eingesetzt: 

Nm n0 < w IV lJ f. 
Nun ist wegen ( 49) 

(49) 

(50) 
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und andererseits war, w1e c bestimmt wurde, 

nc ,..,_, (1); 

folglich ist nach dem Satze XL VI' 

n0 ,..,_, n; 

185 

es gehört sonach a0 der gegebenen, durch das Ideal n repräsentierten 
Idealklasse an und erscheint daher durch die Ungleichung (50) der 
Satz LIX bewiesen. -

Alle Methoden und Resultate dieses Kapitels lassen sich, wo w1r 
sie nur auf kubische Kiirper bezogen haben, unschwer auf Körper 
beliebigen Grades übertragen. Bs lautet dann ins besondere die V er­
allgemeinerung des zuletzt bewiesenen Satzes LIX, wie folgt: 

LIX'. Hat ein algebraischer Zahlkörper n-tcn Grades die Dis/n·i­
mimmte ]) und sind unter den n lYurzcln der irreduziblen Gleidnwq 
n-ten Grades, u:elcher eine den KörzJCr licstimmemle Zahl genügt. im 
ganzen s Paare konjugiert-komplexer Wurzeln vorhanden, so läßt sich 
in jeder Idealklcfsse des KöJ]JCrs rni11destens ein Ideal derart angebc11, 

daß die Norm desselben < ( ~)'- ;:,:! ylJ i ausfüllt. 

Der Beweis dieses Satzes verläuft in allen Einzelheiten durchans 
analog dem Beweise jenes LIX. *) 

*) In Betreff der allgemeinen diophantischen Approximationen, die beim 
Beweise des Satzes LlX' heranzuziehen sind, Ygl. (~cometrie der Zahlen § 40, § 42. 



Sechstes Kapitel. 

Annäherung komplexer Größen durch Zahlen des 
Körpers der dritten oder der viertenEinheitswnrzeln. 

§ 1. Zahlengitter in vier Dimensionen uml konvexe Körper in 
demselben. 

Durch eine Ausdehnung der von uns für die Ebene und für den 
Haum im zweiten und dritten Kapitel gebildeten Begriffe auf Mannig­
faltigkeiten von vier reellen Variabeln werden wir in diesem Kapitel 
insbesondere Sätze ableiten über die Anniiherung komplexer Größen 
1° durch die Zahlen, die im Hationalit;itsbereiche der dritten, 2° durch 
die Zahlen, die im Rationalitätsbereiche der vierten Einheitswurzeln 
liegen. 

Die Gesamtheit aller ganzzahligen vVertesysteme YOll vier reellen 
Variabeln x1 , x21 ?h, ;th nennen wir ein Zahlengitter in vier Dimen­
siunen und jedes einzelne Wertesystem daraus einen Gitterpunkt in 
•lem Zahlengitter. 

Es bedeute f(xu :1·2 , y1 , y.J irgend eine eindeutige Funktion der 
VIer Argumente hierin, welche die Bedingungen 

f(O, 0, 0, 0) = 0, (1) 
f(x11 X;;, !Iu y2) > 0 für (x11 x,u !fu y2) + (0, 0, O, 0), (2) 

:ferner allgemein fllr positives t die Funktionalgleichung 

f(tx11 tx2 , ty11 t !12) = tf(.ru X 2 , !Iu ;tl2 ) 

nUll allgemein die Funktionalungleichung 

f(:cl + X1 *, JJ2 + x2*, :1!1 + ?h *, !l2 + ?/2 *) ;S; (( X1, x", ?h, Y2! 

(3J 

+ /'(:1·1*, x2*, y/, y/) (4) 

erfiillt. Den Bereich K der s1imtlichen vV ertesysteme oder Punkte 
\X11 X2, Yu y2), welche die Ungleiehung 

(5) 
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befriedigen, können wir dann als einen konrexen KÖJ]Jer (in vier Di­
mensionen), und zwar als einen solchen, der den Nullpunkt im Inneren 
enthält, bezeichnen. 

Hat die Funktion f"(x11 x2 , y11 y2) noch die weitere Eigenschaft, daß 

t'(--xu -x2, --yl, -:~h'l = f(.ru Xv Yu Y2J (til 

ist, so lJesitzt der Körper J( im N nllpunkt einen JJiittelpunld. 
\Vir werden im folgenden es nur mit konvexen Körpern mit Mittel­

punkt zu tun habe11. 
lTnter dem Volumen des Körpers K verstehe11 wir das über den 

Bereich des Körpers zu erstreckende vierfache Integral 

,J =.((((;lx1 dx2 dyL dy,. 

Es gilt der folgende Sah: 
LX. Ein l.·onvexer vierdimensionaler Kij1pe1' mit JJiittelpunkt i111 

Nullpw1U, vom Volumen 24 = 16, enthii{t außer seinem JYlittelzmnlde 
immer noc/1 mindestens einen u:eiteren Gitte1pnnl.'t. 

Dieser Satz kann genau nach dem Muster der analogen, auf cLt:-; 
zwei- und das dreidimensionale Gitter bezüglichen Sätze bewiesen 
werden ( vgl. Kap. II § G, S. 29, Kap. III ~ :! , S. GO); zwar versagt 
hier die geometrische Anschauung, nicht~destoweniger aber köuneu 
sämtliche Begriffe und Prozesse, anf denen der geometrische Beweis 
in den zwei genannten Fällen beruhte, auch auf den Raum von vier 
Dimensionen übertragen werden, da sie alle auch anal~~tisch in ganz 
bestimmter Weise definiert waren. 

Es sei JYI der kleinste WPrt, den die Funktion f"(xu :r,n Yu ?f~ 1 

für ganzzahlige, nicht insgesamt verschwindende ~\Y erte der Argu­
mente ammnehmen vermag. \Yir nennen den Ki)rper ( n) kurzweg 
den Eichl.·örper und dann den Körper, welcher durch 

f'(xll :r2, !lv Jh) < Jl 
definiert ist., den dem Eichkörper ( n) zugehürigen 1~!- Kö1per. Dieser 
lll-Körper enthält also auf der ihn begre11zeuden Oberfläche Gitter­
punkte ( uml zwar offenbar immer in Paaren, die 1len N ullpnn kt als 
Mittelpunkt haben), im Inneren aber außer dem Nullpunkt keinen 
weiteren Gitterpunkt. Sein Volmnen muß demnach infolge des soehen 
ausgesprochenen Satzes < lG sein und da dasselbe mit Rücksicht auf 
die Beziehung (B) sich = J1[4J ergibt, :-o folgt hiernach für JJI die 
Ungleichung: 

(7) 

Zugleich ist es unschwer zu erkennen, daß [JCiriß nw· in solc!,rn 
Fülleil das Volumen des JJ[-J(L;ifCr::; = lG sein, also iu (7,1 da8 Gleichheits-
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zeichen gelten l;ann, tco der J(Ü!]JCI' ein von einer endliehen Anzald wn 
Ebc11en bc,r]rcnztes Polyeder ~wstellt. Wir überzeugen uns nämlich 
leicht, analog, wie dies an den entsprechenden Stellen des zweiten 
und dritten Kapitels für die Ebene resp. den gewöhnlichen Raum ge­
schehen ist, daß die Gesamtheit von Körpern, ~celclte dem Jf-KÜJ]Jer*) 
homolog und J,·ongrucnt um die einzelnen Gitte1punkte mit Zender ye­
radzahligen x1 , x2 , Yu y~ als JYlittelpunlde konstrniert 1ccrden, df'n vier­
dimensionalen Rawn ni1:r;ends mehr als cin(aeh, aber gewiß nur in 
solchen Fällen lückenlos zn erfüllen verma.g, wenn die Oberfläche des 
Eichkörpers ans lmder Ebenenstücken in endlicher Anzcdil besteht: hier­
aus folgt l1ann leicht die i'lOeben ausgesprochene Behauptung. 

§ 2. Einführung des Imaginärt•n. 

~Wir werden im folgenden Funktionen f(x11 J.'~, y1 , y2), resp. solchen 
zugehörige Eichkörper ( 5) von ganz spezieller Art betrachten. 

Es bedeute ir eine beliebig angenommene komplexe Größe nnd 
setzen wir 

dann winl dadurch eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem Qua­
drupel der reellen Variabeln x17 x2 , Yv y~ und dem Paar der kom­
plexen Variabeln x, y festgelegt und es kann daher die oben be­
trachtete Funktion f der Variabeln x17 x2 , .'Iu !h als eme reelh1ertige 
.Funktion rp der Variahehl :r, y aufgefaßt werden: 

f(.x·J, X2, Yu Y2) = rp(x7 y). (tl) 

Zugleich mit (1), (2), (3), (4), (G) sind dann anch, ww leic-ht zu 
sehen, analoge Beziehungen für die Funktion rp(x, y) erfüllt, und J~;war: 

q (0, 0) = 0; 

Cf (.c, y) > 0 für (x, y) + (U, 0); 

f[(t,r:, ty) = tg:(x, y) für (reelles) t > 0; 

Cf (:x + x*, y + y*) :S rp(x, y) + q: (.r\ y*l; 

rp(-:r, -y) = cp(:r, y). 

( 9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Die Funktion rp (x7 y) miige nun weiter noch statt ( 11) und (13) 
die allgemeinere Eigenschaft haben, daß fiir jedes beliebige komplexe 
T = -r:1 + ir-r:2 , wohei -r:17 r 2 reell gedacht sind, 

*) \Vir vermeiden noch die Einführung des Begriffs der Jf /2- Körper und 
,j;prechen demzufolge in der Aussage oben nur YOn <len Gitterpunkten mit lauter 
geradzahligen Koordinaten. 
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rp ( o;, r: Y) = ! r: i • rp (x, Y) (141 

gelte. Dies bedeutet für ((:;~;11 x2 , Yu y2) eine ganz bestimmte, hei ge­
gebenem it leicht anzugebende Funktionalgleichung; so lautet dieselbe 
für it = i: 

f'(rt:cl- r2.1·~, T2c~'1 + T1X2, T1Y1- TtYv T2Y1 + TJ1hl 

='Vr/+r/ ·(\.l'uX2 ,!fuY:Jii 
. -1+-v-=--3 für it = J = -- · 2 ·· · : 

=; -vr:t2- rt r2 +r:J21· (\J'u x2, 1/11 Yzl· 

\Vir werden uns nun im folgenden nur auf die r.wei soeben an­
geführten Fälle it = i und & = j beschränken und wollen demgemäß 
weiterhin unter it immer einen beliebigen dieser zwei \V erte ver­
stehen. So bald dann J'11 x2 , yll !h ganz rational gedacht werden, 
stellen uns x, y beliebige ganze Zahlen im Körper von i resp. von j 
vor. Wir ·werden auch vom Gitter und von Gitterpunkten in x, y, 
statt v011 solchen in :r11 J',21 y11 y2 in wohlverstandenem Sinne sprechen. 

Für das Folgende wird es von Bedeutung sein, daß die genannten 
zwei Zahlkörper K( i) und K(j) außer ± 1 noch v.-eitere Einheiten 
enthalten; und zwar enthält der erstere Körper im ganzen die vier 
Einheiten ± 1, ± i, der letztere im ganzen die sechs Einheiten ± 1, 
± j, ± P; es sind dies die sämtlichen vierten, resp. die siimtliehen 
sechsten Eiuheitswurzeln. 

Gitterpunkte auf einem M- Körper. 

Es se1 em konvexer .111- Körper dun:h eine L ngleiehung 

rp (:c, y) -;::_ JJ[ 

gegeben, worm die Funktion rp (x, y) der komplexen Variabeln 
x = X1 + it x2 , y = Jh + &!h die in § :2 angeführten Eigenschaften 
habe, nnd (,r = p 7 y = q') sei ein Gitterpunkt auf der Oberfläche dieses 
lJ,J-Kiirpers, also 

rp(p, IJ) = M. 

p, g sind dann notwendig teilerfremde Zahlen in K(&l; denn hätten 
beide einen von den Einheiten des Körpers verschiedenen (reellen 
oder komplexen) 'l'eiler t gemein, so wären auch p t, g ! t ganze Zahlen 
in K ( it) und also würde der 31- Kiirper wegen 

t. (P q) = l Jll < ]}f 
I ' t I t . 
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den von (0, 0) verschiedenen Gitterpunkt (p/t, q/t) im Inneren ent­
halten, was aber der Bedeutung eines solchen Körpers widersprechen 
würde. Bedeutet nun s eine beliebige der vier resp. sechs Einheiten 
im betreffenden zugrunde gelegten Zahlkörper K(&) (& = i bzw. = j), 
so werden zugleich mit (p, q) wegen (14) auch die übrigen drei bzw. 
fünf der Gitterpunkte (cp, cq) auf der Oberfliiche des llf-Körpers (15) 
liegen; außer diesen kann kein weiterer Gitterpunkt von der Art (rp, rq) 
auf dem 111-Körper liegen, denn es müßte dann, da p, q teilerfremd 
sind, r eine ganze Zahl sein, wegen (14) und (16) müßte andererseits 
: r. = 1 sein, was zusammen nur so möglich ist, daß eben r eine 
Einheitswurzel ist ( vgl. Kap. IV § 1). 

Enthält die Oberfläche des 11f-Körpers (1Ö) außer Jen bezeich­
neten vier hzw. sechs noch weitere Gitterpunkte, so wollen wir den 
llf-Körper einen L·ieJfachen »I-Körper nennen (nach Analogie der drei­
fachen Stufen in Kap. III § 15 ). Es sei dann (r, s) einer von jenen 
weiteren Gitterpunkten. Alsdann künnen wir fiir den Betray der De­
terminante ps - qr = E mit Hilfe des Satzes LX sofort eine obere 
Grenze ,r;ewinnen; eine Tatsache, die uns bei einer weiter unten, in 
§ 4 und § 8, folgenden Untersuchung nützliche Dienste leisten wird. 

Zunächst bestimmen wir nämlich zwei ganze Zahlen p*, q* in 
]( ( ft) derart, daß 

Jll}*- qp* = 1 

wird, und transformieren die ·Mannigfaltigkeit der x, y mittels der 
Gleichungen 

X= pX + JI*Y, 

y=qX+fJ*Y 

m eme Aiannigfaltigkeit der X, Y, wobei 

x = X1 + & x2, Y = Yl + & Y2 

(17) 

und X 17 X2 , YJ, Y2 reell seien. Es wird dadurch das Zahlengitter 
der .1·J, .r2 , Yu y2 in das Zahlengitter der X17 X 2 , Y 17 Y2 übergeführt 
und insbesondere gehen dabei die Punkte (x, y) = (p, q), (r, sl bzw. in 
die Punkte (X, Y) = (1,0), (q*r-p*s=R, -IJ.r+JJS=S=E) über. 
Zugleich wird aus der Funktion rp (x, y) eine Funktion w( X, Y), 
welche, wie leicht zu sehen, die zu (9), (10), (12), (14) analogen 
Eigenschaften vollständig übernimmt. 

\Vir betrachten nun den durch (lie Ungleichung 

(11:1) 

definierten 1\iirper, welcher die Gitterpunkte (X, Y) = (1, 0), (R, S) 
in seiner Oberfläche enthiilt.. Dieser gleichfalls konvexe Körper ist 
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m dem gegebenen M-Körper (15) vollst1indig enthalten; denn führen 
wir zwei neue komplexe Variable durch 

em, so geht die Bedingung (18) in 

IA'i+IHI~1 

über; da nun, mit Rücksicht auf (12) und (14), allgemein 

iP(X, Y) = iP($1 + BH, SH) <: iP($1, 0) + iP(RH, SH) 
= A'l iP(1, 0) + Hl iP(R, S) = (i SI+ Hl) ~I 

(19) 

ist, so gehört hiernaeh jeder Punkt aus (18) auch dem lJI-Körper (15) 
an. Darnaeh ist offenbar der Bereich (18) selbst wieder ein M-Körper. 
Bezeichnen wir nun mit J0 das Volumen dieses letzteren M-Körpers, 
so gilt für dasselbe dem Satze LX, sowie der Bemerkung am Schlusse 
des § 1 zufolge mit Notwendigkeit die Ungleiehung: 

J0 < Hi. 

Für dieses J 0 erhalten wir, unter Einführung neuer reeller Variabeln 
$ 1 , $ 2 , H 1 , H 2 durch die Gleiehungen 

zunächst: 

7:1 ~ R 7;1 
....,1 + iT ,...2 = X - s y = ...., ' 

= H, 

wobei sich das vierfache Integral über den Bereich (19) erstreckt 
Setzen wir hierin im Palle iT = i 

so ergibt sich: 

$ 1 = teosw, 

H1 = t* cos w*, 

$ 2 = t sin m, 

H2 = i* sinro*, 

j}]fd:!1 d$2 dH1 dH2 = 4:r2Jj;t* dt dt* = ~; 
(1>0, t*>O, t+ t*< 1) 

dagegen wird im Falle iT = j, wenn wir 

V~ H = t* sinm* 
:l 2 
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setzen: 

Da sich weiter die Funktionaldeterminante · d~,' :,2 ' y,cJhL, w1e durch 
d (A1 , A 2 , H" H 2) 

Heranziehung der zu x, y, $, H konjugiert- komplexen Größen leicht 
zu sehen ist, zu 

' ' 2 l "X 1') " (kX,y). <I' ... ;·= ß2[=jE2 
(/(X; Yl d(Z, H) ' 

berechnet, so erhalteil wir hiernach schließlich: 

J n" I E '2 • 1~ ll . 
0 = -6 1 1 i 1m 1' a e {t = 1 , 

. 2 n~ j 12 • ;, • J 0 = -9- E 1 1m ] alle & = )· 

Hieraus ergeben sich nun mit Rücksicht auf J0 < 16 die fol­
genden Grenzen fiir I E ( 

I EI~<~~< 10 im Falle -lt = i, (20) 

'E 2 <::<8 im Falle -lt=j. (21) 

§ 4. Genaue Ermittlung tler zulässigen Werte von E im Falle 
(les Zahlkörpers K(i). Charakter vierfacller lJ,[- Körper. 

Wir wollen nun die möglichen Werte von E genauer bestimmen 
und dabei jeden der zwei Fälle {t = i, j gesondert betrachten. 

Im Falle -lt = i sind für die Norm von E nach (20) vorderhand 
höchstens nur die \'Verte 1, 2, 3, ... , 9 zulässig; von diesen sind 
aber bloß 1, 2, 4, 5, 8, D wirklich Normen gewisser ganzer Zahlen in 
K(i)*), und zwar bzw. der Zahlen s, s(l +i), 2s, s(2±i), 2s(1+i), 
3 s, unter < hier wieder einen beliebigen der vV erte ± 1, ± i ver­
standen. Da nun ein der Bedingung (14) gemäß eingerichteter kon­
vexer Körper mit Mittelpunkt in 0 zugleich mit einem Punkte (R, S) 
jedesmal auch alle Punkte (sR, sS) enthält, andererseits konjugiert­
komplexe Zahlensysteme hier zu gauz analogen Schlußfolgerungen 
Anlaß geben, so genügt es hier allein zu untersuchen, ob und unter 
welchen Umständen E = S die Werte 1, 1 + i, :2, 2 + i, 2 + 2i, 3 
annehmen kann. 

Wir verfolgen zuniichst die Anuahme E = 3. Da R, S = E 

.,') D. h. von der Form s: + s; mit ganzen rationalen S,. 8,. 
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jedenfalls teilerfremd sein sollten, müßte R hier einer der Zahlen 
+ 1, ± i, ± 1 ± i mod. 3 kongruent sein; denn diese acht Zahlen 
bilden mit 0 zusammen in K(i) ein vollständiges Restensystem mod. 3 
und sind sämtlich teilerfremd zu 3, welches in K(i) eine Primzahl 
ist. Folglich könnte eine ganze Zahl X so gewählt werden, daß 

IX-RI<Il+i
1
=y2 

s! =I s I 3 
und m der Folge 

'IJ.'(X, 1) < y_2t l < 1 

würde. Alsdann aber würde der betreffende Gitterpunkt (X, 1) im 
Inneren des M-Körpers (18) liegen und zugleich vom Nullpunkte 
verschieden sein, was nicht möglich ist. Daher erscheint der Fall 
E = 3 hier ausgeschlossen. 

Wir wollen zweitens die Fälle E = 2 + 2 i, 2 + i gemeinsam 
betrachten. R müßte im ersteren dieser Fälle notwendig einer der 
Zahlen ± 1, ± i mod. (2 + 2 i), im anderen einer derselben Zahlen 
mod. (2 + i) kongruent sein. Daraus ersehen wir, daß sich in beiden 
Fällen eine derartige ganze Zahl X angeben ließe, daß 

X-R 1 
S Si 

würde; es würde so dann für dieses X 

also beidemal 

'P'(X 1) = _2_ = 1 - 1m Falle S = 2 + :2 i, 
' SI V~ 

2 
1m Falle S = 2 + i, y5 

'P'(X, 1) < 1 

werden, was wiederum einen ~Widerspruch nach sich zöge. Die Fälle 
E = 2 + 2i, 2 + i sind somit hier ebenfalls ausgeschlossen. 

Wir können nun ferner den Fall E = 2 auf Grund eines Zu­
sammenhanges mit dem Falle E = 1 für die späteren Betrachtungen 
beseitigen. In der Tat: für S = 2 haben wir notwendig R ==: 1 oder 
- i (mod. 2); es kann daher in diesem Falle eine ganze Zahl X derart 
bestimmt werden, daß 

und damit 

·x_H =1 
s 2 

'P'(X, 1) = 1 

wird; dann liegt also der betreffende Gitterpunkt (X, 1) auf der Ober­
fläche des Körpers (18), gehört somit auch dem M-Körper (15) an 

Minkowski, diophaut. Approximationen. 18 
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und kann eo ipso ebenfalls nur auf der Oberfläche dieses letzteren 
liegen, da dieser ja als M-Körper im Inneren den Nullpunkt als ein­
zigen Gitterpunkt enthält. Sind nun r*, s* die x, y-Koordinaten des 
besagten Gitterpunktes (X, 1), und fassen wir an Stelle der Gitter­
punkte (p, q) und (1·, s) jetzt die Kombination (p, q) und (r*, s*) ins 
Auge, so wird für diese letzteren zwei Gitterpunkte 

E* = p, r 1
1 = i ' ~ = 1 : * I 1 X I 

: q, s* i i 0, 1 
(22) 

und rlemnach läßt sich im Falle E = ps- IJY = 2 auf der Oberfläche 
des .1l!J-Körpers (15) auch stets ein solcher Gitterpunkt (r*, s*) er­
mitteln, daß die zu E analoge Determinante E* = ps*- q1·* = 1 ist. 

Hiernach genügt es, bloß die Fälle E = 1, 1 + i weiter zu unter­
sucheiL 

Es sei zunächst E = ps- qr = 1. Wir transformieren das Zahlen­
gitter der x, y jetzt durch die Substitution 

x=pX+rY, 

y = qX + sY 

in ein Zahlengitter der X, Y, wobei die Punkte (x, y) = (p, q), (r, s} 
bzw. in die Punkte (X, Y) = (1, 0), (0, 1) übergehen. Zugleich geht 
die Funktion fJJ (x, y) in eine Funktion von X, Y über, die wir wieder­
um mit ci>(X, Y) bezeichnen wollen. Dabei wollen wir den .111-Körper 
(15) der Einfachheit halber als Eichkörper, also M = 1 annehmen; 
dieser Körper ist alsdann im X, Y-Gitter durch die Ungleichung 

ci>(X, Y) ~ 1 

definiert und es ist dabei zugleich einerseits 

w(1, O) = 1, w(0, 1) = 1, 

(24) 

(25) 

andererseits für jedes beliebige ganzzahlige, von (0, 0) verschiedene 
Wertesystem ( (}, H) stets 

(]J(G, H) '2 1. (26) 

Die wwndlich vielen Ungleichungen (2G) lassen sich nun, wie wir 
zeigen werden, mit IWcksicht cmf' das Bestehen der ztcci G-leichungen 
(25) durch eine endliche Anzahl gewisser ttnter ihnen, ttnd ztcar durch 
diese zu:ölf: 

<P(c, 1)::::: 1, c1J(c, 1 + i) ~ 1, <P(c (1 + i), 1) ~ 1, 

(c = ± 1, ± i), 
(27) 

'tüllig ersetzen, so daß cuts (25) ttnd (27) bereits alle Ungleichungen (26) 
folgen. 
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In der Tat: Durch (2ö) und (27) sind zunächst alle diejenigen 
der Ungleichungen (26) gewährleistet, in welchen G, H beide dem Be­
trage nach < 2 sind. Angenommen nun, es lägen weiter zwei ganze 
Zahlen G, H ( + 0, 0) vor, so daß entgegen (26) 

41(G, H) < 1 (28) 

wiire; dabei können wir G, H als teilerfremd und ohne wesentliche 
Beschränkung etwa I Hl > 

1 
GI voraussetzen; dann haben wir jeden­

falls I H\ ? 2 anzunehmen. Wir setzen 

~ = T1 + iT2 , 

so daß T1 , T2 reell sind, und können dann zu T1 , 1'2 zwe1 ganze 
rationale Zahlen X11 X 2 bestimmen, so daß 

I x1- T1l < {-, I x2- T2l < -h 
al>io für X = X1 + i X2 sicher 

:x- ;, = V(.,\"1-1'~?+cx2-T2)2 \<;2 (29) 

wird. Hernach stellen wir für den Funktionswert 41(X, 1) die Un-
gleichung 

41 (X, 1) < 41 (X - ~' 0) + 41 (!ft, 1) 

= X-~ i 41(1, 0) + it w(G, H) 

auf und aus dieser folgt dann wegen (25) und (28) weiter: 

41 (X, 1) < X - G + 1 · ( 30) . H: H! 

Hier wird nun die rechte Seite mit Rücksicht auf (29) sicher 
dann < 1 sein, sobald 

1 1 

IHi < 1 - y2 
oder also 

I Hl2 > (2 + y2)2 

ausfällt, also gewiß, wenn \HI2 ~ 12 ist, und unter dieser letzteren 
Annahme folgt also fiir den bewußten Wert X stets 

w(X, 1) < 1. 

Nehmen wir hingegen I Hl2 < 11 an, so genügt es hier für uns, 
(indem wir noch G, H durch cG, eH mit entsprechend gewählte1· 
Einheit f ersetzen können), überhaupt nur die folgenden Werte von 
H in Betracht zu ziehen: 

13 * 
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1, 1 +t:, 2, 2±i, 2(1+i), ß, (l+i)(2±i); 

R = 1 und H = 1 + i sind hier aber durch die Voraussetzung I Hl :::::: 2 
ausgeschlossen. Für H = 2, 2 + i, 2(1 + i), 3 läßt sich, wie am An­
fang dieses Paragraphen gezeigt wurde, jedesmal eine ganze Zahl X 
derart bestimmen, daß 

G 1 X- H.- + -- < 1 
\HI= 

und m der Folge, nach (ßO), 

lP(X, 1) < 1 

wird. Das Nämliche trifft auch schließlich im Falle H = (1 + i)(2 ± i) 
zu, wie eine Überlegung zeigt, die der in den Fällen H = 2 ± i. 
2(1 + i) augewandten (S. Hl3) vollständig entspricht, indem hier U 
als teilerfremd zu H nur einer der vier Zahlen + 1, ± i mod. H kon­
gruent sein kann. 

So werden wir bei jedem der fraglichen vVerte des H in (28 l 
auf eine Ungleichung 

lP(X, 1) < 1 (ßll 

geführt, worin X jedesmal eine bestimmte ganze Zahl vorstellt, welche 
der Ungleichung 

und m der Folge der Ungleichung 

lXI< X- 6 +.G <2 
I= H H 

genügt, also jedenfalls mit einer der Zahlen 0, s, s(l + i) zusammen­
fällt; eo ipso steht aber eine jede solche Üngleichung (31) im Wider­
spruch mit einer der als erfüllt angenommenen Beziehungen (25), (27) 
und hiermit erweist sich die Unzulässigkeit der Annahme (28), folgt 
also die Richtigkeit der auf S. 194 ausgesprochenen Behauptung. -

Es sei nun zweitens E = ps - qr = 1 + i. Wir bemerken zu­
vörderst, daß hier für p, q und ebenso für r, s, je als Paare teiler­
fremder Zahlen, modulo 1 + i offenbar nur die Hestensysteme l,U; 
0,1; 1,1 in Frage kommen und also mit Rücksicht auf 

ps-qr~.co (mod.1+i) 
notwendig 

ZJ ==: 1·, q = s (mod. 1 + i), 
somit 

p + 1· == 0, q + s = 0 (mod. 1 + i) 
sein muß. 



§ 4. Genaue Ermittlung der zulässigen Werte von E usw. 197 

Wir führen in diesem Falle wiederum neue Variabeln X, Y ge­
mäß den Transformationsgleichungen (23) ein, wobei die Punkte 
(x, y) = (p, q), (r, s) bzw. in die Punkte (X, Y) = (1, 0), (0, 1) über­
gehen. Einem Gitterpunkte in X, Y entspricht dann stets ein Gitter­
punkt in :1', y; doch ist, wegen 

X -- SX-I"Y_ -qx+py 
l+i' y=--f+i-- 1 

das Umgekehrte hier nicht immer der Fall: den Gitterpunkten in x, y 
werden diesmal nicht bloß Gitterpttnkte in X, Y, sondern zum Teil 
attch Punkte (X, Y) mit gebrochenen Koordinaten von der Form 
X= U/(1 + i), Y = V;(1 + i), u·orin U, V ganze Zahlen sind, entsprechen; 
dabei werden U, V beide = 1 (mod. 1 + i) sein müssen, denn von den 
sonstigen Möglichkeiten kommt diejenige U = 0, V= 0 (mod. 1 + i) 
für gebrochene X, Y nicht in Betracht und die Eventualitäten U = 1, 
V= 0 (mod. 1 + i) und U _ 0, V= 1 (mod. 1 + i) sind ebenfalls auszu­
schließen, da bei der ersteren derselben aus (2ß) 

x= 1 ~i' y= 1 ~i (mod.1), 
bei der anderen 

I" s 
x = i-+ i , !f - 1 + i (mod. 1) 

folgen würde, also im ersteren Falle p, q, im zweiten r, s den ge­
meinsamen Teiler 1 + i haben müßten, was beides sicher nicht der 
Fall ist. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaare X= U/(1 + i), 
Y = V/(1 + i), worin U, V beide ganzzahlig und = 1 (mod. 1 + i) 
sind, in 

pU+rV qU+sV 
x = - r-H --, Y = 1 +-i 

ein ganzzahliges Wertepaar x, y, indem hierbei dem auf der vorigen 
Seite über p, q, r, s Gesagten zufolge stets 

p U + r V- p + r = 0 (mod. 1 + i), 
q U + s V_ q + s - 0 ( mod. 1 + i) 

sein wird. So zeigt es sich, daß wir, um das Gitter in x, y zu erhalten, zu 

dem Gitter in X, Y noch sämtliche Punkte (X + 1 ~ i' Y + 1+i) mit 

beliebigen ganzzahligen X, Y hinzunehmen müssen. 
Im Falle E = 1 + i ist also, wenn wir den vorliegeiLden M-Körper 

wieder wie in (24) darstellen, einerseits 

flJ(1, 0) = 1, tJJ(O, 1) = 1, (32) 

andererseits für jedes ganzzahlige, von (0, 0) verschiedene Wertepaar 
(G,H) 
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w(G, H)?; 1 (33) 

und zudem für jedes beliebige ganzzahlige Wertepaar ( G, H) 

fP ( G + 1 ~-i ' H + :c + -i) > 1. (34) 

Es lassen sich nunmehr die wwndlich vielen Ungleichungen (33), (34) 
mit Rücksicht auf das Bestehen der zwd Gldclnmgen (32) bereits dw·dt 
die vier folgenden u,nter ihnen: 

fP (1 ~ i ' 1 ~-[) :;:;; 1' ( c = ± 1' ± i) 
oder, was dasselbe ist, durch die vier UngleicJmn,qen: 

lP(s, 1) > y'2 (35) 
völlig ersetzen. 

In der Tat: Zunächst folgt aus den Ungleichungen (35) 1m Hin­
blick auf die Regeln (12) und (14): 

fP(s(1 + i), 1) + w(O, i) > fP(s(1 + i), 1 + i) = y'2 lP(s, 1) > 2, 

also mit Rücksicht auf (32): 

lP(s(1 +il, 1) :::;:.1; 

ganz entsprechend stellt sich 

fP(s, 1+t'):>:l 

(36) 

(37) 

heraus; aus den acht Ungleichungen (36), (37), den vier Ungleichungen 
(35) und den zwei Gleichungen (32) folgt aber zunächst schon, wie 
bei Untersuchung des Falles E= 1 dargetan wurde, die Gesamtheit 
der Ungleichungen (33). 

Was sodann noch die Ungleichungen (34) betrifft, so sei, ent­
gegen unserer Behauptung, während (i32) und (35) statthaben, für 
irgend zwei ganze Zahlen G, H 

oder, indem 

gesetzt wird : 

q, ( G + 1{ i ' H + 1 t i) < 1' 

(1 + i) G + 1 = U, (1 + i) H + 1 = r 

fP(U, V) <y'2. 

(38) 

(39) 

(40) 

Wir können dabei ohne wesentliche Beschränkung . U I < ! V i an­
nehmen; ferner dürfen wir voraussetzen, daß U mit V weder identisch 
noch assoziiert ist, indem im Gegenfalle aus ( 40) eine Ungleichung 

y2 
fP(s, 1) < t , 
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im Widerspruch mit (35), folgen würde. Es ist nunmehr notwendig 
I V, > y2 anzunehmen. Wir bestimmen jetzt eine Einheit 8 in K(i) 
derart, daß in 

U ' U, iu> -- = '- 'c 
cV EV, 

sich 

-~<w<1'C 
4 = J 

erweist; alsdann wird wegen U + 0 gewiß 

u 1- --- < 1 
sV ' ( 41) 

sem (s . .Fig. 72 S. 206). Hierauf stellen wir für den Funktionswert 
<P(8, 1) die Ungleichung 

u 1 
= 8- v 4>(1, 0) + :T w(U, V) 

her, woraus dann nach (32) und ( 40) weiter 

E- ---
- y 1 ( 

u ' 

w(s, 1) < y2 · v2 + JT'I) 
folgt. 

Hier wird nun der Klammerausdruck rechts mit Rücksicht auf 
(41) sicher dann < 1 sein, wenn V 2 :::::0: 12 ist (vgl. oben (29), (30) 
und den anschließenden Text), und es folgt sodann 

@(s, 1) < y2, 
im Widerspruch mit (:35 ). Ist dagegen I V 12 < 11, so kann V, da es 
nach (39) nicht durch 1 + i teilbar ist, nur mit einem der Werte 
2 ± 1:, 3 identisch oder assoziiert sein und brauchen wir hiervon nur 
die Fälle V= 2 ± i und V= ;~ selbst zu diskutieren, indem wir uns 
gegebenenfalls eine Multiplikation der Zahlen U, V mit einer und 
derselben Einheit vorbehalten. 

Im Falle V= 3 nun müßte U = c oder = c (2 ± i) sein; dann 
wäre also 

bzw. 

1-~ =~ 
3 3 

1- 2±i 
3 
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und in der Folge würde sich 

( ) 2+V2 r 
cTJ E1 1 < -·- 3 < } 2 

herausstellen. 
In den Fällen V = 2 + i dagegen wäre U wegen • Ul < i V! 

notwendig entweder = E oder= ±Ei (2 + i), worin E irgend eine Ein­
heit in K(i) bedeutet; bei der ersteren Annahme würde 

] E _ !!_ i = · 1 _ l • = -v·2 
I v, 1 2±i, -;-;, 

bei der zweiten 

und daher beidemal 
9v2 -

W(E, 1) < -vr < -v2 
folgen. 

So würde also die Annahme ( 40) in jedem Falle zu einer Un-
gleichung 

tP(<, 1) < y2 
führen; eine solche steht aber im Widerspruch mit der Ungleichung 
(35) und hiermit ist die Unzulässigkeit der Annahme (40), also die 
Richtigkeit der auf S. 198 ausgesprochenen Behauptung bewiesen. 

§ 5. Satz über zwei binäre lineare ~'ormen mit kompleun 
Variabeln für den Zahlkörper K(i). 

Wir wollen nun zunächst die wesentlichste Anwendung der hier 
für den Fall {}- = i gemachten Ausführungen entwickeln und erst 
in der Folge die abweichenden Umstände für den Fall {}- = j in Be­
tracht ziehen. 

Es seien 
; = ax + ßy, 
r; = ßx + rY 

zwei lineare Formen in den komplexen Variabeln x, y, mit beliebigen 
komplexen Koeffizienten a, ß, {, ~ und nicht verschwindender Deter­
minante 

A=a~-ßr· 

In ihre reellen und imaginären Bestandteile zerlegt, seien 
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x = x1 + ix2 , y = y1 + iy2 , 

i;=i;1+i52, 1)=17t+i1)2· 

·wir betrachten den Bereich der sämtlichen Wertesysteme (x, y), welche 
die beiden Ungleichungen 

(42) 

zugleich erfüllen; w1r können diese zwei Bedingungen auch in die 
einzige folgende: 

<p(.c, y) = max(i ~ , [11 i) < 1 (43) 

zusammenfassen und es ist leicht zu bestätigen, daß die hiermit ein­
geführte Funktion <p(x, y) den Bedingungen (9), (10), (12), (14) ge­
nügt und so nach ( 43), d. i. ( 42), einen konvexen Körper mit Mittel­
punkt im Nullpunkt darstellt. Dieser Körper hat das Volumen 

J = · d(x,,x.,y,.y,) 'l('((]d' di: dr dr. 
d(~u ~2 ,7)1 , 7),) ' JJ,) ':>1 1>2 11 /21 

wobei das vierfache Integral über den Bereich 

~12 + ;2 2 :<:::: 1' 1112 + 1)2 2 > 1 

zu erstrecken und also gleich n:2 ist; weiter haben wir, wenn die zu 
x, y, 1;, 1), !:::. konjugiert- komplexen Größen bzw. mit x', y', 5', 1;', !:::.' 
bezeichnet werden: 

d (~, 1), ~·, 1() 
d(x1 , x,, Yu y2 ) rÜ~1 , ~2 , 7Ju 1]2 ) 1 
~J(;l, s,,--r.~.7),) = ~~T · -(f((-~.-6', ~·>-

d(x1 , x,, Yu y,) -dix, y, x':!/) 

und hieraus berechnet sich, indem der erste Quotient rechts offenbar 
= 1 ist, unmittelbar 

rl (.x1 , x 2 , y11 y2) 1 1 
cl(CI~:n~;-~~f = fj. fj.' = jj. 12 ; 

auf diese Weise ergibt sich 

Denken wir uns nun den .lJ!I-Körper, der durch entsprechende Dila­
tation des Körpers ( 42) vom Nullpunkte aus entsteht, gegeben durch 
die Ungleichungen 

so ist das Volumen desselben 

(44) 
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und da nach dem Satze LX und dem bei (7) gemachten Zusatze 
dieses Volumen 1111 vorliegenden Falle notwendig < lG sein muß, 
so folgt: 

JYI'n" 
[LP < lG, 

also: 

(45) 

Beachten wir da bei die Bedeutung von JJ1, so ist mit ( 45) der fol­
gende Satz gewonnen: 

LXI. Zn zwei linearen Formen ;, n in Zlcei komplexen Variabeln 
mit beliebigen komplexen Koeffizienten 2tnd nicht verschwindende1' Deter­
minante b. lasseil sich {ür die Variabeln immer zwei ganze Zcthlen des 
Kürpers t·on i, die nicht bcide verschwinden, derart angeben, daß {ü1· 
diese Zahlen 

wird. 

, I 2 V "' [1} < -y;r . u (4G) 

§ G. Genaue ß('stimmung tlN; lllinimums von zwei binären linear('n 
Formen mit komplHen Variabeln im Palle von K(i). 

Die Ungleichheitszeichen in ( 4G) beweisen, daß der kleinste unter 
den vV erten, welche von der Funktion max ( ; 1 , ; 11 i) für ganzzahlige 
im Körper K(i) gelegene, von 0, 0 verschiedene x, y angenommen 

werden, wohl stets < ~ Vf~l ist, aber diese obere Schranke niemals 
Vn 

erreicht. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, für dieses Minimum 
JJI von max ( g i, , 11 :) die pr1izise, nur von b. abh1ingige obere Grenze 

aufzufinden' d. h. den größtmöglichen wert von :vf~ r bei beliebig 

variierenden Koeffizienten a, ß, r, o zu ermitteln, natürlich zugleich 
auch die Existenz eines solchen größten Wertes darzutun. 

}lultiplizieren wir alle Koeffizienten in g, 11 mit einer willkür­
lichen positiven Konstante t, wodurch gleichzeitig JJ1 in JJf* = tJJf, 

b. in b.* = t2 b. übergeht, dann bleibt offenbar __ lJ!* -~ = - M -; indem v D.* I V D.l 
wir nun t = ljJJ1 annehmen und zugleich für ta, tß, ty, to wieder 
bzw. a, ß, ')', o, für b.* wieder b. schreiben, sehen wir, daß unsere 
Aufgabe darauf zurückgeht, das JJfaximum von l/ b.: ode1· das JJ1ini­
mwn von b. bei belieln·.fJ wriierenden a, ß, r, o zu bestimmen, 1rüh-
1·end gleichzeitig vorgeschrieben wird, daß der Körper ( 42) mtßer dem 
Nullpunkte keinen u:eiteren Gitterpunld iu seiJmn Inneren. wohl aber 
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Gitterpunkte ouf der Beg1·en:J~tng enthält. Beachten wir noch die Be­
ziehung (44), so können wir das nämliche Problem noch dahin for­
mulieren, unter Festhaltung des Oitters in x, y sei das Volnmen des 
Eichkö1pers ( 42) Ztt einem JJiaximwn zn machen, tcälwend dieser Kö11>er 
ein ]}[-Körper bleiben soll. 

Es ist nun zuniichst leicht einzusehen, daß die Begrenzung ei11e., 
derartigen maximalen ]}[-Kö11Jers ( 42) sowohl Gitte1punkte entlwlteu 
muß, bei denen I~ = 1, 11 I < 1 ist, tcie attch solche, bei denen ~ < 1, 

11 ~ = 1 ist. Enthielte nämlich die Begrenzung eines solchen Körpers 
keinen Gitterpunkt, wofür I~! < 1, i 'I! = 1 wäre, befänden sich also 
alle Gitterpunkte, die auf der Begrenzung des Körpers liegen, speziell 
auf der Fläche ~ i = 1, so würde der Bereich 

I ~ i < 1' . 'I : < t (47) 

auch noch für Werte des t, die > 1 sind, bis zu einer gewissen 
Grenze hin einen 111-Körper vorstellen; das Volumen dieses sich mit t 
kontinuierlich ändernden 111-Körpers ( 4 7) würde aber gegenüber dem 
Volumen des lJII- Körpers ( 42) beständig mit t zunehmen und danach 
der Körper ( 42) noch kein maximaler JJ1- Körper sein. Ganz ent­
sprechend zeigt man, daß ein maximaler 111- Körper ( 42) auch Gitter­
punkte aufweisen muß, für die • ~ = 1, · '' i < 1 ist. Ein maximaler 
JJl- Körper der gesuchten Art wird darnach jedenfalls ein vierfacher 
JJ1- Körper sein müssen. 

vVir setzen nunmehr voraus, daß auf der OberfHiche des lJII- Kiir­
pers ( 42) zwei Gitterpunkte (.:r, y) = (p, q1, (r, s) vorhanden seien, für 
deren ersteren 

~ = 1, i 1i, < 1 
und für deren letzteren 

i ~ i < 1, lj i c= 1 

ist. Durch die Transformation 

X=pX+rl', 

y=qX+sr 

mögen die Formen ~' 11 bzw. in Ausdrücke 

$=l(X+Qn, 

H = t-t(uX + 1") 

übergehen und wird so dann der Kiirper ( 42) 
durch die Ungleichungen 

,s1<1, !Hi<1 

( 48) 

(49) 

(:)0) 

m den Koordinaten X, l' 

definiert, wiihrend die genannten zwei Gitterpunkte auf der Oberfläche 
desselben die Bestimmungsstücke X = 1, r = 0 bzw. X = 0, r = 1 
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erhalten. Für diese ZWei Punkte gelten dann gemäß ( 48), ( 49) die 
Relationen 

bzw. 
!Z1 = 1, [H[<l 

IZi < 1, IHI= 1 
' I 

und aus diesen Relationen ergeben sich unmittelbar für die Koeffi­
zienten in (51) die Bedingungen: 

IA.:=l, ~LI=l, Q[<l, 6[<1. (53) 

Die Determinante ps - qr für die besagten zwei Gitterpunkte 
könnte nun nach§ 4 nur einen der Wertet, t(l + i), 2E haben, unter 
c eine der Einheiten ± 1, ± i verstanden. Die Werte 2 E kommen 
hierbei jedoch nicht in Betracht; denn aus JlS - q r = 2 E würde hier, 
nach den Ausführungen in § 4 bei Gleich. (22), folgen, daß auf der 
Fläche i X I + I Yj = 1 noch ein Gitterpunkt (x = 1·*, y = s*) existiert, 
welcher mit dem Punkte (p, q) eine Determinante = E liefert und für 
welchen daher I Y = -}, hernach 1 X[= -h also ! Z! < 1, i H1 < 1 
wird, was der Bedeutung von (52) als M-Körper widersprechen würde. 
Darnach kann gegenwärtigps- q1· nur mit einem der Werte t, t(l + i) 
zusammenfallen und wir dürfen, indem wir uns r, s bzw. durch rit, 
s/ E ersetzt denken, direkt ps- rp = 1 bzw. = 1 + i annehmen; diese 
zwei Fälle werden wir nun nacheinander zu untersuchen haben. 

Es sei zunächst ps- qt· = 1. Durch Bildung der Determinante 
von (51) erhalten wir 

A/l(1- Q6) = tl(ps-qr), 

also 1m vorliegenden Falle, unter Berücksichtigung von (53), 

Ll=ll-(>61. 

Unsere Aufgabe läßt sich nunmehr dahin formulieren, die kom­
plexen Größen !;J, 6 mit Beträgen < 1 set"en so zu bestimmen, daß 
I 1 - !? 6[ zu einem JJ[inimum wird, wälwend gleichzeitig der Körper 

(55) 

im Inneren außer dem Nnllpunkte keinen weiteren Gitterpunkt 
enthält. 

Diese letztere Bedingung ist nun nach § 4 (S. 194) hier völlig 
dadurch zu charakterisieren, daß die 12 Ungleichungen 

max(lc+Q[, [6+: [)>1, (56) 

max(ft+Q(l+i)i, ;o+ 1~ 1-1)>1, (57) 
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max(ls(1+i)+Q I, :6(l+i)++)>1, (58) 

(s = ± 1, ± i) 
erfüllt sind. Hierbei können wir noch, - indem wir uns nötigen­
falls Y und gleichzeitig damit auch y in geeignete der dazu asso­
ziierten Größen verändert denken, - von vornherein annehmen , daß 

{! = f!t ± i Q2' Ql > {!2 > 0 

(mit reellen Qp Q2 ) ist, und da überdies eine eventuelle Vertauschung 
von i mit - i den Betrag von 1 - {! 6 und die Gesamtheit der Be­
dingungsnngleichungen (56), (57), (58) nicht lindern würde, so kiinnen 
wir weiter noch die Annahme 

{! = (.11 - I f!2, Ql > !.>2 > 0 

machen. Schließlich wollen wir noch von dem vV erte Q = 0, welcher 
bei beliebigem 6 die Ungleichungen (56), (57) , (58) ohne weiteres 
immer erfüllt und I D. = l liefert, vorerst absehen, und zwar mit 
Rücksicht auf den Umstand, den wir schon hier vorweg erwähnen, 
daß das gesuchte Minimum von i D.! sich < 1 erweisen wird. 

Wir habt>n nun die Aufgabe, die Ungleichungen (56), (57), (58) 
übersichtlich weiter zu verarbeiten; diese Aufgabe ist keineswegs 
mühelos, Hißt sich aber doch in durchans befriedigender Weise durch­
führen, indem die bekannte geometrische Darstellung der komplexen 
Größen in der Ebene herangezogen wird, wobei unter Zugrundelegung 
rechtwinkliger Koordinaten a, b ein Punkt (a, b) als Repr~isentant der 
komplexen Zahl a + b i gilt. Zunächst werden dann die Bedingung 
I!? I < 1 und die über Q gemachte Annahme 

(l = Ql - i !h =l= 0, f!t > Q" > 0 (59) 

damit gleichbedeutend, daß der der Zahl !? entsprechende Punkt oder, 
wie wir kurz sagen wollen, der 
Punkt {! sich (Fig. 71) nur in dem 
letzten Oktanten A 0 B des um den 
Nullpunkt 0 als Mittelpunkt mit 
dem Radins 1 beschriebenen Krei­
ses, und zwar mit Ausschluß des 
Bogens BA und des Nullpunktes 
0, bewegen kam1. 

Es ist alsdann weiter fest­
zustellen, in welchem Bereiche die 
Größe 6 je nach dem Orte des Q 
verweilen darf, damit die Unglei-
chungen (56) , (57), (58) sii.mtlich 

f 

Fig. 7L 
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erfüllt sind. Diese letzteren Ungleichungen lassen sich nun folgender­
maßen aussprechen: so oft für irgend welches der Wertepaare 

(X, Y) = (t, 1), (t, 1 + i), (t (1 + i), 1) 
sich I X + Q Y/ < 1 herausstellt, soll für dieses selbe Wertepaar (X, Y) 
gleichzeitig I 6 X + Yl > 1 gelten. Der V ordersatz in dieser Bedingung 
kommt also jedesmal auf das Bestehen einer der zwölf Ungleichungen 

:s+QJ<1, 
I E i 1 ll+·+Q.<· .. ·, 
, t , V2 

i c c 1 + i) + Q 1 < 1 

(60) 

(61) 

(62) 
hinaus und bedeutet so nach, daß der Punkt Q im Inneren eines der 
Kreise: um - c als Zentrum vom Radins 1, um - c/ (1 + i ) als Zen­
trum vom Radius 1;V2, um - E (1 + i) als Zentrum vom Radius 1, 
sich befindet. 

Von den vier unter (GO) fallenden Ungleichungen sind nun die-
jenigen 

1 + Q/ < 1' i- i + Q/ < 1 

hier von vornherein ausgeschlossen, da sie der Größe Q solche Bereiche 
zuweisen, welche mit dem Bereiche A OB, in dem sich Q nach der 
Voraussetzung (59) befinden soll, keinen Punkt gemein haben (Fig. 72). 
Was ferner die Ungleichung 

betrifft, so läßt dieselbe 

i 

-i 

1- 1 + Q : < 1 (63) 
für Q offenbar den Bereich A OB (von 0 ab­

gesehen) vollständig in Geltung; gleich­
zeitig mit (63) soll nun nach (56) 

: () - 1 ::::: 1 ( 64) 

sein, also 6 außerhalb oder auf der Peri­
pherie des Kreises um 1 vom Radius 1 
und folglich in dem nicht innerhalb dieses 
Kreises befindlichen 'I' eile N 0 N ' P N 
des Einheitskreises , mit Ausschluß des 
Bogens N' P N , liegen (Fig. 72). End­
lich ist die Ungleichung 

ii + rJ! < l 
} ' ig. 7!. 

dann erfüllt, wenn Q dem Bereiche 0 B C 
angehört, den der Kreis um - i vom Radius 1 mit dem Oktanten 
A OB gemein hat, wobei noch die Bogen CO, BC auszuschließen 
sind; fällt Q in diesen Bereich, dann wird gleichzeitig 6 vermöge 

1 o - i ! > 1 (65) 
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-auf denjenigen Teil T 0 SR T des Einheitskreises, mit Ausschluß des 
Bogens SBT, verwiesen, welcher nicht innerhalb des Kreises um i 
vom Radius 1 liegt (Fig. 72). 

Von den vier Ungleichungen (61) (Fig. 73) können wiederum 
zwei, nämlich 

1
1- i ' 1 -- + {}! <"'---

2 'i " y2' 
' 1+ -i j 1 ' --- + Q I < -::.-
' 2 ' V2' 

bei der schon vorausgesetzten Lage 
Dagegen trifft die Ungleichung 

des Q überhaupt nicht statthaben. 

-l 

Fig. 73. 

!-1 + i+ i< 1 :--- !!! ~-
' 2 ' V2 

- t 

],'jg. 74. 

im ganzen Bereiche A OB der Größe Q (von 0 und A abgesehen\ 
zu und muß sich daher 6 gleichzeitig immer der Bedingung 

: 6 - (1 + i) i 2 1 (66) 

unterwerfen, also notwendig in demjenigen Teile A])'QPRBA dei> 
Einheitskreises, mit Ausschluß des Bogens Q P RBA, verweilen, welcher 
nicht innerhalb des Kreises um 1 + i vom Radius 1 liegt. Im Falle 
des Besteheus von 

-1-i I 1 
• ---2-- + Q I< 112 

schließlich wird Q auf das Segment 0 DA 0, das dem Einheitskreise und 
1 + i R a· 1 . A dem Kreise um-- 2-- vom .a ms }1'2' gememsam ist, mit usschluß 

des Bogens ODA, verwiesen und alsdann muß 6 wegen 

. 6 - (1 - i). > 1 (ü7) 

in dem Teile RDA QP R des Einheitskreises, welcher nicht innerhalb 
des Kreises um 1 - i vom Radius 1 liegt, mit Ausschluß des Bogens 
A QP R , verweilen. 
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Von den vier Ungleichungen ( 62) endlich (Fig. 7 4) können drei; 
und zwar 

1- t-i+Q I< 1, ,1-i+Q ;<1, !1+i+Q ;<1, 
bei der für Q vorausgesetzten Lage überhaupt nicht statthaben; durch 
die übrige Ungleichung jedoch, 

l-1+i+Q :<l, 
wird der Bereich des Q auf die Figur ADEBA, die dem Oktanten 
A OB und dem Kreise um 1 - i vom Radius 1 gemeinsam ist, mit 

+:>.:: 

. · 
.. ·· 

- ,li<> ............. ··i.Y:· 
f. 

.. 

Fig. 75. 

Ausschluß der Bogen A DE, BA eingeschränkt, o dagegen gleich-
zeitig infolge I 1 · 1 

i (1 + i)o - i ! > 1 oder 1 o - _±_I: 1 > ---=- (68) 
. . - i 2 : - V2 

auf denjenigen Teil ADOQPBBA des Einheitskreises verwiesen, der 

sieh nicht innerhalb des Kreises um 1 +2. -i vom Radius · 1_· befindet, mit 
V2 

Ausschluß des Bogens QPRBA. 
Der Oktant A 0 B erscheint jetzt durch die drei ihn durchsetzen­

den unter den hier für Q in Frage gekommenen Kreisen in sieben 
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Partien geteilt (Fig. 75), die wir zu fünf Partien in folgender Weise 
zusammenfassen wollen: 

I: AGCA, 
U: AFGA, 

III: AOF A, 
IV: DOED und DEBCGD, 
V: DFOD und DGFD. 

Dabei sind von jedem dieser 5 resp. 7 Bereiche, wie ans der soeben 
durchgeführten Betrachtung zu entnehmen ist, die jeweils nach dem 
Bereiche hin konkaven Teile der begrenzenden Kreisbogen, wie auch 
der zur Begrenzung eventuell gehörende Nullpunkt 0 auszuschließen, 
die sonstigen Teile der Begrenzung des Bereiches sind dagegen jede~mal 
zum Bereiche mitzuzählen. Indem wir uns nun () jeweils in einem der 
fünf Bereiche bewegt denken, können wir aus der obigen Betrachttrug 
und den zugehörigen Figuren 72, 7;), 74 genau entnehmen, in welchem 
zugehörigen Bereiche sieh jedesmal die Größe 6 gleichzeitig bewegen 
darf. Wir finden alsdann, daß 6 stets jenseits - das soll hier 
heißen: nicht auf der konkaven Seite - der Kreisbogen NO V und 
YrJ liegen muß und zu gleicher Zeit überdies in den Fällen IV, \~ 

des Q jenseits des Bogens OS, in den Fiillen II, III, V des Q jenseih; 
des Bogens RTV, schließlich in den Fiillen I, II des !! und im Falle 
einer gewissen besonderen Lage des Q in IV oder V jenseits des 
Bogens 0 (J liegen muß. Hierbei ist noch zu bemerken, daß die letzte 
der für 6 aufgezählten Bedingungen, soweit sie sich auf den Fall 
jener besonderen Lage des Q in IV oder V bezieht, bereits durch die 
zweite der Bedingungen, (daß nämlich 6 in den Fällen lV, V ües Q 

jenseits 0 S liege!, erledigt ist, indem der Bogen 0 S jedenfalls jen­
seits des Bogens 0 fJ liegt. Hiermit erscheint der Gesamthereich 
orrJSP RNWO, in dem sich u auf diese ~Weise überhaupt bewegen 
kann, in vier Partien, und zwar 

OVQO, OQ8U, 08PRWO, WRNW (15\i) 

zerlegt und es verträgt sich dabei, wie wir sehen, eine Lagr des u 
in der ersten dieser Partien mit dem Bereiche III des Q. in der 
zweiten mit den Bereichen l, II, III des Q, in der dritten mit den 
Bereichen I, Il, III, IV, V des Q, in der vierten mit den Bereichen 
I, IV des Q· Die hier auf Q bezüglichen Nummern sind in Fig-. 7 5 
in die einzelnen Bereiche 16!)) des u entsprechend eingetragen. 

Um nun jene vV ertekombinationen (!, 6 zu ermitteln, welche ein 
:Minimum von i 1- (!6; unter den hier gegebenen Umständen he­
wirken, denken wir uns gegenwärtig Q mit seinem vV erte in einem 
beliebigen Punkte eines der für diese Größe in Frage kommen­
den Bereiche festgehalten nnd suchen a so zu ''ariieren, daß für das 

Minko-..vski, dioph:1iÜ Approximationen 1-~ 
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festgehaltene Q und das zu findende u der Wert von i 1 - Q u , also 

auch derjenige von '_!._ - u ·, möglichst klein wird. Wir beachten 
(! I 

dabei, daß diese letztere Größe die Distanz des Punktes 6 vom 
Punkte 1/ Q bedeutet und stellen mit Rücksicht darauf nun auch 
für die Größe 1/Q diejenigen Bereiche fest, welche den Bereichen 
I, II, III, IV, V des Q bzw. entsprechen. Dabei können wir von 
einem Punkte Q zum zugehörigen Punkte 1 i Q durch Spiegelung 
am Einheitskreise und daran anzuschließende Spiegelung an der 
reellen Achse übergehen; es geht alsdann der Einheitskreis in sich 
selbst über, der Radius A 0 in den anßerhalb des Einheitskreises ge­
legenen positiven Teil AA oo der Achse der reellen Zahlen, der Radius 
B 0 in den außerhalb des Einheitskreises im positiven Quadranten 
verlaufenden Teil K K oo der Halbierungslinie des genannte11 Qua­
dranten, der im vierten Quadranten befindliche Bogen AG D 0 des 
durch die Punkte i, 1, 0 gelegten Kreises in den im ersten Quadranten 
verlaufenden Teil AH oc der Geraden, welche durch die Punkte - i, 
1 geht, der Kreisbogen CGFO, der im Nullpunkte die Achse der 
reellen Zahlen berührt und rückwärts fortgesetzt durch - 2i läuft, 
in den zur Achse der reellen Zahlen parallelen, von ~-i herkommenden 
Strahl TT oc, endlich der Kreisbogen AF, welcher die Achse der 
reellen Zahlen in 1 berührt und fortgesetzt durch - 1: läuft, in einen 
l\reisbogen AJ, welcher ebenfalls in 1 die Achse der reellen Zahlen 
berührt und fortgesetzt durch i läuft, also dem Kreise um 1 + i vom 
Radius 1 angehört. Auf diese \V eise entsprechen den fünf im letzten 
Oktanten des Einheitskreises gelegenen Berrichen I, II, III, IV, V 
für Q bzw. die fünf außerhalb des Einheitskreises im ersten Oktanten 
der Größenebene verlaufenden Bereiche AHTA, AJHA, T"'JAAoc, 
KocKTHHoc, H"'HJToo für 1/Q, die bzw. mit I*, II*, III*, IV*, V* 
bezeichnet seien. 

Der vVert VOll 1 I Q werde nun irgendwie in einem der letz­
teren Bereiche festgehalten; wie wir alsdann auch in dem zugehörigen, 
damit verträglichen Bereiche für 6 den Punkt 6 wählen mögen, 
immer ki\nnen wir durch Verschiebung dieses Punktes in der Rich-

tung auf den Punkt 1/ Q zu die Größe + -6 beständig vt>rkleinern, 

bis schließlich 6 auf einen innerhalb des Einheitskreises gelegenen 
Begrenzungspunkt des betreffenden Bereiches fällt. Es geht dieses 
daraus hervor, daß die zwei Tangenten am Einheitskreis in Q und N 
den Bereich I*, jene in Q und R die Bereiche II* und III*, in S und 
N den Bereich IV*, endlich die Tangenten in S und R den Bereich V* 
zwischen sich fassen. Wir können uns daher darauf beschränken, 
6 bloß auf den Grenzbogen der jeweils ihm zukommenden Bereiche 
sich bewegen zu lassen und haben also nur noch auf diesen Bogen 
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jedesmal Punkte mit einem Minimum des Abstandes vom Punkte 11 Q 

zu suchen. 
Nehmen wir 6 zunächst ün Inneren irgend eines der hierfür nun 

m Betracht kommenden Kreisbogen 

OV, VQ, OQ, OS, WO, RW, NW (70) 

beliebig an und es werde der Mittelpunkt des Kreises, dem der be­
treffende Kreisbogen angehört, durch die Größe 60 repräsentiert; denken 
wir uns ferner um den Punkt 1 I Q als Mittelpunkt einen Kreis durch den 
angenommenen Punkt 6 geschlagen. Die zwei Kreise, um 6 0 vom Radius 

i 6 - 6 0 i und um 1 I Q vom Radius 6 - + [, werden sich im Punkte 6 

entweder schneiden oder berühren; darunter kann die Berührung, wie 
Fig. 7[> auf den ersten Blick zeigt, nie eine äußere sein. Im Falle 
des Schneidens kann man nun durch Fortbewegung des 6 von der 
filr dasselbe angenommenen Stelle aus längs des betreffenden Kreis-

bogens in einem bestimmten Sinne (Fig. 7Ga) den Abstand \ }_- 61 
stets verringern. Im Falle der 
Berii.hrung dagegen überzeugt a . 17. 

man sich zunächst, daß dabei 
der Kreis um 6 0 vom Radius 
; 6 - 6 0 I notwendig im Inneren 
des Kreises um 1 I Q vom Ra-

dius · 6 - 1- liegen muß, und 
' Q 

zwar deshalb, weil die zu den :Fig. 76. 

Kreisbogen (70) bzw. gehörigen 

. e , 

Kreissektoren mit dem Gesamtbereiche des 11 Q außer dem Punkte 

~ = 1, welcher aber für 1 j Q überhaupt nicht in Frage kommt, und 

dem Punkte __!:_ = 1 + i, welcher jedoch außerhalb III* liegt, keinen 
e 

sonstigen Punkt gemein haben; daraus folgt, daß in diesem zweiten 

Falle der Abstand .!:. - 6; durch Fortbewegung von 6 auf dessen 
e 

betreffendem Kreisbogen, sowohl im einen, wie im anderen Sinne, 
jedesmal verkleinert wird (Fig. 76b). Demnach kann ein Minimum 

von : _1_ - 6 i, also auch von 11 - Q 6 i, nicht statthaben, wenn 6 im , e ; 
Inneren eines der Kreisbogen (70) liegt, und kann daher dieses ~Mini­
mum nur (,>intreten, u:iihrend 6 in einem der Eudpunkte 0, V, l V liegt, 
~:vent~tell kann eine ~tnte-re Grenze der in Frage kommenden lVerte von 
11 - Q 6 : sich ergeben , ·tcenn 6 in einen der Punkte Q, S, R , N drs 
Einheitskreises gelangt. 

H * 
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Was nun zunächst diese letzteren Punkte Q, S, R, N anbetrifft, 
so zeigt Fig. 75, daß der Punkt 1/1,>, wie er auch in den jeweils ihm 
zukommenden Bereichen liegen mag, jedenfalls vom Punkte 0 eine 
geringere oder höchstens die gleiche Entfernung hat, wie von dem 
gerade betrachteten jener vier Punkte. Daher genügt es, bezüglich 
des Zustandekommens des Minimums von 1 - Q (j I bloß die vV erte 
des 6 in den Punkten 0, V, lV, die wir mit u0 , u 1·, uw bezeichnen 
wollen, zu priifen. 

Zunächst ist o0 = 0, also hier 11- Q6' = 1. Bezüglich th, 6w 

fragen wir mit Rücksicht auf 

11-Qo =Iu' ~ -Q 

weiter nach jenen speziellen Lagen des Q, welehe em Minimum von 

--- Q resp. 1 
···- Q ! bewirken. Den o-W erten auf dem Kreise 1

1 ' 1 I 

6 v I 6 w 1 

um 1 vom Radius 1, welcher durch den Nullpunkt geht und auf der 
Achse der reellen ~ahlen senkrecht steht, entspricht als Ort der zu­
gehörigen Werte 1/ o die zur Achse der reellen Zahlen senkrechte 
Gerade Y~NY"' (Ji'ig. 75), welche durch die Schnittpunkte des ge­
nannten Kreises mit dem Einheitskreise läuft. Diese Gerade geht 
durch die Punkte Ä (Q = -}, in der Figur nur mit } bezeichnet) und 
F und es liegen auf ihr die den Zahlen 1/u,-, 1/ow bzw. entspre­
chenden Punkte V*, W*; diese letzteren befinden sich notwendi!.\· 
symmetrisch zueinander bezüglich der Achse der reellen Zahlen. Für 
o = o 1• erscheint nun Q auf den Bereich III angewiesen und sonach 

wird der Abstand __!__- Q , wie aus Fig. 7f) ersichtlich, dann am 
6 V -

kleinsten, wenn Q im Punkte F zu liegen kommt; es ist alsdann 

1 
() -Q 

~~ 
i 1- Q6 

I () 

Im Falle o = 6w dagegen kann Q 1m ganzen Oktanten A OB van-
1 

ieren und sonach wird -- Q am kleinsten, wenn (! im Mittel-
6w 

punkte A der Strecke OA liegt; dann habt-u wu: 

Da nun 
0 W~' = 0 V* > Ä W* > V* F 

ist, so folgt daraus 



§ 6. Genaue Bestimmung des J\Iinimums von zwei bin. lin. Formen in K(f). 213 

und danach tritt endgültig in dem gegenwärtig be&rachteten Falle der 
kleinstmögliche ·wert von \1 - Q o ein, u:enn Q in F, o in V liegt. 
Man berechnet leicht die bezüglichen vV erte von Q, o zu 

27lt 
1 . . y3 . '2 y3- 1 - 24 

QF = .2 - t + ~ .2 =- ~- J = - V'2- e ' 

- ~ 27Ti 

. 1 . '2 -y'3 - 1 "24 ov= i(Jp= - IJ = --cc--e 
'V2 ' 

27li 

wo j die dritte Einheitswurzel e :; = =-1 t i_Jf'"ii bezeichnet, und erhält 

dafür 
2rr:i 

vs . ( '9 3) 3 ·- y3 - ~4 
l - QFfi v = 2- t V >J- 2 = -- y2- e ' (71) 

sonach fiir das gesuchte ..Ll[inimwn ·wn 1 1 - Q o I den We·rt 

.'J-:~ = 0,8965 .... 
V:J 

vVir gehen nunmehr zur Betrachtung des zweiten der beiden Fälle 
über, die oben auf Seite 204 zu unterscheiden waren, und machen 
also die Annahme 

ps- qr = 1 + i. 
vV ir transformieren jetzt wiederum, wie auf S. 203, die Formen 

g, r; mittels der Gleichungen (50) bzw. in 

$ = .l.(X + Q Y), H = r-(o X+ Y), (72) 
wobei sich 

.1.1=1, !1- =1, Q <1, o.<1 

erweist. Diesesmal wird 

11- Qo, = lt:.. jps-qrl =112\L::.;. 
Unsere Aufgabe lautet nun, die Größen Q, fJ seien so zu be­

stimmen, daß 11- Qo: ein Minimum wird, während der Bereich 

I X+ Q Y < 1, I oX + Y < 1 (73) 

im Inneren außer Llem Nullpunkt weder einen weiteren Punkt mit 
ganzzahligen X, Y, noch auch irgend einen Punkt, für den (1 + i) X, 
(1 + i) Y beide ganzzahlig und - 1 (mod. 1 + i) sind, enthält. 

Der hiermit geforderte Charakter des Bereiches (72) wird nun 
nach § 4 (S. Hl8) völlig durch die vier Ungleichungen 

max (I c + Q I, o + ~ ) ::? 112 (c=±1,±i) (74) 

ausgedrückt. Zur bloßen Ermittelung des Minimums von 11 - Q o [ 
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.. ·~-
,~ 

' I 

.. · ... :.:.:.:>~<:."·· ··.. / ,' l 
..... :·<::::.... ..>v ,: 

.. ···!·········~ <f. )it: ....... . 
·· ·· .. 4 

/7 
-l 
Fig. 77. 

können wir uns ferner aus 
analogen Gründen, wie vor­
hin, auf die Annahme 

(! = (!1 - i~.J2, f.!t > (!2 > 0 

beschränken; dadurch wird 
(!in der komplexen Größen­
ebene wiederum auf den 
letzten Oktanten A OB des 
Einheitskreises mit Aus­
schluß des Bogens BA 
verwiesen (Fig. 77). 

Die Bedingungsunglei­
chungen (74) sagen nun 
aus, daß so oft für ein Q 

und ein s 

I c + Q I< Y2 (75) 
wird, gleichzeitig o derart beschaffen sein soll, daß 

Jo+~,>V2 
wird. Von den vier in Frage kommenden Ungleichungen (75) treten 
nun, wie Fig. 7 7 zeigt, die folgenden zwei 

l- l+f.! l <V2, li+Q i <V2, (7G) 

für jedes (! des Bereiches A OB (von A abgesehen) ein, indem die 
Kreise um 1 und um - i vom Radius ')12 diesen Bereich ganz in sich 
einschließen; gleichzeitig muß demnach 

; a - 1 . > ')12, i o - i I > l/ 2 
sein, also o in demjenigen Teile des Einheitskreises liegen, welcher 
nirgends ins Innere der Kreise um 1 und um i je vom Radius ')12 
eindringt, d. i. 6 muß im Kreisdreieck B U P liegen, wovon noch der 
Bogen PR wegen der Bedingung ' o I < 1 auszuschließen ist. Diese::; 
Dreieck R UP fällt andererseits ganz in den Kreis um - i vom Radius 
V2 und ist darin also für jeden Punkt o, - bloß mit Ausnahme 
des Punktes P, der hier aber nicht in Betracht kommt, -

' 0 + ii < ')12; 
folglich darf niemals gleichzeitig 

1- i + Q I <Vt 
sein, d. h. es muß für (! hier stets 

'- i + Q ~ ')1:2 
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gelten, also Q außerhalb oder auf die Peripherie des Kreises um i vom 
Radius y2, d. h. hier notwendig in das Kreisdreieck ALB, mit Aus­
schluß des Bogens BA, fallen. Im Bereiche dieses Kreisdreiecks ist 
nun, wie Fig. 77 zeigt, auch niemals 

i 1 + Q <V:!; 
es erscheinen hier also die zwei weiteren, außer (76) zu diskutieren­
den Ungleichungen (75) ausgeschlossen. 

Wir haben demnach das Minimum der vVerte von 11 - f! (J I 
zu suchen, während nunmehr Q sich in ALB, o in RUP, jedesmal 
mit Ausschluß der Werte auf dem Einheitskreise, bewegen. Aus dt>UJ 
Bereiche für Q finden wir zu diesem Zweck zunächst als zugt>hörigen 
Bereich für 1/ Q das Kreisdreieck Alii K, indem der Bogen AB des 
Einheitskreises im letzten Oktanten in den Bogen AK desselben 
Kreises im ersten Oktanten übergeht, ferner der den Bogen AL ent­
haltende Kreis, wie jeder durch die Punkte 1,- 1 laufende Kreis, in 
sich selbst und also sein Bogen AL im letzten Oktanten in seinen 
Bogen AM im ersten Oktanten übergeht, schließlich die Strecke R L 
auf der Halbierungslinie des letzten Quadranten in die Strecke K .L~f 
auf der Halbierungslinie des ersten Quadranten sich verwandelt; wie 
der Bogen BA vom Bereiche BAL, so ist jetzt der Bogen KA vom 
Bereiche AJYIK auszuschließen. Halten wir nun vorderhand den vVert 
von l/Q beliebig im Bereiche A_lllK fest, so handelt es sich dann 

um das Minimum von o - 1 bei diesem 1 f!· vVir sehen zmüichst, 
Q 

-:- da die Tangenten in P unrl R am Einheitskreise das Kreisdreieck 
AMK zwischen sich schließen, - daß ein Minimum der fraglichen 
Größe hier nnr eintreten kann, wenn 6 auf einem der Bogen H [~ 
U P liegt, und weiterhin, - da die Kreissektoren Q PU, A UR nicht 
in A 1ll ]( eintreten, - nur Wt>nn 6 in einen der Endpunkte R, [', P 
dieser Bogen fällt. Hierbei kommen die Punkte P und R nicht iu 
Frage, da das Kreisdreieck AM K auf derselben Seite der Geraden P Q 
wie der Bogen P U, ferner auf derselben Seite der Geraden RA wie Ller 
Bogen R U bleibt. 

i 1 . 
Das JJ1 in imwn 'üon ; - o tritt also notu,rwli[J ein, tcährend 6 

(' 

im Punkte U liegt. Zu dem betreffenden vVerte o = uu suchen wir 
1 

jetzt weiter das Minimum von 1 - Q ou! = ! 6 u: - - ~ ; die Größe 
au 

ljou wird durch den Schnittpunkt Z der Halbierungslinie des vierten 
Quadranten mit dem Kreise um i vom Radius y2 repräsentiert, indem 
beim Übergang von den Werten o zu den vV erten 1/ o dieser letztere 
Kreis in sich übergeht und aus der Halbierungslinie des dritten Qua­
dranten die Halbierungslinie des vierten Quadranten wird. Nun hat 
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unter allen Punkten Q im Bereiche BAL die Ecke L sichtlich den 
kleinsten Abstand von Z; sonach tritt das llfinimum von 1 - Q 6] in 
dem hier betntchteten Falle enrl,giiltig für 

( 1 ") y3 - 1 "2 . . y3- 1 -- 3 z Jl i 
Q = QL = , -? --2 - = J -- 1.) = y"2 e 21, 

. ( 1 ") y3 - 1 . . "2 y3 - 1 - 9 :3_2 6 = 6u =- lQL = - - t ----;---- =-.)- ?.) = ·· --- e 24 
2 V2 

ein wul es betriiyt 
11- (JL6u' = 3- y3. 

Au{ diese Weise erhalten wir hier für das Minimum von I 6. · = J2 j1 - Q 6 i 

denselben Wert 3 - vs, wie in dem an erster Stelle behandelten Falle 
V2 

ps- qr = 1. 

§ 7. Eudgiiltige }'ormulierung tles Satzes iiber zwt>i binäre lineare 
Formen fiir K(i). 

Indem wir nun auf die ursprüngliche Fassung des von uns nun­
mehr erledigten Problems aus dem Anfang des § 6 zurückgehen, 
können wir die gewonnenen Resultate in folgender \V eise aussprechen: 

Sind ~, 11 zwei binäre lineare ]'ormen in dt>n komplexen Yaria­
beln x = x1 + ix2 , y = y1 + i!h, mit beliebigen komplexen Koeffi­
zienten und einer Determinante 6. + 0, und betrachten wir im VIer­
dimensionalen Gitter der x1 , x2 , y1 , y2 den zum Eichkörper 

1~1<1, !11 <1 
homothetischen M- Körper, so gilt für dessen Parameter .l.Vl stets die 
Ungleichung 

(77) 

Dabei tritt in dieser Ungleichung unter gewissen Umständen das 
Gleichheitszeichen ein, und zwar dann und nur dann, wenn der Aus­
druck 1 - Q 6 I, welcher aus den Koeffizienten von ~, 11 in der im 
vorigen Paragraphen erörterten ·weise zu bilden ist, für die vor­
liegenden 1;, 11 gerade sein von uns dort gefundenes Minimum er­
reicht. Dies bezüglich haben wir noch die zwei im vorigen Para­
grapheu unterschiedenen Fälle einzeln zu betrachten. 

Im ersteren dieser Fälle tritt das .Minimum von i 1 - (J 61 unter 
der beziiglich des Q gemachten Annahme (:\9) für 

Q =- i -l, 6 = 1- ip 
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em (S. 213), also allgemein dann, wenn Q, 6 mit einem der 4 Werte-
paare 

Q = [; (- i -l), 6 = l (1- il) 
E 

lc=±1,±i) 

oder mit einem der -± dazu konjugiert-komplexen \Vertepaare zu­
sammenfallen. Ist nun dieses der Fall, dann existiert der Bedeutung 
von Q, 6 zufolge (S. 203) eine ganzzahlige Substitution von einer 
Determinante ± 1 oder ± i, welche die Formen L t) bzw. in Aus-
drücke 

$ = .A. [X + (- i -l) YJ, 

H= ffl(1- V)X + Y] 
(78) 

resp. in dazu konjugierte Ansdrücke überführt, wiihrend l, ,u irgend 
welche Größen von Beträgen 1 werden. Beachten wir noch, daß die 
hier auftretenden Formen 

X+ (- i -l) Y, (1- il)X + Y 

die bemerkenswerte Eigenschaft haben, durch die Substitution 

X = X* + Y*, Y = - Y* 
von der Determinante - 1 in die Formen 

X* + (i -- j) Y*, - i/[(1 + ij) X* + Y*] 

überzugehen, deren erstere offenbar zn der ersten in (78) konjugiert­
komplex und deren letztere bis auf den Faktor - ip vom Betrage 1 
zu der zweiten in (78) konjugiert-komplex ist, - so können wir schon 
erschöpfend sagen, daß die Größe 1 - Q 6 : ihr Minimum im vor­
liegenden Falle dann und nur dann erreicht, wenn eine ganzzahlige 
Substitution von einer Determinante ± 1 oder ± i existiert, welche 
die Formen L 11 in Ausdrücke (78) überführt. 

Erwähnt sei hier noch eine andere bemerkenswerte Eigenschaft 
der Formen (78), des Inhalts nämlich, daß diese Formen durch die 
Substitution 

X= (- 1 + i)X* + i Y*, Y = X*- i Y* (79) 

von der Determinante 1 in die Formen 

)IX*+(- i -.PJY*), /((1- i/1X* + Y*) 

übergehen, sich also einfach mit j bzw. p multiplizieren. Die drei­
malige Ausübung der Substitution (7!J) nacheinander muß hiernach, 
wegen } = 1, auf die identische Substitution hinauskommen. 

Im zweiten der oben unterschiedenen .Fälle tritt das :Minimum 
von 1 - (J 6 ein, wenn Q, 6 eines der 4 Wertepaare 

Q =<Cl- ij), 6 = + (- j- if) (c = ± 1, ± i) 
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oder eines der 4 dazu konjugiert- komplexen Wertepaare vorstellen, 
wenn also (vgl. S. 203) für ~~ r; eine ganzzahlige Substitution (50) von 
einer Determinante ± 1 ± i existiert, wodurch ~~ r; in Ausdrücke 

$ = l(X + (j2- iJ}Y), 

H=p.((-j-ij2)X + Y) (80) 

oder in dazu konjugiert-komplexe Ausdrücke transformiert werden, 
während 1, p. irgend welche Größen vom Betrage 1 werden. Nun 
gehen die Ausdrücke (80) dnrch die Substitution 

von der Determinante 

X= X*+ if-i Y*, 

Y= 1 Y* 
1 + i 

1 
1 + ·i lll 

l(X* + (- i- j2) Y*), 

- iJ2f1'((1 - ij2)X* + Y*), 

(81) 

d. h. in Ausdrücke von der Gestalt (78) über, und Entsprechendes 
gilt auch für die zu jenen (80) konjugiert- komplexen Ausdrücke. 
Mithin folgt durch Komposition der betreffenden Substitution (00) 
mit (81), (nach der Eigensrhaft p = r, q ~~ s (mod. 1 + i), die den 
Koeffizienten p, q, r, s der Substitution (50) hier zukommen muß, 
vgl. S. 19G), auch im gegenwärtigen Falle, wie im vorigen, wieder eine 
ganzzahlige Substitution von einer Determinante ± 1 oder ± i, welche 
die Formen ~' 1) in Ausdrücke von der Gestalt (78) überführt. Der 
Grenzfall, in dem (77) mit dem Gleichheitszeichen erfüllt ist, ist somit 
unter den gegenwärtigen Umstünden nicht verschieden von dem Grenz­
{allc, der sich 1mtc1· deu vorhin betmchtcten Umstünden heransstellte. 

Indern wir nun in der Ungleichung (77) die Bedeutung von JJI 
ins Auge fassen und noch <lie Formel (71) berücksichtigen, können 
wir jetzt die erzielten Resultate endgültig in dem folgenden Satze aus­
sprechen: 

LXII. Sind 
~ = a:t + ßy, 

11 = rx + oy 
zwei lineaTe Formen in zwei komplexen Variabeln x, y mit beliebigen 
l;omplexen Koeffizienten und einer wn Kull verschiedenen Determinante 
!J., so gibt es stets ganze Zahlen x, y im Köi]Jer von 1·, die nield beide 
verschwinden, so daß f'ih· dieselben 

~1<1-./ y2 __ f:J. 
I= I V il-Y3 ' 

, r 
1 
< -. /-l/2~ I 

I I = V 3-Y3 . 
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wird. Im allgemeinen lassen sich die besagten Zahlen x, y sogw· der­
aJ·t ctngeben, daß die Beziehungen hier mit dem Ungleichheitszeichen er­
fiillt sind; eine Ausnahme l1ildet nm· der Fall, wo ~ , 'Y/ so beschaffen 
sind, daß eine ganzzahlige Snbstitution von einer Determinante c = ± 1 
oder = + i existiert, welche diese Formen in Formen 

-_ ~--l/2-- ~~~ i + nJi - • '2 r V 3-=-:_l/3 6. . c ~ (X + (- I - J ) 1 ) ' 

c 1/=l/:l-~~ · e\~~- uli ((1- ij~X + Y) r 3-vs -

'b (' ·7 . . - 1 + i yii . '" . d . ll G "ß 1-u er ü trt, 1conn J = - - 2 -- - 1st unu w V'f/Ml . eme 1·ee e rv e ue-

deutet. 

§ 8. Bestimmung der zulässigen Werte von E im "Falle von K(j \ 
Charakter vierfaclter M-Körper. 

Wir wollen nun für den Zahlkörper der dritten Einheitswurzel 

j = -l-t t)l3 analoge Untersuchungen durchführen, wie solche in den 

§§ -±-7 für den Körper von i angestellt wurden. 
vVir verwenden dabei wieder die in den §§ ~, i\ gewählten Be­

zeichnungen, in dem dortigen Sinne, indem wir zugleich unter Gitter­
punkten jetzt Punkte (.r, ?I) verstehen, für welche x und ?I ganze 
Zahlen im Zahlkörper von j sind, - und knüpfen unmittelbar an die 
folgende in § 3 Formel (21) für den Fall & = j erschlossene Tat­
sache an: stellt 

rp(x, y) <:(~I (82) 

einen vierfachen llf- Körper im Gitter der ;1~·, y vor, d. h. befinden 
sich auf der Oberfläche dieses JY[- Körpers solche r."l\ei Gitterpunkte 
(p, q), (r, s), wobei ps- qr = E + 0, also nicht gerade p =er, q = es 
ist, unter c eine der sechs Einheiten ± 1, ± j, ±.? verstanden, dann 
ist dabei sicherlich _ E ,2 < 8. Wir wollen nun im folgenden die hier 
tatsi1chlich möglichen Werte von E genau ermitteln, um hernach den 
Charakter des Bereiches (82) als eines lli -Körpers in einfacher ·weise 
formulieren r.u können. 

Die Zahlen p, q sind teilerfremd; daher können wir jedenfalb 
zwe1 ganze Zahlen in K(j), etwa p*, q*, derart hestimmen, daß 

pq*- qp* = 1 

winl. Wir führen alsdann das Gitter der x, y durch die Substi­
tution 
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X=pX+p*Y, 

y = qX + q*Y 

in ein Gitter der X, Y über; die X, Y-Koordinaten des Gitterpunktes 
(p, q) werden dann 1,0, jene des Gitterpunktes (r, s) mögen R, S heißen, 
wobei S = E wird, endlich geht die Funktion cp(:r, y) in eine Fnnk­
tion cil(X, Y) und die den Bereich des lJ!I-Körpers definierende Un­
gleichung (82) in die folgende über: 

cil(X, Y) <::._ JJf. (83) 
Wir können dabei statt (r, s) überhaupt irgend einen Punkt 

(er, es) unserer Betrachtung zugrundelegen, wobei E eine beliebige der 
ki Tl 

sechs oben aufgezählten Einheiten, = e-:-1 (k = 0, 1, 2, 3, 4, 5), be­
deutet; es tritt alsdann eS an Stelle von S und nun denken wir 
uns E unter dessen sechs möglichen Vif erten speziell so festgesetzt, 

daß die komplexe Größe ::S dabei einen Arkus >- ~ und < -~­
erhält. Alsdann wird bei dem Ansatz 

eS= 81 + )S2 , 

worin 81' 82 reell sind, 

(84) 

sein ( vgl. Fig. 82, S. 232). Nun denken wir uns an Stelle von Er, 
Es, ES wiederum bzw. r, s, S geschrieben und es gelten jetzt für 
S = 81 + jS2 = E die Bedingungen (84). Mit Rücksicht auf diese 
letzteren und auf die Heh1tion 

4[ E [2 = (281 - 82)2 + 382 2 = 381 2 + (S1 - 282l (85) 

folgen nunmehr aus der Ungleichung 

4jE 2 <32 
fiir E die Werte 

S1 + )82 = 1, 1- j, 2, 2- J, 3 + j = 2 -l 
mit den Normen bzw. 

1, 3, 4, 7, 7 
als die einzigen Vif erte, die hier für E in Betracht kommen können, 
und diese sind nun einzeln zu unteTsuchen. 

·wir ziehen dabei analog, wie in § 4, den durch die Unglei-
chung 

1.LT(X, Y) = X - ~ Y1 + ~ ! < 1 
I , , I 

definierten Körper zur Betrachtung heran; derselbe ist, wie wu m 
§ ß gesehen haben, im Körper (83) vollständig enthalten. 
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In den Fällen S = E = 2- j, 2-P könnte nun, da R, Steiler­
fremd sein sollen, R nur -- ± 1, ± j, ± p ( mod. 8) ausfallen und 
liesse sich daher X als ganze Zahl hier stets so bestimmen, daß 

lx-~- 1 
I 8 - 8 

und m der Folge 

also 
1Jf(X, l) < 1 

würde. Darnach würde aber der betreffende Gitterpunkt (X, 1) sich 
im Inneren des Körpers (83) befinden, was ausgeschlossen ist; es 
kann daher hier keiner der Fälle E = 2 - j, 2 - _j2 statthaben 

Im Falle S = E = 2 muß R 1 oder j oder p (mod. 2) sein und 
können wir hier sonach X als ganze Zahl so bestimmen, daß 

"IJJ'(X. 1) = ~· = 1 

wird. Der zugehörige Gitterpunkt (X, 1) muß hernach dem Körper 
(83) angehören und also notwendig auf dessen Begrenzung liegen. 
Entsprechen diesem Gitterpunkte die VV erte :c = 1·*, y = s*, so ist für 
die Punkte (x 1/J = (11 q) (1·* s*): '._' ' ' ' ' ' 

Ii* = ps* - qr* = 1 

und können wir somit von dem Falle E = 2 aus stets auf den Fall 
E = 1 zurUckkommen. 

Wir brauchen mithin nur noch die zwei Annahmen E = 1 und 
E = 1 - j weiter zu verfolgen. 

Es sei zuniichst E = 1. Durch die Substitution 

x = pX + rY, 
y=qX+sY 

(HG) 

transformieren wir das x, y-Gitter in ein X, Y-Gitter, wobei die 
Punkte (x, y) = (p, q), (1·, s) bzw. in die Punkte (X, Y) = (1, 0). (0, 1) 
übergehen. /';ugleich schreiben wir 

fJJ(x, y) = w(X, Y), 

nehmen der Einfachheit halber JJI = 1 an und haben sonach 

w(l, O) = 1, <P(O, 1) = l. (87) 

Soll nun der Körper 
w(X. Y) <; 1 (88) 

einen lJII- Körper vorstellen, so muß für ein beliebiges, von (0, 0) ver­
schiedenes ganzzahliges VV ertepaar ( (i, H) stets 
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@(G, H) > 1 (89) 
sem. 

Diese unendlich vielen Bedingztngsungleiclnmgen (89) sind jedoch 
mit Rücksicht attf das Bestehen der Gleichungen (87) bereits eine Folge 
da rt(tehstehenden 18 speziellen, nnter (89) enthaltenen Ungleichungen: 

@(c, 1) > 1, (90) 

@(c(1- j), 1) > 1, @(~:, 1- j) > 1, (91) 

(~: = ± 1, ±), ±)2). 

Um dieses zu beweisen, nehmen wir an, die Gleichungen (87) und 
alle Ungleichungen (90), (91) seien erfüllt, es g~ibe aber trotzdem ein 
von 0, 0 verschiedenes Paar teilerfremder ganzer Zahlen G, H, wofür 

([J(U, H) < 1 (92) 
wäre. Wir denken uns dabei etwa I GI<:::: ! H ; alsdann muß, da (87), 
(90), (91) bereits vorausgesetzt werden, jedenfalls I Hl > 11 - j I = y'3, 
mithin IHI > 2 sein. Wir stellen nun für @(X, Y) die folgende Un­
gleichung her: 

([J (X, Y) ~ ([J (X - ~ Y, 0) + ([J ( ~ Y, Y) 

G ! I Y 
= X- H Yl @(1, 0) + • 1I w(G, H); 

daraus folgt wegen (87) und (92), Y + 0 vorausgesetzt, 
, G ' , yl 

([J (X' Y) < I X - H y I + : }{ . (!13) 

I t H , 2 ''ßt G t d E d <(l-j) · s 1 . • = · , so mu e H en we er = 2 o er = - 2-· · sem, wo-

rin E irgend eine der Einheiten in K(j) bedeutet, und würde dann 
aus (93) entweder 

([1(0, 1) < 
2 

oder 
<(1-j)' 1 tP(c, 1) < E-- 2 + 2 = 1 

folgen, beidemal im Widerspruch mit einer der Bedingungen (87), (90). 
Ist dagegen I Hl > 2, also hier auch > y'7, so denken wir uns 

eine Einheit E derart bestimmt, daß der Punkt s ~ in der komplexen 

Größenebene einen Arkus >- : und < -~ erhalte; es hätte dann 

dieser Punkt von mindestens einem der zwei Punkte 0 und 1 ( 0 und 

A) einen Abstand < ~ (siehe Fig. 81 auf S. 2ß1) d. h. es wäre min-- V3 . 
destens eine der Ungleichungen 
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' G I 1 
·c-··· .<-
, H • =c 0' I q_ i_ < ___!:__ 

H. =ya 
erfüllt und sonach würde dann mit Rücksicht auf (93) für mindestens 
eines der Wertesysteme (X, Y) = ( Ii, 1), (0, 1) die Ungleichung 

1 1 
tP(X, Y)<,~o+ "<1 

V 3 V1 
gelten, wiederum im ·Widerspruch mit einer der Beziehungen (87), 
(90). Hiermit erweisen sich in der Tat die sämtlichen Ungleichungen 
(89) als eine Folge der Gleichungen (87) und der Ungleichungen 
(90), (91). 

Es sei zweitens E = ps- qr = 1 - j. Wir bemerken zuvörderst, 
daß für p, q und 1·, s hier mod. 1 - j nur die Restensysteme ± 1,0: 
0, ± 1; ± 1, ± 1 in Betracht kommen; mit Rt1cksicht darauf finden 
wir leicht, daß wegen 

ps -- qr (mod. 1 -- j) 
hier notwendig entweder 

p ·- r, q s (mod. 1 - j) 
oder 

p = - r, q -- - s (mod. 1 - j) 

sein muß. Indem wir nun gegebenenfalls gleichzeitig y durch - y, 
Y durch - Y und damit lJ, 1·, q, s durch p, - r, - q, s ersetzen 
können, dürfen wir ohne wesentliche Beschränkung annehmen, es se1 

p ~~- r, q =- s (mod. 1- j). 

Die 'l'ransformation 
x=pX+rY, 

y=qX+sY, 

(94) 

(95) 

die wir alsdann ausführen, läßt aus jedem Gitterpunkte in X, Y einen 
Gitterpunkt in x, y hervorgehen; doch sind damit diesesmal noch nicht 
sämtliche Gitterpunkte in x, y erschöpft: die letzteren erhalten niim­
lich wegen 

sx-ry -qx+py x = - 1 - J-, Y = -- 1=r-
x, Y- Koordinaten von der folgenden Gestalt: 

U V 
X= 1=-J' y = 1~./' (96) 

wonn U, V ganze Zahlen sind, welche, da wegen (9--!) 

sx- ry --- qx + py (mod. 1 - j) 

ist, entweder beide - 0 oder beide - 1 oder beide -- 1 (mod. 1 - j) 
sind. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaar (96) der X, Y von 
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dem hier beschriebenen Charakter m der Tat ein ganzzahliges ·werte­
paar der .T, y, und zwar 

indem wegen (94) 

pU+rr 
X=-----

1-j ' 
qL'+sr 

y = -1 ____:_} ' 

p U + 1· V:= 0 (mod. 1 - j), 

q U + s V- 0 (mod. 1 - j) 

wird. Um also das vollständige Gitter in :.r, y zu erhalten, haben wir 
zu dem jetzt konstruierten Gitter in X, Y noch alle diejenigen Punkte 
(X, Y) hinzuzufügen, bei denen 

oder 

X= G + 1 l ., 
-.J 

X f' 1 = u--- -----. 
1 -J' 

Y=H+ 1
-c 

1-J 

Y=H- 1 . 
1-.) 

ist, unter G, H beliebige ganze Zahlen \erstanden. 
\'Vir setzen nun wieder 

rp(x, y) = rJJ(X, 1), 
denken uns JJ[ = 1, und haben zunächst, indem die Punkte (x, y) = (p, q), 
(1·, s) vermöge (95) in die Punkte (X, Y) = (1,0), (0,1) hzw. über­
gehen, 

Damit 
«11(1, 0) = 1, «11(0, 1) = 1. 

«P(x, n < 1 

(97l 

einen JJ[- Körper vorstelle, muß neben (97) weiter ~:och für jedes von 
(0,0) versehiedene ganzzahlige Wertepaar ( G, H) 

«P(G, H) > 1 (98) 
gelten und überdies für jedes beliebige ganzzahlige vYertepaar ( G, H) 

rJJ(G ± 1 ~]' H ± 1 ~.J > 1 (99) 

sem, wobei die Vorzeichen ± stets an beiden Stellen m gleichem 
Sinne zu nehmen sind. 

Der Inhalt der unendlt'ch vielen [)nglcicltungcn (98), (99) w1m 
nun mit Rücksicht anf das Bcstelu.:n der ztcci Gleichungen (97) bereits 
durch die folgenden 12 besonderen, unter (98), (99) enthaltenen Un­
gleiclm npcn erschöpft: 

rJJ(- 0, 1) > 1, rJJ(O, 1) > 1/3, 
rJJ(- o, 2) > y3, rJJ(- 20, 1)::?: 1/3, 

worin 0 jeden der drei Werte 1, j, l zu l;e,?eichnen l1at. 

(100) 

(101) 
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In der Tat: zunächst haben wir, mit Rücksicht auf die Regeln 
(12) und (14), 

w(8(1-j),1) + q,(O,-j) 2.$(0(1-j), 1-j)=VStP(O,l), 

w(- 0(1-j), 1) + tP(O, -j2) > tP(- 0(1- j),- j2(1- j)) = y3 tP(Oj, 1), 
$(8, 1-j) + tP(- 8j, 0) > $(8(1 -j), 1 -j) = y3 $(0, 1), 

tP(- 0, 1-j) + tP(Ol, 0) > $(0)2(1-j), 1- j) = y3 tP(Ol, 1); 

hierin sind die rechten Seiten wegen (100) jedesmal > 3 und folgt 
daher hieraus unter Benutzung von (97), für alle sechs Einheiten 
f =± 8: 

tP(E(1 - j), 1) > 2, tP(E, 1- j) > 2; 

zudem ist nach (100) immer 

tP(E, 1) > 1; 

(102) 

( 1 Oß) 

die Ungleichungen (102), (103) haben aber nach den im .Falle E = 1 
gemachten Ausführungen bereits die Gesamtheit der Ungleichungen 
(98) zur Folge. 

Was weiter die Ungleichungen (99) betrifft, die wir, 

(1- j) G ± 1 = U, (1- j)H ± 1 =V 
gesetzt, in der Form 

schreiben wollen, worin also U, V ganze Zahlen bedeuten, die ent­
weder beide = 1 oder beide -- 1 (mod. 1 - j) und sonst beliebig 
sind, - so sind diejenigen unter diesen Ungleichungen, worin [~ r 
beide absolut < 2 und teilerfremd sind, selbst in ( 100), (1 01) auf­
geführt. Wenn wir also jetzt annehmen, daß trotz des Besteheus aller 
Ungleichungen (100), (101) ein Paar von ganzen Zahlen U, V, die 
wir als teilerfremd und etwa mit · F I < I V uns denken können, 
derart existiert, daß 

und zugleich 
U ~~ V ± 1 ( mod. 1 - j) 

tP( U, V) <VB (1041 

ist, so müßte dabei jedenfalls 'V· > y7 sein. Wir setzen nun wieder­
um die Ungleichung 

tP(X, Y) <!X--~ Y! ciJ(l, 0) +. ~, ciJ(U, V) 

an und hieraus würde für die in Rede stehenden vVerte U, V, nach 
(97) und der Annahme (104), Y + 0 vorausgesetzt, 

cp (X' Y) < X - ~ y ' + I ~ I -v 3 ( 1 Oi'l) 
1\l i u k o w s k i, diophant. Approxima.tioneu. 15 
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folgen. Nun können wir eine Einheit 0 = 1, j, j2 so bestimmen, daß 

0~ als komplexe Größe einen Arkus >--~-und<~- erhält, wobei 

alsdann der dieser Zahl in der komplexen Größenebene entsprechende 
Punkt offenbar von dem Punkte 1 einen Abstand < 1 hat (vgl. 
Fig. 78 auf S. 228); es ist dann also für dieses 0 

•1-ul<1 . ev 1 = 

und m der Folge würde aus (105) weiter die Ungleichung 

w(o, 1) < 1 + ~ < y3 
V7 

hervorgehen. Diese letztere steht aber im Widerspruch mit einer der 
Ungleichungen (100) und hiermit stellt sich die Annahme (104) als 
unzulässig heraus, wodurch zugleich die auf S. 224 ausgesprochene 
Behauptung vollends bewiesen erscheint. 

§ 9. Satz über zwei binäre lineare }'ormen mit komplexen Variabeln 
für K(j). 

Es seien zwei lineare Formen in den komplexen Variabeln x, y 
vorgelegt, 

~ = cxx + ßy, 
1] = yx + 8y, 

(106) 

wobei die Koeffizienten u, ß, y, 8 beliebige komplexe Größen seien 
und die Determinante b. = ao- ßr nicht verschwinde. Wir werden 
wiederum die Werte der Variabeln x, y auf ganze Zahlen des Zahl­
körpers von j beschränken und setzen deshalb 

x = X1 + j X2, Y = Yt + J Y2 
an, wobei Xu x2 , y11 y2 reelle Größen bedeuten; entsprechend setzen wir 
zugleich 

- ~ = ~1 + j ~2' l) = 1]1 + j 7)2 

an, worin ~1 , ~2 , 1]1 , 1]2 reell sind. 
Betrachten wir in der Mannigfaltigkeit der .ru x2 , Yu y2 den Körper 

1~1<1, ,1]j<1, (107) 

so ist das V olurnen desselben 

J =. d(x,, x,, y,, y,)! rr·rrd~1 a~2 rZ1J1 d1]2, 
1 d(~l 1 ~2 l IJ1 l 'IJ2) J,]J,) 

wobei das vierfache Integral auf den Bereich 

( l: - ~') 2 + ?3~ < 1 (11 - '1)2)2+ ~1J·~ < 1 
"'1 2 4 = ' '11 2 4 = 
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zu erstrecken, also = t :~t2 ist. Die Funktionaldeterminante dd(c~" :• 'Yt' y,~ 
bt ' \>2' 1lt ' 11: 

berechnet sich hier in ganz analoger Weise, wie dies im Falle des Zahl-

körpers von i (S. 201) geschehen ist, zu r~,-2 • Es wird sonach 

4:n;' 
,]= --· 

ß A ,• 

Mit Rücksicht darauf liefert uns hier die Formel (7), wenn wir 
gleichzeitig den Zusatz am Schlusse des § 1 beachten, für den Para­
meterM des zu (107) gehörigen M-Körpers die folgende Ungleichung: 

jlL < v12 VI t~. 
1 

(108) 
Vn 

und hiermit gewinnen wir den folgenden Satz: 
LXIII. Zu zwei linea1·en Formen ~' 'YJ in zu:ei Variabeln x, y mit 

beliebigen komplexen Koeffizienten und nicht verschwindender Deter­
minante b. lassen sich stets f'ür x, y ganze Zahlen im Körper von 
. -l+iV'3 J = -- 2 - , die nicht beide verschwinden, derart angeben, daß (iir 

dieselben 

wird. 

§ 10. Genaue Bestimmung des ~linimums von zwei binären linearen 
Formen im Falle von K(j). 

Um die priizise obere Grenze für den zu zwei Formen (106) 

zugehörigen Quotienten J/ zu finden, also eine solche obere Grenze, VA 
welche von 

1
;: womöglich bei gewissen Verhältnissen u: ß: y: ö wirk-

lich erreicht wird, können wir, wie in § 6, M = 1 annehmen, - dem­
gemäß unser Augenmerk auf diejenigen Koeffiziebtensysteme a, {~, y, o 
richten, bei denen der Körper 

~ i < 1 , i 11 < 1 (lOH l 

ein Jl,f-Körper ist, - und nun nach dem Minimum des Betrages von 
b. = a c)'- ß y bei allen so eingeschränkten Koeffizientensystemen fragen. 
Dieses Minimum kann, wie iihnlich in § 6 (S. 203) ausgeführt ist, 
nur unter den Umstiimlen sich ereignen, daß der M- Körper (10})) so­
wohl Gitterpunkte enthält, bei denen 

i~i=1, I] <1 
ist, als auch solche, bei denen 

lii* 
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[;[<1, 11l i =1 
ist. Es sei also (p, q) ein Gitterpunkt der ersteren, (r, s) ein Gitter­
punkt der letzteren Art auf der Begrenzung des Körpers (109). Wir 
wenden auf s, 11 die Transformation 

X=pX +rY, 

y=qX+sY 
(110) 

an und dadurch mögen diese Formen bzw. m 

S = J.(X + Qr), 
H = tL(C1X + 1) 

(111) 

übergehen; hierin ist dann 

I J.l = 1, i tL = 1, I P < 1, I 111 < 1. (112) 

Nach den Ausführungen in § 8 dürfen wir dabei ps- qr = 1 oder 
= 1 - j annehmen; eine Bemerkung in § 6, die dort an die mit 
(112) gleichlautenden Ungleichungen (53) anknüpfte, kann hier genau 
wiederholt werden und es ist danach hier von vornherein ausge­
schlossen, daß ps- qr mit 2 assoziiert wäre. 

Es stellt sich nunmehr ferner heraus, <laß der Fall ps- qr = 1 - j 
bei der gegenwärtigen Auf'gabe überhaupt nicht in Frage kommt. Machen 
wir nämlich die Annahme ps - qr = 1 - j und setzen zudem noch, 
was keine eigentliche Beschränkung ist ( vgl. S. 223), 

p = - 1·, q = - s ( mod. 1 - j) 

voraus, dann müssen, damit (109), oder was dasselbe ist, 

max (IX+ pYI, [ tJX + Y) < 1 

einen M-Körper vorstelle, 
Ungleichungen 

max (i () + p ·, 

....... ··· 

-·t,:······ D 
... :;:••········.·.····:V 

Fig. 16. 

zufolge (100) insbesondere auch die drei 

:tJ+ ~ ') > J13 (0=1,j,p) (113) 

erfüllt sein. Indem wir noch eventuell 
Y durch j Y oder j 2 Y ersetzen und 
auch überdies in allen vorliegenden Be­
ziehungen (auch im Werte von ps-qr) 
i mit - i vertauschen können, ohne .daß 
dadurch die hier wesentlichen Umstände 
eine Änderung erfahren, dürfen wir p 
in der komplexen Größenebene von vorn­
herein auf den Sektor A 0 C (das letzte 
Sechstel) des Einheitskreises (~'ig. 78) 
verweisen, wobei der Bogen CA vom 
Bereiche des Q wegen (112) auszu-
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schließen ist. Nun lassen sich die drei Bedingungsungleichungen (113) 
folgendermaßen aussprechen: so oft f'ür 8 = 1, j, j2 die Ungleichung 

: 8 + ()\ <V3 
statthat, d. h. Q innerhalb des Kreises um - () vom Radius y3 sich 
befindet, muß jedesmal gleichzeitig 

: c1 + _!__ I ~ y3 
i 0 i-

sein, d. h. c1 außerhalb oder auf der Peripherie des Kreises um - ! 
vom Radius y3 liegen. Nun befindet sich Q, so lange es sich in 
dem ihm zugewiesenen Bereiche A 0 C bewegt, stets im Inneren des 
Kreises um - j vom Radius y3, wie des Kreises um - j 2 vom 
Radius Y3; also dürfte c1 insbesondere weder im Inneren des Kreises 
um - j 2 vom Radius y3, noch im Inneren des Kreises um - j vom 
Radius y3 liegen; da aber andererseits c1 nach (112) auf das Innere 
des Einheitskreises verwiesen ist und der Einheitskreis von den so­
eben genannten zwei Kreisen vollständig überdeckt wird, so wäre fiir 
c1 danach im vorliegenden Falle überhaupt kein Wert zulässig. Die 
Beziehung ps - qr = 1 - j kann folglich unter den gegenwärtig 
postulierten Umständen gar nicht eintreten. 

Wir dürfen nunmehr ps - qr = 1 voraussetzen. Indem wir dies­
mal die Formeln (90), (91) und den Text hierzu heranziehen, stehen 
wir jetzt vor der Aufgabe, 16\ = \1 - Q 11\ derart zu einem Minimum 
zu machen, daß gleichzeitig die 18 Bedingungsungleichungen 

für 
max (!X+ QYI, I c1X + Yl) > 1 (114) 

X' y = E' 1; E (1 - j)' 1 j E' 1 - j (E=±l,±j,±JI) 
erfüllt sind. Da wir dabei Q, 11 durch ein beliebiges anderes der 

Größenpaare E Q, 11 und ferner i durch - i uns ersetzt denken können, 
E 

so können wir infolgedessen Q mit einem 

Arkus ~ - : und < 0 annehmen, also 

p auf den Sektor A 0 B (das letzte 
Zwölfte!) des Einheitskreises, mit Aus­
schluß desBogensBA, verweisen (Fig. 79). 

Vom Werte () = 0, wofür alle 
Ungleichungen (114) erfüllt sind und 
1 - Qc1 = 1 ist, mag vorderhand abge­
sehen werden. 

Die Bedingungen ( 114) besagen 
nun: so oft eine der Ungleichungen 

····•··•····· ... 
.. :.::.~::.:: :;<: ..... 

F i g. iO. 
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\E+(> <1, \E(1-j)+<>l<1, IE+()(1-j)\<1 
statthat, soll jedesmal gleichzeitig, mit dem nämlichen Werte des E, 

bzw. die Ungleichung 

:u+1\~1 1 \E(1-j)11+1 1 >1, [E11+1-j j>l 
erfdllt sein, - mit anderen Worten: so oft (> im Inneren eines der 
Kreise um - E vom Radius 1, um - E( 1 - j) vom Radius 1, um _11_ 3 j'') 

vom Radius ~ zu liegen kommt, soll zu gleicher Zeit 11 außerhalb 

oder auf der Peripherie des bzw. entsprechenden unter den Kreisen 

um 

oj-1 

1 1-j1 • 1 1-j vom Radius 1, um - - - vom Radms - um - -- ··· · 
I 3E y3' E 

:Fig. 80. 

vom Radius 1 liegen. 
Was zunächst die sechs 

Kreise um die Punkte - E 

vom Radius 1 betrifft 
(Fig. 79), so haben die-

o.r:/2 jenigen um j, - 1, j 1 über­
haupt keinen inneren Punkt 
mit dem Bereiche OAB 
der Größe (> gemein und 
geben daher hier zu kei­
ner Beschränkung des 11 

Anlaß. Die Kreise um 1 
und um - j vom Radius 
1 schließen den Bereich 

o:r;j des (> (von (> = 0 eben 
abgesehen) vollständig in 
sich ein, folglich darf hier 
11 jedenfalls nicht im In­
neren der Kreise um 1 und 
um - jl vom Radius 1 
liegen und ist demnach nur 

auf die Partie OKLMNO des Einheitskreises, mit Ausschluß des 
Bogens KLMN, verwiesen. Der Kreis um - j 3 vom Radius 1 end­
lieh teilt den Bereich des (> in zwei Partien, von denen wir die obere 
OAO kurz mit I, die untere OBAO kurz mit II bezeichnen wollen, 
wobei wir den Bogen OA der Partie II zuzuzählen haben. Befindet 
sieh alsdann (> im Bereiche I, so darf 11 nicht im Inneren des Kreises 
um - j vom Radius 1 liegen, wird also bloß auf das Kreisdreieck 
M 0 K, mit Ausschluß des Bogens KM, verwiesen; liegt dagegen () 
im Bereiche II, so bleibt für 11 der volle vorhin angetroffene Bereich 
OKLMNO in Geltung. 
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Von den weiteren sechs Kreisen flir (!, d. i. um die Punkte 
- E (1 - j) mit Radien 1 (.Fig. 80), trifft bloß ein einziger, der Kreis um 
1 - j, den Sektor A 0 B; bei einer gewissen Lage von (! dürfte also 

•t 

t1 nicht im Inneren des Kreises um !_31.... vom Radius ?a liegen; 

letzteres ist aber bereits von selbst ausgeschlossen, sowie tJ im Be­
reiche OKLMNO bleibt. 

Von den sechs Kreisen um die Punkte - E(13-jt-y mit Radien ~ . v'3 
endlich (Fig. 81) haben nur diejenigen für E =-jl,j, -1, d.h. die Kreise 

um P- j ~ j_ 1 - j_1 innere Punkte mit dem Sektor A 0 B gemein· 
3 ' 3 ' 3 ' ' 

der Bereich 0 K L MN 0 des 11 

aber tritt von selbst nirgends 
in das Innere der zugehörigen 

unter den Kreisen um - ~-- j), 
E 

also der Kreise um j - j', 1 - j', 
1 - j von Radien 1 , und da­
her entspringt hierdurch eben­
falls keine neue Bedingung 
für 11. 

Um jetzt die untere Grenze 
von 11 - (!tl zu ermitteln, den­
ken wir uns zunächst den Wert 
(! in einem Punkte des Sektors 
A OBfestgehalten, wobei wirden 
Wert p = 0, wie schon gesagt, 
vorderhand ausschließen wollen, 
und haben dann die Lage von 

0 '.c .f:J 

Fig. 1. 

t1 in dem dieser Größe jeweils zukommenden Bereiche so zu bestimmen, 

daß der Abstand i _!_ - a j der Punkte 1/ p und t1 möglichst klein wird. 
; ~ I 

Aus den Bereichen I, li für p ergeben sich durch Inversion die entspre-
chenden Bereiche für 1/Q (Fig. 82); der Radius A 0 geht dabei in 
seine Fortsetzung von A nach oo über, der Strahl 0 B von 0 nach 

il'f 

e- ,; geht in den Strahl H<ZJ H von oo nach e 6 über und der Kreis­
bogen A 0, welcher in 0 den Radius OB berührt, verwandelt sich 
in den zu H H,., parallelen Strahl AHx.. Souach transformieren sich 
die Bereiche I, II für Q bzw. in die von H~ A A<ZJ, H<ZJ B' AH<ZJ 
begrenzten Bereiche filr 1/p, die wir bzw. mit I*, li* bezeichnen 
wollen; dabei sind die Punkte des Bogens AB' von diesen letzteren 
Bereichen auszuschließen und die Punkte auf dem Strahl A H<X) nur 



232 VI. Annäherung komplexer Größen durch Zahlen des Körpers usw. 

dem Bereiche li* zuzuzählen.*) Mit Hilfe analoger Überlegungen, 
wie wir solche für den Fall des Zahlkörpers von i im § 6 angestellt 
haben, erkennen wir nun aus Fig. 82, daß wenn 1/Q irgendwo in I* oder 
II* festgehalten wird, bei der hier zulässigen Variation von tJ für ein 

. . . . ' : 1 i Mm1mum bzw. für eme untere Grenze von 11 - (! tJ i = l (! i · -- - a ' 
, 1.' I 

erforderlich ist, daß zunächst tJ auf einen der Bogen 0 K, OM, ON 

· .. '-~.. 

F ig. !!2. 

rücke, und weiterhin auf 
0 falle, bzw. nach einem 
der Bogen - Endpunkte 
K, M, N hinrücke. Der 
Punkt M fällt aber da­
bei außer Betracht, weil 
der Radius MN den Be­
reich für 1 / (! auf der­
selben Seite wie den Bo­
gen M 0 läßt; ferner 
steht K von einem be­
liebigen Punkte in I* 
oder li* immer weiter als 
0 ab und endlich steht 

N von einem beliebigen Punkte in II* (der Bereich I* für 1/ (> kommt 
bei der Annäherung von tJ an N nicht in Betracht) niemals weniger als 

0 ab. Somit ist 1 1 - tJ 1 für alle hier in Frage kommenden 11 größer, 
I 1,) , 

als für t1 = 0. Darnach besitzt also 11 - (! tJ l den Wert 1 als Mini­
mum und tritt dieser Wert nur ein, wenn tJ = 0 ist, oder aber, da (! 

und t1 hier gleichberechtigt sind, wenn t1 = 0 oder (! = 0 ist, welch 
letzterer, vorhin ausgeschlossener Wert des (! hiermit ebenfalls zur 
Geltung kommt. 

§ 11. Endgültige J<'ormnlierung des Satzes übc>r zwei binäre lineare 
Formen fllr K (j). 

Indem wir nun zu dem in § 10 aufgeworfenen Problem in dessen 
ursprünglicher Formulierung zurückkehren, sehen wir, daß wenn 
1::. wie vorhin die (nicht verschwindende) Determinante der Formen 
;, 1) in (106) bedeutet, für den Parameter M des zum Körper 

1; 1::;1, lrJ <1 
gehörigen M- Körpers stets 

*) Die Schraffierung neben dem Strahle .A He~; sollte in der Figur nach der 
Seite von I* hin angebracht sein. 
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__!!____. 1-<1 
I y;:s 1- 1- (111 = 

gilt, wobei das Gleichheitszeichen rechts dann und nur dann eintritt, 
wenn ~ = 0 oder tJ = 0 oder beides der Fall ist, d. h. der Bedeutung 
von ~' 11 gemäß (vgl. S. 228), wenn eine ganzzahlige Substitution 
(110) von der Determinante 1 existiert, welche ~ in einen Ausdruck 
! V~ \eiw X oder 11 in einen Ausdruck \VA k"' Y mit irgend welchem 
reellen w überführt. Mit Rücksicht auf die Bedeutung von JJI ge­
winnen wir nunmehr bieraus den folgenden Satz, durch welchen das 
Ergebnis des § 9 wesentlich vertieft wird: 

LXIV. Sind 
~ = ax + ßy, 
11 = rx + 8y 

zwei lineare Formen in zwei komplexen Variabeln ;l', y mit beliebigen kom­
plexen Koeffizienten a, ß, r, d und nicht verschwindender Determinante 

A ~ ß "bt · v·· · -l+V-S tets = a u - r, so gz es 11n .n..orper von J = -·- 2 -- s ganze 

Zahlen x, y, die nicht beide verschwitulen uud (iir ·tcelche 

1~ <lv~!, in <ivAi 
wird. Es lassen sielt im allgemeinen sogar ganze Zahlen x, y in diesem 
Körper finden, die nicht beide t•ersclucinden 1md 

I t 1 < ,j~' 
SI , Y 1 

I I< I,;A .11 Ir 
hervorbringen; eine Ausnahme bilden nur die F'iillc, tco lfenif!Siens 

eine der Formen ~' 11 von der Gestalt 1 VA Jci"'(- qx + py) ist und 
darin p, q ganze teilerfremde Zahlen im Körper von j sind und w 
irgend eine reelle Größe ist. 

Es f'ällt hier die merkwürdige Tatsache auf, daß dieser Satz und 
der darin ausgesprochene Grenzfall einen wesentlich anderen Charakter 
tragen, als der ihnen in der Theorie des Körpers von i entsprechende 
Satz und Grenzfall, die in § 7 formuliert worden sind. 

Von den Sätzen LXII und LXIV aus gelangen wir durch die 
Spezialisierung r = 0 zu Aufschlüssen, betreffend die Annäherung 
an eine beliebige komplexe Größe - ß/a durch Quotienten x1y von 
ganzen im Körper von i bzw. im Körper von j gelegenen Zahlen; 
wir erhalten dadurch Theoreme, die dem Theoreme I über die An­
näherung an eine reelle Größe durch rationale Zahlen an die Seite 
zu stellen sind. 
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Wir sind damit am Schlusse der Vorlesung angelangt; werfen 
w1r noch einen kurzen Rückblick auf das von uns hier Erreichte. 

Als Ausgangspunkt nahmen wir in Kap. I ein elementares Ordnungs­
prinzip; durch dasselbe wurden wir bereits, allerdings etwas umständ­
lich, zu der Wahrnehmung geführt, daß in bezug auf die Werte 
linearer Ausdrücke bei ganzzahligen Veränderlichen gewisse allgemeine 
Schranken sich aufstellen lassen. Gerade die verhältnismäßige Weit­
läufigkeit der anfangs erforderlichen HUfsbetrachtungen war danach 
angetan, die Einfachheit der später zu befolgenden geometrischen 
Methoden ins rechte Licht zu setzen. 

Nunmehr entwarfen wir das geometrische Bild des Zahlengitters. 
Uns erwuchs als eine Hauptaufgabe, die Verteilung dieses Gitters im 
Raume schärfer zu erfassen. Dazu bedienten wir uns des Hilfsmittels, 
daß wir Körper konstruierten, die den einzelnen Gitterpunkten zu­
geordnet waren und den Raum nirgends mehrfach überdeckten. Be­
trachtungen dieser Art sind übrigens, wie ich nicht unterlassen möchte 
zu erwähnen, auch für die physikalischen Theorien über die Struktur 
der Kristalle von Wert. 

Wir variierten die Form der Körper in mannigfacher Weise und 
gelangten dadurch zu einer Fülle von speziellen Theoremen. Als 
deren gemeinsamen Charakter können wir es - in ungeiähren Um­
rissen - hinstellen, daß sie angenäherte Auflösungen von Gleichungen 
darbieten, wobei die eingehenden Konstanten irgend welche Größen 
sein können, die Unbekannten aber ganzzahlig werden sollen. Ich 
möchte hiernach die ganze Klasse der von uns gewonnenen Unglei­
chungen mit dem Namen Diophantische Approximationen belegen, wie 
man ja Gleichungen mit zu bestimmenden ganzen oder rationalen 
Werten für die Unbekannten nach Diophant zu benennen pflegt. 

Wir wandten uns weiter dem allgemeinen Begriffe der alge­
braischen ganzen Zahl zu. Wir erkannten das Zahlengitter als ein 
die Auffassung äußerst erleichterndes Bild der Gesamtheit der ganzen 
Zahlen in einem algebraischen Zahlkörper und wir betraten damit 
das wichtigste Anwendungsgebiet der diophantischen Approxima­
tionen. 

Mittels gewisser solcher Approximationen gelangen uns anschau­
liche Beweise für die Existenz der Einheiten, für die Endlichkeit der 
Anzahl der Idealklassen in einem algebraischen Zahlkörper. Es war 
nun ein Leichtes, zu dem fundamentalen Satze von der eindeutigen 
Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale vorzudringen. 

Alle Theoreme hier wiesen einen Ursprung auf, wir schöpften sie 
aus einer gemeinsamen, sehr durchsichtigen Quelle, die ich als das 
Prinzip der eentt·ierten konvexen Körper im Zahlengitter bezeichnen 
möchte. 
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Nun sind wir in der Tat eine Strecke Wegs in das Reich der 
heutigen Zahlentheorie eingedrungen. Wir können daran denken, 
uns auf diesem Boden zu akklimatisieren. Zunächst würde der Auf­
bau der Ideale aus Primidealen tiefer zu erforschen sein. Der Zu­
sammenhang der Einheiten und die Einteilung der Ideale in Klassen 
sind die wertvollsten Geräte filr diese weitere Arbeit, in deren V er­
folg sich wunderbare Zusammenhänge zwischen der Zahlentheorie und 
der Theorie der Funktionen offenbaren. 



Berichtigungen. 

Seite 19, Zeile 20 ist vor "\Vertesystemen" einzuschalten "von (0, 0, 0) ,·er 

Seite o2, 
Seite 55, 

Seite 58 

Seite 89, 
Seite 164, 
Seite 171, 

scbiedenen". 
Zeile 22 ist "als Mittelpunkt" zu streichen. 
Zeile 1:! v. u. ist "bat ... nur dann statt" durch "ist ... noch ent­
behrlieb außer" zu ersetzen. 
ist von Zeile 4 die Bemerkung "(1 < p < 2)" nach Zeile 3 darüber zn 
rücken. 
Zeile 2 lies "als Eckpunkt enthält" statt "zum Mittelpunkt bat". 
Zeile 10 v. u. lies ,.2- y.::__ 6" statt "-V- 6". 
Zeile 12 lies "c" statt "a". 
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Mathematische Vorlesungen an der Universität Göttingen. Band I: 

F. Klein: 

Vorträge über den mathematischen Unterricht 
an den höheren Schulen. 

Nach Vorlesungen aus den Jahren 1904-05 bearbeitet von Rud. Schimmack. 

Teil 1: Von der Organisation des mathematischen Unterrichts. 

Mit 8 zum Teil farbigen Figuren. [IX u. 236 S.] gr. 8. 1907. 

In Leinwand geb. n. .Jt. 5.-

Inhalt: Einleitung.- Kap. 1. Die Volksschulen.- Kap. 2. Die sechs unteren 
Klassen der höheren Knabenschulen.- Kap. 3. Die Mij,dchenschulen und die mittleren 
Fachschulen. - Kap. 4. Geschichtliches über den Entwicklungsgang des mathematischen 
Unterrichts an unseren höheren Schulen. - Kap. 5. Die drei Oberklassen der höheren 
Schulen nach den Lehrplänen von 1901 (mit einem Exkurs über die Frage der Infini­
tesimalrechnung). - Kap. 6. Reformvorschläge für die Oberklassen der höheren 
Schulen (nebst Erörterung über die allgemeinen Fragen der Schulreform). - Kap. 7. 
Die Universitäten und die technischen Hochschulen. - Anhang: Wiederabdruck 
des Berichts an die Breslauer Naturforscherversammlung über den Stand des 
mathematischen und physikalischen Unterrichts an den höheren Schulen (1904), -
des Meraner Berichts der Unterrichtskommission betreffend den mathematischen 
Unterricht an den neunklassigen höheren Lehranstalten (1905), - des Aufsatzes 
über Probleme des mathematisch-physikalischen Hochschulunterrichts (1905). 

Als Mitglied der von der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Ärzte im 
Herbst 1904 eingesetzten Unterrichtskommission hatte der Verfasser besonderen Anlaß, 
Vorlesungen zu versuchen, die dem allseits anerkannten Bedürfnis einer geeigneten 
Vermittlung zwischen dem Hochschulstudium der mathematischen Lehramtskandi­
daten und ihrer späteren Lehrtätigkeit in neuer Weise gerecht würden. Die Vor­
träge, die er dementsprechend im Wintersemester 1904/05 und Sommersemester 1905 
gehalten hat, waren von vornherein für einen weiteren Kreis bestimmt. Galt es doch 
zugleich, jene Reformvorschläge für den mathematischen Unterricht allseitig dar­
zulegen und zu begründen, die er Ostern 1904 vor dem Göttinger Ferienkursus skizziert 
hatte und die der Ausgangspunkt der einschlägigen Arbeiten der Naturforscher­
Unterrichtskommission geworden sind. Immerhin waren die Vorträge so, wie sie 
gehalten wurden, noch weit davon entfernt, druckfertig zu sein, weshalb der Ver­
fasser seinen damaligen Assistenten Herrn Rudolf Schimmack, gegenwärtigen 
Probekandidat am Gymnasium zu Göttingen, mit der Herausgabe betraut hat. Charakte­
ristisch für die dabei gewählte Darstellung ist, daß die Unterrichtsaufgaben der 
höheren Schulen immer im Rahmen des gesamten Unterrichtswesens und seiner 
historischen Entwicklung gesehen werden. 

In den zwei Teilen, die noch folgen sollen, werden Einzelausführungen für die 
verschiedenen Gebiete des mathematischen Unterrichts, also Arithmetik, Algebra, 
Analysis und Geometrie, gebracht werden. Es wird kein systematischer Lehrgang 
angestrebt, sondern eine freie Erörterung \iber die in Betracht kommenden Bezie­
hungen zwischen Hochschul- und Schul-Mathematik, unter Darlegung der haupt­
sächlichsten literarischen Verhältnisse und des historischen Werdeganges. Mancherlei 
Einzelheiten, die der Verfasser im Laufe der Jahre in anderweitigen Elementarvor­
lesungen gegeben hat, sollen mit eingearbeitet werden. 
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EinfU hrung • 
lß die Vektoranalysis 

mit Anwendungen auf die mathematische Physik. 
Von Dr. Rlchard Gan•, 
Prhatdozont an der Unl.Yenitlt Ttlb!Dgen. 

Mit 31 Figuren im Text. [X u. 98 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geh. n. "lt. 2.80. 

Die EntwioklUDg der modernen Elektrod.)'Jl&IDik und der Elektronentheorie erfordert Immer mehr 
die KeDDtllia der Vektoraualyois. Du BilchleiD verfolgt den Zweck, ganz kura und mit alleiD.Iger Voraue­
oebung der Elemente der bOheren Mathematik ID die Beohenmethoden der Vektoraual.JIIiz einzufllbren. 
Um die Anwendbarkeit dieler Rechenmethoden zu zeigen, sind viele Beloplele aus der Mechanik, Hydro­
d:ynamlk, oomotloohen Theorie, Elektrodynamik und Elektronentheorie gegeben; dabei oiDd die ph.J11i• 
kaliochen Grundlagen der Theorien nicht etwa vorauogeoebt, sondern auf eiDfache Weise abgeleitet. 

EIe m e n t e der Vektor- An a I y s i s. 
Von Dr. A. H. Bucherer, 

Privatdozent au der UDivenitAt Bonn, 

2. Auflage. [VIII u. 103 S.J gr. 8. 1905. geh. n. Jt. 2.40. 

Durch die VerOirentlichung dieseo elementaren Werkebene glaubt der Verluser dem Studierenden 
der Phyoik ein Hilfemittel au die Hand zu geben, du ibm das Eindringen in die mathematioche 
Phyolk ganz weoenllich erleichtern und oein Wieoen auf dieoem Gebiete durch eine otlLrkere Heranziehung 
der VontellUDgokraft zu einem lebendigeren gestalton ooll. Angeoichto der Tatoache, dal grundfegende 
Abhandlungen unserer bedeutondsten Geiehrten in neuerer Zelt in zunehmendem Male in vektor­
aualytlocher Form verfalt werden, mul dao Encheinen eineo derartigen elementaren Werkchen• alo 
beoonden zeitgemlLI bezeichnet werden. Da1 VentiLndDio der Rechenmethode hat der Verfaoser sich atet1 
durch einfache Beiopiele auo der Phyoik zu erleichtarn bemüht. 

Vorlesungen über die Vektorenrechnung. 
Mit Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische Physik. 

Von a ... E. Jahnke, 
Profeooor au der KODigl. Bergakademie zu Berlin. 

Mit 32 Figuren im Text [XII u. 235 S.] gr. 8. 1905. In Leinwand geh. n. "I( 5. 60. 

Die Vorlesungen oollen dem Techniker wie dem Physiker eine leichte EIDführung in die Vektor­
methoden bieten, wobei auf eine Einaicht in den Zuoammenhang der Begrilre und Definitionen Wert 
gelegt wird. Die vlelaeltige Verwendbarkeit dea Vektorbegritfa, wie er von Gralmann geachaffen worden 
ilt, und der vektoriellen Differenüaloperatoren wird an der Hand einea reichen Übungemateriall aowie 
in Verbindung mit zahlreichen Anwendungen auf die Statik und KinemaUk dea otarren Körpero, auf 
Probleme der Graphostatik, der Elaatlzltät, der Optik und Insbesondere der Elektrizität erläutert. 

Auch dem Mathematiker will das Buch Neuea bieten. Die neuere Dreiecks- und Tetraeder­
geometrie findet ausgedehnte Berückoichtigung. Unter den Tetraederkonfigurationen werden vor allem 
die Konfigurationen der M ö b i u 1 achen und der vierlach hyperboloid gelegenen Tetraeder erörtert, die 
zur Theorie der hyperelliptlachen Theta• in einem einfachen Zusammenhang stehen. Die kiDematioch­
geometrioche Erzeugung der ebenen Kurven, der Raumkurven und der FllLchen bietet dankbaren Stolr 
für vektorielle Behandlung. Die geometrioche GrOße zweiter Stufe wird - in weiterem Verfolg elneo 
zuerot von Herrn F. Klein dargelegten Gedankengange• - einmal in ibrer BedeutUDg für die Statik und 
Kinematik des atarren KOrpen, oodaun alo Bindeglied swloehen der Mechaulk des otarren KOrpen einer­
oeita und dem Standteeben NDiloyotem und dem Plllokerochen Linienkomplex audreroelta unteroucht. 
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Bachmann, Dr. P&ul, Professor in Weimar, Zahlentheorie. Versuch 
einer Gesamtdarstellung dieser Wissenschaft in ihren Hauptteilen. 
In 6 Teilen. gr. 8. 

- -- I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. [XII u. 
264 8.] 1892. geh . .Jt. 6. 40, in Leinwand geh . .Jt. 7. 20. 

- -- II. Teil: Die analytische Zahlentheorie. [XVIII u. 
494 8.] 1894. geh . .Jt. 12.-, in Leinwand geh . .Jt. 13.-

-- -- III. Teil: Die Lehre von der Kreisteilung und ihre 
Beziehungen zur Zahlentheorie. Akademische Vorlesungen. Mit 
Holzschnitten im Text und 1 lithogr. Tafel. [XII u. 300 8.] 
1872. geh . .Jt. 7. -, in Leinwand geh. .Jt. 8. --

-- -- IV. Teil: Die Arithmetik der quadratischen Formen. 
I. Abt. [XVI u. 668 8.] 1898. geh . .Jt. 18. -, in Leinw. geh . .Jt. 19.­

- -- V. Teil: Allgemeine Arithmetik der Zahlenkörper. 
[XXII u. 548 8.] 1905. geh . .Jt. 16. -, in Leinw. geh . .Jt. 17.-

[Fortaetzung unter der Preaae.] 

Bauer, Geheimrat Dr. Gustav, Professor der Universität München, 
Vorlesungen über Algebra. Herausgegeben vom Mathematischen 
Verein München. Mit dem Porträt Gustav Bauers als Titelbild und 
11 Figuren im Text. [VI u. 376 8.] gr. 8. 1903. geh. n . .Jt. 12. -, 
geh. n . .Jt. 13.-

Bierm.ann, Dr. Otto, Professor an der k. k. Technischen Hochschule zu 
Brünn, Elemente der höheren Mathematik. Yorlesungen zur 
Vorbereitung des Studiums der Differentialrechnung, Algebra und 
Funktionentheorie. [XII u. 382 8.] gr. 8. 1895. geh. n . .Jt. 10. -, 
in Leinwand geb. n. .Jt. 11 . -

Theorie der analytischen Funktionen. [X u. 452 8.] 
gr. 8. 188 7. geh. n. .Jt. 12 . 80, in Leinwand geb. n. .Jt. 14 . -

Bohlmann, Dr. G., Professor in Berlin, Übersicht über die wich­
tigsten Lehrbücher der Infinitesimalrechnung von Euler 
bis auf die heutige Zeit. [IV u. 110 8.] gr. 8. 1899. geh. 

n • .Jt. 4.­
Bruns, Dr. Heinrich, Professor der Astronomie an der Universität 

Leipzig, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. [VI 
u. 159 8.] gr. 8. 1903. geh. n . .Jt. 3. 40, in Leinwand geh. n . .Jt. 4.­

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaß-
lehre. [VIII u. 310 S. u Anhang 18 8.] gr. 8. 1906. In 
Leinwand geb. n. , ft. 8 . 40. 

Burkh&rdt, Dr. H., Professor an der Universität Zürich, Vorlesungen 
über die Elemente der Differential- und Integralrechnung. 
Mit zahlreichen Textfiguren. [XII u. 252 S.l gr. 8. In Leinwand 
geb. n. .Jt. 6 . -

Graefe, Dr. Friedrich, Professor an der Technischen Hochschule zu Darm· 
stadt, Vorlesungen über die Theorie der Quaternionen 
mit Anwendung auf die allgemeine Theorie der Flächen und der 
Linien doppelter Krümmung. [IV u. 164 S. mit Figuren im Text.] 
gr. 8. 1883. geh. n . .Jt. 3. 60. 



Klein, Dr. F., Professor an der Universität Göttingen, autographierte 
Vorlesungshefte. 4. geh. 
I. Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie. 

Heft 1, 391 Seiten (W.-S. 1896/96) l 
Heft 2, SM Seiten (S.-8. 1896) zusammen n. ·"- 14 · 60. 

König, Dr. Julius,. Professor am Polytechnikum zu Budapest, Ein­
leitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Größen. 
[X u. 564 S.] gr. 8. 1903. geh . .Jt. 18. -, in Leinw. geh . .;ll 20.-

Kronecker, Leopold, Vorlesungen über Mathematik. Heraus­
gegeben unter Mitwirkung einer von der Königl. Preußischen Akademie 
der Wissenschaften eingesetzten Kommission. Vorlesungen über 
die Theorie der einfachen und der vielfachen Integrale, 
herausgegeben von E. Netto. [X u. 346 S.) gr. 8. 1894. geh. 

n . .Jt. 12.-
Legendre, Adrien-.Ma.rie, Zahlentheorie. Nach der 3. Ausgabe ins 

Deutsche übertragen von H. Maser. 2 Bände. 2., wohlfeile Aus­
gabe. [I. Band: XVIII u. 442 S., II. Band: XII u. 453 S.] gr. 8. 
1893. geh. n . .Jt. 12.-

Einzeln: jeder Band n. .1t.. 6.-

llinkOWIJky, Dr. Herma.nn, Professor der Mathematik an der Universität 
Göttingen, Geometrie der Zahlen. In 2 Lieferungen. 
I. Lieferung. [240 S.] gr. 8. 1896. geh. .Jt. 8.-

[Die li Lieferung befindet sich in Vorbereitung.] 

llehmke, Dr. R., Professor an der Königl. Technischen Hochschule zu 
Stuttgart, über graphisches Rechnen und über Rechen­
maschinen, sowie über numerisches Rechnen. gr. 8. In 
Leinw. geh. [In Vorbereitung.] 

Netto, Dr. Eugen, Professor der :Mathematik an der Universität Gießen, 
Vorlesungen über Algebra. 2 Bände. gr. 8. geh. n . .Jt. 28.­

Einzeln: 
I. Band. [X u. 388 S.] 189fl. geh. n . • 1( 12. -, in Leinwand geh. n . .lt..13.­

Il. - 1. Lieferung. 1\lit Holzschnitten im Text. [192 S.] 1898. 
~eh. n . .lt.. 6.-

II. 2. Lieferung. Mit Holzschnitten im Text. [XII u. S. 193-619.] 
1899. geh. n . • f(. 10.-

11. (1. und 2. Lieferung. geh. n . .1t.. 16.-, in Leinwand geh. 
n . .1t.. 17 .40. 

Lehrbuch der Kombinatorik. [VII u. 260 S.] gr. 8. 
1901. In Leinwand geh. n . .Jt. 9.-

Serret, J.-A., Handbuch der höheren Algebra. Deutsche 
Übersetzung von G. Wertheim, Lehrer an der Realschule der 
israelitischen Gemeinde zu Frankfurt a. M. 2 Bände. gr. 8. geh. 

n . .Jt. 19.-
Einzeln: I. Band. [VIII n. 628 S.] 2. Auflage. 1878. n . .lt.. 9.-

I I. - [VIll u. 674 S.] 2. Auflage. 1879. n . • I(. 10.-

Sommer, Dr. J., Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig. 
Vorlesungen über Zahlentheorie. Einführung in die Theorie 
der algebraischen Zahlkörper. Mit 4 Figuren im Text. [VI u. 361 8.] 
gr. 8. 1907. In Leinwand geh. n . .Jt. 11.-

Wertheim, Gusta.v, Elemente der Zahlentheorie. LX u. 382 S.] 
gr. 8. 1887. geh. n . .Jt. 8.40. 
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