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Vorwort

Nicht ohne Bedenken stand ich anfangs der Anregung des
Herrn Verlegers gegeniiber, die in Kiel gehaltenen Vorlesungen
zu verdffentlichen; konnten doch diese, der Art der Horer und
der Kiirze der Zeit entsprechend, nur in beschrinktem MaBe
vollig Neues bieten. Ich verschloB mich indes nicht der Uber-
zeugung, dafl auch die Sammlung und vor allem die von didak-
tischen Zielen geleitete Darstellung vorhandenen Materials ihren
Wert besitzen kann, wenn dieses vielfdltig in Zeitschriften zer-
streut vorliegtl); das trifft umsomehr zu, als ja die mathemati-
sche Produktion (die eigenen Arbeiten des Verfassers nicht aus-
genommen) sich vorwiegend in einem Gewand darbietet, das
selbst den Fachgenossen, soweit sie nicht gerade auf dem
nimlichen Sondergebiet arbeiten, das Eindringen sehr erschwert.
Uberdies bot die gegeniiber Originalaufsatz und Lehrbuch losere
Form des Vortrags die Moglichkeit, Neues nicht nur in Gestalt
fertiger Resultate zu geben, sondern auch in der Form gelegent-
licher Anregungen und Hinweise auf noch ungeldste Probleme.

Aus diesen Griinden wurden die Vorlesungen, soweit dies nach-
traglich moglich war, in ihrer urspriinglichen zwanglosen Form
wiedergegeben, die fiir Punkte von grundsitzlicher Bedeutung
auch gelegentliche Wiederholungen nicht dngstlich vermeidet.
Neben der Verarbeitung der in der Diskussion lautgewordenen
dankenswerten Anregungen wurden noch Zusitze in beschrank-

1) Man wird finden, da8 den mathematischen (nicht philosophischen)
Ideen H. Poincarés besonders breiter Raum gewihrt ist; das entsprang
dem (vielleicht auch auf Nachbargebieten berechtigten) Gefiihl, daB
viele seiner Gedanken -— trotz teilweiser Zusammenfassung in Sammel-
binden -— nicht diejenige Verbreitung und Wirkung gefunden haben,
die sie sicherlich verdienen.



VI Vorwort

tem MaBe angebracht, ferner die (bis heute reichenden) litera-
rischen Verweise und Exkurse hinzugefiigt.

Die Gegenstidnde der Vorlesungen 3 sowie #—10 hdaben wohl
zum ersten Mal eine derartige, fiir einen weiteren Kreis berech-
nete und zugingliche Darstellung gefunden. Wenn hingegen der
Inhalt der Vorlesungen 4—6 schon in den SchluBparagraphen
meiner ,,Einleitung in die Mengenlehre* behandelt ist, so wird
man doch auch hier, neben den durch den raschen Fortschritt
der Forschung bedingten Zusitzen, mancherlei wesentliche Ver-
dnderungen bemerken, die den tiefergehenden Absichten dieser
Vorlesungen und der Riicksicht auf das spiter Folgende ent-
springen; namentlich ist auf eine esmhestliche Darstellung der
intuitionistischen Ideen Wert gelegt.

Vorkenntnisse werden beim Leser nicht vorausgesetzt, wenn
auch freilich der der Mengenlehre noch véllig Unkundige gut
tun wird, sich fiir die Knappheit der einleitenden Doppelvor-
lesung an Hand der angefiihrten Literatur zu entschidigen. Die
an verschiedenen Stellen eingestreuten Verweise auf Probleme
auBerhalb der Mengenlehre werden dem ausgebildeten Mathe-
matiker zwar willkommen sein, sind aber fiir das Verstindnis
.des Ganzen nicht wesentlich; eine Ausnahme macht hochstens
die Darstellung des Intuitionismus, die nétigenfalls iiberschlagen
werden kann. Fiir die ihrer Abstraktheit wegen schwierigen
Partien zu Beginn und zu Ende der Vorlesungen 7—8 wird sich
.der weniger geiibte Leser durch die Lektiire bis dorthin einiger-
maBen vorbereitet finden.

Mein Dank gilt zunichst den Kieler Herren, die diese Vor-
lesungen veranlaBt und ermoglicht haben; vor allem Herrn
Scholz, dann den Herren Hasse (jetzt in Halle), Steinitz, Toeplitz
sowie auch dem fritheren Herrn Kurator Geh. Regierungsrat
Dr. Wende. Weiter danke ich den Herren Brouwwer und von Neu-
mann fiir ihre wertvollen Ratschlige wihrend des Druckes,
sowie besonders auch dem Herrn Verleger fiir die Anregung der
Veroffentlichung tiberhaupt und fiir sein verstindnisvolles Ein-
gehen auf meine Wiinsche.



Vorwort VII

Wenn ich diese Schrift dem Andenken meines Vaters widme,
dessen letztes Krankenlager gerade in jenen Sommerwochen 1925
begann, so liegt darin nicht bloB ein zuféllig hierher geratenes
Zeichen der Pietit. Wie ich ihm beinahe in jeder Hinsicht Ent-
scheidendes verdanke, so hat er — der sich auch selbst, obgleich
im praktischen Leben stehend, erfolgreich wissenschaftlich be-
titigt hat — mich insbesondere von frith auf ermutigt, den Weg
zur Wissenschaft zu betreten und auf ihm zu verbleiben.

Marburg, Ende Dezember 1926. Adolf Fraenkel.
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Erste und zweite Vorlesung.

Umrisse der Cantorschen Mengenlehre.
Die Antinomien der Mengenlehre und ihre Wirkung.

Meine Damen und Herren! Bevor wir an die grundsétzlichen
Uberlegungen gehen, die uns namentlich von der fiinften Vor-
lesung an beschiftigen sollen, stellen wir uns das dazu erforder-
liche Tatsachenmaterial in einer gedringten Auswahl aus den
elementarsten und grundsitzlich wichtigsten Begriffen und Er-
gebnissen der Mengenlehre zusammen. Die dazu gehorigen Be-
weise sind fiir uns zumeist nicht erforderlich; fiir sie wie fiir
cine weitere und genauere Ausfiihrung ist auf die Lehrbiicher
der Mengenlehre zu verweisen.!) Wir halten uns vorliufig an den
anschaulich-naiven Aufbau der Mengenlehre, wie er dem Schop-
fer dieser Wissenschaft, GEore Canrtor (1845—1918), zu ver-
danken ist.

1. Grundbegriffe. Unter einer Menge verstehen wir nach
Caxtor jede Zusammenfassung? von verschiedenen Dingen —
die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.
Von den Elementen einer Menge sagt man, sie sind in der Menge
enthalten: man fithrt dafiir ein fiir allemal das Zeichen ¢ (Ab-
kiirzung von doti) ein, liest also ,,a £ b als ,,a ist in der Menge

1) Vgl. die Literaturzusammenstellung am Schlusse, auf die im folgenden
bei allen Zitaten Bezug genommen ist. Hier sind zunennen: Schoenflies 1,
Hausdorff, Fraenkel 4, Hessenberg I und 4, Grelling 2. Die Mengen-
lehre CANTORS ist in den drei letzten Jahrzehnten des vorigen Jahrhun-
derts entstanden.

2) Einem etwaigen philologischen Anstof3 an dieser historischen Formu-
lierung beuge der Hinweis vor, da8 natiirlich nicht der A#¢ des Zusammen-
fassens, sondern das Resultat dieses Aktes gemeint ist.

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre I



2 Umrisse der CANTORschen Mengenlehre

benthalten oder ,,a ist Element von b*‘ oder ,,a gehért zur Menge
b usw. Die Elemente einer Menge kénnen konkret oder abstrakt
(z. B. auch selbst Mengen) sein; die Menge der Sandkdrner eines
Sandhaufens, die der Atome des Sonnensystems, die aller ,,na-
tiirlichen Zahlen‘ 1, 2, 3, 4 usw. kénnen als Beispiele von Mengen
dienen. In den zwei ersten Beispielen enthilt die Menge endlich
viele Elemente, im letzten Beispiel deren unendlich viele (im
iiblichen Sinn verstanden, wonach keine noch so groBe natiirliche
Zahl die Anzahl der Elemente der Menge angibt); dement-
sprechend unterscheiden wir endliche Mengen und unend-
liche Mengen.

Eine Menge M ist definiert oder ,,existiert, sobald von jedem
beliebigen Ding feststeht, ob es Element von M ist oder nicht.3)
Dieses ,,Feststehen braucht nur begrifflicher Art, nicht notwen-
dig tatsichliche Entscheidbarkeit zu sein; z. B. existiert die Menge
der ,,transzendenten Zahlen‘4), obgleich wir mit den heutigen
Mitteln der Wissenschaft nicht feststellen kénnen, ob die (ent-
weder algebraische oder transzendente) Zahl z” zu ihr gehort
oder nicht. Da eine Menge somit durch ihre Elemente allein be-
stimmt ist, ohne daB es etwa auf eine besondere Art oder Reihen-
folge des Enthaltenseins ankidme, so bezeichnet man eine Menge
auch durch (volliges oder auch, falls vor MiBverstindnissen
geschiitzt, nur teilweises) Anschreiben ihrer Elemente und Zu-
sammenfassung mittels geschweifter Klammern; z. B. bedeutet
{1,2,3,4,...} die Menge aller natiirlichen Zahlen.

Um viele Sitze einfacher aussprechen zu konnen, fithrt man
eine (vom obigen Standpunkt aus uneigentliche) Menge ein, die

3) Auf eine scharfe Fassung von Begriffen wie ,,existieren‘’, ,,fest-
stehen‘’ usw. wird zunichst noch verzichtet. Diese wichtige Aufgabe
wird uns erst von der dritten Vorlesung an beschaftigen.

4) Die Definition der Transzendenz, deren Kenntnis und Verstindnis
iibrigens fur das Folgende keineswegs erforderlich ist, lautet: Eine Zahl
a ist transzendent, wenn es keine algebraische Gleichung mit ganzzahligen
Koeffizienten gibt, die die Wurzel ¥=a besitzt. Transzendent ist z. B.
die Kreiszahl #z. Im allgemeinen sind unsere Kenntnisse iiber die Transzen-
denz von Zahlen noch sehr unzureichend.



Grundbegriffe. Aquivalenz 3

iiberhaupt kein Element enthilt. Man bezeichnet sie als die
Nullmenge, in Zeichen: o. Sie ist dadurch bestimmt, daB kein
Ding in ihr als Element enthalten ist, und gilt natiirlich als end-
liche Menge.

Sind M und N Mengen und ist jedes Element von M auch
Element von N, so nennt man M eine Teilmenge (Untermenge)
von N. Jede Menge besitzt sich selbst sowie die Nullmenge als
Teilmengen.5)

Sind mehrere Mengen gegeben und kommt ein Ding, das Ele-
ment einer dieser Mengen ist, nie gleichzeitig noch in einer anderen
von ihnen als Element vor, so nennt man die gegebenen Mengen
paarweise elementefremd (vgl. die Bezeichnung ,,teiler-
fremd* in der Arithmetik). '

2. Aquivalenz und Kardinalzahl. Dieser einfache und sicher-
lich nicht auf die Mathematik beschrinkte Mengenbegriff ver-
hilft zur Bildung eines neuen, bis vor einem halben Jahrhun-
dert unerhérten und als unmoéglich geltenden Begriffs: des
Begriffs unendlichgrofier Zahlen. Liegen nimlich zwei Mengen M
und N vor, so ist der Fall denkbar, dal man die Elemente von M
denen von N wumkehrbar eindeutig (ein-eindeutig) zuordnen
kann, d. h. derart, daB bei der Zuordnung jedem Element
von M ein einziges von N und umgekehrt entspricht. Ist eine
solche Zuordnung mdglich, so nennen wir sie eine Abbildung
beider Mengen aufeinander und bezeichnen M und N als dqui-
valent. M und N sowie auch jede zu ihnen dquivalente Menge
sind dann verkniipft durch die Eigenschaft, die nimliche An-
zahl (oder, wie man es auch ausdriickt, Kardinalzahl) von Ele-

5) Nur eine grobe Verkennung des Wesens einer Definition als Fesi-
setzung kann daran Ansto8 nehmen, daB hiernach auch die Nullmenge
als ,,Menge‘* und jede Menge als ,,Teilmenge‘‘ von sich selbst gilt (wie man
ja auch eine ganze Zahl als ,,Teiler’ von sich selbst zu bezeichnen pflegt).
Man darf sicherlich die Begriffe ,,Menge‘‘ und ,,Teilmenge‘‘ so weit fassen,
und daB man es fu?, liegt ausschlieBlich an ZweckmaBigkeitsgriinden (vgl.
S. 14 und 77); man denke etwa daran, daBl man in einer Theorie der
Farben, je nachdem wie es fiir den beabsichtigten Zweck einfacher ist,
Weil entweder wohl oder nicht in den Begriff ,,Farbe’* einschlieBen wird!

1*



4 Unmrisse der CaANTORschen Mengenlehre

menten zu besitzen; das leuchtet fiir endliche Mengen M und N
unmittelbar ein.

Es liegt indes kein Grund vor, diese Begriffsbildung auf end-
liche Mengen zu beschrinken. Demgemi8 sprechen wir auch bei
dquivalenten wnendlichen Mengen (in Ausdehnung des gewShn-
lichen Anzahlbegriffs) von der ihnen gemeinsamen Kardinal-
zahl oder auch Michtigkeit und nennen die Kardinalzahl end-
lich oder unendlich (transfinit), je nachdem fiir die betreffen-
den Mengen jenes oder dieses gilt. Als Kardinalzahl einer end-
lichen Menge gilt die Anzahl ihrer Elemente im gewdhnlichen
Sinn (fiir die Nullmenge also die Zahl Null). Hierbei ist nur zu
beachten, daBl bei unendlichen Mengen (im Gegensatz zu den
endlichen) der Fehlschlag eines bestimmten Versuchs, eine Ab-
bildung zwischen den Mengen M und N herzustellen, noch nicht
iiber ihre Aquivalenz oder Nichtiquivalenz entscheidet; erst der
Nachweis, dal} dberhaupt keine Abbildung zwischen ihnen maog-
lich ist, erweist sie als nicht-dquivalent. Ist z. B. M die Menge
aller natiirlichen Zahlen, N die der geraden Zahlen, so fiihrt die
Zuordnungsmethode

M: 1 2 3 4 5 6 7 4o
A A i
v %

N: 2 4 6

zu keiner Abbildung, da in M Zahlen ohne Partner in N {ibrig-
bleiben; wohl aber die Zuordnung

M: 1 2 3 4 5 6 7 ...
A T T A
N: 2 4 6 8 10 12 4 ...,

bei der jeder Zahl der einen Menge je eine einzige der anderen
entspricht. Beide Mengen sind also dquivalent. Ein anderes,
dem Mathematiker besonders geldufiges Beispiel zweier dqui-
valenter Mengen erhdlt man in der Menge aller Punkte einer
geraden Linie (oder einer begrenzten Strecke auf ihr) einerseits,
in der Menge aller reellen Zahlen (oder der reellen Zahlen zwi-
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schen zwei festen Zahlen) andererseits; zur Herstellung der Ab-
bildung braucht man nur die gerade Linie als Mafistab auf-
zufassen.

Man wird nicht behaupten kdnnen, daf vorstehend eine saubere
,,Definition* des Kardinalzahlbegriffs gegeben worden sei. Die-
selbe Kritik 148t sich iibrigens auch gegeniiber anderen Abstrak-
tionen der Mathematik (oder auch der Logik) iiben, so z. B.
gegeniiber dem Verfahren, das gemeinsame Merkmal aller
untereinander parallelen Geraden als ihre gemeinsame ,,Rich-
tung’‘ zu definieren. Auch der Vorschlag, die Kardinalzahl
geradezu als die Gesamtheit aller untereinander &dquivalenten
Mengen zu definieren, hat ernste Bedenken gegen sich, so gliick-
lich diese Idee in vielen analogen Féllen auch sein mag. Wie dem
auch sei, vom rein mathematischen Standpunkt aus braucht uns
diese Frage keine Kopfschmerzen zu machen. Wir wollen ja von
Kardinalzahlen keine geheimnisvollen Wesensmerkmale fest-
stellen, sondern nur aussagen, zwei solche seien ,,gleich® oder
,,verschieden‘’; das ist aber nach unserer Ubereinkunft gleich-
bedeutend mit den Behauptungen, die zugehérigen Mengen seien
dquivalent oder nicht, und hierfiir haben wir in der Tat eine
zweifelsfreie Definition angegeben. Die gegen dieses Verfahren
zuweilen erhobenen Bedenken (z. B. Dubislav 2, S. 33) lésen
sich auf, sobald man sich klarmacht, daB eine Definition
des Begriffes ,,Kardinalzahl“ tiberhaupt nicht beabsichtigt ist.®)
Wiinscht man diesen Begriff an sich in die Mathematik einzu-
fithren (wie etwa den Begriff der endlichen Zahl), so mufl man
ganz anders vorgehen (vgl. den Schlul von Vorl. 7/8).

6) DaB trotzdem die Umschreibung von ,,zwei Mengen sind dquivalent‘*
durch ,,ihre Kardinalzahlen sind gleich’* iiberaus niitzlich sein kann, zeige
folgendes Beispiel (vgl. Nr. 3): die Aussage ,,die Kardinalzabl der Menge
M ist kleiner als die der Menge N* ist infolge geeigneten Gebrauchs der
obigen Umschreibung (und der damit bequem einfiihrbaren Beziehung
des Kleinerseins) gleichbedeutend mit dem Satzungeheuer: ,,jede zu
M aquivalente Menge ist 4quivalent je einer Teilmenge jeder zu N iqui-
valenten Menge, wihrend keine zu N 4quivalente Menge einer Teilmenge
irgendeiner zu M #quivalenten Menge dquiyalent ist".
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3. Groflenanordnung der Kardinalzahlen. Es ist leicht, gestiitzt
auf den Aquivalenzbegriff eine A nordnung der Kardinalzahlen ihrer
,,GréBe’‘ nach einzufiihren und zwar durch eine solche Definition
der Aussage ,,a ist kleiner als b*“?), daB diese Aussage fiir endliche
Kardinalzahlen a, b den iiblichen Sinn besitzt. Dabei zeigt sich,
daB eine Reihe der grundlegenden Eigenschaften, wie sie fiir die
GroBenordnung der gewohnlichen Zahlen gelten, auch fiir die
(endlichen und unendlichen) Kardinalzahlen bestehen bleiben,
und daB jede endliche Kardinalzahl kleiner ist als jede unendliche.
Leider aber stehen der Ubertragung des fundamentalen Safzes
von der Vergleichbarkeit, wonach zwei Zahlen entweder gleich sind
oder eine von ihnen kleiner ist als die andere, zunichst uniiber-
windliche Schwierigkeiten im Wege (wenn auch freilich kein
Gegenbeispiel zweier ,,unvergleichbarer’ Kardinalzahlen angeb-
bar ist) ; das Problem liuft darauf hinaus, zu zeigen, da3 von zwei
beliebigen Mengen wenigstens eine eine Teilmenge besitzt, der die
andere Menge dquivalent ist, und eben der Beweis dieser plau-
siblen Tatsache trotzt fiirs erste allen Bemiihungen. Nur die
Scheu vor der Zuerteilung des Ehrentitels ,,Zahl“ an eine Be-
griffsgattung, die sich nicht durch unbeschrinkte Vergleichbar-
keit legitimieren kann, veranlafite CanTor dazu, statt der Be-
zeichnung ,,Kardinalzahl” die farblosere ,,Méchtigkeit zu be-
vorzugen.

4. Die abzidhlbar unendlichen Mengen. Einstweilen hingen
derartige Uberlegungen insofern in der Luft, als wir erst wirklich
unendliche Kardinalzahlen kennenlernen miissen. Die néichst-
liegende, und zwar die kleinste unendliche Kardinalzahl ist die der
Menge aller natiirlichen Zahlen; diese Menge und jede ihr dqui-
valente wird als abzidhlbare oder abzdhlbar unendliche
Menge (Menge mit abzihlbar unendlich vielen Elementen) be-
zeichnet, weil sich die Elemente einer solchen Menge durch die
gewohnlichen natiirlichen Zahlen (etwa als Indizes zu verwenden)

7) Kardinalzahlen bezeichnen wir vorerst in der Regel mit deutschen
Lettern, Mengen mit lateinischen (oder griechischen).
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,,abzihlen‘ lassen. Die Kardinalzahl einer abzdhlbaren Menge
wird ¥, [gelesen: Alef-Null®)] oder auch a genannt. Als abzahlbar
erweisen sich z. B. nicht nur die Menge aller geraden natiirlichen
Zahlen (S. 4) und die aller (positiven und negativen) ganzen
Zahlen, sondern auch die viel umfassender scheinende Menge aller
rationalen Zahlen (gemeinen Briiche) oder selbst die aller alge-
braischen Zahlen. Man erkennt dies beispielsweise fiir die Menge
der rationalen Zahlen unmittelbar aus folgendem Schema, in dem
alle positiven Briiche nach ihren Nennern (Zeilen!) und Zahlern
(Vertikalspalten!) geordnet auftreten:

I—>2 3—>4 5—>.
/z/'%/4/' «
2 2 .
l//'z/ el /é/‘
/i/’

—
'5‘ .

DOt

(S5

It

o

o

: ; %
z/z/ /
J{/vz/é/
5 5 5

o T

)

B

o

5

Man durchlaufe dieses Schema, mit T beginnend, im Sinn des
durch die Pfeile angedeuteten Zickzackkurses, beseitige alle
Zahlen, die vorangegangenen gleich sind (wie z. B. § wegen
2 = 1) durch Fortstreichen, lasse ferner jeder vorkommenden
(positiven) Zahl die entsprechende negative Zahl unmittelbar
folgen und stelle schlieBlich vor 1 noch die Null als Anfang des
Ganzen; dann hat man die rationalen Zahlen abgezahlt, d. h. so
geordnet, daB jede rationale Zahl eine bestimmte endliche Platz-

8) Die Verwendung des Buchstabens X (Alef), des Anfangsbuchstabens
des hebraischen Alphabets, geht auf CANTOR zuriick.
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nummer erhilt, nidmlich den Stellenzeiger ihres Auftretens beim
Durchlaufen des Schemas im bezeichneten Sinn.

Ebenso einfach zeigt man das Bestehen einer Aquivalenz zwi-
schen anderen, auf den ersten Blick sehr ,,verschieden groBen‘‘
Mengen: z. B. zwischen der Menge aller Punkte einer geraden
Strecke und der aller Punkte einer doppelt so groen Strecke
oder auch einer unbegrenzten geraden Linie; ja sogar zwischen
den Mengen der Punkte einer Strecke einerseits, der Punkte
eines Quadrats oder eines Wiirfels oder selbst des unbegrenzten
Raumes andererseits. Je zwei solchen &dquivalenten Mengen
kommt nach Definition (S. 4) die ndmliche Kardinalzahl zu. Es
liegt so die Auffassung nahe, als ob die Unterschiede im Unend-
lichen sich auflésten und die Aquivalenz irgend zweier unendlicher
Mengen, d. h. die Moglichkeit ihrer Abbildung aufeinander,
bei Aufwand geniigenden Scharfsinns stets gezeigt werden
konne. Trife dies zu, so gidbe es nur eine einzige unendliche
Kardinalzahl ,,unendlich’, mit deren Einfithrung man natiir-
lich nicht das Mindeste bezwecken wiirde.

5. Die Nichtabzédhlbarkeit des Kontinuums. Diagonalver-
fahren und Satz von CANTOR. Demgegeniiber liegt der eigent-
liche Beginn der Mengenlehre in Cantors Entdeckung, daB nickt
alle unendlichen Mengen untereinander dquivalent sind, dal} es
also verschiedene unendliche Kardinalzahlen gibt. Das einfachste
und wichtigste Beispiel einer wnicht-abzihlbaren unendlichen
Menge, deren Kardinalzahl also von a verschieden (und zwar
grdfer) ist, wird dargestellt durch das,,Kontinuum®, d. h. etwa
durch die Menge aller Punkte einer beliebigen Strecke oder der
unbegrenzten geraden Linie bzw. — was auf dasselbe hinaus-
kommt — aller reellen Zahlen zwischen zwei beliebigen festen
Zahlen, beispielsweise zwischen Null und Eins, oder auch aller
reellen Zahlen iiberhaupt (vgl. den Beginn des vorigen Absatzes).

Ein Beweis dieser Behauptung, wonach das Kontinuum nicht
abzéhlbar ist, muB3 seiner grundsitzlichen Bedeutung wegen hier
wenigstens skizziert werden. Wir gehen indirekt vor, nehmen
somit an, es existierteirgendeine Abzdhlung allerreellen Zahlen zwi-
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schen ound 1, und denken uns eine bestimmte Abzihlung gegeben,
in der also jeder solchen Zahl eine gewisse Platznummer zukommt.
Nun kann man, wie in der Arithmetik gezeigt wird, die reellen
Zahlen zwischen o (ausschlieBlich) und 1 (einschlie8lich) einheit-
lich und eindeutig durch die mit o, . . . beginnenden unendlichen
(nicht abbrechenden) Dezimalbriiche bezeichnen; wem der Be-
griff | reelle Zahl“ noch nicht geldufig ist, der mag diese Be-
zeichnung durch Dezimalbriiche als Erklirung jenes Begriffs
auffassen. DemgemiB denken wir uns die ersten Zahlen der
vorausgesetzten Abzdhlung so angeschrieben:

1) 0,y 0503 Ay . . .
2) 0,by 0y83b,...
3) 0,C1 CyC3C4. ..
4) 0,dydydgdy. ..

Hierbei bedeuten die Buchstaben (a, usw.) stets Ziffern zwischen
o und 9. Denken wir uns diese Liste endlos fortgesetzt, so muf3
sich nach Voraussetzung jede reelle Zahl samt ihrer Platznum-
mer darin finden.

Indes ist es leicht reelle Zahlen zwischen o und 1 anzugeben,
die in dieser Liste nicht vorkommen konnen. Bezeichnen wir
z. B. mit ¢, die Ziffer 1 oder, falls zufillig a, = 1 ist, die Ziffer 2,
und setzen wir ebenso f, = 1 bzw. (falls by = 1) f, = 2, ent-
sprechend y3 = 1 bzw. (falls ¢3 = 1) 3 = 2 usw., so erhalten wir
eine Folge von Ziffern

a3, Ba, V3, 045+« -
von der Eigenschaft, daB (fiir jeden Wert von #) die »'® Ziffer
dieser Folge stets verschieden ist von der #'*® Ziffer des n'*®

Dezimalbruchs obiger Abzihlung. Der so durch die ,,Diagonale*
jener Abzdhlung bestimmte unendliche Dezimalbruch

D=0,a1ﬂ2y364...,
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der wiederum eine reelle Zahl zwischen o und 1 darstellt, kommt
also in der Abzihlung nicht vor, da D sich von jeder dort stehen-
den Zahl in mindestens einer Dezimalen unterscheidet.?) (Ubrigens
gelangt man offenbar auf dem gleichen Weg auch zu anderen der-
artigen Zahlen.) Unsere Abzdhlung enthilt also nicht alle reellen
Zahlen zwischen o und 1, und die Voraussetzung, wonach die
Menge all dieser Zahlen abzidhlbar sein sollte, ist demnach un-
haltbar. Fiir die Kardinalzahl dieser Menge ist also ein von a
verschiedenes Zeichen erforderlich; man bezeichnet sie meist mit
¢t (Machtigkeit des Kontinuums).

Wohl niemand, der diesen Beweis zum erstenmal kennenlernt,
wird bei aller Bewunderung des einfachen und weittragenden
Grundgedankens (,,Diagonalverfahren’ genannt) ein pein-
liches Gefiihl unterdriicken kénnen, dem eine tiefere Berechtigung
zukommen diirfte als der Abneigung ScHOPENHAUERS gegen den
,,Miusefallenbeweis des pythagoreischen Lehrsatzes’; ein Ge-
fiihl, das zwar die zwingende Kraft des Gedankenganges nicht
leugnet, in der Anordnung seiner Schliisse aber etwas Hinter-
listiges oder wenigstens Unfaires empfindet. Ein erheblicher Teil
dieses Widerstrebens verschwindet, wenn man den Beweis, statt
indirekt, vielmehr im Hauptteil direkt anlegt — eine logische Ver-
einfachung, die unabhingigist von der besonderen Natur des vorlie-
genden Satzes und deren Unterbleiben in zahllosen mathemati-
schen Beweisen sich nur durch eine mehr alte als gute Gewohnheit
erklirt (vgl. Hessenberg 3, S. 11ff.). Hiernach besagt das Diago-
nalverfahren: Zu jeder gegebenen abzihlbaren Menge reeller Zah-
len zwischen o und 1 kann man stets ebensolche Zahlen angeben,
die in jener Menge nicht vorkommen. Daraus folgt sofort, dal3
die Menge aller reellen Zahlen zwischen o und 1 nicht abzihlbar
ist; denn weitere Zahlen dieser Art karin es ja nicht geben.

9) Das Wesentliche einer derartigen Zahlkonstruktion liegt natiirlich
nicht in der Berechnung der ersten paar Dezimalstellen, auf die es im
Grunde wenig ankommt, sondern in der Angabe eines allgemeinen Be-
rechnungsgesetzes, wie es in den beiden letzten Absitzen enthalten
ist. Entsprechendes gilt fiir alle konstruktiven Existenzbeweise der
Mathematik (vgl. Vorl. 3/4, Nr. 7).
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Auch dieser Form des Beweises wird noch nicht jedermann
vollen Geschmack abgewinnen konnen; wir kommen spiter
(Vorl. 3/4, Nr. 4) darauf zuriick, doch sei einstweilen eine unvor-
eingenommene logische Priifung des Gedankengangs empfohlen.

Noch eine andersartige Bemerkung zum vorstehenden Beweis!
Die Tatsache, daf3 der Mensch zehn Finger besitzt, hat zwar zur
Bevorzugung des dekadischen Positionssystems und der Dezimal-
briiche AnlaBB gegeben, ist aber sicherlich ohne EinfluB auf die
mathematischen Wahrheiten. DemgemiB kann man die reellen
Zahlen, statt als Dezimalbriiche (Grundzahl 10, Ziffern o bis g),
ebensogut auch als Dualbriiche (Grundzahl 2, Ziffern o und 1)
darstellen und in diesem Sinn den vorstehenden Beweis mit
einer unwesentlichen Verinderung durchfiihren. Nun lassen
sich aber die Dualbriiche

E =o0,e,¢e5e5¢4€5... (e, = 0oder 1)

anschaulich und umkehrbar eindeutig den Teilmengen E’ der
Menge der natiirlichen Zahlen {1, 2, 3, 4, 5, . . .} zuordnen, nim-
lich durch folgende Regel: in E’ soll die natiirliche Zahl # vor-
kommen oder nicht, je nachdem die »* Ziffer von E (d. i. ¢,)
1 oder o ist. (Der Dualbruch 0,1101001000100001 . .. z. B. be-
stimmt hiernach die Menge {1, 2, 4,7, 11, 16, .. .}.) Man bezeich-
net in diesem Sinn die Menge E’ anschaulich als eine gewisse
Belegung der Menge N aller natiirlichen Zahlen mit den beiden
Ziffern 1 und o oder, anschaulicher gesprochen, mit den beiden
Symbolen ,,da‘ und ,,nicht da‘“; demgemil8 ist die Menge aller
Teilmengen von N nichts anderes als die Menge aller méglichen
Belegungen von N mit jenen zwei Ziffern oder Symbolen. Unser
Beweis zeigt daher, wenn noch unwesentliche Modifikationen
angebracht werden, namentlich auch folgendes: Die Menge aller
Teilmengen einer abzdhlbar unendlichen Menge ist ihrerseits
nicht mehr abzidhlbar, sondern von der gréferen Méchtigkeit .
Durch eine naturgemidfBe Verallgemeinerung dieses Diagonalver-
fahrens kann man sich schlieBlich noch von der Voraussetzung
der Abzihlbarkeit befreien und somit beweisen: Zu jeder end-
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lichen oder unendlichen Menge M existieren Mengen von noch
groferer Kardinalzahl (Mdchtigkeit), 2. B. die Menge aller Terl-
mengen von M. Es gibt also keine grifte Kardinalzahl. (Satz von
CANTOR.)

Von der iiberraschenden Anwendbarkeit dieses Ergebnisses
auBerhalb der Mengenlehre ist hier nicht der Ort zu sprechen.
Grundsitzlich aber liegt seine entscheidende Bedeutung in der
Moglichkeit, iiber den quallenhaften Allgemeinbegriff ,,Unend-
lich“ hinausgehend scharfe Unterschiede im Gebiete des Unend-
lichen zu machen und so im Bereich der (unendlich vielen ver-
schiedenen) unendlichen Kardinalzahlen eine Arithmetik auf-
zubauen. Diese zeigt sogar bemerkenswerte Ahnlichkeiten mit
der Arithmetik der endlichen Zahlen, wenn es auch unbillig und
vergeblich wire zu verlangen, dafl sich bei dem ungeheuren
Schritt vom Endlichen zum Unendlichen einfach alle Verhilt-
nisse der gewodhnlichen Arithmetik unverdndert iibertragen
lassen.

6. Das Rechnen mit Mengen und Kardinalzahlen. Um mit
Kardinalzahlen rechnen zu kénnen, definieren wir zunichst ein
Rechnen mit Mengen. Als Summe oder Vereinigungsmenge be-
liebig vieler gegebener Mengen gilt diejenige Menge, die all die Ele-
mente und nur sie enthilt, welche in irgendeiner der gegebenen
Mengen (der ,,Summanden‘) vorkommen. Sind die als Summan-
den auftretenden Mengen paarweise elementefremd, so wird die
Kardinalzahl der Summe als die Summe der Kardinalzahlen der
einzelnen Summanden bezeichnet. Damit diese Festsetzung der
Addition einen eindeutigen Sinn habe, ist offenbar die Voraus-
setzung der Elementefremdheit unerlaBlich; sonst wiirde 2 + 3
gleich 5 oder auch gleich 4 zu gelten haben, je nachdem die beiden
Summanden mit 2 bzw. 3 Elementen kein oder e/n gemeinsames
Element aufweisen. DaB3 und inwiefern jene Voraussetzung in
der Tat geniigt, um die obige Definition der Addition von Kar-
dinalzahlen sinnvoll zu machen, wird uns noch spiter (Vorl. 5/6,
Nr. 8) beschéftigen. Hiernach ist z. B. a 4 a = a, da die Menge
der positiven ganzen Zahlen, die der negativen ganzen Zahlen
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einschlieBlich Null, endlich auch die aller ganzen Zahlen simtlich
abzihlbar sind. Ebensoista + a + a 4 ... = a (abzdhlbar un-
endlich viele Summanden), wie die Abzdhlbarkeit der Gesamit-
heit der rationalen Zahlen (Nr.4) erkennen 148t; die Summe ab-
zdhlbar unendlich vieler abzdhlbarer Mengen ist wiederum
abzihlbar.,

Als Durchschnitt beliebig vieler gegebener Mengen wird die
Menge derjenigen Elemente bezeichnet, die in allen gegebenen
Mengen gleichzeitig vorkommen. Der Durchschnitt elemente-
fremder Mengen ist also die Nullmenge.

Unter dem Produkt!?) (oder der Verbindungsmenge) zweier
elementefremder Mengen 4 und B versteht man die Menge aller
,,Paare” {a,b}, wo aalle Elemente von 4 und (unabhingig davon)
b alle Elemente von B zu durchlaufen hat. Allgemeiner bedeutet
das Produkt A - B+ C - D ... beliebig vieler, paarweise elemente-
fremder Mengen (,,Faktoren*) 4, B, C, D, ... die Menge, deren
Elemente alle méglichen Mengen {4, b, ¢, d, . . .} sind, wobei un-
abhingig voneinander a4 bzw. b usw. die simtlichen Elemente
von A bzw. B usw. durchliuft. Das Produkt ist dann und nur
dann die Nullmenge, wenn unter den Faktoren sich die Null-
menge befindet. Wiederum schreiten wir von der Multiplikation
von Mengen zu der von Kardinalzahlen fort durch die Fest-
setzung: die Kardinalzahl des Produktes paarweise elemente-
fremder Mengen gilt als das Produkt der Kardinalzahlen der ein-
zelnen Faktoren.

Die ZweckmiBigkeit dieser (auf den ersten Blick vielleicht
willkiirlich erscheinenden) Definitionen und ihre gleichzeitige
Giiltigkeit fiir die gewdhnliche Multiplikation im Endlichen er-
hellt sofort, wenn man sich als Faktoren lauter endliche Mengen,
und zwar in endlicher Anzahl vorstellt. Um ein nicht-endliches
Beispiel zu gewinnen, schlieBt man aus der Aquivalenz zwischen
den Mengen der natiirlichen und der rationalen Zahlen (bzw. der

10) Manche Autoren verstehen unter,,Produkt‘‘ den Durchschnitt, was
sachlich mit guten Griinden zu belegen ist; der Einfachheit halber ziehen
wir hier die obige Bezeichnungsweise vor.
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Punkte einer geraden Strecke und eines Quadrats) (Nr. 4) sehr
leicht: a+a =a (bzw. ¢ ¢ = ¢).

Unmittelbar hieraus — wenn man nimlich die Faktoren unter-
einander dquivalent, d. h. von der gleichen Kardinalzahl annimmt
— folgt die Bedeutung einer Potenz m™, in der die Basis m wie
der Exponent n Kardinalzahlen sind. Wir setzen diesen Begriff
noch in Beziehung zu einem schon behandelten Beispiel. Zu Ende
von Nr. 5 erwies sich die Menge der reellen Zahlen zwischen
o und 1 als im wesentlich dasselbe wie die Menge aller méglichen
Belegungen der Menge der natiirlichen Zahlen mit zwei Ziffern (z. B.
mit o und 1). Wie man aus dem vorletzten Absatz mittels einer
einfachen Uberlegung schlieBen kann, fillt diese Menge von Be-
legungen wiederum (bis auf die Bezeichnung) zusammen mit
einem Produkt aus abzihlbar unendlich vielen Mengen von je zwei
Elementen. SchlieBlich hat einderartiges Produkt nachdem Beginn
dieses Absatzes die Kardinalzahl 2% Hiernach 148t sich der Satz
von Cantor auch so ausdriicken: Die Menge aller Teilmengen
der Menge der natiirlichen Zahlen hat die Kardinalzahl 2% = ¢,
die groBer ist als a; entsprechend besitzt die Menge aller Teil-
mengen einer Menge von der Kardinalzahl m die Kardinalzahl 2™,
die grofer ist als m. Wegen der Rolle, die in diesem Satz die
Potenz spielt, wird die Menge aller Teilmengen (Untermengen)
der Menge M kurz die Potenzmenge von M genannt und mit
UM bezeichnet.

7. Geordnete Mengen. Ahnlichkeit und Ordnungstypus. Genau
entsprechend, wie die Begriffsbildung der Kardinalzahl (Nr. 2)
eine naturgemiBe Verallgemeinerung des endlichen Anzahl-
begriffs darstellt, gelangt man vom Begriff der endlichen Ord-
nungszahl aus zu dem des beliebigen Ordnungstypus. Zu
diesem Zweck betrachten wir neben den Mengen schlechthin
auch geordnete Mengen, die nicht schon durch die Gesamt-
heit der in ihnen enthaltenen Elemente bestimmt sind, sondern
fiir die noch das Merkmal einer Ordnungsrelation hinzutritt, also
einer bestimmten Reihenfolge, in der die Elemente innerhalb der
geordneten Menge auftreten. Fiir je zwei verschiedene Elemente
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m und m' der geordneten Menge M soll demgemal eindeutig fest-
stehen, obin M m 3 m’ (,mvorm'”, ,m' nach m*, ,m voran-
geht und m’ nachfolgt”) oder m’ < m. Die Ordnungsrelation hat
(genau wie sonst in der Mathematik) die ,,transitive’* Eigenschaft :
sind m, m’ und m" Elemente der geordneten Menge M, so folgt
aus m < m’ und m’ 3 m'’ stets m < m”’. Durch eine geordnete
Menge werden von selbst alle ihre Teilmengen geordnet.

Die ndmliche Menge kann auf verschiedene Weisen geordnet
werden und so zu verschiedenen geordneten Mengen Anlaf3 bieten.
Z. B. besitzt die Menge aller positiven rationalen Zahlen (gemei-.
nen Briiche) in der iiblichen, der GroBe der Zahlen entspre-
chenden Anordnung weder ein erstes (kleinstes) noch ein letztes
(groBtes) Element, und ,,zwischen je zwei verschiedenen posi-
tiven rationalen Zahlen liegen stets noch unendlich viele andere.
In der abgezdhlten Anordnung von Nr. 4 hingegen enthilt die
Menge der positiven rationalen Zahlen zwar gleichfalls kein letz-
tes Element, wohl aber ein erstes (die Eins) und zu jedem ihrer
Elemente ein unmitteibar nachfolgendes (das nichste auf dem
dortigen Zickzackweg). Wahrend ungeordnete Mengen, die in
ihren Elementen iibereinstimmen, im Sinn von Nr. 1 als gleich
zu betrachten sind, gelten geordnete Mengen eben erst dann
als gleich, wenn {iberdies noch in beiden fiir jedes Paar gleicher
Elemente stets die ndmliche Reihenfolge festgelegt ist. — Es
bleibe iibrigens dahingestellt, ob nicht, wie jedenfalls psycho-
logisch, so auch logisch der Begriff der geordneten Menge der
urspriingliche, der der ungeordneten Menge aber erst der ab-
geleitete ist.

Sind zwei geordnete Mengen M und N gegeben, so kann es
sein, dal3 zwischen ihren Elementen eine Zuordnung folgender
Art herstellbar ist: erstens ist die Zuordnung wie in Nr. 2 um-
kehrbar eindeutig, stellt also eine Abbildung zwischen M und N
dar; zweitens herrscht in je zwei vermége der Zuordnung ein-
ander entsprechenden Elementepaaren beidemal die ndmliche
Anordnung, d. h. sind m und »' irgend zwei Elemente von M,
n und »’ die ihnen zugeordneten.von N, so steht % vor »’ oder
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umgekehrt in N, je nachdem m vor m' in M steht oder umgekehrt.
Eine Abbildung zwischen geordneten Mengen mit dieser zweiten
Eigenschaft heiBt eine d4hnliche Abbildung, und geordnete
Mengen werden einander dhnlich genannt, falls eine dhnliche
Abbildung zwischen ihnen mdglich ist. Eine zwar notwendige,
keineswegs aber hinreichende Bedingung der Ahnlichkeit geord-
neter Mengen ist demnach ihre Aquivalenz. SchlieBlich gelangt
man vom Begriff der Ahnlichkeit zu dem des (endlichen oder
unendlichen) Ordnungstypus genau ebenso, wie in Nr. 2 vom
Begriff der Aquivalenz zu dem der Kardinalzahl: #hnlichen
geordneten Mengen und nur solchen kommt also der ndmiiche
Ordnungstypus zu.

Im Endlichen pflegt man zwischen Anzahlen (Kardinalzahlen)
und Ordnungszahlen (Ordnungstypen) keinen wesentlichen Un-
terschied zu machen; die Zahl 3 dient iiblicherweise als Kardinal-
zahl und gleichzeitig als Ordnungstypus einer (geordneten) Menge
von drei Elementen. Das beruht lediglich auf dem Satz, wonach
die aus einer endlichen Menge durch alle méglichen Anordnungen
entstehenden geordneten Mengen sdmtlich einander dhnlich sind
(vgl. Vorl. 9/10, Nr. 5). Hingegen gehéren zu einer unendlichen
Kardinalzahl oder Menge, wie man nach den oben angefiihrten
Beispielen leicht einsieht, neben einem Ordnungstypus immer
noch weitere (sogar unendlich viele verschiedene), die den mog-
lichen Umordnungen entsprechen.

Uber das Rechnen mit Ordnungstypen sei nur das eine ver-
merkt: 148t man auf die Elemente einer Menge vom Ordnungs-
typus x4 die Elemente einer Menge von Ordnungstypus » #nach-
folgen, so wird der Ordnungstypus der entstehenden geordneten
Gesamtmenge mit y -+ » (in dieser Reihenfolge) bezeichnet.

8. Wohlgeordnete Mengen und Ordnungszahlen. Bei den un-
endlichen Kardinalzahlen blieb (vgl. Nr. 3) die Frage ihrer Ver-
gleichbarkeit einstweilen unentschieden, weshalb man Bedenken
trug sie als Zahlen zu titulieren und die Bezeichnung ,,Kardinal-
zahl" vielfach durch ,,Michtigkeit*‘ ersetzte. Bei den Ordnungs-
typen ist eine GroBenanordnung, die ihnen Vergleichbarkeit
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sichern konnte, sogar keinesfalls moglich. Dagegen gibt es eine
ausgezeichnete Klasse von Ordnungstypen, innerhalb deren eine
Gr6Benanordnung mit durchgingiger Vergleichbarkeit leicht
ausfithrbar ist; die Ordnungstypen dieser Klasse fithren den
Ehrennamen ,,Ordnungszahlen’.

Um sie zu definieren, gehen wir wieder von den Mengen aus
und bezeichnen eine geordnete Menge als wohlgeordnet, falls
jede von o verschiedene Teilmenge von ihr (also auch sie selbst)
ein erstes Element besitzt. Jede endliche geordnete Menge wie
auch z. B. die Menge der natiirlichen Zahlen in der iiblichen
Anordnung ist also wohlgeordnet, nicht aber die Menge aller
ganzen Zahlen in ihrer GréBenanordnung :

{...—4,—3—2,—1,0,1,2,3,4,...}

und nicht die Menge der ihrer Gré8e nach geordneten rationalen
(oder reellen) Zahlen. In einer wohlgeordneten Menge muf} es
nach Definition z. B. unter allen auf ein festes Element folgenden
Elementen ein erstes geben, d. h. zu jedem Element einer wohl-
geordneten Menge gibt es ein unmittelbar nachfolgendes.

Die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen (u. a. also alle
endlichen Ordnungstypen) heien Ordnungszahlen. Es ist
leicht eine Gréflenanordnung der Ordnungszahlen derart zu defi-
nieren, daf sie sich mit der im Endlichen verwendeten Anordnung
deckt, und daB je zwei Ordnungszahlen stets vergleichbar sind.
Auf jede Ordnungszahl y folgt eine ndchstgrofere, ndmlich u + 1
(vgl. den Schlufl der vorigen Nr.). Bezeichnet man die Ordnungs-
zahl jeder abgezihlten Menge (vgl. Nr. 4), d. h. der Menge der
natiirlichen Zahlen in der iiblichen Reihenfolge oder einer dazu
dhnlichen Menge, mit w und schreibt man die (sich entsprechend
wie vorhin erklirende) Summe w + w kiirzer als w * 2 usw., so
beginnt bei Anordnung der GroéBSe nach die Gesamtheit O aller
Ordnungszahlen wie folgt :

0,1,2,3,...0,0 +IL,w+2... 0w 2,w*2+IL,0"2+2,...
W '3,03+I...04.. 0 0,00+I,...0-0+0w,...
Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre 2
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Bei Verwendung eines geeigneten Potenzbegriffs kann man mit
relativ einfacher Schreibweise bis zu noch sehr viel gréBeren
Ordnungszahlen vorwirtsschreiten. Das Bildungsgesetz der an-
gedeuteten (iibrigens selbst wohlgeordneten) Aufeinanderfolge,
das dieser eine unbeschrinkte und eindeutige Fortsetzbarkeit
sichert, 148t sich offenbar so ausdriicken: Jede Ordnungszahl u
ist der Ordnungstypus der wohlgeordneten Menge aller (in der
Reihenfolge nach ihrer GréBe auftretenden) kleineren Ordnungs-
zahlen als u.

Diese iiberaus kiithne Fortsetzung der gewdhnlichen Zahlen-
reihe in das Unendliche hinein und weiter innerhalb des Unend-
lichen bedeutet einen der folgenreichsten Schritte Caxtors, der
daran eine durch innere Schénheit ausgezeichnete Theorie an-
kniipft; HiuserT beurteilt diese als ,,die bewundernswerteste
Bliite mathematischen Geistes und iiberhaupt eine der héchsten
Leistungen rein verstandesmiBiger menschlicher Titigkeit*
(Hilbert 5, S. 167).

Zwei wohlgeordnete Mengen lassen sich hinsichtlich der ihnen
zukommenden Ordnungszahlen stets vergleichen: entweder sind
sie dhnlich, d. h. von gleicher Ordnungszahl, oder eine von ihnen
hat eine kleinere Ordnungszahl als die andere. In beiden Fillen
ist die eine Menge dhnlich zu einer Teilmenge der anderen (even-
tuell zu dieser selbst). Daher sind (vgl. Nr. 3) je zwes wohlgeord-
nete Mengen auch hinsichtlich ihrer Kardinalzahlen stets ver-
gleichbar. Die Kardinalzahlen wohlgeordneter Mengen lassen sich
in analoger Weise ihrer GréBe nach anordnen wie die Ordnungs-
zahlen; insbesondere folgt auf die kleinste unendliche unter ihnen,
namlich auf die Kardinalzahl a = X, der abgezihlten Mengen, die
ndchstgroBere (Alef-Eins) usw., wie es das Schema der ,,Alefs*

0,1,2,...8, Ny, Ny, ... N R

w4120

w?

andeutet.

9. Wohlordnungssatz und Vergleichbarkeitssatz. Das Konti-
nuumproblem. Aus einer ungeordneten oder einer zwar geord-
neten, aber nicht wohlgeordneten Menge kann man in vielen
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Fillen durch geeignete Anordnung oder Umordnung der Elemente
mit Leichtigkeit eine wohlgeordnete Menge herstellen; von der
auf S. 17 angeschriebenen Menge aller ganzen Zahlen in ihrer
GroBenanordnung z. B. gelangt man durch Umordnung zu der
wohlgeordneten Menge :

{o,1,—1,2,—2,3, —3,...}.

Angesichts der besonders einfachen Gesetze, die im Reich der
wohlgeordneten Mengen und der Ordnungszahlen herrschen,
wiirde es von iiberwiltigend groBer Bedeutung sein, wenn es
gelange, fiir jede Menge eine derartige Anordnung zu einer wohl-
geordneten Menge oder kiirzer: eine Woklordnung zu ermoglichen.
U. a. wiirde dann das Problem der Vergleichbarkeit beliebiger
Mengen hinsichtlich ihrer Kardinalzahlen (vgl. Nr. 3) gelost sein;
denn die aus zwei gegebenen Mengen durch Wohlordnung ent-
stehenden wohlgeordneten Mengen sind nach dem vorigen Ab-
satz hinsichtlich ihrer Kardinalzahlen vergleichbar, also auch die
gegebenen Mengen, deren Elementebestand ja durch die Wohl-
ordnung nicht veridndert wird.

In Bestdtigung einer alten Vermutung Canrors, der die Wohl-
ordnungsfihigkeit jeder beliebigen Menge als ein ,,grundlegen-
des und folgenreiches, durch seine Allgemeingiiltigkeit beson-
ders merkwiirdiges Denkgesetz’‘ bezeichnet, hat ZerMELO im
ersten Jahrzehnt dieses Jahrhunderts in zwei historisch ge-
wordenen Arbeiten (Zermelo 1 und 2) Beweise des Wohl-
ordnungssatzes geliefert, der aussagt, daB jede Menge wohl-
geordnet werden kann. Von diesen Beweisen, die heftige Angriffe
auf sich gezogen haben, wird spiter noch die Rede sein (Vorl. 3/4,
Nrn. 3 und 7; 5/6, Nm. 7{.). Eine unmittelbare Folge des Wohl-
ordnungssatzes ist nach dem vorigen Absatz der Vergleich-
barkeitssatz, wonach von je zwei verschiedenen Kardinal-
zahlen eine kleiner ist als die andere (und somit kein AnlaB zu
einer Unterscheidung zwischen Kardinalzahlen und Méchtig-
keiten besteht).

Wenn hiernach jede Michtigkeit sich als Kardinalzahl einer

2#
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wohlgeordneten Menge auffassen liBt, so muB auch die Michtig-
keit ¢ des Kontinuums, die nach Nr. 5 groBer ist als 8,, unter
den zu Ende von Nr. 8 angeschriebenen Alefs auftreten. Das
Kontinuumproblem, das seit mehr als drei Jahrzehnten im
Vordergrund des mathematischen Interesses steht, besteht in der
Frage: mit welchem dieser Alefs fillt ¢ zusammen? Obgleich die
von Canrtor aufgestellte Hypothese ¢ =N, vieles fiir sich hat,
ist doch eine endgiiltige Losung des Problems bis heute nicht ge-
lungen (vgl. Vorl. 3/4, Nr. 7). Die Canrtorsche Hypothese
besagt, dall das Kontinuum das zweitkleinste Alef (nichst dem
der abzdhlbaren Mengen) als Kardinalzahl besitzt, m. a. W. da3
jede unendliche Teilmenge des Kontinuums, also z. B. jede Menge
von reellen Zahlen, entweder der Menge aller natéirlichen Zahlen
oder aber der Menge aller reellen Zahlen dquivalent ist. In einer
neueren Arbeit (Sierpinski 5) findet man eine Zusammenstellung
verschiedenartiger (unbewiesener) Behauptungen, die der Cax-
rorschen Kontinuumshypothese gleichweriig sind, sowie Hin-
weise auf die Konsequenzen, die die Richtigkeit dieser Hypothese
nach sich ziehen wiirde.

10. Die Antinomien der Mengenlehre. Seit Ende des vorigen
Jahrhunderts, nachdem sich gerade Cantors Ideen gegen den
anfinglichen hartnickigen Widerspruch des iiberwiegenden Teiles
der mathematischen Welt erfolgreich durchgesetzt hatten '), erga-
ben sich eine Reihe von logischen Widerspriichen, die sich auf den
Mengenbegriff Canrors (vgl. Nr. 1) oder auch auf andere Begriffe
der Mengenlehre stiitzten und somit ernste Beunruhigung zu er-
regen geeignet waren, Einige charakteristische unter diesen
,,Antinomien‘‘ oder , Paradoxien’* der Mengenlehre seien hier
angefiihrt.

11) Gegeniiber einer irrigen Darstellung POINCUARES, die viel Verbrei-
tung gefunden hat, verdient hervorgehoben zu werden, daB neben
WEIERSTRASS auch HERMITE zu denjenigen gehoért hat, die nach anfang-
lichem Vorurteil gegen die Mengenlehre ihr spiter entschiedene Zunei-
gung entgegenbrachten (vgl. Young, S. 423).
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Das (Zermrro-) Russerische Paradoxon: Mittels logischer Dis-
junktion schlieBen wir, daB} eine wie immer beschaffene Menge
entweder sich selbst als Element enthélt oder nicht. Ob beides
vorkommen kann, braucht uns nicht zu interessieren. Ubrigens
ist z. B. die Menge {0}, die als einziges Element die Nullmenge
enthilt und demnach von der Nullmenge, die kesn Element be-
sitzt, verschieden ist, ein Beispiel der zweiten Art, ebenso die
Menge aller nattirlichen Zahlen (oder aller Menschen), die selbst
keine Zahl (kein Mensch) ist. Fiir die erste Art mag man die
Menge aller abstrakten Begriffe, die ihrerseits ein abstrakter Be-
griff ist, als passendes Beispiel ansehen; doch ist eine greifbarere
Veranschaulichung auch dieser zweiten Art moglich: man denke
etwa an ein System von zwei oder drei zweckmifBig einander
gegeniibergestellten Spiegeln, vermége dessen in dem ersten
Spiegel, neben anderen abgebildeten Gegenstinden, auch sein
eigenes Bild gewissermaBlen ,,als Element’ erscheint, in diesem
wiederum sein Abbild usw. Eine Menge, die sich selbst niché
als Element enthilt, soll fiir den Augenblick kurz eine u-Menge
genannt werden.

M sei nun die Menge aller Mengen, die sich nicht als Element
enthalten, d. h. die Menge, die als Elemente simtliche y-Mengen
und nur sie enthdlt. Vermége logischer Disjunktion ist M emnt-
weder eine u-Menge oder nicht.

Der erstere Fall besagt, da M sich nicht als Element enthilt.
Da M nach Definition aber alle u-Mengen enthalten sollte, ist
die erste Annahme ausgeschlossen. Wenn somit der zweite Fall
zutrifft, also M keine u-Menge ist, so heiBt dies: M enthalt sich
selbst als Element. M enthielte somit eine Menge, die keine u-
Menge ist, entgegen der Definition von J{. Beide Annahmen sind
also unhaltbar, d. h. die Menge M ist ein in sich widerspruchs-
voller Begriff, obgleich sie nach der Mengendefinition CANTORS
gebildet ist.

Die Burarr-Forrische Antinomie. Die Ordnungszahl der in
Nr. 8 betrachteten wohlgeordneten Menge O, die alle méglichen
Ordnungszahlen (ihrer GroBe nach geordnet) als Elemente ent-
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hilt, werde mit £ bezeichnet. Nach dem dort angegebenen
Bildungsgesetz der Ordnungszahlen ist £2 gleichzeitig auch die
Ordnungszahl der wohlgeordneten Menge all der (der GroBe nach
geordneten) Ordnungszahlen, die kleiner sind als £2; diese Menge,
die somit zu O ahnlich ist, erweist sich unschwer als mit O
identisch. Da O sdmiliche Ordnungszahlen enthalten sollte, so
wire hiernach jede Ordnungszahl kleiner als £2, d. h. 2 wire
keine Ordnungszahl, obgleich vorher £ gerade als Ordnungszahl
definiert worden war. Auch die Menge aller Ordnungszahlen ist
also mit einem Widerspruch behaftet.

Ricrarps Paradoxie. Aus dem deutschen Alphabet einschlieS3-
lich Ziffern, Interpunktionszeichen und Spatien denken wir uns
alle moglichen Verbindungen von n Zeichen hergestellt. Welches
immer die natiirliche Zahl # sei, stets wird man nur endlich viele
Verbindungen erhalten; unter ihnen werden zwar die meisten
sinnlos sein, aber manche doch eine (auBermathematische oder
mathematische) Bedeutung haben, und unterletzteren méglicher-
weise einige sich als Definitionen von Dezimalbriichen erweisen.
Denkt man sich fiir alle Werte von # = 1, 2, 3, ... in infinitum
jeweils die endlich vielen so zugehorigen Dezimalbriiche ange-
schrieben (unter Ausmerzung etwaiger Wiederholungen), so er-
hilt man insgesamt eine abzdhlbar unendliche Menge von De-
zimalbriichen, die Menge aller ,,endlich definierbaren’’ Dezimal-
briiche.

Nach dem Diagonalverfahren, wie es im dritten Absatz von
Nr. 5 angewandt wurde, 14Bt sich mittels dieser Menge sofort
ein wohlbestimmter Dezimalbruch herstellen, der der Menge nicht
angehért. Das muB also ein #nicht endlich definierbarer Dezimal-
bruch sein. Soeben aber wurde dieser Dezimalbruch gekenn-
zeichnet in einer Art, die eine nicht nur endliche, sondern sogar
recht kurze vollstindige Definition dieses Dezimalbruches ge-
stattet! (Vgl. hierzu Vorl. 7/8, Nr. 6.) Wenn man sich iibrigens
auf den wohl unvermeidlichen Standpunkt stellt, daB jeder iiber-
haupt definierbare Begriff ,,endlich definierbar* ist, und iiber-
dies bedenkt, daf3 besondere Eigenschaften der Dezimalbriiche
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als solcher in dem Gedankengang des vorigen Absatzes nicht zur
Verwendung kommen, so zeigt dieser sogar, dal die Gesamtheit
aller definierbaren Begriffe abzdhlbar ist.

Der nimliche Grundgedanke 4Bt noch viel einfachere Ver-
wendung zu. Wir betrachten alle (endlich vielen) méglichen Laut-
verbindungen aus dem deutschen Alphabet bis zur Maximal-
gréBBe von 30 Silben. Unter denjenigen dieser Verbindungen,
die tiberhaupt in der deutschen Sprache einen eindeutigen Sinn
haben, gibt es solche, die eine natiirliche Zahl definieren (z. B.:
,,die kleinste zweiziffrige Zahl, die keinen ungeraden Primfaktor
besitzt [d.i. 16] oder ,,die groBte Primzahl der Form 2% mit
hochstens dreiziffrigem Exponenten # [unbekannt, aber ein-
deutig bestimmt] usw.). Da die endlich vielen Verbindungen um
so mehr nur endlich viele natiirliche Zahlen definieren, so gibt es
weitere, auf diese Art nicht definierbare natiirliche Zahlen und
unter diesen eine wohlbestimmte kleinste. Das ist also die kleinste
nattirliche Zahl, die wicht mit dreifig oder weniger Silben in deutscher
Sprache definierbar ist. Die letzten kursivgedruckten Worte
stellen aber eine eindeutige Definition eben dieser Zahl mit gerade
dreiflig Silben dar!

11. Die Wirkung der Antinomien. Auf die verschiedenartigen
Versuche von philosophischer und mathematischer Seite, diese
und dhnliche Widerspriiche entweder aufzulosen oder wenigstens
systematisch zu vermeiden, ist hier nicht der Ort einzugehen;
vgl. auch Vorl. 3/4, Nr. 2, und Vorl. 7/8, Nr. 5. Fiir die reiche
Literatur hierzu sei etwa auf die Angaben bei Fraenkel 4
(namentlich S. 152) verwiesen.l?) Daf} eine befriedigende Auf-
16sung oder auch nur eine einheitliche Auffassung hierzu erzielt
worden sei, wird man gewif3 nicht behaupten kénnen.

Wenn so mittels der Grundbegriffe eines Teilgebietes der

12) An neuestens hinzugekommener Literatur seien Brodén, Finsler,
Horak, Langer 1, Mirimanoff 2, Richard, Weyl 2, Dieck 1 und Petzoldt
erwahnt; die beiden letzten Aufsitze diirften allerdings in einigen wesent-
lichen Punkten auf MiBverstadndnissen beruhen. Man vgl. auch Vorl. 3/4,
Nr. 8, FuBinote 6 (S. 40).
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Mathematik, dieser um ihrer Sicherheit willen sprichwértlich
gewordenen Wissenschaft, auf anscheinend einwandfreiem Weg
Widerspriiche herzuleiten sind, so wird man die zu Beginn unseres
Jahrhunderts entstandene Beunruhigung begreifen, die in der
Erschiitterung der Mengenlehre mit Recht die Vorbereitung eines
Angriffs gegen die Grundfesten der Mathematik iiberhaupt er-
blickte. Besonders niederdriickend war dabei der Umstand, daf3
in Paradoxien wie der RusseLrschen nicht etwa tieferliegende
Begriffe oder Sdtze der Mengenlehre auftreten, sondern aus-
schlieBlich der Mengenbegriff Canrtors, der den Ausgangspunkt
der ganzen Mengenlehre bildet; wenn es also nicht gelang diese
Begriffsbildung durch eine weniger ansté8ige Definition zu er-
setzen — und das gelang nicht —, so waren nicht einmal Tezle der
jungen Disziplin zu retten, sie mullte anscheinend trotz all ihrer
Erfolge auf dem Altar der Widerspruchsfreiheit der Mathematik
geopfert werden.

Freilich hitte den Mengentheoretikern der Ausweg offenge-
standen, etwa zu sagen: die Widerspriiche sind nicht wesentlich
mengentheoretischer, sondern allgemein logischer Natur?3), und
den Anspruch, widerspruchsfreier als die Logik zu sein, erhebt
die Mengenlehre nicht, die wie jede Wissenschaft mit logischen
Methoden arbeitet. In der Tat erkennt man eine Verwandtschaft
etwa der Russernschen Paradoxie mit gewissen Kanrischen
Antinomien, ja sogar mit dem ,liigenden Kreter* der Sophisten
oder mit dem Dorfbarbier als ,,dem Mann im Dorf, der all die
Minner im Dorf rasiert, die sich nicht selbst rasieren“ und der

13) Andererseits konnen zur gedanklichen Analyse der Antinomien auch
verwandte Bildungen rein mathematischer, und zwar nicht mengentheore-
tischer Natur niitzlich sein wie z. B. die folgende: » sei der gro8te gemein-

¥ x
same Teiler der ganzzahligen unter den Zahlen 6, P 8. Fiir ganzzahlige e

ist diese Definition offenbar nicht zu realisieren; 143t man aber demgema
x x
. fort, so ergibt sich ¥ = 2, womit e wiederum ganzzahlig ware. Natiir-

lich wird kein Mensch eine derartige Definition als von vornherein zulassig
ansehen; vgl. ndchste Vorlesung, Nr. 2.
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hiermit dazu verdammt ist, sich weder rasieren noch nicht ra-
sieren zu diirfen. Als Paradigma der logischen Form dieser Anti-
nomie gibt RusseLr die Eigenschaft ,,impridikabel”, die, von
einem Begriff @ ausgesagt, bedeuten soll, daB3,, a ist a*‘ eine falsche
Behauptung ist; kontradiktorisches Gegenteil: ,,pridikabel‘.
(,,Konkret® ist also impradikabel, ,,abstrakt’ pridikabel.) Wie
man (analog der ersten oben angefithrten Antinomie) unmittelbar
erkennt, kann dann der Begriff ,,imprddikabel weder pradikabel
noch impradikabel sein. ‘

Diese Abschiebung der Schuld auf die bése, doch unvermeid-
liche Logik war und ist aber deshalb nicht angingig, weil die
Mathematik in der Tat stolz genug ist zu verlangen, daB ihre
Definitionen und Axiome sowie die in den Beweisen verwendeten
logischen Methoden auch vor etwaigen Widerspriichen der all-
gemeinen Logik geschiitzt seien, selbst auf Kosten einer Ver-
engerung ihres Gebietes.¥) Die Wirkung der Antinomien war
daher von derart niederschmetternder Wirkung, daf3 selbst her-
vorragende Forscher, die in ihren Ideen CanNTor so verwandt
waren wie DEpExIND und FrREGE, tatsichlich das Feld riumten.!?)
Der fast beispiellose Aufstieg der Wissenschaft vom Unendlichen
scheint so durch einen jihen und unbegreiflichen Absturz be-
endet, die Mengenlehre CaxnToRrs, diese ,,urspriingliche Schépfung
genialer Intuition und spezifisch mathematischen Denkens*, zur
Abdankung gezwungen.

14) Vgl. dagegen VAIHINGERS Fiktionslehre, wie sie im Hinblick auf die
Beziehungen zur Mathematik etwa in Dieck 2 zum Ausdruck kommt,
einem vom mathematischen Standpunkt aus allerdings in wesentlichen
Beziehungen zu beanstandenden Buche.

15) CANTOR selbst, der um jene Zeit lingst aufgehort hatte zu publi-
zieren, gab allerdings die Zuversicht auf den Endsieg seiner Ideen nicht
auf.
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Dritte und vierte Vorlesung.?)

Die nicht-pradikativen Begriffsbildungen.
Der Intuitionismus.

Meine Damen und Herren! Wir kénnten nunmehr zum eigent-
lichen Zweck dieser Vorlesungen tibergehen: ndmlich zu zeigen,
wie sich den letzterwihnten Gefahren zum Trotz die Mengen-
lehre begriinden und aufbauen 148t auf eine Art, die zwar nicht
so glanzvoll und himmelstiirmend ist wie CANToRs Architektonik,
die aber doch alle wesentlichen Teile des CanTorschen Gebiudes
ermoglicht und sie mit einem Schutzwall umgibt, der sie vor den
Antinomien behiitet.

Um aber die auBlerordentliche und keineswegs auf die Mengen-
lehre beschrinkte Bedeutung dieser konservativen Methode, die
uns von der fiinften Vorlesung an beschiftigen wird, ins rechte
Licht zu setzen, soll vorher in kurzen Strichen gezeigt werden,
wie im — teils innerlichen teils nur zeitlichen — Anschluf3 an die
Antinomien sich noch viel weitergehende Angriffe erhoben, die
sich nicht mehr bloB gegen die Mengenlehre, sondern gegen die
ausgedehntesten Teile der Analysis richteten und selbst den
reinsten und bestbehiiteten Zweig der Mathematik, die Arith-
metik, nicht ganz verschonten. Auch gegen diese weitergehende
und ernstere Erschiitterung soll die dann zu schildernde konser-
vative Methode nach Moglichkeit Schutz gewdhren.

Der Einwand der nicht-pridikativen Begriffsbildungen.

1. Eine Hilfsbetrachtung.?) Um die Darstellung nicht bald unter-
brechen zu miissen, werde zunichst der Gedankengang einer Ableitung des
Fundamentalsatzes der Algebra kurz skizziert; einer Ableitung, die unter den
vielen Beweisen dieses Satzes einen ausgezeichneten Platz einnimmt nicht

1) Der Inhalt dieser beiden Vorlesungen (besonders von Nr. 6 ab) ist
fiir das Verstindnis der spiteren Vorlesungen nicht unbedingt erforderlich.

2) Gedankenginge von schwierigerer oder spezieller Art sind im fol-
genden 6fters in kleinerem Druck gehalten; sie kénnen von dem we-
niger Gelibten bei der erstmaligen Lektiire fiberschlagen werden.
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wegen der Reinheit der Methode, wohl aber wegen der Einfachheit
und Natiirlichkeit des (wesentlich von CaucHY stammenden) Gedanken-
ganges. Um den Fundamentalsatz zu beweisen, nach dem eine beliebige
ganze rationale Funktion von # mit reellen oder komplexen Koeffizienten

f (%) = ap#™ + alxn—l + ot ay_ ¥+ a,

stets mindestens eine (reelle oder komplexe) Nullstelle ¥ = x, besitzt,
wird zunichst ein Hilfssatz abgeleitet, wonach zu irgendeinem Wert
x = #/, fiir den f(#') 5o, sich stets in der Nachbarschaft von #’ ein
weiterer Wert #”” so bestimmen 1a8t, daB | f(#”") | kleiner ist als | /(") | .
Weiter wird f (#) in einem hinlanglich groBen Kreis der komplexen #-Ebene
betrachtet und [z. B. aus der Stetigkeit von f(#)] gefolgert, daB | f(#) |
an irgendeiner Stelle innerhalb dieses Kreises einen kleinsten Wert
(Minimum) annimmt, m. a. W. daB es unter allen Werten von | f(#) | in
jenem Kreis einen kleinsten gibt. SchlieBlich muB dieser kleinste Wert
die Null sein; denn sonst giabe es nach dem Hilfssatz in der Nachbarschaft
der betreffenden Stelle (also immer noch im fraglichen Kreis) eine Stelle,
an der | f(#) | noch kleiner wire.

2. Die nicht-prddikativen Verfahren. J. Ricuarp und HENr1
PoIiNcARE sowie — namentlich unter des letzteren Einfluf —
B. RusseLryn erblickten den Quell des Bosen, aus dem die Anti-
nomien hervorgingen, in den sogenannten nicht-priadikativen
Verfahren (Poincaré 4, S. 1611ff.; Russell 1). Man versteht hier-
unter nach Russerr die (alsbald an Beispielen zu veranschau-
lichende) Methode, einen Begriff, der einer gewissen Gesamtheit
als Glied (Individuum) angehért, in der Weise zu kennzeichnen,
daB in die Definition eben jene Gesamtheit eingeht.?) Z. B. wird
in Ricuarps Paradoxie ein bestimmter, sich als endlich definier-
bar erweisender Dezimalbruch mittels der Gesamtheit aller end-
lich definierbaren Dezimalbriiche gebildet, nimlich aus dieser
Gesamtheit mittels des Diagonalverfahrens hergeleitet. Man
kann sich Definitionen solcher und etwas allgemeinerer Art ver-
anschaulichen durch das Schema der Beziehung

M={ab,c ...%v12...},
3) Allgemeiner hei8t nach RusSeLL ein Verfahren der Definition zweier
Begriffe dann nicht-pradikativ, wenn in die Definition eines jeden unter
ihnen der andere Begriff eingeht.
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in der a, b, c, . . . feste Objekte (z. B. Mengen) darstellen, dagegen
%, Y, 2, ... in bestimmter Weise von der Menge M abhingen.
RusseLL hat mit einer gewissen Systematik Antinomien der in
der vorigen Vorlesung beschriebenen Arten entwickelt, nicht
etwa um durch deren Hiufung das Gewicht der schon durch
einen einzigen Widerspruch ausgelésten Bedenken zu verstérken,
sondern im Gegenteil um das Unheimliche der einzelnen Anti-
nomie fortzunehmen und in der Massenerscheinung ihr Charakte-
ristikum kenntlicher und greifbarer zu machen. In der Tat weist
er bei ihnen allen ein nicht-priadikatives Verfahren auf, in dem
er den wesentlichen Grund der auftretenden Widerspriiche sieht
(vgl. auch Horék), und zieht daraus den Schluf}, der Mathema-
tiker miisse sich zur Regel machen: keine Gesamtheit kann Glieder
enthalien, die nur multtels jener Gesamtheit definierbar sind und
somit ihrerseits von jener Gesamtheit abhdngen. Die nur so
definierbaren Begriffe kénnen natiirlich existieren, aber eben
nicht als Glieder jener Gesamtheit. Bei Befolgung dieser Regel,
die er zu einem Grundprinzip seines groflen logisch-mathemati-
schen Systems (vgl. Nr. 10) macht, kénnen in der Tat Wider-
spriiche wie z. B. der Riocnarpsche nicht auftreten; die fragliche
Menge von Dezimalbriichen ist dann ndmlich die Menge M all
der Dezimalbriiche, die mit endlich vielen Worten definiert wer-
den koénnen, ohne daf bei dieser Definition der Begriff deyr Menge M
selbst benutzt wird. Die Verwendung des Diagonalverfahrens im
oben angegebenen Sinn wiirde also zu einem nicht in M vor-
kommenden Dezimalbruch fithren, somit keinen Widerspruch
ergeben (vgl. auch Vorl. 7/8, Nr. 6).

Fiir die angefiihrte Regel, so selbstverstdndlich sie — als Ver-
bot eines circulus vitiosus — vielleicht auch zunéichst erscheinen
mag, gilt freilich: leichter gesagt als getan. Beim Aufbau des
Gesamtsystems der Mathematik zeigt sich die Notwendigkeit
gerade jener verpénten Begriffsbildungen an so vielen wesent-
lichen Stellen, daB RusseLn, um weder die Mathematik noch
seine Verbotsregel zu opfern, einen geradezu verzweitelten Aus-
weg wihlen mulite, der denn auch die wesentliche Schwichie
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seines sonst bewunderswerten logisch-mathematischen Gebiudes
bildet: er stellt ein Axiom auf, das — roh gesprochen — etwa
hinauslduft auf die Annahme, die in der legitimen Mathematik
notwendigen Begriffe oder ihnen, wenn nicht dem Sinne, so doch
dem Umfang nach gleichwertige lieBen sich schlieBlich immer
auch ohne Benutzung nicht-pridikativer Prozesse herstellen
(Reduzibilititsaxiom). Fiir die Annahme dieses Axioms lassen
sich leider keine sehr triftigen Griinde geltend machen, ausge-
nommen den, daB es zum Aufbau der Mathematik unentbehr-
lich scheint.

3. Beispiele hierzu., Zur hellen Beleuchtung des Sachverhalts werde
an eine interessante Diskussion zwischen ZERMELO (Zermelo 4) und
Poixcars (Poincaré 2 und 3) erinnert. Ineiner Reihe wichtiger und gedanken-
tiefer Beweise der Mengenlehre, wie sie besonders von DEDEKIND und
ZERMELO herrithren, z. B. auch im Beweis des Wohlordnungssatzes, stehen
Schliisse folgender Art im Mittelpunkt: Es wird eine Menge M betrach-
tet, deren Elemente lauter Mengen von einer fiir sie allein charakteristischen
Eigenschaft € sind; M ist also die Menge aller Mengen von der Eigen-
schaft €. In den betreffenden Fallen wird dann gezeigt, daB die Summe s
bzw. der Durchschnitt 4 aller Elemente von M wiederum die Eigenschaft
besitzt; daher gehort s bzw. d, kraft der Definition als Swumme bzw.
Duychschnitt existierend, gleichfalls der Menge A an und kann als um-
fassendste bzw. umfangsengste Menge von der Eigenschaft € charakterisiert
werden. Auf Grund eben dieser Charakterisierung spielt dann s bzw. d im
betreffenden Beweis eine entscheidende Rolle. (Triviales Beispiel: M sei
die Menge der Innengebiete aller der Kreise, die das Innengebiet eines
gegebenen festen Kreises umschlieBen; d ist das Innengebiet — d. h. die
Menge aller inneren Punkte — des festen Kreises.) Gegen Schliisse dieser
Art und gegen die Benutzung der so definierten umfassendsten oder
engsten Menge von der fraglichen Eigenschaft wendet Poimncart ein, daB
diese Mengen wiederum nicht-pradikativ definiert sind, namlich vermittels
der Menge M (d. h. der Gesamtheit aller Mengen der Eigenschaft €), von
der sie selbst spezielle Elemente sind.

Dem Verbot derartiger Schliisse und der dadurch bewirkten Ampu-
tation wichtigster und anwendungsfahigster Glieder der Mengenlehre be-
gegnet ZERMELO mit einem argumentum ad hominem: Dem in Nr. 1 an-
gefithrten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, der seit einem Jahr-
hundert als bindend anerkannt wird, stehe das namliche Verbot entgegen,
da in ihm der Minimalwert von | f(x)| eine Rolle spielt, also ein be-
stimmter unter allen moglichen Werten von | f(#) |, der seine Definition
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erst durch die Gesamtheit aller dieser Werte gewinnt (n&mlich als kleinster
unter ihnen). Ein Verbot, das derart die klassischen Beweise der Mathe-
matik antaste, kénne nicht ernst genommen werden. Nun will allerdings
Puoincang selbst auf Beweise wie den angefithrten nicht verzichten. Er
weist nimlich das nicht-pradikative Moment darin als entbehrlich nach:
statt des kleinsten unter allen méglichen Werten von | f(#) | (fir ganz be-
liebiges #) brauche man nur die ,,untere Grenze' aller fiir rationales »
sich ergebenden Sonderwerte von | f(¥) | zu betrachten, was in der Tat auf
dasselbe hinauslduft; diese untere Grenze Adénne zwar unter Umstinden
selbst ein derartiger Sonderwert von | f(¥) | sein, brauche es aber nicht zu
sein; daher kénne auch in dem letzteren schlimmsten Fall nicht von einer
nicht-pradikativen Definition die Rede sein, da dann jene untere Grenze
zwar Element der Menge aller | f(#) | mit rationalem » sei, aber nicht
kraft ihver Definition, sondern kraft eines Beweises, der ihver Definition und
Existenzsicherung evst nachfolge. Nach dieser Selbsteinschrankung des
Porncargschen Verbotes kann nun freilich ZermMeLo darauf hinweisen,
daB in seinen von Poixcare getadelten Beweisen der namliche Sachverhalt
vorliege; die Summe s oder der Durchschnitt 4 werden in der Tat zunéchst
allein in dieser Eigenschaft definiert und als existierend erkannt, und
darnach — also nachdem sowohl die Menge M wie auch die Summe oder
der Durchschnitt ihrer Elemente einwandfrei definiert sind — folgt erst
der Beweis, daB in dem gerade betrachteten Fall s oder d sozusagen ,,zu-
fallig (d. h. nicht kraft Definition) selbst der Menge M angehtren und
somit deren umfassendstes bzw. engstes Element darstellen. Das ent-
spricht einfach dem in der Logik wohlbekannten Sachverhalt, wonach im
allgemeinen sehr verschiedene Arten ein Objekt zu bestimmen moéglich
sind und diese verschiedenen Arten zwar nicht identische, wohl aber um-
fangsgleiche Begriffe liefern. Jedenfalls sind so die nicht-pradikativen Ver-
fahren in weiter Ausdehnung mit Poixcares eigenen Argumenten gerecht-
fertigt. Ja noch mehr: klammert man sich an Poixcarsis Legitimierung des
obigen Beweises, so kann man selbst an Antinomien wie z. B. der BURALI-
Forrischen (Vorl. 1/2, Nr. 10) das nicht-pradikative Moment ausschalten,
das dort fiir den Widerspruch verantwortlich sein sollte. Man fasse nam-
lich die (nach der Gr6B8e der Ordnungszahlen geordnete) Menge aller
Ordnungszahlen zunichst als eine nur schlechthin geordnete Menge O auf -
und beweise darnach erst fiir ihren Ordnungstypus, daB er eine Ordnungs-
zahl (d. h. den Typus einer wohlgeordneten Menge) darstellt und somit
ungereimterweise der Menge O als Element angehdren miiBte.

4. Nicht-pridikative Verfahren und iiberabzdhlbare Mengen
(Kontinuum). Welche Schluifolgerung auch immer man aus der
vorstehenden Auseinandersetzung ziehen mége, jedenfalls kommt
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nicht allen wesentlichen Verwendungsarten des nicht-pridikativen
Verfahrens in Analysis und Mengenlehre die Rettungsplanke zu-
gute, die Poincart den unbeabsichtigten Opfern seiner Kritik
zuwirft. Das ist bisher zu wenig beachtet worden und macht den
Zustand ernster, als er in neuerer Zeit vielfach betrachtet worden
ist. So muB, um ein Beispiel von iiberragender Bedeutung an-
zufithren, bei Cantors Fassung des Begriffes ,, Teilmenge** zu den
Elementen der Potenzmenge WM einer Menge M (Vorl. 1/2,
Nrn. 5 und 6), d. h. zu den Teilmengen von M, eine Gesamtheit
von Elementen aus M auch dann gerechnet werden, wenn ihre
Kennzeichnung nur méglich (oder bekannt) ist mittels einer De-
finition, in die die Potenzmenge UM selbst eingeht — obgleich
zu deren Elementen die zu definierende Gesamtheit ihrerseits
gehort. Eine derartige Verwendung des Begriffes der Potenz-
menge ist uns, wenn auch nur im Wege des indirekten Verfahrens,
in der Tat schon in der ersten Vorlesung entgegengetreten, und
zwar an der allerwichtigsten Stelle, als wir die Unterscheidbar-
keit verschiedener Stufen des UnendlichgroBen erkannten: beim
Beweise der Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums (Vorl. 1/2,
Nr. 5), wo wir (ausdriicklich in der ersten Fassung des Beweises, in
der zweiten allerdings erst mittels des letzten Schlusses) einen spe-
ziellen Dezimalbruch D zwischen o und 1 durch die Gesamtheit
aller moglichen derartigen Dezimalbriiche definierten. Der auf-
merksame Betrachter wird finden, daB3 diese Methode, das nicht-
priadikative Verfahren als entscheidendes Hilfsmittel heranzu-
ziehen, zwar meist entbehrlich ist, solange man im Gebiet des
Endlichen und des blo8 Abzdhlbar-Unendlichen bleibt; da3 sie
aber immer oder doch in der Regel — und zwar meist wesent-
licher als in dem soeben bezeichneten Fall — da auftritt, wo
es gilt von einer unendlichen Kardinalzahl zu einer gréleren
iiberzugehen, wo also die Uberwindung des vagen und bedeu-
tungslosen ,,Unendlich schlechthin“ durch die Rangordnung
unterscheidbarer Stufen im Unendlichen erst wirksam wird.
Die Potenzmenge, dieses entscheidend wirksame Werkzeug der
Mengenlehre, und somit auch die klassische Theorie des Kon-
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tinuums (Depexinp, CaNTor) kann m. E. des nicht-pridi-
kativen Momentes nicht entkleidet werden (vgl. Vorl. 7/8,
Nr. 3).

Schon aus diesem Grund, ganz abgesehen von der Riicksicht
auf den radikalen Intuitionismus (vgl. Nrn. 61f.), sollte man, wie
mir scheint, unter den Gegnern der Mengenlehre einen wesent-
lichen Unterschied machen zwischen den Leugnern des aktualen
UnendlichgroBen iiberhaupt und den Bekdmpfern des Uberabzahl-
bar-Unendlichen (anders der im iibrigen sehr instruktive Aufsatz
von Bernstein). Die ersteren, die vornehmlich durch Bedenken
allgemein philosophischer Art oder auch nur durch Miflverstdnd-
nisse zu ihrem ablehnenden Standpunkt gebracht werden, bieten
dem Mathematiker als solchem wenig Interesse. Den letzteren
hingegen wird auch der iiberzeugte und enthusiastische Anhinger
der Canrorschen (oder axiomatischen) Mengenlehre zugestehen
miissen, daf3 ihre Bedenken zu einem groBeren oder kleineren Teil
aus rein mathematischen Erwéigungen hervorgehen und einer —
iibrigens wohl noch nicht endgiiltig gegliickten — Widerlegung
mit feingeschmiedeten mathematischen Waffen bediirfen.

5. Nicht-prédikative Verfahren, Konstruktion und axioma-
tische Methode. Neben der Ehrenrettung, die ZerMELO a. a. O.
fiir die Verwendung des nicht-pridikativen Verfahrens in vielen
Fillen gibt, bedeutet vor allem die axiomatische Auffassung, wie
sie uns von der fiinften Vorlesung an beschiftigen wird, auch in
dieser Beziehung eine wirksame Verteidigung der iiblich und niitz-
lich gewordenen SchluBweisen. Man kann sich die Legitimierung
der nicht-pradikativen Definitionen durch die Axiomatik cum
grano salis veranschaulichen an einem unauflésbar verwickelten
Bindfadenkniuel, in dem kein offenes Ende zu entdecken ist, von
welchem aus die Auflosung des Knéiuels mit Erfolg in Angriff zu
nehmen wire. Das Kniuel konstruktiv zu entwirren und dann
alle scine Teile von einem Ausgangspunkt aus fortlaufend zu ver-
folgen, mag also untunlich sein; dennoch ist unter Umstinden
eine Schilderung all seiner Bestandteile und damit eine hin-
reichende Beschreibung des Kniuels in der Weise maéglich, da8



Konstruktion und axiomatische Methode 33

alle Verkniipfungen der verschiedenen Teilchen in simtlichen
Knoten aufgezéhlt, d. h. da8 eine vollstindige Beschreibung aller
gegenseitigen Beziehungen der einzelnen Bindfadenstiickchen ge-
geben wird. Entsprechend koénnen nicht-pridikativ definierte
Begriffe zwar eben diesem Charakter gemiB nicht konstruktiv
hergestellt, aber in ihren Beziehungen zu allen anderen vorkom-
menden Begriffen vollstindig beschrieben und so von anderen
unterschieden werden. Man kann (vom nicht-intuitionistischen
Standpunkt aus) sehr wohl Begriffe anerkennen, die in dieser
Weise festgelegt sind, braucht also keineswegs die nicht-pridi-
kativen Definitionen in Bausch und Bogen zu verwerfen; ja
man darf dies allem Anschein nach gar nicht tun, will man sich
nicht viele der fruchtbarsten und schonsten Gebiete der Mathe-
matik von vornherein versperren, nidmlich all die vom Konti-
nuum und tiberhaupt von den iiberabzdhlbar unendlichen Mengen
abhingigen (vgl. auch Vorl. 7/8, Nr. 3).

Jedenfalls ist aber hiermit den Argumenten Poincarfs eine
bestimmte bleibende Bedeutung zuerkannt, auch wenn man, iiber
seinen Standpunkt hinwegschreitend, die nicht-pridikativen Be-
griffsbildungen (etwa im axiomatischen Sinn) zuld8t und die all-
gemeine Mengenlehre einschlieBlich des Uberabzihlbaren und der
Potenzmenge als rechtmiBig ansieht: der Vorzug der Konstruier-
barkeit bleibt den nicht-pridikativen Verfahren und den von thnen
abhingigen Teilen der Analysis und Mengenlehre versagt. Auch
innerhalb der Analysis, besonders in der Theorie der reellen Zah-
len und Funktionen, sind ndmlich solche Verfahren von Bedeu-
tung, da auch hier das Hinausgehen iiber das Abzihlbar-Unend-
liche vielfach erforderlich ist (im Gegensatz etwa zur Theorie
der analytischen Funktionen im Komplexen). Andererseits ist
keineswegs mit jedem Fall, wo eine Konstruktion unmoglich ist,
ein nicht-pridikatives Verfahren verkniipft, und man kann daher
diese Verfahven sehr wohl ablehnen, ohne deshalb konsequenter
Intustionist sein und demgemdf alle reinen Existenzsiitze verwerfen
zu miissen (Nr. 7). So hat gerade Pomncart: die typischeste aller
Existentialaussagen, ndmlich die Behauptung des Auswahl-

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre 3
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axioms (vgl. Vorl. 5/6, Nr. 7), bejaht und sogar als synthetisches
Urteil a priori angesprochen.

Inmitten des Radikalismus der modernen Intuitionisten einer-
seits, der Erfolge der Axiomatiker andererseits sind die mit dem
Nicht-Pridikativen verkniipften Fragen in den Hintergrund
gedringt und vielfach vergessen worden. Daf} sachlich hierzu
keine Berechtigung vorliegt, vielmehr hier noch manche NuB zu
knacken ist, dies zu lehren werden hoffentlich unsere letzten
Uberlegungen in Verbindung mit manchem Nachfolgenden (vgl.
besonders Vorl. 7/8, Nrn. 3 und 6) hinreichen. Namentlich ist
auch kein allgemeines Kriterium bekannt, das die (axiomatisch
oder sonstwie) zu rechtfertigenden Anwendungen des nicht-
pradikativen Verfahrens von den schlechterdings unzulissigen
(Antinomien!) zu unterscheiden gestattete.

Der Intuitionismus.

6. Einleitung. Die Ablehnung des nicht-pridikativen Ver-
fahrens 146t sich auffassen als eine spezielle (und in praxi zuriick-
tretende) Konsequenz einer viel allgemeineren und in ihrer Trag-
weite radikaleren Grundauffassung: des Intuitionismus.

In diesem lassen sich zwei Phasen unterscheiden. Die
erste stellt eine Reaktionserscheinung auf gewisse neuartige
Begriffs- und Methodenschépfungen der Mathematik des 19. Jahr-
hunderts dar; freilich haben verwandte Tendenzen auch in
fritheren Epochen der mathematischen Forschung nicht ge-
fehlt (vgl. etwa Boutroux, besonders IV. Kapitel). Der erste
eigentliche, iibrigens ohne wesentliche unmittelbare Nachwir-
kung gebliebene Intuitionist war KronNEckEer, der im letzten
Viertel des vorigen Jahrhunderts den Kampf aufnahm gegen
die allgemeine Begriindung der Analysis durch WEIERSTRASS,
der Mengenlehre durch Canror; zu Beginn dieses Jahrhunderts
wurden #hnliche Gedankenginge in einer weniger radikalen
Form namentlich durch franzosische Gelehrte aufgenommen,
z. B. durch Borer und LEBESGUE sowie vor allem durch PoixcArg,
welch letzterer sich gleichfalls in seinen letzten Lebensjahren
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einer merklich gemiBigteren Auffassung zuwandte. In dieser bis
zur Gegenwart reichenden Phase sind die Gedankenginge des
Intuitionismus an ganz verschiedenen Punkten weitgehend unab-
hingig voneinander in bemerkenswerter Ubereinstimmung auf-
getaucht; sie scheinen sozusagen in der Luft zu liegen, wenn
auch nur ein Witterungsvermégen ganz bestimmter Art sie dort
entdeckt. Die zweite, viel radikalere Phase, die sich nicht
nur auf die Begriindung der Mathematik bezieht, sondern
das ganze mathematische Lehrgebdude neu gestaltet, geht auf
Brouwer zuriick; WexL, der urspriinglich andere Anschauungen
vertrat, hat sich ihm angeschlossen. Nach einer (noch nicht
vertffentlichten) Formulierung Brouvwers beruht dieser ,,Neo-
Intuitionismus* auf den folgenden zwei Prinzipien: 1. Prinzip
der Unabhingigkeit der M athematik von der mathematischen Sprache.
Folgen davon sind in erster Linie die Unabhéngigkeit der Mathe-
matik von der sprachlichen Erscheinung der sogenannten Logik;
in zweiter Linie die Unerlaubtheit der Anwendung des Satzes
vom ausgeschlossenen Dritten in der mathematischen Sprache,
wenn diese ihre Aufgabe als Instrument zur Festhaltung und
Ubertragung mathematischer Gedanken einigermaBen zu erfiillen
imstande sein soll. (Zu diesem Verbot des Satzes vom ausgeschlos-
senen Dritten vergleiche man die merkwiirdige Parallele, die
Ruporr Orro in seiner ,,West-6stlichen Mystik‘ [Gotha 1926},
S. 59f. und 374, herausarbeitet.) 2. Prinzip der kenstrukiiven
Mengendetinition als Ausgangspunkt fiir die Mathematik. Dieser
Ausgangspunkt schafftunmittelbar auch nichtabzihlbare Michtig-
-keiten und erlaubt den (im alten Intuitionismus unmaoglichen) Auf-
bau einer vollstdndigen Mengenlehre und Analysis ohne Verwen-
dung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, also insbesondere
auch ohne Verwendung des BoLza No-WriersTRASSSChen Sat:es.
Esliegt nicht in meiner Absicht, hier einen allseitigen Uberblick
iiber die Ideen und die (vornehmlich von Brouwzsr stammenden)
Arbeiten des Intuitionismus zu geben, der iibrigens auch in philo-
sophischen Kreisen Anhédnger gefunden hat (vgl. Becker).
Wiéhrend die einschligigen Originalarbeiten (zu denen auch die

3*
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Vortrige Weyl 1 und Brouwer 3 zu rechnen sind) sich vielfach
durch ungewdhnliche Schwierigkeit auszeichnen, sind in jiingster
Zeit mehrere auch fiir den Fernerstehenden bequem lesbare, aller-
dings nur in den Grundziigen orientierende und nicht ausnahms-
los korrekte Darstellungen erschienen.4) Nur die wesentlichsten
Grundideen sollen hier skizziert und auf einige wenige Wurzeln —
vielleicht auf eine einzige Wurzel — zuriickgefiihrt werden.

7. Die Grundthese: mathematische Existenz —= Konstruierbar-
keit, Die Grundanschauung, aus der sich alle die zum Teil so
iiberraschend scheinenden Behauptungen der Intuitionisten mehr
oder weniger konsequent ableiten lassen, betrifft einen schon
in Nr. 5 in einem speziellen Sinn beriihrten Punkt: die scharfe
Uniterscheidung zwischen Konstruktionen und rveinen Existenz-
aussagen und die alleinige Anerkennung der ersteren unter Ver-
werfung der letzteren. Es gibt in den verschiedensten Gebieten
der modernen Mathematik, auch sogar innerhalb der Arith-
metik, Beweise fiir die Existenz gewisser mathematischer
Begriffe (Zahlen, Funktionen, Mengen usw.), die diese Existenz
dartun nicht etwa durch schrittweise konstruktive Herstellung
aus einfacheren Begriffen, sondern unter Verwendung eines
nicht konstruktiv auflésbaren Schrittes; z. B. durch den Nach-
weis, daB die Nichtexistenz des fraglichen Begriffes mit be-
wiesenen Lehrsitzen oder anerkannten Prinzipien im Wider-
spruch steht, ohne daB dieser Widerspruch einen Weg zur
Herstellung des Begriffs vermittelte. Ein solcher Beweis 18t
natiirlich, im Gegensatz zu konstruktiven Beweisen, keinen
niheren Einblick in die Natur des fraglichen Begriffs zu;
driickt die Existentialaussage z. B. nur aus, daB eine Kon-
stante von bestimmter Bedeutung eine endliche ganze Zahl sei,
so ist durch den Existentialbeweis keine Handhabe geboten,

4) Vgl. Baldus, Dresden, Fraenkel 4 und 8, Lévy, Wavre 1—3, Weyl 2
und 3 und die dort angefiihrte Literatur (zu der neuerdings noch weitere,
gréBtenteils von BROUWER herrithrende Originalaufsitze hinzugekommen
sind, unter denen Brouwer 2 und 4 hervorgehoben seien). Die bedeutsame

Schrift Weyl 3, die sich auch durch leichtverstandliche Darstellung aus-
zeichnet, ist dem Verfasser erst wahrend des Drucks zuganglich geworden.
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die GroBe dieser Zahl zu bestimmen. Beweise dieser Art wurden
bisher nicht nur anerkannt, sondern um des groBen Scharfsinns
willen, den sie meistens erfordern, sogar besonders geschitzt und
bewundert. (Ein klassisches Beispiel ist HiLBerTs erster, ,,theo-
logischer* Beweis fiir die Existenz des endlichen Invariantensy-
stems; vgl. ferner Vorl. 5/6, Ende von Nr. 7.)

Die wichtigste Aussage dieser Art innerhalb der Mengenlehre
ist der Wohlordnungssatz (Vorl. 1/2, Nr. 9). Er besagt, daB jede
Menge durch entsprechende Anordnung ihrer Elemente in eine
wohlgeordnete Menge verwandelt werden kann; wie dies aber zu
machen, wie eine geeignete Anordnungsregel zu finden ist, dar-
iiber gibt weder der Satz noch auch (fiir den allgemeinen Fall)
sein Beweis, auf dessen Eigenart wir noch zuriickkommen
(Vorl. 5/6, Nr. 8), irgendwelchen Aufschlu8. Dies hat nur allzu
unangenehme Folgen. Wenn ndmlich z. B. das lineare Kontinuum
(die Menge der reellen Zahlen) sich wohlordnen 148t, so sollte man
erwarten, daBB man hieraus die Ordnungszahl des so ,,wohl-
geordneten Kontinuums“ und aus dieser wiederum (vgl.
Vorl. 1/2, Schlu von Nr. 8) die zugehorige Kardinalzahl, d. h.
die Michtigkeit des Kontinuums, innerhalb der Reihe der
Alefs ermitteln konnte (Kontinuumproblem). Das ist indes
(vgl. ebenda, SchluB von Nr. g) bisher nicht gelungen. Am
4. Juni 1925, hat HiueerT in Miinster allerdings eine Ldsung
dieses berithmten Problems vorgetragen®). Sie stellt aber einst-
weilen nur eine Skizze dar, und es diirfte noch mit grolen Schwie-
rigkeiten verbunden, ja vielleicht im Erfolg tiberhaupt unsicher
sein, den vollstindigen Beweis einiger dort wesentlich verwen-
deter, noch unbewiesener Hilfssitze zu erbringen; iiberdies han-
delt es sich dabei nicht sowohl um einen Beweis der CantoRrschen
Vermutung als vielmehr darum, da diese als mdglich, m. a.
W. als mit den Prinzipien der Mengenlehre widerspruchsfrei ver-
triglich dargetan wird. Die Sprédigkeit des Kontinuumproblems
ist aber ausschlieBlich die Folge des rein existentialen und nicht-

5) Inzwischen im Druck erschienen: Hilbert 5.
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konstruktiven Charakters des Wohlordnungssatzes (und damit
auch des Vergleichbarkeitssatzes), der keinen SchluB auf die
Ordnungszahl des wohlgeordneten Kontinuums gestattet. Es war
ein Verkennen dieses Charakters, wenn man vielfach gefiihlsmiBig
aus jener mangelnden Awnwendungsfihigkeit des Wohlordnungs-
satzes a posteriori auf seine Uwnhaltbarkest und auf Mangel in
seinem Beweise schlieBen wollte.

Derartige bloBe Existentialaussagen werden ganz allgemein
von den Intuitionisten als bedeutungslos erklirt und abgelehnt.
Ihr Wert konne hochstens in dem Anreiz liegen, den sie fiir den
wirklichen, d. h. konstruktiven Beweis der betreffenden Behaup-
tung bieten. Bis zu dessen Gelingen stelle die Behauptung aber
iiberhaupt kein echtes Urteil dar, sondern ein ,,Urteilsabstrakt®,
wertlos wie ein Papier, das das Vorhandensein eines Schatzes an-
zeigt, ohne dessen Ort zu verraten. ,,Die Mathematik ist mehr
ein Tun, denn eine Lehre.” Die Existenz bedeute also in der
Mathematik ausschlieSlich gedankliche Konstruierbarkeif, und
sie als Widerspruchslosigkeit zu deuten — was wohl als vorherr-
schende Anschauung bezeichnet werden kann (vgl. Vorl. g/10,
Nr. 8) — heiB3e die Mathematik in ein Spiel ausartenlassen; ein
Begriff, der sich im mathematischen Begriffssystem als wider-
spruchsfrei erweise, miisse darum ebensowenig als existierend
anerkannt werden, wie ein Angeklagter, dessen Verbrechen mit
gerichtlichen Untersuchungsmitteln nicht nachweisbar ist, des-
halb unschuldig zu sein braucht.

8. Die Ablehnung des ,,tertium non datur‘ und ihre niachsten Fol-
gen (Entscheidbarkeitsproblem, Mengenbegriff) . Die Durchfiihrung
dieser Anschauung bedeutet geradezu eine Revolutionierung der
,.klassischen“ Mathematik des 19. Jahrhunderts und ihre Er-
setzung durch eine neue, weit engere ,,intuitionistische’* Mathe-
matik. Hier werde nur auf die allgemeinsten der sich ergebenden
Folgen hingewiesen. Da steht an erster Stelle die Verwerfung des
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur), den die
Mathematik aus der Logik iibernommen und bisher bedenkenfrei
angewandt hat. Ein Beispiel: wir denken uns die Kreiszahl
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7t = 3,I4159 . . . in einen unendlichen Dezimalbruch entwickelt
und fragen, ob in der so entstehenden unendlichen Ziffernfolge
irgendwo die Ziffer 7 mindestens siebenmal hintereinander auf-
tritt. Ohne etwas Tatsdchliches iiber die Antwort auf diese Frage
zu wissen, sind wir doch geneigt zu sagen: entweder ja oder nein.
Diese Antwort ist keineswegs so bedeutungslos, wie es auf den
ersten Blick scheinen kénnte; sie gestattet uns z. B., wenn es
gelingt, die Antwort ,,nein‘ auszuschlieBen, daraus ein ,,ja“ zu
folgern; oder es koénnte, extrem gesprochen, der Fall sein, daB3
sowohl aus dem ,,ja‘* wie aus dem ,,nein“ durch logische De-
duktion ein und derselbe mathematische Satz zu folgern wire,
so dafl nach der obigen alternativen Antwort der Satz als be-
wiesen zu gelten hitte.

Der Intuitionist erkldrt indes mit BRouwer die obige Antwort
als ein unbegriindetes Vorurteil und 148t somit auch Folgerungen
der angegebenen Art nicht gelten. Er geht aus von seiner Anschau-
ung ,,Existenz = Konstruierbarkeit‘ und deutet demnach die Ant-
wort ,,ja‘‘ als Auffindung einer Folge von sieben Siebenern, etwa
durch entsprechend weitgehendes Anschreiben der Dezimalbruch-
entwicklung von . Das,,nein‘‘ dagegen bedeutet offenbar: durch
einen allgemeinen Beweis kann gezeigt werden, daf} eine solche
Folge unméglich ist, m. a. W. daB ihr Auftreten mit den Eigen-
schaften von & im Widerspruch stinde. Nun ist klar, daB dieses
Ja mit dem Nein nicht in der Beziehung kontradiktorischen
Gegensatzes steht, auflerhalb dessen es ein Drittes nicht mehr
gibt. Kann es doch sein, daf§ die Auffindung einer Folge von
sieben S'ebenern nicht gegliickt ist, ohne daf} indes ein Unmdg-
lichkeitsbeweis dafiir gelungen wire (so verhilt es sich in der Tat
beim gegenwirtigen Stand der Wissenschaft) ; denn es ist ja nicht
moglich, all die unendlich vielen Ziffern des Dezimalbruchs zu
iberschauen und so die Entscheidung zu erzwingen. Freilich
drangt sich uns unwiderstehlich das Gefiihl auf: auch im letzt-
angefiihrten Fall der einstweiligen oder selbst dauernden Unent-
scheidbarkeit muf3 doch ,,an sich’ entweder das Ja oder das Nein
gelten, muB} doch ,,fiir eine héhere Intelligenz‘“ die Entscheidung
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klar liegen. Diese Uberzeugung erklirt indes der Intuitionist —
soweit sie fiir menschliche Wissenschaft Bedeutung haben soll —
fiir ein Vorurteil, das seine Nahrung zieht aus dem Satz vom aus-
geschlossenen Dritten in der traditionellen Logik. In dieser sei
er auch berechtigt®), freilich nicht als apriorisches Prinzip, son-
dern als Vorwegnahme einer stets moglichen konstruktiven Ent-
scheidung bei den dort vorkommenden endlichen Gesamtheiten.
Denn wenn z. B. eine Gesamtheit von beliebig (aber endlich)
vielen farbigen Kugeln gegeben ist, so ist es faktisch oder — wenn
dies aus duBeren Griinden nicht angdngig — mindestens gedank-
lich stets moglich, sie daraufhin zu iiberpriifen, ob sich unter ihnen
eine weile Kugel findet oder nicht; entweder das eine oder das
andere ist also konstruktiv festzustellen, und nur als Vorweg-
nahme dieser prinzipiell gesicherten Méglichkeit sei auch schon
vor der Konstruktion die Aussage méglich: es verhilt sich ent-
weder so oder so. An diese Disjunktion aber auch in der Mathe-
matik zu glauben, bei deren unendlichen Gesamtheiten (z. B. den
Ziffern eines nicht bis zu Ende {ibersehbaren Dezimalbruches)
die Moglichkeit konstruktiver Entscheidung unsicher sei, bedeute
einen FehlschluB: ,,Man muB sich vor der Vorstellung hiiten, das,
wenn eine unendliche Menge definiert ist, man nicht bloB die fiir
ihre Elemente charakteristische Eigenschaft kenne, sondern diese
Elemente selber sozusagen ausgebreitet vor sich liegen habe und
man sie nur der Reihe nach durchzugehen brauche, wie ein Be-
amter auf dem Polizeibureau seine Register, um ausfindig zu
machen, ob in der Menge ein Element von dieser oder jener Art
existiert. Das ist einer unendlichen Menge gegeniiber sinnlos.
(Weyl 1, S. 41.) Die schrankenlose Verwendung der Begriffe
,,alle”und ,,es gibt* (,,all,,,any*’), dieser trotz harmlosem AuBern

6) Natiirlich ist hier nur die Rede von in sich widerspruchslosen Sub-
jekten, fiur die das Pradikat tiberhaupt einen Sinn hat; sonst braucht ja
auch in der traditionellen Logik der Satz vom ausgeschlossenen Dritten
nicht zu gelten, wie die Beispiele ,,die Zahl 2 ist entweder ewig oder nicht
ewig’’ und ,,ein eckiger Kreis ist entweder rund oder nicht rund*‘ (KANT)
zeigen.



Problem der Entscheidbarkeit 41

verderbengeschwingerten Werkzeuge der mathematischen und
logischen Forschung, soll endgiilt g verboten werden.
Unmittelbar mit dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten fallt
auch der Glaube an die Losbarkeit jedes mathematischen Problems,
sei es im positiven oder auch im negativen Sinn (nimlich dem
eines Unméglichkeitsbeweises, wie z. B. bei der Aufgabe der
elementargeometrischen Dreiteilung des Winkels). Als besonderer
Reiz und Antrieb pflegt dieser Glaube den forschenden Mathe-
matiker anzufeuern und mit Vertrauen auf den schlieBlichen Er-
folg zu erfiillen, wihrend in so mancher anderen — vielleicht in
jeder anderen — Wissenschaft das Gespenst des Ignorabimus
cinen Enderfolg gerade in den grundlegenden Fragen als unsicher
erscheinen 14B8t. Die jahrhundertelangen Bemiihungen, den Beweis
des sog. letzten Fermarschen Theorems (S. 68) und so mancher
anderen beriihmten Vermutung zu erbringen, wiren kaum bis
heute fortgesetzt worden, hitte es einen Zweifel an der Losbar-
keit dieser Fragen gegeben. Die Uberzeugung von der Losbarkeit,
die offenbar logisch nicht zu erhirten ist?), stiitzt sich auller auf

7) Entsprechendes gilt freilich auch fir die etwaige Unldsbarkeit,
die der Intuitionist in der Regel als etwas Provisorisches wird ansehen
miissen, wenn er auch an die Stelle etwa geloster Probleme jederzeit
neue ungeldste setzen kann. DaB z. B. fur die auf S. 43 behandelte
Menge von Primzahlen die Entscheidung wunmdglichk sei, ob sie mehr
als fiinf Elemente enthalt, wird man nie beweiser kénnen; wenn sie
mehr als finf Elemente enthalt, so ist das ja sicher in einem zwar
nicht beschrinkten, aber doch endlichen Verfahren nachweisbar, und
ein vermeintlicher Beweis der Unlosbarkeit zeigte also vielmehr,
daB sie nur fiinf Elemente enthilt. In anderen Fillen freilich braucht
von vornherein kein Widersinn in der Vorstellung zu liegen, die Unlos-
barkeit eines Problems koénnte sogar beweisbar sein; man steht dann
ciner eventuell axiomatisch anzunehmenden oder auszuschlieBenden
Tatsache gegeniiber, nicht anders als etwa der Aussage des Euklidischen
Parallelenaxioms (vgl. Lévy und Wavre 3). Z. B. konnte die Frage, ob die
Zahl 7™ algebraisch oder transzendent ist, solch ein Problem sein, minde-
stens solange kein endliches Verfahren bekannt ist, um fiir eine algebraische
Zahl diesen ihren Charakter nachzuweisen. — Es bedarf wohl kaum der
Hervorhebung, das die letzten Uberlegungen, die das tertium non datur so
wesentlich verwenden, vom intuitionistischen Standpunkt aus sinnlos sind.
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die wissenschaftliche Erfahrung wohl vornehmlich darauf, daf3
die Begriffe und damit auch die Probleme der Mathematik — im
Gegensatz zu den anderen Wissenschaften — ausschlieBlich un-
serer eigenen Denk- und Anschauungssphire entstammen; dem-
gemil werden, so erwarten wir, unsere Krifte auch zur Bewilti-
gung der von ihnen selbst gestellten Aufgaben hinreichen, wie sie
iiberdies gewissermaBen ehrenhalber dazu verpflichtet zu sein
scheinen. Ein Zweifel an dieser Uberzeugung von der Lésbarkeit
wird indes von den Intuitionisten grundsitzlich ausgesprochen,
namentlich auch da, wo zwar Lésungen vorliegen, aber nur solche
existentialer Natur, die nicht anerkannt werden.$)

Mit dieser resignierten Anerkennung der Méglichkeit, daf ein
gegebenes mathematisches Problem seiner Natur nach unlésbar
sein mag, ist schon rein gefiithlsmiBig ein ungeheurer Kontrast zu
der Atmosphire einer nahen Vergangenheit gegeben. So konnte
zur Zeit der Jahrhundertwende auf dem internationalen Mathe-
matikerkongreB der fiihrende Forscher unserer Tage seinen Fest-
vortrag tiber ,,Mathematische Probleme‘‘ mit dem stolzen Hinweis
einleiten: jeder Mathematiker teile gewif ,,die Uberzeugung, daB3
ein jedes bestimmte mathematische Problem einer strengen Er-
ledigung notwendig fihig sein miisse” und hoére in sich ,,den
steten Zuruf: Da ist das Problem, suche die Lésung; du kannst
sie durch reines Denken finden!". Auch auBerhalb des Kreises
der Intuitionisten ist heute das Selbstverstindliche dieser Uber-
zeugung fiihlbar erschiittert; so liegt es nicht nur methodisch in
der Linie der letzten Fragestellungen HiLBERTS, sondern fiigt sich
auch psychologisch nur allzugut in die heutige Situation im all-
gemein-mathematischen BewulBtsein und UnterbewuBtsein ein,
wenn neuerdings die exakte Bewiltigung des Lésbarkeitsproblems
in dem Sinn unternommen wird, daB wenigstens die widerspruchs-
lose Vertriglichkeit der Losbarkeitsannahme mit den Prinzipien der
Mathematik bewiesen (und aus dieser Vertriglichkeit dann manche
schwerwiegende Folgerung gezogen) werden soll (vgl. Hilbert 5).

8) Vgl. auch Pasch 2, zweite Abhandlung, besonders Nrn. 2 und 8,
sowie die dort angefithrten alteren Schriften des gleichen Autors.
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Dem Intuitionisten erscheint somit beispielsweise die be-
sondere Schwierigkeit und Unangreifbarkeit des Vergleichbar-
keitsproblems und des Kontinuumproblems als gar nicht ver-
wunderlich, vielmehr als natiirliche Folge der vermuteten Un-
losbarkeit dieser Fragen; der Wohlordnungssatz, der bisher heran-
gezogen wird, ist ja vom intuitionistischen Standpunkt aus in-
haltsleer. Ein anderes Beispiel: Man kennt unter den Zahlen der
Form 2” 4-1(n =1, 2, 3,...) fiinf Primzahlen, nimlich die
Zahlen

2! 41,224 1,24 + 1,284 1,218} 1,

weil aber nicht, ob es weitere Primzahlen dieser Form und, wenn
ja, ob es vielleicht deren unendlich viele gibt; der Intuitionist
kann daher von der Menge dieser Primzahlen nicht einmal be-
haupten, sie sei entweder endlich oder unendlich. Dagegen darf
er ohne weiteres z. B. von der Zahl 21924 - 1 aussagen, sie sei
entweder Primzahl oder nicht, und er darf dieses disjunktive
Urteil beliebig als Beweisgrundlage verwenden; denn ob das eine
oder das andere der Fall ist, 148t sich jedenfalls durch ein end-
liches Verfahren (z. B. durch Probieren) entscheiden, mag dies
auch bei jener mit 309 Ziffern zu schreibenden Zahl die Dauer von
Menschenleben beanspruchen; wie bei den vorhin erwihnten
farbigen Kugeln darf jene Entscheidung daher von Anfang an
vorweggenommen werden,

Innerhalb der Mengenlehre hat die intuitionistische Anschau-
ung ganz besonders Folgen fiir den Begriff und die Bildung von
Mengen. Die Verschiedenheit der Auffassungen dariiber, was
unter einer ,,definiten Menge'* zu verstehen sei, kann man,
wenn man auf feinere Unterscheidungen verzichtet, an drei suk-
zessiven Stufen aufweisen (vgl. Becker, S. 403ff.). Cantor fa8t
den Mengenbegriff am weitesten, niamlich im Sinne elementar-
definiter Gesamtheiten: eine Menge ist bestimmt, wenn von
jedem beliebigen Objekt begrifflich feststeht, ob es Element der
Menge ist oder nicht. Die Definition einer Menge in diesem Sinn
kann geschehen durch Angabe eines Gesetzes, einer Formel, einer
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Eigenschaft (z. B. derjenigen, eine transzendente Zahl oder ein
Frrmarscher Exponent oder eine sich nicht enthaltende Menge
zu sein); ob dabei die Zugehorigkeit eines bestimmten Objekts
zur Menge gerade mit den derzeitigen Mitteln der Wissenschaft
festgestellt werden kann, ist gleichgiiltig (vgl. Vorl. 1/2, Nr. 1).
Jede Menge entspricht so auf engste, und zwar eindeutig, einer
Eigenschaft, die fiir die Elemente der Menge charakteristisch
ist; doch wird verschiedenen Eigenschaften unter Umstinden die
,,gleiche’* Menge entsprechen, dann ndmlich, wenn beide Eigen-
schaften ,,umfangsgleich* sind (d. h. den nimlichen Objekten zu-
kommen). Die Erkenntnis, daf} bei dieser weiten Begrenzung des
Mengenbegriffs Widerspriiche, z. B. die durch nicht-pridikative
Prozesse verschuldeten, auftreten konnen, und daB solche (von
philosophischer Seite als ,,peritropisch bezeichnete) Mengen
ausgeschaltet bleiben miissen, fithrte Russern, WeyLr und
andere zur Beschrankung des Mengenbegriffs auf umfangsdefinite
Gesamtheiten, fiir die also feststellbar sein muf}, daB die Elemente
einen ,,an sich bestimmten und begrenzten, ideal geschlossenen
Inbegriff bilden (Weyw), und dafl es somit,,auflerhalb eines ge-
wissen abgeschlossenen Kreises von Dingen‘, der konstruktiv zu
erfassen ist, keine Elemente der Menge mehr gibt. Das ist z. B.
bei der Menge aller Eigenschaften von natiirlichen Zahlen nicht der
Fall. Den letzten Schritt tut schlieflich Brouwer durch eine
fernere Ernengung des Mengenbegriffs auf entscheidungsdefinite Ge-
samtheiten, fiir die (nach Becker) die Frage, ob es darin Elemente
von vorgegebener Eigenschaft gibt, stets und zwar auf konstruk-
tivem Weg entscheidbar ist, namentlich also ohne Verwendung
des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten. (Bei dieser Dreiteilung
findet der von der nichsten Vorlesung an behandelte axiomatische
Mengenbegriff keinen Platz; in gewissem Sinn gehoért er zwischen
die erste und die zweite Stufe. Doch kann und muB} die Axio-
matik der intuitionistischen Kritik am allgemeinen Eigenschafts-
begriff Rechnung tragen; vgl. Vorl. 7/8, Nrn. 1—3.)

Dieser Dreiteilung entsprechen drei verschiedene Auffassungen
iiber die Begriffsbestimmung des Kontinuums, jener Menge, deren
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Wesen nach jahrhundertelangen Bemiihungen von theologischer?®),
philosophischer und mathematischer Seite durch CanToRs men-
gentheoretische Analyse endgiiltig geklart schien. Ubrigens be-
deutete Cantors Theorie des Kontinuums nur den — methodisch
allerdings héchst bedeutungsvollen -— Schlupunkt unter eine
Entwicklung, die sich de facto in der Analysis bereits durchge-
setzt und in den Hinden von Forschern wie Caucny, Borzawo,
WeriersTrass eine hohe begriffliche Bliite gezeitigt hatte; das
Emporwachsen der Mengenlehre CaNTors ,,bedeutete nur, dal3
sich die Analysis ihrer schon lingst geiibten Methode in abstracto
bewuBt wurde (Weyl 2, S. 10).

Fiir den Canrorschen Standpunkt, wonach eine Menge nur
elementardefiniten Charakter zu besitzen braucht, und auch
noch fiir die Axiomatik ist das lineare Kontinuum einfach eine
Menge von Elementen (den Punkten einer Strecke bzw. Geraden
oder den reellen Zahlen), zwischen denen eine Ordnungsrelation
(etwa ,,links von —* oder , kleiner als —‘‘) definiert ist und deren
gegenseitiges Verhiltnis in bezug auf die Ordnungsrelation der-
art beschrieben werden kann, dafl hierdurch das Wesen des
Kontinuums, also auch seine Mannigfaltigkeit an einzelnen Ele-
menten, erschopfend charakterisiert wird?). Da diese Menge aller

9) Man vergesse nicht, daB der Begriff des Unendlichen iiberhaupt
zunichst auf gefithlsmaBigem, vorwiegend religidsem Weg sich der Mensch-
heit aufdrangte und — mindestens in unserem Kulturkreis — erst in der
Hand der Griechen zum Problem, und zwar alsbald zum wissenschafilichen
Problem wurde. Andererseits sind die heute vielfach unterschitzten, spe-
ziell auch das Problem des Unendlichen betreffenden Gedankenginge
der scholastischen Philosophie und Theologie in mancher Hinsicht von
der gleichzeitigen Feinheit und Kithnheit der Ideen der klassischen
Mengenlehre, und es ist wohl kein bloBer Zufall, daB CANTOR — wie noch
mehr BoLzaNO — bei den Scholastikern in die Schule gegangen ist (vgl.
Klein, S. 52 und 56, und Ternus, S. 218ff. und 228, sowie die hier zi-
tierten CANTOR-Erinnerungen GUTBERLETS). Im ibrigen werde in histo-
rischer Beziehung etwa auf die VI. Vorlesung (,,Die Geschichte des Un-
endlichkeitsproblems**) von Russell 3 verwiesen.

10) Die betreffenden Eigenschaften werden in der Theorie der geordneten
Mengen bezeichnet als die einer ,,perfekten’ (oder statt dessen einer
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Punkte einer Strecke sicherlich nicht rein konstruktiv ohne nicht-
pridikative Prozesse zu erfassen ist!), beschrinkt sich WeyL auf
die Zulassung eines umfangsdefiniten Teiles jener Punkte; dieser
ist — in erheblichem MafBe willkiirlich — bestimmt durch gewisse
logisch-arithmetische Konstruktionsprinzipien, durch die man,
ausgehend von den den rationalen Zahlen entsprechenden Punk-
ten, zu einer wohlumgrenzten Gesamtheit weiterer Punkte ge-
langt. So wird das Kontinuum in isolierte, nicht mehr zusammen-
hingende Elemente zerschlagen, gewissermaBen aus dem flieBen-

,,stetigen’‘) Menge, welche eine ,,in ihr dicht gelegene’* abzihlbare Teil-
menge umfaBt; beide Eigenschaften zusammen bestimmen den Ordnungs-
typus des linearen Kontinuums.

11) Die Moglichkeit, die Gesamtheit der reellen Zahlen rein arithmetisch
zu erhalten und somit das Kontinuum arithmetisch zu erzeugen, hat
HoLDER bemerkenswerterweise schon seit 1892 verneint, also zu einer Zeit,
wo die Kritik daran noch keineswegs wie heute in der Luft lag (vgl. Hélder,
S. 193f., 340ff., 357, 556). Konsequent (ndmlich intuitionistisch) urteilt
HOLDER denn auch (S. 548), ,,daB man bei einem rein logischen Aufbau,
der vom Begriff des Kontinuums keinen Gebrauch macht, entweder im
Gebiet des Abziahlbaren stecken bleibt oder in gewissermaBen uferlose Be-
griffe hiniibergleitet, die nicht als ,klar und deutlich’ anerkannt werden
koénnen‘‘. Wenn freilich der ndmliche Forscher nun dennoch das Kontinuum
axiomatisch festlegt und als eine (etwa apriorische) Urform anerkennt, die,
obgleich nicht vom Denken schrittweise erzeugt, doch Gegenstand des
Denkens werden konne, so ist fiir ihn (wie fir die meisten Gegner des
Intuitionismus) hier offenbar die Erwagung maBgebend, daB unter uns
Mathematikern ,,die wenigsten bereit sein werden, auf die Teilgebiete der
Mathematik. die vom Kontinuum Gebrauch machen, zu verzichten*. In
dieser Stellung zum Kontinuum diirfte aber vielmehr ein Durchhauen des
Knotens als seine Lésung liegen. Denn ein philosophischer Extrafreibrief
fir das Kontinuum als ,,reine Anschauung a priori’’ oder ,,Platonische
Idee'* erscheint wenig vertrauenswiirdig nach den Erfahrungen, die auf
diesem Gebiet z. B. mit dem Parallelenaxiom (,,Notwendigkeit'‘ der
Euklidischen Geometrie) gemacht worden sind. Vom rein mathematischen
Standpunkt aus ist es aber noch durchaus unsicher, ob die mit dem Kon-
tinuum verbundenen, beim gegenwirtigen Stand der Forschungen HILBERTS
nicht gelésten Schwierigkeiten von geringerer Gré8enordnung sind als z. B.
die mit dem Begriff der Potenzmenge (vgl. besonders Vorl. 7/8, Nr. 3)
verknfipften, einem Begriff, der bereits unendlich viele transfinite Machtig-
keiten zu legitimieren gestattet.
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den Brei des Kontinuums eine Vielheit einzelner molekularer
Tropfen herausgenommen: es bildet sich die atomistische Auf-
fassung des Kontinuums. Natiirlich kann diese Betrachtungsweise
nicht etwa — wie es wohl DEmocriT noch vorschweben mochte —
sich schmeicheln, damit das anschaulich ,,gegebene’* Kontinuum
getreu widerzuspiegeln; sie macht vielmehr aus der Not eine Tu-
gend und setzt, an der Maglichkeit einer addquaten Wiedergabe
des Kontinuums verzweifelnd, an dessen Stelle gewaltsam einen
einwandfreien engeren Bereich, der fiir die Konstruktionen der
Analysis und der Geometrie gentigen soll. SchlieBlich erscheinen
Brouwer jene Konstruktionsprinzipien noch als zu weit, die
atomistische Auffassung als zu willkiirlich. Er macht die offene
Revolution und kennt, unbeschadet unendlich vieler einzelner, ge-
setzmiBig bestimmter, fertiger Punkte, das Kontinuum als Ganzes
nur noch als Medium freien Werdens, in das zwar die einzelnen
Punkte hineinfallen, das sich aber keineswegs in eine Menge
fertiger Punkte auflést; die Punkte im Kontinuum im allge-
meinen sind nicht, sondern sie werden in der Begrenzung durch
immer enger werdende Intervalle, die vermége freier Wahlakte
endlos ineinander geschachtelt werden und von denen freilich
jedes seinerseits wiederum kontinuierlich ist.'?) So findet zwar
nicht in der Form, die die modernen Anforderungen der Strenge
erfiillt und selbst noch iibertrifft, aber doch wohl dem wesent-
lichen Inhalt nach eine Riickkehr zu lingst iiberholt geglaubten
Anschauungen GariLers und der Begriinder der Infinitesimalrech-
nung statt, zu Anschauungen, die im Grund bis auf ARISTOTELES
und vielleicht sogar ANAxAGoRras zurtickgehen. Nicht mehr das
Verhiltnis von Menge und unteilbarem Element ist entscheidend
fiir das Kontinuum, sondern das Verhiltnis von Ganzem und Teil;

12) CANTORS Diagonalverfahren (Vorl. 1/2, Nr. 5) wird fiir diesen
Standpunkt nicht bedeutungslos, wenn es auch in etwas anderem Lichte
erscheint: das Kontinuum erweist sich danach als eine Menge, von der
zwar immer nur eine abzahlbar unendliche Teilmenge angebbar ist, fir
die sich aber zu jeder derartigen Teilmenge immer noch weitere Elemente
bestimmen lassen, und zwar durch im voraus festlegbare Konstruktionen.
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‘es wird geradezu zur Grundeigenschaft des Kontinuums, Teile
zu haben, die sich unbegrenzt weiter teilen lassen. Im Einklang
mit der Preisgabe des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten
bleibt so selbst fiir die Disjunktion, daB3 zwei Punkte entweder
zusammenfallen oder getrennt liegen, kein Raum mehr; vielmehr
trigt die Auffassung des Werdens einem endlosen Zusammen-
riicken von Punkten bis zur allmihlichen Ununterscheidbarkeit
Rechnung.1?)

9. Die Konsequenzen fiir die iibrige Mathematik. Die Folgen,
die all diese neuartigen Anschauungen fiir die Kritik der heutigen
,.Klassischen* Mathematik haben, sind erschreckend weitgehend.
Vor allem werden die meisten Begriffe, Methoden und Lehrsitze
der allgemeinen Mengenlehre (namentlich fast alles iiber das Ab-
zdhlbar-Unendliche Hinausreichende) und ein sehr groBer Teil
der modernen Analysis, besonders der Theorie der reellen Funk-
tionen, ungiiltig und sogar sinnlos, die Mengenlehre zu einem
»interessanten pathologischen Fall“ in der Geschichte der Mathe-
matik. Auch viele heute bereits als klassisch geltende Methoden
von WEIErRsTRASS, DEDEKIND und anderen in der Grundlegung
der Analysis bleiben nicht verschont ; zahlreiche von ihnen werden
bedeutungslos, so z. B. die heute in jeder mathematischen An-
fangervorlesung entwickelten Beweise fiir die Beschrianktheit und
gleichmiBige Stetigkeit einer in einem abgeschlossenen Intervall
stetigen reellen Funktion. Der Unzuldnglichkeit dieser Beweise
steht im Intuitionismus (vgl. Brouwer 5) die — iibrigens nicht
etwa selbstverstindliche, sondern ziemlich tief liegende —- Tat-
sache gegeniiber, daB jede in einem Kontinuum definierte Funk-
tion stetig und zwar gleichmiBig stetig ist.14)

Besonders bemerkenswert ist, da3 auch die Gebiete der Arith-
metik und der Algebra von der Verheerung durch die intuitio-
13) Vgl. hierzu auch Hjelmslev. namentlich den dritten Vortrag.

14) Ungeachtet dieser und anderer Auffassungen, die viele entscheidende
Grundbegriffe der klassischen Mathematik von Grund auf verindern, ist
es doch mdéglich, erhebliche Teile namentlich der komplexen Funktionen-

theorie vom intuitionistischen Standpunkt aus zu retten (nétigenfalls
unter nicht allzu wesentlichen Modifikationen).
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nistische Revolution nicht verschont bleiben; hier ist es die Be-
rithrung mit den Irrationalzahlen, was in die sonst im wesentlichen
finiten Prozesse dieser Gebiete den Unendlichkeitsbazillus hinein-
trigt und sie so in den Augen der Intuitionisten verseucht. Ein
einziges bezeichnendes Beispiel hierfiir werde gegeben.

Einer der bekanntesten und wichtigsten Satze der Mathematik ist der
,,Fundamentalsatz der Algebra‘, nach dem jede algebraische Gleichung
beliebigen Grades mindestens eine (reelle oder komplexe) Wurzel besitzt
(vgl. Nr. 1). Dieser bereits im 18. Jahrhundert aufgestellte Satz hat seit
seinen ersten (namentlich von Gauss stammenden) Beweisen viele Dut-
zende weiterer Beweise gefunden, die auf sehr verschiedenartigen Methoden
beruhen, zum Teil (so z. B. der zweite Beweis von Gauss) sich im wesent-
lichen auf rein arithmetischer Grundlage aufbauen. Im Jahre 1924 sind nun
voéllig unabhingig voneinander von drei Intuitionisten dreier verschiedener
Lander (SkoLEM, WEYL, BROUWER) Beweise des Fundamentalsatzes der
Algebra erschienen auf Grund der Uberzeugung, alle bisherigen Beweise
seien unzureichend (vgl. namentlich de Loor). Fir die mehr oder weniger
analytischen Beweise und Beweisteile wurde diese kritische Meinung schon
von dlteren Intuitionisten wie KRONECKER und MERTENS vertreten; dabei
spielt namentlich, entsprechend der Betonung des konstruktiven Moments,
die Auffassung eine Rolle, wonach von einem Beweise des Satzes nur dann
die Rede sein koénne, wenn das Beweisverfahren die numerische Berech-
nung der Wurzeln einer gegebenen Zahlengleichung mit jeder gewiinschten
Genauigkeit ermégliche.l%) Inwiefern demgemiB auch den arithmetischen
Beweisen des Satzes ein entscheidender Mangel anhaften soll, mag durch
ein kraB gewahltes Beispiel in Anlehnung an pE LooR beleuchtet werden.

Zwecks Beseitigung sog. mehrfacher Gleichungswurzeln ist fiir den Be-
weis zundchst zu untersuchen, ob ein gewisser aus den Koeffizienten der
Gleichung gebildeter Ausdruck, die ,,Diskriminante’* der Gleichung, gleich
Null oder von Null verschieden ist. Um einen Fall zu konstruieren, wo
die Entscheidung zwischen beidem unméglich ist, gehen wir wieder wie zu
Beginn der Nr. 8 (S. 39) von der Dezimalbruchentwicklung der Kreiszahl &
aus und verstehen unter £ die Nummer derjenigen Stelle des Dezimal-
bruchs, an der zum erstenmal eine Folge von (mindestens) sieben hinter-
einander auftretenden Siebenern beginnt. Es ist unsicher, ob eine solche
natiirliche Zahl % iiberhaupt existiert, und wenn ja, welches ihr Wert ist;
es liegt ein Problem vor, das der Intuitionist als ,,vielleicht unlésbar‘‘ be-
zeichnet. Wir definieren ferner eine Zahl g als =, @ -+ 10~* oder w — 10—¥,

15) Diese Auffassung 14Bt begreifen, in welchem Sinn man die intuitio-
nistische Mathematik als eine Synthese zwischen ,,Préazisionsmathematik‘‘
und ,,Approximationsmathematik‘‘ ansprechen kann.

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre 4
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je nachdem % nicht existiert, ungerade oder gerade ist. Nun kann man
die Koeffizienten einer Gleichung als derartige von 7 und g rational
abhingige Ausdriicke wihlen, daB die Diskriminante der Gleichung den
Faktor m — p enthilt; z. B. hat die Gleichung x3 — 37%x 4 2902 = o die
Diskriminante D = — 108 (7® — 0°). Es ist dann nicht feststellbar, ob die
Diskriminante, deren Wert sich jedenfalls nur duBlerst wenig von Null
unterscheiden kann, gleich Null ist oder nicht, und es darf daher auch nicht
etwa vermoge des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten angenommen
werden, daB entweder das eine oder das andere der Fall sei.

So bleibt nur der Ausweg, den Beweis zunichst fiir den Fall rationaler
Koeffizienten zu fithren, in dem so ungliickliche Verhiltnisse nicht auf-
treten kénnen, und dann auf dem Weg von Annaherungen zu Gleichungen
mit irrationalen Koeffizienten fortzuschreiten.

10. Die Rolle der Gesamtheit der natiirlichen Zahlen. ‘Das
Verhiltnis von Mathematik und Logik. Nach der vorstehenden
Schilderung wird man es vielleicht als paradox empfinden, bei
den Intuitionisten eine These zu finden wie diese: ,,Die Mathe-
matik ist die Wissenschaft vom Unendlichen.” Der Gegensatz
ist jedoch nur ein scheinbarer. Den bisher erwdhnten, vorwiegend
negativen und zerstérenden Tendenzen des Intuitionismus steht
niamlich ein positiver Grundgedanke gegeniiber, der, wiewohl oft
allzusehr dogmatisch eingefiihrt, gleichfalls wesentlich aus der
Ausgangsforderung der Konstruierbarkeit herzuleiten ist: Die
Voranstellung der natiirlichen Zahlen in threr Gesamtheit als einer
der Begriindung weder bediir|tigen noch fihigen Urintuition, auf der
die gesamte Mathematik und iibrigens auch die Logik sich auf-
baue und die die entscheidende konstruktive Operation ermdg-
liche, ndmlich die Herleitung jeder beliebigen natiirlichen Zahl
auf induktivem (oder rekurrentem) Weg. Diese Urintuition hat
Brouwsr (vgl. Nr. 6) weiter entfaltet zur allgemeinen Mengen-
konstruktion und so die intuitionistische Begriindung der (dis-
kreten und abzihlbaren) Arithmetik auf die (kontinuierliche
und iiberabzihlbare) Analysis ausgedehnt. Von jener mit beson-
derem Nachdruck hervorgehobenen Intuition her haben sich die
Intuitionisten diesen ihren (leicht irrefiihrenden) Namen gewéhlt,
wihrend sie ihre Gegner als Pragmatisten (Poincart) oder For-
malisten (Brouwgr) bezeichnen. Schon von dem ersten In-
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tuitionisten, KRONECKER, stammt das Wort: die ganzen Zahlen
hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Poixcarg, der als nichster wieder hnliche Ideen stark hervorhebt,
hat ausfiihrlich den Gedanken erértert, dal3 die Mathematik mit
ihren analytischen Urteilen und den syllogistischen Schliissen
aus ihnen doch nur eine ungeheure Tautologie darzustellen und
also trivial zu sein scheine; in Wirklichkeit trage sie dennoch in
echtem Sinne schopferischen Charakter, und zwar einzig und allein
deshalb, weil sie in all ihren Teilen durch ein grundlegendes
synthetisches Urteil a priori befruchtet werde: durch das Prinzip
der vollstindigen Induktion (vgl. Vorl. 9/10, Nr. 5), d. h. durch
die Idee der Gesamtheit der natiirlichen Zahlen (Poincaré 1,
1. Kapitel). Auch die Auffassung, wonach die vollstindige In-
duktion etwa einen Bestandteil einer verkleideten Definition der
natiirlichen Zahlen (im Sinne der axiomatischen Methode, vgl.
Vorl. 5/6, Nr. 1) und somit kein Urteil darstelle, wird von den
Intuitionisten mit Recht nicht anerkannt. Jede Definition, die
Wert haben soll, bedarf nimlich eines erginzenden Satzes, der die
Existenz des definierten Begriffes auszusagen hat; in diesem Falle
aber bediirfe ein solcher Satz, auch nur im Sinne der Wider-
spruchsfreiheit des Zahlbegriffs verstanden, schon zu seiner
eigenen Begriindung gerade der vollstindigen Induktion, da doch
die Unmoglichkeit, mittels beliebig vieler logischer Schliisse zu
einem Widerspruch zu gelangen, nachzuweisen sei.

Die Bedeutung des Prinzips der vollstindigen Induktion fiir
die intuitionistische Auffassung wird verstidndlich, wenn man be-
denkt, daB zunichst die Grundforderung der reinen Konstruk-
tion mittels endlicher Prozesse {iberhaupt nur zu Urteilen finiten
Charakters fithren kann, d. h. zu solchen, deren Gesamtinhalt
durch eine endliche Anzahl von Verifikationen unter bloBer Ver-
wendung der natiirlichen Zahlen nachzuweisen und so gleichzeitig
zu erschépfen ist. Alle von der vollstindigen Induktion wesent-
lich abhingigen Aussagen der Mathematik sind nicht von dieser
Art, sondern tragen einen wesentlich anderen Charakter; das
gilt schon fiir die einfachsten Sitze wie z. B. , fiir jede natiirliche

4*
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Zahl gilt » + 1 =1 + #'° oder ,,zu jeder gegebenen Primzahl
gibt es in angebbarem Abstand eine noch gréBere’. Zwischen
derartigen Aussagen, die die Intuitionisten eben auf Grund ihrer
Bejahung der vollstindigen Induktion noch anerkennen, und den
eigentlich ,,transfiniten* (wie z. B. dem Wohlordnungssatz), die
sie verwerfen, besteht nun ein entscheidender Unterschied: Jene
sind der Verifikation mit endlichen Mitteln (z. B.,,9 +1 = 1 + ¢*
oder ,,auf 7 folgt die Primzahl 11°) fihig; sie k6nnen allerdings —
im Gegensatz zu den finiten Aussagen — erst durch wunendlich
viele endliche Verifikationen erschépft werden, von denen aber
jede einzelne grundsitzlich endlicher Natur ist, mag sich auch
die Durchfiihrung (weil z. B. generationenlange Rechenarbeit er-
fordernd) praktisch verbieten. In dieser Verifizierbarkeit der von
ihnen anerkannten mathematischen Aussagen erblicken Intu-
itionisten vom Schlag Poincarts den eigentlichen Grund dafiir,
weshalb die Mathematiker im Gegensatz z. B. zu den Philo-
sophen trotz der Unzuldnglichkeiten der Sprache im allgemeinen
nicht an einander vorbeireden; im Zweifelsfall wirkt die Veri-
fikation aufkldrend, und vor ihr beugt sichalles. Die transfiniten
Aussagen der zweiten Art dagegen sind der endlichen Verifikation
tiberhaupt nicht fahig und werden von den Intuitionisten deshalb
als inhaltsleer abgelehnt; bei Aussagen dieser Art, wie z. B. dem
Wohlordnungssatz, bleibe daher fiir MiBverstindnisse so weiter
Spielraum (vgl. Poincaré 5, z. B. S. 1451.).

Es ist bemerkenswert, daB an diese Auffassung die moderne
axiomatisch - metamathematische Schule wieder ankniipft und
deren Anhidnger durch Erweiterung eben jenes Standpunktes
aus ihrer Position zu dringen hofft : gerade auch fiir die transfiniten
Teile der Mathematik nidmlich sucht HiLsert (vgl. Hilbert 5) die
Berechtigung zu erbringen mittels finiter Methoden, die sich ge-
wissermaflen als eine Ausdehnung der in den verschiedensten
Teilen der Mathematik bewihrten , Einfithrung idealer Ele-
mente‘* auffassen lassen (vgl. Vorl. 9/10, Nr. g). Die intuitionisti-
schen Bedenken gegen den Gebrauch des ,,tertium non datur*
und der Begriffe ,,alle‘“ und ,,es gibt‘* innerhalb der transfiniten
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Mathematik werden von der Schule HirBerTs methodisch an-
erkannt und tibernommen, ja sogar erweitert. Freilich fithrt das
diese Forscher nicht wie BRoUWER zu einem Verbot der allge-
meinen mathematischen Verwendung der Gesetze der Aristoteli-
schen Logik, worauf sie zwecks Wahrung des heutigen Besitz-
standes der Mathematik nicht verzichten wollen; vielmehr
versuchen sie gerade mittels feiner mathematischer Methoden
jenen logischen Gesetzen ihre briichig gewordene Geltung wieder-
herzustellen und zu legitimieren.

Bei Beriicksichtigung der in den letzten Absitzen bespro-
chenen positiven Seite der intuitionistischen Lehre findet man,
daB unter den heutigen Mathematikern drei verschiedene Amn-
sichien iiber das gegemsestige Verhiltnis dev Logik und der Mathe-
matik einander gegemiiberstchen.®) Nach Brouwer beruht die
Mathematik auf der reinen Anschauung, insbesondere auf der
Urintuition von der Gesamtheit der natiirlichen Zahlen, und
es griindet sich, wie sie ausdriicklich behaupten, weiterhin die
Logik erst auf die Mathematik. Zum Verstdndnis dieser etwas
zugespitzten These ist zu bemerken, dal die Mathematik nach
Brouwers Auffassung die Gesamtheit der gedanklichen mathe-
matischen Konstruktionen und nicht etwa deren formelmaBi-
gen oder sprachlichen Ausdruck darstellt; damit wird die Be-
griindung der Mathematik auf die Logik untunlich, wihrend
die Logik mindestens teilweise der mathematischen Intuition
bedarf. Gerade umgekehrt ist es nach den modernen Logistikern
(RussErLt, WaitEHEAD, CouturaT, CHWISTEK usw., librigens
auch vorher schon DepeErIND und FreGE!) sowie die Vertreter

16) Fiir die in diesem Zusammenhang wesentliche Frage, was unter der
Mathematik iiberhaupt zu verstehen ist, vgl. etwa Vo8B, S. 14ff., Weyl
3, S. 50ff., und Burkamp, S. 240 ff., sowie die zahlreichen dortigen Li-
teraturangaben. (Burkamps Buch ist erst bei AbschluB des Druckes
erschienen.)

17) FREGE, dessen hervorragende Leistungen nicht die verdiente An-
erkennung gefunden haben, hat bereits wichtige Ergebnisse versffentlicht,
die viel spater (unabhingig) von RusseLL wiedergefunden und erst auf
diesem Weg bekannt geworden sind.
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der italienischen Schule), denen BrouUwER geradezu vor-
wirft, sie befaBten sich mit der mathematischen Sprache statt
mit der Mathematik; fiir sie ist die Mathematik, zum minde-
sten in ihren allgemein anerkannten Teilen!8), aus der allgemei-
nen Logik, und zwar namentlich aus der sogenannten Logistik
zu begriinden, und es muf3 daher bei einem vollstindigen Aufbau
des mathematischen Gebdudes, wie er z. B. in Whitehead-
Russell!®) oder auch, in wesentlichen Punkten verschieden, in
Chwistek 1 angestrebt wird, vor allem die Logik begriindet und
aus ihr die Mathematik hergeleitet werden.??) Diese Anschau-
ung steht natiirlich in scharfem Widerspruch zu derjenigen
von Kant in der Kritik der reinen Vernunft; von der Fest-

18) Die Axiome der Auswahl und des Unendlichen (Vorl. 5/6, Nrn. 6
und 9) fallen nicht hierunter und werden als Spezialhypothesen den auf
ihnen beruhenden Gebieten zugrunde gelegt.

19) Die wesentlichen, SHEFFER und Nicop zu verdankenden Verein-
fachungen in den Grundlagen dieses gewaltigen Werkes finden in der
(von RusseLL herrithrenden) Einleitung zur Neuauflage des 1. Bandes
Beriicksichtigung; von den dort noch nicht genannten neuesten ein-
schlagigen Untersuchungen seien Post, Nicod 2, fukasiewicz, Eaton,
Langer 1 und 2 und Bernays 2 erwahnt. Einen leichtverstdndlichen,
doch zur vollen Orientierung nicht hinreichenden Einblick in sein System
gibt Russell 2, vgl. auch etwa Brunschvicg, Burkamp, Nicod 1, Shaw
sowie (fiir einen weiteren historischen Rahmen) Enriques; eine tief-
gehende und vielseitige Ubersicht iber die Arbeiten der Logistiker von
LeiBN1z bis RusseLr findet man bei Lewis 1, wo auch fast unerschépf-
liche Literaturangaben (vgl. auch die Gesamtorientierung in Lewis 2 sowie
Zaremba), eine (zu weitgehende) Kritik bei Smart 1 (vgl. auch Smart 2).
Die neue Methode SHEFFERs harrt noch der weiteren Ausfithrung. Erstnach
AbschluB des Druckes ist der wichtige Aufsatz Ramseys erschienen.

20) ‘““We shall see that numbers are classes, and classes are propositional
functions. Therefore, Mathematics is a part of the theory of propositional
functions.” (Chwistek 1, Einleitung.) CHwISTEKS Methode ist nach
bestimmter Richtung spezialisiert und in ihr weiter ausgebaut in
Chwistek 2. Ubrigens nahert sich CHWISTEK, obgleich methodisch durch-
aus Logistiker, in seinen SchluBfolgerungen den Intuitionisten gemaBigter
Art (namentlich infolge seiner Verwerfung des anst6B8igen Reduzibilitats-
axioms). Entsprechendes gilt von den Konsequenzen der Methode von
WITTGENSTEIN (sieche Wittgenstein).
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rede, die Couturar anliBlich des hundertsten Todestages
Kants in Paris gehalten hat, duBert Poincart denn auch iro-
nisch, man habe gemerkt, daBl sie der Feier des Jubildums von
Kants Tode gelten solle. GewissermaBen in der Mitte zwischen
beiden Anschauungen, grundsitzlich indes interessanterweise doch
wiederum der ersten niherkommend (vgl. auch Vorl. 9/10, Nr. g),
steht die axiomatische Schule HinBERTS und seiner Anhénger, die
ja in der Gegenwart im heftigsten Streite mit den Intuitionisten
steht und umgekehrt. Auch HinBerT erblickt, darin mit Kant
und {ibrigens im Grunde doch wohl auch mit LeiBniz?!) tiber-
einstimmend, die Wurzeln der Mathematik in gewissen von der
Logik unabhingigen, vor allem Denken als unmittelbares Erleb-
nis vorhandenen primitivsten anschaulichen Gegegebenheiten,
die freilich andersartig und bei weitem nicht so umfassend ver-
standen werden wie von den Intuitionisten; vielmehr gehort es
mit zu den Hauptaufgaben der ,Metamathematik’* HIiLBERTS,
die natiirlichen Zahlen und die vollstindige Induktion von dem
anschaulichen Ausgangspunkt aus zu begriinden (vgl. Vorl. g/10,
Nrn. ¢of.) und so die Idee des Unendlichen — die, wie in der Natur
nie gegeben, so auch als Grundlage des Denkens unzulissig sei —

21) Wie es scheint, berufen sich CouTURAT und seine logistischen Ge-
sinnungsgenossen in manchem zu Unrecht auf LErBN1z. So richtig es ist,
diesen als den (der Entwicklung um Jahrhunderte vorauseilenden)
Schopfer der Idee der modernen Logistik zu feiern — deren Bedeutung
im Sinn einer Fortbildung der Aristotelischen Logik (vor allem durch
RusseLL) ibrigens vielfach noch nicht hinreichend gewurdigt wird —,
so hat Lereniz doch offenbar (vgl. Mahnke, bes. S. 506ff.) die Grenzen
der logisch-formalen Methoden gesehen und in seiner von der ,,mathesis
universalis’‘ unterschiedenen ,,characteristica universalis’ ein der An-
schauungsgrundlage HILBERTs vergleichbares synthetisch-anschauliches
Hilfsmittel erblickt, um die ,,compossibilitas*’, also die Vertraglichkeit
der Axiome oder die Widerspruchsfreiheit damit nachzuweisen und so
die Auffihrung des weiterhin analytischen Gebiudes der Mathematik
uberhaupt méglich zu machen. Man vergleiche auch eine Bemerkung
LamBerTs, wonach der Anfang der Wissenschaft nicht die Definition
sei, sondern das, was man notwendig im voraus wissen muf, um die
Definition aufzustellen.
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erst mittels des Endlichen methodisch zu sichern. Aus jenen an-
schaulichen Wurzeln heraus seien dann Mathematik und Logik und
zwar in zunichst einheitlicher Entwicklung aufzubauen, da der
Aufbau der Mathematik, wenn auch nicht allein von der Logik
aus moéglich, doch gewisser Methoden der Logik notwendig be-
diirfe, (Vgl. hierzu Dubislav 1, wo die ersten beiden Anschau-
ungen eine Zuriickweisung erfahren, die vom Standpunkt der
Angegriffenen aus freilich kaum stichhaltig ist.)

11. Die LOWENHEIM-SkoLEMsche Paradoxie. Die Besprechung
des Intuitionismus kann nicht abgeschlossen werden, ohne eines
neuen, beunruhigend wirkenden Angriffs auf die axiomatische
Begriindung der Mengenlehre und Analysis Erwdhnung zu tun
(Skolem, 3. Abschnitt; vgl. hierzu Fraenkel 5 und namentlich v.
Neumann 2, I1. Teil) ; eines Angriffs, iiber dessen Bedeutung zu ur-
teilen freilich eine erst begonnene Aufgabe der heutigen Wissen-
schaft ist und dessen Verstidndnis eine gewisse Vertrautheit mit
der axiomatischen Methode im allgemeinen und der Axiomatik der
Mengenlehre im besonderen erfordert (vgl. die Vorlesungen 5/6
sowie 7/8, Nrn. 1—3).

Ein von Loéwenuemm mit Hilfe der logistischen Methoden
ScHRODERS bewiesener Satz, den SkoLem unter Vereinfachung
des Beweises weiter ausgedehnt hat, 1dBt sich fiir unsere Zwecke
in folgender Form aussprechen: Ist eine abzihlbar unendliche
Menge von ,,Zihlaussagen’* vorgelegt, die mittels der Grund-
relationen der Mengenlehre gebildet sind, so sind jene Zihl-
aussagen entweder nicht miteinander vertriglich (also einander
widersprechend), oder sie konnen erfiillt werden innerhalb eines
Bereiches von Objekten, der bei passender Wahl der Verkniipfun-
gen der Objekte durch die Grundrelationen nur abzéhlbar unend-
lich ist. Unter einer Zihlaussage wird hierbei eine Aussage
verstanden, die aus den Grundobjekten (Mengen) und Grund-
relationen mittels der fiinf logistischen Grundoperationen (und,
oder, Negation, alle, es gibt) in endlicher Weise aufzubauen ist;
demnach erweisen sich die in den nichsten Vorlesungen auf-
tretenden Axiome der Mengenlehre durchweg als Zdhlaussagen,
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das Axiom der Aussonderung allerdings als eine Gesamtheit
von abzdhlbar unendlich vielen Zihlaussagen (vgl. Axiom V',
Vorl. 7/8, Nr. 2). Somit miillte sich das System der Axiome
der Mengenlehre, wenn es iiberhaupt widerspruchsfrei ist, reali-
sieren lassen durch einen Bereich von Mengen, der bei geeigneter
Verkniipfung der Mengen durch die Relation ,,Element sein“
nur abzihlbar unendlich viele Mengen enthilt.

Das steht in einem zunichst unverstindlichen Widerspruch
mit der Tatsache, daB sich mittels des (auch aus den Axiomen
sehr wohl herleitbaren) Diagonalverfahrens die Existenz von
tiberabzidhlbar unendlich vielen Mengen beweisen 1it, deren
Elemente iibrigens wiederum Mengen sind. Dieser Widerspruch
148t sich, wenn die Schliisse LowENHEIMS und Sxorewms liicken-
los und ohne Mifverstindnis verlaufen, augenscheinlich nur
dahin deuten, daB der Begriff der Mdchtigkeit beim axioma-
tischen Vorgehen notwendig velativiert wird. Den Unterschei-
dungen von ,endlich, ,,abzihlbar unendlich, ,,iiberabzihl-
bar unendlich, wie sie sich vermége der Axiomatik ergeben,
brauchen nicht die ndmlichen Unterscheidungen vom naiv-kon-
struktiven Standpunkte aus (etwa demjenigen CaANTORS) Zu ent-
sprechen; vielmehr kénnen die so axiomatisch unterschiedenen
Mengen vom naiven Standpunkt aus simtlich als abzdhlbar un-
endlich erscheinen, indem Mengenbildungen benutzt werden, die
vom axiomatischen Standpunkte aus unzulissig sind. Bei diesem
Widerstreit spielt die Hauptrolle offenbar die Potenzmenge, die
generell den Ubergang zu hoheren Michtigkeiten gestattet
und die wesentlich nicht-pradikativer Natur ist (vgl. Vorl. 7/8,
Nr. 3). Es mag sein, daB somit auch hier der Gegensatz zwischen
den naiven und konstruktiven Prozessen der Mengenbildung
einerseits, den axiomatischen und nicht-pridikativen Prozessen
andererseits wiederum unerwartet als drohendes Mene-Tekel er-
scheint. (Man vergleiche hierzu die in Vorl. 7/8, Nr. 6, besonders
im Zusammenhang mit dem Verfahren RicmarDs angestellten
Uberlegungen.)
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Fiinfte und sechste Vorlesung.

Die Axiome der Mengenlehre.

1. Die axiomatische Methode und ihre Notwendigkeit fiir
die Begriindung der Mengenlehre. Meine Damen und Herren!
In der ersten und zweiten Vorlesung haben wir einen ,,gene-
tischen* oder ,,synthetischen®, auf der Cantorschen Definition
der Menge fuBenden Aufbau der Mengenlehre in den Umrissen
kennengelernt. 'Wir muBten uns indes noch in der zweiten Vor-
lesung davon iiberzeugen, daBl eine einwandfreie Entwicklung auf
diesem Wege nicht mdglich ist, daB vielmehr Widerspriichen so
Tiir und Tor gedffnet wird. Es ist daher notwendig eine andere
Methode einzuschlagen, soll die Mengenlehre gegeniiber Zweifeln
und Zweiflern gesichert werden.

Fiir den Begriff der Menge, der tibrigens in erster Linie allge-
mein-logischen Charakter trigt, ist eine zweckmaiBigere Defini-
tion von geniigender Weite, die nicht zu den gleichen Unzutrig-
lichkeiten fiihrte, schwerlich zu geben und jedenfalls bisher nicht
aufgestellt worden. Radikal hilft dagegen das Auskunftsmittel
der Intuitionisten, mittels einer ganz engen Mengendefinition
kurzerhand einen groBen Teil der Analysis vom mathematischen
Gesamtkorper zu amputieren; dhnlich allerdings wie nach einer
Gliedmallenamputation, bei bereits vollendeter Wiederherstel-
lung der physiologischen Prozesse im Rumpforganismus, subjek-
tiv immer noch Schmerzen im amputierten Glied empfunden
werden, gestalten sich auch die Beweise und Aussagen der intui-
tionistischen Rumpfmathematik geradezu schmerzhaft kompli-
ziert, so daf selbst von intuitionistischer Seite der unterrichts-
mifige Zugang zur neuen Mathematik einstweilen auf dem Um-
weg iiber die ,falsche’ klassische Mathematik als Vorstufe zu-
gestanden wird. Will man nicht zu dem verzweifelten Auskunfts-
mittel einer derart radikalen Einengung und Beschrinkung der
mathematischen Gegenstinde und Methoden greifen, so mull man
demnach auf eine definitorische Entwicklung der Mengenlehre, die
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mit einer Umgrenzung des Mengenbegriffs anhebt und von hier
aus schrittweise aufbaut, ganz und gar verzichten.

Hier ist somit ein gewissermaBen naturgegebenes Betdtigungs-
feld fiir die sogenannte axiomatische Methode gegeben, die zu-
nichst fiir die Bediirfnisse der Grundlegung der Geometrie er-
sonnen worden ist; sie ,,besteht einfach darin, die Grundbegriffe
und die Grundtatsachen, aus denen sich die simtlichen Begriffe
und Sitze einer Wissenschaft definitorisch bzw. deduktiv her-
leiten lassen, vollstindig zu sammeln“ (Weyl 3, S. 16), und
rechnet somit mit dem Faktum der Wissenschaft, hierin nicht
anders als die transzendentale Methode der Kantischen Philo-
sophie. Letzten Endes auf Evcrips ,,Elemente’ und auf die Be-
griindung der Nichteuklidischen Geometrie zu Anfang des vorigen
Jahrhunderts zuriickgehend, ist die axiomatische Betrachtungs-
weise wesentlich durch Pascas ,,Vorlesungen iiber neuere Geo-
metrie‘‘?) und Arbeiten verschiedener italienischer Mathematiker
unter Fithrung Peanos, dann in einem umfassenderen Sinn von
HiLeerT und seinen Schiilern entwickelt worden. Die grund-
legenden Begriffe und Relationen (Beziehungen) der zu begriin-
denden Wissenschaft, Grundbegriffe (z. B. ,,Punkt’, ,,Gerade*
usw.) und Grundrelationen (Grundbeziehungen; z. B. , liegt
auf —) genannt, samt ihren sprachlich-schriftlichen Bezeich-
nungen werden nickt definiert; vielmehr werden die unter die
Grundbegriffe fallenden Objekte, also z. B. die Punkte, Geraden
usw., ohne jede inhaltliche Erklirung miteinander durch die
Grundrelationen verkniipft in einem System grundlegender
Sitze, die als die Axiome der betreffenden Wissenschaft be-
zeichnet werden (z. B. ,,zu je zwei verschiedenen Geraden gibt es
hochstens einen Punkt, der auf beiden gelegen ist*). Diese Axiome
stellen dann, wenn sie zweckentsprechend gewidblt sind, zwar
nicht eine synthetische und inhaltliche Definition, wohl aber eine
formale Umgrenzung und Erklirung der Grundbegriffe und
Grundrelationen dar; iiber diese sollen nimlich keine anderen

1) Pasch 1; vgl. auch Pasch 2 und 3 sowie die dort angefiihrte Literatur.
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Aussagen zuldssig sein als solche, die aus den Axiomen auf dem
Wege formalen deduktiven SchlieBens hervorgehen. Diese Me-
thode entspricht durchaus dem formalen Charakter der mathe-
matischen Sitze tiberhaupt, deren Richtigkeit ja nicht etwa von
der inhaltlichen Deutung der verwendeten Symbole, sondern nur
von den fiir diese vorgeschriebenen Verkniipfungsvorschriften
(Rechenregeln usw.) abhingen. Man spricht bei solcher formaler
Umgrenzung der Begriffe und Relationen durch Axiome zuweilen
— im Gegensatz zu den expliziten Definitionen, wie sie sonst in
der Mathematik iiblich sind und an der Spitze jeder genetischen
Entwicklung einer Wissenschaft stehen — von einer smpliziten
Festlegung oder Definition der Grundbegriffe und Grundrela-
tionen durch die Axiome. Die Implizierung ist hier freilich ganz
charakteristisch fiir die axiomatische Methode, und man kann
nicht durch eine Entwirrung der gegenseitigen Verkniipfung zu
expliziten, eigentlichen Definitionen iibergehen (vgl. Vorl. 3/4,
Nr. 5). (Ubrigens kann diesem Vorgehen der Axiomatiker eine
verwandte Entwicklung in der Auffassung der Philosophen
(RickERT, CassIRER u.a.) von der Definition und Begriffsbildung
an die Seite gestellt werden: die Abkehr von der auf ARISTOTELES
zuriickgehenden Theorie, die den Begriff aus seinen Individua-
tionen abstrahiert und so der ,,Substanz‘* entnimmt, zugunsten
der Anschauung, daBl es auf die ,,Funktionen ankomme, die
der Begriff zu leisten hat, m. a. W. auf die Gesamtheit seiner
relationalen Verkniipfungen mit anderen Begriffen; vgl. z. B.
Schlick, S. 32ff., aber auch S. 231f.)

Fiir die Auswahl der Axiome ist in erster Linie mafigebend das
Bestreben, die Sitze des zu axiomatisierenden Gebietes aus mog-
lichst ,,einfachen’ Grundannahmen herzuleiten, denen dann der
Charakter von Axiomen beigelegt wird. Die Aufstellung der
Axiome liuft also hinaus auf eine logische Analyse der Begriffe,
Methoden und Beweise, die sich in der histovischen Mengenlehre
Cantors vorfinden. Fiir die Beurteilung der Einfachheit der so
auszuwihlenden Axiome ist es vor allem mafigebend, daB die An-
zahl der in sie eingehenden Grundbegriffe und Grundrelationen
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(nicht etwa die Anzahl der Axiome) aufs duBerste einzuschrinken
ist?); ferner, daB jedes einzelne Axiom eine méglichst einheitliche
Aussage enthalten und die Gesamtheit der Axiome keine ent-
behrlichen Bestandteile aufweisen soll, bei deren Weglassung das
Axiomensystem immer noch den deduktiven Aufbau des wissen-
schaftlichen Gebdudes gestattet. Weiter miissen, wenn mit der
axiomatischen Methode etwas gewonnen sein soll, naturgemif3
die Axiome so engen und wohlumgrenzten Charakter tragen, daf3
durch Deduktion von ihnen aus die Antinomien der Mengenlehve
nicht hergeleitet werden kimmen. Auch die Riicksicht auf die an-
schauliche oder logische Evidenz der als Axiome auszuzeichnen-
den Prinzipien spielt naturgemiB eine Rolle, sie ist aber nicht
entscheidend; vielmehr bekommen manche Axiome erst durch
die Evidenz der von ihnen abhingigen, ohne sie nicht zu gewinnen-
den Folgerungen so recht ihr volles Gewicht.?) So wird man
z. B. geneigt sein, die Existenz dhnlicher Figuren als weit ein-
leuchtender anzusehen als das Parallelenaxiom, auf das sich die
Moglichkeit dhnlicher Figuren griindet. Neben solcher zelativer
und nachtriglicher Rechtfertigung mathematischer Prinzipien
versucht man neuerdings auch den Weg einer absoluten Entschei-
dung wenigstens iiber ihre Zulissigkeit und Vertraglichkeit mit-
einander zu beschreiten; dieses schwierige Problem wird noch in
den letzten Vorlesungen (Vorl. 9/10, Nrn. 8 {.) gestreift werden.

Besser und anschaulicher als durch solche abstrakte Erorte-
rungen wird Thnen das Wesen der axiomatischen Methode klar-
werden, wenn Ihnen erst im axiomatischen Aufbau (,,Axioma-

tik‘‘) der Mengenlehre ein konkretes Beispiel fiir die Durchfiihrung
—_— S v A

2) Die methodisch anders eingestellte philosophische Betrachtung
urteilt hierin mit Recht sehr verschieden; vgl. Geiger, §§ 5f.

3) Vgl. auch D’ ALEMBERTS (auf den damaligen Aufbau der Infinitesimal-
rechnung beziigliches) Wort: »pAllez en avant, et la foi vous viendral«
Der oben ausgedriickte Gedanke beherrscht auch in der Philosophie
z. B. die Methoden der Schulen von KaANT und FRIES; es beruht,
wenigstens im Grundsitzlichen, auf Irrtum, wenn in diesem Gedanken
von philosophischer Seite (vgl. Dubislav 3, S. 40) ein Sonderbesitz im
Gegensatz zur Mathematik erblickt wird.
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jener Methode vor Augen steht. All die fiir unsere Zwecke sehr
wesentlichen Bemerkungen tiiber die Erfordernisse und den Wert
der axiomatischen Methode im allgemeinen mdgen daher bis zu
den letzten Vorlesungen (9/10) zuriickgestellt bleiben, wo uns an-
schauliches Material fiir diese Untersuchung vorliegen wird. Doch
mag der Inhalt der letzten Absitze hier noch illustriert werden
durch einen, freilich etwas hinkenden Vergleich: Ein Kapitel der
Physik wie etwa die Warmelehre oder die Theorie der Elektrizitit
hebt historisch und auch systematisch nicht etwa an mit einer
Definition des Begriffs der Warme oder der Elektrizitiit, aus der
dann die Eigenschaften und Wirkungen dieser physikalischen
Begriffe deduktiv erschlossen wiirden. Vielmehr wird das Wesen
jener Begriffe umschrieben und gekennzeichnet durch Angabe
einer Reihe von Tatsachen, die jene Begriffe in Relation setzen
zu anderen, schon niher bekannten oder in gleicher Weise um-
grenzten Kriften und Prozessen. Ein wesentlicher Unterschied
gegeniiber der axiomatischen Methode in der Mathematik liegt
freilich darin, daf3 bei solchem Vorgehen in der Physik neben
formalen Verkniipfungen stets auch inhaltliche Bestimmungen
Platz greifen.

Im iibrigen sei zur ersten Einfiihrung in das Wesen der axio-
matischen Methode neben philosophischer Literatur (vergleiche
London und Rougier®?)) namentlich die klare und leichtver-
stdndliche Schrift von Boehm empfohlen; fiir weiteres Ein-
dringen werde auf die Literaturangaben in Fraenkel 4, S. 222,
und in Carnap verwiesen, denen noch Doetsch, Weyl 3 und
namentlich Geiger anzureihen ist.

Fiir die meisten Zwecke der Mathematik kommen die gene-
tische und die axiomatische Begriindungsart grundsitzlich gleich-

3a) Wie freilich auch noch in neuester philosophischer Literatur eine
vollige Verkennung der axiomatischen Methode moglich ist, zeigt Beggerow
(S. 66—90); die Zugrundelegung einer unzureichenden Definition und
die Verwechslung zwischen mathematischem und physikalischem Raum
vermehren hier die MiBverstindnisse. Auch in Warrain ist das Wesen
der axiomatischen Methode nicht geniigend beriicksichtigt.
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berechtigt in Betracht, so z. B. bei der Einfithrung der irrationalen
oder der imaginiren Zahlen, ja sogar auch bei der Begriindung
der Geometrie. Uber die Bevorzugung der einen oder der anderen
Art entscheidet neben pddagogischen und ZweckmiBigkeits-
griinden namentlich auch der wissenschaftliche Geschmack, wo-
bei die Urteile oft weit auseinander klaffen (vgl. als besonders
charakteristisch etwa Study, Hélder und Hilbert 2). Grundsitz-
lich anders ist es bei der Begriindung der Mengenlehre (iibri-
gens fiir den Nichtintuitionisten auch bei der Begriindung der
Anfiange der Zahlenlehre)! Hier hat die genetische Behandlungs-
art, wie die Paradoxien beweisen, durchaus versagt, hier fillt
das Problem einer Rechtfertigung der Cantorschen Mengen-
lehre bis heute wesentlich zusammen mit dem ihrer Begriin-
dung auf axiomatischem Weg; das gilt auch fiir die sonstigen
Anhinger der genetischen Methode, sofern sie nur iiberhaupt
eine allgemeine Mengenlehre anerkennen.

Eine Widerlegung der intuitionistischen Bedenken und An-
schauungen wird freilich auf diesem Wege zunichst weder be-
zweckt noch erméglicht. Hiertiber wird in den Vorlesungen g/10
(Nr. 8) noch ein Wort zu sagen sein. Namentlich wenden wir im
folgenden den logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten
unbedenklich an, wie dies bisher in der Mathematik und in der
Logik stets iiblich war.

2. Grundbegriff und Grundrelation der Axiomatik. Wir be-
ginnen nunmehr mit der Aufrichtung der Axiomatik der Mengen-
lehre und kniipfen dabei in vielen (wenn auch keineswegs in allen)
wesentlichen Punkten an ZrrmELo (Zermelo 3) an. Vom Aus-
maB und von der Bedeutung der Abweichungen wird spiter die
Rede sein (Vorl. 7/8, Nr. 7).

Das System der Grundbegriffe und Grundrelationen, die
ohne Definition in die Axiome eingehen, ist von der denkbar ein-
fachsten Art: es besteht aus einem einzigen Grundbegriff, Menge
genannt, und einer einzigen Grundrelation, ¢ geschrieben und
etwa ,jist Element von —* gelesen, sowie ihrem (kontra-
diktorischen) Gegenteil ¢ (,,ist nicht Element von —*). Zwischen
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zwei in bestimmter Reihenfolge gegebenen, unter den Grund-
begriff fallenden Objekten (,,Mengen‘‘) kann méglicherweise die
Grundrelation ¢ bestehen; die diesen Fall bezeichnende Aussage
a & b, wo a und b Mengen bedeuten, wird gelesen: ,,die Menge a ist
Element der Menge 6, ,,b enthilt @ als Element’* usw.; a ¢ b hei3t:
,»a ist nicht Element der Menge 5*. Es ist dabei keineswegs nétig
an die Begriffe ,,Menge“, ,,Element’’, ,,enthalten‘‘ zu denken, wie
sie uns aus der CantTorschen Mengenlehre her vertraut sind; aus
Griinden der sprachlichen Verstindigung ist es ja jedenfalls er-
forderlich, iiberhaupt Wortbezeichnungen zu gebrauchen, und es
dient der Anschaulichkeit, wenn wir die alten Bezeichnungen
verwenden. Man konnte tibrigens statt ,,Menge* ebensogut, nur
farbloser, sagen: ,,Ding". Eine inhaltliche Deutung ist von vorn-
herein nicht nétig, und falls man eine solche wiinscht, so ist jede
Deutung zuldssig und gleichberechtigt, die durch die folgenden
Axiome nicht unmdglich gemacht wird. So kénnte man z. B.
zunichst daran denken den Grundbegriff ,,Menge’ als ,,Mensch**
und ¢ als ,,ist Kind von‘‘ zu verstehen, so daB « ¢ b bedeutet: a
ist Kind von . Die meisten denkbaren Deutungen werden indes
allmihlich durch die Axiome ausgeschlossen, welche die infolge
der Inhaltslosigkeit der Grundbegriffe zun4chst bestehende Fiille
von Moéglichkeiten schrittweise einengen?); wenn man nicht
etwa versuchen will von jeder inhaltlichen Deutung abzusehen,
so wird man also zweckmiBig an die Begriffe ,,Menge” und
,,Element sein‘‘ etwa im Sinne CanToRrs denken.

3. Vorbereitende Definitionen. Um die Axiome bequem aus-
sprechen zu kénnen, beginnen wir mit einigen Erklirungen, die
aus Grundbegriff und Grundrelation neue Begriffe und Rela-
tionen auf dem iiblichen definitorischen Wege ableiten. Es
handelt sich hier also nicht etwa, wie bei den Axiomen, um tra-
gende und unentbehrliche Pfeiler des zu errichtenden Gebiudes,
sondern wesentlich um Abkiirzungen der Redeweise, die bei

4) Vgl. SpiNozas Wort ,,omnis determinatio est negatio‘ und die sy-
stematische Ausflihrung des obigen Gedankens bei Geiger (bes. S. 321.).
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stetem unmittelbarem Zuriickgehen auf ,,Menge‘ und ¢ bis zur
Unertriglichkeit schleppend und uniibersichtlich wiirde.

Definition 1. Sind a und b Mengen, und ist jedes Element von
a gleichzeitig Element von b (d. h. folgt aus x ¢ a stets xeb), so
heifit die Menge a eine Teilmenge der Menge b.5)

Hiernach ist namentlich jede Menge eine Teilmenge von sich
selbst. Weiter folgt aus dieser Definition, daf jede Teilmenge
einer Teilmenge von b wiederum eine Teilmenge von b ist. Denn
sind a, ¢, H Mengen, und ist # eine Teilmenge von c, ¢ eine Teil-
menge von b, so folgt nach der Definition aus x ¢ & stets x ¢ ¢,
hieraus stets x ¢ b, also aus x ¢ a stets x £ b, was nach der Defini-
tion gerade unsere Behauptung ausdriickt.

Es ist wichtig, die beiden Beziehungen ,,Element sein* und
,,Teilmenge sein‘‘ scharf voneinander zu scheiden; ihre Verwechs-
lung, die durch sprachliche Momente (doppelte Verwendungs-
fihigkeit des Wortes ,,enthalten oder auch ,,umfassen’’) be-
giinstigt wurde, hat in der Logik 6fters wesentliche Folgen gezeitigt.
Wihrend eine Menge stets Teilmenge von sich selbst ist, wird sie
in der Regel nicht Element von sich selbst sein.

Definition 2. Sind a und b Mengen, und ist gleichzeitig a eine
Tetlmenge von b und b eine Teilmenge von a, so heifit a gleich b;
in Zeichen: a = b. In jedem andeven Fall heifit a verschieden
von b: a -+ b.

Anders ausgedriickt: ist jedes Element von a gleichzeitig Ele-
ment von b und umgekehrt, so ist g = b.

Nach der auf Definition 1 folgenden Bemerkung ist hiernach
jede Menge sich selbst gleich (¢ = a); die definierte Gleichheit
enthilt also die Identitit als Spezialfall. Ferner ergibt sich aus
der Definition fast unmittelbar, daB3 die Relation der Gleichheit
eine wechselseitige (symmetrische) und fortwirkende (transitive)
ist, d. h. daBB aus @ = bstetsb—=a, aus a=>5b und b =c stets a =¢

5) Man benutzt hierfiir vielfach das Subsumptionszeichen %, schreibt
also a —éb Doch soll nachstehend vom Gebrauch dieses Zeichens ab-
gesehen werden.

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre 5
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folgt. (Die durch Definition 1 festgelegte Relation ,,Teilmenge
sein‘‘ dagegen ist zwar transitiv, nicht aber symmetrisch.) SchlieB-
lich ergibt sich aus Definition 2, da in jeder Beziehung der
Form a ¢ A die Menge A durch jede ihr gleiche Menge B ersetzt
werden darf, d. h. daB aus a ¢ A und A = B stets a ¢ B folgt.

Definition 3. Sind a und b Mengen ohne gemeinsame Ele-
mente, d. h. kommt kein Element von a gleichzeitig in b als Element
vor, so heifien a und b elementefremd. Allgemeiner: sind je zwei
beliebige Elemente einer Menge A stets elementefremde Mengen,
so werden die Elemente von A4 als paarweise elementefremd
bezeichnet.

4. Relationales Axiom (Axiom der Bestimmtheit). Wir gehen
nun an die Aufstellung der Axiome der Mengenlehre. Wir be-
nétigen fiir die allgemeine Mengenlehre sieben Axiome und teilen
diese nach ihrem allgemein-logischen Charakter in drei Gruppen,
von denen iibrigens die erste und die letzte nur je ein einziges
Axiom enthilt.

I. Relationales Axiom.

Unter der Gleichheit wird in den verschiedenen Zweigen der
Mathematik zwar keineswegs immer dasselbe verstanden, wohl
aber stets eine Relation von ganz bestimmter Prigung, die in
vielem an die logische Beziehung der Identitét erinnert. Ob auch
der durch Definition 2 eingefiihrte Gleichheitsbegriff diese Pri-
gung besitzt, 148t sich vorerst nicht vollstindig feststellen; denn
wir haben ja die Gleichheit definitorisch zuriickgefiihrt auf die
Beziehung ¢, welche Grundrelation der Axiomatik ist, und tber
deren Natur wir daher einstweilen gar nichts wissen. Fragen wir
uns einmal, worin eigentlich jene besondere Pragung des mathe-
matischen Gleichheitsbegriffes besteht! Sie liegt darin, daB3 jedes
mathematische Objekt sich selbst gleich ist, dal3 die Gleichheit
einen symmetrischen und transitiven®) Charakter tragt, und dal3

6) Man erinnere sich an das angebliche ,,Axiom‘‘: wenn zwei Groéflen
einer dritten gleich sind, so sind sie untereinander gleich. Vom oben ein-
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in einer richtigen Ausage, die verschiedene mathematische Objekte
miteinander verkniipft, jedes Objekt durch einihm gleich erklirtes
ersetzt werden darf, ohne daB3 dadurch die Richtigkeit der Aus-
sage beeintridchtigt wiirde. Fast alle diese Eigenschaften besitzt
auch die hier eingefiihrte Gleichheit, wie wir vorhin in den Be-
merkungen zu Definition 2 festgestellt haben. Nur eins fehlt
noch: In den innerhalb unserer Axiomatik mdglichen Aussagen,
die entweder die Form a ¢ A bzw. a ¢ A haben oder sich auf der-
artige Formen zuriickfiihren lassen, darf, wie wir oben sahen, die
Menge A durch jede ihr gleiche B ersetzt werden. Soll aber die
Gleichheit die sonst iibliche Pragung besitzen, so muf3 es auch er-
laubt sein, in der Relation @ ¢ 4 die Menge a durch eine ihr gleiche
b zu ersetzen, d. h. esmuB3 aus ae¢ A und @ = b stetsauch be A
folgen.

Wenn wir diese Aussage als Axiom formulieren, so legen wir
damit — iibereinstimmend mit der sonst iiblichen Art einer
Gleichheitsrelation — den Charakter der Gleichheit priziser fest,
als es oben durch Definition 2 geschah. Schéirfer ausgedriickt:
wir sprechen mit einem solchen Axiom eine weitergehende Be-
hauptung tiber die gegenseitige Verkniipfung der Relationen &
und = aus, als schon in Definition 2 enthalten. Dieses Axiom,
das also nur eine nihere Charakterisierung der Gleichheitsrelation
und damit auch der Grundrelation & bezweckt, mufl demnach
lauten:

Axiom I (Axiom der Bestimmtheit). Sind a,b, A Mengen,
und ist a Element von A und a = b, so ist auch b Element von A.

Das eigentliche Wesen dieses Axioms und damit auch die Bezeich-
nung ,,Axiom der Bestimmtheit*“ erklart sich folgendermaBen:
Nach dem Axiom besitzt die hier eingefiihrte Gleichheit im vollen
MaBe die Eigenschaft, die ihr auch sonst iiberall in der Mathema-
tik zukommt, dafl nimlich je zwei als gleich erkldrte Objekte -
genommenen Standpunkt aus dient diese Eigenschaft der Gleichheit zu-
sammen mit den iibrigen oben angefiihrten Eigenschaften dazu, die Gleich-
heit zu definieren.

5#
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hier: Mengen — unterschiedslos einander vertreten kénnen. Zwei
gleiche Mengen koénnen daher in allen Fragen, die in der axio-
matisierten Mengenlehre iiberhaupt denkbar sind, nicht vonein-
ander unterschieden werden; man kann sie fiir alle solchen Pro-
bleme als miteinander identisch ansehen, mégen sie auch
logisch das keineswegs sein.’) Man kann also gemiB De-
finition 2 zwei Mengen, die die ndmlichen Elemente enthalten,
miteinander unterschiedslos identifizieren, wozu jene Definition
fiir sich allein noch nicht berechtigen wiirde. Eine ndhere Kenn-
zeichnung einer Menge als die, daB3 sie diese und jene Elemente
enthilt, kommt also fiir den Mengenbegriff, als axiomatischen
Grundbegriff gefaBt, tiberhaupt nicht in Frage; ein etwaiges
Wie? des Enthaltenseins der Elemente, z. B. eine gewisse Reihen-
folge des Vorkommens der Elemente in der Menge, spielt keine
Rolle. Man kann somit vermége des Axioms I der Definition 2
entnehmen: Eine Menge ist durch die Gesamtheit ihrer Elemente
vollig bestimms.

Diese Tatsache gibt uns das Recht, wie in der Mengenlehre
Canrors so auch in der axiomatischen Mengenlehre eine Menge
durch Anschreiben oder Andeuten ihrer simtlichen Elemente zu
charakterisieren. Wie friiher soll daher auch jetzt die Menge, die
die Elementea, b, ¢, . . . enthilt und hierdurch eindeutig festgelegt
ist, durch {a, b, ¢, ...} bezeichnet werden.

II. Bedingte Existenzaxiome (Axiome II[-—VI).

5. Die ,,erweiternden‘ bedingten Existenzaxiome (Axiome der
Paarung, der Vereinigung, der Potenzmenge). Bis jetzt haben
wir nur formal verabredet, die mathematischen Objekte, die in
der aufzubauenden Axiomatik auftreten, als ,,Mengen* zu be-
zeichnen; was fir ,,Mengen‘‘ aber iiberhaupt vorkommen sollen,

7) Z. B. behauptet das letzte FERmMATsche Theorem, daB die Menge
der natirlichen Zahlen %, fir die die Gleichung #™ 4 y™ = 2" ganzzahlig
l6sbar ist, gleich der Menge {1, 2} sei. Von der logischen Identitat
dieser beiden Zahlenmengen kann aber doch keine Rede sein!
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dariiber wissen wir noch nichts. Dieser Frage sollen jetzt unsere
Betrachtungen gelten. Wenn ein Objekt « in diesem Sinne
in unserer axiomatischen Betrachtung zugelassen werden soll,
so sagen wir kurz ,,die Menge a existiert”. Der Begriff der
Existenz bezieht sich also ausschlieSlich auf die Domine der
Axiomatik.

Die folgenden fiinf Axiome, die den wesentlichsten Teil des
ganzen Axiomensystems darstellen, haben nun simtlich die fol-
gende allgemeine Form: wenn gewisse Mengen existieren, so
existiert auch eine gewisse weitere von jenen abhingige Menge.
Diese Axiome fordern also unter der Voraussetzung der Existenz
gewisser Mengen die Existenz weiterer Mengen von bestimmter
Art; sie driicken bedingte Existenzforderungen aus. In lockerer
und anschaulicher Formulierung kann man sagen, die Axiome
gestatten die Bildung neuer Mengen aus gegebenen; hierbei ist
aber ,,Bildung‘ in der schirferen Prizisierung der vorangehenden
Sitze zu verstehen, nicht etwa mit dem Beigeschmack der Kon-
struktion.

Es wire am kiirzesten und mathematisch durchaus zureichend
(und iiblich), jetzt die Axiome als fertige Gebilde unvermittelt auf-
marschieren zu lassen, daran rein deduktiv die aus ihnen ableit-
baren Folgerungen zu kniipfen und sich so einen Uberblick iiber die
Tragweite der Axiome zu verschaffen. Eine tiefere Einsicht in das
Wesen der einzelnen Axiome und in die Griinde, aus denen man
gerade sie und nicht andere Aussagen zum Fundament des Ge-
biudes der Mengenlehre macht, wiirde man auf diese Weise nicht
oder nur auf weiten Umwegen gewinnen. Wir wollen daher zur
Vorbereitung einen mehr induktiven Weg einschlagen, der die
ZweckmiBigkeit, in gewissem Sinn sogar die Notwendigkeit der
Aufstellung der einzelnen Axiome in helles Licht setzt und so
gleichzeitig fiir die Untersuchung der ,,Unabhingigkeit* der
Axiome (vgl. Vorl. g/10, Nr. 11) Fingerzeige liefert. Leitender Ge-
danke von einem freilich nur heuristischen, niemals beweiskrif-
tigen Werte ist uns dabei die Erkenntnis, welche Prozesse der
Mengenbildung in der Canrorschen Mengenlehre von ausschlag-



70 Die Axiome der Mengenlehre

gebender Bedeutung gewesen sind. ,,Elegant’ in dem heute in
der Mathematik landlaufigen Sinn ist es freilich nicht, ein
Axiomensystem in dieser Weise zu entwickeln; aber wenn man
nach einem Wort HiLBerts eine mathematische Theorie nicht
eher als vollkommen anzusehen hat, bis sie so klar gemacht ist,
daB man sie dem ersten besten StraBenpassanten erkliren kann,
so wird es gerade zur Vollkommenheit einer Axiomatik gehéren,
daB sich die Axiome einzeln in solcher Weise herausarbeiten und
plausibel machen lassen.

Soll die axiomatische Methode im vorliegenden Fall ihr nich-
stes Ziel, den automatischen Ausschluf3 der Antinomien, erreichen,
so miissen natiirlich die durch die Axiome erméglichten Prozesse
der Mengenbildung von so eingeschrankter Natur sein, da Wider-
spriiche aus ihnen nicht ableitbar sind. Eine uferlose ,,Zusammen-
fassung‘‘ ganz beliebiger Mengen als Elemente neuer Mengen wird
also keinesfalls in Frage kommen.

Die denkbar einfachste Operation der Mengenbildung besteht
in der Zusammenfassung zweier gegebener Mengen zu einer neuen
Menge, deren Elemente die gegebenen Mengen sind. Wir ver-
langen die ausnahmslose Ausfiihrbarkeit dieser Operation, also:

Axiom II (Axiom der Paarung). Sind a und b zwes ver-
schiedene Mengen, so existiert eine Menge {a, b}, die die Men-
gen a und b — und nur sie — als Elemente enthdlt und die ein
Paar aus a und b heiflen maige.

Nach Definition 2z und dem Axiom der Bestimmtheit ist durch
@ und b das Paar eindeutig festgelegt. Es darf daher im Axiom
statt ,,ein Paar’ auch heiBlen: ,,das Paar*‘; entsprechend in den
nichsten Axiomen. Wiirde man im Vordersatz des Axioms das
Wort ,,verschiedene‘‘ weglassen, so wire die Existenz des (seinen
Namen dann freilich nicht mehr verdienenden) Paares auch noch
fiir den Fall 2 = b verlangt; das Axiom wiirde also eine weifer-
gehende Forderung enthalten. Die obige schwichere und somit ein-
fachere Fassung geniigt aber fiir unsere Zwecke.

Sind a, b, ¢, d, . .. lauter verschiedene Mengen, so kann man
durch wiederholte Anwendung des Axioms der Paarung auch
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schon kompliziertere Mengen sichern, so z. B. die Menge { {a,b},
{c,d}} oder | {a, b}, {a,c}}- Alle auf solche Weise herstell-
baren Mengen enthalten indes stets zwei Elemente,

Will man von dieser allereinfachsten Art der Mengenbildung
zuetwas allgemeineren Prozessen fortschreiten, so mufl man neben
der Zusammenfassung von Mengen, wie sie im nichstliegenden Fall
durch das Axiom der Paarung ermoglicht wird, auch die Zusam-
menfassung der Elemente verschiedener Mengen anstreben. Einen
Fingerzeig, wie dies zu erfolgen hat, liefert uns die Bildung der
Vereinigungsmenge in der Canrtorschen Mengenlehre, wo die
samtlichen Elemente beliebig vieler Mengen zu einer neuen Menge,
der Vereinigungsmenge, vereinigt werden kénnen (Vorl. 12z,
Nr. 6). Hinsichtlich der gefahrdrohenden Folgen eines unbekiim-
merten Gebrauchs des Begriffs ,,beliebig viele sind wir freilich,
z. B. durch das Russerusche Paradoxon, hinldnglich gewitzigt; wir
gehen daher nicht wie frither von beliebig vielen Mengen aus,
sondern setzen voraus, daB3 diese Mengen als die Elemente einer
bereits als legitim erkannten Menge siuberlich gegeben sind. So
gelangen wir zu dem

Axiom III (Axiom der Vereinigung). Ist m eine Menge,
die mindestens ein Element enthdilt, so existiert eine (die) Ver-
einigungsmenge Sm, die similiche Elemente aller Elemente
von m — und auch nur diese — als Elemente enthdlt.

Ist m ={a,b,c, .. .}, so enthilt also Gm die simtlichen Ele-
mente der Mengen a, b, c, ... als Elemente. Wir schreiben in
diesem Fall @m =a + b 4+ ¢ + ... und nennen a, b, ¢, . . . die
Summanden von &m. Diese Bezeichungen (wie auch die Wahl
des Zeichens &) werden durch die Verwandtschaft unserer Opera-
tion mit der Summenbildung nahegelegt (vgl. Vorl. 1/2, Nr. 6).

Aus Definition 2z und dem Axiom der Vereinigung folgt un-
mittelbar, dal a 4+ & = b + 4, und daB allgemein die Vereini-
gungsmenge stets unabhingig ist von einer etwaigen Reihenfolge,
in der die Summanden gegeben sein sollten.

Die letzten zwei Axiome geben uns zusammengenommen schon
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eine gewisse Freiheit in der Bildung von Mengen, d. h. sie ge-
statten auf Grund gewisser Voraussetzungen die Existenz ver-
schiedenartiger Mengen zu erschlieBen. Sind z. B. drei ver-
schiedene Mengen 4, b, ¢ gegeben, so ermdoglicht das Axiom der
Paarung zunichst die Bildung der Paare {a,b} = m und
{b,c} = n. Dann existieren nach dem Axiom der Vereinigung
z. B. die Mengen Sm =a + b und &z = b + ¢, nach dem
Axiom der Paarung?®) die Mengen{&Sm, ¢} = C und{a, Gn| =4,
schlieflich nach dem Axiom der Vereinigung z. B. die Mengen

SC=6m+c=(@a@+b +c¢c, GA=a+Cn=a+ (b+c).

Nach Definition 2 sind iibrigens diese beiden Mengen gleich, da
sie die nimlichen Elemente, nimlich die einzelnen Elemente der
drei Mengen «, b, ¢ und nur sie enthalten. Entsprechend gilt auch
fiir die moglichen Zusammenfassungen von mehr als drei Summan-
den das ,,assoziative Gesetz*, das die Gleichgiiltigkeit der Setzung
oder Weglassung von Klammern — d. h. der gesonderten Zu-
sammenfassung gewisser Teile der Summe — bei der Addition
behauptet. Durch Fortsetzung dieses oder eines analogen Ver-
fahrens 148t sich, wie man unschwer einsieht, mittels der Axiome
IT und IITI die Vereinigung nicht nur dreier, sondern iiberhaupt
endlichvieler gegebener Mengen bewerkstelligen.

Dennoch zeigt uns eine einfache Uberlegung, daB wir auch mit
Hilfe dieses Axioms noch nicht imstande sind, so umfassende
Mengen zu bilden, wie es die elementarsten Bediirfnisse der
Mengenlehre und ihrer Anwendungen erheischen. Wir kennen
vorldufig vom axiomatischen Standpunkte aus iiberhaupt noch
keine bestimmtie Menge, geschweige denn unendliche Mengen.
Nehmen wir aber einmal an, es seien uns solche gegeben, wie wir
das spiter in der Tat werden fordern miissen, und es liege etwa
sogar eine (im Canrorschen Sinne, vgl. Vorl. 1/2, Nr. 4) abzihlbar
unendliche Menge m vor, deren Elemente ihrerseits wiederum
lauter abzdhlbar unendliche Mengen seien. Dann existiert nach

8) Vorausgesetzt, daB die vorkommenden Mengen verschieden sind.
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Axiom III die Vereinigungsmenge Sm, die zwar auf den ersten
Blick weit umfassender erscheint als die einzelnen Elemente von
m, aber nach S. 13 doch wiederum abzihlbar ist, also keine
groBere Kardinalzahl als die Menge » und jedes ihrer Elemente
besitzt. Auch mittels Wiederholung eines derartigen Verfahrens,
mit oder ohne Zuhilfenahme des Axioms der Paarung, kénnen
wir offenbar nicht tiber das abzihlbar Unendliche hinausgelangen.
Diese freilich nur in der CanTorschen Mengenlehre beweiskraftige,
fiir uns aber immerhin heuristischen Wert besitzende Uberlegung
zeigt uns: solange als Rohmaterial nur endliche und abzéhlbare
Mengen gegeben sind, gestatten die bisherigen Axiome uns nicht,
zu Mengen von groBerer Kardinalzahl aufzusteigen, also nicht
einmal das Kontinuum (vgl. Vorl. 1/2, Nr. 5) zu sichern. Eine
Mengenlehre aber, die nicht einmal die fiir Analvsis wie Geometrie
gleich fundamentalen Mengen von der Michtigkeit des Kontinu-
ums sicherte, wire nur ein Schatten und bedeutete eine selbst-
morderische Abdankung der Wissenschaft CanTtors zugunsten des
Intuitionismus.

Wir miissen und wollen daher eine Moglichkeit suchen, um all-
gemetn von einer gegebenen Menge zu Mengen gréBerer Kardinal-
zahl vorzudringen. Wiirde es doch ein Stehenbleiben mitten am
Weg bedeuten, wenn wir zwar die Existenz des Kontinuums noch
durch ein besonderes Axiom forderten, hiermit aber uns dann be-
gniigten. Wieder kann uns die Caxrorsche Mengenlehre als
Richtschnur dienen. Das Hilfsmittel, das uns dort den Ubergang
von einer beliebigen Kardinalzahl zu einer groeren erméglichte,
war das Diagonalverfahren, wie es im Beweise des CanTorschen
Satzes von der Potenzmenge (Vorl. 1/2, Nrn. 5 und 6) zum Aus-
druck kommt. Demgemil soll hier die Aussage dieses Satzes als
Axiom unter die Grundpfeiler der axiomatischen Mengenlehre
aufgenommen werden; also:

Axiom IV (Axiom der Potenzmenge). Ist m eine Menge,
so existiert eine (die) Potenzmenge Um, die samiliche Teil-
mengen von m und nur diese als Elemente enthdlt.

Um einem naheliegenden Milverstindnis beziiglich der Be-
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deutung der Definition 1 und des Axioms IV vorzubeugen, werde
darauf hingewiesen, daB in beiden der Begriff ,, Teilmenge’* eine
andere, wesentlich engere Bedeutung hat als in der ersten Vor-
lesung. Damals konnten wir bei der Bildung der Potenzmenge
Um eine beliebige Gesamtheit von Elementen aus 7 zu einer
Teilmenge von m zusammenfassen und waren dann sicher, daf3
diese sich unter den Elementen von U findet. Jetzt ist uns eine
derartige, weitgehende Freiheit gewihrende ,,Bildung* einer
Teilmenge von m nicht gestattet, also auch ihr Auftreten unter
den Elementen von U keineswegs gesichert. Vielmehr muf uns
eine Menge erst anderweitig als existierend gegeben sein, damit wir
sie nach Definition 1 darauf priifen kénnen, ob sie etwa Teilmenge
von m ist; dann erst kénnen wir nach giinstigem Ausfall dieser
Priifung ihres Auftretens in U sicher sein.

6. Die ,einschrinkenden‘‘ bedingten Existenzaxiome (Axiome
der Aussonderung und der Auswahl). Um einen Fingerzeig fiir
die Aufstellung weiterer Axiome zu gewinnen, bedenken wir, da3
wir bisher gewissermaBen rein expansiv vorgegangen sind; eine
Art schrittweiser Erwesterung des Umfanges der zu sichernden
Mengen war es, was die Einfilhrung der letzten drei Axiome
charakterisiert. Neben diesem Expansionsdrang darf auch die
Intensivierung, gewissermaBen die Kleinarbeit auf dem gewon-
nenen Gelinde nicht aus dem Auge verloren werden. Der Mengen-
bildung auf dem Wege der Ausdehnung (Paarung, Vereinigung,
Potenzierung) ist eine solche mittels einschrinkender Methoden an
die Seite zu stellen.

Wie dies geschehen muB, erkennt man unschwer bei einer Prii-
fung des Wertes, der dem anscheinend so weittragenden Axiom
der Potenzmenge auf dem jetzigen Standpunkte zukommt. Ist
m eine gegebene endliche oder unendliche Menge, so stehen uns
als Teilmengen von m einstweilen nur zur Verfiigung die Menge
m selbst (S. 65) sowie die aus je zwei beliebigen Elementen von
m durch Paarung entstehenden Paare, die nach Axiom II exi-
stieren und nach Definition 1 Teilmengen von s sind. Dariiber
hinaus kénnen wir durch Ausnutzung der Axiome II und III noch
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leicht zu weiteren endlichen Teilmengen von m gelangen®), aber
(im allgemeinen) auch nur zur solchen. Ist z. B. m die Menge der
natiirlichen Zahlen, so k6nnen wir mittels der bisherigen Axiome
keine von ihr verschiedene unendliche Teilmenge von ihr bilden;
es braucht also auf Grund ihrer Existenz noch lange nicht die
Menge aller geraden natiirlichen Zahlen zu existieren, ja nicht
einmal die Menge aller natiirlichen Zahlen ausschlie8lich der Zahl x.
Eine derartige Unmoglichkeit, auf dem Wege der Einschridn-
kung aus gegebenen Mengen speziellere zu gewinnen, wiirde die
Mengenlehre jeglicher Anwendungstihigkeit berauben. Vor allem
wiirde auch das Axiom der Potenzmenge vollkommen den Zweck
verfehlen, der oben mit seiner Aufstellung angestrebt wurde; es
wire fiirwahr eine magere Potenzmenge Um, die auller m selbst
nur noch endliche Teilmengen von m enthielte, und mit einer
solchen Potenzmenge diirften wir nicht hoffen, den Ubergang von
einer beliebigen Menge zu einer anderen von gréferer Kardinal-
zahl zu bewerkstelligen.

Es kommt also alles darauf an, zu einer gegebenen Menge m
die Existenz von Teilmengen mannigfacher Art zu sichern,
m. a. W. gewisse, irgendwie charakterisierte Elemente von m
auszusondern und fiir sich zu einer Menge zusammenzufassen,
die dann von selbst Teilmenge von m ist. Wir driicken das vor-
laufig folgendermaBen aus:

Axiom V (Axiom der Aussonderung). Ist m eine Menge
und € eine fiir die Elemente von m sinnvolle Eigenschaft, so exi-
stiert eine (die) Teilmenge mg, welche all diejenigen Elemente von
m — und nur sie — zu Elementen besitzt, denen die Eigenschaft €
zukommt.

Der in diesem Axiom vorkommende und ganz wesentliche Be-
griff ,,sinnvolle Eigenschaft “entbehrt jener Prazision und Ein-
deutigkeit, die wir in der Mathematik und ganz gewi in dem

9) Sind z. B. a, b, ¢ drei verschicdene Elemente von m, so existieren
die Paare {a, b} und {a, ¢}, also auch das Paar 4 = { {a, b}, {4, ¢} };
dessen Vereinigungsmengeist & 4 = {a, b, ¢}, d. i. eine Teilmenge von
m; usw.
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strengen Aufbau einer Axiomatik mit Recht zu fordern gewohnt
sind. Er ist sogar geeignet, unangenehme Erinnerungen an ge-
wisse Antinomien wach zu rufen, in denen der Eigenschaftsbegriff
eine wesentliche Rolle spielt. Wir werden diesen anstéBigen Be-
griff spiter ausmerzen in einer Betrachtung, die wir um ihrer
groBeren Schwierigkeit willen noch zuriickstellen (Vorl. 7/8,
Nrn. 1ff.). Einstweilen geniigt es, unter ,,sinnvollen Eigenschaf-
ten‘‘ solche zu verstehen, die jedem beliebigen Element von m ent-
weder wohl oder nicht zukommen ; das braucht freilich nicht etwa
durchaus auf konstruktivem Weg entscheidbar zu sein, sondern
auch die Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten
ist zuldssig. Ist z. B. m eine Menge verschiedenfarbiger Kugeln
und € die Eigenschaft, weill zu sein, so existiert die Menge i
aller weilen Kugeln der Menge. Ist m die Menge aller reellen
Zahlen, € die Eigenschaft, transzendent zu sein (Vorl. 1/2, Nr. 1),
so ist auch diese Eigenschaft fiir jede reelle Zahl sinnvoll, da sie
nach der Definition der Transzendenz einer beliebigen reellen
Zahl entweder zukommt oder nicht, mag auch die Entscheidung
beim gegenwirtigen Stand der Wissenschaft nicht immer moég-
lich sein; daher existiert mit m gleichzeitig auch die Menge m
aller reellen transzendenten Zahlen. Dagegen ist z. B. die Eigen-
schaft ,,ewig* fiir die Elemente einer Zahlenmenge nicht sinnvoll
(vgl. S. 40, FuBn. 6). Im iibrigen sei fiir die Frage, inwiefern
Axiom V im Vergleich zur Mengenbildung in der CanTorschen
Mengenlehre einen stark einschrinkenden Charakter trigt, auf
Nr. 5 von Vorl. 7/8 verwiesen.

Bevor wir das nichste und letzte unter den bedingten Existenz-
axiomen aufstellen, wollen wir uns einen teilweisen Uberblick
dariiber verschaffen, wie weit uns die bisherigen Axiome tragen
und wo sie uns im Stiche lassen. Diese Erkenntnis wird uns einen
Wink geben, nach welcher Richtung wir noch ein weiteres Axiom
benétigen. Es wird sich dabei iibrigens um ein Axiom han-
deln, das bei aller grundsitzlichen Bedeutung doch im Vergleich
zu den beiden letzten Axiomen praktisch nur von beschrinkter
Wichtigkeit ist; die weitais bedeutungsvollsten und anwendungs-
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fihigsten unter unseren Axiomen sind die Axiome der Potenzmenge
und der Aussonderung (vgl. Vorl. 7/8, Nr. 3, sowie Vieler), die
denn auch miteinander in besonders inniger Weise verkntipft
sind.

Es sei m eine beliebige Menge — wir kennen freilich noch keine,
das beeintrichtigt aber unsere Folgerungen nicht — und € eine
Eigenschaft, die kesnem Element von m zukommt; wenn z. B. m
die Menge aller ganzen Zahlen bzw. eine Menge von bunten Ku-
geln ist, so sei € etwa die Eigenschaft, gebrochen bzw. weill zu
sein. Man kann auch ein fiir allemal eine fiir jede Menge m
brauchbare Eigenschaft € wihlen, namlich die, nicht Element
vom m zu setn. Dann muB die Menge mg nach dem Axiom der
Aussonderung existieren und eine Teilmenge von m sein, wihrend
sie nach ihrer Definition kein einziges Element von m und somit
iiberhaupt kein Element enthalten kann. Ferner kann es nach
Definition 2 nicht zwei verschiedene Mengen geben, von denen
jede kein Element enthilt; denn jede von ihnen miite ja (nach
Definition 1) Teilmenge der anderen sein. Wir erhalten also
das mit der fritheren Definition (Vorl. 1/2, Nr. 1) tibereinstim-
mende (und sie so erneut rechtfertigende) Ergebnis:

Satz 1. Wenn diberhaupt eine Menge existiert, so gibt es eine
emnzige Nullmenge o, die viberhaupt kein Element enthilt und so-

mit (nach Definition 1) Teilmenge einer jeden Menge ist. — Die
Nullmenge hat offenbar auller sich selbst keine weitere Teil-
menge.

Nach dem Axiom der Paarung lassen sich aus gegebenen Men-
gen Paarebilden, nicht aber Mengen mit einem einzigen Element.
Dieser Mangel ist jetzt auf Grund des Axioms der Aussonderung
leicht zu beheben: Die Potenzmenge o = {0} der Nullmenge
ist sicher von der Nullmenge verschieden, da sie im Gegensatz
zur Nullmenge ein Element (ndmlich o) enthilt. Existiert nun
irgendeine Menge m, so existiert nach dem vorigen Absatz auch
die Nullmenge; also gibt es, gleichviel ob m = o ist oder nicht,
mindestens zwei verschiedene Mengen m und n. A = {m, n} sei
das zugehorige Paar, € die Eigenschaft, ,,gleich m zu sein®; sie
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kommt dem Element m von 4 zu, dem Element » nicht zu, ist
also fiir beide sinnvoll. Daher existiert nach Axiom V die Menge
Ag ={m}, die die Menge m als einziges Element enthilt. Diese
Menge {} ist im allgemeinen von m scharf zu scheiden; sie ent-
hilt nur ezn Element, wiahrend s natiirlich deren mehrere be-
sitzen kann. Ubrigens ist gemaB dem Begriff der Vereinigungs-
menge (Axiom III) stets G {m | = m. Es gilt also:

Satz 2. Zu jeder Menge m existiert auch die Menge {m}, die
m als einziges Element enthilt.

Von den in der ersten Vorlesung eingefiihrten Rechenopera-
tionen mit Mengen finden wir in diesem axiomatischen Aufbau
die Summen- und Potenzbildung im wesentlichen wieder (in den
Axiomen III und IV). Wir versuchen nunmehr auch ein Produkt
von Mengen zu bilden (Vorl. 1/z, Nr. 6) und denken uns dabei vor-
sichtshalber (vgl. Axiom III) die zu multiplizierenden Faktoren
als die Elemente einer und derselben schon bekannten Menge M
gegeben.

EsseiM = {A4,B,C,...} eine von o verschiedene Menge, deren
Elemente paarweise elementefremd sind (Definition 3). Die Ver-
einigungsmenge SM enthilt alle Elemente der Mengen A4, B,
C,... (Axiom III). Wenn « ein Element von A4, b ein Element
von B bezeichnet usw. und wenn der ,, Komplex“ {a, b,¢, ...}
eine Menge ist, die aus jedem der Elemente von M je ein einziges
Element enthilt, so ist dieser Komplex eine Teilmenge von S M,
also ein Element der Potenzmenge USM (Definition 1 und
Axiom IV). Eine beliebige Teilmenge von GM (d. h. ein be-
liebiges Element von UGS M) besitzt entweder die Eigenschaft €,
,,mit jedem Element von M je ein einziges Element gemeinsam
zu haben®, oder es besitzt sie nicht. Diese Eigenschaft €, ein
Nomplex zu sein, ist also sinnvoll fiir die Elemente von USM.
Kach dem Axiom der Aussonderung existiert also die Menge aller
moglichen Komplexe obiger Art; sie ist eine Teilmenge von USM
und werde mit B M bezeichnet. Ihrer Definition nach stimmt sie
wesentlich iiberein mit dem in Vorl. 1/2 (Nr. 6) eingefiihrten Pro-
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dukt der Mengen 4, B, C, .. .; denn die Elemente von P M sind
ja lauter Mengen, die je ein einziges Element der Mengen 4, B,
C, ... enthalten, und zwar alle moglichen Mengen dieser Art. Ist
eine der Mengen A, B, C, . .. die Nullmenge, so kann kein Ele-
ment von ihr in irgendeinem Komplex vorkommen, d. h. es kann
tiberhaupt keinen Komplex der bezeichneten Art geben. Hier-
durch wird aber die Giiltigkeit unseres Resultates nicht beein-
trichtigt: wenn kein Komplex existiert, so schrumpft die Menge
PM eben auf die Nullmenge zusammen. Also:

Satz 3. Ist M = {A, B, C,...} eine von o verschiedene Menge,
deren Elemente paarweise elementefremd sind, so existiert das Pro-
dukt PBM, dessen Elemente all die Mengen sind, die mit jedem
Element A, B,C, ... von M je ein einziges Element gemeinsam
haben. Kommt unter den Elementen von M die Nullmenge vor, so
ist PM = o.

Dieser aus unseren Axiomen streng bewiesene Satz hat aber
noch einen gefdhrlichen Haken. Esfragt sich namlich, ob BM auch
gleich der Nullmenge sein kann, okne daf diese unter den Elementen
von M auftritf. Vom naiven Standpunkt aus liBt sich diese Frage
gewill verneinen. Man braucht ja nur aus jeder der simtlich von
o verschiedenen Mengen A4, B, C, ... je ein beliebiges Element
a, b, c, ... auszuwdhlen und all diese Elemente zu einer Menge
zusammenzufassen, die dann einen Komplex darstellt; die Menge
aller Komplexe ist also von o verschieden. Vom axiomatischen
Standpunkte aus diirfen wir aber nicht so vorgehen. Die Elemente
a,b,c, ..., die freilich alle in @M vorkommen, sind ja ganz be-
liebig den zugehoérigen Mengen entnommen, brauchen also keines-
wegs durch eine gemeinsame sinnvolle Eigenschaft charakteri-
siert zu sein, die thnen allesn unter allen Elementen von S M zu-
kdme. Das Axiom der Aussonderung gibt uns dann kein Recht,
den Komplex {a,b,¢, ...} oder irgendeinen speziellen anderen
(als Teilmenge von S M) zu bilden. Es kann freilich der Fall sein,
daBl eine gewisse, anderweitig definierte und axiomatisch ge-
sicherte Menge gerade einen Komplex der gewiinschten Art dar-
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stellt und somit dem Produkt PM einen von o verschiedenen
Umfang garantiert; eine Sicherhest, daB ein derartiger Fall ein-
tritt, daB also Komplexe iiberhaupt vorhanden sind, ist aber
nicht zu erkennen. Es wire so der paradoxe und mit der Cax-
rorschen Mengenlehre in scharfem Widerstreit stehende Fall
denkbar, daB ein Produkt von lauter von o verschiedenen
Mengen sich selbst auf die Nullmenge reduzierte. So unange-
nehm wirken sich, auch nach Aufstellung von Axiom V, die
immer noch bestehenden Schranken in der Bildung von Mengen
aus!

Um diesen Ubelstand zu vermeiden, driicken wir in einem
weiteren — wesentlich dem letzten — Axiom die Forderung aus,
daB es Komplexe der angegebenen Art immer gebe, daB3 also (in
Umkehrung des Schlusses von Satz 3) das Produkt PM auch
nur dann = o sei, wenn o unter den Elementen von M vor-
kommt. Also:

Axiom VI (Axiom der Auswahl). Ist M eine (von o ver-
schiedene) Menge, deren Elemente paarweise elementefremd und
samtlich von o verschieden sind, so ist auch das (nach Satz 3 jeden-
falls existierende) Produkt BM von o verschieden. Oder ausfiihr-
licher: es gibt dann mindestens eine Teitlmenge der Vereinigungs-
menge SM — eine Auswahlmenge von M —, welche mit jedem
Element von M je ein einziges Element gemeinsam hat.

Eine andere gleichbedeutende und besonders einleuchtende
Fassung des Axioms ist die folgende: Wenn eine Menge S (oben
SM genannt) in lauter paarweise elementefremde Summanden
(oben 4, B, C,...) zerlegt wird, so gibt es mindestens eine Teil-
menge von S, die mit jedem Summanden gerade ein einziges
Element gemeinsam hat.

Anschaulicher, aber weniger scharf, 148t sich dieses Axiom auch
so ausdriicken: Man kann unter den angegebenen Voraussetzun-
gen aus jedem der Elemente 4, B,C, ... von M je ein einziges
Element a, b, c, . .. auswihlen und diese Elemente zu einer Menge,
einer Auswahlmenge von M, vereinigen. Bei dieser Formulierung
muf3 man sich aber vor dem Mifverstindnis hiiten, als ob das
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Axiom etwas zu tun habe mit der Méglichkeit eines bestimmten
Verfahrens, um die Auswahl geeigneter Elemente «, b, ¢, ...
wirklich vorzunehmen, oder auch nur mit der Existenz einer fiir
diese Elemente charakteristischen Eigenschaft; diese miver-
stindliche Auffassung, die durch die etwas unpassende, aber nun
einmal historisch gewordene Bezeichnung des Axioms nahegelegt
wird, hat 6fters auch noch in neuerer philosophischer und mathe-
matischer Literatur zu Irrttimern gefithrt. Nur die Existenz,
nicht die Auffindung oder Konstruktion geeigneter Teilmengen
von SM ist Gegenstand des Axioms. Ubrigens fordert unser
Axiom im Gegensatz zu den bisherigen Existenzaxiomen nicht
eine bestimmie Menge, sondern nur ¢rgendeine Menge einer ge-
wissen Art. Vom Standpunkte CanToRrs aus ist es sogar klar, dal
es verschiedene Komplexe der gewiinschten Art geben muf, auBer
wenn etwa jede der Mengen 4, B, C, . .. nur je ein einziges Ele-
ment enthalten sollte.

Was die Voraussetzungen des Axioms betrifft, so ist die zweite
— daf} die Elemente von M simtlich von o verschieden sind —
von Natur aus notwendig; denn ist die Nullmenge ein Element
von M, so kann es gemiB Satz 3 unmdoglich eine Auswahlmenge
von M geben. Dagegen ist die erste Voraussetzung des Auswahl-
axioms, wonach die Elemente von M paarweise elementefremd
sein sollen, an sich keineswegs erforderlich. LaBt man diese Vor-
aussetzung weg, so fordert das Axiom, das dann allerdings an-
ders formuliert werden muf} (vgl. Vorl. 7/8, Nr. g), wesentlich
mehr, nimlich die Existenz einer Auswahlmenge awuch in den
Fillen, wo M der ersten Voraussetzung nicht geniigt. In einer so
verallgemeinerten Fassung wiirde das Axiom weniger anschaulich
sein. Ubrigens kann die allgemeinere Tatsache aus der engeren
Aussage des Axioms (unter Benutzung der iibrigen Axiome)
nachtréglich gefolgert werden (vgl. a.a.O.).

7. Der existentiale Charakter des Auswahlaxioms. Zu dem
eigenartigen und vielumstrittenen Auswahlaxiom — auch Aus-
wahlprinzip genannt — sind einige grundsitzlich wichtige Be-
merkungen zu machen, die gleichzeitig auf gewisse, zum Teil

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre 6
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schon in Vorlesung 3/4 gestreifte Grundfragen der Mengenlehre
und der Mathematik iiberhaupt ein helleres Licht werfen.

Vor allem sei bemerkt, da8 wir fiir den Fall einer endlichen
Menge M des Axioms gar nicht bediirfen, um die Existenz einer
Auswahlmenge von M zu sichern. Enthilt M z. B. nur zwei Ele-
mente 4 und B, die nach der Voraussetzung des Axioms je min-
destens ein Element, aber kein gemeinsames Element besitzen,
und ist a irgendein Element von 4, b irgendein Element von B,
so existiert (wegen a < b) nach dem A. d. Paarung das Paar
{a,b}, das schon eine Auswahlmenge von M darstellt. Mit diesem
SchluB} sind nicht etwa die Elemente 2 und & unzulissigerweise
in versteckter Form konstruiert oder ,,ausgewihlt’* gedacht; es
wird nur behauptet, daf die Nichtexistenz von Mengen der Form
{a, b} unvertriglich ist mit der doppelten Voraussetzung, wonach
einerseits 4 und B Elemente besitzen, andererseits alle Paare je
zweier verschiedener Mengen existieren. Entsprechend kann im
Fall irgendeiner endiichen Menge M geschlossen werden; nicht
als ob eine ,,Auswahl‘“ (zwar infolge der Beschrinktheit des
menschlichen Lebens nicht unendlich oft, wohl aber) endlich
oft getroffen werden konnte, sondern einfach deshalb, weil die
bei zwei Elementen angewandte SchluBweise mittels vollstin-
diger Induktion (Vorl. g/1o, Nr. 5) auf beliebige endliche Mengen
iibertragen werden kann. Die Bedeutung des Axioms liegt also
in der Forderung, die es fiir den Fall einer unendlichen Menge M
aufstellt.

Von besonderer Wichtigkeit ist es, sich den Charakter des Aus-
wahlaxioms als eines reinen Existenzaxioms klarzumachen. Das
Axiom behauptet keineswegs, es sei stets moglich, mit den (der-
zeitigen oder auch kiinftigen) Mitteln der Wissenschaft eine Aus-
wahlmenge von M herzustellen; es besagt nur, daB unter den ver-
schiedenen Teilmengen von SM sich auch solche befinden, die
mit jedem Element von M je ein einziges Element gemein haben,
gleichviel, ob man derartige Teilmengen durch irgendwelche Me-
thoden auffinden kann oder nicht. Der grundlegende Unter-
schied zwischen beiden Auffassungen, dessen ungeniigende Be-
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achtung manche neuere Diskussion unfruchtbar gestaltet hat,
wird am deutlichsten an Hand einiger Beispiele hervortreten.

Beispiel 1. M = { A} enthalte nur einziges Element 4. In
diesem Fall bedarf es (vgl. S. 82) des Auswahlaxioms iiberhaupt
nicht. Man mag es dann vielleicht fiir selbstverstindlich halten,
daB} eine Menge, die ein einziges Element von A und kein weiteres
Element enthélt, nicht nur existiert, sondern auch in jedem Fall
angebbar ist. Nehmen wir, um uns den Sachverhalt anschaulicher
zu machen, fiir A die Menge aller transzendenten Zahlen (vgl.
Vorl. 1/2, Nr. 1), die nicht nur in der Canrtorschen Mengen-
lehre, sondern (nach Hinzunahme des Axioms des Unendlichen,
Nr. 9) auch in unserer Axiomatik existiert! Wir kennen heute
gewisse transzendente Zahlen und konnen also eine Menge bil-
den, die eine einzige transzendente Zahl enthilt. Lebten wir
aber um ein Jahrhundert frilher und wire uns demgemif3 weder
eine transzendente Zahl noch iiberhaupt die Tatsache der Exi-
stenz von transzendenten Zahlen bekannt, so kénnten wir immer-
hin (und zwar ohne Auswahlaxiom) so schlieBen: A4 ist entweder
= 0 oder enthilt mindestens ein Element; ist a ein beliebiges
(wenn auch unbekanntes) Element von 4, so existiert nach Satz 2
die Menge {a}, und sie ist offenbar eine Auswahlmenge von
M ={A4}. Die Existenz einer Auswahlmenge ist also im Falle
4 = o ohne das Auswahlaxiom beweisbar, obgleich ihre kon-
struktive Bildung unméglich sein mag.10)

Beispiel 2. Die Menge M in Axiom VI sei eine abzihlbare
Menge von Mengen natiirlicher Zahlen, d. h. jedes ihrer abzihlbar
unendlich vielen Elemente A, 4,, 45, . .. enthalte endlich viele
oder unendlich viele natiirliche Zahlen, und zwar der Voraus-
setzung gemiB derart, dal niemals die gleiche Zahl in mehreren
der Mengen A,, 4,, ... vorkommt. (Es mag z. B. 4, alle Prim-
zahlen umfassen, 4, alle als Produkte zweier, 44 alle als Produkte

10) Nur wer den rein existentialen Charakter des Axioms iibersieht, kann
glauben (so gelegentlich PoINCARE), seiner auch im Fall einer endlichen
Menge M zu bediirfen.

6%
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dreier Primzahlen darstellbaren Zahlen usw.) Dann 148t sich
wiederum ohne das Auswahlaxiom eine Auswahlmenge von M
nicht nur als existierend nachweisen, sondern sogar ausdriicklich
angeben. Es geniige, einen Weg hierzu zu skizzieren, ohne den
ProzeB mittels der Axiome I—V im einzelnen durchzufiihren:
Zunichst 148t sich in jeder der Mengen A4, A4,, ... durch eine
gemeinsame Eigenschaft je ein Element eindeutig auszeichnen;
z. B. gibt es ja in jeder Menge von natiirlichen Zahlen eine
kleinste natiirliche Zahl, die als das ausgezeichnete Element de-
finiert werden kann. Hat man so abzihlbar unendlich viele na-
tiirliche Zahlen ausgezeichnet, so folgt aus dem A. d. Ausson-
derung, daB unter den Teilmengen von © M eine Menge vorkommt,
die all diese ausgezeichneten natiirlichen Zahlen und nur sie zu
Elementen besitzt. Diese Menge ist eine der gesuchten Aus-
wahlmengen von M.

Beispiel 3. Ganz anders gestaltet sich die Sachlage, wenn wir
unter M eine unendliche Menge von Mengen reeller Zahlen ver-
stehen, wenn also in den Elementen von M beliebige reelle Zahlen
als Elemente auftreten. Dann wird die Angabe einer Regel, die
jedem Element von M eine bestimmte darin vorkommende reelle
Zahl zuordnet, im allgemeinen mit den derzeitigen Mitteln der
Wissenschaft unmdglich sein; ,,im allgemeinen‘’, das hei3t nim-
lich, wenn nicht zufillig die Menge M und ihre Elemente so gebaut
sind, daB ausnahmsweise eine derartige Regel angebbar ist. Das
steht in scharfem Gegensatz zum vorigen Beispiel, wo eine solche
Regel fiir die Elemente von M immer leicht aufzustellen war, die
Regel nimlich: jedem Element von M — d. i. stets eine Menge von
natiirlichen Zahlen — wird die kleinste der darin vorkommenden
natiirlichen Zahlen zugeordnet. Der Leser wird sich die unge-
heure, bisher nicht iiberwundene Schwierigkeit der Angabe einer
solchen Regel in unserem Fall einigermafien anschaulich machen
konnen, wenn von der (gemiB SchluB der vorigen Nr. nicht
wesentlichen) Bedingung der Elementefremdheit der Elemente
von M abgesehen wird, wenn also die Elemente von M ganz
beliebige Mengen reeller Zahlen sein diirfen. Dann kann und
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soll fiir M die Menge aller Mengen von reellen Zahlen genom-
men werden, d. h. die Potenzmenge UN, wo N die Menge aller
reellen Zahlen bedeutet, unter Ausschlu der (in UN zunichst
vorkommenden) Nullmenge. Um dann wie im vorigen Beispiel
ein Gesetz fiir die Auswahl je eines Elementes aus den Elemen-
ten von M angeben zu kénnen, hitte man eine Regel aufzu-
stellen, durch die ¢n jeder Menge von reellen Zahlen eine dieser
Zahlen eindeutig hervorgehoben wird. Das scheint vielleicht
auf den ersten Blick gar nicht so schwierig; um so mehr
aber bei ndherem Zusehen. In jeder solchen Menge etwa wieder
die kleinste Zahl hervorzuheben, geht nicht an; denn in einer
Menge reeller Zahlen braucht eine kleinste Zahl gar nicht vor-
zukommen, wie etwa die Menge aller reellen Zahlen zeigt oder
auch die Menge aller positiven reellen Zahlen, in der doch gleich-
zeitig mit jeder in ihr enthaltenen Zahl z. B. auch die halb so
groB3e Zahl auftritt. Es niitzt auch nichts, wenn man, mit einer
beliebigen reellen Zahl a beginnend, etwa festsetzen wollte, daB
in jeder Menge, in der 2 vorkommt, @ das ausgezeichnete Element
sein solle, und wenn man dann diesen Gedanken weiter fortzu-
fithren trachtete. Es sei bemerkt, dafl sich nach LerescuEr fiir
diese Menge M = UN und &hnliche Mengen ,,gesetzmiBige*
Regeln (im Sinn der analytisch darstellbaren Funktionen der
normalen Mathematik) fiir die Auswahl ausgezeichneter Elemente
iiberhaupt nicht angeben lassen; vgl. Hausdorff, S. 429f., und
Literaturangabe dort, S. 473.

In diesem Fall ist es also nicht moéglich, auf Grund des A. d.
Aussonderung die Existenz einer Teilmenge von &M nachzu-
weisen, die den Charakter einer Auswahlmenge von M besile.
Ein anderer Weg zu diesem Ziel ist bis jetzt jedenfalls nicht ge-
funden und allgemeinhin in einem ganz bestimmten Sinn sogar
ausgeschlossen (vgl. Vorl. g/10, Nr. 12). Nur das Axiom der
Auswahl gestattet uns, zwar nicht eine solche Auswahl-
menge zu konstruieren, wohl aber die Existenz einer solchen zu
behaupten. Dieser Charakter des Auswahlaxioms als eines reinen
Existenzaxioms wird vielleicht in negativer Fassung am deut-
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lichsten, wenn man es etwa so ausspricht: Die Annahme, daB3
unter den Teilmengen von G M gerade solche Teilmengen fehlen,
die mit jedem Element von M ein einziges Element gemeinsam
haben, wird ausgeschlossen — auch dann, wenn diese Annahme
sich nicht schon direkt widerlegen 1i3t, indem man nidmlich der-
artige Teilmengen von M nach dem A. d. Aussonderung kon-
struiert. Uberhaupt wird man dem existentialen Charakter
des Auswahlaxioms wohl am besten gerecht durch die folgende
Formulierung, die selbst vom intuitionistischen Standpunkt aus
(Vorl. 4) annehmbar sein mag und andererseits den modernen
Anschauungen HrILBERTs entspricht: der Beweis eines mathe-
matischen Satzes unter Mitbenutzung des Auswahlaxioms ist
eine Bekrdftigung der Aussichislosigheit jedes Versuchs, das Gegen-
teil des betreffenden Satzes nachzuweisen.

Vielleicht dient der Klirung auch die folgende handgreif-
liche Bemerkung, die im wesentlichen auf Poincaré 4 (S. 177)
zuriickgeht: Es sei eine Menge von abgezdhlt unendlich vielen,
verschieden gearbeiteten Stiefelpaaren gegeben, die sich also von
einander unterscheiden lassen; in jedem Paar ist natiirlich der
linke Stiefel verschieden vom rechten angefertigt. Dann existiert
die Menge aller linken Stiefel (als Teilmenge der Menge aller
Stiefel) nach dem A. d. Aussonderung, da diese Stiefel charakte-
risiert sind durch die Eigenschaft €, als linke Stiefel gearbeitet zu
sein. Man kann daher z. B. die Aquivalenz der Menge aller
Stiefelpaare mit der Menge aller esnzelnen Stiefel derart beweisen,
daB man das erste Paar dem rechten Stiefel des ersten Paares,
das zweite Paar dem linken Stiefel des ersten Paares, das dritte
Paar dem rechten Stiefel des zweiten Paares zuordnet usw. Liegen
dagegen statt der Stiefelpaare abzihlbar unendlich viele Strumpf-
paare vor, so ist infolge einer hygienisch héchst bedauerlichen
Fabrikationsgepflogenheit der rechte Strumpf von dem linken
nicht zu unterscheiden; daher bedarf man in diesem Fall des
Axioms der Auswahl, um die Existenz einer Menge von Striimpfen
zu sichern, die von jedem Paar nur einen einzigen Strumpf ent-
hilt. Man kann dann ohne das Auswahlprinzip auch nicht be-
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weisen, daBl die Menge aller Striimpfe zu der Menge aller Paare
von Striimpfen dquivalent ist.

SchlieBlich sei hier noch auf eine von dem Gegensatz ,,Kon-
struktion — Existentialaussage abweichende, aber verwandte
Unterscheidung von grundsétzlicher Wichtigkeit aufmerksam ge-
macht, fiir die wiederum das Auswahlaxiom eine hervorragende
Rolle spielt. Um einer Definition — innerhalb oder auBerhalb
der Mathematik — richtigen Wert zu geben, hat man (vgl.
Vorl. 3/4, Nr. 10) vor allem die Existenz von Gegenstinden oder
Begriffen nachzuweisen, die unter die Definition fallen. Dies ge-
schieht in der Regel durch Angabe eines Beispiels, das die Merk-
male der Definition besitzt. Ein solches Beispiel muf} nicht unter
allen Umstédnden konstruktiv gegeben werden ; der Nachweis mag
sich unter Umsté4nden eines nicht-priadikativen Verfahrens (Vor-
iesung 3/4, Nr. 2) bedienen oder es kann sogar durch einen reinen
Existenzbeweis zunichst nur iiberhaupt das Vorhandensein 7-
gendwelcher Begriffe mit den gewiinschten Merkmalen gezeigt
werden, wihrend man unabhingig davon findet, daB kdchstens
etn Begriff dieser Art denkbar ist. Auch in diesem Fall ist wie
vorher ein einziger bestimmter Vertreter des definitionsgemiBen
Typus, ein ,,Beispiel, festgelegt.

Es kommt indes auch vor, daB es zwar unmdéglich wird, ein be-
stimmies Beispiel mit den gewilinschten Eigenschaften anzugeben,
daB man aber #berhaupt irgendwelche unter die Definition fallende
Begriffe als vorhanden nachweisen kann. Z. B. 148t sich aus
den beiden Tatsachen, da8 die Michtigkeit des Kontinuums
groBer ist als ¥y (Vorl. 1/2, Nr. 5) und daB das Kontinuum (nach
dem Wohlordnungssatz) wohlordnungsfihig ist, unmittelbar
folgern, daB das Kontinuum Teilmengen besitzen mul}, deren
Kardinalzahl dem zweitkleinsten Alef ¥, gleich ist (Vorl. 1/2,
Nr. g9). Beim heutigen Stand der Wissenschaft kennt man indes
keine solchen Teilmengen, kann also nicht etwa eine einzelne
angeben. In der Regel'l) stiitzen sich (vgl. Sierpinski 2) solche

11) Es gibt freilich auch andere Fille, wo die existentiale Anwendung
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Beweise fiir die Existenz von Begriffen vorgeschriebener Art,
die nicht die Angabe eines Beispiels gestatten, entscheidend auf
das Auswahlaxiom (oder auf das analoge SchluBverfahren fiir
den Fall einer endlichen Ausgangsmenge, vgl. Beginn dieser Nr.).
In der Tat ist ja das Auswahlaxiom vorbildlich fiir diesen Fall:
es behauptet die Existenz von Teilmengen der Vereinigungs-
menge SM mit der im Axiom ausgedriickten Eigenschaft, ohne
doch unter allen derartigen Teilmengen eine einzige auszuzeich-
nen. Begreiflicherweise werden Intuitionisten selbst gemiBigter
Form Existenzbeweisen der letzten Art ihren Wert absprechen
und nur die Konstruktion bestimmter Beispiele im erstgenann-
ten Sinn gelten lassen (vgl. z. B. Lebesgue); aber auch der
Vertreter der entgegengesetzten Anschauung wird die Sonder-
bedeutung einer solchen Konstruktion nicht leugnen.1?)

8. Die Bedeutung des Auswahlaxioms in der Mathematik
und seine Geschichte. Nach dieser Erérterung des Wesens des
Auswahlaxioms gehen wir dazu iiber, seine Wesentlichkeit und
Bedeutung innerhalb und auch auBerhalb der Mengenlehre uns
klarzumachen. Es liegt nahe, diese Bedeutung zu unterschitzen
angesichts der Tatsache, daB die wesentliche Behauptung des
Auswahlaxioms zum erstenmal zu Beginn dieses Jahrhunderts
ausgesprochen wurde, zu einer Zeit also. da die Mengenlehre als
eine umfangreiche und anerkannte Disziplin lingst existierte.
Indes ist das Axiom schon lange vor seiner Formulierung still-
schweigend vorausgesetzt worden als eine selbstverstindliche
Tatsache, von deren Benutzung man sich gar keine Rechenschaft
gab; an vielen Stellen auch schon der einfachsten und grund-

des tertium non datur verantwortlich ist, wie z. B. in HILBERTs ,,theo-
logischem** Nachweis eines endlichen Invariantensystems.

12) Eine Art Zwischenstellung zwischen beiden Méglichkeiten nimmt
der Fall ein, wo (ohne das Auswahlaxiom) die Herstellung eines wohi-
bestimmten Begriffs gelingt, aber sich erst mittels des Auswahlaxioms
nachweisen 14B8t, daB dieser Begriff dic Merkmale der fraglichen Defi-
nition besitzt und somit ein Beispiel darstellt. Vgl. FuBnote 16,

S. 93.
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legenden Gedankenginge der Mengenlehre, {ibrigens auch in an-
deren Zweigen der Mathematik (vgl. z. B. Steinitz, S. 170 und
2861., sowie mehrere Beispiele in Sierpinski 1), ist das Auswahl-
axiom ein, wie es scheint, unentbehrliches Beweishilfsmittel. Es
ist also, wenn es nicht mittels anderer Axiome beweisbar ist
(vgl. Vorl. g/10, Nr. 12), und wenn man nicht die Mengenlehre
durch Amputation vieler wichtigster Teile radikal einengen will,
den Prinzipien der Mathematik hinzuzurechnen, die die Grund-
lage fiir die aus ihnen deduktiv herzuleitenden mathematischen
Wissensgebiete bilden; nach Hinserr (Hilbert 4, S. 152) beruht
es auf ,einem allgemein logischen Prinzip, das schon fiir die
ersten Anfangsgriinde des mathematischen SchlieSens notwendig
und unentbehrlich ist*.

Es mag geniigen, drei charakteristische Stellen fiir die Ver-
wendung des Auswahlaxioms in der Mengenlehre aufzuweisen.!?)

Zunichst liefert, wie wir in Nr. 6 sahen, erst das Auswahl-
axiom den Satz (mit dem esim Grundeidentisch ist): Ein Produkt
von Mengen reduziert sich nur dann auf die Nullmenge, wenn
unter den Faktoren die Nullmenge vorkommt.

Weiter sei an das Rechnen mit Kardinalzahlen erinnert, z. B.
an ihre Addition (Vorl. 1/2, Nr. 6). Um die Summe gegebener Kar-
dinalzahlen m, m’ usw. zu bilden, dachten wir uns zu jeder Kar-
dinalzahl m, m’ usw. je eine Menge m, m’ usw. von dieser Kardi-
nalzahl (und zwar so, dafl diese Mengen paarweise elementefremd
waren) und bildeten die Vereinigungsmenge all dieser Mengen;
die Kardinalzahl dieser Vereinigungsmenge wurde als die Summe
der gegebenen Kardinalzahlen definiert. Diese Summe ist aber
von der Wahl der einzelnen Mengen m, m’ usw. (als Vertrete-

13) Fir eine umfassende Ubersicht iiber solche Stellen innerhalb und
auBerhalb der Mengenlehre sowie fiir eine Besprechung der Frage, ob das
Auswahlaxiom an diesen Stellen unvermeidlich ist, vergleiche man Sier-
pinski 1. Hervorgehoben sei auller den oben im Text anzufithrenden
Stellen noch der Beweis der Gleichwertigkeit der naiven und der DEDE-
kINDschen Definition fiir endliche und unendliche Mengen (vgl. Vorl. 9/10,
Nr. 6).
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rinnen der Kardinalzahlen) nur deshalb unabhingig, weil offen-
bar bei verschiedenen Arten der Wahl jener Mengen stets die Ver-
einigungsmengen dquivalent, also von gleicher Kardinalzahl sind;
dieser Satz macht also die Addition von Kardinalzahlen erst
moglich (und Entsprechendes gilt fiir ihre Multiplikation).
Zum Beweise dieses Satzes schliellich, wonach man statt m eine
beliebige dquivalente Menge », ebenso statt m’ eine dquivalente
Menge #’ verwenden darf usw., mu3 man in leicht verstdndlicher
Weise den Inbegriff von ( im allgemeinen Fall unendlich vielen)
einzelnen Abbildungen heranziehen, ndmlich je einer beliebigen
Abbildung zwischen je zwei dquivalenten Mengen m und #, m’
und #’ usw. Wir haben also jeweils aus der Menge!?) aller mog-
lichen Abbildungen zwischen je zwei dquivalenten Mengen m,
»n usw. gleichzeitig je eine einzige Abbildung ,,auszuwihlen und
den Inbegriff der gewdhlten Abbildungen zu bilden; dieser In-
begriff ist im Sinn unseres Axioms eine Auswahlmenge der Menge,
deren Elemente die Mengen aller Abbildungen zwischen den Paa-
ren dquivalenter Mengen m, # usw. sind. Existierte keine solche
Auswahlmenge, so wire schon die Addition von Kardinalzahlen
im allgemeinen unmoglich. Das Rechnen mit Kardinalzahlen —
und genaw entsprechend das Rechnen mit Ovdnungstypen und Ord-
nungszahlen — stiitzt sich also auf das Auswahlaxiom als wesent-
liche Grundlage.

Das letzte Beispiel behandle den Platz, wo das A. d. Auswahl
am deutlichsten in Erscheinung tritt und auch historisch zum
erstenmal ausdriicklich formuliert wurde: den Beweis des Wohl-
ordnungssatzes (vgl. Zermelo 1 und 2). Der Nerv des Beweises
fiir die Wohlordnungsfihigkeit einer beliebigen Menge M (Vor-
lesung 1/2, Nr. ) ist in beiden Arbeiten die Zugrundelegung einer
Auswahl ausgezeichneter Elemente in sidmtlichen von o ver-
schiedenen Teilmengen von M; d. h. die Zugrundelegung einer

14) Die Menge aller moglichen Abbildungen zwischen zwei gegebenen
aquivalenten Mengen erweist sich auf Grund unseres Axiomensystems als
existierend; vgl. Vorl. 7/8, Nr. 9.
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»,Auswahlmenge* der Menge UM — { o0 }, wenn dieser Ausdruck
wieim Auswahlaxiom, nur ohne die beschrinkende Annahme der
Elementefiemdheit verstanden wird. Ohne diese Grundlage
erscheint ein Beweis des Wohlordnungssatzes gar nicht denkbar,
und auch der Satz von der Vergleichbarkeit beliebiger Mengen
oder Kardinalzahlen (Vorl. 1/2, Nr. 9) ruht demnach ganz und
gar auf dem Fundament des Auswahlaxioms. Ja, noch mehr:
Auswahlaxiom und Wohlordnungssatz sind geradezu gleichwertig
in dem Sinn, daB nicht nur dieser aus jenem, sondern auch um-
gekehrt jenes aus diesem folgt. In der Tat: soll — um einen ein-
fachen Fall zu betrachten — eine Auswahlmenge fiir die Potenz-
menge UM einer beliebigen Menge M angegeben werden und
wird eine beliebige Wohlordnung von M zugrunde gelegt und
festgehalten, so kann man (wie in Beispiel 2z der vorigen Nr.) eine
einfache Regel angeben, durch die in jedem Element von UM,
d. h. in jeder Teilmenge von M (auBer o), ein bestimmtes Ele-
ment eindeutig ausgezeichnet wird: Durch die zugrunde gelegte
Wohlordnung wird ndmlich M (nach Vorl. 1/2, Nr. 8) derart
geordnet, daB jede Teilmenge ein erstes Element besitzt; man
kann daher festsetzen: in jeder Teilmenge von M soll das
erste Element als ausgezeichnetes ausgewihlt werden. - Hier-
mit ist eine Eigenschaft von der beim A. d. Aussonderung
besprochenen Art gefunden, die zu jeder Teilmenge von M
ein ausgezeichnetes Element eindeutig charakterisiert. Zu UM
und jeder Teilmenge hiervon existiert also (mindestens) eine
Auswahlmenge, ohne dal man sich zu deren Sicherung auf das
Auswahlaxiom zu berufen brauchte. Dieses Axiom ist also im
angegebenen Fall — und &hnlich in jedem anderen — auf Grund
des Wohlordnungssatzes beweisbar, wie wir das nimliche in
Vorl. 1/2, Nr. 9, auch fiir die Vergleichbarkeit der Mengen fest-
stellten. Schlielich ist, wenn man den Satz von der Vergleich-
barkeit der Mengen voraussetzt, auch auf dieser Grundlage sowohl
das Auswahlprinzip wie der Wohlordnungssatz beweisbar (vgl.
Hartogs). Auswahlaxiom, Wohlordnungssatz und Vergleich-
barkeit der Mengen (oder Kardinalzahlen) sind also gleich-
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wertige Prinzipien?5), insofern als aus jedem von ihnen die beiden
anderen (mittels der {ibrigen Axiome) deduktiv gefolgert werden
koénnen; es ist gleichgiiltig, welches von ihnen zu den Axiomen
gerechnet wird, die beiden anderen erscheinen dann als beweis-
bare Sitze. Man wird naturgemif3 unter jenen drei Prinzipien
das Auswahlaxiom bevorzugen als das allgemeinste und ein-
leuchtendste von jenen Prinzipien, das iiberdies nicht blo8 der
Mengenlehre, sondern der Mathematik bzw. Logik iiberhaupt an-
gehort.

Bei der Anwendung des Auswahlaxioms zur Begriindung des
Wohlordnungssatzes und des Vergleichbarkeitssatzes zeigt sich
freilich besonders scharf und unbequem der rein existentiale,
nicht konstruktive Charakter des Axioms. Es wird geniigen,
dies an dem wichtigsten und am meisten besprochenen Beispiel
auseinanderzusetzen, an der Frage der Wohlordnung des Konti-
nuums und dem Kontinuumproblem. Nimmt man namlich fiir die
im vorigen Absatz genannte Menge M das Kontinuum, also etwa
die Menge aller reellen Zahlen, so folgt auf der Grundlage des
Auswahlaxioms, daB3 das Kontinuum wohlgeordnet werden kann
und seine Michtigkeit ¢ unter den Alefs, den Kardinalzahlen
wohlgeordneter Mengen, vorkommt (vgl. Vorl. 1/2, Nr. g); es ist
also ¢ = N,, wo «a eine (endliche oder unendliche) Ordnungszahl
bezeichnet. Die Frage, welche Ordnungszahl hier fiir ¢ zu setzen
ist, wo unter den Alefs also die Michtigkeit des Kontinuums vor-
kommt, stellt das Kontinuumproblem dar; Cantor hat vermutet,
daBa = 1, d. h. ¢ = N, sei, daB also ¢ als zweitkleinste unendliche
Kardinalzahl auf die Kardinalzahl &, der abzihlbaren Mengen
unmittelbar folge. Die seit Jahrzehnten immer wieder unter-
nommenen Versuche, diese Behauptung zu beweisen oder zu wider-
legen, sind indes gescheitert; wenn in der allerjiingsten Zeit von
Hiusert ein Weg zum Beweis der CaNToRschen Vermutung vorge-
zeichnet wordenist (vgl. Vorl. 3/4, Nr.7), soist doch die Frage dami.

15) Fir andere mit dem Auswahlaxiom gleichwertige Behauptungen
(Kardinalzahlrelationen) vgl. Tarski 1.
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noch keineswegs erledigt, u. a. weil einige ausschlaggebende tief-
liegende Hilfssitze noch nicht bewiesen sind und, wie zu vermuten
gestattet sei, ihrem Beweis auch noch sehr grofle Schwierigkeiten
in den Weg legen werden. Die Sprodigkeit dieses Gegenstandes
hingt damit zusammen, dal zwar die Existenz einer Wohlord-
nung des Kontinuums aus dem A. d. Auswahl folgt, nicht aber
das Geringste iiber die Moglichkeit einer wirklichen Herstellung
einer bestimmten Wohlordnung, geschweige denn iiber deren
Art. Die Herstellung wiirde, wenn man dem Beweis des Wohl-
ordnungssatzes folgen will, eine bestimmte Auswahl ausgezeich-
neter Elemente aus allen Teilmengen des Kontinuums voraus-
setzen; eine derartige Auswahl zu treffen ist aber, wie in Bei-
spiel 3 der vorigen Nr. betont wurde, bisher nicht gelungen und
mit den in der Mathematik iiblichen Funktionen iiberhaupt
nicht mdoglich, obgleich die Existenz einer solchen Auswahl durch
das Auswahlaxiom gefordert wird und Ihnen gewi auch sehr
plausibel erscheint. Darin steckt durchaus kein Widerspruch;
warum sollte, so fragt einmal HapaMARD, ein Gesetz gerade ex-
plizit formulierbar sein miissen, um zu existteren? Unsere Axio-
matik sichert also die Wohlordnungsfihigkeit des Kontinuums
und das Vorkommen seiner Kardinalzahl unter den Alefs, ohne
jedoch zunichst eine ndhere Bestimmung iiber beides zu ge-
statten oder auch nur die Existenz eines Verfahrens zum ge-
wiinschten Ziel behaupten zu wollen.1)

Zum SchluB noch einiges iiber die Geschichte des Auswahl-
prinzips und iber die frither und heute gegen es erhobenen Ein-
winde! Hierbei konnen Auswahlprinzip und Wohlordnungssatz

16) Man kann iibrigens (vgl. Sierpinski 2) ohne Benutzung des Aus-
wahlaxioms eine wohlgeordnete Menge M bilden, deren Kardinalzahl
(gleichfalls ohne dieses Axiom) sich als weder kleiner noch grofer als die
des Kontinuums erweist, wahrend die Aquivalenz zwischen M und dem
Kontinuum nur unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms nachweisbar ist.
M ist also (vgl. FuBnote 12) ein ,,Beispiel*“ einer wohlgeordneten Menge
mit dem (unbekannten) Alef des Kontinuums als Maichtigkeit. Ent-
sprechende Beispiele kann man bilden, wenn man statt vom Kontinuum
von einer beliebigen Menge ausgeht.
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auf Grund ihrer Gleichwertigkeit offenbar gemeinsam und wech-
selweise behandelt werden.

Wie die ersten zwei auf S. 8gf. geschilderten Beispiele zeigen,
ist das Auswahlprinzip stillschweigend zum mindesten seit dem
Anfangsstadium der Mengenlehre — im Grunde auch schon vor-
her in Beweisen der Analysis — benutzt worden, iibrigens auler
von CaNTOR auch von vielen anderen Forschern. An der Ver-
wendung des Prinzips, wie es etwa bei CaxTor in den ange-
fithrten (und anderen) Fillen auftrat, hat niemand AnstoB ge-
nommen. Daf in derartigen Beweisen iiberhaupt ein besonderes
Prinzip zur Verwendung kommt, diirfte zuerst Beppo LEVI 1902
ausgesprochen haben (vgl. Zermelo 2). Aber erst durch den
weittragenden Gebrauch. den ZermerLo (auf Anregung von
Eruarp ScumipT) bei seinem ersten Beweis des Wohlordnungs-
satzes 1904 vom Auswahlprinzip gemacht hat (Zermelo 1), ist
die Aufmerksamkeit weiterer Kreise auf es gezogen worden, und
die Folge war in den nichsten Jahren eine wahre Flut kritischer
Noten zu jenem Beweis, von denen vicle eine mehr oder weniger
ablehnende Haltung zum Auswahlprinzip einnahmen.'”) Die
skeptische Haltung vieler Mathematiker gegeniiber unserem
Prinzip hat auch nach dem zweiten Beweis ZErRMELOs und nach
der vielfachen Anwendung des Wohlordnungssatzes innerhalb
und auBerhalb der Mengenlehre zwar abgenommen, aber keines-
wegs aufgehort. Soweit diese Bedenken sich auf einen mehr oder
weniger intuitionistischen Standpunkt stiitzen, sind sie nur folge-
richtig; namentlich hat fiir den Intuitionisten die Behauptung
der Existenz einer Auswahlmenge ohne die Angabe eines Ver-
fahrens zu ihrer Konstruktion keinen Sinn, und er wird dem-

17) Die Argumente gegen den Wohlordnungssatz griinden sich zum Teil,
in ihrer Art folgerichtig, auf die intuitionistische oder eine ihr nahestehende
Anschauung, zum Teil aber auf ungerechtfertigte, namentlich mit der
Antinomie BURALI-FORTIs zusammenhingende Bedenken. Vgl. die scharfe
und witzige Zuriickweisung in Zermelo 2, worauf auch wegen der Lite-
raturangaben verwiesen werde; von neueren einschligigen Ausfitlhrungen
seien die (gegen PEANoOs Standpunkt sich richtenden) Bemerkungen bei
Burali-Forti, S. 186ff., genannt.
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gemdl alle vom A. d. Auswahl abhingigen Teile der Mathematik
grundsitzlich ablehnen, so namentlich auch das allgemeine
Rechnen mit Michtigkeiten. Hingegen ist es fiir die nicht intui-
tionistisch gesinnten, groBenteils selbst mengentheoretisch ar-
beitenden Gegner des Auswahlprinzips im Grunde weniger dieses
Prinzip selbst als seine Konseguenzen, was sie zam Mifltrauen
oder zur Ablehnung des Prinzips veranlaBte und veranlaB3t. Die
groBen Schwierigkeiten, die sich der Wohlordnung des Konti-
nuums und der Lésung des Kontinuumproblems entgegenstellen,
haben es vielen Mathematikern wahrscheinlich gemacht, dall das
Kontinuum (und um so mehr allgemeinere Mengen) iiberhaupt
nicht wohlordnungsfihig, ihre Maichtigkeiten also keine Alefs
seien; CanToms entgegengesetzte Uberzeugung, die auch durch
das Ausbleiben eines Beweises nicht erschiittert worden war, hat
bei manchen mengentheoretisch arbeitenden Forschern und noch
mehr bei vielen der Mengenlehre nur aus der Ferne gegeniiber-
stehenden Mathematikern keineswegs suggestiv gewirkt. Als nun
dennoch ZerMELO in seinen scharfsinnigen, aber wenig umfang-
reichen Noten die Wohlordnungsfihigkeit jeder Menge, also auch
des Kontinuums, beweisen konnte, ohne jedoch ein Verfahren
zur Durchfithrung der Wohlordnung und damit zur Bestimmung
der zugehorigen Kardinalzahl anzugeben, da glaubte man viel-
fach, jene Beweise lieferten zu viel und miiiten einen FehlschluB
enthalten. Fiir diejenigen aber, denen die Deduktion der Beweise
unangreifbar schien (vgl. freilich S. 29), blieb nichts iibrig,
als die Grundlage der Beweise, ndmlich das Auswahlprinzip,
seiner allzu weittragenden Konsequenzen wegen mif3trauisch zu
betrachten; dazu schien man um so eher berechtigt zu sein, als ja
das Auswahlprinzip unter den bekannten und ausdriicklich for-
mulierten Prinzipien der klassischen Mathematik nicht vorkam.

Demgegeniiber ist zu betonen, dafl die angefithrten Bedenken
bei klarer Betonung des Unterschieds zwischen Existenz (einer
Auswahlmenge) und Angabe eines konstruktiven Verfahrens (zur
Bestimmung der auszuwihlenden Elemente) nicht haltbar sein
diirften. Konkreter gesprochen: daff ein Produkt von Mengen,
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die simtlich wirklich Elemente enthalten, mindestens einen Kom-
plex aufweist und sich nicht auf die Nullmenge reduziert, diirfte
logisch und anschauungsmiBig unzweifelhaft auch dann erschei-
nen, wenn die Angabe eines solchen Komplexes unauflsbare
Schwierigkeiten bereiten solle. Dieses logische Prinzip hat wohl
mindestens den gleichen Charakter von Evidenz und Denknot-
wendigkeit, wie man sie manchen anderen, fiir die Grundlegung
der Arithmetik, Analysis oder Geometrie unentbehrlichen
Axiomen zuzuerkennen pflegt ; esist denn auch von einem denintui-
tionistischen Ideen so nahestehenden Denker wie Poincark ge-
billigt worden. Mit dem gleichen Recht also, mit dem man das
Auswahlaxiom verwirft, kénnte man willkiirlich andere wesent-
liche Grundprinzipien ablehnen und so wichtige Teile der Mathe-
matik kiinftig aus ihr verbannen. SchlieBlich ist jedes andere,
noch so fruchtbare und unentbehrliche mathematische Prinzip
auch irgendwann zum erstenmal formuliert worden, und zwar in
der Regel nach seiner stillschweigenden Verwendung; man kann
die in dieser Weise sich vollziehende Entwicklung der Wissen-
schaft nicht, wie es in der Linie gewisser Einwinde gegen das
Auswahlaxiom lige, plotzlich vom Jahre 19o3 an verbieten, so-
lange nicht im Einzelfall tatsichliche Widerspriiche die Legitima-
tion zu einem derartigen Verbot liefern. Man ist denn auch
tatsichlich zum Auswahlprinzip in der gleichen Weise wie zu
den anderen mathematischen Axiomen gelangt: indem man die
Schliisse, die in der Mathematik sich vorfanden und deren ur-
spriingliche Entstehung auf vielfach intuitivem Weg mehr psycho-
logisch und historisch als logisch zu werten ist, nachtriglich
analysierte und dabei eben jene Axiome und Prinzipien heraus-
schilte. Auf solchem Wege kam die griechische Mathematik
dazu, das Parallelenaxiom unter die Grundpfeiler des geo-
metrischen Gebidudes aufzunehmen; so wenig man seit der Zeit,
da die Unbeweisbarkeit des Parallelenaxioms und damit dessen
rein axiomatisch-hypothetischer Charakter nachgewiesen wurde,
die von ihm abhingigen Teile der Geometrie etwa beseitigt oder
auf den weiteren Ausbau dieser ,,euklidischen Geometrie ver-
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zichtet hat, ebensowenig wire ein solches Verfahren in der
Mengenlehre beziiglich des Auswahlaxioms gerechtfertigt, mag
auch dieses gleichfalls ein neues und mit den bisherigen Hilfs-
mitteln unbeweisbares Prinzip darstellen.

Wenn man hiernach, sofern man nicht den intuitionistischen
Standpunkt einnehmen will, dem Auswahlaxiom die Gleich-
berechtigung mit anderen Prinzipien zuerkennen wird, so ist es
doch von Interesse, seine Verwendung einzuschrinken, d. h. még-
lichst viele Tatsachen ohne Benutzung des Axioms zu beweisen.
Man lernt so unterscheiden, welche Teile der Mengenlehre und
der Mathematik {iberhaupt von den reinen Existenzprinzipien
des Auswahlaxioms und des Wohlordnungssatzes abhingig sind
und welche nicht, wie ja auch der Geometer seine Aufmerksam-
keit der Frage widmet, welche Teile der Geometrie ohne das Par-
allelenaxiom behandelt werden kénnen und somit in der eukli-
dischen wie in den nichteuklidischen Geometrien gleichmiBig
giiltig sind.

III. Absolutes Existenzaxiom.

9. Absolutes Existenzaxiom. Die bisherigen Axiome reichen,
obgleich sie bereits alle wesentlichen SchluBweisen der Mengen-
lehre enthalten oder erméglichen, doch noch keineswegs hin, um
die Mengenlehre zu sichern. Sie stellen ein System dar, das einem
wohnlich ausgestatteten Hause gleicht, welches von niemandem
bewohnt wird. Sie sichern ndmlich noch gar nicht die Existenz
von Mengen. In der Tat sagt Axiom I iiberhaupt nichts iiber
die Existenz von Mengen aus, wihrend alle folgenden Axiome
zwar die Existenz gewisser Mengen behaupten, aber immer nur
unter der Voraussetzung, daBl gewisse andere Mengen schon
vorliegen. Alle Axiome sind also in trivialer Weise erfiillt, wenn
es liberhaupt keine Mengen gibt. Wir bediirfen also noch eines
absoluten Existenzaxioms, das sich nicht auf die Voraussetzung
der Existenz irgendwelcher Mengen stiitzt. Die einfachste iiber-
haupt denkbare Form eines solchen Axioms wire die folgende:

Wiss. u, Hyp. 31: Fraenkel, Grundleg der Mengenlehre 7
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Axiom VIla. Es existiert mindestens eine Menge. -

Diese Fassung gentigt in der Tat, um die allgemeine Mengen-
lehre, die es nur mit der Bildung und den Eigenschaften der
Mengen im allgemeinen, nicht aber mit speziellen Mengen zu tun
hat, im wiinschenswerten Ausmaf3 zu sichern. Namentlich ist
nunmehr die Voraussetzung des Satzes 1 (Nr. 6) erfiillt, dieser
Satz also ebenso wie die Sitze 2z und 3 stets zutreffend. Im
iibrigen bildet das System der Axiome I—VIIa eine allgemein
brauchbare Grundlage, gleichgiiltig ob es nur endliche oder neben
ihnen!®) auch unendliche Mengen gibt. Im ersten Fall wiren
allerdings, wie leicht einzusehen ist (vgl. auch Vieler), die meisten
der bedingten Existenzaxiome nicht erforderlich, vielmehr mittels
der iibrigbleibenden beweisbar. Eine derartige Vereinfachung
des Axiomensystems der allgemeinen Mengenlehre kommt aber
naturgemil nicht in Betracht, da dieses System unabhingig da-
von sein mull, ob unendliche Mengen existieren oder nicht.

Indessen 148t sich die Existenz unendlicher Mengen, denen ja in
der Mengenlehre das wesentliche Interesse zukommt, mittels
unserer Axiome nicht nachweisen; d.h. es 1Bt sich mit den bis-
herigen Mitteln der Fall nicht ausschlieflen, dafl etwa alle der Be-
trachtung unterliegenden Mengen endlich sind. In der Tat er-
kennt man ja auf Grund der Cantorschen Anschauungen sofort:
geht man nur von endlichen Mengen aus, sind also die in den Vor-
aussetzungen der einzelnen Axiome auftretenden Mengen endlich
(und im A. d. Vereinigung auch die Elemente von m endlich), so
sind die durch die Axiome geforderten Mengen wiederum endlich.
Man gelangt also, von endlichen Mengen ausgehend, nie aus dem
Kreise der endlichen Mengen heraus.

Um mit Sicherheit auch unendliche Mengen zu umfassen, hat
daher ZerMELO in einem absoluten Existenzaxiom die Existenz
unendlicher Mengen gefordert (Zermelo 3). Es geniigt dabei,
die Existenz einer abzdhlbar unendlichen Menge (wie z. B. der

18) Die Existenz endlicher Mengen ist ja jedenfalls durch die Satze 1/2
in Nr. 6 gesichert.
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Menge der natiirlichen Zahlen) zu sichern; die abzdhlbaren Mengen
stellen ja jedenfalls sowohl mathematisch (S. 6) wie auch psycho-
logisch den einfachsten Typ unendlicher Mengen dar. Vom
axiomatischen Standpunkt aus, demzufolge alle Begriffe aus den
Grundbegriffen der Axiomatik abzuleiten sind, darf natiirlich
weder der Begriff einer abzdhlbaren Menge noch der einer unend-
lichen Menge tiberhaupt vorausgesetzt werden. Die darin liegende
Schwierigkeit ist leicht zu umgehen. Das fiir unseren Zweck
allein wesentliche Merkmal der Menge der natiirlichen Zahlen
liegt ndmlich darin, daf sie erstens eine ,,ausgezeichnete’ Zahl
(die Eins) aufweist und zweitens zu jeder natiirlichen Zahl #
auch die eindeutig bestimmte und von allen iibrigen Zahlen ver-
schiedene ,,niachstfolgende“ Zahl # + 1 enthilt, womit iibrigens
keine Ordnungsvorstellung verbunden zu werden braucht. Ana-
log kénnen wir in der Mengenlehre als ausgezeichnete Menge die
Nullmenge, als durch eine beliebige Menge m eindeutig bestimmt
die Menge {m} wihlen. Das Axiom, das zwecks Sicherung spe-
zieller Mengen — nédmlich unendlicher Mengen — an Stelle des
Axioms VIIa zu treten hat, besagt somit:?)

Axiom VIIb (Axiom des Unendlichen). Es existiert iiber-
haupt eine Menge, und zwar mindestens eine Menge Z von folgenden
beiden Eigenschaften: die Nullmenge ist Element von Z, und falls
m ein beliebiges Element von Z ist, so ist auch{m | Element von Z.

Die Existenz der Nullmenge sowie der Mengen mit einem ein-
zigen Element wird nicht etwa durch dieses Axiom gefordert,
sondern sie ist, da der Beginn des Axioms die Existenz von
Mengen (ebenso wie vorher Axiom VIIa) jedenfalls sichert, eine
Folge der Sitze r und 2 (Nr. 6). Es liBt sich zeigen (vgl. Zer-
melo 3, Nr. 14; Fraenkel 6, Nr. 29), daBl aus Axiom VIIDb die

19) Zu einem derartigen Axiom vergleiche man Chwistek 2 (von seinem
typentheoretischen Standpunkt). Natiirlich kénnte Axiom VIIb auch
von vornherein auf die Postulierung abzéhlbar unendlicher Mengen be-
schrankt werden; von unserem Standpunkt aus wéire dies aber eine un-
noétige und unschéne Spezialisierung.

7‘
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Existenz einer eindeutig bestimmten ,,kleinsten’’ Menge von den
beiden angegebenen Eigenschaften folgt, d. h. einer dem Axiom
geniigenden Menge Z,, die Teslmenge jeder derartigen Menge Z ist.
Z, enthilt nur die Elemente o, {o}, {{o}}, {{{0o}}} usw. und
stimmt somit, da all diese Elemente untereinander verschieden
sind, abgesehen von der Form der Schreibweise mit der Menge
der natiirlichen Zahlen '1, 2, 3, ...} vollig iiberein.

Eine schirfere Priifung ergibt, daBl die Sicherung spezieller
Mengen auch durch die zweite Fassung des Axioms noch nicht in
geniigendem MaBe bewirkt wird. Man kann in der CaANTorschen
Mengenlehre gewisse sehr umfassende Mengen bilden, deren Exi-
stenz im axiomatischen Sinn durch die vorstehenden Axiome
noch nicht verbiirgt ist. Eine sehr einfache Menge dieser Art, der
sich andere leicht an die Seite stellen lassen, erhilt man z. B.
folgendermaBen: Z, sei die oben eingefiihrte (abzihlbare) Menge;
ihre Potenzmenge UZ,, d. i. im wesentlichen das Kontinuum
(vgl.Vorl. 1/2, Nrn. 51.), werde mit Z, bezeichnet, ebenso UZ, =27,
UZ, = Z; gesetzt usw. Dann kann man, wie leicht zu zeigen ist,
auf Grund unserer Axiome noch nicht die Existenz der (abzihl-
baren) Menge {Zy, Z4, Z,, Z3, . . . } = Z sichern, um so weniger die
Existenz der Vereinigungsmenge GZ, die eine grofere Kardinal-
zahl besitzt als irgendein Element von Z. Um auch derartige
iiberaus umfassende Mengen zu sichern, die ibrigens vorldufig
nur theoretisch, nicht aber fiir die Anwendungen der Mengenlehre
von Interesse sind, muf3 man das Axiom VIIb durch ein noch
weitergehendes ersetzen oder erginzen. Die Formulierung eines
solchen Axioms, die uns auf dem gegenwartigen Standpunkt noch
Schwierigkeiten bereiten wiirde, soll vorlaufig zuriickgestellt
werden, bis wir in der nichsten Vorlesung das Axiom der Aus-
sonderung auf eine vollige scharfe Fassung gebracht haben
(vgl. Vorl. 7/8, Nr. 4).

10. Die Frage der Festlegung des axiomatischen Mengenbegriffs
durch ein abschlieBendes Axiom. Die Aufstellung der Axiome
werde abgeschlossen durch eine fliichtige Bemerkung iiber die
Moglichkeit, ein letztes Axiom von ganz anderem Charakter
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als alle iibrigen®®) hinzuzufiigen. Auf Grund der Axiome li8t
sich noch nicht entscheiden, ob es z. B. Mengen gibt, die sich
selbst als Element enthalten (vgl. etwa das Russkrische Para-
doxon; Vorl. 1/2, Nr. 10). Demnach 148t sich mit dem vorstehen-
den Axiomensystem ebensowohl eine Deutung des Grundbegriffs
,,Menge‘“ vereinen, bei der eine Menge Element ihrer selbst sein
kann, wie auch die entgegengesetzte Annahme mit den Axiomen
vertréglich ist. Die Axiome legen also den Mengenbegriff sicher-
lich nicht in unzweideutiger Weise fest.

Etwas anschaulicher wird dies vielleicht durch folgende Uber-
legung. Man denke sich eine Menge m, unter deren Elementen
eine Menge m, vorkommt, die wiederum u. a. ein Element #, ent-
halt usw., so daB fiir jede natiirliche Zahl % gilt: m,,, em;. Man
gelangt also beim Ubergang von der Menge m zu ihren Elementen,
dann zu den Elementen ihrer Elemente usw. niemals notwen-
dig zu einem innersten ,,Kern*, wie viele Schritte des Verfahrens
man immer ausfithren mag. Im besonderen liegt dieser Fall z. B.
vor, wenn m sich selbst als Element enthilt, wenn also m =
{m,a,b,...}; das ist eine offensichtlich nicht-pradikativ or-
ganisierte Menge, die aber als Allgemeintypus nicht etwa wider-
spruchsvoll zu sein braucht.®) Die Existenz solcher und dhnlicher
— jedenfalls nicht allzu sympathischer — Mengen ist auf Grund
unserer Axiome nicht ausgeschlossen, noch viel weniger freilich
etwa gesichert.

Es bedeutet mehr als einen bloBen Schénheitsfehler in unse-
rem Axiomensystem, dal demgemi8 die Gesamtheit aller mog-
lichen Mengen nicht eindeutig festgelegt ist, sondern immer noch
engere und weitere Deutungen des Mengenbegriffs mit dem
Axiomensystem vertriglich bleiben. Wihrend z. B. in der Geo-
metrie oder in der Arithmetik die axiomatische Methode eine
im formalen Sinn vollstindige Festlegung der Begriffe ,,Punkt®

20) Vgl. Geiger, S. 111 und 265ff., wo derartige Axiome als ,,Postulate’’
bezeichnet werden.

21) Ausfithrliche Betrachtungen hierzu bei Mirimanoff 1 und 2, wozu
noch Sierpinski 4 zu vergleichen ist.
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oder ,,Zahl“ gestattet und damit einen sozusagen vollwer-
tigen Ersatz einer Definition dieser Begriffe liefert, reichen
unsere Axiome offenbar nicht aus, um dasselbe fiir den Mengenbe-
griff zu erzielen (vgl. auch Vorl. 9/10, Nr. 7). Wenn es iiberhaupt
moglich sein sollte, diesen Mangel bei einem wie immer gearteten
axiomatischen Aufbau der Mengenlehre zu vermeiden, so mii3te
dies im vorliegenden Fall wohl in der Weise geschehen, da3 der
Mengenbegriff so enge beschrinkt wird, als es mit den vorstehenden
Azxiomen I—VII (und Axiom VIII, siehe Vorl. 7/8, Nr. 4)
siberhaupt vertraglich erscheint. Das lauft darauf hinaus, daB3 als
Ausgangspunkt die Nullmenge festgesetzt wird, die so als ur-
spriinglicher Baustein, als letzter ,,Kern* aller Mengen dient, und
daB dann nur solche Mengen zuldssig sind, die aus der Nullmenge
und den durch Axiom VIIb geforderten Mengen durch be-
liebige, aber natiirlich endlichmalige Anwendung der einzelnen
Axiome hervorgehen. Eine derartige Einschrinkung des Mengen-
begriffs wiirde erreicht durch eine Forderung folgender Art:

Axiom der Beschrinktheit. AuBer den durch die Axiome II bis
VII (bezw. VIII) geforderten Mengen existieren keine weiteren
Mengen.

Ob indes einer solchen Forderung, deren Wortlaut sich leicht
verschirfen 148t, iiberhaupt ein einwandfreier Sinn zukommt, ist
sehr zweifelhaft??) (man vgl. hierzu Fraenkel 2 und Finsler, beson-
ders aber v. Neumann 2). Wenn die Forderung zulissig sein sollte,

22) Man hat namlich sehr ernst mit der Eventualitit zu rechnen, da8
die dem Umfang nach verschiedenen moglichen Realisierungen des
Axiomensystems nicht einen kleinsten gemeinsamen Teilbereich aufweisen,
in dem gleichfalls samtliche Axiome befriedigt witrden. Auch die vorher
gegebene Vorschrift zur,,Konstruktion‘* eines derartigen kleinsten Bereichs
(und damit eines engsten Umfangs des Mengenbegriffs) braucht nicht ein
eindeutiges Ergebnis zu liefern, da die Axiome IV—VT ihrerseits gar
keinen rein konstruktiven Charakter besitzen. Es liegt hier ein ernstes
und noch nicht erschépfend geklartes Problem vor, aus dem sich vielleicht
die Naturnotwendigkeit einer gewissen ,,Uferlosigkeit’* und (sozusagen an
den Grenzen) auch einer gewissen ,,Verschwommenheit'’ des gerade noch
legitimen Mengenbegriffs erweisen wird.
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so wiirde sie ein Gegenstiick inversen Charakters zu dem fiir die
Arithmetik wie fiir die Geometrie gleich bedeutungsvollen Voll-
standigkeitsaxiom HiLBerTts darstellen, das den Umfang der exi-
stierenden Dinge (Zahlen, Punkte usw.) soweit awusdehnt, als es
mit der Gesamtheit der Axiome irgend vertriglich ist.23)

Siebente und achte Vorlesung.

Verschiarfung des Aussonderungsaxioms. Allge-
meines und Historisches zum Axiomensystem,
Theorie der Aquivalenz.

Einfiihrung eines Funktionsbegriffes und Verschdrfung des
Axioms der Aussonderung.

1. Die Notwendigkeit der Ausmerzung des Eigenschafts-
begriffs. Aus dem in den letzten Vorlesungen entwickelten
Axiomensystem kann man, wie wir bald (von Nr. 8 an) wenigstens
in den Umrissen zeigen werden, alle wesentlichen Teile der klassi-
schen Mengenlehre Canrtors deduktiv ableiten, ohne also den
formal eingefiihrten (ndmlich nur durch die Axiome bestimmten)
Grundbegriffen ,,Menge und , Element sein’ eine inhaltliche
Bedeutung beilegen zu miissen. Sind somit die Axiome weit
genug gefaBt, um den unanstoBigen Schliissen der Mengenlehre
Raum zu bieten, so umgrenzen sie auf der anderen Seite — im
Gegensatz zu der allzu weiten und losen Mengendefinition Can-
ToRS — den Begriff der Menge in hinreichend enger und scharfer
Weise derart, dal zum mindesten die bisher bekannten Antinomien
in der so axiomatisierten Mengenlehre von selbst ausgeschlossen

23) Vgl. Hilbert 1, S. 22 und 240; Loewy, S. 1861.; Geiger, S. 265ff.
Axiomen oder ,,Postulaten‘‘ von diesem eigentiimlichen Charakter kommt
vom axiomatischen Standpunkt aus eine besondere Bedeutung zu, und
die daran z. B. bei Dingler 2, S. 87, geiibte Kritik wird an Hand einer
sorgfiltigen Einzeldurchfihrung (wie etwa bei Loewy, a. a. O.) leicht als
unberechtigt erkannt.
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bleiben (Nr. 5).1) Mit einer Einschrinkung allerdings: hinsicht-
lich der in einer Axiomatik doppelt wichtigen liickenlosen Schirfe
der Entwicklung, die auch aus dem téglichen Leben und aus der
allgemeinen Logik nur voéllig zweifelsfreie (namentlich umfangs-
definite) Begriffe zu tibernehmen und anzuwenden gestattet,
bietet unsere Axiomatik an einer entscheidend wichtigen Stelle
einen Angriffspunkt; namlich im Axiom der Aussonderung, wo
der etwas quallenhafte Begriff ,,sinnvolle Eigenschaft auftritt
(S. 75). Der Ausmerzung dieser wunden Stelle gelten unsere
nichsten Uberlegungen.

Bis in die allerletzte Zeit hat man sich etwa mit folgender
,,Definition des hier vorkommenden Eigenschaftsbegriffs be-
holfen: Eine Eigenschaft (), tiber deren Giiltigkeit oder Un-
giiltigkeit fiir jedes Element x einer Menge M die Grundbe-
ziehungen der Axiomatik vermdoge der Axiome und der allgemein-
giiltigen logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden, heift ,,sinn-
voll“ fiir die Elemente von M. Es braucht wohl kaum hervor-
gehoben zu werden, da3 hiermit vielmehr ein Hinweis als eine
Definition gegeben ist, und daf die Berufung auf Willkiirfreiheit
und auf die logischen Gesetze zu gleichartigen Bedenken Anlal3
gibt wie der allgemeine Eigenschaftsbegriff, zu Bedenken, die in
der Ebene der Ricaarpschen Paradoxie (Vorl. 1/2, Nr. 10) ge-
legen sind (vgl. z. B. Weyl 1, S. 40 ff.). Es muf3 daher, soll
die Axiomatik vollen Wert erhalten, der Begriff der ,,sinnvollen
Eigenschaft’‘ aus ihr ausgeschieden bzw. auf eine exakte mathe-
matische Definition zuriickgefiihrt werden.

2. Der Funktionsbegriff und seine Einfithrung in das Aus-
sonderungsaxiom. Um uns die Schwierigkeiten, die mit der
mathematisch scharfen Formalisierung des Eigenschaftsbegriffs
verkniipft sind, nach Moglichkeit zu erleichtern, beginnen wir
mit einem ganz einfachen Beispiel, das uns den einzuschlagenden
Weg andeuten soll. In der ersten Vorlesung (S. 13) war vom

1) Von der Stellung der nicht-pradikativen Prozesse in der Axiomatik
sowie von der etwaigen Moglichkeit des Auftretens neuer Widerspriiche
wird spéiter die Rede sein (Nrn. 3 und 6 und Vorl. 9/10, Nr. 8).
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Durchschnitt zweier oder mehrerer Mengen die Rede. Der Durch-
schnitt [m, #] der Mengen m und # ist danach, umsténdlich ge-
sprochen, die Menge derjenigen Elemente x von m, die gleichzeitig
Elemente von # sind, d. h. die der Beziehung x ¢ n gentigen. Hier-
mit ist eine spezielle Teilmenge von m definiert, deren Bildung
(ebenso wie die Bildung- viel allgemeinerer Teilmengen) uns das
Axiom der Aussonderung jedenfalls gestatten soll. Wir wollen
daher die neue I'assung dieses Axioms der obigen Konstruktion
des Durchschnittes nachbilden, dabei aber noch den Begriff der
Funktion verwenden.

Bekanntlich ist der Funktionsbegriff einer der grundlegenden
und meist verwendeten Begriffe der Mathematik. Er wird kei-
neswegs immer im gleichen Sinne gebraucht. Hier kann es sich
nicht darum handeln, den Begriff der Funktion etwa aus anderen
mathematischen Disziplinen vorauszusetzen und in unser Axiom
einzufiithren; das wiirde ja bedeuten, die Axiomatik der Mengen-
lehre — welche umfangreichen Teilen der Mathematik und etwa
auch der Philosophie als Grundlage dienen soll — auf andere Diszi-
plinen zu stiitzen, die umgekehrt vielmehr wesentlich der Hilfe
der Mengenlehre bediirfen! Ebensowenig darf der Funktions-
begriff als undefinierte Grundrelation der Axiomatik eingefiihrt
werden, weil damit der besondere Vorzug gerade unserer gegen-
wirtigen Axiomatik, nur der einen Grundrelation ¢ zu bediirfen,
arg beeintrichtigt wiirde. Wir miissen also danach streben, den
Funktionsbegriff innerhalb der Axiomatik zu definieren, also auf
die Grundrelation ¢ zuriickzufiihren.

Um diese Definition des Funktionsbegriffs nicht unterbrechen
zu miissen, beginnen wir mit der verschirften Fassung des Aus-
sonderungsaxioms, in die der Funktionsbegriff eingeht, und holen
dessen Erklirung alsdann nach. Nur beziiglich der Schretbwerse
der Funktionen sei im voraus bemerkt, daB wir sie im allge-
meinen mit @(x), y(x) usw. bezeichnen; hierbei bedeutet x
(statt dessen auch y, 2 usw. geschrieben werden kann) eine un-
bestimmte oder verinderliche Menge (das ,,Argument’’ der Funk-
tion in der iiblichen Ausdrucksweise),



106 Verschirfung des Aussonderungsaxioms

Wir fithren nun fiir das Axiom der Aussonderung statt der
fritheren Fassung (Axiom V) die folgende ein:

Axiom V'. (Axiom der Aussonderung.) Ist m eine Menge
und sind @ (x) und y(x) gegebene Funkitonen einer Unbestimmien
x, so existiert die Menge m aller derjenigen Elemente x von m, die
der Relation @ (x) ey (x) gentigen. Entsprechendes gilt, wenn statt der
Grundrelation ¢ ihre Negation ¢ (Vorl. 5/6, Nr. 2) eingesetzt wird.

m soll als die durch die Relation ¢ ¢ 9 bestimmte Ausson-
derungsmenge von m bezeichnet werden; wir schreiben m =
My (x) e (xp indem wir die charakteristische Relation als ,, Index"
der Menge m anhdngen, von der eine Teilmenge zu bilden ist.

Die sich so ergebenden Mengen My () e () DEW. My (1) 4y (1 SIN
also die Mengen derjenigen Elemente x von m, fiir welche die
Menge ¢(x) Element der Menge y(x) bzw. nicht Element der
Menge o (x) ist. Beide Mengen sind somit Teilmengen von .

Bei der obigen Konstruktion des Durchschnitts [m, n], die
jetzt nochmals zum Vergleich heranzuziehen sich empfiehlt, stand
x bzw. die festgegebene (konstante) Menge #, wo im Axiom V'
@ (x) bzw. p(x) gesetzt ist. Wir werden also, wie auch sonst in der
Mathematik, als einfachste Funktionen einer Verinderlichen diese
selbst sowie eine beliebige konstante Menge verstehen. Ferner
sollen die Mengen, die durch die Prozesse der Axiome II, III
und IV aus verdnderlichen Mengen hervorgehen, als Funktionen
dieser Verianderlichen bezeichnet werden, wie auch eine Funktion
einer Funktion ¢(x) [ (x) an Stelle der Verdnderlichen x ein-
gesetzt!] wiederum eine Funktion von x heiBle; m. a. W. es gelten
die Vereinigungsmenge ©x und die Potenzmenge U x als Funk-
tionen von x, ebenso auch das Paar {g(%), ()} und die Menge
@ (p(x)), falls hier p(x) und y(x) beliebige Funktionen der ver-
inderlichen Menge x bedeuten. Noch nicht herangezogen sind
hierbei die Axiome V und VI. Dasletztere kommt auch gar nicht
in Frage, da ja eine Auswahlmenge von x durch x nicht eindeutig
bestimmt wire (vgl. Vorl. 5/6, SchluB von Nr. 6), wahrend als
Funktion von x immer eine durch x vollkommen festgelegte
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Menge zu gelten hat. Dagegen wollen wir die Einfiigung des
Aussonderungsprozesses in die aufzustellende Definition des
Funktionsbegriffs erst noch durch ein Beispiel vorbereiten; hier
liegt nimlich der abstrakteste und wohl auch schwierigste Punkt
der Definition und aller folgenden Betrachtungen.?)

Wir bilden wieder einen Durchschnitt,.diesmal aber, statt von
zwei, von unendlichvielen, beispielsweise abzihlbar unendlich-
vielen Mengen m’, m'’, m'”’, . . ., die als die Elemente einer Menge
M gegeben seien.” Man stelle sich etwa unter m' die Menge all der
(natiirlich ausdehnungslos gedachten) Punkte auf dem Rande
eines MaBstabes vor, die zwischen den MaBzahlen o und 2 gelegen
sind, unter m'* die Menge aller Punkte zwischen o und 1}, unter
m’"’ die Menge aller Punkte zwischen o und 1} usw. Ist @ ein
beliebiger von nun an fester Punkt des MaBstabrandes, so exi-
stiert nach Axiom V' die Menge M derjenigen Elemente x der
Menge M ={m', m",m'", ...}, in denen der Punkt « als Element
vorkommt; in Zeichen: M = M,, . (also ¢ (x) gleich dem kon-
stanten Punkt a, y (x) = x gesetzt). Die Menge M fillt natiirlich
verschieden aus, je nachdem wie der Punkt 4 gewihlt ist. Liegt a
z. B. zwischen den Punkten 1} und 2, so kommt @ nur in dem
einzigen Element ' von M vor, d. h. es ist M= {m’} ; das andere
Extrem liegt vor, wenn der Punkt a zwischen o und 1 gelegen ist,
so daB a in allen Elementen m’, ', ... von M vorkommt, also
M gleich der Menge M selbst ist. Dieser letzte Fall M = M ist
also charakteristisch fiir all die Punkte des MafBstabrandes, die
der Strecke von o bis 1, d. h. gleichzeitig allen Mengen m', m'’, . . .
angehéren, mit anderen Worten: fiir die Punkte, die im Durch-
schnitt all dieser Mengen vorkommen.

Dieses Beispiel lehrt uns zweierlei. Zunichst kénnen wir den
Durchschnitt D aller Elemente von M charakterisieren als die
Menge derjenigen Punkte a eines beliebigen Elementes (z. B. von
m'), fiir die M = M ist. Das 148t sich tibersichtlicher ausdriicken,

2) In dem Beispiel treten der Anschaulichkeit halber nicht nur Mengen
wie in der Axiomatik, sondern auch Punkte auf; das ist ohne jede Bedeutung.
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wenn man den Punkt @, der ja jetzt nicht mehr fest, sondern
innerhalb von m’ verdnderlich ist, etwa mit y bezeichnet, und
wenn wir die Menge M, die — wie wir sahen — von der Lage
des Punktes @ abhingt, demgemiB als Funktion @(y) des ver-
dnderlichen Punktes y auffassen diirfen. Dann ist unser Durch-
schnitt die Menge derjenigen Elemente y von m’, fiir die ¢(y)
gleich der ganzen Menge M ist, d. h. in der Schreibweise des
Axioms V': D = m' ) 5.%)

Ferner weist unser Beispiel darauf hin, was fiir Uberlegungen
und Vorsorge wir treffen miissen, wenn wir den Funktionsbegriff
auch so wie im vorigen Absatz verwenden wollen (neben seinen
schon vorher angefiihrten Bedeutungen).

Die Menge M = M,,, . oder, wenn wir fiir a wieder wie vorhin
y schreiben, M = M, .. = ¢(y) (in Worten: die Menge der-
jenigen Elemente x von M, in denen der Punkt y als Element
vorkommt) hdngt nur von der Verdnderlichen (oder gemauer der
,»Unbestimmten’ ) vy, nicht aber von x ab; x ist nur eine Hilfsver-
dnderliche?), die bei der Bildung der Menge M die Elemente m’,
m’, m'"’ usw. von M zu durchlaufen hat, dann aber ihre Schuldig-
keit getan hat und wieder in der Versenkung verschwindet. (Ge-
nau dasselbe gilt allgemein von der Rolle der Verinderlichen x
in Axiom V'.) Die fertige Menge M hingt also nur noch von der
Verinderlichen y ab und kann demnach héchstens als Funktion
von ¥, nicht aber von x aufgefaft werden. Allerdings 148t die
Bezeichnung M, , MiBverstindnisse zu; wo solche maglich sind,
wird man die Hilfsverinderliche (hier x), die bei der Bildung der

3) DaB hier im Index nach ¢(y) die Relation = steht statt, wie im
Axiom V’ ausgedriickt, eine der Grundrelationen & und ¢, hat nichts
zu sagen; wie wir in Nr. 8 sehen werden, kann niamlich die Relation
a = b stets auf a ¢ {b} zuriickgefihrt werden.

4) Man denke an die Rolle der Integrationsvariabeln oder auch an die
der ,,scheinbaren Verinderlichen'* (apparent variable) bei RusseLL! Hin-
gegen ist die Rolle der anderen Veranderlichen y bei der Bildung der
Funktion M, .. = @(y) zu vergleichen mit der eines Parameters unter dem
Integralzeichen.
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Aussonderungsmenge die Elemente der oben stehenden Menge
(hier M) zu durchlaufen hat, irgendwie auszeichnen, etwa durch
fetten Druck. Beim zweiten Schritt, nimlich bei der Bildung von
m’ (5= = D, ist die vorherige wirkliche Veranderliche y zur Hilfs-
verianderlichen geworden, die nun die Elemente von ' zu durch-
laufen hat; hier ist ein Zweifel ohnehin nicht mehr méglich.
Man erkennt schliellich, daB die Auffassung der Menge M als
Funktion ¢(y) von y nichts anderes ist als die Anwendung des
Aussonderungsprozesses, d. h. des Verfahrens von Axiom V', in
dem Fall, wo die gegebenen Bestimmungsstiicke dieses Axioms von
einer wirklichen Verinderlichen oder Unbestimmien y abhingen.
Genau dasselbe haben wir vorher (S. 106) fiir die Prozesse der
Axiome II, III, IV verabredet, z. B. die Vereinigungsmenge Sx
als eine Funktion von x bezeichnet. Wir werden demgemdif die
nach Axiom V' gebildete Aussonderungsmenge m, .,y dann als
eine Funktion der Verinderlichen vy bezeichnen, wenn m eine
Funktion von y ist oder wenn in die gegebenen Funktionen @ (x)
und p(x) noch die eigentliche Verinderliche y eingeht, m. a. W.
wenn bei der Bildung der Menge #,,(,, (., fiir eine oder mehrere
der eingehenden konstanten Mengen®) Funktionen der Verdnder-
lichen y eingesetzt werden. AuBerlich gesehen, wird dann in der
Regel ¢ bzw. p eine Funktion zweier Veranderlichen, nimlich der
Hilfsverinderlichen x und der eigentlichen Veranderlichen y dar-
stellen; es wird daher zuweilen praktisch sein die iibliche Schreib-
weise von Funktionen zweier Veridnderlichen, ndmlich ¢(x, y)
bzw. p (%, ¥), zu verwenden. In Wirklichkeit aber ist bei jedem
einzelnen ProzeB nur eine von beiden tatsichlich veridnderlich;
hingt in m = M, ). 2- B. @ noch von der Verdnderlichen y
ab, so spielt bei der Bildung von m offenbar y die Rolle einer ge-
gebenen, konstanten Menge und wird erst nach erfolgter Bildung

5) Eine solche konstante Menge ist z. B. m selbst. Aber auch in ¢(#)
oder y(») gehen im allgemeinen konstante Mengen ein, z. B. im Fall
(%) ={{S{# {0} },Ux},0}; wird bei einer mit dieser Funktion
gebildeten Aussonderungsmenge die Nullmenge o durch die Unbestimmte
y ersetzt, so entsteht also eine Funktion von y.
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von m veranderlich gelassen, also dann, wenn die Hilfsverinder-
liche x schon fortgefallen ist. Im obigen Beispiel, bei der Durch-
schnittsbildung, ist so beim ersten Schritt [der Bildung von
M=M,,.=9¢@]yxy =z, aber (%, y) = y; die letztere
Funktion hidugt also von x iiberhaupt nicht ab und spielt bei der
Bildung von M die Rolle einer Konstanten, wie wir ja auch in der
Tat anfangs a stati y geschrieben hatten. Nur im Interesse des
zweiten Aussonderungsprozesses, fiir den wir die Darstellung von
M als Funktion ¢(y) brauchen, ist @ als Veridnderliche y zu
schreiben.

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir die Definition
unseres Funktionsbegriffes, der gemaB Axiom V' an die Stelle des
Eigenschaftsbegriffs von Axiom V zu treten hat:

Definition 4a. Als Funktion der verinderlichen Menge x
gt jede feste (Ronstante) Menge, die Menge x selbst, die Vereini-
gungsmenge S x, die Potenzmenge U x; ferner, wenn ¢ (x) und (%)
Funktionen von x sind, das Paar {@(x), y(x)}| und die Funktion
einer Funktion @ (p(x)).

Definition4b. Dienach Axiom V' existierende Mengem , .y ¢y ()
heift eine Funkiion der verinderlichen Menge vy, falls in die Be-
stimmungsstiicke m, ¢ (x), v (x) Funktionen von y eingehen (abge-
sehen von der Hilfsverinderlichen x), d. h. falls bei der Bildung von
M2y ep () BEWISSE eimgehende konstante Mengen durch Funktionen
von ¥y ersetzt werden.

3. Grundsitzliche Bemerkungen zum definierten Funktions-
begriff. Zwecks kritischer Beleuchtung dieser Definition werde
noch auf einige grundsitzliche Punkte hingewiesen,

Die Festsetzung, daB3 eine Funktion einer Funktion von x
wiederum als Funktion von x zu gelten hat, enthilt ein induk-
tives Moment: es wird hiermit zwecks Bildung einer Funktion
eine beliebig (endlich) oft wiederholte Anwendung der in den
Axiomen gekennzeichneten Elementarprozesse gestattet. Eine
solche definitorische Einfiihrung der Induktion in das Axiomen-
system wird man nicht unnatiirlich finden, wenn man bedenkt,
daB auch beim SchlieBen auf Grund der Axiome das induktive
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Moment wesentlich ist; man vergleiche dazu Vorl. 3/4, Nr. 10,
und 9/10, Nr. 10.

Es konnte ferner scheinen, als liege eine unzulissige zirkelhafte
Verflechtung darin, daB in Axiom V' der Funktionsbegriff, in der
Definition des Funktionsbegriffs aber (nimlich im Teile b) das
Axiom V' verwendet wird. Dies ist indes einwandfrei angesichts
der im letzten Absatz vermerkten Tatsache. Da namlich zwecks
Bildung von Funktionen die Prozesse der Axiome, also auch des
Axioms V’, nur endlich oft ausgefiihrt werden kénnen, so voll-
zieht sich die Anwendung von Axiom V' und Definition 4b von
selbst abwechselnd der Reihe nach. Dies wird augenscheinlich,
wenn man fiir die Funktionen eine Stufenanzahl einfiihrt, je nach-
dem wie oft Definition 4b hintereinander angewandt worden ist.
Danach kommt Funktionen, die ohzne Anwendung von Definition
4b gebildet sind, die Stufe Null zu. Die mittels Funktionen der
Stufe Null gemi3 Axiom V' gebildeten Aussonderungsmengen
stellen, sobald eine der in sie eingehenden Konstanten verinder-
lich gelassen und gleich x gesetzt wird, Funktionen von der
Stufe 1 dar. Bei Verwendung mindestens einer solchen Funktion
(sowie evtl. von Funktionen der Stufe Null) entsteht gemiB
Axiom V' nach Einfiihrung einer Verinderlichen eine Funktion
der Stufe 2; usw. Es gibt also nur Funktionen endlicher Stufe.
Eine zirkelhafte Verflechtung ist hierin demnach nicht gelegen,
vielmehr vollzieht sich in diesem Sinne die Funktionsbildung
auf formell konstruktivem Wege.

In einer anderen Beziehung allerdings steckt in der Definition 4
und somit auch im Axiom V' in der Tat ganz wesentlich ein ge-
wissermaBen zirkelhaftes, namlich ein nicht-pridikatives Moment
(vgl. Vorl. 3/4, Nrn. 21f.), das sich auch wohl auf keine Weise aus-
schalten 148t und das einem durchweg konstruktiven Vollzug der
Teilmengenbildung somit den Weg versperrt. Hierin liegt iibrigens
keineswegs etwas Neues; vielmehr wird hier, wie hdufig in der
Mathematik und der Philosophie, auf dem durch Axiom V' be-
schrittenen Wege der begrifflichen Prizisierung erst offenbar,
was in verhtillter Form schon im Begriff der ,,sinnvollen Eigen-
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schaft’ in Axiom V vorlag. Es ist nimlich durchaus nicht aus-
geschlossen, daB z. B. bei der Bildung der Teilmenge #t,, (v)¢ (v
von m unter den konstanten Mengen, mit Hilfe deren die Funk-
tionen @(x) und y(x) gebildet sind, auch die Potenzmenge Um
vorkommt.%) Man hat dann den Fall, daB eine spezielle Teil-
menge der Menge m erklirt wird mittels einer Definition, in die
die Menge Um aller Teilmengen von m eingeht, und zwar unter
Umstidnden notwendig eingeht. Es liegt also ein Schulbeispiel
einer nicht-pridikativen Definition vor. Die Konstruktion einer
solchen Teilmenge von m ist offenbar unméglich, vorausgesetzt,
daBl keine andersartige Definition dafiir gegeben werden kann;
denn um die gewiinschte Teilmenge zu bilden, bedarf man der
Kenntnis der Menge U, die aber ihrerseits die gewiinschte Menge
m zu ihren Elementen zihlt.

Damit klirt sich auch ein naheliegendes Bedenken, das in
enger Beziehung zu der Bemerkung von LOWENHEIM-SKOLEM
(Vorl. 3/4, Nr. 11) steht: Geht man von endlich vielen gegebenen
Mengen aus?), so wird man zwar (vgl. S. 110—111) zu unendlich
vielen Funktionen und daher bei einer unendlichen Menge
auch zu unendlich vielen Teilmengen gelangen kénnen, aber nur
zu abzdhlbar unendlich vielen, solange die Funktionen auf kon-
struktivem Wege erzeugt werden; bei der Teilmengenbildung
mittels des logischen Begriffs der ,,sinnvollen Eigenschaft’ steht
es im Grunde nicht anders. Einen derart eingeschrinkten Cha-
rakter also trigt zunichst sogar das Aussonderungsaxiom, das
im Sinn der Mengenbildung das weitaus fruchtbarste unter den
Axiomen ist; die iibrigen Existenzaxiome II bis VII lassen bei

6) Einfacher ist der gleichfalls hiufig vorkommende Fall, daBl zwecks
Anwendung des A. d. Aussonderung die einzelnen Elemente von m mit je
allen ubrigen Elementen von m in Beziehung gesetzt werden miissen, wie
das z. B. schon bei der Bestimmung von Extremwerten der Fall ist (vgl.
S. 29). DaB aber auch der oben im Text angegebene Fall und viele 2hnliche
nicht auszuschlieBen sind, macht den Sachverhalt sicher noch erregender.

7) In Wirklichkeit geniigen als Ausgangspunkte z. B. die Nullmenge
und die Menge Z, = {o, {0}, { {0} }....}.
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gegebener Ausgangsmenge iiberhaupt nur auf die Existenz esner
bzw. mindestens einer Menge schlieBen. Da erhebt sich die Frage:
wie kann man dennoch erfolgreich Mengenlehre treiben, d. h. wie
kann man iiberhaupt, ausgehend von endlich (oder auch von
abzédhlbar unendlich) vielen Mengen, mittels der Axiome jenseits
des Abzihlbaren hinaus und zu Mengen von immer gréBeren
Kardinalzahlen gelangen — ein Prozef3, der sich in der historischen
Mengenlehre (vgl. Vorl. 1/2, Nr. 5/6) wesentlich mittels des Diago-
nalverfahrens, also der Bildung der Potenzmenge abspielt ?

Des Ritsels Losung liegt nach dem Gesagten wohl entscheidend
darin, daB3 man notwendig nicht-pridikative Verfahren heranzu-
ziehen hat, wenn man den Sinn der Axiome der Potenzmenge
und der Aussonderung dem tatsdchlichen wissenschaftlichen
Bediirfnis gemifB ausschopfen will. Nicht nur innerhalb der
Mengenlehre, sondern in der ganzen Mathematik 148t sich, wie
mir scheint, auf rein konstruktivemm Wege — ndmlich ohne
Heranziehung nicht-pridikativer Prozesse — das dberabzihlbar
Unendliche nicht erfassen, falls man nicht etwa in allzu elastischer
Dehnung des Begriffs ,,reine Anschauung‘‘ es sich als unmittel-
bar gegeben denken will, z. B. in der Form des Kontinuums.
Insoweit ist den Anschauungen der Intuitionisten sicherlich bei-
zupflichten, und es ist sogar merkwiirdig, daB bei der Kritik
gegen die axiomatische Begriindung der Mengenlehre es historisch
in erster Linie das Auswahlaxiom gewesen ist, das einen wahren
Hagel von Angriffen heftigster Art auf sich gezogen hat, und nicht
vielmehr das Axiom der Potenzmenge, das von der rein kon-
struktiven Einstellung aus ebensosehr zu beanstanden ist, im
iibrigen aber einen viel weitergehenden und wesentlicheren Cha-
rakter innerhalb des Axiomensystems besitzt als das Axiom der
Auswahl, dem gleich den Axiomen der Paarung und der Vereini-
gung nur beschrinktere Bedeutung zukommt. Umgekehrt wird
dem, der die klassische Analysis und Mengenlehre bejaht, gerade
diese Erkenntnis der Unmoéglichkeit, rein konstruktiv iiber das
abzihlbar Unendliche hinauszuschreiten, den Mut geben (vgl.
auch Nr. 6), neben den Konstruktionen auch die nur in beschrei-

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre 8
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bender Form — am besten axiomatisch — zu kennzeichnenden
nicht-priadikativen Prozesse im Ausmafle etwa der Definition 4
zuzulassen, um so mehr als sie sich moglicherweise sogar von
einer héheren Warte aus in einem absoluten Sinn rechtfertigen
lassen (vgl. Vorl. g/10, Nr. 8).

Noch in einer weiteren Beziehung tritt in Axiom V' der Gegen-
satz zum Intuitionismus scharf zutage. In der diesem Axiom
stillschweigend zugrunde liegenden Annahme, daB fiir zwei ge-
gebene Mengen ¢ und b (ndmlich ¢ (x) und y (x) fiir je ein festes x)
stets eine der Beziehungen a ¢ b und a ¢ b gilt, steckt nimlich der
Satz vom ausgeschlossenen Dritten. Auch fiir dessen eventuelle
Begriindung vom axiomatischen Standpunkte aus werde auf
die soeben bezeichnete spitere Bemerkung verwiesen. Da-
gegen bleibt fiir die Kritik des Eigenschaftsbegriffes, die von intui-
tionistischer Seite (vgl. Brouwer 1) gegen das Axiom der Aus-
sonderung mit Recht ins Feld gefiihrt worden ist, nach Einfiihrung
des Axioms V'’ keine Handhabe mehr.

4. Das Axiom der Ersetzung. Auf Grund der Definition 4 16t
sich nunmehr auch die erwiinschte Ergidnzung des Axioms VIIb
angeben, die oben (Vorl. 5/6, Nr. g) in Aussicht gestellt wurde.
Es liegt zunidchst nahe, Axiom VIIb durch die folgende Forde-
rung zu ersetzen, in der ,,Funktion im Sinne der Definition 4
oder auch noch allgemeiner®) zu verstehen ist:

Axiom VIIc. Es existiert mindestens eine Menge, und zwar,
wenn a eine beliebige Menge und ¢ (%) eine beliebige Funktion be-
deutet, mindestens eine Menge, die speziell das Element 4 und all-
gemein, falls ihr y als Element angehért, auch das Element ¢(y)
enthalt.

Dieses Axiom sichert z. B. die Existenz der in Vorl. 5/6, Nr. g
definierten Menge Z, die auf Grund der bisherigen Axiome nicht

8) So nimlich, daB unter die zulassigen Einzelschritte fiir die Funktions-
bildung auch der durch das Axiom selbst definierte ProzeB mit auf-
genommen wird, wie das fiir Axiom V’ durch Definition 4b geschah. Eine
ahnliche Erweiterung des Funktionsbegriffs ist bei Axiom VIII méglich
und fiir manche Zwecke (der speziellen Mengenlehre) auch nétig.
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gebildet werden konnte ; man braucht hierzunur a =2, ¢ (x) =0 x
zu setzen und entsprechend wie zum Nachweis von Z, zu schlieBen.

Auch diese Fassung geniigt indes noch nicht zur Sicherung
gewisser sehr umfassender Mengen. Es empfiehlt sich daher,
neben Axiom VIIb die folgende, iiber VIIc hinausgehende
Forderung aufzustellen:

Axiom VIII (Axiom der Ersetzung). Istm eine Menge und
@ (%) etne Funktion, so existiert auch die Menge, die aus m entsteht,
falls jedes Element y von m durch @ (y) ersetzt wird.

Dieses Axiom ist — wie im Grunde schon Axiom VIIb — we-
sentlich nur zur Sicherung spezieller Mengen (z. B. der ,,Ord-
nungszahlen*) erforderlich, nicht etwa zur Begriindung der
allgemeinen Mengenlehre (vgl. auch Vorl. g/10, Nr. 3). Wir
werden demgemiB auf Axiom VIII nicht mehr zuriickzukommen
brauchen. Es steht iibrigens noch nicht fest, ob wenigstens das
Axiom der Ersetzung (bei der in der letzten FuBnote angedeuteten
Ausdehnung des Funktionsbegriffs) vollauf geniigt, um gewisse,
bis heute noch ungeldste Fragen im Gebiet der sehr umfassenden
Mengen zur Entscheidung zu bringen (vgl. Kuratowski 3).

Grundsitzliche und historische Bemerkungen zu dem Axiomensystem.

5. Das Axiomensystem und die Antinomien. Bevor wir zum
positiven Aufbau der Mengenlehre (in den groBen Umrissen) auf
dem Fundament des vorstehenden Axiomensystems schreiten,
wollen wir uns wenigstens iiberschlagsweise davon iiberzeugen,
dafl der negative Hauptzweck, ndmlich der automatische Aus-
schluB der Antinomien der Mengenlehre, wirklich erreicht ist, und
einige weitere Erorterungen grundsitzlicher Art sowie historische
Bemerkungen iiber das vorstehende und andere Axiomensysteme
anfiigen.

Die widerspruchsvollen Mengen (Vorl. 1/2, Nr. 10) entstehen
wesentlich auf zwei verschiedene Arten: einmal durch Bildung
allzu umfassender Mengen (wie die Menge aller Mengen, die sich
nicht enthalten, oder die Mengen aller Ordnungszahlen), dann

aber auch durch die Benutzung einer mehr oder weniger ver-
8+
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dichtigen Eigenschaft zur Definition der Menge (so bei der Menge
aller ,,endlich definierbaren® Dezimalbriiche). Vor beiden Ge-
fahren sichern uns die Axiome selbsttitig, ohne daB wir auf die
Vermeidung widerspruchsvoller Mengen unsere besondere Auf-
merksamkeit zu richten brauchten. AuBer den als absolut exi-
stierend gegebenen Mengen — eine solche ist auBer der Nullmenge
nur die abzédhlbar unendliche Menge Z,, deren Existenz aus Axiom
VIIb folgt — gestatten uns die Axiome nidmlich nur in enger
Abhingigkeit (nach Inhalt und Umfang) von schon bekannten
Mengen, niemals aber vollig frei weitere Mengen zu bilden.
Gleichviel, ob die betreffende Abhingigkeit den Umfang der
neuen Mengen gegeniiber dem der alten gewissermaBen ausdehnt
(so z. B. das Axiom der Potenzmenge) oder einschrinkt (wie die
Axiome der Aussonderung und der Auswahl), niemals ist die Aus-
dehnung eine uferlose. Namentlich kénnen durch eine sinnvolle
Eigenschaft wie z. B. ,,nicht Element von sich selbst sein‘‘ oder.
,,eineOrdnungszahl sein‘ Mengen nicht independent (unabhingig),
sozusagen aus dem ,,Bereich aller Dinge‘‘ definiert werden wie die
genannten paradoxen Mengen, sondern nur auf dem Weg der Ein-
schrinkung aus schon bekannten Mengen. Die Menge aller Ord-
nungszahlen oder eine analoge, vermége ihres schrankenlosen Um-
fangs widerspruchsvolle Menge hat also keinen Raum in unserer
Axiomatik.

Ebensowenig sind auf der anderen Seite quallenhafte Eigen-
schaften zulissig wie die, ,,endlich definierbar‘ zu sein. Die saure
Arbeit der Ersetzung des Eigenschaftsbegriffs durch den Funk-
tionsbegriff, des Axioms V durch Axiom V', bezweckte ja gerade,
diese Klippe endgiiltig aus dem Wege zu schaffen. Natiirlich 148t
sich ein Begriff wie ,,endlich definierbar‘‘ oder ,,mit héchstens
dreiBig Silben definierbar* nicht auf unseren Funktionsbegriff
zuriickfiihren.

Ubrigens 148t sich der AusschluB der wesentlichen bekannten
Antinomien auch in strengerer Form zeigen als mit diesen allge-
mein gehaltenen Hinweisen. So wird z. B. das Russerische
Paradoxon ausgeschlossen durch den (sehr einfachen) Beweis des
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Satzes, daB jede Menge m mindestens eine Teilmenge besitzt, die
nicht Element vorn m tst; hiermit ist von vornherein die Moglich-
keit abgeschnitten, daB eine Menge durch allzu schrankenlose
Zuweisung von Elementen kompromittiert sein sollte.

Die Moglichkeit, dal etwa newe Antinomien von bisher nicht
bekannter Struktur innerhalb der axiomatisch begriindeten
Mengenlehre auftreten konnten, wird noch weiterhin zu erdrtern
sein (Vorl. g/10, Nr. 8).

6. Das Axiomensystem und die nicht-prddikativen Prozesse.
Platonische Ideen oder Schopfungen unseres Verstandes??)
Glauben Sie nun freilich nicht, daB diese — fiir den Anhinger
Canrors allerdings wohl durchschlagend erscheinenden — Er-
folge der axiomatischen Behandlung auch einen erheblichen Wert
besitzen in den Augen eines selbst gemiBigten Intuitionisten etwa
vom Schlag Poincargs, der den Wert der axiomatischen Methode
an sich (namentlich zur impliziten Festlegung von nicht direkt
definierbaren Begriffen) noch durchaus anerkennt (vgl. Poin-
caré 5, S. 152)! Schon oben in Nr. 3 wurde hingewiesen auf die
moglichen und sogar unvermeidbaren Anwendungen des Axioms
der Aussonderung von typisch nicht-pridikativem Charakter.
Aber auch soweit nicht gerade derartige Anwendungen erforder-
lich sind, immer ¢s¢ es 1m Grunde doch der intuitive Mengenbegriff
Canrogs, der auch tnnerhalb der A xiomatik das A. d. Aussonderung
und demgemif auch das A.d. Potenzmenge iiber haupt erst sinnvoll
macht, und diese beiden sind ja nach Nr. 3 gerade die entscheiden-
den Axiome. Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, diesen Punkt (gleich-
zeitig in Ergénzung der auf S. 40 zitierten Bemerkung WEyLs)
gebiihrend zu kennzeichnen; wenn nidmlich viele Vertreter des
klassisch-axiomatischen Standpunkts die diesbeziiglichen An-
schauungen ihrer Gegner nicht verstehen und es so zu einem
zwecklosen Aneinandervorbeireden kommt, so liegt das wesent-
lich an einer Verkennung der Tatsache, daB8 die Ursachen der

9) Diese Nummer kann von dem weniger Gelibten .bei der erstmaligen
Lekttire iiberschlagen werden.
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Divergenz im allerersten Ausgangspunkt und nicht etwa in der
Ausfithrung der Axiomatik ihren Grund haben.

Zur Beleuchtung des Sachverhalts legen wir dem Wesen nach
das A. d. Aussonderung in seiner strengen Fassung V' zugrunde,
bedienen uns aber, um nicht schwerfillig zu werden, wie in der
Fassung V des Ausdrucks ,,Eigenschaft’ (statt ,,Funktion‘‘). Um
beispielsweise die Menge aller Primzahlen oder die aller reellen
transzendenten Zahlen zu bilden, haben wir zunichst auszugehen
von der Menge aller natiirlichen Zahlen (gemif3 dem A. d. Unend-
lichen) oder der aller reellen Zahlen (gemifl demselben Axiom unter
Hinzuziehung des A. d. Potenzmenge). Die Bildung der Teilmenge
vollzieht sich dann nach dem A. d. Aussonderung in der Art, daf3
wir unter den Elementen der Ausgangsmenge diejenigen ausgeson-
dert denken, die die betreffende Eigenschaft besitzen (eine Prim-
zahl oder eine transzendente Zahl zu sein, was sich in der Tat
gemil Axiom V' ausdriicken liBt). Die Moglichkeit dieser Aus-
sonderung ist vermoge des Axioms nur abhingig davon, dal fir
jedes beliebige Element der Ausgangsmenge m die Eigenschaft ent-
weder zutrifft oder nicht; die ,,Gegegebenheit* der Menge m be-
wirkt, daB uns nicht nur jedes beliebige Element, sondern auch all
thre Elemente gegeben sind, unter denen also diejenigen mit der
gewiinschten Eigenschaft zu einer neuen Menge m zu vereinigen
sind. Die Moglichkeit, daB etwa das Vorhandensein gewisser Ele-
mente in » abhingen kénnte von der Bildung der Teilmenge s,
kommt demgemif iiberhaupt nicht in Frage; die Menge m exi-
stiert als etwas Fertiges und Abgeschlossenes vor allen mit ihr und
thren Elementen etwa noch anzustellenden Operationen; und zwar
leitet Cantor jene Existenz inhaltlich aus dem (intuitiv oder
logisch zu denkenden) Akt der Vereinigung unendlich vieler Ob-
jekte zu einem einheitlichen und abgeschlossenen Ganzen her,
der Axiomatiker aber formal aus dem A. d. Unendlichen, das
iiberhaupt erst ivgendeine solche Menge als vorhanden postuliert,
und weiterhin vornehmlich aus dem A. d. Potenzmenge, das von
jeder unendlichen Menge aus den Schritt zu einer weit umfassen-
deren (vgl. Nr. g), eben der Potenzmenge, in einem einzigen Akt
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vollzieht — dies letztere bemerkenswerterweise, obgleich dabei
die Gesamtheit aller méglichen Anwendungen des A. d. Aus-
sonderung eingeht! Eben wegen dieses fertigen Charakters der
Menge m kann man, bildlich gesprochen, die Aussonderung der
die gewiinschte Eigenschaft besitzenden Elemente in aller Ruhe
vollziehen, ohne Furcht vor Stérungen etwa nach der Richtung,
daB ein schon ausgesondertes Element die Eigenschaft nach-
traglich verlieren kénnte aus Griinden, die mit ,,neu auftauchen-
den** Elementen der Ausgangsmenge m oder mit der Auf-
nahme gewisser anderer Elemente in die Teilmenge m zusammen-
hingen.

Auf diese Weise fillt das richtige Licht auf einen der Gesichts-
punkte, aus denen heraus dem Vertreter der klassisch-axiomati-
schen Anschauung die Verwendung der nicht-pradikativen Ver-
fahren keineswegs als durchweg verboten und iiberhaupt nicht
gleicherweise als zirkelhaft erscheint wie den in der dritten Vor-
lesung geschilderten Kritikern. Wenn man mit einer Menge
(z. B. der Potenzmenge Um) nicht nur diesen Einzelbegriff,
sondern gleichzeitig all ihre Elemente (simtliche Teilmengen von
m) als gegeben betrachtet, so ist die Definition einer einzelnen
solchen Teilmenge nicht notwendig als deren ,, Konstruktion'* auf-
zufassen, sondern nur als ein beschreibendes Mittel zur Unter-
scheidung des betreffenden Elementes von allen iibrigen Elemen-
ten. DaB in eine solche Beschreibung eines gewissermaBen schon
vorher existierenden Objekts — wie z. B. einer gewissen Teil-
menge von m — dann auch die Potenzmenge U, also die Menge
aller moglichen Teilmengen von 7, eingehen kann, braucht nicht
von vornherein als bedenklich zu erscheinen ; der Zirkel fallt ja fort,
wenn vor und unabhingig von dieser und anderen Definitionen,
die die Elemente einer Menge voneinander zu wunterscheiden be-
zwecken, die Existenz der Elemente schon vorausgesetzt wird.

Ganz anders stellt sich die Sachlage fiir das Auge des gemaBig-
ten Intuitionisten dar, fiir den ein einzelnes Element einer ,,ge-
gebenen'* Menge erst dann zu existieren beginnt, wenn man es
definiert hat. Nach dieser Auffassung muB man, um in einer
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Definition von der Gesamtheit der Elemente einer Menge spre-
chen zu diirfen, sich vorher diese Elemente einzeln definiert oder
wenigstens definierbar denken. Demgemil ist allenfalls schon
die Menge der natiirlichen Zahlen!®), ganz gewiBB aber deren
Potenzmenge, die Menge R aller reellen Zahlen, etwas niemals
Fertiges oder Abgeschiossenes; die verschiedensten in der Zukunft
verborgenen mathematischen Prozesse werden neue Elemente
dieser Mengen gewissermalBen erst erfinden (nicht: entdecken)
lassen, und gerade auch bei der Bildung von Teilmengen der
Menge R handelt es sich um solche Prozesse, die ihrerseits
neue Elemente von R erzeugen kénnen. Wir konnen infolge
der Natur von R fiir manche Eigenschaften behaupten, daf8
sie jedem einzelnen, wie immer gegebenen Element von R
zukommen. Aber alle Elemente von R gewissermaBen gleich-
zeitig zu umfassen und zu beherrschen, das ist nie denkbar;
nie ist die Neugeburt oder das ,,Sich-entwickeln“ weiterer
Elemente auszuschlieBen, weil einer unendlichen Menge
ihrem Wesen nach der Charakter des stets Unfertigen, immer
noch Ausdehnbaren anhaftet. Namentlich kann man, durch
welche Eigenschaft immer eine Teilmenge R, von R definiert
werde, stets noch Elemente von R bilden, deren Definition von
jener Teilmenge R, abhingt und die méglicherweise — jedenfalls
ist das Gegenteil nicht allgemein beweisbar — auf andere Art gar
nicht charakterisiert werden kénnen; es wire daher ungereimt,
solche Elemente als schon vor der Bildung der Teilmenge R,
existierend anzusehen und z. B. — wie es sowohl bei CANTOR als
auch in der Axiomatik geschieht — R, zu definieren durch eine
Eigenschaft, die eine gewisse Beziehung jedes einzelnen Elements
von R, zu sdmtlichen Elementen von R fordert, etwa durch
eine Extremaleigenschaft oder dgl.

10) ¢« Quand je parle de tous les nombres entiers, je veux dire tous les
nombres entiers qu’on a inventés et tous ceux qu’on pourra inventer un
jour ... et c’est ce ,l’'on pourra’ qui est I'infini.» (Poincaré 5, S. 131.) In
diesem Sonderfall wird die frag'iche Meinung freilich wenig Zustimmung
finden.
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Der Gegensatz zwischen diesen beiden Auffassungen legt es unwillkiir-
lich nahe daran zu denken, wie sehr die Meinungen iiber die Existenz von
Ideen (etwa im Sinne PrATos) auseinandergehen. Kommt diesen eine vom
Vorhandensein menschlicher oder iiberhaupt denkfahiger Wesen — oder
mindestens von dem betreffenden Denkakt — unabhingige Existenz
zu, oder existieren sie vielmehr nur, insofern sie gedacht werden? Der
letzteren Auffassung, wenn sie von den Ideen auf die natiirlichen oder die
reellen Zahlen oder auf die Teilmengen einer beliebigen Menge spezialisiert
wird, entspricht der Gedankengang des vorigen Absatzes; nach der Anschau-
ung CANTORs dagegen!?) konnen wir uns auch die reellen Zahlen in ihrer Ge-
samtheit als gewissermaBen schon vor unserem Zugriff fertig aufgestapelt
denken, so daB wir zur Bildung einer Teilmenge nur diejenigen heraus-
zusuchen haben, die unseren jeweiligen Wiinschen gerade entsprechen.
Kurz gesagt: die einen erfinden die Zahlen und iiberhaupt die mathe-
matischen Begriffe, die anderen entdecken sie.

Im Fall der Menge R aller reellen Zahlen, d. h. des Kontinuums, wird die
dem ,,Erfinden‘ entsprechende Auffassung besonders anschaulich an Hand
des Gedankengangs, der zur Paradoxie RI1CHARDs gefithrt hat (Vorl. 1/2, Nr.
10; vgl. dazu Poincaré 2 und 3, S. 451f.). Dort erwies sich die Menge aller
endlich definierbaren Dezimalbriiche als abzahlbar, wahrend nach CANTOR
(Vorl. 1/2, Nr. 5) die Menge aller Dezimalbriiche iiberhaupt — das ist im
wesentlichen die Menge R — nicht mehr abzdhlbar ist. Gibt es denn
aber uiberhaupt andere Dezimalbriiche und allgemein andere mathema-
tische (oder logische) Begriffe als solche, die endlich definierbar sind?
Lauft nicht die Behauptung, gewisse Begriffe lieBen sich nicht mittels einer
endlichen Anzahl von Worten festlegen, einfach darauf hinaus, da8 man
die betreffenden Begriffe nur teilweise und unvollkommen definiert, also
gar keine voneinander und von anderen Objekten scharf unterschiedenen
Einzelbegriffe erhilt ? Die Mathematik kann ihre prazisen Gedankenginge
und Schlisse nur an vollstindig, d. h. aber endlick definierte Begriffe
kniipfen. So scheint die Menge der endlich definierbaren Dezimalbriiche
mit unserer Menge R zusammenzufallen und zwischen dem Gedankengang
RicHARDS und CANTORs Satz ein Gegensatz zu klaffen, der mindestens
einen von beiden als unhaltbar erweisen miiBte!

11) Vgl. das von CANTOR benutzte Motto, das zwar auch mit anderer
Auffassung vertriglich, aber doch wohl fiir seine oben bezeichnete Ein-
stellung charakteristisch ist: Neque enim leges intellectui aut rebus damus
ad arbitrium nostrum, sed tanquam scribae fideles ab ipsius naturae voce
latas et prolatas excipimus et describimus. Man vergleiche ferner
den von tiefer philosophischer Einsicht getragenen Aufsatz Hessen-
berg 2.
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Das ist indes nicht der Fall. Beide Behauptungen sind richtig, der
Widerspruch ist nur ein scheinbarer. CaANTORs Beweis (vgl. a. a. O.) zeigt
ja nur die Unmoglichkeit einer derartigen Zuordnung zwischen den natiir-
lichen Zahlen und den unendlichen Dezimalbriichen, daB einer gegebenen
Zahl ein durch diese vollig festgelegter, in endlicher und von vornherein
abzuschitzender Zeit bestimmbarer Dezimalbruch entspricht, wie auch um-
gekehrt jedem vorgelegten Dezimalbruch eine von ihm allein abh#ngige,
in derselben Weise festlegbare Zahl zugeordnet werden muB. Dieser
Charakter der Zuordnung driickt namentlich aus, daB durch die Vor-
schrift, wonach einer bestimmten Zahl (etwa der Zahl 1000) ein gewisser
Dezimalbruch zugehért, sich nichts mehr 4ndern kann an den Zuordnungen
zwischen allen Zahlen unter 1000 und den ihnen entsprechenden Dezimal-
briichen (wie iiberhaupt an allen anderen Zuordnungsvorschriften). Eine
Zuordnung dieser Art ist nach CANTORs Satz unméglich, wenn man die
Menge aller Dezimalbriiche der der ganzen Zahlen gegeniiberstellt; es
bleiben vielmehr immer Dezimalbriiche iibrig, denen keine Zahl ent-
spricht. Von ganz anderer Art aber ist die Zuordnung, um die es sich
bei RICHARD handelt. Hat man hier den ganzen Zahlen die dem ersten
Anschein nach ,,endlich definierbaren‘* Dezimalbriiche zugeordnet, so
zeigt sich alsbald (vgl. die Darstellung der Paradoxie in Vorl. 1/2, Nr. 10),
daB noch nicht alle Dezimalbriiche erfaBt sind, niamlich jedenfalls noch
nicht diejenigen, in deren Definition die soeben hergestellte Zuordnung
ihrerseits unvermeidbar eingeht (z. B. nach dem Diagonalverfahren).
Nimmt man diese ,,neuen‘, jetzt ebenfalls endlich definierbaren Dezimal-
briiche hinzu, so bleibt RicHArRDs Beweis immer noch giiltig, also auch
die vergroferte Menge von Dezimalbriichen noch abzahlbar. Um aber all
diese Dezimalbriiche den natiirlichen Zahlen zuzuordnen, muf3 man natiir-
lich die alte Zuordnung zerstéven und an ihre Stelle eine von Grund auf
neue setzen, die einem beliebigen Dezimalbruch jetzt im allgemeinen eine
andere Zahl entsprechen 148t als vorher; das ist genau so, wie man zwecks
Zuordnung der rationalen zu den natiirlichen Zahlen (Vorl. 1/2, Nr. 4)
nicht etwa von einer Zuordnung zwischen den ganzen Zahlen und den
natiirlichen ausgehen kann, um hieran eine Erginzung anzuflicken, sondern
die alte Zuordnung total auflésen und durch eine véllig neue ersetzen muf.
Man ist freilich mit der angegebenen Vervollstindigung der RicARDschen
Zuordnung noch nicht am Ende angelangt, sondern sieht jetzt die erst
mittels der neuen Zuordnung definierbaren Dezimalbriiche als noch un-
bewaltigt vor sich auftauchen; um auch sie noch in eine Abzihlung mit
einzuordnen, was RicHARDs Verfahren als méglich dartut, ist eine aber-
mals von Grund auf neue Zuordnung zu konstruieren. Usw. CANTORS
Satz von der Nichtabzihlbarkeit der Menge R aller Dezimalbriiche besagt
so nichts anderes, als daB dieses Verfahren sich endlos fortsetzen 1a8t,
ohne zu einem AbschluB zu gelangen; jeder neue Versuch, durch Her-
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stellung einer nunmehr ausreichenden Zuordnung endgiltig der Hydra
den Kopf abzuschlagen, zeitigt automatisch das Erscheinen mindestens
eines neuen Kopfes.

Die Wesensverschiedenheit der Verfahren, mit denen einmal CANTOR,
das andere Mal die (unbegrenzt fortgesetzt gedachte) Methode RicHARDS
die Dezimalbriiche klassifiziert (nimlich in solche, die zu irgendwelchen
Zahlen zugeordnet sind, und in iibrigbleibende, bzw. in ,,definierbare’‘ und
,,andere’’), mag durch folgenden trivialen Vergleich veranschaulicht werden.
Vor uns liege ein Haufen verschiedenlanger Ziindholzchen und zwei leere
Ziundholzschachteln, in die jene Hoélzchen der Reihe nach, wie man sie eben
in die Hand bekommt, eingeordnet werden sollen. Besteht die Klassi-
fikationsvorschrift darin, daB in die erste Schachtel die Holzchen mit einer
Linge bis 5 cm, in die zweite alle lingeren gelegt werden sollen, so hat
man den CaNTORschen Fall; auf Grund der Vorschrift steht von jedem
beliebigen Holzchen von vornherein fest, in welcher Schachtel es schlie-
lich landen wird. Ist dagegen vorgeschrieben, daBl im allgemeinen zwar
beide Schachteln méglichst gleichmaBig an die Reihe kommen sollen, dag
aber die Durchschnittslange der Hoélzchen in der ersten Schachtel jeder-
zeit kleiner sein solle als in der zweiten!?), so hat man eine Klassifikation
von der Art der RicHARDschen Zuordnungen in ihrer Gesamtheit; manchem
schon in die erste Schachtel gelegten Holzchen wird es passieren, nachtrag-
lich in die andere hiniiberwandern zu miissen, weil es sich angesichts der
nack ihm in die erste Schachtel hinzugekommenen Hélzchen als zu lang
erweist — und umgekehrt.

Nach alledem wird man es begreiflich finden, welch beschrank-
ten Wert fiir eine solche Anschauung derjenige Vorzug unserer
Axiomatik besitzt, der sie in den Augen des Axiomatikers wohl
am bedeutsamsten von der Einstellung CanTors unterscheidet:
der Vorzug nimlich, daB auf Grund der Axiome — abgesehen von
der speziellen Menge Z, — die Mengen nicht wie bei CaANTOR inde-
pendent, gewissermaflen unmittelbar aus der Gesamtheit alles
Denkbaren heraus, gebildet werden, sondern jeweils in Anlehnung
an eine schon als legitim erkannte Menge m, von der aus eine einzige
Anwendung eines der Axiome zur neuen Menge fiihrt. Von der
geschlossenen Mauer, mit der man eine Menge m als Scheidung
der in ihr enthaltenen Elemente gegeniiber der ,,Aulenwelt** ver-

12) Diese Vorschrift ist noch nicht véllig eindeutig und kann mannig-
fach erginzt werden; in dieser Unvollstandigkeit wird sie aber den Sach-
verhalt um so deutlicher erscheinen lassen.

-
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gleichen kann, kommt man auf einem vorgezeichneten Weg zu
einer anderen Mauer, deren Innengebiet der gewiinschten neuen
Menge entspricht. Diese Methode, die den Umfang der Mengen
gegeniiber der CaAnTorschen Definition viel mehr umgrenzt, ver-
hindert jedenfalls die Bildung solcher paradoxer Mengen wie der
Russerischen, zu deren Herstellung man die Elemente von
jenseits jeder noch so umfassenden Mauer heranholen mu88. Aber
der Kritiker vom Schlag Poincargs wirft darauf ein: wenn die
Widerspriiche nicht aus der Aufenwelt kommen, so kénnen sie
doch 7unerhalb der Mauer, wo sie, uns unbemerkt, als Keim von
Anfang an vorhanden sein moégen, jederzeit ans Licht treten; in-
folge des geschilderten Charakters der unendlichen Mengen als
ewig werdender kénnen wir uns ja niemals von vornherein einen
vollstindigen Uberblick dariiber verschaffen, was alles innerhalb
der Mauer existiert, sondern miissen stets mit Neugeburten rech-
nen, und solche Neugeburten kénnen mit dem Bazillus ihres nicht-
priadikativen Charakters leicht die ganze der Axiomatik unter-
worfene Mengenlehre infizieren und zum Tode des Widerspruchs
filhren. Mag auch nur ein ganz extremer Standpunkt diese Gefahr
schon fiir die Menge Z, fiirchten, die als Elemente wesentlich die
natiirlichen Zahlen enthilt, so ist doch die geschilderte Befiirch-
tung in sich wohlbegriindet fiir das Kontinuum, d. h. die Menge
aller reellen Zahlen (Dezimalbriiche, Punkte) und allgemein fiir
die Potenzmenge einer beliebigen unendlichen Menge, auch dann
namentlich, wenn die letztere fiir die Sicherheit des in ihrer Mauer
sich bergenden Gebietes noch einstehen kann. In der Tat ist es
ja der Ubergang zur Potenzmenge, der von jeder unendlichen
Menge aus mit Notwendigkeit den geschilderten, konstruktiv
niemals abgeschlossen zu denkenden Proze8 der Entstehung stets
neuer Elemente (ndmlich von Teilmengen der Ausgangsmenge)
bedingt; wohl ist der Schritt von einer Menge zu ihrer Potenz-
menge ein einheitlicher und der Aufenwelt gegentiber umgrenzter,
aber doch #n sichk von so uniibersehbarem Umfang, daB die Er-
kenntnis der unversehrten Ordnung im alten Gebiete uns noch
keinen SchluB auf die Sicherheitsverhdltnisse innerhalb der
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neuen, unvergleichlich viel mehr Raum umschlieBenden Mauer
gestattet.

Bei allem Verstindnis fiir diese in sich folgerichtige und von
ihren eigenen Voraussetzungen aus wohl nicht angreifbare kriti-
sche Anschauung wird der Axiomatiker freilich eznen grundsitz-
lichen Unterschied zwischen diesen Befiirchtungen und den alten
Antinomien in den Vordergrund schieben diirfen. Die Antino-
mien sind fafsdchliche Folgen aus dem Mengenbegriff CanTtonrs
und lassen also dessen definitorischen Aufbau der Mengenlehre
als endgiiltig unhaltbar erscheinen. Bei der Kritik der axiomati-
schen Mengenlehre dagegen handelt es sich nur um Befiirchiungen,
deren beweiskriftiger AusschluB3 bisher nicht gelungen ist ; immer-
hin ist ein solcher — und damit die endgiiltige Rechtfertigung der
Mengenlehre zwar nicht fiir Intuitionisten vom Schlag Brou-
wERs, wohl aber fiir solche vom Schlag Poincarks und auch wohl
noch WEyLs — sehr wohl denkbar, sei es, daB sich jede nicht-
pradikative Begriffsbildung auch durch eine priadikative (etwa im
Sinn von RusserLs Reduzibilititsaxiom) ersetzen lassen sollte,
sei es, daB} trotz Scheiterns eines solchen Versuchs die erforder-
lichen Begriffsbildungen nachtriglich durch einen Beweis der
Widerspruchsfreiheit im Sinne HiLeerts (Vorl. g/10, Nr. 8f.) zu
rechtfertigen wiren. Das letzte Verfahren wiirde auch noch der
Forderung Geniige tun, zur Legitimierung des Unendlichen sich
ausschlieBlich endlicher Verfahren zu bedienen, bei denen allein
ja wohl iiber die unmittelbare, intuitive Anschaulichkeit und
daher Sicherheit vor Widerspriichen allgemeine Ubereinstim-
mung zu erzielen sein wird. Ob freilich nicht die eine wie die
andere Methode — und zwar selbst bei einer Erweiterung des
Rahmens durch Zulassung der Gesamtheit der natiirlichen Zah-
len als unmittelbar gegeben — doch die Krifte des menschlichen
Denkvermégens seiner Natur nach iibersteigt, das ist eine offene
und auf Grund mancher Erwigungen wohl ernstlich erlaubte
Frage.

7. Historisches zur Axiomatik der Mengenlehre. Das vor-
stehend entwickelte Axiomensystem der Mengenlehre fuBt auf
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dem von ZerMELO in einer bahnbrechenden Arbeit 1908 ange-
gebenen (Zermelo 3), aus dem die Axiome der Vereinigung, der
Potenzmenge und der Auswahl unverdndert iibernommen sind.
Die wesentlichen Unterschiede gegen ZerMELOS Axiomensystem
sind, abgesehen von der formalen Vermeidung eines ,,Bereiches*
aller Mengen, die folgenden:

Die Relation der Gleichheit wird bei ZErMELO durch eine
von der Relation ¢ zundchst unabhingige inhaltliche Erklirung
eingefiihrt, aus der sich dann der Inhalt unseres Axioms I still-
schweigend ergibt; demgemill wird unsere Definition 2 dort
als besonderes Axiom aufgestellt. Weiter werden bei ZERMELO
auBer Mengen noch andere ,,Dinge‘* als existierend zugelassen,
so daB der Begriff der Menge — im Gegensatz zu den Dingen,
die keine Mengen sind —- einer Erklirung mittels ¢ bedarf; bei
dieser Auffassung ist die Umwandlung der Definition 2 in ein
Axiom, in dem das Wort ,,Menge einen anderen, spezielle-
ren Sinn erhilt, in der Tat gar nicht zu vermeiden. Statt
des Axioms der Paarung tritt bei ZErMELO ein umfassen-
deres Axiom auf, das noch die (hier bewiesenen) Sdtze 1 und
2 (Vorl. 5/6, Nr. 6) als Forderungen enthilt. Als absolutes
Existenzaxiom fungiert bei ZERMELO unser Axiom VIIb; dessen
nicht vollig zureichender Charakter ergab sich in Vorl. 5/6, Nr. g,
was uns dann zur Hinzufiigung des Axioms der Ersetzung
(Nr. 4) fiithrte.18)

All diese Abweichungen aber, die im wesentlichen nur
Schonheitspflisterchen an dem groBen Werk ZermEeLos dar-
stellen, treten zuriick hinter der Ersetzung des Zermeroschen
Axioms V1) durch Axiom V’, d. h. der Ausmerzung des Eigen-
schaftsbegriffs (Fraenkel 3 und 6); diese Fortbildung vollendet

13) Vgl. Fraenkel 2; iibrigens findet man eine zu besonderem Zwecke
aufgestellte Forderung in Richtung des Ersetzungsaxioms schon bei
Mirimanoff 1, S. 49. Zu diesem Axiom vgl. auch Skolem sowie v. Neu-
mann 1 und 2.

14) ZERMELO sagt ,,definite’* statt ,sinnvolle’ Eigenschaft; vgl. die
schérfere Umgrenzung in Nr. 1.
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die rein mathematische Fassung der Axiomatik und erméglicht
gerade infolge der Ausschaltung der allgemeinen Logik — trotz
der scheinbar engen Fassung des Funktionsbegriffs — erst eine
volle Ausnutzung des Aussonderungsaxioms und damit auch die
Losung von bisher offengebliebenen Fragen (vgl. Fraenkel 3
und 9).

Kritische Bemerkungen zu ZerMELOs Axiomatik findet man
bei Poincaré 5 (S. 122ff.) und Skolem. Die Hinweise SkoLEMS15)
sind auch bei nicht intuitionistischer Einstellung beachtenswert
(vgl. Fraenkel 4, S. 187f., und die mehrfache Bezugnahme im
Vorangehenden und Nachfolgenden). Eine leichte Modifikation des
vorstehenden Axiomensystems gibt Kuratowski 3; die Abweichung
besteht in der Hauptsache darin, daB statt des Paares {a, b}
(Axiom II) die Vereinigungsmenge a + b gefordert wird.

Wesentlich andere Methoden, die Mengenlehre auf eine axioma-
tische Grundlage zu stellen, stammen von ScHoENFLIES (Schoen-
flies 2 und 3; diese Methode ist nur in sehr beschrinktem MaQ
durchgefithrt und durchfithrbar, vgl. Merzbach) sowie von
v. Neuman~ (v. Neumann 2; vgl. auch die umfassende Aus-
fihrung in einer in der Math. Zeitschrift 1927 erscheinenden
Abhandlung); der Ausgangspunkt der letzteren Arbeit, nach der
der Kreis der existierenden Mengen ein weiterer ist als vorstehend,
besitzt gewisse grundsitzliche Vorziige, wenn er auch zu-
nichst als ungewohnt und darum im Anfang etwas schwierig
erscheint. In Vorbereitung ist eine weitere Axiomatisierung der
Mengenlehre durch Finsrer (vergleiche Finsler).

Aufbau der Mengenlehre auf dem Axiomensystem.

I. Axiomatische Theorie der Aquivalenz.

8. Allgemeine Folgerungen aus dem Axiom der Aussonderung.
Unsere Hauptaufgabe ist jetzt, den Aufbau der Mengenlehre auf
unserer axiomatischen Grundlage, wenn auch nur skizzenhaft,

15) Zur Verscharfung des Axioms der Aussonderung zieht SkoLEM die
Grundoperationen des Logikkalkiils heran.
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zu entwickeln und so zu zeigen, daB diese Grundlage trotz des
einschniirenden Charakters der Axiome doch der Wissenschaft
geniigend Raum l4B8t, um die widerspruchsfreien Begriffsbildun-
gen und Aussagen der historischen Mengenlehre CanTORS zu er-
moglichen.

Zunichst lassen sich die Sitze 1 und 2 von Vorl. 5/6, Nr. 6,
auch mittels Axiom V'’ beweisen. Iiir Satz 1, dessen Vordersatz
durch Axiom VII (in jeder seiner Formen) iiberfliissig wird, ver-
steht sich das von selbst. Der Beweis des Satzes 2 (S. 78) 148t
sich so fithren: Fiir den Fall m = o existiert jedenfalls die Menge
{0} =Uo als Potenzmenge von o. Ist dagegen m eine von der
Nullmenge verschiedene Menge, so existiert nach Satz 1 und Axiom
II das Paar{m, o} = M, also auch die Menge {7} als die Teil-
menge derjenigen Elemente von M, die in {o} nicht enthalten
sind; in der Bezeichnung von Axiom V' ist {m} =M, .19

Nachdem so Satz 2 feststeht, kann bei der Anwendung von
Axiom V' fiir die Grundbeziehung ¢ bzw. ¢ ebensowohl auch die
Beziehung = bzw. <= eintreten; denn a = b ist ja gleichbedeutend
mit ae{b}. Ferner existiert, wie das Beispiel in Nr. 2 zeigt, auf
Grund von Axiom V'’ der Durchschniit beliebig vieler Mengen, die
als Elemente einer und derselben Menge gegeben sind.

Um Mengen allgemeinerer Art ohne allzu grole Schwierigkeiten bilden
zu konnen, haben wir noch die Begriffe ,,alle’ (jeder) und ,,es gibt"
(irgendein, irgendwelche) zu formalisieren, nimlich ihre Verwendung dem
Verfahren des Axioms V’ einzuordnen. Das geschieht durch folgenden
Doppelsatz (vgl. Fraenkel 6), zu dessen Formulierung wir einfachheits-
halber Funktionen zweier Veranderlichen in dem in Nr. 2 gekennzeichneten
Sinn heranziehen.

16) Diese einfachen Beweise der Sitze 1 und 2 sind iibrigens die ein-
zigen Stellen, wo man der Relation ¢ bedarf. Sonst kann man sich
bei der Verwendung des Axioms V’ stets auf die Grundrelation ¢ be-
schranken; denn die Menge 7y x) ¢ yra) 148t sich, wenn [n, p] wie in Nr. 2
den Durchschnitt der Mengen # und p bezeichnet, auch schreiben als
M[{p(r)}, w)]e {0} (die Menge derjenigen Elemente x von , fir die
die [ein einziges Element enthaltende] Menge ‘{.tp(x)} kein gemeinsames
Element mit der Menge y(x) aufweist).
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Hilfssatz 1. Sind y(»,y) und y(x, y) gegebene Funktionen, und ist M
eine konstante Menge oder auch eine gegebene Funktion von y, so gehort gu
jeder Menge m eine Teilmenge m (bzw. m) von m, die all die Elemente y
von m und nur sie enthdlt, welche fiir jedes Element x von M (bzw. fir
ivgendein Element x von M) der Relation yp(x, y) € x(x, y) geniigen.

Zum Beweise (vgl. auch den nichsten Absatz) definieren wir eine noch
von y abhingige Teilmenge ¢(y) der Menge M gemiB Definition 4b als
die Menge derjenigen Elemente ¥ von M, die der Relation p(%, ¥) € x(¥, ¥)
bei noch unbestimmtem y geniigen (¥ Hilfsveranderliche, y eigentliche Ver-
anderliche). Dann ist m die Menge derjenigen Elemente y von m, fir die
@(y) alle Elemente von M umfaBt, d.h. m = m (y) =4 ; denn dann gilt
eben fiir die Elemente ¥ von m und alle Elemente ¥ von M die Relation
y(#, y) € x(#, y). Ebenso ist m = m , (440 die Menge derjenigen Elemente
y von m, fir die ¢ (y) von der Nullmenge verschieden ist, also mindestens
irgendein Element von M enthilt.

Zur Veranschaulichung dieses etwas abstrakten Beweises und Satzes
greife man wieder auf das Beispiel von Nr. 2 zuriick, dessen Bezeichnung
der hier verwendeten entspricht, wenn y(x, y) = ¥, y(», y) = » gesetzt
wird und das dortige m’ fiir das jetzige m eintritt. Der Durchschnitt D = m
aller Elemente m’, m”’, . . . der Menge M existiert nach unserem Hilfssatz g
als die Menge derjenigen Elemente y von m’, die fir jedes Element x
von M der Beziehung yex geniigen, d. h. die in allen Mengen m’, m”/, . ..
gleichzeitig vorkommen.

Hilfssatz 1 (in seinem nichtgeklammerten Teil) gestattet es, die Bildung
des Produktes elementefremder Mengen (Satz 3 in Vorl. 5/6, Nr. 6) leicht
auch mittels des Axioms V’ statt V auszufiihren. Der einzige sich nicht
von selbst ergebende Punkt dieses Verfahrens, das im ubrigen hier nicht
mehr ausgefiihrt werden soll, betrifft die Eigenschaft einer Menge ,,nur
ein einziges Element zu enthalten’’, woraus die Eigenschaft ,,ein Kom-
plex zu sein‘‘ leicht folgt. Jene Eigenschaft wird auf eine fiir Axiom V’
brauchbare Form gebracht durch die Bemerkung, daB fiir eine derartige
Menge A = {a}offenbar 4 = a, also 4 = { S A4 }ist; man iiberzeugt sich
leicht, daB dieletzte Beziehung auch nur fiir Mengen A mit einem einzigen
Element gilt. Daher existiert bei gegebener Funktion ¢ (#) z. B. nach Axiom
V’ die Menge m ), x)= {zgp(x)) derjenigen Elemente » von m, fur die die
Menge @ (*) ein einziges Element enthalt.

Mittels des Hilfssatzes 1 ist es leicht, ein weiteres Konstruktionsprinzip

zu beweisen, dessen Verwendung den Aufbau der Mengenlehre aus den
Axiomen auBerordentlich erleichtert. Es lautet:

Hilfssatz 2. Ist M eine Menge und @(x) eine Funktion, so existiert die
Menge, die aus M hevvorgeht, falls jedes Element x von M durch die Menge

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundlegung der Mengenlehre 9
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@ (%) ersetzt wivd, vorausgesetzt daf all diese Mengen @ (x) einer schon be-
kannten Menge m als Elemente angehoren.

In der Tat ist die gewiinschte Menge nichts anderes als die Menge der-
jenigen Elemente y von m, die fir irgendein Element x von M der Beziehung
y = @(») geniigen, m. a. W. die irgendeinem Element ¢ (%) gleich sind,
falls ¥ die Elemente von M durchlauft. Man hat also den eingeklammerten
ProzeB des Hilfssatzes 1 derart durchzufithren, daB y = @(2) (d.h.
yelp(x)}) fir p(x, ¥) ex(#, y) eintritt.

Hilfssatz 2 stimmt mit dem (nicht bewiesenen, sondern als unbeweis-
bar vielmehr postulierten) Axiom der Ersetzung (Nr. 4) iiberein bis auf
die nunmehr am SchluB angefithrte Vorausetzung. Diese ist also so
wesentlich, daB durch ihre Weglassung der vorstehende, mittels der
Axiome II—V’ bewiesene Hilfssatz in eine wunbeweisbare Behauptung
iibergeht, die darum fir gewisse spezielle Zwecke als Axiom gefordert
werden muB. In der allgemeinen Mengenlehre ist indes jene SchluBvoraus-
setzung regelmaBig erfillt. Das Axiom der Potenzmenge gestattet da
ndmlich jeweils die Sicherung einer geniigend umfassenden Menge m, die
freilich neben den gewiinschten Mengen @ (#) auch noch andere, im ein-
zelnen Fall gerade unerbetene Elemente umfassen wird; die Aussonderung
lediglich der erwiinschten Elemente von m erfolgt dann mittels Hilfs-
satz 2.

9. Der Aquivalenzbegriff innerhalb der Axiomatik und seine
Verwendung. Die Hauptaufgabe ist jetzt, von unseren Axiomen
aus die Theorie der Aquivalenz und die der geordneten Mengen
aufzubauen. Wir miissen uns hier naturgemifB auf eine Schilde-
rung der entscheidenden Ansitze und Gedankenginge beschrin-
ken; fiir die ziemlich schwierige vollstindige Entwicklung ist auf
Zermelo 3 und Fraenkel 6 und g zu verweisen.

Der Begriff der Aquivalenz und damit der (endlichen und un-
endlichen) Kardinalzahlen oder Michtigkeiten beruht auf der
naheliegenden Vorstellung einer umkehrbar eindeutigen Zuord-
nung zwischen Elementen verschiedener Mengen (Vorl. 1/2,
Nr. 2). Vom axiomatischen Standpunkt aus diirfen wir diesen
immerhin recht allgemeinen Begriff einer irgendwie denkbaren
Zuordnung nicht etwa ,,als bekannt“ voraussetzen, sondern
miissen ihn auf die Grundrelation unserer Axiomatik & zu-
riickfithren. Um uns einen Weg nach diesem Ziel zu bahnen,
setzen wir zunichst zwei Mengen A und B als elementefremd und
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zueinander im iiblichen Sinne dquivalent voraus; es gebe also eine
umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen von
A und B, die wir wie friiher als eine Abbtldung @ zwischen beiden
Mengen bezeichnen. Die Abbildung 148t sich auch als eine Menge
schreiben; man hat zu diesem Zweck nur je zwei einander
durch @ zugeordnete Elemente von 4 und B zu einem Paar
zu vereinigen und kann dann die Menge all dieser Paare, falls sie
existiert, direkt als die Abbildung @ betrachten, da sie ja in der
Tat unzweideutig die Zuordnung vorschreibt. Eine solche Menge
@ 148t sich folgendermafen vollstindig charakterisieren: sie ist
eine Menge von Paaren, deren jedes je ein Element von 4 und
von B enthilt, und zwar derart, daB jedes Element von 4 und
von B in einem und nur in etnem der Paare vorkommt. Die
erste Eigenschaft besagt nach der Definition des Produktes
(Vorl. 1/2, Nr. 6, und 5/6, Nr. 6), daB die Paare lauter Elemente
des Produktes A - B sein miissen; bei diesem kommt aber frei-
lich z. B. ein bestimmtes Element von A4 nicht wie in @ blo
in einem Paar vor, sondern in so vielen Paaren, wie die Kardi-
nalzahl von B angibt. So gelangen wir zu der folgenden, rein
auf unsere Axiomatik gegriindeten

Definition der Aquivalenz. Sind A und B elementefremde
Mengen, so heifit A dquivalent B, wenn das Produkt A - B eine
Teilmenge @ von der Art besitzt, daff jedes Element der Summe
A + B in einem einzigen Element von @ auftritt. D heifit esne Ab-
bildung zwischen den Mengen A und B.

Mittels Hilfssatz 1 und der Formalisierung der Eigenschaft,
,,€in einziges Element zu enthalten® (beides in Nr. 8), ist es leicht,
fiir zwei beliebige elementefremde Mengen A und B die Existenz
der Menge £ aller moglichen Abbildungen @ zwischen ihnen nach-
zuweisen.

Da nimlich jede Abbildung @ nach der letzten Definition eine Teil-
menge von 4 - B sein muB, so wird 2, falls existierend, eine Teilmenge
der Potenzmenge U (4 - B) darstellen. £ existiert hiernach in der Tat als
die Menge derjenigen Elemente y von U(4 - B) (d. h. derjenigen Teil-
mengen y von A4 - B), fiir die zu jedem Element x der Summe 4 4 B
stets die Menge y(#, y) der das Element x» enthaltenden Elemente von y

9'&
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nur ein einziges Element umfaBt; hierbei ist offenbar ¢ (#, 5) eine Funk-
tion im Sinne der Definition 4b.

Wenn Sie diesen reichlich abstrakten Schlu durchgedacht und
sich v6llig zu eigen gemacht haben, so wird Ihre Geduld zunichst
in etwas zweifelhafter Weise belohnt mit dem scheinbar unsinni-
gen Resultat, daB man so, ausgehend von zwei beliebigen und also
im allgemeinen keineswegs dquivalenten Mengen, die Menge aller
zwischen ihnen bestehenden Abbildungen stets sichern kann —
obgleich doch eine Abbildung nur zwischen dguivalenten Mengen
moglich ist! Des Ritsels Losung liegt indes nahe, Dann (und nur
dann) natiirlich, wenn 4 und B nicht dquivalent sind, wird sich
ganz von selbst 2 auf die Nullmenge reduzieren, also keine Ab-
bildung enthalten. Man kann sich also an Stelle der letzten
Definition auch so ausdriicken: Die elementefremden Mengen
A und B heilen dquivalent oder nicht, je nachdem die — jeden-
falls existierende — Menge £ aller Abbildungen zwischen ihnen
(im soeben prizisierten Sinn) von o verschieden oder gleich oist.

Auf Grund dieser definitorischen Einfiihrung des Aquivalenz-
begriffs lassen sich weiterhin diejenigen Teile der allgemeinen
Mengenlehre, die den Ordnungsbegriff nicht benutzen, ohne
entscheidende grundsitzliche Schwierigkeiten entwickeln. Z. B.
bestimmt eine gegebene Abbildung @ zwischen zwei dquivalenten
elementefremden Mengen 4 und B eine Funktion ¢ (), die jedem
Element x von 4 das ihm vermdége @ entsprechende Element ¢ (x)
von B zuordnet und umgekehrt; in die Funktion ¢ (x) geht natiir-
lich die gegebene (konstante) Menge @ ein. Somit sind zwei
elementefremde Mengen dann und nur dann dquivalent, wenn
es eine Funktion gibt, die jedem Element der einen Menge um-
kehrbar eindeutig eines der anderen zuordnet ; man vergleiche dazu
die Definition der Aquivalenz in Vorl. 1/2, Nr. 2! Weiter 148t sich
der Begriff der Aquivalenz durch Zwischenschaltung einer geeigne-
ten dritten Hilfsmenge auch auf nicht elementefremde Mengen iiber-
tragen, und fernerhin die vielfach stérende Bedingung der Ele-
mentefremdheit ganz allgemein aus dem Wege riumen durch den
Beweis des Satzes: Zu einer gegebenen Menge M, deren Elemente
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untereinander nicht elementefremd zu sein brauchen, 148t sich
stets eine zu M iquivalente Menge M von folgender Eigenschaft
angeben: je zwei durch eine gewisse Abbildung zwischen M und
M einander zugeordnete Elemente beider Mengen sind einander
dquivalent, und die Elemente von M sind iiberdies untereinander
paarweise elementefremd. Kiirzer: zu einer beliebigen Menge M
148t sich stets eine dquivalente Menge von beziiglich dquivalenten
und paarweise elementefremden Elementen angeben. Dieser Satz
gestattet, das allgemeine Auswahlprinzip abzuleiten, d. h. sich im
Axiom der Auswahl (Vorl. 5/6, Nr. 6) von der zuweilen listigen!?)
Voraussetzung der Elementefremdheit frei zu machen; man kann
nimlich nach dem vorigen Satz zu einer Hilfsmenge mit paar-
weise elementefremden Elementen iibergehen und eine der Aus-
wahlmengen der Hilfsmenge, wie solche nach dem Auswahlaxiom
existieren, als eine Vorschrift auffassen, die jedem Element der
gegebenen Menge ein darin enthaltenes Element als ,,ausge-
zeichnetes‘* zuordnet.

Von den iibrigen aus den Axiomen folgenden Sitzen der Aqui-
valenztheorie, zu denen namentlich auch die die Gré8enordnung
der Kardinalzahlen betreffenden (mit Ausnahme des Vergleich-
barkeitssatzes) gehoren, werde noch hervorgehoben der Satz von
Canrtor, wonach die Potenzmenge UM einer beliebigen Menge M
stets von groBerer Michtigkeit ist als M selbst (Vorl. 1/2, Nrn. 5/6).
Axiom V’ zeigt sich auch zum Beweise dieses Satzes, der den Auf-
stieg zum Kontinuum und zu immer gréBeren Michtigkeiten ge-
stattet, als vollig ausreichend; das ist besonders bemerkenswert
angesichts der in Nr. 3 angefiihrten Erwadgungen (S. 113).

Die Michtigkeiten oder Kardinalzahlen selbst werden in dieser
ganzen Theorie iiberhaupt nicht eingefiihrt. Die mit ihrer scharfen
Definition verbundenen Schwierigkeiten, von denen in der ersten
Vorlesung (S. 5) die Rede war, bleiben unter dem axiomatischen
Gesichtspunkt unverindert. Abgesehen von der zuweilen sich

17) Vgl. die Verwendung des Auswahlaxioms in Beispiel 3 der Nr. 7
von Vorl. 5/6, eine Verwendung, die fiir die Wohlordnung des Kontinuums
und iiberhaupt fiir den Beweis des Wohlordnungssatzes unerlaBlich ist.
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etwas schleppend gestaltenden Ausdrucksweise bedeutet indes
diese Vermeidung des Kardinalzahlbegriffs keine Beeintrichti-
gung der Theorie; die allein wesentlichen Relationen ,,eine Menge
ist von gleicher (kleinerer, groBerer) Kardinalzahl wie eine andere
Menge*‘ lassen sich ja einwandfrei auf den Aquivalenzbegriff
zuriickfiithren. Es liegt iibrigens auch eine axiomatische Begriin-
dung des Systems der (endlichen und unendlichen) Kardinai-
zahlen selbst vor (Fraenkel 1), wobei naturgemifl wiederum der
Mengenbegriff zuriicktritt und statt der (nachtriglich durch De-
finition im erforderlichen MaB eingefiihrten) Mengen vielmehr die
Kardinalzahl als Grundbegriff der Axiomatik erscheint.

‘Neunte undfzehnte Vorlesung.

Theorie der Ordnung. Die endlichen Mengen.
Uber die Vollstandigkeit, Widerspruchsfreiheit und
Unabhingigkeit des Axiomensystems.

II. Axiomatische Theorie der Ordnung.

1. Vorbereitende Betrachtungen. Fiir die Theorie der geord-
neten Mengen gilt dasselbe, was oben (S. 130) der Aquivalenz-
theorie vorangeschickt wurde. Wie dort des Begriffes der Zu-
ordnung, so bediirfen wir hier einer Ordnungsrelation <, die die
tiblichen Eigenschaften besitzt (vgl. Vorl. 1/2, Nr. 7) und dem-
gemiB den Elementen der zu betrachtenden Menge eine be-
stimmte Reihenfolge zuweist. Ebenso wie bei der Aquivalenz
diirfen wir auch hier die Ordnungsrelation nicht etwa als un-
mittelbar gegeben voraussetzen, wie das in der Canrtorschen
Mengenlehre geschieht und auch im tdglichen Leben iiblich ist
(wenn man z. B. von einer Menge ganzer Zahlen, die nach einer
Regel geordnet sind, spricht). Auchhier also ergibt sich von selbst
die Aufgabe, den Begriff der Ordnung auf die Grundrelation &
unserer Axiomatik zuriickzufiihren; sie ist im wesentlichen von
HesseNBERG und Kurarowski gelost worden. (Hessenberg 1, Kap.



Vorbereitende Betrachtungen 135

28, und 4, S. 74, vgl. auch G. ComuBEBIAC [Zitat in Kuratowski
1]; Kuratowski 1; Fraenkel 7; vgl. auch Mirimanoff 2; eine
vom Standpunkt der Anschaulichkeit vorzuziehende, begrifflich-
axiomatisch aber weniger einfache Modifikation der Methode
Kurarowskrs gibt Sierpinski 3.)

Um zu dieser axiomatischen Begriffsbestimmung der Ordnung
zu gelangen, gehen wir zundchst einmal von einer geordneten
Menge m im gewohnlich tiblichen Sinne aus und verstehen unter
einem Rest vonm jede (vonselbst wiederum entsprechend geordnete)
Teilmenge von m, die gleichzeitig mit einem beliebigen in ihr vor-
kommenden Element a von m stets auch all diejenigen Elemente
von m enthilt, die vermoge der Ordnung von m auf a nachfolgen.
Ein Rest fillt also, anschaulich gesprochen, mit einem gewissen
,Ende’ von m zusammen, das mehr oder weniger weit vorne
(unter Umst4nden sogar mit dem Anfang von ) beginnen kann;
auch die Nullmenge kann hiernach als Rest der geordneten Menge
aufgefaBBt werden. Dann besitzt die zundchst wiederum ganz
naiv gebildete Menge R aller Reste der geordneten Menge m die
folgenden vier Eigenschaften, wie unmittelbar einleuchtet und
auch nicht schwer streng zu beweisen ist:

a) Von je zwei beliebigen Elementen von R (d. h. beliebigen
Resten von m) ist (mindestens) eines Teilmenge des andern
(ndmlich der ,,spiter beginnende’’ Rest);

b) sind @ und b zwei beliebige verschiedene Elemente von m, so
gibt esmindestens ein Element von R (d. h. einen Rest von m),
das eines der beiden Elemente 4 und b enthilt (wenn z. B. in
m das Element b auf @ nachfolgt, so ist der Rest, der 4 und
alle darauf folgenden Elemente von m enthélt, von der ge-
wiinschten Art);

¢) ist R, eine beliebige Menge von Resten von m (also eine Teil-
menge von R), so sind sowohl die Vereinigungsmenge G R,
wie auch der Durchschnitt aller Elemente von R, wiederum
Reste von m, somit Elemente von R;

d) die Nullmenge und die Me?lge m selbst sind Elemente von R.
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Umgekehrt sind diese vier Eigenschaften fiir die Menge aller
Reste von m charakteristisch, d. h. eine Menge von Teilmengen
der geordneten Menge m, die diese Eigenschaften besitzt, ist not-
wendig mit R identisch.!)

Es ist bequem einen kurzen Ausdruck fiir die erste Eigenschaft
zu prigen, nach der alle Reste sich jhrem Umfange nach in eine
Richtung stindigen Zu- oder Abnehmens bringen lassen; mit
einer in der Mathematik vielfach analog gebrauchten Bezeichnung
nennen wir eine Menge von Teilmengen der Menge m monoton,
wenn sie die Eigenschaft a; besitzt.

Wie Kuratowskr a. a. O. hervorgehoben hat, lassen sich die
Eigenschaften b), c) und d) weit kiirzer und begrifflich einfacher
durch die einzige Tatsache beschreiben, daB die Menge R die
gréftmogliche Menge von Teilmengen der geordneten Menge m ist,
die die Eigenschaft a) (monoton zu sein) besitzt; m. a .W. man
kann zwar jeder anderen monotonen Menge von Teilmengen von
m, nicht aber der Menge R weitere Teilmengen von m als Elemente
hinzufiigen, ohne die Eigenschaft a) anzutasten. Jede monotone
Menge von Teilmengen der geordneten Menge m, die in diesem
Sinn so umfassend wie tiberhaupt moglich gewiahlt ist, besitzt also
von selbst die Eigenschaften b)—d) und fillt demnach mit R zu-
sammen.

2. Der Begriff der geordneten Menge innerhalb der Axio-
matik. Die bisherige Betrachtung, bei der wir von einer geord-
neten Menge ausg.ngen, ist nur dazu bestimmt, uns den Weg zu
weisen zu einer axiomatischen Begriffsbestimmung der Ordnung
in einer ungeordneten Menge. Wir verstehen also nunmehr unter

1) Um diese umkehrbar eindeutige Korrespondenz nachzuweisen, wo-
nach also zu einer gegebenen Ordnung von m auch nur eine einzige Menge
R gehort, bedarf man aller vier Eigenschaften; in der Literatur fehlte bis-
her die vierte und zum Teil auch der auf den Durchschnitt beziigliche
Teil der dritten Eigenschaft. — Es sei iibrigens hervorgehoben, daB die
Bevorzugung der Reste, d. h. der Endsticke der Menge, natiirlich will-
kiirlich ist und sich nur an die historische Entwicklung anschlieBt; man
koénnte statt dessen ebensogut die Anfangsstiicke (Abschnitte) betrach-
ten, und dies ist fiir die Theorie der Wohklordnung in der Tat praktischer.
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m eine Menge im Sinne unserer Axiomatik, somit ohne Voraus-
setzung einer Ordnungsrelation, und setzen fest:

Definition der Ordnung. Eine Menge m — im Sinne der
Axiomatik, also ohne Ordnung verstanden — heifit ordnungs-
Jahig, wenn es eine monotone Teilmenge M der Potenzmenge
Um von groftmoglichem Umfange gibt, oder schdrfer: wenn es eine
Menge M, deren Elemente Teilmengen von m sind, von folgenden
beiden Eigenschaften gibt:

a') von je zwei Elementen von M ist mindestens eines Teilmenge
~des anderen ;
b’) falls M eine Teilmenge einer die Eigenschaft a’) besitzenden
Teilmenge M von Um ist, so gilt M = M.

Eine Menge M mit diesen Eigenschaften wird als eine die
Menge m ordnende Menge bezeichnet.

Um von einer solchen ordnenden Menge M zu einer Ordnung
von m im iiblichen Sinne, also zur Definition einer zwischen je
zwei Elementen von m bestehenden Ordnungsrelation zu gelangen,
hat man vor allem mit KuraTowski zu zeigen, daBl aus den
Eigenschaften a’) und b’) von selbst die vorher angefiihrte Eigen-
schaft b) folgt (vgl. Nr. 1). Ist dieser Beweis gefiihrt, so gibt es,
wenn a und b zwei beliebige Elemente von 7 sind, mindestens ein
Element von M, das ein einziges von beiden, etwa b, als Element
enthilt; wieausa’) unmittelbar folgt, gibt es dann unter den Ele-
menten von M keines, das nur a, nicht aber b als Element
enthielte. Unter diesen Umstinden wird, wie es nach Nr. 1
nahe liegt, a 3 b (,,a vor b‘) gesetzt, womit also von selbstb < a
(und tibrigens auch die Relation @ < a4) ausgeschlossen wird. Man
iiberzeugt sich leicht, daB hiernach ausa < bund b < ¢, wo a, b, ¢
Elemente der durch M geordneten Menge m bedeuten, stetsa <3¢
folgt. Nach Vorl. 1/2, Nr.7, ist also die hiermit definierte Rela-
tion < eine Ordnungsrelation, durch deren Einfiihrung vermége
M die Menge m zu einer im tiblichen Sinn geordneten Menge wird.
Jede m ordnende Menge M bestimmt also eindeutig eine geord-
nete Menge im gewdhnlichen Sinne, welche dieselben Elemente
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wie m enthdlt, und diese Aussage liBt sich nach Nr. 1 auch
umkehren.

Schon hieraus erhellt, daB es zu einer ordnungsfihigen Menge
m im allgemeinen nicht nur ezne, sondern verschiedene ordnende
Mengen M geben wird (zu einer unendlichen Menge » sogar unend-
lich viele verschiedene). Infolge der umkehrbar eindeutigen Korre-
spondenz gehdren nidmlich zu verschiedenen Ordnungen von m
im gewohnlichen Sinn, wie sie nach Vorl. 1/2, Nr. 7, vorhanden
sind, auch verschiedene ordnende Mengen M, die jeweils der
Menge aller Reste einer jeden Ordnung von # entsprechen.

Einige Beispiele mogen diese axiomatische Theorie der Ordnung
veranschaulichen. Ist m die Menge aller natiirlichen Zahlen
1,2,3,... undversteht man unter M die Menge, die alle Mengen
der Form {#,#n + 1, + 2, ...} (n beliebige natiirliche Zahl) und
noch die Nullmenge als Elemente enthilt, so sind die Eigenschaften
a’) und b’) erfiillt. Sind a und b zwei verschiedene natiirliche Zah-
len, von denen etwa b die groBere sei, so gibt es mindestens ein
Element von M, das b, aber nicht a4 enthilt; z. B. das Element
{,b6+ 1,5+ 2,...} von M. Nach unserer Festsetzung ist also
in diesem Fall 2 < b. M definiert somit die geordnete Menge der
natiirlichen Zahlen in der gewdéhnlichen Reihenfolge nach der
Grofe der Zahlen.

Als ein zweites Beispiel bedeute » die Menge aller Punkte einer
beiderseits begrenzten, etwa von links nach rechts verlaufenden
geradlinigen Strecke einschlieBlich ihrer Endpunkte. M sei die
Menge aller Teilstrecken, die von beliebigen Punkten der Strecke
bis zu deren rechtem Endpunkte reichen, wobei sowohl die Fille
zu rechnen sind, in denen der beliebig gewihlte linksseitige End-
punkt der Teilstrecke mit zur Teilstrecke gezdhlt wird, als auch
die Fille, wo dieser fortbleibt (wo also die Teilstrecke nur rechts-
seitig mit Endpunkt versehen, links aber ,,offen‘ ist) ; jede Strecke
wird als die Menge aller zu ihr gehérigen Punkte aufgefaBt. Sind
dann a und b zwei beliebige Punkte der ganzen Strecke undist etwa
a links von b gelegen, so gibt es mindestens ein Element von M,
das &, nicht aber « als Element enthilt; z. B. die Teilstrecke, die
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b und alle rechts davon gelegenen Punkte der Strecke enthilt.
Nach unserer Festsetzung ist also ¢ < b; M definiert somit die
geordnete Menge aller Punkte der Strecke in der Reihenfolge
von links nach rechts.

Hatte man von den zugrunde gelegten Eigenschaften a)—d) auf die
vierte verzichtet, so gabe es im ersten Beispiel zu der der GréB8e nach
geordneten Menge aller natiirlichen Zahlen noch eine zweite ordnende
Menge, die aus der obigen M durch Streichung des Elements {1, 2, 3,...}
{(d. h. der Menge m selbst) entsteht. Unterdriickte man andererseits den
auf den Durchschnitt beziiglichen Teil der Eigenschaft c), so wiirde im
zweiten Beispiel zu der im Sinne von links nach rechts geordneten Menge
aller Punkte der Strecke noch eine weitere ordnende Menge gehoren, die
aus der obigen M entsteht, indem alle beiderseits mit Endpunkten ver-
sehenen Teilstrecken unter den Elementen von M fortgelassen werden.

3. Die Probleme der axiomatischen Theorie der geordneten
Mengen. Die Theorie der geordneten Mengen 1408t sich auf dieser
Grundlage unter bloBer Benutzung unserer Axiome vollstindig
entwickeln; fiir die Durchfiihrung, die bei ZermMELO noch fehlt,
ist auf Fraenkel 9 und die in Vorbereitung befindliche Fort-
setzung dieses Aufsatzes, die die Theorie der Wohlordnung be-
handeln soll, zu verweisen. Natiirlich muf} hierbei auch der Be-
griff der wohlgeordneten Menge auf die Relation ¢ zuriickgefiihrt
werden. Bei der Benutzung des Axioms V' und der Hilfssitze 1
und 2 (Vorl. 7/8, Nr. 8) sind keine wesentlichen grundsitzlichen
Schwierigkeiten mehr zu iiberwinden. Entsprechend wie in der
Aquivalenztheorie existiert auch hier zu je zwei (elementefremden)
geordneten Mengen die Menge aller #hnlichen Abbildungen
zwischen ihnen (vgl. Vorl. 1/2, Nr. 7); je nachdem diese gleich
o ist oder nicht, heien die beiden Mengen einander ,,nicht dhn-
lich* oder ,,ahnlich”. Was das Axiom der Ersetzung betrifft
(Vorl. /8, Nr. 4), so ist es bemerkenswerterweise auch fiir die
allgemeine Theorie der Ordnung und Wohlordnung nicht erfor-
derlich; die allgemeine Mengenlehre kann also in ihrem ganzen
Umfang aus den Axiomen I—VII hergeleitet werden. Wenn
man dagegen — wie es wohl nicht notwendig, aber héchst
wiinschenswert und auch moglich ist — die Ordnungszahlen in
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die axiomatisierte Mengenlehre einfiihren will, so ist dazu (wenig-
stens fiir die existentialen Sitze) das Axiom der Ersetzung ganz
unentbehrlich, und zwar unter der gleichzeitigen Erweiterung
des Funktionsbegriffs, wie sie in Fullnote 8 von Vorl. 7/8 (S. 114)
angedeutet ist. Die Bedeutung des Ersetzungsaxioms wird durch
diese seine Notwendigkeit zur Konstruktion relativ einfacher
Ordnungszahlen noch klarer beleuchtet als durch das Bediirfnis, es
zur Bildung gewisser duflerst umfassender Mengen heranzuziehen.

Bei alledem bleibt noch eine interessante Frage offen. Der
Wohlordnungssatz (Vorl. 1/2, Nr. 9, und 5/6, Nr. 8), dessen
Beweis in Zermelo 2 bereits eine im wesentlichen axiomatisierte
Form zeigt (vgl. auch Vieler), behauptet ja, daB eine beliebige
ungeordnete Menge sogar auf die spezielle Art der Wohlordnung,
um so mehr also #berhaupt irgendwie geordnet werden kann.
GemiB der Definition der Ordnung in der vorigen Nr. existiert
also zu jeder Menge m, im Sinn der Axiomatik verstanden, eine
ordnende Menge M, d. h. die (jedenfalls existierende, aber a
priori moglicherweise auf o zusammenschrumpfende) Menge aller
moglichen ordnenden Mengen von m ist stets von o verschieden.
Diese Aussage, wonach jede Menge iiberhaupt ordnungsfihig ist,
erscheint aber nicht nur um ihres allgemeineren Charakters willen,
sondern auch an Hand konkreter Beispiele als schwicher im Ver-
gleich zum Wohlordnungssatz; z. B. ist fiir das Kontinuum, dessen
Wohlordnung so auBBerordentlichen Schwierigkeiten begegnet, ohne
weiteres eine Ordnung angebbar (Ordnung der reellen Zahlen der
GroBe nach, der Punkte einer Strecke in einer der Richtungen
dieser Strecke). Der Beweis des Wohlordnungssatzes beruht nun
auf dem Auswahlaxiom als entscheidendem Hilfsmittel (Vorl. 5/6,
Nr. 8, drittes Beispiel) ; iibrigens ist das Auswahlaxiom auch sonst,
wie fiir die Mengenlehre iiberhaupt, so im besonderen fiir die
Theorie der geordneten Mengen erforderlich, z. B. schon zur Er-
moglichung des Rechnens mit Ordnungstypen bzw. Ordnungs-
zahlen (vgl. das zweite Beispiel a. a. O. sowie Fraenkel o,
Nr. 40). Es erheben sich somit zwei Fragen, die beide noch der
Beantwortung harren:
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A) LaBt sich die gegeniiber dem Wohlordnungssatz anschei-
nend schwichere Behauptung, daB eine beliebige Menge
stets liberhaupt ordnungsfihig ist, vielleicht auch mittels
einer schwicheren Forderung als der des Auswahlaxioms
beweisen ?

B) Falls man in unserem Axiomensystem das Auswahlaxiom
durch eine gemaB A) gekennzeichnete schwichere Forderung,
etwa geradezu durch die Forderung der Ordnungsfihigkeit
jeder beliebigen Menge, ersetzt, wie weit kann man dann mit
dem so abgeschwichten Axiomensystem noch Mengenlehre
treiben?

Die zweite Frage wird natiirlich gegenstandslos, falls die Unter-
suchung der ersten etwa ergeben sollte, dal die Forderung der
Ordnungsfihigkeit gleichwertig ist mit dem Auswahlaxiom und
somit mit dem Wohlordnungssatz.

Wie in der Theorie der Aquivalenz der Begriff der Kardinal-
zahl, so wird auch in der axiomatischen Theorie der geordneten
Mengen der Begriff des Ordnungstypus und der Ordnungszahl
zunichst vermieden, nidmlich auf den Begriff der Ahnlichkeit
(wohl)geordneter Mengen zuriickgefiihrt.2) Auch hier existieren
ibrigens, wenigstens fiir den Begriff der Ordnungszahlen, Metho-
den der direkten Einfiihrung (v. Neumann 1, Tarski 3), von
denen die erste sich auch unmittelbar zur Verwendung inner-
halb der Axiomatik eignet.

Uber die endlichen Mengen.

4. Stellung des Problems. Was die Behandlung spezieller
Mengen innerhalb der Axiomatik betrifft, so gebiihrt unter den
unendlichen Mengen naturgemilB die Aufmerksamkeit zunichst
den abzihlbar unendlichen Mengen. Deren Behandlung fiihrt auf
keine besonderen Probleme; man findet einiges hieriiber in den
die axiomatische Theorie der Aquivalenz behandelnden Arbeiten

2) Fiir eine allgemeine Methode, den Gebrauch der unendlichen Ord-
nungszahlen zu vermeiden, vgl. Kuratowski 2.
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(vgl. S. 130) sowie bei Vieler, S. 31-37. Dagegen darf die Theorie
der endlichen Mengen ein besonderes Interesse beanspruchen.
Die naive, anschauliche und scheinbar einer Zergliederung
nicht mehr bediirftige Vorstellung von der Endlichkeit einer
Menge geht offenbar zuriick auf den als bekannt vorausgesetzten
Begriff der natiirlichen Zahl; etwa: eine Menge 4 heilt endlich,
wenn es eine natiirliche Zahl # derart gibt, daB A4 der Menge
{1, 2,3, ..., n}iquivalent ist (ferner noch 4 = 0). Will man den
Begriff der Endlichkeit und die Theorie der endlichen Mengen
unmittelbar aus den Axiomen ohne Voraussetzung des Zahl-
begriffs ableiten, so darf dieser in seiner Allgemeinheit auch nicht
etwa in versteckter Weise eingeschmuggelt werden; vielmehr
wiren dann umgekehrt die natiirlichen Zahlen mittels der Theorie
der endlichen Mengen zu begriinden, gleichwie der Begriff der
allgemeinen Kardinalzahlen (Michtigkeiten) von CanTtor auf den
Mengenbegriff gestiitzt wird. Dabei bleibe dahingestellt, ob es
iiberhaupt méglich oder auch nur besonders erstrebenswert ist,
bei der Behandlung der endlichen Mengen zunéchst auf die Be-
nutzung der kleinsten Zahlen (,.kein, ,,ein*, , zwei*, auch wohl
noch ,,drei’’) zu verzichten; schlieflich diirften diese schon bei
den einfachsten logischen Operationen, deren sich eine mathe-
matische Theorie jedenfalls nicht ganz entledigen kann, implizit
oder explizit zur Verwendung kommen. Ebenso soll hier die Frage
unerortert bleiben, ob die Zuriickfithrung des Zahlbegriffs auf den
Mengenbegriff iiberhaupt vom logischen oder gar vom psycho-
logisch-didaktischen Gesichtspunkte aus als moglich, naturgemal
und wiinschenswert zu betrachten ist (vgl. dazu Nr. 10). Dagegen
werde die einleuchtende Bemerkung vorangeschickt, dafl man bei
einer mengentheoretischen Begriindung der Lehre von den end-
lichen Mengen soweit als irgend méglich auf die Benutzung der
Axiome der Auswahl und des Unendlichen (Axiome VI und VIIb)
verzichten sollte. Fiir das Auswahlaxiom liegt diese Forderung
deshalb nahe, weil sein Inhalt fiir endliche Mengen beweisbar
ist (vgl. Vorl. 5/6, Nr. 7, S. 82); fiir das Axiom des Unend-
lichen, weil es ein héchst unerfreulicher Umweg wire, die Existenz
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unendlicher Mengen zur Begriindung der Theorie der endlichen
Mengen heranzuziehen.

Es entsteht also die Aufgabe, die Theorie der endlichen Mengen
in ihrem ganzen Umfang mittels der Axiome I—V und VIIa zu
begriinden, wobei die Frage auBer acht bleibe, inwieweit schon
in diese Axiome der Zahlbegriff implizit eingeht. Wie zunichst
vielleicht tiberraschen mag, ist diese Aufgabe noch keineswegs
vollstindig gelost, und es muB sogar bezweifelt werden, ob sie, so
gestellt, iiberhaupt in vollem Umfange 16sbar ist (vgl. Nr. 6).

5. Herleitung der Theorie der endlichen Mengen aus der
Axiomatik. Den Ausgangspunkt einer Theorie der endlichen
Mengen bildet naturgemifB eine Definition des Begriffs der end-
lichen Menge (unter Benutzung des Grundbegriffs ,,Menge' der
Axiomatik); je nach der Wahl dieser Ausgangsdefinition werden
die Theorien sich im einzelnen verschieden gestalten. Natiirlich
muB die Gleichwertigkeit der verschiedenen Ausgangspunkte und
damit der Theorien beweisbar sein.

Sieht man ab von der naiven, auf den Zahlbegriff gestiitzten
Vorstellung, so ist die ilteste und am bekanntesten gewordene
Definition der Endlichkeit einer Menge die von DEDEKIND ge-
gebene; nach ihr?) wird eine endliche Menge in negativer Form,
d. h. im Gegensatz zu der positiv definierten unendlichen Menge
erkliart, nimlich als eine Menge m, die keiner ,,echten’ (d.h. von
m selbst verschiedenen) Teilmenge von m dquivalent ist. Von den
zahlreichen andersartigen Definitionen der endlichen Menge seien
nur einige wenige in chronologischer Reihenfolge erwihnt (vgl. die
Literaturangaben bei Tarski 2): Eine Menge hei3t endlich, wenn
sie einer ,,doppelten Wohlordnung*‘ fihig ist, d. h. wenn sich ihre
Elemente so anordnen lassen, da8 jede Teilmenge sowohl ein
erstes wie auch ein letztes Element enthilt (WEBER-STACKEL);
eine Menge m heiBt endlich, wenn eine echte Teilmenge von m
auf eine andere ebensolche Teilmenge derart abgebildet werden

3) Von DEDEKIND stammt noch eine weitere, den Begriff der ,,Kette'*
benutzende Definition der Endlichkeit.
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kann, daB bei jeder Zerlegung von m in zwei elementefremde
Summanden (m = m, + m,) einer der Summanden ein Element
enthilt, dessen (vermége der Abbildung entsprechendes) Bild
dem anderen Summanden angehért (Zermelo 4, S. 186; Grel-
ling 2, S. 12); eine Menge m heiB3t endlich, wenn sie jeder Menge
M von Mengen als Element angehoért, die erstens die Nullmenge
enthilt und die zweitens, falls 2 ein beliebiges Element von m, # ein
beliebiges Element von M ist, neben # auch noch das Element
# + {a} enthilt (Whitehead Russell, Vol. IT, *¥120 - 23)%); eine
Menge m heit endlich, wenn in jeder (von o verschiedenen) Teil-
menge % der Potenzmenge U mindestens ein Element von re-
lativ kleinstem Umfang vorkommt, d. h. ein Element, von dem
keine weitere Teilmenge in # als Element auftritt (Tarski 2,
S. 481.).

Die Einfachheit dleser und anderer Definitionen darf nicht zu
sehr nach dem &duBeren Wortlaut abgeschidtzt werden; z. B. ist
die Definition ZerMELOS keineswegs so kompliziert, wie sie zu-
nichst aussieht. Die in die Definitionen zum Teil eingehenden
Begriffe der Aquivalenz (Abbildung) und der Ordnung (Wohl-
ordnung) miissen natiirlich 'm Sinne der axiomatischen Defini-
tionen dieser Begriffe aufgefaBt werden. Daher sind die ohne
diese Begriffe auskommenden Definitionen allgemeinhin als ein-
facher anzusehen, so z. B. diejenigen von RusseLL (die erste so
beschaffene) und von Tarski. Unter diesen beiden wiederum hat
die zweite den Vorzug, daBl man zur Entscheidung iiber die End-
lichkeit einer Menge nur diese selbst und ihre Teilmengen, nicht
aber weitere Mengen von allgemeinerem Charakter in Betracht zu
ziehen braucht.

Hat man sich fiir irgendeine Definition der endlichen Menge
als Ausgangspunkt entschieden, so entsteht die Aufgabe, aus ihr
die grundlegenden Sitze der Theorie der endlichen Mengen ab-
zuleiten. Der wichtigste unter ihnen ist das Prinzip der voll-

4) Dort zunichst nicht als Definition, sondern als Satz eingefiihrt; die
RusseLLsche Typentheorie, auf die sich das ganze Werk griindet, setzt
im Grunde die natiirlichen Zahlen voraus.
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standigen Induktion, (vgl. Vorl. 3/4, Nr. 10), das sich in folgen-
der Form aussprechen 14Bt: € sei eine Eigenschaft, die erstens
der Nullmenge (oder auch: jeder nur ein einziges Element ent-
haltenden Menge) zukommt und die zweitens einer Menge m
stets dann zukommt, wenn schon jede aus m durch Weg-
lassung eines beliebigen Elementes entstehende Menge die
Eigenschaft € besitzt; dann kommt die Eigenschaft € jeder
endlichen Menge zu. Dieses Prinzip 14Bt sich {ibrigens ohne
weiteres auch in einer Form aussprechen, bei der der Eigen-
schaftsbegriff vermieden wird; man gelangt dann zu der — als
Lehrsatz aufzufassenden — Definition von Russern. Dieses
Prinzip gestattet einfache und in der Hauptsache nach einer be-
stimmten Schablone verlaufende Beweise der meisten Sitze iiber
endliche Mengen.

Hervorgehoben sei unter diesen noch der Satz, wonach — ohne
Heranziehung des Auswahlprinzips — jede endliche Menge ord-
nungsfihig ist, ferner jede beliebige Ordnung einer solchen von
selbst eine Wohlordnung ist und schlieBlich zwei verschiedene
Ordnungen der ndmlichen endlichen Menge stets d@hnliche geord-
nete Mengen ergeben. Die letzte Behauptung driickt sich in
der Sprache des tiglichen Lebens in der Tatsache aus, daB
zu einer endlichen Anzahl (Kardinalzahl) stets nur eine ein-
zige Ordnungszahl gehért, m. a. W. daBl man bei der Durch-
zdhlung einer endlichen Menge, in welcher Reihenfolge auch
immer die Elemente herangenommen werden, stets auf das
niamliche Ordnungsschema,, erstens, zweitens, . . ., #ntens‘‘’kommt;
diese Tatsache ist also nur scheinbar selbstverstindlich, in Wirk-
lichkeit aber eines Beweises bediirftig und fihig. Im Gegensatz
dazu gehoren zu einer unendlichen Kardinalzahl stets verschiedene,
sogar unendlich viele verschiedene Ordnungstypen und Ordnungs-
zahlen (vgl. Vorl. 1/2, Nr. 7).

Aus der Theorie der endlichen Mengen werde schlieBlich noch
der Satz angefiihrt, wonach die Potenzmenge einer endlichen
Menge stets wieder endlich ist; oder umgekehrt ausgedriickt:
wonach eine Menge, deren Potenzmenge unendlich ist, selbst un-

h

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundl der M lehre 10
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endlich ist. Es ist eine interessante und meines Wissens noch
nicht geloste Aufgabe, diesen Satz — ausgehend etwa von DepE-
kINDs Definition — ohne den Umweg {iiber die vollstindige In-
duktion direkt zu beweisen, wenn auch eventuell unter Mitheran-
ziehung des Auswahlaxioms.

Auf der Grundlage einer Theorie der endlichen Mengen kann
man die Lehre von den endlichen Kardinalzahlen und Ordnungs-
zahlen, deren geeignete Definition keine Schwierigkeiten ver-
ursacht, nunmehr entwickeln und das fiir sie giiltige Prinzip der
vollstindigen Induktion beweisen, wonach jede endliche Zahl
eine Eigenschaft € besitzt, falls € erstens der Zahl 1 und zweitens
neben irgendeiner Zahl » auch noch der nichstfolgenden # + 1
zukommt., Dieses sonst bei der Begriindung der Zahlenlehre offen
oder versteckt als Axiom vorangestellte Prinzip erscheint also,
wenn man die Axiome I—V der Mengenlehre zugrunde legt, als
beweisbarer Satz. In solchem Sinn 148t sich also die Arithmetik
mittels der Mengenlehre begriinden (vgl. indes Nr. 10).

6. Uber die Gleichwertigkeit der Definitionen der Endlich-
keit. Besonders interessante Seiten zeigt das Problem, die Gleick-
wertigkeit der verschiedenen Definitionen der endlichen Menge zu
zeigen, also zu beweisen, daB3 eine Menge dann und nur dann end-
lich im Sinne einer bestimmten Definition ist, wenn sie es auch
im Sinne irgendeiner anderen Definition ist. Setzt man eine
Menge m als endlich im Sinne einer der vier letzten oben ange-
fiihrten Definitionen voraus (also ausschlieBlich der DEpEKIND-
schen), so 14Bt sich mittels der Axiome 1—V zeigen, dall m auch
endlich ist im Sinne einer beliebigen anderen der fiinf genannten
sowie der sonst bekannten Definitionen. Geht man dagegen von
DepexinDs Definition und einer in ihrem Sinne endlichen Menge
m aus, so kann man, wie es scheint, nur unter Zuhilfenahme des
Auswahlaxioms zeigen, daBl m auch endlich ist im Sinne einer der
tibrigen obigen Definitionen. Sieht man also vom Auswahl-
axiom ab, so konnte es Mengen geben, die keiner echten Teil-
menge dquivalent und doch nicht im gewohnlichen Sinn endlich
sind (nichtreflexiv und nichtinduktiv in RusseLLs Ausdrucks-
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weise). Ahnliches gilt fiir folgende Definition: m ist endlich,
wenn die Potenzmenge Um keiner echten Teilmenge von sich
selbst dquivalent ist; eine solche Menge m ist zwar auch end-
kich im Sinne DepEexkinDps, aber die Umkehrung sowie auch die
Endlichkeit von # im Sinne der tibrigen angefiihrten Definitionen
scheint ohne das Auswahlaxiom nicht méglich.

Man kann demgemi8 die verschiedenen denkbaren Definitionen
der Endlichkeit in eine Reihe aufeinanderfolgender Gruppen von
nachstehender Art einteilen: mittels der Axiome I—V a3t sich
beweisen, daB die verschiedenen Definitionen eder einzelnen
Gruppe untereinander gleichwertig sind und daB jede im Sinn
irgendeiner Definition endliche Menge auch noch endlich ist
im Sinne jeder Definition, die einer spiteren Gruppe als jene
angehort; zum Ubergang in der umgekehrten Richtung bedarf
man dagegen des Auswahlaxioms. Bemerkenswert ist hierbei
namentlich, daB die Definition Depexinps keineswegs den Vor-
zug verdient, der ihr von ihrem Schépfer (auch gegeniiber seiner
anderen Definition) und in der Regel auch weiterhin beigelegt
worden ist; sie erweist sich vielmehr im bezeichneten Sinn gegen-
tiber den meisten Definitionen als unterlegen. Zu diesen und ver-
wandten Fragen vergleiche man Tarski 2.

SchlieBlich legt dieser Sachverhalt noch eine Frage von allge-
meiner axiomatischer Bedeutung nahe (vgl. auch die analoge
Fragestellung am Ende der Nr. 3): wenn man mittels der Axiome
I—V die Gleichwertigkeit gewisser Definitionen der Endlichkeit
nicht nachzuweisen vermag, ist dann zum Zweck dieses Nach-
weises vielleicht schon eine schwichere Aussage als das Auswahl-
axiom hinreichend oder nicht? Eine Beantwortung dieser Frage
im letzteren Sinn wiirde darauf hinauskocmmen, da3 aus der Be-
hauptung der Gleichwertigkeit zweier geeigneter Definitionen der
Endlichkeit auch umgekehrt das Auswahlaxiom hergeleitet wer-
den kann; eine solche Behauptung wire dann mit diesem Axiom
gleichwertig, wie das fiir den Wohlordnungssatz und den Vergleich-
barkeitssatz schon in Vorl. 5/6, Nr. 8, hervorgehoben worden ist.

10*
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Uber die Vollstindigkeit, Widerspruchsfreiheit und Un-
abhingigkeit des Axiomensystems.

Von den drei in der Uberschrift bezeichneten Problemen sollen
(im Hinblick auf unser Axiomensystem) die beiden ersten nur
kurz behandelt werden. Sie sind gegenwirtig von ihrer Losung
noch weit entfernt.

7. Uber die Vollstindigkeit des Axiomensystems. Von der
Vollstindigkeit eines Axiomensystems kann man in zweifachem
Sinne sprechen. Einmal im Sinne der Forderung, daB3 die Aus-
sagen der fiir ein Wissenschaftsgebiet aufgestellten Axiome und
die durch sie den Grundbegriffen aufgeprigte formale Bedeutung
hinreichen sollen, um die Beantwortung jeder in dem betreffenden
Gebiete (hier: der Mengenlehre) denkbaren und mittels der be-
treffenden Grundrelationen (hier ) ausdriickbaren Frage deduktiv
aus den Axiomen zu ermoglichen, sei es im Sinn einer positiven
Loésung oder in dem eines Unméglichkeitsbeweises. So verstanden,
hingt die Frage der Vollstindigkeit offenbar eng mit der allge-
meineren zusammen, ob iiberhaupt jedes mathematische Pro-
blem einer Losung fihig ist (vgl. Vorl. 3/4, Nr. 8). Man denke
etwa an das beriithmte, seit Jahrhunderten von vielen der gréf3ten
Mathematiker vergebens umstrittene ,,letzte FErmarsche Theo-
rem* (S. 68), das durch den fiir seinen Beweis ausgesetzten und
jetzt — zum Gliick fiir alle an der Priifung der einlaufenden Be-
weise beteiligten Mathematiker — durch die Inflation wieder
verschwundenen Hunderttausendmarkpreis bertichtigt geworden
ist; nach ihm soll die Summe der nten Potenzen zweier natiir-
licher Zahlen fiir » > 2 niemals wieder eine ebensolche nte Po-
tenz sein. Wer an die Losbarkeit jeder mathematischen Frage
glaubt und etwa das FErmarsche Theorem zwar fiir richtig, aber
mit den heutigen Hilfsmitteln nicht fiir beweisbar halten sollte,
der muB3 sich auf den Standpunkt stellen, daB das Axiomen-
system der Zahlenlehre noch nicht vollstindig sei, sondern der
Hinzufiigung eines noch unbekannten Axioms (etwa des FER-
marschen Theorems selbst) bediirfe. Wenn auch in diesem arith-
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metischen Fall kaum jemand ernsthaft an die Unvollstindigkeit
des Axiomensystems im angegebenen Sinn glauben wird, so ist
die Sachlage bei der Mengenlehre schon etwas anders: die Tat-
sache, daB das Kont nuumproblem sich bis heute allen Versuchen,
an es heranzukommen, spréde entzieht, hat gelegentlich (ver-
gleiche Sierpinski 5) die Anschauung entstehen lassen, es sei zur
Bewiiltigung dieses Problems die Hinzufiigung eines weiteren
Axioms zu den Axiomen der Mengenlehre erforderlich. Ein
solches neues Axiom koénnte entweder mit der Canrtorschen
Kontinuumshypothese gleichwertig oder aber — das wire natiir-
lich erwiinschter — von schwicherer Art sein. Jedenfalls wird
ein Beweis fiir die Vollstindigkeit des Axiomensystems einer
mathematischen Disziplin in diesem Sinn nie zu erbringen sein;
ein solcher Beweis miifte ja wohl die Lieferung eines Rezeptes
zur Lésung jedes einschlidgigen Problems bedeuten, die betreffende
Disziplin also im Grunde voéllig erschépfen.

Einen engeren, aber auch schirfer fabaren Sinn gewinnt die
Forderung der Vollstindigkeit eines Axiomensystems, wenn sie
von den Axiomen eine so weitgehende (,kategorische*) Fest-
legung- der Grundbegriffe und Grundrelationen (hier Menge
und &) verlangt, daB die existierenden Mengen und ihre Ver-
kniipfungen durch ¢ eindeutig bestimmt sind. M. a. W.: hat man
auf zwei verschiedene Arten den Mengenbegriff und die e-Re-
lation inhaltlich (und somit den ersteren auch dem Umfang
nach) so gedeutet, daB alle Axiome erfiillt sind, so sollen sich die
Mengen des einen Systems umkehrbar esndeutig denen des anderen
Systems derart zuordnen lassen, daf} eine im einen System rich-
tige Beziehung a ¢ b bei Ersetzung von a und & durch die zu-
geordneten Mengen stets in eine richtige Beziehung des anderen
Systems iibergeht.5) Man kann dann von einer formal eindeutigen
oder wvollstindigen (wenn auch keineswegs inhaltlichen) Fest-
legung der Grundbegriffe — hier des Mengenbegriffs — durch die

5) Man denke an den Isomorphismus in der Gruppen- und Kérper-
theorie, wo es sich um den nimlichen Gedanken handelt!
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Axiome und somit von einem vollwertigen Ersatz einer Mengen-
definition durch die axiomatische Methode sprechen. Im Fall der
Geometrie ist eine derart vollstindige Festlegung der Grund-
begriffe ,,Punkt*, ,,Gerade, ,,Ebene‘“ durch das Axiomensystem
HiuerTs gewihrleistet; dagegen kann man leicht ein wnvoll-
stindiges System geometrischer Axiome aufstellen, das fiir die
angefiihrten Grundbegriffe auBer ihrer iiblichen Deutung auch
noch z. B. die Deutung durch ,,Punkt®, , Kreislinie** (Schein-
gerade), ,,Kugelfliche* (Scheinebene) gestattet.

Wie wir zu Ende der 6. Vorlesung (S. 101) gesehen haben, ist das
System unserer Axiome I-——VII auch in diesem Sinne jedenfalls
nicht vollstindig; es bleiben z. B. die beiden Méglichkeiten, daf3
Mengen wie die dort geschilderten oder auch andersartige (vgl.
S. 115) entweder wohl oder nicht existieren (vgl. auch Skolem,
Nr. 6). Um diesen Schonheitsfehler nach Moglichkeit zu heilen, war
zuEndeder 6. Vorlesung von der Aufstellung eines weiteren Axioms,
des ,,Beschrinktheitsaxioms’‘, die Rede. Esist aber, wie erwidhnt,
noch héchst unsicher, ob die Einfithrung eines solchen Axioms
tiberhaupt sinnvoll ist; in v. Neumann 2 wird diese Frage wie
iiberhaupt die Moglichkeit einer vollstindigen Festlegung im an-
gefiihrten Sinne mit guten Griinden verneint. Eine Andeutung,
wie in der gerade entgegengesetzten Richtung (der des HiLBERT-
schen Vollstindigkeitsaxioms, vgl. a. a. O.) die Kategorizitit des
Systems anzustreben sein konnte, findet man bei Mollerup; doch
wird dieser Weg wohl héchstens fiir wohlumgrenzte Teilgebiete
der allgemeinen Mengenlehre gangbar sein.

8. Wesen und Bedeutung der Widerspruchsfreiheit eines
Axiomensystems. Das Problem der Widerspruchsfreiheit betrifft
die Zulissigkeit der Axiome im einzelnen und in ihrer Gesamtheit;
es stellt gleichzeitig eine Plattform fiir die Auseinandersetzung
mit dem Intuitionismus dar.

Wenn die einzelnen Axiome einfach genug gewihlt sind, so ist
freilich kaum zu befiirchten, dall ein einzelnes Axiom in sich
selbst einen Widerspruch birgt, Bekommen doch die Grund-
begriffe erst durch die Axiome eine gewisse Bedeutung und somit
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durch ein esnzelnes Axiom noch so wenig Inhalt, daB eine wider-
spruchsvolle Uberbestimmtheit gewiB nicht zu besorgen ist! Der
Sachverhalt ist ja im Grunde der, daB von den fast unbeschrink-
ten Realisierungsmoéglichkeiten, die auf Grund eines oder einiger
Axiome zunichst gegeben sind, die meisten sich erst auf Grund
der weiteren Axiome — die somit einen ausschliefenden Charakter
tragen — sukzessive verfliichtigen.®) Eine ernstere Frage aber
ist es, ob die Axiome in ihrer Gesamtheit miteinander vertriglich
sind, d. h. ob sich aus ihnen zusammengenommen auf deduktivem
Weg — also mittels solcher Schliisse, die aus widerspruchsfreien
Aussagen immer nur ebensolche abzuleiten gestatten —nicht etwa
Folgerungen ziehen lassen, die einander widersprechen. Z. B. sind
die beiden Behauptungen ,,ein AuBenwinkel eines ebenen Drei-
ecks ist groBer als jeder ihm nicht anliegende Innenwinkel*“ und
»je zwei in der nimlichen Ebene verlaufende Geraden haben
mindestens einen Schnittpunkt“ innerhalb eines geeigneten
Axiomensystems der Geometrie jede fiir sich zuldssig; fiigt man
sie aber gleichzeitig einem System iiblicher Art als Axiome ein, so
st6Bt man auf Widerspriiche, weil man auf Grund des ersten
Satzes zwei Gerade angeben kann, die keinen Schnittpunkt be-
sitzen. Es erhebt sich also die Forderung, nachzuweisen, daf3
derartige Widerspriiche aus dem Axiomensystem nicht ableitbar,
dieses somit widerspruchsfrei ist.

Man denke nicht etwa, das Streben nach einem Widerspruchs-
freiheitsbeweis fiir ein gegebenes Axiomensystem sei eine Art
Sport, an dessen Stelle man sich besser konkreteren und frucht-

6) Vgl. hierzu Geiger, S. 32. Diese Auffassung ist tibrigens nicht nur
fir die dort sog. ,,charakterisierenden’’ Axiome berechtigt, sondern auch
fur die ,existenzsetzenden, speziell fiir die bedingten Existenzaxiome
(vgl. Vorl. 5/6, Nrn. 5 und 6); dadurch nimlich, daB die Existenz gewisser
Objekte (als Realisierung der Grundbegriffe) gefordert wird, namentlich
solcher, die zu anderen schon existierend gedachten in vorgeschriebener
Relation stehen, werden fiir die Deutung der Grundbegriffe und Grund-
relationen von selbst die Grenzen immer enger und enger gezogen. Das
laBt sich an Hand willkiirlich gewahlter vorlaufiger Deutungsversuche
leicht veranschaulichen.
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‘bareren Problemen zuwenden moge; habe man doch in anderen
Wissenschaften und auch in der dlteren Geschichte der Mathe-
matik jenem Problem keine Beachtung geschenkt! Gewi3 bedarf
man keines Nachweises fiir das widerspruchslose Dasein und
Funktionieren einer AuBenwelt, sofern man iiberhaupt an eine
solche glaubt, und auch viele Erzeugnisse unserer Gedankenwelt
konnen ruhig, mit mehr oder weniger Berechtigung im einzelnen,
als widerspruchslos hingenommen werden, sofern ndmlich die be-
treffenden Begriffsbildungen — auf primitiv-inhaltlichen Ideen
und daran anschlieBenden Definitionen beruhend ~—— und daher
auch die mit ihnen geformten Aussagen hinreichend anschaulich
oder einleuchtend, kurz ,,evident’ sind.?) Das gilt auch viel-
fach von den ,,Axiomen‘ und ,,Postulaten‘* des Eucrip, die
inhaltliche Aussagen sind. Von alledem ist aber im Fall einer
Axiomatik im modernen Sinn keine Rede. Die in einer solchen
auftretenden Grundbegriffe und Grundrelationen sind ja iiber-
haupt nicht definiert, also ohne jede inhaltliche Kennzeichnung,
und die Axiome, die ihnen als Ersatz eine gewisse formale Pri-
gung aufdriicken wollen, kénnen also keineswegs evident oder
auch nur plausibel sein. Dal} sie uns so erscheinen, liegt nur
daran, daB wir bei ihnen unwillkiirlich oft an die gleichbezeich-
neten Begriffe der definitorisch aufgebauten Theorie denken, die
ja aber gerade ausgeschaltet werden soll. Um uns vor der Even-
tualitit zu schiitzen, daB die Axiome unsinnig, d. h. miteinander
unvertriglich sind, ist also ein Beweis ihrer Widerspruchsfreiheit
ganz und gar unentbehrlich; die Intuitionisten freilich, die ja
die axiomatische Methode iiberhaupt zugunsten der Konstruk-
tion verwerfen, haben ihn nicht nétig.

Ganz besonders brennend ist das Problem der Widerspruchs-
freiheit im Falle der Mengenlehre, hier auch unabhingig von
ihrer Axiomatisierung. Hier sind ja etwaige Widerspriiche
nicht bloBe Schreckgespenste, sondern sie haben sich sogar

7) DaB man es freilich mit dieser Evidenz vielfach (auch in der Mathe-
matik) zu leicht genommen hat und die Folgen dann oft nicht ausgeblieben
sind, beweist die Geschichte der Wissenschaft zur Geniige.
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schon im definitorischen Aufbau Cantors in Gestalt der Anti-
nomien wirklich gezeigt. Freilich gestatten die Axiome den
Nachweis, daB3 die uns bekannten Antinomien in der axiomati-
sierten Mengenlehre nicht auftreten kénnen (vgl. Vorl. 7/8,
Nr. 5); der Zaun der Axiomatik bewahrt, um mit Poincar& zu
sprechen, die legitimen Schafe der einwandfre’en Mengenlehre
davor, einen Angriff der paradoxienbehafteten Wolfe auf ihre
umfriedete Hiirde befiirchten zu miissen. Gegen die Dauerhaftig-
keit des Zaunes ist kein Bedenken moglich. Wer aber garantiert,
-daB innerhalb des Zaunes nicht unversehens einige Wolfe zuriick-
geblieben sind, die, heute von uns noch nicht bemerkt, eines Tages
auf die Schafherde losbrechen und aufs neue wie zu Beginn dieses
Jahrhunderts das inzwischen umziunte Reich verwiisten konn-
ten? M. a. W.: wie sichern wir uns davor, dal3 die Axiome ver-
borgen in sich selbst Keime tragen, die, sobald sie durch Schliisse
hinreichend miteinander in Wechselwirkung gesetzt sind, noch
unbekannte Widerspriiche erzeugen mégen ?

Wenn auf diese ernste Frage eine beruhigende Antwort iiber-
haupt méglich ist, so hat das noch eine besondere Bedeutung. In
der axiomatischen Mengenlehre sind (vgl. namentlich Vorl. 7/8,
Nrn: 3 und 6) die nicht-pridikativen Prozesse keineswegs aus-
geschlossen, vielmehr sogar unumginglich nétig, obgleich sich bei
ihrer Benutzung auch der nicht auf den Intuitionismus einge-
schworene Mathematiker eines unbehaglichen Frostelns nicht
ganz erwehren mag. Ebenso wird der — freilich schon weit salon-
fahigere — Satz vom ausgeschlossenen Dritten, der indes von
Brouwer und seinen Anhidngern so entschieden abgelehnt wird,
der Axiomatik wesentlich zugrunde gelegt (vgl. a.a. O., S.114).
‘Wenn nun der Nachweis der Widerspruchsfreiheit des Axiomen-
systems, das namentlich auch den bedenklich erscheinenden Be-
griff der Potenzmenge umfaf3t, wirklich gelingt, so ist damit ge-
zeigt, daB die Anwendung jener beiden umstrittenen ,,trans-
finiten SchluBweisen, wenn auch nicht a priori, so doch a
posteriori zulissig ist, ndmlich zu keinem Widerspruch fiihren
‘kann. Die transfiniten SchluBweisen wiirden so zwar nicht durch
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ihre inhaltliche Wahrheit und Einsichtigkeit, wohl aber durch
ihre unzweifelhafte Gefahrlosigkeit (trotz ihrer Tragweite!) legi-
timiert. Dies etwa ist der Standpunkt Hinerrrs, der somit den
methodischen Ausgangspunkt seiner intuitionistischen Gegner
weitgehend — allerdings zum Zweck der Bestreitung ihrer Thesen
— selbst aufnimmt; man kénnte ihn geradezu als Intuitionisten
bezeichnen.

Das Gelingen eines solchen Widerspruchsfreiheitsbeweises
wiirde noch ein Bedenken psychologischer Art aufkliren und
16sen, das in manchem unter Ihnen beim Nachdenken iiber die
intuitionistische Lehre aufgestiegen sein mag. Wer heute probe-
weise ein bestimmtes erkenntnistheoretisches oder ethisches Pro-
blem den Philosophen der Welt zur Losung stellen wollte, der
konnte im voraus sicher sein, eine Reihe nicht nur aneinander
vorbeigehender, sondern sogar einander widersprechender Ant-
worten zu erhalten. Das ist einfach darauf zuriickzufiihren, daB
{auch eine vollkommen deduktive und zwingende SchluBfithrung
in den eigentlichen Beweisen angenommen) die Voraussetzungen
und Ausgangsthesen verschieden sind und einander mehr oder we-
niger zuwiderlaufen. Wenn dagegen das versuchsweise gestellte
Problem eigentlich mathematischer Natur ist — mag es selbst den
schwierigsten Teilen der Mengenlehre angehdéren —, so ist schlimm-
stenfalls, nidmlich von intuitionistischer Seite, die Antwort zu ge-
wirtigen, das gestellte Problem sei sinnlos; von all denen aber, die
seinen Sinn bejahen, sind nach allen bisherigen Erfahrungen nur
iibereinstimmende Antworten auf die gestellte Frage zu erwarten.
Dieses Ergebnis muf3 dem als seltsam erscheinen, der die intuitio-
nistische Kritik als berechtigt oder wenigstens als in sich méglich
anerkennt und somit in der Benutzung der nicht-pridikativen
SchluBweise, des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, der reinen
Existenzprinzipien von der Art des Auswahlaxioms usw. falsche
Voraussetzungen verwendet glaubt; warum fithren diese nicht wie
iiberall sonst zu Widerspriichen, sondern zu Schluffolgerungen,
die, wenn nicht richtig, so doch zum mindesten iibereinstimmend
sind? Der verschiedene Ausfall des gedachten Experiments im
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philosophischen und im mathematischen Fall wird aber sofort
verstdandlich, wenn die verwendeten ,,falschen® Prinzipien sich
doch mit den {ibrigen Axiomen der Mathematik als widerspruchs-
frei vertriaglich erweisen. Dann kann man eben bei ihrer Mit-
benutzung ebensowenig zu widerstreitenden Resultaten gelangen,
wie das mdglich ist, wenn man allein von den allgemesn aner-
kannten Prinzipien der Mathematik ausgeht.

Allerdings darf andererseits die Bedeutung eines Widerspruchs-
freiheitsbeweises auch nicht iiberschitzt werden. Sie hingt ent-
scheidend ab von dem Sinn, den man mit dem Begriff der mathe-
matischen Existenz verbindet. Nach der heute vorherrschenden und
namentlich von der Schule HinserTS, doch auch z. B. von Poin-
cari (vgl. z. B. Poincaré 4, S. 137) vertretenen Auffassung existiert
in der Mathematik, was widerspruchsfres ist8) ; hochstens noch der
Erfolg wird als zusitzliches Kriterium fiir die RechtmiBigkeit
einer widerspruchsfreien Begriffsbildung zugelassen. Hiernach
ist die Existenz der wie immer gewahlten Deutungen der Grund-
begriffe einer Axiomatik und die Zuldssigkeit der auf Grund der
Axiome angewandten SchluBweisen gesichert, sobald gezeigt ist,
daB man durch SchluBfolgerungen aus den Axiomen niemals zu
einander widersprechenden Ergebnissen gelangen kann.Vondiesem
Standpunkt aus ist allerdings der Beweis der Widerspruchsfreiheit
das Alpha und Omega einer Axiomatik, ja sogar eines mathema-
tischen Wissensgebietes iiberhaupt, welches vornehmlich auch zu
eben diesem Zwecke der Axiomatisierung bedarf.

Solcher Anschauung steht indessen scharf gegeniiber?) die Mei-

8) Das schlieBt natirlich nicht aus, daBl schon vor dem Nachweis der
Widerspruchsfreiheit der Mathematiker seine als widerspruchsfrei ver-
muteten Begriffe zunichst postulieren kann (und in praxi beinahe immer
so verfahrt). Vgl. z. B. Hessenberg 2, S. 146.

9) Auch von rein philosophischer (und speziell logistischer) Seite wird
ofter hervorgehoben, daB erst die Existenz eines Begriffs seine Wider-
spruchslosigkeit verbiirge und nicht umgekehrt (vgl. z. B. die Literatur-
angaben bei Holder, S. 114). Doch fehlt es von dieser Seite noch an
einer befriedigenden Umgrenzung des Begriffs ,,Existenz’ in der Mathe-
matik.
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nung Brouwers und seiner Anhénger, wonaeh in der Mathematik
Existenz nichts anderes bedeutet als (gedankliche) Konstruier-
barkeit aus intuitiv gegebenen Grunde'ementen; nach dieser Auf-
fassung wiirde die Mathematik, wenn sie alles zulieBe, was
widerspruchsfrei ist, in ein schrankenloses Spiel ausarten,
wihrend nur das Teilgebiet des Konstruierbaren wissenschaft-
lichen Charakter behielte. Der Gegensatz zwischen beiden An-
schauungen ist von wesentlich dogmatischer Art und 148t wenig
Hoffnung auf einen Ausgleich durch Uberzeugung des Gegners;
die Menschen sprechen eben, wie Porncarg sagt, verschiedene
Sprachen, und nicht jede Sprache 14Bt sich von jedermann er-
lernen. Immerhin sollte man glauben, daB dem Gelingen eines
Widerspruchsfreiheitsbeweises auch von den Intuitionisten, wenn
nicht entscheidender, so doch bedeutsamer Erkenntniswert zu-
zusprechen wire; dies ist auch z. B. die Meinung WeyLs. Fiir den
Axiomatiker aber handelt es sich in ganz bestimmtem Sinn um
das hochste Problem der Mathematik iiberhaupt.

9. Uber Methoden zum Beweis der Widerspruchsfreiheit.
In relativem Sinn hat dieses Problem bereits fiir verschiedene
mathematische Teilgebiete seine volle Erledigung gefunden;
niamlich im Sinne der Zuriickfithrung auf die Widerspruchsfrei-
heit eines anderen Gebietes. So hat Hirsert, um die Aufgabe
fiir die Geometrie zu lésen, eine umkehrbar eindeutige und iso-
morphe Beziehung oder Abbildung zwischen der von ihm axioma-
tisierten Geometrie und der iiblichen Arithmetik hergestellt, derart
“daf3 jeder geometrische Satz (d. h. jede Folgerung aus den Axiomen
der Geometrie) in einen Satz der gewdhnlichen Arithmetik iiber-
geht; der Ubergang ist nach rein mechanischen Regeln vorgeschrie-
ben und ausfithrbar, dhnlich wie sich der Ubergang von Sitzen
einer Sprache mittels eines idealen Worterbuchs in die ent-
sprechenden Sitze einer anderen Sprache vollziehen wiirde, wenn
der Geist beider Sprachen voéllig iibereinstimmte. Irgend zwei oder
mehrere geometrische Sitze, im besonderen also auch Axiome,
entsprechen so bestimmten Sitzen der gewdhnlichen Arithmetik,
und wiesen jene einen logischen Widerspruch miteinander auf, so
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miiBte ein Widerspruch genau gleichartigen Charakters bei der
Ubersetzung in die Sprache der Arithmetik erscheinen. Die
Arithmetik ist aber ,bekanntlich® widerspruchsfrei, also gilt
dasselbe von den Axiomen der Geometrie. — Ein anderer be-
deutsamer Beweis dieser Art, der ganz innerhald der Geometrie
verlduft, ist der zuerst von F. Kirin gegebene Nachweis fiir
dieWiderspruchsfreiheit dernichteuklidischenGeometrie; erstiitzt
sich darauf, da sich zwischen der nichteuklidischen Geometrie
und einem gewissen. als Modell verwendeten Teilbereich der
gewohnlichen (euklidischen) Geometrie eine Abbildung der vor-
hin geschilderten isomorphen Art herstellen 14Bt.19)

Derartige Beweise der Widerspruchsfreiheit mittels Zuriick-
fiihrung auf ein anderes Gebiet sind natiirlich innerhalb der Mathe-
matik nur in beschranktem Mafle moglich. Der Regressus endet
nicht erst im Unendlichen, sondern nach wenigen grofen Schrit-
ten bei der Lehre von den natiirlichen Zahlen und der Mengen-
lehre; ob erstere auch noch auf letztere zuriickgefiihrt werden
kann (vgl. nichste Nr.), tut grundsitzlich nichts zur Sache,.
Hier bedarf es zwecks Begriindung der absoluten Widerspruchs-
freiheit einer Methode, mittels deren man, wie es scheint, sich
gleich Miinchhausen am eigenen Schopfe auf soliden Boden miif3te
retten kénnen.

Ein solcher Weg ist von HiLBERT gewiesen worden; nach e'nem
nicht gegliickten &lteren Versuch (vgl. Hilbert 1, Anhang VII)
sowie einer grof3 angelegten, nach Problemstellung und Grund-
methode weitgehend mit Hinserr parallelen Untersuchung
Juuius Konias (vgl. Konig) ist dieser Weg erst in allerjiingster

10) In kleinerem MaBstab ist diese Methode auch schon friither vielfach
geiibt und anerkannt worden, Man denke z. B, an die Rechtfertigung der
komplexen Zahlen einerseits durch WESSEL-ARGAND-GAuUSS, anderer-
seits durch Caucuy (sowie die Verallgemeinerung der letzteren Methode
durch KrONECKER und STEINITZ)! Der grundsitzlichen Einstellung nach
n#hert sich diese Methode dem, was CANTOR die Begriindung der ¢rans-
ienten Realitit wissenschaftlicher Begriffe nennt, wihrend der Nachweis
der von ihm als immanent bezeichneten Realitit seine héchste Steigerung in
der neuen Methode HiLBERTs erfahrt. Vgl. indes auch den SchluB dieser Nr.
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Zeit von HirBerT im Verein namentlich mit BErnAYs metho-
disch und mit gewissem Erfolge beschritten worden.}!) Einst-
weilen liegen nur Teilarbeiten vor; ein endgiiltiges Urteil iiber
das Gelingen ist daher nicht méglich, weil unscheinbare
Zwischenglieder innerhalb des Gesamtaufbaus iiber dessen
Erfolg oder Zirkelhaftigkeit entscheiden kdnnen. Auf das Wesen
dieser Methoden, tiber die an dieser Stelle vor einigen Monaten
niher berichtet worden ist!2?), ist hier nicht der Ort niher ein-
zugehen. Nur folgendes sei bemerkt: Den Ausgangspunkt,
dessen Vorhandensein gliicklicherweise den Vergleich mit Miinch-
hausen zuschanden werden lidBt, bilden (in einer wenigstens
grundsdtzlich bedeutsamen Ankniipfung an Kanr!3)) gewisse
primitive, ,,unmittelbar anschauliche’ Objekte und Tatsachen,
wobei jedoch ,,anschaulich in unvergleichlich viel engerem
Sinn verstanden wird als seitens der Intuitionisten. Wéhrend
die Axiomatik und damit die ganze eigentliche Mathematik in
rein formaler Weise vorgeht (vgl. Vorl. 5/6, Nr. 1), operiert die
auf den Beweis der Widerspruchsfreiheit abzielende Betrachtung,
die der Mathematik als ,,Metamathematik‘‘ gegeniiber tritt, von
ihrem anschaulichen Ausgangspunkt aus mit inhaltlichen Gedan-
kengingen; sie sucht namentlich auch die unendlichen Prozesse der
allgemeinen Mengenlehre in analoger Weise mittels endlicher Pro-
zesse zu begriinden oder zu verifizieren, wie das fiir die idltere
Analysis durch die Methoden von WeiersTraSs und anderen ge-
lungen ist. Letzten Endes handelt es sich also auch hier ge-
wissermaBBen um die Konstruktion eines Modells, auf dessen

11) Hilbert 3—5, Ackermann 1 und 2 sowie eine demnichst erschei-
nende Arbeit von v. NEUMANN; vgl. dazu Stammler, S. 154ff. Fir
gemeinverstandliche Kennzeichnung der Methode vgl. Bernays 1, Fraenkel
8, Weyl 2 und 3. Ein einschligiger Teilversuch mit wesentlich engerer
Zielsetzung bei Dingler 1.

12) Im Mirz 1925 hat W. ACKERMANN in Kiel Vortrige ftiber die
Methode und die Ergebnisse HiLBERTs und seiner Mitarbeiter gehalten.

13) Inwiefern KaNT tiberhaupt als Vorlaufer oder sogar als Schopfer
der axiomatischen Betrachtung im neueren Sinn betrachtet werden kann,
dafiir vergleiche man Scholz, besonders S. 8.
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Widerspruchsfreiheit diejenige der eigentlichen Mathematik
etwa im Sinn des vorletzten Absatzes zurlickgefiihrt werden
soll. Von den behandelten Einzelaufgaben interessiert im Zu-
sammenhang mit unseren Betrachtungen besonders das Problem
der Widerspruchlosigkeit und Vertriglichkeit des Auswahlaxioms
(Hilbert 4, Ackermann 2) sowie des Prinzips von der Lésbar-
keit jedes mathematischen Problems (Hilbert 5).

10. Die Zahlenlehre ein Teilgebiet der allgemeinen Mengen-
lehre? Hier ist der Ort, nochmals auf die Frage der Begriindung
der natiirlichen Zahlen oder der endlichen Mengen durch die all-
gemeine Mengenlehre zuriickzukommen (vgl. Nr. 4). HiLBERTS
Theorie bezweckt namentlich auch die Lehre von den natiirlichen
Zahlen als widerspruchsfrei zu erweisen; sie darf und will daher
(im Gegensatz zu den Intuitionisten) die natiirlichen Zahlen und
die vollstindige Induktion nicht als anschaulich gegeben voraus-
setzen. Es liegt nahe — und so denken auch viele nicht dem
Intuitionismus auf Gedeih und Verderb Verschriebene — a priori
den Erfolg dieses Unternehmens zu bezweifeln ; u. a. in der (hier nur
andeutungsweise zu beriithrenden) Erwigung, da8 es sich um den
Nachweis der Unméglichkeit handle, durch beliebig viele Schliisse
zu einem Widerspruch zu gelangen, und daB schon in diesem ,,be-
liebig viel“ das induktive Moment in seiner Allgemeinheit voraus-
gesetzt werde, auf dessen Begriindung es gerade ankommt und
von dem nur ein sehr spezieller Kern unter den primitiven An-
schauungsgrundlagen der Metamathematik HiLErTs zugrunde
gelegt wird.

Von dieser Anschauung aus wire um so mehr natiirlich der Ge~
danke als absurd zu verwerfen, dall die Mengenlehre, in deren Be-
griindung und Widerspruchsfreiheit doch mindestens im gleichen
MaBe jenes induktive Moment eingeht, ihrerseits die Lehre von
den natiirlichen Zahlen begriinden solle. Freilich kénnen sich
die sehr beachtlichen Verfechter dieses Gedankens, also der
Zurtickfithrung des Endlichen auf das Unendliche als das Ein-
fachere, in logischer Beziehung sogar allenfalls auf DESCARTES.
berufen (Zitate in Weyl 3, S. 38).



160 Uber die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems

Es ist namentlich das Axiom der Aussonderung, das sowohl in
seiner urspriinglichen loseren wie in der verschirften Form (Funk-
tionsbegriff!) den Zahlbegriff in erheblichem Ma8 in sich zu bergen
scheint (vgl. Vorl. 7/8, Nr. 3); das steht im Einklang mit der von
uns gewonnenen Erkenntnis, wonach dieses Axiom, aus dem das
Axiom der Potenzmenge erst seine wahre Bedeutung schépft, im
Mittelpunkt des ganzen Axiomensystems steht. In der Tat diirfte
es bei einer in der ganzen Anlage nicht grundsitzlich verschiede-
nen Axiomatik (d.h. bei einer solchen, die den Mengenbegriff als
einzigen undefinierten Grundbegriff enthilt und gewisse Grund-
prozesse der Mengenbildung vorzeichnet) ganz unvermeidlich
sein, zwecks hinreichender Freiheit in der Mengenbildung
axiomatisch einen Proze8 einzufithren, in den das induktive
Moment eingeht, oder der (vgl. S. 56) abzihlbar unendlich viele
Zihlaussagen in sich umfaBt. Diese wie auch andere Erwigungen
(vgl. auch Skolem, Nr. 7) legen es nahe zu glauben, es moge
systematisch vorzuziehen oder sogar unvermeidlich sein, die
Lehre von den natiirlichen Zahlen unabhingig von der allge-
meinen Mengenlehre zu begriinden und diese Theorie bei der
Axiomatisierung der Mengenlehre bereits vorauszusetzen.!4)

Unabhéngig hiervon ist natiirlich die psychologische Seite dieser
Frage, die von Poincara doch wohl allzusehr als Argument im
logischen Sinn ins Treffen gefiihrt worden ist; die Frage niamlich,

14) Es muB hervorgehoben werden, daB auch bei der Entscheidung fiir
diesen Weg ein Bedenken grundsitzlicher Art auftaucht, das eine nihere’
Untersuchung verdient (mtindlicher Hinweis von J. v. NEUMANN). Wenn
man bei der Axiomatisierung der Mengenlehre die natiirlichen Zahlen
voraussetzt, die man andererseits aus den Axiomen der Mengenlehre heraus
nachtraglich gemaB Nr. 5 begriinden kann, so fragt es sich, ob jene natir-
lichen Zahlen ,,dieselben’’ sind wie diese. Schiarfer ausgedriickt: da gem4B
den in Vorl. 3/4, Nr. 11, erwahnten Untersuchungen eine von vornherein
abzahlbar unendliche Menge diesen Charakter nicht auch in bezug auf ein
gegebenes Axiomensystem der Mengenlehre beizubehalten braucht,  in
diesem vielmehr z. B. ,,endlich’* (wie auch iiberabzihlbar) sein k6nnte, so
bediirfte es erst einer besonderen Sicherung dafiir, daB die aus dem Axi-
omensystem heraus abgeleiteten endlichen Zahlen den von anderer Quelle
her eingefiihrten und vorausgesetzten auch wirklich entsprechen.
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ob man mit Fug und Recht das Reich der allgemeinen Mengen
erschlieBt und kennenlernt, ohne die Unterscheidung zwischen
Endlichem und Unendlichem vorauszusetzen oder iiberhaupt de-
finiert zu haben, und gewissermaen gegen Ende der Ent-
deckungsreise diesen Unterschied begrifflich festlegt, um dann
in einer bescheidenen Ecke des unabsehbaren Gebietes den end-
lichen Mengen und den natiirlichen Zahlen zu begegnen.

Ubrigens wird durch solche Bedenken beziiglich der zirkelfreien
Begriindbarkeit der natiirlichen Zahlen mittels eines Beweises der
Widerspruchsfreiheit m. E. der Gedankengang HiLsERTs noch
keineswegs in seinem Lebensnerv getroffen. Auch wenn man sich
gezwungen sieht, die natiirlichen Zahlen als etwas Gegebenes und
somit als Ausgangspunkt hinzunehmen, so wire es immer noch
ein Unternehmen von wahrhaft gigantischer mathematischer und
philosophischer Bedeutung, von jenem Ausgangspunkt aus das
Kontinuum, also die Gesamtheit der reellen Zahlen, als wider-
spruchsfrei zu erweisen und so z. B. die nicht-pridikativen Pro-
zesse und den Satz vom ausgeschlossenen Dritten in weitem Um-
fange zu rechtfertigen. Ob das Unternehmen gliickt und seiner
Natur nach iiberhaupt durchfiithrbar ist, wird die Zukunft lehren.
Vielleicht trifft doch auch innerhalb der Mathematik in héherem
MagBe, als es manchen Generationen erschien, das Wort NEwToNs
zu, das fiir die Naturwissenschaft trotz deren ungeahnten Fort-
schritten in der Gegenwart seine Giiltigkeit bewahrt hat: er
komme sich vor wie ein Junge, der am Meeresufer spielt und zu
seiner Freude dann und wann einen glatteren Kiesel oder eine
hiibschere Muschel als gewShnlich findet, wihrend der unermeB-
liche Ozean der Wahrheit unentdeckt vor ihm liegt.

11. Uber die Unabhingigkeit des Axiomensystems. Es liegt
nahe, die weitgehende Freiheit, die fiir die Wahl der Axiome in
einer Axiomatik zunichst gelassen ist (Vorl. 5/6, Nr. 1), dadurch
ad absurdum zu fiihren, da8 man s@mtliche bekannten Sitze der
betreffenden Wissenschaft, mittels der Grundbegriffe und Grund-
relationen ausgedriickt, als Axiome aufstellt. Dieser extreme
Gedanke zeigt sofort, worauf es neben der Riicksicht auf die
lehre Il

Wiss. u. Hyp. 31: Fraenkel, Grundl der Meng
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moglichste Beschrankung der Grundbegriffe und auf eine gewisse
,»Natiirlichkeit” und ,,Einfachheit”“ der Axiome (vgl. a. a. O.)
noch ankommt: darauf, daB wnichts Uberfliissiges in den Axiomen
auftritt. Schirfer gesprochen: es soll nicht méglich sein, eines
der Axiome oder auch nur einen wesentlichen Bestandteil eines
solchen aus der Gesamtheit der iibrigen Axiome deduktiv her-
zuleiten und so als beweisbar zu erkennen. Diese Forderung der
Unabhingigkeit oder Unableitbarkeit (so Geiger) ist fiir ganze
Axiome weit leichter nachzupriifen als fiir Teile von solchen,
und schon aus diesem Grund empfiehlt es sich, komplizierte
Axiome in mehrere moglichst einfache zu zerstiickeln.

Die Forderung der Unabhingigkeit eines Axiomensystems ist
demnach freilich mehr ein Postulat der Schénheit und Durch-
sichtigkeit als der Wahrheit und Richtigkeit. Immerhin wiirden
sich auch manche an die Axiomatik anschlieBende Fragen, wie
z. B. die der Vertraglichkeit der Axiome, in unertriglichem MaBe
verwickelt gestalten, wenn man nicht durch die Unabhingigkeits-
forderung von Anfang an die gréBtmogliche Einfachheit des
Axiomensystems erzwinge.

Die bereits klassisch gewordene Methode zum Nachweis der
Unabhingigkeit eines Axiomensystems?®) stammt im wesentlichen
von Hireert (vgl. besonders Hilbert 1). Auf Verfeinerungen,
wie sie namentlich von amerikanischer Seite angegeben und durch-
gefiihrt worden sind, ist hier nicht n6tig einzugehen. Die Methode
besteht darin,.daB eine gewisse Deutung der Grundbegriffe und
Grundrelationen gegeben wird, bei der simtliche Axiome er-
fiillt sind bis auf eines, das bei der betreffenden Deutung gerade
verletzt wird. In vielen Fillen schrinkt die fragliche Deutung
den Umfang eines Grundbegriffes gegeniiber der iiblichen Deu-
tung im gesamten Axiomensystem mehr oder weniger ein, so
daB nicht mehr alle urspriinglichen Reprisentanten jenes Grund-

15) Nur in dem praktisch bedeutungslosen Fall, wo ein (nicht trivi-
ales) Axiom einen Grundbegriff enthalt, der in die dbrigen (mit ein-
ander vertriglichen) Axiome weder unmittelbar noch mittelbar eingeht,
ist die Unabhangigkeit direkt ersichtlich.
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begriffs (z. B. nicht mehr alle ,,Mengen®) als existierend zuge-
lassen werden. Eine solche Deutung, die entweder auf Grund der
iiblichen Mathematik als widerspruchsfrei schon bekannt an-
genommen wird oder erst als solche zu erweisen ist, zeigt die
Unabhingigkeit des verletzten Axioms von den iibrigen; denn
lieBe sich jenes aus den iibrigen Axiomen deduktiv herleiten, so
miiBte bei jeder Deutung zugleich mit den iibrigen Axiomen auch
dieses letzte von selbst befriedigt werden. Demnach sind so viele
von der tiblichen Deutung der betreffenden axiomatisierten Wis-
senschaft abweichende Deutungen oder Modelle, so viele ,,Pseudo-
wissenschaften' anzugeben, als es Axiome fiir die Wissenschaft
gibt; bei unserem Axiomensystem der Mengenlehre sind es sieben
bzw. acht. Die Notwendigkeit, jede dieser Pseudowissenschaften
als widerspruchsfrei vorauszusetzen, 148t den innigen Zusam-
menhang erkennen, der zwischen den Problemen der Unabhéingig-
keit und der Widerspruchsfreiheit besteht. In der Tat lauft ja
die Unabhingigkeit eines Axioms auf die Vertriglichkeit seines
kontradiktorischen Gegenteils hinaus.

Die Unabhingigkeit unserer Axiome soll hier nicht im einzelnen
nachgewiesen werden. Schwierigkeiten von grundsitzlicher Art
treten hierbei, von der in der nichsten Nr. zu besprechenden
Frage abgesehen, kaum auf; iiberdies erschien soeben eine ein-
schlagige Spezialuntersuchung (Vieler), die viele, wenn auch nicht
alle der hierbei sich ergebenden Einzelfragen behandelt.!€)
Ubrigens sind in der fiinften und sechsten Vorlesung den ein-
zelnen Axiomen Hinweise iiber ihre Notwendigkeit vorangestellt
worden, die sich in der Regel zu einem Beweis der Unabhingigkeit
des betreffenden Axioms ausgestalten lassen (so namentlich bei
den Axiomen IV, V und VII a—c sowie eventuell dem Beschriankt-
heitsaxiom). Dariiber hinaus mégen einige Andeutungen ge-
niigen: fiir den Unabhingigkeitsbeweis des Axioms I wird man

16) Einige Vortrage, die im Ausland iiber diesen delikaten, sorgfaltige
Beweisausfithrung erfordernden Gegenstand gehalten wurden, sind nicht ver-
6ffentlicht worden (Lennes, Kuratowski 3); vgl. auch schon Fraenkel 2,
S. 234.

Ii*
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an Verhidltnisse denken, wo (wie z. B. bei geordneten Mengen)
eine Menge nicht schon allein durch ihre Elemente bestimmt ist;
fiir den von Axiom III etwa an ein Verbot, die Vereinigungsmenge
der in Vorl. 5/6, Nr. 9, betrachteten Menge Z=1{Zy, Z,, Z, . . .}
und dhnlicher Mengen zu bilden, wodurch die Sicherung gewisser
Mengen mit auBerordentlich groBen Kardinalzahlen unmdoglich
wird; fiir den von Axiom V oder V' an eine Beschrinkung des
Mengenbegriffs derart, dal die Menge der natiirlichen Zahlen
(d. h. im wesentlichen die Menge Z,, vgl. S. 100) auBler sich selbst
keine wunendliche Teilmenge besitzt, die Menge aller geraden
Zahlen z. B. also nicht existiert (vgl. Fraenkel 2, S. 235f.).

Eine ganz besondere, die iibrigen einschldgigen Probleme iiber-
ragende Bedeutung kommt, wie schon in Vorl. 5/6, Nr. 8, hervor-
gehoben, der Frage zu, ob das Axiom der Auswahl von den
iibrigen Axiomen unabhingig oder ob es vielleicht mittels ihrer
beweisbar, also als besonderes Prinzip tiberfliissig ist. Diese Frage
hat in der allerletzten Zeit noch eine erhdhte Bedeutung ge-
wonnen, insofern als in Hirserts Theorie der Widerspruchsfrei-
heit ein mit dem Auswahlaxiom nahe verwandtes Prinzip, das
logische Auswahlaxiom, eine hervorragende Rolle spielt.

12. Die Unabhingigkeit des Auswahlaxioms. Die spezifische
Schwierigkeit fiir einen Beweis der Unabhingigkeit des Aus-
wahlaxioms liegt in folgendem: Wie in Vorl. 5/6, Nrn. 6 und 7
auseinandergesetzt, liuft die Behauptung des Axioms darauf
hinaus, daB die Vereinigungsmenge ©M Teilmengen von be-
stimmter Art besitzt, die ,,Auswahlmengen von M‘ genannt
werden. Fiir den Unabhingigkeitsbeweis kommt daher alles
darauf an zu zeigen, daB derartig gebaute Teilmengen von G M
nicht schon etwa auf Grund des Axioms der Aussonderung exi-
stieren kénnen, das ja sonst das wesentliche Hilfsmittel zur Bil-
dung von Teilmengen darstellt. Versteht man unter M z. B. eine
Menge, deren Elemente Mengen reeller Zahlen sind, so handelt es
sich um die Auffindung einer Menge von reellen Zahlen, die aus
jedem Element von M je eine Zahl enthilt und die somit eine
Auswahlmenge von M darstellt, von der aber andererseits zu be-
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weisen wire, dafl es unmoéglich ist, sie direkt mittels des Axioms
der Aussonderung aus der Menge aller reellen Zahlen als Teil-
menge zu gewinnen. Das Problem besteht also im Beweise einer
rein negativen Behauptung, in einem Unméglichkeitsbeweis, wie
solche auch sonst in der Mathematik vielfach auflergew6hnlichen
Schwierigkeiten begegneten und noch begegnen.

In dieser Form ist der Beweis noch nicht gelungen, die Frage, ob
das Auswahlaxiom unabhingig ist, also noch unentschieden. Es
scheint mir keineswegs ganz ausgeschlossen, dal die Antwort
etwa verneinend ausfallen konnte. Fiir denjenigen, der diese
interessante und schwierige Aufgabe angreifen will, sei noch be-
merkt: es geniigt, den Beweis fiir eine Menge M von Mengen
reeller Zahlen (siehe oben) zu fithren, obgleich ja in unserer
Axiomatik nur von Mengen und nicht von Zahlen die Rede ist;
der Ubergang von Zahlen zu Mengen 148t sich jederzeit leicht
vollziehen, wie es angesichts einer arithmetischen Theorie der
Irrationalzahlen und der Deutung der Menge Z, (Vorl. 5/6, Nr. )
als Menge der natiirlichen Zahlen nahe liegt.

In einem etwas anderen Sinne'?) ist das Problem der Unabhin-
gigkeit des Auswahlaxioms seit 1904 gestellt und im Jahre 1922
positiv — also durch einen Beweis der Unabhingigkeit — geldst
worden: ndmlich im Sinne der Unabhingigkeit innerhalb des
urspriinglichen Axiomensystems ZermEeLos (Zermelo 3). Der-
jenige Unterschied zwischen den beiden Systemen, auf den es fiir
die gegenwirtige Aufgabe ankommt, liegt in folgendem. Wéh-
rend in unserer Axiomatik nur ,,Mengen‘‘ vorkommen, gibt es bei
ZerMELO neben den Mengen (einschliellich der Nullmenge) auch
noch ,,Dinge”, die keine Mengen sind, d. h. die keine Elemente
enthalten. Aus ihnen sind vermoge der Axiome, nimlich im
wesentlichen nach dem Axiom der Paarung, wiederum Mengen
zu bilden. NaturgemiB gilt dann die Definition der Gleichheit
(Definition 2, S. 65) nur fiir Mengen, wahrend Dinge verschieden

17) In einem noch anderen, aber wesentlicher verschiedenen Sinn,
nimlich vom Standpunkt der logistischen Methode aus, findet man das
Problem in Chwistek 2 (namentlich S. 469f.) behandelt.
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sein konnen, obwohl sie (gleich der Nullmenge) kein Element ent-
halten (vgl. S. 126); Axiom I ist wie auf S. 68 zu verstehen. Bei
dieser Auffassung, wonach die letzten Bausteine oder innersten
Kerne einer Menge nicht bloB wieder Mengen (also etwa schlieBlich
die Nullmenge), sondern auch andere Dinge sein kénnen, ist der
Mengenbegriff also ein westerer und von dieser gréBeren Umfangs-
weite wird beim Unabhingigkeitsbeweis wesentlich Gebrauch ge-
macht. Ob auch bei der engeren Fassung des Mengenbegriffs das
Auswahlaxiom unabhingig bleibt, dariiber wird hiermit nichts ent-
schieden. Allerdings wire auch bei dem (urspriinglichen) weiteren
Mengenbegriff der Beweis auf Grund des alten Aussonderungs-
axioms V wohl nicht gelungen. Es bedurfte der Verschirfung zu
der rein mathematischen (scheinbar sogar engeren) Form V' des
Axioms, um die feinen Maschen des Unabhingigkeitsbeweises darin
einhdngen zu kénnen; hierin liegt ein neues wesentliches Moment
fiir die Notwendigkeit und den Wert des verschirften Axioms V’,
das iibrigens gerade bei diesem Versuch, einen Unabhingigkeits-
beweis fiir das Auswahlaxiom zu liefern, entstanden ist. Bei der
Wichtigkeit und dem verhiltnismiBigen Alter des Problems soll
dieser Unabhingigkeitsbeweis (Fraenkel 3) in seinen Grund-
ziigen skizziert werden.

In der Pseudomengenlehre, fiir die wir die Ungiiltigkeit der
Aussage des Auswahlaxioms bei gleichzeitiger Giiltigkeit der
iibrigen Axiome I—V und VIIb zeigen wollen, sollen zunichst
abzihlbar unendlich viele Dinge, die nicht Mengen sind, exi-
stieren ; wir bezeichnen sie mit a,, b, a5, by, a3, b3, . . . und nennen
sie die Grunddinge.'®) Von Mengen werden als existierend an-
genommen: die Nullmenge o, die in Vorl. 5/6, Nr. 9, eingefiihrte
(abzdhlbare) Menge Z,, ferner die gleichfalls abzihlbare Menge

18) Uber die Natur dieser Grunddinge wird keinerlei Voraussetzung
gemacht. Die besondere Art der Bezeichnung ist lediglich in Riicksicht
auf die Grundmenge P gewihlt; man darf aus dieser Bezeichnung also
nicht etwa folgern wollen, daB die mit dem Buchstaben a bezeichneten
Dinge (z. B. a, und a,) auBerdem in irgendwelcher Beziehung stehen, die
sie (etwa im Gegensatz zu 4, und b,) miteinander verkniipfte.
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P={{ay, b}, {ay by}, {as b3}, ...}, deren Elemente, die simt-
lich Paare von Grunddingen sind, kurz mit $,, p, usw. bezeichnet
und die Zellen von P genannt werden moégen (also z. B.
$1=1{a,, b;}). Diese drei Mengen mégen Grundmengen heiBen.
Weiterhin sollen nur noch die Mengen existieren, die durch end-
lichmalige Anwendung der Axiome II, II1, IV, V' aus den Grund-
dingen und Grundmengen hervorgehen.

Wir werden zeigen, daf} es unter diesen Umstinden esne Menge
M gibt, von der keine Auswahlmenge existiert; somit kann das Aus-
wahlaxiom nicht logische Folge der iibrigen Axiome sein. Im be-
sonderen werden wir gerade in der vorausgesetzten Menge P eine
derartige Menge M nachweisen; es wird also zu zeigen sein, daf3
eine Menge, die z. B. die Elemente a,, 45, @3, ... . und nur sie
enthielte, auf Grund des Axioms V' nicht gebildet werden kann.
Die Menge P stellt gewissermaleneine mathematische Realisierung
der auf S.86 erwdhnten abzdhlbar unendlichen Menge von
Strumpfpaaren dar, fiir die im einzelnen Paar der rechte Strumpf
vom linken nicht zu unterscheiden ist und fiir die somit eine
Auswahlmenge, die aus jedem Paar einen einzigen Strumpf ent-
hielte, ohne Auswahlaxiom nicht existiert.

Zum Nachweis dieser Eigenart von P bezeichnen wir eine Teil-
menge von P, die alle Zellen p,, p, usw. bis auf hochstens endlich
viele enthilt, als eine Hauptteilmenge von P und beweisen den
folgenden

Hauptsatz. Zu einer beliebigen Menge M unserer Pseudo-
mengenlehre gibt es stets mindestens eine Hauptteilmenge P,,
von P derart, daB3 die Menge M sich nicht dndert, falls man die
beiden Elemente @, und b;, einer beliebigen Zelle p, von P,, mit-
einander vertauscht.

Mit einer sich von selbst leicht erklirenden Ausdrucksweise
wird man dann sagen konnen, M sei symmetrisch in bezug auf
jede der unendlich vielen Zellen der Hauptteilmenge P,,.

Nach diesem Satz existiert in der Tat keine Auswahlmenge von
Pselbst; denn eine solche Auswahlmenge, wie z. B. {a,, a5, a3, ..},
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dndert sich ja jedenfalls, sobald die beiden Elemente auch nur
einer einzigen Zelle miteinander vertauscht werden.

" Zum Beweise des Hauptsatzes fithren wir noch den Begriff ,,konju-
gierter’* Mengen ein. Es sei M eine beliebige Menge und p, eine beliebige,
von nun an festgehaltene Zelle; vertauscht man in den Elementen der
Menge M, ferner in den Elementen ihrer Elemente usw. iiberall die beiden
Elemente azund bzder Zelle 4, miteinander, und existiert die so definierte,
in ganz bestimmtem Sinn analog wie M gebaute Menge, so bezeichnet
man diese als die zu M in bezug auf die Zelle pz konjugierte Menge M*~.
Die Beziehung zweier Mengen, in bezug auf eine Zelle pz konjugiert zu
sein, ist hiernach eine gegenseitige. Das in die Definition der Konjugiert-
heit eingehende Wortchen ,,usw. stellt nicht etwa eine Verschleierung
eines unbequemen Sachverhalts dar — ein Zweck, dem es, vom Autor
unbemerkt, in der mathematisch-philosophischen Grundlagenforschung
zuweilen dient —, sondern es hat einen scharfen, wenn auch etwas um-
stindlich zu umschreibenden Sinn, der iibrigens die vollstindige Induk-
tion (d. h. den Begriff der natiirlichen Zahlen) voraussetzt. Wie sich
namlich zeigen 148t und iibrigens auf Grund des vorher gezogenen Kreises
der tiberhaupt existierenden Mengen unmittelbar einleuchtet, gelangt man
von einer beliebigen Menge M durch Bildung der Vereinigungsmenge G M,
von deren Vereinigungsmenge S(SM) = S,M usw. nach einer bestimm-~
ten (von M abhingigen) Anzahl von # und nicht weniger Schritten zu
einer Vereinigungsmenge &, M, die allein aus den Grundmengen gebildet
werden kann, also gewi3 von der Zelle pz und ihren Elementen unabhangig
ist. Bezeichnet man die solcherart zu M gehorige Zahl » als die Stufe
von M, so hat man in der Definition der Konjugiertheit bei dem ,,usw.*
lediglich bis zur Stufe von M hinabzusteigen.

Aus der vorstehenden Definition erhellt tibrigens, da M in bezug auf
die Zelle p; dann und nur dann zu sich selbst konjugiert ist, wenn M in
bezug auf p; symmetrisch ist.

Zum Beweis des Hauptsatzes bedient man sich einer Reihe von Hilfs-
sitzen, die den Gedankengang hinreichend skizzieren und deren (reichlich
abstrakte) Beweise hier nicht wiedergegeben werden sollen (vgl. a.a. O.).

A. Zu jeder Menge M existiert auch die in bezug auf eine beliebige
Zelle p; konjugierte Menge.

B. Wird aus (endlich vielen) Dingen und Mengen, die simtlich in bezug
auf die Zellen je einer Hauptteilmenge symmetrisch sind, durch Paarung,
Vereinigung und Potenzmengenbildung (also vermége der Axiome II—IV)
eine neue Menge gebildet, so ist auch diese symmetrisch in bezug auf
alle Zellen einer gewissen Hauptteilmenge.

C. Wird bei dem in B. geschilderten ProzeB eines der Bestimmungs-
stiicke verdnderlich gelassen, so daB statt einer Menge eine Funktion g(x)
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entsteht (vgl. Definition 4 in Vorl. 7/8, Nr. 2), so gibt es eine (von dieser
Funktion abhingige) Hauptteilmenge derart, daB in bezug auf jede ihrer
Zellen p, fir irgendein Ding (Menge) y stets @(3%) konjugiert ist
zu @(y).

D. Sind ¢(#) und y(») gegebene Funktionen von der unter C. be-
zeichneten Art und ist M eine in bezug auf die Zellen einer Hauptteil-
menge symmetrische Menge, so ist die nach Axiom V’ existierende Teil-
menge M, (x)z1p () von M wiederum symmetrisch in bezug auf die Zellen
einer Hauptteilmenge.

E. Wird bei dem in D. geschilderten ProzeB eines der Bestimmungs-
stiicke veranderlich gelassen, so besitzt die entstehende Funktion wiederum
die unter C. bezeichnete Eigenschaft.

Von diesen Behauptungen verdient diejenige unter A. hervorgehoben
zu werden, weil sie besonders drastisches Anschauungsmaterial fiir die
Kluft zwischen konstruktiver Entwicklung und der nicht-pridikativen
Natur der Potenzmenge liefert (vgl. Vorl. 7/8, Nr. 3). Bedenkt man nim-
lich, da8 alle fiir uns jetzt existierenden Mengen aus den Grunddingen und
Grundmengen durch endlichmalige Anwendung der Axiome II—V’ her-
vorgehen, so erscheint die Aussage A. fast selbstverstindlich. Geht man
namlich genau wie bei der Bildung der gegebenen Menge M vor, nur daB
man {iiberall, wo etwa eines der Elemente az und bz der Zelle p; benutzt
wurde, nunmehr das andere dieser Elemente heranzieht, so muB sich
offenbar die zu M in bezug auf p, konjugierte Menge ergeben. Bei dem
Nachweis dieses Gedankens fiir die in jedem der Axiome ausgedriickten
Einzelprozesse bietet zunichst auch das Axiom der Aussonderung (V')
keine Schwierigkeit; man setzt eben fiir M und fiir die in die Funktionen
¢ und y eingehenden Konstanten die konjugierten Werte ein und wird
dann eine zu M, ¢ (%) e (%) konjugierte Menge erhalten. Entspricht so jeder
Teilmenge von M eine konjugierte Teilmenge von M#, so wird auch die
Potenzmenge W (M*) konjugiert sein zu M. Dieser Gedankengang ge-
staltet sich indes zirkelhaft und wird daher unausfithrbar, sobald in die
Funktionen ¢ und w, die eine Teilmenge von M definieren sollen, die
Potenzmenge WM oder eine verwandte Menge eingeht. Um n#imlich die
Konjugiertheit der entsprechenden Teilmengen zu beweisen, muf8 man
von der Konjugiertheit der in ¢ und y eingehenden Bestimmungsstiicke —
im vorliegenden Fall also auch von A M und W(##) — ausgehen; um aber
die letztere Konjugiertheit zu zeigen, muB zu jeder Teilmenge von M die
entsprechende Teilmenge von 174 schon als konjugiert nachgewiesen sein,
wozu wir uns umgekehrt auf die Konjugiertheit von W M und W (##) stiitzen
miissen. Der Beweis der Behauptung A. auf dem angedeuteten ,,natur-
gemiBen’‘ Wege ist also unméglich; er muf vielmehr auf einem Umwege
(vgl. Merzbach, Kap. IV) erbracht werden.
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Es ist leicht, auf Grund der Behauptungen A. bis E. den Hauptsatz
als richtig zu erweisen, und zwar durch vollstindige Induktion. Fiir die
Mengen wie auch fir die Funktionen 148t sich eine Klasseneinteilung her-
stellen, je nachdem wie oft bei ihrer Bildung hintereinander der Aus-
sonderungsproze8 nach Axiom V’ vorgenommen wurde. Jedes Grund-
ding und jede Grundmenge ist ersichtlich symmetrisch in bezug auf die
Zellen einer Hauptteilmenge (ndmlich @z und bz in bezug auf die Zellen
von P — |{p; }, jede Grundmenge in bezug auf die Zellen von P selbst).
Daher ist nach B. jede Menge der niedrigsten Klasse, nach D. jede Menge
der niachsthoheren Klasse in bezug auf die Zellen je einer gewissen Haupt-
teilmenge symmetrisch, und durch Wiederholung des Verfahrens vermoge
vollstandiger Induktion erweist sich jede Menge beliebig hoher Klasse
wiederum als symmetrisch in bezug auf die Zellen einer gewissen (von der
Menge abhangigen) Haupteilmenge, wie es der Hauptsatz ausspricht. Das
Axiom der Auswahl ist somit unabhingig von den fibrigen Axiomen der
Mengenlehre und der Mathematik tiberhaupt.
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Mengenlehre. Von Dr. X. Grelling, Berlin-Johannisthal. Mit 7 Fig.i. T.
[IV u. 49 S.] kL 8. 1924. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 58.) Kart. A/ 1.20

Das Biandchen gibt eine Einfiilhrung in die Mengenlehre, die nicht nur als mathematische
Disziplin fiir den Mathematiker selbst, sondern insbesondere auch fiir den Philosophen Interesse
bhat. Da die Darstellung ebenso wie die Mengenlehre selbst keinen anderen Teil der Mathe-
matik voraussetzt, ist sie auch fiir den Nichtmathematiker verstindlich,

Entwicklung der Mengenlehre und ihre Anwendungen. Um-
arbeitung des im VIIL. Bande der Jahresberichte der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung erstatteten Berichts. Gemeinsam mit Dr. /. Hakn,
Prof. a. d. Univ. Wien herausgegeben von Geh. Reg.-Rat Dr. 4. Sckoenflies,
Prof. a. d. Univ. Frankfurt a. M. Erste Hilfte: Allgemeine Theorie der unend-
lichen Mengen und Theorie der Punktmengen. Von A. Sckoenfites. 2. Aufl. Mit 8 Fig.
[XI u. 389 S.] gr.8. 1913. Geh. R 12—,

In der ersten Hilfte liegt die Darstellung der allgemeinen Mengenlehre sowie die der
Punktmengentheorie vor. In der neuen Auflage ist unter anderem eine ausfiihrliche Erdrte-
rung der Ordnungszahlen und der Zahlklassen, die Theorie der Hauptzahlen, ein Kapitel iiber
den Wohlordnungssatz sowie die spezielle Theorie der linear geordneten Mengen aufge-
nommen. In der Theorie der Punktmengen ist vor allem das Kapitel iiber den Inhaltsbegriff
neu gestaltet worden; von spezielleren Untersuchungen werden besonders die Baierschen und
Borelschen Mengentypen sowie die Frechet-Mahloschen Homoeien niher erdrtert.

Wissenschaft und Hypothese. Von H. Poincare, membre de I'Institut,
weil. Prof. in Paris. Deutsch von Geh. Hofrat Dr. F. Lindemann, Prof. an
der Univ. Miinchen u. L. Lindemanrn in Miinchen. 3., verbesserte Auflage.
[XVII u. 357 S] 8. 1914. (Wiss. u. Hyp. L) Geb. £/ 8.—

Wissenschaft und Methode. Von H. Poincaré, membre de I'Institut,
weil Prof. in Paris. Deutsch von Geh. Hofrat Dr. /. Lindemann, Prof. an
der Universitit Miinchen, und L. Lindemann in Miinchen. [VI u. 283 S.]
8. 1914. (Wiss. u. Hyp. XVIL) Geb. ZA 7.—

Der Wert der Wissenschaft. Von H. Poincaré, membre de I'Institut,
weil. Prof. in Paris. Deutsch von E. Weber in Stralburg. Mit Anmerk. u. Zu--
sitzen von Dr. A, Webey, frith. Prof. a. d. Univ. Strafburg. Mit ein. Vorw. d.
Verf. 3. Aufl, [VIII u. 251 S.] 8. 1921. (Wiss. u. Hyp. II.) Geb. A4 6.—

Im ersten der drei genannten Werke erdrtert der Verfasser geistvoll Bedeutung und Wert
der Hypothese im modernen Wissenschaftsbetriebe, insbesondere in der reinen und angewaundten
Mathematik. ,,Wissenschaft und Methode gibt dann eine summarische Darstellung des gegen-
wirtigen Zustandes der Wissenschaften, ihrer Methoden und Tendenzen, wihrend das letzte
Werk die Objektivitit der wi haftlichen Erkenntni untersucht.

Uber das Wesen der Mathematik. Von Geh. Rat Dr. Dr.Ing. h. c.
A. Voss, Prof. an der Universitit Miinchen. 3., verm. Aufl. [VI u. 123 S.]
gr. 8. 1922, Geh. BH 5.—

,»Der Haupttext gibt in geistvoller, auch dem Nicht-Fachmathematiker leichtverstindlicher
und doch echt wissenschaftlicher Art eine kurze Schilderung der Entwicklung der Mathematik
und darauf einen vollstindigen Uberblick iiber alle ihre logisch und philosophisch bedeutsamen
Begriffe der Probleme. In sehr wertvollen Anmerkungen findet man nihere Erliuterungen
und Auseinandersetzungen mit der zeitgendssischen wissenschaftlichen Literatur. Das Buch
kann daher nur aufs wirmste empfohlen werden. (Physikalische Zeitschrift.)

Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin
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Uber die mathematische Erkenntnis. Von Geh. Rat Dr. Dr.-Ing. h. c.
A.Voss, Prof. an der Universitit Miinchen. (Die Kultur der Gegenwart.
Hrsg. von Prof. Dr. P. Hinneberg, Berlin. Teil III, Abt. 1, Lfg. 3.) [VI u.
148S.] Lex.-8. 1914. Geh. B/ 4.—

Das Naturgesetz. Ein Beitrag zur Philosophie der exakten Wissen-
schaften. Von Dr. B, Bauck, Professor an der Universitit Jena. [VIII u.
76 S.] gr. 8. 1924. (Wissenschaftl. Grundfragen, Heft 1.) Geh. A/ 3.20

Ist fiir die Naturforschung die Naturgesetzlichkeit auf der einen Seite ebenso logische
Voraussetzung, wie auf der anderen Seite Ziel wissenschaftlicher Erkenntnis, fiir die
Philosophie eben darum ein ung in bedeutungsvolles wi haftstheoretisches Pro-
blem, so kommt es der philosophischen Untersuchung darauf an, die Struktur des Na-
turgesetz es aufzudecken, um zu verstehen, welche Bedeutung diese fiir die Begrifflichkeit
der Natur als Voraussetzung der Naturwissenschaft hat.

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P. Boutroux.
Ubersetzt von Dr. H, Pollacsek in Berlin-Wilmersdorf. [ca. IV u. 256 S.]
8. (Wiss. u. Hyp., Bd. XXVIIL) 1927. Geb. Zf 11.—

Boutroux unternimmt es in diesem Werke, die leitenden Gedanken und Prinzipien, die
psychologische Einstellung zu schildern, die den Mathematiker bei seinen Forschungen leiten
und beeinflussen. Also nicht die fertige sondern die werdende Wissenschaft ist es, der die
eigenartige, auch Nichtmathematikern verstindliche Darstellung gilt. Die Methode des Ver-
fassers ist eine historisch-kritische. Er hebt die Geschichte der Mathematik von einer Chronik
der einzelnen Entdeckungen und der einzelnen Entdecker zu einer Geschichte der mathe-
matischen Ideen empor.

Uber den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo-
sophischen Pidagogik. Von Dr. W. Birkemeier, Berlin. [VIu. 191 S.] 8. 1923.
(Wiss. u. Hyp., Bd. XXV.) Geb. £/ 5.60

Zur Geschichte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft
im Urteil der mathematischen Denker. Von F. Enrigues, Prof. a.d. Univ.
Rom. Deutsch von Dr., L. Bicberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. [ca. VIu. 224 S.]
8. (Wiss. u. Hyp., Bd. XXVL) Geb. B/ 11.—

Die Ubersetzung dieses Werkes, das in einem Gang durch die Geschichte der mathe-
matischen Ideen zeigt, wie die Entwicklung der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte ein
entsprechendes Fortschreiten und eine Wandlung der Logik zur Folge gehabt hat, wird will-
kommen sein, da die deutsche Literatur dariiber nichts aufzuweisen hat; denn wir haben keine
Forscher gleicher Richtung, und Enriques beherrscht den philologischen Apparat als auch das
philosophische und mathematische Denken so, wie wohl iiberhaupt kein anderer. Das Buch
wird nicht nur dem Fachmann Neues bieten, sondern auch jedem verstindlich und anregend
sein, der Fiihlung mit dem wissenschaftlichen Denken hat.

Handbuch der Logik. Von Dr. N. O. Losskij, vorm. Prof. a. d. Univ.
Petersburg. Autorisierte Ubersetzung nach der 2., verb. u. verm. Auflage
von Prof. Dr. W. Sesemann, Kaunas/Litauen. Mit Fig. [VII u.’ 447 S.]
gr. 8. 1927. Geh. A4 16.—, geb. BH 18.—

+ .+« Das Erscheinen der Logik LoBkijs bedeutet ein Ereignis nicht nur fiir die russische
Philosophie, sondern auch fiir die philosophische Literatur der ganzen europiischen Welt.
Es unterliegt keinem Zweifel, daB dic Logik LoBkijs durch ihr tieferes Eindringen in die
logische Problematik, ihre feine Architektonik, ihre lebendige Darstellung und die Frische
der Gedanken alles, was in den letzten ro—15 Jahren an logischer Literatur erschienen ist,
bei weitem iibertrifft.« (Zeitschrift ,,Logos‘‘.)

Verlag von B. G.Teubner in Leipzig und Berlin
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Zur logischen Grundlegung der Mathematik. Von Dr. H. Rade-
macher, Prof. a. d. Univ. Breslau (Wissenschaftl. Grundfrag.) [In Vorb. 1927.]

Mathematik und Logik. Von Dr. A. Bekmarnn, Privatdozent an der
Universitit Gottingen. (Math.-Phys. Bibl. Bd. 71.) Kart. 2/ 1.20

Das Bindchen gibt eine knappe, aber dennoch nicht im Elementaren hiingen bleibende
Einfilhrung in die neuere Entwicklung der Logik, die sich an die Namen Boole, Frege,
Schrdéder, Peano, Russell kniipft und als ,mathematische oder ,,symbolische* Logik
bezeichnet wird.

Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften. Von Geh.
Reg.-Rat Dr. P. Natorp, weil. Prof. an der Univ. Marburg. 3. Aufl. [XX u.
416 S.] 8. 1923. (Wiss. und Hyp., Bd. XIL) Geb. Af 11.60

Das Buch versucht eine in den Hauptziigen vollstindige, geschlossene Philosophie der
exakten Wissenschaften zu bieten, wobei ein strenger Systemzusammenhang angestrebt ist.
Probleme der Wissenschaft. Von F. Enrigues, Prof. an der Univer-
sitit Rom. Deutsch von Dr. K. Grelling, Berlin-Johannisthal. 2 Teile. 8. 1910.
(Wiss. u. Hyp., Bd. XI, 1, 2.) I. Teil: Wirklichkeit und Logik. [X, 258
u. 16 S.] Geb. B 7.— IL Teil: Die Grundbegriffe der Wissenschaft. [XIu.
S. 259—599.] Geb. AZA 7.60. —

»Das Werk des beriihmten italienischen Mathematikers bietet eine Fiille von feinen
logischen und psychologischen Analysen, die die Prinzipien und Methoden der exakten Wissen-
schaften vielseitig aufkliren. Der philosophische Wissenschaftsbetrieb in der Logik wird ein-
gehend erdrtert, sowie manche allgemeine Weltanschaunungsfrage. Wir erhalten so ein

instruktives Bild von der modernen philosophischen Bewegung in den exakten Wissen-
schaften.« (Literarisches Zentralblatt.)

Die Grundbegriffe der reinen Geometrie in ihrem Verhiltnis
zur Anschauung. Untersuchungen zur psychologischen Vorgeschichte
der Definitionen, Axiome und Postulate. Von Dr. R. S#okal, Privatdozent
an der Universitit Innsbruck. Mit 13 Fig. i. T. [IV u. 137 S.] 8. 1925.
(Wiss. u. Hyp., Bd. 27.) Geb. ZA 6.40

Grundlagen d. Geometrie. V. Geh.Reg.-Rat Dr. D. H7lbert, Prof.a.d. Univ.
Gottingen. 6. Aufl. Mit zahlr. Fig. (Wiss. u. Hyp., Bd. 7.) [VI u. 264 S.] 8.
1923. Geb. ZA 7.80

»-..Das Buch stellt im besten Sinne des Wortes ein Meisterwerk dar und ist fiir jeden
Naturwissenschaftler, mag er nun die Mathematik als Haupt- oder Nebenfach betreiben, aufs
angelegentlichste zu empfehlen.* (Zeitschrift fiir Elektrotechnik usw.)

Die vierte Dimension. Eine Einfilhrung in das vergleichende Studium
der verschiedenen Geometrien. Von Dr. Hk. de Vries, Prof. an der Uni-
versitit Amsterdam. Nach der 2. hollind. Ausg. ins Deutsche iibertragen
von Dr. R. Struick. Mit 35 Fig. i. T. [IX u. 167 S.] 8. 1926. (Wiss. u.
Hyp. XXIX.) Geb. ZH 8.—

Die auf Grund der kiirzlich erschienenen zweiten vermehrten und verbesserten Auflage
veranstaltete Ubersetzung des Werkes wird vielfach willkommen sein, denn die Art und Weise,
in der es die Grundgedanken und Elemente der euklidischen mehrdimensionalen, sowie der
nichteuklidischen Geometrien, speziell der hyperbolischen und elliptischen zu vermitteln weiB,
entspricht dem Bediirfnis aller derer, die sich — insbesondere fiir das Studium der Mathematik
wis der Physik — auf angenchmem Wege in diese Gebiete einfithren lassen wollen.
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Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-kritische Darstellung ihrer
Entwicklung. Von Dr. R. Bonola, weil. Prof. a. d. Univ. Bologna. Aut. deutsche
Ausg. besorgt von Dr. A. Liebmann, Prof. a. d. Univ, Heidelberg. 3. Aufl.
Mit 52 Fig. im Text. [VI u. 207 S.] gr. 8. 1921. (Wiss. u. Hypoth., Bd. 4.}
Geb. ZH 5.60

,»Das Buch ist als leicht verstindlich und reich belehrend allen zu empfehlen, die von
dieser geistigen Schopfung der neueren Mathematik bequem sich eine Vorstellung verschaffen
wollen.* (Deutsche Literaturzeitung.)

Nichteuklidische Geometrie in der.Kugelebene. Von Dr.W.Dieck,

Prof. am Realgymnasium zu Sterkrade. Mit 12 Fig. im Text und 1 Bildnis von
Riemann. [I1u.51 S.] gr.8. 1918. (Math.-Phys. Bibl, Bd. 31.) Kart. £/ 1.20

Nichteuklidische Geometrie in elementarer Behandlung. Von Dr.
M. Simon, weil. Prof. a. d. Univ. StraBburg. Hrsg. von Dr. X, Fladt, Studien-
rat an der Realschule in Vaihingen. Mit 125 Fig. i. T. u. 1 Titelbild. [XVIII
u. 115 S] gr. 8. 1925. (10. Betheft der Zeitschrift fiir math. und naturw.
Unterricht.) Geh. A 8.—

Transzendenz von e und zv. Ein Beitrag zur hsheren Mathematik vom
elementaren Standpunkte aus, Von Geh. Reg.-Rat Dr. G. Hessenberg, weil.
Prof. an der Universitit Berlin. [X u. 106 S.] gr. 8. 1912. Geh. B4 4.—

Grundlagen der Analysis. Von Geh. Hofrat Dr. M. Pasch, Professor
an der Universitit GieBen. Ausgearb. unter Mitw. von Dr. C. Z%aer, Prof.
an der Universitit Greifswald. [V u. 140 S.] gr. 8. 1909. Geb. Bl 5.—

Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar der Ham-
burgischen Universitit. Hrsg. von Prof. Dr. W. Blaschke, Prof. Dr.
E. Hecke und Privatdozent Dr. E. Artin. 5. Band 1926/27, umfassend
4 Hefte zu je etwa 6 Bogen Umfang. Preis des Bandes A/ 22.—. Einzeln
erschienen: /. Hjelmslev: Die natiirliche Geometrie (Heft 1.) A. Tietse:
Uber Analysis Situs (Heft 2.) . Wirtinger: Allgemeine Infinitesimalgeometrie
und Erfahrung (Heft 3.) Geh. je A4 1.—

Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Von Geh. Hofr.Dr.
M. Canior, weil, Prof. an d. Univ. Heidelberg. In 4 Binden. gr.8. I Band:
Von den iltesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 4. Aufl. (Nachdruck.)
Mit 114 Fig. u. 1 lithogr. Taf. [VI u.941 S.] 1922. Geh. £/ 30.—, geb. A 33.—.
1. Band: Vom Jahre 1200 bis zum Jahre 1668. 2. Aufl. (Nachdruck.) Mit
190 Fig. [XII u. 943 S.] 1923. Geh. A/ 30.—, geb. ZH 33.—. 1Il. Band: Vom
Jahre 1668 bis zum Jahre 1758. 2.Aufl. (Nachdruck.) Mit 147 Fi ig. [Xu
923 S.] 1922. Geh, B/ 30.—, geb. £H 33.—. IV. Band: Vom Jahre 1759 bis
zum Jahre 1799. Unter Mitarbeit von V. Bobynin, A.v. Braunmiihl, F. Cajori,
S.Giinther, V. Kommerell, G. Loria, E. Netlo, G. Vivanti, C. R. Wallner, hrsg.
von M. Cantor.(Nachdruck.)[VIu. 1135.] 1924. Geh. ZM 35.—, geb. M 39.—
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