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Yorwort.

Der Plan einer Herausgabe meiner Abhandlungen ist durch die GroB-
ziigigkeit von FERDINAND SPRINGER verwirklicht worden. Thm und meinem
Freunde RicearD CouranT bin ich wegen ihrer stets bereiten, durch Rat
und Tat wirksamen Hilfe zu groftem Dank verpflichtet.

Die wissenschaftliche Arbeit bei der Herausgabe hat nicht nur #uBerste
Sorgfalt, sondern auch feinstes Versténdnis erfordert und konnte daher nur
geleistet werden von Gelehrten, die durch griindliche Studien in den dabei
behandelten Fachern dazu vorbereitet sind. Diese Aufgabe ist fiir den vor-
liegenden ersten Band, der insbesondere meinen groBen zahlentheoretischen
Bericht enthilt, in vollkommener Weise von den Mathematikern WILHELM
Maenus, Orca Tavssky, HELmur Unm gelost worden. Die Entwicklung der
Theorie der algebraischen Zahlen bis in die neueste Zeit wird in dem Nach-
wort, von H. Hasse dargestellt.

Fiir die drei weiteren Bénde ist die Verteilung des Stoffes in folgender
Weise beabsichtigt:

Band II: Geometrie, Algebra und Invariantentheorie,
Band III: Analysis,
Band IV: Verschiedenes.

AuBer den hier genannten Mathematikern spreche ich noch allen denen,
die an diesen Arbeiten Anteil genommen haben, meinen wirmsten Dank aus
und hoffe, dal die Veranstaltung dieser Gesamtausgabe wegen der mannig-
fachen Fragen, die darin beriihrt werden, insbesondere der jungen Generation
Anregung bieten und damit am besten unserer geliebten mathematischen
Wissenschaft zur Forderung dienen wird.

Gottingen, im April 1932.
DAviD HILBERT.



1.

9
e

3.

4.

5.

6.

7.

Inhaltsverzeichnis.

Uber die Transzendenz der Zahlen eund ©# . . . . . . . . . . .. .. 1
[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen S.113—116
(1893). Mathem. Annalen Bd. 43, S.216—219 (1893).]

Zwei neue Beweise fiir die Zerleghbarkeit der Zahlen eines Korpers in
Primideale . . . . . . . . . .. .. 0oL 5
[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 3, S.59 (1894).]

Uber die Zerlegung der Ideale eines Zahlkorpers in Primideale . . . . . 6
[Mathem. Annalen Bd. 44, S.1—8 (1894).]
Grundziige einer Theorie des Galoisschen Zahlkérpers . . . . . . . . . 13

[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen S. 224—236
(1894).]

Uber den Dirichletschen biquadratischen Zahlkorper . . . . . . . . . . 24
[Mathem. Annalen Bd. 45, S.309—340 (1894).]
Einleitung . . . . . . . ... Lo oL 24
§ 1. Die ganzen Zahlen des Dirichletschen Zahlkérpers . . . . . . . . . . 25
§ 2. Die Primideale des Dirichletschen Kérpers. . . . . . . . . . . . 26
§ 3. Die Einteilung der Idealklassen in Geschlechter . . . . . . . . . . . 28
§ 4. Die Erzeugung der Idealklassen des Hauptgeschlechtes . . . . . . . . 32
§ 5. Die ambigen Ideale . . . . . . . . . . . ... ... .. ... .. 37
§ 6. Die ambigen Klassen. . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 38
§ 7. Die Anzahl der existierenden Geschlechter . . . . . . . . . . . . . . 42
§ 8. Das Reziprozititsgesetz. . . . . . . . . . . . . e e e e 43
§ 9. Der spezielle Dirichletsche Kérper. . . . . . . . . . . ... . ... 47

§10. Die Anzahl der Idealklassen des speziellen Dirichletschen Kérpers K . 48

Ein neuer Beweis des Kroneckerschen Fundamentalsatzes iiber Abelsche
Zahlkorper. . . . . . . . . Lo e e e 53
[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gétvingen S. 29—39(1896).]

Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. . . . .. . . . .. . . .. 63
[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 4, S.175—546
(1897).]

Vorwort . . . . . . . . L 63
Erster Teil. Die Theorie des allgemeinen Zahlkérpers.

. Die algebraische Zahl und der Zahlkérper . . . . . . . . . .. .. .. .. 69

§ 1. Der Zahlkérper und die konjugierten Zahlkérper . . . . . . . . . . . 69

§ 2. Die ganze algebraische Zahl . . . . . . . .. ... ... ..... 70

§ 3. Die Norm, die Differente, die Diskriminante einer Zahl. Die Basis des
ZahlkOrpers . . . . . . . . ..o e e e e e e e e e e e e e 71



VI Inhaltsverzeichnis.

Seite
2. Die Ideale des Zahlkérpers . . . . . . . . . . . . . .. ... .. 73
§ 4. Die Multiplikation der Ideale und ihre Teilbarkeit. Das Primideal . . . 73
§ 5. Die eindeutige Zerlegbarkeit eines Ideals in Primideale . . . . . . . . 75
§ 6. Die Formen des Zahlkérpers und ihre Inhalte . . . . . . . . . . .. 77
3. Die Kongruenzen nach Idealen. . . . . . . . . . . ... ... ... .. 79
§ 7. Die Norm eines Ideals und ihre Eigenschaften . . . . . . . . . . . . 79
§ 8. Der Fermatsche Satz in der Idealtheorie und die Funktion ¢ (a) . . . 82
§ 9. Die Primitivzahlen nach einem Primideal . . . . . . . . . . . . .. 83
4. Die Diskriminante des Koérpers und ihre Teiler. . . . . . . . . . . . . .. 84
§10. Der Satz iiber die Teiler der Diskriminante des Korpers. Hilfssitze tiber
ganze Funktionen . . . . . . . . . ... .00 0oL 84
§11. Die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung. Die Diskrimi-
nante der Fundamentalgleichung . . . . . . . . . . . . ... ... 88
§12. Die Elemente und die Differente des Korpers. Beweis des Satzes tiber die
Teiler der Korperdiskriminante . . . . . . . . . . . . .. . .. . . 90
§13. Die Aufstellung der Primideale. Der feste Zahlteiler der rationalen Ein-
heitsform U . . . . . . . . . . ..o L 91
5. Der Relativkérper . . . . . . . . . . . . ... Lo 92
§ 14. Die Relativnorm, die Relativdifferente und die Relativdiskriminante . . 92
§15. Eigenschaften der Relativdifferente und der Relativdiskriminante eines
Kérpers . . . . . . . L. 95
§ 16. Die Zerlegung eines Elementes des Kérpers &k im Oberkérper K. Der Satz
von der Differente des Oberkérpers K . . . . . . . . . . . . .. .. 97
6. Die Einheiten des Kérpers . . . . . . . . . . . . . .. ... .. .... 98
§17. Die Existenz konjugierter Zahlen, deren absolute Betrige gewissen Un-
gleichungen gentigen . . . . . . . . . . . .. ... ..., 98
§18. Sitze iiber die absolute Grofle der Korperdiskriminante . . . . . . . . 100

§19. Der Satz von der Existenz der Einheiten eines Korpers. Ein Hilfssatz tiber

die Existenz einer Einheit von besonderer Eigenschaft . . . . . . . . 102
§20. Beweis des Satzes von der Existenz der Einheiten . . . . . . . .. 106
§21. Die Grundeinheiten. Der Regulator des Korpers. Ein System von unab-
hingigen Einheiten. . . . . . . . . . .. .00 o000 108
7. Die Idealklassen des Korpers . . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 109
§22. Die Idealklasse. Die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen . . . . . 109
§23. Anwendungen des Satzes von der Endlichkeit der Klassenanzahl. . . . 110
§24. Aufstellung des Systems der Idealklassen. Engere Fassung des Klassen-
begriffes. . . . . . . . .. oo oL 112
§25. Ein Hilfssatz iiber den asymptotischen Wert der Anzahl aller Hauptideale,
welche durch ein festes Ideal teilbar sind . . . . . . . . . . .. .. 112
§26. Die Bestimmung der Klassenanzahl durch das Residuum der Funktion
Ce)fir s=1. . . . . . . . ..o 115
§27. Andere unendliche Entwicklungen der Funktion {(s) . . . . . . . . . 117
§ 28. Die Zusammensetzung der Idealklassen eines Korpers. . . . . . . . . 118

§ 29. Die Charaktere einer Idealklasse. Eine Verallgemeinerung der Funktion { (s) 119

8. Die zerlegbaren Formen des Korpers . . . . . . . . . . . . . ... ... 119
§30. Die zerlegbaren Formen des Kérpers. Die Formenklassen und ihre Zu-
sammensetzung . . . . . . . . L L. w e e e e e e e 119



Inhaltsverzeichnis.

9. Die Zahlringe des Korpers . . . . . . . . . . . . . ... ... ...
§31. Der Zahlring. Das Ringideal und seine wichtigsten Eigenschaften . . .

§ 32. Die durch eine ganze Zahl bestimmten Ringe. Der Satz von der Differente
einer ganzon Zahl des Kérpers . , . . . . . . . . . . ... Ce

§ 33. Die regulidren Ringideale und ihre Teilbarkeitsgesetze . . . . . . . . .

§ 34. Die Einheiten eines Ringes. Die Ringklassen. . . . . . . . . . . . .
§35. Der Modul und die Modulklasse. . . . . . . . . . . . . . . . ...

Zweiter Teil. Der Galoissche Zahlkirper.

10. Die Primideale des Galoisschen Korpers und seiner Unterkérper . . . . . .
§36. Die eindeutige Zerlegung der Ideale des Galoisschen Kérpers in Primideale
§ 37. Die Elemente, die Differente und die Diskriminante des Galoisschen Kérpers
§ 38. Die Unterkorper des Galoisschen Kérpers . . . . . . . . . . . . ..
§39. Der Zerlegungskérper und der Tréagheitskorper eines Primideals . . .
§40. Ein Satz iiber den Zerlegungskérper. . . . . . . . . . .. ... ..
§41. Der Verzweigungskoérper eines Primideals S . . . . . . . . . . . . .
§42. Ein Satz tiber den Triagheitskérper . . . . . . . . . . . . . .. ..
§43. Sitze iiber die Verzweigungsgruppe und den Verzweigungskoérper. . . .
§44. Die iiberstrichenen Verzweigungskérper eines Primideals . . . . . . .
§45. Kurze Zusammenfassung der Sitze iiber die Zerlegung einer rationalen

Primzahl p im Galoisschen Kérper . . . . . . . . . . . . ..

11. Die Differenten und Diskriminanten des Galoisschen Kérpers und seiner Unter-
korper. . . . . . Lo L L e e

§ 46. Die Differenten des Trigheitskirpers und der Verzweigﬁngskﬁrper ..
§47. Die Teiler der Diskriminante des Galoisschen Koérpers . . . . . . . .

12. Die Beziehungen der arithmetischen zu algebraischen Eigenschaften des Galois-
schen Kérpers . . . . . . . . . . . .. ... .o

§ 48. Der relativ-Galoissche, der relativ-Abelsche und der relativ-zyklische Kérper
§49. Diealgebraischen Eigenschaften des Trigheitskorpers und der Verzweigungs-
korper. Die Darstellung der Zahlen des Galoisschen Kérpers durch Wurzeln

im Bereiche des Zerlegungskoérpers. . . . . . . . . . . . . .. ...

§50. Die Dichtigkeit der Primideale ersten Grades und der Zusammenhang
dieser Dichtigkeit mit den algebraischen Eigenschafteneeines Zahlkérpers

13. Die Zusammensetzung der Zahlkérper . . . . . . . . . . . .. ... ..
§ 51. Der aus einem Korper und dessen konjugierten Korpern zusammengesetzte
Galoissche Kérper . . . . . . . . . . . . ... ... ...

§ 52. Die Zusammensetzung zweier Korper, deren Diskriminanten zueinander prim
sind ... L Lo

14. Die Primideale ersten Grades und der Klassenbegriff . . . . . . . . . . .
§ 53. Die Erzeugung der Idealklassen durch Primideale ersten Grades . . .

15. Der relativ-zyklische Kérper vom Primzahlgrade . . . . . . . . . . . . .
§ 54. Die symbolische Potenz. Der Satz von den Zahlen mit der Relativnorm 1

§ 55. Das System von relativen Grundeinheiten und der Nachweis ihrer Existenz

§ 56. Die Existenz einer Einheit in K, welche die Relativnorm 1 besitzt und doch
nicht dem Quotienten zweier relativ-konjugierten Einheiten gleich wird

§ 57. Die ambigen Ideale und die Relativdifferente des relativ-zyklischen Kérpers K

§ 58. Der Fundamentalsatz von den relativ-zyklischen Kérpern mit der Relativ-
differente 1. Die Bezeichnung dieser Korper als Klassenkérper . . . . .

. 138

139
139
140

141

141

142

142
144

144

145
146

. 146

149
149
150

152
154



VIII Inhaltsverzeichnis.

Seite
Dritter Teil. Der quadratische Zahlkorper.

16. Die Zerlegung der Zahlen im quadratischen Koérper . . . . . . . . . . .. 157
§59. Die Basis und die Diskriminante des quadratischen Korpers. . . . . . 157
§60. Die Primideale des quadratischen Kérpers . . . . . . . . . . . ... 158
§61. Das Symbol (%) ......................... 160
§ 62. Die Einheiten des quadratischen Kérpers . . . . . . . . . .. . .. 160
§ 63. Die Aufstellung des Systems der Idealklassen. . . . . . . . . . . .. 161

17. Die Geschlechter im quadratischen Korper und ihre Charakterensysteme . . 161
§64. Das Symbol ( n,wm> ......................... 161
§65. Das Charakterensystem eines Ideals . . . . . . . . . . . . .. ... 166
§ 66. Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff des Geschlechts 167
§67. Der Fundamentalsatz itber die Geschlechter des quadratischen Korpers. 168
§ 68. Ein Hilfssatz iiber diejenigen quadratischen Korper, deren Diskriminanten

nur durch eine einzige Primzahl teilbar sind . . . . . . . . . .. .. 168
§69. Das Reziprozititsgesetz fiir quadratische Reste. Ein Hilfssatz iiber das

symbol (). L ... 169
§70. Beweis der im Fundamentalsatz 100 ausgesprochenen Beziehung zwischen

den simtlichen Charakteren eines Geschlechts . . . . . . . . .. .. 172

18. Die Existenz der Geschlechter im quadratischen Kérper . . . . . . . . . . 173
§71. Der Satz von den Normen der Zahlen eines quadratischen Kérpers . . . 173
§72. Die Klassen des Hauptgeschlechtes . . . . . . . . . . . ... ... 175
§73. Die ambigen Ideale . . . . . . . . . . ... ... ... .. 176
§74. Die ambigen Idealklassen . . . . . . . . . . ... ... .. .. 176
§75. Die durch ambige Ideale bestimmten ambigen Idealklassen . . . . . . 177
§76. Die ambigen Idealklassen, welche kein ambiges Ideal enthalten . . . . 178
§77. Die Anzahl aller ambigen Klassen . . . . . . . . .. . ... ... 179
§78. Der arithmetische Beweis fiir die Existenz der Geschlechter . . . . . 180
§79. Die transzendente Darstellung der Klassenanzahl und eine Anwendung

darauf, daB8 der Grenzwert eines gewissen unendlichen Produktes positiv ist 181
§80. Das Vorhandensein unendlich vieler rationaler Primzahlen, nach denen ge-
gebene Zahlen vorgeschriebene quadratische Restcharaktere erlangen . 182
§ 81. Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen Cha-
rakteren in einem quadratischen Kérper . . . . . . . . . . . . . .. 184
§ 82. Der transzendente Beweis fiir die Existenz der Geschlechter und fiir die
iibrigen in § 71 bis § 77 erlangten Resultate . . . . . . . . . .. .. 186
§83. Die engere Fassung des Aquivalenz- und Klassenbegriffes . . . . . . . 186
§84. Der Fundamentalsatz fiir den neuen Klassen- und Geschlechtsbegriff . 187

19. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen des quadratischen Kérpers . . 188
§85. Das Symbol (%) fiir eine zusammengesetzte Zabl » . . . . . . . . . 188
§86. Der geschlossene Ausdruck fiir die Anzahl der Idealklassen . . . . . . 188
§87. Der Dirichletsche biquadratische Zahlkérper . . . . . . . . . . . .. 191

20. Die Zahlringe und Moduln des quadratischen Kérpers. . . . . . . . . . . 192
§88. Die Zahlringe des quadratischen Kérpers . . . . . . . . . . . . .. 192
§89. Ein Satz von den Modulklassen des quadratischen Korpers. Die binidren

quadratischen Formen . . . . . . . . . . . ... ... ... 192

§ 90.

Die niedere und die héhere Theorie des quadratischen Zahlkérpers . . . 194



Inhaltsverzeichnis. IX

Vierter Teil. Der Kreiskirper.

Seite

21. Die Einheitswurzeln mit Primzahlexponent ! und der durch sie bestimmte Kreis-
kérper. . . . . . ..o e e 195

§ 91. Der Grad des Kreiskorpers der I-ten Einheitswurzeln und die Zerlegung
der Primzahl [ in diesem Kérper . . . . . . . . . . . . . ... .. 195
§ 92. Die Basis und die Diskriminante des Kreiskérpers der I-ten Einheitswurzeln 196

§ 93. Die Zerlegung der von ! verschiedenen rationalen Primzahlen im Kreis-
korper der I-ten Einheitswurzeln . . . . . . . . . .. . ... ... 197

22. Die Einheitswurzeln fiir einen zusammengesetzten Wurzelexponenten m und
der durch sie bestimmte Kreiskérper . . . . . . . . . . . . . . . . .. 198
§ 94. Der Kreiskorper der m-ten Einheitswurzeln . . . . . . . . . . . .. 198

§ 95. Der Grad des Kreiskorpers der /*-ten Einheitswurzeln und die Zerlegung
der Primzahl ! in diesem Kérper . . . . . . . . . . . . ... ... 199

§ 96. Die Basis und die Diskriminante des Kreiskorpers der I*-ten Einheits-
wurzeln . . . .. L L0000 L 200

§ 97. Der Kreiskorper der m-ten Einheitswurzeln. Der Grad, die Diskriminante
und die Primideale dieses Korpers . . . . . . . . . . . . ... .. 200

2ixm

§ 98. Die Einheiten des Kreiskorpers & <e m > . Die Definition der Kreiseinheiten 203
23. Der Kreiskorper in seiner Eigenschaft als Abelscher Kérper . . . . . . . 205
§ 99. Die Gruppe des Kreiskorpers der m-ten Einheitswurzeln . . . . . . . 205

§ 100. Der allgemeine Begriff des Kreiskorpers. Der Fundamentalsatz iiber die
Abelschen Korper . . . . . . . . . . . .. ... 206
§101. Ein allgemeiner Hilfssatz iiber zyklische Kérper . . . . . . . . . . . 207

§102. Von gewissen Primzahlen in der Diskriminante eines zyklischen Kérpers
vom Grade *. . . . . . . . .. ..o 208

§103. Der zyklische Korper vom Grade u, dessen Diskriminante nur « enthilt,

und die zyklischen Kérper vom Grade u* und 2%, in denen U; bzw. II,
als Unterkérper enthalten ist. . . . . . . . . . . . .. ... ... 212
§104. Beweis des Fundamentalsatzes iiber Abelsche Korper . . . . . . . . 215
24. Die Wurzelzahlen des Kreiskérpers der /-ten Einheitswurzeln . . . . . . . 216
§105. Die Definition und Existenz der Normalbasis . . . . . . . . . . .. 216

§106. Der Abelsche Korper vom Primzahlgrade ! und von der Diskriminante p'~1 .
Die Wurzelzahlen dieses Korpers . . . . . . . . . . . . ... ... 218
§107. Die charakteristischen Eigenschaften der Wurzelzahlen . . . . . . . . 218

§108. Die Zerlegung der l-ten Potenz einer Wurzelzahl im Korper der I-ten
Einheitswurzeln . . . . . . . . . ... ..o L L. 222

§109. Eine Aquivalenz fiir die Primideale ersten Grades des Korpers der I-ten
Einheitswurzeln. . . . . . . . . ... ... L0000, 223
§ 110. Die Konstruktion siamtlicher Normalbasen und Wurzelzahlen . . . . . 224
§ 111. Die Lagrangesche Normalbasis und die Lagrangesche Wurzelzahl . . . 225
§ 112. Die charakteristischen Eigenschaften der Lagrangeschen Wurzelzahl . . 225

25. Das Reziprozitatsgesetz fiir I-te Potenzreste zwischen einer rationalen Zahl und
einer Zahl des Koérpers der I-ten Einheitswurzeln . . . . . . . . . . . . 228
§113. Der Potenzcharakter einer Zahl und das Symbol {%} ........ 228

§114. Ein Hilfssatz tiber den Potenzcharakter der /-ten Potenz der Lagrange-

schen Wurzelzahl



X Inhaltsverzeichnis.

Seite

§ 115. Beweis des Reziprozititsgesetzes im Korper k({) zwischen einer rationalen
und einer beliebigen Zahl . . . . . . . . . . . .. ... .. ... 230

26. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen im Kreiskérper der m-ten Ein-
heitswurzeln . . . . . . .. .. Lo 234

a

§116. Das Symbol [z Joo L. 23

§117. Die Ausdriicke fur die Klassenanzahl im Kreiskdrper der m-ten Einheits-
wurzeln . . . . L L. oL 235

§118. Die Ableitung der aufgestellten Ausdriicke fiir die Klassenanzahl des

2izx;
Kreiskorpers k <e m ) ....................... 238
§119. Das Vorhandensein von unendlich vielen rationalen Primzahlen, welche
nach einer gegebenen Zahl einen vorgeschriebenen, zu ihr primen Rest

lassen . . . . . . .. L. Lo Lo 240
§120. Die Darstellung sémtlicher Einheiten des Kreiskérpers durch die Kreis-
einheiten . . . . . . . .. ... ... L. . 242

27. Anwendungen der Theorie des Kreiskérpers auf den quadratischen Korper . 243
§ 121. Die Erzeugung der Einheiten des reellen quadratischen Kérpers aus Kreis-

einheiten. . . . . . .. .. ... oL L 243
§122. Das Reziprozititsgesetz filr quadratische Reste. . . . . . . . . . . . 243
§123. Der imaginire quadratische Kérper mit einer Primzahldiskriminante . 245
§124. Die Bestimmung des Vorzeichens der GauBschen Summe. . . . . . . 246

Fiinfter Teil. Der Kummersche Zahlkirper.

28. Die Zerlegung der Zahlen des Kreiskorpers im Kummerschen Korper . . . 249
§125. Die Definition des Kummerschen Koérpers. . . . . . . . . . . . .. 249
§126. Die Relativdiskriminante des Kummerschen Kérpers . . . . . . . . 250
§127. Das Symbol { f;} ........................ 253
§128. Die Primideale des Kummerschen Kérpers. . . . . .. . ... ... 254

29. Die Normenreste und Normennichtreste des Kummerschen Kdrpers . . . . 257
§129. Die Definition der Normenreste und Normennichtreste . . . . . . . . 257
§130. Der Satz von der Anzahl der Normenreste. Die Verzweigungsideale . 257
§131. Das Symbol {”nf‘} o e 264

§ 132. Einige Hilfssatze iber das Symbol {v[i} und iitber Normenreste nach
dem Primideal { . . . . . . . . . . ... 267

§133. Das Symbol {%f} zur Uﬁterscheidung zwischen Normenresten und

Normennichtresten . . . . . . . .. . .. ... C e 272
30. Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen Potenz-
charakteren im Kummerschen Kérper . . . . . . . . . . . . .. ... 275

§134. Der Grenzwert eines gewissen unendlichen Produktes ........ 275
§135. Primideale des Kreiskorpers k() mit vorgeschriebenen Potenzcharakteren 276

31. Der regulire Kreiskérper . . . . . . . . . . . .. .. ..o 0. 278
§ 136. Die Definition des reguliren Kreiskorpers, der reguliren Primzahl und
des reguliren Kummerschen Korpers . . . . . . . . . . .. .. .. 278



§137.

Inhaltsverzeichnis. XI

Seite
Ein Hilfssatz iiber die Teilbarkeit des ersten Faktors der Klassenanzahl
247
von k (e ! > durch £ . . . . . . . . . ... s 279

Ein Hilfssatz iiber die Einheiten des Kreiskérpers & <e L ) fiir den Fall,

§138.
daf3 7 in den Zihlern der ersten l;—% Bernoullischen Zahlen nicht aufgeht 281
§139. Ein Kriterium fiir die reguliren Primzanlen. . . . . . . . . . . . . 283
§ 140. Ein besonderes System von unabhingigen Einheiten im reguliren Kreis-
kérper . . 7. . L L e e e e e 286
§141. Eine charakteristische Eigenschaft fiir die Einheiten eines reguliren
Kreiskorpers . . . . . . . . . ..o 287
§ 142. Der Begriff der priméiren Zahl im reguliren Kreiskorper . . . . . . . 288
32. Die ambigen Idealklassen und die Geschlechter im reguliren Kummerschen
Korper. . . . . . . ..o e 289
§ 143. Der Begriff der Einheitenschar im reguliren Kreiskorper . . . . . . . 289
§ 144. Die ambigen Ideale und die ambigen Idealklassen eines reguliren’ Kum-
merschen Korpers. . . . . . . . . . . . .. ..o 291
§ 145. Der Begriff der Klassenschar im reguliren Kummerschen Korper . . . 292
§ 146. Zwei allgemeine Hilfssétze iiber die relativen Grundeinheiten eines relativ-
zyklischen Kérpers von ungeradem Primzablgrade . . . . . . . . . . 292
§147. Die durch amhige Ideale bestimmten Idealklassen . . . . . . . . . . 294
§ 148. Die simtlichen ambigen Idealklassen . . . . . . . . . . . . .. .. 302
§ 149. Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im reguliren Kummer-
schen Kérper. . . . . . . . . . . ... Lo 305
§ 150. Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff des Geschlechtes 307
§151. Obere Grenze fiir den Grad der aus simtlichen ambigen Klassen beste-
henden Klassenschar. . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 308
§152. Die Komplexe des reguliren Kummerschen Korpers . . . . . . . . . 309
§153. Obere Grenze fiir die Anzahl der Geschlechter in einem regulidren Kummer-
schen Korper . . . . . . . . . . . ... oo 310
33. Das Reziprozititsgesetz fiir [-te Potenzreste im reguliren Kreiskérper . . . . 312
§ 1564. Das Reziprozititsgesetz fiir I-te Potenzreste und die Erginzungssitze . 312
§ 155. Die Primideale erster und zweiter Art im reguliren Kreiskorper . . . 313
§ 156. Hilfssitze iiber Primideale erster Art im reguldren Kreiskérper . . . . 316
§157. Ein besonderer Fall des Reziprozititsgesetzes fur zwei Primideale . . 319
§158. Das Vorhandensein gewisser Hilfsprimideale, fiir welche das Rezipro-
zitdtsgesetz gilt . . . . . . . ... L0000 oo 321
§159. Beweis des ersten Erginzungssatzes zum Reziprozititsgesetz . . . . . 323
§160. Beweis des Reziprozititsgesetzes zwischen zwei beliebigen Primidealen 324
§ 161. Beweis des zweiten Erginzungssatzes zum Reziprozititsgesetz . . . . . 326
34. Die Anzahl der vorhandenen Geschlechter im reguliren Kummerschen Korper 328
§162. Ein Satz itber das Symbol {%} ................. 328
§163. Der Fundamentalsatz iiber die Geschlechter eines reguliren Kummerschen
Korpers . . . . . . . ..o e e e e e 329
§164. Die Klassen des Hauptgeschlechtes in einem reguliren” Kummerschen
Koérper. . . . . . . . e 331
§165. Der Satz von den Relativnormen der Zahlen eines reguliren Kummer-

schen Korpers . . . . . . . . . . . ... 332



XII

Inhaltsverzeichnis.

Seite

35. Neue Begriindung der Theorie des reguliren Kummerschen Kérpers . . . . . 335

§ 166.

§ 167.

§168.

§169.

Die wesentlichen Eigenschaften der Einheiten des reguliren Kreiskorpers 335
Beweis einer Eigenschaft fiir die Primérzahlen von Primidealen der
zweiten Art . . . . . L L L L Lo 337

Beweis des Reziprozititsgesetzes fiir die Fille, dal eines der beiden
Primideale von der zweiten Art ist. . . . . . . . . . . ... ... 340

N . (v, u , .
Ein Hilfssatz iiber das Produkt ]] o [’ worin v alle von [ verschie-

denen Primideale durchliuft

.................... 343
§170. Das Symbol {», u} und das Reziprozititsgesetz zwischen zwei beliebigen
Primidealen. . . . . . . . . . .. Lo Lo 346
§ 171. Ubereinstimmung des Symbols {», u} mit dem Symbol {Elﬁ} R~ Y
36. Die Diophantische Gleichung o™ 4 ™ +y™m =0 . . . . . . . . . . . .. 349
§172. Die Unmdglichkeit der Diophantischen Gleichung a! 4 ! + p == 0 fiir
regulire Primzahlexponenten 7. . . . . . . . . . . .. ... L. 349
§173. Weitere Untersuchungen iitber die Unmoglichkeit der Diophantischen
Gleichung o™ + ™+ 9y™m =0 . . . . . . . . . . o e 354
Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . . . ... 0oL 356
Verzeichnis der Sitze und Hilfsséitze., . . . . . . . . . . . . .. . .. .. 362
8. Uber die Theorie der relativquadratischen Zahlkérper. . . . . . . . . . 364
[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 6, S. 88—94 (1899).]
9. Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers . . . . . . . . . 370
[Mathem. Annalen Bd. 51, S.1—127 (1899).]
Einleitung . . . . . . . . . oo e e e e 370
1. Allgemeine Definitionen und vorbereitende Sdtze . . . . . . . . . . . . . .. 371
§ 1. Quadratische Reste und Nichtreste im Grundkdérper k und das Symbol (—%—) 371
§ 2. Die Begriffe Relativnorm, Relativdifferente und Relativdiskriminante . 372
§ 3. Das ambige Ideal . . . . . . . . . . ... 0000 374
§ 4. Die Primfaktoren der Relativdiskriminante . . . . . . . . . . . . . . 374
§ 5. Die Zerlegung der Primideale des Grundkérpers k im relativquadratischen
Korper K . . . . .« . v 0 v v i e e e e e e e e e e e e e e 376
§ 6. Das Symbol <'Z) ......................... 379
§ 7. Normenreste und Normennichtreste des Korpers K und das Symbol (%) 380
§ 8. Eigenschaften des Symbols <%)ﬂ> .................. 380
§ 9. Die allgemeinen Grundformeln fir das Symbol (%#) ......... 385
§10. Die Anzahl der Normenreste nach einem nicht in 2 aufgehenden Primideal 388
§11. Die Einheitenverbinde des Kérpersk . . . . . . . . . . . . . . .. 388
§12. Die Komplexe des relativquadratischen Korpers X' . . . . . . . . . .. 389
. §13. Primideale des Kérpers k mit vorgeschriebenen quadratischen Charakteren 390
IT. Die

Theorie der relativquadratischen Kérper fiir einen Grundkirper mit lauter

imaginiren Konjugierten wnd von ungerader Klassenanzahl . . . . . . . . 393
§ 14. Dierelativen Grundeinheitendes Korpers K . . . . . . . . . . . . . . 393
§15. Die Anzahl der aus ambigen Idealen entspringenden ambigen Komplexe in K 397



Inhaltsverzeichnis. XIII

Seite
§16. Die Anzahl aller ambigen Komplexe in X . . . . . . . . . . .. .. 403
§17. Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im Kérper K . . 406
§18. Der Begriff des Geschlechtes . . . . . . . . . ... ... ..... 408
§19. Obere Grenze fir die Anzahl der Geschlechter in K. . . . . . . . . . 409
§20. Das primire Primideal p und das Symbol (%) ............ 412
§21. Ein System von 722 nichtpriméren Primidealen des Korpers & . . . . 412
. . . 0 1
§ 22. Die unendliche Reihe %;(—p—) WO e 416
§23. Eine Eigenschaft primérer Primideale . . . . . . . . . . . ... .. 423
§ 24. Zwei besondere Fille des Reziprozititsgesetzes fiir quadratische Reste im
Korperk . . . . . . . . o oo oo 427
TN o . L
§ 25. Das Produkt ]] <—r5—> fiir ein zu 2 primes » und bei gewissen Annahmen
(0)
dber . . L .o e e e e e e e e 428
§26. Das primiére Ideal und seine Eigenschaften . . . . . . . . . . . .. 434
§ 27. Beispiele fir die Satze 32, 33,38, 39 . . . . . ... .. ... ... 436
4
§ 28. Das Produkt H (v;ny> fiir ein beliebiges » und bei gewissen Annahmen
(1v)
dber . . . L L e e e e e e e e e e e e e 445
§29. Der Fundamentalsatz iiber die Anzahl der Geschlechter in einem relativ-
quadratischen Kérper. . . . . . . . . . ... ... ... ... 446
§ 30. Ein gewisses System von % +z zu 2 primen Primidealen des Korpers kb 447
§31. Eine Eigenschaft gewisser besonderer Ideale des Korpers & . . . . . 451
§ 32. Das Symbol ( KLI‘Z) fir irgendwelche zu 2 primen Zahlen », 0 . . . . . 453
§33. Die Ubereinstimmung der beiden Symbole (#) und <ffi'li) fir irgend-
welche zu 2 prime Zahlen v, . . . . . . . ... ... L., 454
§ 34. Die Eigenschaften des Symbols <1¥> fiir irgendwelche zu 2 prime ganze
Zahlen v, . . . . . L e e e e e e e e e e 464
§35. Das Produkt ]] <vl,: ) fiir irgendwelche zu 2 prime Zahlen v, u . . . . 465
(o)
§36. Der erste Ergéinzungssatz und das allgemeine Reziprozititsgesetz fiir
quadratische Reste . . . . . . . . ... ... .......... 466
§37. Das Symbol (R{Iﬁ) fiir beliebige ganze Zahlen v, . . . . . . . . .. 467
§ 38. Die Ubereinstimmung der beiden Symbole (%) und (3’#) fiir beliebige
ganze Zahlen v, 0 . . . . . . . .. ..o 467
§39. Das Produkt ]I (v;: ) fiir beliebige ganze Zahlen w0 . . . . . . . . 473
()
§40. Die Anzahl der Normenreste nach einem in 2 aufgehenden Primideal . . 474
§41. Beweis des Fundamentalsatzes iiber die Geschlechter in einem beliebigen
relativquadratischen Kérper. . . . . . . . . . . . .. ... .. .. 476
§42. Die Klassen des Hauptgeschlechtes . . . . . . . . . . .. .. ... 478



X1V Inhaltsverzeichnis.

Seite

§43. Der Satz von den Relativhormen eines relativquadratischen Kérpers. . 479
§44. Die ternire quadratische Diophantische Gleichung im Kérper & . . . 481
Verzeichnis der Sitze und Defipitionen . . . . . . . . . . ... .. 482

10. Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper . . . . . . . . . . 483

[Acta Mathematica Bd. 26, S.99—132 (1902) und Nachrichten der Gesell-
schaft der Wissenschaften zu Gottingen S. 370—399 (1898).]

11. Beweis fiir die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl
n-ter Potenzen (Waringsches Problem) . . . . . . . . . . ... ... 510
Dem Andenken an HerMANN MINKOWSKI gewidmet

[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen S.17—36
(1909) und Mathem. Annalen Bd. 67, S.281—300 (1909).]

Zu Hilberts algebraisch-zahlentheoretischen Arbeiten. Von Hermur Hasse 528

Verzeichnis der Begriffsnamen . . . . . . . . . . . . . ... ... 536



1. Uber die Transzendenz der Zahlen ¢ und .

[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen S.113—116 (1893).
Mathem. Annalen Bd. 43, S. 216219 (1893).]

Man nehme an, die Zahl e geniige der Gleichung n-ten Grades
a+ae+a,et+.--4a,e"=0,

deren Koeffizienten a, a,, .. ., @, ganze rationale Zahlen sind.
Wird die linke Seite dieser Gleichung mit dem Integral

j'oz fzf’[(z —1)(E—2)--(z—n)]e*e*dz
0

0

multipliziert, wo o eine ganze positive Zahl bedeutet, so entsteht der Aus-
druck

af—f—alef—l-aze?f—{—---—i—a,,e"f
0 0 0 0

und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden Aus-
driicke:

Plz——a(.)f—{—aleif—[—%e?zf)—}—--~+ane”f,
n

n

1 2
P,= alef+a2e2f+---+ane"f.
0 0 0
Die Formel
fzee—zdz =p!
0

zeigt, daB das Integral j'o eine ganze rationale durch g! teilbare Zahl ist und
ebenso leicht folgt, W(énn man bezﬁglich die Substitutionen z=z'-1,
2=2'-+2,..., 2=2'-+n anwendet, dal ef 2f L., e foganze rationale
durch (g 1)! teilbare Zahlen sind. Daher 1st auch P, eine durch o! teilbare

ganze Zahl, und zwar gilt, wie man sieht, nach dem Modul g 4- 1 die Kongruenz

— = a(n!)ett, (e +1). 1)

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 1
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Uber die Transzendenz der Zahlen e und .

Andrerseits ist, wenn mit K beziiglich & die absolut groften Werte be-
zeichnet werden, welche die Funktionen

zlz—1)(z—2) - (z—m)
beziiglich
z—D(E—2)- - (z—n)e?

in dem Intervalle 2=0 bis z2==n annehmen;:
1 2 n
|[|<kEKe, |[|<2kEKe,..., |[|<nkEKe
0 0 0

und hieraus folgt, wenn zur Abkiirzung
w={lae|+2|aye|+---+nlae |}k
gesetzt wird, die Ungleichung
| Py| < % K°. (2)
Nun bestimme man eine ganze positive Zahl g, welche erstens durch die
ganze Zahl g - n! teilbar ist und fiir welche zweitens » %!—e < 1 wird. Esist dann

1

—g‘— infolge der Kongruenz (1) eine nicht durch g1 teilbare und daher not-

wendig von O verschiedene ganze Zahl, und da iiberdies %‘1 infolge der Un-

gleichung (2) absolut genommen kleiner als 1 wird, so ist die Gleichung
P p
i
unmaglich.
Man nehme an, es sei zr eine algebraische Zahl und es geniige die Zahl
a; =17 einer Gleichung n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten. Be-

zeichnen wir dann mit a,, ..., «, die iibrigen Wurzeln dieser Gleichung, so
muB, da 1--¢* den Wert 0 hat, auch der Ausdruck

Qt+e)(I+es).(1+en)=1+e+ e+ +ofy
den Wert 0 haben und hierin sind, wie man leicht sieht, die N Exponenten
Bis ..., By die Wurzeln einer Gleichung N-ten Grades mit ganzzahligen
Koeffizienten. Sind iiberdies etwa die M Exponenten f§,, ..., f,, von 0 ver-
schieden, wihrend die iibrigen verschwinden, so sind diese M Exponenten
Bis . .., By die Wurzeln einer Gleichung M-ten Grades von der Gestalt
fR)=bM+b2M ...+ by=0,
deren Koeffizienten ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und in welcher ins-
besondere der letzte Koeffizient b,, von 0 verschieden ist. Der obige Ausdruck
erhilt dann die Gestalt
a+eﬁ1+eﬁ2+. . .+eﬂM’

wo a eine ganze positive Zahl ist.



Uber die Transzendenz der Zahlen e und 7. 3

Man multipliziere diesen Ausdruck mit dem Integral

[o9]

[=frgene e,

0

wo ¢ wiederum eine ganze positive Zahl bedeutet und wo zur Abkiirzung
g(2) =bMf(2) gesetzt ist; dann ergibt sich

af+eﬂ1f+eﬂzf_|_...+eﬂuf
0 0 0 0

und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden Aus-
driicke:

Pl-_—af_;_ 6’3‘}?—!— eﬁ'zj'o_i_. . .+eﬂyj9,
0 I3 B2 Bu

b1 B Bu
P,= A e[+ fofuf,
0 0 0

wo allgemein das Integral j‘o in der komplexen z-Ebene vom Punkte z==§;
B
lings einer zur Achse der reellen Zahlen parallelen Geraden bis zu z=-
Bi
hin und das [ vom Punkte z=0 lings der geraden Verbindungslinie bis zum
0

Punkte z=p; hin zu erstrecken ist.

Das Integral [ ist wieder gleich einer ganzen rationalen durch ! teil-
d

baren Zahl, und zwar gilt, wie man sieht, nach dem Modul ¢+ 1 die Kon-
gruenz

1
o ) =, @+1).
0
Mittels der Substitution z=2"+ §, und wegen ¢(B,) =0 ergibt sich ferner

(o]

M =JE+ B g (¢ + Bl A= e+ 1! (),

0

wo G'(f;) eine ganze ganzzahlige Funktion von f; bedeutet, deren Grad in g;
unterhalb der Zahl o M + M bleibt und deren Koeffizienten sémtlich durch
beMFM toilbar sind. Da B, . . ., By, die Wurzeln der ganzzahligen Gleichung
{(z) =0 sind und mithin durch Multiplikation mit dem ersten Koeffizienten b
zu ganzen algebraischen Zahlen werden, so ist

G(B)+ G(Bo)+ - -+ G (Bu)

notwendig eine ganze rationale Zahl. Hieraus folgt, daB der Ausdruck P,
gleich einer ganzen rationalen durch p! teilbaren Zahl wird, und zwar gilt
1*
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nach dem Modul 9+1 die Kongruenz
P 0
Deabroygn, @41, @)

Andrerseits ist, wenn mit K beziiglich £ die groBten absoluten Betrige
bezeichnet werden, welche die Funktionen zg(z) beziiglich g(z)e * auf den
geradlinigen Integrationsstrecken zwischen z=0 bis z==f; annehmen:

Bi
[Jl<1gpEe (=1,2,..., M)

und hieraus folgt, wenn zur Abkiirzung
= {|Bre |+ Bl + - - -+ | Buc’u |}k
gesetzt wird, die Ungleichung
| Py| < % Ke. (4)
Nun bestimme man eine ganze positive Zahl p, welche erstens durch
abby, teilbar ist und fiir welche zweitens ~QK— < 1 wird. Es ist dann % infolge
der Kongruenz (3) eine nicht durch g¢+1 teilbare und daher notwendig von
0 verschiedene ganze Zahl, und da iiberdies i' infolge der Ungleichung (4),
Q-
absolut genommen, kleiner als 1 wird, so ist die Gleichung
P P
Bk
unmdoglich.
Es ist leicht zu erkennen wie auf dem eingeschlagenen Wege ebenso

einfach auch der allgemeinste LinpEMaNNsche Satz iiber die Exponential-
funktion sich beweisen la0t.

Konigsberg i. Pr., den 5. Januar 1893.



2. Zwei neue Beweise fiir die Zerlegbarkeit der Zahlen
eines Korpers in Primideale.

[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 3, S. 59 (1894).]

Die Grundlage fiir die Theorie der algebraischen Zahlen bildet der von
Depexrinp und KRONECKER zuerst allgemein ausgesprochene und bewiesene
Satz, da jedes Ideal eines Zahlkorpers auf eine und nur auf eine Weise in
Primideale zerlegt werden kann. Der KrRonECKERsche Beweis bedient sich der
Methode der unbestimmten Koeffizienten und ferner des Prinzips, den Satz
zunichst fiir einen Garorsschen Kérper zu entwickeln, wéhrend der DepE-
KINDsche Beweis diese beiden Hilfsmittel nicht verwendet. Durch eine Ab-
dnderung in der Reihenfolge der Schliisse 148t sich der KronEckERsche
Beweis so fithren, dafl das letztgenannte Prinzip dabei vermieden wird und
mithin der so entstehende Beweis lediglich mit dem Hilfsmittel der un-
bestimmten Koeffizienten auskommt. Der Vortragende legt einen zweiten
neuen Beweis des Satzes dar, welcher im Gegensatz zu dem eben charakteri-
sierten Beweis wesentlich das Prinzip der Zugrundelegung eines Gavrorsschen
Kérpers benutzt und welcher aus mannigfachen, vornehmlich bei der Weiter-
entwicklung der Theorie der Korper hervortretenden Griinden den Vorzug
vor den fritheren Beweisen zu verdienen scheint.



3. Uber die Zerlegung der Ideale eines Zahlkorpers
in Primideale.

[Mathem. Annalen Bd. 44, S. 1—8 (1894).]

Die Grundlage fiir die Theorie der algebraischen Zahlen bildet der Satz,
daB jedes Ideal eines Zahlkorpers auf eine und nur auf eine Weise in Prim-
ideale zerlegt werden kann. Dieser Satz ist zuerst von R. DEprrmp! all-
gemein ausgesprochen und bewiesen worden. Einen zweiten, wesentlich hier-
von verschiedenen Beweis gab L. Kronecker®. Die vorliegende Abhandlung
enthilt einen neuen Beweis® dieses Satzes.

Es sei ein beliebiger Zahlkorper vom n-ten Grade vorgelegt; dann stelle
ich folgende Definitionen auf:

Ein unendliches System von ganzen algebraischen Zahlen oy, ay, ... des
Kérpers, welches die Eigenschaft besitzt, dafl eine jede lineare Kombination
%0y - %0 + . .. derselben wiederum dem Systeme angehért, heiit ein
Idealj des Kérpers; dabei bedeuten x,,x,, ... beliebige ganze algebraische
Zahlen des Korpers. Sind o, ..., a, solche m Zahlen des Idealsj, durch
deren lineare Kombination unter Benutzung ganzer algebraischer Koeffizienten
alle Zahlen des Ideals erhalten werden konnen, so setze ich kurz

1= oy +ves 0y -
Wie leicht gezeigt werden kann, gibt es im Ideal j stets » Zahlen of, . . ., o)
von der Art, daB eine jede Zahl des Ideals gleich einer linearen Kombination
derselben von der Gestalt ko0 - - « +kyol ist, wok,y, . . ., k, ganze rationale
Zahlen sind. Die Zahlen o, . . ., «) heiBlen eine Basis des Idealsj.

Ein Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt 7 enthilt,
wo x jede beliebige ganze Zahl des Korpers darstellt, heift ein Hauptideal
und wird mit () oder auch kurz mit % bezeichnet.

Eine jede Zahl « des Ideals j=(xy, ..., ®,) heiBt kongruent O nach dem
Ideal j oder in Zeichen:

a=0, (j).

1 Vorlesungen iiber Zahlentheorie von DiricHLET. Supplement XI.

2 Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GroBen. Journ. fir
Math., Bd. 92 (1882).

3 Den Gedankengang dieses Beweises habe ich in der Versammlung der deutschen
Mathematiker-Vereinigung Miinchen 1893 vorgetragen. (Siehe dieser Bd., Abhandlung 2.)
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Wenn alle Zahlen eines Ideals ¥ kongruent 0 nach j sind, so heifit das Ideal f
kongruent 0 nach i oder in Zeichen
=0, ().

Offenbar ist jedes Ideal j kongruent 0 nach dem Ideal 1 und nach dem Ideal j
selbst.

Ein von 1 verschiedenes Ideal p, welches nach keinem anderen Ideal
auBler nach 1 und nach sich selbst =0 ist, heit Primideal.

Wenn man jede Zahl eines Ideals j=(a, ..., a,) mit jeder Zahl eines
zweiten Ideals®=(f,, ..., ;) multipliziert und die so erhaltenen Zahlen
linear mittels beliebiger ganzer algebraischer Koeffizienten kombiniert, so

wird das so entstehende neue Ideal das Produkt jener beiden Ideale genannt,
d. h. in Zeichen

it= (“1ﬂ1;-~-, U Brs - o w1 fis s 2uBi)-

Ein Ideal ¢ heilt durch das Ideal j teslbar, wenn ein Ideal f existiert, derart,
daB v =jf ist. Ist v durch j teilbar, so ist t==0 nach dem Ideal j.

1. Ein Ideal  kann nur nach einer endlichen Anzahl von Idealen=0 sein.

Zum Beweise bilde man die Norm a einer beliebigen Zahl o des Ideals j;
ist dann etwa f ein Ideal, nach welchem j=0 ist, so muf} offenbar auch a=0
nach f sein. Die n Basiszahlen von f seien von der Gestalt

kyyoy + kysop + -+ k0,

knlwl + knzwz EERE knnwn ’
Wo®,,...,0, eine Basis der ganzen Zahlen des Korpers und wo k, ,, Eigse-sknn
ganze rationale Zahlen sind. Bedeuten &}, ,, . . ., &}, beziiglich die kleinsten
positiven Reste der Zahlen %,,, %5, - - ., &, , nach dem Modul g, so wird

t= (ko1 + -+ kg, .. kot e+l p0,)
= (kilwl +---+ k’lnwn7 sy k;zlwl 4+t k;mwn’ a)’

und diese Darstellung des Ideals f 1a8t unmittelbar die Richtigkeit der Be-
hauptung erkennen.

2. Ein jedes von 1 verschiedene Idealj ist =0 nach mindestens einem
Primideal p.

Denn falls j nicht schon selbst ein Primideal ist, so gibt es ein von j und
von 1 verschiedenes Ideal j;, nach welchem j=0 ist. Es sei ferner j, ein von 1
und von j, verschiedenes Ideal, nach welchem j;=0 ist; j; ein von j, und 1
verschiedenes Ideal, nach welchem j,=0 ist usw. In der Reihe i}, j;, {5, i3, - -
ist jedes Ideal=0 nach allen folgenden Idealen. Uberdies sind simtliche
Ideale dieser Reihe untereinander verschieden. Denn die Annahme j,=j,,
r>s hitte j,= 0 nach j, und mithin auch nach j,_, zur Folge; da jedoch
auch j,_,= 0 nach j, ist, so wire notwendigj, ;= j, und dieser Umstand wider-
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spricht der Voraussetzung. Nach Satz 1 bricht die Reihe dieser Ideale {, j;, .,
jg> - . . ab. Das letzte Ideal ist ein Primideal.

Der eben bewiesene Satz kann auch wie folgt ausgesprochen werden.

Wenn ein Ideal nach keinem Primideal = 0 ist, so ist es das Ideal 1.

3. Wenn das Produkt jf zweier Ideale j und f = 0 ist nach einem Prim-
ideal p, so ist entweder j== 0 oder f=0 nach dem Primideal p.

Ist etwa j nicht =0 nach p, so bestimme man eine Zahl « des Idealsj,
welche nicht =0 nach p ist. Ferner bilde man aus p =(n,, ..., n,) durch
Hinzufiigung der Zahl o das Ideal (7, ..., x,, «). Dieses Ideal ist offenbar
weder nach p noch nach irgendeinem anderen Primideal =0 und folglich
nach Satz 2 gleich dem Ideal 1, d. h.

l=xa+%m+-- -+ nm,
WO %, %y, ..., %, geeignet gewihlte ganze algebraische Zahlen des Koérpers
sind. Die erhaltene Gleichung lautet als Kongruenz geschrieben: 1= xa
nach dem Primideal . Bezeichnet nun 8 irgendeine Zahl des Ideals f, so ist
nach Voraussetzung af=0 nach p. Und hieraus folgt nach Multiplikation
mit » die Kongruenz =0 nach dem Primideal p.

4. Wenn ein Ideal =0 nach einem Hauptideal () ist, so ist | durch ()
teilbar. Aus nj=nf folgt notwendig j=*.

In der Tat, da alle Zahlen des Ideals j=(ey, ..., a,) durch die Zahl#
teilbar sind, so kann man «,=5p;, ..., 0, =np, setzen und hat dann
i=")(B1s- - -» Bm). Ist ferner #j=0 nach #¥f, so folgt nach Division durch
die Zahl#, dal j =0 nach ¥ ist. Da wegen #f=0 nach %j in gleicher Weise
auch f = 0 nach j ist, so folgt notwendig j=£§.

5. In einem jeden Primideal p gibt es stets eine rationale Primzahl p von
der Art, daB eine jede andere ganze rationale Zahl des Idealsp diese Prim-
zahl p als Faktor enthilt.

Zum Beweise nehme man die Norm a einer Zahl von p und zerlege a in
seine rationalen Primfaktoren. FaBt man diese als Hauptideale auf, so ist
nach Satz 3 einer derselben etwa p==0 nach dem Primideal p. G&be es nun
in p noch eine ganze rationale Zahl b, welche nicht durch p teilbar wire, so
bestimme man zwei ganze rationale Zahlen r und s derart, dal 1=rp-sb
ist; hieraus wiirde 1=0 nach p folgen, was nicht mdglich ist.

Nunmehr nehmen wir zunéchst an, daf der vorgelegte Zahlkdrper ein
Galoisscher! Kérper sei; dann wird aus jedem Ideal des Korpers jedenfalls
wieder ein Ideal des niimlichen Kérpers entstehen, wenn wir in jenem Ideal

1 Auch KroNECKER beweist den Satz von der Zerlegung in Primideale zuerst fiir einen
Galoisschen Korper; doch ist es bemerkenswert, daf fir die Kroneckersche SchluB-
weise dieser Gedanke keineswegs wesentlich ist. Vielmehr liBt sich das Kroneckersche
Beweisverfahren durch eine geringfiigige Abinderung in der Reihenfolge der Schliisse
unmittelbar auf beliebige Kérper anwenden. Der so abgeinderte Kroneckersche Beweis
kommt somit lediglich mit dem Hilfsmittel der unbestimmten Koeffizienten aus.
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statt einer jeden Zahl eine konjugierte Zahl einsetzen. Sind insbesondere alle
aus einem vorgelegten Ideal a auf diese Weise entstehenden n—1 konjugierten
Ideale mit dem vorgelegten Ideal a identisch, so nenne ich das Ideal q ein
ambiges Ideal. Dieser Begriff des ambigen Ideals ist ein wesentliches Hilfs-
mittel meines Beweises. Von einem ambigen Ideal gilt der Satz:

L. Wenn ein ambiges Ideal a=0 nach einem Primidealp ist, so sind alle
1

Zahlen von a durch p" teilbar, wo p die zu p gehorige Primzahl bedeutet.

In der Tat, wenn « eine Zahl des Ideals a ist, so gehoren auch die zu o
konjugierten Zahlen dem Ideal a an; dieselben sind folglich simtlich =0
nach dem Primideal p. Nun sei

ot + alan—1+ G/ZOC"_Z-F cveita, = 0
die Gleichung n-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffizienten a,, a,, . . ., a,,

welcher die Zahl « gentigt. Diese Koeffizienten sind als homogene Funktionen
der Wurzeln der Gleichung ebenfalls =0 nach dem Primideal p und mithin

nach Satz 5 durch p teilbar. Die Zahl §= il geniigt der Gleichung

n

p
n 4 % n—1 s % n-—2 an
frepr pritp 2 =0

und da die Koeffizienten dieser Gleichung simtlich ganze algebraische Zahlen
sind, so ist auch f eine ganze algebraische Zahl.

Ferner 148t sich fiir ein ambiges Ideal leicht die Richtigkeit des folgenden
Satzes erkennen:

IT. Wenn ein ambiges Ideal a==0 nach einem Primideal p 1ist, so gibt es
immer eine rationale Zahl r von der Art, daf3 die Zahlen des Ideals a durch p”,
aber nicht samtlich durch eine hohere ganze oder gebrochene Potenz von p teilbar
sind.

Zum Beweise wihle man eine beliebige Zahl o des Ideals a; dieselbe ge-
niige der Gleichung n-ten Grades

a® + a0 14 g2+ - - -4 a,=0,

wo allgemein a, eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche durch die ganze
Potenz p%, aber durch keine héhere Potenz von p teilbar ist. Die kleinste

der Zahlen %, %, ce % werde 7, genannt. In allen anderen Zahlen o,
', ... des Ideals ¢ denke man sich in gleicher Weise die zugehorigen rationa-
len Zahlen r,, 7., ... bestimmt. Da die Nenner dieser rationalen Zahlen

die Zahl » nicht iibersteigen, so gibt es unter ihnen notwendig eine kleinste
Zahl; 1st etwa r, diese kleinste Zahl, dann erfiillt die Zahl r=r, die Bedin-
gungen des Satzes. Denn erstens sind offenbar sémtliche Zahlen des Ideals a
durch p™@ teilbar. Zweitens nehmen wir an, es wiren simtliche Zahlen des
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Ideals a durch p?® teilbar, wo R eine rationale Zahl bedeutet; es miiBten dann
auch die Zahl « und die zu « konjugierten Zahlen durch p? teilbar sein, und
dann wiren die Koeffizienten a;, a,, . . ., a,, der obigen Gleichung beziiglich

durch p®, p*B, ..., p"® teilbar. Hieraus folgt allgemein ¢ R <g¢; oder R< % ,

und da r, selbst eine der Zahlen % ist, so ergibt sich R=<r_; d. h. die Zahlen

des Ideals a sind nicht sémtlich durch eine héhere als die r-te Potenz von p
teilbar.

Wir beweisen nun fiir den Garorsschen Korper der Reihe nach die folgen-
den Sitze:

II1. Zu jedem vorgelegten Primideal p lift sich stets evn Ideal § so bestimmen,
daf3 das Produkt p¥ ein Hauptideal st. .

Zum Beweise bilde man die n—1 zu p konjugierten Idealep’, ..., p® 1.
Wie man durch Ubergang zu den konjugierten Kérpern leicht einsieht, sind
diese Ideale simtlich ebenfalls Primideale und allen gehért die nimliche
Primzahl p zu. Das Produkt a=pp’...p® Vist offenbar ein ambiges Ideall.

Nach Satz II gibt es eine rationale Zahl r = 72— , wot und » ganze Zahlen sind,

von der Beschaffenheit, daB die Zahlen von a durch p’, aber durch keine
héhere Potenz von p teilbar sind. Das Ideal a* wird folglich durch p* teilbar

und der Quotient b = %:— ist offenbar wieder ein ambiges Ideal. Wir nehmen

nun an, es sei q ein Primideal, nach welchem b=0 ist. Da dann auch q*=0
nach q ist, so miiite nach Satz3 entweder p==0 oder p'=0,..., oder
p™~V=0 nach q sein. Es sei etwa p™ =0 nach q, so wiirde, da p‘™ ein

Primideal ist, q =™ folgen, d. h. b=0 nach dem Primideal ™ und folglich
1 1

miifite nach Satz I das Ideal b durch p teilbar sein, d.h. a* wiire durch pt "
und folglich wéren die Zahlen von a simtlich durch eine hohere als die r-te
Potenz von p teilbar; dies widerspricht der Wahl des Exponenten r. Aus
Satz 2 folgt somit b=1, d.h. a*=p'. Setzen wir f==p’...p» D qu1 5o
folgt pf=p".

IV. Ein Idealj kann nur auf eine einzige Weise als Produkt von Prim-
idealen dargestellt werden.

Zum Beweise nehmen wir an, es gebe zwei Zerlegungen des Ideals j etwa:

i=pqr...[,
f=yqr... 0,
wo P, 0, 1,...,[ und p’,¢’,1',. .., (" Primideale sind. Da wegen der ersten

Zerlegung das Ideal j=0 nach p ist, so folgt aus der zweiten Zerlegung nach

1 Bezeichnet man mit 9, p’,...,p*» > die » voneinander verschiedenen unter den
n konjugierten Idealen, so ist auch bereits das Produkt dieser » Ideale ein ambiges Ideal
und daher gemiB der nachfolgenden Beweisfithrung gleich einer gebrochenen Potenz von p.
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Satz 3, daBl eines der Primideale p’, q’,1’,...,1"’=0 nach p ist. Es sei etwa
p’=0 nach p; dann wird, weil ' ein Primideal ist, notwendig p’'=p. Nun
konstruiere man nach Satz III ein Ideal £ von der Art, daBl p¥ gleich einem
Hauptideal 7 wird und multipliziere die beiden obigen Darstellungen von §
mit f. Wegen p =p’ folgt dann

nqr. - .I:y]q’r’. ¢
und hieraus nach Satz 4:

i’: qr- - Jd= q'r’. T
Auf diese doppelte Zerlegung des Ideals j" wende man das eben eingeschlagene
Verfahren von neuem an: man erkennt so schliefflich die Identitit der beiden
vorgelegten Darstellungen des Idealsj.

V. Ein jedes Ideal § lifst sich stets als Produkt von Primidealen darstellen.

Ist p ein Primideal, nach welchem j=0 wird, so bestimme man nach
Satz IIT ein Ideal f derart, daB pt gleich einem Hauptideal  wird. Durch
Multiplikation jener Kongruenz mit f folgt dann ¥j=0 nach dem Ideal pf
und gemdl Satz 4 ist daher ¥j=nj’. Nach Multiplikation dieser Gleichung
mit p und Division durch # ergibt sich j=pj’. Wenden wir auf das Ideal j’
das nédmliche Verfahren an, wie soeben auf j, so ergibt sich j' =qj"’, wo q ein
Primideal bedeutet, nach welchem j'=0 ist. In gleicher Weise erhalten wir
i”"=1j"’, woy ein Primideal bedeutet, nach welchem j"’= 0 ist usw. Die Ein-
setzung dieser Werte von ', j/, . . . liefert fiir das Ideal j der Reihe nach die
Darstellungen j=pqj”, j=pqrj”’,.... Nun gibt es nach Satz 1 nur eine
endliche Anzahl von Idealen, nach denen j=0 ist. Ist m diese Anzahl, so wird
jedenfalls das eingeschlagene Verfahren nach m-maliger Anwendung ab-
brechen. Denn es ist j=0 nach den Idealen p, pq, g1, ... und diese Ideale
sind nach IV sémtlich voneinander verschieden. Nach Beendigung des Ver-
fahrens erhalten wir fiir das Ideal j die verlangte Zerlegung:

j=paqr---L,
wo P, q, T,..., [ Primideale sind.

Damit ist der Beweis des Satzes von der Zerlegung in Primideale fiir einen
Galoisschen Korper vollstédndig gefiihrt.

Wir betrachten nun einen beliebigen Korper niederen als n-ten Grades,
dessen Zahlen simtlich auch Zahlen des eben behandelten Galoisschen
Korpers sind und bezeichnen zur Unterscheidung die Zahlen und Ideale dieses
niederen Korpers mit groBen Buchstaben. Wir denken uns die Zahlen des
Galoisschen Korpers als rationale Funktionen der Wurzel ¢ einer irreduziblen
Gleichung n-ten Grades dargestellt und bezeichnen dann die iibrigen n—1 Wur-
zeln dieser Gleichung mit &', 9", . . ., >~ 1. Diese Wurzeln sind dann rationale
Funktionen von ¢ und die Einsetzung derselben an Stelle von ¢ bewirkt den
Ubergang zu den konjugierten Kérpern. Es gibt, wie die Galoissche Theorie
lehrt, eine gewisse Gruppe @ von y Substitutionen: ¢ =9, ¢ =¥, . . ., ¢ =901
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von der Eigenschaft, daf} jede Zahl des niederen Kérpers bei einer Substitution
dieser Gruppe ungeéndert bleibt und dal auch umgekehrt jede bei diesen
Substitutionen ungeéndert bleibende Zahl des Galoisschen Kérpers dem nie-
deren Korper angehért. Nun zerlege man ein Ideal J=(A;, A,, ..., A})
des niederen Korpers im Galoisschen Korper in Primideale etwa §=p,.. .9,
und bestimme dann die Ideale %, . . ., f, derart, daBl die Produkte p,f,, ...,
p,.f, Hauptideale werden. Setzen wir =¥, ... %, , so wird auch Jf gleich
einem Hauptideal # und es gilt daher eine Gleichung von der Gestalt

n= A+ Agtg + -+ o+ Ay
WO %y, %o, - . ., %; Zahlen des Ideals f sind. Auf diese Gleichung wende man die

Substitutionen # =4, . . ., # =201 an; es ergeben sich dann der Reihe nach
y—1 Gleichungen von der Gestalt

W= A AR e A
:'7(1/._1)':'A1.%(1;71‘) + A‘2 %éy-—;) __l__ ", ,._!F.Al.%gi:v—l;'
Die Multiplikation aller » Gleichungen liefert
H == A’l Kl + A;_1A2K2+ Ai_zA% K3+ e + A;’KM,

wo sowohl H=nz'...7""D als auch die Koeffizienten Ky, ..., K, bei An-
wendung der Substitutionen der Gruppe G ungeéndert bleiben und daher
Zahlen des niederen Korpers sind. Bezeichnen wir das Ideal (K;, . . ., K,,) des
niederen Korpers mit &, so gilt im niederen Kérper die Gleichung H =K.
In der Tat ist H infolge der vorigen Gleichung eine Zahl des Ideals §” & und
es bedarf daher nur des Nachweises, da} jede Zahl des Ideals ' ® durch H
teilbar ist. Nun ergibt wegen =3t jede der Zahlen A;,..., A; mit jeder
der Zahlen x,, ..., », multipliziert ein durch # teilbares Produkt, ebenso
ergibt jede der Zahlen Ay, ..., A; mit jeder der Zahlen »/,.. ., ), multi-
pliziert ein durch #" teilbares Produkt usw. und hieraus folgt, da das Produkt
von irgend v Zahlen Ay, . . ., A; multipliziert mit einer der Zahlen K, . . ., K,
durch ##'. .. 7"~V =H teilbar ist. Setzen wir J’~1® =8, so wird IL=H
und diese Gleichung zeigt, daBl zu jedem vorgelegten Ideal des niederen Kor-
pers stets ein Ideal & des niederen Korpers derart bestimmt werden kann, da8
das Produkt § & ein Hauptideal H des niederen Korpers wird. Aus diesem Satze
kann der Satz von der eindeutigen Zerlegung eines Ideals in Primideale fiir
den niederen Korper genau so geschlossen werden, wie oben aus Satz ITI die
Sitze IV und V abgeleitet worden sind. Da ferner ein jeder beliebige Korper
als ein Korper aufgefaft werden kann, welcher in einem Galoisschen Kérper
als niederer Korper enthalten ist, so haben wir hiermit den Satz von der ein-
deutigen Zerlegung eines Ideals allgemein als giiltig erkannt.

Ostseebad Cranz, den 26. September 1893.



4. Grundzige einer Theorie des Galoisschen Zahlkorpers'.
[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1894. S. 224—236.]

Da ein jeder beliebige Zahlkorper als ein Kérper aufgefait werden kann,
welcher in einem Galoisschen Korper als niederer Korper enthalten ist, so
bedeutet es keine wesentliche Einschrinkung, wenn wir bei der Erforschung
der Theorie der algebraischen Zahlen von vornherein die Annahme machen,
daB der zugrunde liegende Zahlkorper ein Galoisscher Korper ist. Insbesondere
erweist sich der systematische Ausbau der allgemeinen Theorie der Ideale eines
Galoisschen Korpers als notwendig, wenn wir den in KummeRrs Abhandlungen
itber die hoheren Reziprozititsgesetze enthaltenen Anregungen mit Erfolg
nachgehen und iiber die in denselben gewonnenen Resultate zur vollen Herr-
schaft gelangen wollen. Die vorliegende Note enthilt in Kiirze die Grundziige
einer solchen Theorie des Galoisschen Korpers.

Der Galoissche Korper K vom M-ten Grade werde durch die Zahl © be-
stimmt, welche einer irreduziblen ganzzahligen Gleichung M-ten Grades ge-
niigt. Die Wurzeln derselben seien & = 5,0, 5,0, .. ., 5,0, wo die Substi-
tutionen s, sy, . .., s, eine Gruppe G vom M-ten Grade bilden. B sei ein
Primideal f-ten Grades in K; p die durch ‘B teilbare rationale Primzahl und
P sei eine Primitivzahl fiir das Primideal B, d. h. P sei von der Beschaffen-
heit, daBl jede ganze Zahl des Kérpers K einer Potenz von P nach dem Prim-
ideal P kongruent wird.

Die Primitivzahl P geniigt nach dem Primideal ¥ einer Kongruenz von
der Gestalt

?(@)=0, (%B) »
wo @ (x) eine ganze Funktion f-ten Grades in x mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten bedeutet, welche im Sinne der Kongruenz nach der rationalen Prim-
zahl p irreduzibel ist. Es gilt ferner der Hilfssatz:

Wenn Q irgendeine ganze Zahl in K ist, so gibt es unter den Substitu-
tionen s, s,, . . ., §,, stets wenigstens eine Substitution s von der Art, dafl
nach dem Primideal $§ die Kongruenz

s = Q», (B)
besteht.

1 Man sehe hierzu auch die Ausfithrungen im ,,Bericht iiber die Theorie der
algebraischen Zahlkérper¢, dieser Band, Abh. 7, S.129—146.
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Zum Beweise dieses Hilfssatzes bilden wir die ganze ganzzahlige Funktion
Fz)=(x—5Q)(x—8,2)...(x—sy2)
und erhalten dann wegen
F(a?) =[F (@)], (p)
die Kongruenz
(Q7—5,Q)(Q7—5,0) ... (Q2— 5,2) =0, (D),

welche die Richtigkeit des Hilfssatzes erkennen 148t.

Nun seien z, 2, 2"/, . . . diejenigen sdmtlichen 7, Substitutionen der Gruppe
G, welche das Primideal Y ungeéindert lassen; dieselben bilden eine Gruppe
vom r,-ten Grade, welche die Zerlegungsgruppe des Primideals ® genannt
und mit g, bezeichnet werden soll.

Nehmen wir @ = A?” 1P, wo A4 eine nicht durch B, wohl aber durch
alle zu B konjugierten und von B verschiedenen Primideale teilbare ganze

Zahl ist, so zeigt die Anwendung des Hilfssatzes die Existenz einer Substitu-
tion s von der Art, daf die Kongruenz

S[AII’—I P] EAII(P’—I) P, (;B)
oder
[sA'sP = P?, (%)

gilt. Hieraus folgt s4 == 0 nach 8 und sP = P? nach P. Die erste Inkon-
gruenz lehrt, dal 4 nicht durch s—1 teilbar ist; folglich wird s=1f = P oder
B =sP d. h die Substitution s gehort der Zerlegungsgruppe g, an. Wir

setzen s = z und haben dann die Kongruenz
2P =P, (B).
. Die wiederholte Anwendung der Substitution z liefert die Kongruenzen
2P=P", #P=P", ..., 7P=P"=P, (9),

Infolge der letzten Kongruenz ist ¢ =2’ eine Substitution von der Be-
schaffenheit, dal fiir jede beliebige ganze Zahl ©2 des Korpers K die Kon-

gruenz

tQ =10, (B)

erfiillt ist. Es seien ¢,¢,¢",... diejenigen sdmtlichen ¢, Substitutionen der
Gruppe @, denen ebenfalls die genanrte Eigenschaft zukommt; dann wird
leicht gezeigt, daB diese r, Substitutionen eine Gruppe 7,-ten Grades bilden.
Diese Gruppe werde die T'rdgheitsgruppe des Primideals $f genannt und mit
g: bezeichnet. Da, wie ebenfalls leicht ersichtlich ist, das Primideal 8 bei der
Anwendung einer jeden der Substitutionen ¢,#',¢"”, ... ungeéindert bleibt,
so ist die Tragheitsgruppe ¢, eine Untergruppe der Zerlegungsgruppe g,; es
ergibt sich ferner leicht der Satz:
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Die Tragheitsgruppe g; eines Primideals ist eine invariante (d. h. ausgezeich-
nete) Untergruppe der Zerlegungsgruppe g,

Ist z* eine beliebige Substitution der Zerlegungsgruppe, so folgt aus der
Kongruenz @(P) =0 nach B notwendig @(z* P) = 0 nach P und da die
Kongruenz @(z) =0 nach P nur die / Kongruenzwurzeln P, P?, P¥, .. .,
P besitat, so folgt 2* P = PP'nach B, wo i einen der f Werte0,1,...,f—1
hat. Da andrerseits P? = 2" P ist, so wird 2 2* P = P nach P und mithin
ist 27%2* eine Substitution ¢ der Trigheitsgruppe, d. h. 2* =2'¢. In dieser
letzteren Gestalt sind also sdmtliche Substitutionen z, 2, 2"/, . . . der Zerlegungs-
gruppe darstellbar und da auch umgekehrt 7't fiir 1 =0, 1,..., f — 1 lauter
voneinander verschiedene Substitutionen darstellt, so ist r, = fr,. Wir fassen
diese Resultate in folgendem Satze zusammen:

Der Grad der Zerlegungsgruppe g, ewnes Primideals B ist gleich dem Pro-
dukte des Grades f von B in den Grad der Trigheitsgruppe g,. Man erhilt die
Substitutionen der Zerlegungsgruppe, wenn man die Substitutionen der T'rdg-
heitsgruppe mit 1, z, 2%, . .., '~ multipliziert, wo z eine geeignet gewdhlte Substi-
tution der Zerlequngsgruppe ist. 2 gehort der Trigheitsgruppe an.

Es erweist sich jetzt die Einfithrung der folgenden allgemeinen Begriffe als
notwendig. Bilden die » Substitutionen s, =1, s,,..., s, von G eine Unter-
gruppe g vom 7-ten Grade, so bestimmt die Gesamtheit aller Zahlen des Kor-
pers K, welche bei Anwendung einer jeden Substitution von ¢ ungeéndert

bleiben, einen in K enthaltenen Unterkorper » vom Grade m = %
Ist A4 eine beliebige Zahl,  ein beliebiges Ideal in K, so heiit das Produkt
y(d)=1s84-54...34
die Partialnorm von 4 in bezug auf die Gruppe ¢ oder den Unterkdrper x; des
gleichen heifit
ARIEE N ST SRR

die Partialnorm des Ideals  in bezug auf den Korper x.

Die Partialnorm A(4) einer Zahl 4 ist offenbar stets eine Zahl in ». Wir
sagen nun, ein Ideal § des Korpers K liege em Korper » oder ses ein Ideal des
Korpers », wenn dasselbe als grofter gemeinsamer Teiler von Zahlen des Kér-
pers x dargestellt werden kann. Die Partialnorm »(3) eines Ideals §§ ist stets
ein Ideal, welches im Korper x liegt.

Der zur Zerlegungsgruppe g, gehérige Korper », werde Zerlegungskorper

genannt; derselbe ist vom Grade m, = er
Der zur Trigheitsgruppe g, gehérige Korper x;, werde T'rdghestskirper ge-
nannt; derselbe ist vom Grade m, = 17:{ und enthilt den Zerlegungskorper als
t

Unterkorper.
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Das algebraische Verhéltnis zwischen Zerlegungskorper und Trigheits-
kérper wird durch den folgenden Satz klargelegt:

Ist §, eine den T'ragheitskorper bestimmende Zahl, so gendigt &, einer Qleichung
f-ten Grades von der Gestalt

H+a, b 24+...=0,
deren Koeffizienten Zahlen des Korpers », sind, und welche 1m Rationalitits-
bereiche x, eine Galoissche Gleichung mat der zyklischen Gruppe f-ten Grades ist.

Die Partialnormen des Primideals B in bezug auf die Korper », und », sind

v(B) = B und () = B

Um nun die niedrigste in x, liegende Potenz des Primideals f zu ermitteln,
denken wir uns den groBten gemeinsamen Teiler aller derjenigen ganzen
Zahlen des Kérpers », bestimmt, welche durch B teilbar sind. Dieser Teiler
ist notwendig im Korper x, ein Primideal p und da P in x, liegt, so ist p
jedenfalls eine Potenz von ; wir setzen p = B* Zur Bestimmung des Ex-
ponenten u dient die folgende Betrachtung. Soll eine durch % nicht teilbare
Zahl A des Korpers K der Kongruenz 4 = 24 nach P geniigen und ist etwa
A == P? nach %, so muB notwendig 7 = p+¢ nach p* — 1 und folglich ¢ eine
durch 1+ p 4 p2+4- ...+ p’~1 teilbare Zahl sein, d. h. es gibt nur p — 1
untereinander nach 8 inkongruente Zahlen von der gewiinschten Beschaffen-
heit, und es wird daher 4 = a nach 9§, wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet.
Aus dieser Betrachtung folgt insbesondere, dafl jede Zahl o des Korpers z,
einer rationalen Zahl ¢ nach P und mithin auch nach p kongruent ist, d. h.
p ist im Korper », ein Primideal ersten Grades und die Norm n () im Kérper »,
ist folglich gleich p. Andrerseits ist die Norm von p im Kérper K durch die
Formel N(p) =[n(p)]” gegeben, und wegen p = P* und N () = p’ folgt
somit p*/ = p d. h. w = r;. Daraus folgt der Satz:

Das Ideal p = PB" liegt tm Zerlegungskiorper x, und ist vn diesem ein Prim-
1deal ersten Grades: es wird also jede ganze Zahl des Korpers x, einer rationalen
Zahl kongruent nach p .

Da notwendig die beziiglich x, zu p konjugierten m, — 1 Ideale zu p prim
sind und mit p multipliziert das Produkt p ergeben, so ist der Zerlegungs-
koérper zugleich der Korper niedrigsten Grades, in welchem die Zerlegung der
rationalen Primzahl p soweit bewirkt wird, da dabei eine Trennung der Fak-
toren B von den iibrigen stattfindet.

Um den Bau der Triigheitsgruppe ndher zu erforschen, bezeichnen wir
mit 4 eine durch B, aber nicht durch P2 teilbare Zahl des Kérpers K und
bilden fiir alle Substitutionent, ¢,t”, . . ., der Tragheitsgruppe die Kongruenzen

t 4= P 4,
t’A:EPa'A, (;Bz)
t'4 =P 4,
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wo a, a’, @', ... Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,..., " — 2 bedeuten. Die-
jenigen unter den Substitutionen ¢, ¢', ¢, . . ., fiir welche die betreffenden Ex-
ponenten a, @', a”’, . .. den Wert 0 haben, mdgen mit v, v/, »'" . . . bezeichnet
werden ; ihre Zahl sei 7, ; sie bilden, wie leicht ersichtlich, eine invariante Unter-
gruppe der Tragheitsgruppe. Diese Untergruppe 7,-ten Grades werde die Ver-
zwetgungsgruppe des Primideals 8 genannt und mit g, bezeichnet. Der zu g,
gehorige Korper heile der Verzweigungskorper des Primideals .

Es sei B* eine so hohe Potenz von B, daf fiir jede von 1 verschiedene Sub-
stitution v der Verzweigungsgruppe die Inkongruenz v4 5= A4 nach P* gilt.
Setzen wir nun v4 = A 4- B A% nach PR3, wo B eine ganze Zahl in K bedeutet,
so folgt leicht v 4 = A4 nach P* und hieraus in gleicher Weise v**4 = A4 nach
B* und endlich v** 4 = 4 nach P$* Demnach ist v*** =1, d. h. der Grad
r, der Verzweigungsgruppe ist gleich einer Potenz von p; wir setzen r, = p.

Es sei nun a der kleinste von 0 verschiedene unter den Exponenten q, o/,
a" ... und es gebe im ganzen % voneinander verschiedene solcher Exponenten.
Dann sind diese Exponenten notwendig Vielfache von a und stimmen mit den
Zahlen 0, a, 2a, . .., (b — 1)a iiberein; es ist ferner ha = p* — 1. Zugleich er-
kennen wir, daB alle Substitutionen der Triigheitsgruppe in die Gestalt t'v ge-
bracht werden koénnen, wo ¢ die Werte 0, 1,..., A — 1 annimmt und v alle
Substitutionen der Verzweigungsgruppe g, durchléuft. Es ist folglich r; = hr,.
Wir fassen wiederum die erhaltenen Sitze zusammen:

Die Verzweigungsgruppe g, tst eine tnvartante Untergruppe der Trdigheits-
gruppe, der Grad r, derselben ist eine Potenz von p. Der Grad der Trigheitsgruppe
18t gleich dem h-fachen Grade der Verzweigungsgruppe, wo b einen Tevler von pf — 1
bedeutet und daher nicht den Faktor p enthdlt. Man erhdli die Substitutionen der
Trigheitsgruppe, indem man die Substitutionen der Verzweigungsgruppe mat 1,
¢, 3, ..., "1 multipliziert, wo t eine geeignet gewdhlte Substitution der Trdg-
heitsgruppe ist. t* ist eine Substitution der Verzweigungsgruppe.

Das algebraische Verhiltnis zwischen Triigheitskérper und Verzweigungs-
kérper wird durch den folgenden Satz klargelegt:

Ist 9, eine den Verzweiqungskiorper bestimmende Zahl, so gendigt 9, einer
Glerchung h-ten Grades von der Gestalt

Pt o 2 - =0,
deren Koeffizienten Zahlen des Korpers x; sind und welche vm Rationalitdts-
bereiche x, eine Galoissche Gleichung mat der zyklischen Gruppe h-ten Grades ist.

Um nun vor allem AufschluB iiber das Verhalten des Ideals p im Korper x,
zu gewinnen, setzen wir :

p={wP.vP.vP.. W0

Q=%(n+tn+tgn—}—---+th_ln).

Hilbert. Gesammelte Abhandlungen. Bd. . 2
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Die Zahl 7 liegt im Korper x, und ¢ im Korper #,;; beide Zahlen sind nach dem
Primideal §§ der Primitivzahl P kongruent. Da es folglich im Korper », genau
7’ nach ‘B inkongruente Zahlen gibt, so ist notwendigerweise p = R" im
Korper %, unzerlegbar und wird in demselben ein Primideal f-ten Grades.

Die aus der eben angestellten Betrachtung folgenden Eigenschaften des
Triagheitskorpers sprechen wir wie folgt aus:

Jede Zahl des Korpers K st nach B einer Zahl des Trigheitskorpers kon-
gruent. Der Trigheitskorper bewirkt keine Zerlegung des Ideals p, sondern nur
eine Graderhéhung desselben, insofern p beim Ubergang vom Kérper x, in den
hoheren Korper »; aus einem Primideal ersten Grades sich in ein Primideal f-ten
Grades verwandelt.

Es sei die beliebige Zahl Q in K der Zahl  des Tréagheitskorpers nach P
kongruent und dementsprechend werde £ — w = B4 nach B2 gesetzt, wo 4
die obige Bedeutung hat und B eine geeignete ganze Zahl in K ist. Durch die
Anwendung einer Substitution » des Verzweigungskérpers ergibt sich 0.2 — w
=0v(B4d)=BA= 0 —w, d. h. vQ2= 0 nach 8% und wir erhalten so den
Satz:

Die Substitutionen v der Verzweigungsgruppe g, haben die charakteristische
Eigenschaft, daf fir simtliche Zahlen Q2 des Korpers K die Kongruenz

vR =20, (B2)
besteht.

Zugleich erkennen wir leicht die folgenden weiteren Sétze iiber den Ver-
zweigungskorper.

Das Ideal p, = B¥ liegt im Verzweigungskorper x, und ist in demselben ein
Primideal f-ten Grades: es findet somit im Verzweigungskorper die Spaltung des
Ideals = p" in h gleiche Primfaktoren statt.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, die Spaltung des Ideals p, zu ver-
folgen. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei L der hochste Exponent von der
Art, daB fiir eine jede Substitution v der Verzweigungsgruppe die sémtlichen
ganzen Zahlen des Kérpers K der Kongruenz

vR=0, (P

geniigen und bestimmen dann alle diejenigen Substitutionen v der Verzwei-
gungsgruppe, fiir welche
10 =10, (RL+1)

wird ; dieselben bilden eine invariante Untergruppe ¢. der Verzweigungsgruppe,
die wir die einmal iberstrichene Verzweigungsgruppe nennen wollen. Der Grad
derselben sei r. =p’. Die Eigenschaften dieser Untergruppe g, lassen sich
wiederum ohne besondere Schwierigkeit feststellen und fithren, wenn der
Kiirze wegen der zu ¢, gehorige Korper », der einmal tbersirichene Verzwei-

gungskorper genannt und ! — | = e gesetzt wird, zu den Sitzen:
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Ist 9; eine den einmal diberstrichenen Verzweigungskorper », bestimmende
Zahl, so geniigt 5 einer Abelschen Gleichung p°-ten Grades von der Gestalt

O+ o, 98 L 9P L =0,
deren Koeffizienten Zahlen des Korpers », sind und deren Gruppe lediglich Sub-
strtutionen p-ten Grades enthilt. Es wird p, = p2°, wo p, Primideal des Korpers
% 1st. Der Exponent e tiberschreitet keinenfalls die Zahl f.
Nunmehr ist ersichtlich, in welcher Weise das eingeschlagene Verfahren

fortzusetzen ist. Bedeutet L den héchsten Exponenten von der Art, da8 fiir
jede Substitution v die simtlichen Zahlen des Kérpers K der Kongruenz

1Q=20, (BL)
geniigen, so bestimmen wir alle diejenigen Substitutionen o, fiir welche
TIR=0, (PL+1)

wird. Dieselben bilden eine invariante Untergruppe g; der Gruppe g, die
awevmal tiberstrichene Verzweigungsgruppe; ihr Grad sei r- == p' ; wir setzen
! — I =¢. Es gelten die Sitze:

Ist 95 eine den zweimal iiberstrichenen Verzweigungskérper = bestimmende
Zahl, so gentigt 9. einer Abelschen Gleichung p®-ten Grades von der Gestalt

0F o 05 4 B =0,

deren Koeffizienten Zahlen des Korpers x; sind und_deren Gruppe lediglich
Substitutionen p-ten Grades enthilt. Es wird p; = pZ, wo p- Primideal des

Korpers #; ist. Der Exponent € tiberschreitet keinenfalls die Zahl f.

So fortfahrend gelangen wir zu einer dreimal iiberstrichenen Verzweigungs-
gruppe g5 usw. Ist etwa die kmal iiberstrichene Verzweigungsgruppe diejenige,
welche lediglich aus der Substitution 1 besteht, so ist der Kérper K selbst der
kmal tiberstrichene Verzweigungskérper und die Struktur der Verzweigungs-
gruppe g, ist dann vollstéindig bekannt.

Durch die vorstehende Entwicklung erlangen wir einen vollstindigen
Einblick in die bei der Zerlegung einer rationalen Primzahl p sich abspielenden
Vorgiinge:

Die rationale Primzahl p wird zunichst im Zerlegungskorper in der Form
p = pa zerlegt, wo p ein Primideal ersten Grades und a ein durch p nicht teil-
bares Ideal des Zerlegungskérpers ist. Der Zerlegungskorper ist als Unter-
korper in dem Trégheitskorper enthalten, welcher seinerseits keine weitere
Zerlegung von p bewirkt, sondern lediglich dieses Ideal p zu einem Primideal
f-ten Grades erhebt. Ist der Kérper K selbst der Zerlegungskorper oder der
Trigheitskorper, so ist nach diesem ersten Schritte die Zerlegung bereits ab-

geschlossen. Im anderen Falle 148t sich p in gleiche Faktoren spalten, und zwar
2*



20 Grundziige einer Theorie des Galoisschen Zahlkdrpers.

wird p zunédchst im Verzweigungskorper die Potenz eines Primideals p,, deren
Exponent in " — 1 aufgeht und folglich nicht durch p teilbar ist. Die Spaltung
von p ist mit diesem zweiten Schritte notwendig dann und nur dann abge-
schlossen, wenn p im Grade der Triagheitsgruppe nicht aufgeht und mithin
der Korper K selbst der Verzweigungskdrper ist. In den nun folgenden iiber-
strichenen Verzweigungskérpern schreitet die Spaltung ohne Aussetzen fort,
und zwar sind die beziiglichen Potenzexponenten Zahlen von der Gestalt p°,
p°,..., Woe,¢,...die Zahl f nicht iiberschreiten. Der Trigheitskérper und
der Verzweigungskorper sind durch zyklische Gleichungen, die iiberstrichenen
Verzweigungskorper durch solche Abelsche Gleichungen bestimmt, deren
Gruppen nur Substitutionen vom Primzahlgrade p enthalten. Die Spaltung in
gleiche Faktoren geschieht also stets mittels einer Kette Abelscher Gleichungen.
Dieses Resultat driickt eine neue iitberraschende Eigenschaft des Zerlegungs-
kérpers aus:

Der Zerlequngskorper bestimmt einen Rationalitdtsbereich, in welchem die
Zahlen des wrsprimnglichen Galoisschen Kirpers K lediglich durch Wurzelaus-
driicke darstellbar sind.

Der gefundene Satz riickt zugleich die Bedeutung der Theorie der durch
Wurzelziehen l6sbaren Gleichungen in grelles Licht, insofern derselbe zeigt,
daBl innerhalb der durch solche Gleichungen bestimmten Zahlkdrper gerade
die hauptsichlichsten Schwierigkeiten ihre Losung finden, welche die Aufstel-
lung der Primideale bietet.

Die Ubersicht iiber die aufgeziihlten Resultate wird durch die folgende
Tabelle erleichtert, in deren Zeilen der Reihe nach die Girade der Gruppen,
die Grade der Korper, die Grade der den Korper bestimmenden Abelschen
Gleichungen, dann die Primideale der Korper und ihre Zerlegung, beziiglich
Spaltung sich angegeben finden. Der Kérper K ist dabei als ein dreimal iiber-
strichener Verzweigungskoérper angenommen.

P %t f o #s H K
Tz Tt ‘ L) s r= 1
M M M M M
My = — my = — My = — my = — My = — M
7y ‘ Tt 9 s r=
| Ty T % T & s Z _
= | h = — = — p =1
f Tt | Ty P 5 L
| |
\
| : g :
=y | Pe=p) pp=v; | p=% | g
— SR, | — %7‘0 — (Bf‘;, | — %r% |
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Von den mannigfachen Folgerungen und Anwendungen, welche die vor-
stehend entwickelte Theorie zuldft, seien hier nur einige erwihnt, welche die
Erforschung der Diskriminanten der betrachteten Zahlkérper bezwecken.

Es sei % ein beliebiger Zahlkorper vom Grade m; w,, w,, . . ., w, mogen
eine Basis der ganzen Zahlen des Korpers x bilden und die zu der Zahl w kon-
jugierten m — 1 Zahlen bezeichnen wir allgemein mit o', ...,0'™~1. Das

Produkt der m — 1 Ideale?

’ ’ ’
(w; — o7, Wy — Wy + « ») Wy — W)
(m—1 (m—1 (m—1
(w0 — 0™V, wy— oV, ..., ©,— o)

ist ein Ideal des Korpers » und stimmt mit demjenigen iiberein, welches
R. Depexinp das Grundideal dieses Korpers nennt. R. DEDEKIND hat be-
wiesen, daf die Norm des Grundideals die Diskriminante des Kérpers liefert?.

Es seien s, =1, s,, ..., s, die » Substitutionen einer Untergruppe g der
Gruppe G und »x sei der zu g gehérige Kérper. Sind dann 2, 2,, . . ., 2,, eine
Basis der ganzen Zahlen des Kérpers K und bildet man alle r-reihigen Deter-
minanten 4, A’, . .. der Matrix

8,82,,88,,...,5 82y,

83021, 8502,, . . ., 832y,

8,821,825, ..., 882y,
so wird das Quadrat des grofiten gemeinsamen Idealteilers der Zahlen A,
A", ... die Partialdiskriminante® des Korpers K in bezug auf den Korper x
genannt. Bei Benutzung der von mir angewandten Bezeichnungsweise ist
diese also

b=(d4,4,.. 2= (4%4"...).

Die Partialdiskriminante b ist ein Ideal, welches im Kérper » liegt.

Auch der Dedekindsche Begriff des Grundideals bedarf einer Verallge-
meinerung: wir verstehen unter dem Partialgrundideal &, des Korpers K in
bezug auf » das Produkt der folgenden » — 1 Ideale

Co= (21— 581, 2, — 5825, .., 0y — 5, 2y),
@r: ('Ql - sr'Ql, ‘QZ_ sr'Qz, cey 'QM_ Sr'QM)'

1 Wegen dieser schon mehrmals von mir angewandten Bezeichnungsweise der Ideale
vgl. Uber die Zerlegung der Ideale eines Zahlkérpers in Primideale. Math. Ann. 44.
(Dieser Band Abh. 3, S. 6.)

2 Der niamliche Satz folgt auch auf Grund der schonen Untersuchungen, durch welche
neuerdings K. HENsEL die Kroneckersche Theorie der algebraischen Zahlen in einem
wesentlichen Punkte vervollstindigt hat. Vgl. J. Math. 113 (1894).

3 Dieser Begriff der Partialdiskriminante stimmt im wesentlichen mit dem von

KRrONECKER aufgestellten allgemeinen Diskriminantenbegriffe iiberein, vgl. Grundziige
einer arithmetischen Theorie der algebraischen Groflen § 8. J. Math. 92 (1882).
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Es gelten die drei allgemeinen Theoreme:
L b=7(6,),
II. §=g6,,
III. D =drn(d);

hierin bedeuten D, d, b, beziiglich die Diskriminanten der Kérper K, » und die
Partialdiskriminante des Korpers K in bezug auf », ferner §, g, @, beziiglich
die Grundideale von K, » und das Partialgrundideal des Korpers K in bezug
auf x; endlich bedeutet »(@,) die Partialnorm von &, und »(b) die Norm von b
fiir den Korper ». Diese Theoreme geben einen klaren Einblick in den Bau der
Diskriminanten. Das Theorem I ist die Erweiterung des Dedekindschen Satzes
fiir den Begriff des Partialgrundideals. Nach Theorem IT ist das Verhalten
der Grundideale beim Ubergange von dem niederen in den héheren Korper
von merkwiirdiger Einfachheit: man bekommt das Grundideal des hoheren
Korpers, indem man das Grundideal des niederen Korpers mit dem betreffen-
den Partialgrundideal multipliziert. Das Theorem III entsteht, wenn man von
der Gleichung IT die Norm bildet. DaB} die Diskriminante eines Kérpers durch
die Diskriminante eines jeden Unterkérpers teilbar ist, hat bereits Krox-
ECKER! bewiesen. Das Theorem III gibt die Potenz der letzteren an, welche .
in der Diskriminante des héheren Korpers aufgeht und deckt auch zugleich
die einfache Bedeutung des iibrigbleibenden Faktors der Diskriminante des
héheren Korpers auf.

Nunmehr folgen mit Hilfe der oben entwickelten Theorie die Sitze:

Das Grundideal des zum Primideal B gehorigen Trdgheviskirpers ist nicht
durch B teilbar. Der Trigheitskorper umfaft simtliche in K enthaltenen Unter-
korper, deren Grundideale nicht durch B teilbar sind.

Das Partialgrundideal des Verzweigungskérpers in bezug auf den Trag-
heitskorper ist durch

§Br;—rw — p,};_l
und durch keine hohere Potenz von B teilbar.

Das Partialgrundideal des einmal iiberstrichenen Verzweigungskérpers in
bezug auf den Verzweigungskorper enthilt genau die Potenz

PLlro=ro) — pp(p’eél) )
v

Das Partialgrundideal des zweimal iiberstrichenen Verzweigungskorpers in
bezug auf den einmal iiberstrichenen Verzweigungskorper enthalt genau die
Potenz

PLro—15) = pgz}‘il)

usw.

1 Vgl. Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GroSen § 9. J. Math.
92 (1882).
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Das Grundideal & des Korpers K enthilt das Primideal B genau wn der
7 — 1y L{ry—15) + L{ry; — )+« -+

ten Potenz.

Da nun K ein Galoisscher Korper ist und mithin das Grundideal & mit
seinen konjugierten iibereinstimmt, so ist die Diskriminante D von K die M-te
Potenz von @ ; D enthilt folglich das Primideal 8 genau Mmal so oft. Hieraus
ergibt sich unmittelbar der Satz:

Der Exponent der Potenz, zu welcher die rationale Primzahl p in der Diskri-
minante D des Korpers K als Faktor vorkommt, tst

ml{rt_rv —I" L(rv —-‘_1’1—,) +E(T;—’I'v:) —|— .. .}.

Im Falle, daB keine iiberstrichenen Verzweigungskorper vorhanden sind,
wird r, =1, r, =1, ... und es folgt dann das von R. Depexinp und K.
HenseL bewiesene Resultat, demzufolge der Exponent der in D aufgehenden
Potenz von p den Wert m,(r; — 1) besitzt.

Da man fiir die Exponenten L, L, . . . ohne Schwierigkeit eine obere Grenze
findet, so kann hiernach auch der eben bestimmte Exponent der in der Dis-
kriminante D aufgehenden Potenz von p eine gewisse nur vom Grade M des
Korpers K abhéngige Grenze nicht iiberschreiten. Dieser Satz ist besonders
deshalb von Wichtigkeit, weil er die Moglichkeiten, die sich hinsichtlich der
in M aufgehenden Primzahlen p bieten, von vornherein auf eine endliche An-
zahl einschréinkt. Rechnen wir demnach alle diejenigen Korper vom Grade M,
welche hinsichtlich der in M aufgehenden Primzahlen das nédmliche Ver-
halten zeigen, zu einem Typus, so folgt, dal es fiir einen gegebenen Grad M
nur eine endliche Anzahl von mdglichen Korpertypen gibt.

Konigsberg i. Pr., den 25. Juni 1894.



5. Uber den Dirichletschen biquadratischen Zahlkorper.

[Mathem. Annalen Bd. 45, S. 309—340 (1894).]

Einleitung.

Nachdem durch Gavss die ganzen imagindren Zahlen in die Arithmetik ein-
gefithrt waren, untersuchte DiRICHLET in einer Reihe von Abhandlungen?!
denjenigen biquadratischen Zahlkorper, welcher die imagindre Einheit ¢ und
mithin alle jene GauBschen imagindren Zahlen enthilt. Dieser biquadratische
Korper werde der Dirichletsche Zahlkérper genannt. DiricHLET hat auf
denselben seine allgemeine analytische Methode zur Bestimmung der Anzahl
der Idealklassen angewandt und insbesondere den Fall in Betracht gezogen,
in welchem der biquadratische Zahlkorper auBler dem durch ¢ bestimmten
quadratischen Koérper noch zwei andere quadratische Korper enthilt. Es er-
gibt sich dann das Resultat, daB die Anzahl der Idealklassen dieses speziellen
Dirichletschen Zahlkorpers im wesentlichen gleich dem Produkt der Anzahl
der Idealklassen in den beiden letzteren quadratischen Korpern ist. Diesen
mit analytischen Hilfsmitteln gewonnenen rein arithmetischen Satz bezeichnet
DrricurEer als einen der schonsten in der Theorie der imaginiren Zahlen,
vornehmlich weil durch denselben ein Zusammenhang zwischen den Anzahlen
der Idealklassen derjenigen beiden quadratischen Korper aufgedeckt wird,
die durch Quadratwurzeln aus entgegengesetzten reellen Zahlen bestimmt
sind.

Die vorliegende Abhandlung hat das Ziel, die Theorie des Dirichletschen
biquadratischen Korpers auf rein arithmetischem Wege bis zu demjenigen
Standpunkt zu fordern, auf welchem sich die Theorie der quadratischen Kor-
per bereits seit Gauss befindet. Es ist hierzu vor allem die Einfithrung des
Greschlechtsbegriffs sowie eine Untersuchung derjenigen Einteilung aller
Idealklassen notwendig, welche sich auf den Geschlechtsbegriff griindet.
Nachdem in den ersten acht Paragraphen der Arbeit diese Aufgabe fiir den
allgemeinen Dirichletschen Zahlkorper gelost wird, behandeln die beiden
letzten Paragraphen den vorhin charakterisierten speziellen Dirichletschen

1 Untersuchungen iiber die Theorie der komplexen Zahlen; Recherches sur les formes
quadratiques & coefficients et & indéterminées complexes. Werke 1, 505, 511, 533.
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Zahlkérper. Es zeigt sich bei der Untersuchung, daf in diesem Kérper die
Idealklassen gewisser leicht zu kennzeichnender Geschlechter aus den Ideal-
klassen der in ihm enthaltenen quadratischen Koérper zusammensetzbar sind.
Diese auf rein arithmetischem Wege gefundene Tatsache enthilt zugleich den
vorhin genannten Dirichletschen Satz iiber die Anzahl der Idealklassen des
speziellen Dirichletschen Korpers.

§ 1. Die ganzen Zahlen des Dirichletschen Zahlkérpers.

Der durch die imagindre Einheits bestimmte quadratische Zahlkérper
werde £ genannt; die ganzen Zahlen dieses Korpers, d. h. die Zahlen von
der Form a-+-b4, wo a und b ganze rationale Zahlen sind, mogen ganze ima-
gindre Zahlen heiflen. Bedeutet ¢ eine ganze imagindre Zahl, welche durch
kein Quadrat einer ganzen imagindren Zahl teilbar und von 41 verschieden

ist, so bildet die Gesamtheit aller durch ¢ und V6 rational ausdriickbaren
Zahlen einen Dirichletschen biquadratischen Zahlkorper. Derselbe werde
mit K bezeichnet; K ist der allgemeinste biquadratische Korper, welcher die
imagindre Einheit ¢ enthalt.

Eine jede Zahl des Korpers K 148t sich in die Gestalt

syat
7
bringen, wo «, f, y ganze imagindre Zahlen sind. Die Verinderung von Vo

in — V6 werde durch das Operationssymbol S bezeichnet.
Soll nun A eine ganze Zahl in K sein, so sind notwendig die Zahlen

A+SA 2% umd A-sA ="l
ganze imagindre Zahlen. Bezeichnet A eine in y aufgehende von 1+4-¢ ver-
schiedene Primzahl in %, so folgt leicht, dal sowohl « als § durch A teilbar sein
miissen, und es kann mithin 4 in Z&hler und Nenner von A fortgehoben werden.
Wire ferner y durch (1-14)® teilbar, so folgt in gleicher Weise, daf « und g
durch 1+ teilbar sind, so daf3 der Faktor 1-}-7 in Zihler und Nenner von A
hebbar ist. Esbleiben mithin nur die beiden Fille y =1+ ¢ und y =2 zu unter-
suchen iibrig. Also folgt, daf} in diesen beiden Fillen die Zahl «* — 82§ durch 2
beziiglich durch 4 teilbar sein mufl. Wire f durch 1 4-¢ teilbar, so wiirde mithin
das gleiche fiir « folgen und dann wére wiederum 144 im Zéhler und Nenner
von A hebbar. Nehmen wir andrerseits § nicht teilbar durch 1-4-7 an, so folgt,

daf} 65%2 nach 2 beziiglich nach 4 ist, d. h. 6 mufl im Zahlengebiete des

Korpers k quadratischer Rest von 2 beziiglich von 4 sein. Nun ist § quadrati-
scher Rest von 4, sobald 6=--1 nach 4 wird, dagegen quadratischer Rest
von 2 und zugleich quadratischer Nichtrest von 4, falls = -+3+ 27 nach 4
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wird. In allen anderen Fillen, ndmlich fiir ==% nach 2 und 6==0 nach 144
ist 6 quadratischer Nichtrest von 2. Beriicksichtigen wir, daB der némliche
biquadratische Korper K erhalten wird, wenn wir unter dem Wurzelzeichen
statt 6 die Zahl — 9 setzen, da ja diese Anderung einer Multiplikation der
Wurzel mit ¢ gleichkommt, so konnen wir offenbar die Zahl § stets so an-
nehmen, daf beidemal das obere Vorzeichen zutrifft, d.h. é==1 beziiglich
==3+ 27 nach 4 wird. Es ergibt sich dann leicht das folgende Resultat:

Die Basis der ganzen Zahlen des Dirichletschen Korpers K besteht aus den
Zahlen 1, 1, 2, 10, wo Q folgende Bedeutung hat:

fir 8=1, 4) st: Q:l—lgﬁ,

_ . 1+
” 6:3',"27/, (4) ] Q“—ﬁ,
» 621‘, (2) ” Q:]-_}“V_g;

s 6=0, (149 , 02=1798.

Wir berechnen ferner den Ausdruck d=(Q — SQ)2; derselbe werde die
Partialdiskriminante des Korpers K genannt:

jir =1, @) ist: d= 6,
, 6=342:, (4 , d=-—2i6,
, 0=1, 2

’ ’ @1 s,

s 0=0, (1+9)

Dre gewohnliche Diskriminante D des biquadratischen Kérpers K ergibt
sich gleich 2%|d{2, wo |d| den absoluten Betrag der Partialdiskriminante d
bedeutet.

§ 2. Die Primideale des Dirichletschen Korpers.

Zuniéchst behandeln wir die von 17 verschiedenen und nicht in ¢ auf-
gehenden Primzahlen des Korpers k; es sind unter diesen zwei Arten zu unter-
scheiden, ndmlich erstens die Primzahlen &, in bezug auf welche § im Zahlen-
gebiete des Korpers & quadratischer Rest ist und zweitens diejenigen Prim-
zahlen %, in bezug auf welche 6 quadratischer Nichtrest ist.

Die Primzahlen 7z der ersten Art gestatten eine Zerlegung in zwei von-
einander verschiedene Primideale des Korpers K. Bedeutet némlich # eine
Zahl in k, welche der Kongruenz 6=n2 nach dem Modul = geniigt und wendet
man eine frither von mir angegebene Bezeichnungsweise! an, der zu Folge
(A,B,...) dasjenige Ideal darstellt, welches als der gréBte gemeinsame
Teiler der Zahlen A, B, . .. definiert ist, so wird

(2, 1+ V8) (v, m — V8) = (@2, wly + V3], =y — V3], it — 8)
= (n, R —90)=nm.

1 Math. Ann. 44, 1. (Dieser Band, Abh. 3, S.6.)
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Wir erhalten somit die gewiinschte Zerlegung

n:SB.SﬂS, 613:(77,7]_,"1/3)’
wo B ein Primideal bedeutet und das konjugierte Primideal SP wegen
(n, n -+ ]/5, 7 — ]/_5> =1 notwendig von P verschieden ist.

Die Primzahlen » der zweiten Art sind auch im Kérper K Primzahlen.
Denn wiire die Zahl x zerlegbar, so wiihle man in K eine ganze Zahl A =a.+ 81 4,
welche nicht durch x, wohl aber durch ein in % aufgehendes Primideal teilbar
ist. Da dann f notwendig prim zu x sein muB, dagegen A-SA=q2— 24
durch » teilbar wird, so wiirde 6= <i“—>2 nach » folgen, was der Voraussetzung

zuwider lduft. ’

Um ferner die von 1-+4 verschiedenen in ¢ aufgehenden Primzahlen des
Korpers £ in ihre idealen Faktoren zu zerlegen, bezeichnen wir dieselben
mit 4,, . .., 4, und setzen demgemiB 6=4, . . .4, beziiglich d =(14-1)4, ... 4,
je nachdem ¢ durch 144 nicht teilbar oder teilbar ist. Es folgt leicht, daB

8 =8¢ = (’l{l’ VE)’ a8, =88, = (/’l-r’ 1/_3)
Primideale im Koérper K sind und daf}

h=%,.. 4=
wird.
Was endlich die Zerlegung der Zahl 1+ ¢ betrifft, so untersuchen wir zu-
niichst den Fall 6=1 nach 4 und finden, daB 144 unzerlegbar ist, falls
0=1+44 nach (1+4)° ausfillt. Ist dagegen d=1 nach (1-+4)%, so wird

14+i= (141, Q)(1+i 80),

wo die beiden Klammern rechter Hand Primideale des Korpers K darstellen,
welche wegen (£2, S2)=1 notwendig voneinander verschieden sind. In allen
anderen Fillen ist § das Quadrat des Ideals (144, 2) =(1+44, SQ), wie eine
leichte Rechnung zeigt. Wir erkennen somit, daf 1+¢ dann und nur dann
das Quadrat eines Primideals wird, wenn 1--¢ in der Partialdiskriminante d
des Korpers K aufgeht. Die Zerlegung der Zahl 147 ist in folgender Tabelle
dargestellt:

fir =1, (T+72)5 ist 14+¢=PR-8B,
P=0141,02),5P+%,
) 651"’42’ (1+7’5 ’ 1+7’=SB,

v 0= by lhi=g,

2 652;

(
(
» 0=0, I+
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Die gewonnenen Resultate der Zerlegung der Zahlen in % lassen sich iiber-
sichtlich zusammenfassen, wenn wir uns eines auch von DIRIcHLET benutzten

Symbols bedienen. Ist némlich « eine beliebige Zahl und 7 eine Primzahl

in k, so verstehen wir unter [—ﬂ die Werte 4-1, —1 oder 0, je nachdem o« im

Zahlengebiete des Korpers £ quﬁdratischer Rest oder quadratischer Nichtrest

von 7 oder durch 7 teilbar ist; doch bedeute insbesondere [ﬁﬂ die Werte

+1, —1, 0, je nachdem « quadratischer Rest oder Nichtrest von (147)°
oder durch 1+ teilbar ist. Es gilt dann der Satz:

Die Primzahl v des Korpers k ist vm Korper K in zwet verschiedene Prim-
deale zerlegbar oder umzerlegbar oder gleich dem Quadrat eines Primideals, je

nachdem [é} =-1, = —1 oder 0 ist.

§ 3. Die Einteilung der Idealklassen in Geschlechter.

Wenn A eine belichige ganze oder gebrochene Zahl des Kérpers K ist, so
wird »(A)=A-SA die Partialnorm von A genannt. Diese Partialnorm ist
offenbar eine Zahl im Kérper k. Bedeutet nun 2 eine von 14 verschiedene
in d aufgehende Primzahl des Kérpers £ und ist die Partialnorm »(A) eine
durch A nicht teilbare ganze Zahl oder eine gebrochene Zahl, deren Zahler
und Nenner durch A nicht teilbar sind, so wird »(A) im Gebiet der ganzen
imaginéren Zahlen ein quadratischer Rest in bezug auf A.

Um dies zu erkennen, setzen wir A =% s )

o — B0

y2

, WO a, f, y ganze imaginére

Zahlen sind. Dann ist v(A)= . Enthielte nun ¢ den Primfaktor 4,

so miiBlte wegen der iiber »(A) gemachten Voraussetzung auch a2 — 828 durch
A2 teilbar sein und folglich enthielten sowohl « wie § den Faktor 4; derselbe
ist mithin in Zahler und Nenner des Bruches A hebbar. Hatte andererseits o
den Faktor 1, so miissen wegen der iiber »(A) gemachten Voraussetzung not-
wendig auch y und § durch A teilbar sein, und dann ist wiederum der Faktor A
in Zahler und Nenner des Bruches A hebbar. Wir kénnen daher annehmen,
daB keine der beiden Zahlen o und 9 den Faktor A enthdlt. Dann aber folgt

v(A)_:_%: nach 4, womit die Behauptung bewiesen worden ist.

Wir fithren jetzt das neue Symbol b—%} ein, wo o eine beliebige Zahl

in k und 2 zunichst eine von 144 verschiedene in ¢ aufgehende Primzahl
bedeutet. Fiir den Fall, dall 0 =« eine durch A nicht teilbare ganze Zahl oder
ein Bruch ist, dessen Ziahler und Nenner durch 4 nicht teilbar sind, wird das
Symbol durch die Gleichung
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definiert. Ist ferner ¢ =y die Partialnorm einer beliebigen Zahl in K, so mége

row

)=+
sein. Der zu Anfang dieses Paragraphen bewiesene Satz zeigt, dall diese
letztere Festsetzung mit der erst getroffenen Definition vereinbar ist.

Ferner benutzen wir die Tatsache, dal} eine jede Zahl o in % gleich dem

Produkt zweier Zahlen o« und » gesetzt werden kann, wo « eine ganze nicht
durch A teilbare Zahl in % oder ein Bruch ist, dessen Zihler und Nenner nicht
durch 4 teilbar sind, und wo v die Partialnorm einer Zah! in K ist. Um diese
Tatsache zu beweisen, ist es offenbar nur nétig, jene Zerlegung fiir die Prim-
zahl 4 auszufithren. Zu dem Zweck wihlen wir in K eine durch &, aber nicht
durch A= Q2 teilbare Zahl A, setzen y=»(A) und beriicksichtigen dann,

dafl %;:oa in die Gestalt eines Bruches gebracht werden kann, dessen Zihler

gleich 1 ist und dessen Nenner eine nicht durch 4 teilbare Zahl ist. s folgt
somit die gewiinschte Zerlegung A =av.

Ist die beliebige Zahl o =av auf die beschriebene Weise zerlegt, so de-
finieren wir das allgemeine Symbol durch die Gleichung

7l =17

und erkennen ohne Schwierigkeit, daB dieses Symbol dadurch eindeutig be-
stimmt ist und die Eigenschaft

oo’ P o 4
besitzt, wo o, ¢’ beliebige Zahlen des Korpers £ sind.
In den Fillen, in welchen 14+ in d aufgeht, bedarf es einer genaueren
Untersuchung iiber das Verhalten der Partialnormen und ihrer Reste nach den

Potenzen von 1-+4. Um eine iibersichtliche Darstellung der in Betracht kom-
menden Restsysteme zu erhalten, setzen wir

7=3+2v, "=1444

und zeigeri dann durch eine leichte Rechnung, daB, wenn ¢, ¢/, ¢ die Werte 0
oder 1 annehmen, in der Form 44 ¢'* simtliche 8 zu 144 primen Reste
nach (1-414)% und in der Form J-¢%¢'*' """ simtliche 16 zu 144 primen Reste
nach (1--4)° enthalten sind. Wir bezeichnen der Kiirze halber die beiden
genannten Ausdriicke mit (¢t') beziiglich (t¢'¢").

Da im Falle 6=(00) nach (1+%)* die Partialdiskriminante d nicht durch
14+ teilbar ist, so untersuchen wir lediglich die 7 Fille 6=(01), (10), (11)
nach (144)* und =(1+7)(00), (1+7)(01), (1+¢<)(10), (14+2)(11) nach
(1+4)%. Die Rechnung zeigt, daf nur diejenigen zu 144 primen Reste von
(1+4)® unter den Partialnormen der Zahlen des Korpers K vertreten sind,
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welche in der folgenden Tabelle unter der Rubrik « verzeichnet stehen und
deren Exponenten ¢, ¢, ¢’ den in der letzten Rubrik angegebenen Bedingungen
geniigen:

0= o= l

o | _
(01) | (000), (001), (010), (O11) t gerade
(10) | (000), (001), (100), (101) ’ r

(11) 1(000) (001), (110), (111) | t+¢
0

(1419)(00) (000), (011), (100), (111) | ¢4¢"

(149 (01) (000), (011), (101, (110 lt+t’+t" y

(1 1) (10) | (000), (010), (100), (110) -
(1 +14)(11) | (000), (010), (101), (111) Lt

Um die Angaben dieser Tabelle iibersichtlich zusammenzufassen, setzen
wir 0= (t,t;) beziiglich = (1-1) (f;t5) und a==(t £ 1,); es bestitigt sich dann
leicht, daf3 die Zahl« dann und nur dann nach (1--¢)° einer Partialnorm
kongruent ist, sobald die Zahl ¢, ¢ ¢, beziiglich ¢ ¢5-¢ 5t ¢ gerade
ist. Bemerkt sei noch, daf die Zahl &, wenn sie dieser Bedingung geniigt, zu-
gleich auch nach jeder hoheren Potenz von 1--4 der Partialnorm einer Zahl

in K kongruent sein muf.

Wir definieren nun das Symbol [Tfﬁ} zuniichst fiir den Fall, daB

o=u eine durch 1--+¢ nicht teilbare Zahl oder ein Bruch ist, dessen Zihler
und Nenner durch 1-+¢ nicht teilbar sind. In diesem Falle nehmen wir
a=(t, 4 t’) an und setzen
tath 41t - Ll thts -t 1
{1”4%5] — (= 1fefotlels pegiiglich = (— 1)elsTlals Tt
je nachdem 0= (t,f;) nach (1-+3)* oder = (1-1) (t,¢}) nach (1+14)% wird. Ist
ferner ¢ =» die Partialnorm einer beliebigen Zahl des Korpers K, so setzen wir

[yl =+1

Um endlich fiir ein beliebiges ¢ das Symbol zu definieren, benutzen wir die
Zerlegung ¢ =av, wo o eine nicht durch 1--¢ teilbare Zahl oder ein Bruch
ist, dessen Zahler und Nenner durch 1+ nicht teilbar sind, und wo v eine
Partialnorm ist und setzen

(sl =lizral
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Wir erkennen wiederum leicht, dafl dem soeben definierten Symbol die Eigen-

schaft
el = i) i)

zukommt, wo o, ¢’ beliebige Zahlen des Kérpers K sind.

Im folgenden werden die simtlichen s in der Partialdiskriminante d auf-
gehenden Primzahlen mit 4,, ..., 4, bezeichnet. Unser Symbol ordnet dann
einer jeden beliebigen Zahl o des Kérpers £ die s Vorzeichen

) L)

zu, welche das Charakterensystem der Zahlo im Dirichletschen Korper K
heiflen mdgen. Um ferner vermittels unseres Symbols einem jeden Ideal & in
K ein bestimmtes Vorzeichensystem zuzuordnen, bilden wir &-S$. Dieses
Produkt ist gleich einer Zahl »(§) in %; dieselbe werde die Partialnorm des
Ideals § genannt. Da diese Partialnorm nur bis auf hinzutretende Einheits-
faktoren bestimmt ist, so bedarf es fiir unseren Zweck der Unterscheidung
zweier Fille, je nachdem das Charakterensystem des Einheitsfaktors ¢

i a

sl 1)
aus lauter positiven Vorzeichen besteht oder ein negatives Vorzeichen
enthilt. Im ersteren Falle sind offenbar die s Vorzeichen

o) 23]

fir das Ideal§ samilich eindeutty bestvmmt. Das System dieser s Vorzeichen
werde das Charakterensystem des Ideals § genannt. Im zweiten Falle nehmen

wir an, es sei etwa [ﬁ} = —1; wahlen wir dann den Wert der Partial-
norm » () derart, daB ) =-11 wird, so sind die s —1 Vorzeichen
N As: 0
?(J) ?(3) 7
sl o ls)

samitlich durch § eindeutig bestimmi und heiflen das Charakterensystem des
Ideals 3.

Die Ideale derselben Klasse besitzen notwendig das gleiche Charakteren-
system.

Ist ndmlich §’ mit § dquivalent, so gibt es in K eine ganze oder gebrochene
Zahl A derart, daB 3'=A ist. Hieraus folgt »(§')=»(A)»(J) und daher

. o v [«

wird [55] = [73]

Auf die dargelegte Weise ist einer jeden Idealklasse ein bestimmtes
Charakterensystem zugeordnet. Wir rechnen nun alle diejenigen Idealklassen,
welche das gleiche Charakterensystem besitzen, in ein Geschlecht und definieren
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wnsbesondere das Hauptgeschlecht als die Gesamtheit aller derjenigen Klassen,
deren Charakterensystem aus lauter positiven Vorzeichen besteht. Da das Charak-
terensystem der Hauptklasse offenbar von der letzteren Eigenschaft ist, so
gehort die Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht.

§ 4. Die Erzeugung der Idealklassen des Hauptgeschlechtes.
Aus derjenigen Eigenschaft des Symbols, welche sich durch die Formel

oo’ o g
sl = Lats 579

ausdriickt, entnehmen wir leicht die Tatsache, daB das Produkt der Ideal-
klassen zweier Geschlechter die Idealklassen eines Geschlechtes liefert, dessen
Charakterensystem durch Multiplikation der entsprechenden Charaktere
beider Geschlechter erhalten wird. Im besonderen folgt hieraus, daB das
Charakterensystem des Quadrats der Idealklasse eines beliebigen Gteschlechtes
stets aus lauter positiven Einheiten besteht und mithin das Quadrat einer
Idealklasse stets dem Hauptgeschlecht angehort. Es ist von Bedeutung, dafl
die folgende Umkehrung dieses Satzes gilt:

Eine jede Idealklasse des Hauptgeschlechtes st gleich dem Quadrat einer
Idealklasse.

Um die Richtigkeit dieses Satzes zu erkennen, beweisen wir der Reihe nach
folgende Sitze.

Satz 1. Wenn v in dem durch V8 bestimmten Dirichletschen Korper K
die Partialnorm eines Ideals ist und das Charakterensystem von v in diesem

Korper Ky aus lauter positiven Einheiten besteht, so ist auch 6 in dem durch Vo
bestimmien Dirichletschen Korper K, Partialnorm eines Ideals und besitzt in
K, ein aus lauter positiven Einheiten bestehendes Charakterensystem.

Wir diirfen offenbar annehmen, dall v keine quadratischen Faktoren des
Korpers k enthélt. Da » eine Partialnorm sein soll, so muB} ein jeder in der
Partialdiskriminante d des Korpers K, nicht vorkommender Primteiler 7z der
Zahly in zwei Primideale des Kérpers K, zerfallen; es ist somit nach den
Entwicklungen von § 2 notwendigerweise d quadratischer Rest von =, d. h.
wenn 7t von 1--4 verschieden ist:

)
mm)= T

Wir betrachten ferner die von 14 verschiedenen in d aufgehenden Prim-

teiler A der Zahlv. Es gilt im Korper K die Zerlegung 4=_8% und zugleich

ist A~ 16 eine durch @, aber nicht durch A teilbare Zahl des Korpers K.
Daher ist, wenn v=2A»", § =10" gesetzt wird:

’

=[] [ gy
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)=

und da das Symbol [A_VEJ nach Voraussetzung den Wert 41 hat, so ist auch

)=

Was endlich den Primfaktor 1-+4 betrifft, so unterscheiden wir bei der
folgenden Untersuchung zunéchst 4 Hauptfille:

I. Weder » noch 6 sind durch 1% teilbar.

II. » ist durch 1--+¢ teilbar, aber nicht .

III. v ist nicht durch 1--+¢ teilbar, wohl aber 4.

IV. Sowohl » als auch 6 sind durch 1--7 teilbar.

Im Hauptfalle I setzen wir v==(¢,¢,) und 8= (¢,¢;) nach (1+-%)* und unter-
scheiden dann 2 Unterfélle:

1. ¢,, ¢ sind beide gerade. Unter dieser Bedingung kommt 1+ ¢ nicht in
der Partialdiskriminante n des Dirichletschen Kérpers K, vor, und es gibt
daher im Korper K, kein auf den Faktor 14-¢ beziigliches Symbol.

2. t,, . sind nicht beide gleichzeitig gerade. Unter dieser Bedingung kommt

v Ty

In gleicher Weise folgt

1-4-4in » vor und es ist
& 1 tyt 1,
rrmsl == ~
Sind ¢4, t; beide gerade, so wird der Wert der rechten Seite =-+1. Sind
ty, ty nicht beide zugleich gerade, so gibt es im Korper K ein auf 1< be-
ziigliches Symbol, und zwar ist
v bl
15l = (=D :
Da dieses Symbol wegen der Voraussetzung den Wert -1 hat, so ist auch
)
g =+
Im Hauptfalle IT setzen wir v=(1-1)(¢,?,) und 8= (f;t;¢t;) nach (1-+1¢)3
und unterscheiden dann folgende 2 Unterfalle.
1. ¢, ty sind gerade. Unter dieser Bedingung kommt 1-¢ nicht in der
Partialdiskriminante d des Korpers K; vor. Da nun » die Partialnorm eines
Ideals in K sein soll, so ist notwendigerweise 1+ in 2 Primideale des Kor-

pers K, zerlegbar. Die Bedingung hierfiir besteht nach §2 darin, da8
6=(000) nach (1-}4)® ist, und mithin wird

irm=+1

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 3
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2. t5, t; sind nicht beide gleichzeitig gerade. Es ist dann 1--4 Faktor der

Partialdiskriminante d. Setzen wir @ Z%;SL? , 80 wird

ver( L)
)} 1, 1,
[1+v¢:a}:[1+<ﬁa :Dt—l—ti)f;}:[1(—'{:—2:)6}[1—[—601':6];

(4,6) 1 qblith
it = (=D ’

nun ist

und eine leichte Rechnung zeigt, da8
o 1 1
|i1—|—i:6} - (_ 1)
wird. Mithin ergibt sich

v _ tytff—kt;,td—l-t:,—{—t:,-’
[1—[—@':(5}—( 1) *

Andrerseits ist aber

r o }=(_1)t5ti+t3tv+t3+té’,

L+
und wenn daher jenes erstere Symbol den Wert 41 hat, so ist auch
r 6
tl +i: v} =+1.
Im Hauptfall IIT setzen wir v=(t,4,¢)) und d==(11-1) (¢;t;) nach (1--4)5

und unterscheiden dann wiederum 2 Unterfille.
1. ¢,, ¢, sind beide gerade. Unter dieser Bedingung ist 144 in der Partial-

VI Ty

diskriminante n des Korpers K, nicht enthalten. Wegen der Voraussetzung
wird
v A
) = (=1 =41
Mithin ist ¢, gerade, d. h. y=(000) nach (1--4)5; hieraus folgt nach § 2,
daB 14-¢ im Kérper K, in zwei Primideale zerlegbar ist.

2. ¢,, ¢, sind nicht beide gleichzeitig gerade. Es ist dann 1--4 als Faktor
in n enthalten, und es wird

oo R L7 e s AT o o 4
LI—[— 9 6} = 1) ’

Wie vorhin im Unterfalle 2. des Hauptfalles IT erhalten wir den nimlichen

Wert fiir das Symbol [ I 1, und da das erstere den Wert -1 hat, so

1+7::VJ
1st auch

i) =41
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Im Hauptfalle IV setzen wir y=(1--¢) (¢,6,¢,) und == (1-+1) (4585ts)
nach (1--4)%. Es wird dann
[(ty L) (Estyty 1

vy <1>
: [ )
[m] 1Fi:6 T i:6
= (= 1)(t"+t°‘) Uy (6, 1)t + 6+ 15+ 1) -+
(— 1)tvt3+t4to‘+t’v+ts+ —

Denselben Wert erhal’oen wir auch fiir [
den Wert -1 hat, so ist auch

4
Ll =+1

Die eben vollendete Entwicklung zeigt, dall das Charakterensystem der
Zahl ¢ in dem Korper K, aus lauter positiven Einheiten besteht.

Andrerseits ist § in K, notwendig die Partialnorm eines Ideals; denn
wenn A ein von 1--¢ verschiedener in n nicht aufgehender Primfaktor von
d ist, so ist, da alle Charaktere von v in bezug auf den Kérper K gleich +1
sein sollen, notwendigerweise

v
==+t

und daher zerfillt 2 nach §2 in zwei Primideale des Korpers K, . Ist ferner
1--171in 6, aber nicht in der Partialdiskriminante n des Kérpers K, als Faktor
enthalten, so muf} y=(00) nach (1-+14)* sein, und es ist dann im Unterfalle 1
des Hauptfalles III bewiesen worden, dal 1+ ¢ im Korper K, zerlegbar ist.
Da mithin sdmtliche Primfaktoren von ¢ im Koérper K, zerlegbar sind, so
ist § die Partialnorm eines Ideals in K, und hiermit ist der Satz 1 vollstindig
bewiesen.

Satz 2. Wenn v die Partialnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in
dem durch V& bestimmten Dirichletschen Zahlkorper K, ist, so ist auch & die
Partialnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in dem durch Vo bestimmien
Dirichletschen Zahlkorper K .

Setzen wir ndmlich

v =+ BY0)=a2— 26,

wo o und # Zahlen des Kérpers £ sind, so wird
o \2 1\2
o=(5) —(F)»

d. h. gleich der Partialnorm der in K, gelegenen Zahl

> } und da das erstere Symbol

o+ Vv

B

Satz 3. Wenn v Partialnorm eines Ideals in K ist, und das Charakteren-
system von v in K, aus lauter positiven Einheiten besteht, so ist v zugleich die

Partialnorm einer gewissen ganzen oder gebrochenen Zahl des Korpers K.
3%
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Wenden wir den von H. Mingkowskr aufgestellten Satz! iiber die Dis-
kriminante allgemeiner Zahlkérper auf den biquadratischen Dirichletschen
Korper K an, so erkennen wir, dal es in jeder Idealklasse des Dirichlet-
schen Korpers K ein Ideal § gibt, dessen Norm N(§) absolut genommen

kleiner als —2—37?‘ VE‘ ausfillt, wo D die Diskriminante des Kérpers K be-

deutet. Da aber D<2°(6[* und °° %

absolut genommen gleich dem Quadrat des absoluten Betrages der Partial-
norm » =»(J) wird, so ergibt sich der Satz, dal in jeder Idealklasse des Kor-

< V6 ist und da ferner die Norm N($)

pers K, ein Ideal § gefunden werden kann, fiir welches |»(3)]2 < 16| aus-
fallt.
Wir beweisen nun zunichst durch Rechnung, daBl der Satz 3 in allen

Dirichletschen Kérpern K gilt, fiir welche || < V6 ist. Benutzen wir die
soeben aus dem Minkowskischen Satz abgeleitete Ungleichung, so wird
dieser Nachweis durch folgende Tabelle gefiihrt, in welcher unter der Rubrik &

die simtlichen absolut genommen unter 3 liegenden Werte von ¢ und unter
der Rubrik » die den Bedingungen des Satzes 3 und der Ungleichung
|v|2< 76| 8| geniigenden » sich angegeben finden, wihrend daneben in der
letzten Rubrik die Zahl des Korpers K hinzugefiigt ist, deren Partialnorm
gleich v wird.

0 F v

141424

1;{;2@1 15+ 1.4

9i | 2Fi | 1Fi+iy2Li

i1ii iy 2 4

144

| | =
v !1+zi 14dys

+ 4 t+1Yl L

Es sei jetzt d eine ganze imaginiire Zahl, deren absoluter Betrag | 4| >76
ausfillt, und wir nehmen an, der Satz 3 sei bereits bewiesen fiir alle die-
jenigen Korper K, fiir welche |§’| < |6| wird. Ist dann » die Partialnorm
eines Ideals §, deren Charakterensystem in K; aus lauter positiven Einheiten
besteht, so bestimme man in K ein zu J dquivalentes Ideal ', dessen Partial-

1 Vgl. Comptes rendus 1891. Fiir obigen Zweck reicht schon die von H. MINKOWSKT,
J. Math. 107, 296 (1891), aufgestellte Ungleichung aus.
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norm » absolut genommen und ins Quadrat erhoben < VE,(S] ausfillt. Da

76 <| 8| ist, so wird |»'| <|8|. Da andrerseits »" die Partialnorm eines Ideals
in K ist, deren Charakterensystem aus lauter positiven Einheiten besteht, so

ist nach Satz 1 die ganze imaginire Zahl 6 in dem durch V¥ bestimmten
Korper K, die Partialnorm eines Ideals, deren Charakterensystem aus lauter
positiven Einheiten besteht. Nun gilt wegen |+'| <|6| Satz 3 im Kérper K,
und es ist daher ¢ die Partialnorm einer gewissen ganzen oder gebrochenen
Zahl des Korpers K,,, und hieraus ergibt sich nach Satz 2, daBl auch »" die
Partialnorm einer gewissen Zahl in K, ist. Da das Ideal § dquivalent &' ist,
so ist der Quotient beider Ideale eine Zahl des Korpers K;, mithin ist der
Quotient der Zahlen » und »" und folglich auch » selbst gleich der Partial-
norm einer gewissen Zahl des Korpers K. Der Satz 3 gilt folglich fiir den
Korper K, und wir erkennen daraus seine allgemeine Giiltigkeit?.

Aus Satz 3 folgt endlich in sehr einfacher Weise der zu Anfang dieses
Paragraphen ausgesprochene Satz iiber die Idealklassen des Hauptgeschlechts.
Wenn namlich § ein Ideal des Hauptgeschlechts ist, so erfiillt seine Partial-
norm »() — beziiglichenfalls, wenn sie nach der auf 8. 31 angegebenen Vor-
schrift mit dem Einheitsfaktor ¢ versehen ist — alle Bedingungen des Satzes 3.
Es gibt daher auf Grund desselben im Kérper K eine Zahl A derart, daB

»(Q) ==»(A) wird. Setzen wir %— = —g , wo § und 9’ zueinander prime Ideale
sind, so ist notwendigerweise —g, gg, =1 und mithin ' =S59. Da §- 8 $ gleich

einer Zahl o des Korpers £ gesetzt werden kann, so ergibt sich S:% 92,

d. h. § ist notwendigerweise dem Quadrat des Ideals §) dquivalent.

§ 5. Die ambigen Ideale.

Ein Ideal § des Dirichletschen Korpers K, welches nach Anwendung
der Operation S ungeéndert bleibt und keine Zahl des Korpers & als Faktor
enthilt, werde ein ambiges Ideal genannt. Um alle ambigen Ideale auf-
zustellen, bezeichnen wir, wie in § 3, die séimtlichen s in der Partialdiskrimi-
nante d des Koérpers K aufgehenden Primzahlen mit 4;,...,4, und setzen
A= ..., 4, =22% es sind dann wegen Q=8¢ die sIdeale £,,..., &,

ambige Ideale und desgleichen sind die sémtlichen 2° Produkte A =17
ambig, welche aus diesen s Idealen €, ..., &, gebildet werden kénnen. Wir

1 Der eben bewiesene Satz 3 liefert zugleich alle Mittel zur Aufstellung der notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafiir, dafl die ternire diophantische Gleichung

&+ Pty =0

mit beliebigen ganzen imaginiren Koeffizienten o, 8,  in ganzen imaginéren Zahlen &, 7, {
I6sbar ist.
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beweisen leicht den Satz, dafl es im Korper K keine weiteren ambigen Ideale
gibt. Wire nidmlich F=RL ... R, wo B, L, . .., R Primideale sind, ein am-
biges Ideal, so miiten wegen =S8 die Primideale SB, SO, ..., SR in
einer gewissen Reihenfolge genommen, mit B, £, ..., R iibereinstimmen.
Wenn etwa SP = sich ergeben wiirde, so enthielte § den Faktor SR,
welcher gleich einer ganzen imagindren Zahl ist, und da dieser Umstand der
Voraussetzung widerspricht, so folgt P=S8P und ebenso O=8L,...,
R=S8NR, d. h. die Ideale B,L,...,R sind simtlich ambige Primideale,
und da das Quadrat eines solchen Ideals einer ganzen imaginéren Zahl gleich
wird, so schlieen wir zugleich, daf} die Ideale B, O, .. ., R notwendig unter-
einander verschieden sind. Wir sprechen das gewonnene Resultat in folgendem
Satze aus:

Satzl. Die s in der Partialdiskriminanted aufgehenden Primideale
L, .., &, und nur diese sind ambige Primideale. Die 2° aus diesen zu bildenden
Produlkte U = ITL machen die Gesamthert aller ambigen Ideale des Kirpers K aus.

§ 6. Die ambigen Klassen.

Wenn § ein Ideal der Klasse C 1st, so werde diejenige Idealklasse, welcher
das Ideal S§ angehort, mit SC bezeichnet. Ist insbesondere =80, so
heiBt die Idealklasse C ambig. Da das Produkt §-S$ dquivalent 1 ist, so wird
C-SC =1 und folglich ist das Quadrat einer jeden ambigen Klasse gleich der
Hauptklasse 1. Umgekehrt, wenn das Quadrat einer Klasse C gleich 1 ist, so

1

wird (=5 =_8C und folglich ist (' eine ambige Klasse.

Es entsteht nun die Aufgabe, alle ambigen Klassen aufzustellen. Da
offenbar ein jedes ambige Ideal § vermége seiner Eigenschaft § =S8 einer
ambigen Klasse angehort, so haben wir vor allem zu untersuchen, wie viele von-
einander verschiedene ambige Klassen aus den 2° ambigen Idealen entspringen.

Das Produkt aller in & aufgehenden Ideale € ist gleich Y6 und mithin ein
Hauptideal. Wir bestimmen nun im Kérper K eine Grundeinheit E, d. h. eine
Einheit von der Beschaffenheit, daf jede andere Einheit des Korpers gleich
oE™ wird, wo o eine Einheitswurzel und m eine positive oder negative ganze
Zahl bedeutet. Da die irreduzible Gleichung, welcher p geniigt, notwendig
vom 2-ten oder 4-ten Grade sein muB, so kann ¢ nur eine 2-te, 3-te, 4-te, 5-te
oder 8-te Einheitswurzel oder eine aus diesen zusammengesetzte Einheits-
wurzel sein. Die 3-te Einheitswurzel kommt im Korper K nur vor, wenn § = 3
ist. Es kann ferner leicht gezeigt werden, dafl die 5-te Einheitswurzel im Kor-
per K niemals vorkommt. Die 8-te Einheitswurzel endlich kommt im Kérper
K vor, falls 6 = 7 ist. Die beiden Fille 6 = 3 und 6 = ¢ werden unten fiir sich
besonders erledigt und bei der nachfolgenden allgemeinen Untersuchung aus-
geschlossen, so dafl nunmehr g lediglich = 4 1 oder = -+ ¢ sein kann.
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Die Grundeinheit E ist bis auf einen Faktor p véllig bestimmt. Die Ent-

scheidung dariiber, ob im Kérper K aufler 1 und V6 noch ein anderes ambiges
Hauptideal vorhanden ist, hingt lediglich davon ab, ob »(E) = 4-1 oder
= 4 ¢ ausfallt.

Um dies zu erkennen, nehmen wir zunichst »(E) = 4+ 1 an. Da es frei-
steht, +E an Stelle von E als Grundeinheit zu wihlen, so kénnen wir annehmen,
daB »(E) = + 1 wird. Wir setzen' 14 E = aA, wo o eine ganze imaginire
Zahl und A eine ganze Zahl des Korpers K bedeutet, welche durch keine
ganze imaginire Zahl teilbar ist. Aus der Gleichung % =E ergibt sich, daf
A ein ambiges Hauptideal ist. Dieses Hauptideal A ist ferner verschieden von

1 und von }8. Wire namlich A = gE™ oder = gE™ V8, so wire
A E \m "
= £ (5e) — = E

und diese Einheit kann nicht gleich E sein, da m eine ganze Zahl bedeutet und
E keine Einheitswurzel ist. Ferner ist ersichtlich, da8 ein jedes andere ambige

Hauptideal des Kérpers K aus V8 und A zusammengesetzt werden kann.

Ist namlich B ein beliebiges ambiges Hauptideal, so ist notwendig % =oEm

Aus der Gleichung v( ) 41 folgb g = 4 1; wir setzen g = (— 1),
n den Wert 0 oder 1 hat; dann geniigt die Zahl =B (1/6) A-m der Glei-
chung S—FT = -} 1 und ist folglich eine Zahl des Kérpers £, woraus die Behaup-

tung ersichtlich wird.

Tst andrerseits die Partialnorm »(E) = ¢, so kann es kein von 1 und Ve
verschiedenes ambiges Hauptideal geben. Denn wire % = A ein solches, so

ist notwendlgerwelse A = pE™. Da aber » < 3 A) == 1 ist, so folgt notwendiger-
weise [v(E)]* =41 und daher muf} m eine gerade Zahl sein. Wegen E2 —%

wiirde dann die Zahl B = A E~-2— der Gleichung —SEB—:— ¢ gentigen und da
< 3 B> - 1 ist, so folgt p = 4+ 1. Beriicksichtigen wir, daf3 B durch keine

ganze imaginire Zahl teilbar sein darf, so hat die Annahme SB = 41 not-
wendig B = ¢ und die Annahme SBB = — 1 notwendig B = V6 zur Folge,

womit die Behauptung bewiesen ist.
Wir driicken nun eines der s ambigen Primideale durch die s — 1 iibrigen

ambigen Primideale und durch VS und ferner, wenn die Partialnorm der

1 Die linke Seite dieses Ansatzes ist ein besonderer Fall des von KuMMER im J. Math.
50, 212 (1855) behandelten Ausdruckes.
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Grundeinheit = -+ 1 ausféllt, noch eines dieser s — 1 ambigen Ideale durch
die s — 2 iibrigen und durch A aus. Bezeichnen wir dann allgemein eine An-
zahl von Idealklassen als untereinander unabhéngig, wenn keine derselben
gleich 1 oder gleich einem Produkt der iibrigen ist, so gilt offenbar der Satz:

Satz 2. Die s ambigen Primideale bestimmen s — 2 oder s — 1 vonetnander
unabhingige ambige Klassen, je nachdem die Partialnorm der Grundeinheit
= + 1 oder = - % tst. Die simtlichen 2° ambigen Ideale bestimmen im ersteren
Falle 2°72, im letzteren 2°~ voneinander verschiedene ambige Idealklassen.

Was die beiden oben ausgeschlossenen Fille 6 = 3 und § = ¢ betrifft, so
gilt im ersteren Falle ebenfalls der eben ausgesprochene allgemeine Satz, da

das einzige ambige Ideal & = V'3 ein Hauptideal ist und die Partialnorm der
Grundeinheit gleich 4- ¢ ausfallt. Im zweiten Falle 6 = ¢ dagegen verliert das
im Satze angegebene Kriterium seine Anwendbarkeit, da die Partialnorm der
Einheitswurzel 1 ¢ gleich — ¢ wird. Man erkennt, daB auch im Falle 6 =i
das einzige vorhandene aus der Zerlegung von 1+ ¢ entspringende ambige
Ideal ein Hauptideal ist.

Es werde hier noch der allgemeinere Fall hervorgehoben, in welchem &
gleich einer Primzahl und iiberdies = - 1 nach (1 4 7)* ist. In diesem Falle
wird ebenfalls s = 1 und die obige Entwicklung zeigt, dal notwendigerweise
die Partialnorm der Grundeinheit = 4 ¢ sein muB.

Es bleibt noch iibrig, die Frage zu beantworten, ob im Kérper K ambige
Klassen vorhanden sind, welche kein ambiges Ideal enthalten. Zu dem Zwecke
wihlen wir in der ambigen Klasse C ein beliebiges Ideal & aus; es ist dann

% gleich einer Zahl A des Korpers K. Da es freisteht ¢ A an Stelle von A zu

wihlen, so kénnen wir die Annahmen »(A) = -+ 1 oder = - ¢ zugrunde legen.

Im ersteren Falle betrachten wir die Zahl B =14 SA. Wegen % = %
wird S‘%% =1d.h. B = S(BY). Setzen wir daher BY =7 U, wo o und f

ganze imagindre Zahlen sind und das Ideal % durch keine ganze imaginire
Zahl teilbar ist, so folgt, dafl 9 ein ambiges Ideal ist: die Klasse C enthilt
mithin ein ambiges Ideal.

Ziehen wir zweitens die Annahme »(A) = ¢ in Betracht, so erkennen wir
zunichst, daB in diesem Falle das Charakterensystem von ¢ aus lauter positiven
Einheiten bestehen muB. Fiir die vorliegende Frage kommt es nun darauf an,
ob die Partialnorm der Grundeinheit »(E) = 4 1 oder = - ¢ ausféllt. Ist

letzteres der Fall, so setzen wir einfach % an Stelle von A und zeigen dann durch

die eben angewandte SchluBweise, daf in der Idealklasse (' ein ambiges Ideal
vorkommt. Ist dagegen »(E) = + 1, so enthélt die Klasse ¢ kein ambiges
Tdeal. Wire néimlich % = B § ein solches, wo B eine Zahl in K bedeutet, so
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wiirde % A folgen Andrerseits miifite aber ﬂ- gleich einer Einheit,

etwa gleich o Em sein und da v (E) = 1 ist, so wiirde hleraus v(A) = 41 folgen,
was der Annahme widerspricht.

Wir treffen nun die Voraussetzung, dal im Korper K das Charakteren-
system von ¢ aus lauter positiven Einheiten besteht; nach Satz 3 in § 4 gibt
és dann eine Zahl A, deren Partialnorm gleich 4 ist, und wenn wir noch »(E) = 1

annehmen, so muB die Zahl A notwendig gebrochen sein. Setzen wir A = -g, ,
R}

N .
wo & und &' zueinander prime Ideale sind, so wird ﬁ =1 und hieraus

folgt ' = S d. h. J ist dquivalent mit S und bestimmt folglich eine ambige
Klasse C'; diese Klasse C' enthélt nach dem vorhin Bewiesenen kein ambiges
Ideal. Wir fassen die gewonnenen Resultate in folgendem Satze zusammen.

Satz 3. Es gibt vm Korper K dann und nur dann eine ambige Klasse, welche
kein ambiges Ideal enthilt, wenn das Charakterensystem von i aus lauter positiven
Einheiten besteht und wenn zugleich die Partialnorm der Grundeinheit gleich
4+ 1 vst.

Die namlichen Hilfsmittel fiithren zugleich zur Darstellung sémtlicher
ambigen Klassen der genannten Eigenschaft. Nehmen wir namlich an es gibe
2 ambige Idealklassen, die kein ambiges Ideal enthalten und wéhlen aus

diesen je ein Ideal und &' aus, so zeigt die obige Entwicklung, daB die Partial-
normen der beiden Zahlen A _Si% und A'= SS’ gleich 4 ¢ sein miissen
und es wird folglich » <ﬁ,> + 1. Nehmen wir, was frei steht in dieser

Glelchung das obere Vorzeichen an, so folgt, daf B =1 + KI\ A der Gleichung
SBB N genugt Dieselbe ergibt B 0 =8 (B 33,) ; setzen wir daher B 0 %— A,

wo « und g ganze imaginére Zahlen und das Ideal % durch keine ganze imagi-
nire Zahl teilbar ist, so erweist sich % als ein ambiges Ideal und der Quotient
der beiden Ideale  und &’ ist mithin einem ambigen Ideale dquivalent. Wir
gewinnen aus diesen Uberlegungen den Satz:

Satz 4. Wenn im Korper K eine ambige Idealklasse vorhanden 1st, welche
kein ambiges Ideal enthilt, so entstehen alle dibrigen Klassen der ndmlichen Be-
schaffenheit dadurch, daf3 man jene Klasse der Reihe nach mit allen aus ambigen
Idealen entspringenden Klassen multvpliziert.

Die bisherigen Resultate ermdglichen die Berechnung der Anzahl aller
ambigen Klassen, Betrachten wir zundchst den Fall, daBl das Charakteren-
system von ¢ aus lauter positiven Einheiten besteht, so erkennen wir aus den
soeben bewiesenen Sétzen 2, 3 und 4, daB es in diesem Falle genau 2°~! ambige
Klassen gibt, wo s die Anzahl der Primteiler der Partialdiskriminante d be-
deutet. Von diesen 2°~! ambigen Klassen entspringen simtliche oder nur die
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Hilfte aus ambigen Idealen, je nachdem die Partialnorm der Grundeinheit
gleich 4-+4 oder gleich 4-1 ausfillt. Kommt jedoch im Charakterensystem
von 5 eine negative Einheit vor, so ist die Norm der Grundeinheit notwendig
gleich - 1; nach den Sitzen 2 und 3 dieses Paragraphen gibt es dann nur
2°~% ambige Klassen und diese entspringen simtlich aus ambigen Idealen.
Setzen wir nun ¢ = s oder =s — 1, je nachdem das Charakterensystem vop
¢ aus lauter positiven Einheiten besteht oder nicht, so bedeutet ¢ nach den
Darlegungen des § 3 die Anzahl der Einzelcharaktere, welche das Geschlecht
einer Idealklasse bestimmen und wir erhalten den Satz:

Satz 5. Es gibt genau ¢ — 1 voneinander unabhingige ambige Klassen,
wo ¢ die Anzahl der Einzelcharaktere bedeutet, welche das Geschlecht einer Klasse
bestimmen. Die Anzahl der simtlichen voneinander verschiedenen ambigen Ideal-
klassen ist demgemdfp = 2°71.

Dieser allgemeine Satz gilt auch, wie man leicht erkennt, fiir den besonde-

ren durch }¢ bestimmten Dirichletschen Kérper, welcher oben von der Be-
trachtung ausgeschlossen wurde.

§ 7. Die Anzahl der existierenden Geschlechter.

Die in § 4, 5 und 6 gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand, die
Anzahl der in einem Dirichletschen Zahlkérper K vorhandenen Geschlechter
zu berechnen. Da das Charakterensystem einer Idealklasse des Korpers K
aus ¢ Einzelcharakteren besteht, deren jeder den Wert - 1 oder — 1 annehmen
kann, so sind im ganzen 2° Charakterensysteme méglich und es entsteht die
wichtige Frage, ob fiir jedes dieser 2° moglichen Charakterensysteme ein Ge-
schlecht existiert oder ob nur ein Teil dieser Charakterensysteme unter den
Geschlechtern wirklich vertreten ist. Um iiber diese Frage Auskunft zu er-
halten, bezeichnen wir die Anzahl der voneinander verschiedenen existierenden
Geschlechter mit ¢ und die Anzahl der Klassen des Hauptgeschlechtes mit f.
Da offenbar auch jedes andere Geschlecht f Klassen enthalten muB, so ist die
Anzahl samtlicher Klassen des Kérpers = ¢f.

Bezeichnen wir nun die Klassen des Hauptgeschlechts mit H,, . .., H,,
so kénnen wir nach dem in § 4 bewiesenen Satze H, =@%,..., H, = @}
setzen, wo @, ..., @ gewisse Klassen des Korpers bedeuten. Es sei jetzt C
eine beliebige Klasse des Korpers K ; da dann C2 offenbar zum Hauptgeschlecht

gehort, so ist 02 =@?, wo @, eine der eben bestimmten Klassen @,,. . ., @,

bedeutet. Es ist folglicth eine ambige Idealklasse 4, d. h. es wird C = 4 9),.
Da nach Satz 5 in § 6 die Anzahl der ambigen Klassen 2°~! betrigt, so stellt
der Ausdruck 4 Q genau 2°~'f Idealklassen dar. Diese sind auch simtlich von-
einander verschieden. Denn wire 4@, = 4'Q,, wo A’ eine ambige Klasse
und @, eine der vorhin bestimmten Klassen @, ..., @, bedeutet, so wiirde
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Q* =Q% d. h. H, = H,, und folglich r =+’ sein. Aus @, = @,. folgt auch zu-
gleich 4 = A4’, womit die Behauptung bewiesen ist.

Die Gleichsetzung der so gefundenen Anzahl 2°°'f simtlicher Klassen
mit der vorhin angegebenen Zahl ¢f ergibt g = 2°~1. Wir haben somit die am
Anfang dieses Paragraphen gestellte Frage beantwortet und es gilt der Satz:

Die Anzahl der existierenden Geschlechter ist gleich der Hilfte der méglichen
Charakterensysteme, nimlich = 271, wo ¢ die Anzahl der das Geschlecht be-
stimmenden Charaktere bezeichnet.

§ 8. Das Reziprozititsgesetz.

Nachdem im vorigen Paragraph gezeigt worden ist, daB nur die Halfte aller
moglichen Charakterensysteme wirklich unter den Geschlechtern vertreten ist,
entsteht die Frage nach der Bedingung, welche ein Charakterensystem er-
filllen muB, damit fiir dasselbe ein Geschlecht existiert. Diese Frage wird durch
das schon von DiricHiET aufgestellte Reziprozitétsgesetz der quadratischen
Reste und Nichtreste im Gebiete der ganzen imaginiren Zahlen beantwortet.

Um zunéchst den quadratischen Restcharakter der Zahl ¢ zu bestimmen,
nehmen wir an, es sei x eine von 1 4 ¢ verschiedene Primzahl im Kérper &
und iiberdies = (00) nach (1 -}- 7)*. Da zufolge der in § 6 gemachten Bemerkung

in dem durch Vs bestimmten Korper K, die Partialnorm der Grundeinheit
= - ¢ ist, so muBl nach dem zu Anfang des § 3 bewiesenen Satze ¢ quadrati-
scher Rest von »x sein. Ist » eine Primzahl und = (10) nach (1 + 7)*, so ist

i% = (00) und folglich wird auch in diesem Falle (ﬂ =+ 1.

Wir betrachten ferner den durch ¥ ¢ bestimmten Dirichletschen Korper K,.
In diesem ist offenbar 1 - 7 der einzige Primfaktor der Partialdiskriminante.

Das Symbol [1 _*_Zi =
rakter [l—f-%} . Die Zahl der méglichen Charakterensysteme in K ist folglich
= 2 und da nur die Hilfte derselben durch Geschlechter vertreten ist, so gibt

] wird = -+ 1 und es gibt im K6rper K, nur den einen Cha-

es nur ein Geschlecht und es ist folglich stets [T-{-VTJ = -1, wo » die Partial-

norm eines beliebigen Ideals bedeutet. Es sei nun » eine Primzahl, und zwar
= (¢,1,) nach (1 + 4)*; ist dann 4 quadratischer Rest von %, so ist » nach

§2 die Partialnorm eines Primideals und hieraus ergibt sich [1 _:1. - J =(— l)t;
=+ 1 d.h.#, = 0. Dieses Resultat ist die Umkehrung des vorigen ; beide
Resultate zusammen ergeben den Satz:

Wenn % eine Primzahl und = (t,t.) nach (1 - 2)* ist, so bestimmt sich der
quadratische Restcharakter der Zahl i in bezug auf » durch die Formel

[£)-c-"

x®
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Um den quadratischen Restcharakter von 1 4 ¢ zu berechnen, betrachte

ich zuniichst den durch } x bestimmten Kérper K, wo x eine Primzahl und
= (000) nach (1 + ¢)° ist. Da in diesem Kérper nur ein Geschlecht vorhanden

sein darf und, wie oben gezeigt, der Charakter [ } + 1 ist, so folgt, dal

die Norm eines jeden Ideals ebenfalls den Charakter + 1 haben muf}. Da nach
§ 2 die Zahl 1 - 4 in zwei Ideale des Korpers K, zerlegbar ist und folglich die

Partialnorm eines Ideals ist, so folgt [l;rﬂ = [ _H} + 1. Ist == (100),

x
so wird ¢ = (000) nach (1 - ¢)° sein und mithin haben wir auch in diesem

Falle [1—}‘} — 1.

Es sei jetzt » eine Primzahl und = (¢,0¢] ) nach (1 4- 7)°. Nehmen wir nun
[ jq -4 1 an, so ist % in dem durch ]/1 +71  bestimmten Korper zerlegbar
und da in diesem Korper nur ein Geschlecht existiert und ¢ den Charakter

. . . % I ty "
+ 1 besitzt, so ergibt sich auch [mmj =(—1)*=+41,d.h.t,=0.
Beide Resultate zusammengenommen bestimmen den quadratischen Rest-
charakter von 1+ 4 in bezug auf » fiir #, =0, und zwar gilt unter dieser
Voraussetzung die Formel
IR

”

Es sei endlich » eine Primzahl und = (¢,1¢.) nach (1 - 4)°. In dem durch
1/(1 + 1) bestimmten Kérper sind, wie man leicht ausrechnet, die Charak-
tere der Zahl ¢ beide = — 1 und es existiert folglich nur ein Geschlecht. Wenn
daher » die Partialnorm eines Ideals ist, so miissen die beiden Charaktere der
Zahl v, nimlich die Symbole [ "] und (v i

beide positiv oder beide negativ sein. Hieraus ergibt sich, falls wir » =%
nehmen, die Formel:

} entweder

147 14ty
L=

Die beiden soeben gewonnenen Formeln lassen sich in eine zusammenfassen
und wir erhalten somit den Satz:
Wenn » eine Primzahl und = (t,t.t.) nach (1 - ) ist, so bestimmt sich der

quadratische Restcharakter der Zahl 1 4 ¢ in bezug auf » durch die Formel:
I 4t
)=,

Um endlich das Reziprozititsgesetz fiir 2 beliebige von 1 + 7 verschiedene
Primzahlen abzuleiten, beriicksichtigen wir den Umstand, daB von den beiden
ganzen imagindren Zahlen o und o stets die eine = (0¢,) nach (1 + 4)* ist.
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Wir nehmen bei der nachfolgenden Untersuchung die beiden Primzahlen »x
und 7 in dieser Gestalt an, so daB stets {, = 0, ¢, = 0 zu setzen ist.
" Es sei zuniichst x eine Primzahl = (00) nach (1 + t)*. Ist dann 7 eine

Primzahl von der Art, daB3 [%} = -1 wird, so kann & in dem durch V;
bestimmten Korper K, zerlegt werden und ist folglich die Partialnorm eines
Ideals. Durch die oben angewandte Schlufiweise folgt dann, daB [%} =41

sein mufl. Wir haben somit die beiden folgenden Tatsachen erkannt:
Aus % = (00), z = (00) nach (1 + 3)* und [%] = + 1 folgt [ﬂ =+1,(1)

s x=(00), m=(01) , (L+4)t , [§]=+1 . [;}:Jrl.(z)

Es sei ferner x == (01) nach (1 4 1), so gibt esin dem durch 2 bestimmten
Kérper K, zwei Charaktere, aber nur ein Geschlecht, weil das Charakteren-
system der Zahl 7, wie man leicht durch Rechnung findet, aus 2 negativen Ein-

heiten besteht. Ist daher 7 eine Primzahl von der Art, daB [%} == 4 1 wird,
so miissen auch die Charaktere [l_ﬁv’{} und L?n—x} entweder beide positiv

oder beide negativ sein; hieraus folgt [%} =+ 1 und wir haben somit die

beiden folgenden Tatsachen erkannt:

Aus 7 = (01), @ = (00) nach (1 + §)* und | %] = 4 1 folgt [Z]=+1,60)

. * T
by 2=(01), m=(01) , (L4t , [;] =41 , [_x_] — 1 1.(4)
Diese 4 Sitze zeigen, daB unter der Voraussetzung ¢, = 0, ¢, = 0 allgemein
x® 24 .
5] =[] st

Es sei nimlich zuniichst ¢, =0, ¢, = 0. Nach (1) folgt aus [%] =41
notwendig [%} = -+ 1. Ist aber [—Z—] = — 1, so muB auch [%} = — 1 sein,
da ja ebenfalls nach (1) bei Vertauschung von » mits aus {%J = + 1 notwendig
auch [%} = - 1 folgen wiirde. .

Es sei ferner ¢, =0, ¢/, = 1. Nach (2) folgt aus Bﬂ = + 1 notwendig
[—;i] = -+ 1. Ist aber [»’ﬂ = — 1, so muf} auch [%} = — 1 sein, da ja nach
(3) aus [%1 =41 auch [%} = - 1 folgen wiirde.

Endlich sei ¢, =1, # =1. Nach (4) folgt aus [%} = -+ 1 notwendig
L%} = 4 1. Ist aber [%] = — 1, so mul} auch [%] = — 1 sein, da ja eben-
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falls nach (4) aus [;} = 4 1 notwendig auch [%J = 4- 1 folgen wiirde. Um

die eben gefundene Formel [%w = B‘EJ fiir 2 beliebige Primzahlen #, z an-

zuwenden, fiir welche ¢, und ¢, nicht notwendig = 0 sind, miissen wir in jener
Formel an Stelle %, & beziiglich 1%, i* 7 einsetzen und erhalten dann den
folgenden Satz:

Wenn » und z von 1+ 1 verschiedene Primzahlen und beziiglich = (t,t.)
beziglich = (t,t.,) nach (1 + 1)* sind, so gilt das Reziprozititsgesetz
72 ot

TiLx
o

Wir definieren nun das allgemeine Symbol [ 5} , WO o = ﬁ xzund f= ﬁ 7

zwei beliebige zueinander und zu 1 - 4 prime Zahlen sind, durch die Gleichung
o %
=[]
hierin ist das Produkt iiber alle Primfaktoren » und s der beiden Zahlen o
beziiglich § zu erstrecken, wie sie in der Produktdarstellung von « beziiglich
B vorkommen. Es folgt dann unmittelbar der Satz:

Wenn o und f beliebige zuetnander und zu 1 - i prime ganze Zahlen sind

und a = (t,4,), B = (1,1;) nach (1 + 0)* gesetzt wird, so ist
o tth 11,
2 ot

Diese Formel setzt uns in den Stand die Bedingung anzugeben, welche
in einem beliebigen Dirichletschen Kérper zwischen den ¢ Charakteren be-
stehen muB, damit dieselben das Charakterensystem eines existierenden Ge-
schlechtes bilden.

Wir nehmen zunichst an, daB  nicht durch 1 -+ ¢ teilbar sei und setzen
dann in obiger Formel o« = 6 und § =, wo » eine zu d und zu 1 - 4 prime
Partialnorm eines Ideals im Kérper K, bedeutet. Da dann nach § 2 die Zahl 6
von allen in v zu ungerader Potenz vorkommenden Primzahlen quadratischer
Rest sein muB, so ist [%J = - 1 und folglich wird

[%:] =(— l)tJt;+t:}ty.

Ist nun 6 = (00) nach (1 + ¢)*, so wird die Partialdiskriminante d = 6
und wenn wir daher sdmtliche in derselben aufgehenden Primzahlen mit
A5« .., 4 bezeichnen, so wird

& =] L] =

Ist dagegen o nicht = (00) nach (1 -+ ¢)*, so kommt 1 4 5 in der Partial-
diskriminante d des Korpers K, als Faktor vor. Wir bezeichnen dann die in
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0 aufgehenden Primzahlen mit 4,,...,4,_, und setzen 1+ ¢ =1,. Wegen
[; _*_1;, : 6} =(— 1)t"‘t/”+t3 ' erhalten wir wiederum:

v v
ams) o laml =
Endlich sei ¢ durch 1 - ¢ teilbar; wir setzen ¢ = (1 + ¢)¢' und erteilen
» die obige Bedeutung. Da wiederum 4 von allen in » zu ungerader Potenz vor-

kommenden Primzahlen quadratischer Rest sein muB, so kann bei der Berech-

nung der Faktoren des Symbols ’_6—’] die Zahl ¢’ durch 14 ¢ ersetzt werden;

LY
die oben gefundene Formel fiir den quadratischen Restcharakter von 1 -+ ¢

. & ot . . . .
ergibt dann [T} = (—1)""". Setzen wir ferner in der allgemeinen Rezi-

prozititsgleichung « = ¢, § = » und benutzen dann den soeben gefundenen
! 4 ’ 13 4
Wert des Symbols [%} , so erhalten wir [%} =(— l)t"'t’_*_t“' bHHTL Anderer-

seits hat das Symbol [iﬁ} den gleichen Wert und hieraus ergibt sich

wiederum, wenn wir die sémtlichen in ¢ enthaltenen Primzahlen mit 4, . . ., 4,
bezeichnen, die Gleichung

el [l =+ 1

Es gilt daher in allen Féllen der Satz:
Ein vorgelegtes Charakterensystem vst dann wnd nur dann durch ein Geschlecht
vertreten, wenn das Produkt aller Charaktere desselben = -+ 1 1st.

§ 9. Der spezielle Dirichletsche Kdorper.

Wenn der durch } 6 bestimmte Dirichletsche Korper K auBer dem Kérper &
noch einen anderen quadratischen Ko6rper enthalten soll, so mufl, wie man
leicht erkennt, & gleich einer reellen oder gleich einer rein imagingren Zahl
sein. In diesem Falle bezeichnen wir den durch ]/5 bestimmten Dirichletschen
biquadratischen Korper als einen speziellen Dirichletschen Korper und setzen
0 = 4+ 6 beziiglich 0 = + 246, so daBl 9 stets eine reelle positive Zahl be-
deutet, welche durch kein Quadrat einer reellen Zahl teilbar ist. Der spezielle
Dirichletsche Korper K ist ein Galoisscher Korper. Eine beliebige Zahl des-
selben kann in die Gestalt:

A=a+bi+c)d+diyo
gebracht werden, wo a, b, ¢, d rationale Zahlen sind und wir erhalten die 3 zu
A konjugierten Zahlen durch Anwendung der 3 Substitutionen:

8 =({a:—179),
S = (i:—1),
§"=88={o:—7Yo,i:—1).
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Diesen 3 Substitutionen entsprechen 3 in K enthaltene quadratische Zahl-
kérper: alle Zahlen néimlich, welche bei Anwendung von S ungeéindert bleiben,
bilden den durch ¢ bestimmten quadratischen Kérper & und alle bei Anwen-
dung der Substitution S’ beziiglich S” ungeéndert bleibenden Zahlen des

Korpers K bilden je einen quadratischen Kérper, némlich den durch 74

beziiglich durch } — 8 bestimmten quadratischen Zahlkérper; der erstere
moge mit k', der zweite mit k'’ bezeichnet werden.

Wir fiigen hier noch eine Entwicklung an, welche im folgenden Paragraph
gebraucht werden wird.

Wenn ein Ideal des Korpers K als grofiter gemeinsamer Teiler von solchen
Zahlen dargestellt werden kann, welche lediglich Zahlen der Unterkérper &’
beziiglich %" sind, so sagen wir, das Ideal ,,liege’ im Korper k' beziiglich k.
Ist § irgendein Ideal in K, so liegt stets das Produkt &8’ im Kérper &'
Wiahlen wir ndgmlich irgendeine durch J teilbare Zahl A und bestimmen dann

eine ebenfalls durch § teilbare Zahl B derart, dag B pr1m zu —~S’< ) ist,

so wird notwendig auch S’ <d> und daher auch — S’( ) prim zu S’ <§)

und hieraus folgt §-8'J = (A-S'A, B-S8'B), Womlt die Behauptung be-
wiesen ist. Ebenso wird gezeigt, dafl &+ S” stets in dem Kérper £ liegt.

§ 10. Die Anzahl der Idealklassen des speziellen Dirichletschen
Korpers K.

In diesem letzten Paragraph soll kurz der Weg gezeigt werden, welcher zu
einem rein arithmetischen Beweise des in der Einleitung erwéhnten Dirichlet-
schen Satzes iiber die Anzahl der Idealklassen in K fithrt.

Zu dem Zweck stellen wir zunichst folgende Uberlegungen an. Sind ¢/, ¢’
irgend zwei Idealklassen der beiden quadratischen Korper £’ beziiglich £”
und wihlt man aus diesen beiden Klassen je ein Ideal j’, "/, so gehort jedes
dieser beiden Ideale, als Ideal des biquadratischen Korpers K aufgefaft, einer

Idealklasse in K an; die beiden somit durch ¢’, ¢’ bestimmten Idealklassen des
biquadratischen Korpers K mégen mit ¢ beziiglich ¢’ und ihr Produkt mit
¢'c” bezeichnet werden. Es gilt dann zuniichst der Satz:

Jede Klasse des Hauptgeschlechtes im biquadratischen Kérper K ist gleich
einem Produkte ¢’c”’, wo ¢, ¢ Klassen der quadratischen Korper k' beziig-
lich %" sind.

Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir die Tatsache, dafl jedes Ideal $
des Hauptgeschlechtes dem Quadrate eines Ideals § im biquadratischen
Korper dquivalent ist. Es gilt andrerseits die Identitét

ae . 83 @-8")
S = R, .
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Da das Produkt $'S§-8”S bei Anwendung der Substitution S ungedndert
bleibt, so ist dasselbe gleich einer Zahl in % und folglich ein Hauptideal. Da
J8'S und §- 8" beziiglich in den Kérpern %' und %' liegen, so erkennen
wir, daB 2 und mithin auch § dquivalent dem Produkt eines in &’ und eines
in £ liegenden Ideals ist.

Es seien nun p,, . . ., p, die in 0 aufgehenden der Kongruenz p = 1 nach 4
geniigenden und ¢,, .. ., g, die in d aufgehenden der Kongruenz ¢ = 3 nach
4 geniigenden Primzahlen. Die ersteren Primzahlen lassen sich als Produkt
zweler ganzer imagindrer Zahlen darstellen, und zwar sei p, = By, .. ., P,
=a,f,.

Wir bezeichnen jetzt im biquadratischen Korper K diejenigen Geschlechter
als die Geschlechter der Hauptart, fiir welche die Charaktere der Norm » den Be-

dingungen: allga) =+ [ el =+

@)=+t G-+

geniigen. Unmittelbar aus dieser Definition folgt die Tatsache, daB genau der
27+#~Lte Teil beziiglich der 27+ *-te Teil sémtlicher Geschlechter des Korpers
K von der Hauptart ist, je nachdem ¢ ungerade oder gerade ist. Es gilt ferner
der Satz: L

Jedes Produkt ¢’'¢”’ gehirt vm biquadratischen Korper K einem Geschlechte
der Hauptart an, und umgekehrt jede Klasse C des biquadratischen Ké'rpers K,

und

’ll

welche einem Geschlechte der Hauptart angehort, ist gleich einem Produkt ¢’c

Um den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, beriicksichtigen wir, dafl
die Partialnorm eines jeden in %’ oder %'’ liegenden Ideals eine ganze rationale
Zahl wird und benutzen dann die beiden folgenden Tatsachen:

1. Ist p = af eine rationale in k zerlegbare Primzahl, so ist jede rationale
Zahl im Gebiet der ganzen imaginiren Zahlen gleichzeitig quadratischer
Rest oder Nichtrest in bezug auf die konjugiert imaginéren Faktoren « und g.

2. Ist ¢ eine rationale in k unzerlegbare Primzahl, so ist jede rationale Zahl
im Gebiet der ganzen imagindren Zahlen quadratischer Rest in bezug auf g.

Um die Richtigkeit der Umkehrung zu erkennen, bemerken wir, daf
jedenfalls entweder die Diskriminante des quadratischen Kérpers &’ oder die
des quadratischen Kérpers &' den Faktor 2 enthalten muB. Aus der bekannten
Theorie der quadratischen Kérper folgt daher, dal notwendig in einem jener
beiden quadratischen Kérper ein Geschlecht existieren mul}, dessen Charaktere
in bezug auf die Primzahlen p,, ..., p, der Reihe nach mit den Werten der

Symbole [ 1. BJ . [a v: 5

4

schlechtes im quadratischen Korper k' oder k", so gehort, wie man leicht
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. T. 4

} iibereinstimmen. Ist a eine Klasse dieses Ge-
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erkennt, die Klasse C'a im biquadratischen Korper K dem Hauptgeschlechte

1,

an und wird daher nach dem frither bewiesenen Satze gleich ¢'¢"’; hieraus
folgt 0 = %",
Das nichste Ziel ist die Berechnung der Anzahl derjenigen Paare von

Klassen ¢’, ¢"” der quadratischen Kérper &’ beziiglich %", fiir welche e’ =1
wird. Wir bediirfen dazu folgender Begriffe und Satze aus der Theorie der qua-
dratischen Korper:

Ein Ideal des quadratischen Korpers, welches gleich seinem konjugierten
und iiberdies durch keine ganze rationale Zahl teilbar ist, werde ein ambiges
Ideal genannt. Die ambigen Ideale setzen sich aus ambigen Primidealen zu-
sammen und diese bestimmen sich durch die Eigenschaft, daB ihre Quadrate
den in der Diskriminante des Korpers enthaltenen rationalen Primzahlen gleich
sind.

Eine Klasse des quadratischen Kérpers, deren Quadrat die Hauptklasse ist,
heiBit eine ambige Klasse. Ist der quadratische Kérper imaginér, so enthélt jede
ambige Klasse desselben ein ambiges Ideal und die Anzahl der ambigen
Klassen ist = 2°71, wo ¢ die Anzahl der in der Diskriminante aufgehenden
rationalen Primzahlen ist.

Es seien ¢/, ¢/’ zwei Klassen der quadratischen Kérper %’ beziiglich £” von

der Art, daB ¢’ ¢’ = 1 wird. Wir wéhlen dann aus diesen Klassen ¢’ und ¢ je
ein Ideal {’ beziiglich {”" aus und setzen {'j"” = A, wo A eine Zahl des biquadra-
tischen Korpers K bedeutet. Durch Anwendung der Substitution S” ergibt sich
leicht (- 8”{){""2 = AS" A d. h. {'2 ="', wo o’ eine Zahl im quadratischen
Kérper k" ist. Es folgt mithin, da j”” einer ambigen Klasse o’ in £" angehort
und da k" ein imaginiirer quadratischer Kérper ist, so ist dem eben angefithrten
Satze zufolge |’ einem ambigen Ideale o'’ in k" dquivalent. Nun liegen, wie
man leicht erkennt, simtliche ambigen Primideale des Kérpers &' zugleich auch
in dem quadratischen Kérper &'; ausgenommen ist lediglich der Fall 6 =1
nach 4, in welchem das durch Zerlegung der Zahl 2 entstehende ambige Prim-
ideal " im Kérper k", aber nicht im Kérper &’ liegt. Da [ =1 4- ¢ und folg-
lich ein Hauptideal des biquadratischen Korpers K ist, so wird, wenn [" die
durch [ bezeichnete Klasse in k" bezeichnet, offenbar I = 1. Es sei nun a”
nicht durch [’ teilbar und a’ dasjenige ambige Ideal in %', welches, als Ideal
in K betrachtet, dem Ideal a” gleich ist, und a’ sei die durch a’ bestimmte
ambige Klasse in &': es ist dann offenbar a’a” = 1. Somit gilt der Satz:

Zu jeder ambigen Klasse ¢’ in k" und nur zu diesen laBt sich eine Klasse
o’ in ¥’ finden derart, da8 o’a” = 1 wird.

Es bleibt jetzt noch iibrig, die Frage zu entscheiden, wann zu einer Klasse

' 1

a" des Korpers k' mehr als eine Klasse ¢ existiert, fiir welche ¢’a”" =1 wird.
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Es ist hierzu offenbar notwendig, dal im Koérper % eine von 1 verschiedene
Klasse ¢’ existiert, fiir welche ¢’ =1 ist.

Um hieriiber zu entscheiden, nehmen wir an, es sei §y’ ein Ideal in £/,
welches im biquadratischen Korper K ein Hauptideal ist. Setzen wir ) = A,

wo A eine Zahl in K ist, so wird offenbar % eine Kinheit des Korpers K,

deren absoluter Betrag =— 1 und welche daher eine Einheitswurzel g ist. Setzen

1
— 1, 4+ ¢ oder — ¢ hat, so ergibt sich STBB =1 d. h. B ist eine reelle Zahl.

Folglich 1st §)" entweder gleich einer reellen Zahl d. h. ein Hauptideal in %'
oder §)" wird gleich einer reellen Zahl, multipliziert mit einem Ideal I’,welches
als Ideal in K aufgefaBt, gleich 1 -+ ¢ ist. Da somit ['> = 2 sein mul, so tritt
dieser letztere Fall nur unter der Bedingung = 3 nach 4 oder = 0 nach 2
ein. Umgekehrt bestimmt das durch die Gleichung ['2 = 2 definierte Ideal [’

stets in &’ eine Klasse I, fiir welche I = 1 wird. Der Fall, in welchem K noch
andere Einheitswurzeln enthélt, ist leicht fiir sich erledigt. Es folgt aus unseren
Entwicklungen das Resultat:

Die Anzahl der Paare von Klassen ¢’, ¢"” in den Korpern &', beziiglich %",

wir nun B = A, = 1A, = ~~é;., oder = 'lri”i’ je nachdem o den Wert 4 1,

(N

fiir welche ¢’¢”” =1 wird, ist im Falle eines ungeraden 9 gleich der Zahl
27+~ oder == 2" und im Falle eines geraden d gleich der Zahl 27+* oder gleich
27+#+1 je nachdem die Zahl 2, abgesehen von einem Einheitsfaktor, das Qua-
drat einer Zahl des reellen quadratischen Kérpers %’ ist oder nicht.
Bezeichnen wir nun die Anzahl der Idealklassen ¢, ¢” in den beiden Kor-
pern k', k' beziiglich mit ', A", so erhalten wir 4’4" Kombinationen von der

Gestalt ¢’c¢’” und wenn wir diese Anzahl 2'A” durch die soeben gefundene

N4

Anzahl der die Bedingung ¢’¢’’ =1 erfiillenden Klassenpaare dividieren, so

ergibt sich die Anzahl der simtlichen voneinander verschiedenen Klassen e’
des biquadratischen Korpers, welche von der Hauptart sind. Da aber, wie
oben angegeben worden ist, genau der 27 "*~1-te Teil beziiglich der 27 **-te Teil
samtlicher Geschlechter des Koérpers K der Hauptart angehért, je nachdem
0 ungerade oder gerade ist, so gewinnen wir den Satz:

Die Anzahl der Idealklassen des speziellen Dirichletschen Zahlkérpers K
18t gleich dem Produkt der Anzahlen der Idealklassen in den beiden quadratischen
Korpern k' und k' oder gleich der Hilfte dieses Produktes, je nachdem in dem
reellen quadratischen Korper die Zahl 2, abgesehen von einem Einheitsfaktor, das
Quadrat einer Zahl ist oder nicht.

Bezeichnet o’ die Zahl in &', deren Quadrat, abgesehen von einem Einheits-
faktor, die Zahl 2 ergibt, so 1st 1-:; eine Einheit des biquadratischen Korpers
K, deren Partialnorm = -+ ¢ wird. Es gilt auch umgekehrt der Satz, dal die

4*
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Zahl 2, abgesehen von einem Einheitsfaktor, gleich dem Quadrat einer Zahl
in &' sein muB, sobald in K eine Einheit existiert, deren Partialnorm = 44
ist. Benutzen wir diese Tatsachen, so konnen wir den gefundenen Satz auch
in folgender Weise aussprechen:

Die Anzahl der Idealklassen tn K ist gleich dem Produkt der Klassenzahlen
in k' und k" oder gleich der Hdlfte dieses Produktes, je nachdem die Partialnorm
der Grundeinheit des Korpers K gleich 41 oder = + 1 wird.

Wir erkennen die inhaltliche Ubereinstimmung dieses Satzes mit dem von
DrricuLET! bewiesenen Satze, wenn wir beriicksichtigen, daf} der von Dirich-
LET ausgesprochene Satz die Anzahlen von Formenklassen mit gegebener
Determinante betrifft, wihrend es sich in unserem Satze um Anzahlen von
Idealklassen der Korper handelt.

Konigsberg, den 14. April 1894.

1 Werke 1, 618.



6. Kin neuer Beweis des Kroneckerschen
Fundamentalsatzes iiber Abelsche
Zahlkorper'.

[Aus den Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Mathematisch-
physikalische Klasse. 1896. S.29—39.]

L. KroNECkER hat in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom
Jahre 1853 zuerst den fundamentalen Satz aufgestellt, daB die Wurzeln aller
Abelschen Gleichungen im Bereich der rationalen Zahlen sich durch Ein-
heitswurzeln rational ausdriicken lassen. Bezeichnet man diejenigen Zahl-
kérper, die durch Einheitswurzeln bestimmt sind, und alle Unterkdrper von
solchen Korpern kurz als Kreiskorper, so spricht sich der genannte Satz wie
folgt aus:

Fundamentalsatz. Alle Abelschen Zahlkérper im Gebiete der ratio-
nalen Zahlen sind Kreiskorper.

H. WeBEr hat in den Acta Mathematica Bd. 8 einen vollstdndigen und
allgemeinen Beweis dieses Satzes erbracht. Die vorliegende Note enthalt
einen neuen Beweis, welcher weder die Kummersche Zerlegung der La-
grangeschen Resolvente in Primideale noch die Anwendung der dem Wesen
des Satzes fremdartigen transzendenten Methoden von DiricmLET erfordert.
Der folgende Beweis ist vielmehr rein arithmetischer Natur; er beruht wesent-
lich auf den allgemeinen Begriffshildungen, die ich in der Note ,,Grundziige
einer Theorie des Galoisschen Zahlkérpers“? in diesen Nachrichten vom
Jahre 1894 kurz dargelegt habe und ist vermutlich weitgehender Verall-
gemeinerungen fahig.

Wenn die Gruppe eines Abelschen Korpers aus den Potenzen einer ein-
zigen Substitution besteht, so heile der Abelsche Korper zyklisch. Wir
konstruieren folgende besonderen zyklischen Korper. Es bedeute u eine

2im
. . . ht1
ungerade Primzahl und »”+! eine Potenz derselben; dann ist der durch e*

2im
gt

bestimmte Korper k( ) ein zyklischer Kérper vom u”(u — 1)-ten Grade.

1 Hierzu siehe auch die entsprechenden Stellen im ,,Zahlbericht*, dieser Band
Abh. 7, S. 205—216.
2 Dieser Band Abh. 4, S.13.
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Der zyklische Unterkdrper vom u*ten Grade dieses Korpers werde mit U,

bezeichnet; die Diskriminante von U, ist eine Potenz von u. Ferner be-
in iw

stimmt die Zahl ¢*'** 4- ¢ 2" einen reellen zyklischen Kérper vom 2*-ten

Grade. Dieser Korper werde mit Z, bezeichnet; die Diskriminante desselben
ist eine Potenz von 2. Endlich wihlen wir eine rationale Primzahl p mit der
Kongruenzeigenschaft p =1 nach * aus, wo I eine beliebige gerade oder

20
ungerade Primzahl bedeutet; dann besitzt der Kreiskorper k (eT> vom
Grade p —1 offenbar einen zyklischen Unterkdrper vom Grade I, dessen
Diskriminante eine Potenz von p ist. Dieser zyklische Korper /*-ten Grades
werde mit P, bezeichnet. Die Kérper U,, Z,, P, sind simtlich Kreiskorper.
Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Hilfssétze iiber zyklische Kérper.
Satz 1. Wenn ein beliebiger zyklischer Korper L, dessen Grad [* die
Potenz einer geraden oder ungeraden Primzahl [ ist, keinen der beiden Kor-
2in

per U, oder Z, als Unterkorper enthélt, so gibt es in dem durch die Zahl® = e ™
bestimmten Kérper k(O) stets eine ganze algebraische Zahl » von der Art,
daB der aus k(@) und L, zusammengesetzte Korper k(0O, L;) durch die

Zahlen © und ll/; bestimmt ist. Die Zahl x» besitzt obenein die Eigenschaft,
daB »~" die I*te Potenz einer Zahl in k(@) wird; dabei bedeutet r eine
beliebige, nicht durch [ teilbare ganze rationale Zahl, ferner t=(0:07) die
zugehorige Substitution der Gruppe des Kreiskorpers £(6) und endlich ist

symbolisch ¢x=2x?, d.h. i{—’j =" gesetazt.

Beweis. Ist o eine den Korper L, bestimmende ganze algebraische Zahl
und sind 1, s, s2, . . ., & ! die Substitutionen der Gruppe von L, so setze man

K=o+60 -50a+6%s2q 4. .+ OP-1. 5014

Aus sK =0~ 'K folgt leicht, daB die beiden Zahlen K und K=" Zahlen des
Korpers k(6O) sind. Die Zahl % = K" ist daher von der verlangten Beschaffen-

h
heit. DaBl der durch @ und l]/ # bestimmte Korper mit dem durch @ und «
bestimmten Korper identisch ist, folgt leicht aus der Gleichheit ihrer Grade,
da der letztere Korper den ersteren enthilt.
Satz 2. Wenn ein beliebiger zyklischer Korper L;, dessen Grad w? die
Potenz einer ungeraden Primzahl ist, den Kérper U,_; als Unterkérper

2im

enthilt, so enthdlt der aus 9=e “ und aus L, zusammengesetzte Kor-
2im

per (9, L) notwendig den durch@ =e¢ “* bestimmten Kérper £(0) als Unter-

kérper. Es gibt nun in diesem Kérper k(@) stets eine ganze algebraische

Zahl » derart, dall der Korper k(d, L,) auch durch die Zahlen ¢ und 1{&/;
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bestimmt ist. Bezeichnet ferner r eine Primitivzahl nach «* und wird t = (0 : @)
gesetzt, so besitzt die Zahl » obenein die Eigenschaft, daB '~ die u-te Potenz
einer Zahl des Korpers k(@) wird.

Beweis. Ist « eine den Korper L, bestimmende, ganze algebraische Zahl
und sind 1,s, 82, ..., s*""! die Substitutionen der Gruppe von L,, so setze
man §=5"" und

K=o+ 9 Sat 02824 4 gul.Su-1y,

Der Kérper k(9, Ly) enthélt offenbar den Kérper k(@) als Unterkérper, und
zwar sind die Zahlen dieses Unterkdrpers k(@) dadurch charakterisiert, daB
sie bei der Substitution S ungeéndert bleiben. Wegen SK =9 ! K ist somit K*
eine Zahl in %(0). Es sei nun #' eine solche Substitution der Gruppe des
Korpers k(#, L,), daB 'O =0" wird; dann ist S! K=t SK=9"¢K; da
mithin der Ausdruck K“~" bei der Substitution S ungeiindert bleibt, so
ist K=" eine Zahl in k(@) und folglich wird K*@—"— x!=7 die y-te Potenz
einer solchen Zahl. Der Kiirze halber ist hier wiederum von der symbolischen
Schreibweise ¢ K = K" Gebrauch gemacht,.

Satz 3. Wenn L, ein beliebiger zyklischer Kérper ist, dessen Grad [*
die Potenz einer beliebigen geraden oder ungeraden Primzahl ist, so kann
man stets einen zyklischen Korper M, vom Grade I¥, wo h’'<} ist, und
mit folgenden beiden Eigenschaften finden. Erstens: der aus M, und einem
gewissen Kreiskorper K zusammengesetzte Korper enthilt L, als Unter-
korper und zweitens: in der Diskriminante von M, geht keine rationale
Primzahl p mit der Kongruenzeigenschaft p =1 nach I* guf.

Beweis. Ist p eine rationale Primzahl, welche die Kongruenzeigen-
schaft p=1 nach I* besitzt und welche in der Diskriminante des Korpers L,
aufgeht, so konstruiere man den zyklischen Kreiskérper P, vom Grade I%,
dessen Diskriminante eine Potenz von p ist, und betrachte den aus L, und P,
zusammengesetzten Korper £(Ly, Py) vom " ¥-ten Grade. In P, ist p= p”,
wo p ein Primideal in P, bedeutet. Es sei R ein in p aufgehendes Primideal
des Kérpers k(Ly, P;). Da das Primideal §§ in der Gradzahl I*+% des Kor-
pers k(Ly, P,) nicht aufgeht, so ist dieser Korper k(L,, P;) als Verzweigungs-
kérper des Primideals § relativ zyklisch, und zwar mindestens vom Relativ-
grade [* in bezug auf den Trigheitskorper L; des Primideals 8. Da ferner
zyklische Korper von hoherem als dem I*-ten Grade in k(L,, P;) nicht vor-
kommen, so hat k(L,, P;) genau den Relativgrad I* in bezug auf L. Hieraus
folgt, daB der Trégheitskorper L, vom Grade I ist; dieser Korper L ist
tiberdies zyklisch, da sonst, wie die Lehre von den Abelschen Gruppen zeigt,
der Kérper k(Ly, P;) nicht relativ zyklisch in bezug auf L sein kénnte.
Das Grundideal des Triigheitskorpers Lj ist nicht durch §§ und daher auch
die Diskriminante von Lj, nicht durch p teilbar; diese Diskriminante enthalt
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daher nur solche Primteiler, welche in der Diskriminante des Korpers L,
aufgehen und verschieden von p sind. Es handelt sich nun darum, ob in
der Diskriminante von L, noch eine Primzahl ¢ mit der Kongruenzeigen-
schaft ¢ =1 nach [* enthalten ist. In diesem Falle wenden wir das namliche
Verfahren auf den Kérper L) an und gelangen so zu einem zyklischen Kor-
per L, vom I"-ten Grade, welcher folgende Eigenschaften besitzt: der
aus L und einem gewissen zyklischen Kreiskérper @, zusammerngesetzte
Kérper enthélt Ly als Unterkorper, und die Diskriminante des Kérpers L7
enthilt nur solche Primzahlen, welche in der Diskriminante des Koérpers L,
aufgehen und von p und ¢ verschieden sind. Die wiederholte Anwendung
des Verfahrens fiihrt schlieBlich auf einen Kérper M, von der im Satze
verlangten Beschaffenheit.

Satz 4. Wenn L, ein zyklischer Korper ist, dessen Grad I* die Potenz
einer beliebigen geraden oder ungeraden Primzahl ! ist und wenn L, den
Unterkorper I-ten Grades von L, bezeichnet, so besitzen simtliche von I
verschiedenen Primteiler p der Diskriminante von L; die Kongruenzeigen-
schaft p =1 nach I*

Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall, daB ! eine ungerade Prim-
zahl und % =1 ist. Es sei dann im Gegensatz zu unserer Behauptung p eine
rationale in der Diskriminante von L, aufgehende Primzahl, welche =1

’ 2in

nach [ ist. Ferner bezeichne %(9) den durch ¢ =e ! bestimmten Koérper, und
es sei in t=(#:9") r eine Primitivzahl nach [. Ist p ein idealer Primfaktor
von p in k(d), so ist das Primideal p wegen p==1 nach I, wie die Theorie
des Kreiskorpers k(d) lehrt, zugleich ein Primideal in einem Unterkérper
von k(¢), und es gibt mithin eine Potenz {™ der Substitution ¢, deren Ex-
ponent m <I—1 ist und fiir welche dennoch #”p=yp oder p”"~! =1 wird.
Desgleichen gelten auch fiir die zu p konjugierten Primideale yp’, p”, ...
die entsprechenden Gleichungen p'™"~* =1, p""~1=1,.... Nach Satz 1gibt
es eine ganze Zahl » in k(9), so da die beiden Zahlen £ und ]l/; den aus £(&)
und L, zusammengesetzten Kérper & (9, L,) bestimmen und fiir welche obenein
%'~" gleich der I-ten Potenz einer Zahl in k(9) wird. Da ¢ —7 und t™ —1 zwei
ganze ganzzahlige Funktionen von ¢ sind, welche im Sinne der Kongruenz
nach [ keinen gemeinsamen Faktor haben, so gibt es 3 ganze ganzzahlige
Funktionen ¢(t), p(¢), x(t) der Verinderlichen ¢, so dafl

L=("—1e)+ t—r)y@)+Ix0

ist und hieraus folgt
# = % —DeO+E-—NpOFIzE) = yim—De) 4l ,

wo o eine Zahl in k(&) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Gleichung fiir die
Primideale p, p’, p”/, ... ist #"~1 eine ganze oder gebrochene Zahl, deren
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Zshler und Nenner keinen der Primfaktoren p, p’, p”,... enthalten und
daher zu p prim sind; das gleiche gilt somit von der Zahl x¢"~D7®, Wir setzen

wm=De® — 2 wo g eine ganze algebraische zu p prime Zahl und a eine ganze
a
rationale Zahl bedeutet. Der Korper k(d, L;) wird mithin auch durch die

beiden Zahlen ¢ und g bestimmt. Die Partialdiskriminante der Zahl g
ist in bezug auf k(9) =--¥¢'~!, und da g zu p prim ist, so ist mithin die Par-
tialdiskriminante von k(d, L,) in bezug auf k(9) prim zu p. Da andrerseits
die Diskriminante von k(#) nicht durch p teilbar ist, so ist auch die Diskri-
minante von k(#, L;) und folglich auch die Diskriminante des Korpers L,
prim zu p, was unserer Annahme widerspricht.
In #hnlicher Weise schliefen wir die Richtigkeit unseres Satzes bei
ungeradem [, wenn der Exponent % beliebig angenommen wird. Wir setzen
2im
unter Beibehaltung der in Satz 1 angewandten Bezeichnungsweise @ =¢
und ¢ =(0:0r), wo r eine Primitivzahl nach I* bedeuten mége. Es sei p ein
idealer Primfaktor der in der Diskriminante von L, aufgehenden Primzahl p
in £(0). Nehmen wir p==1 nach I* an, so liegt, wie die Theorie des Kreis-
korpers k(O) lehrt, das Primideal p jedenfalls auch in dem Unterkérper £(0"),
d.h. es ist "¢~V =yp und ebenso gelten fiir die zu p in £(0) konjugierten
Primideale p’, ... die Gleichungen p**¢~V—=1=1 .. .. Da r Primitivzahl
nach [* ist, so wird #**¢~P==1 nach [* und mithin lassen sich 3 ganze ganz-
zahlige Funktionen ¢ (t), v (t), x(¢) der Variablen ¢ derart bestimmen, daf

Pt = (00— 1 () + (€ — 1)y () + P10

ist; hieraus folgt insbesondere, wenn x die in Satz 1 bestimmte Zahl bedeutet
P — %(tlh—z(l—-l)_ 1) ‘P(t)al" ,

wo « eine Zahl in k(@) bedeutet. Wegen der vorhin bewiesenen Eigenschaft
der Primideale p, p’, . .. ist »**¢~D—1 und folglich auch »(#"*¢-D—1)¢(?)
eine Zahl, deren Zihler und Nenner zu p prim ausfallen. Wir konnen daher

die letztere Zahl — —% setzen, wo p eine ganze algebraische zu p prime Zahl
a

und a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Es ist folglich ﬁ:%%, und
daraus ergibt sich p=¢""", wo o ebenfalls in k(@) liegt. Da der durch &
und i/; bestimmte Korper mit demjenigen Korper identisch ist, welcher durch
Zusammensetzung aus k(@) und L, entsteht, und da die Partialdiskriminante
der Zahl ]z/; in bezug auf %(0) den zu p primen Wert +Fo’~! besitzt, so
ist die Partialdiskriminante des Korpers (6, L,) in bezug auf %(®) prim

zu p. Andererseits ist die Diskriminante von k(@) ebenfalls nicht durch p
teilbar, und folglich gilt das gleiche auch von den Diskriminanten des Kor-
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pers k(O, L,) und des Kérpers L,. Der letztere Umstand widerspricht unserer
Annahme.

Um die Richtigkeit des Satzes 4 fiir ] =2 zu erkennen, machen wir zunéchst
die Annahme A =2 und wenden dann auf den zyklischen Kérper L, vom
4-ten Grade den Satz 1 an. GeméB der dort gebrauchten Bezeichnungsweise

1T
setzen wir © =¢? =1 und wihlen r=3. Dann ist t=(i: —i). Es sei L; der
quadratische Unterkorper von L, und p eine in der Diskriminante von L,
aufgehende Primzahl, welche ==1 nach 4 ist. Infolgedessen ist p in k(¢)
unzerlegbar. Ist nun die durch Satz 1 in unserem Falle bestimmte Zahl x
durch p teilbar, so bilde man die Zahl p=2#'"1. Da nach Satz 1 andererseits

# =3 =o* sein soll, wo & in k(i) liegt, so folgt #2= o4, d. h. V=01 fi/a
2

Infolgedessen ist o das Quadrat einer Zahl in %(i); wir setzen o=

s WOT

eine ganze algebraische zu p prime Zahl und @ eine ganze rationale Zahl
bedeutet. Da der Korper k(¢, L;) mit dem Korper k(z, V 7) iibereinstimmt

und da andererseits die Partialdiskriminante der Zahl 7 in bezug auf k(i)
zu p prim ist, so ist auch die Partialdiskriminante des Korpers (i, L,) in bezug
auf k(¢) prim zu p, und hieraus folgt, wie vorhin, dall die Diskriminante
von L, nicht durch p teilbar sein kann. in

Ist im Falle /=2 der Exponent s >2, so setzen wir @ =¢2' *. Wire dann
die in der Diskriminante von L, aufgehende Primzahl p =1 nach 4 und ==1
nach 2% und ist j ein idealer Primfaktor von p in k(®), so bleibt p ungeéndert
bei der Substitution />, wo ¢ entweder = (@:©5) oder =(0:075) ist; folg-
lich wird p®**°—1=1. Wegen 5*"==1 nach 2* gilt eine Gleichung von der

Gestalt
2= (P~ 1) g () + ¢ —5)p() + 20y (t)

und aus dieser schlieBen wir, wie vorhin bei ungeradem I, auf einen Wider-
spruch mit der Annahme, wonach p in der Diskriminante von L, aufgeht.

Satz 5. Wenn die Diskriminante eines zyklischen Kérpers L, von dem
ungeraden Primzahlgrade u gleich einer positiven Potenz von u ist, so stimmt
der Koérper L; mit dem Korper U, iiberein. Wenn ferner ein zyklischer Kor-
per L;, dessen Grad u” eine hohere als die erste Potenz der ungeraden Prim-
zahl u ist, den Kreiskérper U,_; als Unterkorper enthalt, so stimmt der
Korper L, mit dem Korper U, iiberein.

Beweis. Wir benutzen die in Satz 2 erklirte Bezeichnungsweise und
setzen iiberdies A =1 — @; es ist dann = (1) ein Primideal in k(@) und es wird
im Sinne der Idealtheorie

(1= 8) =", (@)=(1—d)t=0-d;

endlich gilt die Kongruenz
th=1—-0r=rl, (12).
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Wir betrachten nun die in Satz 2 konstruierte Zahl . Da das Primideal [
in k(@) vom ersten Grade ist, so folgt, wenn g = ¢~ =1 gesetat wird, fiir diese
Zahl die Kongruenz o =1 nach [. Wir setzen p=1-}a A nach (2, wo a eine
ganze rationale Zahl bedeutet; dann ist 0 = 9@”"=1 nach I%. Nunmehr fiihren
wir den Nachweis dafiir, da im Korper k(@) eine Zahl a gefunden werden
kann, so daB die Kongruenz go”=1 nach (1 —3)" besteht. Zu dem Zwecke
nehmen wir an, es sei e der grofite Exponent von der Beschaffenheit, da
bei geeigneter Wahl der in k(@) liegenden Zahl o die Kongruenz su*=1
nach [° stattfindet und es sei unserer Behauptung entgegen [° nicht durch
(1—9)* teilbar, d.h. es sei e<<u”; wir setzen demgemil ca"=1+4-al’
nach 1!, wo a eine nicht durch % teilbare ganze rationale Zahl bedeutet,
und unterscheiden 2 Fille, je nachdem e durch u teilbar ist oder nicht. Im
ersten Falle gilt die Kongruenz

14 ak= (1 + az‘;‘)u, ((e+1)

und mithin ist
a{a(l +al—3>—l}uz 1, (e+1) .

Diese Kongruenz widerstreitet der Annahme, wonach e der grote Exponent
dieser Art sein sollte. Im zweiten Falle beriicksichtigen wir, daB nach Satz 2
#~" und folglich auch ¢*~" die u-te Potenz einer Zahl in k(0) ist; wir setzen
etwa (0a®) " =p% wo B eine Zahl des Korpers k(@) ist. Dieser Umstand
liefert die Kongruenz 1--a(rd)® —ar 2°= " nach 1°*1. Da e <u” und nicht
durch u teilbar ist, so wiirde hieraus ar’= ar nach | folgen, was ebenfalls
unmdglich ist, da 7 Primitivzahl nach u sein soll. Diese Betrachtung lehrt
also e =>wu", womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Wir setzen nun ga®= wo T eine ganze algebraischeZahl mit der

au(u—l) 2
Kongruenzeigenschaft T =1 nach (1 —@)" ist und a eine ganze rationale Zahl
bedeutet. Nehmen wir dann an, der Kérper L, sei von dem Korper U, ver-

schieden, so wire der aus (@), U, und L, zusammengesetzte Korper & ﬁ/_@, 11/;)
1- 7=

1—-9
Zahl des Korpers k (Yo, Ii/;) und die Partialdiskriminante dieser Zahl in bezug
auf & (J0) ist gleich e7* !, wo ¢ eine Einheit ist. Da 7 zu » prim ist, so ist
mithin die Partialdiskriminante des Korpers & (J©, J 7) in bezug auf den
Korper k (YO) ebenfalls prim zu u. Bezeichnen wir daher mit € einen idealen

vom Grade w'™!(u—1). Es ist andererseits gleich einer ganzen

Primfaktor von I im Kérper (MV@, ql/ 1), s0 besitzt € in diesem Kérper einen
Trigheitskorper 7', welcher mindestens den Grad » hat. Die Diskriminante
dieses Trigheitskorpers T ist prim zu u.
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Nehmen wir zunéchst =1, so wire der genannte Tréigheitskorper T =L;;
dies ist nicht moglich, weil nach Voraussetzung die Diskriminante des Kor-
pers L, eine positive Potenz von u ist. Der Beweis fiir den ersten Teil unseres
Satzes ist hierdurch erbracht. Nehmen wir /4 >1 an, so miilte jener Trégheits-
kérper 7' des Ideals & entweder = U, sein oder den Korper U, als Unter-
korper enthalten. Beides ist nicht moglich, da die Diskriminante von U,
eine Potenz von u ist und dieser Widerspruch lehrt die Richtigkeit des zweiten
Teiles unseres Satzes 5.

Satz 6. Wenn ein reeller zyklischer Korper L, vom Grade 2* den Kor-
per Z,_, als Unterkérper enthélt, so stimmt L, mit Z, iiberein.

Beweis. Der Kérper Z;,_; wird durch die Zahl

A= e;—: +e %"f
und der Kérper Z; durch die Zahl

. omt1 T okl
p=e + e

bestimmt. Es ist u2=21-42,d. h.pu = ]/}T—}E . Im Sinne der Idealtheorie gilt
ferner die Gleichung (2) =", wo [=(4) ein Primideal in Z, , bedeutet.
Der Korper L, ist jedenfalls durch die Zahl 4 und eine Zahl von der Form »
bestimmt, wo » eine ganze Zahl in Z, , bedeutet. Wire nun der Kérper L,
von Z, verschieden und nehmen wir an, es sei # durch [™, aber nicht durch

["+1 teilbar, so setze man o= ,‘_(%)j ; die beiden Zahlen 4 und ¥ ¢ = ’;—: Vi

definieren dann wiederum einen reellen zyklischen Kérper L vom 2%-ten
Grade und p bedeutet eine ganze, nicht durch [ teilbare Zahl. Wir wollen
zeigen, daf dieses unmaoglich ist.

Zu dem Zwecke setzen wir @ = ¢? und ¢ = (0:0%). Da die Zahl }tp mit
der Zahl 2 zusammen ebenfalls den Korper L; definieren muB, so folgt
VZE:a Vo, wo a in Z, , liegt, d.h. es ist g-¢p das Quadrat einer Zahl in
Z, ;. Nunmehr fiihren wir den Nachweis dafiir, daf im Korper Z,_, eine
Zahl o gefunden werden kann, welche der Kongruenz pa?=1 nach [~ ge-
niigt. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei e der groite Exponent von der
Beschaffenheit, daB bei geeigneter Wahl der in Z,_, liegenden Zahl o die Kon-
gruenz pa?==1 nach I° stattfindet und es sei im Gegensatz zu unserer Behaup-
tung e <2" —1; wir setzen demgem#B pa?=1+-2° nach °*! und unterschei-
den dann 2 Fille, je nachdem e gerade oder ungerade ausfillt. Im ersteren

e\2
Falle beriicksichtigen wir die Kongruenz ga? <1 —]—12> =1 nach [°*1; dieselbe
wiirde zeigen, daB e nicht der hochste Exponent von der verlangten Art wire.
Im zweiten Falle setzen wir pa2=1-+1°+a4**! nach [**2, wo a den Wert
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0 oder 1 hat. Ist @ =1, so beriicksichtigen wir, daB fiir e < 2» — 1 die Kongruenz
e+1\2 [ e+1 >2 [

14+ A% = (1 1A 2 nach [**2 gilt. Setzen wir daher ¢ =pa2\1 +a42
so wird o=1-+44°+bA""? nach 1°3, wo b den Wert 0 oder 1 hat. Wegen
tA=2A-2% nach [* folgt:

to=1+ A+ B)e+bA+2=1+ 22+ (b + 1) Ae+2, ([e+3)
d. h. fir e=1, beziiglich fiir e =3:

o-to=(1+4+2) (14+24+28) =141+, )
g-to=(1+2)(1 + Ae 4 Aet2) =1 | Jet2, ([e+8) .

Die rechte Seite der ersteren Kongruenz kann nicht = «® nach [ sein; soll die
rechte Seite der zweiten Kongruenz =u2nach [+3 sein, so mul e +2 > 2741
werden, da 2*4-1, wie leicht ersichtlich, der kleinste unter allen ungeraden
Exponenten / ist derart, daB 1+A'=q«® nach ['*! werden kann. Wegen
e=>2"—1 ist unsere obige Behauptung bewiesen.

Wir setzen 0 =pa*=1-}a4""! nach **, wo a den Wert 0 oder 1 hat. Es
geniigt folglich, wenn 7 =(— 1)*¢ gesetzt wird, die Zahl, gegebenenfalls nach
Multiplikation mit dem Quadrat einer geeigneten Zahl aus Z, _,, der Kongruenz

7=1 nach 4. Die Zahlen A und V7 definieren stets einen zyklischen Korper

L; vom Grade 2*. Denn im Falle @ = 0 stimmt L; = k (4, V7) mit L, iiberein
und im Falle a=1 enthilt der Kérper L}, da er imaginir ist, sicher noch
1-V=

andere Zahlen, als in Z, | vorhanden sind. Da 2J eine ganze Zahl ist,

deren Partialdiskriminante in bezug auf Z, ;, zu 2 prim ausfillt, so ist die
Partialdiskriminante des Korpers L; in bezug auf Z, , prim zu 2. Es ist daher
die Zahl 2 im K&rper L nicht gleich der 2*-ten Potenz eines Primideals. Be-
zeichnet € ein in [ enthaltenes Primideal des Kérpers Ly, so muf der Trag-
heitskorper von € in L} den zweiten Grad besitzen; dieser Trigheitskorper
miiBte daher gleich Z, sein, was nicht méglich ist, da die Diskriminante von
Z, eine Potenz von 2 ist. Damit ist unsere urspriingliche Annahme widerlegt,
d. h. es ist bewiesen, daB die beiden Kérper L, und Z, miteinander identisch
sind.

Wir beweisen nunmehr den Kroneckerschen Fundamentalsatz in folgender
Art. Zunidchst ist leicht aus der Theorie der Abelschen Gruppen ersichtlich,
daB ein jeder Abelsche Korper sich aus zyklischen Kérpern L, zusammen-
setzen 14Bt, deren Grade die Potenzen [* einer Primzahl 7 sind; es ist daher
nur notig, zu zeigen, daB ein jeder solcher zyklische Korper L, ein Kreis-
korper ist. Infolge des Satzes 3 wird dieser Nachweis auf den Fall zuriick-
gefithrt, in welchem die Diskriminante des vorgelegten zyklischen Korpers
L, keine Primzahlen p mit der Kongruenzeigenschaft p = 1 nach [* enthilt.
Ist L, ein zyklischer Kérper dieser Art, so besitzt die Diskriminante desin L,
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enthaltenen Unterkorpers L, vom l-ten Grade ebenfalls keine Primteiler p
mit der Kongruenzeigenschaft p = 1 nach *. Wenden wir nun den Satz 4 an
und beriicksichtigen, daf nach einem von MiNkowsK1! bewiesenen Satze jede
Diskriminante Primzahlen als Faktoren enthalten mu8, so folgt, dal die Dis-
kriminante des Korpers L, notwendig eine positive Potenz von [ ist.

Wir unterscheiden beim weiteren Beweise 2 Fille, je nachdem ! = « eine
ungerade Primzahl oder [ = 2 ist. Im ersteren Falle ist nach Satz 5 der Korper
L,=U,. Bezeichnen wir ferner die in L, enthaltenen Unterkérper [2-ten,
B-ten, . . ., I"1-ten Grades beziiglich mit L,, L, . . ., L, ;, so schlieBen wir
aus eben demselben Satze 5 der Reihe nach L,=U,, L, = U,, ...,L,=U,und
folglich ist L, ein Kreiskorper. Im zweiten Falle bilden wir zunichst den aus
dem imaginéren quadratischen Korper £(¢) und aus L, zusammengesetzten
Korper M,, =k(i, L) ; derselbe ist vom 2%-ten oder 2*+1-ten Grade, je nach-
dem L, imaginér oder reell ausfillt. Der groBte reelle Unterkorper dieses Kor-
pers M, ist vom 2"-ten Grade, wo '=Ph — 1 oder gleich % ist; derselbe ist
notwendig ein zyklischer Kérper. Der in M,, enthaltene quadratische Unter-
korper M ist ebenfalls reell und stimmt, da seine Diskriminante eine Potenz
von 2 ist, mit Z, = k(7 2) iiberein. Bezeichnen wir nun die in M, enthaltenen
Unterkérper 22-ten, 23-ten, . .. Grades beziiglich mit M,, M,, . . ., so folgt
nach Satz 6 der Reihe nach M,=Z2,, My=Z,, ..., M, = Z, und folglich
ist M,, ebenfalls ein Kreiskorper. Damit ist der Fundamentalsatz vollstédndig
bewiesen und zugleich ist ersichtlich, in welcher Weise man alle Abelschen
Korper von gegebener Gruppe und Diskriminante aufstellen kann.

Gottingen, den 25. Januar 1896.

1 J. Math. 107, 295 (1891).
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[Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 4, S. 175—546 (1897).]

Vorwort.

Die Zahlentheorie gehért zu den éltesten Zweigen mathematischen Wissens,
und es wurde der menschliche Geist sogar auf tief liegende Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen friihzeitig aufmerksam. Doch als selbsténdige und systema-
tische Wissenschaft ist sie durchaus ein Werk der neueren Zeit.

An der Zahlentheorie werden von jeher die Einfachheit ihrer Grundlagen,
die Genauigkeit ihrer Begriffe und die Reinheit ihrer Wahrheiten gerithmt;
ihr kommen diese Eigenschaften von Hause aus zu, wihrend andere mathe-
matische Wissenszweige erst eine mehr oder minder lange Entwicklung haben
durchmachen miissen, bis die Forderungen der Sicherheit in den Begriffen
und der Strenge in den Beweisen iiberall erfiillt worden sind.

Es nimmt uns daher die hohe Begeisterung nicht wunder, von der zu allen
Zeiten die Jiinger dieser Wissenschaft beseelt gewesen sind. ,,Fast alle Mathe-
matiker, die sich mit der Zahlentheorie beschéftigen®, so sagt LEGENDRE,
indem er EvrLErs Liebe zur Zahlentheorie schildert, ,,geben sich ihr mit einer
gewissen Leidenschaft hin*“. Weiter erinnern wir uns, welche Verehrung unser
Meister Gauss fiir die arithmetische Wissenschaft empfand, wie, als thm zuerst
der Beweis einer ausgezeichneten arithmetischen Wahrheit nach Wunsch ge-
lungen war, ,,ihn die Reize dieser Untersuchungen so umstrickten, da8 er sie
nicht mehr lassen konnte®, und wie er Fermar, EvLEr, LacrRANGE und
LEGENDRE als ,,Ménner von unvergleichlichem Ruhme® preist, weil sie ,,den
Zugang zu dem Heiligtume dieser gottlichen Wissenschaft erschlossen und
gezeigt haben, von wie grofen Reichtiimern es erfiillt ist.

Eine besondere Eigentiimlichkeit der Zahlentheorie bildet die oft ent-
gegentretende Schwierigkeit der Beweise einfacher und durch Induktion
leicht entdeckter Wahrheiten. ,,Gerade dieses ist es*, sagt (faUss, ,,was der
héheren Arithmetik jenen zauberischen Reiz gibt, der sie zur Lieblingswissen-
schaft der ersten Geometer gemacht hat, ihres unerschopflichen Reichtums
nicht zu gedenken, woran sie alle anderen Teile der Mathematik so weit
itbertrifft.
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Bekannt ist auch Leseune Diricurers Vorliebe fiir die Arithmetik;
Kummers wissenschaftliche Tétigkeit war weitaus in erster Linie der Zahlen-
theorie geweiht, und KroNECKER gab dem Empfinden seines mathematischen
Herzens Ausdruck durch die Worte: ,,Die ganze Zahl schuf der licbe Gott,
alles iibrige ist Menschenwerk.

In Anbetracht der Schlichtheit ihrer Voraussetzungen ist sicher die Zahlen-
theorie der Wissenszweig der Mathematik, dessen Wahrheiten am leichtesten
zu begreifen sind. Aber die arithmetischen Begriffe und Beweismethoden er-
fordern zu ihrer Auffassung und vélligen Beherrschung einen hohen Grad von
Abstraktionsfahigkeit des Verstandes, und dieser Umstand wird bisweilen
als ein Vorwurf gegen die Arithmetik geltend gemacht. Ich bin der Meinung,
daf alle die anderen Wissensgebiete der Mathematik wenigstens einen gleich
hohen Grad von Abstraktionsfahigkeit des Verstandes verlangen — voraus-
gesetzt, dal man auch in diesen Gebieten die Grundlagen iiberall mit der-
jenigen Strenge und Vollstdndigkeit zur Untersuchung zieht, welche tatsich-
lich notwendig ist.

Was die Stellung der Zahlentheorie innerhalb der gesamten mathematischen
Wissenschaft betrifft, so fat Gavss in der Vorrede zu den Disquisitiones
arithmeticae die Zahlentheorie noch lediglich als eine Theorie der ganzen
natiirlichen Zahlen auf mit ausdriicklicher AusschlieBung aller imaginiren
Zahlen. Dementsprechend rechnet er die Kreisteilung an und fiir sich nicht
zur Zahlentheorie, fiigt aber hinzu, da ,,ihre Prinzipien einzig und allein aus
der hoheren Arithmetik geschopft werden®. Neben Gauss geben auch Jacost
und LesEUNE Dirionrer wiederholt und nachdriicklich ihrer Verwunderung
Ausdruck iiber den engen Zusammenhang zahlentheoretischer Fragen mit
algebraischen Problemen, insbesondere mit dem Problem der Kreisteilung.
Der innere Grund fiir diesen Zusammenhang ist heute vollig aufgedeckt. Die
Theorie der algebraischen Zahlen und die Galoissche Gleichungstheorie
haben némlich in der allgemeinen Theorie der algebraischen Kérper ihre ge-
meinsame Wurzel, und die Theorie der Zahlkérper insbesondere ist zugleich
der wesentlichste Bestandteil der modernen Zahlentheorie geworden.

Das Verdienst, den ersten Keim fiir die Theorie der Zahlkérper gelegt zu
haben, gebiihrt wiederum Gavuss. Gauss erkannte die natiirliche Quelle fiir die
Gesetze der biquadratischen Reste in einer ,Erweiterung des Feldes der
Arithmetik*, wie er sagt, namlich in der Einfithrung der ganzen imaginiren
Zahlen von der Form g - b7; er stellte und 16ste das Problem, alle Sitze
der gewdhnlichen Zahlentheorie, vor allem die Teilbarkeitseigenschaften und
die Kongruenzbeziehungen, auf jene ganzen imaginiren Zahlen zu iibertragen.
Durch die systematische und allgemeine Fortentwickelung dieses Gedankens,
auf Grund der neuen weittragenden Ideen Kummers, gelangten spiter DenE-
KIND und KRONECKER zu der heutigen Theorie des algebraischen Zahlkérpers.
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Aber nicht nur mit der Algebra, sondern auch mit der Funktionentheorie
steht die Zahlentheorie in innigster wechselseitiger Beziehung. Wir erinnern
an die zahlreichen und merkwiirdigen Analogien, welche zwischen gewissen
Tatsachen aus der Theorie der Zahlkorper und aus der Theorie der algebra-
ischen Funktionen einer Veréinderlichen bestehen, ferner an die tiefsinnigen
Untersuchungen von Riemaww, durch welche die Beantwortung der Frage
nach der Hiufigkeit der Primzahlen von der Kenntnis der Nullstellen einer ge-
wissen analytischen Funktion abhéngig gemacht wird. Auch die Transzendenz
der Zahlen ¢ und x ist eine arithmetische Eigenschaft einer analytischen
Funktion, niamlich der Exponentialfunktion. Endlich ruht die so wichtige
und weittragende, von LEsEUNE DiricHLET ersonnene Methode zur Bestim-
mung der Klassenanzahl eines Zahlkérpers auf analytischer Grundlage.

Am tiefsten aber beriihren die periodischen Funktionen und gewisse Funk-
tionen mit linearen Transformationen in sich das Wesen der Zahl: so ist die
Exponentialfunktion e2¢7# als die Invariante der ganzen rationalen Zahl auf-
zufassen, insofern sie die Grundlésung der Funktionalgleichung f(z + 1) = f(2)
darstellt. Ferner hatte schon JacoBrI den engen Zusammenhang zwischen der
Theorie der elliptischen Funktionen und der Theorie der quadratischen Ir-
rationalititen empfunden; er gibt sogar der Vermutung Raum, dal bei Gauss
der oben erwihnte Gedanke der Einfithrung der ganzen imaginiéiren Zahlen
von der Form a - b7 nicht auf rein arithmetischem Boden erwachsen ist,
sondern durch Gauss’ gleichzeitige Untersuchungen tiber die lemniskatischen
Funktionen und deren komplexe Multiplikation mitbedingt wurde. Es sind
die elliptische Funktion fiir geeignete Werte ihrer Perioden und die elliptische
Modulfunktion jedesmal die Imwvariante der ganzen Zahl eines bestimmten
imaginiren quadratischen Zahlkérpers. Diese als Invarianten bezeichneten
Funktionen vermdogen fiir die beziiglichen Zahlkorper gewisse tiefliegende und
schwierige Probleme zur Losung zu bringen, und umgekehrt verdankt die
Theorie der elliptischen Funktionen dieser arithmetischen Auffassung und An-
wendung einen neuen Aufschwung.

So sehen wir, wie die Arithmetik, die , Konigin“ der mathematischen
Wissenschaft, weite algebraische und funktionentheoretische Gebiete erobert
und in ihnen die Fiihrerrolle iibernimmt. Daf} dies aber nicht frither und nicht
bereits in noch hoherem Mafle geschehen ist, scheint mir daran zu liegen, da3
die Zahlentheorie erst in neuester Zeit in ihr reiferes Alter getreten ist. Sogar
noch Gauss klagt iiber die unverhiltnisméBig groBen Anstrengungen, die ihn
die Bestimmung eines Wurzelzeichens in der Zahlentheorie gekostet: es habe
ihn ,,manches andere wohl nicht so viel Tage aufgehalten, als dieses Jahre®,
und dann auf einmal, ,,wie der Blitz einschligt, habe sich ,,das Rétsel ge-
16set“. An Stelle eines solchen fiir das fritheste Alter einer Wissenschaft cha-
rakteristischen, sprunghaften Fortschrittes ist heute durch den systema-

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. b5
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tischen Aufbau der Theorie der Zahlkérper eine sichere und stetige Entwicke-
lung getreten.

Es kommt endlich hinzu, daB, wenn ich nicht irre, iiberhaupt die moderne
Entwickelung der reinen Mathematik vornehmlich unier dem Zeichen der Zahl
geschieht: DEDERINDS und WEIERsTRASS’ Definitionen der arithmetischen
Grundbegriffe und CaxTors allgemeine Zahlgebilde fiihren zu einer Arithmeti-
sierung der Funktionentheorie und dienen zur Durchfithrung des Prinzips, daB3
auch in der Funktionentheorie eine Tatsache erst dann als bewiesen gilt, wenn
sie in letzter Instanz auf Beziehungen fiir ganze rationale Zahlen zuriick-
gefithrt worden ist. Die Arithmetisierung der Geomeirie vollzieht sich durch
die modernen Untersuchungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie, in denen
es sich um einen streng logischen Aufbau derselben und um die méglichst direkte
und vollig einwandfreie Einfithrung der Zahl in die Geometrie handelt.

Der Zweck des vorliegenden Berichtes ist es, die Tatsachen aus der Theorie
der algebraischen Zahlkérper mit ihren Beweisgriinden in logischer Entwicke-
lung und nach einheitlichen Gesichtspunkten darzustellen und so mitzuwirken,
daB der Zeitpunkt ndher komme, wo die Errungenschaften unserer grofien
Klassiker der Zahlentheorie Gemeingut aller Mathematiker geworden sind.
Historische Erérterungen oder gar Priorititsuntersuchungen sind ganz ver-
mieden worden. Um die Darstellung auf einem verhiltnismaBig so kleinen
Raum zu erméglichen, habe ich mich bemiiht, iiberall den ergiebigsten Quellen
nachzuspiiren, und ich gab, wenn eine Auswahl sich bot, allemal den schéirferen
und weiter tragenden Hilfsmitteln den Vorzug. Die Frage, welcher von meh-
reren Beweisen der einfachste und naturgeméfeste ist, 1aBt sich meist nicht
an sich entscheiden, sondern erst die Erwégung, ob die dabei zugrunde ge-
legten Prinzipien der Verallgemeinerung fahig und zur Weiterforschung
brauchbar sind, gibt uns eine sichere Antwort.

Der erste Teil des Berichtes behandelt die allgemeine Theorie der algebra-
ischen Zahlkorper; diese Theorie erscheint uns als ein méchtiger Bau, getragen
von drei Grundpfeilern: dem Satze von der eindeutigen Zerlegung in Prim-
ideale, dem Satze von der Existenz der Einheiten und dem Satze von der
transzendenten Bestimmung der Klassenanzahl. Der zweite Teil enthilt die
Theorie des Galoisschen Zahlkérpers, in der auch umgekehrt die Gesetze der
allgemeinen Korpertheorie enthalten sind. Der dritte Teil ist dem klassischen
Beispiel des quadratischen Korpers gewidmet. Der vierte Teil behandelt den
Kreiskorper. Der fiinfte Teil endlich entwickelt die Theorie desjenigen Korpers,
den KummERr bei seinen Untersuchungen iiber hohere Reziprozitédtsgesetze
zugrunde gelegt hat, und den ich deshalb nach diesem Mathematiker benannt
habe. Es ist die Theorie dieses Kummerschen Kérpers offenbar auf der Hohe
des heutigen arithmetischen Wissens die &uBerste erreichte Spitze, und man
iibersieht von ihr aus in weitem Rundblick das ganze durchforschte Gebiet,



Die Theorie der algebraischen Zahlkorper. 67

da fast jeder wesentliche Gedanke und Begriff aus der Kérpertheorie, zum
wenigsten in spezieller Fassung, bei dem Beweise der hoheren Reziprozitéts-
gesetze seine Anwendung findet. Ich habe versucht, den groBen rechnerischen
Apparat von Kummer zu vermeiden, damit auch hier der Grundsatz von
Rieman~ verwirklicht wiirde, demzufolge man die Beweise nicht durch Rech-
nung, sondern lediglich durch Gedanken zwingen soll.

Die im dritten, vierten und fiinften Teile behandelten Theorien sind simt-
lich Theorien besonderer Abelscher oder relativ-Abelscher Korper. Ein weiteres
Beispiel fiir eine solche Theorie ist die komplexe Multiplikation der elliptischen
Funktionen, indem wir diese als eine Theorie derjenigen Zahlkorper auffassen,
welche in bezug auf einen gegebenen imaginéiren quadratischen Korper relativ-
Abelsche sind. Die Untersuchungen iiber die komplexe Multiplikation der
elliptischen Funktionen mufiten jedoch von der Aufnahme in den vorliegenden
Bericht ausgeschlossen werden, weil die Tatsachen dieser Theorie noch nicht
bis zu dem Grade der Einfachheit und Vollstindigkeit ausgearbeitet sind, daf§
eine befriedigende Darstellung derselben gegenwirtig méglich ist.

Die Theorie der Zahlkorper ist wie ein Bauwerk von wunderbarer Schon-
heit und Harmonie; als der am reichsten ausgestattete Teil dieses Bauwerkes
erscheint mir die Theorie der Abelschen und relativ-Abelschen Kérper, die uns
KummERr durch seine Arbeiten iiber die hoheren Reziprozititsgesetze und
KroneckER durch seine Untersuchungen iiber die komplexe Multiplikation
der elliptischen Funktionen erschlossen haben. Die tiefen Einblicke, welche
die Arbeiten dieser beiden Mathematiker in die genannte Theorie gewihren,
zeigen uns zugleich, daf in diesem Wissensgebiete eine Fiille der kostbarsten
Schitze noch verborgen liegt, winkend als reicher Lobn dem Forscher, der den
Wert solcher Schitze kennt und die Kunst, sie zu gewinnen, mit Liebe betreibt.

Die erwihnten fiinf Teile des Berichtes gliedern sich in Kapitel und Para-
graphen, und in diesen schreitet die Entwickelung in der Weise fort, dafl alle-
mal die Sdtze und Hilfssdtze voranstehen und dann ihre Beweise folgen. Ich
denke mir den Leser wie einen Reisenden: die Hilfssitze sind Haltestellen,
die Sétze sind gréBere Stationen, im voraus bezeichnet, damit an ihnen das
Auffassungsvermogen ausruhen kann. Diejenigen Sétze, die wegen ihrer prin-
zipiellen Bedeutung an sich Hauptaziele sind, oder die als Ausgangspunkte zu
weiterem Vordringen in noch unentdecktes Land hervorragend geeignet er-
scheinen, sind durch kursiven Druck ausgezeichnet; es sind dies die Satze:
7(8.75), 31 (8. 85),40 (S. 97), 44 (S. 100), 45 (8. 100), 47 (8. 102), 56 (S. 116),
82 (8. 142), 94 (S. 155), 100 (8. 168), 101 (S. 169), 131 (8. 206), 143 (8. 240),
144 (8. 242), 150 (8. 257), 158 (295), 159 (8. 302), 161 (8. 312), 164 (S. 329), 166
(S. 332), 167 (8. 332).

Wegen des genauen Inhaltes und der zur Erhshung derUbersicht getroffe-

nen Kinrichtungen verweise ich auf die Verzeichnisse S. III—S. XII und
5%
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S. 356—8. 363; vor allem mochte ich hier auf das ganz an den Schlul gestellte
Verzeichnis der im Berichte vorkommenden Begriffsnamen aufmerksam
machen’.

Mein Freund Hermans Mivkowskl hat die Korrekturbogen dieses Be-
richtes einer sorgfiltigen Durchsicht unterworfen und auch den gréften Teil
des Manuskripts gelesen. Wesentliche und mannigfache Verbesserungen for-
maler und sachlicher Art erfolgten auf seine Anregung hin, und ich spreche ihm
fiir diese Hilfe meinen herzlichsten Dank aus.

Mein Dank gilt auch meiner Frau, die das ganze Manuskript geschrieben
und die Verzeichnisse angefertigt hat.

Endlich gebiihrt der Redaktionskommission der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, inshesondere Herrn A. GUTZMER, fiir die Durchsicht der Korrek-
turbogen und der Verlagsbuchhandlung Grore REmER fiir ihr weitgehendes
Entgegenkommen bei Herstellung des Satzes meine dankbare Anerkennung.

Gottingen, den 10. April 1897.
Davip HiLBERT.

1 Dieses Verzeichnis ist unter Einbeziehung der iibrigen Arbeiten dieses Bandes
erweitert und an das Ende des Bandes gesetzt worden.



Erster Teil.

Die Theorie des allgemeinen Zahlkorpers.

1. Die algebraische Zahl und der Zahlkérper.
§1. Der Zahlkorper und die konjugierten Zahlkérper.

Eine Zahl « heiBit eine algebraische Zahl, wenn sie einer Gleichung m-ten
Grades von der Gestalt

O(m—|“a10.m_1+azotm_2+'"‘f—am:O

geniigt, wo a;, a,, . . ., a,, rationale Zahlen sind.

Sind «, #,. . ., % eine endliche Anzahl beliebiger algebraischer Zahlen, so
bilden alle rationalen Funktionen von «, f, . . ., % mit ganzzahligen Koeffi-
zienten ein in sich abgeschlossenes System von algebraischen Zahlen, welches
Zahlkérper, Korper oder Rationalititsbereich genannt wird [DEpERIND (1,2),
KroNECKER (I16)]. Da insbesondere die Summe, die Differenz, das Produkt
und der Quotient zweier Zahlen eines Rationalititsbereiches oder Korpers
wieder eine Zahl des Kérpers ist, so verhilt sich der Begriff des Rationalitéits-
bereichs oder Kérpers gegeniiber den vier Rechnungsoperationen der Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division invariant.

Satz 1. In jedem Kérper k gibt es eine Zahl ¢ derart, daB alle anderen
Zahlen des Korpers ganze rationale Funktionen von © mit rationalen Koeffi-
zienten sind.

Der Grad m der Gleichung niedrigsten Grades mit rationalen Koeffizienten,
der eine solche Zahl ¢ geniigt, heit der Grad des Korpers k. Die Zahl ¢ wird
eine den Korper bestimmende Zahl genannt. Die Gleichung m-ten Grades fiir
# ist in dem durch die rationalen Zahlen bestimmten Rationalititsbereiche
irreduzibel. Umgekehrt bestimmt jede Wurzel einer solchen irreduzibeln
Gleichung einen Zahlkorper m-ten Grades. Sind ¢, 9", ..., 9"V die m — 1
anderen Wurzeln der Gleichung, so heifien die beziiglich durch &,9", ..., 9™~
bestimmten Korper £, &, ..., k™1 die zu % konjugierten Korper. Ist o
eine beliebige Zahl des Korpers &, und ist

a=10 F ¢+ 4 c, "1,
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WO €y, Cy, - - -, C, Tationale Zahlen sind, so heiien die Zahlen
(y_':cl—-}—c2ﬁ, —!—..._{_cmﬁlm—l,

am D = ¢, + ¢, D . .. 4 ¢, (FmD)m—L
diebez. durch die Substitutionen ¢ = (9:9'), . . ., "V = (9:9™ ) ausa ent-
springenden oder zu « konjugierten Zahlen.

§ 2. Die ganze algebraische Zahl.

Eine algebraische Zahl o heif3t eine ganze algebraische Zahl oder kurz
eine ganze Zahl, wenn sie einer Gleichung von der Gestalt

a4+ a o™t + g™+ -4 a, =0
geniigt, deren Koeffizienten a,, a,, . .., a,, simtlich ganze rationale Zahlen
sind.

Satz 2. Jede ganze ganzzahlige Funktion F, d. h. jede ganze rationale
Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten von beliebig vielen ganzen Zahlen

«, B, ..., » ist wiederum eine ganze Zahl.
Beweis: Bezeichnen wir mit o',a”,...,8,8", ..., .., %, %", ... be-
ziiglich die zu «, B, . . ., % konjugierten Zahlen, und bilden wir dann sdmtliche

Ausdriicke von der Gestalt

F,p,...,%), F(,B,...,%), Fl,p,...,%),...,
R (3 A 0 PR . (" ) I
so lehrt der bekannte Satz von den symmetrischen Funktionen, dal die
Gleichung, welcher diese sdmtlichen Ausdriicke geniigen, lauter ganzzahlige
Koeffizienten hat, wihrend der Koeffizient der hochsten Potenz der Un-
bekannten = 1 ausfallt.

Insbesondere ist die Summe, die Differenz und das Produkt zweier ganzen
Zahlen wiederum eine ganze Zahl. Der Begriff ,,ganz‘‘ verhalt sich mithin
gegeniiber den drei Rechnungsoperationen der Addition, Subtraktion und
Multiplikation invariant. Eine ganze Zahl y heiit durch die ganze Zahl « teil-
bar, wenn eine ganze Zahl f existiert, so daB y = af ist.

Satz 3. Die Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades » von der Gestalt

ar+a1ar—1+a2“r—2+, R a,:‘-O

sind stets ganze algebraische Zahlen, sobald die Koeffizienten a,, a,, ..., a
ganze algebraische Zahlen sind.

Satz 4. Wenn eine ganze algebraische Zahl o zugleich rational ist, so ist
sie eine ganze rationale Zahl.

r

. . . . a
Beweis: Wire nimlich « = b

prime Zahlen bedeuten und dabei b > 1, und geniigt « einer Gleichung, deren

wo a und b ganze rationale, zueinander
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Koeffizienten @, . . ., a,, ganze rationale Zahlen sind, so wiirde durch Multi-
plikation dieser Gleichung mit 5™~1
%ﬁ = —a ™! —a,bam? —...—q, b1 =4

folgen, wo 4 eine ganze rationale Zahl wire, und dies ist nicht moglich [DEDE-

kixD (1), KroNECKER (16)].

§ 3. Die Norm, die Differente, die Diskriminante einer Zahl.
Die Basis des Zahlkérpers.

Ist o eine beliebige Zahl des Korpers &, und bedeuten o', . . ., o™~ die zu
o konjugierten Zahlen, so heifit das Produkt

na)=adc ...amD

die Norm der Zahl o. Die Norm einer Zahl « ist stets eine rationale Zahl.
Ferner nenne ich das Produkt

5(oc) =(ax—a){la—a)...(ad—amD)

die Differente der Zahl «.. Die Differente einer Zahl ist wiederum eine Zahl
des Korpers k. Es ist ndmlich, wenn zur Abkiirzung

f($)=(90——oc)(w—oc’). .. (x_a(m—n)

gesetat wird, 6(o) = [“0)] . Tindlich heit das Produkt

dx T =
d(a) — ((Z _ 0(,)2(0( . 0('//)‘2..(0('/ . O(.”)z- . (a(m—Z) . a(m—l))z
‘1, o, oZ, el oMl 2
— ély 0(-,, O(.Iz, “ ey a’m—l
|
il, alm=1) - (gUm-1)2 (a(m—l))m—lt

die Diskriminante der Zahl «. Die Diskriminante einer Zahl ist eine rationale
Zahl, und zwar bis auf das Vorzeichen gleich der Norm der Differente; es ist

m(m—1)

nidmlich d(a) =(—1) 2 n(d).

Ist « eine den Korper bestimmende Zahl, so sind ihre Differente und Dis-
kriminante verschieden von 0. Umgekehrt, wenn Differente oder Diskrimi-
nante einer Zahl von 0 verschieden sind, so bestimmt diese den Karper. Ist
o eine ganze Zahl, so sind ihre Norm, ihre Differente, ihre Diskriminante eben-
falls ganz. +

Satz 5. In einem Zahlkorper m-ten Grades gibt es stets m ganze Zahlen
®1,0y, . . .,0,, von der Beschaffenheit, da jede andere ganze Zahl o des
Korpers sich in der Gestalt

O=00F G-+ a,0,

darstellen 1a8t, wo a4, . . ., a,, ganze rationale Zahlen sind.
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Beweis: Ist « eine den Korper bestimmende ganze Zahl, so ist jede
Zahl  in der Gestalt

=71+ Tt Fr,om?
darstellbar, wo r,,7,, . . ., r,, Tationale Zahlen sind. Durch Ubergang zu den
konjugierten Zahlen erhilt man
C‘)”—"'l'}""zOc ‘l""'“}—T Oﬁ'm—ly
w(m—-l) — /,-1 + 75 Ot(m_l) + + r (a(m—l))m—l
und hieraus folgt allgemein fiir s =1, 2, ..., m in leicht verstindlicher Ab-
kiirzung:
1, o, o, .,a‘"‘q
L R
o ‘i, IRt TR Y1, a, ..., o LY 4,
- i1, PR = AN T T d(a)’
wo A, als ganze ganzzahlige Funktion von a, o, ..., ™ D, @, o', ..., 0™V

eine ganze Zahl ist. Da andererseits 4, gleich der rationalen Zahl r,d(«) ist,
so ist A, nach Satz 4 eine ganze rationale Zahl. Jede ganze Zahl  gestattet

daher die Darstellung
:A1+A2a+-~-+Amtxm'1 (1)
() ’
wo A4,, 4,, ..., 4, ganze rationale Zahlen sind und d(x) die Diskriminante
von « bedeutet.
Nun sei wiederum s eine bestimmte von den Zahlen 1,2,...,m; wir
denken uns alle ganzen Zahlen des Kérpers von der Gestalt

Oy + 0o+ -+ + 0,

P d(a) 7o
o) — O 4+ 0P o + - -+ + OD -1
s d(a) )
o 0P 40P O
o d (o) >
berechnet, wo die Koeffizienten 0,00, 0®, ... simtlich ganze rationale

Zahlen sind; wir kénnen annehmen, daB etwa O, < 0 und der grofite gemein-
same Teiler der simtlichen Zahlen O,, 0%, O®, ... ist. Dann bilden die be-
treffenden m ersten Zahlen wy, ..., o, ein System von der verlangten Be-
schaffenheit. Ist namlich eine beheblge ganze Zahl o in der Gestalt (1)
vorgelegt, so muB nach der eben gemachten Festsetzung 4, = a,0,
sein, wo a, eine gewisse ganze rationale Zahl ist; dann aber ist die
Differenz w* =w — a,, ®,, von der Gestalt
o AFtAFo - AE
@ d(oc)

m—2
1 &
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Hier wird wiederum 4} _,=a, ,0, _, sein; die Betrachtung der Differenz
o** =w¥ —a, 0, ; und die Fortsetzung dieser SchluBweise zeigt die

Richtigkeit des Satzes 5.

= aq

Die Zahlen w,, . . .,w,, heilen eine Basis des Systems aller ganzen Zahlen
des Korpers k, oder kurz eine Basis des Korpers k. Jede andere Basis
oy, ...,w) des Korpers ist durch Formeln von der Gestalt

*
O] =y Oy Gy O,
w;:amlwl—{_' * '+ammwm

gegeben, wo die Determinante der ganzzahligen Koeffizienten a gleich 41
ist [DEDEKRIND (I), KrONECKER (16)].

2. Die Ideale des Zahlkorpers.

§ 4. Die Multiplikation der Ideale und ihre Teilbarkeit.
Das Primideal.

Die erste wichtige Aufgabe der Theorie der Zahlkorper ist die Aufstellung
der Gesetze iiber die Zerlegung (Teilbarkeit) der ganzen algebraischen Zahlen.
Diese Gesetze sind von bewundernswerter Schénheit und Einfachheit. Sie
zeigen eine genaue Analogie mit den elementaren Teilbarkeitsgesetzen in der
Theorie der ganzen rationalen Zahlen und besitzen die gleiche fundamentale
Bedeutung. Sie sind fiir den besonderen Fall des Kreiskérpers zuerst
von KuMmER entdeckt worden [KuMMER (9, 6)]; ihre Ergriindung fiir den all-
gemeinen Zahlkérper ist das Verdienst von DepExixD und KRONECKER. Die
grundlegenden Begriffe dieser Theorie sind folgende:

Ein System von unendlich vielen ganzen algebraischen Zahlen oy, «,, . . .
des Korpers k, welches die Eigenschaft besitzt, daB eine jede lineare Kombina-
tion ;0 + Ay, + - - - derselben wiederum dem System angehort, heifit ein
Ideal a; dabei bedeuten 4,,4,, . .. ganze algebraische Zahlen des Korpers k.

Satz 6. In einem Ideal a gibt es stets m Zahlen uy, . .., , von der Art,
daf eine jede andere Zahl des Ideals gleich einer linearen Kombination der-
selben von der Gestalt

t=bhgt-o o,
ist, wo [, . .., l,, ganze rationale Zahlen sind.

Beweis: Es sei s eine bestimmte von den m Zahlen 1,2, ..., m; dann
denken wir uns alle Zahlen des Ideals von der Gestalt

Ls:Jl wl+' ) '+szs!

W= JW g 4 J.(gl) w,,

aufgestellt, wo J, J%), ... ganze rationale Zahlen sind, und wir nehmen an,
daB etwa J; 4 0 und der groBte gemeinsame Teiler der simtlichen Zahlen
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J,, JO, ... ist. Dann folgt, wie auf S.72, daf die m Zahlen ¢, ..., t,, die ver-
langte Beschaffenheit haben.

Die Zablen ¢, .. ., t, heillen eine Basis des Ideals a. Jede andere Basis
&, ..., des Ideals q ist durch Formeln von der Gestalt
U=y byt Gty

Lrﬁ:amlll_’_"'—f‘ammlm

gegeben, wo die Determinante der ganzzahligen Koeffizienten a gleich +-1 ist.

Sind oy, . . ., «, irgend r solche Zahlen des Ideals a, durch deren lineare
Kombination unter Benutzung ganzer algebraischer Koeffizienten 1 des Kér-
pers alle Zahlen des Ideals erhalten werden kénnen, so schreibe ich kurz

a= (0, ..., 0.
Wenn a = (g, ....,a,) und b ={(f,, ..., f) zwei Ideale sind, so werde das-
jenige Ideal, welches entsteht, wenn man alle Zahlen oy, . . ., o, und By, . . ., 8,

zusammen nimmt, kurz mit (a, b) bezeichnet, d. h. ich schreibe

(a,b):(al, SRR ar’ﬂl’ cees ﬂs)'

Fin Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt A« enthilt, wo
A jede beliebige ganze Zahl des Korpers darstellt und « 4 0 eine bestimmte
ganze Zahl des Korpers bedeutet, heift ein Hauptideal und wird mit («) oder
auch kurz mit « bezeichnet, falls eine Verwechselung mit der Zahl « aus-
geschlossen erscheint.

Eine jede Zahl « des Ideals a = (o, . . ., «,) heiBt kongruent 0 nach dem

Ideal a oder in Zeichen:
a=0, (a).

Wenn die Differenz zweier Zahlen o und g kongruent 0 nach a ist, so heilen
« und § einander kongruent nach a oder in Zeichen

a=pg, (a);

sonst heiflen sie etnander inkongruent oder in Zeichen

a==p, ()

Wenn man jede Zahl eines Ideals a = (o, . . ., «,) mit jeder Zahl eines
zweiten Ideals b = (B, ..., f,) multipliziert und die so erhaltenen Zahlen
linear mittels beliebiger ganzer algebraischer Koeffizienten des Kérpers kom-
biniert, so wird das so entstehende neue Ideal das Produkt der beiden Ideale a
und b genannt, d. h.in Zeichen

ab= (1 Brs s %Prs v fsreesanfB).
Ein Ideal ¢ heit durch das Ideal o teilbar, wenn ein Ideal b existiert derart,
daB ¢ = ab ist. Ist ein Ideal ¢ durch das Ideal a teilbar, so sind alle Zahlen
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von ¢ kongruent 0 nach dem Ideal a. Betreffs der Teiler eines Ideals gilt ferner
die Tatsache:

Hilfssatz 1. Ein Ideal { ist nur durch eine endliche Anzahl von Idealen
teilbar..

Beweis: Man bilde die Norm » einer beliebigen Zahl (<4 0) des Ideals j;
ist dann etwa a ein Teiler des Ideals {, so ist offenbar auch die ganze rationale
Zahl n = 0 nach a. Die m Basiszahlen von a seien von der Gestalt

A = O Wyt O, Dy 0y = G O Gy O,

WO @yy, - . ., G,y ganze rationale Zahlen sind. Bedeuten aj,, . .., q,,, beziig-

lich die kleinsten positiven Reste der Zahlen ay, .. ., a,,,, nach n, so wird

(12(0/11(1)1_'—' : '+a1mwm’ .- "amlwl+' * '+ammwm)
= (@ 01+t OO s U@ F v O, @, 1),

und diese letztere Darstellung des Idealteilers a 146t unmittelbar die Richtig-
keit der Behauptung erkennen.

Ein von 1 verschiedenes Ideal, welches durch kein anderes Ideal teilbar
ist, auller durch das Ideal 1 und durch sich selbst, heilt ein Primideal. Zwei
Ideale heiflen zu einander prim, wenn sie auler 1 keinen gemeinsamen Ideal-
teiler besitzen. Zwei ganze Zahlen « und §, bez. eine ganze Zahl « und ein
Ideal a heiBlen zu einander prim, wenn die Hauptideale («) und (B), bez. das
Hauptideal («) und das Ideal a zueinander prim sind [DEDEKIND (I)].

§ 5. Die eindeutige Zerlegbarkeit eines Ideals in Primideale.

Es gilt die fundamentale Tatsache:

Satz 7. Ein jedes Ideal j lift sich stets auf eine und nur auf eine Weise als
Produkt von Primidealen darstellen.

DepEkIND hat seinen Beweis dieses Satzes kiirzlich von neuem aus-
einandergesetzt [DEDERIND (I)]. Das von KRONECKER eingeschlagene Beweis-
verfahren beruht auf der von ihm geschaffenen Theorie der einem Zahlkorper
zugehorigen algebraischen Formen. Die Bedeutung dieser Formentheorie tritt
deutlicher hervor, wenn man zuerst direkt die Sitze der Idealtheorie ableitet;
hierbei leistet folgender Hilfssatz wesentliche Dienste:

Hilfssatz 2. Wenn die Koeffizienten «;, a,, ..., 1, f,, ... der beiden
ganzen Funktionen einer Verdnderlichen z

Fz) =oga+ oyt +- - -,
6e) = pua 4 oz 4

ganze algebraische Zahlen sind und die Koeffizienten y,, v,, . . . des Produktes

beider Funktionen
F(x)G(x) = P TS sl L
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samtlich durch die ganze Zahl @ teilbar sind, so ist auch jede der Zahlen
o Bis & Bos - - o5 % P15 % Py, . .. durch w teilbar [KroNEckER (19), DEDE-
KIND (7), MerTENS (1), HurwiTz (1, 2)].

Aus diesem Hilfssatze ergeben sich leicht der Reihe nach die Sitze [Hur-
wirz (I)]:

Satz 8. Zu jedem vorgelegten Ideale a = («;, . . ., «,) laBt sich stets ein
Ideal b so finden, daBl das Produkt a b ein Hauptideal wird.

Beweis: Setzt man

F(z) =o 2"+ apamt - - -
und
Fo (z) = o 2" 4 oP a1 4. .. (e=1,...,m—1),

wo o) die zu «, konjugierten Zahlen sind und bildet
m~1
R:.]_IIF“.)(x) =p+ B+ - -,

wo B, By, - - - ganze Zahlen des Kérpers £ sind, so ist F R = nU, wo n eine
ganze rationale Zahl und U eine ganzzahlige Funktion bedeutet, deren Koeffi-
zienten keinen gemeinsamen Teiler haben. Hieraus folgt, dall » = 0 nach dem
Produkt der beiden Ideale a und b = (B, ..., ) ist. Der Hilfssatz 2 lehrt
ferner, dal auch umgekehrt jede Zahl o, sich durch » teilen 1aBt. Es ist
daher ab ==n.

Satz 9. Wenn die drei Ideale a, b, ¢ der Gleichung ac = b¢ geniigen, wobei
¢+0,s0ist a =D0.

Beweis: Es sei m ein Ideal von der Art, da cm ein Hauptideal (o) wird.
Aus der Voraussetzung folgt acm =bem oder «qa = «b und mithin @ =b.

Satz 10. Wenn alle Zahlen eines Ideals ¢ = 0 nach dem Ideal a sind, so
ist ¢ durch a teilbar.

Beweis: Ist am gleich dem Hauptideal («), so sind alle Zahlen des Idealsm ¢
durch o« teilbar, und mithin gibt es ein Ideal b derart, daB mc = ab wird.
Folglich ist ame = «ab, d. h. ac = aab, und folglich ¢ = ab.

Satz 11. Wenn das Produkt zweier Ideale ab durch das Primideal p teilbar
ist, so ist wenigstens eines der Ideale a und b durch p teilbar.

Beweis: Wire a nicht durch p teilbar, so wiirde das Ideal (a, p) ein von p
verschiedenes und zugleich in p aufgehendes Ideal, d. h. =1 sein; demnach
wire 1 = a -} 7, wo « eine Zahlin q und 7 eine Zahl in p bedeutet, und hieraus
ergibt sich durch Multiplikation mit einer beliebigen Zahl § in b die Beziehung
B =apf + nf=af nach p. Zufolge der Voraussetzung ist o= 0 nach p
und folglich auch = 0 nach p.

~ Nunmehr beweist man den Fundamentalsatz 7 der Idealtheorie, wie folgt:
Ist i nicht selbst ein Primideal, so sei j = ab, wo a einen von j und 1 verschie-
denen Teiler von j bedeutet. Ist nun einer der Faktoren a und b nicht ein Prim-
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ideal, so stellen wir denselben in gleicher Weise als Produkt zweier Ideale
dar und erhalten somit j = a’b’¢’, und so fahren wir fort. Dieses Verfahren
bricht notwendig ab; nach Hilfssatz 1 gibt es ndmlich nur eine endliche Anzahl
von Teilern des Ideals j. Ist » diese Anzahl, so kann jedenfalls j nicht gleich
einem Produkt von mehr als » Faktoren sein, da eine Darstellungj =a, ... a, 4
die Existenz der r - 1 untereinander verschiedenen Idealteiler

Ay O10p, Qp0p0z, « vy QOpe.. Opyy

bedingen wiirde. Der letzte Schritt des eingeschlagenen Verfahrens liefert die
gewiinschte Darstellung

j=pq...1.

Diese Darstellung ist eindeutig. Denn wire zugleich j =p"q"...1’, so
wird j durch p’ und folglich nach Satz 11 einer der Faktoren p,q,...,[,
etwa p, durch p’ teilbar sein, d. h. es wire p = p’, und folglich ergibt sich
nach Satz 9 die Gleichung q...[ =¢q"...[’, welche wie die urspriingliche zu
behandeln ist.

Der Fundamentalsatz 7 148t leicht die folgende Tatsache erkennen:

Satz 12. Emn jedes Ideal j des Korpers £ kann als grofter gemeinsamer
Teiler zweier ganzen Zahlen x, o dargestellt werden.

Beweis: Ist x eine beliebige durch i teilbare ganze Zahl, o jedoch eine solche

durch j teilbare ganze Zahl, daf e; zu f; prim ausfillt, so ist j = (x, o). Eine

solche Zahl ¢ kann man folgendermaflen finden: Sind p,, ..., p, simtliche
in % aufgehenden Primideale, und ist j = p7*. .. p%, wobei die a; = 0 sind,
so besitzen die r Ideale b,=p{i+l... pligttlpta+l | pi+l keinen ge-

meinsamen Teiler; es gibt also » Zahlen J;, so dal d; in b; liegt und
b+ 0+ -+6,=1

ist. Bedeutet ferner «; eine Zahl, die in pf*, aber nicht in p#*! liegt, so
setze man

Q:a161+"'+arar'

o ist dann genau durch p, aber nicht durch p%** teilbar.

§ 6. Die Formen des Zahlkorpers und ihre Inhalte.

Die Kroneckersche Formentheorie [KroNECKER (16)] erfordert folgende
weitere Begriffsbildungen:

Eine ganze rationale Funktion F von beliebig vielen Verdnderlichen
u,v, ..., deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen des Korpers & sind,
heiBt eine Form des Korpers k. Werden in einer Form F statt der Koeffizienten
der Reihe nach beziiglich die konjugierten Zahlen eingesetzt und die so ent-
stehenden sogenannten konjugierten Formen F”, . . ., F™~Y miteinander und
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mit der urspriinglichen Form F multipliziert, so ergibt sich als Produkt eine

ganze Funktion der Verinderlichen w,v,..., deren Koeffizienten ganze
rationale Zahlen sind; dieselbe werde in der Gestalt
nU(w,v,...)

angenommen, wo 7 eine positive ganze rationale Zahl und U eine ganze ra-
tionale Funktion bedeutet, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen ohne
gemeinsamen Teiler sind. » heilt die Norm der Form F. Wenn die Norm #
einer Form gleich 1 ist, so heit die Form eine Einheitsform. Eine ganze Funk-
tion, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler
sind, heif}t eine rationale Einheitsform. Zwei Formen heiflen einander inhalts-
gleich! (in Zeichen ~), wenn ihr Quotient gleich dem Quotienten zweier Ein-
heitsformen ist. Insbesondere ist jede Einheitsform ~ 1. Eine Form H heilt
durch die Form F teilbar, wenn eine Form G existiert, derart, dafy H ~ F@ ist.
Eine Form P heifit eine Primform, wenn P im Sinne der Inhaltsgleichheit
durch keine andere Form auler durch 1 und durch sich selbst teilbar ist.

Die Beziehung der Kroneckerschen Formentheorie zur Theorie der Ideale
wird klar durch die Bemerkung, da aus jedem Ideal a = (o, ..., ,) eine
Form F gebildet werden kann, indem man die Zahlen oy, . . ., «, mit beliebigen
voneinander verschiedenen Produkten aus Potenzen der Unbestimmten
%, ?, ... multipliziert und zueinander addiert. Umgekehrt liefert eine jede
Form F mit den Koeffizienten a,, ..., a, ein Ideal a = (o, . . ., «,). Dieses
Ideal a nenne ich den Inhalt der Form F. Dann gilt folgende Tatsache:

Satz 13. Der Inhalt des Produktes zweier Formen 1st gleich dem Produkte
ithrer Inhalte.

Beweis: Es seien F und ¢ Formen mit beliebigen Verdnderlichen und den
Koeffizienten o, . . ., o, beziiglich §,, . . ., B, und es sei das Produkt H = F@
eine Form mit den Koeffizienten y,, ..., y,. Ferner sei p* die hochste in
a = (o, ..., o) und p’die hochste in b = (8, . . ., B,) aufgehende Potenz des
Primideals p. Man denke sich ferner die Glieder der beiden Formen F und &
zuniichst nach absteigenden Potenzen von % und dann die mit der namlichen
Potenz von « multiplizierten Glieder nach absteigenden Potenzen von v ge-
ordnet usf. Bei dieser Anordnung sei au"v' ... das erste in F vorkommende
Glied, dessen Koeffizient o durch keine héhere als die a-te Potenz von p, und
andererseits sei fu” o' ... das erste in @ vorkommende Glied, dessen Koeffi-
zient B durch keine héhere als die b-te Potenz von p teilbar ist: dann ist offen-
bar der Koeffizient y des Gliedes yu"™ ¢/*V .. in H durch keine héhere als dic
(a -I- b)-te Potenz von p teilbar. Alle iibrigen Koeffizienten von H sind aber
gewiff auch durch p**? teilbar. Somit folgt die Behauptung (e, ...,a,)

(Brs w5 B) = (s - 5 70)-

1 Nach KRONECKER ,dquivalent in engerem Sinne®.
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Aus Satz 13 folgt insbesondere leicht, dal} eine jede Einheitsform den In-
halt 1 besitzt, und daB umgekehrt jede Form, deren Koeffizienten den gréften
gemeinsamen Idealteiler 1 haben, eine Einheitsform ist. Mithin haben inhalts-
gleiche Formen stets den namlichen Inhalt, und umgekehrt sind alle Formen
von dem némlichen Inhalt einander inhaltsgleich. Speziell sind zwei beliebige
Formen mit gleichen Koeffizienten stets einander inhaltsgleich.

Weitere Folgerungen aus Satz 13 sind:

Satz 14. Wenn F eine vorgelegte Form ist, so laft sich dazu stets eine
Form finden derart, dal ¥ R einer ganzen Zahl inhaltsgleich ist.

Satz 15. Wenn das Produkt zweier Formen durch eine Primform P teil-
bar ist, so ist wenigstens eine der beiden Formen durch P teilbar.

Satz 16, Jede Form ist im Sinne der Inhaltsgleichheit auf eine und nur
auf eine Weise als Produkt von Primformen darstellbar.

Diese Sitze laufen parallel beziiglich mit den Sétzen 8, 11 und dem Funda-
mentalsatze 7 der Idealtheorie.

AuBer den von DeprxrIND und KRONECKER eingeschlagenen Wegen fithren
noch zwei einfachere Methoden zum Beweise des Fundamentalsatzes 7; der
einen Methode liegt die Theorie des Galoisschen Zahlkorpers zugrunde.
Vel. § 36 [HirERrT (2, 3)]. Die zweite Methode geht von dem Satze aus, dal
sich die Ideale eines Korpers auf eine endliche Anzahl von Idealklassen ver-
teilen. Der zum Beweise dieses Satzes erforderliche Grundgedanke kann als
eine Verallgemeinerung desjenigen Ansatzes angesehen werden, auf welchem
das bekannte Euklidische Divisionsverfahren zur Bestimmung des groften
gemeinsamen Teilers zweier ganzen rationalen Zahlen beruht [Hurwrrz (3)].

3. Die Kongruenzen nach Idealen.
§7. Die Norm eines Ideals und ihre Eigenschaften.

Die in Kapitel 2 entwickelte Theorie der Zerlegung der Ideale eines Kor-
pers gestattet es, die elementaren Sitze der Theorie der rationalen Zahlen
auf die Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers zu iibertragen. Wir stellen
folgende allgemeine Begriffe und Satze voran.

Die Anzahl aller nach einem Ideal a einander inkongruenten ganzen Zahlen
des Korpers hei3t die Norm des Ideals a: in Zeichen n(a).

Satz 17. Die Norm eines Primideals p ist eine Potenz der durch p teilbaren
rationalen Primzahl p.

Beweis: Es seien die f ganzen Zahlen w,, . . .,w; einer Basis des Korpers
in dem Sinne voneinander unabhingig, das keine Kongruenz von der Gestalt

4wy + - Fa0,=0, (p)
besteht, wo a, , . . ., a; ganze, nicht sémtlich durch p teilbare Zahlen bedeuten,
und es moge iiberdies jede der anderen m — f Zahlen der Ko6rperbasis einem
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Ausdruck von der Gestalt a;w; + - - - 4 a;w; nach p kongruent sein; dann
kann dieser Ausdruck jeder Zahl nach p kongruent werden, und es betriigt
die Anzahl der einander inkongruenten Zahlen nach p offenbar ¢'.

Der Exponent f heillt der Grad des Primideals p.

Satz 18. Die Norm des Produktes zweier Ideale ab ist gleich dem Produkt
ihrer Normen.

Beweis: Es sei « eine nach Satz 12 gewihlte durch a teilbare Zahl von

der Art, daBl —Z -ein zu b primes Ideal ist. Durchlauft dann & ein System von

n(a) nach a einander inkongruenten Zahlen und # ein System von (6) nach b
zueinander inkongruenten Zahlen, so stellt der Ausdruck an - & ein volles
System nach ab einander inkongruenten Zahlen dar; ein solches System um-
tat mithin »(a)n (b) Zahlen.
Satz 19. Ist
b =Gy O 40 Gy @y

b = amlwl+' : '+ammwm

eine Basis des Ideals a, so ist seine Norm n(a) gleich dem absoluten Betrage
der Determinante der Koeffizienten a.

Beweis. Legen wir die Basis des Ideals in der urspriinglich beim Beweise
des Satzes 6 gefundenen Gestalt zugrunde, wo die Koeffizienten qa,, fiir s > »
sémtlich = 0 und die a,, >> 0 sind, so ist die Determinante jener Koeffizien-
ten @ gleich dem Produkt a,; . . . @, ,,- Andererseits stellt der Ausdruck

u1w1+"'+uanm
fiir
u,=0,1,...,a4—1,...,u4,=0,1,...,0a,,—1

ein vollstindiges System nach a einander inkongruenter Zahlen dar. Damit
ist Satz 19 bewiesen. Zugleich leuchtet die Umkehrung dieses Satzes ein.

Der Zusammenhang mit der Kroneckerschen Formentheorie erhellt aus
dem Satze:

Satz 20. Ist F eine Form mit dem Inhalte a, so ist die Norm der Form F
gleich der Norm des Ideals a, d. h. n(¥F) = n(a). Insbesondere ist die Norm
einer ganzen Zahl o dem absoluten Betrage nach stets gleich der Norm des
Hauptideals a = («).

Beweis: Ist (g, . . ., t,, eine Basis des Ideals a, so bilde man die Form

F:L1u1+' ) '+Lmum;
dann 1st
o F=1, g+t

me:lmlLlJr' : '+lmmtm’
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wo Ly, « « +5 Ly lineare Formen von u,, . . ., 4, mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten sind. Wir beweisen zunéchst, daB die Determinante |] | der Formen
Ly« - -5 Ly eine rationale Einheitsform ist. In der Tat, wiren im Gegenteil
die Koeffizienten der Determinante|l,, ' saimtlich durch eine Primzahl p teilbar,
so miiiten notwendig m Formen L,, ..., L,, existieren, deren Koeffizienten
ganze rationale, nicht sémtlich durch p teilbare Zahlen sind, und welche den
Bedingungen
Ly, +---+1L, lml =0, (p)

Liliy+-- +L l n=0, (p)

geniigen. Hieraus wiirde

(L1w1++mem)FE‘)7 (Pa)
folgen d. h. das Produkt [a ist durch pa teilbar, wobei [ den Inhalt der Form
Lo, + -+ L, o, bezeichnet. Mithin wire [ durch p teilbar, was nicht der
Fall sein kann, da eine Zahl von der Gestalt @, w, 4 - @, 0,,, WO qy, . .., a,,
ganze rationale Zahlen bedeuten, nur dann durch p teilbar ist, sobald die
Koeffizienten a, . . ., a,, simtlich durch p teilbar sind.
Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten ist

‘wl F, oo, F iy v lim | 1) cea by
oy F, oo, F TSP ,2m‘ ’L;, no
oD Fon-h | a1 Fon-) lml’ co b | e (m—l)‘
und mithin folgt nach Weghebung des Faktors
N
‘}w'l , Cees Wy
!wgm—1>, e @D
die Beziehung FF' ... F™ D ~ y(qa) oder n(F) = n(a). Der zweite Teil des
Satzes folgt, wenn wir F = (4, w; + + - + 4- 4, »,,) nehmen.
Wendet man auf die sémtlichen Zahlen ay, oy, . . . des Ideals a die Sub-

stitution ¢ = (9:9') an, so heiBit das dann entstehende Ideal a’ = (¢ oy, 'y, .. .)
das durch ¢ aus a entspringende oder zu a konjugierte Ideal. Betrachtet man den
aus k, &, . . ., K™D zusammengesetzten Korper, so lehren die Sétze 18 und 20,
daB das Produkt von a und allen zu a konjugierten Idealen eine ganze rationale
Zahl, namlich n(a) ist’. Aus diesem Umstande entspringt eine neue Definition
der Norm des Ideals a, welche der Definition der Norm einer Zahl o genau
entspricht und {iberdies einer wichtigen Verallgemeinerung fahig ist. Vgl. § 14.

1 Siehe Seite 93 Zeile 3 von unten ff.
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen, Bd. I. 6
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Satz 21. In einem jeden Ideal j lassen sich stets zwei Zahlen finden, deren
Normen die Norm des Ideals j zum gréBten gemeinsamen Teiler haben.
Beweis. Man setze a = n(j) und bestimme nach Satz 12 eine Zahl « in j

derart, daf % prim zu a ausfillt. Dann wird, wenn o/, . . ., o« die zu «
konjugierten Zahlen und j’,...,j” " die zu j konjugierten Ideale be-
, i ()  nl)

deuten, auch ?—,, el und folglich —

L= rim zu g,
n (i) P

i(m—l) ’

d. h. es ist n(j) = a = (a™, n(x)) = (n(a), n(a)).

§8. Der Fermatsche Satz in der Idealtheorie und die Funktion ¢(a).

Auf Grund der ndmlichen Schliisse wie in der Theorie der rationalen Zahlen
ergibt sich die folgende, dem Fermatschen Lehrsatz entsprechende Tatsache:
[DEDEKIND (1)].

Satz 22. Ist p ein Primideal vom Grade f, so geniigt jede ganze Zahlw des
Koérpers k£ der Kongruenz W =w, (p).

Auch der verallgemeinerte Fermatsche Lehrsatz ist leicht auf die Korper-
theorie iibertragbar. Man beweist ferner ohne Miihe die folgenden Sitze:
[DepEKIND (1)].

Satz 23. Die Anzahl aller derjenigen nach einem Ideale a einander in-
kongruenten Zahlen, welche prim zu a sind, ist

1 1 / 1
4 (a) =m (a) <1 N ”(‘pl)) <1 - ”(p2)> T (\1 - ”(pr)> ’
WO Dy, Py, - - -, P, die simtlichen in g aufgehenden und voneinander ver-
schiedenen Primideale bedeuten. Fiir die Zahl ¢ gelten die beiden Formeln

p(a) p(0) = ¢ (ab) und Fo(t)=n(a),
wo in der ersteren Formel a und b prim zueinander sind und in der letzteren
sich die Summation iiber alle Idealteiler t des Ideals a erstreckt.
Satz 24. Jede zu dem Ideal a prime ganze Zahl o geniigt der Kongruenz

0r@®=1, (a).
So geniigt beispielsweise jede durch ein Primideal p vom Grade f nicht teil-
bare ganze Zahlw des Kérpers & der Kongruenz
: w?P-D=1, (p2).
Es gelten ferner die Tatsachen:
Satz 25. Wenn ay, . . ., a, Ideale bedeuten, von denen stets je zwei zu-

einander prim sind, und wenn ay, . . ., «, beliebige ganze Zahlen sind, so gibt
es eine ganze Zahl o, die den Kongruenzen

w=o, (@), ..., o=a, (a,)
geniigt.
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Satz 26. Eine Kongruenz r-ten Grades nach dem Primideal p von der
Gestalt
a®" +o 2t -+, =0, (p)
WO &, &j, . . ., &, ganze Zahlen in % sind und « == 0 nach p ist, besitzt hoch-
stens 7 nach p einander inkongruente Wurzeln.
Satz 27. Bedeutet p ein in der rationalen Primzahl p aufgehendes Prim-
ideal, und ist « eine Wurzel der Kongruenz

ax” fay ™t 4.4 a, =0, (p),
WO a, ay, . . ., a, ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist auch «” eine Wurzel
dieser Kongruenz.
Beweis: Bezeichnen wir die linke Seite der obigen Kongruenz mit F (),
so gilt nach dem Fermatschen Satze identisch in z die Kongruenz

F(a®) = (F(x))” nach p, und diese Tatsache bedingt die Richtigkeit der Be-
hauptung.

§9. Die Primitivzahlen nach einem Primideal.

Eine ganze Zahl ¢ des Korpers % heifit eine Primitivzahl nach dem Prim-
ideal p, wenn die p/ - 1 ersten Potenzen derselben simtliche ' — 1 einander
inkongruenten, zu p primen Zahlen nach p darstellen. Es wird wiederum
durch die entsprechenden Schliisse wie in der Theorie der rationalen Zahlen
leicht der Nachweis fiir folgende Tatsache gefiihrt:

Satz 28. Es gibt @(p’ — 1) Primitivzahlen fiir das Primideal p, wo
&(p' —1) die Anzahl der einander inkongruenten, zu p’ — 1 primen ratio-
nalen Reste nach p’ — 1 bezeichnet.

Eine Theorie der Primitivzahlen fiir die Potenzen eines Primideals p ist
bisher noch nicht entwickelt worden; dagegen erkennt man ohne Miihe die
folgenden Tatsachen: [DEDEKIND (6)].

Satz 29. Ist p ein beliebig vorgelegtes Primideal des Kérpers £, so kann
man stets in k eine Zahl g finden von der Art, daB jede andere ganze Zahl des
Korpers einer gewissen ganzen Funktion von p mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten kongruent ist nach einer beliebig hohen Potenz p' des Primideals p.

Beweis. Ist g* eine beliebige Primitivzahl fiir p, so sind offenbar alle
ganzen Zahlen in % kongruent gewissen ganzzahligen Funktionen von o*

nach p. Es sei
Ple1)=0, (p)

die Kongruenz niedrigsten Grades nach p mit ganzen rationalen Koeffizienten,
welcher g* geniigt. Ist der Grad der Funktion P gleich f', so kann kein Aus-

druck von der Gestalt a; 4 ay0* -+ - - -~ a, %! mit ganzzahligen
Koeffizienten a,, a,, . . ., a; nach p kongruent 0 sein; es sei denn, dal} sémt-
liche Koeffizienten a;, a,, ..., a, kongruent 0 nach p sind. Da andererseits

6*
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jede ganze Zahl des Kérpers einem Ausdruck von der obigen Gestalt kongruent
sein muB, so folgt ' = f.

In dem Fall, dal P(p*)= 0 nach p? ist, setze man ¢ = o* + 7, wo
eine durch p, aber nicht durch 2 teilbare Zahl ist. Es ist dann, da nach

Satz 27 i%(;i*) = (0" — 0*?)- - - (0" — ¢*"") == 0 nach p ist, notwendig
d P (g*
Po) = Pe* +m) = P(e") + 20 220, (p9).

Die Zahl ¢ ist eine Zahl von der verlangten Beschaffenheit. Durchlaufen
némlicha,, ay, . . ., o alle Ausdriicke von der Gestalt a; + ay0 - - « + - a,0’ 2,
WO @y, 0y, ..., a; Zahlen aus der Rethe 0,1,..., p — 1 bedeuten, so stellt,
wie leicht ersichtlich, die Summe
o+ o Plo) + - -+ + oy {Plo) )2

lauter nach p’ einander inkongruente ganze Zahlen dar, und da hier p'* Zahlen
vorliegen, so sind damit simtliche nach p’ inkongruenten Reste erschépft.
Offenbar kommt die gleiche Eigenschaft auch jeder Zahl zu, welche der Zahl o
nach p? kongruent ist.

Den letzteren Umstand benutzen wir zu der folgenden Darstellung des
Ideals p:

Satz 30. Wenn ein Primideal p vom f-ten Grade vorgelegt ist, so gibt es
im Korper k stets eine ganze Zahl ¢ von der im Satze 29 verlangten Eigen-
schaft und iiberdies von der Art, dafl man

p= <p7 p (Q))

hat, wo P(g) eine ganze Funktion f-ten Girades von p mit ganzen rationalen
Koeffizienten ist.

Beweis: Es sei p = p‘a, wo das Ideal a nicht durch p teilbar ist. Ferner
sei « eine nicht durch p, wohl aber durch a teilbare ganze Zahl. Nach Satz 24
ist o’ @'~ = 1 nach p2. Ersetzen wir nun die im vorigen Beweise gefundene
Zahl ¢ durch go® =1 50 behilt diese neue Zahl g die frithere Eigenschaft;
da ferner der letzte Koeffizient der Funktion P(g) nicht durch p teilbar sein
kann, so ist fiir die neue Zahl ¢ notwendig P (o) prim zu a, d. h. p = (p, P(o)).

4. Die Diskriminante des Korpers und ihre Teiler.

§10. Der Satz iiber die Teiler der Diskriminante des Korpers.
Hilfssitze tiber ganze Funktionen.

Die Diskriminante des Korpers % ist, wenn e, . . ., ®,, eine Basis von k
bedeutet, definiert durch die Gleichung

w, ceey Wy

’ ’
do | ® o

Y, L, D)
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sie ist eine ganze rationale Zahl. Fiir die Entwicklung der Korpertheorie ist
die Untersuchung der in der Diskriminante des Kérpers £ aufgehenden idealen
Faktoren von grundlegender Bedeutung. Es gilt der fundamentale Satz:

Satz 31. Die Diskriminante d des Zahlkérpers k enthdilt alle und nur die-
jenagen rationalen Primzahlen als Faktoren, welche durch das Quadrat eines Prim-
tdeals teilbar sind.

Der Beweis dieses Satzes hat erhebliche Schwierigkeiten verursacht;
er ist zum erstenmal von DEDEKIND gefithrt worden [DEpERIND (6)]. HENSEL
hat einen zweiten Beweis dieses Satzes gegeben und dadurch die KRONECKER-
sche Theorie der algebraischen Zahlen in einem wesentlichen Punkte ergiinzt.
Der Hexstrsche Beweis beruht auf folgenden von KroNECKER geschaffenen
Begriffen: [KroNECKER (16), HENSEL (4)].

Bedeuten w,, ..., u, Unbestimmte, und ist wq,...,w, eine Basis, so
heifit

E=wru + - -+ oy,

die Fundamentalform des Korpers k. Dieselbe gentigt offenbar der Gleichung
fir
(€ — w4 — - — 0, %, & — ity —- - —o,u,) -
(g —oP VY - — Yy ) =0,
welche die Gestalt
g+ Uyert 4+ Uy .. .+ U, =0
annimmt, wo Uy, ..., U, gewisse ganze Funktionen von wg,...,u, mit
ganzen rationalen Koeffizienten sind. Diese Gleichung m-ten Grades heil3t die
Fundamentalgleichung. Um mit den eben definierten Begriffen operieren
zu konnen, ist es notig, die Satze iiber die Zerlegung von ganzen Funktionen
einer Verinderlichen z nach einer rationalen Primzahl p [SErrET ()] auf den
allgemeineren Fall zu iibertragen, wo die ganzen Funktionen neben der einen
Veriinderlichen z noch die m Unbestimmten w,, .. ., u, als Parameter ent-
halten.

Im folgenden werde unter einer ganzzahligen Funktion stets eine solche
ganze rationale Funktion der Verénderlichen oder Unbestimmten verstanden,
deren Koeffizienten g¢anze rationale Zahlen sind. Es heile ferner eine
ganzzahlige Funktion Z(z; u,, . . ., %,) durch eine andere ganzzahlige Funk-
tion X (z; u,, . .., u,) teilbar nach p, wenn eine dritte ganzzahlige Funk-
tion Y (z; u,,...,u,) existiert derart, dall identisch in den Veréinder-
lichen z, u,, ..., u,, die Kongruenz

Z=XY, (p)

besteht. Ist eine ganzzahlige Funktion P nach p durch keine andere Funktion
teilbar auler durch solche Funktionen, die einer ganzen rationalen Zahl oder



86 Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. § 10

der Funktion P selbst oder dem Produkte aus P in eine ganze rationale Zahl
nach p kongruent sind, so heifit die Funktion P eine Primfunktion nach p.
Wie in der Theorie der Funktionen einer Verdnderlichen gelten auch hier die
gewohnlichen Gesetze der Teilbarkeit; insbesondere heben wir den durch
das bekannte Euklidische Rekursionsverfahren leicht zu beweisenden Satz
hervor:

Satz 32. Wenn zwei ganzzahlige Funktionen X und Y von z, u,, . . ., %,
nach der rationalen Primzahl p keinen gemeinsamen Teiler haben, so
gibt es eine ganzzahlige, nach p nicht der 0 kongruente Funktion U von
Uy, -« - -, Uy allein, so dafl man

U=A4X+ BY, (p)

hat, wo 4 und B geeignete ganzzahlige Funktionen von z, u,, . . ., u,, sind.

Unser néchstes Ziel ist die Zerlegung der linken Seite F der Fundamental-
gleichung in Primfunktionen nach der rationalen Primzahl p. Wir beweisen
zunéichst folgende Hilfsséitze:

Hilfssatz 3. Wenn p ein in p aufgehendes Primideal f-ten Grades be-
zeichnet, so gibt es stets nach p eine Primfunktion I7(x; u,, . . ., u,,) vom f-ten
Grade in z, welche, wenn man an Stelle von z die Fundamentalform & setzt,
folgende Eigenschaften besitzt: die Koeffizienten der Potenzen und Produkte
VOR Uy, . . ., Uy, 0 der Funktion /1(&; u,, . .., u,) sind durch p, aber nicht
samtlich durch p2 und auch nicht sémtlich durch ein von p verschiedenes, in p
aufgehendes Primideal teilbar.

Beweis: Es sei p = p°a, wo das Ideal g nicht mehr durch p teilbar ist.
Ferner sei g eine solche Primitivzahl nach p, welche die in den Sétzen 29 und 30
angegebenen Eigenschaften besitzt. P(p) sei eine wie dort bestimmte, zu p
gehorige ganzzahlige Funktion f-ten Grades von der Art, dal p = (p, P(p))
ist. P(z) ist Primfunktion nach p, weil sonst o einer Kongruenz niederen
als f-ten Grades nach p geniigen wiirde. Wir setzen

0=+ By,

WO ag,...,a, ganz rationale Zahlen sind, und nehmen den Koeffizienten
von ¢’ in P(g) gleich 1 an. Da P(p) = 0 nach p ist, so folgt nach Satz 27, daB
auch P(p?) =0, P(o”)=0,..., P(¢" ™) =0 nach p ist, d. h. die Kon-
gruenz P(z)= 0 nach p besitzt die f einander inkongruenten Wurzeln o,
0%, ...,0"", und es ist mithin identisch in

Pa)=(@—o)(—g") ... (—0""), (p)

d. h. die elementarsymmetrischen Funktionen von g, ¢?, . . ., o” " sind simt-
lich nach p gewissen ganzen rationalen Zahlen kongruent.
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Da jede ganze Zahl des Kérpers k nach p einer ganzzahligen Funktion
von o kongruent ist, so kénnen wir die Fundamentalform

=L(p; %, ..., u,)

nach p setzen, wo L eine ganzzahlige Funktion von g, u,, .. ., u,, bedeutet.
Nach dem eben Bewiesenen ist der Ausdruck

(—L(0; %5+« «s %)) (® — L(?3%y, . . ;%)) ... (&— L(@? "3 uy,...,4,))

nach p einer ganzzahligen Funktion von z, u, . . ., u,, kongruent; wir setzen
ihn in die Gestalt

H(x;ula' . '3um):mf+ Vlwf—1+' . '+Vf,

wo V,,..., V, ganzzahlige Funktionen von w,,...,u, bedeuten. Offen-
bar geniigt die Fundamentalform &, fiir « gesetzt, der Kongruenz

Iz u, ..., u,)=0, (p).

Da die Funktion I1(z; a, . . ., a,) = P(x) nach p ist, so folgt, dal auch
p = (p,I1(0; ay, . . ., ay)) ist, und mithin sind die Koeffizienten der Potenzen
und Produkte von u,, ..., %, in II(&; 4y, ..., u,) nicht simtlich durch p?2
und auch nicht simtlich durch ein von p verschiedenes, in a aufgehendes Prim-
ideal teilbar. Da P(z) Primfunktion ist, so gilt das gleiche um so mehr von
der Funktion I1(z; uy, ..., u,,).

Hilfssatz 4. Jede ganzzahlige Funktion @(z;uy,...,u,), welche
identisch in u,, . . ., 4,, nach p dem Wert 0 kongruent wird, sobald man fiir
z die Fundamentalform & einsetzt, ist nach p durch I7(z; w,, . . ., u,,) teilbar.

Beweis: Im gegenteiligen Falle hdtten @ und I7 nach p keinen Teiler
gemein, und es miiBte folglich nach Satz 32 eine nach p dem Wert O nicht
kongruente ganzzahlige Funktion U von wuy, . . ., u, allein existieren, so daf}
U= A® } BII nach p wird, wo 4, B ganzzahlige Funktionen von
T, Uy, ...,u, sind. Hieraus wiirde, wenn man fiir z die Fundamentalform &
einsetzt, U = 0 nach p und folglich auch nach p sich ergeben, was nicht der
Fall ist.

Hilfssatz 5. Ist @ eine ganzzahlige Funktion von , uy, . . ., %y, Welche
identisch in u, . . ., u,, nach p® dem Wert 0 kongruent wird, wenn man fiir z
die Fundamentalform & einsetzt, so mull notwendig @ nach p durch /71° teilbar
sein.

Beweis: Setzen wir @ = II°F nach p, wo ¢ < e ist und F eine ganz-
zahlige Funktion von z, u,, . . ., %,, bedeutet, die nach p nicht mehr durch /7
teilbar ist, so folgt, daB simtliche Koeffizienten der Potenzen und Produkte
VO Ug, .« oy Uy 1D {H(E; Upy - - - um)}e'F(S; Uy . - -5 Up) durch p° teilbar sein



88 Die Theorie der algebraischen Zahlkorper. §11

miissen. Wir denken uns nun sowohl I1(&; uy, ..., u,) als F(&; wy, ..., uy)
nach fallenden Potenzen der Variabeln u; und die Koeffizienten der Potenzen
von u, wiederum nach fallenden Potenzen von u, geordnet usf. Ist dann =
der erste Koeffizient in /7(£), welcher nicht durch p? teilbar ist, und zutreffen-
denfalls % der erste Koeffizient in F (£), welcher nicht durch p teilbar ist, so
wiirde 7% = 0 nach p° folgen, was nicht méglich ist; d. h. simtliche Koeffi-
zienten von F (&) sind durch j teilbar, und hieraus folgt nach dem Hilfssatz 4,
daB F(z; uy, ..., u,) durch II(z; u,, ..., u,) nach p teilbar ist. Diese Fol-
gerung widerspricht unserer Annahme.

§11. Die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung.
Die Diskriminante der Fundamentalgleichung.

Aus den Hilfsséitzen 3, 4 und 5 folgen die nachstehenden wichtigen Tat-
sachen, welche die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung be-
treffen:

Satz 33. Ist die Zerlegung der rationalen Primzahl p in Primideale durch
die Formel p = p°p’® . .. gegeben, so gestattet die linke Seite F der Funda-
mentalgleichung im Sinn der Kongruenz nach p die Darstellung

F=II"..., (p),

wo I1, IT', . . . gewisse verschiedene Primfunktionen von #, u,, . . ., u, nachp
bedeuten; iiberdies ist, wenn

F=IFIT%. .. +p@

gesetzt wird, G eine ganzzahlige Funktion der Verinderlichen z, u,, . . ., u,,
welche nach p durch keine der Primfunktionen 77, IT’, . . . teilbar ist.
Satz 34. Die aus der Fundamentalgleichung sich ergebende Kongruenz
m-ten Grades
Fle;uy,...,u,)=0, (p

ist zugleich die Kongruenz niedrigsten Grades mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten, welcher die Fundamentalform &, fiir # eingesetzt, nach p geniigt.
Beweis: Es sei @ eine ganzzahlige Funktion von z, u,, ..., u,, solcher
Art, daB die Kongruenz @(z)== 0 nach p von der Fundamentalform & be-
friedigt wird. Ferner seien die voneinander verschiedenen, in p aufgehenden

Primideale p, p’, . . . beziiglich von den Graden f, ', . . .; durch Bildung der

Norm folgt p™ = p/**"**"* d. h. m =fe-+ fe +4-... Ferner mogen
IT,IT', ... bez. die zu den Primidealen p, p’, ... gehérigen Primfunktionen von
T, Uy, - . -, Uy bedeuten, wie sie in den vorigen Hilfsséitzen gebraucht worden

sind. Aus dem Hilfssatz 5 folgt dann
Q=]Jrma...¥v, (p),
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wo ¥ eine ganzzahlige Funktion bezeichnet. Da IT, IT', . . . beziiglich von den
Graden f, f', ... in z sind, so folgt, daBl @ mindestens vom m-ten Grade in x
sein muB, und dieser Umstand liefert, wenn man an Stelle von @ die linke Seite
F der Fundamentalgleichung wéhlt, den ersten Teil des Satzes 33 und den
Satz 34.

Wire endlich G'(z) nach p etwa durch I7(z) teilbar, so wiirde die Funda-
mentalform &, fiir x eingesetzt, der Kongruenz G/(z) = 0 nach p und folglich
auch der Kongruenz I7%xz) 1’ (x)- - - = 0 nach p°*' geniigen miissen, was
nach Hilfssatz 5 nicht méglich ist. Damit ist auch der zweite Teil des Satzes 33
bewiesen.

Die gefundenen Tatsachen bedingen eine Reihe von wichtigen Diskrimi-
nantensitzen:

Satz 35. Der grolite Zahlenfaktor der Diskriminante der Fundamental-
gleichung ist gleich der Diskriminante des Korpers.

Beweis: Wir setzen

1 =Uy o+ -+ Uy 0,

3 =Uy o1+ -+ Upp 0y, 2)

gt = U0+ Uy s
wo Uy, ..., U, ganzzahlige Funktionen von wu,, ..., u,, seien. Wire nun
die Determinante U dieser m? Funktionen eine solche Funktion, deren sdmt-
liche Koeffizienten etwa durch die rationale Primzahl p teilbar sind, so gibe
es offenbar m nicht simtlich dem Werte 0 nach p kongruente ganzzahlige
Funktionen V,,..., V,, von u,, ..., u, der Art, daf} identisch in w,, .. ., u,,

V.U, +"‘+VmUm1EO’ (p)

VW, w+---+v,U0,,=0, (p)
wird. Mithin miite die Fundamentalform & der Kongruenz
Vi+Voét-o AV, 8m =0,  (p)

geniigen, welche von niederem als m-tem Grade ist. Da dies nach Satz 34
nicht statthaben kann, so folgt, da die Determinante U eine rationale Ein-
heitsform ist.

Die Gleichungen (2) ergeben mit Hilfe des Multiplikationssatzes der Deter-
minanten:

31, g, e.., Emt | Wy, e O

11,5', L ETL sl o

‘ 1, gm-n . (St(m—l))m—li

Durch Quadrieren dieser Beziehung folgt d(£) = U2d oder d(&) ~ d, wo d(£)
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die Diskriminante der Fundamentalgleichung und d die Korperdiskriminante
bedeutet.

Durch Auflgsung der Gleichungen (2) ergibt sich ferner die folgende Tat-
sache:

Satz 36. Jede ganze Zahl des Korpers % ist gleich einer ganzen rationalen
Funktion (m — 1)-ten Grades der Fundamentalform &, und zwar sind die
Koeffizienten dieser Funktion ganzzahlige Funktionen von w,, . . ., u,,, divi-
diert durch die rationale Einheitsform U [KroNECKER (16), HENSEL (4)].

§12. Die Elemente und die Differente des Kérpers. Beweis des
Satzes iiber die Teiler der Korperdiskriminante.

Der Satz 35 gestattet die Zerlegung der Kérperdiskriminante d in gewisse
ideale Faktoren. Die m —1 Ideale

e’:((wl_wi)’ '-'7(wm—w;n)):
e = (o, — o)), ..., (0,— o),
e =((w; — ™), . .., (0, — o))

nenne ich die m —1 Elemente des Korpers k. Dieselben sind Ideale, welche
im allgemeinen dem Zahlkorper £ nicht angehoren; dagegen ist das Produkt
b=cee”...e™ D ein Ideal’ des Korpers k. Bedenken wir nédmlich, daB die
Elemente ¢, ..., e U bez. die Inhalte der Formen & —&, ..., & —&mD
sind, so erkennen wir nach Satz 13, daf das Ideal d den Inhalt von der
Differente der Fundamentalform, nimlich von

oF ,
—0-5—:(5-— &) ... (&§— &)
bildet, und diese ist eine Form des Koérpers k. Das Ideal b nenne ich die Dif-
ferente? des Korpers. Die Norm derselben ist gleich dem groBten Zahlenfaktor
der Diskriminante der Fundamentalform, und, da dieser nach Satz 35 gleich d
ist, so folgt der Satz:
Satz 37. Die Norm der Differente des Kérpers ist gleich der Diskriminante
des Korpers.
Aus der Kongruenz

oF orr 4, , ypr_q 01T
,~6¥2,Eeﬂe—l_(.9;]]e...+eﬂeﬂe 17;..._;_...’ (p)

folgt ferner, daB die Differente des Korpers stets durch p° teilbar ist, und
daB sie jedenfalls dann keine hohere Potenz von p enthilt, sobald der Ex-
ponent e zu p prim ist. Durch Ubergang zur Norm ergibt sich hieraus, daB die

1 Siehe Seite 93 Zeile 3 v. u. ff. 2 Nach DEDERIND ,,das Grundideal®.
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Diskriminante des Korpers stets durch p/¢=1+/' =D+ - tejlhar ist und
iiberdies jedenfalls dann keine héhere Potenz von p enthilt, wenn simtliche
Exponenten ¢, ¢, ... zu p prim sind; damit ist zugleich der am Anfang des
§ 10 aufgestellte Fundamentalsatz 31 bewiesen.

§13. Die Aufstellung der Primideale. Der feste Zahlteiler der
rationalen Einheitsform U.

Die wirkliche Berechnung der in einer rationalen Primzahl p aufgehenden
Primideale kann auf Grund des Satzes 33 durch Zerlegung der linken Seite
der Fundamentalgleichung ausgefiihrt werden. Doch 1ist es von Nutzen zu
wissen, unter welchen Umstédnden hierbei den Parametern u,, .. ., u,, in der
Fundamentalgleichung spezielle Werte beigelegt werden diirfen. Wir stellen
zu dem Zweck die folgenden Betrachtungen an.

Die Diskriminanten aller ganzen algebraischen Zahlen des Korpers erhilt
man, wenn man in U2d die Parameter u,, . . ., u,, alle ganzen rationalen Zahlen
durchlaufen 1i8t. Der gréBte gemeinsame Teiler aller dieser Diskriminanten
braucht nicht mit der Korperdiskriminante d iibereinzustimmen, da sehr wohl
der Fall eintreten kann, dal die rationale Einheitsform U fiir alle ganzzahligen
Werte der u,, ..., u,, eine Reihe von Zahlen mit einem festen Teiler &= 41
darstellt. Dieser Umstand setzt die Bedeutung des Gebrauchs der Unbestimm-
ten uy, . . ., %, in helles Licht. Man findet auch leicht eine notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daBl die rationale Primzahl p ein solcher fester
Teiler von U ist. Diese Bedingung besteht ndmlich darin, daf§ U in die Gestalt

pV+ (@ —u) Vit oo+ (Ul — )V
gebracht werden kann, wo V,V,, ..., V, ganzzahlige Funktionen von
Uy, - - -, Uy sind [HENSEL (1, 2, 9)].

Wenn es nun méglich ist, den Unbestimmten w,, ..., u,, solche ganzen
rationalen Zahlenwerte a,, . . ., a,, zu erteilen, daf fiir dieselben die rationale
Einheitsform U eine durch p nicht teilbare Zahl wird, so darf bei der Zerlegung
der rationalen Primzahl p die Fundamentalgleichung so spezialisiert werden,
daf} die Form & durch o« =a,0; -+ + - - + a,, w,, ersetzt wird. In der Tat, unter
der gemachten Annahme ist, wie leicht aus Satz 36 folgt, jede beliebige ganze
Zahlw des Korpers einer ganzzahligen Funktion von « nach p kongruent, und
es ist daher eine ganzzahlige Funktion von niederem als m-tem Grade in «
niemals durch p teilbar, wenn nicht ihre Koeffizienten sémtlich durch p teilbar

sind. Bezeichnen wir die aus IT(z; uy, . . ., Uy), II'(Z; 4y, . . ., Up), - . . durch
die Substitution u, = ay, . . ., %, = a,, hervorgehenden Funktionen von z
allein mit P(z), P’'(z), . . ., so erkennen wir, dafl diese Funktionen im Sinne

der Kongruenz nach p voneinander verschiedene Primfunktionen sind, und daf

p:(P;P(Ot)), p':(P,P'(ot)),...
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wird. In der Tat, wiirde etwa P(x) nach Forthebung des Faktors p noch einen
in p aufgehenden Primfaktor, z. B. p’, enthalten, so wére

(P (P (@) (P (@) - - - =0, (p),
was nach obiger Bemerkung nicht der Fall sein kann, da die linke Seite dieser
Kongruenz eine Funktion von niederem als m-tem Grade in « darstellt.

Umgekehrt gilt die leicht zu beweisende Tatsache: Wenn im Kérper £ die
Zerlegung p = p°p’¢. .. gilt, wo p, p’, ... voneinander verschiedene Prim-
ideale beziiglich von den Graden f, f', ... sind, und wenn man dann diesen
Primidealen p, p’, ... ebenso viele ganzzahlige Funktionen P(z), P'(z), ...
der einen Verdnderlichen z zuordnen kann, die im Sinne der Kongruenz nach p
Primfunktionen bez. von den Graden f, ', . . . und untereinander verschieden
sind, so 146t sich stets eine Zahl « =g w0, + - - - 4 @, 0,, finden, fiir welche der
zugehorige Wert von U nicht durch p teilbar ist. Die Nichtexistenz solcher
voneinander verschiedenen Primfunktionen P(z), P'(z),... im Sinne der
Kongruenz nach der rationalen Primzahl p bildet daher eine neue notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dafl die Primzahl p als fester Zahlteiler in
U auftritt [DEpERIND (4)].

Jede der beiden in diesem Paragraphen gefundenen, wesentlich voneinander
verschiedenen Bedingungen kann zur Berechnung numerischer Beispiele fiir
Zahlkorper dienen, in deren U wirklich feste Zahlteiler &= +- 1 der fraglichen
Weise enthalten sind [DEDERIND (4), KroNECKER (16), HENSEL (1, 2, 5)].

Es ist jedoch zu bemerken, dal die Form U die Eigenschaft, feste Zahl-
teiler zu enthalten, verliert, wenn man 1n derselben die Unbestimmten
Uy, - - -5 Uy alle ganzen algebraischen Zahlen eines geeignet gewahlten Zahl-
korpers durchlaufen 148t, indem die sémtlichen durch U auf diese Art dar-
stellbaren Zahlen den groBten gemeinsamen Teiler 1 erhalten [HENSEL (5)].

5. Der Relativkorper.
§14. Die Relativnorm, die Relativdifferente und die
Relativdiskriminante.

Die Begriffe Norm, Differente und Diskriminante sind einer wichtigen
Verallgemeinerung fahig.

Ist K ein Korper vom Grade M, welcher simtliche Zahlen des Kérpers &
vom m-ten Grade enthilt, so heilt £ ein Unterkorper von K. Der Korper K
wird der Oberkérper von & oder der Relativkorper in bezug auf £ genannt.
Es sei @ eine den Koérper K bestimmende Zahl. Unter den unendlich vielen
Gleichungen mit algebraischen, in £ liegenden Koeffizienten, denen die Zahl &
geniigt, habe die folgende Gleichung vom Grade r

O + 0O =0 3)

den niedrigsten Grad; oy, . . ., @, sind dann bestimmte Zahlen in k. Der Grad r
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heifit der Relativgrad des Korpers K in bezug auf £; es ist M =rm. Die Glei-
chung (3) vom r-ten Grade ist im Rationalitatsbereich k irreduzibel. Sind
o', ...,00"1 die r — 1 anderen Wurzeln der Gleichung (3), so heifien diese
r — 1 algebraischen Zahlen die zu @ relativ konjugierten Zahlen, und die bez.
durch @, ..., @1 bestimmten Korper K’, ..., K"~V heiBen die zu K
relativ konjugierten Korper. Ist 4 eine beliebige Zahl des Korpers K, und ist

A=y, + 9,04ty 01,
WO 1, Va5 - - -» 7, Zahlen in k sind, so heiflen die Zahlen

A/:y1+y29/ +"'_!'Vr0,r_l’

A1 — 7 -+ Vs Er-b ..o L Yy (@(r—l))r—l

die bez. durch die Substitutionen 7' =(0:0'),..., TV = (@: D)
aus 4 entspringenden oder zu 4 relativ konjugierten Zahlen. Wendet man
auf die simtlichen Zahlen eines Ideals & die Substitution 7" an, so heiBt das
dann entstehende Ideal &' das durch T’ aus  entspringende oder zu
relativ konjugierte Ideal.

Das Produkt einer Zahl 4 mit den relativ konjugierten Zahlen

N, (d)=44"... 4D
heit die Relativnorm der Zahl 4 beziiglich des Korpers oder Rationalitéts-
bereiches £. Die Relativnorm N, ist eine Zahl in k. Ist § = (4, .. ., 4g) ein

beliebiges Ideal in K, so heifit das Produkt von § mit den sémtlichen relativ
konjugierten Idealen von &

Ne@) =83 g

die Relativnorm des Ideals 3. Die Relativnorm N, () ist ein Ideal des Korpers k.
Bedeuten némlich U,, ..., Ug Unbestimmte, so sind die Koeffizienten des
Ausdruckes

AUyt -+ AUN AU+ -+ Ay Ug) - - (A7 4+ - ATV T

ganze Zahlen in k, deren groBter gemeinsamer Teiler nach Satz 13 mit jenem
Idealprodukte iibereinstimmen mubB.

Wenn oy, . . ., o, beliebige Zahlen in % sind und j = (o, . . ., a,) das durch
sie bestimmte Ideal in % bezeichnet, so wird durch die nimlichen Zahlen auch
zugleich ein Ideal § = (o, . . ., &) im Koérper K bestimmt. Dieses Ideal { ist
als nicht verschieden von j anzusehen. Ein Ideal § = (4,, . . ., 4¢) des Korpers
K wird umgekehrt dann und nur dann auch als ein Ideal j des Korpers k
bezeichnet, wenn & sich zugleich als groBter gemeinsamer Teiler von ge-
wissen ganzen Zahlen oy, ..., a, des Korpers k darstellen 1aBt. Dal wir be-
rechtigt sind, unter den angegebenen Umsténden (ay, ..., a,) zugleich als
ein Ideal in £ und in K anzusehen, lehrt der folgende Satz: Wenn «,, . . ., o,
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und of, ...,of ganze Zahlen in % sind, so daB in K die beiden Ideale
S=(0,... ) und § = (af,...,0%) miteinander iibereinstimmen, so
stimmen auch in % die beiden Ideale j = (ay, . . ., &) und * = (of , . . ., o)
miteinander iiberein. In der Tat, wegen der Voraussetzung gilt, wenn o*
eine der Zahlen of,..., o bedeutet, eine Gleichung von der Gestalt
o* = Aoy +- - -+ Ao, wo 4y, ..., A, gewisse ganze Zahlen in K sind.
Wenn wir nun von beiden Seiten dieser Gleichung die Relativnorm bilden, so
erkennen wir, da im Korper £ die Zahl o*" durch j" teilbar sein muB;
infolgedessen ist in £ auch o* durch j und daher auch j* durch j teilbar. Da in
gleicher Weise das Umgekehrte gezeigt werden kann, so haben wir notwendig
in %k die Gleichung j = j*.
Der Ausdruck
Ay(d) = (4 — ) (A — A7) - (4 — AvD)

stellt eine Zahl des Ko6rpers K dar und heifit die Relativdifferente der Zahl 4
in bezug auf den Korper k. Der Ausdruck

Dy(d)= (A — A4 —A"). . . (Ao — gu-n)2

heiit die Relativdiskriminante der Zahl 4. Dieselbe ist bis auf das Vor-
zeichen gleich der Relativnorm der Relativdifferente von 4; es ist nidmlich

rer—n
Dy (4) =(— 1) : Nk(Ak(A))'
Sind 2, ..., 2,, die M Basiszahlen des Korpers K, so heifit das durch
Multiplikation der » — 1 Elemente
¢ =0, —9Q), ..., R2y—92y),
b = (2, — Q=) ..., (2y— 25))
entstehende Ideal D, = EE - GeD

die Relativdifferente des Korpers K in bezug auf k. Bezeichnet
E=Q,U +---+02,Uy
die Fundamentalform von K, so ist die Relativdifferente von =
A (B)= (& — &Y. .. (8 — Br-n),
Die Koeffizienten dieser Form sind Zahlen des Korpers K, und da nach dem
Satze 13 der grofte gemeinsame Teiler derselben die Relativdifferente ®,
ergeben muB, so ist D, ein Ideal des Korpers K.

Das Quadrat des groften gemeinsamen Teilers aller r-rethigen Determi-
nanten der Matrix ,
1 Q 1 Q 2 ’ ‘QM

.Q1 QL 2y n

U Olr= - —1) |
Q=D Qu=D QD |
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heiBt die Relativdiskriminante D, des Korpers K beziiglich %; dieselbe ist, wie
leicht ersichtlich, ein Ideal des Korpers £.

§15. Eigenschaften der Relativdifferente und der
Relativdiskriminante eines Kérpers.

Hinsichtlich der soeben definierten Begriffe gelten folgende Sitze [Hir-
BERT (4)]:

Satz 38. Die Relativdiskriminante des Korpers K in bezug auf den
Unterkérper £ ist gleich der Relativnorm der Relativdifferente von K, d. h.

Dk:Nk(EDk)'

Beweis: Die Relativnorm von der Relativdifferente der Fundamental-
form F ist

Ny(4(5) = £ (8 — BP(E = 5} - - (Fo- — Eo-by
1,8, .., B
- b E (&)=
‘:1’ E(r—l)’ ce, (E(T—l))r—l‘i

Andererseits ist das rechtsstehende Determinantenquadrat eine Form des
Korpers K, deren Inhalt gleich der Relativdiskriminante D, ist. Driicken

wir némlich die Terme der obigen Determinante linear durch 2, ..., 2,
beziiglich durch die konjugierten Basiszahlen des Kérpers K aus, wobei die
Koeffizienten in diesen Ausdriicken ganzzahlige Funktionen von U,, ..., Uy,

sind, so erkennen wir, dal jenes Determinantenquadrat lauter durch D,
teilbare Koeffizienten besitzt. Umgekehrt zeigt eine Ubertragung des Satzes 36,
daB eine jede r-reihige Determinante der Matrix (4) nach Multiplikation mit
der r-ten Potenz einer gewissen in den Parametern Uy, . . ., U,, geschriebenen
rationalen Einheitsform durch das Differenzenprodukt

(B — B)(E — 5"y . . (B2 — Fu-n)

teilbar wird. Daraus folgt Ny (4,(Z)) ~ Dy.

Satz 39. Bedeuten D und d die Diskriminanten des Oberkorpers K und
des Unterkérpers & und bezeichnet n(D,) die Norm der Relativdiskriminante
D, genommen im Kérper £, so ist

D= drn(D,).

Beweis: Ist & =w,u; + - -+ 0, 4, die Fundamentalform des Korpers £,
so geniigt =, fiir X gesetzt, einer Gleichung r-ten Grades in X von der Gestalt

B(X, &) —= By X + B X -+ + B, — 0,
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wo @, ..., D, ganzzahlige Funktionen von & und den Unbestimmten
Ugy ooy Uy Uy, ..., Uy, sind, und wo @, eine rationale Einheitsform der Unbe-
stimmten u,, .. ., u,, ist. Dieiibrigen Wurzeln der obigen Gleichung r-ten Grades
sind X = Z',..., V. Sodann sei & eine der m — 1 zu & konjugierten
Fundamentalformen; die Wurzeln der Gleichung r-ten Grades @ (X, &) =0
mégen mit Z,, 5, , ..., 5" bezeichnet werden. Da nun & einer Glei-
chung m-ten Grades geniigt, so ist offenbar jede Potenz von 5 nach Multi-
plikation mit einer Potenz von @, gleich einer ganzen Funktion von & und %,
welche in £ héchstens bis zum Grade m — 1 und in 5 héchstens bis zum Grade
r— 1 ansteigt, und deren Koeffizienten ganzzahlige Funktionen der Para-
meter uy, ..., Uy, Uy, ..., Uy sind. Infolgedessen ist notwendigerweise die
Diskriminante der Fundamentalform = nach Multiplikation mit einer Potenz
von @, durch das Quadrat der M = rm-reihigen Determinante

1’ E, e Er—l, E,EE, ey 557—17
ce Eml gL E D Emel B
1, &, ... &5, g, EE, ..., & &
Ao g, gL EL L gl S
1, Be-n  (Be-by-1 g gEe-h 0 g(Eu-Dyr-1)
CL Et, gL FeD L el (Feb)et

teilbar; hierbei sind in dem Schema nur die ersten r Horizontalreihen hinge-
schrieben; die #ibrigen 7(m — 1) Horizontalreithen entstehen, wenn man der
Reihe nach allen Buchstaben & die Zeichen () = (1), ..., (m — 1) als obere
Indizes und zugleich allen Buchstaben £ die nimlichen Zeichen als untere
Indizes anfiigt.

Driickt man nun die Elemente der Determinante A linear durch die Basis-
zahlen @2, ..., £;, und deren Konjugierte aus, so erkennen wir die Richtig-

keit der Formel

Q,, e 2y
a=|Be oo,
E.Q‘lM“l’, e, 20D
wo F eine ganzzahlige Funktion der Parameter u,, ..., u,,, Uy, ..., U, be-

deutet. Hieraus folgt, dal der Zahlenfaktor des Quadrates von A durch D
teilbar ist. Da aber der Zahlenfaktor der Diskriminante von = nach Satz 35
= D wird, so folgt aus obiger Entwicklung, dafl auch umgekehrt D durch den
Zahlenfaktor des Quadrates von A teilbar ist; d. h. der Zahlenfaktor von 42
1st gleich D.
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Aus elementaren Sitzen der Determinantentheorie ergibt sich nun die
Identitét

1: 5: e 0 ey Em—l ’r
\
| |
A= ‘ 1,
l 1 E(m—l) .. f(m—l) m—1 \
WO
| —- - - 1
]., I:I, .y ‘:7‘1 ‘ 1, ‘:‘(1)’ .« ey ':'(1)
— =, - =1
gL &, L Em L 8y, L, 8
i
| |
! 5 (r—1 Fr-1)yr-1 . | = r—1) Er—1yr—
1, Ee-b, o (et 1L, BTY, L (B
. — =r— |
;1: Zm=i)s + + o5 Zm1) |
‘1 = =/ r—1
. » =m-1)> " * " =~(m—1)
i
=(r—1) =(r—1) Yr— !
‘1’ ‘:’(m—l) [ AR (‘:(‘m—l))r 13

gesetzt ist, und hieraus folgt unmittelbar der Satz 39.

Der eben bewiesene Satz 39 zeigt nicht nur, dal die Diskriminante eines
Korpers durch die Diskriminante eines jeden Unterkorpers teilbar ist, sondern
gibt eine gewisse Potenz der letzteren an, welche in der Diskriminante des
Oberkorpers aufgeht, und deckt auch zugleich die einfache Bedeutung des
iibrig bleibenden Faktors der Diskriminante des Oberkdrpers auf.

§16. Die Zerlegung eines Elementes des Korperskim Oberkorper K.
Der Satz von der Differente des Oberkdrpers K.

Satz 40. Jedes Element des Unterkorpers k ist dem Produkt von gewissen
r Elementen des Oberkirpers K gleich, und zwar gelten die Formeln:

§—EW (B —Fp)(E—~ 5 - (5= EG)
~(E - Ea) (E—Ew) - (ED = ).

Beweis: Ist
FXYy=XM L+ F, XM 14 4 Fpy=0

die Fundamentalgleichung M-ten Grades des Kérpers K, wobei Fy, ..., ¥,
ganzzahlige Funktionen von Uj, ..., U,, bedeuten, so gilt identisch in X die
Gleichung
PrF(X) = D(X, ) D(X, &) - - D(X, gm-D),
Die Differente der Fundamentalform = ist mithin wegen @ (=, &) = 0 durch
die Formel
. OF(E I (E, - -
A(E) = oF(E) 1 09(5,§) B(5, &) - B (F, gm-n)

T 9E T oy 0F

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1. 7
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dargestellt. Nun ist einerseits

D(E,EW) = Py (5 — &, )(_ — &) (B = ERY), (8)
(h=1,2,..., m—1)
und andererseits ist

D(5,EW) =D (5,W) — B(5,§) = (£ — EM)G™, (6)
wo G™ eine ganze algebraische Form bedeutet; aus diesen Formeln folgt:

oF 8<D ._,, , . ’ o

op G = -y @G,

1 00 (E,&)

Da o~z
aus der letzten Formel

die Relativdifferente von & darstellt, so folgt nach Satz 13

D=D:0dJ, (7)
wo ® die Differente von K, ®, die Relativdifferente von K in bezug auf £,
D die Differente von k£ und wo § dasjenige Ideal bedeutet, welches den
Inhalt der Form & ...G" D ausmacht. Durch Normbildung ergibt sich
D =n(D,)d'N(3), und folglich ist nach Satz39 N(§) =1,d.h.§ = 1. Die
Formen &, ...,G™ Y sind daher simtlich Einheitsformen, und die For-
meln (5) und (6) beweisen unseren Satz 40.

Der Satz 40 liefert die Zerlegung der Elemente des Korpers & im Ober-
kérper K; er ist das Fundament der Theorie der Diskriminanten. Die Formel
(7) liefert iiberdies die wichtige Tatsache:

Satz 41. Die Differente ® des Korpers K ist gleich dem Produkt der Rela-
tivdifferente D, von K in bezug auf den Unterkorper £ und der Differente d
des Korpers %, d. h. es ist D=D,b.

Nach diesem Satze ist das Verhalten der Differenten beim Ubergange von
dem Unterkérper in den Oberkorper von merkwiirdiger Einfachheit: man be-
kommt die Differente des hoheren Korpers, indem man die Differente des
niederen Korpers mit der betreffenden Relativdifferente multipliziert.

6. Die Einheiten des Korpers.
§17. Die Existenz konjugierter Zahlen, deren absolute Betrige
gewissen Ungleichungen geniigen.

Nachdem in Kapitel 2 die Teilbarkeitsgesetze der Zahlen eines alge-
braischen Kérpers ausfiihrlich behandelt sind, gehen wir dazu iiber, diejenigen
Wahrheiten zu entwickeln, bei deren Ergrindung der GréBenbegriff eine we-
sentliche Rolle spielt. Das wichtigste Hilfsmittel bei diesen Untersuchungen
bildet der folgende Satz [MiNrkowsKI (3)]:

Hilfssatz 6. Sind
h=a% 4+ a,u,,

/m:am1u1+' ot Oy Y
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m lineare homogene Formen von w, ..., %, mit beliebigen reellen Koeffi-
zienten dyq, . . ., @y, Und der Determinante 1, so kann man u,, . . ., u,, stets
als ganze rationale Zahlen, die nicht simtlich 0 sind, so bestimmen, daB die
Werte jener m Formen fi, . .., f,, absolut genommen, simtlich < 1 werden.

Dieser Satz erhalt durch eine leichte Umformung die Gestalt:

Hilfssatz 7. Sind f,, . . ., f,, m lineare homogene Formen von u,, . . ., u,,
mit beliebigen reellen Koeffizienten und der positiven Determinante 4, und
bedeuten #,, . . ., x,, beliebige positive Konstante, deren Produkt gleich 4 ist,

so kann man w,, . . ., u,, stets als ganze rationale Zahlen, die nicht simtlich 0
sind, so bestimmen, daB} die absoluten Werte jener m Formen den Bedingungen
Ul} é %17 st e Efm! é ”m

geniigen.

Es sei bemerkt, daBl in diesem Kapitel, abweichend von dem Friiheren,
der Korper £ und die m — 1 zu % konjugierten Kérper beziiglich mit
k=kY, k2, . .., k" und dem entsprechend allgemein die in k) liegenden,
2u @y,. . ., , konjugierten Basiszahlen mit (), .. ., o bezeichnet werden.

Den Hilfssatz 7 verwenden wir zum Beweise der folgenden Tatsache:

Satz 42. Sind %, . . ., x,, beliebige reelle positive Konstante, deren Pro-
dukt gleich | V| ist, und die den Bedingungen x, — %, geniigen, falls £® und
k) konjugiert imaginire Korper sind, so gibt es im Korper &k immer eine ganze
von 0 verschiedene Zahl @ so, daf}

lo®W! <2, ..., 0™ <%,
wird.

Beweis: Wir ordnen den Kérpern &Y, . . ., k™ gewisse Linearformen zu,
und zwar nach folgendem Gesichtspunkte: Ist k™ ein reeller Kérper, so ordnen
wir demselben die Linearform

o= o+t o,

zu; ist dagegen & ein imaginirer Kérper und £¢” der zu demselben konju-
giert imaginire Kérper, so ordnen wir den beiden Kérpern £® und %" die
beiden Linearformen .

o= L+ ot (@ + o) ),

i 8)

i
fo=pglel — o)t 4 (o — o) u)
zu, deren Koeffizienten wiederum reell sind. Die Determinante der m Formen
fis - -+ [m ist, absolut genommen, = I ﬁ] . Der Hilfssatz 7 liefert dann un-
mittelbar die Behauptung, wenn man beriicksichtigt, daB fiir die Paare imagi-
nirer Korper

ftf=2loPu+- - +oiu,?
ist.
7%
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Andererseits folgt leicht die Tatsache:

Satz 43. Wenn der Grad m und eine beliebige positive Konstante x ge-
geben ist, so existiert nur eine endliche Anzahl von ganzen algebraischen Zahlen
m-ten Grades, die nebst allen ihren Konjugierten, absolut genommen, <
sind.

Beweis: Die m ganzzahligen Koeffizienten der Gleichung, der eine solche
ganze Zahl geniigt, miissen absolut simtlich unterhalb einer nur von m und »
abhiingigen Grenze liegen; sie sind daher ihrer Anzahl nach beschrinkt.

§18. Siatze iiber die absolute GroéBe der Korperdiskriminante.

Wir beweisen die beiden folgenden Satze:

Satz 44. Die Diskriminante d eines Zahlkorpers k ist stets verschieden von
-1 [MingowskT (1, 2, 3)].

Satz 45. Es qibt nur eine endliche Anzahl von Korpern m-ten Grades mat
gegebener Diskriminante d [HERMITE (I, 2), MINKOWSKT (3)].

Zum Beweise dieser Sitze dient der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 8. Wenn f,,...,f, die in Formel (8) definierten m reellen
Linearformen der Unbestimmten u,, . . ., ,, bedeuten, so existiert im Kﬁrperk
stets eine solche von 0 verschiedene ganze Zahl « = a, w, +— - - - +a,, ®,,, fiir
welche die absoluten Betrige dieser Formen fiir uy, = ay, ..., u,, = a,, den
Bedingungen

=l <1, <1, lfll<t 9)

geniigen.
Beweis: Nach Satz 43 kann es nur eine endliche Anzahl von ganzen
Zahlen o, oy, o, . . . im Korper & geben, welche die Bedingungen

hl<[Vdl+1, [hl<1, ... |fa<1
erfiillen. Diejenige unter diesen Zahlen o, oy, ay, . . ., fiir welche | f,| den klein-
sten Wert besitzt, sei a, und dieser kleinste Wert selbst werde mit ¢ bezeichnet.
Sollte es keine solche Zahl « geben, so setze man ¢ = H/E] -+ 1. Fallt nun
p= IVE[ aus, so ist die Richtigkeit des Hilfssatzes 8 offenbar. Im anderen

Falle bestimmen wir eine positive Zahl ¢ derart, daB (1 + e)m*lﬂ/&] <q
wird. Nach Hilfssatz 7 gibt es dann stets ein System ganzer rationaler Zahlen

Uy, - - -5 Um, die nicht sdmtlich Null sind, von der Art, dal
Ly N o 1 . 1
FAEYUE 1|le’ ifz‘éijlgg’ s )fmlél_,ré
und folglich
hi<e, ol <1, ..o, fal<1

wird; dies steht mit der von uns getroffenen Wahl der Zahl o im Widerspruch.
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Um nun die beiden Sitze 44 und 45 zu beweisen, verfahren wir wie folgt.
Ist k = k@ ein reeller Kérper, so ist die Form f; eine vollig bestimmte. Ist
jedoch & ein imaginirer Kérper und £® der zu ihm konjugierte, so stehen
uns fiir {; zwei Formen zur Auswahl; wir setzen

h= gl = o)t — o).
Die Reihenfolge, in der wir die itbrigen Formen f,, . . ., f,, annehmen, ist gleich-
giiltig. Der Hilfssatz 8 zeigt die Existenz einer ganzen Zahl e, welche den Be-
dingungen (9) geniigt. Andererseits ist

]]‘fr ]]f8+fs \ ;

(r) s, 8

wo das erste Produkt iiber alle Formen f,, das zweite iiber alle Formenpaare f,,
f. zu erstrecken ist. Da notwendig |n(x)| =1 ausfillt, so folgt |f,| > 1 und

daher [Vﬁ[ > 1, womit der Satz 44 bewiesen ist.

Zugleich folgt aus den Ungleichungen || > 1, |f,] <1, |f5l <1,...,
| fm] < 1, daB « eine Zahl des Korpers k = k" ist, welche sich von allen ihren
Konjugierten unterscheidet, d. h. es ist die Differente 6(«) 4= 0. Nach der Be-
merkung auf S. 71 unten ist daher o eine den Korper & bestimmende Zahl. Da
ferner d eine vorgeschriebene Zahl ist, so gibt es nach Satz 43 nur eine endliche
Anzahl von ganzen algebraischen Zahlen m-ten Grades, welche nebst ihren
Konjugierten den Bedingungen (9) geniigen, und daraus folgt unmittelbar
die Richtigkeit des Satzes 45.

Der Satz 44 spricht die das Wesen der algebraischen Zahl tief beriihrende
Eigenschaft aus, daf8 die Diskriminante eines jeden Zahlkorpers mindestens
eine Primzahl enthalten muB.

Wenn wir statt des zu Anfang dieses Abschnitts genannten und dieser
ganzen Untersuchung zugrunde liegenden Hilfssatzes 6 einen ebenfalls von
Minkowskr aufgestellten schiirferen Satz benutzen, so fithrt die ndmliche
SchluBweise auf die Tatsache, dal der absolute Betrag der Diskriminante

. " . . . . . a \27s fmm\2
eines Korpers m-ten Grades sicherlich immer die Groe ( ;) <W> und daher

2rg O . . .
um so mehr die Grofle <Z—> ’ eﬁz&irmf iibertrifft, wo r, die Anzahl derjenigen

imagindren Korperpaare bedeutet, welche unter den m konjugierten Kérpern
KV, ..., k™ vorhanden sind [Mixgowsk1 (1, 2, 3)].

Die letztere Tatsache, in entsprechender Weise verwertet, zeigt, dall auch
unter den Korpern aller moglicher Grade nur eine endliche Anzahl vorhanden
sein kann, welche die vorgeschriebene Diskriminante d besitzt.

Aus den ndmlichen Prinzipien folgt noch eine Tatsache, die fiir das niichste
Kapitel 7 von Wichtigkeit ist [Mixkowskr (I, 3)]:
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Satz 46. Ist a ein vorgelegtes Ideal des Korpers £, so gibt es stets eine ganze
von 0 verschiedene Zahl o des Korpers, welche durch a teilbar ist, und deren
Norm der Bedingung

n(0) < [n(@)d|
geniigt.

Beweis: Sind

=033 O+, @,

by = Gy O+ + - -+ @ Oy

die m Basiszahlen des Ideals a, so mégen aus denselben genau, wie dies vorhin
mittels w,, . . ., w, geschah, m lineare Formen f,, .. ., f,, mit reellen Koeffi-
zienten gebildet werden; die Determinante dieser m Formen ist dann dem
Werte nach gleich

{a v 1 U
\‘L(l), et e, o a [ o L o)
i b |
(m) m (m) (m) |
T e B A K 7 L

und folglich nach Satz 19, absolut genommen, gleich [n(a) V 31 . Ordnen wir
nun den Formen f,, .. ., f,, je eine von irgend m reellen positiven Konstanten
Ky e ooy Ry 2U, deren Produkt = In(a) ﬁi ist, und welche den Bedingungen
x5 == %y geniigen, falls k) und k¢ konjugiert imaginire Korper sind, so folgt
aus Satz 42 die Richtigkeit des Satzes 46.

§ 19. Der Satz von der Existenz der Einheiten eines Kérpers.
Ein Hilfssatz iiber die Existenz einer Einheit von besonderer
Eigenschaft.

Die wichtigste Grundlage fiir das tiefere Studium der ganzen algebraischen
Zahlen bildet der folgende fundamentale Satz iiber die Einheiten des Korpers k
[DirrcuLET (13, 14, 16), DEDERIND (1), KRONECKER (I8, 20), MINROWSKT (3)].

Eine ganze Zahl ¢ des Korpers k, deren reziproker Wert —;~ wiederum eine

ganze Zahl ist, heiBt eine Einheit des Korpers £. Die Norm einer Einheit ist
= -+ 1; umgekehrt, wenn die Norm einer ganzen Zahl des Korpers = 1
wird, so ist diese eine Einheit des Korpers.

Satz 47. Sind unter den m konjugierten Korpern kU, ... k™ r, reelle

Korper und ry, = —Tl vmagindre Korperpaare vorhanden, so gibt es vm Korper

k= kY ein System von r =, -+ r, — 1 Einheiten ¢, . . ., ¢, von der Beschaf-
fenheit, daf jede vorhandene Einheit ¢ des Korpers k auf eine und nur auf eine
Werse in der Gestalt

[ . o o glr
‘E‘—Q‘r’ll &
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dargestellt werden kann, wo ay, .. .,a, ganze rationale Zahlen sind, und wo o
eine 1 k vorkommende Einheitswurzel bedeutet.

Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, ordnen wir die m konjugierten
Korper k9, ..., K™ in bestimmter Weise, wie folgt, an. Voran stellen wir die 7,
reellen Korper &7, ..., k™); dann wihlen wir aus jedem der 7, Paare kon-
jugiert imaginirer Korper je einen aus; diese Korper seien: k14D | flritre),
darauf lassen wir die zu diesen konjugiert imagindren Korper folgen:
krtresD )0 k™, Wir bilden nun mit den m beliebigen reellen Verinder-
lichen w,, . . ., u,, die m Linearformen

L=oPu +- -+ o®u,, (s=12,...,m)

und schreiben noch & =¢. Sind &, .. .,¢&,, simtlich &+ 0, so setzen wir im
Falle, daBl £ ein reeller Korper ist,

loglgsl = ls(f)

und im Falle, da8 £ und %*” konjugiert imaginire Korper sind,

log (Es) == EZS(E) - ils’(é),
log (&) = 51 (&) + 41y (8),

wo l;(é), ..., 1, (&) simtlich reelle Gr6B8en sind und insbesondere die Werte [, (£)
den Ungleichungen
0 (8)<2n

geniigen sollen; die GréBen [;(8), . . ., [,,(£) sind hierdurch als eindeutige reelle
Funktionen der reellen Verinderlichen wu,, ..., u, definiert; sie sollen die
Logarithmen zur Form & heilen. Bezeichnet ferner In (&) den reellen Teil des
Logarithmus von # (&), so ist

L&)+ -+ (§) =1In(f).

Sind w,, ..., w,, ganze rationale Zahlen, die nicht sdmtlich verschwinden,
so stellt & = &, eine ganze von 0 verschiedene Zahl « des Kérpers & = & dar.
Die GroBen [;(g), ..., 1, (&) sind dann eindeutig durch die Zahl « bestimmt
und sollen die Logarithmen zur Zahl « heiBlen. Ist ¢ eine Einheit des Korpers £,
so besteht wegen n(e) = 4+ 1 die Gleichung

hie)+l(e)+ -+l (e)=0.

Die reellen Variabeln w,, ..., u, sind umgekehrt durch die Werte der
Logarithmen ;(§), . .., {,,(§) 2"-deutig bestimmt, da durch letztere die r,
reellen Werte &, ..., &, nur bis auf das Vorzeichen, dagegen die iibrigen kon-
jugiert imaginéren Wertepaare £, .., .. .,&, vollstindig bestimmt sind.

Um die spiter anzuwendende Funktionaldeterminante dieses Abhéngig-
keitsverhiltnisses zu berechnen, bezeichnen wir, wenn f;, . . ., f,, m beliebige
Funktionen der Variabeln z,, ..., z, sind, die Funktionaldeterminante der
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s Im

fis - - s I beziiglich der z,, . . ., z,, mit %;‘ R dann gelten fiir die abso-
19 s m
luten Betriage die Formeln

,ul""’uAm“ ”/71” Elf""
e &al T Ty TR

i

'z;m’@)"l =& .. &nl=1n(8),
woraus durch Multiplikation der Wert von i —(7%2 —’TM%E sich ergibt.

1\S /s - s Um
Im folgenden werden vornehmlich die ersten r Logarithmen [, ...,/
zur Form & oder zu einer Zahl « betrachtet. Fiir die » ersten Logarithmen zu
Formen &, % oder Zahlen «, § gelten offenbar die Gleichungen

ls(én) = ls(f) + ls(77) }
ls(“ﬂ) = ls (@) + ls(ﬂ)

Nunmehr beweisen wir folgende Tatsache:

Hilfssatz 9. Im Korper k gibt es stets eine Einheit ¢, welche die Bedingung

nb(e)+---+7.0L(e)+0
erfiillt, wobei y,, . . ., y, beliebige vorgeschriebene, nicht sémtlich verschwin-
dende reelle Konstante sind.
Beweis: Man setze, wennw irgendeine ganze von 0 verschiedene Zahl in %
bedeutet, zur Abkiirzung

L(w) =yl(@) +- -+l (0);
ferner bestimme man irgendein System von 7 reellen Gréfen 4,, . . ., 4,, so dal
y14y -+ -+ p, 4, =1 wird, und setze dann
4, = eMt ., A, = e, Ay g = ettt A = et

wo ¢ einen willkiirlichen reellen Parameter bezeichnet. Es sind dann zwei Fille
zu unterscheiden, je nachdem samtliche m konjugierte Korper %), . .., k™
reell sind oder nicht. Im ersten Falle ordnen wir den r = m — 1 Koérpern
EV, .. k" die GroBen A,,..., A, und dem iibriggeblicbenen letzten

(s=1,...,7).

Kérper £™ die Konstante A,, = Zlyd—/]l zu. Im zweiten Fall ordnen
i A

wir den Kérpern £, . . ., " wiederum die Gréfen /1y, .. ., 4, zu, dem ima-

s . . : d 3
ginéiren Korper kY werde die Konstante 4, = 1{ AflkiA:V/Tj’Il —Z}
zugeordnet. Endlich ordnen wir den m — r — 1 iibriggebliebenen imaginéren
Kérpern k7+2 .| k™ beziiglich die namlichen Konstanten zu, wie sie be-
reits den konjugiert imaginiren Korpern zugeordnet sind; wir bezeichnen
die betreffenden Konstanten mit A, ,, ..., :1,,. In beiden Fallen wird das
Produkt

Ay~ - 'Am:“/d"
und die Konstanten A, ..., 4, erfillen mithin die Bedingungen, denen
die Konstanten %,, . . ., %, des Satzes 42 geniigen sollten.
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Dem Satz 42 zufolge gibt es daher im Korper k eine von 0 verschiedene

Zahl o derart, daf3

o< Ay, ., jam| <A, (10
und folghch zuglelch |n(@)] < | Vd| wird. Wegen |n(x)| = 1 ist fiir alle Werte
s=12,.

(%) \ > J— 1___ S L.
o T R T P

wenn wir daher die Ungleichungen

1 1 1 1
w0 | =40 |G| 24,0
Ay -4, =174
beriicksichtigen, so folgt
A
® | = =
)z (1)

Aus den beiden Ungleichungen (10) und (11) ergibt sich, wenn der reelle Wert:
von log | Vd| mit & bezeichnet wird,

Astgls(m)glst—%l
oder (s=1,2,...7).

0= 11,(a) — Ayt <25 |
woraus zu ersehen ist, dal der Ausdruck

b0 =4t 4y {l (o) — A8} = L(o) — ¢

zwischen gewissen endlichen Grenzen d, und d, > 4, liegt, welche nur von d
und yy,...,7,, dagegen nicht von dem Wert des Parameters ¢ abhingig
sind.

Es werde nun eine Groe 4 > 0, — ¢, bestimmt; bringt man dann fiir ¢
der Reihe nach die Werte t = 0, 4, 24, 34, . .. in Anwendung, so wird man
durch das beschriebene Verfahren eine unendliche Reihe von Zahlen o, g, v, . . .

erhalten, deren Normen, absolut genommen, sémtlich < | VE| sind, und fiir
welche auBlerdem die Bedingungen L(x) < L(f) < L(y) <--- erfiillt sind.

Da in den ganzen rationalen Zahlen, deren absolute Betrige < I Vd| sind, nur
eine endliche Anzahl untereinander verschiedener Ideale als Faktoren auf-
gehen, so kann in der unendlichen Reihe der Hauptideale (), (8), (y), . . . nur
eine endliche Anzahl verschiedener Ideale vorkommen, und es werden daher
unendlich viele Male zwei dieser Ideale einander gleich. Ist etwa () == (f).

 cine Rineit dar, welche wegen L(e) = L(B) — L(x) >0 die

Bedingung unseres Hilfssatzes 9 erfiillt.

so stellt ¢ =
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§20. Beweis des Satzes von der Existenz der Einheiten.

Um nunmehr den Satz 47 zu beweisen, wihlen wir dem Hilfssatz 9 gemi
in k eine Einheit #,, fiir welche [,(n;) 5= 0 ausfillt, dann eine Einheit #,, fiir
welche die Determinante

Ln)s Li(ny)|
lz (771) ’ lz (772) |

ferner eine Einheit #,, fiir welche die Determinante

Lim), L), bing)

Lm), L), ln)| +0
l(m), Is(n), (1)
ausfillt usf.; man gelangt so zu einem System von Einheiten %, ..., ,,
fiir welche schlieBlich die Determinante
\ll(m), e ()
e v v 0 0 i =0
(m)s oo L)

ist. Infolgedessen lassen sich, wenn H eine beliebige Einheit im Kérper ist,
die 7 ersten Logarithmen zu H stets in die Gestalt

L(H) =eldy(m) +- - +el (777):

L, (H) —ellr(m) +6 l ("7r)
bringen, wo e,, .. ., e, reelle GroBen bedeuten. Diese Darstellung wiederum
zeigt, dafl
L(H) = myli () +- - -+ m, by (n,) + By,

ZT(H) - mll (7]1) +e+ mrlr(nr) + ET
gesetzt werden kann, wo m,, . . ., m, die numerisch gréBten ganzen rationalen,

beziiglich in ey, . . ., e, enthaltenen Zahlen bedeuten. Die Zahlen E,, ..., E
sind nun ebenfalls von der Gestalt

E, —Mll (m) s bi(n,),

r

E ——[ll,ll ( )+' : '+1urlr(177‘)‘
Da hierin ,ul, . +» p, reelle GroBen = Ound < 1bedeuten, so liegen die Werte

E,.. ... E, absolut genommen, simtlich unterhalb einer Grenze x, welche
nicht von H abhiingig ist, d. h. die sémtlichen r ersten Logarithmen zur Einheit
. H
H - nml 1’];{ s

liegen absolut unterhalb der Grenze x. Wegen ll(ﬁ) 4+ 1 +1(F{) =0
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liegt daher der absolute Wert von [, ,(H) unterhalb der Grenze rx, und
mithin bestehen die Ungleichungen
!H(l)‘<en, e, lﬁ(?‘).<ez’ |ﬁ(7‘+1)[<679¢,

d. h. sdmtliche konjugierten Werte der Einheit H sind absolut kleiner als die
GroBe e,
Nach Satz 43 kann nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten exi-

stieren. Bezeichnen wir dieselben mit H,, ..., Hy, so folgt H = Hg oder
H = Hgn - -7, wo Seinen der Werte 1, 2, . . ., G hat. Ist H eine beliebige
jener G Einheiten H;, . . ., Hg, und bildet man die ersten G + 1 Potenzen von

Hp,so werden nach dem eben Bewiesenen zwei geeignete vondiesen Potenzensich
in der Gestalt Hg 75+« - beziiglich Hg 7't - - 27" darstellen, wo Hg beidemal
die gleiche jener ¢ Einheiten bezeichnet; ihr Quotient besitzt mithin eine Dar-
stellung von der Gestalt #7" - - -%/"". Hiermit ist bewiesen, daf fiir jede Kinheit
Hp ein Exponent M, existiert derart, daB H¥7 ein Produkt von Potenzen
der Einheiten #,, ..., 7, ist. Bezeichnen wir das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache aller G Exponenten M, ..., M, mit M, so hat dieser Exponent M
fiir alle G Einheiten H,, . . ., Hg zugleich jene Eigenschaft, und hieraus folgt,
daf die 7 ersten Logarithmen zu einer jeden beliebigen Einheit H des Korpers &
die Darstellung
L (H) = "him) £ o dmeb )

M ’
e e e e (12)
(711)+ vt '+m7l7(nr)
L (H) M
gestatten, wo m, , ...,m, ganze rationale Zahlen sind.

Nunmehr wenden wir auf dieses unendliche System (12) der Logarithmen
aller Einheiten die nimliche Schlufiweise an, wie sie in Satz 5 (§3) zum Beweise
der Existenz einer Korperbasis auseinandergesetzt worden ist; dann folgt, daB
es ein System von r Einheiten ¢, . . ., ¢, gibt, durch deren zugehorige Logarith-
men die Logarithmen zu jeder beliebigen Einheit H des Korpers sich in der
Gestalt

L(H) = al(ey) + - —l—al(s)

L(H) = ayl(e) + - - -+ a,L(s)

ausdriickeu lassen, wo aj, . . ., a, ganze rationale Zahlen sind. Dieses System
von Einheiten ¢,, . . ., ¢, geniigt den Bedingungen des Satzes 47.
In der Tat: ist H eine beliebige Einheit, deren zugehérige Logarithmen
obige Gestalt besitzen, so 1st o = - j e eine Kinheit, deren zugehorige Lo-
£ el

garithmen offenbar simtlich =0 s1nd Eine solche Einheit g ist notwendlg
eine Einheitswurzel. Denn nach dem vorhin Bewiesenen ist o™ = j" - - -},
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Wo my, . . ., m, gewisse ganze rationale Zahlen sind. Durch Ubergang zu den
Logarithmen folgt daraus

'mll (m) +- - +ml(n)=0,

myl, (771) + + m, l (m) = 0

d.h.m=0,...,m =0 und gM = 1. Hieraus ergibt sich die Darstellung
der Einheit H, welche unser Satz 47 verlangt.

Aus der Bestimmungsweise der Einheiten ¢, . . ., ¢, folgt leicht:
‘ b(m)s ool (m)
- . — AR,

I, ?71), (m)

wo A eine ganze rationale Zahl bedeutet und zur Abkiirzung

\;ll(sl): JERD) ll(er)f

B= o o o oo ‘

iilr(el)’ SR lr(er)]
gesetzt ist. Diese Determinante R ist <= 0, und hieraus folgt, daf die Dar-
stellung der Einheit H durch die Einheiten ¢,, . . ., ¢, nur auf eine Weise ge-

schehen kann. Der Beweis des fundamentalen Satzes 47 ist somit in allen
Teilen erbracht.

§21. Die Grundeinheiten. Der Regulator des Korpers. Ein System
von unabhéngigen Einheiten.

Das System der Einheiten ¢, . . ., &, mit der in Satz 47 dargelegten Eigen-
schaft heif3t ein System von Grundeinheiten des Koérpers k. Es folgt leicht, dafb
wenn & , . . ., & ein anderes System von Grundeinheiten bedeutet, die Deter-
minante aus den zugehdrigen » Systemen von je r ersten Logarithmen bis auf
das Vorzeichen mit R iibereinstimmt. Wir wihlen die Reihenfolge der Grund-
einheiten stets so, dal} R eine positive Zahl wird. Die Zahl R ist dann durch den
Kérper k eindeutig bestimmt und wird der Regulator des Korpers & genannt.

Beim obigen Beweise des Hauptsatzes 47 erkannten wir zugleich, daf eine
Einheit, deren zugehorige Logarithmen sidmtlich = 0 sind, notwendig eine
Einheitswurzel ist. Diese Tatsache erhilt in dem folgenden Satz Ausdruck,
welcher sich iibrigens auch in unmittelbarer Weise leicht begriinden laBt
[KrRONECKER (6), MINKOWSKI (3)]:

Satz 48. Eine jede Einheit, die selbst und deren Konjugierte samtlich
den absoluten Betrag 1 besitzen, ist eine Einheitswurzel.

Da in jedem Zahlkorper die beiden Einheitswurzeln +1 und — 1 vor-
kommen, so ist die Anzahl aller Einheitswurzeln in k stets gerade; sie kann
offenbar nur dann > 2 sein, wenn alle » konjugierten Kérper imaginér sind.
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Ein beliebiges System von ¢ Einheiten 7, . . ., 7, heit ein System von ¢
unabhiingigen Einheiten, wenn zwischen denselben keine Gleichung von der
Gestalt i - - - " = 1 besteht, wo m,, . . ., m, ganze rationale, nicht sémtlich
verschwindende Zahlen sind. Die Zahl ¢ ist stets < r; insbesondere bilden die
Grundeinheiten &, ..., ¢, ein System von 7 unabhéngigen Kinheiten. Hat
man andererseits irgendein System vonr unabhéngigen Einheiten #,, .. .,7,,
so existiert stets eine ganze rationale Zahl M von der Art, da8 fiir jede beliebige
Finheit ¢ des Korpers & eine Gleichung von der Gestalt ¥ = o . . . 5" gilt,
wo die Exponenten m,, ..., m, ganze rationale Zahlen sind. Ist namlich
N = 0s€4". . . &y fir s =1, 2, ..., 7, wo g, Einheitswurzeln und a,,, . . ., a,,
ganzzahlige Exponenten sind, so ist die Determinante der ganzzahligen
Exponenten a,, . . ., a,, wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit der Ein-
heiten 7, . .., 7, notwendig <4 0. Wird diese Determinante 4 genannt, so
folgt, daB die 4-te Potenz jeder beliebigen Einheit ¢ des Korpers gleich einem
Produkt von Potenzen der Einheiten #,, . . ., n,, multipliziert in eine Einheits-
wurzel o, wird. Ist ¥ = 1 fiir alle Einheitswurzeln p in , so ist offenbar die
ganze Zahl M = AE von der gewiinschten Beschaffenheit.

Der obige Beweis unseres Hauptsatzes 47 zeigt zugleich die Méglichkeit,
die Grundeinheiten ¢, . . ., &, durch eine endliche Anzahl von rationalen Ope-
rationen aufzustellen. Die eingehendere Behandlung der Frage nach der ein-
fachsten Berechnung der Einheiten fiithrt auf die Theorie der kettenbruch-
dhnlichen Algorithmen, wobei dann die weitere Frage nach der Periodizitét
solcher Entwicklungen im Vordergrund des Interesses steht [MiNkowsKI (3,4)].

7. Die Idealklassen des Korpers.
§22.Die Idealklasse. Die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen.

Jede ganze Zahl des Zahlkorpers & bestimmt ein Hauptideal; jede ge-
brochene, d. h. nicht ganze Zahlx in £ ist der Quotient zweier ganzen Zahlen
a
b' .
Denken wir die Ideale a und b von allen gemeinsamen Idealfaktoren befreit,
so ist diese Darstellung der gebrochenen Zahl x als Idealquotient eine ein-
deutig bestimmte. Ist umgekehrt der Quotient »g—
— mogen dieselben einen gemeinsamen Teiler haben oder nicht — gleich einer

ganzen oder gebrochenen Zahl x = % des Korpers, so werden die beiden Ideale

¢ und B und somit als Quotient zweier Ideale a und b darstellbar: » = ; = -

zweler Ideale ¢ und b

aund b einander dquivalent genannt, d.1.in Zeichen ¢ ~ b. Aus ; = g folgt

(B)a = («)b, und somit erkennen wir, dafl zwei Ideale a und b dann und nur
dann einander dquivalent sind, wenn sie durch Multiplikation mit gewissen
Hauptidealen in ein und das namliche Ideal iibergehen. Die Gesamtheit aller
Ideale, welche einem gegebenen Ideal aquivalent sind, heiit eine Idealklasse.
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Alle Hauptideale sind dem Ideal (1) &quivalent. Die durch sie gebildete Klasse
heif}t die Hauptklasse und wird mit 1 bezeichnet. Wenn a ~ o’ und b ~ 6’ ist,
so ist aa’~ bb’. Ist 4 eine das Ideal a enthaltende Idealklasse und B eine das
Ideal b enthaltende Klasse, so wird die Idealklasse, welche das Ideal ab ent-
halt, das Produkt der Idealklassen 4 und B genannt und mit 4 B bezeichnet.
Esist offenbar 1 B = B, und umgekehrt folgt aus 4 B = B notwendig 4 = 1.

Es ist bisweilen vorteilhaft, auch Idealquotienten in die Rechnung ein-

zufithren: eine Gleichung von der Gestalt f:,» = él, oder eine Aquivalenz von der

Gestalt ‘gf ~ %1, soll gleichbedeutend sein mit derjenigen Gleichung oder Aqui-

valenz zwischen Idealen, welche daraus durch Multiplikation mit den in den
Nennern stehenden Idealen hervorgeht, d. h. mit der Gleichung ab’ = a’b
bez. mit der Aquivalenz ab’ ~ a’b.

Es gilt der Satz:

Satz49. Es gibt stets eine und nur eine Idealklasse B, die, mit einer gegebe-
nen Idealklasse 4 multipliziert, die Hauptklasse ergibt.

Beweis. Ist a ein Ideal der Klasse 4 und « eine durch a teilbare ganze
Zahl, so dall « = ab gesetzt werden kann, so ist, wenn B die Klasse des Ideals b
bezeichnet, A B == 1. Giibe es nun noch eine andere Klasse B’ so, da 4 B’ =1
ist, so folgt durch Multiplikation mit B die Gleichung 4 BB’ = B'= B.

Die Klasse B heift die zu 4 reziproke Klasse und wird mit 41 bezeichnet.

Es gilt ferner die folgende fundamentale Tatsache:

Satz 50. In jeder Idealklasse gibt es ein Ideal, dessen Norm die absolut
genommene Quadratwurzel aus der Korperdiskriminante nicht iibersteigt
[Minkowski (1, 3)]. Die Anzahl der Idealklassen eines Zahlkdrpers ist endlich
[DeprkinD (1), KroNECKER (16)].

Beweis. Ist 4 eine beliebige Idealklasse und j ein Ideal der reziproken
Klasse 41, so gibt es nach Satz 46 eine ganze, durch j teilbare Zahl ¢, deren

Norm der Bedingung |n ()] < n(j) |} d| geniigt. Setzen wir ¢ =ja, so gehort
a der Idealklasse 4 an, und wegen | n(1)| =n(j)n (a)istn(a) < l ﬁl . Es gibt also
in der Klasse 4 ein der letzteren Bedingung geniigendes Ideal a; da aber in den
ganzen rationalen Zahlen, welche < ] V?i] sind, nur eine endliche Anzahl unter

einander verschiedener Ideale als Faktoren enthalten ist, so folgt auch die
Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes 50.

§23. Anwendungen des Satzes von der Endlichkeit
der Klassenanzahl.
Der eben bewiesene Satz 50 gestattet mannigfache Folgerungen und An-
wendungen, von denen die nachstehenden hervorzuheben sind:
Satz 51. Ist & die Anzahl der Idealklassen, so liefert die A-te Potenz einer
jeden Klasse stets die Hauptklasse.
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Beweis. In der Reihe 4, 42, ..., A" stimmen notwendig zwei Klassen,
etwa A" und A""*, miteinander iiberein. Aus 4"A4° = A" folgt 4° =1. Ist e
zugleich der kleinste Exponent (> 0) von der Beschaffenheit, dal 4° =1
wird, so folgt, daB die e Klassen 4° =1, 4, ..., A°! saimtlich untereinander
verschieden sind. Ist B eine von diesen e Klassen verschiedene Klasse, so sind
die ¢ Klassen B, AB, ..., A°~' B wiederum sdmtlich untereinander und von
den e vorigen Klassen verschieden; die Fortsetzung dieses Verfahrens zeigt, daf
h ein Vielfaches von e sein muB, und hieraus folgt der zu beweisende Satz 51.

Die h-te Potenz eines jeden beliebigen Ideals a ist nach diesem Satz stets
ein Hauptideal.

Satz 52. Wenn o und g beliebige ganze Zahlen sind, so gibt es stets eine
sowohl in « wie in § aufgehende ganze von 0 verschiedene Zahl y, welche eine
Darstellung y = & - 9 gestattet, wo &, 5 geeignet gewihlte ganze Zahlen
sind. Die Zahlen y, £, 7 gehoren im allgemeinen nicht dem durch « und 8 be-
stimmten Zahlkérper an [DEpEKIND (1)].

Satz 53. Es seien #, p und »*, o* zwei Zahlenpaare des Korpers k; damit
j = (%, 0) = (%*, 0*) werde, ist es notwendig und hinreichend, daBl man im
Korper k vier ganze Zahlen o, f,y,d finden kann, deren Determinante
ad — By =1 ist, und durch welche die Gleichungen

w=ax+ fo,
o =yx+0p
erfiillt sind [Hurwirz (4)].

Beweis. Daf die genannte Bedingung hinreichend ist, folgt aus dem Um-

stande, daf} diese beiden Gleichungen eine Umkehrung von der Gestalt

pre d* ”* _*_ ﬂ* *,
gestatten, wo o*, g*, y*, 6* ganze Zahlen sind. Die Bedingung ist ferner auch
notwendig. Bezeichnet némlich % die Anzahl der Idealklassen, so wird
it = (x, o) == (**, p**) = (7), wo 7 eine ganze Zahl des Korpers k ist. Es sei
T = b pgh = pu*a*h o p* g*h,

wo u, v, u*, v* ganze Zahlen in k sind; dann erfiillen offenbar die vier ganzen
Zahlen

a—ﬂl*;%h_l_*—v*gg*h—l ﬁ— v,{*@h—l_v*”g*h—l
- T ) - T 3
¥ uhl — p* g ¥l § o PEr T ke
Y= R = S
T

die Bedingung des Satzes 53. Dafl a6 — fy =1 ist, ergibt sich, wenn man die
beiden Determinanten

pat, e
yohl, —ux

1
x*, Rty

—7 = und —7=

Q* , — ‘u* 2 b1
nach dem Multiplikationssatze miteinander zusammensetzt.



112 Die Theorie der algebraischen Zahlkorper. § 24/25

Nach Satz 12 kann ein jedes Ideal in der Gestalt j = (¢, p) dargestellt
werden. Setzen wir ¢ = :—, so bestimmt die ganze oder gebrochene Zahl &

vollstindig die Idealklasse, zu welcher | gehort. Wir nennen  einen dieser

Idealklasse zugeordneten Zahlbrueh. Der Satz 53 zeigt, dal, wenn 9% =§:
ein anderer der Idealklasse zugeordneter Zahlbruch ist, notwendig vier ganze

Zahlen a, 8, y, 0 mit der Determinante 1 im Kérper £ existieren miissen derart,

daf} ¢ =810 wird.
§ 24. Aufstellung des Systems der Idealklassen. Engere Fassung

des Klassenbegriffes.

Der Beweis des Satzes 50 gibt uns zugleich ein einfaches Mittel an die Hand,
durch eine endliche Anzahl rationaler Prozesse ein volles System von nicht
dquivalenten Idealen fiir jeden gegebenen Korper wirklich aufzustellen. Man
braucht nur alle diejenigen Ideale in Betracht zu ziehen, deren Normen

= []ITH sind. Um die zwischen diesen Idealen irgend vorhandenen Aqui-
valenzen sdmtlich zu ermitteln, haben wir nur notig, jedes von ihnen mit jedem
zu multiplizieren und dann, wenn j ein solches Produkt bedeutet, jedesmal in j
eine Zahl ¢ &= 0 mit absolut kleinster Norm aufzusuchen, um zu sehen, ob
j = (¢) ist und somit die Faktoren reziproken Klassen angehoren. Dal dies
ebenfalls nur eine endliche Anzahl von Operationen erfordert, erkennen wir
aus dem Satze 46. Ist ndmlich ¢, .. ., ¢,, die Basis des Ideals j, so haben wir
nur nétig, u,,...,u, als ganze rationale, nicht simtlich verschwindende
Zahlen so zu bestimmen, daf} die absoluten Werte der reellen und imaginiren
Teile von a, &9 -1+ - -+, () fiir s =1, ..., m simtlich unter gewissen ge-
gebenen Grenzen bleiben. Hierzu bedarf es nur einer endlichen Anzahl von
Versuchen. Auf gleiche Weise sehen wir auch ein, da8 fiir jedes vorgelegte Ideal
die Klasse, der dasselbe angehort, stets durch eine endliche Anzahl von ratio-
nalen Operationen bestimmt werden kann.

Es werde bemerkt, daB unter Umstinden auch eine engere Fassung des
Aquivalenz- und Klassenbegriffes von Nutzen ist, indem zwei Ideale nur
dann dquivalent heiflen, wenn ihr Quotient eine ganze oder gebrochene Zahl
mit positiver Norm ist [DEDEKIND (I)].

§ 25. Ein Hilfssatz iiber den asymptotischen Wert der Anzahl
aller Hauptideale, welche durch ein festes Ideal teilbar sind.

Nach dem Vorbilde von DirrcuLer, welcher die Anzahl der Klassen von
bindren quadratischen Formen mit gegebener Determinante auf transzen-
dentem Wege ausgedriickt hat [DiricarET (7,8 )], und auf Grund der in
Kapitel 6 erhaltenen Resultate iiber die Einheiten eines Zahlkorpers gelang es
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DEDEKIND, eine fundamentale Formel abzuleiten, vermdge welcher sich die
Anzahl % der Idealklassen eines beliebigen Zahlkorpers als Grenzwert einer
gewissen unendlichen Reihe darstellt [DEDEKIND (7)]. Um zu dieser Formel
zu gelangen, beweisen wir zunichst folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 10. Ist ¢ eine reelle positive Verénderliche und 7' die Anzahl

aller derjenigen durch das gegebene Ideal a teilbaren Hauptideale, deren
Normen < ¢ sind, so ist

T 22 g2 1 R
L — =" C

¢ w n(a) [yd|’
wo w die Anzahl der in k vorkommenden Einheitswurzeln und R den Regula-
tor des Kérpers £ bezeichnet. Die Bedeutung von 7y, 7, ist in Satz 47 erklirt.
L dient zur Abkiirzung fiir Limes.

Beweis. Es sei o, . . ., &,, eine Basis des Ideals a; jede durch a teilbare
ganze Zahl besitzt dann die Gestalt:

N=n@)=vi0+ -+ 00,=fQ) o+ -+ [,

t=oo

WO vy, . . ., ¥,, ganze rationale Werte annehmen und f,(v), ..., f,,(v) lineare
ganzzahlige Funktionen der vy, ..., v, sind. Wenn wir v,,...,v,, als reelle
Veriinderliche ansehen und
Uy = fi(ii) s ey U= )~~fﬂ(9)~,
BRI in ]
E=tW)=uo,+ - +u,o0, @-~~
11
1 o)
setzen, so sind w,, . . ., u,, eindeutige Funktionen von v, ..., v,, und & ist
eine Form, fiir welche n (&) = -~ 1 wird. Wir berechnen nun die r ersten Loga-
rithmen zur Form & und hieraus 7 reelle GroBen e,(£), . . ., ¢,(&) derart, daB,
wenn &, ..., ¢, ein System von Grundeinheiten bezeichnen,

()—%@)() +e@ﬂ@)

H)~%@)() +e@ﬂ@)
ist; diese » GrofBen e, ..., e, werden in diesem § 25 kurz die » Exponenten
von 7 genannt.
Nimmt man fiir v, . . ., v,, ganze rationale, nicht sémtlich verschwindende
Zahlen, so ist klar, daB die so entstehende ganze Zahl 7 stets durch Multipli-

kation mit ganzen Potenzen der Kinheiten ¢, . . ., ¢, in eine solche Zahl ver-
wandelt werden kann, deren Exponenten ey, ..., e, den Bedingungen
0e <1, ..., 0<5e <1 (13)

geniigen. Umgekehrt sehen wir, dafl zwei ganze Zahlen 7, 7%, deren Normen

und Exponenten gleich sind, sich nur um einen Faktor unterscheiden konnen,

welcher eine Einheitswurzel ist. Wenn daher w die Anzahl der in % liegenden
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 8



114 Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. §25

Einheitswurzeln bezeichnet, so ist das w-fache der Anzahl T' aller durch a
teilbaren Hauptideale mit einer Norm =< ¢ notwendig gleich der Anzahl der
verschiedenen Systeme von ganzzahligen Wertsystemen vy, . . ., v,,, fiir welche
|n ()| < t ausfillt, und fiir welche tiberdies die Exponenten ey, ..., ¢, den Be-
dingungen (13) geniigen.

Nunmehr setzen wir

1

‘[:ﬁ—wz, 1)1:921 v ::.(pﬂ'

T U=
dabei bleiben die Form & und folglich auch die GroBen [ (£),...,L (),
e, .. .,e, von T unabhingig und enthalten lediglich die m neuen Verénder-
lichen ¢, ..., ¢,,. Die Ungleichung |n()| < ¢ geht in |n(y(p))| <1 iber;
da ferner in Folge der Bedingungen (13) die r Logarithmen /,(£), ..., . (£)
und folglich wegen [, (&) + -+ -+ I, (§) = In(§) = 0 auch der Logarithmus
l,,1(€) absolut unter einer endlichen, durch ¢, ...,¢, bestimmten Grenze
liegen, so folgt das Gleiche fiir die simtlichen GréBen |€P ()], . . ., [£™(¢)],
und damit liegen wegen |n (1(p))| < 1 auch die m GréBen |7 (@)}, ..., | 7™ (¢)|
simtlich unterhalb einer endlichen Grenze. Hieraus folgt, daB die Un-
gleichungen (13) unter Zuhilfenahme der Ungleichung |z (n(p))| < 1 in dem
durch die m Koordinaten ¢, ..., ¢, bestimmten m-dimensionalen Raume
ein endliches Raumgebiet abgrenzen.

Bedenken wir nun, dal nach den Ausfithrungen in § 19 8. 103 die Funktions-
werte 1,(%), - .., l,(y) die Werte der Variabeln ¢,, ..., ¢, 2"-deutig be-
stimmen, so ist nach der Definition des Begriffs eines vielfachen Integrals

leo{wTrm}:Wlff...fd(pld(pz cdey,,
wo das Integral rechter Hand iiber das durch die Ungleichungen
0<e=<1l,..,0<e=1, [n(n(e)) =1
bestimmte m-dimensionale Raumgebiet zu erstrecken ist und daher einen
endlichen bestimmten Wert besitzt.

Um diesen Wert zu ermitteln, fithren wir statt der Integrationsverinder-

lichen ¢, . ..,q, die neuen Verinderlichen

1/’1=31(§)a e Y= 67(5)7 Pre1 7 }”(77)’, Yrio = lr+2(‘§)5 ey Y= Zm(f)

ein, wo & und 5 von ¢,, . . ., @, abhiingig zu nehmen sind. Da diese m Grolien
samtlich analytische und in dem Integrationsgebiet

0<p=1,...,0<p =<1, 0=y, =1,
0<yp,=2x, ..., 0=y, <2x

sich regulir verhaltende, eindeutige Funktionen von ¢y, . .., ¢, sind, so ist

f...jd%...dgam:f...f:ﬂ;;gﬂﬂid%...dwm.
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Nach den Ausfithrungen in § 19 S. 104 ist

bk 3"(77);
(1) - 171(77)‘ J jd
Ferner bestehen wegen
1
b () = L) +- -+ hal), L&) =1L - In)
(s=1,2,...,7)
offenbar die Beziehungen:
'l (17?’_1 oo b () L () P (), ;::__i)l"(’? —
) Do) | T @ |
und da endlich
Lo () = 145 (&), L (M) = 1,,(8),
[ln __‘,,_L L P ,tpm }_i \11(5) EH:R
) T T RS R N s
ist, so ergibt sich durch Multiphkatlon samtlicher Gleichungen
(Froceo®m B
ne el T ww yal
Das obige Integral besitzt daher den Wert (—??ﬁ ; hiermit ist der Beweis
a)

fiir den Hilfssatz 10 erbracht.
Wir setzen im folgenden zur Abkiirzung

Q14T oo R
==
vyl
so daB} » eine durch den Korper allein bestimmte und fiir diesen charakteristi-
sche Grofe bedeutet.

§26. Die Bestimmung der Klassenanzahl durch
das Residuum der Funktion {(s) fiir s = 1.

Satz 54. Wenn T die Anzahl aller Ideale einer Klasse 4 bedeutet, deren
Normen < ¢ ausfallen, so ist
Ll —x
PREDN /
Beweis. Ist a ein Ideal der zu A reziproken Klasse 47, und durchlauft
t alle Ideale der Klasse 4, so stellt das Produkt ya alle durch a teilbaren
Hauptideale und jedes nur einmal dar. Setzen wir daher in der Formel des
Hilfssatzes 10t = n(a)t’, so bedeutet I' zugleich die Anzahl der Ideale ¢ in
A, fiir welche #(r) < ¢’ ist. Nach Fortheben des Faktors n(a) folgt die zu be-
weisende Formel fiir ¢ = ¢'.
Da die Zahl % von der Wahl der Klasse 4 unabhéngig ist, so ergibt sich un-
mittelbar aus Satz 54 die folgende Tatsache:
8%
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Satz 55. Ist T die Anzahl aller Ideale des Korpers %, deren Normen < ¢
ausfallen, und bedeutet » die Anzahl der Idealklassen, so ist

Ll =«
t=00 ¢

Aus dieser Formel kann mit Hilfe analytischer Methoden ein fundamen-
taler Ausdruck fiir die Klassenanzahl 4 abgeleitet werden. Es ergibt sich ndm-
lich folgende Tatsache:

Satz 56. Die unendliche Reihe

1
80s) = 2 5y
o "0
in welcher | alle Ideale des Korpers durchliuft, konvergiert fiir reelle Werte von
s > 1, und es st
Ll{(s —1)¢(s)} = hx.

[DEDEKIND (1)].

Beweis. Bezeichnen wir mit ¥ (n) die Anzahl der verschiedenen Ideale mit
der Norm n, so ist offenbar, wenn 7' die in Satz 55 angegebene Bedeutung hat,

I FOFEF@+ .-+ Fn)

t=co ¢ n=00 n

Der Limes rechter Hand kann nun, wie folgt, als Grenzwert einer unendlichen
Reihe dargestellt werden [DiricuLET (15)]. Wir ordnen die samtlichen Ideale §
des Korpers nach der GréBe ihrer Normen, schreiben die entstehende Reihe
i1sJas -« s J» - - - und bezeichnen allgemein die Norm von j, mit n,, dann ist

F)+ -+ Flo,— 1) <t < F(1) + - - - + F(n)

oder

F<1>+---+F(nt—A1)<1_L)<L<F(1>+---+Egni1’

n,— 1 N Ny T n;

und hieraus folgt nach Satz 55: L ! — b, d.h.: wie klein auch die positive

t=oc0 "t

GroBe o gegeben sein mag, es ist stets moglich, die ganze Zahl ¢ so gro zu
wihlen, dafl die Ungleichungen

hxfé( 1 hx-+ 06 (14)

fiir alle ganzen Zahlen ¢' = ¢ giiltig sind.
Andererseits ist bekannt, daB, wenn s eine reelle Zahl > 1 bedeutet, die

Reihe ) . {(s — 1)2’,:;}: 1

- :,1,+,1,+,,+ - - - konvergiert, und daf L
T T TR o
@ 8 1 ®
ist. Die letztere Gleichung zeigt, daB auch L {(S — 1) Z F} =1ist,wot

s=1 @)
nur alle diejenigen ganzen Zahlen durchlaufen soll, welche oberhalb einer
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beliebig hohen Grenze ¢ gelegen sind. Zunichst folgt aus der Konvergenz
der Reihe Z—tl; mit Hilfe der Ungleichung —nL hﬁf}— die Konvergenz
"

der Reihe
1l Z 1
o " G

fiirs > 1, wot alle ganzen positiven Zahlen und j alle Ideale des Korpers k
durchléuft. Ferner ergibt sich aus den Ungleichungen (14) die Formel:

(ho — ) (s — l)Zw (s—1 Z— <(hx+8r6—1) 5,
) )

wo die Summen sich iiber alle ganzzahligen Werte von ¢’ zu erstrecken haben,
welche = ¢ sind. Man kann zur Grenze s = 1 iibergehen und findet:

hx—-ég.L{(s——l)Z'h};}ghx—ré.

s=1 (l') i
Nun ist

B P e i R A LR P

(0] @)

ebenfalls > hx — ¢ und < hx -~ 6 und also, da hierin § eine beliebig kleine
GroBe bedeutet, = h», womit der gewiinschte Nachweis des Satzes 56 er-
bracht ist.

§27. Andere unendliche Entwicklungen der Funktion {(s).

Die Funktion ¢ (s) kann noch auf drei andere Arten durch unendliche Ent-
wicklungen dargestellt werden [DEpEKIND (1)]. Es ist, wie leicht ersichtlich:

_]]< E ,,,LA).
) —fxs _ —/zs 1 - p—/e-? ’
hier ist im ersten Ausdruck die Summe iiber alle ganzen rationalen positiven
Werte von 7, im zweiten Ausdruck ist das Produkt iiber alle Primideale p
des Kérpers k, und im dritten Ausdruck ist das Produkt iiber alle rationalen
Primzahlen zu erstrecken, wobei f;, f,, . . ., f, die Gerade der e in p aufgehen-
den Primideale bedeuten. Alle diese unendlichen Summen und Produkte fiir
£ (s) konvergieren fiir s > 1, da die Glieder sémtlich positiv sind, in einer von
der Reihenfolge der Summanden oder Faktoren unabhéingigen Weise.
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§28. Die Zusammensetzung der Idealklassen eines Korpers.

Betretfs der multiplikativen Darstellung der Idealklassen gilt der folgende
wichtige Satz (ScHERING (I), KRONECKER (I1)]:

Satz 57. Es gibt stets ¢ Klassen 4,, ..., 4, so daf} jede andere Klasse 4

auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt 4 = AT ... A7 darstellbar
ist; dabei durchlaufen ,,...,z, die ganzen Zahlen 0,1,2,... bez. bis
hy—1,...,h,—1, und es ist A =1,..., 4l =1 und h=b,...h,

Beweis. Man bilde fiir jede Klasse 4 den niedrigsten Exponentene; > 0
derart, dafl 4°* =1 wird. Der groBte aller dieser Exponenten e; werde mit 4, be-
zeichnet, und es sei H; eine hierbei auf £, fithrende Klasse. Nun bestimme man
fiir jede Klasse 4 den niedrigsten Exponenten e, > 0 derart, dal} 4° gleich
einer Potenz von H,; wird. Der héchste dieser Exponenten e, werde mit &,
bezeichnet, und H, sei eine auf &, fithrende Klasse. Ferner bestimme man fiir
jede Klasse 4 den niedrigsten Exponenten e; > 0 derart, dall 4 gleich einem
Produkt von Potenzen der Klassen H,, H, wird; es sei hy der hochste dieser
Exponenten e; und H, eine auf A, fithrende Klasse. Fahrt man so fort, so ent-
steht eine Reihe von Klassen H,, H,, ..., H , denen, wie man unmittelbar
sieht, die Eigenschaft zukommt, daB eine jede Klasse 4 auf eine und nur auf
eine Weise in der Gestalt 4 — Hf'. .. H7* dargestellt werden kann, wo
ay, ..., x, die im Satze 57 angegebenen Werte annehmen.

Esselmun g g HDL (@, 40) (15)
wo ¢ < sist und @, @, ,,..., a, gewisse ganzzahlige Exponenten bedeuten.
Aus den gemachten Festsetzungen folgt H™ = H"-t ... HY, wo b, _,,..., b
gewisse ganze Zahlen sind; es mul} A, durch A, teilbar sein, da im anderen
Falle bereits eine niedere als die hy-te Potenz von H, als Produkt der Klassen
H, H, ,,...,H, darstellbar sein wiirde. Wird A, = hl, gesetzt, so folgt,
daB H(t"‘lt durch ein Produkt der Klassen H, ., ..., H; darstellbar ist; es ist
daher notwendig a,l, durch %,, d. h. a, durch 4, teilbar. Setzen wir a, = h,c, und
wihlen an Stelle der Klasse H, die Klasse H,= H_H;*, so geht die Glei-
chung (15) iiber in die einfachere Gleichung H." = H®-i ... H'. Die Fort-
setzung dieses Verfahrens fithrt schlieflich zu einer Klasse 4, an Stelle von
H,, fiir welche die gewiinschte Relation A" = 1 stattfindet.

Die obige Darstellung der Klassen kann iiberdies so eingerichtet werden,
daf die Zahlen &, . . ., h, Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind. Ware ném-
lich g eine der Zahlen Ay, . . ., h , welche noch nicht Primzahl oder Primzahl-
potenz ist, und wire etwa g = p'p"" ..., wo p’, p”, ... Potenzen verschiede-
ner Primzahlen sind, so setze man, wenn B die zu g gehorige Klasse bezeichnet,

g [
B —BY, B"—B?,.... Wir haben dann B?” =1, B"”"=1, ..., und wenn
1
g

o a”’
:bi_’_pn"l""'
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gesetzt wird, so folgt B = B'“ B"*".... Es kann also B’, B”, ... an Stelle
von B eingefiihrt werden. Sind die Klassen 4,, . .., 4 in der zuletzt beschrie-
benen Weise gewi#hlt, so heilen dieselben ein System von Grundklassen.

§29. Die Charaktere einer Idealklasse. Eine Verallgemeinerung
der Funktion {(s).

Nachdem ein bestimmtes System von Grundklassen ausgewihlt worden
ist, st eine jede vorhandene Klasse 4 durch die Exponenten z,, . . ., z, und
mithin auch durch die ¢ Einheitswurzeln

297 @) 2tnaq

B =e L g () e b
eindeutig bestimmt. Diese ¢ Einheitswurzeln y(d4) heien die Charaktere der
Klasse 4. Sind y(4), y(B) Charaktere der beiden Klassen 4, bez. B, so ist
offenbar y (4 B) = y(4)y(B). Der Charakter y(A4) einer Klasse wird zugleich
auch als der Charakter y(a) eines jeden in 4 enthaltenen Ideals a bezeichnet.

Mit Hilfe eines Charakters y lift sich dann eine Funktion bilden, welche
eine Verallgemeinerung der oben betrachteten Funktion {(s) ist, und welche
eine ghnliche Produktentwicklung gestattet [DEpEKIND (1)]. Diese Funktion ist

() 1
iy gi”— 2 (p)m (p)s
wo die Summe iiber alle Ideale j und das Produkt iiber alle Primideale p des
Korpers k zu erstrecken ist.

8. Die zerlegharen Formen des Korpers.
§ 30. Die zerlegbaren Formen des Korpers. Die Formenklassen
und ihre Zusammensetzung.
Wenn &0, ..., &™ m lineare Formen der m Verinderlichen uy, . . ., u,
mit beliebigen reellen oder imaginéren Koeffizienten sind, so heit das Produkt
Uuy, .oy ) = ED . g "
eine zerleghare Form m-ten Grades der m Verdnderlichen u,, ..., u,,. Die

Koeffizienten der Produkte von #, . . ., u,, heiBen die Koeffizienten der Form.
Beriicksichtigt man die Formeln
#loglU  Odlog &1 dlog &V dlog & QJlog &m
T owou, — 0w, ow, T ou, ow,
(r,8=1,...,m)

so folgt leicht aus dem Multiplikationssatz der Determinanten, daf das
Quadrat der Determinante der m linearen Formen &) ... &™ gleich

logU 0%log U - . .
— mUzE ! D e el
( 1) _I duy duy ou, ou und daher eine ganze ganzzahhge Funktion
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der Koeffizienten von U ist; dasselbe werde die Diskriminante der Form U ge-
nannt. Eine Form U, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen ohne gemein-
samen Teiler sind, heifit eine primitive Form; dieselbe ist eine rationale Ein-
heitsform.

Sind «,, ..., ®, eine Basis des Ideals a, so ist insbesondere die Norm
n(&) =n(oguy + - + -+ a,u,,) eine zerlegbare Form m-ten Grades. Die Koeffi-
zienten derselben sind ganze rationale Zahlen mit dem gréften gemeinsamen
Teiler n(a). Nach Forthebung dieses Teilers entsteht eine primitive Form U,
welche eine zerleghare Form des Korpers k genannt wird, und welche folgende
Eigenschaften besitzt. Wahlt man an Stelle der Basis o, . . ., a,, eine andere
Basis o}, . .., % des Ideals a, so erhilt man eine Form U*, welche aus U ver-
moge ganzzahliger linearer Transformation von der Determinante 4- 1 hervor-
geht. Fat man alle diese transformierten Formen unter den Begriff der
Formenklasse zusammen, so ist ersichtlich, dafl einem jeden Ideal a eine be-
stimmte Formenklasse zugehort. Die ndmliche Formenklasse entsteht offen-
bar auch, wenn man statt des Ideals a das Ideal aa zugrunde legt, wo « eine
ganze oder gebrochene Zahl des Korpers bedeutet, d. h. einem jedem Ideal
der ndmlichen Idealklasse entspricht die nédmliche Formenklasse.

Da die Diskriminante der Form n(£) = n(a) U offenbar gleich n(a)? d ist,
so folgt die Tatsache:

Satz 58. Die Diskriminante einer zerlegbaren Form U des Korpers % ist
gleich der Korperdiskriminante d [DEpERIND (I)].

Die genannten Eigenschaften der Formen U bestimmen das Wesen der-
selben vollstandig; es gilt ndmlich der umgekehrte Satz:

Satz 59. Wenn U eine primitive, im Korper & zerlegbare, aber in jedem
Kérper niederen Grades unzerlegbare Form m-ten Grades mit der Diskrimi-
nante d des Korpers ist, so gibt es in k£ mindestens eine und hochstens m Ideal-
klassen, denen die Form U zugehort.

Beweis. Ist etwa n = yyu, 4+ + - 4 tp U, €in Linearfaktor von U, dessen
Koeffizienten in % liegen, so multipliziere man » mit einer ganzen Zahl a derart,
da & =any = o u; 4 - - -+ %, U, eine lineare Form mit ganzen Koeffizienten
Oy + - -5 Oy Wird. Setzen wir a = (ay, . . ., &,), soist nach Satz 20 n(§) =n(a)U,
und da die Diskriminante der Form U gleich der Korperdiskriminante sein
soll, so ergibt sich hieraus:

| 0y, ey Oy

‘ ’ ! \

@) cey O, 1 —=n(a)2d,
m~1 m—1

o((1 )’ tet agn ) t

wo die gestrichenen o bez. die konjugierten Zahlen bedeuten. Aus dieser
Gleichung folgt, wenn wir die Umkehrung des Satzes 19 zu Hilfe nehmen,
daf o, ..., «, eine Basis des Ideals a bilden.
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Gehoéren zu den beiden Idealen a,b beziiglich die beiden Formen U, V,
so heilt jede zu dem Ideale ¢ = ab gehorige Form W eine aus den Formen U
und V zusammengesetzte Form [DEpExrinp (1)].

Die Entscheidung der Frage, ob zwei vorgelegte, zum Korper & gehorige
Formen zu derselben oder zu verschiedenen Formenklassen gehéren, kommt,
der obigen Entwicklung zufolge, auf die Frage nach der Aquivalenz zweier
vorgelegter Ideale hinaus und erfordert daher zu ihrer Entscheidung nur eine
endliche Anzahl von Operationen. Vgl. § 24.

9. Die Zahlringe des Korpers.

§ 31. Der Zahlring. Das Ringideal und seine wichtigsten
Eigenschaften.

Sind 9, #, . . . irgend welche ganze algebraische Zahlen, deren Rationali-
tétsbereich der Kérper £ vom m-ten Grade ist, so wird das System aller ganzen
Funktionen von #, 5, . . ., deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, ein
Zahlring, Ring oder Integrititsbereich genannt. Die Addition, Subtraktion
und Multiplikation zweier Zahlen eines Ringes liefert wiederum eine Zahl des
Ringes. Der Begriff des Ringes ist mithin gegeniiber den drei Rechnungs-
operationen der Addition, Subtraktion und Multiplikation invariant. Der
groBte Zahlring des Kérpers £ ist der durch w,, . . .,w,, bestimmte Ring, wo
wy, . ..,0, de Zahlen einer Korperbasis bedeuten. Derselbe umfalt alle
ganzen Zahlen des Korpers. Jeder Zahlring  enthalt m ganze Zahlen g, . . ., 0,
von der Art, daB jede andere Zahl ¢ des Ringes in der Gestalt

0 =00+ + A0y
dargestellt werden kann, wo a,...,q, ganze rationale Zahlen sind. Die

Zahlen ¢, ..., 0,, heilen eine Basis des Ringes. Bezeichnen wir die zu
015 - - -5 Om konjugierten Zahlen bez. mit ¢}, ..., 0, ..., "V, ..., ™1,
so ist das Quadrat der Determinante

1@1’ et gm

i

o e,

o, ey oD

eine rationale Zahl und heifit die Diskriminante d, des Ringes r.

Ein Ringideal oder ein Ideal des Ringes r wird ein solches unendliches
System von ganzen algebraischen Zahlen a,,a,, ... des Ringes r genannt,
welches die Kigenschaft besitzt, dafl eine jede lineare Kombination
A0t + Ay01, -+ - - - derselben wiederum dem System angehort, wobei die Koeffi-
zienten A,, 4,, . . . beliebige Zahlen des Ringes r sind. Jedes Ringideal enthilt

1 Nach DEDEKIND ,.eine Ordnung®.
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m ganze Zahlen ¢y, ...,, von der Art, dal} eine jede Zahl des Ringideals
gleich einer linearen Kombination derselben von der Gestalt a,¢; -+« -+ ap,t,,
ist, wo @y, ..., a, ganze rationale Zahlen bedeuten. Die Zahlen ¢, ..., 4,
heillen eine Basis des Ringideals. Der Beweis fiir die Existenz einer Basis des
Ringes und des Ringideals ist genau entsprechend den in § 3 und § 4 dar-
gelegten Beweisen fiir die Existenz der Kérperbasis und Idealbasis zu fithren.
Es gelten folgende Sitze: [DEDEKIND (3)].

Satz 60. Sind ¢y, . . ., ¢, irgend m ganze Zahlen des Kérpers &, zwischen
denen keine lineare Relation mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten besteht,
so gibt es stets einen Ring , in welchem, wenn 4 eine geeignet gewihlte ganze
rationale Zahl bedeutet, die Produkte A¢,, A,, . .., 4t,, die Basis eines Ring-
ideals bilden. Zum Beweise dieses Satzes 60 vergleiche den Beweis zu Satz 61.

Beweis. Es sei g eine beliebige ganze Zahl des Korpers, fiir welche die
m Zahlen g, ..., pt,, simtlich gleich linearen Kombinationen der Zahlen
tyy ... Ly von der Gestalt a,4 -+ a,t, werden, wo ay,...,a, ganze
rationale Zahlen sind. Die Gesamtheit aller dieser ganzen Zahlen o des Kéorpers
bestimmt, wie leicht einzusehen, einen Ring von der verlangten Beschaffenheit.

Sind oy, .. ., «, irgend s Zahlen in 7, durch deren lineare Kombination
unter Benutzung ganzer algebraischer, in r liegender Koeffizienten alle Zahlen
eines Ringideals j, erhalten werden konnen, so setzen wir kurz j, = [o,, . . ., ).
Insbesondere ist j, = [iy, . . ., t,]-

Satz 61. Es gibt in jedem Ringe r stets Ringideale j,, welche zugleich
Korperideale sind.

Beweis. Driickt man w,, .. .,»,, durch die Zahlen g, ..., g,, der Basis
des Ringes r aus, in der Gestalt

wi:au&‘i";—ﬂ”“imx‘?m, (’t.:1,2, ) .,m)
WO @;q, ..., 0;,,, 4 ganze rationale Zahlen sind, so folgt, daBl jede durch 4
teilbare ganze Zahl in £ eine Zahl des Ringes und mithin jedes durch 4 teilbare
Ideal des Korpers £ zugleich ein Ringideal des Ringes 7 ist.

Der grofite gemeinsame Idealteiler aller derjenigen Korperideale, welche
zugleich Ringideale in 7 sind, heiit der Fiihrer | des Ringes . [DEpEKIND (3)].
Es folgt dann leicht der Satz:

Satz 62. Jedes durch den Fiihrer | teilbare Ideal j des Koérpers & ist zu-
gleich ein Ringideal des Ringes 7.

§ 32. Die durch eine ganze Zahl bestimmten Ringe. Der Satz von
der Differente einer ganzen Zahl des Korpers.
Die wichtigsten Zahlringe des Koérpers sind diejenigen, welche durch eine

einzige ganze Zahl & bestimmt werden. Auf die Eigenschaften dieser hesonde-
ren Zahlringe hat DEDERIND seine Theorie der Diskriminanten algebraischer
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Zahlkérper gegriindet [DEpExiND (6)]. Die hauptsdchlichsten Resultate von
DepExIND fassen wir in folgenden Satz zusammen:

Satz 63. Der grofite gemeinsame Teiler der Differenten aller ganzen Zahlen
des Korpers k ist gleich der Differente d des Korpers. Ist § die Differente
einer ganzen Zahl ¢, welche den Korper £ bestimmt, und { der Fiihrer des
durch ¥ bestimmten Zahlringes, so ist 6 = jb.

Beweis. Es seiw,, . . .,m,, eine Korperbasis von £, und es seien beziiglich
Oy ooy @hy ooV 0D die zu diesen m Zahlen konjugierten
Zahlen. Wir bilden die m-reihige Determinante der m?2 Zahlen o®:

! 6()1 s 4 wm
3 ’ 14
Q — ‘ 0)1 4 ° wm
| . .
! ep(m—1) m-1)
oV, L D)
und bezeichnen die zu w,, . . .,®,, adjungierten (m — 1)-reihigen Unterdeter-

minanten von  beziiglich mit ,, ..., ,,. Die m Produkte 202,,..., 20,
sind dann ganze Zahlen des Kérpers &, und zwar bilden dieselben die Basiszahlen
eines Ideals des Kérpers k.

Um das letztere zu beweisen, multiplizieren wir die m — 1 Horizontal-
reihen der Determinante 2, beziiglich mit

vt o, uto, .., ut oD, (16)

wo u ein unbestimmter Parameter ist. Die entstehende (m — 1)-reihige Deter-
minante erhilt dann, wie leicht ersichtlich, die Gestalt:

fl(u)‘Ql _}‘ fz(u)‘Q2+ tet + fm(u)‘gm’

WO fy,...,fn ganzzahlige Funktionen von u sind. Andererseits hat das
Produkt der m — 1 Linearfaktoren (16) die Form
w4 (o] + - - - + oM Dy gr2 Lo =yl L (g — @)Ut

wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Die Vergleichung der Koeffizienten
von u™ % liefert das Resultat, daB «,f, eine lineare Kombination von
0,,..., 02, mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten ist; hiermit ist der
gewiinschte Nachweis dafiir gefithrt, dall QQ,, ..., 22, Basiszahlen eines
Ideals sind.

Bezeichnen wir allgemein mit Q) die zu o adjungierte (m — 1)-reihige
Unterdeterminante der Determinante £, so wird nach einem bekannten
Determinantensatze die m-reihige Determinante || = Q2™~!; folglich geniigt
die Norm des Ideals § =(28,,..., 22,,) der Gleichung

dn2 (\C}) — |QQ§1) lz = 4m—2 ,

und hieraus folgt #(J) = |d|""". Nun ist offenbar die Diskriminante d des
Kérpers durch & teilbar; setzen wir d = §j, so folgt n(j) = |d|.
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Es sei nun 9'irgendeine den Korper & bestimmende Zahl; dann kénnen wir
die m Basiszahlen des Kérpers £ in der Gestalt voraussetzen:

w; =1,
® “ 9

2 o’

ag+ ay &+ 9
i fa 7’
. (}ﬁkl + a;n—l ) + .. -+ Q;ZLH:IZ) Hm-2 + Jue-1
wﬂl/ - T f )
m-1
WO a5, @y, 0y, ..., a0 B, f1, ..., f,. | ganze rationale Zahlen sind. Wir er-

mitteln nun den Fuhrer j des durch ¢ bestimmten Ringes und stellen die
Basiszahlen desselben in der Gestalt dar:

Ql:f,lz
02 = b, "|‘f’
03~b +b’19+f’z92

Qm - bm 1 + b:n 1 19 + + bgnwi %) ﬁm-" + f:n ﬂm_l i

Wo by, by, by, L BD f,, ganze rationale Zahlen bedeuten. Da
insbesondere nach Satz 62 g,,,, 0,0,, 1, - . ., @, ganzzahlige Funktionen
von ¢ werden miissen, so ergibt sich notwendigerweise, daf f; durch f,_,,
fodurehf, o, ..., f 1 durch f, und folglich das Produkt fi---f,_,durch das
Produkt f =f,...f, ; teilbar sein muB. Da n(f) =/f,... | Py AN A
ist, so wird n(f) = f2¢g, wo ¢ eine ganze rationale Zahl ist.

Wir setzen ferner:

"1 ?, R ‘ 11 g s
0 — 11 ¥, cee, Oml s }’.:- a :
| s e s e e e P ‘
%1’ ﬁ(m—l), e, (ﬁ(m—l))m—l‘} 11 ﬁ(m~1) e ey (ﬁ(M—l))M—2j
es gelten dann fiir die Differente & der Zahl ¢ die Beziehungen (— 1)"~!§ = g
mm—1)
und nach S. 71 (—1) 2 n(8) =62 = f2d. Ferner ist
S w20,
(h=1,...,m)
Uy, fr U, fa %s, ey Foe1 Y '
@ ]- al + 0’ az _,“' alzﬁl =~ ﬂ,2 “eey (lm_l + .. + ﬁ’m—l | > (17)
1, a, + 19“" 1, a, + d z‘ﬂm-l) + (ﬁ(m—l)) ey Opyg e e (D)1 JJ
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WO g, ..., %, Unbestimmte sind. Entwickeln wir hier die Determinante
nach den Elementen der ersten Horizontalreithe und schreiben sie dabei in

der Gestalt ul H1 + « -« %, Hp, so sind, wie man leicht erkennt, die Zahlen
LI (17)
zeigt, aus den Zahlen QQ,, ..., 22, dadurch hervor, daB man die letzteren
mit ein und demselben in % liegenden Faktor multipliziert. Die m Zahlen
H, Huw
H> "7 H

Die Zahlen des Ideals m sind simtlich ganzzahlige Funktionen von 4.
Dasselbe ist folglich durch f teilbar, und wir setzen m = f, wo [ ein gewisses

Ideal in £ bedeutet. Unsere Gleichung (17) zeigt dann, dal3
gﬂ

" sind folglich wieder Basiszahlen eines Ideals; dieses Ideal heifle m.

§ = f [ =
ist, und wenn man die Norm nimmt, so folgt hieraus:
japea =0 pani)n ).
Da andererseits vorhin # (f) = f2¢ gefunden worden ist, somul¢ = 1,%([) =1,
[ =1 sein, und folglich wird n(f) = /%, 30 =1{d, 6 =fj.

Nunmehr sei p ein beliebig gegebenes Primideal des Kérpers &, so beweisen
wir zunichst, daB sich stets eine ganze Zahl & = g in £ finden 148t von der Art,
daf} der Fithrer des durch o bestimmten Ringes nicht durch p teilbar ist. Es
sei die durch p teilbare rationale Primzahl p = p?a, wo a ein zu p primes
Ideal bedeutet; ferner sei g als ganze Zahl in £ derart ausgewihlt, dal jede
beliebige ganze Zahl des Korpers & nach jeder noch so hohen Potenz von §
kongruent einer ganzzahligen Funktion von ¢ wird. Die Existenz einer solchen
Zahl ¢ ist in Satz 29 gezeigt worden; zugleich werde die Zahl g so gewihlt,
daf} sie = 0 nach a wird (Satz 25) und eine den Kérper k£ bestimmende Zahl ist.
Nunmehr sei die Diskriminante d (o) der Zahl g gleich p*a, wo a eine zu p prime,
ganze rationale Zahl bedeutet. Es ist dann jede ganze Zahlw des Kérpers £ in

der Gestalt w == i—(;);) darstellbar, wo F(p) eine ganze ganzzahlige Funktion

von o bezeichnet. In der Tat: wird w = H () nach p°*, wo H () eine ganz-
zahlige Funktion von ¢ bedeutet, und setzen wirw = H (9) 4 ¥, so folgt, dafl
o* o" durch p" teilbar wird. Wir setzen »* ¢* = p*a, wo « eine ganze Zahl des

Korpers k bedeutet. Da nach § 3 eine jede ganze Zahl « in die Gestalt Gle ; ge-

bracht werden kann, wo G(p) eine ganze ganzzahlige Funktion von g bedeutet

so folgt w* Cﬂg@;) und weiter & =" ehH(f) j_ )
Eigenschaft der Zahl o lehrt, daB8 die Zahl ao” jedenfalls in dem Fiihrer des
durch p bestimmten Ringes vorkommt. Derselbe ist mithin nicht durch p teil-

bar, d. h. die Zahl p = & ist eine Zahl von der oben verlangten Beschaffenheit.

. Die eben gefundene
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Die letzten Entwicklungen zeigen, dafl das Ideal | genau der groBite ge-
meinsame Teiler der Differenten aller ganzen Zahlen ist. Andererseits enthilt
dieser gréBte gemeinsame Teiler, wie aus der Definition der Korperdifferente b
folgt, notwendig dieses Ideal b als Faktor; wir setzen j =§b. Da n(d) nach
Satz 13 durch die Diskriminante d teilbar ist, so folgt n(j) = n(§)da, wo a
eine ganze rationale Zahl bedeutet. Wegen n(j) = + d folgt hieraus n(f) =1,
h=1,a=+11,alsoj=>. Damit ist der Satz 63 vollstindig bewiesen.

Aus dem Satze 63 folgen leicht der Satz 31 und 37, sowie die am Schlull
des § 12 aufgestellte Behauptung iiber die in der Diskriminante des Kérpers
aufgehenden Primzahlen. Um die letztere abzuleiten, hat man nur nétig, die
Zerlegung der linken Seite der Gleichung, welcher ¢ = o geniigt, nach der be-
treffenden Primzahl p vorzunehmen und in dhnlicher Weise zu verwerten, wie
dies in § 11 fiir die linke Seite der Fundamentalgleichung geschehen ist.

§ 33. Die reguldren Ringideale und ihre Teilbarkeitsgesetze.

Ist ein beliebiger Ring 7 und in ihm ein Ringideal j, = [a, . . ., «,] gegeben,
so hat man in dem groBten gemeinsamen Idealteiler der Zahlen des letzteren
ein Korperideal; wir nennen dieses Ideal j = (a, . . ., «,) das dem Ringideal j,
zugeordnete Korperideal. Wenn insbesondere das Korperideal j zum Fiihrer f
des Ringes 7 prim ist, so heille j, ein reguldres Ringideal. Es gilt der Satz:

Satz 64. Wenn j ein beliebiges zu dem Fithrer { primes Kérperideal ist, so
existiert im Ringe r stets ein Ringideal j,, dem das Kérperideal j zugeordnet ist.

Beweis. Wir bestimmen das System aller der Zahlen des Ringes r, welche
durch das gegebene Korperideal j teilbar sind. Dieselben bilden in 7 ein Ring-
ideal {, = [ay, . . ., ®;]. Ferner wihlen wir in dem Fiihrer f des Ringes r eine zu
j prime ganze Zahl ¢ und dann im Korperideal j eine zu ¢ prime Zahl o. Als-
dann gibt es stets ganze Zahlen y und g des Korpers derart, dal gy + af =1
wird. Da ¢y durch { teilbar und daher eine Zahl des Ringes r ist, so liegt
auch «f im Ringe r, und da andererseits a8 durch j teilbar ist, so stellt
2 =1 — @y eine Zahl des Ringideals j, dar: das dem Ringideal j, zugeordnete
Korperideal j* = («y, . . ., o) ist folglich zu | prim. Da {* durch j teilbar ist
und iiberdies in dem Produkt fj aufgeht, so ergibt sich daraus j* =7i; d. h.j,
erweist sich als ein regulidres Ringideal, dem das Korperideal j zugeordnet ist.
Damit ist der Satz 64 bewiesen.

Unter dem Produkt zweier Ringideale a, = [o,, ..., o Jund b, =[f;,....5,]
wird das Ringideal

a0, =loy By oo o Brse ooy By oo vs a Byl
verstanden. Es ist dann der Satz unmittelbar ersichtlich:

Satz 65. Dem Produkt zweier regulidrer Ringideale ist stets das Produkt
der zugeordneten Korperideale zugeordnet.
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Vermdge dieses Satzes 65 entsprechen die Teilbarkeits- und Zerlegungs-
gesetze der reguldren Ringideale vollkommen den Gesetzen iiber die Teilbar-
keit und Zerlegung der zu | primen Korperideale.

Da wir im folgenden nur regulidre Ringideale betrachten, so lassen wir der
Kiirze halber den Zusatz ,,regulir* fort, so dal von nun an unter einem Ring-
ideal stets ein reguldres Ringideal verstanden wird.

Es ist aus Satz 23 zu entnehmen, dal} in dem Korper % stets ¢ (f) nach dem
Ideal | inkongruente, zu f prime ganze Zahlen vorhanden sind. Wenn eine
von diesen dem Ringe r angehért, so liegen offenbar auch alle diejenigen Zahlen
im Ringe r, welche dieser Zahl nach dem Fiihrer { kongruent sind. Die Anzahl
der nach { inkongruenten und zu f primen dem Ringe r angehérigen Zahlen ist
ein Teiler von ¢(f) und werde mit ¢, (f) bezeichnet.

Unter der Norm »(q,) eines Ringideals a, versteht man die Norm des dem
Ringideal zugeordneten Korperideals a. Die elementaren Sitze iiber Normen
von Ringidealen sind mit dieser Definition gegeben.

§ 34. Die Einheiten eines Ringes. Die Ringklassen.

Auch der Satz von der Existenz der Grundeinheiten ist ohne Schwierig-
keit auf einen Ring iibertragbar; dieser Satz folgt am einfachsten aus dem ent-
sprechenden Satze fiir die Einheiten des Korpers, wenn man bedenkt, daB.
wie aus Satz 24 folgt, jede Einheit des Kérpers durch Erheben in die ¢(f)-te
Potenz in eine Einheit des Ringes iibergehen mufl. Der Satz hat genau die fiir
den Korper £ geltende Form des Satzes 47; fiir die in Satz 47 mit r bezeichnete
Anzahl werde hier s geschrieben. Es mégen ¢, . . ., ¢, ein System von s Grund-
einheiten des Ringes r bedeuten, d. h. ein System von s Einheiten im Ringe r,
durch deren Produkte unter Zuhilfenahme der Einheitswurzeln des Ringes sich
simtliche Einheiten in r ausdriicken lassen. Dann heillt die positiv genommene
Determinante der s ersten Logarithmen zu diesen Einheiten der Regulator R,
des Ringes 7. Die Anzahl der im Ringe r gelegenen Kinheitswurzeln werde mit
w, bezeichnet [DEDERIND (3)].

Zwei Ringideale a und b heilen einander dquivalent, wenn zwei ganze
Zahlen y und 2 existieren, so daB ga = Ab ist. Dabei werde der Aquivalenz-
begriff hier in der in § 24 erwihnten engeren Fassung genommen und dem-

gemifl die Einschrinkung gemacht, dafl ,é‘, eine positive Norm besitze. Alle

einander dquivalenten Ringideale bilden eine Ringklasse. Ein Ringideal (o).
wo « eine zu | prime ganze Zahl mit positiver Norm bedeutet, wird ein Haupt-
ringideal, die Klasse dieser die Hauptringklasse genannt. Die weiteren Defini-
tionen und die Sitze iiber die Multiplikation der Ringklassen entsprechen
genau denjenigen, die in §§ 22, 28, 29 fiir die Idealklassen eines Korpers auf-
gestellt sind; auch folgt dhnlich, wie in § 22 die Endlichkeit der Anzahl der
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Ringklassen. Die Bestimmung dieser Anzahl kann nach zwei verschiedenen
Methoden, némlich entweder auf einem rein arithmetischen Wege oder mit
Verwendung analytischer Hilfsmittel, entsprechend der in § 25 und § 26 dar-
gelegten Weise ausgefiihrt werden. Das hierbei sich ergebende Resultat ist
folgendes [DEpEKIND (3)]:

Satz 66. Sind 4 und 4, die Anzahlen der Idealklassen des Kérpers & bez.
des Ringes r, beide fiir die engere Fassung des Klassenbegriffes, so ist

h[: o () w R
B o (f)wR,”

Auch die Begriffshildungen des Kapitels 8 lassen sich auf den Ring
iibertragen ; wir gelangen so zu dem Begriffe der zu einer Ringklasse gehdrigen
zerlegharen Form.

§ 35. Der Modul und die Modulklasse.

Wenn y,, ..., u, irgend m ganze Zahlen des Korpers % sind, zwischen
denen keine lineare homogene Relation mit ganzen rationalen Koeffizienten
besteht, so werde das System aller mittelst ganzer rationaler Koeffizienten
Ay, .- ., Gy In der Gestalt ap; -+ -+ apu,, darstellbaren Zahlen ein Modul
des Korpers £ genannt und mit [g,, . . ., u,] bezeichnet. Der Begriff des Mo-
duls verhélt sich mithin gegeniiber den Operationen der Addition und Sub-
traktion invariant. Beispiele von Moduln sind das System aller ganzen Zahlen
des Korpers £, das Ideal, der Ring, das Ringideal. Zwei Moduln [u,, . . ., u,]
und [4;, . . .,4,] heiBen einander fquivalent, wenn zwei ganze Zahlen x4 und 4
existieren, so daB [up,, ..., ppn] =[A4, ..., AL,] ist. Alle einander dqui-
valenten Moduln bilden eine Modulklasse. DEpEKIND nimmt den Begriff des
Moduls in seinen Untersuchungen iiber algebraische Zahlen als Grundlage
[DepEXIND (I, 3, 6, 9)].

Das Quadrat der Determinante

|

B e |
’ ’ |

‘lul’ sy M ‘
(m—1) (m—1) |

‘:ul s ey i |

ist, wie leicht ersichtlich, eine ganze rationale Zahl und {iberdies durch die qua-
drierte Norm des Ideals m = (uq, . . ., ) teilbar; der Quotient beider Quadrate
werde mit 0 bezeichnet. Bildet man diese Quotienten fiir einen beliebigen zu
(415 - - -» tm] Aquivalenten Modul, so ergibt sich jedesmal der ndmliche Wert 0.
Die ganze rationale Zahl 0 ist mithin fiir die durch [g,, ..., u,] bestimmte
Modulklasse charakteristisch und heifit die Diskriminante der Modulklasse.

Die Begriffe zerlegbare Form und Formenklasse werden fiir den Modul
entsprechend definiert, wie dies in § 30 fiir den Korper selbst geschehen
ist. [DEDERIND (3)].



Zweiter Teil.
Der Galoissche Zahlkorper.

10. Die Primideale des Galoisschen Korpers und seiner Unterkorper.

§ 36. Die eindeutige Zerlegung der Ideale des Galoisschen
Kérpers in Primideale.

Ein solcher Zahlkorper K, welcher mit den simtlichen zu ihm konjugierten
Korpern iibereinstimmt, heifit ein Galoisscher Kérper. Ist k£ ein beliebiger
Zahlkorper m-ten Grades, und sind &/, . . ., £~V die zu k konjugierten Kor-
per, so kann aus sdmtlichen Zahlen der Kérper %, %/, ..., k™1 ein neuer
Korper K zusammengesetzt werden; dieser Korper K ist dann notwendig
ein Galoisscher Kérper, welcher die Korper £, &', . . . , k™1 als Unterkérper
enthilt. Ein jeder beliebige Korper & kann mithin stets als ein Korper auf-
gefallt werden, welcher in einem Galoisschen Korper als Unterkorper ent-
halten ist. Infolge dieses Umstandes ist es keine wesentliche Einschrinkung,
wenn wir bei der Erforschung der Eigenschaften der algebraischen Zahlen
von vornherein einen (aloisschen Kérper zugrunde legen und dann ent-
wickeln, in welcher Weise die Zerlegungsgesetze fiir die Ideale dieses
Galoisschen Korpers sich auf einen beliebigen in ihm enthaltenen Unterkérper
itbertragen.

Was zunéchst den Beweis fiir die eindeutige Zerlegung der Ideale in Prim-
ideale betrifft, so gestaltet sich derselbe fiir einen Galoisschen Korper auBer-
ordentlich einfach [HrirBERT (2,3.)]. Um dies einzusehen, setzen wir zunichst
einige Bezeichnungen fest.

Der Galoissche Korper K vom M-ten Grade werde durch die ganze Zahl &
bestimmt; @ geniigt dann einer irreduziblen Gleichung M-ten Grades mit
ganzen rationalen Koeffizienten. Die M Wurzeln dieser Gleichung seien

$0=0, s50,..., 540,
WO §;, ..., §; rationale Funktionen von @ mit rationalen Koeffizienten
bedeuten. Werden sy, . . ., s;, als Substitutionen aufgefalit, so bilden sie eine
Gruppe G vom M-ten Grade, da ja die aufeinander folgende Anwendung
irgend zweier von den Substitutionen s, ..., s;; Wiederum eine dieser Sub-

stitutionen ergeben muB. G heiBle die Gruppe des Galoisschen Korpers K.
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 9
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Ein Ideal JJ, welches ungeiindert bleibt, wenn man die Zahlen desselben durch
ihre Konjugierten ersetzt, d. h. wenn man sie einer der M — 1 Substitutionen
8, - . ., Sy unterwirft, nenne ich ein invariantes Ideal. Ein invariantes Ideal &
besitzt die folgende Eigenschaft:

Hilfssatz 11. Die M!-te Potenz eines jeden invarianten Ideals § ist
gleich einer ganzen rationalen Zahl.

Beweis. Es sei A eine Zahl des Ideals §, und 4,, 4,, ..., 4, seien die
M elementaren symmetrischen Funktionen von A = §;A, $A, ..., s A.
Den gréfiten gemeinsamen Teiler der M ganzen rationalen Zahlen

M1 u g
A%, dyr, . A (18)
bezeichnen wir mit 4. In gleicher Weise denken wir uns zu jeder anderen Zahl
B, I.... des Ideals § und ihren konjugierten die betreffenden elementaren
symmetrischen Funktionen berechnet und die Teiler B, C, . . . in entsprechen-
der Weise abgeleitet. Der groite gemeinsame Teiler aller méglichen dabei
auftretenden Zahlen 4, B, C, . .. werde mit J bezeichnet. Dann ist §¥' = J.
In der Tat: da die zu A konjugierten Zahlen ebenfalls Zahlen des Ideals
sind, so ist
4,=0,(F), 4,=0,(8%,..., 44y=0,(§");

und folglich sind die samtlichen Zahlen (18) und mithin auch 4 = 0 nach

§M!. Da das Gleiche auch von den Zahlen B, C, ... gilt, so ist auch J == 0

nach JM’. Andererseits sind die Koeffizienten 4,, 4,, . . ., Ay, der Gleichung
M

.1, ,2, —
M-ten Grades fiir A beziiglich durch JM!, JM! . . JM! teilbar, und somit

1
ist A selbst durch J' teilbar. Da das némliche von allen Zahlen B, T, ...
des Ideals & gilt, so ist 3™ durch J teilbar.

Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz 11 folgt unmittelbar die weitere Tat-
sache:

Satz 67. Zu einem jeden beliebigen Ideal U des Galoisschen Kérpers K
168t sich stets ein Ideal B so finden, dafl das Produkt AP ein Hauptideal
wird.

Beweis. Das Ideal 3 =U-s5,A...s, A ist offenbar ein invariantes
Ideal; es ist daher nach dem Hilfssatz 11 das Ideal

B=34 15, U...55U
ein Ideal von der Art, wie es Satz 67 verlangt.

Der Satz 67 gestattet, die weiteren Teilbarkeitsgesetze fiir die Ideale des
Galoisschen Korpers in derselben Weise zu entwickeln, wie dies in §5 auf
Grund des Satzes 8 fiir einen beliebigen Zahlkorper £ geschehen ist.

Um dann aus den Teilbarkeitsgesetzen innerhalb des Galoisschen Korpers
die Teilbarkeitsgesetze fiir einen beliebigen Korper % abzuleiten, beweise man
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entweder zunichst im Galoisschen Korper die Kroneckerschen Sitze 13 und 14
iiber Formen und schlieBe hieraus die Richtigkeit dieser Sitze fiir den Unter-
kérper k, oder man wende ein geeignetes direktes Ubergangsverfahren an

[HeerT(3)].

§37. Die Elemente, die Differente und die Diskriminante des
Galoisschen Koérpers.

Im Galoisschen Korper K erhalten manche der frither eingefithrten Be-
griffe eine einfachere Bedeutung. So sind die Elemente eines Galoisschen Kor-
pers stets Ideale in diesem Korper selbst, und zwar gelten die Tatsachen:

Satz 68. Die Elemente eines Galoisschen Koérpers K vertauschen sich
untereinander bei Anwendung einer der M Substitutionen s, ..., s;. Die
Differente ® des Korpers K ist ein invariantes Ideal, und die Diskriminante
D = - N(D) ist daher, als Ideal, die M-te Potenz der Differente D.

Beweis. Bezeichnen wir mit £,, ..., £,, eine Basis des Korpers K, so
sind die Elemente von K Ideale von der Gestalt:

C=(2—s O1,..., Qy—s Qy),
@M:(Ql - SM‘Ql""’ QM"“SM.QM).
Wenden wir irgendeine der Substitutionen s auf eines dieser Elemente €; an

und bedenken, daf} die Zahlen s 2, . . ., s 2,, wiederum eine Basis des Korpers
darstellen miissen, so folgt, wenn ss; == s, s gesetzt wird:

sG, = (s, —s,880,,..., sQy— 5,502y =C,.

Die Invarianz der Korperdifferente folgt nunmehr aus ihrer Darstellung

D=C,...GC,.

§ 38. Die Unterkérper des Galoisschen Korpers.

Der Galoissche Korper gestattet ein sehr genaues Studium der Zerlegungs-
gesetze seiner Zahlen mit Riicksicht auf die in ithm enthaltenen Unterkérper,
und die hierbei sich ergebenden Resultate sind vor allem fiir die Anwendung
der allgemeinen Korpertheorie auf besondere Zahlkorper von Wichtigkeit
[HiuBERT (4)].

Um einen beliebigen Unterkorper des Galoisschen Korpers in einfacher
Art zu charakterisieren, bedienen wir uns folgender Ausdrucksweise. Wenn
r Substitutionen s; = 1, s,, . . ., s, der Gruppe G eine Untergruppe g vom r-ten
Grade liefern, so bildet offenbar die Gesamtheit aller derjenigen Zahlen des
Kérpers K, welche bei Anwendung einer jeden Substitution von g ungeéndert

bleiben, einen in K enthaltenen Kérper & vom Grade m = % . Dieser Korper k

heiBe der zur Untergruppe g gehorige Unterkdrper. Der Galoissche Kérper
Q*
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selbst gehért zu der Gruppe, welche allein aus s; = 1 besteht; zur Gruppe G
aller M Substitutionen s gehért der Korper der rationalen Zahlen. Umgekehrt
gehort ein jeder Unterkdrper k des Galoisschen Kérpers zu einer gewissen
Untergruppe ¢ der Gruppe G. Diese Gruppe g heile die den Unterkirper &
bestimmende Untergruppe.

§ 39. Der Zerlegungskoérper und der Triagheitskérper eines
Primideals .

Wihlen wir nun ein bestimmtes Primideal f vom Grade f im Galoisschen
Korper K aus, so gibt es eine ganz bestimmte Reihe ineinander geschach-
telter Unterkérper von K, welche fiir das Primideal $ charakteristisch sind,
und deren merkwiirdige Eigenschaften jetzt kurz entwickelt werden sollen.

Es sei p die durch B teilbare rationale Primzahl; ferner seien z, 2/, 2"/, . . .
diejenigen sdmtlichen 7, Substitutionen der Gruppe @, welche das Primideal
ungedndert lassen; dieselben bilden eine Gruppe vom r,-ten Grade, welche die
Zerlegungsgruppe des Primideals P genannt und mit ¢, bezeichnet werden
soll. Der zur Zerlegungsgruppe g, gehorige Kérper &, werde Zerlegungskorper

des Primideals 8 genannt; derselbe ist vom Grade m, = ;[ .

Weiter seien ¢, ¢/, ¢/, . . . simtliche unter den Substituti(z)nen s der Gruppe
G von der Beschaffenheit, daB fiir jede beliebige ganze Zahl £ des Korpers K
die Kongruenz s Q2 = £ nach % erfiillt ist und r, deren Anzahl; es folgt leicht,
daf} diese 7, Substitutionen eine Gruppe r;-ten Grades bilden. Diese Gruppe
werde die Trigheitsgruppe des Primideals B genannt und mit g, bezeichnet.
Der zur Tragheitsgruppe ¢; gehorige Korper k; werde Trigheitskorper des

Primideals P genannt; derselbe ist vom Grade m;, = f:{

Das Verhiltnis der Trégheitsgruppe zur Zerlegurtlgsgruppe wird durch
folgende Tatsachen klargestellt:

Satz 69. Die Tragheitsgruppe ¢, des Primideals B ist eine invariante Unter-
gruppe der Zerlegungsgruppe ¢,. Man erhilt alle Substitutionen der Zerlegungs-
gruppe und jede nur einmal, wenn man die Substitutionen der Tragheitsgruppe
mit 1,2,22 ...,2 ! multipliziert, wo z eine geeignet gewihlte Substitution
der Zerlegungsgruppe ist.

Beweis. Es sei t eine beliebige Substitution in g, und £2 eine durch B teil-
bare ganze Zahl des Korpers K. Setzen wir 2’ = ¢1.Q, so ist infolge der Eigen-
schaft der Trégheitsgruppe Q' =(Q'= Q nach B, d.h. 2'=0 nach P.
Die Anwendung der Substitution ¢ ergibt {2 = 0 nach dem Primideal ¢$f. Da
diese Kongruenz fiir jede Zahl © des Primideals B gilt, so muf8 ‘8 durch ¢
teilbar sein, und folglich ist ¥ =¢B, d. h. die Trigheitsgruppe g, ist eine
Untergruppe der Zerlegungsgruppe ¢..
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Um die iibrigen Behauptungen des Satzes 69 zu beweisen, bestimmen wir
eine Primitivzahl P des Primideals %8, welche kongruent 0 nach allen zu P
konjugierten und von ‘B verschiedenen Primidealen ist. Die Méglichkeit der
Bestimmung einer solchen Primitivzahl folgt aus Satz 25; dann bilden wir
die ganzzahlige Funktion M-ten Grades von z

Flz)= (x — 8, P)(®x — s,P) ... (x — s, P).
Da P eine Wurzel der ganzzahligen Kongruenz F (z) = 0 nach  ist, so geniigt
nach Satz 27 auch P? der némlichen Kongruenz, und hieraus folgt, daB es
unter den M Substitutionen s, . . ., s;, notwendig eine Substitution s von der
Art gibt, daB3 sP = P? nach B wird. Wire nun s™* <+ P, so bestande infolge
der Wahl von P die Kongruenz P = 0 nach s~1%§, und folglich miiBte s P = 0
nach P sein, was der vorhin gefundenen Kongruenz widerspriche.

Wegen sB = P gehért die Substitution s zur Zerlegungsgruppe. Wir
setzen s = z. Die wiederholte Anwendung der Substitution z auf die Kon-
gruenz zP = P? nach P liefert die weiteren Kongruenzen 22P = P?’
B#P=P" ..., 7P=P" =P nach B. Infolge der letzten Kongruenz
ist 27 eine Substitution der Tréagheitsgruppe. Denn jede beliebige ganze Zahl Q
des Korpers K kann in der Gestalt Q = P* -+ IT oder = IT dargestellt werden,
wo @ eine ganze rationale Zahl und /7 eine durch B teilbare Zahl des Kérpers
bedeutet. Wegen 2/ B = P folgt daraus in der Tat 2/ Q = 0 nach P.

Die Kongruenz z P = P? nach 9 lehrt, daB 21 ¢z P = P nach P ist, wo ¢
eine beliebige Substitution der Trigheitsgruppe ¢, bedeutet. Setzen wir
7' == 271tz und verstehen unter {2 eine beliebige ganze Zahl des Kérpers K, so
folgt, wenn £ der Kongruenz 2 = P nach § geniigt, 2’ Q2 = (¢'P)* = P*= R
nach B, und desgleichen, wenn £ = 0 nach B ist, d. h. 2’ == 2112 gehért der
Trigheitsgruppe an.

Es sei nun P(P) diejenige ganzzahlige Funktion f-ten Grades von P,
welche = 0 nach ‘B ist; nach Satz 27 hat die Kongruenz P(z) = 0 nach P
die Wurzeln P, P?, ..., P”"', und nach Satz 26 besitzt sie keine anderen
Kongruenzwurzeln.

Ist nun 2z* eine beliebige Substitution der Zerlegungsgruppe, so folgt aus
der Kongruenz P(P) =0 nach P notwendig P(z*P) =0, und daher muB
#*P = P" nach B sein, wo ¢ einen der f Werte 0, 1, ..., f —1 hat. Da anderer-
seits P? = 2'P ist, so wird z*2*P = P nach B, und mithin ist 27 2* eine
Substitution ¢ der Triagheitsgruppe, d. h. 2% = 2'¢. In dieser letzteren Gestalt
sind also sémtliche Substitutionen z, 2’,2”, . . . der Zerlegungsgruppe darstell-
bar, und da auch umgekehrt 2'¢ fiir + =0, 1, ..., f—1 lauter von einander
verschiedene Substitutionen darstellt, so ist der letzte Teil des Satzes 69 be-
wiesen. Endlich erhellt jetzt auch die Invarianz der Triigheitsgruppe aus der
oben bewiesenen Tatsache, dal z71¢z stets zu dieser Gruppe gehort.

Zugleich ergibt sich r, = fr,.
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§40. Ein Satz iiber den Zerlegungskorper.

Die wichtigste HEigenschaft des Zerlegungskérpers findet in folgendem
Satze ihren Ausdruck:

Satz 70. Das Ideal p = " liegt im Zerlegungskérper £, und ist in diesem
ein Primideal ersten Grades. Im Zerlegungskérper %, wird p =9 a, wo a ein
zu  primes Ideal ist.

Beweis. Die Relativnorm des Primideals P in bezug auf den Korper
k, ist N, () = P". Um nun die niedrigste in k, liegende Potenz des Prim-
ideals B zu ermitteln, denken wir uns den gréften gemeinsamen Teiler aller
derjenigen ganzen Zahlen des Korpers k, bestimmt, welche durch P teilbar
sind. Dieser Teiler ist notwendig im Kérper £, ein Primideal p, und, da "
in £, liegt, so ist p jedenfalls eine Potenz von B ; wir setzen p = P* Zur Be-
stimmung des Exponenten  dient die folgende Betrachtung. Soll eine durch
B nicht teilbare Zahl A des Kérpers K der Kongruenz A = zA nach P ge-
niigen, und ist etwa A = P' nach R, so muB notwendig < = p7 nach p/ —1
und folglich ¢ eine durch 1+ p 4 p24-- - - 4 p"1 teilbare Zahl sein, d. h.
es gibt nur p — 1 einander nach P inkongruente Zahlen von der gewiinschten
Beschaffenheit, und es wird daher A = a nach ‘}, wo a eine ganze rationale
Zahl bedeutet. Aus dieser Betrachtung folgt insbesondere, dafl jede Zahl «
des Korpers k, einer rationalen Zahl @ nach  und mithin auch nach p kon-
gruent ist, d.h. p ist im Korper %, ein Primideal ersten Grades, und die
Norm n () im Korper £, ist folglich gleich p. Andererseits ist die Norm von
im Korper K durch die Formel N (p) = [# ()] gegeben, und wegen p = PB*
und N () = p* folgt somit p*’ = p™, d. h. u = r,.

Aus der Definition der Zerlegungsgruppe ergibt sich N($B) = P U, wo
W ein zu P primes Ideal bedeutet. Setzen wir p = pa, so wird N (B) =p’ =p’ o/
und folglich o/ = A, womit auch der letzte Teil des Satzes 70 bewiesen ist.

§41. Der Verzweigungskorper eines Primideals .

Um den Bau der Trégheitsgruppe niher zu erforschen, bezeichnen wir jetzt
mit A eine feste durch P, aber nicht durch 2 teilbare Zahl des Korpers K und
ermitteln fiir alle Substitutionen ¢,¢,¢”,... der Trigheitsgruppe die Kon-
gruenzen

t A=Pe A,
! A=Pv A,

A= PvA,

wo a,a’,a”,... Zahlen aus der Reihe 0,1,2,...,p" — 2 bedeuten. Die-
jenigen unter den Substitutionen ¢, ¢, ¢"”, ..., fiir welche die betreffenden
Exponenten a, &', a”, . . . den Wert 0 haben, mégen mit v, ¢’, v"/, . . . bezeich-
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net werden; ihre Anzahl sei r,; sie bilden, wie leicht ersichtlich, eine invariante
Untergruppe der Trigheitsgruppe. Diese Untergruppe r,-ten Grades werde
die Verzweigungsgruppe des Primideals % genannt und mit g, bezeichnet.
Der zu ¢, gehérige Korper &, heiBle der Verzweigungskorper des Primideals .
Das Verhiltnis der Verzweigungsgruppe zur Trigheitsgruppe wird genauer
durch folgenden Satz charakterisiert:

Satz Tl. Die Verzweigungsgruppe g, ist eine invariante Untergruppe der
Tragheitsgruppe; der Grad r, derselben ist eine Potenz von p, etwa r, = p'.
Man erhélt alle Substitutionen der Trigheitsgruppe und jede nur einmal,
indem man die Substitutionen der Verzweigungsgruppe mit 1,¢,2, ..., ¢!

multipliziert, wo & = rﬂ und ¢ eine geeignet gewéhlte Substitution der Trig-

heitsgruppe ist. Die Zahl % ist ein Teiler von p* — 1.

Beweis. Es sei #” eine so hohe Potenz von B, daB fiir jede von 1 ver-
schiedene Substitution v der Verzweigungsgruppe die Inkongruenz vA == A
nach P gilt. Setzen wir nun vA = A + BA2nach P, wo B eine ganze Zahl
in K bedeutet, so folgt leicht v A = A nach B2 und hieraus in entsprechender
Weise v"’A = A nach P* usw., endlich v A = A nach R* Demnach ist
""" =1, d.h. der Grad 7, der Verzweigungsgruppe ist gleich einer Potenz
von p; wir setzen r, = p’.

Es sei nun a der kleinste von 0 verschiedene unter den Exponenten a, @',
a”,...,und es gebe im ganzen % verschiedene Zahlen unter diesen Exponenten.
Dann sind diese Zahlen notwendig Vielfache von @ und stimmen mit den
Zabhlen 0, a,2a,...,(h —1)a iiberein; es ist ferner ha = p”—1. Zugleich
erkennen wir, daB alle Substitutionen der Trigheitsgruppe in die Gestalt #v
gebracht werden konnen, wo ¢ die Werte 0,1, ..., A —1 annimmt und v alle
Substitutionen der Verzweigungsgruppe g, durchlduft. Es ist folglich 7, = A7,.

§42. Ein Satz iiber den Trégheitskorper.

Uber das Verhalten der Ideale 8 und p im Kérper &, gibt der folgende Satz
AufschluB:

Satz 72. Jede Zahl des Korpers K ist nach P einer Zahl des Trigheits-
kérpers kongruent. Der Tréagheitskorper bewirkt keine Zerlegung des Idealsy,
sondern nur eine Graderhohung desselben, insofern p beim Ubergang vom
Korper %, in den oberen Korper k; aus einem Primideal ersten Grades sich in
ein Primideal f-ten Grades verwandelt.

Beweis. Wir setzen

T = {'U P"U,P"D”P . .}pl(f—l),
® = '%*(7!+tn+t2n+. . "‘]"lh‘ln);

unter P wieder eine Primitivzahl nach % und unter ¢ die Substitution aus Satz 71
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verstanden; die Zahl & liegt im Koérper £, und die Zahl » im Korper ;. Um
letzteres zu beweisen, bedenke man, dal die Zahl % bei Anwendung der Sub-
stitution ¢ ungeéndert bleibt, weil ¢* zu ¢, gehért, und daB die Zahlen 7, ¢z,
7, ..., "z bei Anwendung einer Substitution aus g, ungeindert bleiben.
Diese Zahlen 7z und #» sind, wie man leicht einsieht, beide nach dem Primideal
8 der Primitivzahl P kongruent. Da es folglich im Kérper k, genau p* nach P
inkongruente Zahlen gibt, so ist notwendigerweise = B" im Korper k; un-
zerlegbar und wird in demselben ein Primideal f-ten Grades.

§ 43. Sdtze iiber die Verzweigungsgruppe
und den Verzweigungskorper.

Es ist nun leicht, die charakteristische Eigenschaft der Verzweigungs-
gruppe zu erkennen; dieselbe ist folgende:

Satz 73. Zur Verzweigungsgruppe ¢, gehoren alle und nur solche Substi-
tutionen s, bei deren Anwendung fiir simtliche ganze Zahlen Q des Korpers K
die Kongruenz s£2 = Q nach 2 besteht.

Beweis. Es sei die beliebige Zahl 2 in K der Zahl o des Trigheitskorpers
nach P kongruent, und dementsprechend werde 2 —w = B A nach P2 ge-
setzt, wo A die Bedeutung wie in § 41 hat und B eine geeignete ganze Zahl
in K ist. Durch die Anwendung einer Substitution v des Verzweigungskorpers
ergibt sich vQ2 —w =v(BA)=BA =0 —w, d. h.v0Q2 = 0 nach 2

Zugleich erkennen wir leicht den folgenden weiteren Satz iiber den Ver-
zweigungskorper:

Satz 74. Das Ideal p, = P’ liegt im Verzweigungskorper und ist in dem-
selben ein Primideal f-ten Grades: es findet somit im Verzweigungskérper
die Spaltung des Ideals p = p” in A gleiche Primfaktoren statt.

§ 44. Die iiberstrichenen Verzweigungskorper eines Primideals B.

Unsere ndchste Aufgabe besteht darin, weiter die Spaltung des Ideals p,
in gleiche Faktoren zu verfolgen. Zu dem Zweck nehmen wir an, es sei L der
héchste Exponent von der Art, dal fiir eine jede Substitution » der Ver-
zweigungsgruppe die sémtlichen ganzen Zahlen des Korpers K der Kongruenz
v = 0 nach P geniigen, und bestimmen dann alle Substitutionen s der
Verzweigungsgruppe, fiir welche s 2 = Q nach RL! wird; dieselben bilden
eine Untergruppe ¢, der Verzweigungsgruppe, die wir die einmal iiberstrichene
Verzweigungsgruppe des Primideals f nennen. Der zu ¢, gehorige Korper &
heiBe der einmal iiberstrichene Verzweigungskorper des Primideals. Die
wichtigsten Eigenschaften dieses Korpers sind folgende:

Satz 75. Die einmal iiberstrichene Verzweigungsgruppe ¢, ist eine inva-
riante Untergruppe der Verzweigungsgruppe g,. Der Grad von ¢, sei r, = p'.
Man erhilt alle Substitutionen der Verzweigungsgruppe g, und jede nur ein-
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mal, indem man die Substitutionen der einmal iiberstrichenen Verzweigungs-
gruppe ¢, mit gewissen p° Substitutionen v, ...,v,z der Verzweigungs-
gruppe g, multipliziert; dabei haben diese p° Substitutionen die Besonderheit,
daf fiir irgend zwei derselben v; und v;, stets eine Relation von der Gestalt
v; v, =0, v, 0 besteht, wo v eine Substitution in g, ist. Das Ideal . == R'%
ist Primideal in k,: es findet somit in %, die Spaltung des Ideals p, = p2° in
p° gleiche Primfaktoren statt; dabei ist der Exponent e eine Zahl, die den
Grad f des Primideals B nicht iiberschreitet.

Beweis. Es sei A eine durch ‘B, aber nicht durch P2 teilbare ganze Zahl

des Kérpers K; wir bestimmen dann ein System von Substitutionen v, . . ., v,
der Verzweigungsgruppe von der Art, dafl, wenn

nA=A+B AL ..., v, A=A+ B, AL, (PRI
gesetzt wird, die ganzen Zahlen By, .. ., B, simtlich einander nach P inkon-
gruent sind und auch keine Substitution von g, zu diesem Systeme v, . .., v,

hinzugefiigt werden kann, ohne der letzteren Forderung zu widersprechen.
Wihlen wir dann eine beliebige Substitution v* der Verzweigungsgruppe g,
und setzen v*A = A - B A% nach X, so muB B einer der Zahlen B, ,..., B,
nach P kongruent sein; ist etwa B = B, nach B, so folgt v; 'o*A = A nach
PBEHL, Aus Satz 72 folgt, daB jede ganze Zahl ©Q in K einem Ausdrucke
a4 A+ - - AL nach R+ kongruent ist, woa,, B, . . ., 4, ganze Zahlen
des Trigheitskérpers sind, und hieraus ergibt sich fiir Q die Kongruenz
v 'o* Q = Qnach BL1, d. h. esist v 'o* = v oder v* = 4,v. Diese Gleichung
beweist die im Satze 75 behauptete Struktur der Gruppe g..

Wir setzen r, = ¢! und e =1 — [.

Es ist nunmehr ersichtlich, in welcher Weise das eingeschlagene Verfahren
fortzusetzen ist. Bedeutet I den héchsten Exponenten von der Art, daB fiir
jede Substitution v die simtlichen Zahlen des Korpers K der Kongruenz

0 = 2 nach ‘,Bf geniigen, so bestimmen wir alle die Substitutionen v, fiir

welche bestiindig 92 = 2 nach B+ wird. Dieselben bilden eine invariante
Untergruppegs derGruppeg, : die zweimal iiberstrichene Verzweigungsgruppe

e
Pl

des Primideals % ; ihr Grad sei r. = p7 ; wirsetzen ¢ = — 1. Eswird p, =
wo - ein Primideal des zu g; gehoérigen Kérpers k. ist.

So fortfahrend, gelangen wir zur dreimal iiberstrichenen Verzweigungs-
gruppe ¢ usw. Ist etwa die ¢-mal iiberstrichene Yerzweigungsgruppe des
Primideals B diejenige, welche lediglich aus der Substitution 1 besteht, so ist
der s-mal iiberstrichene Verzweigungskirper des Primideals 8 der Kérper K
selbst und die Struktur der Verzweigungsgruppe ¢, ist dann genau bekannt.
Es leuchtet ein, daf§ fiir das Primideal *§ iiberstrichene Verzweigungskérper
nur dann vorhanden sein koénnen, wenn der Grad M des Kérpers K durch p

teilbar ist.
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§45. Kurze Zusammenfassung der Sitze iiber die Zerlegung
einer rationalen Primzahl p im Galoisschen Kérper.

Durch die in § 39—44 entwickelten Sitze erlangen wir einen vollstindigen
Einblick in die bei der Zerlegung einer rationalen Primzahl p in einem Galois-
schen Korper sich abspielenden Vorgéinge:

Es handle sich um einen bestimmten Primfaktor § von p, so wird p zu-
nichst im Zerlegungskérper von § in der Form p = pa zerlegt, wo p ein
Primideal ersten Grades und a ein durch p nicht teilbares Ideal des Zer-
legungskorpers ist. Der Zerlegungskorper von % ist als Unterkérper in dem
Trigheitskorper von 9 enthalten, welcher seinerseits keine weitere Zerlegung
von p bewirkt, sondern lediglich dieses Ideal p zu einem Primideal f-ten
Grades erweitert. Ist der Kérper K selbst der Zerlegungskorper oder der
Trigheitskorper, so ist nach diesem ersten Schritte die Zerlegung bereits ab-
geschlossen. Im anderen Falle 148t sich p fiir K noch in gleiche Faktoren spal-
ten, und zwar wird p zundchst im Verzweigungskorper die Potenz eines Prim-
ideals p,, wobei der Exponent in p* — 1 aufgeht und folglich nicht durch p
teilbar ist. Die Spaltung von p ist mit diesem zweiten Schritte notwendig dann
und nur dann abgeschlossen, wenn p im Grade der Trigheitsgruppe nicht auf-
geht und mithin der Kérper K selbst der Verzweigungskorper ist. In den nun
folgenden {iiberstrichenen Verzweigungskorpern schreitet die Spaltung ohne
Aussetzen fort, und zwar sind die beziiglichen Potenzexponenten Zahlen von
der Gestalt p°, %, . . ., wo keiner der Exponenten ¢, g, . . . den Grad f des Prim-
ideals P iiberschreitet.

Die Ubersicht iiber die entwickelten Resultate wird durch die folgende
Tabelle erleichtert, in deren Zeilen der Reihe nach die betreffenden Kérper, die

k, k, ‘ k, ‘ by k7 K
7, I Ty ry 5 1
M
m, = — My = — My, = — my = — mvzz_lg M
Tz T ry Ty s
s = = T = — -
f-n h_r,, P = p?_h_- pe=rs
7 = 5
p="p; P, =p2 pr = p2 7= 7 2
= Q" = B = Q7 =7

Grade der zugehérigen Gruppen, die Grade der Kérper, ihre Relativgrade in
bezug auf den néchst niederen Kérper, dann die Primideale der Kérper und
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ithre Darstellung als Potenzen von % sich angegeben finden. Der Korper K
ist dabei als ein dreimal iiberstrichener Verzweigungskorper angenommen.
Die sdmtlichen in der Tabelle vorkommenden Gradzahlen und Exponenten
haben fiir jedes in p aufgehende Primideal des Korpers K die gleichen Werte
wie fiir 8 und sind daher durch die Primzahl p allein véllig bestimmt.

11. Die Differenten und Diskriminanten des Galoisschen Korpers und
seiner Unterkorper.

§46. Die Differenten des Tragheitskorpers und der
Verzweigungskorper.

Eine reiche Quelle neuer Wahrheiten entspringt, wenn wir die soeben
gewonnenen Resultate mit denjenigen des Kapitels 5 in Zusammenhang
bringen. So folgt unter Benutzung des Satzes 41 leicht ein Satz, welcher die
wichtigste Eigenschaft des Tragheitskorpers aussagt; derselbe lautet:

Satz 76. Die Differente des zum Primideal 8 gehérigen Trigheitskorpers
ist nicht durch P teilbar. Der Trigheitskorper umfaft simtliche in K ent-
haltenen Unterkérper, deren Differenten nicht durch ‘B teilbar sind.

Betreffs der Differenten der Verzweigungskorper gelten folgende Satze:

Satz 77. Die Relativdifferente des Verzweigungskérpers in bezug auf
den Tragheitskorper ist durch R = p?~! und durch keine hohere Potenz
von ‘B teilbar.

Beweis. Nach Satz 41 ¢gilt ®, (K) = D, (K) d,(k,), wo D, (K), D, (K), b, (k,)
bez. die Relativdifferenten von K in bezug auf k,, von K in bezug auf k,
und von k, in bezug auf k, sind. Wenn = die Fundamentalform von K ist,
gilt also, daB der Inhalt der Form I7(5Z — ¢ &) gleich dem Inhalt der
Form [T (£ — v E) mal d,(k,) ist; dabei durchlauft in dem ersten Produkt ¢
alle Substitutionen der Tragheitsgruppe, in dem zweiten Produkt v alle Sub-
stitutionen der Verzweigungsgruppe. Samtliche Faktoren = — v .5 treten
auch unter den Faktoren 5 — ¢t 5 auf, die iibrigen sind nach der Definition
der Verzweigungsgruppe durch P aber durch keine hohere Potenz von B
teilbar. Aus

th—1)r,=r—r

v

folgt dann die Behauptung. In Zhnlicher Weise folgt die Tatsache:

Satz 78. Die Relativdifferente des einmal iiberstrichenen Verzweigungs-
kérpers k- in bezug auf den Verzweigungskorper %, enthélt genau die Potenz
R =1 — pL@°* D Die Relativdifferente des zweimal iiberstrichenen
Verzweigungskorpers % in bezug auf %; enthélt genau die Potenz
S’Bf(fg—r,,:) — pg(pf—l) usw.
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§47. Die Teiler der Diskriminante des Galoisschen Korpers.

Satz 79. Der Exponent der Potenz, zu welcher die rationale Primzahl p
in der Diskriminante D des Korpers K als Faktor vorkommt, ist

my{r, — 1, + L(r, — r5) + Lrg — r5) + - - ).

Beweis. Der Satz 41 lehrt in Verbindung mit den oben ausgesprochenen
Sitzen 76, 77 und 78, daB die Differente ® des Korpers K das Primideal
genau in der r, —r,+ L(r, — r;) + IT(rE — rz) -+ -+ --ten Potenz enthilt.
Hieraus folgt nach Satz 68 die Richtigkeit der Behauptung.

Im Falle, daBl keine iiberstrichenen Verzweigungskorper vorhanden sind,
kommt bereits das Glied mit L nicht mehr in Frage, und es folgt dann, dal
der Exponent der in D aufgehenden Potenz von p den Wert m;(r, — 1) be-
sitzt. Nach dem Obigen tritt dieser Fall sicher dann ein, wenn der Grad M
zu p prim ist. Man vergleiche die Bemerkungen am Schlufl des § 12.

Satz 80. Der Exponent der in der Diskriminante D aufgehenden Potenz
von der rationalen Primzahl p iiberschreitet nicht eine gewisse Grenze, die nur
vom Grade M des Galoisschen Kérpers K abhéngt.

Beweis. Alle Exponenten L, L, . . . fiir ein Primideal B liegen unter einer
durch M allein bestimmten Grenze. Um fiir L eine solche Grenze aufzufinden,
bezeichnen wir mitw eine durch p.-, aber nicht durch pZ teilbare ganze Zahl in
k; und wihlen ein System von p° Substitutionen v;, v,, . .., v,z der Verzwei-
gungsgruppe aus, welche durch Zusammensetzung mit ¢, diese Gruppe g,
erzeugen. Die Zahl & = v,0 -+ vy - -+ -|- v,7 @ bleibt dann bei allen Substi-
tutionen ¢, ungeéndert und gehort daher dem Kérper k, an. Andererseits ist
o = vo nach HLund folglich « = p® w nach PL. Wire nun L > er, + r,, so
miiite o = O nach p? p_, aber == 0 nach p® p P sein. Setzen wir daher p = pa,
wo a ein zu p primes Ideal des Zerlegungskérpers bedeutet, und bezeichnen
mit y eine durch a teilbare und zu p prime Zahl des Zerlegungskorpers, so ist
B = 2L eine ganze Zahl in %,; dieselbe wiire durch p, , aber nicht durch p. B

teilbar, und mithin wire p_ im Widerspruch mit Satz 75 ein Ideal des Kérpers £,.
Da man in Zhnlicher Weise auch fiir die iibrigen Exponenten L,... eine
obere Grenze findet, so kann hiernach auch der in Satz 79 angegebene Exponent
der in der Diskriminante D aufgehenden Potenz von p eine gewisse, nur vom
Grade M des Korpers K abhéngige Grenze nicht iiberschreiten.

Der Satz 80 ist besonders deshalb von Wichtigkeit, weil er die Moglichkeiten,
die sich hinsichtlich derin M aufgehenden Primzahlen p bieten, von vornherein
auf eine endliche Anzahl einschrankt. Rechnen wir alle diejenigen Kérper vom
Grade M, bei welchen die Zerlegung der in M aufgehenden Primzahlen fiir alle
obigen Anzahlen die nimlichen Werte liefert, zu einem Typus, so folgt, daB es fiir
einengegebenenGrad M nur eineendliche Anzahl von moglichenKérpertypen gibt.
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Als Beispiel fiir den Satz 80 diene der (im dritten Teil ausfiihrlich behandelte)
quadratische Korper, in dessen Diskriminante die ungeraden Primzahlen

hochstens einfach und die Primzahl 2 hochstens zur dritten Potenz aufgeht
(vgl. § 59 Satz 95).

12. Die Beziehungen der arithmetischen zu algebraischen Eigenschaften
des Galoisschen Kdorpers.

§48. Der relativ-Galoissche, der relativ-Abelsche
und der relativ-zyklische Kérper.

Ist die Gruppe G' der Substitutionen s;,...,s,, eines Galoisschen Kor-
pers K eine Abelsche Gruppe, d. h. sind die Substitutionen s,, . . ., s;, unter-
einander vertauschbar, so heifit der Galoissche Korper K ein Abelscher Korper.
Ist jene Substitutionsgruppe G' insbesondere eine zyklische, d. h. sind die M
Substitutionen s,, . .., s,, simtlich als Potenzen einer einzigen unter ihnen
darstellbar, so heift der Abelsche Korper K ein zyklischer Korper.

Wenn wir die ndmliche Betrachtung, welche in § 28 fiir die Idealklassen
angestellt worden ist, auf die Substitutionen der Gruppe eines Abelschen
Korpers anwenden, so ergibt sich der Satz, daBl jeder Abelsche Kérper aus
zyklischen Korpern zusammengesetzt werden kann. Die zyklischen Kérper
ihrerseits lassen sich ferner stets aus solchen besonderen zyklischen Kérpern
zusammensetzen, deren Grade Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind.

Die in Rede stehenden Begriffe lassen folgende Verallgemeinerung zu:

Es sei © die Wurzel einer Gleichung I-ten Grades:

O+ 0 @1y =0,

deren Koeffizienten oy, . . ., o; Zahlen eines Kérpers £ vom m-ten Grade sind.
Diese Gleichung /-ten Grades sei iiberdies im Rationalitatsbereiche % irreduzibel
und von der besonderen Eigenschaft, daB alle iibrigen [ —1 Wurzeln
@, ..., 0% derselben sich als ganze rationale Funktionen der Wurzel @
darstellen lassen, wobei die Koeffizienten dieser Funktionen Zahlen des
Korpers % sind. Unter dieser Voraussetzung heifit der aus @ und den Zahlen
von k gebildete Zahlkérper K vom M = Im-ten Grade ein relativ-Galoisscher
Korper in bezug auf %. Der Grad ! jener Gleichung ist der Relativgrad von K.
Wird etwa

0=25,0, @=045,0,... 6001=86

gesetzt, so heilt die Gruppe der Substitutionen §,, . . ., S, die Relativgruppe;
ist diese Gruppe eine Abelsche, so heillt der Korper K ein relativ- Abelscher
Kaorper in bezug auf %. Ist die Relativgruppe zyklisch, so heifit der Kérper K
relativ-zykliseh in bezug auf %.
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§49. Die algebraischen Eigenschaften des Tragheitskérpers und
der Verzweigungskérper. Die Darstellung der Zahlen des
Galoisschen Koérpers durch Wurzeln im Bereiche des
Zerlegungskorpers.

Mit Benutzung der eben definierten Begriffe lassen sich in sehr einfacher
Weise einige wichtige algebraische Eigenschaften des Zerlegungs- und des
Trigheitskorpers, sowie der Verzweigungskérper aussprechen, welche eine
unmittelbare Folge der oben bewiesenen Eigenschaften ihrer Gruppen sind.
Es ergeben sich folgende Tatsachen:

Satz 81. Der Trigheitskorper %, ist relativ zyklisch vom Relativgrade f in
bezug auf den Zerlegungskérper k,. Der Verzweigungskérper £, ist relativ zyk-
lisch vom Relativgrade 4 in bezug auf den Tréigheitskorper k,. Der einmal iiber-
strichene Verzweigungskorper &; ist ein relativ Abelscher vom Relativgrade p7
in bezug auf den Verzweigungskorper k,; der Kérper k- ist ein relativ Abelscher
vom Relativgrade p* in bezug auf k; usf. Die Abelschen Relativgruppen der
Kéorper k;, k5, . . . enthalten lediglich Substitutionen vom p-ten Grade.

Nach diesem Satze 81 geschieht also die Spaltung in gleiche Faktoren stets
mittels einer Kette Abelscher Gleichungen, und dieses Resultat driickt eine
neue iiberraschende Eigenschaft des Zerlegungskérpers aus:

Satz 82. Der Zerlegungskorper eines jeden Primideals in K bestimmi einen
Rationalititsbereich, in welchem die Zahlen des urspriinglichen Galoisschen Kor-
pers K lediglich durch Wurzelausdriicke darstellbar sind.

Dieser Satz 82 riickt zugleich die Bedeutung der Theorie der durch Wurzel-
ziehen losbaren Gleichungen in helles Licht; denn er zeigt, daB bei dem ProzeB
der Zerlegung der Zahlen in Primideale die wichtigsten und schwierigsten
Vorgiinge sich gerade in solchen Relativkorpern abspielen, deren Zahlen in
einem gewissen Rationalititsbereiche durch Wurzelausdriicke darstellbar sind.

§50. Die Dichtigkeit der Primideale ersten Grades und der
Zusammenhang dieser Dichtigkeit mit den algebraischen
Eigenschaften eines Zahlkérpers.

Es ist eine merkwiirdige Tatsache, daB die Hiufigkeit gewisser Primideale
ersten Grades in einem Zahlkorper Schliisse auf die algebraische Natur des-
selben zulifit [KRONECKER (I14)].

Es sei £ ein beliebiger Zahlkorper m-ten Grades, und es bedeute allgemein
p; eine rationale Primzahl, in der genau ¢ voneinander verschiedene Primideale
ersten Grades aufgehen. Wenn dann der Limes

>
WP
s=1 log <_1_>

s—1
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existiert, wo die im Zihler stehende Summe iiber alle Primzahlen p; zu er-
strecken ist, so sagen wir: die Primzahlen von der Art p; besitzen eine Dichtig-
keit; hat jener Limes den Wert 4;, so heile 4, die Dichtigkeit der Primzahlen
von der Art p;. KroNECKER macht bei seinen Untersuchungen die unausge-
sprochene Annahme, daf§ die Primzahlen von simtlichen m Arten p,, ..., p,,
Dichtigkeiten besitzen. Fiir den Fall, daf die Gruppe der zur Bestimmung
des Korpers £ dienenden Gleichungen die symmetrische ist, 146t sich be-
reits aus den Bemerkungen KroNECKERS die Existenz der Dichtigkeiten
44, ..., 4,, entnehmen; fiir einen beliebigen Korper k hat FroBENIUS die
Existenz dieser Dichtigkeiten bewiesen und zugleich ihre Werte bestimmt;
sie sind rationale Zahlen, die in einfacher Weise von der Gruppe der den
Korper & bestimmenden Gleichungen abhéngen [FroBeNIUS (1)]. Es gelingt
leicht der Nachweis des folgenden Satzes:

Satz 83. Wenn in einem beliebigen Korper m-ten Grades von den Prim-
zahlen der m Arten p,, ..., p, irgend m — 1 Arten Dichtigkeiten besitzen,
so besitzt auch die iibrigbleibende Art eine Dichtigkeit, und die m Dichtigkeiten
A4, ..., 4, erfiillen die Relation:

4,424+ +md, =1,
Beweis: Wenn man die zweite der drei in § 27 angegebenen Darstellungen
der Funktionen {(s) benutzt und den Logarithmus bildet, so ergibt sich

1
log £ (s) —:«Zn—(p—); + 8,
(p)

=32 T 3

wo die Summen iiber samthche Prlmldeale p des Korpers zu erstrecken sind.
Bezeichnen wir nun die Primideale ersten Grades allgemein mit p,, so wird

offenbar
S 2 Y Y (19)
(1)

(v2) (om)
wo links iiber alle anldeale p; und rechts beziiglich tiber alle rationalen
Primzahlen p,, p,, . . ., p,, Zu summieren ist.

Wir beriicksichtigen andererseits, daB fiir alle Primideale p von hoherem
als dem ersten Grade n(p) = p? ist, und daB eine beliebige Primzahl p hoch-
stens m Primideale enthélt; dadurch ergibt sich:

D~ iy = < m Y e

() (p1) (») (R
wo die letzte Summe fiber alle ganzen rationalen Zahlen k>>1 zu erstrecken
ist. Desgleichen findet man:

1 1
S<m{v2+2h3 '}Zm%’W_T:m.

(B) ()
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Aus diesen Ungleichungen folgt, daB log £ (s) ~2—-—1~; sich fiir s =1 einer
o0 n (P
endlichen Grenze nihert. Nach Satz56 hat auch der Ausdruck log ¢ (s) — log . _1 i

fiir s =1 einen endlichen Grenzwert, und daher gilt das Némliche auch von

dem Ausdruck
Sl L
= (L) s—1°
d. h. es ist
Z 1
I (o) n () _
s=1 log 11

woraus unter Benutzung der Formel (19) die Behauptung folgt.

Fiir einen Galoisschen Koérper K vom M-ten Grade ist 4, = 0,
Ay, =0,...,4,_,=0, und daher folgt aus Satz 83:

Satz 84. In einem Galoisschen Kérper M-ten Grades besitzen die in

lauter Primideale ersten Grades zerfallenden Primzahlen p,, eine Dichtigkeit,
und diese Dichtigkeit ist 4, = 4.

Ist %k ein beliebiger Kérper und K derjenige Galoissche Korper M-ten
Grades, welcher aus &k und den zu £ konjugierten Kérpern £, . . ., k"1 zu-
sammengesetzt ist, so stimmen, wie man leicht erkennt, die Primzahlen p,,

in k¥ mit den Primzahlen p, in K iiberein, und daher besitzen die Prim-
zahlen p,, in k eine Dichtigkeit, und diese ist gleich 1 , d. h. gleich dem

reziproken Wert des Grades M seiner Galoisschen Resolvente [KrRoNECKER (14)].

13. Die Zusammensetzung der Zahlkorper.

§51. Der aus einem Korper und dessen konjugierten Kdorpern
zusammengesetzte Galoissche Korper.

Satz 85. Wird aus den beiden Korpern £, und £, ein Korper K zusammen-
gesetzt, so enthilt die Diskriminante des zusammengesetzten Kérpers K alle
und nur diejenigen rationalen Primzahlen als Faktoren, welche in der Diskrimi-
nante von k, oder in derjenigen von %, oder in beiden aufgehen.

Der erste Teil dieses Satzes folgt unmittelbar aus Satz 39; der zweite
Teil ergibt sich mit Hilfe von Satz 41 wie folgt:

Selen 2, ..., 2, bez. 0y, . .., w, eine Basis von K bez. k,, dann 148t
sich w; in der Form

W= ;4 )+ -+ a5 2y (t=1,...,m)

mit ganzen rationalen @, ..., @, darstellen. Sind ferner 2, ..., Q) die
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beziiglich k, relativkonjugierten Zahlen zu £,, ..., £, so sind die Zahlen
o = 0y O+ g O
gewisse konjugierte zu w,, und hieraus folgt, dall die Elemente
(Q,— 9P, ..., Q2,—2Y

von K in gewissen Elementen von £k, aufgehen. Nach der Definition der Re-
lativdifferente und Satz 38 folgt hieraus die Behauptung.

Eine unmittelbare Folge des Satzes 85 ist die weitere Tatsache:

Satz 86. Wenn man aus dem Korper £ vom m-ten Grade und den simt-
lichen zu ihm konjugierten Kérpern &', . . ., ™1 einen Galoisschen Kérper K
zusammensetzt, so enthélt die Diskriminante dieses Korpers K alle und nur
diejenigen rationalen Primzahlen, welche in der Diskriminante des Kérpers &
aufgehen.

§52.Die Zusammensetzung zweier Kérper, deren Diskriminanten
zueinander prim sind.

Ein besonderes Interesse beansprucht der Fall, dafl die Diskriminanten der
zusammensetzenden Korper zueinander prim sind. Der wichtigste und frucht-
barste Satz iiber diesen Fall ist der folgende:

Satz 87. Zwei Korper %, und £k, beziiglich von den Graden m,; und m,,
deren Diskriminanten zueinander prim sind, ergeben durch Zusammensetzung
stets einen Kérper vom Grade ., ms,.

Beweis. Der aus %, und den sémtlichen zu £, konjugierten Korpern zu-
sammengesetzte Galoissche Koérper werde mit K, bezeichnet; die Diskrimi-
nante von K, ist nach Satz 86 prim zu der Diskriminante von £,. Es sei 9
eine den Korper k; bestimmende Zahl; dieselbe geniigt einer irreduziblen
Gleichung m,-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffizienten.

Wére nun der aus £, und £, zusammengesetzte Korper von niederem als dem
(mym,)-ten Grade, so miiite diese Gleichung im Rationalitdtsbereich %, redu-
zibel werden, d. h. die Zahl ¢ wiirde dann einer Gleichung von der Gestalt

I b og 0oy =0

geniigen, deren Grad r < m, ist, und deren Koeffizienten o, ..., «, Zahlen
in £, sind. Der aus diesen Koeffizienten oy, . . ., &, zusammengesetzte Zahlkorper
werde £ genannt. Da «,, . . ., a, sich durch die » Wurzeln der obigen Gleichung
rational ausdriicken lassen, so ist & ein Unterkorper von K, und da £ auch
zugleich ein Unterkdrper von £, ist, so miiite die Diskriminante von % nach
Satz 39 sowohl in der Diskriminante von %, als auch in derjenigen von £, als
Faktor enthalten sein; hieraus wiirde fiir die Diskriminante dieses Korpers &
der Wert 1 folgen, und dieser Umstand widerspricht dem Satze 44.

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I, 10
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Wir heben noch folgende Tatsachen hervor, deren Richtigkeit nunmehr
leicht erkannt wird:

Satz 88. Wenn %, k, zwei Korper beziiglich von den Graden m,, m, und
mit den zueinander primen Diskriminanten d;, d, sind, so ist die Diskriminante
des zusammengesetzten Korpers K gleich dj*dy*. Die m,m, Zahlen einer
Basis des Korpers K erhilt man, wenn man jede der m; Basiszahlen des Kor-
pers k, mit jeder der m, Basiszahlen des Kérpers &, multipliziert. Ist p eine
rationale Primzahl, welche in k; die Zerlegung p = p3 ... py und in %, die
Zerlegung p = qy . . . g, erfahrt, wo p,, ..., p, und qy, . . ., g, voneinander ver-
schiedene Primideale bez. in den Kérpern £, und %, bedeuten, so gilt in K die
Zerlegung p = ]]S";, wo das Produkt ither 7 = 1,...,rundl=1,...,szu

erstrecken ist und G, dasjenige Ideal in K bedeutet, welches als der grofte
gemeinsame Teiler der beiden Ideale p; und g, definiert ist. Die Ideale ;,
sind nicht notwendig Primideale in K.

Werden zwei Korper k;, k, mit beliebigen Diskriminanten zugrunde ge-
legt, so ist die Beantwortung der entsprechenden Fragen nur unter beschrin-
kenden Annahmen iiber die Natur der zu zerlegenden Primzahlen einfach
[HexsEeL (3)].

Die bisher in Kapitel 10 — 13 dargelegten Resultate scheinen mir die wich-
tigsten Grundziige einer Theorie der Ideale und Diskriminanten des Galois-
schen Koérpers zu enthalten. Die befolgten Methoden gestatten noch nach
mannigfachen Richtungen eine allgemeinere Ausfithrung; inshesondere gilt
eine Reihe der in §§ 39 — 44 bewiesenen Sitze ohne wesentliche Anderung fiir
relativ Glaloissche Kérper [DEDEKIND (8)].

14. Die Primideale ersten Grades und der Klassenbegriff.

§53. Die Erzeugung der Idealklassen durch Primideale ersten
Grades.

Es ist von hohem Interesse, daB die in Kapitel 10 — 12 entwickelten Prin-
zipien auch iiber die Frage der Erzeugung und Natur der Idealklassen eines
Zahlkérpers neues Licht verbreiten. In diesem und in dem folgenden Kapitel
werden die wichtigsten auf diese Frage beziiglichen allgemeinen Sétze dar-
gelegt. Der erste Satz betrifft die Erzeugung der Idealklassen eines beliebigen
Galoisschen Zahlkérpers durch Primideale ersten Grades und lautet:

Satz 89. In jeder Idealklasse eines Galoisschen Korpers gibt es Ideale,
deren Primfaktoren simtlich Ideale ersten Grades sind.

Wir beweisen zunéchst den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 12. Wenn K ein Galoisscher Kérper vom M-ten Grade mit der
Diskriminante D ist, und P ein in DM ! nicht aufgehendes Primideal von einem
Grade f > 1 in diesem Korper bedeutet, so gibt es stets eine zu DM! prime
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ganze Zahl 2 in K, welche durch %, aber nicht durch B2 teilbar ist, und deren
iibrige Primfaktoren sdmtlich von niederem als dem f-ten Grade sind.
Beweis. Es sei P eine ganze Zahl des Korpers K von der Art, daf jede

andere ganze Zahl £ einer ganzzahligen Funktion von P nach P2 kongruent
wird. Nach Satz 29 existiert eine solche Zahl P stets. Wir bezeichnen ferner
die zu *8 konjugierten und von  verschiedenen Primideale mit R’, B, . .., L
und bestimmen dann eine ganze Zahl A in K, welche den Kongruenzen

A=P, (8%

A=0, (PP .. PBem)

A=1, (M)
geniigt. Ist 2z eine solche Substitution der zu P gehérigen Zerlegungsgruppe,
fiir welche z P = P? nach P wird, so sind offenbar die f — 1 Differenzen
A—zA, A=22A,..., A —2Z YA zu P prim. Ist ferner s eine nicht zur
Zerlegungsgruppe gehorige Substitution, so wird s A durch P teilbar, und folg-
lich ist die Differenz A — s A zu B prim. Die Differente von A ist mithin zu P
prim, und daher folgt nach der Bemerkung auf S. 71, da8 A eine den Kérper K
bestimmende Zahl darstellt. Mit Riicksicht auf Satz 31 ist K der Trigheits-
kérper von B, und daher geniigt A einer Gleichung von der Gestalt:

AT ag Ao =0,

WO oy, . .., o, Zahlen im Zerlegungskérper k& des Primideals 9 bedeuten. Die
iibrigen Unterkérper des Kérpers K vom nimlichen Grade M bezeichnen wir

f

mit k', ", .. .; es geniigt A dann auch den Gleichungen

A F o A g =0,
Aol AP fee o =0,

WO oy, ..., oy Zahlen in &', &, ..., o Zahlen in % usf. sind. Nunmehr be-
stimme man f ganze rationale Zahlen ay, . . ., a; so, daB

G =0y, .., O = Ay, (‘B)
wird; dies ist moglich, weil nach Satz 70 das Ideal %8 in £ vom ersten Grade ist.
Sodann seien by, ..., b solche f ganze rationale Zahlen, welche den Kon-
gruenzen

M\b=ay,..., M'b,=aq,, (p)

geniigen, und fiir welche iiberdies keine der zum Index 1 gehérigen Verbin-
dungen
Br=M'b; — oy, By=Mb —a,.

verschwindet. Wir setzen ferner

B=A+ M! (b A1 £ byAF2 4.1 b).
10%*
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Endlich bezeichnen wir die simtlichen von p verschiedenen und in der
Diskriminante 4 von A oder in den Normen der Zahlen f3;, £, . . . aufgehenden
rationalen Primzahlen, soweit sie grofer als M sind, mit ¢, . . ., ¢,. Ist ¢; eine
beliebige unter diesen, so muf, da sie in K hochstens M Primfaktoren enthalten
kann, mindestens eine der ¢,(> M) Zahlen, B,B+ 1,B+2,...,B+ ¢, — 1
zu ¢; prim sein; es sei etwa B - ¢, prim zu ¢;. Bestimmt man dann eine
ganze rationale Zahl ¢, welche den ! Kongruenzen M!pc¢ = ¢; nach g, fiir
1=1,2,...,1 geniigt, so ist

Q=B+ M!pc
eine Zahl von der Eigenschaft, wie sie unser Hilfssatz 12 verlangt.

In der Tat: wegen der Kongruenz A = 1 nach M! ist die Zahl 2 prim zu
allen denjenigen rationalen Primzahlen, welche =< M sind; und andererseits
ist Q auf Grund der Bestimmungsweise der Zahl ¢ prim zu allen denjenigen in 4
enthaltenen rationalen Primzahlen, welche groBer als M sind. Die Zahl Qist da-
her prim zu den von p verschiedenen, in 4 aufgehenden rationalen Primzahlen.

Ferner ist Q teilbar durch 9P, aber nicht durch §’, B, ..., B, da
M!b; = a,== 0 nach p wird. Die Zahl Q ist in der Gestalt

Q=N +m Aot my,
darstellbar, wo my, . .., m; ganze rationale Zahlen bedeuten. Da A = P nach
B2 ist und P keiner ganzzahligen Kongruenz von niederem als dem (2f)-ten
Grade nach B2 geniigen kann, so folgt, da £2 nicht durch *BZ teilbar ist.

Wire ferner 2 durch ein Primideal £ vom Grade f' > f teilbar, und seien
1, 2, Z2,...,2'7~1 die f'Substitutionen der Zerlegungsgruppe von £, durch
welche diese aus der Trigheitsgruppe erzeugt wird, so miiiten die f Kon-
gruenzen

Af+m1 Af_l—l—"‘+mf—:—0’ (Q)
(ZAY 4 my (AL 4o fm,=0, (L)

bestehen ; diese wiirden zur Folge haben, dal die Diskriminante 4 der Zahl A
durch & teilbar ist, was nach dem Obigen nicht zutrifft.

Es sei endlich © durch ein Primideal £, vom Grade f teilbar; dann miite
einer der Korper &, &', k', . . . Zerlegungskorper von £, sein; es sei dies etwa
der Kérper #. Unter dieser Annahme setze man £ in die Gestalt

Q=0 (N+ AT+ fa) =fALL B,
wo f;, ..., f; Zahlen in &’ bedeuten. Sind 1, 7, 2%, .. ., 211 die f fiir O zur
Erzeugung seiner Zerlegungsgruppe aus seiner Trigheitsgruppe dienenden

Substitutionen, so folgt
BLAL 4. =0, ()
P AT+ 8;=0, (2)
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und diese Kongruenzen wiirden zur Folge haben, dal entweder 4 oder f;
durch & teilbar ist, womit die obigen Festsetzungen im Widerspruch stehen.

Wenn wir beriicksichtigen, daf in jeder Klasse ein Ideal gefunden werden
kann, welches zu D M prim ist, so folgt aus dem somit bewiesenen Hilfssatz 12,
wie man leicht sieht, der Satz 89. Derselbe ist fiir den Fall des Kreiskérpers
bereits von KuMMER bewiesen worden [KummERr (6)].

15. Der relativ-zyklische Korper vom Primzahlgrade.

§54. Die symbolische Potenz. Der Satz von den Zahlen mit der
Relativnorm 1.

Es soll jetzt iiber relativ Abelsche Kérper eine Reihe fundamentaler Sitze
abgeleitet werden. Um' dieselben leichter aussprechen und beweisen zu konnen,
schicken wir einige Bezeichnungen und Festsetzungen voraus.

Es sei K ein Zahlkorper vom Grade Im; derselbe sei relativ-zyklisch in
bezug auf den Kérper & vom m-ten Grade; der Relativgrad [ sei eine Primzahl.
Die Substitutionen der zyklischen Relativgruppe seien 1, S, S2,..., 8" L.
Endlich definieren wir den Begriff der symbolischen Potenz einer Zahl A des
Korpers K, wie folgt: wenn A eine beliebige ganze oder gebrochene Zahl in K
ist und @, a,, ..., a_; irgendwelche ganze rationale Zahlen bedeuten, so
mége der Ausdruck

Az (S A)al (SZ A)ag . (Sl—l A)a,__l

zur Abkiirzung mit
Ast+arS+as 82+ ta_ 81— AF(S)

bezeichnet werden, wo F(8) die auf der linken Seite im Exponenten von A
stehende ganzzahlige Funktion von S bedeutet. Die symbolische F (S)-te Potenz
von A stellt hiernach stets wiederum eine ganze oder gebrochene Zahl des
Kérpers K dar. Diese symbolische Potenzierung kann als Verallgemeinerung
einer Bezeichnungsweise angesehen werden, welche KrRoNuckER im Falle des
Kreiskérpers eingefithrt hat [KroneckER (I)].

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Eigenschaften des relativ-
zyklischen Korpers K :

Satz 90. Jede ganze oder gebrochene Zahl A in K, deren Relativnorm
in bezug auf % gleich 1 ist, wird die symbolische (1 — S)-te Potenz einer ge-
wissen ganzen Zahl B des Korpers K.

Beweis. Essei z eine Verénderliche und & eine den Kérper K bestimmende
Zahl; dann setze man:

_ *+0 , _ -8
Am*ﬁsf@A* (z 4+ OPSA
und
B, =14 Al AL+S 1 ALSHS® ..\ . AL+S+S - 482
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Beriicksichtigt man, daB nach Voraussetzung A5t "+ =1 ist und
folglich auch ALF$* "+ =1 wird, so ergibt sich Bl~S = A,. Da B, eine
rationale Funktion von z ist, welche, wie leicht ersichtlich, nicht identisch fiir
alle z verschwindet, so kann man eine ganze rationale Zahl z = g so wihlen,

daB B, eine von 0 verschiedene Zahl in K wird. Die Zahl B* = a i" 5 geniigt
dann der Gleichung A = B** 5. Setzen wir B* = %_ , Wo B eine ganze alge-
braische Zahl in K und b eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ist auch
A =B5

§55. Das System von relativen Grundeinheiten und der
Nachweis ihrer Existenz.

Ein zweiter wichtiger Satz iiber den Korper K betrifft eine Eigenschaft
der Einheiten in K. Kommen unter den m konjugierten Kérpern, welche durch
k bestimmt sind, 7, reelle Kérper und r, Paare konjugiert imaginérer Kérper
vor, so ist nach Satz 47 die Zahl der Grundeinheiten in % gleichr = r; + 7, — 1.
Wir definieren nun den Begriff eines Systems von relativen Grundeinheiten des
Koérpers K beziiglich £. Unter einem solchen System verstehen wir ein System
von r - 1 Hinheiten H,, ..., H, ; im Kérper K von der Eigenschaft, da8
eine Einheit von der Gestalt H'®). .. HE:'®[¢] nur dann die symbolische
(1 — S)-te Potenz einer Einheit in K werden kann, wenn die ganzen alge-
braischen Zahlen F,((), ..., F, () simtlich durch 1 —  teilbar sind. Dabei
bedeuten F,(S), . . ., F,,;(S) ganzzahlige Funktionen von §; [¢] bedeutet eine
beliebige Kinheit des Koérpers k& oder eine solche Hinheit des Kérpers K,
deren [-te Potenz eine Einheit in £ ist; £ endlich bedeutet eine von 1 verschie-
dene [-te Einheitswurzel.

Satz 91. Wenn der Relativgrad [ des relativ-zyklischen Korpers K in
bezug auf den Korper £ eine ungerade Primzahl ist, so existiert in K stets ein
System von r + 1 relativen Grundeinheiten, wobei 7 fiir k die Bedeutung wie
in Satz 47 hat. '

Beweis. Wegen ! & 2 kommen unter den /s durch K bestimmten kon-
jugierten Korpern Ir,, reelle Kérper und /7, imaginire Paare von Kérpern vor.
Essei ¢y, . . ., ¢ ein System von r = 7, 4 7, — 1 Grundeinheiten des Korpers .
Man wéhle unter den Einheiten in K eine solche Einheit E, aus, dal E;, ¢,
..., & ein System von unabhingigen Einheiten bilden; dann miissen auch
die 4+ [ — 1 Einheiten E;, ES, .. ., Ef"z, €1y - - -, & €in System unabhéngiger
Einheiten sein.

Zum Beweise hierfiir machen wir die gegenteilige Annahme und denken
uns F¥®) = ¢* wo F(S) eine nicht identisch verschwindende ganzzahlige
Funktion vom (I — 2)-ten Grade in S und &* eine Einheit des Kérpers £ be-
deutet. Da die Funktion 1+ S+ ...+ 8! irreduzibel ist, (vgl. die Be-
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merkung am Schlufl des § 91), so lassen sich zwei ganzzahlige Funktionen @,
G, von S und eine von 0 verschiedene ganze rationale Zahl g derart bestimmen,
da8
FG,+(14+8S+.--+8V)G,=a
wird. Hieraus folgt unter Beriicksichtigung von
EL+S+-oe +871 — gk

die Gleichung E{ = ¢*** welche unserer Annahme zuwider liuft; dabei be-
deuten ¢** und ¢*** Einheiten in £.

Nunmehr wihle man eine Einheit E, so, daB E,, E;, ES, ..., £,
€,..., & ein System unabhingiger Einheiten bilden, und beweise dann
in dhnlicher Weise, wie vorher, dal auch die Einheiten E,,E5,..., 5,
E,, E5, ..., Ef”z, &, ..., & unabhingige Einheiten sind. So fortfahrend,
gelangen wir zu 7, + 7, = r - 1 Einheiten Ey, .. ., E,,, von der Beschaffen-
heit, daf} die Einheiten

o, ES, .., B9 e, ..., 8, (i=1,2,...,r11)

ein System von unabhéngigen Einheiten bilden. Die Zahl dieser Einheiten
betrigt
r+1D)(0—1)+r=1Ir, +1r,— 1.
Es sei nun [™ eine so hohe Potenz von I, daB ein Ausdruck
B L RO 6], (20

in welchem Fy(S),...,F, ,(S) beliebige ganzzahlige Funktionen vom
(I — 2)-ten Grade in S bedeuten und [¢] die auf S. 150 erklirte Bedeutung
hat, nicht anders eine I™-te Potenz einer Einheit in K werden kann, als wenn
alle Koeffizienten der r -- 1 Funktionen F(8), ..., F, ,(S) durch I teilbar
sind. Dal} es eine solche Potenz I™ stets geben muB, folgt, wenn man die
Iry 4 lr, — 1 nach Satz 47 existierenden Grundeinheiten des Kérpers K zu
Hilfe zieht. :

Wir beriicksichtigen ferner die Identitét

(1—=8)=1-8+16(S),

in der ¢ eine ganzzahlige Funktion bedeutet; da hiernach die (1 — S)'™-te
symbolische Potenz einer Zahl in K zugleich auch eine [™-te wirkliche Potenz
ist, so folgt, daB der Ausdruck (20) nicht anders die (1 — S)'™-te symbolische
Potenz einer Einheit werden kann, als wenn die ganzen algebraischen Zahlen
F,¢), ..., F, () simtlich durch 1 —  teilbar sind.

Es sei nun e, die groBte ganze rationale Zahl = 0 von der Art, daB ein
Ausdruck von der Gestalt (20) eine (1 — S)**-te symbolische Potenz einer Ein-
heit ist, ohne daB simtliche Zahlen F,((), ..., F, () durch 1 —( teilbar

sind; wir nehmen an, es sei ein solcher Ausdruck:
RO BB [¢] = R0,
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wo Fy(S),...,F,,(S) gewisse ganze rationale Funktionen von § sind und
etwa F,({) nicht durch 1 — ¢ teilbar sein mége; [£] hat die frithere Bedeutung,
und H; ist eine gewisse Einheit des Korpers K. Des weiteren nehmen wir an,
es sel e, die grofBite ganze Zahl = 0 von der Beschaffenheit, daB ein entsprechend
aus den Einheiten E,,..., E,, gebildeter Ausdruck existiert, der die
(1 — S)*-te symbolische Potenz einer Einheit in K wird ; es sei etwa ein solcher

Ausdruck:

E-g'z(S) L. Ef':-{l(S) [8] — HZ(I-S)"z’
wo Fy(S), ..., F,.((S) wiederum gewisse ganze rationale Funktionen

von S sind und etwa F,(l) nicht durch 1 — ¢ teilbar sein moge; H,
bedeutet eine Einheit in K. So fortfahrend, gelangen wir zu r - 1 Einheiten
Hys Hgs - oo H,,1; dieselben bilden ein System von relativen Grundeinheiten
des Korpers K.

Um dies zu zeigen, nehmen wir im Gegenteil an, es gibe r - 1 ganze ratio-

nale Funktionen @,(S), ..., G, ,(8) derart, daB

H(l;l(S) .. Hf;:tl(s) [8] — ZI—S
wird, wo Z eine Einheit in K bedeutet; es sei ferner unter den Zahlen

G1(C), ..., G, 1 () etwa G, (C) die erste nicht durch 1 — ¢ teilbare Zahl: dann
wire offenbar auch der Teil

HPO HE L 1o [e]

des letzten Produkts die (1 — S)-te symbolische Potenz einer Einheit des
Kérpers K. Da aber in der Reihe der Zahlen ey, e,, . . ., e, keine folgende
grofBer ist als die vorhergehende, so stoBen wir, wenn wir den letzten Ausdruck
in die (1 — 8)*-te Potenz erheben und dann wieder die Einheiten E,»-.
einfithren, auf einen Widerspruch mit unseren Festsetzungen.

Der eben bewiesene Satz 91 gilt, wie leicht ersichtlich, auch fiir 7 = 2,
wenn in diesem Falle noch der Umstand hinzukommt, daB unter den durch K
bestimmten 2m einander konjugierten Kérpern doppelt so viel reelle Kérper
als unter den durch % bestimmten m konjugierten Kérpern vorhanden sind.

) EH—I

§56. Die Existenz einer Einheit in K, welche die Relativnorm 1
besitzt und doch nicht dem Quotienten zweier
relativ-konjugierten Einheiten gleich wird.

Satz 92. Falls der Relativgrad I des relativ-zyklischen Koérpers K in bezug
auf den Kérper & eine ungerade Primzahl ist, gibt es in K stets eine Einheit H,
deren Relativnorm in bezug auf % gleich 1 ausfallt, und welche doch nicht die
symbolische (1 — S)-te Potenz von einer Einheit des Korpers K ist.

Beweis. Wir nehmen zuniichst an, daB der Kérper % nicht die I-te Ein-
heitswurzel { enthilt. Es seien #,...,7,,, irgend r + 1 Einheiten in k;
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dann folgt, daB} es stets r - 1 ganze rationale Zahlen ay, . . ., a, , gibt, welche
nicht sémtlich durch [ teilbar sind, und fiir welche #{* . .. %} = 1 wird. In

der Tat, wiren in einer Gleichung von der letzteren Gestalt die Exponenten
31 Or+1

@y, ..., @, samtlich durch [ teilbar, so miifite w. .. 77;?; eine I-te Einheits-
wurzel und demnach infolge der Voraussetzung =1 sein; hieraus ergibt
sich durch Wiederholung des Verfahrens das Gesagte. Nehmen wir nun
s+« -5 Ny4q gleich den Relativnormen von Hy, ..., H, 4, wo Hy, ..., H,
ein System von relativen Grundeinheiten in K sind, und setzen dann
H=H%...H"", so folgt N,(H) = H'*S+8+ -+ — 1 und daher nach
dem Satz 90: H =4'"5; da Hy,..., H,,, relative Grundeinheiten sind, so
ist die Zahl 4 keine Einheit.

Um den Satz 92 allgemein zu beweisen, werde angenommen, dafl % die
primitive [*-te Einheitswurzel {’, aber nicht die primitive {*+!-te Einheits-
wurzel enthielte. Durch ein #hnliches Verfahren, wie das oben angewandte,
wird erkannt, dal, wenn #,, . . ., 7,,, irgendwelche 4 2 Kinheiten in & sind,
stets eine ganze rationale Zahl @ und ferner r - 2 ganze rationale, nicht sémt-
lich durch [ teilbare Zahlen a,, . . ., @, , von der Art gefunden werden kénnen,

daB

:l
Tltlh s %22 = o
lsl].

Andererseits bedenke man, dafl die Relativnorm
N, () = rt85+84+ - +8-1

wird und daher nach Satz 90 { eine (1 — S)-te symbolische Potenz werden
muB. Gabe es nun keine Einheit E in K, so daB ¢ = E'~% ist, so wére bereits ¢
eine Zahl von der gewiinschten Beschaffenheit. Im anderen Falle folgt
E/0-9 =1, d. h. E' = SE’, und daher stellt E’ eine Einheit ¢ in % dar, wihrend

E selbst gewill nicht in % liegt. Wegen E = i/; ergibt sich N, (F) =FE'=-e.

Es sei Hy,...,H,,,; ein System von relativen Grundeinheiten in K; wir
setzen nun:

7]1 = Nk(Hl)’ M ,’]r+1 = Nk (Hr+1)’ nr+2 = Nk(E) = El’

H=Hu ... HorgpEose 0 = Ha | Hora[e],
WO @, @y, . . ., 4,5 die vorhin bestimmten Zahlen sind und [¢] die I-te Wurzel
aus einer Einheit des Kérpers & bedeutet; dann wird N,(H) = 1. Die Zahlen
ay, - - ., @, konnen nicht simtlich durch I teilbar sein. Denn aus

< a are1 )‘
7 I Earie f'-a) —
/FII /R E '+2C e —1
wiirde dann

g_{ Qr+1

1711 ‘e nrfl Ear+e C’—a — Cb
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folgen, wo b eine ganze rationale Zahl bedeutet. Da @, , bei unserer Annahme
nicht auch durch 7 teilbar sein darf, so wiirde aus der letzten Gleichung folgen,
daB E in £ liegt, was nicht zutrifft. Die Einheit H erfiillt daher alle Bedingungen
des Satzes 92.

Die Sitze 90, 91 und 92 sind zum Teil und in anderer Form bereits von
Kumuer fiir den Fall bewiesen worden, dafl der Unterkdrper & der durch ¢
bestimmte Kreiskorper (I — 1)-ten Grades ist [Kuvmmer (14, 20, 21)].

§57. Die ambigen Ideale und die Relativdifferente des
relativ-zyklischen Korpers K.

Wenn ein Ideal 9 des relativ-zyklischen Korpers K bei Anwendung der
Substitution S ungedndert bleibt und iiberdies keinen Faktor enthilt, welcher
ein Ideal in £ ist, so heiBt 9 ein ambiges Ideal. Insbesondere heift ein Primideal
des Korpers K, wenn dasselbe bei Anwendung der Substitution S ungeéindert
bleibt und nicht zugleich im Kérper £ liegt, ein ambiges Primideal.

Satz 93. Die Relativdifferente des relativ-zyklischen Kérpers K in bezug
auf k enthilt alle und nur diejenigen Primideale 3, welche ambig sind.

Beweis. Ist P ein ambiges Ideal, so wird seine Relativnorm N, () = .
Da nicht eine niedere Potenz von P in % liegen kann, so ist ®¢ = p ein Prim-
ideal in k. Umgekehrt, wenn ein Primideal p in % gleich der I-ten Potenz eines
Ideals B in K wird, so ist B ein ambiges Primideal.

Wir unterscheiden nun dreierlei Arten von Primidealen p des Kérpers £:
erstens solche, die der [-ten Potenz eines Primideals % in K gleich sind ; zweitens
solche, die in / voneinander verschiedene Primideale %8, . . ., B, des Kérpers K
zerfallen, und drittens solche, die auch in K Primideale sind.

Liegt der erste Fall vor, so setzen wir die Norm N (B) = p7; hieraus folgt
N(p) = N(®") = p", und mithin ist die Norm n(p) des Primideals p im
Kérper k ebenfalls gleich p’. Die Gleichheit der Normen N () und = (p) 148t
die Tatsache erkennen, daB} eine jede ganze Zahl des Korpers K einer gewissen
ganzen Zahl des Korpers £ nach B kongruent ist; aus diesem Umstande er-
kennt man leicht, daB die Relativdifferente von K in bezug auf k£ notwendig
durch B teilbar ist.

Im zweiten Falle 140t sich in K stets eine ganze Zahl A finden, welche nicht
durch B;, wohl aber durch alle iibrigen [ — 1 Primideale B,,...,%%;_;,
Bis1s -« -» B, teilbar ist, und aus diesem Umstande folgt, daB die Relativ-
differente der Zahl A und daher auch die des Korpers K nicht durch $; teil-
bar ist.

Was endlich die Primideale p der dritten Art angeht, so sei P eine Primitiv-
zahl nach dem Primideal p in K und g eine Primitivzahl nach p in %, und zu-
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gleich sei P eine den Korper K bestimmende Zahl. Es geniigt dann P einer
Gleichung I-ten Grades von der Gestalt:

FP)=P 4+ P14 .- +o=0,
deren Koeffizienten oy, . . ., o ganze Zahlen in % sind. Wir setzen

a="Ff0), .., u,=flo), (0)»

wo f1(0), - - -, f,(0) ganzzahlige Funktionen von g sind, und erhalten so fiir P
die Kongruenz:

FPR)=P' + /(P + -+ =0, (p).

Da wegen N(p) = (n(p))* die Anzahl der in K vorhandenen, nach p inkon-
gruenten ganzen Zahlen gleich der /-ten Potenz der Anzahl der in % vorhandenen
nach p inkongruenten ganzen Zahlen ist, so kann P keiner Kongruenz niederen
als I-ten Grades von der nidmlichen Art geniigen, und daher ist notwendig

a%%)—) ==0 nach p; d. h. die Relativdifferente der Zahl P ist nicht durch p

teilbar. Durch diese Betrachtungen ist gezeigt, daBl die Relativdifferente des
Kérpers K stets prim zu den Primidealen der zweiten und dritten Art ist,
und hieraus ergibt sich die Richtigkeit des Satzes 93.

§58. Der Fundamentalsatz von den relativ-zyklischen Kérpern
mit der Relativdifferente 1. Die Bezeichnung dieser Korper als
Klassenkorper.

Die Sitze 90, 92 und 93 ermdglichen uns die Erkenntnis einer Tatsache,
welche fiir die Theorie der Zahlkorper von weittragender Bedeutung ist. Diese
Tatsache ist folgende:

Satz 94. Wenn der relativ-zyklische Kérper K von ungeradem Primzahl-
Relativgrade | die Relativdifferente 1 in bezug auf k besitzt, so gibt es stets in k
ein Ideal §, welches nicht Hauptideal in k ist, wohl aber ein Hauptideal in K wird.
Die I-te Potenz dieses Ideals j ist dann notwendig auch in k eon Hauptideal, und
die Klassenanzahl des Korpers k ist mithin durch | teilbar.

Beweis. Nach Satz 92 gibt es eine Einheit H mit der Relativnorm 1,
welche nicht die (1 — S)-te Potenz einer Einheit ist. Nach Satz 90 ist H = A5,
wo A eine ganze Zahl in K bedeutet; d. h. es ist A = H -+ SA. Fiir das Haupt-
ideal 9 = (A) folgt hieraus 9 = SA. Das Ideal A liegt im Korper k. Denn ist
B irgendein in Y aufgehendes Primideal des Korpers K, welches nicht in &
liegt, so ist nach Satz 93, da wegen der Voraussetzung die Relativdiskriminante
keine Teiler besitzt, P & SP, und folglich enthélt A auch die Relativnorm
N, (B), welche ein in k liegendes Primideal ist. Das Ideal A ist kein Hauptideal
im Korper k; denn in diesem Falle wire A = H*a, wo H* eine Kinheit und «
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eine Zahl in % bedeutet; hieraus wiirde H = H*1~5 folgen, was dem Obigen
widerstreitet. Damit ist der erste Teil des Satzes 94 bewiesen.

Da N,(A) = « eine Zahl in % und folglich N, (%) = %* = («) ein Haupt-
ideal in £ ist, so haben wir damit den vollstindigen Beweis des Satzes 94 er-
bracht.

Die Sétze 92 und 94 gelten ebenfalls fiir [ = 2 unter der oben auf S. 152 am
Schlull von § 55 angegebenen Beschrinkung.

Es bietet keine erheblichen prinzipiellen Schwierigkeiten dar, den Satz 94
fiir solche relativ-Abelsche Korper K mit der Relativdifferente 1 zu verallge-
meinern, deren Relativgrad [ eine zusammengesetzte Zahl ist.

Wegen der engen Beziehung, die nach Satz 94 der Korper K zu gewissen
Idealklassen des Korpers & aufweist, werde K ein Klassenkorper des Korpers &
genannt.



Dritter Teil.
Der quadratische Zahlkorper.

16. Die Zerlegung der Zahlen im quadratischen Kérper.
§59. Die Basis und die Diskriminante des quadratischen Korpers.

Es bedeute m eine ganze rationale, positive oder negative Zahl, die durch
keine Quadratzahl auBler 1 teilbar und auch von -+1 verschieden ist; die
quadratische Gleichung

22 —m =20

ist dann im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel. Wir verstehen im

folgenden unter Jm stets im Falle m > 0 die positive Wurzel jéner quadra-
tischen Gleichung und im Falle m < 0 diejenige ihrer Wurzeln, welche positiv

imagindr ist. Die so festgelegte algebraische Zahl Vm bestimmt einen qua-

dratischen reellen, beziiglich imaginéren Zahlkérper, der k(]ﬁﬁ) oder auch
schlechthin % heile; dieser Korper ist stets ein Galoisscher Kérper. Durch die

Operation der Vertauschung von Ym mit —Vm in einer Zahl oder einem
Ideal des Korpers & geht man zu der konjugierten Zahl bez. dem konjugierten
Ideal iiber. Dieser Ubergang werde durch Vorsetzung des Substitutions-
zeichens s angedeutet.

Unsere erste Aufgabe ist die Aufstellung einer Basis des quadratischen
Korpers und die Ermittlung seiner Diskriminante [DepExiND (I)].

Satz 95. Eine Basis des quadratischen Korpers % bilden die Zahlen 1, w,
wenn

_1+4+(m

w="5—, bea. w=1m

genommen wird, je nachdem die Zahl m = 1 nach 4 ist oder nicht. Die Diskri-
minante von k ist, entsprechend diesen zwei Féllen,
d=m, bez. d=4m.
Beweis. Die Zahl w ist stets ganz, da sie der Gleichung

m— 1

2
T X
4

=0, bez. 22 —m =0 (21)

gentigt. Bezeichnet o’ = sw die zu w konjugierte Zahl, so ist d = (0 —o')?
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die Diskriminante der Zahl w. Nach § 3 S. 72 ist daher jede ganze Zahl des
Koérpers k in der Gestalt

U+ vow

d

darstellbar, wo u, v ganze rationale Zahlen sind.
Im Falle, da m =1 nach 4 ist, schlielen wir aus der Kongruenz

20m =2u+ v+ VE = 0 nach m, daB} 24 + v durch ]/% teilbar sein muf.
Die letztere Kongruenz in Verbindung mit der ersteren hat wiederum v fm=o0

nach m zur Folge, d. h. v muf} durch Vm und daher notwendig auch durch m
teilbar sein. Da mithin die ganzen rationalen Zahlen v, v beide durch m = d
teilbar sind, so ist die im Nenner des obigen Ausdrucks fiir « stehende Zahl d
hebbar.

Ist andererseits m ==1 nach 4, so schliefen wir aus der Kongruenz
dom=u-+v Vm == 0 nach m, wie vorhin, da} sowohl « wie v durch m teilbar sein
mul und mithin jedenfalls 7 in Zéhler und Nenner des Ausdrucks fiir « hebbar

: : o+ Vﬁ ro :
ist. Wir erhalten dadurch o« = — . wou',v ganze rationale Zahlen be-

deuten. Man erkennt aber leicht durch Bildung der Norm o-so, sowohl fiir

m = 2 als auch fiir m = 3 nach 4, daB ein Ausdruck " - ¢’ }/% mit ganzen
rationalen Zahlen «’, »" nur dann durch 2 teilbar sein kann, wenn «’, " beide
gerade sind. Wendet man dieses auf 4« und sodann wieder auf 2« an, so zeigt
sich, daB auch im Falle m =& 1 nach 4 eine jede ganze Zahl des Korpers £ in der
Gestalt % 4 v mit ganzen rationalen Zahlen u, v darstellbar ist.

Der zweite Teil des Satzes ergibt sich aus der Formel:

2

l, o
= (0 — o')?,

d:

1, o

durch welche nach § 3 die Diskriminante des Kérpers definiert wird.

§60. Die Primideale des quadratischen Kérpers.

Das Problem der Zerlegung der rationalen Primzahlen in Primideale des
Korpers £ wird durch folgenden Satz zur vollsténdigen Erledigung gebracht:

Satz 96. Jede in d aufgehende rationale Primzahl [ ist gleich dem Qua-
drat eines Primideals in k. Jede ungerade, in d nicht aufgehende rationale
Primzahl p zerfillt in % entweder in das Produkt zweier verschiedener, zu-
einander konjugierter Primideale ersten Grades p und p’ oder stellt selbst ein
Primideal zweiten Grades vor, je nachdem d quadratischer Rest oder Nichtrest
fiir p ist. Die Primzahl 2 ist im Falle m = 1 nach 4 in % in ein Produkt zweier
voneinander verschiedener konjugierter Primideale zerlegbar oder selber Prim-
ideal, je nachdem m = 1 oder = 5 nach 8 ausfallt.
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Beweis. Der erste Teil dieser Behauptung, welcher sich auf die in d auf-
gehenden Primzahlen [ bezieht, ist eine Folge des allgemeinen Satzes 31. Ist
eine in d aufgehende ungerade Primzahl, so finden wir

l=12,
wo [ = (l, Vr_n) ein Primideal ersten Grades ist, welches seinem konjugierten
gleich wird. Geht die Primzahl 2 in d auf, so wird
2=(2, ym)*, baw. 2= (2,1 + Ym)?,
je nachdem m = 2 oder = 3 nach 4 ist.

Die Zerlegung der in d nicht aufgehenden Primzahlen geschieht auf Grund
des Satzes 33 unter Beriicksichtigung der zu demselben in §13 .91 ge-
machten Bemerkung. Danach ist eine jede zu d prime rationale Primzahl p
im Kérper £ entweder in zwei voneinander verschiedene Primideale zerlegbar
oder selbst ein Primideal, je nachdem die linke Seite der in Betracht kommen-
den Gleichung (21) im Sinne derKongruenz nach p reduzibel oder irreduzibel ist.
Ist die betreffende Primzahl p ungerade, so finden wir die Kongruenz

2z —12—m=0, bez. 22— m =0, (p)
offenbar dann reduzibel, wenn m quadratischer Rest nach p ist, und dann
irreduzibel, wenn m quadratischer Nichtrest nach p ist. Setzen wir im ersteren
Falle m = a? nach p, so ergibt sich:

p=p,a+ym)(p, a —ym)=py'.
Die beiden Primideale p und p’ rechter Hand sind wegen
(p’ a+m: a_]/ﬁ) = 1
in der Tat voneinander verschieden. Im Falle m = 1 nach 4 ist die Kon-
n%} = 0 nach 2 offenbar reduzibel oder irreduzibel, je
71‘—4——1 = 0 oder =1 nach 2 ist, d. h. je nachdem m =1 oder =5

nach 8 ausfillt. Im ersteren Falle findet man:

2:(2,”2%)(2, 1“2%).

Die beiden Primideale rechter Hand sind wegen
CREATIE Ty
T2 2
in der Tat voneinander verschieden.
Als Basiszahlen der eben aufgestellten Primideale konnen dienen:

l+m —
l, ﬁiyﬁ, bez. 1, Vm,

gruenz 2 — x —

nachdem

?7, ——"2_“, ’ P, aim,

9, 1EI™ 9 Ym; 2, 1+m,
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je nachdem m =1 oder = 2, 3 nach 4 ist. Man erkennt diese Tatsache leicht
aus einer Umkehrung des Satzes 19, wenn man jedesmal aus dem hier ange-
gebenen Zahlenpaare und dem dazu konjugierten die Determinante bildet.
In der zweiten Zeile der aufgestellten Tabelle soll a eine der Kongruenz a? = m
nach p gentigende und dazu im Falle m = 1 nach 4 ungerade Zahl bedeuten.

§61. Das Symbol <%>
Um die gewonnenen Resultate iiber die Zerlegung der rationalen Prim-
zahlen in iibersichtlicherer Weise aussprechen zu konnen, fithren wir folgendes

Symbol ein. Ist @ eine beliebige ganze rationale Zahl und w eine ungerade ratio-
nale Primzahl, so bedeute das Symbel (%) den Wert + 1, — 1 oder 0, je nach-
dem die Zahl a==0 und quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest
nach w oder durch w teilbar ist; ferner bedeute <—§—> den Wert +1, —1, oder

0, je nachdem @ ungerade und quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest
nach 23 = 8 oder durch 2 teilbar ist. Mit Benutzung dieses Symbols erhilt der
obige Satz 96 folgende Fassung:

Satz 97. Eine beliebige rationale Primzahl p (= 2 oder == 2) ist im Korper &
in zwei voneinander verschiedene Primideale zerlegbar oder selbst Primideal

oder gleich dem Quadrat eines Primideals, je nachdem (%) =41, —1 oder 0

st [DEpERIND (I)].

Wir unterscheiden, den bisherigen Entwicklungen entsprechend, drei
Arten von Primidealen, nimlich:

1. die Primideale ersten Grades p, welche von ihren Konjugierten p’ ver-
schieden sind;

2. die Primideale zweiten Grades (p), die durch die in % unzerlegbaren
rationalen Primzahlen p dargestellt werden;

3. die Primideale ersten Grades [, deren Quadrate den in d aufgehenden
rationalen Primzahlen gleich sind.

Nach den in § 39 und § 41 aufgestellten Definitionen bildet der Kérper &
fiir die Primideale p der ersten Art den Zerlegungskorper, fiir die Primideale p
der zweiten Art den Tragheitskorper und fiir die Primideale { der dritten Art
den Verzweigungskorper.

§ 62. Die Einheiten des quadratischen Korpers.

Was die Frage nach den Einheiten des Korpers k betrifft, so sind nach
Satz 47 die zwei Fille zu unterscheiden, ob £ ein imaginérer oder ein reeller
Korper ist.

Im ersteren Falle enthilt £ nur solche Einheiten, welche zugleich Einheits-
wurzeln sind, und da in einem quadratischen Korper auler 4- 1 nur die primi-
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tiven 3-ten, 4-ten, 6-ten Wurzeln der Einheit vorkommen kénnen, so sind die
einzigen imagindren quadratischen Korper, welche noch andere Einheiten

als -1 enthalten, die zwei Korper k(]/j) und k(}/_—AS) Der erstere

Korper enthalt die beiden Einheiten 4-4, der letztere die 4 Einheiten 4 —1»53—&73 .
Die Diskriminanten dieser zwei Korper sind — 4 bez. — 3; nach Satz 50 muf3
daher in jeder Idealklasse dieser Korper ein Ideal vorkommen, dessen Norm
< 2 beziiglich < | V3] ist. Da ferner im Kérper k(} — 1) die Zahl 2 gleich
der Norm des Hauptideals (1 + ¢) wird, so folgt, daB jeder dieser beiden
quadratischen Korper nur eine Idealklasse besitzt. Mithin gibt es in diesen
Korpern nur Hauptideale, und es ist also jede positive ganze rationale Zahl,

welche zur Norm eines Ideals in % (]/Tl) bez. & (V——_S) geeignet ist, stets
Norm einer ganzen algebraischen Zahl in dem betreffenden Korper; hieraus
folgen die bekannten S#tze iiber die Darstellung ganzer rationaler positiver
Zahlen in den Gestalten 22 + 42, beziiglich 2%+ zy 4+ y2 wo z und y ganze
rationale Zahlen sein sollen.

Ist dagegen £ ein reeller Korper, so gibt es nach Satz 47 stets eine Grund-
einheit ¢, welche verschieden von -1 ist, und durch welche sich jede vor-
handene Einheit des Korpers auf eine Weise in der Gestalt - &* darstellen
148t, wo @ eine ganze rationale Zahl bedeutet.

Die Umsténde, unter denen die Norm dieser Grundeinheit ¢ gleich -1 oder
gleich —1 ausfillt, sind bisher nur in besonderen Féllen aufgedeckt worden
[Ar~DT (1), DiricuLET (4), LEGENDRE (I), TaNo (I)]. Vgl. tiberdies S. 168 den
ersten Abschnitt des Beweises zu Hilfssatz 13.

§63. Die Aufstellung des Systems der Idealklassen.

Die Ausfithrungen in § 24 erméglichen fiir jeden besonderen Wert m die
Aufstellung aller Idealklassen des quadratischen Kérpers £ und die Berechnung
der Anzahl & dieser Klassen. Hierher gehorige Tabellen sind auf dem Grunde
der Theorie der reduzierten quadratischen Formen angefertigt worden [ Gauss(),
Cayrey (1)].

17. Die Geschlechter im quadratischen Kérper und ihre
Charakterensysteme.

§ 64. Das Symbol (@-wﬁ)

Bei der weiteren Entwickelung der Theorie der quadratischen Kérper,
insbesondere behufs einer gewissen Einteilung der Idealklassen eines und
desselben Korpers, bedienen wir uns eines neuen Symbols. Sind #n, m ganze
rationale Zahlen, dabei m nicht Quadratzahl, und ist w eine beliebige rationale

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 11
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Primzahl, so bezeichne das Symbol (ﬁ;}ﬂ) den Wert -1, sobald die Zahl n

mit der Norm einer ganzen Zahl des durch }'m bestimmten quadratischen
Korpers % (V?n) kongruent ist nach der Primzahl w, und sobald auBerdem

auch fiir jede hohere Potenz von w eine ganze Zahl in & (V?@) existiert, deren
Norm der Zahl #» nach jener Potenz von w kongruent ist; in jedem anderen

Falle setzen wir <%) = —1. Diejenigen ganzen rationalen Zahlen n, fiir
welche <F’;Tm>= + 1 ist, sollen Normenreste des Korpers k(V;@) nach w

diejenigen Zahlen n, fiir welche <%ﬁ> = — 1list, Normennichtreste des Kor-

pers k (V_n;) nach w heifien. Ist m eine Quadratzahl, so werde unter (n’w m)
stets -I-1 verstanden. Uber die zur Berechnung dienenden Eigenschaften des
Symbols (n’ m) gibt der folgende Satz Aufschluf}:

w
Satz 98. Bedeuten » und m ganze rationale, nicht durch w teilbare Zahlen,

so gelten folgende Regeln:
fiir ungerade Primzahlen w wird

() -+1, )
(5] 5~ ) @
fir w =2 wird
n—1 m-—1
() =(=n= 7, )
E-E)-cor.

Ferner gelten allgemein fiir beliebige ganze rationale Zahlen n, #’, m, m’ und
in bezug auf jede Primzahl w die Formeln:

<;”,‘3L”> — 41, ()

(52)- () z
(%) - () “
(2 - (7)) “

w v w w

Beweis. Zunichst ist folgende Tatsache selbstverstindlich: Wenn » selbst
Norm einer ganzen Zahl im Korper & (]/77@) ist, so gilt ("—’w@) = -+ 1. Da ins-

besondere — m die Norm von }m ist, so folgt daraus die Richtigkeit der For-
mel (¢’). Sind ferner n und #’ zwei ganze rationale Zahlen <= 0, deren Quotient
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die Norm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in % Wﬁ) ist, so folgt
<M) = (n——wm> aus der Definition dieser Symbole. Ist der Quotient %

w
das Quadrat einer rationalen Zahl, so ergibt sich insbesondere die einfache

Tatsache, dal der Wert des Symbols <£w-m) ungeéndert bleibt, wenn man

in n eine Quadratzahl als Faktor zusetzt oder einen darin vielleicht vor-
handenen solchen Faktor unterdriickt. Wir nehmen im folgenden der Ein-
fachheit halber an, dafl weder » noch m durch das Quadrat einer Primzahl
teilbar ist.

Um die Richtigkeit des ganzen Formelsystems zu erkennen, behandeln
wir der Reihe nach die folgenden drei Fille:

1. Es sei w eine ungerade, in m aufgehende Primzahl.

Ist » nicht auch durch w teilbar, so wird offenbar die Kongruenz

dn= 22z 4 y): — my® bez. n=22 — my?, (W), (22)
in ganzen rationalen Zahlen z, y dann und nur dann 16sbar sein, wenn

<%> = -+ 1 ist. Umgekehrt, wenn die letztere Bedingung statthat, so ist die

Kongruenz n = z? auch nach jeder Potenz von w l6sbar, und mithin gilt das
némliche offenbar von der Kongruenz (22). Unter den gemachten Annahmen ist
n, m n
da:her. <T> - <'1—0—> .
Wird andererseits auch n teilbar durch w vorausgesetzt, so folgt:

- (e (57 - ()

2. Es sei w eine ungerade, in m nicht aufgehende Primzahl.
Ist auch n nicht durch w teilbar, so hat die Kongruenz n = 22 — my?2

nach w stets Losungen. Denn die rechte Seite dieser Kongruenz ergibt fiir die

Systeme z =1, 2, .. ., w%! , ¥ = 0 simtliche quadratischen Reste und im

Falle

w—1
g
reste nach w. Hat man dagegen (%) =+ 1, und ist etwa a der kleinste

fir die Systeme z =0, y =1, 2, ..

simtliche quadratischen Nicht-

positive quadratische Nichtrest fiir die Primzahl w, so sei y = b eine Wurzel

der alsdann gewil losbaren Kongruenz — my?=a —1 nach w; wegen
a =1 — mb? nach w stellt dann die Form 22 — m (bz)2fir z =1,2,. . ., w~;—1

die simtlichen quadratischen Nichtreste nach w dar. Aus der Losbarkeit der
11*
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Kongruenz n= 22 — my? nach w folgt leicht, daf diese Kongruenz auch
nach jeder Potenz von w 16sbar ist, d.h. es wird unter den gegenwirtigen

Annahmen
()1

w

Setzen wir andererseits n durch w teilbar voraus, aber der anfinglichen
Festsetzung zufolge nicht teilbar durch w?, so wiirde eine Auflssung der Kon-

gruenz n = 22 — my? nach w? in o0 = 2 — Vﬁy eine solche ganze Zahl des
Korpers k (Vﬁ) darbieten, fiir welche die Norm o-so = n(a) nur w, aber nicht
w? als Faktor enthielte, d. h. w zerfiele im Korper & (V?n) in zwei voneinander
verschiedene Primideale v und jv’; die notwendige Bedingung hierfiir ist nach

Satz 97: <%> = + 1. Umgekehrt, wenn diese Bedingung erfiillt ist, so ist in

der Tat w im Korper k (}/;/a) ein Produkt tiv’ zweier verschiedener Primideale.

Bezeichnet dann o eine ganze Zahl in & (V%), welche durch w, aber weder durch
102 noch durch 1w’ teilbar ist, so folgt:

s

nen(a)
(n, m> - <ﬁ71‘&)ﬂ'&> — (_wz> =+ 1.

w w w

Damit ist bewiesen, daB wunter der gegenwirtigen Annahme stets
) =(2)

Die bisher gewonnenen Resultate lassen unmittelbar die Richtigkeit der
Formeln (a'), (a’’) erkennen; ferner ergeben sie fiir ungerade Primzahlen w
vollstindig die Formeln (¢”'), (¢"”’), wenn man der Reihe nach die verschiedenen
moglichen Fille in Hinsicht auf Teilbarkeit oder Nichtteilbarkeit der Zahlen
n, n', m durch w in Betracht zieht.

3. Im Falle w = 2 stellen wir zunichst folgende Betrachtung an: Es sei
f(x, y) eine ganzzahlige homogene Funktion zweiten Grades von z, ¥ und n
eine ungerade ganze rationale Zahl; wenn die Kongruenz n = f(z, %) nach 2*
durch ganze rationale Zahlen z, y 16sbar ist, so ist diese Kongruenz auch nach
jeder hoheren Potenz 2°1'(e = 3) l6sbar. Wir beweisen dies durch einen
Schluf von e auf e -1 1. Es seien a, b zwei ganze rationale Zahlen, fiir welche
% == f(a, b) nach 2° gilt, wobei der Exponent ¢ = 3 sei. Ist dann nicht auch zu-
gleich n = f(a, b) nach 2°"!, sondern vielmehr n = f(a, b) 4+ 2° nach 2°*1, so
bestimmen wir, was wegen e = 3 angingig ist, eine ganze rationale Zahl ¢
derart, daBB ¢2= 1 4 2° nach 2°*! igt; dann wird

f(ca,cb) = c*f(a,b) =[(a,b) + 2¢f(a,b) = [(a,b) + 2¢ = n, (2¢7),

und hiermit ist die Behauptung bewiesen.
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n,m
2
miissen wir untersuchen, fiir welche zusammengehérigen Werte von # und m

die Kongruenzen

Um nun zundchst fiir ein ungerades n das Symbol < ) zu bestimmen,

m—1

n=at oy — = — bez. n=a2—my?, (28) (23)

(m =1, (4) ((m =2, 3, (4)
16sbar sind. Eine kurze Rechnung liefert folgende Tabelle, in welcher unter der
Rubrik m die sechs hier in Frage kommenden Reste von m nach 2% und unter

der Rubrik n diejenigen ungeraden Reste von n nach 2® verzeichnet stehen,
fiir welche jedesmal die zugehorige Kongruenz (23) nach 23 1gsbar ist.

m n

1 1, 3 5 1

2 ‘ 1, 7

3 “w 1, 5
s 1 03 5 7
6 | 1, 3
7 L5

Diese Tabelle lehrt fiir den Fall, da n, m ungerade sind, die Richtigkeit
der Gleichung (b'); und fiir den Fall, daBn ungerade und m gerade, = 2m’, ist,

entspringt aus ihr:
#?—1 2-1 m'-1

2 - T

Ist andererseits n gerade, = 2n’, und m ungerade, so haben wir die beiden
Fille m = 1 und m == 3 nach 4 zu unterscheiden. Im ersteren Falle muB die
Zahl 2 im Koérper k (V%) jedenfalls das Produkt zweier verschiedener Prim-
ideale sein, sobald n = 2n’ Normenrest nach 2 in % (V%) sein soll, d. h. es muf3
(ﬂ> = 4 1 sein. Ist diese Bedingung erfiillt, so kann man stets in % (Vﬁ) eine

2
Zahl « finden, fiir welche die Norm n («) durch 2, aber nicht durch 4 teilbar

ist; dann folgt: )
2o,y m\ _ (20 -n(a),m\ (";;P@’ m)
T2 =) ==,

und dieses letztere Symbol ist nach Formel (b’) gleich 4 1; mithin gilt in
diesem Falle die Formel:

me—1

<2n’2,nt> _ <1275) = (= 1)’*8*' .
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In dem anderen Falle, m = 3 nach 4, hingt der Wert des fraglichen Symbols
von der Losbarkeit der Kongruenz 2n’= 22 — my® nach beliebig hohen
Potenzen 2¢ ab, und jede solche Kongruenz ist, wie man leicht sieht, dann und
nur dann lgsbar, wenn die Kongruenz m = x? — 2x' %2 nach der ndmlichen
Potenz 2° 16sbar ist; also findet man hier:

20/, m\ __ (m, 2%
(=27) = (%)
Sind endlich die Zahlen # und m beide durch 2 teilbar, und ist n = 2n/
und m = 2m’, so gilt die Formel:

20/, 2m’ — 229/ w,2m —a' m,2m
(") = ( s )= (= )-

Aus den gewonnenen Resultaten folgt unmittelbar die Formel (b”'); zu-
gleich erkennen wir, daf die Formeln (¢”’), (¢””’) auch fiir w = 2 giiltig sind.
Die Formel (¢""’) folgt allgemein durch Verbindung von (¢’’) mit (¢”’). Damit
ist der Beweis des Satzes 98 in allen Teilen erbracht.

Aus den Formeln (a’), (a"'), (b), (b") in Satz 98 1aft sich folgende Tatsache
ableiten:

Wenn man ein vollsténdiges System zu w primer und nach w® inkongruenter
Zahlen ins Auge fafit, wo e = 1 und im Falle w = 2 sogar ¢ > 2 sei, so sind

entweder alle diese Zahlen Normenreste des quadratischen Kérpers k(l/ﬁ)

nach w oder nur die Hilfte, je nachdem w zu der Diskriminante von k (Vﬁ)
prim ist oder nicht.

§65. Das Charakterensystem eines Ideals.

Wir bezeichnen die verschiedenen in der Diskriminante des Kérpers & (1/ ﬁ)
aufgehenden rationalen Primzahlen, deren Anzahl ¢ sei, mit [,, . . ., I;. Zu einer
jeden beliebigen ganzen rationalen Zahl a gehoren dann ganz bestimmte Werte
(= -1 oder —1) der ¢ einzelnen Symbole

a, m (q,m
50 (57

deren Bedeutung aus dem vorigen Paragraphen zu ersehen ist; diese ¢ Ein-
heiten 41 sollen das Charakterensystem der Zahl a im Kérper & <Vm> heiBlen.

Um auch einem jeden Ideal a des Korpers & (V;@) in bestimmter Weise ein
Charakterensystem zuzuordnen, unterscheiden wir die zwei Fille, ob k ein
imaginérer oder ein reeller Kérper ist. Im ersteren Falle sind die Normen von

Zahlen in k (]/—na stets positiv; wir setzen r = ¢, n = + n(a) und bezeichnen

die r Einheiten ) )
("—llﬂ‘) ("l”") . (24)
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als das Charakterensystem des Ideals a; dasselbe ist durch das Ideal a vollig
eindeutig bestimmt. Im zweiten Falle bilden wir zunfchst das Charakteren-

system der Zahl — 1: m —1,m
[Lm), L (), 2

Fallen diese ¢ Einheiten simtlich gleich +-1 aus, so setzen wir wie im ersteren
Falle n = + n(a), r =t und bezeichnen wieder die » Kinheiten (24) als das

Charakterensystem des Ideals a. Kommt dagegen unter den ¢ Charakteren (25)

—1,m
I K

r=1¢t—1 und % = 4+ n(a) mit solchem Vorzeichen -, dafBl (nlm> =41

wird, und nennen die bei dieser Annahme von  und 7 entspringenden r Ein-
heiten (24) das Charakterensystem des Idealsa. Bei den so getroffenen Fest-
setzungen wird der folgende Satz 99 sich ergeben.

die Einheit — 1 vor, so nehmen wir an, es seietwa, ( ) = — 1, und setzen

§66. Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff
des Geschlechts.
Satz 99. Die Ideale einer und derselben Klasse im Korper & ( }%) besitzen
alle dasselbe Charakterensystem. .
Beweis. Gehoren die Ideale ¢ und o’ in & (Vm) zu einer und derselben

Idealklasse, so existiert eine ganze oder gebrochene Zahl « in % ( Vﬁ) von der
Art, daB o’ = aa wird. Alsdann ist n(a’) = 4 n(«)n(a), wo - das Vorzeichen
von n(x) bedeutet, und es wird daher:

n(a’), n(a), m

() (0
fir Il =1,,..., ;. Mit Riicksicht auf die Festsetzungen in § 65 erhilt man so-
gleich den Satz 99.

Auf diese Weise ist einer jeden Idealklasse ein bestimmtes Charakteren-
system zugeordnet. Wir rechnen nun alle diejenigen Idealklassen, welche ein
und dasselbe Charakterensystem besitzen, in ein Geschlecht und definieren ins-
besondere das Hauptgeschlecht als die Gesamtheit aller derjenigen Klassen,
deren Charakterensystem aus lauter positiven Einheiten besteht. Da das
Charakterensystem der Hauptklasse offenbar von der letzteren Eigenschaft ist,
so gehort die Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht. Aus der Formel (¢™)
auf 8. 162 entnehmen wir leicht die Tatsache, daB die Multiplikation der Ideal-
klassen zweier Geschlechter die Idealklassen eines Geschlechtes liefert, dessen
Charakterensystem durch Multiplikation der entsprechenden Charaktere
beider Geschlechter erhalten wird. Im besonderen folgt, daf das Charakteren-
system des Quadrates einer Idealklasse aus einem ganz beliebigen Geschlecht
stets aus lauter positiven Einheiten besteht und mithin das Quadrat einer
jeden Idealklasse stets dem Hauptgeschlecht angehdrt.

Jedes Geschlecht enthilt offenbar gleich viel Klassen.
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§67. Der Fundamentalsatz iiber die Geschlechter des
quadratischen Korpers.

Es entsteht nun die Frage, ob ein jedes beliebige System von 7 Einheiten
+ 1 das Charakterensystem eines Geschlechtes des Korpers & ( ]/77&) sein kann.
Die Beantwortung dieser Frage ist fiir die Theorie der quadratischen Kérper
von grundlegender Bedeutung; sie ist in folgendem Satz enthalten, dessen
Beweis uns bis zum § 78 beschaftigen wird:

Satz 100. Evn beliebig vorgelegtes System von r Einheiten - 1 1st dann und
nur dann Charakterensystem eines Geschlechtes des Korpers k ( VE), wenn das

Produkt der simtlichen r Evnheiten = - 1 tst. Die Anzahl der tm Korper k (V%)
vorhandenen Geschlechter ist daher gleich 2"~ [Gauss (1)].

§ 68. Bin Hilfssatz iiber diejenigen quadratischen Korper, deren
Diskriminanten nur durch eine einzige Primzahl teilbar sind.

Um uns dem durch den Satz 100 gesteckten Ziele zu nihern, beweisen
wir zundchst folgenden Hilfssatz:
Hilfssatz 13. Wenn in der Diskriminante eines quadratischen Korpers

k=k (Vm) nur eine einzige rationale Primzahl I aufgeht, so ist die Anzahl
der Idealklassen in %k ungerade. Das Charakterensystem besteht fiir den
Korper & aus dem einen, auf die Primzahl I beziiglichen Charakter; dieser
Charakter ist stets =+ 1, d. h. es gibt im Korper £ nur ein Geschlecht:
das Hauptgeschlecht.

Beweis. Wir bezeichnen mit s diejenige Substitution fiir die Zahlen
des Korpers &, welche aus ihnen die Konjugierten entstehen 148t. Es bedeute
im Falle m > 0 wieder ¢ eine Grundeinheit des Koérpers %, eine ebensolche

Einheit stellen — ¢, ~16— , — % vor; wir beweisen dann zuniichst, daf bei der im
Hilfssatze gemachten Voraussetzung notwendig n(s) =e-se =—1 aus-
fallen muB. In der Tat, nehmen wir an, es wire n(¢) = - 1, so kénnte man
nach Satz 90 eine ganze Zahl o des Korpers £ finden derart, da man e = SL;
hitte; dann folgt o == ¢-sa, d. h.jeder in « aufgehende ideale Primfaktor
ginge auch in se auf. Da fiir m > 0 unter der im Hilfssatze gemachten Voraus-
setzung Jm der einzige, seinem konjugierten gleiche und nicht zugleich
rationale Primfaktor in % ist, so muB entweder o =na oder =17} ma sein, wo
7 eine Einheit und a eine ganze rationale positive oder negative Zahl bedeutet;
hieraus wiirde & = -4 %'"* = -+ #® hervorgehen, und dies widerspriche
der Annahme, daB ¢ eine Grundeinheit des Kérpers £ ist.

Nunmehr gehen wir dazu iiber, den ersten Teil des Hilfssatzes zu beweisen.
Wire fiir den Korper & die Klassenanzahl A eine gerade Zahl, so miiite es nach
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Satz 57 in k ein nicht zur Hauptklasse gehoriges Ideal | geben derart, daB
j2~1 ist; wegen j-sj ~ 1 wiirde hieraus j ~ si folgen. Setzen wir { = a-sj
oder j=% == «, 80 ist « eine Zahl in %, deren Norm n(«) = + 1 sein muB. Im
Falle, dal hier das positive Vorzeichen statthitte, setze man f =«; der
andere Fall ist von vornherein nur bei einem reellen Korper denkbar; wir
setzen dann f = ea, wo ¢, wie vorhin, die Grundeinheit in & bedeutet. Unter
den getroffenen Festsetzungen hétte man jedesmal n(8) = 4 1, und mithin

wire nach Satz 90 stets % = 915, wo y eine ganze Zahl in k bezeichnet. Aus

o = 1= entstiinde dann (yj)'~* =1, d.h. (y)j = s(y]), und hieraus wiirde,
dhnlich wie vorhin, folgen, daB das Ideal (y)j entweder = (a) oder = (a)l
sein muf}, wo-a eine ganze rationale Zahl und [ den einzigen in k¥ vorhandenen,
seinem Konjugierten gleichen und nicht zugleich rationalen Primfaktor be-

zeichnet. Nun ist fiir m 4 — 1 dieser Primfaktor [ = }m und fiir m = — 1

offenbar [ =1+ J —1, also stets [ ~1; somit wiirde i ~1 folgen, was
der iiber j gemachten Annahme zuwiderlguft.
Ist k& ein reeller Korper, so folgt zugleich aus n(e) = — 1, daf}

(=) =+1

ist, und es besteht mithin gemédf § 65 in jedem Falle das Charakterensystem

fiir ein Ideal j im Korper £ aus der einen Einheit <+L§1)Lﬂ) ; dieser eine

Charakter ist fiir jedes Ideal { in % gleich + 1, da sonst die Gesamtheit der
Idealklassen von £ in zwei Geschlechter zerfiele und somit die Klassenanzahl A
gerade sein miifite.

Der eben bewiesene Hilfssatz 13 zeigt die Richtigkeit des Fundamental-
satzes 100 im einfachsten Falle, namlich fiir diejenigen quadratischen Korper,
deren Diskriminante d nur eine einzige rationale Primzahl enthilt.

§69. Das Reziprozititsgesetz fiir quadratische Reste. Ein
Hilfssatz iiber das Symbol (%)

Satz 101. Sind p, q rationale positive, voneinander verschiedene, un-

gerade Primzahlen, so qult die Regel:
p-1 ¢-1

(5)(5)= e

das sogenamnte Reziprozititsgesetz fiir quadratische Reste. Uberdies gelten die
folgenden Regeln:

H=(=nT, (J=Dp°F,
p

die sogenannten Erginzungssitze zum  quadratischen Reziprozititsgesets
[Gavss (1)].
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Beweis. Ist k(V@ ein Korper, dessen Diskriminante nur eine Prim-
zahl [ enthélt, und bedeutet n die Norm eines Ideals in diesem Korper k&, so
ist nach dem Hilfssatze 13 stets <7—b—l7ﬁ> = -+ 1. Nun ist nach Satz 96 oder 97
insbesondere jede positive ungerade und in m nicht aufgehende rationale
Primzahl, von welcher m quadratischer Rest ist, Norm eines Ideals in % (]/—m_> .
Die Benutzung dieses Umstandes liefert uns die nachstehende Tabelle; in
derselben bedeuten p, p" irgend voneinander verschiedene positive rationale
und der Zahl 1 nach 4 kongruente Primzahlen, und andererseits bedeuten
q, ¢ voneinander verschiedene positive rationale und der Zahl 3 nach 4 kon-
gruente Primzahlen, wihrend r eine positive rationale ungerade Primzahl

bezeichnet, von welcher kein bestimmter Restcharakter nach 4 voraus-
gesetzt wird.

Wenn: so ist:
IEEEEEGE
e e e
s e | e
s v e e B -
Sl e @) )-) -
s e le ) (G B -
S R R e R

Nehmen wir die in einem Korper & (]/;) aus n(e¢) = — 1 folgende Tat-
sache, dal <_71) = -1 ist, zur Zeile 1 dieser Tabelle hinzu, so folgt allgemein
r—1
(%1> = (—1) 2. Wenden wir ferner die am Eingange dieses Beweises ge-
nannte Tatsache auf die Primzahl # = 2 an, und beriicksichtigen wir, daf}
die Zahl 2 stets gleich der Norm eines Ideals in k(1p) oder in k() —g) ist,
1

iy ¢

sobald (—1) 8 =41, beziiglich (—-1)T= 41 statthat, so folgt, daBl
unter der letzteren Voraussetzung stets (2’71’) = (%) =1, besziglich
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721

(24;) = (-j-) = +1 ist, d.h.: wenn (—1) & =4 1ist,soist (%) =41,
Nehmen wir diese Tatsache zur Zeile 2 der obigen Tabelle hinzu, so folgt all-

r2—1 ,
gemein (%) —(—1) 8 . Aus dem Inhalte der Zeile 3 folgt (@) = (—i—).
Aus Zeile 4 und 5 folgt <—§A> = <%> ; Zeile 6 ergibt nur, dafl aus

—q\ _ 7

<7>_+1 auch (q)—+1
folgt.

Um allgemein das Reziprozititsgesetz fiir zwei rationale Primzahlen ¢, ¢,

die beide kongruent 3 nach 4 sind, nachzuweisen, betrachtet man am ein-

fachsten den quadratischen Kérper k( VE) Da wegen <_".l;f-’i/> = —1 die
Norm der Grundeinheiten ¢ dieses Korpers jedenfalls gleich 41 sein muB,
so gibt es nach Satz 90 eine ganze Zahl « in k(VqT_]') von der Beschaffenheit,
daB ¢ = o' = ;“; wird, wo s« die zu « konjugierte Zahl bedeutet, und
hieraus schliefen wir leicht, daf} das in ¢ enthaltene ambige Primideal q
notwendig ein Hauptideal sein mufl. Folglich ist bei geeigneter Wahl des
Vorzeichens gleichzeitig

<iq'q,q7q'> =+1 und <-i-»qq?gq—l> =41,

es ist daher in jedem Falle

<q, qq’> - (q, qq’)
q q/ s

das heiBt mit Riicksicht auf die Formel (c¢') in Satz 98

7Y (L
- <?> - <q’) '
Hilfssatz 14. Wenn » und m zwei beliebige ganze rationale Zahlen be-
deuten, welche nicht beide negativ sind, so ist
n, m
({Z () = +1,
wo das Produkt linker Hand iiber simtliche rationale Primzahlen w zu er-
strecken ist.
Beweis. Bedeuten p,q belicbige rationale ungerade, voneinander ver-
schiedene Primzahlen, so folgen aus den Regeln (a”), (b'), (b") in § 64 und
aus Satz 101 leicht die Formeln:

)=+ (Y =+
(B =+1 (B

)= (-
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mit Riicksicht auf die Regel (a’) in § 64 besteht danach der Hilfssatz 14 fiir
den Fall, daB die Zahlen n, m gleich -+ 1 sind oder nur einen Primzahlfaktor
enthalten. Wegen der Formeln (¢’’), (¢’"’) in § 64 gilt demnach der Hilfssatz 14
allgemein.

Zugleich folgt wegen <_1 2j> = — 1, daB, wenn die Zahlen n und m

beide negativ angenommen werden, das entsprechende Produkt /7 den Wert
()
— 1 hat. Die im Hilfssatze 14 ausgesprochene und diese weitere Behauptung

erhalten, wie man leicht erkennt, einen einheitlichen Ausdruck, wenn man
sich des neuen Symbols <n__—’1m—) = 11 bedienen will, wo rechter Hand das

positive oder das negative Vorzeichen gelten soll, je nachdem wenigstens eine
der beiden Zahlen n,m positiv ist oder beide negativ ausfallen.

§ 70. Beweis der im Fundamentalsatz 100 ausgesprochenen
Beziehung zwischen den simtlichen Charakteren eines
Geschlechts.

Der im § 69 bewiesene Hilfssatz 14 dient dazu, um den einen Teil unseres
Fundamentalsatzes 100 zu beweisen. Bedeutet 4 irgendeine Idealklasse des

Korpers k(l%), 1st dann o ein zu 2 und zu d primes Ideal der Klasse 4, und
wird n = 4- n(a) die mit dem betreffenden Vorzeichen gemsf § 65 versehene
Norm des Ideals a, so ist das Produkt der simtlichen Charaktere der Klasse 4
durch den Ausdruck:

Ty M n,m

(T) o ( I )

gegeben. Da n(a) die Norm eines Ideals ist, so muB eine jede in 7 zu ungerader

Potenz vorkommende rationale Primzahl p im Kérper k(m) zerlegbar sein;
es ist mithin nach Satz 96 m von jeder solchen Primzahl p quadratischer Rest.
Aus Hilfssatz 14 und unter Heranziehung der Formeln (¢’), (a’), (a”/) aus

Satz 98 folgt daher: )
()=

()
wenn w alle in m enthaltenen ungeraden Primzahlen und die Primzahl 2 durch-
l4uft.

Kommt nun in der Diskriminante d des Kérpers k(l%) die Primzahl 2

vor, so ist schon hiermit bewiesen, daB fiir jede Klasse in % (Vﬁ) das Produkt
sdmtlicher Charaktere — + 1 ist.
Kommt dagegen die Primzahl 2 in d nicht vor, so hat man, wegen m = 1

nach 4, stets (E’z—m) = -1, und damit ist auch in diesem Falle der gewiinschte

Nachweis erbracht.
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Durch den soeben gefithrten Nachweis, daf} das Produkt aller Charaktere
= -1 ist, erkennen wir zugleich, daf die Anzahl der Geschlechter im qua-

dratischen K6rperk<V7n) héchstens gleich der Hilfte aller an sich denkbaren
Charakterensysteme, d. h. hochstens gleich 271 sein kann.

18. Die Existenz der Geschlechter im quadratischen Korper.

§ 71. Der Satz von den Normen der Zahlen eines quadratischen
Korpers.

Es bleibt noch iibrig, den anderen Teil des Fundamentalsatzes 100 als rich-
tig zu erkennen, d. h. den Nachweis zu fithren, dafl die eben gefundene Be-
dingung, welche ein System von # Einheiten 41 notwendig erfiillen muB,
damit dasselbe als das Charakterensystem eines Geschlechtes in k(l/r—n) vor-
kommen kann, auch fiir diesen Umstand hinreichend ist. Dieser Nachweis
kann auf zwel vollig verschiedenen Wegen erbracht werden; der erste Weg
ist rein arithmetischer Natur, der zweite benutzt wesentlich transzendente
Hilfsmittel. Der erste Beweis geschieht durch folgende Uberlegungen:

Satz 1021, Wenn #, m zwei ganze rationale Zahlen bedeuten, von denen
m keine Quadratzahl ist, und die fiir jede beliebige Primzahl w die Bedingung
() =+

w
erfiillen, so ist die Zahl n stets gleich der Norm einer ganzen oder gebrochenen
Zahl o des Korpers k(W—n)

Beweis. Wegen ﬂ (n,Tm> =+ 1 ist gemid der Bemerkung auf S.172

(w)
oben wenigstens eine der beiden Zahlen n,m positiv. Wir diirfen voraus-

setzen, daf n und m keine rationalen quadratischen Faktoren enthalten. Be-
deutet dann p eine in n als Faktor enthaltene Primzahl, welche zugleich
in der Diskriminante d des Korpers k(V;’;b) aufgeht, so ist p gleich der Norm

eines Ideals in % (m) . Bedeutet ferner p eine ungerade, in n, aber nicht in m
aufgehende Primzahl, so ist, wegen

n,m\ _ (m\ __
(T) - (p> +1 B
diese Primzahl p ebenfalls gleich der Norm eines Ideals in k(}/m) Ist endlich
die Primzahl 2 in n, aber nicht in der Diskriminante des Korpers k(]/m) ent-

m2—1

halten, so ist wegen (n’;") = (2’—2—”’) =(—1) 8 =-1 wiederum die Prim-

zahl 2 gleich der Norm eines Ideals in k(ﬂ), und mithin gibt es in k(l/ﬁ)

1 Die Kriterien fiir die Auflosbarkeit der quadratischen terniren diophantischen
Gleichungen sind zuerst von LacraNeE gefunden worden. [LAGRANGE (7).]
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gewiB stets ein Ideal j derart, daB |n| = n(j) wird. Wir wahlen nun in der
durch | bestimmten Idealklasse ein solches Ideal |’ aus, dessen Norm
n(i’) = | Vd| ist, wo d die Diskriminante des durch }m bestimmten Kor-
pers bedeutet. Dies ist nach Satz 50 stets moglich. Wir setzen dann § = xj
und n’ = n-n(x); dabei bedeutet x eine ganze oder gebrochene Zahl in % ( 1[77&) ,
und es wird ' = 4-n(j’), wo das positive oder das negative Vorzeichen gilt,
je nachdem n+n(x) positiv oder negativ ausfillt. Die ganze rationale Zahl n’
fallt daher insbesondere gewil positiv aus, falls m negativ ist. Da d den Wert m
oder 4 m hat, so ist gewill |n'| < QIVE] , und hieraus folgt |n'| < |m|, so-
bald 2|Ym| < [m|, d.h. |m| > 4 ist. Andererseits gilt wegen n' =mn-n(x) die
Gleichung (n’m) = <n—,;0—m> =-+1 und dann nach Formel (¢”) in Satz 98

w

auch (mwn/> =+ 1 fiir jede beliebige Primzahl w.

Wir machen nun die Annahme, daBl der zu beweisende Satz 102 bereits
fir jeden Korper k(]/;f) feststehe, bel welchem die bestimmende Zahl m/,
mag sie positiv oder negativ sein, der Ungleichung |m’| < |m| geniigt. Sowie
die vorhin gefundene Zahl »' die Bedingung |n'|<|m| exfiillt und keine
Quadratzahl ist, muB dann, da auch die Bedingung <m’7n/> =+ 1 fiir jede
beliebige Primzahl w gilt, infolge der angenommenen Giiltigkeit unseres

Satzes 102, die Zahl m die Norm einer Zahl o’ im Korper k (V?) sein, d. h. es
gibt zwei ganze oder gebrochene rationale Zahlen a und b derart, daB
m = a? — n'b% wird; wenn aber n’ eine Quadratzahl ist, so versteht sich die
Moglichkeit dieser Gleichung ohne weiteres. Da b 4 0 sein muB, so folgt

hieraus n’'= (%)2— m <%>2= n(A), d. h. es ist n’ die Norm einer Zahl A im

Korper k (V?n) . Die Verbindung dieser Tatsache mit der Gleichung n’ = n-n(sx)
ergibt n = n(a), wo « = % wieder eine Zahl ink(ﬂ) bedeutet.

Der vollstandige Beweis unseres Satzes 102 wird hiernach offenbar gefithrt
sein, sobald wir seine Richtigkeit fiir alle die Fille erkannt haben, in denen

|m] <4 und zugleich |n] =<| Vﬁ] statthat. Bei dieser Einschrinkung
der Zahlen n,m treffen die Bedingungen des Satzes 102 nur in 8 Fillen zu.
Die Gleichungen

1=n()-1), —2=n()2),

2=n(l+y-1),  2=n(f-2),
2=n(2+y2),  —2=n(+Y3),

~1=n(l+y2),  —3=n(y3),

zeigen, daf in diesen 8 Fillen unser Satz 102 giiltig ist.
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Man erkennt leicht, da} der Satz 102 auch in der Ab#nderung zutrifft,
daf die Erfiillung der Bedingung <n—;0ﬁ) = -1 nur fiir alle ungeraden Prim-
zahlen w verlangt, dann aber die Bedingung hinzugefiigt wird, daf} wenig-
stens eine der beiden Zahlen n, m positiv ist [LaeraNcE (I), LEcENDRE (1),
Gavuss (I)]; in der Tat ist nach Hilfssatz 14 die Gleichung <&2—7-n—) =41

dann von selbst miterfiillt.

§ 72. Die Klassen des Hauptgeschlechtes.

Am Schlusse des § 66 haben wir gezeigt, daB das Quadrat einer Ideal-
klasse stets dem Hauptgeschlechte angehért. Durch den Satz 102 des § 71
haben wir ein Mittel, die umgekehrte Tatsache einzusehen.

Satz 103. In einem quadratischen Korper ist jede Klasse des Haupt-
geschlechtes stets gleich dem Quadrat einer Klasse [Gauss (1)].

Beweis. Es sei H im Korper k(V?n) eine Klasse des Hauptgeschlechts,
b ein solches Ideal aus der Klasse H , welches zur Diskriminante d des Korpers
k(]/-n;) prim ausfillt, und % sei die mit dem beziiglichen Vorzeichen gemas
§ 65 versehene Norm des Ideals §). Diese Zahl n erfiillt dann fiir jede belie-

bige Primzahl w die Bedingung <ﬁ’—w—m> = 4 1, und es ist mithin dem Satze 102
zufolge # = n(«), wo o eine ganze oder gebrochene Zahl des Korpers k(VE)

bedeutet. Setzen wir —2— = %, wo f und ' zueinander prime Ideale seien, so
folgt —E—z;— =1, und mithin ist notwendigerweise ¥'=sf. Da f-sf~1 ist,

so folgt § ~f2.

Die eben bewiesene charakteristische Eigenschaft der Ideale des Haupt-
geschlechts steht in engem Zusammenhange mit einer anderen gleichfalls
charakteristischen Eigenschaft dieser Ideale, welche in folgendem Satze
ithren Ausdruck findet:

Satz 104. Sind w,, w, Basiszahlen des quadratischen Korpers k¥ und
7y, 1), Basiszahlen eines zum Hauptgeschlecht von % gehérigen Ideals Yy, und
ist endlich N eine beliebig gegebene ganze rationale Zahl, so lassen sich stets
vier rationale Zahlen r;;, 745, 751, 7o, finden, deren Nenner zu N prim sind, fiir
welche die Determinante 74,75 — 11575 den Wert -4 1 hat, und vermittelst
derer

M T ®1 7+ 712 @s

. N2 T91 Wy + Ty Wy
wird.

Beweis. Man bestimme ein zu §) Hquivalentes Ideal §)’ = ), welches
zu Nd prim ist. Wie in dem Beweise zum Satz 103 bereits benutzt wurde,
ist # = 4= n(h’), wenn das Vorzeichen gemil § 65 gewshlt wird, stets gleich
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der Norm einer ganzen oder gebrochenen Zahl o im Kérper k. Dabei kann
« so gewahlt werden, daf} es eine zu Nd prime ganze rationale Zahl r gibt,
so daBl ar ganz wird. Das Ideal 7 al)’ = r«fY) besitzt die Basiszahlen

rafn = ay o+ ap0,,
ra Ny = Gy ) + Gy 0y,
WO Gy, Gy, Oy, Gy ganze rationale Zahlen bedeuten. Wegen n(a})’) = n?

ist die Determinante @,;agy — @15d5; = + 7272 und daher besitzen die vier
_ % T Oy _ Qg s
Zahlen 1, = vy Tie = s T = s e =, die im Satze behauptete

Eigenschaft.

§ 73. Die ambigen Ideale.
Im quadratischen Korper k werde ein Ideal a ein ambiges Ideal genannt,

wenn es nach Anwendung der Operation s = (V m:— m) ungeéndert bleibt,
und wenn es auflerdem keine ganze rationale Zahl <+ 4 1 als Faktor enthalt.
(Vgl. §57.) Es gilt die Tatsache:

Satz 105. Die ¢ in der Diskriminante d des Kérpers £ aufgehenden, von-
einander verschiedenen Primideale I;,...,[,, und nur diese, sind ambige
Primideale in k. Die 2! Ideale 1,1;,1L,,...,0L,,..., ;.. .1, machen die
Gesamtheit aller ambigen Ideale des Korpers % aus.

Beweis. DaBl die Primideale [, ...,1,, und nur diese, ambig sind, folgt
aus Satz 96. Ist nun a = pq ...t ein beliebiges, in Primideale zerlegtes am-
biges Ideal, so miissen wegen a =sa die zu den Primidealen p,q,...,t
konjugierten Primideale sp,sq,...,st, von der Reihenfolge abgesehen, mit
P,q,...,1 iibereinstimmen. Wenn etwa sp = q sich herausstellen wiirde,
so besile a den Faktor p-sp, welcher gleich einer ganzen rationalen Zahl ist;
da dieser Umstand der Erklirung des ambigen Ideals zuwider wire, so mufl
notwendig p = sp sein und ebenso q=sq,...,tr = st, d.h. die einzelnen
Primideale p,q,...,r sind sdmtlich ambig. Da die Quadrate der Ideale
l;,...,1, gleich ganzen rationalen Zahlen werden, so schlieBen wir ebenso,
daB die Ideale p, q, . . ., t notwendig untereinander verschieden sind; damit
ist auch der letzte Teil des Satzes 105 bewiesen.

§ 74. Die ambigen Idealklassen.

Wenn a ein Ideal der Klasse 4 ist, so werde diejenige Idealklasse, der das
Ideal sa angehért, mit sA4 bezeichnet. Ist insbesondere 4 =sA4, so heilit
die Idealklasse 4 eine ambige Idealklasse. Da das Produkt a-sa ~ 1 ist, so
wird 4-s4 =1; und folglich ist das Quadrat einer jeden ambigen Klasse

gleich der Hauptklasse 1. Umgekehrt, wenn das Quadrat einer Klasse 4 gleich 1
ist, so wird 4 = jl = s4, und folglich ist 4 eine ambige Klasse.
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§75. Die durch ambige Ideale bestimmten ambigen Idealklassen.

Es entsteht nun die Aufgabe, alle ambigen Klassen in % aufzustellen.
Da offenbar ein jedes ambige Ideal a vermdge seiner Eigenschaft a = sa
eine ambige Klasse bestimmt, so haben wir vor allem zu untersuchen, wie
viele voneinander verschiedene ambige Klassen aus den 2' ambigen Idealen
entspringen. Wir bezeichnen allgemein irgend welche vorgelegte Idealklassen
als voneinander unabhingige Idealklassen, wenn keine darunter die Klasse 1
ist und auch keine gleich einem Produkte von Potenzen der iibrigen dieser
Klassen gesetzt werden kann. Wir sprechen dann folgende Tatsache aus:

Satz 106. Die ¢ ambigen Primideale bestimmen im Falle eines imaginéren
Korpers stets ¢ — 1 voneinander unabhéngige ambige Klassen; im Falle eines
reellen Korpers bestimmen sie ¢ — 2 oder ¢ —1 voneinander unabhingige
ambige Klassen, je nachdem die Norm der Grundeinheit ¢ des Korpers
n(e) =+ 1 oder = — 1 ist. Die simtlichen 2" ambigen Ideale bestimmen im
Falle eines imaginiren Korpers 2°~! und im Falle eines reellen Korpers, ent-
sprechend der eben gemachten Unterscheidung, 2°~% bez, 27! voneinander
verschiedene ambige Klassen.

Beweis. Das Produkt aus simtlichen in m aufgehenden Primidealen ist

gleich }m und mithin ein Hauptideal in . Ist zuniichst m negativ, jedoch
von — 1 und — 3 verschieden, und («) ein ambiges Hauptideal in %, so muf§
«1-s als Einheit notwendig = (— 1)° sein, wo e die Werte 0 oder 1 haben kann;
hieraus folgt:

{a(Jm) =1 oder o(ym) =s{a(}m)},
d.h. oc(l/ﬁ)e ist dann eine ganze rationale Zahl. Damit ist bewiesen, da in
einem imagindren Korper k(]/n—@) — von k(]/———_1> und k<1/t—3) abgesehen
— gewiB auBer 1 und }'m kein ambiges Hauptideal vorhanden ist. Die beiden
hier zunichst ausgeschlossenen Fille erledigen sich unmittelbar im Sinne
des zu beweisenden Satzes 106.

Bei der Entscheidung der fraglichen Verhiltnisse fiir einen reellen Kor-
per k kommt es darauf an, ob die Norm der Grundeinheit ¢ des Korpers
gleich + 1 oder — 1 ausfillt.

Ist nimlich n(e) = 41, so kann man nach Satz 90 die Formel & = a1—*
durch eine ganze Zahl o in & befriedigen und noch « ohne rationalen Faktor
= -1 voraussetzen. Wegen o == ¢-sa ist dann («) ein ambiges Hauptideal.

Dieses Hauptideal («) ist von 1 und von Vm verschieden; denn wiire o = - &

oder = - ¢&f Vr—n, wo der Exponent f eine ganze rationale Zahl bedeutet,
g0 wiirde
ol=s = (—1)e g7 = (— 1)e 2f (e =10 bzw. 1)
folgen; letzterer Ausdruck aber ist stets von & verschieden. Ist ferner o' ein
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 12
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beliebiges ambiges Hauptideal des Korpers k, so ist notwendigerweise
o'1-s = (—1)°¢/, wo die Exponenten e und f ganze rationale Zahlen be-
deuten. Setzen wir o’ = —~—

(ym)" e

Zahl, und danach gibt es aufler 1, Ym und « nur noch ein ambiges Haupt-

-, 80 folgt «’/1-5 =1, d.h. «’’ ist eine rationale

ideal, das durch Befreiung des Produkts Jm-a von etwaigen ganzen ratio-
nalen Faktoren < -1 entsteht.

Ist andererseits n(e) = — 1, so gibt es kein von 1 und 1/7n verschiedenes
ambiges Hauptideal in %; denn ist («) ein beliebiges ambiges Hauptideal in %,
so gilt notwendigerweise eine Gleichung al-* = (—1)°¢’ mit ganzen ratio-
nalen e, f; wegen n(a'~*) =41 ergibt sich (n(e))’ =+41, d.h.f ist eine
gerade Zahl. Setzen wir o' = ; —, 80 folgt o'*~* =+ 1, d. h. & ist eine

2T e
&(jm) ~*

rationale Zahl.
Wir driicken nun von den ¢ ambigen Primidealen in % ein geeignetes

durch Vm und die ¢ — 1 iibrigen ambigen Primideale und, wenn der Kérper &
reell und zugleich n(e) = -+ 1 ausfillt, weiter noch von diesen ¢t — 1 ambigen
Primidealen ein geeignetes durch « und die ¢ — 2 iibrigen dieser Ideale aus.
Hierdurch erkennen wir die Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes 106.

§ 76. Die ambigen Idealklassen, welche kein ambiges Ideal
enthalten.

Es gilt die folgende Tatsache:

Satz 107. Es gibt im quadratischen Korper k¥ dann und nur dann eine
ambige Klasse, welche kein ambiges Ideal enthilt, wenn der Koérper £ reell
ist, das Charakterensystem von —1 in ihm aus lauter positiven Einheiten
besteht und endlich die Norm der Grundeinheit gleich + 1 ausfillt. Sind
diese Bedingungen erfiillt, so entstehen alle {iberhaupt vorhandenen Klassen
von jener Beschaffenheit dadurch, daB man eine beliebige unter ihnen der
Reihe nach mit allen aus den ambigen Idealen entspringenden Klassen multi-
pliziert.

Beweis. Wenn der Korper £ reell ist und das Charakterensystem von
—11in ihm aus lauter positiven Einheiten besteht, so gibt es nach Satz 102
in k stets eine ganze oder gebrochene Zahl «, deren Norm = —1 wird. Ist
ferner die Norm der Grundeinheit n(e) = + 1, so ist diese Zahl a notwendig

eine gebrochene. Setzen wir o = jl—,, wo j und i’ zueinander prime Ideale sein

llj;—, =1, und hieraus folgt ' = sj, also j ~ sj, und { be-
stimmy folglich eine ambige Klasse. Diese ambige Klasse enthlt kein ambiges

Ideal. Wire niimlich ein Ideal a =jB, wo B eine ganze oder gebrochene

sollen, so wird
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Zahl des Korpers k bedeutet, ambig, so wiirde al—* = '~ folgen, und
mithin wire «f'~* gleich einer Einheit, etwa = (— 1)’¢, und {folglich
n(w) =+ 1, was der Konstruktion der Zahl o zuwiderliefe. Damit ist be-
wiesen, dafl die durch j bestimmte ambige Klasse kein ambiges Ideal
enthalt.

Es sei jetzt 4 eine beliebig gegebene ambige Klasse und § ein Ideal der-
selben, so ist j1-¢ gleich einer ganzen oder gebrochenen Zahl o des Kérpers £,
und es wird die Norm n(«x) entweder = -+ 1 oder = — 1 sein. Der erstere
Fall ist der einzig mogliche, wenn der Kérper % imaginir ist, oder wenn der

—Lm ) den
w
Wert — 1 besitzt. Sowie nun #n(x) =1 ist, folgt nach Satz 90, daB

% = fp'-* wird, wo f eine ganze Zahl in k bedeutet; dann ist (jg)l~ =1,

Korper £ reell ist und wenigstens einer von den Charakteren <

d. h. jB gleich dem Produkt eines ambigen Ideals in eine rationale Zahl, und
die Klasse 4 enthélt mithin ein ambiges Ideal. Ist andererseits n(a) = —1
und zugleich n(¢) = — 1, so wird n(ea) = 4 1,und wir beweisen wie vorhin,
daB die Klasse 4 ein ambiges Ideal enthélt. Daraus ersehen wir, dal jede
ambige Klasse ein ambiges Ideal enthélt, falls der Korper £ imaginér ist, und
desgleichen, falls der Korper & reell ist und fiir ihn entweder einer der Charak-
tere von —1 den Wert — 1 besitzt oder n(g) = — 1 ausfillt.

Nehmen wir endlich in dem weiteren Falle, da} keiner dieser Umsténde
zutrifft, an, es gebe in % mehrere ambige Idealklassen, die kein ambiges
Ideal enthalten, und wihlen aus zwelen darunter je ein Ideal,  und j’, aus,
so zeigt die vorhin dargelegte Entwicklung, daf die Normen der beiden
Zahlen « = j~* und o' = j'1~* notwendig den Wert — 1 besitzen, und es wird
folglich n (%) = -+ 1. Nach Satz 90 ergibt sich hieraus eine Darstellung
i—‘,— = f1~* mit Hilfe einer geeigneten ganzen Zahl §in k. Setzen wir L ba,
wo b eine rationale Zahl und a ein Ideal ohne ganzen rationalen Faktor
+ 41 bedeute, so folgt wegen <%§>1—s =1 die Gleichung a =sa, d.h.

a ist ein ambiges Ideal; und dabei ist {'~ aj. Damit haben wir auch den
letzten Teil unseres Satzes 107 bewiesen.

§ 77. Die Anzahl aller ambigen Klassen.

Die Sitze 106 und 107 ermdéglichen die Berechnung der Anzahl aller
ambigen Klassen.

Satz 108, Es gibt in jedem Falle im Korper k genau r — 1 voneinander
unabhiingige ambige Klassen, wo 7 die Anzahl der Einzelcharaktere be-
deutet, die das Geschlecht einer Klasse bestimmen. Die Anzahl der sdmt-
lichen voneinander verschiedenen ambigen Klassen ist daher gleich 27-1.

12%
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Beweis. Es sei wieder ¢ die Anzahl der verschiedenen in der Diskrimi-
nante d des Korpers k aufgehenden rationalen Primzahlen. Betrachten wir
zunichst den Fall, daf k ein imaginarer Korper ist, so folgt aus den Sitzen 106
und 107 das Vorhandensein von genau 2! ambigen Klassen in k; diese
entspringen simtlich aus ambigen Idealen. Jetzt sei der Korper k reell; be-
steht das Charakterensystem der Zahl —1 in % aus lauter positiven Ein-
heiten, so folgt desgleichen aus den Sitzen 106 und 107 das Vorhandensein
von genau 27! ambigen Klassen in k; von diesen 2°~! ambigen Klassen ent-
springen hier entweder sémtliche oder nur die Hilfte aus ambigen Idealen,
je nachdem n(¢) = —1 oder = + 1 ausfillt. Besitzt jedoch die Zahl — 1
fiir £ wenigstens einen negativen Charakter, so ist stets n(g) == -+ 1 ; nach den
Sétzen 106 und 107 gibt es nur 272 ambige Klassen in %, und diese ent-
springen simtlich aus ambigen Idealen. Nun ist die Anzahl » der Einzelcharak-
tere =t — 1, wenn der Korper k reell ist und iiberdies die Zahl —1 fiir £
wenigstens einen negativen Charakter besitzt; es ist r = ¢ in jedem anderen
Falle; damit ist unser Satz 108 bewiesen.

§78.Der arithmetische Beweis fiir die Existenz der Geschlechter.

Die gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand, auf die Frage nach
der Anzahl der Geschlechter die Antwort zu finden, die im Fundamental-
satze 100 ausgesprochen ist; wir kénnen namlich beweisen, daBl diese Anzahl
stets gleich 271 ist, und daf mithin alle diejenigen Charakterensysteme,
die der Bedingung des Satzes 100 Geniige leisten, wirklich unter den Ge-
schlechtern vertreten sind. Wir bezeichnen die Anzahl der voneinander
verschiedenen existierenden Geschlechter mit g und die Anzahl der Klassen
des Hauptgeschlechtes mit f. Da nach § 66 alle Geschlechter die gleiche
Anzahl von Klassen enthalten, so ist die Anzahl % simtlicher Klassen des
Korpers h = gf. Bezeichnen wir ferner die f Klassen des Hauptgeschlechtes
mit H,, ..., H,;, so konnen wir nach dem Satze 103 H; =K%, ..., H, = K?
setzen, wo K, ..., K, gewisse f Klassen des Korpers bedeuten.

Es sei jetzt C eine beliebige Klasse des Kérpers; da €2 offenbar zum Haupt-
geschlecht gehort, so ist C* = K2, wo K, eine ganz bestimmte der eben

eingefilhrten Klassen K;, ..., K, bedeutet. Es ist dann Ig

wieder ganz bestimmte Klasse 4 , fiir welche ¢ = 4 K, wird, eine ambige Klasse,
und es stellt also der Ausdruck 4 K, wenn 4 alle ambigen Klassen und K die
Klassen K, .. ., K, durchléuft, eine jede iiberhaupt vorhandene Idealklasse des
Korpers dar, und auch jede nur auf eine Weise. Da nach Satz 108 die Anzahl der
ambigen Klassen 271 betragt, so ergibt sich 4 = 27-1f, und es fithrt die Zu-
sammenstellung dieser Gleichung mitder obengefundenen A=gf zuder Beziehung
g =271 Damit ist der Fundamentalsatz 100 vollstindig bewiesen [Gauss (I)].

, d. h. diejenige
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§79. Die transzendente Darstellung der Klassenanzahl und eine
Anwendung darauf, dafl der Grenzwert eines gewissen
unendlichen Produktes positiv ist.

Der zweite Beweis fiir die Existenz der 21 Geschlechter beruht auf
transzendenter Grundlage; wir entwickeln der Reihe nach die folgenden
Sétze:

Satz 109. Die Anzahl % der Idealklassen des quadratischen Korpers &
mit der Diskriminante d bestimmt sich durch folgende Formel:

wh= L H*' L

y .
=1 () 1 — (*> -
p V4

Hierin ist das Produkt rechter Hand iiber alle rationalen Primzahlen p zu

erstrecken, und das Symbol (%) hat die in § 61 festgesetzte Bedeutung. Fiir
den Faktor « gilt, je nachdem der Kérper & imaginir oder reell, also d negativ

oder positiv ist:
2n b _2loge

%= ———— bez x =,
wi}d| Y|
Dabei bedeutet w fiir d = — 3 die Zahl 6, fiir d = — 4 die Zahl 4, fiir jedes
andere negative d die Zahl 2; andererseits verstehe man fiir einen reellen
Korper k unter e jetzt speziell diejenige seiner vier Grundeinheiten, welche
> 11ist, und unter log & den reellen Wert des Logarithmus dieser Grundeinheit &
[DrricHLET (8, 9)].
Beweis. Nach § 27 gilt, so lange s reell und >1 ist:
7 1 1

¢(s) —% 20y —gms):,
wo das Produkt iiber alle Primideale p des Korpers k zu erstrecken ist.
Ordnen wir dieses Produkt nach den rationalen Primzahlen p, aus welchen
die Primideale p herstammen, so gehort, wie aus Satz 97 folgt, zu einer be-
liebigen rationalen Primzahl p in dem Produkte das Glied:

1 1 1

e R e 1—p

je nachdem <%> = -1, = —1, =0 ist. Wir schreiben diese drei Ausdriicke

in der ihnen gemeinschaftlichen Form:

und erhalten so:
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wo die beiden Produkte rechter Hand iiber alle rationalen Primzahlen p
zu erstrecken sind. Wegen

L {(3_1)]]17_15_—3} ~I {(3—1)2’;{}:1,

§=1 ® s=1 (n)
wo n alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchliuft, wird dann:

L{(s=1)¢(s) = L LA
8=1{ ’ } s=1'(lp)] 1 — (%) p-e

Die Richtigkeit unseres Satzes 109 folgt nun aus Satz 56, wenn wir den Wert
von % nach § 25 aufstellen. Zur Ermittelung von w ist zu beriicksichtigen,

dal der Korper k(}/——3) die 6 Einheitswurzeln 41, :{:# , der

Korper k(V— 1) die 4 Einheitswurzeln 4-1, -4, dagegen ein jeder andere
imagindre quadratische Kérper £ nur die beiden Einheitswurzeln 4-1 ent-
halt (vgl. § 62).
Die wichtigste Folgerung der eben bewiesenen Tatsache ist der Satz:
Satz 110. Bedeutet a eine beliebige ganze rationale positive oder negative
Zahl, nur nicht eine Quadratzahl, so ist der Grenzwert

DS

stets eine endliche und von 0 verschiedene Gréfe [Diricuret (8, 9)].
Beweis. Es sei a = b?m, wo b? die groBte in a aufgehende Quadratzahl

sein soll; es sei ferner d die Diskriminante des durch Ja bestimmten quadra-

tischen Korpers. Dann folgt fiir jede ungerade und nicht in b aufgehende

rationale Primzahl p gewil die Gleichung (%) = <%> Die beiden unendlichen

Produkte ) .
T o
P 4 P
konnen demnach nur in einer endlichen Anzahl von Faktoren voneinander

abweichen. Da das erstere Produkt nach Satz 109 in der Grenze fiir s =1
endlich bleibt, so gilt daher dasselbe auch von dem zweiten Produkt.

§80. Das Vorhandensein unendlich vieler rationaler Primzahlen,
nach denen gegebene Zahlen vorgeschriebene quadratische
Restcharaktere erlangen.

Mit Hilfe des Satzes 110 beweisen wir der Reihe nach folgende Tat-
sachen: [DiricHLET (9), KRONECKER (10)].

Satz 111. Bedeuten a;, a,,...,a, irgend ¢ ganze rationale, posi-
tive oder negative Zahlen von der Art, daB keine der 2! —1 Zahlen
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Uy Goy ooy Gy Gylyy ooy Gy qGyy oo .y Gy0y . . . a, €ine Quadratzahl wird, und
sind ¢y, Gy, . . ., ¢, nach Belieben vorgeschriebene Einheiten -}-1 oder —1,
so gibt es stets unendlich viele rationale Primzahlen p, fiir die

) =e () &)

— ) == H=Cy, ..., [—] =

. k/p Cys » 25 '\ ¢
1st.

Beweis. Wir haben, solange s >1 ist:

log anj :Zlog 1;17-5 :Z;}s + 8,

(n) (») ()

1 1 1 1

S=3 mtgm+ -
(p) (»)

Da der Ausdruck S, wie in § 50 gezeigt worden ist, fiir s =1 endlich bleibt,

so folgt, daB die iiber alle rationalen Primzahlen p erstreckte Summe

2 (26)

@
bei Anndherung von s an 1 iiber alle Grenzen wichst. Ist ferner o eine belie-
bige ganze rationale Zahl, so gilt dhnlich fiir s >1 stets:

log]l 1 7“:2<%>;;+Sa7

@ 1— (%) D

1 a\2 1 1 Yvv/7aN\8 1
(s
a 2(4:)]2) p23+3(2p)/p p35+ ]

1

ist @ nicht eine Quadratzahl, so bleibt nach Satz 110 log I]

a
() 1-— <;> p—s
fiir s =1 endlich, und da das gleiche von dem Ausdruck 8, gilt, so folgt,
dafl dann auch die Summe
ay 1
)y @)

(p)

fiir s =1 sich einer endlichen Grenze ndhert. Wir setzen nun in (27)
a6=a“al...a"

ein und geben jedem der ¢ Exponenten u;,u,,...,u, den Wert 0 oder 1,

jedoch so, daB das Wertsystem .u; =0, u, =0, ..., u, =0 ausgeschlossen

bleibt. Wird dann jede so aus (27) herzuleitende Summe noch mit dem

entsprechenden Faktor ¢i* ¢i*. .. ¢} multipliziert, und werden die hervor-

gehenden 2° —1 Ausdriicke sdmtlich zu (26) addiert, so entsteht:

Sheal)iea) - feeli)y o

()
Diese Summe wird, ebenso wie (26), bei Anniherung von s an 1 iiber alle
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Grenzen wachsen. Sehen wir von den Gliedern ab, die den in aya,...q,
aufgehenden Primzahlen p entsprechen und die nur in endlicher Anzahl

vorhanden sind, so ist im iibrigen die Summe (28) gleich 2‘2%, wo p’

nur alle diejenigen Primzahlen p durchliuft, fiir welche die i(rzl) Satze 111
verlangten Bedingungen simtlich erfiillt sind. Da mithin auch diese letzte
Summe fiir s = 1 iiber alle Grenzen wéchst, so folgt, daB jene Primzahlen p’
in unendlicher Anzahl vorhanden sein miissen. Damit ist Satz 111 bewiesen.

§ 81. Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit
vorgeschriebenen Charakteren in einem
quadratischen Korper.

Satz 112. Sind

wi) = (E2m), ) = (2

die r Einzelcharaktere, welche das Geschlecht eines Ideals j in & bestimmen,
und bedeuten ¢y, . . ., ¢, beliebig angenommene, der Bedingung ¢, . ..¢, = -1
geniigende r Einheiten 4-1, so gibt es stets unendlich viele Primideale p
im Koérper £, fiir welche

Xl(p) Sl CIRRRY) %r(p) = Cp
ist.
Beweis. In der Diskriminante d des Kérpers seien die ¢ rationalen Prim-
zahlen [, ..., I, enthalten. Es ist t =r oder =r -4 1; in letzterem Falle

sei <_ ll m) = —1, und die Bedingung (3”7(;);’,”) =1 diene zur Be-

stimmung des Vorzeichens in 4- n(j). Zugleich schreiben wir in diesem Falle
¢, = ¢,,, = -+ 1. Wir beweisen nun zunéichst, daf} es unendlich viele rationale
Primzahlen p gibt, fiir welche

ist, und unterscheiden zu dem Zweck drei Fille, je nachdem m =1, = 3,
oder = 2 nach 4 1st.
Im ersten Falle gehen wir von den Forderungen

<—%1->: +1, (%):cl,..., (’2‘)2%

aus. Nach Satz 111 gibt es unendlich viele Primzahlen p, welche diesen
Gleichungen geniigen. Da die erste Gleichung auf p = 1 nach 4 hinauskommt,
so wird fiir diese Primzahlen p dann

2)-(1)- ()=

fir ¢ =1,...,¢ gelten.
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Im zweiten Falle sei unter den Primzahlen I,...,[, etwa I, die Prim-
zahl 2. Ist dann ¢, = +1, so legen wir die Forderungen

<%>:+1, <%>:ci (t=1, ..., 2—1, 241, ..., %

zugrunde, und es folgt nach Satz 111, daB es unendlich viele diesen
Gleichungen geniigende Primzahlen p gibt. Wegen der ersten Gleichung

wird <&2ﬁ> =41=¢, und iiberdies (B’l,in> = (-p~> = (l—) =¢; fiir

l; P
v=1,...,2—1,2+1,...,¢. Ist dagegen ¢,= —1, so fordern wir:
li—-1
=Ny (B (e, - _
<T>” 1, (p)_( V2e, (=1,..,2—1,2+1,...,1

und die unendlich vielen, diesen Gleichungen geniigenden Primzahlen p er-
fiillen zugleich die Bedingungen:

li—1

(B5%) = - 1= o0 md (57) = (7)= =1 () -

fir 1=1,...,2—1,2+1,...,¢.
Im dritten Falle endlich suchen wir wieder I, = 2 heraus. Wir stellen die
Forderungen:

-1 2 AN . _ .
(~p—>-— +1, <;)_c,i <;)_c,~, (e=1, ..., z2—=1,2+4+1, ..., ¢t);
es existieren nach Satz 111 unendlich viele Primzahlen p, welche ihnen
geniigen, und fiir welche dann

m
p-1 p-12 " p2-1 9

()= T )

und iiberdies (@le>: ({—): (%—):ci fir s=1,...,2—1, 2+1,...,¢ wird.

Es bedeute nun p eine beliebige solche rationale Primzahl, daf

p,m P, m
B = - (B =

gilt. Nach Hilfssatz 14 ist dann

)= 05

(w)
(BJa--am(5)= 4

also findet man p im Korper % in das Produkt zweier Primideale p und p’
zerlegbar. Jedes dieser Primideale p und p’ erfiillt die Bedingungen des zu
beweisenden Satzes 112.

und folglich
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§82. Der transzendente Beweis fiir die Existenz der Geschlechter
und fiir die iibrigen in § 71 bis § 77 erlangten Resultate.

Der Satz 112 zeigt nicht nur die Existenz der 27~1 Geschlechter von neuem,
sondern er deckt zugleich eine andere tiefer liegende Tatsache auf:

Satz 113. Unter den Idealen eines beliebigen Geschlechtes im quadra-
tischen Korper gibt es stets unendlich viele Primideale.

Hat man den Satz von der Existenz der 2~ Geschlechter auf dem zweiten
transzendenten Wege unabhéingig von den Sitzen 102, 103 und 108 fest-
gestellt, so ist es leicht, nachtriiglich auch diese Sitze zu gewinnen. Man
hat nédmlich dazu nur noch die Kennthis der Tatsache notig, daf die Anzahl a
der ambigen Klassen in %k jedenfalls < 271 ist. Diese Tatsache folgt aus
Satz 106 iiber die Anzahl derjenigen ambigen Klassen, welche aus ambigen
Idealen entspringen, in Verbindung mit den Schliissen im zweiten und dritten
Absatz des Beweises zu Satz 107; sie steht bei solcher Ableitung véllig un-
abhingig von Satz 102 da.

Es bezeichne dann, wie oben, f die Anzahl der Klassen des Hauptgeschlech-
tes, g die Anzahl der Geschlechter und ferner /' die Anzahl derjenigen unter
den f Klassen des Hauptgeschlechtes, welche gleich Quadraten von Klassen
sind. Es folgt wie in § 78, daBl ¢f = af’ ist, und da nunmehr bereits g = 2r-1
bewiesen, ferner a < 271 sicher ist, und selbstverstindlich f < f besteht,
so ergibt sich hieraus f'=f und @ = 27-1. Die erste Gleichung beweist den
Satz 103, die zweite den Satz 108 und sodann den Satz 102 fiir n = — 1.
Aus Satz 103 und dem letzten Ergebnisse endlich folgt der Satz 102 vollstin-
dig. Denn die Zahl n darin ist wegen der fiir sie gestellten Bedingungen
gleich der Norm eines Ideals §) des Hauptgeschlechtes, versehen mit einem
Vorzeichen in der in § 65 festgesetzten Weise. Bedeutet dann ¥ ein solches

Ideal, daB § ~ 2 ist, so mufl o = b—é@ eine ganze oder gebrochene Zahl
des Korpers & sein, und zwar ergibt sich n(«) = 4 n, woraus der Satz 102
folgt, sobald man beriicksichtigt, daB er fiir n = — 1 gilt.

So sind durch die zuletzt entwickelte transzendente Methode die Re-
sultate in § 71 bis § 78 gerade in umgekehrter Reihenfolge zum Nachweise
gelangt, als sie auf dem zuerst eingeschlagenen rein arithmetischen Wege

gefunden wurden.

§ 83. Die engere Fassung des Aquivalenz- und Klassenbegriffes.

Wenn wir den in § 24 dargelegten engeren Begriff der Aquivalenz zweier
Ideale zugrunde legen, so erfahren die in den Kapiteln 17 und 18 auf-
gestellten Sidtze nur einfache, leicht zu ermittelnde Modifikationen.

Zuniichst ist klar, daB der engere Aquivalenzbegriff in einem imaginiiren
Korper k unter allen Umsténden und in einem reellen Korper k sicherlich
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immer dann mit dem urspriinglichen Aquivalenzbegriffe zusammenfallt,
wenn fiir den Korper die Norm der Grundeinheit n(e) = — 1 ist. Wenn aber
k reell ist und n(e) = -+ 1 aufweist, so lost sich eine Idealklasse im Sinne
der fritheren Einteilung bei der neuen Einteilung regelm#Big in zwei Klassen
auf; insbesondere entstehen aus der fritheren Klasse der Hauptideale die

zwel durch das Hauptideal (1) und durch das Hauptideal (Vﬁ) vertretenen
Klassen der neuen Einteilung. Bezeichnet A’ die Anzahl der Idealklassen
bei Benutzung des engeren Aquivalenzbegriffes, so ist daher unter den
gegenwirtig angenommenen Umstédnden A" =2k [DEbpERIND (1)].

§ 84. Der Fundamentalsatz fiir den neuen Klassen- und
Geschlechtsbhegriff.

Dem neuen Klassenbegriff entspricht ein neuer Geschlechtsbegriff: das

Geschlecht eines Ideals { im Korper k(]/ﬁ) soll nimlich nunmehr in allen
Fillen gleichmifBig durch die ¢ Einheiten
(+n(i£ﬂ) o <+n(i),m>

L

charakterisiert werden, wo die Norm von { im Unterschiede von der frii-
heren Festsetzung stets das positive Vorzeichen erhélt. Fiir einen imaginéiren
Kérper k stimmt dieser neue Geschlechtsbegriff mit dem alten véllig iiberein.
Das Gleiche gilt fiir einen reellen Kérper £, falls das Charakterensystem der
Zahl —1 in k aus lauter positiven Einheiten besteht. Der letztere Umstand
muB offenbar immer eintreten, wenn fiir & die Norm der Grundeinheit = —1
ist. Nun sei k reell und fiir £ die Norm der Grundeinheit = -1, so sind
zwel Falle zu unterscheiden, je nachdem das Charakterensystem der Zahl —1
in % aus lauter positiven Einheiten besteht oder nicht.

Im ersteren Falle gehoren die Ideale (1) und a :(1/;1—) beide zum nim-
lichen Geschlechte, da sich

(Zl(al);ﬁ> _ (i’z,@‘) - (i,’z’ m,> (;}: m) _ (— ’Zm) =+1

fir ¢ =1, ..., ¢ ergibt. Die neuen Geschlechter umfassen also die namlichen
Ideale wie die alten, und die Zahl der Geschlechter ist wiederum = 271,
Im zweiten Falle gehoren die beiden Idealklassen, welche durch das

Ideal (1) und durch das Tdeal a = (V@ reprasentiert werden, zu verschie-
denen der neuen Geschlechter. Die Anzahl der neuen Geschlechter ist doppelt
so grof3, als die der alten ; nun war fiir diesen Fall die Anzahl der Einzelcharaktere
bei Zugrundelegung des urspriinglichen Geschlechtsbegriffs nur =¢ — 1 und die
Anzahl der alten Geschlechter daher =2/~2; es ergibt sich somit die Anzahl der
neuen Geschlechter, ebenso wie im ersten Falle, = 2°~1. Da ferner in jedem Falle

das Produkt <:l11, m> . <j ;t ”E) =41
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ist, so gilt der Fundamentalsatz 100 auch bei Zugrundelegung des neuen
Klassenbegriffes mit dem entsprechenden Geschlechtsbegriffe, wenn nur
darin ¢ statt r gesetzt wird.

Die iibrigen Tatsachen und Beweise der Kapitel 17 und 18 lassen sich
ebenfalls ohne Schwierigkeiten umgestalten, und einige derselben erhalten
bei Verwendung der neuen Begriffe sogar noch einen einfacheren Ausdruck.

19. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen des quadratischen Korpers.
§85. Das Symbol (%) fiir eine zusammengesetzte Zahl .

Ein bemerkenswerter Ausdruck fiir die Anzahl % der Idealklassen der
quadratischen Korpers £ ergibt sich aus der Formel des Satzes 109, wenn
wir die rechter Hand stehende Grofie

durch Rechnung in geschlossener Form auswerten. Zu dem Zwecke ist es
notig, das Symbol <%> auch fiir den Fall zu definieren, daf » eine zusammen-

gesetzte ganze rationale positive Zahl bedeutet. Ist n =1pq...w, wo
Psq, ..., w rationale gleiche oder verschiedene Primzahlen sind, so de-

finieren wir:
a a a
G =G &)
ferner soll <—al—> stets + 1 bedeutgn. Dadurch wird fiir s >1:
1 _ CARS
!,,)] q—%ﬁ: a % (n) n’

wo die Summe sich iiber alle ganzen rationalen positiven Zahlen » erstreckst.
Die Berechnung des Grenzwertes dieser Summe fiir s =1 fithrt zu einem
geschlossenen Ausdruck fiir die Klassenanzahl %; wir sprechen das Resultat
in dem jetzt folgenden Satze aus.

§86. Der geschlossene Ausdruck fiir die Anzahl der Idealklassen.
Satz 114. Die Anzahl 4 der Idealklassen des Korpers k(l/ﬁ) ist:

d "
k:—ﬁd—'%%;)n fir m <0,
bin bim
I(# F)
7= ,2,1,33,5 log @  ——— fiir m>1,

> aim _aix
I 77

(@)
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wo die Summe (Z) iiber die |d| ganzen rationalen Zahlen n =1, 2, ..., |d|,

und wo die Produkte (]af) , (7% iiber alle diejenigen Zahlen a oder b unter diesen
|d| Zahlen zu erstrecken sind, welche der Bedingung (%) = -} 1 beziig-
lich <%> = —1 geniigen [DiricHLET (8, 9) WEBER (4)].

Beweis. Es seien n,n’ Zahlen > 0. Wenn » und d einen gemeinsamen

Teiler 4 + 1 besitzen, so ist (—Z) = 0. Ist dagegen n prim zu d, so wird,

wie man leicht einsieht, (jl) = ]] (d’n>, wo das Produkt iiber alle ver-
schiedenen rationalen Primzahlen w zu erstrecken ist, die in n aufgehen.

Nach Hilfssatz 14 stellt dann das Produkt [] (%") die nimliche Einheit
O]
dar, wenn [ alle in d aufgehenden Primzahlen durchliuft. Ist nun #' =n

nach d, so wird:
ACSR/ACS]

O] 0]

und mit Riicksicht hierauf erhalten wir:

d d
(&)= () (29)
wenn % = n’ nach d ist.
Ferner ergibt sich

(8 () w
indem wir eine Zahl b bestimmen, derart, daB (—db~> = —1 ist, und dann er-

wagen, dafl die linke Seite von (30) mit Riicksicht auf (29) in die Gestalt

B+ ==+ )+ + )

gesetzt werden kann,
Durch Benutzung der Formel

©

[femerar

0

1 1

w o IT(s)
wird, wenn wir die Regel (29) berﬁcksichtigen' |

e—-t {s— 1
wo zur Abkiirzung

F(z) = <%>m + (%) SRR (.l.g_},)x[d:



190 Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. § 86

gesetzt ist. Wegen der Gleichung (30) enthilt F(z) den Faktor 1 —z; die

in e rationale Funktion TF—_'(Z—-?“ - bleibt mithin fiir ¢ =0 endlich. Aus

diesem Grunde ist

F(e~t) -1 F(et)
s£‘1 1 e-ldit de :fl _ o-dit d¢
0

Wenn wir in dem letzteren Integral die neue Integrationsverinder-
liche # = e~* einfithren, so erhilt dasselbe die Gestalt:

1

[ re g

2L — =)

Nun haben wir die Zerlegung in Partialbriiche:

2nig
Fly 1 vF<e i )
Z’(l— x\d}) - (di ) 2nig?
' (n) *—e ldi
wo die Summe iiber n =1,2,...,|d| zu erstrecken ist, und nach einem

2nin

Satze von Gauss wird F <e ld| ), d.i.
2an’iw
NIz AV = A
TSy
()
n' durchlduft hier wiederum die Zahlen 1, 2, . . ., |d|und Vdist bei positivem d
positiv, bei negativem d positv imagindr zu nehmen (vgl. § 124). Da ferner

nETT _mix
dx e'd —g d L7 1
[i =log = —r (e — 14
[2

ist, wo fiir den Logarithmus der reelle Wert desselben zu nehmen ist, so folgt
ohne Schwierigkeit das im Satze 114 angegebene Resultat.

Die Form dieses Resultates ist eine wesentlich verschiedene, je nach-
dem der Kérper & imaginir oder reell ist. Im ersteren Falle kann 4 aus der
angegebenen Formel ohne weiteres berechnet werden. Im zweiten Falle ist
zuvor die Kenntnis der Grundeinheit ¢ erforderlich; der Quotient der beiden
Produkte (g und é:)f ist, wie sich an einer spiteren Stelle (vgl. § 121) zeigen

wird, nichts anderes, als eine gewisse aus der Theorie der Kreisteilung fiir
den quadratischen Korper k sich ergebende Einheit

Um ein Beispiel fiir den Fall eines imaginiren Korpers zu nehmen, so
erhilt man, wenn m = — p ist und p eine rationale positive Primzahl =3
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nach 4 und iiberdies > 3 bedeutet:
h— Zb—Xa,

U

p

hierin bezeichnen Xa, Xb beziiglich die Summe der quadratischen Reste
und die Summe der quadratischen Nichtreste nach p, die zwischen 0 und p
liegen. Durch eine leichte Umformung kann in dem obigen Ausdrucke fiir
der Nenner p beseitigt werden; dadurch ergibt sich die Klassenanzahl z auch

gleich dem UberschuB der Anzahl der zwsichen 0 und % liegenden quadra-

tischen Reste von p iiber die Anzahl der zwischen denselben Grenzen liegen-
den quadratischen Nichtreste oder gleich dem dritten Teil dieses Uber-
schusses, je nachdem p =7 oder = 3 nach 8 ist. Die erstere Anzahl iiber-
trifft also stets die letztere Anzahl, eine auf rein arithmetischem Wege bisher
nicht bewiesene Tatsache.

§ 87. Der Dirichletsche biquadratische Zahlkorper.

Eine nahe liegende Verallgemeinerung der bis hierher entwickelten
Theorie des quadratischen Korpers betrifft folgendes Problem. Es werde
statt des natiirlichen aus allen rationalen Zahlen bestehenden Rationalitits-
bereiches ein quadratischer Zahlkorper % als Rationalitdtsbereich zugrunde
gelegt; dann sollen die in bezug auf k relativ quadratischen Kérper K unter-
sucht werden, d.h. diejenigen biquadratischen Zahlkérper K, die den ge-
gebenen Korper £ als Unterkdrper enthalten.

Wenn der Korper & durch die imaginére Einheit ¥ — 1 bestimmt ist, so
bezeichne ich K als einen Dirichletschen biquadratischen Kérper. Fiir diesen
Fall liegen umfassende Untersuchungen vor [Diricurer (10, 11, 12), EisEx-
sTEIN (3,6), Bacmmanw (7,3), MinniceroDE (I), Hireert (9)]. Nach der
entsprechenden Einteilung der Idealklassen des Korpers K in Geschlechter
und geeigneter Ubertragung der Bezeichnungen gilt auch hier wiederum
der Fundamentalsatz 100, und es sind die beiden in Kapitel 18 angewandten
Beweismethoden dieses Satzes auch auf den Korper K iibertragbar, so da
jener Fundamentalsatz fiir den Dirichletschen biquadratischen Kérper sowohl
eine reine arithmetische Begriindung [HILBERT (9)] als auch einen Beweis
mittelst der transzendenten Dirichletschen Methode [DiricuLET (10, 11, 12),
MinxicERODE ()] zuldBt.

Von besonderem Interesse ist der Fall, daB der Dirichletsche biquadratische

Kérper K auBer dem quadratischen Korper k(l/—‘1> noch zwei andere qua-

dratische Korper k(]/_—l——n;) und k(]/ — m) enthilt. Fiir einen solchen
speziellen Dirichletschen Korper K gilt die wiederum auf transzendentem
und auch auf rein arithmetischem Wege zu beweisende Tatsache:
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Satz 115. Die Anzahl der Idealklassen in einem speziellen Dirichletschen
biquadratischen Korper K (]/ -+ m, ]/— m) ist gleich dem Produkt der
Klassenanzahlen in den quadratischen Korpern k(]/m) und k(l/j;_@
oder gleich der Hilfte dieses Produktes, je nachdem fiir die Grundeinheit
des Korpers K die Relativnorm in bezug auf k(]/?l> gleich 4-¢ oder gleich
-+ 1 wird.

Dieses Resultat bezeichnet DiricHLET als einen der schonsten Sétze der
Theorie der imaginéren Zahlen und als tiberraschend, weil durch dasselbe
ein Zusammenhang zwischen denjenigen quadratischen Korpern aufgedeckt

wird, die durch Quadratwurzeln aus entgegengesetzten reellen Zahlen be-
stimmt sind.

Bei dem rein arithmetischen Beweise dieses Satzes gelingt es zugleich in
sehr einfacher Weise, und zwar durch bestimmte Bedingungen fiir die Ge-
schlechtscharaktere, diejenigen Idealklassen des biquadratischen Korpers
K(]/—{— m, Vﬂ_@) zu kennzeichnen, welche als Produkte aus einer Ideal-

klasse von k( 7+ m) und einer Idealklasse vonmk(}/ — m) erhalten werden
kénnen [HILBERT (9)].

20. Die Zahlringe und Moduln des quadratischen Korpers.
§ 88. Die Zahlringe des quadratischen Korpers.

Die Theorie der Ringe und Moduln eines quadratischen Kérpers erledigt
sich rasch durch Spezialisierung der allgemeinen in Kapitel 9 entwickelten
Sétze. Man findet leicht, dafl jeder Ring r des Korpers & durch eine einzige
Zahl von der Gestalt g = fo erzeugt werden kann, wo w die in § 59 definierte
Zahl bedeutet, die mit 1 zusammen eine Basis von & bildet, und wo f eine ge-
wisse positive ganze Zahl, namlich den Fiihrer des Ringes r, bezeichnet. Ist
insbesondere ¢ negativ und auferdem < — 4, so findet sich nach Satz 66
die Anzahl %, der reguliren Ringklassen des Ringes r durch die Formel

a0 ()

ausgedriickt, wo das Produkt iiber alle in f enthaltenen voneinander verschie-
denen rationalen Primzahlen p zu erstrecken ist [DEDPERIND (I, 3)].

§89. Ein Satz von den Modulklassen des quadratischen Kdrpers.
Die bindren quadratischen Formen.
Betreffs der Modulklassen endlich gilt im quadratischen Korper die
folgende Tatsache:
Satz 116. In einer beliebigen Modulklasse des quadratischen Korpers k
gibt es stets regulire Ringideale [DEDEEIND (I)].
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Beweis. Es sei [u;, u,] ein beliebiger Modul des Kérpers %, wobei also
Y15 to ganze Zahlen sind, und 0 = f2d die Diskriminante der durch [u,, u,]
bestimmten Modulklasse; ferner bezeichne m = (u,, u,) das durch die Zahlen
Uy, Up bestimmte Ideal und sm =m’ das zu m konjugierte Ideal. Nunmehr
bestimme man eine durch m’ teilbare ganze Zahl « des Korpers k so, dal

r% ; prim zu 0 ausfallt. Setzen wir dann

— %M
n(m)’

o
0, = 2

% n(m)

b

so wird [o;, o] ein mit [uy, uy] dquivalenter Modul, wihrend zugleich das
durch «,, o, bestimmte Ideal a = (o, ) prim zu 9 ausfillt.

Ist nun 0 eine gerade Zahl, so ziehen wir zunichst die drei ganzen Zah-
len o, 0,0, + o, in Betracht; darunter ist notwendig mindestens eine
prim zu 2, denn anderenfalls miiiten sich unter diesen drei Zahlen gewi}
irgend zwei finden, die mit der Zahl 2 einen und den némlichen idealen Prim-
faktor gemein haben, was dem widerspriche, daf das Ideal a prim zu 9 ist.
Es sei etwa «, prim zu 2. Nunmehr bezeichne man die ungeraden in 9 auf-

gehenden rationalen Primzahlen mit p, ¢, ..., w. Da a prim zu p ist, so muf
mindestens eine der drei Zahlen o, o; + oy, oy + 2a, prim zu p sein. Es sel
oy -+ Ty prim zu p, ferner sei oy 4 yo, prim zu ¢, ..., wo x, y, ... ganze

rationale Zahlen bedeuten sollen. Dann folgt leicht die Existenz einer ganzen
rationalen Zahl a von der Art, dal «; + ao, prim zu 9 wird.
Setzen wir nun

b= 1 (o + @ )] oy (o] + @ af)

% (a) ’ p= n{a) °

wo o), oy die zu ay, «, konjugierten Zahlen bedeuten, so ist b eine ganze ra-
tionale positive und B eine ganze algebraische Zahl, und es wird der Modul
[0y, %] = [0ty + @atg, o] Aquivalent dem Modul [b, f]. Zugleich ergibt sich

wegen (b, f) = ﬁa,a—a; die Norm n (b, ) = b. Der Modul [, 8] ist offenbar

ein regulires Ringideal in dem durch die Zahl g bestimmten Ringe r =[],
und hiermit ist der Satz 116 vollstindig bewiesen.

Wegen
L b AP |L B
@A b, 8| |1, ]
stimmt die Diskriminante dieses Ringes r mit der Diskriminante der betrachte-
ten Modulklasse iiberein. Der erhaltene Ring r ist zugleich der einzige, welcher
mit [y, u] dquivalente Moduln unter seinen reguléren Ringidealen aufweist.
Der Satz 116 zeigt, daf es im quadratischen Korper auf dasselbe hinaus-
kommt, die Modulklassen oder die Klassen regulirer Ringideale zu betrachten.
Nach den allgemeinen Ausfithrungen in § 30 und § 35 entspricht einer

9 =

jeden Modulklasse eines quadratischen Kdorpers k(Vm) eine Klasse binérer
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 13
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quadratischer Formen mit ganzzahligen Koeffizienten, und umgekehrt ent-
spricht jeder solchen Formenklasse mit einer nichtquadratischen Diskrimi-
nante eine Modulklasse eines quadratischen Kéorpers, wobei die Modulklasse
und die Formen stets gleiche Diskriminante besitzen. Danach ist durch die
Untersuchungen in diesem Abschnitte zugleich die Theorie der quadratischen
Formen mit vorgeschriebener Diskriminante 9 vollsténdig erledigt.

§ 90. Die niedere und die héhere Theorie
des quadratischen Zahlkérpers.

Die in diesem dritten Teile des Berichtes entwickelten und einheitlich
dargestellten Untersuchungen machen die niedere Theorie des quadratischen
Zahlkérpers aus; unter der héheren Theorie des quadratischen Zahlkorpers
begreife ich die Darstellung derjenigen Eigenschaften dieses Korpers, zu
deren naturgemiBer Herleitung die Benutzung gewisser Hilfskorper héheren
Grades notig ist. Ein Abschnitt dieser héheren Theorie findet in dem vierten
Teil dieses Berichtes Platz. Die Theorie der zu einem imaginiren quadratischen
Korper gehorigen Klassenkorper sowie der dazu gehorigen relativ-Abelschen
Korper erfordert jedoch zu ihrem Aufbau die Methode der komplexen Multi-
plikation der elliptischen Funktionen, und dies ist ein Gegenstand, welcher
von der Aufnahme in diesen Bericht ausgeschlossen werden mufte.



Vierter Teil.
Der Kreiskorper.

21 Die Einheitswurzeln mit Primzahlexponent ! und der durch sie
bestimmte Kreiskorper.

§ 91. Der Grad des Kreiskoérpers der /-ten Einheitswurzeln und
die Zerlegung der Primzahl [ in diesem Korper.
2ix

Es bedeute ! eine ungerade rationale Primzahl, und es sei{ = e | . Die

Gleichung I-ten Grades
2t —1=0
besitzt die | Wurzeln
g, ¢ oo, 0, =1,

Diese Zahlen heiflen die I-ten Einheitswurzeln. Der durch sie bestimmte
Kérper werde mit k() bezeichnet und der Kreiskorper der I-ten Einheits-
wurzeln genannt. Es gilt fiir ihn zunichst die folgende Tatsache:

Satz 117. Bedeutet ! eine ungerade Primzahl, so besitzt der durch

{=c¢ ' bestimmte Kreiskorper k() der I-ten Einheitswurzeln den Grad
I — 1. Die Primzahl [ gestattet in £(¢) die Zerlegung =11, wo [ = (1 —{)
ein Primideal ersten Grades in %({) ist.
Beweis. Die Zahl ¢ geniigt der Gleichung ! — 1-ten Grades
Flo)=% "1 = f a2 4 1=0;
also ist der Kérper £(¢) hochstens vom Grade I — 1. Da £,¢2, ..., 0! die
I — 1 Wurzeln dieser Gleichung F(x) =0sind, so giltidentisch in z die Gleichung:
gl 1= (2 — ) (x—0?) ... (x — (1),

fir # =1 folgt hieraus:

I=1-00—=20)...(1 =07, (31)
Es bedeute nun ¢ eine beliebige durch [ nicht teilbare ganze rationale Zahl
> 1, und es sei dann ¢’ eine positive ganze rationale Zahl von der Art, dafl
qy' =1 nach [ ausfillt. Dann sind die Quotienten

}f2§§:1+c+52+...+59—1
und ,
1-¢ 1— go’ 11— (o)’ N . 3
e T T T 1o LA L

13*
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beide ganze algebraische Zahlen, und es erweist sich somit
1-¢

s g
als eine Einheit des Korpers k({). Setzen wir noch A =1 — und [ = (4),

so erhilt die Formel (31) die Gestalt
l=21g,85...6_=1["1. (32)

Aus Satz 33 schlieBt man unmittelbar, daB eine rationale Primzahl in
einem gegebenen Zahlkorper hochstens das Produkt so vieler Primideale
sein kann, als der Grad des Korpers betrigt. In Anbetracht der Formel (32)
muf} mithin der Grad des Korpers k() mindestens =1 — 1 sein, also ist nach
dem bereits oben Gefundenen dieser Grad genau =1 — 1. Andererseits
kann aus dem ndmlichen Grunde das Ideal | im Kérper k() nicht noch
weiter in Faktoren zerfallen und es ist somit [ ein Primideal in k() [DEDE-
KIND (I)].

Das gewonnene Resultat besagt zugleich, daf die Funktion F(z) im Be-
reich der rationalen Zahlen irreduzibel ist.

§ 92. Die Basis und die Diskriminante des Kreiskdrpers
der I-ten Einheitswurzeln.
2in
Satz 118. In dem durch {=-¢e ¢ bestimmten Kreiskorper k({) der
I-ten Kinheitswurzeln bilden die Zahlen

Lo, ...,
eine Basis. Die Diskriminante des Kreiskorpers k(£) ist
11

d=(—1)2 -2
Beweis. Die Differente der Zahl ¢ im Korper k() ist

» dF (x)7
b= - -0 . -y = [EE]
Aus
(z—1)F(z) =2 —1
folgt:
(0= £ F@) = Lo, abo 8= — 1o

nach der in §3 (8.71) gemachten Bemerkung ist dann die Diskriminante
der Zahl ¢

-1)(-2) -1

d)=(=1) 2 n@)=(=1)2

Da die Diskriminante d(A) der Zahl A offenbar den namlichen Wert d({)
hat, so lehrt die im Beweise zu Satz 5 bei Formel (1) S. 72 gemachte Be-
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merkung, dafl eine jede ganze Zahl « des Kérpers £(0) in der Gestalt

' . J-2
:@:&kzg+%ﬂ (33)
mit ganzen rationalen Koeffizienten ay, a4, . . ., ¢,_, dargestellt werden kann.
Dabei miissen dann die Zahlen ay, a,, . . ., ¢, , notwendig simtlich durch

den Nenner I'~2 teilbar sein. Um zunichst zu zeigen, daB sie ein erstes Mal
durch [ teilbar sind, nehmen wir an, es finde sich unter ihnen etwa a, als
erster nicht durch ! teilbarer Koeffizient; aus I'~2« = 0 nach [ wiirde dann
in Anbetracht von !=1{"1 notwendig aA’=0 nach "*!, d.h. a,=0
nach [ und also auch nach 7 folgen, was der Annahme widerspricht. Man
kann mithin einen Faktor ! in Zihler und Nenner des Ausdruckes (33) fort-
heben. Durch die geeignete Weiterfiihrung des eben angewandten Verfahrens
folgt schlieBlich, daf3 jede ganze Zahl « des Korpers k(£) bei ihren Darstellungen
a==ay+ oA+ -+ a A 2=by+ b+ +b_,2

mit rationalen Koeffizienten a,, ay, ..., a;_,, baw. by, by, ... b,_, fiir diese
lauter ganze rationale Zahlen bekommt.

Da somit die Potenzen 1,¢, .. .,¢"2 der Zahl  eine Basis des Korpers k(()
bilden, so folgt, dal die Diskriminante d({) der Zahl { zugleich auch die Dis-
kriminante des Korpers k() vorstellt.

§ 93. Die Zerlegung der von ! verschiedenen rationalen
Primzahlen im Kreiskdrper der I-ten Einheitswurzeln.

Die Zerlegung der Primzahl [ im Kérper k() ist in Satz 117 ausgefiihrt.
Fiir die Zerlegungen der iibrigen rationalen Primzahlen im Kérper k(g) gilt
die folgende Regel:

Satz 119. Ist p eine von [ verschiedene rationale Primzahl und f der
kleinste positive Exponent, fiir welchen p* = 1 nach ! ausfillt, und wird dann
I — 1 =ef gesetzt, so findet im Kreiskorper k({) die Zerlegung

P=9P1.-- P,
statt, wo p;,...,p, voneinander verschiedene Primideale f-ten Grades
in £(¢) sind [Kummzr (5, 6)].

Beweis. Es sei a =a+a,l+-- -+ a_, £~ eine beliebige ganze

Zahl des Kreiskorpers k(C); dann folgen die Kongruenzen

o? :.( _i_alé' +...+al 261—2)19 :a_l_alzp_,_..._,_al 9@?(1—2) (p)
al’*(a r-alé” + +al 251"‘“2’) ~a+a14“”2+ +a 07D (p)

71} —(a—l—alé‘p’ t _{_al Cp’ l(l 2))”—a+ Cp’+ —l—a 2Cp’(l 2).:0, (10)
Ist nun p ein in p aufgehendes Primideal, so folgt aus der eben erhaltenen
Kongruenz «?” = & nach p um so mehr o’ = o nach p, d. h. die Kongruenz

#—E=0,  (p) (34)
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wird von einer jeden ganzen Zahl des Korpers k(() erfillt. Die Anzahl der
nach p einander inkongruenten Wurzeln dieser Kongruenz (34) ist daher
gleich der Anzahl der vorhandenen nach p inkongruenten ganzen Zahlen, d. h.
=n(p) = p/, wenn mit /' der Grad des Primideals p bezeichnet wird. Nun
ist der Grad der Kongruenz (34) p’; nach Satz 26 folgt daher p < ¢/,
d.h. /<.

Andererseits ist nach Satz 24, dem verallgemeinerten Fermatschen Satze,

gewify

r-i=1, (p). (35)
Da nach Formel (31) fiir einen nicht durch [/ teilbaren Exponenten ¢ die
Zahl 1 — (Y stets zu p prim ist, so folgt aus der Kongruenz (35): p/' — 1 =0
nach /, und damit /' = f. Wir schliefen nunmehr /' = f, d. h. jedes in p auf-
gehende Primideal hat den Grad f.

Da p nicht in der Diskriminante des Korpers £(C) aufgeht, so folgt nach
Satz 31, daf p in lauter voneinander verschiedene Primideale zerfillt. Setzen
wir etwa p =p;...9,, so wird n(p) =p" P =p, d. h.l —1=¢f, ¢ =e.
Damit ist der Beweis des Satzes 119 vollstindig erbracht.

Zur wirklichen Aufstellung der Primideale p,,..., p, wenden wir den
Satz 33 an und beriicksichtigen die im Anschluff daran auf S. 91 gemachte
Bemerkung. Danach gilt identisch in @ nach p eine Zerlegung

Fa)=F(z)...F,(2), (),
wo Fy(z),...,F,(x) ganze nach p irreduzible und einander inkongruente
Funktionen vom f-ten Grade in z mit ganzen rationalen Koeffizienten be-

deuten. Nach Bestimmung dieser Funktionen erhalten wir die gewiinschte
Darstellung in den folgenden Formeln

P = (P>F1(C))> s P = (%F@(C»

22. Die Einheitswurzeln fiir einen zusammengesetzten
Wurzelexponenten m und der durech sie bestimmte
Kreiskorper.

§ 94. Der Kreiskorper der m-ten Einheitswurzeln.

Es bedeute m eine beliebige positive ganze rationale Zahl, und es werde
2in

Z=-e™ gesetzt. Die Gleichung m-ten Grades

am —1=0
besitzt die m Wurzeln
Z, 7% ..., 7™, Im =1,
Diese Zahlen heilen die mn-ten Einheitswurzeln; der durch sie be-
stimmte Koérper werde mit k(Z) bezeichnet und der Kreiskérper der m-ten
Einheitswurzeln genannt.
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Setzt man, falls m durch mehr als eine Primzahl teilbar ist:
mo= M,

wo i, l,, ... verschiedene rationale Primzahlen seien, so kann man eine
Partialbruchzerlegung vornehmen

1 _m o &y
’I;’L “* l{“ 'I' lg2 + ’

WO @y, dy, . .. ganze rationale positive oder negative Zahlen bedeuten, und
dann a; zu I, a, zu l,, ... prim ist. Die Benutzung dieser Zerlegung liefert
Z=1In7%...,

2 2z

A i .
wenn 7, = e, Z,=e*, ... gesetzt wird; es entsteht also durch Zu-
sammensetzung der Korper k(Z;) der !"-ten Einheitswurzeln, k(Z,) der
I%-ten Einheitswurzeln, ... genau der Rationalititsbereich k(Z). Wir be-

handeln dementsprechend zunichst den einfacheren Fall m = I, wo in m
nur eine Primzahl [ aufgeht.

§95. Der Grad des Kreiskdrpers der I“-ten Einheitswurzeln und
die Zerlegung der Primzahl [ in diesem Korper.

Fiir den Kreiskérper der [*-ten Einheitswurzeln gelten folgende Tat-
sachen:

Satz 120. Bedeutet I die Primzahl 2 oder eine ungerade Primzahl, so
besitzt der durch Z =e * bestimmte Kreiskérper k(Z) der I'-ten Einheits-
wurzeln den Grad I*—'(l — 1). Die Primzahl [ gestattet in k(Z) die Zerlegung
] = Q=1 wo Q ein Primideal ersten Grades in k(Z) ist.

Beweis. Z geniigt der Gleichung vom I"~'(I — 1)-ten Grade:

Fla) — @' =1 b g e ] = 0,

gttt 1

Bedeutet ¢ eine nicht durch [ teilbare ganze rationale Zahl und dann ¢’ eine
ganze rationale Zahl von der Art, dal g’ = 1 nach [* ausfallt, so folgt hn-
lich wie auf S. 195, dafi sowoht
E 12

v 1-2’

als auch der reziproke Wert davon, némlich:
1—-7 1700

1-79" 179
ganze Zahlen sind; es ist daher E, eine Einheit. Auf Grund dieses Umstandes
konnen in der namlichen Weise wie in § 91 die Gleichungen: ‘
F(1) = 1= J[(1 — Z9) = A=) JJE, = QU*(-D
2 ()
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geschlossen werden, wo 4 =1 — 7, @ = (A) gesetzt ist und in den Pro-
dukten ¢ alle zu [ primen Zahlen > 0 und < I* zu durchlaufen hat.

Durch dieselbe Uberlegung wie in § 91 folgt hieraus, daB der Grad des
Korpers k(Z) mindestens == I""1(] — 1) ist, und damit zugleich, daB er ge-
nau diesen Wert hat.

§ 96. Die Basis und die Diskriminante des Kreiskdrpers der
I*-ten Einheitswurzeln.
Satz 121. In dem durch Z =e * bestimmten Kreiskorper k(Z) der
I*-ten Einheitswurzeln bilden die Zahlen
1, Z, 22, ..., 78 ta-n-1
eine Basis; die Diskriminante dieses Korpers ist
d= + ll"—l(m—hq)’
wo fiir [* =4 oder /=3 nach 4 das Vorzeichen — und sonst das Vor-
zeichen 4 gilt.

Satz 122. Ist-p eine von ! verschiedene rationale Primzahl und f der
kleinste positive Exponent, fiir welchen 7 = 1 nach I* ausfallt, und wird
"=1(1 — 1) = ef gesetzt, so findet in k(Z) die Zerlegung

p="%... %,
statt, wo %,,..., B, voneinander verschiedene Primideale f-ten Grades
in k(Z) sind.

Die beiden Sétze 121 und 122 werden genau in der entsprechenden Weise
bewiesen, wie die fiir den Korper £(¢) aufgestellten Sitze 118 und 119.

§97. Der Kreiskorper der m-ten Einheitswurzeln. Der Grad,
die Diskriminante und die Primideale dieses Kérpers.

Jetzt sei m ein Produkt aus Potenzen verschiedener Primzahlen, etwa
m=["0% .. .. Der nach § 94 definierte Kreiskérper k(Z) der m-ten Einheits-
wurzeln entsteht dann, wie dort ausgefithrt worden ist, durch Zusammen-
setzung der Kreiskorper k(Z,), k(Z,), ... der I"-ten, der l%-ten,... Ein-
heitswurzeln. Da die Diskriminanten der létzteren Kreiskorper zueinander
prim sind, so folgt aus Satz 87 (§ 52) unmittelbar die Tatsache:

Satz 123. Der Grad des Korpers k(Z) der m = 1% .. -ten Einheits-
wurzeln ist:

D(m) = -1, — 1) 1=—2(], — 1) .. ..

Wenden wir die zweite Aussage in Satz 88 auf die Kreiskorper %(Z,),
E(Zy), . . . an und beachten den Satz 121, so folgt das weitere Resultat:

Satz 124. Der Kreiskorper k(Z) der m-ten Einheitswurzeln besitzt die

Basis:
1,7, 78, ..., Z%m-1,
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Die Diskriminante des Korpers k(Z) der m-ten Einheitswurzeln ergibt
sich durch die erste Aussage in Satz 88.

Endlich kann auf Grund des Satzes 88 unter Zuhilfenahme der Eigen-
schaften der Zerlegungs- und der Triigheitskorper die Zerlegung einer ratio-
nalen Primzahl p im Kérper k(Z) ausgefithrt werden. Man erhilt so den Satz:

Satz 125. Ist p eine in m = I"*i% . .. nicht aufgehende rationale Prim-
zahl und f der kleinste positive Exponent, fiir welchen " = 1 nach m aus-
falit, und wird dann @(m) = ef gesetzt, so findet im Kreiskorper k(Z) der
m-ten Einheitswurzeln die Zerlegung

p= gBl v SBe
statt, wo %B,,...,B, voneinander verschiedene Primideale f-ten Grades
in k(Z) sind.

Ist ferner p* eine Potenz von p, und wird m* = p*m gesetzt, so findet
im Korper k(Z*) der m*-ten Einheitswurzeln die Zerlegung

p={B;... Prpro-
statt, wo B},..., B, voneinander verschiedene Primideale f-ten Grades
in k(Z*) sind [KumMER (15), DEDERIND (5), WEBER (4)].

Zum Beweise des Satzes 125 nehmen wir der Kiirze wegen m = I [’
an und bezeichnen dann die Kreiskorper der #'-ten, I-ten Einheitswurzeln
mit kY bez. k. Ferner sei p eine von I, [, verschiedene rationale Prim-
zahl und p®, p® seien je ein idealer Primfaktor von p bez. in den
Kérpern k™, k®; wir bezeichnen in £V, £ die Zerlegungskorper der Prim-
ideale p, p® bez. mit &Y, K?. Es seien f,, f, die kleinsten Exponenten.
fiir welche p"* =1 nach I"* bzw. 9> = 1 nach I ausfillt, und es moge

Bty —=ef, tlh—1)=ef
gesetzt werden: dann sind e, e, bez. die Grade der Korper &, k® und
f1, fy der Relativgrad von &V in bezug auf k" bez. der Relativgrad von k2
in bezug auf k2. Nach Satz 88 zerfillt die rationale Primzahl p in dem aus
KP, K? zusammengesetzten Korper "2 in eje, Ideale; diese sind daher
simtlich Primideale ersten Grades in k{:?. Wir betrachten unter diesen ins-
besondere das Primideal p = (p©, p®) und bezeichnen mit P einen Prim-
faktor von p in dem aus kD, k'® zusammengesetzten Korper k; es sei £,
der Zerlegungskérper des Primideals B in k. Es folgt zunichst aus der De-
finition der Zerlegungskorper, daB k{2 entweder mit k, iibereinstimmen
oder in k, als Unterkorper enthalten sein muf. Die Relativgruppe des aus k™,
k? zusammengesetzten Kérpers in bezug auf & ? ist zyklisch vom Grade f,;
die Relativgruppe des aus k", k'® zusammengesetzten Korpers in bezug
auf k12 ist zyklisch vom Grade f,, Wir entnehmen hieraus, daB, wenn f
das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen f;, f, bedeutet, die Relativ-
gruppe von k in bezug auf k{2 keine zyklische Untergruppe von hoherem
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als f-ten Grade enthalten kann. Da k als Tragheitskorper des Primideals P
eine zyklische Relativgruppe in bezug auf k, besitzen muf und der Kérper £,
den Korper k{-? enthalt, so folgt, daB jene zyklische Relativgruppe von
k in bezug auf k, hochstens den Grad f hat.

Andrerseits stellen wir folgende Betrachtungen an. Die beiden Kérper £V
und &, haben den Korper A", aber keinen Kérper hoheren Grades als ge-
meinsamen Unterkérper, da sonst p® in kD noch weiter zerlegbar sein
miiite. Desgleichen haben die beiden Kérper k® und k, den Kérper &
zum grofiten gemeinsamen Unterkérper. Wir legen nun k(2 als Rationali-
tatsbereich zugrunde; es ist dann k, ein solcher Relativkorper in bezug auf
k"2, der weder mit &1, noch mit k® einen Relativkorper in bezug auf
" gemein hat. Hieraus schliefen wir ohne Miihe, daB %, hochstens vom

Relativgrade %& in bezug auf k"> ? sein kann. Der Korper k, ist daher hoch-

erhesf

stens vom Grade -, d. h. die Relativgruppe von % in bezug auf £, hat

mindestens den Grad f. Dies zusammen mit der oben bewiesenen Tatsache
zeigt, dafl der Grad der Relativgruppe von k in bezug auf %, gleich f sein muf,
womit sich fiir den gegenwirtig betrachteten besonderen Fall die Aussage
des Satzes 125 deckt. 2in
vom @(m)-ten Grade mit ganzen rationalen Koeffizienten, und nach dem
Beweise zu Satz 87 bleibt diese Gleichung F(z) = 0 auch noch irreduzibel,
wenn man als Rationalitatsbereich irgendeinen Kérper zugrunde legt, dessen
Diskriminante zu m prim ist [KroNecker (3, 21)].

Die Bildung der linken Seite F(xz) dieser Gleichung geschieht in folgender
Weise. Wird fiir den Augenblick zur Abkiirzung allgemein

™ — 1 = [m]
und II, = [m],
11,

gesetzt, so ist:
LI, 11, . ..
F@)=gmm,... -
[DEDEKRIND (I), BacHMANN (2)].
Ist @ eine ganze rationale Zahl und p eine in ¥ («) aufgehende zu m prime
Primzahl, so hat mit Riicksicht auf Satz 125 p stets die Kongruenzeigen-
schaft p = 1 nach m. Es gibt danach offenbar unendlich viele Primzahlen p

mit dieser Kongruenzeigenschaft.
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Ziz
§ 98. Die Kinheiten des Kreiskérpers k(e ™ ). Die Definition der
Kreiseinheiten.
Es gelten folgende Tatsachen:
Satz 126. Wenn m eine Potenz einer Primzahl [ ist und ¢ eine nicht durch I

2in

teilbare Zahl bedeutet, so stellt in dem durch 7 =e ™ bestimmten Kreis-
korper der Ausdruck ’
1- 70
177
stets eine Einheit dar.
Wenn die Zahl m verschiedene Primfaktoren enthilt und ¢ eine zu m
247
prime Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z = e ™ bestimmten Kreiskor-
per der Ausdruck
170
stets eine Einheit dar.
Beweis. Der erste Teil dieses Satzes 126 ist bereits in den Beweisen der
Sitze 117 und 120 festgestellt worden. Um den zweiten Teil zu beweisen,

setzen wir m = I %%. . und

g b
mo z{“+ Paghs 7
wo a eine zu [, und b eine zu l,, Iy, . . . prime ganze rationale Zahl bezeichnet;
dabei wird
2ing 2ina 2i7bh
i h he 7h
1—Z0=1—em =1—¢h' el™h® .- (36)
Nun ist:
2izy  2imb ?j“il’l“
H<1 o U il >: 1 elitls. .. ,
(z)
wo das Produkt itber z = 0,1,2,...,1" — 1 zu erstrecken ist, oder:
2izbiin
< Rimg’ 2imd T
i lle“...)# 1—e™ ™ "
(]I)lee el ) = b (37),
w —’Elh}; o
1—e' b
wo das Produkt iiber z' =1,2,...,%— 1 zu erstrecken ist.
Wir unterscheiden jetzt zwei Fille, je nachdem die Anzahl der Prim-
zahlen I}, 1,, .. ., die in m enthalten sind, zwei oder mehr als zwei betrigt.

Im ersteren Falle ist die rechte Seite der Formel (37) nach dem bereits fest-
stehenden ersten Teile des Satzes 126 eine Einheit. Im zweiten Falle kénnen

wir annehmen, der zu beweisende Satz 126 sei bereits fiir diejenigen Kreis-
217

kérper k(e ™ ) als richtig erkannt, bei welchen die Zahl m* durch weniger
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Primzahlen als m teilbar ist; es trifft dann dieser Satz fiir den Kreiskorper
zu, der durch die ll:?ten Einheitswurzeln bestimmt ist. Danach sind dann
1

Zahler und Nenner des auf der rechten Seite von (37) stehenden Bruches
fiir sich Einheiten. Der Ausdruck (36) ist ein Faktor des Produktes auf der
linken Seite von (37) und daher gleichfalls in jedem Falle eine Einheit. Damit
ist der Satz 126 vollstéindig bewiesen. 2in

Von einer jeden beliebigen Rinheit eines Kreiskérpers k(e ™ ) gilt die Tat-
sache, daf sie gleich dem Produkte aus einer Einheitswurzel und einer reellen
Einheit ist. Die Einheitswurzel liegt dabei nicht notwendig immer in dem

24
Kérper k (ei”T 4) selbst, sondern kann, wenn m verschiedene Primzahlen enthilt,
bei geradem m eine 2m-te, bei ungeradem m eine 4m-te Einheitswurzel
sein [KrRONECKER (7)]. Wir sprechen insbesondere die folgende, schon von
Kuvmer erkannte Tatsache aus:
Satz 127. Bezeichnet ! eine ungerade Primzahl, und betrachten wir in

2%z

ten reellen Unterkérper %(¢ + {7!) vom Grade l—Tl, so 1st ein beliebiges

System von Grundeinheiten dieses reellen Korpers £(C -+ £') stets auch fiir

den Korper k({) ein System von Grundeinheiten.

Beweis. Ist £({) eine beliebige Einheit in k({), so ist —&%é%— eine solche
Einheit in k({), die selbst und deren Konjugierte simtlich den absoluten
Betrag 1 besitzen, und sie stellt daher nach Satz 48 eine Einheitswurzel dar;

£(£)

wir setzen s + &%, wo g eine ganze Zahl sei. Die Binheit({) =&(£){ ™7
besitzt dann die Eigenschaft:

@)

ey = %)

In dieser Formel (38) kann rechter Hand nur das positive Vorzeichen
gelten. Anderenfalls ndmlich wire #({) eine rein imaginire Einheit; dann
setzen wiryn? =4, so dal 9 eine Einheit des reellen Unterkérpers k(¢ + ¢7%)
wird. Die Relativdifferente der Zahl # = } ¢ in bezug auf den reellen Unter-
kérper k(¢ -+¢71) ist 2% und mithin prim zu /. Demnach miiite auch die
Relativdifferente des Korpers k({) in bezug auf den Korper k({ + £~1) prim
zu | sein. Bedeutet nun [* ein beliebiges in ! aufgehendes Primideal des reellen
Korpers k(¢ + ¢™1), so wiirde daher nach Satz 93 dieses Ideal nicht gleich

dem Quadrate eines Primideals des Korpers k({) sein. Da aber [* in | héchstens
1—1
2
Widerspruch mit dem Satze 117 iiber die Zerlegung der Zahl | im Kérper k(Z);
also gilt in der Tat auf der rechten Seite der Formel (38) das obere Vor-

zur ten Potenz vorkommt, so finde sich diese letzte Folgerung in
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zeichen. Aus #(¢) = n(¢™?) folgt, daB die Zahl 5({) reell ist. Damit ist der Be-
weis des Satzes 127 erbracht.

Die in Satz 126 angegebenen Kinheiten sind imaginir. Um reelle Ein-
heiten zu erhalten, bilden wir, je nachdem m eine Potenz einer Primzah! ist
oder verschiedene Primzahlen enthilt, die Ausdriicke:

1— Z” 1~ —)
5= )/%- =

bez.
E,=1(1—29(1~-729),

wo ¢ eine zu m prime Zahl bedeute und der positive Wert der Quadratwurzel
genommen werde. Diese Einheiten sollen kurz Kreiseinheiten genannt werden.
Mit Riicksicht auf 1 — 779 = —77%(1 — Z’) erkennt man, daf in dem
ersteren Falle diese Einheiten im Koérper k(Z) selbst liegen, wihrend sie im
zweiten Falle als Produkte aus Einheiten des Kérpers k(Z) in 2m-te bez.
4m-te Einheitswurzeln erscheinen, je nachdem m gerade oder ungerade ist.

23. Der Kreiskirper in seiner Eigenschaft als Abelscher Korper.
§99. Die Gruppe des Kreiskorpers der m-ten Einheitswurzeln.

Der Kreiskorper der m-ten Einheitswurzeln ist bei jedem Werte von m,
wie man leicht erkennt, ein Abelscher. Korper, und zwar gelten die folgenden
eingehenderen Satze: 9in

Satz 128. Bedeutet ! eine ungerade Primzahl, so ist der durch Z=—e
bestimmte Kreiskorper ein zyklischer Korper.

Der durch 7Z =e? (h = 2) bestimmte Kreiskdrper entsteht durch Zu-
sammensetzung des imagindren quadratischen Korpers k(¢) und des reellen
Kérpers k(ez" +- eh§>. Der reelle Korper k(eﬁ -+ eﬁ‘i""> ist zyklisch vom
Grade 241,

Beweis. Der erste Teil des Satzes 128 folgt, wenn wir die Substitution

s§=(Z:1n
{Ersetzung von 7 durch 77) einfithren, wo unter 7 eine Primitivzahl nach I*
verstanden werden soll. Offenbar sind dann alle Substitutionen der Gruppe
des Korpers k£(Z) Potenzen von s.

Um den zweiten Teil des Satzes 128 zu beweisen, betrachten wir die Sub-

stitutionen

=(2:2%), §=(2:771)=(1:—1).
Dann folgt leicht, dafl die Potenzen von s und deren Produkte mit s’ die
samtlichen Substitutionen des Koérpers £(Z) ausmachen.

Auf Grund des Satzes 128 ist auch fiir jede zusammengesetzte Zahl m die
Gruppe des Kreiskorpers der m-ten Einheitswurzeln unmittelbar anzugeben.
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Die Aufstellung des Zerlegungs-, des Triigheits- und des Verzweigungs-
korpers fiir ein gegebenes Primideal in k\e W) kann auf Grund der Bedeutung
dieser Unterkorper mit Hilfe der in § 95, § 96 und § 97 bewiesenen Sitze
iiber die Zerlegung einer rationalen Primzahl im Kreiskorper leicht bewirkt
werden. So ergibt sich insbesondere das folgende Resultat:

Satz 129. Bedeutet I eine ungerade Primzahl, und betrachtet man den
Kreiskorper k£(Z) der *-ten Einheitswurzeln, so ist fiir das in [ enthaltene
Primideal & = (1 — Z) der Koérper k(Z) ein iberstrichener Verzweigungs-
kérper und der in ihm enthaltene Korper der I-ten Hinheitswurzeln der
Verzweigungskorper, wiahrend der Kérper der rationalen Zahlen gleichzeitig
die Rolle des Zerlegungs- und des Trigheitskorpers fiir € iibernimmt. Ist
ferner B ein von & verschiedenes Primideal in k(Z) vom Grade f, so ist

fir B der Korper k(Z) selbst der Trigheitskérper, wihrend als Zerlegungs-

kérper von B derjenige Unterkérper e :l:l%f Y ten Grades von k(Z)

erscheint, der zu der Substitutionengruppe

se, s2e, g3e ..., sfe
gehort. Dabel bedeutet s = (Z: Z") eine solche Substitution der Gruppe des
Korpers k(Z), welche mit ihren Potenzen diese Gruppe vollstindig erzeugt.

§ 100. Der allgemeine Begriff des Kreiskorpers. Der
Fundamentalsatz iiber die Abelschen Korper.

Wir erweitern nunmehr den Begriff des Kreiskorpers, wie er bisher in
Betracht kam; wir bezeichnen als einen Kreiskdrper schlechthin nicht nur
einen jeden durch die Einheitswurzeln von irgendeinem Exponenten m be-
stimmten Korper k (e—"7>, sondern auch einen jeden, irgendwie in einem

21z
solchen besonderen Kreiskdrper k<e W> enthaltenen Unterkérper. Da jeder
Korper k(ewm—> ein Abelscher Korper ist und ferner, wenn m und m” irgend-
welche Exponenten bedeuten, der Korper der m-ten Einheitswurzeln und der
Kérper der m'-ten Einheitswurzeln beide zugleich in dem Korper der m-m/-ten
Einheitswurzeln als Unterkorper enthalten sind, so gelten fiir diesen erweiter-
ten Begriff des Kreiskérpers allgemein die folgenden Tatsachen:

Satz 130. Jeder Kreiskorper ist ein Abelscher Korper. Jeder Unterkorper
eines Kreiskorpers ist ein Kreiskorper. Jeder aus Kreiskorpern zusammen-
gesetzte Korper ist wiederum ein Kreiskorper.

Es ist nun eine fundamentale Tatsache, daf} die erste Aussage in diesem
Satze 130 sich, wie folgt, umkehren 1agt:

Satz 131. Jeder Abelsche Zahlkirper vm Bereiche der rationalen Zahlen st
ein Kreiskorper [KRONECKER (2, 13), WEBER (I), HiLERT (6)].
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Um den Beweis dieses fundamentalen Satzes vorzubereiten, erinnern wir
daran, dal nach §48 jeder Abelsche Korper sich aus solchen zyklischen
Korpern zusammensetzen lafit, bei denen die Grade Primzahlen oder Prim-
zahlpotenzen sind. Wir konstruieren nun folgende besonderen zyklischen
Kérper. Es bedeute u eine ungerade Primzahl und " eine Potenz derselben

2im
wh 1

mit positivem Exponenten; dann ist der durch e bestimmte Kor-

247
per k(em) ein zyklischer Korper vom «"(u — 1)-ten Grade. Der zyklische
Unterkorper vom «”-ten Grade dieses Kérpers werde mit U, bezeichnet. Ferner

[k —i
bestimmt die Zahl e2**' 4 e2*' einen reellen zyklischen Kérper vom 2*-ten
Grade. Dieser Korper werde mit II, bezeichnet. Endlich sei I* eine Potenz

einer beliebigen Primzahl I(= 2 oder 4 2) und auBerdem p eine Primzahl mit

2in
der Kongruenzeigenschaft p= 1 nach I"; dann besitzt der Kreiskorper k (egp')
vom Grade p —1 offenbar einen zyklischen Unterkorper vom Grade I
Dieser zyklische Kérper I"-ten Grades werde mit P, bezeichnet. Die Kérper
U,,II,, P, sind Kreiskérper bez. von den Graden u?, 2% I*; die Diskrimi-
nanten dieser Korper U,, I1,, P, sind infolge der Sitze 39 und 121 Potenzen
bez. der Primzahlen «, 2, p. Dal es bei jeder Annahme von I* Primzahlen p
mit der Kongruenzeigenschaft p =1 nach 1" gibt, steht nach der letzten Be-
merkung in § 97 fest, kommt jedoch hier nicht in Frage.

Wir werden in den folgenden Paragraphen zeigen, daB jeder Abelsche
Korper als Unterkorper in einem solchen Korper enthalten ist, der durch
Zusammensetzung aus k() und geeigneten Korpern U,,II,, P, entsteht.
Zu diesem Nachweise ist eine Reihe von Hilfsbetrachtungen vorauszuschicken.

§101. Ein allgemeiner Hilfssatz iiber zyklische Kérper.
Hilfssatz 15. Wenn ein zyklischer Korper €, von einem Grade I*, wo [
eine beliebige Primzahl (= 2 oder < 2) ist, nicht den betreffendenKorper U,
bez. II, als Unterkorper enthilt, so entsteht durch Zusammensetzung
24m
von C), mit dem durch 7= e *  bestimmten Kérper k(7) ein Korper k(Z,C,)
vom Grade [2#71 (] — 1), und es gibt dann stets in k(Z) eine ganze Zahl » mit
folgenden Eigenschaften: der Kérper k(Z, C)) ist auch durch die Zahlen Z
%

und J x bestimmt; bezeichnet r eine beliebige nicht durch I teilbare ganze
rationale Zahl, und wird aus der Gruppe des Korpers k(Z) die Substitution
§=(Z:17")
ins Auge gefaBt, so ist »*~" die I"-te Potenz einer Zahl in k(Z).
Beweis. Die erste Behauptung iiber den Grad von k(Z,C,) folgt un-
mittelbar daraus, daBl £(Z) und C, auller dem Korper der rationalen Zahlen
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keinen gemeinsamen Unterkorper haben. Es sei nun a« eine den Kérper C,
bestimmende ganze Zahl von der Art, daf} auch keine Potenz von o in einem
Unterkorper von C, liegt; es sei ferner ¢ eine solche Substitution der Gruppe
von C,, welche mit ihren Potenzen diese Gruppe erzeugt. Wir setzen, wenn
a und b beliebige Exponenten sind:

K((y_“, Zb) = g + Zb.(ta)a + Zzb . (tz Ot)a + .« .. + Z(lh—l)b, (tlh_l o,')a_

Die Ausdriicke K(x«, Z), K(«2, Z),..., K(«™, Z) konnen nicht simtlich
verschwinden, da sonst wegen K («°, 7) == 0 notwendig auch die Determinante

', 1, R | |
?7_, to, co., Blg [
| . coe e

|
‘azhﬂ’ o)1, ..., (tlh—1a)zh—1i‘

verschwinden miilte und dann nach der Bemerkung auf 8. 71 die
Zahl o keine den Korper (0, bestimmende Zahl wire. Es sei a* = o* eine
solche Potenz von «, fiir welche K = K(o*, Z) &= 0 ausfillt. Vermoge
K (ta*, 7°) = Z K (o«*, 7% folgt dann, daB die Zahl K" und ferner alle
Zahlen X2 2) 7Zahlen in dem Koérper £(Z) sind. Da
o= K65 7) + K047 + - - -+ Ko, %)

wird und o* ebenfalls eine den Korper €, bestimmende Zahl ist, so sehen
wir, dafl der durch K und 7 bestimmte Korper, dessen Grad hochstens
P*1(1 — 1) ist, den Korper k(Z, C,) vom Grade I?~1 (I — 1) enthilt; der
erstere Korper ist daher mit diesem letzteren Kérper identisch, und die
Zahl % = K" besitzt die im Hilfssatz 15 angegebene Eigenschaft.

"
Wir machen noch folgende Bemerkung. Der durch Z und } » bestimmte

Kérper ist, wie man leicht erkennt, relativ zyklisch vom Relativgrade I* in
bezug auf k(Z) und besitzt daher einen einzigen Unterkorper, der k(Z) ent-
hilt und relativ zyklisch vom Grade [ in bezug auf £(Z) ist. Bedeutet nun
(, den Unterkérper [-ten Grades von C,, so mull danach der aus £(Z) und C,
zusammengesetzte Korper mit dem durch Z und i/y bestimmten Korper
identisch sein.

§102. Von gewissen Primzahlen in der Diskriminante eines
zyklischen Korpers vom Grade I

Hilfssatz 16. Wenn O, ein zyklischer Kérper von einem Grade I ist,
wo | eine beliebige Primzahl (= 2 oder < 2) ist, und wenn C, den Unter-
korper I-ten Grades von O, bezeichnet, so besitzen die etwaigen von [ ver-
schiedenen Primteiler p der Diskriminante von C; durchweg die Kongruenz-
eigenschaft p =1 nach "
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Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall, da$l [ eine ungerade Primzahl
und k=1 ist. Wir nehmen an, es finde sich im Gegensatz zu unserer Be-
hauptung eine rationale, in der Diskriminante von C; aufgehende Primzahl p,

2in
welche == 1 nach [ ist. Es sei{ =e ¢ , ferners eine Primitivzahl nach !, und
man nehme aus der Gruppe des Korpers k({) die Substitution s = (£:£7).
Ist p ein idealer Primfaktor von p im Kérper k(Z), so ist das Primideal p,
wegen p == 1 nach [, nach Satz 119 von einem Grade f > 1 ; mithin ‘ist nach
Satz 129 der Zerlegungskorper des Primideals p von einem Grade e <1 — 1;
die tibrigen Primfaktoren von p sind dann

p=8p, ..., ple =gy,
wihrend s°p =p, d. h.
peot =1 (39)
wird. Desgleichen gelten auch fiir die zu p konjugierten Primideale p’, p”’, . . .
die entsprechenden Gleichungen
pr-i=1, prel=1, .. .. (40)

Nach Hilfssatz 15 gibt es eine ganze Zahl » in k({), so daB die beiden

1
Zahlen ¢ und } % den aus k() und C; zusammengesetzten Kérper k(Z, C,)
bestimmen, und fiir welche obendrein »*~" gleich der I-ten Potenz einer
Zahl in k() wird. Da s — r und s* — 1 zwei ganzzahlige Funktionen von s
sind, welche im Sinne der Kongruenz nach ! keinen gemeinsamen Faktor
haben, so gibt es drei ganzzahlige Funktionen ¢(s), y(s), (s) der Veriinder-
lichen s, so daB
L=(s"—1)pls)+(s—r)yp(s)+ Ix(s)
ist, und hieraus folgt
# = HEDIETCVEO+HLE) — e~DP) o

wo o eine Zahl in k({) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Gleichungen (39)
und (40) fiir die Primideale p, p’, p”, . . . 148t sich »*~* als eine solche ganze
oder gebrochene Zahl schreiben, dal Zahler und Nenner keinen der Prim-
faktoren p, p’, p”, ... enthalten und daher zu p prim sind; das gleiche
&
daf} ¢ eine ganze, zu p prime Zahl in k({) und a eine ganze rationale Zahl
bedeutet. Der Korper k({, C;) wird dann auch durch die beiden Zah-

gilt somit von der Zahl »**~V%®_ Wir setzen »**~D#® — £ in golcher Weise,

len ¢ und i o bestimmt. Die Relativdiskriminante der Zahl ]l/ E in bezug

auf k(¢) ist = - I'9’™%, und da g zu p prim ist, so ist mithin auch die Re-

lativdiskriminante von k({, C;) in bezug auf %({) prim zu p. Da anderer-

seits auch die Diskriminante von k() nicht durch p teilbar ist, so ist nach

Satz 39 auch die Diskriminante von £({, C,) und folglich nach Satz 85 auch die

Diskriminante des Kérpers C; prim zu p, was unserer Annahme widerspricht.
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 14
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In shnlicher Weise erschlieBen wir die Richtigkeit des Hilfssatzes 16 bei

2ic
ungeradem !, wenn der Exponent & >1 angenommen wird. Es seiZ =e * |

ferner bezeichne r eine Primitivzahl nach I*, und aus der Gruppe des Kor-
pers k(Z) seis=(Z:Z"). Es sei p eine in der Diskriminante von C, aufgehende,
von | verschiedene Primzahl und p ein idealer Primfaktor von p in k(Z).
Nehmen wir p =1 nach I, aber == 1 nach I* an, so liegt das Primideal p
jedenfalls auch in dem Unterkérper k(Z') des Kérpers k(Z), d. h. es

ist p”’lh_g(lkl)“l =1, und ebenso gelten fiir die zu p in k(Z) konjugierten

Primideale p’, p"’, ... die Gleichungen:

h—2(7— h-2(7_
p/sl =y 1 pusl -y _ 1,

Da r Primitivzahl nach I* ist, so wird rlh*g(l_1)$1 nach I”, und mithin
lassen sich drei ganzzahlige Funktionen ¢(s), ¢(s), x(s) der Variablen s derart
bestimmen, daf

Pt = (00— 1) g (5) (5 — 1) (s) + Py (o)
ist; hieraus folgt alsdann, wenn » eine nach Hilfssatz 15 bestimmte Zahl

bedeutet,
M;h‘l — %(slh—‘l(l~1) _1)(’7(8)01”' ,

wo o eine Zahl in k(Z) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Eigenschaft der
h—2¢y h.207_

Primideale p,p’,p”,... ist »* ¢ -1 und folglich auch »¢"  ¢~P=1r

eine Zahl, deren Ziahler und Nenner zu p prim ausfallen. Wir kénnen daher

die letztere Zahl =a~% setzen in solcher Weise, daBl o eine ganze, zu p

prime Zahl in £(Z) und @ eine ganze rationale Zahl bedeutet. Es ist dann
I e

V=" ll/z) , und daraus ergibt sich p = """, wo o ebenfalls in &(Z) liegt.

a

[
Da der durch Z und ]/x bestimmte Korper, wie am Schlusse des §101
bemerkt wurde, mit demjenigen Koérper identisch ist, welcher durch Zu-
sammensetzung aus k(Z) und C, entsteht, und da die Relativdiskriminante

der Zahl i/; in bezug auf k(Z) den zu p primen Wert - I'a’"! besitzt, so
ist die Relativdiskriminante des Korpers k(Z, C,) in bezug auf k(Z) prim
zu p. Andererseits ist die Diskriminante von k(Z) ebenfalls nicht durch p
teilbar, und folglich gilt das gleiche auch von der Diskriminante des
Korpers k(Z, C;) und damit auch dann von der des Kérpers (. Der letztere
Umstand aber widerspricht unserer Annahme.

Um die Richtigkeit des Hilfssatzes 16 fiir [ = 2 zu erkennen, machen wir
zunichst die Annahme % = 2 und wenden dann auf den zyklischen Kérper C,
vom 4-ten Grade den Hilfssatz 15 an. Wir setzen Z =e2 = i und betrachten
aus der Gruppe von k(Z) die Substitution s" = (i: — ). Es sei C; der quadra-
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tische Unterkorper von C,, und wir nehmen an, es gebe eine in der Diskrimi-
nante von (; aufgehende ungerade Primzahl p, welche == 1 nach 4 ist. In-
folge der letzteren Kigenschaft ist p in k(¢) unzerlegbar. Ist nun die uns durch
Hilfssatz 15 angewiesene Zahl » durch p teilbar, so bilden wir die Zahl p = »*"~1,
Da nach Hilfssatz 15 andererseits »*+! = a* sein soll, wo o in %(3) liegt, so

folgt %2 = p~lo*, d.h. | x = ? o~ . Infolgedessen ist o das Quadrat einer
Zahl in k() ; wir kénnen p :; setzen in solcher Weise, dafl 7 eine ganze,
zu p prime Zahl in £(¢) und a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Da der
Korper (¢, ;) mit dem Kérper k(, ]/ 7) iibereinstimmt, und da anderer-
seits die Relativdiskriminante der Zahl 7 in bezug auf k(i) zu p prim ist, so
ist auch die Relativdiskriminante des Korpers k(¢, C;) in bezug auf k(q)
prim zu p, und hieraus folgt, dal die Diskriminante von C; nicht durch p
teilbar ist, entgegen der Voraussetzung. _ia

Ist im Falle ] =2 der Exponent % > 2, so setzen wir Z = e ', Nehmen
wir dann an, es gibe eine in der Diskriminante von C; aufgehende Prim-

zahl p =1 nach 4 und == 1 nach 2*, und ist p ein idealer Primfaktor von p
in k(Z), so bliebe p ungedndert bei einer Substitution 82;,_3, wo s, ent-

weder = (Z:Z°) oder = (Z:Z7%) zu nehmen ist; folglich wire p°* A 1.
Wegen (- 5)* "==1 nach 2" wiirde, dhnlich wie oben, eine Gleichung
von der Gestalt:

21 == (277 — 1) @ (3,) + (847 B) w (5. + 2% 1 (s,)

gelten, und aus dieser schlieen wir, wie vorhin bei ungeradem [, auf einen
Widerspruch mit der Annahme, wonach p in der Diskriminante von C, auf-
geht. Damit ist der Hilfssatz 16 vollstiindig bewiesen.

.Aus dem Hilfssatze 16 folgt ohne Schwierigkeit die weitere Tatsache:

Hilfssatz 17. Es sei C;, ein zyklischer Kérper von einem Grade I*, wo
I eine beliebige Primzahl (= 2 oder = 2) ist; der Unterkorper I-ten Grades
von (), werde mit C, bezeichnet; die Diskriminante des Kérpers C; enthalte
die von [ verschiedene Primzahl p: dann kann stets ein Abelscher Kérper C,
von einem gewissen Grade I < [* mit folgenden beiden Eigenschaften
gefunden werden:

Erstens. Der aus €}, und einem gewissen Kreiskorper P, zusammen-
gesetzte Korper enthalt C, als Unterkorper.

Zweitens. Die Diskriminante des Kérpers C), enthilt nur solche Prim-
zahlen, die auch in der Diskriminante des Korpers C,, aufgehen, darunter
aber nicht die Primzahl p.

Beweis. Nach Hilfssatz 16 besitzt die rationale Primzahl p die Kon-
gruenzeigenschaft p = 1 nach [*; man konstruiere nach § 100 den zyklischen
Kreiskorper P, vom Grade %, dessen Diskriminante eine Potenz von p ist,

14*
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und betrachte den aus C, und P, zusammengesetzten Korper k(C,, P;),
dessen Grad [*+* sei. In P, gilt p = p”, wo p ein Primideal in P, bedeutet.
Es sel 9§ ein in p aufgehendes Primideal des Korpers £(C,, P;). Da das Prim-
ideal B in der Gradzahl I*+* des Kérpers k(C,, P,) nicht aufgeht, so ist
dieser Korper k(C;,, Pj) Verzweigungskérper des Primideals ¢ und als solcher
nach Satz 81 relativ zyklisch, und zwar mindestens vom Relativgrade I,
in bezug auf den Triigheitskorper des Primideals B, der ('}, heiBle. Da ferner
zyklische Koérper von héherem als dem [*-ten Grade in k(C,, P}) nicht vor-
kommen kénnen, so hat k(C,, P;) genau den Relativgrad [* in bezug auf
(), . Hieraus folgt, daf der Kérper C), vom Grade I*' ist. Die Differente des
Trigheitskérper C), ist nach Satz 76 nicht durch B teilbar, und daher ist,
mit Riicksicht auf Satz 68, die Diskriminante des Korpers ('}, nicht durch
p teilbar. Andererseits enthélt diese Diskriminante wegen Satz 39 nur solche
rationale Primzahlen, welche in der Diskriminante von €, aufgehen. Endlich
folgt aus Satz 87, daB der aus C} und P, zusammengesetzte Korper
mit k(C,, P;) iibereinstimmt. Der Kérper €}, besitzt demnach alle im
Hilfssatz 17 verlangten Kigenschaften.

§103. Der zyklische Korper vom Grade u, dessen Diskriminante
nur 4 enthédlt, und die zyklischen Korper vom Grade »* und 2%,
in denen U, bzw. II; als Unterkorper enthalten ist.

Hilfssatz 18. Wenn die Diskriminante eines zyklischen Kérpers C; von
einem ungeraden Primzahlgrade w ausschlieBlich die Primzahl  enthilt, so
stimmt C; mit U, iiberein. 2ix

Beweis. Wir setzen {=e ¥ und s =({:{"), wo r eine Primitivzahl nach «
bedeute. Schreiben wir iiberdies A =1 —¢, so ist [ =(4) ein Primideal in k(¢),
und es wird im Sinne der Idealtheorie u =1*"!; endlich gilt die Kongruenz

sh=1—(Cr=rk, (2.

Wir betrachten nun die uns durch Hilfssatz 15 angewiesene Zahl %. Da das
Primideal { in k() vom ersten Grade ist, so folgt, wenn g = »¢~1®~D gegetat
wird, in Anbetracht der Gleichung s{ =1 und nach Satz 24 die Kon-
gruenz g =1 nach [, wobei eine Kongruenz zwischen gebrochenen Zahlen
dann bestehen soll, wenn sie sich durch Multiplikation mit einer zum Modul
teilerfremden ganzen Zahl in eine gewohnliche Kongruenz verwandeln 1a8t.
Da r —1 zu » prim ist, so wird der aus C; und k() zusammengesetzte

Korper auch durch ¢ und 1'i/g‘]oestilfnmt: sein. Wir setzen g =1+ a4 nach [,

wo a eine ganze rationale Zahl bedeute; dann ist ¢ = p{*= 1 nach[2.
Nunmehr fithren wir den Nachweis dafiir, dafl die Kongruenz ¢ = 1 nach

(* besteht. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei 0= 1 + ¢4° nach [°*},
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wobei der Exponent e << 4 ausfillt und a eine nicht durch u teilbare ganze
rationale Zahl bedeutet.

Wir beriicksichtigen, daB nach dem Hilfssatze 15 »*~" und folglich
auch ¢*~” die u-te Potenz einer Zahl in k({) ist; wir setzen ¢ " = g,
wo f eine Zahl des Korpers k({) sei. Diese Gleichung liefert die Kon-
gruenz 14 a(rd)’ — ard®=f" nach [**!. Aus dieser folgt zunichst g =1
nach [, und dies liefert f*=1 nach (¥ Hieraus wiirde endlich a7’ = ar
nach [ folgen, was unméglich ist, da r Primitivzahl nach « sein sollund e > 1
ist. Diese Betrachtung lehrt die Richtigkeit der Kongruenz o= 1 nach [*“

Wir setzen nun ¢ == in solcher Weise, dafl 7 eine ganze Zahl in

T
=
k() und ¢ eine ganze rationale Zahl bedeutet; es ist dann 7=1 nach (¥

Nehmen wir nun an, der Kérper C, sei von dem Kérper U; verschieden, so

W, [ Z—

entsteht durch Zusammensetzung aus (), U, und C; der durch ]/C und 1/1
w,— —

bestimmte Korper k(Ve, %/r) vom Grade u?(u — 1). Es ist anderer-

seits £ =117 wie die Gleichung ©* 0"

des Kéorpers k(ﬁi/ z, lfl/ 7), und die Relativdiskriminante dieser Zah! in bezug

= 0 zeigt, eine ganze Zahl

auf k(%/—éj) ist gleich £7%~1, wo ¢ eine Einheit ist. Da 7 zu w prim ist, so ist
U,
mithin die Relativdiskriminante des Korpers k(}¢, J7) in bezug auf den
U,
Kérper & (1/ ) ebenfalls prim zu u. Bezeichnen wir daher mit £* einen idealen

Primfaktor von { im Kérper k(ii/ Z, mi/ 7), 80 besitzt £* mit Riicksicht auf
Satz 93 in diesem Korper einen Trigheitskorper 7', welcher den Grad w hat.
Die Diskriminante dieses Trigheitskorpers T ist prim zu u, und wegen Satz 85
miiite sie daher den Wert -+ 1 oder — 1 besitzen. DaB es aber einen zyklischen
Kérper vom Primzahlgrade » mit der Diskriminante -}- 1 nicht gibt, folgt ent-
weder direkt aus Satz 44 oder mittels Satz 94, wenn wir den in diesem Satze 94
mit % bezeichneten Korper gleich dem Korper der rationalen Zahlen nehmen
und die Tatsache beriicksichtigen, daBl im Korper der rationalen Zahlen alle
Ideale Hauptideale sind. Damit ist der Beweis fiir den Hilfssatz 18 erbracht.

Hilfssatz 19. Wenn ein zyklischer Korper €, vom Grade I, wo [ gleich
einer ungeraden Primzahl » oder gleich 2 ist, den Kérper U, bzw. II; als
Unterkorper enthilt, so ist €}, Unterkérper eines solchen Kérpers, welcher
aus U, bez. IT, und aus einem gewissen zyklischen Korper ('}, von einem
Grade [* < [ durch Zusammensetzung entsteht.

Beweis. Es sei C}, 4= U, bez. IT,. Der grofite sowohl in (), als in U,
bez. IT;, enthaltene Unterkorper werde mit L,. bezeichnet; L, habe den
Grad I**, wo h* eine positive ganze rationale Zahl < % bedeute. Es sei ¢ eine
solche Substitution aus der Gruppe des Kérpers C,, welche mit ihren Po-
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tenzen diese Gruppe erzeugt, und z eine solche Substitution, welche die
Gruppe des Kérpers Uy, bez. IT, erzeugt. Setzen wir #* = " und 2* = 2",
so erzeugen * und z* beide Male diejenigen Untergruppen vom Grade I*—"*,
zu denen L,, als Unterkérper einerseits von C, andererseits von U, bez.
II,, gehért. Der aus €, und U, bez. II; zusammengesetzte Korper K ist
in bezug auf L,. vom Relativgrade [**~2** uynd daher iiberhaupt vom
Grade PP*~7*,

Um die Gruppe G des Korpers K zu ermitteln, bezeichnen wir mit
eine den Korper €, und mit o eine den Korper U, bez. I, bestimmende
Zahl und verstehen unter x,y unbestimmte Parameter. Die GroBe
O = z9 -+ yy geniigt einer Gleichung vom ?*~"*-ten Grade, deren Ko-
effizienten ganzzahlige Funktionen von # und y sind, und welche in dem
durch die Parameter 2 und y bestimmten Rationalititsbereich irreduzibel
ist. Die verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung sind von der Gestalt

@mn =z + yzty,
wo m, n gewisse Paare ganzer Zahlen bedeuten. Da einem bekannten Satze
zufolge sowohl & wie y sich als rationale Funktionen von @ ausdriicken lassen,

wobel die Koeffizienten ganzzahlige Funktionen von z und y werden, so sind
auch die Grofen ©,,, ebenso ausdriickbar; wir setzen

Opin = 2t"9 +y 2ty = D,,,(0),
wobel @, eine rationale Funktion von @ bedeutet, deren Koeffizienten
ganzzahlige Funktionen von , y sind. Es bezeichne nun A irgendeine Zahl
in K oder iiberhaupt eine rationale Funktion von z, y, deren Koeffizienten
in K liegen; dann wird A gleich einer rationalen Funktion F (@) der Grofie @,

deren Koeffizienten ganzzahlige Funktionen von z, y sind. Es driicken sich
ferner die zu A konjugierten Grofen in der Gestalt

aus, und das System der betreffenden 22-"" Substitutionen S,,, bildet die
Gruppe G des Korpers K. Wegen
8pn@=28,, 0+ Y8,y =2imd+yzry
wird
Smnﬁ:tmﬁ! Smny:zn)/’
und hieraus folgt leicht:
Smn Sm'n’ = Sm+m',n+n' ) (4:1)

wenn allgemein die Festsetzung S,,,=S,,.,. getroffen wird, falls m = m*
und n = n* nach [* ist. Aus (41) folgt die Vertauschbarkeit der Substitu-
tionen der Gruppe &, d. h. der Koérper K ist ein Abelscher Korper.

Es bezeichne r eine Primitivzahl nach [*; da insbesondere 2"y eine zu y
konjugierte Zahl ist, so muf es jedenfalls eine Substitution in der Gruppe &
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geben, bei welcher der zweite Index n =7 nach I* ist. Wir setzen eine solche
Substitution S,,,=:s. Der Grad der aus s erzeugten zyklischen Gruppe ist
1". Es kann ferner leicht erkannt werden, daf alle diejenigen Substitutionen
der Gruppe (7, bei denen der zweite Index = 0 nach I* ausfillt, fiir sich eine
zyklische Untergruppe vom Grade I*-** bilden. Es sei s* = S, eine er-
zeugende Substitution dieser zyklischen Gruppe. Die Gruppe  entsteht dann
offenbar durch Zusammensetzung aus den I* Potenzen von s und den [#-2*
Potenzen von s*. Zu der aus den Potenzen von s* bestehenden Untergruppe
gehort offenbar im Korper K der zyklische Unterkérper U, bez. IT,. Zu
der aus s erzeugten Gruppe gehort in K ein gewisser zyklischer Unterkorper
(), vom Grade I"-**. Die beiden Kérper U, bez. I, und C} haben keinen
gemeinsamen Unterkorper auler dem Korper der rationalen Zahlen, und der
Korper K entsteht daher durch Zusammensetzung aus diesen beiden zyklischen
Korpern. Damit ist der Hilfssatz 19 vollstindig bewiesen.

§104. Beweils des Fundamentalsatzes iiber Abelsche Korper.

Wir beweisen nunmehr den Fundamentalsatz 131 in folgender Art. Zunsichst
ist in § 48 festgestellt worden, daf} jeder Abelsche Kérper sich aus zyklischen
Koérpern zusammensetzen laft, deren Grade Primzahlen oder Primzahl-
potenzen sind; es ist daher nur nétig, zu zeigen, daf jeder zyklische Kérper €,
von einem Grade [*, wo [ eine Primzahl bezeichnet, ein Kreiskérper ist.

Um diesen Beweis zu fithren, nehmen wir an, es sei bereits die Richtigkeit
des Fundamentalsatzes 131 fiir alle diejenigen Abelschen Korper erkannt,
deren Grad eine niedere Potenz von [ als I* ist.

Es werde nun der in C;, enthaltene Unterkorper vom I-ten Grade O, ins
Auge gefalit. Nehmen wir an, dal die Diskriminante von C; eine von [ ver-
schiedene rationale Primzahl p enthilt, so ist nach Satz 39 auch die Diskrimi-
nante von ', durch p teilbar. Ferner existiert nach Hilfssatz 17 ein Abelscher
Kérper (0}, vom Grade I* < [* der Art, daB O, Unterkorper des aus (), und
dem Kreiskrper P, zusammengesetzten Korpers wird. Ist dann Cj ein
zyklischer Korper von niederem als /*-ten Grade oder aus mehreren solchen
zyklischen Kérpern zusammengesetzt, so erweist sich (', auf Grund unserer
Annahme als Kreiskorper, und mithin ist auch C, ein Kreiskérper. Es ist
demnach nur noch der Fall in Betracht zu ziehen, daB A’ = & ausfillt und
¢}, = C,, ein zyklischer Kérper vom Grade I* ist. Wie der vorhin angewandte
Hilfssatz 17 aussagt, enthilt die Diskriminante von C) nur solche Prim-
zahlen, welche in der Diskriminante von C, aufgehen, aber nicht die Prim-
zahl p; die Diskriminante von O} enthilt also mindestens eine rationale
Primzahl weniger als die Diskriminante von C,.

Wir bezeichnen den Unterkérper I-ten Grades von () mit C}. Geht dann
in der Diskriminante von C} noch eine von [ verschiedene rationale Primzahl p’



216 Die Theorie der algebraischen Zahlkorper. § 105

auf, so kénnen wir auf den Kérper €} das nimliche Verfahren anwenden,
das wir soeben fiir den urspriinglich vorgelegten Kérper C;, dargelegt haben,
und gelangen dann entweder zu der Einsicht, daf €} ein Kreiskérper ist,
oder wir werden auf einen zyklischen Kérper € vom Grade I* gefithrt, dessen
Diskriminante wieder mindestens eine rationale Primzahl, namlich die Prim-
zahl p’, weniger enthalt als die Diskriminante des Korpers (. Das so ein-
geleitete Verfahren fithrt nach einer gewissen Anzahl m sich folgender An-
wendungen entweder auf einen Korper O, , der sich auf Grund unserer
Annahme bereits als Kreiskorper erweist, oder wir gelangen schlieflich zu
einem zyklischen Korper O™ vom Grade I* von der Art, daB der in Cy™
enthaltene Unterkérper O™ vom Il-ten Grade eine Diskriminante besitzt,
welche keine rationale Primzahl oder nur die Primzahl 7 enthilt. Da es nach
den Bemerkungen auf 8. 213 einen zyklischen Kérper I-ten Grades mit der
Diskriminante 4-1 nicht gibt, so tritt notwendig der letztere Umstand ein.

Wir unterscheiden nunmehr zwei Fille, je nachdem [ eine ungerade Prim-
zahl u oder gleich 2 ist.

Im ersteren Falle stimmt nach Hilfssatz 18 C{™ mit U, iiberein.

Im zweiten Falle [ =2 ist, wenn h =1 ausfillt, der Kérper C{" =
entweder gleich %(7) oder gleich k(ﬁ) = II, und mithin offenbar ein Kreis-
kérper. Fiir & >1 erweist sich jedoch C™ stets gleich k(]/é) =I1,. TIst
nimlich O™ ein reeller Kérper, so ist offenbar auch C™ reell, und daraus
folgt die Behauptung. Ist jedoch C{™ ein imaginirer Korper, so bilden die
simtlichen reellen Zahlen desselben einen reellen Unterkorper vom Grade
27-1 und da O™ notwendig in diesem reellen Korper enthalten ist, so ist
C™ ebenfalls reell und stimmt also mit I7; iiberein.

In den beiden oben unterschiedenen Fillen ist somit, wenn wir von [ = 2,
h =1 absehen, stets der Korper C™ = U, bez. = II,. Nach Hilfssatz 19
ist infolgedessen O™ Unterkérper eines Korpers, der sich aus U, bez. IT,
und einem zyklischen Kérper O; vom Grade I < [* zusammensetzt. Da
nun der Fundamentalsatz 131 fir zyklische Korper von der letzteren Be-
schaffenheit bereits als bewiesen angenommen worden ist, so erweist sich auch
C™ als Kreiskérper. Damit ist der Fundamentalsatz 131 vollstindig be-
wiesen, und zugleich ist ersichtlich, in welcher Weise man alle Abelschen
Korper von gegebener Gruppe und gegebener Diskriminante aufstellen kann.

?4. Die Wurzelzahlen des Kreiskorpers der I-ten Einheitswurzeln.
§105. Die Definition und Existenz der Normalbasis.
Eine Basis eines Abelschen Korpers K von einem Grade M soll eine

Normalbasis heilen, wenn sie aus einer ganzen Zahl N des Korpers K und den
zu N konjugierten Zahlen N, . . ., N~ besteht. Es gilt der folgende Hilfssatz:
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Hilfssatz 20. Wenn ein Abelscher Korper K eine Normalbasis besitzt,
so besitzt auch jeder Unterkorper k des Korpers K eine Normalbasis.

Beweis. Es sei M der Grad von K, und es seien ¢, ..., ¢ die Sub-
stitutionen der Gruppe des Abelschen Korpers K; ferner sei N eine solche
ganze Zahl in K, die mit ihren konjugierten zusammen eine Normalbasis
von K liefert. Bilden dann ¢, ..., ¢, diejenige Untergruppe jener Gruppe
von M Substitutionen, zu welcher der Unterkorper % von K gehort, so kann
man dazu unter jenen M Substitutionen ¢,. ..., ¢, solche m :1:[ Sub-

stitutionen ¢, ..., ¢ finden, daB die M Substitutionen i, ..., %, ab-
gesehen von ihrer Reihenfolge, durch die Substitutionenprodukte

B, oo, Bt by, o, By ey by, ., o,
dargestellt werden. Ist o eine ganze Zahl in k, so gilt, da eine solche stets
auch eine ganze Zahl in K ist, eine Gleichung

w= 0yt tHtN+- -+ a6, N+ -4+a,, 6t N+---+a,,tt.N,

WO Gy« vy Gyry oo o Gy -+ -5 Gy ganze rationale Zahlen sind. Beriick-
sichtigen wir, dal « bei Anwendung der einzelnen Substitutionen ¢, ..., ¢,
ungeindert bleibt, und andererseits, daf zwischen den M = mr Zahlen
BN, LN Lo 8 N, L, £, 6N keine lineare Relation mit ganzen

rationalen nicht siamtlich verschwindenden Koeffizienten stattfinden kann,
so folgt offenbar:

By = Grg ="+ = Orps ooy Qg = Bpg =+ = Oy
d. h.: wenn
y=t;N 46N 46N
gesetzt wird, so bilden die m Zahlen v, v, .. ., ¢,» eine Normalbasis des
Korpers k. .

Satz 132. Ein jeder Abelsche Korper K vom M-ten Grade, dessen Dis-
kriminante D zu M prim ist, besitzt eine Normalbasis.

Beweis. Die verschiedenen rationalen Primzahlen in D seien p, p’. .. ..
Da keine dieser Primzahlen in M aufgeht, so ist nach dem Beweisc des
Satzes 131 der Abelsche Korper K in demjenigen Kreiskérper als Unter-

korper enthalten, welcher durch die Zahlen { = e ? [ = e? ..., dh
2in

welcher durch die Einheitswurzel Z = e??:-- bestimmt ist. Fiir den Kor-
per k(£ bilden nach Satz 118 dic Zahlen 1, ¢, . . ., {72 und folglich auch die
Zahlen £, %2, ..., 77! eine Basis; die letztere Basis ist eine Normalbasis,
Entsprechendes gilt fiir £(Z'), . . ..

Man bilde nun das System der (p — 1)(p’— 1) ... Zahlen J"™ .. .. wo
die Exponenten 4; 2'; . . . bez. die Zahlen

1,2, ..., p—1; 1,2 ...,p—1; ...
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unabhéngig voneinander durchlaufen sollen; dann stellt dieses System von
®(pp' . ..) Zahlen nach Satz 88 eine Basis des Korpers k(Z) dar, und diese
Basis ist offenbar eine Normalbasis. Nach dem Hilfssatz 20 besitzt folglich
auch der Abelsche Korper K eine Normalbasis. Damit ist der Satz 132 be-
wiesen.

§106. Der Abelsche Koérper vom Primzahlgrade I und von der
Diskriminante p'~!. Die Wurzelzahlen dieses Korpers.

Die einfachsten und wichtigsten Abelschen Korper nichst den quadra-
tischen Korpern sind diejenigen, bei welchen der Grad eine ungerade Prim-
zahl [ ist und die Diskriminante d nur eine einzige, und zwar von [ verschiedene
Primzahl p enthilt. Es bedeute % einen solchen Kérper. Nach Hilfssatz 16
besitzt die Primzahl p notwendig die Kongruenzeigenschaft p = 1 nach .
Die Primzahl p wird im Korper £ die I-te Potenz eines Primideales ersten
Grades. Nach den Bemerkungen zu Satz 79 und mit Riicksicht darauf, daB
k jedenfalls ein reeller Korper, also d positiv ist, ergibt sich d = p*~1.

Es seien 1,¢,¢%, ..., t*-1 die Substitutionen der Gruppe des Kérpers k,
und die Zahlen v, tv, ..., # ' mogen eine Normalbasis von % bilden (siehe
Satz 132). Die Zahl v ist dann jedenfalls eine den Kérper & bestimmende

Zahl. Es werde { ==e ! gesetzt; der Ausdruck

Q=v+Ctv++ 2By +-.. . g1y
soll eine Wurzelzahl des Korpers k& = k(») heillen.

Jede solche Wurzelzahl 2 ist offenbar eine ganze Zahl des aus k(») und
k() zusammengesetzten Korpers k(v,{). Das Studium der vorhandenen
Normalbasen und Wurzelzahlen des Abelschen Kérpers k(v) gibt uns wich-
tige Aufschliisse iiber die in p aufgehenden Primideale des Korpers k(). Die
Ausfithrungen dieses Kapitels erfahren nur leichte Abdnderungen, wenn statt
der ungeraden Primzahl [ die Zahl 2 genommen wird.

§107. Die charakteristischen Eigenschaften der Wurzelzahlen.

Satz 133. Es sei ein Abelscher Kérper & vom Grade ! und mit der Dis-
kriminante d:= p'~ vorgelegt, wo | und p verschiedene ungerade Prim-
zahlen bedeuten; ferner seiv, ¢v, . . ., % eine Normalbasis dieses Korpers k.

2ix
Wird dann ¢ = eT, [ = (1 —¢) und s = (£ :{") gesetzt, wo r eine Primitiv-
zahl nach [ bedeute, so besitzt die aus jener Normalbasis entspringende
Wurzelzahl Q des Korpers k = k(v) die folgenden drei Eigenschaften:

Erstens. Die I-te Potenz der Wurzelzahl, o = %, ist eine Zahl des Kreis-
korpers k(0), und zudem wird o® " gleich der [-ten Potenz einer Zahl des

Korpers £(0).
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Zweitens. Es gelten die sich gegenseitig bedingenden Kongruenzen

Q=+1, (), o=41, ().

1(I~-1)

Drittens. n(w), die Norm der Zahlw in £(¢), ist =p 2

Beweis. Die Zahlen ' und ©°~" sind solche Zahlen in %(,»), welche
beim Ubergang von » in #» ungeindert bleiben. Sie sind deshalb Zahlen
in k(C). Hieraus folgt die erste in Satz 133 angegebene Eigenschaft.

Daw,tr, ..., ¢ 1y Basiszahlen des Kérpers & (») sind, so gilt insbesondere

l=ayv+atv+---+a_t 1y
fiir bestimmte ganze rationale Zahlen ay, ay, ..., a,_,. Die Anwendung der
Substitution ¢ auf diese Formel lehrt, dal @y =a, = -+ =gq; , ist, und
da die Koeffizienten a,, a,, . . ., @, | keinen gemeinsamen Teiler 4 + 1 haben

konnen, so haben sie siamtlich den gleichen Wert +1, d. h. es ist
vty oo 4+ 171y = 4 1. Aus dieser Formel folgt:

Q=v+L-tv+ 2 Br+... .41y
=v 4ty tly= 11, (0.
Mit Hilfe von o +-1=(2 F1) (L2 T 1)... (102 +1) erkennen wir die
zweite Bigenschaft der Zahl .

Endlich folgt durch eine geeignete Anwendung des Multiplikationssatzes
der Determinanten

v, tv,..., tly

-1 -2, !

oy, v, o0, 8 ”}:(v+tv+---+t’“lv)n(9)::}:”(g)’
tv, v, ..., v‘

wo
n(Q)=@+ltv+---F T8 (v Y - - - 4 JEDLY)

die Relativnorm von £2 in bezug auf den Korper k(v) ist. Das Quadrat der
Determinante linker Hand ist gleich der Diskriminante des Korpers k(v),
d. h. = p*~ 1, und folglich ergibt sich

nio)— (@) —p 7).

Damit ist der Satz 133 vollsténdig bewiesen.

Die drei in Satz 133 bewiesenen Eigenschaften einer Wurzelzahl £ des
Korpers k(v) reichen umgekehrt vollig zur Charakterisierung einer solchen
Zahl hin. Es gilt namlich folgende Tatsache:

217

Satz 134. Es sei ! eine ungerade Primzahl und { = e ! , ferner p eine

Primzahl = 1 nach /; wenn dann e eine solche Zahl des Kreiskorpers &(C)
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bedeutet, die nicht gleich der I-ten Potenz einer Zahl in %({) wird, und welche

1—
die drei in Satz 133 angegebenen Eigenschaften besitzt, so ist 2 = Jo eine
Wurzelzahl des Abelschen Korpers I-ten Grades von der Diskriminante p?~2.

Beweis. Die Zahl Q = 11/ o bestimmt einen relativ Galoisschen Korper
vom Relativgrade [ in bezug auf den Kérper £({). Es sei ¢ diejenige Substitu-
tion der Relativgruppe, fiir welche Q2 ={~10Q wird. Mit Riicksicht auf die
erste Eigenschaft der Zahl w, die sich in der Formel sw =w"«' ausdriickt,
wo o eine Zahl in k(C) bedeutet, ist der durch { und 2 bestimmte Korper
vom I(l — 1)-ten Grade ein Galoisscher Korper. Die Zahl « erfiillt die Bedingung

sl=1_pl-1

ol= 7" =y sT ;

wir legen sie eindeutig fest durch die weitere Forderung
1=t gmlpe1
w | =g ST
Wir wollen nun unter ¢ und s zugleich diejenigen bestimmten Substitutionen
der Gruppe dieses Galoisschen Korpers k(, ) verstehen, welche neben den
fiir ¢ und s schon festgesetzten Beziehungen noch ¢ =¢ und sQ = Q" er-

geben. Diese beiden Substitutionen s und ¢ sind miteinander vertauschbar, da
StR =070 =tsQ

wird, d. h. der Korper k(Z, ) ist ein Abelscher Korper. Ferner wird die Unter-

gruppe der Gruppe von k({, Q), welche aus den Potenzen der Substitution s

besteht, genau vom Grade | — 1. Der zu dieser Untergruppe gehorige Unter-

korper von (¢, 2) ist daher vom I-ten Grade; er ist wiederum ein Abelscher

Kérper; dieser Korper werde mit & bezeichnet.
Wir beweisen zundchst, dafl die Diskriminante dieses Kérpers k zu 1

prim ist. Da Q= 4 1 nach [ = (1 —¢) ist, so stellt der Quotient ?f}
eine ganze Zahl dar. Wegen tQ =("'Q hat die Relativdifferente dieser
ganzen Zahl in bezug auf den Korper %(;) den Wert e 2%, wo ¢ eine Einheit
bedeutet, und daher ist die Relativdifferente des Kérpers k(, £2) in bezug
auf den Korper £(C) prim zu . Bedeutet € ein in | aufgehendes Primideal des
Korpers (¢, 2), so kommt dieses nach Satz 93 in [ zu keiner hoheren als der
ersten Potenz vor, d. h. es ist | =71, wo M sich nicht mehr durch &
teilen 1a8t. Hieraus folgt nach §39 und §40, daBl der Trigheitskorper des
Primideals & vom Grade [ sein muB, und daher ist k selbst dieser Trigheits-
korper. Nach Satz 76 ist die Differente des Koérpers k& nicht durch € und
folglich auf Grund des Satzes 68 auch die Diskriminante des Korpers £ nicht
durch [ teilbar.

‘Wir setzen

Yy — :EI+Q+SQV—}—:_32Q+.:LJL_81-2Q

; , (41)
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wo das Vorzeichen das némliche wie in den Kongruenzen Q= 41,
sQ2=41,... nach [ ist; dann wird der Zahler dieses in gebrochener Form
erscheinenden Ausdrucks (41) kongruent O nach [. Dieser Zihler stellt eine
Zahl in k dar. Ist [ in % Primideal, so muf} daher dieser Zahler auch durch I
teilbar sein, und es ist » eine ganze Zahl. Anderenfalls haben wir im Kérper %,
da die Diskriminante von k nicht den Faktor I enthélt, eine Zerlegung
I=1{...1[;, wo [;,...,1, voneinander verschiedene Primideale sind, und
im Korper k(Z, ) gilt dann, wie man mit Hilfe von Satz 88 erkennt, die Zer-
legung
(=1 —=0)=(L{0G...(1).

Da der Zshler des Ausdrucks rechter Hand in (41) durch das Ideal ({, ) teil-
bar ist, so ist derselbe als eine ganze Zahl in £ auch durch I, teilbar,
Entsprechend folgt die Teilbarkeit jenes Zahlers durch I, ..., [, und es ist
derselbe also schlieBlich auch durch ! teilbar, d. h. die durch (41) definierte
Zahl v ist auch jetzt eine ganze Zahl.

Durch Benutzung der Gleichung tQ =(1£ ergeben sich aus (41) die
beiden Formeln:

y + tv + By4-.-+ ly =1,
y+Coty L2 2y L0y = O, (42)

Eine Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinanten, wie sie
schon beim Beweise des Satzes 133 vorkam, ergibt dann

v, tv,..., ¢y

| |
-ty oy, ..., B2y
N:j. o .’ ' =1L 0Q.s0...s20,

tv, v, ..., V|

und hieraus folgt vermittelst der dritten in Satz 133 ausgesprochenen Eigen-
schaft der Zahl w die Gleichung

w=n

Ni=+p 2
und somit
v, by, ..., By 2
tly, v,..., t"zvi — p1,
tv, Bv,..., v

Wir beweisen nun, da die Diskriminante des Korpers k notwendig = p'~?
sein muBl. In der Tat ist dieselbe wegen der letzten Gleichung ein positiver
Teiler der Zahl p'~'. Da sie nach Satz 44 oder nach Satz 94 nicht gleich
1 sein kann, so enthilt sie die Primzahl p, und zwar nach den Bemerkungen
zum Satze 79 notwendig in der (I — 1)-ten Potenz. Aus der soeben bewiese-
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nen Tatsache folgt, daB v,¢»,...,¢"'» eine Basis des Korpers k bilden;
diese Basis ist offenbar eine Normalbasis. Die Zahl Q ist wegen (42) die aus
dieser Normalbasis entspringende Wurzelzahl des Kérpers k.

§ 108. Die Zerlegung der [-ten Potenz einer Wurzelzahl im
Korper der I-ten Einheitswurzeln.

Satz 135. Haben I, p,{, 7, s die bisherige Bedeutung, und ist (») ein
Abelscher Korper [-ten Grades mit der Diskriminante d = p'~* und Q eine
Wurzelzahl des Korpers k(v), so gestattet die Zahl w = Q' im Kérper k()
die Zerlegung

w = pro+r—1s+r—zsz+-~-+r-z+zb‘“2 ,
wo p ein bestimmtes in p aufgehendes Primideal des Korpers k() bedeutet,
und wo allgemein r_; die kleinste positive ganze rationale Zahl bedeutet,
welche der — i-ten Potenz 7~ der Primitivzahl r nach I kongruent ist [Kum-

MER (6, 11)].
Beweis. Die Primzahl p zerfillt im Korper k({) in I — 1 voneinander
verschiedene ideale Primfaktoren p,sp,...,s 2p; die Zahl @ muB durch

jedes dieser Primideale teilbar sein. Denn nach dem Beweise zu Satz 134 ist
die Relativdifferente des Kocpers £(6, 2) in bezug auf den Korper k() ein
Teiler von Q! = ; wire nun w etwa zu p prim, so wire also diese Relativ-
differente und wegen Satz 41 auch die Differente und endlich wegen Satz 68

auch die Diskriminante von k({, 2) prim zu p, was nicht sein kann, da sie
1(-1)

die Diskriminante von k(») als Faktor enthilt. Wegen n(w)=1p 2
sind p,sp,...,s"%p zugleich die einzigen in w aufgehenden Primideale.
Es sei p ein solcher unter diesen Primfaktoren, welcher in der Zahl w zu
einer moglichst niedrigen Potenz vorkommt; dann haben wir

o = pao%«ms—\- s g siT? ,

WO dy, Gy, . . ., &_o POsitive ganze rationale Zahlen bedeuten, unter welchen
keine kleiner als g, ist. Die Bildung von n(w) ergibt
l—1
a0+a1+. . .+al_2:(72,,,,)‘
Da ay, a4, ..., q,_, simtlich > 0 sind, kénnen hiernach diese Zahlen nicht
simtlich durch I teilbar sein. Zufolge der ersten im Satze 133 bewiesenen
Eigenschaft wird
W = PeNtast 4,870 = gl
wo « eine Zahl in k() ist. Da die zu p konjugierten Primideale simtlich
von p und untereinander verschieden sind, so folgt hieraus, daBl die ganz-

zahlige Funktion
(s —71)(ay+a,s+ - - -+ a,_,s¥%)
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der Verinderlichen s, wenn man nach Ausfithrung der Multiplikation s'~?
durch 1 ersetzt, lauter durch [ teilbare Koeffizienten erhalten muf}, d. h. diese
Funktion ist = a,_,(s*! — 1) nach I. Daraus ist zundchst ¢, ,==0 nach I

ersichtlich, und wenn a, , = ™ ‘"% nach I gesetzt wird, wom eine der Zahlen
0,1,...,1 — 2 bedeute, so folgt fiir jeden Index +=0,1,...,1 —2 die
Kongruenz

a; =", (0.

Wir setzen allgemein a; = r,,_; + 1b; so, dall 0 <r,,_, <1 und b; eine ganze
rationale Zahl ist; dabei wird stets b, = 0. Da

ot Tpa b e = 124 (=1 = 1D

ist, so folgt by -+ by 4+ -+ b,_, = 0, und daraus geht notwendig

by=0, b,=0,...,b_,=0
hervor, d. h.
a

—r, , fir ¢=0,1,... 1—2.

Z m—i
Unter den Zahlen 7y, 7y, ..., r,_, ist offenbar ry =1 die kleinste, und da a,
unter den Koeffizienten ay, a,, ..., a,_, moglichst klein sein sollte, so folgt
ay =7 = 1, d. h. m = 0, und nunmehr allgemein a; = r_;, womit der Satz135

bewlesen ist.

§ 109. Eine Aquivalenz fiir die Primideale ersten Grades des
Korpers der [-ten Einheitswurzeln.

Aus den bisherigen Entwicklungen entnehmen wir eine wichtige Eigen-
schaft der in einer Primzahl p = 1 nach ! aufgehenden Primideale des Kor-
pers der [-ten Einheitswurzeln. Es gilt ndmlich die Tatsache:

Satz 136. Es sei ] eine ungerade Primzahl und { = ¢ ¢, fernerr eine posi-
tive Primitivzahl nach ! und s = (£:{"); wenn dann p ein beliebiges Prim-
ideal ersten Grades in dem Kreiskorper k(l) bedeutet, so besteht die Aqui-

valenz
pﬂo+4—1s+q—zsz+~--+q_l+zsl—2 ~1,

wo die Gréflen ¢_, ganze rationale, durch das Gleichungssystem
gy = =i i (1=0,1,...,1—2)

bestimmte, nicht negative Zahlen sind. Dabei haben ry,r_,,...,7_, , die-
selbe Bedeutung wie in Satz 135, und es ist auBerdem r, =7r_, ,.
[KvmumEr (6, 11)].

Beweis. Es mogen p und w dieselbe Bedeutung wie in Satz 133 haben.
Nach Satz 133 ist w*~" die I-te Potenz einer Zahl « in k(). Wenn wir firr w
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die in Satz 135 gegebene Darstellung durch p einfithren, so folgt

p(8*7)<ro+r—1 EE AR X AT ) QU ol

und diese Gleichung zeigt, wenn wir daraus die Zerlegung von « selbst er-
mitteln, die Richtigkeit des Satzes 136.

Ist C eine beliebige Idealklasse des Kreiskorpers k(C) und j ein Ideal in C,
und bezeichnen wir mit sC, s2C, ..., & 2C bez. die durch sj, 5%, ..., &%
bestimmten Idealklassen, so folgt mit Hilfe des Satzes 89 aus Satz 136 un-

mittelbar die Tatsache:
Cow (s Oy (s2C)a-2. .. (st-2 O)ttes =1,

§ 110. Die Konstruktion simtlicher Normalbasen
und Wurzelzahlen.

Die Sitze 133, 134 und 135 ermoglichen zunéchst die Konstruktion samt-
licher Wurzelzahlen des Abelschen Kérpers k(). Es gilt ndmlich die Tatsache:

Satz 137. Bezeichnen 2 und Q% fiir den Abelschen Kérper £ vom un-
geraden Primzahlgrade I mit der Diskriminante p'~! zwei verschiedene,
aber zu derselben erzeugenden Substitution ¢ der Gruppe dieses Korpers
gehorende Wurzelzahlen, so ist stets Q% = ¢, wo ¢ eine Einheit des Kor-
pers k() bedeutet, welche die Kongruenzeigenschaft ¢ == 4 1 nach [ = (1 —¢)
besitzt. Umgekehrt, wenn ¢ eine Einheit dieser Art in %(¢) und £2 fiir k irgend-
eine Wurzelzahl bezeichnet, so ist Q* = ¢ stets wiederum eine Wurzel-
zahl jenes Abelschen Korpers k.

Beweis. Unter den Voraussetzungen in der ersten Aussage ist der Quo-

tient ¢ = %j eine Zahl des aus k und k({) zusammengesetzten Korpers,

welche beim Ubergang von {,» zu {,tv ungeindert bleibt und daher im
Kérper k(Z) liegt. Fiir = Q° werde der im Satze 135 enthaltene Ausdruck
angenommen. Ist dann etwa s*p, wo a eine der Zahlen 0,1,2,...1—2
bedeute, dasjenige unter den [ — 1 konjugierten, in p aufgehenden Primidealen
des Korpers k(), welches in w* = £*! nur zur ersten Potenz vorkommt, so
hat man nach Satz 135 offenbar

w* = pS“'<ro+r—ls+---+r_l+28"2)’
und hieraus folgt, dafl das Primideal p in w* genau zur r_,-ten Potenz vor-
kommt. Der Quotient %* kann daher in die Gestalt eines Bruches gebracht
werden, dessen Zihler das Primideal p in der (r_, — 7o)-ten Potenz ent-
hilt, wihrend der Nenner zu p prim ist. Da wegen %* = ¢ der Expo-

nent 7_, —r, durch ! teilbar sein mufl, so folgt r_, =1r,, d.h. a =0.
Wegen dieses Umstandes enthalten w und o* die némlichen Potenzen von Prim-
idealen, und ¢ ist somit eine Kinheit.
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Die iibrigen Behauptungen des Satzes 137 gehen unmittelbar aus den
Satzen 133 und 134 hervor.

Aus den zu ¢ gehorenden Wurzelzahlen gewinnt man leicht nach For-
mel (41) die simtlichen Normalbasen »,tv,...,# 1y des Abelschen Kor-
pers k.

§ 111. Die Lagrangesche Normalbasis und die
Lagrangesche Wurzelzahl.

2im

Es seil wieder [ eine ungerade Primzahl,{ =e ! , ferner p eine rationale
217
Primzahl von der Form Im -4 1, es werde 7 = eTgesetzt, und es bezeichne R
eine Primitivzahl nach p. Endlich bedeute £ den Abelschen Korper I-ten
Grades mit der Diskriminante p*~ L.

Die p —1 Zahlen Z, 72,..., Z?"! bilden eine Normalbasis des Kor-
pers k(Z); aus dem Beweise des Hilfssatzes 20 geht dann hervor, daf die
I Zahlen

by =7 A+ IR 4 ZR® ... 4 7ROV
Z’l — ZR 'I‘ ZRHZ + ZRl+22 + ... + ZRl+(m—1)l,

11_1 — ZRl—l + ZRZI—I + ZRSI—-I —I‘ .. + Zle—l
eine Normalbasis des Korpers & bilden. Aus dieser Normalbasis entspringt
die folgende Wurzelzahl dieses Korpers:

A=A+ CA+20% 4+,
=Z+CZR 4 27R ... 4 [p27RPE

Diese besondere Normalbasis 4y, 4,, . . ., 4,_, soll die Lagrangesche Normal-
basis und die besondere Wurzelzahl A die Lagrangesche Wurzelzahl
heiBen.

§ 112. Die charakteristischen Eigenschaften der
Lagrangeschen Wurzelzahl.

Die Lagrangesche Wurzelzahl A des Korpers %k zeichnet sich vor den
iibrigen Wurzelzahlen von % durch folgende Eigenschaften aus:

Satz 138. Wenn die I-te Potenz A' der Lagrangeschen Wurzelzahl A
gemil Satz 135 durch die Formel

At = pro+r—1s+r-zsz+--‘+r_1+2 st—2
dargestellt wird, so ist p das durch die Formel
_ —m _p—1
p=, L =B, (m=27)

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 15
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bestimmte Primideal; die Zeichen sind im iibrigen wie in Satz 135 zu ver-
stehen. Die Lagrangesche Wurzelzahl A ist = — 1 nach | und hat ferner
die Eigenschaft, daB ihr absoluter Betrag = I]/—pf ist.

Umgekehrt, wenn einer Wurzelzahl Q die letzteren Eigenschaften zu-
kommen und aullerdem Q! gerade das soeben definierte Primideal p zur
ersten Potenz enthilt, so ist Q ={*A, wo {* eine [-te Einheitswurzel be-
deutet.

Beweis. Wird P = (1 — Z, p) gesetzt, so erkennen wir mit Hilfe der Be-
ziehungen (1 — Z)?~! = (p) und (p, p?) =p, daB

Bt = (s (L= 272p, . ) = p

wird; hieraus ist ersichtlich, da8 S in dem durch { und Z bestimmten Kérper
ein Primideal ist, und da8 die Zahl 1—7 dieses Primideal ¥ nur zur ersten
Potenz enthélt. Setzen wir Z =1+ II und beriicksichtigen die Kongruenz
¢ = R~™ nach p und die Gleichung (14 II)? =1, so wird:

A E%’R‘W‘(l + II)E=, ()

N\ yem §/X
Z%{X %(Y)HY}’ (®),

wo die beziiglichen Summen iiber 2 =0,1,2,...,p —2; X =12,...,
p—1,Y=0,1,2,...,X zu erstrecken sind. Aus der letzteren Formel
gewinnen wir, wenn wir die Reihenfolge der Summationen umkehren, die

Kongruenz:
I
=, (Pmi1), (43)

m!

Die Lagrangesche Wurzelzahl /A enthélt also genau die m-te Potenz von B
als Faktor, und folglich ist A nur durch die erste Potenz von p teilbar.

Bezeichnen wir die zu /A konjugiert imagindre Zahl mit A, so ist
A=7Hf (AZR L LRLR o [ LR

dann wird, wenn wir im Produkt A/ immer die je p —1 mit gleicher Potenz
von ¢ multiplizierten Glieder zusammennehmen,

A4 = 1 +1 44 1)
+ ¢ (ZBR-1 4 ZR-R ... | ZRPTI-RPT)
Qg (ZR-1 4 ZB-E ... ZRP —RPY
;l- é”’"z(ZRp-_L.l —{— Z.R‘H—R +eet Z.R?P‘““—'Rl;*g)
=p—1—0C+3+---+7)=p.

Damit ist der erste Teil des Satzes 138 vollstandig bewiesen.
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Der zweite Teil ist wesentlich die Umkehrung des ersten; die
Richtigkeit des zweiten Teiles folgt ohne Mithe aus den Sitzen 135 und
137, wenn man iiberdies den Satz 48 heranzieht; man hat dabei zu be-
achten, dal, wenn eine Zahl eines Abelschen Zahlkorpers den absoluten
Betrag 1 hat, diese Eigenschaft stets auch den zu ihr konjugierten Zahlen
zukommt.

In entsprechender Weise wie die Kongruenz (43) koénnen wir die simt-
lichen folgenden Kongruenzen ableiten [Jacosr (3)]:

. I7-im
A= — (7_7”7)_' , %r__im+1 (44)
fir 4=0,1,2,...,] — 2. Beriicksichtigen wir die Tatsache, dal A= —1
nach [ und I/l’ = |V p| ist, so entspringt aus diesen Kongruenzen (44) ein

anderer Beweis der Satze 135 und 136 [Kummer (6, 11)].

Die samtlichen Satze und Beweise in diesem Kapitel 24 gelten ent-

sprechend auch fiir [ = 2, nur daBl dann die Diskriminante des Abelschen
p—1
Korpers k& den Wert d = (— 1)2—p bekommt.

Die Lagrangesche Wurzelzahl A des Korpers k£ ist eine ganze Zahl des
aus k() und % zusammengesetzten Korpers, welche durch die in den
Satzen 133 und 138 aufgezihlten Eigenschaften bis auf den Faktor {* vollig
bestimmt ist. Um endlich auch diesen Faktor (* festzulegen, miiite man
A=| Vﬂ e?'"7 setzen derart, daBl 0 < ¢ < 1 sei, und dann entscheiden, in
welchem der [ Intervalle

1 2 -1
l

0<g<j, TZ@p<i,.., " =<l

die betreffende Zahl ¢ gelegen ist. Aus dieser Frage entsteht in dem besonde-
ren Falle, daB statt I die Primzahl 2 gew#hlt wird, das beriithmte Problem der
Bestimmung des Vorzeichens der GauBschen Summen. Vgl. § 124. Fiir den
Fall I = 3 werden wir auf eine von KummeR in Angriff genommene Aufgabe
gefithrt [KommER (2, 4)].

Die Zahlen der Lagrangeschen Normalbasis werden gewGhnlich ,,Pe-
rioden® genannt. Die Literatur weist eine Reihe von Abhandlungen auf,
welche sich mit diesen Perioden, sowie mit verwandten ganzen Zahlen
von Kreiskérpern beschiftigen [Kummer (3, 17), Fuems (I, 2), Scawe-
rING (1, 3, 4), KroNECKER (17), SmxtH (I)]. In der Literatur finden sich noch
Untersuchungen iiber besondere Kreiskérper [BrrxENBUSCH (I), KISEN-
sTEIN (10), Scuwering (2), WEBER (I, 2, 4), WorrskeHL (1)]. Auch sei hier
erwahnt, daB, wenn die Primzahl I < 100 und nicht 29 oder 41 ist, der Kreis-
korper k() stets eine solche Idealklasse enthélt, deren Potenzen alle Klassen
des Korpers liefern [Kummer (11, 13)].

15*
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25. Das Reziprozititsgesetz fiir I-te Potenzreste zwischen einer rationalen
Zahl und einer Zahl des Korpers der I-ten Einheitswurzeln.
§113. Der Potenzcharakter einer Zahl und das Symbol {%}

2im
Es sei ! eine ungerade Primzahl, {=e * , und k() bezeichne den durch¢
bestimmten Kreiskorper. Ist dann p eine rationale, von I verschiedene
Primzahl und p ein in p aufgehendes Primideal in k(Z), und ist f der Grad
von p, so gilt nach Satz 24 fiir jede nicht durch p teilbare ganze Zahl « des
Korpers k() die Kongruenz

#-1—1=0,  (p).

Da p' —1 nach Satz 119 durch [ teilbar ist, so gestattet die linke Seite dieser
Kongruenz die Zerlegung

pf~1

woi—1= [l ),

()
wo das Produkt iiber die Werte ¢ =0,1,...,1 —1 zu erstrecken ist.

Hieraus folgt, daB fiir einen und jedenfalls auch nur einen Wert ¢ die Kon-

gruenz
p'-1

m_z— = (e, (p)
erfiillt ist. Man nennt die hier auftretende Einheitswurzel ¢ den Potenz-

charakter der Zahl ¢ in Bezug auf das Primideal p im Kérper k() und
bezeichnet diese Einheitswurzel {° durch das Symbol

HE

« T ={5l (45)

so daf die Kongruenz

gilt [Kuvmmzr (10)].
Sind « und # zwei durch p nicht teilbare ganze Zahlen in k({), so besteht,
wie hieraus leicht ersichtlich, die Gleichung

- 15118

Wenn insbesondere die ganze Zahl « nach dem Primideal p der I-ten Potenz
einer ganzen Zahl in k() kongruent ist, so heit « ein I-ter Potenzrest
nach dem Primideal p. Es gilt die Tatsache:

Satz 139. Bedeutet p ein von [= (1— ) verschiedenes Primideal und «
eine ganze zu p prime Zahl in £(¢), so ist « dann und nur dann I-ter Potenz-

rest nach p, wenn {—E} =1 ausfallt.
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Beweis. Ist « = f' nach p, wo § wieder eine Zahl in k() bedeutet, so
-1

folgt o | = p?~1=1 nach p,d.h. {%} =1. Um die Umkehrung hiervon

zu zeigen, bezeichnen wir mit ¢ eine Primitivzahl nach p und setzen o = o*

-1 h@!-1) Bl — 1
nach p. Nehmen wira ! =p ¢ =1 an, so folgt (Ll:—)

p'—1, d. h. b ist durch I teilbar, und folglich ist « ein I-ter Potenzrest
nach p, was zu beweisen war.

= (0 nach

Fiir eine Primitivzahl ¢ nach p ist der Potenzcharakter {%} sicherlich

von 1 verschieden. Denn in der Reihe der Potenzen g, 2, . . . ist ¢ ~* die erste,
p-1
welche =1 nach p ausfillt, und also ist o * ==1 nach p.

Es sei {%} =({" ; man bestimme eine zu p’— 1 prime ganze rationale Zahl g*
derart, dal gg*=1 nach ! wird; dann ist offenbar g* = " eine solche
Primitivzahl nach p, fiir welche {ﬁ = ¢ ausféllt. Ist nun « eine ganze, nicht
durch p teilbare Zahl in %(C), und hat man « = ¢*° nach p, so besitzt o
den Potenzcharakter ¢°.

Hieraus ist leicht ersichtlich, daB das vollstiindige System der p’ —1
einander nach p inkongruenten Zahlen 1, o*, 0*2, . .., 0*?~2 in | Teilsysteme

r—1
l

enthilt. Insbesondere gibt es genau

Zahlen vom nimlichen Potenzcharakter

P —1
l

zerfillt, von denen jedes

einander inkongruente I-te Potenz-

reste nach p.
Ist b ein beliebiges zu [ primes Ideal und o eine zu b prime ganze Zahl
in k(C), und wird b = pq. .. tv gesetzt, wo p, q, . . ., {v Primideale bedeuten,

o

so werde das Symbol { 5 } durch die Gleichung
M RIGRRE

§ 114. Ein Hilfssatz iiber den Potenzcharakter der [-ten Potenz
der Lagrangeschen Wurzelzahl.

definiert.

Es ist ErsenstriN gelungen, dasjenige Reziprozititsgesetz zu entdecken
und zu beweisen, welches im Koérper %(¢) zwischen einer rationalen Zahl
2im

und einer beliebigen Zahl dieses Kérpers besteht; dabei ist wieder {=e ’
gesetzt, und ! bedeutet eine ungerade Primzahl. Dieses Reziprozitatsgesetz ist
zugleich ein bisher unentbehrliches Hilfsmittel zum Beweise des allgemeineren
Kummerschen Reziprozititsgesetzes (vgl. Kap. 31). Dem Beweise des Eisen-
steinschen Reziprozititsgesetzes ist der folgende Hilfssatz vorauszuschicken:
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2im
Hilfssatz 21. Es sei{=e ’ ; ferner bedeute p eine von I verschiedene

rationale Primzahl von der Form p =ml+ 1, R eine Primitivzahl nach
p und p das Primideal ersten Grades in %(¢):

0i p———(p,C——-R"m);
es werde Z =e ? , die Lagrangesche Wurzelzahl

A=74CT78  [27B 4 ... (22 ZBP?
und 7 = A" gesetzt. Endlich bedeute g eine beliebige, von 7 und p ver-
schiedene rationale Primzahl, ¢ ein in ¢ aufgehendes Primideal des Kor-

pers k({) und ¢ den Grad von q: dann driickt sich der Potenzcharakter der
Zahl 7 = A’ in bezug auf das Ideal q durch die Formel aus

zl_ el

{q} {p}'

Beweis. Durch g-maliges Erheben in die ¢-te Potenz folgt die Kongruenz
AT=70 p PR PR RO () (46)

Beriicksichtigen vﬁr, dafl dem Satze 119 zufolge ¢ = 1 nach [ ist, und setzen
¢’= R" nach p, so wird die rechte Seite der Kongruenz (46)

ZRh + Cthﬂ + Cz ZRh+2 + e + Cp_g ZRh+p—2 — &-_hA .
Hieraus folgt, da /1 wegen des Satzes 138 prim zu ¢ ist, die Kongruenz

A =, @),

und also ist auch gewil
g9—1

AN g T = ¢-n, (a),

d. h. es wird
(o)-e .

Andererseits entnimmt man aus den Kongruenzen ¢ = R* nach p und
Rm={"1 nach p die Beziehungen:
9(p—1)

g ! =g¢gim=Rrm=7(", (%),

o =1ef=en 4s)
die Gleichungen (47) und (48) zusammen ergeben den Hilfssatz 21.

d. h.es ist

§ 115. Beweis des Reziprozititsgesetzes im Korper k({) zwischen
einer rationalen und einer beliebigen Zahl.

Es bedeute | = (1 —{) das in [ aufgehende Primideal des Korpers k({).

Eine ganze Zahl o des Korpers k({) heile semiprimiir, wenn sie zu [ prim

und nach [* einer ganzen rationalen Zahl kongruent ist. Eine ganze rationale,
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nicht durch I teilbare Zahl ist hiernach stets semiprimér. Eine beliebige
ganze, nicht durch | teilbare Zahl « des Korpers k({) kann durch Multipli-
kation mit einer geeigneten Potenz der Kinheitswurzel { stets in eine semi-
primire Zahl verwandelt werden. Ist némlich

a=a-+b(l—7{), (),
wo ¢ und b ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist

Ma=a, (13),

wenn b* aus der Kongruenz ab* = b nach I bestimmt wird. Die Zahl £**- «
ist mithin semiprimér.

Nach dieser Vorbemerkung 148t sich nunmehr das Eisensteinsche Rezi-
prozititsgesetz, wie folgt, aussprechen:

Satz 140. Wenn a eine beliebige ganze rationale, nicht durch die ungerade
Primzahl I teilbare Zahl und « eine beliebige semiprimére und zu a prime
ganze Zahl des Korpers k(0) der I-ten Einheitswurzeln ist, so gilt in diesem
Kérper die Reziprozitétsgleichung

[ExsENsTEIN (2)].

Beweis. Wir verstehen unter r eine Primitivzahl nach | und schreiben
s = (£:£"). Es werde zundchst angenommen, dafl a = ¢ eine rationale Prim-
zahl ist, und da8 die Zahl « nur Primideale ersten Grades enthalt. Es sei g
ein in ¢ aufgehendes Primideal in %({) und g der Grad von ¢, ferner sei p
eine in der Norm n(x) vorkommende rationale Primzahl, und es mdgen p
und 7 dazu die gleiche Bedeutung wie in Hilfssatz 21 haben. Ist nun s* eine
beliebige Potenz der Substitution s, und wenden wir den Hilfssatz 21 auf die
Primideale s7*q und p an, so ergibt sich:

{s—fq } - {%}a_

Unterwerfen wir diese Gleichung der Substitution s¥, so folgt:

stn q |9
= . 49
(5= 1) 49
Die in der Norm n(x) vorkommenden, voneinander verschiedenen ra-
tionalen Primzahlen seien p =ml-+1, p* =m*l41,...; ferner mogen

R, R*, ... bez. Primitivzahlen nach p, p*, . .. bedeuten; endlich werde

p=@pl—RBm), p*=@5—R™), ...
gesetzt, und es gestatte die Zahl « die Zerlegung
o = pFOp*¥F*e

wo die Exponenten F, F*, . .. ganzzahlige Funktionen in s vom Grade [ — 2
mit lauter Koeffizienten, die == 0 sind, bedeuten.
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Bezeichnen dann A, A%, ... die beziiglichen, zu den Primzahlen p, p*,...
und deren Primitivzahlen R, R*,... gehoérigen Lagrangeschen Wurzel-
zahlen, und wird @ = A%, 7* = A*!, ... gesetzt, so gelten nach Satz 138 die

Zerlegungen:
T = p1‘0+7_18+1‘—282+ cee b r_1428i-2 R

¥ = p*7‘0+1‘—18+1‘—282+ R AT ] ,

wo r_, die kleinste positive ganze rationale Zahl bedeutet, welche der — A-ten
Potenz r—" der Primitivzahl r nach I kongruent ist. Der Quotient
o F P18t r—282+4 o s hr_jppsl-2

RS JOp SO

ist daher offenbar eine Einheit des Korpers £(). Wir wollen beweisen, dafl
diese Einheit ¢ = 4~ 1 ist. Zu dem Zwecke bilden wir den Ausdruck

-1

l;—l oc(1+s 2 )(To+7_1 s+ oreFr_14282)

]8[2 = = (lnlz)F(S) (In*£2)f';@5; ..
Wegen der fir =0,1,2,..., l;2:§ giilltigen Gleichung
r—p -+ T—h—l——l =1

2
wird der Z&hler des Bruches rechter Hand

-1

“(1+s 2 >(1‘0+T—1S+ coo b r—posiT?) ml(l+8+ BRI ¥ k) QR (n (m))l.

Beriicksichtigen wir, daB nach Satz 138 |z |? = p!, |a*|? = p*!, ... wird, so
ergibt sich |¢| =1. Nach Satz 48 ist folglich ¢ bis auf einen Faktor 4-1 eine
Potenz der Einheitswurzel {. Da andererseits nach Satz 138 die Kongruenzen

n=—1, at=-—1,..., (%

bestehen, und daher zz, =%, . . . simtlich semipriméare Zahlen sind, so ist auch
¢ eine semiprimére Zahl; mithin wird ¢ = 41, und es*folgt demnach:
ofotr—ist e +roriest—l + aF ) g*F*(s) | .

Diese Gleichung liefert unter Anwendung der Formel (49) die Reziprozitéts-

gleichung
_ q P[4\
- { pF(s)p*F*(s). . } - {;} : (50)

{a1‘0+7—1 St oot +ragpost-? }
q

Beriicksichtigen wir, daB

= SR S

ist, da ja die Symbole Potenzen von ¢ darstellen, so folgt aus (50) die Gleichung

- 2r e (2
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damit ist der Satz 140 unter den zundchst gemachten Einschrinkungen,
daB « nur Primideale ersten Grades enthélt und o eine Primzahl ist, bewiesen.

Um die erstere Einschrinkung zu beseitigen, nehmen wir jetzt an, es
sel a eine beliebige semiprimére, zu ¢ prime ganze Zahl in %({), welche auch
Primideale von hoherem als erstem Grade enthalten kann. Wir bilden dann

die Zahl

IIT1-s)
f=qa®

wo das im Exponenten stehende Produkt iiber simtliche von [ — 1 verschie-
dene Teiler ¢ der Zahl I — 1 zu erstrecken ist, und setzen

-
in solcher Weise, dal j und f zueinander prime Ideale bedeuten; dieselben
enthalten dann, wie leicht ersichtlich, nur Primideale ersten Grades als
Faktoren, und sie sind iiberdies nicht durch [ teilbar. Ist % die Anzahl der
Idealklassen des Kérpers £(Z), so witd nach Satz 51 £» = (%), wo % eine ganze
Zahl in k(C) bedeutet; setzen wir y = B/, so wird auch y eine ganze Zahl in

k(), welche nur Primideale ersten Grades als Primfaktoren enthilt, und iiber-
dies ist offenbar y ebenso wie ¢ semiprimér und zu ¢ prim. Nach dem oben

Bewiesenen ist daher
(=1 2

Der einfacheren Darstellung halber wollen wir nun allgemein, wenn g, ¢
zwel ganze zu ¢ prime Zahlen in %({) bedeuten,

5] £
q) _ ). 1e) 14
H T
q o o
schreiben, was zu keinem Widerspruche mit den bisherigen Festsetzungen
fithrt; dann folgt wegen g = 357 aus (1) offenbar die Gleichung

t) =17} @)
Beriicksichtigen wir die Gleichungen
(=l we W=t
q q st o o
so erkennen wir aus (52), dafl
71— IT (1-r9)

G-t

wird. Wenn wir bedenken, daB das auf beiden Seiten als Exponent stehende
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Produkt nicht durch [ teilbar ist, so ergibt sich hieraus
LGS &
{q } { o }
Wird endlich auch die ganze rationale durch [ nicht teilbare Zahl @ be-

liebig angenommen, nur so, daB a zu « prim ist, und wird a = q¢*. . . gesetzt,
wo ¢, g%, ... rationale Primzahlen bedeuten, so folgt durch Multiplikation

der Gleichungen . i} - .
=G 5=

die Richtigkeit des Satzes 140 im allgemeinsten Falle.

6. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen im Kreiskérper
der m-ten Einheitswurzeln.

§ 116. Das Symbol [%J

Um die in § 26 dargelegte transzendente Methode zur Bestimmung der
2in
Klassenanzahl eines Korpers auf den Fall des Kreiskorpers k(e_m—>, wo m
irgendeine ganze rationale Zahl bedeutet, anzuwenden, definieren wir zunichst
die folgenden Symbole:

Es sei I* eine Potenz einer ungeraden Primzahl I mit positivem Expo-
nenten und r eine Primitivzahl nach I*. Ist dann a eine nicht durch ! teilbare
ganze rationale Zahl und o’ dazu ein solcher Exponent, daB die Kongruenz

" =a, (™
gilt, so definieren wir

2iza

all _ meig_71
[,Z;J — o1 (1),

-0

sobald a durch 7 teilbar ist. Sind @, b zwei beliebige ganze rationale Zahlen,
so wird dann offenbar
ab allb
=]

Des weiteren setzen wir, wenn a eine ungerade Zahl bedeutet, zunichst

Ferner setzen wir

. a1
(3] = (=17
ferner fiir ein & > 2, wenn o’ eine solche ganze rationale Zahl zu a ist, daBl
die Kongruenz
5=_ta, (2
gilt,

2w a

a R~
[r) =7
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Bedeutet endlich a eine gerade Zahl, so setzen wir

[5]=0,  [5&]=0 (h>2).

-

Sind a, b irgend zwei ganze rationale Zahlen, so gelten dann, wie man sieht,

die Gleichungen
- 21130 >

Durch diese Festsetzungen ist das Symbol [%:} vollstéandig fiir den Fall de-
finiert, daf} @ eine beliebige ganze rationale Zahl und L eine hohere Potenz
von 2 als die erste oder eine Potenz einer ungeraden Primzahl bedeutet, wobei
im letzteren Falle irgendeine Primitivzahl » nach L von vornherein zugrunde
zu legen ist.

Sind 1, I, ... irgendwelche fest gegebene Potenzen verschiedener
ungerader Primzahlen und 2** eine Potenz von 2, die groBer als 22 ist, so setzen

wir zur Abkiirzung
a . a |t a |42
I:ul’ Up 5- - li“ léw} ’

a } _Je a u [ a Jusz
Us Uys Ugs oo ) B [22:‘ lil{u} lélz:\ ’
a alul a u*[ a ([ a .
e N | == | _ —_— _ P
Lt, wF Ug, Uy - [ 2 [2'” {li“} lé’ZJ ’

darin soll @ eine beliebige ganze rationale Zahl, und die Exponenten u, u*;
Uy, Uy, - . . sollen ganze rationale, nicht negative Zahlen vorstellen. Endlich

ferner

ferner

setzen wir fest, daBl das Zeichen[%}o stets den Wert 1 bedeuten soll, auch wenn

I:%] =0 ist.

§ 117. Die Ausdriicke fiir die Klassenanzahl im Kreiskérper
der m-ten Einheitswurzeln.

Es gilt der folgende Satz, dessen Beweis in § 118 gegeben werden wird:
Satz 141. Es sei m eine ganze rationale positive Zahl von der Gestalt

m=1Dull . oder =22, ., oder =2/ [k,
(F*>2, by >0, by >0, ...,
wo I, l,,... voneinander verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten.
Es seien ferner r,,r7,, ... Primitivzahlen bez. nach I, I, ... und mit

ihrer Hilfe die betreffenden Symbole definiert. Dann kann die Klassenanzahl H
des Kreiskorpers k der m-ten Einheitswurzeln auf folgende zwei Weisen aus-
gedriickt werden:



236 Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. § 117

Der erste Ausdruck fiir H lautet:
1 1
TR Y S .
(ur,2,..) 5= () 1 — [,—-«_J p-s

UpsUgy oo

bez. entsteht aus dieser Formel, indem man Uy, Us, - . . durch us uy, uy, .. .,
bez. u, u*; uy, u,, . .. ersetzt. Hierin ist dann das duBere Produkt I7 iiber
die Zahlen

w=0,1, ..., 1 ~1)—1,

=10, 1, ..., I1(, - 1)—1,
ferner iiber (53)

u =0, 1

und iiber

wh=0,1, ..., 221

zu erstrecken mit Ausschluf der einen Wertverbindung u, = 0, u, =0, . . .,
bez. u =03 uy =0, u,=0,..., bez. u=0, w* =0; u; =0, u,=0,...;
es besteht daher nur aus einer endlichen Anzahl von Faktoren. Jedes einzelne
innere Produkt I7 soll iiber alle rationalen Primzahlen p erstreckt werden

und ist mithin e(m unendliches Produkt. Die GréBe » ist die dem Korper &
zugehérende Zahl des Satzes 56 (s. 8. 115 vor § 26).

Der zweite Ausdruck fiir H ist ein Produkt aus zwei in Bruchform
erscheinenden Faktoren und lautet:

H Z[ul,ug,...}n H Z[ul,uz,.,,]bgA"

_ (ua,us,...) () (U, us,..) () PP (m)—1
H= @ m)% o(m)~1 R 2

bez. entsteht aus dieser Formel, indem man zum ersten Bruch rechts den
Faktor 1 hinzufiigt und dann w;, u,,... durch w; Uy, Uy, ... bez.
U, U¥; Uy, Uy, . .. ersetzt. Hierin soll das Produkt I7 im Zahler des ersten
Bruches iiber alle diejenigen in (53) angegebenen Werte erstreckt werden,
fiir welche im ersten Falle u; + u, +--- bez. in den zwei anderen Fillen
% -+ uy + 4y 4 - - eine ungerade Zahl ist, wihrend das Produkt I7 im Zéihler
des zweiten Bruches iiber alle diejenigen in (53) angegebenen Werte zu er-
strecken ist, fiir welche im ersten Falle w;, -+ w, - - - bez. in den zwei anderen
Féallen u 4+ uy + u, + - eine gerade Zahl ist, mit AusschluB immer der
einen Wertverbindung u; =0,u, =0, ..., bez. u =0; u; =0, u, =0, ...
bez. u =0, w* =0; 4 =0, u, =0, .... Weiter ist jede einzelne Summe X

(n)
in dem ersten Bruche iiber alle ganzen rationalen positiven Zahlen n =1,
2,...,m —1, jede einzelne Summe (2; in dem zweiten Bruche dagegen nur

n

iiber alle diejenigen unter diesen Zahlen zu erstrecken, welche <~7g sind.
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Endlich bedeutet log A, den reellen Wert des Logarithmus der Kreiskorper-

zahl B
pa= V=) (=)

und R den Regulator des Kreiskérpers [Kummer (22, 23)].

Die zwei Briiche im zweiten Ausdrucke fiir H hat KuvmmMER den ersten
und den zweiten Faktor der Klassenanzahl genannt. Das Doppelte des ersten
Faktors einerseits und andererseits der zweite Faktor der Klassenanzahl sind
stets fiir sich ganze rationale Zahlen [KroNECKER (9)].

Auf Grund des zweiten Ausdrucks fiir H hat WEBER bewiesen, dal} die
Klassenanzahl des Kreiskorpers der 2**-ten Einheitswurzeln stets eine un-
gerade Zahl ist [WEBER (1, 4)].

Der zweite Ausdruck fiir H gestattet noch weitere Umformungen. Im
Falle, daB m = [ eine ungerade Primzahl ist, wird durch eine kleine Rechnung
die Richtigkeit des folgenden Satzes erkannt:

Satz 142. Ist I eine ungerade Primzahl, so stellt sich die Klassenanzahl 2
des Kreiskorpers der I-ten Einheitswurzeln, wie folgt, dar:

2imn'u

I ne s

() (n) 2

hz%ﬁ.ﬁz )
21

Hierin ist das Produkt (ﬂ) iiber die ungeraden Zahlen v =1,3,5,...,1 —2
u,
und jede einzelne Summe (Z; iiber die Zahlen n =1,2,3,...,1 — 1 zu er-
n,

strecken; ferner ist eine Primitivzahl r nach ! zugrunde gelegt und man hat
unter n’ eine solche zu n gehérige ganze rationale Zahl zu verstehen, fiir welche
™ = n nach [ wird. 4 bedeutet die Determinante

loge,, loge,, ..., loge;_s
2
@-3)0-5) |log ¢, logey, ..., loge—;
(_1) A 2 3 T
loge; 5, loge_q, ..., loge,_,

2 2

und dabei ist allgemein log &, der reelle Wert des Logarithmus der Einheit

e
g, = S S . S
19ty
24
wo ( fiir e ! steht [Kummer (7, 11), DEpERIND (I)].
Die zwei Briiche hier in dem Ausdruck fiir » entstehen aus den zwei

Briichen in der oben gegebenen, auf den allgemeinen Fall beziiglichen
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Formel und sind also der erste und der zweite Faktor der Klassenanzahl in
dem fritheren Sinne; im gegenwirtigen Falle sind beide Faktoren der Klassen-
anzahl fiir sich ganze rationale Zahlen. Der zweite Faktor stellt die Klassen-

anzahl des in k() enthaltenen reellen Unterkérpers vom l—le-ten Grade dar.

Kummzer hat iiber diese zwei Faktoren noch weitere Sitze aufgestellt, welche
ihre Teilbarkeit durch 2 betreffen [KummER (25)]. Der Versuch KrRoNECKERS,
diese Sitze rein arithmetisch zu beweisen, weist einen Irrtum auf, und die
von KRONECKER gegebene Verallgemeinerung ist mnicht richtig [Krox-
ECKER (17)]. AuBlerdem hat KummER noch nach einer anderen Richtung
hin Untersuchungen iiber die Bedeutung und die Eigenschaften dieser zwei
Faktoren angestellt [Kummer (13)]. Man vergleiche ferner Kap. 36. End-
lich hat Kummer den Satz behauptet, daB die Klassenanzahl eines jeden
in %k({) enthaltenen Unterkérpers in der Klassenanzahl % des Korpers %(C)
aufgeht. Der von ihm versuchte Beweis hierfiir ist jedoch nicht stichhaltig
[KomuER (7)].

§118. Die Ableitung der aufgestellten Ausdriicke fiir die

2i7
Klassenanzahl des Kreiskorpers k(e & )

Um den Satz 141 zu beweisen, fassen wir sogleich den kompliziertesten
Fall ins Auge, in welchem m durch 8 teilbar ist, und stellen den folgenden
Hilfssatz auf:

Hilfssatz 22. Ist p eine beliebige rationale Primzahl und m eine durch 8
teilbare Zahl, so gilt unter Anwendung der in Satz 141 erklirten Bezeichnun-
gen fiir reelle Werte s > 1 die Formel:

Jo-»@= [ -]

P
u ¥y Uy, Ugy .+ o -
(%B) (W, u*; U1, Uz, ...)

wo das Produkt linker Hand iiber alle verschiedenen Primideale 5 des Kreis-
247

kérpers k(e m ) zu erstrecken ist, welche in der Primzahl p enthalten sind,
und wo das Produkt rechter Hand iiber alle in (53) angegebenen Wert-
systeme w, w¥*; ug, Uy, . .. (das System v =0, u* =0;u; =0,u,=0,...
einbegriffen) genommen werden soll.

Beweis. Es sei zunéichst p eine in m nicht aufgehende Primzahl; es sei
] eine der ungeraden Primzahlen [;,1,,... und /* die Potenz, zu der sie in
m aufgeht, ferner r eine Primitivzahl nach I* und p = r*" nach I*. Bedeutet e
den groBten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen p’ und /*~* (I —1) und wird

IP=1(l — 1) = ef gesetzt, so ist das Symbol[ } offenbar genau eine f-te und
nicht eine niedere Einheitswurzel.
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Wihlen wir zun#ichst [ = I; und setzen dementsprechend % = &,, e = ¢,

=1, —1) =e f;, so folgt aus dem eben angegebenen Umstande die
Formel:

1— ,—/p—_\ ~sl — )] — ,—J’ I —Sfllel
]]{ [u,u*;ul,uz,...:lp } { [u,u*;uz,uS,...] P [

(u1)

wo das Produkt iiber die in (53) bezeichneten Werte von u, zu erstrecken
1st. Wihlen wir ferner | =1, und setzen dementsprechend % = h,, e = e,,

271(l, — 1) = eyf,, so folgt, wenn f,, das kleinste gemeinsame Vielfache der
Zahlen f,, f, bezeichnet:

” 1— |2 pe
Uy UFs Uy, Ugy oo
(U1, u2)

ereshfa

_ {1 _ li._—p_____\]fmp‘sflz} hiz ’

U UK Ug, Uy, .

wo das Produkt sich iiber die in (53) bezeichneten Werte von u,, u, erstreckt,
und ebenso wird weiterhin, wenn f,,  das kleinste gemeinsame Vielfache der
Zahlen f,, f,, . .. bezeichnet:

[ —$
{ Lu,u* ul,uz,...]p }

é’1(32...f1f2-..

. _ p e shis... fize..
_{]_ u_»_,u*il pshs s

wo das Produkt iiber alle in (53) bezeichneten Werte u,, 4,, . . . zu erstrecken
ist.

Es sei ferner p = 4 5” nach 2*", es bedeute e* den groBten gemeinsamen
Teiler der Zahlen p’ und 2*~2, und es werde 2**~2 = ¢* f* gesetzt; dann ist

(U1, %z, ..

offenbar [ 2{)*] genau eine f*-te und nicht eine niedere Einheitswurzel. Wir er-

halten infolgedessen, wenn ff, = das kleinste gemeinsame Vielfache der

Zabhlen f* f,,f,, ... bezeichnet:

1— | —2 | ps
{ {u,u*;ul,uz,...]p }

e*erez...*fifa...
P e Ha...
:{1—[—23} P ... s

wo nun das Produkt auch iiber die in (53) bezeichneten Werte von w* zu
nehmen ist.

(u*;u1,uz,...)

Endlich sei & der gréBte gemeinsame Teiler von £ ; ! und 2 , und man setze

2 =e[; aus der letzten Formel folgt dann, wenn F das kleinste gemeinsame
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Vielfache der Zahlen f, f*, f,, fys - - . bezeichnet und zur Abkiirzung
E = ee €18y ff*flfz

gesetzt wird,

-~ |rl=t—rmr, oy
(w, u*;u1,uz,...) u,u*;ul,uz,
wo das Produkt sich iiber alle in (53) bezeichneten Wertverbindungen
U, u*; Uy, Uy, . . . erstreckt. Man sieht sofort, dafl F der kleinste positive
Exponent mit der Kongruenzeigenschaft p¥ =1 nach m ist. Da ferner
FE = ®(m) ist, so folgt aus (54) mit Riicksicht auf den Satz 125 die im Hilfs-
satz 22 aufgestellte Formel. Mit Hilfe der zweiten Aussage in Satz 125 er-
kennt man dann leicht die Giiltigkeit dieser Formel auch in dem Falle, dal
p eine in m enthaltene Primzahl ist.

Die Richtigkeit des ersten in Satz 141 aufgestellten Ausdruckes fiir H
erkennen wir nun unmittelbar auf Grund des Satzes 56, wenn wir die zweite
in § 27 gegebene Darstellung von {(s) und den eben bewiesenen Hilfssatz 22
anwenden.

Zur Ableitung des zweiten Ausdruckes fiir H formen wir zunichst das
im ersten Ausdrucke hinter dem Limes-Zeichen stehende Produkt in eine
unendliche Summe, wie folgt, um:

1 1
]] I: P :| - Z [u,u*;u?,uz,...]ﬁ.

@» 1— | ————— |97 w=123..)
Uy UWFy Uy, Ugy oo s

Die weitere Behandlung der rechts stehenden Summe geschieht dann am
einfachsten, indem wir in derselben

1 1
n—’ = F(s) fe—nt {1 dt
0

einsetzen und dann in entsprechender Weise verfahren wie in § 86.

§ 119. Das Vorhandensein von unendlich vielen rationalen
Primzahlen, welche nach einer gegebenen Zahl einen
vorgeschriebenen, zu ihr primen Rest lassen.

Jeder der zwel in § 117 aufgestellten und soeben bewiesenen Ausdriicke
fir die Klassenanzahl H des Kreiskorpers der m-ten Einheitswurzeln ge-
stattet eine wichtige Folgerung. Der erstere Ausdruck nimlich kann zum,
Nachweis der folgenden Tatsache dienen:

Satz 143. Bedeuten m und n zwei zueinander prime ganze rationale Zahlen
so gibt es stets unendlich viele rationale Primzahlen p mit der Kongruenzeigen-
schaft p =n nach m. [DiricELET (9, 6), DEDEKIND (I)].
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Beweis. Auch hier betrachten wir nur den kompliziertesten Fall, wo
m durch 8 teilbar ist, und setzen, wie in § 117, m = 2" M7k . . .. Jedes der
dort betrachteten unendlichen Produkte

Il *["—;’*]p_s

1 - —
() *
Uy WK Up, Ugy v e

mit AusschluBl desjenigen, welches der Wertverbindung » =0, %w* =0;
u; =0, u, =0, . .. entspricht, konvergiert fiir s = 1 nach einem bestimmten
Grenzwerte; aus der ersten in § 117 gegebenen Darstellung der Klassen-
anzahl H folgt, daf diese Grenzwerte simtlich von 0 verschieden ausfallen;
wir kénnen daher die Logarithmen dieser Produkte verwenden, und es fithren
dann entsprechende einfache Betrachtungen, wie sie in § 80 angestellt worden
sind, zu dem Resultate, daB fiir jedes betrachtete Wertsystem u, w*; u,, u,,...,

immer von dem einen Systeme w =0, u* =0;u4;, =0,u4,=0,... ab-
gesehen, die unendliche Summe
) [__JL___] 1 (55)
U, UK Up, Ugy oo o] P

(»)
wo p alle rationalen Primzahlen durchliuft, in der Grenze fiir s =1 stets

endlich bleibt.
Da n zu m prim vorausgesetzt ist, so sind die Symbole

ENCAEACN

samtlich von 0 verschieden. Wir multiplizieren den Ausdruck (55) mit

1
nlul n (e[ n Jui[ n Jue 4
[ e L
lassen dann w, w*; u;, Uy, . . . alle in (53) angegebenen Werte durchlaufen,
doch so, daf das eine System % =0,uw*=0;u4, =0,u,=0,... aus-

geschlossen wird, und addieren simtliche so entstehenden Ausdriicke zu der
unendlichen Summe (26) (siehe § 80, S. 183). Auf diese Weise geht der Ausdruck

S (4 P)(14 P*4 P2, .4 P72,

” (1+ P, + P2 +...4 P ta-n-1). (56)
(14 Py+ P} +- - -+ Pl 01y, L. >

hervor, wo zur Abkiirzung

I -
W

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 16
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gesetzt ist. Sehen wir in dieser unendlichen Reihe (56) von denjenigen Gliedern
ab, die den in m aufgehenden Primzahlen 2,1, 1,,. .. entsprechen, und die
nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, so ist im iibrigen diese Reihe gleich

O(m) 2,
welche die Werte P, P*, P,, P,, . .. simtlich gleich 1 werden, d. s. eben die
Primzahlen, welche der im Satze 143 verlangten Kongruenzbedingung ge-
niigen.

Da die unendliche Summe (26) (s. S. 183) fiir s = 1 iiber alle Grenzen
wachst, dagegen die hier betrachteten Reihen (55) fiir s = 1 simtlich end-
lich bleiben, so folgt, dafl auch der Wert der unendlichen Reihe (56) fiir s = 1
iber alle Grenzen wichst, d.h.die Primzahlen mit der verlangten Kon-
gruenzeigenschaft sind notwendig in unendlicher Anzahl vorhanden.

wo p nur alle diejenigen rationalen Primzahlen durchliuft, fiir

§ 120. Die Darstellung sdmtlicher Einheiten des Kreiskorpers
durch die Kreiseinheiten.

Der zweite der beiden in § 117 aufgestellten Ausdriicke kann zum Nach-
weise des folgenden Satzes dienen:

Satz 144. Jede Einheit eines Abelschen Korpers ist eine Wurzel mit ratio-
nalem ganzzahligem Exponenten aus einem Produkt von Kreiseinheiten.

Beweis. Fassen wir zundchst den Fall ins Auge, dafl m =1 eine un-
gerade Primzahl ist. Nach der Formel im Satze 142 enthilt der zweite Faktor
der Klassenanzahl im Z#hler eine gewisse Determinante A; jene Deter-
minante A ist daher notwendig von 0 verschieden, und hieraus folgt mit
Riicksicht auf die in §20 und § 21 angestellten Betrachtungen, daf die in
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Satz 142 angegebenen l—;§ Einheiten ¢, ¢, .. ., &3 des Kreiskorpers k(e ! >

ein System von unabhéngigen Einheiten bilden. 2Dieser Umstand lehrt die
2in

Richtigkeit des Satzes 144 fiir den besonderen Fall des Kreiskorpers k<e7> ,

sowie auch fiir alle in diesem Korper enthaltenen Unterkorper (Kummer (11)].

Eine shnliche Umformung des zweiten Faktors der Klassenanzahl, wie
sie in Satz 142 gegeben wird, ist auch im Falle des Kreiskérpers der m-ten
Einheitswurzeln moglich, wenn m eine beliebige zusammengesetzte Zahl ist;
der betreffende Ausdruck erméglicht dann auf Grund des Satzes 131 den
allgemeinen Beweis des Satzes 144.

Ein reiches Zahlenmaterial, welches zu tieferen Untersuchungen in der
Theorie der Kreiskérper von hohem Nutzen ist, bieten die von REUSCHLE
berechneten Tafeln komplexer Primzahlen [Rruscurk (1), KummER (24),
KronNeckER (12)].
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27. Anwendungen der Theorie des Kreiskérpers auf den
quadratischen Kaorper.
§ 121. Die Erzeugung der Kinheiten des reellen quadratischen
Korpers aus Kreiseinheiten.

Indem wir gewisse in den vorangehenden Kapiteln abgeleitete Eigen-
schaften des Kreiskorpers der m-ten Einheitswurzeln fiir einen in thm ent-
haltenen quadratischen Unterkérper verwerten, gelangen wir zu neuen
Sitzen iiber den quadratischen Zahlkorper. Die Fruchtbarkeit dieser
Methode wird noch erhoht, wenn wir sie mit denjenigen Wahrheiten in Ver-
bindung bringen, welche im dritten Teil dieses Berichtes durch unmittelbare
Betrachtung des quadratischen Korpers gewonnen worden sind.

Nach dem allgemeinen Satze 144 ist insbesondere eine jede Einheit eines
reellen quadratischen Korpers k(V%) eine Wurzel mit rationalem ganz-
zahligem Exponenten aus einem Produkte von Kreiseinheiten; es wird eine

spezielle Kinheit des Korpers k(}/—@ einfach durch den folgenden Ausdruck

biz _bix
Tled — o4

o
e

(@)
erhalten, wo d die Diskriminante des Korpers k(V?}Z) bedeutet, und wo die

Produkte (]Y) , (]g itber alle diejenigen Zahlen a oder b der Reihe 1,2,...,(d|

zu erstrecken sind, welche der Bedingung (%) ==+ 1 bez. (%) = —1 ge-
niigen [DirrcHLET (7)]. Vgl. § 86.

§ 122. Das Reziprozititsgesetz fiir quédratische Reste.

Es sei [ eine ungerade rationale Primzahl, » eine Primitivzahl nach [;
2im

i

ferner { =e und s=({:"). Zu der aus den l—;—l Substitutionen

1,s2% s%,.. .58 gebildeten Untergruppe der Gruppe des Kreiskorpers k(()

gehort ein gewisser quadratischer Unterkérper £* des Kreiskorpers k(().
1-1
Da die Diskriminante des Korpers k(f) nach Satz 118 gleich (— 1) 2 I'=2

ist, so enthilt nach Satz 39 die Diskriminante von k* keine andere rationale
-1
Primzahl als 7 und besitzt daher wegen Satz 95 den Wert d = (— 1) 2 1.
Es sel p entweder die Primzahl 2 oder eine beliebige von | verschiedene
ungerade rationale Primzahl. Indem wir die Zerlegung von p einerseits in
dem Kreiskérper k() der l-ten Einheitswurzeln, andererseits direkt nach
Satz 97 in dem quadratischen Unterkorper k* ausfithren und hernach die
erhaltenen Resultate miteinander vergleichen, gelangen wir zu einem neuen
16*
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Beweise des Reziprozititsgesetzes fiir quadratische Reste [KroNECKER (19)].
Wir verfahren dabei, wie folgt:
Ist f der kleinste positive Exponent, fiir welchen ' = 1 nach 1 ausfillt,

und wird ¢ = Z'—Tl gesetzt, so zerlegt sich nach Satz 119 die Primzahl p

im Kérper k() in e Primideale B, s%B,...,s* 1P, und es ist der gemein-
same Zerlegungskorper k, dieser Primideale nach Satz 129 vom Grade e.
Die rationale Primzahl p ist alsdann offenbar in dem quadratischen Kor-
per k* zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem der Korper &* in k, als
Unterkérper enthalten ist oder nicht. Bedenken wir, da der Kérper k({)
nur den einen quadratischen Unterkdrper k* enthélt, und ferner, dal ein
Abelscher Kérper dann und nur dann iiberhaupt einen quadratischen Unter-
korper besitzt, wenn sein Grad gerade ist, so folgt, daB &* dann und nur dann
in k, enthalten ist, wenn die Zahl e gerade ausfillt. Andererseits ist nach
Satz 97 die Primzahl p in k* zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem

-1
: =L L
((_D_p_l> = 1 oder = — list. Ist nun e gerade, so folgt p 2 = pf 1
1-1 f

nach 7, d.h. (&)= +1; im anderen Falle wird AP (=)= —1
i P p
nach [, d. h. (il’) = — 1. Es ist mithin in jedem Falle

o)
1/ P ’

Wir nehmen zunichst p ungerade an; aus (57) folgt

G- {=) e

und weiter, wenn wir p und ! miteinander vertauschen,

=t -1
()

Die letztere Formel ergibt, wenn wir [ = 3 nehmen,

p—1

(=12, (59)

Die Verbindung der Gleichung (59) mit (58) liefert

-1 p—-1

== ®
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Setzen wir in (57) p = 2, so folgt

-1 =)
T 8
(%) - (Q_JH) =(~1) . (61)

Die Formeln (60), (59) und (61) enthalten das Reziprozititsgesetz fiir quadra-
tische Reste nebst den zugehorigen Erginzungssitzen.

§123. Der imagindre quadratische Korper mit einer
Primzahldiskriminante.

Satz 145. Wenn [ eine rationale Primzahl mit der Kongruenzeigenschaft
[ =3 nach 4 ist und p eine rationale Primzahl von der Gestalt p =ml+ 1
bedeutet, so gilt fiir ein jedes in p aufgehende Primideal p des imaginéren
quadratischen Korpers & (]/————l> die Aquivalenz

Zb—Za

p o~

wo 2o die Summe der kleinsten positiven quadratischen Reste und X'b die
Summe der kleinsten positiven quadratischen Nichtreste nach ! bedeutet.
Setzt man ferner p = pp’ und
Zh—-2a

p : =(7t),

wobel 7 eine ganze Zahl des imaginiiren quadratischen Korpers k (]/——l)
bedeutet, so gilt die Kongruenz

7= 4 17@17”7;, ()
()
wo das im Nenner stehende Produkt iiber alle kleinsten positiven quadra-
tischen Reste a nach I zu erstrecken ist [Jacosr(Z, 2, 3, 4), Cavony (1),
EiseEnsTeIN (4)].
Beweis. Nach Satz 136 kann man, wenn B ein Primideal ersten Grades
in k() bedeutet, unter Benutzung der dort erklirten Bezeic]inungen

5’]3Qo+q~1s+q-2sz+---+q-z+23'-2 —_ (A) (62)

setzen derart, daBl A eine ganze Zahl in k({) ist. Ist dann p =ml -1 die durch
B teilbare rationale Primzahl und p = pyp’ die Zerlegung dieser Primzahl
in dem in £(C) enthaltenen quadratischen Unterkérper k(V — l), so gehen

andererseits diese zwei Primideale p und p’ des Korpers k <]/_—_l) in der Ge-

stalt hervor:
p — $1+32+34+...+sl—3’

p =sp= P (Lts2+stt sl
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Wenn wir die Gleichung (62) in die (1 + s2 - g4 + -+ s'%)-te symbo-
lische Potenz erheben, so folgt
p40+q—2+q-4+"~+q—l+3 p’4—1+q—3+Q—5+"'+q—l+2 — (OC),

wo o eine Zahl in k <1C7> bedeutet. Wegen

2b— 2
Gt Gost o e o ga— Qo= H) T
folgt, wenn wir die Aquivalenz pp’~ 1 beriicksichtigen,
(r+n T %0
p ~1. (63)

Andererseits kann man nach Satz 135
SJSTo+T-1S+T—282+' b roptest—? — (B)

setzen, derart, daB B eine ganze Zahl in %(() bedeutet. Wenn wir diese Glei-
chung in die (14 s2-- s*--+ - -+ s'~3)-te symbolische Potenz erheben, so folgt

Zbh—2a
Zp—ZTa !

b P ~1. (64)
Da die Zahl r 4+ 1 nicht durch I teilbar ist, wenn wir von dem Falle [ =3
absehen, der fiir sich ohne weiteres klar liegt, so folgt aus den beiden Aqui-
valenzen (63) und (64) die im ersten Teile des Satzes 145 behauptete Aquivalenz.

Der zweite Teil des Satzes 145 folgt durch eingehendere Betrachtung
der in § 112 entwickelten Kongruenzeigenschaften (43), (44) der Lagrange-
schen Wurzelzahl A.

Ein wesentlich verschiedener Beweis fiir den ersten Teil des Satzes 145
ergibt sich unmittelbar aus einer 